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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Η παρούσα διπλωµατική εργασία είναι µια ϐιβλιογραφική µελέτη της διαί-

σθησης του συνεχούς και της ϑεµελίωσης των πραγµατικών αριθµών. Οι

άρρητοι αριθµοί γίνονται γνωστοί στα πρώτα χρόνια της δευτεροβάθµιας εκ-

παίδευσης, συγκεκριµένα στη δευτέρα γυµνασίου διαµέσου συγκεκριµένων

παραδειγµάτων· και στη τρίτη τάξη ενιαίου λυκείου (της ϑετικής και τεχνο-

λογικής κατεύθυνσης) οι µαθητές µαθαίνουν ότι το σύνολο των πραγµατικών

αριθµών αποτελείται από τους ϱητούς και τους άρρητους αριθµούς και ότι

παριστάνεται µε τα σηµεία ενός άξονα. Κατά µεγάλο ϐαθµό οι µέχρι τότε

γνώσεις, για τους πραγµατικούς αριθµούς, στηρίζονται στη διαίσθηση της

συνέχειας της ευθείας γραµµής. Ο αυστηρός συνολοθεωρητικός καθορισµός

τους γίνεται µόνο στα πρώτα έτη της ανώτατης εκπαίδευσης.

΄Ενας από τους ϐασικούς στόχους της εργασίας είναι η πλήρης ανάπτυξη

των πραγµατικών αριθµών, µε όσο το δυνατόν πιο προσιτό τρόπο· λαµβάνο-

ντας παράλληλα υπόψη τη ϑεωρία της διαίσθησης και τις σύγχρονες γνωστι-

κές ϑεωρίες, οι οποίες εντάσσονται στη Ψυχολογία των Μαθηµατικών.

Σχετικά µε τη δοµή της εργασίας αναφέρεται ότι, στο πρώτο κεφάλαιο

διερευνώνται οι έννοιες της διαίσθησης και του συνεχούς. Εξετάζεται το τι

ϑεωρείται διαίσθηση και ποιος είναι ο ϱόλος της στη ∆ιδακτική των Μαθη-

µατικών αλλά και στην επιστήµη των Μαθηµατικών. Επίσης, γίνεται µια

ϕιλοσοφική προσέγγιση της έννοιας του συνεχούς. Ακολούθως, εξετάζονται

οι πηγές των δυσκολιών της κατανόησης και της εξήγησης του συνεχούς. ∆ιε-

ϱευνάται η έννοια του µαθηµατικού συνεχούς, όπως επίσης οι έννοιες του

σηµείου και του συνόλου. Τελικά παρουσιάζουµε πως από το διαισθητικό

συνεχές οδηγηθήκαµε στο µαθηµατικό συνεχές· δηλαδή, στην κατασκευή

και στην αξιωµατική ϑεµελίωση των πραγµατικών αριθµών.

Στο δεύτερο κεφάλαιο, αναφερόµαστε στις αντινοµίες (ή παράδοξα) του

Ζήνωνος· τα οποία αναµφισβήτητα υπήρξαν, κατά καιρούς, η αφορµή για

τη µελέτη της συνέχειας (µε την ευρεία έννοια) και τα οποία πρόβαλαν τις

εννοιολογικές δυσκολίες που σχετίζονται µε έννοιες όπως είναι του απείρου

και της πυκνότητας. Επίσης, παρουσιάζουµε τις διαισθητικές δυσκολίες που

εµφανίζουν σύµφωνα µε τη ϑεωρία της διαίσθησης του Fischbein.

Τέλος, στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τη κατασκευή των πραγµατι-

κών αριθµών όπως αυτή γίνεται ϐάση του αριθµητικού ορισµού των ϑετικών

άρρητων αριθµών µε τα δεκαδικά αναπτύγµατα. Περιγραφικά η πορεία που
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ακολουθήσαµε είναι η ακόλουθη: Κατασκευάσαµε το διατεταγµένο σύνολο

των απόλυτων αριθµών µε τις χαρακτηριστικές ιδιότητες της αυτοπάθειας,

της αντισυµµετρικότητας, της µεταβατικότητας, της τριχοτοµίας, της πυκνό-

τητας και της πληρότητας· πήραµε τους «συµµετρικούς» αριθµούς αυτών των

αριθµών και δείξαµε ότι το σύνολο που κατασκευάζεται (των πραγµατικών

αριθµών) επίσης ικανοποιεί αυτές τις ιδιότητες και ότι είναι ένα διατεταγµένο

αλγεβρικό σώµα. Σηµειώνουµε ότι, η παρούσα πορεία που ακολουθούµε,

είναι σύµφωνη µε το προτεινόµενο µοντέλο της ανάπτυξης της έννοιας του

αριθµού στη ϑεωρία εκπαγµάτωσης (reification) της Sfard.

Επίσης, στο Παράρτηµα Α΄, αναφερόµαστε στον εναλλακτικό συνολοθε-

ωρητικό ορισµό των αρρήτων µε τοµές Dedekind και στον ορισµό της πρό-

σθεσης ϐάση των τοµών Dedekind. Στο παράρτηµα Β΄ παρουσιάζονται τα

αξιώµατα που χρησιµοποιούνται στη ϑεµελίωση των πραγµατικών αριθµών·

τα οποία στην κατασκευαστική πορεία που ακολουθήσαµε, στο τρίτο κεφά-

λαιο, είχαν παρουσιαστεί υπό τη µορφή ϑεωρηµάτων και ιδιοτήτων.

Κλείνοντας, κρίνεται ότι πρέπει να διευκρινιστεί ο τρόπος γραφής της δι-

πλωµατικής εργασίας. Συγκεκριµένα, τα αποσπάσµατα που είναι γραµµένα

µε πλάγια γραµµατοσειρά, στα Κεφάλαια 1 και 2, έχουν ληφθεί αυτούσια

από την πηγή στην οποία γίνεται αναφορά, χωρίς να έχει γίνει κάποια συ-

νειδητή αλλαγή. Επίσης, οι ϕράσεις που δεν είναι γραµµένες µε πλάγια

γραµµατοσειρά και έχουν τουλάχιστο µια αναφορά, είναι η γενική ιδέα που

έχει δανειστεί από την αντίστοιχη ή τις αντίστοιχες πηγές.

Αθήνα, Μάρτιος 2006
Ιακώβου Μόρφω





Κεφάλαιο 1

∆ιαίσθηση του Συνεχούς.

Η µαθηµατικοποίηση του συνεχούς για αιώνες συναντούσε στη πορεία της

τεράστιες δυσκολίες. Συγκεκριµένα από την εποχή του Αριστοτέλη µέχρι τον

19o - 20o αιώνα. Γιατί υπήρξε τόσο µεγάλη δυσκολία να ϕτάσουµε στο πλήρη

καθορισµό του µαθηµατικού συνεχούς ;

1.1 Η διαίσθηση.

Η σηµασία της διαίσθησης για την κατανόηση των µαθηµατικών, η συµβολή

και ο ϱόλος της στην ανάπτυξη της µαθηµατικής συλλογιστικής ( mathemati-
cal reasoning) και κατ΄ επέκταση της µαθηµατικής επιστήµης, επισηµαίνεται

από µελετητές που ανήκουν στον επιστηµονικό χώρο της γνωστικής ψυχολο-

γίας και των µαθηµατικών (Bruner 1960 pp. 66− 77, Fischbein 1987 pp. 11,

Longo 1998, Poincare 1997, Τουµάσης 1999 σελ : 323).

Η διαίσθηση µας επιτρέπει να ϐλέπουµε το στόχο από µακριά, δηµιουρ-

γώντας ένα πλάνο ϐάση του οποίου µπορεί να κινηθεί µε καθορισµένα, ϐαθ-

µιαία ϐήµατα η αναλυτική σκέψη. Είναι κοινά παραδεκτό ότι δεν µπορεί

να µας προσφέρει ούτε την αυστηρότητα, ούτε τη ϐεβαιότητα. Παρά ταύτα

είναι το εργαλείο της επινόησης, αφού επιτρέπει µεγάλα νοητικά άλµατα και

ελευθερία στο συλλογισµό.

Η λέξη «διαίσθηση» παράγεται από την αρχαία λέξη «διαίσθησις» η οποία

παράγεται από το πρόθεµα «διά» και την λέξη «αἴσθησις»· δηλαδή, διαµέσου

των αισθήσεων.

Ο λεξικολογικός χαρακτηρισµός της είναι ο ακόλουθος (Vinner 2002):

• ∆ράση διαλογισµού.
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΙΣΘΗΣΗ ΤΟΥ ΣΥΝΕΧΟΥΣ.

1. ΄Αµεση κατανόηση ή γνώση.

2. Γνώση ή πεποίθηση που αποκτάται µε τη διαίσθηση.

3. Η δύναµη ή η ευχέρεια να επιτυγχάνεται η κατάκτησης της άµεσης

γνώσης ή η γνώση χωρίς την έλλογη σκέψη και το συµπερασµό.

• Γρήγορη και σε ετοιµότητα ενόραση ( insight).

Κάποιος µπορεί να αντιλαµβάνεται τον όρο «άµεση» (immediate), όπως

διατυπώνεται στο πιο πάνω απόσπασµα, ως αυθόρµητη, αυτόµατη, αδιαµε-

σολάβητη από άλλα σκεπτικά ή ότι δεν έχει µεσολαβήσει η λογική. ΄Οµως

είναι αυτό ; Καµία από αυτές τις ερµηνείες δεν αποδίδει τη σηµασία της· ούτε

όλες µαζί. ∆ιότι στη διαισθητική σύλληψη µαθηµατικών εννοιών, όπως είναι

του σηµείου, επεµβαίνει και η λογική ή συνδυασµοί της· γίνεται µια επεξερ-

γασία τους από το νου, µια περιγραφή τους, χωρίς αυτή να είναι µαθηµατική

περιγραφή, η οποία µετά µόνο µέσα στη δοµή µπορεί να κατανοηθεί ως

αντικείµενο.

Ο Hilbert, στα τέλη του 19oυ αιώνα, ϑεώρησε µη ορίσιµες έννοιες του

αξιωµατικού του συστήµατος της γεωµετρίας - αυτές του σηµείου, της ευθείας

και του επιπέδου-καθορίζοντας τις µε σχέσεις των οποίων η περιγραφή γίνεται

εφικτή µέσω των αξιωµάτων της Γεωµετρίας (Hilbert 1995). Η µόνη κατανόηση

και εξήγηση αυτών των εννοιών είναι µέσα στη λειτουργία τους, µέσα στα

αξιώµατα της γεωµετρίας του. ΄Εκτοτε, στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση των

µαθηµατικών ακολουθείται σε γενικά πλαίσια µια εκδοχή του αξιωµατικού

συστήµατος του Hilbert, απαιτώντας έτσι τη διαισθητική προσέγγιση αυτών

των εννοιών που παρουσιάζονται ως πρωταρχικές.

Η διαίσθηση έχει µια δοµή η οποία έχει τα δικά της σκεπτικά,τους δι-

κούς της συλλογισµούς· έχει µια δοµή σκέψης. Η ίδια «ϐιάζεται» να ϐρει

το συνολικό,το διαµορφωµένο σφαιρικά και εικονικά, έτσι ενδεχοµένως να

στηρίζεται σε λάθος αρχές. Συγκεκριµένα, µια λανθασµένη διαίσθηση, προ-

κύπτει από µια «διαδικασία συµπίεσης» (compression process) που υπόκειται

ένα ανεπαρκή «δοµικό σχήµα» (structural schema) (Fischbein 1999, pp. 49).

Στη διαίσθηση έχουµε διαβαθµίσεις και διαφορετικά πλαίσια του τι εννο-

ούµε διαίσθηση µπορεί να εννοούµε ένα πρόχειρο ορισµό, µπορεί να εννοού-

µε µια πρόχειρη περιγραφή η οποία δεν είναι τυπικά αποδιδοµένη, µπορεί

να εννοούµε µια έννοια στην οποία δρα η λογική για να τη προσδιορίσει αλλά

τη προσδιορίζει µόνο µε περιγραφή και όχι µέσω ενός τυπικού ορισµού.

Ο Bruner αναφέρεται σε µια αµφίβολη εκδοχή που ο Webster λέει : «∆ιαί-

σθηση είναι η άµεση αντίληψη ή γνώση» (Bruner 1960, σελ : 70). ΄Ενας τέτοιος
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ορισµός, όπως ο παραπάνω, µοιάζει να ταυτίζει την έννοια της διαίσθησης µε

την έννοια της αντίληψης· ϕαίνεται να υιοθετείται µια σύγχυση µεταξύ των

δύο όρων. Αυτός ο ορισµός δεν ϑα µπορούσε να είναι ολωσδιόλου αποδεκτός

από τον Fischbein, αφού διακρίνει ϱητά τη διαφορά µεταξύ της διαίσθησης

και της αντίληψης.

Για τον Fischbein η διαίσθηση είναι ένας τύπος γνώσης και αναφέρει

ως προπαρασκευαστικό ορισµό της ότι, η διαισθητική γνώση χαρακτηρίζεται

από την αυταποδειξιµότητα (self-evidence), τον κατα προσέγγιση υπολογισµό

(extrpolativeness), την εξαναγκαστικότητα (coerciveness), και τη σφαιρικότητα

(globality) (Fischbein 1987, pp. 14). Στη συνέχεια δίνει ένα νέο ορισµό της

αναφέροντας ότι είναι, ένα είδος γνώσης το οποίο δεν ϐασίζεται σε επαρκή

εµπειρικό πειστήριο ή σε αυστηρά λογικά επιχειρήµατα, και παρ΄ όλα αυτά,

κάποιος έχει την τάση να την αποδέχεται ως ϐέβαιη και προφανή (Fischbein
1987, pp. 26).

Το απόσπασµα που ακολουθεί, εκτός από την περιγραφή που δίνει για

τους τρόπους µε τους οποίους εφαρµόζεται η διαίσθηση στα µαθηµατικά,

παρέχει πληροφορίες για το ϱόλο και γενικότερα τη ϕύση της διαίσθησης στη

µαθηµατική επιστήµη.

Στα µαθηµατικά η διαίσθηση χρησιµοποιείται µε δύο ϐασικούς τρόπους. Από

τη µια πλευρά, λέµε ότι σκέφτεται κάποιος διαισθητικά όταν ξαφνικά ϕθάνει

στη λύση ενός προβλήµατος που τον έχει ϐασανίσει πολύ στο παρελθόν, χωρίς

να µπορεί ακόµη να δώσει µια τυπική λύση. Από την άλλη πλευρά ϑεωρείται

κανείς µεγάλος µαθηµατικός όταν είναι σε ϑέση, µέσω της διαίσθησης του, να

κάνει γρήγορα επιτυχηµένες εικασίες ή να διαισθάνεται ποια από τις διάφορες

πιθανές µεθόδους λύσης ενός προβλήµατος ϑα είναι τελικά η πιο αποδοτική

και γόνιµη (Τουµάσης 1999, σελ : 146).

Η «τυπική λύση» που αναφέρεται πιο πάνω είναι η λύση που εντάσσεται

στα πλαίσια ενός αξιωµατικού συστήµατος, ενός µαθηµατικού µοντέλου όπως

καθορίζεται σε µια µαθηµατική ϑεωρία. Στο πλαίσιο αυτό οι έννοιες καθορί-

Ϲονται µε ακρίβεια προσφέροντας ένα ακλόνητο ϑεµέλιο για τη µαθηµατική

ϑεωρία.

Η ιστορία των Μαθηµατικών δείχνει ότι οι έννοιες αναπτύσσονται σταδιακά,

κυρίως σε χρονικό διάστηµα αιώνων. Μαθητές και ϕοιτητές δεν έχουν συνεί-

δηση ότι πολλοί ορισµοί (και οµοίως, και εναλλακτικοί προς αυτούς ορισµοί)

παρουσιάζουν «αδύνατα σηµεία», δηλαδή, αποκλίσεις µεταξύ του τυπικού ορι-

σµού µιας έννοιας και της κατάστασης που ϑέλουµε να χαρακτηρίσουµε την

έννοια αυτή (Kronfellner 2003, σελ : 249).

΄Ενας «προσωπικός» ορισµός έννοιας, µπορεί να είναι ένας αντιλαµβανό-



4 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ∆ΙΑΙΣΘΗΣΗ ΤΟΥ ΣΥΝΕΧΟΥΣ.

µενος δοθέν ορισµός έννοιας ή ένας ορισµός που κατασκευάζεται από το ίδιο

το άτοµο συνδυάζοντας πολλές «διαδικασίες» (processes) που ενεργοποιούνται

συνειδητά και ασυνείδητα, ενδεχοµένως να διαφέρει από ένα «τυπικό» ορισµό

έννοιας (Tall & Vinner 1981, pp. 152). Ο προσωπικός ορισµός έννοιας µπορεί

να διαφέρει από καιρό σε καιρό και από άτοµο σε άτοµο· ενώ ο τυπικός ορι-

σµός έννοιας είναι ο αντικειµενικός, είναι αυτός που δεν αλλάζει από καιρό

σε καιρό ούτε από άτοµο σε άτοµο. Ο τελευταίος όντας ένας ορισµός έννοιας

είναι αυτός που γίνεται αποδεκτός από την ευρύτερη µαθηµατική κοινότητα.

Πολλές έννοιες στα µαθηµατικά προτού καθοριστούν τυπικά, συναντήθη-

καν µε διαφορετική µορφή. Το γεγονός αυτό αποδίδεται στη διαφορετικότητα

της γνωστικής δοµής που υπάρχει στο µυαλό του κάθε ατόµου, καθώς ενδίδει

µια ποικιλία από προσωπικών νοητικών εικόνων (mental images) όταν καλείται

µια έννοια (Tall & Vinner 1981, pp. 151).

Σύµφωνα µε τον Σπύρου (2005, σελ : 257) µια από τις ϐασικές ενεργητικές

(enactive) ϑεωρίες που καταγίνονται µε την εξήγηση της λειτουργίας της κα-

τανόησης των µαθηµατικών εννοιών είναι η ϑεωρία του procept, σύνθετη λέξη

παραγόµενη από το process και concept, των Gray & Tall. Σ΄ αυτή τη ϑεωρία

«ϕαίνεται να αποκαλύπτεται ισχυρή ενόραση µέσα στους πολύ διαφορετικούς

τρόπους στους οποίους τα άτοµα κατασκευάζουν τις µαθηµατικές έννοιες» (Gray
& Tall 2001).

Είναι η αναγνώριση των proceptual δοµών που προσφέρει την ευελιξί-

α (Gray & Tall 2001). Η δηµιουργία των procepts, στηρίζεται στη «ψευδο-

εµπειρική αφαίρεση» των δράσεων (Tall, Thomas, Davis, Gray & Simpson
2000) και συµπεριφέρεται διαφορετικά σε διάφορα πλαίσια (Tall 1995, pp. 7).

Μια δράση γίνεται διαδικασία όταν το υποκείµενο δύναται να περιγράψει όλα

τα ϐήµατα στη µεταφορά (transformation) χωρίς αναγκαστικά να τα εκτελεί.

Μια διαδικασία γίνεται ένα αντικείµενο, όταν συνειδητοποιεί ότι οι µεταφο-

ϱές µπορούν να δράσουν σε αυτό και είναι ικανό να κατασκευάσει τέτοιες

µεταφορές (Tall, Thomas, Davis, Gray & Simpson 2000, pp. 225).

Με τη χρήση και το νόηµα των procepts σχετίζεται η «εικόνα έννοιας»

(concept image) (Tall & Vinner 1981, Tall 1995, Gray & Tall 2001). Αυτή

περιέχεται σε µια γνωστική δοµή, η οποία περιέχει νοητικές εικόνες (mental
pictures), συνδυάζει διαδικασίες (processes) και ιδιότητες. Τα αισθητηριακά

δεδοµένα επηρεάζουν την «εικόνα έννοιας», διαφορετικά ερεθίσµατα ενεργο-

ποιούν διαφορετικά µέρη της, γι΄ αυτό σφαιρικά µπορεί να µην χαρακτηρίζε-

ται από συνοχή και µπορεί να έχει απόψεις που να είναι τελείως διαφορετικές

από το τυπικό ορισµό µιας έννοιας (formal concept definion) (Tall & Vinner
1981).
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Σχήµα 1.1: ∆ιάφοροι τύποι των µαθηµατικών (πίνακας Tall 1995, µετάφραση

όρων Σπύρου 2005 σελ : 265).

Κατά τη προκατανόηση ενός συγκεκριµένου ϑέµατος, το υποκείµενο το

κατανοεί ορθά ή λανθασµένα χωρίς απαραίτητα να παρουσιάζεται µια συ-

νοχή στη σκέψη του· ενδεχοµένως να εµφανίζεται η απουσία των νοητικών

συνδέσµων των µερών της σκέψης αυτής. ΄Εχει µια σύντοµη διαισθητική ει-

κόνα, µια εσωτερική αναπαράσταση που του επιτρέπει να κατανοεί κατά µέρη

το ϑέµα αυτό.

Οι εσωτερικές αναπαραστάσεις αναφέρονται στους πιθανούς νοητικούς σχη-

µατισµούς ή εικόνες που οικοδοµούν τα υποκείµενα για να αναπαραστήσουν την

εξωτερική πραγµατικότητα . . . η εσωτερική αναπαράσταση µαθηµατικών ιδεών

είναι αναγκαία για την κατανόηση τους (Γαγάτσης & Ηλία 2004, σελ : 92−93).

Η γνώση η οποία εµπεριέχει αντικείµενα και αναπαραστάσεις αντικειµέ-

νων µέσα σ΄ ένα χώρο και σ’ενα χρόνο της «καθαρής εποπτείας», αποτελεί επί-

κεντρο της ϕιλοσοφίας του Kant (Aquila 2004, pp. 250). Σ΄ αυτό το ϑεωρητικό

ϕιλοσοφικό πλαίσιο, όταν µια αναπαράσταση µπορεί να δίνεται µόνο διαµέ-

σου ενός µοναδικού αντικειµένου, αυτή η «αναπαράσταση (representation)

. . . είναι µια διαίσθηση» (Aquila 2004, pp. 250).

Στην ουσία όταν αναφερόµαστε στη διαίσθηση πρόκειται για εσωτερικές

αναπαραστάσεις ανακοινώσιµες ή µη τυπικά διατυπωµένες και συµβατικά
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αποδεκτές· µε αυτή συχνά συνδέονται οι προέννοιες και η προκατανόηση.

Τελικά, η διατυπωµένη ιδέα στηρίζεται πάνω στη διαίσθηση, η οποία έχει

ήδη κριθεί από τη λογική· είναι αυτή που είτε τυποποιεί µια διαισθητική

περιγραφή, είτε την απορρίπτει.

Ο προ-ευκλείδειος «ορισµός» του σηµείου των Πυθαγορείων εκφράζει λε-

κτικά το νοητικό αντικείµενο που µπορεί να κρύβεται πίσω από οποιαδήποτε

εικόνα του εξωτερικού ϕυσικού κόσµου. Είναι µια περιγραφή που ϑέλει να

ορίσει το σηµείο, χωρίς να είναι η ίδια ένας ορισµός.

Ο επόµενος «ορισµός» σηµείου που συναντάµε είναι αυτός στους «΄Ορους»

του πρώτου ϐιβλίου των «Στοιχείων» του Ευκλείδη. Ο Αρχιµήδης (250 π.Χ.),

όπως λέει ο Αριστοτέλης, διαφωνούσε µε τον Ευκλείδειο ορισµό του σηµεί-

ου διότι περιείχε άρνηση· ο ίδιος ϑεωρούσε ότι ένας ορισµός δεν πρέπει να

περιέχει άρνηση (Αριστοτέλης, «Αναλυτικά ΄Υστερα», [90b3− 7]). Η ϕύση του

Ευκλείδειου ορισµού προκαλεί την ανάγκη να σχολιαστεί αργότερα από τον

Πρόκλο (450 µ.Χ.) (Πρόκλος, «Σχόλια του εις πρώτο ϐιβλίο του Ευκλείδη», [85,

1-96, 15]). Ο Ευκλείδης (300 π.Χ.) αφήνει την έννοια του σηµείου στη διαί-

σθηση, µε αποτέλεσµα αυτό να ερµηνευθεί µε πολλούς και διαφορετικούς

τρόπους από τους αρχαίους. ΄Ενας τέτοιος «ορισµός» δεν είναι ορισµός µε

τη σύγχρονη σηµασία της λέξης που συναντάται µέσα σε µια µαθηµατική

ϑεωρία που είναι ϑεµελιωµένη σε αξιώµατα. Αλλά είναι µόνο µια περιγρα-

ϕή η οποία ϐοηθά να αποδοθεί το κρυµµένο νόηµα του τέλειου πλατωνικού

αντικειµένου.

Είναι ϐασικό να γίνει η διάκριση µεταξύ των µαθηµατικών της πρωτοβάθ-

µιας και δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης όπου τα αντικείµενα περιγράφονται και

των προχωρηµένων µαθηµατικών όπου τα αντικείµενα ορίζονται. Και στις δύο

περιπτώσεις η γλώσσα χρησιµοποιείται για να τυποποιηθούν οι ιδιότητες των

αντικειµένων, αλλά στα µαθηµατικά της πρωτοβάθµιας και δευτεροβάθµιας

εκπαίδευσης η περιγραφή κατασκευάζεται από την εµπειρία του αντικειµένου,

στα προχωρηµένα µαθηµατικά, οι ιδιότητες του αντικειµένου κατασκευάζονται

από τον ορισµό (Tall 1995, pp. 7).

∆ιακρίνονται λοιπόν δύο διαφορετικές κατασκευές, αυτή των πλατωνικών

αντικειµένων και αυτή των αξιωµατικών αντικειµένων, που διαφέρουν ουσιω-

δώς µεταξύ τους. Κατά τη πρώτη κατασκευή, η προσοχή του υποκειµένου

εστιάζεται αρχικά στο αντικείµενο, ενώ κατά τη δεύτερη η προσοχή του υ-

ποκειµένου εστιάζεται αρχικά στον ορισµό (Tall & Thomas & Davis & Gray
& Simpson 2000, pp. 238). Στη πρώτη, «ο ορισµός είναι κατασκευασµένος

από το αντικείµενο», «αντικείµενο → ορισµός» κατασκευή των πλατωνικών α-

ντικειµένων· ενώ στη δεύτερη «το αντικείµενο είναι κατασκευασµένο από τον
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Σχήµα 1.2: Εννοιολογική εξέλιξη των διαφόρων µαθηµατικών δραστηριοτή-

των (πίνακας Tall 1995, µετάφραση όρων Σπύρου 2005 σελ : 265).

ορισµό», «ορισµός → αντικείµενο» κατασκευή των αξιωµατικών αντικειµένων

(Gray, Pinto, Pitta & Tall 1999, pp. 125· Tall & Thomas & Davis & Gray &
Simpson 2000, pp. 238).

Η αναγκαιότητα της κατασκευής ενός νοητού αντικειµένου και ο ουσια-

στικός ϱόλος της που διαδραµατίζει στη µαθηµατική συλλογιστική επισηµαί-

νεται στο κάτωθεν απόσπασµα:

Η τυπική διαδικασία αφαίρεσης, συνδεόµενη µε τη κατασκευή της τυπικής

έννοιας, όταν επιτυγχάνεται, οδηγεί σε ένα νοητικό αντικείµενο (mental ob-
ject), το οποίο καθιστά πιο εύκολο στον ειδικό να κάνει επιδέξιους νοητικούς

χειρισµούς (Harel & Tall 1991, pp. 39).

Επίσης κρίνεται αναγκαίο να αναφερθεί η ακόλουθη επισήµανση: Συχνά

έχει τονιστεί . . . ότι, µπορεί να υπάρχουν πολλές διαδικασίες που ενέχονται

στην εκπραγµάτωση (encapsulation) ενός νοητικού αντικειµένου (mental obje-
ct) εκ των οποίων συνήθως όχι όλες κατατάσσονται να είναι µαθηµατικές (Tall
& Thomas & Davis & Gray & Simpson 2000, pp. 233).

Η µετάβαση από την Ευκλείδεια γεωµετρία, σε αξιωµατικές γεωµετρίες

απαιτεί νοητικές λειτουργίες που διακρίνονται σε προχωρηµένα στάδια εξελι-

κτικών ϑεωριών. Μια τέτοια ϑέση ενισχύει την ανάγκη της πιο πάνω διάκρισης

αλλά και επισηµαίνει την αναγκαιότητα στη διδακτική των µαθηµατικών, για
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καθαρά εκπαιδευτικούς λόγους, της εναρµόνισης και της συνάρτησης των

µαθηµατικών µε τις ϑεωρίες της γνωστικής ανάπτυξης. ΄Ετσι ώστε οι απαι-

τούµενες νοητικές λειτουργίες των αντίστοιχων πράξεων στα µαθηµατικά να

συµβαδίζουν µε την ήδη υπάρχουσα γνωστική ανάπτυξη, ενδεχοµένως και

την ϐιολογική ανάπτυξη, του υποκειµένου.

Κατά καιρούς έχει λεχθεί η άποψη ότι, η γνωστική ανάπτυξη κατά την εξέ-

λιξη του ανθρώπινου ϐιολογικού εγκεφάλου ακολουθεί την ιστορική εξέλιξη

ανάπτυξης των µαθηµατικών εννοιών. Αν ισχύει το γεγονός αυτό τότε εύλογα

έχουν µορφοποιηθεί έτσι τα µαθηµατικά µέσα στις ϐαθµίδες της δηµόσιας

εκπαίδευσης (πρωτοβάθµια-δευτεροβάθµια).

Σήµερα υπάρχουν διάφορες «απεικονιστικές τεχνικές» που κάνουν δυνατή

τη µελέτη της δοµής του εγκεφάλου, αλλά και τη µελέτη της λειτουργίας του

εγκεφάλου. Η «λειτουργική απεικόνιση του εγκεφάλου» γίνεται δυνατή µε την

«τοµογραφία Εκποµπής Ποζιτρονίων (PET ) » (Βοσνιάδου 2001, σελ : 70 − 72).

Υπάρχουν µελέτες που δείχνουν ότι η αρχική λύση προβλήµατος προκαλεί

δραστηριότητα σε πολλά κέντρα του εγκεφάλου. Καθώς οι διαδικασίες λύσης

(solution processes) γίνονται περισσότερο διαδικασίες ϱουτίνας, οι περιοχές

του εγκεφάλου που απαιτούνται λιγοστεύουν (Gray & Tall 2001, pp. 6).

Αυτό ϕαίνεται να µας δείχνει µια πιθανή επεξήγηση για το πώς επιτυγ-

χάνεται, σε ατοµικό επίπεδο, η ανάπτυξη της λογικής. Μεταβαίνοντας από

διαδικασίες λύσεις σε διαδικασίες ϱουτίνας, ο εγκέφαλος αποφορτίζεται και

εκτελώντας νέες πιο πολύπλοκες νοητικές λειτουργίες δύναται να διεισδύει σε

µεγαλύτερα ϐάθη σκέψης.

Σύµφωνα µε το Ζερβό, η εξέλιξη του εγκεφάλου (evolution of brain) είναι

πιο ϐασική από τη λογική που αναπτύσσεται από αυτήν· υπό την έννοια ότι

η καθαυτή λογική προϋποθέτει µια πρότερη επαρκή εξέλιξη του εγκεφάλου

(Zervos 1972, pp. 403). Επίσης εικάζεται ότι :

Η στάση της ανθρωπότητας προς την επιστήµη είναι επίσης επηρεασµένη

από µια ϐέβαιη εξέλιξη του ανθρώπινου εγκεφάλου. ΄Ετσι, δεν είναι αποδεκτή

καµία «ϐιολογικά στατική» ανακάλυψη της επιστήµης, όταν αναφερόµαστε σε

µεγάλες χρονικές περιόδους· και αν αυτές οι περίοδοι είναι πολύ µεγάλες,

ακόµη και η αντίληψη της λογικής ( και, ϕυσικά, της µαθηµατικής) αλήθειας

επηρεάζεται από αυτή την εξέλιξη του εγκεφάλου. ΄Ετσι, δεν υπάρχει ελπίδα

να τυποποιήσουµε, µια για πάντα, τα ευρήµατα της λογικής, των µαθηµατικών

και της επιστήµης (Zervos 1972, pp. 402).

Με µια άποψη σαν τη πιο πάνω ενδεχοµένως να συµφωνούσε ο Poincare,

συµπληρώνοντας ότι η πορεία αυτή δεν είναι µάταιη διότι αν κάποια από

αυτές τις διαδοχικές τυποποιήσεις, δηλαδή ϑεωρίες, «διδάσκει µια αληθινή
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Σχήµα 1.3: Η ανάπτυξη της ανώτερης µαθηµατικής σκέψης (πίνακας Tall
1995 pp. 172, µετάφραση όρων Σπύρου 2005 σελ : 270).
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σχέση, αυτή είναι οριστικά ϐεβαιωµένη» (Poincare 1997, σελ : 197).

Στις µαθηµατικές αξιωµατικές ϑεωρίες γίνονται αποδεκτές είτε µαθηµα-

τικές αλήθειες που πηγάζουν από τη διαίσθηση και που τεκµηριώνονται µε

λογικούς συλλογισµούς δηλαδή µε αποδείξεις, είτε µαθηµατικές προτάσεις

οι οποίες αποδεικνύονται. ΄Ενας µαθηµατικός µπορεί να αναγνωρίσει εύκολα

µια απόδειξη, όµως όταν κληθεί να διαπραγµατευτεί ερωτήµατα που έχουν

σχέση µε την ϕύση της απόδειξης είναι πιθανό να αντιληφθεί ότι η έννοια της

απόδειξης είναι επιστηµολογικά πολύ περίπλοκη.

[Η] απάντηση στην ερώτηση τι ϑεωρείται απόδειξη, δεν είναι απόλυτη, αλλά

καθορίζεται κοινωνικά από τη µαθηµατική κοινότητα. Συνεπώς, µπορεί να

εξαρτάται από επιρροές των πλαισίων µέσα στα οποία τίθεται το ερώτηµα, όπως

η ιστορική περίοδος, το πεδίο εντός των µαθηµατικών ή το στόχο της απόδειξης

στη δεδοµένη περίπτωση (Dreyfus 2003, pp. 126).

Κρίνεται αξιοσηµείωτο να αναφερθεί ότι υπήρξε διαφωνία, όσο αφορά του

τι συνιστά απόδειξη, ακόµη και µεταξύ σύγχρονων µαθηµατικών. Στις αρχές

του 20oυ αιώνα για παράδειγµα, οι ϕορµαλιστές και οι ιντουισιονιστές είχαν α-

γεφύρωτη διαφορά πάνω στο ϑέµα της νοµιµότητας των µη κατασκευαστικών

αποδείξεων ύπαρξης (Dreyfus 2003, pp. 124). Η ύπαρξη για τα µαθηµατικά

αντικείµενα ταυτίζεται για τους δεύτερους µε την κατασκευή τους (Βασιλεί-

ου 1973, σελ : 69). Για τους ιντουισιονιστές, µια απόδειξη που χρησιµοποιεί

την αρχή της απόκλισης του τρίτου δεν είναι αποδεκτή· η µη αποδοχή αυ-

τής της αρχής έχει σαν συνέπεια τη µη αποδοχή όλων των αποδείξεων που

χρησιµοποιούν απαγωγή σε άτοπο και, εποµένως, κάθε ϑεώρηµα ύπαρξης

που στην απόδειξη του χρησιµοποιείται κάτι τέτοιο δεν είναι ϑεώρηµα, εκτός

αν υποκατασταθεί η προηγούµενη απόδειξη του µε µια απόδειξη καθαρά

κατασκευαστική (Αναπολιτάνος 1985, σελ : 278).

Τελικά, τι είναι απόδειξη για τους µαθηµατικούς ;

Με τη ϐοήθεια δύο παραδειγµάτων, γίνεται µια προσπάθεια να διευκρι-

νιστεί και να αναλυθεί ως ένα ϐαθµό τι ϑεωρείται απόδειξη στη µαθηµατική

κοινότητα και τι διαίσθηση

1
o

Παράδειγµα: Στο δεύτερο ήµισυ του 19oυ αιώνα ο Jordan δίνει ορισµό

της καµπύλης, «ως το δρόµο που διαγράφει η συνεχής κίνηση ενός σηµεί-

ου» (Σπύρου 2005, σελ : 236). ΄Εστω ότι έχουµε µια απλή κλειστή καµπύλη

Jordan και δύο σηµεία· το ένα µέσα στη καµπύλη και το άλλο έξω από τη

καµπύλη. Τώρα η µαθηµατική απόδειξη του γεγονότος, ότι µια γραµµή που

ενώνει αυτά τα δύο σηµεία τέµνει την απλή κλειστή καµπύλη Jordan, αποτέ-

λεσε ένα δυσεπίλυτο πρόβληµα. Η διαισθητική εικόνα όµως που λαµβάνεται

από την εξωτερική αναπαράσταση του σχήµατος του αντίστοιχου γεγονότος,
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δείχνει µια διασταύρωση δηµιουργώντας έτσι την αίσθηση της ύπαρξης του

σηµείου τοµής.

2
o

Παράδειγµα: Το Θεώρηµα Bolzano1
: «Αν η f είναι συνεχής στο [α, β]

και αν f(α) · f(β) < 0 τότε η f έχει µία τουλάχιστον ϱίζα x0 στο (α, β)»
(Πηχωρίδης 1996, σελ : 57− 58).

Η µαθηµατική απόδειξη απόδειξη αυτού του Θεωρήµατος, έχει ένα ϐαθµό

δυσκολίας για το ϕοιτητή και δεν ϑεωρείται από τις πολύ σύντοµες αποδείξεις

που περιορίζονται σε λίγες γραµµές. Ενώ αν µεταφράσουµε αυτό που λέει το

ϑεώρηµα- δηλαδή, ότι αν έχουµε µια συνεχή συνάρτηση η οποία είναι κάτω

από τον άξονα και πάνω από τον άξονα τότε αυτή ϑα τον τέµνει τουλάχιστο

µια ϕορά- σε µια γραφική παράσταση ϕαίνεται να είναι κάτι το πολύ απλό

και αυταπόδεικτο.

Σχήµα 1.4: Μια γραφική παράσταση της διατύπωσης του Θεωρήµατος Bol-
zano (Πηχωρήδης 1996, σελ : 58).

Η γραφική παράσταση είναι µια περιγραφή η οποία, από µόνη της, δεν

είναι δυνατή να ϑεωρηθεί ως απόδειξη στη µαθηµατική κοινότητα, διότι δεν

έχει τέτοιες συνδέσεις που να αναφέρεται σε εντελώς παραγωγικό, λογικό

τρόπο σκέψης. Γίνεται όµως αναφορά σε αυτή για να δηµιουργηθεί µια

εποπτεία. Η λογική κρίνει αυτή την εποπτεία, γίνεται µια αφαίρεση της

εποπτείας µέσα στο νου, λαµβάνοντας έτσι το υποκείµενο µια διαισθητική

εικόνα.

Σηµειώνεται λοιπόν ότι στη µαθηµατική κοινότητα µια ιδέα που συλλαµ-

ϐάνεται διαισθητικά, από µόνη της δεν είναι αποδεκτή ως µαθηµατική γνώση.

1
Το Θεώρηµα αυτό αναφέρεται και σαν Θεώρηµα των Bolzano-Weierstrass.
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Η διαισθητική σκέψη ελέγχεται και επενδύεται από τη λογική. Ο ϱόλος και

η ϕύση της διαίσθησης είναι συµπληρωµατική. Η παρατήρηση αυτή έχει ε-

πισηµανθεί από τις αρχές του 20oυ αιώνα, από σηµαντικούς επιστήµονες που

ανήκουν στο χώρο των µαθηµατικών και στο χώρο της ψυχολογίας.

Ο Poincare το 1905 στο ϐιβλίο του "La valeur de la science" αναφέρει :

... η λογική δεν αρκεί· πως η επιστήµη της απόδειξης δεν είναι ολόκληρη η

επιστήµη, και ότι η εποπτεία
2

πρέπει να διατηρεί το ϱόλο της ως συµπλήρωµα,

ϑα έλεγα ως αντίβαρο ή ως αντίδοτο της λογικής (Poincare 1997, σελ : 34).

Επίσης ο Brunner το 1960 στο ϐιβλίο του "The process of education"
αναφέρει : Πιστεύουµε ότι πρέπει να παραδεχτούµε ότι η διαισθητική σκέψη

είναι συµπληρωµατικής ϕύσεως (Bruner 1960, σελ :69).

1.1α΄ ∆ιάκριση διαίσθησης αντίληψης.

Κάθε άµεση, αυταπόδεικτη γνώση δεν είναι διαισθητική γνώση. Σηµειώνεται

ότι παρόλο που και η διαίσθηση και η αντίληψη έχουν αυτά τα χαρακτηριστι-

κά (Fischbein 1987, 1999) σαφώς διαφέρουν µεταξύ τους. Η διάκριση είναι

λεπτή αλλά ευκρινής.

Η γνώση της ύπαρξης ενός υλικού αντικειµένου διαµέσου των αισθήσεων

µας, δεν αµφισβητείται ούτε χρειάζεται απόδειξη. Αυτό το είδος της άµεσης

γνώσης ονοµάζεται αντίληψη.

Ο Fischbein (1987, pp. 13) το λέει ξεκάθαρα ενώ ταυτόχρονα παραθέτει

και ένα παράδειγµα:

Η αντίληψη είναι επίσης µια άµεση γνώση ( immediate cognition). Αντιλαµ-

ϐάνοµαι το τραπέζι που είναι µπροστά µου. ∆εν αµφιβάλλω για την ύπαρξη του.

∆εν είναι ανάγκη να το αποδείξω. Αλλά αυτό δεν ϑα το ονοµάσω διαισθητική

γνώση.

Το ίδιο ισχύει και όταν αναφερόµαστε σε νοητά αντικείµενα. ΄Οπως είναι

τα αντικείµενα µε τα οποία ασχολείται η επιστήµη των µαθηµατικών. Για

παράδειγµα, όταν λέµε ϐλέπω ένα τρίγωνο ή µια µαθηµατική ιδιότητα.

Η αντίληψη γραπώνεται άµεσα από τις αισθήσεις, γι΄ αυτό το λόγο είναι

αισθητηριακή γνώση (sensorial cognition), (Fischbein, 1999 pp.18). Ενερ-

γοποιείται από τα αισθητηριακά γεγονότα, δεσµεύεται µε τα αισθητηριακά

δεδοµένα χωρίς ποτέ η γνώση που αποκτάται από την εµπειρία να περνά σ΄

ένα επίπεδο αφαίρεσης και να ϕθάνει σε µια ϑεωρία. Για να δηµιουργηθεί η

2
Η εποπτεία έχει ισοδύναµη ερµηνεία µε την ενόραση για τον Poincare (Poincare 1997,

σελ : 204).
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αντίληψη απαιτείται η εµπειρική εποπτεία και τίποτα πέρα από αυτή.

Σε αντίθεση, η διαίσθηση παρά το γεγονός ότι και αυτή ενεργοποιείται από

την εµπειρία (Fischbein 1987, Longo 1998, Vinner 2002), δεν περιορίζεται στη

γνώση που αποκτάται από την εµπειρία, που κατασκευάζεται από τα αισθη-

τηριακά δεδοµένα. Υποδηλώνει ένα συλλογισµό, πέρα από τις πληροφορίες

που προσφέρονται άµεσα. Είναι µια ϑεωρία διότι, γίνεται µια υπέρβαση κα-

ϑώς αποδεσµεύεται από τα αισθητηριακά δεδοµένα της εµπειρίας ώστε να

εκφραστεί πλέον η γενική ιδέα. Η δηµιουργία της διαίσθησης απαιτεί το πέ-

ϱασµα από την εµπειρική εποπτεία στην καθαρή εποπτεία· ϑα µπορούσε να

λεχθεί, ότι η διαίσθηση είναι η καθαρή εποπτεία σύµφωνα µε την Καντιανή

ορολογία. Η διαίσθηση είναι η διαισθητική γνώση η οποία υπερβαίνει τα ήδη

δοσµένα γεγονότα που αποκοµίζονται από τις δράσεις των εµπειριών.

Κάποιος µπορεί να επιβεβαιώσει ότι οι διαισθήσεις αναφέρονται σε αυταπό-

δεικτες δηλώσεις οι οποίες υπερβαίνουν τα παρατηρήσιµα γεγονότα (Fischbein
1987, pp. 14).

Εκφράζουν µια γενική ιδέα (µια έννοια, µια αρχή, µια αναπαράσταση, µια

πρόβλεψη, µια λύση)...(Fischbein 1999, pp. 18).

Η διάκριση µεταξύ της διαίσθησης και της αντίληψης ϕαίνεται στο πιο

κάτω παράδειγµα που αναφέρει ο Fischbein (1987, pp. 14):

Αν κάποιος παρατηρήσει δύο ευθείες γραµµές που τέµνονται, ϐλέπει ότι

σχηµατίζονται Ϲεύγη απέναντι γωνιών που µεταξύ τους είναι ίσες. ∆εν απαιτεί-

ται κάποια διαίσθηση. Αλλά ο ισχυρισµός «∆ύο ευθείες γραµµές που τέµνονται

καθορίζουν Ϲεύγη από απέναντι ίσες γωνίες», εκφράζει µια διαισθητική γενίκευ-

ση. Είναι η καθολικότητα της ιδιότητας που γίνεται αποδεκτή διαισθητικά.

1.1β΄ Οι έννοιες της διαίσθησης και της λογικής.

Η διαίσθηση και η η λογική είναι γνώσεις, που διαφέρουν ως προς τον τρόπο

µε τον οποίο γίνονται αποδεκτές από το υποκείµενο. Ο συνήθης διαχωρι-

σµός των δύο εννοιών γίνεται χρησιµοποιώντας τα επίθετα που προστίθενται

στη γνώση. Αφενός η διαίσθηση είναι η άµεση γνώση, αφετέρου η λογική

είναι έµµεση γνώση. Η διαίσθηση είναι η γνώση που χαρακτηρίζεται από την

αυταποδειξιµότητα ενώ η λογική είναι η γνώση η οποία στηρίζεται σε αποδεί-

ξεις, λογικές αποδείξεις, οι οποίες περιέχουν παραγωγικούς ή επαγωγικούς

συλλογισµούς.

Στα µαθηµατικά και στην επιστήµη γενικότερα υπάρχουν ισχυρισµοί οι

οποίοι εµφανίζονται είναι αµέσως αποδεκτοί, ως αυταπόδεικτοι, ενώ για κά-

ποιους άλλους ισχυρισµούς µια απόδειξη είναι απαραίτητη ώστε να µπορούν
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να γίνουν αποδεκτοί ως αληθείς. Είναι γνωστό ότι στο µαθηµατικό συλ-

λογισµό ό,τι ϕαίνεται να είναι άµεσα αποδεκτό, δεν είναι πάντα αποδεκτό.

Κάποιος ϑα πρέπει να αποδείξει το σχετικό ισχυρισµό.

Η έννοια της διαίσθησης αναλύεται από το Bruner ως εξής :

Η διαίσθηση εξυπακούει αντίληψη του νοήµατος, της σηµασίας ή της δοµής

ενός προβλήµατος ή καταστάσεως χωρίς να µεσολαβήσει η αναλυτική διαδι-

κασία. Το αν, όµως, η διαίσθηση είναι σωστή ή όχι κρίνεται τελικά, όχι από την

ίδια τη διαίσθηση, αλλά µε την συνήθη µέθοδο της αποδείξεως. Είναι ωστόσο,

η µέθοδος της διαισθήσεως που ϕθάνει γρήγορα σε υποθέσεις και ανακαλύπτει

συνδυασµούς ιδεών πριν ακόµα διαπιστωθεί η αξία τους. Εν τέλει, η διαίσθηση

προσκοµίζει µια δοκιµαστική κατάταξη γνώσεων που ίσος δίνει την αίσθηση ότι

τα γεγονότα είναι αυταπόδεικτά, ωστόσο µας ϐοηθά, κυρίως επειδή προσφέρει

µια ϐάση εκκινήσεως για τη γνώση της πραγµατικότητος (Bruner 1960, σελ :

70).

Επίσης διακρίνει την διαισθητική σκέψη από την αναλυτική σκέψη ως

ακολούθως:

Η αναλυτική σκέψη προχωράει, χαρακτηριστικά, µε ϐαθµιαία ϐήµατα. Τα

ϐήµατα αυτά είναι σαφή και µπορεί κανείς συνήθως να τα περιγράψει. Αυτός

ο τρόπος σκέψεως συνεπάγεται σχεδόν πλήρη συνείδηση των στοιχείων και

των λειτουργιών στις οποίες ϐασίζεται. Μπορεί να ϐασίζεται στον προσεκτικό

και συµπερασµατικό λογισµό ή να χρησιµοποιεί συχνά τα µαθηµατικά, ή τη

λογική και µια σαφή διαδικασία. ΄Η µπορεί να λειτουργεί µε µια κλιµακωτή

διαδικασία επαγωγής και πειράµατος, χρησιµοποιώντας τις αρχές της έρευνας

και της στατιστικής αναλύσεως.

Αντίθετα µε την αναλυτική σκέψη, η διαισθητική σκέψη δεν προχωράει µε

προσεκτικά, σαφή ϐήµατα. Τείνει, µάλιστα, προς τη χρήση ελιγµών που ϐασί-

Ϲονται, όπως ϕαίνεται, σε µια γενική αντίληψη όλου το προβλήµατος. Φτάνει

στη λύση, ορθή ή εσφαλµένη, µε ελάχιστη συνείδηση της διαδικασίας. Σπά-

νια µπορεί κανείς να εξηγήσει πως έφτασε στη λύση και πιθανός να µην ξέρει

σε ποιες απόψεις του προβλήµατος ϐασίστηκε. Συνήθως η διαισθητική σκέ-

ψη ϐασίζεται στην οικειότητα µε τον σχετικό τοµέα της γνώσεως και τη δοµή

του, πράγµα που επιτρέπει ελευθερία στην κίνηση, άλµατα και τη χρήση της

σύντοµης οδού, ώστε να είναι ανάγκη να ελέγξουµε αργότερα τα συµπεράσµα-

τα µε αναλυτικότερα µέσα, χρησιµοποιώντας τη συµπερασµατική ή επαγωγική

µέθοδο (Bruner 1960, σελ : 68− 69).

Αντίστοιχη διάκριση, της διαισθητικής γνώσης και της λογικής γνώσης,

κάνει και ο Fischbein αναφέροντας ότι :

Κάποιος µπορεί να γενικεύσει και να υποθέσει ότι η καθαρή εποπτεία εµ-
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ϕανίζεται σε δύο ϐασικές µορφές (Fischbein 1999, pp.18):

• Μια κατηγορία γνώσεων η οποία ϕαίνεται να είναι άµεσα αποδεκτή ως

αυταπόδεικτη. Αυτές είναι οι διαισθητικές γνώσεις
3
.

• Μια κατηγορία γνώσεων η οποία γίνεται έµµεσα αποδεκτή στηριζόµενη

σε µια ϐέβαιη ϱητή, λογική απόδειξη. Αυτές είναι οι λογικές γνώσεις ή

λογικά ϐασισµένες γνώσεις (logically-based cognitions).

Κρίνεται αξιόλογο να αναφερθεί ότι αφενός η χρήση της διαίσθησης σε

µαθηµατικούς συλλογισµούς επιφυλάσσει κινδύνους, αφετέρου η χρήση των

αναλυτικών συλλογισµών σε κάθε στάδιο της διαδικασίας της σκέψης µπορεί

να τη παραλύσει εντελώς. Είναι κοινά παραδεκτό ότι στην ανάπτυξη της

µαθηµατικής σκέψης συµβάλλουν και η διαίσθηση και η λογική.

Η λογική . . . από µόνη της µπορεί να προσφέρει τη ϐεβαιότητα είναι το

εργαλείο της απόδειξης· η εποπτεία είναι το εργαλείο της επινόησης (Poincare
1997, σελ : 37).

∆εν υπάρχει σχεδόν καµιά ανακάλυψη προερχόµενη καθαρά από τη λογι-

κή και µόνο. Η παρέµβαση της ενόρασης, που πηγάζει από το ασυνείδητο, είναι

αναγκαία τουλάχιστο για την έναρξη της λογικής εργασίας (Hadamard 1995,

σελ : 113− 114).

Για πολλά προβλήµατα η καλύτερη µέθοδος είναι ένας συνδυασµός ενο-

ϱατικών
4

και άλλων διαδικασιών (Bruner, 1960, σελ : 75).

1.2 Το συνεχές.

Η έννοια του συνεχούς εµφανίζεται κατά την αρχαιότητα σε γραπτά του Παρ-

µενίδη (Παρµενίδης, «Παρµενίδου περί ϕύσεως», [8, 1 − 6] και [8, 22 − 25]),

ο οποίος ήταν µαθητής του Ξενοφάνη ιδρυτή της Ελεατικής σχολής. Στην

συνέχεια ο Ζήνων ο Ελεάτης (450 π.Χ.), µαθητής του Παρµενίδη, έκανε συ-

στηµατική χρήση της έννοιας του συνεχούς.

Στην εποχή του Αριστοτέλη το συνεχές χαρακτηρίζεται από τη δυνατότητα

µιας άπειρης διαιρετότητας. Η έννοια του συνεχούς ορίζεται από την έννοια

της άπειρης διαίρεσης.

3
Η διαισθητική γνώση ερµηνεύεται ισοδύναµα µε τον όρο της διαίσθησης.

4
Η ενόραση έχει ισοδύναµη ερµηνεία µε τη διαίσθηση για τον Bruner (Bruner 1960, pp.

66)
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ὡς τό ἄπειρον διαιρετόν συνεχές ὄν

(Αριστοτέλης, «Φυσική ακρόασις», [200b, 20]).

Στην εποχή του Αριστοτέλη . . . το συνεχές ήταν ήδη συνδεδεµένο µε µια

διαδικασία ατελεύτητης διαιρετότητας, όπως άλλωστε πιστοποιείται και από τη

διατύπωση των ελεατικών παραδόξων (Αναπολιτάνος 1985, σελ : 67).

Ο Βέικος διερευνώντας το πρόβληµα του συνεχούς στη ϕιλοσοφία του

Whitehead αναφέρει :

[Τ]ο εκτατικό συνεχές είναι επ΄ άπειρον διαιρετό. Και είναι ϐέβαια επ΄ άπει-

ϱον διαιρετό ως κάτι το δυνατό και όχι ως κάτι το πραγµατικό. Το αντινοµικό

αυτό παιχνίδι τς σκέψης µεταξύ πραγµατικού και δυνατού οδηγεί εδώ στο α-

κόλουθο συµπέρασµα: ενώ «η πραγµατικότητα είναι αθεράπευτα ατοµική», η

δυνατότητα είναι αθεράπευτα συνεχής. . . γιατί τίποτε το πραγµατικό δεν υπάρ-

χει που να µην είναι η πραγµάτωση εκείνου που ήταν δυνατό. Εποµένως η

δυνατότητα είναι η προϋπόθεση κάθε πραγµατικότητας, είναι κάτι το δυνάµει

πραγµατικό και ενεργητικό (Βέικος 1973, σελ : 426).

Από αυτά τα αποσπάσµατα ϕαίνεται ότι η ϕιλοσοφία του Αριστοτέλη και

η ϕιλοσοφία του Whitehead αποδέχεται το συνεχές ως τη δυνατότητα της

άπειρης διαιρετότητας. Σηµαντικό εννοιολογικό δίπολο αφενός στη ϕιλο-

σοφία του Αριστοτέλη είναι το «δυνητικότητα-πραγµατικότητα» (Αναπολιτάνος

1985, σελ : 67), αφετέρου στη ϕιλοσοφία του Whitehead είναι το «δυνατότητα-

πραγµατικότητα» (Βέικος 1973, σελ : 414). Σηµειώνεται ότι τα δύο δίπολα δεν

παρουσιάζουν εννοιολογικές διαφορές.

Επίσης σ΄ αυτή την εποχή το συνεχές είναι συνδεδεµένο µε την εξωτερική,

σε σχέση µε µας, καθηµερινή πραγµατικότητα. Θεωρείται ότι κάθε ϑεωρητική

κατασκευή ϑα πρέπει να ανταποκρίνεται, σε κάθε δοµική της λεπτοµέρεια,

στο ϕυσικό κόσµο.

Πρέπει να τονισθεί ότι για τον Αριστοτέλη, όπως και για τον Ζήνωνα, το

συνεχές ϑεωρείται στο πραγµατικό κόσµο. Είναι γνωστόν ότι για τον Αριστοτέλη

η εσωτερική δοµή του πραγµατικού κόσµου ϐασίζεται σε αρχές που πρέπει να

εξαχθούν από τον ίδιο τον κόσµο (Βασιλείου 1973, σελ : 56).

Αυτή η δοξασία επηρέασε για πολλούς αιώνες την ανθρωπότητα. Το συ-

νεχές ϕαίνεται από την εποπτεία προφανές, σαφές και απλό. Εξ΄ άλλου είναι

κοινά αποδεκτό ότι µας το επέβαλε ο εξωτερικός κόσµος, είναι δηµιούργηµα

της εποπτείας αυτού του κόσµου. Παρά ταύτα, η έννοια του συνεχούς είναι

κατ΄ αρχήν µια ιδεατή έννοια µε δοµή ουσιαστικά διαφορετική από αυτή που

έχουν τα αντικείµενα της εµπειρίας.

Ως νοητό αντικείµενο µπορεί να ανεξαρτοποιηθεί από την όποια αισθητο-
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ποιηµένη εξεικόνιση του και απ΄ αυτή την άποψη να ϑεωρηθεί απλά ως το

διατεταγµένο Ϲεύγος των δύο συνόλων . . . , δηλαδή του συνόλου των αδιά-

στατων αντικειµένων-σηµείων του και του συνόλου των ιδιοτήτων και σχέσεων

τους. ΄Ετσι ϑεωρούµενο το συνεχές δε µας εµφανίζεται ως προβληµατική ο-

ντότητα. Εξεικονισµένο, όµως, προκάλεσε και συνεχίζει να προκαλεί ισχυρές

αντιδράσεις, οι οποίες αφορµούνται από την αίσθηση παραδόξου που δηµιουρ-

γεί η γνώση ότι ένα εκτατό αντικείµενο αποτελείται τελικώς και µόνον από

αδιάστατες και εποµένως µη χωροχρονικά υπαρκτές οντότητες (Αναπολιτάνος,

εργασία : 38).

Εκτός από τη δοµική διαφορά που επισηµάνθηκε, άλλη µια πηγή δυσκο-

λιών αποτελεί η ταύτιση της διαίσθησης του συνεχούς που αναπτύσσεται στη

καθηµερινή Ϲωή και τη διαίσθησης του συνεχούς που αναπτύσσεται από τον

ενεργό µαθηµατικό, σε µια και µόνη «καθαρή διαίσθηση».

Η προέλευση των δυσκολιών για την ανάπτυξη µιας όχι καθαρά ψυχο-

λογικής, όχι καθαρά λογικής γνωστικής ανάλυσης των µαθηµατικών είναι η

συνταύτιση αυτών των δύο ειδών της διαίσθησης, αυτή του εκπαιδευµένου µα-

ϑηµατικού και αυτή που αναπτύσσεται µόνο στη καθηµερινή Ϲωή, σε µια και

µόνη «καθαρή διαίσθηση» (Longo, 1998, pp.10).

Τη διάκριση αυτών των δύο ειδών της διαίσθησης, µεταξύ άλλων, κάνει και

ο Fischbein. Ο ίδιος καλεί λαϊκές διαισθήσεις (lay intuitions) αυτές που «δεν

ϐασίζονται σε ειδικές επιδεξιότητες αλλά κατά µείζονα λόγον στη καθηµερινή

εµπειρία» (Fischbein 1987, pp. 60) και ειδικές διαισθήσεις (expert intuitions)

αυτές που αναπτύσσουν οι επαγγελµατίες, άνθρωποι µε πλούσια εµπειρία

σ΄ ένα συγκεκριµένο τοµέα δραστηριότητας. Αυτά τα δύο είδη τα εντάσσει

σε µια ευρύτερη κατηγορία διαισθήσεων την οποία ονοµάζει εικοτολογικές

διαισθήσεις (conjectural intuitions).

Συµπεραίνεται λοιπόν ότι οι πηγές των δυσκολιών κατανόησης και εξήγη-

σης του συνεχούς είναι δύο. Η µια δυσκολία ανάγεται στο δοµικό επίπεδο,

δηλαδή οι «κατασκευαστικές» διαφορές µεταξύ του συνεχούς ως νοητό αντι-

κείµενο και του συνεχούς ως εξεικονισµένο αντικείµενο. Η δεύτερη δυσκολία

οφείλεται στην άδηλη δράση δύο ουσιωδώς διαφορετικών διαισθήσεων.

Για την παράκαµψη των δυσκολιών προτείνεται η ακόλουθη διάκριση του

συνεχούς. Το συνεχές ως αισθητηριακό αντικείµενο και το συνεχές ως νοητό

αντικείµενο. Ως αισθητηριακό αντικείµενο δηµιουργείται από τις εµπειρί-

ες του ανθρώπου στη καθηµερινή του Ϲωή και από τον εξωτερικό του κόσµο·

είναι εξαρτώµενο από την εποπτεία και εξεικονίζει την αισθητηριακή πραγµα-

τικότητα. Ως νοητό αντικείµενο είναι ανεξάρτητο από οποιαδήποτε εξεικόνιση

ή αναπαράσταση του, που κατασκευάζεται από τις αισθήσεις. Είναι µια επι-
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νόηση, η οποία ανάγεται στη καθαρή εποπτεία.

Το ερώτηµα που προκύπτει είναι αν τελικά είναι εφικτή η ταύτιση αυτών

των δύο, µε τα µέχρι τώρα διαθέσιµα µαθηµατικά εργαλεία. ΄Οπως διαπιστώ-

ϑηκε, από την εποχή του Ζήνωνος του Ελεάτη µέχρι και τον 20o αιώνα, οι

ϑεωρίες που αναπτύσσονταν δεν συµφωνούσαν σε κάθε δοµική τους λεπτο-

µέρεια µε το συνεχές όπως αυτό υπήρχε και υπάρχει µέσα στη καθηµερινή

Ϲωή του ανθρώπου.

Συνήθως αναπαριστάται το R µε µια ευθεία γραµµή. Νοµιµοποιείται η

πράξη αυτή ;

Στις αρχές του 20o αιώνα ο Poincare αναφέρει : ΄Ο,τι αναπαριστούµε νοη-

τικά υπό το όνοµα «ευθεία» είναι µια χονδροειδής εικόνα που µοιάζει τόσο λίγο

στη γεωµετρική ευθεία όσο και στο χρόνο καθ΄ εαυτόν (Poincare 1997, σελ :

103).

Στα τέλη του 20o αιώνα ο Rucker αναφέρει : Συνηθίζουµε να ταυτίζουµε

το σύνολο R µε το σύνολο όλων των σηµείων σε µια ευθεία γραµµή. Πρόκει-

ται για χρήσιµη απεικόνιση· αυτό όµως δεν πρέπει να το εννοούµε απόλυτα.

Στον ϐαθµό που αναφερόµαστε σε µια ιδεατή (σε αντιδιαστολή µε µια υλική)

γραµµή, δεν είναι δύσκολο να αντιστοιχίσουµε διαφορετικά σηµεία της σε δια-

ϕορετικά στοιχεία του R. Ωστόσο, δεν είναι απολύτως σίγουρο εάν η συλλογή

των αριθµών της µορφής αυτής καλύπτει ολόκληρη τη συνεχή γραµµή . . . στην

πραγµατικότητα, µια Απόλυτα Συνεχής γραµµή δεν είναι δυνατόν ποτέ να κα-

λυφθεί εντελώς από κανένα σύνολο διακριτών σηµείων, όσο µεγάλο και αν

είναι αυτό (Rucker 2004, pp. 265).

Συµπεραίνεται λοιπόν ότι το αντιληπτικό και το διαισθητικό συνεχές εί-

ναι αµφίβολο εάν συµφωνεί µε κάθε δοµική λεπτοµέρεια της υπάρχουσας

µαθηµατικής ϑεωρίας του συνεχούς. Ο ακριβής καθορισµός της έννοιας του

συνεχούς απαλλαγµένος από τα ενορατικά στοιχεία ήταν (και είναι) δυσεπί-

λυτο πρόβληµα.

Γενικά σε αρκετές περιπτώσεις έχει διαπιστωθεί ότι ϑεωρητικά µοντέλα δεν

είναι πάντα εφικτό να έχουν εφαρµογή στο πραγµατικό κόσµο. Τα καθαρά

µαθηµατικά δεν είναι πάντα πιστή απεικόνιση του ϕυσικού µας κόσµου. Οι

ήδη υπάρχουσες µαθηµατικές ϑεωρίες, παρόλο που είναι σηµαντικό εργαλείο

για τη ϕυσική, δεν δύναται κάθε µία από αυτές να έχει εφαρµογή στη ϕυσική,

τουλάχιστο τώρα ή στο άµεσο µέλλον.

Ο Longo ϑεωρεί ότι η µαθηµατική αντικειµενικότητα του συνεχούς ϐασίζε-

ται στην αλληλεπίδραση τριών «επιπέδων»: της διαίσθησης, των µαθηµατικών

και της λογικής.

Στη περίπτωση του συνεχούς, η µαθηµατική αντικειµενικότητα ϐρίσκεται
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στην αλληλεπίδραση των τριών επιπέδων. Η αξία και οι αντικειµενικές πραγµα-

τικότητες στη µαθηµατική κατασκευή είναι να ϐρεθούν στη διαδικασία σχηµα-

τισµού των ονοµαζόµενων οντοτήτων ως εννοιολογικές κατασκευές (conceptual
constructions) (Longo 1998, pp. 21).

Οι διαφορετικές µαθηµατικές κατασκευές του συνεχούς εν γένη, προκύ-

πτουν από τις διαφορετικές απόψεις που δηµιουργούνται κατά την παρατή-

ϱηση του ϕυσικού κόσµου. Βάση ενός µεγάλου µέρος της ϐιβλιογραφίας,

που αφορά τη διαίσθηση και τη σχέση της µε το ϕυσικό κόσµο, ϑα µπορούσε

να ειπωθεί ότι ο πλούτος αυτού του κόσµου είναι η πηγή των πρωτογενών διαι-

σθήσεων, των οποίων η λανθάνουσα δράση έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία

των διαφορετικών απόψεων.

Στο πρώτο επίπεδο η αφθονία του κόσµου και οι απόψεις κατά τη παρατήρη-

ση του, οι κατά σύµβαση απόψεις , µη αποµονωµένες, αλλά που οικοδοµούνται

από ένα διάλογο µε την εξέλιξη και την ιστορία, εισηγούνται ένα πλήθος από

διαισθητικές προσεγγίσεις και στηρίζουν τα µαθηµατικά στη σχέση µας µε τον

κόσµο. Εν µέρει ϐρίσκουµε αυτές τις απόψεις στις διαφορετικές µαθηµατικές

κατασκευές του συνεχούς οι οποίες συνιστούν το δεύτερο επίπεδο. Αυτές οι

κατασκευές του συνεχούς εµπλουτίζουν και τροποποιούν τις πρωτογενής διαι-

σθήσεις (original intuitions), οι οποίες δεν είναι τόσο απλές όταν προστίθεται σε

αυτές το ϐάθος της µαθηµατικής πράξης (mathematical praxis). Αλλά χάρη

στη Λογική υπάρχει ένα τρίτο επίπεδο, στο οποίο η ανάλυση της απόδειξης ( ό-

πως επίσης οι τυπικές ϑεωρίες συνόλων, τα αξιώµατα τους, οι συµπερασµατικοί

τους κανόνες) παίζει ουσιαστικό ϱόλο. (Longo 1998, pp. 20).

Η κοινή λογική, η οποία ϑεωρείται συχνά ως η κοινά αποδεχόµενη σκέψη,

διαφέρει από τη Λογική που αναφέρεται στο απόσπασµα. Η Λογική δεν είναι

η µελέτη των νόµων της σκέψης, αλλά η µελέτη του τρόπου που µια πρόταση

συνεπάγεται από άλλες προτάσεις. ∆ηλαδή η Λογική ασχολείται µε τους κανό-

νες που χρησιµοποιούµε για να ϐγάζουµε σωστά συµπεράσµατα (Μυτιληναίος

2003, σελ : 9).

Υπάρχουν δύο προσεγγίσεις στην επιστήµη της λογικής, η σηµασιολογική

και η συντακτική. Η πρώτη έχει σχέση µε τη σηµασία δηλαδή την αλήθεια

ή το ψεύδος µιας πρότασης, το µοντέλο, την αποτίµηση· και η δεύτερη µε τη

σύνταξη των προτάσεων. Στα µαθηµατικά αποδεικνύονται ορισµένες προτά-

σεις από άλλες προτάσεις αξιώµατα, µε τη ϐοήθεια προκαθορισµένων απο-

δεικτικών κανόνων. Η µέθοδος αυτή στη ορολογία της Λογικής ονοµάζεται

συντακτική και ενυπάρχει σ΄ αυτή µια γλώσσα, οι επιτρεπτές προτάσεις, τα

αξιώµατα και οι αποδεικτικοί κανόνες.

Η κοινή λογική εκφράζεται προφορικά µε κάποια γλώσσα, όπως είναι
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η ελληνική γλώσσα, και διατυπώνεται γραπτά µε τη ϐοήθεια των συντακτι-

κών κανόνων και των λέξεων που σχηµατίζονται από σύµβολα, όπως είναι τα

γραπτά σύµβολα του ελληνικού αλφαβήτου. Στη Λογική, δηλαδή τη τυπική

λογική, η γλώσσα που αναφέρθηκε ονοµάζεται µεταγλώσσα. Η γλώσσα της

υπό µελέτη λογικής είναι ένα καθορισµένο σύνολο συµβόλων (Μυτιληναίος

2003, σελ : 11) και καλείται «γλώσσα -αντικείµενο».

Γενικά η µαθηµατική λογική παρέχει τα µαθηµατικά εργαλεία για τη

µελέτη ερωτήσεων για το πόσα και ποια αποτελέσµατα ϑα µπορούσαν ή όχι

να ήταν διαθέσιµα εάν η επιλογή των αξιωµάτων ή εάν οι λογικοί κανόνες

ήταν διαφορετικοί. Η Λογική είναι ο πιο ϑεµελιακός κλάδος των µαθηµατικών

επειδή στηρίζει όλη τη µαθηµατική σκέψη (Μυτιληναίος 2003, σελ : 10).

1.2α΄ Αντιληπτικό και διαισθητικό συνεχές.

΄Ενα συνηθισµένο παράδειγµα ακουστικής αίσθησης του συνεχούς ϑεωρείται

η δράση της εµπειρίας καθώς ακούµε µια µελωδία, η οποία δεν περιέχει

παύσεις. Κάποια άλλα παραδείγµατα αισθητηριακών εµπειριών του συνεχούς

ϑεωρούνται η αντίληψη που αποκτάται από ένα τεντωµένο νήµα· η δράση της

εµπειρίας που αποκτάται κατά τη γραφή γραµµών µε το µολύβι στο χαρτί ή

κατά τη παρατήρηση της κίνησης ενός αντικειµένου.

΄Οταν κάποιος κρατάει ένα τεντωµένο νήµα, δύναται να έχει την ορατή και

την απτική αίσθηση του συνεχούς· αφού δεν έχει εγκοπές. Αν παρουσιαστεί

κάτι τέτοιο τότε ϑα κρατάει τουλάχιστο δύο νήµατα. Με παρόµοιο τρόπο αντι-

λαµβάνεται κάποιος το συνεχές όταν γράφει µια γραµµή. Αυτή απαρτίζεται

από ένα πλήθος διαδοχικών υλικών στοιχείων, τα οποία σε αυτή τη περίπτωση

είναι τα ίχνη, οι κουκκίδες, που γράφει το µολύβι στο χαρτί χωρίς να ϕαίνεται

να αφήνει κάποιο κενό. Κατά την κατασκευή αυτή κάποιος οπτικά αντιλαµ-

ϐάνεται το συνεχές στο επίπεδο και ταυτόχρονα αντιλαµβάνεται τη συνέχεια

της κίνησης που κάνει το αντικείµενο γραφής. Βλέπει τη κίνηση του αντι-

κειµένου και «ϐλέπει» το συνεχές στη κίνηση αυτή· δεδοµένου ότι το κινητό

αντικείµενο δεν κάνει «στάση» ή «επανεκκίνηση».

Επίσης κάποια άλλα παραδείγµατα είναι το χρονικό και το χωρικό συνε-

χές. Ο Αριστοτελικός ορισµός του χρόνου προϋποθέτει κίνηση, αφού αυτή

δίνει την αλλαγή, το µέτρο ακόµη και την έννοια του χρόνου.

τοῦτο γάρ έστιν ὁ χρόνος, ἀριθµός κινήσεως κατά τό πρότερον καί ὕστερον

(Αριστοτέλης, «Φυσική ακρόασις», [219b, 1− 2])
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Για τον Αριστοτέλη ϕαίνεται ότι ο χρόνος είναι «το αποτέλεσµα της µέτρη-

σης της αλλαγής» (Αναπολιτάνος 1985, σελ : 73). Σ΄ ένα ϑεωρητικό-ϕιλοσοφικό

πλαίσιο όπου τα πάντα υπόκεινται σ΄ ένα συνεχές γίγνεσθαί, όπως είναι του Η-

ϱάκλειτου ο οποίος διακήρυσσε ότι «τα πάντα ϱει», ο χρόνος ως το αποτέλεσµα

της µέτρησης της αλλαγής είναι συνεχής, αφού η αλλαγή είναι συνεχής.

Ο Αριστοτελικός χρόνος «γίνεται αντιληπτός µέσω της ϑεµελιώδους διατε-

ταγµένης τριάδας «πριν, τώρα, µετά»» (Αναπολιτάνος 1985, σελ : 71). Το «πριν»,

το «τώρα» και το «µετά» από µόνα τους δεν έχουν νόηµα. Το νόηµα των µερών

του χρόνου αποκτάται µόνο µε την αµοιβαία αναφορά του ενός στο άλλο και

τη µεταξύ τους σχέση από τη σύγκριση τους. Η πρότερη, a priori, ύπαρξη

του παρατηρητή είναι απαραίτητη. Τα διάφορα εκάστοτε «τώρα» ϐρίσκονται

ως δυνατότητες και όχι ως πραγµατικότητες, σ΄ όλο το µήκος της ϱοής του

χρόνου, διότι το ανθρώπινο ον λόγο της πεπερασµένης ϕύσης του αδυνατεί

να πράξει άπειρο πλήθος διαιρέσεων.

Για τον Weyl το χρονικό συνεχές δεν έχει σηµεία, τα εκάστοτε «τώρα» είναι

«µεταβάσεις». Συγκεκριµένα αναφέρει ότι : [Στο] χρονικό παρών ένα ατοµικό

σηµείο µέσα σ΄ αυτό είναι µη-ανεξάρτητο,. . . , είναι καθαρά ανύπαρκτο όταν

λαµβάνεται από µόνο του, και υπάρχει µόνο ως ένα «σηµείο της µετάβασης» (το

οποίο, ϕυσικά, µε κανένα τρόπο δεν µπορεί να κατανοηθεί µαθηµατικά) (Weyl
1987, pp. 92).

Το χρονικό συνεχές, µε την υποδειγµατική Αριστοτελική έννοια, είναι

εξαρτηµένο από το νου και υπάρχει µέσα στην εµπειρία, µόνο όταν έχουµε

την επίγνωση του. Η σύγκριση του «πριν», «τώρα», «µετά» πραγµατώνεται στη

συνείδηση του παρατηρητή και απαιτείται η µνήµη για τη πραγµάτωση της.

Χωρίς τη µνήµη είναι µη εφικτή η σύγκριση και εποµένως η ύπαρξη σχέσης.

Κρίνεται αξιόλογο να αναφερθεί ότι το συνεχές της κίνησης σε αντίθεση µε

αυτό το χρονικό συνεχές δεν έχει ανάγκη να επικαλεσθεί τη µνήµη, διότι το

συµβάν είναι άµεσα ορατό.

Ο Poincare δέχεται ότι ο υπό συζήτηση χρόνος είναι ένα ϕαινόµενο που

συµβαίνει µέσα στη συνείδησης του ίδιου ανθρώπου και τον καλεί «ψυχολο-

γικό χρόνο».

[∆]ιακρίνουµε εύκολα το παρών αίσθηµα από την ανάµνηση των παρελθό-

ντων αισθηµάτων ή από την πρόβλεψη των µελλοντικών, αλλά γνωρίζουµε

τέλεια τι εννοούµε όταν δηλώνουµε ότι, από δύο συνειδητά ϕαινόµενα, την

ανάµνηση των οποίων έχουµε συγκρατήσει, το ένα προηγείται του άλλου, ή

καλύτερα ότι από δύο συνειδητά ϕαινόµενα που έχουν προβλεφθεί, το ένα ϑα

είναι προγενέστερο του άλλου (Poincare 1997, σελ : 41).

Μάλιστα, ϐάση αυτής της ιδιότητας αναφέρει ϱητά ότι ο «ψυχολογικός
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χρόνος» διαφέρει από το «ϕυσικό χρόνο» ο οποίος δεν συµβαίνει σε καµία

συνείδηση (Poincare 1997, σελ : 42).

Ο Weyl καλεί τον υπό συζήτηση χρόνο «ϕαινοµενικό χρόνο» (phenomenal
time)- ο χαρακτηρισµός «ϕαινοµενικός» χρησιµοποιείται σε αντιπαράθεση του

«αντικειµενικού χρόνου» (objective time)- ως µια «αδιάκοπη µορφή των συνει-

δητών εµπειριών», οι οποίες εµφανίζονται στον ίδιο να «ϱέουν διαδοχικά» (Weyl
1987, pp. 88). Ο ίδιος αναφέρει ότι, η ϑεωρητική διευκρίνηση της ϱοής του

χρονικού συνεχούς δεν είναι διαθέσιµη (Weyl 1987, pp. 90).

Στα πλαίσια της ϕιλοσοφίας του Kant µπορεί να λεχθεί ότι ο χρόνος ϑε-

ωρείται «µια καθαρή µορφή της . . . αισθητής εποπτείας» (sensible intuition)

(Aquila 2004, pp. 250).

Ο Whitehead λέει ότι, πρέπει να διακρίνουµε τη διαφορά µεταξύ (1) αίσθηση-

χρόνου (sense-time) και αίσθηση-χώρου (sense-space), και (2) αντίληψη της

σκέψης-χρόνου ( thought-time of perception) και αντίληψη της σκέψης-χώρου

( thought-space of perception).

Η αίσθηση-χρόνου και η αίσθηση-χώρου είναι οι πραγµατικά (actually)

παρατηρούµενες σχέσεις-χρόνου ( time-relations) και σχέσεις-χώρου (space-
relations) µεταξύ των αισθητηριακών αντικειµένων (sense-objects). Η αίσθηση-

χρόνου και η αίσθηση-χώρου δεν έχει σηµεία εκτός, ίσος, από λίγες διεσπαρ-

µένες στιγµές, που επαρκούν για να εισηγηθούν τη λογική ιδέα· επίσης, η

αίσθηση-χρόνου και η αίσθηση-χώρου είναι ασυνεχή και αποτελούµενα από

ϑραύσµατα ( fragmentary).

Η αντίληψη της σκέψης-χρόνου και η αντίληψη της σκέψης-χώρου είναι οι

σχέσεις του χρόνου και το χώρου που ισχύουν µεταξύ των αντικειµένων-σκέψης

της αντίληψης ( thought-objects of perception). Η αντίληψη της σκέψης-χρόνου

και η αντίληψη της σκέψης-χώρου είναι καθ΄ ένα από αυτά συνεχή. Το «συ-

νεχή» εδώ µε την έννοια ότι όλα τα αντικείµενα-σκέψης της αντίληψης έχουν

µεταξύ τους µια σχέση χρόνου (ή χώρου). (Whitehead 1917, pp. 162)

Εδώ ϕαίνεται ο Whitehead ήδη να έχει κάνει µια πρώιµη διάκριση της

αίσθησης από την αντίληψη συναρτώµενη του συνεχούς. Η αίσθηση του

χρόνου (ή χώρου) ϑεωρείται ισοδύναµη µε τις πραγµατικά παρατηρούµενες

σχέσεις των ενορατικών στοιχείων και είναι διακεκριµένη. Ενώ η αντίληψη της

σκέψης του χρόνου (ή χώρου) ϑεωρείται ισοδύναµη µε σχέσεις των νοητικών

στοιχείων της αντίληψης και είναι συνεχή.

Συγκρίνοντας τους όρους αντίληψη- αίσθηση µε τους όρους του Fischbein
διαίσθηση- αντίληψη, ϕαίνεται ότι η εννοιολογική χρήση της «αντίληψης » να

διαφέρει στα δύο ϑεωρητικά πλαίσια. Ο όρος «αντίληψη» του Whitehead
ϑα ταίριαζε περισσότερο µε τον όρο «διαίσθηση» του Fischbein, ενώ ο όρος
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«αίσθηση» του Whitehead ϑα ταίριαζε µε περισσότερο µε τον όρο «αντίληψη»

του Fischbein. Μια τέτοια όµως αντιστοίχηση δεν είναι απολύτως αποδεκτή.

Η ϐασική καινοτοµία του Whitehead συνίσταται στο ότι αυτός υποκατέστησε

την έννοια της ύλης ( ως ένα «υλικό» που κινείται σ΄ ένα χώρο κενό) µε την

έννοια µιας πραγµατικότητας «συµβάντων» (events) (Βέικος 1973, σελ : 406 −
407). Αυτά τα συµβάντα στη συνάφεια τους χαρακτηρίζονται από τις χρονικές

σχέσεις (Βέικος 1973, σελ : 408).

Το υπό συζήτηση χρονικό συνεχές είναι ένα ϕαινοµενολογικό συµβάν το

οποίο οφείλει την ύπαρξη του στη συνείδηση. Η διαπίστωση της συνεχούς

ϱοής γίνεται ϐάση των αισθητηριακών µας δεδοµένων και είναι εφικτή µόνο

διαµέσου της διαίσθησης. Μπορεί κάποιος να υποθέσει ότι τα δεδοµένα

των δράσεων των εµπειριών κρίνονται, δηµιουργώντας έτσι σχέσεις διαδοχής

µεταξύ στιγµιαίων συµβάντων.

Η πιο πάνω άποψη ενισχύεται από τα κάτωθεν αποσπάσµατα:

«[Η] επίγνωση του εσωτερικού χρόνου ϐασίζεται πάνω στην κατ΄ αρχήν διαί-

σθηση του συνεχούς» ( Longo 1998, pp. 3).

Η διαίσθηση του συνεχούς χτίζεται από τα κοινά ή τα σταθερά στοιχεία, από

τα αµετάβλητα που αναδύονται από ένα πλήθος δράσεων των εµπειριών : η

αντίληψη του χρόνου, της κίνησης, µιας εκτενής γραµµής. . . (Longo 1998, pp.
4).

Ποσοτικά ο χρόνος αντιµετωπίζεται εντελώς συµβατικά. Το µέτρο του χρό-

νου είναι αναγκασµένο να πάρει µια προσεγγιστική τιµή (Αναπολιτάνος, ερ-

γασία : 38: Poincare 1997, σελ : 55). ΄Ενα σταθερό χρονικό-σηµείο του πα-

ϱόντος χρόνου δεν είναι ποτέ δυνατό να προσδιοριστεί «ακριβώς» αλλά µόνο

«προσεγγιστικά» (Weyl 1987, pp. 92). Τελικά, ο ο τέλειος ορισµός µιας διάρ-

κειας είναι «ένα αυθαίρετο αίτηµα της σκέψης» (Βέικος 1973, σελ : 415).

Το ίδιο µας το σώµα δηµιουργεί µια νοερή σύλληψη του χώρου (conception
of space) και η δική µας ϕυσική εξέλιξη δηµιουργεί µια νοερή σύλληψη του

χρόνου (conception of time)- «ϐιολογικού» χρόνου (Zervos 1972, pp. 412).

Ο Poincare διακρίνει τον «απλό οπτικό χώρο» και τον «απτικό χώρο» µε

τρεις διαστάσεις (Poincare 1997, σελ : 90). Ο µεν πρώτος γίνεται αισθητός

από την όραση, ο δε δεύτερος γίνεται αισθητός από την αφή. Η διαίσθηση

«του απλού οπτικού χώρου» χρησιµεύει για τη δόµηση του Ευκλείδειου επι-

πέδου και η διαίσθηση του «απτικού χώρου» χρησιµεύει για τη δόµηση του

Ευκλείδειου χώρου.

Οι αισθητηριακές εµπειρίες που λαµβάνονται από τις δράσεις της όρασης

και της αφής, περισσότερο της αφής, δηµιουργούν µια αντίληψη του χώρου,

η αλλεπάλληλη διαδοχή αυτών των στατικών αντιληπτικών εικόνων γίνεται
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αφού αυτές έχουν ήδη κριθεί από το νου. Η ϱοή αυτών των ϕαινοµενολογικών

δεδοµένων ϐασίζεται στη διαίσθηση του συνεχούς.

Θα µπορούσε κάποιος να υποθέσει ότι η διαίσθηση του συνεχούς του

χώρου προαπαιτεί το χρονικό συνεχές, διότι διαφορετικά ϑα ήταν δυνατή µόνο

µια στατική αντίληψη του χώρου. ∆ηλαδή, να υποθέσει ότι η a priori συνέχεια

χρόνου κάνει δυνατή, µια αλληλουχία των εσωτερικών αναπαραστάσεων, µια

διαισθητική περιγραφή του χώρου.

Ο Rucker όµως, έχοντας υπόψη του την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας

του Αϊνστάιν, δεν ϑα µπορούσε να είναι σύµφωνος µε την πιο πάνω υπόθεση.

Ο ίδιος αναφέρει :

[Μ]ία από τις κυριότερες συνέπειες της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας

είναι ότι ϑεµελιώδης είναι ο χωροχρόνος και όχι ο µεµονωµένος χώρος, ο οποίος

εξελίσσεται µε την πάροδο του χρόνου. . . [Σ]ύµφωνα µε τη σύγχρονη ϕυσική,

έχουµε κάθε λόγο να πιστεύουµε ότι η πάροδος του χρόνου είναι ψευδαίσθηση.

το παρελθόν, το παρόν και το µέλλον συνυπάρχουν στο χωροχρόνο (Rucker
2004, σελ : 11).

Επίσης ο Rucker αναφέρει
5

ότι «[Ο] Γκέντελ επιχειρεί να δείξει ότι η αί-

σθηση ότι ο χρόνος κυλά είναι ψευδαίσθηση. Το παρελθόν, το παρόν και το

µέλλον είναι απλώς διαφορετικές περιοχές ενός τεράστιου χωροχρόνου. Ο

χρόνος είναι µέρος του χωροχρόνου, αλλά ο χωροχρόνος είναι µια ανώτερη

πραγµατικότητα που υπάρχει έξω από τον χρόνο» (Rucker 2004, σελ : 183).

Συµπεραίνεται ότι κάποιος, λαµβάνοντας υπόψη τα πιο πάνω, ϑα µπορού-

σε να αµφισβητήσει τον χαρακτηρισµό που αποδίδει ο Weyl στο χρόνο «ως πιο

ϑεµελιώδες συνεχές» (Weyl 1987, pp. 88) και να χαρακτηρίσει το χωροχρόνο

ως το πιο ϑεµελιώδες συνεχές.

Κλείνοντας το µέρος αυτό, κρίνεται αξιόλογο να αναφερθούν µερικές πα-

ϱατηρήσεις που αφορούν τη διαίσθηση του συνεχούς.

Μέσα από πολλές εµπειρίες ϕαίνεται ότι το συνεχές παραµένει αµετάβλητο

ανεξαρτήτως της κλίµακας. Για παράδειγµα όλα τα «κοµµατάκια» του χρόνου,

της γραµµής, ακόµη και ενός νήµατος, διατηρούν τις ίδιες ιδιότητες µε αυτές

ενός µεγαλύτερου µέρους χρόνου, γραµµής, ή ακόµη και του νήµατος. ΄Οπως

αναφέρει ο Longo «ένας µεγεθυντικός ϕακός δεν αλλάζει τη διαίσθηση µας για

το συνεχές» (Longo 1998, pp. 6).

Επίσης πρέπει να επισηµανθεί ότι το νόηµα της συνέχειας εξαρτάται από

το υποκείµενο το οποίο την επιδέχεται. Για παράδειγµα µια πέτρα επιδέχε-

5
Η άποψη του αυτή στηρίζεται στο άρθρο του Kurt Gödel που έγραψε το 1949 και τιτλοφο-

ϱείται "A remark on the relationship between relativity theory and idealistic Philosophy".
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ται το συνεχές διαµέσου του χρόνου, παρόλο που λόγο της ϕύσης της δεν

µπορεί η ίδια ούτε να το αντιληφθεί ούτε να το διαισθανθεί. Η αντίληψη

είναι εξ ορισµού ένα συνειδητό γεγονός· αντιλαµβανόµαστε κάτι για το οποίο

έχουµε συνείδηση και όχι κάτι για το οποίο δεν έχουµε (Zeki S. 2002, σελ :

87). Τα Ϲώα εκλαµβάνουν τελείως διαφορετικά το συνεχές απ΄ ότι ο άνθρω-

πος· αισθάνονται αντικείµενα και καταστάσεις µε τελείως διαφορετικό τρόπο

από τον άνθρωπο. Ενδεχοµένως αυτό να οφείλεται όχι µόνο στην ιδιαιτερό-

τητα της ανατοµίας του εγκεφάλου τους αλλά και στο γεγονός ότι έχουν πολύ

περιορισµένες αντιληπτικές ικανότητες σε σύγκριση µε τον άνθρωπο. Αυτό

ϕαίνεται από πειράµατα που έχουν γίνει και τα οποία δείχνουν ότι, «[τ]α Ϲώα

έχουν αριθµητικές ικανότητες», µπορούν να κάνουν την απλούστερη πρόσθε-

ση και αφαίρεση, όπως ακριβώς την κάνουν τα ϐρέφη των τεσσεράµισι µηνών

(Lakoff & Nunez 2000, pp. 21). Για παράδειγµα, οι χιµπατζήδες µπορούν

να διδαχθούν αριθµητικά σύµβολα και να κάνουν απλούς υπολογισµούς και

συγκρίσεις µε αυτά (Lakoff and Nunez 2000, pp. 22)

Μια πέτρα, ένα δέντρο, ένα Ϲώο, ένας άνθρωπος, µια εµπειρία, ένα σωµάτιο

δεν επιδέχονται την ατοµικότητα ή τη συνέχεια µε το ίδιο νόηµα. Η µικρο-

ϕυσική ατοµικότητα π.χ. δεν είναι ίδια µε την ϐιολογική ατοµικότητα ή την

ψυχολογική ατοµικότητα της εµπειρίας. Και η συνέχεια στο ϕυσικό γίγνεσθαι

δεν είναι σαν τη συνέχεια της εµπειρίας ή της προσωπικότητας, που παραµένει

αυτοταυτιζόµενη δια µέσου όλων των συµβάντων της Ϲωής (Βέικος 1973, σελ :

435).

Επίσης όσο αφορά τη διάκριση µεταξύ του αντιληπτικού συνεχούς και του

διαισθητικού συνεχούς, κρίνεται ότι πρέπει να διατυπωθεί ότι το δε πρώτο ϐα-

σίζεται µόνο σε αντιληπτικά γεγονότα µε συστατικά στοιχεία τα αισθητηριακά

δεδοµένα, στα οποία δεν παρεµβαίνει κάποιος συλλογισµός ώστε να οδηγήσει

σε µια αφαίρεση της σκέψης, είναι µόνο µια εποπτεία. Ενώ το δεύτερο απαι-

τεί µια λογική, µε το δικό της σκεπτικό και δοµή, η οποία οδηγεί στη καθαρή

εποπτεία. Το αντιληπτικό συνεχές ως η αισθητηριακή γνώση του συνεχούς,

δεν ξεπερνά τα όρια των αντιληπτικών µηχανισµών· ενώ το διαισθητικό συ-

νεχές ως η διαισθητική γνώση του συνεχούς, υπερβαίνει τα αισθητηριακά

δεδοµένα των αντιληπτικών µηχανισµών.

Για παράδειγµα, όταν κάποιος παρατηρεί µια ευθεία γραµµή ϐλέπει την

συνέχεια, τη µη διακοπή, της ευθείας γραµµής, για την ακρίβεια του ευθύ-

γραµµου τµήµατος· αυτό δεν απαιτεί κάποια διαίσθηση. ΄Οµως η γενίκευση

αυτού που ϐλέπει, δηλαδή ο ισχυρισµός ότι µια (οποιαδήποτε) ευθεία γραµ-

µή επεκτείνεται ευθύγραµµα και στα δύο άκρα της επ΄ άπειρον, ασταµάτητα,

απαιτεί τη διαίσθηση· η καθολικότητα του ισχυρισµού γίνεται αποδεκτή µε
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τη διαίσθηση και όχι µε την αντίληψη.

Το αντιληπτικό συνεχές από µόνο του δεν ϑα µπορούσε να οδηγήσει στην

επινόηση του µαθηµατικού συνεχούς· όµως είναι απαραίτητο για να έχουµε

το διαισθητικό συνεχές, είναι αυτό που αποτελεί τη «πρώτη ύλη» του διαισθη-

τικού συνεχούς. Το διαισθητικό συνεχές είναι αυτό που αποτελεί τη «πρώτη

ύλη» για την επινόηση του µαθηµατικού συνεχούς· είναι το µόνο που δύναται

να οδηγήσει στην δηµιουργία του µαθηµατικού συνεχούς.

Ο ισχυρισµός ότι το αντιληπτικό συνεχές από µόνο του δεν ϑα µπορού-

σε να οδηγήσει στην επινόηση του µαθηµατικού συνεχούς, ενισχύεται από

την ύπαρξη του ενδεχοµένου τα αισθητηριακά δεδοµένα να συντίθενται από

αδιαίρετα αντιληπτικά minima τα οποία στην ουσία είναι ασυνεχής ϕάσεις.

΄Αρα σ΄ αυτή τη περίπτωση ένα αισθητηριακό δεδοµένο ϑα είναι µια σύνθεση

από ασυνεχής ϕάσεις.

Παρατίθεται ως παράδειγµα το πιο κάτω απόσπασµα:

Εάν λοιπόν, ο χώρος και ο χρόνος δεν έχουν συνεχή δοµή, εάν δηλαδή

συντίθενται από αδιαίρετα αντιληπτικά minima, η αντιληπτικά συνεχής κίνηση

δεν είναι καθαρά ϕυσική κίνηση παρά σύνθεση από ασυνεχείς ϕάσεις (Βέικος,

11 ∆ευκαλίων, σελ : 329).

1.2β΄ Μαθηµατικό συνεχές.

Η έννοια του µαθηµατικού συνεχούς είναι µια ιδεώδης έννοια. Κρίνονται

ενδιαφέρουσες οι ακόλουθες εκφράσεις : «[Τ]ο µαθηµατικό συνεχές είναι µια

καθαρά νοητική έννοια δίχως άµεση ϕυσική εφαρµογή» (Βασιλείου 1973, σελ :

73), «το ιδεώδες του συνεχούς» (Longo 1998, pp. 24).

Ο νοητός διαχωρισµός των καθαρά ιδεατών αντικειµένων της νόησης, που

ανήκουν στη σφαίρα της ϕαντασίας και τα οποία επιδέχονται µόνο εσωτερική

αναπαράσταση, από την ύλη, η οποία επιδέχεται και εξωτερική αναπαρά-

σταση, ϕαίνεται κατά κάποιο τρόπο να είχε γίνει από την αρχαιότητα. ΄Ηδη

ο Αριστοτέλης αισθάνεται την ανάγκη να διατυπώσει ότι ένα σηµείο
6
, µια

γραµµή, ένα επίπεδο δεν είναι σώµατα και δεν έχουν ϐάρος.

Εἰ δή τῶν ἀδυνάτων ἐστίν έκατέρου µέρους

µηδέν ἔχοντος ϐάρος τά ἄµφω ἔχειν ϐάρος, τά δ΄ αἰσθητά

σώµατα ἢ πάντα ἢ ἔνια ϐάρος ἔχει, οἷον ή γῆ καί τό

ὕδωρ, ὡς κἀν αὐτοί ϕαῖεν, εἰ ἡ στιγµή µηδέν ἔχει ϐάρος,

6
Ο Αριστοτέλης στο έργο του «Περί ουρανού» χωρία [299a25 − 30], [296a16 − 17] και

[299a30− 31] χρησιµοποιεί τον όρο «στιγµή» αντί του όρου «σηµείο».
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δῆλον ὅτι οὐδ΄ αἱ γραµµαί, ἐι δέ µή αὖται, οὐδέ τά ἐπί-

πεδα· ὥστ΄ οὐδέ τῶν σωµάτων οὐθέν.

(Αριστοτέλης, «Περί ουρανού», [299a25− 30])

Σύµφωνα µε τον Ζερβό : Ο ίδιος ο Αριστοτέλης νιώθει την ανάγκη να πει ότι

«ένα σηµείο δεν είναι ένα σώµα (De caelo II. 13, 296 a 17) και δεν έχει ϐάρος

( ibid. III. I, 299 a 30).» ΄Ετσι, . . . ο νοητός διαχωρισµός της µορφής από την

«ύλη» πρέπει να είχε συµβεί σε προϊστορικές εποχές πρέπει να κατανοήθηκε

πολύ γενικά (Zervos 1972, pp. 419).

οὐθέν γάρ

στιγµή τῶν σωµάτων ἐστίν.

(Αριστοτέλης, «Περί ουρανού», [296a16− 17])

Ἀλλά µήν ὅτι τήν στι-

γµήν οὐχ οἷόν τε ϐάρος ἔχειν, ϕανερόν.

(Αριστοτέλης, «Περί ουρανού», [299a30− 31])

Θα µπορούσε να ειπωθεί ότι η κατανόηση του διαχωρισµού της µορφής

από την «ύλη» συναρτήσει της έννοιας του συνεχούς, αρχίζει να γίνεται πλη-

ϱέστερη πολύ αργότερα κατά το 19o αιώνα, µε την ανακάλυψη του Cantor ότι

τα σύνολα σηµείων δύο πεπερασµένων διαστηµάτων J1, J2 είναι µεταξύ τους

ισοδύναµα J1 ∼ J2. Αυτό ϕαίνεται από το σχήµα 1.5, όπου ένα εκ των δύο

διαστηµάτων J1, J2 τοποθετείται σε ευθεία που είναι παράλληλη προς την

ευθεία που κείτεται το µοναδιαίο διάστηµα και τα σηµεία των διαστηµάτων

αντιστοιχίζονται ένα προς ένα δια της κεντρικής προβολής (Kamke 1963, σελ :

24). Γενικά, όλα τα τα διαστήµατα, οι ηµιευθείες και ολόκληρες οι ευθείες

είναι σύνολα µεταξύ τους ισοδύναµα και, ιδιαίτερα, προς το διάστηµα
7 [0, 1],

δηλαδή το συνεχές (Kamke 1963, σελ : 25).

Τα πιο πάνω οδήγησαν στην έννοια του πληθικού αριθµού
8
. ∆ιαπιστώ-

ϑηκε ότι µια ευθεία γραµµή έχει τον ίδιο πληθικό αριθµό µε οποιοδήποτε

ευθύγραµµο τµήµα (ή διάστηµα), δηλαδή και µε το διάστηµα [0, 1]. Ακο-

λούθως αυτό αποδείχτηκε να µην αλλάζει σε σχέση µε τη διάσταση. ΄Ενα n -

διάστατο διάστηµα περιέχει το «ίδιο πλήθος σηµείων» όσα και το τµήµα [0, 1]
(Kamke 1963, σελ : 66)· δηλαδή, ϑα λέγαµε ότι ένα οποιοδήποτε n - διάστατο

7
Τα σύνολα σηµείων κάθε ενός των διαστηµάτων [0, 1], [0, 1), (0, 1] και (0, 1) είναι µεταξύ

τους ισοδύναµα, δηλαδή [0, 1] ∼ [0, 1) ∼ (0, 1] ∼ (0, 1) (Kamke 1963, σελ : 23).

8
Ο πληθικός αριθµός ονοµάζεται και πληθάριθµος.
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Σχήµα 1.5: Η ισοδυναµία του µοναδιαίου διαστήµατος µε ένα άλλο διάστηµα

J (Kamke 1963, σελ : 24).

διάστηµα (σε Ευκλείδειο n - διάστατο χώρο) έχει τον ίδιο πληθικό αριθµό µε

το διάστηµα [0, 1].

Η δοµή του µαθηµατικού συνεχούς είναι ένα «κατάλληλο σύνολο από

άπειρο πλήθος µη εκτατών σηµείων» (Βασιλείου 1973, σελ : 72). Τα εν λόγω

µη εκτατά σηµεία ανήκουν στη «σφαίρα» του ιδεατού και όχι στη «σφαίρα»

της ϕυσικής πραγµατικότητας, µε την έννοια ότι µπορεί να ϐρεθεί κάπου στο

ϕυσικό κόσµο που µας περιβάλλει. Καταρχάς πρέπει να εξεταστεί η έννοια

του σηµείου.

Ο πρώτος προ-Ευκλείδειος «ορισµός» του σηµείου που έχουµε είναι αυ-

τός των Πυθαγορείων, οι οποίοι το καθόριζαν ως τη µονάδα που έχει ϑέση,

«µονάδα προσλαβοῦσαν ϑέσιν» (Πρόκλος, «Σχόλια του εις πρώτον ϐιβλίο του

Ευκλείδη», [95, 22]). Αυτός ο ορισµός «[χ]ρησιµοποιείται συχνά από τον Αριστο-

τέλη είτε σε αυτή ακριβώς µορφή είτε στην ισοδύναµη του : αυτό το οποίο είναι

αδιαίρετο µε οποιαδήποτε τρόπο ως προς το µέγεθος και quâ µέγεθος αλλά δεν

έχει ϑέση είναι η µονάδα, ενώ αυτό το οποίο είναι παροµοίως αδιαίρετο και έχει

ϑέση είναι το σηµείο» (Heath 1956, vol. 1, pp. 155).

Ο δε Πλάτωνας συνδέει το σηµείο µε τη ϕύση του απείρου γράφοντας :

Νῦν µέντοι ἄθρει τῆς τοῦ ἀπείρου ϕύσεως εἰ τοῦτο δεξόµεθα σηµεῖον (Πλάτωνας,

«Φίληβος», [24e4− 5]).

Πριν από τον Πλάτωνα, οι ΄Ελληνες συγγραφείς χρησιµοποιούσαν τον όρο

στιγµή για να συµβολίζουν ένα γεωµετρικό σηµείο. Ο Πλάτων επέµενε να

το αντικαταστήσει µε τον όρο σηµείο. Στον Αριστοτέλη εµφανίζονται και οι

δύο όροι. Ο Ευκλείδης χρησιµοποιεί µόνο το τελευταίο και αυτό το εγκαθιστά

(Ζερβός 1972, σελ : 419).

Στα αρχαία Ελληνικά µαθηµατικά ο Ευκλείδης (300 π.Χ.) αναφέρει ότι

«το σηµείο είναι ό,τι δεν έχει µέρος». Αυτός ο «ορισµός» του σηµείου υπάρχει

στους όρους του πρώτου ϐιβλίου των «Στοιχείων» του Ευκλείδη· είναι ο πρώτος
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σε σειρά όρος και διατυπώνεται ως εξής :

Σηµεῖόν ἐστιν, οὖ µέρος οὐθέν

(Σταµάτης 1975 Τόµος Ι, σελ : 38).

Ο Πρόκλος στα «Σχόλια του εις πρώτο ϐιβλίο του Ευκλείδη», σχολιάζοντας

τον ορισµό αυτό στο χωρίο [85, 1-96, 15], συσχετίζει συστηµατικά την έννοια

του σηµείου µε την έννοια του απείρου
9
. Αναφέρει ότι το σηµείο είναι α-

µερές, πέρας γραµµής, συµµετέχει παντού, στα πράγµατα που συµµετέχει

εµφανίζεται άπειρες ϕορές και ότι έχει την ιδιότητα να είναι γεννήτορας όλων

των διαστηµάτων. Επίσης ότι είναι µια «αυτοτελής ύπαρξη» και η «πρωτουργός

αιτία» της απειρίας των νοητών.

Στα «Θεµέλια της Γεωµετρίας» του Hilbert το σηµείο επεξηγείται ως ένα «ον»

το οποίο ϐρίσκεται σε αµοιβαίες σχέσεις και που δηλώνονται αυτές οι σχέσεις

µε τις λέξεις όπως «κείνται», «µεταξύ» (Hilbert 1995, σελ : 131).

Ο Weyl λέει ότι τα χωρικά σηµεία είναι «µια καθορισµένη κατηγορία αντι-

κειµένων που είναι «άµεσα δοθείσα»
10

( immediately given) ». Υπό την υπόθεση

ότι εφαρµόζονται στα αντικείµενα αυτά κάποιες συγκεκριµένες ιδιαίτερες ι-

διότητες και σχέσεις, δηλαδή κάποια «σχήµατα κρίσης» (judgment schemes).

΄Ενα πλήρες σύστηµα από καθορισµένα, υπό υπόθεση αυθύπαρκτα αντικεί-

µενα καθορίζονται από «τα χαρακτηριστικά γνωρίσµατα της υπό εξέταση κα-

τηγορηµατικής ουσίας», την οποία ονοµάζει επέκταση αυτής της κατηγορίας

(Weyl 1987, pp. 8).

Θα µπορούσε να ειπωθεί ότι η έννοια του µη εκτατού σηµείου, από µόνη

της, είναι µια πρωταρχική έννοια η οποία γίνεται διαισθητικά αποδεκτή, ϐάση

µιας περιγραφής. Πώς γίνεται όµως αυτή η διαισθητική αποδοχή ; Κάποιος

όταν προσπαθεί να αναπαραστήσει νοητικά ένα τέτοιο σηµείο, ουσιαστικά α-

ναπαριστά εσωτερικά τις εντυπώσεις που δηµιουργήθηκαν ϐιώνοντας κάποια

πολύ µικρά αντικείµενα, όπως για παράδειγµα είναι οι κουκκίδες που γράφει

το µολύβι στο χαρτί. Γενικά ϑα µπορούσε να διατυπωθεί η άποψη ότι η ανα-

παράσταση ενός µεµονωµένου µη εκτατού σηµείου υπάρχει ως δυνατότητα

αλλά όχι ως πραγµατικότητα.

Το εν λόγω σηµείο συγκεκριµενοποιείται εκ των υστέρων, a posteriori,
µόνο µέσα σε µια µαθηµατική ϑεωρία συνόλων.

Το σηµείο χωρίς διάσταση είναι µια εννοιολογική κατασκευή (conceptual
construction), µια αναγκαία συνέπεια µιας γραµµής ως ένα µονοδιάστατο νόµο.

9
Συγκεκριµένα χωρία τέτοιων συσχετισµών είναι [88, 5− 13], [88, 17− 24]

10
Ο ίδιος χρησιµοποιεί τη ϕράση αυτή µέσα σε εισαγωγικά.
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Είναι µια ύστερη κατασκευή, συγκεκριµένη σύµφωνα µε τη ϑεωρία συνόλων, η

οποία «τοποθετεί µαζί» τα σηµεία, για την ανακατασκευή της γραµµής. Από αυτή

τη κατασκευή έρχεται η σύνολο-ϑεωρητική αντιστροφή των προτεραιοτήτων -

το συνεχές είναι ένα σύνολο σηµείων - µια επινόηση η οποία απορρίφθηκε από

τους Weyl, Wittgenstein και Thom, για διαφορετικούς λόγους (Longo 1998,

pp. 5).

Εκ των υστέρων τα πραγµατικά σηµεία µπορούν να αποµονωθούν, αλλά ο

ορισµός τους και η κατά Cantor-Dedekind Ανάλυση τους απαιτεί µια «σφαιρική

µατιά» στο συνεχές, µε τον ίδιο τρόπο που η διαίσθηση του παρόντος απαιτεί αυτή

του παρελθόντος και του µέλλοντος (Longo 1998, pp. 7).

΄Οσο αφορά το γραµµικό συνεχές, δηλαδή τη νοητή γραµµή, ο Ζερβός

αναφέρει :

Μια γραµµή δεν µπορεί να ϑεωρηθεί, ως περιέχουσα των ξεχωριστών της

σηµείων, αλλά ούτε µπορεί να ϑεωρηθεί ότι υπάρχει ξεχωριστά από τα σηµεία

της. ΄Οπως µια απόλυτη οντότητα δεν µπορεί να ϑεωρηθεί ως αποτελούµενη

από τις ξεχωριστές οντότητες στην οποία αντιστοιχούν (ή σε ενυπάρχοντα µέρη

που είναι σε κάθε µια από αυτές τις οντότητες), αλλά κανένα από αυτά δεν

µπορεί να ϑεωρηθεί ότι υπάρχει ξεχωριστά από αυτές τις οντότητες (Zerbos
1972, pp. 431).

Συµπεραίνεται λοιπόν ότι η ύπαρξη ενός µεµονωµένου µη εκτατού σηµεί-

ου είναι υποθετικά αποδεκτή· η κατανόηση και η εξήγηση του αφήνεται στη

διαίσθηση. Το σηµείο εξ΄ ανάγκης λαµβάνεται ως µια πλατωνική «ανυπόθε-

τη» αρχή της οποίας δεν επιζητείται η απόδειξη της. Ο Πλάτωνας στο έργο

του «Πολιτεία» στο χωρίο [510b6− 7] αναφέρει το «ανυπόθετο»
11

, το οποίο στο

συγκεκριµένο χωρίο ερµηνεύεται ως «µια αρχή που δεν στηρίζει τη ϑεµελίω-

ση της σε άλλη αρχή, αλλά είναι η ίδια πρώτη αρχή» (Γεωργούλη 1939, σελ :

469). Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, δεν πρέπει να επιζητείται η απόδειξη των

πάντων, διότι κάποιος που κάνει κάτι τέτοιο ϑα ϐαδίζει προς τα πίσω επ΄ ά-

πειρον επιζητώντας την απόδειξη κάθε αρχής (Αριστοτέλης, «Μετά τα Φυσικά»,

[1006a5− 15]).

Θα µπορούσε να λεχθεί ότι το σηµείο στο συνεχές χάνει την ατοµικότητα

του, έτσι ώστε καµία αναπαράσταση του να είναι δυνατή και να εξαφανίζεται

κάθε διαισθητική αναφορά σε αυτό. Συµπληρωµατικά αναφέρεται ότι τα

σηµεία µέσα σε µια µαθηµατική ϑεωρία αντικαθίστανται από τη µορφή των

τοµών (τοµές Dedekind) είτε από τη µορφή των ορίων ϐασικών ακολουθιών
12

.

11
Το πλατωνικό «ανυπόθετο» στο ίδιο έργο αναφέρεται και στο στίχο [511b7].

12
Οι ϐασικές ακολουθίες ονοµάζονται και ακολουθίες Cauchy.
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Για την υποστήριξη της πιο πάνω άποψης κρίνεται αναγκαίο να παρατε-

ϑούν τα ακόλουθα αποσπάσµατα:

Το σηµείο µέσα στο συνεχές στερείται το απαιτούµενο στήριγµα στη διαίσθη-

ση (Weyl 1987, pp. 90).

Τα σηµεία δεν είναι µέρος της διαίσθησης µας του συνεχούς, τουλάχιστο όχι

σαφώς από το χρονικό συνεχές ( temporal continuum), . . . , όπως επίσης ούτε

µέρος του χωρικού συνεχούς (spatial continuum) (Longo 1998, pp. 5).

Επίσης ο Poincare ενδεχοµένως λαµβάνοντας υπόψη, εν µέρη, µια αρι-

στοτελική έκφραση του συνεχούς αναφέρει ότι : [Τ]ο σηµείο δεν είναι δυνατό

να διαιρεθεί, το σηµείο δεν είναι συνεχές (Poincare 1997, σελ : 66).

΄Οπως στην αρχαιότητα εγκαταλείφθηκε ο όρος «στιγµή» για το «σηµείο»

(Ζερβός 1972, σελ : 419), παρόµοια και στα σύγχρονα µαθηµατικά αφήνεται

το «σηµείο» για τον όρο «τοµή», για τη ϕράση «όριο ακολουθίας». Τα όσα

συµβαίνουν από το σηµείο στη τοµή είτε στο όριο ακολουθιών τονίζουν ένα

παράγοντα αφαίρεσης στη γλώσσα ώστε να είναι εφικτή µια πιο επαρκή πε-

ϱιγραφή των αφηρηµένων εννοιών. Οι αφηρηµένες έννοιες, όπως είναι του

σηµείου, απαιτούν µια πιο αφηρηµένη ορολογία και οι πιο αφηρηµένες γλωσ-

σικές συνήθειες που ϑα ωθήσουν στο σχηµατισµό περισσότερο αφηρηµένων

εννοιών.

Με τον όρο «συνεχές»
13

(continuum) εκφραζόταν παλαιότερα αυτό που λέ-

µε σήµερα, «σύνολο των πραγµατικών αριθµών». Την εποχή αυτή γενικά είναι

αποδεκτό από τη µαθηµατική κοινότητα, ότι το σύνολο των πραγµατικών α-

ϱιθµών µε τη ϕυσική του διάταξη είναι ένα συνεχές σύνολο
14

ισοδύναµο µε το

σύνολο των σηµείων µιας ευθείας γραµµής. Μέχρι τα τέλη του 19oυ αιώνα δεν

είχαν αριθµητικά κατασκευαστεί οι πραγµατικοί αριθµοί. Οι ϱητοί αριθµοί

µπορούσαν να εκφραστούν καθαρά αριθµητικά, αλλά οι αριθµοί αυτοί συ-

γκρινόµενοι µε το διαισθητικό συνεχές, δεν αρκούσαν για να το «γεµίσουν»,

άφηναν κενά. Το σύνολο των ϱητών αριθµών παρουσιάζει χάσµατα
15

(Kamke
1963, σελ : 97). Αυτά τα χάσµατα αντικαθίστανται µ΄ ένα νέο είδος αριθµών.

13
Στην παρούσα εργασία προτιµήθηκε να αναφέρεται ως «µαθηµατικό συνεχές» σε αντιδια-

στολή µε το διαισθητικό συνεχές.

14
΄Ενα διατεταγµένο σύνολο καλείται συνεχές αν είναι πυκνό και δεν παρουσιάζει χάσµατα

(Kamke 1963, σελ : 97).

15
Μια διάσπαση M = A + Z του διατεταγµένου συνόλου M σε δύο µη κενά σύνολα A

και Z χαρακτηρίζεται ως χάσµα, όταν το A δεν έχει τελευταίο στοιχείο και το Z δεν έχει

πρώτο στοιχείο. Για παράδειγµα, αν οι πραγµατικοί αριθµοί των διαστηµάτων (0, 1), (1, 2)
ϐρίσκονται κατά τη ϕυσική τους τάξη, το άθροισµα (0, 1) + (1, 2) είναι ένα χάσµα (Kamke
1963, σελ : 96).
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Στόχος του Dedekind ήταν να εκφράσει µε αριθµούς τη πληρότητα ή τη

συνέχεια της ευθείας γραµµής (Dedekind 1963, pp. 9). Οι ϱητοί αριθµοί

δεν αρκούσαν για να µελετηθούν αριθµητικά όλα τα ϕαινόµενα στην ευθεία

γραµµή. Μέχρι τότε, συνήθως η εισαγωγή των άρρητων αριθµών ϐασιζόταν

στην αντίληψη των εκτεταµένων µεγεθών (extensive magnitudes). Ο Dede-
kind ϑέλοντας και ϑεωρώντας ότι ϑα έπρεπε η αριθµητική να αναπτυχθεί από

µόνη της (Dedekind 1963, pp. 10), για να πετύχει το στόχο του, κατασκεύασε

νέους αριθµούς. Αυτό το πετυχαίνει χωρίζοντας όλα τα σηµεία της ευθείας

γραµµής σε δύο τάξεις, ώστε κάθε σηµείο της πρώτης τάξης να είναι στα α-

ϱιστερά κάθε σηµείου της δεύτερης τάξης, τότε υπάρχει ένα και µόνο ένα

σηµείο το οποίο να πετυχαίνει αυτό τον καταµερισµό όλων των σηµείων σε

δύο τάξεις. Αυτό το σηµείο είναι ένα νέο είδος αριθµού για την εποχή· είναι

ένας πραγµατικός αριθµός, µια τοµή Dedekind.

Η µέθοδος για την κατασκευή των πραγµατικών αριθµών (R) από τους

ϱητούς (Q) µε χρήση τοµών οφείλεται στον Dedekind. Η κατασκευή των

πραγµατικών αριθµών (R) από τους ϱητούς (Q) µε χρήση ακολουθιών Cauchy
οφείλεται στον Cantor. Το 1872 εξέδωσαν και οι δυο τους τις αντίστοιχες

εργασίες (Rudin 2000, σελ : 30− 31).

Το µαθηµατικό συνεχές είναι ένα σύνολο πραγµατικών αντικειµένων (µε

την υπερβατική έννοια) µε σχέσεις και ιδιότητες. ΄Εχει τις χαρακτηριστικές

ιδιότητες της διάταξης αυτών των αντικειµένων, της πυκνότητας και της πλη-

ϱότητας. Επίσης έχει αλγεβρικές ιδιότητες, αλγεβρικές πράξεις (πρόσθεση,

πολλαπλασιασµό, ύπαρξη 0, 1, ύπαρξη αντιθέτου και αντίστροφου).

Η αλγεβρική δοµή των πραγµατικών αριθµών και αυτή των ϱητών είναι

συµβατές µεταξύ τους, καθώς επίσης και σε σχέση µε τη διάταξη. Αν ϑεω-

ϱήσουµε την διάταξη στους πραγµατικούς και την ίδια στους ϱητούς µε τις

ιδιότητες της αυτοπάθειας, της αντισυµµετρικότητας, της µεταβατικότητας,

της τριχοτοµίας και της πυκνότητας, τότε δεν υπάρχει πρωτοβάθµια
16

πρό-

ταση που να τις διαχωρίζει. ∆ηλαδή δεν υπάρχει πρωτοβάθµια πρόταση της

γλώσσας της διάταξης που να είναι αληθής στη δοµή 〈R,≤〉 και ψευδής στη

〈Q,≤〉. Το αξίωµα της πληρότητας (ή συνέχειας) των πραγµατικών αριθµών

είναι η πρόταση που διαχωρίζει τη δοµή 〈R,≤〉 από τη 〈Q,≤〉. Αυτό το αξίω-

µα, που λέει ότι κάθε µη κενό ϕραγµένο από πάνω υποσύνολο έχει ελάχιστο

άνω ϕράγµα (supremum), ισχύει στη διατεταγµένη δοµή 〈R,≤〉 αλλά όχι στη

〈Q,≤〉. Το αξίωµα αυτό όµως, είναι µια δευτεροβάθµια πρόταση γιατί χρειά-

16
Ο όρος πρωτοβάθµια δηλώνει ότι η γλώσσα διαθέτει µεταβλητές µόνο για αντικείµενα

(Μυτιληναίος 2003, σελ : 62).
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Ϲεται να χρησιµοποιηθεί και ποσοδείκτης που τρέχει πάνω σε σύνολα. ΄Αρα

οι ϱητοί και οι πραγµατικοί διαχωρίζονται ως προς τη διάταξη αλλά µε µια

δευτεροβάθµια πρόταση.

Για τη διατύπωση των πραγµατικών αριθµών ως τοµών Dedekind χρειάζε-

ται δευτεροβάθµια Λογική, διότι χρησιµοποιούνται ποσοδείκτες και για αντι-

κείµενα (πραγµατικούς αριθµούς) και για σύνολα αντικειµένων (υποσύνολα

πραγµατικών αριθµών).

Ο Dedekind έχοντας υπόψη του το διαισθητικό συνεχές της ευθείας γραµ-

µής κατασκεύασε το µαθηµατικό συνεχές, δηλαδή, το σύνολο των πραγµατι-

κών αριθµών.

Η έκφραση του συνεχούς ϐάση της αριθµοθεωρίας καλέστηκε ως αριθµη-

τικό συνεχές και η έκφραση του συνεχούς ϐάση της γεωµετρίας καλέστηκε

ως γεωµετρικό συνεχές. Αυτό που κρίνεται αναγκαίο να τονισθεί είναι ότι

πρόκειται για το ίδιο συνεχές, το µαθηµατικό συνεχές, µε τη διαφορά ότι

εφαρµόστηκαν δύο διαφορετικοί µαθηµατικοί τρόποι έκφρασης του.

Ο Βασιλείου υποστηρίζει ότι το χάσµα που χωρίζει την έννοια του διακε-

κριµένου και του την έννοια του συνεχούς δεν διαφέρει ουσιαστικά από το

χάσµα µεταξύ της Γεωµετρίας και της Αριθµοθεωρίας. Στόχος της ϑεωρίας

συνόλων ήταν η γεφύρωση αυτού του χάσµατος (Βασιλείου σελ : 48). Σε µε-

γάλο ϐαθµό η γεφύρωση αυτή ήταν προβληµατική· η άποψη αυτή ενισχύεται

από το γεγονός ότι κατά τη χρονική περίοδο αυτή εµφανίζεται ένας αριθµός

των ονοµαζόµενων συνολοθεωρητικών (ή λογικών) και ερµηνευτικών παρα-

δόξων. Τα πρώτα οφείλονταν στην έννοια του συνόλου ενώ τα δεύτερα στην

εκφραστική ασάφεια των ϕυσικών γλωσσών. Το κοινό χαρακτηριστικό όλων

αυτών των παραδόξων είναι ότι στη διατύπωση τους χρησιµοποιείται κατά ϐά-

ση µια κοινή και συγκεκριµένη συλλογιστική µέθοδος, η «διαγώνια µέθοδος»

(Αναπολιτάνος 1985, σελ : 211).

Η έννοια του συνόλου είναι πολύ σηµαντική για τα µαθηµατικά. Τη σηµε-

ϱινή εποχή, η καθαρή έννοια του συνόλου γίνεται αποδεκτή, από τη µαθηµα-

τική κοινότητα, όπως αυτή αποδίδεται µέσα από κάποιο αξιωµατικό σύστηµα

της Θεωρίας Συνόλων. Θα µπορούσε να ειπωθεί ότι, η έννοια του σύνολου,

από µόνη της, είναι µια πρωταρχική έννοια στη Θεωρία Συνόλων, διαισθη-

τικά δοσµένη (µε την έννοια ότι δεν δίνεται γι΄ αυτήν κάποιος µαθηµατικός

ορισµός).

Θα λέγαµε ότι, στις απαρχές της Θεωρίας Συνόλων, ο καθορισµός της

έννοιας του συνόλου γίνεται ϐάση, µιας περιγραφής, µιας διαισθητικής αντι-

µετώπισης. Ο ισχυρισµός αυτός ενισχύεται από τις διαφορετικές διατυπώσεις

που δίνουν για την έννοια το συνόλου οι Cantor και Dedekind.
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Ο Βασιλείου αναφέρει ότι : Στήν ἀλληλογραφία µεταξύ Cantor και De-
dekind ϐλέποµε, ὅτι ὁ πρῶτος ἔδινε στό σύνολο τό µεταφυσικό νόηµα µιᾶς

ἀβύσσου, ἐνῶ ὁ δεύτερος τό ϑεωροῦσε σάν «ἕνα σάκκο µέ ἄγνωστα πράγµατα»

(Βασιλείου 1973, σελ : 65).

Ο Ζερβός αναφέρει µια µετάφραση που έκανε ο Ε. Σταµάτης, στον ορισµό

ενός συνόλου που δίνει ο Cantor στο έργο του "Grundlangen einer allegemei-
nen Mannigfaltigkeitslehre" το 1883: Καλώ µια ποικιλία ή ένα σύνολο κάθε

µεγάλο πλήθος το οποίο είναι κατανοητό ως όλο, δηλαδή κάθε συλλογή από

καθορισµένα στοιχεία που, στη ϐάση ενός συγκεκριµένου νόµου, µπορούν να

είναι ενωµένα σε ένα και µόνο σύνολο, και γι΄ αυτό πιστεύω ότι ορίζω κάτι που

είναι σχετικό µε ένα πλατωνικό πράγµα ή ιδέα και µε αυτό που, στο διάλογο

του Φίληβος, ο Πλάτων καλεί «µεικτόν» (Zervos 1972, pp. 437).

Ο Dedekind στο έργο του "Essays on the theory of numbers" περιγράφει

το σύνολο, το οποίο δεν το αναφέρει µε αυτόν ακριβώς τον όρο αλλά µε

τον όρο «σύστηµα» (system). Ακολούθως παρατίθεται ένα µέρος της σχετικής

παραγράφου:

Συµβαίνει πολύ συχνά διαφορετικά πράγµατα, a, b, c, . . . για κάποιο λόγο

να µπορούν να εξεταστούν από µια κοινή άποψη, µπορούν να συνδυαστούν

(associated) µέσα στο µυαλό· και λέµε ότι σχηµατίζουν ένα σύστηµα S· κα-

λούµε τα πράγµατα a, b, c, . . . στοιχεία του συστήµατος S, τα οποία περιέχονται

µέσα στο S· αντιστρόφως, το S αποτελείται
17

(consists) από αυτά τα στοιχεία

(Dedekind 1963, pp. 45).

Είναι κοινά αποδεκτό ότι η εισαγωγή της Θεωρίας Συνόλων στα µαθηµατι-

κά προκάλεσε τη γέννηση γόνιµων διαφωνιών µεταξύ των µαθηµατικών, όπως

επίσης την εµφάνιση των παραδόξων. ∆ηµιουργήθηκε η ανάγκη να παρου-

σιασθεί η Θεωρία Συνόλων ως αξιωµατικό σύστηµα. [Η] αφύπνιση της αξιωµα-

τικής Θεωρίας Συνόλων (το 1904) περιόρισε αυτές τις αντινοµίες (Kuratowski
1972, pp. 79).

Η πρώτη προσπάθεια αξιωµατικοποίησης της Θεωρίας Συνόλων γίνεται

από τον Zermelo (1871−1953) και στη συνέχεια συµπληρώνεται από τον Fra-
enkel (1891 − 1967), γι΄ αυτό και αυτή η αξιωµατική Θεωρία Συνόλων είναι

γνωστή ως αξιωµατική Θεωρία Συνόλων κατά Zermelo-Fraenkel (συντοµογρα-

ϕικά συµβολίζεται µε ZF) ή Zermelo-Fraenkel και το αξίωµα της επιλογής
18

(axiom of Choice) (συντοµογραφικά συµβολίζεται µε ZFC). Χαρακτηριστικό

17
Οι λέξεις που είναι έντονα γραµµένες, τονίζονται από τον ίδιο τον Dedekind στο έργο του

γράφοντας τις µε πλάγια γράµµατα.

18
Αξίωµα της Επίλογής : Το Καρτεσιανό γινόµενο µιας µη-κενής οικογένειας µη-κενών συ-

νόλων είναι µη-κενό (Halmos 1960, pp. 59).
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απόσπασµα είναι το πιο κάτω:

Πρώτος ο Zermelo, παρακάµπτοντας το ανέφικτο ενός άµεσου ορισµού για

την πρωταρχική αυτή έννοια [του συνόλου], εισήγαγε την αξιωµατική δόµηση

της Θεωρίας των Συνόλων µε τη νεότερη εκδοχή των αξιωµάτων, όπως αυτή

διαµορφώθηκε από τον Hilbert (1862−1943), και µε τον τρόπο αυτόν εγκαινίασε

τις έρευνες προς τη κατεύθυνση αυτή (Βασιλείου 1973, σελ : 65).

΄Ετσι, ξεκινάνε οι προσπάθειες να αποδοθεί πλήρως η έννοια του συνό-

λου, δίνοντας τις ϐασικές ιδιότητες του συνόλου, έµµεσα ως αξιώµατα, σε ένα

αξιωµατικό σύστηµα. Η ZFC δεν είναι αρκετά πλήρης περιγραφή του συνο-

λοθεωρητικού σύµπαντος (Rucker 2004, σελ : 277), αλλά έδωσε στη Θεωρία

Συνόλων εκπληκτικές δυνατότητες και µια εντυπωσιακή ανάπτυξη. Προχω-

ϱώντας έτσι, αργότερα έκαναν την εµφάνιση τους κλάδοι της Θεωρίας Συνό-

λων. ΄Ετσι η ϑεωρία συνόλων, η ϑεµελίωση των πραγµατικών αριθµών και

η λογική αλληλεπιδρούν και αµοιβαία εξελίσσονται. ΄Εχουµε τότε και την

ανάπτυξη της περιγραφικής ϑεωρίας συνόλων που συσχετίζει τη ϑεωρία συ-

νόλων µε την ανάλυση, την πρωταρχική πηγή της Καντοριανής έµπνευσης

των συνόλων.

Η εργασία του Cantor αποδείχθηκε εξαιρετικά καρποφόρα για πολλούς

κλάδους των µαθηµατικών, εγκαινιάζοντας µεταξύ άλλων µια καινούργια ο-

πτική της ϑεωρίας της ολοκλήρωσης συναρτήσει του µέτρου των συνόλων

(Mankiewicz 2002, σελ : 152).

Είναι κοινά παραδεκτό ότι, η πρώτη εµφάνιση της επιστήµης των µαθη-

µατικών ως µιας καθαρά παραγωγικής επιστήµης γίνεται µε την σύνθεση των

«Στοιχείων», από τον Ευκλείδη. Ωστόσο, η πορεία της ϑεµελίωσης των µα-

ϑηµατικών ήταν αρκετά δύσκολη, αφού οι πεποιθήσεις για το συνεχές που

προέρχονταν από προγενέστερα ϕιλοσοφικά δόγµατα, κυρίως, της Ελεατικής

σχολής και του Αριστοτέλη, έθεταν σε σοβαρή αµφιβολία τη ϑέση των Μαθη-

µατικών ως µίας καθαρά παραγωγικής επιστήµης.

Ως πρώτη µεγάλη κρίση στα ϑεµέλια των µαθηµατικών ϑεωρείται η ανακά-

λυψη των ασύµµετρων, δηλαδή των αρρήτων. Η κρίση αυτή παρακάµφθηκε,

στα αρχαία ελληνικά µαθηµατικά, µε την ϑεωρία Λόγων του Ευδόξου, µα-

ϑητή του Πλάτωνα, και την µέθοδο της εξάντλησης. Η µέθοδος αυτή µαζί µε

τη ϑεωρία των Λόγων, έδωσε στους ΄Ελληνες το µέσο για την αντιµετώπιση του

προβλήµατος του συνεχούς (Βασιλείου 1973, σελ : 58).

Πρώτοι οι αρχαίοι ΄Ελληνες επέτυχαν να πλησιάσουν στη σύλληψη µιας

αριθµητικής ιδέας του γεωµετρικού συνεχούς µε την επινόηση ασύµµετρων α-

ϱιθµών (Βασιλείου 1973, σελ : 47).

Η ϑεωρία αυτή συµπληρώθηκε το 1887 από τον Dedekind µε την δηµιουρ-
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γία των τοµών, οι οποίες εισάγουν την γενική έννοια των ασύµµετρων αριθµών

(Βασιλείου 1973, σελ : 48). Ο Dedekind ορίζει την έννοια της συνέχειας µε

ϐάση τη τοµή από την έννοια της διατάξεως και της πυκνότητας.

Το συνεχές των πραγµατικών αριθµών γίνεται «πυκνότερο» από την ύπαρξη

των υπερβατικών αριθµών, είναι αυτοί που δίνουν το υπεραριθµήσιµο πλήθος

του συνεχούς. Αυτό είχε αρχίσει να ϕαίνεται µε την επινόηση που έκανε ο

Cantor µιας νέας αριθµητικής οντότητας, των υπερπεπερασµένων πληθικών

αριθµών
19

. Ο ίδιος είχε διατυπώσει την εικασία ότι δεν υπάρχει πληθικός µε-

ταξύ του άλεφ-µηδέν
20

και του άλεφ, δηλαδή την πρόταση 2ℵ0 = ℵ1, η οποία

και µεταγενέστερα ονοµάστηκε υπόθεση του συνεχούς (HC) είτε πρόβληµα του

συνεχούς. Η απόδειξη της υπόθεσης αυτής όπως υποστηρίζει ο Βασιλείου ϑα

πραγµατοποιούσε τη «γεφύρωση µεταξύ συνεχούς και ασυνεχούς», του διακε-

κριµένου και του συνεχούς (Βασιλείου σελ : 63). Γι΄ αυτό ϑα µπορούσαµε να

πούµε ότι η µαθηµατική συνέχεια (το µαθηµατικό συνεχές) δεν έχει εκφράσει

πλήρως την διαισθητική συνέχεια (το διαισθητικό συνεχές).

΄Ενα σχήµα στο οποίο µπορούν ϕαντασιακά να συνυπάρξουν οι 2ℵ0, ℵ0

είναι το άπειρο δυαδικό δένδρο (Σχήµα 1.6). Στο οποίο µπορούν να τοποθε-

τηθούν ω διακλαδώσεις κάτω από την οριζόντια γραµµή του σχήµατος. ΄Ενα

κλαδί που διατρέχει ολόκληρο το δένδρο αναπαριστάται µε µια ω-ακολουθία

δυαδικών αποφάσεων. Μια τέτοια δυαδική απόφαση αντιστοιχεί σ΄ ένα πραγ-

µατικό αριθµό, ο οποίος είναι γραµµένος σε δυαδικό σύστηµα. Το πλήθος

του των µονοπατιών του δένδρου αυτού είναι ο 2ℵ0 (το σύνολο των µονοπα-

τιών είναι µη αριθµήσιµο σύνολο), ο αριθµός των κόµβων του δένδρου αυτού

είναι ℵ0 (το σύνολο των κόµβων είναι αριθµήσιµο σύνολο) (Rucker 2004, σελ :

263− 265).

Επίσης, αναφέρεται ότι, η πορεία κατασκευής του συνόλου Cantor οδηγεί

στην κατασκευή ενός δυαδικού δένδρου. Η τελική κατάληξη του δέντρου

αυτού είναι το σύνολο του Cantor του οποίου τα στοιχεία είναι πραγµατικοί

αριθµοί του διαστήµατος I = [0, 1] γραµµένοι στο δυαδικό σύστηµα (Σπύρου

1994, σελ : 42).

΄Ενας άλλος τρόπος να δούµε το υπεραριθµήσιµο του συνεχούς, δηλαδή

των πραγµατικών αριθµών, εκτός από την παράσταση του δυαδικού δέντρου,

19
Υπερπεπερασµένοι πληθικοί αριθµοί χαρακτηρίζονται οι πληθικοί αριθµοί που αντιπρο-

σωπεύουν άπειρα σύνολα (Kamke 1963, σελ : 30).

20
Οι άπειροι διατακτικοί αριθµοί λέγονται και άλεφ. Γενικά, γράφουµε ℵa για να συµβολί-

σουµε τον άλεφ τάξης a. ΄Ετσι, ℵ0 είναι ο ω, ο άπειρος διατάκτικός µηδενικής τάξης (Rucker
2004, σελ : 82).
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Σχήµα 1.6: Το άπειρο δυαδικό δένδρο (Rucker 2004, σελ : 264).

είναι µε το γράφηµα της κλιµακωτής συνάρτησης
21

(Σχήµα 1.7).

΄Εστω το σύνολο C όλων των αριθµών t της µορφής

t = t1/3 + t2/9 + · · ·+ tn/3
n + · · · ,

όπου tn παίρνει µία από τις τιµές 0 ή 2. Θέτουµε

ϕ(t) =
1

2
(t1/2 + t2/4 + · · ·+ tn/2

n + · · ·) .

21
Η κλιµακωτή συνάρτηση την αγγλική ορολογία συναντάται ως step function ή staircase

fuction.
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Η συνάρτηση ϕ έχει την ίδια τιµή και στα δύο σηµεία των άκρων του διαστή-

µατος που διαγράφουµε κατά τη κατασκευή του συνόλου Cantor. Αυτή τη

τιµή τη παίρνουµε ως σταθερή τιµή της συνάρτησης f σε αυτό το διάστηµα.

∆ηλαδή, για t ∈ C , ϑέτουµε f(t) = ϕ(t) (Kuratowski 1972, pp. 210 − 214).

Από την συνάρτηση αυτή ϕαίνεται ότι το σύνολο του Cantor είναι υπεραριθµή-

σιµο (Σπύρου 1994, σελ : 42).

Σχήµα 1.7: Το γράφηµα της κλιµακωτής συνάρτησης (Engelking & Sieklucki
1992, pp. 200).

Τέλος, από τα όσα έχουν ήδη διατυπωθεί, γίνεται ϕανερό ότι το αντιληπτι-

κό και το διαισθητικό συνεχές αλλά και το µαθηµατικό συνεχές επιδέχονται

εξωτερική αναπαράσταση. ΄Οπως επίσης και εσωτερική αναπαράσταση, υπό

την προϋπόθεση ότι υπάρχουν τα κατάλληλα ερεθίσµατα.

Επίσης ϑα λέγαµε ότι, το µαθηµατικό συνεχές είναι ένα σύνολο καθαρά

εποπτικών δεδοµένων που συνδέονται µεταξύ τους µε σχέσεις, µε αλγεβρικές

πράξεις και τις ιδιότητες της διάταξης, της πυκνότητας και της πληρότητας.



Κεφάλαιο 2

Τα παράδοξα του Ζήνωνος και το

συνεχές.

΄Οπως ϑα διαπιστωθεί από την µετέπειτα διερεύνηση, ϐασικό µέληµα του

Ζήνωνος του Ελεάτη, ήταν η υπεράσπιση του παρµενίδιου µονιστικού συστή-

µατος. Το ον είναι ένα, το οποίο µεταξύ άλλων, είναι συνεχές και δεν δύναται

να συνίσταται - αυτό όπως και η συνέχεια του - από άτοµα τα οποία δεν έχουν

καµία χαρακτηριστική σχέση µεταξύ τους.

2.1 Η σχολή των Ελεατών και ο Ζήνων.

Η Ελεατική οντολογία ξεπροβάλει από το χώρο της Φυσικής ϕιλοσοφίας

(Ρούσσος 1982, σελ : 43). ∆ύο σηµαντικές ϑεωρίες που αναπτύχθηκαν στο

χώρο της ελληνικής ϕιλοσοφίας, πριν την εµφάνιση της Ελεατικής ϑεωρίας,

είναι η ϑεωρία των αντιθέτων των Πυθαγορείων και η ϑεωρία της αντιθετικής

αρµονίας του Ηρακλείτου. Εύλογα, λοιπόν, διατυπώνεται η άποψη ότι η µα-

ϑηµατική σκέψη των πυθαγορείων και το δυναµικό σύµπαν του Ηρακλείτου

συντέλεσαν στη γένεση του Ελεατικού προβληµατισµού (Ρούσσος 1982, σελ :

51).

΄Ενας από τους πιο σπουδαίους αντιπρόσωπους της Ελεατικής σχολής

υπήρξε ο Παρµενίδης ο οποίος «προήγαγε περί του όντος διδασκαλία, διατύ-

πωσε σαφέστερα και επιστηµονικότερα την έννοια του όντος» (Εισαγωγή εις τον

«Παρµενίδην» του Πλάτωνος, 1975, σελ : 9).

Ο Παρµενίδης ϑεωρεί ότι το ον είναι αγέννητο, δηλαδή ότι είναι η πρώ-

τη δηµιουργική αρχή, «ἀνώλεθρον», µονογενές, ακίνητο και ότι υπάρχει ως

39
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ένα όλον (Εισαγωγή εις τον «Παρµενίδην» του Πλάτωνος, 1975, σελ : 9 − 10;

Ρούσσος 1982, σελ : 52). Επίσης ότι, αυτό είναι τέλειο, πλήρες, αδιαίρετο

και συνεχές (Εισαγωγή εις τον «Παρµενίδην» του Πλάτωνος, 1975, σελ : 10;

Ρούσσος 1982, σελ : 15). Ο Παρµενίδης απέδιδε κάθε κίνηση και ϕθορά

που παρατηρείται στη ϕύση στην απάτη των αισθήσεων· έκανε διάκριση µε-

ταξύ του ενιαίου όντος και του µη όντος, το οποίο το ϑεωρούσε ως απατηλή

παρουσία του όντος. Υποστήριζε ότι, το ον είναι αυτό που υπάρχει πραγµα-

τικά και ότι µόνο η γνώση του αποτελεί την αληθή γνώση (Εισαγωγή εις τον

«Παρµενίδην», του Πλάτωνος, σελ : 10).

Το Ον, νοούµενο σαν αντικειµενική και υπερβατική πραγµατικότητα και σαν

απόλυτο σηµείο αναφοράς του εµπειρικά δεδοµένου ϕυσικού κόσµου, είναι η

έννοια που γεννήθηκε µαζί µε τους Ελεάτες ϕιλοσόφους (Ρούσσος 1982, σελ :

41). ΄Οµως το ον νοούµενο σαν αντικειµενική πραγµατικότητα µόνο και σαν

σχετικό σηµείο αναφοράς του τον εµπειρικά δεδοµένο ϕυσικό κόσµο προϋ-

πήρχε της Ελεατικής οντολογίας στη Φυσική ϕιλοσοφία και στη Θεογονική

ποίηση (Ρούσσος 1982, σελ : 41). Το Ον ως ειδικός ϕιλοσοφικός όρος, µε κα-

ϑορισµένο σηµασιολογικό περιεχόµενο, είναι αποκλειστικό δηµιούργηµα των

Ελεατών (Ρούσσος 1982, σελ : 42).

Γενικά, στα πλαίσια του ϕιλοσοφικού δόγµατος της Ελεατικής σχολής το

ον καθορίζεται να είναι πλήρες, συνεχές και αδιάκοπο, µονοειδές κάθε ό-

µοιο µε αυτό είναι αδιαίρετο, άτµητο, ακίνητο, άτρεπτο, αναλλοίωτο, νοερό

(Εισαγωγή εις τον «Παρµενίδην», του Πλάτωνος, σελ : 11 − 12). Ο Ζήνων,

µαθητής του Παρµενίδη, ήθελε να αποδείξει µε τα επιχειρήµατά του, µεταξύ

των οποίων είναι και αυτά που είναι γνωστά ως «παράδοξα του Ζήνωνος»
1
, ότι

οι αισθήσεις είναι απατηλές και εµφανίζουν το ένα ον περισσότερα του ενός.

Με αυτά τα επιχειρήµατα του «αποδείκνυε», µε την εις άτοπο απαγωγή, την

ύπαρξη ενός µόνου όντος αδιαίρετου και ακίνητου· υπερασπιζόµενος έτσι το

παρµενίδιο µονιστικό ϕιλοσοφικό σύστηµα από τις επιθέσεις των πλουραλι-

στών της εποχής (Αναπολιτάνος 1985, σελ : 59).

Συµπληρώνεται ότι ο Ζήνων δεν συµφωνούσε απολύτως µε τη διδασκαλία

του Παρµενίδη. Αφού όπως αναφέρεται από τον Βασιλείου: Η επιχειρηµα-

τολογία ... του Ζήνωνος, στρέφεται κυρίως εναντίων εκείνων που υποστήριζαν

ότι ο χώρος (και ο χρόνος) συνίσταται από άτοµα. Για τον Ζήνωνα τα άτοµα

αυτά ϑα πρέπει κατ΄ ανάγκην να είναι άπειρα το πλήθος. Τούτο ακριβώς, ευρί-

1
Ο Βέικος αναφέρει την εξής σηµείωση: Ονοµάζονται κοινός «παράδοξα», αλλά αυτό δεν

είναι ένα κυριολεκτικά ακριβές όνοµα. Οι προτάσεις του Ζήνωνος συνιστούν µάλλον αντι-

νοµικά επιχειρήµατα παρά ϕαινοµενικά παράλογες προτάσεις (Βέικος, 11 ∆ευκαλίων, σελ :

334).
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σκετο σε αντίθεση προς τη διδασκαλία του Παρµενίδη για το ενιαίο του κόσµου

(Βασιλείου 1973, σελ : 52).

Επίσης συµπληρώνεται ότι ατοµικοί ϕιλόσοφοι, όπως ο Λεύκιππος και ο

∆ηµόκριτος, δέχτηκαν ότι το ον είναι αγέννητο και άφθαρτο, κάτι το οποίο

ήταν σύµφωνο µε το Ελεατικό δόγµα· αλλά δεν δέχτηκαν ότι το ον είναι και

ακίνητο και αδιαίρετο, κάτι το οποίο ήταν αντίθετο προς το Ελεατικό δόγµα

(Ρούσσος 1982, σελ : 55).

Βάση των πιο πάνω αλλά και ενός µεγάλου µέρους της ϐιβλιογραφίας

που αφορά τα παράδοξα του Ζήνωνος ενισχύεται το συµπέρασµα ότι ο Ζήνων

µε αυτά έµµεσα αντιτίθεται σε µια ϑεωρία των ατόµων, όπως ενδεχοµένως

ϑα µπορούσε να είναι του ∆ηµόκριτου, ακόµη και στην αριθµοθεωρεία των

Πυθαγορείων η οποία ενσωµατωνόταν µε µια µεταφυσική πολυαρχική κο-

σµοθεωρεία.

Ο σχολιαστής Σιµπλίκιος (αρχές 6oυ αιώνα µ.Χ.), σε έργο του, αναφέρεται

σε αποσπάσµατα
2

του συγγράµµατος του Ζήνωνος· αυτά τα αποσπάσµατα

ϑεωρούνται έγκυρη πηγή αφού όπως δηλώνει ο Σιµπλίκιος «γράφει ταῦτα κα-

τά λέξιν ὁ Ζήνων» (Σιµπλίκιος, «Εις το Α΄ Αριστοτέλους Φυσικης Ακροάσεως»,

[9, 140, 29]), δηλαδή είναι κατά λέξη απόδοση των γραφών του Ζήνωνος. Μέ-

σα από ένα συνδυασµό αυτών ο Ζήνων ϕαίνεται να ϑέλει να καταρρίψει τον

πλουραλιστικό ισχυρισµό για τη δυνατότητα διαιρέσεως του συνεχούς σε άτο-

µα τα οποία δεν έχουν µεταξύ τους συνοχή (Βασιλείου 1973, σελ : 49). ΄Οπως

υποστηρίζεται από το Βασιλείου, από τα πιο πάνω αποσπάσµατα ϕαίνεται ο

Ζήνων να ξεκινάει, τον συλλογισµό για την κατάρριψη του ισχυρισµού αυτού,

ϑεωρώντας πρώτα ότι κάτι που έχει έκταση συνίσταται από άπειρα µέρη· ακο-

λούθως διακρίνει δύο περιπτώσεις : Στη πρώτη περίπτωση τα έσχατα, άπειρα

το πλήθος, αδιαίρετα µέρη που ϕθάνουµε µε τη γενόµενη διαίρεση, δεν έ-

χουν µέγεθος· αυτό αποκλείεται κατά τον Ζήνων. Στη δεύτερη περίπτωση, τα

εν λόγο άτοµα έχουν µέγεθος· τότε το άθροισµα άπειρου πλήθους µεγεθών,

που δεν είναι µηδενικά, είναι άπειρον. ΄Ετσι αποδεικνύεται µε εις άτοπο κατά

το Ζήνων η µη εγκυρότητα του πλουραλιστικού ισχυρισµού (Βασιλείου 1973,

σελ : 49− 50).

Επίσης κρίνεται αναγκαίο να αναφερθεί ότι διατυπώνεται από τον Βασι-

λείου η άποψη ότι η άπειρη διαίρεση του συνεχούς που εφαρµόζει ο Ζήνων

είναι διαφορετική από αυτή που εφάρµοζε ο δάσκαλος του Παρµενίδης. Αυτή

που εφαρµόζει ο Παρµενίδης καταστρέφει τη συνοχή των µερών του όλου ενώ

2
Σιµπλίκιος, «Εις το Α΄ Αριστοτέλους Φυσικης Ακροάσεως», [9, 139, 11 − 15], [9, 140, 29 −

33], [9, 141, 1− 8]
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αυτή που εφαρµόζει ο Ζήνων είναι µια «καθαρά νοητική διαίρεση» η οποία

διατηρεί τη συνοχή µεταξύ των µερών του όλου (Βασιλείου 1973, σελ : 49).

Από τη σχετική ϐιβλιογραφία και ϐάση των αρχαίων κειµένων του σχολια-

στή Σιµπλίκιου και του Αριστοτέλη συµπεραίνεται ότι είναι κοινή παραδοχή

ότι οι απόψεις του Ζήνωνος του Ελεάτη ϕαίνεται να έχουν ως κεντρικό άξονα

την µη αποδοχή της σύστασης των διαστατών από αδιάστατες οντότητες. ΄Ο-

πως επίσης, την υπεράσπιση του παρµενίδιου µονιστικού συστήµατος έναντι

του πλουραλιστικού συστήµατος. Σηµειώνεται ότι, το ενδιαφέρον του Ζήνω-

νος είχε εστιαστεί στη ϕυσική ϑεώρηση του χώρου και του χρόνου και όχι σε

µια µαθηµατική ϑεώρηση αυτών. Παρά ταύτα η αναµφισβήτητα στενή σύν-

δεση ειδικά των ονοµαζόµενων «παραδόξων του Ζήνωνος» µε την έννοια του

συνεχούς ήταν ικανή να επηρεάσει τη µετέπειτα εξέλιξη των µαθηµατικών.

∆ικαιολογηµένα λοιπόν εκφράζεται η κάτωθεν άποψη:

Οι δοξασίες του Αριστοτέλους για το συνεχές, όπως και τα παράδοξα του

Ζήνωνος, δεν αφορούσαν τα καθαρά µαθηµατικά. Ωστόσο, οι δοξασίες αυτές

ήσαν αρκετές για να ϑέσουν σε σοβαρή αµφιβολία τη ϑέση των Μαθηµατικών

ως µια καθαρά παραγωγικής επιστήµης (Βασιλείου 1973, σελ : 57).

Με τα παράδοξα του ο Ζήνων έµµεσα προαναγγέλλει την απαραίτητη διά-

κριση µεταξύ των καθαρών µαθηµατικών και των µαθηµατικών που εφαρµό-

Ϲονται στη ϕύση. Η σχέση αυτών των δύο δεν είναι αµφίδροµη. Τα µαθη-

µατικά που εφαρµόζονται στη ϕύση µπορούν να εκφραστούν µε όρους των

καθαρών µαθηµατικών αλλά τα καθαρά µαθηµατικά δεν δύναται να εκφρά-

Ϲονται µε όρους των µαθηµατικών της ϕύσης.

Μια πρωτογενή, αρχική ατοµιστική ϑεωρία από µόνη της δεν δύναται να

εκφράσει ούτε να στηρίξει την έννοια του συνεχούς· αυτό δηλώνει ένα µεγά-

λο µέρος της σχετικής ϐιβλιογραφίας. Το γεγονός αυτό αρχίζει να ϕαίνεται

ήδη από τα παράδοξα του Ζήνωνος αλλά γίνεται πιο καθαρό αργότερα µέσα

από τη µαθηµατική Θεωρία του Ευδόξου. ΄Οµως κατανοείται και εκφράζεται

σαφέστερα µε ϑεµελιωτικό τρόπο πολύ αργότερα κατά το 19o αιώνα από τους

Dedekind και Cantor.

Ο Ζερβός παραθέτει το ακόλουθο απόσπασµα του E. W. Beth: ΄Εχω δείξει

ότι µια αρχική ατοµιστική ϑεωρία του συνεχούς έχει ανατραπεί από τα παρά-

δοξα του Ζήνωνα. Μετά την ανακάλυψη ασυµµέτρων µεγεθών, έγινε καθαρό

ότι δεν ήταν πιθανή καµιά επιδιόρθωση της ατοµιστικής ϑεωρίας (Zervos 1972,

pp. 430).
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2.2 Τα παράδοξα του Ζήνωνος.

Είναι κοινά αποδεκτό ότι τα παράδοξα του Ζήνωνος του Ελεάτη παρέχουν,

κατά κάποιο τρόπο, το έδαφος για τη µελέτη των εννοιών του χρόνου, του

χώρου, της κίνησης αλλά και του απείρου, της συνέχειας και της ασυνέχειας.

Κατά καιρούς κέρδισαν το ενδιαφέρον ερευνητών από το χώρο της ϕιλοσοφίας,

το χώρο των µαθηµατικών ακόµη και το χώρο της ψυχολογίας. Είναι γεγονός

ότι έχουν δεχθεί και ακόµη δέχονται πολλαπλές ερµηνείες, για να επιλυθούν

οι λογικές και διαισθητικές δυσκολίες που αναδύονται από αυτά.

Οι αποδεικτικοί συλλογισµοί του Ζήνωνος του Ελεάτη που είναι γνωστοί

ως «παράδοξα του Ζήνωνος» περιγράφονται από τον Αριστοτέλη στο έργο του

«Φυσική Ακρόασις Α΄», στο χωρίο [239b5-240b7]. Ο Αριστοτέλης προτού ξε-

κινήσει τη περιγραφή τους διατυπώνει τη ϕράση «Ζήνων δέ παραλογίζεται»

(Αριστοτέλης, «Φυσική Ακρόασις Α΄», [239b5]), η οποία ϕαίνεται να δείχνει

ότι το αριστοτελικό ϕιλοσοφικό δόγµα τα δεχότανε, κατά κάποιο τρόπο, ως

παράδοξα. Συνολικά είναι τέσσερα η µελέτη ϑα εστιαστεί σε τρία από αυτά.

• Το παράδοξο της διχοτοµίας ή του δροµέα: ΄Εστω ότι ένας δροµέας

πρόκειται να διανύσει την απόσταση AB. Για να τη διανύσει ϑα πρέπει

προηγουµένως να διανύσει την AA1, όπου A1 µια ενδιάµεση ϑέση της

διαδροµής, ώστε AA1 = AB/2. Στην συνέχεια την A1A2 = AB/4, την

A2A3 = AB/8 και ούτω καθεξής (Αναπολιτάνος 1985, σελ : 59). Για να

τελειώσει τη διαδικασία αυτή ο δροµέας ϑα πρέπει να ολοκληρώσει ένα

άπειρο πλήθος µεταβάσεων.

Σχήµα 2.1: Το παράδοξο διχοτοµίας (Αναπολιτάνος, σελ : 59).

• Το παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας : Ο Αχιλλέας και η χελώνα

ϐρίσκονται σ΄ ένα αγώνα δρόµου. Επειδή ο Αχιλλέας είναι πιο γρήγορος

δροµέας από τη χελώνα, ο αγώνας ξεκινά µε τον Αχιλλέα στη ϑέση A
κα τη χελώνα στη ϑέση X, ώστε η ϑέση A να είναι πιο πίσω από τη

ϑέση X. Ο Αχιλλέας δεν ϑα µπορέσει ποτέ να ϕτάσει τη χελώνα, διότι

όταν ο Αχιλλέας ϑα έχει µεταβεί στη ϑέση A1, που ταυτίζεται µε την

προηγούµενη ϑέση X της χελώνας, η χελώνα ϑα έχει µετακινηθεί ήδη
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στη ϑέση X1, και νέα προσπάθεια του Αχιλλέα να ϕτάσει στη ϑέση

A2, που ταυτίζεται µε τη X1, ϑα συνοδεύεται από νέα µετακίνηση της

χελώνας στη ϑέση A2, και ούτω καθεξής (Αναπολιτάνος 1985, σελ : 59−
60; Fischbein 2001, pp. 317).

Σχήµα 2.2: Το παράδοξο Αχιλλέα - χελώνας (Αναπολιτάνος, σελ : 60).

• Το παράδοξο του ϐέλους : Το ϐέλος δεν κινείται στο χώρο (ή τόπο
3
)

στον οποίο ϐρίσκεται, ούτε στο χώρο (ή τόπο) στον οποίο δεν ϐρίσκεται.

Γι΄ αυτό το ϐέλος, το οποίο ϕαίνεται να κινείται, ϐρίσκεται σε ακινησία

(Vlastos, 11 δευκαλιων, σελ : 301; Fischbein 2001, pp. 317).

Σηµειώνεται ότι τα παράδοξα του Ζήνωνος µέσα στο ϕιλοσοφικό δόγµα του

παρµενίδιου µονιστικού συστήµατος δεν εµφανίζονται ως παράδοξα, αφού η

ύπαρξη του ενός δεν γίνεται αποδεκτή ούτε ως διαστατή οντότητα ούτε ως χω-

ϱοχρονικά υπαρκτή οντότητα και εποµένως µη χωροχρονικά προσδιορίσιµη.

΄Οµως σ΄ ένα πλουραλιστικό ϕιλοσοφικό δόγµα εµφανίζονται ως παράδοξα.

Οι προθέσεις του Ζήνωνος γίνονται ϕανερές ιδιαίτερα µε το παράδοξο του

ϐέλους στο οποίο υποστηρίζεται ότι η κίνηση ενός αντικειµένου, εποµένως

και η αντίστοιχη χρονική διάρκεια, είναι ψευδαισθήσεις και όχι πραγµατικά

συµβάντα. Στη χουσερλιανή ϕαινοµενολογία η χρονική ϱοή είναι µια από-

λυτη υποκειµενικότητα (Derrida, σελ : 187). Θα µπορούσε να αποφανθεί

ότι για τον Ζήνων ο χρόνος και η κίνηση, είναι «ορατά» από µια ϕαινοµενο-

λογική στάση, αλλά δεν είναι και ούτε αποτελούν µέρος της αντικειµενικής

πραγµατικότητας.

Κάποιος ϑα µπορούσε να διερωτηθεί, στο συµπέρασµα του παραδόξου του

ϐέλους, που λέει : «Γι΄ αυτό το ϐέλος, το οποίο ϕαίνεται να κινείται, ϐρίσκε-

ται σε ακινησία»· αν υπονοείται ότι το ϐέλος ϐρίσκεται σε ακινησία σε κάθε

χρονική στιγµή χωρίς διάρκεια της τροχιάς του ή αν υπονοείται ότι το ϐέλος

ϐρίσκεται σε ακινησία για κάθε χρονική διάρκεια της τροχιάς του.

3
΄Οπως αναφέρει ο Βλαστός : «[Θ]α ήταν εντελώς σύµφωνο µε την γενική χρήση των όρων

στην εποχή του Ζήνωνα (και για µακρά περίοδο αργότερα), όταν µιλούσαν για τον «τόπον» όπου

ϐρίσκεται ένα αντικείµενο, να εννοούν γενικότερα χώρο ή περιοχή µέσα στην οποία ϐρίσκεται

ή κινείται το αντικείµενο» (Vlastos, 11 δευκαλιων, σελ : 303).
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Εδώ κρίνεται ενδιαφέρον και ϑα παρατεθεί ένα απόσπασµα του Βλαστού:

Να πει κανείς ότι το ϐέλος κινείται µέσα σε µια χρονική στιγµή ϑα ήταν (µε την

αυστηρή σηµασία των όρων) χωρίς νόηµα. Αυτό ούτε κινείται και ούτε ηρεµεί, το

ίδιο λ.χ. ένα σηµείο δεν είναι ούτε ευθύ ούτε καµπύλο, ούτε κυρτό, ούτε κοίλο

- εδώ δεν πρόκειται για το ότι τα κατηγορήµατα αυτά έχουν εσφαλµένη εφαρ-

µογή, αλλά για το ότι δεν έχουν εφαρµογή... Οι έννοιες κίνησης και ηρεµίας

εφαρµόζονται σε ό,τι συµβαίνει στη διάρκεια και όχι επιµέρους στιγµών, αλλά

σε διαστήµατα (ή διαταγµένα σύνολα σηµείων), το ίδιο όπως η καµπυλότητα εί-

ναι µια ιδιότητα που αναφέρεται όχι στα επιµέρους σηµεία, αλλά στις γραµµές

και στις επιφάνειες (ή διαταγµένα σύνολα σηµείων) (Vlastos, 11 δευκαλιων,

σελ : 310).

Πιο σύντοµα, ϐάση του πιο πάνω αποσπάσµατος, ϑα µπορούσαµε να πού-

µε ότι το νόηµα των όρων «κίνηση» ή «ακινησία» αποκτάται µόνο µέσα σ΄ ένα

περιβάλλον χρονικής διάρκειας· µε διαφορετική διατύπωση, η εννοιολογική

σηµασία των λέξεων «κίνηση» ή «ακινησία» δύναται να υπάρχει όταν έχουµε

χρονική διάρκεια και όχι σε µια οποιαδήποτε χρονική στιγµή χωρίς διάρκεια.

Επίσης, η απουσία ταχύτητος δεν συνεπάγεται απουσία χρόνου. ΄Οπως

γράφει ο Βέικος : Εάν δεχτούµε ότι ο χώρος και ο χρόνος είναι συνεχούς

δοµής, πρέπει να υπολογίζουµε ότι οι τιµές των s και t µπορεί να γίνουν µε

συνεχή διαίρεση µηδενικές, πράγµα που σηµαίνει απουσία ταχύτητος, δηλαδή

στάση:

v = 0/0

Στάση ϐέβαια δεν συνεπάγεται απουσία χρόνου

v = 0/t

πράγµα που σηµαίνει ότι σ΄ ένα οποιοδήποτε χρόνο είναι δυνατό να µην έχει

διανυθεί κανένα διάστηµα (Βέικος, 11 ∆ευκαλίων, σελ : 329).

Τώρα συνεχίζοντας τη διερεύνηση των παραδόξων του Ζήνωνος, έχουµε

µια άποψη που υποστηρίζει ότι τα παράδοξα του Ζήνωνος, ιδιαίτερα τα δύο

πρώτα, εµφανίζονται ως τέτοια διότι ϕαίνεται να ταυτίζουν την έννοια του δια-

στατού µε την έννοια του υπαρκτού (Αναπολιτάνος, εργασία: 36; Βασιλείου

1973). Πράγµατι, ο Ζήνων ο Ελεάτης στο έργο του «Περί ϕύσεως» διατυπώνει

τη ϕράση «Εἰ µὴ ἔχοι µέγεθος τὸ ὄν, οὐδ᾿ ἂν εἴη», δηλαδή, «αν δεν έχει µέγεθος

το ον, ούτε ϑα υπάρχει» (Ρούσσος 1982, σελ : 20−21). ΄Αµεση συνέπεια αυτού

του ισχυρισµού είναι ότι τα στοιχεία που έχουν µηδενικό µέγεθος και που

εποµένως είναι µη υπαρκτά, δεν µπορούν να συνθέσουν ένα διαστατό µέγε-

ϑος. Κάτι τέτοιο ϑεωρούµενο από µια µαθηµατική σκοπιά δεν ισχύει. Αυτό,



46 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΤΑ ΠΑΡΑ∆ΟΞΑ ΤΟΥ ΖΗΝΩΝΟΣ ΚΑΙ ΤΟ ΣΥΝΕΧΕΣ.

όπως έχει αποδειχτεί στη Θεωρία Μέτρου, δεν συµβαίνει για όλα τα σηµειο-

σύνολα. Ισχύει για τα σηµειόσύνολα που έχουν αριθµήσιµο πλήθος σηµείων·

για τα πλείστα σηµείοσύνολα µε µη αριθµήσιµο πλήθος, µε υπεραριθµήσιµο

πλήθος, ισχύει ότι συνθέτονται από στοιχεία µε µηδενικό µέγεθος.

Τα δύο πρώτα παράδοξα που αναφέρθηκαν δηλαδή του δροµέα (ή της

διχοτοµίας), του Αχιλλέα και της χελώνας ϑεωρούνται από τον Αναπολιτάνο

τελείως ανάλογα και εποµένως η ερµηνεία που δίνεται σε αυτά είναι τελείως

ανάλογη. Σ΄ ένα αριστοτελικό ϕιλοσοφικό πλαίσιο αποδίδει την εµφάνιση

τους στη µη πραγµατική ύπαρξη των στατικών χρονικών στιγµών «τώρα» και

των αντίστοιχων χωρικών σηµείων τους αλλά και στη πεπερασµένη ϕύση του

δροµέα.

[Ο] δροµέας δεν µπορεί να ϐρίσκεται σε όλες αυτές τις ϑέσεις στα αντιστοιχία

εκάστοτε «τώρα», γιατί ούτε τα τώρα ούτε οι ϑέσεις υπάρχουν πραγµατικά. Οι

ϑέσεις αυτές υπάρχουν µόνον σαν δυνατότητες, από τις οποίες ο δροµέας µόνο

πεπερασµένα πολλές µπορεί να πραγµατώσει (Αναπολιτάνος 1985, σελ : 75).

Επίσης ϑα µπορούσε να λεχθεί µε όρους της χουσερλιανής ϕαινοµενο-

λογίας ότι, τα παράδοξα αυτά εµφανίζονται ως τέτοια διότι η κίνηση εκλαµ-

ϐάνεται ως ένα συνειδησιακό ϕαινόµενο και τα µέρη της κίνησης αυτής ως

συνειδησιακά στοιχεία του ϕαινοµένου. Αυτό υποστηρίζει και ο Αναπολιτάνος

διατυπώνοντας την κάτωθεν άποψη:

[Υ]ποτίθεται λανθασµένα πως κατά τη διάρκεια της κίνησης ο δροµέας έχει

συνείδηση άπειρων εγκοπών της αντίστοιχης διαδροµής που διανύει (Αναπολι-

τάνος 1985, σελ : 75).

Επίσης παρατηρείται ότι τα παράδοξα της διχοτοµίας, του Αχιλλέα και της

χελώνας είναι όµοια µεταξύ τους µε την έννοια ότι και τα δύο στηρίζονται στον

αριστοτελικό «ορισµό» του συνεχούς· δηλαδή στηρίζονται στην δυνατότητα της

άπειρης διαιρετότητας.

Το µαθηµατικό άπειρο είναι ένα τροµακτικά ισχυρό εργαλείο, πράγµα που

για πρώτη ϕορά ϕάνηκε µε τα παράδοξα του Ζήνωνος (Βέικος, 11 ∆ευκαλίων,

σελ : 333). Αρκεί να προσπαθήσουµε να ϕανταστούµε τη Θεµελίωση των

Πραγµατικών Αριθµών χωρίς την έννοια του απείρου.

Ο Βασιλείου γράφει ότι ο Πλάτων είχε κάνει µια συσχέτιση του απείρου

µε τη συνέχεια.

Ο Πλάτων έδωκε και µια παραλλαγή για το παράδοξο της διχοτοµίας του

Ζήνωνος, σύµφωνα µε τον οποίον ένα ευθύγραµµο τµήµα ούτε µπορεί να ϑεωρη-

ϑεί συνιστάµενο από τα σηµεία του, αλλά ούτε µπορεί να ϑεωρηθεί υφιστάµενο

δίχως αυτά. Η δυνατότητα διαιρέσεως ενός τέτοιου τµήµατος χωρίς τέλος, οδή-

γησε τον Πλάτωνα στο να ϑεωρήσει το άπειρον ως ένα συστατικό στοιχείο του
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συνεχούς (Βασιλείου 1973, σελ : 54).

Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση που κάνει ο Βέικος, αναφερόµενος στο

παράδοξο της διχοτοµίας, που έχει σχέση µε την έννοια του απείρου είναι :

Εκείνο που έχει σηµασία εδώ δεν είναι πως αποδεικνύεται το αδύνατο της κί-

νησης στην πραγµατικότητα παρά ότι η κίνηση λαµβάνει χώραν σε µια έκταση

πεπερασµένη ως προς τον εξωτερικό της ορίζοντα και άπειρη ως προς τον εσω-

τερικό της ορίζοντα (Βέικος, 11 ∆ευκαλίων, σελ : 326).

Πιθανό µε τη πιο πάνω άποψη να ήταν σύµφωνος και ο Πλάτων. ΄Οπως

αναφέρεται στις σηµειώσεις του Νεγρεπόντη, ο Πλάτων µέσα στο έργο του

«Φίληβος» αναφέρει ότι τα όντα είναι µίξεις απείρου και πέρατος (Νεγρεπόντης

2005− 2006, σελ : 2).

΄Ετσι, ϐάση των πιο πάνω, συµπεραίνεται ότι µια κίνηση, ένα χρονικό

διάστηµα, ένα χωρικό διάστηµα (όπως για παράδειγµα είναι το κλειστό διά-

στηµα µηδέν, ένα· που συµβολίζεται [0, 1]) έχει δύο αντιφατικές ιδιότητες : να

είναι και πεπερασµένο (ως προς τον εξωτερικό του ορίζοντα) και άπειρο (ως

προς τον εσωτερικό του ορίζοντα). Ενδεχοµένως, αυτή η συνύπαρξη των α-

ντιθετικών εννοιών του πεπερασµένου και του απείρου, να προκαλεί κάποιες

λογικές δυσκολίες που σχετίζονται µε τα δύο παράδοξα της διχοτοµίας, του

Αχιλλέα και της χελώνας.

Επίσης, αναφέρεται ότι, ο Βέικος υποστηρίζει ότι τα παράδοξα της δι-

χοτοµίας, του Αχιλλέα και της χελώνας προβάλλουν τις λογικές δυσχέρειες

που συνεπάγεται η υπόθεση του συνεχούς του χώρου και χρόνου (Βέικος, 11
∆ευκαλίων, σελ : 326− 328).

Οι εννοιολογικές δυσκολίες που σχετίζονται µε την έννοια του δυνητικού

απείρου και ακόµη περισσότερο µε την έννοια του πραγµατικού απείρου (Tall
2001; Tall & Tirosh 2001), σχετίζονται και µε τη έννοια της πυκνότητας· διότι

οι έννοιες του άπειρου, της πυκνότητα είναι στενά συνδεδεµένες µεταξύ τους

(Vamvakoussi & Vosniadou 2004, Vamvakoussi & Vosniadou (in prepara-
tion)). Επίσης, ϐάση των πιο πάνω µπορεί να αποφανθεί ότι οι έννοιες αυτές

(δηλαδή του απείρου και της πυκνότητας) είναι στενά συνδεδεµένες και µε

την έννοια του συνεχούς. Οι εννοιολογικές δυσκολίες που σχετίζονται µε την

έννοια του συνέχούς, άρχισαν να προβάλλονται µε τα παράδοξα του Ζήνωνος.

Θα µπορούσε να ειπωθεί ότι τα παράδοξα αυτά είναι «ένα ϐήµα» πριν τη

ϑεωρία των απειροστών και το Αξίωµα του Ευδόξου-Αρχιµήδους.

Μία διατύπωση του Αξιώµατος του Ευδόξου-Αρχιµήδους είναι η ακόλου-

ϑη: Ο λόγος δύο οµογενών µεγεθών α, β νοείται µόνον όταν υπάρχει n ∈ N∗

ώστε nα > β και υπάρχει m ∈ N∗
ώστε mβ > α (Νεγρεπόντης 2004− 2005).

Ο Εύδοξος ϑέτωντας το πιο πάνω αξίωµα (ή ιδιότητα) είχε στο νου του
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ως το απλούστερο µοντέλο τη κερατοειδή γωνία
4

(Νεγρεπόντης 2004− 2005).

∆ηλαδή, η κερατοειδής γωνία αντιστοιχούσε στο απείρως µικρό θ,

0 < θ <
1

n
, για κάθε n = 1, 2, 3 . . . .

Το καλούµενο Αξίωµα του Ευδόξου-Αρχιµήδους ταυτίζεται µε το τέταρτο

όρο του πέµπτου ϐιβλίου των «Στοιχείων» του Ευκλείδη και ο οποίος διατυπώ-

νεται ως εξής :

Λόγον ἔχειν πρός ἄλληλα µεγέθη λέγεται, ἅ δύναται πολλαπλα-

σιαζόµενα ἀλλήλων ὑπερέχειν

(Σταµάτης Τόµος ΙΙ, σελ : 24).

Η Θεωρεία Ευδόξου, από τα δεδοµένα που υπάρχουν, ϕαίνεται να έχει

δηµιουργηθεί διότι ο Εύδοξος αισθάνθηκε για κάποιο λόγο την ανάγκη να

αλλάξει την ήδη υπάρχουσα Θεωρία Λόγων µε ϐάση την ανθυφαίρεση του

Θεαίτητου (Νεγρεπόντης 2004− 2005). Η Θεωρία του Ευδόξου περιέχεται στο

πέµπτο ϐιβλίο των «Στοιχείων» του Ευκλείδη. Είναι κοινά αποδεκτό ότι η Θε-

ωρεία του Ευδόξου είναι ισοδύναµη µε τη Θεωρία τοµών του Dedekind (τοµές

Dedekind). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει ο ορισµός των ίσων λόγων, δηλαδή της

αναλογίας, που είναι ο πέµπτος όρος του πέµπτου ϐιβλίου των «Στοιχείων»

του Ευκλείδη, ο οποίος σχεδόν ταυτίζεται µε τη Θεωρεία τόµών του Dedekind
(Νεγρεπόντης 2004− 2005; Heath 1956 vol.2, pp. 124).

2.3 Η ϑεωρία της διαίσθησης και τα παράδοξα

του Ζήνωνος.

Στη συνέχεια ϑα γίνει αναφορά στις διαισθητικές δυσκολίες που αναδύονται

από τα τρία παράδοξα του Ζήνωνος που αναφέρθηκαν πιο πάνω και τις αντί-

στοιχες ερµηνείες που δίνονται.

Ο Fischbein ερµηνεύει τα παράδοξα του Ζήνων, µε όρους άδηλων διαι-

σθητικών µοντέλων. Υποστηρίζει ότι τα παράδοξα αυτά ερµηνεύονται µόνο

σ’ενα ψυχολογικό πλαίσιο διότι ενέχουν τα συνειδησιακά ϕαινόµενα του χρό-

νου και της κίνησης. Η ϕαινοµενολογική ϱοή του χρόνου, ο ψυχολογικός

4
Η κερατοειδής γωνία έχει την ιδιότητα να είναι µικρότερη από κάθε ευθύγραµµη γωνία

(Πρόκλος, Σχόλια του εις πρώτο ϐιβλίο του Ευκλείδη, [122, 5− 7]).
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χρόνος είναι το συνεχές. Επίσης υποστηρίζει ότι τα παράδοξα αυτά εµφανίζο-

νται ως τέτοια λόγω της άδηλης δράσης του χωρικού µοντέλου (space model)
το οποίο ενέχεται κατά τη πράξη των συλλογισµών που αφορούν την έννοια

του χρόνου.

Γενικά Ϲούµε µε το άδηλο χωρικό µοντέλο του χρόνου, σκεπτόµαστε µε

αυτό, µε τη ϐοήθεια του κάνουµε προρρήσεις, διαπραγµατευόµαστε µε αυτό,

συµπράττουµε κοινωνικά χρησιµοποιώντας το συνειδητά. Η χωρική µεταφορά

είναι τόσο ϐαθιά σφηνοµένη µέσα στη γλώσσα µας, µέσα στη λογική µας, που

δεν αισθανόµαστε κάποια ασυµφωνία όταν µιλάµε και συλλογιζόµαστε για το

χρόνο σε χωρικούς όρους (Fischbein, 2001, pp. 319).

Πιο συγκεκριµένα τα δύο πρώτα παράδοξα - της διχοτοµίας, του Αχιλλέα

και της χελώνας - και στο πλαίσιο της ψυχολογίας ϑεωρούνται από τον Fisch-
bein ότι είναι µεταξύ τους όµοια από την άποψη ότι εµφανίζονται ως τέτοια

διότι και τα δύο εκφράζουν την ίδια σύγχυση µεταξύ της εσωτερικής αναπα-

ϱάστασης του χρόνου και του χωρικού µοντέλου που υπόκειται σε αυτή.

Στο πλαίσιο της ψυχολογίας ο χρόνος ϑεωρείται πραγµατικά άπειρος αλλά

όχι απείρως διαιρετός· ενώ το χωρικό µοντέλο ϑεωρείται άπειρο και απείρως

διαιρετό. ΄Οπως αναφέρει ο Fischbein: Η κίνηση - και αντίστοιχα ο χρόνος

- δεν είναι απείρως διαιρετά. Ψυχολογικά δεν υπάρχει τέτοιο πράγµα όπως η

απειρία στιγµών (Fischbein 2001, pp. 320). Επίσης ερµηνεύοντας το παρά-

δοξο της διχοτοµίας αναφέρει ότι : [Κ]άποιος έχει τη τάση, ϕυσικά, να συγχέει

τη κυρίαρχη χρονική διαδικασία που ϑα είναι πραγµατικά άπειρη, αλλά που

δεν είναι διαιρέσιµη µε τον υποκείµενο χωρικό µοντέλο το οποίο είναι απείρως

διαιρετό, αλλά δεν υποδηλώνει οποιαδήποτε διαίρεση» (Fischbein 2001, pp.
320).

Η σύγχυση αυτή, ενδεχοµένως και η ϕαινοµενική ταύτιση της εσωτερι-

κής αναπαράστασης και του µέτρου του χρόνου µε κάποιο χωρικό µοντέλο,

προκαλεί την αντίφαση που ενυπάρχει σ΄ αυτά τα δύο παράδοξα. Εφόσον

τα παράδοξα της διχοτοµίας, του Αχιλλέα και της χελώνας ϑεωρούνται όµοια

µεταξύ τους η λύση που προτείνεται γι΄ αυτά είναι η ίδια και για τα δύο. Για

την αντιµετώπιση των παραδόξων αυτών προτείνεται, ο αποχωρισµός της εσω-

τερικής αναπαράστασης και του µέτρου του χρόνου από το χωρικό µοντέλο.

Ο Fischbein για το παράδοξο του Αχιλλέα και της χελώνας αναφέρει : Το

παράδοξο λύνεται µόνο επιτυγχάνοντας - που είναι ψυχολογικά πολύ δύσκολο

- την απόσπαση της καθαρής διαίσθησης της διάρκειας από τη σκλαβιά της

εξάρτηση της από το χωρικό µοντέλο (space model) µε τους πολύ δυνατούς

εξαναγκασµούς του (Fischbein, 2001, pp. 321).

Το πρόβληµα του Αχιλλέα και της χελώνας λύνεται. Αυτό γίνεται δείχνο-
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ντας ότι ο Αχιλλέας ϕθάνει τη χελώνα· δηλαδή δείχνοντας ότι η απόσταση

µεταξύ του Αχιλλέα και της χελώνας µηδενίζεται. Αλλά αυτή η λύση δεν

µπορεί να ϑεωρηθεί ότι είναι η λύση του παραδόξου του Αχιλλέα και της

χελώνας.

Τα χωρικά διαστήµατα (AX) = (AA1), (A1A2), . . . (Βλ. Σχήµα 2.2)

συµβολίζονται ως εξής :

a0 η απόσταση (AA1)

a1 η απόσταση (A1A2)

a2 η απόσταση (A2A3)
.
.
.

.

.

.

ak η απόσταση (AnAn + 1)
.
.
.

.

.

.

Οι αποστάσεις a0, a1, . . . , ak, . . . για κάθε k ϕυσικό αριθµό, είναι όροι της

ακολουθίας (an)n∈N∗ .

Ως δεδοµένα του προβλήµατος έχουµε:

1. Το µέτρο της ταχύτητας του Αχιλλέα (vA) είναι µεγαλύτερο από το µέτρο

της ταχύτητας της χελώνας (vχ).

2. Η κίνηση του Αχιλλέα και της χελώνας είναι οµαλή κίνηση. ∆ηλαδή, ο

Αχιλλέας κινείται µε σταθερή ταχύτητα (vA) και η χελώνα επίσης κινείται

µε σταθερή ταχύτητα (vχ).

Για να καλύψει ο Αχιλλέας την απόσταση a0 χρειάζεται χρόνο t1 = a0/vA·

αλλά η χελώνα έχει ήδη ϕθάσει στη ϑέση X1 = A2, καλύπτοντας µια απόστα-

ση a1

a1 = vχt1 = a
vχ
vA
.

Για να καλύψει ο Αχιλλέας την απόσταση a1 χρειάζεται χρόνο t2 = a1/vA·

αλλά η χελώνα έχει ήδη ϕθάσει στη ϑέση X2 = A3, καλύπτοντας µια απόστα-

ση a2

a2 = vχt2 = a

(
vχ
vA

)2

.
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Για να καλύψει ο Αχιλλέας την απόσταση ak−1 χρειάζεται χρόνο tk =
ak−1/vA· αλλά η χελώνα έχει ήδη ϕθάσει στη ϑέση Xk = Ak+1, καλύπτοντας

µια απόσταση ak

ak = vχtk = a

(
vχ
vA

)k

.

Επειδή το µέτρο της ταχύτητας του Αχιλλέα (vA) είναι µεγαλύτερο από το

µέτρο της ταχύτητας της χελώνας (vχ), έχουµε:

0 <
vχ
vA

< 1.

΄Αρα,

vχ
vA

>

(
vχ
vA

)2

> · · · >
(
vχ
vA

)k

> · · · > 0, ∀k ∈ N

Συνεπώς,

a0 > a1 > . . . > ak > . . . > 0

δηλαδή, η ακολουθία (an)n∈N∗ είναι γνησίως ϕθίνουσα και ϕραγµένη. Κάθε

ϕθίνουσα ακολουθία και ϕραγµένη συγκλίνει και µάλιστα στο µέγιστο κάτω

ϕράγµα (infimum). Στη προκειµένη περίπτωση, το µέγιστο κάτω ϕράγµα

(infimum) της (an)n∈N∗ είναι το µηδέν. ∆ηλαδή,

lim
n→∞

an = 0.

Σηµειώνεται, επίσης, ότι το πρόβληµα της διχοτοµίας λύνεται µαθηµατικά

αλλά αυτή η λύση δεν µπορεί να ϑεωρηθεί λύση του παραδόξου της διχοτο-

µίας. Το Ϲητούµενο στο πρόβληµα αυτό είναι να ϐρεθεί το άπειρο άθροισµα

1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · · .

∆ηλαδή, να ϐρεθεί το άθροισµα της γεωµετρικής σειράς

∞∑
n=1

rn = r + r2 + r3 + · · · , για r =
1

2
.
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΄Εστω η γεωµετρική σειρά,

∞∑
n=0

rn = 1 + r + r2 + r3 + · · · , για |r| < 1.

Αφαιρώντας κατά µέλη τα µερικά αθροίσµατα,

sn = 1 + r + r2 + r3 + · · ·+ rn

rsn = r + r2 + r3 + · · ·+ rn + rn+1

παίρνουµε,

sn =
1− rn+1

1− r
, r 6= 1.

Παίρνοντας όρια έχουµε,

∞∑
n=0

rn = lim
n→∞

1− rn+1

1− r
=

1

1− r
, για |r| < 1.

Χρησιµοποιώντας τη πιο πάνω σχέση στην ειδική περίπτωση που µας ενδια-

ϕέρει έχουµε:

∞∑
n=1

(
1

2

)n

=
∞∑
n=0

(
1

2

)n

− 1 =
1

1− 1
2

− 1 = 1,

δηλαδή κάποιος προσθέτοντας όλα τα

(
1
2

+ 1
4

+ 1
8

+ · · ·
)

παίρνει 1, που είναι

το µήκος του αρχικού τµήµατος.

Οι αλγεβρικές πράξεις ϑεωρούνται συµβάντα που δεν έχουν χωροχρονική

υπόσταση ούτε ενέχουν την έννοια της κίνησης, ούτε η αντίστοιχη γεωµετρι-

κή εσωτερική αναπαράσταση του προβλήµατος αυτού ενέχει την έννοια του

χρόνου ή της κίνησης· έτσι το πρόβληµα της διχοτόµησης δεν εµφανίζεται

ως παράδοξο σε µια µαθηµατική ϑεωρία. Είναι η ϕαινοµενολογική ϱοή του

ψυχολογικού χρόνου και της κίνησης που ενέχονται στο παράδοξο της διχο-

τοµίας που προκαλούν την αντίφαση· όµως αυτά είναι µέρος του παραδόξου

αυτού. Συνεπώς µια µαθηµατική λύση λύνει ένα εντελώς διαφορετικό πρό-

ϐληµα από αυτό που καλείται να λύσει κάποιος όταν δίνει µια ερµηνεία του

παραδόξου της διχοτοµίας.

Σύµφωνα µε τον Fischbein, [η] λύση του παραδόξου είναι ψυχολογική, όχι

µαθηµατική, δηλαδή, εξηγώντας τη ϑεµελιώδη διαφορά µεταξύ του αρχικού,
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που είναι ο χρόνος ( «διάρκεια» ) και η αντίστοιχη κίνηση και της υποκείµε-

νης µεταφοράς που είναι το γεωµετρικό άθροισµα των χωρικών διαστηµάτων

(Fischbein 2001, pp. 320).

Τώρα όσο αφορά το τρίτο παράδοξο - το παράδοξο του ϐέλους - ο Fischbein
το ερµηνεύει µε όρους ψυχολογίας ως εξής :

Το όλο επιχείρηµα του Ζήνωνα ϐασίζεται στην ιδέα ότι ο χρόνος είναι, από

µόνος του, διαιρέσιµος σε τέτοια µικρά τεµάχια, ότι σε όλες αυτές τις στιγµές,

το κινητό αντικείµενο ακινητοποιείται. Η έννοια της διαίρεσης του χρόνου είναι

δανεισµένη από το µοντέλο του χώρου. Μια τέτοια διαίρεση έχει νόηµα εφ΄ όσον

υποδηλώνει τη συµβολή του χωρικού µοντέλου. Με το επινόηµα της ιδέας των

επ΄ αόριστα µικρών τεµαχίων µιας καθαρής διάρκειας στην οποία ένα χρονικό

διάστηµα µπορεί να αποσυντίθεται, ϑα παίρναµε τελικά µια απειρία σηµείων

του χρόνου, µια απειρία των αδιάστατων στιγµών του χρόνου (Fischbein, 2001,

pp. 318).

Συµπερένεται λοιπόν, όσο αφορά το παράδοξο του ϐέλους, ότι το επιχεί-

ϱηµα του Ζήνων ϕαίνεται να ϐασιζόταν στην ιδέα ότι ο χρόνος (η κίνηση) είναι

από µόνος του διαιρετός σε χρονικές στιγµές (αντίστοιχα σε στιγµιαίες στά-

σεις) οι οποίες µπορούν να τον ανασυγκροτήσουν. Η ερµηνεία που δίνεται

από το πιο πάνω απόσπασµα σ’ενα ψυχολογικό πλαίσιο, είναι ότι µια τέτοια

διαίρεση έχει νόηµα µόνο όταν αποδέχεται άδηλα την συµβολή του χωρικού

µοντέλου, δηλαδή, όταν γίνεται µια χωρική µεταφορά του χρόνου. ΄Εστω το

κινούµενο αντικείµενο µε τροχιά AB λαµβάνει τη ϑέση B διότι ο χρόνος είναι

συνεχής, η κίνησή του είναι συνεχής και δεν σταµατά σε κάθε χωρικό σηµείο

της τροχιάς του. Το µοντέλο του χώρου δρα άδηλα για να αναπληρώνει την

ερµηνεία και τη περιγραφή του χρόνου και της κίνησης.

΄Ολα τα µέσα µε τα οποία διαιρείται ο χρόνος, µετρείται, εκτιµάται είναι

επιτεύξιµα µόνο εισάγοντας το χωρικό µοντέλο (space model). Το µοντέλο του

χώρου δρα ως ένα άδηλο υποκατάστατο για την εσωτερική αναπαράσταση, την

περιγραφή και τη µέτρηση του χρόνου (Fischbein, 2001, pp. 317).





Κεφάλαιο 3

Οι πραγµατικοί αριθµοί.

Στο κεφάλαιο αυτό, δείχνουµε τη κατασκευαστική πορεία των πραγµατικών

αριθµών. Ξεκινάµε τη κατασκευή αυτή ϐάση των δεκαδικών αναπτυγµάτων

των στοιχείων του Q+
0 . Επιλέγουµε αυτή τη παράσταση των ϱητών ρ ≥ 0, αντί

τη κλασµατική, διότι (α) κάθε περιοδικό (απειροψήφιο) δεκαδικό ανάπτυγµα

µε αρχική περίοδο 6= 9 καθορίζει µε µοναδικό τρόπο κάποιο ϱητό αριθµό και

(ϐ) µε αυτή τη παράσταση άµεσα διαπιστώνουµε ποιος από δύο διαφορετικούς

ϱητούς αριθµούς είναι ο µεγαλύτερος ή ο µικρότερος. Το µειονέκτηµα της

παράστασης αυτής είναι στην εκτέλεση των αλγεβρικών πράξεων οι οποίες

γίνονται σε αποκόµµατα των δεκαδικών αναπτυγµάτων· δηλαδή σε δεκαδικά

αναπτύγµατα µε αριθµήσιµο πλήθος δεκαδικών ψηφίων.

Το σύνολο των δεκαδικών αναπτυγµάτων των ϱητών ρ ≥ 0 είναι διατε-

ταγµένο· µάλιστα αποδεικνύουµε ότι η διάταξη του (λεξικογραφική διάταξη)

ταυτίζεται µε τη γραµµική διάταξη του συνόλου Q+
0 .

Στη συνέχεια ορίζουµε το σύνολο G των απόλυτων αριθµών του οποίου τα

στοιχεία να είναι τα απειροψήφια δεκαδικά µορφώµατα που έχουν ψηφιακό

µέρος απεριοδικό ή περιοδικό µε αρχική περίοδο 6= 9. Το σύνολο αυτό είναι

εφοδιασµένο µε τη σχέση ισότητας, όπως επίσης και µε τις σχέσεις <, ≤ οι

οποίες αντίστοιχα ορίζουν τη γνήσια γραµµική διάταξη και τη γραµµική διά-

ταξη στο σύνολο αυτό. Σηµειώνουµε ότι, αυτές οι σχέσεις ορίζονται να είναι

σε Ϲεύγη αποκοµµάτων των στοιχείων του συνόλου G . Επίσης, στο σύνολο

αυτό ισχύουν οι χαρακτηριστικές ιδιότητες των πιο πάνω σχέσεων. Για παρά-

δειγµα, η σχέση < χαρακτηρίζεται από τις ιδιότητες της ασυµµετρικότητας,

της µεταβατικότητας και της συνοχικότητας.

Επίσης αποδεικνύοντας το Θεώρηµα 3.4.11 δείχνουµε ότι µια ϕθίνουσα

ακολουθία, της οποίας οι όροι είναι στοιχεία του συνόλου G , έχει µέγιστο

55
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κάτω ϕράγµα στο σύνολο αυτό και είναι µοναδικό. Επιπλέον δείχνουµε ότι το

µέγιστο κάτω ϕράγµα αυτής της ακολουθίας είναι το ίδιο µε το µέγιστο κάτω

ϕράγµα κάθε υπακολουθία της. Ακόµη αποδεικνύοντας το Θεώρηµα 3.4.14

δείχνουµε ότι ανάµεσα σε δύο άνισα στοιχεία του συνόλου G ϐρίσκονται όσα

ϑέλουµε περιοδικά και όσα ϑέλουµε απεριοδικά στοιχεία του G · το οποίο

είναι συνέπεια της ιδιότητας της πυκνότητας του G .

Ακολούθως παρουσιάζουµε πώς προσδιορίζονται τα δεκαδικά αναπτύγ-

µατα των ρ′ + ρ′′, ρ′ · ρ′′, ρ′ − ρ′′ (µε ρ′ ≥ ρ′′) και ρ′/ρ′′ (µε ρ′′ > 0), όπου

ρ′, ρ′′ διαφορετικοί µεταξύ τους ϱητοί ≥ 0, διότι είναι χρήσιµο σαν εισαγωγή

στους ορισµούς των πράξεων πάνω στους ϑετικούς άρρητους αριθµούς. Ανα-

ϕέρουµε ότι οι πράξεις στα δεκαδικά αναπτύγµατα ϑετικών ϱητών αριθµών

καθορίζονται µετά τον ορισµό των απόλυτων αριθµών και τις γενικές ιδιότητες

αυτών των αριθµών, για να αποφευχθούν µεταγενέστερες επαναλήψεις.

Στη συνέχεια ορίζουµε τις αλγεβρικές πράξεις της πρόσθεσης, του πολ-

λαπλασιασµού, της αφαίρεσης και της διαίρεσης στο σύνολο G . ΄Οσο αφορά

τη πράξη της πρόσθεσης αποδεικνύουµε τις ιδιότητες της αντιµεταθετικότη-

τας, της µονοτονικότητας, της προσεταιριστικότητας, της διαγραφής και της

ύπαρξης του ουδέτερου στοιχείου. ΄Οσο αφορά τη πράξη του πολλαπλασια-

σµού αποδεικνύουµε τις αντίστοιχες ιδιότητες (πλην της διαγραφής) και την

επιµεριστική ιδιότητα του ως προς την πρόσθεση και ως προς την αφαίρεση.

Τα όσα έχουµε περιγραφικά αναφέρει, πιο πάνω, για το σύνολο G δικαιο-

λογούν την ονοµασία «αριθµοί» που δόθηκε στα στοιχεία του. Τα περιοδικά

µορφώµατα του συνόλου G ορίζονται να είναι οι σύµµετροι απόλυτοι αριθµοί·

τα απεριοδικά µορφώµατα του συνόλου αυτού ορίζονται να είναι οι ασύµµε-

τροι απόλυτοι αριθµοί. Υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία, µεταξύ

των ϱητών αριθµών ρ ≥ 0 και των σύµµετρων απόλυτων αριθµών, η οποία

διατηρεί τη γνήσια γραµµική διάταξη στα δύο αυτά σύνολα και τα αποτελέ-

σµατα των τεσσάρων ϐασικών πράξεων (δηλαδή, το άθροισµα, τη διαφορά, το

γινόµενο και το πηλίκο).

Τα στοιχεία του συνόλου G , πλην του 0, ορίζονται να είναι οι ϑετικοί αριθ-

µοί. Εισάγοντας για κάθε τέτοιο αριθµό ένα αντίστοιχο «συµµετρικό» αριθµό,

ορίζουµε τους αρνητικούς αριθµούς. ΄Ετσι, µπορέσαµε να ορίσουµε το σύ-

νολο R των πραγµατικών αριθµών, ϐάση των δεκαδικών αναπτυγµάτων των

στοιχείων του (τα οποία είναι οι ϑετικοί αριθµοί, το 0 και οι αρνητικοί α-

ϱιθµοί). Ακολούθως δικαιολογούµε την ονοµασία «αριθµοί» που δώσαµε στα

στοιχεία του συνόλου R, ορίζοντας τις σχέσεις της ισότητας και της ανισότητας

(στο σύνολο αυτό ικανοποιούνται οι χαρακτηριστικές ιδιότητες των σχέσεων

αυτών) και τις πράξεις της πρόσθεσης, της αφαίρεσης, του πολλαπλασιασµού
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και της διαίρεσης. Επίσης αποδεικνύουµε ότι, ισχύουν και στο σύνολο R οι

αντίστοιχες χαρακτηριστικές ιδιότητες των πράξεων αυτών (τις οποίες αναφέ-

ϱαµε ονοµαστικά πιο πάνω κατά τη κατασκευή του συνόλου G των απόλυτων

αριθµών).

Με την πιο πάνω πορεία που περιγράψαµε έχουµε κατασκευάσει το γραµ-

µικά διατεταγµένο αλγεβρικό σώµα των πραγµατικών αριθµών.

Στο τέλος δείχνουµε πώς ορίζονται τα στοιχεία του συνόλου R και η πράξη

της πρόσθεσης µε τοµές Dedekind (στο Παράρτηµα Α΄) και πώς δύναται να

ϑεµελιωθεί αξιωµατικά το σύνολο των πραγµατικών αριθµών (στο Παράρτηµα

Β΄). Επίσης αναφέρουµε ότι, τα αξιώµατα που παρατίθενται στο Παράρτη-

µα Β΄, στο κεφάλαιο αυτό κατασκευάζονται και εµφανίζονται υπό τη µορφή

Θεωρηµάτων και ιδιοτήτων.

3.1 Εισαγωγικά.

Η πορεία της ανάπτυξης των αριθµών µέσα στην ιστορική εξέλιξη των µαθη-

µατικών ξεκινά µε την εύρεση των ϕυσικών αριθµών µέσα από την διαδικασία

της µέτρησης, η οποία ήταν αναγκαία στην καθηµερινή Ϲωή των ανθρώπων.

΄Οταν οι ϕυσικοί αριθµοί ϑεωρήθηκαν αφηρηµένα αντικείµενα, τους δόθη-

καν κάποιοι συµβολισµοί για να είναι πιο εύκολος ο χειρισµός τους καθώς

εκτελούνται διάφορες πράξεις µε αυτούς. Μέσα από την εκτέλεση αυτών

των πράξεων γεννιέται η αναγκαιότητα ύπαρξης ενός νέου είδους αριθµών,

των ϱητών αριθµών, η οποίοι αρχικά επίσης περιγράφονται µέσα από µια

διαδικασία µέτρησης. Οι υποψίες ότι υπάρχει ακόµη ένα άλλο είδος αριθ-

µών, ξεκίνησαν από την αρχαιότητα όταν ϑέλησαν να ϐρούνε την διάµετρο

του µοναδιαίου τετραγώνου. Το µήκος της οποίας είναι ο άρρητος αριθµός√
2. ΄Οπως µας πληροφορεί ο Πλάτωνας

1
οι αρχαίοι γνώριζαν την αρρητότητα

των

√
3,

√
5, . . . ,

√
17. ∆ηλαδή την µη ύπαρξη κοινού µέτρου µεταξύ αυτών

και της µονάδας· γι΄ αυτό και τα είχαν ονοµάσει ασσύµετρα. Η γνώση αυ-

τών περιοριζόταν σε διαδικαστικές λειτουργίες· στα Στοιχεία του Ευκλείδη οι

άρρητοι αντιµετωπίζονται ως µεγέθη και όχι ως αριθµοί. Μεσολάβησαν αρ-

κετοί αιώνες για να ενσωµατωθούν σε µια µαθηµατική ϑεωρία ως αριθµητικά

σύµβολα.

Συνοπτικά η ανάπτυξη της έννοιας του αριθµού παρουσιάζεται στο Σχή-

µα 3.1. Στο σχήµα αυτό παρατηρείται να επαναλαµβάνεται σχεδόν η ίδια

1
Στο έργο του «Θεαίτητος» χωρίο [145c7− 148e5].
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Σχήµα 3.1: Η ανάπτυξη της έννοιας του αριθµού (Sfard 1991, pp. 13).
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Σχήµα 3.2: Γενικό µοντέλο του εννοιολογικού σχηµατισµού (σχήµα Sfard
1991 pp. 13, µετάφραση όρων Σπύρου 2005 σελ : 269).
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ακολουθία γεγονότων, όποτε ένα νέο είδος αριθµού γεννιέται. Κάθε επανεµ-

ϕανιζόµενο τµήµα του σχήµατος αναπαριστά µια µακρά διαδικασία, η οποία

συνίσταται από τρεις ϕάσεις. Κατά τη πρώτη ϕάση συνηθίζονται οι συγκε-

κριµένες διαδικασίες στους ήδη γνωστούς αριθµούς, κατά τη δεύτερη ϕάση

επικρατεί µια µακρά περίοδος µιας λειτουργικής προσέγγισης κατά τη διάρ-

κεια της οποίας ένα νέο είδος αριθµού ξεκινά να αναδύεται από τις οικείες

διαδικασίες αλλά παραµένει στενά συνδεδεµένο µε συγκεκριµένες διαδικα-

σίες και κατά τη τρίτη ϕάση ο εν λόγω αριθµός έχει αναγνωριστεί πλήρως ως

ένα µαθηµατικό αντικείµενο (Sfard 1991, pp. 13− 14).

Φαίνεται, τόσο η ιστορική εξέλιξη των µαθηµατικών όσο και το µοντέλο

ανάπτυξης της έννοιας του αριθµού της Sfard να συµφωνούν µε την άποψη

ότι : οι άρρητοι αριθµοί πρέπει να γίνουν κατανοητοί µε όρους των ϱητών [α-

ϱιθµών], οι οποίοι µε τη σειρά τους πρέπει να γίνουν κατανοητοί µε όρους των

ϕυσικών αριθµών (Lakoff & Nunez 2000, pp. 294).

Στη ϑεωρία εκπραγµάτωσης ή πραγµάτοποίησης (reification) της Sfard υ-

ποστηρίζεται ότι, για να µην κινδυνεύει να καταρρεύσει η διαδικασία µάθη-

σης µιας έννοιας (στη προκειµένη περίπτωση είναι η έννοια των πραγµατικών

αριθµών) ϑα πρέπει να πραγµατοποιηθεί επιτυχώς από το υποκείµενο η εσω-

τερίκευση, η συµπύκνωση και η εκπραγµάτωση τους (Βλ. Σχήµα 3.2). Χωρίς

την παράλειψη κάποιου από αυτά τα στάδια (Sfard 1991, pp. 21). ∆ιαφορετι-

κά αναπτύσσονται ψευδοδοµικές αντίληψεις (pseudostructural conceptions)

(Sfard & Linchevski 1994, pp. 220− 221).

Το στάδιο της εκπραγµάτωσης δύσκολα επιτυγχάνεται (Sfard 1991, pp.
33, Sfard & Linchevski 1994, pp. 191), ενδεχοµένως η δυσκολία αυτή να

είναι µια ερµηνεία για την καθυστέρηση, που υπήρξε µέσα στην ιστορία, να

αποδοθεί η έννοια των πραγµατικών αριθµών µε ένα πλήρη δοµικό τρόπο.

Στο πλαίσιο της ενεργητικής ϑεωρίας που αναφερθήκαµε πιο πάνω, υ-

ποστηρίζεται ότι η έννοια του αριθµού, προσεγγίζεται µε δύο συµπληρω-

µατικούς τρόπους σκέψης· το λειτουργικό ή κατά προτίµηση διαδικαστικό

(operational) και το δοµικό (structural). Για παράδειγµα, η έννοια του ϕυ-

σικού αριθµού περιγράφεται διαδικαστικά ως το αποτέλεσµα της µέτρησης
2

(counting) ενώ δοµικά ως µια ιδιότητα ενός συνόλου ή η κλάση όλων των

συνόλων που έχουν την ίδια πεπερασµένη πληθικότητα (Sfard 1991, pp. 5).

Η έννοια του ϱητού αριθµού περιγράφεται διαδικαστικά ως το αποτέλεσµα

της διαίρεσης των ακεραίων ενώ δοµικά ως ένα Ϲεύγος ακεραίων (Sfard 1991,

pp. 5).

2
Ο όρος counting ϑα ήταν καλύτερο να µεταφραστεί µε τον όρο απαρίθµηση.
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3.2 Τι ϑεωρούµε γνωστό.

Θεωρούµε γνωστούς τους συµβολισµούς :

N = {1, 2, 3, . . .} (3.1)

N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} (3.2)

Q+
0 =

{
ρ : ρ =

m

n
, όπου m ∈ N0 και n ∈ N

}
(3.3)

Με την ισότητα (3.1) παριστάνεται το σύνολο των ϕυσικών αριθµών (N).

Επισυνάπτοντας στο σύνολο των ϕυσικών αριθµών το 0 λαµβάνεται το σύνολο

των ακεραίων αριθµών που είναι ≥ 0 (N0), το οποίο παριστάνεται µε την

ισότητα (3.2). Επισυνάπτοντας στο σύνολο των ακεραίων αριθµών που είναι

≥ 0 τα «κλάσµατα»
m
n

, µε m ∈ N0 και n ∈ N, λαµβάνεται το σύνολο των ϱητών

αριθµών που είναι ≥ 0 (Q+
0 )· το οποίο παριστάνεται µε την ισότητα (3.3).

Σηµειώνεται ότι ο αριθµός ρ = m
n

, λαµβάνεται ως αντιπροσωπευτικός από µια

κλάση ισοδύναµων «κλασµάτων». Για παράδειγµα, µια κλάση ισοδύναµων

«κλασµάτων» ϑεωρούνται τα
qm
qn

,
pm
pn

όπου p, q ∈ N. Για συντοµία ο αριθµός ρ
καλείται «ϱητός

m
n

» αντί της ϕράσης «ϱητός που έχει αντιπρόσωπο το κλάσµα

m
n

».

΄Αρα ισχύουν οι σχέσεις :

N ⊂ N0 ⊂ Q+
0 .

Επίσης ϑεωρούνται γνωστά, στα σύνολα N, N0 και Q+
0 , η σχέση διάταξης

(≤), οι τέσσερις ϐασικές αλγεβρικές πράξεις (πρόσθεση, αφαίρεση, πολλα-

πλασιασµός, διαίρεση) και οι ϐασικές τους ιδιότητες.

3.3 ∆εκαδικά αναπτύγµατα των στοιχείων του

Q+
0

Γενικά οι ϱητοί αριθµοί µπορούν να διατυπωθούν µε δύο διαφορετικούς τρό-

πους· ο ένας είναι µε δεκαδικά αναπτύγµατα και ο άλλος είναι µε κλάσµατα,

δηλαδή ως ο λόγος δύο ακεραίων. Τα δεκαδικά αναπτύγµατα και τα κλάσµα-

τα είναι δύο διαφορετικές µορφές αναπαράστασης των ϱητών αριθµών.

[Ο]ι «δεκαδικοί» και τα «κλάσµατα» είναι εναλλασσόµενα αναπαραστασιακά

σχήµατα (alternate representational formats), όχι διαφορετικά είδη αριθµών

(O’Connor 2001, pp. 146).
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Τόσο οι ϱητοί αριθµοί όσο και οι άρρητοι αριθµοί γράφονται σε µορφή

δεκαδικού αναπτύγµατος. ΄Οµως ως λόγος δύο ακεραίων γράφονται µόνο

οι ϱητοί αριθµοί· δεν αναπαρίστανται ως λόγος δύο ακεραίων οι άρρητοι

αριθµοί.

Κάθε ϱητός αριθµός ρ ≥ 0 που είναι γραµµένος σε δεκαδική µορφή

µετατρέπεται σε κλασµατική µορφή και κάθε ϱητός αριθµός ρ ≥ 0 που είναι

γραµµένος σε κλασµατική µορφή µετατρέπεται σε δεκαδική µορφή.

Στη παράγραφο που ακολουθεί ϑα ασχοληθούµε µε τη µετατροπή ϱη-

τού αριθµού ρ ≥ 0 που είναι γραµµένος σε µορφή κλάσµατός σε δεκαδική

µορφή.

3.3α΄ Μετατροπή ϱητού ρ ≥ 0 από κλασµατική µορφή σε

δεκαδική µορφή.

΄Εστω ο ϱητός ρ που έχει αντιπρόσωπο το ανάγωγο κλάσµα
m
n

µε m ∈ N0 και

n ∈ N· δηλαδή,

ρ =
m

n
.

Υπάρχει ακέραιος a, a ∈ N0, ώστε να ικανοποιεί τη διπλή ανισότητα

an ≤ m < (a+ 1)n.

Συνεπώς ϑα ισχύει η διαιρετική ισότητα

m = an+ υ1, µε a ≥ 0, 0 ≤ υ1 < n, (3.4)

µε διαιρέτη το n και διαιρετέο το m· ο ακέραιος a ≥ 0 λέγεται ακέραιο

πηλίκο της διαίρεσης a δια n (συµβολισµός a÷n) και ο ακέραιος υ1 υπόλοιπο

της διαίρεσης αυτής. Στη περίπτωση που υ1 = 0 η διαίρεση λέγεται τέλεια

διαίρεση.

Πολλαπλασιάζοντας µε το 10 το αριστερό και δεξιό µέλος της διαιρετικής

ισότητας (3.4) παίρνουµε,

10m = 10an+ 10υ1, µε 10a ≥ 0, 0 ≤ 10υ1 < 10n. (3.5)

Τώρα διαιρούµε δια n το δεκαπλάσιο του πρώτου υπολοίπου υ1, δηλαδή

10υ1÷n. Λόγο της διπλής ανισότητας (3.5), το ακέραιο πηλίκο της διαίρεσης

10υ1 ÷ n ϑα είναι ένας ακέραιος ≥ 0 και < 10, άρα ένα δεκαδικό ψηφίο
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ψ1. Συµβολίζουµε µε υ2 το υπόλοιπο αυτής της διαίρεσης και έχουµε την

αντίστοιχη διαιρετική ισότητα:

10υ1 = ψ1n+ υ2, µε 0 ≤ υ2 < n. (3.6)

΄Εστω ότι προσδιορίσαµε ήδη τα υk, ψk, ψk+1, για κάποιο k ∈ N, ώστε να

ισχύει

0 ≤ υk < n, 10υk = ψkn+ υk+1, µε 0 ≤ υk+1 < n.

εκτελώντας την ακολούθως επόµενη διαίρεση, δηλαδή τη διαίρεση 10υk+1÷n
έχουµε τη διαιρετική ισότητα

10υk+1 = ψk+1n+ υk+2, µε 0 ≤ υk+2 < n.

΄Ετσι ορίζεται, µε επαγωγικό τρόπο, µια ακολουθία διαιρετικών ισοτήτων

10υk = ψkn+ υk+1, µε 0 ≤ υk+1 < n, k ∈ N. (3.7)

οι οποίες προσδιορίζουν µε µοναδικό τρόπο µία ακολουθία (ψk)k∈N δεκαδι-

κών ψηφίων για το ϱητό αριθµό ρ.
2

Σχόλιο 1 Αν ο αλγόριθµος των διαδοχικών διαιρέσεων ξεκινήσει από ένα µη

ανάγωγο αντιπρόσωπο κλάσµα του ϱητού

ρ =
m′

n′
=
mp

np
, p ∈ N

λαµβάνεται ο ίδιος ακέραιος a και η ίδια ακολουθία (ψk)k∈N δεκαδικών ψηφίων

για το ϱητό ρ, αφού από τις σχέσεις (3.4) και (3.7) συµπεραίνεται ότι :

m′ = mp = anp+ υ1p = an′ + υ′1, µε 0 ≤ υ′1 = υ1p < np = n′,

10υ′k = 10υkp = ψknp+ υk+1p = ψkn
′ + υ′k+1, µε 0 ≤ υ′k+1 < n′, k ∈ N.

3.3β΄ ∆εκαδικό ανάπτυγµα ϱητού ρ ≥ 0.

Ορισµός 3.3.1 Το Ϲεύγος που αποτελείται από τον ακέραιο a και την ακολου-

ϑία (ψk)k∈N, καλείται δεκαδικό ανάπτυγµα του ρ και ϑα σηµειώνεται µε

a, ψ1ψ2ψ3 . . . είτε a, ψ1 . . . ψk . . . .

Η αντιστοίχηση του στο ρ ϑα σηµειώνεται µε την ισότητα :

ρ = a, ψ1 . . . ψk . . . είτε a, ψ1 . . . ψk . . . = ρ.
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Το a ονοµάζεται ακέραιο µέρος του αναπτύγµατος και η ακολουθία (ψk)k∈N
ψηφιακό µέρος του αναπτύγµατος.

Ορισµός 3.3.2 Με a, ψ1 . . . ψν ϑα σηµειώνεται το «δεκαδικό κλάσµα»

a · 10ν + ψ110ν−1 + · · ·+ ψν
10ν

= a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψν

10ν
(3.8)

το οποίο ϑα καλείται και ν - ψήφιο δεκαδικό αριθµό.

Γενικά, όπως ϑα δούµε, το δεκαδικό ανάπτυγµα ϱητού ρ ≥ 0 έχει ψηφιακό

µέρος το οποίο είτε είναι µε πεπερασµένο αριθµό ψηφίων, δηλαδή το οποίο

τερµατίζεται
3
, είτε είναι µε άπειρο αριθµό ψηφίων που είναι περιοδικό.

Παρατήρηση 3.3.3 Ο αριθµός 0, 999 . . . = 0, 9 είναι ακριβώς ίσος µε τον

αριθµό 1. ∆ηλαδή, 0, 9 = 1.

Ο ισχυρισµός αυτός αιτιολογείται αλγεβρικά ως εξής : Συµβολίζουµε µε

r τον αριθµό 0, 999 . . .. ∆ηλαδή, r = 0, 999 . . .. Πολλαπλασιάζοντας τον

r µε τον 10 παίρνουµε 10r = 9, 999 . . . (το αποτέλεσµα λαµβάνεται απλώς

µεταφέροντας την υποδιαστολή του r µια ϑέση προς τα δεξιά). Αφαιρώντας τον

r από τον 10r παίρνουµε 9r, του οποίου το ψηφιακό µέρος είναι µια άπειρη

ακολουθία µηδενικών· δηλαδή, ο αριθµός 9r είναι ακέραιος αφού το δεκαδικό

του ανάπτυγµα έχει µόνο ακέραιο µέρος. ∆ιαιρώντας τον 9r µε τον 9 παίρνουµε

τον r, ο οποίος είναι επίσης ακέραιος ίσος µε τον 1. ∆ηλαδή:

10r = 9, 999 . . .
− r = 0, 999 . . .

9r = 9
r = 1

Επειδή 0, 9 = 1, τα δεκαδικά αναπτύγµατα που στο ψηφιακό µέρος τους,

από κάποιο ψηφίο κι έπειτα, το στοιχείο 9 επαναλαµβάνεται άπειρες ϕορές

είναι επίσης ίσα µε δεκαδικά αναπτύγµατα των οποίων το ψηφιακό µέρος

τερµατίζεται.

3
Σε αυτή τη περίπτωση στο ψηφιακό µέρος του δεκαδικού αριθµού από κάποιο ψηφίο

και µετά επαναλαµβάνεται το 0, το οποίο συνήθως παραλείπεται.
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Παρατήρηση 3.3.4 Αν η αρχική περίοδος, του δεκαδικού αναπτύγµατος ε-

νός ϱητού αριθµού ρ ≥ 0, είναι η µονοµελής 9 τότε είναι ίσο µε δεκαδικό

ανάπτυγµα του οποίου το ψηφιακό µέρος έχει πεπερασµένο πλήθος ψηφίων.

Πιο συγκεκριµένα:

Αν

ρ = a, ψ1 . . . ψk9, (3.9)

µε ψk = β και β, k ∈ N τότε

ρ = a, ψ1 . . . ψk9 = a, ψ1 . . . ψ
′
k,

µε ψ′k = β + 1 και β, k ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω ρ = a, ψ1 . . . ψ
′
k. Παίρνουµε την ακολουθία (ρn)n∈N µε

ρ1 = a, ψ1 . . . ψk90 . . .

ρ2 = a, ψ1 . . . ψk990 . . .
.
.
.

ρm = a, ψ1 . . . ψk

m ϕορές︷ ︸︸ ︷
9 . . . 9 0 . . .

.

.

.

΄Εχουµε ότι

lim
n→∞

(ρ− ρn) = 0

lim
n→∞

ρ− lim
n→∞

ρn = 0

ρ− lim
n→∞

ρn = 0.

΄Αρα,

lim
n→∞

ρn = ρ.

2

Οι ϱητοί αριθµοί ρ ≥ 0, που έχουν δεκαδικό ανάπτυγµα της µορφής

(3.9), ουσιαστικά, είναι οι µόνες περιπτώσεις που έχουν δύο διαφορετικές

δεκαδικές παραστάσεις.
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Πρόταση 3.3.5 Η ακολουθία (ψk)k∈N, του δεκαδικού αναπτύγµατος ενός ϱη-

τού αριθµού ρ ≥ 0, δηλαδή ρ ∈ Q+
0 , που παριστάνεται από ανάγωγο κλάσµα

m
n

, είναι περιοδική. Αν η αρχική περίοδος είναι µονοµελής, τότε ϑα είναι δια-

ϕορετική από το 9.

Απόδειξη. Τα υπόλοιπα υk των διαιρετικών ισοτήτων (3.4) και (3.7) είναι

ακέραιοι ≥ 0 και ≤ n − 1, αφού 0 ≤ υk < n και n ∈ N. Για τα n πρώτα

υπόλοιπα, υ1, . . . , υn, διακρίνονται δύο περιπτώσεις. Είτε ϑα έχουν κάποιο

υπόλοιπο υµ που ϑα είναι ίσο µε µηδέν, είτε δεν ϑα έχουν κάποιο υπόλοιπο

που ϑα είναι ίσο µε µηδέν.

Στη περίπτωση που υπάρχει υµ = 0 ⇒ υk = 0, µε k > µ. ∆ηλαδή, υk = 0,

για k ≥ µ. ΄Αρα από τη διαιρετική ισότητα (3.7) έχουµε, 0 = ψkn + 0. Αφού

από τον ορισµό το n 6= 0 τότε ψk = 0 για k ≥ µ. ΄Αρα η ακολουθία (ψk)k∈N,

ϑα είναι περιοδική µε µονοµελή αρχική περίοδο το 0.

Στην άλλη περίπτωση, όπου κανένα από τα υπόλοιπα υ1, . . . , υn δεν είναι

ίσο µε µηδέν, αναγκαστικά ϑα έχουµε n ≥ 3 διότι,

αν n = 1 ⇒ υ1 = 0

αν n = 2 ⇒ (υ1 = 1 και υ2 = 0) .

Επίσης, δύο τουλάχιστο από αυτά τα υπόλοιπα ϑα είναι ίσα µεταξύ τους, διότι

τα n υπόλοιπα µπορούν να πάρουν n− 1 τιµές· τους ακέραιους 1, . . . , n− 1.

΄Αρα ϑα

∃ µ, p ακέραιοι : 1 ≤ µ < µ+ p ≤ n και υµ = υµ+p.

Ισχυριζόµαστε ότι οι ακολουθίες (υk)k∈N και (ψk)k∈N, είναι περιοδικές από τη

ϑέση k = µ και έπειτα. Αρκεί γι΄ αυτό να δειχθεί ότι

υk = υk+p και ψk = ψk+p, για k ≥ µ. (3.10)

Σύµφωνα µε τις σχέσεις (3.7) έχουµε

υµ = υµ+p ⇒ 10υµ = 10υµ+p

⇒ ψµn+ υµ+1 = ψµ+pn+ υµ+1+p

⇒ (ψµ − ψµ+p)n+ (υµ+1 − υµ+1+p) = 0.

΄Οµως,

|ψµ − ψµ+p|n = λn, όπου λ ∈ N0, n 6= 0

|υµ+1 − υµ+1+p| < n.
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΄Αρα,

ψµ − ψµ+p = 0 και υµ+1 − υµ+1+p = 0.

∆ηλαδή,

ψµ = ψµ+p και υµ+1 = υµ+1+p.

΄Εστω ότι ισχύει για κάποιο k ≥ µ, υk = υk+p. Θα δειχθεί ότι ισχύει ψk = ψk+p
και υk+1 = υk+1+p. Από τις σχέσεις (3.7) έχουµε

υk = υk+p ⇒ 10υk = 10υk+p

⇒ ψkn+ υk+1 = ψk+pn+ υk+1+p

⇒ (ψk − ψk+p)n+ (υk+1 − υk+1+p) = 0.

΄Αρα,

ψk − ψk+p = 0 και υk+1 − υk+1+p = 0.

∆ηλαδή,

ψk = ψk+p και υk+1 = υk+1+p.

΄Ετσι αποδείχτηκε µε µαθηµατική επαγωγή ότι οι σχέσεις (3.10) αληθεύουν

για κάθε k ≥ µ. Συνεπώς, το κοµµάτι ψµ . . . ψµ+p−1 της ακολουθίας (ψk)k∈N,

είναι περίοδος της ακολουθίας.

Μένει να δεχθεί ότι τα στοιχεία p ψηφία ψµ, . . . , ψµ+p−1 δεν είναι όλα ίσα

µε 9. Αν ήταν όλα ίσα µε 9, ϑα είχαµε

10υµ = 9n+ υµ+1

10υµ+1 = 9n+ υµ+2

.

.

.

10υµ+p−1 = 9n+ υµ+p = 9n+ υµ.

Πολλαπλασιάζουµε τα µέλη αυτών των p ισοτήτων κατά σειρά µε

10p−1, 10p−2, . . . , 100
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αντίστοιχα και παίρνουµε

10pυµ = 9 · 10p−1n+ 10p−1υµ+1

10p−1υµ+1 = 9 · 10p−2n+ 10p−2υµ+2

.

.

.

10υµ+p−1 = 9n+ υµ.

Προσθέτουµε κατά µέλη τις ισότητες που προκύπτουν και παίρνουµε

10pυµ =
(
9 · 10p−1 + · · ·+ 9 · 100

)
n+ υµ

(10p − 1) υµ =
(
9 · 10p−1 + · · ·+ 9 · 100

)
n.

Τώρα,

9 · 10p−1 + · · ·+ 9 · 100 = 9

(
1 · 10p − 1

10− 1

)
9 · 10p−1 + · · ·+ 9 · 100 = 10p − 1.

∆ιότι έχουµε άθροισµα Sp των p πρώτων όρων γεωµετρικής προόδου, µε πρώτο

όρο το 1 και λόγο 10.

΄Αρα,

(10p − 1) υµ = (10p − 1)n

υµ = n.

΄Ατοπο, αφού υµ < n.

΄Αρα η αρχική περίοδος της ακολουθίας (ψk)k∈N, δηλαδή του δεκαδικού

αναπτύγµατος του ϱητού ρ ≥ 0, δεν µπορεί να είναι η µονοµελής 9.

2

Λήµµα 3.3.6 Ο ϱητός αριθµός ρ ≥ 0 έχει δεκαδικό ανάπτυγµα το a, ψ1ψ2ψ3 . . .
και καθορίζεται από τις σχέσεις

a ≤ ρ < a+
1

10
και

a, ψ1 . . . ψk ≤ ρ < a, ψ1 . . . ψk +
1

10k
, για k ∈ N. (3.11)
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Απόδειξη. Οι διαιρετικές ισότητες (3.4), (3.7) γράφονται και έτσι :

ρ =
m

n
= a+

υ1

n
,

10υk
n

= ψk +
υk+1

n
για k ∈ N. (3.12)

Θέτοντας,

Yk =
υk
n

για k ∈ N,

έχουµε,

ρ = a+ Y1, (3.13)

10Yk = ψk + Yk+1, µε 0 ≤ Yk < 1 για k ∈ N. (3.14)

Λύνοντας ως προς Yk, για k = 1, τη σχέση (3.14) και αντικαθιστώντας στη

σχέση (3.13) παίρνουµε τη σχέση

ρ = a+
ψ1

10
+
Y2

10
. (3.15)

Οµοίως για k = 2 και αντικαθιστώντας στη σχέση (3.15) παίρνουµε τη σχέση

ρ = a+
ψ1

10
+
ψ2

102
+

Y3

102
.

Με µαθηµατική επαγωγή:

ρ = a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψk

10k
+
Yk+1

10k
= a, ψ1 . . . ψk +

Yk+1

10k
, για k ∈ N. (3.16)

Ο αριθµός Yk, k ∈ N, είναι ένας ϱητός που έχει δεκαδικό ανάπτυγµα το

Yk = 0, ψkψk+1ψk+2 . . . .

Αντίστροφα, αν ένας ϱητός ρ′ µπορεί να πάρει τη µορφή

ρ′ = a′ +
ψ′1
10

+ · · ·+ ψ′k
10k

+
Y ′
k+1

10k
, όπου a′ ∈ N0, k ∈ N. (3.17)

µε ψ′1, . . . , ψ
′
k δεκαδικά ψηφία και 0 ≤ Y ′

k+1 < 1, τότε το δεκαδικό ανάπτυγµα

του ρ′ ϑα έχει ακέραιο µέρος το a′, τα πρώτα k δεκαδικά ψηφία ίσα αντιστοί-

χως µε ψ′1, . . . , ψ
′
k και τα επόµενα ψηφία ίσα αντιστοίχως µε τα δεκαδικά

ψηφία του αναπτύγµατος 0, ω1ω2ω3 . . . του Y ′
k+1. ∆ηλαδή,

ρ′ = a′ + ψ′1 + · · ·+ ψ′k + ψ′k+1 + ψ′k+2 + · · · , όπου k ∈ N,
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µε ψ′k+ν = ων, για k, ν ∈ N.

Από τις σχέσεις (3.13), (3.14) και (3.16) έπονται οι σχέσεις (3.11). Αντί-

στροφα, από τις (3.11) συνάγεται ότι ο ϱητός ρ έχει δεκαδικό ανάπτυγµα το

a, ψ1ψ2ψ3 . . . .
2

Λήµµα 3.3.7 Ο αριθµός
1

10ν , όπου ν ∈ N, είναι µικρότερος από κάθε δοθέν

ϑετικό ϱητό αριθµό ρ, όταν ο ν είναι µεγαλύτερος από κατάλληλο ϕυσικό

αριθµό νρ:

1

10ν
< ρ, για ν ∈ N και ν > νρ.

Απόδειξη. ΄Εστω

ρ =
ν1

ν2

, όπου ν1, ν2 ∈ N.

΄Εστω νρ το πλήθος των ψηφίων µε τα οποία γράφεται στο δεκαδικό σύστηµα

ο ακέραιος ν2. Για ν > νρ έχουµε,

1

10ν
<

1

10νρ
<

1

ν2

≤ ν1

ν2

= ρ.

΄Αρα,

1

10ν
< ρ, για ν > νρ.

2

∆ύο ϱητοί αριθµοί ρ′ ≥ 0 και ρ′′ ≥ 0 είναι ίσοι όταν έχουν ίδια δεκαδικά

αναπτύγµατα, δηλαδή τα αντίστοιχα στοιχεία του ακέραιου µέρους είναι µε-

ταξύ τους ίσα και τα αντίστοιχα στοιχεία του ψηφιακού µέρους είναι µεταξύ

τους ίσα. Η άρνηση αυτής της έκφρασης οδηγεί στη διατύπωση του πιο κάτω

ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 3.3.8 Σε δύο άνισους ϱητούς αριθµούς ρ′ ≥ 0 και ρ′′ ≥ 0 αντιστοι-

χούν διαφορετικά δεκαδικά αναπτύγµατα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι δύο ϱητοί ρ′, ρ′′ έχουν το ίδιο δεκαδικό ανάπτυγµα.

∆ηλαδή,

ρ′ = a, ψ1 . . . ψk . . . , ρ′′ = a, ψ1 . . . ψk . . . ,
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Τότε σύµφωνα µε τις (3.11) έχουµε

a, ψ1 . . . ψk ≤ ρ′ , ρ′′ < a, ψ1 . . . ψk +
1

10k
, για k ∈ N.

΄Αρα,

|ρ′ − ρ′′| < a, ψ1 . . . ψk +
1

10k
− a, ψ1 . . . ψk =

1

10k
, ∀k ∈ N. (3.18)

΄Αρα, |ρ′ − ρ′′| = 0, δηλαδή ρ′ = ρ′′.
∆ιότι, αν ήταν |ρ′ − ρ′′| > 0, από το Λήµµα 3.3.7, ϑα είχαµε ότι ,

∃k ∈ N : |ρ′ − ρ′′| > 1

10k
.

΄Ατοπο, αφού από τις (3.18) έχουµε ότι |ρ′ − ρ′′| < 1
10k , ∀k ∈ N.

2

3.3γ΄ ∆ιάταξη (<) των ϱητών ρ ≥ 0 και λεξικογραφική

διάταξη του συνόλου των δεκαδικών αναπτυγµάτων

τους.

Κάθε ϱητός αριθµός ρ ≥ 0, εκφράζει κάποιο µέγεθος. Μπορούµε να δια-

τάξουµε τους αριθµούς αυτούς κατά αυξανόµενο µέγεθος, εφαρµόζοντας την

σχέση <. Θεωρούµε η διάταξη στο σύνολο Q+
0 , να είναι η διάταξη κατά το

αυξανόµενο µέγεθος των στοιχείων του
4

Στη συνήθη διαδικασία που ακολουθούµε όταν συγκρίνουµε τα δεκαδικά

αναπτύγµατα δύο αριθµών, συγκρίνουµε τα ακέραια µέρη των αριθµών αν

είναι ίσα συγκρίνουµε τα ψηφία των δεκάτων αν είναι ίσα συγκρίνουµε τα

ψηφία των εκατοστών και συνεχίζουµε την ίδια διαδικασία µέχρι να ϐρούµε

τα πρώτα οµοτάξια δεκαδικά ψηφία που είναι διαφορετικά µεταξύ τους, το

µικρότερο από αυτά καθορίζει και τον µικρότερο δεκαδικό αριθµό.

Η διαδικασία αυτή της σύγκρισης, εφαρµόζεται για να επιτύχουµε τη

λεξικογραφική διάταξη.

Θεώρηµα 3.3.9 Η σχέση διάταξης < στο σύνολο Q+
0 των ϱητών οι οποίοι

είναι ≥ 0, συµπίπτει µε τη λεγόµενη λεξικογραφική διάταξη ≺ του συνόλου

των δεκαδικών αναπτυγµάτων τους. Σύµφωνα µε αυτή, από δύο διαφορετικά

4
Η συγκεκριµένη διάταξη ονοµάζεται από τον Κριτικό «µεγεθική διάταξη» (Κριτικός 1969).
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αναπτύγµατα A′ = a′, ψ′1ψ
′
2 . . . και A′′ = a′′, ψ′′1ψ

′′
2 . . . προηγείται εκείνο που

έχει ακέραιο µέρος µικρότερο ή, σε περίπτωση ίσων ακέραιων µερών, εκείνο

του οποίου το πρώτο στη σειρά δεκαδικό ψηφίο που διαφέρει από το οµοτάξιο

ψηφίο στο άλλο ανάπτυγµα, είναι µικρότερο από το οµοτάξιο αυτό· δηλαδή

A′ ≺ A′′ όταν και µόνο όταν ή ακέραιο µέρος του A′ είναι µικρότερο (<) του

ακέραιου µέρους του A′′ ή ακέραιο µέρος του A′ είναι ίσο µε το ακέραιο µέρος

του A′′ και πρώτο δεκαδικό ψηφίο του A′ είναι µικρότερο (<) από το οµοτάξιο

ψηφίο του A′′.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.3.8, τα δεκαδικά αυτά αναπτύγ-

µατα ϑα διαφέρουν είτε ως προς το ακέραιο είτε
5

προς το ψηφιακό µέρος

τους.

1
η

περίπτωση: a′ 6= a′′. Σύµφωνα µε τη σχέση (3.13), για µη µηδενικούς

ϱητούς ρ′, ρ′′ ϑα έχουµε

ρ′ = a′ + Y ′
1 και ρ′′ = a′′ + Y ′′

2 µε 0 ≤ Y ′
1 , Y

′
2 < 1.

΄Αρα,

ρ′ − ρ′′ = (a′ − a′′) + (Y ′
1 − Y ′′

2 ) ,

µε |a′ − a′′| ≥ 1 και |Y ′
1 − Y ′′

2 | < 1. Εποµένως, το πρόσηµο, sign (ρ′ − ρ′′), του

µη µηδενικού ϱητού αριθµού ρ′−ρ′′ είναι το ίδιο µε το πρόσηµο, sign (a′ − a′′),
του µη µηδενικού ακεραίου a′ − a′′. Συνεπώς,

ρ′ < ρ′′, όταν a′ < a′′ ή

ρ′′ < ρ′, όταν a′′ < a′.

2
η

περίπτωση: a′ = a′′. Η ακολουθία (ψ′k)k∈N ϑα είναι διαφορετική από

την ακολουθία (ψ′′k)k∈N. ΄Εστω ψ′k1 το πρώτο κατά σειρά στοιχείο της (ψ′k)k∈N,

που διαφέρει από το οµοτάξιο του ψ′′k1 της (ψ′′k)k∈N. Σύµφωνα µε την ισότητα

(3.16) ϑα έχουµε:

ρ′ − ρ′′ =
(
a′, ψ′1 . . . ψ

′
k1
− a′′, ψ′′1 . . . ψ

′′
k1

)
+

1

10k1

(
Y ′
k1+1 − Y ′′

k1+1

)
, k1 ∈ N,

όπου ∣∣a′, ψ′1 . . . ψ′k1 − a′′, ψ′′1 . . . ψ
′′
k1

∣∣ =

∣∣ψ′k1 − ψ′′k1
∣∣

10k1
≥ 1

10k1

5
Το είτε. . . είτε. . . λαµβάνεται µε την «εγκλειστική» σηµασία, δηλαδή δεν αποκλείεται να

ισχύουν και οι δύο ισχυρισµοί που συνδέονται µε τους δύο αυτούς συνδέσµους. Για την

«αποκλειστική» διάζευξη χρησιµοποιούνται οι σύνδεσµοι ή. . . ή. . . .
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και

1

10k1

∣∣Y ′
k1+1 − Y ′′

k1+1

∣∣ < 1

10k1
.

΄Αρα,

sign (ρ′ − ρ′′) = sign
(
a′, ψ′1 . . . ψ

′
k1
− a′′, ψ′′1 . . . ψ

′′
k1

)
= sign

(
ψ′k1 − ψ′′k1

)
.

Συνεπώς,

ρ′ < ρ′′, όταν ψ′k1 < ψ′′k1 ή

ρ′′ < ρ′, όταν ψ′′k1 < ψ′k1 .

2

Γιατί όµως ένα δεκαδικό µόρφωµα να ταυτίζεται µε το δεκαδικό ανάπτυγ-

µα ενός αριθµού και να µην είναι κάτι άλλο διαφορετικό ; Πιο συγκεκριµένα,

το ερώτηµα τίθεται ως εξής : Κάθε περιοδικό απειροψήφιο δεκαδικό µόρφω-

µα, µε αρχική περίοδο διαφορετική από τη µονοµελή 9, είναι το δεκαδικό

ανάπτυγµα ενός ϱητού αριθµού≥ 0 ή είναι κάτι διαφορετικό ; Η απόδειξη του

πιο κάτω ϑεωρήµατος νοµιµοποιεί την ταύτιση του συγκεκριµένου δεκαδικού

µορφώµατος µε το δεκαδικό ανάπτυγµα ϱητού αριθµού ≥ 0.

Από τη πιο κάτω απόδειξη µαζί µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3.8

έχουµε ότι ο ϱητός αριθµός ρ ≥ 0, ο οποίος έχει περιοδικό δεκαδικό ανά-

πτυγµα µε αρχική περίοδο διαφορετική από τη µονοµελή 9, είναι µοναδικός.

Θεώρηµα 3.3.10 Κάθε περιοδικό απειροψήφιο δεκαδικό µόρφωµα

a, ψ1 . . . ψk . . .

µε αρχική περίοδο διαφορετική από τη µονοµελή 9 είναι δεκαδικό ανάπτυγµα

ενός και µόνο ενός ϱητού αριθµού ≥ 0.

Απόδειξη. ΄Εστω η αρχική περίοδος του δοσµένου απειροψήφιου µορ-

ϕώµατος µονοµελής και ίση µε ψ, όπου 0 ≤ ψ ≤ 8. Το µόρφωµα ϑα έχει τη

µορφή a, ψ ή την a, ψ1 . . . ψµ−1ψ µε µ ≥ 2, ψµ−1 6= ψ.

1. Στην πρώτη υποπερίπτωση το µόρφωµα ϑα είναι δεκαδικό ανάπτυγµα

ϱητού

9a+ ψ

9
,



74 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ.

αφού εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο των διαδοχικών διαιρέσεων, έχουµε

τις σχέσεις (3.4), (3.6) µε υ1 = υ2· λύνοντας ως προς υ1 την (3.4) και

αντικαθιστώντας στην (3.6) παίρνουµε

10 (m− an) = ψn+ (m− an)

10m− 10an = ψn+m− an

(10− 1)m = ψn+ (10− 1) an

(10− 1)
m

n
= ψ + (10− 1) a,

άρα

m

n
= a+

ψ

10− 1
= a+

ψ

9
=

9a+ ψ

9
.

΄Αρα ϑα είναι

9a+ ψ

9
= a, ψ.

Ειδικά, όταν a = 0, ϑα έχουµε

ψ

10− 1
=
ψ

9
= 0, ψ. (3.19)

2. Στη δεύτερη υποπερίπτωση ϑέτουµε

ρ = a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψµ−1

10µ−1
· ψ

9

και συγκρίνουµε αυτόν τον ϱητό µε τον αριθµό ρ′ του (3.17), όπου

παίρνουµε το k = µ−1 και το Y ′
k+1 = ψ

9
. Από ότι είπαµε τότε και από την

(3.19) έπεται ότι το δεκαδικό ανάπτυγµα του ρ είναι το a, ψ1 . . . ψµ−1ψ.

΄Εστω η αρχική περίοδος ψµ . . . ψµ+p−1 του δοσµένου απειροψήφιου µορ-

ϕώµατος p - µελής µε p ≥ 2. Το µόρφωµα ϑα έχει τη µορφή a, ψ1 . . . ψp, όταν

µ = 1, και τη µορφή a, ψ1 . . . ψµ−1ψµ . . . ψµ+p−1 µε ψµ−1 6= ψµ, όταν µ ≥ 2.

Στην υποπερίπτωση µ = 1 ϑεωρούµε το ϱητό αριθµό

ρ = a+
ψ110p−1 + . . .+ ψp

10p − 1
, όπου 0 <

ψ110p−1 + . . .+ ψp
10p − 1

< 1,
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διότι τα ψηφία ψ1 + . . . + ψp δεν ταυτίζονται όλα µε το 0 ούτε όλα µε το 9.

Παρατηρούµε τώρα ότι

ψ110p−1 + . . .+ ψp
10p − 1

=
(ψ110p−1 + . . .+ ψp) ((10p − 1) + 1)

(10p − 1) 10p

=
ψ110p−1 + . . .+ ψp

10p
+

1

10p
· ψ110p−1 + . . .+ ψp

10p − 1

=
ψ1

10
+ · · ·+ ψp

10p
+

1

10p
· ψ110p−1 + . . .+ ψp

10p − 1
. (3.20)

΄Αρα,

ρ = a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψp

10p
+

1

10p
· ψ110p−1 + . . .+ ψp

10p − 1

= a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψp

10p
+

1

10p

(
ψ1

10
+ · · ·+ ψp

10p
+
ψ110p−1 + . . .+ ψp

10p (10p − 1)

)
= a+

ψ1

10
+ · · ·+ ψp

10p
+

ψ1

10p+1
+ · · ·+ ψp

102p
+

1

102p

ψ110p−1 + . . .+ ψp
10p − 1

.

Εφαρµόζουµε τώρα µαθηµατική επαγωγή. Ας είναι για κάποιο k ∈ N

ρ = a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψp

10p
+ · · ·+ ψ1

10kp+1
+ · · ·+ ψp

10(k+1)p

+
1

10(k+1)p

ψ110p−1 + . . .+ ψp
10p − 1

. (3.21)

Χρησιµοποιώντας την (3.20) ϐρίσκουµε:

ρ = a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψp

10p
+ · · ·+ ψ1

10(k+1)p+1
+ · · ·+ ψp

10(k+2)p

+
1

10(k+2)p

ψ110p−1 + . . .+ ψp
10p − 1

.

∆ηλαδή, δείξαµε ότι αν για κάποιο ν = k ∈ N ισχύει η (3.21), τότε ϑα ισχύει

και η αντίστοιχη σχέση για ν = k+1. Κατά την αρχή της τέλειας µαθηµατικής

επαγωγής για κάθε ν ∈ N ϑα ισχύει :

ρ = a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψp

10p
+ · · ·+ ψ1

10νp+1
+ · · ·+ ψp

10(ν+1)p

+
1

10(ν+1)p

ψ110p−1 + . . .+ ψp
10p − 1

.
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Σύµφωνα µε τα όσα είπαµε για το ϱητό του (3.17), το δεκαδικό ανάπτυγµα του

ϱητού ρ έχει ακέραιο µέρος το a και τα (ν + 1)p πρώτα κατά σειρά δεκαδικά

ψηφία ίσα αντιστοίχως µε

ψ1 . . . ψpψ1 . . . ψp . . . ψ1 . . . ψp︸ ︷︷ ︸
ν+1 ϕορές το κοµµάτι ψ1...ψp

,

για κάθε ν ∈ N. ΄Αρα το δεκαδικό ανάπτυγµα του ϱητού ρ ταυτίζεται µε το

δοσµένο µόρφωµα a, ψ1 . . . ψp. ∆ηλαδή, ρ = a, ψ1 . . . ψp.
Ειδικά, όταν a = 0, ϑα έχουµε:

ψ110p−1 + . . .+ ψp
10p − 1

= 0, ψ1 . . . ψp. (3.22)

Θεωρούµε την υποπερίπτωση µ ≥ 2 για το δοσµένο περιοδικό µόρφωµα, την

a, ψ1 . . . ψµ−1ψµ . . . ψµ+p−1 µε ψµ−1 6= ψµ (3.23)

Θέτουµε τώρα

ρ = a+
ψ1

10
+
ψµ−1

10µ−1
+

1

10µ−1

ψ110p−1 + · · ·+ ψp
10p − 1

. (3.24)

Εφαρµόζοντας όσα είπαµε για το ϱητό ρ′ του (3.17) καθώς και το πιο πάνω α-

ποτέλεσµα (3.22) συµπεραίνουµε ότι το δεκαδικό ανάπτυγµα του ρ ταυτίζεται

µε το δοσµένο απειροψήφιο µόρφωµα (3.23). ∆ηλαδή,

ρ = a, ψ1 . . . ψµ−1ψµ . . . ψµ+p−1 µε ψµ−1 6= ψµ.

2

Σχόλιο 2 Η συνήθης µεθοδολογία που ακολουθείται για την µετατροπή περιο-

δικού δεκαδικού αριθµού σε κλασµατική µορφή (στη ϐ΄ γυµνασίου) ϕαίνεται

από τα πιο κάτω παραδείγµατα :

Παράδειγµα 1: Θέτουµε x = 0, 4. ΄Εχουµε ότι

x = 0, 444 . . .

10x = 4, 444 . . .

10x− x = 4, 4444 . . .− 0, 444 . . . (αφού x = 0, 444 . . . )

9x = 4

x =
4

9
.
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Παράδειγµα 2: Θέτουµε x = 1, 64. ΄Εχουµε ότι

x = 1, 646464 . . .

100x = 164, 646464 . . .

100x− x = 164, 646464 . . .− 1, 646464 . . . (αφού x = 1, 646464 . . . )

99x = 163

x =
163

99
.

Παράδειγµα 3: Θέτουµε x = 2, 0681. ΄Εχουµε ότι

x = 2, 068181 . . .

10000x = 20681, 8181 . . .

10000x− 100x = 20681, 8181 . . .− 206, 8181 . . . (αφού x = 2, 068181 . . . )

9900x = 20475

x =
20475

9900
=

91

44
.

Τα ϐήµατα της µεθοδολογίας που εφαρµόσαµε είναι τα εξής :

1. Θέτουµε x τον περιοδικό δεκαδικό αριθµό του οποίου ϑέλουµε να ϐρούµε

τη κλασµατική µορφή. ∆ηλαδή:

x = a, ψ1 . . . ψk . . . (3.25)

2. Πολλαπλασιάζουµε µε 10n+m
, όπουm (m 6= 0) το πλήθος των δεκαδικών

µη-περιοδικών ψηφίων και n το πλήθος των ψηφίων της περιόδου, κάθε

µέλος της εξίσωσης (3.25). ∆ηλαδή:

10n+mx = 10n+m (a, ψ1 . . . ψk . . .)

3. Πολλαπλασιάζουµε µε 10n κάθε µέλος της εξίσωσης (3.25) και αφαιρού-

µε από τη προηγούµενη σχέση. ∆ηλαδή:

10n+mx− 10nx = 10n+m (a, ψ1 . . . ψk . . .)− 10n (a, ψ1 . . . ψk . . .) .

4. Συµπτύσσουµε τους όρους στο πρώτο µέλος και κάνουµε πράξεις στο δεύ-

τερο µέλος.
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5. Λύνουµε ως προς x.

6. Απλοποιούµε (αν χρειάζεται).

Αν το πλήθος των δεκαδικών µη-περιοδικών ψηφίων του δεκαδικού περιο-

δικού αριθµού είναι µηδέν, δηλαδή m = 0 (όπως στα παραδείγµατα 1 και 2),

τότε αντικαθιστούµε τα ϐήµατα 2 και 3 µε το ακόλουθο ϐήµα: Πολλαπλασιά-

Ϲουµε µε 10n κάθε µέλος της εξίσωσης (3.25) και αφαιρούµε από τη σχέση που

προκύπτει την (3.25). ∆ηλαδή:

10nx− x = 10n (a, ψ1 . . . ψk . . .)− (a, ψ1 . . . ψk . . .) .

Σχόλιο 3 Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.3.10 στα παραδείγµατα του Σχόλιου 2

έχουµε ότι :

0, 4 = a, ψ =
9a+ ψ

9
=

9 · 0 + 4

9
=

4

9
.

1, 64 = a, ψ1ψ2 = a+
ψ1 · 10 + ψ2

102 − 1
= 1 +

6 · 10 + 4

99
=

163

99
.

2, 0681 = a, ψ1ψ2ψ3ψ4

= a+
ψ1

10
+
ψ2

102
+

1

102
· ψ3 · 10 + ψ4

102 − 1

= 2 +
0

10
+

6

102
+

1

102
· 8 · 10 + 1

99

=
20475

9900
.

Παρατήρηση 3.3.11 Τα στοιχεία του συνόλου Q+
0 µπορούν να αντιστοιχι-

στούν αµφιµονοσήµαντα (δηλαδή, ένα προς ένα και επί) προς τα στοιχεία του

συνόλου των περιοδικών απειροψήφιων δεκαδικών µορφωµάτων µε αρχική

περίοδο διαφορετική από τη µονοµελή 9.
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3.4 Το σύνολο G των απόλυτων αριθµών.

Ορισµός 3.4.1 Τα απειροψήφια δεκαδικά µορφώµατα

A = a, ψ1 . . . ψν . . .

που έχουν ακέραιο µέρος έναν ακέραιο a ≥ 0 και ψηφιακό µέρος µια ακο-

λουθία (ψν)ν∈N δεκαδικών ψηφίων απεριοδική ή περιοδική µε αρχική περίοδο

6= 9. Τα µορφώµατα αυτά καλούνται και απόλυτοι αριθµοί.

Το σύνολο των απόλυτων αριθµών A συµβολίζεται µε G .

΄Αρα ισχύουν οι σχέσεις :

N ⊂ N0 ⊂ Q+
0 ⊂ G .

Ορισµός 3.4.2 Ονοµάζουµε απόκοµµα τάξης ν, όπου ν ∈ N, του µορφώµατος

A = a, ψ1 . . . ψν . . .

το δεκαδικό αριθµό a, ψ1 . . . ψν καθώς και το περιοδικό µόρφωµα a, ψ1 . . . ψν0.

Συµβολίζεται µε [A]ν. ∆ηλαδή,

[A]ν = [a, ψ1 . . . ψν . . .]ν = a, ψ1 . . . ψν = a, ψ1 . . . ψν0 για ν ∈ N.

Το ακέραιο µέρος a του A καθώς και το περιοδικό µόρφωµα a, 0, που

είναι το δεκαδικό ανάπτυγµα του ϱητού
a
1
, συµβολίζεται µε [A]0. ∆ηλαδή,

[A]0 = [a, ψ1 . . . ψν . . .]0 = a = a, 0.

3.4α΄ ∆ιάταξη των στοιχείων του G .

΄Εστω A′, A′′ ∈ G µε A′ = a′, ψ′1 . . . ψ
′
ν . . . και A′′ = a′′, ψ′′1 . . . ψ

′′
ν . . ..

Ορισµός 3.4.3 Τα δύο δεκαδικά µορφώµατα A′ και A′′ ταυτίζονται όταν και

µόνο όταν A′ = A′′. ∆ηλαδή,

A′ = A′′ ⇔ [A′]ν = [A′′]ν , ∀ ν ∈ N∗.
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Τα δύο δεκαδικά µορφώµατα A′ και A′′ είναι µεταξύ τους άνισα, δηλαδή

A′ 6= A′′, όταν και µόνο όταν υπάρχει κάποιο k ∈ N∗
τέτοιο ώστε να είναι

[A′]k 6= [A′′]k. ∆ηλαδή,

A′ 6= A′′ ⇔ (∃k ∈ N∗ : [A′]k 6= [A′′]k) .

΄Αρα,

A′ 6= A′′ ⇔ ([A′]ν 6= [A′′]ν , ∀ ν ≥ k) .

Η σχέση ισότητας, µε την οποία είναι εφοδιασµένο το σύνολο G , χαρα-

κτηρίζεται από τις πιο κάτω ιδιότητες :

1. A = A, για κάθε A ∈ G (αυτοπαθής).

2. Αν A′ = A′′, τότε και A′′ = A′ (συµµετρική).

3. Αν A′ = A′′ και A′′ = A′′′, τότε και A′ = A′′′ (µεταβατική).

Ορισµός 3.4.4 Τα δύο δεκαδικά µορφώµατα A′ και A′′ είναι A′ < A′′, όταν

και µόνο όταν ή το ακέραιο µέρος του A′ είναι µικρότερο από το ακέραιο µέρος

του A′′ ή, σε περίπτωση ίσων ακέραιων µερών, το πρώτο κατά σειρά δεκαδικό

ψηφίο ψ′k του A′ που διαφέρει από το οµοτάξιο του ψ′′k του A′′, είναι µικρότερο

του ψ′′k . ∆ηλαδή,

A′ < A′′ ⇔ [A′]0 < [A′′]0 ή

A′ < A′′ ⇔ [A′]ν = [A′′]ν , ν = 0, 1, . . . , k − 1 µε k ≥ 1 και [A′]k < [A′′]k .

Από τον ορισµό 3.4.4 ισχύει ότι :

Αν A′ < A′′ και [A′]k < [A′′]k , τότε [A′]ν < [A′′]ν , ∀ν ≥ k.

Επίσης τα στοιχεία του G ικανοποιούν τα ακόλουθα:

1. Αν A′ < A′′, τότε δεν αληθεύει A′′ < A′ (ασυµµετρικότητα).

2. Αν A′ < A′′ και A′′ < A′′′, τότε A′ < A′′′ (µεταβατικότητα).

3. Αληθεύει ακριβώς µια από τις σχέσεις A′ = A′′, A′ < A′′, A′′ < A′

(συνοχικότητα
6
).

6
Η ιδιότητα της συνοχικότητας καλείται και ως ιδιότητα της τριχοτοµίας.
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Η σχέση < που ορίστηκε στο σύνολο G είναι σχέση ολικής διάταξης µε στενή

σηµασία, όπως καλείται από τον Κριτικό (Κριτικός 1969, σελ : 20) και η

οποία ταυτίζεται µε την καλούµενη, στο ϐιβλίο του Κάππου, γνήσια γραµµική

διάταξη (Κάππου 1962, σελ : 26), αφού κάθε Ϲεύγος απόλυτων αριθµών A′,
A′′ ικανοποιούν την ιδιότητα της συνοχικότητας.

Ορισµός 3.4.5 ∆ύο στοιχεία A′, A′′ του G είναι A′ ≤ A′′, όταν και µόνο όταν

A′ < A′′ ή A′ = A′′. ∆ηλαδή,

A′ ≤ A′′ ⇔ A′ < A′′ ή A′ = A′′.

Επίσης τα στοιχεία του G ικανοποιούν τα ακόλουθα:

1. Αληθεύει A ≤ A, για κάθε A ∈ G (ανακλαστική).

2. Αν A′ ≤ A′′ και A′′ ≤ A′, τότε A′ = A′′ (αντισυµµετρική).

3. Αν A′ ≤ A′′ και A′′ ≤ A′′′, τότε A′ ≤ A′′′ (µεταβατική).

Η σχέση≤ που ορίστηκε στο σύνολο G , είναι σχέση ολικής διάταξης µε ευρεία

σηµασία, όπως καλείται από τον Κριτικό (Κριτικός 1969, σελ : 21) και η

οποία ταυτίζεται µε την καλούµενη, στο ϐιβλίο του Κάππου, γραµµική διάταξη

(Κάππου 1962, σελ : 25), αφού για κάθε Ϲεύγος απόλυτων αριθµών A′, A′′

ισχύει µια τουλάχιστο από τις σχέσεις : A′ ≤ A′′ ή A′′ ≤ A′.
Σε κάθε σχέση διατάξεως αντιστοιχεί πάντοτε και η δυϊκή προς αυτή σχέ-

ση (Κάππου 1962, σελ : 25). ∆ηλαδή, η δυϊκή προς τη σχέση διατάξεως <
(µικρότερο) είναι η σχέση > (µεγαλύτερο)· η δυϊκή προς τη σχέση διατάξεως

≤ (µικρότερο ή ίσο) είναι η σχέση ≥ (µεγαλύτερο ή ίσο). Οι δυϊκές σχέσεις

είναι επίσης σχέσεις διατάξεως. Εποµένως και η σχέση > (µεγαλύτερο) και η

σχέση ≥ (µεγαλύτερο ή ίσο) είναι σχέσεις διάταξης.

Παρατήρηση 3.4.6 Η ανακλαστική ιδιότητα (ή η ιδιότητα της αυτοπάθειας) η

οποία ισχύει για τη σχέση ≤, δεν ισχύει για την σχέση <.

Ορισµός 3.4.7 ∆ύο στοιχεία A′, A′′ του G είναι A′ < A′′, όταν και µόνο όταν

A′′ > A′. ∆ηλαδή,

A′ < A′′ ⇔ A′′ > A′.

Ορισµός 3.4.8 ∆ύο στοιχεία A′, A′′ του G είναι A′ ≤ A′′, όταν και µόνο όταν

A′′ ≥ A′. ∆ηλαδή,

A′ ≤ A′′ ⇔ A′′ ≥ A′.
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3.4β΄ Ιδιότητες των στοιχείων του G .

Ακολούθως, διατυπώνουµε και αποδεικνύουµε µερικές χρήσιµες για τους

σκοπούς µας ιδιότητες των στοιχείων του G .

Ιδιότητα 1 Για κάθε A ∈ G και κάθε ν ∈ N0 είναι

[A]ν ≤ A < [A]ν +
1

10ν
. (3.26)

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ G µε A = a, ψ1 . . . ψν . . .. Από τους ορισµούς

ισχύει,

[A]0 = a, 0 ≤ a, ψ1 . . . < (a+ 1) , 0 = [A]0 +
1

100

[A]0 ≤ A < [A]0 +
1

100

΄Οταν ψ1 ≤ 8 έχουµε,

[A]1 = a, ψ10 ≤ a, ψ1 . . . < a, (ψ1 + 1) 0 = [A]1 +
1

101
,

όταν ψ1 = 9 έχουµε,

[A]1 = a, ψ10 ≤ a, ψ1 . . . < (a+ 1) , 0 = [A]1 +
1

101
.

∆ηλαδή,

[A]1 ≤ A < [A]1 +
1

101
.

΄Εστω ότι για κάποιο k ≥ 1 ισχύει

[A]k ≤ A < [A]k +
1

10k
.

Τότε όταν ψk+1 ≤ 8 έχουµε,

[A]k+1 = a, ψ1 . . . ψk+10 ≤ a, ψ1 . . . ψk+1ψk+2 . . .

< a, ψ1 . . . ψk (ψk+1 + 1) 0 = [A]k+1 +
1

10k+1
,

όταν ψ1 = 9 έχουµε,

[A]k+1 = a, ψ1 . . . ψk+10 ≤ a, ψ1 . . . ψk+1ψk+2 . . .

< [A]k +
1

10k
= [A]k+1 +

1

10k+1
.
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∆ηλαδή,

[A]k+1 ≤ A < [A]k+1 +
1

10k+1
.

2

Ιδιότητα 2 Για κάθε A ∈ G ισχύει ότι

[A]0 ≤ [A]1 ≤ . . . ≤ [A]ν ≤ [A]ν+1 ≤ . . . (3.27)

[A]0 +
1

100
≥ [A]1 +

1

101
≥ . . . ≥ [A]ν +

1

10ν
≥ [A]ν+1 +

1

10ν+1
≥ . . . (3.28)

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ G µε A = a, ψ1 . . . ψν . . . για ν ∈ N. Από τους

ορισµούς 3.3.2, 3.4.2 ισχύουν,

[A]0 = a ≤ a+
ψ1

10
= [A]1 ,

[A]ν = a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψν

10ν
≤ a+

ψ1

10
+ . . .+

ψν
10ν

+
ψν+1

10ν+1
= [A]ν+1 .

Ακόµη ισχύουν,

[A]0 +
ψ1

100
= a+ 1 ≥ a+

ψ1

10
+

1

10
= [A]1 +

1

10
,

[A]ν +
1

10ν
= a+

ψ1

10
+ · · ·+ ψν

10ν
+

1

10ν

≥ a+
ψ1

10
+ · · ·+ ψν

10ν
+
ψν+1

10ν+1
+

1

10ν+1

= [A]ν+1 +
1

10ν+1
.

2

Από το Θεώρηµα 3.3.9, έχουµε ότι η διάταξη δύο αριθµών ρ′, ρ′′ ∈ Q+
0

(κατά το αυξανόµενο µέγεθος τους), συµπίπτει µε τη λεξικογραφική διάτα-

ξη των δεκαδικών αναπτυγµάτων αυτών των αριθµών. ΄Αρα και οι σχέσεις

(3.27), (3.28) µπορούν να ϑεωρηθούν και σαν σχέσεις µεγέθους µεταξύ των

δεκαδικών αναπτυγµάτων των µελών τους.

Σχόλιο 4 Η ακολουθία

[A]ν +
ϕ

10ν
, ν ∈ N,

όπου G 3 A = a, ψ1 . . . ψν . . . και ϕ ϕυσικός αριθµός ≥ 2, είναι γνησίως

ϕθίνουσα (δηλαδή, ϕθίνουσα µε τη στενή σηµασία).
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Απόδειξη. Για να είναι γνησίως ϕθίνουσα η ακολουθία ϑα πρέπει

[A]ν+1 +
ϕ

10ν+1
< [A]ν +

ϕ

10ν
.

Ισοδύναµα,

[A]ν+1 − [A]ν <
10ϕ− ϕ

10ν+1

ψν+1

10ν+1
<

9ϕ

10ν+1

ψν+1 < 9ϕ.

∆ηλαδή, αρκεί να δείξουµε ότι ισχύει ψν+1 < 9ϕ.

Ισχύει,

0 ≤ ψν+1 ≤ 9

0 ≤ ψν+1 ≤ 9 < 9 · 2 ≤ 9ϕ

ψν+1 < 9ϕ.

2

Ιδιότητα 3 Για οποιαδήποτε A′, A′′ ∈ G ισχύει η ισοδυναµία

A′ < A′′ ⇔ υπάρχουν απειράριθµα n ∈ N µε [A′]n +
1

10n
< [A′′]n . (3.29)

Απόδειξη. Από τον ορισµό 3.4.4 έχουµε,

A′ < A′′ ⇔ ∃k ∈ N µε [A′]k < [A′′]k .

Αλλά

[A′]k < [A′′]k ⇔ [A′]k +
1

10k
≤ [A′′]k .

Από την Ιδιότητα 2 συµπεραίνεται ότι, υπάρχουν απειράριθµα n ∈ N, µε

n > k και

[A′]n +
1

10n
< [A′]k +

1

10k
.

΄Αρα γι΄ αυτά τα n ϑα είναι

[A′]n +
1

10n
< [A′′]k ≤ [A′′]n

[A′]n +
1

10n
< [A′′]n .

2
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Παρατήρηση 3.4.9

A′ < A′′ ⇔ ∃m ∈ N µε [A′]ν +
1

10ν
< [A′′]ν για ν ≥ m.

(Η παρατήρηση προκύπτει αµέσως από τις ιδιότητες 2 και 3.)

Παρατήρηση 3.4.10 Αν ϕ ∈ N και A′ < A′′, τότε

∃νϕ ∈ N µε [A′]νϕ
+

1

10νϕ
< [A′′]νϕ

.

Απόδειξη. Για ϕ = 1 ισχύει (από την Ιδιότητα 3).

΄Εστω ότι ισχύει για ϕ = k. ∆ηλαδή,

[A′]νk
+

k

10νk
< [A′′]νk

[A′]νk
+
k + 1

10νk
≤ [A′′]νk

.

Θα δείξουµε ότι ισχύει για ϕ = k + 1. Υπάρχει νk+1 > νk µε

[A′]νk+1
+

1

10νk+1
< [A′]νk

+
1

10νk

΄Αρα,

[A′]νk+1
+

1

10νk+1
+

k

10νk+1
< [A′]νk

+
1

10νk
+

k

10νk

< [A′]νk
+

1 + k

10νk
≤ [A′′]νk

≤ [A′′]νk+1
.

∆ηλαδή,

[A′]νk+1
+
k + 1

10νk+1
< [A′′]νk+1

.

2

Ιδιότητα 4 Ισχύουν οι συνεπαγωγές

A′ ≤ A′′ ⇒ [A′]ν ≤ [A′′]ν , ∀ν ∈ N0, (3.30)

και

([A′]ν ≤ [A′′]ν για ν ≥ k µε k ∈ N0) ⇒ A′ ≤ A′′. (3.31)
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Απόδειξη. ΄Εστω A′ ≤ A′′. Αν το συµπέρασµα της συνεπαγωγής (3.30)

δεν ίσχυε ϑα είχαµε ότι,

∃n ∈ N0 ώστε [A′]n > [A′′]n .

΄Αρα,

[A′′]n +
1

10n
≤ [A′]n .

΄Αρα, από την Ιδιότητα 2, ϑα είχαµε

A′′ < [A′′]n +
1

10n
≤ [A′]n ≤ A′,

A′′ < A′.

΄Ατοπο, αφού υποθέσαµε ότι A′ ≤ A′′.
΄Εστω [A′]ν ≤ [A′′]ν για ν ≥ k µε k ∈ N0. Αν το συµπέρασµα της συνε-

παγωγής (3.31) δεν ίσχυε ϑα είχαµε A′′ < A′. Από την Ιδιότητα 3 ϑα είχαµε

ότι,

∃n ∈ N µε n ≥ k : [A′′]n +
1

10n
< [A′]n .

Συνεπώς για n ≥ k ϑα είχαµε,

[A′′]n < [A′′]n +
1

10n
< [A′]n ,

[A′′]n < [A′]n .

΄Ατοπο, αφού υποθέσαµε ότι [A′]ν ≤ [A′′]ν για ν ≥ k.

2

Θεώρηµα 3.4.11 ΄Εστω

A1 ≥ A2 ≥ . . . ≥ Aν ≥ Aν+1 ≥ . . . , (3.32)

µια ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία ακολουθία στοιχείων του συνόλου G , τότε

υπάρχει ένα και µόνο ένα A ∈ G που ικανοποιεί :

1. A ≤ Ak, ∀ k ∈ N.

2. Αν A′ ∈ G και A < A′, τότε ∃ m ∈ N µε Am < A′.
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Απόδειξη. ΄Εστω

Ak = ak, ψk1 . . . ψkν . . . , k, ν ∈ N.

Από την συνεπαγωγή (3.30) της Ιδιότητας 4 και από την υπόθεση (3.32) του

ϑεωρήµατος έχουµε,

ak = [Ak]0 ≥ [Ak+1]0 = ak+1 (3.33)

ak, ψk1 . . . ψkν = [Ak]n ≥ [Ak+1]n = ak+1, ψk+1, 1 . . . ψk+1, n (3.34)

για κάθε k, n ∈ N. Θεωρούµε τον αριθµοπίνακα

a1 ψ11 ψ12 · · · ψ1ν ψ1, ν+1 · · ·
a2 ψ21 ψ22 · · · ψ2ν ψ2, ν+1 · · ·
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

ak ψk1 ψk2 · · · ψkν ψk, ν+1 · · ·
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

(3.35)

Θα δειχθεί ότι τα στοιχεία κάθε στήλης του έχουν σταθερή τιµή από κάποια

ϑέση µέσα στη στήλη και έπειτα. Τα στοιχεία της πρώτης στήλης είναι τα

στοιχεία της ακολουθίας (ak)k∈N, όπου a ∈ N0, τα οποία κατά τις (3.33),

(3.34) ικανοποιούν την σχέση

ak ≥ ak+1, για k ∈ N.

΄Αρα, οι ακέραιοι ak, ϑα πάψουν να µικραίνουν από κάποια ϑέση k0 µέσα στη

στήλη και έπειτα. ∆ηλαδή, στη πρώτη στήλη, υπάρχει ϑέση k0 ώστε

ak0 = ak0+1 = ak0+2 = ak0+3 = . . . .

Θέτοντας a = ak0 έχουµε,

ak = ak0 = a για k ≥ k0 και a ≤ [Ak]0 ≤ [Ak] ∀ k ∈ N. (3.36)

Τα στοιχεία της δεύτερης στήλης, του πίνακα (3.35), είναι τα στοιχεία της

ακολουθίας (ψk1)k∈N. Τα στοιχεία της (ψk1)k∈N είναι δεκαδικά ψηφία που

ϕθίνουν µε ευρεία σηµασία από τη ϑέση k0 µέσα στη στήλη και έπειτα, διότι

ak, ψk1 = [Ak]1 ≥ [Ak+1]1 = ak+1ψk+1, 1 (από τη (3.34), για n = 1)
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και

ak = a, για k ≥ k0.

΄Αρα,

ψk1 ≥ ψk+1, 1, για k ≥ k0.

΄Αρα, οι αριθµοί ψk1 ϑα πάψουν να µικραίνουν από κάποια ϑέση k1 ≥ k0 µέσα

στη στήλη και έπειτα. ∆ηλαδή, στη δεύτερη στήλη, υπάρχει ϑέση k1 ≥ k0 ώστε

ψk1, 1 = ψk1+1, 1 = ψk1+2, 1 = ψk1+3, 1 = . . . .

Θέτοντας ψ1 = ψk1, 1 έχουµε,

[Ak]1 = a, ψ1 για k ≥ k1 και a, ψ1 ≤ [Ak]1 ≤ Ak ∀ k ∈ N.

΄Εστω ότι τα ψηφία ψ1, . . . , ψν ορίζονται έτσι, ώστε να είναι

[Ak]ν = ak, ψk1 . . . ψkν = a, ψ1 . . . ψν , για k ≥ kν (3.37)

και

a, ψ1 . . . ψν ≤ [Ak]ν ≤ Ak, ∀ k ∈ N. (3.38)

Τα στοιχεία της ν + 2 στήλης, του πίνακα (3.35), είναι τα στοιχεία της ακο-

λουθίας (ψk,ν+1)k∈N. Τα στοιχεία της (ψk,ν+1)k∈N είναι δεκαδικά ψηφία που

ϕθίνουν µε ευρεία σηµασία από τη ϑέση kν µέσα στη στήλη και έπειτα, διότι

ak, ψk1 . . . ψk, ν+1 = [Ak]ν+1 ≥ [Ak+1]ν+1 = ak+1, ψk+1, 1 . . . ψk+1, νψk+1, ν+1

(από τη (3.34), για n = ν + 1)

και

ak, ψk1 . . . ψkν = a, ψ1 . . . ψν για k ≥ kν (από τη (3.37)).

΄Αρα, οι αριθµοί ψk,ν+1 ϑα πάψουν να µικραίνουν από κάποια ϑέση kν+1 ≥ kν
µέσα στη στήλη και έπειτα. ∆ηλαδή, στη ν+2 στήλη, υπάρχει ϑέση kν+1 ≥ kν
ώστε

ψkν+1, ν+1 = ψkν+1+1, ν+1 = ψkν+1+2, ν+1 = . . . .

Θέτοντας ψν+1 = ψkν+1, ν+1 έχουµε,

[Ak]ν+1 = ak, ψk1 . . . ψkνψk, ν+1 = a, ψ1 . . . ψνψν+1, για k ≥ kν+1
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και

a, ψ1 . . . ψνψν+1 ≤ [Ak]ν+1 ≤ Ak, ∀ k ∈ N.

΄Ετσι, ορίζεται µε µαθηµατική επαγωγή ένα απειροψήφιο δεκαδικό µόρφωµα

a, ψ1 . . . ψνψν+1 . . . = A

για το οποίο σύµφωνα µε τις (3.36), (3.37), (3.38) ισχύουν οι σχέσεις :

[A]0 = a = [Ak]0 , για k ≥ k0 (3.39)

[A]ν = a, ψ1 . . . ψν = [Ak]ν = ak, ψk1 . . . ψkν , ∀ ν ∈ N και k ≥ kν , (3.40)

[A]ν ≤ [Ak]ν ≤ Ak, ∀ k ∈ N και ∀ ν ∈ N0. (3.41)

∆ηλαδή, η ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία ακολουθία

[A1]ν ≥ [A2]ν ≥ . . . ≥ [Ak]ν ≥ [Ak+1]ν ≥ . . . , όπου ν ∈ N0,

έχει ένα ελάχιστο στοιχείο [Akν ]ν από το οποίο και έπειτα παραµένει στάσιµη.

Τώρα ϑα δειχθεί ότι το δεκαδικό µόρφωµα A που ορίστηκε πιο πάνω δεν

είναι περιοδικό µε αρχική περίοδο το 9 και, εποµένως, είναι στοιχείο του

συνόλου G .

Αν το δεκαδικό µόρφωµα A είχε την περίοδο 9, ϑα ήταν ψν = 9 για κάποιο

ν ≥ n, n ∈ N. ΄Οµως από τις σχέσεις (3.39), (3.40), για k = kn, έχουµε:

[A]n = a, ψ1 . . . ψν = [Akn]n = akn, ψkn1 . . . ψkn, n. ΄Αρα, ψkn, n = 9.

Από τις σχέσεις (3.41) έπονται τώρα διαδοχικά τα εξής :

[Akn]n+1 = a, ψ1 . . . ψnψkn, n+1 ≥ a, ψ1 . . . ψn9. ΄Αρα, ψkn, n+1 = 9

[Akn]n+2 = a, ψ1 . . . ψn9ψkn, n+2 ≥ a, ψ1 . . . ψn99. ΄Αρα, ψkn, n+2 = 9

[Akn]n+3 = a, ψ1 . . . ψn99ψkn, n+3 ≥ a, ψ1 . . . ψn999. ΄Αρα, ψkn, n+3 = 9

και µε µαθηµατική επαγωγή

ψkn, n+µ = 9, για µ ∈ N0.

Κατά συνέπεια το δεκαδικό µόρφωµα Ak ϑα ήταν περιοδικό µε αρχική περί-

οδο το 9. ΄Ατοπο, αφού στην αρχή υποθέσαµε ότι Ak ∈ G .
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Τώρα ϑα δειχθεί ότι ο απόλυτος αριθµός A ικανοποιεί την (1) του ϑεωρή-

µατος. Από τις σχέσεις (3.41), που ισχύουν για κάθε ν ∈ N0, έπεται ότι

A ≤ Ak, όποιο και να είναι το ϑεωρούµενο k ∈ N.

΄Αρα, ο απόλυτος αριθµός A ικανοποιεί την (1) του ϑεωρήµατος.

Τώρα ϑα δειχθεί ότι ο απόλυτος αριθµός A ικανοποιεί την (2) του ϑεωρή-

µατος. Από την υπόθεση A < A′ και από την Ιδιότητα 3, έπεται ότι υπάρχει

κάποιο n ∈ N µε

[A]n +
1

10n
< [A′]n ≤ A′.

΄Αρα,

[A]n +
1

10n
< A′.

Από τη σχέση (3.40) για k = kn, έχουµε ότι [Akn]n = [A]n. ΄Αρα

[Akn]n +
1

10n
< A′.

΄Οµως, από την Ιδιότητα 1 ισχύει,

Akn < [Akn]n +
1

10n
.

΄Αρα, Akn < A′. ∆ηλαδή, υπάρχει στοιχείο Akn, kn ∈ N, της ακολουθίας

(3.32) το οποίο ικανοποιεί τη σχέση Akn < A′. ΄Αρα, ο απόλυτος αριθµός A
ικανοποιεί την (2) του ϑεωρήµατος.

Τώρα ϑα δειχθεί ότι ο απόλυτος αριθµός A που ικανοποιεί τις (1) και (2)

του ϑεωρήµατος, είναι µοναδικός. ΄Εστω δύο στοιχεία A, A∗ ∈ G , A 6= A∗,
που ικανοποιούν τις (1) και (2).

Αν A < A∗, σύµφωνα µε την (2) του A, έπεται ότι υπάρχει κάποιο Am1 <
A∗· ενώ, σύµφωνα µε την (1) του A∗, έχουµε: A∗ ≤ Ak, ∀ k ∈ N. ΄Ατοπο.

Αν A∗ < A, σύµφωνα µε την (2) του A∗, έπεται ότι υπάρχει κάποιο Am2 <
A· ενώ, σύµφωνα µε την (1) του A έχουµε: A ≤ Ak, ∀ k ∈ N. ΄Ατοπο.

΄Αρα, A = A∗.

2
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Ο απόλυτος αριθµός A που ορίστηκε πιο πάνω λέγεται κάτω πέρας
7

(infimum) της ακολουθίας (Aν)ν∈N, καθώς και του συνόλου

{x : ∃ν ∈ N µε Aν = x} .

Το κάτω πέρας συµβολίζεται µε

inf
ν∈N

Aν .

Πόρισµα 3.4.12 Το κάτω πέρας A της ϕθίνουσας ακολουθίας (Ak)k∈N, είναι

το ίδιο µε το κάτω πέρας κάθε υπακολουθίας της

Aν1 , Aν2 , . . . , Aνk
, Aνk+1

, . . . όπου ν1 < ν2 < . . . < νk+1 . . . .

Απόδειξη. Η υπακολουθία (Aνk
)k∈N, είναι ϕθίνουσα (µε την ευρεία ση-

µασία). ∆ηλαδή, Aνk
≥ Aνk+1

, k ∈ N, µε νk+1 > νk. ΄Αρα υπάρχει το

inf
k∈N

Aνk
= A′.

΄Εστω ότι το κάτω πέρας A της ϕθίνουσας ακολουθίας (Ak)k∈N, είναι

διαφορετικό από το κάτω πέρας της υπακολουθίας της (Aνk
)k∈N. ∆ηλαδή,

A 6= A′.
Αν A < A′ συνεπάγεται, από την (2) του ϑεωρήµατος 3.4.11 για το A =

infν∈NAν, ότι υπάρχει κάποιο Am < A′. Εποµένως για τα νk ≥ m έχουµε ότι

Aνk
≤ Am < A′.

Τώρα, από την (1) του ϑεωρήµατος 3.4.11 για το A′ = infk∈NAνk
, έχουµε ότι

A′ ≤ Aνk
, για κάθε Aνk

, k ∈ N. ∆ηλαδή ότι Aνk
< A′ και A′ ≤ Aνk

. ΄Ατοπο.

Αν A′ < A συνεπάγεται, από την (2) του ϑεωρήµατος 3.4.11 για το

A′ = inf
k∈N

Aνk
,

ότι υπάρχει κάποιο Aνm < A. Τώρα, από την (1) του ϑεωρήµατος 3.4.11 για

το A = infν∈NAν, έχουµε ότι A ≤ Aν, για κάθε Aν, ν ∈ N. ΄Ατοπο. ΄Αρα,

A = A′.
2

7
Το κάτω πέρας λέγεται και µέγιστο κάτω ϕράγµα.
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Σχόλιο 5 Ειδικά ισχύει ότι

inf
ν∈N

Aν = inf
ν≥n

Aν , όπου n κάποιος ϕυσικός αριθµός.

Πόρισµα 3.4.13 Αν για τα Aν της ϕθίνουσας µε ευρεία σηµασία ακολουθίας

(Aν)ν∈N στοιχείων του συνόλου G ισχύει ότι

B1 ≤ Aν ≤ B2, όπου B1, B2 ∈ G και ν ∈ N,

τότε

B1 ≤ inf
ν∈N

Aν = A ≤ B2.

Απόδειξη. Από την (1) του ϑεωρήµατος 3.4.11, έχουµε ότι για το κάτω

πέρας A = infν∈NAν, ισχύει πρώτον ότι A ≤ Aν, ν ∈ N. ΄Οµως από την

υπόθεση του πορίσµατος ισχύει Aν ≤ B2. ΄Αρα A ≤ B2.

Τώρα, αν η σχέση B1 ≤ A που ϑέλουµε να αποδείξουµε δεν ίσχυε, ϑα

είχαµε A < B1. ΄Οµως από την (1) του ϑεωρήµατος 3.4.11, έχουµε ότι για

το κάτω πέρας A ϑα υπήρχε κάποιο Am µε Am < B1. ΄Ατοπο, αφού από την

υπόθεση του πορίσµατος ισχύει ότι B1 ≤ Aν για όλα τα ν ∈ N.

2

Το σύνολο G έχει την ιδιότητα της πυκνότητας· ο ισχυρισµός αυτός επα-

ληθεύεται µε την απόδειξη του επόµενου Θεωρήµατος.

Θεώρηµα 3.4.14 Ανάµεσα σε δύο άνισα στοιχεία

A = a, ψ1 . . . ψν . . .

και

B = β, ω1 . . . ων . . .

του συνόλου G ϐρίσκονται όσα ϑέλουµε περιοδικά και όσα ϑέλουµε απεριοδικά

στοιχεία του G .

Απόδειξη. ΄Εστω A < B. Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστο

περιοδικό µόρφωµα Γ ∈ A και ένα τουλάχιστο απεριοδικό ∆ ∈ A, ώστε

A < Γ < B, A < ∆ < B.

Από την Ιδιότητα 1 έχουµε ότι

A < [A]n +
1

10n
. (3.42)
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Από την Ιδιότητα 3 έχουµε ότι

∃n ∈ N : [A]n +
1

10n
< [B]n .

΄Αρα,

[A]n +
2

10n
≤ [B]n ≤ B. (3.43)

Το δεκαδικό ανάπτυγµα του [B]n είναι το β, ω1 . . . ωn0. Το δεκαδικό ανά-

πτυγµα του

[A]n +
1

10n

ας είναι το a∗, ψ∗1 . . . ψ
∗
n0. Το µόρφωµα

Γ = a∗, ψ∗1 . . . ψ
∗
n10 = [A]n +

1

10n
+

1

10n+1
(3.44)

είναι περιοδικό µε αρχική περίοδο το 0, άρα Γ ∈ G . Από τις (3.42), (3.44)

για το Γ αυτό ισχύει

A < [A]n +
1

10n
< Γ,

συνεπάγεται η σχέση A < Γ . Από τις (3.43), (3.44) για το Γ αυτό ισχύει

Γ < [A]n +
1

10n
+

1

10n
= [A]n +

2

10n
≤ B,

συνεπάγεται η σχέση Γ < B. Εποµένως, A < Γ < B.

Το µόρφωµα

∆ = a∗, ψ∗1 . . . ψ
∗
n10100 . . . 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

κ ϕορές

1 0 . . . 00︸ ︷︷ ︸
κ+1 ϕορές

. . . (3.45)

είναι απεριοδικό, άρα ∆ ∈ G . Από τις (3.42), (3.45) για το ∆ αυτό ισχύει

∆ > a∗, ψ∗1 . . . ψ
∗
n0 = [A]n +

1

10n
> A,

συνεπάγεται η σχέση ∆ > A. Από τις (3.43), (3.45) για το ∆ αυτό ισχύει

∆ < a∗, ψ∗1 . . . ψ
∗
n20 . . . = a∗, ψ∗1 . . . ψ

∗
n +

2

10n+1

= [A]n +
1

10n
+

2

10n+1
< [A]n +

2

10n
≤ B

συνεπάγεται η σχέση ∆ < B. Εποµένως, A < ∆ < B.

2
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Πόρισµα 3.4.15 Αν ϕ ένας οποιοσδήποτε ορισµένος ϕυσικός αριθµός καιA ∈
G , τότε

inf
ν∈N

(
[A]ν +

ϕ

10ν

)
= A.

Απόδειξη. Η ακολουθία

[A]ν +
ϕ

10ν
, ν ∈ N,

είναι ϕθίνουσα (µε ευρεία σηµασία αν ϕ = 1, µε στενή αν ϕ ≥ 2, σύµφωνα

µε το σχόλιο 4). ΄Αρα υπάρχει το

inf
ν∈N

(
[A]ν +

ϕ

10ν

)
= A′.

Αν A′ < A, από την (2) του ϑεωρήµατος 3.4.11 για το κάτω πέρας A′

έχουµε,

A′ < A⇒ υπάρχει [A]m +
ϕ

10m
< A.

΄Ατοπο, αφού από την Ιδιότητα 1 και το σχόλιο 4 ισχύει,

A < [A]m +
1

10m
≤ [A]m +

ϕ

10m
.

Αν A < A′ υπάρχουν ϱητοί αριθµοί ρ1, ρ2 τέτοιοι ώστε να είναι

[A]ν ≤ A < ρ1 < ρ2 < A′ = inf
ν∈N

(
[A]ν +

ϕ

10ν

)
≤ [A]ν +

ϕ

10ν

για κάθε ν ∈ N, άρα

0 < ρ2 − ρ1 <
ϕ

10ν
, ν ∈ N.

΄Ατοπο, από το Λήµµα 3.3.7.

2

Το σύνολο G έχει την ιδιότητα της πληρότητας· ο ισχυρισµός αυτός επα-

ληθεύεται µε την απόδειξη του επόµενου Θεωρήµατος.
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Θεώρηµα 3.4.16 Ας είναι (σν)ν∈N µια ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία ακολου-

ϑία ϱητών αριθµών ≥ 0 και (ρν)ν∈N, µια ακολουθία ϱητών ≥ 0 και ας ισχύει

ότι

0 ≤ σν − ρν ≤
ϕ

10ν
όπου ϕ ένας ορισµένος ϕυσικός αριθµός και ν ∈ N.

Αν για κάποιο µόρφωµα A ∈ G αληθεύουν οι σχέσεις

ρν ≤ A ≤ σν , ν ∈ N, (3.46)

τότε ϑα είναι

inf
ν∈N

σν = A.

Απόδειξη. Τα δεκαδικά αναπτύγµατα ϱητών αριθµών ≥ 0 είναι στοιχεία

του G ΄Αρα για την ϕθίνουσα ακολουθία (σν)ν∈N, υπάρχει το κάτω πέρας

A∗ = infν∈N σν.
Αν A < A∗, από το Θεώρηµα 3.4.14 έπεται ότι υπάρχουν δύο περιοδικά

µορφώµατα Π1, Π2 ∈ G , τέτοια ώστε A < Π1 < Π2 < A∗. Τα Π1 και Π2

είναι δεκαδικά αναπτύγµατα δύο ϱητών αριθµών > 0, έστω των τ1 και τ2
αντίστοιχα. Για τους ϱητούς τ1, τ2, λόγω της υπόθεσης (3.46) και της (1) του

ϑεωρήµατος 3.4.11 για το κάτω πέρας A∗, ϑα ισχύουν οι σχέσεις

ρν ≤ A < τ1 < τ2 < A∗ = inf
ν∈N

σν ≤ σν , ν ∈ N.

΄Αρα

ρν < τ1 < τ2 < σν , ν ∈ N,
0 < τ2 − τ1 < σν − ρν , ν ∈ N

και αφού ισχύουν οι σχέσεις

0 ≤ σν − ρν ≤
ϕ

10ν
, ϕ, ν ∈ N,

έχουµε

0 < τ2 − τ1 < σν − ρν ≤
ϕ

10ν
, ∀ν ∈ N.

΄Ατοπο, από το Λήµµα 3.3.7.
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Αν A∗ < A, από την (2) του ϑεωρήµατος 3.4.11 για το κάτω πέρας

A∗ = inf
ν∈N

σν ,

έπεται ότι υπάρχει m ∈ N µε σm < A. Τώρα, από την υπόθεση (3.46) του

ϑεωρήµατος, ισχύει

A ≤ σν , ∀ν ∈ N.

΄Ατοπο.

Εποµένως, A = A∗.
2

3.4γ΄ Προσδιορισµός των ρ′ + ρ′′, ρ′ρ′′, ρ′ − ρ′′, ρ′/ρ′′.

Πρόσθεση ρ′ + ρ′′: Στη παράγραφο που ακολουθεί ϑα προσδιορίσουµε το

δεκαδικό ανάπτυγµα της πρόσθεσης ρ′ + ρ′′, από τα δεκαδικά αναπτύγµατα

των ρ′, ρ′′.
Αν ρ′ και ρ′′ είναι ϱητοί αριθµοί ≥ 0, τότε

[ρ′]ν + [ρ′′]ν ≤ ρ′ + ρ′′ < [ρ′]ν + [ρ′′]ν +
2

10ν
, ν ∈ N.

Θέτουµε

σν = [ρ′]ν + [ρ′′]ν +
2

10ν
, ν ∈ N,

τν = [ρ′]ν + [ρ′′]ν , ν ∈ N.

Αφού η (σν)ν∈N, σύµφωνα µε την Ιδιότητα 2, είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία

(µε ευρεία σηµασία) ϱητών > 0, ϑα έχουµε τν ≤ ρ′+ρ′′ < σν µε 0 < σν−τν =
2/10ν, ν ∈ N. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.16 µε ϕ = 2, λαµβάνουµε

ρ′ + ρ′′ = inf
k∈N

(
[ρ′]k + [ρ′′]k +

2

10k

)
.

Πολλαπλασιασµός ρ′ · ρ′′: Στη παράγραφο που ακολουθεί ϑα προσδιορί-

σουµε το δεκαδικό ανάπτυγµα του πολλαπλασιασµού ρ′ ·ρ′′, από τα δεκαδικά

αναπτύγµατα των ρ′, ρ′′.
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΄Εστω,

ρ′ = a, ψ1 . . . ψν . . . ≥ 0 και

ρ′′ = β, ω1 . . . ων . . . ≥ 0.

Ισχύουν οι σχέσεις

[ρ′]ν ≤ ρ′ < [ρ′]ν +
1

10ν
και [ρ′′]ν ≥ ρ′′ < [ρ′′]ν +

1

10ν
, ν ∈ N,

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις σχέσεις 3.47 έχουµε

[ρ′]ν [ρ′′]ν ≤ ρ′ρ′′ <

(
[ρ′]ν +

1

10ν

) (
[ρ′′]ν +

1

10ν

)
= [ρ′]ν [ρ′′]ν +

1

10ν

(
[ρ′]ν + [ρ′′]ν +

1

10ν

)
≤ [ρ′]ν [ρ′′]ν +

1

10ν

(
[ρ′]0 + [ρ′′]0 +

2

100

)
= [ρ′]ν [ρ′′]ν +

1

10ν
(a+ β + 2) .

Θέτουµε

τν = [ρ′]ν [ρ′′]ν και σν =

(
[ρ′]ν +

1

10ν

) (
[ρ′′]ν +

1

10ν

)
, ν ∈ N,

Αφού η (σν)ν∈N, σύµφωνα µε την Ιδιότητα 2, είναι µια ϕθίνουσα ακολουθία

(µε ευρεία σηµασία) ϱητών > 0, ϑα έχουµε

τν ≤ ρ′ρ′′ < σν µε 0 < σν − τν <
a+ β + 2

10ν
, ν ∈ N.

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.16 µε ϕ = a+ β + 2, λαµβάνουµε

ρ′ρ′′ = inf
ν∈N

σν = inf
ν∈N

(
[ρ′]ν +

1

10ν

) (
[ρ′′]ν +

1

10ν

)
.

∆ιαφορά ρ′− ρ′′ ( µε ρ′ ≥ ρ′′): Στη παράγραφο που ακολουθεί ϑα προσδιο-

ϱίσουµε το δεκαδικό ανάπτυγµα της διαφοράς ρ′ − ρ′′, όταν ρ′ ≥ ρ′′, από τα

δεκαδικά αναπτύγµατα των ρ′, ρ′′.
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Θεωρούµε την ακολουθία

σν = [ρ′]ν +
1

10ν
− [ρ′′]ν , ν ∈ N. (3.47)

Ο όρος σν, σύµφωνα µε την Ιδιότητα 2, έχει µειωτέο που ϕθίνει και αφαιρετέο

που αυξάνει (µε ευρεία σηµασία). ΄Αρα η (σν)ν ∈ N είναι µια ϕθίνουσα

ακολουθία (µε ευρεία σηµασία) ϱητών > 0, και κατά το Θεώρηµα 3.4.11,

έχει ένα κάτω πέρας infν∈N σν. Σύµφωνα µε την παρατήρηση 3.4.9, υπάρχει

m ∈ N ώστε

[ρ′′]ν +
1

10ν
< [ρ′]ν , για ν ≥ m.

Εποµένως έχουµε

τm+k = [ρ′]m+k −
(

[ρ′′]m+k +
1

10m+k

)
> 0, k ∈ N. (3.48)

Παρατηρούµε τώρα ότι, σύµφωνα µε την Ιδιότητα 1, είναι

τm+k < ρ′ − ρ′′ < [ρ′]m+k +
1

10m+k
− [ρ′′]m+k = σm+k, k ∈ N.

Από τις (3.47) και (3.48), για k ∈ N, έχουµε

0 < σm+k − τm+k

= [ρ′]m+k +
1

10m+k
− [ρ′′]m+k − [ρ′]m+k + [ρ′′]m+k +

1

10m+k

=
2

10m+k
.

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.16 µε ϕ = 2 και το Πόρισµα 3.4.12, συµπε-

ϱαίνουµε ότι

ρ′ − ρ′′ = inf
k∈N

σm+k = inf
ν∈N

σν .

Πηλίκο ρ′/ρ′′ ( µε ρ′′ > 0): Στη παράγραφο που ακολουθεί ϑα προσδιο-

ϱίσουµε το δεκαδικό ανάπτυγµα του πηλίκου ρ′/ρ′′, όταν ρ′′ > 0, από τα

δεκαδικά αναπτύγµατα των ρ′, ρ′′.
΄Εστω,

ρ′ = a, ψ1 . . . ψν . . . και

ρ′′ = β, ω1 . . . ων . . . > 0.



3.4. ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ G ΤΩΝ ΑΠΟΛΥΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ. 99

Παρατηρούµε ότι είναι

[ρ′′]ν ≥ 1/10n > 0 για ν ≥ κάποιου n ∈ N.

Μπορούµε εποµένως να µορφώσουµε την ακολουθία

σn+k =
[ρ′]n+k + 1/10n+k

[ρ′′]n+k

, k ∈ N,

που είναι, σύµφωνα µε την Ιδιότητα 2, ϕθίνουσα (µε ευρεία σηµασία). Για να

δείξουµε ότι ρ′/ρ′′ = infk∈N σn+k, παραβάλλουµε το σn+k µε το ϱητό

τn+k =
[ρ′]n+k

[ρ′′]n+k + 1/10n+k

΄Εχουµε

0 < σn+k − τn+k =

(
[ρ′]n+k + [ρ′′]n+k + 1/10n+k

)
1/10n+k

[ρ′′]n+k ·
(
[ρ′′]n+k + 1/10n+k

)
≤ 1

10n+k
· a+ β + 2

1/10n · 1/10n
=

102n (a+ β + 2)

10n+k
.

Εξάλλου είναι

τn+k ≤
ρ′

ρ′′
≤ σn+k, k ∈ N.

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.16 µε ϕ = 102n (a+ β + 2), συµπεραίνουµε

ότι

ρ′

ρ′′
= inf

k∈N
σn+k = inf

ν∈N
σν .

3.4δ΄ Πρόσθεση στο σύνολο G .

Ορισµός 3.4.17 Το άθροισµα A + B των απόλυτων αριθµών A, B ορίζεται

ως εξής :

A+B = inf
ν∈N

σν = inf
ν∈N

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

)
. (3.49)
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Σηµείωση 3.4.18 Η ακολουθία (σν)ν∈N µε

σν = [A]ν + [B]ν +
2

10ν
, ν ∈ N,

είναι ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία (από την Ιδιότητα 2). ΄Αρα, από το Θεώρηµα

3.4.11, υπάρχει το κάτω πέρας infν∈N σν το οποίο είναι στοιχείο του G .

Σχόλιο 6 Αν A και B είναι περιοδικά µορφώµατα από το G , τότε αυτά ϑα είναι

δεκαδικά αναπτύγµατα αριθµών ρ′, ρ′′ ∈ Q+
0 , αντιστοίχως· και το µόρφωµα

A+B που ορίστηκε µε την (3.49) ϑα είναι δεκαδικό ανάπτυγµα του αθροίσµατος

ρ′ + ρ′′, δηλαδή του ϱητού αριθµού ρ′ + ρ′′ ≥ 0.

Σχόλιο 7 Για m, n ∈ N ισχύει ότι

[A]m + [B]m ≤ A+B = inf
ν∈N

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

)
< [A]n + [B]n +

2

10n
. (3.50)

Απόδειξη. Από την Ιδιότητα 2, ποριζόµαστε ότι

[A]m ≤ A < [A]n +
2

10n
, m, n ∈ N,

[A]m < [A]n +
2

10n
, m, n ∈ N.

΄Ετσι, έχουµε ότι ισχύει

[A]m + [B]m < [A]n + [B]n +
2

10n
.

΄Οµως για ν ≥ n ισχύει

[A]m + [B]m < [A]ν + [B]ν +
2

10ν
≤ [A]n + [B]n +

2

10n
.

Από το Πόρισµα 3.4.13 έπεται ότι

[A]m + [B]m ≤ inf
ν>n

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

)
= A+B ≤ [A]n + [B]n +

2

10n

και επειδή

inf
ν>n

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

)
= inf

ν∈N

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

)
,



3.4. ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ G ΤΩΝ ΑΠΟΛΥΤΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ. 101

έχουµε

[A]m + [B]m ≤ inf
ν∈N

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

)
= A+B ≤ [A]n + [B]n +

2

10n
. (3.51)

Αλλά , για την ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία ακολουθία

(
[A]ν + [B]ν + 2

10ν

)
ν∈N,

ισχύει άπειρες ϕορές η ανισότητα

[A]ν+1 + [B]ν+1 +
2

10ν+1
< [A]ν + [B]ν +

2

10ν
.

Εποµένως, στη σχέση (3.51) η ευρεία ανισότητα

A+B ≤ [A]n + [B]n + 2/10n

αντικαθίσταται µε τη στενή ανισότητα

A+B < [A]n + [B]n + 2/10n.

2

Θεώρηµα 3.4.19 A+B = B + A, όπου A, B ∈ G .

Απόδειξη. Από τον ορισµό 3.4.17, έχουµε

A+B = inf
ν∈N

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

)
και

B + A = inf
ν∈N

(
[B]ν + [A]ν +

2

10ν

)
.

Για το άθροισµα των ϱητών

[A]ν + [B]ν +
2

10ν

και

[B]ν + [A]ν +
2

10ν

ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα

[A]ν + [B]ν +
2

10ν
= [B]ν + [A]ν +

2

10ν

Εποµένως, A+B = B + A.

2
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Θεώρηµα 3.4.20 A < B ⇒ A+ Γ < B + Γ , όπου A, B, Γ ∈ G .

Απόδειξη. Αν A < B, τότε από την Ιδιότητα 3 έχουµε ότι

∃nN : [A]n +
1

10n
< [B]n ,

άρα και

[A]n +
2

10n
≤ [B]n ,

Εποµένως,

[A]n +
1

10n
+

1

10n+1
< [A]n +

2

10n
≤ [B]n ≤ [B]n+1 .

΄Οµως από την Ιδιότητα 2 έχουµε ότι ισχύει

[A]n+1 +
1

10n+1
≤ [A]n +

1

10n
,

άρα

[A]n+1 +
1

10n+1
+

1

10n+1
≤ [A]n +

1

10n
+

1

10n+1
< [B]n+1 . (3.52)

Από τη µονοτονική ιδιότητα της πρόσθεσης στο σύνολο των ϱητών αριθµών

από την (3.52) έπεται ότι

[A]n +
2

10n+1
+ [Γ ]n+1 < [B]n+1 + [Γ ]n+1 .

Επίσης από την (3.50) έχουµε

A+ Γ < [A]n+1 + [Γ ]n+1 +
2

10n+1
και [B]n+1 + [Γ ]n+1 ≤ B + Γ.

Τώρα, λόγω της µεταβατικότητας της σχέσης <, παίρνουµε

A+ Γ < [A]n+1 + [Γ ]n+1 +
2

10n+1
< [B]n+1 + [Γ ]n+1 ≤ B + Γ,

΄Αρα,

A+ Γ < B + Γ.

2
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Πόρισµα 3.4.21 Αν A,B, Γ,∆ ∈ G , A ≤ B και Γ < ∆, τότε A+Γ < B+Γ .

Απόδειξη.

Γ < ∆ ⇒ A+ Γ < A+∆ και

A ≤ B ⇒ A+∆ ≤ B +∆

΄Αρα

(A ≤ B και Γ < ∆) ⇒ A+ Γ < A+∆ ≤ B +∆

⇒ A+ Γ <≤ B +∆

2

Θεώρηµα 3.4.22 A+ (B + Γ ) = (A+B) + Γ , όπου A, B, Γ ∈ G .

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το σχόλιο 3.4.26 και την Ιδιότητα 2, έχουµε

[A]ν + [B]ν ≤ A+B < [A]ν + [B]ν +
2

10ν
, ν ∈ N (3.53)

και

[Γ ]ν ≤ Γ < [Γ ]ν +
1

10ν
, ν ∈ N. (3.54)

Χρησιµοποιώντας τη µονοτονική ιδιότητα της πρόσθεσης συµπεραίνουµε

από τις (3.53), (3.54) ότι

[A]ν + [B]ν + [Γ ]ν ≤ (A+B) + Γ < [A]ν + [B]ν + [Γ ]ν +
3

10ν
, ν ∈ N

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.16 µε

ρν = [A]ν + [B]ν + [Γ ]ν

και

σν = [A]ν + [B]ν + [Γ ]ν +
3

10ν

λαµβάνουµε,

A+B + Γ = inf
ν∈N

(
[A]ν + [B]ν + [Γ ]ν +

3

10ν

)
. (3.55)
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Οµοίως ϐρίσκουµε ότι

[A]ν ≤ A < [A]ν +
1

10ν
, ν ∈ N

και

[B]ν + [Γ ]ν ≤ B + Γ < [B]ν + [Γ ]ν +
2

10ν
, ν ∈ N,

άρα

[A]ν + [B]ν + [Γ ]ν ≤ A+ (B + Γ ) < [A]ν + [B]ν + [Γ ]ν +
3

10ν
, ν ∈ N.

Εποµένως, από το Θεώρηµα 3.4.16 και λόγω της (3.55) ϑα είναι

A+ (B + Γ ) = inf
ν∈N

(
[A]ν + [B]ν + [Γ ]ν +

3

10ν

)
= (A+B) + Γ.

2

Θεώρηµα 3.4.23 Το µόρφωµα 0, 0 = 0 είναι ουδέτερο στοιχείο για την πράξη

της πρόσθεσης στο σύνολο G . ∆ηλαδή, A+ 0 = A, ∀ A ∈ G .

Απόδειξη. ΄Εστω A ∈ G . Από τον ορισµό 3.4.17 του αθροίσµατος έχουµε

A+ 0 = inf
ν∈N

(
[A]ν + [0]ν +

2

10ν

)
= inf

ν∈N

(
[A]ν +

2

10ν

)
.

΄Οµως από το Πόρισµα 3.4.15 έπεται ότι

inf
ν∈N

(
[A]ν +

2

10ν

)
= A.

΄Αρα

A+ 0 = A, ∀ A ∈ G .

2

Θεώρηµα 3.4.24 A+B = Γ +B ⇒ A = Γ , όπου A, B, Γ ∈ G .
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Απόδειξη. ΄Εστω ότι το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος δεν ισχύει· δηλαδή

A 6= Γ . Εποµένως, ή A < Γ ή Γ < A. Ισχύουν, σύµφωνα µε το Θεώρηµα

3.4.20, οι αντίστοιχες συνεπαγωγές

A < Γ ⇒ A+B < Γ +B

και

Γ < A ⇒ Γ +B < A+B.

΄Οµως, τα συµπεράσµατα τουςA+B < Γ+B και Γ+B < A+B αντιφάσκουν

προς την υπόθεση A+B = Γ +B. ΄Αρα A = Γ .

2

3.4ε΄ Πολλαπλασιασµός στο σύνολο G .

Ορισµός 3.4.25 Το γινόµενο AB8
των απόλυτων αριθµών A, B ορίζεται ως

εξής :

AB = inf
ν∈N

σν = inf
ν∈N

((
[A]ν +

1

10ν

) (
[B]ν +

1

10ν

))
. (3.56)

Σηµείωση 3.4.26 Η ακολουθία (σν)ν∈N µε

σν =

((
[A]ν +

1

10ν

) (
[B]ν +

1

10ν

))
, ν ∈ N,

είναι ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία (από την Ιδιότητα 2). ΄Αρα, από το Θεώρηµα

3.4.11, υπάρχει το κάτω πέρας infν∈N σν το οποίο είναι στοιχείο του G .

Σχόλιο 8 Αν A και B είναι περιοδικά µορφώµατα από το G , τότε αυτά ϑα είναι

δεκαδικά αναπτύγµατα αριθµών ρ′, ρ′′ ∈ Q+
0 αντιστοίχως· και το µόρφωµα AB

που ορίστηκε µε την (3.56) ϑα είναι δεκαδικό ανάπτυγµα του γινοµένου ρ′ρ′′,
δηλαδή του ϱητού αριθµού ρ′ρ′′ ≥ 0.

Σχόλιο 9 Αν A = a, ψ1 . . . ψν . . . και B = β, ω1 . . . ων . . . είναι τα µορφώµατα

των A,B ∈ G τότε από την (2) του Θεωρήµατος 3.4.11 για το κάτω πέρας ισχύει

µε m,n ∈ N ότι

[A]m [B]m ≤ AB ≤
(

[A]n +
1

10n

) (
[B]n +

1

10n

)
< [A]n [B]n +

a+ β + 2

10n
. (3.57)

8
Το γινόµενο AB γράφεται και A ·B.
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Σχόλιο 10 Αν A, B ∈ G µε A = a, ψ1 . . . ψν . . . και B = 0 = 0, τότε AB = 0.

Απόδειξη. Αφού B = 0, τότε από τις (3.57) για m = n έχουµε

0 = [A]m [0]m ≤ A · 0 < [A]m [0]m +
a+ 0 + 2

10m
= 0 +

a+ 2

10m
=
a+ 2

10m
. (3.58)

Τώρα, λόγω των σχέσεων (3.58), σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.4.16 και το Πό-

ϱισµα 3.4.15 ϑα είναι

A · 0 = inf
m∈N

(
a+ 2

10m

)
= 0,

A · 0 = 0, ∀ A ∈ G .

2

Θεώρηµα 3.4.27 AB = BA, όπου A, B ∈ G .

Απόδειξη.

Από τον ορισµό 3.4.25 έχουµε

AB = inf
ν∈N

((
[A]ν +

1

10ν

) (
[B]ν +

1

10ν

))
και

BA = inf
ν∈N

((
[B]ν +

1

10ν

)) (
[A]ν +

1

10ν

)
.

Για το γινόµενο των ϱητών

[A]ν +
1

10ν
και [B]ν +

1

10ν

ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα(
[A]ν +

1

10ν

) (
[B]ν +

1

10ν

)
=

(
[B]ν +

1

10ν

) (
[A]ν +

1

10ν

)
.

Εποµένως, AB = BA.

2

Θεώρηµα 3.4.28 Αν A,B,Γ ∈ G , τότε (A > 0 και B < Γ ) ⇒ AB < AΓ .
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Απόδειξη. Επειδή, κατά τις ιδιότητες του κάτω πέρατος (ϑεωρήµατα

3.4.11 - 3.4.16),

AB ≤
(

[A]ν +
1

10ν

) (
[B]ν +

1

10ν

)
και [A]ν [Γ ]ν ≤ AΓ, ν ∈ N.

Αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει κάποιο m ∈ N µε(
[A]m +

1

10m

) (
[B]m +

1

10m

)
< [A]m [Γ ]m ,

δηλαδή

[A]m [B]m +
1

10m

(
[A]m + [B]m +

1

10m

)
< [A]m [Γ ]m . (3.59)

Από την υπόθεση, A > 0, του ϑεωρήµατος συνεπάγεται ότι

∃n ∈ N : [A]m ≥
1

10n
> 0, για N 3 m ≥ n.

∆ιαιρώντας τα δύο µέλη της (3.59) µε το ϑετικό ϱητό αριθµό [A]m λαµβάνουµε

[B]m +
[A]m + [B]m + 1/10m

10m · [A]m
< [Γ ]m , για m ≥ n. (3.60)

Παρατηρούµε τώρα ότι αν A = a, ψ1 . . . ψν . . . και B = β, ω1 . . . ων . . . είναι

τα µορφώµατα των A,B ∈ G τότε ισχύει

[A]m + [B]m + 1/10m

10m · [A]m
<

a+ β + 2

10m · 1/10n
=

(a+ β + 2) 10n

10m

΄Αρα για την αλήθεια της (3.60) αρκεί να δείξουµε ότι υπάρχει κάποιος ϕυσι-

κός αριθµός m > n τέτοιος ώστε

[B]m +
(a+ β + 2) 10n

10m
≤ [Γ ]m . (3.61)

΄Οµως η (3.61) είναι συνέπεια της υπόθεσης B < Γ , σύµφωνα µε την παρα-

τήρηση 3.4.10.

2

Πόρισµα 3.4.29 Αν A,B, Γ,∆ ∈ G , 0 < A ≤ B και Γ < ∆, τότε AΓ < B∆.
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Απόδειξη. Αφού A > 0 και ∆ > 0, από τις υποθέσεις Γ < ∆ και A ≤ B
του πορίσµατος, έχουµε

AΓ < A∆ και A∆ ≤ B∆.

΄Αρα, AΓ < B∆.

2

Πόρισµα 3.4.30 Αν A,B, Γ ∈ G , τότε (Γ 6= 0 και AΓ = BΓ ) ⇒ A = B.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το συµπέρασµα του πορίσµατος δεν ισχύει· δηλαδή

A 6= B. Εποµένως, ή A < B ή B < A.

Αν A < B, από το Θεώρηµα 3.4.28 έπεται ότι AΓ < BΓ . ΄Ατοπο, αφού

από την υπόθεση του πορίσµατος ισχύει AΓ = BΓ .

Αν B < A, από το Θεώρηµα 3.4.28 έπεται ότι BΓ < AΓ . ΄Ατοπο, αφού

από την υπόθεση του πορίσµατος ισχύει AΓ = BΓ .

Εποµένως, AΓ = BΓ .

2

Θεώρηµα 3.4.31 (AB)Γ = A (BΓ ), όπου A,B, Γ ∈ G .

Απόδειξη. ΄Εστω

A = a, ψ1 . . . ψν . . . ,

B = β, ω1 . . . ων . . . ,

Γ = γ, χ1 . . . χν . . . .

΄Οταν Γ = 0, σύµφωνα µε το σχόλιο 10, (AB)Γ = A (BΓ ).

΄Οταν Γ > 0, σύµφωνα µε τις (1), (2) του ϑεωρήµατος 3.4.11 και την

Ιδιότητα 1, έχουµε

[A]ν [B]ν ≤ AB ≤
(

[A]ν +
1

10ν

) (
[B]ν +

1

10ν

)
, ν ∈ N

και

[Γ ]ν ≤ Γ < [Γ ]ν +
1

10ν
, ν ∈ N.
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Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.4.28 και το Πόρισµα 3.4.29, ισχύει

το εξής :

ρν = [A]ν [B]ν [Γ ]ν ≤ (AB)Γ

<

(
[A]ν +

1

10ν

) (
[B]ν +

1

10ν

) (
[Γ ]ν +

1

10ν

)
= σν ,

όπου (σν)ν∈N είναι µια ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία ακολουθία ϱητών > 0.

Εξάλλου είναι

0 < σν − ρν

=
1

10ν

(
[A]ν [B]ν + [A]ν [Γ ]ν + [B]ν [Γ ]ν +

1

10ν

(
[A]ν + [B]ν + [Γ ]ν +

1

10ν

))
<

1

10ν
((a+ 1) (β + 1) + (a+ 1) (γ + 1) + (β + 1) (γ + 1) + a+ β + γ + 4)

=
ϕ

10ν

µε ϕ = (a+ 1) (β + 1) + (a+ 1) (γ + 1) + (β + 1) (γ + 1) + a+ β + γ + 4.

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.16 συµπεραίνεται ότι,

(AB) · Γ = inf
ν∈N

σν

= inf
ν∈N

(
[A]ν +

1

10ν

) (
[B]ν +

1

10ν

) (
[Γ ]ν +

1

10ν

)
.

Οµοίως ϐρίσκουµε,

A · (BΓ ) = inf
ν∈N

σν .

΄Αρα,

(AB) · Γ = A · (BΓ ) .

2

Θεώρηµα 3.4.32 (A+B)Γ = AΓ +BΓ , όπου A,B, Γ ∈ G .

Απόδειξη. ΄Οταν Γ = 0, σύµφωνα µε το σχόλιο 10, (A+B)Γ = AΓ +
BΓ .
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΄Οταν Γ > 0 από το σχόλιο 7 έχουµε

[A]ν + [B]ν ≤ A+B < [A]ν + [B]ν +
2

10ν
, ν ∈ N,

και από την Ιδιότητα 1 έχουµε

[Γ ]ν ≤ Γ < [Γ ]ν +
1

10ν
, ν ∈ N.

΄Αρα από το Θεώρηµα 3.4.28 ϑα είναι

ρν = ([A]ν + [B]ν) [Γ ]ν ≤ (A+B)Γ <

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

) (
[Γ ]ν +

1

10ν

)
= σν

όπου (σν)ν∈N είναι µία ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία ακολουθία ϱητών > 0.

Επιπλέον έχουµε

0 < σν − ρν =
1

10ν

(
[A]ν + [B]ν + 2

(
[Γ ]ν +

1

10ν

))
<

a+ 1 + β + 1 + 2 (γ + 1)

10ν
.

∆ηλαδή,

0 < σν − ρν <
ϕ

10ν
µε ϕ = a+ β + 2γ + 4.

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.16 συµπεραίνεται ότι

(A+B)Γ = inf
ν∈N

σν = inf
ν∈N

(
[A]ν + [B]ν +

2

10ν

) (
[Γ ]ν +

1

10ν

)
. (3.62)

Οµοίως ϐρίσκουµε

[A]ν [Γ ]ν ≤ AΓ <

(
[A]ν +

1

10ν

) (
[Γ ]ν +

1

10ν

)
[B]ν [Γ ]ν ≤ BΓ <

(
[B]ν +

1

10ν

) (
[Γ ]ν +

1

10ν

)
΄Αρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.4.20 και την επιµεριστική του πολλαπλα-

σιασµού και ως προς την πρόσθεση στο σύνολο Q+
0 , έχουµε

ρν = [A]ν [Γ ]ν + [B]ν [Γ ]ν
≤ AΓ +BΓ

<

[(
[A]ν +

1

10ν

)
+

(
[B]ν +

1

10ν

)] (
[Γ ]ν +

1

10ν

)
= σν .
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Εποµένως,

AΓ +BΓ = inf
ν∈N

σν . (3.63)

Από τις (3.62) και (3.63) έχουµε

AΓ +BΓ = (A+B)Γ. (3.64)

2

Θεώρηµα 3.4.33 Το µόρφωµα 1, 0 = 1 είναι ουδέτερο στοιχείο για τη πράξη

του πολλαπλασιασµού στο σύνολο G . ∆ηλαδή, 1 · A = A, ∀ A ∈ G .

Απόδειξη. Από την Ιδιότητα 1 και το Θεώρηµα 3.4.28, για ν ∈ N, έχουµε

ρν = [1]ν [A]ν = [A]ν ≤ 1 · A

≤
(

1 +
1

10ν

) (
[A]ν +

1

10ν

)
= [A]ν +

1

10ν

(
[A]ν + 1 +

1

10ν

)
< [A]ν +

a+ 2

10ν
= σν .

Η ακολουθία (σν)ν∈N, είναι όµως ϕθίνουσα (από το σχόλιο 4). Επιπλέον

έχουµε

0 < σν − ρν =
a+ 2

10ν
, ν ∈ N.

Εποµένως, από το Θεώρηµα 3.4.16, είναι

1 · A = inf
ν∈N

(
[A]ν +

a+ 2

10ν

)
.

΄Οµως, από το Πόρισµα 3.4.15, είναι

inf
ν∈N

(
[A]ν +

a+ 2

10ν

)
= A.

Εποµένως,

1 · A = A, ∀ A ∈ G .

2
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3.4ϛ΄ Αφαίρεση στο σύνολο G .

Ορισµός 3.4.34 Η διαφορά A − B των απόλυτων αριθµών A, B µε A ≥ B
ορίζεται ως εξής :

A−B = inf
ν∈N

(
[A]ν +

1

10ν
− [B]ν

)
. (3.65)

Σηµείωση 3.4.35 Η ακολουθία (σν)ν∈N µε

σν = [A]ν +
1

10ν
− [B]ν , ν ∈ N,

είναι ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία (από την Ιδιότητα 2). ΄Αρα, από το Θεώρηµα

3.4.11, υπάρχει το κάτω πέρας infν∈N σν το οποίο είναι στοιχείο του G .

Σχόλιο 11 Αν τα A και B είναι περιοδικά µορφώµατα από το G , τότε αυτά ϑα

είναι δεκαδικά αναπτύγµατα αριθµών ρ′, ρ′′ ∈ Q+
0 , αντιστοίχως, µε ρ′ ≥ ρ′′ ≥ 0·

και το µόρφωµαA−B που ορίστηκε µε την (3.65) ϑα είναι δεκαδικό ανάπτυγµα

της διαφοράς ρ′ − ρ′′, δηλαδή του ϱητού αριθµού ρ′ − ρ′′ ≥ 0.

Σχόλιο 12 Αν A = B, τότε

A−B = inf
ν∈N

(
[A]ν +

1

10ν
− [A]ν

)
= inf

ν∈N

(
0 +

1

10ν

)
= 0, 0 = 0.

Σχόλιο 13 Σύµφωνα µε την (1) του ϑεωρήµατος 3.4.11 για το κάτω πέρας είναι

A−B ≤ [A]ν +
1

10ν
− [B]ν , ν ∈ N.

Ισχύει ότι

A−B < [A]ν +
1

10ν
− [B]ν . (3.66)

Ως συνέπεια της Ιδιότητας 2, έχουµε ότι για κάθε δοσµένο ν ∈ N υπάρχει

nν ∈ N µε nν > ν και τέτοιο ώστε

[A]nν
+

1

10nν
< [A]ν +

1

10ν
.
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Επιπλέον είναι [B]ν ≤ [B]nν
.

΄Αρα,

A−B ≤ [A]nν
+

1

10nν
− [B]nν

< [A]ν +
1

10ν
− [B]ν , ν ∈ N. (3.67)

Σχόλιο 14 Ο πολλαπλασιασµός στο G είναι επιµεριστικός και ως προς την

αφαίρεση. ∆ηλαδή,

(A−B)Γ = AΓ −BΓ.

Απόδειξη. Από την υπόθεση A ≥ B έπεται, από το Θεώρηµα 3.4.28, ότι

AΓ ≥ BΓ . ΄Αρα η ύπαρξη της διαφοράς A− B συνεπάγεται την ύπαρξη της

διαφοράς AΓ −BΓ .

Αν είχαµε (A−B)Γ 6= AΓ −BΓ, ϑα ίσχυε

(A−B)Γ +BΓ 6= (AΓ −BΓ ) +BΓ = AΓ.

΄Οµως από το Θεώρηµα 3.4.32 έχουµε ότι ισχύει

(A−B)Γ +BΓ = ((A−B) +B)Γ = AΓ.

∆ηλαδή, AΓ 6= AΓ . ΄Ατοπο.

Εποµένως, ισχύει (A−B)Γ = AΓ −BΓ .

2

Πρόταση 3.4.36 Για X, Y , Z ∈ G και Y ≥ X είναι (Y −X) + Z =
(Y + Z)−X.

Απόδειξη. Από την υπόθεση Y ≥ X της πρότασης συνεπάγεται Y +Z ≥
X. ΄Αρα, από τον ορισµό 3.4.34, υπάρχει η διαφορά (Y + Z)−X. Θέτοντας

A = (Y −X) + Z και

B = (Y + Z)−X,

έχουµε

A+X = (Z + (Y −X)) +X

= Z + ((Y −X) +X) (από το Θεώρηµα 3.4.22)

= Z + Y (από το Θεώρηµα 3.4.22 και το σχόλιο 12).
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και

B +X = (Y + Z)−X +X

= Y + Z (από το σχόλιο 12).

΄Αρα, λόγω του ϑεωρήµατος 3.4.19, ισχύει

A+X = B +X

A = B.

2

Πρόταση 3.4.37 Για X, Y , Z ∈ G , Y ≥ Z και X ≥ Y − Z είναι

X − (Y − Z) = (X + Z)− Y.

Απόδειξη. Από την υπόθεση X ≥ Y − Z της πρότασης συνεπάγεται

X+Z ≥ (Y − Z)+Z = Y . ΄Αρα, από τον ορισµό 3.4.34, υπάρχει η διαφορά

(X + Z)− Y . Θέτοντας

A = X − (Y − Z) και (3.68)

B = (X + Z)− Y, (3.69)

προσθέτοντας (Y − Z) στα δύο µέλη της (3.68) και από το σχόλιο 12 λαµβά-

νουµε A + (Y − Z) = X· προσθέτοντας Y στα δύο µέλη της (3.69) και από

το σχόλιο 12 λαµβάνουµε B + Y = X + Z. ΄Εχουµε

B + (Y − Z) = (B + Y )− Z = (X + Z)− Z = X.

΄Αρα,

A+ (Y − Z) = B + (Y − Z)

A = B.

2

Πρόταση 3.4.38 Για X, Y , Z ∈ G και X ≥ Y + Z είναι X − (Y + Z) =
(X − Y )− Z.
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Απόδειξη. Από την υπόθεση X ≥ Y + Z της πρότασης συνεπάγεται

X ≥ Y . ΄Αρα, από τον ορισµό 3.4.34, υπάρχει η διαφορά X − Y . ΄Εστω,

(X − Y ) ≥ Z.

Αν ήταν (X − Y ) < Z, τότε από το Θεώρηµα 3.4.20 ϑα είχαµε

(X − Y ) + Y < Z + Y

X < Y + Z.

΄Ατοπο, αφού από την υπόθεση της πρότασης X ≥ Y + Z.

΄Αρα, από τον ορισµό 3.4.34, υπάρχει η διαφορά (X − Y )− Z. Θέτοντας

A = X − (Y + Z)

B = (X − Y )− Z.

έχουµε A+ (Y + Z) = X (από το σχόλιο 12) και

B + (Y + Z) = ((X − Y )− Z) + (Z + Y )

= [((X − Y )− Z) + Z] + Y

= [X − Y ] + Y = X.

΄Αρα,

A+ (Y + Z) = B + (Y + Z)

A = B.

2

3.4ζ΄ ∆ιαίρεση στο σύνολο G .

Ορισµός 3.4.39 Το πηλίκο A/B των απόλυτων αριθµών A, B µε B 6= 0
ορίζεται ως εξής :

A

B
= inf

k∈N

[A]n+k + 1/10n+k

[B]n+k

, n ∈ N. (3.70)

Σηµείωση 3.4.40 Η υπόθεση B 6= 0 συνεπάγεται ότι

∃n ∈ N : [B]ν ≥
1

10n
> 0 για ν ≥ n. (3.71)
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Εποµένως δύναται να µορφωθεί η ακολουθία (σk)k∈N µε

σk =
[A]n+k + 1/10n+k

[B]n+k

, k ∈ N,

η οποία είναι ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία επειδή ο αριθµητής ϕθίνει και ο

παρονοµαστής αυξάνει µε ευρεία σηµασία, όταν ο k αυξάνει. ΄Αρα, από το

Θεώρηµα 3.4.11, υπάρχει το κάτω πέρας infk∈N σk το οποίο είναι στοιχείο του

G .

Σχόλιο 15 Αν τα A και B είναι περιοδικά µορφώµατα από το σύνολο G , τότε

αυτά ϑα είναι δεκαδικά αναπτύγµατα αριθµών ρ′, ρ′′ ∈ Q+
0 αντιστοίχως, και το

µόρφωµα A/B που ορίστηκε µε την (3.70) ϑα είναι δεκαδικό ανάπτυγµα του

πηλίκου ρ′/ρ′′, δηλαδή του ϱητού αριθµού ρ′/ρ′′ ≥ 0.

Σχόλιο 16 Σύµφωνα µε την (1) του ϑεωρήµατος 3.4.11 για το κάτω πέρας

έχουµε για κάθε ν ∈ N

A

B
≤

[A]n+ν + 1/10n+ν

[B]n+ν

.

και µάλιστα

A

B
<

[A]n+ν + 1/10n+ν

[B]n+ν

αφού [A]ν+1 + 1/10ν+1 < [A]ν + 1/10ν για άπειρες τιµές του ν.

Επίσης, έχουµε µε m ∈ N

[A]m
[B]m + 1/10m

<
[A]ν + 1/10ν

[B]ν
, ∀ ν ≥ n.

΄Αρα, από το Πόρισµα 3.4.13, ισχύει

[A]m
[B]m + 1/10m

≤ inf
ν≥n

[A]ν + 1/10ν

[B]ν
=
A

B
, για m ∈ N.

Εποµένως ισχύει η σχέση

[A]n+ν

[B]n+ν + 1/10n+ν
≤ A

B
<

[A]n+ν + 1/10n+ν

[B]n+ν

, ∀ν ∈ N. (3.72)
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Σχόλιο 17

A

B
·B = A, όπου A,B ∈ G και B 6= 0.

Απόδειξη. Ισχύουν

[A]n+ν

[B]n+ν + 1/10n+ν
≤ A

B
<

[A]n+ν + 1/10n+ν

[B]n+ν

, ν ∈ N και (3.73)

[B]n+ν ≤ B < [B]n+ν + 1/10n+ν , ν ∈ N (3.74)

Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη τις (3.73), (3.74) και, από το Θεώρηµα

3.4.28, ποριζόµαστε

σν =
[A]n+ν [B]n+ν

[B]n+ν + 1/10n+ν

≤ A

B
·B <

(
[A]n+ν + 1/10n+ν

) (
[B]n+ν + 1/10n+ν

)
[B]n+ν

(3.75)

Θέτουµε

τν =

(
[A]n+ν + 1/10n+ν

) (
[B]n+ν + 1/10n+ν

)
[B]n+ν

Η ακολουθία (τν)ν∈N, ϱητών αριθµών > 0, είναι ϕθίνουσα µε ευρεία σηµασία,

άρα υπάρχει το infν∈N τν ∈ G . Επιπλέον έχουµε

0 < τν − σν =
− [A]n+ν [B]2n+ν

(
[A]n+ν + 1/10n+ν

) (
[B]n+ν + 1/10n+ν

)2(
[B]n+ν + 1/10n+ν

)
[B]n+ν

,

λόγω της (3.71)

τν − σν <
102n

10n+ν

[
[B]2n+ν + 2 [A]n+ν [B]n+ν + 2

[B]n+ν

10n+ν
+

[A]n+ν

10n+ν
+

1

102(n+ν)

]
<

102n

10n+ν

(
(β + 1)2 + 2 (a+ 1) (β + 1) + 2 (β + 1) + (a+ 1) + 1

)
=

ϕ

10ν
,

όπου ϕ = 10n
(
(β + 1)2 + 2 (a+ 1) (β + 1) + 2 (β + 1) + a+ 2

)
.

∆ηλαδή έχουµε

σν ≤
A

B
·B < τν µε 0 < τν − σν <

ϕ

10ν
, ν ∈ N.
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Εποµένως, από το Θεώρηµα 3.4.16, είναι

A

B
·B = inf

ν∈N
τν . (3.76)

Επίσης λόγω του ορισµού του σν και του τν είναι

σν < [A]n+ν ≤ A < [A]n+ν +
1

10n+ν
< τν (3.77)

και εποµένως

σν < A < τν , ν ∈ N.

Εποµένως, εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 3.4.16 στις (3.77), έχουµε

A = inf
ν∈N

τν . (3.78)

Από τις (3.76) και (3.78) έχουµε

A

B
·B = A.

2

Σχόλιο 18

A

B
= A · 1

B
, όπου A,B ∈ G και B 6= 0.

Απόδειξη. Αφού B 6= 0, υπάρχουν τα πηλίκα

A

B
∈ G και

1

B
∈ G .

Τώρα, από το σχόλιο 17, έχουµε

A

B
·B = A.

Επίσης έχουµε (
A · 1

B

)
·B = A ·

(
1

B
·B

)
= A · 1 = A.



3.5. ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ R ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ. 119

Εποµένως

A

B
·B =

(
A · 1

B

)
·B

και από το Πόρισµα 3.4.21 έχουµε

A

B
= A · 1

B
.

2

Το συµπέρασµα από τα προηγούµενα είναι ότι οι τέσσερις πράξεις (πρό-

σθεση, πολλαπλασιασµός, αφαίρεση και διαίρεση) που ορίσαµε στο G έχουν

όλες τις ϐασικές ιδιότητες αυτών των πράξεων και τις συνέπειες τους που

ξέρουµε ότι ισχύουν για τις πράξεις αυτές στο σύνολο Q+
0 .

3.5 Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών.

΄Οσο αφορά την ονοµατολογία των αριθµών αναφέρεται ότι οι απόλυτοι αριθ-

µοί ονοµάστηκαν έτσι για να διακρίνονται από τους πραγµατικούς αριθµούς.

Οι πραγµατικοί αριθµοί
9

ονοµάστηκαν έτσι για να διακρίνονται από τους

ϕανταστικούς αριθµούς οι οποίοι εισάγονται µετέπειτα στα Μαθηµατικά.

Από τους ορισµούς των απόλυτων και των πραγµατικών αριθµών (Ορισµοί

3.4.1, 3.5.3 - 3.5.5), έχουµε ότι τα στοιχεία του συνόλου G των απόλυτων

αριθµών είναι οι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί και το µηδέν.

Συµπληρωµατικά για τους απόλυτους αριθµούς αναφέρουµε τα ακόλου-

ϑα:

Ορισµός 3.5.1 Τα περιοδικά µορφώµατα από το σύνολο G καλούνται σύµµε-

τροι απόλυτοι αριθµοί. Συµβολίζονται µε Aσ.

Ορισµός 3.5.2 Τα απεριοδικά µορφώµατα από το σύνολο G καλούνται ασύµ-

µετροι απόλυτοι αριθµοί. Συµβολίζονται µε Aa.

Μεταξύ των ϱητών αριθµών ρ ≥ 0 και των σύµµετρων απόλυτων αριθµών

Aσ υπάρχει µια αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία

ρ↔ Aσ (ρ)

9
Οι πραγµατικοί αριθµοί ονοµάζονται και σχετικοί αριθµοί (Κριτικός 1969, σελ : 63).
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που διατηρεί τη σχέση διάταξης < µεταξύ στοιχείων του καθενός εκ των δύο

συνόλων, των ρ ≥ 0 αντιστοίχως των Aσ, καθώς και τα αποτελέσµατα των

τεσσάρων ϐασικών πράξεων· αυτό σηµαίνει ότι

ρ1 < ρ2 ⇒ Aσ (ρ1) < Aσ (ρ2) , (3.79)

ρ1 + ρ2 = ρ3 ⇒ Aσ (ρ1) + Aσ (ρ2) = Aσ (ρ3) ,(3.80)

(ρ1 ≥ ρ2 και ρ1 − ρ2 = ρ3) ⇒ Aσ (ρ1)− Aσ (ρ2) = Aσ (ρ3) ,(3.81)

ρ1ρ2 = ρ3 ⇒ Aσ (ρ1)Aσ (ρ2) = Aσ (ρ3) , (3.82)(
ρ2 > 0 και

ρ1

ρ2

= ρ3

)
⇒ Aσ (ρ1)

Aσ (ρ2)
= Aσ (ρ3) . (3.83)

΄Ετσι τα δύο σύνολα

{x : x ϱητός αριθµός ≥ 0}

και

{x : x περιοδικό µόρφωµα ∈ G }

είναι ισοµορφικά το ένα του άλλου ως προς τη διάταξη των στοιχείων τους και

ως προς τις τέσσερις ϐασικές πράξεις.

Η µέθοδος κατασκευής των πραγµατικών αριθµών που ακολουθούµε ϐα-

σίζεται στον ορισµό των άρρητων (ή ασύµµετρων) αριθµών µε δεκαδικά µορ-

ϕώµατα. Στο Παράρτηµα Α΄, παρουσιάζουµε ένα εναλλακτικό συνολοθεωρη-

τικό ορισµό των αρρήτων.

Ορισµός 3.5.3 Οι απόλυτοι αριθµοί A που είναι διαφορετικοί από το 0, δηλα-

δή όλα τα στοιχεία του συνόλου G − {0}, ϑα καλούνται στο εξής και ϑετικοί

αριθµοί, παριστάνοντας τους και µε +A. ∆ηλαδή, ϑέτουµε

+A = A, για A ∈ G , A 6= 0.

Ορισµός 3.5.4 Για κάθε +A εισάγεται ένας αντίστοιχος «συµµετρικός» αριθ-

µός που ϑα καλείται αρνητικός αριθµός και ο οποίος παριστάνεται µε −A.

Το 0 (µηδέν) παριστάνεται και µε +0 είτε −0, γι΄ αυτό και αυτό δεν ϑεω-

ϱείται στοιχείο του συνόλου ϑετικών αριθµών ή του συνόλου των αρνητικών

αριθµών.
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Ορισµός 3.5.5 Οι ϑετικοί αριθµοί, το 0 και οι αρνητικοί αριθµοί αποτελούν το

σύνολο R των πραγµατικών αριθµών.

Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών συµβολίζεται µε R από το αρχικό

γράµµα της λατινικής λέξης realis που σηµαίνει πραγµατικός.

Το σύνολο G των απόλυτων αριθµών είναι ένα υπερσύνολο του συνόλου

των ϱητών αριθµών ρ, µε ρ ≥ 0 (Q+
0 ) και είναι ένα υποσύνολο του συνόλου

των πραγµατικών αριθµών (R).

∆ηλαδή, ισχύουν οι σχέσεις :

N ⊂ N0 ⊂ Q+
0 ⊂ G ⊂ R.

Τα στοιχεία του R ϑα συµβολίζονται µε τα µικρά ψηφία του ελληνικού

ή του λατινικού αλφαβήτου, τα στοιχεία του G µε τα κεφαλαία ψηφία του

ελληνικού αλφαβήτου.

Τα στοιχεία του R µέχρι στιγµής είναι αριθµητικά σηµάδια και τίποτα

άλλο. Θα πρέπει να δικαιολογηθεί η ονοµασία «αριθµοί» που τους δόθηκε.

Γι΄ αυτό πρέπει να οριστούν στο R οι σχέσεις ισότητας και ανισότητας καθώς

και οι τέσσερις ϐασικές αριθµητικές πράξεις (πρόσθεση, αφαίρεση, πολλα-

πλασιασµός, διαίρεση).

3.5α΄ Απόλυτη τιµή.

Ορισµός 3.5.6 ΄Εστω ένας απόλυτος αριθµός A 6= 0· καλείται απόλυτη τιµή

των πραγµατικών αριθµών +A και −A τον απόλυτο αριθµό A από τον οποίο

παράγονται τα στοιχεία +A και −A του R µε πρόταξη του «προσήµου» + (συν)

και − (πλην) αντίστοιχα. Η απόλυτη τιµή ενός στοιχείο a ∈ R συµβολίζεται µε

|a|. ∆ηλαδή,

|+ A| = | − A| = A.

Η απόλυτη τιµή του 0, εποµένως και των +0, −0, ορίζεται να είναι το 0.

∆ηλαδή, |+ 0| = | − 0| = |0| = 0.
Επίσης, αναφέρεται ότι η απόλυτη τιµή πραγµατικού αριθµού a, λέγεται

και µέτρο πραγµατικού αριθµού a.

3.5β΄ ∆ιάταξη στο σύνολο R.

Ορισµός 3.5.7 ΄Ενας πραγµατικός αριθµός a είναι ίσος µε ένα πραγµατικό

αριθµό β, δηλαδή a = β, όταν και µόνο όταν
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1. η απόλυτη τιµή του a είναι η ίδια µε την απόλυτη τιµή του β· δηλαδή

|a| = |β|

και

2. το πρόσηµο του a είναι το ίδιο µε το πρόσηµο του β, στην περίπτωση

|a| 6= 0· δηλαδή

sign a = sign β, όταν |a| 6= 0.

Οι αριθµοί +0,−0, 0 είναι από τον ορισµό 3.5.7 ίσοι µεταξύ τους. ∆ηλαδή,

+0 = −0 = 0.

Από τον ορισµό 3.5.7 προκύπτει ότι τα στοιχεία του R ικανοποιούν τα

ακόλουθα:

1. a = a για κάθε a ∈ R (ανακλαστικότητα).

2. Αν a = β, τότε β = a για a, β ∈ R (συµµετρικότητα).

3. Αν a = β και β = γ, τότε a = γ για a, β, γ ∈ R (µεταβατικότητα).

Ο επόµενος ορισµός ορίζει τη σχέση < (µικρότερο) µεταξύ στοιχείων του

R.

Ορισµός 3.5.8 ΄Ενας αρνητικός αριθµός είναι µικρότερος από κάθε αρνητικό

αριθµό που έχει µικρότερη απόλυτη τιµή, είναι µικρότερος από το 0 και µικρό-

τερος από κάθε ϑετικό αριθµό : x αρνητικός αριθµός < y όταν και µόνο όταν ή

y αρνητικός µε |y| < |x| ή y = 0 ή y ϑετικός αριθµός.

Το 0 είναι µικρότερο από κάθε ϑετικό αριθµό : 0 < y για κάθε y ϑετικό.

΄Ενας ϑετικός αριθµός είναι µικρότερος από κάθε ϑετικό που έχει µεγαλύ-

τερη απόλυτη τιµή : x ϑετικός < y όταν και µόνο όταν y ϑετικός και |x| < |y|.

Από τον ορισµό 3.5.8 προκύπτει ότι τα στοιχεία του R ικανοποιούν τα

ακόλουθα:

1. Αν a < β, τότε δεν αληθεύει β < a όπου a, β ∈ R (ασυµµετρικότητα).

2. Αν a < β και β < γ, τότε a < γ όπου a, β, γ ∈ R (µεταβατικότητα).

3. Αληθεύει ακριβώς µία από τις σχέσεις a < β, a = β, β < a για κάθε

a, β ∈ R (συνοχικότητα).
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Η σχέση < που ορίστηκε στο σύνολο R είναι σχέση ολικής διάταξης µε στε-

νή σηµασία (Κριτικός 1969, σελ : 66), ή όπως διαφορετικά καλείται γνήσια

γραµµική διάταξη (Κάππου 1962, σελ : 26), αφού κάθε Ϲεύγος πραγµατικών

αριθµών a, β ικανοποιούν την ιδιότητα της συνοχικότητας.

Σε κάθε σχέση διατάξεως αντιστοιχεί πάντοτε και η δυϊκή προς αυτή σχέση

(Κάππου 1962, σελ : 25). ∆ηλαδή, η δυϊκή προς τη σχέση διατάξεως < (µικρό-

τερο) είναι η σχέση > (µεγαλύτερο). Οι δυϊκές σχέσεις είναι επίσης σχέσεις

διατάξεως. Εποµένως και η σχέση > (µεγαλύτερο) είναι σχέση διάταξης.

Ορισµός 3.5.9 ∆ύο στοιχεία a, β του R είναι a ≤ β , όταν και µόνο όταν a < β
ή a = β. ∆ηλαδή,

a ≤ β ⇔ a < β ή a = β.

Ορισµός 3.5.10 ∆ύο στοιχεία a, β του R είναι a > β , όταν και µόνο όταν

β < a. ∆ηλαδή,

a > β ⇔ β < a.

Ορισµός 3.5.11 ∆ύο στοιχεία a, β του R είναι a ≥ β , όταν και µόνο όταν

a > β ή a = β. ∆ηλαδή,

a ≥ β ⇔ a > β ή a = β.

Ορισµός 3.5.12 Ο πραγµατικός αριθµός x′ που έχει την ίδια απόλυτη τιµή

µε τον πραγµατικό αριθµό x, x 6= 0, αλλά διαφορετικό πρόσηµο καλείται

αντίθετος του πραγµατικού αριθµού x. ∆ηλαδή,

0 6= |x′| = |x| και signx 6= signx′, όταν x 6= 0.

Αντίθετο του 0 ορίζουµε το ίδιο το 0.

Θεώρηµα 3.5.13 (a, β ∈ R και a < β) ⇔ a′ > β′ ⇔ β′ < a′, όπου a′, β′

ο αντίθετος του a, β αντίστοιχα.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας τους ορισµούς για τις σχέσεις < και >, διακρί-

νοντας τις ακόλουθες τρεις, µόνες δυνατές, περιπτώσεις : Οι µόνες δυνατές

περιπτώσεις είναι οι εξής :

1. a < β < 0,
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2. a ≤ 0, β ≥ 0 και a < β,

3. 0 < a < β.

Στη πρώτη περίπτωση από τους ορισµούς 3.5.8, 3.5.10 έχουµε

a < β < 0 ⇔ |a| > |β| > 0 ⇔ a′ > β′ ⇔ β′ < a′.

Στη δεύτερη περίπτωση από τους ορισµούς 3.5.9, 3.5.11 αντίστοιχα έχου-

µε

a ≤ 0 ⇔ a < 0 ή a = 0,

β ≥ 0 ⇔ β > 0 ή β = 0.

Αφού από υπόθεση ισχύει a < β έχουµε a 6= 0 6= β. Εποµένως από τους

ορισµούς 3.5.8, 3.5.10 έχουµε

a < β ⇔ β′ < a′ ⇔ a′ > β′.

Στη τρίτη περίπτωση από τους ορισµούς 3.5.8, 3.5.10 έχουµε

0 < a < β ⇔ 0 < |a| < |β| ⇔ β′ < a′ ⇔ a′ < β′.

2

3.5γ΄ Πρόσθεση στο σύνολο R.

Ορισµός 3.5.14 Ας είναι a1, . . . , aν , όπου ν ≥ 2, δύο ή περισσότερα στοιχεία

του R. Καλούµε άθροισµα

a1 + · · ·+ aν

των a1, . . . , aν το στοιχείο του R που ορίζεται µονότροπα ως εξής :

Αν ανάµεσα στους «προσθετέους» a1, . . . , aν υπάρχουν δύο ή περισσότεροι

≥ 0, τότε προσθέτουµε τις απόλυτες τιµές αυτών και καλούµε Θ το άθροισµα

που προκύπτει· αν υπάρχει ένας µόνο προσθετέος ≥ 0, ο ap (1 ≤ p ≤ ν),
τότε ϑέτουµε Θ = ap· τέλος, αν και οι ν προσθετέοι είναι < 0, τότε ϑέτουµε

Θ = 0. ΄Οµοια, αν ανάµεσα στους a1, . . . , aν υπάρχουν δύο ή περισσότεροι

< 0, τότε προσθέτουµε τις απόλυτες τιµές αυτών και καλούµε A το άθροισµα

που προκύπτει· αν υπάρχει ένας µόνο προσθετέος < 0, ο an (1 ≤ n ≤ ν),
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τότε ϑέτουµε A = |aν |. Τέλος, αν και οι ν προσθεταίοι είναι ≥ 0, τότε ϑέτουµε

A = 0.

Από τους δύο απόλυτους αριθµούς Θ και A που ορίσαµε, ο ένας, που

συµβολίζεται µε max(Θ,A), ϑα είναι ≥ από τον άλλο, που συµβολίζεται µε

min(Θ,A). ΄Εστω ∆ η διαφορά:

∆ = (max(Θ,A)−min(Θ,A)) ∈ G .

Θέτουµε

a1, . . . , aν = +∆ ή −∆ καθόσον είναι Θ ≥ A ή Θ < A.

Σχόλιο 19 Το άθροισµα των πραγµατικών αριθµών ≥ 0 είναι πραγµατικός

αριθµός ≥ 0.

Σχόλιο 20 Το άθροισµα πραγµατικών αριθµών≤ 0 είναι πραγµατικός αριθµός

≤ 0.

Σχόλιο 21 Το 0 µηδέν είναι ουδέτερο στοιχείο για τη πράξη της πρόσθεσης στο

σύνολο R. ∆ηλαδή,

a+ 0 = a και 0 + a = a, για κάθε a ∈ R.

Σχόλιο 22 Το άθροισµα x + x′ δύο αντίθετων αριθµών x και x′ είναι = 0.

Αντίστροφα, αν a, β ∈ R και a + β = 0, τότε οι a και β είναι αντίθετοι ο ένας

του άλλου: a = β′ και a′ = β.

Σχόλιο 23 Το άθροισµα a1 + . . . + aν δεν µεταβάλλεται αν η σειρά των προ-

σθετέων µεταβληθεί. Ειδικά έχουµε a + β = β + a για a, β ∈ R. Αυτή η

συνέπεια προκύπτει, επειδή κατά τον Ορισµό 3.5.14, η σειρά των προσθετέων

δεν επηρεάζει την τιµή των απόλυτων αριθµών Θ και A από τους οποίους και

µόνο εξαρτιέται το άθροισµα.

Θεώρηµα 3.5.15 Ο αντίθετος του αθροίσµατος (a1 + . . .+ aν) πραγµατικός

αριθµός ισούται µε το άθροισµα (a′1 + . . .+ a′ν) των αντίθετων των προσθετέων.

∆ηλαδή,

(a1 + . . .+ aν)
′ = a′1 + . . .+ a′ν (3.84)
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Απόδειξη. Αν στο άθροισµα a1 + . . . + aν αντιστοιχούν, σύµφωνα µε τον

ορισµό 3.5.14, απόλυτο αριθµοί Θ, A και ∆, τότε στο άθροισµα a′1 + . . .+ a′ν
ϑα αντιστοιχούν οι απόλυτοι αριθµοί

Θ′ = A, A′ = Θ και ∆′ = ∆.

Εποµένως είναι

Θ′ ≥ A′ όταν Θ ≥ A ή

Θ′ ≤ A′ όταν Θ ≤ A.

΄Αρα,

a′1 + . . .+ a′ν = +∆′ = +∆ ή

a′1 + . . .+ a′ν = −∆′ = −∆.

Αυτό αποδεικνύει την (3.84).

2

Θεώρηµα 3.5.16

x+ y + z = (x+ y) + z, για οποιαδήποτε x, y, z ∈ R. (3.85)

Απόδειξη. Αν οι προσθετέοι x, y έχουν το ίδιο «πρόσηµο», δηλαδή x ≥ 0
και y ≥ 0 ή x ≤ 0 και y ≤ 0, σύµφωνα µε τον ορισµό 3.5.1 µπορούν να

αντικατασταθούν µε το άθροισµα τους. ∆ηλαδή,

x+ y = ω, για x ≥ 0 και y ≥ 0 ή

x+ y = ω′, για x ≤ 0 και y ≤ 0.

΄Αρα η (3.85) ισχύει· αφού στη µια περίπτωση έχουµε ω + z = ω + z, στην

άλλη περίπτωση έχουµε ω′ + z = ω′ + z.
Αν οι προσθετέοι x, y έχουν διαφορετικό «πρόσηµο», δηλαδή x > 0 και

y < 0 ή x < 0 και y > 0, τότε η περίπτωση όπου x < 0 και y > 0 ανάγεται

στην περίπτωση όπου x > 0 και y < 0 (από το σχόλιο 23). ΄Αρα αρκεί να

αποδειχθεί, ότι η (3.85) ισχύει, για τη µία από από τις δύο περιπτώσεις.

Αν x < 0 και y > 0, τότε το z µπορεί να είναι ή 0 ή > 0 ή < 0.

΄Οταν z = 0 η (3.85) ισχύει αφού, από το σχόλιο 21, έχουµε

x+ y + 0 = x+ y = (x+ y) + 0.
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΄Οταν

x = −X < 0, y = +Y > 0, z = +Z > 0

στο ένα µέλος της (3.85) έχουµε

x+ y + z = (Y + Z)−X, όταν Y + Z ≥ X (3.86)

x+ y + z = −(X − (Y + Z)), όταν X ≥ Y + Z, (3.87)

και στο άλλο µέλος της (3.85) έχουµε

(x+ y) + z = (Y −X) + Z όταν Y ≥ X άρα Y + Z ≥ X, (3.88)

(x+ y) + z = Z − (X − Y ) όταν X ≥ Y και Z ≥ X − Y άρα

(x+ y) + z = Z − (X − Y ) όταν X ≥ Y και Y + Z ≥ X, (3.89)

(x+ y) + z = − ((X − Y )− Z) όταν X ≥ Y και X − Y ≥ Z άρα

(x+ y) + z = − ((X − Y )− Z) όταν X ≥ Y και X ≥ Y + Z. (3.90)

Παραβάλλοντας τις (3.88), (3.89, (3.90) µε τις (3.86), (3.87) ϐρίσκουµε, µε

χρήση των προτάσεων 3.4.36 - 3.4.38, ότι ισχύει η (3.85).

΄Οταν

x < 0, y > 0, z < 0

µε εναλλαγή των x και y ϑεωρώντας x∗ = y′ < 0, y∗ = x′ > 0 και z∗ = z′ > 0,

γίνεται αναγωγή στη περίπτωση που πραγµατευτίκαµε πιο πάνω. ΄Αρα, για

τους x∗, y∗, z∗ ισχύει

x∗ + y∗ + z∗ = (x∗ + y∗) + z∗,

δηλαδή, από το σχόλιο 23,

x′ + y′ + z′ = (x′ + y′) + z′,

εποµένως σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.5.15

x+ y + z = (x′ + y′ + z′)
′
= ((x′ + y′) + y′)

′
= (x′ + y′)

′
+ z = (x+ y) + z.

2

Θεώρηµα 3.5.17 (a+ β) + γ = a+ (β + γ), όπου a, β, γ ∈ R.
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Απόδειξη. ΄Εχουµε

(a+ β) + γ = a+ β + γ (από το Θεώρηµα 3.5.16)

= β + γ + a (από το σχόλιο 23)

= (β + γ) + a (από το Θεώρηµα 3.5.16)

= a+ (β + γ) (από το σχόλιο 23).

2

Θεώρηµα 3.5.18 a+ γ = β + γ ⇒ a = β, όπου a, β, γ ∈ R.

Απόδειξη. Προσθέτοντας το γ′, το αντίθετο του γ, στην υπόθεση του

ϑεωρήµατος a+ γ = β + γ λαµβάνουµε

a+ γ + γ′ = β + γ + γ′ ⇒
a+ (γ + γ′) = β + (γ + γ′) ⇒

a+ 0 = β + 0 ⇒
a = β.

2

Θεώρηµα 3.5.19 x < y ⇒ x+ z < y + z, για οποιαδήποτε x, y, z ∈ R.

Απόδειξη. ∆ιακρίνονται τρεις δυνατές περιπτώσεις :

1. 0 ≤ x < y,

2. x < 0 < y,

3. x < y ≤ 0.

1. Στην περίπτωση 0 ≤ x < y, ϑέτουµε x = +X, y = +Y , οπότε 0 ≤
X < Y . Το z µπορεί να είναι ή ≥ 0, ή < 0 µε |z| ≤ X, ή < 0 µε

X < |z| ≤ Y , ή < 0 µε |z| > Y .

(α΄) Αν z = +Z ≥ 0, τότε έχουµε x + z = X + Z και y + z = Y + Z.

Αφού στο σύνολο G ισχύει X < Y ⇔ X + Z < Y + Z, έπεται ότι

x+ z < y + z.
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(ϐ΄) Αν z = −Z µε Z ≤ X < Y , τότε έχουµε x + z = X − Z και

y + z = Y − Z. Αφού, X − Z < Y − Z ⇔ X < Y , έπεται ότι

x+ z < y + z.

(γ΄) Αν z = −Z µε 0 ≤ X < Z ≤ Y , τότε έχουµε x+ z = − (Z −X) <
0 και y + z = Y − Z ≥ 0. Εποµένως, x+ z < y + z.

(δ΄) Αν z = −Z µε 0 ≤ X < Y < Z, τότε έχουµε x+ z = − (Z −X) <
0 και y + z = − (Z − Y ) < 0. Αφού, Z − X > Z − Y και

|x+ z| = Z −X, |y+ z| = Z − Y · έπεται ότι |x+ z| > |y+ z|, άρα

x+ z < y + z.

2. Στην περίπτωση x < 0 < y, έχουµε ότι

x < 0 ⇒ x+ z < z ∀z ∈ R και (3.91)

0 < y ⇒ z < y + z ∀z ∈ R. (3.92)

Εποµένως, x+ z < z < y + z· άρα x+ z < y + z.

3. Στην περίπτωση x < y ≤ 0, τότε ϑα έχουµε ότι ισχύει 0 ≤ y′ < x′ όπου

y′, x′ είναι ο αντίθετος του y, x αντίστοιχα. ΄Αρα, από την (1) έχουµε

y′ + z′ < x′ + z′ για κάθε z′ ∈ R. Εποµένως, από το Θεώρηµα 3.5.13,

ισχύει (x′ + z′)′ < (y′ + z′)′. ∆ηλαδή, x+ z < y + z.

2

Σχόλιο 24 Από τα πιο πάνω έπεται ότι για a, β, γ, δ ∈ R ισχύουν τα εξής :

Αν a < β και γ < δ, τότε a+ γ < β + δ.

Αν a < β και γ ≤ δ, τότε a+ γ < β + δ.

Αν a ≤ β και γ ≤ δ, τότε a+ γ ≤ β + δ.

3.5δ΄ Αφαίρεση στο σύνολο R.

Ορισµός 3.5.20 Θεωρούµε στο σύνολο R την εξίσωση a+ x = β µε άγνωστο

το x. Η λύση της εξίσωσης a + x = β παριστάνεται µε το σύµβολο β − a και

καλείται διαφορά του β ως προς το a. ∆ηλαδή,

a+ (β − a) = (β − a) + a = β.
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Σηµείωση 3.5.21 Η λύση της εξίσωσης a + x = β µε άγνωστο το x και µε a,

β, x ∈ R είναι µοναδική και είναι η x = β+a′, όπου a′ ο αντίθετος του a. ∆ιότι,

αν ο πραγµατικός αριθµός x είναι η λύση της, τότε

a′ + a+ x = a′ + β,

0 + x = x = a′ + β = β + a′.

Αντίστροφα, αν ϑέσουµε x = β + a′, τότε

a+ (β + a′) = a+ (a′ + β) = (a+ a′) + β = 0 + β = β.

΄Αρα, ο πραγµατικός αριθµός x = β + a′ ικανοποιεί την εξίσωση και είναι ο

µόνος που το κάνει αυτό.

Ορισµός 3.5.22 Η διµελής πράξη, που στο Ϲεύγος (β, a) αντιστοιχίζει τη δια-

ϕορά β − a, καλείται αφαίρεση του a από το β. Κατά τον ορισµό της διαφοράς

είναι

β − a = β + a′ και β + a = β − a′.

Σηµείωση 3.5.23 Στο σύνολο R κάθε αφαίρεση αριθµού ανάγεται σε µια πρό-

σθεση αριθµού αλλά και κάθε πρόσθεση αριθµού ισοδυναµεί µε µια αφαίρεση

αριθµού αφού, από τον ορισµό 3.5.20, είναι

β − a = β + a′ και β + a = β − a′.

Κατά σύµβαση, το σύµβολο −a αντικαθίσταται µε το σύµβολο a′ και η

γραφή β− a ερµηνεύεται και σαν γραφή του αθροίσµατος του β µε το −a· διότι

β − a = β + a′ = β + (−a).
Επίσης, κατά σύµβαση, το σύµβολο a αντικαθίσταται µε το σύµβολο−a′ και

η γραφή β + a ερµηνεύεται και σαν γραφή της διαφοράς του β ως προς το −a·

διότι β + a = β − a′ = β − (−a).
Η ίδια σύµβαση επιτρέπει να έχει νόηµα και η γραφή −a+ β, αφού

−a+ β = a′ + β = β + a′ = β − a.

Σχόλιο 25 Από τον ορισµό της αφαίρεσης στο σύνολο G , Ορισµός 3.4.34, µια

διαδοχή επάλληλων πράξεων πρόσθεσης και αφαίρεσης, όπως για παράδειγµα

η

A−B − Γ +∆− E = (((A−B)− Γ ) +∆)− E,
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είναι δυνατή, όταν και µόνο όταν

A ≥ B

(A−B) ≥ Γ

((A−B)− Γ ) +∆ ≥ E.

Στο σύνολο R, σύµφωνα µε τους ορισµούς 3.5.20, 3.5.22, δεν υπάρχει

τέτοιος περιορισµός· µια γραφή όπως για παράδειγµα η

a− β − γ + δ − ε = (((a− β)− γ) + δ)− ε µε a, β, γ, δ, ε ∈ R, (3.93)

παριστάνει πάντα έναν ορισµένο πραγµατικό αριθµό.

Από τη σηµείωση 3.5.23 έχουµε

a− β − γ + δ − ε = a+ (−β) + (−γ) + δ + (−ε) . (3.94)

Επίσης, η γραφή

−a+ β + γ − δ + ε

παριστάνει τον αντίθετο του αριθµού που παριστάνει η (3.93), αφού από το

Θεώρηµα 3.5.15 και τη (3.94) έχουµε

(a+ (−β) + (−γ) + δ + (ε))′ = (−a) + β + γ + (−δ) + ε

= −a+ β + γ − δ + ε.

Εποµένως για την αφαίρεση του αθροίσµατος (3.94) από ένα πραγµατικό αριθµό

ζ ισχύει

ζ − (a− β − γ + δ − ε) = ζ + (a− β − γ + δ − ε)′

= ζ − a+ β + γ − δ + ε.

Σχόλιο 26 Μια παράσταση της µορφής (3.93), λόγω της (3.94), ονοµάζεται

αλγεβρικό άθροισµα. Επίσης, από το σχόλιο 23, η µεταβολή της σειράς των

προσθετέων σ΄ ένα άθροισµα δεν αλλοιώνει το άθροισµα· γι΄ αυτό και οι παρα-

στάσεις παρεµφερής µορφής (όπως για παράδειγµα: −β+ a− γ− ε+ δ) έχουν

την ίδια ονοµασία.

Θεώρηµα 3.5.24 a < β ⇔ (β − a) > 0, όπου a, β ∈ R.
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Απόδειξη. Θα δειχθεί ότι a < β ⇒ (β − a) > 0. Αν το συµπέρασµα δεν

ίσχυε, τότε από το Θεώρηµα 3.5.19 ϑα είχαµε

(β − a) ≤ 0 ⇒
a+ (β − a) ≤ a+ 0 ⇒

β ≤ a.

΄Ατοπο, αφού από την υπόθεση ισχύει a < β.

Θα δειχθεί ότι (β − a) > 0 ⇒ a < β. Αν το συµπέρασµα δεν ίσχυε, τότε

από το Θεώρηµα 3.5.19 ϑα είχαµε

a ≥ β ⇒
a+ (−a) ≥ β + (−a) ⇒

0 ≥ β − a,

΄Ατοπο, αφού από την υπόθεση ισχύει 0 < (β − a).

2

Θεώρηµα 3.5.25 (a+ γ)− (β + γ) = a− β, όπου a, β, γ ∈ R.

Απόδειξη. ΄Εχουµε

(β + γ) + (a− β) = β + γ + a+ (−β) (από τη σηµείωση 3.5.23)

= β + (−β) + a+ γ (από το σχόλιο 23)

= 0 + (a+ γ) (από το σχόλιο 22)

= a+ γ (από το σχόλιο 21).

΄Αρα,

(a+ γ)− (β + γ) = (β + γ) + (a− β)− (β + γ)

= (β + γ)− (β + γ) + (a− β)

= 0 + (a− β)

= a− β.

2
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3.5ε΄ Πολλαπλασιασµός στο σύνολο R.

Ορισµός 3.5.26 Καλείται γινόµενο των ν πραγµατικών αριθµών a1, . . . , aν ,
όπου ν ≥ 2, και παριστάνεται µε a1 · · · aν τον πραγµατικό αριθµό που έχει

απόλυτη τιµή το γινόµενο |a1| · · · |aν | των απόλυτων τιµών των «παραγόντων»

a1, . . . , aν και πρόσηµο το + ή το − όταν το πλήθος των παραγόντων που είναι

< 0 είναι αριθµός άρτιος ή περιττός αντίστοιχα.

Σχόλιο 27 Το γινόµενο a1 · · · aν µηδενίζεται όταν και µόνο όταν ένας τουλά-

χιστο από τους παράγοντες είναι = 0.

Σχόλιο 28 Το γινόµενο δύο αριθµών µε ίδιο «πρόσηµο» είναι ≥ 0, το γινόµενο

δύο αριθµών µε διαφορετικό «πρόσηµο» είναι < 0.

Σχόλιο 29 Για το γινόµενο ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα. Για παράδειγµα

a1a2 = a2a1.

Σχόλιο 30 Για το γινόµενο πραγµατικών αριθµών ισχύει η προσεταιριστική

ιδιότητα (a1a2) · a3 = a1 · (a2a3).

Απόδειξη. Αφού είναι εφικτό δύο ή περισσότεροι παράγοντες σ΄ ένα γινό-

µενο να αντικατασταθούν µε το γινόµενο τους είναι

(a1a2) · a3 = a1a2a3 = a1 · (a2a3) .

2

Θεώρηµα 3.5.27 (a+ β) γ = aγ + βγ και (a− β) γ = aγ − βγ, όπου a, β,

γ ∈ R.

Απόδειξη. Αρκεί να αποδειχθεί το πρώτο, αφού a − β = a + β′ και

εποµένως (a− β) γ = (a+ β′) γ = aγ + β′γ = aγ + (−βγ) = aγ − βγ.

Αν τουλάχιστο ένας από τους a, β, γ είναι = 0, τότε (a+ β) γ = aγ + βγ.

Αν είναι a 6= 0, β 6= 0, γ 6= 0, τότε επειδή

(a+ β) γ = aγ + βγ ⇒ (a′ + β′) γ′ = a′γ′ + β′γ′,

αφού η αλλαγή του πρόσηµου και των δύο παραγόντων ενός γινοµένου δεν

αλλοιώνει το γινόµενο, από τις ακόλουθες οκτώ µόνες δυνατές κατανοµές των
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προσήµων + και − στους τρεις αριθµούς a, β, γ:

a β γ a β γ
+ + + − − −
+ + − − − +
+ − + − + −
+ − − − + +

αρκεί να µελετηθούν οι τέσσερις πρώτες της πρώτης στήλης.

1. Για a = +A, β = +B, γ = +Γ , είναι

a+ β = A+B, (a+ β) γ = (A+B)Γ, aγ = AΓ, βγ = BΓ.

Για τα στοιχεία A, B, Γ του συνόλου G ισχύει, από το Θεώρηµα 3.4.32,

(A+B)Γ = AΓ +BΓ . Εποµένως

(a+ β) γ = aγ + βγ.

2. Για a = +A, β = +B, γ = −Γ , είναι

a+ β = A+B,

(a+ β) γ = − (A+B)Γ, (3.95)

aγ = −AΓ, βγ = −BΓ.

΄Εχουµε όµως

− (A+B)Γ = − (AΓ +BΓ ) και (3.96)

aγ + βγ = − (−aγ − βγ) = − (AΓ +BΓ ) . (3.97)

΄Αρα, από τις (3.95), (3.96), (3.97), λαµβάνουµε

(a+ β) γ = aγ + βγ

3. Για a = +A, β = −B, γ = +Γ , είναι aγ = AΓ , βγ = −BΓ και

a+ β = A−B όταν A ≥ B

a+ β = − (B − A) όταν A < B,

(a+ β) γ = (A−B)Γ όταν A ≥ B (3.98)

(a+ β) γ = − (B − A)Γ όταν A < B, (3.99)
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΄Εχουµε όµως

aγ + βγ = AΓ −BΓ = (A−B)Γ όταν AΓ ≥ BΓ ⇔ A ≥ B (3.100)

aγ + βγ = − (BΓ − AΓ )

= − (B − A)Γ όταν BΓ > AΓ ⇔ B > A. (3.101)

Από τις σχέσεις (3.98), (3.100) και τις σχέσεις (3.99), (3.101) έχουµε ότι

(a+ β) γ = aγ + βγ.

4. Για a = +A, β = −B, γ = −Γ , είναι aγ = −AΓ , βγ = BΓ και

a+ β = A−B όταν A > B

a+ β = − (B − A) όταν A ≤ B,

(a+ β) γ = − (A−B)Γ όταν A > B (3.102)

(a+ β) γ = (B − A)Γ όταν A ≤ B, (3.103)

aγ + βγ = BΓ − AΓ = (B − A)Γ όταν A ≤ B (3.104)

aγ + βγ = − (AΓ −BΓ ) = (A−B)Γ όταν A > B.(3.105)

Από τις σχέσεις (3.102), (3.105) και τις σχέσεις (3.103), (3.104) έχουµε

ότι

(a+ β) γ = aγ + βγ.

2

Με την απόδειξη του Θεωρήµατος 3.5.27, έχουµε δείξει ότι ο πολλαπλα-

σιασµός στο R είναι επιµεριστικός ως προς την πρόσθεση και την αφαίρεση.

Θεώρηµα 3.5.28 Αν a < β και γ > 0 τότε aγ < βγ, όπου a, β, γ ∈ R.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 3.5.24, αρκεί να δείξουµε ότι

βγ − aγ > 0.

΄Οµως από το Θεώρηµα 3.5.27 είναι βγ − aγ = (β − a) γ. Από το Θεώρηµα

3.5.24, η υπόθεση a < β έχει για συνέπεια τη σχέση β − a > 0. Αφού,

(β − a) > 0 και γ > 0, τότε είναι (β − a) γ > 0. ΄Αρα, βγ − aγ > 0.

2
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Θεώρηµα 3.5.29 Αν a < β και γ < 0 τότε aγ > βγ, όπου a, β, γ ∈ R.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 3.5.27, είναι aγ − βγ = (a− β) γ. Από

υπόθεση του ϑεωρήµατος είναι a−β < 0 και γ < 0 άρα (a− β) γ > 0 (από το

σχόλιο 28), και εποµένως aγ−βγ > 0· από το οποίο σύµφωνα µε το Θεώρηµα

3.5.24 συνεπάγεται aγ > βγ.

2

Θεώρηµα 3.5.30 Ο αριθµός 1 είναι ουδέτερο στοιχείο για τον πολλαπλασια-

σµό στο R. ∆ηλαδή,

1 · a = a, ∀a ∈ R.

Απόδειξη. Για a 6= 0 είναι |1 · a| = 1 · |a| = |a| και sign (1 · a) = sign a.
Για a = 0 είναι 1 · 0 = 0.

΄Ωστε, 1 · a = a, για κάθε a ∈ R.

2

3.5ϛ΄ ∆ιαίρεση στο σύνολο R.

Ορισµός 3.5.31 Θεωρούµε στο σύνολο R την εξίσωση ax = β µε a 6= 0 και

άγνωστο το x. Η λύση της εξίσωσης ax = β παριστάνεται µε το σύµβολο β/a
και καλείται πηλίκο του β δια a. ∆ηλαδή,

a · β
a

=
β

a
· a = β.

Σηµείωση 3.5.32 Η λύση της εξίσωσης ax = β µε άγνωστο το x και a 6= 0,

όπου a, β, x ∈ R, είναι µοναδική.

Αφού, αν β = 0, τότε η εξίσωση έχει τη λύση x = 0 (από µε το σχόλιο 27).

Αν β 6= 0 και ο πραγµατικός αριθµός x είναι λύση της εξίσωσης, τότε πρέπει

να έχουµε |x| 6= 0 καθώς και |a||x| = |β|, signx = sign aβ. ∆ηλαδή, η λύση x
πρέπει να έχει απόλυτη τιµή

|β|
|a|

και πρόσηµο το + όταν οι αριθµοί a και β έχουν το ίδιο µεταξύ τους πρόσηµο ή

− όταν οι αριθµοί a και β έχουν διαφορετικό µεταξύ τους πρόσηµο.

Αντίστροφα, αν

β

a
= β/a
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ο πραγµατικός αριθµός που έχει απόλυτη τιµή

|β|
|a|

και πρόσηµο το + όταν aβ > 0 ή το− όταν aβ < 0, τότε σύµφωνα µε τον ορισµό

3.5.26 ϑα είναι

a · β
a

=
β

a
· a = β.

Ορισµός 3.5.33 Η πράξη που στο Ϲεύγος (β, a) µε a 6= 0 αντιστοιχίζει τον

αριθµό β/a λέγεται διαίρεση του β δια a.

Σηµείωση 3.5.34 ∆ιαίρεση µε «διαιρέτη» a = 0 δεν εισάγεται, διότι, στην πε-

ϱίπτωση που είναι β 6= 0, η εξίσωση 0 · x = β δεν έχει λύση στο R και, στην

περίπτωση β = 0, η εξίσωση 0 · x = 0 δεν καθορίζει την τιµή του αγνώστου,

αλλά επαληθεύεται από κάθε πραγµατικό αριθµό x.

Σχόλιο 31 Το πηλίκο β/a είναι ϑετικός αριθµός όταν οι «όροι» β και a της διαί-

ϱεσης είναι και οι δύο ϑετικοί ή και οι δύο αρνητικοί, είναι αρνητικός αριθµός

όταν οι δύο όροι της διαίρεσης έχουν διαφορετικό µεταξύ τους πρόσηµο.

Θεώρηµα 3.5.35 Αν a, β ∈ R, τότε

βγ

aγ
=
β

a
∀ γ ∈ R µε γ 6= 0.

Απόδειξη. Από τον ορισµό 3.5.31 έχουµε ότι υπάρχει ο πραγµατικός

αριθµός

x1 =
β

a
.

Από το σχόλιο 29 ισχύει, ax1 · γ = aγ · x1. Επίσης από τον ορισµό 3.5.31

έπεται ότι aγ ·x1 = βγ, για κάθε γ 6= 0. Οπότε και aγ ·x1 = βγ, όταν aγ 6= 0.

΄Αρα,

βγ

aγ
=
β

a
για κάθε γ ∈ R µε γ 6= 0.

2
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Θεώρηµα 3.5.36 Αν a, β ∈ R, τότε

β

a
= β · 1

a
µε a 6= 0.

Απόδειξη. ΄Εχουµε∣∣∣∣β · 1

a

∣∣∣∣ = |β| ·
∣∣∣∣1a

∣∣∣∣ = |β| · 1

|a|
=
|β|
|a|

και, όταν β 6= 0, τότε

sign
β

a
= sign

(
β · 1

a

)
= + όταν aβ > 0

sign
β

a
= sign

(
β · 1

a

)
= − όταν aβ < 0.

΄Αρα

β

a
= β · 1

a
, όταν β 6= 0.

Για β = 0 ισχύει η σχέση

β

a
= β · 1

a
,

αφού

β

a
=

0

a
= 0 και β · 1

a
= 0 · 1

a
= 0.

2

Θεώρηµα 3.5.37 Αν a, β, γ ∈ R, τότε

a+ β

γ
=

a

γ
+
β

γ
µε γ 6= 0 και

a− β

γ
=

a

γ
− β

γ
µε γ 6= 0.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 3.5.36 και το Θεώρηµα 3.5.27 είναι

a+ β

γ
= (a+ β)

1

γ
= a · 1

γ
+ β · 1

γ
=
a

γ
+
β

γ

και πάλι από το Θεώρηµα 3.5.36 και το Θεώρηµα 3.5.27 είναι

a− β

γ
= (a− β)

1

γ
= a · 1

γ
− β · 1

γ
=
a

γ
− β

γ
.

2



Παράρτηµα Α΄

Τοµές Dedekind.

Στα νεότερα ϐιβλία της Πραγµατικής Ανάλυσης προτείνεται µια εκδοχή των

τοµών Dedekind· σύµφωνα µε την οποία αρκεί µόνο µία τάξη για να κα-

ϑοριστεί ένας πραγµατικός αριθµός, αφού σ΄ ένα καταµερισµό η µία τάξη

καθορίζεται µοναδικά από την άλλη
1
.

Η πορεία που ϑα ακολουθήσουµε πιο κάτω ακολουθεί την αρχική ιδέα

του Dedekind, η οποία περιγράφεται στη παράγραφο 1.2ϐ΄.

Αν ϑεωρήσουµε τον ϱητόν αριθµό ρ, τότε µπορούµε να σκεφτούµε όλους

τους ϱητούς (ή σύµµετρους) αριθµούς χωρισµένους σε δύο τάξεις A και B·

µε τέτοιο τρόπο ώστε, στη µια τάξη A να ανήκουν όλοι οι ϱητοί που είναι

µικρότεροι του ρ, στην τάξη B όλοι οι υπόλοιποι, δηλαδή οι µεγαλύτεροι του

ρ (Σχήµα Α΄.1).

q
ρ

A B
////////////////// / / / / / / / / / / / / / / / / /

Σχήµα Α΄.1: Καταµερισµός ρ.

΄Εχουµε δύο περιπτώσεις :

1
Η κατασκευή των πραγµατικών αριθµών, µε τη µέθοδο των τοµών Dedekind, ϐασιζόµενη

σε αυτή τη τροποποίηση παρουσιάζεται από τον Rudin (2000, σελ : 24− 31).

139
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• Ο ϱητός αριθµός ρ να ανήκει στην πρώτη τάξη A. ∆ηλαδή,

A = {ρ, ρ′ ∈ Q : ρ′ ≤ ρ} ,
B = {ρ, ρ′′ ∈ Q : ρ′′ > ρ} .

• Ο ϱητός αριθµός ρ να ανήκει στην δεύτερη τάξη B. ∆ηλαδή,

A = {ρ, ρ′ ∈ Q : ρ′ < ρ} ,
B = {ρ, ρ′′ ∈ Q : ρ′′ ≥ ρ} .

Και στις δύο περιπτώσεις, ο αριθµός ρ δύναται να νοηθεί ως σύµβολο των

αντίστοιχων καταµερισµών.

Επίσης, παρατηρούµε ότι και στις δύο περιπτώσεις παρατηρούµε ότι ι-

σχύουν οι εξής ιδιότητες :

1. Κάθε αριθµός της τάξεως A είναι µικρότερος κάθε αριθµού της τάξεως

B.

2. ∆οθέντος ενός ϱητού ϑετικού αριθµού, οσονδήποτε µικρού ε, έχουµε

τη δυνατότητα να ϐρούµε αριθµό από την τάξη B και από την τάξη A
τέτοιους, ώστε η διαφορά τους να είναι µικρότερη του ε.

Με τον τρόπο που εργαστήκαµε πιο πάνω µπορούµε να εργαστούµε και

µε οποιονδήποτε άλλον ϱητό. ΄Ωστε για κάθε ϱητό έχουµε ένα και µόνο ένα

τέτοιον χωρισµό των ϱητών σε δύο τάξεις.

Εκτός όµως των καταµερισµών αυτών, µπορούµε να έχουµε καταµερι-

σµούς των ϱητών αριθµών σε δύο τάξεις A και B τέτοιες, ώστε οποιοσδήποτε

αριθµός της πρώτης να είναι µικρότερος από οποιοδήποτε της δεύτερης, χω-

ϱίς να έχουµε τη δυνατότητα να ϐρούµε στη πρώτη τάξη αριθµό µεγαλύτερο

από όλους τους άλλους (που να ανήκει στη τάξη αυτή), ούτε στη δεύτερη

αριθµό µικρότερο από όλους τους άλλους.

Για παράδειγµα, αν ϑέλουµε να ϐρούµε τη ϑετική λύση της εξίσωσης

x2 − 2 = 0 τότε δεν υπάρχει ϱητός που να επαληθεύει την εξίσωση αυτή. Θε-

ωρούµε ήδη το σύνολο των ϑετικών ϱητών, που επαληθεύουν την x2 − 2 > 0,

και το σύνολο των ϑετικών ϱητών που επαληθεύουν την x2−2 < 0· χωρίζουµε

τους ϱητούς σε δύο τάξεις A και B, τοποθετούµε στην πρώτη τάξη όλους τους

ϑετικούς ϱητούς, των οποίων το τετράγωνο είναι µικρότερο του 2, όπως επί-

σης το µηδέν και όλους τους αρνητικούς ϱητούς, στη δε δεύτερη τάξη όλους

τους ϑετικούς ϱητούς, των οποίων το τετράγωνο είναι µεγαλύτερο του του 2.
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Προφανώς κάθε ϱητός ανήκει στη µία ή στην άλλη τάξη, επίσης ισχύουν στο

καταµερισµό αυτό οι ιδιότητες (1) και (2). ΄Οπως προηγουµένως ϑεωρήσαµε

τον ρ ως σύµβολο του καταµερισµού που κατασκευάσαµε, έτσι και εδώ, όπου

όµως δεν υπάρχει µεγαλύτερος ϱητός της τάξεως A, ούτε µικρότερος ϱητός

της τάξεως B, ϑα λέµε ότι σύµβολο του καταµερισµού αυτού είναι αριθµός

άρρητος (ή ασύµµετρος), που επαληθεύει την εξίσωση x2 − 2 = 0· δηλαδή, ϑα

εννοούµε ότι η κατασκευή αυτού του καταµερισµού ορίζει άρρητο (ή ασύµ-

µετρο) αριθµό, στο συγκεκριµένο παράδειγµα τον σηµειώνουµε µε

√
2. Με

το σύµβολο αυτό εννοούµε αριθµό που είναι µεγαλύτερος όλων των αριθµών

της τάξεως A και µικρότερος όλων των αριθµών της τάξεως B, δηλαδή ϑα

εννοούµε ότι αυτός ο αριθµός παρεµβάλλεται µεταξύ των δύο τάξεων (Σχήµα

Α΄.2).

q√
2

A B
////////////////// / / / / / / / / / / / / / / / / /

Σχήµα Α΄.2: Καταµερισµός

√
2.

΄Εστω ότι χωρίστηκαν µε αυτή τη µέθοδο όλοι οι ϱητοί αριθµοί σε δύο

τάξεις A και B, ώστε κάθε αριθµός της A να είναι µικρότερος κάθε αριθµού

της B. Τότε τρεις είναι οι δυνατές περιπτώσεις :

1. Η τάξη A να περιέχει αριθµό τ µεγαλύτερο από όλους τους άλλους

αριθµούς που ανήκουν στη τάξη αυτή.

2. Η τάξη B να περιέχει αριθµό τ µικρότερο από όλους τους άλλους αριθ-

µούς που ανήκουν στην τάξη αυτή.

Στις περιπτώσεις (1) και (2), ο αριθµός τ έχει τη δυνατότητα να νοηθεί

ως το σύµβολο του καταµερισµού και λέµε ότι ο τ προσδιορίζει την τοµή

(A,B) και ότι η τοµή είναι ϱητή.

3. ∆εν υπάρχει ούτε µεγαλύτερος στην τάξη A, ούτε µικρότερος στην τάξη

B2
· τότε λέµε ότι η τοµή είναι άρρητη (ή ασύµµετρη).

2
Αν υπήρχε κ µεγαλύτερος ϱητός αριθµός στην A και λ µικρότερος ϱητός αριθµός στην
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΄Ετσι, έχουµε ότι σε κάθε καταµερισµό των ϱητών σε δύο τάξεις A και B,

τέτοιες ώστε κάθε αριθµός της A να είναι µικρότερος κάθε αριθµού της τάξεως

B, αντιστοιχεί, ένας και µόνο ένας αριθµός ϱητός ή άρρητος, ο οποίος χρη-

σιµεύει ως σύµβολο του καταµερισµού αυτού και λέγεται τοµή Dedekind3
.

Ονοµάστηκε έτσι λόγω του Julius Wilhelm Richard Dedekind ο οποίος πρώ-

τος είχε δώσει τον αυστηρό ορισµό του άρρητου αριθµού µε τη µέθοδο αυτή,

δηλαδή του χωρισµού σε δύο τάξεις.

Ισχύει και το αντίστροφο, σε κάθε ϱητό ή άρρητο αριθµό (δηλαδή, πραγ-

µατικό αριθµό) αντιστοιχεί ένας και µόνο ένας καταµερισµός· αν ϑεωρήσουµε

τους καταµερισµούς των δύο πρώτων περιπτώσεων ως ένα µόνο.

Παρατηρούµε ότι η παράσταση κάθε ϱητού αριθµού µε τοµές Dedekind
γίνεται δισήµαντα, αφού σε κάθε ϱητό ρ αντιστοιχούν δύο τοµές Dedekind
(περιπτώσεις 1 και 2)· ενώ ενός άρρητου αριθµού γίνεται µονοσήµαντα (περί-

πτωση 3).

Σύµφωνα µε τα πιο πάνω, αν ϑεωρήσουµε ότι έχουµε χωρίσει όλους τους

πραγµατικούς αριθµούς σε δύο τάξεις A και B, τέτοιες, ώστε κάθε αριθµός

της τάξης A να είναι µικρότερος κάθε αριθµού της τάξης B, τότε ϑα υπάρχει

πάντοτε πραγµατικός αριθµός x, τέτοιος ώστε κάθε µικρότερος αριθµός του

x να ανήκει στην A και κάθε µεγαλύτερος αριθµός του x να ανήκει στη B,

που ϑα ορίζει την τοµή.

Για να το δούµε αυτό, ας ϑεωρήσουµε τους ϱητούς που ανήκουν στη

τάξη A, αυτοί να αποτελούν κάποια τάξη Aρ, και τους ϱητούς αριθµούς που

ανήκουν στη τάξη B, αυτοί να αποτελούν κάποια τάξη Bρ. Η τάξη A ϑα

αποτελείται από την τάξη Aρ και την τάξη Aa των άρρητων αριθµών που

ανήκουν στην τάξη A· οµοίως η τάξη B ϑα αποτελείται από την τάξη Bρ και

την τάξη Ba των άρρητων αριθµών που ανήκουν στην τάξη B.

Οι τάξεις Aρ και Bρ ορίζουν µια τοµή ένα αριθµό ϱητό ή άρρητο, ας τον

ονοµάσουµε x· ισχυριζόµαστε ότι κάθε µικρότερος του x (ϱητός ή άρρητος),

ανήκει στην τάξη A και κάθε µεγαλύτερος του x ανήκει στην τάξη B. Η

αλήθεια του ισχυρισµού ϕαίνεται ως εξής : Αφού, κάθε µικρότερος αριθµός

του x ϑα είναι ή ϱητός ή άρρητος· αν είναι ϱητός αριθµός, σύµφωνα µε

τον ορισµό στο του x, ϑα ανήκει στην τάξη Aρ· αν είναι άρρητος αριθµός

κάποιος y, ϑα υπάρχει µεταξύ των y και x ϱητός αριθµός (και εποµένως

απειρία ϱητών)· έστω αυτός να είναι κάποιος ρ. Αυτός ο ϱητός αριθµός ϑα

B, τότε ϑα υπήρχε
κ+λ

2 ϱητός αριθµός εκτός των δύο τάξεων.

3
Μια σύντοµη κατασκευή των πραγµατικών αριθµών, µε τη µέθοδο των τοµών Dedekind,

δηλαδή του καταµερισµού των ϱητών σε δύο τάξεις, παρουσιάζεται από τον Ζερβό (1996, σελ :

1− 10).



143

είναι µικρότερος του x, δηλαδή ρ < x, εποµένως ανήκει στην τάξη Aρ· άρα

ο ρ ϑα ανήκει και στην τάξη A· και εποµένως ϑα είναι µικρότερος από κάθε

αριθµό της τάξεως B (σύµφωνα µε τον ορισµό των τάξεων A και B). Αν, όµως,

ο y άνηκε στην τάξη B ϑα είχαµε ρ < y, ενώ είχαµε υποθέσει ότι ρ > y·
άτοπο. ΄Αρα ο y ανήκει στην τάξη A. Οµοίως ϕαίνεται ότι κάθε µεγαλύτερος

του x ανήκει στην τάξη B. ∆ηλαδή, ο x, είναι και τοµή των τάξεων Aρ και Bρ

είναι και τοµή των τάξεων A και B.

΄Εχουµε την δυνατότητα να ορίσουµε τις αλγεβρικές πράξεις στους πραγ-

µατικούς αριθµούς καθώς κάθε ένας από αυτούς συµβολίζει τοµή τάξεων

(δηλαδή τον καταµερισµό των αριθµών σε δύο τάξεις).

Για παράδειγµα ορίζουµε τη πρόσθεση ως εξής : ΄Εστω x και x′ δύο πραγ-

µατικοί αριθµοί. Ονοµάζουµε A και B τις τάξεις των ϱητών που ορίζουν τον

x, A′ και B′
τις τάξεις των ϱητών που ορίζουν τον x′ (Σχήµα Α΄.3).

q
x

A B
////////////////////// / / / / / / / / / / / / /

q
x′

A′ B′

////////////////// / / / / / / / / / / / / / / / / /

Σχήµα Α΄.3: Καταµερισµοί x, x′.

Θεωρούµε τους ϱητούς αριθµούς ρ1, ρ2, ρ
′
1, ρ

′
2 να ανήκουν στις τάξεις

αυτές· ο ρ1 να ανήκει στην τάξη A, ο ρ2 να ανήκει στην τάξη B, ο ρ′1 να

ανήκει στην τάξη A′ και ο ρ′2 να ανήκει στην τάξη B′
. ΄Αρα οι ϱητοί αυτοί

επαληθεύουν τις σχέσεις

ρ1 < x < ρ2,

ρ′1 < x′ < ρ′2.

Οπότε έχουµε

ρ1 + ρ′1 < ρ2 + ρ′2.
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Τώρα, σκεφτόµαστε όλους τους πραγµατικούς αριθµούς χωρισµένους σε

δύο τάξεις Γ και ∆, οι οποίες ορίζονται ως εξής : Στην τάξη Γ να ανήκει

κάθε αριθµός που είναι µικρότερος από ένα οποιοδήποτε αριθµό της µορφής

ρ2 +ρ′2, άρα στην τάξη Γ ανήκουν και όλοι οι αριθµοί της µορφής ρ1 +ρ′1· στη

τάξη ∆ ανήκουν όλοι οι υπόλοιποι αριθµοί, δηλαδή σ΄ αυτή την τάξη ανήκουν

και όλοι οι αριθµοί της µορφής ρ2 + ρ′2. Ας ονοµάσουµε x′′ τον αριθµό που

ορίζει αυτή την τοµή των δύο τάξεων Γ και ∆· δηλαδή ο x′′ νοείται ως σύµβολο

του καταµερισµού των αριθµών, που είναι αθροίσµατα ϱητών, σε δύο τάξεις

Γ και ∆ (Σχήµα Α΄.4). Αυτός ϑα είναι µικρότερος κάθε αριθµού ρ2 + ρ′2 (ίσος

µε κάποιον αριθµό ρ2 + ρ′2 δεν µπορεί να είναι, αφού µεταξύ των αριθµών

της µορφής ρ2 + ρ′2 δεν υπάρχει µικρότερος) και µεγαλύτερος κάθε αριθµού

ρ1 + ρ′1 (ίσος µε κάποιον αριθµό ρ1 + ρ′1 δεν µπορεί να είναι, αφού µεταξύ

των αριθµών της µορφής ρ1 + ρ′1 δεν υπάρχει µεγαλύτερος). ΄Ετσι ϐρήκαµε

q
x′′ = x+ x′

Γ ∆
////////////////// / / / / / / / / / / / / / / / / /

Σχήµα Α΄.4: Καταµερισµός x′′.

αριθµό x′′, µικρότερο κάθε αριθµού ρ2 + ρ′2 και µεγαλύτερο κάθε αριθµού

ρ1 +ρ′1. ∆ηλαδή, ρ1 +ρ′1 < x′′ < ρ2 +ρ′2. Αυτός ο αριθµός x′′ είναι µοναδικός.

∆ιότι αν υπήρχε κι άλλος αριθµός y τέτοιος, ώστε ρ1 + ρ′1 < y < ρ2 + ρ′2 και

x′′ 6= y, ϑα είχαµε µεταξύ των αριθµών x′′, y άπειρους ϱητούς. ΄Εστω ρ3, ρ
′
3

δύο από αυτούς· αν ρ3 < ρ′3 ϑα είχαµε ρ1 + ρ′1 < ρ3 < ρ′3 < ρ2 + ρ′2. ΄Αρα η

διαφορά ρ′3 − ρ3 ϑα ήταν κάποιος σταθερός αριθµός ε, αφού

ρ′3 − ρ3 < (ρ2 + ρ′2)− (ρ1 + ρ′1) . (Α΄.1)

΄Οµως η διαφορά (ρ2 + ρ′2) − (ρ1 + ρ′1) γίνεται όσο µικρή ϑέλουµε, αρκεί να

λάβουµε τις διαφορές ρ2−ρ1 και ρ′2−ρ′1 αρκετά µικρές. ΄Αρα δεν ισχύει πάντα

η ανισότητα (Α΄.1). Αυτό σηµαίνει ότι x′′ = y.

Ο αριθµός x′′ καλείται άθροισµα των αριθµών x και x′ το οποίο γράφεται

x′′ = x+ x′.
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q
x

q
ρ1

q
ρ2

A B
//////////////////////////// / / / / / / /

q
x′

q
ρ′1

q
ρ′2

A′ B′

/////////////////// / / / / / / / / / / / / / / / /

q
x′′

q
ρ1 + ρ′1 ρ2 + ρ′2

qΓ ∆
/////////// / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / / /

Σχήµα Α΄.5: ΄Αθροισµα x+ x′.

Στο Σχήµα Α΄.5 (για 0 < ρ1 < ρ2 < ρ′1 < ρ′2) παριστάνεται το άθροισµα

x′′ = x+ x′ .

Με όµοιο τρόπο, ορίζουµε τις υπόλοιπες πράξεις, αφαίρεση, πολλαπλα-

σιασµό και διαίρεση.

Επίσης, αναφέρουµε ότι το Αξίωµα της συνέχειας (ή πληρότητας) των

πραγµατικών αριθµών είναι ισοδύναµο µε το ϑεώρηµα της συνέχειας των

πραγµατικών αριθµών κατά Dedekind το οποίο λέει ότι : Για κάθε τοµή (A,B)
του Dedekind στο R υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός a, ο οποίος είναι ο µέ-

γιστος του συνόλου A ή ο ελάχιστος του συνόλου B, δηλαδή ισχύει µόνο µία

από τις δύο σχέσεις : maxA = inf B = a ή supA = minB = a (Κάππου 1962,

σελ : 29).





Παράρτηµα Β΄

Το σύνολο R αξιωµατικά

ϑεµελιωµένο.

Η ϑεµελίωσης των πραγµατικών αριθµών διαµέσου αξιωµάτων δύναται να

γίνει ως εξής :

Αξίωµα Ι Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών αποτελεί ένα αλγεβρικό

σώµα, δηλαδή είναι εφοδιασµένο µε δύο πράξεις : την πρόσθεση η οποία συµ-

ϐολίζεται µε + και τον πολλαπλασιασµό ο οποίος συµβολίζεται µε · (Κάππου

1962, σελ : 4).

Στη παράγραφο «Το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών» του Κεφαλαίου

3, έχουµε δείξει ότι το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών είναι ένα αλγε-

ϐρικό σώµα. ∆ηλαδή δείξαµε ότι το σύνολο R µε τις πράξεις της πρόσθεσης

(+) και του πολλαπλασιασµού (·) είναι τέτοιες, ώστε :

1. Η τριάδα (R,+, ·) είναι ένας αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο

στοιχείο.

2. Αν R∗ = R− {0} (όπου το 0 είναι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης),

τότε το Ϲεύγος (R∗, ·) είναι µια οµάδα.

Πιο συγκεκριµένα: Στην υποπαράγραφο «Πρόσθεση στο σύνολο R» του

Κεφαλαίου 3 δείξαµε ότι το Ϲεύγος (R,+) είναι αβελιανή οµάδα (δηλαδή,

δείξαµε ότι : (α) η πράξη της πρόσθεσης είναι προσεταιριστική στο R, (ϐ)

υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο για την πράξη της πρόσθεσης στο R, (γ) κάθε

πραγµατικός αριθµός έχει αντίθετο και (δ) το άθροισµα δύο προσθετέων δεν

αλλάζει αν η σειρά των προσθετέων αλλάξει). Επίσης, στην υποπαράγραφο

«Πολλαπλασιασµός στο σύνολο R» του Κεφαλαίου 3, δείξαµε ότι η πράξη

147
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του πολλαπλασιασµού είναι προσεταιριστική στο R και ότι αυτή η πράξη

είναι επιµεριστική ως προς τη πράξη της πρόσθεσης στο R. Επιπλέον ότι ο

πολλαπλασιασµός είναι αντιµεταθετική πράξη στο R µε ουδέτερο στοιχείο την

µονάδα (τον αριθµό 1). Εποµένως, δείξαµε ότι η τριάδα (R,+, ·) είναι ένας

αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο στοιχείο.

Στην υποπαράγραφο «Πολλαπλασιασµός στο σύνολο R» του Κεφαλαίου

3 δείξαµε ότι (α) η πράξη του πολλαπλασιασµού είναι προσεταιριστική, (ϐ)

υπάρχει το ουδέτερο στοιχείο της πράξης αυτής στο R και (γ) στην υποπαρά-

γραφο «∆ιαίρεση στο σύνολο R» του Κεφαλαίου 3, δείξαµε ότι κάθε στοιχείο

του R έχει αντίστροφο. Εποµένως, δείξαµε ότι το Ϲεύγος (R∗, ·) είναι µια

οµάδα.

Αξίωµα ΙΙ Το σώµα των πραγµατικών αριθµών έχει ένα τουλάχιστο στοι-

χείο διάφορο του 0 (Κάππου 1962, σελ : 5).

Αξίωµα ΙΙΙ Το σώµα των πραγµατικών αριθµών είναι γραµµικώς διατεταγ-

µένο, δηλαδή: υπάρχει ένα υποσύνολο R+
του R το οποίο χαρακτηρίζεται

από τις εξής δύο ιδιότητες (Κάππου 1962, σελ : 7):

1. Για κάθε a ∈ R ισχύει ακριβώς
1

µια από τις κάτωθεν σχέσεις :

a = 0 ή a ∈ R+
ή − a ∈ R+.

2. Αν a ∈ R+
και β ∈ R+

, τότε a+ β ∈ R+
και aβ ∈ R+

.

Οι ιδιότητες που δεχόµαστε στο Αξίωµα III, έχουν αποδειχτεί στη παρά-

γραφο «Το σύνολο G των απόλυτων αριθµών» του Κεφαλαίου 3.

Τα στοιχεία του συνόλου R+
λέγονται ϑετικοί αριθµοί (Κάππου 1962, σελ :

7) και ταυτίζονται µε τα στοιχεία του συνόλου G −{0}. ∆ηλαδή, αυτό το οποίο

έχουµε συµβολίσει εδώ R+
είναι το ίδιο µε αυτό το οποίο συµβολίσαµε στη

κατασκευή των πραγµατικών αριθµών G − {0}.
Αξίωµα IV (Αξίωµα της πληρότητας ή της συνέχειας) Το σώµα R των πραγ-

µατικών αριθµών είναι κεκορεσµένο
2

ως προς τη διάταξη του, δηλαδή: για

κάθε µη κενό υποσύνολο M του συνόλου R των πραγµατικών αριθµών, το

οποίο είναι άνω ϕραγµένο, υπάρχει το ανώτερο πέρας
3

στο R (Κάππου 1962,

σελ : 21).

1
Η έµφαση είναι του πρωτοτύπου.

2
∆ιαφορετικά λέγεται και πλήρες.

3
∆ιαφορετικά λέγεται και άνω πέρας ή ελάχιστο άνω ϕράγµα (supremum).
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Ισχύει και το δυικό του πιο πάνω αξιώµατος : Για κάθε µη κενό και ϕραγ-

µένο προς τα κάτω υποσύνολο M του R υπάρχει το κατώτερο πέρας στο R
(Κάππου 1962, σελ : 21).

Το δυϊκό του Αξιώµατος IV είχε αποδειχθεί, στη κατασκευαστική πορεία

των πραγµατικών αριθµών που ακολουθήσαµε στο Κεφάλαιο 3, ως Θεώρηµα.

Το Αξίωµα IV και τα Αξιώµατα I, II, III, αρκούν για να ϑεµελιωθεί πλήρως

το σύνολο των πραγµατικών αριθµών.

΄Ενας διαφορετικός τρόπος ϑεµελίωσης των πραγµατικών αριθµών διαµέ-

σου αξιωµάτων δύναται να γίνει ως εξής : Να ορισθεί, αφού έχει προηγηθεί η

ϑεωρία συγκλίσεως των ακολουθιών στην περιοχή των ϱητών αριθµών, το σύ-

νολο των πραγµατικών αριθµών ως ένα διατεταγµένο σώµα δια των Αξιωµάτων

I, II, III, όπως έχουν διατυπωθεί πιο πάνω, και το Αξίωµα IV να αντικατασταθεί

µε τα ακόλουθα δύο Αξιώµατα:

Αξίωµα IV1 (Αξίωµα του Αρχιµήδους - Ευδόξου) Για κάθε πραγµατικό

αριθµό a υπάρχει ϕυσικός αριθµός ν > a (Κάππου 1962, σελ : 62).

Αξίωµα IV2 Στην περιοχή των πραγµατικών αριθµών ισχύει το κριτήριο

συγκλίσεως των ακολουθιών του Cauchy4
(Κάππου 1962, σελ : 62).

Στη πρώτη εν δυνάµει ϑεµελίωση των πραγµατικών αριθµών, µε τη ϐοή-

ϑεια του Αξιώµατος IV, αποδεικνύονται τα Αξιώµατα IV1 και IV2 ως προτάσεις.

Στη δεύτερη εν δυνάµει ϑεµελίωση των πραγµατικών αριθµών, µε τη ϐοήθεια

των Αξιωµάτων IV1 και IV2, αποδεικνύεται το Αξίωµα IV ως πρόταση. Εποµέ-

νως, στη περιοχή των πραγµατικών αριθµών, τα Αξιώµατα IV1 και IV2 είναι

ισοδύναµα µε το Αξίωµα IV.

Σηµειώνεται ότι στο ϐιβλίο του Κάππου, το σύνολο των πραγµατικών α-

ϱιθµών συµβολίζεται µε Π και το σύνολο των ϑετικών αριθµών συµβολίζεται

µε Π+
.

4
Κριτήριο συγκλίσεως ακολουθιών του Cauchy: ΄Εστω (aν)ν∈N µια ακολουθία πραγµατι-

κών αριθµών, τότε οι πιο κάτω προτάσεις είναι ισοδύναµες (Κάππου 1962, σελ : 61):

1. Η ακολουθία (aν)ν∈N είναι µια ακολουθία Cauchy (ή ϐασική ακολουθία, όπως δια-

ϕορετικά καλείται).

2. Υπάρχει πραγµατικός αριθµός a τέτοιος, ώστε να ισχύει aν → a, δηλαδή: η ακολουθία

(aν)ν∈N είναι συγκλίνουσα στο R.





Βιβλιογραφία

[1] Αλιµπινίσης Α., Γρηγοριάδης Σ., Ευσταθόπουλος Ε., Κλαουδάτος

Ν., Παπασταυρίδης Σ., Σβερκος Α. (1988). Μαθηµατικά. Β΄ Γυµνασί-

ου. Οργανισµός εκδόσεως διδακτικών ϐιβλίων Αθήνα.

[2] Αναπολιτάνος Α. ∆ιονύσιος (1985). Εισαγωγή στη ϕιλοσοφία των µα-

ϑηµατικών. Γ΄ έκδοση. Εκδόσεις Νεφέλη. Αθήνα.

[3] Αναπολιτάνος Α. ∆ιονύσιος. Η χελώνα και ο υπεράνθρωπος : Φιλο-

σοφική αποτίµηση των παραδόξων του Ζήνωνος. Εργασία 36.

[4] Αναπολιτάνος Α. ∆ιονύσιος. Το συνεχές και ο χρόνος. Εργασία 38.

[5] Aquila E. Richard (2004). The singularity and the unity of transcen-
dental consciousness in Kant. History of European Ideas, 30, pp.
349− 376.

[6] Αριστοτέλης. Αναλυτικά ΄Υστερα. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση δε-

δοµένων T.L.G (Musaios).

[7] Αριστοτέλης. Μετά τα Φυσικά. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση δεδοµέ-

νων T.L.G (Musaios).

[8] Αριστοτέλης. Περί Ουρανού. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση δεδοµένων

T.L.G (Musaios).

[9] Αριστοτέλης. Φυσική Ακρόασις Α΄. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση δε-

δοµένων T.L.G (Musaios).

[10] Βασιλείου Φίλων (1973). Το πρόβληµα για τη ϕύση του συνεχούς.

Φιλοσοφία, 3, σελ : 47 − 73. Επετηρίς του κέντρου ερεύνης της Ελ-

ληνικής ϕιλοσοφίας. Ακαδηµία Αθηνών.

151



152 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

[11] Βέικος Α. Θεόφιλος (1973). Το πρόβληµα του συνεχούς στη ϕιλοσοφία

του Whitehead. Φιλοσοφία, 3, σελ : 405−442. Επετηρίς του κέντρου

ερεύνης της Ελληνικής ϕιλοσοφίας. Ακαδηµία Αθηνών.

[12] Βέικος Α. Θεόφιλος. Τα Ϲηνώνεια παράδοξα και οι µαθηµατικές κα-

ντιανές αντινοµίες. 11 ∆ευκαλίων, σελ : 319−336. Περιοδική έκδοση

του Κέντρου Φιλοσοφικών Ερευνών.

[13] Βοσνιάδου Στέλλα (2001). Εισαγωγή στη ψυχολογία. Τόµος Α΄. Εκδό-

σεις Gutenberg.

[14] Bruner S. Jerome (1960). Η διαδικασία της παιδείας. Μετάφραση:

Χρυσάνθη Κληρίδη. Εκδόσεις Α. Καραβία. Αθήνα.

[15] Γαγάτσης Α. & Ηλία Ι. (2004). Η αξιοποίηση της εικονικής, της λεκτι-

κής και της συµβολικής αναπαράστασης στην επίλυση µαθηµατικού

προβλήµατος : Μια νέα ερευνητική προσέγγιση, σελ : 91 − 132. Ανα-

παραστάσεις και µάθηση των µαθηµατικών. Τόµος Ι. Λευκωσία.

[16] Γεωργούλη ∆. Κ. (1939). Αρχαίοι ΄Ελληνες Φιλόσοφοι. «Πλάτωνος

Πολιτεία». Εισαγωγή, ερµηνεία και σηµειώσεις. Εκδόσεις ∆ηµ. Εµ.

Αλεξίου. Αθήναι-Θεσσαλονίκη.

[17] Dedekind Richard (1963). Essays on the theory of numbers. Dover
Publications, inc. New York.

[18] Derrida Jacques, E. Husserl (1966). Η ϕαινοµενολογία και το πέρας

της µεταφυσικής. Η σύγχρονη σκέψη, τ. 34, σελ : 181− 200.

[19] Dreyfus Tommy (2003). Τι ϑεωρείται απόδειξη στην τάξη των µαθη-

µατικών. Πρακτικά 3ης διηµερίδας ∆ιδακτικής Μαθηµατικών, σελ :

123− 132. Παιδαγωγικό Τµήµα ∆.Ε. Πανεπιστήµιο Κρήτης.

[20] Engelking Ryszard & Sieklucki Karol (1992). Topology. A geometric
aprroach. Heldermann Verlag Berlin.

[21] Gray Eddie, Pinto Marcia, Pitta Demetra & Tall David (1999). Kno-
wledge construction and diverging thinking in elementary & adva-
nced mathematics. Educational Studies in Mathematics, 38, pp.
111− 133.



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 153

[22] Gray Eddie & Tall David (2001). Relationships between embodied
objects and symbolic procepts: an explanatory theory of success
and failure in mathematics. PME 25.

[23] Fischbein Efraim (1987). Intuition in Science and Mathematics. An
educational Approach. Mathematics Education Library.

[24] Fischbein Efraim (1999). Intuitions and schemata in mathematical
reasoning. Educational Studies in Mathematics, 38, pp. 11− 50.

[25] Fischbein Efraim (2001). Tacit models and infinity. Educational
Studies in Mathematics, 48, pp. 309− 329.

[26] Hadamard Jacques (1995). Η ψυχολογία της επινόησης στα µαθηµα-

τικά. Εκδόσεις Κάτοπτρο.

[27] Halmos R. Paul (1960). Naive set theory. Van Nostrand Reinhold
Company.

[28] Harel Guershon & Tall David (1991). The general, the abstract, and
the generic in advanced mathematics. For the Learning of Mathe-
matics, 11, 1, pp. 38− 42.

[29] Heath L. Thomas (1956). The thirteen books of Euclid’s Elements.
Vol. 1, 2. Second edition. Dover publications, inc. New York.

[30] Hilbert D. (1995). Θεµέλια της γεωµετρίας. Εκδόσεις Τροχαλία. Αθή-

να.

[31] Kamke E. (1963). Θεωρία των συνόλων. Εκδόσεις Α. Καραβια. Αθή-

να.

[32] Κάππου Α. ∆ηµητρίου (1962). Μαθήµατα αναλύσεως. Απειροστικός

λογισµός. Τεύχος Α΄. ΄Εκδοση Β΄. Αθήνα.

[33] Κριτικού Ν. (1969). Εισαγωγή στα ανώτερα µαθηµατικά. Οι πραγµα-

τικοί αριθµοί. Αθήνα.

[34] Kronfellner Manfred (2003). Ορισµός εννοιών ως δραστηριότητες

στην τάξη. Πρακτικά 3ης διηµερίδας ∆ιδακτικής Μαθηµατικών, σελ :

249− 264. Παιδαγωγικό Τµήµα ∆.Ε. Πανεπιστήµιο Κρήτης.



154 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

[35] Kuratowski Kazimierz (1972). Introduction to set theory and topo-
logy. Second English Edition. Pergamon Press.

[36] Lakoff George & Nunez E. Rafael (2000). Where mathematics comes
from. New York: Basic Books.

[37] Linchevski Liora & Sfard Anna (1994). The gains and the pitfalls of
reification - The case of algebra. Educational Studies in Mathema-
tics, 26, pp. 191− 228.

[38] Longo Giuseppe (1998). The mathematical continuum: From intui-
tion to logic. Invited paper, in Naturalizing Phenomenology: Issues
in Contemporary Phenomenology and Cognitive Science (J. Petitot
et al., eds.). Stanford University Press.

[39] Mankiewicz Richard (2002). Η ιστορία των µαθηµατικών. Εκδόσεις

Αλεξάνδρεια.

[40] Μυτιληναίος Μιχάλης (2003). Λογική. Εκδόσεις Οικονοµικού Πανε-

πιστηµίου Αθηνών.

[41] Νεγρεπόντης Σ. (2004− 2005). Σηµειώσεις µεταπτυχιακών µαθηµά-

των «Ιστορία των Αρχαίων Ελληνικών Μαθηµατικών». ΠΜΣ ∆ιδακτι-

κής των µαθηµατικών. Μαθηµατικό τµήµα Πανεπιστηµίου Μαθη-

µατικών.

[42] Νεγρεπόντης Σ. (2005− 2006). Σηµειώσεις µεταπτυχιακών µαθηµά-

των «Πλάτων - Μαθηµατικά». ΠΜΣ ∆ιδακτικής των µαθηµατικών. Μα-

ϑηµατικό τµήµα Πανεπιστηµίου Μαθηµατικών.

[43] O’Connor C. M. (2001). "Can any fraction be turned into a decimal?"
A case study of a mathematical group discussion. Educational Stu-
dies in Mathematics, 46, pp. 143− 185.

[44] Πάππος. Συναγωγή. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση δεδοµένων T.L.G
(Musaios).

[45] Παρµενίδης. Παρµενίδου περι ϕύσεως. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση

δεδοµένων T.L.G (Musaios).

[46] Πηχωρίδης Κ. Σ. (1996). Απειροστικός Λογισµός Ι. Σύγχρονη Εποχή

Εκδοτική ΑΕΒΕ. Αθήνα.



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 155

[47] Πλάτων. Θεαίτητος. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση δεδοµένων T.L.G
(Musaios).

[48] Πλάτων. Παρµενίδης. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση δεδοµένων T.L.G
(Musaios).

[49] Πλάτων. Παρµενίδης. ΄Απαντα αρχαίων Ελλήνων συγγραφέων. Πλά-

τωνος διάλογοι-6. Εισαγωγή, µετάφραση, σηµειώσεις ∆ηµ. Αναγνω-

στοπούλου. Εκδόσεις Πάπυρος, 1975.

[50] Πλάτων. Πολιτεία. Αρχαίο κείµενο από τη ϐάση δεδοµένων T.L.G
(Musaios).

[51] Poincare Henri (1997). Η αξία της επιστήµης. Εκδόσεις Κάτοπτρο.

[52] Πρόκλος. Σχόλια του εις πρώτο ϐιβλίο του Ευκλείδη. Αρχαίο κείµενο

από τη ϐάση δεδοµένων T.L.G (Musaios).

[53] Ρούσσος Ν.Ευάγγελος (1982). Ελεάτες. Τα κείµενα. ∆ευκαλίων

33/34 ανάτυπο. Αθήνα.

[54] Ρουσόπουλος Γιώργος (1988). Η εποπτεία στα µαθηµατικά. Νεοελλη-

νική Παιδεία, σελ : 116− 126.

[55] Rucker Rudy (2004). Το ΄Απειρο και ο νους. Απόδοση στα ελληνικά:

Κώστας Χατζηκυριάκου. Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης.

[56] Sfard Anna (1991). On the dual nature of mathemetical conceptions:
Reflections on processes and objects as different sides of the same
coin. Educational Studies in Mathematics, 22, pp. 1− 36.

[57] Σιµπλίκιος. Εις το Α της Αριστοτέλους Φυσικής Ακροάσεως. Αρχαίο

κείµενο από τη ϐάση δεδοµένων T.L.G (Musaios).

[58] Σπύρου Παναγιώτης (1994). Τοπολογία καµπυλών. Σηµειώσεις πα-

ϱαδόσεων. Ειδικά ϑέµατα ΄Αλγεβρας Γεωµετρίας. Μαθηµατικό τµήµα

Πανεπιστηµίου Μαθηµατικών.

[59] Σπύρου Παναγιώτης (2005). Επιστηµολογία των µαθηµατικών. Ση-

µειώσεις παραδόσεων. Μαθηµατικό τµήµα Πανεπιστηµίου Μαθη-

µατικών.



156 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

[60] Σταµάτης Ε. (1975). Ευκλείδου Γεωµετία-Στοιχεία. Βιβλίο Ι. Τόµος Ι.

ΟΕ∆Β.

[61] Tall David & Vinner Slomo (1981). Concept image and concept de-
finition in mathematics with particular reference to limits and conti-
nuity. Educational Studies in Mathematics, 12, pp. 151− 169.

[62] Tall David (1995). Cognitive growth in elementary and advanced
mathematical thinking. Prenary Lecture, Conference of the inter-
national Group for the Psychology of Learning Mathematics, Vol.
I, pp. 161− 175.

[63] Tall David (2001). Natural and formal infinities. Educational Stu-
dies in Mathematics, 48, pp. 199− 238.

[64] Tall D., Thomas M., Davis G., Gray E.& Simpson A. (2000). What
is the object of the encapsulation of a prosess?. Journal of Mathe-
matical Behavior (JMB), 18 (2), pp. 223− 241.

[65] Tall David & Tirosh (2001). Infinity - the never-ending struggle.
Educational Studies in Mathematics, 48, pp. 129− 136.

[66] Τουµάσης Μπάµπης (1999). Σύγχρονη ∆ιδακτική των µαθηµατικών.

Εκδόσεις Gutenberg. Αθήνα.

[67] Vamvakoussi Xenia, Vosniadou Stella (2004). Understanding the
structure of the set of rational numbers: a conceptual change ap-
proach. Learning and Instruction, 14, pp. 453− 467.

[68] Vamvakoussi, X., & Vosniadou, S. (in preparation). How many
numbers in a rational numbers interval? Presuppositions, synthetic
models and the effect of the number line. To appear in S. Vosnia-
dou, A. Baltas, & X. Vamvakoussi (Eds.), Foundational issues in
conceptual change research.

[69] Vinner Slomo (2002). Satisfying the need for certitude - intuition.
Mediterranean Journal for Research in Mathematics Education.
An International Journal, Vol. 1 (1), pp. 1− 10.

[70] Vlastos Gregory. Σηµείωση για το ϐέλος του Ζήνωνα. 11 ∆ευκαλί-

ων, σελ : 301 − 318. Περιοδική έκδοση του Κέντρου Φιλοσοφικών

Ερευνών.



ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 157

[71] Walter Rudin (2000). Αρχές µαθηµατικής αναλύσεως, (σελ : 22-31).

Εκδόσεις Leader Books.

[72] Weyl Hermann (1987). The continuum: A critical examination of the
foundation of analysis. Translated by Stephen Pollard & Thomas
Bole. Dover Publications, inc. New York.

[73] Whitehead N.A. (1975). The organisation of thought. Greenwood
Presss.

[74] Zeki Semir (2002). Εσωτερική όραση. Μια εξερεύνηση της τέχνης και

του εγκεφάλου. Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης.

[75] Ζερβός Παναγιώτης (1996). Απειροστικός λογισµός. Εκδόσεις Α. Κα-

ϱαβια. Αθήνα.

[76] Zervos P. S. (1972). On the development of mathematical intuition;
on the genesis of geometry; further remarks. Tensor, N. S. Vol. 26.


