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Δςσαπιζηίερ 

 

Δπραξηζηψ ηνλ θν Κεΐζνγινπ πνπ πξφηεηλε θάπνηα απιά καζεκαηηθά 

πξνβιήκαηα ησλ νπνίσλ ην αληίζηξνθν νδεγεί ζε απεηξία ιχζεσλ. Σα 

πξνβιήκαηα απηά είλαη εληφο αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο, αιιά ην αληίζηξνθν δελ 

εμεηάδεηαη απαξαίηεηα θαη βέβαηα δελ ππάξρεη ε απαίηεζε απφ ηνπο καζεηέο λα 

ην δηαηππψζνπλ. Απηφ θάλεθε ηδηαίηεξα ελδηαθέξνλ, αιιά ρξεηαδφηαλ θαη ε 

αληίζηνηρε ζεσξία δηδαθηηθήο.   

Ο θνο ΢πχξνπ έδσζε ην απαξαίηεην ζεσξεηηθφ ππφβαζξν, βάζεη ηνπ νπνίνπ 

ζα είρε έλλνηα ε έξεπλα καο. Γελ ήηαλ εχθνιε ε εμήγεζε ηνπ γηαηί είλαη 

πξαγκαηηθά ελδηαθέξνλ γηα ηνπο θαζεγεηέο ησλ καζεκαηηθψλ ην ζέκα ηεο 

αληηζηξνθήο ελφο πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο, ην νπνίν είλαη κάιινλ 

παξαγθσληζκέλν απφ ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα ζηελ Διιάδα. 

Ο κεγάινο δάζθαινο θνο Μπηηιελαίνο πξφιαβε λα καο δψζεη θάπνηεο ηδέεο 

γηα ηε ινγηθή ηνπ ζέκαηνο.  

Σέινο ν θνο Γαγάηζεο καο παξείρε ην GRAS, απαξαίηεην γηα ηε ζηαηηζηηθή 

αλάιπζε. Σν εξγαιείν απηφ καο επέηξεςε φρη κφλν λα έρνπκε απφιπηα ζηαηηζηηθά 

ζηνηρεία επηηπρίαο ή φρη ησλ καζεηψλ ζηηο αζθήζεηο πνπ ηνπο δφζεθαλ, αιιά θαη 

πψο ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο ηα απνηειέζκαηα απηά. ΢αλ απνηέιεζκα κπνξέζακε 

λα ζπζρεηίζνπκε επηηπρία ή απνηπρία ησλ καζεηψλ ζε δηαθνξεηηθνχ πιαηζίνπ 

πξνβιήκαηα θαη λα έρνπκε κία πιεξέζηεξε εηθφλα ηεο επηθξαηνχζαο θαηάζηαζεο, 

φπσο απηή απνηππψζεθε ζηελ έξεπλά καο.  

       

 



Διζαγωγή 

Ζ παξνχζα εξγαζία πξαγκαηεχεηαη ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ αληηζηξφθνπ 

ζπγθεθξηκέλσλ πξνβιεκάησλ θαηαζθεπήο απφ καζεηέο κέζεο εθπαίδεπζεο. 

΢πληάρζεθε θαηάιιειν εξσηεκαηνιφγην, ην νπνίν δφζεθε ζε καζεηέο γπκλαζίνπ 

θαη ιπθείνπ. ΢ηφρνο ηεο ελ ιφγσ εξγαζίαο είλαη λα εμεηάζεη ην βαζκφ επηηπρίαο 

ησλ καζεηψλ ζηα ζπγθεθξηκέλα πξνβιήκαηα θαη λα εληνπίζεη ζρέζεηο κεηαμχ ησλ 

νξζψλ απαληήζεσλ ζε δηαθνξεηηθά πιαίζηα (γεσκεηξηθφ, αιγεβξηθφ θαη γξαθηθφ). 

Παξάιιεια εμεηάδεηαη θαη ε ζρέζε δηαηχπσζεο θαη ιχζεο ηνπ αληηζηξφθνπ.  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



1.1.1. Μαθημαηική ικανόηηηα  

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο ζρνιηθήο ηνπ δσήο, ν καζεηήο δηδάζθεηαη δηάθνξνπο 

αιγνξίζκνπο, απνδείμεηο, ηχπνπο ππνινγηζκνχ, θαηαζθεπέο, δηαδηθαζίεο νη νπνίεο 

έρνπλ σο ζηφρν λα κπνξεί λα ιχζεη έλα καζεκαηηθφ πξφβιεκα. ΢ην βαζκφ πνπ ζα 

ηα θαηαθέξεη ζα έρεη αλαπηχμεη ηε καζεκαηηθή ηνπ ηθαλφηεηα, ε νπνία νξίδεηαη 

σο ζπλδπαζκφο, αθελφο ζεηηθήο δηάζεζεο πξνο ηα καζεκαηηθά θαη αθεηέξνπ 

γλψζεο θαη θαηαλφεζεο ηεο θχζεο ησλ καζεκαηηθψλ.  

Πην ζπγθεθξηκέλα ε καζεκαηηθή ηθαλφηεηα πεξηιακβάλεη ηθαλφηεηεο φπσο:  

 καζεκαηηθή αλάιπζε θαη αηηηνιφγεζε 

 ρξήζε καζεκαηηθήο γιψζζαο γηα ηελ επηθνηλσλία ηδεψλ 

 εθαξκνγή ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο γηα ηε ιχζε πξνβιεκάησλ ζε 

πνηθηιία επηζηεκνληθψλ πεδίσλ  

Δζηηάδνληαο ζηε δπλαηφηεηα αηηηνιφγεζεο ζα ιέγακε φηη απνηειεί έλα πνιχ 

ζεκαληηθφ ζπληειεζηή αλάπηπμεο ηεο καζεκαηηθήο ηθαλφηεηαο, θαζψο ζέινπκε ν 

καζεηήο λα έρεη ηε δπλαηφηεηα λα αλαιχεη ην πξφβιεκα πνπ ιχλεη ζε 

ζπγθεθξηκέλα βήκαηα, αιιά θαη λα αηηηνινγεί θαζέλα απφ απηά ηα βήκαηα.  

 

 

1.1.2. Αιηιολόγηζη  

΢ε ζρέζε κε ηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν ηίζεηαη ην δίιιεκα 

αλάκεζα ζε παξαγσγή θαη κάζεζε. Θέηνπκε, φπσο ππνζηεξίδεη ν Stordeur, ην 

παηδί κπξνζηά ζε κία θαηάζηαζε από ηελ νπνία ζα κπνξνύζε λα κάζεη θαη είκαζηε 

πνιύ ζύληνκνη ζην λα ηθαλνπνηεζνύκε κε έλα ζσζηό απνηέιεζκα. Κάλνπκε ηα 

πάληα (νη δηδάζθνληεο), ώζηε ν καζεηήο λα θαηαιήμεη ζην ζσζηό απνηέιεζκα θαη 



όζν ην δπλαηό ζπληνκόηεξα, ζθεπηόκελνη βάζεη κηαο ινγηθήο παξαγσγηθήο αληί κηαο 

καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο.    

Κνηλή ζπληζηακέλε ησλ παξαπάλσ απνηειεί ε απαίηεζε γηα δπλαηφηεηα ηνπ 

καζεηή λα πεξηγξάςεη, λα δηαηππψζεη θαη λα αηηηνινγήζεη θάζε ηνπ βήκα θαηά ηε 

ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο. Ζ πεξηγξαθή θαη ε δηαηχπσζε ρσξίο αηηηνιφγεζε δελ 

έρνπλ λφεκα γηα ηα καζεκαηηθά. ΢ηελ πεξίπησζε απηή ζεσξείηαη φηη ν καζεηήο 

δελ αληηιακβάλεηαη νχηε ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ πνπ 

ρεηξίδεηαη, νχηε ηελ αλαγθαηφηεηα ησλ φζσλ πεξηγξάθεη. Πέξαλ ηεο αλάπηπμεο 

εηθαζίαο ή ηζρπξηζκνχ, εθείλν πνπ ζα θξίλεη ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη ε 

αηηηνιφγεζε ή κε.  

΢χκθσλα θαη κε ηελ πηαδεηηαλή ζεσξία, ζηε δπλαηφηεηα αηηηνιφγεζεο 

(reasoning) θχξηα ζέζε θαηαιακβάλεη ην εξψηεκα ‘θαηά πφζν ν καζεηήο 

αληηιακβάλεηαη ηελ αλαγθαηφηεηα θάζε πξάμεο πνπ εθηειεί ζε κία δηαδηθαζία’ (Alan 

Garnham & Jane Oakhill, ‘thinking and reasoning’, ζει. 294).  

Παξαζέηνπκε ζην ζεκείν απηφ ηνλ νξηζκφ ηεο αηηηνιφγεζεο, ζχκθσλα κε ηε 

Russel βάζεη ηνπ νπνίνπ αηηηνιφγεζε είλαη απηό πνπ ρξεζηκνπνηνύκε γηα λα 

ζθεθηνύκε ηηο ηδηόηεηεο καζεκαηηθώλ ελλνηώλ θαη ηελ αλάπηπμε γεληθεύζεσλ πνπ 

βξίζθνπλ εθαξκνγή ζην ζύλνιν ησλ καζεκαηηθώλ. Δπηπιένλ θαηά ηνπο O’ Daffler & 

Thornquist ε αηηηνιφγεζε ζπκπεξηιακβάλεη ηε ζπιινγή ζηνηρείσλ, δεκηνπξγία 

ζπλδέζκσλ, δόκεζε γεληθεύζεσλ, θαηαζθεπή επηρεηξεκάησλ θαη εμαγσγή ινγηθώλ 

ζπκπεξαζκάησλ γηα ηηο δηάθνξεο ηδέεο θαη ηηο κεηαμύ ησλ ζρέζεηο (Σδηηδηβάθνο, 2006)  

Απαξαίηεηνο είλαη πξνθαλψο ν αληίζηνηρνο ζπιινγηζκφο. Γεληθά ε 

αηηηνιφγεζε κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί κε βάζε ηα εμήο είδε ζπιινγηζκνχ: 

 



 Δπαγσγηθνχ (επαγσγήο)  

  Αλαινγηθνχ   

 Παξαγσγηθνχ (παξαγσγήο) 

΢χκθσλα κε ηνλ επαγσγηθφ ηξφπν ζθέςεο κία πξφηαζε ηζρχεη, φηαλ ηζρχεη ζε 

πεξηπηψζεηο πνπ έρνπκε ειέγμεη θαη δελ έρνπκε εληνπίζεη πεξίπησζε ζηελ νπνία 

δελ ηζρχεη. Ο επαγσγηθφο ζπιινγηζκφο δελ έρεη ζρέζε κε ηελ καζεκαηηθή 

επαγσγή θαη δελ είλαη έγθπξνο φηαλ πξφθεηηαη γηα καζεκαηηθή απφδεημε. Δίλαη 

ζεκαληηθφο, φκσο, σο πξνο ηε δηαηχπσζε εηθαζηψλ, άξα θαη ηελ εχξεζε αιεζψλ 

πξνηάζεσλ ζηα καζεκαηηθά.      

Ο αλαινγηθφο ηξφπνο ζθέςεο έγθεηηαη ζην φηη θάηη λέν πνπ καζαίλεηαη, 

θαηαλνείηαη ζε αλαινγία κε θάηη πνπ είλαη ήδε γλσζηφ. Ζ δηαδηθαζία απηή είλαη 

ηδηαίηεξα ρξήζηκε θαηά ηε κάζεζε, αιιά δελ απνηειεί απφδεημε.  

Με βάζε ηνλ παξαγσγηθφ ηξφπν ζθέςεο ζπκπεξαίλνπκε φηη κία πξφηαζε είλαη 

αιεζήο σο εηδηθή πεξίπησζε άιιεο πξφηαζεο, ε νπνία έρεη ήδε απνδεηρζεί φηη 

είλαη αιεζήο. Βάζεη απηήο ηεο δηαδηθαζίαο απνδεηθλχνληαη νη καζεκαηηθέο 

πξνηάζεηο. ΢εκεηψλεηαη φηη ε ρξήζε ηεο καζεκαηηθήο επαγσγήο εκπίπηεη ζηελ 

παξαγσγή (deduction). Σν εξψηεκα είλαη γηαηί είλαη ζεκαληηθφο ν παξαγσγηθφο 

ζπιινγηζκφο γηα ηα καζεκαηηθά θαη γεληθφηεξα γηα ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία.      

Οη απνδεηθηηθέο κέζνδνη πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηα καζεκαηηθά είλαη ηξεηο:  

 ΢πλζεηηθή κέζνδνο: πξνθεηκέλνπ λα απνδείμνπκε κηα πξφηαζε, 

ρξεζηκνπνηνχκε ηνπο νξηζκνχο, ηα αμηψκαηα θαη άιιεο ήδε γλσζηέο 

πξνηάζεηο (πνπ θαη απηέο απνξξένπλ απφ ηα αμηψκαηα θαη ηνπο 

νξηζκνχο θαη θαηαιήγνπκε κε ινγηθνχο ζπιινγηζκνχο ζηελ πξνο 

απφδεημε. 



 Αλαιπηηθή κέζνδνο: δερφκαζηε πξνο ζηηγκήλ φηη ε πξνο απφδεημε 

πξφηαζε είλαη αιεζήο. Απφ απηήλ ζπλάγνπκε ηελ αιήζεηα κηαο δεχηεξεο ή 

θαη πεξηζζνηέξσλ άιισλ πξνηάζεσλ. Αλ θάπνηα απφ απηέο ήδε είλαη 

γλσζηή (δειαδή γλσξίδνπκε φηη έρεη ήδε απνδεηρζεί) ηφηε είλαη αιεζήο 

θαη ε αξρηθή πξφηαζε. 

 Απαγσγή ζε άηνπν: δερφκαζηε φηη αιεζεχεη ε αληίζεηε ηεο πξφηαζεο πνπ 

δεηάκε λα δείμνπκε. Υξεζηκνπνηψληαο άιιεο γλσζηέο πξνηάζεηο θαη ηα 

αμηψκαηα θαηαιήγνπκε ζε κία πξφηαζε, ε νπνία φκσο είλαη αληίζεηε κηαο 

πξφηαζεο ε νπνία ήδε αιεζεχεη ζην ζχζηεκά καο. Ζ αληίθαζε απηή 

αίξεηαη, πξνθαλψο, αλ δερζνχκε  ηελ  αιήζεηα ηεο αξρηθήο πξφηαζεο ηελ 

νπνία αξρηθά είρακε αξλεζεί. 

Ζ ζεκαζία ηνπ παξαγσγηθνχ ζπιινγηζκνχ έγθεηηαη ζην γεγνλφο φηη κε ηηο 

παξαπάλσ κεζφδνπο απφδεημεο ην ζπκπέξαζκά καο είλαη ζίγνπξα ζσζηφ. Κάζε 

πξφηαζε απφ ηελ  ππφζεζε κέρξη ην ζπκπέξαζκα πξνθχπηεη απφ ηελ πξνεγνχκελε 

ζρεκαηίδνληαο έλα ζηέξεν νηθνδφκεκα απφ επηρεηξήκαηα. Δμάιινπ ν παξαγσγηθφο 

ηξφπνο ζθέςεο καο επηηξέπεη κε ηε ζηγνπξηά πνπ καο παξέρεη λα κε ρξεηάδεηαη λα 

επαιεζεχζνπκε ην απνηέιεζκά καο πεηξακαηηθά, ρσξίο βέβαηα λα θαηαξγείηαη 

ρξεζηκφηεηα ηεο επαιήζεπζεο. Σέινο ν ελ ιφγσ ζπιινγηζκφο παξέρεη ηε δπλαηφηεηα 

λα έρνπκε απνηειέζκαηα ηα νπνία είλαη ζσζηά αλεμαξηήησο ηεο επνπηείαο.      

 

 

1.1.3. Αιηιολόγηζη και μαθηζιακή διαδικαζία 

΢χκθσλα κε ηνλ Bauersfeld (1991) κάζεζε είλαη ε δηαδηθαζία αιιειεπίδξαζεο 

κέζσ ηεο νπνίαο πξαγκαηνπνηείηαη κία πξνζαξκνγή ζε κία θνπιηνύξα, κέζσ 

ελεξγνύ ζπκκεηνρήο ηνπ αηόκνπ. Η κάζεζε είλαη πξνζσπηθή ππόζεζε ηνπ αηόκνπ 



θαη δελ απνηειεί κεηαθνξά θαλόλσλ, γλώζεο θαη αληηθεηκεληθώλ ηδεώλ. Μέζσ 

απηήο ηεο εζσηεξηθήο δηαδηθαζίαο ν καζεηήο απνθηά ηε γλψζε. Σν εξψηεκα πνπ 

ηίζεηαη είλαη πφηε έρνπκε δηαδηθαζία αηηηνιφγεζεο απφ ηνλ καζεηή θαη πψο 

ζπλδέεηαη κε ηε κάζεζε.  

Αηηηνιφγεζε θαηά ηνπο Peressini & Webb (Σδηηδηβάθνο, 2006) επηηπγράλεηαη 

απφ ηνλ καζεηή φηαλ: 

►►  Υξεζηκνπνηεί δνθηκή θαη πιάλε θαζψο θαη αλάδξνκε πνξεία 

εξγαζίαο γηα ηε ιχζε πξνβιεκάησλ 

►►  Κάλεη εηθαζίεο θαη ηηο ειέγρεη 

►►  Γεκηνπξγεί επαγσγηθά ζπκπεξάζκαηα 

►►  Γεκηνπξγεί παξαγσγηθά ζπκπεξάζκαηα  

►►  Δξεπλά γηα πξφηππα κε ζηφρν ηε γελίθεπζε 

►►  Υξεζηκνπνηεί ρσξηθή θαη ινγηθή αηηηνιφγεζε 

Οη παξαπάλσ ιεηηνπξγίεο αθνξνχλ ηε δηαδηθαζία ιχζεο πξνβιήκαηνο. Ο 

καζεηήο πνπ έρεη ηε δπλαηφηεηα λα αηηηνινγήζεη θάζε ηνπ ελέξγεηα ή 

απνηέιεζκα,  είλαη ζε ζέζε λα ιχζεη ην πξφβιεκα. Δπίζεο κπνξεί  λα θαηαλνήζεη 

θαη λα θαηαζθεπάζεη ν ίδηνο απνδείμεηο. Ζ δηαδηθαζία ηεο απφδεημεο πξνζθέξεη 

ζην καζεηή ηε δπλαηφηεηα λα απνθηήζεη ηελ αληίιεςε ηνπ απζηεξνχ 

ζπιινγηζκνχ. Όπσο ππνζηεξίδεη ν Polya ζην ‘πψο λα ην ιχζσ’ ρσξίο απηήλ ηελ 

αληίιεςε, ζηεξείηαη έλα πξαγκαηηθό κέηξν πνπ ζα ηνπ επέηξεπε λα παξαβάιεη όια 

ηα είδε ππνζεηηθήο απόδεημεο πνπ αθνξνύλ ηνλ ίδην ζηε δσή ηνπ.  Οπφηε, θαζψο ε 

αηηηνιφγεζε είλαη αλαγθαία,  πξνθεηκέλνπ λα ζπκβάιινπκε ζεηηθά ζηελ αλάπηπμή 

ηεο απφ ην καζεηή, πξέπεη ζε πξψηε θάζε λα εληνπίζνπκε ηηο ζρεηηθέο λνεηηθέο 



δηεξγαζίεο πνπ απαηηνχληαη θαη ζε δεχηεξε θάζε λα πξνηείλνπκε ηξφπνπο 

δηδαζθαιίαο πξνο απηήλ ηελ θαηεχζπλζε.  

 

 

 

 1.2.1. Μεηαγνώζη 

Ζ αλάπηπμε  δηθαηνιφγεζεο θαηά ηε ιχζε πξνβιήκαηνο πξνυπνζέηεη 

ηθαλφηεηα αλαζηνραζκνχ ηνπ καζεηή, δειαδή ηθαλφηεηα λα ζθέθηεηαη ηνπο 

ηξφπνπο πνπ ζθέθηεηαη θαη λα αλαδεηθλχεη ζηξαηεγηθέο, δειαδή έλα ξεπεξηφξην 

ηδεψλ, θηλήζεσλ θαη γλσζηηθψλ ζρεκάησλ κέζα ζην νπνίν επηιέγεη ηηο πιένλ 

απνηειεζκαηηθέο. Απηή ηνπ ε ηθαλφηεηα ζεκαίλεη ζε γεληθέο γξακκέο κεηαγλψζε.  

Δπηπιένλ ε αιιειεπίδξαζή καο κε ηνλ θφζκν γελλά γλψζε, φρη κφλν γηα ηνλ 

θφζκν, αιιά θαη γηα ην ίδην ην γλσζηηθφ καο ζχζηεκα (Γεκεηξίνπ, ‘Γλσζηηθή 

Αλάπηπμε’, ζει. 303). Σν ηειεπηαίν είδνο γλψζεο είλαη επξχηεξα γλσζηφ κε ηνλ 

φξν κεηαγλψζε (Flavell, 1979) ή ππεξγλσζηηθφ – αλαινγηζηηθφ ζχζηεκα 

(Γεκεηξίνπ, ‘γλσζηηθή αλάπηπμε’, ζει. 304). ΢χκθσλα κε ηνλ ηειεπηαίν ε 

κεηαγλψζε ηξνθνδνηείηαη απφ ηε ιεηηνπξγία ησλ άιισλ ζπζηεκάησλ πνπ έρνπλ 

πξνηαζεί, αιιά θαη εθαξκφδεηαη πάλσ ζε απηά.  

Πην ζπγθεθξηκέλα γηα ηε κεηαγλψζε, ππάξρνπλ ηξεηο εθδνρέο, θαηά ηνλ 

Schoenfeld (1987): 

Α. Πεποιθήζειρ και εμπνεύζειρ ηος αηόμος (beliefs and intuitions): 

Πνηεο ηδέεο ρξεζηκνπνηνχληαη θαηά ηελ επίιπζε ελφο καζεκαηηθνχ 

πξνβιήκαηνο θαη πψο απηέο επεξεάδνπλ ηνλ ηξφπν πνπ ‘θάλνπκε’ 

καζεκαηηθά. 



Β. Γνώζη ηος αηόμος για ηιρ νοηηικέρ ηος διεπγαζίερ (your knowledge  

about your own thought processes) 

Πφζν έγθπξα πεξηγξάθνπκε ηε ζθέςε καο, θαηά πφζν γλσξίδνπκε φζα 

γλσξίδνπκε, ψζηε λα ηα ρξεζηκνπνηήζνπκε. 

 

Γ. Self awareness – Self regulation  

– επηβεβαηψλνπκε φηη έρνπκε θαηαλνήζεη ην πξφβιεκα πξηλ ην ιχζνπκε 

– ζρεδηαζκφο 

– έρνπκε ζπλείδεζε φηη ε πνξεία ιχζεο πνπ αθνινπζείηαη είλαη νξζή  

 ή φρη.  

– Αλαηξνθνδφηεζε ηεο πνξείαο ιχζεο κε επηπιένλ ηδέεο θαη γλψζεηο 

Καηά ηνλ Γεκεηξίνπ ε κεηαγλψζε ιεηηνπξγεί ζε δχν επίπεδα: 

 επίπεδο μακπο – ανάπηςξηρ: 

πεξηιακβάλεη γεληθνχο κεραληζκνχο απηνγλσζίαο θαη απηνδηαρείξεζεο 

 επίπεδο μικπο – ανάπηςξηρ: 

πεξηιακβάλεη κηθξν – κεραληζκνχο πνπ ξπζκίδνπλ ηελ πνξεία ιχζεο 

ελφο ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο απφ ηε ζηηγκή πνπ ν καζεηήο 

απνθαζίδεη λα αζρνιεζεί κε ην πξφβιεκα, κέρξη λα παξάμεη κηα 

απνδεθηή θαη έγθπξε θαηά ηελ θξίζε ηνπ ιχζε.  

΢πλνιηθά ζα ιέγακε φηη ε κεηαγλψζε αθνξά ηε γλψζε γηα ηηο γλψζεηο καο θαη 

ηηο δηαδηθαζίεο πνπ επηιέγνπκε λα εθαξκφζνπκε (Richer, 2004). Απηή ε επηινγή 

ησλ δηαδηθαζηψλ νθείιεη, βέβαηα, λα γίλεηαη βάζεη ησλ ζρέζεσλ ησλ παξακέηξσλ 

ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ ιχλνπκε θαη ησλ γλψζεσλ πνπ έρνπκε. 

 



1.2.2. Αιηιολόγηζη και Μεηαγνώζη 

΢χκθσλα κε ηνλ Piaget (Garnham & Jane Oakhill, ‘thinking and reasoning’, p. 

294) θαηά ηελ πεξίνδν ησλ ηππηθψλ ιεηηνπξγηψλ ν καζεηήο είλαη ζε ζέζε λα 

αλαπηχμεη αηηηνιφγεζε. Οη ηππηθέο ιεηηνπξγίεο πεξηιακβάλνπλ δξάζεηο 

(ιεηηνπξγίεο/ operations) ηνπ καζεηή πάλσ ζε δξάζεηο (ιεηηνπξγίεο/ operations). 

Οη δξάζεηο απηέο ζπλίζηαληαη ζηελ επίιπζε ελφο πξνβιήκαηνο, κέζσ ηεο νπνίαο ν 

καζεηήο απνθηά λέα γλψζε. Πξνθεηκέλνπ απηφ λα γίλεη, ν καζεηήο πξέπεη λα 

είλαη ζε ζέζε λα ειέγμεη ηε λέα γλψζε πνπ ηνπ παξέρεηαη ζε ζρέζε κε ηελ γλψζε 

πνπ ήδε έρεη, πεξλψληαο απφ ηε γλσζηή σο ‘θάζε αληζνξξνπίαο’. Με ηνλ ηξφπν 

απηφ ν καζεηήο απνθηά γλψζε γηα ηηο γλψζεηο ηνπ, δειαδή αλαπηχζζεη 

κεηαγλσζηηθέο ηθαλφηεηεο.  

Σε ζεκαζία ηεο κεηαγλψζεο γηα ηελ αηηηνιφγεζε ζεκεηψλεη θαη ε Kuhn 

(Garnham & Jane Oakhill, ‘thinking and reasoning’, p. 322 - 323). Γεδνκέλνπ φηη 

γηα θάζε απφθαζε πνπ ιακβάλνπκε θαηά ηελ ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο, επηιέγνπκε 

κεηαμχ πξφηαζεο πνπ ηζρχεη θαη πξφηαζεο πνπ δελ ηζρχεη, ε ίδηα ε ζεσξία – 

αηηηνιφγεζε πνπ  αλαπηχζζεηαη γίλεηαη αληηθείκελν ζθέςεο απφ ην καζεηή. ΢ην 

ίδην θαηαιήγεη θαη ν Kilpatrick (1985), πνπ ζηεξίδεη φηη αλ θαη ε δηαδηθαζία ηεο 

γλψζεο δελ είλαη πάληα ζπλεηδεηή, φηαλ πξφθεηηαη γηα ιήςε απνθάζεσλ βάζεη 

θξηηηθήο ζθέςεο, απηφ είλαη ζίγνπξα ζέκα κεηαγλψζεο.  

Ζ αλάπηπμε κεηαγλψζεο ιεηηνπξγεί θαη ζε έλα άιιν επίπεδν. Έλαο απφ ηνπο 

παξάγνληεο πνπ νδεγνχλ ηνπο καζεηέο λα πηνζεηνχλ αξλεηηθή ζηάζε γηα ηα 

καζεκαηηθά ή αθφκε θαη λα αλαπηχζζνπλ καζεκαηηθνθνβία (φξνο ηνπ Papert, 

1980) είλαη ην γεγνλφο φηη ε δηδαζθαιία ηνπο πεξηνξίδεηαη ζηελ παξνπζίαζε θαη 

εμέηαζε αιγνξίζκσλ, νξηζκψλ, ζεσξεκάησλ, κε απνηέιεζκα νη καζεηέο λα κελ 



αληηιακβάλνληαη ην λφεκα ή ηνπιάρηζηνλ ηε ρξεζηκφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ θαη αληηθεηκέλσλ. Ζ κεηαγλψζε ιεηηνπξγεί σο πξνο απηφ θαηαιπηηθά, 

αθνχ δίλεη ζην καζεηή ηε δπλαηφηεηα λνεκαηνδφηεζεο ησλ φζσλ δηδάζθεηαη ζην 

πεξηβάιινλ ηεο ηάμεο, δεκηνπξγψληαο κία θνπιηνχξα ησλ καζεκαηηθψλ 

(Schoenfeld, 1987).  

Εεηνχκελν ζην ζεκείν απηφ είλαη λα εληνπηζηνχλ κέζνδνη δηδαζθαιίαο 

ηέηνηεο, ψζηε λα ζπκβάιινπκε ζηελ αλάπηπμε ησλ κεηαγλσζηηθψλ ηθαλνηήησλ 

ηνπ καζεηή. Σέηνηεο πξνηάζεηο έρνπλ γίλεη πνιιέο, φπσο ηε δηδαζθαιία κέζα απφ 

πξνβιήκαηα ηεο θαζεκεξηλήο δσήο, πξνβιήκαηα κε αλαθνξέο ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, brainstorming, επξεηηθέο κεζφδνπο, εκπινπηηζκφ ηεο δηδαθηηθήο 

πξάμεο κε ππνινγηζηηθά εξγαιεία, θαηαζθεπέο. Απηφ ζην νπνίν ζα εζηηάζνπκε 

είλαη ε αληηζηξνθή πξνβιεκάησλ θαηαζθεπήο.  

 

 

1.2.3.  Γημιοςπγικόηηηα  

΢εκεηψλεηαη φηη έλαο αθφκε παξάγνληαο ηεο δπλαηφηεηαο αηηηνιφγεζεο είλαη 

ε δεκηνπξγηθφηεηα ηνπ καζεηή. Έλα ραξαθηεξηζηηθφ ηεο ζπκπεξηθνξάο ηνπ 

καζεηή είλαη λα επηλνεί εξγαιεία, ψζηε λα πξνζαξκφδεηαη κέζα ζε λέεο ζπλζήθεο 

πνπ ηνπ πξνθχπηνπλ, θαζηζηψληαο ηε δεκηνπξγηθφηεηα απαξαίηεηε. Χζηφζν νη 

πεξεηαίξσ αλαιχζεηο καο δε ζα αλαιπζνχλ κε φξνπο δεκηνπξγηθφηεηαο. 

 

 

 

 



2.1.1.  Λύζη ανηιζηπόθος πποβλήμαηορ καηαζκεςήρ 

Καηά ηε ιχζε ελφο πξνβιήκαηνο ζπρλά εληνπίδεηαη δπζθνιία σο πξνο ηελ 

θαηαλφεζε ηεο δνκήο ηνπ πξνβιήκαηνο απφ ην καζεηή. Απηφ εληείλεηαη αλ ην 

πξφβιεκα δελ έρεη αλαθνξά ζε κία πξαγκαηηθή θαηάζηαζε. Σίζεηαη ην εξψηεκα 

θαηά πφζν κπνξεί ν καζεηήο εχθνια λα αλαγλσξίζεη ηηο παξακέηξνπο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, λα ιχζεη βάζεη ησλ δεδνκέλσλ ηνπ ην πξφβιεκα. Γεδνκέλνπ φηη ν 

φγθνο ηεο χιεο πνπ πξνβιέπεηαη απφ ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα δελ αθήλεη 

πεξηζψξηα ζην δηδάζθνληα ή ηνλ καζεηή γηα αθνκνίσζε ησλ ελνηήησλ πνπ 

δηδάζθνληαη, κία δηαδηθαζία πνπ ζα κπνξνχζε λα βνεζήζεη ην καζεηή λα 

θαηαλνήζεη ηε δνκή ελφο καζεκαηηθνχ πξνβιήκαηνο είλαη ιχζε ηνπ αληηζηξφθνπ 

πξνβιήκαηνο, φπσο ππνζηεξίδεη ν ΢αιβάξαο (1977).  

Ζ ιχζε ηνπ αληηζηξφθνπ πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο ζρεηίδεηαη κε ηελ αλάιπζε 

θαη ηε ζχλζεζε κηαο πξφηαζεο ή κηαο θαηαζθεπήο. Δίλαη ε λνεηηθή δηεξγαζία 

κέζσ ηεο νπνίαο αθ’ ελφο αληηζηξέθνπκε ηε ινγηθή δνκή κηαο πξφηαζεο αθ’ 

εηέξνπ δε εξεπλνχκε ηελ ηζρχ ηεο πξφηαζεο πνπ πξνθχπηεη ή ηε δπλαηφηεηα ηεο 

αληίζηξνθεο θαηαζθεπήο (Κετζνγινπ, 2005).  

Πξνθεηκέλνπ λα ιχζεη ην αληίζηξνθν ελφο πξνβιήκαηνο, ν καζεηήο αξρηθά 

πξέπεη λα αλαγλσξίζεη ηηο παξακέηξνπο ηνπ επζένο πξνβιήκαηνο, δειαδή λα  

εληνπίζεη ηα δεδνκέλα θαη ηα δεηνχκελα. Ο Polya ζην ‘πψο λα ην ιχζσ’ νξίδεη ηε 

δηαδηθαζία απηή σο δηάζπαζε ηνπ πξνβιήκαηνο, πνπ πεξηιακβάλεη ηε ζεψξεζε ησλ 

θπξηνηέξσλ ζηνηρείσλ ηνπ πξνβιήκαηνο, πνπ είλαη ην δεηνχκελν, ηα δεδνκέλα θαη ε 

ζπλζήθε. Δλδέρεηαη λα ρξεηαζηεί πεξεηαίξσ δηάζπαζε θαη λα εμεηάζεη ν καζεηήο 

αθφκα πην κεκνλσκέλεο ιεπηνκέξεηεο, φπσο ν νξηζκφο ελφο ζπγθεθξηκέλνπ 

καζεκαηηθνχ φξνπ, λα εηζαγάγεη λέα ζηνηρεία πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ νξηζκφ, φπσο 

θάπνηεο ηδηφηεηεο θαη λα ηα εμεηάζεη. Απνηειεί, φκσο, έλαλ ηξφπν πέξαλ ηεο 



αλαθνξάο ζε πξαγκαηηθή θαηάζηαζε, γηα λα εληνπίζεη ν καζεηήο ηηο παξακέηξνπο 

ελφο πξνβιήκαηνο θαη λα αηηηνινγήζεη ηηο  ζρέζεηο κεηαμχ ηνπο θαη ηελ αλαγθαηφηεηα 

απηψλ.  

Αθνχ εληνπίζεη ηηο παξακέηξνπο ηνπ επζένο πξνβιήκαηνο, ν καζεηήο θαιείηαη 

λα ζέζεη θάπνηεο απφ απηέο σο δεδνκέλα γηα λα θαηαζθεπάζεη ην αληίζηξνθν 

πξφβιεκα. Απαηηείηαη ζχλδεζε ησλ παξακέηξσλ πξνθεηκέλνπ λα πξνθχςεη ην 

αληίζηξνθν ή ζε πεξίπησζε πνπ ην αληίζηξνθν δίλεηαη, επαλαζχλδεζε.  

΢ε απηή ηε δεχηεξε θάζε ν καζεηήο πξέπεη λα θξίλεη πνηεο απφ ηηο 

παξακέηξνπο ζα απνηειέζνπλ ηα δεδνκέλα ηεο αληίζηξνθεο θαηαζθεπήο. Σν 

ζπκπέξαζκα ηνπ επζένο ζα ηξαπεί ζε ππφζεζε ηνπ αληηζηξφθνπ. Κάηη ηέηνην είλαη 

δχζθνιν γηα ηνλ καζεηή. Σν πξφβιεκα δελ αιιάδεη απιψο, αιιά ν ίδηνο πξέπεη λα 

πξνβεί ζηε δηαηχπσζε θαη ιχζε ηνπ αληηζηξφθνπ, ζέηνληαο ν ίδηνο ηα δεδνκέλα 

θαη ηα δεηνχκε ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε.  

 Μάιηζηα δελ ππάξρεη εθθψλεζε. Δίλαη ν ίδηνο ν καζεηήο πνπ πξέπεη λα 

θαηαζθεπάζεη ηελ εθθψλεζε. Απηφ ίζσο απνηειεί κία πξφζζεηε δπζθνιία. Σηο 

πεξηζζφηεξεο θνξέο ζηφρν γηα ηελ ιχζε ελφο καζεκαηηθνχ πξνβιήκαηνο απνηειεί 

ν εληνπηζκφο ππφζεζεο θαη ζπκπεξάζκαηνο βάζεη δεδνκέλεο ππφζεζεο. ΢ηελ 

πεξίπησζε φκσο ηεο θαηαζθεπήο ηνπ αληηζηξφθνπ ν καζεηήο δελ έρεη ηελ 

αζθάιεηα φηη ε εθθψλεζε ζα ηνπ δψζεη ηα δεδνκέλα πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα ιχζεη 

ην πξφβιεκα. Απηφ, ελδερνκέλσο απνηειεί κία πξφζζεηε δπζθνιία φζνλ αθνξά 

ηνλ ςπρνινγηθφ ηνκέα. Ο καζεηήο αηζζάλεηαη κάιινλ αλαζθαιήο, θαζψο δε 

κπνξεί λα αλαηξέμεη ζηελ εθθψλεζε πξνθεηκέλνπ λα αληιήζεη πιεξνθνξίεο πνπ 

ζα ηνλ βνεζήζνπλ λα ιχζεη ην πξφβιεκα. Αλαγθάδεηαη, φκσο, λα ζέζεη ν ίδηνο ηα 

δεδνκέλα ηνπ λένπ πξνβιήκαηνο πξηλ ην ιχζεη. Καηά ζπλέπεηα, ηνπ δίλεηαη ε 



δπλαηφηεηα ζε πξψηε θάζε λα εμεηάζεη δηεμνδηθά ηηο παξακέηξνπο ηνπ 

πξνβιήκαηνο θαη ζηε ζπλέρεηα λα ιάβεη απνθάζεηο ζε ζρέζε κε απηέο: λα 

απνθαλζεί αλ ε ζπλζήθε πνπ ζα ζέζεη είλαη επαξθήο, αλεπαξθήο, πιενλάδνπζα ή 

αληηθαηηθή γηα λα ιχζεη ην δεηνχκελν. Δπνκέλσο είλαη απαξαίηεην λα 

αηηηνινγήζεη θάζε επηινγή ηνπ θαη λα ζθεθηεί ελαιιαθηηθά πξνβιήκαηα, 

δηαθξίλνληαο πνην απφ απηά είλαη ην αληίζηξνθν θαη γηαηί. 

Σέινο ε δπλαηφηεηα πεξηγξαθήο ηνπ αληηζηξφθνπ πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο 

ζρεηίδεηαη κε ηε κεηαγλσζηηθή ηθαλφηεηα ηνπ καζεηή, αθνχ ν καζεηήο πνπ 

ζπλεηδεηά επηιέγεη ζπγθεθξηκέλεο ελέξγεηεο θαηά ηε ζπγθεθξηκέλε θαηαζθεπή 

είλαη θαη ζε ζέζε λα ηελ πεξηγξάςεη. Σν ζέκα πνπ ηίζεηαη ζην ζεκείν απηφ είλαη 

ην αλ ν καζεηήο έρεη ηε δπλαηφηεηα λα πεξηγξάςεη ηηο ελέξγεηέο ηνπ ζηε θπζηθή 

γιψζζα ή αθφκα θαη ζηελ ηππηθή ησλ καζεκαηηθψλ, αλάινγα θαη κε ην πιαίζην 

ηνπ πξνβιήκαηνο.  

 

 

 

2.1.2. Παπάδειγμα  

Μία απφ ηηο ελφηεηεο πνπ δηδάζθνληαη ζηελ α΄ γπκλαζίνπ είλαη ε κεζνθάζεηνο 

επζχγξακκνπ ηκήκαηνο. Γεδνκέλνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο δηδάζθνληαη νη 

καζεηέο ηελ θαηαζθεπή ηεο αληίζηνηρεο κεζνθαζέηνπ, απνηεινχκελεο απφ ηα 

εμήο βήκαηα: 

  

 

 



1ν βήκα: ‘βξίζθσ ην κέζν ηνπ  δεδνκέλνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο’ 

 

 

 

2ν βήκα: ‘θέξσ θάζεηε απφ ην κέζν ζην επζχγξακκν ηκήκα’ 

 

 

 

 

 

 

΢ηε ζπλέρεηα αλαθέξεηαη ε ηδηφηεηα ησλ ζεκείσλ ηεο κεζνθαζέηνπ λα 

ηζαπέρνπλ απφ ηα άθξα ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο. 

 

 

 

 

 

 

Αλ δεηνχζακε απφ ηνπο καζεηέο ηελ αληίζηξνθε ηεο παξαπάλσ θαηαζθεπήο, 

ζα έπξεπε λα θάλνπλ ηα εμήο βήκαηα: 

 

 



1ν βήκα: ‘θέξσ επζεία ε νπνία ζα είλαη ε κεζνθάζεηνο’ 

 

 

 

 

 

 

2ν βήκα: ‘ζεσξψ ζεκείν ηεο επζείαο, ην ζεκείν ηνκήο κε ην επζχγξακκν 

ηκήκα ηνπ νπνίνπ είλαη κεζνθάζεηνο’ 

 

 

 

 

 

 

 

3ν βήκα: ‘θέξσ επζεία θάζεηε απφ ην ζεκείν απηφ ζηελ αξρηθή επζεία’ 

 

 

 

 

 

 



4ν βήκα: ‘ζεσξψ ζηελ επζεία απηή ζεκεία πνπ ηζαπέρνπλ απφ ην ζεκείν ηνκήο 

ησλ δχν επζεηψλ, ηα άθξα ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο’ 

 

 

 

 

                                                   

 

΢ην παξαπάλσ παξάδεηγκα ν καζεηήο πξνθεηκέλνπ λα πξνβεί ζηελ 

αληίζηξνθε θαηαζθεπή, θάλεη ρξήζε ηεο ηδηφηεηαο ηεο κεζνθαζέηνπ βάζεη ηεο 

νπνίαο θάζε ζεκείν ηεο ηζαπέρεη απφ ηα άθξα ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο.  

Δπηπιένλ θαηά ηελ θαηαζθεπή ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ελδερνκέλσο 

δηαπηζηψλεη αλνηγνθιείλνληαο ην δηαβήηε φηη ππάξρνπλ άπεηξα επζχγξακκα 

ηκήκαηα κε θνηλή κεζνθάζεην (θαη θνηλφ κέζν).  
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Ζ αληηζηξνθή ελφο πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο, φπσο ην παξάδεηγκα πνπ 

δφζεθε, ζπλδέεηαη άκεζα κε ηε δπλαηφηεηα ηνπ καζεηή γηα αηηηνιφγεζε θαη ηηο 

κεηαγλσζηηθέο ηνπ ηθαλφηεηεο. Σα πεξί κεηαγλψζεο πνπ αλαθέξζεθαλ παξαπάλσ 

αθνξνχλ νχησο ή άιισο ηελ επίιπζε νπνηνπδήπνηε καζεκαηηθνχ πξνβιήκαηνο. 

Σν ελδηαθέξνλ ελδερνκέλσο ζε ζρέζε κε ηελ αληηζηξνθή κηαο θαηαζθεπήο είλαη 

φηη ν καζεηήο αλαγθάδεηαη φρη κφλν λα αλαθαιέζεη έλαλ νξηζκφ ή κία ηδηφηεηα, 

αιιά λα εληνπίζεη ηελ αλαγθαηφηεηά ηεο πξνθεηκέλνπ πξαθηηθά λα νινθιεξψζεη 

ηελ θαηαζθεπή, αιιά θαη ρσξίο αλαθνξά ζε ζπγθεθξηκέλε πξαγκαηηθή 

θαηάζηαζε (ρξήζεο ηνπ νξηζκφ ηνπ κέζνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο, αθνχ βάζεη 

απηνχ νξίδνληαη ηα άθξα θαη ηεο ηδηφηεηαο ηεο κεζνθαζέηνπ ζχκθσλα κε ηελ 

νπνία θάζε ζεκείν ηεο ηζαπέρεη απφ ηα άθξα ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο).  

΢ην παξάδεηγκα ηεο κεζνθαζέηνπ πνπ πξναλαθέξζεθε, ε αληηζηξνθή ηεο 

θαηαζθεπήο νδήγεζε ζε απεηξία απνηειεζκάησλ (άπεηξα επζχγξακκα ηκήκαηα κε 

θνηλή κεζνθάζεην). ΢χκθσλα κε ηνλ Kilpatrick (1985) ε κεηαγλψζε δελ 

ζρεηίδεηαη κε ηελ εχξεζε άπεηξσλ απνηειεζκάησλ, αιιά κε ηε δηαδηθαζία 

επίιπζεο θαη κφλν. Παξ’ φι’ απηά ην εξψηεκα αλ νη καζεηέο κπνξνχλ λα 

εληνπίζνπλ ηελ πνιιαπιφηεηα ησλ απνηειεζκάησλ ζε κία θαηαζθεπή 

δηαθνξνπνηείηαη απφ ηελ εχξεζε άπεηξσλ ιχζεσλ ζε κία εμίζσζε βάζεη ελφο 

αιγνξίζκνπ. ΢ην παξάδεηγκα ηεο κεζνθαζέηνπ ε εχξεζε ησλ απείξνπ πιήζνπο 

επζχγξακκσλ ηκεκάησλ πξνυπνζέηεη ηελ θαηαλφεζε απφ κέξνπο ηνπ καζεηή φηη 

ε παξάκεηξνο επζχγξακκν ηκήκα δελ νξίδεηαη απφ ηελ έλλνηα ηνπ κέζνπ 

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο θαη δελ εμαξηάηαη απφ ηηο ππφινηπεο παξακέηξνπο ηνπ 

πξνβιήκαηνο, αιιά ζα κπνξνχζε λα νξίδεηαη αλ ζέηακε επηπιένλ ππνζέζεηο. 

Απηέο νη επηπιένλ ππνζέζεηο (δειαδή ην λα απαηηήζνπκε ζπγθεθξηκέλν κήθνο 



επζχγξακκνπ ηκήκαηνο) δελ ζα αιινίσλαλ ηελ θαηαζθεπή, αιιά δελ ζα 

απνηεινχζαλ ηελ αληίζηξνθε θαηαζθεπή ελ γέλεη ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο. Σν 

λα δηαθξίλεη ν καζεηήο ηα ζεκεία απηά θαη λα πάξεη ηηο αληίζηνηρεο απνθάζεηο 

έγθεηηαη ζηηο κεηαγλσζηηθέο ηνπ ηθαλφηεηεο. Αθφκε θη αλ ζέιακε ηκήκα 

ζπγθεθξηκέλνπ κήθνπο, ηα βήκαηα ηεο θαηαζθεπήο μεθηλψληαο απφ ηε 

κεζνθάζεην ζα ήηαλ ηα ίδηα θαη ην ‘άλνηγκα ηνπ δηαβήηε’ ζην ηειεπηαίν βήκα ζα 

ήηαλ ζπγθεθξηκέλν. Θα είρακε δειαδή εηδηθή πεξίπησζε. Κάηη ηέηνην δελ ηζρχεη 

ζηελ επίιπζε κίαο αφξηζηεο εμίζσζεο. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο επίιπζεο κίαο 

εμίζσζεο δελ έρνπκε πξφβιεκα θαηαζθεπήο. Δμάιινπ νη απεηξία ιχζεσλ 

πξνθχπηεη βάζεη εθαξκνγήο ηνπ αληίζηνηρνπ αιγνξίζκνπ επίιπζεο θαη φρη 

θαηφπηλ αληίιεςεο ηνπ φηη θάπνηα παξάκεηξνο ηνπ πξνβιήκαηνο δελ θαζνξίδεηαη.  

Κπξίσο, φκσο, θαηά ηε ιχζε ηνπ αληηζηξφθνπ πξνβιήκαηνο ν καζεηήο έρεη 

πιήξε ζπλείδεζε ηνπ ηη θάλεη θαη γηαηί. Γελ εθαξκφδεη έλαλ αιγφξηζκν. 

Αλαγθάδεηαη λα ζθεθηεί επί ηεο δηαδηθαζίαο πνπ αθνινπζεί θαη λα επηιέμεη ηηο 

ελέξγεηεο φπνπ ζα πξνβεί ζπλεηδεηά θαη ζε ζπλάξηεζε κε ηνπο νξηζκνχο θαη ηηο 

ζρέζεηο ησλ γεσκεηξηθψλ αληηθεηκέλσλ ελ πξνθεηκέλσ. Ο καζεηήο πνπ ζα είλαη 

ζε ζέζε λα ιχζεη έλα ηέηνην πξφβιεκα έρεη δπλαηφηεηα λα αηηηνινγήζεη φ, ηη 

θάλεη.  

 

 

3.1.1.  Πλαίζιο πποβλήμαηορ και ζςμβολιζμόρ 

Χο γλσζηφλ, ην πιαίζην ελφο πξνβιήκαηνο ή νη δηαθνξεηηθέο  αλαπαξαζηάζεηο 

ελφο καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ επεξεάδνπλ ηε ιχζε ηνπ απφ ην καζεηή, νπφηε 

ζθφπηκν είλαη λα εμεηάζνπκε ηελ αληηζηξνθή πξνβιεκάησλ θαηαζθεπήο ζε 



δηαθνξεηηθά πιαίζηα (Γαγάηζεο, ΢πχξνπ, 2005). Σν δήηεκα είλαη αλ θαη θαηά 

πφζν επεξεάδεη ην πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο ηε ιχζε ηνπ αληηζηξφθνπ 

πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο. Πην ζπγθεθξηκέλα αλ αιγεβξηθφ, γεσκεηξηθφ θαη 

γξαθηθφ πιαίζην δηαθνξνπνηνχλ ηε ζπγθεθξηκέλε δπλαηφηεηα. Δπίζεο θαηά πφζν 

επεξεάδεηαη θαηά ζπλέπεηα θαη ν εληνπηζκφο ησλ απείξσλ απνηειεζκάησλ θαη 

πνην πιαίζην ππνβνεζά ηηο παξαπάλσ δηαδηθαζίεο.   

΢ε ζρέζε κε ηελ πεξηγξαθή ηνπ αληηζηξφθνπ ηίζεηαη επηπιένλ ην ζέκα πνπ 

πξνθχπηεη κεηαμχ ηππηθήο θαη θπζηθήο γιψζζαο. Δλδέρεηαη λα επεξεάδεηαη ηε 

δπλαηφηεηα ηνπ καζεηή λα πεξηγξάςεη ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζεί θαηά ηελ 

αληηζηξνθή κίαο θαηαζθεπήο.  

 

 

3.1.2. ΢ύμβολα – Αναπαπαζηάζειρ 

΢ηα καζεκαηηθά απαηηείηαη ε ρξήζε ζπζηεκάησλ έθθξαζεο θαη 

αλαπαξαζηάζεσλ πέξαλ ηεο θπζηθήο γιψζζαο. Απηφ, θαζψο δελ είλαη πάληα 

δπλαηή ή εχρξεζηε ε θπζηθή αλαθνξά, πξνθεηκέλνπ λα πξαγκαηνπνηεζεί ε 

πξνζέγγηζε ή ε θαηαλφεζε κίαο καζεκαηηθήο έλλνηαο. Μάιηζηα, σο πξνο ηε 

ρξεζηκφηεηα ησλ ζπκβφισλ θαη αλαπαξαζηάζεσλ ππάξρνπλ πεξηπηψζεηο, φπνπ 

αλάινγα κε ην πξφβιεκα πνπ ηίζεηαη ρξεζηκνπνηείηαη δηαθνξεηηθή αλαπαξάζηαζε 

ηνπ ίδηνπ καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ. 

Οη αλαπαξαζηάζεηο απνηεινχλ βαζηθή ζπληζηψζα ηεο θαηαλφεζεο ησλ 

καζεκαηηθψλ θαηά ηνλ Duval (1999) θαη αλ θαη  αλαπαξαζηάζεηο απνηεινχλ κία 

αξθεηά αζαθή έλλνηα, ηζρχεη ν εμήο δηαρσξηζκφο: 



Α. αλαπαξαζηάζεηο πνπ επί ηνχηνπ παξάγνληαη κε ρξήζε νπνηνπδήπνηε 

ζεκεησηηθνχ ζπζηήκαηνο, φπσο πξνηάζεηο, γξαθήκαηα θαη δηαγξάκκαηα. 

Β. αλαπαξαζηάζεηο πνπ πξνθχπηνπλ απηφκαηα απφ ηνλ αλζξψπηλν νξγαληζκφ 

(φπσο φλεηξα ή αλακλήζεηο) ή απφ θάπνην ηερληθφ ή θπζηθφ κέζν (φπσο 

θσηνγξαθίεο ή αληηθαηνπηξηζκνί) 

Ο παξαπάλσ δηαρσξηζκφο αθνξά ην ζχζηεκα ή κάιινλ ηε δηαδηθαζία 

παξαγσγήο ηεο αλαπαξάζηαζεο.  

Ο ζπλεζέζηεξνο δηαρσξηζκφο ζε ζρέζε κε ηε κάζεζε είλαη θαηά ηνπο Goldin 

θαη Kaput (΢πχξνπ, Γαγάηζεο & Δπαγγειίδνπ, 2004) ν εμήο: 

1. εζσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο πνπ αλαθέξνληαη ζε λνεηηθνχο 

κεηαζρεκαηηζκνχο πνπ νηθνδνκνχλ νη καζεηέο, πξνθεηκέλνπ λα αλαπαξαζηήζνπλ 

ηελ πξαγκαηηθφηεηα. 

2. εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο πνπ απνηεινχλ ηηο εθδειψζεηο ηνπ ηξφπνπ κε 

ηνλ νπνίν νη καζεηέο έρνπλ αληηιεθζεί κία καζεκαηηθή έλλνηα.  

Σα αλαπαξηζηάκελα καζεκαηηθά αληηθείκελα ζπλδένληαη κέζσ θάπνησλ 

ζρέζεσλ νη νπνίεο εθθξάδνληαη κέζσ ηνπ ζεκεησηηθνχ ζπζηήκαηνο. Μία 

ηδηαηηεξφηεηα ηνπ ζπκβφινπ είλαη φηη πξνθεηκέλνπ λα ρξεζηκνπνηεζεί, πξέπεη λα 

βξίζθεηαη ζε πξφηαζε καδί κε άιια ζχκβνια (Davis & Mc Gowen, 2001), θάηη ην 

νπνίν δελ ηζρχεη γηα ηελ αλαπαξάζηαζε ελφο καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ.  

Πέξαλ φκσο ησλ ιεηηνπξγηψλ ζπκβφισλ θαη αλαπαξαζηάζεσλ, εληνπίδνληαη 

πξνβιήκαηα ζην ρεηξηζκφ ηνπο απφ ηνπο καζεηέο θαη απηφ αλακέλεηαη λα 

επεξεάδεη θαη ηε δηαδηθαζία αληηζηξνθήο ελφο πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο.   

 

 



 

3.1.3. Πποβλήμαηα πος πποκύπηοςν ζε ζσέζη με ζύμβολα και 

αναπαπαζηάζειρ καηά ηη διδαζκαλία ηων μαθημαηικών 

Σα ζχκβνια κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ αξσγνί ηεο κάζεζεο (helpers) αιιά θαη 

σο ε βάζε ηεο γλσζηαθήο δηαδηθαζίαο (Radford). ΢ίγνπξα ηα ζχκβνια θαη νη 

αλαπαξαζηάζεηο επηδξνχλ ζηε δηαδηθαζία κάζεζεο. Όρη, φκσο, κε ζεηηθφ πάληα 

απνηέιεζκα. Έξεπλεο δείρλνπλ πσο νη καζεηέο ζπλαληνχλ ζπγθεθξηκέλεο 

δπζθνιίεο ζε ζρέζε κε ηα ζχκβνια θαη ηηο αλαπαξαζηάζεηο καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ.  

Πην ζπγθεθξηκέλα γηα ηηο αλαπαξαζηάζεηο έλα ζέκα πνπ ηίζεηαη είλαη ε 

δηαθνξνπνίεζε αλάκεζα ζην αληηθείκελν θαη ηελ αλαπαξάζηαζή ηνπ. ΢πκβαίλεη 

ην εμήο παξάδνμν Duval (1995): ελψ είλαη αλαγθαία ε ρξήζε ζπκβνιηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ γηα ηα καζεκαηηθά, αθνχ κφλν έηζη πξνζεγγίδνπκε ην 

καζεκαηηθφ αληηθείκελν, ε θαηαλφεζε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ απαηηεί ηελ 

απνθπγή ζχγρπζεο καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ κε ηελ εθάζηνηε αλαπαξάζηαζή 

ηνπ. Παξαδείγκαηνο ράξε έλα γεσκεηξηθφ ζρήκα ή έλα γξάθεκα, φζν αθξηβέο θαη 

αλ είλαη, δελ απνηειεί απφδεημε.  

΢ε ζρέζε κε ηηο αλαπαξαζηάζεηο, έλα ζέκα πνπ πξνθχπηεη απφ ηα παξαπάλσ 

είλαη φηη ε αιιαγή αλαπαξάζηαζεο πξνθαιεί δπζθνιίεο ζηνπο καζεηέο, 

θαζηζηψληαο αλαγθαία ηφζν ηελ παξνπζίαζε πνιιψλ δηαθνξεηηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ (Duval 1999, Gagatsis A. & Ilia I., 2004), φζν θαη ηε κεηαμχ 

ηνπο ζχλδεζε (Γαγάηζεο, ΢πχξνπ & Δπαγγειίδνπ, 2004). Σν δήηεκα ζην ζεκείν 

απηφ είλαη ην εμήο: ζε πεξίπησζε πνπ έλα πξφβιεκα δνζεί κε δηαθνξεηηθέο 



αλαπαξαζηάζεηο ν καζεηήο ζα αληηιεθζεί φηη πξφθεηηαη γηα ην ίδην πξφβιεκα; ζα 

ζπλδέζεη ηηο δχν ιχζεηο, ψζηε εληνπίζεη ηελ απεηξία απνηειεζκάησλ;  

Όζνλ αθνξά ηα ζχκβνια, ε θπζηθή γιψζζα ζε ζρέζε κε ηελ ηππηθή 

(ζπκβνιηθή) γξαθή απνηειεί επίζεο πεγή πξνβιεκάησλ γηα ηνπο καζεηέο. Ζ 

πεξηγξαθή ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ ησλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ θαη ησλ 

ηδηνηήησλ ηνπο θαζηζηά αλαγθαία ηε ρξήζε ηφζν ηεο θπζηθήο γιψζζαο φζν θαη 

ηεο ηππηθήο. ΢ηελ πιεηνςεθία ηνπο νη εθθξάζεηο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη θαηά ηε 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ είλαη ‘κηθηέο’, δειαδή απνηεινχληαη απφ θξάζεηο 

ηεο ηππηθήο θαη ηεο θπζηθήο γιψζζαο. Κάηη ηέηνην πξνθαιεί πξνβιήκαηα ζην 

ρεηξηζκφ ηφζν ηεο ηππηθήο, φζν θαη ηεο θπζηθήο γιψζζαο απφ κέξνπο ησλ 

καζεηψλ σο πξνο ηα καζεκαηηθά . Δίλαη αλακελφκελν, ινηπφλ, ν καζεηήο πνπ έρεη 

ηε δπλαηφηεηα λα θαηαζθεπάζεη ην αληίζηξνθν πξφβιεκα λα έρεη θαη ηε 

δπλαηφηεηα λα πεξηγξάςεη ηε δηαδηθαζία απηή. Σίζεηαη, φκσο ην εξψηεκα αλ 

φλησο γίλεηαη απηφ θαη αλ θάπνην ζπγθεθξηκέλν πιαίζην πξνβιήκαηνο επλνεί ηε 

δηαδηθαζία πεξηγξαθήο.       

 

 

 

4.1. Ζ παπούζα καηάζηαζη ζηο ελληνικό ζσολείο ω ππορ ηην ανηιζηποθή  

πποβλήμαηορ 

΢ηελ Διιάδα απφ ηελ αξραηφηεηα κέρξη ζήκεξα ε απφδεημε εληάζζεηαη ζηε 

δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ ζην ζρνιείν. ΢ηφρνο απηνχ είλαη λα  αλαπηπρζεί ε 

δπλαηφηεηα αηηηνιφγεζεο ηνπ καζεηή. Παξάιιεια, φκσο, δελ θαίλεηαη λα 



εμεηάδεηαη εμίζνπ θαη ε ιχζε ηνπ αληηζηξφθνπ πξνβιήκαηνο θαη κάιηζηα 

θαηαζθεπήο.  

  

 

4.2. Γημοηικό 

Οη ζηφρνη ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζην δεκνηηθφ πεξηιακβάλνπλ ην 

λα αληηιεθζεί ν καζεηήο ηε ρξεζηκφηεηα ησλ καζεκαηηθψλ ζηελ θαζεκεξηλή ηνπ 

δσή. Απηφ γίλεηαη κε ηελ ιχζε πξνβιεκάησλ κε αλαθνξά ζηελ θαζεκεξηλή δσή. 

Παξάιιεια ν καζεηήο ζέινπκε λα είλαη ζε ζέζε λα ρξεζηκνπνηεί ηα καζεκαηηθά 

εξγαιεία γηα λα ιχλεη πξνβιήκαηα πνπ ηνπ παξνπζηάδνληαη ζηελ θαζεκεξηλή ηνπ 

δσή.  

 Σαπηφρξνλα ε αλαθνξά ζε πξαγκαηηθέο θαηαζηάζεηο ζπληειεί ζηελ απνθπγή 

ινγηθψλ ιαζψλ. Απηφ, θαζψο φηαλ γηα παξάδεηγκα δεηείηαη ε εχξεζε πνζνχ 

ρξεκάησλ απφ ην καζεηή, εθείλνο ζα θάλεη ηελ αληίζηνηρε αξηζκεηηθή πξάμε έηζη, 

ψζηε λα κελ πξνθχςεη αξλεηηθφο αξηζκφο. 

Δπίζεο ζην δεκνηηθφ ν καζεηήο εμνηθεηψλεηαη κε ηελ έλλνηα ηεο επαιήζεπζεο. 

Γηα θάζε αξηζκεηηθή πξάμε πνπ εθηειεί θαη θάζε αληίζηνηρν απνηέιεζκα πνπ 

ιχλεη,  καζαίλεη λα θάλεη ηελ αληίζηξνθε πξάμε, ψζηε λα επαιεζεχεη ην 

απνηέιεζκα πνπ βξήθε. Αλ γηα παξάδεηγκα ε επίιπζε ελφο αξηζκεηηθνχ 

πξνβιήκαηνο απαηηεί ηελ πξάμε ηεο πξφζζεζεο, ν καζεηήο ζηελ επαιήζεπζε ζα 

θάλεη ηελ πξάμε ηεο αθαίξεζεο. Με ηνλ ηξφπν απηφ ν καζεηήο ειέγρεη ηελ 

νξζφηεηα ηνπ απνηειέζκαηφο ηνπ. ΢πγρξφλσο, φκσο, θαηαζθεπάδεη θαη ιχλεη ην 

αληίζηξνθν πξφβιεκα ηνπ αξρηθνχ.  



Ζ πξάμε ηεο επαιήζεπζεο είλαη απφ ηηο πξψηεο δηαδηθαζίεο αληηζηξνθήο πνπ 

δηδάζθεηαη ν καζεηήο ζην ζρνιείν. Καηαζθεπάδεη ην αληίζηξνθν πξφβιεκα, κε 

αλαθνξά πάληα ζηελ θαζεκεξηλφηεηα. Ννεηά θάλεη ηελ αληίζηξνθε πνξεία 

ιχζεο, ε νπνία απαηηεί ηελ αληίζηξνθε πξάμε αλαιφγσο ηελ πεξίπησζε.    

Αλ θαη δελ ηνπ δηδάζθεηαη απηή ε δηαδηθαζία ζαλ αληίζηξνθν πξφβιεκα, ν 

καζεηήο ην θάλεη. Δπίζεο θάλεη ηελ αληίζηξνθε πξάμε ρσξίο λα ηνπ ηίζεηαη σο 

αληίζηξνθε πξάμε. ΢εκαληηθφ ξφιν ζην λα γίλεη απφ ηνλ καζεηή ε αληίζηξνθε 

πνξεία έρεη ην γεγνλφο φηη ηα πξνβιήκαηα πνπ θαιείηαη λα ιχζεη ζην δεκνηηθφ 

είλαη πξνβιήκαηα κε θαηαζηάζεηο απφ ηελ θαζεκεξηλή ηνπ δσή. Οπζηαζηηθά, ν 

καζεηήο αληηζηξέθεη ηελ πνξεία ιχζεο ηνπ εθάζηνηε πξνβιήκαηνο, ρσξίο λα 

δηαρσξίδεη ηα καζεκαηηθά πνπ ρξεζηκνπνηεί απφ ηα αληίζηνηρα πξαγκαηηθά 

κεγέζε πνπ εθθξάδνπλ.   

 

  

4.3. Γςμνάζιο – Λύκειο   

΢ην γπκλάζην νη ζηφρνη ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ δηαθνξνπνηνχληαη. 

Μέζα απφ θαηάιιεια πξνβιήκαηα πνπ θαιείηαη ν καζεηήο λα ιχζεη, ζέινπκε λα 

εληνπίζεη ηελ αλαγθαηφηεηα επηπιένλ καζεκαηηθψλ εξγαιείσλ, ηα νπνία δελ έρεη 

κάζεη ζην δεκνηηθφ. ΢πλεπψο ε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ δηαθνξνπνηείηαη ζε 

ζρέζε κε απηή ηνπ δεκνηηθνχ.  

Παξάιιεια ζέινπκε ν καζεηήο λα κάζεη λα κνληεινπνηεί θαη λα εμνηθεησζεί 

κε αιγνξίζκνπο. Να κάζεη δειαδή λα νκαδνπνηεί φκνηεο θαηαζηάζεηο 

πξνβιήκαηνο θαη αληίζηνηρα λα εθαξκφδεη αιγνξίζκνπο ζηνπο νπνίνπο ν ίδηνο ζα 

έρεη παξάμεη. Παξάδεηγκα απηνχ απνηειεί ε ελφηεηα ησλ πξσηνβάζκησλ θαη 



δεπηεξνβάζκησλ εμηζψζεσλ ζηε β΄ θαη γ΄ γπκλαζίνπ αληίζηνηρα. Παξνπζηάδνληαη 

πιένλ ζην καζεηή ηφζν πξνβιήκαηα κε αλαθνξά ζηελ θαζεκεξηλφηεηα φζν θαη νη 

αληίζηνηρνη αιγφξηζκνη επίιπζεο. Μάιηζηα κέζα απφ ζπγθεθξηκέλα αξηζκεηηθά 

παξαδείγκαηα ζηελ πεξίπησζε ησλ πξσηνβάζκησλ εμηζψζεσλ θαη κέζα απφ ηελ 

απφδεημε ηνπ ηχπνπ επίιπζεο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο, ν καζεηήο πείζεηαη γηα 

ηελ νξζφηεηα ησλ βεκάησλ επίιπζεο ελφο αληίζηνηρνπ πξνβιήκαηνο. ΢αλ 

απνηέιεζκα βαζκηαία ε αλαθνξά ζην πξφβιεκα κε αλαθνξά ζε πξαγκαηηθή 

θαηάζηαζε. Ο καζεηήο είλαη πιένλ ζε ζέζε λα ιχζεη εμηζψζεηο ρσξίο αλαθνξά ζε 

αληίζηνηρν πξφβιεκα. Παξάιιεια ε επαιήζεπζε δε ρξεζηκνπνηείηαη ζην 

γπκλάζην ζην βαζκφ πνπ απηφ γίλεηαη ζην δεκνηηθφ.  

Όηαλ ν καζεηήο ηνπ γπκλαζίνπ ιχλεη κία εμίζσζε βάζεη ηνπ αιγνξίζκνπ πνπ 

έρεη δηδαρζεί, ε επαιήζεπζε πεξηνξίδεηαη ζηε δνθηκή ηνπ ηειηθνχ απνηειέζκαηνο 

απεπζείαο ζηελ αξρηθή εμίζσζε. Ο καζεηήο δελ θαηαζθεπάδεη ην αληίζηξνθν 

πξφβιεκα. Κάηη ηέηνην είλαη αλακελφκελν: νη πξάμεηο είλαη πνιχ πην πεξίπινθεο 

ζε ζρέζε κε ην δεκνηηθφ. Δμάιινπ βάζεη ηεο ηζνδπλακίαο πνπ ηζρχεη κεηαμχ ησλ 

βεκάησλ επίιπζεο κίαο εμίζσζεο, ε θαηαζθεπή ηνπ αληηζηξφθνπ πξνβιήκαηνο 

είλαη πεξηηηή.  

Έλα λέν ζηνηρείν ηεο δηδαζθαιίαο ησλ καζεκαηηθψλ ζην γπκλάζην είλαη ε 

έλλνηα ηεο απφδεημεο. Ζ απφδεημε εκθαλίδεηαη ζε πεξηπηψζεηο φπσο ην 

ππζαγφξεην ζεψξεκα ή ν ηχπνο επίιπζεο δεπηεξνβάζκησλ εμηζψζεσλ.  

Γηα παξάδεηγκα, ζηε β΄ γπκλαζίνπ νη καζεηέο δηδάζθνληαη ην ππζαγφξεην 

ζεψξεκα θαη ην αληίζηξνθφ ηνπ. ΢πγθεθξηκέλα δηδάζθνληαη φηη ‘ην ηεηξάγσλν 

ηεο ππνηείλνπζαο ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγψλσλ ησλ δχν θάζεησλ 

πιεπξψλ’ κε ηελ αληίζηνηρε απφδεημε. ΢ηε ζπλέρεηα δηδάζθνληαη φηη ‘αλ ζε 



ηξίγσλν ην ηεηξάγσλν ηεο κεγαιχηεξεο πιεπξάο ηζνχηαη κε ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγψλσλ ησλ δχν άιισλ πιεπξψλ, ην ηξίγσλν είλαη νξζνγψλην’. Σν 

αληίζηξνθν ρξεζηκνπνηείηαη ζε αληίζηνηρεο αζθήζεηο γηα ηνλ έιεγρν νξζνγσλίνπ 

ηξηγψλνπ. Δίλαη ε πξψηε θνξά πνπ ν καζεηήο έξρεηαη ζε επαθή κε ηνλ φξν 

‘αληίζηξνθν ζεψξεκα’. Απφ ηε ζηηγκή απηή θαη ζην εμήο ε έλλνηα ηνπ 

αληηζηξφθνπ είλαη νπζηαζηηθά ζπλπθαζκέλε κε ηελ έλλνηα ηεο απφδεημεο. Απηφ 

ηζρχεη γεληθά θαη ζην ιχθεην.  

Γηα παξάδεηγκα, ζηελ πξψηε ιπθείνπ ν καζεηήο δηδάζθεηαη ζεψξεκα 

ζχκθσλα κε ην νπνίν ‘ε δηάκεζνο πνπ αληηζηνηρεί ζηελ ππνηείλνπζα νξζνγσλίνπ 

ηξηγψλνπ ηζνχηαη κε ην κηζφ ηεο ππνηείλνπζαο’ θαη ην αληίζηξνθφ ηνπ κε ηηο 

αληίζηνηρεο απνδείμεηο.  

Όπσο ζπλεζίδνπκε λα ιέκε ζηνπο καζεηέο, πξνθεηκέλνπ λα δηαηππψζνπλ ηνπ 

αληίζηξνθν κίαο πξφηαζεο, ‘ε ππφζεζε γίλεηαη ζπκπέξαζκα θαη ην ζπκπέξαζκα 

ππφζεζε’.  Οη παξάκεηξνη ηνπ πξνβιήκαηνο εληνπίδνληαη θαη επαλαηνπνζεηνχληαη 

ζηηο ζέζεηο ‘ππφζεζε’ θαη ‘ζπκπέξαζκα’. Οη καζεηέο κε ηελ ίδηα ινγηθή ιχλνπλ 

αζθήζεηο θαη ηηο αληίζηξνθεο απηψλ. Απηφ ζπλήζσο γίλεηαη θαηά ηε δηδαζθαιία 

ηεο επθιείδεηαο γεσκεηξίαο ή ζηα καζεκαηηθά θαηεχζπλζεο γ΄ ιπθείνπ.  

Ζ έλλνηα ηνπ αληηζηξφθνπ αθνξά ζπλνιηθά ζηε δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε 

ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία αζρνινχληαη νη καζεηέο θπξίσο ζην 

Λχθεην. Πνιχ λσξίηεξα, ζην Γεκνηηθφ, νη καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ θαη ιχλνπλ 

αληίζηξνθα πξνβιήκαηα γηα λα θάλνπλ ηελ επαιήζεπζε. Οπφηε ε έλλνηα ηεο 

αληηζηξνθήο δηαδηθαζίαο ζηε δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε αθνξά θπξίσο 

ζεσξήκαηα πνπ δηδάζθνληαη πεξηζζφηεξν ζην ιχθεην θαη αξηζκεηηθέο πξάμεηο κε 

ηα αληίζηνηρα πξνβιήκαηα ζην δεκνηηθφ. Βέβαηα ππάξρεη ε ελφηεηα ησλ 



γεσκεηξηθψλ ηφπσλ ζηελ α΄ ιπθείνπ, ζηελ νπνία φκσο εμεηάδνληαη θχθινο, 

κεζνθάζεηνο θαη δηρνηφκνο. Δπίζεο γεσκεηξηθνί ηφπνη εμεηάδνληαη ζηελ 

αλαιπηηθή γεσκεηξία θαη ηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο. ΢ηελ αλαιπηηθή γεσκεηξία 

θαη ηνπο κηγαδηθνχο αξηζκνχο ε εχξεζε ηνπ δεηνχκελνπ γεσκεηξηθνχ ηφπνπ 

γίλεηαη κέζσ αλαιπηηθήο έθθξαζεο. Πξνθχπηεη κία εμίζσζε, ν καζεηήο έρεη κάζεη 

ηηο εμηζψζεηο ησλ θσληθψλ ηνκψλ θαη κε ζχγθξηζε ηνπ ηχπνπ ζηνλ νπνίν 

θαηέιεμε, δίλεη ηελ απάληεζή ηνπ. Απηή ε δηαδηθαζία δηαθνξνπνηείηαη απφ ηελ 

αληίζηνηρε εχξεζεο γεσκεηξηθνχ ηφπνπ ζηελ επθιείδεηα γεσκεηξία. Ζ δηδαζθαιία 

ησλ γεσκεηξηθψλ ηφπσλ ζηε γεσκεηξία απαηηεί δηαθνξεηηθέο λνεηηθέο ελέξγεηεο 

απφ ηνλ καζεηή.      

Ζ εχξεζε γεσκεηξηθνχ ηφπνπ πξνυπνζέηεη κία ζπγθεθξηκέλε πνξεία ιχζεο 

θαζψο θαη ηελ αληίζηξνθή ηεο. ΢ρεηίδεηαη κε ηε ζχλζεζε θαη αλάιπζε κίαο 

γεσκεηξηθήο θαηαζθεπήο δηαδηθαζία ε νπνία βνεζά ην καζεηή λα αλαπηχμεη 

αηηηνιφγεζε. Παξ’ φι’ απηά, ζήκεξα ε ελφηεηα ησλ γεσκεηξηθψλ ηφπσλ δελ είλαη 

βαξχλνπζαο ζεκαζίαο. ΢αλ απνηέιεζκα, απνπζηάδεη έλα θεθάιαην ην νπνίν ζα 

ζπλέβαιιε ζηελ αλάπηπμε κεηαγλσζηηθψλ ηθαλνηήησλ ηνπ καζεηή. ΢ην ζεκείν 

απηφ πξέπεη λα αλαθεξζεί φηη ε αληηζηξνθή πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο 

δηαθνξνπνηείηαη απφ ηελ εχξεζε γεσκεηξηθνχ ηφπνπ. Ζ εχξεζε γεσκεηξηθνχ 

ηφπνπ γίλεηαη κε βάζε ζπγθεθξηκέλε ζπλζήθε πνπ ηθαλνπνηείηαη. Γειαδή ν 

καζεηήο γλσξίδεη απφ ηελ εθθψλεζε ηελ ηδηφηεηα ηνπ καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ, 

ηελ νπνία ζα ρξεζηκνπνηήζεη. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο αληηζηξνθήο πξνβιήκαηνο 

θαηαζθεπήο ε ηδηφηεηα απηή δελ είλαη δεδνκέλε γηα ην καζεηή. Δμάιινπ δελ 

ππάξρεη εθθψλεζε ηεο αληίζηξνθεο θαηαζθεπήο. Αληηζέησο ν καζεηήο θαιείηαη 

κε ηε βνήζεηα ηνπ επζένο πξνβιήκαηνο λα εληνπίζεη ελδερνκέλσο ηελ ηδηφηεηα 



ηνπ καζεκαηηθνχ αληηθεηκέλνπ πνπ είλαη ζεκειηψδεο γηα ηελ αληηζηξνθή ηνπ 

πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο. Σέινο, ζε ζρέζε κε ηελ εχξεζε γεσκεηξηθνχ ηφπνπ, 

ζηελ πεξίπησζε ηεο αληηζηξνθήο πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο ε απεηξία 

απνηειεζκάησλ δελ είλαη αλακελφκελε απφ ηνλ καζεηή.  

 Ζ έλλνηα ηεο αληηζηξνθήο θαίλεηαη λα απνπζηάδεη γεληθφηεξα θαη απφ ηηο 

γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο ηνπ γπκλαζίνπ. Οη καζεηέο έρνπλ εμνηθεησζεί κε ηα 

γεσκεηξηθά φξγαλα απφ ην δεκνηηθφ ζρνιείν, νπφηε είλαη ζε ζέζε λα ιχλνπλ 

πξνβιήκαηα θαηαζθεπήο. Όκσο δελ ηνπο δεηείηαη ε αληηζηξνθή ηνπο. Δπηπιένλ 

έρνπκε ζην γπκλάζην λέεο ελφηεηεο ησλ καζεκαηηθψλ φπσο ε ηξηγσλνκεηξία θαη ε 

άιγεβξα. Μάιηζηα ζηελ πεξίπησζε ηεο ηξηγσλνκεηξίαο ζηε β΄ γπκλαζίνπ δεηείηαη 

απφ ηνπο καζεηέο λα θαηαζθεπάζνπλ γηα παξάδεηγκα γσλία κε ζπγθεθξηκέλε 

εθαπηνκέλε. Σν παξάδεηγκα απηφ απνηειεί κεκνλσκέλε πεξίπησζε αληηζηξνθήο 

ελφο πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο θαηά ηε δηδαζθαιία πξνβιεκάησλ θαηαζθεπήο 

ζηε δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε.  Γε ζπκβαίλεη θάηη αληίζηνηρν ζε άιγεβξα θαη 

γεσκεηξία. Θα ιέγακε φηη ην αληίζηξνθν δηδάζθεηαη θπξίσο ζην ιχθεην ζε ζρέζε 

κε απνδεηθηηθέο δηαδηθαζίεο, ελψ ζα κπνξνχζε λα δηδάζθεηαη θαη σο πξνο ηα 

πξνβιήκαηα θαηαζθεπψλ ζηε δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε.  

 

 

 

5. 1. Ζ έπεςνα  

Ζ ιχζε ηνπ αληηζηξφθνπ πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο είλαη κία δηαδηθαζία κε 

ηελ νπνία νη καζεηέο δελ είλαη εμνηθεησκέλνη. Αξρηθά ιφγσ απνπζίαο ηεο απφ ην 

αλαιπηηθφ πξφγξακκα, κε ειάρηζηεο εμαηξέζεηο. Δπίζεο δηαθνξνπνίεζε απνηειεί 



φηη ηα απνηειέζκαηα ελδέρεηαη λα είλαη άπεηξα. Πξφθεηηαη, επνκέλσο, γηα κία 

πηινηηθή έξεπλα, θαζψο ε αληηζηξνθή πξνβιεκάησλ θαηαζθεπήο δελ έρεη 

εξεπλεζεί.  Σν δήηεκα είλαη αλ νη καζεηέο, αλ θαη δελ είλαη εμνηθεησκέλνη, 

κπνξνχλ λα ιχζνπλ έλα πξφβιεκα θαη λα ην αληηζηξέςνπλ, θαζψο θαη απφ ηη 

εμαξηάηαη απηή ε δπλαηφηεηα.  

 

 

 

5.2. Δπεςνηηικά επωηήμαηα 

Βάζεη ησλ παξαπάλσ πξνέθπςαλ ηα εμήο εξεπλεηηθά εξσηήκαηα:   

1. Μπνξνχλ νη καζεηέο λα αληηζηξέςνπλ έλα πξφβιεκα  

θαηαζθεπήο;   

2. Καηά πφζν παξνπζηάδνπλ ηελ πνιιαπιφηεηα ησλ απνηειεζκάησλ; 

3. Πψο ζρεηίδεηαη ε ειηθία κε ηηο νξζέο απαληήζεηο; 

4. Πψο ζρεηίδεηαη ην πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο κε ηηο νξζέο  

απαληήζεηο; 

5. Τπάξρεη ζρέζε κεηαμχ ηθαλφηεηαο πεξηγξαθήο θαη αληηζηξνθήο  

πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο;  

΢ε ζρέζε κε παξαπάλσ εξσηήκαηα δφζεθε ζηνπο καζεηέο εξσηεκαηνιφγην. 

΢ηε ζπλέρεηα θαη θαηφπηλ κειέηεο ησλ εξσηεκαηνινγίσλ πήξακε ζπλεληεχμεηο 

απφ ζπγθεθξηκέλνπο καζεηέο βάζεη ησλ απαληήζεψλ ηνπο. 

 

 



5.3. Τποκείμενα και σπόνορ διεξαγωγήρ έπεςναρ  

Σα εξσηεκαηνιφγηα δφζεθαλ ην Ννέκβξην ηνπ 2006 ζε καζεηέο ζρνιείνπ ηεο 

Αζήλαο. ΢πκκεηείραλ 84 καζεηέο ηεο Γ΄ Γπκλαζίνπ θαη 91 καζεηέο ηεο Β΄ 

Λπθείνπ. Σα εξσηεκαηνιφγηα δφζεθαλ ζε θάζε ηάμε μερσξηζηά (3 ηκήκαηα Γ΄ 

Γπκλαζίνπ θαη 3 ηκήκαηα Β΄ Λπθείνπ) απφ ηνπο αληίζηνηρνπο δηδάζθνληεο 

καζεκαηηθνχο, ρσξίο ηελ παξνπζία καο νχησο, ψζηε λα κεηαβιεζεί ζην ειάρηζην 

δπλαηφ ην θιίκα ηεο ηάμεο γηα ηνπο καζεηέο.  

 

 

5.4. Δπωηημαηολόγιο 

Πξνθεηκέλνπ λα απαληεζνχλ ηα παξαπάλσ εξσηήκαηα, ζηνπο καζεηέο δφζεθε 

ην αθφινπζν εξσηεκαηνιφγην: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Δξσηεκαηνιφγην: 

Γηαβάζηε πξνζεθηηθά θαη απαληήζηε ζηηο παξαθάησ εξσηήζεηο 

1) λα θαηαζθεπάζεηε θχθιν θαη ζε έλα ζεκείν ηνπ λα θέξεηε ηελ 

εθαπηνκέλε:  

 

                             

            

Πνην ζα ήηαλ ζηελ πεξίπησζε απηή ην αληίζηξνθν πξφβιεκα μεθηλψληαο απφ 

κία επζεία θαη έλα ζεκείν πάλσ ζε απηήλ; ΢ρεδηάζηε ηελ επζεία θαη ζπλερίζηε κε 

θχθιν ή θχθινπο πνπ εθάπηνληαη ζε απηήλ.  

 

 

 

 

 

 

πεξηγξάςηε ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζαηε (ζε βήκαηα γηα δηεπθφιπλζή 

ζαο) 

 

1……………………………………………………………………………........ 

2.………………………………………………………………………………... 

3……………………………………………………………………………….... 

4………………………………………………………………………………… 

5………………………………………………………………………………… 

6………………………………………………………………………………… 

   ………………………………………………………………………………… 

 

 

 

 

 

 



2) ζην παξαθάησ ηξίγσλν λα θέξεηε ηα χςε: 

 

 

 

 

                             

 

 

 

 

ε αληίζηξνθε πνξεία ζα ήηαλ λα θαηαζθεπάζεηε  

 ηξεηο επζείεο πνπ δηέξρνληαη απφ ην ίδην ζεκείν (ζπληξέρνπλ):                                       

 

 

 

                                       

 

 

 

 

 θαη λα βξείηε ηξίγσλν ή ηξίγσλα, ψζηε νη επζείεο πνπ θαηαζθεπάζαηε 

λα είλαη ηα χςε ηνπ (ηνπο) 

 

πεξηγξάςηε ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζαηε (ζε βήκαηα γηα δηεπθφιπλζή 

ζαο) 

1……………………………………………………………………………........ 

2.………………………………………………………………………………... 

3……………………………………………………………………………….... 

4………………………………………………………………………………… 

5………………………………………………………………………………… 

6………………………………………………………………………………… 

   ………………………………………………………………………………… 

Α

Β
Γ



3) Nα ιχζεηε ηελ εμίζσζε :       5x+6=15+2x 

(ρσξίδσ γλσζηνχο απφ αγλψζηνπο θιπ) 

 

 

 

 

Βξείηε κία ή πεξηζζφηεξεο εμηζψζεηο πξψηνπ βαζκνχ κε ιχζε ηνλ αξηζκφ 3 

θαη γξάςηε ηεο: 

   

 

 

 

 

 

πεξηγξάςηε ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζαηε (ζε βήκαηα γηα δηεπθφιπλζή 

ζαο) 

 

1……………………………………………………………………………........ 

2.………………………………………………………………………………... 

3……………………………………………………………………………….... 

4………………………………………………………………………………… 

5………………………………………………………………………………… 

6………………………………………………………………………………… 

   ………………………………………………………………………………… 

 



4) Να βξείηε ην ζεκείν ηνκήο ηεο επζείαο y=6x-2 κε ηνλ άμνλα xx΄ 

 

 

 

 

 

 

Να βξείηε ηελ ή ηηο επζεία ή επζείεο πνπ δηέξρνληαη απφ ην ζεκείν (0,4) 

(ζρεδηάζηε ην αληίζηνηρν γξάθεκα) 

 

 

 

 

 

 

πεξηγξάςηε ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζαηε (ζε βήκαηα γηα δηεπθφιπλζή 

ζαο) 

 

1……………………………………………………………………………........ 

2.………………………………………………………………………………... 

3……………………………………………………………………………….... 

4………………………………………………………………………………… 

5………………………………………………………………………………… 

6………………………………………………………………………………… 

   ………………………………………………………………………………… 



 

 

΢σόλια: 

Πξφθεηηαη γηα εξσηήκαηα, ησλ νπνίσλ ε αληηζηξνθή νδεγεί ζε απεηξία 

ιχζεσλ. Σέηνηα ζέκαηα ππάξρνπλ πνιιά ζηε δηδαζθφκελε χιε ηεο β΄βάζκηαο 

εθπαίδεπζεο ζηελ Διιάδα, φπσο ε παξάγσγνο θαη ε αληηπαξάγσγνο, ην κέηξν ηνπ 

κηγαδηθνχ αξηζκνχ (Κετζνγινπ). Δπηιέρζεθαλ, φκσο, ζέκαηα ηέηνηα, ψζηε λα 

κπνξνχλ λα απαληήζνπλ καζεηέο ηφζν Λπθείνπ, φζν θαη Γπκλαζίνπ, βάζεη ηνπ 

ηξέρνληνο αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο.  

Σα πξψηα δχν εξσηήκαηα αθνξνχλ ηε Γεσκεηξία (θχθινο – εθαπηνκέλε, 

ηξίγσλν - χςε), ην ηξίην ηελ Άιγεβξα (επίιπζε πξσηνβάζκηαο) θαη ην ηέηαξην 

εξψηεκα κπνξεί λα αληηκεησπηζηεί αιγεβξηθά, αιιά παξνηξχλνληαη νη καζεηέο λα 

ην ιχζνπλ γξαθηθά. Σν ηέηαξην εξψηεκα είλαη, κάιηζηα, αιγεβξηθά ηζνδχλακν κε 

ην ηξίην.  

Δπίζεο πξνηξέπνληαη νη καζεηέο λα πεξηγξάςνπλ ηε δηαδηθαζία πνπ 

αθνινχζεζαλ, πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε εηθφλα ηνπο πψο ζθέθηεθαλ. Απηφ 

ζρεηίδεηαη κε ηε κεηαγλψζε, φπσο νξίζηεθε παξαπάλσ. 

Σέινο, ζηνπο καζεηέο δίλνληαη ππνδείμεηο ζε θάπνηα απφ ηα εξσηήκαηα. Απηφ 

θξίζεθε αλαγθαίν, θαζψο πξφθεηηαη γηα κία δηαδηθαζία κε ηελ νπνία νη καζεηέο 

δελ είλαη εμνηθεησκέλνη.  

Μειεηψληαο θάζε εξψηεκα μερσξηζηά ζα ιέγακε ηα εμήο: 

1ο επώηημα:  

Απαηηεί ηελ γλψζε ησλ ελλνηψλ θχθινο, εθαπηνκέλε θχθινπ θαη ηεο ηδηφηεηαο 

φηη ε αθηίλα είλαη θάζεηε ζηελ εθαπηνκέλε. Ο καζεηήο απαληά ζην αξρηθφ 



πξφβιεκα. ΢ηε ζπλέρεηα ηνπ δίλεηαη ππφδεημε γηα ηελ αληηζηξνθή ηνπ αξρηθνχ 

πξνβιήκαηνο. Ο καζεηήο μεθηλψληαο απφ επζεία θαη ζεκείν επ’ απηήο πξέπεη λα 

θαηαζθεπάζεη θχθινπο κε ζεκείν επαθήο ην ζπγθεθξηκέλν ζεκείν. Κξίζηκν είλαη 

λα αληηιεθζεί ν καζεηήο φηη ζην αληίζηξνθν πξφβιεκα ν θχθινο δελ θαζνξίδεηαη 

απφ ην κήθνο ηεο αθηίλαο ηνπ θαη ην θέληξν ηνπ, φπσο έρεη δηδαρζεί. Σν ζεκείν 

επαθήο κε ηελ επζεία θαη ε ηδηφηεηα ηεο εθαπηνκέλεο λα ηέκλεη θάζεηα ηελ 

αθηίλα πξνζδηνξίδνπλ ηνπο θχθινπο πνπ δεηνχληαη.  

Πξφθεηηαη γηα ην πην εχθνιν ελδερνκέλσο απφ ηα ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ, 

θαζψο ζέιακε ν καζεηήο μεθηλψληαο λα απαληά λα κελ απνζαξξπλζεί.  

2ο επώηημα:  

Απαηηεί ηε γλψζε ησλ ελλνηψλ ηξίγσλν, χςνο, νξζφθεληξν θαη ηεο ηδηφηεηαο 

ησλ πςψλ λα ζπληξέρνπλ.  

Ο καζεηήο ζα έξζεη αξρηθά αληηκέησπνο κε ηελ επηινγή θνξπθήο. Απηφ 

παξαπέκπεη ζηελ απεηξία ησλ απνηειεζκάησλ (φκνηα ηξίγσλα). Δπίζεο έλα 

ζεκείν είλαη φηη πξνθεηκέλνπ λα θαηαζθεπάζεη έλα ηξίγσλν δεδνκέλσλ ησλ 

πςψλ ηνπ, ν καζεηήο αξθεί λα ζεσξήζεη ηε κία απφ ηηο θνξπθέο ηνπ. ΢ε ζρέζε 

κε ην νξζφθεληξν ν καζεηήο θαιείηαη λα αληηιεθζεί φηη αξθεί λα θέξεη δχν 

θάζεηεο επζείεο (πιεπξέο). Ζ ηξίηε θαζνξίδεηαη απφ απηέο. Απηφ αληηζηνηρεί 

ζην φηη αξθνχλ δχν χςε γηα ηνλ εληνπηζκφ ηνπ νξζφθεληξνπ (θείζνγινπ). 

3ο επώηημα:  

Απαηηεί ηε γλψζε ηνπ αιγνξίζκνπ επίιπζεο πξσηνβάζκηαο εμίζσζεο.  

Σν αληίζηξνθν πξφβιεκα κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί κε ηελ εμήο πνξεία 

 (0=) 6 + 2.(-3)             [ 6 + 2.(-3)] - 6                ½ ([ 6 + 2.(-3)] - 6 ) .(= -3) 

(Κείζνγινπ) 



Δπίζεο κπνξεί λα ζεσξεζεί ε γεληθή κνξθή πξσηνβάζκηαο εμίζσζεο αρ=β 

θαη λα ηεζεί φπνπ ρ ην 3: 

αρ=β, ρ=3 άξα νπνηαδήπνηε εμίζσζε ηεο κνξθήο αρ=β κε β/α=3  

4ο επώηημα: 

Απαηηείηαη ε γλψζε ησλ ελλνηψλ ζεκείν ηνκήο κε άμνλα ρρ΄ θαη yy΄. Ο 

καζεηήο βξίζθεη ην ζεκείν ηνκήο κε ηνλ ρρ΄ ιχλνληαο ηελ αληίζηνηρε 

πξσηνβάζκηα εμίζσζε, φπσο θαη ζην εξψηεκα 3. ΢ην αληίζηξνθν δεηνχληαη νη 

επζείεο πνπ δηέξρνληαη απφ ην ζεκείν (0,4). Ο καζεηήο πξέπεη λα θαηαζθεπάζεη 

εμηζψζεηο επζεηψλ (y=αρ+β) νη νπνίεο θαζνξίδνληαη απφ ηα α, β, φπσο θαη ζηελ 

πεξίπησζε ηνπ αληηζηξφθνπ ηνπ ηξίηνπ εξσηήκαηνο. Πξνηξέπεηαη λα 

ρξεζηκνπνηήζεη γξάθεκα. Σν πιαίζην δηαθνξνπνηείηαη ζε ζρέζε κε ην ηξίην 

εξψηεκα. Αλακέλνπκε ζην αληίζηξνθν ηνπ ηέηαξηνπ εξσηήκαηνο λα είλαη πην 

εχθνινο ν εληνπηζκφο ηεο απεηξίαο απνηειεζκάησλ, βάζεη επνπηείαο. Σν εξψηεκα 

είλαη αλ νη καζεηέο ζα ζπλδέζνπλ ηελ απεηξία απηή κε ελδερφκελε απεηξία 

απνηειεζκάησλ ζην αληίζηξνθν ηνπ ηξίηνπ εξσηήκαηνο.      

 

 

6. Αποηελέζμαηα  

Σα εξσηεκαηνιφγηα παξειήθζεζαλ φια ζπκπιεξσκέλα. ΢ηε ζπλέρεηα 

βαζκνινγήζεθαλ θαη έγηλε ε ζηαηηζηηθή ηνπο επεμεξγαζία. Κξίζεθε απαξαίηεην 

λα γίλνπλ θαη ζπκπιεξσκαηηθέο ζπλεληεχμεηο κε νξηζκέλνπο καζεηέο αλάινγα κε 

ηηο απαληήζεηο πνπ έδσζαλ.  

 

 



6.1.  Αποηελέζμαηα ποζοηικήρ ανάλςζηρ 

Γηεπθξηλίδεηαη φηη σο ζσζηέο ειήθζεζαλ νπνηεζδήπνηε ζσζηέο καζεκαηηθέο 

απαληήζεηο, αλεμάξηεηα ησλ καζεκαηηθψλ εξγαιείσλ πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ νη 

καζεηέο. ΢ηα απνηειέζκαηα έγηλε επεμεξγαζία κε ην ινγηζκηθφ GRAS 

 

 

 

6.1.1.  Γιάγπαμμα ομοιόηηηαρ 1   κλαζζική θεωπία 

C T A R
C

P
C

G R
G

P
G

R
T

P
T

R
A

P
A

Similarity : C:\Documents and Settings\themis\Desktop\a_διπλωματική\διπλωματική.csv  

 

 

 

΢ςμπέπαζμα ζε ζσέζη με ηο  1ο  και 2ο επεςνηηικά επωηήμαηα: 

Ζ ιχζε αξρηθνχ πξνβιήκαηνο ζηα ηξία απφ ηα ηέζζεξα εξσηήκαηα δε 

ζπλδέεηαη κε ηελ αληηζηξνθή ηνπ πξνβιήκαηνο. Απηφ νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα φηη 



ε αληηζηξνθή θαη ε εχξεζε απεηξίαο είλαη γηα ην καζεηή αλεμάξηεηε ηεο ιχζεο 

ησλ αξρηθψλ πξνβιεκάησλ, πνπ απαηηεί ηηο γλψζεηο πνπ απνθηά ν καζεηήο ζην 

ζρνιείν.  

 

΢ςμπέπαζμα ζε ζσέζη με ηο  4ο επεςνηηικό επώηημα: 

Σν πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη θαζνξηζηηθφ γηα ηελ αληηζηξνθή ελφο 

πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο. Μάιηζηα κφλν ζηελ πεξίπησζε ηνπ ηέηαξηνπ 

εξσηήκαηνο αξρηθφ πξφβιεκα, αληηζηξνθή θαη πεξηγξαθή ηεο δηαδηθαζίαο 

ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο. Ζ ιχζε ηνπ αξρηθνχ πξνβιήκαηνο ζηα ηξία πξψηα 

εξσηήκαηα είλαη αλεμάξηεηε ηεο αληηζηξνθήο θαη πεξηγξαθήο ηεο.  

Δπίζεο νη δηαδηθαζίεο αληηζηξνθήο θαη πεξηγξαθήο ζπλδένληαη ζηηο 

πεξηπηψζεηο 1νπ – 4νπ εξσηήκαηνο θαη 2νπ – 3νπ εξσηήκαηνο.  Αηηία ίζσο απνηειεί 

ε γεσκεηξηθή εμήγεζε ζην γξάθεκα θαη ην απιφ ηνπ ζέκαηνο λε ηνλ θχθιν.     

 

΢ςμπέπαζμα ζε ζσέζη με ηο  5ο επεςνηηικό επώηημα: 

Ζ αληίζηξνθε ηνπ πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο ζπλδέεηαη κε ηελ δπλαηφηεηα 

δηαηχπσζήο ηνπ απφ ην καζεηή θαη κάιηζηα αλεμάξηεηα ηνπ πιαηζίνπ ηνπ 

πξνβιήκαηνο. 

 

 

6.1.2. Γεδομένα  διαγπάμμαηορ ομοιόηηηαρ 

΢ςμπέπαζμα ζε ζσέζη με ηο  3ο επεςνηηικό επώηημα: 

Ζ β΄ ιπθείνπ είλαη ε κεηαβιεηή ε νπνία ζπλνιηθά ζπκβάιιεη πεξηζζφηεξν ζηε 

δηακφξθσζε ησλ απνηειεζκάησλ. Απηφ είλαη αλακελφκελν βάζεη ηεο εμνηθείσζεο 



ησλ καζεηψλ ηεο β΄ ιπθείνπ κε ηα ζπγθεθξηκέλα καζεκαηηθά αληηθείκελα ζε 

ζρέζε κε ηνπο καζεηέο ηεο γ΄ γπκλαζίνπ.  

Αμηνζεκείσην είλαη ην γεγνλφο φηη ε β΄ ιπθείνπ ζπκβάιιεη πεξηζζφηεξν ζηα 

απνηειέζκαηα πνπ αθνξνχλ 1ν θαη 4ν εξψηεκα, ελψ ε γ΄ γπκλαζίνπ ζπκβάιιεη 

πεξηζζφηεξν ζε ζρέζε κε ην 2ν θαη 3ν εξψηεκα. Απηφ δελ είλαη αλακελφκελν, 

θαζψο νη καζεηέο ηεο β΄ ιπθείνπ είλαη πεξηζζφηεξν εμνηθεησκέλνη κε ηξίγσλν θαη 

επίιπζε εμίζσζεο, αληίζηνηρα. 

 

 

6.1.3. ΢ςνεπαγωγικό διάγπαμμα 1 – κλαζζική θεωπία 
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 ΢ςμπέπαζμα ζε ζσέζη με ηο  5ο επεςνηηικό επώηημα: 

΢ηηο πεξηπηψζεηο ηνπ 1νπ, 3νπ θαη 4νπ εξσηήκαηνο φζνη καζεηέο πεξηγξάθνπλ ηε 

δηαδηθαζία θαηαθέξλνπλ λα αληηζηξέςνπλ θαη ην αξρηθφ πξφβιεκα. Απηφ 

ζπκθσλεί κε πξνεγνχκελν απνηέιεζκα πνπ ζπλδέεη αληηζηξνθή θαη αληίζηνηρε 

πεξηγξαθή.  

΢ε ζρέζε κε ην 2ν  εξψηεκα δελ εληνπίδεηαη θάηη αληίζηνηρν. Απηφ δε κπνξεί 

λα απνδνζεί ζην πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο, θαζψο πξφθεηηαη γηα γεσκεηξία, φπσο 

θαη ζηελ πεξίπησζε ηνπ θχθινπ. Δμάιινπ νη καζεηέο είλαη ήδε εμνηθεησκέλνη κε 

ην ηξίγσλν φζν θαη κε ηνλ θχθιν. Δλδέρεηαη ε πνιππινθφηεηα ηνπ εξσηήκαηνο 

απηνχ λα δηαθνξνπνίεζε ηα απνηειέζκαηα ζε ζρέζε κε ηνλ θχθιν.     

 

6.1.4. ΢ΤΝΔΠΑΓΩΓΗΚΟ ΓΗΑΓΡΑΜΜΑ 2 – 95% 
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΢ςμπέπαζμα ζε ζσέζη με ηο  4ο επεςνηηικό επώηημα: 

Δληνπίδεηαη δηάθξηζε αλάκεζα ζε ζπλεπαγσγή κεηαμχ γεσκεηξηθψλ θαη 

αιγεβξηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ, πνπ δείρλεη φηη θαη ν ζεκεησηηθφο ραξαθηήξαο ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ ησλ εμεηαδφκελσλ καζεκαηηθψλ έξγσλ παξεκβαίλεη ζηε 

ζχλδεζε επζένο θαη αληηζηξφθνπ. Γηα παξάδεηγκα, ην ηξίην θαη ην ηέηαξην 

πξφβιεκα είλαη νπζηαζηηθά ην ίδην (αιγεβξηθή  θαη γξαθηθή επίιπζε 

πξσηνβάζκηαο εμίζσζεο θαη αληίζηνηρεο αληίζηξνθεο δηαδηθαζίεο). Απηφ 

ζρεηίδεηαη κε ην πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο, ην νπνίν βάζεη ησλ παξαπάλσ 

επεξεάδεη ηε δπλαηφηεηα θαηαζθεπήο θαη δηαηχπσζεο ηνπ αληηζηξφθνπ.  

 

 

6.2. Αποηελέζμαηα μελέηηρ επωηημαηολογίος 

Παξαθάησ δίλεηαη πίλαθαο κε ηα πνζνζηά ζσζηψλ απαληήζεσλ ζε θάζε 

εξψηεζε. ΢εκεηψλεηαη φηη φια ηα εξσηεκαηνιφγηα παξαδφζεθαλ ζπκπιεξσκέλα: 

 

΢σζηέο απαληήζεηο 

καζεηψλ 

Γ΄ 

Γπκλαζίνπ 

Β΄ Λπθείνπ ΢πλνιηθά 

Δπζχ θχθινπ 96% 98,8% 97,46% 

Αληίζηξνθν 6% 34,4% 20,77% 

Πεξηγξαθή  

δηαδηθαζίαο 

6% 30% 18,37% 

Δπζχ ηξηγψλνπ 93,7% 98,9% 96,4% 

Αληίζηξνθν 1,2% 6,59% 4,00% 



Πεξηγξαθή  

δηαδηθαζίαο 

2,4% 1% 1,672% 

Δπζχ εμίζσζεο 89,2% 98,9% 94,24% 

Αληίζηξνθν 12% 22% 17,2% 

Πεξηγξαθή  

δηαδηθαζίαο 

10,8% 14,3% 12,62% 

Δπζχ γξαθήκαηνο 28,9% 74,7% 52,72% 

Αληίζηξνθν 24,1% 57,1% 41,6% 

Πεξηγξαθή  

δηαδηθαζίαο 

18,1% 42,8% 30,94% 

 

 

΢σόλια: 

Σν εξψηεκα ζην νπνίν είρακε ηηο πεξηζζφηεξεο ζσζηέο απαληήζεηο ζην αξρηθφ 

πξφβιεκα είλαη ην πξψην (κε ηνλ θχθιν). Σν εξψηεκα κε ηηο πεξηζζφηεξεο 

ζσζηέο απαληήζεηο ζην αληίζηξνθν θαη ηελ πεξηγξαθή ηνπ είλαη ην ηέηαξην (κε ην 

γξάθεκα). 

Ηδηαίηεξα δχζθνιν γηα ηνπο καζεηέο απνδείρζεθε ην δεχηεξν εξψηεκα (κε ην 

ηξίγσλν). Μάιηζηα νη καζεηέο είλαη εμνηθεησκέλνη κε ην ηξίγσλν θαη 

θαηαθέξλνπλ ζηελ πιεηνςεθία ηνπο. Μία πξψηε παξαηήξεζε αθνξά ην 

αληίζηξνθν ηνπ πξνβιήκαηνο κε ην ηξίγσλν. Δλψ ζην Γπκλάζην έλαο καζεηήο 

πεηπραίλεη λα ιχζεη ην πξφβιεκα θαη αθφκε έλαο πεξηγξάθεη ηελ αληίζηξνθε 

δηαδηθαζία, ρσξίο λα ιχλεη ην πξφβιεκα, ζην Λχθεην 7 καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ 

ην αληίζηξνθν, αιιά κφλν έλαο θαηαθέξλεη λα εμεγήζεη ζσζηά ηελ αληίζηξνθε 



δηαδηθαζία. Θα κπνξνχζακε λα πνχκε φηη νη καζεηέο ζηε Β΄ Λπθείνπ ιίγν πξηλ ηηο 

παλειιήληεο εμεηάζεηο δίλνπλ έκθαζε ζηε ιχζε απηή θαζ’ απηή ηνπ πξνβιήκαηνο 

θαη φρη ζην λα πεξηγξάςνπλ ηε δηαδηθαζία. Γηαθξίλνπκε κία ελδερνκέλσο φρη θαη 

ηφζν ςχρξαηκε αληηκεηψπηζε ησλ πξνβιεκάησλ απφ ηνπο καζεηέο ηεο Β΄ 

Λπθείνπ. Δμάιινπ ζηελ πεξίπησζε ησλ καζεηψλ ηεο Β΄ Λπθείνπ έλαο 

παξάγνληαο είλαη θαη ε αλαζθάιεηα. Πξφθεηηαη γηα ηελ θαηερφκελε θαη ηελ 

δηαζέζηκε γλψζε. Ζ δηαζέζηκε γλψζε αθνξά ηνπο καζεηέο ηεο Γ΄ Γπκλαζίνπ θαη 

ε θαηερφκελε ηνπο ηεο Β΄ Λπθείνπ. Φαίλεηαη ζην πξφβιεκα απηφ νη καζεηέο ηνπ 

Γπκλαζίνπ παξφηη δε ιχλνπλ ην πξφβιεκα, λα είλαη πην ςχρξαηκνη θαη δηαζέζηκνη 

λα ην πεξηγξάςνπλ. Θα ιέγακε, φκσο, φηη ππήξραλ θαη πεξηπηψζεηο ζηηο νπνίεο, 

ελψ δφζεθε ην αληίζηξνθν κε ηε ιχζε ηνπ, δελ πεξηγξάθεθε ε αληίζηνηρε 

δηαδηθαζία θαη απηφ εηδηθά ζηε Β΄ Λπθείνπ.  Όπσο ήηαλ αλακελφκελν, νη καζεηέο 

ηεο Β΄ Λπθείνπ είραλ πεξηζζφηεξεο ζσζηέο απαληήζεηο. Απηφ είλαη ελ κέξεη 

αλακελφκελν, αθνχ ε γιψζζα πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηα εγρεηξίδηα καζεκαηηθψλ 

απνηειεί ‘κίμε’ ηεο θπζηθήο γιψζζαο θαη ηεο ζπκβνιηθήο γξαθήο. Απηφ νδεγεί ζε 

θαθφ ρεηξηζκφ θαη ησλ δχν απφ κέξνπο ησλ καζεηψλ (Γηδαθηηθή Η, Κ. 

Παπινπνχινπ, Π. ΢πχξνπ, 2005). Δμάιινπ ππάξρνπλ πνιινί ηξφπνη πεξηγξαθήο 

ηεο ίδηαο ζπκβνιηθήο θαηάζηαζεο ζην επίπεδν ηεο θπζηθήο γιψζζαο.    

 

 

6.2.1. Μελέηη επωηημαηολογίων 

Ζ κειέηε ησλ εξσηεκαηνινγίσλ θαηέζηεζε αλαγθαίεο ζπκπιεξσκαηηθέο 

ζπλεληεχμεηο, ψζηε λα δηαπηζηψζνπκε ηηο δπζθνιίεο πνπ ζπλάληεζαλ νη καζεηέο, 

αιιά θαη λα έρνπκε πεξεηαίξσ εμεγήζεηο σο πξνο ηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα.  



 

Μειεηψληαο ηα εξσηεκαηνιφγηα παξαηεξήζεθε κία νκνηνγέλεηα ζηηο 

ιαλζαζκέλεο απαληήζεηο, φπσο παξνπζηάδεηαη παξαθάησ απφ ηε ζπρλφηεξα 

εκθαληδφκελε απάληεζε πξνο ηε ζπαληφηεξε: 

 

 

Ανηίζηποθο 1ος πποβλήμαηορ: 

Α.  

 

Οη καζεηέο εληνπίδνπλ ηελ απεηξία ζηα 

ζεκεία πνπ πξέπεη λα ζεσξήζνπλ.  

Δληνπίδεηαη ε απεηξία σο πξνο ηνπο θχθινπο 

πνπ εθάπηνληαη ζε κία επζεία θαη κάιηζηα 

ρσξίο λα ζεσξείηαη ζηαζεξή ε αθηίλα ηνπο. 

 

 

Β.      Οη καζεηέο δελ εληνπίδνπλ ηελ απεηξία ζηνπο 

θχθινπο. 

Πξφθεηηαη γηα θαζαξή αδπλακία ησλ καζεηψλ 

λα εληνπίζνπλ ηελ απεηξία απνηειεζκάησλ. 

Δλδέρεηαη απηφ λα νθείιεηαη ζην γεγνλφο φηη 

ζηα πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνπλ ζην 

ζρνιείν ε απάληεζε είλαη κνλαδηθή (δηδαθηηθφ  



ζπκβφιαην) ή ζηελ απζαίξεηε εθ κέξνπο ησλ καζεηψλ παξαδνρή φηη ε αθηίλα 

είλαη ζηαζεξή. ΢ηελ πεξίπησζε, φκσο, απηή ζα έπξεπε λα θέξνπλ δχν θχθινπο 

εθαπηφκελνπο εθαηέξσζελ ηεο επζείαο.   

 

 

Γ. 

Οη καζεηέο εληνπίδνπλ δχν θχθινπο 

κφλν, ζεσξψληαο ηελ αθηίλα ζηαζεξή, 

ψζηε λα έρνπλ απνηέιεζκα. 

 

Γ.  

Οη 

θχθινη δελ βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο 

επζείαο.  

Ζ αθηίλα δελ ζεσξείηαη ζηαζεξή ζηελ 

πεξίπησζε απηή, αιιά νη θχθινη δελ 

βξίζθνληαη εθαηέξσζελ ηεο επζείαο.  

 

Δ.  

Οη καζεηέο θαηαιήγνπλ ζε εθαπηφκελνπο θχθινπο, πνπ δελ εθάπηνληαη ζηελ 

επζεία. ΢χγρπζε ηεο έλλνηαο ηεο 

εθαπηνκέλεο επζείαο. Οη 

θχθινπ πνπ εθάπηνληαη, πξέπεη 

λα εθάπηνληαη θαη ζηελ επζεία. 



 

΢Σ. 

 

Οη θχθινη ηέκλνληαη.  

 

 

 

Ε.  

Δληνπηζκφο απεηξίαο σο πξνο ηα  

απνηειέζκαηα, αιιά ειιηπήο ε έλλνηα 

ηεο εθαπηνκέλεο, θαζψο ζηελ 

θαηαζθεπή πεξηέρνληαη θαη θχθινη πνπ  

ηέκλνληαη απφ ηελ επζεία.  

 

 

 

Ανηίζηποθο 2ος πποβλήμαηορ: 

 

A. 

Δχξεζε ελφο ηξηγψλνπ δεδνκέλσλ ησλ  

πςψλ. Οη καζεηέο δελ εληνπίδνπλ ηελ απεηξία  

ησλ απνηειεζκάησλ. 

 

 



 

Β.  

Δχξεζε ηξηγψλνπ κε δεδνκέλν ην έλα απφ ηα 

χςε ηνπ. Οη καζεηέο δελ εληνπίδνπλ φηη πξέπεη 

λα θαηαζθεπάζνπλ ηξίγσλν ή ηξίγσλα κε 

δεδνκέλα θαη ηα ηξία χςε ηνπο ή ηα δχν απφ ηα 

χςε βάζεη ηεο ηδηφηεηαο ηνπ εγθέληξνπ.  

 

 

Γ. Καηαζθεπή νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ κε θνξπθή ηεο νξζήο γσλίαο ην ζεκείν 

ηνκήο ησλ δεδνκέλσλ επζεηψλ. Παξφηη νη δεδνκέλεο 

επζείεο δελ είλαη θάζεηεο, νη καζεηέο ‘πξνζαξκφδνπλ’ 

νξζνγψλην ηξίγσλν ζε απηέο. Δπηπιένλ δελ 

θαηαζθεπάδεηαη ηξίγσλν δεδνκέλσλ θαη ησλ ηξηψλ 

πςψλ ηνπ. Αθφκε θη αλ νη καζεηέο ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ ηδηφηεηα ηνπ εγθέληξνπ, 

ζα ζεκείσλαλ ελδερνκέλσο ην ηξίην χςνο. 

 

Γ.  

Καηαζθεπή νκνίσλ ηξηγψλσλ κε πιεπξέο ηηο 

δεδνκέλεο επζείεο θαη θνηλφ ην έλα χςνο. Οη 

καζεηέο δελ ζεσξνχλ σο χςε ηηο επζείεο πνπ 

δίλνληαη. Δπίζεο ηα ηξίγσλα πνπ θαηαζθεπάδνπλ 

έρνπλ έλα χςνο κφλν θνηλφ.  

 



 

Δ.  

 

 

 

 

 

 

Αθελφο δε ιακβάλνληαη νη δεδνκέλεο επζείεο σο χςε ησλ ηξηγψλσλ πνπ 

θαηαζθεπάδνληαη, αθεηέξνπ δελ είλαη θάζεηεο νη δεδνκέλεο επζείεο.  

 

΢Σ.  

  

Καηαζθεπή ηξηγψλνπ κε ηηο 

δεδνκέλεο επζείεο σο θάζεηεο ή 

κεζνθαζέηνπο ησλ πιεπξψλ ηνπ. Οη 

καζεηέο πεξηνξίδνληαη ζηελ 

θαζεηφηεηα, παξαβιέπνληαο φηη ηα 

χςε άγνληαη απφ ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ πξνο ηηο απέλαληη πιεπξέο. Δλδέρεηαη 

λα ζπγρένπλ ηα χςε κε ηηο κεζνθαζέηνπο ζην ηξίγσλν.  

 

 

 

 



Ε.  

Καηαζθεπή δχν ηξηγψλσλ κε χςε ηελ θάζε κία απφ ηηο επζείεο πνπ δίλνληαη.  

 

Οη καζεηέο παξαβιέπνπλ ην γεγνλφο 

φηη ηα ηξίγσλα πνπ ζα θαηαζθεπάζνπλ 

πξέπεη λα έρνπλ θνηλά θαη ηα ηξία χςε 

ηνπο.   

 

 

 

Ζ.  

 

Καηαζθεπή 4 ηξηγψλσλ κε θνξπθέο ηα ‘

 άθξα’ ησλ επζεηψλ πνπ δίλνληαη.  

Σα ηξίγσλα ζηελ πεξίπησζε απηή δελ  

έρνπλ θνηλά χςε.  

 

 

 

 

 Ανηίζηποθο 3ος πποβλήμαηορ: 

Α.    5x+6=12+3x 

Οη καζεηέο ζηελ πεξίπησζε απηή δελ αθνινπζνχλ ηελ αληίζηξνθε δηαδηθαζία 

θαη δίλνπλ ηπραίεο απαληήζεηο. ΢ηελ πεξηγξαθή ηεο δηαδηθαζία εμήγεζαλ φηη 



αξρηθά ζθέθηεθαλ φηη 3x=9 θαη έθαλαλ πξάμεηο, ψζηε ηα δχν κέιε λα είλαη ίζα αλ 

ζέζνπλ φπνπ x ην3. Δπίζεο ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε δελ εληνπίδεηαη ε 

απεηξία ησλ απνηειεζκάησλ. 

 

Β.        21=21 

3x+4x=5x+6 

ή  

6x+7=16+3x 

Οη καζεηέο εξγάζηεθαλ θάλνληαο δνθηκέο μεθηλψληαο απφ κία ηζφηεηα πνπ 

πεξηέρεη πνιιαπιάζηα ηνπ 3, ηελ νπνία αλαιχνπλ ζε πξάμεηο κε ην 3, ην νπνίν 

αληηθαζηζηνχλ ζην ηέινο κε 3. 

 

Γ.  5x=15 

 7x=21 

   … 

Οη καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ εμηζψζεηο ρξεζηκνπνηψληαο ηα πνιιαπιάζηα ηνπ 3.  

 

Γ.     5x+6=15+2x 

      10x+12=30+4x 

     15x+18=45+6x 

          … 

Οη καζεηέο πνιιαπιαζηάδνπλ ηελ αξρηθή εμίζσζε θαηά κέιε θαη βξίζθνπλ 

άπεηξεο θαηλνχξηεο εμηζψζεηο. 



 

Δ.     x=3                            x=3  

                     5x=15                        4x=12 

       3x-11=4-2x               x+9=21-3x 

Οη καζεηέο μεθηλνχλ απφ ηε ιχζε x=3 θαη πνιιαπιαζηάδνπλ θαηά κέιε. ΢ηε 

ζπλέρεηα κεηαθέξνληαο απφ ην έλα κέινο ζην άιιν δίλνπλ ηελ ηειηθή εμίζσζε. 

Δληνπίδνπλ ηελ απεηξία ησλ απνηειεζκάησλ. 

΢Σ.  3=12/4 

  2x+2x=12 

Οη καζεηέο μεθηλψληαο απφ ην 3=12/4 θαηαζθεπάδνπλ εμηζψζεηο ψζηε ην 

άζξνηζκα ησλ ζπληειεζηψλ ηνπ x λα ηζνχηαη κε ηνλ δηαηξεηέν (ην 4). 

Ε.  

 

΢σόλια: 

Παξαηεξνχκε φηη νη καζεηέο είραλ δπζθνιία ζηελ θαηαζθεπή ηνπ 

αληηζηξφθνπ, παξά ηελ δηάζεζή ηνπο λα απαληήζνπλ ζηα εξσηήκαηα πνπ ηνπο 

ηέζεθαλ. Πξνθεηκέλνπ, κάιηζηα λα απαληήζνπλ αγλφεζαλ ηηο ππνδείμεηο πνπ ηνπο 

είραλ δνζεί. Απηφ ελδερνκέλσο ζπλδέεηαη κε ηελ πεπνίζεζε ησλ καζεηψλ φηη 

πξέπεη νπσζδήπνηε λα απαληήζνπλ ζηα εξσηήκαηα πνπ ηνπο δίλνληαη. 

Δλδερνκέλσο παξέβιεςαλ γλψζεηο πνπ είραλ, φπσο θαη ηηο ππνδείμεηο, αληί βάζεη 

απηψλ λα νδεγεζνχλ ζε ζσζηέο ιχζεηο. Σν γεγνλφο φηη δελ είλαη εμνηθεησκέλνη νη 



καζεηέο κε ηέηνηνπ είδνπο εξγαζία είλαη αθφκε έλαο παξάγνληαο ηεο 

ζπκπεξηθνξάο απηήο.  

    Απφ ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα απαληήζεσλ θαίλεηαη φηη νη καζεηέο ζε 

θάπνηεο πεξηπηψζεηο είραλ ειιηπείο γλψζεηο ησλ ζπγθεθξηκέλσλ καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ. Δηδηθά ζηελ πεξίπησζε ηεο εθαπηνκέλεο θχθινπ θαη ησλ πςψλ ηξηγψλνπ 

πνιιέο απφ ηηο ιαλζαζκέλεο απαληήζεηο νθείινληαη ζε κεξηθή ηνπιάρηζηνλ 

άγλνηα ησλ αληίζηνηρσλ νξηζκψλ. Μία άιιε εμήγεζε είλαη φηη νη καζεηέο δελ 

εληνπίδνπλ ηελ απζηεξφηεηα ησλ νξηζκψλ απηψλ θαη ηνπο πξνζαξκφδνπλ ψζηε λα 

παξνπζηάζνπλ θάπνηα ιχζε.      

 

 

΢ΤΝΔΝΣΔΤΞΔΗ΢  

Μειεηψληαο ηα εξσηεκαηνιφγηα θάπνηεο απφ ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηψλ 

ήηαλ ηδηαίηεξα ελδηαθέξνπζεο. Οξηζκέλεο απφ ηηο ιαλζαζκέλεο εκθαλίζηεθαλ 

ζπρλά θαη θάπνηεο άιιεο είραλ ηδηαίηεξν ραξαθηήξα, ψζηε λα ζέινπκε 

ζπκπιεξσκαηηθά λα πάξνπκε δηεπθξηλήζεηο απφ ηνπο καζεηέο γηα θάπνηεο απφ 

απηέο. Οη ππνζέζεηο γηα ηηο ιαλζαζκέλεο απαληήζεηο πνπ έγηλαλ παξαπάλσ έπξεπε 

λα δηεξεπλεζνχλ. Μεηά ηε ζηαηηζηηθή αλάιπζε, ηνλ Ηαλνπάξην ηνπ 2007 

επηιέρζεθαλ δχν εξσηεκαηνιφγηα ηεο Β΄ Λπθείνπ θαη 2 ηεο Γ΄ Γπκλαζίνπ.  

΢ηηο ζχληνκεο ζπλεληεχμεηο δελ ππήξμε καγλεηνθψλεζε, κεηά απφ άξλεζε 

ησλ ζπκκεηερφλησλ καζεηψλ. Οπφηε έγηλε θαηαγξαθή ησλ απαληήζεσλ ησλ 

καζεηψλ ζε ζπγθεθξηκέλεο εξσηήζεηο.  

Σν πξψην εξσηεκαηνιφγην ηεο Γ΄ Γπκλαζίνπ  ήηαλ ην εμήο: 



 

Δξψηεκα 1ν: 

 



΢ην πξψην εξψηεκα ν καζεηήο θαηαζθεπάδεη ην επζχ, αιιά ζην αληίζηξνθν νη 

θχθινη πνπ θαηαζθεπάδεη ηέκλνληαη απφ ηε δεδνκέλε επζεία, ε νπνία πξέπεη λα 

ιεθζεί σο εθαπηνκέλε. Παξαηεξείηαη ζχγρπζε σο πξνο ηηο ζρεηηθέο ζέζεηο 

επζείαο θαη θχθινπ. Δπηπιένλ δελ πεξηγξάθεηαη ε δηαδηθαζία ηεο αληηζηξνθήο.   

Θέιακε λα εμεηάζνπκε αλ ν εληνπηζκφο απεηξίαο απνηειεζκάησλ ζε έλα απφ 

ηα εξσηήκαηα ζα έθαλε ηνλ καζεηή λα αλαδεηήζεη άπεηξα απνηειέζκαηα θαη ζε 

άιια εξσηήκαηα πνπ απάληεζε. Απηφ εηδηθά ζηελ πεξίπησζε ησλ γεσκεηξηθψλ 

θαηαζθεπψλ (1ν, 2ν εξψηεκα) αιιά θαηο ην γξάθεκα, φπνπ ππάξρεη επνπηεία (4ν 

εξψηεκα). Οπφηε ξσηήζακε ηνλ καζεηή: 

‘΢ην αληίζηξνθν ησλ πξνβιεκάησλ πνπ απάληεζεο εθηφο ηνπ θχθινπ, είλαη 

κία ε απάληεζε, πνπ βξήθεο;’ 

‘φρη’ 

‘ζηνλ θχθιν’; 

Αξρίδεη λα πεηξακαηίδεηαη κε ηελ αθηίλα θαη απαληά ‘άπεηξνη θχθινη θαη εδψ’. 

Οπφηε θαηφπηλ παξαθίλεζεο ζθέθηεθε φηη ζα κπνξνχζε θαη ζηελ θαηαζθεπή ηνπ 

θχθινπ πνπ εθάπηεηαη ζε δεδνκέλε επζεία ζα κπνξνχζε λα αλαδεηήζεη απεηξία 

απνηειεζκάησλ. Απηφ πνπ δηαθνξνπνηεί θχθιν θαη επζεία σο πξνο ηα 

ζπγθεθξηκέλα εξσηήκαηα είλαη φηη ηελ απεηξία ζηελ πεξίπησζε ηεο επζείαο ν 

καζεηήο ηελ αηηηνινγεί βάζεη γεσκεηξίαο (απφ ζεκείν δηέξρνληαη άπεηξεο 

επζείεο). Πξνθεηκέλνπ λα αηηηνινγήζεη αληίζηνηρα ζηνλ θχθιν βάζεη γεσκεηξίαο 

(απφ κνλαδηθφ ζεκείν δηέξρνληαη άπεηξνη θχθινη) απαηηείηαη θαηά ηελ αληηζηξνθή 

ηεο θαηαζθεπήο ζηνλ θχθιν λα ζεσξήζεη έλα ζεκείν επί ηεο επζείαο. Δξσηάηαη 

ζρεηηθά: ‘είλαη έλα ή πνιιά ηα ζεκεία κε ηνπο αληίζηνηρνπο εθαπηφκελνπο 



θχθινπο’ θαη απαληά: ‘φ,ηη πεη ε άζθεζε. Αθνχ δελ ιέεη κνλαδηθφ, νθ λα είλαη 

πνιιά’.  

Παίξλεη ην εξσηεκαηνιφγην κπξνζηά ηνπ θαη ιέεη: 

‘ε εθθψλεζε ζην επζχ ιέεη γηα έλα ζεκείν, νπφηε έλα ζεκείν θαη εδψ’ 

(δείρλνληαο ην αληίζηξνθν). ΢ην ζεκείν απηφ θαίλεηαη ν καζεηήο λα εληνπίδεη ηηο 

παξακέηξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο πην μεθάζαξα. Όκσο, επεηδή έρεη ζρεδηάζεη θαη 

ηεκλφκελνπο κε ηελ επζεία θχθινπο ηνπ δεηείηαη λα εμεγήζεη πφηε έλαο θχθινο 

εθάπηεηαη ζε κία επζεία. Γελ απαληά, αιιά ιέεη δείρλνληαο ην ζρήκα πνπ έρεη 

θηηάμεη: ‘απηφο δελ είλαη. Σν ήμεξα, αιιά κπεξδεχηεθα’.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2ν εξψηεκα:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ο καζεηήο θαηαζθεπάδεη ηα χςε πνπ ηνπ δεηνχληαη ζην επζχ θαη κάιηζηα 

ζεκεηψλεη θαη ην νξζφθεληξν. ΢ηελ αληηζηξνθή θαηαζθεπάδεη ηέζζεξα ηξίγσλα 

κε θνξπθέο ηα ‘άθξα’ ησλ δεδνκέλσλ επζεηψλ. ΢ηε ζπλέρεηα ζηα ηξίγσλα απηά 

θαηαζθεπάδεη έλα απφ ηα χςε ηνπο.  

Ο καζεηήο ξσηήζεθε αλ ηα ηξίγσλα πνπ ζα θηηάμεη ζα έρνπλ ηα ίδηα χςε ή 

δηαθνξεηηθά. Απαληά ‘ε εθθψλεζε δε ιέεη φηη πξέπεη λα έρνπλ ηα ίδηα χςε’.  

Σνπ δεηείηαη αγλνψληαο ηελ εθθψλεζε λα ζθεθηεί ην αληίζηξνθν. Απαληά ‘ηα 

ίδηα χςε’. Παξαηεξείηαη φηη ν καζεηήο πεξηκέλεη βάζεη ηεο εθθψλεζεο ζαθείο 

νδεγίεο γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ. Απηφ απνδεηθλχεηαη πεξηνξηζηηθφ γηα εθείλνλ 

ηειηθά.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Δξψηεκα 3ν: 

 

 

 

 



Σνπ δεηείηαη λα πεξηγξάςεη ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινχζεζε, πξνθεηκέλνπ λα 

θαηαζθεπάζεη εμηζψζεηο κε ιχζε ην 3. Απαληά: ‘πνιιαπιαζίαζα θαη ηα δχν κέιε 

ηεο ρ=3 κε δηάθνξνπο αξηζκνχο’. Αλ θαη ζηελ πεξηγξαθή πνπ ηνπ δεηήζεθε,  

θαίλεηαη λα έθαλε δνθηκέο κε πξάμεηο, ψζηε ηα δχν κέιε λα είλαη ίζα θαη ζηε ζέζε 

ηνπ 3 έβαδε ζην ηέινο ην ρ, δίλεη κία δηαθνξεηηθή απάληεζε ζηε ζπλέληεπμε, 

ιέγνληαο φηη μεθηλά απφ ηελ εμίζσζε ρ=3. Γελ ηνλ ακθηζβεηνχκε, πξνθεηκέλνπ 

λα αλαπηχμεη ηνλ ηξφπν ζθέςεο ηνπ θαη λα κελ πηνεζεί απφ ελδερφκελε 

ακθηζβήηεζε. Οπφηε ηνλ ξσηάκε: ‘επηηξέπεηαη απηφ’ θαη απαληά ‘λαη. Μπνξνχκε 

λα πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δχν κέιε κε ηνλ ίδην αξηζκφ. Έηζη δελ είλαη;’ Οπφηε 

ζπλερίδνπκε ‘ηη άιιν επηηξέπεηαη λα θάλνπκε ζηηο εμηζψζεηο’ θαη ιέεη: ‘α…λα 

πξνζζέηνπκε ηνλ ίδην αξηζκφ, νπφηε κπνξνχζακε θαη λα πξνζζέζνπκε’. 

Γηεπθξηλίδνπκε φηη ζηε Γεπηέξα γπκλαζίνπ νη καζεηέο σο πξνο ηηο εμηζψζεηο 

πξψηνπ βαζκνχ έρνπλ δηδαρζεί ηελ πξφζζεζε ηνπ ίδηνπ αξηζκνχ θαη ζηα δχν 

κέιε, ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ θαη ζηα δχν κέιε κε ηνλ ίδην αξηζκφ θαη ηνλ 

αιγφξηζκν επίιπζεο πξσηνβάζκηαο εμίζσζεο. Ζ κειέηε ηεο πξσηνβάζκηαο αρ=β 

γίλεηαη ζηελ πξψηε ιπθείνπ, νπφηε ζεσξήζακε φηη ν καζεηήο είρε θηάζεη βάζεη 

ησλ φζσλ είπε ζηελ θαηαζθεπή πξσηνβάζκησλ εμηζψζεσλ δεδνκέλεο ηεο ιχζεο 

ηνπο, βάζεη ησλ γλψζεψλ ηνπ ρσξίο λα αλακέλνπκε κία απάληεζε ηνπ ηχπνπ ‘νη 

δεηνχκελεο εμηζψζεηο είλαη ηεο κνξθήο αρ=β κε β/α=3’ 

 

 

 

 

 



Δξψηεκα 4ν: 

 

 



Ο καζεηήο θαηά ηελ πεξηγξαθή ηεο αληίζηξνθεο θαηαζθεπήο θαη ελψ 

πεξηγξάθεη ζπγθεθξηκέλα ην ηη έθαλε, ζην ηέινο αηηηνινγεί βάζεη γεσκεηξίαο ηελ 

απεηξία ησλ απνηειεζκάησλ. Απηφ ζαθψο είλαη απνδεθηφ, αιιά ζέινπκε λα 

κάζνπκε γηαηί ν καζεηήο δελ αξθείηαη ζηελ θαηαζθεπή ηνπ. Ρσηήζεθε γηαηί 

ρξεηαδφηαλ λα αηηηνινγήζεη ηελ απεηξία απφ ηε Γεσκεηξία θαη ιέεη: ‘έγξαςα θαη 

απφ ηε γεσκεηξία ηη ηζρχεη, αθνχ ζηγνπξεχηεθα απφ ην γξάθεκα φηη νη επζείεο 

είλαη άπεηξεο’. Φαίλεηαη ν καζεηήο λα πείζεηαη απφ ην γξάθεκα, αιιά λα 

αηζζάλεηαη φηη δελ πείζεη ν ίδηνο αλ δε δψζεη κία ζεσξεηηθή απάληεζε. Πξφιαπηά 

απφ ηνπο καζεηέο δε δεηήζεθε αηηηνιφγεζε ησλ απνηειεζκάησλ, αιιά πεξηγξαθή 

ηεο αληηζηξνθήο ηεο θαηαζθεπήο ζε θάζε πεξίπησζε. Ζ αηηηνιφγεζε νχησο ή 

άιισο απαηηείηαη πξνθεηκέλνπ ν καζεηήο λα θζάζεη ζηελ αληίζηξνθε θαηαζθεπή. 

Ζ αηηηνιφγεζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ καζεηή πνπ πείζεηαη απφ ην γξάθεκα αιιά 

παξαζέηεη θαη ηελ αληίζηνηρε ζεσξία απφ ηε γεσκεηξία, θαίλεηαη λα γίλεηαη 

πξνθεηκέλνπ ν καζεηήο λα πείζεη γηα ηελ νξζφηεηα ησλ φζσλ γξάθεη. Αιιά ζα 

έπξεπε κάιινλ  λα είλαη ν ίδηνο ζίγνπξνο γηα ηηο επηινγέο πνπ θάλεη θαηά ηελ 

θαηαζθεπή θαη απηφ είλαη έλα δήηεκα κεηαγλψζεο.  

 

 

 

 

 

 

 

 



Σν δεχηεξν εξσηεκαηνιφγην ηεο Γ΄ Γπκλαζίνπ ήηαλ ην εμήο: 

 

 



 

΢εκεηψλεηαη φηη ε καζήηξηα είρε αξρηθά θαηαζθεπάζεη έλαλ θχθιν κε ηε 

ζπγθεθξηκέλε επζεία σο εθαπηνκέλε. Σα ππφινηπα ηα ζρεδίαζε θαηά ηε δηάξθεηα 

ηεο ζπλέληεπμεο.  

Ρσηήζεθε γηα ην πιήζνο ησλ θχθισλ ζηελ πεξίπησζε ηνπ αληηζηξφθνπ. 

Απμνκεηψλνληαο ηελ αθηίλα απαληά: ‘δελ κεηξηνχληαη. Γειαδή είλαη άπεηξνη’. 

΢ρεδηάδνπκε θαη άιινπο θχθινπο κε ηελ ίδηα εθαπηνκέλε θαη δηαθνξεηηθά 

ζεκεία επαθήο θαη ξσηάκε αλ είλαη ζσζηή ε ιχζε απηή. 

‘φρη. Έλα ζεκείν έρεη πάλσ (επζχ), έλα ζα έρεη θαη θάησ (αληίζηξνθν)’.  

Καη πάιη εκθαλίδεηαη ε πεπνίζεζε ηνπ καζεηή φηη ε εθθψλεζε ζα ηνπ παξέρεη 

φια ηα απαξαίηεηα ζηνηρεία γηα λα ιχζεη έλα πξφβιεκα. Όκσο ζηελ πεξίπησζε 

απηή πξφθεηηαη γηα θαηαζθεπή ηνπ αληηζηξφθνπ, ζηελ νπνία ν καζεηήο ζα έπξεπε 

λα πξνβεί κφλνο ηνπ, ρσξίο νδεγίεο. Δληνπίδεηαη, δειαδή, ηδηαίηεξε δπζθνιία 

ζηελ θαηαζθεπή επεηδή ν καζεηήο δελ είλαη ζπλεζηζκέλνο ζε ηέηνηνπ είδνπο 

εξσηήκαηα.   

 

 

 

 

 

 

 

 



Δξψηεκα 2ν: 

 

 



 

 

΢ην ζπγθεθξηκέλν εξσηεκαηνιφγην αξρηθά είδακε ζβεζκέλα ηα ηξίγσλα πνπ 

θαίλνληαη ζρεδηαζκέλα. Ζ καζήηξηα πξνέβε ζηελ θαηαζθεπή ηνπο θαηά ηε 

δηάξθεηα ηεο ζπλέληεπμεο. ΢εκεηψλεηαη φηη πξφθεηηαη γηα ηε κία απφ ηηο δχν 

πεξηπηψζεηο πνπ δφζεθε ζσζηή απάληεζε ζηελ αληηζηξνθή ηνπ 2νπ εξσηήκαηνο. 

Δλψ φκσο ε καζήηξηα είρε θαηαιήμεη ζηελ ζσζηή θαηαζθεπή, ηελ έζβεζε.   

Ρσηάηαη γηα ην αλ ζηα ηξίγσλα πνπ ζα θαηαζθεπάζεη ζην αληίζηξνθν ηα χςε 

ζα είλαη θνηλά. ‘λαη’, απαληά. Φηηάρλεη δχν πιεπξέο κε χςε ηηο δεδνκέλεο επζείεο 

θαη δε θέξλεη ην ηξίην χςνο. ‘ζα πεξλάεη απφ ην ίδην ζεκείν’, καο ιέεη. Φηηάρλεη 

ην ηξίγσλν θαη ην ηξίην χςνο. Ρσηάηαη αλ ππάξρνπλ θη άιια: ‘δελ μέξσ’. 

‘πνχ ζηεξίρηεθεο θη έθηηαμεο απηφ πνπ έθηηαμεο’ ηελ ξσηάκε. 

‘ζηα θάζεηα’, απαληά. 

Πξνζπαζεί λα θηηάμεη θη άιιεο επζείεο κε δεδνκέλεο ηηο θαζέηνπο ηνπο (χςε). 

Ρσηάηαη ηη ζα είλαη νη λέεο πιεπξέο ζε ζρέζε κε ηηο πξνεγνχκελεο.  

‘θάζεηεο ζηα ίδηα, … , άξα παξάιιειεο;’ 

Φηηάρλεη θη άιιεο πιεπξέο θαη θαηαιήγεη ζε φκνηα ηξίγσλα.  

Μφιηο παξαθηλήζεθε λα θαηαζθεπάζεη ην δεηνχκελν, ε καζήηξηα ην έθαλε 

γξήγνξα θαη ζσζηά, ρσξίο λα δεηήζεη βνήζεηα. Δλδέρεηαη ςπρνινγηθνί 

παξάγνληεο ή πεξηνξηζκέλνο ρξφλνο λα ηελ απέηξεςαλ απφ ην λα απαληήζεη ην 

ζπγθεθξηκέλν εξψηεκα θαηά ηε ζπκπιήξσζε ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ. ΢ε ζρέζε , 

φκσο, κε ην ρξφλν ζα ιέγακε φηη κάιινλ επέιεμε λα απαληήζεη ηηο ππφινηπεο 

εξσηήζεηο θαη φρη ηε ζπγθεθξηκέλε κε ην ηξίγσλν. Μάιηζηα ην εξψηεκα κε ην 

ηξίγσλν ήηαλ απηφ ζην νπνίν είρακε ηηο ιηγφηεξεο απαληήζεηο. Αλ ππνζέζνπκε 



πσο ην γεσκεηξηθφ πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο είρε θάπνην ξφιν, ην εξψηεκα πνπ 

πξνθχπηεη είλαη γηαηί δε ζπλέβε ην ίδην κε ηνλ θχθιν. Δλδερνκέλσο ε θαζεηφηεηα 

ή ε ηδηφηεηα ηνπ εγθέληξνπ σο έλλνηεο λα είλαη απνζαξξπληηθέο γηα ηνπο καζεηέο. 

Ίζσο θαη ε έλλνηα ηνπ ηξηγψλνπ απηή θαζ’ απηή.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Δξψηεκα 3ν: 

Γελ εξσηάηαη ζρεηηθά ε καζήηξηα, θαζψο έρεη δψζεη παλνκνηφηππε απάληεζε 

κε ηνλ πξνεγνχκελν καζεηή.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Δξψηεκα 4ν: 

 

 



΢ε ζρέζε κε ην ζπγθεθξηκέλν εξψηεκα ε καζήηξηα ζα εξσηεζεί ζε ζρέζε κε 

ην αλ πείζεηαη απφ ην γξάθεκα ή απαηηείηαη θαη αηηηνιφγεζε βάζεη γεσκεηξίαο, 

φπσο ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνεγνχκελνπ καζεηή. ΢εκεηψλεηαη φηη ζηα 

πεξηζζφηεξα εξσηεκαηνιφγηα νη καζεηέο έδσζαλ ηελ αηηηνιφγεζε βάζεη 

γεσκεηξίαο. Οπφηε ε καζήηξηα ξσηάηαη αξρηθά πφζεο είλαη νη επζείεο. ‘Άπεηξεο’, 

απαληά θαη ξσηάηαη πψο αηηηνινγεί ηελ απεηξία απηή. ‘ην έδεημα ζρεδηάδνληαο 

πνιιέο επζείεο, λα ’ηεο (δείρλεη ην ζρήκα πνπ έρεη θηηάμεη)’. Ρσηάηαη αλ απηφ 

αξθεί ή ρξεηάδεηαη θαη θάηη άιιν. ‘αξθεί’, απαληά, ‘αθνχ ην βιέπσ, ηη άιιν λα 

θάλσ’; Παξαηεξνχκε φηη ε ζπγθεθξηκέλε καζήηξηα δηαθνξνπνηείηαη απφ ηνλ 

πξνεγνχκελν καζεηή. Ζ επνπηεία ηεο είλαη αξθεηή, ψζηε λα πεηζηεί.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Σν πξψην εξσηεκαηνιφγην ηεο Β΄ Λπθείνπ είλαη ην εμήο: 

1ν εξψηεκα: 

 

 

 

 



Ο καζεηήο έρεη θαηαζθεπάζεη ηνπο δχν κπιε θχθινπο. Ο θφθθηλνο 

πξνζηέζεθε απφ ηνλ ίδην θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ζπλέληεπμεο.  

Ο καζεηήο απηφο, ελψ ζρεδίαζε δχν θχθινπο εθαηέξσζελ ηεο επζείαο κε 

δηαθνξεηηθέο αθηίλεο, ππνζηήξημε φηη νη θχθινη πνπ εθάπηνληαη ζηελ επζεία ζην 

ζπγθεθξηκέλν ζεκείν είλαη δχν. Δξσηήζεθε πφζνη είλαη νη θχθινη ζηελ 

αληίζηξνθε πεξίπησζε θαη απάληεζε ‘δχν’. Σνλ πξνηξέςακε λα ηνπο κεηξήζεη. 

‘ζα πεξηκέλεηε πνιχ’, απάληεζε. ΢ηε ζπλέρεηα εμήγεζε φηη ‘δχν είλαη νη θχθινη κε 

ηελ ίδηα αθηίλα, αιιά γεληθά άπεηξνη’ θαη εμήγεζε φηη νη δχν θχθινη πνπ έρεη 

ζρεδηάζεη έρνπλ ηελ ίδηα αθηίλα, αιιά δελ ρσξνχζε ν δεχηεξνο θαη ηνλ έθαλε 

κηθξφηεξν, αιιά έρεη ηελ ίδηα αθηίλα. Παξαηεξνχκε φηη ν καζεηήο ζεσξεί φηη ν 

θχθινο ή νη θχθινη πνπ ηνπ δεηνχληαη είλαη δεδνκέλν πσο ζα έρνπλ ζπγθεθξηκέλε 

αθηίλα. Θεσξεί αλαγθαίν λα γλσξίδεη ηελ αθηίλα ελφο θχθινπ πξνθεηκέλνπ λα 

έρεη ηε ζπγθεθξηκέλε επζεία σο εθαπηνκέλε, πξάγκα πνπ δελ ηζρχεη. ΢ην 

γπκλάζην δηδάζθνληαη νη καζεηέο φηη πξνθεηκέλνπ λα θαηαζθεπάζνπκε έλαλ 

θχθιν, απαξαίηεην είλαη λα γλσξίδνπκε ην θέληξν θαη ηελ αθηίλα ηνπ. ΢ηελ 

πεξίπησζε απηή, φκσο, νη θχθινη πνπ πξέπεη λα θαηαζθεπαζηνχλ πξνζδηνξίδνληαη 

απφ έλα ζεκείν ηνπο ζην νπνίν δέρνληαη δεδνκέλε εθαπηνκέλε. Καη ζε ζρέζε κε 

ηελ αθηίλα ν καζεηήο πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζεη ην γεγνλφο φηη ε εθαπηνκέλε 

είλαη θάζεηε ζηελ αθηίλα, αλεμάξηεηα απφ ην κήθνο ηεο αθηίλαο. Οπφηε 

πξνθαιείηαη ζχγθξνπζε γηα ην καζεηή.  

 

 

 

 



Δξψηεκα 2ν: 

 



 

Ο καζεηήο έρεη θαηαζθεπάζεη δχν ηξίγσλα κε θνηλή βάζε ηε κία απφ ηηο 

επζείεο πνπ δίλνληαη θαη χςνο ηε δεχηεξε δεδνκέλε επζεία. Σα ιάζε είλαη δχν. 

Αθελφο νη δεδνκέλεο επζείεο πξέπεη λα παίμνπλ ην ξφιν πςψλ θαη αθεηέξνπ νη 

επζείεο πνπ δίλνληαη δελ είλαη θάζεηεο. Αθφκε θη αλ ήηαλ, απηφ ζα απνηεινχζε 

κεξηθή πεξίπησζε θαη δε ζα έπξεπε λα ππνηεζεί ζηελ αληηζηξνθή ηεο αξρηθήο 

θαηαζθεπήο. Εεηήζεθαλ δηεπθξηλήζεηο γηα ηε ιχζε πνπ έδσζε ζηελ αληίζηξνθε 

πεξίπησζε, αθνχ ζηελ εθθψλεζε, πξνθεηκέλνπ λα βνεζεζνχλ νη καζεηέο ζηελ 

θαηαζθεπή ηνπο, ζεκεηψλεηαη φηη ηα χςε πξέπεη λα είλαη ηξεηο επζείεο 

ζπληξέρνπζεο θαη φηη απηή είλαη ε ππφζεζε ηεο αληίζηξνθεο θαηαζθεπήο. 

Απάληεζε: ‘έθηηαμα δχν ηξίγσλα, ρξεζηκνπνηψληαο σο βάζε ηε κία επζεία θαη ηηο 

άιιεο δχν γηα χςε ηνπο’ θαη δε δέρζεθε λα εμεγήζεη πεξηζζφηεξν ηνλ ηξφπν πνπ 

ζθέθηεθε.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3ν εξψηεκα: 



Ο καζεηήο ιχλεη ζσζηά ην αξρηθφ πξφβιεκα θαη ζηελ αληηζηξνθή θαίλεηαη λα 

μεθηλά απφ ηελ ηζφηεηα ρ-3=0 θαη λα πνιιαπιαζηάδεη θαηά κέιε κε θπζηθνχο 

αξηζκνχο. Γελ πεξηγξάθεη ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινπζεί, αιιά ζεκεηψλεη έλα 

βειάθη παξαπέκπνληαο ζηε ιχζε ηνπ.  

Ρσηήζεθε γηαηί δελ πεξηέγξαςε ηε δηαδηθαζία πνπ αθνινχζεζε ζην 

αληίζηξνθν. Απάληεζε ‘κα δελ είλαη πξνθαλέο απφ ηε ιχζε ην ηη έθαλα;’. Οπφηε 

ξσηήζεθε:  ‘είζαη ζίγνπξνο φηη ε ιχζε είλαη ζσζηή;’ θαη απάληεζε ‘λαη θαη 

εθφζνλ ην απνηέιεζκα κεηξάεη, γηαηί λα πεξηγξάςσ θάηη πνπ είλαη πξνθαλέο απφ 

ηε ιχζε ηη ζθέθηεθα; Έρσ βάιεη θαη βειάθη γηα λα δείηε ηε ιχζε σο εμήγεζε’. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ν καζεηήο ζεσξεί φηη ην απνηέιεζκα κεηξάεη ζε κία ινγηθή 

εμεηάζεσλ. Δίλαη αλακελφκελε ε ζηάζε απηή ηνπ καζεηή δεδνκέλνπ φηη είλαη 

καζεηήο ηεο β΄ Λπθείνπ, έλα ρξφλν πξηλ ηηο παλειιήληεο εμεηάζεηο.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4ν εξψηεκα: 

 

 

 



Σνπ δεηήζεθε λα εμεγήζεη ηη έθαλε ζην επζχ θαη’ αξράο, θαζψο ήηαλ ν κφλνο 

πνπ γηα λα βξεη ζεκείν ηνκήο ηεο επζείαο κε ηνλ άμνλα ςς΄ ρξεζηκνπνίεζε 

πίλαθα ηηκψλ. ΢ε φια ηα ππφινηπα εξσηεκαηνιφγηα ηεο β΄ ιπθείνπ πξνηηκήζεθε ε 

αιγεβξηθή επίιπζε. Απάληεζε ‘πίλαθα ηηκψλ’. Σνλ ξσηήζακε γηαηί θαη απάληεζε 

‘γηα λα βξσ ην ζεκείν ηνκήο πνπ δεηάηε’. Οπφηε ηνπ γίλεηαη πην ζπγθεθξηκέλα ε 

εξψηεζε: ‘Πψο θαη δε ρξεζηκνπνίεζεο αιγεβξηθφ ηξφπν, ζέηνληαο y=0’; Καη είπε: 

‘πάληα κε ην γξάθεκα βξίζθσ ηα ζεκεία ηνκήο. Αθνχ θαίλνληαη! Να ’ηα!’(δείρλεη 

ην γξάθεκά ηνπ). Πξνθεηκέλνπ λα δηαπηζηψζνπκε αλ θαηαθεχγεη ζηε γξαθηθή 

επίιπζε ιφγσ ειιηπψλ γλψζεσλ ζρεηηθά κε ηελ επζεία θαη δεδνκέλνπ φηη θαηά 

βάζεη έρεη δηδαρζεί ηελ αιγεβξηθή επίιπζε ξσηάηαη ‘φιεο νη επζείεο έρνπλ ζεκεία 

ηνκήο κε ηνλ ρρ’ θαη απαληά ‘λαη… (παίξλεη ην εξσηεκαηνιφγην κπξνζηά ηνπ θαη 

ην θνηηάδεη πξνζεθηηθά)..φρη! Μπνξεί λα είλαη θαη παξάιιειεο’ (δείρλεη ζην 

γξάθεκα κε ην ρέξη ηνπ πψο ζα είλαη νη παξάιιειεο ζηνλ ρρ΄). Ο καζεηήο έρεη 

αλάγθε ηελ επνπηεία, φπσο θαίλεηαη, πξνθεηκέλνπ λα θαηαιήμεη ζε θάπνην 

ζπκπέξαζκα, φπνπ βεβαίσο ζεσξεί φηη κπνξεί λα έρεη επνπηεία. ΢εκεηψλεηαη φηη 

ζην ηξίην εξψηεκα είρε ιχζεη ην ίδην πξφβιεκα ζε αιγεβξηθφ πιαίζην.  

Γηα ην αληίζηξνθν ξσηήζεθε πψο ζπκπέξαλε φηη νη επζείεο είλαη άπεηξεο. 

‘θαίλεηαη απφ ην ζρήκα. Να ζαο ην θάλσ;…Αιιά αθνχ απφ ζεκείν δηέξρνληαη 

νχησο ή άιισο άπεηξεο επζείεο…’. Καη ζηελ πεξίπησζε απηνχ ηνπ καζεηή 

ζέινπκε λα δνχκε αλ αξθείηαη ζην γξάθεκα, δειαδή ζηελ επνπηεία, νπφηε ηνλ 

ξσηάκε ‘΢ε πείζεη ην γξάθεκα;…ή ρξεηάδεζαη θαη άιγεβξα ή γεσκεηξία;’ Καη 

απαληά :‘φρη, δε ρξεηάδνκαη άιγεβξα φηαλ θαίλεηαη απφ ην ζρήκα. Αθνχ ην 

βιέπσ!’. Ζ απάληεζή ηνπ είλαη αλακελφκελε, βάζεη ησλ φζσλ είπε γηα ην αξρηθφ 

πξφβιεκα ζε ζρέζε κε ην γξάθεκα.  



Σν 2ν εξσηεκαηνιφγην ηεο Β΄ Λπθείνπ ήηαλ ην εμήο: 

1ν εξψηεκα: 



 

Ο καζεηήο ηζρπξίδεηαη φηη νη θχθινη είλαη άπεηξνη, επνκέλσο δελ κπνξεί λα 

δεηνχληαη. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο επζείαο, φκσο, δελ ηζρπξίδεηαη θάηη αλάινγν.  

Ρσηήζεθε γηαηί ιέεη φηη δε κπνξνχλ λα δεηνχληαη φινη νη θχθινη, επεηδή είλαη 

άπεηξνη, ελψ ζηελ επζεία δελ έρεη ηέηνην πξφβιεκα. Θεσξήζακε φηη απιψο δελ 

είρε εμνηθεησζεί κε ηελ έλλνηα ηεο απεηξίαο ζε ζρέζε κε ηνπο θχθινπο. Απάληεζε: 

‘δε κπνξνχλ λα δεηνχληαη φινη νη θχθινη, γηαηί δε κπνξψ λα βξσ ηελ εμίζσζή 

ηνπο, ελψ ζηελ επζεία κπνξψ’. Ο καζεηήο δελ είρε πξφβιεκα κε ηελ απεηξία ησλ 

θχθισλ, αιιά κε ην γεγνλφο φηη δελ γλψξηδε πψο λα ηνπο εθθξάζεη αιγεβξηθά. 

΢ηελ πεξίπησζε απηή ηίζεηαη ην ζέκα ηνπ πιαηζίνπ ή πην ζπγθεθξηκέλα ηεο 

γεσκεηξηθήο θαη ηεο αιγεβξηθήο αλαπαξάζηαζεο ελφο θχθινπ.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Δξψηεκα 2ν: 



Αξρηθά ν καζεηήο δελ είρε απαληήζεη ην αληίζηξνθν ηνπ ηξηγψλνπ θαζφινπ. 

Απφ ην εξσηεκαηνιφγηφ ηνπ θαηλφηαλ λα ην έρεη πξνζπαζήζεη. Σνπ δεηήζεθε, 

ινηπφλ, λα θαηαζθεπάζεη ην αληίζηξνθν ηνπ 2νπ εξσηήκαηνο. Έθηηαμε έλα 

ηξίγσλν θαη ζηακάηεζε. ‘κφλν έλα είλαη’; Ρσηήζεθε. ‘είλαη θαη ην ζπκκεηξηθφ 

ηνπ’ απάληεζε. ‘ηπραία απαληάο ή έρεηο θάηη ζην κπαιφ ζνπ’; 

Ξαλαπαίξλεη ην εξσηεκαηνιφγην κπξνζηά ηνπ. Σνλ ξσηάκε αλ ππάξρνπλ θη 

άιια ηξίγσλα ηη ζα έρνπλ ίδην κε απηφ πνπ έθηηαμε θαη απαληά ‘ηα χςε ηνπο’. 

Οπφηε ηνλ ξσηάκε ‘θαη φηαλ δχν ηξίγσλα έρνπλ ηα ίδηα χςε, ηη γίλεηαη κε ηηο 

πιεπξέο ηνπο’; 

Καη απαληά θαηεπζείαλ: ‘α! είλαη παξάιιειεο, άξα…’ 

Σνπ δεηείηαη λα αηηηνινγήζεη ηελ παξαιιειία πνπ αλέθεξε θαη απαληά: ‘σο 

θάζεηεο ζηα ίδηα χςε’, νπφηε ηνλ ξσηάκε ‘θαη ηη ζπκβαίλεη κε ηα ηξίγσλα’; 

Αλνηγνθιείλεη ην ρέξη ηνπ δείρλνληαο ην αξρηθφ ηξίγσλν λα απμνκνηψλεηαη. 

‘φκνηα, ε’; καο ξσηάεη θαη ηνλ ξσηάκε: ‘νη γσλίεο ηνπο είλαη ίζεο’, νπφηε 

απαληά ‘εληφο εθηφο θη επί η’ απηά’. 

Σν ελδηαθέξνλ ζηελ θαηαζθεπή πνπ έθαλε ν καζεηήο είλαη ε θίλεζε ηνπ 

ρεξηνχ ηνπ. ΢ε ζρέζε κε ηε δηδαθηηθή καο παξαπέκπεη ζε εξγαιείν δπλακηθήο 

γεσκεηξίαο. Γηα ηνλ καζεηή ε νκνηφηεηα ησλ ηξηγψλσλ είλαη ζπλπθαζκέλε κε ηε 

δπλαηφηεηα λα ηα ‘αλνηγνθιείλεη’, φπσο ην ρέξη ηνπ. Παξάιιεια αλαδεηά θαη ηα 

ζηνηρεία ηεο θαηαζθεπήο πνπ ζα αηηηνινγήζνπλ ηελ ππφζεζε νκνηφηεηαο πνπ 

έθαλε. Ζ θίλεζε ηνπ ρεξηνχ ηνπ ζε ζρέζε κε ηελ έλλνηα ηεο νκνηφηεηαο 

παξαπέκπεη ζηα ελζψκαηα καζεκαηηθά  θαη μεθεχγεη απφ ηα φξηα κίαο απιήο 

ρεηξνλνκίαο.  

 



Δξψηεκα 4ν: 



Σνπ δεηήζεθε λα ζρνιηάζεη ηελ απάληεζε ηνπ ζηελ επζεία ζε ζρέζε κε απηήλ 

ζηνλ θχθιν θαη πην ζπγθεθξηκέλα αλ ηνλ πείζεη ε γεσκεηξία (απφ ζεκείν 

δηέξρνληαη άπεηξεο επζείεο). Απάληεζε ην εμήο: ‘ε γεσκεηξία δίλεη άπεηξεο 

επζείεο, αιιά ε άιγεβξα ηηο πξνζδηνξίδεη’. Οπφηε εξσηάηαη : ‘ηφηε γηαηί δελ 

έγξαςεο ηελ εμήγεζε βάζεη γεσκεηξίαο γηα ην φηη νη επζείεο είλαη άπεηξεο’; Καη 

απάληεζε : ‘ε απεηξία θαίλεηαη θαη απφ ηελ Γεσκεηξία θαη απφ ηνλ αιγεβξηθφ 

ηχπν, απφ ην α’, απάληεζε. ΢πλερίζακε κε ηελ εξψηεζε: ‘ην γξάθεκα δε ζε 

πείζεη; Γειαδή αλ ην δεηο, δελ είλαη άπεηξεο’ θαη απάληεζε : ‘φρη. Κη εμάιινπ πνηέ 

δε κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε άπεηξεο επζείεο’. Όπσο είρε θαλεί θαη απφ ηελ 

ζπδήηεζε κε ηνλ ίδην καζεηή γηα ηελ πεξίπησζε ηνπ θχθινπ, ε γεσκεηξία 

αηηηνινγεί αιιά δελ πξνζδηνξίδεη. Όζν γηα ην γξάθεκα θξίλεηαη αλεπαξθέο.   

 

 

 

 

Γενικά ζςμπεπάζμαηα για ηιρ ζςνενηεύξειρ: 

Οη καζεηέο ηνπ γπκλαζίνπ αλακέλνπλ ηελ εθθψλεζε λα ηνπο δψζεη ηηο 

απαξαίηεηεο γηα ηελ θαηαζθεπή πιεξνθνξίεο. Πξνθεηκέλνπ λα απαληήζνπλ ζε 

εξσηήζεηο ζε ζρέζε κε ηελ θαηαζθεπή ηνπο, φηαλ δπζθνιεχνληαη αλαηξέρνπλ 

ζηελ εθθψλεζε, δείρλνληαο αλαζθάιεηα. Γηαθνξνπνηνχληαη σο πξνο ην πνηα 

απάληεζε ζεσξείηαη ηεθκεξησκέλε, δειαδή σο πξνο ην αλ αξθνχληαη ζηελ 

επνπηεία. Δπίζεο αλαηξέρνπλ ζε πιεξνθνξίεο ηηο νπνίεο έρνπλ βάζεη ησλ φζσλ 

έρνπλ δηδαρζεί, ρσξίο λα είλαη απαξαίηεηα ζίγνπξνη γηα ηελ ηζρχ ηνπο. Κάηη ηέηνην 



θαλεξψλεη ρακειά επίπεδα κεηαγλψζεο θαη βέβαηα δεκηνπξγεί εκπφδηα ζηελ 

αληηζηξνθή ελφο πξνβιήκαηνο θαηαζθεπήο.  

΢ε ζρέζε κε ηνπο καζεηέο ηνπ ιπθείνπ ν πξψηνο καζεηήο πξνθεηκέλνπ λα 

θαηαζθεπάζεη θχθιν, ζεσξεί απαξαίηεηε ηελ αθηίλα. Δπίζεο αξθείηαη θαη 

πείζεηαη απφ ην γξάθεκα θαη κφλν, αθφκε θη φηαλ δελ δίλεηαη αθξηβήο απάληεζε 

κέζσ απηνχ (πεξίπησζε επζένο ηέηαξηνπ ζέκαηνο). Σέινο ζεσξεί φηη φηαλ βξεη ην 

απνηέιεζκα δελ ππάξρεη αλάγθε λα εμεγήζεη ηνλ ηξφπν – αιγφξηζκν πνπ 

ρξεζηκνπνίεζε.  

Ο δεχηεξνο καζεηήο δείρλεη εκπηζηνζχλε ζηελ άιγεβξα. Μφλν ν αιγεβξηθφο 

ηχπνο παξηζηάλεη κε ζαθήλεηα ηα ελ ιφγσ καζεκαηηθά αληηθείκελα. Σν γξάθεκα 

είλαη ελδεηθηηθφ, αιιά φρη ζαθέο ζε θάζε πεξίπησζε. Δπίζεο ε θίλεζε ηνπ ρεξηνχ 

ηνπ ζε ζρέζε κε ηελ νκνηφηεηα ησλ ηξηγψλσλ έδεημε εζσηεξίθεπζε ηεο έλλνηαο 

ηεο νκνηφηεηαο. Ζ ζπγθεθξηκέλε θίλεζε μεθεχγεη απφ ηα πιαίζηα κηαο απιήο 

ρεηξνλνκίαο ζε ζρέζε κε ην ζέκα πνπ ζπδεηήζεθε.   

Οη δχν καζεηέο δελ πείζνληαη εμίζνπ απφ ην γξάθεκα ή ηελ άιγεβξα. Καη δε 

ζεσξνχλ εμίζνπ ηελ πεξηγξαθή ηεο δηαδηθαζίαο πνπ αθνινπζνχλ απαξαίηεηε.  

 

΢αθήο είλαη ε δηαθνξεηηθή ζηάζε ησλ καζεηψλ απέλαληη ζηελ επνπηεία σο 

πξνο ηε καζεκαηηθά έγθπξε απάληεζε. Σφζν νη καζεηέο ηνπ ιπθείνπ φζν θαη ηνπ 

γπκλαζίνπ, πξνθεηκέλνπ λα πξνβνχλ ζηηο δεηνχκελεο θαηαζθεπέο θαηαθεχγνπλ 

ζε ζεσξίεο πνπ έρνπλ δηδαρζεί (ξεπεξηφξηα) φηαλ ζπλαληνχλ δπζθνιία θαη φρη 

ζηηο παξακέηξνπο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη ηηο κεηαμχ ηνπο ζρέζεηο. Δλδεηθηηθφ είλαη 

φηη νη καζεηέο αλαθέξζεθαλ ζηηο ηδηφηεηεο ησλ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ κφλν 

φηαλ ηνπο δεηήζεθε λα θαηαζθεπάζνπλ ηξίγσλα κε δεδνκέλα χςε θαηά ηε 



δηάξθεηα ηεο ζπλέληεπμεο. Απηφ καο νδεγεί λα ππνζέζνπκε φηη νη καζεηέο ελψ 

δηαζέηνπλ ηηο απαξαίηεηεο γλψζεηο δελ πξνέβεζαλ ζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

είηε απφ αλαζθάιεηα είηε επεηδή δε κπνξνχζαλ λα θαηαζθεπάζνπλ ηε ιχζε ρσξίο 

αληίζηνηρε ζεσξία.   
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Παπάπηημα: 

΢ηαηιζηική ανάλςζη  

Γιάγπαμμα ομοιόηηηαρ 1   κλαζζική θεωπία 
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Similarity : C:\Documents and Settings\themis\Desktop\a_διπλωματική\διπλωματική.csv  

Παξαηεξήζεηο: 

1. ζε φιεο ηηο πεξηπηψζεηο ην αληίζηξνθν ζρεκαηίδεη κία νκάδα κε ηελ 

εμήγεζε ηεο δηαδηθαζίαο.  

2. ην επζχ ζηηο πεξηπηψζεηο εθαπηνκέλεο θχθινπ, πςψλ ηξηγψλνπ θαη 

επίιπζεο αιγεβξηθήο εμίζσζεο ζπγθεληξψλνληαη ζε κία νκάδα, ε νπνία 

κάιηζηα δε ζπλδέεηαη θαζφινπ κε ηελ άιιε νκάδα. Δμαίξεζε απνηειεί ην 

γξάθεκα, φπνπ ην επζχ καδί κε ην αληίζηξνθν ζρεκαηίδνπλ κία νκάδα.   

3. κπνξνχκε λα πνχκε φηη ππάξρνπλ δχν κεγάιεο νκάδεο πνπ 

αληηζηνηρνχλ ζε δχν είδε ζθέςεο: ε πξψηε νκάδα είλαη ε αληηκεηψπηζε ηεο 



επζείαο πξφηαζεο ζε θχθιν, ηξίγσλν θαη άιγεβξα θαη ε δεχηεξε ζην 

αληίζηξνθν καδί κε ηελ εμήγεζε ηεο δηαδηθαζίαο ησλ παξαπάλσ.  

4. ζηελ νκάδα ηνπ ‘αληηζηξφθνπ’ ζρεκαηίδνληαη δχν ππννκάδεο: ε κία 

ζπλδέεη ηηο δηαδηθαζίεο ζηνλ θχθιν θαη ζην γξάθεκα θαη ε άιιε ην 

ηξίγσλν κε ηελ άιγεβξα. Φαίλεηαη φηη ην ηξίγσλν ιφγσ νηθεηφηεηαο κε ην 

αληηθείκελν κνηάδεη κε ηελ άιγεβξα, κάιινλ, παξά κε ην αληίζηνηρν έξγν 

ηνπ θχθινπ ή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο. Άξα κία πξψηε ππφζεζε είλαη φηη 

ε δηαδηθαζίεο ηνπ επζχ θαη ηνπ αληίζηξνθνπ εμαξηψληαη απφ ην είδνο ηνπ 

έξγνπ, αιιά θαη απφ ηελ νηθεηφηεηα ησλ καζεηψλ κε ην καζεκαηηθφ 

αληηθείκελν.   

5.   ζε θάζε κία απφ ηηο πξνεγνχκελεο ππννκάδεο ζρεκαηίδνληαη πάιη 

δχν ππννκάδεο: θαη’ αξρήλ ε ππννκάδα ηνπ θχθινπ θαη ε ππννκάδα ηνπ 

γξαθήκαηνο θαη ζηε ζπλέρεηα ε νκάδα ηνπ θχθινπ θαη ε νκάδα ηεο 

άιγεβξαο.  

6. κφλν ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ην επζχ, ην αληίζηξνθν θαη ε 

εμήγεζε ηεο δηαδηθαζίαο ζπγθεληξψλνληαη ζηελ ίδηα νκάδα. Ζ θχζε ηεο 

εξγαζίαο κε γξαθηθέο παξαζηάζεηο κπνξεί λα είλαη ε αηηία γηα ην 

ζρεκαηηζκφ απηήο ηεο νκάδαο. 

 

 

ΓΔΓΟΜΔΝΑ ΓΗΑΓΡΑΜΜΑΣΟ΢ ΟΜΟΗΟΣΖΣΑ΢ 

1. Ο δείθηεο νκνηφηεηαο είλαη έλαο δείθηεο απφ 0 – 1 θαη εκθαλίδεηαη 

παξαθάησ ζε φιεο ηηο νκάδεο ηνπ δηαγξάκκαηνο.   



2. επίζεο εκθαλίδεηαη πνηα απφ ηηο δχν ηάμεηο ζπκβάιιεη πεξηζζφηεξν 

ζην ζρεκαηηζκφ ηεο θάζε νκάδαο.  

3. επίζεο εκθαλίδνληαη ε βαζκνινγία θάζε εξψηεζεο θαη νη 

ζπζρεηίζεηο κεηαμχ ησλ εξσηήζεσλ (κεηαβιήηψλ) 

 

 

 

nb col : 12, nb lig : 174 

 

         Occurrence  Average     Standard deviations: 

C      : 168.00      0.97        0.18         

RC     : 75.50       0.43        0.36         

PC     : 70.00       0.40        0.38         

T      : 165.00      0.95        0.22         

RT     : 27.25       0.16        0.27         

PT     : 14.25       0.08        0.21         

A      : 168.50      0.97        0.13         

RA     : 90.50       0.52        0.28         

PA     : 46.25       0.27        0.37         

G      : 95.00       0.55        0.49         

RG     : 82.50       0.47        0.47         

PG     : 63.00       0.36        0.46         

B s    : 91.00       0.52        0.50         

A s    : 83.00       0.48        0.50         



 

Correlation indexes: 

 

     C    RC   PC   T    RT   PT   A    RA   PA   G    RG   PG    

 

C         0.23 0.12 0.52 0.11 0.07 -0.040.01 -0.010.21 0.12 0.15  

RC             0.70 0.21 -0.01-0.010.11 0.17 0.18 0.28 0.22 0.28  

PC                  0.14 0.04 0.12 0.02 0.23 0.26 0.29 0.34 0.38  

T                        0.13 0.09 0.24 0.11 -0.020.26 0.21 0.13  

RT                            0.43 0.10 0.02 -0.010.22 0.08 0.05  

PT                                 0.09 0.08 0.14 0.02 0.07 0.12  

A                                       0.25 0.07 0.22 0.22 0.18  

RA                                           0.54 0.10 0.17 0.18  

PA                                                0.02 0.06 0.20  

G                                                      0.66 0.56  

RG                                                          0.80  

PG                                                                

 

 

Similarity indexes: 

 

     C    RC   PC   T    RT   PT   A    RA   PA   G    RG   PG    

 

C    1.00 0.62 0.57 0.61 0.57 0.55 0.49 0.51 0.49 0.63 0.58 0.61  



RC   0.62 1.00 1.00 0.63 0.48 0.47 0.54 0.68 0.82 0.91 0.86 0.94  

PC   0.57 1.00 1.00 0.60 0.58 0.75 0.51 0.76 0.93 0.94 0.97 0.99  

T    0.61 0.63 0.60 1.00 0.61 0.58 0.54 0.55 0.48 0.70 0.66 0.61  

RT   0.57 0.48 0.58 0.61 1.00 1.00 0.55 0.52 0.46 0.91 0.69 0.63  

PT   0.55 0.47 0.75 0.58 1.00 1.00 0.55 0.62 0.84 0.55 0.68 0.81  

A    0.49 0.54 0.51 0.54 0.55 0.55 1.00 0.57 0.53 0.60 0.60 0.59  

RA   0.51 0.68 0.76 0.55 0.52 0.62 0.57 1.00 0.98 0.63 0.72 0.76  

PA   0.49 0.82 0.93 0.48 0.46 0.84 0.53 0.98 1.00 0.54 0.64 0.93  

G    0.63 0.91 0.94 0.70 0.91 0.55 0.60 0.63 0.54 1.00 1.00 1.00  

RG   0.58 0.86 0.97 0.66 0.69 0.68 0.60 0.72 0.64 1.00 1.00 1.00  

PG   0.61 0.94 0.99 0.61 0.63 0.81 0.59 0.76 0.93 1.00 1.00 1.00  

 

Classification at level : 1 : (RG PG) similarity : 1 

 

Classification at level : 2 : (G (RG PG)) similarity : 0.999919 

 

Classification at level : 3 : (RC PC) similarity : 0.998815 

 

Classification at level : 4 : (RT PT) similarity : 0.998128 

 

Classification at level : 5 : (RA PA) similarity : 0.977365 

 

Classification at level : 6 : ((RC PC) (G (RG PG))) similarity : 0.939752 

 



Classification at level : 7 : (C T) similarity : 0.61498 

 

Classification at level : 8 : ((RT PT) (RA PA)) similarity : 0.505827 

 

Classification at level : 9 : ((C T) A) similarity : 0.28977 

 

Classification at level : 10 : (((RC PC) (G (RG PG))) ((RT PT) (RA PA))) 

similarity : 0.238623 

 

 

 

The most significant node is at level : 1 

 

 

 

Significant nodes 

at level: 1 

at level: 6 

at level: 10 

 

 

Contribution to the class: RG,PG ( 1 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.00429 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.997 



 

The most contributive variable to this class is B with the probality : 

0.00429 

 

 

Contribution to the class: G,RG,PG ( 1,2 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.00161 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.999 

 

The most contributive variable to this class is B with the probality : 

0.00161 

 

 

Contribution to the class: RC,PC ( 3 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.00204 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.999 

 

The most contributive variable to this class is B with the probality : 

0.00204 

 

 

Contribution to the class: RT,PT ( 4 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.526 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.473 



 

The most contributive variable to this class is A with the probality : 

0.473 

 

 

Contribution to the class: RA,PA ( 5 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.372 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.634 

 

The most contributive variable to this class is B with the probality : 

0.372 

 

 

Contribution to the class: RC,PC,G,RG,PG ( 1,2,3,6 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.0118 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.991 

 

The most contributive variable to this class is B with the probality : 

0.0118 

 

 

Contribution to the class: C,T ( 7 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.0677 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.964 



 

The most contributive variable to this class is B with the probality : 

0.0677 

 

 

Contribution to the class: RT,PT,RA,PA ( 4,5,8 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.868 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.121 

 

The most contributive variable to this class is A with the probality : 

0.121 

 

 

Contribution to the class: C,T,A ( 7,9 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.0677 

The variable A contributes to this class with the probality: 0.964 

 

The most contributive variable to this class is B with the probality : 

0.0677 

 

 

Contribution to the class: RC,PC,G,RG,PG,RT,PT,RA,PA ( 

1,2,3,4,5,6,8,10 ) 

The variable B contributes to this class with the probality: 0.0105 



The variable A contributes to this class with the probality: 0.992 

 

The most contributive variable to this class is B with the probality : 

0.0105 

 

 

Σσμπληρωματικές μεταβλητές: 

1. σο ζπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο ζηελ έξεπλα νξίζακε ηηο δχν 

ηάμεηο: Γ΄ Γπκλαζίνπ (Α) θαη Β΄ Λπθείνπ (Β).  

2. ν πξνεγνχκελνο πίλαθαο εμεγεί γηα θάζε νκάδα νκνηφηεηαο πνηα 

απφ ηηο δχν πξνεγνχκελεο ζπκπιεξσκαηηθέο κεηαβιεηέο ζπκβάιιεη 

πεξηζζφηεξν ζην ζρεκαηηζκφ ηνπο.  

3. ζεσξνχκε φηη ε ζπκβνιή είλαη ζεκαληηθή φηαλ ε πηζαλφηεηα είλαη 

<0.05. έηζη αλ νη δχν ηάμεηο ζπκβάιινπλ ζε κία νκάδα κε πηζαλφηεηεο 0.58 

ε κία θαη 0.42 ε άιιε, ην απνηέιεζκα δελ είλαη ζεκαληηθφ.  

4. απφ ηνλ παξαπάλσ πίλαθα βιέπνπκε φηη ζηηο πεξηζζφηεξεο νκάδεο 

ε κεηαβιεηή ε νπνία ζπκβάιιεη πεξηζζφηεξν είλαη ε Β΄ Λπθείνπ. Απηφ 

κάιινλ νθείιεηαη ζηηο πεξηζζφηεξεο γλψζεηο ζε ζρέζε κε ηα εμεηαδφκελα 

έξγα. 

5. ζηηο ηξεηο πξψηεο νκάδεο πνπ αθνξνχλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο θαη 

θχθιν, δειαδή καζεκαηηθά αληηθείκελα ζηα νπνία νη καζεηέο ηεο Β΄ 

Λπθείνπ έρνπλ κεγαιχηεξε εμνηθείσζε, ε κεηαβιεηή Β είλαη απηή πνπ 

ζπκβάιιεη κε πνιχ έληνλν ηξφπν ζην ζρεκαηηζκφ ηνπο.  



6. φηαλ, φκσο έρνπκε νκάδεο πνπ παξεκβαίλεη ε έλλνηα ηνπ ηξηγψλνπ 

θαη ε άιγεβξα, ε ηξίηε γπκλαζίνπ είλαη απηή πνπ ζπκβάιιεη πεξηζζφηεξν. 

 

 ΢ΤΝΔΠΑΓΩΓΗΚΟ ΓΗΑΓΡΑΜΜΑ 1 – ΚΛΑ΢΢ΗΚΖ ΘΔΩΡΗΑ 
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1. ππάξρνπλ  ηξεηο ζπλεπαγσγηθέο αιπζίδεο πνπ ζε επίπεδν 99% δε 

ζπλδένληαη θαζφινπ κεηαμχ ηνπο. Οη ηξεηο απηέο αιπζίδεο αληηζηνηρνχλ 

ζηελ άιγεβξα, ζην γξάθεκα θαη ζηνλ θχθιν. Καη ζηηο ηξεηο φζνη εμεγνχλ 

ηε δηαδηθαζία ζίγνπξα έρνπλ πεηχρεη θαη ην αληίζηξνθν.  



2. δελ ππάξρεη αληίζηνηρε ζπλεπαγσγή γηα ην ηξίγσλν. Απηφ πηζαλφ 

λα νθείιεηαη ζηελ νηθεηφηεηα ηνπ αληηθεηκέλνπ απφ ηνπο καζεηέο.  

 

΢ΤΝΔΠΑΓΩΓΗΚΟ ΓΗΑΓΡΑΜΜΑ 2 – 95%   
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1. ΢ε επίπεδν 95% ε ζπλεπαγσγέο ηνπ γξαθήκαηνο θαη ηνπ θχθινπ 

ελψλνληαη. Μαδί κε απηέο εκθαλίδνληαη θαη νη αληίζηνηρεο ηνπ ηξηγψλνπ. 



Καηά ηνλ ηξφπν απηφ, απηή ε πξψηε αιπζίδα αληηζηνηρεί ζε γξαθηθή 

παξάζηαζε ή γεσκεηξηθφ ζρήκα.  

2. ε αληίζηνηρε ζπλεπαγσγή ζηελ άιγεβξα δελ ζπλδέεηαη κε ηελ 

πξνεγνχκελε.  

3. ε δηάθξηζε αλάκεζα ζε ζπλεπαγσγή κεηαμχ γεσκεηξηθψλ θαη 

αιγεβξηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ δείρλεη φηη θαη ν ζεκεησηηθφο ραξαθηήξαο 

ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ησλ εμεηαδφκελσλ καζεκαηηθψλ έξγσλ παξεκβαίλεη 

ζηε ζχλδεζε επζένο θαη αληηζηξφθνπ.  

4. ζηελ κεγάιε ζπλεπαγσγηθή αιπζίδα παξεκβαίλνπλ θαη ηα 4 έξγα 

ηεο επζείαο πξφηαζεο θαη θαίλεηαη φηη φζνη πεηπραίλνπλ ζηελ εμήγεζε 

δηαδηθαζίαο ή ζην αληίζηξνθν ζίγνπξα πεηπραίλνπλ θαη ζην αληίζηνηρν 

επζχ έξγν.  

5. ηα αληίζηξνθα έξγα (RC, RT, RA, RG) δε ζπλδένληαη κε 

ζπλεπαγσγή κεηαμχ ηνπο.  

6. ηα επζεία έξγα (C, T, A) δε ζπλδένληαη κε ζπλεπαγσγή κεηαμχ 

ηνπο. Δμάιινπ θαη ε ζχλδεζή ηνπο ζην δηάγξακκα νκνηφηεηαο είλαη πνιχ 

κηθξή.  

7. αληίζεηα ην επζχ έξγν ηνπ γξαθήκαηνο ζπλδέεηαη θαη κε ηα ηξία 

παξαπάλσ επζεία έξγα.  

 

 

 

 

   

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 


