
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
 
 
 
 
 
 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ                      ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΥΠΡΟΥ 
 

ΤΜΗΜΑ MΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΙΣΤΟΡΙΑΣ ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ

ΤΜΗΜΑ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ, ΤΜΗΜΑ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ ΑΓΩΓΗΣ 

ΚΑΙ  ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  

ΤΜΗΜΑ ΦΙΛΟΣΟΦΙΑΣ – ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΗΣ & ΨΥΧΟΛΟΓΙΑΣ  

 
∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών 

“∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΚΑΙ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ” 

 

∆ιπλωµατική Εργασία  

 

ΑΠΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΑΥΣΤΗΡΗΣ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗΣ ΤΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ    

LAGRANGE – BOLZANO – CAUCHY 

 

Ανδροµάχη   Καραγιαννίδου 

 

Επιβλέπων Καθηγητής 

Γιαννακούλιας Ευστάθιος 
 
 
 
 
 

Αθήνα 
Ιούνιος, 2006 

 



  

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 
ΤΜΗΜΑ MΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  
ΤΜΗΜΑ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ, ΙΣΤΟΡΙΑΣ  
ΚΑΙ  ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  
ΤΜΗΜΑ ΦΙΛΟΣΟΦΙΑΣ – ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΗΣ & ΨΥΧΟΛΟΓΙΑΣ 
 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΥΠΡΟΥ 
ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ  
ΤΜΗΜΑ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ ΑΓΩΓΗΣ 

∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών 
“∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΚΑΙ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ” 

 

Η παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία 

εκπονήθηκε στα πλαίσια των σπουδών 

για την απόκτηση του 

Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος Ειδίκευσης 

που απονέµει το 

∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεπταπτυχιακών Σπουδών 

 «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών»  

 

Εγκρίθηκε την …………………… από Εξεταστική Επιτροπή αποτελούµενη από τους : 

 

 

Ονοµατεπώνυµο Βαθµίδα Υπογραφή 

 
1) Γιαννακούλιας Ευστάθιος (επιβλέπων Καθηγητής) 
 

 
Αν. Καθηγητής 

 
................. 

 
 
2)  Ζαχαριάδης Θεοδόσιος  

 
Αν. Καθηγητής 

 
................. 

 
 
3)  Λάππας ∆ιονύσιος  

 
Αν. Καθηγητής 

 
................. 

 
 

 



ΕΘΝΙΚΟ ΚΑΙ ΚΑΠΟ∆ΙΣΤΡΙΑΚΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ 

ΑΘΗΝΩΝ 

ΣΧΟΛΗ ΘΕΤΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 

ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

ΤΟΜΕΑΣ ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

 

 

ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗΣ 

ΚΑΙ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

 

 

 

 

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ 

ΑΠΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΑΥΣΤΗΡΗΣ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗΣ ΤΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

LAGRANGE – BOLZANO – CAUCHY    

 

 

 

 

Ανδροµάχη   Καραγιαννίδου  

 

Επιβλέπων Καθηγητής 

Γιαννακούλιας Ευστάθιος 

 

 

 

 

 

 

 

Αθήνα 

Ιούνιος, 2006 

 



 

The Geographer 

Johannes Vermeer  

 
 

 

Transit umbra, lux permanet. 

Ad lux sempiterna 

 

 



 

ΚΑΡΑΓΙΑΝΝΙ∆ΟΥ ΑΝ∆ΡΟΜΑΧΗ , Ιούνιος 2006 

 
 

∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών στη 

«∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» 

Τµήµα Μαθηµατικών, ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 

 

ΑΠΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΑΥΣΤΗΡΗΣ ΘΕΜΕΛΙΩΣΗΣ ΤΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

LAGRANGE – BOLZANO – CAUCHY   (σελ. 153) 

 
 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 

Η µελέτη της ιστορίας των µαθηµατικών αποτελεί ένα εξαιρετικό «εργαλείο» για 

την διδασκαλία. Η πορεία ανάπτυξης της µαθηµατικής σκέψης αναδεικνύει τα 

λάθη, τις µαθηµατικές αβαρίες, τις αµφιβολίες, την γένεση της αναγκαιότητας της 

απόδειξης, την εισαγωγή και εξέλιξη νέων εννοιών, την πορεία προς την 

αξιωµατική θεµελίωση.  

 

Στην εξέλιξη του λογισµού εµφανίζονται τέσσερις διαφορετικοί τρόποι θεµελίωσης 

οι οποίοι χρονολογικά είναι: 

(1)  Οι «ροές» του Newton (από το 1660) κατά την οποία αναπτύσσεται η θεωρία 

των ορίων αλλά όχι πειστικά, 

(2)  Ο «διαφορικός» και «ολοκληρωτικός» λογισµός του  Leibniz που βασίζεται 

στα dx και dy  (από το 1670) µε κεντρικά τα απειροστά και τα όρια να 

απουσιάζουν από όλες τις βασικές έννοιες, ο οποίος αναδιατυπώθηκε από τον 

Euler γύρω στο 1750 µε την πρόσθεση του «διαφορικού συντελεστή», πρόδροµο 

της παραγώγου,   

(3)  Η αλγεβροποίηση της θεωρίας από τον Lagrange σε µία προσπάθεια να 

αποφύγει και τα όρια και τα απειροστά µε µία νέα θεµελίωση βασισµένη στο 

ανάπτυγµα Taylor (από το 1770) και τους διαδοχικούς διαφορικούς συντελεστές να 

γίνονται κατανοητοί µε όρους συντελεστών της σειράς ως «παραγόµενες 

συναρτήσεις» και  

                                                               
 



 

(4)  Η προσέγγιση του Cauchy βασισµένη σε µία στέρεα θεωρία (και όχι απλά 

διαίσθηση) των ορίων (από το 1810), µε την οποία όρισε τις βασικές έννοιες του 

λογισµού (συµπεριλαµβανοµένης της παραγώγου ως της οριακής τιµής του 

διαφορικού πηλίκου). 

Σταδιακά αυτή η τελευταία παράδοση έτυχε µεγάλης αποδοχής µε τελειοποιήσεις 

από τον  Weierstrass και τους διαδόχους του.   

 

 

Η εργασία αυτή εξετάζει την ιστορική περίοδο από τα τέλη του 18ου αιώνα έως και 

τις αρχές του 19ου  αιώνα, εστιάζοντας στις προσεγγίσεις των Lagrange, Bolzano 

και Cauchy και τις µεταξύ τους αλληλεπιδράσεις. Επικεντρώνεται στο µαθηµατικό 

τους έργο όσον αφορά στην παράγωγο και το ολοκλήρωµα   

Οι αντιλήψεις τους για τις θεµελιώδεις έννοιες του λογισµού εξετάζονται από την 

οπτική σύγχρονων θεωριών διδακτικής και γίνονται κάποιες διδακτικές 

παρατηρήσεις οι οποίες απορρέουν από την ιστορική µελέτη.  
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Στόχος της παρούσας έρευνας είναι η µελέτη της πορείας προς την αυστηρή 

θεµελίωση του λογισµού, µια πορεία που διήρκησε σχεδόν έναν αιώνα, η 

ανίχνευση της εξέλιξης των βασικών του εννοιών, ορίου, παραγώγου και 

ολοκληρώµατος και η διδακτική αξιοποίηση της.   

 

 Αποτελείται από τρία µέρη: 

1.  Μαθηµατικό έργο των Lagrange, Bolzano, Cauchy 

2.  Αποτίµηση της µαθηµατικής εξέλιξης  

3.  ∆ιδακτική αξιοποίηση .  

 

Ειδικότερα, στο πρώτο µέρος: 

Παρουσιάζονται οι αντιλήψεις που επικρατούσαν όσον αφορά στον λογισµό και η 

βαθµιαία αυστηρή θεµελίωση του. 

Επικεντρώνεται στο έργο (που αφορά στη συνέχεια, την παράγωγο και  το 

ολοκλήρωµα)  τριών κορυφαίων µαθηµατικών αυτής της περιόδου, των Lagrange, 

Bolzano, Cauchy και εστιάζει στην εξέλιξη των βασικών εννοιών του λογισµού. 

Επιπλέον γίνεται προσπάθεια να ανιχνευθούν οι  µεταξύ τους αλληλεπιδράσεις . 

Στο δεύτερο µέρος αναλύεται το µαθηµατικό έργο από την οπτική σύγχρονων 

θεωριών της διδακτικής. 

Στο τρίτο µέρος, γίνονται συγκεκριµένες διδακτικές παρατηρήσεις οι οποίες 

απορρέουν από την µελέτη της παραπάνω ιστορικής περιόδου.  

 

Στο τέλος υπάρχουν δύο παραρτήµατα. Το  παράρτηµα Α είναι µετάφραση του 

έργου του Bolzano Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes dass zwischen je zwei 

Werthen, die ein entgegengesetzles Resultat gewahren, wenigstens eine reelle 

Wurzel der Gleichung liege και το παράρτηµα Β είναι µεταφράσεις των 

αποδείξεων του Cauchy του θεωρήµατος Ενδιάµεσης Τιµής, του θεωρήµατος για 

τις παραγώγους, της ύπαρξης ορισµένου ολοκληρώµατος και του Θεµελιώδους 

θεωρήµατος του Λογισµού.  
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Α  ΜΕΡΟΣ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΕΡΓΟ ΤΩΝ LAGRANGE , BOLZANO, 

CAUCHY 
 

Τις τελευταίες δεκαετίες έχει αναπτυχθεί ένα σηµαντικό και διεθνές ενδιαφέρον 

σχετικά µε την χρήση της ιστορίας των µαθηµατικών στην µαθηµατική 

εκπαίδευση, προκειµένου να αντισταθµιστεί η εικόνα των µαθηµατικών ως ζώνη 

ελεύθερη από ανθρώπους, όλο απαντήσεις αλλά καθόλου ερωτήσεις, όλο  λύσεις  

αλλά καθόλου προβλήµατα. Πολλά  βιβλία και ειδικά τεύχη σε επιστηµονικά 

περιοδικά έχουν παρουσιαστεί περιέχοντα υλικά διαφόρων ειδών: συνοπτικές 

ιστορίες διαφόρων αναπτύξεων, ανασκοπήσεις βιογραφιών και έργων σηµαντικών 

µαθηµατικών προσωπικοτήτων, διεθνείς και πολιτισµικές συγκρίσεις ανάπτυξης 

λίγο ως πολύ παρόµοιων θεωριών, µεταφράσεις πρωτότυπων κειµένων µε σχόλια, 

προτεινόµενες στρατηγικές για τη χρήση της ιστορίας στην διδακτική πρακτική. Η 

έµφαση συνήθως δίνεται στα κίνητρα και στο περιεχόµενο, στο να καταδειχθεί ότι 

τα µαθηµατικά είναι τελικά µία ανθρώπινη δραστηριότητα και ότι πολλά από αυτά 

δεν είναι ∆υτικής καταγωγής (Grattan-Guinness, 2004). 

 

Η µελέτη της ιστορίας των µαθηµατικών θα έπρεπε να απαντά στα παρακάτω  

κρίσιµα ερωτήµατα : 

- Ποιες είναι οι διαδικασίες µε τις οποίες η νέα γνώση γίνεται αντιληπτή, 

διατυπώνεται και κατανοείται; 

- Ποιες είναι οι προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες η νέα γνώση θεωρείται έγκυρη 

αφού γίνει αποδεκτή; (Τζανάκης & Κούρκουλος, 2000). 

 
Η ιστορική µελέτη της θεµελίωσης του λογισµού συµβάλει στην κατανόηση των 

πραγµατικών  κινήτρων  και  αναδεικνύει τις έννοιες που ήταν - και άρα είναι - 

δύσκολες. 

Ο λογισµός, ως ο κλάδος των µαθηµατικών που µελετά τις σχέσεις µεταξύ 

συναρτήσεων, των παραγώγων τους και των ολοκληρωµάτων τους, έχει 

σηµαντικές εφαρµογές σε εφαπτόµενες, εµβαδά, όγκους, µήκη τόξων, ταχύτητες, 

αποστάσεις. Ως εκ τούτου  έχει µια διπλή υπόσταση: µπορεί να γίνει κατανοητός 

                                                              1 
 



 

ως ένα σύνολο διαισθητικά κατανοητών τεχνικών επίλυσης προβληµάτων, µε 

ευρεία εφαρµογή στη γεωµετρία και τα φυσικά συστήµατα, αλλά ταυτόχρονα είναι 

ένα σύνολο θεωρηµάτων που βασίζονται σε ακριβείς ορισµούς για τα όρια, την 

συνέχεια, τις σειρές, τις παραγώγους και τα ολοκληρώµατα. Η λογική του βάση 

βρίσκεται στην άλγεβρα των ανισοτήτων.  

Αυτές οι δύο διαφορετικές όψεις – χρήση και αιτιολόγηση –  που συνυπάρχουν 

ταυτόχρονα σήµερα, είναι στη πραγµατικότητα κληροδοτήµατα δύο διαφορετικών 

ιστορικών περιόδων : του 18ου και του 19ου αιώνα.  

Τον 18ο αιώνα εµφανίζονται πολλοί  µαθηµατικοί που παράγουν σηµαντικά 

αποτελέσµατα: οι Johann, Jacob και Daniel Bernoulli, ο L’ Hôpital, ο Brook 

Taylor, ο Leonhard Euler, ο Joseph Louis  Lagrange, ο Pierre Simon Laplace.  

Παρόλο που δεν είναι αδιάφοροι ως προς την αυστηρότητα, οι προσπάθειες τους 

κυρίως επικεντρώνονται στην ανάπτυξη και εφαρµογή ισχυρών µεθόδων για την 

επίλυση προβληµάτων, µερικές από τις οποίες δεν µπορούν να τις αιτιολογήσουν 

πλήρως. Παράλληλα µε την ανάπτυξη νέων τεχνικών,  εισήγαγαν νέες έννοιες στον 

λογισµό, συµπεριλαµβανοµένου του λογισµού των µεταβολών και της µελέτης των 

µερικών διαφορικών εξισώσεων. Αυτές οι αναπτύξεις άλλαξαν βαθιά τον λογισµό 

και ανέπτυξαν  ακούσια  πολλές από τις ιδέες και µεθόδους που χρησιµοποιήθηκαν 

µετά για την αυστηρή θεµελίωση του.  

Ειδικότερα, ο Euler ανέπτυξε πολλές τεχνικές που θα χρησιµοποιούσε αργότερα ο 

Cauchy και ο Lagrange ήταν η κρίσιµη µεταβατική προσωπικότητα ανάµεσα στις 

απόψεις του 18ου και 19ου αιώνα. Ήταν αυτός που πρώτος έθεσε δηµόσια το ζήτηµα 

της θεµελίωσης των µαθηµατικών και πολλές τεχνικές του χρησιµοποιήθηκαν 

αποτελεσµατικά από τον Cauchy.  

 

Σε αντίθεση, µαθηµατικοί του 19ου αιώνα όπως οι  Cauchy, Abel, Bolzano και  

Weierstrass δίνουν αυστηρούς ορισµούς των βασικών εννοιών και το πλέον 

σηµαντικό, αυστηρές αποδείξεις των αποτελεσµάτων του λογισµού. Οι αποδείξεις 

κατέστησαν ακριβείς τις προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες οι σχέσεις µεταξύ των 

εννοιών του λογισµού είχαν ισχύ. Η ακρίβεια του 19ου αιώνα έκανε δυνατή την 

ανακάλυψη και εφαρµογή ιδεών όπως της οµοιόµορφης σύγκλισης , της 

οµοιόµορφης συνέχειας, της αθροιστικότητας και των ασυµπτωτικών 

αναπτυγµάτων, οι οποίες δεν θα µπορούσαν ούτε να µελετηθούν ούτε να 

εκφραστούν στο εννοιολογικό πλαίσιο των µαθηµατικών του 18ου αιώνα.  
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Η πλέον σηµαντική προσωπικότητα στην εισαγωγή της αυστηρής ανάλυσης ήταν ο 

Augustin-Louis Cauchy οι διαλέξεις του οποίου καθιέρωσαν µία νέα τακτική 

απέναντι στην αυστηρότητα. Οι σηµαντικές ιδέες του  Bernhard Bolzano επίσης, 

εάν είχαν διαδοθεί θα είχαν επιταχύνει την αυστηρή θεµελίωση. Πολλοί 

µαθηµατικοί ακολούθησαν το πνεύµα του Cauchy: ο Niels Henrik Abel επεξέτεινε 

την θεωρία σύγκλισης, ο Bernhard Riemann αποσαφήνισε και επεξέτεινε την 

έννοια του ολοκληρώµατος, ο Karl Weierstrass συστηµατοποίησε τις ε-δ µεθόδους 

δίνοντας έµφαση στη διάκριση µεταξύ συνέχειας και οµοιόµορφης συνέχειας. Οι 

Weierstrass,  Eduard Heine,  Richard Dedekind,  Charles Méray και Georg Cantor 

ανέπτυξαν την σύγχρονη θεωρία των πραγµατικών αριθµών.  

 

 

 

 Οι απαρχές του λογισµού 

 

Κατά τη διάρκεια µιας µακράς και γόνιµης περιόδου που άρχισε από τους Newton 

και  Leibniz και διήρκεσε µέχρι τους  Cauchy και  Weierstrass ο λογισµός 

προσεγγίζετο και αναπτύσσετο σε διαφορετικούς δρόµους και υπήρχε διαφωνία 

µεταξύ των µαθηµατικών ως προς τη φύση του.  

 

Ο αρχικός λογισµός των  Newton και   Leibniz (17ος αι.) ασχολήθηκε κυρίως µε τη 

µελέτη γεωµετρικών αντικειµένων (τυπικά, καµπύλων) : ερεύνησε τις  σχέσεις 

µεταξύ µεταβλητών ποσοτήτων x, y και z που αντιπροσώπευαν γεωµετρικές 

γραµµές, επιφάνειες και γωνίες.  

Οι βασικές έννοιες του λογισµού ήταν το ∆ιαφορικό πηλίκο και το Ολοκλήρωµα. 

Ολες οι εφαρµογές του λογισµού συνίσταντο στη µετάφραση του δοσµένου 

προβλήµατος σε µία αναλυτική ή αλγεβρική έκφραση η οποία είτε µπορούσε να 

διαφοριστεί είτε µπορούσε να δειχθεί ότι είναι το διαφορικό πηλίκο κάποιας 

έκφρασης (Grabiner, 1981). Η αιτιολόγηση των κανόνων διαφόρισης στηρίζετο 

είτε στα απειροστά (Leibniz, l’ Hôpital, Johann Bernoulli), είτε στις ροές (Newton, 

Maclaurin).   
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Το 1696 ο  l’ Hôpital δηµοσίευσε το πρώτο βιβλίο για τον διαφορικό λογισµό: 

Analyse des infiniment petits pour l’ intélligence des lignes courbes (Ανάλυση των 

άπειρα µικρών για την κατανόηση των καµπύλων γραµµών) βασισµένο στις 

διαλέξεις του Johann Bernoulli το οποίο είχε µία τεράστια επιτυχία και για ένα 

µεγάλο χρονικό διάστηµα αποτελούσε το µόνο προσβάσιµο δρόµο στο διαφορικό 

λογισµό. Παρόλο που ο l’ Hôpital δεν συζητά σε αυτό το βιβλίο τη φύση βασικών 

εννοιών του λογισµού έπαιξε σηµαντικό ρόλο στην εκλαΐκευση του νέου 

αντικειµένου και επειδή κυκλοφόρησε σε πολλές εκδόσεις και λόγω της επιρροής 

που άσκησε στην Journal des savants (Boyer, 1949). 

Στο βιβλίο εµφανίζονται οι ορισµοί: 

Ορισµός Ι: Ονοµάζουµε µεταβλητές ποσότητες αυτές που αυξάνουν ή 

ελαττώνονται συνεχώς και αντιθέτως σταθερές ποσότητες αυτές που παραµένουν 

ίδιες ενώ οι άλλες αλλάζουν. 

Ορισµός ΙΙ: Το άπειρα µικρό τµήµα κατά το οποίο µία µεταβλητή αυξάνει ή 

ελαττώνεται συνεχώς ονοµάζεται η ∆ιαφορά.  

Επίσης τα αξιώµατα: 

Ι. Απαίτηση ή Υπόθεση: Αιτούµαστε ότι µπορούµε να πάρουµε αδιακρίτως την µία 

αντί της άλλης δύο ποσότητες που δεν διαφέρουν µεταξύ τους παρά κατά µία 

άπειρα µικρή ποσότητα ή (πράγµα που είναι το ίδιο), ότι µία ποσότητα που δεν 

αυξάνει ή δεν ελαττώνεται παρά κατά µία ποσότητα άπειρα µικρότερη από αυτήν, 

µπορεί να θεωρηθεί ότι παραµένει η ίδια. 

∆ηλαδή το αξίωµα Ι λέει ότι x + dx = x 

ΙΙ. Απαίτηση ή Υπόθεση: Αιτούµαστε ότι µία καµπύλη γραµµή µπορεί να θεωρηθεί 

ως η συλλογή άπειρων ευθειών γραµµών, κάθε µία από τις οποίες είναι άπειρα 

µικρή ή (κάτι που είναι το ίδιο πράγµα), ως ένα πολύγωνο µε άπειρο αριθµό 

πλευρών, κάθε µία άπειρα µικρή, οι οποίες  καθορίζουν  µε τις µεταξύ  τους γωνίες,  

την καµπυλότητα της γραµµής.  

Τα αξιώµατα αντιπροσωπεύουν µία επέκταση εννοιών: επέκταση της έννοιας της 

ισότητας που θεωρείται τώρα ως µία σχέση µεταξύ δύο ποσοτήτων που διαφέρουν 

κατά µία άπειρα µικρή ποσότητα και της έννοιας του πολυγώνου που επεκτείνεται 

τώρα για να συµπεριλάβει καµπύλες. Ο l’ Hôpital προσπαθεί µε την αξιωµατική 

του δοµή να τυποποιήσει την διαισθητική έννοια των απειροστών ποσοτήτων και 

τις πράξεις που αφορούν στην χρήση τους (Mancosu, 1989).  
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Ερευνητική δραστηριότητα τον 18ο αιώνα 

 

Τον 18ο αιώνα , άλγεβρα είναι  η θεωρία των εξισώσεων – ειδικά η µελέτη των 

σχέσεων ριζών-συντελεστών και η µελέτη επίλυσης εξισώσεων, ακριβής επίλυση 

αν είναι δυνατόν ή µε προσεγγιστικές διαδικασίες. 

Ο Euler θεωρούσε την άλγεβρα ως γενικευµένη Αριθµητική, αλλά έκανε διάκριση 

µεταξύ  των δύο. Στα Στοιχεία της Άλγεβρας (1770) εξήγησε τη διαφορά ως εξής: 

«Η Αριθµητική χρησιµοποιεί τους αριθµούς συγκεκριµένα και είναι η επιστήµη 

των αριθµών και κατάλληλα ονοµάζεται έτσι. Η Άλγεβρα, αντίθετα, περιλαµβάνει 

γενικά όλες τις περιπτώσεις που µπορούν να υπάρχουν στο δόγµα και στον 

υπολογισµό των αριθµών».  

 

«Η ανάλυση του απείρου» ένας κλάδος των µαθηµατικών που ονοµάστηκε έτσι 

από τον Euler εµπεριείχε την εύρεση αθροισµάτων άπειρων σειρών και την 

µετατροπή τους από µία µορφή σε µία άλλη καθώς επίσης και την εύρεση των 

ορίων άπειρων γινοµένων και συνεχών κλασµάτων.  

∆εν υπήρχαν απόπειρες διατύπωσης γενικής θεωρίας σύγκλισης παρόλο που η 

ταχύτητα σύγκλισης συγκεκριµένων σειρών συζητείτο και είχαν αναπτυχθεί 

κάποια κριτήρια σύγκλισης.  

Ο διαφορικός λογισµός µελετούσε την εύρεση διαφορικών όλων των τάξεων, τις 

αµοιβαίες τους σχέσεις και τις εφαρµογές τους σε προβλήµατα  γεωµετρίας και  

φυσικής.  

Ο ολοκληρωτικός λογισµός έλυνε κλάσεις διαφορικών εξισώσεων και υπολόγιζε 

ορισµένα ολοκληρώµατα αλλά δεν απεδείκνυε την ύπαρξη λύσεων σε κανένα από 

αυτά τα προβλήµατα.  

 

Ο λογισµός του 18ου αιώνα δεν είχε µία άµεση γεωµετρική ερµηνεία: οι 

µαθηµατικοί άρχισαν να σκέπτονται κυρίως για εξισώσεις (π.χ. διαφορικές ή 

µερικά διαφορικές εξισώσεις), πως να τις κατηγοριοποιήσουν, πως να τις λύσουν. 

Εν τω µεταξύ από τη µηχανική εµφανίστηκε το πρόβληµα ελαχιστοποίησης 

συγκεκριµένων συναρτησοειδών (functionals) , και αυτό υπέβαλε τη µελέτη του 

λογισµού των µεταβολών.  Η πρώτη συστηµατική µελέτη αυτού του νέου τοµέα 

βρίσκεται στο Methodus inveniendi lineas curvas (1744) του Euler. Σε αυτό το νέο 

πλαίσιο εµφανίστηκε η σηµασία της έννοιας της συνάρτησης: ο λογισµός για 
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µεταβλητές ποσότητες και τα διαφορικά τους (ή τις ροές τους) έγινε ο λογισµός για 

τις συναρτήσεις και τις παραγώγους τους (Youschkevitch, 1976). 

Τον 18ο αιώνα η λέξη συνάρτηση προσδιόριζε µία έκφραση η οποία µπορούσε να 

γραφεί απλά, µε όρους µεταβλητών και συµβόλων πράξεων. Οι συναρτήσεις 

δηλαδή ταυτίζονταν µε τους τύπους που τις αντιπροσώπευαν – συνήθως άπειρες 

σειρές. 

Ίσως ο άνθρωπος που είχε την πιο σηµαντική συνεισφορά στη διαµόρφωση αυτού 

του νέου λογισµού των συναρτήσεων ήταν ο Euler.  

Ο Euler έγραψε ένα τεράστιο αριθµό βιβλίων και άρθρων προωθώντας τη νέα 

ανάλυση, οργανώνοντας την, θέτοντας την σε τυπική βάση. Οι περισσότεροι από 

τους προκατόχους του θεωρούσαν τον διαφορικό λογισµό δεµένο πολύ µε την 

γεωµετρία αλλά ο  Euler µετέτρεψε το αντικείµενο σε τυπική θεωρία συναρτήσεων 

η οποία δεν είχε καµία ανάγκη να ανατρέχει σε διαγράµµατα ή σε γεωµετρικές 

αντιλήψεις. Ήταν ο πρώτος που έθεσε σε εξέχουσα θέση την έννοια της 

συνάρτησης και µελέτησε συστηµατικά και κατηγοριοποίησε όλες τις στοιχειώδεις 

συναρτήσεις µαζί µε τις παραγώγους και τα ολοκληρώµατα τους (Boyer, 1949) 

Στο  Introductio in analysin infinitorum υιοθέτησε τον ορισµό του Johann 

Bernoulli : «συνάρτηση µιας µεταβλητής ποσότητας είναι µία αναλυτική έκφραση 

που συντίθεται καθ’ οιονδήποτε τρόπο από αυτή τη µεταβλητή και από αριθµούς 

και σταθερές ποσότητες» (Euler, 1748) 

Η λέξη συνάρτηση για τον Euler δεν σήµαινε τόσο πολύ µία ποσότητα που γίνεται 

κατανοητή ως εξαρτώµενη από µεταβλητές , όσο µία αναλυτική έκφραση 

σταθερών και µεταβλητών η οποία µπορούσε να αναπαρασταθεί από απλά 

σύµβολα. Η συναρτησιακή σχέση ήταν θέµα τυπικής αναπαράστασης 

περισσότερο παρά εννοιολογική αναγνώριση µιας σχέσης. Η σχεδόν αυτόµατη 

ανάπτυξη του λογισµού κατά τη διάρκεια του 18ου αιώνα ήταν σε µεγάλο βαθµό 

αποτέλεσµα αυτής της τυπικής θεώρησης, στην οποία προσαρµόστηκε τόσο καλά ο 

συµβολισµός του Leibniz  (Boyer, 1949). 

 

O Euler δεν εγκατέλειψε την έννοια του διαφορικού: είδε τον λογισµό ως πολύ 

στενά συνδεόµενο µε τη µηχανική, και σε αυτό το πλαίσιο η έννοια του διαφορικού 

είναι πολύ χρήσιµη (Grattan-Guinness, 1994). 
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Θεωρούσε ότι οι έννοιες του άπειρα µεγάλου και άπειρα µικρού δεν έκρυβαν 

τόσο πολύ µυστήριο όσο πιστεύετο γενικά. Μία ποσότητα άπειρα µικρή ή µία 

εκλιπούσα ποσότητα θεωρούσε απλά ότι είναι µία ποσότητα η οποία θα γίνει µηδέν 

(Opera Omnia, X, 69) Ένας αριθµός µικρότερος από όποια δοθείσα ποσότητα 

πρέπει εξ ανάγκης να είναι µηδέν (Opera Omnia, X, 69-70). Τα διαφορικά dx και 

dy ήταν γι αυτό τον λόγο απλά µηδέν. Παρόλο που δεχόταν την ύπαρξη ενός 

άπειρου αριθµού απειροστών, όπως εµφανίζονται στα διαφορικά ανώτερων 

τάξεων, θεωρούσε ότι όλα ήταν µηδέν. Τα µηδενικά που αντιπροσωπεύονται από 

τα διαφορικά έπρεπε να διακρίνονται µέσω του αποδεκτού γεγονότος ότι ο λόγος 

0/0 µπορούσε κατά µία έννοια να αντιπροσωπεύει όποιο λόγο πεπερασµένων 

αριθµών. Για τον Euler ο λογισµός ήταν απλά ο καθορισµός του λόγου των 

εκλιπόντων (evanescent) ελάχιστων µεταβολών- µία ευρετική διαδικασία για την 

εύρεση της τιµής της έκφρασης 0/0 (Boyer, 1949). 

  

 

 

Τα θεµέλια των µαθηµατικών τον 18ο αιώνα 

 

Κατά τη διάρκεια του 18ου αιώνα, η ανάλυση επεκτάθηκε πολύ και χρησιµοποιείτο 

κυρίως για τη πρόβλεψη της µηχανικής συµπεριφοράς των αντικειµένων. Τα 

πειραµατικά αποτελέσµατα πρόσφεραν ένα τρόπο επαλήθευσης των αναλυτικών 

θεωρηµάτων γι αυτό τον λόγο δεν ήταν αυξηµένο το ενδιαφέρον για τα θεµέλια της 

Ανάλυσης. Υπήρχαν βεβαίως αντιδικίες για τα θεµέλια του Λογισµού, αλλά µέχρι 

τα µέσα του αιώνα σπάνια αποσπούσαν πολύ την προσοχή των µαθηµατικών. 

Ωστόσο γύρω στα µέσα του αιώνα (από το 1780 και µετά), ξεκίνησαν να συζητούν 

κάποιες πλευρές της θεµελίωσης του Λογισµού. Οι λόγοι ήταν ποικίλοι : 

• Ο Λογισµός ήταν ένα νέο αντικείµενο και για αυτό κάθε κείµενο που τον 

παρουσίαζε περιελάµβανε εισαγωγικό υλικό που εξηγούσε τα βασικά µέρη του. 

• ∆εύτερος λόγος ήταν το αυξανόµενο ενδιαφέρον του κοινού για τα µαθηµατικά 

και την επιστήµη που οδήγησε στην συγγραφή πολλών εισαγωγικών  εγχειριδίων. 

Η επιτυχία της Νευτώνειας φυσικής στην εξήγηση των φυσικών φαινοµένων 

αύξησε την περιέργεια του κοινού για επιστηµονικά και µαθηµατικά ζητήµατα. 
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• Τρίτος λόγος ήταν η διαµάχη των οπαδών των θεωριών του Νewton και του 

Leibniz. Προκειµένου να υπερασπιστούν την Νευτώνεια άποψη για τον Λογισµό, 

πολλοί µαθηµατικοί της Αγγλίας οδηγήθηκαν στην λεπτοµερή εξέταση των αρχών 

του Λογισµού, τονίζοντας κάποια σηµεία της θεµελίωσης του Λογισµού στην 

ηπειρωτική Ευρώπη, στα οποία η αντιµετώπιση του  Νewton ήταν καλύτερη. 

• Ως τέταρτος λόγος θα µπορούσε να θεωρηθεί η διαρκής µείωση της 

απασχόλησης των µαθηµατικών σε βασιλικές αυλές αφού οι τελευταίες διαρκώς 

λιγόστευαν. Πριν τα µέσα του 18ου αιώνα, οι µαθηµατικοί συχνά κέρδιζαν τα προς 

το ζην µέσω της προσκόλλησης τους σε βασιλικές αυλές. Ωστόσο στα τέλη του 

αιώνα οι βασιλικές αυλές άρχισαν να λιγοστεύουν µε αποτέλεσµα πολλοί να 

αναγκαστούν να διδάσκουν (σε στρατιωτικές σχολές ή στην École Polytechnique 

του Παρισιού) σε φοιτητές µηχανικούς ή άλλων επιστηµών. Και επειδή η 

διδασκαλία αναγκάζει κάποιον να θέτει βασικά ερωτήµατα πάνω σε θεµελιώδεις 

έννοιες, η αλλαγή του οικονοµικού περιβάλλοντος, η ανάγκη για διδασκαλία, και η 

συνακόλουθη απαίτηση για συγγραφή εγχειριδίων για τους φοιτητές,  οδήγησε 

πολλούς µαθηµατικούς στην πιο στενή εξέταση των θεµελίων των µαθηµατικών. 

• Τελευταίος αλλά εξίσου σηµαντικός λόγος ήταν η επίθεση που εξαπόλυσε στα 

θεµέλια των µαθηµατικών, ο Berkeley. Με σκοπό να θέσει σε αµφιβολία τα 

δόγµατα του ∆ιαφωτισµού, ο Berkeley επιτέθηκε στο επιστέγασµα της λογικής : τα 

µαθηµατικά. Έτσι, πολλοί µαθηµατικοί αναγκάστηκαν να επανεξετάσουν τις αρχές 

του Λογισµού προκειµένου να σιγουρέψουν το οικοδόµηµα από τη διαβρωτική 

επίδραση της κριτικής του Berkeley. 

 

Θα εξετάσουµε στη συνέχεια το µαθηµατικό έργο των Lagrange, Bolzano και 

Cauchy. Θα περιοριστούµε σε ότι αφορά στα µαθηµατικά που αντιστοιχούν σε 

αυτά που διδάσκονται στο λύκειο , δεδοµένου ότι το µαθηµατικό τους έργο είναι 

τεράστιο και δεν µπορεί να αποτελέσει αντικείµενο µιας και µοναδικής µελέτης και 

επειδή µας ενδιαφέρει η διδακτική αξιοποίηση.   

 

 

 

 

 

                                                              8 
 



 

 
 

 

(Göttinger Digitalisierungs Zentrum) 

 

 

 

                                                              9 
 



 

Joseph Louis LAGRANGE 1736-1813 

 

Μέσα σε αυτό το κλίµα, ο Lagrange προσπάθησε να αντιµετωπίσει πολλές φορές 

και µε διαφορετικές µεθόδους το πρόβληµα της θεµελίωσης. 

Οι θεµελιώδεις έρευνες του Lagrange παρουσιάστηκαν σε δύο εργασίες: Théorie 

des fonctions analytiques contenant les principes du calcul différentiel, dégagés de 

toute consideration d’infiniment petit ou d’évanouissants, de limites ou de fluxions, 

et réduits à l’analyse algébrique des quantities finies (Θεωρία των αναλυτικών 

συναρτήσεων περιέχουσα τις αρχές του διαφορικού λογισµού, ελεύθερες από κάθε 

θεώρηση του άπειρα µικρού ή εκλιπόντων, ορίων ή ροών, και αναγόµενες στην 

αλγεβρική ανάλυση των πεπερασµένων ποσοτήτων) και Leçons sur le calcul des 

fonctions (Μαθήµατα στο λογισµό των συναρτήσεων).  

Το πρώτο κυκλοφόρησε σε δύο εκδόσεις, το 1797 και το 1813. Εκτός από καθαρή 

Ανάλυση περιέχει εκτεταµένες εφαρµογές στη γεωµετρία και τη µηχανική. 

Το δεύτερο κυκλοφόρησε σε δύο εκδόσεις, το 1801 και το 1806 και περιέχει ένα 

πιο λεπτοµερή χειρισµό των αναλυτικών θεµάτων του πρώτου.  

Τα έργα του βασίστηκαν στις σηµειώσεις του από τις διαλέξεις του ως καθηγητή. 

Με δεδοµένο ότι έπρεπε να διδάξει ανάλυση σε µηχανικούς, αναζωογόνησε τις 

ιδέες που είχε µερικά χρόνια πριν σχετικά µε τη θεµελίωση της ανάλυσης και τις 

επεξεργάστηκε µε µεγάλη ταχύτητα. Με δεδοµένο το µικρό διάστηµα της 

σύνθεσης τους και το ακροατήριο στο οποίο απευθύνονταν αυτά τα κείµενα είναι 

αξιοσηµείωτα. Τα συνήθη θέµατα - παράγωγοι, διαφορικές εξισώσεις, εφαρµογές 

κλπ - συζητιούνται και η παρουσίαση είναι πολύ κατανοητή ακόµα και για 

αρχάριους. Η παιδαγωγική του προσέγγιση είχε µεγάλη επιτυχία. Το πλέον 

ενδιαφέρον είναι οι προσπάθειες του να εισάγει αυστηρότητα στη παρουσίαση του 

και η επεξεργασία τυποποιήσεων εννοιών-κλειδιά καθώς και τεχνικών αποδείξεων. 

Τα λάθη του ήταν τέτοια που απαιτείτο σκληρή δουλειά και ενόραση για να 

ξεκαθαριστούν (Rusnock, 1999). 
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Η Αλγεβρική  Ανάλυση του Lagrange 

 

Η διαφορετική αντίληψη που ο Lagrange είχε για την Άλγεβρα είναι ένα βασικό 

στοιχείο που διαπερνά το έργο του και για αυτό θα αναλυθεί διεξοδικότερα. 

Η συνήθης άποψη που επικρατούσε κατά τον 18ο αιώνα έβλεπε την Άλγεβρα ως 

«καθολική Αριθµητική» (Fraser, 1987). Στην καθολική Αριθµητική, οι πράξεις της 

συνήθους Αριθµητικής εφαρµόζονταν στα γράµµατα, τα οποία µπορούσαν να 

αναπαραστήσουν οποιουσδήποτε αριθµούς.  

Η Αριθµητική θεωρείτο καλά θεµελιωµένη και ως εκ τούτου το ίδιο πίστευαν για 

την Άλγεβρα που ήταν ένα είδος γενικευµένης Αριθµητικής. Ο όρος «Άλγεβρα» 

εκείνη τη εποχή αναφερόταν στην θεωρία των πολυωνυµικών εξισώσεων, τον 

καθορισµό δηλαδή των τύπων που εκφράζουν τις ρίζες τέτοιων εξισώσεων ως 

συνάρτηση των συντελεστών. Παράλληλα οποιαδήποτε άλλη µέθοδος η οποία 

µπορούσε να δώσει λύση, ακριβώς ή προσεγγιστικά σε µια εξίσωση, ήταν 

αποδεκτό τµήµα της Άλγεβρας. Η µελέτη έτσι των προσεγγιστικών λύσεων 

αλγεβρικών εξισώσεων οδήγησε αναπόφευκτα στην µελέτη των ανισοτήτων. 

Επιπλέον οι τελευταίες µπορούσαν εύκολα, όπως και η µελέτη των απειροσειρών, 

να θεωρηθούν µέρος της καθολικής Αριθµητικής, εφόσον αποτελούσαν έναν 

σύντοµο τρόπο για την έκφραση απλών σχέσεων διάταξης µεταξύ ποσοτήτων. 

Ο Lagrange επεκτείνοντας την άποψη της εποχής του, έβαλε ως στόχο του 

προγράµµατος του την θεµελίωση και ανάπτυξη του Λογισµού στη βάση 

Αλγεβρικών µεθόδων. 

 

Χρησιµοποιώντας τον όρο «Αλγεβρική Ανάλυση» αναφερόταν στον κλάδο των 

µαθηµατικών που προκύπτει από την εισαγωγή ευρύτερων κλάσεων συναρτήσεων 

στην Άλγεβρα. Ως «αναλυτική συνάρτηση» ορίζει στο Leçons sur le calcul des 

fonctions (Lagrange, 1806) κάθε έκφραση του Λογισµού (expression de calcul) 

στην οποία υπεισέρχονται σταθερές και µεταβλητές. 

Στο Traité de la résolution des équations numériques de tous les degrées,  το 1798 

(περιλαµβάνεται στο Oeuvres vol.8, 14-15), που είναι µία πραγµατεία για τις 

αριθµητικές εξισώσεις, εξηγεί την αντίληψη του για την Άλγεβρα : 

«Ο βασικός χαρακτήρας [της Άλγεβρας] συνίσταται στο γεγονός ότι τα 

αποτελέσµατα των πράξεων της δεν δίνουν τις ξεχωριστές τιµές των ποσοτήτων 

που αναζητούνται, όπως αυτές των αριθµητικών πράξεων ή των γεωµετρικών 
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κατασκευών, αλλά αντιπροσωπεύουν µόνο τις πράξεις, είτε αριθµητικές είτε 

γεωµετρικές, που πρέπει να εκτελεστούν στις δοθείσες ποσότητες προκειµένου να 

επιτύχουµε τις τιµές που αναζητούµε... 

Το αντικείµενο [της Άλγεβρας] δεν είναι να βρεθούν συγκεκριµένες τιµές των 

ποσοτήτων που αναζητούνται, αλλά το σύστηµα των πράξεων να εκτελεστεί στις 

δοθείσες ποσότητες προκειµένου από αυτές να παραχθούν οι τιµές των ποσοτήτων 

που αναζητούνται. Το σκηνικό αυτών των πράξεων που αναπαριστώνται από 

αλγεβρικούς χαρακτήρες είναι αυτό που στην Άλγεβρα καλείται τύπος. Και όταν 

µία ποσότητα εξαρτάται από άλλες ποσότητες, µε τέτοιο τρόπο ώστε να µπορεί να 

εκφραστεί µε ένα τύπο ο οποίος να περιέχει αυτές τις ποσότητες, λέµε τότε ότι 

είναι συνάρτηση αυτών των ίδιων ποσοτήτων». 

 

Παρόλο που δεν εξηγεί αυτόν τον ορισµό, η αντίληψη του φαίνεται στα αρχικά 

µαθήµατα. Εκτός από τα πολυώνυµα και τις ρητές συναρτήσεις, που 

αναπτύσσονται χρησιµοποιώντας τις τέσσερις στοιχειώδεις πράξεις, οι αναλυτικές 

συναρτήσεις περιλαµβάνουν  την   εκθετική  συνάρτηση   ax    που  ικανοποιεί  την  

αλγεβρική  σχέση : 

 ax+y =ax ay και τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις cosx  και sinx που ικανοποιούν τις 

αλγεβρικές σχέσεις cos(x+y) = cosx cosy-sinx siny και sin(x+y)=sinx cosy+cosx 

siny. Από τις συναρτήσεις  xn, ax, cosx,  sinx παίρνουµε τις αντίστροφες 

συναρτήσεις 
n x , logax , arccosx,  arcsinx. Όποια έκφραση σχηµατίζεται από 

άλλες συναρτήσεις χρησιµοποιώντας την πράξη της σύνθεσης συναρτήσεων, είναι  

επίσης συνάρτηση.  

Για τον Lagrange οι αναλυτικές εκφράσεις δηµιουργούνται από τις στοιχειώδεις 

αλγεβρικές και υπερβατικές συναρτήσεις µε σύνθεση και αντιστροφή. Επιπλέον 

µια συνάρτηση που είναι αντιπαράγωγος ή αρχική δοθείσης συνάρτησης καθώς και 

η παραγόµενη συνάρτηση ή παράγωγος της, µπορούν να θεωρηθούν ως 

αντικείµενο της αλγεβρικής ανάλυσης. Ωστόσο πουθενά δεν εξηγεί πώς ένας τύπος 

που προκύπτει µε αυτό τον τρόπο µπορεί εκφραστεί µέσω στοιχειωδών πράξεων 

και συναρτήσεων (Fraser, ibid.). Επίσης δεν είναι καθαρό εάν στον όρο «αναλυτική 

συνάρτηση» περιελάµβανε και τις άπειρες σειρές. Αν και ο Lagrange στα Leçons 

χρησιµοποιούσε την αναπαράσταση κάθε συνάρτησης f(x+i) ως δυναµοσειρά , δεν 

είχε ορίσει σε κανένα σηµείο κάποια συγκεκριµένη συνάρτηση µέσω δεδοµένου 
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άπειρου αναπτύγµατος, κάτι το οποίο κάνει αρκετούς ερευνητές να διαφωνήσουν 

µε την άποψη της Grabiner (1981) ότι ως αναλυτική συνάρτηση εννοούσε και τις 

απειροσειρές (Fraser, ibid). 

Η σηµασία που είχε ο υπολανθάνων αλγεβρικός φορµαλισµός στις αποδείξεις του 

Lagrange φαίνεται και από την επικρατούσα τότε  αντίληψη σχετικά µε τις 

µεµονωµένες τιµές : εάν µια πρόταση δεν ίσχυε σε κάποιες µεµονωµένες τιµές 

αυτό δεν επηρέαζε την ορθότητα της πρότασης. Η µη ισχύς για παράδειγµα του 

αναπτύγµατος κάποιας δυναµοσειράς σε ένα σηµείο απεδίδετο στην «κατάρρευση» 

στο σηµείο αυτό της αλγεβρικής µορφής της. Έτσι, η αυστηρότητα µιας απόδειξης 

όπως του Lagrange για τις σειρές Taylor ουσιαστικά ταυτιζόταν µε την απαίτηση 

ύπαρξης αλγεβρικής µορφής της σχέσης. 

Συνοπτικά, στο σύµπαν της Αλγεβρικής Ανάλυσης του Lagrange, κάθε συνάρτηση 

δίδεται από µια απλή αναλυτική έκφραση από µεταβλητές και σταθερές και µε τη 

χρήση των πράξεων της Ανάλυσης. Έτσι κάθε συνάρτηση διαθέτει µια καλά 

ορισµένη και σταθερή αλγεβρική µορφή η οποία και την διακρίνει από τις άλλες 

συναρτήσεις και καθορίζει τις ιδιότητες της. 

Το πρόγραµµα του Lagrange είχε επίσης το προσόν να εστιάζει µόνο στην έννοια 

της συνάρτησης και των «παραγώγων» της. Η παράγωγος της f(x) είναι µία άλλη 

συνάρτηση, που αποκτάται από (αλγεβρική) πράξη που εκτελείται στην f(x): η 

υποτιθέµενη αλγεβρική απόδειξη του θεωρήµατος του Taylor ήταν ο τρόπος να 

περάσει κανείς από µία συνάρτηση στις παραγώγους της. Παρόλο που η απόδειξη  

του Lagrange του θεωρήµατος του Taylor ήταν εσφαλµένη, αυτή η νέα προσέγγιση 

του λογισµού ως µαθηµατική θεωρία συναρτήσεων και πράξεων σε συναρτήσεις 

κατέγραψε ένα σηµαντικό βήµα προς τα µπρος (Grattan-Guinness, 1994). 

Ο Lagrange ήταν ανάµεσα στους πρώτους που αναγνώρισε τα προβλήµατα που 

ενεµπλέκοντο στην βεβαιότητα του Λογισµού και προσπάθησε να κάνει τη 

µαθηµατική κοινότητα να δώσει προσοχή στα προβλήµατα θεµελίωσης, µέσω του 

βραβείου  της Ακαδηµίας του Βερολίνου το 1784.  

Η απάντηση δεν ικανοποίησε τον Lagrange και για αυτό το 1797 τύπωσε το 

Théorie des Fonctions Analytiques στο οποίο αναφέρει ότι η θεωρία των 

αναλυτικών συναρτήσεων, αποστασιοποιηµένη από οποιαδήποτε θεώρηση απείρως 

µικρών ποσοτήτων, ορίων ή ροών, ανάγεται στην αλγεβρική ανάλυση 

πεπερασµένων ποσοτήτων. Έτσι αποπειράται να θεµελιώσει αλγεβρικά ολόκληρο 
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το οικοδόµηµα του Λογισµού αφού πρώτα απορρίπτει µια προς µια  τις 

προϋπάρχουσες έννοιες (1797): 

• τα απειροστά δεν είναι αυστηρά θεµελιωµένα και ο Απειροστικός Λογισµός 

παράγει ακριβή αποτελέσµατα µόνο από την αλληλοακύρωση των λαθών, και αυτό 

δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως θεµελίωση του Λογισµού  

• οι ροές του Νεύτωνα είναι απαράδεκτες γιατί βασίζονται στην ταχύτητα και την 

έννοια της κίνησης που δεν είναι µαθηµατικές ιδέες αλλά της φυσικής 

• η έννοια του ορίου είναι ασαφής, στενή και περισσότερο γεωµετρική παρά 

αλγεβρική.  

Για παράδειγµα ο λόγος δυο πεπερασµένων ποσοτήτων δεν εκφράζει µε καθαρό 

τρόπο τι συµβαίνει όταν και οι δυο είναι πολύ κοντά στο µηδέν, ενώ η προσέγγιση 

µια καµπύλης ως το όριο ακολουθίας πολυγώνων είναι γεωµετρική ιδέα εκτός του 

πνεύµατος της Ανάλυσης. Πίστευε ότι ο ορισµός του D′ Alembert της εφαπτοµένης 

ως το όριο της τέµνουσας ήταν µη ικανοποιητικός εφόσον, αφού η τέµνουσα έχει 

γίνει εφαπτοµένη, τίποτα δεν την εµποδίζει από το να συνεχίσει ως τέµνουσα στην 

άλλη πλευρά του σηµείου (Oeuvres, VII, 325). 

Με αυτό τον τρόπο ήλπιζε να απαλλάξει τον Λογισµό από διαισθητικές 

γεωµετρικές έννοιες και να αποφύγει διαδικασίες που ενέπλεκαν την 

αµφισβητούµενη από τη λογική χρήση των απειροστών ολοτήτων.  

Το Théorie des Fonctions Analytiques διαφέρει από τα προηγούµενα εγχειρίδια σε 

ένα κρίσιµο θέµα: είχε σκοπό κυρίως να εγκαθιδρύσει την αυστηρότητα στον 

λογισµό. Το σηµαντικό δεν είναι ότι ο Lagrange έδινε ορισµούς, αυτό γινόταν και 

από άλλους, το σηµαντικό είναι ότι παρήγαγε τα υπάρχοντα αποτελέσµατα από την 

θεµελίωση του (Grabiner, 1981). 

 

Γιατί όµως ο Lagrange επεδίωξε θεµελίωση του Λογισµού µέσω της Άλγεβρας ; 

 

• Ένας λόγος, όπως ήδη αναφέρθηκε, ήταν ότι η Άλγεβρα ως γενικευµένη 

Αριθµητική θεωρείτο καλά θεµελιωµένη και εποµένως κατάλληλη για να βασιστεί 

επάνω της ο Λογισµός. 

• ∆εύτερος πιθανός λόγος σύµφωνα µε την Grabiner (1981), ήταν ότι οι 

απειροσειρές εκείνη την εποχή, θεωρούνταν πεδίο µελέτης της Άλγεβρας.  

Αλγεβρικές µέθοδοι που εφαρµόζονταν σε πεπερασµένα µεγέθη, µπορούσαν να 
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επεκταθούν και σε άπειρες διαδικασίες (όπως η επαναλαµβανόµενη πρόσθεση 

οδηγεί σε άθροισµα άπειρων όρων κλπ) µε αποτέλεσµα η φιλοσοφία της Άλγεβρας 

να περιλαµβάνει τόσο πεπερασµένες όσο και άπειρες διαδικασίες. 

• Ένα ακόµα κίνητρο του Lagrange  για την αλγεβρική θεµελίωση σχετιζόταν µε 

εκπαιδευτικά θέµατα. Συγκεκριµένα, δίδασκε στην École Polytechnique, ένα 

πρόσφατα ιδρυµένο στρατιωτικό ίδρυµα, όπου, για πρώτη φορά, ανώτερα 

µαθηµατικά έπρεπε να διδαχθούν µε ένα συστηµατικό τρόπο. Ήταν απαραίτητο να 

υπάρχουν εγχειρίδια και προκειµένου να γράψει κανείς ένα καλό εγχειρίδιο για τον 

Λογισµό έπρεπε να σκεφθεί µία λογική και συστηµατική παρουσίαση των βασικών 

εννοιών και προτάσεων. Η επιλογή του συγγραφέα Lagrange ήταν να βασίσει τον 

Λογισµό στους οικείους κανόνες της Άλγεβρας (Grattan-Guinness, 1994). 

• Μια χαρακτηριστική ιδιότητα που διαπερνά όλο του το έργο είναι η αίσθηση 

γενίκευσης που έχει : δηλαδή η ιδέα ότι κάθε αποτέλεσµα πρέπει να δειχθεί ότι 

είναι ειδική περίπτωση µιας πιο γενικής αρχής. Η ξεχωριστή αυτή πεποίθηση του 

για την αξία της γενικότητας, συνάδει και µε την θεώρηση της Άλγεβρας ως 

κατάλληλης για την θεµελίωση του Λογισµού. Το σχέδιο του Lagrange να συνάγει 

τον Λογισµό χρησιµοποιώντας µόνο αλγεβρικά εργαλεία και µετατρέποντας τον 

τελικά σε θεωρία αναλυτικών συναρτήσεων, είχε οπωσδήποτε ως κίνητρο την 

πεποίθηση για την ισχύ της Άλγεβρας : θα έκανε το  Λογισµό τόσο  µε  ασφάλεια  

θεµελιωµένο  όσο η Άλγεβρα. 

 

 

 

Η παράγωγος συνάρτηση και το ανάπτυγµα Taylor 

 

Ο Lagrange βάσισε την εργασία του στην υπόθεση ότι όποια συνεχής (µε 

σύγχρονους όρους διαφορίσιµη) συνάρτηση  f(x)  µπορούσε να γραφεί ως f(x+i) = 

f(x) + P i  όπου P ήταν µία συνάρτηση των x και i. Αφού µε αυτή την υπόθεση  

f(x+i) – f(x) = P i  µπορούσε κανείς να συµπεράνει ότι    f(x+i) – f(x) /i  υπήρχε και 

έτσι θα έπαιρνε κάποια τιµή p (εξαρτώµενη µόνο από το x) για i=0. Με τη σειρά 

του το  p(x+i) µπορούσε να γραφεί ως  p(x) + Q i. Η επανάληψη του επιχειρήµατος 

κατέληγε σε κάτι που έµοιαζε πολύ µε τις γνωστές σειρές Taylor :  

f(x+i) = f(x) + pi +qi2 + ri3 + si4 + …   (1)  
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Ο Lagrange χρησιµοποιούσε i για την (πραγµατική) ελάχιστη αύξηση, όπου εµείς 

θα χρησιµοποιούσαµε h ή  ∆x. 

Η «παραγόµενη συνάρτηση» ή παράγωγος f′(x) ορίζεται να είναι ο συντελεστής 

p(x) του γραµµικού όρου i σε αυτό το ανάπτυγµα. Πράγµατι, αυτή είναι  η 

ιστορική καταγωγή του συµβολισµού f′(x) για τη παράγωγο της  f(x), όπως επίσης 

και του ίδιου του όρου «παράγωγος». Η f′(x) είναι µία νέα συνάρτηση του x µε µία 

καλά ορισµένη αλγεβρική µορφή, διαφορετική αλλά σχετιζόµενη µε τη µορφή της 

αρχικής συνάρτησης f(x). Η παραγόµενη συνάρτηση της f′(x) δηλώνεται µε τη 

σειρά της f′′(x) και αναφέρεται ως η δεύτερη παραγόµενη συνάρτηση της  f(x) 

κ.ο.κ. 

Χρησιµοποιώντας τις αρχές της αλγεβρικής ανάλυσης ο Lagrange επιχειρεί στο 

δεύτερο Leçon  να δείξει ότι κάθε συνάρτηση f(x) έχει ανάπτυγµα της µορφής (1). 

Ελπίζει µε αυτό το τρόπο να καθιερώσει την ύπαρξη της παραγόµενης συνάρτησης, 

χωρίς καµία έκκληση στα απειροστά ή σε γεωµετρικές έννοιες όπως κλίση ή 

εφαπτοµένη. Αναγνωρίζει ότι για δεδοµένη συνάρτηση f(x) το ανάπτυγµα (1) 

µπορεί να αποτυγχάνει σε µεµονωµένες τιµές του ορίσµατος x. Ο στόχος του είναι 

να δείξει ότι η αναπαράσταση (1) είναι παρόλα αυτά έγκυρη «γενικά» δηλαδή 

αλγεβρικά και θέλει να το δείξει µε τέτοιο τρόπο ώστε να παρέχει µία εύλογη 

εξήγηση µέσα στο αλγεβρικό του θεωρητικό πλαίσιο της δυνατότητας 

εξαιρούµενων τιµών  (Fraser, 1987). 

 

Ως επεξήγηση ο Lagrange υπολόγισε µερικές από αυτές τις παραγώγους. Η 

παράγωγος της f(x) = xm  ήταν mxm-1, αφού  (x+i)m = xm +mxm-1i +…+im . Με αυτό 

τον τρόπο, συνεχώς αναφερόµενος στον ορισµό του, ο  Lagrange υπολόγισε τις 

παραγώγους για τις f(x)=logx και  f(x)=ax και απέδειξε ότι  (cf(x))΄ = cf΄(x)   και    

(f(x) + g(x))΄ = f′(x) + g΄(x) (Beckers, 1999). 

 

Πώς προκύπτουν οι συντελεστές στο ανάπτυγµα Taylor του Lagrange; 

Προκειµένου να προσδιορίσει τους συντελεστές στην (1) ο Lagrange αντικαθιστά 

το i  µε το i+ο και έχει 

f(x+i+o) = f(x) + p (i +o) + q (i + o)2 + r ( i + o)3 + … 

f(x+i+o) = f(x) + pi +qi2 +ri2 + … + po +2qio + 3ri2o + …(2) 
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Μετά αντικαθιστά στην (1) το x µε x+o και έχει 

f(x+i+o) = f(x +o) + p (x +o)i + q ( x + o)i2 + r ( x +o) i3 + … 

               = [ f(x) + f′(x)o + …] + [ p(x) + p′(x)o + …]i + [ q(x) + q′(x) o + …]i2+..  

f(x+i+o) = f(x) + pi + qi2 + ri3 + … + p′io + q′i2o + r′i3o + …(3) 

Η σύγκριση των συντελεστών των (2) και (3) δίνει 

q(x) = ½ p′(x) = ½ f′´(x)  

r(x) = ⅓ q′(x) = ⅓!f′′´(x)   

s(x) = ¼ r′(x) = ¼!f (4) (x)  κλπ 

όπου f′′(x) δηλώνει την πρώτη παραγόµενη συνάρτηση της  f′(x) κοκ. Κατά 

συνέπεια η σειρά (1) γίνεται   

f(x +i) = f(x) + f′(x) i + ½!f′′(x)i2 + ⅓! f′′′(x)i3  + …  

δηλαδή η σειρά Taylor. 

Τέλος ο Lagrange παρατηρεί (1797, σελ.19) ότι µόνο λίγη γνώση του διαφορικού 

λογισµού είναι απαραίτητη για να αναγνωρίσει κανείς ότι οι παραγόµενες 

συναρτήσεις  f′(x), f′′(x), f′′′(x),…συµπίπτουν µε τις διαδοχικές παραγώγους της 

f(x). Στη πραγµατικότητα η επαλήθευση απαιτεί την υπόθεση ότι η κατά όρους 

παραγώγιση της (1) ως προς  i  είναι έγκυρη (Edwards, 1979). 

 

Το υπόλοιπο για τον τύπο του Taylor εµφανίζεται για πρώτη φορά στο Κεφάλαιο  

VII (ibid., σελ.67).  

Αρχίζει αντικαθιστώντας το x µε x-i  στην 

f(x +i) = f(x) + f′(x) i + 1/2!f′′(x)i2 + 1/3! f′′′(x)i3  + …(4) και έχει  

f(x) = f(x-i) + if′(x-i) + i2/2! f′′(x-i) + … 

Αντικατάσταση του i µε xz δίνει  

f(x) = f(x-xz) + xz f′(x-xz) + x2z2/2!f′′(x-xz) + …xnzn/n! f(n)(x-xz) +         

xn+1zn+1/(n+1)!f(n+1)(x-xz) + …. 

f(x) = f(x-xz) + xz f′(x-xz) + x2z2/2!f′′(x-xz) + …xnzn/n! f(n)(x-xz) + xn+1 R(x,z) (5)  

Παρατηρούµε ότι R(x,0) = 0. (Για ένα σύγχρονο υπολογισµό του τύπου του Taylor 

µε υπόλοιπο, θα ορίζαµε R(x,z) για z ≠ 0 µέσω της (5) αντί να υποθέσουµε την (4) 

για να αρχίσουµε.)  

 

 

 

 

                                                              17 
 



 

Στη συνέχεια παραγωγίζει την (5) ως προς z  

0 = - xf′(x-xz) +  xf′(x-xz) – x2z f′′(x-xz) + x2z f′′(x-xz) - … -xn+1zn /n! f(n+1)(x-xz) + 

xn+1 R′ (x,z) από όπου 

R′(x,z) = zn/n! f(n+1)(x-xz) (6) για τη µερική παράγωγο του R(x,z) ως προς z. Τώρα, 

έστω  M και  N η ελάχιστη και µέγιστη τιµή της f(n+1)(x-xz) για  z στο [0,1]. Τότε η 

(6) δίνει 

Mzn/n! R′(x,z) Nz≤ ≤ n/n!  για z στο [0,1]. Επειδή R(x,0) = 0, αντιδιαφόριση αυτής 

της ανισότητας δίνει 

Mzn+1/(n+1)! ≤  R(x,z) Nz≤ n+1/(n+1)!  για z  στο [0,1]. 

Παίρνοντας z = 1 ειδικότερα, έχουµε 

M/(n+1)!  R(x,1)  N /(n+1)! ≤ ≤

Σε αυτό το σηµείο ο Lagrange  υποθέτει αυτό που σήµερα ονοµάζουµε θεώρηµα 

ενδιάµεσης τιµής για να συµπεράνει ότι   

R(x,1) = f(n+1)(x-x z ) / (n+1)!  για κάποιο z στο [0,1]. Αντικατάσταση αυτής της 

τιµής µε  z = 1 στην (5) δίνει τελικά: 

f(x) = f(0) + f′(0) + ½! f′′ (0)x2 + …+1/n! f(n)(0) xn + 1/ (n+1)! f(n+1)(u) xn+1 

όπου u = x-x z ∈[o,x]. Φυσικά ο τελευταίος όρος αυτής είναι η «µορφή Lagrange» 

του υπολοίπου. Ο Lagrange χειρίζεται ρητά µόνο τις ειδικές περιπτώσεις n = 0,1,2  

υποδεικνύοντας  ότι το γενικό αποτέλεσµα προκύπτει µε ανάλογο τρόπο. Με 

ακρίβεια αναγνωρίζει τον δικό του τύπο Taylor µε υπόλοιπο ως «ένα νέο θεώρηµα 

αξιοσηµείωτο για την απλότητα και τη γενικότητα του» (Edwards, ibid.). 

Η απόδειξη περιέχει κάποια αδύναµα σηµεία. Υποθέτει ότι η f′ είναι φραγµένη και 

µοιάζει να νοµίζει ότι για αυτό είναι αρκετό η f′ να είναι πεπερασµένη και ποτέ ίση 

µε µηδέν.  

Η εργασία του Lagrange παρείχε µία λογικά σταθερή θεµελίωση των σειρών  

Taylor που είχε τυποποιήσει τον κεντρικό ρόλο των αναπτυγµάτων άπειρων σειρών 

στις έρευνες του 18ου αιώνα, και ταυτόχρονα κατέδειξε την ανάγκη για µελέτη των 

βασικών ιδιοτήτων των συνεχών συναρτήσεων (δηλαδή ακρότατα και ενδιάµεση 

τιµή) που σύντοµα ακολούθησαν τον 19ο αιώνα (Edwards, ibid.). 

 

Η χρήση των ανισοτήτων από τον Lagrange στον Λογισµό ήταν αντίστοιχη της 

χρήσης που γινόταν στην Άλγεβρα : οι ανισότητες δεν υπεισέρχονταν στον 

ορισµό αλλά µόνο στον καθορισµό των πεπερασµένων προσεγγίσεων που ήταν 
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αναγκαίες για τις εφαρµογές και την επίλυση προβληµάτων. Για τον Lagrange το 

υπόλοιπο µια σειράς Taylor αντιπροσώπευε έναν άλλο τρόπο εύρεσης του λάθους 

που προκύπτει όταν µια απειροσειρά αντικαθίσταται από µια πεπερασµένη 

προσέγγιση. 

Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της δυναµοσειράς της f κατάλαβε ότι η 

θεµελιώδης αρχή στην οποία βασίζονται οι εφαρµογές του Λογισµού στην 

Μηχανική και Γεωµετρία είναι το γεγονός ότι το πηλίκο 
i

f(x)-i)f(x + προσεγγίζει 

την παράγωγο συνάρτηση f′ οσοδήποτε κοντά θέλουµε για κατάλληλα µικρό i. Στο 

ένατο Leçon, χρησιµοποίησε ανισότητες για να συνάγει αποτελέσµατα σχετικά µε 

µια συνάρτηση από την συµπεριφορά της παραγώγου της. 

Συνολικά επιχείρησε µία άλλη µορφή παρουσίασης βασισµένη στην έννοια της 

συνάρτησης και κάνοντας αυτό, εστίασε τη προσοχή σχεδόν για πρώτη φορά στην 

ποσότητα που είναι σήµερα στο κέντρο του λογισµού, την παράγωγο συνάρτηση 

(Boyer, 1949). 

 

 

 

Θεµελιώδες Θεώρηµα  

 

Ο Lagrange απέδειξε µία εκδοχή του θεωρήµατος:  f(x) = F´(x) για µία συνάρτηση  

F(x) ορισµένη ως το εµβαδόν κάτω από τη καµπύλη y = f(x) µέχρι κάποιο x. Η 

απόδειξη του είναι τεχνικά παρόµοια µε αυτή του Cauchy παρόλο που τα λογικά 

πλαίσια των δύο αποδείξεων είναι τελείως διαφορετικά. 

Το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη y = f(x) από x έως x + i δίνεται, λέει ο 

Lagrange  από F(x+i) - F(x) όπου η F αντιπροσωπεύει τη συνάρτηση εµβαδού. 

Έστω ότι η συνάρτηση f είναι αύξουσα στο διάστηµα [x, x+i]. Σε αυτή τη 

περίπτωση η γεωµετρία της κατάστασης κάνει καθαρό ότι το εµβαδόν κάτω από το 

τµήµα της καµπύλης µεταξύ x και x+i βρίσκεται µεταξύ if(x) και if(x+i). ∆ηλαδή, 

if(x)  F(x+i) - F(x)  if(x+i)  (1)  (Fonctions analytiques, αναφέρθηκε και στην 

περίπτωση φθίνουσας) Φυσικά το αποτέλεσµα είναι προφανές. Αλλά, συνέχισε ο 

Lagrange, η σειρά Taylor µε υπόλοιπο υποδηλώνει ότι 

≤ ≤

f(x+i) = f(x) + if´(x+jf) 

F(x +i) = F(x) +iF´(x) + (i2/2)F´´(x +jF) 
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(Ο Lagrange χρησιµοποίησε µόνο j και για τις δύο ποσότητες jf και jF , αλλά 

αναγνώρισε ρητά ότι είναι ξεχωριστές). Έτσι η σχέση (1) γίνεται  

if(x) iF´(x) + ( i≤ 2/2)F´´(x +jF) ≤ if(x) + i2f´(x+jf)            Για αυτό,  

0 i [F´ (x) - f(x)] + (i≤ 2/2) F´´(x+jF) ≤ i2 f´(x+jf)    (2) 

Η (2) ισχύει για όλα τα i, ανεξάρτητα του πόσο µικρά  είναι. Άρα,  λέει ο  

Lagrange,  F´(x) - f(x) πρέπει να είναι µηδέν. Αν όχι, επισήµανε,  

|i| < | [F´(x) - f(x)]/[f´(x +jf) - (1/2) F´ ´(x +jF)] |  θα έκανε την (2) λανθασµένη. Άρα 

συνεπάγεται ότι F´(x) = f(x). 

Η έκφραση της σειράς Taylor παίζει για τον Lagrange τον ίδιο λογικό ρόλο στην 

απόδειξη που παίζει το θεώρηµα µέσης τιµής για τις παραγώγους στην απόδειξη 

του Cauchy. Αλλά η απόδειξη του έχει όρια. Ο  Lagrange υπέθεσε ότι η συνάρτηση 

F έχει δύο παραγώγους δηλαδή χρησιµοποίησε ρητά την υπόθεση ότι η f είχε και 

παράγωγο και αντιπαράγωγο. Επιπλέον δεν είχε ορίσει ούτε εµβαδόν ούτε 

ολοκλήρωµα και η απόδειξη του απαιτεί η συνάρτηση να είναι µονότονη 

(Grabiner, 1981). 

 

Η εργασία του Lagrange παρέχει την σύνδεση µεταξύ της άλγεβρας του Lagrange 

και της ανάλυσης του Cauchy, παρέχοντας άµεση απόδειξη ότι η άλγεβρα του 18ου 

αιώνα βοήθησε τον Cauchy να έχει ευχέρεια σε υψηλού βαθµού συνθετότητας 

ανισότητες, τις οποίες χρειαζόταν για την θεωρία του για την σύγκλιση σειρών.  

Ο θρίαµβος της καθαρής ανάλυσης απαλλαγµένης από τη γεωµετρική δράση του 

Newton, επιβεβαιώνεται στο πλέον αξιόλογο βιβλίο του Lagrange, την Αναλυτική 

Μηχανική. Στο σύγγραµµα αυτό (στο οποίο ο συγγραφέας τονίζει στον πρόλογο: 

«δεν θα βρεθεί κανένα σχήµα σε αυτό το έργο, µονάχα αλγεβρικές πράξεις») 

εφαρµόζεται η πλήρης δύναµη της νεοαναπτυγµένης ανάλυσης στη µηχανική των 

σηµείων και των στερεών σωµάτων. Η πλήρης χρησιµοποίηση των µεθόδων του 

λογισµού των µεταβολών του Lagrange έκανε δυνατή την ενοποίηση των 

διάφορων αρχών της στατικής και της δυναµικής (Struik, 1966). 

Στα αρνητικά της µεθόδου του, βασίζεται στην αδικαιολόγητη υπόθεση ότι κάθε 

συνάρτηση µπορεί να αναπαρασταθεί µε αυτόν τον τρόπο. Επιπλέον, η διαφυγή 

από το άπειρα µεγάλο και το άπειρα µικρό και από την έννοια του ορίου είναι 

απατηλή αφού αυτές οι έννοιες υπεισέρχονται στο κρίσιµο ερώτηµα της σύγκλισης 

το οποίο δεν πήρε υπόψη του επαρκώς ο Lagrange. Ακόµα, η µέθοδος του 
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στερείται της ευκολίας των πράξεων που παρείχαν οι ιδέες και ο συµβολισµός του  

Leibniz. 

Σύντοµα άρχισαν να υπάρχουν αµφιβολίες ως προς την ορθότητα της αρχής ότι 

όλες οι συνεχείς συναρτήσεις µπορούν να επεκταθούν σε σειρές Taylor. 

Επισηµάνθηκε ότι µία τέτοια επέκταση είναι δυνατή µόνο για τις πιο απλές 

συναρτήσεις και κατά συνέπεια η µέθοδος ήταν περιορισµένης εφαρµογής. Οι 

απόψεις για την σύγκλιση, τη συνέχεια και την συνάρτηση που επικρατούσαν 

εκείνη την εποχή δεν ήταν επαρκώς σαφείς  για να επιτρέψουν µία βαθύτερη 

αποσαφήνιση αυτών των ιδεών  (Boyer, 1949). 

Οι παραδόσεις του Lagrange αναπτύχθηκαν στην Γαλλία, τη Γερµανία, την 

Ολλανδία και τελικά και την Αγγλία. Αυτό που φαίνεται ότι ενοποιούσε τους 

µαθηµατικούς σε αυτές τις χώρες ήταν η πεποίθηση τους ότι η Άλγεβρα µπορούσε 

να παρέχει γνήσια θεµέλια για τον Λογισµό. Η πίστη στις δυναµοσειρές ως 

ορισµένης ιδιότητας της παραγώγου εξαφανίστηκε σύντοµα µετά τον θάνατο του 

Lagrange το 1813.  
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Bernard BOLZANO 1781-1848 

 

Ο  Bolzano (1781-1848)  ήταν καθηγητής της Θεολογίας στο Πανεπιστήµιο της 

Πράγας από το  1807 µέχρι την αποµάκρυνση του το 1819 µετά από µία µακρά 

φιλονικία που ήταν αποτέλεσµα των µάλλον ριζοσπαστικών του απόψεων για την 

πολιτική και τη θεολογία. Τα Μαθηµατικά και η φιλοσοφία ήταν τα πρωταρχικά 

του ενδιαφέροντα από νωρίς, παρόλο που µελέτησε και είχε συνεισφορά και σε 

άλλα αντικείµενα µεταξύ των οποίων ηθική και λογική. Το µεγαλύτερο έργο του 

Wissenschaftslehre (Θεωρία της Επιστήµης), δηµοσιευµένο το  1837, είναι 

πρωταρχικά ένα εγχειρίδιο λογικής (Russ, 1980). 

Η έκταση των µαθηµατικών του συνεισφορών, η πρωτοτυπία τους και τα κίνητρα 

του δεν είναι γενικά γνωστά.  

Οι µαθηµατικές ανακαλύψεις του Bolzano εντάσσονται σε ένα πλαίσιο λογικού και 

επιστηµολογικού στοχασµού σχετικά µε την έννοια της αλήθειας, την έννοια της 

απόδειξης και του γεγονότος ότι η απόδειξη παρέχει µία αντικειµενική και 

αυστηρή θεµελίωση της επιστήµης (Sinaceur, 1999).    

Τονίζει την αντιστοιχία µεταξύ του ρόλου του ως πρακτικού, αφιερωµένου στην 

αναζήτηση αυστηρών αποδείξεων και ως θεωρητικού που εστιάζει στον 

ουσιαστικό ρόλο της απόδειξης στην επιστήµη.  

Για τον  Bolzano µαθηµατικά και φιλοσοφία αποτελούν και τα δύο 

εννοιολογικές γνώσεις δηλαδή προέρχονται αποκλειστικά από έννοιες χωρίς 

προσφυγή στη διαίσθηση. Και στα δύο η µέθοδος είναι η ίδια: συνίσταται στην 

αναζήτηση των αιτιών και των συνεπειών και στην ανάδειξη της αντικειµενικής 

σχέσης των αληθειών (Sinaceur, 1999).  

Στο έργο του «Συνεισφορές σε µία καλύτερα θεµελιωµένη παρουσίαση των 

µαθηµατικών» ο Bolzano διακρίνει µεταξύ δύο ειδών παρουσίασης µίας επιστήµης, 

την αυστηρά επιστηµονική και την πρακτική.  Η δεύτερη – η οποία περιλαµβάνει 

πολλά χαρακτηριστικά που υπαγορεύονται από παιδαγωγικές απαιτήσεις – είναι 

πολύ πιο σηµαντική κατά την άποψη του : γιατί οι επιστήµες δηµοσιεύονται στα 

βιβλία πρώτα απ’όλα για να ανακοινωθούν έτσι ώστε η γνώση που περιέχεται σε 

αυτά να µπορεί να  χρησιµοποιηθεί στο ανθρώπινο είδος. Παρόλα αυτά 

αφοσιώθηκε στο πρώτο είδος ανάπτυξης. Αυτό εν µέρει προήλθε από τη πεποίθηση 

του ότι προκειµένου να γράψει κανείς µια πραγµατικά θαυµάσια πρακτική 

πραγµατεία θα πρέπει να κατέχει αυστηρά την επιστήµη. Αλλά υπήρχαν και άλλοι 
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λόγοι. Η ενστάλαξη λογικής σειράς σε µία επιστήµη µας επιτρέπει να 

κατανοήσουµε τις έννοιες της µε µεγαλύτερη ευκολία και ακρίβεια, και επιπλέον 

να ανακαλύψουµε νέες αλήθειες γιατί «περισσότερα µπορούν να συναχθούν από 

τις πρώτες ιδέες όταν εκτίθενται σωστά και  ευκρινώς παρά όταν είναι 

διασκορπισµένες µε σύγχυση» (Rusnock, 1999).  

O Bolzano ήταν ένας από τους πρωτοπόρους στο ζήτηµα της αυστηρότητας των 

θεµελιωδών ιδεών του Λογισµού – της αριθµητικοποίησης του και της 

προσεκτικής µελέτης του απείρου. Το 1799 ο Gauss είχε δώσει µια απόδειξη του 

θεµελιώδους θεωρήµατος της άλγεβρας - ότι κάθε ρητή, ακέραια αλγεβρική 

εξίσωση έχει µία ρίζα -  χρησιµοποιώντας θεωρήσεις από τη γεωµετρία. Ο Bolzano 

επιθυµούσε µία απόδειξη που να εµπλέκει µόνο θεωρήσεις από την αριθµητική, 

την άλγεβρα και την ανάλυση. Όπως ο Lagrange πίστευε ότι η εισαγωγή του 

χρόνου και της κίνησης στα µαθηµατικά είναι άχρηστη, έτσι και ο  Bolzano 

επιδίωκε να αποφύγει στις αποδείξεις του όποιες θεωρήσεις προέρχονταν από 

χωρική διαίσθηση (Rein analytischer Beweis σελ. 9-10). 

 

 

 

Συνέχεια 

 

Αυτή η στάση απαιτούσε καταρχήν ένα ικανοποιητικό ορισµό της συνέχειας, τον 

οποίο και έδωσε µαζί µε τον ορισµό της σύγκλισης στο Rein analytischer Beweis, 

αποφεύγοντας τα απειροστά.  (Ο Newton είχε αποφύγει µία τέτοια ενόχληση 

κάνοντας έκκληση στην διαίσθηση της συνεχούς κίνησης και ο  Leibniz κάνοντας 

έκκληση στο αξίωµα της συνέχειας  (Boyer, 1949)). Η έλλειψη θεωρίας για τη 

συνέχεια τον 18ο αιώνα δεν οφείλεται σε τεχνικές ελλείψεις από την πλευρά του 

Lagrange ή από τους σύγχρονους του (Youschkevitch, 1976). 

Η περιγραφή της συνέχειας του Euler που ήταν δηµοφιλής, ο νόµος ή η έκφραση 

της f(x) συνεχίζει να ισχύει όταν µεταβάλλεται το x, δεν ήταν ικανοποιητική όταν 

παρατηρήθηκε ότι µία έκφραση ως τριγωνοµετρική σειρά µπορεί να 

αντιπροσωπεύει µία συνάρτηση µε διαφορετικούς νόµους για τις διάφορες τιµές 

του x (Grattan-Guinness, 1994). 
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Η έννοια της συνέχειας ήταν συγκεχυµένη. Μία συνάρτηση θεωρείτο συνεχής αν 

πληρούσε κάποιο από τα παρακάτω: 

-  είχε την ιδιότητα της ενδιάµεσης τιµής 

-  αντιπροσωπευόταν από ένα µόνο τύπο 

-  ήταν διαφορίσιµη 

-  δεν είχε «πηδήµατα» 

- δοθείσης µιας «ανεπαίσθητης» µεταβολής της ανεξάρτητης µεταβλητής, η ίδια η 

συνάρτηση υφίστατο µια «ανεπαίσθητη» µεταβολή.  

Στα µέσα του 18ου αιώνα χρειάστηκε να αντιµετωπιστούν συναρτήσεις που 

παρουσιάζονταν όχι ως αναλυτικές εκφράσεις αλλά ως λύσεις σε µερικές 

διαφορικές εξισώσεις από τη φυσική. Αυτές οι συναρτήσεις µπορεί να µη δίνονταν 

καθόλου από ρητούς τύπους.  

Επιπλέον, στις αρχές του 19ου αιώνα, η εργασία του Fourier έδειξε ότι αρκετά 

αυθαίρετες ασυνεχείς καµπύλες µπορούσαν να εκφραστούν αναλυτικά µέσω 

άπειρων σειρών τριγωνοµετρικών συναρτήσεων. Ο Fourier στο έργο του Αναλυτική 

θεωρία της θερµότητας (1822) απέδειξε ότι µία «αυθαίρετη» συνάρτηση 

(εννοώντας συνάρτηση παραστάσιµη από ένα τόξο συνεχούς καµπύλης ή από µία 

διαδοχή τέτοιων τόξων) µπορούσε   να   παρασταθεί   µε  µία    τριγωνοµετρική    

σειρά    της     µορφής    Α∑
∞

=0n
ncos (nax) + Bn sin (nax). Η χρησιµοποίηση της από 

τον Fourier συντέλεσε στον προβληµατισµό σχετικά µε το τι εννοούµε λέγοντας 

«συνάρτηση» (Struik, 1966). 

 

Ως αποτέλεσµα η συµπεριφορά προς την έννοια της συνάρτησης έγινε ευρύτερη. 

Άρχισε να γίνεται κατανοητό ότι θα µπορούσε να είναι οποιαδήποτε σχέση µεταξύ 

µεταβλητών και µαζί µε αυτό άρχισε να αναγνωρίζεται ότι η συνέχεια σε µία 

καµπύλη δεν εξαρτάται από το αν µπορούσε να εκφραστεί µε µία ισότητα. Άρα 

ήταν απαραίτητος ένας νέος ορισµός της συνέχειας.  

Ο Bolzano παρατήρησε ότι ο όρος συνεχής συνάρτηση είχε χρησιµοποιηθεί µε 

πολλές διαφορετικές έννοιες: Από τον Lacroix µε την έννοια ότι ο λόγος ∆F(x)/∆x 

είναι φραγµένος, από τους Kastner και  Fries µε την έννοια ότι η συνάρτηση έχει 

την ιδιότητα της ενδιάµεσης τιµής, από τον Eytelwein µε την έννοια ότι η 

συνάρτηση είναι πραγµατική και πεπερασµένη. Αυτές οι ιδιότητες είναι όλες 

σηµαντικές είπε ο  Bolzano, και πρέπει να διακρίνονται η µία από την άλλη.  

                                                              25 
 



 

Ο Bolzano  έδωσε ένα ορισµό της συνεχούς συνάρτησης,  ο οποίος για πρώτη 

φορά έδειχνε καθαρά ότι η βάση της ιδέας της συνέχειας θα βρισκόταν στην 

έννοια του ορίου. Όρισε µία συνάρτηση f(x) ως συνεχή σε ένα διάστηµα αν για 

όποια τιµή του x σε αυτό το διάστηµα, η διαφορά f(x+∆x) - f(x) γίνεται και 

παραµένει µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα για  ∆x επαρκώς µικρό, είτε 

θετικό είτε  αρνητικό: 

«Μία συνάρτηση f(x) για όλες τις τιµές του x, µέσα ή έξω από συγκεκριµένα 

φράγµατα, µεταβάλλεται σύµφωνα µε τον νόµο της συνέχειας µόνο στο βαθµό που, 

εάν  x είναι όποια τέτοια τιµή, η διαφορά   f(x+ω) - f(x) µπορεί να γίνει µικρότερη 

από όποια δοθείσα ποσότητα, όταν το ω παρθεί όσο µικρό επιθυµούµε» (Rein 

analytischer Beweis, σελ.11-12). Αυτός ο ορισµός δεν είναι βασικά διαφορετικός 

από αυτόν που έδωσε ο Cauchy λίγο αργότερα. 

Πέντε µαθηµατικά του έργα δηµοσιεύθηκαν από τον Bolzano µεταξύ  1804 και 

1817, οπότε υπήρχε µία διακοπή στην απόδοση του κυρίως λόγω της λογοκρισίας 

που του επιβλήθηκε από τη Βιέννη.  

 

Οι πέντε πρώιµες εργασίες του Bolzano είναι: 

(1) Betrachtungen über einige Gegenstände der Elementargeometrie [Θεωρήσεις σε 

κάποια θέµατα της στοιχειώδους γεωµετρίας] 1804, Πράγα. (63 σελίδες) 

(2) Beyträge zu einer begründeteren Darstellung der Mathematik Erste Lieferung. 

[Συνεισφορές σε µία καλύτερα θεµελιωµένη παρουσίαση των µαθηµατικών] 1810, 

Πράγα (152 σελίδες) 

(3) Der binomische Lehrsatz, und als Folgerung aus ihm der polynomische, und die 

Reihen, die zur Berechnung des Logarithmen und Exponentialgrössen dienen, 

genauer als bisher erwiesen [Το διωνυµικό θεώρηµα και ως συνέπεια αυτού το 

πολυωνυµικό θεώρηµα και οι σειρές που χρησιµεύουν για τον υπολογισµό 

λογαριθµικών και εκθετικών ποσοτήτων, αποδεδειγµένα πιο αυστηρά από πριν] 

1816, Πράγα  (144 σελίδες.) 

(4) Die drey Probleme der Rectification, der Complanation und der Cubirung, ohne 

Betrachtung des unendlich Kleinen, ohne die Annahme des Archimedes, und ohne 

irgend eine nicht streng erweisliche Voraussetzung gelöst; zugleich als Probe einer 

gänzlichen Umstaltung der Raumwissenschaft, allen Mathematikern zur Prüfung 

vorgelegt  [Τα τρία προβλήµατα της ευθυγράµµισης,  complanation, και cubature, 

                                                              26 
 



 

επιλυµένα χωρίς θεώρηση του άπειρα µικρού, χωρίς την υπόθεση του Αρχιµήδη και 

χωρίς καµία υπόθεση η οποία δεν είναι αυστηρά αποδείξιµη. Ταυτόχρονα είναι 

παρουσιασµένα στην προσεκτική εξέταση όλων των µαθηµατικών ως ένα δείγµα 

πλήρους αναδιοργάνωσης της επιστήµης του χώρου] 1817, Leipzig. (80 σελίδες.) 

(5) Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, dass zwischen je zwei Werthen, die ein 

entgegengsetztes Resultat gewähren, wenigstens eine reelle Wurzel der Gleichung 

liege [Καθαρά αναλυτική απόδειξη του θεωρήµατος ότι µεταξύ όποιων δύο τιµών 

που δίνουν αποτελέσµατα διαφορετικών προσήµων βρίσκεται τουλάχιστον µία 

πραγµατική ρίζα της εξίσωσης] 1817, Πράγα (60 σελίδες.)  

 

Το έργο του  Rein analytischer Beweis, (παρατίθεται αυτούσιο στο παράρτηµα) 

είναι το µαθηµατικά πλέον σηµαντικό, αποτελεί ένα σηµαντικό στάδιο στην 

αυστηρή θεµελίωση της ανάλυσης,  και είναι ένα από τα πρώτα όπου η συνέχεια 

της συνάρτησης και η σύγκλιση άπειρων σειρών ορίζονται και χρησιµοποιούνται 

σωστά (Russ, 1980).  

  

Στην Εισαγωγή του περιγράφει το υπόβαθρο και τα κίνητρα όχι µόνο αυτής αλλά 

σχεδόν όλων των προηγούµενων εργασιών του. Υπογραµµίζει την ουσιώδη 

σύνδεση µεταξύ των  µαθηµατικών  αποτελεσµάτων και  των  στοχασµών του για 

την  επιστήµη.  

 

Τα κύρια µαθηµατικά επιτεύγµατα της εργασίας περιλαµβάνουν: 

 

(α)  Τον τυπικό ορισµό της συνέχειας µιας συνάρτησης µιας πραγµατικής 

µεταβλητής, σωστά κατανοητού και εφαρµοσµένου (Πρόλογος). 

 

(β)  Το κριτήριο για την (κατά σηµείο) σύγκλιση άπειρης σειράς, παρόλο που η 

απόδειξη της επάρκειας του πριν από όποιο ορισµό ή κατασκευή των πραγµατικών 

αριθµών είναι αναπόφευκτα ανεπαρκής. (Τµήµα 7)  Αν η σειρά F1(x), F2 (x), F3(x), 

… ,Fn(x),…, Fn+r (x) είναι τέτοια που η διαφορά µεταξύ Fn(x) και Fn+r (x) γίνεται 

και παραµένει µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα καθώς το n αυξάνει επ’ 

αόριστον, τότε υπάρχει µία και µόνο µία τιµή την οποία προσεγγίζει η σειρά όσο 

κοντά θέλει κανείς. 
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(γ)  Τη πρωτότυπη µορφή του θεωρήµατος  Bolzano-Weierstrass (Τµήµα 12). Ως 

ένα κρίσιµο λήµµα ο Bolzano υπέθεσε ότι εάν M είναι µία ιδιότητα των 

πραγµατικών αριθµών η οποία δεν ισχύει για όλα τα x, και υπάρχει αριθµός u 

τέτοιος ώστε όλοι οι αριθµοί  x < u  έχουν την ιδιότητα M τότε υπάρχει ένα µέγιστο 

U τέτοιο ώστε όλοι οι αριθµοί  x < U έχουν την ιδιότητα Μ. Στην απόδειξη που 

αποπειράθηκε µε την τώρα γνωστή µέθοδο της διχοτόµησης, κατασκεύασε µία 

«ακολουθία Cauchy» {un}
∞
1  προοριζόµενη να συγκλίνει στο επιθυµητό U. Παρόλο 

που και αυτός (και αργότερα και ο Cauchy) δήλωσε σωστά από που σήµερα 

ονοµάζουµε «κριτήριο σύγκλισης του  Cauchy» [η {un}
∞
1  συγκλίνει εάν και µόνον 

εάν δοθέντος ε > 0,  | um – un| <ε για  m και  n επαρκώς µεγάλα] δεν µπόρεσε (ούτε 

ο Cauchy) να παρέχει µία πλήρη απόδειξη λόγω έλλειψης της ιδιότητας της 

πληρότητας του συνόλου των πραγµατικών αριθµών (Edwards, 1979). 

Το θεώρηµα περιγράφεται συνήθως, ως το θεώρηµα ύπαρξης ελάχιστου άνω 

φράγµατος ενός φραγµένου συνόλου πραγµατικών αριθµών. Σύµφωνα µε τον  

Freudenthal (1971) , ωστόσο, τα µόνα φραγµένα σύνολα που θεωρούνται είναι 

κατώτερες κλάσεις που χρησιµοποιούνται στις τοµές Dedekind γι αυτό θα ήταν 

καλύτερα να το ονοµάζουµε  θεώρηµα ύπαρξης του αριθµού τοµής. Από παλιά 

χρησιµοποιείτο ρητά ή υπόρρητα. Ήταν ιδέα του Bolzano η προσπάθεια απόδειξης 

του. Η απόδειξη, που χρησιµοποιεί µία ακολουθία διχοτοµιών και το κριτήριο 

σύγκλισης του  Cauchy είναι σωστή.  

 

(δ)  Μία αναλυτική απόδειξη του θεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής (Τµήµα 15). Ο 

Bolzano χρησιµοποίησε το παραπάνω λήµµα για να αποδείξει την παρακάτω 

γενίκευση του θεωρήµατος του τίτλου του: Εάν f(x) και g(x) είναι συνεχείς 

συναρτήσεις στο διάστηµα [a,b] µε  f(a) < g(a) και f(b) > g(b), τότε  f( x  ) = g ( x ) 

για κάποιο x  µεταξύ a και b (Edwards, 1979). 

Το θεώρηµα παράγεται θεωρώντας το υποσύνολο των y τέτοιων ώστε f(x) < φ(x) 

για όλα τα x ≤ y και εφαρµόζοντας το προηγούµενο θεώρηµα σε αυτό. Πάλι, η ιδέα 

της απόδειξης οφείλεται στον Bolzano. 

Το θεώρηµα στον τίτλο του άρθρου, όπου η «εξίσωση» γίνεται κατανοητή ως 

«πολυωνυµική εξίσωση µιας πραγµατικής µεταβλητής» συµπεραίνεται στην τελική 

παράγραφο (Τµήµα 18) από το αποτέλεσµα  (δ). 
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Ο Bolzano δεν ήταν ο πρώτος που δεν ήταν ικανοποιηµένος από γεωµετρικές 

αποδείξεις και που έβλεπε την ανάγκη για αναλυτική απόδειξη του θεωρήµατος 

ενδιάµεσης τιµής, αλλά οπωσδήποτε ήταν ο σπουδαιότερος στην ανάπτυξη των 

εννοιών και µεθόδων προκειµένου να καλυφθεί αυτή η ανάγκη. Κάνοντας το 

ανταποκρινόταν άµεσα και ρητά στις ειδικές του φιλοσοφικές απαιτήσεις (Russ, 

1980).   

Συνοπτικά, ο Bolzano έδωσε µία απόδειξη ότι η ύπαρξη του ορίου µιας ακολουθίας 

Cauchy δεν περιέχει καµία αντίφαση (στην πραγµατικότητα αποδεικνύοντας την 

αναγκαιότητα του κριτηρίου σύγκλισης του Cauchy). Στη συνέχεια χρησιµοποίησε 

την επάρκεια του κριτηρίου για να αποδείξει ότι ένα φραγµένο σύνολο 

πραγµατικών αριθµών έχει ένα τουλάχιστον άνω φράγµα. Τέλος, χρησιµοποίησε 

την ιδιότητα του ελάχιστου άνω φράγµατος για να αποδείξει το θεώρηµα 

ενδιάµεσης τιµής. Ο χειρισµός του κριτηρίου από τον ίδιο τον Cauchy αφορά στις 

σειρές. Απέδειξε πρώτα την αναγκαιότητα του και στη συνέχεια δήλωσε - χωρίς 

απόδειξη - την επάρκεια του στο Cours d’ analyse. Το χρησιµοποίησε, αν και 

σπάνια, συζητώντας την σύγκλιση συγκεκριµένων σειρών (Grabiner, 1981). 

 

Εξοπλισµένος µε τον ακριβή του ορισµό της συνέχειας ο Bolzano, ανέλαβε µία 

προσεκτική εξέταση των ιδιοτήτων των συνεχών συναρτήσεων: διερεύνηση των 

σχέσεων µεταξύ συνέχειας και µονοτονίας, διαφορισιµότητας, φραγµένου, ύπαρξης 

και κατανοµής των µέγιστων και ελάχιστων κλπ. Επιπροσθέτως του θεωρήµατος 

ενδιάµεσων τιµών, αποδεικνύει ότι µία συνάρτηση συνεχής σε κλειστό διάστηµα 

είναι φραγµένη και έχει ακρότατα σε αυτό, ότι µία συνεχής συνάρτηση µπορεί να 

έχει είτε τοπικά είτε ολικά ακρότατα ένα αυθαίρετο αριθµό φορών σε κάθε 

διάστηµα, ότι µία συνεχής συνάρτηση δεν είναι απαραίτητα µονότονη σε όποιο 

υποδιάστηµα δοθέντος διαστήµατος, ότι µία συνάρτηση µπορεί να είναι συνεχής σε 

ένα διάστηµα και όµως να µην έχει παράγωγο σε ένα σύνολο σηµείων πυκνό στο 

διάστηµα. Οι αποδείξεις, οι οποίες περιλαµβάνουν την κατασκευή έξυπνων 

αντιπαραδειγµάτων και την επιδέξια χρήση τοπολογικών και ποσοτικοποιηµένων 

εννοιών, αναγγέλλουν την αρχή ενός νέου είδους µαθηµατικών και αποτελούν την 

καλύτερη εργασία του  Bolzano ως µαθηµατικού (Rusnock, 1999). 
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Ας θεωρήσουµε για παράδειγµα την απόδειξη του ότι µία συνάρτηση f συνεχής σε 

ένα διάστηµα [a,b] επιτυγχάνει µέγιστο στο διάστηµα. Η απόδειξη του περιέχει τα 

παρακάτω τρία αποτελέσµατα: 1. Μία συνάρτηση η οποία είναι συνεχής σε 

κλειστό διάστηµα είναι φραγµένη σε αυτό. (ibid.). 2. Ένα φραγµένο σύνολο 

πραγµατικών (τους ονοµάζει «µετρήσιµους») αριθµούς έχει τουλάχιστον ένα άνω 

φράγµα (Rein Analytischer Beweis) και 3. Εάν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε 

ένα κλειστό διάστηµα [a,b] και έρχεται αυθαίρετα κοντά σε µία τιµή C στο 

διάστηµα, τότε  f(x)=C για κάποιο x στο [a,b]. Το 3 αποδεικνύεται ως εξής: Έστω 

ότι f έρχεται αυθαίρετα κοντά σε µία τιµή C σε ένα διάστηµα [a,b]. Τότε είτε 

f(x)=C για κάποιο x στο [a,b] είτε υπάρχουν x1, x2, … τέτοια ώστε |C-f(xn)|< 1/n 

για n=1,2,3,… Από το θεώρηµα Bolzano-Weierstrass (ο Bolzano αναφέρεται σε 

µία απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος στη θεωρία µετρήσιµων αριθµών αλλά δεν 

έχει βρεθεί εκεί, ωστόσο δεν υπάρχει λόγος να υποθέσει κανείς ότι δεν είχε µία 

απόδειξη), το xi θα έχει ένα όριο  c στο [a,b]. Αφού η  f είναι επίσης συνεχής στο  c  

προκύπτει ως αναγκαίο συµπέρασµα ότι f(c)=C. Το κύριο αποτέλεσµα 

αποδεικνύεται τότε παρατηρώντας ότι (από το 1) οι τιµές της  f είναι φραγµένες 

στο [a,b] και άρα (από το 2) το σύνολο τιµών έχει ένα ελάχιστο άνω φράγµα M. 

Αφού το  M είναι το ελάχιστο άνω φράγµα για την f, η f είτε θα επιτυγχάνει είτε θα 

φθάνει αυθαίρετα κοντά στο  M στο [a,b].  Από το θεώρηµα 3, προκύπτει ότι  

f(x)=M για κάποιο  x στο [a,b] (Rusnock, 1999). 

 

 

 

Παράγωγος 

 

Ο Bolzano αναγνώρισε καθαρά ότι το αντικείµενο του λογισµού έπρεπε να 

επεξηγηθεί µε όρους ορίων λόγων πεπερασµένων διαφορών. Όρισε την παράγωγο 

της F(x) για όποια τιµή του  x  ως την ποσότητα F΄(x) την οποία ο λόγος  

∆x
F(x) - ∆x)F(x +  πλησιάζει επ’ αόριστον κοντά ή όσο  κοντά επιθυµούµε, καθώς το 

∆x πλησιάζει το µηδέν, είτε το  ∆x είναι θετικό είτε αρνητικό. (Paradoxien des 

Unendlichen, σελ.66). Αυτός ο ορισµός είναι κατ’ ουσίαν ίδιος µε αυτόν του        

L’ Huilier, αλλά ο  Bolzano προχώρησε περισσότερο εξηγώντας την φύση της 

έννοιας του ορίου. Ο Lagrange  και άλλοι µαθηµατικοί νόµιζαν ότι η έννοια του 
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ορίου ήταν συνδεδεµένη µε ένα λόγο εκλιπόντων ποσοτήτων ή µηδέν. Ο Euler είχε 

εξηγήσει το  dy/dx ως ένα λόγο µηδενικών και ο  Lacroix συµφώνησε µαζί του. Ο 

Bolzano ωστόσο έδωσε έµφαση στο γεγονός ότι αυτό δεν έπρεπε να ερµηνευτεί ως 

ένας λόγος του  dy  ως προς dx ή ως το πηλίκο του µηδενός  δια µηδέν αλλά ήταν 

µάλλον ένα σύµβολο για µία  συνάρτηση.  Υποστήριζε ότι µία συνάρτηση δεν έχει 

καθορισµένη τιµή σε ένα σηµείο αν ελαττώνεται στο 0/0. Ωστόσο, µπορεί να έχει 

µία οριακή τιµή καθώς προσεγγίζεται αυτό το σηµείο  και σωστά υπέδειξε ότι 

υιοθετώντας την οριακή τιµή ως το νόηµα του 0/0, η συνάρτηση µπορεί να είναι 

συνεχής σε αυτό το σηµείο (Boyer, 1949).  

 

To 1834 έδωσε ένα παράδειγµα µιας µη διαφορίσιµης συνεχούς συνάρτησης. 

Αυτή βασίστηκε σε µία βασική διαδικασία η οποία µπορεί να περιγραφεί ως εξής: 

Έστω PQ ένα ευθύγραµµο τµήµα µε κλίση ως προς το οριζόντιο επίπεδο. Έστω M 

το µέσον του, και διαιρούµε τα τµήµατα PM και  MQ σε τέσσερα ίσα µέρη, µε τα 

σηµεία  P1, P2, P3,  και  Q1, Q2,Q3. . Έστω P΄3  η ανάκλαση του σηµείου P3  ως προς το 

οριζόντιο επίπεδο µέσω του  M και  Q΄3   η ανάκλαση του  Q3  µέσω του  Q. 

Σχηµατίζεται η τεθλασµένη γραµµή PP΄3MQ΄3Q. Τώρα εφαρµόζουµε σε κάθε ένα 

από τα τέσσερα ευθύγραµµα τµήµατα αυτής της τεθλασµένης την ίδια διαδικασία, 

και έχουµε µία τεθλασµένη που αποτελείται από  42 τµήµατα. Συνεχίζοντας έτσι 

αυτή τη διαδικασία επ’ αόριστον , η τεθλασµένη θα συγκλίνει προς µία καµπύλη 

που αντιπροσωπεύει µία συνεχή συνάρτηση πουθενά διαφορίσιµη, (σε αντίθεση µε 

τη γεωµετρική και φυσική διαίσθηση)  (Boyer, 1949). 

 

Για τον Bolzano όπως και τον Cauchy η άλγεβρα των ανισοτήτων έπαιξε 

σηµαντικό ρόλο στις αποδείξεις. Αλλά ο Bolzano τόνισε πολύ περισσότερο από 

τον Cauchy ότι έσπαζε τους δεσµούς µε το παρελθόν. Για παράδειγµα, σκόπιµα 

απέφυγε την χρήση του όρου απειροστό. Τα πάντα έπρεπε να αναχθούν στην 

άλγεβρα, χωρίς αναφορές σε απειροστά, γεωµετρία, ιδέες χώρου ή χρόνου, ή 

όποιες διαισθητικές ιδέες. 
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Η επίδραση του Lagrange στον  Bolzano 

 

Ο Bolzano , όπως και ο Cauchy µελετούσε µε προσοχή τα κείµενα του Lagrange 

από τη στιγµή που εµφανίζονταν, µαθαίνοντας από αυτά πολλά σηµεία τεχνικής 

και γενικής αντίληψης ενώ ταυτόχρονα σηµείωνε σοβαρά προβλήµατα λογικής 

αλληλουχίας και οργάνωσης. 

Εκτιµούσε πολύ την εργασία του Lagrange και έµαθε πολλά από αυτόν. 

Ανταποκρινόµενος σε αυτή, επεδίωξε πάνω από όλα να διατηρήσει όσο 

περισσότερα µπορούσε από τη δοµή του, όσα ήταν συµβατά µε τη µεθοδολογία 

του. Κυρίως ήταν ζήτηµα κατάλληλου ορισµού των νοηµάτων των εννοιών και 

περισσότερο ακριβούς διατύπωσης των θεωρηµάτων. Ο Lagrange είχε πραγµατικά 

ταλέντο στο να διατυπώνει  σηµαντικά θεωρήµατα, ο Bolzano στο να τα αιτιολογεί 

(Rusnock, 1999).  

Το έργο του [το οποίο πάντως δεν δηµοσιεύθηκε κατά τη διάρκεια της ζωής του] 

συνιστά µια  λεπτοµερή απάντηση στον Lagrange. Κατά µία έννοια είναι πολύ 

γνωστό, κατά άλλη όχι. Πολύ γνωστό επειδή από πολλές απόψεις µοιάζει πολύ µε 

την καθιερωµένη προσέγγιση στην πραγµατική ανάλυση που συνδέεται µε τα 

ονόµατα των Cauchy και Weierstrass. Όχι τόσο γνωστό, γιατί δηµοσιεύθηκε το 

1930 και δεδοµένου ότι  δεν είχε ανιχνεύσιµη επίδραση στα µαθηµατικά του 19ου 

αιώνα, δεν απέσπασε µεγάλη προσοχή από τους ιστορικούς των µαθηµατικών.   

Ο Bolzano αρχίζει, µε ερωτήµατα που αφορούν στο νόηµα: Τι είναι ένας 

πραγµατικός αριθµός; Τι είναι συνάρτηση; Τι σηµαίνει ότι µία άπειρη σειρά 

αντιπροσωπεύει µία δοθείσα συνάρτηση; κοκ. Για παράδειγµα ο ορισµός του της 

συνάρτησης, είναι πολύ ευρύτερος του ορισµού του Lagrange. Οι πραγµατικές 

συναρτήσεις για αυτόν είναι απεικονίσεις: η αλγεβρική µορφή µε την έννοια του 

Lagrange - εάν υπάρχει καθόλου - είναι µία παράγωγη ιδιότητα αυτών. Οι σειρές, 

θεωρούνται όχι µόνο ως εξελίξεις των αναλυτικών συναρτήσεων αλλά ως 

ανεξάρτητα µαθηµατικά αντικείµενα ιδίω δικαιώµατι (Fraser, 1987).  Το 

άθροισµα άπειρης σειράς ορίζεται µε όρους σύγκλισης, και µία σειρά λέγεται ότι 

αντιπροσωπεύει µία συνάρτηση σε ένα πεδίο αν και µόνον αν συγκλίνει στη τιµή 

της συνάρτησης για κάθε πραγµατικό αριθµό στο πεδίο. Αυτές οι αποφάσεις 

υπαγορεύονται εκ των προτέρων από την απαίτηση να είναι εφαρµόσιµη η 

ανάλυση: γιατί αν (όπως µε τον Lagrange) δεν γίνεται καµία αριθµητική 

αναπαράσταση στη θεµελίωση, είναι δύσκολο να δει κανείς πως µπορεί να 
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εγκαθιδρυθεί αργότερα. Η γενική αξίωση του  Lagrange όσον αφορά στην 

ανάπτυξη µιας συνάρτησης σε δυναµοσειρά - ήδη λαθεµένη µε τους δικούς της 

όρους, όπως τόνισε ο Bolzano - πρέπει να εγκαταλειφθεί πολύ περισσότερο 

εξαιτίας της γενικότερης κλάσης των συναρτήσεων που θεωρούνται. Από όπου, 

προκειµένου να αιτιολογηθεί το θεώρηµα του Taylor επιπλέον προϋποθέσεις 

πρέπει να καθοριστούν, επιπλέον ορισµοί να τεθούν: για παράδειγµα η συνέχεια 

της συνάρτησης, η παράγωγος κλπ. Μόνο µετά από όλη αυτή την εργασία, και την 

απόδειξη των απαραίτητων ληµµάτων, είναι σε θέση ο Bolzano να δώσει ακριβή 

διατύπωση και απόδειξη του θεωρήµατος µε το οποίο ο Lagrange άρχισε την 

εργασία του στη θεωρία συναρτήσεων (Rusnock, 1999). 

 

Προκειµένου να φανεί η φύση της µετατροπής της ανάλυσης του Lagrange από τον  

Bolzano ας θεωρήσουµε την έννοια της συνέχειας. Η αίσθηση του Lagrange για 

την συνάρτηση, ήταν πολύ κοντά σε αυτήν του Euler στο  Introductio – οι 

συναρτήσεις συνδέονταν και συχνά ταυτίζονταν µε πεπερασµένες αναλυτικές 

εκφράσεις. Αυτές οι συναρτήσεις – εκτός από µεµονωµένες τιµές – είναι συνεχείς 

και ίσως δεν αποτελεί έκπληξη ότι σε αυτή την ιδιότητα δόθηκε τόσο λίγη προσοχή 

από τους αναλυτές του 18ου αιώνα. Με τον Bolzano η διεύρυνση της έννοιας της 

συνάρτησης σήµαινε ότι αυτή η ιδιότητα έπρεπε να οριστεί και να διερευνηθεί  

(Rusnock, 1999). 

Παρόλο που ο Lagrange δεν είχε θεωρία συνεχών συναρτήσεων σηµαντικά 

χαρακτηριστικά µιας τέτοιας θεωρίας υπήρχαν στην εργασία του και ανέµεναν να 

βρεθούν. Ο  Bolzano µπορούσε να βρει - και πιθανώς όντως βρήκε - ένα τελείως 

επαρκή ορισµό της συνέχειας σε ένα σηµείο των πραγµατειών του Lagrange. Το να 

είναι κανείς ικανός να παράγει µία τέτοια διατύπωση είναι ένα πράγµα. Το να 

εκτιµήσει πλήρως τον λογικό της ρόλο στη θεµελίωση της συναρτησιακής 

ανάλυσης είναι κάτι τελείως διαφορετικό (Rusnock, 1999). 

Ο Lagrange στο νούµερο 6 του Théorie des fonctions analytiques  επεχείρησε να 

βρει µία γενική εκτίµηση του λάθους για το ανάπτυγµα της δυναµοσειράς ως εξής: 

έχουµε f(x+i) = f(x) + pi + qi2 +ri3+…  

Ας γράψουµε  iP = pi +qi2+ri3+… 

                        iQ = qi2 + ri3 + … για τα υπόλοιπα 
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Ο Lagrange ζητά τώρα να θεωρήσουµε την καµπύλη µε τετµηµένη i και τεταγµένη  

iP και ισχυρίζεται ότι : 

«... αφού τα υπόλοιπα iP, iQ, ... [...] είναι συναρτήσεις του i που γίνονται µηδέν 

από την ίδια τη φύση της εξέλιξης ,  όταν i = 0, συνάγεται ότι [...] αυτή η καµπύλη 

θα τµήσει τον άξονα των x στην αρχή των τετµηµένων και [...] η πορεία αυτής της 

καµπύλης θα είναι υποχρεωτικά συνεχής από αυτό το σηµείο και µετά. Για αυτό 

τον λόγο θα πλησιάζει τον άξονα λίγο λίγο πριν να τον τµήσει, και κατά συνέπεια 

θα τον πλησιάζει κατά µία ποσότητα µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα, µε 

τέτοιο τρόπο ώστε κανείς να µπορεί πάντα να βρει µία τετµηµένη i που θα 

αντιστοιχεί σε µία τεταγµένη µικρότερη από µία δοθείσα ποσότητα, ενώ σε κάθε 

µικρότερη τιµή του i θα αντιστοιχούν πάλι τεταγµένες µικρότερες από τη δοθείσα 

ποσότητα». (Lagrange, Théorie des fonctions analytiques ). 

Μπορεί κανείς ειδικότερα, ισχυρίζεται, να πάρει το i έτσι ώστε το iP να είναι 

µικρότερο από το f(x) , το οποίο ήταν για να δειχθεί. Το πρόβληµα όπως τόνισε ο 

Bolzano στο Contributions, είναι ότι ο  Lagrange αναζητά να παράγει αυτή την 

αναλυτική ιδιότητα της συνάρτησης από την συνέχεια της γραφικής της 

παράστασης, µία τεχνική απόδειξης η οποία (αφού η γεωµετρία γίνεται κατανοητή 

ως εφαρµογή της ανάλυσης) απλά µας βάζει να κινούµαστε σε ένα κύκλο 

(Rusnock, 1997). Για τον Bolzano µία συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα σηµείο 

εάν και µόνον εάν ικανοποιεί την ιδιότητα του Lagrange σε αυτό το σηµείο. Και 

συνεχής σε ένα διάστηµα εάν και µόνον εάν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του 

διαστήµατος (Rusnock, 1999). 

 

Μία άλλη σηµαντική διάκριση που παρατήρησε ο Bolzano, αυτή µεταξύ της κατά 

σηµείο και της οµοιόµορφης συνέχειας σε ένα διάστηµα, µπορεί να προκλήθηκε 

από τη προσεκτική του ανάγνωση του Lagrange. Ο Lagrange στο 9ο των  Leçons 

sur le calcul  des  fonctions για το υπολογισµό του υπολοίπου Taylor χρησιµοποιεί 

ένα λήµµα σύµφωνα µε το οποίο αν οι τιµές της f΄ διατηρούν πρόσηµο και δεν 

γίνονται άπειρες και  f(0) = 0 , τότε αν το x αυξάνεται θετικά (αρνητικά) η f(x) έχει 

τιµές ίδιου (αντίθετου) προσήµου µε τη f΄. Στη απόδειξη του λήµµατος (σελ.60 σε 

αυτή τη εργασία) χρησιµοποιεί ότι το  

f(x+ni) - f(x) περιορίζεται  µεταξύ των ορίων  

if΄(x) + if΄(x+i) + if΄(x+2i) + …+ if΄(x +(n-1)i)  ±  niD 
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Σηµειώνοντας αρχικά και στη συνέχεια αγνοώντας το γεγονός ότι το V (η  

απόδειξη αρχίζει από τη σχέση f(x+) - f(x) = i [f΄(x)+V] )  είναι συνάρτηση τόσο 

του x όσο και του i ο  Lagrange οδηγεί σε ένα συµπέρασµα το οποίο – αν όχι γι 

αυτόν τουλάχιστον για τον Bolzano απαιτεί απόδειξη. Αν διαιρέσουµε τις 

ανισότητες του  Lagrange µε i , βλέπουµε ότι αυτό το συµπέρασµα ισοδυναµεί µε 

το να πούµε ότι η f´ είναι το οµοιόµορφο όριο του διαφορικού πηλίκου στο 

διάστηµα. Όταν στο II, παράγραφος 27 της Θεωρίας συναρτήσεων ο Bolzano 

ξεκίνησε να αποδείξει µία εκδοχή του θεµελιώδους θεωρήµατος του λογισµού, 

έκανε ότι καλύτερο µπορούσε για να γεµίσει αυτό το κενό, ανακοινώνοντας µε 

σταθερότητα και επιχειρώντας (ανεπιτυχώς) να αποδείξει ότι εάν µία συνάρτηση 

είναι συνεχώς διαφορίσιµη σε ένα κλειστό διάστηµα, τότε η f´ είναι το οµοιόµορφο 

όριο του διαφορικού πηλίκου εκεί.  Σε ένα χειρόγραφο που περιείχε διορθώσεις και 

προσθέσεις στην Θεωρία συναρτήσεων ο Bolzano ανακοίνωσε ένα ανάλογο 

αποτέλεσµα για συναρτήσεις συνεχείς σε ένα κλειστό διάστηµα (συνήθως καλείται 

θεώρηµα του Heine): εάν µία συνάρτηση είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα, 

τότε είναι οµοιόµορφα συνεχής σε αυτό. Σε αυτή τη περίπτωση, παρόλο που δεν 

παρείχε µία ικανοποιητική απόδειξη, ο Bolzano κατάφερε να παρέχει ένα χρήσιµο 

απόσπασµα µιας απόδειξης. Στο I, παράγραφος 13 της ίδιας  εργασίας, είχε 

σηµειώσει ότι το ίδιο δεν ισχύει για ανοικτό διάστηµα: 

«Απλά επειδή µία συνάρτηση F(x) είναι συνεχής για όλες τις τιµές της µεταβλητής 

της x που βρίσκονται µεταξύ a και b, δεν σηµαίνει ότι για όλα τα x µεταξύ αυτών 

των τιµών υπάρχει σταθερός αριθµός e ο οποίος είναι αρκετά µικρός έτσι ώστε να 

µπορεί κανείς να ισχυριστεί ότι το ∆x δεν πρέπει να παρθεί ποτέ µικρότερο κατ’ 

απόλυτη τιµή από το e προκειµένου να εξασφαλίσει ότι η διαφορά F(x + ∆x) - F(x)  

θα προκύψει µικρότερη από 1/N.» 

Αποδεικνύει τον ισχυρισµό του θεωρώντας τη συµπεριφορά της συνάρτησης  

 f(x) = 1/(1-x) σε ένα διάστηµα (a,1). 

Εδώ πάλι, σε ένα χάσµα που είχε υποδειχθεί από τον Lagrange αντιστοιχεί ένα 

απόσπασµα θεωρίας στην ανάλυση του  Bolzano (Rusnock, 1999, Rusnock & 

Kerr-Lawson, 2005). 
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Bolzano  και  Cauchy  

 

Έχει υποστηριχτεί από τον Grattan-Guinness (1970), ότι οι συµπτώσεις ανάµεσα 

στις εργασίες των Bolzano  και  Cauchy  είναι πολύ µεγάλες για να είναι τυχαίες  

και ότι ολόκληρο το πρόγραµµα του Cauchy περί αναγωγής του λογισµού στην 

αλγεβρική ανάλυση, και ο χειρισµός των βασικών εννοιών µέσω ανισοτήτων, δεν 

µπορούν να ερµηνευτούν µε όρους της προηγούµενης εργασίας του Cauchy. 

Συµπεραίνει ότι ο Cauchy είχε δει την εργασία του Bolzano και χρησιµοποίησε το 

υλικό χωρίς να τον αναφέρει. ∆ηλώνει επίσης ότι ο  Cauchy «δανείστηκε» τον 

ορισµό της συνεχούς συνάρτησης, το κριτήριο  Cauchy και την απόδειξη του 

θεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής για συνεχείς συναρτήσεις. 

Στον Edwards, επίσης  διαβάζουµε: «Το άρθρο του Bolzano δεν κυκλοφόρησε 

ευρέως µεταξύ των συγχρόνων του και η έκταση της επίδρασης του είναι 

ακαθόριστη. Παρόλα αυτά στο Cours d’analyse  ο Cauchy ουσιαστικά αντέγραψε 

(duplicated) τον ορισµό και τις άµεσες εφαρµογές της συνέχειας του Bolzano.» 

(Edwards, 1979). 

 

Ωστόσο σύµφωνα µε την Grabiner (1981) η κοινή επιρροή που είχαν από τους 

προγενέστερους τους είναι αρκετή για να ερµηνεύσει τις συγκεκριµένες οµοιότητες 

µεταξύ τους. Η επίδραση των προγενέστερων µαθηµατικών στον Bolzano ήταν 

παρόµοια µε την επίδραση που είχαν στον Cauchy. Πράγµατι, η ταυτόχρονη 

ανακάλυψη ορισµών και ιδιοτήτων µας καθιστά ικανούς να διαπιστώσουµε τι θα 

µπορούσε να είχε επιτευχθεί το 1820 και τι ρεύµατα στην µαθηµατική εργασία του 

18ου αιώνα έκαναν δυνατά τα επιτεύγµατα των Cauchy και  Bolzano.  

 

Ειδικότερα, όσον αφορά στο θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής, το οποίο σύµφωνα µε τον 

Grattan-Guinness, ο Cauchy «δανείστηκε» από τον Bolzano, κάτι τέτοιο δεν µπορεί 

να ισχύει γιατί ο Cauchy είχε διαβάσει ο ίδιος τον Lagrange που ρητά καλεί για µία 

απόδειξη µε αλγεβρικές µεθόδους. Επιπλέον η τεχνική της απόδειξης του Cauchy 

δεν µοιάζει καθόλου µε αυτήν του Bolzano. Ο Bolzano αρχίζει την απόδειξη του 

προσπαθώντας να αποδείξει ότι κάθε ακολουθία που έχει αυτό που ονοµάζουµε 

κριτήριο Cauchy έχει όριο. Χρησιµοποίησε αυτό το αποτέλεσµα για να δείξει ότι 

κάθε φραγµένο σύνολο πραγµατικών αριθµών έχει ένα ελάχιστο άνω φράγµα και 

µε αυτό το αποτέλεσµα απέδειξε το ισχυρότερο θεώρηµα για ζεύγη συναρτήσεων 
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που δηλώθηκε το 1798 από τον Lagrange. Τέλος, όπως ο Lagrange, παρήγαγε το 

θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής ως πόρισµα του ισχυρότερου θεωρήµατος. Ο Cauchy 

αµέσως µετά την απόδειξη συζητά πως η ίδια τεχνική µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

για τον υπολογισµό του σφάλµατος στην αντίστοιχη προσέγγιση.  

 

Την άποψη του Grattan-Guinness έχει απορρίψει αναλυτικά σε άρθρο του το 1971 

και ο Freudenthal. Μεταξύ των επιχειρηµάτων του αναφέρει ότι το κριτήριο 

σύγκλισης ήταν περισσότερο µια έκφραση λογικής βαθύτητας παρά ένα πρακτικό 

εργαλείο και ότι όσον αφορά στα ελάχιστα άνω φράγµατα δεν υπάρχει κανένα 

κοινό στοιχείο.  

 

Ο Bolzano επιχείρησε επίσης µία θεωρία πραγµατικών αριθµών 

συµπεριλαµβανοµένης και της ιδιότητας της πληρότητας. Η θεωρία του για τις 

αριθµητικές εκφράσεις, η οποία περιελάµβανε µέχρι και άπειρα µικρές και µεγάλες 

ποσότητες, αναπτύχθηκε µετά το 1830 και ήρθε στη δηµοσιότητα στα 1960. Ο 

Bolzano  δεν επηρέασε τους σύγχρονους του.  Εργαζόταν σε σχετική αποµόνωση 

στην Πράγα, δεν είχε σηµαντική καθηγητική θέση και ήταν περισσότερο γνωστός 

ως φιλόσοφος και θεολόγος και όχι ως µαθηµατικός (Grabiner, 1981).  
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Augustin Louis CAUCHY 1789-1857 

 
Ο  Cauchy  ήταν εξέχουσα µαθηµατική προσωπικότητα στο Παρίσι καθηγητής 

στην École Polytechnique η οποία  ήταν το πρώτο και πλέον επιστηµονικό ίδρυµα 

στην Ευρώπη. Ιδρύθηκε από την Επαναστατική κυβέρνηση το 1795. Οι ιδρυτές της 

αναγνώριζαν ότι η επιστήµη και τα µαθηµατικά ήταν πολύτιµα για το κράτος και 

ότι τα σχολεία και τα πανεπιστήµια έπρεπε να εκπαιδεύουν επιστήµονες και 

µηχανικούς. Οι περισσότεροι από τους κύριους µαθηµατικούς και µαθηµατικούς 

φυσικούς ήταν εκεί και πολλοί µαθηµατικοί διάβαζαν τα κείµενα των διαλέξεων 

αµέσως µόλις δηµοσιεύονταν. Το Παρίσι ήταν το κέντρο του µαθηµατικού κόσµου 

και σε αυτό συνέρεαν µαθηµατικοί από όλο το κόσµο. 

Συνεχίζοντας την παράδοση της École Polytechnique, συνέγραψε τρία σπουδαία 

εγχειρίδια τα: Cours d’ analyse de l’ école polytechnique (Μάθηµα Ανάλυσης της 

Πολυτεχνικής Σχολής) (1821),  Résumé des leçons données à l’ école royale 

polytechnique sur le calcul infinitésimal (Περίληψη των µαθηµάτων που δόθηκαν 

στη βασιλική πολυτεχνική σχολή για το απειροστικό λογισµό) (1823),  Leçons sur le 

calcul différentiel (Μαθήµατα στον διαφορικό λογισµό) (1829)  .  

Το όριο, η συνέχεια και η σύγκλιση πραγµατεύονται στο πρώτο, η παράγωγος και 

το ολοκλήρωµα στο δεύτερο.  

 

Tι εννοεί ο Cauchy µε τον όρο «άλγεβρα» φαίνεται στο Mémoire sur la résolution 

numérique des équations et sur la théorie de l’élimination, (Exercices 

mathématiques, 40e et 41e livraisons, (1829) στο Oeuvres complètes (2), IX, 87-

161).  

Πρόκειται για απλούς κανόνες επίλυσης εξισώσεων πρώτου και δεύτερου βαθµού, 

και σε ότι αφορά εξισώσεις όποιου βαθµού µία αλγεβρική εκδοχή του θεωρήµατος 

του Bolzano διατυπωµένη ως εξής: ένα πολυώνυµο που αλλάζει πρόσηµο ανάµεσα 

σε δύο πραγµατικές τιµές α και β µηδενίζεται για κάποια τιµή που ανήκει στο 

διάστηµα [α,β]. ∆ίνει σε τέσσερις γραµµές µια «απόδειξη» που βασίζεται στο 

γεγονός ότι «µεταβαλλόµενο κατά ανεπαίσθητους βαθµούς» το πολυώνυµο 

εξαφανίζεται αναγκαστικά τη στιγµή που περνά από θετικό σε αρνητικό ή 

αντίστροφα. Υποθέτοντας υπόρρητα ότι ένα πολυώνυµο είναι µία συνεχής 

συνάρτηση ο Cauchy δεν νοιώθει ότι χρησιµοποιεί µία έννοια ξένη προς τις 
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«πρώτες αρχές της Άλγεβρας». Η διάκριση του µεταξύ άλγεβρας και ανάλυσης δεν 

συµπίπτει µε αυτή του Lagrange που είναι πλησιέστερη προς τη σηµερινή. Οι 

«πρώτες αρχές» του συνιστούν περισσότερο ένα είδος χαρακτηρισµού για ένα 

αριθµό προτάσεων που κρίνονται θεµελιώδεις δηλαδή απαραίτητες για την 

απόδειξη ενός µεγάλου αριθµού άλλων προτάσεων διασκορπισµένων στο 

µαθηµατικό πεδίο και όχι περιορισµένων σε ένα µόνο τοµέα της θεωρίας 

εξισώσεων (Sinaceur, 1992).  

Ο  Cauchy έδωσε στην εργασία του µία λογική δοµή, βασίζοντας τις αποδείξεις 

των θεωρηµάτων στους ορισµούς του. Ωστόσο, οι τεχνικές του όφειλαν πάρα 

πολλά στην άλγεβρα. Αντιλήφθηκε ότι ήταν η άλγεβρα των ανισοτήτων και όχι 

των ισοτήτων που θα µπορούσε να παρέχει µία βάση για τον λογισµό. (Γι αυτό και 

στο  Cours  συστηµατοποίησε και παρείχε συγκεκριµένες ανισότητες που του 

χρειάζονταν για τις αποδείξεις του). 

 

Οι ανισότητες χρησιµοποιούντο ευρέως στις µεθόδους προσέγγισης που είχαν 

αναπτυχθεί τον 18ο αιώνα. Βασικοί  στόχοι των προσεγγίσεων ήταν η παραγωγή 

άπειρων αναλυτικών εκφράσεων για τις ρίζες όποιας πολυωνυµικής εξίσωσης και ο 

ακριβής υπολογισµός σφαλµάτων και µέτρων της ταχύτητας σύγκλισης. Το «ε» 

στις σύγχρονες αποδείξεις µπορεί να θεωρηθεί ως µία κληρονοµιά από την εποχή 

που οι ανισότητες ανήκαν στις προσεγγίσεις (πιθανόν από την γαλλική λέξη για το 

σφάλµα «erreur») και χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Cauchy  σε 

πολλές αποδείξεις του. 

  

Ο  Cauchy    έδωσε τον πρώτο αυστηρό ορισµό του ορίου και τον χρησιµοποίησε 

για να εγκαθιδρύσει µία αυστηρή θεωρία για την σύγκλιση σειρών, να ορίσει την 

συνέχεια και να αποδείξει το θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής για συνεχείς συναρτήσεις.  

Επίσης ήταν αυτός  που  έδωσε  αυστηρές  αποδείξεις  εισάγοντας  τις ε-δ 

µεθόδους  στην  ανάλυση.  

Η πρωτοτυπία των µεθόδων του και η ανωτερότητα της εργασίας του έναντι των 

προγενεστέρων του οδηγούν στο συµπέρασµα ότι ο Cauchy είναι σε εµφανή ρήξη 

µε το παρελθόν. Τα µαθηµατικά συχνά αναπτύσσονται µε την πρόσθεση νέων 

θεωριών ή µε τροποποιήσεις και διορθώσεις υπαρχόντων θεωριών.  Αλλά εδώ δεν 

πρόκειται για κάτι τέτοιο. Η εννοιολογική διαφορά µεταξύ της θεώρησης και της 

πρακτικής του λογισµού του 18ου αιώνα και του 19ου αιώνα είναι πολύ µεγάλη.  
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 Πριν τον Cauchy ο λογισµός ασχολείτο µε εκφράσεις. Τα αντικείµενα της νέας 

ανάλυσης του Cauchy  του 1821 δεν είναι εκφράσεις αλλά µεταβλητές ποσότητες. 

Τα αναλυτικά συµπεράσµατα δεν εξάγονται από  εκφράσεις αλλά από έννοιες 

ή από ιδιότητες (Grattan-Guinness, 1994). 

Ο Cauchy  (όπως και ο Weierstrass) προσπάθησε να επανεξετάσει τη θεµελίωση 

των µαθηµατικών. Επηρεάστηκε έντονα από την άποψη του Lagrange ότι ο 

λογισµός µπορούσε να αναχθεί στην άλγεβρα, αλλά δεν αποδέχθηκε την 

συγκεκριµένη θεµελίωση. Είχε κατανοήσει ότι «οι περισσότεροι [αλγεβρικοί] τύποι 

έχουν ισχύ µόνο κάτω από συγκεκριµένες προϋποθέσεις και για ειδικές τιµές των 

ποσοτήτων που περιέχουν» (Cours, 1821). Ειδικότερα, σχέσεις για άπειρες σειρές 

ισχύουν µόνον όταν οι σειρές συγκλίνουν (ibid). Παρατήρησε επιπλέον ότι 

διαφορετικές συναρτήσεις µπορεί να έχουν το ίδιο ανάπτυγµα σειράς Taylor,  για 

παράδειγµα οι   2xe− και    +  2xe− 2/1 xe− στο x = 0. 

 

Πολλοί µαθηµατικοί του 19ου αιώνα δεν αποδέχονταν πλέον την διαίσθηση ως 

µέρος µιας µαθηµατικής απόδειξης ή δεν επέτρεπαν την δύναµη του συµβολισµού 

να υποκαταστήσει την αυστηρότητα της απόδειξης. Βεβαίως πολλοί µαθηµατικοί 

συχνά αξιοποιούσαν αποδοτικές µεθόδους χωρίς την µέγιστη δυνατή αυστηρότητα. 

Ο ίδιος ο Cauchy δεν ήταν πάντα µε συνέπεια αυστηρός στις ερευνητικές του 

εργασίες. Ωστόσο, η αυστηρότητα στην ανάλυση ήταν ένας ρητά διατυπωµένος 

στόχος του. Θεωρούσε την απόδειξη ενός θεωρήµατος  αυστηρή όταν κάθε βήµα  

αιτιολογείται µε ένα αξίωµα, ή µε ένα ορισµό ή µε ένα προηγούµενο 

αποδεδειγµένο θεώρηµα. Επιπλέον,  η επιλογή των ορισµών και των θεωρηµάτων 

προς απόδειξη πρέπει να είναι επαρκώς ευρεία προκειµένου όλα τα έγκυρα 

αποτελέσµατα να αιτιολογηθούν επαρκώς.   

 

Ο  Cauchy ρητά διέκρινε µεταξύ ευρετικής και αιτιολόγησης. ∆ιαχώριζε την 

ανακάλυψη αποτελεσµάτων µέσω της «γενικότητας της άλγεβρας» δηλαδή την 

ανακάλυψη αποτελεσµάτων µέσω εξαγωγής συµπερασµάτων από πεπερασµένες 

συµβολικές εκφράσεις σε άπειρες ή από πραγµατικές σε µιγαδικές, από την 

απόδειξη των θεωρηµάτων. Η αυστηρότητα της γεωµετρίας, δηλαδή η λογική δοµή 

της ήταν το ιδεώδες του (Cours d’ analyse, 1821).  

 

                                                              41 
 



 

Περιέγραψε το µεθοδολογικό του ιδεώδες ως εξής: 

« Όσον αφορά στις µεθόδους, επεδίωξα να τους παρέχω όλη την αυστηρότητα η 

οποία υπάρχει στην γεωµετρία, έτσι ώστε να µην αναφέροµαι ποτέ σε αιτίες 

προερχόµενες από την γενικότητα της άλγεβρας. Τέτοιου είδους αιτίες, αν και πολύ 

συχνά γίνονται αποδεκτές, ειδικά περνώντας από συγκλίνουσες σειρές σε 

αποκλίνουσες, και από πραγµατικές ποσότητες σε µιγαδικές εκφράσεις, µπορούν 

να θεωρηθούν µόνο... ως επαγωγές, µερικές φορές κατάλληλες για να δείξουν την 

αλήθεια, αλλά έχουσες µικρή συµφωνία µε την πολύ επαινούµενη ακρίβεια των 

µαθηµατικών επιστηµών... Οι περισσότεροι [αλγεβρικοί] τύποι έχουν ισχύ µόνο 

κάτω από συγκεκριµένες προϋποθέσεις, και για συγκεκριµένες τιµές των 

ποσοτήτων τις οποίες περιέχουν. Καθορίζοντας αυτές τις προϋποθέσεις και αυτές 

τις τιµές, και καθορίζοντας µε ακρίβεια το νόηµα όλων των συµβολισµών που 

χρησιµοποιώ, κάνω να εξαφανιστεί κάθε αβεβαιότητα» (ibid).  

Τέλος, χαρακτηριστική είναι η γνωστή «απόδειξη» το 1821, του λανθασµένου 

θεωρήµατος ότι µία άπειρη σειρά συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής. Απόδειξη 

για την οποία υπάρχουν αντικρουόµενες απόψεις από τους ιστορικούς των 

µαθηµατικών.  

 

 

 

Όρια και Σύγκλιση 

 

Στην επιτυχή θεµελίωση του λογισµού κεντρικό ρόλο έπαιξε η ταυτόχρονη 

αναγνώριση από τον Cauchy δύο γεγονότων: 

1. Η έννοια του ορίου του 18ου αιώνα µπορούσε να γίνει κατανοητή µε όρους 

ανισοτήτων 

2. Αφού γίνει αυτό, όλος ο λογισµός µπορούσε να βασιστεί στα όρια 

µετασχηµατίζοντας ως εκ τούτου προηγούµενα αποτελέσµατα για τις συνεχείς 

συναρτήσεις, άπειρες σειρές, παράγωγο και ολοκληρώµατα σε θεωρήµατα 

(Grabiner, 1981). 
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Προηγούµενες αντιλήψεις για το όριο 

 

Ορισµοί του ορίου είχαν ήδη δοθεί από προηγούµενους µαθηµατικούς αλλά η 

έννοια δεν ήταν κατανοητή και η εγκυρότητα των τεχνικών που είχαν αναπτυχθεί 

για τη διαφόριση, τον υπολογισµό λόγων διαφορικών και τον υπολογισµό 

ολοκληρωµάτων δεν είχε αποδειχθεί µέσω της έννοιας του ορίου.  

Η έννοια του ορίου εκφράστηκε από τον Newton στο Principia, θεωρήθηκε από 

τους Robins, D’ Alembert,  L’ Huilier ως βασική έννοια του λογισµού και ως 

τέτοια εµφανίστηκε στα εγχειρίδια του  Lacroix. Παρόλα αυτά έλειπε η ακρίβεια 

στη διατύπωση του. Αυτό οφείλετο στο γεγονός ότι βασιζόταν στη γεωµετρική 

διαίσθηση. Όταν ζητούντο επεξηγήσεις της έννοιας, το πιο πιθανό να έρθει στο 

µυαλό ήταν ο κύκλος ορισµένος ως το όριο ενός πολυγώνου. Μία τέτοια εικόνα 

έγειρε ερωτήµατα: Οι πλευρές του πολυγώνου θα ταυτιστούν µε τα σηµεία που 

αντιπροσωπεύουν τον κύκλο µέσω αυτής της προσέγγισης; Γίνεται ποτέ το 

πολύγωνο κύκλος; Οι ιδιότητες  του πολυγώνου είναι ίδιες µε αυτές του κύκλου ;  

(Boyer, 1949). 

∆εν θα µπορούσε να είναι αλλιώς, αφού αυτή τη περίοδο οι ιδέες της αριθµητικής 

και της άλγεβρας είχαν καθιερωθεί κυρίως σε ιδέες γεωµετρικού µεγέθους. Ο 

λογισµός ερµηνεύετο από τους εφευρέτες του ως ένα εργαλείο που χειρίζεται 

σχέσεις µεταξύ ποσοτήτων που εµπλέκονται σε γεωµετρικά προβλήµατα. 

 

Οι Euler και Lagrange είναι εξαιρέσεις αυτού του κανόνα επειδή προσπάθησαν να 

καθιερώσουν ένα λογισµό βασισµένο στον φορµαλισµό της έννοιας της αναλυτικής 

συνάρτησης. Και αυτοί όµως απέρριψαν την ιδέα του ορίου. Επιπλέον, 

ασυναίσθητα επηρεάστηκαν από τις προκαταλήψεις της γεωµετρικής διαίσθησης, 

όταν συµπέραναν άκριτα ότι οι µέθοδοι τους ήταν εφαρµόσιµες σε όλες τις 

συνεχείς καµπύλες (Boyer, 1949). 

 

Ο D’ Alembert  θεώρησε τη µέθοδο των ορίων ως θεµελιώδη στο λογισµό και 

µετέφρασε την πρόταση του  Newton “prime and ultimate ratio” όχι κυριολεκτικά  

ως πρώτο ή έσχατο λόγο δύο ποσοτήτων ακριβώς τη στιγµή που έρχονται στην 

ύπαρξη αλλά ως ένα όριο. Μια ποσότητα καλείται όριο µιας άλλης αν η δεύτερη 

µπορεί να προσεγγίσει την πρώτη πλησιέστερα από όποια δοθείσα ποσότητα, ή 
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έτσι ώστε η διαφορά µεταξύ τους να είναι απολύτως µη προσδιορίσιµη (absolutely 

inassignable)  (Boyer, 1949).  

Ο ορισµός του D’ Alembert εµφανίζεται στην Encyclopédie (1758) µαζί µε τον 

αντίστοιχο ορισµό του de la Chapelle σε άρθρο µε τίτλο «Όριο»:  

«Ένα µέγεθος  λέγεται ότι είναι το όριο ενός άλλου µεγέθους όταν το δεύτερο 

µπορεί να προσεγγίσει κοντά στο πρώτο κατά ένα µικρό µέγεθος, όσο µικρό και να 

υποτεθεί το [δοθέν] µέγεθος. Παρόλα αυτά, χωρίς το µέγεθος που προσεγγίζει να 

είναι ποτέ ικανό να ξεπεράσει το µέγεθος το οποίο προσεγγίζει, έτσι ώστε η 

διαφορά µεταξύ µιας ποσότητας και του ορίου της είναι απολύτως µη 

προσδιορίσιµη.... Κατάλληλα µιλώντας, το όριο ποτέ δεν συµπίπτει ούτε ποτέ 

γίνεται ίσο µε την ποσότητα της οποίας είναι το όριο, αλλά η δεύτερη µπορεί πάντα 

να προσεγγίσει πλησιέστερα και πλησιέστερα, και µπορεί να διαφέρει από αυτό 

όσο λίγο επιθυµούµε» (Η πρώτη πρόταση είναι του de la Chapelle και η δεύτερη 

του D’ Alembert).  

Σύµφωνα µε τον D’ Alembert το διαφορικό πηλίκο είναι το όριο του λόγου των 

πεπερασµένων διαφορών.  

«Η διαφόριση εξισώσεων συνίσταται απλά στην εύρεση των ορίων του λόγου των 

πεπερασµένων διαφορών των δύο µεταβλητών που περιλαµβάνονται στην 

εξίσωση» (Différentiel, σελ.977). Αυτό θεωρούσε ότι είναι η αληθινή µεταφυσική 

του λογισµού, παραδεχόµενος, παρεµπιπτόντως, ότι αυτό ήταν πολύ πιο δύσκολο 

να αναπτυχθεί παρά οι κανόνες εφαρµογής (Boyer, 1949).  

Ο D’ Alembert ήθελε να απελευθερώσει το όριο από τη φυσική, να το κάνει 

αλγεβρική έννοια. Για τον υπολογισµό της κλίσης της εφαπτοµένης της y2 = ax , 

υπολόγιζε στην κλίσης της τέµνουσας a/2y+z. Αφού µπορούµε να πάρουµε το z 

όσο µικρό θέλουµε, µπορούµε να κάνουµε τον λόγο  a/2y+z να πλησιάζει το  a/2y 

όσο κοντά επιθυµούµε. Άρα το a/2y είναι το όριο και άρα η κλίση της εφαπτοµένης 

(Struik, 1969). 

Εξαιτίας της γεωµετρικής του ιδεολογίας, η επεξεργασία του D’ Alembert της 

έννοιας του ορίου στερείτο σαφούς φρασεολογίας η οποία είναι απαραίτητη για 

να το κάνει αποδεκτό ως υποκατάστατο της απειροστικής ερµηνείας. Έτσι το να 

πει κανείς σύµφωνα µε τον D’ Alembert ότι η τέµνουσα γίνεται εφαπτοµένη όταν 

τα δύο σηµεία είναι ένα και γι αυτό είναι το όριο της τέµνουσας  επιβάλλει την 

αναγκαιότητα της οπτικοποίησης της διαδικασίας µε την οποία τα δύο σηµεία 
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γίνονται ένα, αφήνοντας έτσι την ερµηνεία ανοικτή στη κριτική του Ζήνωνα 

(Boyer, 1949).  

Ο  Sylvestre Lacroix (1765-1843) διάδοχος του Lagrange στην École 

Polytechnique το 1799, έγραψε µία πραγµατεία τριών τόµων µε τον τίτλο Traité du 

calcul différentiel et du calcul intégral (Πραγµατεία του διαφορικού λογισµού και 

του ολοκληρωτικού λογισµού). Ήταν το πιο φηµισµένο και φιλόδοξο βιβλίο που 

είχε εµφανιστεί ως τότε.  Στην εισαγωγή δήλωνε ότι τον ενέπνευσε η νέα µέθοδος 

του Lagrange αλλά ερµήνευε την µέθοδο των σειρών του Lagrange µε όρους ορίων 

του D’Alembert και του L’Huilier. Συγκάλυψε όµως τη σηµασία αυτής της σχέσης 

µιλώντας για το όριο αποκλινόντων σειρών, ακολουθώντας τον Euler στη µελέτη 

τέτοιων άπειρων σειρών όπως 1-1+2-6+24-120+... (Traité III, 389). Παραδεχόταν 

ανοικτά ότι έκανε χρήση απειροστών  (Traité Ι, 242). Παρόλο που αποδέχτηκε τη 

µεταφυσική του Lagrange υιοθέτησε το διαφορικό συµβολισµό του Leibniz. Αυτό 

το γεγονός του προκαλούσε σύγχυση στη σκέψη και τον οδήγησε όπως και τον 

Euler να θεωρήσει το διαφορικό συντελεστή (όπως τον ονόµαζε) ως λόγο 

µηδενικών  (Traité Ι, 344) (Boyer, 1949). 

Προκειµένου να διευκολύνει τη µελέτη των φοιτητών της µαθηµατικής φιλολογίας, 

παρουσίασε δίπλα δίπλα τις προσεγγίσεις και τους συµβολισµούς των Newton, 

Leibniz και  Lagrange. Για παράδειγµα το dy/dx  το εµφάνιζε είτε ως όριο, είτε ως 

λόγο απειροστών είτε ως τον συντελεστή του πρωτοβάθµιου όρου στις σειρές 

Taylor, ισχυριζόµενος ότι µπορούσε να δειχθεί ότι όλα είναι ισοδύναµα (Grabiner, 

1981).Ο Laplace επαίνεσε αυτή τη συµπεριφορά λέγοντας ότι µία τέτοια  

αντιπαραβολή µεθόδων εξυπηρετούσε αµοιβαίες αποσαφηνίσεις και πιθανόν η 

αληθινή µεταφυσική ήταν ότι είχαν κοινό. (Letter to Lacroix, δηµοσιευµένο στο Le 

Nouveau Traité du calcul différentiel, 2η εκδ., πρόλογος, σελ. XIX). Φαίνεται 

πάντως ότι αυτή την εποχή αυτό ήταν οικτρό λάθος και οδήγησε σε σύγχυση της 

σκέψης σε ένα αντικείµενο ακριβώς τη στιγµή που αυτό που χρειαζόταν ήταν η 

λογική ακρίβεια (Boyer, 1949). 

 Αυτή η πραγµατεία παρέχει µία καθαρή εικόνα των εναλλακτικών προσεγγίσεων 

που συνυπήρχαν πριν δύο αιώνες στο κόσµο των µαθηµατικών (Grattan-Guinness, 

1994). 

 

 

 

                                                              45 
 



 

Σε σύνολο 28 εκδόσεων που εµφανίστηκαν από το 1754 έως το 1784, τα 15 

ερµήνευαν τον λογισµό µε την ορολογία του Leibniz, 6 µε όρους ορίων, 4 µε όρους 

των µηδενικών του  Euler, 2 µε  όρους  ροών  και  ένα του  Lagrange, µε τη  

µέθοδο  του   (Boyer, 1949). 

 

 Στο ακόµα πιο δηµοφιλές του έργο το 1802, Traité élémentaire, µία σύντµηση του 

προηγούµενου έργου του, ο Lacroix παρέλειψε τη µέθοδο του Lagrange και έκανε 

βασική την ερµηνεία µε όρους ορίου, πάλι βέβαια µε έλλειψη αυστηρότητας η 

οποία καθιστούσε δυνατή την ερµηνεία µε όρους απειροστών. Η επιτυχία αυτής 

της εργασίας η οποία κυκλοφόρησε σε πολλές εκδόσεις, η ένατη γαλλική  έκδοση 

έγινε το 1881, και µεταφράστηκε σε πολλές γλώσσες, οδήγησε σε άλλα κείµενα 

του ίδιου τύπου. Και µέσω αυτών των κειµένων η µέθοδος των ορίων έγινε οικεία, 

αν και όχι αυστηρή. Μέσω αυτών των κειµένων ο συµβολισµός του Leibniz  και η 

αρχή  των ορίων εκτόπισε στην Αγγλία τη µέθοδο των ροών και ερµηνείες του 

άπειρα µικρού που είχαν οδηγηθεί σε αδιέξοδο (Boyer, 1949). 

 

 

Στη σκέψη του Cauchy, όπως και του Bolzano η έννοια του ορίου έγινε 

καθαρά και οριστικά αριθµητική . Ο ορισµός του Cauchy έκανε έκκληση στις 

έννοιες του αριθµού, της µεταβλητής και της συνάρτησης, και όχι στις 

διαισθήσεις της γεωµετρίας και της κίνησης. 

 

Η έννοια του ορίου ορίζεται για µεταβλητές στο Cours d’ Analyse  (1821):   

«Όταν οι διαδοχικές τιµές που αποδίδονται µε µία µεταβλητή προσεγγίζουν 

επ’αόριστον µία σταθερή τιµή έτσι ώστε να καταλήγουν να διαφέρουν από αυτή 

όσο επιθυµεί κανείς, αυτή η τελευταία σταθερή τιµή καλείται το όριο των άλλων. 

Έτσι για παράδειγµα, ένας άρρητος αριθµός είναι το όριο διάφορων κλασµάτων 

που παρέχουν όλο και περισσότερο προσεγγιστικές τιµές αυτού» (Edwards, 1979).  

Συγκρίνοντας τον ορισµό του ορίου των D’ Alembert και de la Chapelle µε αυτόν 

του Cauchy παρατηρούµε τα εξής: 

- Οι προηγούµενοι ορισµοί δεν µεταφράστηκαν σε ανισότητες και ακόµα πιο 

σηµαντικό δεν χρησιµοποιήθηκαν σχεδόν ποτέ για να αποδειχθεί κάτι ουσιώδες. 

- Ο όρος µέγεθος είναι λιγότερο ακριβής από τον όρο µεταβλητή του Cauchy. 
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- Οι D’ Alembert και de la Chapelle θέτουν δύο πολύ ισχυρούς περιορισµούς:  το 

µέγεθος ποτέ δεν ξεπερνά το όριο του και ποτέ δεν µπορεί να γίνει ίσο µε το όριο 

του. (Το 1810 ο L’ Huilier εγκατέλειψε την απαίτηση «ποτέ δεν ξεπερνά το όριο 

της»). 

- Ο Cauchy όταν χρησιµοποιεί τον ορισµό του ορίου σε µια απόδειξη συχνά το 

µεταφράζει στη γλώσσα των ανισοτήτων. Ένα τέτοιο παράδειγµα, είναι η 

µετάφραση της δήλωσης «το όριο, καθώς το x πάει το άπειρο του f(x+1) - f(x) 

είναι κάποιος πεπερασµένος αριθµός k» ως εξής: «Αφού οι αυξανόµενες τιµές του 

x θα κάνουν τη διαφορά  f(x+1) - f(x) να συγκλίνει στο όριο k, µπορούµε να 

δώσουµε στο h µια τιµή επαρκώς µεγάλη ώστε, αν το x είναι µεγαλύτερο ή ίσο του 

h, η εν λόγω διαφορά περικλείεται µεταξύ  k - ε και k +ε» (Cours, 1821). 

 

Το όριο σειρών,  για  σειρές  µε όρους u0, u1, u2, ... ορίζεται:                             

«Έστω  sn=u0+u1+u2 + …+un-1   το άθροισµα των πρώτων n όρων , n ακέραιος. Αν, 

για αυξάνουσες τιµές του n το άθροισµα sn προσεγγίζει ένα συγκεκριµένο όριο s η 

σειρά θα καλείται συγκλίνουσα και το υπό συζήτηση όριο θα καλείται το άθροισµα 

της σειράς» (ibid). 

  

Η ανάλυση του Cauchy ασχολείται µε σειρές συναρτήσεων, οι σειρές αριθµών 

εµφανίζονται ως ειδικές περιπτώσεις  (Grattan-Guinness, 1994). 

 

Τα απειροστά δεν εµφανίζονται στους ορισµούς, αλλά εισάγονται ως χρήσιµα 

εργαλεία,  για πρώτη φορά στο  περίφηµο κριτήριο σύγκλισης  στο Cours: 

 «µε άλλα λόγια, είναι απαραίτητο και επαρκές ότι για άπειρα µεγάλες τιµές του 

αριθµού  n, τα αθροίσµατα sn, sn+1, sn+2, να διαφέρουν από το όριο s και κατά 

συνέπεια και µεταξύ τους, κατά άπειρα µικρές ποσότητες». (Η συνθήκη ότι sn - sm 

να είναι άπειρα µικρή για άπειρα µεγάλα n,m είναι επαρκής και αναγκαία συνθήκη 

για τη σύγκλιση είχε διατυπωθεί και χρησιµοποιηθεί από τον Euler από το 1735)  

(Laugwitz, 1987).  
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Συνέχεια 

 

Ο Cauchy δεν ορίζει την κατά σηµείο συνέχεια. Υπάρχουν ορισµοί σφαιρικής 

συνέχειας (σε διάστηµα) και ένα είδος τοπικής συνέχειας (σε µία περιοχή µιας 

συγκεκριµένης τιµής).  

 

Η σφαιρική συνέχεια ορίζεται για συναρτήσεις σε διαστήµατα µε άκρα  (Cauchy, 

1821) : 

«Si, en partant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à la variable 

x un accroissement infiniment petit a, la fonction elle- même recevra pour 

accroissement la différence f(x + a) - f(x), 

qui dépendra en même temps de la nouvelle variable a et de la valeur de x. Cela 

posé, la fonction f(x) sera, entre les deux limites assignées à la variable x, fonction 

continue de cette  variable,  si,  pour  chaque  valeur de x  intermédiaire  entre ces  

limites,  la valeur numérique de la différence f(x + a) - f(x) décroît indéfiniment 

avec celle de a. En d’autres termes, la fonction f(x) restera continue par rapport à x 

entre les limites données, si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit de 

la variable produit toujours un accroissement petit de la fonction elle-même.» (η 

έµφαση από τον Cauchy) (Laugwitz, 1987).  

«Αν αρχίζοντας από µία τιµή του x που περιλαµβάνεται µεταξύ αυτών των ορίων 

εκχωρήσει κάποιος στη µεταβλητή  x µία άπειρα µικρή αύξηση  a, η ίδια η 

συνάρτηση θα πάρει ως αύξηση τη διαφορά f(x + a) - f(x), η οποία θα εξαρτάται 

ταυτοχρόνως από τη νέα µεταβλητή a και από τη τιµή του x.  Με αυτό δεδοµένο η 

συνάρτηση  f(x) θα είναι, µεταξύ των δύο ορίων που εκχωρήθηκαν στη µεταβλητή 

x, µια συνεχής συνάρτηση της µεταβλητής αν για κάθε ενδιάµεση τιµή του x 

µεταξύ αυτών των ορίων, η  αριθµητική τιµή της διαφοράς  f(x+a) - f(x) 

ελαττώνεται επ’αόριστον µε αυτή του a. Με άλλους όρους, η συνάρτηση f(x) θα 

παραµείνει συνεχής ως προς το x ανάµεσα στα δοθέντα όρια, εάν, µεταξύ αυτών των 

ορίων, µία άπειρα µικρή µεταβολή της µεταβλητής παράγει πάντα µία άπειρα µικρή 

µεταβολή της ίδιας της συνάρτησης».  

 

Η τελευταία πρόταση µε τα πλάγια γράµµατα δεν αναφέρεται σε σταθερά 

απειροστά. Λέει απλά ότι η µεταβλητή f(x+a) - f(x) είναι µία άπειρα µικρή 

ποσότητα (όπως ορίστηκε προηγουµένως) οποτεδήποτε η µεταβλητή a είναι, 
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δηλαδή ότι η f(x+a) - f(x) προσεγγίζει το µηδέν όπως και το a. Έτσι, ο Cauchy 

χρησιµοποιεί την  δήλωση «f(x+a) - f(x) είναι άπειρα µικρό όταν το a είναι» µε τον 

ίδιο τρόπο που το κάνει κανείς συχνά σήµερα - ως µία συντόµευση µιας 

περισσότερη περίπλοκης δήλωσης που περιέχει όρια  (Edwards, 1979). 

 

 

Αµέσως µετά ακολουθεί ο ορισµός της τοπικής συνέχειας.  

“On dit encore que la fonction f(x) est, dans le voisinage d’une valeur particulière 

attribuée à la variable x , fonction continue de cette variable, toutes les fois qu’elle 

est continue entre deux limites de x, même très rapprochées, qui renferment la 

valeur dont il s’agit.” 

«Λέµε ακόµα ότι η συνάρτηση f(x) είναι, στη περιοχή µιας συγκεκριµένης τιµής 

αποδιδοµένης στη µεταβλητή  x, συνεχής συνάρτηση αυτής της µεταβλητής, κάθε 

φορά που είναι συνεχής µεταξύ δύο ορίων του x, ακόµα και πολύ κοντινών, που  

περικλείουν την τιµή για την οποία πρόκειται». 

[Η αντίστοιχη µετάφραση στα αγγλικά, σύµφωνα µε τους  Laugwitz, 1987 και 

Grabiner, 1981, αποδίδει το «comprise» ως «included» δηλαδή αν c 

περιλαµβάνεται µεταξύ των ορίων (δηλ. φραγµάτων) a και b τότε a ≤  c ≤ b  και το 

«renfermé» ως  «lying between»  δηλαδή το c κείται µεταξύ των a και b αν a<c<b]. 

Αυτό σηµαίνει ότι η  f(x) είναι συνεχής στη περιοχή µιας συγκεκριµένης τιµής του 

x, έστω για x = x0, εάν υπάρχουν a , b  µε a < x0 < b έτσι ώστε η  f(x) να είναι 

συνεχής µεταξύ των ορίων a και b. Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο Cauchy ρητά µιλά 

για συγκεκριµένη τιµή του x όποτε το εννοεί. Αλλιώς το valeur (τιµή) θα µπορούσε 

να σηµαίνει το ίδιο όπως variable (µεταβλητή) (Laugwitz, 1987). 

Βρίσκουµε επίσης στο Résumé des leçons (Cauchy, 1823) τον ακόλουθο ορισµό: 

“Lorsque, la fonction f(x) admettant une valeur unique et finie pour toutes les 

valeurs de x comprises entre deux limites données, la différence f(x + i) - f(x) est 

toujours entre ces limites une quantité infiniment petite, on dit que f(x) est fonction 

continue de la variable x entre les limites dont il s’agit.” «Όταν, η συνάρτηση f(x) 

δεχόµενη µία τιµή µοναδική και πεπερασµένη για όλες τις τιµές του x που 

περιλαµβάνονται ανάµεσα σε δύο δεδοµένα όρια, η διαφορά f(x + i) - f(x) είναι 

πάντα ανάµεσα σε αυτά τα όρια µία ποσότητα άπειρα µικρή, λέµε ότι η  f(x) είναι 

συνεχής συνάρτηση της µεταβλητής x µέσα στα όρια για τα οποία πρόκειται» 
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(∆ηλαδή  µια συνάρτηση f(x) είναι συνεχής µέσα σε δοσµένα όρια αν µεταξύ 

αυτών των ορίων µια άπειρα µικρή αύξηση  i της µεταβλητής x παράγει πάντα 

µικρή αύξηση f(x+i) - f(x) της ίδιας της συνάρτησης).  Σύµφωνα µε τον Boyer 

(1949) οι εκφράσεις άπειρα µικρές πρέπει εδώ να γίνουν κατανοητές όπως και σε 

όλη την εργασία του Cauchy, µε όρους που επ’αόριστον µικρού και των ορίων: 

δηλαδή η  f(x) είναι συνεχής στο διάστηµα, αν το όριο της µεταβλητής  f(x) καθώς 

το x προσεγγίζει το a είναι f(a), για οποιαδήποτε τιµή σε αυτό το διάστηµα. Σε 

αυτό τον ορισµό η θεώρηση των προηγούµενων αιώνων αντιστρέφεται.  Ο 

Newton (υπόρρητα) και ο  Leibniz (ρητά) βάσιζαν την εγκυρότητα του λογισµού 

στην υπόθεση, την οποία η ελληνική σκέψη είχε αποφύγει, ότι εξαιτίας µιας 

ασαφούς αίσθησης συνέχειας, οι οριακές καταστάσεις θα υπακούουν στους ίδιους 

κανόνες µε αυτούς που ακολουθούν οι µεταβλητές που τις προσεγγίζουν. Ο 

Cauchy έκανε την έννοια της συνέχειας ακριβώς µαθηµατική και έδειξε ότι αυτή 

εξαρτάται από την ιδέα του ορίου και όχι αντίστροφα. Επιπλέον, η ουσία της δεν 

βρίσκεται σε κάποιο ασαφή συνδυασµό ή ενότητα ή σύµπτωση των µερών, όπως 

φαίνεται να υπονοεί η διαίσθηση αλλά σε τυπικές ξεχωριστές αριθµητικές σχέσεις, 

οι οποίες µετά έγιναν αντικείµενο επεξεργασίας στην θεωρία συνόλων και µε τη 

σειρά τους οδήγησαν στον ορισµό του συνεχούς (continuum) (Boyer, 1949). 

 

O Cauchy (Cours, 1821) συζητά µετά την συνέχεια σύνθεσης συνεχών 

συναρτήσεων. Ωστόσο, σφάλλει στην επιχειρούµενη απόδειξη ότι µία συνεχής 

συνάρτηση από διαφορετικές  συνεχείς παραγώγους είναι συνεχής, πιστεύοντας 

λανθασµένα ότι έχει αποδείξει ότι  f(x,y,z) είναι συνεχής δηλαδή ότι   

lim f(x+α, y+β, z+γ) = f(x,y,z)  

α,β,γ → 0 

µε τη προϋπόθεση ότι η f είναι συνεχής σε κάθε µία από τις ανεξάρτητες 

µεταβλητές x,y,z, ξεχωριστά (Edwards, 1979). 

 

O Cauchy δηλώνει το θεώρηµα ενδιάµεσων τιµών ως Θεώρηµα IV: (παρατίθεται 

στο παράρτηµα)  

Εάν f(x) είναι συνεχής στο διάστηµα [x0,X] και b είναι ένας αριθµός µεταξύ  f(x0) 

και f(X), τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο x του διαστήµατος  τέτοιο  ώστε  

f(x) = b. 
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Παρέχει µια διαισθητική γεωµετρική απόδειξη, αλλά µία σηµείωση στην 

αριθµητική επίλυση εξισώσεων (Cours, 1821) περιλαµβάνει µία εναλλακτική 

απόδειξη µέσω «µιας µεθόδου άµεσης και καθαρά αναλυτικής»  

Παίρνοντας b=0 και m ακέραιο µεγαλύτερο του ένα, αρχικά υποδιαιρεί το [x0,X] 

σε m ίσα υποδιαστήµατα. Αφού η f(x) αλλάζει πρόσηµο στο [x0,X] πρέπει να 

αλλάζει πρόσηµο σε κάποιο υποδιάστηµα [x1,X1].  Στη συνέχεια το [x1,X1] 

υποδιαιρείται σε m ίσα υποδιαστήµατα, σε ένα από τα οποία, έστω το[x2, X2] η f(x) 

πάλι αλλάζει πρόσηµο. Συνεχίζοντας µε αυτό τον τρόπο κατασκευάζει µία αύξουσα 

ακολουθία {xn}   σηµείων του [x∞
1 0,X] τέτοια ώστε κάθε τιµή f(xn) έχει το ίδιο 

πρόσηµο µε το f(x0) και µία φθίνουσα ακολουθία {Xn}  τέτοια ώστε κάθε f(X∞
1 n) 

έχει το ίδιο πρόσηµο µε το f(X). Επειδή Xn - xn=(X-x0)/mn 0 καθώς το n →→ ∞ , 

συµπεραίνει ότι αυτές οι δύο ακολουθίες συγκλίνουν σε ένα κοινό οριακό σηµείο a 

που ανήκει στο (x0, X). Λόγω της συνέχειας,  f(xn) > 0 (έστω) για κάθε  n 

υποδηλώνει f(a) = lim f(xn) ≥ 0, ενώ  f(Xn) < 0 υποδηλώνει f(a) 0.  Συνεπάγεται 

λοιπόν ότι f(a) = 0.  (Edwards, 1979). 

≤

Η απόδειξη οφείλεται σε µία ειδική προσεγγιστική διαδικασία, απλή αλλά 

επαναστατική και είναι  χαρακτηριστική της αλλαγής οπτικής που επέφερε ο 

Cauchy: Ο Cauchy µετέτρεψε την προσεγγιστική τεχνική σε κάτι τελείως 

διαφορετικό, σε µία απόδειξη ύπαρξης του ορίου (Grabiner, 1981). 

 

 

Τα βασικά επιτεύγµατα των Cauchy και  Bolzano όσον αφορά στην συνέχεια 

ήταν: 

1.  Επέλεξαν την βασική ιδιότητα για να ορίσουν τις συνεχείς συναρτήσεις 

2.  Μετέφρασαν αυτή την ιδιότητα σε ακριβή ορισµό βασισµένο στις ανισότητες 

3.  Χρησιµοποίησαν τον ορισµό ως τη βάση της απόδειξης θεωρηµάτων για 

συνεχείς συναρτήσεις.   
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Συγκλίνουσες σειρές Θεώρηµα Ι  

 

Οι µαθηµατικοί του 18ου αιώνα είχαν δείξει τυπικά πολλά αποτελέσµατα - 

αθροίσµατα, γινόµενα - για τις δυναµοσειρές και τις χρησιµοποιούσαν στην εύρεση 

ριζών αλγεβρικών εξισώσεων, στην επίλυση διαφορικών εξισώσεων και στον 

υπολογισµό ορισµένων ολοκληρωµάτων.  

Ο Lagrange, παρόλο που είχε παράγει την πρώτη ρητή µορφή του υπολοίπου των 

σειρών Taylor, δεν παρείχε καµία γενική θεωρία σύγκλισης. Ο D’ Alembert 

χρησιµοποιούσε το κριτήριο του λόγου αλλά µόνο για τις διωνυµικές σειρές, η 

αυστηρή έρευνα του  Gauss το 1813 για τη σύγκλιση αφορούσε µόνο τις 

υπεργεωµετρικές σειρές. Η θεωρία του Cauchy ήταν εντελώς γενική (Grabiner, 

1981). 

 

 

H έννοια της σύγκλισης είναι σηµαντική για δύο λόγους: 

1.  Είναι η πιο λεπτοµερής εφαρµογή από τον Cauchy της έννοιας του ορίου 

2.  Ήταν ο πρώτος που δεν αντιµετώπιζε τις σειρές ως µία επέκταση της άλγεβρας 

των πολυωνύµων.  

Συνοπτικά, όρισε το άθροισµα συγκλίνουσας σειράς, διατύπωσε το κριτήριο  

Cauchy και απέδειξε ότι ήταν αναγκαία προϋπόθεση για την σύγκλιση, και δήλωσε 

και έδειξε µέσω παραδειγµάτων ότι ήταν και επαρκές – παρόλο που δεν το 

απέδειξε. Απέδειξε την εγκυρότητα αρκετών κριτηρίων σύγκλισης µεταξύ των 

οποίων του κριτηρίου της ρίζας και του κριτηρίου του λόγου (Grabiner, 1981). 

 

O Cauchy έδωσε τον ορισµό για τη σύγκλιση σειράς ως εξής:                             

« Έστω Sn = u0 +u1 + … +un-1 το άθροισµα των πρώτων n όρων, n ακέραιος. Εάν, 

για αυξάνουσες τιµές του  n, το άθροισµα Sn προσεγγίζει ένα συγκεκριµένο όριο S, 

η σειρά θα καλείται συγκλίνουσα και το υπό ερώτηµα όριο θα καλείται το 

άθροισµα της σειράς» (Cours, 1821).  

O Cauchy στη συνέχεια εφιστά τη προσοχή στις διαφορές µεταξύ διαδοχικών 

µερικών αθροισµάτων   Sn+1 – Sn = un  

                                       Sn+2 – Sn+1 = un + un+1 

                                                          Sn+3 – Sn+2 =   un + un+1 + un+2

                                       ……..     
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Προκειµένου να συγκλίνει η σειρά, ήταν γνωστό ότι ήταν απαραίτητο τα πρώτα 

από αυτά,   un , να πάνε στο µηδέν. Αλλά ήταν επίσης γνωστό, όπως τόνισε ο 

Cauchy ότι αυτό δεν ήταν αρκετό:  

Είναι απαραίτητο επίσης, για αυξανόµενες τιµές του n, τα διαφορετικά 

αθροίσµατα,    un + un+1,   un + un+1 + un+2,... δηλαδή τα αθροίσµατα των ποσοτήτων, 

 un , un+1 , un+2,. αρχίζοντας από το πρώτο, έως όποιο αριθµό επιθυµούµε, να 

καταλήγουν να έχουν σταθερά αριθµητικές [δηλαδή απόλυτες] τιµές µικρότερες 

από όποιο εκχωρούµενο όριο. Αντίστροφα, όταν αυτές οι διάφορες προϋποθέσεις 

πληρούνται, η σύγκλιση της σειράς είναι εγγυηµένη (Cours, 1821).  

[Τέσσερα χρόνια πριν την δηµοσίευση του Cours, ο Βolzano είχε δηλώσει ρητά το 

«κριτήριο Cauchy» και είχε προσπαθήσει να το αποδείξει. (Rein analytischer 

Beweis, 1817)] 

 

O Cauchy χρησιµοποίησε σε αποδείξεις στο Cours χωρίς να τις αιτιολογεί και 

χωρίς να τις διατυπώνει γενικά: 

1. Την ιδιότητα της µονότονης ακολουθίας – κάθε φραγµένη µονότονη ακολουθία 

συγκλίνει 

2.  Το κριτήριο σύγκρισης – εάν µία δοθείσα σειρά µε θετικούς όρους είναι, όρο µε 

όρο φραγµένη από µία δεύτερη συγκλίνουσα σειρά, τότε η δοθείσα σειρά επίσης  

συγκλίνει 

3.  Το lim sup – µία φραγµένη ακολουθία έχει ένα limit superior, ονοµαζόµενο από 

τον  Cauchy «το µεγαλύτερο από τα όρια» 

Το 1, χρησιµοποιήθηκε στην απόδειξη του θεωρήµατος ενδιάµεσης τιµής για 

συνεχείς συναρτήσεις, το 2, παίζει σηµαντικό ρόλο σε αποδείξεις σύγκλισης και το 

3, στην απόδειξη του κριτηρίου ρίζας για συγκλίνουσες σειρές (Grabiner, 1981).  
              
Οι βασικές έννοιες, συνέχεια και σύγκλιση, είναι συµβατές µεταξύ τους σύµφωνα 

µε το ακόλουθο θεώρηµα, Θεώρηµα Ι από τον Cauchy 1821: αν µία σειρά (1) 

συνεχών συναρτήσεων sn = u0 +u1 + … +un   συγκλίνει σε κάποιο διάστηµα τότε το 

άθροισµα της s είναι πάλι συνεχής συνάρτηση σε αυτό το διάστηµα. 

Αυτό το θεώρηµα το οποίο αναφέρθηκε προηγουµένως έχει γίνει γνωστό ως το πιο 

διάσηµο «λάθος θεώρηµα» του Cauchy. Επιπλέον έχει κάποιο ενδιαφέρον για το 

εννοιολογικό υπόβαθρο του Cauchy, ότι  το πρώτο του θεώρηµα για τη σύγκλιση 

                                                              53 
 



 

ασχολείται µε ακολουθίες συναρτήσεων και όχι αριθµών. Η εκδοχή της απόδειξης 

κατανοητής µε όρους απειροστών, έχει ως ακολούθως: 

Έστω ότι η σύγκλιση υποτίθεται για όλες τις τιµές x της µεταβλητής στο δοθέν 

διάστηµα και επιπλέον  για όλα τα x+a, a απειροστά. Η τελευταία υπόθεση 

χρειάζεται στην απόδειξη, αλλά δεν είναι φανερή στη διατύπωση του θεωρήµατος. 

Έστω s(x) = sn(x) + rn(x) και  s(x+a) = sn(x+a) + rn(x+a) όπου sn= u0 + u1 +… +un-1 

Τότε το sn είναι, για πεπερασµένο n, µια συνεχής συνάρτηση και το sn(x+a) - sn(x) 

είναι απειροστό. Σύµφωνα µε τη σύγκλιση και το rn(x) και (!) το rn(x+a) θα γίνουν 

«ανεπαίσθητα» για πολύ µεγάλους, αλλά πάντα πεπερασµένους, αριθµούς n. Με 

άλλα λόγια, για κάθε δοθέν πεπερασµένο ε > 0, | rn(x)| < ε και | rn(x+a) | < ε για 

κάποιο πεπερασµένο n.  Απ’ όπου, |  s(x+a) - s(x)| ≤  | sn(x+a) - sn(x)| + | rn(x+a) | + 

| rn(x)| <3 ε για κάθε πεπερασµένο ε > 0 δηλαδή s(x+a) - s(x) είναι απειροστό. Από 

όπου προκύπτει ότι η s(x)  είναι συνεχής συνάρτηση. (Laugwitz, 1987) 

 

Ο αναγνώστης θα έπρεπε να συγκρίνει µε το πρωτότυπο: 

“Lorsque, les termes de la série (1) renferment une même variable x, cette série est 

convergente, et ses différents termes fonctions continues de x dans le voisinage 

d’une valeur particulière attribuée a cette variable, 

sn  rn et s 

sont encore trois fonctions de la variable x, dont la première est évidemment 

continue par rapport à x dans le voisinage de la valeur particulière dont il s’agit. 

Cela posé, considérons les accroissements que reçoivent ces trois fonctions, 

lorsque’on fait croître x d’une quantité infiniment petite a. L’accroissement de sn 

sera, pour toutes les valeurs possibles de n, une quantité infiniment petite; et celui 

de rn deviendra insensible en même temps que rn si l’on attribue à n une valeur très 

considerable. Par suite, l’accroissement de la fonction s ne pourra être qu’une 

quantité infiniment petite.” (Cauchy, 1821)  (Laugwitz, 1987).  

«Όταν οι όροι της σειράς (1) περιλαµβάνουν την ίδια µεταβλητή x, αυτή η σειρά 

είναι συγκλίνουσα και οι διαφορετικοί της όροι είναι συνεχείς συναρτήσεις του x 

στην περιοχή µιας συγκεκριµένης τιµής αποδιδόµενης στην µεταβλητή x , sn , rn, s 

είναι πάλι τρεις συναρτήσεις της µεταβλητής x, από τις οποίες η πρώτη είναι 

προφανώς συνεχής ως προς το x στην περιοχή της συγκεκριµένης τιµής για την 

οποία πρόκειται. Αυτών τιθεµένων, ας θεωρήσουµε τις αυξήσεις που δέχονται 

αυτές οι τρεις συναρτήσεις, όταν αυξήσουµε το x κατά µία άπειρα µικρή   
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ποσότητα a. Η αύξηση του  sn θα είναι για όλες τις δυνατές (πιθανές) τιµές του n, 

µία ποσότητα άπειρα µικρή και αυτή του   rn θα γίνει ανεπαίσθητη ταυτόχρονα µε 

το rn  αν αποδώσουµε στο n µία τιµή πολύ σηµαντική. Εποµένως, η αύξηση της 

συνάρτησης s δεν θα µπορεί να είναι παρά µία ποσότητα άπειρα µικρή». 
 

Οι µεταφράσεις του Laugwitz είναι: n πεπερασµένο για “valeur possible de n” 

(πιθανή, δυνατή τιµή του n) n επαρκώς µεγάλο αλλά πεπερασµένο για “valeur très 

considerable de n” (πολύ αξιοσηµείωτη τιµή  του n), το  rn γίνεται ανεπαίσθητο 

δηλαδή µικρότερο από όποιο δοθέν πεπερασµένο  ε > 0  για επαρκώς µεγάλο 

πεπερασµένο  n, για “rn deviendra insensible.” Άλλοι έχουν δώσει διαφορετικές 

ερµηνείες. Ο ίδιος θεωρεί ότι οι µεταφράσεις του οδηγούν σε µία σωστή απόδειξη 

η οποία είναι απλή και ευθεία. Επιπλέον είναι συµβατές µε την ορολογία του 

Cauchy σε όλο το Cours. Για παράδειγµα εάν,  “ très considerable” σήµαινε άπειρα 

µεγάλο ο Cauchy θα το είχε πει έτσι . Στο [Cauchy 1821, 116-117], δηλώνει ότι για 

πραγµατικό |x| < 1, οι  τιµές των xn ,  xn /1-x γίνονται απειροστές για άπειρα 

µεγάλα n. 

Στη  εκδοχή του Laugwitz της απόδειξης του Θεωρήµατος Ι υπεισέρχονται µόνο 

πεπερασµένες τιµές του n όπως κάνουν στον ορισµό της σύγκλισης, και τα 

απειροστά χρησιµοποιούνται όπως στον ορισµό της συνέχειας. Το κείµενο που 

θεωρήµατος Ι είναι, συµφωνα µε τον Laugwitz, τουλάχιστον παραπλανητικό. Ο 

πρώτος που ανέφερε αυτό το γεγονός ήταν ο Abel, ο οποίος δηµοσίευσε το 1826 

ένα αντιπαράδειγµα χωρίς ωστόσο να προσδιορίζει το λάθος στη απόδειξη του  

Cauchy. 

Στην απόδειξη του ο Cauchy χρειάζεται σύγκλιση των σειρών στο  x όπως και στο 

x+a, όπου a είναι απειροστό. Οι υποθέσεις όπως διατυπώνονται στο θεώρηµα είναι 

ασθενέστερες: “dans le voisinage d’ une valeur particulière pour laquelle la série 

est convergente”. («Στη περιοχή µιας συγκεκριµένης τιµής για την οποία η σειρά 

συγκλίνει»). Αυτό που πραγµατικά χρησιµοποιεί στην απόδειξη και στις εφαρµογές 

του θεωρήµατος ισοδυναµεί µε το “laquelle,” που αναφέρεται σε ολόκληρη την 

απειροστή περιοχή της συγκεκριµένης τιµής και αυτό το λέει αρκετά καθαρά: 

“cette série est convergente, et ses différents termes fonctions continues de x, dans 

le voisinage d’une valeur particulière.” («Αυτή η σειρά είναι συγκλίνουσα και οι 

διάφοροι όροι της, συνεχείς συναρτήσεις του x,  στην περιοχή µιας συγκεκριµένης 

τιµής»). Εδώ, όπως και στις επόµενες ανισότητες, και η σύγκλιση της σειράς και η 
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συνέχεια των όρων της υποτίθεται. Ο Abel παρέλειψε να αναφέρει την ορθότητα 

της απόδειξης. Μάλλον αργά στη ζωή του ο Cauchy (1853) παραδέχθηκε ότι η 

διατύπωση του θεωρήµατος (αλλά όχι η απόδειξη του) ήταν εσφαλµένη: “Au reste, 

il est facile de voir comment on doit modifier l’ énonce  du théorème, pour qu’il n’y 

plus lieu a aucune exception”. «Όσον αφορά στα υπόλοιπα, είναι εύκολο να δούµε 

πως πρέπει να τροποποιήσουµε τη διατύπωση του θεωρήµατος, προκειµένου  να 

µην υπάρχει πια καµία εξαίρεση».  

Παρόλο που δεν  αποσύρει την παλιά απόδειξη,  σκιαγραφεί µία  νέα.  Έστω   ότι 

n΄ > n, τότε η απόλυτη τιµή του sn´ - sn = un +un+1 + … +un´-1 υποτίθεται, για 

επαρκώς µεγάλα n και όλα τα  x, n΄, να είναι µικρότερη από έναν αριθµό ε τον 

οποίο κανείς µπορεί να επιλέξει αυθαίρετα µικρό (Laugwitz, 1987). 
 

 

Αυτή είναι µία από τις σπάνιες ρητές χρήσεις των ε που έκανε ποτέ ο Cauchy. 

Μοιάζει πολύ µε οµοιόµορφη σύγκλιση και θα οδηγούσε αµέσως σε µία σωστή 

απόδειξη και θεώρηµα. Αλλά ο  Cauchy δεν σταµατά εδώ. Μένει προσδεδεµένος 

µε τα απειροστά του. Επιπλέον, σε αντίθεση µε το κείµενο στο Cours εισάγει µέχρι 

και άπειρα µεγάλους αριθµούς: “il est clair qu’il suffira d’attribuer au nombre n une 

valeur infiniment grande, et à l’accroissement de x une valeur infiniment petite, 

pour démontrer, entre les limites données, la continuité de la fonction s = sn+ rn”   

(« Είναι καθαρό ότι θα αρκέσει να αποδώσουµε στον αριθµό n µια τιµή άπειρα 

µεγάλη, και στην αύξηση του x µια τιµή άπειρα µικρή, για να αποδείξουµε, µέσα 

στα δοσµένα όρια, την συνέχεια της συνάρτησης  s = sn+ rn») (Cauchy, 1853). 

Υποθέτει ότι η έκφραση  sn´ - sn = un +un+1 + … +un´-1 γίνεται άπειρα µικρή για 

άπειρα µεγάλα n, το οποίο είναι µία εκδοχή του κριτηρίου του σύγκλισης. Ως 

συνέπεια η πρόταση διατυπώνεται ως Θεώρηµα Ι: Αν οι διαφορετικοί όροι της 

σειράς (1) είναι συναρτήσεις της πραγµατικής µεταβλητής x, οι οποίες  είναι 

συνεχείς ως προς αυτή τη µεταβλητή ανάµεσα στα δοθέντα όρια και επιπλέον το 

άθροισµα  sn´ - sn = un +un+1 + … +un´-1 γίνεται πάντα άπειρα µικρό για άπειρα  

µεγάλες  τιµές των   ακεραίων  n και n´ > n , τότε η σειρά (1) θα είναι συγκλίνουσα 

και το άθροισµα της σειράς (1) θα είναι, ανάµεσα στα δοθέντα όρια, µία συνεχής 

συνάρτηση της µεταβλητής x   (Laugwitz, 1987). 
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Φαίνεται ότι η απόδειξη είναι πιο σύνθετη από αυτή στο Cours. Επιπλέον, η 

διατύπωση του θεωρήµατος είναι σωστή µόνο αν ερµηνεύεται πάντα για όλα x+a 

από το διάστηµα, x πραγµατικός και a απειροστό. Αυτό διευκρινίζεται µε µία σαφή 

συζήτηση ενός παραδείγµατος του τύπου που έχει αναφέρει ο Abel (Cauchy, 

1853): 

Η σειρά∑
∞

=1

sin
k x

kx   δεν συγκλίνει για απειροστό  x ≠  0.  Έστω  x = 1/n για n άπειρα 

µεγάλο.  Τότε το υπόλοιπο   rn (x) =∑
∞

=1

sin
k x

kx  =  
n

n
k

n
k

nk

1)sin(
⋅∑

∞

=

 διαφέρει κατά ένα 

απειροστό από τη τιµή του που είναι πεπερασµένο αν και το r∫
∞

1

)/)((sin dttt n (x) θα 

έπρεπε να είναι ένα απειροστό για µία συγκλίνουσα σειρά και n άπειρα µεγάλο. 

Έπεται το συµπέρασµα ότι η σειρά δεν είναι αντιπαράδειγµα δεδοµένου ότι η 

υπόθεση της σύγκλισης παραβιάζεται στο  x = 1/n (Laugwitz, 1987). 

 

Ο Lacroix  είχε αναπτύξει µεθόδους για τον υπολογισµό µερικών αθροισµάτων,  

χρησιµοποιούσε το κριτήριο του λόγου και συνέκρινε σειρές µε συγκλίνουσες 

γεωµετρικές προόδους και οι Euler, d’ Alembert και  Lagrange  είχαν αναπτύξει 

τεχνικές για τις άπειρες σειρές ειδικά τις δυναµοσειρές.  

∆εν έγκειται στον ορισµό της σύγκλισης σειράς η πρωτοτυπία του Cauchy. Ο 

Lacroix στο Traité εκφράζει τις ίδιες απόψεις, παρατηρώντας ότι η σειρά για τη 

συνάρτηση a/(a-x) ανεπτυγµένη σε δυνάµεις του x , είναι 1+ x + x2/a2 + … η οποία 

δεν δίνει τη σωστή τιµή εκτός αν το x είναι  («αφαιρώντας το πρόσηµο») 

µικρότερο από a. Αυτό το παράδειγµα τον οδήγησε  στην παρατήρηση  ότι για να 

είµαστε σίγουροι όταν χρησιµοποιούµε τέτοιο ανάπτυγµα σειράς «πρέπει να 

συζητάµε µε προσοχή τη σύγκλιση των αριθµητικών σειρών... και οφείλουµε να  

υπολογίζουµε σε τέτοιους προσδιορισµούς µόνο όταν µπορούµε να 

προσδιορίσουµε τα φράγµατα της διαφοράς που µπορεί να βρεθεί µεταξύ της 

σειράς και της πραγµατικής τιµής». Πρόσθεσε ότι για να είναι χρήσιµο το όποιο 

ανάπτυγµα σειράς η διαφορά µεταξύ της σειράς και της πραγµατικής της τιµής θα 

έπρεπε «να γίνεται µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα, ανεξάρτητα του πόσο 

µικρή», όσο παίρνονται όλο και περισσότεροι όροι. Αυτός ο ορισµός του 
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αθροίσµατος σειράς είναι υπόρρητος στις περισσότερες εργασίες στις σειρές του 

18ου αιώνα (Grabiner, 1981).   

 

Η συνεισφορά του Cauchy συνίσταται στην αναγνώριση της χρησιµότητας των 

τεχνικών, την σωστή γενίκευση και την εξερεύνηση µεθόδων απόδειξης γενικών 

θεωρηµάτων για τις σειρές. Ειδικότερα, τα κριτήρια σύγκλισης του, ήταν η βάση 

για ένα τελείως νέο αντικείµενο. Η θεωρία του Weierstrass των συναρτήσεων 

µιγαδικής µεταβλητής εξαρτάται από την αυστηρή θεωρία σύγκλισης των 

δυναµοσειρών.  

 

 

  

Παράγωγος 

 

Όπως είχε κάνει και µε τις έννοιες του ορίου και του αθροίσµατος σειράς, ο 

Cauchy πήρε την προηγούµενη έννοια του διαφορικού πηλίκου και της έδωσε ένα 

νέο ακριβές νόηµα. Όρισε την παράγωγο ακολουθώντας τη παράδοση του 18ου 

αιώνα, ως το όριο του λόγου του πηλίκου διαφορών, αλλά ο ορισµός βασίζετο στην 

νέα, ξεκάθαρη κατανόηση του ορίου. Επιπλέον η θεωρία του των παραγώγων 

αιτιολόγησε τις εφαρµογές τους στην εύρεση εφαπτοµένων, ακρότατων κλπ. 

(Grabiner, 1981). 

 

Οι απαρχές του µπορούν να βρεθούν στην εργασία του Lagrange που αφορά 

προσέγγιση εµπεριέχουσα παραγώγους. Μέχρι τα τέλη του 18ου αιώνα, ο Lagrange 

είχε αποδείξει δύο κρίσιµες ιδιότητες της παραγώγου. Στηριζόµενος στην άποψη 

του ότι κάθε f(x) έχει ένα ανάπτυγµα της µορφής f(x+i) = f(x) + ip + i2q + …. 

δήλωσε ότι υπάρχει κάποιο  i   αρκετά µικρό έτσι ώστε όποιος όρος της σειράς 

«αφαιρώντας το πρόσηµο» θα υπερέβαινε  το άθροισµα  των υπόλοιπων όρων στη 

σειρά.  

[Στη πραγµατικότητα, πρόκειται για το κριτήριο του Euler όπως αυτό εµφανίστηκε 

στο έργο του Institutiones calculi differentialis (1768),  για  το πότε µπορούµε να 

χρησιµοποιούµε ένα πεπερασµένο αριθµό όρων σε µια δυναµοσειρά, αγνοώντας το 

υπόλοιπο: ∆οθείσης µιας συνάρτησης  y του x και ω µια µεταβολή του  x,                 

∆y = Pω + Qω2 + Rω3 +.. «Εάν η µικρή αύξηση ω η οποία προστίθεται στη 
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µεταβλητή ποσότητα, είναι πολύ µικρή, οι όροι Qω2,  Rω3, επίσης γίνονται πολύ 

µικροί, µέχρι που το  Pω υπερβαίνει κατά πολύ το άθροισµα όλων των 

υπολοίπων».] 

Ο Lagrange προσπάθησε να το αποδείξει, χειριζόµενος το f(x+i) ως το άθροισµα 

δύο εκφράσεων, η µία εξαρτώµενη από το i η άλλη όχι:  

f(x+i) = f(x)+iP όπου P συνάρτηση και του x και του i. Ανάλογα όρισε Q, µε                    

P = p+iQ,  R, µε Q = q+iR και κατέληξε ότι για i επαρκώς µικρό 

f(x) > iP ή για κάποιο i, ip > i2Q  

Έκανε έκκληση στη συνέχεια των iP, iQ, ... για να συµπεράνει ότι µπορεί να βρεθεί  

i επαρκώς µικρό ώστε να ισχύει κάποια από τις προηγούµενες ανισότητες.                      

Αυτό, σύµφωνα µε τον Lagrange αποδεικνύει το f(x) > iP γιατί αν «µπορούµε 

πάντα να δώσουµε στο  i µια αρκετά µικρή τιµή έτσι ώστε κάθε όρος της σειράς ... 

να γίνεται µεγαλύτερος από το άθροισµα όλων των όρων που ακολουθούν» τότε 

«κάθε τιµή του  i µικρότερη  από αυτή ικανοποιεί  πάντα την ίδια  συνθήκη» 

(Fonctions analytiques).  

O Lagrange αναγνώρισε το αποτέλεσµα f(x) > iP ως θεµελιώδες. Ο απειροστικός 

λογισµός επιτρέπει στο  i να γίνει «άπειρα µικρό» ή «να εξαφανιστεί» ή «να έχει το 

0 ως όριο». Ότι και να σηµαίνουν αυτές οι φράσεις φαίνεται να απαιτούν 

τουλάχιστον το  i να είναι ένας πολύ µικρός πεπερασµένος αριθµός αρκετά µικρός 

ώστε | iQ| να µπορεί να γίνει µικρότερο από το | p|. Έτσι ώστε όποιο αποτέλεσµα 

του διαφορικού λογισµού που δεν απαιτεί τίποτα παραπάνω από το  να            

κάνει | iQ| < | p| θα προκύπτει κατά τον  Lagrange από την αλήθεια αυτής της 

ανισότητας (Grabiner, 1981). 

Μετέφρασε το κριτήριο του Euler στη δήλωση ότι εάν f(x+i) = f(x) + if´(x) + i2/2 

f´´(x) + … τότε το  if´(x) υπερβαίνει το υπόλοιπο της σειράς  i2/2 f´´(x) + ... και 

αυτό το γεγονός για το υπόλοιπο είναι ισοδύναµο µε την  

f(x+i) = f(x) + if´(x) + iV, όπου V είναι συνάρτηση του  x και του i  που  πάει στο 

µηδέν όταν το  i πάει.  Το V πάει στο µηδέν όταν το  i πάει, σηµαίνει λέει ο  

Lagrange ότι µπορούσε να βρεθεί κάποιο  i  ώστε η αντίστοιχη τιµή του V 

«αφαιρώντας το πρόσηµο» θα ήταν µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα. Και 

ακολούθησε αυτή τη λεκτική δήλωση µε τον ακόλουθο χειρισµό ανισοτήτων: 

Έστω D  µία δοθείσα ποσότητα που µπορούµε να πάρουµε όσο µικρή επιθυµούµε. 

Μπορούµε πάντα να δώσουµε στο  i  µια τιµή αρκετά µικρή ώστε η τιµή του V να 

περιλαµβάνεται µεταξύ των ορίων D και  –D. Τότε, αφού  
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f(x+i) - f(x) = i[ f´(x) + V] προκύπτει ότι η ποσότητα 

f(x+i) - f(x) θα περιλαµβάνεται µεταξύ των ποσοτήτων if´(x) iD (Calcul des 

fonctions). 

±

Αυτή είναι ακριβώς η ιδιότητα που χρησιµοποίησε ο Cauchy στην απόδειξη των 

θεωρηµάτων του για τις παραγώγους στο Calcul infinitésimal το  1823. 

 

Ο Lagrange χρησιµοποιεί την παραπάνω ιδιότητα της  f´(x) για να δείξει ένα λήµµα 

το οποίο µε σύγχρονη ορολογία λέει ότι µία συνάρτηση µε θετική (ή αρνητική) 

παράγωγο σε διάστηµα, είναι αύξουσα (ή φθίνουσα) σε αυτό. Η διατύπωση του 

λήµµατος έχει ως εξής: «Μία συνάρτηση που είναι 0 όταν η µεταβλητή είναι 0 θα 

έχει απαραίτητα, όταν η µεταβλητή αυξάνεται θετικά, πεπερασµένες τιµές του 

ιδίου προσήµου όπως η παράγωγος συνάρτηση της ή αντίθετου προσήµου αν η 

µεταβλητή αυξάνει αρνητικά, ενόσω οι τιµές της παραγώγου συνάρτησης 

διατηρούν το ίδιο πρόσηµο και δεν γίνονται άπειρες» (Calcul des fonctions, 1806). 

Η απόδειξη είναι ότι πιο κοντινό σε ε - δ απόδειξη µπορεί να βρεθεί στον λογισµό 

πριν τον Cauchy. 

Στην απόδειξη  εφαρµόζει το  ότι  η  f(x+i) - f(x)  βρίσκεται µεταξύ i[f´(x) - D] και  

i[f´(x) + D] για κάποιο i  επαρκώς µικρό. Εφαρµόζει το «επαρκώς µικρό»  i  σε 

διάφορα σηµεία στο σηµεία που ορίζεται η  f: 

f(x+2i) - f(x+i) βρίσκεται µεταξύ i[f´(x+i) ± D] 

f(x+3i) - f(x+2i) βρίσκεται µεταξύ  i[f´(x+2i) ± D] 

……. 

[Ας σηµειωθεί ότι άπαξ και δοθεί το D, ο Lagrange υπέθετε ότι το ίδιο i θα δούλευε 

πάντα για όποιο x στο δοθέν διάστηµα] 

Αφού οι f´(x), f´(x+i), … f´(x +[n-1]i) έχουν όλες το ίδιο πρόσηµο από την 

υπόθεση του λήµµατος,  το f(x+ni) - f(x)  πρέπει να  βρίσκεται  µεταξύ των  

ποσοτήτων  

{if´(x) + if´(x+i) + … +if´(x+ [n-1]i)} ± niD  

Ο Lagrange εξέφρασε αυτό το συµπέρασµα λέγοντας  ότι το  τηλεσκοπικό  

άθροισµα 

f(x+i) - f(x) + f(x+2i) - f(x+i) + … f(x+ni) - f(x +[n-1]i) «θα έχει ως όριο το 

άθροισµα των ορίων» [εννοεί φράγµα], δηλαδή  

{if´(x) + if´(x+i) + … +if´(x+ [n-1]i)} - niD  και 

{if´(x) + if´(x+i) + … +if´(x+ [n-1]i)} + niD  
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Ο Lagrange παρατήρησε ότι αφού το D είναι αυθαίρετο, µπορεί να παρθεί 

µικρότερο από τη τιµή του [f´(x) + f´(x+i) + … +f´(x+ [n-1]i)]/n,  «αφαιρώντας το 

πρόσηµο». ∆εν έδωσε κάποιο λόγο για τον οποίο ήταν σε θέση να επιλέξει ένα 

τέτοιο D. Εάν το D επιλεγεί έτσι, θα είναι σίγουρα µικρότερο σε απόλυτη τιµή από                             

[f´(x) + f´(x+i) + … +f´(x+ [n-1]i)]/n. [Η ύπαρξη ενός µη µηδενικού ελάχιστου για 

την |f´(x) | απαιτεί, πάντως, όχι µόνο ότι |f´(x) | > 0 αλλά ότι είναι φραγµένη µακριά 

από το 0. Άρα θα έπρεπε να ενισχύσει την υπόθεση του ο Lagrange για να είναι 

δυνατή η εκλογή του, του D]. 

Υποθέτοντας ότι το D επιλέγεται µε αυτό τον τρόπο, ο Lagrange συµπέρανε ότι  το 

f(x+ni) - f(x) θα είναι µεταξύ 0 και 2i[f´(x) + f´(x+i) + … +f´(x+ [n-1]i)]. Μετά 

όρισε Ρ να είναι η µεγαλύτερη θετική ή αρνητική τιµή των n ποσοτήτων                             

f´(x), f´(x+i),  …. f´(x+ [n-1]i). Για τέτοιο Ρ , τότε, f(x+ni) - f(x) βρίσκεται µεταξύ 

0 και 2inP. 

Ο Lagrange εξήγησε τι σήµαινε αυτό το τελευταίο συµπέρασµα. Ας υποθέσουµε 

ότι αντιπροσωπεύουµε όποια συνάρτηση του z µε f(x+z) - f(x) και έστω  z = ni. 

Έτσι το z έχει το ίδιο πρόσηµο µε το  i. Αν το i παρθεί όσο µικρό επιθυµούµε, το n 

µπορεί να γίνει όσο µεγάλο επιθυµούµε. Η απόδειξη του δείχνει ότι το  f(x+z) - f(x) 

βρίσκεται µεταξύ  0 και 2zP, και έτσι αποδεικνύει το λήµµα.  

Ο Lagrange ανέπτυξε σε αυτή την απόδειξη µία εξαιρετικά χρήσιµη τεχνική για να 

πάει από µία ιδιότητα της f´(x) στο διάστηµα [x, x+i] σε µια ιδιότητα της f´(x) σε 

ένα µεγαλύτερο διάστηµα [x, x+ni] χειριζόµενος τη f(x+ni) - f(x) ως το 

τηλεσκοπικό άθροισµα f(x+ni) - f(x+[n-1]i) + … +f(x+i) - f(x). Αυτή η διαδικασία 

ξαναεµφανίζεται στην εργασία του Cauchy.  

Η απόδειξη έχει αρκετές αδυναµίες: Υποθέτει υπόρρητα ότι η f´(x) είναι και 

φραγµένη και φραγµένη µακριά από το µηδέν, υποθέτοντας ότι όποια επιλογή του  

i θα έκανε το  V αρκετά µικρό για όλες τις τιµές του x στο δοθέν διάστηµα, συγχέει 

την σύγκλιση µε την οµοιόµορφη σύγκλιση (λάθος το οποίο αναπαρήγαγε ο 

Cauchy)  και τέλος,  βασίζεται στην ιδιότητα  f(x+i) = f(x) + if´(x) + iV, όπου το V 

πάει στο 0 όταν το i πάει. Ο  Cauchy υπερπήδησε αυτό το εµπόδιο ορίζοντας την 

f´(x) έτσι που να ικανοποιεί αυτή την ιδιότητα.  

[Η απόδειξη που εµφανίζεται στο τµήµα της εργασίας που αφορά στον Lagrange 

είναι από το  βιβλίο Théorie des fonctions analytiques, ενώ αυτή που παρατίθεται 

εδώ είναι από το  Calcul des fonctions στο οποίο ο Lagrange αφού δηλώσει ότι 

«ενόσω το ανάπτυγµα µιας συνάρτησης δεν χρησιµεύει παρά µόνο για την 
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παραγωγή των παραγώγων συναρτήσεων είναι αδιάφορο αν η σειρά είναι άπειρη ή 

όχι ... αλλά αν θέλουµε να την χρησιµοποιήσουµε για να βρούµε την τιµή της 

συνάρτησης σε συγκεκριµένες περιπτώσεις ... είναι σηµαντικό να έχουµε ένα µέσο 

για να εκτιµήσουµε το υπόλοιπο της σειράς που αγνοούµε ή το λιγότερο να βρούµε 

τα όρια του λάθους που διαπράττουµε αγνοώντας το υπόλοιπο». Και συνεχίζει : 

« Στη λύση που έδωσα σε αυτό το πρόβληµα στο δηλωθέν έργο (δηλαδή στο 

Théorie des fonctions analytiques), άρχισα αναζητώντας την ακριβή έκφραση του 

υπολοίπου της σειράς και στην συνέχεια καθόρισα τα όρια αυτής της έκφρασης. 

Αλλά µπορούµε να βρούµε αµέσως αυτά τα όρια µε ένα τρόπο πιο στοιχειώδη και 

εξίσου αυστηρό»] 

 

Στη συνέχεια ο  Lagrange χρησιµοποίησε το λήµµα για να παράγει το υπόλοιπο 

Lagrange της σειράς Taylor:  

 

Το λήµµα το χρειαζόταν για να βρει τα «όρια» δηλαδή τα φράγµατα για το 

υπόλοιπο της σειράς Taylor. Η διαδικασία που ακολουθεί έχει ως εξής: 

Έστω το max της f´(x) σε ένα δοθέν διάστηµα είναι το  f´(q) και το min της f´(x), 

το f´(p). Προσδιορίζει δύο βοηθητικές συναρτήσεις g και h σύµφωνα µε τις 

εξισώσεις  

g´(i) = f´(x +i) - f´(p)   

h´(i) = f´(q) - f´(x +i)  

Ο ορισµός των g´ και h´ κάνουν τις  g´(i) και  h´(i) θετικές για x στο δοθέν 

διάστηµα, έτσι ώστε να µπορεί να εφαρµοστεί το λήµµα. Πηγαίνοντας από αυτές 

τις παραγώγους g´ και h´ στις «αρχικές τους συναρτήσεις» και υποθέτοντας ότι 

g(0) = h(0) = 0, πήρε 

g(i) = f(x+i) - f(x) - if´(p) 

h(i) = if´(q) - f(x+i) + f(x) οι οποίες από το λήµµα πρέπει να είναι θετικές ενόσω η  

f´ παραµένει πεπερασµένη. Τότε 

f(x+i) - f(x) - if´(p) ≥  0                        f(x+i) ≥  f(x)+if΄(p) 

if´(q) - f(x+i) + f(x)  0                       f(x+i) ≥ ≤  if΄(q)+f(x) 

∆ηλαδή, 

f(x) + if´(p) ≤  f(x+i)  f(x) + if´(q)  το οποίο θέτει «όρια» [δηλαδή φράγµατα] στο 

f(x+i). Αυτό είναι το αντίστοιχο θεώρηµα του Cauchy. 

≤
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Ο Lagrange επανέλαβε την διαδικασία για να πάρει της n-οστής τάξης το υπόλοιπο. 

Γενικά, 

f(x) + if´(x) + … + (iu/u!) f(u)(p) ≤ f(x +i) ≤ f(x) + if´(x) + … + (iu/u!) f(u)(q)  όπου p 

και q είναι αντίστοιχα το min και max της u-στής παραγώγου της  f στο διάστηµα     

[x, x+i] . Από αυτό συµπέρανε ότι υπάρχει µία ποσότητα X στο διάστηµα τέτοια 

ώστε f( x+ i) = f(x) + if´(x) + … + (iu/u!) f(u)(X)  αυτό που καλούµε σήµερα σειρά 

Taylor µε υπόλοιπο Lagrange. 

 

Ο Cauchy όρισε την παράγωγο ώστε να έχει την ιδιότητα του Lagrange . 

Ο πρώτος ορισµός του  (Cauchy, 1823) λέει: 

«Όταν µία συνάρτηση  y = f(x) παραµένει συνεχής µεταξύ δύο δοσµένων ορίων 

της µεταβλητής x, και όταν κανείς εκχωρήσει σε µία τέτοια µεταβλητή µία τιµή 

που εσωκλείεται µεταξύ αυτών των δύο ορίων, τότε µία άπειρα µικρή µεταβολή 

που εκχωρείται στη µεταβλητή παράγει µία άπειρα µικρή µεταβολή στην ίδια τη 

συνάρτηση. Κατά συνέπεια αν κάποιος θέσει ∆x = i οι δύο όροι του λόγου των 

διαφορών 
i

 f(x)- i)f(x
∆x
∆y +

=  θα είναι άπειρα µικρές ποσότητες. Αλλά παρόλο 

που αυτοί οι δύο όροι θα προσεγγίζουν το όριο µηδέν επ’ αόριστον και 

ταυτόχρονα, ο ίδιος ο λόγος µπορεί να συγκλίνει προς ένα άλλο όριο, είτε θετικό 

είτε αρνητικό. Αυτό το όριο, όταν υπάρχει έχει µία ορισµένη τιµή για κάθε x. Η 

µορφή της νέας συνάρτησης που εξυπηρετεί ως το όριο του λόγου  f(x+i) - f(x) /i 

θα εξαρτάται από τη µορφή της συνάρτησης y = f(x). Προκειµένου να υποδηλωθεί 

αυτή η εξάρτηση δίνει κανείς στην νέα συνάρτηση το όνοµα της παραγώγου 

συνάρτησης και τη προσδιορίζει ως f΄(x) ή y΄.» (Laugwitz, 1987).  

H πρόταση «αυτό το όριο, όταν υπάρχει» είναι ένα σαφές παράδειγµα της 

αυστηρής διατύπωσης του Cauchy. 

Οι ορισµοί της παραγώγου και του διαφορικού του Cauchy δεν είναι νέοι 

πραγµατικά. Περισσότερο δείχνουν µια αποσαφήνιση, µε την εφαρµογή των 

εννοιών της συνάρτησης, της µεταβλητής και του ορίου µιας µεταβλητής (Boyer, 

1949).  
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Ο ορισµός του Cauchy της παραγώγου είναι ακριβώς αυτός που δόθηκε από τον 

Bolzano. To 
i

 f(x)- i)f(x
∆x
∆y +

=  φυσικά είναι το διαφορικό πηλίκο του L’Huilier 

αποσαφηνισµένο µε την εφαρµογή της έννοιας της συνάρτησης του Euler και του 

Lagrange. Έγινε η κεντρική έννοια του διαφορικού λογισµού και η έκφραση 

«διαφορικό» ορίζεται στη συνέχεια µε όρους της παραγώγου. Το διαφορικό έτσι 

αντιπροσωπεύει απλά µία βολική βοηθητική έννοια που επιτρέπει την εφαρµογή 

του συµβολισµού που εισηγήθηκε ο Leibniz χωρίς τη σύγχυση µεταξύ  αυξήσεων 

και διαφορικών  που είχε δηµιουργήσει αυτός ο συµβολισµός. Ο Leibniz είχε 

θεωρήσει τα διαφορικά ως τις θεµελιώδεις έννοιες, και το διαφορικό πηλίκο να 

ορίζεται µε όρους αυτών. Ο Cauchy αντέστρεψε αυτή τη σχέση.  Έχοντας ορίσει 

τη παράγωγο µε όρους ορίου, εξέφρασε µετά το διαφορικό µε όρους παραγώγου. 

Αν dx είναι µια πεπερασµένη σταθερή ποσότητα h τότε το διαφορικό dy της           

y = f(x) ορίζεται ως f΄(x) dx. Με άλλα λόγια τα διαφορικά dy και dx είναι 

ποσότητες επιλεγµένες έτσι ώστε ο λόγος τους dy/dx να συµπίπτει µε αυτόν του 

“derniere raison” ή το όριο y΄= f΄(x) του λόγου ∆y/∆x.  

Ο Cauchy έδωσε στην παράγωγο και στο διαφορικό την τυπική ακρίβεια που 

έλειπε από τους ορισµούς των προγενέστερων του. Μπόρεσε µε αυτό τον τρόπο να 

δώσει ικανοποιητικούς ορισµούς των διαφορικών µεγαλύτερων τάξεων. Το 

διαφορικό   dy = f΄(x)dx είναι φυσικά συνάρτηση του x και του dx. Θεωρώντας το  

dx σταθερό, η συνάρτηση f΄(x)dx θα έχει µε τη σειρά της µία παράγωγο f´´(x)dx  

και ένα διαφορικό    d 2 y = f´´(x)dx2 .  Γενικά    dny = fn(x)dxn  . Αυτό δεν πρέπει να 

θεωρηθεί ότι δείχνει ότι οι παράγωγοι ανώτερης τάξης πρέπει να ορίζονται µε 

όρους διαφορικών ανώτερης τάξης. Προφανώς ισχύει το αντίστροφο. Τα διαφορικά 

δεν έχουν κανένα λογικό νόηµα ανεξάρτητο από αυτό των παραγώγων. Τα 

διατήρησε απλά ως βοηθητική έννοια για να προσφέρει µεγαλύτερη ευκολία στις 

πράξεις από αυτή που παρέχεται από τις παραγώγους (Boyer, 1949). 

 

Ο Cauchy χρησιµοποίησε τον ορισµό του εφαρµόζοντας την ιδιότητα του Lagrange 

για να αποδείξει θεωρήµατα για τις παραγώγους. Το κρίσιµο θεώρηµα της θεωρίας 

παραγώγων αφορά στα φράγµατα του διαφορικού πηλίκου: «Εάν f(x) είναι 

συνεχής µεταξύ x = x0 και  x = X, και εάν A είναι το ελάχιστο της f´(x) σε αυτό το 

διάστηµα ενώ  B είναι το µέγιστο, τότε  A ≤  [f(X) - f(x0)] / (X - x0)  B.» (Calcul ≤
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infinitésimal, 1823) (Ο Cauchy εξέφραζε το ≤  λεκτικά).  Στην απόδειξη του 

µετέφρασε τον ορισµό της παραγώγου στην γλώσσα των ε-δ ανισοτήτων. 

 Μία σύντοµη εκδοχή της απόδειξης (η πλήρης απόδειξη εµφανίζεται στο 

παράρτηµα) είναι: « Έστω δ και ε δύο πολύ µικροί αριθµοί, ο πρώτος επιλεγµένος 

µε τέτοιο τρόπο ώστε, για αριθµητικές τιµές του i µικρότερες από δ και για όποια 

τιµή του  x µεταξύ  x0 και X, ο λόγος [f(x+i) - f(x)] / i παραµένει πάντα 

µεγαλύτερος από f´(x) - ε και µικρότερος από f´(x) + ε». Αυτή η ανισότητα είναι 

έγκυρη γιατί είναι απλά µια µετάφραση του ορισµού του της παραγώγου. Πήρε τον 

ορισµό της f´(x) για ένα συγκεκριµένο x και τον εφάρµοσε σε όλο το διάστηµα, 

υποθέτοντας ότι δοθέντος ενός ε µπορούσε να βρει ένα δ που δουλεύει για κάθε  x  

στο διάστηµα. Αυτό υποθέτει ότι η f´(x) είναι το οµοιόµορφο όριο των πηλίκων 

[f(x+i) - f(x)] / i στο διάστηµα, µία σύγχυση που εµφανίζεται και στην εργασία του 

Lagrange. Μετά ο Cauchy παρέµβαλε n - 1 νέες τιµές της µεταβλητής x δηλαδή,  

x1, x2, … xn-1 µεταξύ x0 και X µε τέτοιο τρόπο ώστε  (x1 - x0), (x2 - x1), ... (X –xn-1) 

να είναι όλα µικρότερα από δ. 

Εφαρµόζοντας την  

f´ (x)  - ε  <  [f(x+i) - f(x)] / i < f´ (x) + ε     σε κάθε υποδιάστηµα είχε,  

f´ (x0) -  ε <  [f(x1) - f(x0)] / x1 -x0 < f´ (x0) + ε 

f´ (x1) -  ε <  [f(x2) - f(x1)] / x2 -x1 < f´ (x1) + ε 

... 

f´ (xn-1) -  ε <  [f(X) – f(xn-1)] / X - xn-1< f´ (xn-1) + ε 

Εάν A και B είναι η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της  f´(x) στο δοθέν διάστηµα, 

τότε κάθε ένα από τα παραπάνω κλάσµατα είναι µεγαλύτερο από Α - ε  και  

µικρότερο από  Β + ε.   

Ο Cauchy εφαρµόζει τώρα τη δική του εκδοχή του λήµµατος του Ampere , στα 

κλάσµατα f(x1) - f(x0)/x1-x0, …., f(X) - f(xn-1)/ X-xn-1 τα οποία έχουν όλα θετικούς 

παρονοµαστές. Συνδυάζοντας αυτό το αποτέλεσµα µε την τηλεσκοπική ιδιότητα 

του αθροίσµατος  f(X) - f(xn-1) + …+f(x1) - f(x0) που είχε χρησιµοποιήσει ο 

Lagrange πέρασε στην ανισότητα 

Α - ε  < f(X) - f(x0) / X-x0 < B + ε   Αλλά αφού αυτή αληθεύει για όποιο ε  

συµπέρανε                                                                                                                     

A ≤ f(X) - f(x0) / X-x0 ≤ B 
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[Λήµµα του Ampere: Σε ένα δοθέν διάστηµα  [a,k] ορίζουµε b,c,d,… τέτοια ώστε 

a<b<c<d<…<h<k και ορίζουµε  B,C,….,H τέτοια ώστε  f(b) = B, f(c) = C, … f(h) 

= H. Τώρα θεωρούµε τα κλάσµατα B-A/b-a, C-B/c-b ,… ,K-H/k-h. Ανάµεσα σε 

αυτά τα κλάσµατα µπορούµε πάντα να βρούµε ένα ζεύγος τέτοιο ώστε το ένα 

κλάσµα του ζεύγους να είναι µεγαλύτερο από το  K-A/k-a, ενώ το άλλο 

µικρότερο.] 

Σε αυτή την ε-δ ανισότητα - την πρώτη εµφάνιση στην ιστορία -  η µόνη ατέλεια 

είναι ότι υπέθεσε ότι το δ του θα δούλευε για όλα τα x στο δοθέν διάστηµα, µία 

υπόθεση ισοδύναµη µε αυτή της οµοιόµορφης σύγκλισης του διαφορικού πηλίκου. 

Παρόλα αυτά η χρήση του της ανισότητας προκειµένου να µεταφράσει τον ορισµό 

είναι ένα µεγάλο επίτευγµα  (Grabiner, 1981). 

 

Μετά από µερικούς τυπικούς υπολογισµούς παραγώγων στοιχειωδών 

συναρτήσεων, ο Cauchy εισάγει αυτόν που σήµερα ονοµάζουµε κανόνα της 

αλυσίδας για τον υπολογισµό της παραγώγου της σύνθεσης δύο συναρτήσεων 

(Cauchy, 1823): 

Έστω z  µία δεύτερη συνάρτηση του x, συνδεδεµένη µε την πρώτη y = f(x) µε τον 

τύπο   z = F(y). Το z ή F[f(x)] θα είναι αυτό που καλεί κανείς συνάρτηση µιας 

συνάρτησης µιας µεταβλητής x. Και αν κάποιος ονοµάσει τις άπειρα µικρές και 

ταυτόχρονες αυξήσεις των  x, y και z µε  ∆x, ∆y, ∆z  θα βρει :  

∆x
∆z = ∆x

F(y)∆y)F(y −+ = ∆y
F(y)∆y)F(y −+

∆x
∆y   και περνώντας στα  όρια,          

z´ =y´ F´(y) = f´(x) F´[f(x)]. 

 

Στο τέταρτο µάθηµα του Leçons sur le calcul différentiel (1829) ο Cauchy αρχίζει 

την  προσέγγιση του στο θεώρηµα µέσης τιµής, ερευνώντας αρχικά την σηµασία 

του προσήµου της παραγώγου. Επειδή y´ = dx
dy  = lim ∆x

∆y  παρατηρεί ότι αν y´> 0 

στο x0 τότε ∆y, ∆x πρέπει να έχουν το ίδιο πρόσηµο για  ∆x επαρκώς µικρό (και 

διαφορετικά πρόσηµα αν y´ < 0). Για αυτό το λόγο, η   y = f(x) αυξάνει καθώς το x 

αυξάνει µέσω του x0. Γι αυτό, λέει, αν αυξήσει κανείς το x κατά «ανεπαίσθητους 

βαθµούς»  από      x = x0  σε x = X, η συνάρτηση f(x) θα αυξάνει κάθε φορά που η 

παράγωγός της είναι θετική, και θα µειώνεται όταν είναι αρνητική. Ειδικότερα,  

f(X) > f(x0) εάν f´(x) >0 στο [x0, X]  (Edwards, 1979). 
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Το θεώρηµα µέσης τιµής είναι πόρισµα του πρώτου θεωρήµατος και του 

θεωρήµατος ενδιάµεσων τιµών: Αν f´(x) συνεχής µεταξύ x = x0 και x = x0+h τότε 

υπάρχει ένα θ µεταξύ 0 και 1 τέτοιο ώστε  [f(x0 +h) - f(x)] /h = f´ (x0 +θh)  

(Grabiner, 1981). 

Με αυτή την προετοιµασία ο Cauchy είναι έτοιµος για το «γενικευµένο του 

θεώρηµα µέσης τιµής»: Έστω f(x) και F(x) είναι συνεχείς συναρτήσεις στο 

διάστηµα [x0, X] και έστω ότι  F´(x) είναι µη µηδενική σε αυτό το διάστηµα.  Τότε 

(f(X) - f(x0) )/ (F(X) - F(x0)) = f´(ξ) /F´(ξ) για κάποιο σηµείο ξ στο (x0, X) (ibid).  

 

 

 

Ολοκλήρωµα 

 

Κατά τον 18ο αιώνα είχε επικρατήσει η άποψη ότι το ολοκλήρωµα είναι το 

αντίστροφο της παραγώγου, σε βάρος της θεώρησης του ως άθροισµα. ∆ηλαδή µία 

συνάρτηση  f(x) ολοκληρωνόταν µέσω της εύρεσης µίας αντιπαραγώγου ή αρχικής 

συνάρτησης  F(x) έτσι ώστε F´(x) = f(x). Το ολοκλήρωµα της  f(x) σε ένα 

διάστηµα [a,b] δίνονταν σύµφωνα µε το ακόµα ευρετικά κατανοητό θεµελιώδες 

θεώρηµα του λογισµού από, = F(b) - F(a) (Εdwards, 1979). ∫
b

a

dxxf )(

 

 

Προηγούµενες απόψεις για το ολοκλήρωµα 

 

Οι περισσότεροι µαθηµατικοί απέρριπταν τον ορισµό του Leibniz του 

ολοκληρώµατος ως άπειρο άθροισµα απειροστών γιατί εµπεριείχε και άπειρο  

άθροισµα και  απειροστά.  

Ο Johann Bernoulli  το ονόµασε ρητά ως το αντίστροφο του διαφορικού. 

Θεωρούσε ότι το αντικείµενο του ολοκληρωτικού λογισµού ήταν αυτό της εύρεσης 

από µία δοθείσα σχέση µεταξύ διαφορικών, της σχέσης των ίδιων των ποσοτήτων 

(Di erste Intergralrechnung). Ο  Euler χρησιµοποίησε την αντίληψη του 

αθροίσµατος για να βρει την προσεγγιστική τιµή των ορισµένων ολοκληρωµάτων 

αλλά επειδή ερµήνευε το διαφορικό ως µηδέν, απέρριψε την άποψη του Leibniz 
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της ολοκλήρωσης ως διαδικασία αθροίσµατος και ακολούθησε τον  Johann 

Bernoulli  ορίζοντας το ολοκλήρωµα ως το αντίστροφο της παραγώγου. (Opera 

omnia, XI,7). Ο L’ Huilier έδωσε έµφαση στο γεγονός ότι το ολοκλήρωµα είναι το 

αντίστροφο της παραγώγου (Exposition élémentaire), ο Lagrange επίσης θεώρησε 

το πρόβληµα του ολοκληρωτικού λογισµού ως αυτό του καθορισµού των 

“fonctions dérivées” της αρχικής συνάρτησης (Oeuvres, III, 443). Σύµφωνα µε τον 

Lacroix είπε ότι το αντικείµενο του ολοκληρωτικού λογισµού είναι να καθορίσει 

από τους διαφορικούς συντελεστές τις συναρτήσεις από τις οποίες είχαν προκύψει 

(Traité du calcul, II, 1-2). Ο Bolzano  παρόµοια όρισε το ολοκλήρωµα ως το 

αντίστροφο της παραγώγου. (Bolzano’s Schriften, σελ.83-84) (Boyer, 1949). 

 

Παρόλα αυτά αναγνωρίζετο ότι το ολοκλήρωµα µπορούσε να υπολογιστεί 

τουλάχιστον προσεγγιστικά από αθροίσµατα. Οι Euler, Legendre, Lacroix, Poisson 

προσπάθησαν να βρουν φράγµατα για τα σφάλµατα της προσέγγισης µέσω 

αθροισµάτων των τιµών ορισµένων ολοκληρωµάτων. Ο καθένας προσπάθησε να 

δείξει, τουλάχιστον σε κάποιες ειδικές περιπτώσεις, ότι το σφάλµα µπορούσε να 

γίνει µικρότερο από όποια δοθείσα ποσότητα (Grabiner, 1981). 

Η πρώτη συστηµατική συζήτηση του 18ου αιώνα της προσέγγισης του 

ολοκληρώµατος ως το όριο αθροίσµατος βρίσκεται στο Institutiones calculi 

integralis (1768) του Euler. Παρόλο που το είχε ορίσει ως το αντίστροφο του 

διαφορικού πηλίκου αναγνώρισε ότι µερικές φορές είναι απαραίτητο να 

χρησιµοποιήσει κανείς άλλες ιδιότητες του ολοκληρώµατος για να το υπολογίσει 

έστω και προσεγγιστικά. Ο Euler θεώρησε X µια συνάρτηση του x της οποίας το 

ολοκλήρωµα ∫ Xdx  πρέπει να υπολογιστεί µεταξύ των ορίων α και x. ∆ιαίρεσε το 

διάστηµα  [α,x] σε υποδιαστήµατα µήκους α´- α, α´´- α´, ... ,x - ´x, όπου 

α<α´<α´´<... <´x < x. Για να αντιπροσωπεύσει τις τιµές της συνάρτησης X στα 

σηµεία α, α´, α´ ´, ... ,´x, x, έγραψε Α, Α´, Α´´, ... ´ ,X και X.  Θεώρησε  b τη 

σταθερά ολοκλήρωσης που σχετίζεται µε το ολοκλήρωµα ∫ Xdx . Ο Euler είπε ότι 

µεταξύ δύο τιµών του  x που διαφέρουν κατά µία µικρή ποσότητα, µπορούµε να 

χειριστούµε τη συνάρτηση ως σταθερά, έτσι ώστε το ολοκλήρωµα σε αυτό 

το µικρό διάστηµα είναι η τιµή της συνάρτησης εκεί πολλαπλασιασµένη µε το 

∫ Xdx
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µήκος του µικρού διαστήµατος. Έτσι, η τιµή του ολοκληρώµατος  µεταξύ 

των ορίων α και x µπορεί να προσεγγιστεί από το άθροισµα    

∫ Xdx

y = b + Α(α´ - α) + Α´(α´´- α´) + ... + ´ X(x -´x)       (Grabiner, 1981). 

Αν ξαναγράψουµε αυτή τη σχέση µε τον συµβολισµό του Cauchy θεωρώντας την 

σταθερά ολοκλήρωσης b=0, την συνάρτηση X ως f(x), α = x0,  α´= x1 ,…, ´x = xn-1 

και  x = X τότε η προηγούµενη σχέση του Euler γίνεται 

y = f(x0)(x1-x0) +… +f(xn-1) (X-xn-1) δηλαδή ο ορισµός του Cauchy. 

Ο Euler δεν διατύπωσε ένα γενικό υπολογισµό του σφάλµατος για την παραπάνω 

προσέγγιση. Συζήτησε πάντως διαφορετικούς τρόπους µε τους οποίους η εγγύτητα 

της  προσέγγισης µπορεί να εξασφαλιστεί. Πρώτα είπε, υποθέτουµε ότι η 

συνάρτηση είναι ή πάντα αύξουσα ή πάντα φθίνουσα στο συγκεκριµένο διάστηµα. 

Τότε το ολοκλήρωµα y = µεταξύ των δοθέντων ορίων περιλαµβάνεται πάντα 

µεταξύ του αθροίσµατος των µηκών των υποδιαστηµάτων πολλαπλασιασµένων µε 

τις τιµές του Χ στα αριστερά άκρα του υποδιάστηµατος και του αντίστοιχου 

αθροίσµατος για τις τιµές του Χ στα δεξιά άκρα του υποδιαστήµατος. 

∫ Xdx

Ο Lacroix στο  Traité du calcul   προχώρησε περισσότερο από τον Euler στην 

συζήτηση για την εγγύτητα της προσέγγισης στην πραγµατική τιµή. Όπως και ο 

Cauchy ξεκίνησε µε ένα διάστηµα. Μετά όπως έδειξε ο Euler, ο Lacroix είπε ότι το 

ολοκλήρωµα φράσσεται από τις προσεγγίσεις Υ + Υ´ (α1 - α) και Υ + Υ1´ (α1 - α) 

[Έγραψε Υ´= Χ(α) και Υ1´= Χ(α1)]. Στη συνέχεια, ο Lacroix διαίρεσε το ίδιο 

διάστηµα από α έως α1 µέσω των ενδιάµεσων σηµείων α1, α2, .... ,αm,  έτσι ώστε  

α1<α2< .... <αm   Έτσι, το ολοκλήρωµα βρίσκεται µεταξύ 

Υ + Υ´(α1-α) + Υ´(α2-α1) + ...+ Υ´(α1-αm) και Υ + Υ1´(α1-α) + Υ1´(α2-α1) + ...+ 

Υ1´(α1-αm) Αλλά επειδή η συνάρτηση Χ υποθέσαµε ότι είναι  πάντα αύξουσα ή 

φθίνουσα, τα Χ(α1), Χ(α2), ... Χ(αm) βρίσκονται όλα µεταξύ Χ(α) και Χ(α1). 

Έστω Χ(α1) = y1´,  Χ(α2) = y2´ ... Χ(αm) = ym´  Τότε η έκφραση  

Υ + Υ´(α1-α) + y1´(α2-α1) + y2´ (α3-α2) + ... + ym´ (α1-αm)  

πρέπει να βρίσκεται µεταξύ των Υ + Υ´ (α1-α) + Υ´ (α2-α1) + ...+ Υ´(α1-αm) και          

Υ + Υ1´ (α1-α) + Υ1´ (α2-α1) + ...+ Υ1´(α1-αm) .  

Η διαµέριση µέσω των αk στην Υ+Υ´(α1-α)+y1´(α2-α1)+y2´(α3-α2)+ ... + ym´ (α1-αm)  

είναι µια υποδιαµέριση της αρχικής διαµέρισης και αφού η 

Υ+Υ´(α1-α) + y1´(α2-α1) + y2´ (α3-α2) + ... + ym´ (α1-αm) βρίσκεται µεταξύ των δύο 

άλλων εκφράσεων που φράσσουν το ολοκλήρωµα και η ίδια πρέπει να είναι κοντά 
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στο ολοκλήρωµα και στην πραγµατικότητα είπε ο Lacroix µπορεί να γίνει όσο 

κοντά στο ολοκλήρωµα επιθυµούµε  εάν  τα σηµεία α1, α2, .... ,αm   παρθούν  

επαρκώς  κοντά  το ένα  στο άλλο.  

Ο Lacroix όχι µόνο έδειξε ότι το ολοκλήρωµα µιας µονότονης συνάρτησης 

περιλαµβάνεται µεταξύ δύο υπολογίσιµων πεπερασµένων φραγµάτων αλλά είχε 

διατυπώσει ένα αλγεβρικό επιχείρηµα ότι λεπτότερες υποδιαιρέσεις µπορεί να 

δειχθεί ότι παράγουν εγγύτερες προσεγγίσεις. ∆ήλωσε επίσης ότι το διάστηµα στο 

οποίο υπολογίζεται µία συνάρτηση µπορεί να χωριστεί σε τµήµατα µε τέτοιο τρόπο 

ώστε σε κάθε τµήµα η συνάρτηση να είναι αύξουσα ή φθίνουσα και έτσι το 

ολοκλήρωµα της συνάρτησης µπορεί να χωριστεί σε άθροισµα ολοκληρωµάτων µε 

τέτοιο τρόπο που το κάθε ένα να έχει φράγµατα. Αυτές οι διαισθήσεις ήταν 

απαραίτητες για την εργασία του Cauchy (Grabiner, 1981). 

 

Γιατί εγκατέλειψε ο Cauchy τον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος ως 

αντιπαράγωγο υπέρ του ορισµού του ως όριο αθροισµάτων; 

 

Ούτε τα όρια αθροισµάτων ούτε τα εµβαδά συνόλων του επιπέδου ήταν επαρκώς 

κατανοητά προκειµένου να παρέχουν µία στέρεα βάση για ένα λογικό χειρισµό του 

ολοκληρώµατος. Ειδικότερα, η έννοια του εµβαδού ήταν τελείως διαισθητική – 

θεωρείτο µία αυταπόδεικτη έννοια, και δεν είχε γίνει ακόµη αντιληπτή η ανάγκη 

για ένα ακριβή ορισµό. Πράγµατι, το αναλυτικό ολοκλήρωµα µε την έννοια της 

αντιπαραγώγου του Newton, ήταν επαρκές στη πράξη όσο οι µόνες συναρτήσεις 

προς ολοκλήρωση ήταν συνεχείς µε την έννοια του Euler δηλαδή, κάθε συνάρτηση 

ορίζετο από µία µοναδική σαφή αναλυτική έκφραση (Edwards, 1979). 

Αλλά στις αρχές του 19ου αιώνα, η εργασία του Fourier έφερε στο φως την ανάγκη 

να αποκτήσει η ολοκλήρωση νόηµα για συναρτήσεις ασυνεχείς (τουλάχιστον µε 

την έννοια του Euler). Τέτοιες συναρτήσεις εµφανίζονταν φυσικά σε εφαρµοσµένα 

προβλήµατα και οι συντελεστές των σειρών τους Fourier εκφράζονταν ως 

ολοκληρώµατα που δεν ταίριαζαν στο στενά αναλυτικό µοντέλο της ολοκλήρωσης 

του 18ου αιώνα  (Edwards, 1979). 

Η εργασία του Fourier έκανε καθαρό ότι το ορισµένο ολοκλήρωµα µιας 

συνάρτησης που αντιπροσωπεύεται από µία τριγωνοµετρική σειρά µπορεί να 

υπάρχει, παρόλο που η συνάρτηση που αντιπροσωπεύει το ολοκλήρωµα δεν είναι 

παντού διαφορίσιµη (Grabiner, 1981).  
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Οι δυσκολίες µε το ολοκλήρωµα ως αντιπαράγωγο δεν περιορίζονταν σε 

µεµονωµένα σηµεία. Ακόµα περισσότερα προβλήµατα εµφανίζονταν στην 

µιγαδική ολοκλήρωση και ο Cauchy ενδιαφερόταν πολύ γι αυτό το θέµα και είχε 

συχνά εκφράσει την δυσαρέσκειά του µε τις καθαρά τυπικές αναλογίες στον 

µαθηµατικό συλλογισµό. Τόνισε ότι δεν µπορεί κανείς να καθιερώσει θεωρήµατα 

στη µιγαδική ανάλυση απλά µεταφέροντας γνωστά θεωρήµατα της πραγµατικής 

ανάλυσης. Ονόµαζε τον συλλογισµό από την πραγµατική στη µιγαδική ανάλυση 

απλά «ένα είδος επαγωγής» και δήλωσε ρητά (για πρώτη φορά) ότι το ολοκλήρωµα 

µιας συνάρτησης µεταξύ δύο σηµείων  είναι  η  διαφορά  µεταξύ  των τιµών της 

αντιπαραγώγου σε  αυτά  τα  σηµεία : 

«µόνο ... στη περίπτωση µιας συνάρτησης η οποία αυξάνεται ή µειώνεται συνεχώς 

µεταξύ των υπό ερώτηση ορίων» (Oeuvres complètes). ∆ύο χρόνια αφού έδωσε τον 

ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος ως άθροισµα, ο  Cauchy εφάρµοσε τις ιδέες 

του στη µιγαδική ολοκλήρωση σε ένα άρθρο το 1825 (Grabiner, 1981). 

 

Ήταν ο Cauchy αυτός που πρώτος αναγνώρισε την αναγκαιότητα να «δειχθεί η 

ύπαρξη των ολοκληρωµάτων ή αρχικών συναρτήσεων πριν να γίνουν γνωστές οι 

διάφορες ιδιότητες τους», δηλαδή πρώτα η παροχή ενός γενικού ορισµού και 

απόδειξης της ύπαρξης του ολοκληρώµατος για µία ευρεία κλάση συναρτήσεων 

που θα µπορούσε να παρέχει τη βάση  για  συζήτηση  ειδικών  ολοκληρωµάτων και  

των  ιδιοτήτων τους. (Η πλήρης απόδειξη παρατίθεται στο παράρτηµα) 

Ίσως αυτός να ήταν και ο βασικός λόγος που επέλεξε να ορίσει το ολοκλήρωµα ως 

όριο αθροίσµατος. Με αυτόν το ορισµό µπορούσε να αποδείξει την ύπαρξη 

ολοκληρώµατος µιας συνεχούς συνάρτησης, να θεωρήσει ολοκληρώµατα 

συναρτήσεων που δεν ήταν παράγωγοι γνωστών συναρτήσεων και να εξηγήσει την 

συµπεριφορά ολοκληρωµάτων κατά µήκος µιας διαδροµής.   

 

Στο  Résumé des leçons données a l’ École royale Polytechnique sur le calcul 

infinitésimal το 1823 διατύπωσε τον ορισµό του ολοκληρώµατος . 

Στο 21ο leçon ο Cauchy αρχίζει µε µία συνάρτηση f(x) η οποία είναι συνεχής (µε 

τη σύγχρονη έννοια) στο διάστηµα [x0, X], και υποδιαιρεί αυτό το διάστηµα σε n 

υποδιαστήµατα µέσω των σηµείων x0, x1, x2, ...  ,xn = X.   Με αυτή  την διαµέριση 

P του [x0, X] συνδέει το προσεγγιστικό άθροισµα  
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S = f(x∑
=

n

i 1
i-1) (xi - xi-1) (1) που αποκτάται από την άθροιση των εµβαδών των 

ορθογωνίων βασισµένων στα υποδιαστήµατα της   διαµέρισης,  µε   βάση [xi-1, xi] 

και ύψος f(xi-1). Θέλει να ορίσει το f(x)dx ως το όριο του προηγούµενου 

αθροίσµατος καθώς το µέγιστο των µηκών  x

∫
X

x0

i - xi-1 των υποδιαστηµάτων 

προσεγγίζει το µηδέν. Προφανώς η ύπαρξη αυτού του ορίου πρέπει να αποδειχθεί. 

Για αυτό τον σκοπό λέει: 

«Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι εάν οι αριθµητικές τιµές [µήκη] αυτών 

των στοιχείων [υποδιαστηµάτων] γίνουν πολύ µικρές και ο αριθµός n πολύ 

µεγάλος ο τρόπος της υποδιαίρεσης θα έχει µόνο µία ανεπαίσθητη επίδραση στην 

τιµή του S» (Edwards, 1979). 

Για να το αποδείξει αυτό χρησιµοποιεί το παρακάτω στοιχειώδες αριθµητικό 

αποτέλεσµα από το Cours d’ analyse (1821): Εάν α1, ...,αn είναι θετικοί αριθµοί και  

a1, …, an είναι αυθαίρετοι αριθµοί, τότε a∑
=

n

i 1
i αi = a ( α1 + … + αn)  όπου  a  είναι 

µία «µέση τιµή» των a1, …, an , δηλαδή  a  κείται µεταξύ του µικρότερου και του 

µεγαλύτερου από αυτούς. Με αi = xi - xi-1 και  ai = f(xi-1) από τη  προηγούµενη 

ισότητα προκύπτει 

S = f(x0 +θ (X-x0)) (X-x0)  (*) για κάποιο θ στο (0,1), γιατί από το θεώρηµα 

ενδιάµεσης τιµής κάθε µέσος όρος των αριθµών f(x0), f(x1), … , f(xn-1) είναι µία 

τιµή της συνεχούς συνάρτησης  f  σε  κάποιο  σηµείο του  διαστήµατος.  

Τώρα, θεωρεί µία εκλέπτυνση P´ της προηγούµενης διαµέρισης P δηλαδή κάθε 

υποδιάστηµα της διαµέρισης P´ βρίσκεται σε κάποιο υποδιάστηµα της P. Τότε το 

αντίστοιχο άθροισµα  S´µπορεί να γραφεί ως  S´ = S´1 + S´2 + … S´n   

όπου S´i είναι το άθροισµα αυτών των όρων του S´ που αντιστοιχούν στα 

υποδιαστήµατα του  P´ που βρίσκονται στο  i-στο  υποδιάστηµα του P. Τότε η (*) 

εφαρµοσµένη σε αυτό το  i-στο  υποδιάστηµα δίνει 

S´ = f(xi-1 + θi (xi - xi-1))(xi - xi-1)   για κάποιο θi στο (0,1), i =1,2,…, n  έτσι,  

S´ =  f(x∑
=

n

i 1
i-1 + θi (xi - xi-1))(xi - xi-1)   (2) 
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Αν γράψουµε  εi = f(xi-1 + θi (xi - xi-1)) - f(xi-1)  για κάθε i =1,2,…, n  τότε από τη 

σύγκριση των σχέσεων (1) και (2) προκύπτει 

S´ - S =  ε∑
=

n

i 1
i (xi - xi-1) = ε ( X - x0)  (3) για κάποιο µέσο όρο ε  των εi. 

Ο Cauchy συµπεραίνει από αυτή την τελευταία σχέση ότι «δεν θα µεταβάλλει 

κανείς αισθητά την τιµή του S που υπολογίζεται µε µία µέθοδο διαίρεσης 

[διαµέριση] στην οποία τα στοιχεία [υποδιαστήµατα] της διαφοράς X - x0 έχουν 

πολύ µικρές αριθµητικές τιµές, αν περάσει κανείς σε µία δεύτερη µέθοδο διαίρεσης 

στην οποία κάθε ένα από αυτά τα στοιχεία υποδιαιρεθεί σε πολλά άλλα» (ibid). 

Εδώ είναι που παραβλέπει την ανάγκη να αποδείξει ότι η συνεχής συνάρτηση f 

είναι οµοιόµορφα συνεχής στο  [x0,X],  δηλαδή ότι  δοθέντος  ε > 0  υπάρχει  δ > 0  

τέτοιο  ώστε  | f(x´) - f(x´´) | < ε για όποια x´ , x´´ στο [x0, X] µε | x´ - x´´| < δ. 

Γνωρίζοντας αυτό, οι αριθµοί εi  που ορίστηκαν µε την προηγούµενη σχέση 

µπορούσαν αν γίνουν όσο µικροί θέλαµε επιλέγοντας τη P µε επαρκώς µικρά 

υποδιαστήµατα.  

Έστω τώρα P1 και P2 αυθαίρετες διαµερίσεις του  [x0, X] και έστω  P´ η κοινή 

εκλέπτυνση που παίρνουµε συγχωνεύοντας τα σηµεία των διαµερίσεων P1 και P2.  

Εάν S1, S2, S είναι τα αντίστοιχα προσεγγιστικά αθροίσµατα τότε η (3) δίνει 

S´ - S1 = ε 1 (X - x0) και  S´- S2 = ε 2 (X - x0)  έτσι,  

S1 - S2 = (ε 2  - ε 1) (X - x0)   

Γι αυτό το λόγο η διαφορά µετά των S1 και S2 µπορεί να γίνει αυθαίρετα µικρή 

επιλέγοντας P1 και P2 µε επαρκώς µικρά υποδιαστήµατα. 

Ο Cauchy συνοψίζει την κατάσταση ως εξής: «Ας θεωρήσουµε προς το παρόν ότι 

θεωρεί κανείς ταυτόχρονα δύο µεθόδους διαίρεσης της διαφοράς X - x0 σε κάθε 

µία από τις οποίες τα στοιχεία της διαφοράς έχουν πολύ µικρές αριθµητικές τιµές. 

Θα είναι ικανός να συγκρίνει αυτές τις δύο µεθόδους µε µία τρίτη µε τέτοιο τρόπο 

ώστε κάθε στοιχείο, είτε από τη πρώτη είτε από τη δεύτερη µέθοδο να 

σχηµατίζεται από την ένωση διαφόρων στοιχείων της τρίτης. Προκειµένου να 

ικανοποιείται αυτή η προϋπόθεση θα επαρκεί ότι κάθε τιµή του x τοποθετούµενη 

εναλλάξ στις πρώτες δύο µεθόδους µεταξύ των ορίων x0 και X να χρησιµοποιείται 

στην τρίτη και θα αποδείξει κανείς ότι µεταβάλλει την τιµή S πολύ λίγο περνώντας 

από τη πρώτη ή τη δεύτερη µέθοδο στη τρίτη. Γι αυτό το λόγο όταν τα στοιχεία της 

διαφοράς X - x0 γίνουν άπειρα µικρά, η µέθοδος διαίρεσης δεν έχει πια παρά µια 
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ανεπαίσθητη επίδραση στην τιµή του S. Και αν κανείς κάνει τις αριθµητικές τιµές 

αυτών των στοιχείων να µειώνονται επ’αόριστον, αυξάνοντας το πλήθος τους, η 

τιµή του S θα καταλήξει να είναι αισθητά σταθερή ή µε άλλα λόγια, θα καταλήξει 

επιτυγχάνοντας ένα συγκεκριµένο όριο το οποίο θα εξαρτάται µόνο από τη µορφή 

της συνάρτησης f(x) και από τις ακραίες τιµές x0 και X που εκχωρούνται στη 

µεταβλητή x. Αυτό το όριο είναι αυτό που ονοµάζει κανείς ορισµένο ολοκλήρωµα.» 

 

Για να σταθεροποιήσει αυτό το τελευταίο επιχείρηµα -την πραγµατική ύπαρξη του 

ορίου- ο Cauchy θα χρειαζόταν την ιδιότητα της πληρότητας των πραγµατικών 

αριθµών (ακριβώς όπως στο πρόβληµα της ύπαρξης ορίου µιας Cauchy ακολουθίας 

αριθµών) (Edwards, 1979). 

 

Όσον αφορά στο ολοκλήρωµα η άποψη του Laugwitz είναι η εξής: 

Είναι κοινή πεποίθηση ότι όποια απόδειξη της ολοκληρωσιµότητας µιας συνεχούς 

συνάρτησης απαιτεί την οµοιόµορφη συνέχεια. Η απόδειξη του Cauchy συνήθως 

δηλώνεται ότι είναι λάθος.  

 

Το κρίσιµο βήµα είναι, όταν ο  Cauchy περνά στη κοινή εκλέπτυνση δύο 

υποδιαιρέσεων ενός διαστήµατος x0 ≤  x ≤  X, x0<x1<…< xn-1 <X  και όταν πρέπει 

να θεωρήσει τη διαφορά των προσεγγιστικών αθροισµάτων S  που ανήκουν σε ένα 

υποδιάστηµα και στην εκλέπτυνση του. Αυτή η διαφορά θα είναι: 

D = ε± 0(x1 - x0) + ε± 1(x2 - x1) ±  … ±  εn-1 (X - xn-1)  

Κάθε εκ είναι η διαφορά τιµών της f(x). Μόλις το xk+1 - xk γίνει άπειρα µικρό, το εκ 

θα είναι απειροστό, λόγω της συνέχειας της συνάρτησης. Τώρα, από την διάσηµη 

θεωρία µέσων όρων του Cauchy. (Cauchy, 1821) προκύπτει ότι  D = ε(X-x0) όπου 

ε είναι ο µέσος όρος των  ε± κ . Προφανώς χρησιµοποιεί ένα κρυφό λήµµα ότι κάθε 

µέσος όρος  απειροστών είναι  επίσης απειροστό  και  συµπεραίνει: 

Γι αυτό τον λόγο, όταν τα στοιχεία της διαφοράς  X - x0 γίνουν άπειρα µικρά, ο 

τρόπος της διαίρεσης δεν έχει παρά µια ανεπαίσθητη  επίδραση στη τιµή του S. Και 

αν κανείς κάνει τις αριθµητικές τιµές αυτών των στοιχείων να µειώνονται 

επ’αόριστον, αυξάνοντας τον αριθµό τους, η τιµή του S θα καταλήξει να είναι 

αισθητά σταθερή ή, µε άλλα λόγια, θα καταλήξει να επιτύχει ένα συγκεκριµένο 

όριο το οποίο θα εξαρτάται αποκλειστικά από τη µορφή της συνάρτησης  f(x) και 
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από τις οριακές τιµές x0 και X που αποδίδονται στη µεταβλητή x. Αυτό το όριο 

είναι αυτό που ονοµάζει κανείς ορισµένο ολοκλήρωµα.   

 

Το κρυφό λήµµα είναι αλήθεια σε κάθε λογική θεωρία απειροστών. Θα είναι 

δύσκολο να δοθεί νόηµα στη δήλωση ότι κάθε µέσος όρος άπειρα πολλών 

ακολουθιών µε όριο το µηδέν θα συγκλίνει πάλι στο µηδέν. Για άλλη µια φορά, η 

άµεση θεώρηση των απειροστών  είναι ανώτερη της ερµηνείας µε όρους 

ακολουθιών. Η οµοιόµορφη συνέχεια αποφεύγεται µε τη χρήση του κρυφού 

λήµµατος  (Laugwitz, 1987). 

 

 

 

Θεµελιώδες Θεώρηµα 

 

Ο Cauchy παρείχε την πρώτη αυστηρή απόδειξη του θεµελιώδους θεωρήµατος 

του λογισµού. 

Εάν f(x) είναι πεπερασµένη και συνεχής στο διάστηµα [x0, X] και F(x) =  ∫
X

x
dxxf

0

)(

Τότε  F´(x) = f(x)   (Calcul infinitésimal) 

Ο Cauchy απέδειξε το θεµελιώδες συνδυάζοντας δύο πράγµατα: το θεώρηµα µέσης 

τιµής για ολοκληρώµατα, ήδη γνωστό στον Lagrange,  και την προσθετικότητα του 

ορισµένου ολοκληρώµατος στα διαστήµατα, ένα γεγονός γνωστό και για τον 

Cauchy µια εύκολη συνέπεια του ορισµού του ολοκληρώµατος ως άθροισµα. (Η 

απόδειξη υπάρχει στο παράρτηµα).  Η ιδέα κλειδί είναι  

F(x+α) - F(x) =  -  =  = αf(x+θα) όπου 0 θ≤ 1 ∫
+ax

x
dxxf

0

)( ∫
x

x
dxxf

0

)( ∫
+ax

x

dxxf )( ≤

Οι πηγές της απόδειξης του Cauchy είναι δύο: Η αντίστοιχη απόδειξη του   

Lagrange και οι διατυπώσεις του Lagrange και του Lacroix του θεωρήµατος µέσης 

τιµής για τα ολοκληρώµατα. 

Προκειµένου να προσαρµόσει την απόδειξη του Lagrange  στους δικούς του 

σκοπούς ο Cauchy έπρεπε να ορίσει και να αποδείξει την ύπαρξη της F, κάτι το 

οποίο έκανε, και έπρεπε να βρει και να αποδείξει ένα αποτέλεσµα ισοδύναµο της  

if(x)  F(x+i) - F(x)  if(x+i)  (σχέση του  Lagrange )  ≤ ≤
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αλλά που να µην αφορά µόνο µονότονες συναρτήσεις. Και αυτό το έκανε 

δηλώνοντας το θεώρηµα µέσης τιµής για ορισµένα ολοκληρώµατα (το οποίο  είχαν 

παράγει και ο Lagrange και ο  Lacroix από το λήµµα του Lagrange ότι µία 

συνάρτηση µε θετική παράγωγο σε διάστηµα είναι αύξουσα σε αυτό, αλλά 

δεδοµένου ότι και οι δύο είχαν ορίσει το ολοκλήρωµα ως το αντίστροφο της 

παραγώγου θεωρούσαν αυτό το θεώρηµα ως µία παραλλαγή του θεωρήµατος 

µέσης τιµής για παραγώγους). Επειδή ο Cauchy είδε το ολοκλήρωµα ως άθροισµα 

χρειαζόταν µία νέα απόδειξη. Το διατύπωσε ως εξής: 

∫
X

x
dxxf

0

)(  = (X - x0) f[x0 + θ(X - x0)], 0 ≤ θ ≤ 1 

Παρήγαγε το θεώρηµα από ένα από τα βήµατα της απόδειξης του ότι ο τύπος της 

διαµέρισης δεν επηρεάζει την τιµή του ορισµένου ολοκληρώµατος. Για άλλη µία 

φορά ο Cauchy πήρε ένα προηγούµενο αποτέλεσµα, του έδωσε µία διαφορετική 

λογική βάση και το χρησιµοποίησε για ένα τελείως διαφορετικό σκοπό.  

 

Σύµφωνα µε τον Freudenthal (1971) το Cours d’ Analyse είναι ένα µη-τυπικό έργο 

του Cauchy και σε σύγκριση µε τα προηγούµενα και σε σύγκριση µε τα επόµενα 

έργα του. Στα µετέπειτα ερευνητικά του κείµενα, δεν στάθηκε στο ύψος των 

απαιτήσεων που ο ίδιος είχε θέσει στο Cours. Παρόλο που είχε δώσει ορισµό 

συνέχειας δεν απέδειξε ποτέ τυπικά τη συνέχεια καµίας συνάρτησης. Αν και είχε 

τονίσει την σηµασία της σύγκλισης των σειρών, έκανε πράξεις µε σειρές, µε 

µετασχηµατισµούς Fourier σαν να µην είχε θέσει ποτέ θέµα αυστηρότητας. 

Φαίνεται να είναι σε αντίφαση µε τον εαυτό του, αλλά απλά είναι ένας 

καιροσκόπος στα µαθηµατικά. Μπορούσε να ανεχθεί τον καιροσκοπισµό του 

επειδή µε το υπόβαθρο της τεράστιας εµπειρίας του, είχε µία βέβαιη αίσθηση για 

το τι ήταν αλήθεια ακόµα και αν δεν ήταν διατυπωµένο ή αποδεδειγµένο σύµφωνα 

µε τα κριτήρια του Cours. 

 

Επιπλέον τονίζει ο  Freudenthal (1971), το Cours είναι τόσο διαφορετικό από τα 

προηγούµενα έργα του, όχι γιατί είναι περισσότερο θεµελιώδες αλλά επειδή ήταν 

ένα εγχειρίδιο στο οποίο όχι µόνο επικοινωνούσε τα αποτελέσµατα του αλλά 

επίσης έκανε ρητή την προηγούµενη εµπειρία του. Ο Cauchy δεν ήταν λάτρης της 

έρευνας της σχετικής µε την θεµελίωση όπως ο Bolzano αλλά προκειµένου να 
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διδάξει µαθηµατικά σε αρχάριους έπρεπε να αναλύσει και να παρουσιάσει τεχνικές 

υπόρρητες στο υπόβαθρο του. Μία παρόµοια κατάσταση είναι συνήθης σήµερα 

όταν ένα δάσκαλος των µαθηµατικών θα δηλώσει ρητά τις λογικές του συνήθειες 

παρόλο που δεν είναι λογικιστής.  

 

 

 

Τα απειροστά στον Cauchy  

 

Ο Cauchy όπως προαναφέρθηκε, χρησιµοποιεί σε αποδείξεις αρκετών θεωρηµάτων 

τα απειροστά. Ο Laugwitz (1987), παροµοιάζει τη λειτουργία τους για το σύστηµα 

του Cauchy, µε τον σοβά που δένει τα διαφορετικά µέρη του οικοδοµήµατος και 

είναι πανταχού παρόν. Ο ίδιος ο Cauchy στην εισαγωγή του αναφέρει: “En parlant 

de la continuité des fonctions, je n’ai pu me dispenser de faire connaître les 

propretés principales des quantités infiniment petites, propriétés qui servent de base 

au calcul infinitésimal.” («Mιλώντας για τη συνέχεια των συναρτήσεων δεν µπορώ 

να απαλλαγώ από το να κάνω γνωστές τις βασικές ιδιότητες των απείρως µικρών 

ποσοτήτων, οι οποίες αποτελούν θεµέλιο του απειροστικού λογισµού»).  

Ο Cauchy θεωρεί το απειροστό ως µια µεταβλητή που έχει το µηδέν ως όριο :  

“On dit qu’une quantité variable devient infiniment petite, lorsque sa valeur 

numérique décrois indéfiniment de manière a converger vers la limite zéro” 

(Cauchy, 1821) («Λέµε ότι µια µεταβλητή ποσότητα γίνεται απείρως µικρή όταν η 

αριθµητική τιµή της – δηλαδή η απόλυτη τιµή – µειώνεται ασταµάτητα έτσι ώστε να 

συγκλίνει στο µηδέν»).  

Ως µοναδικό παράδειγµα απειροστού αναφέρει την ακολουθία ,...
7
1,

8
1,

5
1,

6
1,

3
1,

4
1  

Ωστόσο από τα επόµενα έργα του Cauchy, γίνεται φανερό ότι δεν θεωρούσε τις 

ακολουθίες ως τις µοναδικές αναπαραστάσεις των απειροστών. Για παράδειγµα, 

στο Addition (Cauchy, 1823) τα απειροστά αναπαρίστανται ως συναρτήσεις που 

είναι συνεχείς σε µια περιοχή του 0 και µηδενίζονται στο 0. 

Εκτός από το µάλλον ασαφές «µεταβλητές που τείνουν στο µηδέν» ο Cauchy δεν 

λέει ποτέ τι είναι τα απειροστά του. Μας λέει µόνο πως µπορούν να 

αναπαρασταθούν τα απειροστά. Το ίδιο συµβαίνει και µε τους πραγµατικούς 

αριθµούς : ενώ οι µαθηµατικοί το δεύτερο µισό του 19ου αιώνα ανέπτυξαν θεωρίες 
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των πραγµατικών αριθµών ο Cauchy παρέµενε ικανοποιηµένος µε τις 

αναπαραστάσεις µέσω δεκαδικών αριθµών. Εφόσον οι σηµαντικές ιδιότητες 

µπορούν να προκύψουν από τις αναπαραστάσεις αυτό δεν έχει καµία διαφορά στον 

Λογισµό.  

Μια τελική θεωρία απειροστών παρουσιάστηκε στο (Cauchy, 1829).  Η 

επικεφαλίδα του Κεφαλαίου 6 είναι “Sur les dérivées des fonctions qui représentent 

des quantités infiniment petites” «Σχετικά µε τις παραγόµενες των συναρτήσεων 

που αντιπροσωπεύουν ποσότητες άπειρα µικρές». 

Χωρίς σχόλιο ο Cauchy χρησιµοποιεί τον πληθυντικό αριθµό - συστήµατα 

απειροστών - και συνήθως µιλά για «ένα κάποιο σύστηµα»  “un système 

quelconque.” Με το i δηλώνει τη βάση του συστήµατος: “Soit toujours i la base du 

système adopté”. «Έστω πάντα i η βάση που αποδεχόµενου συστήµατος» Το 

γράµµα i είναι απλά ένα σύµβολο για κάτι το οποίο καλείται απειροστό. Γενικά ένα 

απειροστό αναπαριστάται µε f(i) όπου  f(x) είναι µία  συνάρτηση ορισµένη σε µία  

περιοχή του x=0 που εξαφανίζεται στο x = 0. Παραδείγµατα είναι  e-1/i  και 1/log i.  

Πιθανώς η f(x) θα έπρεπε να είναι συνεχής στην περιοχή του x = 0.  Όλα αυτά 

συνάγονται από τα κείµενα.  

Ο Cauchy (1829) αρχίζει ορίζοντας την έννοια της τάξης ενός απειροστού:  

“Nous terminerons ces Préliminaires en expliquant ce qu’on doit entendre par des 

quantités infinement petites de divers ordres. Désignons par a un nombre constant, 

rationnel ou irrationnel; par i une quantité inifinement petite, et par r un nombre 

variable. Dans le système de quantités inifiment petites dont i sera la base,  une 

fonction de i représentée par f(i) sera un infiniment petit de l’ordre a, si la limite du 

rapport  f(i)/ir est nulle pour toutes les valeurs de r plus petite que a, et infinie pour 

toutes les valeurs de r plus grandes que a”. («Θα ολοκληρώσουµε τα Εισαγωγικά 

επεξηγώντας τι εννοούµε µε ποσότητες άπειρα µικρές διαφόρων τάξεων. Ας 

ορίσουµε µε a ένα σταθερό αριθµό, ρητό ή άρρητο, µε i µια ποσότητα άπειρα 

µικρή και µε r ένα αριθµό µεταβλητό. Μέσα στο σύστηµα των άπειρα µικρών 

ποσοτήτων των οποίων το i είναι η βάση, µια συνάρτηση του i αναπαραστώµενη 

µε f(i) θα είναι άπειρα µικρή τάξης a αν το όριο του λόγου f(i)/ir είναι µηδέν για 

όλες τις τιµές του r (που είναι) πιο µικρές από το a και άπειρο για όλες τις τιµές του 

r (που είναι) πιο µεγάλες από το a»).  
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Αυτό σηµαίνει ότι η τάξη του απειροστού f(i) είναι ο µοναδικά οριζόµενος 

πραγµατικός αριθµός a (ή + ∞ όπως στην ) τέτοιος ώστε   είναι 

απειροστό για r < a και άπειρα µεγάλο για  r > a.  

21/ie− rf(i)/i

Ο Cauchy προχωρά στην απόδειξη µερικών πολύ απλών ιδιοτήτων της τάξης του 

απειροστού. Ένα τυπικό παράδειγµα είναι: η τάξη του γινοµένου ισούται µε το 

άθροισµα των τάξεων των µελών του. Προφανώς, οι πράξεις µε τα απειροστά 

ορίζονται από τις αντίστοιχες πράξεις στις αναπαραστώµενες συναρτήσεις. Το 

πρώτο θεώρηµα είναι για τη σχέση <: (Théorème I.)  ‘Si, dans un système 

quelconque, l’on considère deux quantités infiniment petites d’ordres différents, 

pendant que ces deux quantités s’approcheront indéfiniment de zéro, celle qui sera 

d’un ordre plus élevé finira par obtenir constamment la plus petite valeur 

numérique’ (Cauchy, 1829) («Σε κάθε σύστηµα, αν θωρήσουµε δύο απειροστά 

διαφορετικών τάξεων ενόσω αυτές οι ποσότητες προσεγγίζουν το µηδέν 

επ’αόριστον, αυτό που έχει µεγαλύτερη τάξη θα καταλήξει να έχει διαρκώς 

µικρότερη απόλυτη τιµή»).  

 

Σύµφωνα µε τον Edwards (1979), παρόλο που ο Cauchy περιπλέκει την εξήγηση 

του συζητώντας τις άπειρα µικρές ποσότητες µε την γλώσσα των απειροστών 

µάλλον παρά µε αυτή των συναρτήσεων είναι φανερό από τις φράσεις “un 

infiniment petit” («ένα άπειρα µικρό») και “une quantité infiniment petite” («µία 

ποσότητα άπειρα µικρή») τα οποία συχνά και τα δύο αποδίδονται στα  αγγλικά “an 

infinitesimal” («ένα απειροστό») ότι εννοεί µία εξαρτηµένη µεταβλητή ή 

συνάρτηση a(h) η οποία προσεγγίζει το µηδέν καθώς h → 0. Συγκεκριµένα, τα 

«απειροστά» του δεν είναι πλέον οι άπειρα µικροί σταθεροί αριθµοί που είχαν 

προκαλέσει προηγούµενα τόση σύγχυση και τόση αµφισβήτηση. 

Με αυτή την άποψη του Edwards συµφωνεί και ο Boyer (1949) σύµφωνα µε τον 

οποίο: «Στη βάση του αριθµητικού του ορισµού του ορίου ο Cauchy, όρισε το 

απειροστό. Αυτή η έννοια ήταν δεµένη µε τη γεωµετρική διαίσθηση των ιδιοτήτων 

του χώρου και είχε θεωρηθεί λίγο ή πολύ ως µία σταθερή ελάχιστη επέκταση. Η 

ανάπτυξη τον 18ο αιώνα της έννοιας της συνάρτησης οδήγησε τον Cauchy  να 

κάνει το απειροστό απλά µία µεταβλητή. «Λέει κανείς ότι µία µεταβλητή ποσότητα 

γίνεται άπειρα µικρή όταν η αριθµητική της τιµή ελαττώνεται επ’ αόριστον µε 

τέτοιο τρόπο ώστε να συγκλίνει προς το όριο µηδέν» (Oeuvres, (2), III,19; IV, 16). 
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Ένα απειροστό δηλαδή, δεν ήταν διαφορετικό από άλλες µεταβλητές εκτός από τη 

κατανόηση ότι έπαιρνε τιµές που συγκλίνουν στο µηδέν ως όριο».  

 

Σύµφωνα µε τον Fisher (1978) αντιθέτως, ο Cauchy παράπαιε µεταξύ της 

απόρριψης και της αποδοχής των απειροστών. Φαίνεται ότι απέρριπτε µία 

προσέγγιση (αυτή των απειροστών) που θα µπορούσε να γίνει αυστηρή, 

αποδεχόµενος µία προσέγγιση την οποία δεν κατάφερε ολοκληρωτικά να κάνει 

αυστηρή. 

Οι άπειρα µεγάλες ποσότητες ορίζονται µε ένα παρόµοιο τρόπο, η ακολουθία 

1,2,3,4,5,...είναι ένα παράδειγµα (Cauchy, 1821). 

Όσον αφορά στο άπειρο, ενώ ο Bolzano σκεπτόµενος µε όρους συσσώρευσης είχε 

συµπεράνει την πιθανότητα ενός πραγµατικού απείρου, ο Cauchy δίνοντας έµφαση 

στην µεταβλητότητα, αρνήθηκε αυτή τη πιθανότητα εξαιτίας των παραδόξων στα 

οποία φαίνεται ότι οδηγούσε αυτή η υπόθεση. Παραδέχθηκε µόνο το δυνητικό 

άπειρο του Αριστοτέλη και µαζί µε τον  D’Alembert ερµήνευσε το άπειρο ως απλά 

επ’ αόριστο µεγάλο – µια µεταβλητή της οποίας οι διαδοχικές τιµές αυξάνουν πέρα 

από όποιο δοσµένο αριθµό (Oeuvres, (2), III, 19). Όρισε βαθµούς του απείρου µε 

ένα τρόπο ακριβώς ανάλογο αυτού των απειροστών (Boyer, 1949).  

 

Όλες οι προσπάθειες να γίνουν κατανοητές οι αποδείξεις του Cauchy 

χρησιµοποιώντας σύγχρονες µεθόδους του Απειροστικού Λογισµού όπως η 

οµοιόµορφη σύγκλιση, ο αποκλεισµός των απειροστών και η χρήση των ε-δ 

συµβόλων κλπ δεν µπορεί να στεφθούν από επιτυχία αν δεν επιτευχθεί µια εκ των 

έσω ανάγνωση τους στο πνεύµα του ίδιου του Cauchy (Grabiner, 1981, Laugwitz, 

1987, 1994,  Giusti, 1984). 

Οι πραγµατικοί αριθµοί του Cauchy συµπεριλαµβάνουν όλους τους πραγµατικούς 

που δεχόµαστε και σήµερα (πραγµατικούς που όρισε ο Weierstrass και αποτελούν 

αρχιµήδειο σώµα) αλλά επιπλέον τα απειροστά και απείρως µεγάλους αριθµούς. 

Έτσι, το συνεχές των πραγµατικών κατά Cauchy είναι µια (µη-αρχιµήδεια) 

επέκταση του συνεχούς του Weierstarss στο πνεύµα των απειροστών του Leibniz 

(Lakatos, 1978). Οι κατά Weierstarss αριθµοί δεν ήταν τίποτα άλλο παρά 

πεπερασµένοι αριθµοί Cauchy χωρίς τις απειροστές περιοχές τους. 
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Ερµηνεύοντας µε αυτό τον τρόπο τις αµφισβητούµενες αποδείξεις του Cauchy 

είναι πιο εύκολο να ερµηνεύσουµε ή να επανεκτιµήσουµε µερικά από τα 

θεωρούµενα ως «λάθη» του. Για παράδειγµα, το θεώρηµα ότι όριο συνεχών 

συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση αν στους όρους συνέχεια και περιοχή 

συµπεριλάβουµε τον τρόπο που χρησιµοποιούσε τις έννοιες αυτές ο Cauchy :  

έστω s(x)(x)slim n = όπου συνεχείς. Για να δειχθεί ότι το όριο είναι συνεχής 

συνάρτηση σε κάποιο x

(x)sn

1 αρκεί να δειχθεί ότι η διαφορά είναι 

απειροστό για κάθε απειροστό α. Έχουµε : 

)(xsa)(xs 1nn −+

| | = 

|

)(xsa)(xs 1nn −+

+−+≤−++−+ )()()()()()( 111111 xsaxsxraxrxsaxs nnnnnn  

)(xra)(xr)(xsa)(xs 1n1n1n1n +++−+  

όπου rn είναι τα υπόλοιπα. Ο Cauchy θεωρούσε την αριστερή πλευρά ως απειροστό 

για κάθε απειροστό α εφόσον η )(xsa)(xs 1nn −+ είναι απειροστό για κάθε n λόγω 

του ορισµού του της συνέχειας και αντίστοιχα τα )(xr,a)(xr 1n1n +  ότι ήταν πάλι 

απειροστά για απείρως µεγάλα n λόγω του ορισµού του για το όριο. Είναι φανερό 

ότι η συνέχεια κάθε  και η σύγκλιση της ακολουθίας αυτής, αφορά σε όλα τα 

σηµεία του πυκνού συνεχούς του Cauchy ενώ οι δείκτες n µπορούν να είναι 

απείρως µεγάλοι. Με αυτές τις προϋποθέσεις είναι φανερή η ισχύς του θεωρήµατος 

του µόνο που αφορά σε υπεραριθµήσιµες ακολουθίες συνεχών κατά Cauchy 

συναρτήσεων, που συγκλίνουν στο συνεχές του Cauchy. 

(x)sn

 

Η επίδραση του Cauchy στους σύγχρονους και µεταγενέστερους µαθηµατικούς 

ήταν καταλυτική. Η εργασία του επηρέασε τους µαθηµατικούς του δεύτερου µισού 

του 19ου αιώνα: Abel, Dirichlet, Riemann, Weierstrass. Τα βιβλία του 

µεταφράστηκαν σε άλλες γλώσσες, και σχολικά εγχειρίδια  βασίστηκαν στην 

προσέγγιση του.  

Μετά τον Cauchy η θεµελίωση αποτέλεσε ένα σηµαντικό µέρος της ανάλυσης. 

 

Ωστόσο η προσέγγιση του είχε θεµελιώδεις δυσκολίες:  

1. Οι λεκτικοί του ορισµοί του ορίου και της συνέχειας και η συχνή χρήση της 

γλώσσας των απειροστών. Οι ορισµοί του υπονοούν συνεχή κίνηση- µια 

διαισθητική ιδέα. Επιπλέον απέτυχε να διακρίνει µεταξύ συνέχειας και 
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οµοιόµορφης συνέχειας και µεταξύ σύγκλισης και οµοιόµορφης σύγκλισης µιας 

άπειρης σειράς συναρτήσεων. Οι λεκτικές διατυπώσεις των ορίων και της 

συνέχειας που χρησιµοποιήθηκαν από τον Cauchy και τον  Bolzano  συγκάλυψαν 

την διαφορά µεταξύ του  «για κάθε ε υπάρχει δ που δουλεύει για όλα τα x» και του 

«για κάθε ε και για κάθε x, υπάρχει ένα δ».  

 

2. Η διαισθητική του έκκληση στην γεωµετρία στην απόδειξη της ύπαρξης 

διαφόρων ορίων. Η ύπαρξη πολλών ορίων προκύπτει από το αξίωµα της 

πληρότητας των πραγµατικών αριθµών, το οποίο ο Cauchy θεώρησε δεδοµένο. 

Ενώ κατανόησε ότι ένας πραγµατικός αριθµός µπορούσε να παρθεί ως όριο ρητών, 

δεν ανέπτυξε αυτή την διαίσθηση σε ένα ορισµό των πραγµατικών αριθµών ή σε 

µία λεπτοµερή περιγραφή των ιδιοτήτων των πραγµατικών αριθµών.  

 

Οι Weierstrass και  Dedekind µεταξύ άλλων, αποφάσισαν να διορθώσουν αυτό το 

µη ικανοποιητικό µίγµα αριθµητικών - αλγεβρικών διατυπώσεων και διαισθητικών 

γεωµετρικών αιτιολογήσεων (Kleiner, 2001). Αναγνώρισαν ότι ένας αυστηρός, 

αριθµητικός ορισµός των πραγµατικών αριθµών θα έλυνε το µεγάλο πρόβληµα και 

θα παρείχε µία αυστηρή θεµελίωση για τον λογισµό.  
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Β  ΜΕΡΟΣ 

ΑΠΟΤΙΜΗΣΗ ΤΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΕΞΕΛΙΞΗΣ 
 

Πόσο σηµαντικές ήταν οι αλλαγές στην θεµελίωση του Λογισµού που έλαβαν 

χώρα  αυτή την εποχή;  Πόσο άλλαξε η φυσιογνωµία του Λογισµού µετά από τις 

αλλαγές αυτές;  Πόσο διαφορετικός έγινε ο Λογισµός µετά τους Lagrange, Cauchy 

και Bolzano σε σχέση µε την κατάσταση που υπήρχε πριν ; 

Είναι µερικά ερωτήµατα που ανακύπτουν από την µελέτη της συγκεκριµένης 

περιόδου που περιγράψαµε προηγουµένως. Θα προσπαθήσουµε να 

αντιµετωπίσουµε κάποιες πλευρές των παραπάνω ερωτηµάτων προκειµένου 

ευκολότερα να εκτιµηθούν οι αλλαγές που έλαβαν χώρα. 

Θα κωδικοποιήσουµε την ανάλυση που θα ακολουθήσει µέσα από την µορφή 

γενικών ερωτηµάτων που αφορούν στο είδος των βαθύτερων αλλαγών που 

επήλθαν εκείνη την εποχή, στο κατά πόσο ο Cauchy µπορεί να θεωρηθεί ως ο 

προάγγελος των θεωριών του Weiersrass ή του Robinson και τέλος τι 

συµπεράσµατα µπορούµε να βγάλουµε για τον τρόπο ανάπτυξης των µαθηµατικών 

ιδεών.  

  

Η αποτίµηση κάθε µαθηµατικής εξέλιξης µπορεί να γίνει αρχικά σε δυο επίπεδα : 

στο καθαρό µαθηµατικό πεδίο µε  άξονα τις καθαυτό µαθηµατικές αλλαγές που 

συντελούνται και σε ένα δεύτερο επίπεδο όπου το επίκεντρο ενδιαφέροντος 

αναφέρεται στο πώς της µαθηµατικής εξέλιξης, µέσα από το πρίσµα κάποιων 

θεωρητικών εργαλείων.  

 

Είναι η δεύτερη προσέγγιση που θα χρησιµοποιήσουµε εδώ και για αυτό αρχικά θα 

χρειαστεί να περιγράψουµε σε συντοµία κάποια θεωρητικά εργαλεία που θα µας 

βοηθήσουν στην συνέχεια. 
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∆υϊσµός εργαλείου – έννοιας 

 

Πολλοί ερευνητές στον χώρο της διδακτικής των µαθηµατικών (π.χ. Sfard, 

1991,1994, Freudenthal, 1983, Kaput, 1979) διακρίνουν δυο βασικά στάδια στην 

εξέλιξη των µαθηµατικών ιδεών: το λειτουργικό (operational) και το δοµικό 

(structural). Σύµφωνα µε την Sfard (1991), η διάταξη είναι αυστηρά ιεραρχική από 

το επίπεδο της λειτουργίας στο επίπεδο της δοµής. Η λειτουργική σύλληψη µιας 

έννοιας αφορά σε διαδικασίες αλγοριθµικές και δράσεις επί αντικειµένων και όχι 

σε θεώρηση εννοιών ως αντικειµένων. Όταν µια έννοια γίνεται αντιληπτή ως 

διαδικασία (process) σε ένα στάδιο, στην συνέχεια η ίδια µπορεί να θεωρηθεί ως 

αντικείµενο σε ένα υψηλότερο επίπεδο. Η ιδέα που ενυπάρχει σε αυτήν την 

θεώρηση είναι ότι τα µαθηµατικά είναι µια πολυεπίπεδη κατασκευή όπου οι ίδιες 

ιδέες µπορεί να ειδωθούν διαφορετικά όταν παρατηρούνται από διαφορετικές 

θέσεις.  Η ανάπτυξη µιας µαθηµατικής έννοιας τόσο σε ιστορικό επίπεδο όσο και 

στο ατοµικό – γνωστικό, απαιτούν σύµφωνα µε την Sfard (ibid.) την κατανόηση σε 

διεργασιακό και ταυτόχρονα σε δοµικό επίπεδο.  

 

Επιπλέον υποστηρίζει ότι οι ίδιες οι έµφυτες ιδιότητες της γνώσης και η φύση της 

σχέσης µεταξύ των διαφορετικών της επιπέδων, έχουν ως αποτέλεσµα να µπορεί 

κανείς να ανιχνεύσει παρόµοια επαναλαµβανόµενα φαινόµενα στην ιστορική 

εξέλιξη και στη ατοµική ανακατασκευή της γνώσης (Sfard, 1995). 

 

Παράλληλα, οι Gray και Tall (1994) ανέπτυξαν την ιδέα της διεργασίας – έννοιας 

(procept από τις λέξεις process και concept) η οποία εκφράζει την έννοια η οποία 

εκφράζεται ταυτόχρονα και ως διεργασία διαµέσου του συµβολισµού. Το σύµβολο 

περικλείει σε συµπυκνωµένη µορφή την διαδικασία αλλά και την έννοια ως 

αντικείµενο που εκφράζει, και αυτό συµβαίνει κατά την ανάπτυξη µιας έννοιας και 

σε ιστορικό επίπεδο. 

Ο Freudenthal (ibid.) παρατηρεί ότι οι στιγµές που έχουν την µεγαλύτερη αξία 

όταν παρατηρούµε την εξέλιξη των µαθηµατικών ιδεών σε ατοµικό ή ιστορικό 

επίπεδο, είναι αυτές όπου εµφανίζονται ασυνέχειες ή άλµατα στην εξελικτική 

διαδικασία. 
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Η µετάβαση από το αλγοριθµικό – λειτουργικό στάδιο στο δοµικό, κατά την Sfard 

(1991), περιλαµβάνει τρία διακριτά στάδια: της εσωτερίκευσης (interiorization), 

της συµπύκνωσης (condensation) και της υποστασιοποίησης (reification). 

Εσωτερίκευση είναι το στάδιο κατά το οποίο γίνεται κατανοητή στα πρώτα της 

στάδια η διαδικασία που θα οδηγήσει αργότερα στην δηµιουργία µιας νέας έννοιας. 

Κατά το επόµενο στάδιο της συµπύκνωσης, µακρές αλυσίδες διαδικασιών 

συµπυκνώνονται σε µονάδες που µπορούν ευκολότερα να αντιµετωπιστούν οπότε 

και οι συµπυκνωµένες αυτές διεργασίες αποκτούν ένα νέο όνοµα. 

Υποστασιοποίηση είναι το τελευταίο στάδιο όπου η έννοια µπορεί να ειδωθεί ως 

πλήρες αντικείµενο µε ξεχωριστή υπόσταση. Η αλλαγή αυτή είναι  οντολογικού 

χαρακτήρα και απαιτεί ένα διακριτό άλµα στην θεώρηση του µαθηµατικού 

αντικειµένου. 

 

Η περίπτωση του ορισµού της παραγώγου κατά Cauchy είναι χαρακτηριστική της 

παραπάνω ερµηνείας. Η παράγωγος από την εποχή των Newton και Leibniz 

χρησιµοποιείτο χωρίς επακριβή ορισµό και κυρίως µέσω µιας διαισθητικής 

αντίληψης όπου η φυσική της ερµηνεία είχε να κάνει κυρίως µε µεγέθη όπως η 

ταχύτητα και η επιτάχυνση (Grabiner, 1981). O Lagrange ανέπτυξε έναν πολύ 

ισχυρό µηχανισµό αλγεβρικών αποδείξεων µέσω ανισοτήτων στις παραγώγους, 

χωρίς ωστόσο να έχει καταφέρει να δικαιολογήσει θεωρητικά την χρήση των 

ιδιοτήτων της παραγώγου (Grabiner, 1978).  Έτσι θα µπορούσαµε να 

χαρακτηρίσουµε την περίοδο εκείνη µέχρι και τον Lagrange ως περίοδο της 

διεργασικής αντιµετώπισης της έννοιας της παραγώγου. Οι µαθηµατικοί έκαναν 

χρήση της προσέγγισης της παραγώγου από το πηλίκο των διαφορών των τιµών 

της συνάρτησης και των x και ήταν σε θέση να αναγνωρίσουν σηµαντικές άλλες 

ιδιότητες της παραγώγου (όπως στις σειρές Taylor, στα θεωρήµατα µέσης τιµής 

κλπ) χωρίς ωστόσο να έχουν φτάσει το σηµείο να ολοκληρώσουν την έννοια της 

παραγώγου και τη λειτουργία της  µέσω ενός  ορισµού.  

Η εποχή ήταν πλέον ώριµη και ο Cauchy έδωσε τον τυπικό ορισµό της παραγώγου 

µε τρόπο ώστε στην συνέχεια να είναι επιτρεπτή η χρήση των τεχνικών απόδειξης 

των Lagrange και Ampere.  
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Ο ορισµός της  παραγώγου κατά Cauchy εµπίπτει σε αυτό που περιγράφει ο 

Dubinsky (1991) ως ενθυλάκωση της διεργασίας χρήσης της έννοιας σε 

αντικείµενο. Ο ορισµός που δίνεται θεωρείται ο πιο κατάλληλος να ενθυλακώσει 

όλες τις προηγούµενες πλευρές της διαφορισιµότητας σε ένα συµπαγές δοµικά 

αντικείµενο στο οποίο µε την σειρά τους µπορούν να εφαρµοστούν νέες δράσεις 

και ενέργειες. 

 

Έτσι, η έννοια της παραγώγου πλέον είχε περάσει στο δοµικό επίπεδο και στα 

επόµενα χρόνια ο δοµηµένος ορισµός του Cauchy θα ήταν η βάση της 

διαπραγµάτευσης όλων των νέων ερωτηµάτων που αφορούσαν στην παράγωγο 

αλλά και το σκαλοπάτι για την περαιτέρω γενίκευση της διαφορισιµότητας σε 

άλλους χώρους. 

Παράλληλα, ακολουθώντας την Sfard (1998), θα µπορούσαµε να διακρίνουµε στην 

περίπτωση του ορισµού της παραγώγου την συνήθη ιστορική πρακτική γέννησης 

των ορισµών. Η εισαγωγή ενός νέου µαθηµατικού σηµαίνοντος, σύµφωνα µε την 

Sfard (ibid., σελ.17), ιστορικά σχεδόν ποτέ δεν έπεται της διατύπωσης ενός 

τυπικού ορισµού αλλά αντίθετα για µια µεγάλη χρονική περίοδο, ένα σύµβολο 

µπορεί να έχει εισαχθεί και να χρησιµοποιείται από την µαθηµατική κοινότητα 

(όπως της παραγώγου από την εποχή των Νεύτωνα και Leibniz), χωρίς ωστόσο οι 

µαθηµατικοί να έχουν µια κοινά αποδεκτή «περιγραφή» του σηµαινόµενου πίσω 

από το σύµβολο. Αντίθετα δηλαδή µε ότι παρουσιάζεται στα σχολικά εγχειρίδια, οι 

µαθηµατικοί συµβολισµοί και οι έννοιες συχνά γίνονται «αποδεκτό» τµήµα της 

µαθηµατικής πρακτικής χωρίς ακόµα οι µαθηµατικοί να έχουν ακριβώς ορίσει και 

κατανοήσει τα αντίστοιχα σηµαινόµενα.  

  

Ο Cauchy συµπύκνωσε την προηγούµενη χρήση της παραγώγου µέσα από τον 

πετυχηµένο ορισµό που έδωσε, ανυψώνοντας την συζήτηση (discourse) των 

ιδιοτήτων της παραγώγου σε ένα µετα - επίπεδο όπου οι προηγούµενες διαδικασίες 

που απλώς εκτελούνταν µετατράπηκαν σε ένα νέο υποστασιοποιηµένο αντικείµενο 

µελέτης. Σε αυτό το υψηλότερο επίπεδο, η εστία του µαθηµατικού διαλόγου 

αλλάζει και επικεντρώνεται στις ισοδυναµίες και συνεπαγωγές της ορισθείσας 

έννοιας της παραγώγου, µε αποτέλεσµα η έρευνα να οδηγείται σε κατασκευή και 

µελέτη νέων δοµών. 
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Ένα εξίσου διαφωτιστικό παράδειγµα ήταν και η θεώρηση του ολοκληρώµατος 

από τον Cauchy µε έναν τελείως διαφορετικό τρόπο από αυτόν που 

χρησιµοποιούσαν οι προγενέστεροι του. Όλοι οι µαθηµατικοί από τον Νεύτωνα  

µέχρι τον Euler, τον  Lagrange, τον Poisson και τον Legendre (µε εξαίρεση τον 

Leibnitz ο οποίος όµως δεν είχε τα εργαλεία για να µετουσιώσει την σκέψη του σε 

εφαρµόσιµη ιδέα) χρησιµοποιούσαν το ολοκλήρωµα ως τη διαδικασία που 

αντιστρέφει την παραγώγιση. Αν και αρκετές φορές οι µαθηµατικοί 

χρησιµοποιούσαν το ορισµένο ολοκλήρωµα ως εµβαδόν χωρίου κάτω από 

καµπύλη, προσεγγίζοντας το µέσω αθροισµάτων, κανένας δεν σκέφτηκε να το 

ορίσει µε αυτόν τον τρόπο. Αυτό συνιστούσε περισσότερο άλµα παρά φυσική 

εξέλιξη σύµφωνα µε την Grabiner (ibid, σελ. 141). O Cauchy συµπυκνώνοντας την 

συζήτηση για το ολοκλήρωµα που υπήρχε µέχρι τότε, είδε µε διαφορετική µατιά 

την δυνατότητα προσέγγισης του ολοκληρώµατος από αθροίσµατα, µετατρέποντας 

σε ορισµό αυτήν την ιδιότητα και υποστασιοποιώντας µέσω της µεθόδου αυτής την 

έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος. Όπως υποστηρίζει ο Tall (2005), η αλλαγή 

στην εστίαση µιας µαθηµατικής θεωρίας συντελεί στην αποτελεσµατικότερη 

συµπύκνωση διαφορετικών τεχνικών και διαδικασιών µε αποτέλεσµα την 

ενθυλάκωση του σε ένα συµβολισµό που περικλείει κάθε µια από τις παλαιότερες 

θεωρήσεις. Και είναι αυτό ακριβώς που συνέβη και µε τον ορισµό του 

ολοκληρώµατος κατά Cauchy. 

Μια άλλη περίπτωση εργαλειακής θεώρησης µαθηµατικών εννοιών ήταν η 

εφαρµογή των απειροστών στις αποδείξεις του Cauchy. Ενώ οι περισσότερες 

αποδείξεις του τελευταίου έκαναν σηµαντική χρήση των απείρως µικρών ή 

µεγάλων ποσοτήτων (Grabiner, ibid.), ωστόσο διαισθανόµενος ο Cauchy την 

θεωρητικά ανεπαρκή θεµελίωση τους δεν χρησιµοποίησε στις υποθέσεις ή τα 

συµπεράσµατα κανενός θεωρήµατος του απειροστά. Ο Baumann (στο Fraser, 

1987) είχε γράψει : «απορρίπτουµε την λογική και µεταφυσική δικαίωση που ο 

Leibniz έδωσε στον Λογισµό, αλλά δεν αγγίζουµε τον ίδιο τον Λογισµό». Αυτή 

ήταν η διαδικασιακή αντίληψη του Cauchy για την θεωρία των απειροστών ως ένα 

απαραίτητο εργαλείο στις αποδείξεις που δεν έπρεπε ωστόσο να εισχωρήσει στις 

διατυπώσεις των θεωρηµάτων. 
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Έτσι, συνειδητά χρησιµοποιώντας την έννοια και τις ιδιότητες των απειροστών 

εργαλειακά – διαδικασιακά, έκανε φανερό ότι τα σύµβολα δεν περιείχαν ακόµα 

κάποιο συµπυκνωµένο και αυθύπαρκτο νόηµα, παρά µόνο σε σχέση µε τον σκοπό 

της χρήσης τους. Όπως παρατηρούν και οι Gray και Tall (1994), το σύµβολο µιας 

µαθηµατικής έννοιας προτού αποκτήσει συµπυκνωµένο περιεχόµενο παράλληλα µε 

την λειτουργία της, χρειάζεται να περάσει καιρός µέχρι η χρήση της να οδηγήσει 

στην αναγκαιότητα θεωρητικής θεµελίωσης της. 

Στην περίπτωση του Lagrange και συγκεκριµένα στον τρόπο που θεωρούσε τις 

συναρτήσεις µπορούµε να διακρίνουµε αυτό που οι Gray και Tall (1994, 2001) 

ονόµασαν «ενσώµατη έννοια» (embodied concept) που χρησιµεύοντας ως 

αντικείµενο βάσης εξελίσσεται άµεσα σε αφηρηµένη και γενικευµένη έννοια. Πιο 

συγκεκριµένα, στην Αλγεβρική Ανάλυση του Lagrange, ο όρος συνάρτηση 

σήµαινε αναλυτική έκφραση που σχηµατίζεται µέσω σταθερών και µεταβλητών 

και µε τη χρήση των πράξεων της Ανάλυσης (Fraser, 1987). Κάθε συνάρτηση κατά 

τον Lagrange διαθέτει µια καλά ορισµένη και αναλλοίωτη αλγεβρική έκφραση. Με 

αυτόν τον τρόπο ο Lagrange προχωρά στον χειρισµό των απειροσειρών, στην 

επίλυση διαφορικών εξισώσεων κλπ έχοντας ως αντιπροσωπευτικό χαρακτηρισµό 

της συνάρτησης την αναλυτική της έκφραση. Η ενσώµατη και χειροπιαστή 

εποµένως έννοια της συνάρτησης µε αναλυτική έκφραση ή ως «πολυώνυµο µε 

άπειρους όρους», (Fraser, ibid.), είναι αυτή που επιτρέπει στον Lagrange να 

γενικεύει τα αποτελέσµατα του (αν και µε µη επαρκώς αυστηρό τρόπο) περνώντας 

άµεσα από το ενσώµατο στο αφηρηµένο (χωρίς να έχει υποστασιοποιηθεί η ίδια η 

έννοια της συνάρτησης στο µεταξύ). Εποµένως η παρατήρηση των  Gray και Tall 

παραπάνω φαίνεται να έχει ισχύ και στην περίπτωση της φυλογένεσης δηλαδή της 

ιστορικής ανάπτυξης µιας έννοιας. 
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Ήταν ο Cauchy προάγγελος των θεωριών του Weierstrass ή του Robinson ; 

 

Πολλοί µαθηµατικοί σχολιαστές του Cauchy (όπως οι Abel, F. Klein, Boyer, 

Bourbaki, Bell κλπ) ερµηνεύουν τα θεωρήµατα και τις αποδείξεις του Cauchy ως 

τις απαρχές της κατά Weierstrass επανάστασης που οδήγησαν στην 

αυστηροποίηση των θεµελίων του Λογισµού. Έτσι ενώ επαινείται η εισαγωγή 

αυστηρότερων κριτηρίων από τον Cauchy στην διαπραγµάτευση θεµελιωδών 

εννοιών, παράλληλα επισηµαίνεται η ατελής αντιµετώπιση από τον τελευταίο 

κάποιων ζητηµάτων για τα οποία χρειάσθηκε η πλήρης επίλυση τους από τους 

επόµενους µαθηµατικούς. Για παράδειγµα, η περίφηµη λανθασµένη απόδειξη του 

Cauchy για την σύγκλιση ακολουθίας συνεχών συναρτήσεων σε συνεχή 

συνάρτηση, θεωρείται ότι υποκρύπτει την ύπαρξη του κρυφού λήµµατος της 

οµοιόµορφης συνέχειας των συναρτήσεων, κάτι που – σύµφωνα µε την ανάλυση 

τους – διέφυγε από τον Cauchy. 

 

Ωστόσο, όπως επισηµάνθηκε και παραπάνω, η ανάλυση αυτή δεν λαµβάνει υπόψη 

της την οπτική του ίδιου του Cauchy και ιδιαίτερα σε ότι αφορά την χρήση των 

απειροστών και του µη-αρχιµήδειου συνεχούς των Leibniz-Cauchy. Αντίθετα 

αποτελεί µια ανακατασκευή «δικαιωτικής» λογικής (justificationist reconstruction) 

κατά τον Lakatos (1978), η οποία στηρίζεται στην υπόθεση ότι µια άτυπη απόδειξη 

είναι µια τυπική απόδειξη µε χάσµατα και κρυµµένα λήµµατα. Αυτή η οπτική δεν 

συµπεριλαµβάνει στην ανάλυση της το εννοιολογικό πλαίσιο µέσα στο οποίο ο 

Cauchy δηµιουργεί και αποδεικνύει τα αποτελέσµατα του και µπορεί να 

παροµοιαστεί µε την άποψη ότι ένα παιδί δεν είναι τίποτα άλλο από έναν µικρό 

ενήλικο. Έτσι, δεν βοηθά σε τίποτα να βλέπουµε τον Cauchy ως µαθηµατικό 

πρόγονο της θεωρίας της non-standard analysis του Robinson ή της εψιλοντικής 

θεωρίας του Weiersrass, αφού και µε τους δυο υπάρχουν σοβαρές διαφορές 

(Lakatos, ibid.). Ένας τέτοιος τρόπος θεώρησης υποκρύπτει την διάκριση κάθε 

µαθηµατικής θεωρίας ανάµεσα σε ένα σκληρό πυρήνα που είναι αδιαµφισβήτητος 

και αιώνια αληθής και σε µια «µεταφυσική» ερµηνεία του φορµαλισµού που 

µπορεί να είναι αµφισβητήσιµη και διαψεύσιµη. Για παράδειγµα ο ισχυρισµός του 

Bourbaki (1960) ότι οι «λανθασµένες» αποδείξεις του Cauchy µπορούν να 

διορθωθούν µε την χρήση κρυφών ληµµάτων και της µεταφοράς σε εψιλοντικό 

συµβολισµό των αποδείξεων µε απειροστά, ή η ερµηνεία του  Robinson (1966), για 
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τη χρήση των απειροστών από τον Cauchy ως non-standard σηµεία µε την δική του 

ορολογία, αποτελούν παραδείγµατα τέτοιας αντίστροφης ανάγνωσης της ιστορίας. 

Άλλωστε όπως σηµειώνει και ο Lakatos (1963), η απόδειξη του ίδιου θεωρήµατος 

σε διαφορετικά εννοιολογικά πλαίσια οδηγεί σε διαφορετικά θεωρήµατα, όπως 

παρατηρούµε και στις προαναφερθείσες περιπτώσεις µε τις «λανθασµένες» 

αποδείξεις του Cauchy. 

Η θεωρία εποµένως των απειροστών όπως χρησιµοποιήθηκαν από τον Cauchy, 

µπορεί να θεωρηθεί ότι µερικώς συνηχεί µε την θεωρία της non-standard analysis 

όσο και µε την εψιλοντική θεωρία του Weierstrass (Laugwitz, 1987). 

 

Γενικότερα, αντικαθιστώντας µια θεωρία µε κάποιες υποσυλλογές προτάσεων της, 

µπορούµε να διαγνώσουµε συχνά µεγάλο ποσοστό συνάφειας ανάµεσα σε 

οντολογικά διαφορετικές θεωρίες. Αυτό ωστόσο σε καµιά περίπτωση δεν οδηγεί σε 

πλήρη ισοµορφισµό ολόκληρων των θεωριών όπως επισηµαίνει ο Laugwitz (ibid.). 

 

Έτσι, αν και πολλές απόπειρες δηµιουργίας µερικώς ισοµορφισµών µεταξύ 

διαφορετικών κοµµατιών της θεωρίας του Cauchy και σύγχρονων µαθηµατικών 

(για παράδειγµα από τον Robinson, (1966) µεταξύ της non-standard analysis και 

των απειροστών του Cauchy, από τον Boyer ανάµεσα στην θεωρία της συνέχειας 

του Cauchy και της σύγχρονης έννοιας κλπ) έχουν γίνει, καµία δεν είναι ικανή να 

δηµιουργήσει έναν ολικό ισοµορφισµό ανάµεσα στην θεωρία του Cauchy και 

κάποιο κλάδο των κατοπινών µαθηµατικών. 
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Γ  ΜΕΡΟΣ 

Ο ΡΟΛΟΣ ΤΗΣ ΙΣΤΟΡΙΑΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΣΤΗ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗ 

 

Η ανάγκη αξιοποίησης της ιστορίας των µαθηµατικών στην διδασκαλία έχει 

αποτελέσει τα τελευταία χρόνια διακηρυγµένο στόχο διάφορων οργανισµών 

υπεύθυνων για το αναλυτικό πρόγραµµα. Χαρακτηριστική είναι η έµφαση που 

δόθηκε από το  1989 από   το  Curriculum and Evaluation Standards for School 

Mathematics, στο οποίο οικοδοµήθηκαν τα  Principles and Standards for School 

Mathematics. Σε αυτό τονιζόταν ότι  η προσοχή θα έπρεπε να εστιάσει «στην 

ανάγκη για επίγνωση από τους µαθητές της αλληλεπίδρασης µεταξύ µαθηµατικών 

και ιστορικών καταστάσεων από τις οποίες προέκυψαν και της επίδρασης που είχε 

αυτή η αλληλεπίδραση στον πολιτισµό µας και τη ζωή µας». (σελ.6). Επίσης στα 

Principles and Standards for School Mathematics (NCTM 2000) γίνεται έκκληση 

προς τους δασκάλους να βοηθήσουν τους µαθητές να κατανοήσουν και να 

εκτιµήσουν τα µαθηµατικά ως «ένα από τα µεγαλύτερα πολιτιστικά και πνευµατικά 

επιτεύγµατα του ανθρώπινου γένους και οι πολίτες θα έπρεπε να αναπτύξουν µία 

εκτίµηση και µία κατανόηση αυτού του επιτεύγµατος, συµπεριλαµβανοµένων των 

αισθητικών και ψυχαγωγικών πλευρών του». (σελ. 4) 

 

Η ιστορία µας δείχνει τους πολλούς τρόπους µε τους οποίους γίνονται αλλαγές στις 

έννοιες, σε θεωρήµατα και θεωρίες. Αυτοί περιλαµβάνουν την επέκταση γνωστών 

εννοιών, την γενίκευση τους, την αφαίρεση τους. Την νέα κατηγοριοποίηση των 

µαθηµατικών αντικειµένων που εµπλέκονται, την αντίδραση σε αντιπαραδείγµατα 

αναζητώντας τις ελλιπείς συνιστώσες της αναιρούµενης θεωρίας, την έκθεση µη 

παρατηρηθέντων υποθέσεων. Την επινόηση νέων αλγορίθµων, ή την τροποποίηση 

παλαιών. Τη δηµιουργία νέων εφαρµογών ή των επέκταση παλαιών. Τη δηµιουργία 

νέων συνδέσεων µεταξύ κλάδων των µαθηµατικών  (Grattan-Guinness, 2004).  

Παρέχει ένα τεράστιο απόθεµα ερωτηµάτων, προβληµάτων και εκθέσεων τα οποία 

µπορεί να είναι πολύτιµα και µε όρους περιεχοµένου και µε την δυναµική τους να 

κινητοποιήσουν, να   προκαλέσουν   το ενδιαφέρον  και να   εµπλέξουν τον  

µαθαίνοντα (van  Maanen 1991  ,  Ransom et al. 1991 ,  Ernest 1994 ).   
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Οι µαθητές µπορεί και πρέπει να µάθουν ότι  λάθη, επιχειρήµατα ευρετικών, 

αβεβαιότητες, αµφιβολίες, διαισθητικά επιχειρήµατα, αδιέξοδα, αµφισβητήσεις και 

εναλλακτικές προσεγγίσεις σε προβλήµατα όχι µόνο είναι νόµιµα, αλλά αποτελούν 

ένα αναπόσπαστο µέρος στην κατασκευή των µαθηµατικών (Arcavi et al., 1987).  

 

Χαρακτηριστική είναι η τοποθέτηση του Guzmán (1993), στο 7ο συνέδριο για την 

Μαθηµατική Εκπαίδευση σύµφωνα µε την οποία η ιστορία των µαθηµατικών µας 

προσφέρει: 

- Ένα ανθρώπινο όραµα της επιστήµης και των µαθηµατικών: όχι µόνο 

αλήθειες, µεθόδους και τεχνικές που έρχονται από το πουθενά, όχι απλά γεγονότα 

και δεξιότητες χωρίς ψυχή, χωρίς ιστορία, αλλά  αποτελέσµατα προσπαθειών 

ανθρώπων κινητοποιηµένων από βαθύ ενδιαφέρον και πάθος. Όχι θεϊκή επιστήµη 

αλλά ανθρώπινη και γι αυτό ατελής και σφαλερή. Την ανθρώπινη πλευρά των 

µεγάλων ανακαλύψεων και αυτών που τις έκαναν.  

- Ένα πλαίσιο στο οποίο όλα τα στοιχεία εµφανίζονται στην σωστή τους θέση: 

όχι γεγονότα αιώνες µακριά από τις απαρχές τους παρουσιασµένα µαζί στον ίδιο 

σάκο χωρίς µια απλή παρατήρηση, αλλά διερευνήσεις στο δικό τους πλαίσιο και µε 

τα δικά τους κίνητρα.  

- Ένα δυναµικό όραµα της εξέλιξης των µαθηµατικών: τα κίνητρα και τις 

κινητήριες δυνάµεις στις ρίζες των ιδεών και των µεθόδων ενός θέµατος. Την 

πρωτογενή δηµιουργικότητα γύρω από κάθε ειδικό θέµα, την γένεση και την 

πρόοδο τους. Ένα άρωµα περιπέτειας και συγκίνησης. Μία δηµιουργική βύθιση 

στις δυσκολίες του παρελθόντος προκειµένου να κατανοήσουµε καλύτερα τα δικά 

µας προβλήµατα. Ένας οδηγός για µία δυναµική αίσθηση των εκπαιδευτικών µας 

καθηκόντων.  

 

Στη διεθνή βιβλιογραφία και πρακτική, έχουν προταθεί και εφαρµοστεί διάφοροι 

τρόποι αξιοποίησης της ιστορίας των µαθηµατικών στη µαθηµατική εκπαίδευση. 

Στη παρούσα εργασία η αξιοποίηση της ιστορίας γίνεται από δύο οπτικές:   

διδακτικές παρατηρήσεις που απορρέουν από τη µελέτη της συγκεκριµένης 

ιστορικής περιόδου και ένα παράδειγµα διδακτικής αξιοποίησης πρωτοτύπων 

κειµένων.  
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∆ιδακτικές παρατηρήσεις 

 

Αναλύοντας την συγκεκριµένη ιστορική περίοδο µπορούµε να επισηµάνουµε 

κάποια βασικά χαρακτηριστικά που µπορούν να βοηθήσουν στον σχεδιασµό 

διδακτικών καταστάσεων, στο βαθµό που η αναγνώριση των εµπλεκόµενων 

εννοιών και των σχετικών ιδιοτήτων των θεωρηµάτων είναι κρίσιµα για την 

γνωστική ανάλυση των δραστηριοτήτων και συµπεριφορών. 

Πιο συγκεκριµένα, θα επιχειρήσουµε να σχολιάσουµε κάποια ιστορικά µοτίβα που 

αναδείχθηκαν στις προηγούµενες σελίδες µέσα από το πρίσµα της διδακτικής 

αξιοποίησης τους. Η διδακτική πρακτική αποτελεί σε τελευταία ανάλυση τον στόχο 

κάθε διδακτικής έρευνας.  

 

 
Ο ρόλος και η έννοια της απόδειξης 

 

Σύµφωνα µε τον Thurston ορθή απόδειξη είναι αυτό που η µαθηµατική κοινότητα 

τη δεδοµένη χρονική στιγµή αποδέχεται ως ορθή (Thurston, 1990). Στην ιστορία 

των µαθηµατικών είναι πολλά τα παραδείγµατα αποδείξεων που ενώ στην εποχή 

τους ήταν αποδεκτές σε µεταγενέστερα χρόνια θεωρήθηκαν ελλιπείς και 

ανακριβείς (οι αποδείξεις του Euler, αλλά και του Lagrange και του Cauchy όπως 

είδαµε αναλυτικότερα προηγουµένως, τα απειροστά του Cauchy, η αναλυτική 

γραφή κάθε συνάρτησης του Lagrange κλπ). Η σχετικότητα εποµένως της 

ορθότητας ή µη µιας απόδειξης ως προς την εποχή στην οποία διατυπώνεται είναι 

κάτι που έχει επαληθευτεί ξανά και ξανά και αποτυπώνει τον ανθρώπινο 

χαρακτήρα της ερευνητικής µαθηµατικής δραστηριότητας. Η µαθηµατική 

κοινότητα είναι ουσιαστικά αυτή που καθορίζει τις νόρµες αποδοχής µιας 

απόδειξης και αναδεικνύει µέσα από την διαπραγµάτευση των εννοιών τα όρια του 

αποδεκτού ή µη. 

Οι ελλείψεις ή λανθασµένες παρουσιάσεις  του Λογισµού στην υπό εξέταση 

ιστορική περίοδο είχαν το πλεονέκτηµα ότι οι συγγραφείς συχνά πριν 

παρουσιάσουν την θεωρία τους αναφέρονταν σε θεωρίες άλλων και 

επιχειρηµατολογούσαν ως προς το γιατί αυτές δεν µπορούσαν να γίνουν  

αποδεκτές. (π.χ. Lagrange, Bolzano). Μία τέτοιου τύπου παρουσίαση συνέβαλε στο 

«ξεκαθάρισµα του τοπίου».  
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Σήµερα, που δεν τίθεται θέµα αµφισβήτησης, η παρουσίαση π.χ. ενός 

αποσπάσµατος µιας τέτοιας εισαγωγής και η σύγκριση παλαιότερων ορισµών µε 

τους σύγχρονους δεν έχει «µουσειακή» αξία αλλά δείχνει ακριβώς το τι µπορεί να 

γίνει αποδεκτό και τι όχι στα µαθηµατικά, τι είναι αυτό που τελικά διαµορφώνει 

έναν ορισµό ή τι χρήζει απόδειξης και τι όχι.  

Ειδικότερα, θεωρήµατα των οποίων η γεωµετρική εποπτεία καθιστά την απόδειξη 

«προφανή» θα πρέπει να αποτελούν αντικείµενο αναλυτικής συζήτησης µε τους 

µαθητές ως προς το γιατί η γεωµετρική εποπτεία δεν επαρκεί.  

 

Το συµπέρασµα για την διδακτική εποµένως είναι η αναγκαιότητα της 

διαπραγµάτευσης της ορθότητας κάθε απόδειξης µέσα από επιχειρήµατα που είναι 

σχετικά µε το συγκεκριµένο πλαίσιο µάθησης των µαθητών και όχι µε αναφορά σε 

απόλυτα και αφηρηµένα κριτήρια που µπορεί να µην έχουν καµία σχέση µε το 

υπόβαθρο των παιδιών. Με την επιχειρηµατολογία και την συζήτηση µέσα στον 

µαθηµατικό µικρόκοσµο της τάξης τους οι µαθητές µπορούν να πειστούν για την 

ορθότητα ή µη ενός επιχειρήµατος, αναπαράγοντας την ίδια την εξέλιξη κάποιων 

αποδείξεων όπως για παράδειγµα του Cauchy για το όριο συνεχών συναρτήσεων. 

Η καλύτερη άλλωστε απόδειξη για τους µαθητές όπως έχει αποδειχθεί από σχετικές 

έρευνες (π.χ. Healy & Hoyles, 2000) είναι αυτή που είναι κατανοητή και 

επεξηγηµατική και όχι κατά ανάγκη αυτή που πείθει, κάτι που παρατηρήσαµε και 

στην ιστορική πορεία των αποδείξεων του Cauchy.   

 

Ένα άλλο σηµείο που αναδεικνύεται σε αυτήν την ιστορική περίοδο και έχει 

σηµασία για την διδακτική προσέγγιση, είναι η έννοια του αντιπαραδείγµατος. 

Όπως εξετάστηκε και προηγούµενα, οι όποιες εξαιρέσεις δεν θεωρούντο 

σηµαντικές από τους µαθηµατικούς εκείνης της περιόδου. Αντίθετα θεωρούνταν 

ως µεµονωµένες, ιδιάζουσες περιπτώσεις που δεν ήταν ικανές να αλλάξουν την 

ισχύ µιας θεωρίας. Και πέρασαν αρκετά χρόνια έως ότου οι µαθηµατικοί 

αποκτήσουν άλλη θεώρηση (Grabiner, 1981). Αντίθετα σήµερα, αρκεί ένα 

αντιπαράδειγµα για να αποφανθούµε για την µη ισχύ ενός θεωρήµατος. 

 

Εποµένως η διαπιστωµένη από έρευνες (Dreyfus, 1999, Knuth & Elliott, 1998) 

αδυναµία των µαθητών της κατανόησης του ρόλου των αντιπαραδειγµάτων δεν θα 

πρέπει να µας εκπλήσσει. Και η αναζήτηση του τρόπου µε τον οποίο θα 
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δηµιουργηθεί η ανάγκη στους µαθητές να απορρίψουν το θεώρηµα που αντικρούει 

σε αντιπαράδειγµα (αντίστοιχα µε τους µαθηµατικούς του 19ου αιώνα που µέσα 

από αντίστοιχους προβληµατισµούς οδηγήθηκαν στην σηµερινή αντίληψη), οφείλει 

να είναι ένα από τα ζητούµενα της διδακτικής πρακτικής. 

 

 

 

Ο ρόλος της αναλογικής σκέψης 

 

Ο αναλογικός τρόπος σκέψης είναι βασικό µέρος της σκέψης του Lagrange. 

Μάλιστα χρησιµοποιεί τις αναλογίες τόσο ως µέθοδο ανακάλυψης όσο και ως 

τρόπο δικαιολόγησης. Λόγω της απουσίας ύπαρξης µιας βάσης θεµελίωσης του 

Λογισµού, οι αναλογίες αναπαριστούσαν την ύπαρξη συνάφειας και συγγένειας 

ανάµεσα σε διαφορετικούς κλάδους, υπογραµµίζοντας µια υπόρρητη ενότητα 

ανάµεσα σε ξένα µεταξύ τους πεδία των µαθηµατικών. Ο Lagrange υποστήριζε ότι 

στην φορµαλιστική αλγεβρική παρουσίαση του Λογισµού ανακάλυψε την 

πραγµατική µεταφυσική του Λογισµού (Fraser, 1987).  

Αντίστοιχα στους µαθητές είναι διαπιστωµένη από πολλούς ερευνητές (π.χ. 

Caravita, 2001) η χρησιµότητα της αναλογικής µορφής διδασκαλίας. Θεωρείται ότι 

χρησιµεύει ως γνωστική γέφυρα ανάµεσα στις προηγούµενες γνώσεις και στην νέα 

πληροφορία και δρα ενισχυτικά στην τόνωση του ενδιαφέροντος των µαθητών και 

την ανάπτυξη δυναµικής για γνωσιολογική αλλαγή (Cocking, Mestre & Brown, 

2000). 

 

Ωστόσο, το «σκεφθείτε αναλογικά» µπορεί να είναι και επικίνδυνο. Η διάκριση του  

Cauchy µεταξύ ευρετικής και αιτιολόγησης έχει αυτό ακριβώς αυτό το νόηµα. Η 

µεταφορά αποτελεσµάτων µέσω της «γενικότητας της άλγεβρας» (π.χ. από 

πεπερασµένες συµβολικές εκφράσεις σε άπειρες, ή από πραγµατικές ποσότητες σε 

µιγαδικές εκφράσεις)  είναι σύµφωνα µε τον τελευταίο κάτι εντελώς διαφορετικό 

από την ίδια την απόδειξη θεωρηµάτων και δεν πρέπει να συγχέονται µεταξύ τους 

(Cauchy, 1821).  

Η ιστορία έτσι µπορεί να αξιοποιηθεί για την ενθάρρυνση διάφορων τύπων 

συλλογισµών: επαγωγικό συλλογισµό και αναλογική σκέψη: η κρίσιµη διαφορά 

µεταξύ επαγωγικής σκέψης και αναλογίας είναι ότι η πρώτη βασίζεται στην 
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εξέταση αντικειµένων ίδιας φύσης ως προς κάποια δοσµένα κρίσιµα κριτήρια ενώ 

η δεύτερη βασίζεται στην εξέταση αντικειµένων µιας διαφορετικής φύσης. Αυτή η 

διαφορά έχει σχετικό χαρακτήρα αφού είναι δυνατόν αλλάζοντας τα δοσµένα 

κριτήρια να µετασχηµατίσουµε την αναλογία σε επαγωγική επέκταση. Ο ρόλος της 

επαγωγικής σκέψης και της αναλογίας υποτιµάται στην σηµερινή µαθηµατική 

εκπαίδευση η οποία δίνει έµφαση στην απορρόφηση της γνώσης στην τελική της 

µορφή και αγνοεί την ευρετική διάσταση της µαθηµατικής δραστηριότητας, που 

είναι τόσο σηµαντική για την κατανόηση της νέας γνώσης. Αυτή η απαξίωση 

καθιστά δύσκολο τον σχεδιασµό δραστηριοτήτων που να βασίζονται στην επαγωγή 

και την αναλογία που θα µπορούσαν να βοηθήσουν τους µαθητές να αναπτύξουν 

τις αντίστοιχες δεξιότητες. Αυτό είναι κρίσιµο για την ανάπτυξη των µαθητών στα 

µαθηµατικά αφού και επαγωγή και αναλογία ήταν βασικά για την ανάπτυξη τους.    

 

 

 

Ο ρόλος των ορισµών και του συµβολισµού  

 

Όπως επεξηγήθηκε και στην παράγραφο της αποτίµησης των αλλαγών της 

περιόδου αυτής, ο ορισµός σε έννοιες όπως το όριο, η παράγωγος και το 

ολοκλήρωµα, διαµορφώθηκαν αφού επί χρόνια οι µαθηµατικοί χρησιµοποιούσαν 

τις έννοιες αυτές µε τρόπο αρκετά «ελαστικό». ∆ηλαδή έκαναν χρήση ιδιοτήτων 

της υπό εξέταση έννοιας, χωρίς να ξέρουν ακόµα ποιες από αυτές τις ιδιότητες 

είναι αρκετά σηµαντικές ώστε να µπορούν να στοιχειοθετήσουν έναν ορισµό. 

Παράδειγµα το όριο: Ο Cauchy κατανόησε ότι η έννοια του ορίου ήταν αυτή στην 

οποία µπορούσε να οικοδοµηθεί ένας αυστηρός ορισµός. Για να φθάσει σε αυτό 

είχαν προηγηθεί πολλές απόπειρες ορισµού του ορίου, και πολλές εφαρµογές των 

ιδιοτήτων του (π.χ. D’ Alembert).  

Ενώ δόθηκαν ορισµοί, η έννοια δεν ήταν κατανοητή και η εγκυρότητα των 

τεχνικών (διαφόρισης, ολοκλήρωσης κλπ) δεν είχε αποδειχθεί µέσω της έννοιας 

του ορίου. 

Έλειπε η ακρίβεια στην διατύπωση του επειδή βασιζόταν στην γεωµετρική 

διαίσθηση.  
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Οι διαισθητικές έννοιες της γεωµετρίας, της κίνησης και της ταχύτητας, 

απορρίπτονται ως ορισµοί – ως θεµελίωση. Οι δικές µας προσεγγίσεις (και σωστά) 

ξεκινούν από αυτές. Ωστόσο η ιστορία δείχνει ότι το βήµα από την διαισθητική 

προσέγγιση  στον ορισµό δεν είναι βήµα είναι άλµα. Όπως η δηµιουργία ενός 

ορισµού απαιτούσε την χρησιµοποίηση από τους µαθηµατικούς για πολλά χρόνια 

(ακόµα και αιώνες) κάθε έννοιας µέχρι να αναδειχθεί ο κατάλληλος ορισµός, έτσι 

και στο επίπεδο της διδακτικής πράξης, απαιτείται η ενασχόληση του µαθητή 

πρώτα µε τις βασικές ιδιότητες της υπό εξέταση έννοιας πριν την παρουσίαση του 

αυστηρού ορισµού. Σύµφωνα µε τους Mariotti & Fischbein (1997)  η διαδικασία 

εισαγωγής των µαθητών στην δηµιουργία ενός ορισµού είναι ιδιαίτερα κρίσιµη 

διδακτική πράξη : ο ορισµός οφείλει να εξετάζεται τόσο από την συνιστώσα της 

µαθηµατικής αυστηρότητας όσο και από την πλευρά της µαθηµατικής πρακτικής 

και διαίσθησης. Και είναι η δεύτερη συνιστώσα που συνήθως µας διαφεύγει γι 

αυτό και καταλήγουµε συχνά στην αλγοριθµοποίηση.  

Εποµένως πριν να ορίσουµε, να γενικεύσουµε και να αποδείξουµε πρέπει να 

προηγηθούν πολλά παραδείγµατα σε διαφορετικά πλαίσια.  

 

Τα µαθηµατικά χωρίς ένα καλά αναπτυγµένο συµβολισµό θα ήταν αδιανόητα για 

µας. Ο συµβολισµός συµβάλλει στην ανακάλυψη και φέρνει στις δυνατότητες των 

µαθητών προβλήµατα που απαιτούσαν την ιδιοφυΐα µεγάλων µαθηµατικών.  

Η περιγραφή της άλγεβρας ως καθολική αριθµητική καλούσε τη προσοχή στον 

αλγεβρικό συµβολισµό και για αυτό στην ευρετική δύναµη του συµβολισµού. Η 

εκτεταµένη εµπιστοσύνη στον συµβολισµό οδηγούσε στην υπόθεση ότι η τυπική 

δραστηριότητα είχε ενσωµατωµένη την αλήθεια. Η πίστη στη δύναµη του 

συµβολισµού ενθάρρυνε τους µαθηµατικούς να εφαρµόζουν τις ίδιου είδους 

τεχνικές σε άπειρες διαδικασίες που εφάρµοζαν και σε πεπερασµένες. Όλο τον 18ο 

αιώνα οι άπειρες δυναµοσειρές προστίθεντο, πολλαπλασιάζοντο και 

µετατρέπονταν σε πεπερασµένα γινόµενα, σαν να ήταν πολύ µακρά πολυώνυµα. 

Αυτές οι διαδικασίες δικαιώνοντο από τον πλούτο των αποτελεσµάτων που είχαν 

σε εφαρµογές (Grabiner, 1981).  

 

Το αλγεβρικό στυλ της ανάλυσης αξιοποιηµένο µε ένα ιδιοφυή τρόπο από τον 

Euler και εφαρµοσµένο από τους περισσότερους µαθηµατικούς του 18ου αιώνα, 

δείχνει ότι εµπιστεύονταν τα σύµβολα. Γιατί; Πρώτον, γιατί είχαν σηµαντικά 
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αποτελέσµατα, δεύτερον, γιατί η λογικοφάνεια των λύσεων υπονοούσε ότι και η 

µέθοδος ήταν σωστή και τρίτο µία φιλοσοφική οπτική προερχόµενη από τον 

Newton, η πίστη ότι οι µαθηµατικοί ανακάλυπταν το µεγάλο µαθηµατικό σχέδιο 

της φύσης (Kleiner, 2001). 

Έχουµε λοιπόν αµφισβητήσιµες µαθηµατικές τεχνικές, οι οποίες δίνουν σωστά 

αποτελέσµατα. Εδώ τίθεται το ζήτηµα της ανακάλυψης. Πριν την απόδειξη 

προηγείται η ανακάλυψη. Τον 17ο και 18ο αιώνα οι µαθηµατικοί είχαν εξαιρετικά 

µαθηµατικά επιτεύγµατα µέσω διαισθητικού, ευρετικού συλλογισµού.  Η 

αυστηρότητα, η τυπικότητα και η λογική ανάπτυξη µιας έννοιας ή µιας θεωρίας 

συνήθως έρχεται στο τέλος µιας διαδικασίας µαθηµατικής εξέλιξης.  Η 

παρουσίαση του αποτελέσµατος χωρίς τη διαδικασία της ανακάλυψης πολύ λίγα 

έχει να προσφέρει. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα η  παράγωγος: Η Grabiner (1983b) συνοψίζει µε ένα 

πολύ εύστοχο τρόπο την εξέλιξη της παραγώγου: «Η παράγωγος πρώτα 

χρησιµοποιήθηκε, µετά ανακαλύφθηκε, µετά διερευνήθηκε και αναπτύχθηκε και 

τέλος ορίστηκε.»  (Από τον αλγεβρικό ορισµό του Lagrange στα 1790, στον ορισµό 

του  Cauchy µε όρια και απειροστά στα 1820, σε αυτόν του Weierstrass  µε ε-δ 

όρους στα 1870).  

Το να αρχίζουµε µια διδασκαλία µε ορισµούς µπορεί να είναι λογικά σωστό αλλά 

παιδαγωγικά λάθος. Οι µαθητές θα πρέπει να πειστούν για την χρησιµότητα και τη 

σηµασία των αυστηρών ορισµών και θεωρηµάτων αυτών που φαίνεται να είναι 

διαισθητικές έννοιες και αποτελέσµατα.  

Ο Λογισµός περιλαµβάνει αλγορίθµους, θεωρία και εφαρµογές. Οι µαθητές θα 

πρέπει να έρθουν σε επαφή µε την τεχνική του δύναµη, την λογική του αρµονία και 

την χρησιµότητα του.  

 

Ενώ οι εµπνευστές της αυστηρής θεµελίωσης είχαν ως κίνητρο την ανάγκη 

αποστασιοποίησης από  την γεωµετρία ή την διαίσθηση (αφού όµως προηγουµένως 

ο Λογισµός είχε αναπτυχθεί στηριζόµενος ακριβώς στη γεωµετρία, την κίνηση και 

τη διαίσθηση) η διδακτική τα θεωρεί απαραίτητα για την εισαγωγή και κατανόηση 

των εννοιών. Η όποια παρουσίαση των ορισµών αλλά και θεωρηµάτων εκτός ενός 

τέτοιου πλαισίου οδηγεί αναπόφευκτα σε µερική ή και σε λάθος κατανόηση. 
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Ο ρόλος των ανισοτήτων  

 

Οι ανισότητες δεν πρωτοεισήχθησαν στους ορισµούς αλλά στον καθορισµό 

πεπερασµένων προσεγγίσεων που ήταν αναγκαίες για τις εφαρµογές και την 

επίλυση προβληµάτων (Euler, Lagrange). 

Το υπόλοιπο  µιας  σειράς Taylor αντιπροσώπευε  ένα άλλο  τρόπο εύρεσης  του  

λάθους.  

Στην διαδικασία αυστηρής θεµελίωσης του Λογισµού όπως φάνηκε στα 

προηγούµενα, σηµαντικό ρόλο έπαιξε η αναγνώριση του ρόλου των ανισοτήτων 

στους ορισµούς και τις αποδείξεις. Όπως έγινε αντιληπτό κυρίως από τους Cauchy 

και Bolzano, οι ορισµοί της συνέχειας, του ορίου και της παραγώγου έπρεπε να 

εµπεριέχουν ανισοτικές σχέσεις κατά ουσιαστικό τρόπο. Οποιοσδήποτε χειρισµός 

των εννοιών αυτών απαιτούσε πλήρη ικανότητα χειρισµού των ανισοτήτων µε 

πολλή µεγάλη ευχέρεια. Η κληρονοµιά που άφησαν πίσω τους οι Lagrange, 

Cauchy και Bolzano επηρέασε όλο το οικοδόµηµα του σύγχρονου Λογισµού, µε 

αποκορύφωµα τους ε-δ ορισµούς του Weirestarss. 

 

Είναι σήµερα οι µαθητές το ίδιο καλά εξοικειωµένοι µε την ουσιαστική λειτουργία 

των ανισοτικών σχέσεων σε σχέση µε τις θεµελιώδεις έννοιες του Λογισµού ; 

Η εµπειρία δείχνει ότι κάτι τέτοιο µοιάζει να µην ισχύει. Άλλωστε οι ανισότητες 

θεωρούνται από τους µαθητές, εξαιτίας της θέσης τους στο αναλυτικό πρόγραµµα, 

ως µία επέκταση των εξισώσεων. Οι ανισότητες µε απόλυτη τιµή αντιµετωπίζονται 

ως «εφαρµογή» (αλγοριθµική) των ιδιοτήτων των απόλυτων τιµών: οι |x –5| < 8 και 

 | f(x) – l | < ε δεν έχουν καµία σχέση µεταξύ τους.  

Θα ήταν ουσιαστική συµβολή στην κατανόηση της Ανάλυσης εποµένως, η 

αναβάθµιση της διδασκαλίας των ανισοτήτων µε τρόπο που να εντάσσεται σε ένα 

ευρύτερο πλαίσιο από αυτό που υπάρχει σήµερα. 

 

 

Η διαθεµατική προσέγγιση 

 

Οι σειρές Fourier που συναντήσαµε κατά την σύντοµη αναφορά µας στα 

επιτεύγµατα της εποχής του Cauchy, είναι ένα από τα πλέον χαρακτηριστικά 

παραδείγµατα αλληλεπίδρασης φυσικής και µαθηµατικών. Ένα «φυσικό» 
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αποτέλεσµα «αµφισβητεί» τις καθιερωµένες απόψεις των µαθηµατικών : ο  Fourier 

ισχυρίστηκε ότι όποια συνάρτηση ορισµένη π.χ. στο (-π, π) αντιπροσωπεύεται σε 

αυτό το διάστηµα από µία άπειρη σειρά ηµιτόνων και συνηµιτόνων: 

f(x) = a0/2 + [a∑
∞

=1n
n cos (nx) + bn sin (nx)]  

Ένα αποτέλεσµα της εργασίας του Fourier είναι ότι δύο συναρτήσεις µπορεί να 

συµφωνούν αναλυτικά σε ένα διάστηµα και όχι σε άλλα.  

[π.χ.  f(x) = 
2

xπ −   και  g(x) =  ∑
∞

=1 κ
sinκx

κ

 είναι ίσες για (0,2π)x ∈  και όχι αλλού]  

Οι Euler και  Lagrange γνώριζαν ότι µερικές συναρτήσεις έχουν τέτοιες 

αναπαραστάσεις. Η «αρχή της συνέχειας» έλεγε ότι το παραπάνω δεν µπορεί να 

είναι αλήθεια για όλες τις συναρτήσεις: αφού το ηµίτονο και το συνηµίτονο είναι 

συνεχείς και περιοδικές το ίδιο πρέπει να ισχύει και για το άθροισµα τέτοιων όρων 

(άπειρες και πεπερασµένες σειρές θεωρούνται αναλογικά). Το αποτέλεσµα του 

Fourier ήταν µερικά σωστό και έθεσε σε λειτουργία µία διαδικασία εύρεσης κάτω 

από ποιες συνθήκες ίσχυε. Σε αυτή τη διαδικασία οι έννοιες της σύγκλισης, της 

συνέχειας και του ολοκληρώµατος έπρεπε να ξεκαθαριστούν και αυτό ακριβώς 

επεδίωξε ο Cauchy. 

Η πορεία : φυσικό πρόβληµα → µαθηµατικό πρόβληµα → ανακατασκευή και 

δηµιουργία νέων µαθηµατικών εννοιών είναι χαρακτηριστική της πορείας που 

συχνά έχει η µαθηµατική εξέλιξη.  

 

Ο Λογισµός έχει αναδειχθεί από διαφορετικούς δρόµους βαθιά επηρεασµένος από 

προβλήµατα που δεν προέρχονται από τα ίδια τα Μαθηµατικά. Τα Μαθηµατικά και 

ειδικότερα ο Λογισµός και η Φυσική συχνά αλληλοεµπλέκονται. Η πηγή και η 

αφορµή µαθηµατικών προβληµατισµών είναι συχνά η Φυσική και η Μηχανική και 

αυτό είναι κάτι που δεν πρέπει να µας ξεφεύγει από τον διδακτικό σχεδιασµό. 

Άλλωστε η διαθεµατικότητα είναι µια έννοια που τα τελευταία χρόνια έχει βρει το 

δρόµο της και στο ελληνικό σχολείο (Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 2005) και το 

ιστορικό προηγούµενο είναι πλούσιο σε παραδείγµατα.  
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Αυτή η διαπλοκή δεν µπορεί να αγνοηθεί κατά τη διδασκαλία. Πρέπει να παρθεί 

υπόψη κυρίως στην εισαγωγή αλλά και την επεξήγηση των εννοιών. Αντίστροφα, 

µαθηµατικές έννοιες µπορούν να βρουν µία φυσική ή γεωµετρική ερµηνεία.  

 

 

 

Μια πρόταση διδασκαλίας βασισµένη σε πρωτότυπα κείµενα 

 

Η διδακτική πρόταση την οποία θα παρουσιάσουµε, βασίζεται στη θέση ότι  το 

νόηµα της µαθηµατικής γνώσης καθορίζεται όχι µόνο από τις συνθήκες στις οποίες 

αυτή η γνώση µετατρέπεται σε µαθηµατική θεωρία δοµηµένη παραγωγικά, αλλά 

επίσης από τη διαδικασία η οποία οδήγησε πρωταρχικά  ή µπορούσε να είχε 

οδηγήσει σε αυτή και η οποία είναι απολύτως αναγκαία για την κατανόηση της 

(Brousseau, 1986,  Hadamard, 1949). Παρόλο που υπάρχουν «καθαρά» 

µαθηµατικά οι προσεγγίσεις που οδηγούν στην ανακάλυψη τέτοιων ιδεών 

εµπεριέχονται σε πολιτισµικά πλαίσια (Katz, 1997).  

 

Συνεπώς, η µάθηση των µαθηµατικών δεν  γίνεται κατανοητή  µόνο ως η 

διαδικασία µε την οποία κάποιος γνωρίζεται µε µία θεωρία  και γίνεται ικανός στον 

χειρισµό των συµβόλων και της λογικής σύνταξης της,  αλλά περιλαµβάνει και την 

κατανόηση των υπόρρητων κινήτρων ορισµένων προβληµάτων και ερωτηµάτων. Η 

διδασκαλία των µαθηµατικών µε αυτό τον τρόπο γίνεται µια πολύ πιο σύνθετη 

επιχείρηση από την απλή έκθεση καλά οργανωµένων µαθηµατικών αναπτυγµάτων.  

Τα µαθηµατικά εξελίσσονται όχι µόνο όσον αφορά στο περιεχόµενο τους αλλά 

επίσης και στη µορφή τους, τον συµβολισµό, την ορολογία, τις επικρατούσες 

υπολογιστικές µεθόδους, τους τρόπους έκφρασης και τις αναπαραστάσεις. Η 

µαθηµατική (λεκτική ή συµβολική) γλώσσα µιας δοθείσης περιόδου συµβάλλει 

στην επανεκτίµηση του ρόλου  των οπτικών, διαισθητικών και µη τυπικών 

προσεγγίσεων οι οποίες είχαν προταθεί παλιά (van Maanen, 1991).  Με την 

βοήθεια πρωτότυπου υλικού ή ακόµα απλών αποσπασµάτων από αυτό, και ο 

δάσκαλος και ο µαθητής µπορεί να συνειδητοποιήσουν τα πλεονεκτήµατα και /ή τα 

µειονεκτήµατα της σύγχρονης µορφής των µαθηµατικών . 
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Η µελέτη των πρωτότυπων πηγών επιτρέπει στους µαθητές να εκτιµήσουν 

πραγµατικά την πρόοδο που επιτεύχθηκε όσον αφορά την διαύγεια και την 

αιτιολόγηση των εννοιών και των τεχνικών και επίσης αποκαλύπτει πως η πρόοδος 

αποθαρρύνεται κατ’ επανάληψη από συγκεκριµένους τρόπους σκέψης µέχρις ότου 

κάτι νέο ξεπηδά σε µια νέα περιοχή. Επιτρέπει µία µατιά «από πρώτο χέρι» στο 

διανοητικό πεδίο της εποχής και επιπλέον καµία άλλη µέθοδος δεν µπορεί να δείξει 

τόσο καθαρά την εξέλιξη της µαθηµατικής αυστηρότητας και της αντίληψης του τι 

συνιστά µία αποδεκτή απόδειξη (Laubenbacher & Pengelley, 1992). 

 

Τα αποσπάσµατα των Cauchy, Euler και Βolzano που ακολουθούν είναι µια 

χαρακτηριστική περίπτωση όπου το ιστορικό παράδειγµα µπορεί να αποτελέσει το 

κίνητρο για µια πιο εµπεριστατωµένη συζήτηση και εξερεύνηση από τους µαθητές 

της έννοιας της συνέχειας. 

Ευρήµατα ερευνών (π.χ. Tall, & Vinner, 1981) έχουν δείξει ότι τα επιχειρήµατα 

που χρησιµοποιούν πολλές φορές οι µαθητές για να χαρακτηρίσουν µια συνάρτηση 

συνεχή ή ασυνεχή είναι: «είναι συνεχής γιατί η συνάρτηση δίνεται µόνο από ένα 

τύπο», «είναι όλη σε ένα κοµµάτι», «υπάρχει µια ξαφνική αλλαγή στη κλίση», 

«έχει ένα συνεχές µοτίβο ορισµού». Είναι χαρακτηριστικό το γεγονός ότι τα 

επιχειρήµατα των µαθητών υπήρξαν ορισµοί της συνέχειας κατά καιρούς. 

  

Απόσπασµα από το Υπόµνηµα για τις συνεχείς συναρτήσεις (Mémoire sur les 

fonctions continues, 1844) του Cauchy: 

 

«Στα έργα του Euler και του Lagrange, µία συνάρτηση ονοµάζεται συνεχής ή 

ασυνεχής , ανάλογα µε το αν οι διάφορες τιµές αυτής της συνάρτησης, που 

αντιστοιχούν στις διάφορες τιµές της µεταβλητής, υπόκεινται ή δεν υπόκεινται στον 

ίδιο νόµο, παρέχονται ή όχι από την ίδια εξίσωση. Με αυτούς τους όρους η συνέχεια 

ορίστηκε από αυτούς τους επιφανείς γεωµέτρες, όταν έλεγαν ότι «οι αυθαίρετες 

συναρτήσεις που εισάγονται από την ολοκλήρωση µερικών διαφορικών εξισώσεων, 

µπορεί να είναι συναρτήσεις συνεχείς ή ασυνεχείς». Εν τούτοις, ο ορισµός που µόλις 

υπενθυµίσαµε, απέχει πολύ από το να προσφέρει µία µαθηµατική ακρίβεια. Επειδή, 

εάν οι διάφορες τιµές µίας συνάρτησης, που αντιστοιχούν στις διάφορες τιµές µιας 

µεταβλητής, εξαρτώνται από µία ή περισσότερες διακριτές εξισώσεις, τίποτε δεν θα 

εµποδίσει να µειώσουµε τον αριθµό αυτών των εξισώσεων και ακόµα και να τις 
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αντικαταστήσουµε από µία µοναδική εξίσωση της οποίας η διάσπαση θα παρέχει 

όλες τις άλλες. Υπάρχουν κι άλλα: οι αναλυτικοί νόµοι στους οποίους µπορεί να 

υπόκεινται οι συναρτήσεις, γενικά εκφράζονται από αλγεβρικούς ή υπερβατικούς 

τύπους και µπορεί να συµβεί, διαφορετικοί τύποι να αντιπροσωπεύουν για 

συγκεκριµένες τιµές µιας µεταβλητής x την ίδια συνάρτηση, και για άλλες τιµές του x 

διαφορετικές συναρτήσεις. Συνεπώς, αν θεωρήσουµε τον ορισµό του Euler και του  

Lagrange ως εφαρµόσιµο σε όλα τα είδη των συναρτήσεων, είτε αλγεβρικές είτε 

υπερβατικές, συχνά θα αρκεί µια απλή αλλαγή του συµβολισµού για να 

µετασχηµατίσουµε µια συνεχή συνάρτηση σε ασυνεχή, και αντίστροφα. Έτσι, για 

παράδειγµα, αν το x παριστάνει µια πραγµατική µεταβλητή, µια συνάρτηση η οποία 

ανάγεται άλλοτε στο +x  άλλοτε στο –x, ανάλογα µε το αν η µεταβλητή x είναι θετική 

ή αρνητική, θα όφειλε µε αυτή την αιτία, να καταταχθεί στην κλάση των ασυνεχών 

συναρτήσεων και όµως η ίδια συνάρτηση µπορεί να θεωρηθεί ως συνεχής, όταν την 

αναπαριστάνουµε µε το ορισµένο ολοκλήρωµα 
π
2

∫
∞

0

dt
xt

x
22

2

+
 ή ακόµα µε την 

2x που είναι η ειδική τιµή της συνεχούς συνάρτησης 22 tx + που αντιστοιχεί στη 

µηδενική τιµή του t. Με αυτό τον τρόπο, η ιδιότητα της συνέχειας σε µία συνάρτηση, 

ιδωµένη από την οπτική των γεωµετρών, είναι ένας χαρακτήρας αόριστος και 

απροσδιόριστος. Αλλά η απροσδιοριστία θα πάψει αν τον ορισµό του Euler 

αντικαταστήσουµε µε αυτόν που έδωσα στο Κεφάλαιο ΙΙ του Analyse Algébrique. 

Σύµφωνα µε τον νέο ορισµό, µία συνάρτηση της πραγµατικής µεταβλητής x θα είναι 

συνεχής µεταξύ δύο ορίων a και b αυτής της µεταβλητής αν, µεταξύ αυτών των 

ορίων, η συνάρτηση πετυχαίνει συνεχώς µια τιµή µοναδική και πεπερασµένη, µε 

τέτοιο τρόπο ώστε µία αύξηση άπειρα µικρή της µεταβλητής παράγει πάντα µια 

αύξηση άπειρα µικρή της ίδιας της συνάρτησης. Έτσι, αν η µεταβλητή παρθεί ως 

τετµηµένη, η πραγµατική συνάρτηση που υποθέσαµε θα είναι η τεταγµένη ενός 

κλάδου µιας συνεχούς καµπύλης, που περιέχεται µεταξύ δύο ευθειών καθέτων στον 

άξονα των τετµηµένων και που συναντάται σε ένα µοναδικό σηµείο από κάθε µία 

από τις παράλληλες που θα µπορούσαµε να χαράξουµε ανάµεσα στις δύο πρώτες 

ευθείες. Η συνέχεια των συναρτήσεων ορισµένη µε αυτό τον τρόπο είναι για αυτό τον 

λόγο µία ιδιότητα της οποίας η σηµασία εκτιµάται σήµερα γενικά από τους 

γεωµέτρες». 
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Σύµφωνα µε τον Euler : «µία συνάρτηση είναι συνεχής εάν  ο νόµος ή η έκφραση της 

f(x) συνεχίζει να ισχύει όταν µεταβάλλεται το x». (Introductio in Analysin 

Infinitorum, 1748). 

 

Ενώ σύµφωνα µε τον Βolzano : «Μία συνάρτηση f(x) για όλες τις τιµές του x, µέσα ή 

έξω από συγκεκριµένα φράγµατα, µεταβάλλεται σύµφωνα µε τον νόµο της συνέχειας 

µόνο στο βαθµό που, εάν  x είναι όποια τέτοια τιµή, η διαφορά   f(x+ω) - f(x) µπορεί 

να γίνει µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα, όταν το ω παρθεί όσο µικρό 

επιθυµούµε»  (Rein analytischer Beweis, σελ.11-12).  

 

Τα προηγούµενα αποσπάσµατα µπορούν να δοθούν στους µαθητές συνοδευόµενα 

από ερωτήµατα όπως τα παρακάτω, προκειµένου να αποτελέσουν αντικείµενο 

συζήτησης και µελέτης αναφορικά µε τις ιδιότητες και τον ορισµό της συνέχειας. 

 

Ερωτήµατα : 

1.    Ποια η αντίληψη της έννοιας της συνάρτησης που είχαν εκείνη την εποχή ; 

2.    Σύγκριση ορισµών Euler, Lagrange και Cauchy.  

3.  Ο ορισµός του Cauchy είναι λεκτικός. Αν τον µεταφράζαµε σε σύµβολα τι θα 

γράφαµε; Είναι ίδιος µε τον σηµερινό ορισµό; Ο  Cauchy  περιγράφει λεκτικά και 

µία γεωµετρική αναπαράσταση του ορισµού του: Πως την κατανοούµε; Πως βοηθά 

στην κατανόηση του ορισµού του; 

4.    Ποιά η εξέλιξη της έννοιας της συνέχειας;  

5. Χαρακτηρισµός ενός ορισµού ως «ασαφή και απροσδιόριστου». Ποια 

χαρακτηριστικά πρέπει να έχει ένας ορισµός για να είναι αποδεκτός; 

6.   Πως αντιµετωπίζουµε σήµερα την συνάρτηση 2x ;  Πως ελέγχουµε την 

συνέχεια της; Έχει δίκιο ο Cauchy όταν ισχυρίζεται ότι ο ορισµός του  Euler δεν 

οδηγεί σε σωστά συµπεράσµατα για τέτοιου είδους συναρτήσεις;  

 

Τέλος στην συνέχεια και υπό την µορφή συνθετικής εργασίας – project µπορούν να 

τεθούν κάποια γενικότερα ερωτήµατα µε σκοπό την κινητοποίηση των µαθητών 

και την πραγµατοποίηση ερευνητικής διαδικασίας. 
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Γενικότερα ερωτήµατα: 

-   Γιατί ο Cauchy χαρακτηρίζει τους  Euler και  Lagrange «γεωµέτρες» ;  

-  Σχολιασµός του τρόπου παρουσίασης από τον Cauchy της συνέχειας. Μοιάζει µε 

τον σηµερινό; Τι πλεονεκτήµατα και τι µειονεκτήµατα έχει; 

-   Γιατί ο τίτλος του βιβλίου του Cauchy είναι «Αλγεβρική Ανάλυση» ; Τι σχέση 

έχει η Άλγεβρα µε την Ανάλυση;  

 

 

ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

Η σχέση µεταξύ των τοµέων έρευνας της µαθηµατικής εκπαίδευσης και της 

ιστορίας των µαθηµατικών είναι προβληµατική.  

Η λέξη «ενσωµάτωση» της ιστορίας των µαθηµατικών στην εκπαίδευση υπονοεί 

µία χρήση που αναπτύσσεται µε τα ακόλουθα βήµατα: αποµόνωση των κοινών 

στόχων της µάθησης των µαθηµατικών και της µάθησης της ιστορίας των 

µαθηµατικών – ανάπτυξη τους αφού εξερευνηθούν οι ιδιαιτερότητες των δύο 

πεδίων – ανάλυση των γνωστικών αποτελεσµάτων υπό το φως patterns 

εκπαιδευτικής και επιστηµολογικής έρευνας. (Furinghetti, 1999)  

 

Στην πρόσκληση για την µελέτη του ICMI (International Commission on 

Mathematical Instruction) (1997-2000) για τον ρόλο της ιστορίας των µαθηµατικών 

στην διδασκαλία και µάθηση των µαθηµατικών, τα αποτελέσµατα της οποίας 

παρουσιάστηκαν στο ∆ιεθνές Συνέδριο της Μαθηµατικής Εκπαίδευσης στην 

Ιαπωνία το 2000, οι Fauvel & Van Maanen  εφιστούσαν την προσοχή στα 

ακόλουθα θέµατα: 

 

Ποια είναι η σχέση µεταξύ των ιστορικών των µαθηµατικών και αυτών που 

ενδιαφέρονται κυρίως για την χρήση της ιστορίας των µαθηµατικών στην 

µαθηµατική εκπαίδευση; Είναι σηµαντικό οι ιστορικοί των µαθηµατικών και οι 

εκπαιδευτικοί να εργάζονται συνεργατικά αφού η ιστορική µάθηση και η εµπειρία 

της τάξης δεν συνυπάρχουν συνήθως στο ίδιο άτοµο. 

Θα έπρεπε διαφορικά τµήµατα του αναλυτικού προγράµµατος να εµπεριέχουν την 

ιστορία των µαθηµατικών µε ένα διαφορετικό τρόπο;  
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Ποιες είναι οι συνέπειες στην οργάνωση της τάξης και την πρακτική;  

Οι δάσκαλοι µπορεί να χρειαστούν πρακτική καθοδήγηση και υποστήριξη και όσον 

αφορά στους τρόπους αξιολόγησης και όσον αφορά στην οργάνωση της 

διδασκαλίας.  

Πως µπορεί η ιστορία των µαθηµατικών να είναι χρήσιµη στον ερευνητή της 

µαθηµατικής εκπαίδευσης; Ένα παράδειγµα είναι η χρήση της ιστορίας 

προκειµένου και ο δάσκαλος και οι µαθητές να υπερπηδήσουν επιστηµολογικά 

κενά στην ανάπτυξη της µαθηµατικής κατανόησης. Μία κριτική ανάλυση της 

άποψης ότι «η οντογένεση ανακεφαλαιώνει την φυλογένεση» - ότι η ανάπτυξη της 

ατοµικής µαθηµατικής κατανόησης ακολουθεί την ιστορική εξέλιξη των 

µαθηµατικών ιδεών, µπορεί να είναι κατάλληλη. Ένα άλλο παράδειγµα είναι η 

έρευνα των µαθηµατικών εννοιών. Σε αυτή την περίπτωση ο ερευνητής εφαρµόζει 

την ιστορία ως πιθανό φακό των µηχανισµών που έθεσαν την µαθηµατική σκέψη 

σε κίνηση. 

Θεωρούµε ότι παρόλη τη σηµαντική έρευνα που έχει πραγµατοποιηθεί, πολλά από 

τα ερωτήµατα παραµένουν ανοικτά και ιδιαίτερα για την εκπαίδευση στην χώρα 

µας. Τέτοιοι συνδυασµοί ιστορικών και ψυχολογικών οπτικών αξίζουν ιδιαίτερη 

προσοχή.  

 

Ιδιαίτερης προσοχής χρήζει τέλος η αποκάλυψη στους µαθητές της διασύνδεσης 

της µαθηµατικής σκέψης και του πολιτισµού στην ανθρώπινη κοινωνία, η 

επίδραση της ιστορίας της ανθρωπότητας στα µαθηµατικά και αντίστροφα, οι 

επιρροές των µαθηµατικών στην ανθρωπότητα, τον πολιτισµό της, την φιλοσοφία, 

την τεχνολογία, τις τέχνες.  

 

Η ιστορικο-επιστηµολογική ανάλυση µπορεί να µας παρέχει ενδιαφέρουσες 

πληροφορίες για την ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης σε ένα πολιτισµό και για 

τον τρόπο µε τον οποίο δηµιουργούνται και τροποποιούνται τα νοήµατα. Πρέπει να 

κατανοήσουµε τις διαπραγµατεύσεις και τις πολιτιστικές αντιλήψεις που 

αποτελούν την βάση αυτών των νοηµάτων. Ο τρόπος µε τον οποίο µια παλιά ιδέα 

αναπτύχθηκε µπορεί να µας βοηθήσει να βρούµε παλιά νοήµατα και µέσω 

διδακτικής επεξεργασίας να την ξανασχεδιάσουµε και να την κάνουµε συµβατή µε 

τα σύγχρονα αναλυτικά προγράµµατα. (Radford, 1997). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  Α 
 

ΜΕΤΑΦΡΑΣΗ ΤΟΥ ΕΡΓΟΥ ΤΟΥ    BOLZANO 

 

ΚΑΘΑΡΑ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΟΤΙ ΜΕΤΑΞΥ 

ΟΠΟΙΩΝ ∆ΥΟ ΤΙΜΩΝ ΠΟΥ ∆ΙΝΟΥΝ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΝΤΙΘΕΤΟΥ 

ΠΡΟΣΗΜΟΥ ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ ΤΟΥΛΑΧΙΣΤΟΝ ΜΙΑ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗ ΡΙΖΑ 

ΤΗΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ  

ΤΟΥ  BERNARD BOLZANO 

 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Υπάρχουν δύο προτάσεις στη θεωρία των εξισώσεων για τις οποίες µπορεί ακόµη 

να ειπωθεί , µέχρι πρόσφατα, ότι µία εντελώς σωστή απόδειξη ήταν άγνωστη. Η 

µία είναι η πρόταση: ότι µεταξύ δύο όποιων τιµών της άγνωστης ποσότητας που 

δίνουν αποτελέσµατα διαφορετικού προσήµου πρέπει πάντα να βρίσκεται µία 

πραγµατική ρίζα της εξίσωσης. Η άλλη είναι: ότι κάθε αλγεβρική ρητή ακέραιη 

συνάρτηση µιας µεταβλητής ποσότητας  µπορεί να διαιρεθεί σε δύο πραγµατικούς 

παράγοντες πρώτου και δεύτερου βαθµού. Μετά από διάφορες ανεπιτυχείς 

απόπειρες απόδειξης της δεύτερης πρότασης από τους  D'Alembert, Euler, de 

Foncenex, Lagrange, Laplace, Klügel, και άλλους, ο Gauss τελικά παρείχε, πέρυσι, 

δύο αποδείξεις οι οποίες αφήνουν πολύ λίγα να επιθυµήσει κανείς. Πράγµατι, 

αυτός ο εξέχων λόγιος µας είχε ήδη παρουσιάσει µία απόδειξη της πρότασης, το 

1799 [1], αλλά είχε, όπως παραδέχθηκε, την έλλειψη ότι απεδείκνυε µία καθαρά 

αναλυτική αλήθεια στη βάση µιας γεωµετρικής θεώρησης. Αλλά οι δύο πιο 

πρόσφατες αποδείξεις του [2] είναι εντελώς απαλλαγµένες από αυτή την έλλειψη. 

Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις που εµφανίζονται σε αυτές πρέπει και µπορούν να 

γίνουν κατανοητές µε µία καθαρά αναλυτική έννοια 

Η άλλη πρόταση που αναφέρεται προηγουµένως δεν είναι µία πρόταση που έχει 

απασχολήσει µέχρι στιγµής σε κάποια µεγάλη έκταση τους λογίους. Παρόλα αυτά 

µπορούµε να βρούµε µαθηµατικούς µεγάλης φήµης που ασχολούνται µε τη 

πρόταση, και ήδη έχουν γίνει απόπειρες για διάφορα είδη αποδείξεων. Για να 

πειστεί κανείς γι αυτό χρειάζεται µόνο να συγκρίνει τις διάφορες πραγµατεύσεις 

της πρότασης που έχουν δοθεί  για παράδειγµα από τους Kastner [3], Clairaut [4], 
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Lacroix [5], Metternich [6], Klügel [7], Lagrange [8], Rosling [9],  και διάφορους 

άλλους.  

Ωστόσο, µία πιο προσεκτική εξέταση δείχνει σύντοµα ότι καµιά από αυτές τις 

αποδείξεις δεν µπορεί να θεωρηθεί ως επαρκής.  

I. Το πλέον κοινό είδος απόδειξης εξαρτάται από µία αλήθεια δανεισµένη από τη 

γεωµετρία, δηλαδή, ότι κάθε συνεχής γραµµή απλής καµπυλότητας της οποίας οι 

τεταγµένες είναι πρώτα θετικές και µετά αρνητικές (ή αντίστροφα) πρέπει 

αναγκαστικά να τέµνουν τον άξονα των x κάπου σε κάποιο σηµείο που βρίσκεται 

µεταξύ αυτών των τεταγµένων. Βέβαια δεν τίθεται θέµα που να αφορά στην 

ορθότητα ή ούτε στο προφανές αυτής της γεωµετρικής πρότασης.  Αλλά είναι 

καθαρό ότι αυτό είναι µία ανυπόφορη προσβολή κατά της σωστής µεθόδου 

εξαγωγής αλήθειας των καθαρών (ή γενικών) µαθηµατικών (δηλαδή, αριθµητικής, 

άλγεβρας, ανάλυσης) από θεωρήσεις οι οποίες ανήκουν σε ένα απλά εφαρµοσµένο 

(ή ειδικό) τµήµα δηλαδή τη γεωµετρία. Πράγµατι δεν έχουµε εδώ και καιρό 

νοιώσει και αναγνωρίσει την ασυµφωνία τέτοιων ‘µετάβασης εις άλλο γένος’; 

(ελληνικά στο κείµενο).  ∆εν το έχουµε ήδη αποφύγει αυτό οποτεδήποτε ήταν 

δυνατό σε εκατοντάδες άλλες περιπτώσεις και έχουµε θεωρήσει αυτή την αποφυγή 

ως προσόν; [10]  Έτσι, αν θέλουµε να είµαστε συνεπείς δεν πρέπει να 

προσπαθήσουµε να κάνουµε το ίδιο εδώ; Γιατί πράγµατι, εάν κάποιος θεωρεί ότι οι 

αποδείξεις της επιστήµης δεν θα έπρεπε να είναι απλά επιβεβαιώσεις 

[Gewissmachungen], αλλά µάλλον αιτιολογήσεις [Begrϋndungen], δηλαδή 

παρουσιάσεις της αντικειµενικής αιτίας της αλήθειας που ενδιαφέρει, τότε είναι 

αυταπόδεικτο ότι η αυστηρά επιστηµονική απόδειξη ή η αντικειµενική αιτία µιας 

αλήθειας η οποία έχει εξίσου ισχύ για όλες τις ποσότητες, είτε στο χώρο είτε όχι, 

δεν µπορεί κατά το δυνατόν να βρίσκεται σε µία αλήθεια η οποία έχει ισχύ µόνο 

για ποσότητες που βρίσκονται στο χώρο. Με αυτή την οπτική µπορεί αντιθέτως να 

δούµε ότι µία τέτοια γεωµετρική απόδειξη είναι, σε αυτή όπως και στις 

περισσότερες περιπτώσεις, στην πραγµατικότητα κυκλική. Γιατί ενώ η γεωµετρική 

απόδειξη στην οποία αναφερόµαστε εδώ είναι (όπως έχουµε ήδη πει) εξαιρετικά 

προφανής, και γι αυτό τον λόγο δεν χρειάζεται απόδειξη µε την έννοια της 

επιβεβαίωσης, χρειάζεται παρόλα αυτά αιτιολόγηση.  Γιατί οι συνιστώσες της 

έννοιας είναι προφανώς συνδυασµένες έτσι που κανείς δεν µπορεί να διστάσει ούτε 

λεπτό για να πει ότι είναι µία από αυτές τις απλές αλήθειες που καλούνται βασικές 

προτάσεις, [Grundsatze], ή βασικές αλήθειες γιατί είναι µόνο η αιτία για άλλες 
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αλήθειες και ποτέ οι ίδιες συνέπειες. Αντιθέτως είναι ένα θεώρηµα ή αλήθεια - εκ -

συνέπειας [Folgewahrheit] δηλαδή µία τέτοια αλήθεια που έχει τη βάση της σε 

ορισµένες άλλες αλήθειες και ως εκ τούτου πρέπει να αποδειχθεί µέσω παραγωγής 

από αυτές τις άλλες αλήθειες. [11]  

Θεωρείστε τώρα τον αντικειµενικό λόγο γιατί µία γραµµή στις παραπάνω 

αναφερόµενες συνθήκες τέµνει τον άξονα των  x.  Όλοι αναµφίβολα θα δούνε πολύ 

σύντοµα ότι αυτή η αιτία δεν βρίσκεται πουθενά αλλού παρά σε αυτή τη γενική 

αλήθεια ως αποτέλεσµα της οποίας, κάθε συνεχής συνάρτηση του x η οποία είναι 

θετική για µία τιµή του x, και αρνητική για µία άλλη, πρέπει να είναι µηδέν για 

κάποια ενδιάµεση τιµή του x. Και αυτή είναι ακριβώς η αλήθεια που πρέπει να 

αποδειχθεί.  Γι αυτό το λόγο είναι τελείως λάθος να έχει επιτρέψει κανείς τη 

δεύτερη να παραχθεί από την πρώτη (όπως συµβαίνει στο είδος της απόδειξης που 

εξετάζουµε). Μάλλον αντίστροφα, η πρώτη πρέπει να παραχθεί από τη δεύτερη εάν 

επιθυµούµε να απεικονίζουµε τις αλήθειες στην επιστήµη µε τον ίδιο τρόπο µε τον 

οποίο συνδέονται µεταξύ τους στην αντικειµενική τους συνέπεια.  

 

II.  Εξίσου αντικρούσιµη είναι η απόδειξη που έχουν κατασκευάσει µερικοί από 

την έννοια της συνέχειας µιας συνάρτησης µε τον συνυπολογισµό των εννοιών της 

κίνησης και του χρόνου. «Εάν δύο συναρτήσεις  fx και φx», λένε, «µεταβάλλονται 

σύµφωνα µε τον νόµο της συνέχειας και εάν για x = α, fα < φα, αλλά                         

για x = β,  fβ > φβ, τότε πρέπει να υπάρχει κάποια τιµή u ευρισκόµενη µεταξύ α και 

β για την οποία  fu = φu.   Γιατί αν φανταστεί κανείς ότι η µεταβλητή ποσότητα x, 

και στις δύο αυτές συναρτήσεις, σταδιακά παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ α και β, 

και η ίδια τιµή παίρνεται πάντα και από τις δύο στις ίδιες στιγµές, τότε στην αρχή 

αυτής της συνεχούς αλλαγής στο  x, fx < φx, και στο τέλος  fx > φx. Αλλά αφού 

και οι δύο αυτές συναρτήσεις, ως συνέπεια της συνέχειας τους, πρέπει πρώτα να 

περάσουν δια µέσου όλων των ενδιάµεσων τιµών πριν φθάσουν µία µεγαλύτερη 

τιµή, πρέπει να υπάρχει κάποια ενδιάµεση στιγµή κατά την οποία η µία είναι ίση µε 

την άλλη». Αυτό επεξηγείται περαιτέρω µε το παράδειγµα της κίνησης δύο 

σωµάτων, ένα από τα οποία είναι αρχικά πίσω από το άλλο και αργότερα µπροστά 

από το άλλο. Έπεται αναγκαστικά ότι κάποια στιγµή πρέπει να πήγαινε δίπλα στο 

άλλο. Κανείς δεν θα αρνηθεί ότι οι έννοιες του χρόνου και της κίνησης είναι εξίσου 

ξένες στα γενικά µαθηµατικά όσο και η έννοια του χώρου.  
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Παρόλα αυτά, εάν αυτές οι δύο έννοιες είχαν εισαχθεί εδώ µόνο χάριν 

αποσαφήνισης, δεν θα είχαµε τίποτα εναντίον τους. Γιατί µε κανένα τρόπο δεν 

µετέχουµε σε µία τέτοια υπερβολική καθαρολογία , η οποία απαιτεί, προκειµένου 

να κρατήσει την επιστήµη µακριά από οτιδήποτε ξένο, στην παρουσίαση της να 

µην µπορεί κανείς ποτέ να χρησιµοποιήσει µία έκφραση δανεισµένη από άλλο 

πεδίο, αν και µόνο µε µεταφορική έννοια και µε σκοπό να περιγράψει ένα γεγονός 

πιο σύντοµα και καθαρά από ότι θα µπορούσε να γίνει µε µία αυστηρή 

κυριολεκτική περιγραφή. Ούτε ακόµα και αν είναι µόνο για να αποφύγει κανείς την 

ηχώ   της σταθερούς επανάληψης της ίδιας λέξης, ή για να θυµάται, απλά από το 

όνοµα που δίνεται σε ένα πράγµα, ένα παράδειγµα το οποίο θα χρησίµευε για την 

επιβεβαίωση ενός ισχυρισµού.  Έτσι πρέπει να σηµειωθεί ότι δεν θεωρούµε ότι τα 

παραδείγµατα και οι εφαρµογές  µας αποσπούν στο ελάχιστο από την τελειότητα 

της επιστηµονικής παρουσίασης. Από την άλλη, απαιτούµε αυστηρά µόνο αυτό: να 

µην προτείνονται τα παραδείγµατα αντί για αποδείξεις και ότι η ουσία  [Wesenheit]  

ενός συµπεράσµατος να µη  βασίζεται ποτέ σε απλά µεταφορική χρήση φράσεων ή 

ιδεών σχετιζόµενων µε αυτές, έτσι ώστε το ίδιο το συµπέρασµα να γινόταν κενό 

αµέσως µόλις άλλαζαν. Σε συµφωνία µε αυτές τις απόψεις, η συµπερίληψη  του 

χρόνου στη παραπάνω απόδειξη µπορεί ίσως ακόµα να δικαιολογηθεί επειδή 

κανένα συµπέρασµα δεν βασίζεται σε φράσεις που τον περιέχουν οι οποίες επίσης 

δεν θα είχαν ισχύ χωρίς αυτόν. Αλλά σε καµία περίπτωση η τελευταία επεξήγηση η 

σχετική µε τη κίνηση ενός σώµατος δεν µπορεί να θεωρηθεί ως οτιδήποτε 

περισσότερο παρά ένα απλό παράδειγµα το οποίο δεν αποδεικνύει τη πρόταση 

αλλά µάλλον είναι για να αποδειχθεί από αυτή.   

(α) Γι αυτό ας εγκαταλείψουµε αυτό το παράδειγµα και ας εξετάσουµε το υπόλοιπο 

του συλλογισµού. Ας σηµειώσουµε καταρχήν ότι αυτό βασίζεται σε µία 

λανθασµένη έννοια συνέχειας. Σύµφωνα µε ένα σωστό ορισµό, η έκφραση ότι µία 

συνάρτηση fx µεταβάλλεται σύµφωνα µε το νόµο της συνέχειας για όλες τις τιµές του 

x µέσα ή έξω από δοσµένα όρια [12] σηµαίνει ακριβώς αυτό: x είναι κάποια τέτοια 

τιµή, η διαφορά  

f(x + ω) - fx  µπορεί να γίνει µικρότερη από όποια δοσµένη ποσότητα, µε τη 

προϋπόθεση ότι το ω µπορούµε να το πάρουµε όσο µικρό θέλουµε (*). Με τον 

συµβολισµό που εισήγαγα  στο  Τµήµα 14  του  Binomische Lehrsatz, κλπ.  

(Πράγα, 1816)  αυτό  είναι    f(x + ω) = fx + Ω . Αλλά όπως έγινε η υπόθεση σε 

αυτή την απόδειξη, συνεχής συνάρτηση είναι αυτή που ποτέ δεν φθάνει µία 
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µεγαλύτερη τιµή πριν να περάσει πρώτα διαµέσου όλων των µικρότερων τιµών: 

δηλαδή, η f(x + n∆x)  µπορεί να πάρει κάθε τιµή µεταξύ fx και f(x + ∆x) καθώς το  

n παίρνει αυθαίρετες τιµές µεταξύ 0 και 1. Αυτός είναι βέβαια ένας πολύ σωστός 

ισχυρισµός, αλλά δεν µπορεί να θεωρηθεί ως ένας ορισµός της έννοιας της 

συνέχειας: µάλλον είναι ένα θεώρηµα σχετικό µε τη συνέχεια. Πράγµατι, είναι ένα 

θεώρηµα το οποίο µπορεί να αποδειχθεί µόνο µε την υπόθεση που εδώ ήταν 

επιθυµητό να αποδειχθεί από το θεώρηµα. Γιατί αν Μ είναι κάποια ποσότητα 

µεταξύ fx και f(x + ∆x), τότε ο  ισχυρισµός ότι υπάρχει µία τιµή του n µεταξύ 0 και 

1 για την οποία  f(x + n∆x) = M είναι µόνο µία ειδική περίπτωση της γενικής 

αλήθειας ότι εάν,  fx < φx, και f (x + ∆x) > φ(x + ∆x), τότε πρέπει να υπάρχει 

κάποια ενδιάµεση τιµή    x + n∆x για την οποία f(x + n∆x) = φ(x + n∆x). Ο πρώτος 

ισχυρισµός προέρχεται από αυτή τη γενική αλήθεια στη περίπτωση που η 

συνάρτηση φx έχει σταθερή τιµή Μ. 

(β)  Αλλά ακόµα κι αν υποθέσουµε ότι κάποιος µπορούσε να αποδείξει αυτή την 

πρόταση µε κάποιο άλλο τρόπο, η απόδειξη που εξετάζουµε θα είχε ένα άλλο 

λάθος.  

Από το γεγονός ότι  fα > φα και   fβ < φβ, θα συνεπάγετο µόνο ότι εάν u ήταν 

κάποια τιµή ευρισκόµενη µεταξύ α και β για την οποία φu είναι  > φα αλλά < φβ 

τότε  fx  θα γινόταν ίση µε φu πηγαίνοντας από το fα στο fβ, δηλαδή για κάποιο x 

ευρισκόµενη µεταξύ α και β, fx = φu. Αλλά αν αυτό συµβαίνει για ακριβώς την 

ίδια τιµή του x που είναι ίση µε το u, δηλαδή, (επειδή το u µπορεί να είναι όποια 

αυθαίρετη τιµή ευρισκόµενη µεταξύ α και β που κάνει φu > φα και < φβ , εάν 

υπάρχει κάποια τιµή του x ευρισκόµενη µεταξύ α και β για την οποία και οι δύο 

συναρτήσεις  fx  φx  είναι ίσες µεταξύ τους, αυτό πάλι δεν θα ήταν επακόλουθο.  

(γ) Η παραπλανητικότητα της όλης απόδειξης βρίσκεται κυρίως στον 

συνυπολογισµό της έννοιας του χρόνου. Γιατί αν αυτό παρελείπετο, θα φαινόταν 

αµέσως ότι η απόδειξη δεν είναι τίποτα παρά µία επανάληψη, µε διαφορετικά 

λόγια, της πρότασης που είναι προς απόδειξη. Γιατί το να πει κανείς ότι η 

συνάρτηση fx πριν περάσει από τη κατάσταση του να είναι µικρότερη από φx σε 

αυτή του να είναι µεγαλύτερη, πρέπει πρώτα να περάσει µέσω της κατάστασης του 

να είναι ίση µε φx είναι σαν να λέει, χωρίς την έννοια του χρόνου, ότι ανάµεσα στις 

τιµές που παίρνει η  fx εάν κάποιος βάλει κάθε τιµή του x µεταξύ α και β υπάρχει 

µία που κάνει fx = φx. Αυτή ακριβώς είναι η προς απόδειξη πρόταση.  
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III. Άλλοι αποδεικνύουν την πρόταση µας στη βάση του ακόλουθου (είτε εντελώς 

χωρίς απόδειξη ή απλά υποστηριζόµενοι από κάποια παραδείγµατα δανεισµένα 

από τη γεωµετρία): «Κάθε µεταβλητή ποσότητα µπορεί να περάσει από µία θετική 

σε µία αρνητική κατάσταση µόνο µέσω της κατάστασης του µηδέν ή του απείρου». 

Τώρα, δεδοµένου ότι η τιµή της εξίσωσης δεν µπορεί να είναι άπειρα µεγάλη για 

καµία πεπερασµένη τιµή της ρίζας, συµπεραίνουν ότι η όποια µετάβαση εδώ 

πρέπει να συµβεί µέσω του µηδενός.. 

(α) Αν επιθυµούµε να αφαιρέσουµε από την παραπάνω πρόταση την µεταφορική 

ιδέα µιας µετάβασης, η οποία περιέχει την έννοια της αλλαγής στον χρόνο και το 

χώρο, ως εκ τούτου παραλείποντας την χωρίς νόηµα έκφραση µιας κατάστασης µη 

ύπαρξης τότε τελικά καταλήγουµε στην παρακάτω πρόταση: «Εάν µία µεταβλητή 

ποσότητα η οποία εξαρτάται από µία άλλη ποσότητα  x είναι θετική για x = α και 

αρνητική για   x = β, υπάρχει πάντα µία τιµή του x ευρισκόµενη µεταξύ α και β για 

την οποία η ποσότητα είναι µηδέν ή µία για την οποία είναι άπειρη». Τώρα ο 

καθένας αντιλαµβάνεται ότι ένας τέτοιος σύνθετος ισχυρισµός δεν είναι βασικά 

αλήθεια αλλά θα έπρεπε να αποδειχθεί, και ότι η απόδειξη του δεν θα µπορούσε να 

είναι ευκολότερη από την ίδια την πρόταση που θέλουµε να επαληθεύσουµε.  

(β) Πράγµατι, µία εξέταση µε µεγαλύτερη ακρίβεια δείχνει ότι ο ισχυρισµός είναι 

θεµελιωδώς ταυτόσηµος µε τη πρόταση. Γιατί δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι αυτός ο 

ισχυρισµός είναι πράγµατι αλήθεια µόνο για ποσότητες που µεταβάλλονται µε 

συνεχή τρόπο. Έτσι για παράδειγµα, η συνάρτηση  x + )1)(2( +− xx  είναι  

θετική  για         x = +2 και αρνητική για  x = -1. Και όµως επειδή δεν µεταβάλλεται 

µέσα σε αυτά τα όρια σύµφωνα µε τον νόµο της συνέχειας, δεν υπάρχει τιµή  x 

µεταξύ 2 και   -1 για την οποία η συνάρτηση να είναι µηδέν ή άπειρο. Ωστόσο, εάν 

περιορίσουµε τον ισχυρισµό απλά σε ποσότητες οι οποίες µεταβάλλονται µε 

συνεχή τρόπο, θα πρέπει επίσης να εξαιρέσουµε αυτές τις συναρτήσεις που 

γίνονται άπειρο για µια συγκεκριµένη τιµή της ρίζας τους. Γιατί µία συνάρτηση 

όπως η  a/(b-x) δεν µεταβάλλεται στην πραγµατικότητα µε συνεχή τρόπο για όλες 

τις τιµές του x, αλλά µόνο για όλες τις τιµές που είναι µεγαλύτερες ή µικρότερες 

του b. Γι αυτό η συνάρτηση δεν έχει καθορισµένη τιµή όταν  x = b,  αλλά γίνεται 

αυτό που ονοµάζουµε άπειρα µεγάλη. Έτσι, δεν µπορεί να ειπωθεί ότι οι τιµές που 

παίρνει για  x = b + ω, όλες από τις οποίες είναι καθορισµένες, µπορούν να έρθουν 
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όσο κοντά επιθυµούµε στην τιµή που έχει για   x = b. Και αυτό είναι ένα µέρος της 

έννοιας της συνέχειας. (II α). 

Τώρα ας προσθέσουµε την έννοια της συνέχειας στον προηγούµενο ισχυρισµό, ενώ 

παραλείπουµε την περίπτωση για την οποία η συνάρτηση γίνεται άπειρη. Τότε 

γίνεται, λέξη προς λέξη, η αρχική πρόταση που είχαµε να αποδείξουµε: δηλαδή, ότι 

κάθε µε συνεχή τρόπο µεταβαλλόµενη συνάρτηση του x η οποία είναι θετική   για 

x = α και αρνητική για x = β πρέπει να είναι µηδέν για κάποια τιµή µεταξύ α και β.   

 

IV. Σε µερικά έργα µπορεί να βρεθεί το ακόλουθο επιχείρηµα: «Επειδή η fx είναι 

θετική για x = α και αρνητική για x = β, πρέπει να υπάρχουν µεταξύ α και β δύο 

ποσότητες a και b στις οποίες η µετάβαση από θετικές τιµές σε αρνητικές τιµές της 

fx λαµβάνει χώρα, έτσι ώστε µεταξύ των a και b δεν υπάρχουν άλλες τιµές του x 

για τις οποίες η fx θα είναι ακόµα θετική ή αρνητική κλπ» 

Αυτό το λάθος µόλις και µετά βίας χρειάζεται να αντικρουστεί και δεν θα 

εισαγόταν εδώ εάν δεν χρησίµευε για να αποδείξουµε πόσο ασαφείς είναι οι 

έννοιες ακόµα και πολύ φηµισµένων µαθηµατικών γι αυτό το θέµα. Είναι αρκετά 

γνωστό ότι µεταξύ δύο κοντινών τιµών µιας ανεξάρτητης µεταβλητής, τέτοιας 

όπως η ρίζα x µιας συνάρτησης, υπάρχουν πάντα άπειρα πολλές ενδιάµεσες τιµές. 

Και µε τον ίδιο τρόπο που δεν υπάρχει ένα τελευταίο x για µία συνεχή συνάρτηση 

και ούτε πρώτο  x  που την κάνει αρνητική, έτσι και δεν υπάρχουν αριθµοί a και b 

όπως περιγράφονται εδώ! 

 

V. Η αποτυχία αυτών των προσπαθειών να αποδείξουν άµεσα την πρόταση η οποία 

µας ενδιαφέρει οδηγεί στην ιδέα να τη παράγουµε από την δεύτερη πρόταση την 

οποία αναφέραµε στην αρχή, δηλαδή, από τη διαιρετότητα κάθε συνάρτησης σε 

συγκεκριµένους παράγοντες. ∆εν υπάρχει επίσης αµφιβολία ότι εάν η δεύτερη γίνει 

αποδεκτή, η πρώτη µπορεί να προκύψει ως συµπέρασµα από αυτή. Αλλά το 

γεγονός είναι ότι µία τέτοια παραγωγή δεν θα µπορούσε να ονοµαστεί αυστηρά 

επιστηµονική αιτιολόγηση, στο ότι η δεύτερη πρόταση εκφράζει καθαρά µία πολύ 

πιο σύνθετη αλήθεια από τη πρώτη. Γι αυτό το λόγο, η δεύτερη µπορεί βέβαια να 

βασιστεί στην πρώτη, αλλά όχι αντίστροφα, η πρώτη στην δεύτερη. Κανείς δεν έχει 

επιτύχει πραγµατικά ακόµα, να επιτύχει την δεύτερη χωρίς να προϋποθέτει τη 

πρώτη. Όσον αφορά στις αποδείξεις, την απορριπτικότητα των  οποίων ο Gauss 

έχει ήδη δείξει στην εργασία του το 1799,  είναι επειδή έχει ήδη δειχθεί ότι είναι 
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απαράδεκτες, που είναι αναγκαίο να διερευνήσουµε εάν ή όχι βασίζονται στην 

παρούσα µας πρόταση.   Η απόδειξη του  Laplace [13], οµοίως έχει τα λάθη της, τα 

οποία δεν χρειάζεται να τονίσουµε εδώ επειδή η απόδειξη βασίζεται ρητά στην 

πρόταση µας. Επίσης δεν χρειάζεται να θεωρήσουµε την πρώτη απόδειξη του 

επειδή βασίζεται σε γεωµετρικές θεωρήσεις. Επιπλέον θα ήταν εύκολο να δείξουµε 

ότι ακόµα και σε εκείνη την απόδειξη η πρόταση µας γίνεται υπόρρητα αποδεκτή, 

στο ότι οι γεωµετρικές θεωρήσεις οι οποίες χρησιµοποιούνται σε αυτή είναι αρκετά 

παραπλήσιες σε αυτές τις οποίες αναφέραµε στο I. Έτσι, όλα εξαρτώνται από το 

Demonstratio nova altera and tertia του Gauss. Ο προηγούµενος αναφέρεται ρητά 

στην πρόταση µας, όταν προϋποθέτει στη σελίδα 30: aequationem ordinis imparis 

certo solubilem esse («µια εξίσωση περιττού βαθµού είναι σίγουρα επιλύσιµη» 

(Σηµ.µετ) 

Ένας ισχυρισµός που είναι πολύ γνωστό ότι δεν είναι τίποτα παρά µία εύκολη 

συνέπεια της πρότασης µας. ∆εν είναι τόσο προφανές ότι το Demonstratiο nova 

tertia εξαρτάται από τη πρόταση µας. Βασίζεται, ανάµεσα σε άλλα πράγµατα, στο 

ακόλουθο θεώρηµα: εάν µία συνάρτηση παραµένει θετική για όλες τις τιµές της 

µεταβλητής της ποσότητας  x η οποία βρίσκεται µεταξύ α και β, τότε το 

ολοκλήρωµα της από  x = α σε x = β έχει ένα θετικό άθροισµα. Τώρα, στην 

απόδειξη που δόθηκε από τον  Lagrange [14] για αυτό το θεώρηµα, δεν µπορεί να 

βρεθεί καµία ρητή αναφορά στη πρόταση µας. Ωστόσο, αυτή η απόδειξη του 

Lagrange έχει ακόµα ένα κενό. Απαιτείται η ποσότητα i να παρθεί επαρκώς µικρή 

έτσι ώστε  
i

fxixf −+ )( -  f´x   < f´'x + f´(x+i) + f´(x+2i) + … + f´(x+ (n-l)i)

                                                                                      n 

όπου το γινόµενο  in  είναι να παραµείνει ίσο µε µία δοθείσα ποσότητα, και ο πολύ 

γνωστός συµβολισµός  f´x αντιπροσωπεύει την πρώτη παραγόµενη συνάρτηση της  

fx. Τώρα εγείρεται το ερώτηµα, είναι δυνατόν να ικανοποιηθεί αυτή η απαίτηση; 

Όσο µικρό πάρει κανείς το  i, έτσι ώστε να µειωθεί η διαφορά 
i

fxixf −+ )(  -  f´x   

ο διαιρέτης του δεξιού µέρους,  n, πρέπει να παρθεί τόσο πολύ µεγαλύτερος, εάν το  

in  είναι να παραµείνει σταθερό. Επιπλέον το σύνολο των όρων του αριθµητή 

αυξάνει. Αλλά εάν αυτή η αύξηση στον αριθµητή είναι αναλογική µε µία αύξηση 

στον παρονοµαστή, ή εάν η τιµή όλου του κλάσµατος ελαττώνεται από την 
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ελάττωση του i, εξίσου, ή περισσότερο, η έκφραση  
i

fxixf −+ )(  -  f´x   µένει να 

αποδειχθεί. Τώρα, αν αυτό το κενό είναι να καλυφθεί µπορεί µε βεβαιότητα  να 

καλυφθεί µόνο σε αναφορά µε την παρούσα µας πρόταση, αφού έπρεπε να 

αναφερθούµε στην δεύτερη για την απόδειξη ενός θεωρήµατος [15] το οποίο αν  

και πολύ  απλούστερο σχετίζεται  µε αυτή  την  απόδειξη του  Lagrange. 

Έτσι, όλες οι προηγούµενες αποδείξεις της πρότασης που αποτελεί τον τίτλο αυτής 

της εργασίας είναι ελλιπείς. Τώρα αυτή την οποία προτείνω εδώ για κρίση των 

λογίων περιέχει, κολακεύω τον εαυτό µου, όχι απλά µία επιβεβαίωση, αλλά την 

αντικειµενική αιτιολόγηση της αλήθειας προς απόδειξη, δηλαδή είναι αυστηρά 

επιστηµονική. [16] 

Το παρακάτω είναι µία σύντοµη περίληψη της µεθόδου που υιοθετήθηκε.  

Η προς απόδειξη αλήθεια, ότι µεταξύ όποιων  δύο τιµών α και β που δίνουν 

αποτελέσµατα αντίθετου προσήµου υπάρχει πάντα τουλάχιστον µία πραγµατική 

ρίζα, καθαρά βασίζεται στην πιο γενική αλήθεια ότι εάν δύο συνεχείς συναρτήσεις 

του x, fx και φx, έχουν την ιδιότητα ότι για x = α, fα < φα και για  x = β, fβ > φβ, 

πρέπει πάντα να υπάρχει κάποια τιµή του  x ευρισκόµενη µεταξύ α και β για την 

οποία  fx = φx.  Ωστόσο, εάν  fa < φa, τότε από τον νόµο της συνέχειας είναι 

δυνατόν   f(a+i) < φ(a+i), εάν το i παρθεί αρκετά µικρό. Η ιδιότητα του να είναι 

µικρότερο, για αυτό, ανήκει στην συνάρτηση του  i  που αντιπροσωπεύεται από την 

έκφραση  f(α+i), για όλες τις τιµές τις µικρότερες από µία συγκεκριµένη τιµή. 

Παρόλα αυτά αυτή η ιδιότητα δεν ισχύει για όλες τις τιµές του i  χωρίς περιορισµό, 

δηλαδή όχι για ένα  i = β-α, επειδή fβ είναι ήδη > φβ. Τώρα το θεώρηµα 

ισχυρίζεται ότι κάθε φορά που µία συγκεκριµένη ιδιότητα Μ ανήκει σε όλες τις 

τιµές µιας µεταβλητής ποσότητας i οι οποίες είναι µικρότερες από µια δοθείσα τιµή 

και όµως όχι για όλες τις τιµές γενικά, τότε υπάρχει πάντα µία µεγαλύτερη τιµή u, 

για την οποία µπορεί κανείς να ισχυριστεί ότι όλα τα i < u  κατέχουν την ιδιότητα 

Μ. Για αυτή τη τιµή του ίδιου του i,  f(α+u) δεν µπορεί να είναι  < φ(α+u), επειδή 

τότε, από τον νόµο της συνέχειας f(α+u+ω) < φ(α+u+ω)  εάν το ω παρθεί επαρκώς 

µικρό. Και κατά συνέπεια δεν θα ήταν αλήθεια ότι το u είναι η µεγαλύτερη τιµή για 

την οποία   ισχύει ο  ισχυρισµός,  ότι  όλες  οι  µικρότερες  τιµές  του  i    κάνουν    

f (α + i) < φ(α + i), γιατί το  u + ω θα ήταν µια ακόµα µεγαλύτερη τιµή για την 

οποία αυτό ισχύει. Αλλά ακόµα λιγότερο µπορεί να είναι αλήθεια ότι               

f(α+u) > φ(α+u), γιατί τότε  f (α+u-ω) > φ(α+ u-ω) θα ήταν επίσης αλήθεια αν το ω 
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παρθεί επαρκώς µικρό, και κατά συνέπεια δεν θα ήταν αλήθεια ότι  για  όλες  τις  

τιµές   i < u,  f(α+i) < φ(α+i).  Γι αυτό πρέπει να είναι ότι  f(α+u) = φ(α+ u),  

δηλαδή  υπάρχει µία  τιµή του x ευρισκόµενη  µεταξύ α και β  δηλαδή  α + u για 

την οποία οι συναρτήσεις fx και φx είναι ίσες µεταξύ τους. Τώρα τίθεται µόνο θέµα 

απόδειξης του θεωρήµατος που αναφέρθηκε. Το θεώρηµα αποδεικνύεται 

δείχνοντας ότι αυτές οι τιµές του  i για τις οποίες µπορούµε να ισχυριστούµε ότι 

όλες οι µικρότερες τιµές έχουν την ιδιότητα Μ και αυτές για τις οποίες δεν 

µπορούµε να το ισχυριστούµε µπορούν να έρθουν όσο κοντά µεταξύ τους η µία µε 

την άλλη όσο επιθυµούµε. Από όπου προκύπτει, για όποιον έχει µία σωστή έννοια 

της ποσότητας, ότι η ιδέα µιας µεγαλύτερης τιµής  i για την οποία µπορεί να 

ειπωθεί ότι όλα κάτω από αυτή έχουν την ιδιότητα Μ είναι η ιδέα µιας αληθινής 

δηλαδή πραγµατικής, ποσότητας.  

Πριν ολοκληρώσω αυτή την εισαγωγή θα µου επιτραπεί να κάνω µία εξοµολόγηση 

και µία αίτηση τα οποία ταιριάζουν όχι µόνο στα παρόντα αλλά σε όλα τα γραπτά 

µου και, Θεού θέλοντος, στα µελλοντικά µου επίσης. 

Ένας προσεκτικός αναγνώστης θα µπορούσε ήδη να έχει συγκεντρώσει από τα λίγα 

γραπτά που έχουν εµφανιστεί µέχρι στιγµής, αλλά ειδικά από αυτή την 

υπογράµµιση µιας νέας λογικής που παρέχεται στο πρώτο τεύχος του Beyträge zu 

einer begründeteren Darstellung der Mathematik στο δεύτερο τµήµα του, µε τίτλο:  

"Über die mathematische Methode," ότι έχω κάποιες απόψεις οι οποίες, αν δεν 

βρεθούν να είναι τελείως λανθασµένες, πρέπει να οδηγήσουν σε µία πλήρη 

επαναοργάνωση σε όλες τις καθαρές  a priori  επιστήµες. Το µεγαλύτερο και πλέον 

σηµαντικό τµήµα αυτών των απόψεων το έχω ήδη εξετάσει για ένα τόσο µεγάλο 

χρονικό διάστηµα και µε τόσο µεγάλη αµεροληψία που δεν είναι ανώριµο εκ 

µέρους µου να διακινδυνεύσω να µιλήσω πιο ανοικτά για αυτές. Απόψεις που 

περιλαµβάνουν ολόκληρο τοµέα µιας ή περισσότερων επιστηµών µπορούν να 

γίνουν γνωστές µε δύο τρόπους. Μπορεί να δηλωθούν είτε άπαξ δια παντός σε µία 

συνθετική εργασία ή σταδιακά σε ξεχωριστά κείµενα. Ο πρώτος τρόπος είναι ο 

πλέον συνηθισµένος, µέχρι σήµερα, και είναι σίγουρα η διαδικασία που θα έπρεπε 

να υιοθετήσει κάποιος αν απλά θέλει να επιτύχει µία φήµη ανάµεσα στους 

ακαδηµαϊκούς συγχρόνους του όσο το δυνατόν γρηγορότερα. Αλλά για την 

τελειότητα των επιστηµών θεωρώ την δεύτερη διαδικασία ως έχουσα περισσότερα 

πλεονεκτήµατα για τους ακόλουθους λόγους. 
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Πρώτον, επειδή µε αυτό τον τρόπο ο συγγραφέας ο οποίος έχει ανακαλύψει 

µερικές νέες ιδέες διατρέχει πολύ µικρότερο κίνδυνο να βιαστεί. Επειδή η 

σταδιακή παρουσίαση των απόψεων του, του επιτρέπει να αναβάλει για αργότερα 

την επεξήγηση των σηµείων για τα οποία αρχικά είχε αµφιβολία και ο ίδιος. 

Μπορεί να µάθει από την κριτική που δέχεται µία δηµοσιευµένη εργασία, και να 

διορθώσει µερικά πράγµατα που ήταν λάθος.  

∆εύτερον, µε µία τέτοια σειριακή ανάπτυξη των απόψεων του, µπορεί να αναµένει 

µία ακόµα αυστηρότερη εξέταση από µέρους του αναγνώστη. Επειδή ο 

συγγραφέας ο οποίος παρέχει µία πλήρη θεωρία δείχνει, ή τουλάχιστον θα 

µπορούσε να δείξει πως αυτές οι αδιαφιλονίκητες αλήθειες κοινής λογικής 

µπορούν να παραχθούν από τις ασυνήθεις προτάσεις του. Αλλά αυτό µας 

εναρµονίζει αµέσως µε αυτές τις προτάσεις, και συµφωνούµε µε αυτές πολύ πιο 

γρήγορα παρά αν τις είχε παρουσιάσει ξεχωριστά και µας είχε επιτρέψει να 

µελετήσουµε εάν και σε ποιο βαθµό συµφωνούν µε τα υπόλοιπα που θεωρούµε ότι 

είναι αλήθεια. Τέλος, δεν µπορεί να αρνηθεί κανείς, ότι η απλή θέα ενός µεγάλου, 

χοντρού βιβλίου που υπόσχεται ένα πλήρες σύστηµα αυτής ή της άλλης επιστήµης, 

ενσταλάζει σε µας ένα είδος ευλάβειας πριν καν το διαβάσουµε. Τώρα, αν 

ανακαλύψουµε µέσω της ανάγνωσης του, µία συγκεκριµένη συνέπεια στα 

συµπεράσµατα, εάν η δοµή της ανθρώπινης γνώσης που σκιαγραφείται εκεί έχει 

µια ευχάριστη µορφή, και εάν όλα εκτίθενται σύµφωνα µε το µέγεθος και το 

πλήθος και τη συµµετρία, τότε η κρίση µας επηρεάζεται και ακόµα αρχίζουµε να 

ευχόµαστε ότι εδώ, επιτέλους, µπορεί να βρίσκεται εκείνο το µοναδικό σωστό 

σύστηµα το οποίο αναζητούσαµε για τόσο καιρό. Και το ελάχιστο που συµβαίνει 

είναι ότι εξαιτίας της παρατηρούµενης συνέπειας, φανταζόµαστε ότι πρέπει ή να 

αποδεχθούµε ή να απορρίψουµε ολόκληρο το σύστηµα, όταν στην πραγµατικότητα 

ούτε το ένα ούτε το άλλο θα έπρεπε να συµβεί! 

 

Αυτοί είναι οι κύριοι λόγοι για τους οποίους αποφάσισα το 1804 να µην αρχίσω σε 

καµία επιστήµη µε την δηµοσίευση ενός πλήρους εγχειριδίου, αλλά πρώτα να 

γνωστοποιήσω τις ασυνήθιστες αντιλήψεις µου σε ξεχωριστά κείµενα. Και εάν, 

µετά από πολύ διόρθωση, αυτές κριθούν ευνοϊκά από ένα µέρος του κοινού, µόνο 

τότε θα έπρεπε να θεωρηθεί η προετοιµασία ενός ολόκληρου συστήµατος. Αυτό 

δηλαδή, εκτός και αν ο θάνατος µας υποχρεώσει να αφήσουµε αυτό το δεύτερο 

καθήκον σε άλλους.  
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Άρχισα την γραπτή µου παραγωγή µε ένα κείµενο που αφορά στα µαθηµατικά, µε 

τον τίτλο  Betrachtungen über einige Gegenstände der Elementargeometrie 

(Prague: C. Barth, 1804). Σε αυτό πρότεινα µία νέα θεωρία παραλλήλων [17] 

καθώς και άλλες απόψεις. Κατόπιν, χρόνια µετά, αποφάσισα να δηµοσιεύσω όλες 

τις απόψεις µου στο πεδίο των µαθηµατικών σε σειριακή µορφή, υπό τον τίτλο 

Beyträge zu einer begründeteren Darstellung der Mathematik. Αλλά το πρώτο από 

αυτά τα τεύχη Prague: C. Widtmann, (1810) είχε την ατυχία, παρόλη την 

σηµαντικότητα των περιεχοµένων του, να µην ανακοινωθεί καν ή δηµοσιευθεί σε 

µερικές λόγιες εφηµερίδες και σε άλλες µόνο επιφανειακά. Αυτό µε υποχρέωσε να 

αναβάλω την συνέχιση αυτών των συνεισφορών για αργότερα και στο εν τω 

µεταξύ απλά να επιχειρήσω να κάνω τον εαυτό µου καλύτερα γνωστό στον λόγιο 

κόσµο δηµοσιεύοντας µερικά κείµενα τα οποία, µέσω των τίτλων τους θα ήταν πιο 

πιθανό να προκαλέσουν την προσοχή. Έτσι, το κείµενο που ήδη αναφέρθηκε,  Der 

binomische Lehrsatz, κλπ. εµφανίστηκε το 1816 (Prague: Enders). Η ελπίδα µου 

είναι ότι το παρόν κείµενο επίσης θα εξυπηρετήσει αυτό το σκοπό. Επιπροσθέτως, 

η δηµοσίευση του ήταν υποχρεωτική επειδή το προηγούµενο κείµενο αναφέρθηκε 

στην πρόταση που αποδεικνύεται εδώ. Μερικά άλλα κείµενα είναι επίσης 

γραµµένα και έτοιµα για δηµοσίευση π.χ. ένα µε τον τίτλο  Die drey Probleme der 

Rectification, der Complanation, und der Cubirung, ohne Betrachtung des 

unendlich Kleinen, ohne die Annahmen des Archimedes und ohne irgend eine nicht 

streng erweisliche Voraussetzung gelost. 

Αυτά ακόµα περιµένουν τον εκδότη τους . 

Εάν συνεχίσω µε αυτό τον τρόπο, που µου φαίνεται ο καλύτερος, τότε η µόνη χάρη 

που πρέπει ζητήσω από το κοινό, είναι αυτό το µοναδικό κείµενο να µην 

παραβλεφθεί εξαιτίας της µικρής του έκτασης αλλά µάλλον να εξεταστεί µε κάθε 

δυνατή αυστηρότητα, και τα αποτελέσµατα αυτής της εξέτασης να γίνουν γνωστά 

δηµοσίως. Με αυτό τον τρόπο ότι είναι ίσως µη καθαρό µπορεί να εξηγηθεί 

καθαρά, και ότι είναι λάθος θα ανακληθεί. Οσο πιο σύντοµα η αλήθεια και η 

ορθότητα κερδίσουν την γενική συναίνεση τόσο το καλύτερο.  

 

1 

Σύµβαση:  Υποθέτουµε ότι για µία ακολουθία ποσοτήτων η ειδική περίπτωση δεν 

συµβαίνει ότι όλοι οι όροι µετά από ένα συγκεκριµένο όρο είναι µηδέν όπως 

συµβαίνει, για παράδειγµα, µετά τον  (n + 1)-οστό όρο των διωνυµικών σειρών  για 
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κάθε θετικό εκθέτη n. Τότε είναι φανερό ότι η τιµή αυτής της σειράς, δηλαδή η 

ποσότητα που προκύπτει από την άθροιση των όρων της, δεν µπορεί πάντα να 

παραµένει η ίδια εάν το σύνολο των όρων αυξάνει αυθαίρετα. Αντιθέτως, αυτή η 

τιµή πρέπει σίγουρα να αλλάζει κάθε φορά που το πλήθος των όρων αυξάνει κατά 

ένα που δεν είναι µηδέν. Από όπου η τιµή µιας σειράς εξαρτάται όχι µόνο από τον 

κανόνα που καθορίζει την κατασκευή των ξεχωριστών όρων, αλλά επίσης από το 

πλήθος τους. Έτσι η τιµή αντιπροσωπεύει µία µεταβλητή ποσότητα παρόλο που η 

µορφή και το µέγεθος των ξεχωριστών όρων παραµένει αµετάβλητο. Έχοντας αυτό 

κατά νου δηλώνουµε µια συνάρτηση του  x η οποία αποτελείται από µία αυθαίρετα 

µακριά σειρά όρων και  της οποίας η τιµή γι αυτό τον λόγο εξαρτάται, εκτός από το 

x, από το πλήθος των όρων  r, µε  F( r ) x  ή Fr (x). Για παράδειγµα,  

A + Bx + Cx2 + … + Rxr = Fr (x)  και  από την άλλη,  

A + Bx + Cx2 + … + Rxr + … Sxr+s = Fr+s (x) 

 

2 

Πρώτο Λήµµα. Η αλλαγή στη τιµή δηλαδή η αύξηση ή η µείωση στη τιµή που 

συµβαίνει σε µία σειρά µε την αύξηση του πλήθους των όρων της από ένα 

πεπερασµένο σύνολο (π.χ. κατά ένα) µπορεί να είναι, ανάλογα µε τις συνθήκες, µία 

σταθερή ποσότητα (εάν δηλαδή οι όροι της σειράς είναι όλοι ίσοι) αλλά επίσης 

µπορεί να είναι µεταβλητή. Στη δεύτερη περίπτωση η αλλαγή µπορεί να είναι µία 

ποσότητα που αυξάνει για λίγο και µειώνεται για  λίγο,  η µία που  αυξάνει  ή 

µειώνεται σταθερά.  Έτσι, η αλλαγή  στη σειρά  

1 + 1 + 1 + 1 + …εάν αυξηθεί κατά ένα όρο είναι µία σταθερή ποσότητα. Η 

αλλαγή στη σειρά   

a + ae +ae2 + ae3+ . . . µε την αύξηση ενός όρου είναι µία µεταβλητή ποσότητα µε 

την προϋπόθεση ότι  e ≠  1. 

Γίνεται µεγαλύτερη εάν  e > ± l, και ακόµα µικρότερη αν  e < ± l 

 

3 

∆εύτερο λήµµα. Εάν η αλλαγή (αύξηση ή µείωση) σε µία σειρά που οφείλεται 

στην αύξηση του συνόλου των όρων της από ένα πεπερασµένο αριθµό (π.χ. ένα), 

παραµένει πάντα η ίδια ή ακόµα αν αυξάνει πάντα – και αν και στις δύο 

περιπτώσεις διατηρεί το ίδιο πρόσηµο- τότε είναι καθαρό ότι η τιµή αυτής της 

σειράς θα γίνει µεγαλύτερη από όποια δοθείσα ποσότητα εάν συνεχιστεί αρκετά 
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µακριά. Γιατί ας υποθέσουµε ότι η ανάπτυξη στη σειρά από µία αύξηση κάθε n 

όρων είναι d και απαιτείται η σειρά να γίνει µεγαλύτερη από µία δοθείσα 

ποσότητα D. Τότε αρκεί κανείς να πάρει ένα ολόκληρο αριθµό r ο οποίος είναι  

D/d και να επεκτείνει τη σειρά κατά rn όρους, πετυχαίνοντας έτσι µία αύξηση η 

οποία είναι ≥ (r.d  (D/d) d = D). 

≥

≥

≥

 

4 

Τρίτο Λήµµα. Αλλά υπάρχουν επίσης σειρές, των οποίων οι τιµές, ανεξάρτητα του 

πόσο µακριά συνεχίζονται, δεν υπερβαίνουν ποτέ µία δοθείσα ποσότητα. Η σειρά  

a - a + a - a +…, 

είναι αυτού του τύπου. Η τιµή, όσο µακριά και αν συνεχιστεί είναι πάντα ή 0 ή a 

και γι αυτό δεν υπερβαίνει ποτέ το a. 

 

5 

Τέταρτο Λήµµα. Ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα ανάµεσα σε τέτοιες σειρές είναι η κλάση 

των σειρών που έχουν την ιδιότητα ότι η αλλαγή στη τιµή (αύξηση ή µείωση) που 

οφείλεται σε περαιτέρω συνέχιση των όρων, πάντα παραµένει µικρότερη από µία 

συγκεκριµένη ποσότητα, η οποία µπορεί να παρθεί όσο µικρή επιθυµούµε, µε τη 

προϋπόθεση η σειρά να έχει συνεχιστεί αρκετά µακριά εκ των προτέρων. Το ότι 

υπάρχουν τέτοιες σειρές αποδεικνύεται όχι µόνο από σειρές στις οποίες οι όροι 

µετά από ένα συγκεκριµένο σηµείο είναι όλοι µηδέν (και οι οποίοι γι αυτό δεν 

έχουν στη πραγµατικότητα συνέχεια µετά από αυτό τον όρο και δεν έχουν 

περισσότερο την ικανότητα να αλλάξουν τιµή από ότι η διωνυµική σειρά στο 

τµήµα 1) αλλά επίσης από σειρές στις οποίες οι όροι ελαττώνονται µε τον ίδιο 

ρυθµό, ή γρηγορότερα από, τους όρους µιας γεωµετρικής προόδου µε λόγο ένα 

γνήσιο κλάσµα. 

Γιατί η τιµή της γεωµετρικής σειράς  

a + ae + ae2+ ...+aer είναι γνωστό ότι είναι = a(l-er+1)/ (1-e) 

Και αν αυτή η σειρά επεκταθεί κατά s όρους, τότε η αύξηση είναι aer+1 + aer+2
 + … 

+ aer+s= aer+1(1-es)/(1-e) 

Τώρα εάν e <  l, και το  r παρθεί επαρκώς µεγάλο, τότε αυτή η αύξηση παραµένει 

µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα, όσο µεγάλο και να γίνει το s. Γιατί επειδή 

το e

±

s παραµένει πάντα < ± l, τότε το  a(l-er+1)/ (1-e) είναι προφανώς πάντα 

µικρότερο από aer+1(2/(1-e)). Αλλά το δεύτερο µπορεί να γίνει µικρότερο από 

                                                              120 
 



 

όποια δοθείσα ποσότητα αυξάνοντας το  r, επειδή η τιµή που παίρνει για την 

επόµενη µεγαλύτερη τιµή του r είναι απλά το προηγούµενο αποτέλεσµα 

πολλαπλασιασµένο επί e, ένα σταθερό γνήσιο κλάσµα. (Der binomische Lehrsatz, 

Section 22).  Γι αυτό τον λόγο κάθε γεωµετρική πρόοδος της οποίας ο λόγος είναι 

ένα γνήσιο κλάσµα µπορεί να συνεχιστεί αρκετά µακριά έτσι ώστε η αύξηση που 

προκαλείται από κάθε πρόσθετη συνέχιση πρέπει να παραµένει µικρότερη από 

κάποια δοθείσα ποσότητα. Έτσι, αυτό πρέπει να ισχύει ακόµη περισσότερο για 

σειρές των οποίων οι όροι ελαττώνονται πιο γρήγορα από τους όρους µιας 

φθίνουσας γεωµετρικής προόδου.  

 

6 

Πέµπτο Λήµµα. Εάν οι τιµές των αθροισµάτων των πρώτων  n, n+l,n+2, . . . . n+r 

όρων µία σειράς  τέτοιας όπως  οι σειρές στο τµήµα 5 δηλώνονται (τµήµα 1) 

αντίστοιχα, µε  Fnx , Fn+1x, Fn+2x, … Fn+r x,……τότε θεωρούµε τις ποσότητες 

F1x, F2x, F3x, …..Fn+r x  

ως µία σειρά (που ονοµάζεται η σειρά των αθροισµάτων της προηγούµενης 

σειράς). Εδώ έχουµε υποθέσει την ειδική ιδιότητα ότι η διαφορά µεταξύ του  n-

οστού όρου Fnx και κάθε µετά  όρου Fn+rx  (ανεξάρτητα του πόσο µακριά από τον 

n-οστό όρο) παραµένει µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα εάν το n έχει 

παρθεί αρκετά µεγάλο από µιας αρχής. Αυτή η διαφορά είναι η αύξηση της αρχικής 

σειράς µέσω της συνέχισης πέρα από τον n-οστό όρο, και αυτή η αύξηση µπορεί να 

παραµένει, λόγω της υπόθεσης, όσο µικρή επιθυµούµε αν το n παρθεί αρκετά 

µεγάλο εξ αρχής.  

 

7 

Θεώρηµα  Εάν µία σειρά ποσοτήτων   F1x, F2x, … Fnx,    Fn+rx …έχει την ιδιότητα 

ότι η διαφορά µεταξύ του n-οστού όρου Fnx,   και κάθε επόµενου όρου ,    Fn+rx  , 

ανεξάρτητα του πόσο µακριά από τον πρώτο, παραµένει µικρότερη από όποια 

δοθείσα ποσότητα εάν το n παρθεί αρκετά µεγάλο, τότε υπάρχει πάντα µία 

συγκεκριµένη σταθερή ποσότητα, και πράγµατι µόνο µία, την οποία προσεγγίζουν 

οι όροι αυτής της σειράς και στην οποία µπορούν να έρθουν όσο κοντά επιθυµούµε 

εάν η σειρά συνεχιστεί αρκετά µακριά.  
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Απόδειξη.  

Είναι καθαρό από το τµήµα 6 ότι µία σειρά σαν και αυτή που περιγράφηκε στο 

θεώρηµα είναι δυνατή. Επίσης, δεν υπάρχει σίγουρα τίποτα αδύνατο στην υπόθεση 

της ύπαρξης της ποσότητας X την οποία οι όροι της σειράς προσεγγίζουν 

αυθαίρετα κοντά, µε την προϋπόθεση ότι η ποσότητα δεν υποτίθεται να είναι 

µοναδική και αµετάβλητη. Γιατί, αν είναι µία ποσότητα η οποία µπορεί να 

µεταβάλλεται τότε µπορεί, φυσικά, πάντα να παρθεί έτσι ώστε να είναι κατάλληλα 

κοντά, ή ακόµα και ακριβώς η ίδια όπως ο όρος Fnx µε τον οποίο συγκρίνεται. 

Αλλά η υπόθεση µιας αµετάβλητης ποσότητας µε αυτή την ιδιότητα της εγγύτητας 

στους όρους της σειράς µας δεν είναι αδύνατη γιατί αυτή η υπόθεση είναι δυνατόν 

να καθορίσει την ποσότητα µε όση ακρίβεια επιθυµούµε. Γιατί ας υποθέσουµε ότι 

απαιτείται η  X µε τέτοια ακρίβεια ώστε η διαφορά από την πραγµατική τιµή του X 

δεν θα υπερβαίνει µια µικρή ποσότητα d. Τότε απλά κοιτά κανείς στη δοθείσα 

σειρά για ένα όρο Fnx µε την ιδιότητα ότι κάθε όρος Fn+rx που ακολουθεί από 

αυτόν, να διαφέρει λιγότερο από ± d. Πρέπει να υπάρχει ένα τέτοιο Fnx από την 

υπόθεση. Λέω τώρα ότι η τιµή του Fnx διαφέρει από την πραγµατική τιµή του  X 

κατά το πολύ ± d. Γιατί αν το  r αυξηθεί αυθαίρετα, µε το ίδιο n, η διαφορά           

X - Fn+rx = ω µπορεί να γίνει όσο µικρή επιθυµούµε. Αλλά η διαφορά F± nx - Fn+rx  

πάντα παραµένει < d, όσο µεγάλο και αν παρθεί το  r . Γι αυτό η διαφορά           

X - F

±

nx = (X- Fn+rx) - (Fnx - Fn+rx) πρέπει πάντα να παραµένει < (d + ω). Αλλά 

αφού για το ίδιο  n αυτή είναι µία σταθερή ποσότητα, και το ω µπορεί να γίνει όσο 

µικρό απαιτείται αυξάνοντας το  r, τότε X - F

±

nx πρέπει να είναι d. Γιατί αν 

ήταν µεγαλύτερο και π.χ. ίσο µε 

≤ ±

± (d+e) θα ήταν αδύνατον για την σχέση            

d+e < d+ω δηλαδή e < ω να ισχύει εάν το ω ελαττωνόταν κι άλλο.  

Για αυτό η πραγµατική τιµή του X διαφέρει από την τιµή του όρου Fnx  το πολύ 

κατά  d, και για αυτό µπορεί να καθοριστεί µε όση ακρίβεια απαιτείται αφού το d 

µπορεί να γίνει αυθαίρετα µικρό. Υπάρχει γι αυτό µια πραγµατική ποσότητα την 

οποία οι όροι της σειράς, εάν συνεχιστεί αρκετά µακριά, προσεγγίζουν όσο κοντά 

επιθυµούµε. Αλλά υπάρχει µία µόνο τέτοια ποσότητα. Γιατί, αν υποθέσουµε ότι 

εκτός από το X υπάρχει µία άλλη σταθερή ποσότητα  Y την οποία οι όροι της 

σειράς, εάν συνεχιστεί αρκετά µακριά, προσεγγίζουν όσο κοντά επιθυµούµε, τότε 

οι διαφορές X - Fn+rx = ω και   Y - Fn+rx = ω1 µπορεί να γίνουν όσο µικρές 

επιθυµούµε αν το  r παρθεί αρκετά µεγάλο. Γι αυτό, το ίδιο επίσης ισχύει και για τη 
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δική τους διαφορά δηλαδή,  για   X - Y= ω-ω1 η οποία, εάν  X και Y είναι σταθερές 

ποσότητες, είναι αδύνατη εάν δεν υποθέσει κανείς ότι X = Y. 

 

8 

Παρατήρηση. Εάν κάποιος προσπαθήσει να καθορίσει την τιµή της ποσότητας X 

µε τον τρόπο που περιγράφηκε στο προηγούµενο τµήµα, δηλαδή, µέσω ενός από 

τους όρους από τους οποίους συντίθεται η δοθείσα σειρά, τότε ποτέ δεν θα 

καθορίσει το  X  εντελώς µε ακρίβεια εκτός και αν οι όροι της σειράς από ένα 

σηµείο και µετά είναι όλοι ίσοι. Αλλά πρέπει κανείς να είναι προσεκτικός στο να 

συµπεραίνει από αυτό ότι η ποσότητα X είναι πάντα άρρητη. Γιατί αν θεωρήσουµε 

τη σειρά  

0.1, 0.11, 0.111, 0.1111, . . . 

(η οποία είναι η σειρά των αθροισµάτων της γεωµετρικής προόδου 

l/10, l/100, l/1000, 1/10000, . ..) 

τότε η ποσότητα την οποία οι όροι προσεγγίζουν όσο κοντά επιθυµούµε δεν είναι 

άρρητη αλλά το κλάσµα l/9. Έτσι από το γεγονός ότι µία ποσότητα δεν µπορεί να 

καθοριστεί µε ακρίβεια µε ένα συγκεκριµένο τρόπο, δεν έπεται ότι δεν µπορεί να 

καθοριστεί εντελώς µε ένα άλλο τρόπο και ότι γι αυτό είναι άρρητη.  

 

9 

Λήµµα. Εάν για αυτό τον λόγο, κάθε δοθείσα σειρά έχει την ιδιότητα, ότι κάθε 

όρος είναι πεπερασµένος, αλλά η αλλαγή την οποία υφίσταται σε κάθε περαιτέρω 

συνέχιση είναι µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα, µε την µόνη προϋπόθεση 

ότι το πλήθος των όρων που παίρνονται εξαρχής είναι αρκετά µεγάλο, τότε υπάρχει 

πάντα µία και µόνο µία σταθερή ποσότητα η οποία έρχεται όσο κοντά στη τιµή της 

σειράς επιθυµούµε, εάν συνεχιστεί αρκετά µακριά ∆ιότι, µία τέτοια σειρά είναι το 

είδος που περιγράφηκε στο Tµήµα 5. Και γι αυτό οι τιµές που είναι τα αθροίσµατα 

των     n, n+l, n+2, . . . όρων σχηµατίζουν µία σειρά σαν και αυτές των τµηµάτων 6 

και 7. Για αυτό τον λόγο µία τέτοια σειρά έχει την ιδιότητα που αποδείχθηκε στο 

Τµήµα 7.                             
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10 

Παρατήρηση. ∆εν πρέπει να θεωρηθεί ότι στην πρόταση του τµήµατος 9 η 

προϋπόθεση - «ότι η αλλαγή (αύξηση ή µείωση) την οποία υφίσταται η σειρά σε 

κάθε συνέχιση πρέπει να παραµένει µικρότερη από όποια δοθείσα ποσότητα εάν 

έχει συνεχιστεί αρκετά εξαρχής» - είναι περιττή και η πρόταση θα µπορούσε ίσως 

να εκφραστεί µε µεγαλύτερη γενικότητα: «Εάν είναι δυνατόν να κάνουµε τους 

όρους µιας σειράς, όταν συνεχιστεί, ακόµα µικρότερους και όσο µικρούς 

επιθυµούµε, τότε υπάρχει πάντα µία σταθερή ποσότητα την οποία  η τιµή της 

σειράς, όταν συνεχίζεται, προσεγγίζει όσο κοντά επιθυµούµε» Αυτός ο ισχυρισµός 

θα αντικρουστεί αµέσως από το ακόλουθο παράδειγµα. Οι όροι της σειράς  

l/2 + l/3 + l/4 + l/5 + … 

µπορούν να γίνουν όσο µικροί επιθυµούµε, και όµως είναι ένα πολύ γνωστό 

γεγονός, από τις ιδιότητες της ορθογώνιας υπερβολής (αλλά επίσης µπορεί να 

παραχθεί από καθαρά αριθµητικές θεωρήσεις), ότι εάν, η σειρά συνεχιστεί αρκετά 

µακριά η τιµή της µπορεί να γίνει µεγαλύτερη από όποια δοθείσα ποσότητα. 

 

11 

Προεισαγωγική παρατήρηση. Σε έρευνες των εφαρµοσµένων µαθηµατικών 

εµφανίζεται συχνά µία κατάσταση στην οποία µία ορισµένη ιδιότητα Μ είναι 

γνωστό ότι ανήκει σε όλες τις τιµές µιας µεταβλητής ποσότητας x που είναι 

µικρότερες από ένα συγκεκριµένο u, χωρίς να είναι γνωστό αν αυτή η ιδιότητα 

ανήκει σε όλες τις τιµές που είναι µεγαλύτερες από το u. Σε τέτοιες περιπτώσεις 

µπορεί να υπάρχει κάποιο u1 > u για το οποίο, µε τον ίδιο τρόπο που ισχύει για το 

u, όλες οι τιµές του x κάτω από αυτήν έχουν την ιδιότητα Μ. Αυτή η ιδιότητα Μ 

µπορεί ακόµα και να ανήκει σε όλες τις τιµές του x χωρίς εξαίρεση. Αλλά εάν είναι 

γνωστό ότι η Μ δεν ανήκει στα x γενικώς, τότε συνδυάζοντας αυτές τις δύο 

συνθήκες θα είναι σωστό να συµπεράνουµε: υπάρχει µία συγκεκριµένη ποσότητα 

U η οποία είναι η µεγαλύτερη από αυτές για τις οποίες είναι αλήθεια ότι όλες οι 

µικρότερες τιµές του x έχουν την ιδιότητα Μ. Αυτό αποδεικνύεται στο ακόλουθο 

θεώρηµα.  
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12 

Θεώρηµα. Εάν µία ιδιότητα Μ δεν ανήκει σε όλες τις τιµές µιας µεταβλητής x, 

αλλά ανήκει σε όλες τις τιµές που είναι µικρότερες από κάποιο u, τότε υπάρχει 

πάντα µια ποσότητα U η οποία είναι η µεγαλύτερη από αυτές για τις οποίες 

µπορούµε να ισχυριστούµε ότι όλες οι µικρότερες του x έχουν την ιδιότητα Μ. 

Απόδειξη. 

1.   Επειδή η ιδιότητα Μ ισχύει για όλα τα  x τα µικρότερα από u, αλλά όχι για όλα 

τα  x  γενικά, υπάρχει κάποια ποσότητα V = u + D (όπου D αντιπροσωπεύει κάτι 

θετικό)  για  την   οποία   µπορεί  να  ειπωθεί  ότι  η  Μ  δεν  ανήκει  σε   όλα   τα   

x < V = u + D.   Εάν   µετά   θέσω   το   ερώτηµα  –  εάν  η  Μ  ανήκει  σε  όλα  τα   

x < u + D/2m,  όπου ο εκθέτης  m  είναι  πρώτα  0, µετά  1, µετά  2, µετά  3, κλπ – 

είµαι βέβαιος ότι τη πρώτη ερώτηση θα πρέπει να την αρνηθούµε. Γιατί η ερώτηση 

αν η Μ ανήκει σε όλα τα  x < u + D/20, είναι η ίδια µε την ερώτηση αν η Μ ανήκει 

σε όλα τα  x < u + D, η οποία απορρίπτεται από την υπόθεση. Εποµένως τίθεται 

θέµα κατά πόσον όλες οι επόµενες ερωτήσεις καθώς το  m γίνεται µεγαλύτερο και 

µεγαλύτερο, θα απορριφθούν. Εάν αυτή είναι η περίπτωση, είναι καθαρό ότι το ίδιο 

το u είναι  η µεγαλύτερη τιµή για την οποία ισχύει η υπόθεση ότι όλα τα µικρότερα  

x  έχουν την ιδιότητα Μ. Γιατί εάν υπήρχε ένα µεγαλύτερο π.χ.  u + d, η υπόθεση 

θα ίσχυε ότι όλα τα x < u + d έχουν την ιδιότητα Μ. Αλλά τότε είναι καθαρό ότι 

εάν πάρω m αρκετά µεγάλο,  u + D/2m θα είναι κάποια στιγµή  < u + d, και κατά 

συνέπεια εάν η Μ ανήκει σε όλα τα  x < u + d,   ανήκει επίσης σε όλα τα  x < u + 

D/2m . Γι αυτό δεν θα είχαµε απορρίψει αυτή την ερώτηση αλλά θα έπρεπε να την 

έχουµε επιβεβαιώσει. Έτσι, αποδεικνύεται ότι σε αυτή την περίπτωση (όπου όλες 

οι παραπάνω ερωτήσεις απορρίπτονται) υπάρχει µία συγκεκριµένη ποσότητα  V 

(δηλαδή η ίδια η  u) η οποία είναι η µεγαλύτερη για την οποία ισχύει η υπόθεση ότι 

όλα τα  x κάτω από αυτήν κατέχουν την ιδιότητα Μ.  

 

2.   Παρόλα αυτά, εάν µία από τις παραπάνω ερωτήσεις επιβεβαιωθεί, και το m 

είναι η ορισµένη τιµή του εκθέτη για τον οποίο επιβεβαιώνεται για πρώτη φορά,  

(το m µπορεί να είναι 1 αλλά, όπως είδαµε, όχι 0)  τότε  γνωρίζω ότι η ιδιότητα Μ  

ανήκει σε  όλα  τα  x < u + D/2m, αλλά όχι σε όλα τα x < u + D/2m-1. Αλλά η 

διαφορά µεταξύ  u + D/2m  και   u + D/2m-1 είναι ίση µε D/2m . Γι αυτό, εάν, όπως 

πριν   µε   τη   διαφορά   D,   θέσω  το   ερώτηµα   εάν   η  Μ  ανήκει  σε  όλα  τα   

x < u + D/2m + D/2m+n
 και εδώ ο εκθέτης n είναι πρώτα 0, µετά 1, µετά 2 κλπ, τότε 
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είµαι πάλι βέβαιος ότι τουλάχιστον η πρώτη ερώτηση θα  πρέπει   να απαντηθεί 

αρνητικά. Γιατί το να ρωτάµε εάν η Μ ανήκει σε  όλα τα    x < u + D/2m + D/2m+0 

είναι το ίδιο µε το ρωτάµε αν η Μ ανήκει σε όλα τα x < u + D/2m-1, στην οποία 

έχουµε ήδη απαντήσει αρνητικά. Αλλά εάν όλες οι επόµενες ερωτήσεις µου 

απορριφθούν  καθώς  κάνω  το  n  µεγαλύτερο  και  µεγαλύτερο,  τότε  όπως πριν,  

u + D/2m είναι η µεγαλύτερη τιµή, ή το U, για το οποίο ισχύει η υπόθεση ότι όλα τα  

x κάτω από αυτή έχουν την ιδιότητα Μ.  

 

3.   Ωστόσο, εάν µία από αυτές τις ερωτήσεις επιβεβαιωθεί, και αυτό συµβεί πρώτα 

για τη ορισµένη τιµή  n, τότε γνωρίζω τώρα ότι η Μ ανήκει σε όλα τα                             

x < u + D/2m + D/2m+n, αλλά όχι σε όλα τα x < u + D/2m + D/2m+n-1. Η διαφορά 

µεταξύ αυτών των δύο ποσοτήτων είναι ίση µε  D/2m+n,  και επαναλαµβάνω την 

διαδικασία όπως πριν µε D/2m  κλπ. 

 

4.   Εάν συνεχίσω µε αυτό τον τρόπο όσο µακριά επιθυµώ, µπορεί να φανεί ότι το 

αποτέλεσµα που έχω τελικά πρέπει να είναι ένα από δύο πράγµατα.  

(α)  Μπορεί να βρω µία τιµή της µορφής  u + D/2m + D/2m+n + … D/ 2m+n+…+r η 

οποία είναι η µεγαλύτερη για την υπόθεση ότι τα όλα τα  x  κάτω από αυτή έχουν 

την ιδιότητα Μ ισχύει. Αυτό συµβαίνει στην περίπτωση για την οποία οι 

ερωτήσεις,  εάν η Μ ανήκει σε όλα τα  

x < u + D/2m + D/2m+n + … D/ 2m+n+…+r+s απαντηθούν αρνητικά για κάθε τιµή του 

s. 

(β) Μπορεί να βρω ότι η Μ ανήκει σε όλα τα 

 x < u + D/2m + D/2m+n + … D/ 2m+n+…+r  

αλλά όχι σε όλα  

x < u + D/2m + D/2m+n + … D/ 2m+n+…+r-1  

 

Εδώ είµαι πάντα ελεύθερος να κάνω το πλήθος των όρων σε αυτές τις δύο 

ποσότητες ακόµα µεγαλύτερο µέσω νέων ερωτήσεων.  

 

5.   Τώρα εάν συµβεί η πρώτη περίπτωση η αλήθεια του θεωρήµατος έχει ήδη 

αποδειχθεί. Στην δεύτερη µπορεί να σηµειωθεί ότι η ποσότητα  

u + D/2m + D/2m+n + … D/ 2m+n+…+r  
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αντιπροσωπεύει µία σειρά της οποίας µπορώ να αυξήσω αυθαίρετα το πλήθος των 

όρων  και η οποία ανήκει στην κλάση που περιγράφηκε στο Τµήµα 5. Γιατί, 

ανάλογα µε το αν τα m,n ,...,r  είναι όλα  ίσα µε 1 ή µερικά είναι µεγαλύτερα από 1, 

ελαττώνεται µε τον ίδιο ρυθµό, ή πιο γρήγορα από µία γεωµετρική πρόοδο της 

οποίας ο λόγος είναι το γνήσιο κλάσµα ½. Από αυτό προκύπτει ότι έχει την 

ιδιότητα του Τµήµατος 9 δηλαδή, υπάρχει µία συγκεκριµένη σταθερή ποσότητα 

την οποία µπορεί να προσεγγίσει όσο κοντά επιθυµούµε εάν το πλήθος των όρων 

της αυξηθεί επαρκώς. Έστω ότι αυτή η ποσότητα είναι U. Τότε ισχυρίζοµαι ότι η 

ιδιότητα Μ ισχύει για όλα τα x < U. Γιατί αν δεν ίσχυε για µερικά x < U δηλαδή 

για U – δ, τότε η ποσότητα      u + D/2m + D/2m+n + …+ D/ 2m+n+…+r  

πρέπει πάντα να κρατά την απόσταση δ από το U , επειδή για όλα τα x που είναι 

µικρότερα από αυτή η Μ θα έπρεπε να ισχύει. Επειδή  κάθε  

x = u + D/2m + D/2m+n + …+ D/ 2m+n+…+r  - ω ,  

όσο µικρό κι αν είναι το ω, έχει την ιδιότητα Μ.  Από την άλλη, η  Μ  δεν  ανήκει  

στα  

x = U – δ , για αυτό 

U – δ > u +  D/2m + D/2m+n + … + D/ 2m+n+…+r  - ω ,    ή, 

U – [ u +  D/2m + D/2m+n + … + D/ 2m+n+…+r] > δ – ω. 

Όθεν, η διαφορά µεταξύ U και της σειράς δεν µπορεί να γίνει όσο µικρή 

επιθυµούµε, αφού δ – ω δεν µπορεί να γίνει µικρότερη από όποια δοθείσα 

ποσότητα. Αλλά ούτε και η Μ µπορεί να ισχύει για όλα τα x < U + ε. Γιατί η τιµή 

της σειράς 

u +  D/2m + D/2m+n + … + D/ 2m+n+…+r-1

 µπορεί να έρθει όσο κοντά στη τιµή της σειράς  

 u +  D/2m + D/2m+n + … + D/ 2m+n+…+r  

επιθυµούµε επειδή η διαφορά µεταξύ των δύο είναι µόνο D/ 2m+n+…+r . Επιπλέον, 

επειδή η τιµή της δεύτερης σειράς µπορεί να έρθει όσο κοντά στο U επιθυµούµε, η 

τιµή της πρώτης σειράς µπορεί να  έρθει όσο κοντά στο U επιθυµούµε. Ως εκ 

τούτου, το  u +  D/2m + D/2m+n + … + D/ 2m+n+…+r-1   

µπορεί σίγουρα να γίνει < U + ε. Αλλά τώρα, από την υπόθεση, η Μ δεν ισχύει για 

όλα τα x < u + D/2m + D/2m+n + … +       
1...r nm2...nmD/2

−+++++     έτσι, πολύ λιγότερο, 

ισχύει η Μ για όλα τα x <U + ε. Ως εκ τούτου, U είναι η µεγαλύτερη τιµή για την 

οποία ισχύει η υπόθεση ότι όλα τα x κάτω από αυτή έχουν την ιδιότητα Μ.  
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13 

Πρώτη παρατήρηση. Το τελευταίο θεώρηµα είναι µεγίστης σηµασίας και 

χρησιµοποιείται σε όλες τις περιοχές των µαθηµατικών, τόσο στην ανάλυση όσο 

και στα εφαρµοσµένα µέρη, γεωµετρία, χρονογραφία (chronometry) και µηχανική. 

Όχι σπάνια, στο παρελθόν έχει χρησιµοποιηθεί αντί γι αυτό, αυτή η λάθος 

πρόταση: «Εάν µία ιδιότητα Μ ισχύει όχι για όλα τα  x  αλλά για όλα τα µικρότερα 

από µία συγκεκριµένη τιµή, τότε υπάρχει πάντα κάποιο µέγιστο x στο οποίο ανήκει 

η ιδιότητα Μ». Αυτό λέω ότι είναι λάθος εν όψει του θεωρήµατος το οποίο µόλις 

αποδείχθηκε. Γιατί αν υπάρχει κάποια ποσότητα  U η οποία είναι η µεγαλύτερη 

από αυτές για τις οποίες µπορεί να ειπωθεί ότι όλα τα  x κάτω από αυτές έχουν την 

ιδιότητα Μ τότε δεν υπάρχει µέγιστο x στο οποίο ανήκει αυτή η ιδιότητα µε την 

προϋπόθεση ότι x είναι είτε ελεύθερα είτε µε συνεχή τρόπο µεταβλητή ποσότητα. 

Γιατί είναι πολύ γνωστό ότι για µία ποσότητα που µεταβάλλεται ελεύθερα ή 

σύµφωνα µε τον νόµο της συνέχειας δεν υπάρχει ποτέ µία µέγιστη τιµή που είναι 

µικρότερη, από ένα συγκεκριµένο όριο U, επειδή όσο κοντά κι αν είναι σε αυτό το 

όριο µπορεί πάντα να το φέρουµε κοντύτερα. Προκειµένου να το δείξουµε αυτό µε 

ένα παράδειγµα, ας θεωρήσουµε µια ορθογώνια υπερβολή. Ας πάρουµε µία από τις 

ασύµπτωτες της στον άξονα των   x και ας πάρουµε την αρχή, όχι στο κέντρο  c, 

αλλά σε ένα άλλο σηµείο a σε αυτή την ασύµπτωτη που είναι σε µία απόσταση  D 

από το c. Τώρα ας ορίσουµε την κατεύθυνση ac ως το θετικό άξονα των x και την 

κατεύθυνση ab η οποία είναι η κάθετη τεταγµένη στο a ως το θετικό άξονα των y. 

Τότε κάθε x συντεταγµένη η οποία είναι µικρότερη από µία συγκεκριµένη, ας 

πούµε από  D/2, έχει την ιδιότητα ότι η αντίστοιχη τεταγµένη της είναι θετική. 

Ωστόσο αυτή η ιδιότητα (Μ) δεν θα ισχύει για όλες τις θετικές  x-συντεταγµένες, 

δηλαδή, όχι για αυτές που είναι µεγαλύτερες από D. Τώρα, υπάρχει µία µέγιστη  x-

συντεταγµένη ή µία µέγιστη τιµή του  x στην οποία ανήκει η ιδιότητα Μ; Όχι, αλλά 

υπάρχει βεβαίως ένα U, δηλαδή µία  x-συντεταγµένη η οποία είναι η µέγιστη 

µεταξύ αυτών για τις οποίες µπορεί να ειπωθεί ότι όλες οι µικρότερες από αυτή 

έχουν θετικές τεταγµένες δηλαδή έχουν την ιδιότητα Μ. Αυτή η x-συντεταγµένη 

είναι +D. 
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14 

∆εύτερη παρατήρηση. Ίσως συµπεράνει κανείς ότι  η απόδειξη του θεωρήµατος 

στο τµήµα 12 να µπορούσε να ολοκληρωθεί αρκετά σύντοµα µε τον ακόλουθο 

τρόπο:  "Εάν δεν υπάρχει µέγιστο U για το οποίο ισχύει ο ισχυρισµός ότι τα x κάτω 

από αυτό έχουν την ιδιότητα Μ, θα µπορεί πάντα κανείς να πάρει το u µεγαλύτερο 

και µεγαλύτερο και έτσι όσο µεγάλο επιθυµεί κανείς και συνεπώς το Μ πρέπει να 

ισχύει για όλα τα x χωρίς εξαίρεση». Παρόλα αυτά αυτό θα ήταν ένα πολύ 

λανθασµένο συµπέρασµα γιατί θα βασιζόταν στον συγκαλυµµένο ισχυρισµό «ότι 

µία ποσότητα η οποία µπορεί πάντα να παρθεί µεγαλύτερη από ότι ήδη είναι 

µπορεί να γίνει όσο µεγάλη επιθυµούµε». Πόσο λάθος είναι αυτό µπορεί να δειχθεί 

για παράδειγµα µε τη γνωστή σειρά 1/2  + 1/4 +1/8  + ...της οποίας η τιµή µπορεί 

πάντα να γίνει µεγαλύτερη από ότι ήδη είναι και παρόλα αυτά πάντα παραµένει <1! 

∆εν θα αναφέραµε καν ένα τέτοιο ευδιάκριτο λάθος αν οι µαθηµατικοί δεν ήταν 

ένοχοι γι αυτό από καιρό σε καιρό – όπως ήταν ένας πρόσφατα στην «πλήρη 

θεωρία του των παραλλήλων».  

                                                            

15 

Θεώρηµα. Εάν δύο συναρτήσεις του  x, fx και  φx, µεταβάλλονται σύµφωνα µε 

τον νόµο της συνέχειας είτε για όλες τις τιµές του x είτε µόνο για αυτές που 

βρίσκονται µεταξύ α και β και εάν  fα < φα και   fβ > φβ, τότε υπάρχει πάντα µία 

συγκεκριµένη τιµή του x µεταξύ α και β για την οποία fx = φx. 

Απόδειξη. 

Πρέπει να θυµηθούµε ότι σε αυτό το θεώρηµα οι τιµές των συναρτήσεων  fx και φx 

πρέπει να συγκριθούν η µία µε την άλλη απλά µε τις απόλυτες τιµές τους, δηλαδή 

χωρίς αναφορά σε πρόσηµα ή σαν να ήταν ποσότητες ανίκανες να είναι αντίθετων 

προσήµων. Αλλά τα πρόσηµα των α και β είναι σηµαντικά.  

Ι.1. Αρχικά, ας υποθέσουµε ότι τα α και β είναι και τα δύο θετικά και ότι (χωρίς να 

χάνεται η γενικότητα) β είναι το µεγαλύτερο από τα δύο. Έτσι, β = α + i, όπου  i, 

δηλώνει  µία θετική ποσότητα. Τώρα επειδή fα < φα, εάν το ω δηλώνει µία θετική 

ποσότητα  η   οποία    µπορεί   να   παρθεί    όσο    µικρή   επιθυµούµε,     τότε     

f(α + ω) < φ(α + ω) επίσης. Γιατί επειδή fx και φx  µεταβάλλονται συνεχώς για όλα 

τα  x µεταξύ α και β και α + ω βρίσκεται µεταξύ α και β όποτε ω < i , πρέπει κανείς 

να µπορεί να κάνει  f (α + ω) - fα και φ(α + ω) - φα όσο µικρά επιθυµεί αν το ω 

παρθεί αρκετά µικρό.  
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Όθεν, αν Ω και Ω´ δηλώνουν ποσότητες οι οποίες µπορεί να γίνουν όσο µικρές 

επιθυµούµε,  f(α + ω) - fα = Ω, και φ(α + ω) - φα = Ω´. Από όπου, 

φ(α + ω) -   f(α + ω) = φα  - fα +   Ω´ -   Ω. 

Αλλά  φα - fα είναι ίσο, από την υπόθεση, µε κάποια θετική ποσότητα µιας 

σταθερής τιµής Α. Γι αυτό,  

φ(α + ω) -   f(α + ω) = Α +   Ω´ -   Ω, 

το οποίο παραµένει θετικό αν τα Ω και Ω´ παρθούν αρκετά µικρά δηλαδή, αν δοθεί 

στο ω µια πολύ µικρή τιµή, και αυτό επίσης ισχύει για όλες τις µικρότερες τιµές.  

Εποµένως για όλες τις τιµές του ω που είναι µικρότερες από µία συγκεκριµένη τιµή 

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι οι δύο συναρτήσεις f (α + ω) and φ(α + ω) έχουν 

τη σχέση της µικρότερης ποσότητας προς τη µεγαλύτερη. Ας ορίσουµε αυτή την 

ιδιότητα της µεταβλητής ω µε Μ. Τότε µπορούµε να πούµε ότι όλα τα ω τα οποία 

είναι µικρότερα από µία συγκεκριµένη τιµή έχουν την ιδιότητα Μ.  Αλλά παρόλα 

αυτά είναι καθαρό ότι  αυτή η ιδιότητα Μ  δεν ανήκει σε όλες τιµές  του  ω,  

δηλαδή όχι  για τη τιµή    ω = i,  επειδή   f(α + i) = fβ,  το  οποίο  από την υπόθεση 

δεν είναι µικρότερο αλλά  µεγαλύτερο  από    φ(α + i) = φβ.  Κατά συνέπεια το 

θεώρηµα του Τµήµατος 12 δίνει ένα συγκεκριµένο  U το οποίο είναι το µεγαλύτερο 

από αυτές τις τιµές για τις οποίες  µπορεί να  υποτεθεί ότι  τα ω < U έχουν την 

ιδιότητα Μ.  

 

I.2. Αυτό το U πρέπει να βρίσκεται µεταξύ 0 και i. Επειδή καταρχήν δεν µπορεί να 

είναι ίσο µε το  i επειδή αυτό θα σήµαινε  f(α + ω) < φ(α + ω) όποτε το  ω < i, όσο 

κοντά και αν έρθει στη τιµή  i. Αλλά ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο που έχουµε 

αποδείξει   ότι,  από   την   υπόθεση   fα < φα,  µπορούµε  να  συνάγουµε  την      

f(α + ω) < φ(α + ω) εάν το ω παρθεί αρκετά  µικρό,  µε  τον  ίδιο  τρόπο µπορεί  

κανείς να αποδείξει ότι, από την υπόθεση    f(α + i) > φ(α + i), ακολουθεί ως 

συνέπεια η f(α + i - ω) > φ( α + i - ω) εάν το ω παρθεί αρκετά µικρό.  Γι αυτό δεν 

είναι αλήθεια ότι οι δύο συναρτήσεις  fx και  φx έχουν τη σχέση της µικρότερης ως 

προς την µεγαλύτερη για όλες τις τιµές του   x < α + i. 

∆εύτερον, ακόµα λιγότερο µπορεί να είναι αλήθεια ότι U > i, γιατί τότε το i   θα 

ήταν µία από τιµές του ω < U, και γι αυτό το επίσης f(α + i) < φ(α + i), το οποίο 

έρχεται σε άµεση αντίθεση µε την υπόθεση του θεωρήµατος. Συνεπώς, αφού είναι 

θετικό, το  U σίγουρα βρίσκεται µεταξύ 0 και i, και κατά συνέπεια το α + U 

βρίσκεται µεταξύ α και β. 
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I.3. Μπορεί τώρα να ερωτηθεί τι σχέση ισχύει µεταξύ fx και φx για τη τιµή                

x = α + U; Καταρχήν, δεν µπορεί να είναι αλήθεια ότι f(α + U) < φ(α + U), γιατί 

αυτό θα έδινε επίσης f(α + U + ω) < φ(α + U + ω) εάν το ω παρθεί αρκετά µικρό, 

και έτσι το   α + U δεν θα ήταν η µεγαλύτερη τιµή για την οποία µπορούµε να 

υποθέσουµε ότι όλα τα   x κάτω από αυτή έχουν την ιδιότητα Μ. Ούτε, κατά  

δεύτερο λόγο, µπορεί να  είναι αλήθεια  ότι  f (α + U) > φ(α + U), επειδή θα έδινε 

επίσης  f(α + U - ω) > φ(α + U - ω) εάν το ω παρθεί αρκετά µικρό και ως εκ τούτου 

θα ήταν κατά της υπόθεσης ότι η ιδιότητα Μ διατηρείται για όλα τα  x που είναι 

κάτω από α + U. Έτσι, αποµένει µόνο f(α + U) = φ(α + U) και έτσι  αποδεικνύεται  

ότι  υπάρχει  µία  τιµή του x  ευρισκόµενη µεταξύ α και  β, δηλαδή η  α + U, για 

την οποία  fx = φx. 

 

II. Η ίδια απόδειξη είναι επίσης εφαρµόσιµη όταν α και β είναι και τα δύο 

αρνητικά, αν πάρει κανείς ω, i και U ως αρνητικές ποσότητες, γιατί τότε µε τον ίδιο 

τρόπο,  α + ω,    α + i,  α + U,  και  α + U – ω αντιπροσωπεύουν ποσότητες µεταξύ 

α και β.  

 

III. Εάν α = 0 και β είναι θετικό, τότε απλά  πάρτε  i (=β), ω και  U θετικά. Και εάν 

το β είναι αρνητικό, πάρτε αυτά τα άλλα αρνητικά και η απόδειξη Ι µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί κατά λέξη.  

 

IV. Τέλος, αν α και β είναι αντίθετου προσήµου και (χωρίς να χάνεται η 

γενικότητα) π.χ. α είναι αρνητικό και β θετικό, τότε η υπόθεση του θεωρήµατος 

που αφορά στην συνέχεια των συναρτήσεων fx και φx δηλώνει ότι αυτή η συνέχεια 

αναφέρεται σε όλες τιµές του x οι οποίες, εάν είναι αρνητικές, είναι  < α,  και εάν 

είναι θετικές είναι < β  [∆ες σηµείωση 4]. Τότε ανάµεσα σε αυτές υπάρχει η τιµή   

x = 0. ∆ιερευνά για αυτό κανείς την σχέση που ισχύει µεταξύ  f(0)  και φ(0). Εάν  

f(0) = φ(0) τότε το θεώρηµα έχει ήδη αποδειχθεί. Αλλά εάν f(0) > φ(0) τότε αφού 

fα < φα έχουµε από την απόδειξη III, µία τιµή µεταξύ 0 και α και εάν f(0) < φ(0) 

µία τιµή µεταξύ 0 και β για την οποία  fx = φx.   Γι αυτό τον λόγο σε κάθε 

περίπτωση υπάρχει µία τιµή του  x  µεταξύ  α και β που κάνει fx = φx . 
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16 

Παρατήρηση. Με κανένα τρόπο δεν ισχυριζόµαστε εδώ ότι υπάρχει µία µοναδική 

τιµή του x  η οποία κάνει  fx = φx. ∆ηλαδή, εάν  fα < φα και  f (α + U) = φ(α + U) 

πρέπει πράγµατι να έχουµε  f(α + U + ω) > φ(α + U + ω)  εάν το ω παρθεί αρκετά 

µικρό δηλαδή η συνάρτηση fx  η οποία προηγουµένως ήταν µικρότερη από την φx 

πρέπει, µετά που θα είναι ίσες η µία µε την άλλη, σύντοµα να γίνει µεγαλύτερη από 

τη φx. Ωστόσο µε ακόµα µεγαλύτερη αύξηση στο ω είναι βεβαίως δυνατό ότι πριν 

το  α+ U + ω  γίνει ίσο µε το β να υπάρχει µία τιµή για την οποία πάλι fx < φx. Σε 

µία τέτοια περίπτωση προκύπτει αµέσως από το θεώρηµά µας ότι πρέπει να 

υπάρχουν δύο άλλες τιµές του x µεταξύ α και β εκτός από U, που κάνουν  fx = φx.  

Γιατί  εάν   f(α+ U +χ) < φ(α + U +χ),  τότε επειδή  f (α + U + ω)  ήταν   ήδη > 

φ(α+ U + ω),  πρέπει να  υπάρχει  µία τιµή   του x µεταξύ   α + U + ω και α + U + χ 

δηλαδή   µεταξύ α και β για την οποία  fx = φx .   Και µε τον ίδιο τρόπο,  επειδή  

f(a + i), ή fβ  είναι  πάλι  > φβ, υπάρχει  επίσης  µία  τιµή  του x  µεταξύ   α + U + χ 

και β  για την οποία  fx = φx. Με αυτό τον τρόπο γίνεται καθαρό ότι πρέπει γενικά 

να υπάρχει περιττός αριθµός τιµών του x που κάνουν fx = φx. 

17 

Θεώρηµα. Κάθε συνάρτηση της µορφής a + bxm + cxn + … + pxr στην οποία τα  

m,n,... ,r δηλώνουν ολόκληρους θετικούς εκθέτες, είναι µία ποσότητα η οποία 

µεταβάλλεται σύµφωνα µε τον νόµο της συνέχειας για όλες τις τιµές του x . 

Απόδειξη. Αν το  x µεταβληθεί σε x + ω,  η αλλαγή  στην συνάρτηση  είναι 

καθαρά  ίση  µε b[(x + ω)m - xm] + c[(x+ω)n  - xn] + ... + p[(x + ω)r – xr], µία 

ποσότητα για την οποία µπορεί εύκολα να δειχθεί ότι µπορεί να γίνει όσο µικρή 

επιθυµούµε εάν το ω παρθεί αρκετά µικρό. Γιατί από το διωνυµικό θεώρηµα, του 

οποίου η εγκυρότητα για ολόκληρες θετικές δυνάµεις (Τµήµα 8 του Der 

Binomische Lehrsatz)  είναι ανεξάρτητη των ερευνών µε τις οποίες ασχολείται το 

παρόν άρθρο, αυτή η ποσότητα ισούται µε  

                            mbxm-1 + m 
2

1−m bxm-2ω + … +bωm-1

                  ω         + ncxn-1 + n
2

1−n  cxn-2ω + … +cωn-1 

                                          ……………………………………………………….. 

                                           + rpxr-1 + r
2

1−r  pxr-2ω + … +pωr-1
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Το σύνολο των όρων από τους οποίους αποτελείται ο παράγοντας που περιέχεται 

στις αγκύλες είναι γνωστό ότι είναι πάντα πεπερασµένο και ανεξάρτητο των τιµών 

των ποσοτήτων x  και ω. Αφού αυτοί απαντώνται µόνο µε θετικές δυνάµεις, η τιµή 

κάθε   όρου, και κατά συνέπεια ολόκληρη η έκφραση, για  κάθε  τιµή  του  x  

(επίσης για  x = 0)  είναι πάντα πεπερασµένη. Αλλά εάν για το ίδιο x η τιµή του ω 

µειωθεί, τότε οι όροι στους οποίους εµφανίζεται το ω ελαττώνονται, ενώ οι άλλοι 

παραµένουν αµετάβλητοι. Ας δηλώσουµε λοιπόν µε  S τη ποσότητα στην οποία 

φθάνουµε βάζοντας µια πεπερασµένη τιµή, ας πούµε ω1, για ω σε όλους τους 

µονούς όρους της έκφρασης , µετά  αθροίζοντας σαν να είχαν όλοι το ίδιο 

πρόσηµο. Τότε η  πραγµατική τιµή που έχει αυτή η έκφραση για το ίδιο ω1 δεν 

είναι σίγουρα  > S. Αλλά η τιµή που παίρνει για κάθε µικρότερο ω είναι   σίγουρα 

<  S. Γι αυτό τον λόγο  αν  απαιτείται η  µεταβολή  που  υφίσταται   η  συνάρτηση  

a + bxm + cxn + …+ pxr να γίνει < D, τότε πάρτε ένα ω < ω1 και επίσης  < D/S. 

Τότε ω.S,  και  ακόµα πιο σίγουρα το γινόµενο του ω µε  µία ποσότητα  που    είναι  

< S, πρέπει να είναι < D. 

                                                 

18 

Θεώρηµα Εάν µία συνάρτηση της µορφής xn + axn-1 + bxn-2  +…+ px + q 

στην οποία το n δηλώνει ένα ολόκληρο θετικό αριθµό είναι θετική για x = α και 

αρνητική για  x = β, τότε η εξίσωση   

xn + axn-1 + bxn-2  +…+ px + q = 0 έχει τουλάχιστον µία πραγµατική ρίζα 

ευρισκόµενη µεταξύ α και β.  

Απόδειξη. 

1. Εάν α και β έχουν το ίδιο πρόσηµο (είτε και τα θετικά είτε και τα δύο αρνητικά), 

τότε είναι καθαρό ότι οι όροι των συναρτήσεων που είναι θετικοί ή αρνητικοί για       

x = α διατηρούν τα πρόσηµα τους για  x = β για όλες τις τιµές του  x  που 

βρίσκονται µεταξύ    α και β.  Τώρα ας  υποθέσουµε  ότι η συνάρτηση είναι θετική 

για  x = α αλλά αρνητική για x = β. Αυτή η µεταβολή µπορεί µόνο να προκύψει 

επειδή το άθροισµα των θετικών όρων σε αυτή καταλήγει να είναι µεγαλύτερο από 

αυτό των αρνητικών όρων για  x = α, αλλά µικρότερο από αυτό των αρνητικών 

όρων για  x = β. Αλλά το άθροισµα του πρώτου, καθώς επίσης και αυτό του 

δεύτερου, είναι της µορφής   

a + bxm + cxn + … + pxr
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του Τµήµατος 17, δηλαδή, µία συνεχής συνάρτηση. Ας ορίσουµε γι αυτό το ένα µε 

φx και το άλλο µε fx. Τότε επειδή  fα < φα και  fβ > φβ, από το Τµήµα 15 πρέπει 

να υπάρχει κάποια τιµή του x ευρισκόµενη µεταξύ α και β και για την οποία         

fx = φx. Αλλά για αυτή τη τιµή  fx - φx, δηλαδή, η δοθείσα συνάρτηση είναι µηδέν. 

Γι αυτό αυτή η τιµή είναι µία ρίζα της εξίσωσης  

xn + axn-1 +bxn-2 + … +px + q = 0 

2. Αλλά αν α και β είναι αντίθετου πρόσηµου, ας θεωρήσουµε τη τιµή που παίρνει 

η δοθείσα συνάρτηση για x = 0. Αν αυτή είναι µηδέν, τότε είναι γνωστό, ότι η 

δοθείσα εξίσωση έχει µια πραγµατική ρίζα ευρισκόµενη µεταξύ α και β, δηλαδή,   

x = 0. Αλλά αν αυτή η τιµή (η ποσότητα q) είναι θετική, τότε είναι γνωστό ότι η 

δοθείσα συνάρτηση είναι θετική για   x = 0 αλλά αρνητική για x = β, και, επειδή οι 

ίδιοι όροι που είναι θετικοί ή αρνητικοί για  x = β διατηρούν αυτά τα πρόσηµα για 

όλες τις τιµές που βρίσκονται µεταξύ 0 και β, µπορεί να αποδείξει κανείς, µέσω 

των ίδιων επιχειρηµάτων µε αυτά του µέρους 1 της απόδειξης, ότι πρέπει να 

υπάρχει µία τιµή του   x ευρισκόµενη µεταξύ 0 και β η οποία κάνει τη συνάρτηση 

µηδέν. Τέλος, εάν το q είναι αρνητικό, τότε αυτό που είπαµε µόλις, ισχύει ακόµα 

µε την προϋπόθεση ότι το β αντικαταστείται από το α. Τώρα αφού µια τιµή 

ευρισκόµενη µεταξύ 0 και β ή µεταξύ 0 και α βρίσκεται επίσης µεταξύ α και β, εάν 

είναι αντίθετου προσήµου, τότε η αλήθεια του θεωρήµατος µας αποδεικνύεται για 

κάθε περίπτωση.  

 

Η µετάφραση έγινε από το αγγλικό κείµενο όπως αυτό εµφανίζεται στο άρθρο του 

Russ 1980: 

Οι συµβολισµοί του Bolzano    έχουν αποδοθεί ως F
n

Fx
)(n

Fx
1
u

1
ω nx F(n) x u1 ω1

 

(*)  Σηµ. Μετ. Ο Bolzano χρησιµοποιεί πάντα τα ανισοτικά σύµβολα να 

εφαρµόζονται µόνο στο µέγεθος των ποσοτήτων και όχι στην θέση τους στην 

ευθεία των αριθµών. Αυτό ήταν κοινή πρακτική εκείνη την εποχή καθώς δεν 

υπήρχε δεδοµένο σύµβολο για το modulus. Έτσι, στην χρήση του Bolzano x > -1 

σηµαίνει το εύρος που εµείς θα περιγράφαµε τώρα ως  x < -1. Για παράδειγµα., στο 

Τµήµα 2 δηλώνει ότι ο γενικός όρος µιας γεωµετρικής προόδου aer γίνεται «ακόµα 

µεγαλύτερος όταν e > 1» και «ακόµα µικρότερος όταν  e < .± ± 1»  Και στο Τµήµα 

15.IV περιγράφει το εύρος των τιµών του x µεταξύ α και β όταν το α είναι 
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αρνητικό και το β θετικό ως «όλες οι τιµές του x που εάν αρνητικές είναι  < α, και 

εάν θετικές είναι   < β». 

 

Σηµειώσεις (του Bolzano) 

 

[1]. Demonstratio nova Theorematis, omnes functionem algebraicam rationalem 

integram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. 

Helmstadii. 4o 1799. 

[2]. Demonstratio nova altera, κλπ, και Demonstratio nova tertia : και τα δύο 1816 

[3].  Αnfangsgrunde der Analysis endlicher Grossen, 3η εκδ. Τµήµα 316. 

[4]. Εléments  d’ algèbre, 5η έκδ. Κεφ.Ι, Νο 16. 

[5]. Εléments   d’ algèbre,  7η έκδ. 

[6]. Στην µετάφραση του της παραπάνω εργασίας του Lacroix, Mainz, 1811, 

Τµήµα 211. 

[7]. Στο  έργο του  Mathematisches  Wörterbuch, Τόµος 2, σελ. 447. 

[8]. Traité de la résolution des équations numériques de tous les degrées Παρίσι, 

1808. 

[9]. Grundlehren von den Formen, Differenzen, Differentialen und Integralen der 

Funktionen, Teil I, Τµήµα 49. 

[10]. Τα κείµενα του καθηγητή Gauss που αναφέρθηκαν προηγούµενα παρέχουν 

ένα παράδειγµα. 

[11]. Σύγκρινε µε Beyträge zu einer begründeteren Darstellung der Mathematik,      

[1ο τεύχος (Πράγα, 1810), Τµήµα ΙΙ, υποτµήµατα 2,10, 20, 21], όπου οι λογικές 

έννοιες τις οποίες υποθέτω εδώ ως γνωστές, αναπτύσσονται περαιτέρω.  

[12]. Υπάρχουν συναρτήσεις που µεταβάλλονται συνεχώς για όλες τις τιµές των 

ριζών τους π.χ. α + βx. Αλλά υπάρχουν άλλες που είναι συνεχείς µόνο για τιµές 

των ριζών τους µέσα ή έξω από συγκεκριµένα όρια. Έτσι, x + )2)(1( xx −−  είναι 

συνεχής µόνο για τιµές του x < +1 ή > +2 αλλά όχι για τις τιµές µεταξύ +1 και +2. 

[13]. Στην Journal de l’ École Normale ή επίσης στο S.F. Lacroix, Traité du calcul 

différentiel et intégral, T.I. Nos. 162,163. 

[14]. Leçons sur le calcul des fonctions,  Παρίσι, 1806, Νέα έκδ. Μάθ.9, σελ.89. 

[15]. ∆ηλαδή, η πρόταση του Τµήµατος 29 στο άρθρο: Der Binomische Lehrsatz 

κλπ. 
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[16]. Παρόλα αυτά, δεν πρέπει να αναµένεται ότι συµµορφώνοµαι εδώ µε όλους 

τους κανόνες τους οποίους εγώ ο ίδιος έθεσα στο Beyträge zu einer begründeteren 

Darstellung der Mathematik για την κατασκευή µιας αυστηρά µαθηµατικής 

έκθεσης. Γιατί παρόλο που είµαι απόλυτα πεπεισµένος για την ορθότητα αυτών 

των κανόνων, να τους ακολουθήσω µε ακρίβεια είναι δυνατόν µόνο όταν αρχίζει 

κανείς την έκθεση µιας επιστήµης από την πρώτη της πρόταση και έννοιες, όχι 

όταν κανείς ασχολείται µε µερικές θεωρίες παρµένες από το περιεχόµενο ενός 

όλου. Αυτή η παρατήρηση προφανώς, αφορά επίσης στο άρθρο για το διωνυµικό 

θεώρηµα. 

[17]. Αυτή η θεωρία ίσως αξίζει προσοχή για τουλάχιστον δύο λόγους: πρώτον, 

επειδή είναι η µόνη στην οποία δεν έχει ανιχνευθεί κανένα σοβαρό λάθος, 

δεύτερον, επειδή ο µεγαλύτερος εν ζωή Γάλλος µαθηµατικός Legendre έφθασε 

στην ίδια άποψη εντελώς ανεξάρτητα από εµένα στην δέκατη έκδοση του έργου 

του Eléments de géométrie, (Παρίσι, 1813). 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 

ΜΕΤΑΦΡΑΣΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΕΩΝ  ΤΟΥ CAUCHY 
 

Απόδειξη του Θεωρήµατος Ενδιάµεσης Τιµής για Συνεχείς συναρτήσεις . Cours 

d’analyse, 1821, Note III (Oeuvres, Séries 2, Vol. 3, σελ. 378-380) 

 

Θεώρηµα  Έστω f(x) είναι µια πραγµατική συνάρτηση της µεταβλητής x συνεχής 

ως προς αυτή τη µεταβλητή µεταξύ x = x0 , x = X. Αν οι δυο ποσότητες  f (x 0),  f(X)  

έχουν αντίθετο πρόσηµο ,  η εξίσωση  

(I)  f(x) = 0 

µπορεί να ικανοποιηθεί από µια η περισσότερες πραγµατικές τιµές του x µεταξύ  x0  

και  X. 

 

Απόδειξη. Έστω x0 είναι η µικρότερη από τις δύο ποσότητες x0 , X.  Θα θέσουµε            

X- x0 = h και θα καθορίσουµε µε m οποιοδήποτε ακέραιο αριθµό µεγαλύτερο από 

το ένα .  

Επειδή µια από τις δύο ποσότητες f (x 0),  f(X) είναι θετική , η  άλλη αρνητική , 

συνεπάγεται ότι αν σχηµατίσουµε την ακολουθία  

 f (x 0) , f(x0 + h/m) , f(x0 + 2h/m) , ..., f(X -h/m) , f(X), 

και συγκρίνουµε διαδοχικά το πρώτο όρο της ακολουθίας µε το δεύτερο , το 

δεύτερο µε το τρίτο , το τρίτο µε το τέταρτο κλπ, αναγκαστικά θα τελειώσουµε 

βρίσκοντας µια ή περισσότερες φορές,  δύο διαδοχικούς   όρους οι  οποίοι  είναι 

αντίθετου  προσήµου. 

 

Έστω  f(x1) , f(X') είναι δυο τέτοιοι όροι , όπου x1 είναι η µικρότερη από τις δύο 

αντίστοιχες τιµές του x . Ξεκάθαρα θα έχουµε       x0 < x1< X' < X 

και 

X' - x1 = h/m = 1/m (X- x0). 

 

[Ο Cauchy χρησιµοποιεί το σύµβολο < για µικρότερο από ή ίσον µε ]. Έχοντας 

ορίσει x1 και  X' µε το τρόπο που µόλις περιγράψαµε , παρόµοια µπορούµε να 

θέσουµε µεταξύ αυτών των δύο νέων τιµών του x δύο άλλες τιµές  x2 ,  X", οι 

οποίες όταν αντικατασταθούν στη  f(x), δίνουν αποτελέσµατα  αντίθετου προσήµου 
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και ικανοποιούν τις συνθήκες  

x1 < x2 < X" < X' 

και  

X" - x2 = 1/m  (X' - x1) = 1/m2  (X - x0). 

Συνεχίζοντας έτσι, παίρνουµε αρχικά , µια σειρά αυξανοµένων τιµών του   x, 

δηλαδή  

(2)   x0 ,, x1 , x2  ,,...; 

δεύτερο,  µια σειρά µειωνόµενων τιµών  

(3)   X, X', X",... 

των οποίων οι όροι εφ όσον υπερβαίνουν τους όρους της πρώτης σειράς κατά 

ποσότητες ίσες , αντίστοιχα , µε τα γινόµενα  

(1)  (X- x0), (1/m)(X- x0), (1/m2)( X- x0),..., 

τελικά θα διαφέρουν από τις τιµές στη πρώτη σειρά τόσο λίγο όσο  επιθυµούµε.  

Πρέπει να συµπεράνουµε από αυτό , ότι οι γενικοί όροι των σειρών (2) και (3) 

συγκλίνουν προς ένα κοινό όριο. Έστω a αυτό το όριο. Εφ όσον η συνάρτηση  f(x) 

είναι  συνεχής  µεταξύ x = x0  και     x = X,  οι  γενικοί  όροι  των   ακόλουθων   

σειρών , 

f( x0), f( x1), f(x2) ...,f(X), f(X'), f(X"),... 

και οι δύο συγκλίνουν προς το  κοινό όριο  f(a). Και εφ όσον πάντα παραµένουν  

αντίθετου προσήµου , όταν πλησιάζουν αυτό το όριο, είναι ξεκάθαρο ότι η 

ποσότητα  f(a), η οποία  πρέπει  να  είναι  πεπερασµένη , δεν  µπορεί να  διαφέρει 

από  το  µηδέν.  

 

Συνεπώς, η εξίσωση  

(I)  f(x) = 0 

θα ικανοποιείται αν δώσουµε στη µεταβλητή  x  την συγκεκριµένη τιµή  a, η οποία 

βρίσκεται µεταξύ x0  και X.  Με άλλα λόγια , 

(4)  x = a θα είναι µια ρίζα της εξίσωσης  (1). 

 

 

 

 

 

                                                              138 
 



 

Η Πρώτη Αυστηρή Απόδειξη για τις Παραγώγους Calcul infinitésimal, Leçon 7 

 (Oeuvres, Séries 2, Vol 4, σελ. 44-45) 

 

Θεώρηµα. Αν η συνάρτηση  f(x) είναι συνεχής µεταξύ των ορίων  [δηλαδή 

φραγµάτων  ή άκρων] x = x0, x = X, και αν έστω A η µικρότερη , B  η  µεγαλύτερη 

τιµή της παραγώγου   f' (x) σε αυτό το διάστηµα ,  ο λόγος των πεπερασµένων 

διαφορών  

(4) [f(X) -f( x0)] /(X - x0) 

πρέπει να περιέχεται µεταξύ Α και Β   [1] 

Απόδειξη    Έστω δ, ε είναι δυο πολύ µικροί αριθµοί . Ο πρώτος επιλέγεται έτσι 

ώστε για όλες τις αριθµητικές  [δηλαδή, απόλυτες] τιµές του i µικρότερες του δ, και 

για   οποιαδήποτε   τιµή  του   x  που   περιέχεται  µεταξύ  των  ορίων   x0, X,   ο  

λόγος  

f(x + i) - f(x)/i 

θα είναι πάντοτε µεγαλύτερος από  f'(x) - ε και µικρότερος από f'(x) + ε.  Αν 

παρεµβάλουµε n -1 νέες τιµές της µεταβλητής  x µεταξύ των ορίων  x0  , X,  

δηλαδή, 

 x1 , x2 , ..., xn-1, 

έτσι ώστε η διαφορά X- x0  να διαιρεθεί σε  στοιχεία   

 x1- x0   , x2 - x1, ...,X- xn-1 

τα οποία όλα έχουν το ίδιο πρόσηµο και αριθµητικές τιµές  µικρότερες του δ, τότε , 

αφού από  τα κλάσµατα  

(5)   f(x1) -f(x0)/ x1 - x0,,  f(x2) -f(x1)/ x2 - x1 ,..., f(X) -f(xn-1)/X –xn-1 

το πρώτο  θα περιέχεται µεταξύ των ορίων  f'(x0) -ε , f'(x0) + ε, το δεύτερο µεταξύ 

των ορίων  f'(x1) - ε, f'(x1) + ε, ..., κλπ ., κάθε  ένα από τα κλάσµατα θα είναι 

µεγαλύτερο από A - ε  και µικρότερο από  B + ε . Επιπλέον , αφού τα κλάσµατα (5) 

έχουν παρανοµαστές µε το ίδιο πρόσηµο ,  αν διαιρέσουµε το άθροισµα των 

αριθµητών τους µε το άθροισµα των παρανοµαστών, παίρνουµε ένα µέσο κλάσµα, 

δηλαδή, ένα κλάσµα µεταξύ του µικρότερου και του µεγαλύτερου των 

θεωρουµένων κλασµάτων . (Analyse algébrique, Note Il, Theorem XII).  [2] 

Συνεπώς , η έκφραση (4),  µε τη οποία αυτός ο µέσος όρος  συµπίπτει, θα 

βρίσκεται µεταξύ των ορίων  A - ε , B + ε, και αφού αυτό το συµπέρασµα ισχύει 

ανεξάρτητα του πόσο µικρό µπορεί να είναι το ε, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι η 

έκφραση (4) θα περιέχεται  µεταξύ των  A και B. 
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Πόρισµα . Αν  η παραγόµενη συνάρτηση  f'(x)  είναι  η ίδια  συνεχής µεταξύ των  

ορίων   x = x0 , x = X, αυτή η συνάρτηση , καθώς πηγαίνει  , από το ένα όριο στο 

άλλο, θα µεταβάλλεται µε τέτοιο τρόπο , ώστε πάντα να περιέχεται µεταξύ των δύο 

τιµών  A και B και να παίρνει διαδοχικά όλες τις ενδιάµεσες τιµές. Συνεπώς, 

οποιαδήποτε ποσότητα ενδιάµεση των A και B θα είναι µία τιµή της  f'(x) η οποία 

θα αντιστοιχεί σε µία τιµή του  x µεταξύ των ορίων  x0 και  X = x0 + h, ή, κάτι που 

είναι ισοδύναµο , σε µία τιµή του   x  τη µορφής  

x0 + θh = x0 + θ(X - x0), 

όπου θ ορίζεται ένας αριθµός µικρότερος του ένα.  Αν εφαρµόσουµε αυτή την 

παρατήρηση  στη έκφραση (4), µπορούµε να συµπεράνουµε  ότι υπάρχει µεταξύ 

των ορίων  0 και 1, µία τιµή του  θ ,  η οποία ικανοποιεί την εξίσωση  

[ f(X) - f(x0 )]/(X - x0 ) = f' [x0 + θ (X - x0) ],  ή κάτι που είναι ισοδύναµο, την 

εξίσωση 

(6)  [ f(x0 + h) - f(x0) ]/h = f' (x0 + θh) . 

Εφ όσον αυτός ο τελευταίος  τύπος συνεχίζει να ισχύει για οποιαδήποτε τιµή του  x 

αντιπροσωπεύεται από x0 , ενόσω η συνάρτηση f(x) και η παράγωγος της  f'(x) 

παραµένουν συνεχείς µεταξύ των ορίων  x = x0  , x = x0 + h,  έχουµε γενικά, αν αυτή 

η συνθήκη ισχύει , 

(7)  [ f(x + h) - f(x) ] / h = f' (x + θh). 

Τότε , γράφοντας  ∆x αντί  h, έχουµε  

(8) f(x + ∆x) - f(x) = f' (x + θ∆x) ∆x. 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι στις εξισώσεις (7) και (8) το  θ πάντοτε  δηλώνει ένα 

άγνωστο [µη αρνητικό] αριθµό µικρότερο του ένα . 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι στις εξισώσεις (7) και (8) θ πάντα δηλώνει έναν άγνωστο 

(µη αρνητικό) αριθµό µικρότερο από το ένα.  

 

Ύπαρξη Ορισµένων  Ολοκληρωµάτων: Calcul Infinitésimal, Leçon 21  

(Oeuvres, Séries 2, Vol. 4, σελ. 122-125) 

 

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση y = f(x) είναι συνεχής ως προς τη µεταβλητή x 

µεταξύ των δύο πεπερασµένων ορίων x = x0 , x = X.  Ορίζουµε µε  x1 , x2 , ..., xn-1, 

νέες τιµές του  x τις οποίες θέτουµε µεταξύ αυτών των ορίων και υποθέτουµε ότι ή 

πάντοτε αυξάνονται ή πάντοτε µειώνονται µεταξύ του πρώτου και του δεύτερου 

ορίου.  Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε  αυτές  τις τιµές για να διαιρέσουµε την 
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διαφορά   X- x0   σε  στοιχεία 

(1)   x1- x0   , x2 - x1, x3 –x2 ,  ..., X- xn-1   

τα οποία όλα έχουν το ίδιο πρόσηµο. Μόλις γίνει αυτό, ας πολλαπλασιάσουµε το 

κάθε στοιχείο µε τη τιµή του f(x) η οποία αντιστοιχεί µε το αριστερό άκρο (αρχικό) 

αυτού του στοιχείου : δηλαδή, το στοιχείο x1- x0   θα πολλαπλασιαστεί µε f(x0) το 

στοιχείο    x2 - x1  µε f(x1),...  και τελικά το στοιχείο  X- xn-1 µε  f (xn-1)    

και έστω   

(2)  S = (x1- x0   ) f(x0) + (x2 - x1)  f (x1)+ ... (X- xn-1) f(xn-1) 

είναι το άθροισµα των γινοµένων  τα οποία θα προκύψουν.  

Η ποσότητα  S καθαρά θα εξαρτάται από  

Πρώτο: το πλήθος   n των στοιχείων στα οποία έχουµε διαιρέσει τη διαφορά  X - x0 

∆εύτερο: τις τιµές αυτών των στοιχείων και συνεπώς τη µέθοδο της διαίρεσης   που 

υιοθετήθηκε.  

Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι αν οι αριθµητικές τιµές αυτών των 

στοιχείων γίνουν πολύ µικρές και το πλήθος  n πολύ µεγάλος, η µέθοδος της 

διαίρεσης θα έχει µόνο µία ασήµαντη επίδραση στη τιµή του S . Αυτό στη 

πραγµατικότητα µπορεί να αποδειχθεί ως εξής. 

Εάν υποθέταµε  ότι όλα τα στοιχεία της διαφοράς  X - x0   ανάγονται σε ένα και 

µοναδικό στοιχείο, το οποίο θα ήταν ακριβώς  αυτή η διαφορά, θα είχαµε  απλά ότι  

(3)  S = (X - x0  ) f(x0). 

Όταν αντιθέτως παίρνουµε τις εκφράσεις  (1) ως στοιχεία της διαφοράς   X - x0  , η 

τιµή του  S, οριζόµενη  σε αυτή τη περίπτωση από την εξίσωση (2), θα είναι ίση µε 

το άθροισµα των στοιχείων πολλαπλασιασµένων µε το µέσο των συντελεστών   

f(x0) , f(x1), f(x2),…, f(xn-1) [3] 

 

Επιπλέον , αφού αυτοί οι συντελεστές  [οι f(xk)] είναι συγκεκριµένες τιµές της 

έκφρασης  f[x0 + θ(X - x0)] για τιµές του θ µεταξύ µηδέν και ένα, µπορούµε να 

αποδείξουµε µε επιχειρήµατα παρόµοια µε αυτά που χρησιµοποιήθηκαν στη 

έβδοµη διάλεξη [στην απόδειξη του θεωρήµατος σχετικά  µε τα φράγµατα του 

διαφορικού πηλίκου προηγουµένως] ότι ο εν λόγω µέσος όρος είναι µια άλλη τιµή 

της ίδιας έκφρασης , η οποία αντιστοιχεί σε µία τιµή του θ   µεταξύ των ίδιων 

ορίων.   
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Μπορούµε έπειτα να αντικαταστήσουµε το ακόλουθο στη εξίσωση  (2) : 

(4)  S = (X- x0) f [x0 + θ(X- x0)], 

όπου θ  θα είναι ένας [µη αρνητικός] αριθµός µικρότερος του ένα. 

 

Για να πάµε από τη µέθοδο της διαίρεσης , που µόλις θεωρήσαµε, σε µία άλλη 

όπου οι αριθµητικές τιµές των στοιχείων του X - x0 είναι ακόµα µικρότερες, 

επαρκεί να διαιρέσουµε κάθε µία από τις  εκφράσεις (1) [δηλαδή, τις (xk-xk-1)] σε 

νέα στοιχεία. Πρέπει µετά να αντικαταστήσουµε στη δεξιά  πλευρά της  εξίσωσης  

(2)  το γινόµενο  (x1 - x0) f(x0) µε ένα άθροισµα  παρόµοιων γινοµένων, για το 

οποίο άθροισµα µπορούµε να αντικαταστήσουµε µια έκφραση  της µορφής    

(x1 - x0)f [x0 + θ0 (x1 - x0)],  

όπου θ0  είναι ένας  [µη αρνητικός] αριθµός µικρότερος του ένα . Ας σηµειωθεί ότι 

θα έχουµε µία σχέση µεταξύ αυτού του αθροίσµατος και του γινοµένου                

(x1 - x0) f( x0) , η οποία  είναι παρόµοια µε τη σχέση που υπάρχει µεταξύ των τιµών 

του S  , οι  οποίες δίνονται από τις εξισώσεις  (4) και (3) 

Παρόµοια, πρέπει να αντικαταστήσουµε για το γινόµενο (x2-x1) f(x1)  ένα άθροισµα 

όρων που µπορούν να γραφούν στη µορφή  (x2-x1) f [x1 + θ1 (x2-x1)]   όπου θ1  ξανά 

ορίζεται ως ένας  [µη αρνητικός] αριθµός µικρότερος του ένα. Συνεχίζοντας µε 

αυτό το τρόπο, τελικά συµπεραίνουµε ότι στη νέα µέθοδο διαίρεσης η τιµή του  S  

είναι  της µορφής  

(5)  S = (x1-xo)f[x0 θ0 (x1-xo)] 

 + (x2-x1) f[x1 + θ1 (x2-x1)] + ... 

 + (X –xn-1) f[xn-1 + θn-1 ( X-xn-1)] . 

Αν στη εξίσωση  (5) θέσουµε 

f[x0+ θ0 (x1-xo)]= f(x0)± ε0 

f[x1+θ1(x2-x1)]= f(x1) ± ε1

. 

. 

. 

f[xn-1+θn-1(X-xn-1)]= f(xn-1) ± εn-1 , 

µπορούµε να παράγουµε   

(6)   S = (x1-x0) [f(x0) ± ε0 ] + (x2-x1) [f(x1) ± ε1] + ...+ (X-xn-1)[f(xn-1) ± εn-1]  
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Έπειτα , υπολογίζοντας αυτά τα γινόµενα . 

(7) S = (x1-x0)f(x0) + (x2-x1)f(x1)+…(X-xn-1)(fxn-1) ± ε0(x1-x0) ± ε1(x2-x1) ±…± εn-1(X-

xn-1)  

 

Μπορούµε να προσθέσουµε ότι , αν τα στοιχεία x1- x0 , x2-x1 ,…, X-xn-1  έχουν πολύ 

µικρές αριθµητικές τιµές, κάθε ποσότητα  ± ε0 , ± ε1 ,... ± εn-1  θα είναι πολύ κοντά 

στο µηδέν , και συνεπώς το ίδιο θα είναι αληθινό για το άθροισµα ± ε0 (x1-x0) ± ε1 

(x2-x1) ±…± εn-1 (X-xn-1) ,  το οποίο είναι ισοδύναµο µε το γινόµενο  X- x0  επί ένα 

µέσο όρο µεταξύ αυτών των ποσοτήτων. ∆εδοµένου αυτού, όταν συγκρίνουµε τις 

εξισώσεις  (2) και (7) , βλέπουµε ότι δεν θα αλλάζαµε αισθητά τη τιµή του  S , η 

οποία υπολογίστηκε µε µία µέθοδο  διαίρεσης στη οποία τα στοιχεία της διαφοράς  

X - x0  έχουν πολύ µικρές αριθµητικές τιµές αν πηγαίναµε σε µία δεύτερη µέθοδο 

διαίρεσης στη οποία κάθε ένα από τα στοιχεία είχε εκ νέου διαιρεθεί σε άλλα. 

 

Τώρα ας υποθέσουµε ότι θεωρούµε δύο ξεχωριστές µεθόδους  διαίρεσης της 

διαφοράς  X - x0  , όπου και στις δυο τα στοιχεία της διαφοράς έχουν πολύ µικρές 

αριθµητικές τιµές.   Μπορούµε να συγκρίνουµε αυτές τις δύο µεθόδους µε µία 

τρίτη επιλεγµένη έτσι  ώστε κάθε στοιχείο,  είτε από τη πρώτη είτε από τη δεύτερη 

µέθοδο, να σχηµατίζεται συγκεντρώνοντας διάφορα στοιχεία από τη τρίτη µέθοδο. 

Για να ικανοποιηθεί αυτή η προϋπόθεση , επαρκεί  κάθε τιµή του  x βρισκόµενη 

µεταξύ των ορίων  x0  και X  στις δύο πρώτες µεθόδους να χρησιµοποιηθεί  στη 

τρίτη. Και µπορούµε να αποδείξουµε ότι αλλάζουµε την τιµή του S πολύ λίγο 

πηγαίνοντας από τη πρώτη ή τη δεύτερη µέθοδο στη τρίτη µέθοδο και συνεπώς 

πηγαίνοντας από τη πρώτη στη δεύτερη.  Έτσι, όταν τα  στοιχεία της διαφοράς      

X - x0   γίνουν απείρως µικρά, η µέθοδος της διαίρεσης έχει µόνο µία ανεπαίσθητη 

επίδραση στη τιµή του S .   

 

Και , αν αφήσουµε τις αριθµητικές τιµές αυτών των στοιχείων να µειωθούν ενώ το 

πλήθος  τους αυξάνεται , η τιµή του  S τελικά γίνεται , για όλους τους πρακτικούς 

σκοπούς [sensiblement] , σταθερή.   Ή µε άλλα λόγια,   αυτή τελικά φτάνει ένα 

συγκεκριµένο όριο το οποίο εξαρτάται µοναδικά από τη µορφή της συνάρτησης  

f(x) και τις οριακές τιµές των  x0 , X   της µεταβλητής x. Αυτό το όριο είναι αυτό 

που ονοµάζεται ορισµένο ολοκλήρωµα . 
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Το Θεµελιώδες Θεώρηµα του Λογισµού: Calcul infinitésimal (Oeuvres, Séries 2, 

Vol 4, σελ. 151-152): 

 

Αν στο ορισµένο ολοκλήρωµα f(x) dx  αφήσουµε το ένα από τα δύο όρια 

ολοκλήρωσης , για παράδειγµα X, να µεταβάλλεται , το ίδιο το ολοκλήρωµα θα 

µεταβάλλεται  µε αυτή τη ποσότητα.  Και αν το όριο  X, τώρα µεταβλητό, 

αντικατασταθεί από x, έχουµε σαν αποτέλεσµα µια νέα συνάρτηση του  x, η οποία 

θα είναι αυτό που ονοµάζεται ολοκλήρωµα που παίρνεται  από τη αρχή x = x

∫
X

0x

0  . 

 

 Έστω 

(I) F(x) =  f(x) dx ∫
x

0x

αυτή η  νέα συνάρτηση. Παράγουµε από τον τύπο (19) (∆ιάλεξη  22)   [δηλαδή,  

∫
X

0x
 f(x) dx = (X - x0)f[x0 + θ(X - x0)]] 

(2) F(x) = (x - xo)f[xo+ θ (x - x0)], F(x0) = 0, 

θ  είναι ένας [µη αρνnτικός] αριθµός µικρότερος του ένα. Επίσης από το τύπο (7) 

(∆ιάλεξη 23)   [δηλαδή,  f(x) dx =  f(x) dx +  f(x) dx , όπου   x∫
X

0x ∫
ξ

0x ∫
X

ξ
0 ≤ ξ ≤ X ] 

∫
+αx

x0

f(x) dx - f(x) dx =  f(x) dx = af(x + θx), ∫
x

x0
∫

+αx

x

ή  

(3) F(x + α) –F(x) = αf(x + θα). 

Συνεπάγεται από τις εξισώσεις (2) και (3) ότι αν η συνάρτηση  f (x) είναι 

πεπερασµένη και συνεχής στη γειτονιά  κάποιας  συγκεκριµένης τιµής της 

µεταβλητής x, η νέα συνάρτηση  F(x) όχι µόνο θα είναι πεπερασµένη αλλά επίσης 

και συνεχής στη γειτονιά  αυτής της τιµής, αφού µία άπειρα µικρή αύξηση του x θα 

αντιστοιχεί σε µία άπειρα µικρή αύξηση της F(x). Συνεπώς αν η συνάρτηση f(x) 

παραµένει πεπερασµένη και συνεχής από x = x0   σε x = X , το ίδιο θα ισχύει για τη 

συνάρτηση F(x) . Επιπρόσθετα, αν και τα δύο µέλη του τύπου (3) διαιρεθούν µε a, 

µπορούµε να συµπεράνουµε περνώντας στα όρια ότι  

(4) F'(x) = f(x). 
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Συνεπώς το ολοκλήρωµα ( l) θεωρούµενο σαν συνάρτηση του  x έχει  σαν 

παράγωγο του τη συνάρτηση  f(x) κάτω από το σύµβολο ολοκληρώµατος  ∫
 

Σηµειώσεις  (Η µετάφραση έχει γίνει από το αγγλικό κείµενο, όπως εµφανίζεται 

στο Grabiner , 1981. Οι σηµειώσεις εµφανίζονται στο ίδιο κείµενο). 

[1]  Το comprise του Cauchy έχει µεταφραστεί ως " περιέχονται " και το   referme  

ως  "βρισκόµενοι µεταξύ"   

Το περιεχόµενο της απόδειξης ξεκαθαρίζει ότι το  c περιέχεται   µεταξύ  a και  b 

εννοεί   a ≤ c ≤b. 

Και ότι το  c κείται µεταξύ  a και b  εννοεί  a < c < b.  

[2]  Εδώ ο  Cauchy αναφέρεται  σε αυτό το θεώρηµα: «Αν  b,b',b", ...είναι  n 

ποσότητες µε το ίδιο πρόσηµο και αν  a,a',a", ...είναι οποιοσδήποτε   n ποσότητες, 

έχουµε 

 a + a' + a' + ... 

b + b' + b" + ... 

= M(a/b, a'/ b', a"/ b",  ...)» 

Είχε  ορίσει το µέσο των   c,c',c",...= M(c,c',c",… ) ως «µία νέα ποσότητα 

περιλαµβανοµένη µεταξύ της µικρότερης και µεγαλύτερης των θεωρουµένων»  στο 

Cours d'analyse; έκδοση του Cauchy Oeuvres, séries 2, vol. 3, σελ. 27, 368.  

 

[3]  Ο Cauchy είχε ορίσει ένα µέσο ενός  συνόλου στοιχείων {α1,…αn} το οποίο 

δήλωσε  ως  M(α1,…αn ), να είναι µια ποσότητα περιλαµβανοµένη  µεταξύ του 

ελάχιστου και µέγιστου των στοιχείων του συνόλου. Σε αυτό το σηµείο στη 

συζήτηση για το ολοκλήρωµα , για να αιτιολογήσει  το ανωτέρω συµπέρασµα, ο  

Cauchy αναφέρετο στο  Cours d'analyse, Theorem III, Corollary  (Oeuvres, séries 

2, vol. 3, σελ 28). Αυτό το πόρισµα , αναδιατυπωµένο µε σύγχρονο συµβολισµό 

για σαφήνεια, είναι το ακόλουθο : έστω  ότι µας δίνεται  ένα   σύνολο  n 

ποσοτήτων όλες έχουσες  το ίδιο πρόσηµο {y1, y2, …yn} 

Ας θεωρήσουµε ένα άλλο σύνολο {α1,…αn}  n ποσοτήτων και ας θυµηθούµε ότι ο 

µέσος  τους  M(a1, ...,an.) περιέχεται µεταξύ  του ελάχιστου και µέγιστου του ak . 

Τότε το πόρισµα δηλώνει α1 y1+α2 y2+…+ αn yn=( y1+ …+ yn) M(α1…αn ). 

Εφαρµόζοντας αυτό στο πρόβληµα του κειµένου , έστω  α k=f(xk-1 ), k= 1,2,...,n  

και  yk= xk-xk-1 ,        k = 1,2, …, n-1 , yn= X-xn-1 .  Χρησιµοποιώντας το πόρισµα, το 
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συµπέρασµα του Cauchy είναι   f(x0)(x1-x0)+…+f (xn-1)(X-xn-1) = (X-x0 ) 

M[f(x0)…f(xn-1)].  
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