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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Τις τελευταίες δεκαετίες έχει παρατηρηθεί έντονη αύξηση του ενδιαφέροντος των 

ερευνητών στην επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος. Τα προβλήµατα διακρίνονται σε 

προβλήµατα ρουτίνας ή ασκήσεις και σε πρωτότυπα προβλήµατα.  

Πολλοί ερευνητές πρότειναν τη διδασκαλία των µαθηµατικών µέσω 

ρεαλιστικών προβληµάτων (Problem-Based Learning, PBL), ένας τρόπος 

διδασκαλίας που συµβάλλει στην ανάπτυξη ευρείας γνώσης των µαθηµατικών. 

Σηµαντικό ρόλο στην επίλυση προβλήµατος διαδραµατίζουν η εννοιολογική 

κατανόηση του προβλήµατος, αλλά και οι αναπαραστάσεις που δηµιουργούν οι 

µαθητές, εσωτερικές είτε εξωτερικές. Τα προβλήµατα που χρησιµοποιούνται, πρέπει 

να είναι ρεαλιστικά και να αναφέρονται σε καθηµερινές εµπειρίες των µαθητών. 

 Αν και η σηµαντικότητα της επίλυσης προβλήµατος είναι δεδοµένη εδώ και 

χρόνια, ωστόσο η θέση της  στα αναλυτικά προγράµµατα των µαθηµατικών διαφέρει 

από χώρα σε χώρα. Σε ορισµένες χώρες µεταξύ των οποίων και η Ελλάδα, η επίλυση 

προβλήµατος θεωρείται ως βασικός στόχος της εκπαίδευσης των  

Αφορµή για την παρούσα µελέτη αποτέλεσαν τα αποτελέσµατα του 

διαγωνισµού PISA (2003). Ο διαγωνισµός αυτός έχει στόχο να εξετάσει αν οι 

δεκαπεντάχρονοι µαθητές είναι ικανοί να εφαρµόσουν τις γνώσεις τους σε 

καταστάσεις της καθηµερινής ζωής και όχι στο αν απλώς µπορούν να αναπαράγουν 

τις σχολικές γνώσεις. Στο διαγωνισµό του 2003 οι µαθητές εξετάστηκαν µεταξύ 

άλλων και στην επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος. Οι επιδόσεις των Ελλήνων 

µαθητών στο διαγωνισµό ήταν πολύ χαµηλές. Κρίθηκε, λοιπόν  χρήσιµο να 

εξετάσουµε τους τρόπους µε τους οποίους αντιµετωπίζουν οι δεκαπεντάχρονοι 

µαθητές πρωτότυπα προβλήµατα από το PISA (2003) καθώς και προβλήµατα 

ρουτίνας. Τα ερωτήµατα στα οποία αναζητήθηκαν απαντήσεις ήταν τα ακόλουθα:  

1. Μέχρι ποιού βαθµού κατανοούν οι µαθητές της Γ΄ τάξης του Γυµνασίου 

ένα πρωτότυπο πρόβληµα ή ένα πρόβληµα ρουτίνας και ποιες 

συγκεκριµένες δυσκολίες αντιµετωπίζουν κατά την επίλυσή τους;  

2. Πως συγκρίνεται η επίδοση των µαθητών σε πρωτότυπα προβλήµατα και 

σε προβλήµατα ρουτίνας; Ο µαθητές χρησιµοποιούν πιο αποτελεσµατικές 
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στρατηγικές στα προβλήµατα ρουτίνας απ’ ότι στα πρωτότυπα 

προβλήµατα;  

3. Μέχρι ποιού βαθµού οι µαθητές αναστοχάζονται πάνω στις λύσεις των 

προβληµάτων, δηλαδή εξετάζουν τις λύσεις τους και ελέγχουν αν αυτές 

ταιριάζουν µε τα δεδοµένα; 

Στην παρούσα έρευνα έλαβαν µέρος  55 µαθητές της Γ΄ τάξης του γυµνασίου και 

κλήθηκαν να απαντήσουν σε δυο δοκίµια. Το πρώτο δοκίµιο περιείχε προβλήµατα 

ρουτίνας, ενώ το δεύτερο δοκίµιο περιείχε πρωτότυπα προβλήµατα από το 

διαγωνισµό του PISA 2003. Στη συνέχεια, ανάλογα µε τις επιδόσεις των µαθητών στα 

δυο δοκίµια, επιλέχτηκαν 21 από αυτούς για προσωπική συνέντευξη, µε σκοπό να 

εµβαθύνουµε στον τρόπο σκέψης τους αλλά και στις δυσκολίες που αντιµετώπισαν 

κατά την επίλυση των προβληµάτων. Τα ποσοτικά δεδοµένα που συλλέχθηκαν 

επεξεργάστηκαν και αναλύθηκαν µε περιγραφική και επαγωγική στατιστική µέσω του 

λογισµικού πακέτου SPSS. 

Οι περισσότεροι µαθητές δυσκολεύτηκαν να κατανοήσουν ορισµένα από τα 

πρωτότυπα προβλήµατα. Αντίθετα, κατανόησαν τα προβλήµατα ρουτίνας, ωστόσο 

παρατηρήθηκε σύγχυση ή και η άγνοια των εννοιών και των συµβόλων. Οι επιδόσεις 

των µαθητών στα δυο δοκίµια ήταν πολύ χαµηλές, µε τις επιδόσεις τους στα 

πρωτότυπα προβλήµατα να είναι σχετικά καλύτερες από τις επιδόσεις τους στα 

προβλήµατα ρουτίνας. Παρατηρήθηκε επίσης, πως οι µαθητές επέλεγαν µη 

αποτελεσµατικές στρατηγικές επίλυσης και στα δυο δοκίµια αν και στο δεύτερο 

δοκίµιο οι αποτελεσµατικές στρατηγικές ήταν περισσότερες απ’ ότι στο πρώτο. 

Τέλος, παρατηρήθηκε ότι ελάχιστοι µαθητές έλεγχαν την ορθότητά της απάντησής 

τους σε σχέση  µε τα δεδοµένα του προβλήµατος. 

Συµπερασµατικά λοιπόν, προέκυψε πως το µεγαλύτερο µέρος των µαθητών 

κατανόησε τα προβλήµατα ρουτίνας, αλλά αντιµετώπισαν πολλές δυσκολίες µε τις 

προτάσεις που εξέφραζαν σχέσεις ανάµεσα σε ποσοτικές µεταβλητές. Το γεγονός ότι 

στο δεύτερο δοκίµιο χρησιµοποιήθηκαν περισσότερες αποτελεσµατικές στρατηγικές, 

επιβεβαιώνει έρευνες σύµφωνα µε τις οποίες, όταν οι µαθητές δεν χρειάζεται να 

κατασκευάσουν κάποιο αλγεβρικό ή γεωµετρικό µοντέλο αλλά να κρίνουν µε βάση 

τις προσωπικές τους εµπειρίες, ώστε να λύσουν ένα πρόβληµα, σηµειώνουν 

µεγαλύτερη επιτυχία. Βρέθηκε επίσης, πως οι µαθητές τείνουν να µην ελέγχουν την 
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ορθότητα των απαντήσεών τους, ανεξάρτητα από το είδος του προβλήµατος που 

έλυναν.  

Κατά τη διεξαγωγή της έρευνας παρατηρήθηκε πως οι µαθητές έδειχναν 

ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην επίλυση των πρωτότυπων προβληµάτων. Αυτό το 

ενδιαφέρον των µαθητών θα µπορούσε να αξιοποιηθεί από τους εκπαιδευτικούς, για 

παρουσίαση  µαθηµατικών εννοιών µε τη βοήθεια ρεαλιστικών προβληµάτων. Οι 

µαθητές µέσω της διδασκαλίας που βασίζεται σε πρωτότυπα προβλήµατα της 

καθηµερινής ζωής, θα εµπλέκουν στη διαδικασία της µάθησης των µαθηµατικών και 

θα αντιληφθούν το σκοπό της διδασκαλίας τους και τη χρησιµότητά τους.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι 

 

ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Εισαγωγή 

Τα µαθηµατικά προβλήµατα κατέχουν κεντρική θέση στα προγράµµατα των 

σχολικών µαθηµατικών εδώ και πολλά χρόνια σε όλες τις χώρες του κόσµου. Μετά 

το δεύτερο παγκόσµιο πόλεµο παρατηρήθηκε µια τάση για ανανέωση των 

Μαθηµατικών που διδάσκονταν στα σχολεία, η οποία οδήγησε στην κίνηση "των 

νέων Μαθηµατικών". Τα νέα µαθηµατικά βασίζονταν κυρίως στη θεωρία συνόλων 

και στη δοµή της µαθηµατικής γνώσης, ωστόσο θεωρήθηκαν αποτυχία πριν κλείσει η 

δεκαετία του 1960. Η γενική αντίληψη ήταν ότι οι µαθητές δεν κατανοούσαν τις 

αφηρηµένες έννοιες των νέων µαθηµατικών και αποτύγχαναν να αφοµοιώσουν τις 

βασικές δεξιότητες που αποκτούσαν οι προηγούµενες γενιές. Έτσι λοιπόν επικράτησε 

το σύνθηµα "πίσω στα βασικά" (back to the basics) µε το σκεπτικό ότι έχει ιδιαίτερη 

σηµασία να διασφαλιστεί η κατανόηση των θεµελιωδών εννοιών από όλους ως 

προϋπόθεση για ανώτερες µορφές σκέψης. Η έµφαση που δόθηκε όµως σε µηχανικές 

δεξιότητες κατέληξε σε µια γενιά που είχε µειωµένη επίδοση στη µαθηµατική σκέψη 

και την επίλυση προβληµάτων, χωρίς να είναι καλύτερη ούτε και στα βασικά. Έτσι, 

το εκκρεµές άρχισε να κινείται προς την αντίθετη κατεύθυνση, προς την επίλυση 

προβλήµατος. Η πρώτη µεγάλη πρόσκληση προήλθε από το National Council of 

Supervisors of Mathematics το 1977 και ακολούθησε το National Council of Teachers 

of Mathematics το 1980 (NCTM, Agenda for Action). Τη δεκαετία του 1980 ξεκίνησε 

στις ΗΠΑ µια κίνηση που είχε ως βασικό στόχο της µαθηµατικής εκπαίδευσης την 

ΕΜΠ. 

 Aπό το 1980 που εντάθηκε η µελέτη της επίλυσης µαθηµατικού προβλήµατος, 

πολλοί ερευνητές επιχείρησαν να δώσουν τον κατάλληλο ορισµό, στις έννοιες 

«πρόβληµα» και «επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος». Καµία από αυτές τις 

προσπάθειες όµως δεν κατάφερε να δώσει ακριβές νόηµα στις δυο έννοιες. Για τον 

Mayer (1985) «πρόβληµα» εµφανίζεται όταν κάποιος αντιµετωπίζει µια δεδοµένη 

κατάσταση, θέλει να φθάσει σε µια άλλη ζητούµενη, αλλά δεν γνωρίζει άµεσο τρόπο 
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πρόσβασης ή επίτευξης του σκοπού αυτού. Βασικό στοιχείο είναι η άγνοια της 

µεθόδου επίλυσης. 

Ο Schoenfeld (1992) ορίζει ως προβλήµατα τα µαθηµατικά έργα που 

χρησιµοποιούνται ως µέσα διδασκαλίας, για εξάσκηση και για µέτρηση του επιπέδου 

ανάπτυξης των  µαθηµατικών δεξιοτήτων. Ο συγγραφέας, διακρίνει τα προβλήµατα 

σε "προβλήµατα ρουτίνας ή ασκήσεις" και σε "προβληµατικές καταστάσεις ή 

πρωτότυπα προβλήµατα".  

 Τα προβλήµατα ρουτίνας είναι ασκήσεις που έχουν ως βασικό στόχο την 

ανάπτυξη µιας πολύ συγκεκριµένης τεχνικής για την εκτέλεση πράξεων από µνήµης. 

Η τεχνική υποδεικνύεται αρχικά µε ένα λυµένο παράδειγµα και ακολουθούν πολλά 

όµοια προβλήµατα για εµπέδωση. Μετά από ένα σύνολο όµοιων ασκήσεων 

αναµένεται πως ο µαθητής θα έχει αποκτήσει ένα πρόσθετο µαθηµατικό εργαλείο. 

Σύµφωνα µε αυτή την άποψη γίνεται έµµεσα αποδεκτό ότι η µαθηµατική γνώση και 

κατανόηση απαρτίζεται από ένα σύνολο τέτοιων δεξιοτήτων και τεχνικών 

(Schoenfeld, 1992). 

 Τα πρωτότυπα προβλήµατα είναι προβλήµατα µε ένα βαθµό πολυπλοκότητας, 

που περιγράφουν µια προβληµατική κατάσταση. ∆εν υπάρχει συγκεκριµένη 

στρατηγική επίλυσης, αλλά οι µαθητές πρέπει να συνδυάσουν τις γνώσεις τους και τις 

ικανότητές τους, ώστε να οδηγηθούν στη λύση (Schoenfeld, 1992). Μια πιο 

πρόσφατη έρευνα ορίζει τα πρωτότυπα προβλήµατα ως µη τετριµµένα προβλήµατα 

τα οποία δεν έχουν µια συνηθισµένη στρατηγική επίλυσης, αλλά παρέχουν στους 

µαθητές την ευκαιρία να αναπτύξουν νέες στρατηγικές επίλυσης. Πιο συγκεκριµένα, 

τα πρωτότυπα προβλήµατα µέσα από µια παραστατική εκφώνηση περιγράφουν στο 

µαθητή προβληµατικές καταστάσεις οικείες µε τις εµπειρίες του. Η λύση αυτών των 

προβληµάτων δεν βασίζεται σε ένα συγκεκριµένο αλγόριθµο αλλά απαιτείται από 

τους µαθητές να δηµιουργήσουν διαφορετικές αναπαραστάσεις και να συνδυάσουν 

ένα µεγάλο εύρος µαθηµατικών γνώσεων και ικανοτήτων. Οι µαθητές µπορούν να 

εφαρµόσουν τα δικά τους µοντέλα λύσης και να αποκτήσουν πολύ σηµαντικές 

µαθηµατικές αρχές (Doorman, et al., 2007)  

Η επίλυση προβλήµατος, σύµφωνα µε τον Mayer (1985) αναφέρεται στο 

σχεδιασµό της διαδικασίας µετάβασης από µια υφιστάµενη κατάσταση σε µια 

ζητούµενη. Η επίλυση προβλήµατος είναι µια σειρά από νοητικές ενέργειες, οι οποίες 
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οδηγούν σε κάποιο σκοπό ή στην εύρεση του κατάλληλου τρόπου να συµπληρωθεί το 

κενό ανάµεσα στη δεδοµένη κατάσταση και στον τελικό προορισµό. Ο συγγραφέας 

διακρίνει δυο κύρια συστατικά της διαδικασίας ΕΜΠ� τη νοητική αναπαράσταση του 

προβλήµατος και την ανακάλυψη των µέσων για την επίλυσή του. 

 Λίγο αργότερα, ο όρος "επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος" χρησιµοποιείται 

µε τρεις λειτουργικές έννοιες: η ΕΜΠ ως περιεχόµενο, η ΕΜΠ ως δεξιότητα και η 

ΕΜΠ ως τέχνη (Stanik & Kilpatrick, 1988, στο Schoenfeld, 1992, σελ.4-5). Στην 

πρώτη περίπτωση τα προβλήµατα χρησιµοποιούνται µε σκοπό την επιτυχία άλλων 

στόχων του αναλυτικού προγράµµατος, όπως για αιτιολόγηση της διδασκαλίας των 

µαθηµατικών ή για πνευµατική απόλαυση. Επίσης τα προβλήµατα µπορεί να 

χρησιµοποιηθούν και ως µέσα για την ανάπτυξη νέων δεξιοτήτων αλλά και για 

εξάσκηση. 

 Η δεύτερη λειτουργία δίνει έµφαση στην ανάπτυξη δεξιότητας στην ΕΜΠ. 

Για την επίλυση πρωτότυπων προβληµάτων απαιτούνται δεξιότητες ανώτερου 

νοητικού επιπέδου οπότε η ΕΜΠ τίθεται στο ανώτερο επίπεδο µιας ιεραρχίας 

δεξιοτήτων προς απόκτηση. Η διδασκαλία τεχνικών επίλυσης µαθηµατικού 

προβλήµατος περιλαµβάνει δραστηριότητες όπως η κατασκευή διαγράµµατος, η 

παρατήρηση µοτίβων, η επίλυση απλούστερης περίπτωσης και η εξάσκηση µε 

κατάλληλα προβλήµατα. Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε, διευρύνεται το σύνολο 

των δεξιοτήτων και τεχνικών που συναποτελούν τη µαθηµατική γνώση και 

κατανόηση, ώστε να περιλαµβάνει και δεξιότητες ανώτερου νοητικού επιπέδου. 

 Η τρίτη λειτουργία αναφέρεται στην επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος ως 

τέχνης. Σύµφωνα µε την άποψη αυτή, η διαδικασία της ΕΜΠ αναβαθµίζεται ως την 

"καρδιά των µαθηµατικών", αν όχι και ισοδύναµη µε τα µαθηµατικά. Τα µαθηµατικά 

τώρα θεωρούνται το µέσον για την καλλιέργεια και την εξάσκηση ικανοτήτων 

επίλυσης προβλήµατος.  

Ένας πιο σύγχρονος ορισµός για την επίλυση προβλήµατος παρουσιάζεται 

στην έκθεση του προγράµµατος για τη διεθνή αξιολόγηση των µαθητών (PISA, 

2003). Η επίλυση προβλήµατος ορίζεται ως: «Η ικανότητα των ατόµων να 

χρησιµοποιούν τις γνωστικές διαδικασίες, να αντιµετωπίσουν και να επιλύσουν 

πραγµατικές καταστάσεις µε αλληλοεξαρτώµενους περιορισµούς, όπου η πορεία της 

λύσης δεν είναι άµεσα ορατή και όπου οι εµπλεκόµενες γνωστικές περιοχές που 
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απαιτούνται για την επίλυση του προβλήµατος δεν κατατάσσονται σε µια και µοναδική 

περιοχή των µαθηµατικών, της επιστήµης ή της ανάγνωσης» (PISA, 2003, σελ.24). 

Παρατηρώντας τους παραπάνω ορισµούς συµπεραίνουµε πως υπάρχει 

ασυµφωνία για το ακριβές νόηµα του όρου επίλυση προβλήµατος. Ενοποιό στοιχείο 

όµως των παραπάνω ορισµών είναι η οµογνωµία που παρατηρείται αναφορικά µε τη 

σηµασία της δραστηριότητας. Ενδεικτική είναι η άποψη του Halmos (1980) πως η 

επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος αποτελεί την «καρδιά των Μαθηµατικών» 

(Schoenfeld,1992; Stacey, 2005)». Συγκεκριµένα ο Halmos αναφέρει:  

«Από τι αποτελούνται πράγµατι τα µαθηµατικά; Από αξιώµατα, θεωρήµατα, ορισµούς, 

τύπους και µεθόδους; Ασφαλώς τα συστατικά αυτά είναι απαραίτητα, χωρίς αυτά δεν 

µπορούν να υπάρξουν τα µαθηµατικά. Είναι, ωστόσο, µια άποψη ότι κανένα από αυτά 

δεν είναι η καρδιά του αντικειµένου, ότι η κύρια αιτία ύπαρξης του µαθηµατικού είναι 

να επιλύει προβλήµατα και κατά συνέπεια το πραγµατικό περιεχόµενο των 

µαθηµατικών είναι τα προβλήµατα και η επίλυσή τους (αναφορά στο Schoenfeld, 1992, 

σελ.5)». 

Επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος και διδασκαλία των µαθηµατικών 

Σύµφωνα µε τον Schoenfeld (1992), η διδασκαλία των Μαθηµατικών θα πρέπει να 

προσφέρει στους µαθητές τη δυνατότητα να αντιληφθούν την επιστήµη των 

Μαθηµατικών. Συγκεκριµένα οι µαθητές θα πρέπει να κατανοήσουν το σκοπό της 

διδασκαλίας τους, και τη δύναµη των µαθηµατικών, καθώς και να γνωρίσουν την 

ιστορία τους. Ακόµη, η διδασκαλία των µαθηµατικών θα πρέπει να δίνει στους 

µαθητές µια αίσθηση του τι ακριβώς είναι τα Μαθηµατικά και πώς γίνονται στο 

επίπεδο που µπορούν να κατανοήσουν και να βιώσουν τα παιδιά. Το αποτέλεσµα της 

διδασκαλίας των µαθηµατικών θα πρέπει να είναι πρώτα απ’ όλα η εκτίµηση των 

µαθηµατικών και η αίσθηση αυτοπεποίθησης και αυτεπάρκειας. Η διδασκαλία των 

Μαθηµατικών θα πρέπει ακόµη να συµβάλλει ώστε:  

• Να κατανοήσουν οι µαθητές τις βασικές µαθηµατικές έννοιες. Στόχος είναι η 

εννοιολογική κατανόηση και η ικανότητα δυναµικής και ευέλικτης εφαρµογής των 

εννοιών, παρά η ανάπτυξη µηχανικών δεξιοτήτων. 

• Οι µαθητές να έχουν την ευκαιρία να διερευνούν ένα ευρύ φάσµα προβληµατικών 

καταστάσεων, ώστε να αναπτύξουν τις ανάλογες , τεχνικές και στρατηγικές. 
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• Να αποκτήσουν οι µαθητές "µαθηµατική οπτική θεώρηση", µια προδιάθεση 

δηλαδή να αναλύουν και να κατανοούν µαθηµατικές δοµές και σχέσεις. 

• Οι µαθητές να µάθουν να ακριβολογούν τόσο στο γραπτό όσο και στον 

προφορικό λόγο. Επίσης, να αποκτήσουν οι µαθητές την ικανότητα να παρουσιάζουν 

τα επιχειρήµατα και τις αιτιολογήσεις τους µε καθαρότητα και συνέπεια, ανάλογα µε 

το επίπεδό τους. 

• Να αναπτύξουν οι µαθητές την ικανότητα ανάγνωσης και χρήσης κειµένων και 

άλλου µαθηµατικού υλικού, ώστε να καταστούν ανεξάρτητοι χρήστες και ερµηνευτές 

των µαθηµατικών. 

 Στην αναφορά του NCTM (1991) τονίζεται πως η ουσία της µελέτης των 

Μαθηµατικών είναι η άσκηση στην έρευνα, στην εικασία και στον έλεγχο. Όλα αυτά 

όµως αποτελούν φάσεις της ΕΜΠ. Η ανάπτυξη των ικανοτήτων των µαθητών στην 

ΕΜΠ µπορεί επιτευχθεί όταν οι µαθητές δουλεύουν σε διαφορετικές καταστάσεις 

στις οποίες προτρέπονται να διατυπώσουν και να δηµιουργήσουν καινούρια 

προβλήµατα, πριν, κατά τη διάρκεια, ή αφού λύσουν το πρόβληµα. Έτσι λοιπόν, σε 

ένα περιβάλλον που επιτρέπει την ενεργή συµµετοχή στην έρευνα και την ΕΜΠ, οι 

µαθητές γίνονται ανεξάρτητοι, ικανοί να θέσουν προβλήµατα στον εαυτό τους µέσω 

των µεταγνωστικών ικανοτήτων και να αναρωτηθούν και να κατευθύνουν µόνοι τους 

τις τεχνικές τους (NCTM, 1991, σελ.95, αναφορά στο Thom & Pirie, 2002). 

Ο Davis (1992) θεωρεί την επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος ως έναν από 

τους κύριους στόχους της διδασκαλίας των Μαθηµατικών. Τονίζει ότι είναι 

προτιµότερο οι δάσκαλοι να έχουν ως αφετηρία τα προβλήµατα και δουλεύοντας 

πάνω σε αυτά να καταλήγουν στα Μαθηµατικά, παρά να ξεκινούν από τις 

µαθηµατικές ιδέες και στη συνέχεια να τις εφαρµόζουν. Με τον τρόπο αυτό οι 

µαθητές θα θεωρήσουν τα Μαθηµατικά ως το αποτέλεσµα δουλειάς πάνω σε 

προβλήµατα. Τα Μαθηµατικά για τον Davis δεν περιλαµβάνουν απλώς τις λύσεις που 

δίνουν οι µαθητές στα µαθηµατικά διλήµµατα, αλλά και τις µεθόδους που 

ανακαλύπτουν για να λύσουν ένα πρόβληµα. ∆ηλαδή, τους µαθηµατικούς όρους και 

τις πράξεις που εφαρµόζουν οι µαθητές για να λύσουν ένα πρόβληµα, τις θεωρίες και 

τις αρχές που δηµιουργήθηκαν από την έρευνα των µαθητών και τις νοητικές 

αναπαραστάσεις που κατασκευάζουν. 
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Η επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος κατά τον Polya 

Ο πιο γνωστός µαθηµατικός στον τοµέα της αντίληψης των µαθηµατικών ως 

διαδικασίας επίλυσης προβλήµατος είναι ο George Polya. Το σχετικό του έργο 

βρίσκεται στα βιβλία How to Solve it (1945), Mathematics and Plausible Reasoning 

(1954) και Mathematical Discovery (1962). Ο Polya θεωρούσε τα µαθηµατικά ως 

δραστηριότητα και τόνιζε ότι δεν υπάρχουν γενικοί κανόνες που θα έδιναν 

αναλυτικές συνταγές για την πιο χρήσιµη επιστήµη σκέψης. Αλλά και να µπορούσαν 

να διατυπωθούν τέτοιοι κανόνες, δεν θα ήταν ιδιαίτερα χρήσιµοι, διότι θα έπρεπε 

κάποιος να τους κάνει σάρκα και αίµα του, ώστε να µπορεί να τους εφαρµόζει. 

Εκείνο που χρειάζεται περισσότερο είναι η δραστήρια εµπλοκή στην επίλυση 

προκλητικών προβληµάτων παρά κανόνες, οι οποίοι βέβαια µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν ως αφετηρία. 

 Μέρος αυτής της εµπλοκής είναι για τον Polya η δραστηριότητα ανακάλυψης, 

η οποία λαµβάνει χώρα κυρίως µέσα από εικασίες και έλεγχο. Η φύση των 

µαθηµατικών γίνεται αντιληπτή ως όµοια µε τις φυσικές επιστήµες παρά ως τυπική 

και τυποποιηµένη επιστήµη. Για τον Polya η επιστηµολογία των µαθηµατικών και η 

παιδαγωγική τους είναι στενά συνυφασµένες. Η αντίληψη των µαθηµατικών που θα 

αποκτήσει ο µαθητής είναι ανάλογη µε τις πραγµατικές του εµπειρίες.  

Ο Polya θεωρεί την επίλυση προβλήµατος θεµελιώδη ικανότητα για το 

ανθρώπινο είδος καθώς το µεγαλύτερο µέρος της συνειδητής µας σκέψης αφορά τα 

προβλήµατα. Στο βιβλίο του «How to solve it» διακρίνει τέσσερα ιεραρχικά στάδια 

που ακολουθούν οι επιτυχηµένοι λύτες προβληµάτων. Το πρώτο στάδιο αφορά στην 

κατανόηση του προβλήµατος. Το στάδιο αυτό σύµφωνα µε τον συγγραφέα είναι 

βασικό καθώς δεν είναι δυνατό κάποιος να απαντήσει µια ερώτηση που δεν έχει 

κατανοήσει. Το δεύτερο στάδιο αφορά στην επινόηση ενός σχεδίου λύσης. Το στάδιο 

αυτό θεωρείται ιδιαίτερα κρίσιµο, καθώς η σύλληψη ενός σχεδίου ενδέχεται να είναι 

µια χρονοβόρα διαδικασία. Συχνά θα χρειαστεί οι µαθητές να επιχειρήσουν αρκετές 

αποτυχηµένες προσπάθειες µέχρι να καταλήξουν σε µια αποτελεσµατική µέθοδο 

επίλυσης του προβλήµατος. 
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Στο τρίτο στάδιο επίλυσης προβλήµατος ο µαθητής θα πρέπει να εφαρµόσει 

τη στρατηγική στην οποία κατέληξε στο δεύτερο στάδιο. Το στάδιο αυτό θεωρείται 

από το συγγραφέα πιο εύκολο από τα προηγούµενα. Ο µαθητής κυρίως χρειάζεται 

υποµονή ώστε να εφαρµόσει σωστά τη στρατηγική του. Το τελευταίο στάδιο 

αναφέρεται στην ανασκόπηση της λύσης από το µαθητή. Ο µαθητής στη φάση αυτή 

πρέπει να κοιτάξει ξανά τη λύση που εφάρµοσε και να επανεξετάσει το αποτέλεσµα, 

ώστε να βεβαιωθεί για την ορθότητα του. Το στάδιο αυτό συχνά παραλείπεται, τόσο 

από τους εκπαιδευτικούς όσο και από τους µαθητές. Ο συγγραφέας θεωρεί το στάδιο 

αυτό πολύ σηµαντικό, καθώς συµβάλλει στην ανάπτυξη της ικανότητας επίλυσης 

προβλήµατος. 

Το πρόγραµµα της διεθνούς αξιολόγησης των µαθητών (PISA) 

Το Πρόγραµµα PISA (Program for International Student Assessment) που έγινε το 

έτος 2003 είχε στόχο να αξιολογήσει τις επιδόσεις των µαθητών στα Μαθηµατικά, 

την επιστήµη και τη µητρική γλώσσα. Σκοπός του διαγωνισµού ήταν να εξετάσει αν 

οι µαθητές έχουν διαθεµατικές ικανότητες, αλλά και ικανότητες που αφορούν στην 

ανάγνωση, στην επιστήµη και στα Μαθηµατικά και κατά πόσο οι µαθητές είναι 

ικανοί να εφαρµόσουν τις γνώσεις τους σε καταστάσεις της καθηµερινής ζωής. Ένα 

κοµµάτι του διαγωνισµού αφορούσε τις διαδικασίες Επίλυσης Μαθηµατικού 

Προβλήµατος. Η προσπάθεια αυτή διαφέρει αρκετά από τις κλασσικές µορφές 

αξιολόγησης σε συγκεκριµένες ενότητες της σχολικής ύλης. Το PISA έχει στόχο να 

αξιολογήσει κατά πόσο οι µαθητές στην ηλικία των 15 χρονών, τελειώνοντας την 

υποχρεωτική τους εκπαίδευση, είναι έτοιµοι να αντιµετωπίσουν τις προκλήσεις της 

καθηµερινής ζωής. Αυτό το εγχείρηµα εκφράζει την αλλαγή που επιχειρείται στους 

στόχους των προγραµµάτων σπουδών, οι οποίοι πλέον εστιάζουν στο πως οι µαθητές 

χρησιµοποιούν τις γνώσεις του σχολείου και όχι στο αν απλώς µπορούν να 

αναπαράγουν αυτά που µαθαίνουν. Τα βασικά χαρακτηριστικά που οδήγησαν στην 

ανάπτυξη του PISA είναι: 

• Η πολιτική προσανατολισµού, σχεδιάζοντας και εκθέτοντας µεθόδους που 

έχουν καθοριστεί από τις ανάγκες των κυβερνήσεων να σχεδιάσουν υψηλού επιπέδου 

µαθήµατα. 

• Η καινοτόµος ιδέα γνώσης γραφής και ανάγνωσης  σε σχέση µε την ικανότητα 

των µαθητών να παρουσιάσουν τις γνώσεις τους σε συγκεκριµένες θεµατικές 
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περιοχές. Οι µαθητές αναλύουν και να αιτιολογούν ενώ θέτουν, λύνουν και 

ερµηνεύουν προβλήµατα σε διάφορες καταστάσεις. 

• Η δια βίου µάθηση, η οποία δεν περιορίζεται στις ικανότητες της διδακτέας 

ύλης, αλλά, απαιτεί από τους µαθητές να αναφέρουν τα κίνητρά τους για µάθηση, την 

προσωπική τους γνώµη για τις επιδόσεις τους καθώς και τις στρατηγικές που 

χρησιµοποιούν. 

• Η ακρίβεια των αποτελεσµάτων της, σύµφωνα µε τα οποία οι χώρες θα 

µπορέσουν να κατευθύνουν την πρόοδό τους συναντώντας τους αντικειµενικούς 

στόχους τους. 

• Η γεωγραφική έκταση που κάλυψε� περίπου το ένα τρίτο του πληθυσµού της 

γης πήρε µέρος στην έρευνα της PISA. 

 Τα αποτελέσµατα του διαγωνισµού του PISA διακρίνονται από ένα µεγάλο 

βαθµό αξιοπιστίας και µπορούν να µας βοηθήσουν να κατανοήσουµε τα 

αποτελέσµατα της εκπαιδευτικής διαδικασίας στις πιο αναπτυγµένες χώρες του 

κόσµου. Στο διαγωνισµό έλαβαν µέρος 41 χώρες µεταξύ των οποίων και οι 30 χώρες 

του Οργανισµού Οικονοµικής Συνεργασίας και Ανάπτυξης (ΟΟΣΑ). Το θέµα του 

διαγωνισµού ήταν τα Μαθηµατικά, οι φυσικές επιστήµες καθώς και η µητρική 

γλώσσα. Τα αποτελέσµατα αυτού του διαγωνισµού χρησιµοποιούνται για: 

1. Την εκτίµηση των ικανοτήτων γραφής και ανάγνωσης των µαθητών µιας  

χώρας σε σύγκριση µε τους µαθητές των υπόλοιπων χωρών. 

2. Τη δηµιουργία ενός σηµείου αναφοράς των επιδόσεων των µαθητών µε 

στόχο την ενίσχυση της εκπαιδευτικής διαδικασίας. 

3. Την κατανόηση των δυνατών σηµείων αλλά και των αδυναµιών των 

εκπαιδευτικών συστηµάτων των χωρών που συµµετείχαν στο διαγωνισµό. 

Τα έργα του PISA είχαν στόχο να αξιολογήσουν τις ικανότητες των µαθητών ως προς 

την κατανόηση των προβληµάτων, την αναγνώριση των σχετικών πληροφοριών αλλά 

και των περιορισµών τους, την αναπαράσταση πιθανών εναλλακτικών και µεθόδων 

επίλυσης, την επιλογή κατάλληλης λύσης, και τέλος τον έλεγχο της λύσης. Από την 

ανάλυση των αποτελεσµάτων προκύπτει πως ένας στους έξι µαθητές των OECD 

χωρών µπορούν µόνο να διαπραγµατευτούν προβλήµατα τα οποία δίνουν απευθείας 

τις πληροφορίες, και δεν απαιτούν την ανάλυση πολύπλοκων καταστάσεων. Ακόµη, 

αδυνατούν να διαπραγµατευτούν προβλήµατα που περιέχουν πληροφορίες από 
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πολλές διαφορετικές πηγές. Οι µαθητές αυτοί χαρακτηρίζονται ως αδύναµοι ή 

ανερχόµενοι λύτες προβληµάτων. 

 

 

Η κλίµακα αξιολόγησης του PISA 

Η κλίµακα αξιολόγησης του PISA έχει 3 διαφορετικά επίπεδα� ξεκινάει από τους πιο 

αδύνατους λύτες (επίπεδο 1) και φτάνει έως τους πιο δυνατούς (επίπεδο 3). Οι 

µαθητές που αξιολογούνται κάτω από το επίπεδο 1 αδυνατούν να κατανοήσουν 

ακόµη και τα πιο εύκολα θέµατα. Οι ικανότητές τους περιορίζονται στην επίλυση 

πολύ απλών προβληµάτων που δεν απαιτούν πολλές αιτιολογήσεις. Επίσης, έχουν 

πολλές δυσκολίες στη λήψη αποφάσεων, στην ανάλυση ή εκτίµηση συστηµάτων 

αλλά και στην αντιµετώπιση προβληµατικών καταστάσεων. Οι µαθητές του επιπέδου 

1 έχουν σκορ από 405 έως 499. Οι µαθητές αυτοί µπορούν να διαπραγµατευτούν 

σωστά µόνο προβλήµατα που αφορούν µόνο µια πηγή πληροφοριών η οποία περιέχει 

ξεκάθαρα και καλά ορισµένα στοιχεία. Ακόµη, µπορούν να διαχειριστούν τις 

πληροφορίες και να τις µεταφέρουν από µια µορφή σε άλλη, π.χ. να πάρουν 

πληροφορίες από ένα πίνακα και να φτιάξουν ένα γράφηµα.  

 Οι µαθητές που συγκαταλέγονται στο επίπεδο 2 έχουν σκορ από 499 έως 592. 

Οι µαθητές αυτοί µπορούν να χρησιµοποιούν αιτιολογικές και αναλυτικές 

προσεγγίσεις για να λύσουν προβλήµατα που απαιτούν ικανότητες λήψης απόφασης. 

Είναι σε θέση να δώσουν επαγωγικούς και παραγωγικούς τρόπους αιτιολόγησης αλλά 

και να συγκρίνουν εναλλακτικές πιθανές περιπτώσεις. Ακόµη, οι µαθητές αυτοί 

µπορούν να συνδέουν πληροφορίες πολλών αναπαραστάσεων καθώς και να 

χειρίζονται διαφορετικού είδους αναπαραστάσεις. Τέλος, συµπληρώνουν σωστά και 

τα θέµατα του επιπέδου 1. 

 Οι µαθητές που ανήκουν στο επίπεδο 3, έχουν σκορ πάνω από 592 πόντους. 

Είναι ικανοί να αναλύσουν σωστά τις καταστάσεις του προβλήµατος, να πάρουν 

αποφάσεις, να φτιάξουν τις δικές τους αναπαραστάσεις ώστε να λύσουν το 

πρόβληµα. Επίσης λαµβάνουν υπ’ όψιν τους όλους τους περιορισµούς και στο τέλος 

µπορούν να διαβιβάσουν τη λύση τους σε τρίτα πρόσωπα. Ακόµη, οι µαθητές αυτού 

του επιπέδου, συντονίζοντας τη σκέψη τους µπορούν να χειριστούν ένα µεγάλο 

αριθµό διαφορετικών καταστάσεων που υπάρχουν στο πρόβληµα. Τα προβλήµατα 

αυτού του επιπέδου είναι πολύ απαιτητικά και οι µαθητές πρέπει να είναι σε θέση να 
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συντονίσουν τη δουλειά τους. Οι µαθητές αυτής της κατηγορίας συµπληρώνουν 

σωστά και τα θέµατα του επιπέδου 2. 

 Το 34% των µαθητών των χωρών του OECD κυµαίνεται στο επίπεδο 2. Οι 

µαθητές που ανήκουν σε αυτή την κατηγορία χαρακτηρίζονται ως λύτες βασικών 

προβληµάτων (basic problem solvers) και όπως αναφέραµε τα χαρακτηριστικά τους 

είναι πως δεν µπορούν να συγκρίνουν διαφορετικά στοιχεία του προβλήµατος και 

αδυνατούν να χειριστούν πολύπλοκες καταστάσεις. Αυτές οι ικανότητες όµως είναι 

πολύ σηµαντικές καθώς απαιτούνται στους περισσότερους εργασιακούς χώρους. 

Καθώς οι µαθητές προοδεύουν και µετατρέπονται σε πιο ικανούς λύτες, έχουν 

περισσότερες πιθανότητες να πετύχουν στον ραγδαία αναπτυσσόµενο κόσµο. Καµία 

από τις χώρες που συµµετείχαν δεν είχε µέση επίδοση των µαθητών της στο επίπεδο 

3. Παρόλα αυτά το 25% περίπου των µαθητών της Φινλανδίας, του Βελγίου της 

Ιαπωνίας, της Κορέας, της Αυστραλίας, και του Χονγκ Κονγκ ανήκουν σε αυτό το 

επίπεδο.  

 Τα αποτελέσµατα του διαγωνισµού δεν είναι καθόλου ενθαρρυντικά για 

πολλές χώρες µεταξύ των οποίων και η Ελλάδα. Οι πιο ψηλές επιδόσεις 

παρουσιάστηκαν στην Φιλανδία, στην Ιαπωνία, στην Κορέα και το Χονγκ Κονγκ. Οι 

χώρες όπως η Αυστρία, η Ουγγαρία και η Ιρλανδία είχαν µέτρια επίδοση, ενώ η 

Ελλάδα, η Ιταλία, και το Μεξικό ήταν από τις χώρες που είχαν τις πιο χαµηλές 

επιδόσεις. Συγκεκριµένα η Ελλάδα κατέλαβε στην επίλυση προβλήµατος του 2003 

την 32η θέση ανάµεσα σε 40 χώρες.  

 Οι επιδόσεις των Ελλήνων µαθητών στην επίλυση προβλήµατος του 

διαγωνισµού του PISA γεννούν ορισµένα βασικά ερωτήµατα. Γιατί οι Έλληνες 

µαθητές έχουν τόση δυσκολία µε τα προβλήµατα του PISA; Γιατί οι µαθητές µας 

δυσκολεύονται να αντιµετωπίσουν πρωτότυπα προβλήµατα, παρόλο που αυτά δεν 

απαιτούν υψηλού επιπέδου επιστηµονικές γνώσεις; Οι µαθητές αυτοί εµφανίζουν τις 

ίδιες δυσκολίες και όταν αντιµετωπίζουν µαθηµατικά προβλήµατα, τα οποία είναι πιο 

κοντά σε αυτά που διδάσκονται; 

Σκοπός της έρευνας  

Σκοπός της έρευνας είναι να εξεταστούν οι επιδόσεις των µαθητών της Γ’ τάξης του 

Γυµνασίου στην επίλυση πρωτότυπων προβληµάτων και κυρίως µε εστίαση στους 

τρόπους µε τους οποίους αντιµετωπίζουν τα συγκεκριµένα προβλήµατα. Στη συνέχεια 

εξετάζεται η συµπεριφορά των ίδιων µαθητών, όταν αντιµετωπίζουν προβλήµατα 
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ρουτίνας - που µοιάζουν µε αυτά του σχολικού εγχειριδίου, ώστε να συγκριθεί η 

ικανότητα των µαθητών στα δύο είδη προβληµάτων. Βάση για την έρευνα αυτή 

αποτέλεσαν τα τέσσερα στάδια επίλυσης προβλήµατος του Polya. Πιο συγκεκριµένα 

προσπαθήσαµε  να απαντήσουµε στα ακόλουθα ερευνητικά ερωτήµατα: 

1. Μέχρι ποιού βαθµού κατανοούν οι µαθητές της Γ΄ τάξης του Γυµνασίου 

ένα πρωτότυπο πρόβληµα και ποιες συγκεκριµένες δυσκολίες 

αντιµετωπίζουν κατά την επίλυσή του; 

2. Μέχρι ποιου βαθµού κατανοούν οι µαθητές αυτοί ένα πρόβληµα 

ρουτίνας και ποιες συγκεκριµένες δυσκολίες αντιµετωπίζουν κατά την 

επίλυσή του;  

3. Πως συγκρίνεται η επίδοση των µαθητών σε πρωτότυπα προβλήµατα και 

σε προβλήµατα ρουτίνας;  

4. Ο µαθητές χρησιµοποιούν πιο αποτελεσµατικές στρατηγικές στα 

προβλήµατα ρουτίνας απ’ ότι στα πρωτότυπα προβλήµατα;  

5. Αναστοχάζονται πάνω στις λύσεις των προβληµάτων, δηλαδή οι µαθητές 

εξετάζουν τις λύσεις τους και ελέγχουν αν αυτές ταιριάζουν µε τα 

δεδοµένα; 

Η αναγκαιότητα της έρευνας  

Το πρόγραµµα PISA είναι µία από τις µεγάλες εκπαιδευτικές έρευνες που 

διοργανώνει ο ΟΟΣΑ µε τη συµµετοχή πολλών χωρών από ολόκληρο τον κόσµο. 

Στόχος της συγκεκριµένης έρευνας είναι να διερευνηθεί η ικανότητα των µαθητών 

που έχουν ολοκληρώσει την υποχρεωτική εκπαίδευση στο χειρισµό προβληµάτων 

που σχετίζονται µε τα Μαθηµατικά, τη Γλώσσα και τις Φυσικές Επιστήµες. Το 2003 

στην αξιολόγηση PISA προστέθηκε η ικανότητα επίλυσης προβλήµατος που αποτελεί 

µια διαθεµατική δεξιότητα αναγκαία για όλα τα γνωστικά αντικείµενα. Σκοπός του 

προγράµµατος είναι να εξετάσει όχι απλώς τι γνωρίζουν οι µαθητές από το σχολείο, 

αλλά ποιες δεξιότητες έχουν αποκτήσει και πόσο αποτελεσµατικά µπορούν να 

εφαρµόσουν τις γνώσεις τους στην καθηµερινή τους ζωή και στις προκλήσεις της. Το 

σηµαντικό λοιπόν δεν είναι το πόσο καλά έχουν διδαχτεί οι µαθητές όσα ορίζει το 

αντίστοιχο αναλυτικό πρόγραµµα, αλλά πόσο καλά έχουν κατανοήσει και εµπεδώσει 

τη σηµασία, την εφαρµογή και τη σχέση των γνώσεων αυτών µε τη ζωή. 
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O διαγωνισµός ξεκίνησε το 2000 και διενεργείται κάθε τρία χρόνια. Οι 

επιδόσεις των Ελλήνων µαθητών στο διαγωνισµό κατέταξαν το 2000 την Ελλάδα 

στην 25η θέση σε σύνολο 31 χωρών, ενώ το 2003 η Ελλάδα οπισθοχώρησε στην 

κατάταξή της καταλαµβάνοντας την 30η θέση σε σύνολο 40 χωρών. Το 2006 η 

Ελλάδα ήρθε 38η σε σύνολο 57 χωρών που συµµετείχαν.  

Η αφορµή για τη µελέτη αυτή δόθηκε από τα αποτελέσµατα του διαγωνισµού 

του PISA (2003) µε θέµα την επίλυση προβλήµατος. Τα Ελληνόπουλα 

αξιολογήθηκαν κάτω από το επίπεδο 1 της κλίµακας αξιολόγησης του PISA. Οι 

µαθητές µας σύµφωνα µε την έκθεση του PISA (2003) αδυνατούν να κατανοήσουν 

ακόµη και τα πιο εύκολα θέµατα. Έχουν πολλές δυσκολίες στη λήψη αποφάσεων, 

στην ανάλυση ή εκτίµηση συστηµάτων αλλά και στην αντιµετώπιση προβληµατικών 

καταστάσεων. Οι ικανότητές τους περιορίζονται στην επίλυση πολύ απλών 

προβληµάτων που δεν απαιτούν πολλές αιτιολογήσεις. Θεωρήθηκε λοιπόν 

απαραίτητο να µελετηθούν σε βάθος οι επιδόσεις των δεκαπεντάχρονων µαθητών µας 

στα προβλήµατα του PISA. Επίσης, κρίθηκε απαραίτητο να συγκριθούν οι επιδόσεις 

τους στα πρωτότυπα προβλήµατα µε τις επιδόσεις τους σε προβλήµατα ρουτίνας, τα 

οποία είναι κοντά στα πλαίσια του αναλυτικού προγράµµατος.  

Ένα επιπλέον κίνητρο για τη διεξαγωγή της παρούσας έρευνας είναι το 

γεγονός ότι µέσα από την ανασκόπηση της σχετικής µε το θέµα βιβλιογραφίας, δεν 

βρέθηκαν έρευνες που να επικεντρώνονται στα αίτια αποτυχίας των Ελλήνων 

µαθητών στο διαγωνισµό επίλυσης προβλήµατος του PISΑ. Με ποιον τρόπο όµως θα 

µπορούσε να βοηθήσει µια έρευνα σχετική µε τις δυσκολίες των µαθητών στα 

πρωτότυπα προβλήµατα; Η ικανότητα επίλυσης προβλήµατος θεωρείται ο βασικός 

στόχος της διδασκαλίας των µαθηµατικών (Schoenfeld, 2002; Polya, 1945). Eπίσης, 

οι ανάγκες της σύγχρονης κοινωνίας δεν απαιτούν απλώς την πρόσληψη 

ακαδηµαϊκών γνώσεων αλλά την ανάπτυξη δεξιοτήτων για την επίλυση προβληµάτων 

της καθηµερινής ζωής. Είναι σηµαντικό λοιπόν να εντοπιστούν και να ερευνηθούν οι 

αδυναµίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές µας στα πρωτότυπα προβλήµατα, ώστε να 

περιοριστεί η σχολική αποτυχία αλλά και η ενδεχόµενη αποτυχία στον µετέπειτα 

επαγγελµατικό χώρο.  

Ο πιο γνωστός µαθηµατικός στον τοµέα των µαθηµατικών γύρω από την 

επίλυση προβλήµατος είναι ο Polya. Σύµφωνα µε τον Polya τέσσερα είναι τα 

ιεραρχικά στάδια που ακολουθούν οι επιτυχηµένοι λύτες προβληµάτων. Το πρώτο 
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στάδιο είναι η κατανόηση του προβλήµατος και θεωρείται απαραίτητη προϋπόθεση 

για την επίλυσή του (Schoenfeld, 2002; Polya, 1945; Jonassen, 2003). Tο δεύτερο 

στάδιο περιλαµβάνει σχεδιασµό της λύσης, δηλαδή στην επιλογή της κατάλληλης 

στρατηγικής επίλυσης του προβλήµατος. Το τρίτο στάδιο αναφέρεται στην εφαρµογή 

του σχεδίου λύσης. Στο στάδιο αυτό κρίνεται απαραίτητο οι µαθητές να ελέγχουν 

κάθε βήµα της διαδικασίας εφαρµογής του σχεδίου τους προκειµένου να µην 

οδηγηθούν σε λάθος αποτέλεσµα. Το τέταρτο στάδιο είναι η ανάδροµη επισκόπηση 

της λύσης, όπου ο µαθητής πρέπει να ελέγξει τη λύση του και να βεβαιωθεί ότι αυτή 

ταιριάζει µε τα δεδοµένα του προβλήµατός του.  

Θεωρήθηκε λοιπόν σηµαντικό, να διερευνηθεί ο βαθµός δυσκολίας των 

µαθητών στην κατανόηση τόσο των πρωτότυπων προβληµάτων όσο και των 

προβληµάτων ρουτίνας. Στη συνέχεια, θελήσαµε να ερευνηθεί αν οι µαθητές 

εφαρµόζουν αποτελεσµατικές στρατηγικές επίλυσης στα δυο είδη προβληµάτων αλλά 

και ποιες µεθόδους διαθέτουν, ώστε να ελέγχουν την αποτελεσµατικότητα τους. 

Τέλος, κρίθηκε σηµαντικό να ερευνηθεί αν οι µαθητές µας έχουν την τάση να 

αναστοχάζονται πάνω στην απάντησή τους.  

Μόλις εντοπιστούν και αναλυθούν σε βάθος οι αδυναµίες των µαθητών στην 

επίλυση προβλήµατος, θα µπορούσαν να σχεδιαστούν επαρκείς εκπαιδευτικές 

παρεµβάσεις µε βασικό στόχο να βοηθήσουν τους µαθητές να ξεπεράσουν τις 

δυσκολίες τους. Το αποτέλεσµα των παρεµβάσεων αυτών θα µπορούσε να είναι η 

σταδιακή  βελτίωση των σχολικών επιδόσεων των µαθητών, και συνακόλουθα η 

βελτίωση των επιδόσεών τους σε διεθνείς διαγωνισµούς. Το πιο σηµαντικό όµως 

είναι πως οι παρεµβάσεις αυτές µπορούν να συµβάλουν ώστε οι µαθητές να 

αποκτήσουν τα απαραίτητα εφόδια, για να ανταπεξέλθουν στις ανάγκες της 

σύγχρονης κοινωνίας. Πιο συγκεκριµένα, οι µαθητές µας θα µάθουν να ανιχνεύουν, 

να εντοπίζουν και να κατανοούν το ρόλο που διαδραµατίζουν τα Μαθηµατικά στον 

κόσµο. Ακόµη µέσα από αυτές τις παρεµβάσεις είναι δυνατό να επιτευχθεί η κρίση µε 

τεκµηρίωση και η εµπλοκή µε τη µαθηµατική σκέψη µε τρόπο που να ανταποκρίνεται 

στις ανάγκες της ζωής του ατόµου ως εποικοδοµητικού, σκεπτόµενου και ενεργού 

πολίτη. Επίσης, οι παρεµβάσεις αυτές θα µπορούσαν να βοηθήσουν τους  µαθητές να 

µάθουν να χρησιµοποιούν τις γνωστικές διαδικασίες για να αντιµετωπίζουν και να 

επιλύουν πραγµατικές διαθεµατικές προβληµατικές καταστάσεις. 
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 Μέσα από την έρευνά µας θα προσπαθήσουµε να εµβαθύνουµε στον τρόπο 

σκέψης δεκαπεντάχρονων µαθητών και να εντοπίσουµε βασικές αδυναµίες τους κατά 

την επίλυση πρωτότυπων προβληµάτων. Επίσης, θα εξετάσουµε τις επιδόσεις και τις 

αδυναµίες των µαθητών αυτών σε προβλήµατα ρουτίνας, τα οποία είναι κοντά στα 

πλαίσια των προβληµάτων του σχολικού εγχειριδίου. ∆εδοµένης της σηµαντικότητας 

που έχει η επίλυση πρακτικών προβληµάτων στην καθηµερινή κοινωνική, οικονοµική 

και πολιτική ζωή των ανθρώπων, η αναγκαιότητα της έρευνας είναι προφανής. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ II 

 

ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ 

Περίληψη 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται ανασκόπηση της σύγχρονης βιβλιογραφίας σχετικά µε την 
επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος. Ο πιο γνωστός µαθηµατικός στον τοµέα της 
επίλυσης µαθηµατικού προβλήµατος είναι ο Polya, ο οποίος πρότεινε τέσσερα βασικά 
στάδια επίλυσης προβλήµατος. Για την επίλυση ενός προβλήµατος απαραίτητη 
προϋπόθεση αποτελεί η εννοιολογική κατανόησή του (Polya, 1945� Mayer, 1985). 
Κάτι τέτοιο επιβεβαιώνεται από τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές µε την 
έκφραση σχέσεων µεταξύ των ποσοτικών µεταβλητών. Τα εννοιολογικά µοντέλα που 
απαιτούνται για την επίλυση προβλήµατος δεν είναι συγκεκριµένα, αλλά διαφέρουν 
από πρόβληµα σε πρόβληµα. Μετά την εννοιολογική κατανόηση του προβλήµατος, οι 
µαθητές πρέπει να δηµιουργήσουν και να χειριστούν τις κατάλληλες 
αναπαραστάσεις. Οι αναπαραστάσεις βοηθούν τους µαθητές να οργανώσουν και να 
κατανοήσουν το πρόβληµα, αλλά και να µεταδώσουν τις σκέψεις τους στους άλλους. 
Πολλοί ερευνητές υποστηρίζουν πως η διδασκαλία που βασίζεται στην επίλυση 
προβλήµατος (PBL) κινητοποιεί το ενδιαφέρον των µαθητών και ενισχύει τη µάθηση 
των µαθηµατικών (Chapman, 2004; Hmelo-Silver, 2004). Σηµαντικό ρόλο στην PBL 
διαδραµατίζουν τα προβλήµατα που χρησιµοποιούνται, η στάση του δασκάλου αλλά 
και οι συνεργατικές οµάδες. 

Το κεφάλαιο που ακολουθεί αποτελείται από επτά βασικές ενότητες. Στην πρώτη 
ενότητα αναλύεται η επίλυση προβλήµατος σύµφωνα µε τον Polya, εστιάζοντας στα 
τέσσερα ιεραρχικά στάδια επίλυσης προβλήµατος. Η δεύτερη ενότητα του κεφαλαίου 
αναφέρεται στα εννοιολογικά µοντέλα που πρέπει να κατασκευάσουν και να 
βασίσουν τη λύση τους οι µαθητές. Στην τρίτη ενότητα του κεφαλαίου αναλύεται ο 
ρόλος των αναπαραστάσεων στην επίλυση προβλήµατος. Η τέταρτη ενότητα εστιάζει 
στα βασικά χαρακτηριστικά που πρέπει να πληροί η διδασκαλία που βασίζεται στην 
ΕΜΠ. Στην πέµπτη ενότητα υπάρχει αναλυτική περιγραφή των βασικών ικανοτήτων 
που απαιτούνται για την ΕΜΠ, όπως αυτές προέκυψαν από τη σχετική βιβλιογραφία. 
Στην έκτη ενότητα του κεφαλαίου παρουσιάζεται η επίλυση µαθηµατικού 
προβλήµατος και η θέση της στα αναλυτικά προγράµµατα χωρών όπως η Αγγλία, η 
Αυστραλία, η Σιγκαπούρη, η Γερµανία κ.α. Στην τελευταία ενότητα παρουσιάζεται η 
θέση της επίλυσης προβλήµατος στο ελληνικό σχολείο. 

 

Η επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος κατά τον Polya 
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Ο Polya στο βιβλίο του «How to solve it», αναφέρει πως η επίλυση προβληµάτων 

είναι θεµελιώδης ικανότητα για το ανθρώπινο είδος και πως το µεγαλύτερο µέρος της 

συνειδητής µας σκέψης αφορά τα προβλήµατα. Η επίλυση προβληµάτων απαιτεί 

περισσότερες ικανότητες και δεξιότητες από την απλή µετάφραση τιµών σε 

αλγορίθµους. Για την επιτυχή επίλυση προβλήµατος απαιτείται η αντίληψη σχετικών 

πληροφοριών, η ικανότητα να οπτικοποιήσουν τα δεδοµένα, να αναγνωρίσουν τη 

δοµή του προβλήµατος, να κατευθύνουν σωστά τη λύση τους και να εκτιµήσουν τη 

διαδικασία που χρησιµοποίησαν ώστε να λύσουν τα προβλήµατα. Ο Polya διακρίνει 

τέσσερα ιεραρχικά στάδια που ακολουθούν οι επιτυχηµένοι λύτες προβληµάτων:  

Πρώτο στάδιο: Κατανόηση του Προβλήµατος.  

Στο πρώτο στάδιο ο λύτης εστιάζει την προσοχή του στην κατανόηση του 

προβλήµατος. Εξετάζει µε προσοχή και αναλύει τα δεδοµένα και τα ζητούµενα του 

προβλήµατος, ώστε να κατανοήσει τις σχέσεις και διασυνδέσεις ανάµεσα στα 

δεδοµένα, µε τελικό σκοπό να αντιληφθεί τι ακριβώς ζητάει το πρόβληµα. Είναι 

προφανές ότι ο τελικός στόχος θα πρέπει να είναι ξεκάθαρος, αφού αν ο λύτης δεν 

καταλάβει σωστά το πρόβληµα τότε σίγουρα θα απαντήσει λανθασµένα.  

 ∆εν αρκεί όµως οι µαθητές να κατανοήσουν ένα πρόβληµα, θα πρέπει επίσης 

να ενδιαφερθούν να το λύσουν. Για το λόγο αυτό λοιπόν ο Polya προτείνει να 

χρησιµοποιούνται προβλήµατα τα οποία δεν είναι ούτε πολύ δύσκολα αλλά ούτε και 

πολύ απλά. 

 Πολύ σηµαντικός για την κατανόηση του προβλήµατος είναι ο ρόλος του 

δασκάλου. Σε αυτό το στάδιο µια συνήθης στρατηγική είναι να ζητείται από τους 

µαθητές να επαναλάβουν το πρόβληµα µε δικά τους λόγια, να το αναδιατυπώσουν µε 

πιο απλό και κατανοητό τρόπο. Οι µαθητές θα πρέπει να µπορούν να διατυπώνουν µε 

ευχέρεια τα δεδοµένα του προβλήµατος και το ζητούµενο. Ακόµη, αν απαιτείται, οι 

µαθητές στη φάση αυτή θα πρέπει να φτιάξουν και ένα σχήµα σχετικό µε το 

πρόβληµα.  

∆εύτερο στάδιο: Σχεδιασµός της λύσης.  

Στο στάδιο αυτό ο λύτης αναµένεται να εκπονήσει ένα σχέδιο λύσης του 

προβλήµατος. Προφανώς το στάδιο αυτό είναι το πιο κρίσιµο και βέβαια το πιο 

δύσκολο. Η σύλληψη της ιδέας ενός σχεδίου µπορεί να γίνει µε αργούς ρυθµούς. Οι 

µαθητές εφαρµόζουν πολλές διαφορετικές στρατηγικές και προσεγγίσεις, ανάλογα µε 
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τις εµπειρίες και ικανότητες που έχουν ήδη αναπτύξει, ώστε τελικά να καταλήξουν σε 

ένα αποτελεσµατικό σχέδιο.  

 Ο εκπαιδευτικός µε τη διακριτική του βοήθεια µπορεί να διευκολύνει στη 

σύλληψη της επιτυχούς µεθόδου επίλυσης από το µαθητή. Οι καλές ιδέες σύµφωνα 

µε τον Polya βασίζονται σε προγενέστερες γνώσεις. Έτσι λοιπόν για την επίλυση ενός 

µαθηµατικού προβλήµατος τα απαραίτητα στοιχεία είναι οι προηγούµενες 

µαθηµατικές γνώσεις ή προβλήµατα που έχουν λυθεί παλαιότερα ή και σχετικά 

θεωρήµατα που έχουν αποδειχθεί. Ο εκπαιδευτικός µπορεί να ξεκινήσει µε την 

ερώτηση: Γνωρίζετε κάποιο σχετικό πρόβληµα; Ακόµη για τη µεγαλύτερη 

διευκόλυνση των µαθητών ο εκπαιδευτικός µπορεί να παροτρύνει τους µαθητές να 

εξετάσουν σχολαστικά το ζητούµενο και να προσπαθήσουν να εντοπίσουν ένα 

γνωστό πρόβληµα που να έχει το ίδιο ή παρόµοιο ζητούµενο. Αν ωστόσο οι µαθητές 

δυσκολεύονται να βρουν την κατάλληλη στρατηγική ο εκπαιδευτικός µπορεί να τους 

παροτρύνει να λύσουν πρώτα κάποιο σχετικό απλούστερο πρόβληµα, µε στόχο να 

εµβαθύνουν στις σχέσεις που συνδέουν τα δεδοµένα µε τα ζητούµενα και στη 

συνέχεια, χρησιµοποιώντας όλα τα δεδοµένα να καταλήξουν στη σωστή µέθοδο 

επίλυσης. 

Τρίτο στάδιο: Εφαρµογή του σχεδίου λύσης.  

Στο στάδιο αυτό οι µαθητές εκτελούν το σχέδιο που έχουν εκπονήσει. Το στάδιο αυτό 

είναι σχετικά  εύκολο. Αυτό που πρέπει να προσέχουν οι µαθητές είναι να ελέγχουν 

κάθε βήµα κατά τη διαδικασία εφαρµογής του σχεδίου τους προκειµένου να µην 

οδηγηθούν σε λάθος αποτέλεσµα. Στο στάδιο αυτό χρειάζεται κυρίως υποµονή. Στη 

φάση αυτή οι µαθητές θα πρέπει να ελέγχουν υποµονετικά κάθε λεπτοµέρεια ώστε να 

αποφύγουν την πιθανότητα σφάλµατος. Ο µεγαλύτερος κίνδυνος στο στάδιο αυτό 

είναι να ξεχάσει ο µαθητής το σχέδιο λύσης του. Αυτό µπορεί να συµβεί στην 

περίπτωση που ο µαθητής δανειστεί τη µέθοδο επίλυσης από κάπου αλλού. Για το 

λόγο αυτό ο δάσκαλος θα πρέπει να επιµένει ώστε οι µαθητές να ελέγχουν κάθε τους 

βήµα. 

 Οι λύτες θα πρέπει να είναι βέβαιοι ότι κάθε τους βήµα είναι απόλυτα σωστό. 

Αυτό µπορούν να το επιβεβαιώσουν είτε «διαισθητικά» είτε «τυπικά», δηλαδή µε τη 

βοήθεια τυπικής απόδειξης. Είναι δυνατό ο δάσκαλος να επισηµάνει τη διαφορά του 
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«βλέπω» και του «αποδεικνύω» µε κατάλληλες ερωτήσεις: Μπορείτε να δείτε καθαρά 

ότι το βήµα είναι σωστό; Όµως µπορείτε και να αποδείξετε ότι το βήµα είναι σωστό; 

Τέταρτο στάδιο: Ανάδροµη Επισκόπηση.  

Το τέταρτο και τελευταίο στάδιο που διακρίνει ο Polya περιλαµβάνει την 

ανασκόπηση της λύσης, τον έλεγχο της απάντησης και την προέκταση του 

προβλήµατος. Αν και το στάδιο αυτό είναι εξαιρετικά σπουδαίο, ωστόσο πολύ συχνά 

παραλείπεται τόσο από τους µαθητές όσο και από τους εκπαιδευτικούς. Αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα να δίνονται απαντήσεις που αγνοούν το πλαίσιο του προβλήµατος αλλά 

και να µην αξιοποιείται η εµπειρία που προέκυψε από τη διαδικασία επίλυσης του 

προβλήµατος. Όταν ο µαθητής κοιτάξει ξανά τη λύση του προβλήµατος και 

επανεξετάσει το αποτέλεσµα και το δρόµο που τον οδήγησε σε αυτό, τότε θα 

σιγουρευτεί περισσότερο για τη γνώση που απέκτησε και θα αναπτύξει περισσότερο 

την ικανότητά του να λύνει προβλήµατα. Στο σηµείο αυτό είναι εξίσου σηµαντικό οι 

µαθητές να προχωρήσουν στην επαλήθευση της λύσης τους. Ακόµη και αν ελέγχουν 

κάθε βήµα στη διαδικασία επίλυσης, η επαλήθευση είναι απαραίτητη.  

 Η ανασκόπηση της λύσης δίνει επίσης στους µαθητές τη δυνατότητα να 

εξετάσουν τη συνάφεια του προβλήµατός τους µε άλλα προβλήµατα και να 

καταλάβουν πως τα µαθηµατικά προβλήµατα σχετίζονται µεταξύ τους. Αν οι µαθητές 

έχουν εργαστεί ουσιαστικά µε το πρόβληµα θα βρουν αυτή τη διαδικασία εξαιρετικά 

ενδιαφέρουσα. Ο δάσκαλος στο σηµείο αυτό µπορεί να παρακινήσει τους µαθητές να 

σκεφτούν περιπτώσεις στις οποίες µπορούν να εφαρµόσουν τη µέθοδό τους ή να 

εφαρµόσουν το αποτέλεσµα που βρήκαν.  

Βασικές ικανότητες για την επίλυση προβλήµατος  

Η πρώτη βασική ικανότητα για την επιτυχηµένη επίλυση ενός προβλήµατος είναι η 

κατανόησή του. Ο Μayer (1985) αναφέρει πως οι µαθητές για την ορθή επίλυση ενός 

προβλήµατος θα πρέπει αρχικά να κατανοήσουν το κείµενο γλωσσικά και στη 

συνέχεια να το ερµηνεύσουν και να το αναπαραστήσουν. Πολύ συχνά στη σχολική 

τάξη κατά τη διδασκαλία της ΕΜΠ τονίζεται η επίλυση, η κατάληξη δηλαδή στον 

τελικό στόχο, χωρίς όµως να γίνεται πολύς λόγος για τη φάση της κατανόησης του 

προβλήµατος. Ωστόσο, απαραίτητη προϋπόθεση για την ορθή επίλυση ενός 

προβλήµατος είναι η πλήρης κατανόηση της γλωσσικής ή άλλης διατύπωσής του 
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αλλά και η εσωτερική - νοητική αναπαράστασή του από το λύτη. Κάθε πρόταση 

λοιπόν, πρέπει να κωδικοποιηθεί και να αναπαρασταθεί στη µνήµη.  

 Η σηµασία της γλωσσικής κατανόησης ως βασικής προϋπόθεσης για την ορθή 

επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος φαίνεται από τις δυσκολίες που έχουν οι µαθητές 

µε προτάσεις που εκφράζουν σχέσεις ανάµεσα σε ποσοτικές µεταβλητές. Πολλά 

πειράµατα που έγιναν από γνωστούς ερευνητές (Mayer, 1985) έδειξαν πως οι µαθητές 

δυσκολεύονταν τόσο να συγκρατήσουν ένα πρόβληµα αµέσως µετά την ακρόασή του 

όσο και να αναπαραστήσουν ένα πρόβληµα σε αλγεβρική µορφή. Ένα 

χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτής της δυσκολίας των µαθητών αποτελεί το 

παράδειγµα των Soloway et. al. (αναφορά στο Mayer, 1985) οι οποίοι ζήτησαν από 

φοιτητές κολεγίου να γράψουν την αλγεβρική σχέση που αποδίδει τη δήλωση 

«Υπάρχουν έξι φορές περισσότεροι φοιτητές απ΄ ότι καθηγητές στο πανεπιστήµιο», 

(“There are six times as many students as professors at this university”). Περίπου το 

ένα τρίτο από αυτούς έγραψαν τη λανθασµένη σχέση 6Φ = Κ. Όταν όµως ζητήθηκε 

από τους φοιτητές να γράψουν ένα πρόγραµµα στον υπολογιστή για το ίδιο ερώτηµα, 

το ποσοστό των λανθασµένων απαντήσεων περιορίστηκε στο µισό του 

προηγούµενου. Φαίνεται, δηλαδή, πως η διαδικαστική γλώσσα του υπολογιστή 

επιτρέπει καλύτερη κατανόηση των σχεσιακών δηλώσεων απ’ ότι ο στατικός 

συµβολισµός των αλγεβρικών αναπαραστάσεων.  

 Αφού οι µαθητές κατανοήσουν ένα πρόβληµα στη συνέχεια θα πρέπει να το 

λύσουν. Ο Mayer (1985) αναφέρει πως η κατανόηση ενός προβλήµατος και στη 

συνέχεια η δυνατότητα επίλυσής του εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από την ύπαρξη της 

αντίστοιχης δοµής ή γνωστικού σχήµατος στο ρεπερτόριο του λύτη. Μάλιστα, εκτός 

από την πρόταση – µε - πρόταση κατανόηση και τη µετάφραση του κειµένου ενός 

προβλήµατος είναι απαραίτητη και η αντίστροφη πορεία σύνθεσης των µερών σε 

ενιαίο σύνολο µε νόηµα. Η κατανόηση λοιπόν ενός προβλήµατος συνδέεται µε την 

οικοδόµηση ή αναδιαµόρφωση του γνωστικού σχήµατος και την ταξινόµηση των 

γνωστικών σχηµάτων σε κατηγορίες. Έχει ερευνητικά διαπιστωθεί (Hinsley et. al., 

1977, αναφορά στο Mayer 1985) ότι οι µαθητές ταξινοµούν µια σειρά από 

προβλήµατα µε µεγάλο βαθµό οµοιοµορφίας και στη συνέχεια χρησιµοποιούν 

υφιστάµενα σχήµατα για να προσεγγίσουν νέα προβλήµατα.  

 Ο Mayer (1981, αναφορά στο Mayer, 1985) ταξινόµησε τα προβλήµατα 

άλγεβρας σε πάνω από 100 βασικούς τύπους, οι οποίοι ανήκουν σε γενικές 
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κατηγορίες. Για παράδειγµα, τα προβλήµατα κίνησης (γενική κατηγορία) 

κατατάσσονται σε τύπους όπως: "προσπέρασµα", "κυκλική πορεία", "αλλαγή 

ταχύτητας", κλπ. Όταν όµως οι µαθητές κλήθηκαν να αποµνηµονεύσουν µια σειρά 

από οκτώ προβλήµατα, έκαναν πολλά σφάλµατα σε τύπους που στο βιβλίο τους 

εµφανίζονται µε µικρότερη συχνότητα (Mayer, 1982, αναφορά στο Mayer, 1985). 

Φαίνεται λοιπόν, πως η επιτυχία αναπαραγωγής του σωστού τύπου επίλυσης είναι 

συνάρτηση της έκτασης της εµπειρίας και συνεπώς του βαθµού συγκρότησης ή 

διαµόρφωσης του νοητικού σχήµατος. 

 Μια άλλη βασική ικανότητα για την ορθή επίλυση προβλήµατος, είναι η 

επιλογή της κατάλληλης στρατηγικής. Ο Siegler (2003)  παροµοιάζει τη σκέψη των 

µαθητών κατά την επίλυση προβληµάτων  µε µια «σκάλα» όπου αρχικά οι µαθητές 

χρησιµοποιούν µια απλή προσέγγιση και µε την πάροδο του χρόνου υιοθετούν πιο 

αναβαθµισµένες στρατηγικές.  Για παράδειγµα στην αριθµητική αρχικά ξεκινούν 

αθροίζοντας από το ένα (απλή προσέγγιση) αργότερα αθροίζουν από τον µεγαλύτερο 

προσθετέο (αναβαθµισµένη προσέγγιση) και σε µεγαλύτερες τάξεις αθροίζουν µε 

σκοπό να επιλύουν προβλήµατα (πιο αναβαθµισµένη προσέγγιση). 

 Ωστόσο, πρόσφατες µελέτες δείχνουν πως η σκέψη των παιδιών διαφέρει από 

αυτή του µοντέλου της «σκάλας». Οι µαθητές συχνά χρησιµοποιούν πολλαπλές 

στρατηγικές που είχαν αποκτήσει είτε στο ξεκίνηµα της εκπαίδευσης τους είτε στη 

µετέπειτα εκπαιδευτική εµπειρία τους. Κατά ένα φυσικό τρόπο εγκαταλείπουν τις 

αρχικές στρατηγικές για άλλες πιο εξελιγµένες. Η χρήση διαφορετικών στρατηγικών 

επιτρέπει στα παιδιά να χειρίζονται πολλά είδη ερωτηµάτων και να διαπιστώνουν ότι 

διαφορετικές στρατηγικές οδηγούν στο ίδιο αποτέλεσµα. Με τον τρόπο αυτό οι 

µαθητές οδηγούνται σταδιακά στη βαθιά γνώση / κατανόηση. 

 Για την επιλογή της κατάλληλης στρατηγικής είναι πολύ σηµαντικό οι 

µαθητές να συνδυάσουν τις κατά περίπτωση στρατηγικές µε τις διαφορές ανάµεσα 

στα προβλήµατα. Η επιλογή τους σχετίζεται µε τους χρονικούς περιορισµούς που 

τους δίνονται, τις οδηγίες αλλά και την σηµαντικότητα του θέµατος. Για παράδειγµα 

αν απαιτείται από τα παιδιά να απαντήσουν γρήγορα τότε θα εφαρµόσουν µια 

γρήγορη στρατηγική χωρίς όµως να είναι βέβαιοι για την ορθότητα της απάντησής 

τους. Αντίθετα, σε πιο σύνθετα προβλήµατα επιλέγουν πιο χρονοβόρες αλλά 

αποτελεσµατικές µεθόδους.  
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 Η λανθασµένη επιλογή στρατηγικής οφείλεται κυρίως στη χαµηλή εξάσκηση 

στην επίλυση προβληµάτων και στη χρήση µέτριων στρατηγικών παρά στο επίπεδο 

σκέψης των µαθητών. Για τη βελτίωση των αριθµητικών τους δεξιοτήτων απαιτείται 

περισσότερη εξάσκηση και οδηγίες γύρω από τη χρήση των διάφορων στρατηγικών. 

 Σύµφωνα µε τις Thom & Pirie (2002) οι καλοί λύτες προβληµάτων, 

αξιολογούν επακριβώς τις προβληµατικές καταστάσεις, διακρίνουν καταστάσεις στις 

οποίες µπορούν να εφαρµόσουν τις ικανότητές τους και εφαρµόζουν επιτυχηµένες 

στρατηγικές για να επιλύσουν διληµµατικές καταστάσεις. Ο πιο έµπειρος λύτης 

παρακολουθεί την εξέλιξη και διαµορφώνει τις στρατηγικές του σύµφωνα µε την 

επιτυχία ή όχι της εκάστοτε στρατηγικής που έχει επιλέξει. Αντίθετα ο λιγότερο 

έµπειρος λύτης δεν παρακολουθεί την εξέλιξη της λύσης τόσο αποτελεσµατικά και 

ενδεχοµένως συνεχίζει µε λάθη και αποτυχηµένες στρατηγικές. Σηµαντικό ρόλο στη 

φάση αυτή διαδραµατίζει η επιµονή. Η επιµονή αναφέρεται στην αίσθηση των 

µαθητών να γνωρίζουν πότε να συνεχίζουν τη στρατηγική που επέλεξαν, αλλά και 

πότε να την εγκαταλείπουν κρίνοντάς την ως µη αποτελεσµατική.  

 Η Lerch (2004) τονίζει πως οι µαθητές είναι ικανοί να χρησιµοποιούν το 

στοιχείο της στρατηγικής ενός µαθηµατικού µοντέλου επίλυσης προβλήµατος όταν 

εργάζονται πάνω σε οικεία προς σε αυτούς προβλήµατα. Όµως δεν διαθέτουν ένα 

γενικευµένο µοντέλο που θα καθοδηγεί τις µαθηµατικές τους ενέργειες όταν 

δουλεύουν πάνω σε µη οικεία προβλήµατα. Όταν οι µαθητές εργάζονται σε µη 

συνηθισµένα προβλήµατα, οι αποφάσεις ελέγχου βασίζονται µερικώς, στο σύστηµα 

των προσωπικών τους πεποιθήσεων το οποίο αναπτύχθηκε σε όλη τη διάρκεια των 

προσωπικών τους εµπειριών. 

Μια τρίτη ικανότητα επίλυσης προβλήµατος, είναι η ικανότητα σύνδεσης της 

απάντησης µε το πλαίσιο του προβλήµατος. Στη µελέτη του ο Greer (1997) 

αναφέρεται στην αδυναµία των µαθητών να απαντήσουν σωστά σε λεκτικά 

προβλήµατα Μαθηµατικών, που συνδέονται µε κάποιες ρεαλιστικές καταστάσεις, οι 

οποίες περιγράφονται στο κείµενο του προβλήµατος. Έρευνες που έχουν γίνει στην 

Ιρλανδία, το Βέλγιο, τη Σουηδία, τη Γαλλία, τις Η.Π.Α., και την Ιαπωνία δείχνουν ότι 

δεν πρόκειται για πρόβληµα τοπικού χαρακτήρα. Όλες αυτές οι έρευνες κατέδειξαν 

ότι η επικρατούσα κατάσταση µεταξύ των µαθητών είναι να απαντούν σε λεκτικά 

προβλήµατα, αδιαφορώντας πλήρως για το αν αυτή η απάντηση συµφωνεί µε την 

κοινή λογική. Οι µαθητές διαβάζουν επιφανειακά το κείµενο του προβλήµατος, 
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επιλέγουν µια πράξη που τους υποδεικνύεται από κάποιες λέξεις ή φράσεις κλειδιά, 

και µετά τον υπολογισµό δίνουν την απάντηση χωρίς να επιστρέψουν ξανά στο 

κείµενο. Τα παιδιά είναι τόσο καλά εκπαιδευµένα σε αυτές τις πρακτικές, ώστε είναι 

πρόθυµα να λύσουν προβλήµατα όπως το παρακάτω: Σε ένα κοπάδι υπάρχουν 125 

πρόβατα και 5 σκύλοι. Ποια είναι η ηλικία του βοσκού;    

Οι µαθητές όταν πρόκειται να λύσουν ένα λεκτικό πρόβληµα λειτουργούν σύµφωνα 

µε το παρακάτω σχήµα: 

 

 

 

 

ΛΕΚΤΙΚΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΑΙ Η ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑΣ 

 

Σχήµα 2: επιφανειακή επίλυση προβλήµατος (Greer, 1997) 

 

 Οι ερευνητές αποδίδουν την ευθύνη στις εµπειρίες που βιώνουν τα παιδιά 

µέσα στη τάξη και στο σχολείο γενικότερα. Αυτό που έχουν βιώσει τα παιδιά στην 

τάξη είναι ότι καλός είναι ο µαθητής που λύνει τα προβλήµατα σε όσο το δυνατόν 

λιγότερο χρόνο και όχι αυτός που χρειάζεται χρόνο να σκεφτεί πάνω στο πρόβληµα. 

Ακόµη οι µαθητές θεωρούν πως η λύση του προβλήµατος είναι ένας και µοναδικός 

σωστός αριθµός και όχι µια προσεγγιστική απάντηση. Ακόµη, από την εµπειρία του 

οι µαθητές θεωρούν πως όλα τα προβλήµατα έχουν λύση, εποµένως γιατί όχι και το 

πρόβληµα µε την ηλικία του βοσκού; 

 Ο Greer θεωρεί πως οι µαθητές ενεργούν και σκέφτονται σύµφωνα µε το 

«διδακτικό συµβόλαιο» και τις συνήθειες που καλλιεργούνται µέσα στην τάξη και 

µέσα στο ίδιο το σχολείο. Οπότε από τη σκοπιά αυτή τα παιδιά λειτουργούν 

Το κείµενο του   
 προβλήµατος  

Επιλογή πράξης  

Εκτέλεση 
πράξης  

Επικοινωνία 
λύσης  
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απολύτως σύµφωνα µε τη λογική. Σύµφωνα µε τον συγγραφέα, χρειάζεται µια 

αναθεώρηση του διδακτικού συµβολαίου καθώς και του είδους των Μαθηµατικών 

που διδάσκονται τα παιδιά στα σχολεία, όπως επίσης και του τρόπου διδασκαλίας 

τους. 

 Επίσης, ο Greer θεωρεί πως µε τα στερεότυπα λεκτικά προβλήµατα, 

επιτυγχάνεται µόνο µια επιφανειακή επιτυχία  βασισµένη σε επιπόλαιες µεθόδους. Το 

άρθρο προτείνει πως η λύση ενός λεκτικού προβλήµατος  πρέπει να πηγάζει από ένα 

µαθηµατικό µοντέλο το οποίο να προέρχεται από ένα µοντέλο της κατάστασης που 

περιγράφει το πρόβληµα. Τα παιδιά, σύµφωνα µε το συγγραφέα θα µπορούσαν να 

εκπαιδευτούν ώστε να διακρίνουν πότε µια αριθµητική πράξη µπορεί να τους 

εφοδιάσει µε ένα λίγο-πολύ ακριβές µοντέλο λύσης, πότε µε µια λογική προσέγγιση 

της λύσης και πότε είναι εντελώς ακατάλληλη για να  δώσει ένα µοντέλο για την 

κατάσταση που περιγράφει το πρόβληµα. Μέσα από δραστηριότητες, όπως το να 

εγείρουν υποθέσεις και να τις αντιπαραβάλλουν οι µαθητές είναι δυνατόν να 

εξελιχθούν σε ευέλικτους συζητητές οι οποίοι κατανοούν ουσιαστικά την κατάσταση 

που περιγράφει το πρόβληµα. Γιατί για να αντιµετωπίσει επιτυχώς ένας µαθητής ένα 

λεκτικό πρόβληµα, χρειάζεται ουσιαστική γνώση της γλώσσας και του γύρο κόσµου 

συνδυασµένα µε τη γνώση της αριθµητικής. 

 Σύµφωνα µε τον Greer, η ουσιαστική κατανόηση της µαθηµατικής 

µοντελοποίησης των κοινωνικών φαινοµένων, η ερµηνεία τους και η κριτική 

αντιµετώπισή τους, θα µπορούσε να είναι ουσιαστικό κοµµάτι της εκπαίδευσης ενός 

υπεύθυνου πολίτη. Κάτι τέτοιο βέβαια απαιτεί πολύ σηµαντικές προσπάθειες από την 

πλευρά των δασκάλων, και προϋποθέτει τη ριζική αναδιάρθρωση της οπτικής τους 

σχετικά µε τα Μαθηµατικά και τη διδασκαλία τους. 

Εννοιολογικά Μοντέλα και επίλυση προβλήµατος  

Όπως είδαµε στο πρώτο κεφάλαιο, η εννοιολογική κατανόηση ενός προβλήµατος, 

αποτελεί το πρώτο από τα τέσσερα ιεραρχικά στάδια επίλυσης προβλήµατος κατά τον 

Polya. Ο λύτης πρέπει να εξετάσει και να αναλύσει µε προσοχή τα δεδοµένα και τα 

ζητούµενα του προβλήµατος, ώστε να κατανοήσει τις σχέσεις και διασυνδέσεις 

ανάµεσα στα δεδοµένα, µε τελικό σκοπό να αντιληφθεί τι ακριβώς ζητάει το 

πρόβληµα. Αν ο λύτης δεν καταλάβει σωστά το πρόβληµα τότε σίγουρα θα απαντήσει 

λανθασµένα.  



 33 

Η έρευνα του Jonassen (2003) αφορά την επίλυση αφηγηµατικών 

προβληµάτων και συγκεκριµένα αναφέρεται στα εννοιολογικά µοντέλα που πρέπει να 

δηµιουργηθούν για την ορθή επίλυσή τους. Είναι κοινά αποδεκτό πως η µεγαλύτερη 

δυσκολία των µαθητών στην επίλυση προβληµάτων είναι η δυσκολία τους να 

επιλέξουν και να κάνουν την κατάλληλη αριθµητική πράξη. Όταν οι µαθητές 

προσπαθούν απευθείας να µεταφράσουν τις προτάσεις κλειδιά σε υπολογισµούς, τότε 

είναι πιο πιθανό πως θα κάνουν λάθος. Γιατί;  

 Η επίλυση αφηγηµατικών προβληµάτων, απαιτεί πολλά παραπάνω από τη 

µετάφραση τιµών σε αλγορίθµους. Για την επιτυχή επίλυση προβλήµατος απαιτείται 

η αντίληψη σχετικών πληροφοριών του προβλήµατος, η ικανότητα να 

οπτικοποιήσουν τα δεδοµένα, να αναγνωρίσουν τη δοµή του προβλήµατος, να 

κατευθύνουν σωστά τη λύση τους και να εκτιµήσουν τη διαδικασία που 

χρησιµοποίησαν ώστε να λύσουν το πρόβληµα (Lucangeli, Tressoldi, & Cendron, 

1998, αναφορά στο Jonassen, 2003). 

Οι Riley & Greeno (1988) όρισαν ως εννοιολογικά µοντέλα- σχήµατα τις 

νοητικές αναπαραστάσεις των πληροφοριών που αντιπροσωπεύονται στο πρόβληµα. 

Τα σχήµατα δηλαδή, περιλαµβάνουν εννοιολογικές πληροφορίες καθώς και 

πληροφορίες σχετικές µε την κατάσταση του προβλήµατος, οι οποίες σχετίζονται µε 

τις διαδικασίες επίλυσης (Jonassen, 2003).  

Για την επίλυση λεκτικών προβληµάτων οι µαθητές πρέπει να επιδείξουν 

εννοιολογική κατανόηση του προβλήµατος, καθώς έχει αποδειχθεί πως οι µαθητές 

που κατανοούν εννοιολογικά τη δοµή του προβλήµατος σηµειώνουν µεγαλύτερη 

επιτυχία. Έτσι λοιπόν πρέπει να κατασκευάσουν ένα εννοιολογικό µοντέλο που 

περιλαµβάνει, ένα σχετικό µοντέλο του προβλήµατος, ένα διαρθρωτικό µοντέλο και 

ένα αλγοριθµικό µοντέλο που προκύπτει από το κείµενό του (Reusser, 1993, αναφορά 

στο Jonassen, 2003). Επειδή όµως υπάρχουν διαφορετικά είδη προβληµάτων οι 

µαθητές θα πρέπει να µάθουν να κατασκευάζουν διαφορετικά εννοιολογικά µοντέλα 

για να αναπαριστούν  κάθε πρόβληµα. 

Σχήµατα και µοντέλα προβληµάτων  

Σύγχρονες µελέτες για τα λεκτικά προβλήµατα συµφωνούν πως όταν οι µαθητές 

κατανοούν εννοιολογικά τη δοµή του προβλήµατος, λύνουν καλύτερα τα 

προβλήµατα. Σύµφωνα µε τους Riley, Greeno, & Heller (1983, αναφορά στο 

Jonassen, 2003) η κατανόηση των ποσοτικών σχέσεων των προβληµάτων απαιτεί 
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περισσότερα από κάποιες απλές αντιπροσωπευτικές εξισώσεις. Οι διάφοροι τύποι 

προβληµάτων διαφέρουν ως προς την εννοιολογική δοµή και ως προς την τοποθεσία 

της άγνωστης ποσότητας στη φόρµουλα. Έτσι λοιπόν η κατανόηση ενός 

προβλήµατος περιλαµβάνει δυο διαδικασίες� την αναπαράσταση της µορφής των 

πληροφοριών του προβλήµατος και την κατασκευή ενός εννοιολογικού µοντέλου το 

οποίο αντιπροσωπεύει την κατάσταση που περιγράφεται στο κείµενο. 

Π.χ. Ο Πέτρος έχει 3 µήλα. Η Μαρία του έδωσε µερικά  µήλα. Μαζί έχουν 9 µήλα. 

Πόσα µήλα έχει η Μαρία;  

Πρόκειται για ένα πρόβληµα που ο άγνωστος βρίσκεται στο αποτέλεσµα. Ένα άλλο 

πρόβληµα σύγκρισης µε τον άγνωστο στο µέγεθος µεταβολής είναι: 

 Ο Πέτρος έχει 4 µήλα. Η Μαρία του έδωσε µερικά µήλα ακόµη. Μαζί έχουν 9 µήλα. 

Πόσα µήλα έχει η Μαρία; 

 Η αναπαράσταση της σχέσης των πληροφοριών είναι µια διαδικασία η οποία 

βασίζεται σε εννοιολογικές σχέσεις ανάµεσα στις οντότητες του προβλήµατος. Τα 

προβλήµατα µεταβολής και τα προβλήµατα σύγκρισης µπορούν να περιγραφούν από 

παρόµοια εννοιολογικά µοντέλα. Η βασική διαφορά σε αυτά τα µοντέλα είναι οι 

δεσµοί µεταξύ των ενοτήτων προκειµένου να συνδυάσουν τα δεδοµένα 

περιλαµβάνουν δεσµούς σύγκρισης ή µεταβολής. Ο σκοπός της οπτικοποίησης των 

εννοιολογικών µοντέλων είναι να διευκρινιστεί πόσο σηµαντικό είναι να 

κατανοηθούν και να αναπαρασταθούν οι σχέσεις µεταξύ των δεδοµένων του 

προβλήµατος. Αν οι µαθητές δεν µπορούν να αναγνωρίσουν τα σχετικά σύνολα στην 

αναπαράσταση του προβλήµατος, ακόµη και να τους αναθέσουµε ένα είδος 

εννοιολογικού µοντέλου που βασίζεται σε καίριες αρχές, είναι απίθανο να 

καταλάβουν το νόηµα του προβλήµατος και ακόµη πιο απίθανο να µεταφέρουν 

κάποια διαδικασία επίλυσης σε νέες προβληµατικές καταστάσεις. 

 Εκτός από την κατανόηση των βασικών σηµείων των λεκτικών προβληµάτων, 

θα πρέπει επίσης να κατασκευαστούν γενικές αρχές, όπως ποσοτικές σχέσεις (αριθµοί, 

ορισµένα πόσα), σχέσεις κτήσης (έχω, δίνω), σύγκρισης (περισσότερα, λιγότερα) και 

χρονικές (παρελθόν, απαρχή, τότε). Οι λύτες κατασκευάζουν την κατανόηση ενός 

προβλήµατος ρυθµίζοντας τις δοµικές και γενικές αρχές του κειµένου σε ένα συµβατό 

εννοιολογικό µοντέλο. 
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 ∆ιάφοροι ερευνητές όπως οι Briars & Larkin (1984) και οι Riley & Greeno 

(1988) κατασκεύασαν γνωστικά µοντέλα για την κατανόηση των λεκτικών 

προβληµάτων. Για παράδειγµα, στο µοντέλο των Riley &  Greeno αποσπώνται λέξεις 

από το κείµενο και κατασκευάζεται έτσι το µοντέλο που αντιπροσωπεύει το 

πρόβληµα. Ένα δεύτερο παράδειγµα είναι αυτό των Βriars & Larkin (1984), οι οποίοι 

για να προσθέσουν έναν αριθµό σε ένα µοντέλο κίνησης κατασκεύασαν τον κανόνα: 

 

Αν η τρέχουσα λέξη είναι αριθµός  

Και υπάρχει ένα µοντέλο κίνησης 

Και ο αριθµός που σχετίζεται µε την τελική κατάσταση είναι άγνωστος  

ΤΟΤΕ πρόσθεσε τον αριθµό στο µοντέλο κίνησης.   

Οι Hall, Kibler,Wenger, & Truax (1989) κατασκεύασαν για την άλγεβρα τρία 

γενικά είδη εντολών που περιγράφουν τα σύνολα και τη σχέση µεταξύ τους. 

1. Η εντολή που προσδιορίζει µια ανεξάρτητη αριθµητική τιµή σε µια 

µεταβλητή. (Π.χ. Η τιµή ενός ζαχαρωτού είναι 1.70.) 

2. Η εντολή – σχέση που προσδιορίζει την αριθµητική σχέση µεταξύ δυο 

µεταβλητών. Πρόκειται για την πιο δύσκολη εντολή. (Π.χ. το µήκος είναι 

δυόµιση φορές το πλάτος).   

3. Η εντολή- ερώτηση που προσδιορίζει την αριθµητική τιµή για ορισµένες 

µεταβλητές. (Π.χ. πόσος χρόνος χρειάζεται για να αδειάσει η δεξαµενή;) 

Τύποι Προβληµάτων  

Κάθε θεµατική περιοχή έχει διαφορετικά µοντέλα για τους διάφορους τύπους 

προβληµάτων. Αυτά τα µοντέλα ενδέχεται να περιέχουν τα ίδια σύνολα ή προτάσεις 

αλλά να αλληλεπιδρούν διαφορετικά µεταξύ τους. Για παράδειγµα τα διαφορετικά 

προβλήµατα κίνησης χρησιµοποιούν τα ίδια σύνολα, αλλά προσδιορίζουν 

διαφορετικές προτάσεις. Είναι απαραίτητο, λοιπόν, οι µαθητές να κατανοούν αυτές 

τις προτάσεις και τη µεταξύ τους αλληλεπίδραση ώστε να κατασκευάσουν το 

εννοιολογικό µοντέλο για τη δοµή του προβλήµατος. Η ταξινόµηση του τύπου 

προβλήµατος είναι χρήσιµη για την κατανόηση και τη µεταφορά στην επίλυση 

προβλήµατος. Οι Mayer et al. (1984, αναφορά στο Jonassen, 2003) ανακάλυψαν πως 

όταν οι µαθητές δεν κατηγοριοποιούν σωστά ένα πρόβληµα, είναι πιο πιθανό ότι θα 

κάνουν λάθη.  
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Η σπουδαιότητα της κατηγοριοποίησης προβληµάτων οδήγησε πολλούς 

ερευνητές να δουλέψουν πάνω στους τύπους προβληµάτων. Οι Riley, Greeno, Heller 

(1983) κατηγοριοποίησαν στοιχειώδη µαθηµατικά λεκτικά προβλήµατα, 

προσδιορίζοντας προβλήµατα µεταβολής, σύγκρισης και συνδυασµού, τα οποία 

διαφέρουν ως προς τη δοµή και ως προς τη θέση του αγνώστου. Η Marshall (1995), 

διεύρυνε τη λίστα αυτή για να συµπεριλάβει τα προβλήµατα µεταβολής, τα 

προβλήµατα οµαδοποίησης όπου µικρότερες οµάδες ή σύνολα ενώνονται σε 

µεγαλύτερες, τα προβλήµατα σύγκρισης, και τα προβλήµατα επαναπροσδιορισµού 

(restate problems). Στα προβλήµατα επαναπροσδιορισµού τα δεδοµένα συνδέονται µε 

µια σχέση του τύπου «διπλάσιος από…» και η σχέση αυτή επαναπροσδιορίζεται µε 

µαθηµατικούς όρους. Τέλος, έχουµε τα προβλήµατα τροποποίησης, όπου δυο 

δεδοµένα εκφράζονται µε µια σχέση και στη συνέχεια η σχέση αυτή γενικεύεται σε 

νέες καταστάσεις. Το κοινό στοιχείο όλων των παραπάνω τύπων προβληµάτων είναι 

πως ασχολούνται κυρίως µε τη θέση του αγνώστου στο πρόβληµα (Jonassen, 2003) . 

 Ο Mayer (1982) επιχείρησε µια πιο περίπλοκη κατηγοριοποίηση των 

προβληµάτων Άλγεβρας. ∆ιέκρινε οχτώ κατηγορίες προβληµάτων: α) προβλήµατα 

µεταβολής χρόνου, β) προβλήµατα µεταβολής κόστους, γ) προβλήµατα µε ποσοστά 

µεταβολής κόστους, δ) προβλήµατα συνεχούς µεταβολής, ε) γεωµετρικά 

προβλήµατα, στ) προβλήµατα φυσικής, ζ) προβλήµατα στατιστικής, η) προβλήµατα 

αριθµητικής. Η κατηγοριοποίηση του Μayer είναι η πιο αναλυτική µέχρι σήµερα. Το 

γεγονός πως οι παραπάνω τύποι προβληµάτων κυριαρχούν σε τόσο λίγα πεδία 

δηλώνει την παραδοσιακή έλλειψη ενδιαφέροντος για κατηγοριοποίηση στην επίλυση 

προβληµάτων (Jonassen, 2003). 

Ο ρόλος των αναπαραστάσεων στην επίλυση προβλήµατος  

O όρος αναπαράσταση είναι ένας αρκετά ασαφής όρος που επιδέχεται διάφορες 

ερµηνείες. Οι αναπαραστάσεις ανήκουν σε δοµικά πολύπλοκα συστήµατα, 

προσωπικά ή πολιτισµικά, τα οποία ονοµάζονται σχήµατα συµβόλων ή συστήµατα 

αναπαράστασης. Υπάρχουν δυο είδη αναπαραστάσεων, οι εσωτερικές / νοητικές και 

οι εξωτερικές / σηµειωτικές. 

 Οι εσωτερικές αναπαραστάσεις είναι οι νοητικοί σχηµατισµοί που εκτελούν 

τα υποκείµενα – λύτες προβληµάτων για να αναπαραστήσουν την πραγµατικότητα. Η 

φύση των εσωτερικών αναπαραστάσεων πολλές φορές δεν τις καθιστά άµεσα 

παρατηρήσιµες. Η ύπαρξή τους δηλώνεται από την εξωτερική συµπεριφορά των 
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υποκειµένων. Σκοπός της διδασκαλίας πολλές φορές είναι η δηµιουργία 

συγκεκριµένων εσωτερικών αναπαραστάσεων.  

Οι εξωτερικές αναπαραστάσεις είναι οι εξωτερικές δηλώσεις του τρόπου µε τον 

οποίο έχουν κατανοήσει οι µαθητές τις διάφορες έννοιες. Σε σχέση µε τη µάθηση των 

µαθηµατικών και την επίλυση προβλήµατος υπάρχουν πέντε είδη αναπαραστάσεων: 

� Κείµενα, στα οποία η γνώση οργανώνεται µε βάση γεγονότα της καθηµερινής 

ζωής και τα οποία αποτελούν πλαίσιο για την ερµηνεία και την επίλυση άλλων 

προβληµάτων. 

� Χειριστικά αντικείµενα / µοντέλα, όπως η αριθµητική γραµµή ή κύβοι 

αριθµητικής, τα οποία από µόνα τους δεν έχουν νόηµα, αλλά οι σχέσεις και οι 

λειτουργίες των βασικών τους στοιχείων ταιριάζουν µε πολλές καταστάσεις της 

καθηµερινής ζωής. 

� Εικόνες ή διαγράµµατα τα οποία µπορούν να εσωτερικευθούν ως νοητικές 

εικόνες. 

� Γλώσσες που σχετίζονται µε διάφορα πεδία, όπως για παράδειγµα η γλώσσα της 

µαθηµατικής λογικής. 

� Γραπτά σύµβολα, τα οποία περιλαµβάνουν εξειδικευµένες φράσεις αλλά και 

καθηµερινές φράσεις της οµιλούµενης γλώσσας. 

Η µελέτη των Cai & Lester (2005) εστιάζει στις αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούν 

συνήθως οι µαθητές για να λύσουν προβλήµατα. Σύµφωνα µε αυτούς, ανάµεσα στα 

βασικά χαρακτηριστικά που απαιτούνται για την αποτελεσµατική επίλυση 

προβληµάτων είναι η δηµιουργία και η κατάλληλη χρήση των αναπαραστάσεων, 

εσωτερικών και εξωτερικών. Αναφέρουν πως οι αναπαραστάσεις θα πρέπει να 

δηµιουργηθούν  όχι µόνο για να βοηθηθούν οι µαθητές να οργανώσουν και να 

κατανοήσουν το πρόβληµα, αλλά και για να µεταδώσουν τις σκέψεις τους στους 

άλλους. Αφού λυθεί το πρόβληµα, ο λύτης µπορεί να χρησιµοποιήσει µια άλλη 

αναπαράσταση για να εξηγήσει τη λύση του. Για το λόγο αυτό οι αναπαραστάσεις 

είναι οι εµφανείς καταγραφές που δηµιουργήθηκαν από τον λύτη, ώστε να 

αναστοχαστεί πάνω στον τρόπο µε τον οποίο έλυσε το πρόβληµα. Επίσης, οι αρχικές 

και οι τελικές αναπαραστάσεις µπορεί να διαφέρουν σε κάθε λύτη. 
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 Οι αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούν οι µαθητές µπορεί να είναι οπτικές ή 

συµβολικές. Σύµφωνα µε τους Cai & Lester (2005) οι οπτικές αναπαραστάσεις 

περιορίζουν την κατανόηση, καθώς µπορούν να χρησιµοποιηθούν σε ειδικές µόνο 

στρατηγικές επίλυσης προβλήµατος. Μπορεί να περιορίσουν τη σκέψη και τη µάθηση 

των παιδιών, γι’ αυτό οι µαθητές θα πρέπει να βοήθιουνται ώστε να χρησιµοποιούν 

πιο γενικές προσεγγίσεις. Για το λόγο αυτό οι συµβολικές προσεγγίσεις θεωρούνται 

ανώτερου επιπέδου. Σύµφωνα µε τους αναπτυξιακούς ψυχολόγους (Bennett, 1999; 

Case, 1985; Gardner, 1991; Piaget, 1964), τα παιδιά αρχικά χρησιµοποιούν οπτικές 

αναπαραστάσεις του κόσµου και αργότερα προχωρούν σε πιο αφηρηµένες 

αναπαραστάσεις. Καθώς οι µαθητές ωριµάζουν, αρχίζουν να σκέφτονται και να 

χειρίζονται πνευµατικά τα µαθηµατικά αντικείµενα και να τα αναπαριστούν 

αριθµητικά και συµβολικά (Cai & Lester, 2005). 

Παιδαγωγικές αναπαραστάσεις  (pedagogical representations)  

Ο τρόπος που οι δάσκαλοι χρησιµοποιούν και κατασκευάζουν τις οπτικές 

αναπαραστάσεις ώστε να διδάξουν την επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος φαίνεται 

πως επηρεάζει αρκετά τους µαθητές. Οι παιδαγωγικές αναπαραστάσεις, είναι οι 

αναπαραστάσεις που οι δάσκαλοι και οι µαθητές χρησιµοποιούν στην τάξη και 

µεταφέρουν τη γνώση και τα εργαλεία σκέψης για να εξηγήσουν µια ιδέα µια σχέση, 

ένα σύνδεσµο ή µια διαδικασία επίλυσης προβλήµατος. Στη διδασκαλία των 

µαθηµατικών ορισµένες αναπαραστάσεις µπορεί να είναι πιο επαρκείς από άλλες, ως 

φορείς εργαλείων γνώσης και σκέψης, που εξηγούν τη διαδικασία επίλυσης 

προβλήµατος. 

 ∆ιάφορες µελέτες (Greeno, 1987; Leinhardt, 2001, αναφορά στους Cai & 

Lester 2005) έχουν συµπεράνει πως οι παιδαγωγικές αναπαραστάσεις βασίζονται στη 

θεωρία και την έρευνα για την κατανόηση και βρήκαν πως η διδασκαλία µε 

παιδαγωγικές θεωρήσεις για την αναπαράσταση προβλήµατος, µπορεί να διευκολύνει 

τους µαθητές να κατανοήσουν και να λύσουν τα προβλήµατα. Για παράδειγµα οι 

παιδαγωγικές αναπαραστάσεις, είναι δραστικές σε µια σχολική τάξη αν είναι γνωστές 

από τους µαθητές ή εύκολα γνωστές.  

 Οι Cai & Lester (2005) µελετούν τις αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούν 

Κινέζοι και Αµερικανοί µαθητές όταν λύνουν προβλήµατα και τις συγκρίνουν µε 

αυτές που χρησιµοποιούν οι δάσκαλοί τους. Στην έρευνά τους έλαβαν µέρος 320 
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Κινέζοι και 232 Αµερικανοί µαθητές, οι οποίοι κλήθηκαν να απαντήσουν σε 

προβλήµατα ρουτίνας και προβλήµατα µη ρουτίνας. Τα προβλήµατα ρουτίνας ήταν 

τύπου πολλαπλής επιλογής, ενώ τα προβλήµατα µη ρουτίνας ήταν ανοιχτού τύπου. 

Από τα αποτελέσµατα της έρευνας, φάνηκε να υπάρχει µεγάλη σχέση ανάµεσα στις 

αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούν οι µαθητές και στις παιδαγωγικές 

αναπαραστάσεις των καθηγητών τους. Οι Αµερικανοί καθηγητές χρησιµοποιούν 

περισσότερο οπτικές αναπαραστάσεις από τους Κινέζους, και µάλιστα σπάνια 

ενθαρρύνουν τους µαθητές τους να χρησιµοποιήσουν πιο αφηρηµένες 

αναπαραστάσεις και στρατηγικές. 

 Ένα από τα πιο συνηθισµένα λάθη που κάνουν οι Αµερικανοί δάσκαλοι, είναι 

πως θεωρούν ότι οι οπτικές αναπαραστάσεις διευκολύνουν στην εννοιολογική 

κατανόηση. Σύµφωνα µε τους συγγραφείς όµως ο λόγος για τον οποίο 

χρησιµοποιούνται οι οπτικές αναπαραστάσεις είναι για να προκληθεί η εννοιολογική 

κατανόηση της αφηρηµένης φύσης των Μαθηµατικών. Ωστόσο, οι οπτικές 

αναπαραστάσεις από µόνες τους δεν οδηγούν αυτόµατα σε γενικεύσεις και σε 

εννοιολογική κατανόηση. ∆υστυχώς οι Αµερικανοί δάσκαλοι δεν παροτρύνουν 

καθόλου τους µαθητές τους να µεταβούν από τις οπτικές, πραγµατικές 

αναπαραστάσεις σε συµβολικές. 

 Από την άλλη πλευρά, η µέτρια επίδοση των Κινέζων σε πρωτότυπα 

προβλήµατα, δείχνει πως οι Κινέζοι διδάσκοντες δίνουν υπερβολική έµφαση στη 

συµβολική και την αφηρηµένη σκέψη. Μάλιστα, ορισµένοι διδάσκοντες θεωρούν 

µόνο τις αριθµητικές και συµβολικές λύσεις σωστές. Ο συγγραφέας, ωστόσο θεωρεί 

πως οι µαθητές θα πρέπει να έχουν ευκαιρία να φτιάχνουν τις δικές τους 

αναπαραστάσεις για τις µαθηµατικές έννοιες, κανόνες και σχέσεις, καθώς η 

υπερβολική έµφαση στο συµβολισµό, ίσως συµβάλλει στη µηχανική αποστήθιση των 

διαδικασιών. 

 Προκύπτει λοιπόν πως οι µαθητές χρησιµοποιούν το ίδιο είδος 

αναπαραστάσεων µε τους καθηγητές τους, διότι έχουν µάθει να εκτιµούν ό,τι και οι 

καθηγητές τους (Leikin, 2003; Cai & Lester, 2005). Τα ευρήµατα αυτών των µελετών 

προτείνουν πως, όταν οι δάσκαλοι επιτρέπουν στους µαθητές να κατασκευάσουν τις 

δικές τους αναπαραστάσεις για τις µαθηµατικές έννοιες, θα πρέπει επίσης να τους 

ενθαρρύνουν να χρησιµοποιούν αναπαραστάσεις πέρα από τις οπτικές. Για 

παράδειγµα, µπορούν να αρχίσουν από τις οπτικές ή φυσικές αναπαραστάσεις και 
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σταδιακά να παροτρύνουν τους µαθητές τους να χρησιµοποιούν τις δικές τους 

στρατηγικές ώστε να λύσουν προβλήµατα και να κατανοήσουν τα Μαθηµατικά. 

Όµως η περαιτέρω εννοιολογική ανάπτυξη  απαιτεί από τους καθηγητές να 

βοηθήσουν τους µαθητές, να αναπτύξουν πιο γενικευµένες αναπαραστάσεις και 

µεθόδους λύσης. 

Η διδασκαλία που βασίζεται στην Επίλυση Προβλήµατος 

Ο Chapman (2006) υποστηρίζει πως το πλαίσιο του προβλήµατος είναι πολύ 

σηµαντικό τόσο στη µάθηση των Μαθηµατικών όσο και στην ανάπτυξη των 

Μαθηµατικών εννοιών. Συγκεκριµένα, αναφέρει πως τα λεκτικά προβλήµατα 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως βάση για την εφαρµογή και την αλληλεπίδραση µε 

τον πραγµατικό κόσµο και να συµβάλλουν στην εξάσκηση µε ρεαλιστικές 

καταστάσεις. Στο ίδιο άρθρο αναφέρεται και η άποψη του Verschaffel (2002) ο 

οποίος θεωρεί πως ο στόχος του προβλήµατος είναι να φέρει την πραγµατικότητα 

στην τάξη των Μαθηµατικών. Να δηµιουργηθούν δηλαδή ευκαιρίες για µάθηση και 

εξάσκηση σε διαφορετικές προβληµατικές καταστάσεις, χωρίς τα πρακτικά εµπόδια 

της άµεσης επαφής µε πραγµατικές καταστάσεις.  

 Ο Boaler (1994) προσθέτει πως όταν οι µαθητές διδάσκονται σε ένα πλαίσιο 

προβληµάτων κινητοποιείται το ενδιαφέρον τους και ενισχύεται η µεταφορά της 

µάθησης µαθηµατικών διαµέσου µιας παρουσίασης των δεσµών ανάµεσα των 

σχολικών µαθηµατικών και των ρεαλιστικών λεκτικών προβληµάτων. Η αποτυχία 

των µαθητών να αποτιµήσουν τις κινήσεις επίλυσης προβλήµατος µε την πραγµατική 

ζωή δεν βασίζεται κυρίως σε γνωστική ανεπάρκεια, αλλά στην αντίληψή τους γύρω 

από την παραδοσιακή διδασκαλία επίλυσης προβληµάτων. Όταν οι µαθητές 

συµµετείχαν απευθείας σε µια προβληµατική κατάσταση, τότε ενισχύονταν η 

προδιάθεσή τους να εφαρµόσουν τις γνώσεις τους γύρω από τον κόσµο στη λύση 

τους. Ακόµη, όταν το περιεχόµενο των προβληµάτων ανακλούσε την πραγµατική ζωή 

των παιδιών τότε οι µαθητές χρησιµοποιούσαν πιο ρεαλιστικές προσεγγίσεις 

(Chapman, 2004). 

Η έρευνα της Hmelo-Silver (2004) επικεντρώνεται στη µάθηση που βασίζεται 

στο πρόβληµα (Problem-Based Learning, PBL). Πρόκειται για µια διδακτική µέθοδο 

στην οποία οι µαθητές µαθαίνουν µέσω διευκολυνόµενης επίλυσης προβλήµατος. Η 

θεωρία αυτή, προτείνει ότι, αν οι µαθητές µαθαίνουν µέσω της εµπειρίας πάνω στην 
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επίλυση προβληµάτων, µπορούν να µάθουν τόσο στρατηγικές για το συγκείµενο όσο 

και στρατηγικές σκέψης.  

 Η µάθηση επικεντρώνεται σε ένα σύνθετο πρόβληµα µε νόηµα το οποίο δεν 

έχει µοναδική σωστή απάντηση. Παρουσιάζεται, λοιπόν, στους µαθητές ένα σενάριο 

προβλήµατος. Οι µαθητές δουλεύουν σε µικρές συνεργατικές οµάδες, ώστε να 

προσδιορίσουν τι απαιτείται να µάθουν για να λύσουν το πρόβληµα. ∆ιαµορφώνουν 

και αναλύουν το πρόβληµα καθορίζοντας τα σχετικά γεγονότα από το σενάριο. Αυτό 

το βήµα βοηθά τους µαθητές να αναπαραστήσουν το πρόβληµα. Καθώς οι µαθητές 

κατανοούν καλύτερα το πρόβληµα παράγουν υποθέσεις για πιθανές λύσεις.  

 Σηµαντικό µέρος της διαδικασίας της PBL αποτελεί ο προσδιορισµός των 

γνωστικών ελλειµµάτων, σχετικών µε το πρόβληµα οι οποίες θα αποτελέσουν και τα 

θέµατα µάθησης που θα ερευνήσουν οι µαθητές κατά τη διάρκεια της 

αυτοκατευθυνόµενης µάθησής τους (self-directed learning, SDL). Οι µαθητές 

ανεξάρτητα ερευνούν τα θέµατα µάθησης που έχουν επιλέξει και στη συνέχεια 

ενώνονται και πάλι σε οµάδα για να µοιραστούν τι έχουν µάθει, να αναθεωρήσουν τις 

υποθέσεις τους και / ή να παράγουν νέες υποθέσεις. Στη συνέχεια εφαρµόζουν τη νέα 

τους γνώση στο πρόβληµα και αξιολογούν τις υποθέσεις τους µε βάση αυτά που 

έχουν µάθει. Τέλος, αναστοχάζονται πάνω σε αυτά που έµαθαν και στην 

αποτελεσµατικότητα των στρατηγικών που χρησιµοποίησαν. Η εκπαιδευτική 

διαδικασία της PBL που αναλύσαµε, φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 
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Σχήµα 1: Ο κύκλος της PBL (Hmelo – Silver, 2004) 

 

Η PBL έχει σχεδιαστεί ώστε να βοηθά τους µαθητές να κατασκευάσουν µια 

ευρεία και ευέλικτη βάση γνώσης. Ευρεία µε την έννοια ότι η γνώση δεν περιορίζεται 

στα γνωστικά θέµατα µιας µοναδικής περιοχής, αλλά να είναι οργανωµένη γύρω από 

τις βαθιές αρχές µιας περιοχής και ευέλικτη µε την έννοια της δυνατότητας 

ανάκλησης και εφαρµογής της σε άλλες καταστάσεις. Η συζήτηση προβληµάτων σε 

µια οµάδα της PBL ενεργοποιεί σχετική προηγούµενη γνώση µε τη βοήθεια της 

οποίας κατασκευάζεται η νέα γνώση. 

Ένας άλλος στόχος της PBL είναι οι µαθητές να αναπτύξουν αποτελεσµατικές 

δεξιότητες επίλυσης προβλήµατος. Η επίτευξη αυτού του στόχου εµπεριέχει την 

ικανότητα εφαρµογής κατάλληλων µεταγνωστικών στρατηγικών (διαδικασίες 

εκτελεστικού ελέγχου του σχεδίου επίλυσης, παρακολούθηση της προόδου και 

αξιολόγηση) και συλλογιστικών (υποθετική-συµπερασµατική αιτιολόγηση) 

στρατηγικών. 

Οι µεταγνωστικές στρατηγικές είναι επίσης σηµαντικές για τον τρίτο στόχο της 

PBL που είναι να αναπτύξουν οι µαθητές αυτοκατευθυνόµενες και µακροχρόνιες 

δεξιότητες µάθησης. Ένας άλλος στόχος της PBL είναι να βοηθήσει τους µαθητές να 

γίνουν αποτελεσµατικοί συνεργάτες, γεγονός που προϋποθέτει την εγκαθίδρυση 
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κοινού εδάφους, καθολική συµµετοχή, επίλυση των διαφορών, ανταλλαγή ιδεών, 

διαπραγµάτευση και την κατάληξη σε µία συµφωνία. 

Ο τελευταίος στόχος της PBL είναι να βοηθήσει τους µαθητές να αποκτήσουν 

εσωτερικά κίνητρα για µάθηση. Οι µαθητές θα πρέπει να κινητοποιούνται από τα 

δικά τους ενδιαφέροντα και να εµπλέκονται σε έργα µε προσωπικό νόηµα. Όταν το 

αποτέλεσµα της µάθησης βρίσκεται κάτω από τον έλεγχο των µαθητών και όταν 

καλούνται να εφαρµόσουν τη γνώση τους αυτή σε ένα πραγµατικό πρόβληµα, τότε 

κινητοποιούνται περισσότερο.  

Οι διδακτικές τεχνικές της PBL υποθέτουν ότι όλοι αυτοί οι στόχοι 

επιτυγχάνονται ως µέρος του κύκλου µάθησης της PBL. Υπάρχει αξιόλογη απόδειξη 

που επιβεβαιώνει ότι η εκπαιδευτική διαδικασία της PBL επιτυγχάνει τους τρεις 

πρώτους στόχους αλλά όχι το ίδιο ισχυρή απόδειξη που να υποστηρίζει τους δύο 

τελευταίους στόχους. Η PBL έχει το πλεονέκτηµα του να προτείνει µια µέθοδο για 

την προώθηση της ενεργητικής και αναστοχαστικής δόµησης της γνώσης για δράση, 

απαιτείται, όµως, προσεκτική έρευνα για να κατανοήσουµε αν και πώς αυτές οι 

δυνατότητες µπορούν να πραγµατοποιηθούν.  

Ο ρόλος του προβλήµατος στη διδασκαλία που βασίζεται στην επίλυση προβλήµατος 

Στην επίλυση προβληµάτων είναι ιδιαίτερα σηµαντική η επιλογή του κατάλληλου 

προβλήµατος. Ένα καλό πρόβληµα θα πρέπει να είναι σύνθετο, χωρίς µοναδική 

σωστή λύση και ανοικτό ώστε να υποκινεί την ευέλικτη σκέψη. Θα πρέπει να είναι 

ρεαλιστικό και να αντηχεί τις εµπειρίες των µαθητών, ώστε να τους παρέχει 

εσωτερικά κίνητρα. Θα πρέπει να υποκινεί τις επικοινωνιακές δεξιότητες κάνοντας το 

µαθητή να εκφράζει δηµόσια την εκάστοτε κατάσταση της νόησής του. Επιπλέον, θα 

πρέπει να παρέχει ανατροφοδότηση στους µαθητές, να τους επιτρέπει να αξιολογούν 

την αποτελεσµατικότητα της γνώσης τους, να κινητοποιεί την ανάγκη τους να µάθουν 

και να προωθεί την εικασία και την επιχειρηµατολογία. Τέλος, ένα καλό πρόβληµα 

θα πρέπει να αντλεί γνώσεις από πολλές και διαφορετικές πηγές, ώστε να βοηθά στην 

οικοδόµηση ευρείας και ευέλικτης γνώσης. Σε ένα αναλυτικό πρόγραµµα της PBL οι 

προς µάθηση έννοιες απαντώνται σε µια ποικιλία προβληµάτων (Silver, 2004). 

 Στο ίδιο πνεύµα κινείται και η Lerch (2004) η οποία θεωρεί πως τα 

προβλήµατα που δίνονται στους µαθητές θα πρέπει να είναι οικεία σε αυτούς και να 

αντιπροσωπεύουν καταστάσεις που είναι πιθανό να αντιµετωπίσουν στη ζωή τους. 
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Έτσι θα προκληθούν εσωτερικά κίνητρα και ο κάθε µαθητής θα αντιµετωπίσει το 

κάθε πρόβληµα µε τον προσωπικό του τρόπο. Τα ευρήµατα της έρευνά της 

καταδεικνύουν ότι οι µαθητές είναι ικανοί να χρησιµοποιούν το στοιχείο της 

στρατηγικής ενός µαθηµατικού µοντέλου επίλυσης προβλήµατος, όταν εργάζονται 

πάνω σε οικεία προς αυτούς προβλήµατα. Αντίθετα, όταν δουλεύουν πάνω σε µη 

οικεία προβλήµατα δεν διαθέτουν ένα γενικευµένο µοντέλο, που θα καθοδηγήσει τις 

µαθηµατικές τους ενέργειες.  

 Η λογική αυτή επικράτησε και στο διαγωνισµό του PISA το 2003. Τα 

προβλήµατα που δόθηκαν στους µαθητές δεν βασίστηκαν σε συγκεκριµένες ενότητες 

της ύλης, αλλά απαιτούνταν από τους µαθητές να ερευνήσουν αρκετά ώστε να βρουν 

τον κατάλληλο τρόπο αντιµετώπισης. Επιπλέον, τα προβλήµατα βασίζονταν σε 

γενικότερες γνώσεις και όχι σε συγκεκριµένα σχολικά µαθήµατα. Τα βασικά κριτήρια 

που πληρούσαν τα θέµατα που δόθηκαν στους µαθητές ήταν (Pisa, 2003): 

Τύπος προβλήµατος. Υπήρχαν οι ακόλουθοι τρεις τύποι προβληµάτων: Προβλήµατα 

λήψης απόφασης, προβλήµατα ανάλυσης και σχεδιασµού συστήµατος, και 

προβλήµατα αντιµετώπισης προβληµατικών καταστάσεων. 

Το πλαίσιο των προβληµάτων. Τα προβλήµατα ήταν βασισµένα σε καταστάσεις που 

οι µαθητές δυνατό να αντιµετωπίσουν στη ζωή τους, στη δουλειά τους και στην 

κοινωνία γενικότερα. 

∆ιαδικασίες επίλυσης προβλήµατος. Οι διαδικασίες ήταν τέτοιες ώστε να συλλέξουν 

στοιχεία για τις γνώσεις και τις ικανότητες των µαθητών.  

 Ο σχεδιασµός των προβληµάτων έγινε έτσι ώστε το κείµενο να µην είναι 

δύσκολο, και να χρησιµοποιεί απλή καθηµερινή γλώσσα. Επίσης, οι µαθηµατικές 

πράξεις που απαιτούνταν ήταν κάποιες πολύ απλές, ενώ δεν υπήρχαν καθόλου 

επιστηµονικά περιεχόµενα. Συµπερασµατικά λοιπόν, οι διαδικασίες επίλυσης 

προβλήµατος, διαφέρουν από τα άλλα  µαθήµατα που εξετάστηκαν στην PISA στο 

γεγονός πως για να απαντήσουν σωστά οι µαθητές, δεν χρειάζεται να γνωρίζουν 

συγκεκριµένα θέµατα της σχολικής ύλης. Οι βασικές δεξιότητες που εξετάζονται 

είναι αυτές που σχετίζονται µε τη συµπερασµατική αιτιολόγηση. Οι µαθητές πρέπει 

να οργανώσουν και να αναλύσουν τις πληροφορίες που δίνονται, και να επιλέξουν τη 

λύση που ικανοποιεί τους περιορισµούς. Ο λόγος αυτής της επιλογής είναι πως στην 
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καθηµερινή ζωή δεν απαιτούνται υψηλού επιπέδου γνώσεις της σχολικής ύλης, αλλά 

η ικανότητα αντιµετώπισης προβληµάτων και η αιτιολόγηση. 

 Τα αποτελέσµατα του διαγωνισµού παρέχουν  κάποιες αρχικές πληροφορίες 

γύρω από τις ικανότητες των µαθητών να χειριστούν το σύνολο των γνώσεών τους 

ώστε να αντιµετωπίσουν ρεαλιστικές προβληµατικές καταστάσεις, οι οποίες δεν 

συνδέονται µόνο µε ένα συγκεκριµένο µέρος του προγράµµατος σπουδών. Στη 

συνέχεια, µέσα από τη σύγκριση των αποτελεσµάτων, είναι δυνατό να εντοπιστούν τα 

δυνατά σηµεία αλλά και οι αδυναµίες των προγραµµάτων σπουδών στις διάφορες 

χώρες. 

Ο ρόλος του δασκάλου στη διδασκαλία που βασίζεται στην επίλυση προβλήµατος  

Στη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος πολύ σηµαντικό ρόλο διαδραµατίζει ο 

εκπαιδευτικός. Σύµφωνα µε τη Hmelo- Silver (2004) ο ρόλος του δασκάλου είναι 

αυτός του  διευκολυντή. Ο διευκολυντής είναι υπεύθυνος τόσο για τη µετάβαση των 

µαθητών µέσα από τα διάφορα στάδια της PBL, όσο και για την παρακολούθηση της 

διαδικασίας της οµάδας. Ο διευκολυντής, δηλαδή πρέπει να βεβαιώνεται ότι όλα τα 

µέλη της οµάδας εµπλέκονται και να τα ενθαρρύνει να εξωτερικεύουν τη σκέψη τους 

και να σχολιάζουν τη σκέψη των άλλων. Ο ρόλος του διευκολυντή συνίσταται στο να 

καθοδηγεί την ανάπτυξη των δεξιοτήτων σκέψης ανώτερου επιπέδου, ενθαρρύνοντας 

τους µαθητές να αιτιολογούν τη σκέψη τους και να προκαλεί την εξωτερίκευση του 

αυτό-αναστοχασµού απευθύνοντας κατάλληλες ερωτήσεις. Ο δάσκαλος / 

διευκολυντής παρέχει στήριγµα-σκαλωσιά (scaffolding) στη µάθηση των µαθητών 

µέσω της µοντελοποίησης της επίλυσης προβλήµατος και των διαδικασιών της SDL, 

αρχικά µε τη χρήση στρατηγικών µέσω ερωτήσεων (οι οποίες οδηγούν τους µαθητές 

είτε στον καθορισµό θεµάτων µάθησης είτε στην αυτό-αξιολόγηση), διαδικασία όµως 

που εξασθενεί καθώς οι µαθητές εξοικειώνονται µε την PBL και φθάνουν σε σηµείο 

να υιοθετήσουν πολλούς από τους ρόλους του διευκολυντή. Ένας καλός 

διευκολυντής θα πρέπει να είναι σε θέση να καταλαβαίνει πότε απαιτείται µια 

κατάλληλη ερώτηση, πότε οι µαθητές φεύγουν από την πορεία τους και πότε η 

διαδικασία της PBL σταµατά. Βέβαια το έργο του διευκολυντή καθίσταται 

συνθετότερο όταν απευθύνεται σε περισσότερες από µία οµάδες ή σε µία τάξη µε 

λιγότερο ώριµους µαθητές. 
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 Η Cai (2004) µελέτησε πως ο τρόπος διδασκαλίας, οι απόψεις των δασκάλων 

και η διδακτέα ύλη επηρεάζουν τον τρόπο σκέψης των µαθητών. Αφορµή για τη 

µελέτη αυτή αποτέλεσαν προγενέστερες µελέτες οι οποίες έδειξαν σηµαντικές 

διαφορές ανάµεσα στη µαθηµατική σκέψη των Κινέζων και Αµερικανών µαθητών 

όταν λύνουν αλλά και όταν θέτουν προβλήµατα (Cai, 2000; Cai & Lester, 2005; 

Siegler, 2003).  

Τα αποτελέσµατα της µελέτης της Cai (2004) δείχνουν πως τόσο οι 

Αµερικανοί δάσκαλοι όσο και οι Κινέζοι εκτιµούν τις αλγεβρικές προσεγγίσεις 

περισσότερο από άλλες προσεγγίσεις του ίδιου προβλήµατος. Συγκεκριµένα, οι 

Κινέζοι έπαιρναν υπ’ όψη τους τις στρατηγικές που εφάρµοζαν οι µαθητές τους και 

δεν έδιναν υψηλές βαθµολογίες στις απαντήσεις που χρησιµοποιούσαν κάποια οπτική 

προσέγγιση ή περιείχαν µόνο υπολογισµούς. Θεωρούσαν πως οι µαθητές θα πρέπει 

να µάθουν να εφαρµόζουν πιο γενικές µεθόδους. Οι Κινέζοι θεωρούν πολύ 

σηµαντικές τις λεπτοµέρειες στην απάντηση των µαθητών και στον τρόπο που θα 

περιγράψουν το αποτέλεσµά τους. Πιστεύουν πως αυτό βοηθά τους µαθητές να 

αναπτύξουν πιο λογικό τρόπο σκέψης. Αντίθετα, για τους Αµερικανούς αυτό που 

µετρούσε περισσότερο είναι η ορθότητα του αποτελέσµατος ανεξάρτητα από τον 

τρόπο που εφαρµόζεται κάθε φορά. Ο στόχος τους είναι οι µαθητές να λύνουν σωστά 

τα προβλήµατα.  

 Ο τρόπος που αξιολογεί ένας δάσκαλος την απάντηση σε ένα πρόβληµα 

αποτελεί ένδειξη για το τι πιστεύει πως είναι πιο χρήσιµο στα Μαθηµατικά. Συνεπώς 

ο τρόπος σκέψης και τα πιστεύω των εκπαιδευτικών έχουν αντίκτυπο στη διδασκαλία 

τους και κατά συνέπεια επηρεάζει τον τρόπο που οι µαθητές κατανοούν και 

µαθαίνουν τα Μαθηµατικά. Η Leikin (2003) εξετάζει τους παράγοντες που 

επηρεάζουν τις προτιµήσεις των δασκάλων στην ΕΜΠ κατά τη διάρκεια που λύνουν 

ένα πρόβληµα, όταν το εξηγούν, και όταν το διδάσκουν. Για το σκοπό της έρευνας 

σχεδιάστηκε µια ειδική επιστηµονική δραστηριότητα µε τίτλο «Λύνοντας 

προβλήµατα µε διαφορετικούς τρόπους». Η δραστηριότητα είχε ως θέµα την έννοια 

της συµµετρίας.  Η έρευνα ξεκίνησε µε αφορµή την πεποίθηση που υπάρχει γύρω από 

το ότι οι εκπαιδευτικοί οι οποίοι προωθούν την ΕΜΠ δραστικά θα πρέπει να είναι και 

οι ίδιοι καλοί λύτες. Και αυτό γιατί η επίλυση προβληµάτων µε πολλούς 

διαφορετικούς τρόπους µπορεί να συνδέσει όλη τη µαθηµατική γνώση (NCTM, 

2000). H Ma (1999, αναφορά στο Leikin, 2003) υποστηρίζει πως η επίλυση 
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προβληµάτων µε πολλούς τρόπους είναι ένδειξη ικανότητας για τους δασκάλους. Η 

Dhombres (1993, αναφορά στο Leikin, 2003) πρότεινε πως η διδασκαλία δυο 

διαφορετικών αποδείξεων ενός θεωρήµατος συµβάλλει στη διεύρυνση της 

µαθηµατικής σκέψης των παιδιών. Τονίζεται επίσης, πως  οι στρατηγικές αυτές θα 

είναι διαθέσιµες όταν χρειαστεί. Στο ίδιο άρθρο αναφέρεται και η άποψη του 

Schoenfeld πως οι διαφορετικοί τρόποι επίλυσης προβλήµατος βοηθούν τους µαθητές 

να µην παραιτούνται όταν λύνουν ένα πρόβληµα. 

Ένας από τους κύριους παράγοντες που επηρέασαν τις προτιµήσεις των 

δασκάλων στην έρευνα ήταν ο τρόπος που οι δάσκαλοι χαρακτηρίζουν τις διάφορες 

στρατηγικές επίλυσης. Από την έρευνα φάνηκε  πως ορισµένα χαρακτηριστικά 

επίλυσης επηρεάζουν πολύ τις προτιµήσεις των καθηγητών. Τέτοια χαρακτηριστικά 

ήταν η δυσκολία εξήγησης µια λύσης καθώς και η πειστικότητά της. 

Ένας δεύτερος παράγοντας ήταν τάση των δασκάλων να εφαρµόζουν 

κλασσικούς τρόπους επίλυσης. Για παράδειγµα ορισµένοι από τους δασκάλους της 

έρευνας προσέγγισαν τα προβλήµατα µεγίστου και ελαχίστου είτε µε την παράγωγο 

είτε µε χρήση καθετότητας. Όταν κλήθηκαν να εξηγήσουν το λόγο αυτής της 

επιλογής επικαλέστηκαν την ανάγκη των µαθητών για πειστικές µεθόδους. 

Ένας τρίτος παράγοντας είναι  η τάση των εκπαιδευτικών  να δρουν σύµφωνα µε 

τις προσωπικές πεποιθήσεις τους για την ΕΜΠ. Τα πιστεύω των δασκάλων φαίνεται 

πως έπαιξαν σηµαντικό ρόλο στην επιλογή κατάλληλων εργαλείων. Για παράδειγµα 

ορισµένοι από τους συµµετέχοντες δεν χρησιµοποίησαν τη συµµετρία διότι 

θεωρούσαν πως δεν ήταν µαθηµατικά επαρκής για τη λύση, ενώ κάποιοι άλλοι διότι 

θεωρούσαν τη χρήση συµµετρίας καλή για τους δασκάλους αλλά όχι για τους 

µαθητές.  

Η έρευνα έδειξε πως οι δάσκαλοι προτιµούν εκείνους τους τρόπους επίλυσης που 

έχουν πιο εύκολη λύση και είναι πιο πειστικοί. Επίσης, προτιµούν να εξηγήσουν ένα 

πρόβληµα µε τρόπους που θεωρούν πιο εύκολους, πιο πειστικούς, πιο ενδιαφέροντες, 

και πιο προκλητικούς. Οι δάσκαλοι προτιµούν τον τρόπο που έχει πιο εύκολη λύση, 

εξηγείται και κατανοείται πιο εύκολα από τους µαθητές. Τέλος, οι δάσκαλοι 

προτιµούν να διδάξουν ένα πρόβληµα µε τρόπο που θεωρούν πιο πειστικό. 

Ο ρόλος των συνεργατικών οµάδων στη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος  

Ένα βασικό χαρακτηριστικό της διαδικασίας επίλυσης προβλήµατος είναι οι 
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συνεργατικές οµάδες. Στη διδακτική µέθοδο της PBL το γνωστικό φορτίο (θέµατα 

µάθησης) διανέµεται στα µέλη της οµάδας ανάλογα µε την ικανότητα του καθενός σε 

κάποιους τοµείς, επιτρέποντας σε ολόκληρη την οµάδα το χειρισµό προβληµάτων 

που φυσιολογικά θα ήταν αδύνατο για κάθε µαθητή χωριστά. Οι συζητήσεις και οι 

διαµάχες που λαµβάνουν χώρα σε µία οµάδα προωθούν την επίλυση προβλήµατος 

και τη σκέψη ανώτερου επιπέδου. Βέβαια, η αρµονική και αποτελεσµατική 

συνεργασία δεν είναι δεδοµένη, γεγονός που ενισχύει το ρόλο του διευκολυντή αλλά 

και στρατηγικών όπως η ανάθεση στους µαθητές διαφορετικών γνωστικών ρόλων 

(Hmelo-Silver, 2004). 

 Ο Siegler (2003), θεωρεί πως  όταν τα παιδιά συνεργάζονται µε άλλους 

µαθητές ανακαλύπτουν νέες στρατηγικές επίλυσης προβληµάτων.  Ένα πιο έξυπνο 

άτοµο βοηθά ένα λιγότερο έξυπνο, µε τον ίδιο τρόπο που οι γονείς βοηθούν τα παιδιά 

τους, οι καθηγητές τους µαθητές τους, οι προπονητές τους αθλητές τους κλπ. Αυτές οι 

αλληλεπιδράσεις έχουν ως αποτέλεσµα οι λιγότερο έξυπνοι µαθητές να 

κατασκευάσουν καλύτερες τεχνικές επίλυσης προβληµάτων. Οι συνεργατικές οµάδες 

όµως µπορεί να αποτελούνται και από µαθητές του ίδιου επιπέδου. Αυτός ο 

συνδυασµός  εεµπλουτίζει τη διαδικασία επίλυσης προβληµάτων περισσότερο από ότι 
αν οι µαθητές δουλεύουν µόνοι τους. Οι Rosenshine και Meister (1994, αναφορά στο 

Siegler, 2003) εφάρµοσαν τον παραπάνω συνδυασµό σε µαθητές εύρους 4ης τάξης 

του δηµοτικού µέχρι και ενήλικες, και είχαν θετικά αποτελέσµατα τόσο σε γκρουπ 

µαθητών χαµηλού επιπέδου αλλά και σε µαθητές µεσαίου επιπέδου, που είχαν το 

δάσκαλο ως  καθοδηγητή.  

 Υπάρχουν όµως περιπτώσεις που η συνεργατική µάθηση δεν έχει θετικά 

αποτελέσµατα. Η Brown (1998 αναφορά στο Siegler, 2003) επεσήµανε πως η 

αποτελεσµατική συνεργατική µάθηση απαιτεί τουλάχιστον όση τέχνη όση απαιτεί και 

µια ιδανική διδασκαλία σε τάξη, αφού τα προβλήµατα αποδιάρθρωσης οδηγούν σε 

κατώτερη µάθηση. Για το λόγο αυτό στη συνεργατική µάθηση απαιτούνται 

περισσότερα από έναν απλό ορισµό των γκρουπ των µαθητών και να την ανάθεση να 

δουλέψουν οµαδικά σε ένα πρόβληµα.  

 Οι Damon και Phelps (1989, αναφορά στο  Siegler, 2003) πρότειναν τρεις 

τύπους συνεργατικού διακανονισµού. 
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α) Ισότιµη κατάρτιση, στην οποία ένα παιδί που γνωρίζει καλά ένα θέµα διδάσκει ένα 

άλλο το οποίο δεν γνωρίζει τόσα πολλά. 

 β) Συνεργατική µάθηση: Οι τάξεις χωρίζονται σε οµάδες των τριών έως έξι ατόµων 

διαφορετικών ικανοτήτων η κάθε µια που προσπαθούν να λύσουν ένα πρόβληµα. 

Κάθε παιδί γίνεται ο “ειδικός” της οµάδας πάνω σε ένα συγκεκριµένο κοµµάτι της 

αποστολής, και η λύση απαιτεί τη συνεισφορά όλων των “ειδικών”. 

 γ) Ισότιµη συνεργασία: Περιλαµβάνει ένα ζευγάρι αρχάριων που δουλεύουν µαζί για 

να λύσουν προβλήµατα τα οποία αρχικά δεν θα µπορούσαν να λύσουν µόνοι τους.  
Οι Damon και Phelps τονίζουν πως  πρέπει να  ενθαρρύνεται η από κοινού επίλυση 

προβληµάτων και να αποθαρρύνεται ο ανταγωνισµός µεταξύ των µαθητών.  

 Επίσης, οι Ellis et al. (1993, αναφορά στο Siegler, 2003) ανακάλυψαν πως τα 

παιδιά µαθαίνουν καλύτερα αν δουλεύουν σε οµάδες και συντονίζονται από το 

δάσκαλό τους. Συµπερασµατικά λοιπόν, παρατηρείται πως τόσο οι γνωστικές όσο και 

οι κοινωνικές µεταβλητές συµβάλλουν στην επιτυχηµένη συνεργατική µάθηση.  

Επίλυση προβλήµατος και Αναλυτικό πρόγραµµα 

Η θέση της επίλυσης προβλήµατος στα αναλυτικά προγράµµατα των µαθηµατικών, 

διαφέρει από χώρα σε χώρα. Σε ορισµένες χώρες η επίλυση προβλήµατος θεωρείται 

ως βασικό κοµµάτι της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Αντίθετα, σε κάποιες άλλες χώρες 

η επίλυση προβλήµατος θεωρείται ως βασικός στόχος της εκπαίδευσης των 

Μαθηµατικών. Στην ενότητα αυτή παρουσιάζεται η θέση της επίλυσης προβλήµατος 

µε την πάροδο των χρόνων σε χώρες, όπως η Αυστραλία, η Σιγκαπούρη, η Γερµανία 

και άλλες. 

Η επίλυση προβλήµατος στο αναλυτικά προγράµµατα των χωρών που έχουν ως 

βασική γλώσσα τα Αγγλικά  

Το πρόγραµµα σπουδών της Αυστραλίας από το 1990 επικεντρώθηκαν γύρω από το 

τι πρέπει να γνωρίζουν και να µπορούν να κάνουν οι µαθητές στο τέλος της σχολικής 

περιόδου. Οι βασικές ικανότητες που πρέπει να αποκτηθούν καθορίζονται από το 

National Profile (Australian Educational Council, 1994) σύµφωνα µε το οποίο οι 

µαθητές πρέπει να µάθουν να δουλεύουν µαθηµατικά σε:  

� Έρευνα 

� Υποθέσεις 
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� Χρήση στρατηγικών επίλυσης προβλήµατος 

� Εφαρµογή και επαλήθευση 

� Χρήση µαθηµατικής γλώσσας 

� Εργασία σε συγκεκριµένο πλαίσιο 

Αρχικά στη Victoria της Αυστραλίας το πρόγραµµα σπουδών διαµορφώθηκε µε βάση 

τις παραπάνω 6 ικανότητες. Όµως το έργο των δασκάλων επιβαρύνθηκε αρκετά. 

οπότε το αναλυτικό πρόγραµµα περιορίστηκε στην αιτιολόγηση και στις στρατηγικές 

που χρησιµοποιούν οι µαθητές. 

 Στο New South Wales της Αυστραλίας τα Μαθηµατικά θεωρούνται σαν 

αντικείµενο το οποίο πρέπει να µάθεις και σαν αντικείµενο που πρέπει να κάνεις. Στη 

δυτική Αυστραλία υπάρχουν δυο επίπεδα πάνω στα οποία δουλεύουν οι καθηγητές 

των Μαθηµατικών. Το πρώτο λέγεται Εκτιµώντας τα Μαθηµατικά (appreciating 

mathematics) και έχει στόχο να βοηθήσει τους µαθητές να αισθανθούν ωραία για τα 

Μαθηµατικά. Το δεύτερο είναι το επίπεδο του δουλεύω µε Μαθηµατικό τρόπο 

(working mathematically) και έχει στόχο να βοηθήσει τους µαθητές να εξερευνήσουν, 

να χρησιµοποιήσουν κατάλληλες στρατηγικές, να γενικεύσουν και να αιτιολογήσουν, 

ώστε να γίνουν καλοί λύτες προβληµάτων. 

 Σε αντίθεση µε την Αυστραλία, στις ΗΠΑ, η επίλυση προβλήµατος θεωρείται 

ως µια ξεχωριστή διαδικασία η οποία τοποθετείται στο ίδιο επίπεδο µε τη γνώση του 

να δουλεύεις µε αναπαραστάσεις ή να επεξεργάζεσαι τα αποτελέσµατα και δεν 

θεωρείται ως στόχος των διαδικασιών αυτών. Στην Αγγλία επίσης, η επίλυση 

προβλήµατος θεωρείται ως µέρος του προγράµµατος σπουδών των Μαθηµατικών και 

όχι ως στόχος της Μαθηµατικής εκπαίδευσης.  
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Σχήµα 3: Στο αναλυτικό πρόγραµµα της Αγγλίας η επίλυση προβλήµατος είναι 
τµήµα µιας σωστής µαθηµατικής εκπαίδευσης (Stacey, 2005). 

 

 Στη Σιγκαπούρη, όπου οι µαθητές σηµείωσαν αρκετά υψηλές επιδόσεις στο 

διαγωνισµό της PISA (2003), η επίλυση προβλήµατος θεωρείται ως βασικός στόχος 

της µαθηµατικής εκπαίδευσης, µαζί µε τη µεταγνώση, την αιτιολόγηση και την 

εύρεση στρατηγικών. Πιο συγκεκριµένα το αναλυτικό πρόγραµµα των Μαθηµατικών 

αντιµετωπίζεται από τρεις όψεις, το στοχευόµενο (intended) αναλυτικό πρόγραµµα, το 

εφαρµοζόµενο (implemented) αναλυτικό πρόγραµµα και το αναλυτικό πρόγραµµα που 

τελικά επιτυγχάνεται (attained) (Ho & Hedberg, 2005).  

Η επίλυση προβλήµατος στο αναλυτικό πρόγραµµα της Γερµανίας  

Στη Γερµανία  αυτός που επηρέασε σηµαντικά τη διδασκαλία των µαθηµατικών ήταν 

ο διάσηµος µαθηµατικός Felix Klein. Τα σχολικά εγχειρίδια της δεκαετίας 1950 και 

1960 περιείχαν θέµατα που απαιτούσαν ξεκάθαρη επιχειρηµατολογία ή απόδειξη και 

ήταν πολύ πιο ενδιαφέροντα από τα λεκτικά προβλήµατα. Τα θέµατα αυτά θα 

µπορούσαν να θεωρηθούν ως προβλήµατα, αλλά οι διδάσκοντες δεν τα 

διαχειρίστηκαν µε αυτόν τον τρόπο. Το 1970 µπορεί να θεωρηθεί ως αφετηρία 

ένταξης της επίλυσης προβλήµατος στα Γερµανικά αναλυτικά προγράµµατα, και 

έναρξης εθνικών διαγωνισµών που κρίνουν τις ικανότητες µαθητών της 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης.  

Αριθµητική   
      και  
Άλγεβρα 

Χειρισµός  
 
∆εδοµένων 

Σχήµα, χώρος  
 
και µετρήσεις 

Χρήση και εφαρµογή 

µαθηµατικών. 

 

Επίλυση προβλήµατος, διαβίβαση 

λύσης και αιτιολόγηση. 
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Αν και στη Γερµανία ήταν γνωστή η συζήτηση που γινόταν στις ΗΠΑ από το 

1980 για την επίλυση προβλήµατος, ωστόσο οι διαφορετικές σηµασίες της λέξης 

επίλυση προβλήµατος και η άµεση µετάφρασή της στα Γερµανικά, προκάλεσαν 

σύγχυση. Η κατάσταση άλλαξε µε τη συµβολή του βιβλίου Αρχές και πρότυπα του 

NCTM, το οποίο όρισε σαφώς την επίλυση προβλήµατος. Έτσι τις τελευταίες 

δεκαετίες σηµειώθηκαν σηµαντικές αλλαγές στην επίλυση προβλήµατος που 

επηρέασαν τόσο τα θέµατα που διδάσκονταν στην τάξη όσο και τον τρόπο µε τον 

οποίο οι διδάσκοντες αντιµετωπίζουν τα προβλήµατα. 

 Η κατάσταση στη Γερµανία άλλαξε ακόµη περισσότερο τα δυο τελευταία 

χρόνια µε αφορµή τις φτωχές επιδόσεις των µαθητών στους διεθνείς διαγωνισµούς 

του PISA. Οι χαµηλές επιδόσεις των Γερµανών µαθητών έλαβαν µεγάλη 

δηµοσιότητα και οι πολιτικοί έκριναν πως έπρεπε να αντιδράσουν άµεσα. Έτσι η 

επίλυση προβλήµατος αποτελεί πλέον τµήµα του αναλυτικού προγράµµατος των 

µαθηµατικών στη Γερµανία ως µια δραστηριότητα. Παρόλα αυτά πολλοί είναι αυτοί 

που προτείνουν πως η επίλυση προβλήµατος δεν θα πρέπει να θεωρείται ως 

ανεξάρτητη δραστηριότητα, αλλά ως µια συνηθισµένη δραστηριότητα στην τάξη των 

µαθηµατικών (Reiss & Tοrner, 2007). 

Η επίλυση προβλήµατος στο αναλυτικό πρόγραµµα της Ολλανδίας  

Στην Ολλανδία η επίλυση προβλήµατος µέχρι τη δεκαετία του ’80 δεν αποτελούσε 

ξεχωριστό µέρος του αναλυτικού προγράµµατος. Τη δεκαετία του εβδοµήντα οι 

ειδικοί αντιλήφθηκαν πως το αναλυτικό πρόγραµµα ήταν πιο κοντά στους µαθητές 

που προετοιµαζόντουσαν για διάφορες επιστήµες, αλλά όχι για γι’ αυτούς που 

ενδιαφέρονταν για άλλους τοµείς όπως οι κοινωνικές επιστήµες. Έτσι λοιπόν 

αποφασίστηκε να δοθεί σ’ αυτούς τους µαθητές µια προσέγγιση των µαθηµατικών 

βασισµένη στα προβλήµατα, τις µαθηµατικές εφαρµογές και τα µαθηµατικά µοντέλα. 

Στο πρόγραµµα των µαθητών που κατευθύνονταν προς τις επιστήµες δεν έγινε 

κάποια αλλαγή και οι εξετάσεις παρέµειναν τυπικές.  

Για τους µαθητές που προετοιµαζόντουσαν για τις κλασσικές µελέτες, 

δηµιουργήθηκαν στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση δυο αναλυτικά προγράµµατα. Το 

αναλυτικό πρόγραµµα Α βασίστηκε στα ρεαλιστικά µαθηµατικά και αφορούσε τους 

µαθητές που κατευθύνονταν στις κοινωνικές ή οικονοµικές επιστήµες. Το δεύτερο 

πρόγραµµα ήταν τα µαθηµατικά Β µε κύριο άξονα τον υπολογισµό. Το πρόγραµµα 

αυτό αφορούσε µαθητές που κατευθύνονταν σε τεχνικές σχολές ή στις επιστήµες. 
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 Στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση δεν δίνεται πολύ σηµασία στην επίλυση 

προβλήµατος. Στα βιβλία σήµερα, συναντώνται κυρίως πολύπλοκα ρεαλιστικά 

προβλήµατα, ενώ προβλήµατα τύπου γρίφων στα οποία δεν είναι προφανής ο τρόπος 

αντιµετώπισης συναντώνται σπάνια. Τα προβλήµατα µη ρουτίνας δεν συναντώνται 

ούτε στα τεστ του Cito- διεθνές ινστιτούτο αξιολόγησης της εκπαιδευτικής προόδου. 

Η άποψη που επικρατεί είναι πως µόνο οι καλοί µαθητές µπορούν να λύσουν 

προβλήµατα και αυτοί οι µαθητές δεν χρειάζονται βοήθεια για να λύσουν 

προβλήµατα µη ρουτίνας. Η άποψη αυτή όµως ανατράπηκε το 2004 µε τη µελέτη 

Van den Heuvel-Panhuizen & Bodin-Baarends, τα αποτελέσµατα της οποίας 

ανάγκασαν ερευνητές και εκπαιδευτικούς στην Ολλανδία να αναθεωρήσουν την 

άποψή τους. Συνέπεια αυτής της επαγρύπνησης είναι Η µεγάλη µέρα αριθµητικής, που 

οργανώνεται από το ινστιτούτο του Freudenthal, όπου τη µέρα αυτή χιλιάδες µαθητές 

του δηµοτικού λύνουν προβλήµατα. 

 Όπως και στη πρωτοβάθµια εκπαίδευση έτσι και στη δευτεροβάθµια, η 

επίλυση προβλήµατος είναι υποβαθµισµένη. Όπως προαναφέραµε ακόµη και το 

αναλυτικό πρόγραµµα των µαθηµατικών Α περιέχει θέµατα ρουτίνας, ενώ στις 

κρατικές εξετάσεις δεν ενισχύεται η επίλυση προβλήµατος.  

Σηµαντικές πρωτοβουλίες ενίσχυσης της επίλυσης προβλήµατος αποτελούν οι 

διαγωνισµοί A-lympiad και Mathemetics B-day. Σκοπός των διαγωνισµών αυτών 

ήταν να σχεδιαστεί ένα σύστηµα που περικλείει τους αντικειµενικούς σκοπούς του 

συστήµατος των µαθηµατικών Α και απαιτεί οµαδική εργασία. Ο διαγωνισµός 

αναφέρεται σε µαθητές ηλικίας 16-18 χρονών. Περιλαµβάνει την ενασχόληση µε ένα 

πρόβληµα µε οµαδική συνεργασία τριών ή τεσσάρων µαθητών. Χωρίζεται σε 

προκαταρτικό και τελικό διαγωνισµό. Οι οµάδες πρέπει να προσδιορίσουν το 

πρόβληµα και τη στρατηγική που θα ακολουθήσουν και στη συνέχεια να το λύσουν 

και να επιχειρηµατολογήσουν παρουσιάζοντας τη λύση τους. 

 Στα πρώτα χρόνια του διαγωνισµού δεν ήταν συνηθισµένο να απαιτούνται 

από τους µαθητές ικανότητες όπως, επίλυση προβληµάτων, διάβασµα, γράψιµο, 

έρευνα, επιχειρηµατολογία, αιτιολόγηση, µαθηµατικοί µετασχηµατισµοί, οµαδική 

εργασία και σχέδιο εργασίας. Όλα τα παραπάνω µε τη συµβολή του διαγωνισµού 

εφαρµόστηκαν στα σχολεία της Ολλανδίας, αφού πλέον έγινε ξεκάθαρο πως οι 

µαθητές στην κοινωνία θα έχουν να αντιµετωπίσουν αυτού του είδους τα 

µαθηµατικά. Με το πέρασµα των χρόνων ο διαγωνισµός έγινε όλο και πιο διάσηµος 

και πλέον συµµετέχουν 6000 Ολλανδοί µαθητές. Επίσης, έχει καθιερωθεί και διεθνής 



 54 

τελικός διαγωνισµός στον οποίο παίρνουν µέρος µαθητές από άλλες χώρες, όπως 

∆ανία, και Γερµανία (Doorman et al., 2007)  

Η επίλυση προβλήµατος στο αναλυτικό πρόγραµµα της Ουγγαρίας 

Η Ουγγαρία είναι µια χώρα που έχει αναδείξει αρκετούς σηµαντικούς µαθηµατικούς 

και ερευνητές των µαθηµατικών, όπως ο Polya, ο  Neumann κ.α. Από το 1950 η ΕΜΠ 

θεωρείται ως βασικός στόχος της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Ο πιο σηµαντικός 

ερευνητής των µαθηµατικών στην Ουγγαρία ήταν ο Vagra, ο οποίος δηµιούργησε το 

σχέδιο OPI, (Εθνικό ινστιτούτο εκπαίδευσης). Ο Vagra ανέπτυξε µια γνωστή µέθοδο 

κατά την οποία η επίλυση προβλήµατος ήταν κεντρική δραστηριότητα της 

µαθηµατικής εκπαίδευσης σε όλα τα επίπεδα. Η πιο σηµαντική έρευνα που έγινε από 

το OPI µελέτησε γενικώς τα µαθηµατικά στα σχολεία. Σκοπός της έρευνας ήταν να 

δηµιουργήσει νέο περιβάλλον στη διδασκαλία των µαθηµατικών, να κρίνει πότε η 

κοινωνία είναι έτοιµη να αλλάξει το σύστηµα της µαθηµατικής εκπαίδευσης, και να 

αποφασίσει ποιες ενέργειες είναι απαραίτητες γι’ αυτό. Οι συµµετέχοντες στόχευαν 

να παροτρύνουν τους µαθητές να κάνουν λάθη, να αυτενεργήσουν και να ενισχύσουν 

την επιθυµία τους να πετύχουν. Οι δάσκαλοι χειρίζονται τις ατοµικές διαφορές των 

µαθητών και δηµιουργούν µια φιλική ατµόσφαιρα στην οποία µαθητές και δάσκαλοι 

είναι συνεργάτες. Η άλγεβρα και η γεωµετρία αλλά και βασικές έννοιες, τοπολογίας, 

συνόλων, πιθανοτήτων εισάγονται από το δηµοτικό, ώστε µε τον καιρό οι έννοιες να 

ωριµάσουν στο µυαλό των  µαθητών. Η ουσία του σχεδίου είναι να διασφαλίσει τη 

συνεχόµενη ανάπτυξη κάθε παιδιού σε συναισθηµατικό και γνωστικό επίπεδο στο 

σηµείο που µπορούν να συµβάλλουν τα σχολικά µαθηµατικά. 

 Η OPI έρευνα βασίστηκε στη συνεργασία δασκάλων και ερευνητών. Αν και η 

ηγεσία του τµήµατος µαθηµατικών του εθνικού ινστιτούτου εκπαίδευσης της 

Ουγγαρίας πρόσφερε αρκετά στην έρευνα, το εκπαιδευτικό περιβάλλον όµως δεν 

ήταν καθόλου φιλικό. Οι αιτίες ήταν η ρουτίνα των τεσσάρων πρώτων χρόνων της 

υποχρεωτικής εκπαίδευσης, το γεγονός ότι πλέον ο δάσκαλος δεν θεωρείται µοναδική 

αυθεντία, αλλά και ο θόρυβος που πλέον επιτρέπεται στη σχολική αίθουσα. Όλα τα 

παραπάνω προκάλεσαν το φόβο του νέου και της αποτυχίας σε δάσκαλους, µαθητές, 

γονείς και επιθεωρητές. Για την αντιµετώπιση αυτού του αρνητικού κλίµατος οι 

ερευνητές δούλεψαν σε βάθος ώστε να βεβαιωθούν πως οι νέες διδακτικές µέθοδοι 

δεν απαιτούν ιδιαίτερα προικισµένους δάσκαλους ή µαθητές ώστε να πετύχουν. 

Επίσης, έπρεπε να αποδείξουν πως µε τη νέα µέθοδο οι µαθητές πετυχαίνουν τα ίδια 

ή και καλύτερα αποτελέσµατα απ’ ότι µε την παραδοσιακή µέθοδο. Επιπροσθέτως οι 
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µαθητές δεν αισθάνονται αγχωµένοι αλλά είναι πιο πρόθυµοι να εργαστούν πάνω 

στην επίλυση προβλήµατος (Klein, 1987, αναφορά στο Szendrei, 2007 ).  

Το σύστηµα του Vagra ήταν το πρώτο αναλυτικό πρόγραµµα στην Ουγγαρία 

που περιέγραφε τη µέθοδο, το περιεχόµενο, τα εγχειρίδια, µε τον δάσκαλο να 

καθοδηγεί και τους µαθητές να ακολουθούν. Από τα αποτελέσµατα της εφαρµογής 

του νέου σχεδίου προέκυψε πως οι µαθητές που είχαν εκπαιδευτεί µε το νέο 

αναλυτικό πρόγραµµα ξεπέρασαν τους υπόλοιπους µαθητές ακόµη και στα 

προβλήµατα που απαιτούσαν παραδοσιακό τρόπο λύσης. 

Στο διαγωνισµό του IEA (∆ιεθνής Ένωση για την Αξιολόγηση των 

Εκπαιδευτικών Επιτευγµάτων), για 14τράχρονους µαθητές η Ουγγαρία ήταν στις 

τρεις πρώτες χώρες µεταξύ την Ιαπωνίας και της Ολλανδίας (Szendrei 1991, σελ. 99, 

αναφορά στο Szendrei, 2007). Πλέον τα πλεονεκτήµατα του νέου αναλυτικού 

προγράµµατος ήταν προφανή σε κάθε µελέτη. Ωστόσο τα αποτελέσµατα της SIMS 

(Szendrei 1991, σελ. 87, αναφορά στο Szendrei, 2007) έδειξαν πολύ πιο χαµηλό 

επίπεδο απάντησης σε προβλήµατα που απαιτούσαν εφαρµογή µαθηµατικής γνώσης. 

Η έρευνα του PISA (2000) έδειξε πως οι Ούγγροι µαθητές είχαν πολύ καλή επίδοση 

στα προβλήµατα που ήταν όµοια µε αυτά που συναντούσαν στο σχολείο, ενώ είχαν 

χαµηλή επίδοση στα ρεαλιστικά προβλήµατα που απαιτούσαν εφαρµογή της γνώσης 

(Vari 2003, σελ. 98, αναφορά στο Szendrei, 2007).   

H επίλυση προβλήµατος στο ελληνικό σχολείο 

Στην Ελλάδα η επίλυση προβλήµατος δεν αποτελεί ξεχωριστή ενότητα στο αναλυτικό 

πρόγραµµα, αλλά θεωρείται ως βασικό στόχος της διδασκαλίας των µαθηµατικών. Η 

µαθηµατική εκπαίδευση δηλαδή έχει στόχο να προσφέρει στους µαθητές τα 

απαραίτητα εφόδια, ώστε να µετατραπούν σε καλούς λύτες προβληµάτων. 

 Τα µαθηµατικά προβλήµατα έχουν κεντρική θέση στα σχολικά εγχειρίδια του 

δηµοτικού σχολείου. Τα προβλήµατα που λύνουν οι µαθητές του δηµοτικού σχολείου 

είναι προβλήµατα πρακτικής αριθµητικής. Στο γυµνάσιο επεκτείνονται σε 

προβλήµατα που επιλύονται µε τη βοήθεια εξισώσεων. Συγκεκριµένα, στην πρώτη 

και τη δεύτερη τάξη του γυµνασίου οι µαθητές µαθαίνουν να λύνουν προβλήµατα 

εξισώσεων πρώτου βαθµού. Στην τρίτη τάξη η ύλη επεκτείνεται στην επίλυση 

προβληµάτων µε εξισώσεις 2ου βαθµού, αλλά και προβληµάτων που για την επίλυσή 

τους απαιτείται η κατασκευή ενός συστήµατος εξισώσεων.  
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Από τη µελέτη του αναλυτικού προγράµµατος προκύπτει πως οι µαθητές µας  

καλούνται συχνά να αντιµετωπίσουν προβλήµατα, οπότε θα αναµέναµε να είναι 

εξοικειωµένοι µε αυτά. Ωστόσο είναι κοινά αποδεκτό πως η πλειοψηφία των 

µαθητών αποτυγχάνει στην επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων. Γιατί συµβαίνει 

αυτό; 

Μια πρώτη αιτία είναι η δυσκολία των µαθητών µε τη γλωσσική και την 

εννοιολογική κατανόηση του προβλήµατος. Τα προβλήµατα που περιέχονται στα 

σχολικά εγχειρίδια συχνά δεν είναι κατάλληλα για τους µαθητές. Περιέχουν 

δυσκολίες στη σύνταξη και το λεξιλόγιο και αναφέρονται σε πραγµατικά προβλήµατα 

της κοινωνικής ζωής των ενηλίκων, και λιγότερο σε καθηµερινές εµπειρίες των 

µαθητών. Επίσης, στην ελληνική σχολική τάξη κατά την επίλυση προβλήµατος δεν 

τονίζεται η φάση της  κατανόησής του, αλλά η κατάληξη στον τελικό στόχο 

(Κόσυβας, 1996). Πολύ συχνά όµως παρατηρείται οι µαθητές να µην λύνουν σωστά 

ένα πρόβληµα επειδή δεν το έχουν κατανοήσει γλωσσικά. Επίσης, αρκετοί µαθητές 

δυσκολεύονται να κατανοήσουν τις µαθηµατικές έννοιες που κρύβονται πίσω από τις 

προτάσεις του προβλήµατος, µε αποτέλεσµα να τις µεταφράζουν σε λανθασµένες 

µαθηµατικές εκφράσεις (Mayer, 1985; Jonassen, 2003). Είναι απαραίτητο λοιπόν 

κατά την επίλυση προβλήµατος να δίνεται έµφαση στην κατανόησή του, καθώς η 

κατανόηση του προβλήµατος καθορίζει την ορθή επίλυσή του.  

Ένας δεύτερος λόγος στον οποίο οφείλονται πολλές δυσκολίες των µαθητών 

σήµερα είναι η επιλογή της κατάλληλης στρατηγικής. Τα διδακτικά εγχειρίδια δίνουν 

έµφαση σε τυποποιηµένες γνώσεις και σε µια εκτεταµένη ασκησιολογία, τα οποία 

παραπέµπουν στη µηχανιστική µάθηση και στην παγίωση της αντίληψης ότι τα 

Μαθηµατικά είναι χειρισµός συµβόλων χωρίς νόηµα. Η βασική µέθοδος διδασκαλίας 

των µαθηµατικών στο ελληνικό σχολείο σήµερα, ξεκινά από µια σειρά  

παραδειγµάτων τα οποία επιλύονται από το διδάσκοντα. Αυτό που πρέπει να κάνουν 

οι µαθητές είναι να κατανοήσουν τις µεθόδους που προτείνει ο δάσκαλός τους και να 

µάθουν πότε θα πρέπει να τις εφαρµόζουν. Γίνεται δηλαδή µια κατηγοριοποίηση των 

µαθηµατικών προβληµάτων µε βάση τη µέθοδο επίλυσής τους και ο µαθητής πρέπει 

να µάθει να ξεχωρίζει πότε µια µέθοδος είναι κατάλληλη ή όχι. H κριτική σκέψη και 

η διερεύνηση περιορίζονται στην εύρεση της κατηγορίας στην οποία ανήκει το 

πρόβληµα (Κόσυβας, 1996). Οι µαθητές όµως θα πρέπει να εκπαιδευτούν, ώστε να 

διακρίνουν πότε µια αριθµητική πράξη µπορεί να τους οδηγήσει στην ακριβή λύση 
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του προβλήµατος και πότε είναι εντελώς ακατάλληλη για την κατάσταση που 

περιγράφει το πρόβληµα. Μέσα από δραστηριότητες και συζήτηση στην τάξη οι 

µαθητές θα µάθουν να εγείρουν υποθέσεις και να τις αντιπαραβάλλουν, θα 

αποκτήσουν κριτική σκέψη, ώστε σταδιακά να εξελιχθούν σε καλούς λύτες 

προβληµάτων (Siegler, 2003; Thom & Pirie, 2002; Lerch, 2004; Greer, 1997) .  

Μια τρίτη βασική αιτία για τη δυσκολία των µαθητών µε την επίλυση 

προβλήµατος είναι η ανασκόπηση της λύσης. Οι µαθητές έχουν µάθει να απαντούν σε 

λεκτικά προβλήµατα, χωρίς να ελέγχουν αν η απάντησή τους συµφωνεί µε τα 

δεδοµένα του προβλήµατος. Αυτή η συνήθεια των µαθητών είναι δικαιολογηµένη 

καθώς στο ελληνικό σχολείο σήµερα δεν τονίζεται η σηµασία της ανασκόπηση της 

λύσης. Αυτό που βιώνουν τα παιδιά στην τάξη είναι ότι οι καλοί µαθητές δεν 

χρειάζονται χρόνο να σκεφτούν πάνω στο πρόβληµα και µπορούν να το λύσουν σε 

όσο το δυνατό λιγότερο χρόνο. Η άποψη αυτή ωθεί εδώ και πολλά χρόνια τους 

µαθητές να µελετούν επιπόλαια την εκφώνηση του προβλήµατος και να απαντούν 

χωρίς να ελέγχουν την ορθότητα του αποτελέσµατός τους. 

Τα υπάρχοντα αναλυτικά προγράµµατα των µαθηµατικών, λοιπόν, συµβάλουν 

ώστε οι µαθητές να αποκτούν κάποιες ασύνδετες µεταξύ τους µαθηµατικές γνώσεις 

χωρίς να αντιλαµβάνονται ότι αυτές είναι εργαλεία για την επίλυση προβληµάτων. 

Όταν απαιτείται να χρησιµοποιήσουν τις γνώσεις αυτές σε ένα διαφορετικό πλαίσιο 

τα αποτελέσµατα είναι απογοητευτικά. Οι µαθητές δεν αντιλαµβάνονται τη 

σκοπιµότητα της διδασκαλίας των µαθηµατικών και οι γνώσεις που αποκτούν πολύ 

γρήγορα ξεχνιούνται (Κόσυβας, 1996).   

Η παρούσα έρευνα µελετά τις επιδόσεις των µαθητών της Γ’ Γυµνασίου στην 

οποίους αντιµετωπίζουν τα επίλυση πρωτότυπων προβληµάτων και κυρίως εστιάζει 

στους τρόπους µε τους προβλήµατα αυτά. Στη συνέχεια, εξετάζεται η συµπεριφορά 

των ίδιων µαθητών στην επίλυση προβληµάτων ρουτίνας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ III 

 

ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

Εισαγωγή 

Σκοπός αυτής της µελέτης ήταν να διερευνήσει τους λόγους για τους οποίους οι 

µαθητές της Γ΄ Γυµνασίου αποτυγχάνουν όταν αντιµετωπίζουν πρωτότυπα 

προβλήµατα παρόµοια µε αυτά του διαγωνισµού PISA 2003. Πιο αναλυτικά, η 

παρούσα µελέτη εξετάζει τις επιδόσεις των µαθητών αυτών σε προβλήµατα όπως 

εκείνα του PISA και τις συγκρίνει µε τις επιδόσεις τους σε συνήθη προβλήµατα 

ρουτίνας, τα οποία είναι κοντά στα πλαίσια του σχολικού βιβλίου. Μαθητές δύο 

τµηµάτων κλήθηκαν να επιλύσουν προβλήµατα ρουτίνας και προβλήµατα από το 

PISA. Οι απαντήσεις των µαθητών αξιολογήθηκαν και στη συνέχεια διενεργήθηκαν 

συνεντεύξεις µε επιλεγµένο υποσύνολο του δείγµατος, µε σκοπό να εµβαθύνουµε 

στον τρόπο σκέψης των µαθητών και να εντοπίσουµε τις αδυναµίες τους. Οι 

συνεντεύξεις µαγνητοφωνήθηκαν και µαζί µε τα γραπτά των µαθητών αποτέλεσαν το 

ερευνητικό υλικό της µελέτης. 

Επιλογή µεθόδου και συµµετεχόντων 

Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε αρχές Μαΐου 2008, λίγο πριν τις τελικές εξετάσεις του 

Ιουνίου, σε ένα Γυµνάσιο της Αθήνας. Έλαβαν µέρος συνολικά 55 µαθητές, της Γ΄ 

τάξης Γυµνασίου και συγκεκριµένα 26 αγόρια και 29 κορίτσια από δυο διαφορετικά 

τµήµατα. Τα δυο τµήµατα είχαν τον ίδιο διδάσκοντα στα Μαθηµατικά, ο οποίος 

ενηµέρωσε την ερευνήτρια πως οι επιδόσεις των µαθητών ήταν παρόµοιες. Η έρευνα 

πραγµατοποιήθηκε σε κάθε τµήµα ξεχωριστά και περιλάµβανε δυο φάσεις. Στην 

πρώτη φάση τα υποκείµενα κλήθηκαν να απαντήσουν σε δυο δοκίµια µε 

συγκεκριµένα προβλήµατα, ενώ στη δεύτερη φάση συγκεκριµένες οµάδες µαθητών, 

ανάλογα µε τις επιδόσεις τους στα δυο δοκίµια, κλήθηκαν σε συνέντευξη. Πριν από 

την έναρξη λύσης των προβληµάτων διευκρινίσαµε στους µαθητές το σκοπό της 

έρευνάς µας και τονίσαµε πως τα στοιχεία που θα συλλέγαµε θα χρησιµοποιούνταν 

ανώνυµα. Αφού τους ευχαριστήσαµε για την πολύτιµη βοήθειά τους συνεχίσαµε στη 

διεξαγωγή της πρώτης φάσης.  

 



 59 

Μέσα συλλογής δεδοµένων 

Για την επίτευξη των στόχων της έρευνας χρησιµοποιήθηκαν όπως προαναφέρθηκε 

δυο δοκίµια. Το πρώτο δοκίµιο περιείχε προβλήµατα ρουτίνας, παρόµοια µε αυτά του 

σχολικού εγχειριδίου. Το δεύτερο δοκίµιο περιείχε πρωτότυπα προβλήµατα από το 

διαγωνισµό του PISA 2003. Τα δυο δοκίµια δοκιµάστηκαν πιλοτικά σε τρεις µαθητές 

της Γ΄ Γυµνασίου  (2 κορίτσια και 1 αγόρι) που δεν ανήκαν στο δείγµα της έρευνας. 

Η πιλοτική χορήγηση των δοκιµίων έγινε µε στόχο να εντοπιστούν τυχόν αδυναµίες 

στη διατύπωση των έργων και να εκτιµηθεί ο απαιτούµενος χρόνος για τη 

συµπλήρωσή τους. Μετά την πιλοτική χορήγηση τροποποιήθηκαν οι εκφωνήσεις των 

τριών προβληµάτων στο 1ο δοκίµιο, ώστε να γίνει πιο κατανοητό στα παιδιά.  

 Το πρώτο φύλλο βασίστηκε σε προβλήµατα από το άρθρο Understanding των 

Buxkemper και Hartfiel (2003). Στο δοκίµιο αυτό οι µαθητές κλήθηκαν να λύσουν 

τρία προβλήµατα. Τα προβλήµατα αυτά είναι τυπικά µαθηµατικά προβλήµατα 

παρόµοια µε αυτά του σχολικού εγχειριδίου (∆είτε Παράρτηµα Α). Η επιλογή των 

προβληµάτων αυτών έγινε µε βάση το σχολικό βιβλίο και συγκεκριµένα προτιµήσαµε 

προβλήµατα που βασίζονταν σε καταστάσεις που ενδεχοµένως οι µαθητές είχαν 

αντιµετωπίσει στο παρελθόν.  

Στο πρώτο πρόβληµα οι µαθητές καλούνται να φτιάξουν µια εξίσωση. Ο 

στόχος του προβλήµατος είναι να ελέγξουµε κατά πόσον οι µαθητές κατανοούν το 

λεκτικό πρόβληµα, είναι δηλαδή σε θέση να το εκφράζουν και να το αντιλαµβάνονται 

µε διαφορετικούς τρόπους. Συγκεκριµένα, εξετάζεται σε ποιο βαθµό οι µαθητές είναι 

σε θέση να µεταφράσουν σωστά τις λεκτικές περιγραφές σε µαθηµατική εξίσωση. 

Στο δεύτερο πρόβληµα οι µαθητές καλούνταν να σχολιάσουν τη λύση ενός 

µαθηµατικού προβλήµατος και να κρίνουν την ορθότητα ή όχι της λύσης του. 

Ζητώντας από τους µαθητές να βρουν λογικά λάθη είναι ένας καλός τρόπος να 

ελεγχθεί η κατανόηση των διάφορων συνεπαγωγών στο πρόβληµα, αλλά και να 

εντοπιστούν λογικά λάθη. Τέλος, το τρίτο πρόβληµα είναι ένα γεωµετρικό πρόβληµα 

στο οποίο οι µαθητές καλούνται να υπολογίσουν ένα τµήµα µιας πλευράς ενός 

ορθογωνίου τριγώνου. Το πρόβληµα αυτό έχει δυο στόχους. Ο πρώτος στόχος είναι 

να εξεταστεί αν οι µαθητές µπορούν να εντοπίσουν τα µέρη του υλικού τα οποία 

µπορούν να «συναρµολογηθούν» και να τους οδηγήσουν στη λύση. Επίσης, µε το 

πρόβληµα αυτό εξετάζεται αν οι µαθητές προσπαθώντας να «συναρµολογήσουν» το 



 60 

υλικό που τους δόθηκε µπορούν να σχηµατίσουν ένα µοντέλο λύσης του 

προβλήµατος. 

 Το δεύτερο δοκίµιο περιέχει τρία προβλήµατα από το διαγωνισµό του PISA 

(2003) (δείτε Παράρτηµα Α). Το πρώτο πρόβληµα (Cinema) ανήκει στην κατηγορία 

προβληµάτων λήψης απόφασης και επιλέχθηκε γιατί η πλειοψηφία των µαθητών που 

συµµετείχαν στο διαγωνισµό του PISA σηµείωσε καλές επιδόσεις. Το πρόβληµα 

αναφέρεται σε µια παρέα συµµαθητών που θέλουν να πάνε στον κινηµατογράφο. Στο 

πρόβληµα αυτό οι µαθητές πρέπει να διαβάσουν και να αναλύσουν τις πληροφορίες 

που δίνονται και να κατανοήσουν τους περιορισµούς του. Οι µαθητές καλούνται να 

απαντήσουν σε δυο ερωτήσεις. Στην πρώτη ερώτηση οι µαθητές πρέπει να 

αποφασίσουν αν η παρέα των µαθητών του προβλήµατος µπορεί ή όχι να 

παρακολουθήσει τις ταινίες που αναφέρονται στην εκφώνηση του προβλήµατος. Η 

δεύτερη ερώτηση είναι µια ερώτηση του τύπου πολλαπλής επιλογής. Πλέον οι 

απαιτήσεις του προβλήµατος αυξάνουν καθώς οι µαθητές πρέπει να χειριστούν 

πολλούς περιορισµούς. Σύµφωνα µε την κλίµακα αξιολόγησης που προτείνεται στο 

PISA οι µαθητές που απαντούν σωστά τη δεύτερη ερώτηση είναι ικανοί να 

χειριστούν πολύπλοκους περιορισµούς και κατατάσσονται στο δεύτερο επίπεδο 

δυσκολίας.  

Το δεύτερο πρόβληµα (Βιβλιοθήκη) ανήκει στην κατηγορία ανάλυση και 

σχεδιασµός συστήµατος και είναι ένα πρόβληµα στο οποίο οι µαθητές του 

διαγωνισµού γενικά διεθνώς είχαν µέτριες επιδόσεις. Το πρόβληµα αυτό περιγράφει 

τον τρόπο λειτουργίας του συστήµατος δανεισµού της βιβλιοθήκης ενός 

Πανεπιστηµίου. Στην πρώτη ερώτηση του προβλήµατος οι µαθητές έπρεπε να 

κατανοήσουν και να ερµηνεύσουν τους κανόνες λειτουργίας του συστήµατος, ώστε 

να αποφασίσουν για το επιτρεπόµενο χρονικό διάστηµα δανεισµού συγκεκριµένης 

έκδοσης. Στη δεύτερη ερώτηση οι µαθητές έπρεπε να φτιάξουν ένα παρόµοιο 

διάγραµµα ροής για µια άλλη βιβλιοθήκη και να εκτελέσουν συγκεκριµένους 

κανόνες. Η πρώτη ερώτηση ανήκει στο πρώτο επίπεδο της κλίµακας αξιολόγησης του 

PISA, ενώ η δεύτερη ερώτηση ήταν πιο δύσκολη και ήταν του επιπέδου 3. Μάλιστα, 

σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα του PISA, η δεύτερη ερώτηση του προβλήµατος 

αυτού, ήταν η δεύτερη σε επίπεδο δυσκολίας ερώτηση του διαγωνισµού.  

Τέλος, το τρίτο πρόβληµα (Άρδευση) ανήκει στην κατηγορία αντιµετώπιση 

προβληµατικών καταστάσεων και είναι από τα προβλήµατα που δυσκόλεψαν αρκετά 
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τους µαθητές. Στο πρόβληµα παρουσιάζεται ένα σύστηµα άρδευσης. Οι µαθητές 

πρέπει να κατανοήσουν τα κύρια χαρακτηριστικά και τον τρόπο λειτουργίας του 

συστήµατος. Η πρώτη ερώτηση αναθέτει στους µαθητές µια έρευνα, ώστε να 

σχεδιάσουν την πιθανή ροή του νερού στο σύστηµα. Τα αποτελέσµατα από αυτή την 

ερώτηση µας πληροφορούν αν οι µαθητές έχουν κατανοήσει το σύστηµα των πυλών 

και τον τρόπο µε τον οποίο το νερό διαχέεται στο σύστηµα. Η ερώτηση αυτή είναι 

του πρώτου επιπέδου της κλίµακας αξιολόγησης του PISA. Η δεύτερη ερώτηση 

εξετάζει τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των πυλών και της ροής του νερού. Οι 

απαιτήσεις του προβλήµατος πλέον αυξάνουν, καθώς οι µαθητές πρέπει να 

αναλύσουν και να αιτιολογήσουν τη λειτουργία κάθε πύλης και να αποφασίσουν αν 

το νερό θα τρέξει σε όλο το σύστηµα. Η ερώτηση αυτή είναι του δεύτερου επιπέδου 

της κλίµακας αξιολόγησης. Η τρίτη ερώτηση του προβλήµατος, θεωρήθηκε η πιο 

δύσκολη ερώτηση του διαγωνισµού. Στην ερώτηση αυτή οι µαθητές πρέπει να 

φτιάξουν ένα τεστ, ώστε να ελέγξουν αν η πύλη που έχει κολλήσει και εµποδίζει το 

νερό να τρέξει στο σύστηµα είναι η D. 

∆ιαδικασία εκτέλεσης της έρευνας  

Η έρευνα όπως προαναφέραµε διεξήχθη σε δυο φάσεις. Για την πρώτη φάση 

χρειάστηκαν δυο διδακτικές ώρες, οι οποίες µάλιστα ήταν συνεχόµενες, ώστε να µην 

διακοπεί η ροή της διαδικασίας. Ξεκινήσαµε µε το πρώτο φύλλο εργασίας, όπου οι 

µαθητές κλήθηκαν να λύσουν τρία προβλήµατα. Αρχικά εξηγήσαµε το πρώτο 

πρόβληµα στους µαθητές και αφού λύθηκαν οι απορίες τους, αφέθηκαν να λύσουν το 

πρόβληµα µόνοι τους. Περαιτέρω βοήθεια δεν δόθηκε. Αφού έλυσαν το πρόβληµα 

όλοι οι µαθητές συνεχίσαµε στα δυο άλλα προβλήµατα, εφαρµόζοντας την ίδια 

τακτική. Τελειώνοντας µε το πρώτο φύλλο εργασίας, συνεχίσαµε στο δεύτερο 

ακολουθώντας και πάλι την ίδια τακτική. 

 Τα φύλλα εργασίας δόθηκαν στους µαθητές κατά τη διάρκεια του σχολικού 

ωραρίου χωρίς αυτοί να έχουν ενηµερωθεί για τη διεξαγωγή της έρευνας. Πριν από 

την έναρξη της διαδικασίας τονίσαµε στους µαθητές πως ο σκοπός της έρευνας ήταν 

να µελετήσουµε τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην επίλυση 

προβληµάτων, µε απώτερο σκοπό να τους βοηθήσουµε να ξεπεράσουν τα εµπόδια 

αυτά και να γίνουν καλύτεροι λύτες προβληµάτων. Παράλληλα, τονίσαµε στους 

µαθητές ότι σκοπός της έρευνας δεν ήταν η αξιολόγησή τους και ότι ο λόγος που τους 

ζητήσαµε να γράψουν το ονοµατεπώνυµό τους στα φύλλα εργασίας ήταν ώστε να 
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µπορέσουµε εύκολα να εντοπίσουµε τους µαθητές που οι απαντήσεις τους 

παρουσίαζαν ιδιαίτερο ερευνητικό ενδιαφέρον. Έπειτα από τις παραπάνω οδηγίες 

ξεκίνησε η διαδικασία. Η ερευνήτρια µαζί µε τη διδάσκουσα παρέµειναν στην τάξη, 

ώστε να επιτηρούν την οµαλή διεξαγωγή της διαδικασίας. Με το πέρας της Α΄ φάσης 

στο πρώτο τµήµα συνεχίστηκε η ίδια ακριβώς διαδικασία και στο δεύτερο τµήµα.  

Αξιολόγηση των φύλλων εργασίας  

Αφού ολοκληρώθηκε η επίλυση των φύλλων εργασίας και στα δυο τµήµατα 

προχωρήσαµε στην αξιολόγησή τους. Για την αξιολόγηση του δεύτερου δοκιµίου 

χρησιµοποιήσαµε τη φόρµα που χρησιµοποιήθηκε και στον διαγωνισµό του PISA 

2003, ενώ για το πρώτο δοκίµιο δηµιουργήθηκε µια ανάλογη φόρµα (∆είτε 

Παράρτηµα Α). Πιο συγκεκριµένα για το πρώτο δοκίµιο η αξιολόγηση είχε ως εξής: 

Για κάθε πρόβληµα η πλήρης απάντηση βαθµολογούνταν µε δέκα µονάδες. Στο 

πρώτο πρόβληµα πλήρης θεωρείται η απάντηση που δίνει απευθείας τη µορφή της 

εξίσωσης που οδηγεί στη λύση, δηλαδή χ +2χ +3 = 12 ή η απάντηση µε µορφή 

συστήµατος, δηλαδή «αν χ ο µικρότερος αριθµός και ψ ο µεγαλύτερος τότε 2χ = ψ – 

3, οπότε η εξίσωση είναι χ +2χ+3 = 12». Αν δοθούν οι ζητούµενοι αριθµοί χωρίς να 

γραφεί η εξίσωση τότε η απάντηση θεωρείται µερικώς ορθή και βαθµολογείται µε 

πέντε µονάδες. Απαντήσεις της µορφής «αν χ το µικρότερο µέρος τότε το µεγαλύτερο 

θα είναι 2χ-3» θεωρούνται λανθασµένες. Επίσης λανθασµένες θεωρούνται 

οποιεσδήποτε άλλες απαντήσεις.  

 Στο δεύτερο πρόβληµα πλήρης απάντηση θεωρείται αυτή που περιγράφει 

σωστά τα βήµατα της λύσης και απορρίπτει το συµπέρασµα αιτιολογηµένα. Μερικώς 

ορθές (5 µονάδες) θεωρούνται οι απαντήσεις  που έχουν ένα λάθος στην περιγραφή 

των βηµάτων, αλλά το συµπέρασµα είναι σωστό και αιτιολογείται πλήρως. Επίσης, 

µερικώς ορθές θεωρούνται οι απαντήσεις που περιγράφουν σωστά τα βήµατα της 

λύσης, αλλά δέχονται την ορθότητα του συµπεράσµατος. Οι απαντήσεις που 

περιγράφουν λάθος τα βήµατα της λύσης και το συµπέρασµα θεωρούνται 

λανθασµένες και βαθµολογούνται µε µηδέν µονάδες. Επίσης, µηδέν µονάδες 

παίρνουν και οι µη αιτιολογηµένες απαντήσεις. 

 Στο τρίτο πρόβληµα, µε δέκα µονάδες βαθµολογήθηκε µια περιγραφική λύση 

του προβλήµατος όπως «Στο τρίγωνο ACB εφαρµόζω Πυθαγόρειο Θεώρηµα για να 

βρω το χ. Στο τρίγωνο ΑΒD εφαρµόζω Πυθαγόρειο Θεώρηµα για να βρω την πλευρά 

AD. Από το ΑD αφαιρώ το χ και βρίσκω το ψ». Επίσης, µε δέκα µονάδες 
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βαθµολογήθηκε και η ορθή αριθµητική λύση του προβλήµατος. Μερικώς ορθές 

απαντήσεις (5 µονάδες) θεωρήθηκαν οι απαντήσεις που είχαν κάποιο αριθµητικό 

λάθος, αλλά ο τρόπος σκέψης είναι σωστός. Επίσης, µε πέντε µονάδες 

βαθµολογήθηκαν και οι απαντήσεις που είχαν βρει το χ, την πλευρά ΑD αλλά δεν 

είχαν αφαιρέσει από το AD το χ, ώστε να βρουν το ψ. Οι απαντήσεις στις οποίες 

εφαρµόστηκε Π.Θ στο τρίγωνο BCD θεωρούνται λανθασµένες και δεν πήραν 

καθόλου βαθµό. Επίσης, όλες οι άλλες απαντήσεις θεωρούνται λανθασµένες. 

Τα αποτελέσµατα αναλύθηκαν µε το λογισµικό πρόγραµµα SPSS, για να 

διαφανεί ο βαθµός επιτυχίας των υποκειµένων της έρευνας στο καθένα από τα δύο 

είδη προβληµάτων και να γίνει η σχετική σύγκριση.  

Β΄ Φάση της έρευνας  

Η δεύτερη φάση της έρευνας περιλάµβανε τις συνεντεύξεις. Οι συνεντεύξεις 

πραγµατοποιήθηκαν στα τέλη Μαΐου, κατά τη διάρκεια των τελικών εξετάσεων των 

µαθητών και έπειτα από συνεννόηση µε το διευθυντή του σχολείου και τους ίδιους 

τους µαθητές. Η επιλογή των µαθητών που συµµετείχαν στις συνεντεύξεις βασίστηκε 

στις λύσεις που έδωσαν οι µαθητές στα προβλήµατα των δυο δοκιµίων. Το κριτήριο 

επιλογής ήταν οι λύσεις τους να παρουσιάζουν ειδικό ενδιαφέρον, όπως για 

παράδειγµα, να διακρίνονται βασικές δυσκολίες των µαθητών στην επιλογή της 

κατάλληλης στρατηγικής επίλυσης του προβλήµατος ή και δυσκολίες που αφορούν 

στην κατανόηση του προβλήµατος ή στην αναπαράσταση των δεδοµένων. Από τους 

µαθητές αυτούς λήφθηκαν προσωπικές συνεντεύξεις, ώστε να δοθεί η δυνατότητα 

πληρέστερης αιτιολόγησης, ανάλυσης και κατανόησης των απαντήσεων και 

παράλληλα να έχει ο ερωτώµενος την ευκαιρία να εκφράσει τις απόψεις του και 

προφορικά. 

 Στη συνέχεια περιγράφονται τα βασικά χαρακτηριστικά και οι επιδόσεις των 

µαθητών που συµµετείχαν στο ποιοτικό µέρος της έρευνας κατά οµάδα. Η 

οµαδοποίηση έγινε µε βάση τα αποτελέσµατα στα δύο δοκίµια. Συγκεκριµένα, στην 

οµάδα Α εντάχθηκαν µαθητές που είχαν υψηλή επίδοση και στα δύο δοκίµια, στην 

οµάδα Β εντάχθηκαν µαθητές που είχαν ψηλότερη επίδοση στο δεύτερο δοκίµιο, 

στην οµάδα Γ µαθητές µε καλύτερη επίδοση στο πρώτο δοκίµιο και στην οµάδα ∆ 

µαθητές µε χαµηλή επίδοση και στα δύο δοκίµια. 
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Οµάδα Α’: Έξι µαθητές µε υψηλή επίδοση και στα δυο φύλλα εργασίας 

Συµµετέχων 1: Άριστος µαθητής µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

19 και  βαθµολογία στα δυο φύλλα εργασίας 30 / 30. 

Συµµετέχων 2 : Πολύ καλή µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα 

τρίµηνα 17 και  βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 30/30 ενώ στο δεύτερο 

φύλλο 27,5/30.  

Συµµετέχων 3: Άριστος µαθητής µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

19 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 30/30 ενώ στο δεύτερο φύλλο 28 /30. 

Συµµετέχων 4: Άριστος µαθητής µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

20 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 

30/30 ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 27,5/30. 

Συµµετέχων 5 : Καλή µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα τρίµηνα 16 και 

βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 25/30 ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 

27,5/30. 

Συµµετέχων 6 : Καλός µαθητής µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 16 

και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 25/30 ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 

27,5/30.  

Οµάδα Β’ : ∆έκα µαθητές µε µέτριες επιδόσεις και στα δυο φύλλα εργασίας 

Συµµετέχων 1: Άριστος µαθητής µε µέσο όρο βαθµολογίας 19 στα δυο πρώτα 

τρίµηνα  και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 15/30 ενώ στο δεύτερο φύλλο 

25/30. 

Συµµετέχων 2: Άριστη µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

19 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 20/30 ενώ στο δεύτερο φύλλο 30/30.  

Συµµετέχων 3: Μέτριος µαθητής µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

15 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 5/ 30 ενώ στο δεύτερο φύλλο 20/ 30. 

Συµµετέχων 4: Καλή µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 18 

και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 15/ 30, ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 

21/30. 
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Συµµετέχων 5: Μέτρια µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

16 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 10/ 30, ενώ στο δεύτερο φύλλο 

εργασίας 18,5/30. 

Συµµετέχων 6: Μέτριος µαθητής µε µέσο όρο βαθµολογίας στα τρίµηνα 16 και 

βαθµολογία στα δυο φύλλα εργασίας 15/ 30. 

Συµµετέχων 7: Μέτρια µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

15 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 20/ 30 βαθµούς ενώ στο δεύτερο 

φύλλο εργασίας 17/30. 

Συµµετέχων 8: Μέτρια µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

14 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 15/30 ενώ στο δεύτερο φύλλο 

εργασίας 17/30. 

Συµµετέχων 9: Όχι καλός µαθητής µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

13 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 15/ 30, ενώ στο δεύτερο φύλλο 

εργασίας 16/30. 

Συµµετέχων 10: Μέτρια µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα δυο πρώτα τρίµηνα 

14 και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 20/ 30 ενώ στο δεύτερο και 

βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας φύλλο εργασίας 17/ 30 βαθµούς. 

Οµάδα Γ’ : Πέντε µαθητές µε κακές επιδόσεις και στα δυο φύλλα εργασίας 

Συµµετέχων 1: Μαθητής µε χαµηλή επίδοση (µέσο όρο στα δυο πρώτα τρίµηνα 13) 

και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 15/ 30 ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 

0/ 30. 

Συµµετέχων 2: Μαθητής µε χαµηλή επίδοση (µέσο όρο στα δυο πρώτα τρίµηνα 11) 

και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 5/ 30 ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 

14,5/ 30.  

Συµµετέχων 3: Μαθήτρια µε χαµηλή επίδοση (µέσο όρο στα δυο πρώτα τρίµηνα 12) 

και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 10/ 30 ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 

12/ 30.  

Συµµετέχων 4: Μέτρια µαθήτρια µε µέσο όρο βαθµολογίας στα τρίµηνα 15 και 

βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 5/ 30 ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 12/ 

30. 



 66 

Συµµετέχων 5: Μαθητής µε χαµηλή επίδοση (µέσο όρο στα δυο πρώτα τρίµηνα 11) 

και βαθµολογία στο πρώτο φύλλο εργασίας 5/ 30 ενώ στο δεύτερο φύλλο εργασίας 

7,5/ 30.  

Σχεδιασµός πρωτοκόλλου συνεντεύξεων 

Έχοντας καταλήξει στη µέθοδο που εφαρµόστηκε καθώς και στην επιλογή των 

συµµετεχόντων, το βήµα που ακολούθησε ήταν ο προσδιορισµός και η επιλογή των 

ερωτήσεων που θα χρησιµοποιούνταν στις συνεντεύξεις, ώστε να απαντηθούν τα 

ερευνητικά ερωτήµατα. Όπως προαναφέραµε η συνέντευξη ήταν ηµιδοµηµένη. Έτσι 

λοιπόν τέθηκαν στους µαθητές οχτώ ερωτήσεις ανοιχτού τύπου, αλλά ταυτόχρονα 

υποβλήθηκαν και συµπληρωµατικές ερωτήσεις για πληρέστερη κατανόηση των 

απαντήσεων που δόθηκαν (Παράρτηµα Β). Η πρώτη ερώτηση αφορούσε στην 

κατανόηση του προβλήµατος. Συγκεκριµένα ζητήθηκε από τους µαθητές να 

εξηγήσουν το πρόβληµα και να αναφέρουν τα δεδοµένα και τα ζητούµενα. Στη 

δεύτερη και την τρίτη ερώτηση ζητήθηκε από τους µαθητές να εξηγήσουν τη λύση 

που εφάρµοσαν αλλά και να κρίνουν τις αναπαραστάσεις που χρησιµοποίησαν για τη 

λύση τους. Στην τέταρτη ερώτηση ζητήθηκε από τους µαθητές να ελέγξουν αν έχουν 

χρησιµοποιήσει όλα τα δεδοµένα και τους περιορισµούς του προβλήµατος. Στην 

πέµπτη ερώτηση ρωτήσαµε τους µαθητές για ποιο λόγο εφάρµοσαν τη συγκεκριµένη 

µέθοδο, ενώ στην έκτη ερώτηση ζητήθηκε από τους µαθητές να αντιµετωπίσουν το 

πρόβληµα µε ένα διαφορετικό τρόπο. Τέλος, ρωτήσαµε τους µαθητές αν έχουν 

ελέγξει ότι τα αποτελέσµατά τους ταιριάζουν µε τους περιορισµούς του προβλήµατος, 

ενώ µε την όγδοη ερώτηση ελέγξαµε αν έγινε ανασκόπηση της µεθόδου επίλυσης. Οι 

ερωτήσεις τέθηκαν σε όλους τους µαθητές µε την ίδια σειρά, όµως όπως τονίσαµε και 

παραπάνω οι συνεντεύξεις εµπλουτίστηκαν και µε επιπλέον ερωτήσεις, ανάλογα µε 

τις ανάγκες της κάθε περίπτωσης. 

∆ιεξαγωγή συνεντεύξεων 

Μετά την ολοκλήρωση της δοµής της συνέντευξης, η διαδικασία δοκιµάστηκε 

πιλοτικά σε ένα µαθητή, ώστε να συµπληρωθούν πιθανά κενά, αλλά και να 

αντιµετωπιστούν καλύτερα πιθανά προβλήµατα που ενδεχοµένως παρουσιάζονταν 

στις κανονικές συνεντεύξεις. Μετά από κάποιες παρατηρήσεις και βελτιώσεις 

καταλήξαµε στην τελική µορφή της συνέντευξης. Έπειτα από συνεννόηση µε το 

διευθυντή του σχολείου και τους συµµετέχοντες, ορίστηκαν οι µέρες και οι ώρες των 
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συναντήσεων. Για την ακριβή καταγραφή των συνεντεύξεων χρησιµοποιήθηκε 

φορητό ψηφιακό µαγνητόφωνο. Ο σκοπός της µαγνητοφώνησης ήταν να αποδοθεί 

πλήρως η όλη ατµόσφαιρα της συνέντευξης και να ερευνηθούν σε βάθος οι 

απαντήσεις των µαθητών. Αφού η ερευνήτρια εξήγησε στους µαθητές τη 

σκοπιµότητα του µαγνητοφώνου, προχώρησε στην κυρίως διαδικασία. 

Κυρίως διαδικασία 

Οι συνεντεύξεις πραγµατοποιήθηκαν στο χώρο του σχολείου και η καθεµιά διήρκεσε 

κατά µέσο όρο 45 λεπτά. Αναλυτικότερα, τα 2-3 πρώτα λεπτά αναλώθηκαν για τη 

δηµιουργία άνετης ατµόσφαιρας, ώστε η επικοινωνία να πάρει τη µορφή ευχάριστης 

συνοµιλίας. Έτσι λοιπόν υπενθυµίσαµε στους µαθητές το σκοπό της έρευνας, τους 

διαβεβαιώσαµε ότι όσα θα ειπωθούν θα χρησιµοποιηθούν µόνο για την έρευνα και 

προσπαθήσαµε να προκαλέσουµε το ενδιαφέρον τους για συνεργασία. Οι ερωτήσεις 

όπως προαναφέραµε, αρχικά αφορούσαν την αιτιολόγηση των απαντήσεων που 

δόθηκαν γραπτώς. Βέβαια, ανάλογα µε τον συµµετέχοντα και τα λεγόµενά του οι 

ερωτήσεις προσαρµόζονταν αντίστοιχα, προκειµένου να υπάρξει αναλυτική και 

πλούσια σε πληροφορίες συζήτηση. Για να ελαχιστοποιηθούν οι εξωγενείς επιδράσεις 

έγινε προσπάθεια ώστε οι ερωτήσεις σε όλους τους συµµετέχοντες να τεθούν µε 

ουδέτερο τρόπο ώστε να µην υπάρξει πιθανότητα να καθοδηγηθούν οι θέσεις του 

ερωτώµενου. Οι συνεντεύξεις έλαβαν µέρος στο σχολείο των ανωτέρω 

συµµετεχόντων και η όλη διαδικασία διήρκεσε από 21 Μαΐου έως 11 Ιουνίου 2008.  

Πρωτόκολλο ανάλυσης δεδοµένων 

Τα δεδοµένα που αναλύθηκαν για την απάντηση των ερευνητικών ερωτηµάτων ήταν 

οι απαντήσεις που έδωσαν οι µαθητές τόσο γραπτά όσο και κατά τη διάρκεια της 

συνέντευξης. Στην ενότητα αυτή επεξηγείται το πρωτόκολλο ανάλυσης των 

δεδοµένων, για κάθε έργο ξεχωριστά. 

Πρωτόκολλο ανάλυσης των απαντήσεων στο έργο 1 του πρώτου φύλλου εργασίας. 

Οι απαντήσεις των µαθητών στο πρώτο έργο κατατάχθηκαν στις εξής κατηγορίες: 

Πλήρης απάντηση: όταν ο µαθητής έγραφε σωστά την εξίσωση που περιγράφει το 

πρόβληµα ή όταν ο µαθητής έδινε την απάντηση µε τη βοήθεια συστήµατος δυο 

εξισώσεων. 

Μερικώς ορθή απάντηση: όταν οι µαθητές έδιναν τους ζητούµενους αριθµούς χωρίς 

όµως να γράψουν την εξίσωση. 
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Λανθασµένη απάντηση: όταν οι µαθητές έγραφαν «αν χ το µικρότερο µέρος τότε το 

µεγαλύτερο θα είναι 2χ-3» ή έδιναν οποιαδήποτε άλλη απάντηση. 

 Όσον αφορά την κατανόηση του προβλήµατος, οι απαντήσεις των µαθητών 

κατηγοριοποιήθηκαν σε τρία επίπεδα. Το επίπεδο κατανόησης 1 περιλαµβάνει τους 

µαθητές που κατανόησαν πλήρως το πρόβληµα. Οι µαθητές του 1ου επιπέδου 

κατανόησης είτε απάντησαν σωστά στο πρόβληµα είτε προσπάθησαν να φτιάξουν τη 

ζητούµενη εξίσωση, αλλά έκαναν λάθη στην κωδικοποίηση και στην αναπαράσταση 

των δεδοµένων. Στο επίπεδο κατανόησης 2 κατατάχθηκαν οι µαθητές που 

κατανόησαν µερικώς το πρόβληµα. Στο επίπεδο αυτό περιλαµβάνονται οι απαντήσεις 

των µαθητών οι οποίοι δεν κατανόησαν ότι το ζητούµενο του προβλήµατος ήταν η 

κατασκευή εξίσωσης και έδωσαν  αριθµητική επίλυση του προβλήµατος. Επίσης, στο 

επίπεδο κατανόησης 2 περιλαµβάνονται και οι απαντήσεις της µορφής χ+ψ=12 => 

χ=3, ψ=9 καθώς οι µαθητές αυτοί κατασκεύασαν µια εξίσωση η οποία όµως δεν 

µπορεί να λυθεί. Τέλος στο επίπεδο κατανόησης 3 κατατάχθηκαν οι µαθητές οι οποίοι 

δεν είχαν κατανοήσει καθόλου το πρόβληµα και δεν έδωσαν καµία απολύτως 

απάντηση.  

Ως προς την εφαρµογή της κατάλληλης στρατηγικής διακρίναµε δυο 

κατηγορίες. Η πρώτη κατηγορία ονοµάστηκε αποτελεσµατική στρατηγική και 

περιλάµβανε όσους µαθητές χρησιµοποίησαν κατάλληλες στρατηγικές οι οποίες θα 

τους οδηγούσαν στη σωστή λύση. Η δεύτερη κατηγορία περιλάµβανε τις µη 

αποτελεσµατικές στρατηγικές, οι οποίες δεν µπορούσαν να οδηγήσουν στη λύση του 

προβλήµατος. 

 Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα που αφορά τον έλεγχο του αποτελέσµατος 

διακρίναµε δυο κατηγορίες:  

Έλεγχος αποτελέσµατος: αν οι µαθητές έλεγχαν το αποτέλεσµα που βρήκαν ώστε να 

ταιριάζει µε τα δεδοµένα του προβλήµατος. 

Όχι έλεγχος: αν οι µαθητές δέχονταν το αποτέλεσµά τους άκριτα.  

Πρωτόκολλο ανάλυσης των απαντήσεων στο έργο 2 του πρώτου φύλλου εργασίας  

Οι απαντήσεις των µαθητών στο πρόβληµα αυτό κατατάχτηκαν σε τρεις κατηγορίες: 

Πλήρης απάντηση: αν η λύση των µαθητών ήταν απολύτως σωστή σύµφωνα µε τη 

φόρµα αξιολόγησης που δηµιουργήθηκε. 

Μερικώς ορθή απάντηση: αν οι µαθητές είχαν ένα λάθος στην περιγραφή των 

βηµάτων αλλά το συµπέρασµα ήταν σωστό και αιτιολογήθηκε πλήρως. Επίσης µη 
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πλήρεις θα θεωρηθούν απαντήσεις που περιγράφουν σωστά τα βήµατα της λύσης 

αλλά δέχονται την ορθότητα του συµπεράσµατος.  

Λάθος απάντηση: αν οι µαθητές περιγράφουν λάθος τα βήµατα της λύσης και 

αποδέχονται την ορθότητα του συµπεράσµατος. Επίσης στην κατηγορία αυτή 

εντάσσονται και οι µη αιτιολογηµένες απαντήσεις. 

 Όσον αφορά την κατανόηση του προβλήµατος διακρίναµε και πάλι τρία 

επίπεδα: 

Επίπεδο κατανόησης 1: οι µαθητές που κατανόησαν πλήρως το ζητούµενο του 

προβλήµατος.  

Επίπεδο κατανόησης 2: οι µαθητές που κατανόησαν µερικώς το πρόβληµα. Στο 

επίπεδο αυτό περιλαµβάνονται οι µαθητές οι οποίοι δεν κατανόησαν ακριβώς το 

ζητούµενο του προβλήµατος. Για παράδειγµα ορισµένοι µαθητές οι οποίοι 

περιέγραψαν τα βήµατα επίλυσης της ανίσωσης, αλλά δεν κατανόησαν τι ακριβώς 

έπρεπε να κάνουν µε το συµπέρασµα. 

Επίπεδο κατανόησης 3: οι µαθητές που δεν κατανόησαν τι ακριβώς ζητούσε το 

πρόβληµα και δεν έδωσαν απάντηση. 

 Για την απάντηση του ερωτήµατος που αφορά τον έλεγχο της λύσης  

διακρίναµε δυο κατηγορίες: 

Έλεγχος απάντησης: αν οι µαθητές έλεγχαν την απάντησή τους, ώστε να βεβαιωθούν 

για την ορθότητά της. 

Όχι έλεγχος: όταν οι µαθητές δεν έλεγχαν την απάντησή τους. 

Πρωτόκολλο ανάλυσης των απαντήσεων στο έργο 3 του πρώτου φύλλου εργασίας. 

Στο τρίτο πρόβληµα του πρώτου φύλλου εργασίας οι απαντήσεις των µαθητών ως 

προς την ορθότητά τους κατηγοριοποιήθηκαν ως εξής: 

Πλήρης απάντηση: η ορθή αριθµητική λύση του προβλήµατος αλλά και οι 

περιγραφικές λύσεις των µαθητών. 

Μερικώς ορθή απάντηση: οι απαντήσεις που έχουν κάποιο αριθµητικό λάθος αλλά ο 

τρόπος σκέψης είναι σωστός. Επίσης οι απαντήσεις που έχουν βρει το χ, την πλευρά 

ΑD αλλά δεν έχουν αφαιρέσει από το AD το χ, ώστε να βρουν το ψ. 

Λάθος απάντηση: οι απαντήσεις που εφαρµόζουν Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο τρίγωνο 

BCD και όλες οι άλλες απαντήσεις. 

 Για τον έλεγχο της κατανόησης του προβλήµατος διακρίναµε και πάλι τρία 

επίπεδα: 

Επίπεδο κατανόησης 1: οι µαθητές που κατανόησαν πλήρως τι ζητούσε το πρόβληµα.  
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Επίπεδο κατανόησης 2: οι µαθητές που κατανόησαν µερικώς το πρόβληµα.  

Επίπεδο κατανόησης 3: οι µαθητές που δεν κατανόησαν τι ακριβώς ζητούσε το 

πρόβληµα. 

 Για να εκτιµηθεί η στρατηγική επίλυσης που χρησιµοποίησαν οι µαθητές 

διακρίναµε τις στρατηγικές τους σε δυο κατηγορίες: 

Αποτελεσµατική στρατηγική: αν η στρατηγική ήταν κατάλληλη για την ορθή λύση του 

προβλήµατος. 

Μη αποτελεσµατική στρατηγική: αν η στρατηγική που χρησιµοποιήθηκε δεν ήταν 

κατάλληλη για την ορθή λύση του προβλήµατος. 

 Για την απάντηση του  ερωτήµατος που αφορά στον έλεγχο του 

αποτελέσµατος διακρίναµε δυο κατηγορίες:  

Έλεγχος αποτελέσµατος: οι µαθητές έλεγχαν αν το αποτέλεσµα που βρήκαν ταιριάζει 

µε τα δεδοµένα του προβλήµατος. 

Όχι έλεγχος: αν οι µαθητές δέχονταν το αποτέλεσµά τους άκριτα.  

Πρωτόκολλο ανάλυσης των απαντήσεων στο έργο 1 του δεύτερου φύλλου εργασίας. 

Στο πρώτο πρόβληµα του δεύτερου φύλλου εργασίας οι απαντήσεις των µαθητών 

κατηγοριοποιήθηκαν ως προς την ορθότητά τους ως εξής:  

Πλήρης απάντηση: Οι µαθητές έχουν απαντήσει σωστά και στις δυο ερωτήσεις του 

προβλήµατος. 

Μερικώς ορθή απάντηση: Οι µαθητές έχουν δώσει µια λανθασµένη απάντηση στην 

πρώτη ερώτηση του προβλήµατος. 

Λάθος απάντηση: Οι µαθητές έχουν απαντήσει λάθος στις δυο ερωτήσεις του 

προβλήµατος. 

Τα τρία επίπεδα ελέγχου κατανόησης του προβλήµατος έχουν ως εξής: 

Επίπεδο κατανόησης 1: Οι µαθητές που κατανόησαν πλήρως τα  δεδοµένα και τα 

ζητούµενα. 

Επίπεδο κατανόησης 2: Οι µαθητές που κατανόησαν µερικώς τις ερωτήσεις του 

προβλήµατος, µε αποτέλεσµα να δώσουν λάθος απαντήσεις. 

Επίπεδο κατανόησης 3: Οι µαθητές που δεν κατανόησαν τις ερωτήσεις και τα 

στοιχεία του προβλήµατος και δεν έδωσαν καµία απάντηση. 

Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα που αφορά στον έλεγχο του αποτελέσµατος 

διακρίναµε δυο κατηγορίες:  

Έλεγχος αποτελέσµατος:  Οι µαθητές έλεγχαν αν η απάντησή τους ταιριάζει µε τα 

στοιχεία του προβλήµατος. 
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Όχι έλεγχος: Οι µαθητές δίνουν την απάντησή τους χωρίς να ελέγξουν ξανά τα 

στοιχειά του προβλήµατος, ώστε να βεβαιωθούν για την ορθότητά της.  

Πρωτόκολλο ανάλυσης των απαντήσεων στο έργο 2 του δεύτερου φύλλου εργασίας. 

Οι απαντήσεις των µαθητών ως προς την ορθότητά τους κατηγοριοποιούνται ως εξής: 

Πλήρης απάντηση: Οι µαθητές απαντούν και στις δυο ερωτήσεις σωστά. 

Μερικώς ορθή απάντηση: Οι µαθητές απαντούν σωστά στην πρώτη ερώτηση. Στη 

δεύτερη ερώτηση τα 4 βασικά βήµατα είναι σωστά αλλά υπάρχει ένα µικρό λάθος του 

τύπου: µια περίοδος δανεισµού είναι λάθος ή µια περίοδος δανεισµού λείπει ή 

λείπουν ένα ή περισσότερα ΝΑΙ / ΟΧΙ  

Λάθος απάντηση: Οι µαθητές απαντούν λάθος στην πρώτη ερώτηση, ενώ το σύστηµα 

που έχουν κατασκευάσει για τη δεύτερη ερώτηση είναι πλήρες, αλλά έχει 

περισσότερα από πέντε βήµατα. 

Όσον αφορά το επίπεδο κατανόησης του προβλήµατος διακρίνουµε τις εξής 

κατηγορίες: 

Επίπεδο κατανόησης 1: Οι µαθητές κατανοούν το πρόβληµα και απαντούν σωστά και 

στις δυο ερωτήσεις. 

Επίπεδο κατανόησης 2: Οι µαθητές δεν κατανοούν πλήρως τα στοιχεία του 

προβλήµατος και το σύστηµα που τους ζητείται να κατασκευάσουν, µε αποτέλεσµα 

να δίνουν λάθος απάντηση. 

Επίπεδο κατανόησης 3: Οι µαθητές δεν κατανοούν το σύστηµα λειτουργίας της 

βιβλιοθήκης που τους δίνεται, µε αποτέλεσµα να απαντούν λάθος στην πρώτη 

ερώτηση και να µην µπορούν να κατασκευάσουν το σύστηµα που τους ζητείται στη 

δεύτερη ερώτηση του προβλήµατος.  

Για να εκτιµηθεί η στρατηγική επίλυσης που χρησιµοποίησαν οι µαθητές 

διακρίναµε δυο κατηγορίες: 

Αποτελεσµατική στρατηγική: αν η στρατηγική ήταν κατάλληλη για την ορθή λύση του 

προβλήµατος. 

Μη αποτελεσµατική στρατηγική: αν η στρατηγική που χρησιµοποιήθηκε δεν ήταν 

κατάλληλη για την ορθή λύση του προβλήµατος. Για παράδειγµα, µη 

αποτελεσµατικές θεωρήθηκαν οι στρατηγικές στις οποίες κάθε βήµα του συστήµατος 

περιείχε περισσότερες από δυο επιλογές. 

Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα που αφορά τον έλεγχο του αποτελέσµατος 

διακρίναµε δυο κατηγορίες:  
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Έλεγχος αποτελέσµατος: Οι µαθητές έλεγχαν αν η απάντησή τους ταιριάζει µε τα 

στοιχεία του προβλήµατος και ανταποκρίνεται στους περιορισµούς του προβλήµατος. 

Όχι έλεγχος: Οι µαθητές δίνουν την απάντησή τους χωρίς να ελέγξουν ξανά τα 

στοιχειά και τους περιορισµούς του προβλήµατος, ώστε να βεβαιωθούν για την 

ορθότητά της.  

Πρωτόκολλο ανάλυσης των απαντήσεων στο έργο 3 του δεύτερου φύλλου εργασίας. 

Στο τρίτο πρόβληµα οι απαντήσεις των µαθητών ως προς την ορθότητά τους 

κατηγοριοποιήθηκαν ως εξής: 

Πλήρης απάντηση: Οι µαθητές απαντούν σωστά και στις τρεις ερωτήσεις του 

προβλήµατος. 

Λάθος απάντηση: Οι µαθητές απαντούν λάθος σε µια από τις τρεις ερωτήσεις του 

προβλήµατος. 

Για τον έλεγχο της κατανόησης του προβλήµατος διακρίναµε τα επίπεδα: 

Επίπεδο κατανόησης 1: Οι µαθητές κατανοούν πλήρως τον τρόπο λειτουργίας των 

πυλών του αρδευτικού συστήµατος και απαντούν σωστά στις ερωτήσεις. 

Επίπεδο κατανόησης 2: Οι µαθητές κατανοούν µερικώς τον τρόπο λειτουργίας του 

αρδευτικού συστήµατος  µε αποτέλεσµα να µην απαντούν σωστά σε ορισµένες 

ερωτήσεις του προβλήµατος. 

Επίπεδο κατανόησης 3: Οι µαθητές δεν κατανοούν το σύστηµα άρδευσης  και τις 

ερωτήσεις του προβλήµατος, µε αποτέλεσµα να απαντούν λάθος. 

Για να εκτιµηθεί η στρατηγική επίλυσης που χρησιµοποίησαν οι µαθητές 

διακρίναµε δυο κατηγορίες: 

Αποτελεσµατική στρατηγική: αν η στρατηγική που εφαρµόστηκε ήταν κατάλληλη για 

την ορθή λύση του προβλήµατος. 

Μη αποτελεσµατική στρατηγική: αν η στρατηγική που χρησιµοποιήθηκε δεν ήταν 

κατάλληλη για την ορθή λύση του προβλήµατος. 

Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα που αφορά τον έλεγχο του αποτελέσµατος 

διακρίναµε δυο κατηγορίες:  

Έλεγχος αποτελέσµατος: Οι µαθητές ελέγχουν αν η απάντησή τους ταιριάζει µε τα 

στοιχεία του προβλήµατος και ανταποκρίνεται στους περιορισµούς του προβλήµατος. 

Όχι έλεγχος: Οι µαθητές δίνουν την απάντησή τους χωρίς να ελέγξουν ξανά τα 

στοιχειά και τους περιορισµούς του προβλήµατος, ώστε να βεβαιωθούν για την 

ορθότητά της.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV 

 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Εισαγωγή 

Σκοπός της παρούσας έρευνας ήταν να µελετήσει τις επιδόσεις δεκαπεντάχρονων 

µαθητών στην επίλυση πρωτότυπων προβληµάτων σε σύγκριση µε τις επιδόσεις τους 

στα προβλήµατα ρουτίνας. Αφορµή για την έρευνα αποτέλεσαν οι πολύ κακές 

επιδόσεις των Ελλήνων µαθητών στο διαγωνισµό του PISA 2003, µε θέµα την 

επίλυση προβλήµατος. Έγινε λοιπόν προσπάθεια να µελετηθεί ο τρόπος που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές τα προβλήµατα που χρησιµοποιήθηκαν στο διαγωνισµό 

του PISA 2003 σε σύγκριση µε τη συµπεριφορά των ίδιων µαθητών όταν επιλύανε 

προβλήµατα ρουτίνας, παρόµοια µε αυτά του σχολικού βιβλίου. Μέσα από 

προσωπικές συνεντεύξεις που διενεργήθηκαν µε ένα υποσύνολο του δείγµατος, 

παρατηρήθηκε ο βαθµός δυσκολίας των µαθητών να κατανοήσουν ένα πρόβληµα, 

αλλά και οι δυσκολίες που αντιµετώπισαν κατά την επίλυσή του. Επίσης, 

µελετήθηκαν οι στρατηγικές που επέλεξαν οι µαθητές κατά την επίλυση των 

προβληµάτων, καθώς επίσης και οι µέθοδοι που εφάρµοσαν, ώστε να ελέγχουν πως 

ότι κάνουν έχει νόηµα. Ένα ακόµη στοιχείο που εξετάστηκε είναι αν οι µαθητές αφού 

έλυναν το πρόβληµα, αναστοχάζονταν πάνω στη λύση. 

 Στην πρώτη φάση της έρευνας οι µαθητές κλήθηκαν να απαντήσουν σε δυο 

δοκίµια, το πρώτο από τα οποία περιλάµβανε τρία προβλήµατα ρουτίνας, ενώ το 

δεύτερο περιλάµβανε τρία πρωτότυπα προβλήµατα. Οι απαντήσεις των µαθητών 

αξιολογήθηκαν και αναλύθηκαν µε το λογισµικό πρόγραµµα SPSS. Στη συνέχεια, το 

πλήθος του δείγµατος χωρίστηκε σε τρεις οµάδες. Στην οµάδα Α εντάχθηκαν µαθητές 

που είχαν υψηλή επίδοση και στα δύο δοκίµια, στην οµάδα Β εντάχθηκαν µαθητές 

που είχαν µέτριες επιδόσεις και στα δυο δοκίµια, ενώ στην οµάδα Γ µαθητές µε 

χαµηλές επιδόσεις και στα δυο δοκίµια. Στη συνέχεια, έγινε επιλογή των 21 µαθητών 

που οι απαντήσεις τους παρουσίαζαν ειδικό ενδιαφέρον και πάρθηκαν απ’ αυτούς 

προσωπικές συνεντεύξεις, ώστε να δοθεί η δυνατότητα πληρέστερης αιτιολόγησης, 

ανάλυσης και κατανόησης των απαντήσεων. 

Τα αποτελέσµατα στα τέσσερα πρώτα ερευνητικά αποτελέσµατα προέκυψαν 

από την ανάλυση των απαντήσεων των 55 µαθητών που συµµετείχαν στην έρευνα. Η 

παρουσίαση των αποτελεσµάτων γίνεται σε ξεχωριστή ενότητα για κάθε ερευνητικό 

ερώτηµα. Στο ξεκίνηµα κάθε ενότητας δίνεται µια συνολική εικόνα του τρόπου µε 
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τον οποίο απαντήθηκαν όσα έργα αφορούσαν στο ερευνητικό ερώτηµα που εξετάζει 

η συγκεκριµένη ενότητα. Σε κάθε ενότητα παρουσιάζονται γι’ αυτό ενδεικτικές 

απαντήσεις στα συγκεκριµένα έργα. Η παρουσίαση των ενδεικτικών απαντήσεων 

πλαισιώνεται από ένα πίνακα ο οποίος συνοψίζει τη συχνότητα των απαντήσεων ανά 

οµάδα για κάθε έργο, όπως αυτές καθορίστηκαν στο πρωτόκολλο ανάλυσης 

δεδοµένων.  

Μετά από την ανάλυση των ερευνητικών αποτελεσµάτων ακολουθούν 

χαρακτηριστικά αποσπάσµατα από τις προσωπικές συνεντεύξεις της ερευνήτριας µε 

ορισµένους µαθητές του δείγµατος.  

Ο βαθµός κατανόησης των πρωτότυπων προβληµάτων και οι δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές κατά την επίλυσή τους. 

Για την εύρεση του βαθµού κατανόησης των πρωτότυπων προβληµάτων αναλύθηκαν 

σε βάθος οι απαντήσεις των µαθητών σε κάθε έργο του δεύτερου δοκιµίου και έγινε 

διαχωρισµός των απαντήσεων σε πλήρεις, µερικώς ορθές και λανθασµένες 

απαντήσεις. Στη συνέχεια οι απαντήσεις αυτές µελετήθηκαν σε βάθος, ώστε να 

διαφανεί το επίπεδο κατανόησης των µαθητών για κάθε έργο και να εντοπιστούν οι 

βασικές δυσκολίες που αντιµετώπισαν οι µαθητές. Μέσα από χαρακτηριστικά 

αποσπάσµατα από τις συνεντεύξεις που διενεργήθηκαν µε τους µαθητές 

παρουσιάζονται αναλυτικότερα οι δυσκολίες τους. 

Έργο 1 

Το έργο 1 του δεύτερου δοκιµίου αναφέρεται σε µια παρέα µαθητών οι οποίοι 

σχεδιάζουν να πάνε στον κινηµατογράφο. Στο πρόβληµα αυτό οι µαθητές πρέπει να 

διαβάσουν και να αναλύσουν τις πληροφορίες που δίνονται και να κατανοήσουν τους 

περιορισµούς, ώστε να απαντήσουν σωστά στις ερωτήσεις του προβλήµατος. Το 

πρόβληµα περιλαµβάνει δυο ερωτήσεις. Η πρώτη ερώτηση του προβλήµατος  

απαντήθηκε σωστά από 48 µαθητές, ενώ οι υπόλοιποι 7 µαθητές έδωσαν µερικώς 

ορθή απάντηση. Κανένας µαθητής δεν απάντησε λάθος στην ερώτηση αυτή. Στη 

δεύτερη ερώτηση του προβλήµατος απάντησαν σωστά 53 στους 55 µαθητές, ενώ 2 

µαθητές απάντησαν λάθος. Το έργο 1 είναι ένα σχετικά εύκολο πρόβληµα το οποίο 

κατανοήθηκε πλήρως απ’ όλους τους µαθητές. Οι µαθητές που απάντησαν λάθος 

κατανόησαν πλήρως το πρόβληµα, ωστόσο δεν ανέλυσαν σωστά τους περιορισµούς 

του προβλήµατος και απάντησαν λάθος. 
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Έργο 2 

Στο δεύτερο έργο του δεύτερου φύλλου εργασίας περιγράφεται το σύστηµα 

δανεισµού µιας βιβλιοθήκης. Οι µαθητές αρχικά καλούνται να απαντήσουν σε µια 

ερώτηση πολλαπλής επιλογής που αφορά το χρονικό περιθώριο δανεισµού ενός 

βιβλίου. Στη δεύτερη ερώτηση οι µαθητές καλούνται να κατασκευάσουν ένα 

σύστηµα δανεισµού όµοιο µε αυτό που περιγράφεται στο πρόβληµα. Στην πρώτη 

ερώτηση του προβλήµατος απάντησαν σωστά 52 από τους 53 µαθητές. Στη δεύτερη 

ερώτηση απάντησαν σωστά 8 µαθητές, ενώ 14 µαθητές έδωσαν µερικώς ορθές 

απαντήσεις. Οι υπόλοιποι 33 µαθητές έδωσαν λανθασµένες απαντήσεις. Στον πίνακα 

13 παρουσιάζονται οι χαρακτηριστικές απαντήσεις των µαθητών στη δεύτερη 

ερώτηση του έργου 2. 

Οι µαθητές που έδωσαν πλήρεις απαντήσεις κατασκεύασαν ένα πλήρες 

σύστηµα το οποίο περιείχε τέσσερα βασικά βήµατα. Τρεις µαθητές που έδωσαν 

µερικώς ορθές απαντήσεις κατασκεύασαν σωστά τα τέσσερα βασικά βήµατα του 

συστήµατος, όµως παρέλειψαν µια περίοδο δανεισµού. Έξι µαθητές που έδωσαν  

µερικώς ορθές απαντήσεις δηµιούργησαν ένα σύστηµα που περιλάµβανε πέντε 

βήµατα. Οι υπόλοιποι πέντε µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθές απαντήσεις 

κατασκεύασαν ένα πλήρες σύστηµα, όµως ο έλεγχος για την επιστροφή βιβλίων 

βρισκόταν εκτός διαγράµµατος. Ορισµένοι από τους µαθητές που έδωσαν 

λανθασµένες απαντήσεις, κατασκεύασαν διαγράµµατα τα οποία περιείχαν 

περισσότερα από πέντε βήµατα. Σε κάποιες άλλες λανθασµένες απαντήσεις, κάποιο 

βήµα του συστήµατος είχε περισσότερες από δυο επιλογές.    

Πίνακας 6 

Χαρακτηριστικές απαντήσεις των µαθητών στη 2η ερώτηση του έργου 2 

Πλήρης απάντηση Το σύστηµα είναι πλήρες και έχει 4 βήµατα. 

 

 

 

Μερικώς ορθή απάντηση 

α) Τα τέσσερα βήµατα είναι σωστά, αλλά λείπει η 

περίοδος δανεισµού που αφορά τα µέλη του 

προσωπικού. 

β) Το σύστηµα είναι πλήρες αλλά περιέχει 5 

βήµατα. 

γ)Το σύστηµα είναι πλήρες αλλά ο έλεγχος για 

την καθυστέρηση βιβλίων είναι εκτός 



 76 

διαγράµµατος. 

 

Λάθος απάντηση  

α) Το σύστηµα περιέχει περισσότερα από 5 

βήµατα 

β) Ένα βήµα έχει περισσότερες από δυο επιλογές  

 

Όλοι οι µαθητές που έδωσαν πλήρεις απαντήσεις κατανόησαν πλήρως το πρόβληµα. 

Οι µαθητές που κατασκεύασαν πλήρες σύστηµα µε πέντε βήµατα, βρίσκονται στο 

δεύτερο επίπεδο κατανόησης, καθώς δεν έχουν κατανοήσει πως ο ελάχιστος αριθµός 

βηµάτων του συστήµατος πρέπει να είναι 4. Οι µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθές 

απαντήσεις τύπου (α), βρίσκονται επίσης, στο επίπεδο κατανόησης 2. Οι µαθητές 

αυτοί δεν έχουν κατανοήσει πως για να είναι πλήρες το σύστηµά τους θα πρέπει να 

περιέχει όλους τους περιορισµούς και να δίνει απάντηση σε κάθε ερώτηση. Οι 

µαθητές που έδωσαν τη (γ) απάντηση κατασκεύασαν ένα πλήρες και σύντοµο 

σύστηµα, ωστόσο δεν κατάφεραν να ενσωµατώσουν σε αυτό τον περιορισµό που 

αφορούσε στην καθυστέρηση επιστροφής των βιβλίων. Οι µαθητές αυτοί έχουν 

κατανοήσει πλήρως το πρόβληµα. Οι µαθητές που έδωσαν λανθασµένες απαντήσεις 

βρίσκονται στο επίπεδο κατανόησης 3. Οι συγκεκριµένοι µαθητές, δεν κατανόησαν 

τους βασικούς περιορισµούς του προβλήµατος, δηλαδή, ότι το σύστηµα που θα 

φτιάξουν πρέπει να περιέχει τον ελάχιστο αριθµό βηµάτων καθώς και ότι κάθε βήµα 

θα πρέπει να έχει δυο µόνο επιλογές. Άρα, 13 µαθητές κατανόησαν πλήρως το 

πρόβληµα (επίπεδο κατανόησης 1), ενώ 9 µαθητές κατανόησαν το πρόβληµα µέχρι 

ένα βαθµό (επίπεδο κατανόησης 2). Οι υπόλοιποι 33 µαθητές δεν έχουν κατανοήσει 

καθόλου το ζητούµενο του προβλήµατος (επίπεδο κατανόησης 3).  

1ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε µια µαθήτρια του τρίτου επιπέδου κατανόησης 

Ε: Πώς κρίνεις το διάγραµµα που έκανες; Ικανοποιεί τις συνθήκες του προβλήµατος; 

Μ: ∆εν ξέρω αν είναι σωστό αλλά νοµίζω πως κάπως έτσι πρέπει να είναι. 

Ε: Είναι το διάγραµµά σου αποτελεσµατικό; 

Μ: Νοµίζω ναι. Περιέχει όλες τις ερωτήσεις που µου λέει το πρόβληµα. 

Ε: Στο πρώτο βήµα µια από τις τρεις επιλογές σου είναι «αν έχει αργήσει να επιστρέψει 

δεν επιτρέπεται δανεισµός». Στο βήµα αυτό δεν κάνεις κάποια ερώτηση. 

Μ: Τι ερώτηση να κάνω; 

Ε: Αν υποθέσουµε ότι ο δανειζόµενος δεν έχει καθυστερήσει την επιστροφή κάποιου    

   βιβλίου, τότε τι γίνεται; 
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Μ: Τότε θα πάµε από την αρχή ξανά. 

Από το προηγούµενο απόσπασµα προκύπτει πως η µαθήτρια δεν κατανόησε 

τις βασικές απαιτήσεις του προβλήµατος. Συγκεκριµένα, δεν έχει κατανοήσει πως 

κάθε βήµα του συστήµατος πρέπει να έχει τη µορφή ερώτησης καθώς και να περιέχει 

τρεις επιλογές. Επίσης, παρατηρούµε πως η µαθήτρια έχει εντάξει τον έλεγχο για την 

καθυστέρηση βιβλίων στο εσωτερικό του συστήµατος, µε αποτέλεσµα το σύστηµα 

που έχει δηµιουργήσει να µην είναι σύντοµο. Αυτό που ελέγχει κυρίως είναι αν το 

διάγραµµα περιλαµβάνει όλες τις ερωτήσεις - συνθήκες που αναφέρονται στην αρχή 

του προβλήµατος και παραβλέπει τους περιορισµούς που αφορούν την επάρκεια του 

διαγράµµατος και τον ελάχιστο αριθµό βηµάτων. 

2ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε ένα µαθητή του πρώτου επιπέδου κατανόησης 

Ο συγκεκριµένος µαθητής έχει φτιάξει σωστά τα βασικά βήµατα του προβλήµατος, 

αλλά έχει τοποθετήσει τον έλεγχο για την επιστροφή βιβλίων στο τέλος του 

διαγράµµατος.   

Ε: Θα µπορούσες να µου εξηγήσεις τι ζητάει αυτή η ερώτηση; 

Μ: Πρέπει να κατασκευάσω ένα διάγραµµα σαν το προηγούµενο για το δανεισµό της 

βιβλιοθήκης του Μαθηµατικού τµήµατος. Το σύστηµα να µε βοηθά να ξέρω πόσες 

µέρες θα δανείσω κάποιο βιβλίο σε ένα φοιτητή για παράδειγµα.   

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις το διάγραµµα που κατασκεύασες; 

Μ: … 

Ε: Θα µπορούσε αυτός ο έλεγχος να γίνει πιο σύντοµα; Να έχει δηλαδή το σύστηµα 

λιγότερα βήµατα;  

Μ: ∆εν νοµίζω. ∆εν γίνεται το σύστηµα να είναι πιο µικρό. 

Ε: Αν ένα µέλος του προσωπικού  έχει καθυστερήσει την επιστροφή κάποιου βιβλίου τι 

γίνεται; 

Μ: Τότε δεν επιτρέπεται να δανειστεί.  

Ε: Χρειάζεται λοιπόν όλος ο έλεγχος που έκανες προηγουµένως; 

Μ: Όχι. Μάλλον, θα έπρεπε  να ρωτήσω από την αρχή. 

Ο παραπάνω µαθητής έχει κατανοήσει πλήρως το πρόβληµα. Ωστόσο δεν έχει 

τοποθετήσει σε σωστή θέση τον περιορισµό για την καθυστέρηση βιβλίων, µε 

αποτέλεσµα το σύστηµά του να µην είναι πάντα σύντοµο.   
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Έργο 3  

Το έργο 3 του δεύτερου φύλλου εργασίας αναφέρεται σε ένα σύστηµα άρδευσης. Το 

πρόβληµα αποτελείται από τρεις ερωτήσεις. Οι δυο πρώτες ερωτήσεις δεν 

δυσκόλεψαν ιδιαίτερα τους µαθητές. Ιδιαίτερη δυσκολία παρουσιάστηκε στην τρίτη 

ερώτηση του προβλήµατος η οποία απαιτεί τη δηµιουργία ενός τεστ ώστε οι µαθητές 

να αποφασίσουν αν η πύλη D έχει κολλήσει. 

Η πρώτη ερώτηση του προβλήµατος απαντήθηκε σωστά από 44 µαθητές του 

δείγµατος. Άρα το 80% των µαθητών του δείγµατος κατανόησαν το σύστηµα των 

πυλών και τον τρόπο που το νερό διαχέεται στο σύστηµα και σχεδίασαν σωστά τη 

ροή του νερού. Η δεύτερη ερώτηση απαντήθηκε σωστά από 26 µαθητές, ενώ οι 

υπόλοιποι 29 µαθητές απάντησαν λάθος. Στην ερώτηση αυτή φάνηκε πως αρκετοί 

µαθητές δυσκολεύτηκαν να κατανοήσουν τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των πυλών και 

της ροής του νερού. Οι µαθητές δεν ανέλυσαν σωστά τη λειτουργία κάθε πύλης, µε 

αποτέλεσµα να παίρνουν λάθος απόφαση για το αν το νερό τρέξει σε όλο το σύστηµα.  

Στην τρίτη ερώτηση του προβλήµατος οι µαθητές έπρεπε να κατασκευάσουν 

ένα σύστηµα ελέγχου της λειτουργίας των πυλών όµοιο µε αυτό της ερώτησης 1, 

ώστε να ελέγξουν αν η πύλη που έχει κολλήσει είναι η D. Η ερώτηση αυτή 

δυσκόλεψε πάρα πολύ τους µαθητές. Συγκεκριµένα, από τους 55 µαθητές του 

δείγµατος, απάντησαν σωστά µόνο 8 µαθητές, ενώ όλοι οι υπόλοιποι µαθητές 

απάντησαν λάθος. Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται ορισµένες 

χαρακτηριστικές απαντήσεις των µαθητών. 

Πίνακας 7 

Ενδεικτικές απαντήσεις των µαθητών στην ερώτηση 3 

 

 

Πλήρης 

απάντηση 

a) Α: κλειστή, Ε: ανοιχτή, D: ανοιχτή, Β: ανοιχτή, C: 

κλειστή, F: ανοιχτή, G: ανοιχτή, Η: ανοιχτή 

b) Α: ανοιχτή, Ε: κλειστή, D: ανοιχτή, Β: ανοιχτή, C: 

ανοιχτή, F: ανοιχτή, G: ανοιχτή, Η: κλειστή 

c) Η: κλειστή και όλες οι άλλες πύλες είναι ανοιχτές  

 

 

 

Λάθος 

a) Α: ανοιχτή, Ε: κλειστή, D: κλειστή, Β: ανοιχτή, C: 

ανοιχτή, F: ανοιχτή, G: ανοιχτή, Η: ανοιχτή 

b) Α:ανοιχτή, Ε: ανοιχτή, D: ανοιχτή, Β: κλειστή, C: 
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απάντηση ανοιχτή, F: κλειστή, G: κλειστή, Η: ανοιχτή 

c) Α: κλειστή, Ε: κλειστή, D: ανοιχτή, Β: κλειστή, C: 

ανοιχτή, F: ανοιχτή, G: κλειστή, Η: ανοιχτή 

 

 

Από τους µαθητές που απάντησαν λάθος στην ερώτηση αυτή 6 έχουν δώσει 

ως απάντηση την (α). Για τους µαθητές αυτούς θεωρούµε πως δεν έχουν κατανοήσει 

την ερώτηση καθώς η πύλη D πρέπει να είναι ανοιχτή. Επίσης, 12 µαθητές έδωσαν 

ως απάντηση την (β). Οι µαθητές αυτοί δεν έχουν κατανοήσει την ερώτηση του 

προβλήµατος καθώς θέτοντας ταυτόχρονα τις πύλες B, F, G κλειστές το νερό δεν 

περνάει µέσα στο σύστηµα. Τέλος, 10 µαθητές έδωσαν ως απάντηση την (c). Οι 

µαθητές αυτοί θεωρείται πως δεν έχουν κατανοήσει την ερώτηση καθώς θέτοντας 

ταυτόχρονα τις πύλες Α και Ε κλειστές, δεν περνάει καθόλου νερό από το σύστηµα. 

Οι υπόλοιποι 19 µαθητές δεν έδωσαν καµία απάντηση, οπότε θεωρούµε πως δεν 

κατανόησαν την ερώτηση αυτή. Άρα συνολικά από τους 55 µαθητές µόνο οι 8 

κατανόησαν πλήρως την τρίτη ερώτηση του προβλήµατος. 

1ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε ένα µαθητή του τρίτου επιπέδου κατανόησης . 

Ο µαθητής αυτός θεωρεί την πύλη D κλειστή.  

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις τι ακριβώς ζητάει το πρόβληµα; 

Μ: Αυτή την ερώτηση δεν την πολυκατάλαβα. Θέλει να βρω ποια πύλη έχει κολλήσει αν   

    υποτίθεται πως η D είναι ανοιχτή.  

Ε: Μου εξηγείς την απάντηση που έδωσες; Με ποιον τρόπο σκέφτηκες; 

Μ: Πήρα τις πιθανές ροές και είδα τι γίνεται αν η D είναι κλειστή. 

E: H πύλη D πρέπει να είναι κλειστή;  

Μ: Ναι για να δούµε αν έχει κολλήσει. 

Ε: Μπορείς να διαβάσεις ξανά το πρόβληµα και να µου πεις αν η D είναι ανοιχτή ή   

   κλειστή; 

Μ: Ναι πρέπει να είναι ανοιχτή; 

Ε: Ποιες πύλες πρέπει να είναι ανοιχτές; 

Μ: Η  A, η C, η  F, η H, και η D. 

E: Η Ε πρέπει να είναι ανοιχτή; 

Μ: Όχι. 

Ε: Γιατί; 
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Μ: Γιατί σύµφωνα µε τον προηγούµενο πίνακα η Ε πρέπει να είναι κλειστή…  

Από το παραπάνω απόσπασµα φαίνεται η δυσκολία του µαθητή στην 

κατανόηση του προβλήµατος. Η πρώτη δυσκολία που αντιµετωπίζει ο µαθητής είναι 

η εκφώνηση του προβλήµατος. Ενώ το πρόβληµα ζητάει η πύλη D να θεωρηθεί 

ανοιχτή, ο µαθητής θεωρεί λανθασµένα την πύλη D κλειστή. Στη συνέχεια ο µαθητής 

για να απαντήσει στην ερώτηση θεωρεί τις πύλες ανοιχτές ή κλειστές σύµφωνα µε 

τον πίνακα που χρησιµοποίησε στις δυο πρώτες ερωτήσεις του προβλήµατος. 

Ωστόσο, το πρόβληµα απαιτεί τη δηµιουργία ενός νέου αντίστοιχου πίνακα, ώστε να 

εντοπίσει την πύλη που έχει κολλήσει κλειστή.  

Ο βαθµός κατανόησης των προβληµάτων ρουτίνας και οι δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές κατά την επίλυσή τους. 

Το δεύτερο ερευνητικό ερώτηµα αφορούσε στο βαθµό κατανόησης των 

προβληµάτων ρουτίνας από τους µαθητές καθώς και στις δυσκολίες που 

αντιµετώπισαν οι µαθητές κατά την επίλυσή τους. Για την απάντηση του ερωτήµατος 

αυτού αναλύθηκαν οι απαντήσεις των µαθητών σε κάθε έργο του πρώτου δοκιµίου, 

ώστε να διαφανεί το επίπεδο κατανόησης για κάθε έργο. Στη συνέχεια εντοπίστηκαν 

οι βασικές δυσκολίες που αντιµετώπισαν οι µαθητές σε κάθε έργο και µέσα από 

χαρακτηριστικά αποσπάσµατα από τους διαλόγους που είχαν διενεργηθεί µε τους 

µαθητές, αναλύθηκαν σε βάθος. 

Έργο 1  

Το έργο 1 του πρώτου φύλλου εργασίας ζητάει την κατασκευή της εξίσωσης µε την 

οποία λύνεται το πρόβληµα «Χωρίστε τον αριθµό 12 σε δυο µέρη, ώστε το διπλάσιο 

του ενός να είναι τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο». 

Από την αξιολόγηση των απαντήσεων φάνηκε πως το έργο αυτό δυσκόλεψε αρκετά 

τους µαθητές. Από τους 55 µαθητές του δείγµατος µόνο 6 απάντησαν σωστά (10.9%), 

ενώ 33 µαθητές έδωσαν µερικώς ορθή λύση (60%), όπως για παράδειγµα το ζεύγος 

των αριθµών (3, 6), το οποίο επαληθεύει το πρόβληµα. Οι υπόλοιποι 16 µαθητές 

απάντησαν λάθος (29.1%). 

Οι µαθητές που έδωσαν πλήρεις απαντήσεις, είτε κατασκεύασαν απ’ ευθείας 

τη ζητούµενη εξίσωση, είτε δηµιούργησαν ένα σύστηµα δυο εξισώσεων µε δυο 

αγνώστους. Από τους µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθές απαντήσεις ορισµένοι 

έδωσαν απευθείας το ζεύγος των αριθµών που επαληθεύουν την εξίσωση, ενώ οι 

υπόλοιποι προσπάθησαν να κατασκευάσουν την εξίσωση, όµως η εξίσωση που 
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έφτιαξαν ήταν λάθος και τελικά έδωσαν αριθµητική απάντηση. Στις λανθασµένες 

απαντήσεις περιλήφθηκαν οι απαντήσεις που είχαν λάθη στη µετάφραση από τη 

φυσική γλώσσα στη συµβολική γλώσσα των µαθηµατικών, όπως π.χ. η φράση «το 

διπλάσιο του ενός να είναι τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο» µεταφράζεται στη 

µαθηµατική έκφραση 32 −= χψ . Στον πίνακα 5 παρουσιάζονται ενδεικτικές 

απαντήσεις των µαθητών στο έργο 1. 

Πίνακας 2 

Ενδεικτικές απαντήσεις των µαθητών στο έργο 1 

 

 

Πλήρεις απαντήσεις 

α) χ + 2χ + 3 = 12 

β) Αν χ, ψ οι αριθµοί τότε 2χ=ψ-3  οπότε η 

εξίσωση είναι χ+2χ+3=12 

γ) Αν χ, ψ οι αριθµοί τότε 




−=

=+

32

12

ψχ
ψx

 

Μερικώς ορθές απαντήσεις  α) χ+ψ=12 => χ=3, ψ=9  

β) χ=3, ψ=9 

 

 

 

 

Λανθασµένες απαντήσεις  

α) 




−=

=+

3

12
2 χψ

χψ
 

β) (2χ – 3) + χ = 12 άρα χ = 3 και ψ = 9 

γ) 








=−=+

=+

=+

731055

1257

12ψx

άρα οι αριθµοί είναι   το 5 

και το 7 

δ)Καµία απάντηση 

 

Οι µαθητές που έδωσαν πλήρεις απαντήσεις θεωρήθηκαν ότι κατανόησαν 

εννοιολογικά το πρόβληµα. Από τους 33 µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθές 

απαντήσεις, 11 µαθητές προσπάθησαν να κατασκευάσουν τη ζητούµενη εξίσωση, 

ωστόσο δεν τα κατάφεραν και τελικά κάνοντας τους σωστούς νοητικούς 
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υπολογισµούς µε τους περιορισµούς του προβλήµατος, έδωσαν ως απάντηση το 

ζεύγος των αριθµών που επαληθεύουν την εξίσωση. Οι µαθητές αυτοί φαίνεται να 

έχουν κατανοήσει το πρόβληµα, όµως δυσκολεύονται να µεταφράσουν τη λεκτική 

περιγραφή σε µαθηµατικά σύµβολα, γι’ αυτό και έδωσαν ως απάντηση την 

αριθµητική λύση του προβλήµατος. Οι υπόλοιποι 22 µαθητές έδωσαν απευθείας ως 

απάντηση το ζεύγος των αριθµών που επαληθεύουν το πρόβληµα. Οι µαθητές αυτοί, 

έχουν κατανοήσει µερικώς το πρόβληµα (επίπεδο κατανόησης 2) αφού, 

κωδικοποίησαν σωστά τα δεδοµένα του προβλήµατος και βρήκαν το σωστό ζεύγος 

αριθµών, αλλά δεν έκαναν καµία προσπάθεια να φτιάξουν τη ζητούµενη εξίσωση.  

Από τους 16 µαθητές που απάντησαν λάθος, οι 7  απάντησαν σύµφωνα µε τον 

(α) τρόπο του πίνακα και 2 µαθητές απάντησαν σύµφωνα µε τον (β) τρόπο. Οι 

µαθητές αυτοί έχουν κατανοήσει το πρόβληµα (επίπεδο κατανόησης 1), όµως 

απάντησαν λάθος εξαιτίας των γνωστικών εµποδίων που αφορούν στη µετάφραση 

των λεκτικών περιγραφών στα σωστά αριθµητικά σύµβολα. Οι µαθητές που 

απάντησαν µε τον τρόπο (α) δεν µπορούν να µεταφράσουν σωστά τη φράση «το 

διπλάσιο», ενώ οι µαθητές που απάντησαν µε τον τρόπο (β) δεν κατανόησαν τη 

σχέση των αριθµών που κρύβεται πίσω από τη φράση «το διπλάσιο του ενός να είναι 

τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο». Ένας από τους µαθητές που απάντησαν λάθος, 

έδωσε την απάντηση που φαίνεται στον πίνακα ως (γ), φαίνεται ότι κατανόησε 

µερικώς το ζητούµενο του προβλήµατος (επίπεδο κατανόησης 2), αφού κατασκεύασε 

µια εξίσωση, η οποία όµως ήταν λάθος. Τέλος, έξι µαθητές δεν έδωσαν καµία 

απολύτως απάντηση, οπότε θεωρούµε πως οι µαθητές αυτοί δεν κατανόησαν το 

πρόβληµα (επίπεδο κατανόησης 3). Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνεται η συχνότητα 

των µαθητών κατά το επίπεδο κατανόησης του έργου 1 του πρώτου δοκιµίου. 

Πίνακας 3 

Το επίπεδο κατανόησης των µαθητών για το έργο 1 

Επίπεδο Κατανόησης      Συχνότητες    Ποσοστά  

Πλήρης κατανόηση (Επίπεδο 1)          26        47.27 

Μερική κατανόηση (Επίπεδο 2)          23        41.82 

Μηδενική κατανόηση (Επίπεδο 

3)  

          6        10.9 

Σύνολο          55        100 
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Κατά τη βαθµολόγηση των γραπτών δοκιµίων των µαθητών, εντοπίστηκαν 

κάποιες απαντήσεις που φανέρωναν σε µεγαλύτερο βάθος τις δυσκολίες τους σχετικά 

µε το πρώτο έργο. Στη συνέχεια, παρουσιάζονται χαρακτηριστικά αποσπάσµατα από 

τις συνεντεύξεις µε τους µαθητές αυτούς.  

1ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε ένα µαθητή του πρώτου επιπέδου κατανόησης;  

Ο µαθητής αυτός έδωσε την απάντηση 




−=

=+

3

12
2 χψ

χψ
. 

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις το πρόβληµα; Ποια είναι τα δεδοµένα και ποια τα  

 ζητούµενα; 

Μ: Πρέπει να φτιάξω µια εξίσωση µε την οποία το 12 χωρίζεται σε δυο µέρη ώστε το 

διπλάσιο του ενός να είναι τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο. 

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις τη λύση που έδωσες; 

Μ: Λοιπόν, είπα ότι χ + ψ πρέπει να  κάνουν 12, γιατί µου λέει να χωρίσω το 12 σε δυο 

µέρη. Άρα το ένα είναι το χ και το άλλο το ψ. Αφού τώρα το διπλάσιο του ενός είναι 

τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο θα είναι 32 −= χψ . 

Ε: Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος, πως κρίνεις τη λύση που έφτιαξες; Είναι 

σωστή; 

Μ: Νοµίζω ότι είναι σωστή. ∆εν είµαι σίγουρος για το 32 −= χψ . 

Ε: Για ποιο πράγµα δεν είσαι τόσο σίγουρος; 

Μ: Για το τετράγωνο, γιατί λέει το διπλάσιο του ενός -  Α! όχι στο τετράγωνο, στο 

διπλάσιο θέλει. Πως το βάζω αυτό; Μµµ … το ψ θα το βάλω -3ψ αφού λέει 3 φορές 

µικρότερο, ή µήπως θέλει 3−ψ ; 

Ο παραπάνω µαθητής, έχει κατανοήσει πλήρως το πρόβληµα και κατασκεύασε ένα 

σύστηµα εξισώσεων. Όµως δεν είναι σίγουρος για την ορθότητα της δεύτερης 

εξίσωσης, µε την οποία περιγράφει τη φράση « το διπλάσιο του ενός αριθµού είναι 

τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο». Συγκεκριµένα θεωρεί πως η έκφραση το 

διπλάσιο του χ είναι το 2x . Ο µαθητής συνεχίζει τη µετάφραση των πληροφοριών και 

θεωρεί πως η φράση «τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο» είναι ίδια µε τη φράση 

«τρεις φορές µικρότερο», ενώ δεν είναι σίγουρος για την αναπαράστασή της στα 

σωστά µαθητικά σύµβολα. Από το παραπάνω απόσπασµα προκύπτει πως ο µαθητής 

αντιµετωπίζει ένα γνωστικό εµπόδιο που αφορά στη µετάφραση των λεκτικών 

περιγραφών στο σωστό µαθηµατικό αλγόριθµο. Με τη βοήθεια της ερευνήτριας και 
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µε κατάλληλα αριθµητικά παραδείγµατα ο µαθητής στη συνέχεια καταφέρνει να 

κατασκευάσει τη ζητούµενη εξίσωση.  

2ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε ένα µαθητή του δεύτερου επιπέδου κατανόησης  

Η λύση που έδωσε ο µαθητής στο έργο 1 είναι « ,312 =⇒=+ χψχ  ψ=9».  

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις τη λύση σου;  

Μ: Ζητάει να χωρίσω το 12 σε δυο µέρη. Άρα χ+ψ πρέπει να κάνουν 12. Αφού   

    το   διπλάσιο του ενός είναι τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο, ο ένας    

   είναι το 3  και ο άλλος το 9. 

Ε: Τι ακριβώς ζητάει το πρόβληµα; Θα µπορούσες να διαβάσεις την εκφώνηση   

    και  να µου απαντήσεις τώρα; 

Μ: Να κατασκευάσω µια εξίσωση µε την οποία λύνεται το πρόβληµα… 

Ε: Η εξίσωση που έφτιαξες οδηγεί στη λύση του προβλήµατος; 

Μ: Ναι. Αφού χ+ψ πρέπει να κάνουν 12 και το   

    διπλάσιο του ενός είναι τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο, ο ένας είναι το  3 και     

   ο άλλος το 9. 

Ο παραπάνω µαθητής φαίνεται να έχει κατανοήσει µερικώς το πρόβληµα. 

Συγκεκριµένα, κατασκεύασε µια γραµµική εξίσωση µε δυο αγνώστους στην οποία 

αναπαρίσταται ένας µόνο περιορισµός του προβλήµατος. Ο µαθητής θεωρεί πως η 

γραµµική εξίσωση µε τους δυο αγνώστους µπορεί να τον οδηγήσει στη λύση του 

προβλήµατος. Κάνοντας νοητικούς υπολογισµούς µε το δεύτερο περιορισµό, δίνει το 

ζεύγος των αριθµών που ικανοποιούν την εξίσωση. Παρατηρούµε πως ο 

συγκεκριµένος µαθητής  δεν κατανοεί πως όλες οι λεκτικές περιγραφές του 

προβλήµατος πρέπει να κωδικοποιηθούν σωστά και να µεταφραστούν σε µια 

εξίσωση, η λύση της οποίας θα οδηγεί στο σωστό ζεύγος αριθµών. 

3ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε µια µαθήτρια του δεύτερου επιπέδου κατανόησης 

Η µαθήτρια έδωσε την απάντηση 







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=+
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1257

12ψx

άρα οι αριθµοί είναι  5 και 7. 

Ε: Μπορείς να εξηγήσεις τη λύση που έδωσες; 

Μ: Πρέπει να χωρίσω το 12 σε δυο µέρη, ώστε το διπλάσιο του ενός να είναι 3 µονάδες   

     µικρότερο από το άλλο. Παρατηρώ ότι 7+5=12 και δυο φορές το 5 κάνει 10, οπότε  

   αφού 10-3=7, αριθµοί είναι το 7 και το 5. 

Ε: Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος, πως κρίνεις τη λύση σου; 
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Μ: Νοµίζω ότι είναι σωστό. 

Ε: Τι ακριβώς ζητάει το πρόβληµα; 

Μ: Να χωρίσω το 12 σε δυο µέρη, ώστε το διπλάσιο του ενός να είναι 3 µονάδες   

     µικρότερο από το άλλο. 

Ε: Μπορείς να διαβάσεις  πιο προσεκτικά την εκφώνηση. 

Μ: Ναι, πρέπει να φτιάξω µια εξίσωση µε την οποία θα λύσω το πρόβληµα. 

Ε: Γιατί επέλεξες το 7 και το 5; 

Μ: Γιατί 7 +5=12 και το διπλάσιο του 5 είναι το 10. Αν από το 10 αφαιρέσω 3 βρίσκω  

     το 7.  

Ε: Ποιος είναι ο περιορισµός του προβλήµατος;  

Μ: Το διπλάσιο του ενός αριθµού να είναι τρεις µονάδες µικρότερο του άλλου. 

Ε: Οπότε ας δούµε ξανά τους αριθµούς που πήρες. Το διπλάσιο του 5 είναι το 10. Τι  

    πρέπει να ισχύει για το 10 σύµφωνα µε το πρόβληµα; 

Μ: Να είναι 3 µονάδες µικρότερο του 7. Έκανα λάθος, γιατί το 10 είναι 3 µονάδες  

    µεγαλύτερο από το 7. Άρα δεν είναι αυτοί οι αριθµοί. 

Από τις απαντήσεις της µαθήτριας προέκυψε αρχικά πως δεν έχει κατανοήσει τι 

ακριβώς πρέπει να κάνει. Η µαθήτρια θεωρεί ότι το ζητούµενο του προβλήµατος είναι 

η εύρεση των αριθµών που ικανοποιούν το πρόβληµα και όχι η κατασκευή της 

εξίσωσης. Μέσα από τη συζήτηση διαφαίνεται η αδυναµία της µαθήτριας να 

κατανοήσει τη φράση «το διπλάσιο του ενός να είναι 3 µονάδες µικρότερο από το 

άλλο». Θεωρεί πως οι κατάλληλοι αριθµοί είναι το 7 και το 5, διότι το διπλάσιο του 5 

είναι το 10 και 10 – 3 = 7.  

4ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε ένα µαθητή του δεύτερου επιπέδου κατανόησης 

Ο συγκεκριµένος µαθητής έδωσε ως απάντηση αριθµητική λύση στο πρόβληµα, 

χωρίς να κατασκευάσει τη ζητούµενη εξίσωση.  

Ε: Η απάντηση που έδωσες στο πρόβληµα ήταν χ= 9, ψ= 3. Γιατί επέλεξες αυτούς τους  

αριθµούς; 

Μ: Γιατί είναι η λύση. 

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις το πρόβληµα; Ποια είναι τα δεδοµένα, και ποια τα 

ζητούµενα; 

Μ: Να χωρίσω το 12 σε δυο µέρη ώστε το διπλάσιο του ενός να είναι τρεις µονάδες 

µικρότερο από το άλλο. 

Ε: Το πρόβληµα τι ακριβώς ζητάει; 

Μ: (Παύση), ναι έπρεπε να φτιάξω την εξίσωση, αυτό θέλει, όχι να το λύσω. 
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Το παραπάνω απόσπασµα είναι µια χαρακτηριστική περίπτωση ενός µαθητή 

που δεν διαβάζει προσεκτικά την εκφώνηση του προβλήµατος. Από την απάντηση 

του µαθητή φαίνεται πως αρχικά δεν είχε κατανοήσει τι ακριβώς ζητούσε το 

πρόβληµα. Ενώ το πρόβληµα απαιτεί τη µετάφραση των λεκτικών περιγραφών σε 

µαθηµατική εξίσωση ο συγκεκριµένος µαθητής, θεωρεί πως πρέπει να βρει τους 

αριθµούς που το επαληθεύουν.  

Έργο 2  

Στο έργο αυτό οι µαθητές καλούνται να σχολιάσουν τη λύση ενός µαθηµατικού 

προβλήµατος και να κρίνουν την ορθότητα ή όχι της λύσης του. Στο πρόβληµα αυτό 

απάντησαν σωστά µόνο 4 από τους 55 µαθητές, ενώ 45 µαθητές έδωσαν µερικώς 

ορθή απάντηση. Οι υπόλοιποι 6 µαθητές απάντησαν λάθος. Οι µαθητές που έδωσαν 

πλήρη απάντηση περιέγραψαν σωστά τα βήµατα της ανίσωσης και απέρριψαν το 

συµπέρασµα. Όλοι οι  µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθή απάντηση έκαναν σωστή 

περιγραφή των βηµάτων επίλυσης της ανίσωσης, όµως αποδέχτηκαν την ορθότητα 

του συµπεράσµατος. Τέλος οι µαθητές που απάντησαν λάθος, έκαναν λάθη τόσο στην 

περιγραφή των βηµάτων όσο και στο συµπέρασµα. Στον πίνακα που ακολουθεί 

παρουσιάζονται ορισµένες χαρακτηριστικές απαντήσεις των µαθητών στο έργο 2. 

Πίνακας 4 

Ενδεικτικές απαντήσεις των µαθητών στο έργο 2 

 

 

 

 

 

 

Πλήρης απάντηση 

1
2x

x
− > +      Πολλαπλασιάζουµε και τα   

                      δύο µέλη µε το x  και  

                      βρίσκουµε: 

21 2x x− > +         τα µεταφέρουµε όλα   

                            στο δεύτερο µέλος 

20 2 1x x> + +      παραγοντοποιούµε το  

                          2ο µέλος 

( )2
0 1x> +        

Συµπέρασµα: ∆εν υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι 

ή όχι και γιατί; 

«Η λύση είναι λάθος. Το λάθος βρίσκεται στο πρώτο 

βήµα που πολλαπλασιάζουµε µε το χ. ∆εν γνωρίζουµε 
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το πρόσηµο του χ. Αν είναι αρνητικός θα πρέπει να 

αλλάξει η φορά της ανίσωσης». 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μερικώς ορθή απάντηση 

α) Σωστή περιγραφή βηµάτων Συµπέρασµα: ∆εν 

υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι ή όχι και γιατί; 

«Όχι γιατί στα βήµατα 2 προς 3, επειδή µεταφέρθηκε 

αρνητικός αριθµός θα έπρεπε να αλλάξει η φορά και 

εποµένως να καταλήξουµε το βήµα 4 να είναι 

0< 122 ++ xx , άρα και να είναι ορθό». 

β) Σωστή περιγραφή βηµάτων Συµπέρασµα: ∆εν 

υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι ή όχι και γιατί; 

«∆εν συµφωνώ γιατί έχει κάνει λάθος στις πράξεις, 

αφού µετά τον πολλαπλασιασµό των 2 µελών µε το χ 

βρίσκουµε το αποτέλεσµα xx 21 2 +>  και όχι 

xx 21 2 +>− ». 

γ) Σωστή περιγραφή βηµάτων Συµπέρασµα: ∆εν 

υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι ή όχι και γιατί; 

«Όχι, διότι η ανίσωση µπορεί να συνεχιστεί». 

δ) Σωστή περιγραφή βηµάτων Συµπέρασµα: ∆εν 

υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι ή όχι και γιατί; 

«Ναι, είναι σωστό». 

ε) Σωστή περιγραφή βηµάτων Συµπέρασµα: ∆εν 

υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι ή όχι και γιατί; 

«Όχι». 

 

 

 

 

 

 

 

 

α) 
1

2x
x

− > +  Πολλαπλασιάζουµε και  

                        τα δυο µέλη µε το χ και  

                         βρίσκουµε  

21 2x x− > +   Κάνει τον πολλαπλασιασµό  

                        και προσθέτει το 2x µε το   

                       x2  

20 2 1x x> + +  Χωρίζει γνωστούς από   
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Λάθος απάντηση                         αγνώστους  

( )2
0 1x> +      Προσθέτει το χ µε το 1 

Συµπέρασµα: ∆εν υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι 

ή όχι και γιατί; 

 «Όχι». 

β) 
1

2x
x

− > +  Πολλαπλασιάζουµε και  

                        τα δυο µέλη µε το χ και  

                         βρίσκουµε  

21 2x x− > +   Χωρίζει γνωστούς από   

                        αγνώστους  

20 2 1x x> + +   

( )2
0 1x> +      Είναι ταυτότητα 

Συµπέρασµα: ∆εν υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι 

ή όχι και γιατί; 

 «Ναι». 

 

γ) Καµία απάντηση 

 

 Το συγκεκριµένο πρόβληµα κατανοήθηκε πλήρως από όλους τους µαθητές 

του δείγµατος. Από τους 45 µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθή απάντηση, 3 µαθητές 

έδωσαν την απάντηση (α) και 2 µαθητές έδωσαν την απάντηση (β). Οι µαθητές που 

έδωσαν την απάντηση (α) δεν έχουν κατανοήσει πότε αλλάζει η φορά µιας ανίσωσης, 

αφού θεωρούν πως όταν µεταφέρεται από το ένα µέλος στο άλλο ένας αρνητικός 

αριθµός, θα πρέπει να αλλάξει η φορά της ανίσωσης. Για τους µαθητές που έδωσαν 

την απάντηση (β), µέσα από τη διαδικασία της συνέντευξης προέκυψε πως 

παρέβλεψαν το – που υπήρχε στο πρώτο βήµα της ανίσωσης. Επίσης, ένας µαθητής 

έδωσε την απάντηση (γ), 25 µαθητές έδωσαν την απάντηση (δ) και 14 µαθητές 

έδωσαν την απάντηση (ε). Οι µαθητές αυτοί κατανόησαν τη µετάβαση από το ένα 

βήµα της ανίσωσης στο άλλο, αλλά δεν λαµβάνουν υπ’ όψη τους ή αγνοούν τον 

περιορισµό για τον κατά µέλη πολλαπλασιασµό ανισοτήτων, µε αποτέλεσµα να 

απαντούν λάθος στο συµπέρασµα ή να µην αιτιολογούν καθόλου την απάντησή τους.  
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Άρα όλοι οι µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθή απάντηση κατανόησαν τι ζητούσε το 

πρόβληµα, ωστόσο δεν έχουν κατανοήσει σε βάθος τις ιδιότητες των ανισώσεων µε 

αποτέλεσµα να µην απαντούν σωστά.  

 Από τους 6 µαθητές που έδωσαν λάθος απάντηση, ένας µαθητής έδωσε την 

απάντηση (α), ένας µαθητής την απάντηση (β) και οι υπόλοιποι µαθητές δεν έδωσαν 

καµία απάντηση. Ο µαθητής που έδωσε την απάντηση (α) έχει κατανοήσει το 

πρόβληµα, ωστόσο στο τρίτο βήµα επίλυσης της ανίσωσης, συγχέει τη µεταφορά 

αριθµών από το ένα µέλος στο άλλο µε το διαχωρισµό γνωστών ποσοτήτων από 

αγνώστων. Επίσης, ο συγκεκριµένος µαθητής δεν κατανοεί τι γίνεται στο τελευταίο 

βήµα της ανίσωσης και απορρίπτει την ορθότητα του συµπεράσµατος, λέγοντας πως 

η ανίσωση µπορεί να συνεχιστεί. Ο µαθητής που έδωσε την απάντηση (β), όπως και ο 

προηγούµενος µαθητής συγχέει τη µεταφορά αριθµών από το ένα µέλος στο άλλο µε 

το διαχωρισµό γνωστών ποσοτήτων από αγνώστων. Επίσης, αποδέχεται την ορθότητα 

του συµπεράσµατος χωρίς ωστόσο να αιτιολογεί την απάντησή του. Οι υπόλοιποι 

τέσσερις µαθητές δεν δίνουν καµία απολύτως απάντηση στο πρόβληµα, οπότε 

θεωρούµε πως δεν το έχουν κατανοήσει.  

Συνολικά, λοιπόν 51 µαθητές κατανοούν πλήρως το πρόβληµα (επίπεδο κατανόησης 

1), ενώ οι υπόλοιποι τέσσερις µαθητές δεν κατανοούν καθόλου το πρόβληµα (επίπεδο 

κατανόησης 3). 

1ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε µια µαθήτρια του δεύτερου επιπέδου κατανόησης 

Η µαθήτρια αυτή περιγράφει σωστά τα βήµατα της λύσης και απορρίπτει το 

συµπέρασµα λέγοντας: «στα βήµατα 2 προς 3 επειδή µεταφέρθηκε αρνητικός αριθµός 

θα έπρεπε να αλλάξει η φορά και εποµένως να καταλήξουµε το βήµα 4 να είναι 

120 2 ++< xx , άρα και να είναι ορθό».  

Μ: Αρχικά σκέφτηκα να λύσω την ανίσωση, αλλά είδα ότι δεν ζητούσε αυτό. 

Ε: Μπορείς να µου πεις τι ζητάει το πρόβληµα αυτό;   

Μ: Μου δίνει µια λύση της ανίσωσης και µου ζητάει να περιγράψω πως πάω από το 

ένα βήµα στο άλλο. Στο τέλος λέει πως δεν υπάρχουν λύσεις και ρωτάει αν συµφωνώ… 

να βρω δηλαδή αν έχει κάνει κάποιο λάθος. Στις πράξεις δεν έκανε κάποιο λάθος, ίσως 

πρέπει να κοιτάξω τις φορές. 

Ε: Μπορείς να περιγράψεις πως µεταβαίνει από το ένα βήµα στο άλλο; 



 90 

Μ: Από το 1ο βήµα στο 2ο πολλαπλασιάζει µε χ για να κάνει απαλοιφή  παρονοµαστών. 

Από το 2ο βήµα στο 3ο  µεταφέρει το -1 στο δεύτερο µέλος. Προκύπτει µια ταυτότητα και 

παραγοντοποιεί.  

Ε: Στο 4ο βήµα γράφεις  «συµπεραίνουµε πως δεν υπάρχει αποτέλεσµα». Γιατί το λες 

αυτό; 

Μ: Γιατί το ( )21+x δεν µπορεί να είναι αρνητικό.      

Ε: Στο συµπέρασµα γράφεις πως δεν συµφωνείς µε το αποτέλεσµα γιατί  στα βήµατα 2 

προς 3 επειδή µεταφέρθηκε αρνητικός αριθµός θα έπρεπε να αλλάξει η φορά. Ποιος 

ήταν ο τρόπος σκέψης σου; 

Μ: Όταν µεταφέρουµε έναν αρνητικό αριθµό στο άλλο µέλος η φορά αλλάζει. 

Από το παραπάνω απόσπασµα προκύπτει πως η συγκεκριµένη µαθήτρια έχει 

κατανοήσει τι ζητάει το πρόβληµα. Η µαθήτρια θεωρεί πως ο τρόπος επίλυσης της 

ανίσωσης είναι λανθασµένος, και εντοπίζει το λάθος στο δεύτερο βήµα, λέγοντας πως  

όταν αλλάζει µέλος ένας αρνητικός αριθµός τότε θα πρέπει να αλλάξει και η φορά της 

ανίσωσης. Ο διάλογος συνεχίζεται και η µαθήτρια µε τη βοήθεια της ερευνήτριας 

αντιλαµβάνεται το λάθος της. Στην προσπάθειά της να εντοπίσει το λάθος στη 

διαδικασία επίλυσης της ανίσωσης η µαθήτρια λέει: 

Μ:….Έχει κάνει λάθος στο πρώτο βήµα που πολλαπλασιάζει µε χ,  γιατί το 
x

1
−  είναι 

αρνητικός αριθµός.  

Ε: Πως το ξέρεις αυτό;  

Μ: Επειδή έχει (-)… 

Η µαθήτρια θεωρεί πως ο αριθµός  
x

1
−  επειδή έχει µπροστά του το (-) είναι 

αρνητικός. Προκύπτει λοιπόν, πως οι λανθασµένες απαντήσεις της µαθήτριας 

οφείλονται σε γνωστικά εµπόδια που αφορούν στην έννοια της µεταβλητής και στην 

έννοια της διάταξης. Ενώ λοιπόν η µαθήτρια έχει κατανοήσει σε βάθος το πρόβληµα, 

τα γνωστικά εµπόδια που αντιµετωπίζει την οδηγούν σε λάθος απάντηση. Μετά από 

συζήτηση µε την ερευνήτρια η µαθήτρια κατάλαβε το λάθος στους συλλογισµούς της 

και οδηγήθηκε στη σωστή απάντηση του προβλήµατος.  

2ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε ένα µαθητή του τρίτου επιπέδου κατανόησης 

Ο µαθητής αυτός έχει κάνει λάθος στην περιγραφή των βηµάτων και απορρίπτει το 

συµπέρασµα λέγοντας: «Είναι λάθος, διότι η ανίσωση µπορεί να συνεχιστεί». 

Ε :Μπορείς να µου εξηγήσεις τη λύση που εφάρµοσες; 
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Μ: Αρχικά κάνει τον πολλαπλασιασµό µε το χ και προσθέτει το 2x µε το x2 . Στο 

επόµενο βήµα χωρίζει γνωστούς από αγνώστους. Και στο τελευταίο προσθέτει το χ µε 

το 1. 

Ε: Στο τρίτο βήµα λες ότι χωρίζει γνωστούς από αγνώστους. Πως το σκέφτηκες αυτό; 

Μ: Γιατί, µετέφερε όλους τους αριθµούς δεξιά.   

Ε:…  

Ε: Στο συµπέρασµα γράφεις πως δεν συµφωνείς. Μπορείς να µου εξηγήσεις τη σκέψη 

σου; 

Μ: Είναι λάθος, διότι η ανίσωση  ( )2
0 1x> +  µπορεί να συνεχιστεί. ∆ηλαδή, µπορεί να 

φτιάξει την ταυτότητα  ( )2
x 1+  και συνεχιστεί η λύση. 

Ε: Το αποτέλεσµα ( )2
0 1x> +  είναι σωστό; 

Μ: Ναι, δεν έκανε κάποιο λάθος. 

Από το παραπάνω απόσπασµα προκύπτει πως ο µαθητής συγχέει την έννοια 

του διαχωρισµού των γνωστών ποσοτήτων από τις άγνωστες, µε τη µεταφορά όλων 

των όρων στο ένα από τα δυο µέλη της ανίσωσης. Στη συνέχεια φαίνεται ότι ο 

µαθητής κάνει έναν κύκλο στους συλλογισµούς του, καθώς µετά από την 

παραγοντοποίηση του τριωνύµου 2x 2x 1+ +  προτείνει πως πρέπει να φτιάξει ξανά 

το ανάπτυγµα της παράστασης ( )2
x 1+ . Επίσης, ο µαθητής θεωρεί σωστή την 

παράσταση ( )2
0 1x> + , αφού κατά τη διαδικασία επίλυσης της ανίσωσης δεν 

παρατήρησε κάποιο λάθος. Φαίνεται πως η παράσταση ( )2
0 1x> +  αντιµετωπίζεται 

από το µαθητή καθαρά συµβολικά και δεν γίνεται προσπάθεια να κατανοήσει τη 

βαθύτερη σηµασία των συµβόλων. Η ερευνήτρια προσπαθώντας να οδηγήσει το 

µαθητή στη σωστή απάντηση λέει: 

Ε: Πως κρίνεις το πρώτο βήµα επίλυσης της ανίσωσης; Είναι σωστό; 

Μ: Νοµίζω ναι. Πολλαπλασιάζει µε χ για να διώξει τους παρονοµαστές. Σωστό είναι. 

Ε: Μπορώ πάντα να πολλαπλασιάζω µια ανίσωση  µε έναν αριθµό; 

Μ: Ναι µπορώ. 

Ε: Αν το χ είναι ο αριθµός -5 τι γίνεται; 

Μ: (Παύση), να αλλάξω τη φορά, γιατί είναι αρνητικός. 

Στη συνέχεια του διαλόγου αναδεικνύονται τα γνωστικά εµπόδια του µαθητή   

γύρω από το θέµα της διάταξης. Ο µαθητής θεωρεί πως δεν υπάρχει κάποιος 
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περιορισµός για τον κατά µέλη πολλαπλασιασµό ανισοτήτων και µόνο όταν η 

ερευνήτρια του έδωσε συγκεκριµένο αριθµητικό παράδειγµα, θυµήθηκε τον κανόνα 

που είχε µάθει. 

Έργο 3 

Στο έργο αυτό δίνεται ένα σχήµα µε κάποια ορθογώνια τρίγωνα. Οι µαθητές 

καλούνται να περιγράψουν τον τρόπο µε τον οποίο θα υπολογίσουν την τιµή της 

µεταβλητής ψ, η οποία αντιστοιχεί στην πλευρά CD. Το πρόβληµα αυτό εξετάζει αν 

οι µαθητές προσπαθώντας να «συναρµολογήσουν» το υλικό που τους δόθηκε  

µπορούν να σχηµατίσουν µια λογική ολότητα που θα τους οδηγήσει στη λύση. Στο 

πρόβληµα αυτό απάντησαν σωστά 18 από τους 55 µαθητές (32.73%). Μερικώς ορθή 

απάντηση έδωσαν 8  µαθητές (14.55%) ενώ, 29 µαθητές απάντησαν λάθος στο 

πρόβληµα (52.72%). 

Από τους µαθητές που έλυσαν σωστά το πρόβληµα, ορισµένοι µαθητές 

έλυσαν το πρόβληµα αλγεβρικά, ενώ οι υπόλοιποι περιέγραψαν λεκτικά τον τρόπο µε 

τον οποίο µπορεί να λυθεί το πρόβληµα. Από τους µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθή 

απάντηση, ορισµένοι ενώ υπολόγισαν το µήκος της AD πλευράς και το µήκος του 

ευθύγραµµου τµήµατος χ (πλευρά AC), δεν αφαίρεσαν, ώστε να υπολογίσουν την 

τιµή του ψ. Ένας µαθητής εφάρµοσε µε λάθος τρόπο το Π.Θ. στο τρίγωνο ΑΒC, και 

συνέχισε τη λύση του περιγράφοντας τον τρόπο µε τον οποίο λύνεται το πρόβληµα. 

Το βασικό πρόβληµα που αντιµετώπισαν αρκετοί µαθητές είναι ότι δεν διέκριναν τα 

ορθογώνια τρίγωνα µε αποτέλεσµα να εφαρµόζουν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο 

τρίγωνο BCD, που περιέχει την άγνωστη πλευρά, αλλά δεν είναι ορθογώνιο. Κάποιες 

άλλες λανθασµένες απαντήσεις θεωρούν ως υποτείνουσα την πλευρά AC του 

τριγώνου ABC και εφαρµόζουν λάθος το θεώρηµα. Στον πίνακα 5 παρουσιάζονται 

ορισµένες χαρακτηριστικές απαντήσεις των µαθητών στο έργο 3.  

Πίνακας 5 

Ενδεικτικές απαντήσεις  των µαθητών στο έργο 3 

 

 

 Πλήρης Απάντηση 

 α) Για να βρω το χ εφαρµόζω Π.Θ. στο 

τρίγωνο ΑΒC. Στη συνέχεια εφαρµόζω 

το Π.Θ. στο τρίγωνο ABD ώστε να βρω 

το χ+ψ. για να βρούµε το ψ αφαιρώ από 
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το χ+ψ το χ. 

β) Αλγεβρική λύση του προβλήµατος  

 

 

 

 

Μερικώς ορθή απάντηση 

α) Εφαρµόζω Π.Θ. στο ABC τρίγωνο: 

2 2 2 23 2 χ χ 5 χ 5= + ή = ή =  

εφαρµόζω Π.Θ. στο ΑBD τρίγωνο: 

( )

2 2 2

22 2

BD AD AB

4 χ ψ 2 ψ ...

= + ή

= + + ή =
 

β) Εφαρµόζω Π.Θ. στο ΑΒC τρίγωνο για 

να βρω το χ. Στη συνέχεια εφαρµόζω 

Π.Θ. στο ABD τρίγωνο για να βρω το 

χ+ψ. 

 

 

Λάθος απάντηση 

α) Εφαρµόζω Π.Θ. στο ABC τρίγωνο: 

 
2 2 2 2 2 2

2

χ AB BC χ 2 3

χ 13 χ 13

= + ή = +

ή = ή =
 

Εφαρµόζω Π.Θ. στο ABD τρίγωνο: 

2 2 2BD DA AB ψ ...= + ή =  

β) Εφαρµόζω Π.Θ. στο ΑBC τρίγωνο για 

να βρω το χ και στη συνέχεια εφαρµόζω 

Π.Θ. στο ΒCD τρίγωνο για να βρω το ψ. 

γ) Θα συγκρίνουµε τα δυο τρίγωνα, θα 

κάνουµε το Π.Θ. και τέλος θα κάνουµε 

πράξεις και θα βρούµε την τιµή του ψ. 

δ) Καµία απάντηση 

 

Όλοι οι µαθητές που έδωσαν πλήρεις απαντήσεις κατανόησαν πλήρως το 

πρόβληµα. Οι µαθητές που έδωσαν µερικώς ορθές απαντήσεις έχουν κάνει µικρές 

παραλείψεις στην επίλυση του προβλήµατος, οπότε θεωρείται ότι έχουν κατανοήσει 

πλήρως το πρόβληµα. Από το σύνολο των µαθητών που απάντησαν λάθος στο 
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πρόβληµα 8 µαθητές έδωσαν την (α) απάντηση και 9 µαθητές έδωσαν τη (β) 

απάντηση. Οι µαθητές αυτοί έχουν κατανοήσει τι ζητάει το πρόβληµα, ωστόσο 

αντιµετωπίζουν γνωστικά εµπόδια µε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα και την εφαρµογή 

του. Ένας µαθητής έδωσε την απάντηση (γ) και 11 µαθητές δεν έδωσαν καµία 

απάντηση. Οι µαθητές αυτοί δεν έχουν κατανοήσει καθόλου το πρόβληµα. Συνολικά, 

λοιπόν 43 µαθητές κατανόησαν πλήρως το πρόβληµα (επίπεδο κατανόησης 1), ενώ οι 

υπόλοιποι 12 µαθητές δεν κατανόησαν καθόλου το  πρόβληµα (επίπεδο κατανόησης 

3). 

1ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε µια µαθήτρια του πρώτου επιπέδου κατανόησης 

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις το πρόβληµα; Ποια είναι τα δεδοµένα, και ποια τα   

   ζητούµενα; 

Μ: Μου δίνει το σχήµα αυτό και µου ζητάει να βρω την πλευρά ψ. 

Ε: Γνωρίζεις κάποια στοιχεία στο σχήµα; 

Μ: Μου δίνει ορισµένες πλευρές. 

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις τη λύση που εφάρµοσες; 

Μ: Έκανα Π.Θ στο ΑΒC και βρήκα το χ. Μετά δεν µπόρεσα να βρω το ψ. 

Ε: Τι βρήκες από το Π.Θ.; 

Μ: 222 32 +=x  

Ε: Είναι αυτό σωστό; 

Μ: Νοµίζω ναι. 

Ε: Γιατί δεν συνέχισες να βρεις το ψ; 

Μ: Γιατί δεν µου φαινόταν σωστό. Βασικά έκανα και στα άλλα τρίγωνα Π.Θ µήπως 

βγάλω κάτι πιο σωστό αλλά δεν έβγαινε και το άφησα έτσι. 

Ε: Ποια Π.Θ. έκανες; 

Μ: Στo εεε είπα ότι 222 DΒ+ΑΒ=ψ  για να βρω το ψ. 

Ε: Είναι αυτό σωστό; 

Μ: Όχι γι΄ αυτό δεν το έκανα. ∆εν είναι πυθαγόρειο αυτό. 

Ε: Θα µπορούσες να εξηγήσεις τι λέει το Π.Θ. 

Μ: … 

Ε: Στο ΑΒC τρίγωνο, ποια είναι η υποτείνουσα; 

M: Η 3, η BC, άρα έπρεπε να πω 222 ABACBC += και βρίσκω έτσι το χ. 

Ε: Έχει λυθεί το πρόβληµα;  
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Μ: Εεµ όχι, θέλω το ψ άρα λέω 222 ABDABD +=  και µετά θα τα αφαιρέσω γιατί έχω 

βρει και το χ , άρα θα βρω το ψ. 

Η παραπάνω µαθήτρια έχει κατανοήσει το ζητούµενο του προβλήµατος. Αρχικά 

εφαρµόζει λάθος το πυθαγόρειο θεώρηµα στο ABC τρίγωνο θεωρώντας  ως 

υποτείνουσα τη ζητούµενη κάθετη πλευρά. Συγκεκριµένα, η µαθήτρια προσπαθώντας 

να βρει την άγνωστη πλευρά χ θεώρησε ότι αυτή είναι η υποτείνουσα χωρίς να 

ελέγξει την υπόθεσή της. Μέσα από το διάλογο φαίνεται ότι η µαθήτρια διαισθάνεται 

ότι η απάντησή της δεν είναι σωστή, χωρίς όµως να µπορεί να ελέγξει γιατί. Στη 

συνέχεια η µαθήτρια επιχειρεί να βρει τη ζητούµενη πλευρά ψ µε τη σχέση 
222 DΒ+ΑΒ=ψ , ωστόσο και πάλι διαισθάνεται ότι η σχέση αυτή δεν είναι ορθή και 

δεν την εφαρµόζει. Από τα παραπάνω προκύπτει το συµπέρασµα πως οι δυσκολίες 

που αντιµετωπίζει η µαθήτρια στο πρόβληµα οφείλονται στο γεγονός ότι δεν έχει 

κατανοήσει σε βάθος το πυθαγόρειο θεώρηµα και την εφαρµογή του. Επίσης, η 

µαθήτρια κατά την πορεία επίλυσης του προβλήµατος, ενώ διαισθάνεται ότι έχει 

κάνει λάθος, δεν ελέγχει τη µέθοδο που εφαρµόζει µε αποτέλεσµα να συνεχίζει µε τη 

λανθασµένη στρατηγική και να οδηγείται σε λάθος αποτέλεσµα. Εδώ παρατηρείται 

µια γενική συµπεριφορά των µαθητών οι οποίοι δεν έχουν αναπτύξει τους 

µηχανισµούς εκείνους που τους επιτρέπουν να ελέγχουν την ορθότητα της απάντησής 

τους αλλά και να επαληθεύουν το συµπέρασµά τους. 

2ο Απόσπασµα: ∆ιάλογος µε ένα µαθητή του πρώτου επιπέδου κατανόησης 

Ο συγκεκριµένος µαθητής εφάρµοσε το πυθαγόρειο θεώρηµα στο ABC τρίγωνο 

θεωρώντας ως υποτείνουσα την πλευρά ΑΒ και γράφοντας 222 32 γ+= . Στη συνέχεια 

των υπολογισµών του έγραψε 222 23 −=γ και κατέληξε στο αποτέλεσµα 52 =γ .  

Ε: Σε ποιο τρίγωνο εφάρµοσες το Π.Θ.;  

Μ: Στο ABC για να βρω το χ 

Ε: πως κρίνεις την απάντησή  σου; Είναι σωστή; 

Μ: Νοµίζω ναι 

Ε: Ποια είναι η υποτείνουσα στο τρίγωνο ABC; 

Μ: Η BC. Έχω κάνει λάθος.  

Ε: Πως µπορείς να βρεις τη ζητούµενη πλευρά; 

Μ: Παίζει ρόλο η BC γιατί είναι ύψος. 

Ε: Πως το ξέρεις αυτό; 

Μ: Φαίνεται 
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Ε: Το ύψος δεν σηµαίνει καθετότητα; 

Μ: Σωστά. Μήπως είναι διάµεσος;  

Ε: Μας λέει κάτι τέτοιο το πρόβληµα; 

Μ: Όχι. 

Ε: Μπορούµε να εφαρµόσουµε το Π.Θ σε κάποιο άλλο τρίγωνο; 

Μ: Ίσως στο BCD. 

Ε: Είναι το τρίγωνο αυτό ορθογώνιο; 

Μ: Όχι. Άρα δεν γίνεται. Μήπως στο ABD; 

Ε: Είναι το τρίγωνο αυτό ορθογώνιο; 

Μ: Ναι, η Α είναι ορθή, άρα η BD είναι υποτείνουσα. 

 Ο παραπάνω µαθητής εφαρµόζει αρχικά το Π.Θ, θεωρώντας λάθος πλευρά ως 

υποτείνουσα. Κάνοντας τις πράξεις, ενώ κανονικά πρέπει να γράψει 222 32 −=γ , 

αντιλαµβάνεται πως θα οδηγηθεί στο αδύνατο αποτέλεσµα 52 −=γ , οπότε αλλάζει τη 

θέση των όρων και βρίσκει 52 =γ . Άρα ο µαθητής, ενώ αντιλαµβάνεται πως έχει 

κάνει κάποιο λάθος, ωστόσο δεν ελέγχει τη στρατηγική που έχει εφαρµόσει µε 

αποτέλεσµα να συνεχίζει να δουλεύει στη λανθασµένη αναπαράσταση. Στη συνέχεια 

ο µαθητής λέει πως η πλευρά BC έχει κάποια ιδιότητα, ύψος ή διχοτόµος, χωρίς όµως 

να αναφέρεται κάτι τέτοιο στην εκφώνηση του προβλήµατος. Στην προσπάθειά του 

να βρει τη ζητούµενη πλευρά αναφέρει πως θα µπορούσε να εφαρµόσει το Π.Θ. στο 

BCD τρίγωνο. Μετά από ερώτηση της ερευνήτριας ο µαθητής αντιλαµβάνεται πως το 

τρίγωνο δεν είναι ορθογώνιο και απορρίπτει τον ισχυρισµό του. Από το παραπάνω 

απόσπασµα διαφαίνεται πως ο µαθητής αντιµετωπίζει σηµαντικές αδυναµίες µε το 

Πυθαγόρειο Θεώρηµα και την εφαρµογή του, µε αποτέλεσµα να το εφαρµόζει σε 

οποιοδήποτε είδος τριγώνου. Επίσης, µέσα από το διάλογο φαίνεται πως ο µαθητής 

αντιµετωπίζει βασικά γνωστικά εµπόδια που αφορούν στα βασικά στοιχειά των 

τριγώνων και τις ιδιότητές τους (ύψος, διάµεσος).  

Η επίδοση των µαθητών στα πρωτότυπα προβλήµατα και στα προβλήµατα 

ρουτίνας 

Το πρώτο ερευνητικό ερώτηµα αφορούσε τη σύγκριση της επίδοσης των µαθητών 

στα πρωτότυπα προβλήµατα και στα προβλήµατα ρουτίνας. Για την απάντηση του 

ερωτήµατος αυτού συγκρίθηκαν οι απαντήσεις των 55 µαθητών του δείγµατος στα 

δυο δοκίµια. Κάθε δοκίµιο περιείχε τρία προβλήµατα και η µέγιστη βαθµολογία κάθε 
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δοκιµίου ήταν 30 µονάδες, µέχρι και δέκα µονάδες για κάθε έργο. Στον πίνακα 1 

φαίνεται ο βαθµός επιτυχίας των µαθητών στο καθένα από τα δυο είδη προβληµάτων. 

Πίνακας 1 

Η επίδοση των µαθητών στα δυο είδη προβληµάτων 

Επίδοση Προβλήµατα  

ρουτίνας 

Πρωτότυπα 

Προβλήµατα 

0-5  13 0 

6-10  17 1 

11-15 11 27 

16-20 8 13 

21-25 2 6 

26-30 4 8 

Σύνολο 55 55 

 

Είναι προφανές ότι υπάρχει διαφορά στην επίδοση των µαθητών στα δύο είδη 

προβληµάτων, αφού η πλειοψηφία των µαθητών στα προβλήµατα ρουτίνας είχαν 

επίδοση κάτω από το 10, ενώ µόνο ένας µαθητής είχε επίδοση κάτω από το δέκα στα 

πρωτότυπα προβλήµατα. Για να ελεγχθεί κατά πόσο οι διαφορές στην επίδοση µεταξύ 

των δυο δοκιµίων ήταν στατιστικά σηµαντικές, πραγµατοποιήθηκε µε τη βοήθεια του 

κριτηρίου t-test ο έλεγχος της υπόθεσης οµµ =:oH  (η µέση επίδοση στο πρώτο 

δοκίµιο είναι ίση µε τη µέση επίδοση στο δεύτερο δοκίµιο) έναντι της υπόθεσης 

οµµ ≠:1H  (οι µέσες επιδόσεις στα δυο δοκίµια διαφέρουν). Η µέση επίδοση των 

µαθητών στο πρώτο δοκίµιο ήταν 12.9 µονάδες, ενώ στο δεύτερο δοκίµιο 17.17 

µονάδες. Η τιµή του κριτηρίου t βρέθηκε -6.083, ενώ τα επίπεδα σηµαντικότητας 

πήραν πολύ χαµηλές τιµές (p=0.000). Άρα η υπόθεση oH απορρίπτεται, δηλαδή, 

υπάρχει σηµαντική στατιστική διαφορά στις µέσες επιδόσεις των µαθητών στα δυο 

δοκίµια. Οπότε προκύπτει το συµπέρασµα πως η επίδοση στα πρωτότυπα 

προβλήµατα ήταν σηµαντικά µεγαλύτερη από την επίδοση στα προβλήµατα ρουτίνας, 

παρ’ όλο που και οι δυο βρίσκονταν σε χαµηλό επίπεδο.  

Με τη βοήθεια του συντελεστή συσχέτισης Pearson εξετάστηκε αν υπήρχε 

συσχέτιση µεταξύ της επίδοσης των µαθητών στα δυο δοκίµια. Μεταξύ της επίδοσης 
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στα δυο δοκίµια βρέθηκε στατιστικά σηµαντική θετική συσχέτιση, µε συντελεστή 

συσχέτισης r = 0.747 και επίπεδο σηµαντικότητας p=0,000. Από τα στοιχεία αυτά 

προκύπτει το συµπέρασµα πως οι µαθητές που είχαν υψηλή επίδοση στα προβλήµατα 

ρουτίνας είχαν και υψηλή επίδοση στα πρωτότυπα προβλήµατα. 

Η αποτελεσµατικότητα των στρατηγικών επίλυσης προβληµάτων ρουτίνας σε 

σχέση µε τις στρατηγικές επίλυσης πρωτότυπων προβληµάτων 

Το τέταρτο ερευνητικό ερώτηµα αφορούσε στην αποτελεσµατικότητα των 

στρατηγικών που χρησιµοποιούν οι µαθητές για την επίλυση προβληµάτων ρουτίνας 

και πρωτότυπων προβληµάτων. Για την απάντηση του ερωτήµατος εξετάστηκαν τα 

ποσοστά των αποτελεσµατικών στρατηγικών στο πρώτο δοκίµιο και συγκρίθηκαν µε 

τα αντίστοιχα ποσοστά στο δεύτερο δοκίµιο.  

∆οκίµιο 1 

Το πρώτο δοκίµιο περιλαµβάνει προβλήµατα ρουτίνας. Για την απάντηση του 

ερωτήµατος λήφθηκαν υπόψη οι απαντήσεις των µαθητών στα έργα 1 και 3, καθώς το 

έργο 2 δεν απαιτούσε την εφαρµογή κάποιας στρατηγικής. 

Στο πρώτο έργο του πρώτου δοκιµίου, ως αποτελεσµατικές στρατηγικές 

θεωρήθηκαν η κατασκευή της ζητούµενης εξίσωσης ή δηµιουργία συστήµατος δυο 

εξισώσεων. Οι εξισώσεις της µορφής (2χ – 3) + χ = 12 ή 




−=

=+

3

12
2 χψ

χψ
 αν και 

θεωρούνται λανθασµένες ως απαντήσεις, ωστόσο θεωρούνται αποτελεσµατικές 

στρατηγικές. Ως µη αποτελεσµατικές θεωρούνται οι στρατηγικές όπως χ+ψ=12 => 

χ=3, ψ=9. Τέλος, για τους µαθητές που δεν έδωσαν καµία απάντηση θεωρούµε πως 

εφάρµοσαν µη αποτελεσµατική στρατηγική. Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνεται 

αναλυτικά το είδος των στρατηγικών που εφάρµοσαν οι µαθητές. 

Πίνακας 8 

Οι στρατηγικές που εφάρµοσαν οι µαθητές στο έργο 1 

 

 

Αποτελεσµατικές στρατηγικές 

α) χ + 2χ + 3 = 12 

β) Αν χ, ψ οι αριθµοί τότε 




−=

=+

32

12

ψχ
ψx

 

γ) (2χ – 3) + χ = 12  
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δ) 




−=

=+

3

12
2 χψ

χψ
 

 

 

Μη αποτελεσµατικές στρατηγικές  

α) χ+ψ=12 => χ=3, ψ=9  

β)χ=3, ψ=9 

γ)








=−=+

=+

=+

731055

1257

12ψx

άρα οι αριθµοί είναι 5 & 7 

 

Από τους 55 µαθητές µόλις οι 15 εφάρµοσαν αποτελεσµατικές στρατηγικές 

επίλυση του προβλήµατος. Οι υπόλοιποι 40 µαθητές εφάρµοσαν µη αποτελεσµατικές 

στρατηγικές.  

Στο έργο 2 οι µαθητές καλούνται να περιγράψουν τα βήµατα επίλυσης µιας 

ανίσωσης και όχι να εφαρµόσουν κάποια συγκεκριµένη στρατηγική. Στην απάντηση, 

λοιπόν, του συγκεκριµένου ερευνητικού ερωτήµατος δεν θα ληφθεί υπ’ όψη το έργο 

αυτό. 

Στο έργο 3 του πρώτου δοκιµίου, αποτελεσµατικές θεωρήθηκαν οι στρατηγικές 

που εφάρµοσαν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στα τρίγωνα ABD και ACB για να βρουν 

τις πλευρές AD και AC και στη συνέχεια αφαίρεσαν τα δυο ευθύγραµµα τµήµατα, 

ώστε να βρουν την τιµή του ψ. Επίσης, αποτελεσµατικές θεωρούνται οι στρατηγικές 

που εφάρµοσαν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στα τρίγωνα ABD και ACB για να βρουν 

τις πλευρές AD και AC αλλά δεν αφαίρεσαν τα δυο ευθύγραµµα τµήµατα, ώστε να 

βρουν την τιµή του ψ. Οι µαθητές που εφάρµοσαν το Π.Θ. στα τρίγωνα ABD και 

ACB θεωρώντας όµως µια από τις κάθετες πλευρές ως υποτείνουσα θεωρείται ότι 

έχουν εφαρµόσει µη αποτελεσµατική στρατηγική. Επίσης, µη αποτελεσµατικές 

θεωρούνται οι στρατηγικές που εφαρµόζουν Π.Θ. στα τρίγωνα ACB και ΒCD. Για 

τους µαθητές που δεν έδωσαν καµία απάντηση θεωρούµε πως εφάρµοσαν µη 

αποτελεσµατική στρατηγική. 

 Από τους 55 µαθητές οι 26 εφάρµοσαν αποτελεσµατικές στρατηγικές, ενώ οι 

υπόλοιποι 30 εφάρµοσαν µη αποτελεσµατικές στρατηγικές. Από τα παραπάνω 

στοιχεία προκύπτει πως συνολικά στο πρώτο δοκίµιο εφαρµόστηκαν 41 

αποτελεσµατικές στρατηγικές, έναντι 69 µη αποτελεσµατικών. Άρα κατά µέσο όρο το 
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37,27% των µαθητών εφάρµοσαν αποτελεσµατικές στρατηγικές στα προβλήµατα 

ρουτίνας. 

∆οκίµιο 2 

Το δοκίµιο 2 περιλαµβάνει τα πρωτότυπα προβλήµατα. Για την απάντηση του 

ερευνητικού ερωτήµατος εξετάστηκαν οι απαντήσεις των µαθητών στα έργα 2 και 3, 

καθώς στο έργο 1 δεν χρειαζόταν να εφαρµόσουν οι µαθητές κάποια στρατηγική. 

Το έργο 1 του δεύτερου δοκιµίου αποτελείται από δυο ερωτήσεις. Οι µαθητές 

στο πρόβληµα αυτό δεν χρειάζεται να εφαρµόσουν κάποια συγκεκριµένη στρατηγική, 

αλλά πρέπει να αναλύσουν τις πληροφορίες που δίνονται και να κατανοήσουν τους 

περιορισµούς, ώστε να επιλέξουν τις σωστές απαντήσεις. Οπότε το έργο 1 δεν θα 

ληφθεί υπ’ όψη για την απάντηση αυτού του ερευνητικού ερωτήµατος. 

Το έργο 2 αποτελείται από δυο ερωτήσεις. Η πρώτη ερώτηση είναι πολλαπλής 

επιλογής, οπότε δεν λαµβάνεται υπ’ όψη για την απάντηση αυτού του ερευνητικού 

ερωτήµατος. Στη δεύτερη ερώτηση οι µαθητές πρέπει να κατασκευάσουν ένα 

σύστηµα δανεισµού για τη βιβλιοθήκη µιας σχολής. Οι βασικές απαιτήσεις του 

προβλήµατος είναι το σύστηµα να περιέχει τέσσερα βήµατα και κάθε βήµα να έχει 

δυο µόνο επιλογές. Οι µαθητές που κατασκεύασαν πλήρη συστήµατα µε τέσσερα ή 

πέντε βήµατα έχουν εφαρµόσει αποτελεσµατική στρατηγική. Επίσης, 

αποτελεσµατικές στρατηγικές θεωρούνται αυτές που το σύστηµα περιείχε τέσσερα 

σωστά βήµατα, αλλά είτε έλειπε µια περίοδος δανεισµού είτε ο έλεγχος για την 

καθυστέρηση βιβλίων ήταν εκτός διαγράµµατος. Τα συστήµατα που περιείχαν 

περισσότερα από πέντε βήµατα ή  κάποιο βήµα είχε περισσότερες από δυο επιλογές 

θεωρήθηκαν µη αποτελεσµατικές στρατηγικές. Τέλος, για τους µαθητές που δεν 

έδωσαν καµία απάντηση θεωρούµε πως εφάρµοσαν µη αποτελεσµατική στρατηγική. 

 Από τους 55 µαθητές οι 22 εφάρµοσαν αποτελεσµατικές στρατηγικές στην 

επίλυση του προβλήµατος αυτού. Οι υπόλοιποι 33 µαθητές εφάρµοσαν µη 

αποτελεσµατικές στρατηγικές.  

Το έργο 3 αποτελείται από τρεις ερωτήσεις και αναφέρεται σε ένα σύστηµα 

άρδευσης. Στην πρώτη ερώτηση οι µαθητές πρέπει να σχεδιάσουν τη ροή του νερού 

σε ένα χωράφι βασιζόµενοι σε ένα πίνακα που τους δίνεται, ενώ στη δεύτερη 

ερώτηση πρέπει να αποφασίσουν αν το νερό θα τρέξει στο σύστηµα ή όχι. Στις δυο 

πρώτες ερωτήσεις λοιπόν οι µαθητές δεν πρέπει να εφαρµόσουν κάποια στρατηγική, 

οπότε δεν θα ληφθούν υπ’ όψη για την απάντηση αυτού του ερωτήµατος. 



 101 

 Στην τρίτη ερώτηση του προβλήµατος οι µαθητές πρέπει να κατασκευάσουν 

ένα πίνακα ελέγχου της λειτουργίας των πυλών όµοιο µε αυτό της ερώτησης 1, ώστε 

να ελέγξουν αν η πύλη που έχει κολλήσει είναι η D. Στην ερώτηση αυτή οι µαθητές 

πρέπει να χειριστούν µε ορθό τρόπο τις αλληλοσυνδεόµενες σχέσεις των πυλών, ώστε 

να αποφασίσουν αν η πύλη που έχει κολλήσει είναι η D. Οι µαθητές που απάντησαν 

στην ερώτηση θέτοντας την πύλη D κλειστή, έχουν εφαρµόσει µη αποτελεσµατική 

στρατηγική, αφού η ερώτηση διευκρινίζει ότι η πύλη αυτή πρέπει να είναι ανοιχτή. 

Επίσης, µη αποτελεσµατική στρατηγική θεωρείται και αυτή που θέτει ταυτόχρονα τις 

πύλες Α και Ε κλειστές καθώς τότε δεν περνάει καθόλου νερό από το σύστηµα. Όλες 

οι άλλες στρατηγικές θεωρούνται αποτελεσµατικές. 

Από τους 55 µαθητές 20 µαθητές εφάρµοσαν αποτελεσµατικές στρατηγικές 

επίλυσης, ενώ οι υπόλοιποι 36 µαθητές εφάρµοσαν µη αποτελεσµατικές στρατηγικές. 

Από τα παραπάνω στοιχεία προκύπτει πως στο δεύτερο δοκίµιο εφαρµόστηκαν 

συνολικά 42 αποτελεσµατικές στρατηγικές έναντι 68 µη αποτελεσµατικών. Άρα κατά 

µέσο όρο στο δεύτερο δοκίµιο εφαρµόστηκαν 38,18% αποτελεσµατικές στρατηγικές 

έναντι 61,82% µη αποτελεσµατικών. 

 Συµπερασµατικά, λοιπόν, στο πρώτο δοκίµιο εφάρµοσε αποτελεσµατικές 

στρατηγικές το 37,27% των µαθητών, ενώ στο δεύτερο δοκίµιο το αντίστοιχο 

ποσοστό είναι 38,18%. Προκύπτει, λοιπόν, πως τα ποσοστά των αποτελεσµατικών 

στρατηγικών στα δυο δοκίµια είναι σχεδόν ίσα και µάλιστα βρίσκονται σε εξαιρετικά 

χαµηλό επίπεδο.  

Ανασκόπηση της λύσης 

Με το πέµπτο ερευνητικό ερώτηµα εξετάστηκε αν οι µαθητές αναστοχάζονταν πάνω 

στις λύσεις τους. Η απάντηση του ερωτήµατος βασίστηκε στις απαντήσεις που 

έδωσαν 21 µαθητές κατά τη διάρκεια των προσωπικών τους συνεντεύξεων. 

Συγκεκριµένα, εξετάστηκε αν οι µαθητές µετά την επίλυση των προβληµάτων 

έλεγξαν αν οι απαντήσεις τους ταιριάζουν µε τα δεδοµένα του κάθε προβλήµατος.  

 

∆οκίµιο 1 

Στο πρώτο έργο του δοκιµίου µόνο δυο µαθητές είπαν ότι στο τέλος της λύσης τους 

έκαναν επαλήθευση.  

Ερ.: Στο τέλος της λύσης σου έλεγξες αν τα αποτελέσµατά σου ταιριάζουν µε τα 

δεδοµένα του προβλήµατος; 
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Μ1.: Ναι. Έλυσα την εξίσωση που έφτιαξα και βρήκα τους αριθµούς 9 και 3 οι οποίοι 

επαληθεύουν το πρόβληµα.  

∆έκα µαθητές απάντησαν πως διάβασαν ξανά την εκφώνηση του 

προβλήµατος και έλεγξαν αν υπήρχε κάποιο λάθος στις πράξεις τους, ενώ οι 

υπόλοιποι εννέα απάντησαν πως δεν έκαναν κανέναν έλεγχο. 

Ερ.: Στο τέλος της λύσης σου έλεγξες αν τα αποτελέσµατά σου ταιριάζουν µε τα 

δεδοµένα του προβλήµατος; 

Μ3: Ναι. ∆ιάβασα ξανά την εκφώνηση και έλεγξα αν είχα κάποιο λάθος στις πράξεις. 

Μ3.: ∆ιάβασα ξανά την εκφώνηση και έλεγξα αν η εξίσωση ήταν σωστή. 

Μ4: Όχι δεν έκανα κάποιο έλεγχο. 

 Στο δεύτερο έργο οι µαθητές έπρεπε να σχολιάσουν τη λύση ενός 

µαθηµατικού προβλήµατος και να κρίνουν την ορθότητα ή όχι της λύσης του. Όλοι οι 

µαθητές απάντησαν πως έλεγξαν τις απαντήσεις τους, λόγω της ιδιαίτερης µορφής 

του προβλήµατος.  

Στο τρίτο πρόβληµα οι µαθητές κλήθηκαν να λύσουν ένα γεωµετρικό 

πρόβληµα. Από τους 21 µαθητές που ερωτήθηκαν µόνο δυο µαθητές απάντησαν πως 

είχαν κάνει επαλήθευση, ενώ 7 µαθητές είπαν πως έλεγξαν τις πράξεις τους. Οι 

υπόλοιποι 12 µαθητές δεν έλεγξαν την απάντησή τους. 

Μ1:Ναι, έκανα επαλήθευση, ώστε να βεβαιωθώ ότι το αποτέλεσµα που βρήκα ήταν 

σωστό. 

Μ2:Έλεγξα ξανά τις πράξεις µου. 

Μ3:Όχι δεν έλεγξα την απάντησή µου.  

∆οκίµιο 2 

Στο πρώτο έργο του δοκιµίου 18 από τους 21 µαθητές απάντησαν πως έλεγξαν τις 

απαντήσεις τους. Οι µαθητές υποστήριξαν πως διάβασαν πολλές φορές την 

εκφώνηση του προβλήµατος, ώστε να βεβαιωθούν πως είχαν επιλέξει τη σωστή 

απάντηση. 

Ερ: Στο τέλος της λύσης του προβλήµατος έλεγξες την απάντησή σου; 

Μ1: Ναι. Σύγκρινα τις απαντήσεις µου µε τα δεδοµένα του προβλήµατος. 

Μ2:∆ιάβασα ξανά την εκφώνηση και έλεγξα αν είχα απαντήσει σωστά στις ερωτήσεις. 

 Το δεύτερο έργο αποτελείται από δυο ερωτήσεις. Η πρώτη ερώτηση ήταν 

τύπου πολλαπλής επιλογής και όλοι οι µαθητές απάντησαν πως είχαν ελέγξει την 

απάντησή τους. Στη δεύτερη ερώτηση του προβλήµατος, όλοι οι µαθητές απάντησαν 



 103 

πως είχαν ελέγξει πολλές φορές τις λύσεις τους καθώς η συγκεκριµένη ερώτηση τους 

δυσκόλεψε αρκετά και επιχείρησαν πολλές φορές να την απαντήσουν.  

Μ1:Έλεγξα την απάντησή µου πολλές φορές γιατί δεν ήµουν σίγουρη πως ακριβώς 

έπρεπε να φτιάξω το διάγραµµα. 

Μ2:Έλεγξα την απάντησή µου αφού έλυσα το πρόβληµα τρεις φορές µέχρι να φτιάξω το 

σωστό διάγραµµα. 

 Το έργο  3 αναφέρεται σε ένα σύστηµα άρδευσης και αποτελείται από τρεις 

ερωτήσεις. Στην πρώτη ερώτηση οι µαθητές βασιζόµενοι σε ένα πίνακα πρέπει να 

κατασκευάσουν το διάγραµµα ροής του νερού σε ένα χωράφι. Από τους 21 µαθητές 

που ερωτήθηκαν αν έλεγξαν την απάντησή τους οι 15 απάντησαν πως έλεγξαν αν 

είχαν σχεδιάσει σωστά τη ροή του νερού. Στη δεύτερη ερώτηση οι µαθητές 

βασιζόµενοι στον ίδιο πίνακα έρεπε να απαντήσουν σε τρεις ερωτήσεις επιλέγοντας 

τη σωστή απάντηση. Στην ερώτηση αυτή 16 µαθητές απάντησαν πως έλεγξαν την 

ερώτησή τους. 

 Στην τρίτη ερώτηση του προβλήµατος οι µαθητές πρέπει να κατασκευάσουν 

ένα πίνακα όµοιο µε αυτό της ερώτηση 1, ώστε να ελέγξουν αν η πύλη που έχει 

κολλήσει είναι η D. Από τους 21 µαθητές που ερωτήθηκαν οι 17 απάντησαν πως 

έλεγξαν τις απαντήσεις τους, ώστε να βεβαιωθούν ότι είναι σωστές. Οι υπόλοιποι 4 

µαθητές απάντησαν πως δεν έλεγξαν τις απαντήσεις τους καθώς δεν γνώριζαν πως να 

συµπληρώσουν τον πίνακα, οπότε απάντησαν την ερώτηση αυτή στην τύχη. 

Μ1: Έλεγξα πολλές φορές την απάντησή µου γιατί δεν είχα καταλάβει τι ακριβώς 

έπρεπε να κάνω. 

Μ2: Έλεγξα την απάντησή µου γιατί δεν ήµουν σίγουρος ότι είναι σωστή. 

Μ3: Όχι δεν την έλεγξα γιατί απάντησα στην τύχη. 

Από τα παραπάνω αποτελέσµατα προκύπτει πως στο πρώτο δοκίµιο ο έλεγχος των 

περισσότερων µαθητών περιορίστηκε στον έλεγχο για την ορθότητα των πράξεών 

τους. Μόνο δυο µαθητές από τους 21 που ερωτήθηκαν έκαναν επαλήθευση στα έργα 

1 και 3. Όµως η ασυνήθιστη για τους µαθητές µορφή του έργου 2 είχε ως αποτέλεσµα 

όλοι οι µαθητές να ελέγξουν τις απαντήσεις τους, ώστε να βεβαιωθούν για την 

ορθότητά τους. Κάτι αντίστοιχο παρατηρήθηκε και µε τα προβλήµατα του δοκιµίου 

2, τα οποία ήταν αρκετά διαφοροποιηµένα από τα προβλήµατα που αντιµετώπιζαν οι 

µαθητές στο σχολείο τους, µε αποτέλεσµα οι περισσότεροι να δηλώνουν πως έλεγξαν 

τις απαντήσεις τους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ V 

 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Περίληψη 

Από τα αποτελέσµατα φάνηκε ότι οι µαθητές είχαν χαµηλές επιδόσεις στην ΕΜΠ. Αν 
και οι επιδόσεις τους στα πρωτότυπα προβλήµατα ήταν λίγο καλύτερες από τις 
επιδόσεις τους στα προβλήµατα ρουτίνας, ωστόσο και τα δύο είδη προβληµάτων 
αποδείχθηκαν αρκετά δύσκολα για τους µαθητές που συµµετείχαν. Όσον αφορά στην 
κατανόηση των προβληµάτων οι µαθητές έδειξαν να κατανοούν και τις δυο 
κατηγορίες προβληµάτων στον ίδιο βαθµό. Ωστόσο στα προβλήµατα ρουτίνας 
φάνηκε πως οι µαθητές αντιµετώπισαν πολλές δυσκολίες που αφορούσαν σε βασικές 
έννοιες της Άλγεβρας και της Γεωµετρίας. Γενικά φάνηκε πως οι µαθητές τείνουν να 
χρησιµοποιούν µη αποτελεσµατικές στρατηγικές, αν και στα πρωτότυπα προβλήµατα 
χρησιµοποιήθηκαν περισσότερες αποτελεσµατικές στρατηγικές από ότι στα 
προβλήµατα ρουτίνας. Τα αποτελέσµατα που αφορούσαν στην ανασκόπηση της 
λύσης έδειξαν πως οι µαθητές τείνουν να µην αναστοχάζονται πάνω στη λύση τους 
στα προβλήµατα ρουτίνας. Ο έλεγχος της απάντησης τον οποίο έκαναν οι 
περισσότεροι µαθητές περιοριζόταν σε έλεγχο για την ορθότητα των πράξεών τους, 
χωρίς να εµβαθύνουν στην ουσία της προβληµατικής κατάστασης. Ωστόσο στα 
πρωτότυπα προβλήµατα οι περισσότεροι µαθητές δήλωσαν πως έλεγχαν τις 
απαντήσεις τους.  

 

Ο βαθµός κατανόησης και οι δυσκολίες που αντιµετώπισαν οι µαθητές στα 

πρωτότυπα προβλήµατα και στα προβλήµατα ρουτίνας  

Η παρούσα έρευνα είχε στόχο να µελετήσει τη συµπεριφορά των δεκαπεντάχρονων 

µαθητών κατά την επίλυση προβλήµατος. Για το σκοπό αυτό χορηγήθηκαν στους  

µαθητές δυο δοκίµια, το πρώτο είχε τρία προβλήµατα ρουτίνας και το δεύτερο είχε 

τρία πρωτότυπα προβλήµατα, που είχαν χρησιµοποιηθεί στο διαγωνισµό του PISA 

2003. Αρχικά έγινε σύγκριση των επιδόσεων των µαθητών στα δυο δοκίµια. Στη 

συνέχεια, διερευνήθηκε ο βαθµός δυσκολίας των µαθητών στην κατανόηση ενός 

προβλήµατος (ρουτίνας ή πρωτότυπο), αλλά και των δυσκολιών που αντιµετωπίζουν 

οι µαθητές κατά την επίλυσή του. Επίσης, µελετήθηκαν οι στρατηγικές που 

εφάρµοσαν οι µαθητές κατά την επίλυση των προβληµάτων και η 

αποτελεσµατικότητά τους. Τέλος, εξετάστηκε αν οι µαθητές µετά την επίλυση κάθε 

προβλήµατος έκαναν ανασκόπηση της λύσης τους, ώστε να βεβαιωθούν για την 

ορθότητα της απάντησής τους.  

Τα αποτελέσµατα από τη βαθµολογία των µαθητών στο δεύτερο δοκίµιο ως 

προς την κατανόηση των προβληµάτων διαφοροποιήθηκαν ανάλογα µε τις ερωτήσεις 

κάθε προβλήµατος. Συγκεκριµένα, το πρώτο έργο κατανοήθηκε πλήρως από όλους 
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τους µαθητές. Στο δεύτερο έργο όµως ενώ όλοι οι µαθητές κατανόησαν πως δουλεύει 

το σύστηµα δανεισµού της βιβλιοθήκης που δίνεται στην πρώτη ερώτηση, ένας 

µεγάλος αριθµός µαθητών (35) δεν κατανόησαν καθόλου το ζητούµενο της ερώτησης 

2. Κάτι αντίστοιχο παρατηρήθηκε και µε το έργο 3. Συγκεκριµένα, οι περισσότεροι 

µαθητές κατανόησαν πλήρως την ερώτηση 1, ενώ οι µισοί περίπου µαθητές 

κατανόησαν και τη δεύτερη ερώτηση του προβλήµατος. Ωστόσο η τρίτη ερώτηση 

κατανοήθηκε µόνο από 8 µαθητές. Παρατηρούµε, λοιπόν πως σε γενικές γραµµές οι 

µαθητές κατανόησαν τα προβλήµατα του δεύτερου δοκιµίου, όµως δυο 

συγκεκριµένες ερωτήσεις δεν κατανοήθηκαν από τους περισσότερους µαθητές. 

Οι περισσότεροι µαθητές θεώρησαν τα προβλήµατα του δεύτερου δοκιµίου 

πιο οικεία σε αυτούς καθώς αντιπροσώπευαν καταστάσεις της καθηµερινής ζωής. 

Έτσι προκλήθηκαν εσωτερικά κίνητρα και κάθε µαθητής αντιµετώπισε κάθε 

πρόβληµα µε τον προσωπικό του τρόπο. Στο πνεύµα αυτό κινείται και η έρευνα της 

Lerch (2004) η οποία θεωρεί πως τα προβλήµατα που δίνονται στους µαθητές θα 

πρέπει να είναι οικεία σε αυτούς και να αντιπροσωπεύουν καταστάσεις που είναι 

πιθανό να αντιµετωπίσουν στη ζωή τους. Ένα οικείο προς τις εµπειρίες των µαθητών 

πρόβληµα θα τους προκαλέσει εσωτερικά κίνητρα ώστε να το επιλύσουν. 

Από την ανάλυση των συνεντεύξεων προέκυψε πως το µεγαλύτερο µέρος των 

µαθητών κατανόησε τα προβλήµατα ρουτίνας. Οι µαθητές οι οποίοι έδειξαν να µην 

έχουν κατανοήσει τα προβλήµατα, όπως φάνηκε µέσα από τις συνεντεύξεις, διάβαζαν 

βιαστικά την εκφώνηση των προβληµάτων µε αποτέλεσµα να απαντούν σε 

διαφορετική ερώτηση από αυτή που διατυπώνονταν κάθε φορά. Για παράδειγµα στο 

πρώτο πρόβληµα του πρώτου δοκιµίου οι περισσότεροι από τους µαθητές που 

απάντησαν λάθος ή έδωσαν µερικώς ορθές απαντήσεις, αναζητούσαν τους αριθµούς 

που πληρούσαν την προϋπόθεση του προβλήµατος, ενώ το πρόβληµα ζητούσε την 

εξίσωση µε την οποία λύνεται. Χαρακτηριστικό είναι το απόσπασµα που ακολουθεί 

από το διάλογο µε µια µαθήτρια:  

Ε: Μπορείς να µου εξηγήσεις το πρόβληµα; Ποια είναι τα δεδοµένα, και ποια τα  

     ζητούµενα; 

Μ: Το πρόβληµα ζητάει να χωρίσω τον αριθµό 12 σε δυο µέρη ώστε το διπλάσιο του 

ενός να είναι τρεις µονάδες µικρότερο από το άλλο. 

 Από το προηγούµενο απόσπασµα φαίνεται πως η µαθήτρια θεωρούσε 

λανθασµένα πως το πρόβληµα ζητούσε να βρει τους αριθµούς που ικανοποιούν τη 

συνθήκη του προβλήµατος. Αυτό είναι κάτι που προκάλεσε εντύπωση διότι, οι 
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συνεντεύξεις των µαθητών πραγµατοποιήθηκαν µερικές ηµέρες µετά από την επίλυση 

των προβληµάτων. Ακόµη και τότε όµως οι µαθητές δεν διάβαζαν προσεκτικά το 

πρόβληµα, ώστε να κατανοήσουν ποιο ακριβώς ήταν το ζητούµενο, αλλά έκαναν µια 

γρήγορη ανάγνωση και επικεντρώνονταν στον τρόπο λύσης που είχαν εφαρµόσει. Η 

επιπόλαια από την πλευρά των µαθητών ανάγνωση του προβλήµατος είναι κάτι που 

παρατηρήθηκε επίσης και στο τρίτο πρόβληµα ρουτίνας. Το συγκεκριµένο πρόβληµα 

ζητούσε να περιγράψουν οι µαθητές τον τρόπο µε τον οποίο θα βρουν την πλευρά ψ 

ενός τριγώνου. Ωστόσο, οι περισσότεροι µαθητές επιχείρησαν να λύσουν το 

πρόβληµα αριθµητικά, µε αποτέλεσµα οι αδυναµίες τους στις αριθµητικές πράξεις και 

στο πυθαγόρειο θεώρηµα να τους εµποδίζουν να απαντήσουν σωστά. Αντίθετα, όσοι 

µαθητές έδωσαν περιγραφική λύση στο πρόβληµα, όπως ακριβώς ζητούνταν, 

βαθµολογήθηκαν µε άριστα, αφού οι πιθανές αδυναµίες τους δεν είχαν τη δυνατότητα 

να έρθουν στο φως. 

Παρόλο, που τα προβλήµατα του πρώτου δοκιµίου θεωρούνται προβλήµατα 

ρουτίνας για τους µαθητές της τρίτης γυµνασίου, οι µαθητές της έρευνας 

αντιµετώπισαν πολλές δυσκολίες. Μια δυσκολία πολλών µαθητών που παρατηρήθηκε 

κατά την επίλυση των προβληµάτων ρουτίνας ήταν η σύγχυση ή και η άγνοια των 

εννοιών και των συµβόλων. H δυσκολία στην εννοιολογική κατανόηση φάνηκε από 

τις δυσκολίες που αντιµετώπισαν οι µαθητές µε τις προτάσεις που εκφράζουν σχέσεις 

ανάµεσα σε ποσοτικές µεταβλητές. Αυτό είχε ως αποτέλεσµα να δίνονται απαντήσεις 

όπως: «το διπλάσιο του αριθµού χ είναι το 2x » ή «µειώνω το ψ κατά 3 αποδίδεται 

συµβολικά ως 3−ψ ». Αυτή η δυσκολία των µαθητών σχετίζεται µε τη γλωσσική και 

εννοιολογική κατανόηση του προβλήµατος, που αναφέρονται στις έρευνες των Mayer 

(1985) και Jonassen (2003) αντίστοιχα, οι οποίοι λένε πως οι µαθητές που κατανοούν 

εννοιολογικά τη δοµή του προβλήµατος σηµειώνουν µεγαλύτερη επιτυχία. Επίσης, η 

δυσκολία των µαθητών να µεταφράσουν τις λεκτικές περιγραφές σε σωστές 

µαθηµατικές εκφράσεις σχετίζεται και µε τις αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούν. 

Σύµφωνα µε τους Cai & Lester (2005) οι αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούν οι 

µαθητές αποτελούν βασικό χαρακτηριστικό για την αποτελεσµατική επίλυση ενός 

προβλήµατος. 

Η επίδοση των µαθητών στα δυο δοκίµια 

Από την ανάλυση των απαντήσεων των µαθητών στο πρώτο δοκίµιο διαπιστώθηκε 

πως οι µαθητές αντιµετώπισαν πολλές δυσκολίες µε τα προβλήµατα που θεωρήσαµε 
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ως ρουτίνας. Στο έργο 1 του πρώτου δοκιµίου δόθηκε στους µαθητές ένα πρόβληµα 

και τους ζητήθηκε να φτιάξουν την εξίσωση µε την οποία λύνεται το πρόβληµα. Η 

επίλυση προβλήµατος µε τη βοήθεια εξισώσεων είναι µια ενότητα που έχει διδαχθεί 

και στις τρεις τάξεις του γυµνασίου. Συγκεκριµένα, οι µαθητές διδάχτηκαν την 

επίλυση προβληµάτων µε εξισώσεις πρώτου βαθµού στην πρώτη και στη δεύτερη 

τάξη του γυµνασίου. Στην τρίτη τάξη, επαναλαµβάνεται το κεφάλαιο αυτό και 

µάλιστα επεκτείνεται στην επίλυση προβληµάτων µε δευτεροβάθµιες εξισώσεις αλλά 

και µε τη χρήση συστήµατος εξισώσεων. Εποµένως το συγκεκριµένο πρόβληµα 

θεωρήθηκε αρκετά οικείο στους µαθητές, αφού είχαν έρθει σε επαφή µε παρόµοιου 

είδους προβλήµατα πολλές φορές στο παρελθόν. Το έργο 2 αναφέρονταν στο 

αντίστοιχο κεφάλαιο των ανισώσεων. ∆όθηκε στους µαθητές µια ανίσωση µε τα 

βήµατα επίλυσής της. Οι µαθητές έπρεπε να περιγράψουν τα βήµατα της επίλυσης 

και να σχολιάσουν το αποτέλεσµα. Το γεγονός πως οι µαθητές είχαν διδαχτεί το 

κεφάλαιο των ανισώσεων στη δεύτερη και την τρίτη τάξη του γυµνασίου αιτιολογεί 

το χαρακτηρισµό του ως προβλήµατος ρουτίνας. Το έργο 3 του πρώτου δοκιµίου 

ήταν ένα γεωµετρικό πρόβληµα. Στο πρόβληµα αυτό δόθηκε ένα σχήµα µε κάποια 

ορθογώνια τρίγωνα και οι µαθητές κλήθηκαν να περιγράψουν τον τρόπο µε τον οποίο 

θα υπολογίσουν το µήκος µιας πλευράς ενός τριγώνου. Πρόκειται για ένα πρόβληµα 

βασισµένο στο πυθαγόρειο θεώρηµα, το οποίο διδάσκεται στη δεύτερη τάξη του 

γυµνασίου. Επίσης, οι µαθητές αντιµετώπισαν παρόµοια προβλήµατα και στην τρίτη 

γυµνασίου στο κεφάλαιο των τετραγωνικών ριζών. Άρα και το τελευταίο πρόβληµα 

ήταν οικείο στους µαθητές. 

Από την ανάλυση των αποτελεσµάτων προέκυψε πως οι µαθητές 

αντιµετώπισαν αρκετές δυσκολίες στα προβλήµατα ρουτίνας. Κάτι τέτοιο προκάλεσε 

έκπληξη, διότι οι µαθητές από τη σχολική τους εµπειρία είχαν έρθει αρκετές φορές σε 

επαφή µε τέτοιου είδους προβλήµατα. Αναµενόταν λοιπόν πως οι µαθητές θα είχαν 

καλύτερες επιδόσεις στο πρώτο δοκίµιο. Οι χαµηλές επιδόσεις στα προβλήµατα 

ρουτίνας έφεραν στο φως δυσκολίες των µαθητών στην κατανόηση των µαθηµατικών 

εννοιών και στην εφαρµογή τους. Αυτό οδήγησε στο συµπέρασµα πως η 

καθιερωµένη στο ελληνικό σχολείο διδασκαλία τυπικών ασκήσεων δεν συµβάλει 

στην ουσιαστική κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών από τους µαθητές. 

Αποτέλεσµα αυτής της τακτικής είναι οι µαθητές να αποτυγχάνουν όταν έρχονται 

αντιµέτωποι ακόµη και µε απλά προβλήµατα. Τα αποτελέσµατα αυτά συµφωνούν µε 

πολλές έρευνες (Chapman, 2006; Boaler, 1994; Silver, 2004) οι οποίες υποστηρίζουν 
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πως η διδασκαλία των µαθηµατικών δεν πρέπει να βασίζεται στη διδασκαλία τυπικών 

ασκήσεων, αλλά να γίνεται σε ένα πλαίσιο προβλήµατος το οποίο κινητοποιεί το 

ενδιαφέρον των µαθητών και ενισχύει τη µεταφορά της µάθησης των µαθηµατικών. 

Συγκρίνοντας τις επιδόσεις των µαθητών στα δυο δοκίµια προέκυψε το 

συµπέρασµα πως οι µαθητές είχαν σχετικά καλύτερες επιδόσεις στα πρωτότυπα 

προβλήµατα από ότι στα προβλήµατα ρουτίνας, παρόλο που και στα δύο είδη οι 

επιδόσεις τους βρίσκονταν σε χαµηλό επίπεδο. Ένα έργο που δυσκόλεψε αρκετά τους 

µαθητές στο δεύτερο δοκίµιο ήταν το έργο 2. Οι µαθητές εδώ έπρεπε να σχεδιάσουν 

ένα διάγραµµα ροής και να εκτελέσουν κάποιους κανόνες, ώστε να µπορούν να 

αποφασίζουν εύκολα για το δανεισµό βιβλίων και περιοδικών µιας βιβλιοθήκης. Για 

το σκοπό αυτό έπρεπε να κατανοήσουν τις πολλαπλές ρυθµίσεις του συστήµατος, να 

οργανώσουν και να κατευθύνουν τη σκέψη τους συνδυάζοντας σωστά τις 

πληροφορίες του προβλήµατος, ώστε να κατασκευάσουν το διάγραµµα. Αν και το 

πρόβληµα αυτό διέφερε αρκετά από τη λογική των προβληµάτων που αντιµετωπίζουν 

καθηµερινά οι µαθητές, η ανταπόκρισή τους ήταν αρκετά ευχάριστη. 

Ένα άλλο πρωτότυπο πρόβληµα που δυσκόλεψε αρκετά τους µαθητές ήταν το 

έργο 3. Στο έργο αυτό οι µαθητές έπρεπε να κατανοήσουν τα κύρια χαρακτηριστικά 

και τον τρόπο λειτουργίας ενός αρδευτικού συστήµατος. Η πρώτη ερώτηση που 

ανέθετε στους µαθητές µια έρευνα αποδείχθηκε αρκετά εύκολη. Τα αποτελέσµατα 

µας έδειξαν ότι οι µαθητές είχαν κατανοήσει το σύστηµα των πυλών και τον τρόπο µε 

τον οποίο το νερό διαχέονταν στο σύστηµα. Η δεύτερη ερώτηση είχε σκοπό να 

εξετάσει τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ των πυλών και της ροής του νερού. Οι 

απαιτήσεις του προβλήµατος πλέον αυξήθηκαν, καθώς οι µαθητές έπρεπε να 

αναλύσουν και να αιτιολογήσουν τη λειτουργία κάθε πύλης και να αποφασίσουν αν 

το νερό θα τρέξει σε όλο το σύστηµα. Η τρίτη ερώτηση, που δυσκόλεψε αρκετά τους 

µαθητές, απαιτούσε τη δηµιουργία ενός τεστ ώστε να αποφασίσουν µια πύλη είχε 

κολλήσει. Στο σηµείο αυτό οι µαθητές θα έπρεπε να αναγνωρίσουν τις τυχαίες 

σχέσεις µεταξύ των συνδεόµενων τµηµάτων του συστήµατος και το ρόλο που 

διαδραµατίζουν αυτοί οι δεσµοί στη λειτουργία του µηχανισµού, ώστε να διαγνώσουν 

την πιθανή αιτία του προβλήµατος και να προτείνουν µια υποθετική λύση. Κάθε 

ενέργεια θα έπρεπε να αξιολογηθεί και να ελεγχθεί σύµφωνα µε τη λογική και τις 

πληροφορίες σωστής λειτουργίας που δόθηκαν αρχικά. Οι µαθητές όµως δεν 

κατανόησαν ποιες ακριβώς ενέργειες έπρεπε να κάνουν ώστε να απαντήσουν την 
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ερώτηση αυτή. Αυτό που τους δυσκόλεψε  ιδιαίτερα ήταν τόσο η διατύπωση της 

ερώτησης αλλά και ο τρόπος µε τον οποίο έπρεπε να κάνουν τον έλεγχό τους.   

Γιατί όµως οι µαθητές είχαν λίγο καλύτερες επιδόσεις στα πρωτότυπα 

προβλήµατα; Το γεγονός ότι στο δεύτερο φύλλο εργασίας δεν χρειαζόταν οι µαθητές 

να γνωρίζουν συγκεκριµένες µαθηµατικές έννοιες, φαίνεται πως τους ανακούφισε. Οι 

µαθητές τώρα έπρεπε να συνδυάσουν τις γνώσεις τους και να ανακαλέσουν τις 

προσωπικές τους εµπειρίες, ώστε να απαντήσουν στα προβλήµατα. ∆εν χρειαζόταν 

πλέον απαραίτητα να κατασκευάσουν κάποιο µαθηµατικό αλγόριθµο ή να γνωρίζουν 

συγκεκριµένες ενότητες της σχολικής ύλης. Η πιο εύκολη κωδικοποίηση των 

πληροφοριών του προβλήµατος και η γνώση της κατάλληλης στρατηγικής που 

εφαρµόστηκε κάθε φορά είχε ως αποτέλεσµα οι µαθητές να έχουν καλύτερες 

επιδόσεις στα πρωτότυπα προβλήµατα απ’ ότι στα προβλήµατα ρουτίνας. Τα 

αποτελέσµατα αυτά είναι σύµφωνα µε την έρευνα της (Silver, 2004) η οποία 

υποστηρίζει πως ένα ρεαλιστικό πρόβληµα που έχει να κάνει µε τις εµπειρίες των 

µαθητών τους παρέχει εσωτερικά κίνητρα και κάθε µαθητής το αντιµετωπίζει µε τον 

προσωπικό του τρόπο.  

Το παραπάνω συµπέρασµα ωστόσο, δηµιουργεί πολλά ερωτηµατικά διότι οι 

µαθητές µας δεν είχαν καθόλου καλές επιδόσεις στον διαγωνισµό του PISA, ενώ 

τώρα φαίνεται να αντιµετώπισαν καλύτερα αυτά τα προβλήµατα. Κατά τη διαδικασία 

διεξαγωγής της έρευνας οι µαθητές αντιµετώπισαν πρώτα το δοκίµιο µε τα 

προβλήµατα ρουτίνας και στη συνέχεια τα πρωτότυπα προβλήµατα. Κατά την 

επίλυση του πρώτου δοκιµίου παρατηρήθηκε πως οι µαθητές είχαν αρκετή αγωνία. 

Προσπαθούσαν να θυµηθούν και να συνδέσουν κάθε πρόβληµα µε συγκεκριµένες 

ενότητες της σχολικής ύλης, ώστε να βρουν το σωστό τρόπο επίλυσής του. 

Χαρακτηριστικές είναι οι ερωτήσεις των µαθητών γύρω από το πρώτο πρόβληµα, 

«αυτό λύνεται µε σύστηµα;». Επίσης, οι µαθητές έδειξαν µεγάλη αδυναµία στο 

συνδυασµό των µαθηµατικών γνώσεων, ώστε να απαντήσουν σωστά. Αυτή η 

συµπεριφορά των µαθητών επιβεβαιώνει τα πορίσµατα του Mayer (1985), ο οποίος 

παρατηρώντας τις δυσκολίες που είχαν οι µαθητές µε προτάσεις που εκφράζουν 

σχέσεις ανάµεσα σε ποσοτικές µεταβλητές, τόνισε τη σηµαντικότητα της γλωσσικής 

κατανόησης ενός  προβλήµατος. Στο τρίτο έργο αρκετοί µαθητές, αντέδρασαν µόλις 

αντίκρισαν το τρίγωνο στο τρίτο πρόβληµα, και χωρίς πρώτα να έχουν διαβάσει την 

εκφώνηση διαµαρτυρήθηκαν, «Όχι γεωµετρία!». Αφού οι µαθητές ολοκλήρωσαν το 

πρώτο δοκίµιο, συνέχισαν µε το δεύτερο. Μετά την ανάγνωση των προβληµάτων, 
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παρατηρήθηκε πως οι µαθητές ήταν πιο χαλαροί και πιο θετικοί απέναντι στα 

προβλήµατα. Το γεγονός ότι δεν απαιτούνταν πλέον να γνωρίζουν συγκεκριµένες 

µαθηµατικές έννοιες έπαιξε καταλυτικό ρόλο στην καλύτερη επίλυση των 

προβληµάτων του δεύτερου δοκιµίου, γεγονός που επιβεβαιώνει την άποψη της Lerch 

(2004), η οποία θεωρεί πως τα προβλήµατα που δίνονται στους µαθητές θα πρέπει να 

είναι οικεία σε αυτούς και να αντιπροσωπεύουν καταστάσεις που είναι πιθανό να 

αντιµετωπίσουν στη ζωή τους, ώστε να προκληθούν εσωτερικά κίνητρα και ο κάθε 

µαθητής να αντιµετωπίσει το κάθε πρόβληµα µε τον προσωπικό του τρόπο. 

Η αποτελεσµατικότητα των στρατηγικών επίλυσης των προβληµάτων στα δυο 

δοκίµια 

Η ελλιπής εννοιολογική κατανόηση των προβληµάτων ρουτίνας είχε ως αποτέλεσµα 

οι µαθητές να κωδικοποιούν λάθος τις πληροφορίες του προβλήµατος και να 

επιλέγουν µη αποτελεσµατικές στρατηγικές επίλυσης. Η παρατήρηση αυτή συνάδει 

µε τη µελέτη της English (1997) η οποία βρήκε πως η βασικότερη αιτία για την 

εφαρµογή µη αποτελεσµατικών στρατηγικών επίλυσης είναι η πρώτη λανθασµένη 

κωδικοποίηση των πληροφοριών, η οποία γίνεται λόγω της περιορισµένης 

κατανόησης της λογικής δοµής του προβλήµατος. Επίσης, επιβεβαιώνεται και η 

έρευνα των Thom & Pirie (2002), οι οποίοι βρήκαν ότι οι καλοί λύτες προβληµάτων, 

αξιολογούν επακριβώς τις προβληµατικές καταστάσεις, διακρίνουν καταστάσεις στις 

οποίες µπορούν να εφαρµόσουν τις ικανότητές τους και εφαρµόζουν επιτυχηµένες 

στρατηγικές για να επιλύσουν διληµµατικές καταστάσεις.  

Στο απόσπασµα που ακολουθεί φαίνεται ο διάλογος µιας µαθήτριας µε την 

ερευνήτρια γύρω από το πρόβληµα 3. H συγκεκριµένη µαθήτρια εφάρµοσε το Π.Θ. 

στο ABD τρίγωνο θεωρώντας ως υποτείνουσα την πλευρά AD. Το ίδιο λάθος 

παρατηρήθηκε από αρκετούς µαθητές οι οποίοι θεωρούσαν ως υποτείνουσα την 

άγνωστη πλευρά. Με τον ίδιο τρόπο και θεωρώντας ως υποτείνουσα του τριγώνου 

ABC την ΑC η µαθήτρια υπολόγισε τον άγνωστο χ, όµως επειδή διαισθάνθηκε ότι 

είχε κάνει κάποιο λάθος δεν προχώρησε στην αφαίρεση των δυο τµηµάτων, ώστε να 

βρει το ψ. Επίσης, στο συγκεκριµένο πρόβληµα τόσο η συγκεκριµένη µαθήτρια όσο 

και οι υπόλοιποι µαθητές, ξεκινούσαν τη λύση εφαρµόζοντας απευθείας το Π.Θ. 

χωρίς πρώτα να αναφέρουν ποια τρίγωνα ήταν ορθογώνια και ποιες πλευρές έπαιζαν 

το ρόλο της υποτείνουσας.  

Ε: Μπορείς να εξηγήσεις τη λύση που εφάρµοσες; 
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Μ: Στο τρίγωνο ABD εφάρµοσα Πυθαγόρειο θεώρηµα για να βρω την AD.   

     Μετά εφάρµοσα πάλι Πυθαγόρειο θεώρηµα στο ΑΒC για να βρω το χ.  

Ε: Βρήκες την πλευρά ψ που ζητάει το πρόβληµα; 

Μ: Όχι. Είναι περίεργα τα νούµερα, δεν ξέρω αν είναι σωστό. 

Αν και τα ποσοστά των αποτελεσµατικών στρατηγικών στα δυο δοκίµια 

βρέθηκαν πολύ χαµηλά, τα αποτελέσµατα που αφορούσαν στις στρατηγικές επίλυσης 

που επέλεξαν οι µαθητές στο δοκίµιο 2 ήταν λίγο καλύτερα από τα αντίστοιχα 

αποτελέσµατα στο δοκίµιο 1. Σε αντίθεση µε τα προβλήµατα ρουτίνας, όταν οι 

µαθητές εργάζονταν πάνω στα πρωτότυπα προβλήµατα τα οποία ήταν πιο οικεία σε 

αυτούς, επέλεγαν πιο αποτελεσµατικές στρατηγικές. Πλέον οι µαθητές δεν 

χρειαζόταν να κατασκευάσουν κάποιο αλγεβρικό ή γεωµετρικό µοντέλο ώστε να 

λύσουν το πρόβληµα, αλλά να κρίνουν µε βάση τις προσωπικές τους εµπειρίες. Η 

διαφορά αυτή στην επιλογή της κατάλληλης στρατηγικής και στον έλεγχο της 

διαδικασίας εφαρµογής της στα δυο είδη προβληµάτων επαληθεύει την έρευνα της 

Lerch (2004) η οποία βρήκε ότι όταν οι µαθητές λύνουν πρωτότυπα προβλήµατα 

ελέγχουν τις ενέργειές τους βασιζόµενοι κατά ένα µεγάλο µέρος, στο σύστηµα των 

προσωπικών τους πεποιθήσεων το οποίο αναπτύχθηκε σε όλη τη διάρκεια των 

προσωπικών τους εµπειριών.  

Έλεγχος απάντησης – Ανασκόπηση λύσης 

Αξιοσηµείωτα ήταν τα αποτελέσµατα που αφορούσαν τον έλεγχο της απάντησης των 

µαθητών στα προβλήµατα ρουτίνας. Παρατηρήθηκε πως κυρίως οι πολύ καλοί 

µαθητές είχαν την τάση να ελέγχουν την απάντησή τους κάνοντας επαλήθευση. Οι 

περισσότεροι µαθητές δήλωσαν πως όταν δυσκολεύονταν πολύ σε ένα πρόβληµα ο 

έλεγχός τους περιοριζόταν σε γρήγορη ανάγνωση της λύσης τους, ώστε να 

εντοπίσουν αν είχαν κάνει κάποιο αριθµητικό λάθος ή µήπως κατά την ανάγνωση 

ανακάλυπταν κάποιο διαφορετικό τρόπο που θα τους οδηγούσε στη σωστή απάντηση. 

Οι υπόλοιποι µαθητές αφού έλυναν το πρόβληµα προχωρούσαν στο επόµενο, χωρίς 

να ελέγξουν καθόλου την απάντησή τους. Αυτή η τάση των µαθητών να µην 

αναστοχάζονται πάνω στη λύση τους είναι κάτι που δεν πρέπει να αγνοείται από τους 

διδάσκοντες καθώς, σύµφωνα µε  µελέτες (Polya; Greer 1997) η µη ανασκόπηση της 

λύσης έχει ως αποτέλεσµα να δίνονται απαντήσεις που αγνοούν το πλαίσιο του 

προβλήµατος. Όταν ο µαθητής κοιτάξει ξανά τη λύση του προβλήµατος και 

επανεξετάσει το αποτέλεσµα και το δρόµο που τον οδήγησε σε αυτό, τότε θα 
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σιγουρευτεί περισσότερο για τη γνώση που απέκτησε και θα αναπτύξει περισσότερο 

την ικανότητά του να λύνει προβλήµατα. 

Τα αποτελέσµατα που αφορούσαν τον αναστοχασµό πάνω στη λύση ήταν ίδια 

και για τα δυο είδη προβληµάτων. Όπως και στα προβλήµατα ρουτίνας, έτσι και στα 

πρωτότυπα προβλήµατα παρατηρήθηκε πως ορισµένοι µόνο από τους καλούς 

µαθητές έλεγχαν στο τέλος της απάντησή τους την ορθότητά της και κατά πόσο αυτή 

ταιριάζει µε τα δεδοµένα του προβλήµατος. Η πλειοψηφία των µαθητών δήλωσε πως 

όταν ένα πρόβληµα τους δυσκόλευε αρκετά και δεν ήταν σίγουροι για τη λύση τους, 

τότε διάβαζαν πολλές φορές την εκφώνηση και προσπαθούσαν να βελτιώσουν την 

απάντησή τους. Αυτή η τάση των µαθητών, λοιπόν, ήταν γενική και ανεξάρτητη από 

το είδος του προβλήµατος που κάθε φορά έλυναν. Φαίνεται λοιπόν, πως η 

ανασκόπηση της λύσης δεν εξαρτήθηκε από το είδος του προβλήµατος. 

Συγκεκριµένα, η επικρατούσα κατάσταση µεταξύ των µαθητών ήταν να απαντούν σε 

λεκτικά προβλήµατα και να ελέγχουν τις απαντήσεις τους µόνο όταν τα προβλήµατα 

τους φαίνονται δύσκολα, ενώ σε αντίθετη περίπτωση δεν έλεγχαν τις απαντήσεις 

τους.  

Εισηγήσεις για περαιτέρω έρευνες 

Η παρούσα έρευνα έφερε στο φως συµπεράσµατα που επιβεβαίωσαν παλαιότερες 

έρευνες αλλά και διάφορα θέµατα που θα µπορούσαν να αποτελέσουν αντικείµενο 

για περαιτέρω έρευνα. 

Στο ξεκίνηµα της έρευνάς µας περιµέναµε οι µαθητές να αντιµετωπίσουν 

περισσότερες δυσκολίες στα πρωτότυπα προβλήµατα παρά στα προβλήµατα 

ρουτίνας. Ο λόγος αυτής της σκέψης ήταν πως οι µαθητές αρκετά συχνά στο σχολείο 

αντιµετωπίζουν προβλήµατα παρόµοια µε αυτά του πρώτου δοκιµίου. Ωστόσο, από 

τα αποτελέσµατα φάνηκε πως οι µαθητές δυσκολεύτηκαν περισσότερο στα 

προβλήµατα ρουτίνας. 

Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε στο τέλος της σχολικής χρονιάς 2007- 2008 

πράγµα το οποίο σηµαίνει πως οι µαθητές είχαν σχεδόν ολοκληρώσει την 

υποχρεωτική τους εκπαίδευση. Κατά την επίλυση των προβληµάτων ρουτίνας από 

τους µαθητές αλλά και κατά τη διαδικασία των συνεντεύξεων ήρθαν στο φως 

σηµαντικές αδυναµίες των µαθητών σε βασικά στοιχεία της Άλγεβρας και της 

Γεωµετρίας. Στο σηµείο αυτό ανακύπτει το ερώτηµα: «Γιατί οι µαθητές δεν 

κατανοούν σε βάθος αυτά που έχουν διδαχθεί ενώ κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας 

φαίνεται ότι τα έχουν εµπεδώσει;». Για την απάντηση του ερωτήµατος αυτού αλλά 
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και για την προσπάθεια  υπέρβασης του εµποδίου θα ήταν χρήσιµο να σχεδιαστεί και 

να εφαρµοστεί ένα παρεµβατικό πρόγραµµα ανάµεσα σε δυο οµάδες µαθητών. Στην 

πρώτη οµάδα οι µαθητές να διδαχτούν τις έννοιες της Άλγεβρας και της Γεωµετρίας 

µε τον παραδοσιακό τρόπο. Στη τη δεύτερη οµάδα οι µαθητές να διδαχτούν τις 

έννοιες αυτές µέσω της ΕΜΠ, ώστε να κατανοήσουν τη χρησιµότητα των εννοιών 

αυτών και να τις συνδέσουν µε καταστάσεις της πραγµατικής ζωής, όπως προτείνουν 

οι Verschaffel (2002), Chapman(2004) και Silver (2004). Κάτι τέτοιο θα µπορούσε να 

οδηγήσει σε αξιόπιστα συµπεράσµατα σε σχέση µε την ωφέλεια του τρόπου 

διδασκαλίας µέσω της ΕΜΠ.  

Στην παρούσα έρευνα φάνηκε πως οι περισσότεροι µαθητές εφάρµοσαν µη 

αποτελεσµατικές στρατηγικές επίλυσης και στα δυο δοκίµια. Βέβαια, στα πρωτότυπα 

προβλήµατα τα αποτελέσµατα ήταν κάπως καλύτερα καθώς οι µαθητές µπορούσαν 

να κρίνουν την ορθότητα της στρατηγικής τους βασισµένοι στις προσωπικές 

εµπειρίες και πεποιθήσεις τους. Οι µαθητές, λοιπόν, θα µπορούσαν να εκπαιδευτούν 

ώστε να διακρίνουν πότε µια συγκεκριµένη αριθµητική πράξη µπορεί να τους 

οδηγήσει σε ένα ακριβές µοντέλο λύσης, πότε σε µια λογική προσέγγιση της λύσης 

και πότε είναι εντελώς ακατάλληλη για να τους οδηγήσει στο απαιτούµενο µοντέλο 

για την κατάσταση που περιγράφει το πρόβληµα. Θα ήταν χρήσιµο, λοιπόν, να 

σχεδιαστεί µια µελέτη η οποία να εξετάζει αν µέσα από δραστηριότητες των 

µαθητών, όπως το να διατυπώνουν και εξετάζουν υποθέσεις και να τις 

αντιπαραβάλλουν, είναι δυνατόν οι µαθητές να εξελιχθούν σε ευέλικτους συζητητές 

οι οποίοι κατανοούν ουσιαστικά την κατάσταση που περιγράφει το πρόβληµα και 

είναι ικανοί να το αντιµετωπίζουν µε αποτελεσµατικό τρόπο. Η µελέτη αυτή επίσης, 

θα µπορούσε να εξετάσει αν η χρήση µη αποτελεσµατικών στρατηγικών από τους 

µαθητές οφείλεται στη χαµηλή εξάσκηση στην επίλυση προβληµάτων ή στο επίπεδο 

σκέψης των µαθητών. 

 Κατά τη διαδικασία της έρευνας και ιδιαίτερα κατά τη διαδικασία διεξαγωγής 

των συνεντεύξεων φάνηκε πως ένας µεγάλος αριθµός µαθητών αφού έλυναν ένα 

πρόβληµα, δεν έλεγχαν την απάντησή τους. Το εύρηµα αυτό επιβεβαιώνει πολλές 

παλαιότερες έρευνες, (Polya; Greer, 1997) που έδειξαν πως οι µαθητές έχουν 

συνηθίσει να απαντούν σε λεκτικά προβλήµατα, αδιαφορώντας πλήρως για το αν η 

απάντησή τους συµφωνεί µε την κοινή λογική. Η τάση αυτή των µαθητών βέβαια 

είναι ως ένα βαθµό δικαιολογηµένη και αναµενόµενη καθώς αυτό που βιώνουν τα 
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παιδιά στην τάξη είναι ότι καλός είναι ο µαθητής που λύνει τα προβλήµατα σε όσο το 

δυνατόν λιγότερο χρόνο και όχι αυτός που χρειάζεται χρόνο να σκεφτεί πάνω στο 

πρόβληµα. Ακόµη, οι µαθητές θεωρούν πως η λύση ενός προβλήµατος µπορεί να 

είναι ένας µοναδικός σωστός αριθµός και όχι µια προσεγγιστική απάντηση. Τα 

ευρήµατα των ερευνών αυτών λοιπόν θα πρέπει να γίνουν γνωστά στους 

εκπαιδευτικούς, οι οποίοι µε τη σειρά τους θα πρέπει να τα λάβουν σοβαρά υπόψη 

τους και να σταµατήσουν να σκέφτονται και να ενεργούν µε βάση τις συνήθειες που 

καλλιεργούνται µέσα στην τάξη και µέσα στο ίδιο το σχολείο. 

Κατά τη διαδικασία διεξαγωγής των συνεντεύξεων, καταγράφηκαν από την 

ερευνήτρια πολλοί ενδιαφέροντες διάλογοι, µεταξύ της ερευνήτριας και των 

µαθητών. Η ανάλυση των διαλόγων αυτών σύµφωνα µε ένα συγκεκριµένο µοντέλο, 

θα µπορούσε να αποτελέσει αντικείµενο περαιτέρω έρευνας. Τα αποτελέσµατα µίας 

τέτοιας ανάλυσης θα µπορούσαν να συµβάλουν στην κατανόηση της σκέψης και του 

τρόπου έκφρασης των παιδιών.  

Τελειώνοντας δεν θα µπορούσε να µείνει ασχολίαστη η ευχαρίστηση που 

έδειξαν οι µαθητές κατά την επίλυση των πρωτότυπων προβληµάτων, σε αντίθεση µε 

το άγχος και το φόβο που τους διακατείχε στα προβλήµατα ρουτίνας. Τα πρωτότυπα 

προβλήµατα ακριβώς επειδή είναι ρεαλιστικά και αντηχούν τις προσωπικές εµπειρίες 

των µαθητών, τους παρείχαν εσωτερικά κίνητρα επίλυσης. Οι δάσκαλοι µπορούν να 

αξιοποιήσουν αυτό το ενδιαφέρον των µαθητών για τα πρωτότυπα προβλήµατα και 

να παρουσιάσουν τις διάφορες µαθηµατικές έννοιες µέσα από ρεαλιστικά 

προβλήµατα. Κάτι τέτοιο θα οδηγήσει σε θετικά αποτελέσµατα και στη βελτίωση της 

διδασκαλίας των µαθηµατικών στα σχολεία. ∆εν είναι αναγκαίο η διδασκαλία µέσω 

της ΕΜΠ να εφαρµόζεται σε όλες τις ενότητες της σχολικής ύλης, αλλά αρκεί η 

εφαρµογή της σε ενότητες που σχετίζονται µε την εισαγωγή νέων εννοιών. Τα παιδιά 

δεν µαθαίνουν µαθηµατικά µέσα από την ενασχόληση µε τυποποιηµένες πολύπλοκες 

ασκήσεις που βελτιώνουν την διαδικαστική τους γνώση, αλλά µέσα από πρωτότυπα 

προβλήµατα της καθηµερινής ζωής, που τα εµπλέκουν στη διαδικασία της µάθησης 

και τα βοηθούν να καταλάβουν ότι τα µαθηµατικά δεν διακρίνονται σε σχολικά και 

µη. Με τον τρόπο αυτό θα δοθεί στους µαθητές η δυνατότητα να αντιληφθούν την 

επιστήµη των Μαθηµατικών, να κατανοήσουν το σκοπό της διδασκαλίας τους, τη 

χρησιµότητά τους αλλά και τη δύναµη τους. Σταδιακά, οι µαθητές θα εκτιµήσουν τα 

µαθηµατικά και θα αποκτήσουν µια αίσθηση αυτοπεποίθησης και αυτεπάρκειας. 
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Αυτό θα πρέπει να είναι και το ζητούµενο µιας αποτελεσµατικής διδασκαλίας των 

µαθηµατικών. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α΄- ΦΥΛΛΑ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

                                         

1ο  ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

 

Όνοµα ………………………………………………………………. 

Τµήµα ………………………………………………………………. 

Ηµεροµηνία ………………………………………………………… 

 

Πρόβληµα  1  

Να γράψετε µια εξίσωση µε την οποία λύεται το ακόλουθο πρόβληµα:  

«Χωρίστε τον αριθµό 12 σε δύο µέρη τέτοια ώστε το διπλάσιο του ενός  να είναι τρεις 

µονάδες µικρότερο από το άλλο». 

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………. 

…………………………………………………………………………………………. 

…………………………………………………………………………………………. 

………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………….. 

 

Πρόβληµα  2 

Πιο κάτω δίνεται µια λύση της ανισότητας 
1

2x
x

− > + . Να εξηγήσετε µε ποια 

διαδικασία µεταβαίνουµε από ένα βήµα στο επόµενο και να αναλύστε κατά πόσο η 

λύση είναι ορθή ή όχι. 

Λύση:  

 
1

2x
x

− > +      Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη µε  x  και βρίσκουµε: 

 21 2x x− > +   …………………………………………………………………………… 

 20 2 1x x> + +   ………………………………………………………………………….   

 ( )2
0 1x> +       ………………………………………………………………………….. 

Συµπέρασµα: ∆εν υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι ή όχι και γιατί; 
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……………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………………… 

 

 

Πρόβληµα  3 

Στο πιο κάτω σχήµα έχουν σηµειωθεί τα δεδοµένα και τα άγνωστα. Να  εξηγήστε πώς 

θα βρείτε την αριθµητική τιµή του y. 

     

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………….. 

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………….. 
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2ο  ΦΥΛΛΟ  ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

 

Όνοµα…………………………………............... 

Τµήµα…………………………………............. 

Ηµεροµηνία………………………………….. 

 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1:   CINEMA   

Ο Γιώργος, ένας δεκαπεντάχρονος µαθητής, θέλει  να κανονίσει µε ακόµη δύο φίλους 

του να πάνε στον κινηµατογράφο µια από τις µέρες των διακοπών του καλοκαιριού, 

από το Σάββατο 1 Ιουνίου έως την Κυριακή 9 Ιουνίου. Ο Γιώργος ρώτησε τους 

φίλους του ποια µέρα θα µπορούσαν να βγουν και έλαβε τις εξής απαντήσεις: 

 

Μαρία: ∆ευτέρα και Τετάρτη απόγευµα 2:30 – 3:30, έχω µάθηµα κιθάρας στο σπίτι. 

Πέτρος: Κάθε Κυριακή πηγαίνω στη γιαγιά µου, άρα δεν µπορούµε να κανονίσουµε 

Κυριακή. Α! Έχω δει το  «Pokamin» και δεν θα ήθελα να το ξαναδώ. 

Οι γονείς της Μαρίας της επιτρέπουν να βλέπει µόνο κατάλληλες για την ηλικία της 

ταινίες. Επίσης, της επιτρέπουν να είναι µέχρι τις 10 το βράδυ έξω και πηγαίνουν να 

την πάρουν µε το αυτοκίνητο. 

Ο Γιώργος κοίταξε τις ταινίες της εβδοµάδας και βρήκε τις εξής πληροφορίες: 

VILLAGE   CENTER 

                                      Τηλέφωνα κρατήσεων:  210- 7765879, 24ωρη εξυπηρέτηση:  210 – 7745324 
                                     Ειδική προσφορά:  Κάθε Τρίτη όλες οι ταινίες 3 ευρώ 
               Οι ταινίες από την Παρασκευή 1 Ιουνίου και για 2 εβδοµάδες: 

Παιδιά στο διαδίκτυο, (113 λεπτά) 
Κατάλληλο για άτοµα άνω των 12 

 

14:00   ∆ευτ- Παρ 
21:35   Σάβ/ Κυρ 

Pokamin, (105 λεπτά) 
Γονική συναίνεση. Κατάλληλο για όλους, ίσως 

κάποιες σκηνές είναι ακατάλληλες για παιδιά 

13:40   Καθηµερινά 
16:35   Καθηµερινά 

Ο εκτελεστής (164 λεπτά) 
Κατάλληλο για άτοµα άνω των 18 

19:55   Παρ/ Σαβ 

Οι ζωές των άλλων (144 λεπτά) 
Κατάλληλο για άτοµα άνω των 12 

15:00   ∆ευτ-Παρ 
18:00   Σαβ/ Κυρ 

Βαµµένο Πέπλο (148 λεπτά) 
Κατάλληλο για άτοµα άνω των 18 

18:36   Καθηµερινά 

Ο βασιλιάς του δάσους (117 λεπτά) 
Κατάλληλο για όλους 

14:35    ∆ευτ-Παρ 
18:50     Σαβ/ Κυρ 
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Ερώτηση 1 

Αν λάβετε υπ’ όψη τις πληροφορίες που βρήκε ο Γιώργος για τις ταινίες και αυτές 

που του έδωσαν οι φίλοι του, ποιες από τις 6 ταινίες µπορεί να δει η παρέα; 

 

Ταινία Μπορούν τα παιδιά δουν την ταινία; 

Παιδιά στο διαδίκτυο                    Ναι / Όχι 

Ο εκτελεστής                    Ναι / Όχι 

Βαµµένο πέπλο                    Ναι / Όχι 

Pokamin                    Ναι / Όχι 

Οι ζωές  των άλλων                    Ναι / Όχι 

Ο βασιλιάς του δάσους                    Ναι / Όχι 

 

Ερώτηση 2 

Αν η παρέα αποφασίσει να δει  το Παιδιά στο διαδίκτυο, ποιες από τις παρακάτω 

ηµεροµηνίες είναι κατάλληλες; 

 

Α.   ∆ευτέρα   3  Ιουνίου 

Β.    Τετάρτη   5  Ιουνίου 

Γ.     Παρασκευή  7 Ιουνίου 

∆.     Κυριακή  9 Ιουνίου 
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Πρόβληµα  2: Βιβλιοθήκη 

 Η Κεντρική βιβλιοθήκη του Πανεπιστηµίου Αθηνών λειτουργεί µε ένα απλό 

σύστηµα δανεισµού. Για το προσωπικό που εργάζεται εκεί η περίοδος δανεισµού 

είναι 28 ηµέρες. Για τους φοιτητές η περίοδος δανεισµού είναι 7 ηµέρες. ∆ίνεται ένα 

από διάγραµµα που παριστάνει το σύστηµα δανεισµού: 

                                                                   ΑΡΧΗ 

 

 

Η βιβλιοθήκη του Μαθηµατικού τµήµατος λειτουργεί µε έναν πιο περίπλοκο τρόπο: 

• Oι εκδόσεις που χαρακτηρίζονται ως εφεδρικά έχουν περίοδο δανεισµού 2 

µέρες. 

• Τα βιβλία (όχι τα περιοδικά) που δεν είναι εφεδρικά, έχουν περίοδο δανεισµού 

28 µέρες για τα µέλη προσωπικού και 14 µέρες για τους φοιτητές. 

• Τα περιοδικά που δεν είναι εφεδρικά έχουν περίοδο δανεισµού 7 ηµέρες για 

όλους. 

• Άτοµα που έχουν καθυστερήσει την επιστροφή βιβλίων δεν επιτρέπεται να 

δανειστούν οτιδήποτε. 

 

Ερώτηση 1 

Ας υποθέσουµε πως είστε φοιτητές στο Μαθηµατικό τµήµα και δεν έχετε 

καθυστερήσει κανένα βιβλίο. Θέλετε να δανειστείτε ένα βιβλίο που είναι στα 

εφεδρικά. Για πόσο καιρό µπορείτε να το κρατήσετε; 

Ανήκει ο 
δανειζόµενος 
στο 
προσωπικό;             

Περίοδος 
δανεισµού 28 
µέρες 

Περίοδος δανεισµού 
7 µέρες 
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Ερώτηση 2 

Κατασκευάστε ένα διάγραµµα για το σύστηµα δανεισµού της βιβλιοθήκης του 

Μαθηµατικού τµήµατος µε βάση το οποίο θα σχεδιαστεί ένα αυτόµατο σύστηµα 

δανεισµού βιβλίων και περιοδικών. Το σύστηµα θα πρέπει να είναι επαρκές και να 

περιλαµβάνει τον ελάχιστο αριθµό βηµάτων. Σε  κάθε βήµα θα πρέπει να έχει µόνο 

δυο επιλογές, ναι ή όχι 

 

 

                                    Πρόβληµα 3: Άρδευση 

Στο παρακάτω διάγραµµα απεικονίζεται ένα σύστηµα άρδευσης για το πότισµα 

χωραφιών. Οι πύλες Α και Η ανοίγουν και κλείνουν ώστε  το νερό να κυλάει όπου 

πρέπει. Όταν µια πύλη είναι κλειστή δεν περνάει καθόλου νερό από αυτή. Μια πύλη 

είναι κλειστή και έχει κολλήσει, εµποδίζοντας το νερό να περάσει ανάµεσα από τα 

άλλα κανάλια. Ο Μιχάλης, παρατήρησε πως το νερό δεν πηγαίνει πάντα όπου πρέπει. 

Πιστεύει πως µια πύλη έχει κολλήσει κλειστή και όταν πρέπει να ανοίξει δεν ανοίγει. 

 

 

 

Ερώτηση 1 

Ο Μιχάλης χρησιµοποίησε τον παρακάτω πίνακα ώστε να ελέγξει τις πύλες. 

 

A B C D E F G H 

Ανοιχτή Κλειστή Ανοιχτή Ανοιχτή Κλειστή Ανοιχτή Κλειστή Ανοιχτή 

 

Με τη βοήθεια του πίνακα και του διαγράµµατος σχεδιάστε την πιθανή ροή του 

νερού. Υποθέστε πως όλες οι πύλες δουλεύουν έτσι όπως φαίνεται στο διάγραµµα. 
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Ερώτηση 2 

Ο Μιχάλης βρήκε πως όταν οι πύλες δουλεύουν σύµφωνα µε τον πίνακα 1, τότε δεν 

περνάει καθόλου νερό. Αυτό δείχνε πως τουλάχιστον µια από τις πύλες έχει κολλήσει 

κλειστή. 

Για κάθε περίπτωση του προβλήµατος, αποφασίστε αν το νερό θα τρέξει σε όλο το 

δίκτυο. 

 

         ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ Θα τρέξει το νερό σε όλο το δίκτυο; 

Η πύλη Α έχει κολλήσει. Όλες οι άλλες πύλες 

δουλεύουν κανονικά σύµφωνα µε τον πίνακα 1. 

           

                    NAI / OXI 

Η πύλη D έχει κολλήσει. Όλες οι άλλες πύλες 

δουλεύουν κανονικά σύµφωνα µε τον πίνακα 1. 

 

                    NAI / OXI 

Η πύλη F έχει κολλήσει. Όλες οι άλλες πύλες 

δουλεύουν κανονικά σύµφωνα µε τον πίνακα 1. 

 

                     NAI / OXI 

 

Ερώτηση 3 

Ο Μιχάλης θέλει να ελέγξει αν η πύλη D έχει κολλήσει. Με τη βοήθεια του 

παρακάτω πίνακα µπορείτε να ελέγξετε αν η D έχει κολλήσει όταν υποτίθεται πως 

πρέπει να είναι ανοιχτή;  

 

      A      B       C      D     E      F      G      H 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β΄ - ΒΑΘΜΟΛΟΓΗΣΗ ΦΥΛΛΩΝ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

ΚΑΙ ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗΣ 

 

Βαθµολόγηση Α΄ φύλλου εργασίας 

 

 

  Το άριστα για κάθε πρόβληµα είναι 10 µονάδες.  

 

Πρόβληµα  1 

 

Να γράψετε µια εξίσωση µε την οποία λύεται το ακόλουθο πρόβληµα:  

«Χωρίστε τον αριθµό 12 σε δύο µέρη τέτοια ώστε το διπλάσιο του ενός να είναι τρεις 

µονάδες µικρότερο από το άλλο». 

Σωστή απάντηση (10 Μονάδες): α) χ +2χ +3 = 12 

                                                        β) Aν χ ο µικρότερος και ψ ο µεγαλύτερος τότε  

                                                            2χ = ψ – 3, οπότε η εξίσωση είναι χ +2χ+3 = 12  

Μη πλήρης απάντηση ( 5 µονάδες): α) Αν δοθούν οι  ζητούµενοι αριθµοί χωρίς να  

                                                                 γραφεί η εξίσωση 

 

Λάθος απάντηση (0 µονάδες):  α) Αν χ το µικρότερο µέρος τότε το µεγαλύτερο θα  

                                                         είναι 2χ-3 

                                                     β) οποιαδήποτε άλλη απάντηση 

 

 

Πρόβληµα  2 

Πιο κάτω δίνεται µια λύση της ανισότητας 
1

2x
x

− > + . Να εξηγήσετε µε ποια 

διαδικασία µεταβαίνουµε από ένα βήµα στο επόµενο και να αναλύστε κατά πόσο η 

λύσης είναι ορθή ή όχι. 

 

Σωστή απάντηση (10 µονάδες): 

 
1

2x
x

− > +      Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη µε το x  και βρίσκουµε: 

 21 2x x− > +         τα µεταφέρουµε όλα στο δεύτερο µέλος 
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 20 2 1x x> + +      παραγοντοποιούµε το 2ο µέλος / εφαρµόζουµε την   

                                        ταυτότητα ( )2α β+  

 ( )2
0 1x> +        

Συµπέρασµα: ∆εν υπάρχουν λύσεις. Συµφωνείτε ναι ή όχι και γιατί; 

Η λύση είναι λάθος. Το λάθος βρίσκεται στο πρώτο βήµα που πολλαπλασιάζουµε µε 

το χ. ∆εν γνωρίζουµε το πρόσηµο του χ. Αν είναι αρνητικός θα πρέπει να αλλάξει η 

φορά της ανίσωσης. 

 

Λάθος απάντηση ( 0 µονάδες):  Οι απαντήσεις που περιγράφουν λάθος τα βήµατα της 

λύσης και το συµπέρασµα θα θεωρηθούν λανθασµένες.  

Επίσης λάθος θα θεωρηθούν απαντήσεις που περιγράφουν σωστά τα βήµατα της λύσης 

αλλά δέχονται την ορθότητα του συµπεράσµατος.  

Οι µη αιτιολογηµένες απαντήσεις. 

 

Μη πλήρης απάντηση ( 5 µονάδες): Μερικά σωστές απαντήσεις θα θεωρηθούν αυτές 

που έχουν ένα λάθος στην περιγραφή των βηµάτων αλλά το συµπέρασµα είναι σωστό 

και αιτιολογείται πλήρως.  

 

 

Πρόβληµα  3 

 

Στο πιο κάτω σχήµα έχουν σηµειωθεί τα δεδοµένα και τα άγνωστα. Να  εξηγήστε πώς 

θα βρείτε την αριθµητική τιµή του y. 

     

Σωστή απάντηση (10 µονάδες): Στο τρίγωνο ACB εφαρµόζω Πυθαγόρειο Θεώρηµα 

για να βρω το χ. Στο τρίγωνο ΑΒD εφαρµόζω Πυθαγόρειο Θεώρηµα για να βρω την 

πλευρά AD. Από το ΑD αφαιρώ το χ και βρίσκω το ψ. 

Επίσης σωστή θα θεωρηθεί και η ορθή αριθµητική λύση του προβλήµατος. 
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Μη πλήρης απάντηση (5 µονάδες): Μερικά σωστές απαντήσεις θα θεωρηθούν 

αυτές που έχουν κάποιο αριθµητικό λάθος αλλά ο τρόπος σκέψης είναι σωστός. 

Επίσης οι απαντήσεις που έχουν βρει το χ, την πλευρά ΑD αλλά δεν έχουν αφαιρέσει 

από το AD το χ, ώστε να βρουν το ψ. 

 

Λάθος απαντήσεις (0 µονάδες): Όλες οι άλλες απαντήσεις θεωρούνται λάθος. Λάθος 

επίσης θεωρούνται οι απαντήσεις που εφαρµόζουν Π.Θ στο τρίγωνο BCD. 

 

                   

Βαθµολόγηση Β΄ φύλλου εργασίας 

 

Κάθε πρόβληµα παίρνει 10 µονάδες.   

 

Πρόβληµα 1 «Cinema» 

Έχει 2 ερωτήσεις, κάθε ερώτηση βαθµολογείται µε 5 µονάδες. 

1η ερώτηση 

Σωστή  απάντηση (5 µονάδες): ΝΑΙ, ΟΧΙ, ΟΧΙ, ΟΧΙ, ΝΑΙ, ΝΑΙ 

 

Μέτρια απάντηση ( 2,5 µονάδες): Αν υπάρχει µια λάθος απάντηση ή αν λείπει µια 

απάντηση. 

Λάθος απάντηση ( 0 µονάδες): Περισσότερες από µια λανθασµένες απαντήσεις. 

 

2η ερώτηση  

Είναι πολλαπλής επιλογής, οπότε µόνο µια απάντηση θεωρείται σωστή ( 5µονάδες). 

Άλλες απαντήσεις ή αν δεν υπάρχει απάντηση η ερώτηση είναι λάθος ( 0 µονάδες). 

 

Πρόβληµα  2 «Βιβλιοθήκη» 

Η πρώτη ερώτηση βαθµολογείται µε  2 βαθµούς ενώ η δεύτερη µε 8. 

 

1η ερώτηση  

Η σωστή απάντηση είναι 2 ηµέρες ( 2 µονάδες). Άλλες απαντήσεις ή καµία 

απάντηση θεωρούνται λάθος (0 µονάδες). 
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2η ερώτηση 

Σωστή απάντηση ( 8 µονάδες)  

 

Πιθανές µικροαλλαγές που δεν αλλάζουν το νόηµα στη διατύπωση των ερωτήσεων 

θεωρούνται σωστές. 

 

Μέτρια απάντηση ( 4 µονάδες): 

-Τα 4 βασικά βήµατα είναι σωστά αλλά υπάρχει ένα µικρό λάθος του τύπου: 

• Μια περίοδος δανεισµού είναι λάθος 

• Μια περίοδος δανεισµού λείπει 

• Ένα ή περισσότερα ΝΑΙ / ΟΧΙ λείπουν 

• Ένα ή περισσότερα ΝΑΙ / ΟΧΙ λείπουν 
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π.χ. 

  

- Αν ο έλεγχος για «καθυστέρηση» βρίσκεται εκτός διαγράµµατος, αλλά τα 

υπόλοιπα τρία βήµατα είναι σωστά και στη σωστή σειρά. 

- Αν δυο βήµατα δεν είναι στη σωστή σειρά και προκύπτουν 5 βήµατα, τότε το 

σύστηµα είναι πλήρες αλλά όχι τόσο δυναµικό. 

- Αν στη σειρά των βηµάτων υπάρχει η αλλαγή,  

• Ο έλεγχος για τα εφεδρικά και τα περιοδικά έχει αλλάξει αντίστοιχα 

• Ο έλεγχος για την καθυστέρηση και τα εφεδρικά έχει αλλάξει 

αντίστοιχα 

-  Αν ο έλεγχος για «καθυστέρηση» βρίσκεται εκτός διαγράµµατος, αλλά τα 

υπόλοιπα τρία βήµατα είναι στη σωστή σειρά µε ένα µικρό λάθος. 

- Αν ο έλεγχος για «καθυστέρηση» λείπει αλλά τα υπόλοιπα τρία βήµατα είναι 

σωστά και στη σωστή σειρά. 

 

Λάθος απάντηση (0 µονάδες): 

- Αν το σύστηµα είναι πλήρες αλλά έχει περισσότερα από 5 βήµατα 

- Απαντήσεις όπως: 

• Αν υπάρχουν 5 ή περισσότερα βήµατα και το σύστηµα µη πλήρες 

• Αν έχει 5 βήµατα και το βήµα για την «καθυστέρηση επιστροφής» 

λείπει 

• Αν ένα βήµα έχει περισσότερα από 2 βήµατα 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 «Άρδευση» 

Το πρόβληµα έχει 3 ερωτήσεις. Οι δυο πρώτες βαθµολογούνται µε  2,5 µονάδες και η 

τρίτη  ερώτηση βαθµολογείται µε 5 µονάδες. 

 

1η ερώτηση 

Σωστή απάντηση (2,5 µονάδες): 

 

Λάθος απάντηση (0 µονάδες) 

Οποιοδήποτε άλλο σχέδιο  

 

2η ερώτηση 

Σωστή απάντηση (2,5 µονάδες): ΟΧΙ, ΝΑΙ, ΝΑΙ 

 

Λάθος απάντηση (0 µονάδες): οποιαδήποτε άλλη απάντηση 

 

3η ερώτηση 

Σωστή απάντηση ( 5 µονάδες): 

- Η A και η Ε είναι και οι δυο κλειστές. Η D πρέπει να είναι ανοιχτή. Η Η 

µπορεί µόνο να είναι ανοιχτή αν το νερό δεν µπορεί να φτάσει εκεί, όλες οι 

άλλες πύλες είναι κλειστές εµποδίζοντας το νερό να φτάσει στην Η. 

∆ιαφορετικά η Η πρέπει να είναι κλειστή. 

- Η Η κλειστή και όλες οι άλλες ανοιχτές 

- Η Η κλειστή, οι A και D ανοιχτές οι υπόλοιπες πύλες ανοιχτές, κλειστές ή µη 

καθορισµένες. 

 

Λάθος απάντηση ( 0 µονάδες): 

- Άλλες απαντήσεις όπως: 

• Α και Ε κλειστές και οι δυο 

• Η D κλειστή 
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Ερωτήσεις Συνέντευξης 

- Μπορείτε να µου εξηγήσετε το πρόβληµα; Ποια είναι τα δεδοµένα, και ποια τα   

  ζητούµενα; 

  

- Μπορείτε να εξηγήσετε τη λύση που εφαρµόσατε; 

 

- Σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος, πως κρίνετε τις αναπαραστάσεις που  

  κάνατε; Είναι σωστές; Υπάρχουν περιθώρια βελτίωσης; 

 

- Θεωρείτε ότι έχετε χρησιµοποιήσει όλα τα δεδοµένα και τους περιορισµούς του    

  προβλήµατος; 

 

- Γιατί εφαρµόσατε τη συγκεκριµένη µέθοδο; Ποιος ήταν ο τρόπος σκέψης σας; 

 

- Θα µπορούσατε να αντιµετωπίσετε το πρόβληµα µε ένα διαφορετικό τρόπο; 

 

- Έχετε ελέγξει αν τα αποτελέσµατά σας ταιριάζουν µε τους περιορισµούς του  

    προβλήµατος; Αν όχι θα µπορούσατε να το κάνετε τώρα;  

 

- Στο τέλος της λύσης  έγινε ανασκόπηση της µεθόδου που εφαρµόσατε; 

 

 

 
 
 


