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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

 

 Με την παρούσα εργασία επιχειρείται µια παρουσίαση του Βιβλίου Χ των 

Στοιχείων του Ευκλείδη το οποίο ασχολείται µε την έννοια της  ασυµµετρίας-

αρρητότητας και ειδικότερα µε τους τετραγωνικούς άρρητους. Η έννοια της 

ασυµµετρίας  πρωτοανακαλύφθηκε από τους Πυθαγόρειους, αναπτύχθηκε από τον 

Θεόδωρο τον Κυρηναίο και έλαβε τελική µορφή στο υπό µελέτη Βιβλίο Χ των 

Στοιχείων. Tο περιεχόµενο του βιβλίου αυτού οφείλεται αδιαµφισβήτητα στον 

Θεαίτητο, µαθητή του Θεόδωρου του Κυρηναίου, πράγµα που προκύπτει από τρεις 

διαφορετικές αρχαίες πηγές. 

 

 Η παλαιότερη από τις τρεις πηγές που τεκµηριώνουν την απόδοση του 

Βιβλίου Χ στον Θεαίτητο είναι ο οµώνυµος διάλογος του Πλάτωνα και συγκεκριµένα 

το χωρίο 147d-148b. Σ΄ αυτό χρησιµοποιείται από τον ίδιο τον Θεαίτητο ορολογία 

αντίστοιχη του όρου «δυνάµει σύµµετρα» και σκιαγραφείται για πρώτη φορά η 

έννοια της «δυνάµει συµµετρίας». Αυτή η ίδια έννοια πρωτοεµφανίζεται µε ξεκάθαρο 

ορισµό στο Βιβλίο Χ και παίζει µάλιστα καθοριστικό ρόλο στην ανάπτυξη της 

θεωρίας του. Επίσης σε ένα ακόµη αρχαίο κείµενο και συγκεκριµένα στα Ανώνυµα 

Σχόλια στα Στοιχεία (σχόλιο Χ62 που αναφέρεται στην πρόταση Χ9) έχουµε την 

πληροφορία ότι η σηµαντική πρόταση Χ9 ανήκει στο Θεαίτητο. 

 

 Τέλος, σύµφωνα µε τον Πάππο «Ο Εύδηµος ο περιπατητικός αναφέρει ότι ο 

Θεαίτητος διαίρεσε τις πιο γνωστές άλογες γραµµές σύµφωνα µε τους διαφορετικούς 

µέσους αντιστοιχώντας τη µέση γραµµή στη γεωµετρία, την εκ δύο ονοµάτων στην 

αριθµητική και την αποτοµή στην αρµονία». Αυτό βρίσκεται καταγεγραµµένο στη 

σελίδα 63 του βιβλίου των Gustav Junge και William Thomson, The commentary of 

Pappus on Book X, Cambridge: Harvard University Press, 1930, που είναι µετάφραση 

από τα αραβικά . 

 

  Με 115 προτάσεις το Βιβλίο Χ των Στοιχείων του Ευκλείδη είναι το 

µεγαλύτερο σε έκταση βιβλίο των Στοιχείων και µπορεί να χαρακτηριστεί 

ταυτόχρονα γεωµετρικό και αριθµητικό. Έχει αποτελέσει αντικείµενο µελέτης 



πολλών ειδικών και υπάρχουν διατυπωµένες απόψεις γι’ αυτό τόσο σχετικά µε το 

περιεχόµενο του όσο και µε τις φιλοσοφικές του προεκτάσεις. Έχουνε γίνει 

προσπάθειες αναδιοργάνωσης και διαφορετικής παρουσίασης του, έχουν αναζητηθεί 

τα κίνητρα της ανάπτυξης της συγκεκριµένης θεωρίας και έχει επιχειρηθεί η σύνδεσή 

της µε την πλατωνική φιλοσοφία αλλά και µε τα σύγχρονα µαθηµατικά. 

 

 ∆ύο είναι τα κύρια ζητήµατα που απασχόλησαν σχετικά µε το Βιβλίο Χ. Το 

πρώτο είναι η δυσκολία στην πλήρη κατανόηση του περιεχοµένου του και το δεύτερο 

η δυσκολία στην αποκάλυψη του  σκοπού και στόχου της δηµιουργίας του, άλλωστε  

αυτό είναι το µόνο βιβλίο των Στοιχείων του οποίου ο στόχος δεν είναι ευδιάκριτος. 

 

Όσον αφορά τη δυσκολία του βιβλίου πρέπει να πούµε ότι αυτή οφείλεται στο 

ίδιο το περιεχόµενό του, στη µεγάλη του έκταση αλλά και στον κάπως άκαµπτο 

τρόπο µε τον οποίο ο Ευκλείδης το παρουσιάζει. Μπορούµε να πούµε ότι τη 

δυσκολία αυτή αντιµετώπισε αποτελεσµατικά ο C.M. Taisbak  κάνοντας µια πολύ 

καλή ανάλυση και παρουσίαση στο βιβλίο του µε τίτλο, Coloured Quadrangles: A 

guide to the tenth book of Euclid΄s Elements. Το πόσο µεγάλη είναι η δυσκολία του 

βιβλίου Χ περιγράφηκε πολύ νωρίτερα και πολύ γλαφυρά από τον Simon Stevin το 

1585 και καταγράφηκε στο βιβλίο  µε τίτλο, Oeuvres Mathematiques de Simon 

Stevin, ou sont inseres les Memoires Mathematiques des quelles s’est exerse le Tres-

haut et Tres-illustre Prince Maurice de Nassau ( Λέυδεν 1634, σελ.10a). Σύµφωνα 

λοιπόν µε τον Simon Stevin «Η δυσκολία του δεκάτου βιβλίου προκάλεσε τρόµο σε 

πολλούς που έφτασαν µέχρι του σηµείου να το χαρακτηρίσουν ως τον σταυρό του 

µαρτυρίου των µαθηµατικών, µε περιεχόµενο πολύ δύσκολο να αφοµοιωθεί και χωρίς 

να διακρίνουν σ’αυτό καµία χρησιµότητα». 

 

 Ο Simon Stevin που έζησε τον 16ο αιώνα είναι από τους πρώτους  σύγχρονους 

µελετητές του βιβλίου Χ που αναφέρονται. «Θεωρούσε ότι έχει ένα κλειδί για την 

αποτελεσµατική προσέγγισή του και ότι δεν θα του ήταν δύσκολο να περιγράψει το 

Βιβλίο Χ» [Knorr 3, σελ.41]. Αυτό όµως ήταν το να εκφράσει τις προτάσεις του 

Ευκλείδη µέσω του λογισµού ποσοτήτων που είναι άθροισµα αρρήτων ριζικών (surd 

quantities) και πιο συγκεκριµένα χρησιµοποίησε µέχρι και τετάρτου βαθµού ριζικά – 

εργαλεία  που σε καµία περίπτωση δεν είχαν στη διάθεσή τους οι αρχαίοι Έλληνες 

µαθηµατικοί. 



Τον ακολούθησε τόσο χρονικά όσο και ως προς τον τρόπο παρουσίασης του 

βιβλίου ο Thomas Heath. Στο βιβλίο του µε τίτλο «The thirteen Books of Elements» 

κάνει µια πλήρη καταγραφή του περιεχοµένου του βιβλίου Χ την οποία πλαισιώνει µε 

πολλά σχόλια και αναφορές στις πηγές. Πάντως ακολουθεί κι αυτός το δρόµο του  

Simon Stevin και χρησιµοποιεί µέχρι και τετάρτου βαθµού ριζικά. 

 

Επόµενη αξιοσηµείωτη αναφορά στο Βιβλίο Χ κάνει ο B.L.Van Der Waerden 

στο βιβλίο του «Η Αφύπνιση της Επιστήµης». Πρόκειται απλώς για µια σύντοµη µεν 

αλλά πολύπλευρη αναφορά που ακολουθεί σαφώς το σκεπτικό των δύο 

προηγούµενων µελετητών. Όσον αφορά στη δυσκολία, το χαρακτηρίζει « ογκώδες, 

µονολιθικό και απαγορευτικό » [B.L.Van Der Waerden, σελ172] 

 

Ακολουθούν κατά σειρά οι Wilbur Knorr και C.M. Taisbak οι οποίοι 

επιχειρούν µια διαφορετική προσέγγιση του βιβλίου Χ µέσω της γεωµετρίας, η οποία 

είναι πιο συνεπής µε την αρχαία µαθηµατική και φιλοσοφική πραγµατικότητα. 

Είπαµε ήδη ότι ο  Taisbak ήταν αυτός που αντιµετώπισε αποτελεσµατικά τη δυσκολία 

του βιβλίου ενώ  η άποψη του Knorr γι’αυτή περιγράφεται µε δύο λέξεις 

«pedagogical disaster» [Knorr 3, σελ.59]. Ο David Fowler ακολουθώντας πολύ πιστά 

το δρόµο του C.M. Taisbak, παρουσιάζει το Βιβλίο Χ γεωµετρικά και βασισµένος 

κατά κύριο λόγο στην περιγραφή του Taisbak.  

 

 

Συγκεκριµένα, ο Wilbur Knorr δηµοσίευσε άρθρο µε τίτλο «La Croix des 

Mathematiciens: The Euclidean theory of irrational lines» όπου ασχολείται 

αποκλειστικά µε το βιβλίο Χ,  το  χαρακτηρίζει ως «το πιο γνωστό κοµµάτι των 

Στοιχείων του Ευκλείδη για την έκτασή του και την ασάφεια των τεχνικών και των 

κινήτρων του» [Knorr 3, σελ.41], κάνει µια ιστορική αναδροµή και τοποθέτηση του 

βιβλίου µέσα σ’αυτή και καταλήγει σε µια συνοπτική παρουσίασή του 

χρησιµοποιώντας τη γεωµετρία. O Knorr  στο άρθρο που αναφέραµε πιο πάνω ξεκινά 

κάνοντας κριτική στον Simon Stevin για χρήση εργαλείων που δεν ήταν γνωστά 

στους αρχαίους. [Knorr 3, σελ.41]. 

 

Ειδική όµως µνεία πρέπει να γίνει στην προσπάθεια του C.M. Taisbak που 

ήταν αυτός που πραγµατικά ανέλυσε το Βιβλίο Χ. Ο Taisbak επιλέγει, όπως και ο 



Knorr τη γεωµετρική παρουσίαση αναφέροντας µάλιστα στην αρχή τα γεωµετρικά 

προβλήµατα, η αντιµετώπιση των οποίων θεωρεί ότι αποτέλεσε το κίνητρο για την 

ανάπτυξη της εν λόγω θεωρίας. Σε συνδυασµό µε τη χρήση του Βιβλίο VI των 

Στοιχείων του Ευκλείδη και συγκεκριµένα αναδεικνύοντας τη χρησιµότητα των 

δευτεροβαθµίων εξισώσεων που υπάρχουν σ’αυτό έδωσε τελικά µια πλήρη και 

αναλυτικότατη προσέγγιση και παρουσίαση του περιεχοµένου του βιβλίου. Στη δική 

µας προσέγγιση µε την εισαγωγή δύο νέων προτάσεων (βλ. προτάσεις Α και Β) 

γίνεται ανάδειξη της χρήσης των προτάσεων VI27 και VI28, βελτίωση της 

προσέγγισης Taisbak και διευκολύνεται η κατανόηση του Βιβλίου Χ. 

 

Το δεύτερο ζήτηµα που, όπως ήδη αναφέραµε, απασχόλησε τους µελετητές 

είναι ο σκοπός του βιβλίου Χ. Ο B.L.Van Der Waerden πιστεύει ότι «ο συγγραφέας 

κρύβει τη σκέψη του»[ B.L.Van Der Waerden, σελ.172]. Ο I. Μueller στο βιβλίο του 

Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in Euclid’s Elements, 

(Cambridge, MIT Press 1981) ισχυρίζεται ότι « το Βιβλίο Χ φαίνεται να ασχολείται 

µε ένα ειδικό πρόβληµα και ταυτόχρονα µε ένα µαθηµατικό αδιέξοδο» [Μueller, σελ. 

270-1]. Οι  Knorr και Taisbak εκφράζουν σε πολλά σηµεία των µελετών τους την ίδια 

άποψη, ότι το Βιβλίο Χ αποτελεί το απαραίτητο εργαλείο για την ανάπτυξη της 

θεωρίας του Βιβλίου ΧΙΙΙ δηλαδή της µελέτης αρχικά των κανονικών πολυγώνων και 

εν συνεχεία των κανονικών στερεών. Αυτό όµως βασίζεται µόνο στο γεγονός ότι στις 

προτάσεις ΧΙΙΙ 6,11,16,17,18 χρησιµοποιείται η αποτοµή ή η ελάσσων, άλογες 

γραµµές που ορίζονται και κατασκευάζονται στο Βιβλίο Χ. Καµία άλλη από τις 

άλογες γραµµές, προσθετικές και αφαιρετικές, του Βιβλίο Χ δεν χρησιµοποιούνται 

εκεί. Τίθεται λοιπόν το ερώτηµα αν αυτό το στοιχείο είναι αρκετό για να θεωρήσει 

κανείς ότι το Βιβλίο Χ γράφτηκε για να βοηθήσει στη µελέτη του Βιβλίου ΧΙΙΙ. 

 

 

Αυτό που διαφέρει όµως στον  David Fowler σε σχέση µε όλους τους 

προηγούµενους είναι ο προβληµατισµός και η άποψη του σχετικά µε το σκοπό της 

δηµιουργίας αυτής της τόσο εκτενούς και δύσκολης θεωρίας από τους αρχαίους 

Έλληνες. Κάνει µια πολύ σπουδαία παρατήρηση όσον αφορά το κίνητρο της 

δηµιουργίας του βιβλίου αυτού. Παρατηρεί ότι « η καλή ανθυφαιρετική έκφραση των 

λόγων πλευρών τετραγώνων 
m

n   και η αδυναµία τέτοιας καλής ανθυφαιρετικής 



έκφρασης για οποιονδήποτε άλλο γεωµετρικό λόγο τον οδηγεί στη σκέψη µήπως οι 

πλευρές τετραγώνου είναι  βασικά γεωµετρικά αντικείµενα µέσω των οποίων 

µπορούν να περιγραφούν όλα τα άλλα » και αναρωτιέται « µήπως το Βιβλίο Χ 

γράφτηκε µ’αυτό το σκεπτικό » [Fowler, σελ.161]. Με άλλα λόγια  ο  Fowler είναι ο 

πρώτος που συνδέει την έννοια της «δυνάµει µόνο συµµετρίας», που κυριαρχεί στο 

Βιβλίο Χ, µε την περιοδική ανθυφαίρεση. Όµως η ανθυφαίρεση των δυνάµει µόνο 

συµµέτρων γραµµών δεν είναι απλώς περιοδική αλλά η περίοδός της παρουσιάζει 

παλινδροµικότητα, πράγµα πολύ εντυπωσιακό και αξιοπρόσεκτο. Ο Fowler λέει 

ξεκάθαρα ότι « δεν έχει κανένα στοιχείο που να τον οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι 

αρχαίοι Έλληνες γνώριζαν γι’ αυτή την παλινδροµικότητα » [Fowler, σελ.74]. 

Άλλωστε άποψη του είναι ότι «οι αρχαίοι δεν είχαν στη διάθεση τους πολλές και 

µεγάλου µήκους ανθυφαιρέσεις οπότε στις µικρές ανθυφαιρέσεις ήταν δύσκολο να 

διακρίνουν την παλινδροµικότητα.» [Fowler, σελ.74]. 

 

Σε αντίθεση µε αυτή την άποψη η έρευνα  που γίνεται από τον καθηγητή κ. Σ. 

Νεγρεπόντη τα τελευταία χρόνια µέσα από τη µελέτη των διαλόγων του Πλάτωνα και 

της πλατωνικής φιλοσοφίας εν γένει, έχει αποδείξει ότι οι αρχαίοι Έλληνες όχι απλώς 

γνώριζαν την παλινδροµικά περιοδική ανθυφαίρεση των τετραγωνικών αρρήτων 

αλλά ότι η έννοια αυτή διέπει την πλατωνική φιλοσοφία. Στον ορισµό του σοφιστή 

στον οµώνυµο διάλογο του Πλάτωνα παίζει κυρίαρχο ρόλο η περιοδικότητα, στον 

ορισµό του πολιτικού, στον αντίστοιχο οµώνυµο διάλογο, υπάρχει και παίζει 

σηµαντικό ρόλο η παλινδροµικότητα [Μπασιάκου,Α.]. Παλινδροµικότητα 

παρουσιάζεται επίσης στους πλατωνικούς διάλογους Φαίδρος (248c8-e3), όπου 

έχουµε την παλινροµικά περιοδική κίνηση της ψυχής και Παρµενίδης (151e3-153b7). 

Γίνεται έτσι ξεκάθαρο ότι στην πλατωνική διαλεκτική η γνώση και η κατάκτησή της 

είναι άρρηκτα συνδεδεµένη  µε την παλινδροµικά περιοδική ανθυφαίρεση. 

 

 Παράλληλα, το γεγονός ότι οι προτάσεις Χ1-9 και Χ36,42,66,73,79, 

103,112,113,114 του Βιβλίου Χ χρησιµοποιούνται για µια ανακατασκευή της 

απόδειξης της παλινδροµικά περιοδικής ανθυφαίρεσης των τετραγωνικών αρρήτων – 

όπως αυτή έχει επίσης αποδειχθεί από τον καθηγητή κ. Σ. Νεγρεπόντη – µας οδηγεί 

στην έκφραση της άποψης ότι η χρησιµότητα του Βιβλίου Χ δεν περιορίζεται στη 

µελέτη του  Βιβλίου ΧΙΙΙ των Στοιχείων αλλά ότι ο σκοπός του πάει ακόµη πιο 

µακριά. 



Θα µπορούσε µάλιστα κανείς εν κατακλείδι να πει ότι η τριλογία των 

πλατωνικών διαλόγων Θεαίτητος, Σοφιστής, Πολιτικός συσχετίζεται µε το Βιβλίο Χ 

των Στοιχείων του Ευκλείδη µέσω της ιδιότητας της παλινδροµικής περιοδικότητας 

που χαρακτηρίζει την ανθυφαίρεση των δυνάµει µόνο συµµέτρων γραµµών. Κι αυτό 

είναι ένα ακόµη στοιχείο που ενισχύει τη γενικότερη άποψη ότι η αρχαία ελληνική 

φιλοσοφία και ιδιαίτερα η πλατωνική διαλεκτική είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε τα 

αρχαία ελληνικά µαθηµατικά.  

 

Στην εργασία αυτή γίνεται µια παρουσίαση του βιβλίου µε οµαδοποίηση και 

ταξινόµηση των προτάσεων βάσει του µαθηµατικού περιεχοµένου τους και όχι µε τη 

σειρά που αναφέρονται στα Στοιχεία έτσι ώστε να γίνεται πιο εύκολη η κατανόησή 

του. Παρεµβάλλονται σχόλια των µελετητών καθώς και αρχαίες πηγές για την 

καλύτερη δυνατή κατανόηση τόσο αυτού καθ’ αυτού του περιεχοµένου όσο και του 

σκοπού που οδήγησε στη δηµιουργία του. Επίσης µε την εισαγωγή και χρήση των 

νέων προτάσεων Α και Β επιχειρούµε να αναδείξουµε τον ακριβή ρόλο των 

προτάσεων VI27 και VI28 που σχετίζονται µε την κατ’ έλλειψη δευτεροβάθµια 

εξίσωση. 

 

Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι στην εργασία αυτή γίνεται µια εκ νέου 

οργάνωση και παρουσίαση του Βιβλίου Χ τόσο ακολουθώντας την προσέγγιση 

Taisbak όσο και µε την προσθήκη νέων στοιχείων. Με τη νέα αυτή προσέγγιση 

πιστεύουµε πως γίνεται πιο εύκολα κατανοητό το περιεχόµενό του. Παράλληλα 

αναδεικνύεται ο σαφής συσχετισµός του Βιβλίου Χ  και του ανθυφαιρετικού 

περιεχοµένου του, όπως το είχε υπαινιχθεί και ο Fowler, µε το διάλογο Πολιτικός του 

Πλάτωνα. Συνδέονται τέλος οι όροι «δυνάµει σύµµετρα», «εκ δύο ονοµάτων», 

«αποτοµή» καθώς και η συζυγία διωνύµων και αποτοµών µε την απόδειξη της 

παλινδροµικά περιοδικής ανθυφαίρεσης των τετραγωνικών αρρήτων. Μένει όµως 

προς διερεύνηση ο ρόλος των έξι κατηγοριών αλόγων γραµµών και η χρήση τους 

πέρα από κάποιες προτάσεις του Βιβλίου ΧΙΙΙ καθώς και το ερώτηµα αν αυτός ο 

ρόλος  είναι ανθυφαιρετικός. 

 

  

 

 



 
1.  ΟΡΙΣΜΟΙ Xα΄-δ΄  
 
 
 
ΣΥΜΜΕΤΡΑ-∆ΥΝΑΜΕΙ ΣΥΜΜΕΤΡΑ-ΑΣΥΜΜΕΤΡΑ 

ΡΗΤΑ-ΑΛΟΓΑ 
 
 

 

Το Βιβλίο Χ των Στοιχείων του Ευκλείδη ξεκινά µε τέσσερις ορισµούς και 

συγκεκριµένα µε τον καινούριο όρο «σύµµετρα µεγέθη» ο οποίος αν και αναφέρεται 

σε όλα τα γεωµετρικά σχήµατα (µεγέθη) κάποια στιγµή εστιάζεται η χρήση του για 

γραµµές (ευθύγραµµα τµήµατα). 

 

 Συγκεκριµένα, µόνο στον όρο α΄ και στις προτάσεις 1-8, 11-13 και 15-16  ο 

όρος σύµµετρα µεγέθη αφορά τα µεγέθη γενικώς, στις υπόλοιπες περιπτώσεις αφορά 

ευθύγραµµα τµήµατα ή ορθογώνια παραλληλόγραµµα όπως άλλωστε συµβαίνει και 

µε τους όρους β΄-δ΄ και τις προτάσεις 2-4, 9, 10 και 14. [Taisbak, σελ.21] 

 

 Η ιδιότητα της συµµετρίας σχετίζεται άµεσα µε την ιδιότητα του «µετρείν» 

µέσω της οποίας φτάνουµε στον πρώτο ορισµό των συµµέτρων µεγεθών. [Taisbak, 

σελ.21] 

 
 
 
Όρος α΄ 
 
SÚmmetra megšqh lšgetai t¦ tù aÙtù mštrJ  

metroÚmena, ¢sÚmmetra dš, ïn mhd�n ™ndšcetai koinÕn  

mštron genšsqai.  

 

Σύµµετρα λέγονται τα µεγέθη που µετρώνται από το ίδιο µέτρο ενώ ασύµµετρα αυτά 

για τα οποία δεν υπάρχει κοινό µέτρο. 

 



Αν Α, Β είναι σύµµετρα µεγέθη θα συµβολίζουµε: Α com B, από τον αγγλικό όρο 

commensurable. 

Αντίστοιχα αν Α, Β είναι ασύµµετρα µεγέθη θα συµβολίζουµε: Α inc B, από τον 

αγγλικό όρο incommensurable. 

 

Μια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι η σχέση αυτή (σύµµετρο µε) αφορά  

µόνο οµοειδή µεγέθη ενώ ο Taisbak σπεύδει να επισηµάνει την ύπαρξη ασύµµετρων 

µεγεθών η βεβαιότητα της οποίας προκύπτει από τις προτάσεις Χ1-2 και µε την 

επίκληση της ιδιότητας  της άπειρης ανθυφαίρεσης. [Taisbak, σελ.21] 

 

 Όσο για τις αποδείξεις του Βιβλίου γενικά µας λέει ότι δεν στηρίζονται 

κυρίως στον ορισµό αυτό αλλά στον χαρακτηρισµό για τα σύµµετρα  µεγέθη που 

δίνεται παρακάτω στις προτάσεις Χ5 και Χ6. [Taisbak, σελ 22] 

 

Μια ακόµη παρατήρηση είναι το ότι η σχέση της συµµετρίας δύο µεγεθών 

είναι σχέση ισοδυναµίας (η πρόταση Χ12 είναι η µεταβατικότητα ). Όσο για την 

πρόσθεση  και την αφαίρεση σύµµετρων ή ασύµµετρων µεγεθών υπάρχουν οι 

προτάσεις Χ15 και Χ16. 

 

Στη συνέχεια εισάγεται από τον Θεαίτητο ο πολύ σηµαντικός όρος της 

δυνάµει συµµετρίας ένας όρος που πρωτοχρησιµοποίησε ο ίδιος στον οµώνυµο 

διάλογο του Πλάτωνα. Αφορά µόνο γραµµές (ευθύγραµµα τµήµατα) και καθώς είναι 

δυνατόν δύο ασύµµετρες γραµµές να είναι δυνάµει σύµµετρες προκύπτει µια νέα 

κατηγορία-σχέση γραµµών που όπως θα δούµε στη συνέχεια έχει σηµαντικές 

ιδιότητες. 

 

 

Όρος β΄ 
 
     EÙqe‹ai dun£mei sÚmmetro… e„sin, Ótan t¦ ¢p'  

aÙtîn tetr£gwna tù aÙtù cwr…J metrÁtai, ¢sÚmmetroi  

dš, Ótan to‹j ¢p' aÙtîn tetragènoij mhd�n ™ndšchtai  

cwr…on koinÕn mštron genšsqai.  



Ευθείες δυνάµει σύµµετρες ονοµάζονται οι ευθείες (ευθύγραµµα τµήµατα) που τα 

τετράγωνά τους είναι σύµµετρα µεγέθη και αντίστοιχα ευθείες δυνάµει  ασύµµετρες 

ονοµάζονται οι ευθείες που τα τετράγωνά τους είναι ασύµµετρα µεγέθη. 

 

∆ηλαδή: 

Αν α, β ευθύγραµµα τµήµατα µε α inc β και 2a  com 2β τότε τα α, β λέγονται δυνάµει 

µόνο σύµµετρα. Αν 2a  inc 2β  τότε τα α, β λέγονται δυνάµει ασύµµετρα. 

 

 

 

 Πρέπει κανείς να επισηµάνει τη χρήση της λέξης «δυνάµει» ενώ πρόκειται για 

τα τετράγωνα των ευθυγράµµων τµηµάτων - στην αγγλική δεν µεταφράζεται 

επακριβώς αλλά χρησιµοποιείται ο όρος «in square»- δίνεται δε η αφορµή να 

αναζητηθεί ο ρόλος και η χρήση του όρου «δύναµις» στα αρχαία ελληνικά 

µαθηµατικά αλλά και στην πλατωνική διαλεκτική. Μια τέτοια προσπάθεια 

προσέγγισης κάνει και ο ίδιος ο Taisbak. [στο παράρτηµα Β’ του βιβλίου του, σελ. 

72-76]  

 

Ο Taisbak υποστηρίζει ότι η έννοια αυτή είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε τη 

θεωρία του Βιβλίου Χ µιας και τα αντικείµενα αυτής της θεωρίας είναι που της 

έδωσαν ιδιαίτερο νόηµα. Επισηµαίνει ότι περιέργως ο όρος δύναµις δεν 

χρησιµοποιείται αλλού στα Στοιχεία παρά µόνο στα Βιβλία Χ και ΧΙΙΙ. Το σίγουρο 

είναι επίσης ότι πουθενά δεν εµφανίζεται ο όρος τετράγωνοι σύµµετροι και κυρίως 

ότι για τον συγγραφέα του Βιβλίου Χ οι λέξεις τετράγωνο και δύναµις δεν είναι 

συνώνυµες. 

 

Στη συνέχεια ο Taisbak  επικαλείται τον Πλάτωνα και συγκεκριµένα τα χωρία 

Θεαίτητος 147e5-148b2 και Τίµαιος 31c4. Στο µεν πρώτο ο όρος δύναµις αποδίδεται 

ξεκάθαρα σε ευθύγραµµα τµήµατα  στο δε δεύτερο δηλώνει αριθµούς που είναι 

γινόµενο δύο άλλων και αποτελούν το αποτέλεσµα της µέτρησης µιας επίπεδης 

επιφάνειας άρα µε τη σηµερινή ορολογία  θα λέγαµε ότι δηλώνει εµβαδόν. 

 

 



• Πλάτωνος Θεαίτητος 147e5-148b2  
 

QEAI. TÕn ¢riqmÕn p£nta d…ca diel£bomen· tÕn m�n  

dun£menon ‡son „s£kij g…gnesqai tù tetragènJ tÕ scÁma  

¢peik£santej tetr£gwnÒn te kaˆ „sÒpleuron prose…pomen.  

     SW. Kaˆ eâ ge.  

     QEAI. TÕn to…nun metaxÝ toÚtou, ïn kaˆ t¦ tr…a kaˆ  

t¦ pšnte kaˆ p©j Öj ¢dÚnatoj ‡soj „s£kij genšsqai, ¢ll' À  

ple…wn ™latton£kij À ™l£ttwn pleon£kij g…gnetai, me…zwn  

d� kaˆ ™l£ttwn ¢eˆ pleur¦ aÙtÕn perilamb£nei, tù prom»kei  

aâ sc»mati ¢peik£santej prom»kh ¢riqmÕn ™kalšsamen.  

     SW. K£llista. ¢ll¦ t… tÕ met¦ toàto;  

     QEAI. “Osai m�n grammaˆ tÕn „sÒpleuron kaˆ ™p…pedon  

¢riqmÕn tetragwn…zousi, mÁkoj æris£meqa, Ósai d� tÕn ˜tero-  

m»kh, dun£meij, æj m»kei m�n oÙ summštrouj ™ke…naij, to‹j d'  

™pipšdoij § dÚnantai. kaˆ perˆ t¦ stere¦ ¥llo toioàton.  

 

 

 Το χωρίο αυτό είναι το αµέσως επόµενο από εκείνο που ο Θεαίτητος µιλά για 

την προσπάθεια του « συλλαβείν εις εν » όλες τις δυνάµεις οι οποίες εφαίνοντο 

άπειρες - ¥peiroi tÕ plÁqoj aƒ dun£meij ™fa…nonto, peiraqÁnai sullabe‹n e„j 

›n . 

Μιλά για δύο κατηγορίες αριθµών: αυτούς που είναι γινόµενο δύο ίσων αριθµών, 

αναπαρίστανται µε ένα τετράγωνο και ονοµάζονται τετράγωνοι και ισόπλευροι 

αριθµοί και γι’ αυτούς που βρίσκονται ενδιάµεσά τους, δεν είναι γινόµενο δύο ίσων 

αριθµών αλλά δύο άνισων, αναπαρίστανται µε το προµήκες (ορθογώνιο παρ/µο) και 

ονοµάζονται προµήκεις αριθµοί. 

 

 Στη συνέχεια µιλά για δύο κατηγορίες ευθυγράµµων τµηµάτων. Το ευθ. 

τµήµα που είναι πλευρά τετράγωνου µε εµβαδόν τετράγωνο αριθµό λέγεται µήκος 

ενώ το ευθ. τµήµα που είναι πλευρά τετράγωνου µε εµβαδόν προµήκη αριθµό λέγεται 

δύναµις (π.χ. δύναµις είναι η πλευρά του τετραγώνου που έχει εµβαδόν 8). 

 

 



 

• Πλάτωνος Τίµαιος 31b8-32b3 

 

qeÕj ™po…ei. dÚo d� mÒnw kalîj sun…stasqai tr…tou cwrˆj  

oÙ dunatÒn· desmÕn g¦r ™n mšsJ de‹ tina ¢mfo‹n sunagwgÕn  

g…gnesqai. desmîn d� k£llistoj Öj ¨n aØtÕn kaˆ t¦ sundoÚ- 

mena Óti m£lista en poiÍ, toàto d� pšfuken ¢nalog…o  

k£llista ¢potele‹n. ÐpÒtan g¦r ¢riqmîn triîn e‡te Ôgkwn   

e‡te dun£mewn æntinwnoàn Ï tÕ mšson, Ótiper tÕ prîton prÕj  

aÙtÒ, toàto aÙtÕ prÕj tÕ œscaton, kaˆ p£lin aâqij, Óti tÕ  

œscaton prÕj tÕ mšson, tÕ mšson prÕj tÕ prîton, tÒte tÕ  

mšson m�n prîton kaˆ œscaton gignÒmenon, tÕ d' œscaton  

kaˆ tÕ prîton aâ mšsa ¢mfÒtera, p£nq' oÛtwj ™x ¢n£gkhj  

t¦ aÙt¦ e�nai sumb»setai, t¦ aÙt¦ d� genÒmena ¢ll»loij en  

p£nta œstai. e„ m�n oân ™p…pedon mšn, b£qoj d� mhd�n œcon  

œdei g…gnesqai tÕ toà pantÕj sîma, m…a mesÒthj ¨n ™x»rkei  

t£ te meq' aØtÁj sunde‹n kaˆ ˜aut»n, nàn d� stereoeidÁ  

g¦r aÙtÕn prosÁken e�nai, t¦ d� stere¦ m…a m�n oÙdšpote,  

dÚo d� ¢eˆ mesÒthtej sunarmÒttousin·  

 

Στο χωρίο αυτό ο Πλάτωνας θέλει να µιλήσει για την αναλογία και όπως µας 

λέει πρέπει να θεωρήσουµε αρχικά τρεις αριθµούς ή τρεις δυνάµεις ή τρεις όγκους. Ο 

Κάλφας θεωρεί ότι η σύνταξη που χρησιµοποιείται εκλαµβάνει αυτά τα τρία ως 

ισοδύναµα µέρη του λόγου. Αναφέρει επίσης απόψεις του Pritchard σύµφωνα µε τις 

οποίες ο όρος δύναµις σπανίως χρησιµοποιείται στην αρχαία ελληνική γραµµατεία 

και µάλιστα ως  γεωµετρική και όχι ως αριθµητική έννοια.. Ο Pritchard καταλήγει ότι 

στο χωρίο αυτό θέλει απλώς να επισηµανθεί ο κάλλιστος δεσµός-η αναλογία µεταξύ 

οµοειδών.[ Κάλφας, Τίµαιος σελ. 363]. 

 

 Καταλήγει πάντως µετά από όλα αυτά, ο Taisbak, σε δική του άποψη  ότι στο 

Βιβλίο Χ ο όρος δύναµις χρησιµοποιείται για ευθύγραµµα τµήµατα πράγµα που 

τεκµηριώνει µε τον συνδυασµό όλων των παραπάνω, δηλώνει ότι ακολουθεί τις 



ξεκάθαρες θέσεις του Πλάτωνα και ότι επιβεβαιώνεται από το περιεχόµενο των 

Στοιχείων σχετικά µε τα τετράπλευρα. [Taisbak, σελ.76] 

  

 

Οι δύο ορισµοί που είδαµε ως τώρα καθόρισαν σχέσεις µεταξύ δύο τυχαίων 

οµοειδών µεγεθών ή και πιο συγκεκριµένα δύο ευθυγράµµων τµηµάτων. Ο επόµενος 

ορισµός αφορά τη σχέση συµµετρίας ή ασυµµετρίας ενός τυχαίου ευθυγράµµου 

τµήµατος µε ένα  εκ των προτέρων καθορισµένο ευθύγραµµο τµήµα (προτεθείσα 

ευθεία) που ουσιαστικά παίζει το ρόλο µιας µονάδας µέτρησης-σύγκρισης. Η ευθεία 

αυτή αναφέρεται από τον Θεαίτητο στον οµώνυµο διάλογο του Πλάτωνα ως 

«ποδιαία».  

 
 
 
Όρος γ΄ 
 
     ToÚtwn Øpokeimšnwn de…knutai, Óti tÍ proteqe…sV  

eÙqe…v Øp£rcousin eÙqe‹ai pl»qei ¥peiroi sÚmmetro… te  

kaˆ ¢sÚmmetroi aƒ m�n m»kei mÒnon, aƒ d� kaˆ dun£mei.  

kale…sqw oân ¹ m�n proteqe‹sa eÙqe‹a ·ht», kaˆ aƒ  

taÚtV sÚmmetroi e‡te m»kei kaˆ dun£mei e‡te dun£mei  

mÒnon ·hta…, aƒ d� taÚtV ¢sÚmmetroi ¥logoi kale…- 

sqwsan.  

 

 

Αν ρ µια προτεθείσα (δοθείσα) ευθεία τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχουν άπειρες 

ευθείες σύµµετρες µε τη ρ και άπειρες ασύµµετρες µε τη ρ. Μάλιστα υπάρχουν 

άπειρες δυνάµει ασύµµετρες και άπειρες δυνάµει µόνο ασύµµετρες. 

 

Η ρ θα καλείται ρητή ευθεία και αν µια ευθεία α είναι σύµµετρη ή έστω δυναµει µόνο 

σύµµετρη µε τη ρ τότε θα καλείται κι αυτή ρητή. Κάθε άλλη ευθεία  θα καλείται 

άλογος (άρρητη). 

 

 

 



∆ηλαδή: 

Έστω ρ η προτεθείσα ευθεία. Αν α com ρ ή (α inc ρ και 2a  com 2ρ ) τότε η α 

ονοµάζεται ρητή. Αν µια ευθεία δεν είναι ρητή θα ονοµάζεται άλογος. 

 

 

 Άρα ρητή καλείται τόσο η προτεθείσα ευθεία όσο και κάθε ευθεία που είναι 

σύµµετρη ή τουλάχιστον δυνάµει µόνο σύµµετρη µ’ αυτή. Κάθε άλλη καλείται 

άλογος. Έτσι έχουµε εδώ µια διχοτοµία των γραµµών σε ρητές και άλογες. Αυτός ο 

ορισµός είναι επίσης µια πρώτη ένδειξη του πόσο σηµαντική είναι η ιδιότητα της 

δυνάµει συµµετρίας µιας και αρκεί για να χαρακτηριστεί ρητή µια ευθεία.  

 

Ένα ερώτηµα που προκύπτει από τον όρο γ΄ είναι το πως ο Θεαίτητος 

ισχυρίζεται ότι υπάρχουν, και µάλιστα άπειρες, δυνάµει ασύµµετρες ευθείες προς την 

προτεθείσα. Η απάντηση θα έρθει λίγο πιο µετά µε την πρόταση Χ10. 

 

Ακολουθεί τέλος ο ορισµός ρητών και αλόγων σχηµάτων. Εδώ η σύγκριση 

γίνεται µε το τετράγωνο της προτεθείσας που θεωρείται πάντα ρητό. 

 
 
 
 
Όρος δ΄ 
 
     Kaˆ tÕ m�n ¢pÕ tÁj proteqe…shj eÙqe…aj tetr£gwnon   

·htÒn, kaˆ t¦ toÚtJ sÚmmetra ·ht£, t¦ d� toÚtJ ¢sÚm- 

metra ¥loga kale…sqw, kaˆ aƒ dun£menai aÙt¦ ¥logoi, e„  

m�n tetr£gwna e‡h, aÙtaˆ aƒ pleura…, e„ d� ›ter£ tina  

eÙqÚgramma, aƒ ‡sa aÙto‹j tetr£gwna ¢nagr£fousai.  

 

Το τετράγωνο της ρ είναι επίσης ρητό οπότε τα σύµµετρα µ΄αυτό καλούνται ρητά και 

τα ασύµµετρα άλογα. Οι ευθείες που είναι πλευρές αλόγων τετραγώνων είναι επίσης 

άλογες καθώς και όλες οι πλευρές ευθυγράµµων σχηµάτων που δίνουν τετράγωνα ίσα 

(δηλ. ισοδύναµα) µε άλογα.  

 

 



∆ηλαδή: 

Έστω ρ η προτεθείσα ευθεία. Αν R = □ ρ, όπου µε □ ρ συµβολίζουµε το τετράγωνο µε 

πλευρά ρ,  τότε το R ονοµάζεται ρητό. 

Αν Q com R τότε το Q ονοµάζεται ρητό. 

 Αν Q inc R τότε το Q ονοµάζεται άλογο. 

 

  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



2.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ1-8 

 

∆ΙΧΟΤΟΜΙΑ ΠΕΡΑΤΟΣ ΚΑΙ ΑΠΕΙΡΟΥ ΣΤΗΝ 

ΑΝΘΥΦΑΙΡΕΣΗ 
 

 

Σύµφωνα µε τον Taisbak οι προτάσεις Χ1 και Χ2 είναι µακράν τα καλύτερα 

µαθηµατικά κοµµάτια ολόκληρου του βιβλίου.[Taisbak, σελ.17]. Η πρόταση Χ1 

περιγράφει µια ανθυφαιρετική διαδικασία που παράλληλα έχει κοινά γνωρίσµατα µε 

τη µέθοδο της εξάντλησης του Ευδόξου. Εµπεριέχεται δε σ΄αυτήν η έννοια του 

απείρου ως άπειρη διαιρετότητα. 

 

 

Πρόταση Χ1 

 

DÚo megeqîn ¢n…swn ™kkeimšnwn, ™¦n ¢pÕ toà me…zonoj  

¢faireqÍ me‹zon À tÕ ¼misu kaˆ toà kataleipomšnou  

me‹zon À tÕ ¼misu, kaˆ toàto ¢eˆ g…gnhtai, leifq»seta… ti  

mšgeqoj, Ö œstai œlasson toà ™kkeimšnou ™l£ssonoj me- 

gšqouj.  

 

Έστω δύο άνισα µεγέθη. Αν από το µεγαλύτερο αφαιρεθεί µέγεθος µεγαλύτερο από 

το µισό του και από το υπόποιπο αφαιρεθεί ξανά µέγεθος µεγαλύτερο από το µισό 

του και η διαδικασία αυτή επαναληφθεί συνεχώς, θα αποµείνει µέγεθος µικρότερο 

του µικροτέρου από τα αρχικά δεδοµένα µεγέθη. 

 

 

 Η πρόταση Χ2 που ακολουθεί µας δίνει ένα χαρακτηρισµό για τα ασύµµετρα 

µεγέθη και αυτός είναι ότι η ανθυφαίρεσή τους δεν τελειώνει ποτέ. 

   

Πρόταση Χ2 

 



'E¦n dÚo megeqîn [™kkeimšnwn] ¢n…swn ¢nqufairoumšnou  

¢eˆ toà ™l£ssonoj ¢pÕ toà me…zonoj tÕ kataleipÒmenon  

mhdšpote katametrÍ tÕ prÕ ˜autoà, ¢sÚmmetra œstai t¦  

megšqh.  

 

Αν δοθούν δύο άνισα µεγέθη και ανθυφαιρείται πάντοτε το µικρότερο από το 

µεγαλύτερο και το υπόλοιπο που κάθε φορά αποµένει δεν µετρά το προηγούµενό του, 

τότε τα δύο µεγέθη είναι ασύµµετρα. 

 

 

 Πρόκειται για άπειρη ανθυφαίρεση αν και στον Ευκλείδη δεν εµφανίζονται 

σαν όροι το άπειρο και το πέρας. Όµως αν παραβάλει κανείς τις προτάσεις VII 1-3 

για την πεπερασµένη ανθυφαίρεση καταλαβαίνει ότι η φράση «µετρήσει κάποτε» που 

εµφανίζεται εκεί και η άρνηση της «µηδέποτε καταµετρεί» που εµφανίζεται στη Χ2 

αναφέρονται αντίστοιχα στο πέρας και στο άπειρο. Πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι η 

λέξη «αεί» που υπάρχει στην πρόταση Χ2 δεν έχει έννοια απείρου αλλά συνεχούς 

επανάληψης. Τελικά η συνεπαγωγή που προκύπτει από την πρόταση αυτή είναι:  

 

(Χ2) Άπειρη ανθυφαίρεση ⇒  Ασύµµετρα µεγέθη 

 Οι δύο επόµενες προτάσεις αφορούν στην εύρεση του κοινού µέτρου δύο ή 

τριών συµµέτρων µεγεθών. 

 

Πρόταση Χ3 

DÚo megeqîn summštrwn doqšntwn tÕ mšgiston aÙtîn  

koinÕn mštron eØre‹n.  

  

Αν δίνονται δύο σύµµετρα µεγέθη, να βρεθεί το µέγιστο κοινό τους µέτρο. 

 

 

 Στην απόδειξη της πρότασης που µοιάζει µε τις αποδείξεις στο αριθµητικό 

βιβλίο VII περιλαµβάνεται η συνεπαγωγή: 

Πεπερασµένη ανθυφαίρεση ⇒  Σύµµετρα µεγέθη 

και µε αντιθετοαντιστροφή παίρνουµε: 



Ασύµµετρα µεγέθη ⇒  Άπειρη ανθυφαίρεση  
 
 
 
 

Πρόταση Χ4 

 

Triîn megeqîn summštrwn doqšntwn tÕ mšgiston  

aÙtîn koinÕn mštron eØre‹n. 

  

Αν δίνονται τρία σύµµετρα µεγέθη, να βρεθεί το µέγιστο κοινό τους µέτρο. 

 

 

 Οι τέσσερεις επόµενες προτάσεις Χ5-Χ8 περιγράφουν πολύ αναλυτικά µια 

ισοδυναµία και την άρνηση τους. 

Πρόταση Χ5 

 

T¦ sÚmmetra megšqh prÕj ¥llhla lÒgon œcei, Ön  

¢riqmÕj prÕj ¢riqmÒn.  

 

Τα σύµµετρα µεγέθη έχουν µεταξύ τους λόγο όπως έχει (φυσικός) αριθµός προς 

(φυσικό) αριθµό. 

∆ηλαδή: 

Αν Α com B τότε υπάρχουν κ, λ φυσικοί αριθµοί ώστε: λ
κ=B

A  

 

 Από εδώ προκύπτει η συνεπαγωγή: 

(Χ5) Σύµµετρα µεγέθη ⇒  Λόγος αριθµός  αριθµό 

 

ενώ ακολουθεί αµέσως µετά η αντίστροφή της. 

 

 

Πρόταση Χ6 

 

'E¦n dÚo megšqh prÕj ¥llhla lÒgon œcV, Ön ¢riqmÕj  

prÕj ¢riqmÒn, sÚmmetra œstai t¦ megšqh.  



 

Αν δύο µεγέθη έχουν µεταξύ τους λόγο όπως έχει (φυσικός) αριθµός προς (φυσικό) 

αριθµό, τότε τα µεγέθη είναι σύµµετρα. 

∆ηλαδή: 

Αν Α, B µεγέθη και υπάρχουν κ, λ φυσικοί αριθµοί ώστε: λ
κ=B

A   τότε Α com B . 

 

(Χ6) Λόγος αριθµός  αριθµό ⇒  Σύµµετρα µεγέθη 

 

 

 Η πρόταση Χ7 που ακολουθεί είναι η αντιθετοαντίστροφη της Χ6 και αφορά 

ασύµµετρα µεγέθη. 

 

Πρόταση Χ7 

 

T¦ ¢sÚmmetra megšqh prÕj ¥llhla lÒgon oÙk œcei,  

Ön ¢riqmÕj prÕj ¢riqmÒn. 

  

Τα ασύµµετρα µεγέθη δεν έχουν µεταξύ τους λόγο όπως έχει (φυσικός) αριθµός προς 

(φυσικό) αριθµό. 

∆ηλαδή: 

Αν Α inc B τότε δεν υπάρχουν φυσικοί αριθµοί κ, λ ώστε: λ
κ=B

A . 

 

 Η συνεπαγωγή που προκύπτει εδώ είναι: 

(Χ7) Ασύµµετρα µεγέθη ⇒  Όχι λόγος αριθµός  αριθµό 

 

ενώ αµέσως ακολουθεί και η αντίστροφή της. 

 

 

Πρόταση Χ8 

 

'E¦n dÚo megšqh prÕj ¥llhla lÒgon m¾ œcV, Ön ¢riqmÕj  

prÕj ¢riqmÒn, ¢sÚmmetra œstai t¦ megšqh.  



 

Αν δύο µεγέθη δεν  έχουν µεταξύ τους λόγο όπως έχει (φυσικός) αριθµός προς 

(φυσικό) αριθµό, τότε τα µεγέθη είναι ασύµµετρα. 

∆ηλαδή: 

Αν Α, B µεγέθη και δεν υπάρχουν κ, λ φυσικοί αριθµοί ώστε: λ
κ=B

A   τότε Α inc B 

. 

 

(Χ8) Όχι λόγος αριθµός  αριθµό ⇒  Ασύµµετρα µεγέθη 

 

 

 Είναι προφανές ότι σ’ αυτές τις προτάσεις έχουµε σύνδεση λόγων µεγεθών 

και λόγων αριθµών. Όµως ο Taisbak µε αφορµή αυτές τις προτάσεις επισηµαίνει το 

µη ορισµό της ισότητας λόγου µεγεθών µε λόγο αριθµών και την αναγκαιότητα 

ύπαρξης του, προτείνει έναν τέτοιο αντίστοιχο µε τον ορισµό της αναλογίας αριθµών 

του Ευδόξου και τελικά προχωρά στην προσαρµογή και άλλων προτάσεων ή 

ιδιοτήτων που αφορούν στις αναλογίες αριθµών που πλέον θα αφορούν αριθµούς και 

µεγέθη, κυρίως ορθογώνια παραλληλόγραµµα ή ευθύγραµµα τµήµατα. .[Taisbak, 

σελ.22]. 

 

Ο ορισµός που δίνει ο Taisbak είναι ο εξής: 

« ∆ύο µεγέθη Α και Β έχουν λόγο αριθµό προς αριθµό, έστω α προς β, 

αν τα Α και Β έχουν κοινό µέτρο Μ το οποίο µετρά το Α α φορές και το Β β φορές, 

δηλαδή αν Α=αΜ και Β=βΜ  ». [Taisbak, σελ.22] 

 Πράγµατι, ενώ υπάρχει στο Βιβλίο V ο ορισµός της αναλογίας µεγεθών και 

στο Βιβλίο VII ο ορισµός της αναλογίας αριθµών δεν υπάρχει πουθενά στα Στοιχεία 

του Ευκλείδη ο ορισµός της ισότητας λόγου αριθµών µε λόγο µεγεθών, η 

αναγκαιότητα του οποίου εµφανίζεται από νωρίς στο Βιβλίο Χ και συγκεκριµένα από 

την πρόταση Χ5. Χρειαζόµαστε έναν καλό ορισµό ο οποίος να είναι µάλιστα απόλυτα 

συµβατός µε τους άλλους ορισµούς των αναλογιών. Τίθεται λοιπόν το ερώτηµα αν ο 

παραπάνω ορισµός του Taisbak έχει αυτή τη συµβατότητα. 

 

 Για να συµβαίνει αυτό θα πρέπει το κοινό µέτρο Μ που εµφανίζεται στον 

ορισµό να είναι το µέγιστο κοινό µέτρο των δύο µεγεθών, η ύπαρξη του οποίου 



εξασφαλίζεται µε τη χρήση της πρότασης Χ3 και της ανθυφαιρετικής θεωρίας λόγων. 

Εφόσον τα µεγέθη Α και Β είναι σύµµετρα  έχουµε ότι η ανθυφαίρεσή τους είναι 

πεπερασµένη, άρα θα υπάρχει το µέγιστο κοινό τους µέτρο όπως άλλωστε προκύπτει 

από την πρόταση Χ3. Έτσι ο ορισµός γίνεται απόλυτα συµβατός µε τη θεωρία λόγων 

του Βιβλίου VII και µπορεί να χρησιµοποιηθεί στις προτάσεις του Βιβλίου Χ που 

αφορούν ταυτόχρονα λόγους µεγεθών και λόγους αριθµών. Πρέπει όµως να 

επισηµάνουµε ότι ο ορισµός αυτός διαφέρει από τον αντίστοιχο ορισµό του Βιβλίου 

V στο ότι είναι ανθυφαιρετικός. Άλλωστε και στο Ββλίο Χ γενικότερα δεν 

χρησιµοποιείται η θεωρία λόγων του Βιβλίου V αλλά η ανθυφαιρετική θεωρία λόγων. 

 

 Κάτι πολύ σηµαντικό επίσης που προκύπτει και από τις οκτώ παραπάνω 

προτάσεις είναι οι διχοτοµία πέρατος και απείρου. 

 

  

Σύµµετρα µεγέθη ⇔Πεπερασµένη ανθυφαίρεση ⇔ Λόγος αριθµός  αριθµό 

Ασύµµετρα µεγέθη ⇔  Άπειρη ανθυφαίρεση ⇔  Όχι λόγος αριθµός  αριθµό 
 

 
 
 Η διχοτοµία αυτή είναι αντίστοιχη µε τη διχοτοµία πέρατος και απείρου που 

εµφανίζεται στον Πλατωνικό διάλογο Φίληβος, έναν διάλογο που µας εισάγει άµεσα 

σε ανθυφαιρετικό περιβάλλον. Πιο συγκεκριµένα, εκεί µια δυάδα (η αόριστος δυάς) 

προχωρά διαιρετικά στο άπειρο και αν εµφανιστεί το ποσό έχουµε πέρας, αν όχι τότε 

πηγαίνουµε στο άπειρο. Είναι πολύ εµφανής η αντιστοιχία µε την πεπερασµένη και 

την άπειρη ανθυφαίρεση του βιβλίου Χ και προς ενίσχυση αυτής της άποψης 

επικαλούµαστε ένα χωρίο από τα σχόλια του Πρόκλου εις Ευκλείδην. 

 

 

Πρόκλος, εις Ευκλείδην 6,19-7,5 

 

geian pepšrastai t¦ mÒria toà Ólou. kaˆ tÁj m�n  

¢peir…aj oÙk oÜshj t£ te megšqh p£nta sÚmmetra ¨n  

Ãn kaˆ oÙd�n ¥rrhton oÙd� ¥logon, oŒj d¾ doke‹ dia- 

fšrein t¦ ™n gewmetr…v tîn ™n ¢riqmhtikÍ, kaˆ oƒ  



¢riqmoˆ t¾n gÒnimon tÁj mon£doj dÚnamin oÙk ¨n  

™dÚnanto deiknÚnai oÙd� ¨n p£ntaj e�con toÝj lÒ- 

gouj ™n ˜auto‹j tîn Ôntwn, oŒon toÝj pollaplas…ouj  

À toÝj ™pimor…ouj. p©j g¦r ¢riqmÕj ™xall£ttei tÕn  

lÒgon prÕj t¾n mon£da kaˆ tÕn prÕ aÙtoà genÒmenon   

™xetazÒmenoj. toà d� pšratoj ¢naireqšntoj summetr…a  

te kaˆ koinwn…a lÒgwn kaˆ tautÒthj e„dîn kaˆ „sÒthj  

kaˆ Ósa tÁj ¢me…nonÒj ™sti sustoic…aj oÙk ¥n pote  

™n to‹j maq»masin ™fa…neto,  

 
 
 Το χωρίο αυτό δρα συµπληρωµατικά στο σκέλος «άπειρο» του Φίληβου. Μας 

λέει επίσης ότι η ασυµµετρία και η αρρητότητα-αλογία είναι απόρροια της απειρίας 

(πρβλ. Πρόταση Χ2). Τέλος ένα γενικό και ενδιαφέρον συµπέρασµα που υπάρχει στο 

χωρίο αυτό είναι ότι η ασυµµετρία κάνει τη διαφορά αριθµητικής και γεωµετρίας, σε 

αντίθεση µε αυτό που πίστευαν οι Πυθαγόρειοι ότι αριθµητική και γεωµετρία είναι το 

ίδιο. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

3.  ΠΡΟΤΑΣΗ Χ9 

 

∆ΥΝΑΜΕΙ ΣΥΜΜΕΤΡΕΣ ΕΥΘΕΙΕΣ 
 

 

 Ακολουθεί η πρόταση Χ9 η οποία αφορά µόνο ευθύγραµµα τµήµατα. 

Σύµφωνα µε τον Taisbak είναι «ζωτικής σηµασίας για την έρευνα του βιβλίου Χ» 

[Taisbak, σελ.25] 

 

Η µελέτη των αποδείξεων του βιβλίου αποκαλύπτει το γεγονός ότι 

χρησιµοποιείται σε όλες στις κατασκευαστικές προτάσεις Χ10 (κατασκευή 

ασυµµέτρων ευθειών), Χ29-30 (κατασκευή της άλογης ευθείας µέσης), Χ48-53 

(κατασκευή των διώνυµων αλόγων γραµµών), Χ85-90 (κατασκευή των αφαιρετικών 

αλόγων γραµµών) πράγµα που αποδεικνύει τη σπουδαιότητα της πρότασης αυτής. 

Άλλωστε η Χ9 που µας εξασφαλίζει την ύπαρξη δυνάµει µόνο σύµµετρων ευθειών. 

 

 

Πρόταση Χ9 

 

T¦ ¢pÕ tîn m»kei summštrwn eÙqeiîn tetr£gwna prÕj  

¥llhla lÒgon œcei, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£-  

gwnon ¢riqmÒn· kaˆ t¦ tetr£gwna t¦ prÕj ¥llhla lÒgon  

œconta, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon ¢riq- 

mÒn, kaˆ t¦j pleur¦j ›xei m»kei summštrouj. t¦ d� ¢pÕ  

tîn m»kei ¢summštrwn eÙqeiîn tetr£gwna prÕj ¥llhla  

lÒgon oÙk œcei, Ónper tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£- 

gwnon ¢riqmÒn· kaˆ t¦ tetr£gwna t¦ prÕj ¥llhla lÒgon  

m¾ œconta, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon  

¢riqmÒn, oÙd� t¦j pleur¦j ›xei m»kei summštrouj. 

 



Τα τετράγωνα µήκει συµµέτρων ευθειών έχουνε λόγο µεταξύ τους όπως έχει 

τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο αριθµό και τα τετράγωνα που έχουνε λόγο 

µεταξύ τους όπως έχει τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο αριθµό έχουν πλευρές 

µήκει σύµµετρες. Ενώ τα τετράγωνα µήκει ασυµµέτρων ευθειών δεν έχουνε λόγο 

µεταξύ τους όπως έχει τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο αριθµό και τα τετράγωνα 

που δεν έχουνε λόγο µεταξύ τους όπως έχει τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο 

αριθµό ούτε τις πλευρές έχουνε  µήκει σύµµετρες.  

 

∆ηλαδή: 

Τα ευθύγραµµα τµήµατα Α, Β είναι σύµµετρα αν και µόνο αν υπάρχουν 22 ,βa      

τετράγωνοι αριθµοί ώστε  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a  και 

τα ευθύγραµµα τµήµατα Α, Β είναι ασύµµετρα αν και µόνο αν δεν υπάρχουν 22 ,βa      

τετράγωνοι αριθµοί ώστε  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a  ». 

 

 

 

 Η απόδειξη της πρότασης που υπάρχει στα Στοιχεία δεν χρησιµοποιεί 

προηγούµενες προτάσεις του Βιβλίου Χ αλλά µόνο τις προτάσεις VI20 και VII11 . Ο 

Taisbak επικαλείται τον Heath σύµφωνα µε τον οποίο αυτή η απόδειξη παρουσιάζει 

κάποια ελαττώµατα, επισηµαίνει ότι δεν µπορούµε να έχουµε σίγουρη άποψη για το 

πως έγινε η απόδειξη από τον ίδιο τον Θεαίτητο και παρουσιάζει µια δική του 

απλούστερη απόδειξη. Η απόδειξη αυτή  χρησιµοποιεί την πρόταση V9, στην ουσία 

την V8, και τον ορισµό της ισότητας λόγου µεγεθών µε λόγο αριθµών που εισάγει ο 

Taisbak και είναι ο εξής: « ∆ύο µεγέθη Α και Β έχουν λόγο αριθµό προς αριθµό, 

έστω α προς β, αν τα Α και Β έχουν κοινό µέτρο Μ το οποίο µετρά το Α α φορές και 

το Β β φορές ». (∆ηλαδή αν Α=αΜ και Β=βΜ ). [Taisbak, σελ.71] 

 

 Ο ορισµός αυτός, όπως αναφέρθηκε πιο αναλυτικά προηγούµενα προέκυψε 

µετά από την παρατήρηση του Taisbak ότι δεν υπάρχει στα Στοιχεία διατυπωµένος 

ορισµός για την ισότητα λόγου µεγεθών µε λόγο αριθµών και την διατύπωσή του από 

τον ίδιο σε πλήρη αντιστοιχία µε τον ορισµό της αναλογίας αριθµών. Όπως έχουµε 



ήδη περιγράψει αναλυτικά, για να είναι αυτός ο ορισµός απόλυτα συµβατός µε τον 

ορισµό της αναλογίας αριθµών πρέπει να αναζητείται όχι απλώς ένα κοινό µέτρο των 

δύο µεγεθών αλλά το µέγιστο κοινό τους µέτρο. 

 

 Ακολουθεί η απόδειξη του Taisbak για την Χ9 αλλά πρέπει να σηµειώσουµε 

ότι αυτή δεν θα µπορούσε να είναι η πρώτη απόδειξη µιας και οι προτάσεις που 

χρησιµοποιεί ανήκουν στο Βιβλίο V- Θεωρία Λόγων του Ευδόξου που είναι 

µεταγενέστερο ιστορικά του Βιβλίου Χ.  

 

 

 Η πρόταση Χ9 λέει ότι: « Τα ευθύγραµµα τµήµατα Α, Β είναι σύµµετρα αν 

και µόνο αν υπάρχουν 22 ,βa      τετράγωνοι αριθµοί ώστε  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a  ». 

 

Απόδειξη του Taisbak: 

 

)(⇒  Έστω Α, Β σύµµετρα ευθύγραµµα τµήµατα τότε υπάρχει τµήµα Ε 

(προσθέτουµε την υπόθεση αυτό να είναι µέγιστο)  τέτοιο ώστε  

α⋅Ε=Α  και β⋅Ε=Β  όπου α, β ακέραιοι. 

Οπότε το 2Α  περιέχει 2α  το πλήθος τετράγωνα ίσα µε 2Ε  και το 2Β  περιέχει 
2β  το πλήθος τετράγωνα ίσα µε 2Ε . 

Άρα από τον παραπάνω ορισµό έχουµε: 2

2

2

2

Β
Α

=
β
a  

 

)(⇐ Έστω ότι 2

2

2

2

Β
Α

=
β
a  και 22 ,βa  τεράγωνοι ακέραιοι αριθµοί. 

 Θα δείξουµε ότι  Α, Β σύµµετρα. 

 Έστω ότι το Α χωρίζεται σε α το πλήθος  ευθύγραµµα τµήµατα ίσα µε Ε, τότε 

 το 2Α  περιέχει 2α  το πλήθος τετράγωνα ίσα µε 2Ε . 

 Έστω Γ το ευθύγραµµο τµήµα για το οποίο ισχύει β⋅Ε=Γ  τότε  
β
α

=
Γ
Α  και  

το 2Γ  περιέχει 2β  το πλήθος τετράγωνα ίσα µε 2Ε . 



Οπότε από τον παραπάνω ορισµό έχουµε ότι  2

2

2

2

Γ
Α

=
β
a . 

Όµως από την υπόθεση έχουµε ότι  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a .  

Άρα από την πρόταση V9 παίρνουµε  
Β
Α

=⇒Γ=Β⇒Γ=Β
β
α22 . 

Άρα Α, Β σύµµετρα. 

 

 

 Τέλος παραθέτουµε και την απόδειξη της πρότασης Χ9 όπως αυτή είναι 

καταγεγραµµένη στα Στοιχεία του Ευκλείδη: 

 

Απόδειξη στα Στοιχεία: 

 

)(⇒ Έστω Α, Β σύµµετρα µεγέθη.  

Θα δείξουµε ότι υπάρχουν 22 ,βa   τετράγωνοι αριθµοί ώστε  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a . 

Αφού Α, Β σύµµετρα µεγέθη από την Χ5 έχουµε ότι υπάρχουν αριθµοί α,β ώστε 

β
α

=
B
A . 

Λόγω της VI20 ( που λέει ότι ο λόγος οµοίων σχηµάτων ισούται µε το λόγο των 

τετραγώνων των οµολόγων πλευρών ) παίρνουµε ότι    2

22

B
A

B
A

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛    και            

λόγω της VΙΙ11 ( που λέει ότι για οποιουσδήποτε αριθµούς κ,λ ισχύει η σχέση 

2

22

λ
κ

λ
κ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  )  παίρνουµε ότι  2

22

ββ
aa

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  . 

Από τις πιο πάνω σχέσεις προκύπτει ότι:  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a   που είναι και το ζητούµενο. 

 

)(⇐  Έστω ότι 2

2

2

2

Β
Α

=
β
a  και 22 ,βa  τεράγωνοι αριθµοί. 

Θα δείξουµε ότι  Α, Β σύµµετρα. 

 



Λόγω της VI20 παίρνουµε   2

22

B
A

B
A

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛    και  λόγω της VΙΙ11 παίρνουµε  

2

22

ββ
aa

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛   

από τις οποίες προκύπτει ότι: 
β
α

=
B
A = αριθµός αριθµό και από την πρόταση Χ5 

έχουµε ότι  Α, Β σύµµετρα που είναι και το ζητούµενο. 

 

 

Αντίστοιχα για τα ασύµµετρα µεγέθη έχουµε: 

 

)(⇒ Έστω Α, Β ασύµµετρα µεγέθη.  

Θα δείξουµε ότι δεν υπάρχουν 22 ,βa   τετράγωνοι αριθµοί ώστε  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a . 

Έστω ότι υπάρχουν 22 ,βa   τετράγωνοι αριθµοί ώστε  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a  τότε από το πρώτο 

µέρος της πρότασης έχουµε ότι Α, Β σύµµετρα µεγέθη, άτοπο. 

Άρα δεν υπάρχουν 22 ,βa   τετράγωνοι αριθµοί ώστε  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a . 

)(⇐  Έστω ότι δεν υπάρχουν 22 ,βa  τεράγωνοι αριθµοί ώστε  2

2

2

2

Β
Α

=
β
a , 

τότε από το πρώτο µέρος της πρότασης έχουµε άµεσα ότι Α, Β ασύµµετρα µεγέθη. 

 

 

 

 Η πρόταση αυτή θα µπορούσε να διατυπωθεί µε σύγχρονο µαθηµατικό 

συµβολισµό ως εξής:  « Αν α,ρ είναι ευθύγραµµα τµήµατα και ισχύει 22 ρα ⋅Ν=  , Ν 

όχι τετράγωνος αριθµός, τότε τα α,ρ είναι ασύµµετρα, δηλ. είναι δυνάµει µόνο 

σύµµετρα ». 

 

Η αλήθεια είναι ότι τα δυνάµει µόνο σύµµετρα µεγέθη έχουν µεν άπειρη 

ανθυφαίρεση όµως αυτή έχει την εξαιρετική ιδιότητα να είναι παλινδροµικά 

περιοδική πράγµα που διέπει άλλωτε ξεκάθαρα και άλλωτε όχι την Πλατωνική 



φιλοσοφία. Η πρόταση Χ9 χρησιµοποιείται στην απόδειξη της παλινδροµικά 

περιοδικής ανθυφαίρεσης των δυνάµει µόνο σύµµετρων γραµµών µαζί µε άλλες 

προτάσεις του βιβλίου Χ. Συγκεκριµένα, η Χ9 είναι αυτή που εξασφαλίζει την 

απαραίτητη προυπόθεση ότι τα δύο ανθυφαιρούµενα µεγέθη έχουν άπειρη 

ανθυφαίρεση. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι ο λόγος των τετραγώνων τους δεν 

είναι τετράγωνος αριθµός, άρα είναι ασύµµετρα και έχουν άπειρη ανθυφαίρεση 

πράγµα που αποτελεί το πρώτο βήµα στην απόδειξη της παλινδροµικά περιοδικής 

ανθυφαίρεσής τους. 

 

Όπως προκύπτει από Ανώνυµα σχόλια στα Στοιχεία η πρόταση αυτή είναι του 

Θεαίτητου και είναι η πιο ολοκληρωµένη µορφή µιας πρότασης που αναφέρει ο 

Πλάτωνας στο διάλογο Θεαίτητος. Προκύπτει εύλογα το ερώτηµα για το ποιός είναι ο 

ρόλος και η σηµασία αυτής της πρότασης στην πλατωνική διαλεκτική. 

 

 

Ανώνυµα Σχόλια στα Στοιχεία Χ62 

 

TÕ qeèrhma toàto Qeait»teiÒn ™stin eÛrhma, kaˆ  

mšmnhtai aÙtoà Ð Pl£twn ™n Qeait»tJ, ¢ll' ™ke‹ m�n  

merikèteron œgkeitai, ™ntaàqa d� kaqÒlou· ™ke‹ g¦r t¦  

tetr£gwna t¦ ØpÕ tetragènwn ¢riqmîn metroÚmena  

summštrouj œcein kaˆ t¦j pleur£j fhsin. merik¾ d� aÛth   

¹ prÒtasij· oÙ g¦r p£nta t¦ sÚmmetra cwr…a, ïn kaˆ aƒ  

pleura… e„si sÚmmetroi, perilamb£nei. tetragènwn g¦r  

cwr…wn summštrwn toà ih kaˆ toà h aƒ pleura…, e„ kaˆ m¾  

kat¦ tÕ mštron tîn ¢riqmîn eØr…skontai, ¢ll' oân ¥llwj  

e„sˆ sÚmmetroi· Ómwj ØpÕ tetragènwn ¢riqmîn t¦ cwr…a  

oÙ memštrhtai, e„ kaˆ metre‹sqai dÚnatai. e„kÒtwj oân  

™ntaàqa oÙ toàton tÕn trÒpon ær…sato, ¢ll¦ t¦ lÒgon  

fhsˆn œconta, Ön ¢riqmÕj tetr£gwnoj prÕj tetr£gwnon  

¢riqmÒn. kaˆ ™ntaàqa d� oÙ m£thn ¹ toà tetragènou  

¢riqmoà gegšnhtai mn»mh· e„ g¦r Ãn mÒnon Ön ¢riqmÕj prÕj  

¢riqmÕn Ðris£menoj, ™pleÒnazen Ð Óroj. t¦ g¦r diplas…ona  



lÒgon œconta tetr£gwna prÕj ¥llhla summštrouj œdei  

t¦j pleur¦j œcein. oÙk œcousi dš· kaˆ g¦r ¹ toà me…zonoj  

tÁj toà par£llhj diagèniÒj ™stin. e„ to…nun di¦ m�n toà  

f£nai Ön ¢riqmÕj prÕj ¢riqmÕn ™pleÒnazen Ð Óroj peri- 

lamb£nwn kaˆ t¦ m¾ summštrouj œconta t¦j pleur£j, di¦  

d� toà e„pe‹n ØpÕ tetragènwn ¢riqmîn metroÚmena ™lli- 

pîj e�cen m¾ perišcwn t¦ summštrouj œconta t¦j pleu- 

r¦j ØpÕ tetragènwn m�n m¾ metrhqšnta ¢riqmîn, lÒ- 

gon d� tîn ¢riqmîn ™cÒntwn, Ön tetr£gwnoj prÕj tetr£- 

gwnon ¢riqmÒn, e„kÒtwj prÒskeitai tÕ Ön tetr£gwnoj  

prÕj tetr£gwnon· peril»yetai g¦r p£nta t¦ cwr…a, ¤, e„  

kaˆ m¾ ØpÕ tetragènwn metre‹tai, ¢ll' oân sÚmmetra Ônta  

summštrouj œcei kaˆ t¦j pleur£j. toà d' oân ih kaˆ toà  

h summštrwn Ôntwn di¦ tÕ kaˆ ™k pleurîn summštrwn  

¢nagegr£fqai eØr»seij t¦j pleur£j, diÒti lÒgon œcousin,   

Ön ¢riqmÕj tetr£gwnoj prÕj tetr£gwnon ¢riqmÒn. æj g¦r  

Ð q prÕj tÕn d, oÛtwj Ð ih prÕj tÕn h. labën d� t¦j pleu- 

r¦j toà q kaˆ d „s£kij tšmnw tîn ™kkeimšnwn tetragènwn  

t¦j pleur¦j kaˆ œcw t¾n summetr…an· æj g¦r t¦ tetr£- 

gwna prÕj t¦ tetr£gwna, oÛtwj aƒ pleuraˆ prÕj t¦j pleu- 

r£j.  

 

  

 Τα δύο επόµενα Ανώνυµα σχόλια για την πρότση Χ9 περιγράφουν την 

αναγκαιότητα των υποθέσεων ώστε να καταλήξουµε στην πρόταση αυτή από την 

οποία σε συνδυασµό µε τις προτάσεις Χ5 και Χ6 προκύπτει ότι: για δύο ευθύγραµµα 

τµήµατα µπορεί να συµβαίνει ακριβώς ένα από τα παρακάτω ή είναι µήκει σύµµετρα ή 

είναι δυνάµει µόνο σύµµετρα ή είναι ασύµµετρα και µήκει και δυνάµει. 

 

 

Ανώνυµα Σχόλια στα Στοιχεία Χ63 

 

T¦ ¢pÕ tîn m»kei summštrwn eÙqeiîn tetr£gwna  



prÕj ¥llhla lÒgon œcei, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj  

tetr£gwnon· oÙ m£thn ¹ toà tetragènou ¢riqmoà gegš- 

nhtai mn»mh. e„ g¦r e‡rhke mÒnwj Ön ¢riqmÕj prÕj ¢riq- 

mÒn, ™pleÒnazen ¨n Ð Óroj· t¦ g¦r diplas…ona lÒgon œconta  

tetr£gwna prÕj ¥llhla summštrouj œdei t¦j pleur¦j  

œcein· oÙk œcousi dš, æj œcei ™pˆ tÁj diamštrou kaˆ tÁj  

pleur©j.  

 
Ανώνυµα Σχόλια στα Στοιχεία Χ64 

 
'Istšon, Óti t¦ ¢pÕ tîn m»kei summštrwn eÙqeiîn  

tetr£gwna lÒgon œcei, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£- 

gwnon ¢riqmÒn, oÙ m¾n kaˆ ¢ntistršfei, †na, ™¦n t¦ tetr£- 

gwna lÒgon œcV, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon  

¢riqmÒn, kaˆ t¦j dunamšnaj eÙqe…aj t¦ tetr£gwna m»kei  

summštrouj e�nai. Ð g¦r ih prÕj tÕn h lÒgon œcei tetragw- 

nikÕn diplasiepitštarton, Ön Ð q tetr£gwnoj prÕj tÕn d  

tetr£gwnon, kaˆ Ómwj ¹ pleur¦ toà h oÙk œsti sÚm- 

metroj m»kei tÍ toà ih pleur´· œsti d� toà m�n ¹ pleur¦  

b mq mb, toà d� ih d id lg.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ10-16 

 

ΣΤΟΙΧΕΙΩ∆ΕΙΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ ΚΑΙ 

ΑΣΥΜΜΕΤΡΙΑΣ 

 

 
 Η πρόταση που ακολουθεί είναι κατασκευαστική και εξασφαλίζει την ύπαρξη 

ασύµµετρων ευθειών προς την προτεθείσα. ∆ίνεται έτσι η απάντηση στο ερώτηµα 

που προέκυψε από τον όρο γ΄ για το πως ο Θεαίτητος ισχυρίζεται ότι υπάρχουν, και 

µάλιστα άπειρες, δυνάµει ασύµµετρες ευθείες προς την προτεθείσα. 

 

 Είναι επίσης αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι τόσο σ’ αυτή την πρόταση όσο και 

στις υπόλοιπες κατασκευαστικές προτάσεις του βιβλίου δεν γίνεται µια κατασκευή 

συγκεκριµένης γραµµής-παραδείγµατος που απλά εξασφαλίζει το µη κενό της κλάσης 

τους αλλά µε έναν γενικό τρόπο κατασκευάζονται «όλες» οι ζητούµενες ευθείες ή 

καλύτερα δίνεται ο γενικός τρόπος κατασκευής τους. 

 

Σηµαντικό ρόλο στην απόδειξη που κάνει ο Ευκλείδης παίζει η πρόταση Χ9, 

είναι η µόνη που χρησιµοποιείται εδώ από τις προηγούµενες προτάσεις του Βιβλίου 

Χ.   

 

 

Πρόταση Χ10 

 

TÍ proteqe…sV eÙqe…v proseure‹n dÚo eÙqe…aj ¢sum- 

mštrouj, t¾n m�n m»kei mÒnon, t¾n d� kaˆ dun£mei.  

 

Να βρεθούν δύο ευθείες ασύµµετρες µε την προτεθείσα, η µία µήκει µόνο ασύµµετρη 

η άλλη µήκει και δυνάµει ασύµµετρη. 

 

∆ηλαδή: 



Αν ρ είναι η προτεθείσα ευθεία, να βρεθούν ευθείες α  και β ώστε ρ, β ασύµµετρες 

και ρ, α µήκει µόνο ασύµµετρες. (ο όρος µήκει µόνο ασύµµετρες ταυτίζεται όπως 

είναι προφανές µε τον όρο δυνάµει µόνο σύµµετρες) 

 

Απόδειξη: 

Έστω ρ η προτεθείσα ευθεία.  

Θεωρούµε κ, λ αριθµούς τέτοιους ώστε  κ λ όχι τετράγωνος αριθµός προς 

τετράγωνο αριθµό. 

Λόγω του πορίσµατος της Χ6 [που λέει ότι αν έχω αριθµούς κ, λ και ευθεία α µπορώ 

να βρώ ευθεία β ώστε 
λ
κ

β
α

=  και µε χρήση µέσης αναλόγου να περάσω σε 

αντίστοιχη αναλογία για το τετράγωνο της α] µπορούµε να πάρουµε την ευθεία  α  

και το τετράγωνό της, οπότε να έχουµε : 2

2

α
ρ

λ
κ
=   απ’ όπου προκύπτει ότι 

22 ,ρα σύµµετρα. 

Όµως αφού τα κ, λ δεν έχουν λόγο όπως τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο αριθµό, 

λόγω της πρότασης Χ9 παίρνουµε ότι ρα ,  ασύµµετρα. 

Άρα βρήκαµε την α που είναι δυνάµει µόνο σύµµετρη µε τη ρ. 

 

Θεωρούµε τη µέση ανάλογο των α και ρ, έστω β. 

 Τότε από τον όρο V9 είναι: 2

2

β
ρ

α
ρ
=  και επειδή α, ρ ασύµµετρα θα είναι και 

22 ,ρβ ασύµµετρα. Άρα ρ, β µήκει και δυνάµει ασύµµετρα. 

Έτσι βρήκαµε τη β που είναι µήκει και δυνάµει ασύµµετρη µε τη ρ. 

 

 

 

 Οι προτάσεις που ακολουθούν Χ11-16 περιλαµβάνουν τις ιδιότητες των 

συµµέτρων και των ασυµµέτρων µεγεθών και τις αποδείξεις τους. 

 

 

Πρόταση Χ11 

 



'E¦n tšssara megšqh ¢n£logon Ï, tÕ d� prîton tù  

deutšrJ sÚmmetron Ï, kaˆ tÕ tr…ton tù tet£rtJ sÚmmetron  

œstai· k¨n tÕ prîton tù deutšrJ ¢sÚmmetron Ï, kaˆ tÕ  

tr…ton tù tet£rtJ ¢sÚmmetron œstai.  

 

Αν τέσσερα µεγέθη είναι σε αναλογία και το πρώτο είναι σύµµετρο µε το δεύτερο, 

τότε και το τρίτο θα είναι σύµµετρο µε το τέταρτο, ενώ αν το πρώτο είναι ασύµµετρο 

µε το δεύτερο, τότε και το τρίτο θα είναι ασύµµετρο µε το τέταρτο. 

 

∆ηλαδή: 

Έστω Α, Β, Γ, ∆ µεγέθη για τα οποία ισχύει: 
∆
Γ

=
B
A  τότε ισχύουν τα εξής: 

Αν Α, Β σύµµετρα τότε και Γ, ∆ σύµµετρα. 

Αν Α, Β ασύµµετρα τότε και Γ, ∆ ασύµµετρα. 

 

 

 

 Η πρόταση Χ12 είναι η µεταβατική ιδιότητα της αναλογίας µετά την απόδειξη 

της οποίας συνάγουµε προφανώς ότι η συµµετρία µεγεθών είναι σχέση ισοδυναµίας.  

 

 

Πρόταση Χ12 

 

T¦ tù aÙtù megšqei sÚmmetra kaˆ ¢ll»loij ™stˆ sÚmmetra. 

  

Τα µεγέθη που είναι σύµµετρα προς το ίδιο µέγεθος είναι και µεταξύ τους σύµµετρα. 
 
∆ηλαδή: 

Έστω Α, Β, Γ,  µεγέθη. Αν Α, Β σύµµετρα  και  Α, Γ, σύµµετρα τότε Β, Γ,  σύµµετρα 

µεγέθη. 

Πρόταση Χ13 

 

'E¦n Ï dÚo megšqh sÚmmetra, tÕ d� ›teron aÙtîn  

megšqei tinˆ ¢sÚmmetron Ï, kaˆ tÕ loipÕn tù aÙtù ¢sÚm- 



metron œstai.  

 

Αν δύο µεγέθη είναι µεταξύ τους σύµµετρα και ένα από αυτά είναι ασύµµετρο µε 

κάποιο άλλο µέγεθος τότε και το δεύτερο από τα σύµµετρα  θα είναι ασύµµετρο µε 

αυτό. 

 

∆ηλαδή: 

Έστω Α, Β, Γ,  µεγέθη. Αν Α, Β σύµµετρα  και  Α, Γ, ασύµµετρα τότε Β, Γ,  

ασύµµετρα µεγέθη. 

 

 

Πρόταση Χ14 

 

'E¦n tšssarej eÙqe‹ai ¢n£logon ðsin, dÚnhtai d� ¹  

prèth tÁj deutšraj me‹zon tù ¢pÕ summštrou ˜autÍ  

[m»kei], kaˆ ¹ tr…th tÁj tet£rthj me‹zon dun»setai tù  

¢pÕ summštrou ˜autÍ [m»kei]. kaˆ ™¦n ¹ prèth tÁj   

deutšraj me‹zon dÚnhtai tù ¢pÕ ¢summštrou ˜autÍ  

[m»kei], kaˆ ¹ tr…th tÁj tet£rthj me‹zon dun»setai tù  

¢pÕ ¢summštrou ˜autÍ [m»kei].  

 

Αν τέσσερεις ευθείες είναι σε αναλογία και το τετράγωνο της πρώτης είναι 

µεγαλύτερο από το τετράγωνο της δεύτερης κατά το τετράγωνο ευθείας µήκει 

συµµέτρης µε την πρώτη τότε και το τετράγωνο της τρίτης είναι µεγαλύτερο από το 

τετράγωνο της τέταρτης  κατά το τετράγωνο ευθείας µήκει συµµέτρης µε την τρίτη. 

Αν το τετράγωνο της πρώτης είναι µεγαλύτερο από το τετράγωνο της δεύτερης κατά 

το τετράγωνο ευθείας µήκει ασυµµέτρης µε την πρώτη τότε και το τετράγωνο της 

τρίτης είναι µεγαλύτερο από το τετράγωνο της τέταρτης  κατά το τετράγωνο ευθείας 

µήκει ασυµµέτρης µε την τρίτη.  

∆ηλαδή: 

Έστω α, β, γ, δ ευθείες (ευθύγραµµα τµήµατα) για τα οποία ισχύει: 
δ
γ

β
α
=  τότε : 

• Αν 22 βα >  και 222 κβα +=  όπου  α ,κ  σύµµετρα τότε είναι 22 δγ >  και 



υπάρχει  ευθεία  λ  τέτοια ώστε 222 λδγ +=  όπου  γ, λ  σύµµετρα. 

• Αν 22 βα >  και 222 τβα +=  όπου  α ,τ  ασύµµετρα τότε είναι 22 δγ >  και 

υπάρχει  ευθεία  σ  τέτοια ώστε 222 σδγ +=  όπου  γ, σ  ασύµµετρα. 

 

 

 

Πρόταση Χ15 

 

'E¦n dÚo megšqh sÚmmetra sunteqÍ, kaˆ tÕ Ólon  

˜katšrJ aÙtîn sÚmmetron œstai· k¨n tÕ Ólon ˜nˆ aÙtîn  

sÚmmetron Ï, kaˆ t¦ ™x ¢rcÁj megšqh sÚmmetra œstai.  

 

Αν προστεθούν δύο σύµµετρα µεγέθη τότε και το άθροισµά τους θα είναι σύµµετρο 

µε καθένα απ’ αυτά. Αντίστροφα, αν το άθροισµα δύο µεγεθών είναι σύµµετρο µε 

ένα από αυτά τότε τα δύο µεγέθη θα είναι σύµµετρα. 

 

∆ηλαδή: 

Έστω Α, Β, µεγέθη.  

Αν Α, Β σύµµετρα  τότε είναι επίσης  Α,  Α+Β  σύµµετρα και Β,  Α+Β  σύµµετρα. 

Αντίστροφα, αν Α,  Α+Β  σύµµετρα ή Β,  Α+Β  σύµµετρα τότε και  Α, Β σύµµετρα. 

 

  

Πρόταση Χ16 

 

'E¦n dÚo megšqh ¢sÚmmetra sunteqÍ, kaˆ tÕ Ólon  

˜katšrJ aÙtîn ¢sÚmmetron œstai· k¨n tÕ Ólon ˜nˆ aÙtîn  

¢sÚmmetron Ï, kaˆ t¦ ™x ¢rcÁj megšqh ¢sÚmmetra œstai.  

 

Αν προστεθούν δύο ασύµµετρα µεγέθη τότε και το άθροισµά τους θα είναι 

ασύµµετρο µε καθένα απ’ αυτά. Αντίστροφα, αν το άθροισµα δύο µεγεθών είναι 

ασύµµετρο µε ένα από αυτά τότε τα δύο µεγέθη θα είναι ασύµµετρα. 

 

∆ηλαδή: 



Έστω Α, Β, µεγέθη.  

Αν Α, Β ασύµµετρα  τότε είναι επίσης  Α,  Α+Β  ασύµµετρα και Β,  Α+Β  ασύµµετρα. 

Αντίστροφα, αν Α,  Α+Β  ασύµµετρα ή Β,  Α+Β  ασύµµετρα τότε και  Α, Β 

ασύµµετρα. 

 

 

Οι δύο τελευταίες προτάσεις Χ15-16 αφορούν στην πρόσθεση συµµέτρων και 

ασυµµέτρων µεγεθών. Προκύπτει λοιπόν εύλογα το ερώτηµα: Τι συµβαίνει µε το 

άθροισµα δυνάµει µόνο συµµέτρων ευθειών; Η απάντηση υπάρχει στη συνέχεια του 

βιβλίου, στη θεωρία των αλόγων γραµµών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4/5.  ΡΗΤΕΣ ΚΑΙ ΑΛΟΓΕΣ ΓΡΑΜΜΕΣ 

 
 

 Οι προτάσεις 17 εως 115 του βιβλίου Χ αφορούν τις ρητές και κυρίως τις 

άλογες γραµµές όπως αυτές παρουσιάστηκαν στους ορισµούς 3 και 4. Η παρουσίαση 

τους, όπως επισηµαίνεται από όλους τους µελετητές του βιβλίου Χ , είναι πολύ 

εκτενής, ενίοτε πολύπλοκη και κυρίως µε πολλές επαναλήψεις. 

 

 Για το λόγο αυτό γίνεται εδώ µια παρουσίασή τους βασισµένη στη µελέτη 

του ∆ανού C.M.Taisbak µε τίτλο Coloured Quandrangles-A Guid to the Tenth Book 

of Euclid’s Elements η οποία είναι κατά κοινή οµολογία η πιο ολοκληρωµένη αλλά 

ταυτόχρονα και πιο συµπυκνωµένη παρουσίασή τους χωρίς νεωτερισµούς και 

σύγχρονα µαθηµατικά. Πρόκειται για γεωµετρική παρουσίαση, όπως γίνεται και από 

τον ίδιο τον Ευκλείδη και χωρίς εισαγωγή σύγχρονης άλγεβρας όπως έκανε ο Stevin 

παλαιότερα και ο Fowler µεταγενέστερα.  

 

Ξεκινώντας πρέπει να εξηγήσει κανείς την ορολογία που χρησιµοποιεί ο 

Taisbak και έτσι να δώσει και µια εξήγηση για τον περίεργο τίτλο του βιβλίου του 

Coloured Quandrangles. Για να αποφευχθούν παρανοήσεις µε τη σηµασία των όρων 

ρητός, µέσος και άλογος που θα ωφείλονταν στη σηµερινή ορολογία και χρήση, ο 

Taisbak  χρησιµοποιεί τα επίθετα red (κόκκινο), amber (πορτοκαλί, ο µεσαίος από 

τους φωτεινούς σηµατοδότες στους δρόµους) και obscure (σκοτεινό) για τους 

αντίστοιχους αρχαίους ελληνικούς όρους. ∆εν πρόκειται για µετάφραση των όρων 

αλλά για λέξεις που θα χρησιµοποιούµε προκειµένου να ανάγεται η σκέψη µας στους 

ορισµούς του βιβλίου Χ και όχι σ’αυτό που εµείς σήµερα ονοµάζουµε ρητό, µέσο, 

άρρητο κ.τ.λ. 

 

Στην παρούσα µελέτη δεν θα ακολουθήσουµε την ορολογία του Taisbak µέσω 

των χρωµάτων, θέλωντας όµως κι εµείς να αποφύγουµε τις παρανοήσεις θα 

χρησιµοποιούµε αντίστοιχα τους όρους, Ε-ρητό, Ε-µέσο και Ε-άλογο για τους όρους 

ρητό, µέσο και άλογο όπως εµφανίζονται σ’αυτό το βιβλίο του Ευκλείδη. ( το Ε- 

σηµαίνει «κατά Ευκλείδη» ). Πάντως το σηµαντικό πρόβληµα σύγχυσης αφορά 

κυρίως τον όρο «ρητό» όπως τον χρησιµοποιούµε σήµερα και τον όρο «ρητό» όπως 



τον χρησιµοποιεί ο Ευκλείδης, αυτό θα γίνει φανερό και κατανοητό στην πορεία της 

µελέτης. 

 

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι amber-µέσες ευθείες είναι επίσης άλογες αλλά ο 

Taisbak, χωρίς να δίνει κάποιο ειδικό λόγο, τις εξετάζει ανεξάρτητα από τις obscure. 

Μια πιθανή εξήγηση θα µπορούσε να είναι το γεγονός ότι µια amber-µέση ευθεία 

προκύπτει ως ο γεωµετρικός µέσος δύο ευθειών και η µελέτη και προσέγγισή της 

γίνεται µέσω µιας θεωρίας µε την οποία είµαστε αρκετά εξοικιωµένοι. Πάντως και µε 

τον όρο obscure δεν αναφέρονται όλες οι υπόλοιπες άλογες γραµµές αλλά µόνο αυτές 

που προκύπτουν ως άθροισµα (διώνυµες) ή διαφορά (αποτοµές) ρητών ευθειών 

δυνάµει µόνο συµµέτρων µε  την προτεθείσα.  

 

Άρα θα αναφερθούµε σε ρητές γραµµές και σε άλογες. Στην κατηγορία των 

αλόγων γραµµών θα εξετάσουµε µόνο τις µέσες γραµµές καθώς και εκείνες τις 

άλογες που προκύπτουν ως άθροισµα ή διαφορά ευθειών. Έτσι θα οδηγηθούµε και 

στην κατηγοριοποίηση και ταξινόµηση αυτών των γραµµών ανάλογα µε τις ιδιότητες 

αλλά και την προέλευσή τους.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ19-20:  
 

Ε-ρητές Ευθείες 
  
 

Ορισµός Τ201 

 

 Υπάρχει ένα ευθύγραµµο τµήµα r το οποίο καθορίζεται εκ των προτέρων 

(προτεθείσα ευθεία). Το ευθύγραµµο τµήµα  r  είναι   Ε-ρητό   και το τετράγωνό του 

□ r  είναι επίσης  Ε-ρητό.  [πρβλ. Στοιχεία όρος γ΄και δ΄] 

 

 

Ορισµός Τ202 

 

Ένα τετράπλευρο είναι  Ε-ρητό  αν και µόνο αν είναι σύµµετρο µε το □ r . [πρβλ. 

Στοιχεία όρος δ΄] 

Σηµειώνουµε εδώ ότι ο όρος δ΄ των Στοιχείων είναι γενικότερος και δεν αφορά µόνο 

ρητά τετράπλευρα  αλλά ρητά ευθύγραµµα σχήµατα. 

  

 

Ορισµός Τ203 

 

Ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι Ε-ρητό  αν και µόνο αν είναι πλευρά ενός Ε-ρητό  

τετραγώνου. [πρβλ. Στοιχεία όρος δ΄] 

 

 

Πρέπει εδώ να επισηµανθεί ότι η προτεθείσα ευθεία δεν είναι µονάδα 

µέτρησης µε την σηµερινή έννοια του όρου. Θα µπορούσε κανείς να την 

χαρακτηρίσει «ποιοτική µονάδα µέτρησης» αφού στο Βιβλίο Χ δεν γίνονται ακριβώς 

µετρήσεις αλλά κατά κάποιο τρόπο γίνονται συγκρίσεις µ’ αυτή την ποιοτική µονάδα 

µέτρησης. Άλλωστε η προτεθείσα ευθεία µπορεί κάλλιστα να αντικατασταθεί µε 



οποιαδήποτε άλλη ευθεία σύµµετρη µε αυτή. Άρα τόσο η r όσο και το □ r είναι µέσα 

σύγκρισης. 

 

 Επίσης, σύµφωνα µε τους παραπάνω ορισµούς µια ευθεία λέγεται Ε-ρητή  

όταν είναι πλευρά ενός  Ε-ρητού τετραπλεύρου και ως επί το πλείστον η ίδια δεν είναι 

ρητή µε τη σηµερινή έννοια. Παραδείγµατος χάριν, η πλευρά 5  του τετραγώνου µε 

εµβαδόν 5 είναι  Ε-ρητό. Όµοια και οι πλευρές 3  και 27  του Ε-ρητού  

ορθογωνίου µε εµβαδόν 81 είναι Ε-ρητό ενώ δεν είναι ρητές µε τη σηµερινή έννοια. 

Το ορθογώνιο µε εµβαδόν 81 είναι πράγµατι Ε-ρητό  γιατί είναι σύµµετρο µε το Ε-

ρητό  τετράγωνο πλευράς 9. 

 

 Ακολουθούν τα θεωρήµατα που αφορούν τα  Ε-ρητά  τετράπλευρα και τις Ε-

ρητές  ευθείες. Το Θεώρηµα Τ204 δεν αντιστοιχεί σε κάποια συγκεκριµένη πρόταση 

του Βιβλίου Χ αλλά συγκεντρώνει κάποιες προφανείς και άµεσες συνέπειες των 

ορισµών Τ202 και Τ203 οι οποίες δεν διατυπώνονται ξεκάθαρα στα Στοιχεία, 

χρησιµοποιούνται όµως σιωπηρώς. [Taisbak, σελ29] 

 

 

 

Θεώρηµα Τ204 

 

1) Ε-ρητά  τετράπλευρα είναι σύµµετρα. 

2) Τετράπλευρο σύµµετρο µε Ε-ρητό  τετράπλευρο είναι Ε-ρητό. Τετράπλευρο 

ασύµµετρο µε  Ε-ρητό  τετράπλευρο δεν είναι Ε-ρητό. 

3) Άθροισµα  Ε-ρητών  τετραπλεύρων είναι  Ε-ρητό. 

4) Ε-ρητά ευθύγραµµα τµήµατα είναι σύµµετρα αν και µόνο αν τα τετράγωνα 

τους έχουν λόγο όπως τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο αριθµό. 

5) Τα ασύµµετρα µε την προτεθείσα Ε-ρητά ευθύγραµµα τµήµατα είναι δυνάµει 

µόνο σύµµετρα µε αυτή. 

6) Ένα ευθύγραµµο τµήµα σύµµετρο µε Ε-ρητό ευθύγραµµο τµήµα είναι επίσης 

Ε-ρητό. 

 

Απόδειξη: 



1) και  2)  προκύπτουν από την Τ202 και τις Χ12 και Χ13. 

3)  προκύπτει από την Τ204.1 και την Χ15. 

4) και  5)  είναι συνέπειες των Τ203 και Χ9. 

6)   προκύπτει από τις Τ203, Τ202 και τις Χ9 και Χ12.. 

[Taisbak, σελ29] 

 

 

Από το θεώρηµα αυτό προκύπτει και η συνθήκη υπό την οποία δύο ευθείες είναι 

δυνάµει µόνο σύµµετρες. ∆υνάµει µόνο σύµµετρες είναι δύο Ε-ρητές ευθείες που 

µεταξύ τους είναι ασύµµετρες. Αντίθετα δύο Ε-ρητά τετράπλευρα είναι πάντα 

σύµµετρα. 

 

 

 Στις αποδείξεις των θεωρηµάτων που ακολουθούν ο Taisbak χρησιµοποιεί µία 

πρόταση την οποία θεωρεί απαραίτητο συνοδευτικό της πρότασης Χ11 των 

Στοιχείων. Την ονοµάζει Τ-VI1 και λέει ότι: « Ορθογώνια µε το ίδιο ύψος έχουν λόγο 

ίσο µε το λόγο των βάσεων τους ». ∆εν µας δίνει απόδειξη της πρότασης αυτής, µας 

παραπέµπει όµως στα Τοπικά του Αριστοτέλη158b 29f: 

 

œoike d� kaˆ ™n to‹j maq»- 

masin œnia di' Ðrismoà œlleiyin oÙ ·vd…wj gr£fesqai, oŒon  

Óti ¹ par¦ t¾n pleur¦n tšmnousa tÕ ™p…pedon Ðmo…wj  

diaire‹ t»n te gramm¾n kaˆ tÕ cwr…on. toà d� Ðrismoà ·h- 

qšntoj eÙqšwj fanerÕn tÕ legÒmenon· t¾n g¦r aÙt¾n ¢nt- 

ana…resin œcei t¦ cwr…a kaˆ aƒ gramma…· œsti d' ÐrismÕj  

toà aÙtoà lÒgou oátoj.  

[Taisbak, σελ 22,23] 

 

 

Θεώρηµα Τ205-Χ19 

Ένα ορθογώνιο µε  Ε-ρητές  πλευρές µήκει σύµµετρες είναι Ε-ρητό. 

. 

Πρόταση Χ19 



TÕ ØpÕ ·htîn m»kei summštrwn kat£ tina tîn pro- 

eirhmšnwn trÒpwn eÙqeiîn periecÒmenon Ñrqogènion  

·htÒn ™stin.  

 
Απόδειξη: 

Έστω ορθογώνιο µε πλευρές α, β  Ε-ρητές και µήκει σύµµετρες. 

Από την Τ-VI1 παίρνουµε ότι: 
β
α

βα
α

=
⋅

2

 και επειδή α, β σύµµετρα από την Χ11 

παίρνουµε ότι και  βα ⋅ , 2α  είναι σύµµετρα. 

Όµως από την Τ203 έχουµε ότι 2α  είναι Ε-ρητό οπότε από την Τ204.2 παίρνουµε ότι 

και  βα ⋅  είναι  Ε-ρητό. 

Άρα το ορθογώνιο µε πλευρές α, β είναι Ε-ρητό . [Taisbak, σελ29] 

 

 

 

 Μετά από αυτή την πρόταση ο Taisbak δηλώνει ότι από εδώ και στο εξής δεν 

θα αναφέρεται γενικώς σε τετράπλευρα αλλά σε ορθογώνια και επικαλείται την 

πρόταση Τ-Ι44  που λέει: « Σε δοθέν ευθύγραµµο τµήµα να γραφεί (παραβαλείν) 

ορθογώνιο ισοδύναµο µε δοθέν τετράπλευρο ». Έτσι το τυχαίο τετράπλευρο 

αντικαθίστατε από ισοδύναµό του ορθογώνιο. [Taisbak, σελ30 και 20] 

  

 

 

Θεώρηµα Τ206-Χ20 

Αν ένα Ε-ρητό τετράπλευρο γραφτεί σαν ορθογώνιο µε Ε-ρητό ύψος τότε και το 

µήκος του είναι επίσης Ε-ρητό και µήκει σύµµετρο µε το ύψος. 

 

Πρόταση Χ20 

'E¦n ·htÕn par¦ ·ht¾n parablhqÍ, pl£toj poie‹  

·ht¾n kaˆ sÚmmetron tÍ, par' ¿n par£keitai, m»kei.  

 

Απόδειξη: 

Έστω Ε-ρητό ορθογώνιο βα ⋅  µε πλευρές α, β όπου η πλευρά α είναι  Ε-ρητή.. 



Θεωρούµε το 2α  το οποίο είναι επίσης Ε-ρητό. 

Τότε βα ⋅ , 2α  είναι σύµµετρα.  

Επίσης από την Τ-VI1 έχουµε ότι: 
β
α

βα
α

=
⋅

2

. 

Άρα λόγω της Χ11 παίρνουµε ότι α, β σύµµετρα και επειδή η α είναι Ε-ρητή θα είναι 

και η β Ε-ρητή. 

 

 

 

Θεώρηµα Τ207 

Ένα ορθογώνιο µε πλευρές Ε-ρητά  ευθύγραµµα τµήµατα δυνάµει µόνο σύµµετρα  

δεν είναι Ε-ρητό . 

 

Απόδειξη: 

Όµοια µε την Τ205 µόνο που τώρα  η υπόθεση είναι ότι τα α, β είναι ασύµµετρα. 

 

 

 Μετά το παραπάνω θεώρηµα γεννάται το ερώτηµα ποιές είναι οι ιδιότητες και 

τα χαρακτηριστικά των τετραπλεύρων που έχουν Ε-ρητές πλευρές οι οποίες όµως 

είναι δυνάµει µόνο σύµµετρες. Έτσι οδηγούµαστε στη µελέτη των Ε-µέσων 

τετραπλεύρων. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



6.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ21-26:  

 

Ε-µέσες ευθείες 
 

 

Ορισµός Τ208 (-X21) 

 

Ένα τετράπλευρο που ισοδυναµεί µε ορθογώνιο µε πλευρές Ε-ρητές δυνάµει µόνο 

σύµµετρες είναι άλογο και  ονοµάζεται Ε-µέσο. 

 

Ορισµός Τ209(- X21) 

 

Ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι Ε-µέσο αν και µόνο αν είναι πλευρά Ε-µέσου 

τετραγώνου. 

Η πλευρά Ε-µέσου τετραγώνου είναι άλογος γραµµή και καλείται Ε-µέση. 

 

Πρόταση Χ21 

 

TÕ ØpÕ ·htîn dun£mei mÒnon summštrwn eÙqeiîn  

periecÒmenon Ñrqogènion ¥logÒn ™stin, kaˆ ¹ dunamšnh  

aÙtÕ ¥logÒj ™stin, kale…sqw d� mšsh.  

 

 

 Ο λόγος ενός τετραπλεύρου Ε-µέσου µε ένα Ε-ρητό είναι λόγος όπως ρίζας µη 

τετραγωνικού ακεραίου προς ρίζα τετραγωνικού ακεραίου. [Taisbak, σελ31] 

 

 

 

Θεώρηµα Τ210-Χ22 

 

Αν ένα Ε-µέσο τετράπλευρο γραφτεί σαν ορθογώνιο µε Ε-ρητό ύψος τότε και το 

µήκος του είναι επίσης Ε-ρητό δυνάµει µόνο σύµµετρο µε το ύψος. 



Πρόταση Χ22 

TÕ ¢pÕ mšshj par¦ ·ht¾n paraballÒmenon pl£toj  

poie‹ ·ht¾n kaˆ ¢sÚmmetron tÍ, par' ¿n par£keitai,  

m»kei.  

 

Απόδειξη: 

Έστω Ε-µέσο ορθογώνιο βα ⋅  µε πλευρές α, β όπου η πλευρά α είναι  Ε-ρητή. 

Τότε, λόγω της 208, υπάρχουν γραµµές γ, δ δυνάµει µόνο σύµµετρες τέτοιες ώστε: 

δγβα ⋅=⋅  οπότε έχουµε  
β
γ

δ
α
=  και τελικά 2

2

2

2

β
γ

δ
α

= . 

Όµως τα 2α  και 2δ  είναι  Ε-ρητά  άρα 2α  και 2δ  σύµµετρα. 

Άρα λόγω της Χ11 θα είναι και 2β  και 2γ  σύµµετρα. 

Όµως 2γ  είναι Ε-ρητό οπότε και το 2β  θα είναι Ε-ρητό και το β  θα είναι Ε-ρητό. 

Τελικά α, β  είναι Ε-ρητά αλλά δυνάµει µόνο σύµµετρα αφού το βα ⋅  είναι Ε-µέσο. 

 

 

 

Θεώρηµα Τ211-Χ23 

 

Ένα τετράπλευρο σύµµετρο µε ένα Ε-µέσο τετράπλευρο είναι επίσης Ε-µέσο και ένα 

ευθύγραµµο τµήµα σύµµετρο µε ένα  Ε-µέσο ευθύγραµµο τµήµα είναι επίσης Ε-µέσο. 

 

Πρόταση Χ23 

`H tÍ mšsV sÚmmetroj mšsh ™st…n.  

 

Απόδειξη: 

Θεωρούµε το 2α  το οποίο να είναι  Ε-µέσο και 2β σύµµετρο µε το 2α  . 

Θα δείξουµε ότι και το και 2β  είναι Ε-µέσο. 

Έστω µια  Ε-ρητή γραµµή  γ  για την οποία ισχύει δγα ⋅=2  και εγβ ⋅=2  

 Τότε λόγω της Τ210 η δ είναι Ε-ρητή  και δυνάµει µόνο σύµµετρη µε τη γ. 

Από την υπόθεση είναι 2β σύµµετρο µε το 2α  οπότε και δγ ⋅  σύµµετρο µε το  εγ ⋅ . 



Όµως λόγω της  Τ-VI1 έχουµε ότι: 
ε
δ

εγ
δγ
=

⋅
⋅  οπότε από την Χ11 παίρνουµε δ, ε 

σύµµετρα. 

Άρα λόγω της Χ13 η ε είναι Ε-ρητή και δυνάµει µόνο σύµµετρη µε τη γ. 

Άρα το εγβ ⋅=2  είναι Ε-µέσο. 

 

 

 

Θεώρηµα Τ212-Χ24 

Ένα ορθογώνιο µε πλευρές  Ε-µέσες  µήκει σύµµετρες είναι Ε-µέσο. 

 

Πρόταση Χ24 

TÕ ØpÕ mšswn m»kei summštrwn eÙqeiîn kat£ tina tîn  

e„rhmšnwn trÒpwn periecÒmenon Ñrqogènion mšson ™st…n.  

 

Απόδειξη: 

Έστω ορθογώνιο µε πλευρές α, β  Ε-µέσες και µήκει σύµµετρες. 

Από την Τ-VI1 παίρνουµε ότι: 
β
α

βα
α

=
⋅

2

 και επειδή α, β σύµµετρα από την Χ11 

παίρνουµε ότι και  βα ⋅ , 2α  είναι σύµµετρα. 

Όµως από την Τ209 έχουµε ότι 2α  είναι Ε-µέσο οπότε από την Τ211 παίρνουµε ότι 

και  βα ⋅  είναι  Ε-µέσο. 

Άρα το ορθογώνιο µε πλευρές α, β είναι Ε-ρητό. [Taisbak, σελ29] 

 

 

 

Λήµµα Τ213- Χ53/54 

Κάθε ορθογώνιο είναι το µέσο ανάλογο των τετραγώνων των δύο πλευρών του. 

 

Λήµµα Χ53/54 

 

”Estw dÚo tetr£gwna t¦ AB, BG kaˆ ke…sqwsan éste  

™p' eÙqe…aj e�nai t¾n DB tÍ BE· ™p' eÙqe…aj ¥ra ™stˆ   



kaˆ ¹ ZB tÍ BH. kaˆ sumpeplhrèsqw  

tÕ AG parallhlÒgrammon· lšgw, Óti  

tetr£gwnÒn ™sti tÕ AG, kaˆ Óti tîn  

AB, BG mšson ¢n£logÒn ™sti tÕ DH,  

kaˆ œti tîn AG, GB mšson ¢n£logÒn  

™sti tÕ DG.  

 

Απόδειξη: 

Έστω ορθογώνιο µε πλευρές α, β. 

Από την Τ-VI1 παίρνουµε ότι: 
β
α

βα
α

=
⋅

2

  και  
β
α

β
βα
=

⋅
2 . 

Άρα 2

2

β
βα

βα
α ⋅

=
⋅

 που είναι το ζητούµενο. 

 

 

 

Θεώρηµα Τ214-Χ25 

Ένα ορθογώνιο µε πλευρές  Ε-µέσες  δυνάµει µόνο σύµµετρες είναι ή Ε-ρητό ή  Ε-

µέσο . 

 

Πρόταση Χ25 

TÕ ØpÕ mšswn dun£mei mÒnon summštrwn eÙqeiîn  

periecÒmenon Ñrqogènion ½toi ·htÕn À mšson ™st…n.  

 

Απόδειξη: 

Έστω  α, β  Ε-µέσα και δυνάµει µόνο σύµµετρα 

Θα δείξουµε ότι  το ορθογώνιο βα ⋅  είναι είτε Ε-ρητό  είτε  Ε-µέσο. 

Θεωρούµε τα 2α  , βα ⋅  και 2β  και µια Ε-ρητή γραµµή  γ  για την οποία ισχύει 

δγα ⋅=2  ,  εγβα ⋅=⋅  και ζγβ ⋅=2 . 

 Τότε λόγω της Τ210 οι  δ  και  ζ  είναι Ε-ρητές. 

Επίσης δ  και  ζ  είναι σύµµετρα αφού   2

2

β
α

ζγ
δγ

ζ
δ

=
⋅
⋅

= και από την υπόθεση έχουµε 

2β σύµµετρο µε το 2α . 



Εφόσον το βα ⋅  είναι το µέσο ανάλογο των 2α  και 2β  (λόγω της Τ213) το ε θα 

είναι το µέσο ανάλογο των δ  και  ζ οπότε από την πρόταση VI17 είναι ζδε ⋅=2   

Άρα λόγω της Τ205 το  2ε  είναι  Ε-ρητό  και λόγω της Τ203 και το ε  είναι Ε-ρητό. 

Αν γε ,  είναι σύµµετρα τότε το εγβα ⋅=⋅  θα είναι Ε-ρητό . 

Αν γε ,  είναι ασύµµετρα τότε το εγβα ⋅=⋅  θα είναι Ε-µέσο. 

 

Οι αντίστροφες προτάσεις των Θεωρηµάτων Τ12-Χ24 και Τ14-Χ25 δεν υπάρχουν 

στα Στοιχεία, είναι όµως το εξής: 

 

 

 

 Θεώρηµα Τ215 

 

Αν ένα Ε-ρητό ορθογώνιο έχει µια Ε-µέση πλευρά τότε η άλλη πλευρά είναι επίσης Ε-

µέση  και δυνάµει µόνο σύµµετρη µε την πρώτη. 

Αν ένα Ε-µέσο ορθογώνιο έχει µια Ε-µέση πλευρά τότε η άλλη πλευρά είναι επίσης Ε-

µέση και είτε µήκει σύµµετρη είτε δυνάµει µόνο σύµµετρη µε την πρώτη. 

[Taisbak, σελ34] 

 

 

 

 Τέλος έχουµε ένα θεώρηµα που συνδέει Ε-µέσα και Ε-ρητά  τετράπλευρα. 

 

 

Θεώρηµα Τ219-Χ26 

Το άθροισµα δύο Ε-µέσων τετραπλεύρων δεν είναι Ε-ρητό . Επίσης η διαφορά δύο Ε-

µέσων τετραπλεύρων δεν είναι Ε-ρητό. 

 

Πρόταση Χ26 

Mšson mšsou oÙc Øperšcei ·htù.  

 

 

Έτσι ως τώρα έχουµε δεί: 



• Ε-ρητές  γραµµές σύµµετρες  δίνουν  Ε-ρητό  ορθογώνιο (Χ19) 

• Ε-ρητές  γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες  δίνουν Ε-µέσο ορθογώνιο (Χ21) 

• Ε-µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες  δίνουν Ε-ρητό ορθογώνιο 

(Χ25,Χ27) 

• Ε-µέσες γραµµές σύµµετρες ή δυνάµει µόνο σύµµετρες  δίνουν  Ε-µέσο 

ορθογώνιο (Χ24,Χ25,Χ28) 

 

Αν ένα τετράπλευρο δεν είναι ούτε  Ε-ρητό ούτε Ε-µέσο τότε το ονοµάζουµε  Ε-

άλογο και οδηγούµαστε στον παρακάτω ορισµό 

 

 

Ορισµός Τ216 

Τετράπλευρα τα οποία δεν είναι ούτε Ε-ρητά ούτε Ε-µέσα είναι Ε-άλογα. 

Ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι Ε-άλογο αν και µόνο αν είναι πλευρά ενός Ε-αλόγου  

τετραγώνου. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



7.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ36-41&Χ73-78 
 

 

Ορισµοί και αποδείξεις της αλογίας των έξι προσθετικών 

και των έξι αφαιρετικών αλόγων γραµµών. 
 

 

 

 Η µελέτη των αλόγων γραµµών ξεκινά µε τον ορισµό τους και την απόδειξη 

της αλογίας τους. Αυτό γίνεται για τις µεν προσθετικές στις προτάσεις Χ36-41, για δε 

τις αφαιρετικές στις προτάσεις Χ73-78 αντίστοιχα. 

 

 Όσον αφορά στην παρουσίαση αυτών των προτάσεων εδώ, θα παραθέτουµε 

ταυτόχρονα τις προτάσεις για τις αφαιρετικές  µαζί µε τις προτάσεις για τις 

προσθετικές. Έτσι δεν ακολουθείται η σειρά της παρουσίασης του Ευκλέιδη, γίνεται 

όµως πιο εύκολη, πιο προσιτή και µε οικονοµία η µελέτη τους. Γίνεται δε 

αντιπροσωπευτικά  η απόδειξη της πρώτης από τις έξι προτάσεις κάθε οµάδας, οι 

υπόλοιπες πέντε προκύπτουν ανάλογα. 

 

 

 

Θεώρηµα Τ217-Χ36 

 

Το άθροισµα δύο Ε-ρητών ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει µόνο συµµέτρων είναι Ε-

άλογο ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία) και ονοµάζεται «εκ δύο ονοµάτων». 

Πρόταση Χ36 

 

'E¦n dÚo ·htaˆ dun£mei mÒnon sÚmmetroi sunteqîsin,  

¹ Ólh ¥logÒj ™stin, kale…sqw d� ™k dÚo Ñnom£twn.  

 

∆ηλαδή:  



Αν yx,   είναι Ε-ρητές ευθείες δυνάµει µόνο σύµµετρες τότε η ευθεία yx +   είναι 

άλογος και καλείται «εκ δύο ονοµάτων». 

 

Απόδειξη: 

 

Έστω yx,  δύο Ε-ρητά ευθύγραµµα τµήµατα δυνάµει µόνο σύµµετρα. 

Θέτουµε yxq += . 

Έτσι λόγω της ΙΙ4 θα είναι  yxyxq ⋅++= 2222 . 

Το άθροισµα 22 yx +  είναι Ε-ρητό (λόγω της Τ204.3) και το ορθογώνιο yx ⋅  είναι  

Ε-µέσο (λόγω της Τ208). 

Οπότε, λόγω της Τ211, το yx ⋅2 είναι επίσης Ε-µέσο και ασύµµετρο µε το Ε-ρητό 

άθροισµα 22 yx +  ( εµµέσως από την Τ204.2 ). 

Εποµένως το 2q  δεν είναι Ε-ρητό (από την Χ16). 

Επίσης το 2q  δεν είναι Ε-µέσο αφού η διαφορά δύο Ε-µέσων τετραπλεύρων, 
2q και yx ⋅2 , δεν είναι  Ε-ρητά (από την Τ219). 

Άρα, λόγω της Τ216, το 2q  είναι Ε-άλογο και το q  είναι επίσης Ε-άλογο. 

 

 

 

Θεώρηµα Χ37 

 

Το άθροισµα δύο Ε-µέσων ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει µόνο συµµέτρων που 

περιέχουν Ε-ρητό ορθογώνιο είναι Ε-άλογο ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία) και 

ονοµάζεται «εκ δύο µέσων πρώτη».. 

 

Πρόταση Χ37 

'E¦n dÚo mšsai dun£mei mÒnon sÚmmetroi sunteqîsi  

·htÕn perišcousai, ¹ Ólh ¥logÒj ™stin, kale…sqw d� ™k  

dÚo mšswn prèth.  

 

∆ηλαδή:  



Αν yx,   είναι Ε-µέσες ευθείες δυνάµει µόνο σύµµετρες και yx ⋅  ρητό τότε η ευθεία 

yx +   είναι Ε-άλογος και καλείται «εκ δύο µέσων πρώτη».. 

 

 

 

Θεώρηµα Χ38 

 

Το άθροισµα δύο Ε-µέσων ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει µόνο συµµέτρων που 

περιέχουν Ε-µέσο ορθογώνιο είναι Ε-άλογο ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία) και 

ονοµάζεται «εκ δύο µέσων δευτέρα». 

 

Πρόταση Χ38 

 

'E¦n dÚo mšsai dun£mei mÒnon sÚmmetroi sunteqîsi  

mšson perišcousai, ¹ Ólh ¥logÒj ™stin, kale…sqw d� ™k  

dÚo mšswn deutšra.  

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι Ε-µέσες ευθείες δυνάµει µόνο σύµµετρες και yx ⋅  Ε-µέσο τότε η 

ευθεία yx +   είναι Ε-άλογος και καλείται «εκ δύο µέσων δευτέρα». 

 

 

 

Θεώρηµα Χ39 

 

Το άθροισµα δύο ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει ασυµµέτρων που το άθροισµα των 

τετραγώνων τους είναι Ε-ρητό και περιέχουν Ε-µέσο ορθογώνιο είναι Ε-µέσο 

ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία) και ονοµάζεται «µείζων». 

 

Πρόταση Χ39 

 

'E¦n dÚo eÙqe‹ai dun£mei ¢sÚmmetroi sunteqîsi poioàsai  

tÕ m�n sugke…menon ™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn  



·htÒn, tÕ d' Øp' aÙtîn mšson, ¹ Ólh eÙqe‹a ¥logÒj ™stin,  

kale…sqw d� me…zwn.  

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι ευθείες δυνάµει ασύµµετρες µε 22 yx +  Ε-ρητό και yx ⋅  Ε-µέσο τότε η 

ευθεία yx +   είναι Ε-άλογος και καλείται «µείζων». 

 

 

 

Θεώρηµα Χ40 

 

Το άθροισµα δύο ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει ασυµµέτρων που το άθροισµα των 

τετραγώνων τους είναι Ε-µέσο και περιέχουν Ε-ρητό ορθογώνιο είναι Ε-άλογο 

ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία)  και ονοµάζεται «ρητόν και µέσον δυναµένη». 

 

Πρόταση Χ40 

 

'E¦n dÚo eÙqe‹ai dun£mei ¢sÚmmetroi sunteqîsi poioàsai  

tÕ m�n sugke…menon ™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn mšson,  

tÕ d' Øp' aÙtîn ·htÒn, ¹ Ólh eÙqe‹a ¥logÒj ™stin,  

kale…sqw d� ·htÕn kaˆ mšson dunamšnh.  

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι ευθείες δυνάµει ασύµµετρες µε 22 yx +  Ε-µέσο και yx ⋅  Ε-ρητό τότε η 

ευθεία yx +   είναι Ε-άλογος και καλείται «ρητόν και µέσον δυναµένη». 

 

 

 

Θεώρηµα Χ41 

Το άθροισµα δύο ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει ασυµµέτρων που το άθροισµα των 

τετραγώνων τους είναι Ε-µέσο και το ορθογώνιο που περιέχουν είναι ασύµµετρο µε 

το άθροισµα των τετραγώνων τους, είναι Ε-άλογο ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία)  

και ονοµάζεται «δύο µέσα δυναµένη». 



Πρόταση Χ41 

 

'E¦n dÚo eÙqe‹ai dun£mei ¢sÚmmetroi sunteqîsi  

poioàsai tÒ te sugke…menon ™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn  

mšson kaˆ tÕ Øp' aÙtîn mšson kaˆ œti ¢sÚmmetron tù  

sugkeimšnJ ™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn, ¹ Ólh eÙqe‹a  

¥logÒj ™stin, kale…sqw d� dÚo mšsa dunamšnh.  

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι ευθείες δυνάµει ασύµµετρες µε 22 yx +  Ε-µέσο και yx ⋅  ασύµµετρο µε 

το 22 yx +  τότε η ευθεία yx +   είναι Ε-άλογος και καλείται «δύο µέσα δυναµένη». 

 

 

 

 Αντίστοιχα  έχουµε τις προτάσεις για τον ορισµό και την απόδειξη της 

αλογίας των έξι γραµµών που προκύπτουν ως διαφορά δύο γραµµών που είτε είναι 

δυνάµει µόνο σύµµετρες  ή αν και ασύµµετρες έχουν κάποιες επιλπέον ιδιότητες µαζί. 

 

 

  

Θεώρηµα Τ218-Χ73 

 

Η διαφορά δύο Ε-ρητών ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει µόνο συµµέτρων είναι  Ε-

άλογο ευθύγραµµο τµήµα και ονοµάζεται «αποτοµή». 

 

Πρόταση Χ73 

 

'E¦n ¢pÕ ·htÁj ·ht¾ ¢faireqÍ dun£mei mÒnon sÚmmetroj  

oâsa tÍ ÓlV, ¹ loip¾ ¥logÒj ™stin· kale…sqw d� ¢potom».   

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι Ε-ρητές ευθείες δυνάµει µόνο σύµµετρες τότε η ευθεία yx −   είναι Ε-

άλογος και καλείται «αποτοµή». 



Απόδειξη: 

 

Έστω yx,  δύο Ε-ρητά ευθύγραµµα τµήµατα δυνάµει µόνο σύµµετρα. 

Θέτουµε yxq −= . 

Έτσι λόγω της ΙΙ7 θα είναι  222 2 yxyxq +=⋅+ . 

Το άθροισµα 22 yx +  είναι Ε-ρητό (λόγω της Τ204.3) και το ορθογώνιο yx ⋅  είναι Ε-

µέσα (λόγω της Τ208). 

Οπότε, λόγω της Τ211, το yx ⋅2 είναι επίσης Ε-µέσο και ασύµµετρο µε το Ε-ρητό 

άθροισµα 22 yx +  ( εµµέσως από την Τ204.2 ). 

Εποµένως το 2q  δεν είναι Ε-ρητό (από την Χ16). 

Επίσης το 2q  δεν είναι Ε-µέσο αφού το άθροισµα δύο Ε-µέσων τετραπλεύρων, 
2q και yx ⋅2 , δεν είναι Ε-ρητά . (από την Τ219). 

Άρα, λόγω της Τ216, το 2q  είναι  Ε-άλογο και το q  είναι επίσης Ε-άλογο. 

 

 

 

Θεώρηµα Χ74 

 

Η διαφορά δύο Ε-µέσων ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει µόνο συµµέτρων που 

περιέχουν Ε-ρητό ορθογώνιο είναι Ε-άλογο ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία) και 

ονοµάζεται «µέσης αποτοµή πρώτη».. 

 

Πρόταση Χ74 

 

'E¦n ¢pÕ mšshj mšsh ¢faireqÍ dun£mei mÒnon sÚmmetroj  

oâsa tÍ ÓlV, met¦ d� tÁj Ólhj ·htÕn perišcousa, ¹  

loip¾ ¥logÒj ™stin· kale…sqw d� mšshj ¢potom¾ prèth.  

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι Ε-µέσες ευθείες δυνάµει µόνο σύµµετρες και yx ⋅  Ε-ρητό τότε η 

ευθεία yx −   είναι Ε-άλογος και καλείται «µέσης αποτοµή πρώτη».. 

 



Θεώρηµα Χ75 

 

Η διαφορά δύο Ε-µέσων ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει µόνο συµµέτρων που 

περιέχουν Ε-µέσο ορθογώνιο είναι Ε-άλογο ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία) και 

ονοµάζεται «µέσης αποτοµή δεύτερη». 

 

Πρόταση Χ75 

 

'E¦n ¢pÕ mšshj mšsh ¢faireqÍ dun£mei mÒnon sÚmmetroj  

oâsa tÍ Ólh, met¦ d� tÁj Ólhj mšson perišcousa, ¹ loip¾  

¥logÒj ™stin· kale…sqw d� mšshj ¢potom¾ deutšra.   

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι Ε-µέσες  ευθείες δυνάµει µόνο σύµµετρες και yx ⋅  Ε-µέσο τότε η 

ευθεία yx −   είναι Ε- άλογος και καλείται «µέσης αποτοµή δεύτερη». 

 

 

Θεώρηµα Χ76 

 

Η διαφορά δύο ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει ασυµµέτρων που το άθροισµα των 

τετραγώνων τους είναι Ε-ρητό και περιέχουν Ε-µέσο ορθογώνιο είναι Ε-άλογο 

ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία) και ονοµάζεται «ελάσσων». 

 

Πρόταση Χ76 

 

'E¦n ¢pÕ eÙqe…aj eÙqe‹a ¢faireqÍ dun£mei ¢sÚmmetroj  

oâsa tÍ ÓlV, met¦ d� tÁj Ólhj poioàsa t¦ m�n ¢p' aÙtîn  

¤ma ·htÒn, tÕ d' Øp' aÙtîn mšson, ¹ loip¾ ¥logÒj ™stin·  

kale…sqw d� ™l£sswn.  

 
 

∆ηλαδή:  



Αν yx,   είναι ευθείες δυνάµει ασύµµετρες µε 22 yx +  Ε-ρητό και yx ⋅  Ε-µέσο τότε η 

ευθεία yx −   είναι Ε-άλογος και καλείται «ελάσσων». 

 

 

 

Θεώρηµα Χ77 

 

Η διαφορά δύο ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει ασυµµέτρων που το άθροισµα των 

τετραγώνων τους είναι Ε-µέσο και περιέχουν Ε-ρητό ορθογώνιο είναι Ε-άλογο 

ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία)  και ονοµάζεται «η µετά ρητού µέσον το όλο 

ποιούσα». 

 

Πρόταση Χ77 

 

'E¦n ¢pÕ eÙqe…aj eÙqe‹a ¢faireqÍ dun£mei ¢sÚmmetroj  

oâsa tÍ ÓlV, met¦ d� tÁj Ólhj poioàsa tÕ m�n sugke…-  

menon ™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn mšson, tÕ d� dˆj  

Øp' aÙtîn ·htÒn, ¹ loip¾ ¥logÒj ™stin· kale…sqw d� ¹  

met¦ ·htoà mšson tÕ Ólon poioàsa.  

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι ευθείες δυνάµει ασύµµετρες µε 22 yx + Ε-µέσο και yx ⋅  Ε-ρητό τότε η 

ευθεία yx −   είναι Ε-άλογος και καλείται «η µετά ρητού µέσον το όλο ποιούσα». 

 

 

 

Θεώρηµα Χ78 

 

Η διαφορά δύο ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει ασυµµέτρων που το άθροισµα των 

τετραγώνων τους είναι Ε-µέσο και το ορθογώνιο που περιέχουν είναι ασύµµετρο µε 

το άθροισµα των τετραγώνων τους, είναι Ε-άλογο ευθύγραµµο τµήµα (άλογος ευθεία)  

και ονοµάζεται «η µετά µέσου µέσον το όλον ποιούσα ». 

 



Πρόταση Χ78 

 

'E¦n ¢pÕ eÙqe…aj eÙqe‹a ¢faireqÍ dun£mei ¢sÚmmetroj  

oâsa tÍ ÓlV, met¦ d� tÁj Ólhj poioàsa tÒ te sugke…menon  

™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn mšson tÒ te dˆj Øp'   

aÙtîn mšson kaˆ œti t¦ ¢p' aÙtîn tetr£gwna ¢sÚmmetra  

tù dˆj Øp' aÙtîn, ¹ loip¾ ¥logÒj ™stin· kale…sqw d� ¹  

met¦ mšsou mšson tÕ Ólon poioàsa.  

 

∆ηλαδή:  

Αν yx,   είναι ευθείες δυνάµει ασύµµετρες µε 22 yx +  Ε-µέσο και yx ⋅  ασύµµετρο µε 

το 22 yx +  τότε η ευθεία yx −   είναι Ε-άλογος και καλείται «η µετά µέσου µέσον το 

όλον ποιούσα ». 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



8.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ42-47 & Χ79-84 

 
 

Μοναδικότητα των δύο ονοµάτων των έξι προσθετικών  

και των έξι αφαιρετικών αλόγων γραµµών. 
 

 

 
 Στη συνέχεια παρατίθενται οι προτάσεις σχετικά µε τη µοναδικότητα της 

γραφής των αλόγων γραµµών.  Αποδεικνύεται δηλαδή ότι κάθε άλογη γραµµή από 

αυτές που ορίστηκαν προηγουµένως προκύπτει κατα µοναδικό τρόπο ως άθροισµα (ή 

ως διαφορά αντίστοιχα) δύο γραµµών. ∆ηλαδή, δοθείσης µιας άλογης γραµµής που 

προκύπτει ως άθροισµα δύο άλλων, δεν υπάρχουν κι άλλες γραµµές που 

προστιθέµενες να δίνουν την ίδια άλογη γραµµή. 

 

 Για τις αποδείξεις ο Ευκλείδης χρησιµοποιεί την ανισότητα που 

αποδεικνύεται στο παρακάτω λήµµα. 

 

Λήµµα Χ41/42  

 

     “Oti d� aƒ e„rhmšnai ¥logoi monacîj diairoàntai e„j  

t¦j eÙqe…aj, ™x ïn sÚgkeintai poiousîn t¦ proke…mena  

e‡dh, de…xomen ½dh proekqšmenoi lhmm£tion toioàton·  

     'Ekke…sqw eÙqe‹a ¹ AB kaˆ tetm»sqw ¹ Ólh e„j ¥nisa  

kaq' ˜k£teron tîn G, D, Øpoke…sqw d� me…zwn ¹ AG tÁj  

DB· lšgw, Óti t¦ ¢pÕ tîn AG, GB me…zon£ ™sti tîn ¢pÕ  

tîn AD, DB.   

 

 

∆ηλαδή: 

Αν '' yxyx +=+  και τα ',' yx  διαιρούν την ευθεία yx +  πιο κοντά στο µέσον της  

(δηλαδή αν ισχύει yx >  και '' yx >  τότε xx <' ), τότε 2222 '' yxyx +>+  



Οι αποδείξεις που δίνονται αµέσως πιο κάτω ανήκουν στον Taisbak. 

 

 

Θεώρηµα Τ225-Χ42&Χ79 

 

Τα µέρη-ονόµατα µιας «εκ δύο ονοµάτων» ή µιας «αποτοµής» είναι µονοσήµαντα 

ορισµένα. 

 

Πρόταση Χ42 

 

`H ™k dÚo Ñnom£twn kat¦ εn mÒnon shme‹on diaire‹tai  

e„j t¦ ÑnÒmata.  

 

Απόδειξη: 

 

Έστω ότι yx +   και  vu +  είναι οι δύο τρόποι γραφής µιας γραµµής εκ δύο 

ονοµάτων ως αθροισµα δύο Ε-ρητών  γραµµών µε  yx >  και vux >> . 

Τότε θα είναι  vuyx +=+   και λόγω της πρότασης ΙΙ4 παίρνουµε  

vuvuyxyx ⋅++=⋅++ 22 2222   και τελικά  yxvuvuyx ⋅−⋅=+−+ 22)()( 2222 . 

Έτσι στο πρώτο µέλος έχουµε διαφορά αθροισµάτων τετραγώνων που είναι Ε-ρητό  

ενώ στο δεύτερο µέλος έχουµε διαφορά διπλσίων ορθογωνίων που λόγω της Χ26 δεν 

είναι Ε-ρητό. 

Άρα τα µέρη-ονόµατα µιας εκ δύο ονοµάτων  είναι µονοσήµαντα ορισµένα. 

 

 

 

Πρόταση Χ79 

 

TÍ ¢potomÍ m…a [mÒnon] prosarmÒzei eÙqe‹a ·ht¾  

dun£mei mÒnon sÚmmetroj oâsa tÍ ÓlV. 

  

Απόδειξη: 

Ανάλογη µε την απόδειξη της Χ42 



Το ίδιο ισχύει και για τις υπόλοιπες πέντε κατηγορίες τόσο των προσθετικών 

όσο και των αφαιρετικών αλόγων γραµµών. Βρίσκεται στις προτάσεις Χ43-47 και 

Χ80-84 αντίστοιχα.  

 

Πρέπει να αναφέρουµε εδώ ότι στην αφαιρετική άλογη γραµµή yx −  η x  

ονοµάζεται «όλη» και η y  ονοµάζεται «προσαρµόζουσα». Η ακριβής µάλιστα 

µετάφραση της Χ79 είναι η εξής: «Για κάθε αποτοµή υπάρχει µοναδική Ε-ρητή  

«προσαρµόζουσα» δυνάµει µόνο σύµµετρη µε την «όλη»». 

 

 

 

Πρόταση Χ43 

`H ™k dÚo mšswn prèth kaq' εn mÒnon shme‹on diaire‹tai.  
 
Τα µέρη-ονόµατα µιας «εκ δύο µέσων πρώτης» είναι µονοσήµαντα ορισµένα. 

 
 
Πρόταση Χ44 

`H ™k mšswn deutšra kaq' εn mÒnon shme‹on diaire‹tai.  
 
Τα µέρη-ονόµατα µιας «εκ δύο µέσων δευτέρας» είναι µονοσήµαντα ορισµένα. 

 
 
 
Πρόταση Χ45 

`H me…zwn kat¦ tÕ aÙtÕ mÒnon shme‹on diaire‹tai.  
 
Τα µέρη-ονόµατα µιας «µείζωνος» είναι µονοσήµαντα ορισµένα. 

 
 
 
Πρόταση Χ46 

`H ·htÕn kaˆ mšson dunamšnh kaq' εn mÒnon shme‹on  

diaire‹tai.  

Τα  µέρη-ονόµατα µιας  «ρητόν και µέσον δυναµένης» είναι µονοσήµαντα ορισµένα. 

 

 

Πρόταση Χ47 



`H dÚo mšsa dunamšnh kaq' εn mÒnon shme‹on diaire‹tai.  

Τα µέρη-ονόµατα µιας  «δύο µέσα δυναµένης»  είναι µονοσήµαντα ορισµένα. 

 

 

 Αντίστοιχα για τις υπόλοιπες πέντε αφαιρετικές έχουµε τις προτάσεις: 

 

Πρόταση Χ80 

 

TÍ mšshj ¢potomÍ prètV m…a mÒnon prosarmÒzei  

eÙqe‹a mšsh dun£mei mÒnon sÚmmetroj oâsa tÍ ÓlV, met¦  

d� tÁj Ólhj ·htÕn perišcousa.  

 

Για κάθε «µέσης αποτοµή πρώτη» υπάρχει µοναδική «προσαρµόζουσα» που είναι 

δυνάµει µόνο σύµµετρη µε την «όλη» και περιέχουν Ε-ρητό  χωρίο. 

 

 

Πρόταση Χ81 

 

TÍ mšshj ¢potomÍ deutšrv m…a mÒnon prosarmÒzei  

eÙqe‹a mšsh dun£mei mÒnon sÚmmetroj tÍ ÓlV, met¦ d� tÁj  

Ólhj mšson perišcousa.   

 

Για κάθε «µέσης αποτοµή δευτέρα» υπάρχει µοναδική «προσαρµόζουσα» που είναι 

δυνάµει µόνο σύµµετρη µε την «όλη» και περιέχουν Ε-µέσο χωρίο. 

 

 

Πρόταση Χ82 

 

TÍ ™l£ssoni m…a mÒnon prosarmÒzei eÙqe‹a dun£mei  

¢sÚmmetroj oâsa tÍ ÓlV poioàsa met¦ tÁj Ólhj tÕ m�n  

™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn ·htÒn, tÕ d� dˆj Øp'  

aÙtîn mšson.  

 



Για κάθε «ελάσσωνα» υπάρχει µοναδική «προσαρµόζουσα» που είναι ασύµµετρη µε 

την «όλη» , το άθροισµα των τετραγώνων τους είναι Ε-ρητό και περιέχουν Ε-µέσο 

χωρίο. 

 

 

Πρόταση Χ83 

 

TÍ met¦ ·htoà mšson tÕ Ólon poioÚsV m…a mÒnon  

prosarmÒzei eÙqe‹a dun£mei ¢sÚmmetroj oâsa tÍ ÓlV,  

met¦ d� tÁj Ólhj poioàsa tÕ m�n sugke…menon ™k tîn ¢p'  

aÙtîn tetragènwn mšson, tÕ d� dˆj Øp' aÙtîn ·htÒn.  

 

Για κάθε «µετά ρητού µέσον το όλο ποιούσα» υπάρχει µοναδική «προσαρµόζουσα» 

που είναι ασύµµετρη µε την «όλη», το άθροισµα των τετραγώνων τους είναι Ε-µέσο  

και περιέχουν Ε-ρητό  χωρίο. 

 

 

Πρόταση Χ84 

 

TÍ met¦ mšsou mšson tÕ Ólon poioÚsV m…a mÒnh  

prosarmÒzei eÙqe‹a dun£mei ¢sÚmmetroj oâsa tÍ ÓlV,  

met¦ d� tÁj Ólhj poioàsa tÒ te sugke…menon ™k tîn ¢p'  

aÙtîn tetragènwn mšson tÒ te dˆj Øp' aÙtîn mšson kaˆ  

œti ¢sÚmmetron tù sugkeimšnJ ™k tîn ¢p' aÙtîn.  

 

Για κάθε «µετά µέσου µέσον το όλο ποιούσα» υπάρχει µοναδική «προσαρµόζουσα» 

που είναι ασύµµετρη µε την «όλη», το άθροισµα των τετραγώνων τους είναι Ε-µέσο  

και το χωρίο που περιέχουν είναι ασύµµετρο µε το άθροισµα των τετραγώνων τους. 

 

 

 

 

 

 



9.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ66-70 & Χ103-107 

 

 

Aναλλοίωτο ως προς τη συµµετρία  των έξι προσθετικών 

και των έξι αφαιρετικών αλόγων γραµµών. 
 

 

 
Μια ακόµη παρατήρηση είναι ότι οι σύµµετρες γραµµές ανήκουν στην ίδια 

κατηγορία. ∆ηλαδή όπως µια γραµµή σύµµετρη µε ρητή (ή µέση) είναι επίσης ρητή 

(ή µέση) αντίστοιχα έτσι και µια γραµµή σύµµετρη µε µια αθροιστική (ή αφαιρετική) 

άλογη γραµµή είναι επίσης αθροιστική (ή αφαιρετική) άλογη γραµµή και µάλιστα του 

ιδίου είδους.  Αυτό αποδεικνύεται στις προτάσεις Χ66-Χ70 οι οποίες σύµφωνα µε τον 

Heath και τα σχόλιά του στα Χ66 (και Χ103 για αποτοµές)  είναι εύκολες.[Taisbak, 

σελ. 57] 

 

 Ο Fowler επισηµαίνει ότι αυτό που δεν αποδεικνύεται στα Στοιχεία, αν και 

φαίνεται να χρειάζεται στην πρόταση ΧΙΙΙ18, είναι ότι και η δυνάµει µόνο 

συµµετρία δύο γραµµών αρκεί για να ανήκουν αυτές στην ίδια κατηγορία. 

Οπότε, δύο γραµµές που είναι σύµµετρες ή δυνάµει µόνο σύµµετρες µεταξύ τους 

ανήκουν στην ίδια κατηγορία. Αν µάλιστα πρόκειται για διώνυµες ή αποτοµές τότε 

επιπλέον χωρίζονται στον ίδιο λόγο από τα ονόµατά τους.[Fowler, σελ.181] 

 

 Οι προτάσεις που αναφέρονται στο αναλλοίωτο ως προς τη συµµετρία των 

προσθετικών αλόγων γραµµών είναι οι Χ66-70 και αντίστοιχα για τις αφαιρετικές 

είναι οι προτάσεις Χ103-107. 

 

 

Θεώρηµα Χ66 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την «εκ δύο ονοµάτων» είναι και αυτή «εκ δύο 

ονοµάτων» και µάλιστα της ίδιας κατηγορίας. 

 



Πρόταση Χ66 

`H tÍ ™k dÚo Ñnom£twn m»kei sÚmmetroj kaˆ aÙt¾ ™k  

dÚo Ñnom£twn ™stˆ kaˆ tÍ t£xei ¹ aÙt».  

 

 

 

Θεώρηµα Χ67 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την «εκ δύο µέσων» είναι και αυτή «εκ δύο 

µέσων» και µάλιστα της ίδιας κατηγορίας. 

 

Πρόταση Χ67 

`H tÍ ™k dÚo mšswn m»kei sÚmmetroj kaˆ aÙt¾ ™k dÚo  

mšswn ™stˆ kaˆ tÍ t£xei ¹ aÙt».   

 

 

 

Θεώρηµα Χ68 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την «µείζωνα» είναι και αυτή «µείζων». 

 

Πρόταση Χ68 

`H tÍ me…zoni sÚmmetroj kaˆ aÙt¾ me…zwn ™st…n.  
 

 

 

Θεώρηµα Χ69 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την «ρητόν και µέσον δυναµένη» είναι και αυτή 

«ρητόν και µέσον δυναµένη». 

 

Πρόταση Χ69 

`H tÍ ·htÕn kaˆ mšson dunamšnV sÚmmetroj [kaˆ aÙt¾]  

·htÕn kaˆ mšson dunamšnh ™st…n.  

 

 

 



Θεώρηµα Χ70 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την «δύο µέσα δυναµένη» είναι και αυτή «δύο 

µέσα δυναµένη». 

 

Πρόταση Χ70 

`H tÍ dÚo mšsa dunamšnV sÚmmetroj dÚo mšsa dunamšnh ™st…n.   

 

 

 

Θεώρηµα Χ103 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την «αποτοµή» είναι και αυτή «αποτοµή» και 

µάλιστα της ίδιας κατηγορίας. 

 

Πρόταση Χ103 

`H tÍ ¢potomÍ m»kei sÚmmetroj ¢potom» ™sti kaˆ tÍ  

t£xei ¹ aÙt».  

 
 

 

Θεώρηµα Χ104 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την «µέσης αποτοµή» είναι και αυτή «µέσης 

αποτοµή» και µάλιστα της ίδιας κατηγορίας. 

 

Πρόταση Χ104 

 `H tÍ mšshj ¢potomÍ sÚmmetroj mšshj ¢potom»  

™sti kaˆ tÍ t£xei ¹ aÙt».  

 
 

 

Θεώρηµα Χ105 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την«ελάσσωνα» είναι και αυτή «ελάσσων». 

 

Πρόταση Χ105 

`H tÍ ™l£ssoni sÚmmetroj ™l£sswn ™st…n.  
 



Θεώρηµα Χ106 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την« µετά ρητού µέσον το όλο ποιούσα» είναι 

και αυτή « µετά ρητού µέσον το όλο ποιούσα». 

 

Πρόταση Χ106 

`H tÍ met¦ ·htoà mšson tÕ Ólon poioÚsV sÚmmetroj  

met¦ ·htoà mšson tÕ Ólon poioàs£ ™stin.  

 

 

 

Θεώρηµα Χ107 

Η ευθεία που είναι µήκει σύµµετρη µε την « µετά µέσου µέσον το όλον ποιούσα » 

είναι και αυτή « µετά µέσου µέσον το όλον ποιούσα ». 

 

Πρόταση Χ107 

`H tÍ met¦ mšsou mšson tÕ Ólon poioÚsV sÚmmetroj  

kaˆ aÙt¾ met¦ mšsou mšson tÕ Ólon poioàs£ ™stin.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



10.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ17-18  και  Χ48-53, Χ85-90 
 

 

Ορισµός και κατασκευή των έξι κατηγοριών διωνύµων και 

των έξι κατηγοριών αποτοµών  
[ Πρόταση Α, χρήση των προτάσεων VI27 και VI28 ] 

 

 

 

 Θα δούµε τώρα τον ορισµό Χ47/48 που αφορά έξι κατηγορίες διωνύµων  

ευθειών βα +  διακρίνοντας περιπτώσεις για τις ιδιότητες και τη σχέση των βα , και 

τον αντίστοιχο ορισµό Χ84/85 για τις αποτοµές. Στη συνέχεια θα ασχοληθούµε µε τις 

προτάσεις Χ48-53 και  Χ85-90 στις οποίες γίνεται η κατασκευή όλων αυτών των 

γραµµών. 

 

 

Ορισµός  Χ47/48 

 

`Upokeimšnhj ·htÁj kaˆ tÁj ™k dÚo Ñnom£twn  

diVrhmšnhj e„j t¦ ÑnÒmata, Âj tÕ me‹zon Ônoma toà  

™l£ssonoj me‹zon dÚnatai tù ¢pÕ summštrou ˜autÍ m»kei,  

™¦n m�n tÕ me‹zon Ônoma sÚmmetron Ï m»kei tÍ ™kkeimšnV  

·htÍ, kale…sqw [¹ Ólh] ™k dÚo Ñnom£twn prèth.   

     'E¦n d� tÕ œlasson Ônoma sÚmmetron Ï m»kei tÍ  

™kkeimšnV ·htÍ, kale…sqw ™k dÚo Ñnom£twn deutšra.  

     'E¦n d� mhdšteron tîn Ñnom£twn sÚmmetron Ï  

m»kei tÍ ™kkeimšnV ·htÍ, kale…sqw ™k dÚo Ñnom£twn  

tr…th.  

     P£lin d¾ ™¦n tÕ me‹zon Ônoma [toà ™l£ssonoj] me‹zon  

dÚnhtai tù ¢pÕ ¢summštrou ˜autÍ m»kei, ™¦n m�n tÕ  

me‹zon Ônoma sÚmmetron Ï m»kei tÍ ™kkeimšnV ·htÍ,  

kale…sqw ™k dÚo Ñnom£twn tet£rth.  



     'E¦n d� tÕ œlasson, pšmpth.  

     'E¦n d� mhdšteron, ›kth.  

 

∆ηλαδή: 

Αν ρ  είναι η προτεθείσα ευθεία και βα +  είναι µια διώνυµη ευθεία µε βα >  τότε: 

I. Αν  22, βαα −  σύµµετρα τότε: 

i. Αν ρα ,  σύµµετρα τότε  η βα +  ονοµάζεται  1η διώνυµος. 

ii. Αν ρβ ,  ασύµµετρα τότε  η βα +  ονοµάζεται  2η διώνυµος. 

iii. Αν βα ,  ασύµµετρα µε τη ρ  τότε  η βα +  ονοµάζεται  3η 

διώνυµος. 

II. Αν  22, βαα −  ασύµµετρα τότε: 

i. Αν ρα ,  σύµµετρα τότε  η βα +  ονοµάζεται  4η διώνυµος. 

ii. Αν ρβ ,  ασύµµετρα τότε  η βα +  ονοµάζεται  5η διώνυµος. 

iii. Αν βα ,  ασύµµετρα µε τη ρ  τότε  η βα +  ονοµάζεται  6η 

διώνυµος. 

 

 Προφανώς αν  ρ  com α     &    ρ  com β       &     α  com 22 βα −  τότε δεν 

προκύπτει διώνυµη γι’ αυτό και δεν υπάρχει αντίστοιχη κατηγορία. 

 

 

 

Ορισµός  Χ84/85 

 

`Upokeimšnhj ·htÁj kaˆ ¢potomÁj, ™¦n m�n ¹ Ólh  

tÁj prosarmozoÚshj me‹zon dÚnhtai tù ¢pÕ summštrou  

˜autÍ m»kei, kaˆ ¹ Ólh sÚmmetroj Ï tÍ ™kkeimšnV ·htÍ  

m»kei, kale…sqw ¢potom¾ prèth.  

     'E¦n d� ¹ prosarmÒzousa sÚmmetroj Ï tÍ ™k- 

keimšnV ·htÍ m»kei, kaˆ ¹ Ólh tÁj prosarmozoÚshj   

me‹zon dÚnhtai tù ¢pÕ summštrou ˜autÍ, kale…sqw  

¢potom¾ deutšra.  



     'E¦n d� mhdetšra sÚmmetroj Ï tÍ ™kkeimšnV ·htÍ  

m»kei, ¹ d� Ólh tÁj prosarmozoÚshj me‹zon dÚnhtai tù  

¢pÕ summštrou ˜autÍ, kale…sqw ¢potom¾ tr…th.  

     P£lin, ™¦n ¹ Ólh tÁj prosarmozoÚshj me‹zon  

dÚnhtai tù ¢pÕ ¢summštrou ˜autÍ [m»kei], ™¦n m�n ¹ Ólh  

sÚmmetroj Ï tÍ ™kkeimšnV ·htÍ m»kei, kale…sqw ¢po- 

tom¾ tet£rth.  

     'E¦n d� ¹ prosarmÒzousa, pšmpth.  

     'E¦n d� mhdetšra, ›kth.  

 
∆ηλαδή: 

Αν ρ  είναι η προτεθείσα ευθεία και βα −  είναι µια αποτοµή µε βα >  τότε: 

III. Αν  22, βαα −  σύµµετρα τότε: 

i. Αν ρα ,  σύµµετρα τότε  η βα −  ονοµάζεται  1η αποτοµή. 

ii. Αν ρβ ,  ασύµµετρα τότε  η βα −  ονοµάζεται  2η αποτοµή. 

iii. Αν βα ,  ασύµµετρα µε τη ρ  τότε  η βα −  ονοµάζεται  3η 

αποτοµή. 

IV. Αν  22, βαα −  ασύµµετρα τότε: 

i. Αν ρα ,  σύµµετρα τότε  η  βα −  ονοµάζεται  4η αποτοµή. 

ii. Αν ρβ ,  ασύµµετρα τότε  η βα −  ονοµάζεται  5η αποτοµή. 

iii. Αν βα ,  ασύµµετρα µε τη ρ  τότε  η βα −  ονοµάζεται  6η 

αποτοµή. 

 Προφανώς αν  ρ  com α     &    ρ  com β       &     α  com 22 βα −  τότε δεν 

προκύπτει διώνυµη γι’ αυτό και δεν υπάρχει αντίστοιχη κατηγορία. 

 

 

 

Στις προτάσεις που ακολουθούν θα αποδειχθεί ότι αυτές οι κατηγορίες δεν 

είναι κενές και µάλιστα, κατά την τακτική του Ευκλείδη, δεν θα κατασκευαστεί 

απλώς ένα παράδειγµα αλλά θα δοθεί ο γενικός τρόπος κατασκευής τους. Γι’ αυτό 

χρειάζονται οι προτάσεις Χ17 και Χ18 οι οποίες χρησιµοποιούν µια ειδική περίπτωση 

της πρότασης VI28 που αφορά την κατ’ έλλειψιν παραβολή χωρίου. 



Στη δική µας προσέγγιση αυτών των προτάσεων η εφαρµογή της πρότασης 

VI28 (κατ’ έλλειψιν δευτεροβάθµια εξίσωση) περιλαµβάνεται, τόσο για τις διώνυµες 

όσο και για τις αποτοµές, στην απλή πρόταση Α που ακολουθεί και η οποία 

αποµονώθηκε από τα πιο σύνθετα θεωρήµατα Τ220 και Τ221 που εισάγει ο Taisbak 

στη δικιά του προσέγγιση. ) Η πρόταση Α καλύπτει τις ανάγκες της εύρεσης-

κατασκευής των έξι κατηγοριών διώνυµων γραµµών και αποτοµών και 

χαρακτηρίζεται από απλότητα και οικονοµία.  

 

 

 
Πρόταση Α 

 
Έστω βα ,   ευθύγραµµα τµήµατα µε  βα >   τότε κατασκευάζονται ευθύγραµµα 

τµήµατα  vu,   ώστε:  vu >  

   α=+ vu  

   2

4
1 β=⋅ vu  

Αντίστροφα, αν vu,  ευθύγραµµα τµήµατα µε vu >  τότε κατασκευάζονται 

ευθύγραµµα  τµήµατα   βα ,   ώστε:  βα >  

     α=+ vu  

     2

4
1 β=⋅ vu  

Απόδειξη 
 

1. Το ευθύγραµµο τµήµα α   πρέπει να χωριστεί σε άνισα τµήµατα vu,  που να 

περιέχουν ορθογώνιο vu ⋅   ίσο µε δοθέν τετράγωνο 
2

2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ β . 

Αυτό είναι η κατ’ έλλειψιν παραβολή χωρίου η οποία δίνεται άµεσα από την πρόταση 

VI 28 των Στοιχείων του Ευκλείδη.  

 



2. Το ευθύγραµµο τµήµα α   πρόκύπτει άµεσα ως άθροισµα δύο δοθέντων 

τµηµάτων ενώ για το β  πρέπει πρώτα να κατασκευάσουµε το β
2
1  ως µέσο ανάλογο 

των vu,  µε χρήση της πρότασης VI 13 των Στοιχείων του Ευκλείδη. 

 

 

 

 Με βάση την πρόταση Α έπονται εύκολαοι προτάσεις Χ17 και Χ18 των 

Στοιχείων. Γράφονται δε πιο απλά και πιο σύντοµα όπως µας τις δίνει ο Taisbak στο 

θεώρηµα T222.  

 

 

Θεώρηµα Τ222-Χ17 

Έστω βα ,   ευθύγραµµα τµήµατα µε  βα >   και vu,   ευθύγραµµα τµήµατα ώστε:  

vu >  , α=+ vu  , 2

4
1 β=⋅ vu . 

Τότε αν u, v σύµµετρα θα είναι επίσης α, δ σύµµετρα όπου δ είναι η «τετραγωνική 

διαφορά»: 22 βαδ −=  και αντίστροφα. 

∆ηλαδή ισχύει η ισοδυναµία:  vu,   σύµµετρα  ⇔  22, βαα −   σύµµετρα 

 

 

Πρόταση Χ17 

 

'E¦n ðsi dÚo eÙqe‹ai ¥nisoi,[ βα > ] tù d� tet£rtJ mšrei toà ¢pÕ tÁj 

™l£ssonoj ‡son par¦ t¾n me…zona parablhqÍ [αν 2

4
1 β=⋅ vu ] ™lle‹pon e‡dei 

tetragènJ kaˆ e„j sÚmmetra aÙt¾n diairÍ m»kei [και ισχύουν α=+ vu  µε vu,   

σύµµετρα], ¹ me…zwn tÁj ™l£ssonoj me‹zon dun»setai tù ¢pÕ summštrou ˜autÍ 

[m»kei]. [τότε 22, βαα −   σύµµετρα] 

 

kaˆ ™¦n ¹ me…zwn tÁj ™l£ssonoj me‹zon dÚnhtai tù ¢pÕ summštrou ˜autÍ 

[m»kei] [αν 22, βαα −   σύµµετρα], tù d� tet£rtJ toà ¢pÕ tÁj ™l£ssonoj ‡son 



par¦ t¾n me…zona parablhqÍ [και 2

4
1 β=⋅ vu ] ™lle‹pon e‡dei tetragènJ, e„j 

sÚmmetra aÙt¾n diaire‹ m»kei [τότε α=+ vu  και vu,   σύµµετρα], 

 

 

 

Η πρόταση Χ18 είναι αντίστοιχη της Χ17 και αφορά την ασυµµετρία. 

 

 

Πρόταση Χ18 

'E¦n ðsi dÚo eÙqe‹ai ¥nisoi, tù d� tet£rtJ mšrei toà ¢pÕ  

tÁj ™l£ssonoj ‡son par¦ t¾n me…zona parablhqÍ ™lle‹pon  

e‡dei tetragènJ, kaˆ e„j ¢sÚmmetra aÙt¾n diairÍ [m»kei],  

¹ me…zwn tÁj ™l£ssonoj me‹zon dun»setai tù ¢pÕ ¢sum- 

mštrou ˜autÍ. kaˆ ™¦n ¹ me…zwn tÁj ™l£ssonoj me‹zon  

dÚnhtai tù ¢pÕ ¢summštrou ˜autÍ, tù d� tet£rtJ toà  

¢pÕ tÁj ™l£ssonoj ‡son par¦ t¾n me…zona parablhqÍ  

™lle‹pon e‡dei tetragènJ, e„j ¢sÚmmetra aÙt¾n diaire‹  

[m»kei].   

 

 

 

 Εφ’ όσον έχουµε στη διάθεσή µας τις προτάσεις Χ17,18 οι παρακάτω δύο 

εξάδες  Χ48-53 και  Χ85-90 των έξι διωνύµων και αποτοµών αντίστοιχα έπονται 

εύκολα. ∆ίνουµε µια απόδειξη όπως την κάνει ο Taisbak καθώς και τα αριθµητικά 

παραδείγµατα που δίνει επίσης ο ίδιος. 

 

 

Θεώρηµα Τ224.1-Χ48&Χ85 

H 1η κατηγορία δεν είναι κενή. 

Πρόταση Χ48 

EØre‹n t¾n ™k dÚo Ñnom£twn prèthn.  

Πρόταση Χ85 

EØre‹n t¾n prèthn ¢potom»n.  



Απόδειξη: (του Taisbak) 

Θεωρούµε τον τετράγωνο αριθµό 2r  και τους αριθµούς dba ,,  ώστε 22 dcb +=  

όπου c  όχι τετράγωνος αριθµός. 

Αν ρ  είναι η προτεθείσα ευθεία  κατασκευάζουµε βα ,  ευθείες ώστε:  

2

2

2

2

a
r

=
α
ρ ,    

b
r 2

2

2

=
β
ρ ,    22

2

a
b

=
α
β   οπότε από την πρόταση Χ9 έχουµε ότι: 

αρ ,  σύµµετρα,  βρ ,  ασύµµετρα  και βα ,  ασύµµετρα. 

Είναι  2

2

2

2

22

2

d
a

ba
a

=
−

=
− βα
α = τετρ. αριθµός τετρ. αριθµός  

άρα  22, βαα −   σύµµετρα. 

 

 

Παράδειγµα: 42 =ρ ,  92 =α ,   5=β ,  42 =δ . 

 

 

Θεώρηµα Τ224.2-Χ49&Χ86 

H 2η κατηγορία δεν είναι κενή. 

Πρόταση Χ49 

EØre‹n t¾n ™k dÚo Ñnom£twn deutšran.  

Πρόταση Χ86 

EØre‹n t¾n deutšran ¢potom»n.  

 

Παράδειγµα: 42 =ρ ,  42 =α ,   3=β ,   12 =δ . 

 

 

Θεώρηµα Τ224.3-Χ50&Χ87 

H 3η κατηγορία δεν είναι κενή. 

Πρόταση Χ50 

EØre‹n t¾n ™k dÚo Ñnom£twn tr…thn.  

Πρόταση Χ87 

EØre‹n t¾n tr…thn ¢potom»n.  

 



Παράδειγµα: 2=ρ ,  92 =α ,   5=β ,  42 =δ . 

 

 

Θεώρηµα Τ224.4-Χ51&Χ88 

H 4η κατηγορία δεν είναι κενή. 

Πρόταση Χ51 

EØre‹n t¾n ™k dÚo Ñnom£twn tet£rthn.  

 

Πρόταση Χ88 

EØre‹n t¾n tet£rthn ¢potom»n.  

 

Παράδειγµα: 42 =ρ ,  92 =α ,   6=β ,  3=δ . 

 

 

Θεώρηµα Τ224.5-Χ52&Χ89 

H 5η κατηγορία δεν είναι κενή. 

Πρόταση Χ52 

EØre‹n t¾n ™k dÚo Ñnom£twn pšmpthn.  

Πρόταση Χ89 

EØre‹n t¾n pšmpthn ¢potom»n.  

 

Παράδειγµα: 42 =ρ ,  3=α ,   12 =β ,  2=δ . 

 

 

Θεώρηµα Τ224.6-Χ53&Χ90 

H 6η κατηγορία δεν είναι κενή. 

Πρόταση Χ53 

EØre‹n t¾n ™k dÚo Ñnom£twn ›kthn.  

Πρόταση Χ90 

EØre‹n t¾n ›kthn ¢potom»n.  

 

Παράδειγµα: 2=ρ ,  5=α ,   3=β ,  2=δ . 

 



11.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ54-59 & Χ91-96, Χ60-65 & Χ97-102 
 

 

Σύνδεση-αντιστοίχιση των προσθετικών  και αφαιρετικών 

αλόγων γραµµών µε τις διώνυµες και αποτοµές 
[ Πρόταση Β, χρήση των προτάσεων VI27 και VI28 ] 

 

 

 

 

 Στις προτάσεις που ακολουθούν γίνεται η συσχέτιση των διωνύµων και 

αποτοµών µε τις αθροιστικές και αφαιρετικές άλογες γραµµές που ορίστηκαν πιο 

πριν. Εδώ για να εξασφαλιστεί η ύπαρξη των γραµµών (ευθυγράµµων τµηµάτων) που 

θα αποδεικνύουν τη σύνδεση και εν τέλει την πλήρη αντιστοίχιση των γραµµών 

αυτών χρειάζεται η Πρόταση Β. 

 

 

Πρόταση Β 

 
Έστω ρ  η προτεθείσα ευθεία 

1. Αν βα ,  ευθύγραµµα τµήµατα µε  βα >   τότε κατασκευάζονται ευθύγραµµα 

τµήµατα  yx,   ώστε:  yx >  και 

   22 yx +=⋅αρ  

   yx ⋅=⋅ 2βρ  

2. Αν yx,   ευθύγραµµα τµήµατα µε  yx >   τότε κατασκευάζονται ευθύγραµµα 

τµήµατα  βα ,    ώστε: βα >  και 

   22 yx +=⋅αρ  

   yx ⋅=⋅ 2βρ  

 

Απόδειξη 
 



1. Από την πρόταση Α κατασκευάζονται ευθύγραµµα τµήµατα  vu,   ώστε: 

vu > ,      α=+ vu ,       2

4
1 β=⋅ vu . 

Κατόπιν µε χρήση της πρότασης VI 13 (κατασκευή µέσης αναλόγου) 

κατασκευάζονται ευθύγραµµα τµήµατα yx,   ώστε : 2xu =⋅ρ  2yv =⋅ρ . 

Γι’ αυτά τα ευθύγραµµα τµήµατα yx,   ισχύει:  yx >  (αφού vu > )  και 
22 yx +=⋅αρ ,     yx ⋅=⋅ 2βρ     άρα είναι τα ζητούµενα. 

 

 

2. Θέτουµε yxq += . 

Από την πρόταση ΙΙ4 έχουµε: yxyxq ⋅++= 2222 . 

Με χρήση των προτάσεων Ι 44 και Ι 45 (κατασκευή παραλληλογράµµου όταν δίνεται 

το εµβαδόν, η µια πλευρά ρ  και γωνιά 90 µοιρών) κατασκευάζουµε ευθύγραµµα 

τµήµατα  β,,vu   ώστε:  2xu =⋅ρ ,      2yv =⋅ρ ,       yx ⋅=⋅ 2βρ . 

Θέτουµε    vu +=α . 

Έτσι, έχουµε τα ζητούµενα τµήµατα βα ,   ώστε: 22 yx +=⋅αρ ,      yx ⋅=⋅ 2βρ . 

Επίσης ισχύει  βα >   αφού άµεσα από το λήµµα Χ59/60 (ή έµµεσα από την 

πρόταση ΙΙ 7)   έχουµε ότι:  yxyx ⋅>+ 222 .  

 

 

 Στην προσέγγισή µας η Πρόταση Β αντικαθιστά τις πιο σύνθετες προτάσεις 

Τ220 και Τ221 του Taisbak οι οποίες είναι οι ακόλουθες. 

 

 

Θεώρηµα Τ220 (για τις διώνυµες) 

 

Έστω ρ   η προτεθείσα ευθεία. 

Αν   wq ⋅= ρ2    και   yxq +=   µε yx >    τότε  το w  είναι διαφορά ευθυγράµµων 

τµηµάτων  βα +=w  , βα >    ώστε  22 yx +=⋅αρ     και   yx ⋅=⋅ 2βρ . 

Αντίστροφα, 



Αν   2qw =⋅ρ    και   βα +=w   µε  βα >    τότε το q είναι άθροισµα  

ευθυγράµµων τµηµάτων ώστε   yxq +=   , yx >   και  αρ ⋅=+ 22 yx    και   

βρ ⋅=⋅ yx2 . 

  

 

Θεώρηµα Τ221 (για τις αποτοµές) 

 

Έστω ρ   η προτεθείσα ευθεία. 

Αν   wq ⋅= ρ2    και   yxq −=   µε yx >    τότε   το w  είναι διαφορά ευθυγράµµων 

τµηµάτων  βα −=w  , βα >    ώστε   22 yx +=⋅αρ     και   yx ⋅=⋅ 2βρ . 

Αντίστροφα, 

Αν   2qw =⋅ρ    και   βα −=w   µε  βα >    τότε το  q  είναι διαφορά  

ευθυγράµµων τµηµάτων  ώστε   yxq −=   , yx >    και  αρ ⋅=+ 22 yx     και   

βρ ⋅=⋅ yx2 . 

 

 

 

 Με χρήση της πρότασης Β αποδεικνύονται οι προτάσεις Χ54-59 που 

συσχετίζουν τις διώνυµες µε τις αθροιστικές άλογες γραµµές και αντίστοιχα οι 

προτάσεις Χ91-96 συσχετίζουν τις αποτοµές µε τις αφαιρετικές άλογες γραµµές. 

 

 

 Σύµφωνα µε τον Taisbak τα θεωρήµατα που αφορούν τις έξι κατηγορίες 

διωνύµων και τις έξι κατηγορίες αποτοµών είναι οµοιόµορφα και µονότονα αν όχι 

βαρετά. Θεωρεί ότι ο σκοπός της όλης θεωρίας είναι η 1η  κατηγορία, οι υπόλοιπες 

παίρνουν το όνοµά τους από τις γραµµές που τις συνθέτουν και αξίζει να σταθεί 

κανείς µόνο στη µείζονα και στην ελλάσoνα.[Taisbak, σελ.49] 

  

Παρόλα αυτά, ο Taisbak δίνει τα αντίστοιχα θεωρήµατα µε πιο αναλυτική 

περιγραφή στην εκφώνηση απ’ ότι ο Ευκλείδης. Ο δε Fowler περιγράφει σχηµατικά 

αυτή τη διαδικασία ως πέρασµα από ένα ορθογώνιο σε ένα ισοδύναµο τετράπλευρο. 

Πιο συγκεκριµένα, πηγαίνουµε από ένα ορθογώνιο µε πλευρές µια Ε-ρητή ρ και µια 



διώνυµη βα +  σε ισοδύναµο τετράγωνο µε πλευρά αθροιστική άλογη yx + . Η 

µαθηµατική σχέση που περιγράφει τη διαδικασία αυτή είναι η )()( 2 βαρ +⋅=+ yx  

όπου ρ  είναι η προτεθείσα ευθεία, βα +  είναι η διώνυµος πλευρά του ορθογωνίου 

και yx +  είναι η πλευρά του τετραγώνου που είναι ισοδύναµο µε το ορθογώνιο 

)( βαρ +⋅ . Η αντίστροφη πορεία θα περιγραφεί στις προτάσεις Χ60-65.  

 

 
 

Θεώρηµα Τ226-Χ54&Χ91(αντιστ. Χ36&Χ73) 

 

Αν η βα +  είναι 1ης κατηγορίας διώνυµη τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx +  είναι 

άθροισµα δύο Ε-ρητών τετραγώνων και ενός Ε-µέσου ορθογωνίου, οπότε  η yx +  

είναι εκ δύο ονοµάτων. 

Αν η  βα −  είναι 1ης κατηγορίας αποτοµή τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx −   είναι 

διαφορά ενός αθροίσµατος δύο Ε-ρητών  τετραγώνων και ενός Ε-µέσου ορθογωνίου, 

οπότε  η yx +  είναι αποτοµή. 

 

Πρόταση Χ54 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ tÁj ™k dÚo  

Ñnom£twn prèthj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh ¥logÒj ™stin  

¹ kaloumšnh ™k dÚo Ñnom£twn.  

 

Πρόταση Χ91 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ ¢potomÁj  

prèthj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh ¢potom» ™stin.  

 

Απόδειξη Χ54 

Αφού βα +  είναι 1ης κατηγορίας διώνυµη θα είναι  

22, βαα −  σύµµετρα,  ρα ,  σύµµετρα  και ρβ ,  σύµµετρα. 

Επίσης είναι  ux ⋅= ρ2   Ε-ρητό και  vy ⋅= ρ2  Ε-ρητό άρα θα είναι και το 22 yx +  

Ε-ρητό. 



Είναι επίσης βρ ⋅=⋅ yx2  οπότε yx ⋅2  Ε-µέσο. 

Άρα yx,  ρητές και δυνάµει µόνο σύµµετρες ( αφού το yx ⋅  είναι Ε-µέσο ). 

Άρα η yx +  είναι εκ δύο ονοµάτων. 

 

 

 

 

Θεώρηµα Τ227-Χ55&Χ92(αντίστ. Χ37&Χ74) 

 

Αν η βα +  είναι 2ης κατηγορίας διώνυµη τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx +   είναι 

άθροισµα δύο σύµµετρων Ε-µέσων τετραγώνων και ενός Ε-ρητού ορθογωνίου, οπότε  

η  yx +  είναι άθροισµα δύο Ε-µέσων ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει µόνο 

συµµέτρων που περικλείουν ένα Ε-ρητό ορθογώνιο. Η  yx +  είναι Ε-άλογη και θα 

ονοµάζεται εκ δύο µέσων πρώτη. 

 

Αν η βα −  είναι 2ης κατηγορίας αποτοµή τότε το τετράγωνο µε πλευρά  yx −   είναι 

διαφορά δύο σύµµετρων Ε-µέσων τετραγώνων και ενός Ε-ρητού ορθογωνίου, οπότε  

η  yx −  είναι διαφορά δύο Ε-µέσων ευθυγράµµων τµηµάτων δυνάµει µόνο 

συµµέτρων που περικλείουν ένα Ε-ρητό ορθογώνιο. Η yx −  είναι Ε-άλογη και θα 

ονοµάζεται µέσης αποτοµή πρώτη. 

 

Πρόταση Χ55 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ tÁj ™k dÚo  

Ñnom£twn deutšraj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh ¥logÒj ™stin  

¹ kaloumšnh ™k dÚo mšswn prèth.  

 

Πρόταση Χ92 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ ¢potomÁj  

deutšraj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh mšshj ¢potom» ™sti  

prèth.  

 

 

 



Θεώρηµα Τ228-Χ56&Χ93(αντιστ Χ38&Χ75) 

 

Αν η βα +  είναι 3ης κατηγορίας διώνυµη τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx +  είναι 

άθροισµα δύο σύµµετρων Ε-µέσων τετραγώνων και ενός Ε-µέσου ορθογωνίου 

ασυµµέτρου µ’αυτά, οπότε  η yx +  είναι άθροισµα δύο Ε-µέσων ευθυγράµµων 

τµηµάτων δυνάµει µόνο συµµέτρων που περικλείουν ένα Ε-µέσου ορθογώνιο. Η 

yx +  είναι Ε-άλογη  και θα ονοµάζεται εκ δύο µέσων δεύτερη. 

 

Αν η βα −  είναι 3ης κατηγορίας αποτοµή τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx −  είναι 

διαφορά δύο σύµµετρων Ε-µέσων τετραγώνων και ενός Ε-µέσου ορθογωνίου 

ασυµµέτρου µ’αυτά, οπότε  η yx −  είναι διαφορά δύο Ε-µέσων ευθυγράµµων 

τµηµάτων δυνάµει µόνο συµµέτρων που περικλείουν ένα Ε-µέσο ορθογώνιο. Η yx −  

είναι Ε-άλογη  και θα ονοµάζεται µέσης αποτοµή δεύτερη. 

 

Πρόταση Χ56 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ tÁj ™k dÚo  

Ñnom£twn tr…thj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh ¥logÒj ™stin  

¹ kaloumšnh ™k dÚo mšswn deutšra.  

 

Πρόταση Χ93 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ ¢potomÁj  

tr…thj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh mšshj ¢potom» ™sti deutšra. 

 

 

  

Θεώρηµα Τ229-Χ57&Χ94(αντιστ. Χ39&Χ76) 

 

Αν η βα +  είναι 4ης κατηγορίας διώνυµη τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx +  είναι 

άθροισµα δύο ασύµµετρων τετραγώνων το άθροισµα των οποίων είναι Ε-ρητό και 

ενός Ε-µέσου ορθογωνίου, οπότε  η yx +  είναι άθροισµα δύο ασυµµέτρων 

ευθυγράµµων τµηµάτων  που περικλείουν ένα Ε-µέσο ορθογώνιο ενώ το άθροισµα 

των τετραγώνων τους είναι Ε-ρητό. Η  yx +  είναι Ε-άλογη  και θα ονοµάζεται 

µείζων. 



Αν η βα −  είναι 4ης κατηγορίας αποτοµή τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx −  είναι 

διαφορά δύο ασύµµετρων τετραγώνων το άθροισµα των οποίων είναι Ε-ρητού και 

ενός Ε-µέσου ορθογωνίου, οπότε  η yx −  είναι διαφορά δύο ασυµµέτρων 

ευθυγράµµων τµηµάτων  που περικλείουν ένα Ε-µέσο ορθογώνιο ενώ το άθροισµα 

των τετραγώνων τους είναι Ε-ρητο. Η yx −  είναι Ε-άλογη και θα ονοµάζεται 

ελάσσων. 

 

Πρόταση Χ57 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ tÁj ™k dÚo  

Ñnom£twn tet£rthj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh ¥logÒj ™stin  

¹ kaloumšnh me…zwn.  

 

Πρόταση Χ94 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ ¢potomÁj  

tet£rthj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh ™l£sswn ™st…n.  

 

 

 

Θεώρηµα Τ230-Χ58&Χ95(- Χ40&Χ77) 

 

Αν η βα +  είναι 5ης κατηγορίας διώνυµη τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx +  είναι 

άθροισµα δύο ασύµµετρων τετραγώνων το άθροισµα των οποίων είναι Ε-µέσο  και 

ενός Ε-ρητού ορθογωνίου, οπότε  η yx +  είναι άθροισµα δύο ασυµµέτρων 

ευθυγράµµων τµηµάτων  που περικλείουν ένα Ε-ρητό ορθογώνιο ενώ το άθροισµα 

των τετραγώνων τους είναι Ε-µέσο. Η yx +  είναι Ε-άλογη  και θα ονοµάζεται ρητόν 

και µέσον δυναµένη. 

 

Αν η βα −  είναι 5ης κατηγορίας αποτοµή τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx −   είναι 

διαφορά δύο ασύµµετρων τετραγώνων το άθροισµα των οποίων είναι Ε-µέσο και ενός 

Ε-ρητού ορθογωνίου, οπότε  η yx −  είναι διαφορά δύο ασυµµέτρων ευθυγράµµων 

τµηµάτων  που περικλείουν ένα Ε-ρητό  ορθογώνιο ενώ το άθροισµα των τετραγώνων 

τους είναι Ε-µέσο. Η yx −  είναι Ε-άλογη και θα ονοµάζεται η µετά ρητού µέσον το 

όλον ποιούσα. 



Πρόταση Χ58 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ tÁj ™k dÚo  

Ñnom£twn pšmpthj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh ¥logÒj ™stin  

¹ kaloumšnh ·htÕn kaˆ mšson dunamšnh.  

 

Πρόταση Χ95 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ ¢potomÁj  

pšmpthj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh [¹] met¦ ·htoà mšson  

tÕ Ólon poioàs£ ™stin.  

 

 

 

Θεώρηµα Τ231-Χ59&Χ96(- Χ41&Χ78) 

 

Αν η βα +  είναι 6ης κατηγορίας διώνυµη τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx +  είναι 

άθροισµα δύο ασύµµετρων τετραγώνων το άθροισµα των οποίων είναι Ε-µέσο και 

ενός Ε-µέσου ορθογωνίου, οπότε  η yx +  είναι άθροισµα δύο ασυµµέτρων 

ευθυγράµµων τµηµάτων  που περικλείουν ένα Ε-µέσο ορθογώνιο ενώ το άθροισµα 

των τετραγώνων τους είναι Ε-µέσο. Η yx +  είναι Ε-άλογη και θα ονοµάζεται δύο 

µέσα δυναµένη. 

 

Αν η βα −  είναι 6ης κατηγορίας αποτοµή τότε το τετράγωνο µε πλευρά yx −  είναι 

διαφορά δύο ασύµµετρων τετραγώνων το άθροισµα των οποίων είναι Ε-µέσο και ενός 

Ε-µέσου ορθογωνίου, οπότε  η yx −  είναι διαφορά δύο ασυµµέτρων ευθυγράµµων 

τµηµάτων  που περικλείουν ένα Ε-µέσο ορθογώνιο ενώ το άθροισµα των τετραγώνων 

τους είναι Ε-µέσο. Η yx −  είναι Ε-άλογη και θα ονοµάζεται η µετά µέσου µέσον το 

όλον ποιούσα. 

 

Πρόταση Χ59 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ tÁj ™k dÚo  

Ñnom£twn ›kthj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh ¥logÒj ™stin  

¹ kaloumšnh dÚo mšsa dunamšnh.  

 



Πρόταση Χ96 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ·htÁj kaˆ ¢potomÁj  

›kthj, ¹ tÕ cwr…on dunamšnh met¦ mšsou mšson tÕ Ólon  

poioàs£ ™stin.  

 

 

 

 Η επόµενη οµάδα προτάσεων αντιστοιχεί σ’αυτό που, όπως αναφέραµε, 

περιγράφει ο Fowler ως αντίστροφη διαδικασία, δηλαδή από τετράγωνο σε 

ορθογώνιο. Ξεκινώντας από ένα τετράγωνο µε πλευρά µια αθροιστική (ή αφαιρετική) 

άλογη γραµµή από αυτές που ορίσαµε αρχικά πηγαίνουµε σε ισοδύναµο ορθογώνιο 

µε µια πλευρά την προτεθείσα ρ  και αποδεικνύουµε ότι η άλλη του πλευρά θα είναι 

διώνυµος (ή αποτοµή αντίστοιχα) της ίδιας αντίστοιχης κατηγορίας. 

 

 

 

Θεώρηµα Τ223-Χ60&97 

 

Αν το τετράγωνο µιας εκ δύο ονοµάτων yx + γραφτεί σαν ορθογώνιο µε ύψος ρ τότε 

το µήκος βα + του ορθογωνίου είναι διώνυµη 1ης κατηγορίας. 

 

Αν το τετράγωνο µιας αποτοµής yx − γραφτεί σαν ορθογώνιο µε ύψος ρ  τότε το 

µήκος βα − του ορθογωνίου είναι αποτοµή 1ης κατηγορίας. 

 

 

Πρόταση Χ60 

TÕ ¢pÕ tÁj ™k dÚo Ñnom£twn par¦ ·ht¾n paraballÒ- 

menon pl£toj poie‹ t¾n ™k dÚo Ñnom£twn prèthn.  

 

Πρόταση Χ97 

TÕ ¢pÕ ¢potomÁj par¦ ·ht¾n paraballÒmenon pl£toj  

poie‹ ¢potom¾n prèthn.  

 



Πρόταση Χ61 

TÕ ¢pÕ tÁj ™k dÚo mšswn prèthj par¦ ·ht¾n para- 

ballÒmenon pl£toj poie‹ t¾n ™k dÚo Ñnom£twn deutšran 

 

Αν το τετράγωνο µιας εκ δύο µέσων πρώτης yx + γραφτεί σαν ορθογώνιο µε ύψος 

ρ τότε το µήκος βα + του ορθογωνίου είναι διώνυµη 2ης κατηγορίας. 

 

Πρόταση Χ98 

TÕ ¢pÕ mšshj ¢potomÁj prèthj par¦ ·ht¾n para- 

ballÒmenon pl£toj poie‹ ¢potom¾n deutšran.  

 

Αν το τετράγωνο µιας µέσης αποτοµής πρώτης yx −  γραφτεί σαν ορθογώνιο µε ύψος 

ρ  τότε το µήκος βα −  του ορθογωνίου είναι αποτοµή 2ης κατηγορίας. 

 

 

 

Πρόταση Χ62 

TÕ ¢pÕ tÁj ™k dÚo mšswn deutšraj par¦ ·ht¾n para- 

ballÒmenon pl£toj poie‹ t¾n ™k dÚo Ñnom£twn tr…thn.  

 

Αν το τετράγωνο µιας εκ δύο µέσων δευτέρας yx + γραφτεί σαν ορθογώνιο µε ύψος 

ρ τότε το µήκος βα + του ορθογωνίου είναι διώνυµη 3ης κατηγορίας. 

 

Πρόταση Χ99 

TÕ ¢pÕ mšshj ¢potomÁj deutšraj par¦ ·ht¾n para- 

ballÒmenon pl£toj poie‹ ¢potom¾n tr…thn.  

 

Αν το τετράγωνο µιας µέσης αποτοµής δευτέρας yx − γραφτεί σαν ορθογώνιο µε 

ύψος ρ  τότε το µήκος βα − του ορθογωνίου είναι αποτοµή 3ης κατηγορίας. 

 

Πρόταση Χ63 

TÕ ¢pÕ tÁj me…zonoj par¦ ·ht¾n paraballÒmenon  

pl£toj poie‹ t¾n ™k dÚo Ñnom£twn tet£rthn. 



 

Αν το τετράγωνο µιας µείζωνος yx + γραφτεί σαν ορθογώνιο µε ύψος ρ τότε το 

µήκος βα + του ορθογωνίου είναι διώνυµη 4ης κατηγορίας. 

 

Πρόταση Χ100 

TÕ ¢pÕ ™l£ssonoj par¦ ·ht¾n paraballÒmenon pl£toj  

poie‹ ¢potom¾n tet£rthn.  

 

Αν το τετράγωνο µιας ελάσσονος yx − γραφτεί σαν ορθογώνιο µε ύψος ρ  τότε το 

µήκος βα − του ορθογωνίου είναι αποτοµή 4ης κατηγορίας. 

 
 

 

Πρόταση Χ64 

TÕ ¢pÕ tÁj ·htÕn kaˆ mšson dunamšnhj par¦ ·ht¾n  

paraballÒmenon pl£toj poie‹ t¾n ™k dÚo Ñnom£twn pšmpthn.  

 

Αν το τετράγωνο µιας ρητόν και µέσον δυναµένης  yx +  γραφτεί σαν ορθογώνιο µε 

ύψος ρ τότε το µήκος βα + του ορθογωνίου είναι διώνυµη 5ης κατηγορίας. 

 

 

Πρόταση Χ101 

TÕ ¢pÕ tÁj met¦ ·htoà mšson tÕ Ólon poioÚshj par¦  

·ht¾n paraballÒmenon pl£toj poie‹ ¢potom¾n pšmpthn 

 

Αν το τετράγωνο µιας µετά ρητού µέσον το όλον ποιούσας yx − γραφτεί σαν 

ορθογώνιο µε ύψος ρ  τότε το µήκος βα −  του ορθογωνίου είναι αποτοµή 5ης 

κατηγορίας. 

.   

 

Πρόταση Χ65 

TÕ ¢pÕ tÁj dÚo mšsa dunamšnhj par¦ ·ht¾n para- 

ballÒmenon pl£toj poie‹ t¾n ™k dÚo Ñnom£twn ›kthn 



Αν το τετράγωνο µιας δύο µέσα δυναµένης yx +  γραφτεί σαν ορθογώνιο µε ύψος 

ρ τότε το µήκος βα + του ορθογωνίου είναι διώνυµη 6ης κατηγορίας. 

 

Πρόταση Χ102 

TÕ ¢pÕ tÁj met¦ mšsou mšson tÕ Ólon poioÚshj par¦  

·ht¾n paraballÒmenon pl£toj poie‹ ¢potom¾n ›kthn.  

 

Αν το τετράγωνο µιας µετά µέσου µέσον το όλο ποιούσας yx −  γραφτεί σαν 

ορθογώνιο µε ύψος ρ  τότε το µήκος βα −  του ορθογωνίου είναι αποτοµή 6ης 

κατηγορίας. 

 

 

 Τώρα που ολοκληρώθηκε η προσέγγιση των προτάσεων αυτών πρέπει να 

παρατηρήσουµε ότι οι προτάσεις Χ36-41, Χ42-47, Χ66-70 που αφορούν τις 

προσθετικές άλογες γραµµές yx + και οι προτάσεις Χ73-78, Χ79-84, Χ103-107 που 

αφορούν αντίστοιχα  τις αφαιρετικές άλογες γραµµές yx −  είναι πιο στοιχειώδεις 

από τις υπόλοιπες µε την έννοια ότι δεν υπεισέρχεται  σ’ αυτές η χρήση  των 

προτάσεων VI 27 και VI 28 δηλαδή οι κατ’ έλλειψιν δευτεροβάθµιες εξισώσεις. 

Αντίθετα οι εξάδες προτάσεων Χ48-53 και Χ85-90 χρησιµοποιούν την πρόταση Α 

και οι Χ54-59, Χ60-65 και Χ91-96, 97-102 την πρόταση Β που και οι δύο βασίζονται 

στις προτάσεις VI 27 και VI 28 δηλαδή στις κατ’ έλλειψιν δευτεροβάθµιες εξισώσεις. 

 

 

 

 Ο Taisbak κάνει µια σύνοψη  προσθέτοντας µια πρόταση που δεν υπάρχει 

στον Ευκλείδη και η οποία αναφέρεται στην πλήρη αντιστοιχία που υπάρχει µεταξύ 

των έξι κατηγοριών διωνύµων γραµµών και των έξι προσθετικών αλόγων γραµµών, 

αντίστοιχα των έξι κατηγοριών αποτοµών και των έξι αφαιρετικών αλόγων γραµµών.  

 

Θεώρηµα Τ232 

 



Υπαρχει µια ένα προς ένα αντιστοιχία των έξι αθροιστικών κατηγοριών των yx +  

και των έξι ειδών διώνυµων βα +  καθώς και µια ένα προς ένα αντιστοιχία των έξι 

αφαιρετικών κατηγοριών των yx −  και των έξι ειδών αποτοµών βα − . 

 

 

 

Τέλος για την ολοκλήρωση όλων των προηγουµένων γίνεται και η 

διευκρύνηση  µέσω της πρότασης Χ111 ότι µια αποτοµή δεν µπορεί να γραφτεί ως 

διώνυµη. ∆ηλαδή, µία άλογη γραµµή δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα και διώνυµη 

και αποτοµή.  

 

Θεώρηµα Τ235 

Μια αποτοµή δεν µπορεί να είναι και εκ δύο ονοµάτων. 

Πρόταση Χ111 

`H ¢potom¾ oÙk œstin ¹ aÙt¾ tÍ ™k dÚo Ñnom£twn.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



12.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ27-35 

 

Κατασκευαστικές προτάσεις για τα x,y 

 
 

Οι προτάσεις Χ27-35 εξασφαλίζουν κατασκευαστικά την ύπαρξη γραµµών 

yx,  που έχουν κάποιες συγκεκριµένες ιδιότητες και προστιθέµενες ή αφαιρούµενες 

µας δίνουν τις αθροιστικές και αντίστοιχα  τις αφαιρετικές άλογες γραµµές. 

 

Τις παρουσιάζουµε τελευταίες γιατί η ύπαρξη και κατασκευή τέτοιων 

γραµµών yx,  προκύπτει ούτως ή άλλως από τις προτάσεις Χ54-59 και Χ91-96 όπου 

από τις διώνυµες και αποτοµές βα ±  παίρνουµε  τις αθροιστικές και αντίστοιχα  τις 

αφαιρετικές άλογες γραµµές yx ± . 

 
 

 

Πρόταση Χ27 

Mšsaj eØre‹n dun£mei mÒnon summštrouj ·htÕn peri- 

ecoÚsaj.  

 

Να βρεθούν µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες που να περιέχουν ρητό χωρίο. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν yx,  µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες ώστε yx ⋅  ρητό. 

 

 

 

Πρόταση Χ28 

Mšsaj eØre‹n dun£mei mÒnon summštrouj mšson peri- 

ecoÚsaj.  

 



Να βρεθούν δύο µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες που να περιέχουν µέσο 

χωρίο. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν yx,  µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες ώστε yx ⋅  µέσο. 

 

 

 

Πρόταση Χ29 

EØre‹n dÚo ·ht¦j dun£mei mÒnon summštrouj, éste t¾n  

me…zona tÁj ™l£ssonoj me‹zon dÚnasqai tù ¢pÕ summš- 

trou ˜autÍ m»kei. 

  

Να βρεθούν δύο ρητές γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες που το τετράγωνο της 

µεγαλύτερης να υπερέχει του τετραγώνου της µικρότερης κατά τεράγωνο του οποίου 

η πλευρά είναι σύµµετρη µε τη µεγαλύτερη. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν yx,  ρητές γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες µε yx >  ώστε  

22, yxx −  σύµµετρα. 

 

 

 

Πρόταση Χ30 

EØre‹n dÚo ·ht¦j dun£mei mÒnon summštrouj, éste t¾n  

me…zona tÁj ™l£ssonoj me‹zon dÚnasqai tù ¢pÕ ¢sum- 

mštrou ˜autÍ m»kei.  

 

Να βρεθούν δύο ρητές γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες που το τετράγωνο της 

µεγαλύτερης να υπερέχει του τετραγώνου της µικρότερης κατά τεράγωνο του οποίου 

η πλευρά είναι ασύµµετρη µε τη µεγαλύτερη. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν yx,  ρητές γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες µε yx >  ώστε   

22, yxx − ασύµµετρα. 



Πρόταση Χ31 

EØre‹n dÚo mšsaj dun£mei mÒnon summštrouj ·htÕn  

periecoÚsaj, éste t¾n me…zona tÁj ™l£ssonoj me‹zon  

dÚnasqai tù ¢pÕ summštrou ˜autÍ m»kei.  

 

Να βρεθούν δύο µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες που περιέχουν ρητό χωρίο 

και που το τετράγωνο της µεγαλύτερης να υπερέχει του τετραγώνου της µικρότερης 

κατά τεράγωνο του οποίου η πλευρά είναι σύµµετρη µε τη µεγαλύτερη. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν yx,   µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες µε yx >  ώστε yx ⋅  ρητό 

και  22, yxx −  σύµµετρα. 

 

 

 

Πρόταση Χ32 

EØre‹n dÚo mšsaj dun£mei mÒnon summštrouj mšson peri- 

ecoÚsaj, éste t¾n me…zona tÁj ™l£ssonoj me‹zon dÚnasqai  

tù ¢pÕ summštrou ˜autÍ.  

 

Να βρεθούν δύο µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες που περιέχουν µέσο χωρίο 

και που το τετράγωνο της µεγαλύτερης να υπερέχει του τετραγώνου της µικρότερης 

κατά τεράγωνο του οποίου η πλευρά είναι σύµµετρη µε τη µεγαλύτερη. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν  yx, µέσες γραµµές δυνάµει µόνο σύµµετρες µε yx >  ώστε yx ⋅  µέσο 

και  22, yxx −  σύµµετρα. 

 

 

 

Πρόταση Χ33 

EØre‹n dÚo eÙqe…aj dun£mei ¢summštrouj poioÚsaj tÕ  

m�n sugke…menon ™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn ·htÒn,  

tÕ d' Øp' aÙtîn mšson.  



Να βρεθούν δύο γραµµές δυνάµει ασύµµετρες που το άθροισµα των τετραγώνων τους 

να είναι ρητό και να περιέχουν µέσο χωρίο. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν yx,   γραµµές δυνάµει  ασύµµετρες ώστε 22 yx + ρητό και yx ⋅  µέσο. 

 

 

 

Πρόταση Χ34 

EØre‹n dÚo eÙqe…aj dun£mei ¢summštrouj poioÚsaj tÕ  

m�n sugke…menon ™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn mšson,  

tÕ d' Øp' aÙtîn ·htÒn.  

 

Να βρεθούν δύο γραµµές δυνάµει ασύµµετρες που το άθροισµα των τετραγώνων τους 

να είναι µέσο και να περιέχουν ρητό χωρίο. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν yx,   γραµµές δυνάµει  ασύµµετρες ώστε 22 yx +  µέσο και yx ⋅  ρητό. 

 

 

 

Πρόταση Χ35 

EØre‹n dÚo eÙqe…aj dun£mei ¢summštrouj poioÚsaj tÒ  

te sugke…menon ™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènwn mšson kaˆ  

tÕ Øp' aÙtîn mšson kaˆ œti ¢sÚmmetron tù sugkeimšnJ  

™k tîn ¢p' aÙtîn tetragènJ.  

  

Να βρεθούν δύο γραµµές δυνάµει ασύµµετρες που το άθροισµα των τετραγώνων τους 

να είναι µέσο και να περιέχουν µέσο χωρίο ασύµµετρο µε το άθροισµα των 

τετραγώνων τους. 

∆ηλαδή: 

Να βρεθούν yx,   γραµµές δυνάµει  ασύµµετρες ώστε 22 yx +  µέσο , yx ⋅  µέσο και 
22 yx +   , yx ⋅  ασύµµετρα. 

 

 



 Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός ότι στις αποδείξεις των περισσοτέρων 

προτάσεων γίνεται χρήση της πρότασης ΙΙ6 που σχετίζεται µε τις δευτεροβάθµιες 

εξισώσεις ενώ ιδιαιτέρως στις αποδείξεις των προτάσεων Χ33 και Χ34 γίνεται χρήση 

των προτάσεων VI27 και VI28 (κατ’ έλλειψιν παραβολή χωρίου). Η ύπαρξη των  

Χ27-35 θα µπορούσε να χαρακτηριστεί πλεονασµός µιας και όπως είπαµε η ύπαρξη 

και κατασκευή τέτοιων γραµµών yx,  προκύπτει ούτως ή άλλως από τις προτάσεις 

Χ54-59 και Χ91-96, στις αποδείξεις των οποίων χρησιµοποιείται η πρόταση Β άρα 

εµµέσως και οι VI27 και VI28. Αυτό έχει διαφύγει της προσοχής των Taisbak και 

Fowler και δεν κάνουν κανένα σχετικό σχόλιο. 

 

Στον συγκεντρωτικό πίνακα των προτάσεων που ακολουθεί φαίνεται  και η 

αντιστοιχία αυτών µε τις υπόλοιπες προτάσεις του βιβλίου και συγκεκριµένα φαίνεται 

αναλυτικά  σε ποιά κατασκευή των ονοµάτων yx,  αθροιστικής ή αφαιρετικής 

άλογης γραµµής χρησιµοποιείται η καθεµιά. 

 



Πίνακας των Προτάσεων του Βιβλίου Χ  για τις άλογες γραµµές. 
 

Χ36,X73 X37,X74 X38,X75 X39,X76 X40,X77 X41,X78  
 
 
Ορισµός και απόδειξη 
της αλογίαςτων έξι 
προσθετικών και 

αφαιρετικών άλογων 
γραµµών yx ±  

yx,  ρητές 
yx, δυνάµει µόνο 
σύµµετρες 

 
 
 

«εκ δύο ονοµάτων»- 
«αποτοµή» 

yx,  µέσες 
yx,  δυνάµει µόνο 
σύµµετρες 
xy  ρητό 

 
 

«εκ δύο µέσων 
πρώτη»- «µέσης 
αποτοµή πρώτη» 

yx,  µέσες 
yx,  δυνάµει µόνο 
σύµµετρες 
xy  µέσο 

 
 

«εκ δύο µέσων 
δεύτερη»- «µέσης 
αποτοµή δεύτερη» 

yx,  δυνάµει 
ασύµµετρες 

22 yx +  ρητό 
xy  µέσο 

 
 
«µείζων»- «ελάσσων» 

yx,  δυνάµει 
ασύµµετρες 

22 yx +  µέσο  
xy  ρητό 

 
«ρητόν και µέσον 
δυναµένη»- «µετά 
ρητού  µέσον το όλο 

ποιούσα» 

yx,  δυν. ασύµµετρες 
22 yx +  µέσο  

22 yx + και xy   
ασύµµετρα 

 
«δύο µέσα 

δυναµένη»- «µετά 
µέσου  µέσον το όλο 

ποιούσα» 
Απόδειξη της 

µοναδικότητας των 
ονοµάτων yx,  

 
Χ42,X79 

 
Χ43,X80 

 
Χ44,X81 

 
Χ45,X82 

 

 
Χ46,X83 

 
Χ47,X84 

Αναλλοίωτο ως προς 
τη συµµετρία 
των yx ±  

 
Χ66,X103 

 
Χ66,X103 

 
Χ67,X104 

 
Χ68,X105 

 
Χ69,X106 

 
Χ70,X107 

 
Κατασκευή των έξι 
τύπων διωνύµων και 

αποτοµών 
 βα ±  

 
Χ48,X85 

1η διώνυµη- 
1η αποτοµή 

 
Χ49,X86 

2η διώνυµη- 
2η αποτοµή 

 
Χ50,X87 

3η διώνυµη- 
3η αποτοµή 

 
Χ51,X88 

4η διώνυµη- 
4η αποτοµή 

 
Χ52,X89 

5η διώνυµη- 
5η αποτοµή 

 
Χ53,X90 

6η διώνυµη- 
6η αποτοµή 

Από τις βα ±  
 στις yx ±  

 
Χ54,X91 

 
Χ55,X92 

 
Χ56,X93 

 
Χ57,X94 

 
Χ58,X95 

 
Χ59,X96 

Από τις yx ±  
στις βα ±  

 
Χ60,X97 

 
Χ61,X98 

 
Χ62,X99 

 
Χ63,X100 

 
Χ64,X101 

 
Χ65,X102 

Κατασκευή των 
ονοµάτων yx,   

 
Χ29 & Χ30 

 
Χ27 & Χ31 

 
Χ28 & Χ32 

 
Χ33 

 
Χ34 

 
Χ35 

 



13.  ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ Χ112-115 

 

Σύζυγία των διωνύµων και των αποτοµών  
 

 

 

 Φτάνοντας προς το τέλος της µελέτης των αλόγων γραµµών και του βιβλίου Χ 

παρατηρούµε ότι όλες οι µέχρι τώρα προτάσεις και τα θεωρήµατα αφορούν 

αποκλειστικά  είτε τις διώνυµες είτε τις αποτοµές χωρίς να γίνεται κάποια σύνδεσή 

τους ή ανάδειξη των ιδιοτήτων που δίνουν οι συνδυασµοί τους. 

 

 Μάλιστα ο Taisbak θεωρεί ότι τα όσα είδαµε µέχρι τώρα ήταν απλώς 

ευχάριστα µαθηµατικά και ότι ένα καλό κοµµάτι µαθηµατικών είναι οι προτάσεις 

Χ112, Χ113 και Χ114 όπου γίνεται η σύνδεση των δύο ειδών αλόγων 

γραµµών.[Taisbak, σελ.58] 

 

Ο Heath στα σχόλια της Χ112 µιλά για σκοτεινό και µυστηριώδη τρόπο 

ανακάλυψης αυτών των προτάσεων και θεωρεί πιο πιθανή τη χρήση κάποιας 

αναλυτικής µεθόδου από τους αρχαίους Έλληνες. Ο Taisbak δηλώνει ότι δεν έχει 

άποψη περί αναλυτικής µεθόδου αλλά είναι σχεδόν σίγουρος ότι δεν πρόκειται για τη 

µέθοδο δοκιµής και λάθους. Επιχειρεί πάντως την παρουσίαση των προτάσεων Χ112 

και Χ113 ακολουθώντας απλώς το κείµενο. Τέλος δίνει µια πιο απλή απόδειξη για 

την Χ114 την οποία θα δούµε πιο κάτω. [Taisbak, σελ.58] 

 

 

 

Πρόταση Χ112 

 

Αν ένα Ε-ρητό τετράπλευρο γραφτεί σαν ορθογώνιο µε τη µια πλευρά εκ δύο 

ονοµάτων τότε η άλλη πλευρά θα είναι αποτοµή τα µέρη-ονόµατα της οποίας θα είναι 

σύµµετρα µε τα αντίστοιχα ονόµατα-µέρη της εκ δύο ονοµάτων και µε τον ίδιο λόγο. 

Θα ανήκουν δε και οι δύο στην ίδια αντίστοιχη κατηγορία. 



TÕ ¢pÕ ·htÁj par¦ t¾n ™k dÚo Ñnom£twn paraballÒ- 

menon pl£toj poie‹ ¢potom»n, Âj t¦ ÑnÒmata sÚmmetr£  

™sti to‹j tÁj ™k dÚo Ñnom£twn ÑnÒmasi kaˆ œti ™n tù  

aÙtù lÒgJ, kaˆ œti ¹ ginomšnh ¢potom¾ t¾n aÙt¾n ›xei  

t£xin tÍ ™k dÚo Ñnom£twn.  

 

∆ηλαδή: 

Αν 2ρ  είναι ένα Ε-ρητό τετράπλευρο και yx ⋅=2ρ  όπου η x  είναι εκ δύο 

ονοµάτων, τότε η y  είναι αποτοµή της ίδιας αντίστοιχης κατηγορίας και οι ευθείες 

yx,  έχουν σύµµετρα ονόµατα και µε τον ίδιο λόγο. 

 

 

 

Πρόταση Χ113 

 

Αν ένα Ε-ρητό τετράπλευρο γραφτεί σαν ορθογώνιο µε τη µια πλευρά αποτοµή τότε η 

άλλη πλευρά θα είναι εκ δύο ονοµάτων τα µέρη-ονόµατα της οποίας θα είναι 

σύµµετρα µε τα αντίστοιχα ονόµατα-µέρη της αποτοµής και µε τον ίδιο λόγο. Θα 

ανήκουν δε και οι δύο στην ίδια αντίστοιχη κατηγορία. 

 

TÕ ¢pÕ ·htÁj par¦ ¢potom¾n paraballÒmenon pl£toj  

poie‹ t¾n ™k dÚo Ñnom£twn, Âj t¦ ÑnÒmata sÚmmetr£ ™sti  

to‹j tÁj ¢potomÁj ÑnÒmasi kaˆ ™n tù aÙtù lÒgJ, œti  

d� ¹ ginomšnh ™k dÚo Ñnom£twn t¾n aÙt¾n t£xin œcei tÍ  

¢potomÍ.  

 

∆ηλαδή: 

Αν 2ρ  είναι ένα Ε-ρητό τετράπλευρο και yx ⋅=2ρ  όπου η x  είναι αποτοµή, τότε η 

y  είναι εκ δύο ονοµάτων της ίδιας αντίστοιχης κατηγορίας και οι ευθείες yx,  έχουν 

σύµµετρα ονόµατα και µε τον ίδιο λόγο. 

 

 

 



Πρόταση Χ114 

 

Αν ένα ορθογώνιο έχει τη µια πλευρά αποτοµή και την άλλη πλευρά εκ δύο 

ονοµάτων τα µέρη-ονόµατα της οποίας θα είναι σύµµετρα µε τα αντίστοιχα ονόµατα-

µέρη της αποτοµής και µε τον ίδιο λόγο τότε το ορθογώνιο θα είναι Ε-ρητό. 

 

'E¦n cwr…on perišchtai ØpÕ ¢potomÁj kaˆ tÁj ™k dÚo  

Ñnom£twn, Âj t¦ ÑnÒmata sÚmmetr£ tš ™sti to‹j tÁj  

¢potomÁj ÑnÒmasi kaˆ ™n tù aÙtù lÒgJ, ¹ tÕ cwr…on  

dunamšnh ·ht» ™stin.  

 

∆ηλαδή: 

Αν η x  είναι εκ δύο ονοµάτων, η y  είναι αποτοµή της ίδιας αντίστοιχης κατηγορίας 

και οι ευθείες yx,  έχουν σύµµετρα ονόµατα και µε τον ίδιο λόγο τότε το ορθογώνιο 

µε πλευρές yx,  είναι  Ε-ρητό  τετράπλευρο και ισχύει yx ⋅=2ρ . 

 

Απόδειξη: ( του Taisbak) 

 

Έστω βα +=x  είναι η εκ δύο ονοµάτων και λκ −=y  είναι η αποτοµή. 

Τότε    
λ
κ

β
α

=    και   κα ,  σύµµετρα και  λβ ,  σύµµετρα.                

 
 

Από το σχήµα έχουµε: 423 RRR +=   (αφού κβλα ⋅=⋅ )    και 

   κβ ⋅=+ 31 RR = Ε-ρητό. 

Αντικαθιστώντας παίρνουµε:  =++ 421 RRR  Ε-ρητό  

και εφόσον =⋅= λβ4R  Ε-ρητό από την Χ15 παίρνουµε =+ 21 RR  Ε-ρητό. 

Άρα   =−⋅+=⋅ )()( λκβαyx  Ε-ρητό. 

1R

3R

2R

4R

α β

κ
λ



Οι προτάσεις Χ112, Χ113 και Χ114 δίνοντας τη συζυγία αποτοµής και εκ δύο 

ονοµάτων παίζουν καθοριστικό ρόλο στην απόδειξη της παλινδροµικής 

περιοδικότητας της ανθυφαίρεσης των τετραγωνικών αρρήτων πράγµα που δεν έχει 

ως τώρα επισηµάνει κανείς από όσους έχουν ασχοληθεί µε το Βιβλίο Χ και τη 

σηµαντικοότητα της οποίας αναφέραµε ήδη στην εισαγωγή αυτής της εργασίας. 

 

 Το Βιβλίο Χ τελειώνει µε την πρόταση Χ115 αν και σε χειρόγραφα υπάρχουν 

προσθήκες όπως εναλλακτικές αποδείξεις των Χ115,106,107, δύο αποδείξεις για την 

ασυµµετρία πλευράς-διαγωνίου τετραγώνου, κατασκευές συµµέτρων ευθυγράµµων ή 

στερεών σχηµάτων. Ο Fowler πάντως αναφέρει την πιθανότητα και οι προτάσεις 

Χ112-115 να είναι µεταγενέστερες προσθήκες [Fowler, σελ.182] πράγµα όµως που 

δεν συνάδει µε τη σπουδαιότητα των προτάσεων Χ112-114 όπως αυτή αναδεικνύεται 

µέσω της χρήσης τους στην απόδειξη της παλινδροµικής περιοδικότητας της 

ανθυφαίρεσης των τετραγωνικών αρρήτων. Η πρόταση Χ115 είναι µε µεγάλη 

πιθανότητα προσθήκη. 

 

 

Πρόταση Χ115 

Οι άλογες ευθείες είναι άπειρες τον αριθµό. 

 

'ApÕ mšshj ¥peiroi ¥logoi g…nontai, kaˆ oÙdem…a  

oÙdemi´ tîn prÒteron ¹ aÙt».  

 

  

  

 

 

 
 

 

 

 

  

 



Μια Ανακατασκευή τηςΑπόδειξης της  Παλινδροµικής 

Περιοδικότητας της Ανθυφαίρεσης ∆ύο ∆υνάµει Μόνο 

Σύµµετρων Γραµµών  

 

 
Τελειώνοντας τη µελέτη του Βιβλίου Χ θα παρουσιάσουµε µια απόδειξη για την 

παλινδροµικά περιοδική ανθυφαίρεση δυο δυνάµει µόνο σύµµετρων γραµµών 

(ευθυγράµµων τµηµάτων). Πρόκειται για µια ανακατασκευή της απόδειξης αυτής µε 

χρήση µόνο των αποτελεσµάτων του Βιβλίου Χ των Στοιχείων του Ευκλείδη. Έτσι 

ενισχύεται η άποψη ότι στην Αρχαία Ελλάδα γνώριζαν αυτό το θεώρηµα και  η 

συγγραφή του Βιβλίου Χ πιθανώς να ήταν η συλλογή των εργαλείων που 

απαιτούνταν για την απόδειξή της. Εποµένως, παρόλο που δεν έχει βρεθεί 

καταγεγραµµένη αυτή η απόδειξη µπορούµε να εικάσουµε-συµπεράνουµε ότι τους 

ήταν  γνωστή. Η απόδειξη που ακολουθεί έγινε από τον καθηγητή κ. Στυλιανό 

Νεγρεπόντη και παρουσιάστηκε για πρώτη φορά στο Θερινό Σχολείο που 

οργανώθηκε από το ∆ιαπανεπιστηµιακό-∆ιατµηµατικό Μεταπτυχιακό Πρόγραµµα 

Σπουδών ∆ιδακτικής και Μεθοδολογίας των Μαθηµατικών των Πανεπιστηµίων 

Αθηνών και Κύπρου στο Ναύπλιο από 21 έως 28 Αυγούστου 2003.   

 

1. Εισαγωγή 

 
Η ανθυφαίρεση είναι η πλέον βασική πυθαγόρεια έννοια και προέκυψε µέσα από 

τη µουσική και συγκεκριµένα µέσα από την αναζήτηση µέτρου για την αρµονία. Με 

την ανάπτυξη θεωρίας λόγων εµφανίζεται, στην πεπερασµένη της µορφή, στο Βιβλίο 

VII των Στοιχείων του Ευκλείδη, ως διαδικασία εύρεσης ΜΚ∆ δύο αριθµών, ο 

γνωστός ευκλείδειος αλγόριθµος. Τέλος, αποτελεί µια από τις σηµαντικότερες έννοιες 

του Βιβλίου Χ, όπου πλέον ως άπειρη διαδικασία αποτελεί χαρακτηρισµό για τα 

ασύµµετρα µεγέθη. Εκτός όµως από τα µαθηµατικά, η ανθυφαίρεση φαίνεται να έχει 

σηµαντική θέση και στην πλατωνική φιλοσοφία όπως µπορεί κανείς να διακρίνει 

µελετώντας τους διαλόγους του Πλάτωνα. 



Στο άρθρο αυτό γίνεται λόγος για την ειδική περίπτωση άπειρης ανθυφαίρεσης 

που όµως έχει τις επιπλέον ιδιότητες να είναι περιοδική και µάλιστα µε παλινδροµική 

περίοδο. Από φιλοσοφικής απόψεως, θα πρέπει να επισηµανθεί η εµφάνιση αυτής της 

µορφής της ανθυφαίρεσης στους διαλόγους του Πλάτωνα και κυρίως στη διαιρετική 

διαδικασία του ορισµού του πολιτικού στον οµώνυµο διάλογο. Από µαθηµατικής 

απόψεως πρέπει να επισηµανθεί ότι η παλινδροµικά περιοδική ανθυφαίρεση είναι µια 

χαρακτηριστική ιδιότητα των τετραγωνικών αρρήτων η µελέτη της οποίας ξεκινά από 

το Βιβλίο Χ των Στοιχείων και φτάνει µέχρι τις µέρες µας µε τη σύγχρονη θεωρία 

των συνεχών κλασµάτων. 

 

Μία απόδειξη της παλινδροµικά περιοδικής ανθυφαίρεσης υπάρχει στο βιβλίο του 

David Fowler “The Mathematics of Plato’s Academy”, όπου χρησιµοποιούνται όµως 

και στοιχεία των σύγχρονων µαθηµατικών. Εδώ παρουσιάζεται µια ανακατασκευή 

της απόδειξης όπως αυτή µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας µόνο τη θεωρία του 

Βιβλίου Χ, πράγµα που νοηµατοδοτεί την ύπαρξη και το περιεχόµενο του βιβλίου 

αυτού και µας κάνει να πιστεύουµε πως οι αρχαίοι µελετητές ήξεραν την απόδειξη 

αυτή παρόλο που δεν βρέθηκε ποτέ καταγεγραµµένη.   

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. Προαπαιτούµενα 

 
Στην παράγραφο αυτή συνοψίζουµε τους βασικούς ορισµούς και τα κύρια 

αποτελέσµατα που υπάρχουν σε διάφορες πηγές των Αρχαίων Ελληνικών 

Μαθηµατικών σχετικά µε την ανθυφαίρεση και τις ιδιότητές της. 

 

 

Ορισµός 1 (Ανθυφαίρεση δύο γραµµών). 

 Έστω ρ,a  γραµµές (δηλαδή ευθύγραµµα τµήµατα) µε  .ρ>a  Η διαδικασία της κατ’ 

επανάληψη εφαρµογής του Ευκλειδείου αλγορίθµου, ξεκινώντας µε διαιρετέο το α και 

διαιρέτη το ρ και θεωρώντας σε κάθε επανάληψη ως διαιρετέο και διαιρέτη, τον 

διαιρέτη και το υπόλοιπο αντίστοιχα της προηγούµενης επανάληψης (Ευκλείδειας 

διαίρεσης) ονοµάζεται ανθυφαιρετική διαίρεση των α και ρ.  Πιο συγκεκριµένα έχουµε 

την ακολουθία διαιρέσεων: 

11 aa += ρµ       ρ<1a  

111 ρρ += aI       11 a<ρ  

2121 aIa += ρ       12 ρ<a  

2231 ρρ += aI       22 a<ρ  

…… 

12 ++= nnnn aIa ρ       nna ρ<+1  

1112 +++ += nnnn aI ρρ       11 ++ < nn aρ  

…… 
Αν η διαδικασία δεν τελειώνει, δηλαδή το υπόλοιπο είναι πάντα διάφορο του µηδενός, 

τότε η διαδικασία αναφέρεται ως άπειρη ανθυφαίρεση, ενώ διαφορετικά αναφέρεται ως 

πεπερασµένη. 

Η ακολουθία των υπολοίπων της ανθυφαίρεσης των ρ,a  είναι η γνησίως φθίνουσα 

ακολουθία γραµµών 

………… 1111 ++ >>>>>> nnnn aaaa ρρρρ  

Η ακολουθία των πηλίκων της ανθυφαίρεσης των ρ,a  είναι η ακολουθία  

………… ,,,,,, 1211 +nn IIIIµ  



οπότε γράφουµε 

Ανθ ],,,,,,[),( 1211 ………… += nn IIIIa µρ . 

■ 

 

Παρατήρηση 1. Από τον ορισµό της ανθυφαιρετικής διαίρεσης είναι φανερό ότι η 

ανθυφαίρεση δυο γραµµών είναι µονοσήµαντα ορισµένη. Επιπλέον ισχύουν οι σχέσεις 

Ανθ ],,[),( 122 ……+= nnnn IIa ρ , 

Ανθ ],,[),( 22121 ……+++ = nnnn IIaρ . 

 

 

Η πεπερασµένη ανθυφαίρεση εµφανίζεται στο Βιβλίο VII των Στοιχείων του 

Ευκλείδη και η διάκριση ανάµεσα σε άπειρη και πεπερασµένη ανθυφαίρεση στο 

Βιβλίο Χ. Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε τις προτάσεις Χ2 και Χ3 των Στοιχείων έχουµε 

τον παρακάτω χαρακτηρισµό της ασυµµετρίας δυο γραµµών. 

 

 

Θεώρηµα 2 (Ανθυφαιρετικό κριτήριο ασυµµετρίας δυο γραµµών). Οι ρ,a  είναι 

ασύµµετρες γραµµές, δηλαδή δεν υπάρχει γραµµή δ  και αριθµοί mn,  µε 

δρδ mna == , , αν και µόνον αν η ανθυφαίρεση των ρ,a  είναι άπειρη.                   ■ 

 

 

Η ανθυφαίρεση οδηγεί επιπλέον σε ένα κριτήριο για την ισότητα των λόγων 

γράµµων. Υπενθυµίζουµε πρώτα τον Ευκλείδειο ορισµό της αναλογίας: 

 

 

Ορισµός 2 (Αναλογία γραµµών). Για τις γραµµές δγβ ,,,a  ισχύει:   

γβδ
δ
γ

β
⋅=⋅⇔= aa  (ισότητα χωρίων).                                   ■ 

 

 

Η θεµελιώδης ιδιότητα που αφορά τις αναλογίες και εµφανίζεται στα Τοπικά 

του Αριστοτέλη (158b24-159a2) είναι η εξής: 

 



Θεώρηµα 3 (Ανθυφαιρετικό κριτήριο ισότητας λόγων γραµµών). Για τις γραµµές 

δγβ ,,,a  µε β>a  και δγ >  ισχύει 

⇔=
δ
γ

β
a

 Ανθ =),( βa Ανθ ),( δγ .                                       ■ 

 

Σηµειώνουµε εδώ ότι το θεώρηµα αυτό δεν υπάρχει στα Στοιχεία του 

Ευκλείδη.  

 

Ακολούθως περιγράφουµε µια διαδικασία που θα αναφέρεται ως 

γραµµικοποίηση της ανθυφαίρεσης. Η βασική ιδέα της γραµµικοποίησης είναι να 

εκφραστούν όλοι οι λόγοι των διαδοχικών υπολοίπων της ανθυφαίρεσης ως 

πολλαπλάσια του αρχικού διαιρέτη ρ. Με τον τρόπο αυτό οι λόγοι των διαδοχικών 

υπολοίπων ανάγονται σε γραµµές και η µονάδα που χρησιµοποιείται για τη µέτρησή 

τους είναι ο αρχικός διαιρέτης ρ. Πιο συγκεκριµένα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

 

 

Ορισµός 3 (Γραµµικοποίηση Ανθυφαίρεσης). Έστω  

………… 1111 ++ >>>>>> nnnn aaaa ρρρρ  

η ακολουθία των υπολοίπων την ανθυφάιρεσης των α και ρ. Ορίζουµε τότε την αντίστοιχη 

ακολουθία των γραµικοποιηµένων πηλίκων των υπολοίπων )( nx  ως εξής:  

11 ax =   

n

n

n

a
x ρ
ρ

=
2

  ή  ρ
ρ

⋅=
n

n
n a

x2 ,  1≥n  

  

112 ++

=
n

n

n ax
ρρ

  ή  ρ
ρ

⋅= +
+

n

n
n

a
x 1

12 , 1≥n .                                          ■ 

 

Οι βασικές ιδιότητες της γραµµικοποίησης της ανθυφαίρεσης συνοψίζονται  

στην παρακάτω πρόταση. Οι ιδιότητες αυτές αφορούν τρία βασικά χαρακτηριστικά 

της ακολουθίας )( nx  που ορίστηκε παραπάνω. Το πρώτο χαρακτηριστικό είναι ότι η 



ακολουθία είναι άνω φραγµένη από τον πρώτο διαιρέτη της ανθυφαίρεσης ρ. Το 

δεύτερο αφορά τις ανθυφαιρέσεις του ρ ως προς τους διαφόρους όρους της 

ακολουθίας )( nx .  Προκύπτει ότι οι ανθυφαιρέσεις αυτές αντιστοιχούν σε τµήµατα 

της ανθυφαίρεσης των α και ρ. Τέλος, θεωρώντας τη γραµµή ρ ως µονάδα µέτρησης, 

εκφράζεται ο αντίστροφος κάθε όρου της ακολουθίας )( nx  σε ανθυφαιρετική µορφή. 

Πιο συγκεκριµένα έχουµε το ακόλουθο. 

 

 

Θεώρηµα 4 (Ιδιότητες γραµµικοποίησης της ανθυφαίρεσης). Για την ακολουθία 

)( nx  των γραµικοποιηµένων πηλίκων των υπολοίπων της ανθυφαίρεσης ισχύουν τα 

παρακάτω 

i. ρ<nx ,  ,...2,1=n  

ii. Ανθ ],,[),( 1 ……+= nnn IIxρ ,  ,...2,1=n  

iii. 2
1 )( ρρ =+ +nnn xIx ,  ,...2,1=n . 

 

Απόδειξη. 

i. Είναι εξ’ ορισµού  
n

n

n

a
x ρ
ρ

=
2

  και  nna ρ>   άρα  .2nx>ρ  

Επίσης   
112 ++

=
n

n

n ax
ρρ   και  1+> nn aρ   άρα   .12 +> nxρ  

Άρα  ρ<nx    για κάθε .n  

ii. Η σχέση  
n

n

n

a
x ρ
ρ

=
2

 από το ανθυφαιρετικό κριτήριο ισότητας λόγων των 

Τοπικών του Αριστοτέλη γράφεται ισοδύναµα Ανθ =),( 2nxρ  Ανθ ),( nna ρ  και 

έτσι παίρνουµε Ανθ ].,,[),( 1222 ……+= nnn IIxρ  

Όµοια η σχέση  
112 ++

=
n

n

n ax
ρρ  γράφεται ισοδύναµα Ανθ =+ ),( 12nxρ  

Ανθ ),( 1+nn aρ  και  παίρνουµε  Ανθ ].,,[),( 221212 ……+++ = nnn IIxρ  

Άρα γενικά είναι   Ανθ ].,,[),( 1 ……+= nnn IIxρ  



iii. Είναι  12 ++= nnnn aIa ρ   άρα   

.12

n

nnn

n

n aIa
ρ

ρ
ρ

++
=  

Όµως εξ’ ορισµού είναι  .121
112

++
++

⋅=⋅⇒= nnn
n

n

n

xa
ax

ρρ
ρρ  

Οπότε  nnnnnn
nn

n

nnn xIaI
xIaI

ρρρρ
ρ

ρ
ρ

ρ
⋅+=⋅+⇔

+
=

+
++

++ )()( 12212
12212  

 nnnnnnn xIaI ρρρρρρ 12212 ++ +=+⇔  

 nnn xa ρρ 121 ++ =⇔   που ισχύει. 

Εποµένως, η σχέση 
n

nnn

n

n aIa
ρ

ρ
ρ

12 ++
=  ανάγεται στην 

ρ
ρ

ρ
122 ++

= nn

n

n xIa   και 

επειδή 
n

n

n

a
x ρ
ρ

=
2

 (ορισµός του  nx2 ) έχουµε 

).( 1222
2122

2
+

+ +⋅=⇔
+

= nnn
nn

n

xIx
xI

x
ρρ

ρ
ρρ  

Όµοια έχουµε  ),( 21212
2

nnn xIx +⋅= −− ρρ  οπότε τελικά ).( 1
2

++⋅= nnn xIx ρρ    ■    

 

 

Ένα βασικό εργαλείο είναι ο επόµενος χαρακτηρισµός της τελικής 

περιοδικότητας της ανθυφαίρεσης δυο γραµµών. 

 

 

Θεώρηµα 5 (Κριτήριο λόγου για την τελική περιοδικότητα της ανθυφαίρεσης) 

Έστω ρ,a  γραµµές µε  ρ>a   και  

………… 1111 ++ >>>>>> nnnn aaaa ρρρρ  

η ακολουθία των υπολοίπων της ανθυφαίρεσης των ., ρa  Αν ένα ζεύγος υπολοίπων 

έχει τον ίδιο λόγο µε κάποιο άλλο ζεύγος υπολοίπων, π.χ. αν για κάποια  mn <   ισχύει  

m

m

n

n aa
ρρ

= , 

τότε η ανθυφαίρεση των a  και ρ  είναι τελικά περιοδική. 

 



Απόδειξη. Προκύπτει εύκολα από τη θεµελιώδη ιδιότητα των Τοπικών του 

Αριστοτέλη (ανθυφαιρετικό κριτήριο ισότητας λόγων).                                               ■ 

 

 

Παρατήρηση 2. Με βάση τη διαδικασία της γραµµικοποίησης της ανθυφαίρεσης που 

περιγράψαµε παραπάνω το κριτήριο λόγου γίνεται: Η ανθυφαίρεση των ρ,a  είναι 

τελικά περιοδική αν υπάρχουν mn,  µε mn <   τέτοια ώστε .mn xx =  

 

 

∆υο άλλες βασικές έννοιες  που παρουσιάζονται στο βιβλίο Χ του Ευκλείδη είναι 

οι έννοιες της αποτοµής και της γραµµής εκ δύο ονοµάτων (βλέπε Στοιχεία X36 και 

Χ73 αντίστοιχα). 

 

Ορισµός 4 (Αποτοµή) Αν β,a  γραµµές µε  β>a  και β,a  ασύµµετρες ενώ 22 ,βa  

σύµµετρα (ως χωρία) τότε η διαφορά β−a  ονοµάζεται αποτοµή. 

 

Ορισµός 5 (Γραµµή εκ δύο ονοµάτων) Αν β,a  γραµµές µε  β>a  και β,a  

ασύµµετρες ενώ 22 ,βa  σύµµετρα (ως χωρία) τότε η γραµµή α+β  ονοµάζεται γραµµή 

εκ δύο ονοµάτων. 

 

Οι δυο αυτές έννοιες θα χρησιµοποιηθούν παρακάτω για την απόδειξη της 

παλινδροµικής περιοδικότητας της ανθυφαίρεσης δυο δυνάµει µόνο σύµµετρων 

γραµµών. 
 

 

 

 

 

 

 

 



3. Θεώρηµα Περιοδικότητας 

   
Από εδώ και στο εξής θα θεωρούµε δυο γραµµές α και ρ που ικανοποιούν τη 

σχέση  
22 ρ⋅= Na  

όπου ο N  είναι ένας µη-τετράγωνος αριθµός, δηλαδή δεν υπάρχει ακέραιος κ  

τέτοιος ώστε .2 N=κ  Τότε, από την πρόταση Χ9 των Στοιχείων προκύπτει ότι οι  

ρ,a  είναι ασύµµετρες γραµµές και εποµένως από την πρόταση Χ2 που αναφέρθηκε 

παραπάνω έχουµε ότι η ανθυφαίρεση των ρ,a  είναι άπειρη, έστω  

Ανθ ],,,,,,[),( 1211 ………… += nn IIIIa µρ  

µε ακολουθία υπολοίπων 

………… 1111 ++ >>>>>> nnnn aaaa ρρρρ  

 

 

Πρόταση 1 Η 1x  είναι αποτοµή, ως προς τη .ρ  

  

Απόδειξη. Από την ανθυφαιρετική σχέση 11 aa += ρµ   έχουµε ότι  ρµ111 −== aax  και 

επιπλέον  ότι  .1ρµ>a   

Επίσης είναι και ρ,a  ασύµµετρες ενώ από τη σχέση 22 ρNa =  έχουµε ότι  22 , ρa  

σύµµετρα.  

Άρα η 1x  είναι αποτοµή, ως προς τη .ρ                                                                         ■ 

 

 

Με βάση την Παρατήρηση 2 που αναφέραµε παραπάνω, η τελική περιοδικότητα 

της ανθυφαίρεσης των δυνάµει µόνο σύµµετρων αριθµών α και ρ που ικανοποιούν τη 

σχέση 22 ρNa = , µπορεί να αποδειχθεί µέσω της ακολουθίας )( nx  των 

γραµµικοποιηµένων πηλίκων των υπολοίπων της ανθυφαίρεσης. Συγκεκριµένα, αν 

αποδείξουµε ότι υπάρχουν n, m  µε mn <  ώστε mn xx =  τότε από το Θεώρηµα 5 



έχουµε το συµπέρασµα. Προς το σκοπό αυτό θα αποδείξουµε ότι οι όροι nx  

ικανοποιούν σχέσεις της µορφής ρµλ nnn ax −= , όπου τα nλ  και τα nµ  είναι 

(ακέραιοι) αριθµοί που παίρνουν πεπερασµένες το πλήθος τιµές. Πιο συγκεκριµένα 

θα αποδείξουµε το ακόλουθο Θεώρηµα. 

 

 

Θεώρηµα 6 (Έκφραση της γραµµικοποιηµένης ακολουθίας ως ακολουθίας 

αποτοµών) Έστω ρ>a  δύο γραµµές, N  όχι τετράγωνος αριθµός και 

.22 ρNa = Έστω )( nx  η γραµµικοποιηµένη ακολουθία της ανθυφαίρεσης των α και ρ. 

Τότε υπάρχουν αριθµοί nn µλ ,  µε 11 =λ  και ρµρµ )1( 11 +<< a  που ικανοποιούν τα 

εξής: 

i. 2
1 nnn N µλλ −=+  ώστε .Nn ≤λ  

ii. ).( 11 nnnnnn xIax +=+= −− ρλρµλ  

iii. nnn I λµ 11 −− <  και .11 nnnn I λµµ −− =+  

iv. ρµλ nnn ax −=  έτσι ώστε nx  αποτοµή και .1µµ ≤n  

 

Απόδειξη. Ορίζουµε  11 =λ , οπότε .1111111 ρµλρµλ −=⇒−== axaxx  

Παρατηρούµε ακόµη ότι από την ανθυφαιρετική σχέση 11 aa += ρµ   µε  ρ<1a  

παίρνουµε 

aaa <⇒+= ρµρµ 111   και 

 ρµρρµρµρ ⋅+<⇒+<+⇒< )1( 11111 aaa    

οπότε .)1( 11 ρµρµ ⋅+<< a  

Συνεπώς, αν για κάποιο µ  είναι  a<µρ ,  τότε είναι και  .1µµ ≤  Η παρατήρηση 

αυτή θα φανεί χρήσιµη παρακάτω για την απόδειξη της ιδιότητας (iv). 

Η κατασκευή των ακολουθιών )( nλ  και )( nµ  και η απόδειξη των ιδιοτήτων 

(i)-(iv) θα γίνει επαγωγικά. Για ευκολία, η κατασκευή και η απόδειξη θα 

διαχωριστούν στα παρακάτω δύο λήµµατα που αντιστοιχούν στην αρχή και στο βήµα 

της επαγωγής αντίστοιχα. Με την απόδειξη των δύο ληµµάτων συµπληρώνεται και η 

απόδειξη του θεωρήµατος. 



Λήµµα 1 (Αρχή της επαγωγής) 

i. Είναι 11 =λ  οπότε 2
11 | µλ −N  και ορίζουµε το 2λ  ως εξής 2

112 µλλ −= N  έτσι 

ώστε να είναι .2 N≤λ  

ii. Ορίζουµε  ρµ11 += ax  δηλαδή είναι γραµµή εκ δύο ονοµάτων και ισχύει 

).( 21211 xIxa +==+ ρλρµ  

iii.  Είναι 211 λµ I<  και ορίζουµε το 2µ  ως εξής .2112 λµµ I=+  

iv. Ισχύει ρµλ 222 −= ax  οπότε 12 µµ ≤  και η 2x  είναι αποτοµή. 

 

Απόδειξη. 

i. Εφόσον 11 =λ  έχουµε άµεσα ότι 2
11 | µλ −N . 

ii. Είναι  
2

2
22

1
22

1
2

1111 )())(( ρλρµρµρµρµ =−=−=+−= Naaaxx . 

Όµως  
2

22121
2

211 )()( ρλρλρρ =+⇒=+ xIxxIx  

Από τις παραπάνω έπεται ότι  )( 2121 xIx += ρλ  οπότε τελικά έχουµε ότι 

).( 21211 xIxa +==+ ρλρµ  

iii. Είναι  

221221211111 )(2 xIxIxa λρλρλρµρµρµρµ +=+==+<+=  

                      ρλρλρλ 12212 2 II ≤+< , 

οπότε  

121121 II λµρλρµ <⇒< . 

Έτσι µπορούµε και ορίζουµε 1122 µλµ −= I . 

iv. Είναι   

⇒−+=⇒+=+ ρλρµλλρλρµ 1212222121 IaxxIa
ρµλρµλλ 22211222 )( −=⇒−−= axIax  

Άρα είναι 2x  αποτοµή και .12 µµ ≤  

 

 

Λήµµα 2 (το επαγωγικό βήµα από το κ  στο 1+κ ) Έστω ότι  



i. 2
11 | −− − kk N µλ  και ορίζουµε το kλ  ως εξής 2

11 −− −= kkk N µλλ  έτσι ώστε να είναι 

.Nk ≤λ  

ii. Ορίζουµε το 1−kx  ως εξής  ρµλ 111 −−− += kkk ax  δηλαδή είναι γραµµή εκ δύο 

ονοµάτων και ισχύει ).( 1111 kkkkkk xIax +=+= −−−− ρλρµλ  

iii. Είναι kkk I λµ 11 −− <  και ορίζουµε το kµ  ως εξής .11 kkkk I λµµ −− =+  

iv. Ισχύει ρµλ kkk ax −=  οπότε 1µµ ≤k  και η kx  είναι αποτοµή. 

Τότε  

I. 2| kk N µλ −  και ορίζουµε το 1+kλ  ως εξής 2
1 kkk N µλλ −=+  έτσι ώστε να είναι 

.1 Nk ≤+λ  

II. Ορίζουµε το kx  ως εξής  ρµλ kkk ax +=  δηλαδή είναι γραµµή εκ δύο ονοµάτων 

και ισχύει ).( 11 ++ +=+= kkkkkk xIax ρλρµλ  

III. Είναι 1+< kkk I λµ  και ορίζουµε το 1+kµ  ως εξής .11 ++ =+ kkkk I λµµ  

IV. Ισχύει ρµλ 111 +++ −= kkk ax  οπότε 11 µµ ≤+k  και η 1+kx  είναι αποτοµή. 

 

Απόδειξη 

I. Από τη σχέση (iv) έχουµε  

Nkk <≤⇒≤ 2
1

2
1 µµµµ   

και 

)()( 22
1

2
1

2
kkkk NN µµµµ −+−=− −−  

))(( 111 kkkkkk µµµµλλ +−+= −−−      (λόγω της (i))  

kkkkkk I λµµλλ 111 )( −−− −+=               (λόγω της (iii)) 

))(( 111 kkkkk I µµλλ −+= −−−  

1+= kkλλ .                                              (από τον ορισµό του 1+kλ ) 

II. Από τη σχέση (iv) έχουµε   

ρµλ kkk ax −= . 

Επίσης είναι   

ρµλ kkk ax +=   

οπότε παίρνουµε 



2
1

2222 ))(( ρλλρµρµρµλ kkkkkkkk aaaxx +=−=+−=   (λόγω της (I)) 

∆ιαγράφοντας το kλ  έχουµε   

2
1 ρλλ += kkkk xx . 

 Όµως από την ανθυφαιρετική σχέση  
2

1 )( ρρ =+ +kkk xIx  

παίρνουµε 
2

111 )( ρλλρ +++ =+ kkkkk xIx . 

Άρα τελικά  

)()( 1111 ++++ +=⇒=+ kkkkkkkkkkkk xIxxxxIx ρλλλλρ . 

 

III. Από τη (II) έχουµε  

)( 11 ++ += kkkkk xIx ρλλ ρλ )1(1 +< + kk I       (αφού ρ<+1kx ). 

Επίσης  

kkkk xa λρµρµµ =+<+ )( 1  

Άρα  

kkkkkkkk III 11111 2)1()()1()( +++ ≤+<+⇒+<+ λλµµρλρµµ . 

Έστω, προς το άτοπο, ότι kkkI µλ ≤+1 . Τότε θα έχουµε  

kkkkk I µµµλµµ <⇒≤<+ + 111 22 , 

 άτοπο αφού kµµ ≥1 . Εποµένως 

1+< kkk I λµ . 

 

IV. Από τη (ΙΙ) έχουµε  

⇒+=+ ++ )( 11 kkkk xIa ρλρµ  

⇒−+= +++ ρλρµλ kkkkk Iax 111  

⇒+−−= +++ ρλµλ )( 111 kkkkk Iax  

ρµλ 111 +++ −= kkk ax  

 Άρα η 1+kx  είναι αποτοµή και .11 µµ ≤+k                                                          ■ 

 

 



Χρησιµοποιώντας την έκφραση των όρων της ακολουθίας )( nx  ως αποτοµών, 

είµαστε  τώρα σε θέση να αποδείξουµε το βασικό θεώρηµα αυτής της παραγράφου. 

 

 

Θεώρηµα 7 (Τελική περιοδικότητα της ανθυφαίρεσης δυο δυνάµει µόνο 

σύµµετρων γραµµών) Έστω ρ>a  δυο γραµµές, N  όχι τετράγωνος αριθµός και 

.22 ρNa = Τότε η Ανθ ),( ρa  είναι τελικά περιοδική. 

 

Απόδειξη. Το σύνολο { }1,:),( µµλµλ ≤≤ N  όπου µλ,  αριθµοί είναι προφανώς 

πεπερασµένο. Επιπλέον, λόγω της προηγούµενης πρότασης, Για κάθε  n  υπάρχουν nλ  

και nµ  µε 1, µµλ ≤≤ nn N  τέτοιοι ώστε .ρµλ nnn ax −=  

Από την αρχή του περιστερεώνα συνάγουµε ότι υπάρχουν αριθµοί n,m µε 

mn <  τέτοιοι ώστε mn xx = . Με βάση το Θεώρηµα 5 (κριτήριο λόγου) και την 

παρατήρηση 2 έχουµε ότι η Ανθ ),( ρa  είναι τελικά περιοδική.                                   ■ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4. Θεώρηµα Παλινδροµικότητας 

 

 
Στην παράγραφο αυτή θα αποδειχτεί ότι η τελικά περιοδική ανθυφαίρεση δυο 

δυνάµει µόνο σύµµετρων γραµµών είναι παλινδροµική. Για το σκοπό αυτό ορίζουµε 

µια ακόµη ακολουθία )( nω  της οποίας οι όροι είναι οι «αντίστροφοι» των συζυγών 

nx  των nx  (θεωρώντας ως µονάδα µέτρησης το ρ). 

 

 

Ορισµός 6 (Αντίστροφοι συζυγών της )( nx ) Ορίζουµε ακολουθία )( nω ως εξής 

.2ρω =nnx  

 

Παρατήρηση 3. Παρατηρούµε ότι θα ισχύει .2ρω =nnx  

 

 

Πρόταση 2. Η nω  είναι αποτοµή και ισχύει: .1 ρµωλ nnn a −=+  

 

Απόδειξη. Εξ’ ορισµού της  )( nω  έχουµε   

=
−+

−
=

+
===

))((
)(
ρµρµ

ρµρλ
ρµ

ρλ
λ

ρλρ
ρ
ω

nn

nn

n

n

nn

n

n

n

aa
a

axx
 

 

           .
)(

1
2

1 ρλ
ρµ

ρλλ
ρµρλ

++

−
=

−
=

n

n

nn

nn aa
 

Άρα    

.
1 1

1

ρµωλ
λ

ρµω
nnn

n

nn a
a

−=⇒
−

= +
+

                                                     ■ 

 

Πρόταση 3. Ισχύει  .ρω <n  
 



Απόδειξη. Είναι  

=+≥+>+= − ρµµρµµρµλ )()( 11 nnnnnn ax  

             .1 ρλρλ nnnI ≥= −  

Εποµένως 

.ρ>nx  

Όµως  

n

n

x
ρ

ρ
ω

=   

άρα είναι και 

.nωρ >  

 

 

 

Πρόταση 4. Ισχύει .)2( 2
111 ρρµω =+x  

 

Απόδειξη. Ισχύουν οι σχέσεις ρµ11 −= ax  και ρµωλ 112 −= a  οπότε µε 

απ’ευθείας υπολογισµό έχουµε 

=+−=+−−=+ ))(()2)(()2( 111111112 ρµρµρµρµρµρµωλ aaaax  

             .)( 2
2

22
1

22
1

2 ρλρµρµ =−=−= Na  

Άρα   

.)2( 2
111 ρρµω =+x                                                  ■ 

 

Πρόταση 5. Ισχύει  .)( 2
1 ρωρω =++ nnn I  

 

Απόδειξη. Έχουµε   

ρµωλ 112 +++ −= nnn a    

και 

.)()( 111 ρµρµρλωρλ +++ −=−+=+ nnnnnnn aaII  

Οπότε είναι 

  =−=−+=+ ++++++
22

111121 )())(()( ρµρµρµωρωλλ nnnnnnnn NaaI  



 .2
21 ρλλ ++= nn  

Άρα    

.)( 2
1 ρωρω =++ nnn I                                                  ■            

 

 

Θεώρηµα 8 (Παλινδροµικότητα της περιόδου της ανθυφαίρεσης δυο δυνάµει 

µόνο σύµµετρων γραµµών) Έστω ρ>a  δύο γραµµές, N  όχι τετράγωνος αριθµός 

και .22 ρNa =  Τότε υπάρχουν αριθµοί kIII ,...,,, 211µ  ώστε 

Ανθ ].2,,,...,),(,,...,,,[),( 11211211 µµρ IIIIIIIa kkk −−=  

Γενικότερα το ίδιο συµπέρασµα προκύπτει αν οι ρ,a  είναι δυνάµει µόνο σύµµετρες 

γραµµές. 

  

Απόδειξη. ∆ιατάσσουµε τις ακολουθίες )( nx  και )( nω  ως εξής 

,...,,...,,,, 2211 nnxxx ωωω  

Από την αρχή του περιστερεώνα έχουµε ότι υπάρχει ένα πρώτο στοιχείο στην 

κατ’αυτό τον τρόπο διαταχθείσα ακολουθία τέτοιο ώστε 

1) Όλα τα προηγούµενα στοιχεία της ακολουθίας είναι ανά δύο διαφορετικά και 

2) Το στοιχείο που µας ενδιαφέρει ταυτίζεται µε ένα προηγούµενο. 

Υπάρχουν δύο περιπτώσεις που πρέπει να εξετάσουµε: 

1η περίπτωση 

Τα 112211 ,,...,,,, −− kkxxx ωωω  είναι ανά δύο διαφορετικά και το kx  ταυτίζεται µε ένα 

προηγούµενο. 

Τότε η υπόθεση που κάνουµε είναι ότι .1−= kkx ω  

2η περίπτωση 

Τα kkk xxxx ,,,...,,,, 112211 −− ωωω  είναι ανά δύο διαφορετικά και το kω  ταυτίζεται µε 

ένα προηγούµενο. 

Τότε η υπόθεση που κάνουµε είναι ότι .kk x=ω  

Απόδειξη της υπόθεσης της 1ης περίπτωσης 

A. Υποθέτουµε προς το άτοπο ότι .1xxk =  

Τότε είναι 1xxk =  και επειδή 2
11 ρωω == xx kk  παίρνουµε .1 kωω =  



Όµως είναι  2
111 )2( ρρµω =+x    και  2

11 )( ρρωω =+ −− kkk I  

Άρα  ρωρµ 1111 2 −− +=+ kk Ix   και αφού πρόκειται για ανθυφαιρετικές σχέσεις 

προκύπτει ότι 11 −= kx ω  που είναι άτοπο γιατί έχουµε υποθέσει ότι τα 

112211 ,,...,,,, −− kkxxx ωωω  είναι ανά δύο διαφορετικά. 

Άρα .1xxk ≠  

B. Υποθέτουµε προς το άτοπο ότι lk xx =   για l   µε .1 kl <<  

Τότε είναι lk xx =  και επειδή 2ρωω == llkk xx  παίρνουµε .kl ωω =  

Όµως είναι  2
11 )( ρρωω =+ −− lll I    και  2

11 )( ρρωω =+ −− kkk I  

Άρα  ρωρω 1111 −−−− +=+ kkll II   και αφού πρόκειται για ανθυφαιρετικές σχέσεις 

προκύπτει ότι 11 −− = kl ωω  που είναι άτοπο γιατί έχουµε υποθέσει ότι τα 

112211 ,,...,,,...,,,, −− kkll xxxx ωωωω  είναι ανά δύο διαφορετικά. 

Άρα lk xx ≠  για  .1 kl <<  

C. Υποθέτουµε προς το άτοπο ότι lkx ω=   για l   µε .11 −<≤ kl  

Τότε είναι lkx ω=  και επειδή 2ρωω == llkk xx  παίρνουµε .klx ω=  

Όµως είναι  2
11 )( ρρ =+ ++ lll Ixx    και  2

11 )( ρρωω =+ −− kkk I  

Άρα  ρωρ 1111 −−++ +=+ kkll IIx   και αφού πρόκειται για ανθυφαιρετικές σχέσεις 

προκύπτει ότι 11 −+ = klx ω  που είναι άτοπο γιατί έχουµε υποθέσει ότι τα 

1112211 ,,...,,,,...,,,, −−+ kklll xxxxx ωωωω  είναι ανά δύο διαφορετικά. 

Άρα lkx ω≠  για  .11 −<≤ kl  

Άρα εφόσον το kx  ισούται µε ένα από τα 112211 ,,...,,,, −− kkxxx ωωω   αποµένει να 

είναι  .1−= kkx ω  

Όµοια προκύπτει και η απόδειξη της υπόθεσης της 2ης περίπτωσης από όπου 

παίρνουµε ότι  .kk x=ω  Ολοκληρώνουµε τώρα αποδεικνύοντας  την 

παλινδροµικότητα  στην 1η περίπτωση. 

Έχουµε αποδείξει ότι  .1−= kkx ω  

Όµως είναι 2
1 )( ρρ =++ kkk Ixx    και  2

221 )( ρρωω =+ −−− kkk I  

Άρα  ρωρ 221 −−+ +=+ kkkk IIx   και αφού πρόκειται για ανθυφαιρετικές σχέσεις 

προκύπτει ότι  2−= kk II   και  .21 −+ = kkx ω   



Παρόµοια παίρνουµε ότι  31 −+ = kk II   και  .32 −+ = kkx ω  

Συνεχίζοντας παίρνουµε ότι  321 −= kII   και  .122 ω=−kx  

Όµως είναι  2
221222 )( ρρ =+ −−− kkk Ixx    και  2

111 )2( ρρµω =+x  

Άρα  ρρµ 221211 2 −− +=+ kk Ixx   και αφού πρόκειται για ανθυφαιρετικές σχέσεις 

προκύπτει ότι   121 −= kxx   και  .2 122 µ=−kI  

Από  τη σχέση 121 −= kxx   και το Κριτήριο Λόγου προκύπτει η περιοδικότητα  

της ανθυφαίρεσης  ενώ  από τη σχέση 122 2µ=−kI   καθώς και από τις ισότητες 

321 −= kII  

422 −= kII  

. 

. 

. 

31 −+ = kk II  

2−= kk II  

προκύπτει η παλινδροµικότητα στην περίοδο της ανθυφαίρεσης. 

 

Άρα    Ανθ ].2,,,...,,,,...,,,[),( 112212211 µµρ IIIIIIIa kkk −−−=  

 

Όµοια στη 2η περίπτωση θα πάρουµε 

 

Ανθ ].2,,,...,,,...,,,[),( 11211211 µµρ IIIIIIa kk −−=  

 

Παραδείγµατα 

Στην 1η περίπτωση: Έστω ότι 22 46ρ=a  τότε 

Ανθ ]12,1,3,1,1,2,6,2,1,1,3,1,6[),( =ρa  

 

Στη 2η περίπτωση:  Έστω ότι 22 13ρ=a  τότε 

 Ανθ ]6,1,1,1,1,3[),( =ρa  
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