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Πρόλογοσ 

        Θ πρϊτθ γεωμετρία που αναπτφχκθκε μετά τθν Ευκλείδεια είναι θ προβολικι . 

Αρχικά ενδιζφεραν μόνο οι ςχζςεισ ςφμπτωςθσ , όμωσ αυτό ζδωςε ζναυςμα ςτθν 

ειςαγωγι μεκόδων από τουσ μεταςχθματιςμοφσ . Πολφ αργότερα διαπιςτϊκθκε ότι 

μζςω τθσ προβολικισ μποροφμε να «καταςκευάςουμε» τισ τρεισ κλαςςικζσ γεωμετρίεσ 

μαηί με τισ μετρικζσ τουσ .τθν παροφςα εργαςία κα αυτι θ διαδικαςία και 

ςυγκεκριμζνα: 

το 1ο κεφάλαιο παρουςιάηουμε ςτοιχεία τθσ αναλυτικισ προβολικισ γεωμετρίασ όπωσ 

θ ειςαγωγι ςυντεταγμζνων ςτο προβολικό επίπεδο και ςτθν προβολικι ευκεία και θ 

αλλαγι ςυντεταγμζνων . 

το 2ο κεφάλαιο παρουςιάηονται ο διπλόσ λόγοσ ,  οι προβολικοί μεταςχθματιςμοί και 

οι κωνικζσ τομζσ ςτθν προβολικι γεωμετρία μαηί με τισ πολικότθτεσ 

το 3ο κεφάλαιο παρουςιάηεται θ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία ωσ ςυνζπεια τθσ 

προβολικισ κακϊσ και θ μορφι των κωνικϊν τομϊν ςτθ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία 

το 4ο κεφάλαιο παρουςιάηονται οι  μετρικοί χϊροι και ςτο 5ο κεφάλαιο θ γεωμετρία 

και το μζτρο Minkowski από όπου με τθ βοικεια τθσ ζλλειψθσ οδθγοφμαςτε ςτθν  

Eυκλείδεια γεωμετρία και ςτο 6ο κεφάλαιο τθ Γεωμετρία του Hilbert   που μασ οδθγεί 

ςτθν υπερβολικι γεωμετρία και ςτθ ςυνζχεια ςτθν ελλειπτικι γεωμετρία. 

το 7ο κεφάλαιο παρουςιάηουμε δφο διδακτικζσ προεκτάςεισ και ςυγκεκριμζνα το 

κεϊρθμα Πάππου ςε μια ειδικι περίπτωςθ με χριςθ αναλυτικισ γεωμετρίασ  και   

καταςκευι κωνικϊν από δζςμεσ ευκειϊν μιμοφμενοι τον οριςμό των κωνικϊν τομϊν 

από τθν προβολικι γεωμετρία. 
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Κεφάλαιο 1: Στοιχεία τησ αναλυτικήσ 
προβολικήσ γεωμετρίασ  

Σο προβολικό επίπεδο 

Θ προβολικι γεωμετρία αναπτφχκθκε μζςα από τισ εργαςίεσ του Kepler ςτισ κωνικζσ  

τομζσ τον 16 και 17 αιϊνα , όταν ζνασ 

αρχιτζκτονασ ο Desarques  

δθμοςίευςε μια εργαςία του ςχετικά 

με τθν προοπτικι.  

Θ κόςμοσ μασ είναι μάλλον 

προβολικόσ παρά Ευκλείδειοσ αφοφ 

αν βλζπουμε για παράδειγμα τισ 

ράγεσ μιασ ςιδθροδρομικισ γραμμισ 

αυτζσ “τζμνονται” .Ζτςι αφοφ κεωροφμε ότι οι παράλλθλεσ τζμνονται ςτο άπειρο 

μποροφμε να προςαρτιςουμε ςθμεία ςτο Ευκλείδειο επίπεδο που τα ονομάηουμε 

ιδεατά ςθμεία. 

 

  

 

Επειδι όμωσ κα πρζπει θ παραδοχι ότι δφο ςθμεία ορίηουν μοναδικι ευκεία να 

ςυνεχίςει να ιςχφει και το γεγονόσ ότι δφο ευκείεσ τζμνονται ςε ζνα μόνο ςθμείο , κα 

πρζπει όλεσ οι παράλλθλεσ με τθν ίδια διεφκυνςθ να τζμνονται ςτο ίδιο ςθμείο 

.Μποροφμε να αποδείξουμε τον παραπάνω ιςχυριςμό ωσ εξισ : 

        Ζςτω λοιπόν ε1 και ε2 είναι δφο παράλλθλεσ που τζμνονται ςτο ιδεατό ςθμείο Α 

και Μ ζνα ςθμείο του Ευκλείδειου επιπζδου . Αφοφ τα Α και Μ είναι διαφορετικά , 

Ηδεαηό ζεμείο
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ορίηουν μια ευκεία ε3  θ οποία δε μπορεί να ξανατζμνει τισ ε1  και ε2 (αφοφ τισ τζμνει 

ςτο Α) , επομζνωσ είναι παράλλθλθ προσ αυτζσ. 

 

Επομζνωσ κάκε ιδεατό ςθμείο προκφπτει από μια οικογζνεια παράλλθλων ευκειϊν.  

Σα ιδεατά ςθμεία είναι διαφορετικά μεταξφ τουσ 

      Αν κεωριςουμε τισ  ευκείεσ λ1  και λ2  παράλλθλεσ μεταξφ τουσ που τζμνουν τθν ε1 

ςτα Κ και Λ , όπου θ ε1 δεν είναι παράλλθλθ με τισ δφο άλλεσ ευκείεσ . Τότε αν Β είναι 

το ιδεατό ςθμείο που αντιςτοιχεί ςτθν οικογζνεια παραλλιλων των λ1 και λ2 , το Β 

πρζπει να είναι διαφορετικό του Α γιατί ςε διαφορετικι περίπτωςθ οι ε1 και θ λ1 κα 

τζμνονται ςε δφο ςθμεία . 

ε1

ε2

ε3

Α

Μ
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Θ ευκεία που δθμιουργείται από δφο ιδεατά ςθμεία δε διζρχεται από Ευκλείδεια 

ςθμεία. 

     Έςτω Α και Β δφο ιδεατά ςθμεία και Μ  ζνα  Ευκλείδειο ςθμείο .Αν λ είναι θ ευκεία 

που ορίηουν τα Α και Β , λ1 θ ευκεία που ορίηουν τα Α και Μ και λ2 θ ευκεία που 

ορίηουν τα Β και Μ Αν θ λ διζρχεται από το Μ , τα Α,Β,Μ κα είναι ςυνευκειακά και οι λ1 

,λ2 κα ςυμπίπτουν. 

Ζτςι δφο ιδεατά ςθμεία ορίηουν μια ιδεατι ευκεία για τθν οποία ιςχφει ότι: 

Τπάρχει μια μόνο ιδεατι ευκεία 

Έςτω λ1 και λ2 δυο διαφορετικζσ ιδεατζσ ευκείεσ που τζμνονται ςτο ιδεατό ςθμείο Α 

και Μ ζνα Ευκλείδειο ςθμείο . Μια ευκεία που διζρχεται από το Μ και όχι από το Α κα 

τζμνει τισ  λ1 και λ2 ςτα Ιδεατά ςθμεία Κ , Λ και τώρα θ ιδεατι ευκεία που 

δθμιουργείται από τα Κ , Λ  κα περιζχει και Ευκλείδεια ςθμεία που είναι άτοπο 

ςφμφωνα με τα παραπάνω. 

Θ προβολικι γεωμετρία ςτθρίηεται ςτα παρακάτω τρία αξιϊματα 

Α) Δφο διαφορετικά ςθμεία ορίηουν μια και μοναδικι ευκεία 

Β) Δφο διαφορετικζσ ευκείεσ τζμνονται πάντοτε ςε ζνα ςθμείο 

ε1

ε2

λ1 λ2

Κ Λ

Α

Β
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Γ) Τπάρχουν τουλάχιςτον 4 διαφορετικά ςθμεία που ανά τρία είναι μθ ςυνευκειακά 

 

Η αρχι του δυιςμοφ 

Αν παρατθριςουμε ςτα αξιϊματα Α και Β οι λζξεισ ςθμείο και ευκεία μποροφν να 

αντικαταςτιςουν θ μια τθν άλλθ . αυτό είναι ζνα γενικότερο ςυμπζραςμα τθσ 

προβολικισ γεωμετρίασ όπου αν μια πρόταςθ είναι αλθκισ τότε και θ δυικι τθσ 

αλθκεφει , όπου ωσ δυικι εννοοφμε τθν πρόταςθ που προκφπτει αν αντικαταςτακοφν 

τα ςθμεία  με ευκείεσ και οι ευκείεσ με ςθμεία . 

 

 

Ευκείεσ και ςθμεία ςτο προβολικό επίπεδο 

 

 

Ασ κεωριςουμε τισ ευκείεσ του Ευκλείδειου επιπζδου 2x+4y=5 και 2x+4y=7 με τθν 

απαίτθςθ τθσ προβολικισ γεωμετρίασ , να τζμνονται ςτο ιδεατό ςθμείο. Σο ςφςτθμα 

των δφο εξιςϊςεων με τουσ δφο άγνωςτουσ είναι αδφνατο , όμωσ αν πάρουμε τισ 

εξιςϊςεισ 2x+4y-5z=0 και 2x+4y-7z=0 κα ζχουμε ζνα ομογενζσ ςφςτθμα με λφςθ 

(x,y,z)=(-2k,k,0) . Επαυξιςαμε λοιπόν τουσ αγνϊςτουσ κατά ζνα και τϊρα θ απαίτθςθ 

του προβολικοφ επιπζδου ικανοποιείται .     

 

Γενικά αν ζχουμε δφο παράλλθλεσ ευκείεσ ςτθ γενικι τουσ μορφι μποροφν να 

γραφοφν  

Ax+By+Γ=0 (1) 

Αx+By+Γ’=0 (2) 

2x+4y-5z=0

2x+4y-7z=0

(-2k,k,0)
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Όπου ζνασ τουλάχιςτον από τουσ Α και Β είναι μθ μθδενικόσ και Γ≠Γ’ αφοφ οι ευκείεσ 

δεν ταυτίηονται. Με τθν προςκικθ μιασ ακόμα μεταβλθτισ z οι παραπάνω εξιςϊςεισ 

παίρνουν τθ μορφι  

Ax+By+Γz=0 (3) 

Αx+By+Γ’z=0 (4) 

Και για τα ςθμεία αναφερόμαςτε ςτθν τριάδα (x,y,z) .Ζτςι αν ζνα ςθμείο του 

Ευκλείδειου επιπζδου με ςυντεταγμζνεσ (x,y) ικανοποιεί τθν εξίςωςθ (1) τότε θ τριάδα 

(x,y,1) κα ικανοποιεί τθν εξίςωςθ (3) . Όμωσ και θ τριάδα (αx,αy,α) με  

α ≠ 0  ικανοποιεί τθν (3) αφοφ A(αx)+B(αy)+Γα=α(Ax+By+Γ)=0 .Επομζνωσ κάκε τριάδα 

με ςυντεταγμζνεσ ανάλογεσ προσ (x,y,1) κα μποροφςαν να κεωρθκοφν ωσ οι 

ςυντεταγμζνεσ του Ευκλείδειου ςθμείου (x,y) . υμπεραςματικά κάκε τριάδα ανάλογθ 

προσ το (x,y,1) παριςτάνει το ίδιο ςθμείο . 

   Ζςτω θ ευκεία του Ευκλείδειου επιπζδου y=mx+b (5) και θ νζου τφπου εξίςωςθ 

y=mx+bz (6) 

 Σο ςθμείο (1,m+b,1) ικανοποιεί τθν (6) γιατί το Ευκλείδειο ςθμείο (1,m+b) 

ικανοποιεί τθν (5) 

 Σο ςθμείο (1,m,0) ικανοποιεί τθν (6) , χωρίσ να υπάρχει ζνα αντίςτοιχο 

Ευκλείδειο ςθμείο . Σο ςθμείο (1,m,0) κα είναι το ιδεατό ςθμείο του 

προβολικοφ επιπζδου 

Οι κατακόρυφεσ ευκείεσ τθσ μορφισ x=c  κα πάρουν τθ μορφι x=cz και για αυτζσ το 

ιδεατό ςθμείο κα είναι κάκε τριάδα τθσ μορφισ (0,α,0) . Επειδι θ τριάδα (0,0,0) είναι 

ανάλογθ προσ οποιαδιποτε τριάδα κεωροφμε ότι δεν ανικει ςτο ςφςτθμα 

ςυντεταγμζνων. φμφωνα με τα παραπάνω καταλιγουμε ςτον παρακάτω           

Οριςμόσ : Σο ςφνολο των τριάδων (x1,x2,x3) ,όπου εξαιρείται θ τριάδα (0,0,0) αποτελοφν 

τισ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ ςτο προβολικό επίπεδο και οι ςυντεταγμζνεσ (x1,x2,x3) 

αντιςτοιχοφν  
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 Aν x3≠0 , ςτο Ευκλείδειο ςθμείο (x,y)  με 𝑥 =
𝑥1

𝑥3
 και𝑦 =

𝑥2

𝑥3
 

 Αν x3=0 , x1≠0 , ςτο ιδεατό ςθμείο τθσ ευκείασ με κλίςθ m , όπου 𝑚 =
𝑥2

𝑥1
 

 Αν x1 =x3=0 , ςτο ιδεατό ςθμείο των κατακόρυφων ευκειϊν 

Ζτςι το ςθμείο με Ευκλείδειεσ ςυντεταγμζνεσ (4,-3) ζχει ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ      

(4,-3,1) ι (-4,3,-1) ι (-8,6,-2) ι οποιαδιποτε τριάδα ανάλογθ προσ τισ παραπάνω και μθ 

μθδενικι .Θ τριάδα (6,-2,4) είναι οι ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ του Ευκλείδειου ςθμείου 

(
3

2
, −

1

2
) ενϊ θ τριάδα (-2,3,0) είναι οι ςυντεταγμζνεσ του ιδεατοφ ςθμείου των ευκειϊν 

με κλίςθ −
3

2
 .  

υντεταγμζνεσ ευκείασ 

   Κεωροφμε  μια ευκεία όπωσ ζχουμε καταςκευάςει για το προβολικό επίπεδο με 

εξίςωςθ 2x1+4x2-5x3=0 . Κάκε άλλθ εξίςωςθ με ςυντελεςτζσ ανάλογουσ προσ τθν 

τριάδα 2 , 4 , -5 κα παριςτάνει τθν ίδια ευκεία π.χ. θ  εξίςωςθ 6x1+12x2-15x3=0 . ζτςι 

μποροφμε να κεωριςουμε ωσ ευκεία τθ τριάδα *2 , 4 , -5+ οπότε καταλιγουμε γενικά 

να κεωριςουμε τθν τριάδα *u1 , u2 , u3+ ωσ τισ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ ευκείασ ςτο 

προβολικό επίπεδο που παριςτάνει τθν ευκεία με εξίςωςθ u1x1+u2x2+u3x3 =0 . 

Θ παραπάνω εξίςωςθ πζρα από τθ ςυμμετρία που εκφράηει ωσ προσ τα u και τα x ζχει 

και μια ενδιαφζρουςα δυικι ανάλυςθ. 

Αν ζχουμε μια ςτακερι τριάδα  *u1 , u2 , u3+ τότε θ u1x1+u2x2+u3x3 =0 είναι θ εξίςωςθ τθσ 

ευκείασ με ςυντεταγμζνεσ   *u1 , u2 , u3+ που ικανοποιείται από όλα τα ςθμεία που 

ανικουν πάνω ςτθ ςυγκεκριμζνθ ευκεία. 

Αν ζχουμε ζνα ςτακερό ςθμείο  (x1,x2,x3)  τότε  θ u1x1+u2x2+u3x3 =0 παριςτάνει τθν 

εξίςωςθ του ςθμείου , δθλαδι παριςτάνει όλεσ τισ τριάδεσ που οι αντίςτοιχεσ ευκείεσ 

που δθμιουργοφν διζρχονται από το ςτακερό ςθμείο .  
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Για παράδειγμα θ παραπάνω εξίςωςθ 2x1+4x2-5x3=0 ικανοποιείται από όλα τα ςθμεία 

τθσ ευκείασ με ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ *2 , 4 , -5+ . Αντίςτοιχα θ εξίςωςθ 2u1+4u2-

5u3=0  ικανοποιείται από τισ ςυντεταγμζνεσ των ευκειϊν που διζρχονται από το ςθμείο 

( 2, 4, -5). 

 

Εξάρτθςθ – ανεξαρτθςία ςθμείων και ευκειϊν 

Αν δφο ςθμεία Ρ1 και Ρ2 ζχουν ςυντεταγμζνεσ  (x1,x2,x3)   , (y1,y2,y3)  αντίςτοιχα τότε 

ορίηουμε ωσ c1P1+c2P2 το ςθμείο με ςυντεταγμζνεσ ( c1x1+c2y1 , c1x2+c2y2 , c1x3+c2y3 ). Ο 

παραπάνω οριςμόσ είναι ςυμβατόσ με τθν γραμμικι άλγεβρα αλλά ζχει το μειονζκτθμα 

, ότι μπορεί διαφορετικι επιλογι ςυντεταγμζνων να δϊςει τελικά δφο διαφορετικά 

ςθμεία . Για παράδειγμα αν το Ρ1 ζχει ςυντεταγμζνεσ ( 1, 2, 3) και το Ρ2 είναι το             

(2 , 3 , -1) τότε το ςθμείο Ρ1+2Ρ2 κα ζχει ςυντεταγμζνεσ( 1, 2, 3) + 2 (2 , 3 , -1) = (5 , 8 , 1) 

,  που ςε Ευκλείδεια μορφι είναι το  ( 5 , 8)  .                                                                                                                                                                            

Ενϊ αν για το Ρ1 κεωριςουμε τισ ςυντεταγμζνεσ (3 , 6 ,9) τότε το  ςθμείο Ρ1+2Ρ2 κα ζχει 

ςυντεταγμζνεσ  ( 3 ,6, 9)+ 2 (2 , 3 , -1) =(7 , 12 ,7 ) που ςε Ευκλείδειεσ ςυντεταγμζνεσ 

είναι το ( 1 , 12/7) . 

Αντίςτοιχα αν θ  τριάδα  *u1 , u2 , u3+ παριςτάνει τθν ευκεία ε1 και  θ τριάδα                         

[v1 , v2 ,v3+ παριςτάνει τθν ευκεία ε2 τότε c1ε1 + c2ε2 είναι θ ευκεία που αντιςτοιχεί ςτθν 

τριάδα των ςυντελεςτϊν * c1u1+c2v1 , c1u2+c2v2 , c1u3+c2v3 ] 

Αλλαγι ςυντεταγμζνων 

τον  Ευκλείδειο χϊρο οι τριάδεσ (1,0,0) , (0,1,0) και (0,0,1) αποτελοφν βάςθ του χϊρου 

. Κάκε ςθμείο του Ευκλείδειου χϊρου γράφεται με μοναδικό τρόπο ωσ γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ  των παραπάνω τριάδων .Αν κεωριςουμε τισ παραπάνω τριάδεσ ωσ 

ςθμεία Α(1,0,0) , Β(0,1,0) , Γ(0,0,1) και με βάςθ αυτά που ιςχφουν για τα ςθμεία του 

προβολικοφ επιπζδου ζνα ςθμείο του επιπζδου κα γράφεται με όχι μοναδικό τρόπο 

γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των Α , Β , Γ . Αν ζχουμε για παράδειγμα το ςθμείο Ρ με 
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ςυντεταγμζνεσ (3,5,-6) ςτο προβολικό επίπεδο τότε Ρ=3Α+5Β-6Γ , ενϊ αν κεωριςουμε 

τισ τριάδεσ (3,0,0) , (0,5,0) , (0,0,3) ωσ ςυντεταγμζνεσ των Α,Β,Γ κα είναι Ρ=Α+Β-2Γ .

  

Κεωροφμε ακόμα το ςθμείο Ρ(1,1,1) που για το ςφςτθμα αναφοράσ που ζχουμε , ιςχφει 

Ρ=Α+Β+Γ .Σο τρίγωνο με κορυφζσ τα Α ,Β, Γ ονομάηεται τρίγωνο αναφοράσ για το 

ςφςτθμα ςυντεταγμζνων και το Ρ είναι το μοναδιαίο ςθμείο .Θ φπαρξθ του μοναδιαίου 

ςθμείου είναι απαραίτθτθ για να είναι καλά οριςμζνεσ οι ςυντεταγμζνεσ οποιουδιποτε 

ςθμείου ςτο προβολικό επίπεδο . 

το προβολικό επίπεδο το ςθμείο Α μπορεί να παραςτακεί ωσ οποιοδιποτε 

πολλαπλάςιο του (1,0,0,) π.χ. (4,0,0) ι(3,0,0) οπότε κα καταλιγουμε ςε διαφορετικζσ 

αναπαραςτάςεισ του ίδιου ςθμείου . Για παράδειγμα το ςθμείο Μ(10,20,30) κα είχε 

ςυντεταγμζνεσ (10,20,30) ωσ προσ τα Α(1,0,0) Β (0,1,0) ,Γ(0,0,1) και (5,1,1) ωσ προσ τα 

(2,0,0) , (0,20,0) , (0,0,30) που όμωσ είναι τα Α ,Β ,Γ .Ακόμα παρατθροφμε ότι θ τριάδα 

(5,1,1) δεν είναι ανάλογθ τθσ(10,20,30) .Σο μοναδιαίο ςθμείο λοιπόν μασ εξαςφαλίηει 

τθ ςτακερότθτα επιλογισ των ςυντεταγμζνων των ςθμείων Α ,Β ,Γ .το παράδειγμα που 

ζχουμε αναφζρει αν το μοναδιαίο ςθμείο είναι Ρ(5,2,-6) και το τρίγωνο αναφοράσ είναι 

το ΑΒΓ , είναι Ρ=(5,0,0)+(0,2,0)+(0,0,-6) και επιλζγουμε για τα Α , Β , Γ τισ ςυντεταγμζνεσ 

Α(5,0,0) , Β(0,2,0) , Γ(0,0,-6) και ζτςι το Μ ζχει ςυντεταγμζνεσ (2,10,-5) ωσ προσ το 

τρίγωνο αναφοράσ . 

Γ(0,0,1)

Α(1,0,0)

Β(0,1,0)

Ρ(1,1,1)
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Ζςτω τυχαίο ςθμείο Μ του προβολικοφ επιπζδου και  Ρ1 ,Ρ2 ,Ρ3 είναι οι κορυφζσ του 

τριγϊνου αναφοράσ  και ότι υπάρχουν   x’1 ,x’2 ,x’3 με Μ=x’1P1+x’2P2+x’3P3 .        (1) 

Για μια ςτακερι επιλογι των Ρ1 ,Ρ2 ,Ρ3 ο γραμμικόσ ςυνδυαςμόσ των παραπάνω 

ςθμείων με ςυντελεςτζσ   κx’1 ,κx’2 ,κx’3 κα παριςτάνει το ίδιο ςθμείο Μ . Επομζνωσ θ 

ςωςτι γραφι για τθν ςχζςθ (1) είναι       

  κΜ=x’1P1+x’2P2+x’3P3   (2) 

Αν τα Ρ1 ,Ρ2 ,Ρ3 ζχουν ςτακερζσ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ (α11, α21 ,α31) ,(α12, α22, α32) 

,(α13 ,α23, α33) τότε από τθ ςχζςθ (2) κα ζχουμε   

κx1 = α11x’1+α12x’2+α13x’3 

κx2 = α21x’1+α22x’2+α23x’3 

κx1 = α31x’1+α32x’2+α33x’3 

Σο παραπάνω ςφςτθμα μπορεί να παραςτακεί με εξίςωςθ πινάκων  

κΧ=ΑΧ’ 

όπου Χ= 

𝜒1

𝜒2

𝜒3

     Χ’= 

𝜒′
1

𝜒′
2

𝜒′3

   και  Α=*αij]  

Αν ο πίνακασ Α είναι αντιςτρζψιμοσ μπορεί να λυκεί ωσ προσ τα   x’1 ,x’2 ,x’3 

Με κ’Χ’=Α-1Χ όπου κ’=1/κ 

Ασ δοφμε τα παραπάνω με τθ βοικεια ενόσ παραδείγματοσ  

 Σα ςθμεία με ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ (1,1,0) ,( 1,0,1) ,(0,1,1) και (5,1,2) είναι ανά τρία 

μθ ςυνευκειακά και κα δθμιουργιςουμε ζνα νζο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων όπου τα 

τρία πρϊτα ςθμεία κα είναι οι κορυφζσ του τριγϊνου αναφοράσ και το τελευταίο 

ςθμείο κα είναι το μοναδιαίο ςθμείο 
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Είναι (5,1,2)=2(1,1,0)+3(1,0,1)-(0,1,1) ι  

(5,1,2)=(2,2,0)+(3,0,3)+(0,-1,-1) 

Ο πίνακασ για τθν αλλαγι είναι   
2 3 0
2 0 −1
0 3 −1

  και οι ‘παλιζσ’ ςυντεταγμζνεσ δίνονται ςε 

ςχζςθ με τισ νζεσ ωσ εξισ : 

Kx1=2x’1+3x’2 

Kx2=2x’1          -x’3 

Kx3=          3x’2-x’3 

Αφοφ 𝑘  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

 =    
2 3 0
2 0 −1
0 3 −1

  
𝑥′1
𝑥′2
𝑥′3

      (1) 

Θ ευκεία με εξίςωςθ x1+3x2-x3=0 κα ζχει εξίςωςθ 

(2x’1+3x’2)+3(2x’1  -x’3)-( 3x’2-x’3)=0  ι    8x’1-2x’3=0 

Αν τϊρα λφςουμε τισ παραπάνω ωσ προσ x1 , x2 ,x3 κα πάρουμε  

με τθ βοικεια του αντίςτροφου πίνακα από τθ ςχζςθ (1) κα ζχουμε 

  
𝑥′1
𝑥′2
𝑥′3

 =k 
1

12
   

3 −3 −3
−2 −2 −2
6 6 −6

  

𝑥1

𝑥2

𝑥3

  

 

υντεταγμζνεσ ςθμείων ευκείασ 

ε αντιςτοιχία με τον οριςμό για τισ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ του προβολικοφ 

επιπζδου ορίηουμε το ςφνολο των ηευγϊν (χ1 , χ2) ωσ τισ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ των 

ςθμείων μιασ ευκείασ όπου το ηεφγοσ παριςτάνει  

i) Σο Ευκλείδειο ςθμείο τθσ ευκείασ με τετμθμζνθ χ1/χ2  αν χ2≠0 
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ii) Σο ιδεατό ςθμείο τθσ ευκείασ αν χ2=0 

Επίςθσ με τθν διαδικαςία που περιγράψαμε ςτθν αλλαγι ςυντεταγμζνων ςτο 

προβολικό επίπεδο μποροφμε να αλλάξουμε τα ςφςτθμα ςυντεταγμζνων  και ςε μια 

προβολικι ευκεία με τθ βοικεια ενόσ πίνακα 2x2. 

Μια εφαρμογι των ςυντεταγμζνων-αρμονικι τετράδα 

τθν προβολικι γεωμετρία το αντίςτοιχο κεμελιϊδεσ ςχιμα τθσ Ευκλείδειασ είναι το 

τετράπλευρο , όπωσ ςτο παρακάτω ςχιμα όπου ςτο τετράπλευρο ΑΒΓΔ οι πλευρζσ ΑΒ , 

ΓΔ τζμνονται ςτο Κ και οι πλευρζσ ΑΔ , ΒΓ ςτο Λ . 

 

Ακόμα ονομάηουμε Μ το ςθμείο τομισ τθσ ΚΛ με τθν ΒΔ και Ν το ςθμείο τομισ τθσ ΚΛ 

με τθν ΑΓ .Σα ςθμεία Κ,Λ,Μ,Ν λζμε ότι δθμιουργοφν μια αρμονικι τετράδα .Ασ δοφμε 

το τετράπλευρο από τθν οπτικι γωνία των ςυντεταγμζνων .Τποκζτουμε ότι το Α ζχει 

ςυντεταγμζνεσ (1,0,0) , το Β με (0,1,0) , το Γ με (0,0,1) και το Δ είναι το μοναδιαίο 

ςθμείο με ςυντεταγμζνεσ (1,1,1) .Θ ευκεία ΑΒ ζχει εξίςωςθ χ3=0 και θ ΓΔ ζχει εξίςωςθ 

χ1-χ2=0. Επομζνωσ  το Κ κα ζχει ςυντεταγμζνεσ (1,1,0) .Αντίςτοιχα θ ευκεία ΒΓ  ζχει 

εξίςωςθ χ1=0 και θ ΑΔ  :χ2-χ3=0 .Άρα το Λ κα ζχει ςυντεταγμζνεσ (0,1,1) .Θ ΚΛ ζχει 

εξίςωςθ χ1-χ2+χ3=0 και θ ΒΔ : χ1-χ3=0 . Άρα το Μ ζχει ςυντεταγμζνεσ (1,2,1). Θ ΓΝ : χ2=0 

και επομζνωσ το Ν ζχει ςυντεταγμζνεσ (1,0,-1) .  

Πάνω ςτθν ευκεία ΚΛ παρατθροφμε ότι Μ=Κ+Λ , δθλαδι αν κεωριςουμε τα Κ ,Λ ωσ 

βάςθ για τα ςθμεία τθσ ΚΛ , το μοναδιαίο ςθμείο είναι το Μ . Ακόμα Ν=Κ-Λ , δθλαδι το 

Μ(1,2,1)
Ν(1,0,-1)

Λ(0,1,1)
Κ(1,1,0)

Β(0,1,0)

Α(1,0,0)

Γ(0,0,1)

Γ(1,1,1)
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ςθμείο Ν ζχει ςυντεταγμζνεσ (1,-1) .  Με βάςθ τον οριςμό που δϊςαμε παραπάνω αν 

τα ςθμεία Κ,Λ,Μ βρίςκονται πάνω ςε μια ευκεία και είναι τα ςθμεία αναφοράσ  τότε 

το τζταρτο αρμονικό ςθμείο ςτα Κ,Λ,Μ ζχει ςυντεταγμζνεσ (1,-1) . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



20 
 

Κεφάλαιο 2ο:Προβολικοί 
μεταςχηματιςμοί και κωνικέσ τομέσ  
ςτην προβολική γεωμετρία  

Διπλόσ λόγοσ 

ε αντιςτοιχία με τθν γραμμικι άλγεβρα λζμε ότι 

Ζνα ςφνολο από ςθμεία ι ζνα ςφνολο από ευκείεσ  του προβολικοφ επιπζδου είναι 

εξαρτθμζνα ι ανεξάρτθτα αν το ςφνολο των διανυςμάτων που δθμιουργοφν οι 

ςυντεταγμζνεσ των παραπάνω ςθμείων ι των ευκειϊν  είναι γραμμικϊσ εξαρτθμζνα ι 

γραμμικϊσ ανεξάρτθτα .  

Αν κεωριςουμε τϊρα δφο ςθμεία Α και Β που είναι διαφορετικά μεταξφ τουσ τότε κάκε 

ζκφραςθ τθσ μορφισ λΑ+μΒ είναι ζνα ςθμείο τθσ ευκείασ ΑΒ .Είδαμε παραπάνω ότι για 

διαφορετικζσ επιλογζσ ςυντεταγμζνων των Α και Β προκφπτουν διαφορετικά ςθμεία . 

Αν είναι  x,y  ςυντεταγμζνεσ των Α και Β τότε κα είναι u=λx+μy οι ςυντεταγμζνεσ ενόσ 

άλλου ςθμείου τθσ ευκείασ ΑΒ .Αν επιλζξουμε για ςυντεταγμζνεσ του Α τθν τριάδα 

x’=γx και για το Β τθν τριάδα y’=δy τότε κα ζχουμε  

1 1' ',u x y     1 1,
 

 
 

   

Αντίςτοιχα αν κεωριςουμε το v=λ’x+μ’y και επιλζξουμε τισ νζεσ τριάδεσ κα είναι  

 1 1' ' ' 'v x y    με  1 1

' '
' ,

 
 

 
  και παρατθροφμε τϊρα ότι 

1 1

1 1

'/

' / ' '/ ''/

// /

/

 

    

    

 

   που ςθμαίνει ότι ο λόγοσ 
'/ '

/

 

 
 είναι ανεξάρτθτοσ από τθν 

επιλογι ςυντεταγμζνων των ςθμείων Α και Β . 
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Όμωσ μποροφμε να δϊςουμε ζνα πιο εφχρθςτο οριςμό που κα μασ βοθκιςει ςτθ 

χριςθ των ςυντεταγμζνων και που χρθςιμοποιεί τισ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων ςτο 

προβολικό επίπεδο όπωσ τισ ζχουμε ιδθ ορίςει . 

Αν Α , Β , Γ , Δ είναι τζςςερα ςυνευκειακά ςθμεία για τα οποία είναι Γ=λ1Α+λ2β και 

Δ=μ1Α+μ2Β τότε ορίηουμε ωσ διπλό λόγο R(A,B:Γ,Δ)=λ2μ1/λ1μ2 που όπωσ ζχουμε δει 

είναι ανεξάρτθτοσ από τν παράςταςθ των ςθμείων ςε μορφι ςυντεταγμζνων. 

Είναι όμωσ αναλλοίωτοσ και ςτθν αλλαγι ςυςτιματοσ ςυντεταγμζνων που μποροφμε 

να το δείξουμε ωσ εξισ  

Ζςτω κΧ’=ΑΧ θ εξίςωςθ πινάκων που εκφράηει τθν αλλαγι του ςυςτιματοσ 

ςυντεταγμζνων και Τ , Η οι ςυντεταγμζνεσ των Α και Β . Επομζνωσ λ1Τ+λ2Η και 

μ1Τ+μ2Η κα είναι οι ςυντεταγμζνεσ των Γ ,Δ αντίςτοιχα . Αν Τ’ , Η’ οι ςυντεταγμζνεσ των 

Α και Β ςτο νζο ςφςτθμα κα είναι   

κΤ’=ΑΤ 

κΗ’=ΑΗ    και άρα    κ(λ1Τ’+λ2Η’)=Α( λ1Τ+λ2Η)     , κ(μ1Τ’+μ2Η’)= Α(μ1Τ+μ2Η) 

δθλαδι για τα  ςθμεία  Α , Β , Γ , Δ είναι πάλι είναι Γ=λ1Α+λ2β και  Δ=μ1Α+μ2Β και ζτςι ο 

διπλόσ λόγοσ είναι ςτακερόσ . 

όμωσ ο διπλόσ λόγοσ ζχει νόθμα και ςτισ ευκείεσ που ςυντρζχουν . υγκεκριμζνα αν   οι 

ευκείεσ  ε και η τζμνονται ςε ςθμείο Ρ του προβολικοφ επιπζδου τότε κάκε ευκεία τθσ 

μορφισ  λε+μη  κα διζρχεται από το Ρ (ο ςυμβολιςμόσ λε+μη αφορά τισ ςυντεταγμζνεσ 

των ευκειϊν που ζχουμε ορίςει ςτα προθγοφμενα)μποροφμε να  δϊςουμε και το δυικό 

οριςμό του διπλοφ λόγου που κα αφορά ευκείεσ που διζρχονται από το ίδιο ςθμείο . 

Αν ε , η  είναι ευκείεσ που διζρχονται από το ςθμείο Ρ και φ=λ1ε+λ2η και ψ=μ1ε+μ2η  

τότε ο διπλόσ λόγοσ των ευκειϊν με τθ δοςμζνθ ςειρά είναι R(ε,η,φ,ψ)= 2 1

1 2

 

 
 . 
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Ο διπλόσ λόγοσ  των ευκειϊν και ο διπλόσ λόγοσ των ςθμείων ςυνδζονται μεταξφ τουσ . 

το παρακάτω ςχιμα  οι ευκείεσ  ε , η , φ , ψ διζρχονται από το Ρ και μια άλλθ ευκεία 

τισ τζμνει ςτα ςθμεία Α , Β , Γ , Δ . Για τα ςθμεία  είναι Γ=λ1Α+λ2Β και  Δ=μ1Α+μ2Β . Οι 

ςυντεταγμζνεσ των Α και Ρ ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ τθσ ε και το ίδιο ςυμβαίνει για τα 

Ρ και Β και τθν ευκεία  η . Επομζνωσ οι ςυντεταγμζνεσ του Ρ επαλθκεφουν τθν ευκεία 

λ1ε+λ2η και το ίδιο ςυμβαίνει για το ςθμείο Γ= λ1Α+λ2Β . Όμωσ από τα Ρ και Γ διζρχεται 

μοναδικι ευκεία και επομζνωσ φ= λ1ε+λ2η . Με τα ίδια επιχειριματα καταλιγουμε  

ψ=μ1ε+μ2η  . Σελικά ο διπλόσ λόγοσ των τεςςάρων ςθμείων και των τεςςάρων 

ευκειϊν είναι ίςοι 

 

Αν ακόμα κεωριςουμε δφο ευκείεσ που τζμνουν τισ  ε , η , φ , ψ  τότε οι διπλοί λόγοι 

των ςθμείων κάκε ευκείασ κα είναι ίςοι , αφοφ κακζνασ κα είναι ίςοσ με το διπλό λόγο 

των ευκειϊν 

ε
δ

θ ψ

Γ
Β

Ρ

Α

Γ
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Δθλαδι ζχουμε R(A,B:Γ,Δ)=R(Κ,Λ: Μ,Ν)=R(ε,η,φ,ψ) και από αυτι τθν ςχζςθ  φαίνεται ότι 

ο διπλόσ λόγοσ είναι ζνα ςθμαντικό αναλλοίωτο τθσ προβολικισ γεωμετρίασ 

Ιδιότθτεσ διπλοφ λόγου 

Αν είναι Γ=λ1Α+λ2Β και  Δ=μ1Α+μ2Β τότε ο οριςμόσ του διπλοφ λόγου μασ δίνει 

R(A,B:Γ,Δ)=λ2μ1/λ1μ2  και  R(A,B:Δ,Γ)=μ2λ1/λ2μ1  δθλαδι R(A,B:Γ,Δ) R(A,B:Δ,Γ)=1 .             

Αν τα ςθμεία Γ και  Δ  δεν ταυτίηονται τότε θ ορίηουςα D=
1 2

1 2

0
 

 


  

γιατί ςε 

διαφορετικι περίπτωςθ οι λ1 , λ2  κα ιταν ανάλογοι προσ τουσ μ1 , μ2 και τα ςθμεία Α , Γ 

κα ιταν τα ίδια . Ζτςι αν δοφμε τισ ςχζςεισ  Γ=λ1Α+λ2Β και  Δ=μ1Α+μ2Β ςαν ζνα ςφςτθμα 

εξιςϊςεων , αυτό μπορεί να λυκεί ωσ προσ τα Α και Β ωσ εξισ : 

1 2

1 2

 

 

     
     

     
   ι   

2 2

1 1

1

D

 

 

     
          

   ι  

2 2

D D

 
      και 1 1

D D

 
      και επομζνωσ R(Γ,Δ:Α,Β)= 

2 1 2 1

2 1 2 1

( / )( / )

( / )( / )

D D

D D

   

   

 
  

Δθλαδι   R(Γ,Δ:Α,Β)= (Α,Β:Γ,Δ) 

ε
δ

θ ψ

ΜΛ

Γ
Β

Ρ

Α

Γ

Κ
Ν
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Πάνω ςε μια ευκεία του επιπζδου αφοφ κάκε ςθμείο γράφεται ωσ γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ δφο άλλων ςθμείων κεωροφμε ότι τα ςθμεία τθσ ευκείασ ζχουν ομογενείσ 

ςυντεταγμζνεσ το ηεφγοσ (α,β)  και ςε μθ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ το πθλίκο α/β  .Ζτςι 

αν τα Α και Β ζχουν ςυντεταγμζνεσ  (α1,α2) , (β1,β2)  , για τα Γ και Δ κα είναι  Γ=λ1Α+λ2Β , 

ι ςε μορφι ςυντεταγμζνων (γ1,γ2)= λ1(α1,α2)+λ2 (β1,β2) =(λ1α1+λ2β1 , λ1α2+λ2β2)   , 

Δ=μ1Α+μ2Β και ομοίωσ κα ζχουμε              (δ1,δ2)  =(μ1α1+μ2β1 ,μ1α2+μ2β2)        . 

Αν κεωριςουμε τθν ορίηουςα που προκφπτει από τισ ςυντεταγμζνεσ των Α και Γ κα 

ζχουμε                                                                                                     

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 2

1 2 1 1 2 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2

0
λ λ

           
  

                 
     

 
  

Και ο λόγοσ 

1 2 1 2

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

   

     

     

   

  εκφράηει το διπλό λόγο ςε μορφι ςυντεταγμζνων . 

Αν υπολογίςουμε τισ ορίηουςεσ κα είναι R(Α,Β:Γ,Δ) 1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1

( )( )

( )( )

       

       

 


 
 που 

ονομάηεται αναλυτικι ζκφραςθ  του διπλοφ λόγου και ςε μθ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ 

παίρνει τθ μορφι R(Α,Β:Γ,Δ)= 

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

( )( )

( )( )

   

   

   

   

 

 

=
( )( )

( )( )

   

   

 

 
 όπου   οι 

ςυντεταγμζνεσ του Γ ςε μθ ομογενι μορφι . Θ παραπάνω μορφι είναι θ μορφι που 

παίρνει ο διπλόσ λόγοσ ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία όπου αν ζχουμε τρία ςθμεία μιασ 

ευκείασ ορίηουμε τον απλό λόγο των (Α , Β, Μ) ωσ τον αρικμό λ για τον οποίο 𝛢𝛭       =λ𝛭𝛣        

 

Πολλζσ φορζσ γράφουμε λ=
𝛢𝛭        

𝛭𝛣        
 ,  με τθν υπενκφμιςθ ότι δεν πρόκειται για πθλίκο 

διανυςμάτων .ε αναλογία με τον απλό λόγο ορίηουμε και το διπλό λόγο   

Α B M
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Αν ζχουμε λοιπόν 4 ςθμεία πάνω ςε μια ευκεία τότε ορίηουμε ωσ διπλό λόγο (cross 

ratio)τον αρικμό R(Α,Β:Γ,Δ) =
𝛢𝛤       

𝛢𝛥       

𝛣𝛤       

𝛣𝛥       

 .  

Με τθ βοικεια τθσ ζκφραςθσ του διπλοφ λόγου ςε μθ ομογενείσ ςυντεταγμζνεσ κα 

είναι R(A,E:Γ,Δ) R(E,B:Γ,Δ) = 
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

           

           

     
 

     
= R(Α,Β:Γ,Δ) 

Μια ςχζςθ που μασ είναι απαραίτθτθ ςτθν υπερβολικι γεωμετρία .  

Ακόμα αν τα Α,Β,Γ,Δ ςυνιςτοφν μια αρμονικι τετράδα (με τθ ςειρά που δίνονται τα 

ςθμεία) ι είναι αρμονικά ςυηυγι όπωσ είδαμε ςτα προθγοφμενα Γ=Α+Β και Δ=Α-Β 

οπότε και με βάςθ τον οριςμό είναι  R(Α,Β:Γ,Δ)= -1 . 

 Κα επικεντρωκοφμε τϊρα ςτθν αναλυτικι ζκφραςθ του διπλοφ λόγου και ζτςι αν Α(α1 

, α2) , Β(β1 , β2) , Γ(γ1 , γ2) , Δ(δ1 , δ2) είναι οι ςυντεταγμζνεσ ςτο ευκλείδειο επίπεδο 

τεςςάρων ςυνευκειακϊν ςθμείων τότε ο διπλόσ λόγοσ παίρνει τθ μορφι R(Α,Β:Γ,Δ)   =   

 
𝑎1 𝑎2
𝛾1 𝛾2

  
𝛽1 𝛽2

𝛿1 𝛿2
 

 
𝛽1 𝛽2
𝛾1 𝛾2

  
𝛼1 𝛼2

𝛿1 𝛿2
 
 

Κα αποδείξουμε ζνα ςπουδαίο αποτζλεςμα με τθ βοικεια τθσ αναλυτικισ ζκφραςθσ 

που αναφζρει ότι ο διπλόσ λόγοσ είναι ανεξάρτθτοσ από τθν επιλογι του ςυςτιματοσ 

ςυντεταγμζνων 

Ασ υποκζςουμε ότι θ ςχζςθ που μασ δίνει τθν αλλαγι των ςυντεταγμζνων είναι κΧ=ΑΧ’ 

και ότι οι νζεσ ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων είναι  Α(α’1 , α’2) , Β(β’1 , β’2) ,  

Γ(γ’1 , γ’2) , Δ(δ’1 , δ’2) . Σότε κα ζχουμε  

𝜅𝛼  
𝛼1

𝛼2
 = 𝛢  

𝛼′1
𝛼′2

   και 𝜅𝛾  
𝛾1

𝛾2
 = 𝛢  

𝛾′
1

𝛾′
2

  

Οι οποίεσ ςχζςεισ μποροφν να ςυνδυαςτοφν ςε μια ςχζςθ 

Α B Γ Γ
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𝜅𝛼𝛼1 𝜅𝛾𝛾1

𝜅𝛼𝛼2 𝜅𝛾𝛾2
 = 𝛢  

𝛼′1 𝛾′
1

𝛼′2 𝛾′
2

  

Όπου αν εφαρμόςουνε ορίηουςεσ ςτθν παραπάνω ςχζςθ κα ζχουμε 

𝜅𝛼𝜅𝛾  
𝛼1 𝛼2

𝛾1 𝛾2
 =  𝛢  

𝛼′1 𝛼′2
𝛾′

1
𝛾′

2
  

 
𝑎1 𝑎2
𝛾1 𝛾2

  
𝛽1 𝛽2

𝛿1 𝛿2
 

 
𝛽1 𝛽2
𝛾1 𝛾2

  
𝛼1 𝛼2

𝛿1 𝛿2
 

=

 𝛢 

𝜅𝛼𝜅𝛾
 
𝑎′1 𝑎′2
𝛾 ′1 𝛾 ′2

 
 𝛢 

𝜅𝛽 𝜅𝛿
 
𝛽 ′1 𝛽 ′2
𝛿′1 𝛿′2

 

 𝛢 

𝜅𝛽 𝜅𝛾
 
𝛽 ′1 𝛽 ′2
𝛾 ′1 𝛾 ′2

 
 𝛢 

𝜅𝛼 𝜅𝛿
 
𝛼′1 𝛼′2
𝛿′1 𝛿′2

 

=   
 
𝑎′1 𝑎′2
𝛾 ′1 𝛾 ′2

  
𝛽 ′1 𝛽 ′2
𝛿′1 𝛿′2

 

 
𝛽 ′1 𝛽 ′2
𝛾 ′1 𝛾 ′2

  
𝛼′1 𝛼′2
𝛿′1 𝛿′2

 

. 

Προβολικοί μεταςχθματιςμοί 

Κα δϊςουμε τουσ οριςμοφσ των προβολικϊν μεταςχθματιςμϊν που ζχουν κεντρικι 

κζςθ ςτθ προβολικι γεωμετρία 

Οριςμόσ : Ονομάηουμε κεντρικι προοπτικότθτα το μεταςχθματιςμό των ςθμείων μιασ 

ευκείασ , ςτα ςθμεία μιασ άλλθσ ευκείασ με τζτοιο τρόπο ϊςτε κάκε ηεφγοσ ςθμείων να 

είναι ςυνευκειακά με ζνα άλλο ςτακερό ςθμείο

που ονομάηεται κζντρο τθσ προοπτικότθτασ  

το παραπάνω ςχιμα το Ο είναι το κζντρο τθσ προοπτικότθτασ και αν ορίςουμε Σ τον 

μεταςχθματιςμό κα είναι Σ(Α)=Ε , Σ(Β)=Η , Σ(Γ)=Θ , Σ(Δ)=Κ και με αυτό τον τρόπο 

ε2

ε1

O

Ζ

Ε

Α Β Γ Γ

Δ

Θ



27 
 

απεικονίηουμε κάκε ςθμείο τθσ ε1 ςε ςθμεία τθσ ε2. Είναι προφανζσ ότι και ο Σ-1 

ορίηεται. Παρατθροφμε ότι τα ςθμεία των ευκειϊν ε1 και ε2 ζχουν τον ίδιο διπλό λόγο 

αφοφ ζχουμε ιδθ δείξει ότι R(Α,Β:Γ,Δ)=R(Ε,Η:Θ,Κ) 

Προβολικόσ μεταςχθματιςμόσ 

Αν κεωριςουμε τθ ςφνκεςθ δφο κεντρικϊν προοπτικοτιτων κα ζχουμε μια απεικόνιςθ  

από ςθμεία μιασ ευκείασ ςε ςθμεία μιασ άλλθσ ευκείασ . 

 

το παραπάνω ςχιμα εκτόσ του Σ ζχουμε και τθν κεντρικι προοπτικότθτα Π όπου τα 

ςθμεία τθσ ε2 απεικονίηονται ςτα ςθμεία τθσ ε3 με τζτοιο τρόπο ϊςτε να είναι 

ςυνευκειακά με το Ν . Δθλαδι Π(Ε)=Λ , Π(Η)=Κ , Π(Θ)=Λ 

ε3

ε2

ε1

O

Λ
Κ

Ζ

Ε

Α Β

Ν

Γ

Δ

Η
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Οπότε Π(Σ(Α))=Λ , Π(Σ(Β))=Κ , Π(Σ(Γ))=Λ και με αυτό τον τρόπο κάκε ςθμείο τθσ ε1 

απεικονίηεται ςε ςθμείο τθσ ε3.Με τθ βοικεια των προοπτικοτιτων ςυμπεραίνουμε για 

τουσ διπλοφσ λόγουσ ότι R(A,B:Γ,Δ)=R(Ι,Κ:Λ,Μ) .Παρατθροφμε ότι θ απεικόνιςθ που 

μεταφζρει τα ςθμεία τθσ ε1 ςτα ςθμεία τθσ ε2 αφινει αναλλοίωτο το διπλό λόγο . Μια 

τζτοια απεικόνιςθ ονομάηεται προβολικότθτα. 

Αν είναι τα Α,Β βάςθ για τθν ε1 , Γ είναι το μοναδιαίο ςθμείο τθσ βάςθσ και Δ =λ1Α+μ1Β , 

αντίςτοιχα τα Λ,Κ είναι βάςθ για τθν ε3 , Λ είναι το μοναδιαίο ςθμείο και Μ=λ2Λ+μ2Κ,κα 

πρζπει οι διπλοί λόγοι να είναι ίςοι και άρα 1 2

1 2

 

 
 .Μια τζτοια απεικόνιςθ 

ονομάηεται  προβολικότθτα. 

Θ προβολικότθτα είναι απεικόνιςθ 1-1 και επί από  τα ςθμεία μιασ ευκείασ ε1 ςτα 

ςθμεία μιασ άλλθσ ευκείασ ε3 . Από τον οριςμό που ζχουμε δϊςει προκφπτει ότι και θ 

αντίςτροφθ μιασ προβολικότθτασ ζχει νόθμα και είναι επίςθσ προβολικότθτα. 

Αν δοφμε τθν προβολικότθτα από αναλυτικι άποψθ με τθ βοικεια των ςυντεταγμζνων 

ευκείασ θ απεικόνιςθ κα εκφράηεται από το ςφςτθμα εξιςϊςεων  

λ’1=α11λ1+α12λ2 

λ’2=α21λ1+α22λ2 

όπου λ1 , λ2 είναι οι ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου Χ τθσ ε και λ’1 , λ’2 οι ςυντεταγμζνεσ 

του Τ ςθμείου τθσ ευκείασ η . Αφοφ κζλουμε 

θ απεικόνιςθ να είναι 1-1 και επί κα πρζπει 

θ ορίηουςα των ςυντελεςτϊν του 

ςυςτιματοσ  να είναι μθ μθδενικι 

δθλαδι 
11 12

21 22

0
 

 
 . 

ε

δ

Χ(λ1,λ2)

Υ(λ'1,λ'2)

ε1 ε3

Α

Β

Γ

Γ

Η

Κ

Λ

Μ
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Μια προβολικότθτα μεταξφ δφο ευκειϊν  ε και η είναι καλά οριςμζνθ αν είναι γνωςτζσ 

οι εικόνεσ τριϊν ςθμείων τθσ ε . το διπλανό ςχιμα αν Φ(Α)=Κ , Φ(Β)=Λ , Φ(Γ)=Μ και 

κεωριςουμε τα ςθμεία Α,Β  ωσ τθ βάςθ τθσ ευκείασ ε και το Γ ωσ το μοναδιαίο ςθμείο 

και αντίςτοιχα τα Κ,Λ βάςθ τθσ η και Μ το μοναδιαίο ςθμείο τότε θ απεικόνιςθ λ’1=λ1 

και λ’2=λ2 εκφράηει μια προβολικότθτα μεταξφ των ε 

και η όπου οι εικόνεσ των Α,Β,Γ είναι τα Κ,Λ,Μ . Θ 

παραπάνω προβολικότθτα που καταςκευάςαμε είναι 

και μοναδικι γιατί αν πάρουμε τθ γενικι μορφι , 

όπωσ ζχει οριςτεί παραπάνω , 

λ’1=α11λ1+α12λ2 

λ’2=α21λ1+α22λ2 

κα πρζπει Φ(Α)=Κ και αφοφ το Α είναι μζλοσ τθσ βάςθσ τθσ ε κα ζχει ςυντεταγμζνεσ 

(1,0) και το Κ είναι μζλοσ τθσ βάςθσ τθσ η κα είναι πάλι το (1,0) και από το ςφςτθμα 

ζχουμε    11 12

21 22

1 1 0

0 1 0

 

 

   

   
  ι α11=1   ,  α21=0. Ομοίωσ για τα Β και Λ 11 12

21 22

0 0 1

1 0 1

 

 

   

   
 

που δίνει α12=0 και  α22=1 .Για τα μοναδιαία ςθμεία 
11 12

21 22

1 1 1

1 1 1

 

 

   

   
 που 

ικανοποιοφνται από τισ τιμζσ που ζχουμε προςδιορίςει . Σελικά προκφπτει θ  

απεικόνιςθ με λ’1=λ1 και λ’2=λ2. 

 

Κεϊρθμα : Μια προβολικότθτα ευκειϊν μπορεί να εκφραςτεί ωσ ςφνκεςθ από δφο 

κεντρικζσ προοπτικότθτεσ  

Μποροφμε να δϊςουμε μια απόδειξθ για το παραπάνω κεϊρθμα ωσ εξισ : Αν Σ είναι θ 

προβολικότθτα που απεικονίηει τα ςθμεία τθσ ε1 ςτα ςθμεία τθσ ε2 με Σ(Α,Β,Γ)=Ε,Κ,Λ , 

κεωροφμε ςθμείο τυχαίο Μ τθσ ευκείασ ΑΕ , διαφορετικό από τα Α και Ε και μια τυχαία 

ευκεία ε3 που διζρχεται από το Ε και είναι διαφορετικι τθσ ε2 .Ονομάηουμε Η και Θ τα 

ε

δ

Α

Λ

Β

Γ

Κ Μ
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ςθμεία τομισ των ΜΒ και ΜΓ αντίςτοιχα  με  τθν ε3 .Αν  είναι θ κεντρικι 

προοπτικότθτα (διαμζςου του Ο που  κεωροφμε το ςθμείο τομισ των ΗΚ και ΛΘ) για 

τθν οποία (Ε,Η,Θ)=Ε,Κ,Λ και Π είναι θ προοπτικότθτα μεταξφ των ε1 και ε3 με κζντρο το 

Μ , όπου Π(Α,Β,Γ)=Ε,Η,Θ 

 

Κα είναι (οΠ)(Α,Β,Γ)=Ε,Κ,Λ 

Αφοφ από τρία ςθμεία ορίηεται μια μόνο 

προβολικότθτα  και θ οΠ είναι 

προβολικότθτα κα είναι Π=Σ 

Αν μια προοπτικότθτα ζχει ζνα ςτακερό 

ςθμείο τότε είναι προβολικότθτα 

Απόδειξθ : το διπλανό ςχιμα ζχουμε ζνα 

προβολικό μεταςχθματιςμό από τα 

ςθμεία τθσ η ςτα ςθμεία τθσ ε όπου εικόνα 

ε1 

ε3 

ε2 

Ο 

Ζ 

Ε 

Δ 

Γ 
Β Α 

Λ 

Κ 

Μ 

ε

δ

Ε'

Δ'

Γ'

Γ'

Β

Α

Γ
Γ

Δ

Ε
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του Β είναι ο εαυτόσ του και οι εικόνεσ των Γ , Δ είναι τα Γ’ , Δ’ .Αν ονομάςουμε Α το 

ςθμείο τομισ των ΓΓ’ και ΔΔ’ . Σότε τα Β , Γ , Δ μζςω τθσ προοπτικότθτασ , με κζντρο το 

Α , από τθ η προσ τθν ε κα απεικονίηονται ςτα Β , Γ’ , Δ’ . Όμωσ αν είναι γνωςτά τρία 

ςθμεία ενόσ προβολικοφ μεταςχθματιςμοφ , τότε ο μεταςχθματιςμόσ είναι καλά 

οριςμζνοσ και ζτςι ο μεταςχθματιςμόσ είναι προοπτικότθτα . 

Οι προβολικοί μεταςχθματιςμοί ζχουν πολλζσ εφαρμογζσ και μποροφμε να 

αποδείξουμε ςπουδαία κεωριματα τθσ γεωμετρίασ . Ζνα από αυτά είναι και το 

θεώρημα του Πάππου : 

Αν τα Α , Β , Γ είναι τρία διαφορετικά ςθμεία μιασ ευκείασ , Κ, Λ ,Μ είναι τρία 

διαφορετικά ςθμεία μιασ άλλθσ ευκείασ και Π , Ρ ,  είναι τα ςθμεία τομισ των ΑΛ με 

ΚΒ , ΑΜ με ΓΚ , ΓΛ με ΒΜ  τότε τα Π , Ρ ,  είναι ςυνευκειακά 

Απόδειξθ : Ασ  ονομάςουμε Φ τθν προοπτικότθτα, με κζντρο το Α τθσ ΒΚ ςτθν ευκεία ε . 

Είναι Φ(Κ)=Κ , Φ(Π)=Λ , Φ(Β)=Θ και Φ(Κ)=Μ . Θ προοπτικότθτα Σ , με κζντρο το Γ ,  τθσ 

ευκείασ ε ςτθ ΒΜ μασ δίνει Σ(Λ)= , Σ(Θ)=Β ,Σ(Κ)= και Σ(Μ)=Μ . Θ ςφνκεςθ ΣοΦ μασ 

δίνει μια προβολικότθτα από τθ ΒΚ προσ τθ ΒΜ  με ΣοΦ(Κ)=Ε , ΣοΦ(Π)= ,                  

ΣοΦ(Κ)=Μ και ΣοΦ(Β)=Β . Επειδι ο μεταςχθματιςμόσ ΣοΦ ζχει ζνα ςτακερό ςθμείο το 

Β  , κα είναι προοπτικότθτα με κζντρο το ςθμείο τομισ των ΚΕ και ΜΚ που είναι το Ρ . 

Όμωσ επειδι θ εικόνα του Π μζςω του μεταςχθματιςμοφ είναι το  υποχρεωτικά θ Π 

διζρχεται από κζντρο τθσ προοπτικότθτασ το Ρ .  
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Οι  προβολικότθτεσ μιασ ευκείασ ςτον εαυτό τθσ 

Θ γενικι μορφι που εκφράηει μια προβολικότθτα Φ των ςθμείων μιασ ευκείασ ε ςτα 

ςθμεία τθσ ε εκφράηονται από τισ ςχζςεισ
1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

'
:

'

u a u a u

u a u a u

 
 

 
   με

11 12

21 22

0
a a

a a
  

όπου (u1 , u2) είναι οι ςυντεταγμζνεσ των ςθμείων πάνω ςτθν ευκεία ε 

Οι προβολικότθτεσ μιασ ευκείασ ε αποτελοφν ομάδα και θ ΦοΦ κα ζχει πίνακα              

Α2=
2

11 12 11 12 11 12 21 11 12 12 22

2
21 22 21 22 21 11 22 21 21 12 22

a a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

     
      

      
 

Θ ΦοΦ=Φ2 αν είναι θ ταυτοτικι , λζμε ότι θ Φ είναι ενζλιξθ.Αν υποκζςουμε ότι θ Φ δεν 

είναι θ ταυτοτικι , κα πρζπει ο πίνακασ τθσ προβολικότθτασ να ζχει τθ μορφι
0

0
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Αν 11 22 0a a  κα ζχουμε τον πίνακα Α να ζχει τθ μορφι 
0

0





 
 
 

 δθλαδι θ Φ είναι 

ταυτοτικι  που απορρίπτεται. Οπότε 11 22 0a a  . 

Αν θ Φ είναι ενζλιξθ και Φ(Α)=Β τότε Φ(Β)=Α .Αλλά και αν για μια προβολικότθτα τθσ ε 

ςτον εαυτό τθσ  και για τα διαφορετικά μεταξφ τουσ ςθμεία Α και Β είναι Φ(Α)=Β  και 

Φ(Β)=Α , τότε θ Φ είναι ενζλιξθ .Αυτό μπορεί να αποδειχκεί από το διπλό λόγο ωσ εξισ: 

Αν Γ ςθμείο τθσ ε με Φ(Γ)=Δ τότε 

R(A,B;Γ,Δ)=R(Φ(Α),Φ(Β);Φ(Γ),Φ(Δ))=R(B,A;Δ,Φ(Δ))=R(A,B;Φ(Δ),Γ) .Επομζνωσ Φ(Δ)=Γ και θ 

Φ είναι ενζλιξθ . 

 

Προβολικότθτεσ ςτο επίπεδο 

Θ ζννοια τθσ  προβολικότθτασ μεταξφ δφο ευκειϊν του προβολικοφ επιπζδου 

γενικεφεται ςτθν προβολικότθτα μεταξφ δφο επιπζδων ι και μεταξφ του ίδιου 

επιπζδου , όπου τα ςθμεία του επιπζδου απεικονίηονται ςτα ςθμεία του επιπζδου και 

κα είναι 1-1 και επί. Θ αναλυτικι ζκφραςθ μιασ προβολικότθτασ ςτο επίπεδο κα ζχει τθ 

μορφι 

x1 = α11x’1+α12x’2+α13x’3 

x2 = α21x’1+α22x’2+α23x’3 

    x3 = α31x’1+α32x’2+α33x’3   . 

Δθλαδι ςε κάκε ςθμείο (x’1,x’2,x’3) κα αντιςτοιχεί ζνα ςθμείο (x1,x2,x3) και ςε εξίςωςθ 

πινάκων κα πάρουν τθ μορφι  

Χ=ΑΧ’   με 0   
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Αντίςτοιχα μποροφμε να ορίςουμε προβολικότθτεσ μεταξφ ευκειϊν ι μεταξφ των 

ςθμείων του προβολικοφ επιπζδου και ευκειϊν και αντίςτροφα. υγκεκριμζνα οι 

ςχζςεισ 

v1 = α11x’1+α12x’2+α13x’3    απεικονίηουν κάκε ςθμείο (x’1,x’2,x’3) ςτθν ευκεία με  

v2 = α21x’1+α22x’2+α23x’3    ςυντεταγμζνεσ *v1,v2,v3] . 

v3 = α31x’1+α32x’2+α33x’3    

ε αναλογία με τισ προβολικότθτεσ ευκειϊν , αν δοκοφν τζςςερα ςθμεία Α ,Β , Γ , Δ ςτο 

προβολικό επίπεδο όπου ανά τρία δεν είναι ςυνευκειακά και άλλα τζςςερα ςθμεία Κ , 

Λ , Μ , Ν που ανά τρία δεν είναι ςυνευκειακά τότε υπάρχει μοναδικόσ προβολικόσ 

μεταςχθματιςμόσ που απεικονιηει τα Α,Β,Γ,Δ ςτα Κ,Λ,Μ,Ν με αυτι τθ ςειρά . Αυτό 

προκφπτει άμεςα από τθν αλλαγι ςυντεταγμζνων όπωσ ζχει περιγραφεί κεωρϊντασ 

ςαν ζνα ςφςτθμα ςυντεταγμζνων τα Α,Β,Γ και μοναδιαίο ςθμείο το Μ και αντίςτοιχα τα 

Κ,Λ,Μ ςθμεία αναφοράσ και το Ν μοναδιαίο ςθμείο για το άλλο ςφςτθμα αναφοράσ . 

 

Ομολογίεσ και αρμονικζσ ομολογίεσ  ςτο επίπεδο 

το προβολικό επίπεδο μια προβολικότθτα Φ , διαφορετικι από τθν ταυτοτικι , 

ονομάηεται ομολογία αν αφινει ςτακερά όλα τα ςθμεία μιασ ευκείασ ε και αφινει 

ςτακερζσ όλεσ τισ ευκείεσ που διζρχονται από ζνα ςθμείο Α που δεν ανικει ςτθν ε . Θ 

ευκεία ε ονομάηεται άξονασ και το ςθμείο Α κζντρο τθσ ομολογίασ . 

Μια ομολογία λζγεται αρμονικι ομολογία αν ζχει τθν ιδιότθτα τα ςθμεία Β και Φ(Β) να 

δθμιουργοφν αρμονικι τετράδα μαηί , με το κζντρο Α και το ςθμείο τθσ ε που τζμνει θ 

ευκεία που ορίηεται από τα Β και Φ(Β) τθν ε .  

Κεϊρθμα: Αν ε είναι μια δοςμζνθ ευκεία και τα ςυνευκειακά ςθμεία Α , Β , Γ είναι 

ςυνευκειακά , που δεν ανικουν ςτθν ε , τότε υπάρχει μοναδικι ομολογία Φ με άξονα 

τθν ε , κζντρο το Α και που απεικονίηει το Β ςτο Γ . 
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Απόδειξθ: Αν Κ,Λ είναι ςθμεία τθσ ε , 

όπου κανζνα δεν ανικει ςτισ ευκείεσ 

ΑΒ,ΑΓ , τότε καμία από τισ τετράδεσ  

Α,Κ,Λ,Β και Α,Κ,Λ,Γ δεν περιζχει τρία 

ςυνευκειακά ςθμεία και επομζνωσ 

υπάρχει μοναδικόσ προβολικόσ 

μεταςχθματιςμόσ που απεικονίηει τθ 

μια τετράδα πάνω ςτθν άλλθ με αυτι 

τθ ςειρά . Αφοφ θ Φ αφινει ςτακερά 

δφο ςθμεία τθσ ε , τα Κ,Λ κα αφινει 

ςτακερό οποιοδιποτε ςθμείο τθσ ε . 

Ακόμα οποιαδιποτε ευκεία διζρχεται 

από το Α παραμζνει αναλλοίωτθ και ζτςι θ Φ είναι ομολογία. 

Μια αρμονικι ομολογία είναι ενζλιξθ . Όμωσ ιςχφει το 

Κεϊρθμα: Οι αρμονικζσ ομολογίεσ είναι οι μόνοι προβολικοί μεταςχθματιςμοί που 

είναι ενελίξεισ 

Απόδειξθ: Αν Φ(Α)=Α’ , Φ(Β)=Β’ τότε θ Φ κα είναι θ μοναδικι απεικόνιςθ που 

απεικονίηει τθν τετράδα Α,Α’,Β,Β’ ςτθν Α’,Α,Β’,Β , με αυτι τθν ςειρά.  

Οι τετράδεσ Α,Α’,Β,Β’ και Β,Β’,Θ,Η είναι αρμονικζσ και θ αρμονικι ομολογία με κζντρο 

το Θ και άξονα τθ ΓΗ απεικονίηει το Α ςτο Α’ , το Β ςτο Β’ και επομζνωσ είναι  θ Φ. 

Αξονικι προοπτικότθτα 

Αν τϊρα ςτθριχκοφμε ςτθν αρχι του δυιςμοφ οι παραπάνω μεταςχθματιςμοί κα  

ζχουν τθν εξισ μορφι: 

τθν κεντρικι προοπτικότθτα εναλλάςςουμε τον ρόλο του ςθμείου και των δφο 

ευκειϊν με μια ευκεία και δφο ςθμεία  

Ζ

Γ

Ε

Δ

Γ

Α'

Β

Β'

Α
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Ζτςι ςτο παραπάνω ςχιμα θ ευκεία ΑΚ αντιςτοιχεί ςτθν ευκεία ΚΒ και θ ευκεία ΑΜ 

ςτθν ΜΒ.Θ ςφνκεςθ δυο από τισ παραπάνω προοπτικότθτεσ κα μασ απαςχολιςουν και 

παρακάτω αφοφ οδθγοφν ςτισ κωνικζσ τομζσ. 

Θ αξονικι προβολικότθτα απεικονίηει τισ ευκείεσ που διζρχονται από ζνα ςθμείο Α ςτισ 

ευκείεσ που διζρχονται από ζνα άλλο ςτακερό ςθμείο Β με τζτοιο τρόπο που αν 

κεωριςουμε τζςςερισ ευκείεσ μαηί με τισ εικόνεσ τουσ τότε οι διπλοί λόγοι των 

τεςςάρων ευκειϊν κα είναι ίςοι . 

 

το παραπάνω ςχιμα αν οι ευκείεσ ε,η,θ,κ απεικονίηονται , μζςω του προβολικοφ 

μεταςχθματιςμοφ ςτισ  κ,λ,μ,ν  τότε  είναι R(ε,η,θ,κ)=R(κ,λ,μ,ν). 

K M

Α

Β

δ ζ

ε

ε νμ

κ

λ

Α

Β
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Δζςμθ ευκειϊν 

τουσ προβολικοφσ μεταςχθματιςμοφσ  που είδαμε  ςτα προθγοφμενα  είχαμε τθν 

αντιςτοίχιςθ ςθμείων που ανικουν ςε μια ευκεία ςε ςθμεία που ανικουν ςε μια άλλθ 

ευκεία . Αν  ςκεφτοφμε δυικά κα πρζπει να ζχει νόθμα και θ αντιςτοίχθςθ ευκειϊν που 

διζρχονται από ςθμείο , ςε ευκείεσ που διζρχονται από άλλο ςθμείο 

Αρχικά κα διερευνιςουμε τθν ζννοια ‘ευκείεσ που διζρχονται από ςθμείο’  με τθ 

γνωςτι ζννοια τθσ δζςμθσ ευκειϊν . Ζςτω  Α το ςθμείο (1 , 0 , -1) και ε1 , ε2  οι ευκείεσ 

 * 1 , 1 , 1+  και * 2 , 3 ,2+ που διζρχονται από το παραπάνω ςθμείο αφοφ οι 

ςυντεταγμζνεσ του ςθμείου ικανοποιοφν τισ εξιςϊςεισ  

  x1+x2+x3=0                                     και                               2x1+3x2+2x3=0                

Κάκε ζκφραςθ τθσ μορφισ   c1[1 , 1 , 1] + c2*2 , 3 , 2+     παριςτάνει μια ευκεία τθσ 

δζςμθσ και  αντίςτροφα αν μια τρίτθ      ευκεία  ε διζρχεται από το Α τότε        οι ε , ε1 , 

ε2 κα είναι εξαρτθμζνεσ επομζνωσ οι ςυντεταγμζνεσ τθσ ε κα είναι γραμμικόσ 

ςυνδυαςμόσ των ςυντεταγμζνων των , ε1 , ε2 .  

Λζμε ακόμα ότι οι ςυντεταγμζνεσ τθσ   ευκείασ  ε ωσ προσ τθ δζςμθ ευκειϊν είναι το 

ηεφγοσ (c1 , c2 ) . 

Αν ακόμα κεωριςουμε ζνα άλλο ςθμείο Β με ςυντεταγμζνεσ  (2 , -3 , 1) παρατθροφμε 

ότι οι ευκείεσ με ςυντεταγμζνεσ * 1 , 1, 1+ και *3 , -1 , -6+ , διζρχονται από το Β και θ 

δζςμθ ευκειϊν από το Β κα πάρει τθ μορφι c1’*1 , 1 , 1++c2’*3 , -1 , -6] 

Θ ςχζςθ 𝜅  
𝑐1

𝑐2
 =  

1 0
0 1

  
𝑐′1
𝑐′2

    μασ προςδιορίηει ζνα μεταςχθματιςμό όπου θ                  

* 1 , 1 , 1+  τθσ πρϊτθσ δζςμθσ απεικονίηεται ςτον εαυτό τθσ ωσ ευκεία τθσ δεφτερθσ 

δζςμθσ ,  θ ευκεία * 2 , 3 ,2+ απεικονίηεται ςτθν  *3 , -1 , -6+  και θ μοναδιαία ευκεία τθσ 

πρϊτθσ δζςμθσ , θ *3 , 4 , 3+ ςτθ μοναδιαία ευκεία τθσ δεφτερθσ δζςμθσ , τθν *4 , 0 , -5] 

. 
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Κωνικζσ τομζσ 

το παρακάτω ςχιμα ζχουμε τθ ςφνκεςθ δφο αξονικϊν προοπτικοτιτων  , δθλαδι μια 

αξονικι προβολικότθτα ςτθν  οποία: 

Ζχουμε δφο ςτακερζσ ευκείεσ τισ ε1 και ε2 και τρία ςτακερά ςθμεία τα Α , Β , Γ . 

Μια τυχαία ευκεία από τθ δζςμθ ευκειϊν του Α , θ ΑΚ τζμνει τθν ε1 ςτο Κ και 

αντιςτοιχεί ςτθν ευκεία ΚΒ που ανικει ςτθ δζςμθ ευκειϊν του ςθμείου Β . Θ ΚΒ τϊρα 

τζμνει τθν ε2 ςτο Λ και επομζνωσ αντιςτοιχεί ςτθ ΓΛ που είναι μια ευκεία από τθ δζςμθ 

του ςθμείου Γ . 

Με αυτό τον τρόπο ζχουμε μια αντιςτοιχία των ευκειϊν τθσ δζςμθσ του ςθμείου Α με 

τισ ευκείεσ τθσ δζςμθσ του ςθμείου Γ .τθν παραπάνω περιγραφι οι δφο αντίςτοιχεσ 

ευκείεσ τζμνονται ςτο Μ . Αν τϊρα κεωριςουμε δυο άλλεσ ευκείεσ , που ςτο ςχιμα 

είναι οι διακεκομμζνεσ ευκείεσ με παρόμοιο  τρόπο ορίηουμε το ςθμείο Ν. Με τθ χριςθ  

του λογιςμικοφ παρατθροφμε το ςχθματιηόμενο γεωμετρικό τόπο που είναι μια 

ζλλειψθ. 

 

 

ε2

ε1

N

Μ

Λ

Α

Β

Γ
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Αν μεταβάλουμε τθ κζςθ ενόσ από τα τρία ςθμεία παρατθροφμε και τθ μεταβολι του 

γεωμετρικό τόπου όπου εμφανίηεται τϊρα θ υπερβολι .  

 

 

Οριςμόσ : Κωνικι είναι το ςφνολο των ςθμείων τομισ ςυςχετιηόμενων ευκειϊν από 

δφο δζςμεσ ευκειϊν που ςυνδζονται μζςω μιασ προβολικότθτασ  .Αν οι δζςμεσ είναι 

διαφορετικζσ και θ προβολικότθτα δεν είναι μια αξονικι προοπτικότθτα τότε θ κωνικι 

είναι μθ εκφυλιςμζνθ . ε διαφορετικι περίπτωςθ είναι μια εκφυλιςμζνθ κωνικι 

Αν ζχουμε μια μόνο αξονικι προοπτικότθτα  , θ εκφυλιςμζνθ κωνικι είναι ο άξονασ τθσ 

προοπτικότθτασ ‘όπωσ φαίνεται ςτο ςχιμα 
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Αν ςτο αρχικό ςχιμα αφιςουμε μόνο τισ ευκείεσ από τισ δζςμεσ των Α και Γ κα ζχουμε 

το παραπάνω ςχιμα ςτο οποίο παρατθροφμε ότι τα Α και Γ ανικουν ςτθν κωνικι 

Αυτό μπορεί να αποδειχκεί αν κεωριςουμε τθν ευκεία τθσ δζςμθσ του Γ που διζρχεται 

από το Α , οπότε αυτι κα τζμνει τθν αντίςτοιχθ ευκεία τθσ δζςμθσ του Α υποχρεωτικά 

ςτο Α  

Κεϊρθμα : Μια ευκεία τζμνει μια μθ εκφυλιςμζνθ  κωνικι το πολφ ςε δυο ςθμεία  

Απόδειξθ  Αν θ ευκεία τζμνει τθν κωνικι ςε τρία ςθμεία , αυτά κα είναι  ςθμεία τομισ 

από τρία διαφορετικά ηεφγθ ευκειών των δυο δεςμών . Αυτά τα ηεφγθ ςυμφώνα με το 

κεμελιώδεσ κεώρθμα τθσ προβολικισ γεωμετρίασ ορίηουν μια μοναδικι προβολικότθτα  

αλλά ταυτόχρονα ορίηουν και μια αξονικι προοπτικότθτα με άξονα τθ δοςμζνθ ευκεία , 

όποτε θ κωνικι είναι εκφυλιςμζνθ που είναι άτοπο 

Σο παραπάνω κεϊρθμα μασ δείχνει τθ δευτεροβάκμια φφςθ των κωνικϊν 

Αναλυτικι παράςταςθ κωνικισ  

Ασ υποκζςουμε ότι  οι ςυντεταγμζνεσ των ευκειϊν ςε δφο δζςμεσ ζχουν τθ μορφι  

N

Μ

Α

Γ
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                              c1[u1 , u2 , u3]+c2[v1 , v2 , v3+    και  

                              c’1[u’1 , u’2 , u’3]+c’2[v’1 , v’2 , v’3]            

και ότι θ προβολικότθτα  δίνεται από    τισ ςχζςεισ  kc1=c’1  ,  kc2=c’2 . Αν ζνα ςθμείο  

(x1 ,  x2  , x3) ανικει ςε ευκείεσ από τισ δφο δζςμεσ κα πρζπει να ιςχφει 

(c1u1+c2v1)x1+(c1u2+c2v2)x2+(c1u3+c2v3)x3 =0     και 

(c’1u’1+c’2v’1)x1+(c’1u’2+c’2v’2)x2+(c’1u’3+c’2v’3)x3 =0     που θ κακεμιά από τισ παραπάνω 

ςχζςεισ παίρνει τθ μορφι  

c1(u1x1+u2x2+u3x3)+c2(v1x1+v2x2+v3x3) =0  , 

c’1(u’1x1+u’2x2+u’3x3)+c’2(v’1x1+v’2x2+v’3x3) =0 . 

Oπότε καταλιγουμε 
𝑐1

𝑐2
= −

𝑣1𝑥1+𝑣2𝑥2+𝑣3𝑥3

𝑢1𝑥1+𝑢2𝑥2+𝑢3𝑥3
   και 

𝑐′1
𝑐′2

= −
𝑣′1𝑥1 + 𝑣′2𝑥2 + 𝑣′3𝑥3

𝑢′1𝑥1 + 𝑢′2𝑥2 + 𝑢′3𝑥3
 

Όμωσ οι λόγοι 
𝑐1

𝑐2
  και 

𝑐′1

𝑐′2
     είναι ίςοι και επομζνωσ  

𝑣1𝑥1+𝑣2𝑥2+𝑣3𝑥3

𝑢1𝑥1+𝑢2𝑥2+𝑢3𝑥3
=   

𝑣′1𝑥1+𝑣′2𝑥2+𝑣′3𝑥3

𝑢 ′1𝑥1+𝑢 ′2𝑥2+𝑢 ′3𝑥3
   που παίρνει τθ μορφι 

2 2 2

11 1 12 1 2 13 1 3 22 2 21 2 1 23 2 3 33 3 31 3 1 32 3 2 0b x b x x b x x b x b x x b x x b x b x x b x x           (1) 

Όπου  ' ' , , 1,2,3ij i j j ib u v u v i j     

Παρατθροφμε ότι γενικά οι ςυντελεςτζσ τθσ παραπάνω εξίςωςθσ είναι άνιςοι , δθλαδι 

bij≠bji  αν i≠j . Επειδι μασ ενδιαφζρει θ δευτεροβάκμια εξίςωςθ τθσ κωνικισ 

Που προκφπτει να είναι  ομογενισ κα εξιςϊςουμε τουσ ςυντελεςτζσ με τθν 

αντικατάςταςι τουσ από τουσ  
2

ij ji

ij ji

b b
a a
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Οπότε θ αρχικι μασ εξίςωςθ παίρνει τθ μορφι    

3

, 1

0ij i j

i j

a x x


 ,  με αij=αji      (2) 

Σο πλεονζκτθμα τθσ παραπάνω γραφισ  είναι ότι μασ επιτρζπει να μεταςχθματίςουμε 

τθν εξίςωςθ τθσ κωνικισ ςε μια απλι αλλά εφχρθςτθ εξίςωςθ πινάκων. υγκεκριμζνο 

αν με Α ςυμβολίςουμε το πίνακα των ςυντελεςτϊν , δθλαδι Α=*αij+ και Χ ο πίνακασ 

ςτιλθ των ςυντεταγμζνων , δθλαδι  

1

2

3

x

x

x

 
 

 
 
  

  τότε θ (2)  γράφεται  

ΧΣ Α Χ = *0+ ,  

 όπου ΧΣ είναι ο ανάςτροφοσ πίνακασ του Χ .Μποροφμε να ςυμπεράνουμε ότι  

μια κωνικι ζχει εξίςωςθ 
3

, 1

0ij i j

i j

a x x


 ,  με αij=αji  ι ςε μορφι εξίςωςθσ πινάκων               

ΧΣ Α Χ = *0+ όπου ο πίνακασ Α είναι ςυμμετρικόσ . 

Ασ δοφμε τα παραπάνω με ζνα παράδειγμα  

Από το ςθμείο (1 , 0 , -1) διζρχονται οι ευκείεσ με ςυντεταγμζνεσ *2 , 2 , 2+ και *1 , 2 , 1+ 

όποτε θ δζςμθ ευκειϊν που διζρχεται από το παραπάνω  ςθμείο ζχει ςυντεταγμζνεσ   

c1[2 , 2 , 2]+c2[1 , 2 , 1] = [2c1+c2 , 2c1+2c2 , 2c1+c2+ και θ αντίςτοιχθ εξίςωςθ είναι : 

(2c1+c2)x1+( 2c1+2c2)x2+( 2c1+c2)x3=0    (3) 

Ομοίωσ από το ςθμείο (2 , 1 , 2) διζρχονται οι ευκείεσ με ςυντεταγμζνεσ *-1 , 2 , 0+ και          

[1 , -4 , 1] όποτε θ δζςμθ ευκειϊν που διζρχεται από το παραπάνω  ςθμείο ζχει 

ςυντεταγμζνεσ  c1
’[-1 , 2, 0]+c2

’[1 , -4 , 1] = [-c1
’+c2

’ , 2c1
’-4c2

’ , c2
’ + θ αντίςτοιχθ εξίςωςθ 

ευκείασ είναι  

(-c1
’+c2

’)x1+( 2c1
’-4c2

’ )x2+ c2
’ x3 = 0       (4) 
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φμφωνα με τα παραπάνω οι λόγοι  
𝑐1

𝑐2
  και 

𝑐′1

𝑐′2
      είναι ίςοι προςδιορίηοντασ τουσ από 

τισ (3) και (4) ζχουμε  

1 2 31

2 1 2 3

2 2 2

2

x x xc

c x x x

 
 

 
   και  

'

1 1 2

'

2 1 2 3

2

4

c x x

c x x x

 
 

 
 οπότε εξιςϊνοντασ  τα δεφτερα μζλθ 

είναι  1 2 3

1 2 3

2 2 2

2

x x x

x x x

 

 
= 1 2

1 2 3

2

4

x x

x x x

 

 
     ι 

( 1 2 32 2 2x x x  )( 1 2 34x x x  )=( 1 22x x  )( 1 2 32x x x  )  ι 

2 2 2

1 1 2 1 3 2 1 2 2 3 3 1 3 1 32 8 2 2 8 2 2 8 2x x x x x x x x x x x x x x x           

2 2

1 1 2 1 3 2 1 2 2 32 2 4 2x x x x x x x x x x        θ οποία γράφεται 

2 2 2

1 1 2 1 3 2 3 1 3 2 33 6 3 12 2 8 2 0x x x x x x x x x x x          (5) 

 και ςε ςυμμετρικι μορφι γίνεται 

2 2 2

1 1 2 1 3 2 1 2 2 3 3 1 3 1 3

5 5
3 3 3 12 4 4 2 0

2 2
x x x x x x x x x x x x x x x          

Ασ δοφμε θ εξίςωςθ (5) πωσ μπορεί να μεταςχθματιςτεί με τθ βοικεια τθσ αλλαγισ 

ςυντεταγμζνων . Αρχικά τθ γράφουμε  

2 2 2 2

1 1 2 2 1 2 2 3 2 33( 2 ) 5( ) 3 9 2 0x x x x x x x x x x           (6) 

Κα ειςάγουμε ζνα νζο ςφςτθμα ςυντεταγμζνων ( x1
’ , x2

’ , x3
’ ) με  

κx1
’ = x1 – x2 

κx2
’ =        x2 

κx3
’ =              x3 

για το οποίο παρατθροφμε ότι θ ορίηουςα του αντίςτοιχου πίνακα είναι 
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1 1 0

0 1 0 1 0

0 0 1



   που ςθμαίνει ότι θ αλλαγι είναι επιτρεπτι και επομζνωσ θ (6) 

γίνεται 

2 2 2

1 3 1 2 3 2 33 ' 5 ' ' 3 ' ' 9 ' 2 ' 0x x x x x x x      ι      (7) 

2 2 2

1 3 3 2 3 3

5 49
3( ' ' ) ' 3 ' ' 9 ' 0

6 12
x x x x x x      όπου κζτοντασ πάλι 

Κx1’’ = x’1          +(5/6)x’3 

Kx2’’=          x’2 

Kx3’’=                            x’3 

Με ορίηουςα   

5
1 0

6

0 1 0 1 0

0 0 1

    θ εξίςωςθ   (7) γίνεται 

3x’’1
2 -3x’’2x’’3-9x’’2

2-(49/12)x’’3
2 = 0   ι 

2 2 2

1 2 3 3

1 1
3 '' 9( '' '' ) '' 0

6 12
x x x x         (8) 

Όπου πάλι κζτοντασ  

Κχ’’’1=χϋϋ1 

Κχ’’’2=          χ’’2+1/6χ’’3 

Κχ’’’3=                        χϋϋ3 

Με ορίηουςα πάλι διάφορθ του μθδενόσ   θ (8) γίνεται  

2 2 2

1 2 3

1
3 ''' 9 ''' ''' 0

12
x x x    και αν ακόμα 
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1 1

2 2

3 3

3 '''

3 '''

1
'''

12

kx x

kx x

kx x







με ορίηουςα πάλι διάφορθ του μθδενόσ  

Σελικά θ κωνικι παίρνει τθ μορφι    

x1
2 – x2

2 – x3
2 =0 . 

Γενικά με τθν παραπάνω διαδικαςία μια κωνικι κα ζχει εξίςωςθ α1x1
2+α2x2

2+α3x3
2 =0 

με τουσ ςυντελεςτζσ αi να ζχουν τιμι 1 ι -1 . 

Θ κωνικι όπωσ ζχει οριςτεί παραπάνω είναι μια κωνικι από ςθμεία .Αν κεωριςουμε 

το δυικό οριςμό όπου κεωροφμε μια προβολικότθτα μεταξφ δφο ευκειϊν κα ζχουμε 

μια κωνικι ευκειϊν όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα

 

   

 

 

 

 

ε1 ε3
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Πολικότθτεσ 

Αν ζχουμε μια κωνικι , που ζχει τθ τετραγωνικι μορφι , τότε από τθν εξίςωςθ τθσ 

κωνικισ μπορεί να προκφψει μια διγραμμικι εξίςωςθ που παρουςιάηει ενδιαφζρον 

όπωσ ςτο παρακάτω παράδειγμα : 

Από τθν εξίςωςθ x1
2+x2

2-x3
2=0 προκφπτει θ διγραμμικι εξίςωςθ  x1y1+x2y2-x3y3=0  

τθν οποία ικανοποιοφν  τα ςθμεία (1, 1, 1) και (1, 1, 2) τα οποία και ονομάηουμε ςυηυγι 

ωσ προσ τθν παραπάνω κωνικι . 

Ζνα οποιοδιποτε ςθμείο τθσ κωνικισ κα είναι ςυηυγζσ με τον εαυτό του και ζτςι το 

ονομάηουμε αυτοςυηυγζσ ωσ προσ τθν κωνικι. 

Αν κεωριςουμε ζνα ςτακερό ςθμείο το  A (1, 2, -3) και μια ςυγκεκριμζνθ κωνικι ,  

με εξίςωςθ  x1
2+x1x2+x2x1-x2

2+2x3
2=0 , τότε θ αντίςτοιχθ διγραμμικι εξίςωςθ κα είναι :  

x1y1+x1y2+x2y1-x2y2+2x3y3=0  και τα ςθμεία που κα είναι ςυηυγι με το Α κα ικανοποιοφν 

τθν εξίςωςθ  y1+y2+2y1-2y2-6y3=0  ι 3y1-y2-6y3=0  που είναι μια ευκεία . 

Γενικά τα ςθμεία που είναι ςυηυγι με το ( x1, x2, x3 ) ςε ςχζςθ με μια κωνικι με εξίςωςθ  

αijxiyj =0 , ανικουν ςε ευκεία αν θ διγραμμικι εξίςωςθ που προκφπτει είναι γραμμικι 

ωσ προσ τα y .Αλλά υπάρχει και θ περίπτωςθ όλοι οι ςυντελεςτζσ των y να είναι 0 και 

τότε τα ςυηυγι ςθμεία ανικουν ςε όλο το επίπεδο. Για παράδειγμα δίνουμε τθν 

εξίςωςθ x1
2+x1x2+x2x1 =0  και το Β(0, 0, 6) όπου θ αντίςτοιχθ διγραμμικι κα είναι τθσ 

μορφισ   0y1+0y2+0y3=0 που παριςτάνει όλο το επίπεδο. 

φμφωνα με τα παραπάνω αν τα ςθμεία που είναι ςυηυγι με ζνα ςτακερό ςθμείο  Α ςε 

ςχζςθ με μια κωνικι , ανικουν ςε μια ευκεία τότε θ ευκεία ονομάηεται πολικι ευκεία  

του ςθμείου Α  ςε ςχζςθ με τθν κωνικι και το ςθμείο Α ονομάηεται πόλοσ  τθσ ευκείασ 

ςε ςχζςθ με τθν κωνικι . Θ ςχζςθ μεταξφ ευκείασ και ςθμείου λζμε ότι δθμιουργεί μια 

πολικότθτα . 
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Θ πολικότθτα μπορεί να μθν ορίηεται για όλα τα ςθμεία του επιπζδου όπωσ ζχουμε δει 

παραπάνω  , όπου θ διγραμμικι εξίςωςθ  παριςτάνει όλο το επίπεδο . ε μια μθ 

εκφυλιςμζνθ κωνικι όμωσ ζχει νόθμα παντοφ  

Κεϊρθμα : Θ πολικότθτα που ορίηεται ςε μια μθ εκφυλιςμζνθ κωνικι είναι μια 

αντιςτοιχία  1-1 ανάμεςα ςτα ςθμεία του επιπζδου και τισ ευκείεσ του επιπζδου τθσ 

κωνικισ  

Απόδειξθ : Αν θ κωνικι ζχει εξίςωςθ 0ij i jx x   και για ζνα ςυγκεκριμζνο ςθμείο 

1 2 3( , , )x x x   ζςτω *u1 , u2 , u3+ οι ςυντεταγμζνεσ τθσ πολικισ ευκείασ τότε κα ζχουμε 

1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

1 13 1 23 2 33 3

u a x a x a x

u a x a x a x

u a x a x a x

  

  

  

 

Επειδι θ κωνικι που ζχουμε κεωριςει είναι μθ εκφυλιςμζνθ πρζπει θ ορίηουςα των 

ςυντελεςτϊν να είναι διάφορθ του μθδενόσ . 

Δθλαδι  
11 21 31

12 22 32

13 23 33

0

a a a

a a a

a a a

 . Όμωσ θ ίδια ορίηουςα είναι και ορίηουςα του ςυςτιματοσ 

που ζχουμε αναφζρει παραπάνω και το οποίο κα ζχει μοναδικι λφςθ ωσ προσ τα u που 

κα είναι και μθ μθδενικι , γιατί αν όλα τα ui ιταν 0 τότε και όλα τα χi  κα ιταν 0 , που 

είναι άτοπο. 

Επομζνωσ κάκε ςθμείο ζχει μοναδικι πολικι 

Αντίςτροφα : Για μια δοςμζνθ ευκεία όπου οι ςυντεταγμζνεσ τθσ δε κα είναι όλεσ 0 το 

παραπάνω ςφςτθμα κα ζχει πάλι μοναδικι , μθ μθδενικι λφςθ ωσ προσ τα χi . 

Θ διγραμμικι εξίςωςθ που ορίςαμε ςτθν αρχι μπορεί να γραφεί και ςαν εξίςωςθ 

πινάκων ςτθ μορφι XTAY=*0+ όπου X ,  Τ είναι ο πίνακασ ςτιλθ των ςυντεταγμζνων των 

ςθμείων  ( x1, x2, x3 ) ,  (y1 , y2 , y3 ) και ο παραπάνω τρόποσ γραφισ τθσ εξίςωςθσ κα μασ 

βοθκιςει ςτθν απόδειξθ του  
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Κεϊρθμα : Θ πολικι ευκεία ενόσ ςθμείου που βρίςκεται πάνω ςε μια μθ εκφυλιςμζνθ 

κωνικι είναι θ εφαπτομζνθ τθσ κωνικισ ςτο παραπάνω ςθμείο 

Απόδειξθ:  

 

 

Ζςτω    ( x1, x2, x3 ) ςθμείο πάνω ςτθ κωνικι , οπότε κα ζχουμε ΧΣΑΧ=*0+ και ασ 

υποκζςουμε ότι θ πολικι του ςθμείου τζμνει τθν κωνικι και ςε ζνα άλλο ςθμείο 

 (z1 , z2 , z3) . Ζτςι κα ζχουμε ΗΣΑΗ=*0+ γιατί το ςθμείο ανικει ςτθν κωνικι και ΧΣΑΗ=*0+ 

γιατί το ςθμείο ανικει ςτθν πολικι .Οποιοδιποτε ςθμείο τθσ πολικισ ευκείασ κα ζχει 

ςυντεταγμζνεσ τθσ μορφισ   c1X+c2Z και κα είναι 

XTA (c1X+c2Z) =XTAc1X+XTAc2Z= [0] 

Θ ευκεία που ζχουμε όμωσ είναι και πολικι για το ςθμείο Η γιατί περιζχει δφο ςθμεία 

ςυηυγι ωσ προσ το Η . Δθλαδι  

ΗΣΑ(c1X+c2Z)=*0+ και επομζνωσ     (c1X+c2Z)ΣΑ(c1X+c2Z)=[0] 

Που ςθμαίνει ότι κάκε ςθμείο τθσ πολικισ ευκείασ είναι ςθμείο τθσ κωνικισ . Αυτό 

όμωσ είναι άτοπο αφοφ ζχουμε μια μθ εκφυλιςμζνθ κωνικι . 
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Κεϊρθμα : Αν από ζνα ςθμείο 

που βρίςκεται ζξω από μια 

κωνικι ορίηονται οι 

εφαπτόμενεσ προσ τθν κωνικι 

τότε θ ευκεία που δθμιουργείται 

από τα ςθμεία επαφισ είναι θ 

πολικι του ςθμείου Α 

Απόδειξθ : Από το προθγοφμενο 

κεϊρθμα θ ΑΒ είναι θ πολικι 

ευκεία του Β και θ ΑΓ είναι θ 

πολικι ευκεία του Γ .Δθλαδι 

ΧΣΑΒ=*0+ και ΧΣΑΓ=*0+ . Επομζνωσ 

για κάκε ςθμείο κΒ+λΓ  τθσ 

ευκείασ ΒΓ , ιςχφει ΧΣΑ(κΒ+λΓ)=*0+ , που ςθμαίνει ότι θ ΒΓ είναι θ πολικι του Α . 

Αν από το ςθμείο Α δε μποροφμε να φζρουμε εφαπτόμενεσ προσ τθν κωνικι  τότε θ 

πολικι του Α είναι το ςφνολο των ςθμείων τομισ των εφαπτόμενων τθσ κωνικισ που 

φζρνουμε από τα ςθμεία που τζμνει τθν κωνικι μια τζμνουςα τθσ που διζρχεται από 

το Α . Αυτό προκφπτει από το 

προθγοφμενο κεϊρθμα αφοφ κάκε 

ςθμείο τομισ των εφαπτόμενων κα 

είναι ςυηυγζσ με το Α και ζτςι 

υποχρεωτικά κα ανικουν ςε μια 

ευκεία που κα είναι θ πολικι του 

ςθμείου Α 

 

 

 

Β

Α

Γ

ε

Α
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Κεφάλαιο 3ο : Στοιχεία ςυςχετιςμένησ 
γεωμετρίασ   

Οριςμόσ ςυςχετιςμζνθσ γεωμετρία 

Αν κεωριςουμε το προβολικό επίπεδο από το οποίο αφαιροφμε μια ευκεία ζχουμε 

αρκετά ενδιαφζροντα αποτελζςματα . Από το προβολικό επίπεδο εξαιροφμε τα ςθμεία 

μιασ ευκείασ ε που μασ επιτρζπει να ζχουμε τθν ζννοια τθσ παραλλθλίασ .Αν οι ευκείεσ 

η1 και η2  ‘τζμνονται’ πάνω ςτθν ε τότε για το ςυςχετιςμζνο επίπεδο που 

δθμιουργιςαμε οι η1 και η2 

κεωροφνται ‘παράλλθλεσ’.  

Αν εξαιρζςουμε τθν ιδεατι 

ευκεία η όπωσ ζχει οριςτεί 

ςτθν προβολικι γεωμετρία 

τότε δφο ευκείεσ που 

‘τζμνονται’ ςτθ η κα είναι 

παράλλθλεσ και ζτςι 

ορίηουμε το 

ςυςχετιςμζνο(ι 

ομοπαρραλλθλικό) επίπεδο 

ωσ το προβολικό με εξαίρεςθ τθν ιδεατι ευκεία η. 

ε αντιςτοιχία με τθν προβολικι γεωμετρία ορίηουμε τουσ ςυςχετιςμζνουσ (ι 

ομοπαρραλλθλικοφσ) μεταςχθματιςμοφσ του επιπζδου ωσ τουσ προβολικοφσ 

μεταςχθματιςμοφσ του επιπζδου που αφινουν τθν ευκεία η αναλλοίωτθ . Ζχοντασ 

εξαιρζςει τθν ιδεατι ευκεία και τα ιδεατά ςθμεία , ζνα ςθμείο του ςυςχετιςμζνου 

επιπζδου κα ζχει ςυντεταγμζνεσ τθσ μορφισ (χ1,χ2,χ3) με χ3≠0 ι ςε ιςοδφναμθ γραφι 

(y1,y2,1) με y1= χ1/ χ3 , y2= χ2/ χ3 .Όταν αναφερόμαςτε ςτο ςθμείο (χ1,χ2) κα εννοοφμε το 

ςθμείο (χ1,χ2,1) . Αν ζχουμε ζνα προβολικό μεταςχθματιςμό που αφινει τθ η 

_ δ 1 
_ δ 2 

_ ε 
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αναλλοίωτθ κα πρζπει τα ςθμεία τθσ ευκείασ χ3=0 να απεικονίηονται ςε ςθμεία τθσ 

ίδιασ ευκείασ ι ςτο ςφςτθμα  

 

x1 = α11x’1+α12x’2+α13x’3 

x2 = α21x’1+α22x’2+α23x’3 

x3 = α31x’1+α32x’2+α33x’3    

αν x’3=0 κα είναι και x3=0 .Οπότε θ τελευταία εξίςωςθ γίνεται  α31x’1+α32x’2=0 για 

οποιαδιποτε x’1, x’2 . Επομζνωσ α31=α32=0.Ακόμα αφοφ ζχουμε κεωριςει ότι για όλα τα 

ςθμεία του ςυςχετιςμζνου επιπζδου είναι x3=1 , κα πρζπει α33=1 . Σελικά οι 

μεταςχθματιςμοί κα ζχουν τθ μορφι 

x1 = α11x’1+α12x’2+α1     

x2 = α21x’1+α22x’2+α2       με 
11 12

21 22

0
 

 
 . 

Όπωσ και ςτο προβολικό επίπεδο θ διαδικαςία αλλαγισ ςυντεταγμζνων είναι 

ουςιαςτικά ζνασ προβολικόσ μεταςχθματιςμόσ ζτςι και ςτο ςυςχετιςμζνο επίπεδο θ 

παραπάνω διαδικαςία περιγράφει και τθν αλλαγι ςυντεταγμζνων ςτο ςυςχετιςμζνο 

επίπεδο . 

Οι μεταςχθματιςμοί του ςυςχετιςμζνου επιπζδου όπωσ ζχουν περιγραφεί παραπάνω 

αποτελοφν ομάδα με πράξθ τθ ςφνκεςθ και θ μορφι τουσ ςε ςυςχετιςμζνεσ 

ςυντεταγμζνεσ είναι 
1 1 1

2 2 2

'

'

x x a

x x a





 


 
     0   

 Αν β=1 ζχουμε μεταφορά 

 Αν α1=α2=0 ζχουμε διαςτολι και ςτθν ειδικι περίπτωςθ όπου β= -1 , ζχουμε 

κεντρικι ςυμμετρία  
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υςχετιςμζνοσ λόγοσ 

Ο ςυςχετιςμζνοσ λόγοσ μπορεί να οριςτεί με τθ βοικεια του διπλοφ λόγου. Αν τα Α , Β , 

Γ είναι ςθμεία τθσ ευκείασ ε τότε ορίηουμε Α(Α,Β,Γ)=R(  ,Α,Β,Γ) , όπου  είναι το 

ιδεατό ςθμείο τθσ ευκείασ ε .Αν ζχουμε ζνα ςυςχετιςμζνο μεταςχθματιςμό από τθν 

ευκεία ε ςε μια ευκεία η  τότε θ εικόνα του 
  κα είναι το ιδεατό ςθμείο τθσ  η  , ζςτω  

' . Για τον  ςυςχετιςμζνο λόγο ζχουμε : 

Α(Α,Β,Γ)= R(
 ,Α,Β,Γ)=R( ' ,Α’,Β’,Γ’)=Α(Α’,Β’,Γ’) 

Οπότε , όπωσ και ο διπλόσ λόγοσ , ο ςυςχετιςμζνοσ λόγοσ είναι ζνα αναλλοίωτο τθσ 

ςυςχετιςμζνθσ γεωμετρίασ .  

Ζχοντασ εξαιρζςει τθν ιδεατι ευκεία και τα ιδεατά ςθμεία , ζνα ςθμείο του 

ςυςχετιςμζνου επιπζδου κα ζχει ςυντεταγμζνεσ τθσ μορφισ (χ1,χ2,χ3) με χ3≠0 ι ςε 

ιςοδφναμθ γραφι (y1,y2,1) με y1= χ1/ χ3 , y2= χ2/ χ3 .Αν τα Α , Β ζχουν ςτο ςυςχετιςμζνο 

επίπεδο ςυντεταγμζνεσ (α1,α2,1) και (β1,β2,1) τότε κάκε ςθμείο τθσ ευκείασ που ορίηουν 

τα Α και Β κα ζχει ςυντεταγμζνεσ Χ=κΑ+λΒ=(κα1+λβ1 , κα2+λβ2 , κ+λ) . φμφωνα με τα 

παραπάνω μποροφμε να κεωριςουμε ότι κ+λ=1 και επομζνωσ Χ=κΑ+(1-κ)Β .τθν 

τελευταία ςχζςθ όπωσ ζχει οριςτεί το ςθμείο Χ , ςε κάκε τιμι του κ αντιςτοιχεί 

μοναδικό ςθμείο Χ με ςυντεταγμζνεσ (χ1,χ2,1)  , για τισ οποίεσ είναι  

(χ1,χ2,1) =κ(α1,α2,1)+(1-κ)(β1,β2,1)=(κα1+(1-κ)β1 , κα2+(1-κ)β2 , 1) όπου λφνοντασ ωσ προσ 

το κ παίρνουμε κ= 1 1 2 2

1 1 2 2

   

   

 


 
. 

Αφοφ τα Α , Β είναι ςθμεία τθσ ε και το Α-Β κα είναι επίςθσ ςθμείο τθσ ε .                   

Όμωσ Α-Β=(α1-β1,α2-β2,0) ,που ςθμαίνει ότι το ςθμείο Α-Β είναι το ιδεατό ςθμείο 

.Ζχουμε Α-Β=   ιΑ=Β+    , Χ=κΑ+(1-κ)Β=κ  +Β και ο ςυςχετιςμζνοσ λόγοσ γίνεται 

Α(Α,Β,Χ)= R(  ,Α,Β,Χ)=R(  , Β+  ,Β , κ  +Β)=κ/1=κ 

Επομζνωσ ο ςυςχετιςμζνοσ λόγοσ τριϊν ςθμείων μιασ ευκείασ Α,Β,Χ είναι ο αρικμόσ κ  
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Α(Α,Β,Χ)=κ= 1 1 2 2

1 1 2 2

   

   

 


 
 . Αυτι θ ζκφραςθ είναι και θ ζκφραςθ του απλοφ λόγου 

τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ  

Αν κεωριςουμε κ = 
1

2
 , τότε όπωσ και ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία , το ςθμείο               

Χ= 
1

2
(Α+Β) είναι το ςυςχετιςμζνο μζςο του ΑΒ και θ ςχζςθ  

R(Α,Β, 
1

2
(Α+Β) ,

   )=R(Α,Β, 
1

2
(Α+Β) , Α-Β) = 2 1

1 2

1
1

2 1
1

( 1)
2

 

 




  


 

 μασ δείχνει ότι τα 

ςθμεία Α,Β, το μζςο του ΑΒ και το ιδεατό ςθμείο τθσ ΑΒ είναι αρμονικά ςυηυγι 
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Οι κωνικζσ τομζσ ςτθ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία 

τθ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία οι μθ εκφυλιςμζνεσ κωνικζσ μποροφν να 

κατθγοριοποιθκοφν ςε τρείσ κατθγορίεσ ανάλογα με τθ ςχζςθ τθσ κωνικισ με τθν 

ιδεατι ευκεία ε  . Ζτςι αν θ ε τζμνει τθν κωνικι ςε δφο ςθμεία ζχουμε υπερβολι ,  ςε 

ζνα ζχουμε παραβολι ενϊ αν δε τθν τζμνει ζχουμε ζλλειψθ  .

 

Ασ κεωριςουμε τθ γενικι μορφι εξίςωςθσ μιασ κωνικισ που δείξαμε ότι είναι θ  

α11χ1
2+α22χ2

2+α33χ3
2+2 α12χ1χ2+2 α13χ1χ3+2 α23χ2χ3=0 και αναηθτοφμε τα κοινά ςθμεία με 

τθν ιδεατι ευκεία που ζχει εξίςωςθ χ3=0 , οπότε καταλιγουμε ςτθ εξίςωςθ  

α11χ1
2 +2 α12χ1χ2+α22χ2

2 =0 με διακρίνουςα  Δ=4(α12
2-α11α22) . Επομζνωσ 

 α12
2-α11α22 < 0 ζχουμε ζλλειψθ 

 α12
2-α11α22 = 0 ζχουμε παραβολι 

 α12
2-α11α22 > 0 ζχουμε υπερβολι 
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Κεϊρθμα : Σα μζςα παράλλθλων χορδϊν που τζμνουν μια κωνικι ανικουν ςε ευκεία   

Απόδειξθ: αν κεωριςουμε τθν ιδεατι ευκεία η και ονομάςουμε Α τον πόλο τθσ η και 

κεωριςουμε Ρ ζνα ςθμείο τθσ η από το οποίο φζρνουμε ευκείεσ από το Ρ (που για τθ 

ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία είναι μεταξφ τουσ παράλλθλεσ ,τότε τα άκρα τθσ χορδισ με το 

μζςο και το Ρ κα αποτελοφν  αρμονικι τετράδα.

Ζτςι τα μζςα κα είναι ςυηυγι με το Ρ και επομζνωσ  κα ανικουν ςτθν πολικι ευκεία 

του Π που περιζχει και το ςθμείο Α.         

Όταν θ κωνικι δεν είναι παραβολι τότε θ ιδεατι ευκεία η δεν περιζχει τον πόλο τθσ Α. 

Θ αρμονικι ομολογία με κζντρο το Α και άξονα τθ η απεικονίηει τθν κωνικι ςτον εαυτό 

τθσ. ε όρουσ τθσ ςυςχετιςμζνθσ γεωμετρίασ  θ κωνικι απεικονίηεται ςτον εαυτό τθσ με 

ςυμμετρία ωσ προσ κζντρο , με κζντρο το Α . Ζτςι το Α ονομάηεται κζντρο τθσ κωνικισ 

και κάκε ευκεία που διζρχεται από το Α είναι διάμετροσ τθσ κωνικισ. 

Παράςταςθ κωνικισ ςε ςυςχετιςμζνεσ ςυντεταγμζνεσ 

Όπωσ και ςτο προβολικό επίπεδο , με κατάλλθλεσ αλλαγζσ ςυντεταγμζνων 

καταλιγουμε ότι θ γενικι μορφι  

 παραβολισ είναι χ2
2=χ1 

 ζλλειψθσ είναι χ1
2+ χ2

2=1 

 υπερβολισ είναι χ1
2- χ2

2=1 

δ

ε

Α

Ρ
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Εμβαδό ςτθ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία 

τθ ςτοιχειϊδθ γεωμετρία το εμβαδό ορίηεται με τθ βοικεια τθσ απόςταςθσ. τθ 

ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία ορίηουμε το εμβαδό ωσ εξισ: 

Κεωροφμε ζνα χωρίο D .Αν Α(D) =  1 2

D

dx dx  είναι το εμβαδό του χωρίου και                         

x1 = α11x’1+α12x’2+α1     

x2 = α21x’1+α22x’2+α2       με Δ= 
11 12

21 22

0
 

 
 είναι ζνασ ςυςχετιςμζνοσ μεταςχθματιςμόσ 

που απεικονίηει το D ςε ζνα ςφνολο D’ , τότε Α(D’) = 1 2

'

' '
D

dx dx που από τισ ιδιότθτεσ 

του διπλοφ ολοκλθρϊματοσ γράφεται  Α(D’) = 1 2

D

dx dx  . Σο εμβαδό παρουςιάηει 

ενδιαφζρον ςτθ περίπτωςθ τθσ ζλλειψθσ που αν ζχει τφπο 2 2

1 2 1x x    με α>0 και 

β>0 τότε Α(D) =  1 2

D

dx dx = 
2 2

1 2

1 2

1x x

dx dx

  

 =



. 

Κα χρειαςτοφμε το παρακάτω κεϊρθμα Loewner και Behrend 

Κεϊρθμα: Αν Κ είναι μια κλειςτι , κυρτι γραμμι , τότε από όλεσ τισ ελλείψεισ που 

ζχουν ζνα δοςμζνο κζντρο Η και περιζχουν το Κ υπάρχει ακριβϊσ μια με ελάχιςτο 

εμβαδόν. 

Απόδειξθ: Αν Ε , Ε’ είναι δφο ελλείψεισ με τθν παραπάνω ιδιότθτα , δθλαδι ότι ζχουν 

το ελάχιςτο εμβαδό τότε αυτζσ ςυμπίπτουν . Αν Ε: 2 2

1 1 1 2 1x x    και Ε’ :

2 2

2 1 2 2 1x x   , κα είναι 2 2

1 1 1 2 1x x    και  2 2

2 1 2 2 1x x   για οποιοδιποτε 

ςθμείο του Κ αφοφ οι Ε και Ε’ περιζχουν το Κ. Σότε και θ εξίςωςθ  
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2 21 2 1 2
1 2 1

2 2
x x

    
   κα παριςτάνει ζλλειψθ με το ίδιο κζντρο και  κα περιζχει το 

Κ .Σα εμβαδά των τριϊν χωρίων που ορίηουν οι ελλείψεισ κα είναι 
1 1



 
 , 

2 2



 
 , 

1 2 1 2

2

( )( )



    
 . Αφοφ υποκζςαμε ότι οι Ε και Ε’ ζχουν ελάχιςτο εμβαδό πρζπει 

1 2 1 2

2

( )( )



    


1 1



 
=

2 2



 
 .Δθλαδι 1 2 1 2 1 1 2 2( )( ) 4 4             ι

1 2 1 2 1 1 2 2( )( ) 4          . Όμωσ από τθν ανιςότθτα αρικμθτικοφ γεωμετρικοφ 

μζςου είναι 1 2 1 22     και 1 2 1 22      και οι ιςότθτεσ ιςχφουν αν 1 2 

και 1 2  .Δθλαδι οι Ε και Ε’ ςυμπίπτουν. 
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Κεφάλαιο 4ο : Μετρικοί χώροι 

Ο Μετρικόσ χϊροσ 

Θ εξαίρεςθ μιασ ευκείασ από το προβολικό επίπεδο μασ ζδωςε τθ ςυςχετιςμζνθ 

γεωμετρία θ οποία μασ ζδωςε τθν ζννοια τθσ παραλλθλίασ και τϊρα είναι φυςικό να 

αναηθτιςουμε τθν ζννοια τθσ απόςταςθσ και τον τρόπο που μπορεί να ειςαχκεί. 

Θ απόςταςθ δφο ςθμείων Α και Β πρζπει να ικανοποιεί τισ παρακάτω ιδιότθτεσ 

 Θ απόςταςθ ΑΒ είναι ζνασ μθ αρνθτικόσ πραγματικόσ αρικμόσ  , και ΑΒ=0 

Αν και μόνο αν τα Α και Β ταυτίηονται 

 Είναι ΑΒ=ΒΑ 

 Λςχφει θ τριγωνικι ανιςότθτα , δθλαδι ΑΒ+ΒΓ≥ΑΓ 

Αν για παράδειγμα ΑΒ=1 , αν Α και Β είναι διαφορετικά και ΑΒ=0 αν Α , Β ταυτίηονται 

τότε οι παραπάνω προχποκζςεισ ικανοποιοφνται . 

Ζνα ςφνολο από ςθμεία R εφοδιαςμζνο με μια ‘απόςταςθ’  που ορίηεται όπωσ 

παραπάνω  ονομάηεται μετρικόσ χϊροσ.  

Ζνα άλλο παράδειγμα μετρικοφ χϊρου αποτελεί ο Rν  όπου περιζχει τισ ν-αδεσ 

χ=(χ1,χ2,…,χν) και είναι εφοδιαςμζνοσ με τθν απόςταςθ d2(x,y)=max  𝑥𝑖 − 𝑦𝑖    , 

i=1,2,…,ν .Αν ακόμα κεωριςουμε το ίδιο ςφνολο με διαφορετικι απόςταςθ  

d3=  𝑥𝑖 − 𝑦𝑖  
𝑛
𝑖=1  

το ίδιο ςφνολο ςθμείων ορίηεται και θ γνωςτι μασ Ευκλείδεια απόςταςθ  
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d4=  (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2𝑖=𝑛
𝑖=1  

1/2
 θ οποία ικανοποιεί τθν τριγωνικι ανιςότθτα από τθν ανιςότθτα 

Cauchy-Schwartz: 

2

2 2

1 1 1

( )( ) ( ) ( )
n n n

i i i i i i i i

i i i

x y y z x y y z
  

    
        

    
    

αν κζςουμε αi=xi-yi  , bi=yi-zi γίνεται 

2 2

1 1

[( ) ( )] ( )
n n

i i i i i i

i i

x y y z x z
 

   
       

   
   ι  

2 2 2 2

4 4 4 4 4 4

1

( , ) 2 ( )( ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )
n

i i i i

i

d X Y x y y z d X Y d X Y d X Y d Y Z d X Y


 
       

 


 και με ςυμπλιρωςθ  τετραγϊνου ςτο β μζλοσ ζχουμε : 

2 2 2 2

4 4 4 4 4 4

1

( , ) 2 ( )( ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )
n

i i i i

i

d X Y x y y z d X Y d X Y d X Y d Y Z d X Y


 
       

 
   (1) 

Όμωσ 

2

2

1 1

( ) [ [( ) ( )]]
n n

i i i i i i

i i

x z x y y z
 

 
     

 
  που είναι το αριςτερό μζλοσ τθσ (1) και 

ζτςι θ (1) γίνεται

2

2

4 4

1

( ) [ ( , ) ( , )]
n

i i

i

x z d X Y d Y Z


 
   

 
  ι 4 4 4( , ) ( , ) ( , )d X Z d X Y d Y Z   

Ακόμα ςτο ίδιο ςφνολο μπορεί να οριςτεί θ απόςταςθ  

d5=  (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2𝑖=𝑛
𝑖=1  

1/4
= 4 ( , )d X Y  είναι  

μζτρο ,  γιατί αν για τουσ κετικοφσ κ ,λ ,μ είναι

     τότε       

τον Ευκλείδειο χϊρο των τριϊν διαςτάςεων 

3  αν κεωριςουμε τθ ςφαίρα κζντρου 

Ο(0,0,0) και ακτίνασ r , κα ζχει εξίςωςθ 

3
2 2

1

i

i

x r


 και αν Α(x1,x2,x3) ,          B( y1,y2,y3) 

είναι ςθμεία τθσ ςφαίρασ ορίηουμε ωσ 

Ο

Α

Β
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απόςταςθ των Α και Β τθν 

ποςότθτα s(Α,Β)= 

3
2

1

(cos[ / ])i i

i

rArc x y r


  που 

εκφράηει το γινόμενο rκ όπου 

κ θ γωνία που ςχθματίηουν οι 

ακτίνεσ ΟΑ , ΟΒ τθσ ςφαίρασ . 

 

Κυρτά ςφνολα 

ε αναλογία με τθν Ευκλείδεια ιδζα του ευκφγραμμου τμιματοσ , ορίηουμε και ςτο 

ςυςχετιςμζνο επίπεδο τα τμιματα ωσ εξισ 

Ζςτω Α , Β ςθμεία του ςυςχετιςμζνου επιπζδου . Σο ςφνολο των ςθμείων τθσ μορφισ 

(1-κ)Α+κΒ όπου 0<κ<1 ονομάηεται ανοικτό τμιμα S*(A,B) . Αν για το κ ζχουμε τισ τιμζσ  

0 1   τότε ορίηουμε το κλειςτό τμιμα S(Α,Β) 

Ακόμα ορίηουμε τθν ζννοια τθσ κυρτότθτασ όπωσ και ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία 

Ζνα ςφνολο ςθμείων Μ ςτο ςυςχετιςμζνο επίπεδο λζμε ότι είναι κυρτό αν για 

οποιοδιποτε ηεφγοσ ςθμείων Α και Β που ανικουν ςτο Μ τότε και το τμιμα S(Α,Β) 

ανικει ςτο Μ . 

Μια βαςικι ζννοια ςτθν κυρτότθτα είναι και οι γραμμζσ ςτιριξθσ που ςε ζνα κυρτό 

ςφνολο Κ ορίηεται ωσ εξισ: Θ ε τζμνει το Κ 

ςε ζνα τουλάχιςτον ςθμείο και θ ε ‘αφινει’ 

το Κ ςτο ίδιο θμιεπίπεδο ςε ςχζςθ με τθν ε. 

Από τον οριςμό θ ε δεν περιζχει εςωτερικά 

ςθμεία του Κ .Αποδεικνφεται ότι αν το Α 

είναι ςυνοριακό ςθμείο ενόσ κυρτοφ 

Α
Β

ε
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ςυνόλου Κ τότε ορίηεται θ γραμμι ςτιριξθσ του Κ που διζρχεται από το Α. 

Κάκε εφαπτομζνθ τθσ ζλλειψθσ είναι γραμμι ςτιριξθσ τθσ ζλλειψθσ. 

Κα εςτιάςουμε κυρίωσ ςτθ κυρτότθτα που ζχει ςχζςθ με τισ κωνικζσ τομζσ μια και κα 

μασ δϊςει ουςιϊδθ ςυμπεράςματα ςτο μζτρο ςτα παρακάτω . 

ε ςχζςθ με μια κωνικι C οι ευκείεσ χωρίηονται ςε τρεισ κλάςεισ : 

 Οι εφαπτόμενεσ τθσ C 

 Οι τζμνουςεσ τθσ C , που τζμνουν τθ κωνικι ςε δφο ςθμεία  

 Οι ευκείεσ που δεν τζμνουν τθ C 

Αν δοφμε τθν παραπάνω κατθγοριοποίθςθ δυικά κα χωρίςουμε τα ςθμεία ςε τρείσ 

κατθγορίεσ : 

 Σα ςθμεία που βρίςκονται πάνω ςτθν κωνικι . 

 Σα ςθμεία που ανικουν ςε δφο εφαπτόμενεσ τθσ C . 

 Σα ςθμεία που δεν ανικουν ςε καμιά εφαπτομζνθ τθσ C. 

Σα τελευταία λζμε ότι είναι τα μθ εφαπτόμενα ςθμεία τθσ C για τα οποία ιςχφει : 

Σα μθ εφαπτόμενα ςθμεία μιασ ζλλειψθσ ι μιασ παραβολισ αποτελοφν ζνα κυρτό 

ςφνολο . 

Απόδειξθ : Αν τα Α , Β είναι ςθμεία που δεν ανικουν ςε καμία εφαπτομζνθ τότε θ ΑΒ 

κα είναι τζμνουςα τθσ κωνικισ και αν υποκζςουμε ότι το Γ είναι ςθμείο του τμιματοσ 

ΑΒ από το οποίο μποροφμε να 

φζρουμε εφαπτόμενεσ προσ τθν 

κωνικι . Αυτό ςθμαίνει ότι θ ιδεατι 

ευκεία η τζμνει τθν κωνικι και 

επομζνωσ θ κωνικι είναι υπερβολι 

που είναι άτοπο 

Α

Β

Γ
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τοιχεία μετρικοφ χϊρου 

ε ζνα μετρικό χϊρο αν το ςθμείο Χ(t) , 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽 όπου Χ(ti)→ 𝑋(𝑡o) κακϊσ ti→to λζμε 

ότι το ςφνολο  Χ(t) είναι μια γραμμι ςτο μετρικό χϊρο. Μποροφμε να ορίςουμε το 

μικοσ μιασ γραμμισ αν κεωριςουμε μια διαμζριςθ Δ του *α,β+ με  

Δ: α=t0<t1<t2<…<tn=β και το μικοσ τθσ γραμμισ είναι το ελάχιςτο άνω φράγμα του 

ακροίςματοσ 
1

1

( ) ( )
n

i i

i

X t X t 



 .Από τθν τριγωνικι ανιςότθτα κάκε άκροιςμα τθσ 

παραπάνω μορφισ κα είναι μεγαλφτερο ι ίςο από τθν απόςταςθ  Χ(α)Χ(β) .Αν ιςχφει θ 

ιςότθτα θ γραμμι κα είναι το ευκφγραμμο τμιμα Χ(α)Χ(β) . 

Μια (μετρικά) ευκεία L ςτο μετρικό χϊρο R λζμε ότι είναι ζνα ςφνολο από ςθμεία Χ(t) 

που είναι ιςομετρικό με τον άξονα των πραγματικϊν αρικμϊν .Δθλαδι θ απόςταςθ 

Χ(t1)X(t2)= 1 2t t  

Για τον οριςμό τθσ κακετότθτασ  κα εργαςτοφμε αναλυτικά κεωρϊντασ μια μετρικά 

ευκεία L ςτον R και ζνα ςθμείο Α .Σότε  ΑΧ(t) →  κακϊσ t→   .Από τθν τριγωνικι 

ανιςότθτα παίρνουμε ΑΧ(t)+ ΑΧ(0)Χ(t)Χ(0)= t  
 

Επίςθσ ΑΧ(t1)+X(t1)X(t2) >AX(t2) και ΑΧ(t2)+X(t1)X(t2)>AX(t1)  που γράφονται  

1 2 1 2( ) ( )AX t AX t t t   .Αυτό δείχνει ότι θ ΑΧ(t) είναι μια ςυνεχισ ςυνάρτθςθ και 

επομζνωσ παίρνει ελάχιςτθ τιμι (αφοφ οι τιμζσ τθσ είναι κετικζσ) ςε κάποιο ςθμείο 

Θ=Χ(t0) .Σο ςθμείο αυτό ονομάηεται ίχνοσ του ςθμείου Α ςτθ μετρικι ευκεία L.Θ 
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παραπάνω διαδικαςία μασ εξαςφαλίηει τθν φπαρξθ ίχνουσ και επομζνωσ τθσ κάκετθσ 

ευκείασ αλλά δεν εξαςφαλίηει τθ μοναδικότθτα αυτισ .Θ κακετότθτα ζχει άμεςθ ςχζςθ 

με τουσ κφκλουσ και τθν κυρτότθτά τουσ . 

Κφκλοσ Κ(Μ,δ) ςε μετρικό χϊρο είναι το ςφνολο των ςθμείων Χ για τα οποία ΜΧ=δ>0 

.Σο εςωτερικό του κφκλου ςυμβολίηεται U(Μ,Χ)<δ , ενϊ ο δίςκοσ που περιζχει τα 

ςθμεία του κφκλου μαηί με τα εςωτερικά ςθμεία ςυμβολίηεται U (Μ,δ) δ . 

Αν όλοι οι κφκλοι ςτο μετρικό χϊρο R είναι κυρτοί τότε όλοι είναι γνιςια κυρτοί 

 

 

  το παραπάνω ςχιμα υποκζτουμε ότι ο κφκλοσ Κ(Μ,δ) είναι κυρτό ςχιμα αλλά όχι 

γνιςια κυρτό .Επομζνωσ περιζχει ζνα ευκφγραμμο τμιμα S(A,B).Επιλζγουμε ζνα 

ςθμείο Γ του ΑΒ διαφορετικό από τα άκρα και Κ ςθμείο του δίςκου ϊςτε το ΚΓ να 

περιζχει το  Μ .Από τθν τριγωνικι ανιςότθτα ΚΑ<ΚΜ+ΜΑ=ΚΜ+ΜΓ=ΚΓ και ΚΑ<ΚΒ.Αν ς 

είναι το μζγιςτο των ΚΑ και ΚΒ τότε ο δίςκοσ U (Μ,ς) περιζχει τα Α και Β αλλά όχι το Γ 

.Δθλαδι ο δίςκοσ (Μ,ς) είναι μθ κυρτόσ άρα και ο δίςκοσ (Μ,δ) είναι μθ κυρτόσ , που 

είναι άτοπο. 

Οι κφκλοι ςτο μετρικό χϊρο R είναι κυρτοί αν και μόνο αν οποιοδιποτε ςθμείο του R 

ζχει μοναδικό ίχνοσ ςε οποιαδιποτε ευκεία. 
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Απόδειξθ: Ζςτω ότι όλοι οι κφκλοι είναι 

κυρτοί .το παρακάτω ςχιμα 

υποκζτουμε ότι το Α ζχει δφο ίχνθ Θ,Γ 

ςτθν ε .Σότε για οποιοδιποτε ςθμείο Δ 

του τμιματοσ ΘΓ είναι ΑΔ≥ΑΘ=ΑΓ=ς .Ο 

δίςκοσ (Α,ς) από τθν υπόκεςθ είναι 

κυρτόσ και κα περιζχει το τμιμα ΑΓ .Άρα 

κα είναι ΑΔ=ς που ςθμαίνει ότι ο 

κφκλοσ (Α,ς) δε κα είναι γνθςία κυρτόσ που είναι άτοπο 

 

Αντίςτροφα αν υποκζςουμε ότι κάκε ςθμείο του R ζχει μοναδικό ίχνοσ ςε οποιαδιποτε 

ευκεία και υποκζτουμε ότι υπάρχει κφκλοσ (Γ,δ) που δεν είναι κυρτόσ και επομζνωσ ο 

δίςκοσ  κα περιζχει  δφο ςθμεία Α’ και Β’ για τα οποία κάποιο από τα ςθμεία του Α’Β’ 

δε κα βρίςκεται ςτο δίςκο . Ζτςι ΓΑ’ και ΓΒ’ κα είναι μικρότερα ι ίςα του δ και ΓΒ>δ 

.Όμωσ θ απόςταςθ ΓΧ , όπου Χ τυχαίο ςθμείο του ΑϋΒ’ είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ και κα 

μθδενίηεται ανάμεςα ςτα Α’ και Β και ανάμεςα ςτα Β και Β’ .Άρα κα υπάρχουν ςθμεία 

Α και Κ με ΓΑ=0 , ΓΚ=0.Σο Γ κα ζχει μοναδικό ίχνοσ ςτθν ευκεία ζςτω το Θ που δε 

μπορεί να είναι το Α ι το Β ι το Κ και ασ υποκζςουμε ότι βρίςκεται ανάμεςα ςτα Α και 

Β .Κακϊσ ζνα ςθμείο κινείται ςτο ΓΚ , το ίχνοσ του κινείται ςτο ΘΚ και επομζνωσ 

υπάρχει ςθμείο Χ0 του ΓΚ που ζχει ίχνοσ το Β.  Είναι Χ0Β>=ΓΒ-ΓΧ0>=ΓΚ-ΓΧ0=ΧοΚ και αφοφ 

το Β είναι ίχνοσ Χ0Β<Χ0Κ που είναι άτοπο. 

ε

Α

Ζ ΓΓ

εΑ' Β'

Γ

Ζ ΚΒΑ

Χο
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Ιςομετρίεσ ςε μετρικοφσ χϊρουσ 

ε ζνα μετρικό χϊρο όπου d(Α,Β) είναι θ απόςταςθ δφο ςθμείων του μετρικοφ χϊρου , 

θ απεικόνιςθ f λζμε ότι είναι ιςομετρία ςτον μετρικό χϊρο αν d(f(A),f(B))=d(A,B) για 

οποιαδιποτε ςθμεία του μετρικοφ χϊρου . Δθλαδι μια ιςομετρία διατθρεί τα μικθ . 

Μια ιςομετρία είναι πάντοτε 1-1 γιατί  αν Α≠Β κα είναι d(A,B)≠ 0 αρα και 

d(f(A),f(B))≠0 και επομζνωσ f(A)≠f(B).Ακόμα οι ιςομετρίεσ ςε ζνα μετρικό χϊρο με 

πράξθ τθ ςφνκεςθ είναι ομάδα . Κα εξετάςουμε οριςμζνεσ ενδιαφζρουςεσ γεωμετρικζσ 

ιδιότθτεσ των ιςομετριϊν  

 Μια ιςομετρία που αφινει ςτακερά δφο ςθμεία μιασ ευκείασ , τότε ζχει 

ςτακερά ςθμεία όλα τα ςθμεία τθσ ευκείασ. Αυτό προκφπτει άμεςα από τθ 

ςχζςθ Μ=λΑ+(1-λ)Β 

 Αν μια ιςομετρία ζχει τρία μθ ςυνευκειακά ςθμεία Α,Β,Γ ςτακερά , τότε είναι θ 

ταυτοτικι. Αν κεωριςουμε τυχαίο ςθμείο Μ του επιπζδου και ζνα ςθμείο Δ του 

τμιματοσ ΑΒ και Ε είναι το ςθμείο τομισ του ΔΜ με το ΒΓ ,τότε τα Δ και Ε με 

βάςθ τθν πρϊτθ ιδιότθτα κα είναι ςτακερά ςθμεία τθσ απεικόνιςθσ άρα και θ 

ΔΕ κα περιλαμβάνει μόνο ςτακερά ςθμεία και τελικά θ απεικόνιςθ κα είναι 

ταυτοτικι 

 Σρία μθ ςυνευκειακά ςθμεία μαηί με τισ εικόνεσ τουσ προςδιορίηουν μια 

ιςομετρία. Αν f , g απεικονίηουν τα Α ,Β ,Γ ςτα Α’ , Β’ , Γ’ τότε θ g-1of κα ζχει 

ςτακερά ςθμεία τα Α , Β , Γ και με βάςθ το προθγοφμενο ςυμπζραςμα κα είναι 

θ ταυτοτικι απεικόνιςθ , δθλαδι f = g . 

υμπεραςματικά μια ιςομετρία κα ζχει είτε κανζνα 

ςτακερό ςθμείο είτε ζνα ακριβϊσ ςτακερό ςθμείο είτε 

μια ευκεία που όλα τθσ τα ςθμεία κα είναι ςτακερά . 

Όταν θ ιςομετρία είναι ενζλιξθ , δθλαδι θ f2 = fof  είναι θ 

ταυτοτικι τότε κα ζχει ζνα τουλάχιςτον ςτακερό ςθμείο 

, αφοφ αν f(Α)=Β κα είναι fof(A)=Α και το κζντρο Μ  του 

τμιματοσ S(Α,Β) κα είναι ςτακερό . ε αυτι τθν 

Δ

Α

Β
Γ

Μ

Γ
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περίπτωςθ λζμε ότι ζχουμε ςυμμετρία ωσ 

προσ κζντρο με κζντρο το Μ και το Μ είναι το 

μοναδικό ςτακερό ςθμείο τθσ απεικόνιςθσ.  

τθν περίπτωςθ που για τθν ενζλιξθ , τα 

ςτακερά ςθμεία είναι ςθμεία μιασ ευκείασ ε 

τότε ζχουμε ςυμμετρία ωσ προσ τθν ευκεία ε 

που κα δείξουμε ότι είναι μοναδικι. το 

παραπάνω ςχιμα αν Α’ είναι θ εικόνα του Α 

τότε το κζντρο του ΑΑ’ Δ κα βρίςκεται πάνω ςτθν ε και για ζνα τυχαίο ςθμείο τθσ ε, Μ  

διαφορετικό  του Δ κα είναι 

2d(A,M)=d(A,M)+d(f(A),f(M))=d(A,M)+d(A’,M)>d(A,A’)=2d(A,Δ) .Δθλαδι  

d(A,M)>d(A,Δ) , που ςθμαίνει ότι το Δ είναι το ίχνοσ του Α πάνω ςτθν ε που είναι 

μοναδικό άρα και θ απεικόνιςθ είναι μοναδικι. 

 ε αντίκεςθ με τθν Ευκλείδεια γεωμετρία θ ςυμμετρία ωσ προσ μια οποιαδιποτε 

ευκεία δεν ορίηεται πάντα αλλά αποδεικνφεται ότι αν μια ιςομετρία ζχει ςτακερι μια 

ευκεία ε τότε  αυτι είναι θ ςυμμετρία ωσ προσ τθν ε. Μερικά ενδιαφζροντα 

ςυμπεράςματα για τισ ςυμμετρίεσ ωσ προσ ευκεία είναι τα εξισ: 

 Αν ορίηεται θ ςυμμετρία Φ ωσ προσ μια ευκεία ε , τότε ορίηονται οι κάκετεσ 

ευκείεσ ςτθν ε και θ Φ απεικονίηει κάκε κάκετθ τθσ ε ςτον εαυτό τθσ. 

 Αν οι κφκλοι είναι κυρτά ςχιματα και θ ςυμμετρία ωσ προσ μια ευκεία ε 

ορίηεται τότε θ κακετότθτα είναι ςυμμετρικι .Δθλαδι αν '   τότε και '   

Αν Α είναι το ςθμείο τομισ των ε και ε’ και Β τυχαίο ςθμείο τθσ ε .Αν Γ είναι το 

ίχνοσ του Β ςτθν ε’ τότε θ ςυμμετρία 

απεικονίηει το Γ ςε ςθμείο Δ τθσ ε’ με 

ΒΓ=ΒΔ. Θ μοναδικότθτα του Γ μασ δίνει 

ότι τα Γ και Δ ςυμπίπτουν και άρα 

ςυμπίπτουν και με το Α. 

ε

Γ Μ

Α

Α'

ε

ε'

ΑΒ

Γ

Γ
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Μια ιςομετρία που ζχει ζνα ακριβϊσ ςτακερό ςθμείο Ρ που  λζγεται κζντρο , 

ονομάηεται ςτροφι γφρω από το Ρ και περιλαμβάνει τθ ςυμμετρία ωσ προσ το Ρ. Για τισ 

ςτροφζσ ζχουμε τα παρακάτω γεωμετρικά ςυμπεράςματα 

 Μια ςτροφι με κζντρο το Ρ είναι προςδιορίςιμθ από το Ρ και ζνα ςθμείο Α μαηί 

με τθν εικόνα του . 

 Θ ςφνκεςθ δφο ςτροφϊν f , g γφρω από ζνα ςθμείο Ρ είναι  είτε θ ταυτοτικι 

απεικόνιςθ είτε μια ςτροφι γφρω από το Ρ . Αν f , g είναι δφο ςτροφζσ γφρω 

από το Ρ τότε κα ζχει ςτακερό ςθμείο το Ρ . Αν δεν ζχει άλλο ςτακερό ςθμείο 

τότε θ ςφνκεςθ fog κα είναι ςτροφι γφρω από το Ρ. Αν υπάρχει και άλλο 

ςτακερό ςθμείο εκτόσ του Ρ , το Α τότε f(g(A))=A  ι f-1(A)=g(A) , δθλαδι κα 

ζχουμε δφο ςτροφζσ τισ f-1 και g που ζχουν κοινό κζντρο , κοινό ςθμείο Α και 

κοινι εικόνα f(Α) οπότε ςφμφωνα με το παραπάνω ςυμπζραςμα προςδιορίηουν 

ακριβϊσ μια ςτροφι . Άρα f-1=g και fog=I . 

 Αν οι f , g είναι ςυμμετρίεσ ωσ προσ τισ ευκείεσ ε1 και ε2 που τζμνονται ςτο Ρ 

τότε θ ςφνκεςθ fog είναι ςτροφι με κζντρο το Ρ . Θ fog είναι ιςομετρία που ζχει 

το Ρ ςτακερό ςθμείο και αν ζχει και άλλο ςτακερό ςθμείο Α διαφορετικό του Ρ , 

κα είναι : f-1(A)=g(A) .Όμωσ θ ςυμμετρία ωσ προσ ευκεία είναι ενζλιξθ και 

επομζνωσ f=f-1 , οπότε f(A)=g(A) και τϊρα το κζντρο του S(A,f(A) κα ανικει ςτθν 

ε1 και ςτθν ε2 δθλαδι κα είναι το Ρ , που είναι άτοπο . Σελικά δε κα υπάρχει 

άλλο ςτακερό ςθμείο και θ ιςομετρία fog κα είναι ςτροφι με κζντρο το Ρ 
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Κεφάλαιο 5ο: Μέτρο Minkowski – 
Eυκλείδεια γεωμετρία 

Μζτρο Minkowski 

τθ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία δείξαμε ότι ο ςυςχετιςμζνοσ λόγοσ τριϊν ςυνευκειακϊν 

ςθμείων ικανοποιεί τθ ςχζςθ 4

4

( , )
( , , )

( , )

d X Z

d X Y
    

 

Όπου d4(X,Y)=[(x2-x1)2+(y2-y1)2]1/2 

Σο πρόβλθμα που ζκεςε ο  H. Minkowski (1864-1909) είναι να προςδιοριςτοφν τα 

προβολικά μζτρα m(Α,Β) που είναι οριςμζνα ςτο ςυςχετιςμζνο επίπεδο και 

ικανοποιοφν τθ ςχζςθ  
( , )

( , , )
( , )

m X Z

m X Y
      . 

Επομζνωσ ςτα παρακάτω όταν  αναφερόμαςτε 

ςε μζτρο , αυτό κα είναι μζτρο Minkowski και θ 

αντίςτοιχθ γεωμετρία ςτο ςυςχετιςμζνο επίπεδο 

ωσ θ γεωμετρία Μinkowski . 

Αρχικά κα αποδείξουμε ότι οι απζναντι πλευρζσ 

παραλλθλογράμμου είναι ίςεσ 

Όπωσ φαίνεται ςτο διπλανό ςχιμα ΑΒ και Α’Β’ 

είναι  απζναντι πλευρζσ παραλλθλογράμμου και 

Τ είναι ςθμείο ςτθν προζκταςθ του S(Α,Β) , ενϊ Η 

είναι το ςθμείο τομισ των S( Β,Β’)  και  S(Y,Α’ ) 

.Σότε από τον οριςμό του μζτρου Minkowski 

( , ) ( ', )
( , , ) ( ', , )

( , ) ( ', )

m A B m A Z
A A Y B A A Y Z

m A Y m A Y
    

 

Ε

Υ

Α
Α'

Β'

Β
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( , ) ( ', )

( , ) ( ', )

m A B m A Z

m A Y m A Y
  ι 

( , ) ( , )

( ', ) ( ', )

m A Y m A B

m A Y m A Z
    (1) 

Αν  εφαρμόςουμε τθν τριγωνικι ανιςότθτα για τα ςθμεία Α , Α’ ,Τ κα ζχουμε: 

( , ) ( , ') ( ', ) ( , ) ( , ')m A Y m A A m A Y m A Y m A A     

Αν διαιρζςουμε με το m(Α,Τ) και πάρουμε όριο κα είναι 

( , ') ( ', ) ( , ')
1 1

( , ) ( , ) ( , )

m A A m A Y m A A

m A Y m A Y m A Y
       

Και αν ( , )m A Y   τότε 
( ', )

1
( , )

m A Y

m A Y
  (2) 

Αν εργαςτοφμε όμοια για τα ςθμεία Α’ , Η , Β’ είναι  

( ', ) ( , ') ( ', ) ( ', ') ( , ')m A m m A m A m            

( , ') ( ', ) ( , ')
1 1

( ', ') ( ', ') ( ', ')

m m A m

m A m A m A

    
   

  
  και αν  ( , )m A Y   

( ', )
1

( ', ')

m A

m A





 (3) 

Από τισ (2) και(3) κα είναι 
( ', )

( , )

m A Y

m A Y

( ', )
1

( ', ')

m A

m A





 και λόγω τθσ (1) 

( , )
1

( ', ')

m A

m A





 .Όμωσ m(Α,Β) , m(Α’,Β’) είναι ςτακερά και επομζνωσ είναι 

m(Α,Β)=m(Α’,Β’) . 

Αν ςτο παρακάτω ςχιμα το ςθμείο Α ανικει ςτο S(Ρ , Α’) ,  το Β ςτο S(Ρ,Β’)και το ΑΒ 

είναι παράλλθλο ςτο Α’Βϋ κα είναι  ( , ', ) ( , ', ) ( ', ', )               

Ι  
( , ) ( , ) ( ', )

( , ') ( , ') ( ', ')

m m m

m m m

     
 

     
 



70 
 

Όμωσ m(Α , Β)=m(Α’, Δ) και θ παραπάνω 

ςχζςθ γίνεται 

( , ) ( , ) ( , )

( , ') ( , ') ( ', ')

m m m

m m m

     
 

     
(4) 

Που μασ παραπζμπει 

ςτθν ομοιοκεςία τθσ Ευκλείδειασ 

Γεωμετρίασ .Με τον παραπάνω τρόπο 

ζχουμε ορίςει τθν ομοιοκεςία 

 

 

Αν κεωριςουμε ςτο παραπάνω ςχιμα το Ρ ωσ κζντρο , παρατθροφμε ότι τα ςθμεία Α’ 

και Β’ ικανοποιοφν τθ ςχζςθ Χi’= λΧi+(1-λ)Ρ με λ=m(Ρ,Α’)/m(Ρ,Α) 

Και λόγω τθσ (4) κα είναι m(Α’,Β’)=λm(Α,Β) 

Επομζνωσ με το μεταςχθματιςμό xi’=λxi+αi όλα τα μζτρα Minkowski πολλαπλαςιάηονται 

με   . 

Ζνα ςθμαντικό αποτζλεςμα: 

Όλοι οι κφκλοι είναι γνιςια κυρτοί που 

κα το αποδείξουμε ωσ εξισ: 

Ζςτω (Γ , δ) κφκλοσ με κζντρο Γ και ακτίνα 

δ και Α , Β είναι ςθμεία με ( , )m A  

και ( , )m     .Για  να είναι γνιςια 

κυρτόσ ο κφκλοσ κα πρζπει κάκε ςθμείο 

Ε του τμιματοσ S*(A,B) να ικανοποιεί τθ 

Ρ

Α'
Β'

Β

Α

Γ

Δ
Γ Γ

Β

Α
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ςχζςθ  ( , )m     ,  θ οποία αλθκεφει αν τα ςθμεία Α,Β,Γ είναι ςυνευκειακά. 

Αν τα Α,Β,Γ δεν είναι ςυνευκειακά ασ υποκζςουμε ότι ( , ) ( , )m m      

Αν Δ είναι το ςθμείο τομισ τθσ ΓΕ με τθν παράλλθλθ που φζρνουμε από το Β προσ τθ ΓΑ 

, ςφμφωνα με τα παραπάνω κα είναι  
( , ) ( , )

( , ) ( , )

m m

m m

   


   
 που με τθ βοικεια τθσ 

παραπάνω ανιςότθτασ γράφεται  
( , ) ( , )

( , ) ( , )

m m

m m

   


   
 . Από τθν τριγωνικι ανιςότθτα  

και τα παραπάνω είναι: 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

m m m m m m m m

m m m m m m

                 
      

           
 

Άρα m(Γ,Ε)<m(Γ,Β) δ και θ απόδειξθ ολοκλθρϊκθκε. 

 δθλαδι αν ο μοναδιαίοσ κφκλοσ είναι γνωςτόσ (Η,1) όπου Η=(0,0) , τότε όλοι οι κφκλοι 

είναι γνωςτοί και το μζτρο m(Α,Β) είναι προςδιορίςιμο για οποιοδιποτε ηευγάρι των Α 

και Β . 

Ζνασ τρόποσ για να οριςτεί το μζτρο m(Α,Β) για οποιαδιποτε ςθμεία του επιπζδου 

είναι ο εξισ  : Με τθ μεταφορά x’i = xi+αi  με i=1,2 μεταφζρουμε το μοναδιαίο κφκλο ςε 

μια καμπφλθ με τζτοιο τρόπο ϊςτε το ςθμείο Η να μεταφερκεί ςτο Α που ζχει 

ςυντεταγμζνεσ (α1,α2)

 

Θ καμπφλθ που μεταφζραμε τζμνει τθν θμιευκεία ΑΒ ςτο Γ και ορίηουμε 

m(Α,Β)=Α(Α,Γ,Β) . Εδϊ φαίνεται και θ εμμονι ςτα κυρτά ςφνολα αφοφ θ μοναδικότθτα 

ΓΕ Α Β
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του ςθμείου Γ εξαςφαλίηεται με το 

γεγονόσ ότι ο μοναδιαίοσ κφκλοσ είναι 

γνιςια  κυρτι καμπφλθ . Ζτςι ορίηουμε 

το μζτρο ανάμεςα ςε δφο οποιαδιποτε 

ςθμεία του ςυςχετιςμζνου επιπζδου 

.Πρζπει να δικαιολογιςουμε ότι το 

μζτρο που καταςκευάςαμε ζχει τισ 

ιδιότθτεσ του μετρικοφ χϊρου . Σο 

m(Α,Β)=Α(Α,Γ,Β) είναι αναλλοίωτο με τθ 

ςυμμετρία ωσ προσ κζντρο το (Α+Β)/2 και 

ζτςι m(Α,Β)= m(Β,Α) . Θ απόδειξθ για τθν τριγωνικι ανιςότθτα μοιάηει με τθν απόδειξθ 

ότι οι κφκλοι είναι γνιςια κυρτοί . υγκεκριμζνα κεωροφμε τα ςθμεία Γ και Δ και ζνα 

ςθμείο Β που δεν ανικει ςτο τμιμα ΓΔ και πρζπει να δείξουμε ότι 

m(Γ,Β)+m(Β,Δ)>m(Γ,Δ)  

τθν παράλλθλθ από το Γ προσ τθ ΒΔ κεωροφμε ςθμείο Α με m(A,Γ)=m(Β,Γ) και Ε το 

ςθμείο τομισ ΓΔ και ΑΒ . Είναι  

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

m B m B m

m m m

   
 

     
           (1) γιατί οι ΒΔ και ΓΕ είναι παράλλθλεσ και οι 

ςυςχετιςμζνοι λόγοι είναι ίςοι όπωσ ζχουμε δείξει παραπάνω .Αν κεωριςουμε τον 

κφκλο Κ(Γ,δ) , όπου δ= m(A,Γ)=m(Β,Γ) που είναι γνιςια κυρτόσ , τότε το Ε κα είναι 

εςωτερικό ςθμείο του δίςκου , δθλαδι m(Γ,Ε)<δ=m(Γ,Β) και από τθν (1) ζχουμε 

m(Ε,Δ)<m(Β,Δ) και επομζνωσ  

m(Γ,Δ)= m(Γ,Ε)+m(Ε,Δ)<m(Γ,Δ)+m(Δ,Β) 

Θ παραπάνω καταςκευι μπορεί να πραγματοποιθκεί  αν ςτθ κζςθ του κφκλου 

κεωριςουμε μια κλειςτι , γνιςια κυρτι γραμμι με κζντρο Γ που ζχει ςυντεταγμζνεσ 

(γ1,γ2) . Θ μεταφορά κα ζχει μορφι χ’i=χi+(αi-γi) .  

 

Δ
Γ Γ

Β

Α
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Εμβαδό ςτθ γεωμετρία Μinkowski 

Επειδι θ κακετότθτα ςτθ γεωμετρία Minkowski δεν είναι τόςο απλι όςο ςτθν 

Ευκλείδεια  γεωμετρία , το εμβαδό ορίηεται με τθ βοικεια του μοναδιαίου κφκλου , ςε 

αντιςτοιχία με το τετράγωνο τθσ Ευκλείδειασ . Επιλζγουμε ςυςχετιςμζνεσ 

ςυντεταγμζνεσ  x1 , x2 ϊςτε 
1 2

( ,1)U z

dx dx    και ορίηουμε το εμβαδό μιασ επιφάνειασ D 

ωσ 1 2( )
D

D dx dx   .  

υμμετρίεσ ςτθ γεωμετρία Minkowski 

τθ γεωμετρία του Minkowski , όπωσ είδαμε ςτα προθγοφμενα οι μεταφορά και θ 

ςυμμετρία ωσ προσ ςθμείο είναι καλά οριςμζνεσ και είναι ιςομετρίεσ . Θ ςυμμετρία ωσ 

προσ ευκεία δεν ορίηεται πάντα και όπωσ κα δοφμε παρακάτω είναι το κλειδί για το 

πζραςμα ςτθν Ευκλείδεια γεωμετρία. 

Θεϊρθμα : ε μια γεωμετρία του Minkowski είναι δυνατι θ ςυμμετρία ωσ προσ μια 

οποιαδιποτε ευκεία αν και μόνο αν οι κφκλοι είναι ελλείψεισ . 

Απόδειξθ : Αν ζνασ κφκλοσ είναι ζλλειψθ , τότε επειδι οι κφκλοι είναι ομοιόκετοι 

μεταξφ τουσ κα είναι όλοι οι κφκλοι ελλείψεισ . Απομζνει λοιπόν να δείξουμε ότι αν οι 

ςυμμετρίεσ ςε όλεσ τισ ευκείεσ ζχουν 

νόθμα τότε ο κφκλοσ (Η , 1) κα είναι θ 

ζλλειψθ Ε με κζντρο Η που περιζχει το 

μοναδιαίο δίςκο (Z , 1) και ζχει το 

ελάχιςτο εμβαδό .Θ ζλλειψθ Ε και ο 

κφκλοσ (Η , 1) κα ζχουν ζνα 

τουλάχιςτον κοινό ςθμείο γιατί , 

διαφορετικά θ Ε κα μποροφςε να 

ςυρρικνωκεί  περιζχοντασ το δίςκο 

οπότε δε κα ίςχυε θ απαίτθςθ του 

Γ

Ε

Β

Α

Α'
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ελάχιςτου εμβαδοφ . Αν Α είναι το κοινό ςθμείο τότε και το αντιδιαμετρικό του Α’ κα 

βρίςκεται ςτον κφκλο και ςτθν ζλλειψθ αφοφ ζχουν το ίδιο κζντρο . Αν Β είναι ζνα 

ςθμείο του κφκλου διαφορετικό από τα Α και Α’ και Γ είναι το μζςο ου S(A,B) . Είναι 

m(A,Z)=m(B,Z)   ,  m(A,Γ)=m(Β,Γ) που ςθμαίνει ότι θ ςυμμετρία  προσ τθν ευκεία που 

ορίηουν τα Η και Γ μεταφζρει το Α ςτο Β και αφοφ είναι ιςομετρία ςε μια ζλλειψθ 

ελάχιςτου εμβαδοφ μεταφζρει τθν Ε ςτον εαυτό τθσ και ζτςι ο κφκλοσ είναι ζλλειψθ. 

Οριςμόσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ 

Κα ορίςουμε τθν Ευκλείδεια γεωμετρία με τθ βοικεια τθσ γεωμετρίασ Minkowski ωσ 

εξισ :  

Μια γεωμετρία Minkowski όπου οι ορίηονται ςυμμετρίεσ ωσ προσ ευκεία , ςε κάκε 

ευκεία , ονομάηεται Ευκλείδεια γεωμετρία. Ι με βάςθ το προθγοφμενο κεϊρθμα : 

Μια γεωμετρία Minkowski είναι Ευκλείδεια αν και μόνο αν οι κφκλοι είναι ελλείψεισ. 

    Ο παραπάνω οριςμόσ μασ οδθγεί ςτθν φπαρξθ πολλϊν Ευκλείδειων γεωμετριϊν που 

εξαρτϊνται από τθν επιλογι τθσ ζλλειψθσ που κα ορίςουμε ωσ το μοναδιαίο κφκλο .Κα 

δείξουμε όμωσ ότι όλεσ οι Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ είναι ιςοδφναμεσ . Με τθν ζννοια 

ιςοδφναμεσ εννοοφμε τθν  φπαρξθ ενόσ ιςομορφιςμοφ μεταξφ των ςτοιχείων του 

ςυςχετιςμζνου επιπζδου , δθλαδι μια 1-1 και επί απεικόνιςθ που διατθρεί τα μικθ. 

Θεϊρθμα: Δφο γεωμετρίεσ του Minkowski m , m’ ςτο ςυςχετιςμζνο επίπεδο με 

μοναδιαίουσ κφκλουσ Κ(Η,1) και Κ’(Η’,1) είναι ιςοδφναμεσ αν και μόνο αν ςτο 

ςυςχετιςμζνο επίπεδο ορίηεται ςυςχετιςμζνοσ  μεταςχθματιςμόσ όπου μεταφζρει τον 

Κ(Η,1) ςτον Κ’(Η’,1) 

Απόδειξθ: Αν οι m , m’ είναι ιςοδφναμεσ τότε από τον οριςμό κα υπάρχει 1-1 

απεικόνιςθ Φ ςτο ςυςχετιςμζνο επίπεδο με Φ(Χ)=Χ’ με m(X,Y)=m’(X’,Y’) .Αφοφ θ Φ 

μεταφζρει τισ ευκείεσ ςε ευκείεσ είναι ςυςχετιςμζνοσ μεταςχθματιςμόσ . Επειδι οι 

αποςτάςεισ παραμζνουν ίδιεσ θ εικόνα του Κ(Η,1) κα είναι Κ’(Φ(Η),1) .Αν κεωριςουμε 
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τθ μεταφορά Τ με Τ(Φ(Η))=Η’ τότε θ ςφνκεςθ ΤοΦ μεταφζρει τον ζνα κφκλο πάνω ςτον 

άλλο. 

Αντίςτροφα , υποκζτουμε ότι ορίηεται θ Φ που μεταφζρει τον Κ(Η,1) ςτον Κ’(Η’,1) . 

Επειδι θ Φ διατθρεί το ςυςχετιςμζνο λόγο και τα Η,Η’ είναι μζςα κα είναι Η=φ(Η)=Η’ 

.Απομζνει δείξουμε ότι m(Z,X)=m’(Z’,X’) .Αν Ε είναι το ςθμείο τομισ του Κ(Η,1)με τθν 

θμιευκεία ΗΧ και Ε’ θ τομι του Κ’(Η’,1) με τθ Η’Χ’ , τότε αφοφ θ Φ μεταφζρει τθ ΗΧ ςτθν 

Η’Χ’ κα είναι Ε’=Φ(Ε) και από το ςυςχετιςμζνο λόγο ζχουμε : 

( , ) '( , )
( , ) ( , , ) ( ', ', ') '( ', ')

( , ) '( , )

m Z X m Z X
m Z X A Z E X A Z E X m Z X

m Z E m Z E
     . 

Πόριςμα : Όλεσ οι Ευκλείδειεσ γεωμετρίεσ είναι ιςοδφναμεσ 

Αφοφ ςτθ ςυςχετιςμζνθ γεωμετρία κάκε ζλλειψθ μπορεί να γραφεί ςτθ μορφι  

x1
2+x2

2=1 τότε ο μεταςχθματιςμόσ  x’1=x1 και x’2=x2 μεταφζρει τθν ζλλειψθ Κ(Η,1) ςτθν 

Κ’(Η’,1) και από το προθγοφμενο κεϊρθμα οι γεωμετρίεσ κα είναι ιςοδφναμεσ . 

φμφωνα λοιπόν με τα παραπάνω ζχουμε τθν Ευκλείδεια γεωμετρία και το Ευκλείδειο 

μζτρο 

Θεϊρθμα :  Ζςτω F μια ςυνάρτθςθ από τα ςθμεία του ςυςχετιςμζνου επιπζδου ςτουσ 

πραγματικοφσ αρικμοφσ .Αν F(x1,x2) >0 όταν (x1,x2)  (0,0) και  F(λx1,λx2)=   F(x1,x2) 

και αν θ εξίςωςθ F(x1,x2)=1 , παριςτάνει μια κυρτι γραμμι τότε θ παράςταςθ               

m(A,B) = F(y1-x1, y2-x2) , όπου (x1,x2) , (y1,y2) είναι οι ςυντεταγμζνεσ των Α , Β ςτο 

ςυςχετιςμζνο επίπεδο , είναι  μζτρο Minkowski .Κάκε μζτρο Minkowski  μπορεί να 

πάρει τθν παραπάνω μορφι ορίηοντασ F(x1,x2) = m(A,Z) όπου Η=(0,0) .     

Απόδειξθ : Αν χρθςιμοποιιςουμε το ςυμβολιςμό F(B-A)=  F(y1-x1, y2-x2) και αν           

Χ=(1-λ)Α+λΒ , ζχουμε 
( , ) ( ) ( ( ))

( , , )
( , ) ( ) ( )

m A X F X A F B A

m A B F B A F B A




 
       

 
. 

Ακόμα ο μοναδιαίοσ κφκλοσ m(Η,Χ)=F(X-Z)=  F(x1,x2)=1 είναι γνιςια κυρτόσ , που 

επιτρζπει τθν καταςκευι του μζτρου ςε όλο το ςυςχετιςμζνο επίπεδο .                                                                                                                                
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Αντίςτροφα  , αν ζχουμε ζνα δοςμζνο μζτρο Minkowski  , ορίηοντασ F(x1,x2) = m(A,Z) 

όπου Η=(0,0) τότε F(x1,x2)>0 αν Η≠ 𝛢 από τον οριςμό του μζτρου και αφοφ είναι       

λΑ=(1-λ)Η+λΑ από τον οριςμό πάλι ζχουμε 
( , )

( , , )
( , )

m

m


 

 
     

 
 δθλαδι 

F(λx1,λx2)=   F(x1,x2) και ακόμα θ εξίςωςθ F(x1,x2)=1 είναι ο μοναδιαίοσ κφκλοσ που 

είναι γνιςια κυρτόσ . 

Σο παραπάνω κεϊρθμα μασ επιτρζπει να καταλιξουμε ςτο Ευκλείδειο μζτρο ωσ εξισ : 

Θ γενικι μορφι εξίςωςθσ τθσ ζλλειψθσ ςτο ςυςχετιςμζνο επίπεδο είναι  

2 2

11 1 12 1 2 22 2 13 1 23 2 332 2 2 0                  με 2

11 22 12 0     και θ πολικι 

ευκεία που κα αντιςτοιχεί ςτο κζντρο τθσ ζλλειψθσ ,  που ςε προβολικι μορφι κα είναι 

(0,0,1), είναι θ :  
11 12 13 1

12 22 23 2

13 23 33 3

0 0 1 [0]

   

   

   

   
   


   
      

 ι 13 1 23 2 33 3 0         που 

όμωσ πρζπει να είναι θ ιδεατι ευκεία που ζχει εξίςωςθ χ3=0 , που ςθμαίνει ότι 

13 23 0   και 33 0  .Επομζνωσ θ εξίςωςθ τθσ ζλλειψθσ γίνεται 

2 2

11 1 12 1 2 22 2 332 0            ι 2 2

1 1 2 22 1         με Α>0 , Γ>0 και          

ΑΓ-Β2>0 . Ζτςι με βάςθ το προθγοφμενο κεϊρθμα αν ορίςουμε                                

F(x1,x2)= 2 2

1 1 2 22        , θ Ευκλείδεια απόςταςθ γίνεται e(Χ,Τ)= ( )F X Y . 
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Κεφάλαιο 6ο: Υπερβολική και 
ελλειπτική γεωμετρία 

Γεωμετρία του Hilbert 

το προβολικό επίπεδο κεωροφμε τα ςθμεία Χ και Y μιασ ευκείασ ε και τα ςθμεία Α , Β  

του τμιματοσ ΧΤ ϊςτε το Β να βρίςκεται ανάμεςα ςτα Α και Χ  

 

Σότε για το διπλό λόγο  κα ζχουμε  

R(A,B,X,Y)>1 και R(A,A,X,Y)=1                                               (1) 

Ακόμα αν Δ είναι ςθμείο τθσ ε  ζχουμε δείξει ότι 

R(A,Δ,X,Y) R(Δ,B,X,Y) = R(A,B,X,Y)                                         (2) 

Για τα ςθμεία Α και Β μποροφμε να ορίςουμε τθν απόςταςι τουσ ωσ  

 h(Α,Β) = 
𝜅

2 
 log(R(A,B,X,Y)) με κ>0 , οπότε και h(Β,Α) = 

𝜅

2 
 log(R(Β,Α,Τ,Χ)) . Από τθν (1) είναι 

h(Α,Β)> 0 αν τα Α και Β δεν ταυτίηονται και h(Α,Β)=0 αν τα Α και Β ταυτίηονται .Ακόμα 

ζχουμε δείξει ότι R(A,Β,X,Y) = R(Β,Α,Τ,Χ) επομζνωσ h(Α,Β)= h(Β,Α) .Αν το ςθμείο Δ είναι 

ανάμεςα ςτα Α και Β όπωσ ςτο παραπάνω ςχιμα αν λογαρικμιςουμε τθ ςχζςθ (2) κα 

είναι : log(R(A,Δ,X,Y))+ log(R(Δ,Β,X,Y))= log(R(A,B,X,Y)) ι h(A,Δ)+h(Δ,B)=h(A,B) . 

   Με τον παραπάνω τρόπο καταφζραμε να ορίςουμε ζνα μζτρο πάνω ςε μια ευκεία , 

που αφορά τα ςθμεία που βρίςκονται εςωτερικά ςε ζνα ευκφγραμμο τμιμα  

 

  

 

ε

Υ ΧΑ ΒΓ
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Κα επεκτείνουμε τον παραπάνω οριςμό ςε ζνα κυρτό D  που ζχει το Κ ςφνορο. 

Κεωροφμε δφο τυχαία ςθμεία Α , Β του D και ονομάηουμε Χ το ςθμείο τομισ τθσ 

θμιευκείασ ΑΒ με το Κ και Τ  το ςθμείο που τζμνει θ θμιευκεία ΒΑ το Κ . φμφωνα με τα 

παραπάνω h(Α,Β) = 
𝜅

2 
 log(R(A,B,X,Y)) .Για τα ςθμεία του D  ιςχφουν οι δφο πρϊτεσ 

ιδιότθτεσ του μζτρου και απομζνει να δείξουμε τθν τριγωνικι ανιςότθτα. Κεωροφμε 

ζνα τυχαίο ςθμείο Γ ςτο D ,που να μθν ανικει ςτο τμιμα ΧΤ  όπωσ φαίνεται ςτο 

παραπάνω ςχιμα . Θ περίπτωςθ το Γ να ανικει ςτο ΧΤ ζχει εξεταςτεί παραπάνω. 

Ζχουμε :  R(Α,Γ,Λ,Μ) = R(A,Δ,,Σ) ≥ R(Α,Δ,Χ,Τ) 

                 R(Γ,Β,Ν,Θ) = R(Δ,Β,,Σ) ≥ R(Δ,Β,Χ,Τ) 

Πολλαπλαςιάηοντασ τα πρϊτα με τα τελευταία μζλθ ςτισ παραπάνω ςχζςεισ παίρνουμε 

R(Α,Γ,Λ,Μ) R(Γ,Β,Ν,Θ)  ≥ R(Α,Δ,Χ,Τ) R(Δ,Β,Χ,Τ) 
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Όμωσ R(Α,Δ,Χ,Τ) R(Δ,Β,Χ,Τ) = R(Α,Β,Χ,Τ)   και λογαρικμϊντασ είναι  

h(Α,Β) ≤ h(A,Γ) + h(Γ,Β) 

 

τα προθγοφμενα είχαμε αποδείξει ότι οι κφκλοι είναι γνιςια κυρτοί αν ζχει νόθμα θ 

κακετότθτα των ευκειϊν . Κα εξετάςουμε αν αυτό είναι εφικτό ςτθ γεωμετρία Hilbert 

Αρχικά ζχουμε το κεϊρθμα: 

τθ γεωμετρία Hilbert θ ευκεία ε είναι κάκετθ με τθν ευκεία  η αν και μόνο αν το Κ ζχει 

ςτα ςθμεία τομισ με τθν ε ευκείεσ  ςτιριξθσ που ςυντρζχουν με τθ η. 

 

Απόδειξθ: το παραπάνω ςχιμα ζςτω Β,Γ τα ςθμεία τομισ τθσ ε με το Κ και ξ,λ οι 

ευκείεσ ςτιριξθσ του Κ ςτα Β και Γ .Ασ  υποκζςουμε ότι οι ξ , λ , η τζμνονται ςτο Α και Δ 

είναι το ςθμείο τομισ των ε και η. Για να είναι οι ε και η κάκετεσ πρζπει να δείξουμε ότι 

h(Η,Ν)>h(Η,Δ) για οποιαδιποτε ςθμεία των ε και η (που βρίςκονται εςωτερικά ςτο 

D).Από τθν προοπτικότθτα του ςθμείου Α ζχουμε R(Z,Δ,Γ.Β)=R(Η,Ν,Π,Θ)>R(Η,Ν,Ρ,Κ) που 

ςθμαίνει ότι h(Η,Ν)>h(Η,Δ). 

τθν περίπτωςθ που  το Κ είναι ζλλειψθ , τα ςθμεία Δ και Α είναι ςυηυγι και ζχουμε το 

ςυμπζραςμα: 

δ

ε

ξ

λ

Κ

Γ

Ρ

Ε
Ν

Θ

Γ

Α

Β

Ζ

Π
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Αν το Κ είναι ζλλειψθ , θ κακετότθτα είναι ςυμμετρικι και δφο ευκείεσ που τζμνονται 

ςτο D είναι κάκετεσ αν και μόνο αν είναι ςυηυγείσ ςε ςχζςθ με το Κ 

 

Ιςομετρίεσ ςτθ γεωμετρία Hilbert . Oριςμόσ τθσ υπερβολικισ γεωμετρίασ 

τθ γεωμετρία Hilbert θ απόςταςθ ορίςτθκε με τθ βοικεια του διπλοφ λόγου , ο οποίοσ 

είναι αναλλοίωτοσ ςε μια προβολικότθτα . Ζτςι κάκε προβολικότθτα Φ (του 

προβολικοφ επιπζδου)που απεικονίηει το D  ςτον εαυτό του είναι μια ιςομετρία ςτθ 

γεωμετρία Hilbert και αντίςτροφα. 

Όπωσ και ςτθ γεωμετρία Minkowski , οι ελλείψεισ ζχουν κεντρικό ρόλο ςτθ γεωμετρία 

Hilbert αφοφ ιςχφει το Κεϊρθμα : 

τθ γεωμετρία Hilbert που ορίηεται ςε πεδίο D με ςφνορο τθν κυρτι γραμμι Κ τότε , 

ορίηονται οι ςυμμετρίεσ γφρω από κάκε ευκεία αν το Κ είναι ζλλειψθ και αντίςτροφα. 

φμφωνα με το παραπάνω μια γεωμετρία Hilbert ορίηεται ωσ υπερβολικι αν και μόνο 

αν το πεδίο D είναι το εςωτερικό μιασ ζλλειψθσ. 

Όπωσ και ςτθ περίπτωςθ τθσ Ευκλείδειασ γεωμετρίασ γεννιζται το ερϊτθμα , πόςεσ 

υπερβολικζσ γεωμετρίεσ υπάρχουν , ςτο οποίο ζχουμε το  

Κεϊρθμα: Δφο γεωμετρίεσ του Hilbert που ορίηονται ςε γνιςια κυρτά πεδία D1 , D2 με 

τα μζτρα h1(A,B)  , h2(A,B) αντίςτοιχα  ικανοποιοφν τθ ςχζςθ h1(A,B)=c h2(A,B) αν και 

μόνο αν μια προβολικότθτα του προβολικοφ επιπζδου μεταφζρει το πεδία D1 ςτο πεδίο  

D2.  

Απόδειξθ: Ζςτω Φ μια προβολικότθτα που μεταφζρει το D1 ςτο D2 .Αν Α,Β ςθμεία του 

D1 και Χ , Ψ είναι τα ςθμεία τομισ τθσ ΑΒ με το Κ1 , τότε θ ευκεία που ορίηουν τα Φ(Α) 

και Φ(Β) πρζπει να τζμνει το Κ2 ςτα Φ(Χ) και Φ(Ψ) .Δθλαδι από το αναλλοίωτο του 



81 
 

διπλοφ λόγου εχουμε R(Α,Β,Χ,Ψ)=R(Φ(Α),Φ(Β),Φ(Χ),Φ(Ψ)) ι 

1 2

1 2

2 ( , ) 2 ( ( ), ( ))h A B h A B

k k

 
     , δθλαδι  1

1 2

2

( , ) ( ( ), ( ))h A B h A B
k


    

Αντίςτροφα αν μια απεικόνιςθ μεταφζρει το  D1 ςτο D2 με τθ ςχζςθ h1(A,B)=c h2(A,B) 

τότε μια μετρικι ευκεία του D1 μεταφζρεται ςε μια μετρικι ευκεία του D2 .Επομζνωσ θ 

τομι του D1 με μια προβολικι ευκεία απεικονίηεται ςτθν τομι του D2 με μια προβολικι 

ευκεία και ζτςι θ απεικόνιςθ είναι προβολικότθτα. 
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Ελλειπτικι γεωμετρία 

Τπενκυμίηουμε ότι ςτο προβολικό επίπεδο ζνα ςθμείο δεν ζχει μοναδικι 

αναπαράςταςθ αλλά οι αναπαραςτάςεισ είναι ανάλογεσ προσ μια τριάδα 

ςυντεταγμζνων .Από όλεσ τισ τριάδεσ που αναπαριςτοφν το ςθμείο Α υπάρχουν μόνο 

δφο (χ1 , χ2 ,  χ3 ) για τισ οποίεσ είναι χ1
2+ χ2

2+χ3
2=1 . τθ δυικι αναπαράςταςθ , για τισ 

ευκείεσ , αν κεωριςουμε          *v1 , v2 ,  v3 + τισ ςυντεταγμζνεσ μιασ ευκείασ , τότε κα 

υπάρχουν ακριβϊσ δφο αναπαραςτάςεισ των ςυντεταγμζνων , για τισ οποίεσ 

v1
2+v2

2+v3
2=1 .Ζτςι μποροφμε να απεικονίςουμε οποιοδιποτε ςθμείο του προβολικοφ 

επιπζδου με ζνα ηεφγοσ αντιδιαμετρικϊν ςθμείων τθσ μοναδιαίασ ςφαίρασ .Αν για δφο 

ςθμεία Α , Β  με ςυντεταγμζνεσ (χ1 , χ2 ,  χ3 )  (y1 , y2 ,  y3 ) αντίςτοιχα , όπωσ ζχουν 

οριςτεί παραπάνω  ςυμβολίςουμε  το εςωτερικό γινόμενο των τριάδων με                   

ΑΒ= χ1 y1+ χ2 y2+ χ3 y3 τότε ορίηουμε ζνα μζτρο που ονομάηεται ελλειπτικό 

ε(Α,Β)=κArc cos (AB)  .Από τθ ανιςότθτα Caushy-Swartz  ζχουμε 

2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3x x x 1y y y x x x y y y                                 (1)                                                       

,που ςθμαίνει ότι το μζτρο είναι καλά οριςμζνο . Για δφο ευκείεσ ε,θ  δυικά με τον παραπάνω 

οριςμό θ μικρότερθ γωνία που ςχθματίηουν κα είναι ίςθ με Arc cos (εη) . Οπότε για το κ 

δίνουμε τθν τιμι 1 και ςτουσ δφο οριςμοφσ. Αν κεωριςουμε τα ςθμεία Α και Β πάνω ςτθ 

μοναδιαία ςφαίρα τότε θ τομι του επιπζδου που ςχθματίηουν τα ΟΑ και ΟΒ με τθ ςφαίρα κα 

είναι μοναδιαίοσ κφκλοσ  και το ελλειπτικό μζτρο  ε(Α,Β)=κArc cos (AB)  , εκφράηει τθν 

γεωμετρικι γωνία (τθ μικρότερθ από τισ δφο )των ευκειϊν ΑΑ’ και ΒΒ’ 
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Από τον οριςμό που ζχουμε δϊςει για το ελλειπτικό μζτρο είναι : 0 ( , )
2


     και 

αν για τα ςθμεία Α και Β είναι ε(Α,Β)=0 , κα πρζπει ςτθ ςχζςθ (1) να ιςχφει θ ιςότθτα , που 

αλθκεφει αν οι τριάδεσ (χ1 , χ2 ,  χ3 ) ,  (y1 , y2 ,  y3 ) είναι ανάλογεσ ι τα ςθμεία Α και Β 

ταυτίηονται. 

Θ ςχζςθ ε(Α,Β)=ε(Β,Α) είναι προφανισ και απομζνει να δείξουμε τθν τριγωνικι 

ανιςότθτα 

Είναι ( ) ( ) ( )( ) ( )( )x w z y x z w y x y w z          και για w z  γίνεται

( ) ( ) ( )( ) ( )( )x z z y x z z y x y z z          ι 

 
2

( ) ( ) ( )( ) ( )x z z y x z z y x y z         .Αν x OA  , y OB  , z O   και αφοφ  1z   θ 

τελευταία ςχζςθ μασ δίνει  ( )( ) ( ) ( )x y x z z y x z z y x z y z x z z y               ι 

cos( cos ) cos( cos )cos( cos ) sin( cos )sin( cos )Arc x y Arc x z Arc z y Arc x z Arc z y        

ι cos( cos ) cos[( cos ) ( cos )]Arc x y Arc x z Arc z y      και επειδι θ cosx  είναι γνθςίωσ 

φκίνουςα ςτο [0, ]
2


 ζχουμε cos cos cosArc x y Arc x z Arc z y      και θ απόδειξθ 

είναι πλιρθσ . 

 

 

 

 

    

 

Α'

Β

Β'

Ο

Α
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Κεφάλαιο 7ο: Διδακτικέσ προεκτάςεισ 

Σο κεϊρθμα Πάππου ςε μια ειδικι περίπτωςθ με χριςθ αναλυτικισ γεωμετρίασ  

Κεωροφμε τα ςθμεία Α(α,0) , Β(β,0) , Γ(γ,0) πάνω ςτο χ’χ με  α<β<γ  και τα ςθμεία Δ(0,δ) 

, Ε(0,ε) , Η(0,η) πάνω ςτον ψ’ψ με δ<ε<η . 

Θ εξίςωςθ τθσ ευκείασ ΑΕ: ( )y x





  
   

Εξίςωςθ ΒΔ: ( )y x





    

και από το ςφςτθμα εξιςϊςεων των ΑΕ 

και ΒΔ παίρνουμε 
( )a

x
  

 






  

( )
Ky

  

 




  

Αντίςτοιχα 
( )a

x
  

 






, 

( )
y

  

 






.Για το ςθμείο Μ 

( )  


 






 και 

( )
y

  

 






 

Οι ςυντεταγμζνεσ των διανυςμάτων 
( , )

( , )

K

K

x x y y

KM x x y y

  

  

   

  
πρζπει να ικανοποιοφν τθ 

ςυνκικθ ςυγγραμικότθτασ:  det( , ) 0    

det( , ) M K K M M

x x y y
x y x y x y x y x y x y

x x y y

   

      

   

 
        

 
= 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

a a a a                                   

                       

           
     

           

 

Ε(0,δ)

Μ

Λ

Κ

Α(α,0) Β(β,0) Γ(γ,0)

Γ(0,δ)

Δ(0,ε)
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Επειδι οι πράξεισ είναι αρκετζσ για να καταλιξουμε ςτο ςυμπζραςμα μποροφμε να 

δϊςουμε ςτουσ μακθτζσ ζνα απλό αρικμθτικό παράδειγμα που επιβεβαιϊνει τθν ιςχφ 

του κεωριματοσ. 

Καταςκευι κωνικϊν από δζςμεσ ευκειϊν 

Κεωροφμε τα ςθμεία του επιπζδου Α(1,0) και Β(-1,0) και τισ δζςμεσ ευκειϊν που 

διζρχονται από τα Α και Β . Οι εξιςϊςεισ των δεςμϊν είναι : 

ΔΑ : y=λ(x-1) 

ΔΒ : y=μ(x+1) 

Όπου μ και λ οι ςυντελεςτζσ διεφκυνςθσ των ευκειϊν . 

 

Αν κεωριςουμε δφο ευκείεσ , μια από κάκε δζςμθ και αν τα μ και λ είναι διαφορετικά 

τότε κα τζμνονται ςτο ςθμείο 
2

( , )
  

   




 
. Ασ δοφμε κάποιεσ  ειδικζσ περιπτϊςεισ  

Ο

Α(1,0)

Β(-1,0)
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 Αν λ=2μ το ςθμείο Κ κα ζχει τθ μορφι Κ(3,2μ2) που κα κινείται ςτθν θμιευκεία  

με εξίςωςθ χ=3 και 0y  . 

 

 Αν μλ=1  με μ,λ 1 το ςθμείο Κ κα είναι  

1

2
( , )

1 1




 
 





 

 ι
2

2 2

1 2
( , )

1 1

 

 




 

που ανικει ςτθ υπερβολι   2 2 1x y   .Εδϊ αξίηει να αναφζρουμε ότι , το 

ςφνολο τιμϊν τθσ ςυνάρτθςθσ f(λ)= 
2

2

1



 
 ςε κακζνα από τα ςφνολα 

1 [0,1) (1, )     και 2 ( , 1) ( 1,0]       είναι το ςφνολο των πραγματικϊν 

αρικμϊν  ,που ςθμαίνει ότι και κάκε ςθμείο τθσ υπερβολισ   γράφεται ςτθ 

μορφι των ςυντεταγμζνων του Κ. Σελικά θ υπερβολι 2 2 1x y   είναι ο 

γεωμετρικόσ τόποσ των ςθμείων του επιπζδου που είναι οι τομζσ από δφο 

δζςμεσ ευκειϊν που διζρχονται από τα Α και Β και ςυςχετίηονται από τθ ςχζςθ   

μλ=1  με μ,λ 1 , όπου μ,λ οι ςυντελεςτζσ διεφκυνςθσ. 

χ=3 , y>=0

Α

Β
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 Αν μλ=-2 οι ςυντεταγμζνεσ του Κ κα είναι

2

4
( ,

2 2




 
 

 




 

)  ι

2

2 2

2 4
( , )

2 2

 

 

 


 
 που ανικει ςτθν ζλλειψθ 

2
2 1

2

y
x   και όπωσ ςτο 

προθγοφμενο με τθν υπερβολι το Κ ‘καλφπτει’ τθν ζλλειψθ . 

 Αν 
24 1








 με λ 0 το Κ κα είναι 

2

2 2

1 4 1 2
( , )

4 1 1 4 1 1

 

 

 


   
 ι 

2 2 2

2

4 2 2 4 1 1 4 1
( , )

4 2

  

 

    
  που ανικει ςτθν παραβολι 2y x

εξαιρουμζνου του ςθμείου (0,0) 
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