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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Στόχος της παρούσας εργασίας είναι η µελέτη των πιο γνωστών Θεωρηµάτων 

Σταθερού Σηµείου και η εκτενής αναφορά σε ένα πλήθος διδακτικών εφαρµογών των 

θεωρηµάτων αυτών από διάφορους τοµείς της µαθηµατικής επιστήµης. Επίσης, σε 

σχέση µε τα κατάλληλα µαθηµατικά εργαλεία που απαιτούνται κάθε φορά, η µελέτη 

επεκτείνεται στη διερεύνηση των τεχνικών που µπορούν να εφαρµοσθούν για την 

απόδειξη των διάφορων µορφών αυτών των συµπερασµάτων. 

Η εργασία αποτελείται από τέσσερα κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο δίνεται ο απα-

ραίτητος ορισµός του σταθερού σηµείου και αναλύεται η πολύ σηµαντική τοπολογική 

ιδιότητα αυτού, η οποία χρησιµοποιείται ευρύτατα στα επόµενα. Για λόγους πληρότη-

τας κρίθηκε αναγκαίο, στο κεφάλαιο αυτό, να συµπεριληφθεί µια ευρεία ενότητα µε 

όλες εκείνες τις µαθηµατικές έννοιες που είναι απαραίτητες για την αυτόνοµη κατά-

νόηση του κειµένου που ακολουθεί. Το δεύτερο κεφάλαιο αναφέρεται στο Θεώρηµα 

Σταθερού Σηµείου του Banach και, εκτός αυτού, περιλαµβάνει εκτενείς αναφορές σε 

εφαρµογές από τη Γραµµική Άλγεβρα µε την εύρεση λύσεων σε γραµµικά συστήµα-

τα, την Ανάλυση στην επίλυση διαφορικών και ολοκληρωτικών εξισώσεων και τη 

Γεωµετρία µε ένα κριτήριο που διαφοροποιεί την οµοιότητα από την ισότητα. Στο 

τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται αναλυτικά το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του 

Brouwer, το οποίο µελετάται σε όλες του τις µορφές, στο κλειστό διάστηµα των 

πραγµατικών αριθµών, στο επίπεδο, αλλά και γενικά σε κάθε συµπαγές και κυρτό 

υποσύνολο του ευκλειδείου χώρου. Πολλές από τις εφαρµογές που παρουσιάζονται 

εδώ, όπως το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής, ή το Θεώρηµα Bolzano, είναι γνωστά µα-

θηµατικά συµπεράσµατα, προκύπτουν όµως, ως συνέπειες του Θεωρήµατος του 

Brouwer, ενώ γίνεται αναφορά σε ένα πλήθος άλλων εφαρµογών. Στο κεφάλαιο αυτό 

περιλαµβάνονται, επίσης, τα λεγόµενα Συνδυαστικά Θεωρήµατα, τα οποία χρησιµο-

ποιούνται ως εργαλείο για την απόδειξη του Θεωρήµατος του Brouwer στο επίπεδο 

και το περίφηµο θεώρηµα µη ύπαρξης διαφορίσιµης συρρίκνωσης που βοηθά στην 

απόδειξη του Θεωρήµατος του Brouwer στη γενική περίπτωση. Η γενίκευση του 

Θεωρήµατος του Brouwer σε απειροδιάστατους χώρους είναι το Θεώρηµα Σταθερού 

Σηµείου του Schauder, το οποίο, εκτός των άλλων, αποτελεί το αντικείµενο του τέ-

ταρτου κεφαλαίου. Η εργασία ολοκληρώνεται µε αναφορές σε άλλα, ειδικότερης 

µορφής, θεωρήµατα σταθερού σηµείου, όπως αυτά που αναφέρονται στην ύπαρξη 
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κοινών σταθερών σηµείων για οικογένειες απεικονίσεων, ή σε σταθερά σηµεία για 

πλειότιµες απεικονίσεις. Τα θεωρήµατα αυτά δεν αποτελούν αντικείµενο µελέτης της 

εργασίας αυτής, αλλά θα ήταν πολύ ενδιαφέρον να τύχουν µιας εκτενούς ενασχόλη-

σης και µελέτης στο µέλλον. 

Η παρούσα εργασία είναι αποτέλεσµα εκτενούς αναζήτησης και προβληµατισµών, σε 

κάθε στάδιο των οποίων, πολύτιµος αρωγός υπήρξε ο Καθηγητής µου κ. ∆ιονύσιος 

Λάππας. Σηµαντικές ήταν, επίσης, οι παρατηρήσεις του εκλεκτού συναδέλφου Σπύ-

ρου Γλένη, ενώ σε κάθε βήµα αυτής της προσπάθειας πολύτιµος συµπαραστάτης µου 

στάθηκε η Βίκη. Τους ευχαριστώ. 

Γεώργιος Κυριακόπουλος  
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1 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

1.1. Εισαγωγικά 

Θεωρώντας ένα σύνολο Χ και µια απεικόνιση f από το Χ στον εαυτό του, πολλές 

φορές καλούµαστε να απαντήσουµε στο ερώτηµα ποιες συνθήκες πρέπει να πληροί 

αφενός το σύνολο Χ και αφετέρου η απεικόνιση f, ώστε ένα σηµείο του συνόλου Χ 

να απεικονίζεται, µέσω της f, στον εαυτό του ή, µε άλλα λόγια, η εξίσωση 

 f(x)=x (1.1.1) 

να έχει λύση στο Χ. 

Η εξίσωση (1.1.1) παραπάνω, αναφορικά µε τα στοιχεία του συνόλου Χ που την 

ικανοποιούν, υπαγορεύει τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.1.1 

Έστω X ένα σύνολο και f µια απεικόνιση από το Χ στον εαυτό του. Ένα στοιχείο 

x∈X καλείται σταθερό σηµείο της f αν 

f(x)=x, 

δηλαδή, αν το x είναι λύση της συναρτησιακής εξίσωσης (1.1.1) στο Χ. 

Τα τετριµµένα παραδείγµατα που ακολουθούν υποδεικνύουν ότι υπάρχουν απει-

κονίσεις σε διάφορα σύνολα που δεν έχουν κανένα σταθερό σηµείο, ενώ άλλες απει-

 



2 Θεωρήµατα Σταθερού Σηµείου και ∆ιδακτικές Εφαρµογές  

κονίσεις µπορεί να έχουν ένα ή περισσότερα, ακόµα και άπειρα στο πλήθος σταθερά 

σηµεία. 

Παραδείγµατα 

1. Μια µεταφορά, π.χ. η συνάρτηση f:IR→IR, µε f(x)=x+α, όπου α≠0, δεν έχει 

κανένα σταθερό σηµείο. 

2. Μία στροφή ενός επιπέδου έχει ένα µοναδικό σταθερό σηµείο. 

3. Η συνάρτηση f:IR→IR, µε f(x)=x2 έχει ακριβώς δύο σταθερά σηµεία, τα x1=0 

και x2=1. 

4. Η ορθή προβολή του ευκλειδείου επιπέδου IR2 στον x-άξονα, δηλαδή η απει-

κόνιση f:IR2→IR×{0}⊂IR2 µε f(x,y)=(x,0), για κάθε (x,y)∈IR2, έχει άπειρα το πλήθος 

σταθερά σηµεία, τα σηµεία του x-άξονα. 

Οι συνθήκες που καθορίζουν την ύπαρξη ή µη σταθερών σηµείων για µια απει-

κόνιση αναφέρονται στο είδος αυτής, αλλά κυρίως στις ιδιότητες των συνόλων από 

τα οποία προέρχονται. Συνήθως η συνθήκη της συνέχειας είναι αναγκαία για την 

απεικόνιση f, ενώ το σύνολο X είναι ένας µη κενός τοπολογικός (ή µετρικός) χώρος 

µε επιπλέον ιδιότητες αυτές της συµπάγειας (ή τουλάχιστον της πληρότητας) ή της 

κυρτότητας. 

Στα επόµενα κεφάλαια θα διαπραγµατευθούµε κάποια από τα γνωστότερα θεω-

ρήµατα που αφορούν στην ύπαρξη σταθερών σηµείων για διάφορους τύπους απεικο-

νίσεων, και θα αναφερθούµε σε αρκετές εφαρµογές αυτών των θεωρηµάτων τόσο 

από την ανάλυση, όσο και από τη γραµµική άλγεβρα και τη γεωµετρία. 

Προηγουµένως, όµως, θα ήταν σκόπιµο να αναφερθούµε στις σηµαντικές εκείνες 

έννοιες από το χώρο της ανάλυσης που απαιτούνται, ώστε η διαπραγµάτευση των θε-

µάτων που ακολουθούν στα επόµενα κεφάλαια να είναι οπωσδήποτε όσο το δυνατόν 

πληρέστερη και αυτοτελής. 

1.2. Έννοιες και ορισµοί 

Σε πάρα πολλές περιπτώσεις κατά την διαπραγµάτευση διάφορων θεµάτων από 

τον Απειροστικό Λογισµό, όπως της έννοιας της σύγκλισης ή της συνέχειας, καταδει-

κνύεται η µεγάλη χρησιµότητα της έννοιας της απόστασης δύο πραγµατικών αριθµών 

x και y, η οποία τυποποιείται µε τη χρήση της γνωστής έννοιας της απόλυτης τιµής 
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|x−y|. Αντίστοιχες ιδιότητες µε αυτές της απόλυτης τιµής παίζουν πολύ σηµαντικό 

ρόλο στο χώρο της ανάλυσης, όπου η δοµή των συνόλων τα οποία µελετούνται δεν 

είναι τόσο απλή όσο αυτή των πραγµατικών αριθµών. Είναι, λοιπόν, φυσιολογική η 

επέκταση της έννοιας της «απόστασης» µεταξύ δύο στοιχείων ενός τυχαίου συνόλου, 

µε τέτοιο τρόπο, ώστε το σύνολο των πραγµατικών αριθµών και η απόλυτη τιµή να 

αποτελούν ειδική περίπτωση µιας ευρύτερης «οικογένειας» χώρων, την έννοια της 

οποίας καθορίζει ο επόµενος ορισµός. 

Ορισµός 1.2.1 (Μετρικός Χώρος) 

Έστω Χ ένα τυχαίο µη κενό σύνολο. Μια συνάρτηση 

ρ:Χ×Χ→ΙR, 

η οποία ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες 

α) ρ(x,y)≥0, για κάθε x, y∈Χ, 

β) ρ(x,y)=0 αν και µόνον αν x=y, για κάθε x, y∈Χ, 

γ) ρ(x,y)=ρ(y,x), για κάθε x, y∈Χ (συµµετρική ιδιότητα) και 

δ) ρ(x,y)≤ρ(x,z)+ρ(z,y), για κάθε x, y, z∈Χ (τριγωνική ιδιότητα), 

ονοµάζεται µετρική στο Χ, και το ζεύγος (Χ,ρ) ονοµάζεται µετρικός χώρος. Για δύο 

τυχαία στοιχεία x και y του Χ, ο µη αρνητικός πραγµατικός αριθµός ρ(x,y) ονοµάζε-

ται απόσταση των x και y. 

Τα παραδείγµατα που ακολουθούν καθορίζουν κάποιους από τους σηµαντικότε-

ρους µετρικούς χώρους, στους οποίους γίνεται εκτενής αναφορά στα κεφάλαια που 

ακολουθούν. 

Παραδείγµατα 

1. Η συνήθης µετρική στο ΙR είναι η συνάρτηση ρ:ΙR×ΙR→ΙR, µε 

ρ(x,y)=|x−y|, 

για κάθε x, y∈ΙR. 

2. Μετρικές στον ΙRn, n=1, 2, ... 

Για κάθε πραγµατικό αριθµό p≥1, ορίζουµε τις συναρτήσεις ρp:ΙRn×ΙRn→ΙR, µε 

p
1

n

1i

p
iip yx)y,x(ρ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

, 

για κάθε x=(x1,x2,...,xn), y=(y1,y2,...,yn)∈ΙRn και τη συνάρτηση ρ∞:ΙRn×ΙRn→ΙR, µε 
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ρ∞(x,y)=max{|xi−yi|, i=1,2,...,n}, 

για κάθε x=(x1,x2,...,xn), y=(y1,y2,...,yn)∈ΙRn. 

Εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί ότι καθένας από τους χώρους (ΙRn,ρp), 1≤p<+∞ 

και (ΙRn,ρ∞) είναι πράγµατι µετρικοί χώροι. 

Ειδικότερα, για p=2, ο µετρικός χώρος (ΙRn,ρ2), όπου, φυσικά , 

2
1

n

1i

2
ii2 yx)y,x(ρ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑

=

, 

για κάθε x=(x1,x2,...,xn), y=(y1,y2,...,yn)∈ΙRn, ονοµάζεται n-διάστατος Ευκλείδειος 

Χώρος και η ρ2 ονοµάζεται Συνήθης Ευκλείδεια Μετρική. Πολλές φορές, αν δεν υπάρ-

χει περίπτωση σύγχυσης, η Ευκλείδεια Απόσταση ρ2(x,y) δύο σηµείων x, y∈ΙRn, συµ-

βολίζεται µε ||x−y||. 

3. Αν µε C(Χ) συµβολίσουµε το σύνολο των φραγµένων συνεχών συναρτήσεων 

f:X→ΙR, τότε η συνάρτηση ρ∞:C(Χ)×C(Χ)→ΙR, ώστε 

ρ∞(f,g)=sup{|f(x)−g(x)|, x∈Χ}, 

για κάθε f, g∈C(Χ), είναι πράγµατι µια µετρική στο C(X). 

4. Ένας πολύ ενδιαφέρον χώρος είναι το σύνολο των πραγµατικών ακολουθιών 

(xn)n∈ΙΝ, για τις οποίες η σειρά ∑
+∞

=1n

p
nx , για p≥1, συγκλίνει και ο οποίος, συνήθως, 

συµβολίζεται µε ℓp. Στο χώρο ℓp={(xn)n∈ΙΝ: +∞<∑
+∞

=1n

p
nx }, ορίζουµε τη συνάρτηση 

p
1

1n

p
nnp yx)y,x(ρ ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−= ∑

∞+

=

, 

για κάθε δύο ακολουθίες x=(xn)n∈ΙΝ και y=(yn)n∈ΙΝ του ℓp, µε την οποία διαπιστώνεται 

ότι ο (ℓp,ρp) είναι πράγµατι µετρικός χώρος. 

Ορισµός 1.2.2 

Έστω (Χ,ρ) ένας µετρικός χώρος. Ανοικτή σφαίρα κέντρου x∈Χ και ακτίνας r>0 

ονοµάζεται το σύνολο Β(x,r)={y∈Χ: ρ(x,y)<r}. Κατ’ επέκτασιν, κλειστή σφαίρα κέ-

ντρου x∈Χ και ακτίνας r≥0 ονοµάζεται το σύνολο Β[x,r]={y∈Χ: ρ(x,y)≤r}. Τέλος, 

σφαίρα (ή ακριβέστερα επιφάνεια σφαίρας) κέντρου x∈Χ και ακτίνας r≥0 ονοµάζεται 

το σύνολο S(x,r)={y∈Χ: ρ(x,y)=r}. 
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Στην ειδική περίπτωση του n-διάστατου Ευκλειδείου Χώρου (IRn,ρ2) συµβολί-

ζουµε µε 

α) Bn(x,r)={y∈IRn: ||x−y||<r} την ανοικτή σφαίρα κέντρου x∈IRn και ακτίνας r>0, 

β) Bn[x,r]={y∈IRn: ||x−y||≤r} την κλειστή σφαίρα κέντρου x∈IRn και ακτίνας r≥0 

και 

γ) Sn−1(x,r)={y∈IRn: ||x−y||=r} τη σφαίρα κέντρου x∈IRn και ακτίνας r≥0. 

Με βάση την έννοια της ανοικτής σφαίρας, ορίζεται το ανοικτό σύνολο σε έναν 

µετρικό χώρο. Συγκεκριµένα, έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.3 

Ένα υποσύνολο Α ενός µετρικού χώρου Χ ονοµάζεται ανοικτό αν για κάθε x∈Α, 

υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε Β(x,r)⊆Α. 

Από τον ορισµό του ανοικτού συνόλου είναι άµεσο το συµπέρασµα της επόµενης 

πρότασης. 

Πρόταση 1.2.1 

Κάθε ανοικτή σφαίρα σε έναν µετρικό χώρο είναι ανοικτό σύνολο. 

Απόδειξη 

Έστω Β(x0,r0) µια ανοικτή σφαίρα σε έναν µετρικό χώρο (Χ,ρ) και x∈B(x0,r0). 

Θα πρέπει να αποδείξουµε ότι υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε B(x,r)⊆B(x0,r0). Αν επιλέ-

ξουµε 0<r≤r0−ρ(x0,x), τότε για κάθε y∈B(x,r) έπεται ότι ρ(x,y)<r≤r0−ρ(x0,x), ή 

ρ(x0,x)+ρ(x,y)<r0, 

οπότε και από την τριγωνική ιδιότητα της µετρικής ρ έχουµε 

ρ(x0,y)≤ρ(x0,x)+ρ(x,y)<r0, 

δηλαδή y∈B(x0,r0), εποµένως B(x,r)⊆B(x0,r0) και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Η έννοια των ανοικτών συνόλων σε έναν µετρικό χώρο, όπως αυτή ορίσθηκε 

προηγουµένως, αποτελεί την ειδική περίπτωση της οικογένειας των ανοικτών συνό-

λων που χαρακτηρίζουν ένα τυχαίο σύνολο ως τοπολογικό χώρο. Συγκεκριµένα 

έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.4 (Τοπολογικός Χώρος) 

Έστω X ένα τυχαίο σύνολο. Μια οικογένεια T υποσυνόλων του Χ, η οποία ικα-

νοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες 

α) ∅, Χ∈ T, 
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β) αν Ι ένα αυθαίρετο σύνολο δεικτών και Αi∈ T, για κάθε i∈Ι, τότε 

και 

T∈
∈
∪

Ii
iA  

γ) αν Αi∈ T, i=1, 2, ..., n, τότε  T∈
=
∩

n

1i
iA ,

ονοµάζεται τοπολογία του Χ και το ζεύγος (Χ, T ) ονοµάζεται τοπολογικός χώρος, 

ενώ τα στοιχεία της οικογένειας T ονοµάζονται ανοικτά σύνολα του τοπολογικού χώ-

ρου (Χ, T ). 

Το επόµενο πολύ βασικό θεώρηµα, το οποίο παραθέτουµε χωρίς απόδειξη, µας 

παρέχει τις βασικές τοπολογικές ιδιότητες της οικογένειας των ανοικτών συνόλων σε 

ένα µετρικό χώρο (Χ,ρ) και ουσιαστικά δικαιολογεί το χαρακτηρισµό τους ως τέτοια. 

Θεώρηµα 1.2.2 

Έστω (Χ,ρ) ένας µετρικός χώρος. Τότε 

α) Τα σύνολα ∅ και Χ είναι ανοικτά. 

β) Η ένωση οποιουδήποτε πλήθους ανοικτών υποσυνόλων του Χ είναι ανοικτό 

υποσύνολο του Χ. 

γ) Η τοµή πεπερασµένου πλήθους ανοικτών υποσυνόλων του Χ είναι ανοικτό 

υποσύνολο του Χ. 

Εποµένως, µε βάση τον Ορισµό 1.2.4, η οικογένεια T των ανοικτών υποσυνόλων 

ενός µετρικού χώρου (Χ,ρ) αποτελεί µια τοπολογία του Χ και έτσι ο (Χ, T ) καθίστα-

ται τοπολογικός χώρος. 

Από την ιδιότητα (β) του προηγούµενου θεωρήµατος και την πρόταση 1.2.1 προ-

κύπτει άµεσα ότι η ένωση ανοικτών σφαιρών είναι ανοικτό υποσύνολο ενός µετρικού 

χώρου. Αλλά και αντιστρόφως, αν Α είναι ένα ανοικτό υποσύνολο ενός µετρικού χώ-

ρου, τότε εξ ορισµού για κάθε x∈Α, υπάρχει rx>0 τέτοιο, ώστε Β(x,rx)⊆A και εποµέ-

νως . Αποδείξαµε, λοιπόν, ότι ∪
Ax

x )r,x(BA
∈

=

Πόρισµα 1.2.3 

Ένα υποσύνολο ενός µετρικού χώρου είναι ανοικτό αν και µόνο αν γράφεται ως 

ένωση ανοικτών σφαιρών. 

Το Θεώρηµα 1.2.2, επίσης, µας δίνει τη δυνατότητα να αναφερόµαστε στο ευρύ-

τερο δυνατό ανοικτό σύνολο που περιέχεται σε ένα υποσύνολο Α ενός µετρικού χώ-
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ρου. Συγκεκριµένα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.5 

Έστω Α ένα υποσύνολο ενός µετρικού χώρου Χ. Ορίζουµε ως εσωτερικό του συ-

νόλου Α, το σύνολο 

Α°=∪{G⊆X: G ανοικτό και G⊆A}. 

Εποµένως το εσωτερικό Α° ενός υποσυνόλου Α του Χ είναι το µεγαλύτερο δυνα-

τό ανοικτό υποσύνολο του Χ που περιέχεται στο Α. 

Επίσης, από το Θεώρηµα 1.2.2 προκύπτει άµεσα ότι το εσωτερικό Α° ενός συνό-

λου Α είναι ανοικτό σύνολο, ενώ προφανώς Α°⊆Α. Ως εκ τούτου το επόµενο πόρι-

σµα είναι άµεσο. 

Πόρισµα 1.2.4 

Ένα υποσύνολο Α ενός µετρικού χώρου Χ είναι ανοικτό αν και µόνον αν Α=Α°. 

Ο χαρακτηρισµός των στοιχείων που αποτελούν το εσωτερικό ενός συνόλου δί-

νεται από την ακόλουθη πρόταση. 

Πρόταση 1.2.5 

Έστω (Χ,ρ) ένας µετρικός χώρος και Α⊆Χ. Τότε 

Α°={x∈Α: υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε Β(x,r)⊆A}. 

Απόδειξη 

Έστω x∈Α για το οποίο υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε Β(x,r)⊆A. Τότε εφόσον η 

ανοικτή σφαίρα Β(x,r) είναι ανοικτό σύνολο, από τον ορισµό του Α°, έπεται ότι 

Β(x,r)⊆Α°. 

Αντιστρόφως, έστω x∈Α°=∪{G⊆X: G ανοικτό και G⊆A}. Τότε υπάρχει ανοικτό 

υποσύνολο G του Χ ώστε x∈G⊆A, οπότε, από τον Ορισµό 1.2.3 του ανοικτού συνό-

λου, υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε Β(x,r)⊆G⊆A. 

Εποµένως, πράγµατι, Α°={x∈Α: υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε Β(x,r)⊆A}. 

Αντίστοιχα προς την οικογένεια των ανοικτών υποσυνόλων ενός µετρικού χώρου, 

ορίζουµε την έννοια των κλειστών συνόλων, αυτών που τα συµπληρωµατικά τους εί-

ναι ανοικτά. Συγκεκριµένα η έννοια του κλειστού συνόλου καθορίζεται από τον επό-

µενο ορισµό. 
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Ορισµός 1.2.6 

Ένα υποσύνολο Κ ενός µετρικού χώρου Χ ονοµάζεται κλειστό αν το σύνολο Χ−Κ 

είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ. 

Ένα τετριµµένο παράδειγµα κλειστού συνόλου σε ένα µετρικό χώρο αποτελεί η 

κλειστή σφαίρα. Έχουµε, λοιπόν, την ακόλουθη πρόταση 

Πρόταση 1.2.6 

Κάθε κλειστή σφαίρα σε έναν µετρικό χώρο είναι κλειστό σύνολο. 

Απόδειξη 

Έστω Β[x0,r0] µια κλειστή σφαίρα σε έναν µετρικό χώρο (Χ,ρ). Αρκεί να αποδεί-

ξουµε ότι το σύνολο Χ−B[x0,r0]={x∈Χ: ρ(x0,x)>r0} είναι ανοικτό, ή, µε βάση τον 

Ορισµό 1.2.3 του ανοικτού συνόλου, ότι για κάθε x∈Χ µε ρ(x0,x)>r0, υπάρχει r>0 τέ-

τοιο ώστε B(x,r)⊆Χ−B[x0,r0]. Έστω r=ρ(x0,x)−r0>0, τότε για κάθε y∈B(x,r) και µε 

βάση την τριγωνική ιδιότητα της µετρικής ρ, έπεται ότι  

r+r0=ρ(x0,x)≤ρ(x0,y)+ρ(x,y)<ρ(x0,y)+r, 

οπότε 

ρ(x0,y)>r0,

δηλαδή y∈Χ−B[x0,r0], εποµένως B(x,r)⊆X−B[x0,r0] και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Πόρισµα 1.2.7 

Κάθε σφαίρα σε έναν µετρικό χώρο είναι κλειστό σύνολο. 

Απόδειξη 

Το συµπλήρωµα µιας σφαίρας S(x0,r0)={x∈Χ: ρ(x0,x)=r0} σε έναν µετρικό χώρο 

(Χ,ρ) είναι το σύνολο 

Χ−S(x0,r0)={x∈Χ: ρ(x0,x)<r0}∪{x∈Χ: ρ(x0,x)>r0}=Β(x0,r0)∪(Χ−Β[x0,r0]), 

το οποίο, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.2.2  είναι ανοικτό ως ένωση της ανοικτής σφαί-

ρας Β(x0,r0) (Πρόταση 1.2.1) και του ανοικτού συνόλου Χ−Β[x0,r0] (πρόταση 1.2.6). 

Οι βασικές τοπολογικές ιδιότητες της οικογένειας των κλειστών συνόλων σε έναν 

µετρικό χώρο περιγράφονται στο επόµενο θεώρηµα, το οποίο αποτελεί το δυϊκό του 

Θεωρήµατος 1.2.2, µε την έννοια ότι η απόδειξή του προκύπτει άµεσα από αυτό χρη-

σιµοποιώντας τους κανόνες de Morgan. 
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Θεώρηµα 1.2.8 

Έστω (Χ,ρ) ένας µετρικός χώρος. Τότε 

α) Τα σύνολα ∅ και Χ είναι κλειστά. 

β) Η τοµή οποιουδήποτε πλήθους κλειστών υποσυνόλων του Χ είναι κλειστό 

υποσύνολο του Χ. 

γ) Η ένωση πεπερασµένου πλήθους κλειστών υποσυνόλων του Χ είναι κλειστό 

υποσύνολο του Χ. 

Αντίστοιχα προς την έννοια του εσωτερικού Α° ενός υποσυνόλου Α ενός µετρι-

κού χώρου Χ, που ορίζεται ως το ευρύτερο δυνατό ανοικτό υποσύνολο του Χ που πε-

ριέχεται στο Α, το προηγούµενο θεώρηµα µας δίνει τη δυνατότητα να θεωρήσουµε το 

µικρότερο δυνατό κλειστό υποσύνολο του Χ που περιέχει το σύνολο Α. Υπό την έν-

νοια αυτή, ο επόµενος ορισµός είναι εύλογος. 

Ορισµός 1.2.7 

Έστω Κ ένα υποσύνολο ενός µετρικού χώρου Χ. Ορίζουµε ως κλειστότητα του 

συνόλου Κ, το σύνολο 

K =∩{F⊆X: F κλειστό και Κ⊆F}. 

Εποµένως η κλειστότητα K  ενός υποσυνόλου Κ του Χ είναι το µικρότερο δυνα-

τό υποσύνολο του Χ που περιέχει το Κ. 

Επίσης, από το Θεώρηµα 1.2.8 προκύπτει άµεσα ότι η κλειστότητα K  ενός συνό-

λου Κ είναι κλειστό σύνολο, ενώ προφανώς KK ⊆ . Ως εκ τούτου, το επόµενο πόρι-

σµα είναι άµεσο. 

Πόρισµα 1.2.9 

Ένα υποσύνολο Κ ενός µετρικού χώρου Χ είναι κλειστό αν και µόνον αν KK = . 

Ο χαρακτηρισµός των στοιχείων που αποτελούν την κλειστότητα ενός συνόλου 

δίνεται από την ακόλουθη πρόταση. 

Πρόταση 1.2.10 

Έστω (Χ,ρ) ένας µετρικός χώρος και Κ⊆Χ. Τότε 

K ={x∈Χ: Β(x,r)∩Κ≠∅, για κάθε r>0}. 

Απόδειξη 

Έστω x∈X τέτοιο, ώστε Β(x,r)∩Κ≠∅, για κάθε r>0. Αν υποθέσουµε ότι Kx ∉ , 

θα υπάρχει κλειστό F⊆X τέτοιο, ώστε Κ⊆F και x∉F, οπότε x∈X−F, το οποίο είναι 
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ανοικτό υποσύνολο του Χ. Άρα υπάρχει r>0, ώστε Β(x,r)⊆X−F⊆X−K, από το οποίο 

έπεται ότι Β(x,r)∩Κ=∅, άτοπο. Εποµένως Kx ∈ . 

Αντιστρόφως, έστω Kx ∈ =∩{F⊆X: F κλειστό και Κ⊆F}. Αν υποθέσουµε ότι 

υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε Β(x,r)∩Κ=∅, τότε Κ⊆F, όπου F=X−Β(x,r) κλειστό και 

εποµένως x∈F, εφόσον Kx ∈ =∩{F⊆X: F κλειστό και Κ⊆F}. Αυτό, όµως είναι 

άτοπο, διότι αφού x∈Β(x,r), τότε x∉X−Β(x,r)=F. Ως εκ τούτου Β(x,r)∩Κ≠∅, για 

κάθε r>0. 

Εποµένως, πράγµατι, K ={x∈Χ: Β(x,r)∩Κ≠∅, για κάθε r>0} και η απόδειξη ολο-

κληρώθηκε. 

Εκτός από τον ορισµό και τις ιδιότητές της, η κλειστότητα ενός συνόλου σε έναν 

µετρικό χώρο µπορεί να περιγραφεί µέσω της έννοιας του σηµείου συσσώρευσης. Για 

την έννοια αυτή έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.8 

Έστω ένας µετρικός χώρος (Χ,ρ) και Κ⊆Χ. Τότε 

α) Ένα στοιχείο x∈Χ ονοµάζεται σηµείο συσσώρευσης του Κ αν κάθε ανοικτή 

σφαίρα κέντρου x περιέχει τουλάχιστον ένα στοιχείο του Κ διαφορετικό από το x, 

δηλαδή, αν για κάθε r>0, ισχύει (Β(x,r)−{x})∩Κ≠∅. Το σύνολο των σηµείων συσ-

σώρευσης του Κ συµβολίζεται µε Κ΄. 

β) Ένα στοιχείο x∈Χ ονοµάζεται µεµονωµένο σηµείο του Κ αν δεν είναι σηµείο 

συσσώρευσης του Κ, δηλαδή αν υπάρχει r>0 τέτοιο, ώστε Β(x,r)∩Κ={x}. 

Με βάση την Πρόταση 1.2.10 και τον προηγούµενο ορισµό, αποδεικνύεται ότι 

Πρόταση 1.2.11 

Αν (Χ,ρ) µετρικός χώρος και Κ⊆Χ, τότε KK΄K ∪= . 

Ακολούθως διαπραγµατευόµαστε µια από τις πιο θεµελιώδεις έννοιες της Μαθη-

µατικής Ανάλυσης, αυτήν της σύγκλισης ακολουθιών. Η έννοια αυτή, εκτός των άλ-

λων, αποτελεί και ένα πολύ εύχρηστο µέσο περιγραφής των κυριότερων τοπολογικών 

εννοιών στους µετρικούς χώρους. Έχουµε, λοιπόν, τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.9 

Μια ακολουθία (xn)n∈ΙΝ από στοιχεία ενός µετρικού χώρου (Χ,ρ), θα λέµε ότι συ-

γκλίνει στο x∈Χ, ή ότι το x είναι το όριό της, καθώς το n τείνει στο +∞, αν για κάθε 
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ε>0, υπάρχει n0∈ΙΝ τέτοιος, ώστε ρ(xn,x)<ε, για κάθε n≥n0. 

Σ’ αυτήν την περίπτωση γράφουµε xxlim nn
=

+∞→
, ή xn→x, καθώς n→+∞. 

Από τον προηγούµενο ορισµό, είναι προφανές ότι  

0)x,x(ρlimxxlim nnnn
=⇔=

+∞→+∞→
. 

Όσον αφορά στη µοναδικότητα του ορίου µιας συγκλίνουσας ακολουθίας σε έναν 

µετρικό χώρο, ισχύει η επόµενη πρόταση, την οποία παραθέτουµε χωρίς απόδειξη. 

Πρόταση 1.2.12 (Μοναδικότητα του ορίου) 

Έστω (xn)n∈ΙΝ µια συγκλίνουσα ακολουθία σε έναν µετρικό χώρο (Χ,ρ). Τότε το 

όριό της είναι µοναδικά καθορισµένο, δηλαδή, αν xn→x και xn→y, καθώς n→+∞, 

τότε x=y. 

Η έννοια της σύγκλισης ακολουθιών σε έναν µετρικό χώρο µπορεί να χρησιµο-

ποιηθεί εύκολα για την περιγραφή κάποιων από των βασικότερων τοπολογικών ιδιο-

τήτων. Για παράδειγµα, µε τη βοήθεια της Πρότασης 1.2.10 µπορούµε εύκολα να 

αποδείξουµε ότι η κλειστότητα ενός υποσυνόλου Κ ενός µετρικού χώρου Χ είναι 

ακριβώς τα όρια συγκλινουσών ακολουθιών στο Κ, δηλαδή 

K ={x∈Χ: υπάρχει ακολουθία (xn)n∈ΙΝ στο K, ώστε }. xxlim nn
=

+∞→

Εποµένως, και µε βάση το Πόρισµα 1.2.9, είναι προφανής η ισχύς της επόµενης 

πρότασης. 

Πρόταση 1.2.13 

Ένα υποσύνολο Κ ενός µετρικού χώρου (Χ,ρ) είναι κλειστό αν και µόνον αν το 

όριο κάθε συγκλίνουσας ακολουθίας του Κ είναι στοιχείο του Κ. 

Στη συνέχεια αναφερόµαστε στην ιδιαιτέρως σηµαντική έννοια της συνέχειας ξε-

κινώντας από τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.10 

Έστω (Χ,ρ), (Υ,σ) δύο µετρικοί χώροι και x0∈Χ. Μια απεικόνιση f:X→Y ονοµά-

ζεται συνεχής στο x0, αν για κάθε ε>0, υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε για κάθε x∈Χ, µε 

ρ(x0,x)<δ, έπεται ότι σ(f(x0),f(x))<ε, ή, ισοδύναµα, f(B(x0,δ))⊆B(f(x0),ε). 

Η f ονοµάζεται συνεχής αν είναι συνεχής σε κάθε x∈Χ. 
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Ορισµός 1.2.11 

Μια απεικόνιση f:X→Y µεταξύ δύο µετρικών χώρων (Χ,ρ) και (Υ,σ) ονοµάζεται 

οµοιόµορφα συνεχής, αν για κάθε ε>0, υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε για κάθε x1, x2∈Χ, 

µε ρ(x1,x2)<δ, έπεται ότι σ(f(x1),f(x2))<ε. 

Από τους ορισµούς της συνέχειας και της οµοιόµορφης συνέχειας είναι φανερό 

ότι κάθε οµοιόµορφα συνεχής απεικόνιση είναι συνεχής, ενώ εύκολα µπορούµε να 

διαπιστώσουµε ότι το αντίστροφο δεν ισχύει. 

Με το θεώρηµα που ακολουθεί διαπιστώνουµε ότι η συνέχεια µιας απεικόνισης 

µεταξύ µετρικών χώρων είναι µια αµιγώς τοπολογική έννοια, καθώς οι συνεχείς απει-

κονίσεις µπορούν να χαρακτηρισθούν µέσω των εννοιών των ανοικτών συνόλων, των 

κλειστών συνόλων και της κλειστότητας. 

Θεώρηµα 1.2.14 

Έστω f:X→Y µια απεικόνιση µεταξύ των µετρικών χώρων (Χ,ρ) και (Υ,σ). Τότε 

τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα: 

α) Η f είναι συνεχής. 

β) Η αντίστροφη εικόνα f −1(G) κάθε ανοικτού υποσυνόλου G του Υ είναι ανοικτό 

υποσύνολο του Χ. 

γ) Η αντίστροφη εικόνα f −1(F) κάθε κλειστού υποσυνόλου F του Υ είναι κλειστό 

υποσύνολο του Χ. 

δ) Για κάθε υποσύνολο Α του Χ ισχύει ( ) )A(fAf ⊆ . 

Απόδειξη 

(α) ⇒ (β). Έστω ότι η f είναι συνεχής και G⊆Υ ανοικτό. Τότε, για κάθε x∈f −1(G) 

(δηλαδή f(x)∈G), υπάρχει ε>0 τέτοιο, ώστε Β(f(x),ε)⊆G. Επειδή η f είναι συνεχής 

στο x, υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε f(B(x,δ))⊆G, δηλαδή B(x,δ)⊆f −1(G). Εποµένως η 

αντίστροφη εικόνα f −1(G) του G είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ. 

(β) ⇒ (γ). Έστω ότι η αντίστροφη εικόνα f −1(G) κάθε ανοικτού υποσυνόλου G 

του Υ είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ και F⊆Υ κλειστό. Τότε το Υ−F είναι ανοικτό 

υποσύνολο του Y και άρα το f −1(Y−F)=X− f −1(F) είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ. 

Εποµένως το f −1(F) είναι κλειστό υποσύνολο του Χ. 

(γ) ⇒ (δ). Έστω ότι η αντίστροφη εικόνα f −1(F) κάθε κλειστού υποσυνόλου F του 
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Υ είναι κλειστό υποσύνολο του Χ και Α⊆Χ. Για κάθε x∈Α έχουµε ότι  

)A(f)A(f)x(f ⊆∈  

και εποµένως το Α είναι υποσύνολο του ( ))A(ff 1− , το οποίο, από την υπόθεση, είναι 

κλειστό υποσύνολο του Χ, εφόσον το )A(f  είναι κλειστό υποσύνολο του Υ. Επειδή, 

όµως, το A  είναι το µικρότερο κλειστό σύνολο που περιέχει το Α, έπεται ότι 

( ))A(ffA 1−⊆ , δηλαδή ( ) )A(fAf ⊆ . 

(δ) ⇒ (α). Έστω ότι ( ) )A(fAf ⊆ , για κάθε Α⊆Χ και x0∈Χ. Θα αποδείξουµε ότι 

η f είναι συνεχής στο x0. Θεωρούµε ένα ε>0, οπότε, αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρ-

χει δ>0 τέτοιο, ώστε Β(x0,δ)⊆f −1(B(f(x0),ε)). Θέτουµε 

Α=f −1(B(f(x0),ε))={x∈Χ: σ(f(x0),f(x))<ε}. 

Αν υποθέσουµε ότι B(x0,δ)∩(Χ−Α)≠∅, για κάθε δ>0, τότε, από την Πρόταση 1.2.10, 

έπεται ότι AXx0 −∈ , οπότε ( ) )AX(fAXf)x(f 0 −⊆−∈ , λόγω της υπόθεσης. Άρα, 

από την Πρόταση 1.2.10, έπεται ότι Β(f(x0),ε)∩f(Χ−Α)≠∅, εποµένως υπάρχει 

x∈Χ−Α τέτοιο, ώστε σ(f(x0),f(x))<ε, άτοπο. Εποµένως η f είναι συνεχής στο x0. 

Το επόµενο θεώρηµα, το οποίο διατυπώνουµε χωρίς απόδειξη, είναι πάρα πολύ 

σηµαντικό, διότι παρέχει έναν χαρακτηρισµό των συνεχών απεικονίσεων µεταξύ µε-

τρικών χώρων µέσω της έννοιας της σύγκλισης ακολουθιών. 

Θεώρηµα 1.2.15 (Αρχή της µεταφοράς) 

Έστω f:X→Y µια απεικόνιση µεταξύ των µετρικών χώρων (Χ,ρ) και (Υ,σ) και 

x∈Χ. Τότε η f είναι συνεχής στο x αν και µόνον αν για κάθε ακολουθία (xn)n∈ΙΝ στο Χ 

µε , έπεται ότι xxlim nn
=

+∞→
)x(f)x(flim nn

=
+∞→

. 

Η σύγκλιση µιας ακολουθίας σε έναν µετρικό χώρο µας παρέχει τη δυνατότητα 

να συµπεράνουµε ότι οι όροι της έχουν τελικά «µικρή» απόσταση µεταξύ τους, ή, µε 

άλλα λόγια, ότι µπορούµε να βρούµε άπειρους όρους της ακολουθίας που να βρίσκο-

νται οσοδήποτε κοντά ο ένας στον άλλον. Απ’ την άλλη πλευρά, η ιδιότητα αυτή των 

όρων µιας ακολουθίας σε έναν µετρικό χώρο µπορεί να ισχύει, χωρίς η ακολουθία να 

είναι συγκλίνουσα. Έτσι, εκτός από τις συγκλίνουσες ακολουθίες σε έναν µετρικό 

χώρο, ορίζεται µια ευρύτερη κλάση ακολουθιών, µέσω του επόµενου ορισµού. 
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Ορισµός 1.2.12 

Μια ακολουθία (xn)n∈ΙΝ σε έναν µετρικό χώρο (Χ,ρ) ονοµάζεται βασική ακολου-

θία, ή ακολουθία Cauchy, αν για κάθε ε>0, υπάρχει n0∈ΙΝ τέτοιος, ώστε ρ(xm,xn)<ε, 

για κάθε m, n≥n0. 

Από τον ορισµό της βασικής ακολουθίας είναι προφανές ότι κάθε συγκλίνουσα 

ακολουθία σε έναν µετρικό χώρο είναι βασική, ενώ στοιχειώδη παραδείγµατα µας 

αποδεικνύουν ότι το αντίστροφο δεν ισχύει για έναν τυχαίο µετρικό χώρο. Οι µετρι-

κοί χώροι στους οποίους οι έννοιες της βασικής και της συγκλίνουσας ακολουθίας 

ταυτίζονται ονοµάζονται πλήρεις µετρικοί χώροι. Συγκεκριµένα έχουµε τον ακόλου-

θο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.13 (Πλήρης Μετρικός Χώρος) 

Ένας µετρικός χώρος (Χ,ρ) ονοµάζεται πλήρης αν κάθε βασική ακολουθία του εί-

ναι συγκλίνουσα (σε στοιχείο του Χ). 

Αποδεικνύεται ότι 

α) Το σύνολο των πραγµατικών αριθµών IR µε τη συνήθη µετρική που ορίζεται 

από την απόλυτη τιµή είναι ένας πλήρης µετρικός χώρος. 

β) Ο Ευκλείδειος Xώρος IRn µε την ευκλείδεια µετρική ρ2, αλλά και γενικότερα 

καθένας από τους χώρους (IRn,ρp), 1≤p<+∞ και (IRn,ρ∞), για κάθε n=1, 2, ... είναι 

πλήρεις µετρικοί χώροι. 

γ) Ο µετρικός χώρος (C[α,β],ρ∞) των συνεχών συναρτήσεων που ορίζονται στο 

κλειστό διάστηµα [α,β] είναι πλήρης. 

δ) Ο µετρικός χώρος ℓp, 1≤p<+∞, είναι ένας πλήρης µετρικός χώρος. 

Η επόµενη πρόταση χρησιµοποιείται για να διαπιστώσουµε αν ένα υποσύνολο 

ενός πλήρους µετρικού χώρου είναι πλήρης µετρικός χώρος. 

Πρόταση 1.2.16 

Ένα υποσύνολο Κ ενός πλήρους µετρικού χώρου (Χ,ρ) είναι πλήρης µετρικός 

χώρος αν και µόνον αν το Κ είναι κλειστό υποσύνολο του Χ. 

Απόδειξη 

Έστω ότι ο (Κ,ρ) είναι πλήρης µετρικός χώρος. Θα δείξουµε ότι το Κ είναι κλει-

στό υποσύνολο του Χ. Ως προς αυτό αρκεί να αποδείξουµε ότι KK = . 

Έστω, λοιπόν, Kx ∈ , τότε υπάρχει µια ακολουθία (xn)n∈ΙΝ στο Κ µε . xxlim nn
=

+∞→
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Η ακολουθία (xn)n∈ΙΝ είναι βασική εφόσον είναι συγκλίνουσα και εποµένως, αφού ο 

Κ είναι πλήρης, η (xn)n∈ΙΝ θα συγκλίνει σε στοιχείο του Κ. Επειδή το όριο της ακο-

λουθίας (xn)n∈ΙΝ είναι µοναδικό, έπεται ότι x∈Κ. Εποµένως KK = . 

Αντιστρόφως, έστω (xn)n∈ΙΝ µια βασική ακολουθία στο Κ. Προφανώς η (xn)n∈ΙΝ 

είναι βασική ακολουθία και στον πλήρη µετρικό χώρο (Χ,ρ), εποµένως θα είναι συ-

γκλίνουσα. ∆ηλαδή υπάρχει x∈Χ τέτοιο, ώστε xxlim nn
=

+∞→
. Επειδή το Κ είναι κλει-

στό υποσύνολο του Χ και η (xn)n∈ΙΝ είναι ακολουθία στο Κ, από την Πρόταση 1.2.13 

προκύπτει ότι x∈Κ. Εποµένως ο (K,ρ) είναι πλήρης µετρικός χώρος. 

Η έννοια της απόλυτης τιµής ως συνάρτησης στο σύνολο των πραγµατικών αριθ-

µών γενικεύεται τώρα σε έναν οποιοδήποτε γραµµικό χώρο, µέσω του ακόλουθου 

ορισµού. 

Ορισµός 1.2.14 (Χώρος µε Νόρµα) 

Έστω Χ ένας γραµµικός χώρος επί του IR. Μια συνάρτηση 

|| ||:Χ→ΙR, 

η οποία ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες 

α) ||x||≥0, για κάθε x∈Χ, 

β) ||x||=0 αν και µόνον αν x=0, για κάθε x∈Χ, 

γ) ||λx||=|λ|⋅||x||, για κάθε x∈Χ, λ∈IR και 

δ) ||x+y||≤||x||+||y||, για κάθε x, y∈Χ (τριγωνική ιδιότητα), 

ονοµάζεται νόρµα στον Χ, και το ζεύγος (Χ,|| ||) ονοµάζεται χώρος µε νόρµα. 

Από τον ορισµό, µπορούµε να επαληθεύσουµε άµεσα ότι αν ο (Χ,|| ||) είναι χώρος 

µε νόρµα, τότε η συνάρτηση ρ:Χ×Χ→IR, µε ρ(x,y)=||x−y||, για κάθε x, y∈Χ αποτελεί 

µια µετρική στο Χ, γι’ αυτό λέµε ότι η ρ είναι η µετρική που καθορίζεται από τη 

νόρµα || || στον Χ. 

Εποµένως, όλες οι έννοιες που ορίσθηκαν και ισχύουν στους µετρικούς χώρους, 

ισχύουν αντίστοιχα και στους χώρους µε νόρµα. Ειδικότερα, όσον αφορά στην έννοια 

της πληρότητας, έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.15 

Ένας χώρος µε νόρµα ονοµάζεται χώρος Banach αν ο µετρικός χώρος που καθο-

ρίζεται από τη νόρµα είναι πλήρης. 
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Τα παραδείγµατα που ακολουθούν αφορούν στους πιο γνωστούς χώρους µε 

νόρµα, στους οποίους αναφερθήκαµε και προηγουµένως ως µετρικούς χώρους.  

Παραδείγµατα 

1. Ο γραµµικός χώρος ΙRn, n=1, 2, ... 

Για κάθε πραγµατικό αριθµό p≥1, ορίζουµε τις συναρτήσεις || ||p:ΙRn→ΙR, µε 

p
1

n

1i

p
ip

xx ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

=

, 

για κάθε x=(x1,x2,...,xn)∈ΙRn και τη συνάρτηση || ||∞:ΙRn→ΙR, µε 

||x||∞=max{|xi|, i=1,2,...,n}, 

για κάθε x=(x1,x2,...,xn)∈ΙRn. 

Καθένας από τους χώρους (ΙRn,|| ||p), 1≤p<+∞ και (ΙRn,|| ||∞) είναι χώροι Banach, 

εφόσον οι µετρικές που καθορίζονται από τις νόρµες || ||p, 1≤p<+∞ και || ||∞ είναι 

ακριβώς οι µετρικές ρp, 1≤p<+∞ και ρ∞ του παραδείγµατος 2 της σελίδας 3, για τις 

οποίες γνωρίζουµε ότι ο χώρος ΙRn είναι πλήρης µετρικός χώρος. 

Ειδικότερα, για p=2, η νόρµα ||x||2 ενός στοιχείου x του ΙRn συµβολίζεται απλώς 

µε ||x|| και η τιµή της ταυτίζεται µε τη γνωστή έννοια του ευκλείδειου µέτρου του 

διανύσµατος x. 

3. Στο χώρο C(Χ) των φραγµένων συνεχών συναρτήσεων f:X→ΙR, η συνάρτηση 

|| ||∞:C(Χ)→ΙR, ώστε 

||f||∞=sup{|f(x)|, x∈Χ}, 

για κάθε f∈C(Χ), είναι πράγµατι µια νόρµα και ο χώρος (C(Χ),|| ||∞) είναι χώρος 

Banach, εφόσον η µετρική που καθορίζεται από τη νόρµα || ||∞ είναι ακριβώς η µετρι-

κή ρ∞ του παραδείγµατος 3 της σελίδας 4, µε την οποία ο (C(Χ),ρ∞) είναι πλήρης µε-

τρικός χώρος. 

4. Στο σύνολο ℓp={(xn)n∈ΙΝ: +∞<∑
+∞

=1n

p
nx }, 1<p<+∞ ορίζουµε τη συνάρτηση 

|| ||p:ℓp→IR, µε

p
1

1n

p
np

xx ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑

∞+

=

, 

για κάθε ακολουθία x=(xn)n∈ΙΝ του ℓp. Το σύνολο ℓp µε τις κατά όρο πράξεις είναι 
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γραµµικός χώρος και ο (ℓp,|| ||p) είναι πράγµατι χώρος Banach, εφόσον η µετρική που 

καθορίζεται από τη νόρµα || ||p είναι ακριβώς η µετρική ρp του παραδείγµατος 4 της 

σελίδας 4, µε την οποία ο (ℓp,ρp) είναι πλήρης µετρικός χώρος. 

Μια ενδιαφέρουσα κλάση χώρων Banach είναι αυτή των χώρων που η νόρµα 

τους καθορίζεται από ένα εσωτερικό γινόµενο. Υπενθυµίζουµε την έννοια του εσω-

τερικού γινοµένου µε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.16 

Έστω Χ ένας γραµµικός χώρος επί του IR. Μια συνάρτηση 

<,>:Χ×Χ→ΙR, 

η οποία ικανοποιεί τις παρακάτω ιδιότητες 

α) <x,x>≥0, για κάθε x∈X, 

β) αν <x,x>=0 τότε x=0, για κάθε x∈Χ, 

γ) <x,y>=<y,x>, για κάθε x, y∈Χ και 

δ) <λx+µy,z>=λ<x,z>+µ<y,z>, για κάθε x, y, z∈Χ και λ, µ∈IR 

ονοµάζεται εσωτερικό γινόµενο στον Χ. 

Με εφαρµογή των ιδιοτήτων του ορισµού του εσωτερικού γινοµένου σε έναν 

χώρο Χ, µπορούµε, επιπλέον, να διαπιστώσουµε ότι 

ε) <x,λy+µz>=λ<x,y>+µ<x,z>, για κάθε x, y, z∈Χ και λ, µ∈IR και 

στ) <x,x>=0 αν και µόνον αν x=0, για κάθε x∈Χ. 

Επίσης είναι άµεση η ισχύς της επόµενης πρότασης. 

Πρόταση 1.2.17 

Έστω Χ ένας γραµµικός χώρος και <,> ένα εσωτερικό γινόµενο σ’ αυτόν. Τότε η 

συνάρτηση || ||:Χ→ΙR, µε 

||x||=<x,x>1/2, 

για κάθε x∈X, είναι µια νόρµα στον Χ. 

Τότε λέµε ότι η νόρµα αυτή καθορίζεται από το εσωτερικό γινόµενο <,>. 

Ειδικά, όσον αφορά στους χώρους Banach, των οποίων η νόρµα καθορίζεται από 

εσωτερικό γινόµενο, έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.17 

Ένας χώρος Banach (X,|| ||), του οποίου η νόρµα || || καθορίζεται από ένα εσωτε-

ρικό γινόµενο <,> στον Χ, ονοµάζεται χώρος Hilbert. 
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Έστω, τώρα, (X,|| ||) ένας χώρος Hilbert και <,> το εσωτερικό γινόµενο στον Χ 

που καθορίζει τη νόρµα || ||. Τότε, για κάθε x, y∈Χ, έχουµε 

 ||x+y||2+||x−y||2=<x+y,x+y>+<x−y,x−y> 

 =<x,x>+2<x,y>+<y,y>+<x,x>−2<x,y>+<y,y> 

 =2<x,x>+2<y,y> 

 =2||x||2+2||y||2. 

Αποδείξαµε, λοιπόν, την ακόλουθη πρόταση. 

Πρόταση 1.2.18 (Κανόνας του παραλληλογράµµου) 

Σε κάθε χώρο Hilbert Χ ισχύει ότι 

||x+y||2+||x−y||2=2||x||2+2||y||2, 

για κάθε x, y∈Χ. 

Μια ειδική κατηγορία υποσυνόλων ενός χώρου µε νόρµα είναι τα κυρτά σύνολα. 

Συγκεκριµένα έχουµε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.2.18 

Ένα υποσύνολο Α ενός χώρου µε νόρµα ονοµάζεται κυρτό αν για κάθε x, y∈Α 

και 0≤λ≤1, το λx+(1−λ)y είναι στοιχείο του Α. 

Το σύνολο 

conv(A)={λ1x1+λ2x2+…+λnxn: n∈IN, xi∈Α, λi≥0, i=1, 2, ..., n και λ1+λ2+…+λn=1} 

ονοµάζεται κυρτή θήκη  του Α. 

Αποδεικνύεται ότι η κυρτή θήκη ενός υποσυνόλου Α ενός χώρου µε νόρµα Χ εί-

ναι conv(A)=∩{Κ⊆Χ: Κ κυρτό και Α⊆Κ}, δηλαδή το ελάχιστο κυρτό σύνολο που 

περιέχει το Α. Προφανώς το Α είναι κυρτό αν και µόνον αν Α=conv(A). 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα κυρτού υποσυνόλου ενός χώρου µε νόρµα αποτελεί 

η κλειστή σφαίρα σ’ αυτόν. Πράγµατι· έστω ένας χώρος µε νόρµα (Χ,|| ||) και η κλει-

στή σφαίρα Β[x0,r]={x∈Χ: ||x−x0||≤r}, όπου x0∈Χ και r>0. Τότε, αν x, y∈Β[x0,r] και 

0≤λ≤1, θέτουµε z=λx+(1−λ)y, οπότε 

||x0−z||=||λx0+(1−λ)x0−λx−(1−λ)y|| 

 =||λ(x−x0)+(1−λ)(x0−y)|| 

 ≤λ||x−x0||+(1−λ)||x0−y|| 

 ≤λr+(1−λ)r=r, 
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εποµένως z∈Β[x0,r]. 

Η τελευταία έννοια στην οποία αναφερόµαστε είναι αυτή της συµπάγειας. ∆ιατυ-

πώνουµε το σχετικό ορισµό και ακολούθως τις βασικότερες ιδιότητες των συµπαγών 

συνόλων, οι οποίες συναντώνται κατά τη µελέτη των θεωρηµάτων σταθερού σηµείου 

στα επόµενα κεφάλαια. 

Ορισµός 1.2.19 (Συµπαγής Μετρικός Χώρος) 

Ένας µετρικός χώρος (Χ,ρ) ονοµάζεται συµπαγής αν κάθε ανοικτό κάλυµµα του 

Χ έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα. 

Αυτό σηµαίνει ότι ο Χ είναι συµπαγής αν για κάθε οικογένεια (Gi)i∈Ι ανοικτών 

υποσυνόλων του Χ µε , υπάρχουν n∈ΙΝ και i∪
Ii

iGX
∈

= i, i2, ..., in∈Ι τέτοια, ώστε  

∪
n

1k
ik

GX
=

= . 

Ένα υποσύνολο Α του Χ ονοµάζεται συµπαγές αν ο µετρικός χώρος (Α,ρ) είναι 

συµπαγής. 

Ειδικότερα, για τα κλειστά υποσύνολα ενός µετρικού χώρου ισχύει η ακόλουθη 

πρόταση. 

Πρόταση 1.2.19 

Κάθε κλειστό υποσύνολο ενός συµπαγούς µετρικού χώρου είναι συµπαγές. 

Απόδειξη 

Έστω Κ ένα κλειστό υποσύνολο ενός συµπαγούς µετρικού χώρου Χ και (Gi)i∈Ι 

µια οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων του Χ τέτοια, ώστε . Εφόσον το Κ 

είναι κλειστό υποσύνολο του Χ, το Χ−Κ είναι ανοικτό υποσύνολο του Χ και εποµέ-

νως τα (Χ−Κ)∪G

∪
Ii

iGK
∈

⊆

i, i∈Ι, αποτελούν ένα ανοικτό κάλυµµα του Χ. Εποµένως, εφόσον ο 

Χ είναι συµπαγής µετρικός χώρος, από τον Ορισµό 1.2.19, υπάρχουν 

n∈ΙΝ και i1, i2, ..., in∈ΙΝ τέτοια, ώστε  οπότε , 

δηλαδή το Κ είναι συµπαγές υποσύνολο του Χ και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∪−=

=
∪

n

1k
ik

G)KX(X , ∪
n

1k
ik

GK
=

⊆

Για την επόµενη πρόταση είναι απαραίτητος ο ορισµός της έννοιας του φραγµέ-

νου συνόλου. 
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Ορισµός 1.2.20 

Ένα υποσύνολο Α ενός µετρικού χώρου (Χ,ρ) ονοµάζεται φραγµένο αν το Α πε-

ριέχεται σε µια ανοικτή σφαίρα του Χ, δηλαδή αν υπάρχουν x∈Χ και δ>0 τέτοια, 

ώστε Α⊆Β(x,δ). 

Πρόταση 1.2.20 

Κάθε συµπαγές υποσύνολο ενός µετρικού χώρου είναι κλειστό και φραγµένο. 

Απόδειξη 

Έστω Κ ένα συµπαγές υποσύνολο ενός µετρικού χώρου (Χ,ρ). 

Αποδεικνύουµε αρχικά ότι το Κ είναι κλειστό υποσύνολο του Χ. 

Έστω x∈Χ−Κ και για κάθε y∈Κ θέτουµε 
2

)y,x(ρε y = . Τότε Β(x,εy)∩Β(y,εy)=∅. 

Από τον Ορισµό 1.2.19, εφόσον το Κ είναι συµπαγές και , έπεται ότι 

υπάρχουν y

∪
Ky

y )ε,y(BK
∈

⊆

1, y2, ..., yn∈Κ τέτοια, ώστε . ∪
n

1i
yi )ε,y(BK

i
=

⊆

Θέτουµε , οπότε B(x,ε)∩Κ=∅, δηλαδή B(x,ε)⊆Χ−Κ, εποµένως 

το Χ−Κ είναι ανοικτό, οπότε το Κ είναι κλειστό υποσύνολο του Χ. 

}ni1 ,εmin{ε
iy ≤≤=

Θα αποδείξουµε, τώρα, ότι το Κ είναι φραγµένο υποσύνολο του Χ. 

Αν Κ=∅, τότε, προφανώς, το Κ είναι φραγµένο υποσύνολο του Χ. 

Έστω, τώρα, ένα σταθερό x∈Κ. Τότε η οικογένεια {B(x,k), k=1, 2, ...} αποτελεί 

ένα κάλυµµα του Κ, οπότε, εφόσον το Κ είναι συµπαγές υποσύνολο του Χ, από τον 

Ορισµό 1.2.19, έπεται ότι υπάρχουν n∈ΙΝ και k1, k2, ..., kn∈ΙΝ τέτοια, ώστε  

∪
n

1i
i )k,x(BK

=

⊆ . 

Έστω Μ=max{k1, k2, ..., kn}, τότε Κ⊆Β(x,M), εποµένως το Κ είναι φραγµένο υποσύ-

νολο του Χ. 

Η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Το θεώρηµα που ακολουθεί αναφέρεται στις χαρακτηριστικές ιδιότητες των συ-

νεχών απεικονίσεων από έναν συµπαγή µετρικό χώρο. 
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Θεώρηµα 1.2.21 

Έστω Χ ένας συµπαγής µετρικός χώρος και Υ ένας µετρικός χώρος. Τότε κάθε 

συνεχής απεικόνιση f:X→Y έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

α) Η εικόνα f(Χ) είναι συµπαγές υποσύνολο του Υ. 

β) Αν f(Χ)=Υ (δηλαδή η f είναι απεικόνιση «επί»), τότε ο Υ είναι συµπαγής µε-

τρικός χώρος. 

γ) H f είναι κλειστή απεικόνιση, δηλαδή αν το Κ είναι κλειστό υποσύνολο του Χ, 

τότε το f(K) είναι κλειστό υποσύνολο του Υ. 

δ) Αν η f είναι απεικόνιση «1−1» και «επί», τότε η f −1 είναι συνεχής απεικόνιση. 

Απόδειξη 

α) Έστω (Gi)i∈Ι ένα ανοικτό κάλυµµα του f(X), όπου Gi⊆Y, i∈Ι. Τότε  

∪
Ii

i
1 )G(fX

∈

−= , δηλαδή τα f−1(Gi), i∈Ι, αποτελούν ένα ανοικτό κάλυµµα του Χ, εφό-

σον είναι οι αντίστροφες εικόνες µέσω της f των ανοικτών υποσυνόλων Gi του Υ, 

i∈Ι, και η f είναι συνεχής απεικόνιση (Θεώρηµα 1.2.14). Επειδή ο Χ είναι συµπαγής 

µετρικός χώρος, από τον Ορισµό 1.2.19, έπεται ότι υπάρχουν n∈ΙΝ και i1, i2, ..., in∈ΙΝ 

τέτοια, ώστε , οπότε . Εποµένως το f(X) είναι συµπα-

γές υποσύνολο του Υ. 

∪
n

1k
i

1 )G(fX
k

=

−= ∪
n

1k
ik

G)X(f
=

⊆

β) Προκύπτει άµεσα ως πόρισµα του (α). 

γ) Εφόσον το Κ είναι κλειστό υποσύνολο του συµπαγούς µετρικού χώρου Χ, από 

την Πρόταση 1.2.19, έπεται ότι το Κ είναι συµπαγές υποσύνολο του Χ. Εποµένως, 

από το ήδη αποδειχθέν (α), το f(K) είναι συµπαγές υποσύνολο του Υ και έτσι, από 

την Πρόταση 1.2.20, έπεται ότι το f(Κ) είναι κλειστό (και µάλιστα φραγµένο) υποσύ-

νολο του Υ. 

δ) Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.14, αρκεί να αποδείξουµε ότι η αντίστροφη ει-

κόνα (f −1)−1(K)=f(K) ενός κλειστού υποσυνόλου Κ του Χ είναι κλειστό υποσύνολο 

του Υ, το οποίο όµως είναι ακριβώς το ήδη αποδειχθέν (γ).  

Η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Από το (γ) της προηγούµενης πρότασης προκύπτει άµεσα το ακόλουθο πόρισµα. 
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Πόρισµα 1.2.22 

Κάθε συνεχής συνάρτηση f:Χ→IR, όπου Χ είναι ένας συµπαγής µετρικός χώρος, 

είναι φραγµένη και µάλιστα λαµβάνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή. 

Ο έννοια της συµπάγειας, όπως αυτή δόθηκε µέσω του Ορισµού 1.2.19, βασίζεται 

στην τοπολογική έννοια του ανοικτού συνόλου και γενικεύεται ακριβώς µε τον ίδιο 

ορισµό σε τοπολογικούς χώρους των οποίων τα ανοικτά σύνολα δεν ορίζονται απα-

ραίτητα µέσω κάποιας µετρικής. Για τις ανάγκες, όµως της διαπραγµάτευσης των εν-

νοιών που συναντώνται στους µετρικούς χώρους ή σε χώρους µε νόρµα, στους οποί-

ους η έννοια της σύγκλισης ακολουθιών είναι δεδοµένη, θα ήταν απαραίτητος ένας 

πιο εύχρηστος ορισµός της έννοιας της συµπάγειας. Το επόµενο θεµελιώδες θεώρη-

µα, του οποίου την απόδειξη παραλείπουµε, χαρακτηρίζει τους συµπαγείς µετρικούς 

χώρους και χρησιµοποιείται ευρύτατα δίκην ορισµού. 

Θεώρηµα 1.2.23 

Ένας µετρικός χώρος είναι συµπαγής αν και µόνον αν είναι ακολουθιακά συµπα-

γής, δηλαδή αν κάθε ακολουθία του έχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία. 

Με βάση το Θεώρηµα 1.2.23, αποδεικνύεται ότι 

Πρόταση 1.2.24 

Κάθε συµπαγής µετρικός χώρος είναι πλήρης. 

Αναφορικά, τώρα, στους χώρους µε νόρµα, η έννοια της συµπάγειας χρησιµο-

ποιείται, µέσω του επόµενου θεµελιώδους θεωρήµατος, για να χαρακτηρίσει το χώρο 

ως προς την αλγεβρική του διάσταση. Τονίζουµε ότι ως διάσταση ενός χώρου µε 

νόρµα ορίζεται προφανώς η αλγεβρική του διάσταση ως γραµµικού χώρου. Αποδει-

κνύεται ότι κάθε χώρος µε νόρµα µε (πεπερασµένη) διάσταση n∈ΙΝ είναι γραµµικά 

ισόµορφος µε τον Ευκλείδειο Xώρο ΙRn και εποµένως είναι χώρος Banach. 

Θεώρηµα 1.2.25 (Θεώρηµα Riesz) 

Ένας χώρος µε νόρµα Χ είναι πεπερασµένης διάστασης αν και µόνον αν κάθε 

κλειστό και φραγµένο υποσύνολο του Χ είναι συµπαγές. 

Η απόδειξη παραλείπεται. 

Από το προηγούµενο Θεώρηµα του Riesz και την Πρόταση 1.2.20 είναι προφανές 

ότι τα συµπαγή υποσύνολα ενός χώρου µε νόρµα πεπερασµένης διάστασης είναι 

ακριβώς τα κλειστά και φραγµένα σύνολα. 
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1.3. Η Τοπολογική Ιδιότητα του Σταθερού Σηµείου 

Στην παρούσα ενότητα, η οποία ολοκληρώνει αυτό το εισαγωγικό κεφάλαιο, κε-

ντρική θέση καταλαµβάνει ο ισχυρισµός ότι η ύπαρξη σταθερού σηµείου µιας απει-

κόνισης σε ένα σύνολο είναι µια ιδιότητα του ίδιου του συνόλου. Η ιδέα αυτή ξεκα-

θαρίζεται µε τον ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 1.3.1 

Ένα σύνολο Χ λέµε ότι έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου αν κάθε συνεχής 

απεικόνιση από το Χ στον εαυτό του έχει (τουλάχιστον) ένα σταθερό σηµείο. 

Συχνά είναι ευκολότερο να διαπιστώσουµε ότι ένα σύνολο δεν έχει την ιδιότητα 

του σταθερού σηµείου, απλά θεωρώντας µια συνεχή απεικόνιση αυτού του συνόλου 

χωρίς σταθερά σηµεία. 

Αν θεωρήσουµε, για παράδειγµα, το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, τότε 

πράγµατι µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι αυτό δεν έχει την ιδιότητα του σταθερού 

σηµείου, καθώς για την απεικόνιση f:IR→IR, µε f(x)=x+α, όπου α≠0, δεν υπάρχει 

x∈IR τέτοιο, ώστε f(x)=x.  

Επίσης, παρόµοια, διαπιστώνουµε ότι ένας κύκλος δεν έχει την ιδιότητα του στα-

θερού σηµείου, αφού µια στροφή κατά µια γωνία ίση, ας πούµε, κατά 
2
π  µεταθέτει 

κάθε σηµείο του κύκλου. 

Η έννοια του οµοµορφισµού, την οποία ορίζουµε ευθύς, αποτελεί το βασικό ερ-

γαλείο, µε το οποίο, ιδιότητες, όπως αυτή του σταθερού σηµείου, µεταφέρονται από 

ένα σύνολο σε ένα άλλο χωρίς να χάνουν την ισχύ τους. 

Ορισµός 1.3.2 

Μία συνεχής ένα-προς-ένα και επί απεικόνιση f:X→Y µεταξύ δύο τοπολογικών 

χώρων Χ και Υ, της οποίας η αντίστροφη απεικόνιση f−1:Υ→Χ είναι επίσης συνεχής, 

ονοµάζεται οµοµορφισµός. Τότε οι χώροι Χ και Υ ονοµάζονται οµοµορφικοί. 

Στο σηµείο αυτό είναι σηµαντικό να τονίσουµε ότι η έννοια της συνέχειας για 

απεικονίσεις µεταξύ τοπολογικών χώρων καθορίζεται µέσω των ανοικτών συνόλων 

που ορίζουν τις τοπολογίες των χώρων και µπορεί να περιγραφεί µε ένα θεώρηµα 

ακριβώς αντίστοιχο µε το Θεώρηµα 1.2.14. 
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Παραδείγµατα 

1. Το ανοικτό διάστηµα (−1,1) είναι οµοµορφικό προς το σύνολο των πραγµατι-

κών αριθµών IR, καθώς η απεικόνιση f:IR→(−1,1) µε 
x1

x)x(f
+

=  είναι ένας οµο-

µορφισµός. 

2. Αντίστοιχα, στη γενική περίπτωση, ο Ευκλείδειος Χώρος IRn είναι οµοµορφι-

κός προς την ανοικτή µοναδιαία σφαίρα Βn(0,1)={x∈IRn: ||x||<1}, εφόσον η απεικόνι-

ση f:IRn→Βn(0,1) µε 
x1

x)x(f
+

=  είναι ένας οµοµορφισµός. 

Η σπουδαιότητα της έννοιας του οµοµορφισµού προκύπτει από το γεγονός ότι 

κάθε ιδιότητα που ισχύει για ένα σύνολο X, θα ισχύει και για κάθε άλλο σύνολο οµο-

µορφικό προς το Χ. Τέτοιες ιδιότητες ονοµάζονται τοπολογικά αναλλοίωτες, ή, απλά, 

τοπολογικές ιδιότητες. 

Με το θεώρηµα που ακολουθεί διαπιστώνουµε ότι η ιδιότητα του σταθερού ση-

µείου είναι πράγµατι µια τοπολογική ιδιότητα. 

Θεώρηµα 1.3.1 (Η τοπολογική ιδιότητα του σταθερού σηµείου) 

Αν το σύνολο Χ έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου και το σύνολο Υ είναι 

οµοµορφικό προς το Χ, τότε το σύνολο Υ έχει επίσης την ιδιότητα του σταθερού ση-

µείου. 

Απόδειξη 

Αρκεί να δείξουµε ότι κάθε συνεχής απεικόνιση από το σύνολο Υ στον εαυτό του 

έχει σταθερό σηµείο. Έστω, λοιπόν, f:Y→Y µια συνεχής απεικόνιση. Εφόσον τα Χ 

και Υ είναι οµοµορφικά, θα υπάρχει ένας οµοµορφισµός g:X→Y, οπότε ορίζεται η 

σύνθεση g−1
°f°g, η οποία απεικονίζει το σύνολο Χ στον εαυτό του και µάλιστα είναι 

συνεχής ως σύνθεση συνεχών απεικονίσεων. Εφόσον το σύνολο Χ έχει την ιδιότητα 

του σταθερού σηµείου, θα υπάρχει x∈Χ τέτοιο, ώστε 

(g−1
°f°g)(x)=x 

ή, ισοδύναµα, 

 f(g(x))=g(x). (1.3.1) 

Αν y∈Υ η εικόνα του x µέσω του οµοµορφισµού g, δηλαδή g(x)=y, η σχέση (1.3.1) 

συνεπάγεται ότι 
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f(y)=y, 

δηλαδή το y∈Υ είναι ένα σταθερό σηµείο για την απεικόνιση f, οπότε το θεώρηµα 

αποδείχθηκε. 

 



 

2 ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΤΟΥ 

BANACH 

2.1. Η Αρχή των Απεικονίσεων Συστολής 

Μια από τις πλέον βασικές εφαρµογές της έννοιας της πληρότητας ενός µετρικού 

χώρου θεωρείται η λεγόµενη Αρχή των Απεικονίσεων Συστολής που διατυπώνεται 

µέσω του αντίστοιχου θεωρήµατος σταθερού σηµείου, το οποίο ετέθη και αποδείχθη-

κε πρώτα από το Banach το 1922 ως µέρος της διδακτορικής διατριβής του. Το θεώ-

ρηµα αυτό, όπως θα δούµε και στα επόµενα, βρίσκει πολλές εφαρµογές σε περιπτώ-

σεις ύπαρξης και µοναδικότητας, για παράδειγµα, λύσεων διαφορικών ή ολοκληρωτι-

κών εξισώσεων, αλλά και αλλού. 

∆ιατυπώνουµε πρώτα την έννοια της απεικόνισης συστολής, µέσω του επόµενου 

ορισµού: 

Ορισµός 2.1.1 

Μια απεικόνιση f από έναν µετρικό χώρο (Χ,ρ) στον εαυτό του ονοµάζεται απει-

κόνιση συστολής αν υπάρχει σταθερά 0≤α<1 τέτοια, ώστε 

ρ(f(x),f(y))≤αρ(x,y) 

για κάθε x, y∈Χ. Η σταθερά α ονοµάζεται συντελεστής συστολής. 

 



28 Θεωρήµατα Σταθερού Σηµείου και ∆ιδακτικές Εφαρµογές  

Ήδη από τον ορισµό της απεικόνισης συστολής γίνεται φανερό ότι αυτή είναι 

οµοιόµορφα συνεχής, όπως εξασφαλίζει το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 2.1.1 

Κάθε απεικόνιση συστολής είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

Απόδειξη 

Έστω (Χ,ρ) ένας µετρικός χώρος και f:Χ→Χ µια απεικόνιση συστολής. Τότε, εξ 

ορισµού, υπάρχει ο συντελεστής συστολής 0≤α<1, ώστε ρ(f(x),f(y))≤αρ(x,y), για κά-

θε x, y∈Χ. 

Αν α=0, τότε προφανώς ρ(f(x),f(y))=0, για κάθε x, y∈Χ, δηλαδή η f είναι σταθε-

ρή και εποµένως είναι οµοιόµορφα συνεχής. 

Ας υποθέσουµε τώρα ότι α>0 και έστω ε>0. Αν θέσουµε 0
α
εδ >= , τότε για κάθε 

x, y∈Χ µε ρ(x,y)<δ, έπεται ότι ε
α
εα)y,x(αρ))y(f),x(f(ρ =<≤ . Εποµένως η f είναι 

οµοιόµορφα συνεχής και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Με βάση τα προηγούµενα συµπεράσµατα είµαστε σε θέση, τώρα, να διατυπώ-

σουµε το βασικό θεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας σταθερού σηµείου µιας απει-

κόνισης συστολής σε έναν πλήρη µετρικό χώρο. 

Θεώρηµα 2.1.2 (Σταθερού Σηµείου του Banach)  

Έστω (Χ,ρ) ένας πλήρης µετρικός χώρος και f:X→X µια απεικόνιση συστολής. 

Τότε η f έχει ένα µοναδικό σταθερό σηµείο (δηλ. υπάρχει µοναδικό x∈X τέτοιο, ώστε 

f(x)=x). 

Απόδειξη 

Θεωρούµε ένα τυχαίο x0∈Χ και ορίζουµε επαγωγικά την ακολουθία (xn)n∈IN στον 

Χ µε  

xn=f(xn−1), 

για κάθε n=1, 2, … 

Εφόσον η f είναι απεικόνιση συστολής, υπάρχει 0≤α<1 τέτοιος, ώστε  

ρ(f(x),f(y))≤αρ(x,y), για κάθε x,y∈Χ. Με επαγωγή, αποδεικνύουµε αρχικά ότι 

 ρ(xn+1,xn)≤αnρ(x1,x0), (2.1.1) 

για κάθε n=1, 2, … 
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Πράγµατι· 

Για n=1, η σχέση (2.1.1) γίνεται ρ(x2,x1)≤αρ(x1,x0), ή, αφού xn=f(xn−1), n=1, 2, …, 

ισοδύναµα ρ(f(x1),f(x0))≤αρ(x1,x0), που ισχύει. 

Υποθέτουµε ότι η σχέση (2.1.1) ισχύει για το n και 

Αποδεικνύουµε ότι η σχέση (2.1.1) ισχύει για το n+1, δηλαδή 

ρ(xn+2,xn+1)≤αn+1ρ(x1,x0). 

Έχουµε ρ(xn+2,xn+1)=ρ(f(xn+1),f(xn))≤αρ(xn+1,xn)≤α⋅αnρ(x1,x0)=αn+1ρ(x1,x0). 

Εποµένως ρ(xn+1,xn)≤αnρ(x1,x0), για κάθε n=1, 2, … 

Θα αποδείξουµε, τώρα, ότι η ακολουθία (xn)n∈IN είναι βασική. 

Πράγµατι· για κάθε m, n∈IN µε m>n, από την τριγωνική ιδιότητα της µετρικής ρ, 

έπεται ότι 

ρ(xm,xn)≤ρ(xm,xm−1)+ρ(xm−1,xm−2)+…+ρ(xn+1,xn), 

ή ισοδύναµα, µε βάση τη σχέση (2.1.1), 

).x,x(ρ
α1

α

)x,x(ρ
α1

)α1(α

)x,x(ρ)1αα(α

)x,x(ρα)x,x(ρα)x,x(ρα)x,x(ρ

01

n

01

nmn
01

2nm1nmn
01

n
01

2m
01

1m
nm

−
<

−
−

=

+++=

+++≤

−

−−−−

−−

…
…

 

Επειδή 0≤α<1, έπεται ότι  και συνεπώς, από την παραπάνω, προκύπτει ότι 

η ακολουθία (x

0αlim n

n
=

+∞→

n)n∈IN είναι βασική, άρα, εφόσον ο Χ είναι πλήρης µετρικός χώρος, 

υπάρχει x∈Χ τέτοιο, ώστε . nn
xlimx

+∞→
=

Τότε το x είναι το ζητούµενο σταθερό σηµείο της f. Πράγµατι· επειδή η f είναι 

συνεχής απεικόνιση και , λόγω της µοναδικότητας του ορίου, έπεται ότι nn
xlimx

+∞→
=

n n 1n n
f (x) lim f (x ) lim x x+→+∞ →+∞

= = = . 

Για να δείξουµε ότι το x είναι το µοναδικό σταθερό σηµείο της απεικόνισης f, 

αρκεί να θεωρήσουµε y∈Χ τέτοιο, ώστε f(y)=y. Τότε  

ρ(x,y)=ρ(f(x),f(y))≤αρ(x,y). 

Αν υποθέσουµε ότι y≠x, τότε ρ(x,y)>0 και εποµένως, από την προηγούµενη, α≥1, 

άτοπο, εφόσον 0≤α<1. Εποµένως y=x και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
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Από την προηγούµενη απόδειξη του Θεωρήµατος του Banach, είναι σαφές ότι η 

εύρεση του σταθερού σηµείου µιας απεικόνισης συστολής f εξασφαλίζεται µέσω µιας 

διαδικασίας διαδοχικών προσεγγίσεων ως εξής: Εκκινώντας από ένα οποιοδήποτε ση-

µείο x0 του µετρικού χώρου Χ, λαµβάνουµε το επόµενο σηµείο x1=f(x0), απ’ αυτό το 

επόµενο x2=f(x1) κ.ο.κ. Σε κάθε βήµα αυτής της επαναληπτικής διαδικασίας επιτυγ-

χάνεται καλλίτερη προσέγγιση του σταθερού σηµείου της απεικόνισης f, µε την έν-

νοια ότι η κάθε προσέγγιση βρίσκεται πιο «κοντά» (ως προς τη µετρική ρ) στο σταθε-

ρό σηµείο της απεικόνισης από ότι η προηγούµενη. Το πρώτο συµπέρασµα του πορί-

σµατος που ακολουθεί επιβεβαιώνει αυτόν ακριβώς τον ισχυρισµό. 

Πόρισµα 2.1.3 

Με τις υποθέσεις του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Banach, αν (xn)n∈IN 

ακολουθία στον Χ µε x0∈Χ τυχαίο και xn=f(xn−1), για κάθε n=1, 2, …, έπεται ότι 

α) ρ(xn,x)≤αρ(xn−1,x), 

β) )x,x(ρ
α1

α)x,x(ρ 01

n

n −
≤  («a priori εκτίµηση σφάλµατος») 

γ) )x,x(ρ
α1

α)x,x(ρ n1nn −−
≤  («a posteriori εκτίµηση σφάλµατος») 

για κάθε n=1, 2, …, όπου x∈Χ είναι το µοναδικό σταθερό σηµείο της f και α ο συ-

ντελεστής συστολής. 

Απόδειξη 

α) Επειδή xn=f(xn−1), για κάθε n=1, 2, … και x=f(x), προφανώς 

ρ(xn,x)=ρ(f(xn−1),f(x))≤αρ(xn−1,x). 

β) Στην απόδειξη του Θεωρήµατος του Banach δείξαµε ότι για κάθε m, n∈IN µε 

m>n, ισχύει )x,x(ρ
α1

α)x,x(ρ 01

n

mn −
≤ . Για n σταθερό και m→+∞, λόγω της συνέ-

χειας της µετρικής ρ, έχουµε 

)x,x(ρ
α1

α)x,x(ρlim)x,x(ρ 01

n

mnmn −
≤=

+∞→
. 

γ) Για κάθε n=1, 2, … έχουµε 

 0≤(1−α)ρ(xn,x)=ρ(xn,x)−αρ(xn,x) 

 ≤ρ(xn,x)−ρ(f(xn),f(x)) 
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 ≤ρ(xn,f(xn))+ρ(f(xn),x)−ρ(f(xn),f(x)) 

 =ρ(f(xn−1),f(xn)) 

 ≤αρ(xn−1,xn). 

Εποµένως )x,x(ρ
α1

α)x,x(ρ n1nn −−
≤ . 

Τα δύο τελευταία συµπεράσµατα του προηγούµενου πορίσµατος παρέχουν κρι-

τήρια διακοπής αυτής της επαναληπτικής διαδικασίας, αναφορικά µε το σφάλµα της 

προσέγγισης. Ειδικότερα µέσω της «a priori εκτίµησης σφάλµατος» (συµπέρασµα β), 

εφόσον καθορισθεί εξ αρχής ένα σφάλµα ε>0 της προσέγγισης του σταθερού σηµείου 

x της απεικόνισης f, είναι δυνατόν να εκτιµηθεί το πλήθος n των βηµάτων που απαι-

τούνται στην επαναληπτική διαδικασία, ώστε να επιτευχθεί η συνθήκη ρ(xn,x)<ε. 

Το επόµενο θεώρηµα, άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του 

Banach, αναφέρεται στην αξιοσηµείωτη περίπτωση ύπαρξης σταθερού σηµείου για 

απεικονίσεις στις οποίες δεν είναι απαραίτητο να υποτεθεί η συνθήκη της συνέχειας. 

Θεώρηµα 2.1.4 

Έστω (Χ,ρ) ένας πλήρης µετρικός χώρος και f:X→X µια απεικόνιση τέτοια, ώστε 

η f k:X→X για κάποιον θετικό ακέραιο k είναι απεικόνιση συστολής. Τότε η f έχει ένα 

µοναδικό σταθερό σηµείο. 

Ο συµβολισµός f n δηλώνει τη σύνθεση της απεικόνισης f µε τον εαυτό της n φο-

ρές. Συγκεκριµένα f1≡f και γενικά f n+1≡f°f n, n=1, 2, … 

Απόδειξη 

Από το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach, εφόσον η fk είναι απεικόνιση 

συστολής, θα έχει ένα µοναδικό σταθερό σηµείο, έστω x∈Χ, δηλαδή fk(x)=x. Τότε 

fk(f(x))=fk+1(x)=f(fk(x))=f(x) 

που σηµαίνει ότι το f(x) είναι επίσης ένα σταθερό σηµείο για την fk. Λόγω της µονα-

δικότητας του x, ως σταθερού σηµείου της απεικόνισης συστολής fk, έπεται ότι 

f(x)=x, δηλαδή το x είναι ένα σταθερό σηµείο της f. 

Για τη µοναδικότητά του, αν υποθέσουµε ότι επίσης f(y)=y για κάποιο y∈X, τότε, 

εφαρµόζοντας k−1 φορές την απεικόνιση f, λαµβάνουµε προφανώς ότι fk(y)=y, δηλα-

δή το y είναι σταθερό σηµείο και της fk, οπότε, λόγω της µοναδικότητας αυτού, έπε-

ται ότι y=x. 
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2.2. Συναρτήσεις Συστολής Ορισµένες σε Κλειστό ∆ιάστηµα 

Το πλέον τετριµµένο παράδειγµα εφαρµογής της Αρχής των Απεικονίσεων Συ-

στολής αναφέρεται σε πραγµατικές συναρτήσεις f:[α,β]→[α,β] που πληρούν µια συν-

θήκη Lipschitz 

|f(x)−f(y)|≤k|x−y| 

για κάθε x, y∈[α,β], µε 0≤k<1. 

Προφανώς κάθε συνάρτηση f αυτής της µορφής είναι συστολή που απεικονίζει το 

κλειστό διάστηµα [α,β] στον εαυτό του και εποµένως, εφόσον το σύνολο των πραγ-

µατικών αριθµών IR (άρα και το κλειστό διάστηµα [α,β]) µε τη συνήθη ευκλείδεια 

µετρική που ορίζεται από την απόλυτη τιµή είναι ένας πλήρης µετρικός χώρος, σύµ-

φωνα µε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach, η εξίσωση 

f(x)=x, 

θα έχει µοναδική λύση στο [α,β], η οποία βρίσκεται ως όριο της ακολουθίας (xn)n∈IN 

για αυθαίρετο x0∈[α,β] και xn=f(xn−1), n=1, 2, … 

 

Εικόνα 1 – Η επαναληπτική µέθοδος για την προσέγγιση του σταθερού σηµείου µιας παραγωγίσιµης 
συνάρτησης f:[α,β]→[α,β] µε 0<f΄(x)<1 και −1<f΄(x)<0 αντίστοιχα 

Στην ειδική περίπτωση, στην οποία η συνάρτηση f υποτεθεί παραγωγίσιµη στο 

[α,β], µια ικανή συνθήκη για να πληρείται η συνθήκη συστολής είναι να υπάρχει κά-

ποιος 0≤k<1 τέτοιος, ώστε |f΄(x)|≤k<1, για κάθε x∈[α,β]. Πράγµατι· από το Θεώρηµα 

της Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογισµού, για κάθε x, y∈[α,β], υπάρχει κάποιο 

ξ∈[α,β] τέτοιο, ώστε f(x)−f(y)=f΄(ξ)(x−y), ή |f(x)−f(y)|=|f΄(ξ)||x−y|≤k|x−y|. Η Εικόνα 

1 παραπάνω περιγράφει την πορεία των διαδοχικών προσεγγίσεων του σταθερού ση-

µείου της συνάρτησης f στις περιπτώσεις 0<f΄(x)<1 και −1<f΄(x)<0. 

y y 
y=x y=x β β 

y=f(x)

Ο 

y=f(x) 

α x β 

α 

x0 x1 x2 x3x 

f(x0)=x1
f(x0)=x1

f(x1)=x2

f(x2)=x3
f(x1)=x2

α 

Ο α x x2 x1 x0 β 

f(x2)=x3

x 
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Ας δούµε, τώρα, ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα εφαρµογής του προηγούµενου 

συµπεράσµατος στον υπολογισµό του ορίου της πολύ ενδιαφέρουσας ακολουθίας 

(xn)n∈ΙΝ, µε x1=1 και 
n

n
1n x1

x2x
+
+

=+ , n=1, 2, ... 

Εφαρµόζοντας βασικά θεωρήµατα του Απειροστικού Λογισµού µπορούµε, σχε-

τικά εύκολα, να αποδείξουµε ότι η ακολουθία αυτή είναι συγκλίνουσα και το όριό της 

είναι η θετική ρίζα της εξίσωσης x2=2, δηλαδή 

2xlim nn
=

+∞→
. 

Απ’ την άλλη πλευρά, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι οι όροι της ακολουθίας 

(xn)n∈ΙΝ, όπως αυτή ορίσθηκε παραπάνω, αποτελούν τις διαδοχικές προσεγγίσεις του 

σταθερού σηµείου της συνάρτησης 

x1
x2)x(f

+
+

= , 

ας πούµε στο διάστηµα [1,2]. Πράγµατι· η συνάρτηση αυτή είναι παραγωγίσιµη στο 

[1,2] µε 

2)x1(
1)x(f

+
−=′ , 

για κάθε 1≤x≤2 και µάλιστα 

4
1

)x1(
1)x(f 2 ≤

+
=′ , 

για κάθε 1≤x≤2. 

Άρα, η f είναι µια συνάρτηση συστολής του διαστήµατος [1,2] στον εαυτό του 

και ως εκ τούτου, από το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach, η ακολουθία 

(xn)n∈ΙΝ των διαδοχικών προσεγγίσεων θα συγκλίνει στο σταθερό σηµείο  

2x
x1
x2x)x(fx =⇔

+
+

=⇔=  

της f, εφόσον x∈[1,2]. 

 Ανεξάρτητα, όµως, από την εφαρµογή του συµπεράσµατος του Θεωρήµατος του 

Σταθερού Σηµείου του Banach, οι ίδιες τεχνικές που εφαρµόζονται στην απόδειξή 

του µπορούν να χρησιµοποιηθούν σχεδόν αυτούσιες, ώστε να αποδείξουµε ότι η ακο-
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λουθία (xn)n∈ΙΝ, µε x1=1 και 
n

n
1n x1

x2x
+
+

=+ , n=1, 2, ... είναι βασική και εποµένως 

συγκλίνουσα στο IR. 

Ο συντελεστής συστολής 
4
1k = , που χρησιµοποιήθηκε προηγουµένως, µπορεί 

τώρα να χρησιµοποιηθεί για να αποδείξουµε αρχικά ότι 121nn1n xx
4
1xx −≤− −+ , 

δηλαδή 

 1nn1n 4
1

2
1xx −+ ⋅≤− , n=1, 2, ... (2.2.1) 

Πράγµατι· 

Για n=1, η σχέση 2.2.1 ισχύει προφανώς. 

Υποθέτουµε ότι η σχέση 2.2.1 ισχύει για το n και 

Αποδεικνύουµε ότι η σχέση 2.2.1 ισχύει για το n+1, δηλαδή 

n1n2n 4
1

2
1xx ⋅≤− ++ . 

Έχουµε 

n

1n

n1n

n1n

n1n
1n2n

4
1

2
1

)11)(11(
4
1

2
1

)x1)(x1(
xx

x1
11

x1
11xx

⋅=
++

⋅
≤

++
−

=

+
−−

+
+=−

−

+

+

+
++

 

εφόσον 1
x1

11
x1
x2x

nn

n
1n >

+
+=

+
+

=+ , για κάθε n=1, 2, ... 

Έστω, τώρα, m, n∈ΙΝ µε m>n, τότε 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +++⋅=

⋅++⋅+⋅≤

−++−+−≤−

−−−

−−−
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.
4
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6
1

4
11

4
1

6
1

4
11

4
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4
1

2
1

n
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1n

⋅≤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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Εφόσον, όµως, 0
4
1lim nn

=
+∞→

, αν θεωρήσουµε ε>0, υπάρχει n0∈ΙΝ τέτοιος, ώστε 

ε6
4
1

n < , για κάθε n≥n0 και εποµένως, από την τελευταία, προκύπτει ότι 

|xm−xn|<ε, 

για κάθε m>n≥n0, δηλαδή η ακολουθία (xn)n∈ΙΝ είναι βασική και εποµένως συγκλί-

νουσα. 

2.3. Απεικονίσεις Συστολής και Γραµµικά Συστήµατα 

Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε τις συνθήκες που πρέπει να πληρούνται 

ώστε να είναι δυνατόν να εφαρµοσθεί το Θεώρηµα του Σταθερού Σηµείου του 

Banach στις περιπτώσεις επίλυσης ενός γραµµικού συστήµατος της µορφής 

 . (2.3.1) 

⎪
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…
#

…
…

Αν θέσουµε ,  και , το σύστηµα 

(2.3.1) παίρνει τη µορφή της εξίσωσης 
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 Αx=β, (2.3.2) 

ή ισοδύναµα 

 (Ιn−A)x+β=x, (2.3.3) 

όπου Ιn είναι ο µοναδιαίος πίνακας n×n. 
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Είναι προφανές ότι η εξίσωση (2.3.2) είναι ισοδύναµη µε το πρόβληµα εύρεσης 

σταθερού σηµείου για την απεικόνιση F:IRn→IRn µε F(x)=(Ιn−A)x+β. 

Το ερώτηµα που τίθεται εδώ είναι να βρούµε τις συνθήκες εκείνες που πρέπει να 

πληροί ο πίνακας Α, ώστε η απεικόνιση F να είναι µια απεικόνιση συστολής. Είναι 

εποµένως φανερό ότι, αν θεωρήσουµε το µετρικό χώρο (IRn,ρ), η ύπαρξη µιας σταθε-

ράς συστολής 0≤α<1 τέτοιας, ώστε ρ(F(x),F(y))≤αρ(x,y), θα εξαρτάται από την επι-

λογή της µετρικής ρ. Για το σκοπό αυτό, εξετάζουµε τρεις από τις γνωστές µετρικές 

στο χώρο IRn, στις οποίες αναφερθήκαµε στο Κεφάλαιο 1. 

α) ρ∞(x,y)=max{|xi−yi|, 1≤i≤n}. 

Τότε 

,αδmax)y,x(ρ

αδyxmaxmaxyxαδmax

)yx)(αδ(max)βy)AI(,βx)AI((ρ))y(F),x(F(ρ

n

1j
ijijni1

n

1j
ijij

)y,x(ρ
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jjijijni1

n
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όπου  το δέλτα του Kronecker. 
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
ji αν ,0
ji αν ,1

δij

Από την προηγούµενη, λοιπόν, συνεπάγεται ότι, µε τη συγκεκριµένη µετρική, για 

να έχει το σύστηµα (2.3.1) µοναδική λύση, αρκεί ο πίνακας Α να είναι τέτοιος, ώστε 

να ισχύει 

 1ααδ
n

1j
ijij <≤−∑

=

, i=1, 2, ..., n. (2.3.4) 

β) ∑
=

−=
n

1i
ii1 yx)y,x(ρ . 

Τότε 
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.αδmax)y,x(ρ
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Εποµένως, όπως και στην προηγούµενη περίπτωση, για να έχει το σύστηµα 

(2.3.1) µοναδική λύση, όταν θεωρηθεί η απεικόνιση F στο συγκεκριµένο µετρικό 

χώρο, αρκεί ο πίνακας Α να είναι τέτοιος, ώστε 

 1ααδ
n

1i
ijij <≤−∑

=

, j=1, 2, ..., n. (2.3.5) 

γ) 
2
1

n

1i

2
ii2 yx)y,x(ρ ⎟
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=
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Τότε 
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= ==
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n
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2
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2
n

1j
jjijij

2
2 )αδ()y,x(ρ)yx)(αδ())y(F),x(F(ρ ∑

=  
όπως προκύπτει από την ανισότητα Cauchy−Schwartz. 

Εποµένως, µια ικανή συνθήκη, ώστε η F να είναι απεικόνιση συστολής στο συ-

γκεκριµένο µετρικό χώρο, είναι η 

 . (2.3.6) ∑∑
= =

<≤−
n

1i

n

1j

2
ijij 1α)αδ(

Αν συνοψίσουµε, λοιπόν, όλα τα προηγούµενα µπορούµε να εξαγάγουµε το συ-

µπέρασµα ότι κάθε µια από τις συνθήκες (2.3.4), (2.3.5) και (2.3.6) είναι ικανή ώστε, 

σύµφωνα µε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach, να εξασφαλίσει την ύπαρξη 

ενός µοναδικού σηµείου x=(x1,x2,...,xn)∈IRn για το οποίο F(x)=x, ή, όπως είδαµε, 

Αx=β. 

Σε αυτήν την περίπτωση, η ακολουθία των διαδοχικών προσεγγίσεων για την επι-

θυµητή λύση θα έχει τη µορφή 
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όπου το )  είναι τυχαίο στοιχείο του IRx,,x,x(x 0
n

0
2

0
1

)0( …= n και 

x(k)=F(x(k−1))=(In−A)x(k−1)+β, k=1, 2, ... 

δηλαδή 

i

n

1j

1k
jijij

k
i βx)αδ(x +−= ∑

=

− , i=1, 2, ..., n, k=1, 2, ... 

2.4. ∆ιαφορικές και Ολοκληρωτικές Εξισώσεις 

Στις προηγούµενες ενότητες παραθέσαµε δύο από τα απλούστερα παραδείγµατα 

εφαρµογής της αρχής των απεικονίσεων συστολής σε µονοδιάστατους χώρους και 

χώρους n διαστάσεων. Όµως, οι πιο ουσιαστικές εφαρµογές της αρχής των απεικονί-

σεων συστολής στην ανάλυση απαντώνται στους απειροδιάστατους χώρους των συ-

ναρτήσεων. Στα επόµενα θα δείξουµε πώς µε τη βοήθεια αυτής της αρχής µπορούµε 

να λάβουµε θεωρήµατα που αφορούν στην ύπαρξη και τη µοναδικότητα των λύσεων 

για µερικούς τύπους διαφορικών και ολοκληρωτικών εξισώσεων. 

Θεώρηµα 2.4.1 (Picard) 

Θεωρούµε ένα ανοικτό υποσύνολο G του 2-διάστατου Ευκλείδειου χώρου IR2 και 

µια συνεχή συνάρτηση f:G→IR, η οποία ικανοποιεί µια συνθήκη Lipschitz αναφορι-

κά µε τη δεύτερη µεταβλητή, δηλαδή υπάρχει µια σταθερά Μ>0 τέτοια, ώστε  

|f(x,y1)−f(x,y2)|≤M|y1−y2| για κάθε (x,y1), (x,y2)∈G 

Τότε, για κάθε (x0,y0)∈G υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε στο κλειστό διάστηµα [x0−δ,x0+δ] 

το πρόβληµα αρχικής τιµής 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

00 y)x(y

)y,x(f
dx
dy

 (2.4.1) 

έχει µοναδική λύση 
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Απόδειξη 

Έστω (x0,y0)∈G. Αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε η ολοκλη-

ρωτική εξίσωση 

( )∫+=
x

x0
0

dt)t(y,tfy)x(y  

που είναι ισοδύναµη µε το πρόβληµα (2.4.1) έχει µοναδική λύση στο κλειστό διά-

στηµα Ι=[x0−δ,x0+δ]. 

Εφόσον η συνάρτηση f είναι συνεχής στο (x0,y0), υπάρχει µια περιοχή G΄⊆G που 

περιέχει το σηµείο (x0,y0) στην οποία η f είναι φραγµένη, δηλαδή υπάρχει k>0 τέ-

τοιος, ώστε |f(x,y)|≤k, για κάθε (x,y)∈G΄. Μπορούµε, τώρα να επιλέξουµε ένα δ>0 

κατάλληλα µικρό, ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθοι περιορισµοί: 

1) [x0−δ,x0+δ]×[y0−kδ,y0+kδ]⊆G΄ και 

2) Mδ<1. 

G 

G΄
y0+kδ 

(x0,y0) 
y0

y0−kδ 

x0x0−δ x0+δ  

Εικόνα 2 – Η περιοχή [x0−δ,x0+δ]×[y0−kδ,y0+kδ] στην οποία το πρόβληµα αρχικών τιµών (2.4.1) έχει 
µοναδική λύση 

Ακολούθως συµβολίζουµε µε Α το χώρο των συνεχών συναρτήσεων g που ορί-

ζονται στο κλειστό διάστηµα Ι=[x0−δ,x0+δ] και είναι τέτοιες, ώστε |g(x)−y0|≤kδ, δη-

λαδή 

Α={g∈C(I):|g(x)−y0|≤kδ, για κάθε x∈Ι} 

και τη γνωστή µετρική  

ρ∞(g1,g2)=sup{|g1(x)−g2(x)|, x∈Ι}. 

Είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι ο (Α,ρ∞) είναι ένας πλήρης µετρικός χώρος. Ως 
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προς αυτό, σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.16, αρκεί να αποδείξουµε ότι το Α είναι ένα 

κλειστό υποσύνολο του πλήρους µετρικού χώρου (C(I),ρ∞). Πράγµατι· έστω (gn) µια 

ακολουθία στο Α και g∈C(I) έτσι, ώστε g , καθώς n→+∞. Άρα, για κάθε 

x∈Ι έπεται g

g ρ
n ⎯→⎯ ∞

n(x)→g(x), καθώς n→+∞, οπότε (αφαιρώντας το y0) λαµβάνουµε 

|gn(x)−y0|→|g(x)−y0|, καθώς n→+∞. Εφόσον |gn(x)−y0|≤kδ για κάθε n∈ΙΝ και για 

κάθε x∈Ι, τότε |g(x)−y0|≤kδ για κάθε x∈Ι, δηλαδή g∈Α, άρα το Α είναι κλειστό. 

Για κάθε g∈Α θεωρούµε την απεικόνιση που ορίζεται από τον τύπο 

( ) ∫+=
x

x0
0

dt))t(g,t(fy)x()g(T , 

για κάθε x∈Ι. 

Παρατηρούµε ότι η Τ είναι συνεχής (στην πραγµατικότητα, διαφορίσιµη) και µά-

λιστα Τ(g)∈Α δηλαδή Τ:Α→Α, εφόσον, για κάθε x∈Ι ισχύει  

( ) δkxxkdt)t(g,tfy)x)(g(T 0

x

x0
0

≤−≤=− ∫ . 

Τέλος, αν g1 και g2∈Α, τότε 
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και επειδή Μδ<1, η απεικόνιση T είναι συστολή, εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα 

Σταθερού Σηµείου του Banach θα έχει µοναδικό σταθερό σηµείο, δηλαδή υπάρχει 

µοναδική συνάρτηση g∈Α τέτοια, ώστε g=T(g). Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µοναδική 

συνάρτηση g ορισµένη στο διάστηµα Ι=[x0−δ,x0+δ] ως λύση της ολοκληρωτικής εξί-

σωσης , ή ισοδύναµα, του προβλήµατος αρχικής τιµής 

(2.4.1). 

( )∫+=
x

x0
0

dt)t(y,tfy)x(y
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Παρατηρήσεις 

1. Όπως είδαµε στη διατύπωση αλλά και στην απόδειξη του Θεωρήµατος του 

Picard καθοριστικής σηµασίας ρόλο παίζει η συνθήκη Lipschitz για τη συνάρτηση 

f(x,y) που αφορά στη δεύτερη µεταβλητή y. Αυτό µπορεί να φαίνεται κάπως δυσνόη-

το, αλλά για τους σκοπούς µας, είναι αρκετό να παρατηρήσουµε ότι µια ικανή συνθή-

κη για να ισχύει αυτή είναι να υπάρχει η µερική παράγωγος fy της f ως προς y και να 

είναι συνεχής στο σύνολο G΄. Έτσι, αν σταθεροποιήσουµε τη µεταβλητή x, µπορούµε 

να φανταστούµε τη συνάρτηση f(x,y) ως µια συνάρτηση µιας µόνο µεταβλητής, της y 

και να χρησιµοποιήσουµε το γνωστό Θεώρηµα Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού Λογι-

σµού. Πράγµατι· σ’ αυτήν την περίπτωση, για κάθε δύο διαφορετικές τιµές y1 και y2 

της µεταβλητής y, υπάρχει κάποιο z µεταξύ y1 και y2 τέτοιο, ώστε 

|f(x,y1)−f(x,y2)|=|fy(x,z)|⋅|y1−y2|≤M|y1−y2|. 

2. Από τη χρήση του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Banach στην απόδειξη 

του Θεωρήµατος Picard, γίνεται φανερό ότι η επιθυµητή λύση g του προβλήµατος 

αρχικής τιµής (2.4.1) βρίσκεται ως όριο της ακολουθίας συναρτήσεων (gn)n∈ΙΝ µε g0 

αυθαίρετη συνάρτηση και 

(∫ −+=
x

x 1n0n
0

dt)t(g,tfy)x(g ,)  n=1, 2, ... 

ώστε, βέβαια, |gn(x)−y0|≤kδ, για κάθε n∈ΙΝ και για κάθε x∈Ι. 

Τα προηγούµενα µπορούν να αποσαφηνιστούν καλλίτερα µε τη βοήθεια του επό-

µενου παραδείγµατος. 

Παράδειγµα 

Ας θεωρήσουµε τη διαφορική εξίσωση xy
dx
dy

−=  µε αρχική συνθήκη y(0)=0. 

Σκοπός µας είναι, χρησιµοποιώντας τα συµπεράσµατα που προκύπτουν από την από-

δειξη του Θεωρήµατος Picard, να βρούµε µια λύση για το προηγούµενο πρόβληµα 

αρχικής τιµής που να εφαρµόζεται σε ένα διάστηµα που περιέχει το 0. 

Μπορούµε, κατ’ αρχάς, να παρατηρήσουµε ότι πρόκειται για µία γραµµική δια-

φορική εξίσωση πρώτης τάξης της µορφής 

)x(Qy)x(P
dx
dy

=+  

της οποίας η γενική λύση δίνεται από τον τύπο 
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ∫+∫= ∫

−
dxe)x(Qcey

dx)x(Pdx)x(P
. 

Εδώ, έχουµε P(x)=−1 και Q(x)=−x, άρα 

xdxdx)x(P −=−= ∫∫  

και 

xxxxxxdx)x(P
exedxexedx)e(xdxxedxe)x(Q −−−−−− +=−=′=−=∫ ∫∫∫∫ . 

Έτσι η γενική λύση της διαφορικής µας εξίσωσης είναι 

y=ex(c+xe−x+e−x)=cex+x+1. 

Η λύση αυτή, για να ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(0)=0, πρέπει να είναι τέτοια, 

ώστε ce0+0+1=0, δηλαδή c=−1. Εποµένως η λύση του δοθέντος προβλήµατος αρχι-

κής τιµής είναι η συνάρτηση y=1+x−ex. 

Ας δούµε τώρα πώς µπορούµε να φτάσουµε στο ίδιο συµπέρασµα εφαρµόζοντας 

τη διαδικασία των διαδοχικών προσεγγίσεων που περιγράψαµε στην παρατήρηση 2. 

Επιλέγουµε µια περιοχή G΄ που περιέχει το σηµείο (0,0) στο εσωτερικό της και 

έστω ότι G΄=[−1,1]×[−1,1]. Επειδή |f(x,y)|=|y−x|≤|x|+|y|≤2, µπορούµε να θεωρήσουµε 

ότι k=2. Επίσης, εφόσον |f(x,y1)−f(x,y2)|=|y1−y2| στο G΄, η συνθήκη Lipschitz θα ικα-

νοποιείται για Μ=1. Στο ίδιο συµπέρασµα µπορούµε να φτάσουµε (χρησιµοποιώντας 

την παρατήρηση 1) διαπιστώνοντας ότι |fy(x,y)|=1 στο G΄. 

Ακολουθώντας την απόδειξη του Θεωρήµατος Picard, επιλέγουµε ένα δ>0 τέτοιο, 

ώστε 

α) Μδ<1 και 

β) [−δ,δ]×[−kδ,kδ]⊆G΄ 

Μπορούµε αυθαίρετα, να επιλέξουµε 
2
1δ = , οπότε µε δεδοµένο ότι Μ=1 και 

k=2, οι προηγούµενες συνθήκες πράγµατι ικανοποιούνται, εφόσον 

α) 1
2
1δM <=   και 

β) G]1,1[]1,1[]1,1[
2
1,

2
1]δk,δk[]δ,δ[ ′=−×−⊆−×⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡−=−×− . 

Εποµένως, κατ’ αντιστοιχία µε την απόδειξη του Θεωρήµατος Picard, έχουµε 

 



2. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach 43 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

2
1,

2
1I  και Α={g∈C(I):|g(x)−0|≤kδ}={g∈C(I):|g(x)|≤1 για κάθε x∈Ι}. 

Μένει τώρα να επιλέξουµε κάποια συνάρτηση g0∈Α ως αρχική προσέγγιση της 

επιθυµητής λύσης. Για απλότητα επιλέγουµε τη g0 ως τη σταθερή συνάρτηση 0 στο Ι, 

δηλαδή g0(x)=0, για κάθε x∈Ι. 

Ερχόµαστε, τώρα, στον υπολογισµό των διαδοχικών προσεγγίσεων της επιθυµη-

τής λύσης µέσω των τύπων 

(∫ −+=
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x 1n0n
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dt)t(g,tfy)x(g ,)  n=1, 2, ... 
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οπότε γενικά, 

)!1n(
x

!3
x

!2
x)x(g

1n32

n +
−−−−=

+

… , n=1, 2, ... 

και οι συναρτήσεις gn(x) συγκλίνουν (οµοιόµορφα) στη λύση που αναζητούµε. 

Μπορούµε εύκολα, τώρα, να αναγνωρίσουµε ότι οι συναρτήσεις gn(x) είναι ακρι-

βώς τα µερικά αθροίσµατα της σειράς ∑∑
+∞

=

+∞

=

−+=−+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

0n

x
n

2n

n

ex1
!n

xx1
!n

x , 

εποµένως η λύση του προβλήµατος αρχικής τιµής 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

0)0(y

xy
dx
dy

 

είναι η συνάρτηση 

g(x)=1+x−ex

στο διάστηµα ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

2
1,

2
1I . Βέβαια, είτε µε άµεση αντικατάσταση, είτε από τη γενική 

λύση που βρήκαµε εφαρµόζοντας τον τύπο επίλυσης της γραµµικής διαφορικής εξί-
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σωσης πρώτης τάξης, µπορούµε εύκολα να συµπεράνουµε ότι η λύση αυτή είναι 

έγκυρη σε ολόκληρο το IR. 

Ακόµα, όµως και στην περίπτωση που δεν είναι εφικτό να βρούµε έναν απλό 

τύπο για να εκφράσουµε το όριο των gn(x), µπορούµε να κάνουµε κάποιες συγκεκρι-

µένες προσεγγίσεις. Από τον τύπο που µας δίνει την «a priori εκτίµηση σφάλµατος» 

(Πόρισµα 2.1.3) έχουµε ότι )g,g(ρ
α1

α)g,g(ρ 10

n

n ∞∞ −
≤ . Εδώ έχουµε ότι 

2
1δΜα == , 

εποµένως 

2n1n

2

1n10

n

n 2
1

8
1

2
1Ix:

2
x0sup

2
1)g,g(ρ

2
11

2
1

)g,g(ρ +−−∞∞ =⋅=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
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⎝

⎛
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−
≤ . 

Αυτό σηµαίνει ότι κάθε gn(x) απέχει από τη g(x)=1+x−ex στο διάστηµα ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−=

2
1,

2
1I  

απόσταση 2n2
1

+ . 

Ας τονίσουµε, ως τελική παρατήρηση, ότι η επιθυµητή λύση g προσεγγίζεται 

µέσω της επαναληπτικής διαδικασίας που περιγράψαµε παραπάνω ανεξάρτητα από 

την αρχική επιλογή της συνάρτησης g0. Η µόνη προϋπόθεση είναι g0∈Α, δηλαδή, στο 

συγκεκριµένο παράδειγµα, |g0(x)|≤1, για κάθε x∈Ι. Εποµένως, εφόσον |sinx|≤1, θα 

µπορούσαµε επίσης να έχουµε επιλέξει ως g0(x)=sinx, και αφού το σταθερό σηµείο 

της συνάρτησης Τ είναι µοναδικό, η διαδικασία των διαδοχικών προσεγγίσεων θα 

έπρεπε να οδηγήσει στην ίδια λύση g. Ενδεχοµένως, η µορφή των ενδιάµεσων προ-

σεγγίσεων gn, να είναι διαφορετική απ’ ό,τι προηγουµένως, αλλά το σηµαντικό εδώ 

είναι ότι, ούτως ή άλλως, η ακολουθία συναρτήσεων (gn)n∈IN συγκλίνει οµοιόµορφα 

στη συνάρτηση g. 

Η Αρχή των Απεικονίσεων συστολής µπορεί να εφαρµοσθεί για να αποδείξουµε 

την ύπαρξη και τη µοναδικότητα της λύσης της ακόλουθης ολοκληρωτικής εξίσωσης 

 , (2.4.2) )x(φdy)y(f)y,x(Fλ)x(f
β

α
+= ∫

στην οποία η φ και ο πυρήνας F είναι δοθείσες πραγµατικές συναρτήσεις ορισµένες 

και συνεχείς στα [α,β] και [α,β]×[α,β] αντίστοιχα, f είναι η ζητούµενη συνάρτηση και 

λ είναι µια αυθαίρετη πραγµατική παράµετρος. 
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Η παραπάνω εξίσωση (2.4.2) ονοµάζεται µη οµογενής γραµµική ολοκληρωτική 

εξίσωση του Fredholm και όπως θα δούµε, µπορούµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο των 

διαδοχικών προσεγγίσεων, µέσω του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του 

Banach, µόνο στην περίπτωση που η παράµετρος λ επιλεγεί έτσι, ώστε να παίρνει κα-

τάλληλα µικρές τιµές. 

Εφόσον η συνάρτηση F είναι συνεχής στο συµπαγές [α,β]×[α,β], από το Πόρισµα 

1.2.22, έπεται ότι θα είναι φραγµένη σ’ αυτό, δηλαδή θα υπάρχει σταθερά k>0 τέτοια, 

ώστε |F(x,y)|≤k, για κάθε x, y∈[α,β]. Θεωρούµε, τώρα, το χώρο των συνεχών συναρ-

τήσεων C([α,β]) µε τη µετρική ρ∞, η οποία, για κάθε f1, f2∈C([α,β]), ορίζεται ως 

ρ∞(f1,f2)=sup{|f1(x)−f2(x)|, x∈[α,β]}. 

Γνωρίζουµε ότι ο χώρος (C([α,β]),ρ∞) είναι ένας πλήρης µετρικός χώρος, οπότε 

ορίζουµε την απεικόνιση Τ:C([α,β])→C([α,β]), που, για κάθε f∈C([α,β]), ορίζεται ως 

( ) )x(φdy)y(f)y,x(Fλ)x()f(T
β

α
+= ∫  

για κάθε x∈[α,β]. 

Τότε, για κάθε f1, f2∈C([α,β]), έχουµε 
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sup λ F(x, y) f (y) f (y) dy : x [α,β]

λ sup F(x, y) f (y) f (y) dy : x [α,β]

λ k(β α)sup f (y) f (y) : y [α,β]
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∫

∫ ∈  

Έτσι, όπως προκύπτει από την προηγούµενη, αν 
)αβ(k

1λ
−

< , η Τ είναι πράγµα-

τι απεικόνιση συστολής, οπότε µε βάση το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach, 

θα υπάρχει µοναδική συνάρτηση f∈C([α,β]) τέτοια, ώστε f=T(f), δηλαδή για κάθε 

)αβ(k
1λ
−

<  η ολοκληρωτική εξίσωση (2.4.2) του Fredholm έχει µια µοναδική συνε-

χή λύση. 

Η ακολουθία συναρτήσεων (fn)n∈ΙΝ⊆C([α,β]) της οποίας το όριο (ως προς τη µε-

τρική ρ∞) είναι η αυτή η λύση, ορίζεται για f0∈C([α,β]) αυθαίρετη συνάρτηση και 
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)x(φdy)y(f)y,x(Fλ)x(f
β

α 1nn += ∫ − , 

για κάθε x∈[α,β], n=1, 2, ... 

Ας θεωρήσουµε, τώρα, την περίπτωση της µη γραµµικής ολοκληρωτικής εξίσω-

σης της µορφής 

)x(φdy))y(f,y,x(Fλ)x(f
β

α
+= ∫ , 

στην οποία οι δοθείσες συναρτήσεις φ(x) και F(x,y,z) είναι ορισµένες και συνεχείς 

για x, y και z∈[α,β] και επιπλέον η F ικανοποιεί µία συνθήκη Lipschitz ως προς την 

τρίτη µεταβλητή z, δηλαδή, υπάρχει µια σταθερά k>0 τέτοια, ώστε 

|F(x,y,z1)−F(x,y,z2)≤k|z1−z2|, για κάθε x, y, z1 και z2∈[α,β]. 

Όπως προηγουµένως, θα δούµε ότι, για κατάλληλες τιµές της αυθαίρετης παρα-

µέτρου λ, η παραπάνω ολοκληρωτική εξίσωση έχει µοναδική λύση στο διάστηµα 

[α,β]. 

Πράγµατι· στο χώρο των συνεχών συναρτήσεων µε την µετρική της προηγούµε-

νης περίπτωσης, για κάθε f∈C([α,β]), ορίζουµε την απεικόνιση Τ:C([α,β])→C([α,β]), 

µέσω της 

( ) ( ) )x(φdy)y(f,y,x(Fλ)x()f(T
β

α
+= ∫ , 

για κάθε x∈[α,β], και παρατηρούµε ότι, για κάθε f1, f2∈C([α,β]) ισχύει 
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οπότε, για 
)αβ(k

1λ
−

<  η Τ είναι απεικόνιση συστολής, οπότε θα έχει µοναδικό 

σταθερό σηµείο, δηλαδή θα υπάρχει µοναδική συνάρτηση f∈C([α,β]) τέτοια, ώστε 

f=T(f). Εποµένως, για κάθε 
)αβ(k

1λ
−

<  η δοθείσα ολοκληρωτική έχει µια µοναδική 

 



2. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach 47 

συνεχή λύση στο [α,β]. 

  Ως τελευταία εφαρµογή της Αρχής των Απεικονίσεων Συστολής στις ολοκλη-

ρωτικές εξισώσεις θα θεωρήσουµε την ακόλουθη εξίσωση 

)x(φdy)y(f)y,x(Fλ)x(f
x

α
+= ∫  

που είναι γνωστή ως µη οµογενής γραµµική ολοκληρωτική εξίσωση του Volterra. 

Όπως και στην ολοκληρωτική εξίσωση Fredholm, οι συναρτήσεις φ και F ορίζο-

νται για x, y∈[α,β] και είναι συνεχείς, f είναι η ζητούµενη συνάρτηση και λ µια αυ-

θαίρετη πραγµατική σταθερά. Σε αντίθεση µε την ολοκληρωτική εξίσωση του 

Fredholm, η εξίσωση Voltrerra έχει στο άνω άκρο ολοκλήρωσης τη µεταβλητή x και 

µπορεί να θεωρηθεί ως µια ειδική περίπτωση της ολοκληρωτικής εξίσωσης του 

Fredholm, µε την προϋπόθεση ότι F(x,y)=0 για y>x. Θα διαπιστώσουµε ότι η λύση 

της εξίσωσης του Volterra βρίσκεται πάντα και είναι µοναδική συνεχής συνάρτηση 

στο [α,β] ανεξάρτητα από τις τιµές της παραµέτρου λ. 

Πράγµατι· εφόσον η συνάρτηση F είναι συνεχής στο [α,β]×[α,β], θα είναι φραγ-

µένη σ’ αυτό, δηλαδή θα υπάρχει σταθερά k>0 τέτοια, ώστε |F(x,y)|≤k, για κάθε x, 

y∈[α,β]. Επιπλέον στο χώρο των συνεχών συναρτήσεων C([α,β]) µε τη µετρική ρ∞ 

που, ως γνωστόν, ορίζεται ως 

ρ∞(f1,f2)=sup{|f1(x)−f2(x)|, x∈[α,β]}, 

για κάθε f1, f2∈C([α,β]), ορίζουµε την απεικόνιση Τ:C([α,β])→C([α,β]), µέσω της 

( ) )x(φdy)y(f)y,x(Fλ)x()f(T
x

α
+= ∫ , 

για κάθε f∈C([α,β]) και για κάθε x∈[α,β] και παρατηρούµε ότι αν f1 και f2 είναι δύο 

συνεχείς συναρτήσεις ορισµένες στο κλειστό διάστηµα [α,β], τότε 
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Κατ’ αντιστοιχία, λοιπόν µε την ολοκληρωτική εξίσωση του Fredholm, θα µπο-

ρούσαµε να πούµε ότι η απεικόνιση Τ είναι συστολή για 
)αβ(k

1λ
−

< , εποµένως, µε 

αυτήν την προϋπόθεση η ολοκληρωτική εξίσωση του Volterra έχει µοναδική λύση. 

Το γεγονός, όµως, ότι το άνω άκρο στο ολοκλήρωµα στην εξίσωση του Volterra δεν 

είναι σταθερά, αλλά η µεταβλητή x µας δίνει το πλεονέκτηµα να διαπιστώσουµε ότι 

αυτή έχει τελικά µία µοναδική λύση ανεξάρτητα από τις τιµές της παραµέτρου λ. Ως 

προς αυτό παρατηρούµε ότι για τη σύνθεση T2=T°T των απεικονίσεων Τ, που ορίζε-

ται µέσω της 

( ) ( )( )
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για κάθε f∈C([α,β]) και για κάθε x∈[α,β], αν f1, f2∈C([α,β]), έχουµε: 
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και γενικά, για τη σύνθεση Τn=T°Tn−1, n=2, 3, ..., οµοίως µπορούµε να συµπεράνουµε 

ότι 

( ) )f,f(ρ
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για κάθε f1, f2∈C([α,β]) και n=2, 3, … 

 



2. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Banach 49 

Επειδή 0
!n

)αβ(kλ
lim

nnn

n
=

−
+∞→

, υπάρχει κάποιος θετικός ακέραιος Ν τέτοιος, 

ώστε 1
!N

)αβ(kλ NNN

<
−

 και εποµένως η απεικόνιση ΤΝ είναι συστολή. Αυτό, όµως, 

µε βάση το Θεώρηµα 2.1.4, συνεπάγεται ότι η απεικόνιση Τ έχει ένα µοναδικό στα-

θερό σηµείο, δηλαδή υπάρχει συνάρτηση f∈C([α,β]) τέτοια, ώστε f=Τ(f), άρα η ολο-

κληρωτική εξίσωση του Volterra έχει µοναδική λύση στο [α,β] για κάθε τιµή της πα-

ραµέτρου λ. 

2.5. Το Θεώρηµα της Πεπλεγµένης Συνάρτησης 

Στην ενότητα αυτή θα αναφερθούµε σε µια ενδιαφέρουσα όσο και σηµαντική 

εφαρµογή της Αρχής των Απεικονίσεων Συστολής που απαντά στο ερώτηµα αν και 

υπό ποιες προϋποθέσεις µια εξίσωση της µορφής F(x,y)=0 µπορεί να επιλυθεί µονο-

σήµαντα ως προς τη µία µεταβλητή θεωρούµενη ως συνάρτηση της άλλης. Το ερώ-

τηµα αυτό καλύπτεται εν µέρει από το θεώρηµα της πεπλεγµένης συνάρτησης, του 

οποίου η απόδειξη, όπως αναφέρθηκε ήδη, µπορεί να αποτελέσει µια άµεση εφαρµο-

γή του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Banach. 

Πριν παραθέσουµε το σχετικό θεώρηµα κρίνεται απαραίτητο να αναφερθούµε σε 

ένα στοιχειώδες λήµµα, του οποίου η χρήση είναι σηµαντική στην ολοκλήρωση της 

απόδειξης του εν λόγω θεωρήµατος, όπως θα φανεί και από τα επόµενα. 

Λήµµα 2.5.1 

Έστω G ένα υποσύνολο του IR2 και F:G→IR µια συνάρτηση για την οποία υπάρ-

χει η 
y
F

∂
∂  στο G. Αν υπάρχει k>0 τέτοιος, ώστε k

y
)y,x(F

≤
∂

∂ , για κάθε (x,y)∈G, τότε 

|F(x,y1)−F(x,y2)|≤k|y1−y2| για κάθε (x,y1), (x,y2)∈G. 

Απόδειξη 

Εφόσον η 
y
F

∂
∂  υπάρχει στο G, από το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής του ∆ιαφορικού 

Λογισµού, για κάθε (x,y1), (x,y2)∈G µε y1≠y2, υπάρχει z µεταξύ των y1 και y2 τέτοιο, 

ώστε (x,z)∈G και 
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Εποµένως 

212121 yykyy
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)z,x(F)y,x(F)y,x(F −≤−
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∂
=− . 

Θεώρηµα 2.5.2 (Πεπλεγµένης Συνάρτησης) 

Έστω G ένα ανοικτό υποσύνολο του IR2 και F:G→IR µια συνεχής συνάρτηση για 

την οποία υποθέτουµε ότι υπάρχει η 
y
F

∂
∂  στο G. Τότε για κάθε (x0,y0)∈G τέτοιο, ώστε  

(α) F(x0,y0)=0 και 

(β) η 
y
F

∂
∂  είναι συνεχής στο (x0,y0) και 0

y
)y,x(F 00 ≠

∂
∂ , 

υπάρχει δ>0 ώστε η εξίσωση F(x,f(x))=0 έχει µοναδική λύση µια συνεχή συνάρτηση 

στο [x0−δ,x0+δ] µε f(x0)=y0. 

Απόδειξη 

Έστω (x0,y0)∈G. Επειδή οι συναρτήσεις yF
y
F

=
∂
∂  και F είναι συνεχείς στο (x0,y0) 

υπάρχουν δ, h>0 τέτοιοι, ώστε για κάθε x∈Ι=[x0−δ,x0+δ] και y∈J=[y0−h,y0+h] να 

ισχύει 

)y,x(F
2
1)y,x(F)y,x(F 00y00yy <−  

ή, επειδή Fy(x0,y0)≠0, 

2
11

)y,x(F
)y,x(F

00y

y <−  

και 

)y,x(Fh
2
1)y,x(F)y,x(F 00y000 <−  

ή, επειδή F(x0,y0)=0 και Fy(x0,y0)≠0 

h
2
1

)y,x(F
)y,x(F

00y

0 < . 

Θεωρούµε, τώρα, το σύνολο 
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Α={f∈C(I): f(x0)=y0 και |f(x)−y0|≤h, για κάθε x∈Ι} 

και τη µετρική που ορίζεται µέσω της 

ρ∞(f1,f2)=sup{|f1(x)−f2(x)|:x∈Ι}, 

για κάθε f1, f2∈Α. 

Είναι εύκολο να αποδείξουµε ότι το Α είναι ένα κλειστό υποσύνολο του πλήρους 

µετρικού χώρου (C(I),ρ∞) και εποµένως ο (Α,ρ∞) είναι ένας πλήρης µετρικός χώρος. 

Πράγµατι· έστω (fn) µια ακολουθία στο Α και f∈C(I) έτσι, ώστε 

ff ρ
n ⎯→⎯ ∞ , καθώς n→+∞. 

Άρα, για κάθε x∈Ι έπεται 

fn(x)→f(x), καθώς n→+∞, 

οπότε (αφαιρώντας το y0) λαµβάνουµε ότι 

|fn(x)−y0|→|f(x)−y0|, καθώς n→+∞. 

Εφόσον 

|fn(x)−y0|≤h, 

για κάθε n∈ΙΝ και για κάθε x∈Ι, τότε 

|f(x)−y0|≤h για κάθε x∈Ι. 

Επίσης 

00n0nn0 yylim)x(flim)x(f ===
+∞→+∞→

, 

εποµένως f∈Α, άρα το Α είναι κλειστό υποσύνολο του C(I). 

Για κάθε f∈Α θεωρούµε την απεικόνιση που ορίζεται µέσω της 

( ) ( )
)y,x(F

)x(f,xF)x(f)x()f(T
00y

−= , 

για κάθε x∈Ι. Θα αποδείξουµε ότι η Τ, όπως ορίσθηκε παραπάνω, είναι µια απεικόνι-

ση συστολής από το σύνολο Α στον εαυτό του. 

Είναι προφανές, ότι η Τ απεικονίζει το σύνολο Α στο C(I), διότι για κάθε f∈C(I), 

η συνάρτηση Τ(f) είναι συνεχής στο Ι, εφόσον οι συναρτήσεις f και F είναι συνεχείς 

στο Ι. 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι για κάθε (x,y)∈Ι×J ισχύει 
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άρα, µε χρήση του προηγουµένου λήµµατος (Λήµµα 2.5.1), µπορούµε να συµπερά-

νουµε ότι για κάθε f1, f2∈Α 
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δηλαδή η Τ είναι µια απεικόνιση συστολής. 

Επίσης για κάθε f∈Α 
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εφόσον F(x0,y0)=0, και αν g(x)=y0, για κάθε x∈Ι, σταθερή συνάρτηση στο Α, τότε, 

πάλι µε χρήση του προηγούµενου λήµµατος, για κάθε x∈Ι, έχουµε 
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εποµένως Τ(f)∈Α, δηλαδή η Τ είναι µια απεικόνιση από το Α στον εαυτό του. 

Έτσι, λοιπόν, η Τ είναι µια απεικόνιση συστολής από τον πλήρη µετρικό χώρο 

(Α,ρ∞) στον εαυτό του, εποµένως, από το Θεώρηµα του Σταθερού Σηµείου του 

Banach, θα έχει ένα µοναδικό σταθερό σηµείο, δηλαδή θα υπάρχει µοναδική συνάρ-

τηση f∈Α τέτοια, ώστε f=T(f), ή, ισοδύναµα, 

f(x)∈[y0−h,y0+h], f(x0)=y0 και F(x,f(x))=0, 

για κάθε x∈[x0−δ,x0+δ]. 
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2.6. Ισοµετρίες και Οµοιότητες 

Θα ολοκληρώσουµε αυτό το κεφάλαιο µε µια χαρακτηριστική αναφορά του στη 

Γεωµετρία του Ευκλειδείου Χώρου, η έννοια του οποίου είναι πλήρως καθορισµένη 

από τις διάφορες ιδιότητες που έχει η συνήθης έννοια της απόστασης µεταξύ δύο ση-

µείων. Σηµαντικό ρόλο στη µελέτη αυτών των ιδιοτήτων παίζουν δύο είδη απεικονί-

σεων του Ευκλειδείου Χώρου· εκείνες οι απεικονίσεις που διατηρούν την ισότητα 

των αποστάσεων, και εκείνες που διατηρούν τις αποστάσεις. Στην παρούσα ενότητα 

θα µελετήσουµε τις βασικές ιδιότητες αυτών των απεικονίσεων και θα δείξουµε ότι 

µια απεικόνιση του Ευκλειδείου Χώρου διατηρεί την ισότητα των αποστάσεων, αν 

και µόνο αν, διαστέλλει (ή συστέλλει) όλες τις αποστάσεις κατά έναν σταθερό συντε-

λεστή, αντιστοιχεί, δηλαδή, στη διαισθητική έννοια που έχουµε για την οµοιότητα. 

Θα χρησιµοποιήσουµε, επίσης, το Θεώρηµα του Σταθερού Σηµείου του Banach για 

να διατυπώσουµε το κριτήριο εκείνο που διαφοροποιεί την οµοιότητα από την ισότη-

τα. 

Κατ’ αρχάς, παραθέτουµε τους ορισµούς της οµοιότητας και της ισοµετρίας στον 

Ευκλείδειο Χώρο (IRn,ρ2), όπου, ως γνωστόν η «συνήθης» απόσταση ρ2(x,y) µεταξύ 

δύο σηµείων x=(x1,x2,...,xn) και y=(y1,y2,...,yn) του IRn, δίνεται ως 

2
nn

2
22

2
112 )yx()yx()yx()y,x(ρ −++−+−= …  

και την τιµή της οποίας, για λόγους συντοµίας και συµβατότητας, συµβολίζουµε µε 

||x−y||. 

Ορισµός 2.6.1 

Μια απεικόνιση f:IRn→IRn ονοµάζεται οµοιότητα όταν είναι απεικόνιση «επί» και 

||w−x||=||y−z|| αν και µόνον αν ||f(w)−f(x)||=||f(y)−f(z)||, 

για κάθε w, x, y, z∈IRn, δηλαδή, όταν η f διατηρεί την ισότητα των αποστάσεων. 

Η f ονοµάζεται ισοµετρία όταν 

||f(x)−f(y)||=||x−y||, 

για κάθε x, y∈IRn, δηλαδή, όταν η f διατηρεί την απόσταση. 

Παρατήρηση 

Από τον προηγούµενο ορισµό είναι προφανές ότι κάθε ισοµετρία του IRn είναι 

και οµοιότητα. 
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Πόρισµα 2.6.1 

Μια οµοιότητα f:IRn→IRn είναι απεικόνιση 1-1. 

Απόδειξη 

Έστω x, y∈IRn µε f(x)=f(y). Τότε 

||f(x)−f(y)||=0=||f(x)−f(x)||, 

άρα, λόγω του ορισµού της f ως οµοιότητας 

||x−y||=||x−x||=0, 

εποµένως x=y. 

Παρατήρηση 

Από το προηγούµενο πόρισµα γίνεται σαφές ότι κάθε οµοιότητα f:IRn→IRn αντι-

στρέφεται στον IRn, οπότε, λόγω του Ορισµού 2.6.1, η αντίστροφη απεικόνιση 

f −1:IRn→IRn είναι επίσης οµοιότητα. 

Το επόµενο θεώρηµα αναφέρεται στις βασικές ιδιότητες που πληροί µια οµοιότη-

τα. 

Θεώρηµα 2.6.2 

Έστω f:IRn→IRn µια οµοιότητα. Τότε 

(α) Για κάθε x∈IRn, f(Sn−1(x,r))=Sn−1(f(x),R), όπου το Sn−1(x,r)={z∈IRn:||x−z||=r} 

συµβολίζει τη σφαίρα κέντρου x και ακτίνας r>0. ∆ηλαδή η οµοιότητα απεικονίζει τις 

σφαίρες κέντρου x σε σφαίρες κέντρου f(x) και αντιστρόφως. 

(β) Για κάθε x, y∈IRn, µε x≠y, η οµοιότητα απεικονίζει την ευθεία που διέρχεται 

από τα σηµεία x και y στην ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία f(x) και f(y) και αντι-

στρόφως. 

(γ) Για κάθε x, y∈IRn, 
2

)y(f)x(f
2

yxf +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . ∆ηλαδή η οµοιότητα απεικονίζει 

το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα τα σηµεία x και y στο µέσο του ευθυ-

γράµµου τµήµατος µε άκρα τα σηµεία f(x) και f(y). 

(δ) ||x−y||<||w−z|| αν και µόνον αν ||f(x)−f(y)||<||f(w)−f(z)||,για κάθε x, y, w, z∈IRn, 

δηλαδή η οµοιότητα διατηρεί τη διάταξη (όσον αφορά στην ανισότητα) των απο-

στάσεων. 

(ε) Για κάθε x, y∈IRn, µε x≠y, η f απεικονίζει κάθε εσωτερικό σηµείο του ευθυ-

γράµµου τµήµατος µε άκρα τα σηµεία x και y σε εσωτερικό σηµείο του ευθυγράµµου 
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τµήµατος µε άκρα τα σηµεία f(x) και f(y) και αντιστρόφως. 

Απόδειξη 

(α) Έστω x∈IRn και y ένα σταθερό σηµείο της σφαίρας Sn−1(x,r). Τότε r=||x−y||. 

Θέτουµε R=||f(x)−f(y)||, οπότε επειδή η f είναι απεικόνιση 1–1, έχουµε 

z∈Sn−1(x,r) ⇔ ||x−z||=r=||x−y|| ⇔ ||f(x)−f(z)||=||f(x)−f(y)||=R ⇔ f(z)∈Sn−1(f(x),R) 

Εποµένως 

f(Sn−1(x,r))=Sn−1(f(x),R). 

(β) Έστω x, y∈IRn µε x≠y και z=λx+(1−λ)y, λ∈IR. Θέτουµε ||x−y||=r>0. Τότε 

||x−z||=||(1−λ)x−(1−λ)y||=|1−λ|⋅||x−y||=|1−λ|r 

||y−z||=||λx−λy||=|λ|⋅||x−y||=|λ|r 

δηλαδή το z είναι το (µοναδικό) σηµείο επαφής των σφαιρών Sn−1(x,|1−λ|r) και 

Sn−1(y,|λ|r). Τότε, εφόσον 

||x−z||=||(1−λ)x−(1−λ)y|| 

και η f είναι οµοιότητα, θα έπεται ότι 

||f(x)−f(z)||=||f((1−λ)x)−f((1−λ)y)||=µ΄||f(x)−f(y)|| 

και οµοίως 

||f(y)−f(z)||=||f(λx)−f(λy)||=µ||f(x)−f(y)|| 

για κάποια µ, µ΄>0. Από αυτό, αφού η f είναι απεικόνιση 1-1, προκύπτει ότι το f(z) θα 

είναι το µοναδικό σηµείο τοµής των σφαιρών Sn−1(f(y),µR) και Sn−1(f(x),µ΄R), όπου 

R=||f(x)−f(y)||. Εποµένως το f(z) είναι σηµείο της ευθείας που διέρχεται από τα f(x) 

και f(y). Για το αντίστροφο χρησιµοποιούµε ακριβώς τα ίδια επιχειρήµατα για την 

f −1. 

(γ) Έστω x, y∈IRn και 
2

yxz +
=  το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα τα 

σηµεία x και y. Τότε 

yx
2
1

2
y

2
xzyzx −=−=−=− , 

δηλαδή το z είναι το σηµείο επαφής των σφαιρών ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
r,xS 1n  και ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
r,yS 1n , όπου 

r=||x−y||. Άρα, µε βάση το (α) και εφόσον η απεικόνιση f είναι 1-1, το f(z) θα είναι το 

µοναδικό σηµείο επαφής των σφαιρών Sn−1(f(x),R) και Sn−1(f(y),R), όπου 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
yf

2
xfR , και µάλιστα, εφόσον το 

2
yxz +

=  είναι σηµείο της ευθείας που 

διέρχεται από τα σηµεία x και y, το f(z) θα είναι σηµείο της ευθείας που διέρχεται 

από τα f(x) και f(y). Εποµένως το f(z) θα είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε 

άκρα τα f(x) και f(y), δηλαδή 
2

)y(f)x(f
2

yxf +
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + . 

(δ) Έστω x, y, w, z∈IRn, µε ||x−y||<||w−z||. Αν θέσουµε r=||w−z||, εφόσον ||x−y||<r, 

υπάρχουν a, b∈Sn−1(x,r) τέτοια, ώστε 
2

bay +
= , δηλαδή το y είναι το µέσο µιας «χορ-

δής» της σφαίρας Sn−1(x,r). Τότε, από το (γ) έπεται ότι 
2

)b(f)a(f)y(f +
= . Όµως, 

εφόσον a, b∈Sn−1(x,r), από το (α) προκύπτει ότι f(a), f(b)∈Sn−1(f(x),R), όπου  

R=||f(x)−f(a)||, εποµένως το f(y) θα είναι το µέσο µιας «χορδής» της σφαίρας  

Sn−1(f(x),R). Αυτό σηµαίνει ότι ||f(x)−f(y)||<||f(x)−f(a)||=||f(w)−f(z)||, αφού  

||x−a||=r=||w−z|| και η f είναι οµοιότητα. 

Για το αντίστροφο, χρησιµοποιούµε τα ίδια επιχειρήµατα για την f −1. 

(ε) Έστω x, y∈IRn µε x≠y και 
2

yxz +
=  το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος µε 

άκρα τα σηµεία x και y. Τότε το 
2

)y(f)x(f)z(f +
=  είναι το µέσο του ευθυγράµµου 

τµήµατος µε άκρα τα σηµεία f(x) και f(y). 

Ένα σηµείο w∈IRn είναι εσωτερικό του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα τα ση-

µεία x και y, αν και µόνον αν το w είναι σηµείο της ευθείας που διέρχεται από τα ση-

µεία x και y και ||z−w||<||z−x||. Από το (β) και το (δ), όµως, αυτό συµβαίνει, αν και 

µόνον αν το f(w) είναι σηµείο της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία f(x) και f(y) 

και ||f(z)−f(w)||<||f(z)−f(x)||, δηλαδή αν και µόνον αν το f(w) είναι εσωτερικό σηµείο 

του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα τα σηµεία f(x) και f(y). 

Θα επανέλθουµε, τώρα, στην πρώτη βασική επιδίωξη της ενότητας αυτής, η 

οποία, όπως αναφέραµε και στην εισαγωγή, είναι να ταυτίσουµε την έννοια της 

οµοιότητας, όπως αυτή δόθηκε στον Ορισµό 2.6.1, µε τη διαισθητική έννοια που 

έχουµε για αυτήν, ως την απεικόνιση εκείνη που διαστέλλει ή συστέλλει την απόστα-

ση δύο σηµείων του Ευκλειδείου Χώρου κατά µία µη µηδενική σταθερά και εποµέ-
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νως ο λόγος της απόστασης των εικόνων δύο σηµείων προς την απόστασή τους είναι 

σταθερός. 

Για το σκοπό αυτό, θα χρησιµοποιήσουµε το συµπέρασµα του επόµενου λήµµα-

τος που αφορά στην ιδιότητα της «οµοιογένειας» µιας οµοιότητας, δηλαδή ότι αυτή 

διατηρεί το λόγο των αποστάσεων. 

Λήµµα 2.6.3 (Ιδιότητα της Οµοιογένειας) 

Θεωρούµε µια οµοιότητα f:IRn→IRn και x0, y0∈IRn. Αν για κάθε x, y∈IRn υπάρ-

χει λ≥0 τέτοιος, ώστε ||x−y||=λ||x0−y0||, τότε ||f(x)−f(y)||=λ||f(x0)−f(y0)||. 

Απόδειξη 

Έστω x, y∈IRn και υποθέτουµε ότι υπάρχει λ≥0 τέτοιος, ώστε  

||x−y||=λ||x0−y0||. 

Θα εξετάσουµε τις περιπτώσεις για τις οποίες ο λ είναι θετικός ακέραιος, ρητός ή 

πραγµατικός αντίστοιχα. 

1η περίπτωση: Ο λ είναι θετικός ακέραιος. Θα αποδείξουµε το συµπέρασµα επα-

γωγικά. 

Αν λ=0, τότε ||x−y||=0, εποµένως x=y ⇒ f(x)=f(y) ή ||f(x)−f(y)||=0. 

Αν λ=1, τότε η ||x−y||=||x0−y0||, από τον ορισµό της f ως οµοιότητας, συνεπάγεται 

ότι 

||f(x)−f(y)||=||f(x0)−f(y0)||. 

Υποθέτουµε τώρα ότι το συµπέρασµα ισχύει για όλα τα ζεύγη των σηµείων του 

IRn για τα οποία λ=k και έστω  x, y∈IRn, ώστε 

||x−y||=(k+1)||x0−y0||. 

Τότε, θέτουµε 
1k
kyxy1 +

+
=  και παρατηρούµε ότι 

001 yxkyx
1k

k
1k
kyxxyx −=−

+
=

+
+

−=− , 

οπότε µε βάση την υπόθεση της επαγωγής, έπεται ότι 

||f(x)−f(y1)||=k||f(x0)−f(y0)|| 

και 

001 yxyx
1k

1
1k
kyxyyy −=−

+
=

+
+

−=− , 

 



58 Θεωρήµατα Σταθερού Σηµείου και ∆ιδακτικές Εφαρµογές  

οπότε από τον ορισµό της f ως οµοιότητας 

||f(y)−f(y1)||=||f(x0)−f(y0)||. 

Επειδή, τώρα, το 
1k
kyxy1 +

+
=  είναι στο εσωτερικό του ευθυγράµµου τµήµατος µε 

άκρα τα σηµεία x και y από το Θεώρηµα 2.6.2(ε) παραπάνω, έπεται ότι το f(y1) είναι 

στο εσωτερικό του ευθυγράµµου τµήµατος µε άκρα τα σηµεία f(x) και f(y), εποµένως 

||f(x)−f(y)||=||f(x)−f(y1)||+||f(y)−f(y1)||=k||f(x0)−f(y0)||+||f(x0)−f(y0)||=(k+1)||f(x0)−f(y0)||. 

Αποδείξαµε, λοιπόν, ότι αν για κάθε x, y∈IRn υπάρχει θετικός ακέραιος λ τέτοιος, 

ώστε αν ||x−y||=λ||x0−y0||, τότε ||f(x)−f(y)||=λ||f(x0)−f(y0)||. 

2η περίπτωση: Ο λ είναι θετικός ρητός. 

Έστω x, y∈IRn , ώστε 

00 yx
n
myx −=− , 

όπου m, n θετικοί ακέραιοι µε n≠0. Τότε 

n||x−y||=m||x0−y0||. 

Θέτουµε y1=(1−n)x+ny, οπότε 

||x−y1||=n||x−y||=m||x0−y0||, 

άρα, εφόσον οι n και m είναι θετικοί ακέραιοι, µε βάση την 1η περίπτωση, έπεται ότι 

||f(x)−f(y1)||=n||f(x)−f(y)||=m||f(x0)−f(y0)||, 

εποµένως 

)y(f)x(f
n
m)y(f)x(f 00 −=− . 

Αποδείξαµε, λοιπόν, ότι αν για κάθε x, y∈IRn υπάρχει θετικός ρητός λ τέτοιος, 

ώστε αν ||x−y||=λ||x0−y0||, τότε ||f(x)−f(y)||=λ||f(x0)−f(y0)||. 

3η περίπτωση: Ο λ είναι ένας θετικός πραγµατικός. 

Έστω x, y∈IRn, ώστε 

||x−y||=λ||x0−y0||, 

ενώ 

||f(x)−f(y)||=µ||f(x0)−f(y0)|| 

µε µ≠λ. Επειδή οι ρητοί είναι πυκνό σύνολο στους πραγµατικούς, υπάρχει ένας ρητός 

ρ µεταξύ των λ και µ. Γι’ αυτόν τον ρ, επιλέγουµε ένα σηµείο y1∈ IRn τέτοιο, ώστε  
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||x−y1||=ρ||x0−y0|| 

και εποµένως, εφόσον ο ρ είναι θετικός ρητός, από τη 2η περίπτωση, έπεται ότι 

||f(x)−f(y1)||=ρ||f(x0)−f(y0)||. 

Αφού µ≠λ, χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε ότι λ<ρ<µ, 

οπότε  

||x−y1||=ρ||x0−y0||>λ||x0−y0||=||x−y||, 

άρα, από το µέρος (δ) του Θεωρήµατος 2.6.2, έπεται ότι 

||f(x)−f(y1)||>||f(x)−f(y)||. 

Όµως  

||f(x)−f(y1)||=ρ||f(x0)−f(y0)||<µ||f(x0)−f(y0)||=||f(x)−f(y)||, 

το οποίο είναι άτοπο αναφορικά µε την προηγούµενη σχέση. Άρα µ=λ και εποµένως 

αν ||x−y||=λ||x0−y0||, τότε ||f(x)−f(y)|=µ||f(x0)−f(y0)||. 

∆είξαµε, λοιπόν, ότι η ιδιότητα της οµογένειας για κάθε απεικόνιση οµοιότητας 

ισχύει για κάθε µη αρνητικό πραγµατικό αριθµό. 

Θεώρηµα 2.6.4 

Μια «επί» απεικόνιση f:IRn→IRn είναι οµοιότητα αν και µόνον αν υπάρχει ένας 

θετικός αριθµός α τέτοιος, ώστε ||f(x)−f(y)||=α||x−y||, για κάθε x, y∈ IRn. 

Απόδειξη 

Έστω ότι η f:IRn→IRn είναι απεικόνιση «επί» και υπάρχει ένας θετικός αριθµός α 

τέτοιος, ώστε ||f(x)−f(y)||=α||x−y||, για κάθε x, y∈ IRn. Τότε, εφόσον α>0, για κάθε 

w, x, y, z∈ IRn, έχουµε 

||w−x||=||y−z|| ⇔ α||w−x||=α||y−z|| ⇔ ||f(w)−f(x)||=||f(y)−f(z)|| 

εποµένως, η απεικόνιση f είναι οµοιότητα. 

Αντιστρόφως, έστω ότι η απεικόνιση f:IRn→IRn είναι οµοιότητα και x0, y0∈IRn, 

µε x0≠y0. Θέτουµε 

00

00

yx
)y(f)x(f

α
−
−

= . 

Θα δείξουµε ότι γι’ αυτό το α, ισχύει ότι ||f(x)−f(y)||=α||x−y||, για κάθε x, y∈ IRn.  

Πράγµατι· για κάθε x, y∈IRn, θέτουµε 
00 yx

yx
λ

−
−

= , δηλαδή ||x−y||=λ||x0−y0||, οπότε, 
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εφόσον η f έχει την ιδιότητα της οµοιογένειας, όπως δείξαµε στο προηγούµενο Λήµ-

µα 2.6.3, έπεται ότι 

.yxα

yx
yx

)y(f)x(f

)y(f)x(f
yx
yx

)y(f)x(fλ)y(f)x(f

00

00

00
00

00

−=

−⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

=

−
−
−

=

−=−

 

Θεώρηµα 2.6.5 

Κάθε οµοιότητα f:IRn→IRn που δεν είναι ισοµετρία έχει ακριβώς ένα σταθερό 

σηµείο. 

Απόδειξη 

Έστω µια οµοιότητα f:IRn→IRn, η οποία δεν είναι ισοµετρία. Από το θεώρηµα 

2.6.4 υπάρχει θετικός πραγµατικός α τέτοιος, ώστε ||f(x)−f(y)||=α||x−y||, για κάθε 

x, y∈ IRn και µάλιστα, εφόσον η f δεν είναι ισοµετρία, έπεται ότι α≠1. ∆ιακρίνουµε 

δύο περιπτώσεις για το α: 

1η περίπτωση: 0<α<1, τότε η f είναι µια απεικόνιση συστολής του πλήρους µε-

τρικού χώρου IRn στον εαυτό του, εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Σταθερού Ση-

µείου του Banach, η f έχει ένα µοναδικό σταθερό σηµείο. 

2η περίπτωση: α>1. Σ’ αυτήν την περίπτωση, εύκολα µπορούµε να παρατηρήσου-

µε ότι η αντίστροφη απεικόνιση f −1 είναι οµοιότητα, για την οποία, εφόσον 

||f(x)−f(y)||=α||x−y||, για κάθε x, y∈ IRn, 

ισχύει ότι 

yx
α
1)y(f)x(f 11 −=− −− , για κάθε x, y∈ IRn

και αφού 1
α
10 << , η f −1 είναι απεικόνιση συστολής του πλήρους µετρικού χώρου 

IRn στον εαυτό του, εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του 

Banach, η f −1 έχει ένα µοναδικό σταθερό σηµείο. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µοναδι-

κό x∈IRn τέτοιο, ώστε x=f −1(x), ή ισοδύναµα υπάρχει µοναδικό x∈IRn τέτοιο, ώστε 

x=f(x), δηλαδή η f έχει µοναδικό σταθερό σηµείο. 

 



 

3 ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΣΤΑΘΕΡΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΤΟΥ 

BROUWER 

3.1. Εισαγωγικά 

Είναι σύνηθες, κατά την εφαρµογή των µαθηµατικών εννοιών, σε πολλές περι-

πτώσεις, να αναγόµαστε στην επίλυση εξισώσεων, οι οποίες, σε µια γενική µορφή, 

µπορούν να γραφούν ως 

 f(x)=0. (3.1.1) 

Αντιµετωπίζοντας, λοιπόν, τέτοιες περιπτώσεις, πολλές φορές είναι χρήσιµο να γνω-

ρίζουµε αν µια συγκεκριµένη εξίσωση έχει λύση ή όχι. Είναι γνωστό, για παράδειγµα, 

το φερόµενο ως Θεώρηµα Bolzano που µας εξασφαλίζει την ύπαρξη λύσεων για εξι-

σώσεις όπως η (3.1.1) σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β] των πραγµατικών αριθµών, αρ-

κεί η συνάρτηση f να είναι συνεχής στο [α,β] και να έχει ετερόσηµες τιµές στα άκρα 

του. 

Όπως θα δούµε και στη συνέχεια, το Θεώρηµα Bolzano, αποτελεί µια ειδική πε-

ρίπτωση ενός γενικότερου θεωρήµατος που αφορά στην ύπαρξη σταθερών σηµείων 

µιας συνάρτησης F, δηλαδή σηµείων που είναι λύσεις της εξίσωσης 
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 F(x)=x, (3.1.2) 

αρκεί η συνάρτηση F να ορίζεται στο διάστηµα [α,β], να παίρνει τιµές σ’ αυτό και 

οπωσδήποτε να είναι συνεχής. 

Πράγµατι, εύκολα µπορούµε να µετασχηµατίσουµε την εξίσωση (3.1.1) 

στη µορφή 

λf(x)+x=x, 

όπου το λ είναι µια πραγµατική παράµετρος, οπότε, θέτοντας ως 

λf(x)+x=F(x), 

αναγόµαστε στη γενική περίπτωση της εξίσωσης (3.1.2). Η µόνη απαίτηση που πρέ-

πει εδώ να ικανοποιείται είναι η συνάρτηση F να παίρνει τιµές στο διάστηµα [α,β], 

αλλά θα διαπιστώσουµε ότι η συνέχεια της f είναι αρκετή για να µας εξασφαλίσει κα-

τάλληλη τιµή στο λ, ώστε να ικανοποιείται αυτή η συνθήκη. 

Το συµπέρασµα που αναφέρεται εδώ και εκφράζεται µέσω της εξίσωσης (3.1.2) 

είναι η απλούστερη µορφή ενός πολύ γενικότερου συµπεράσµατος, το οποίο είναι 

γνωστό ως Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer. 

3.2. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer για κλειστό διάστηµα 

Στην ενότητα αυτή θα διατυπώσουµε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του 

Brouwer για την περίπτωση των κλειστών διαστηµάτων των πραγµατικών αριθµών 

και, αφού αρχικά συµπεράνουµε την ισχύ του µέσω της εποπτείας και της γεωµετρι-

κής του αναπαράστασης, θα περιγράψουµε τα βήµατα που απαιτούνται για µια αυ-

στηρά τυπική απόδειξή του, ώστε να αναδειχθεί η σηµασία των συνθηκών και των 

προϋποθέσεων που θέτει το ίδιο το θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.2.1 (Σταθερού Σηµείου του Brouwer για κλειστό διάστηµα) 

Κάθε συνεχής συνάρτηση από ένα κλειστό διάστηµα στον εαυτό του έχει (τουλά-

χιστον) ένα σταθερό σηµείο. 

Στην Εικόνα 3 δίνεται µία διαισθητικά προφανής «απόδειξη» του θεωρήµατος για 

ένα κλειστό διάστηµα [α,β]. Μια συνεχής συνάρτηση f:[α,β]→[α,β], λόγω του ορι-

σµού της, πρέπει να έχει ως γράφηµα µια συνεχόµενη καµπύλη που βρίσκεται ολό-

κληρη εντός του τετραγώνου που ορίζεται από τα σηµεία (α,α), (β,α), (β,β), (α,β) και 
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συνδέει ένα σηµείο στην αριστερή πλευρά αυτού του τετραγώνου µε ένα σηµείο στη 

δεξιά πλευρά του. Αναγκαστικά, λοιπόν, αυτή η καµπύλη, πρέπει να τέµνει τη διαγώ-

νιο y=x του τετραγώνου. Αυτό το κοινό σηµείο του γραφήµατος της f µε τη διαγώνιο 

θα έχει συντεταγµένες (x0,f(x0)), εποµένως, γι’ αυτό το σηµείο θα ικανοποιείται η 

συνθήκη f(x0)=x0. 

 
y 

y=xβ 

y=f(x)f(x0)=x0

 

Εικόνα 3 – Μία διαισθητικά προφανής «απόδειξη» του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Brouwer 
για κλειστό διάστηµα  

Η προηγούµενη γραφική αναπαράσταση του Θεωρήµατος του Brouwer για το 

κλειστό διάστηµα [α,β] µας δίνει µια ικανοποιητική εικόνα για την ισχύ του, αλλά σε 

καµία περίπτωση δε µπορεί να αποτελέσει µια αυστηρή απόδειξη. Για µία πράγµατι 

αυστηρή απόδειξη θα πρέπει να επικαλεστούµε τις προϋποθέσεις που θέτει το ίδιο το 

θεώρηµα, δηλαδή τη συνέχεια της συνάρτησης f και το γεγονός ότι αυτή απεικονίζει 

το κλειστό διάστηµα [α,β] στον εαυτό του. 

Η κύρια ιδέα της απόδειξης χρησιµοποιεί καταλυτικά την Αρχή του Κιβωτισµού, 

βασική συνέπεια του Αξιώµατος της Πληρότητας των Πραγµατικών Αριθµών, και 

έγκειται στο γεγονός ότι, εφόσον η συνάρτηση f «µετακινεί» τα άκρα του διαστήµα-

τος [α,β] (αλλιώς τουλάχιστον ένα απ’ αυτά θα ήταν το ζητούµενο σταθερό σηµείο), 

µπορούµε να υποδιαιρέσουµε το [α,β] σε υποδιαστήµατα και να επιλέξουµε εκείνα 

των οποίων τα άκρα «µετακινούνται» µέσω της f σε αντίθετες κατευθύνσεις. Με 

άλλα λόγια, αν θεωρήσουµε το µέσο 
2
βα +  του διαστήµατος [α,β], στη γενικότερη 

περίπτωση που 
2
βα

2
βαf +

≠⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , µας ενδιαφέρει ποια απ’ τις δύο ανισότητες 

Ο α x β 

α 

x0 
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2
βα

2
βαf +

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  και 

2
βα

2
βαf +

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +  

ισχύει. Τότε επιλέγουµε το ένα από τα δύο µισά υποδιαστήµατα [α1,β1], όπου 

2
βαα1

+
=  και β1=β 

στην πρώτη περίπτωση, ή 

α1=α και 
2
βαβ1

+
=  

στη δεύτερη. Σε κάθε περίπτωση, πάντως, η συνάρτηση f «µετακινεί» το αριστερό 

άκρο α1 του διαστήµατος [α1,β1] προς τα δεξιά και το δεξιό άκρο β1 προς τα αριστε-

ρά, δηλαδή f(α1)>α1 και f(β1)<β1. 

Αυτή η ιδέα εφαρµόζεται οµοίως για το υποδιάστηµα [α1,β1], και ούτω καθεξής, 

για όλα τα υποδιαστήµατα που παράγονται µε αυτόν τον τρόπο, έτσι, ώστε η συνάρ-

τηση f να «µετακινεί» τα άκρα των υποδιαστηµάτων σε αντίθετες κατευθύνσεις. Μ’ 

αυτόν τον τρόπο, κάθε ένα από αυτά τα υποδιαστήµατα µπορεί να θεωρηθεί ως ένα 

κατά προσέγγιση σταθερό «σηµείο» για τη συνάρτηση f. Τα υποδιαστήµατα αυτά εί-

ναι κιβωτισµένα, εφόσον καθένα περιέχεται στο προηγούµενό του και το πλάτος τους 

τείνει στο µηδέν. Στην πραγµατικότητα το σταθερό σηµείο της συνάρτησης f είναι η 

τοµή όλων αυτών των κιβωτισµένων υποδιαστηµάτων. 

Για να αποδείξουµε ότι πράγµατι το ζητούµενο σταθερό σηµείο x0 είναι το κοινό 

σηµείο των κιβωτισµένων διαστηµάτων πρέπει απαραίτητα να χρησιµοποιήσουµε την 

υπόθεση της συνέχειας. Είτε άµεσα, µέσω του γνωστού ε-δ ορισµού, είτε έµµεσα, 

µέσω βασικών συνεπειών της συνέχειας, όπως για παράδειγµα την Αρχή της Μετα-

φοράς. 

Στην πρώτη περίπτωση, αν υποθέσουµε ότι τα σηµεία x0 και f(x0) δε συµπίπτουν, 

εφόσον η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0, µπορούµε να επιλέξουµε µια ε-περιοχή 

του σηµείου f(x0) για την οποία θα υπάρχει κατάλληλη δ-περιοχή του x0 που θα απει-

κονίζεται µέσω της f στην ε-περιοχή του σηµείου f(x0) και επιπλέον οι δύο περιοχές 

να είναι ξένες µεταξύ τους. Επειδή, τώρα, το πλάτος των υποδιαστηµάτων που κατά-

σκευάσαµε µε την προηγούµενη διαδικασία τείνει στο µηδέν, µετά από κατάλληλο 

πλήθος βηµάτων, µπορούµε να βρούµε ένα τέτοιο υποδιάστηµα, το οποίο θα περιέχε-

ται ολόκληρο εντός της δ-περιοχής του σηµείου x0 και εποµένως, µέσω της συνάρτη-
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σης f, θα έχει «µετακινηθεί» εντός της ε-περιοχής του σηµείου f(x0). Αυτό, όµως, µας 

οδηγεί σε αντίφαση, διότι αν υποθέσουµε, για παράδειγµα, ότι f(x0)>x0, τότε ολόκλη-

ρο το υποδιάστηµα θα έχει «µετακινηθεί» προς τα δεξιά, σε αντίθεση µε το γεγονός 

ότι το δεξιό άκρο του, λόγω του ορισµού του υποδιαστήµατος, «µετακινείται» προς 

τα αριστερά (βλέπε Εικόνα 4). 
εικόνα 

 

Εικόνα 4 – Η χρήση της υπόθεσης της συνέχειας στην απόδειξη του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµεί-

ου του Brouwer για κλειστό διάστηµα 

Η προηγούµενη ανάλυση θα µας βοηθήσει, τώρα, να δώσουµε µια αυστηρή από-

δειξη του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Brouwer για κλειστό διάστηµα 

χρησιµοποιώντας την Αρχή του Κιβωτισµού και την έννοια της συνέχειας. 

Απόδειξη του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Brouwer για κλειστό 

διάστηµα 

Έστω f:[α,β]→[α,β] µια συνεχής συνάρτηση. Θα δείξουµε ότι υπάρχει x0∈[α,β] 

τέτοιο, ώστε  

f(x0)=x0. 

Επειδή α≤f(x)≤β, για κάθε x∈[α,β], έπεται ότι f(α)≥α και f(β)≤β. Στην τετριµµένη 

περίπτωση κατά την οποία f(α)=α, ή f(β)=β τότε, προφανώς x0=α, ή x0=β αντίστοιχα 

και το συµπέρασµα ισχύει. 

Θεωρούµε, λοιπόν, τη γενικότερη περίπτωση κατά την οποία f(α)>α και f(β)<β, 

και το µέσο 
2
βα +  του διαστήµατος [α,β]. 

Αν 
2
βα

2
βαf +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , τότε 

2
βαx0

+
=  

και το συµπέρασµα ισχύει. ∆ιαφορετικά, αν 
2
βα

2
βαf +

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , τότε θέτουµε 

υποδιάστηµα υποδιαστήµατος 

f(x0)α β f(x0)−ε x0x0−δ f(x0)+ε x0+δ   
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α
2
βαα1 >

+
=  και β1=β, 

ενώ αν 
2
βα

2
βαf +

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , τότε θέτουµε 

α1=α και β
2
βαβ1 <

+
= . 

Σε κάθε περίπτωση α≤α1<β1≤β, οπότε ορίζεται το διάστηµα [α1,β1] µε f(α1)>α1 και 

f(β1)<β1, ενώ προφανώς [α1,β1]⊂[α,β] 

Συνεχίζοντας τη διαδικασία µε τον ίδιο τρόπο, υποθέτουµε ότι έχουµε ορίσει τα 

α=α0≤α1≤α2≤…≤αn<βn≤…≤β2≤β1≤β0=β 

τέτοια, ώστε f(αn)>αn και f(βn)<βn, n=0, 1, 2, ... και εποµένως τα διαστήµατα [αn,βn], 

n=0, 1, 2, ... µε f(αn)>αn και f(βn)<βn, ενώ προφανώς  

[αn,βn]⊂[αn−1,βn−1]⊂…⊂[α2,β2]⊂[α1,β1]⊂[α0,β0]. 

Θεωρούµε, τώρα, το µέσο 
2
βα nn +  του διαστήµατος [αn,βn]. 

Αν 
2
βα

2
βαf nnnn +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , τότε 

2
βαx nn

0
+

=  

και το συµπέρασµα ισχύει, αλλιώς, αν 
2
βα

2
βαf nnnn +

>⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , τότε θέτουµε  

n
nn

1n α
2
βαα >

+
=+  και βn+1=βn, 

ενώ αν 
2
βα

2
βαf nnnn +

<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , τότε θέτουµε 

αn+1=αn και n
nn

1n β
2
βαβ <

+
=+ . 

Σε κάθε περίπτωση αn+1<βn+1, οπότε ορίζεται το διάστηµα [αn+1,βn+1] µε f(αn+1)>αn+1 

και f(βn+1)<βn+1, ενώ προφανώς [αn+1,βn+1]⊂[αn,βn]. 

Αν υπάρχει k≥1 τέτοιος, ώστε 
2
βα

2
βαf kkkk +

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + , τότε 
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2
βαx kk

0
+

= , 

αλλιώς η διαδικασία συνεχίζεται απεριόριστα, οπότε ορίζεται µια ακολουθία διαστη-

µάτων [αn,βn], n=1, 2, ..., τα οποία είναι κιβωτισµένα διότι, εφόσον 

2
αβ

α
2
βα

2
βαβ

αβ 1n1n

1n
1n1n

1n1n
1n

nn
−−

−
−−

−−
− −

=

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
+

+
−

=− , 

επαγωγικά προκύπτει ότι nnn 2
αβαβ −

=− , n=0, 1, 2, ... και άρα  

0
2
αβlim)αβ(lim nnnnn

=
−

=−
+∞→+∞→

. 

Εποµένως, από την Αρχή του Κιβωτισµού, υπάρχει µοναδικό σηµείο x0∈(α,β) τέτοιο, 

ώστε 

∩
+∞

=

=
0n

nn0 ]β,α[x . 

Μένει, τώρα, να αποδείξουµε ότι αυτό το x0 είναι το ζητούµενο σταθερό σηµείο 

της συνάρτησης f, δηλαδή f(x0)=x0. Ως προς αυτό µπορούµε να ακολουθήσουµε δύο 

µεθόδους. Στην πρώτη εφαρµόζουµε την κατ’ ορισµό συνθήκη της συνέχειας της συ-

νάρτησης f, όπως ακριβώς περιγράφηκε παραπάνω, ενώ στη δεύτερη µέθοδο χρησι-

µοποιούµε την Αρχή της Μεταφοράς. 

1ος τρόπος 

Έστω ότι δεν ισχύει το συµπέρασµα, τότε είτε f(x0)>x0, είτε f(x0)<x0. 

Αν f(x0)>x0, θέτουµε 0
2

x)x(fε 00 >
−

= , οπότε επειδή η συνάρτηση f είναι συνε-

χής στο x0, υπάρχει δ>0 τέτοιος, ώστε για κάθε x∈[α,β] µε x0−δ<x<x0+δ, έπεται ότι 

f(x0)−ε<f(x)<f(x0)+ε. Θέτουµε δ1=min{δ,ε}>0, οπότε υπάρχει κάποιος n0≥1 τέτοιος, 

ώστε  

 )δx,δx(]β,α[ 1010nn 00
+−⊂  (3.2.1) 

εποµένως, λόγω της συνέχειας της f στο x0, για 
0nβx = , έπεται ότι  

ε)x(f)β(fε)x(f 0n0 0
+<<−  απ’ όπου προκύπτει ότι 
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 )β(f
2

x)x(f
0n

00 <
+ . (3.2.2) 

Όµως, επειδή δ1=min{δ,ε}, η σχέση (3.2.1) συνεπάγεται ότι  

εxδxβαδxεx 010nn100 00
+≤+<<<−≤− , απ’ όπου προκύπτει ότι  

 
0n

00 β
2

x)x(f
>

+
 (3.2.3) 

Από τις σχέσεις (3.2.2) και (3.2.3) προκύπτει ότι )β(f
2

x)x(fβ
00 n

00
n <

+
<  το οποίο 

είναι άτοπο καθόσον, από τον τρόπο ορισµού του διαστήµατος ] , έχουµε ότι 

. 

β,α[
00 nn

00 nn β)β(f <

Με τον ίδιο τρόπο, αν f(x0)<x0, καταλήγουµε σε άτοπο. Εποµένως f(x0)=x0. 

2ος τρόπος 

Η ακολουθία (αn)n∈IN είναι αύξουσα και άνω φραγµένη από το x0 εποµένως είναι 

συγκλίνουσα µε όριο 

01nn
xαlim ≤=

+∞→
A . 

Οµοίως η ακολουθία (βn)n∈IN είναι φθίνουσα και κάτω φραγµένη από το x0 εποµένως 

είναι συγκλίνουσα µε όριο 

02nn
xβlim ≥=

+∞→
A . 

Τότε έχουµε 

0
2
αβlim)αβ(limαlimβlim nnnnnnnnn12 =

−
=−=−=−

+∞→+∞→+∞→+∞→
AA  

και άρα 

ℓ1=ℓ2=x0. 

Εξάλλου, επειδή η f είναι συνεχής, από την Αρχή της Μεταφοράς (πρβ. Θεώρηµα 

1.2.15) έπεται ότι  

)x(f)α(flimx)β(flim)x(f 0nn0nn0 =≤≤=
+∞→+∞→

, 

απ’ όπου προκύπτει ότι 

f(x0)=x0. 

Η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 
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3.3. Το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής ως εφαρµογή του Θεωρήµατος Σταθερού 

Σηµείου του Brouwer 

Μια από τις πολλές εφαρµογές του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Brouwer 

για κλειστό διάστηµα είναι η εξασφάλιση λύσεων σε εξισώσεις της µορφής 

 f(x)=γ, (3.3.1) 

όπου η f είναι µια συνεχής πραγµατική συνάρτηση από ένα κλειστό διάστηµα [α,β] 

και γ ένας οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός µεταξύ των τιµών f(α) και f(β). 

Αυτό το συµπέρασµα είναι γνωστό ως Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής διότι υποδη-

λώνει ότι για κάθε συνεχή συνάρτηση f:[α,β]→IR και κάθε πραγµατικό αριθµό γ µε-

ταξύ των τιµών f(α) και f(β), υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός x0∈[α,β] τέτοιος, 

ώστε f(x0)=γ, δηλαδή, ότι η συνάρτηση f λαµβάνει όλες τις ενδιάµεσες στα f(α) και 

f(β) τιµές. 

Μια πιο ειδική περίπτωση του θεωρήµατος αυτού, είναι η εξασφάλιση λύσεων σε 

εξισώσεις της µορφής 

 f(x)=0, (3.3.2) 

δηλαδή στην περίπτωση όπου γ=0 και οι τιµές f(α) και f(β) είναι εκατέρωθεν του 0, 

δηλαδή ετερόσηµες. Το συµπέρασµα αυτό, γνωστό ως Θεώρηµα Bolzano, προκύπτει 

ως άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Brouwer. Πράγµατι, η 

εξίσωση της µορφής (3.3.2) µπορεί να µετασχηµατιστεί στη µορφή  

 f(x)+x=x, (3.3.3) 

οπότε η αναζήτηση λύσεων της εξίσωσης (3.3.2) ανάγεται στην αναζήτηση σταθερών 

σηµείων για τη συνάρτηση f(x)+x. Η µόνη συνθήκη που απαιτείται για την f, για να 

εφαρµόζεται το Θεώρηµα του Brouwer, εκτός από τη συνέχεια, είναι η συνάρτηση f 

να απεικονίζει το κλειστό διάστηµα [α,β] στον εαυτό του. 

Αυτό, στη γενική περίπτωση, επιτυγχάνεται θεωρώντας, αντί της συνάρτησης 

f(x)+x, τη συνάρτηση F(x)=λf(x)+x, όπου ο πραγµατικός αριθµός λ επιλέγεται κα-

τάλληλα, ώστε F(x)=λf(x)+x∈[α,β] για όλα τα x∈[α,β] και η ύπαρξή του, εφόσον το 

κλειστό διάστηµα [α,β] είναι ένα συµπαγές υποσύνολο των πραγµατικών αριθµών, 
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εξασφαλίζεται από το Πόρισµα 1.2.22, το οποίο στην περίπτωσή µας παίρνει την 

ακόλουθη µορφή. 

Θεώρηµα 3.3.1 

Κάθε συνεχής συνάρτηση f:[α,β]→IR είναι φραγµένη. 

Απόδειξη 

Αν υποθέσουµε ότι η συνάρτηση f δεν είναι φραγµένη, τότε για κάθε n=1, 2, ... 

υπάρχει xn∈[α,β] τέτοιος ώστε |f(xn)|>n. Επειδή η ακολουθία (xn)n∈IN είναι φραγµένη, 

από το Θεώρηµα Bolzano-Weierstass έχει µια συγκλίνουσα υπακολουθία , επο-

µένως υπάρχει x

)x(
nk

0∈[α,β] τέτοιος, ώστε 0kn
xxlim

n
=

+∞→
. 

Εφόσον η συνάρτηση f είναι συνεχής στο x0, για κάθε ε>0, υπάρχει δ>0 τέτοιος, 

ώστε για κάθε x∈[α,β] µε |x−x0|<δ έπεται ότι |f(x)−f(x0)|<ε. 

Για το δ αυτό, εφόσον 0kn
xxlim

n
=

+∞→
, υπάρχει κάποιος φυσικός n0 τέτοιος, ώστε 

δxx 0kn
<−  για όλα τα n≥n0, εποµένως, λόγω της συνέχειας της f, έπεται ότι 

ε)x(f)x(f 0kn
<− , ή ισοδύναµα, ε)x(f)x(fε)x(f 0k0 n

+<<− , για όλα τα n≥n0. 

Αυτό σηµαίνει ότι η ακολουθία ( ))x(f
nk  είναι φραγµένη, γεγονός που είναι 

άτοπο, εφόσον nk k)x(f
n

> . 

Θεώρηµα 3.3.2 (Bolzano) 

Έστω f µια συνεχής πραγµατική συνάρτηση του κλειστού διαστήµατος [α,β] µε 

ετερόσηµες τιµές f(α) και f(β) στα άκρα του. Τότε υπάρχει x0∈(α,β) ώστε f(x0)=0. 

Απόδειξη 

Θεωρούµε f(α)<0<f(β). Όµοια αντιµετωπίζεται και η περίπτωση f(β)<0<f(α). 

Λόγω της συνέχειας της f στο [α,β], επειδή f(α)<0<f(β), υπάρχουν x1, x2∈(α,β) 

τέτοια, ώστε f(x)<0, για όλα τα α≤x≤x1 και f(x)>0 για όλα τα x2≤x≤β (βλέπε Εικόνα 

5). Επίσης, από το προηγούµενο Θεώρηµα 3.3.1, έπεται ότι η f είναι φραγµένη σ’ 

αυτό, δηλαδή υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί m και Μ τέτοιοι, ώστε m≤f(x)≤M για 

όλα τα x∈[α,β] και µάλιστα, επειδή f(α)<0<f(β), είναι προφανές ότι m<0<Μ. 
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Εικόνα 5 – Το Θεώρηµα Bolzano ως συνέπεια του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Brouwer 

Θέτουµε 

0
m

xβ,
M

xαmaxλ 21 <
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−

=  

και θεωρούµε τη συνάρτηση F:[α,β]→IR µε 

F(x)=λf(x)+x, 

για κάθε x∈[α,β], η οποία προφανώς είναι συνεχής στο [α,β]. 

Θα αποδείξουµε ότι  

α≤F(x)≤β, 

για κάθε x∈[α,β]. 

Θεωρούµε αρχικά όλα x∈[α,β] για τα οποία f(x)≥0. Τότε x>x1 (διότι, αν α≤x≤x1 

θα ήταν f(x)<0) και επειδή 
M

xαλ 1−
≥ , χρησιµοποιώντας την ανισότητα –f(x)≥−M, 

έπεται ότι 

,αxxαx)M(
M
xα

x))x(f(
M
xα

x)x(f
M

xαx)x(fλ)x(F

1
1

1

1
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−
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−
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=

+
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εφόσον x>x1. Επίσης λf(x)≤0, οπότε 

Ο 
α x1 

β x2 x 

y y 

Ο α β x 

β y=x

y=F(x)

y=f(x)

α 
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F(x)=λf(x)+x<x≤β 

Εποµένως 

 α<F(x)≤β (3.3.4) 

για όλα τα x∈[α,β] για τα οποία f(x)≥0. 

Έστω, τώρα, τα x∈[α,β] για τα οποία f(x)<0. Τότε λf(x)>0 και εποµένως 

F(x)=λf(x)+x>x≥α. 

Επίσης x<x2 (διότι, αν x2≤x≤β θα ήταν f(x)>0) και επειδή 
m

xβλ 2−
≥ , χρησιµοποιώ-

ντας την ανισότητα –f(x)≤−m, έπεται ότι 

,βxxβx)m(
m
xβ

x))x(f(
m
xβ

x)x(f
m

xβx)x(fλ)x(F

2
2

2

2

<+−=+−
−
−

≤

+−
−
−

=

+
−

≤+=

 

εφόσον x<x2. 

Εποµένως 

 α≤F(x)<β (3.3.5) 

για όλα τα x∈[α,β] για τα οποία f(x)<0. 

Τελικά, από τις σχέσεις (3.3.4) και (3.3.5), προκύπτει ότι 

α≤F(x)≤β 

για κάθε x∈[α,β]. 

Εποµένως η συνάρτηση F(x) είναι συνεχής και απεικονίζει το κλειστό διάστηµα 

[α,β] στον εαυτό του, οπότε, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του 

Brouwer για κλειστό διάστηµα, έχει ένα σταθερό σηµείο x0, δηλαδή υπάρχει ένα 

x0∈(α,β) τέτοιο, ώστε 

F(x0)=x0

ή, ισοδύναµα, 

f(x0)=0, 

οπότε το Θεώρηµα αποδείχθηκε. 
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Θεώρηµα 3.3.3 (Ενδιάµεσης Τιµής) 

Έστω f µια συνεχής πραγµατική συνάρτηση του κλειστού διαστήµατος [α,β] µε 

διαφορετικές τιµές f(α) και f(β) στα άκρα του. Τότε, για κάθε πραγµατικό αριθµό γ 

µεταξύ των τιµών f(α) και f(β), υπάρχει x0∈(α,β) ώστε f(x0)=γ. 

Απόδειξη 

Θεωρούµε τη συνάρτηση F:[α,β]→IR µε F(x)=f(x)−γ, για κάθε x∈[α,β]. Τότε 

αν f(α)<γ<f(β), είναι F(α)=f(α)−γ<0 και F(β)=f(β)−γ>0, ενώ 

αν f(β)<γ<f(α), είναι F(α)=f(α)−γ>0 και F(β)=f(β)−γ<0, δηλαδή, σε κάθε περίπτωση, 

οι τιµές F(α) και F(β) της F στα άκρα του κλειστού διαστήµατος [α,β] είναι ετερόση-

µες. 

Επιπλέον, η συνάρτηση F είναι προφανώς συνεχής στο [α,β], εποµένως, σύµφωνα 

µε το Θεώρηµα Bolzano, υπάρχει x0∈(α,β) τέτοιο, ώστε F(x0)=0 ή, ισοδύναµα,  

f(x0)=γ, 

γεγονός που αποδεικνύει το Θεώρηµα. 

Είναι προφανές ότι το Θεώρηµα Bolzano, αποτελεί µια ειδική περίπτωση (όπου 

γ=0) του Θεωρήµατος Ενδιάµεσης Τιµής. 

Μπορούµε, όµως, εύκολα να συµπεράνουµε και την ισχύ του Θεωρήµατος Στα-

θερού Σηµείου του Brouwer από το Θεώρηµα Bolzano. Πράγµατι, δεδοµένης µιας 

συνεχούς συνάρτησης f:[α,β]→[α,β], αν υποθέσουµε ότι α<f(α) και f(β)<β (σε αντί-

θετη περίπτωση η f έχει σταθερό σηµείο το α ή το β), θεωρούµε τη συνάρτηση 

F:[α,β]→IR µε 

F(x)=f(x)−x, 

για κάθε x∈[α,β], η οποία είναι προφανώς συνεχής στο [α,β] και τέτοια, ώστε 

F(α)=f(α)−α>0 και F(β)=f(β)−β<0. 

Άρα, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Bolzano, υπάρχει x0∈(α,β) τέτοιο, ώστε 

F(x0)=0 

ή, ισοδύναµα, 

f(x0)=x0. 

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση, υπάρχει x0∈[α,β] τέτοιο, ώστε f(x0)=x0. 
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3.4. Εφαρµογές του Θεωρήµατος Ενδιάµεσης Τιµής 

Είναι, ήδη, γνωστές οι πολλές εφαρµογές του Θεωρήµατος Ενδιάµεσης Τιµής 

στον Απειροστικό Λογισµό, ακόµα και στα πλαίσια του περιεχοµένου που διδάσκεται 

στο Λύκειο. Στην παρούσα ενότητα θα αναφερθούµε σε ένα όχι και τόσο γνωστό, 

αλλά εξαιρετικά σηµαντικό πόρισµα του εν λόγω θεωρήµατος και θα το χρησιµο-

ποιήσουµε για την εξαγωγή άλλων συµπερασµάτων µε πολύ ενδιαφέρον. 

Θεώρηµα 3.4.1 (Θεώρηµα Borsuk-Ulam, για τον κύκλο) 

Θεωρούµε το µοναδιαίο κύκλο S1(0,1)={(x,y)∈IR2: x2+y2=1} και µια συνεχή συ-

νάρτηση f:S1(0,1)→IR. Τότε υπάρχει ένα ζεύγος αντιποδικών σηµείων p και –p στο 

µοναδιαίο κύκλο S1(0,1) τέτοιο, ώστε f(p)=f(−p). 

Απόδειξη 

Θεωρούµε τη συνάρτηση g:[−1,1]→IR, µε 

 ( ) ( )22 x1,xfx1,xf)x(g −−−−−= , (3.4.1) 

για κάθε x∈[−1,1], η οποία είναι προφανώς συνεχής στο κλειστό διάστηµα [−1,1]. Οι 

τιµές της συνάρτησης g στα άκρα του διαστήµατος [−1,1] είναι 

g(1)=f(1,0)−f(−1,0) 

και 

g(−1)=f(−1,0)−f(1,0), 

δηλαδή 

g(1)=−g(−1). 

  

−x 
x −1 1 

−p 

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= 2x1,xp

 

Εικόνα 6 – Το Θεώρηµα Borsuk-Ulam για τον κύκλο 
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Αν υποθέσουµε ότι g(1)=g(−1)=0, τότε το συµπέρασµα του θεωρήµατος ισχύει 

για p=(1,0). Στην αντίθετη περίπτωση, οι τιµές g(1) και g(−1) είναι ετερόσηµες, οπότε 

από το Θεώρηµα Bolzano, υπάρχει κάποιο x0∈[−1,1] τέτοιο, ώστε 

g(x0)=0, 

ή, ισοδύναµα λόγω της (3.4.1), 

f(p)=f(−p), 

όπου )1,0(Sx1,xp 12
00 ∈⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= . 

Εποµένως, σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένα ζεύγος αντιποδικών σηµείων p και –p 

στο µοναδιαίο κύκλο S1(0,1) τέτοιο, ώστε f(p)=f(−p) και έτσι το θεώρηµα αποδείχθη-

κε. 

Το Θεώρηµα Borsuk-Ulam, που αποδείξαµε παραπάνω, ισχύει στη γενική περί-

πτωση της µοναδιαίας σφαίρας Sn(0,1) και αποδεικνύεται ότι είναι ισοδύναµο µε την 

γενική µορφή του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Brouwer, την οποία θα 

διατυπώσουµε στην ενότητα 3.8. Στην παρούσα µορφή του, το Θεώρηµα 

Borsuk-Ulam βρίσκει ενδιαφέρουσες εφαρµογές, η αµεσότερη των οποίων διατυπώ-

νεται µε το πόρισµα που ακολουθεί. 

Πόρισµα 3.4.2 

Σε κάθε δεδοµένη χρονική στιγµή και για κάθε µέγιστο κύκλο της Γης, υπάρχει 

ένα ζεύγος αντιποδικών σηµείων, στα οποία η τιµή της θερµοκρασίας (ή η πίεσης) 

του αέρα, θεωρούµενης ως συνεχούς συνάρτησης, είναι η ίδια. 

Ας δούµε, τώρα, ένα καθαρά πρακτικό, όσο και ενδιαφέρον πρόβληµα, στο 

οποίο, το Θεώρηµα 3.4.1 µπορεί να µας προσφέρει µια ουσιαστική απάντηση. Ας φα-

νταστούµε δύο τηγανίτες ακανόνιστου σχήµατος και διαφορετικού µεγέθους σερβιρι-

σµένες στο ίδιο πιάτο που πρέπει να µοιραστούν σε δύο συνδαιτυµόνες. Θα ήταν 

άδικο καθένας από αυτούς να πάρει από µία τηγανίτα, διότι έτσι κάποιος απ’ τους δύο 

θα έτρωγε λιγότερη ποσότητα. Το δίκαιο θα ήταν να κόψουµε µε δύο ευθείες µαχαι-

ριές κάθε µία τηγανίτα σε δύο ίσα κοµµάτια, ώστε κάθε ένας να πάρει από δύο µισά, 

ένα από κάθε τηγανίτα. Το θεώρηµα που ακολουθεί και είναι µια συνέπεια του Θεω-

ρήµατος Borsuk-Ulam, µας εξασφαλίζει ότι αυτό µπορεί να επιτευχθεί επίσης απλώς 

µε µία και µόνο ευθεία µαχαιριά. 
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Θεώρηµα 3.4.3 (Πρώτο Θεώρηµα της Τηγανίτας) 

Αν Α και Β είναι δύο φραγµένα επίπεδα σχήµατα, υπάρχει µια ευθεία που διαιρεί 

καθένα από αυτά σε δύο κοµµάτια ίσου εµβαδού. 

Απόδειξη 

Εφόσον τα δύο σχήµατα Α και Β είναι φραγµένα, υπάρχει ένας κύκλος C που τα 

περιέχει, όπως στην Εικόνα 7. 

p

A
C

dp
ℓtB

p∗  

Εικόνα 7 – Το Πρώτο Θεώρηµα της Τηγανίτας 

Για κάθε σηµείο p του κύκλου C σηµειώνουµε µε dp τη διάµετρο του C που διέρ-

χεται από το p. Έστω ℓt η κάθετη της dp, η οποία διέρχεται από το σηµείο της dp που 

βρίσκεται σε απόσταση t από το p (0≤t≤d, όπου d το µήκος της διαµέτρου του κύ-

κλου). Έστω f1(t) το εµβαδόν του κοµµατιού του σχήµατος Α που βρίσκεται προς το 

ίδιο µέρος της ℓt µε το p, και έστω f2(t) το εµβαδόν του άλλου κοµµατιού. Οι συναρ-

τήσεις f1(t) και f2(t) είναι ορισµένες στο κλειστό διάστηµα [0,d] και είναι συνεχείς σ’ 

αυτό. Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση f:[0,d]→IR, µε 

 f(t)=f1(t)−f2(t). (3.4.2) 

Προφανώς, η συνάρτηση είναι συνεχής στο [0,d], ενώ f(0)=−f(d) και εποµένως, από 

το Θεώρηµα Bolzano, υπάρχει ένα σηµείο t στο κλειστό διάστηµα [0,d] τέτοιο ώστε 

f(t)=0, 

ή, λόγω της (3.4.2) 

f1(t)=f2(t). 

Αυτό σηµαίνει ότι η ευθεία ℓt που διέρχεται από αυτό το σηµείο κόβει το σχήµα Α σε 

δύο κοµµάτια ίσου εµβαδού. 

Αυτή η ευθεία επίσης κόβει το Β σε δύο κοµµάτια. Συµβολίζουµε µε g1(p) το εµ-

βαδόν εκείνου του κοµµατιού που βρίσκεται πιο κοντά στο σηµείο p και µε g2(p) το 
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εµβαδόν του άλλου κοµµατιού και θεωρούµε τη συνάρτηση g:C→IR, µε  

 g(p)=g1(p)−g2(p), (3.4.3) 

η οποία είναι, προφανώς, συνεχής στον κύκλο C. Καθώς το σηµείο p, κινούµενο συ-

νεχώς κατά µήκος του C, φτάνει στο αντιποδικό του σηµείο p∗, τα δύο κοµµάτια του 

σχήµατος Β αλλάζουν θέσεις. Εποµένως 

 g(p)=−g(p∗) (3.4.4) 

για όλα τα σηµεία p του κύκλου C. Από το Θεώρηµα Borsuk-Ulam, όµως, υπάρχει 

ένα σηµείο p στον κύκλο C, για το οποίο 

 g(p)=g(p∗). (3.4.5) 

Από τις ισότητες (3.4.4) και (3.4.5) συνεπάγεται ότι 

 g(p)=0, 

ή, λόγω της (3.4.3) 

g1(p)=g2(p). 

Εποµένως υπάρχει ένα σηµείο p στον κύκλο για το οποίο η ευθεία ℓt κόβει και τα δύο 

σχήµατα σε κοµµάτια ίσου εµβαδού και το θεώρηµα αποδείχθηκε. 

Πρέπει να παρατηρήσουµε εδώ ότι το Θεώρηµα 3.4.3 απαντά καταφατικά στο 

ερώτηµα αν µπορούµε να µοιράσουµε δίκαια δύο διαφορετικές τηγανίτες σε δύο 

άτοµα, κόβοντας τις τηγανίτες µε µια απλή ευθεία µαχαιριά, όµως δε µας λέει πού 

πρέπει να κόψουµε. Αυτό είναι ένα τελείως διαφορετικό ερώτηµα, η αντιµετώπιση 

του οποίου ξεφεύγει από τα ενδιαφέροντα αυτής της εργασίας. 

Κινούµενοι στην ίδια κατεύθυνση, µπορούµε να διατυπώσουµε, τώρα, ένα άλλο 

ερώτηµα: Είναι δυνατόν να µοιράσουµε δίκαια µια τηγανίτα σε τέσσερα άτοµα εφαρ-

µόζοντας µόνο δύο απλές ευθείες µαχαιριές; Το επόµενο θεώρηµα, συνέπεια κι αυτό 

του Θεωρήµατος Borsuk-Ulam για τον κύκλο, µας δίνει πάλι καταφατική απάντηση. 

Θεώρηµα 3.4.4 (∆εύτερο Θεώρηµα της Τηγανίτας) 

Αν Α είναι ένα φραγµένο επίπεδο σχήµα τότε υπάρχουν δύο κάθετες ευθείες που 

κόβουν το Α σε τέσσερα κοµµάτια µε ίσο εµβαδόν. 

Απόδειξη 

Όπως στην προηγούµενη περίπτωση, επειδή το σχήµα Α είναι φραγµένο, υπάρχει 

ένας κύκλος C που το περιέχει. Αν, για κάθε σηµείο p στον κύκλο C µε dp συµβολί-

ζουµε τη διάµετρο που διέρχεται από τα αντιποδικά σηµεία p και p∗, τότε, όπως δεί-
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ξαµε προηγουµένως, υπάρχει µια ευθεία ℓp, κάθετη στην dp, που διαιρεί το σχήµα Α 

σε δύο κοµµάτια ίσου εµβαδού. Επίσης, αν θεωρήσουµε µια διάµετρο του κύκλου C 

κάθετη στη dp, οµοίως, υπάρχει µια ευθεία mp, κάθετη σ’ αυτήν, άρα παράλληλη στη 

dp, η οποία, επίσης, διαιρεί το σχήµα Α σε δύο κοµµάτια ίσου εµβαδού. Οι ευθείες ℓp 

και mp είναι, λοιπόν, κάθετες µεταξύ τους και διαιρούν το σχήµα Α σε τέσσερα κοµ-

µάτια, τα οποία ας συµβολίσουµε, χρησιµοποιώντας φορά αντίθετη των δεικτών του 

ρολογιού, µε Α1(p), Α2(p), Α3(p) και Α4(p), όπως στην Εικόνα 8. 
A1(p)

 

Εικόνα 8 – Το ∆εύτερο Θεώρηµα της Τηγανίτας 

Αν S1(p), S2(p), S3(p) και S4(p) τα εµβαδά αυτών των τεσσάρων κοµµατιών αντί-

στοιχα, τότε 

S1(p)+S2(p)=S3(p)+S4(p) 

και 

S4(p)+S1(p)=S2(p)+S3(p), 

απ’ όπου προκύπτει ότι 

 S1(p)=S3(p) και S2(p)=S4(p) (3.4.6) 

Αυτές οι ισότητες ισχύουν για µια τυχαία αλλά σταθεροποιηµένη θέση του ση-

µείου p. Τώρα υποθέτουµε ότι αυτό το σηµείο κινείται συνεχώς κατά µήκος του κύ-

κλου C κατά φορά αντίθετη αυτής των δεικτών του ρολογιού και καλύπτει κυκλικό 

τόξο ίσο προς ένα τεταρτοκύκλιο και ας συµβολίσουµε αυτή τη νέα θέση του µε q. 

Τότε το κοµµάτι Α1(p) του σχήµατος Α µετασχηµατίζεται µε συνεχή τρόπο στο Α2(p), 

το A2(p) στο Α3(p), το Α3(p) στο Α4(p) και το κοµµάτι Α4(p) µετασχηµατίζεται στο 

Α1(p). Εποµένως 

S1(q)=S2(p) και S2(q)=S3(p). 

Θεωρούµε, τώρα, τη συνάρτηση 

A4(p)

A3(p)

A2(p)

mpq 
p 

dp

ℓpp∗
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 f(p)=S1(p)−S2(p). (3.4.7) 

Τότε 

f(q)=S1(q)−S2(q)=S2(p)−S3(p)=S2(p)−S1(p)=−f(p) 

και άρα οι τιµές της συνεχούς συνάρτησης f στα άκρα του τεταρτοκυκλίου είναι ετε-

ρόσηµες. Εποµένως, από το Θεώρηµα Bolzano, έπεται ότι 

f(p)=0 

για κάποιο σηµείο p του τόξου, ή λόγω της (3.4.7), 

S1(p)=S2(p). 

Έτσι, οι σχέσεις (3.4.6) γίνονται 

S1(p)=S2(p)=S3(p)=S4(p) 

και αυτό το σηµείο δίνει την επιθυµητή διαίρεση του σχήµατος Α, οπότε η απόδειξη 

είναι πλήρης. 

3.5. Τα Συνδυαστικά Θεωρήµατα 

Στην ενότητα αυτή κάνουµε µια ειδική αναφορά στα εργαλεία εκείνα που είναι 

απαραίτητα για την απόδειξη του Θεωρήµατος του Brouwer στο επίπεδο, το οποίο 

ακολουθεί στην επόµενη παράγραφο. Κρίθηκε αναγκαίο, τα θεωρήµατα που ακολου-

θούν να συµπεριληφθούν σε µια ξεχωριστή ενότητα, αφενός διότι αποτελούν ένα 

πολύ ενδιαφέρον και σηµαντικό µέρος της λεγόµενης Συνδυαστικής Τοπολογίας, και 

αφετέρου διότι µπορούν να χρησιµοποιηθούν αυτόνοµα για την εξαγωγή πλήθους 

άλλων συµπερασµάτων που δε σχετίζονται απαραίτητα µε την παρούσα εργασία. 

Ειδικότερα, το Λήµµα Sperner που είναι και το βασικό συµπέρασµα αυτής της 

ενότητας, βρίσκει πολλές εφαρµογές σε διάφορους κλάδους των µαθηµατικών, όπως 

τη Θεωρία Γραφηµάτων, την Κυρτή Ανάλυση κλπ. 

Θεώρηµα 3.5.1 (Πρώτο Συνδυαστικό Λήµµα, ή Λήµµα Sperner για κλειστό διά-

στηµα) 

Έστω ότι ένας πεπερασµένος αριθµός σηµείων υποδιαιρεί ένα κλειστό διάστηµα 

σε υποδιαστήµατα. Σηµειώνουµε τα άκρα του αρχικού διαστήµατος µε διαφορετικά 

σύµβολα, π.χ. το αριστερό άκρο µε 0, το δεξιό µε 1 και κάθε ένα από τα εσωτερικά 

σηµεία επίσης µε 0 ή 1. Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστον υποδιάστηµα του οποίου τα 

άκρα είναι σηµειωµένα µε διαφορετικά σύµβολα. Επιπλέον το πλήθος αυτού του εί-
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δους των υποδιαστηµάτων είναι περιττός αριθµός. 

Απόδειξη 

Ας ονοµάσουµε «αποδεκτό» κάθε υποδιάστηµα του οποίου τα άκρα σηµειώνο-

νται µε διαφορετικά σύµβολα. Υπάρχουν δύο περιπτώσεις: είτε όλα τα εσωτερικά 

σηµεία σηµειώνονται µε 0, είτε υπάρχει τουλάχιστον ένα εσωτερικό σηµείο που ση-

µειώνεται µε 1. Στην πρώτη περίπτωση (βλέπε Εικόνα 9α) υπάρχει ακριβώς ένα απο-

δεκτό υποδιάστηµα, αυτό το ακραίο δεξιά. Στη δεύτερη περίπτωση (βλέπε Εικόνα 9β) 

το πρώτο από αριστερά σηµείο που σηµειώνεται µε 1 ορίζει ένα υποδιάστηµα του 

οποίου τα άκρα σηµειώνονται µε διαφορετικά σύµβολα. 

0 0 0 0 0 0 0 0 1 

α 

0 0 0 1 0 1 1 0 1 

β  

Εικόνα 9 – Το Λήµµα Sperner για κλειστό διάστηµα 

Εύκολα, τώρα, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι, απαριθµίζοντας τα αποδεκτά 

υποδιαστήµατα ξεκινώντας από αριστερά, τα περιττής τάξης είναι της µορφής (0,1) 

ενώ τα άρτιας τάξης είναι της µορφής (1,0). Επειδή το τελευταίο αποδεκτό υποδιά-

στηµα είναι της µορφής (0,1), έπεται ότι αυτό θα είναι περιττής τάξης, εποµένως το 

πλήθος των αποδεκτών υποδιαστηµάτων είναι περιττός αριθµός. 

Στο ίδιο συµπέρασµα µπορούµε πιο άµεσα να καταλήξουµε παρατηρώντας ότι τα 

αποδεκτά υποδιαστήµατα της µορφής (0,1) είναι πάντα κατά ένα περισσότερα από τα 

αποδεκτά υποδιαστήµατα της µορφής (1,0), εποµένως το πλήθος των αποδεκτών 

υποδιαστηµάτων είναι περιττός αριθµός. Η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Μια περισσότερο τυπική απόδειξη του Λήµµατος Sperner για κλειστό διάστηµα 

µπορεί να γίνει χρησιµοποιώντας επαγωγή επί του πλήθους n των εσωτερικών σηµεί-

ων του αρχικού διαστήµατος µε n=1, 2, ... Και εδώ καλούµε «αποδεκτό» κάθε υπο-

διάστηµα του οποίου τα άκρα σηµειώνονται µε διαφορετικά σύµβολα. 

Για n=1, το εσωτερικό σηµείο σηµειώνεται είτε µε το σύµβολο 0 είτε µε το σύµ-

βολο 1, οπότε, και στις δύο περιπτώσεις έχουµε ακριβώς ένα αποδεκτό υποδιάστηµα 

(βλέπε Εικόνα 10α). 
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Υποθέτουµε ότι το συµπέρασµα του Λήµµατος Sperner για κλειστό διάστηµα 

ισχύ

τι· έστω ότι n+1 εσωτερικά σηµεία διαιρούν το αρχικό διάστηµα σε n+2 

υπο

µατος Sperner για κλειστό διάστηµα 

Από τ στον ένα 

απο

ει για n το πλήθος εσωτερικά σηµεία και θα δείξουµε ότι ισχύει για n+1 εσωτερι-

κά σηµεία. 

Πράγµα

διαστήµατα. Εξαιρούµε το πρώτο από αριστερά εσωτερικό σηµείο, οπότε αποµέ-

νουν n εσωτερικά σηµεία, για τα οποία, σύµφωνα µε την υπόθεση της επαγωγής 

υπάρχει τουλάχιστον ένα αποδεκτό υποδιάστηµα και το πλήθος αυτών των υποδια-

στηµάτων είναι περιττός αριθµός. Τώρα, προσαρτούµε εκ νέου το εσωτερικό σηµείο 

που εξαιρέσαµε, οπότε υπάρχουν οι εξής περιπτώσεις: είτε το σηµείο αυτό σηµειώνε-

ται µε το σύµβολο 0 είτε µε το σύµβολο 1. 
n=1 

0 0 1 

 

Εικόνα 10 – Μια τυπική απόδειξη του Λ

0 1 1 
α 

0 0 0 

n+1 

0 0 1 

β 

1 1 

0 1 0 0 1 1 

γ 

1 1 

ήµ

ην υπόθεση της επαγωγής, τα n εσωτερικά σηµεία ορίζουν τουλάχι

δεκτό υποδιάστηµα και το πλήθος των αποδεκτών υποδιαστηµάτων είναι περιττός 

αριθµός, ο οποίος διατηρείται και µετά την προσάρτηση του (n+1)-στού σηµείου που 

εξαιρέθηκε, εκτός από την περίπτωση κατά την οποία το σηµείο που προσαρτούµε 

σηµειώνεται µε το σύµβολο 1 και το αµέσως επόµενο προς τα δεξιά σηµείο σηµειώ-

νεται µε το σύµβολο 0, οπότε το πλήθος των αποδεκτών διαστηµάτων αυξάνεται 

κατά 2 (βλέπε Εικόνα 10β και γ). Σε κάθε περίπτωση, λοιπόν, υπάρχει τουλάχιστον 

ένα αποδεκτό υποδιάστηµα και το πλήθος αυτών των υποδιαστηµάτων είναι περιττός 

αριθµός. Το θεώρηµα αποδείχθηκε. 
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Το επόµενο θεώρηµα αναφέρεται ως ∆εύτερο Συνδυαστικό Λήµµα και για να το 

αποδείξουµε θα χρησιµοποιήσουµε έναν ισχυρισµό για τα δωµάτια και τις θύρες σε 

ένα σπίτι (βλέπε Εικόνα 11). Υποθέτουµε ότι κάθε δωµάτιο ενός σπιτιού έχει 0, 1 ή 2 

θύρες. Θα καλούµε αδιέξοδο κάθε δωµάτιο που έχει µόνο µία θύρα, ενώ επικοινω-

νούν δωµάτιο θα καλούµε αυτό που έχει δύο θύρες. Απ’ την άλλη, µία θύρα θα καλεί-

ται εξωτερική, αν οδηγεί έξω από το σπίτι, ή εσωτερική, αν συνδέει δύο γειτονικά δω-

µάτια. Είναι, επίσης, απολύτως φυσικό να θεωρήσουµε ότι δεν υπάρχει δωµάτιο που 

να έχει περισσότερες από µία εξωτερικές θύρες, και δεν υπάρχουν δύο γειτονικά δω-

µάτια που να έχουν περισσότερες από µία κοινές θύρες. Με αυτούς τους ορισµούς και 

προϋποθέσεις, διατυπώνουµε το ∆εύτερο Συνδυαστικό Λήµµα.  

Θεώρηµα 3.5.2 (∆εύτερο Συνδυαστικό Λήµµα, ή Περίπατοι στα ∆ωµάτια ενός 

Σπιτιού) 

Έστω ότι κάθε δωµάτιο ενός σπιτιού έχει 0, 1, ή 2 θύρες. Τότε το πλήθος των 

αδιεξόδων και το πλήθος των εξωτερικών θυρών είναι αριθµοί του ιδίου τύπου, δη-

λαδή ταυτόχρονα και οι δύο είτε άρτιοι είτε περιττοί. 

Απόδειξη 

Για την απόδειξη θα περιγράψουµε τους περιπάτους στα δωµάτια ενός σπιτιού. 

Κάθε περίπατος µπορεί να γίνει σύµφωνα µε τους ακόλουθους κανόνες: (α) µπορούµε 

να περάσουµε από κάθε θύρα µόνο µία φορά, (β) κάθε περίπατος ξεκινά είτε εισερ-

χόµενοι στο σπίτι από το δρόµο µέσω µιας εξωτερικής θύρας είτε από ένα αδιέξοδο. 

Συνεχίζουµε τον περίπατο περνώντας από τα επικοινωνούντα δωµάτια και στα-

µατάµε σε µία από τις δύο περιπτώσεις: είτε (α) βρισκόµαστε έξω από το σπίτι περ-

νώντας από µία εξωτερική θύρα, είτε (β) βρισκόµαστε σε ένα αδιέξοδο (βλέπε Εικόνα 

11). 

 

Εικόνα 11 – Περίπατοι στα ∆ωµάτια ενός Σπιτιού 

↑

↑↑ 

← 
↑ 

→ →

→ → ←
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Οι προϋποθέσεις για τον αριθµό των θυρών σε κάθε δωµάτιο καθορίζουν κάθε 

περίπατο µοναδικά. Αφού εισέλθουµε σε ένα δωµάτιο µε δύο θύρες, µπορούµε να 

βγούµε ακολουθώντας µόνο µία διαδροµή. Όταν ο περίπατος τελειώσει, αρχίζουµε 

έναν άλλο, και συνεχίζουµε έως ότου δεν υπάρχουν άλλες εξωτερικές θύρες ή αδιέ-

ξοδα από όπου να ξεκινήσουµε. 

Με αυτόν τον τρόπο προκύπτουν οι ακόλουθοι τύποι για τις διαδροµές που µπο-

ρούµε να ακολουθήσουµε: 

(α) εισερχόµενοι από µια εξωτερική θύρα καταλήγουµε σε ένα αδιέξοδο (ή αντι-

στρόφως, που για τους σκοπούς µας δεν έχει διαφορά στο είδος της διαδροµής), 

(β) εισερχόµενοι από µια εξωτερική θύρα καταλήγουµε σε µία άλλη εξωτερική 

θύρα, 

(γ) εισερχόµενοι από ένα αδιέξοδο καταλήγουµε σε ένα άλλο αδιέξοδο. 

Έστω, τώρα k, m και n το πλήθος των διαδροµών για τον πρώτο, δεύτερο και 

τρίτο τύπο, αντίστοιχα. Τότε, επειδή κάθε διαδροµή τύπου (α) αντιστοιχεί σε µία εξω-

τερική θύρα, και κάθε διαδροµή τύπου (β) αντιστοιχεί σε δύο εξωτερικές θύρες, το 

συνολικό πλήθος των εξωτερικών θυρών είναι k+2m. Οµοίως, το πλήθος των αδιε-

ξόδων είναι k+2n. Οι αριθµοί k+2m και k+2n είναι του ίδιου τύπου, γεγονός που 

αποδεικνύει το θεώρηµα. 

Να παρατηρήσουµε εδώ ότι αυτό που καθορίζεται ρητά στη διατύπωση του θεω-

ρήµατος και απαιτείται για την απόδειξή του είναι το πλήθος και το είδος των θυρών 

κάθε δωµατίου του σπιτιού, ενώ το σχήµα των δωµατίων δεν παίζει κανέναν ρόλο. 

Έτσι, στα επόµενα, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τα δωµάτια έχουν οποιοδήποτε 

σχήµα, ειδικότερα τριγωνικό. 

Το ∆εύτερο Συνδυαστικό Λήµµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί άµεσα για την από-

δειξη του ακόλουθου θεωρήµατος, το οποίο είναι γνωστό ως Λήµµα Sperner για ένα 

τρίγωνο. Το τρίγωνο αυτό µπορούµε, τώρα, να το θεωρήσουµε ως ένα σπίτι, του 

οποίου τα δωµάτια είναι άλλα µικρότερα τρίγωνα στο εσωτερικό του αρχικού. 

Ας θεωρήσουµε, λοιπόν, ένα τυχαίο τρίγωνο και ας το υποδιαιρέσουµε σε µικρό-

τερα τρίγωνα ακολουθώντας πιστά την ακόλουθη συνθήκη: κάθε ζεύγος από µικρό-

τερα τρίγωνα είναι τέτοιο, ώστε τα τρίγωνα είτε δεν έχουν κοινά σηµεία, είτε έχουν 

µια κοινή κορυφή, είτε έχουν µια κοινή πλευρά. Μια τέτοια υποδιαίρεση καλείται 
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τριγωνισµός. Τα µικρότερα τρίγωνα της υποδιαίρεσης καλούνται έδρες (faces) του 

τριγωνισµού, οι πλευρές των µικρότερων τριγώνων καλούνται ακµές του τριγωνι-

σµού, και οι κορυφές των µικρότερων τριγώνων καλούνται κορυφές του τριγωνισµού. 

Για παράδειγµα, η υποδιαίρεση που φαίνεται στην Εικόνα 12α είναι ένας τριγωνι-

σµός, ενώ αυτή στην Εικόνα 12β δεν είναι. 

β α  

Εικόνα 12 – Παράδειγµα τριγωνισµού (α) και µη τριγωνισµού (β) 

Θεώρηµα 3.5.3 (Τρίτο Συνδυαστικό Λήµµα, ή Λήµµα Sperner για τρίγωνο). 

Θεωρούµε ένα τρίγωνο Τ και έναν τριγωνισµό αυτού, όπως ορίσθηκε στα προη-

γούµενα. Χρησιµοποιούµε τρία διαφορετικά σύµβολα για να σηµειώσουµε τις κορυ-

φές του τριγώνου Τ, π.χ. τα 0, 1, και 2, και ακριβώς τα ίδια σύµβολα για να σηµειώ-

σουµε τις κορυφές του τριγωνισµού µε την προϋπόθεση, όµως ότι ικανοποιείται η 

ακόλουθη συνοριακή συνθήκη: αν µια κορυφή του τριγωνισµού βρίσκεται σε µια 

πλευρά του τριγώνου Τ, σηµειώνεται µε ένα από τα δύο σύµβολα µε τα οποία ση-

µειώνονται τα άκρα αυτής της πλευράς. Τότε υπάρχει τουλάχιστον µία έδρα στον τρι-

γωνισµό µε κορυφές που σηµειώνονται µε διαφορετικά σύµβολα, δηλ. 0, 1, και 2. 

Επιπλέον, το πλήθος αυτών των εδρών είναι περιττός αριθµός. 

Απόδειξη 

Μια παραστατική απεικόνιση του Λήµµατος Sperner για ένα τρίγωνο φαίνεται 

στην Εικόνα 13. Στόχος µας είναι να αναγάγουµε το εν λόγω θεώρηµα στο ∆εύτερο 

Συνδυαστικό Λήµµα, γι’ αυτό θεωρούµε ότι το αρχικό τρίγωνο Τ είναι ένα σπίτι και 

κάθε έδρα του τριγωνισµού είναι ένα δωµάτιο του σπιτιού. Έτσι, κάθε ακµή του τρι-

γωνισµού θα αποτελεί τους «τοίχους» των δωµατίων, οπότε είναι απολύτως φυσικό 

να θεωρήσουµε ότι κάποιοι από αυτούς τους τοίχους διαθέτουν θύρες ενώ κάποιοι 

άλλοι όχι και µάλιστα οι θύρες θα πρέπει να είναι οι ακµές εκείνες που είναι του ίδιου 
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τύπου. Επειδή, οι υποθέσεις του ∆εύτερου Συνδυαστικού Λήµµατος απαιτούν να µην 

υπάρχουν δωµάτια µε περισσότερες από δύο θύρες, µπορούµε να θεωρήσουµε ότι 

θύρες είναι εκείνες οι ακµές του τριγωνισµού που τα άκρα τους σηµειώνονται µε δια-

φορετικά σύµβολα, π.χ. µε 0 και 1, είναι δηλαδή ακµές τύπου (0,1) (ή (1,0), εφόσον, 

σε αντίθεση µε το Πρώτο Συνδυαστικό Λήµµα, δεν υπάρχει διαφορά µεταξύ ακµών 

τύπου (0,1) και (1,0)). Ειδικότερα, εξωτερικές θύρες είναι εκείνες οι ακµές του τρι-

γωνισµού που βρίσκονται πάνω στην πλευρά του αρχικού τριγώνου Τ µε άκρα τα ση-

µεία που σηµειώνονται µε 0 και 1 και δεν υπάρχουν τέτοιες στις άλλες πλευρές του 

αρχικού τριγώνου Τ. Ως αδιέξοδα ορίζονται τα δωµάτια εκείνα που διαθέτουν µόνο 

µία θύρα, εποµένως, µε βάση τον προηγούµενο ορισµό, αδιέξοδα θα είναι οι έδρες 

τύπου (0,1,2), εφόσον διαθέτουν ακριβώς µία ακµή του τύπου (0,1) (µία θύρα). Εντε-

λώς ανάλογα, ως επικοινωνούντα δωµάτια θα ορίζονται οι έδρες τύπου (0,0,1) ή 

(0,1,1), διότι περιέχουν ακριβώς δύο ακµές τύπου (0,1) (δύο θύρες). 
2 

1 

0 2 
0 

0 0 2 2 

0  1 1 0 0 1 

Εικόνα 13 – Μια παραστατική απεικόνιση του Λήµµατος Sperner για ένα τρίγωνο 

Είναι, λοιπόν, εντελώς προφανές ότι, µε βάση την ανάλυση που έγινε παραπάνω, 

οι συνθήκες του ∆εύτερου Συνδυαστικού Λήµµατος ικανοποιούνται. Εποµένως, το 

πλήθος των αδιεξόδων και το πλήθος των εξωτερικών θυρών είναι αριθµοί του ίδιου 

τύπου, ή µε άλλα λόγια το πλήθος των εδρών τύπου (0,1,2) και το πλήθος των 

ακραίων ακµών τύπου (0,1) είναι αριθµοί είτε και οι δύο άρτιοι, είτε και οι δύο περιτ-

τοί. Από το Πρώτο Συνδυαστικό Λήµµα (Θεώρηµα 3.5.1), όµως, υπάρχει τουλάχι-

στον µία ακµή τύπου (0,1) (στην πλευρά του αρχικού τριγώνου Τ µε άκρα που ση-

µειώνονται µε 0 και 1) και µάλιστα το πλήθος αυτών των ακµών (δηλαδή των εξωτε-

ρικών θυρών) είναι περιττός αριθµός, εποµένως υπάρχει τουλάχιστον µία έδρα τύπου 
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(0,1,2) και µάλιστα το πλήθος αυτών των εδρών είναι περιττός αριθµός. Το Θεώρηµα 

αποδείχθηκε. 

Όπως είδαµε για την απόδειξη των δύο θεωρηµάτων παραπάνω χρησιµοποιήσαµε 

µια µέθοδο «περιπλάνησης στα δωµάτια ενός σπιτιού» την οποία θα καλούµε διαδι-

κασία περιπάτου. Θα τη χρησιµοποιήσουµε και παρακάτω «περπατώντας» στις έδρες 

ενός τριγωνισµού, χωρίς απαραίτητα να καλούµε αυτές τις έδρες δωµάτια. Το κρίσιµο 

σηµείο θα είναι πάντα αυτό που εννοείται µε τον όρο «θύρα» ακµή, και µε τον όρο 

«αδιέξοδο» έδρα. 

Θα χρησιµοποιήσουµε, λοιπόν, αυτήν την προσέγγιση για να αποδείξουµε το 

επόµενο θεώρηµα, στο οποίο διατυπώνεται ο ίδιος ισχυρισµός µε το Τρίτο Συνδυα-

στικό Λήµµα, όχι όµως για ένα τρίγωνο, αλλά για ένα τετράγωνο. Υποδιαιρούµε ένα 

αρχικό τετράγωνο Q σε µικρότερα τετράγωνα µε γραµµές παράλληλες προς τις πλευ-

ρές του και χρησιµοποιούµε τις ίδιες ονοµασίες όπως προηγουµένως, δηλ. έδρες µιας 

υποδιαίρεσης είναι τα µικρότερα τετράγωνα αυτής, ακµές της υποδιαίρεσης είναι οι 

πλευρές των µικρότερων τετραγώνων, και κορυφές µιας υποδιαίρεσης είναι οι κορυ-

φές των µικρότερων τετραγώνων της υποδιαίρεσης. 

Θεώρηµα 3.5.4 (Τέταρτο Συνδυαστικό Λήµµα). 

Θεωρούµε ένα τετράγωνο Q και µια υποδιαίρεση αυτού σε µικρότερα τετράγωνα 

µε γραµµές παράλληλες προς τις πλευρές του. Χρησιµοποιούµε τέσσερα διαφορετικά 

σύµβολα, π.χ. τους αριθµούς 0, 1, 2 και 3 για να σηµειώσουµε τις κορυφές του τετρα-

γώνου και ακριβώς τα ίδια σύµβολα για να σηµειώσουµε τις κορυφές της υποδιαίρε-

σης µε τέτοιο τρόπο, ώστε να ικανοποιείται η ακόλουθη συνοριακή συνθήκη: αν µια 

κορυφή της υποδιαίρεσης βρίσκεται στην πλευρά του τετραγώνου Q, τότε σηµειώνε-

ται µε ένα από τα δύο σύµβολα µε τα οποία σηµειώνονται τα άκρα αυτής της πλευράς 

(βλέπε Εικόνα 14). Τότε υπάρχει τουλάχιστον µία έδρα που σηµειώνεται µε τουλάχι-

στον τρία διαφορετικά σύµβολα. 

Απόδειξη 

Για να αποδείξουµε το θεώρηµα θα υποδιαιρέσουµε κάθε τετραγωνική έδρα σε 

δύο τριγωνικές έδρες, όπως στην Εικόνα 15. Με αυτόν τον τρόπο θα προκύψει ένας 

τριγωνισµός του αρχικού τετραγώνου Q, του οποίου όλες οι κορυφές είναι σηµειωµέ-

νες. 
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Εικόνα 14 – Μια παραστατική απεικόνιση του Τέταρτου Συνδυαστικού Λήµµατος 

Όπως προηγουµένως, καλούµε θύρα κάθε ακµή του τριγωνισµού της οποίας τα 

άκρα είναι σηµειωµένα µε διαφορετικά σύµβολα, π.χ. µε 0 και 1. Έτσι, αδιέξοδο θα 

είναι κάθε µια από τις έδρες του τριγωνισµού, της οποίας οι κορυφές σηµειώνονται 

µε τρία διαφορετικά σύµβολα τέτοια, ώστε τουλάχιστον δύο από αυτά είναι 0 και 1 

(εφόσον κάθε αδιέξοδο πρέπει να διαθέτει µόνο µία θύρα). Εποµένως, αδιέξοδα είναι 

τριγωνικές έδρες τύπου (0,1,2) ή (0,1,3). 

 

Εικόνα 15 – ∆ιαδικασία Περιπάτου στις έδρες ενός τριγωνισµένου τετραγώνου 

Από την υπόθεση του Θεωρήµατος, όλες οι εξωτερικές θύρες θα βρίσκονται στην 

πλευρά του αρχικού τετραγώνου Q, της οποία τα άκρα είναι σηµειωµένα µε 0 και 1, 

ενώ, σύµφωνα µε το Πρώτο Συνδυαστικό Λήµµα (Θεώρηµα 3.5.1), το πλήθος των 

εξωτερικών θυρών είναι περιττός αριθµός. 
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Εφαρµόζουµε τη ∆ιαδικασία Περιπάτου στις έδρες του τριγωνισµού έτσι, ώστε 

κάθε περίπατος να ξεκινά από µια εξωτερική θύρα και περατώνεται είτε εγκαταλεί-

ποντας το τετράγωνο Q από µια άλλη εξωτερική θύρα (ή αντιστρόφως, που είναι 

ακριβώς η ίδια διαδροµή) ή εισερχόµενοι σε ένα αδιέξοδο. Η Εικόνα 15 υποδεικνύει 

τη ∆ιαδικασία Περιπάτου στο συγκεκριµένο τετράγωνο. Εφόσον, τώρα, το πλήθος 

όλων των εξωτερικών θυρών είναι περιττός αριθµός, τουλάχιστον ένας από τους πε-

ριπάτους πρέπει να περατώνεται σε ένα αδιέξοδο. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µια τρι-

γωνική έδρα, οι κορυφές της οποίας σηµειώνονται είτε µε 0, 1 και 2 είτε µε 0, 1 και 3, 

και, συνεπώς, υπάρχει µία τετράγωνη έδρα που σηµειώνεται µε τουλάχιστον τρία 

διαφορετικά σύµβολα. 

3.6. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer για ένα τετράγωνο 

Όπως ήδη αναφέρθηκε, τα συµπεράσµατα της προηγούµενης ενότητας θα χρησι-

µοποιηθούν εδώ, για να αποδείξουµε το Θεώρηµα του Brouwer για ένα τετράγωνο 

στο επίπεδο. Αρχικά, κατ’ αντιστοιχία µε την περίπτωση του κλειστού διαστήµατος, 

περιγράφουµε µε εποπτικό τρόπο την ισχύ του Θεωρήµατος και εν συνεχεία ακολου-

θώντας µεθόδους ανάλογες αυτές των Συνδυαστικών Θεωρηµάτων δίνουµε µια τυπι-

κή απόδειξη. 

Θεώρηµα 3.6.1 (Σταθερού Σηµείου του Brouwer για ένα τετράγωνο) 

Κάθε συνεχής απεικόνιση από ένα τετράγωνο στον εαυτό του έχει (τουλάχιστον) 

ένα σταθερό σηµείο. 

Αντίθετα µε την περίπτωση του κλειστού διαστήµατος, στην περίπτωση ενός τε-

τραγώνου, µια σχηµατική αναπαράσταση του θεωρήµατος δεν είναι τόσο άµεση. Μια 

απεικόνιση f από ένα τετράγωνο, π.χ. το [0,1]×[0,1], στον εαυτό του απεικονίζει µο-

νοσήµαντα κάθε σηµείο του τετραγώνου που περιγράφεται από δύο συντεταγµένες σε 

κάποιο σηµείο του ίδιου τετραγώνου, εποµένως το ζεύγος ενός σηµείου του τετραγώ-

νου και της αντίστοιχης εικόνας του µέσω της f περιγράφεται από τέσσερις συντε-

ταγµένες. Με άλλα λόγια, το γράφηµα της απεικόνισης f είναι µια επιφάνεια σε έναν 

4-διάστατο χώρο. 

Η Εικόνα 16 παρακάτω παρακάµπτει την αδυναµία µας να φανταστούµε µια τέ-

τοια επιφάνεια και µας δίνει τη δυνατότητα να χρησιµοποιήσουµε µια άλλη προσέγ-
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γιση για να περιγράψουµε την ισχύ του Θεωρήµατος στην περίπτωση ενός τετραγώ-

νου. 

 

Εικόνα 16 – Μια διαισθητικά σαφής «απόδειξη» του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Brouwer για 

ένα τετράγωνο 

Για να ορίσουµε την απεικόνιση f µπορούµε να καθορίσουµε δύο πραγµατικές 

συνεχείς συναρτήσεις g και h ορισµένες στο τετράγωνο [0,1]×[0,1] ώστε να ικανο-

ποιούνται οι ανισότητες 

 0≤g(x,y)≤1 και 0≤h(x,y)≤1. (3.6.1) 

Αν (x0,y0) είναι ένα σηµείο του τετραγώνου, τότε η εικόνα του µέσω της απεικόνισης 

f είναι το σηµείο  (g(x0,y0),h(x0,y0)), το οποίο, σύµφωνα µε τις ανισότητες (3.6.1), 

βρίσκεται εντός του τετραγώνου. 

Το ορθογώνιο ΟΓΕ∆ στην Εικόνα 16α ορίζει µια περιοχή του επιπέδου z=x και η 

συνεχής επιφάνεια ΘΙΚΛ είναι το γράφηµα της συνάρτησης z=g(x,y). Η τοµή του 

επιπέδου z=x µε την επιφάνεια z=g(x,y) είναι η καµπύλη ΜΝ, της οποίας η προβολή 

στο επίπεδο z=0 είναι η καµπύλη ΡΣ. Η καµπύλη ΡΣ συνδέει τις απέναντι πλευρές 

ΟΑ και ΒΓ του τετραγώνου, και οι συντεταγµένες κάθε σηµείου της ικανοποιούν την 

εξίσωση g(x,y)=x. 

Οµοίως, στην Εικόνα 16β το ορθογώνιο ΟΑΕΖ είναι το γράφηµα της συνάρτησης 

z=y, η επιφάνεια ΠΤΦΨ είναι το γράφηµα της συνάρτησης z=h(x,y), RQ είναι η κα-

µπύλη που προκύπτει ως τοµή των δύο επιφανειών, και UW είναι η προβολή αυτής 

της καµπύλης στο επίπεδο z=0. Η συνεχής καµπύλη UW συνδέει τις απέναντι πλευ-

ρές ΑΒ και ΟΓ του τετραγώνου, και οι συντεταγµένες καθενός από τα σηµεία της 
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ικανοποιούν την εξίσωση h(x,y)=y. Είναι ξεκάθαρο, τώρα, ότι οι καµπύλες ΡΣ και 

UW πρέπει να τέµνονται σε ένα τουλάχιστον σηµείο (x0,y0), εποµένως αυτό είναι ένα 

σταθερό σηµείο για τη συνάρτηση f, εφόσον ικανοποιεί τις εξισώσεις g(x0,y0)=x0 και 

h(x0,y0)=y0. 

Η διαισθητική περιγραφή που παρουσιάσαµε, φυσικά δεν αποτελεί αυστηρή από-

δειξη του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Brouwer για ένα τετράγωνο. Όπως 

και στη γενική περίπτωση, έτσι και στην περίπτωση του τετραγώνου, υπάρχουν διά-

φορες µέθοδοι για την απόδειξη του Θεωρήµατος. Στα επόµενα, θα παρουσιάσουµε 

µια τυπική απόδειξη του Θεωρήµατος, κάνοντας χρήση των συµπερασµάτων που 

προκύπτουν από τα Συνδυαστικά Θεωρήµατα της προηγούµενης ενότητας, της υπό-

θεσης της συνέχειας, όπως επίσης και του γεγονότος ότι το τετράγωνο, ως κλειστό 

και φραγµένο υποσύνολο του IR2 είναι συµπαγές. 

Απόδειξη του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Brouwer για ένα τετρά-

γωνο 

Θεωρούµε ένα τετράγωνο ABΓ∆ και θα αποδείξουµε ότι κάθε συνεχής απεικό-

νιση f αυτού του τετραγώνου στον εαυτό του έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο. 

Η απόδειξη του ισχυρισµού αυτού θα γίνει µε άµεση εφαρµογή του Τέταρτου Συν-

δυαστικού Λήµµατος (Θεώρηµα 3.5.4) της προηγούµενης ενότητας. 

Έτσι, υποδιαιρούµε το τετράγωνο ΑΒΓ∆ σε µικρότερα τετράγωνα («έδρες») µε 

ευθείες παράλληλες προς τις πλευρές του. Αν κάποια κορυφή της υποδιαίρεσης πα-

ραµένει αµετακίνητη µέσω της απεικόνισης f, τότε θεώρηµα αποδείχθηκε. Ας θεωρή-

σουµε, λοιπόν, την περίπτωση κατά την οποία η απεικόνιση f µετατοπίζει και τις τέσ-

σερις κορυφές του τετραγώνου ΑΒΓ∆. Χρησιµοποιούµε, τώρα, τέσσερα διαφορετικά 

σύµβολα, π.χ. τους αριθµούς 0, 1, 2 και 3 για να συµβολίσουµε κάθε κορυφή της 

υποδιαίρεσης, µε τέτοιον τρόπο, όµως, ώστε να ικανοποιούνται οι συνθήκες του Τέ-

ταρτου Συνδυαστικού Λήµµατος (Θεώρηµα 3.5.4), ακολουθώντας έναν κανόνα που 

καθορίζεται σύµφωνα µε την κατεύθυνση της µετατόπισης κάθε κορυφής µέσω της 

απεικόνισης f. Πιο συγκεκριµένα, αν p είναι µια τυχαία κορυφή της υποδιαίρεσης του 

τετραγώνου ΑΒΓ∆ και q=f(p) η εικόνα της µέσω της απεικόνισης f, θεωρούµε το διά-

νυσµα µετατόπισης pq  και φ(p) την προσανατολισµένη γωνία που σχηµατίζει αυτό 

µε τον οριζόντιο άξονα. Τότε ο κανόνας που αποδίδει στην κορυφή p της υποδιαίρε-

 



3. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer 91 

σης του τετραγώνου ΑΒΓ∆ ένα από τα σύµβολα 0, 1, 2 και 3, καθορίζεται σύµφωνα 

µε τον ακόλουθο πίνακα (βλέπε επίσης την Εικόνα 17): 

Γωνία Σύµβολο 

φ(p)=0 0 ή 3 

2
π)p(φ0 <<  0 

2
π)p(φ =  0 ή 1 

π)p(φ
2
π

<<  1 

φ(p)=π 1 ή 2 

2
π3)p(φπ <<  2 

2
π3)p(φ =  2 ή 3 

π2φ
2
π3

<<  3 

 

Εικόνα 17 – Ο κανόνας που καθορίζει το σύστηµα συµβολισµού των κορυφών µιας υποδιαίρεσης ενός 

τετραγώνου 

Ειδικότερα, αν το σηµείο p ταυτίζεται µε την κορυφή Α του τετραγώνου ΑΒΓ∆, 

τότε για τη γωνία φ(p) θα πρέπει να ισχύει 
2
π)p(φ0 ≤≤ . Όταν ισχύουν οι γνήσιες 
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Σύµβολο 0 ή 3 

f(p)

f(p) f(p)

p p p 

Σύµβολο 0 Σύµβολο 1 Σύµβολο 0 ή 1 

p p p p f(p) 
f(p) f(p) 

Σύµβολο 1 ή 2 Σύµβολο 2 Σύµβολο 2 ή 3 
f(p)

Σύµβολο 3 
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ανισότητες 
2
π)p(φ0 << , η κορυφή Α, σύµφωνα µε τον προηγούµενο πίνακα συµβο-

λίζεται µε το 0. Επιπλέον, αν φ(p)=0 ή 
2
π)p(φ = , τότε, όπως υποδεικνύουν η πρώτη 

και η τρίτη γραµµή του πίνακα, µπορούµε να συµβολίσουµε αυτήν την κορυφή µε το 

0, το 1 ή το 3. Είναι, εποµένως, αναµενόµενο ότι το σύµβολο της κορυφής Α θα είναι 

το 0. Με τον ίδιο τρόπο επιλέγουµε ως σύµβολο το 1 για την κορυφή Β, το 2 για την 

κορυφή Γ και το 3 για την κορυφή ∆. 

Αν το σηµείο p ανήκει στην πλευρά ΑΒ του τετραγώνου ΑΒΓ∆ και δεν ταυτίζε-

ται µε τα άκρα της, τότε 0≤φ(p)≤π. Από τις πρώτες πέντε γραµµές του πίνακα προκύ-

πτει ότι για το σηµείο αυτό µπορούµε να επιλέξουµε οποιοδήποτε από τα τέσσερα 

σύµβολα που διαθέτουµε. Όµως, από τις απαιτήσεις του Τέταρτου Συνδυαστικού 

Λήµµατος, µπορούµε να επιλέξουµε µόνο κάποιο από τα σύµβολα 0 ή 1. Εποµένως, 

α) αν φ(p)=0, τότε η κορυφή p συµβολίζεται µε 0, 

β) αν  
2
π)p(φ0 << , τότε η κορυφή p συµβολίζεται µε 0, 

γ) αν 
2
π)p(φ = , τότε η κορυφή p συµβολίζεται µε 0, ή 1, 

δ) αν π)p(φ
2
π

<< , τότε η κορυφή p συµβολίζεται µε 1 και τέλος 

ε) αν φ(p)=π, τότε η κορυφή p συµβολίζεται µε 1. 

Παρόµοια επιχειρήµατα εφαρµόζονται για τις κορυφές της υποδιαίρεσης στις 

υπόλοιπες τρεις πλευρές ΒΓ, Γ∆ και ∆Α του τετραγώνου ΑΒΓ∆. Τέλος, οι κορυφές 

της υποδιαίρεσης στο εσωτερικό του τετραγώνου ΑΒΓ∆ συµβολίζονται ακολουθώ-

ντας αυστηρά τον προηγούµενο πίνακα, χωρίς ιδιαίτερη αναφορά στο Τέταρτο Συν-

δυαστικό Λήµµα. 

Το σύστηµα των συµβόλων που λαµβάνεται µ’ αυτόν τον τρόπο ικανοποιεί τις 

προϋποθέσεις του Τέταρτου Συνδυαστικού Λήµµατος (Θεώρηµα 3.5.4). Χρησιµο-

ποιώντας αυτό το θεώρηµα συµπεραίνουµε ότι η υποδιαίρεσή µας έχει µία έδρα που 

περιέχει τουλάχιστον τρία διαφορετικά σύµβολα. 

Θεωρούµε τώρα µια ακολουθία {τ1, τ2, …, τn, …} υποδιαιρέσεων του τετραγώ-

νου ΑΒΓ∆, ώστε κάθε υποδιαίρεση τn, n=1, 2, ... να κατασκευάζεται ως ακολούθως: 
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διαιρούµε κάθε πλευρά του τετραγώνου ΑΒΓ∆ σε 2n µέρη µε 2n−1 σηµεία και από τα 

σηµεία αυτά φέρουµε ευθείες παράλληλες προς τις πλευρές του. Προφανώς, το πλά-

τος όλων των ακµών κάθε υποδιαίρεσης τn είναι n2
α , n=1, 2, ... όπου α=ΑΒ το µήκος 

της πλευράς του αρχικού τετραγώνου ΑΒΓ∆, ενώ 0
2
αlim nn

=
+∞→

. 

Αν υπάρχει κάποιο n0∈ΙΝ για το οποίο η υποδιαίρεση  του τετραγώνου ΑΒΓ∆  

διαθέτει κάποια κορυφή p

0nτ

0 τέτοια, ώστε f(p0)=p0, τότε το Θεώρηµα αποδείχθηκε. Γι’ 

αυτό, ας υποθέσουµε ότι όλες οι κορυφές κάθε υποδιαίρεσης τn, n=1, 2, ... µετατοπί-

ζονται µέσω της απεικόνισης f. Για κάθε τέτοια υποδιαίρεση χρησιµοποιούµε το σύ-

στηµα συµβολισµού που αναλύσαµε παραπάνω, οπότε, σύµφωνα µε το Τέταρτο Συν-

δυαστικό Λήµµα, υπάρχει µία (τετράγωνη) έδρα σε κάθε υποδιαίρεση που σηµειώνε-

ται µε τουλάχιστον τρία διαφορετικά σύµβολα. Για κάθε n=1, 2, …, στην υποδιαί-

ρεση τn, επιλέγουµε µια τέτοια έδρα και τη συµβολίζουµε µε Qn και έστω xn, yn, zn, un 

οι κορυφές της. Επειδή το τετράγωνο ΑΒΓ∆ είναι συµπαγές υποσύνολο του IR2, 

υπάρχει µια υπακολουθία της ακολουθίας (xn)n∈ΙΝ, που συγκλίνει σε ένα σηµείο p0 

του ΑΒΓ∆. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε να δεχθούµε ότι αυτή είναι η 

ίδια η ακολουθία (xn)n∈ΙΝ. Τότε, επειδή το πλάτος της πλευράς του τετραγώνου Qn 

τείνει στο µηδέν καθώς το n τείνει στο άπειρο, υπάρχουν άλλες τρεις ακολουθίες που 

συγκλίνουν στο ίδιο σηµείο, δηλαδή οι (yn)n∈ΙΝ, (zn)n∈ΙΝ, (un)n∈ΙΝ. 

Μένει να αποδείξουµε, τώρα, ότι το p0 είναι ένα σταθερό σηµείο για την απεικό-

νιση f. Υποθέτουµε ότι τα σηµεία p0 και q0=f(p0) είναι διακεκριµένα, οπότε ορίζεται 

το διάνυσµα 00qp  και έστω φ(p0) η προσανατολισµένη γωνία που σχηµατίζει το 

διάνυσµα αυτό µε τον οριζόντιο άξονα. Για τη γωνία αυτή θα πρέπει να θεωρήσουµε 

τις επτά περιπτώσεις που καλύπτει ο αντίστοιχος πίνακας της σελ 91. 

Θα εξετάσουµε µόνο δύο από τις περιπτώσεις αυτές, καθώς οι υπόλοιπες αντιµε-

τωπίζονται ανάλογα. 

α) Έστω ότι 
2
π)p(φ 0 =  (βλέπε Εικόνα 18α). Σχεδιάζουµε µια οριζόντια ευθεία L 

που διαχωρίζει τα σηµεία p0 και q0 και θεωρούµε µια ε-περιοχή του σηµείου q0 τέ-

τοια, ώστε να µην έχει κοινά σηµεία µε την L. Εφόσον η απεικόνιση f είναι συνεχής 
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στο σηµείο p0, θα υπάρχει µια δ-περιοχή του σηµείου p0 τέτοια, ώστε οι εικόνες µέσω 

της απεικόνισης f όλων των σηµείων από αυτή τη περιοχή βρίσκονται στην ε-περιοχή 

του q0. Μπορούµε να επιλέξουµε αυτή τη δ-περιοχή να είναι αρκετά µικρή, ώστε να 

µην έχει κοινά σηµεία µε την ευθεία L. 
∆ Γ ∆ Γ 

 

Εικόνα 18 – Η χρήση της υπόθεσης της συνέχειας στην απόδειξη του Θεωρήµατος του Σταθερού 

Σηµείου του Brouwer για ένα τετράγωνο 

Τότε η δ-περιοχή και η ε-περιοχή όχι µόνο δεν έχουν κοινά σηµεία, αλλά για 

κάθε σηµείο p της δ-περιοχής του σηµείου p0, µε εικόνα µέσω της f το σηµείο q=f(p), 

ισχύει 0<φ(p)<π, όπου φ(p) είναι η προσανατολισµένη γωνία που σχηµατίζει το διά-

νυσµα pq  µε τον οριζόντιο άξονα. Εποµένως, σύµφωνα µε το σύστηµα συµβόλων 

που χρησιµοποιήσαµε παραπάνω, κάθε τέτοιο σηµείο θα πρέπει να συµβολισθεί µε το 

0 ή το 1. 

Απ’ την άλλη πλευρά, επειδή το πλάτος της πλευράς του τετραγώνου Qn τείνει 

στο 0, καθώς το n τείνει στο άπειρο, υπάρχει κάποιο n0∈ΙΝ τέτοιο, ώστε οι κορυφές 

   και  του τετραγώνου  να βρίσκονται εντός της επιλεγµένης 

δ-περιοχής του σηµείου p

0nx ,
0ny ,

0nz
0nu

0nQ

0, άρα καµία απ’ αυτές δε µπορεί να σηµειωθεί µε άλλο 

σύµβολο εκτός από 0 ή 1. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε το δεδοµένο ότι οι κορυφές 

του τετραγώνου  σηµειώνονται µε τρία τουλάχιστον διαφορετικά σύµβολα. 
0nQ

β) Έστω ότι 
2
π)p(φ0 0 <<  (βλέπε Εικόνα 18β). Σχεδιάζουµε µία οριζόντια ευ-

θεία L1 και µία κατακόρυφη L2 µε τέτοιο τρόπο, ώστε κάθε µία απ’ αυτές διαχωρίζει 

τα σηµεία p0 και q0. Επιλέγουµε µια ε-περιοχή του σηµείου q0, ώστε να µην έχει κοι-

Α Β 
α 

p0
δ 

ε 

L 

q0 ε 

Α Β 
β 

p0

L2 

q0

L1 

δ
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νά σηµεία µε καµία από τις ευθείες L1 και L2, οπότε, λόγω της συνέχειας της απεικό-

νισης f στο σηµείο p0, θα υπάρχει µία δ-περιοχή του σηµείου p0, χωρίς κοινά σηµεία 

µε καµία από τις ευθείες L1 και L2 και την ε-περιοχή του σηµείου q0 τέτοια, ώστε η 

εικόνα q=f(p) κάθε σηµείου p της δ-περιοχής του σηµείου p0 θα είναι σηµείο της 

ε-περιοχής του σηµείου q0 και θα ισχύει 
2
π)p(φ0 << , όπου φ(p) είναι η προσανατο-

λισµένη γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα pq  µε τον οριζόντιο άξονα και άρα κάθε 

τέτοιο σηµείο συµβολίζεται µόνο µε το 0. 

Αυτό σηµαίνει ότι, για κατάλληλο n0∈ΙΝ, οι κορυφές του τετραγώνου  που 

βρίσκεται ολόκληρο εντός της επιλεγµένης δ-περιοχής του σηµείου p

0nQ

0 θα σηµειώνο-

νται µόνο µε ένα σύµβολο, το 0, γεγονός που, όπως είδαµε, είναι άτοπο. 

Αντιµετωπίζοντας τις υπόλοιπες έξι περιπτώσεις του πίνακα της σελίδας 91 µε 

ανάλογα επιχειρήµατα, εκκινώντας από την υπόθεση ότι f(p0)≠p0, καταλήγουµε σε 

άτοπο. To Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer για ένα τετράγωνο αποδείχθηκε. 

3.7. Η έννοια της Συρρίκνωσης (Retraction) 

Η ιδιότητα του σταθερού σηµείου είναι στενά συνδεδεµένη µε την έννοια της 

συρρίκνωσης (retraction), εφόσον, όπως θα δούµε, µέσω της έννοιας αυτής, µπο-

ρούµε να συµπεράνουµε άµεσα την ιδιότητα του σταθερού σηµείου για έναν κλειστό 

δίσκο στο επίπεδο, ως συνέπεια του Θεωρήµατος του Brouwer για ένα τετράγωνο, 

αλλά και για οποιοδήποτε άλλο κυρτό και φραγµένο επίπεδο σχήµα. 

Ορισµός 3.7.1 

Έστω Χ ένα σύνολο και Υ υποσύνολό του. Το υποσύνολο Υ καλείται συρρίκνω-

µα (retract) του συνόλου Χ αν υπάρχει µια συνεχής απεικόνιση f:X→Y που διατηρεί 

κάθε σηµείο του συνόλου Υ (f(x)=x, για κάθε x∈Υ), δηλ. είναι ταυτοτική στο Υ. Η 

απεικόνιση f καλείται συρρίκνωση (retraction) του συνόλου Χ επί του Υ. 

Με βάση τον προηγούµενο ορισµό, είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι ένα ευθύ-

γραµµο τµήµα είναι ένα συρρίκνωµα ενός τετραγώνου· πράγµατι για ένα οποιοδήποτε 

ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ κατασκευάζουµε το τετράγωνο ΑΒΓ∆ (βλέπε Εικόνα 19) και 

θεωρούµε την απεικόνιση προβολής f από το ΑΒΓ∆ στην πλευρά ΑΒ. Συγκεκριµένα 

για κάθε σηµείο x του τετραγώνου ως f(x) ορίζουµε το ίχνος της καθέτου που φέρεται 
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από το x στην ΑΒ. Είναι προφανές ότι κάθε σηµείο του ΑΒ ταυτίζεται µε την εικόνα 

του µέσω αυτής της προβολής. Επίσης για µια οποιαδήποτε περιοχή του σηµείου f(x) 

στην ΑΒ ακτίνας ε>0, υπάρχει η αντίστοιχη περιοχή του σηµείου x ακτίνας δ=ε έτσι, 

ώστε κάθε σηµείο του τετραγώνου εντός της δ-περιοχής του σηµείου x να προβάλλε-

ται στην ε-περιοχή του σηµείου f(x). Εποµένως η απεικόνιση προβολής είναι συνεχής 

σε κάθε σηµείο του τετραγώνου. 
∆ Γ 

δ
x

ε

Α Β f(x)  

Εικόνα 19 – Το ευθύγραµµο τµήµα ως συρρίκνωµα ενός τετραγώνου 

Με παρόµοια επιχειρήµατα µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι ένα ευθύγραµµο 

τµήµα είναι επίσης ένα συρρίκνωµα ενός τριγώνου ή γενικά ενός κυρτού πολυγώνου. 

Στο Κεφάλαιο 1, είδαµε ότι η ιδιότητα του σταθερού σηµείου είναι µια τοπολογι-

κή ιδιότητα, διατηρείται, δηλαδή, µέσω ενός οµοµορφισµού δύο συνόλων. Το ίδιο 

ισχύει και στην περίπτωση µιας συρρίκνωσης. Συγκεκριµένα το επόµενο θεώρηµα 

πιστοποιεί την ισχύ αυτού του συµπεράσµατος και εξηγεί τη σπουδαιότητα της έν-

νοιας της συρρίκνωσης. 

Θεώρηµα 3.7.1 

Αν ένα σύνολο Χ έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου, και Υ είναι ένα συρ-

ρίκνωµα του Χ, τότε το Υ έχει επίσης την ιδιότητα του σταθερού σηµείου. 

Απόδειξη 

Αρκεί να αποδείξουµε ότι κάθε συνεχής απεικόνιση από το σύνολο Υ στον εαυτό 

του έχει σταθερό σηµείο. Θεωρούµε, λοιπόν, µια τυχαία συνεχή απεικόνιση f:Υ→Y. 

Εφόσον το Υ είναι ένα συρρίκνωµα του Χ, θα υπάρχει µια συνεχής απεικόνιση 

g:X→Y τέτοια, ώστε g(x)=x, για κάθε x∈Υ, οπότε η σύνθεση h=f°g αυτών των απει-
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κονίσεων θα είναι µια συνεχής απεικόνιση από το Χ στο Υ, ή επειδή Υ⊂Χ, η απεικό-

νιση h µπορεί να θεωρηθεί ως µια συνεχής απεικόνιση από το Χ στον εαυτό του. 

Εφόσον το σύνολο Χ έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου, για τη συνεχή απεικό-

νιση h, θα υπάρχει x∈Χ τέτοιο, ώστε h(x)=x, ή, ισοδύναµα, 

 f(g(x))=x. (3.7.1) 

Προφανώς, x∈Υ (εφόσον f°g:Χ→Y), οπότε 

 g(x)=x. (3.7.2) 

Ο συνδυασµός των σχέσεων (3.7.1) και (3.7.2) µας δίνει 

f(x)=x, 

δηλαδή το x είναι ένα σταθερό σηµείο της απεικόνισης f, γεγονός που αποδεικνύει το 

θεώρηµα. 

 Επειδή, όπως αποδείξαµε στην ενότητα 3.6, ένα τετράγωνο έχει την ιδιότητα του 

σταθερού σηµείου και ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι ένα συρρίκνωµα ενός τετραγώ-

νου, το Θεώρηµα 3.7.1 µας δίνει µια νέα απόδειξη του θεωρήµατος σταθερού σηµεί-

ου για ένα κλειστό διάστηµα. Το ίδιο επιχείρηµα υποδεικνύει ότι όλα τα άλλα συρρι-

κνώµατα ενός τετραγώνου (δίσκος, τρίγωνο, κλπ.) έχουν επίσης την ιδιότητα του 

σταθερού σηµείου. 

Ειδικότερα, για να διαπιστώσουµε ότι ένας κλειστός δίσκος, π.χ. ο 

Β2[0,1]={x∈IR2: ||x||≤1} είναι ένα συρρίκνωµα ενός τετραγώνου, αρκεί να θεωρή-

σουµε το τετράγωνο Τ=[−1,1]×[−1,1] και την απεικόνιση f:T→Β2[0,1], µε  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤

>
=

1x ,x

1x ,
x
x

)x(f , για κάθε x∈Τ, η οποία, προφανώς είναι µια συρρίκνωση του Τ 

στο Β2[0,1], εφόσον είναι συνεχής και f(x)=x, για κάθε x∈Β2[0,1] (η ίδια απεικόνιση 

ορίζει το µοναδιαίο κλειστό δίσκο ως συρρίκνωµα ολόκληρου του επιπέδου). 

Έτσι, λοιπόν, ένας δίσκος στο επίπεδο, ως συρρίκνωµα ενός τετραγώνου, θα έχει 

την ιδιότητα του σταθερού σηµείου. Θα γενικεύσουµε το συµπέρασµα αυτό στην 

επόµενη ενότητα, χρησιµοποιώντας ουσιαστικά την έννοια της συρρίκνωσης, από µια 

άλλη, όµως, σκοπιά. 
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x 
f(x)

Εικόνα 20 – Ο δίσκος ως συρρίκνωµα ενός τετραγώνου 

Απ’ την άλλη πλευρά, το γεγονός ότι ένας κύκλος δεν έχει την ιδιότητα του στα-

θερού σηµείου µας προσφέρει το συµπέρασµα ότι ένας δίσκος στο επίπεδο δε µπορεί 

να συρρικνωθεί (µε την έννοια του ορισµού της συρρίκνωσης που δώσαµε παραπά-

νω) στον κύκλο στο σύνορό του. Και αυτό είναι µια συνέπεια του Θεωρήµατος του 

Σταθερού Σηµείου του Brouwer στο επίπεδο. 

Η κατά µία έννοια γενίκευση του προηγούµενου συµπεράσµατος αποτελεί το θε-

ώρηµα που ολοκληρώνει την παρούσα ενότητα και αναφέρεται ως Θεώρηµα µη ∆ια-

φορίσιµης Συρρίκνωσης. Θα χρησιµοποιήσουµε αυτό το Θεώρηµα για να δώσουµε 

µία από τις πολλές αποδείξεις του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Brouwer 

στη γενική περίπτωση, το οποίο αποτελεί και τον άµεσο στόχο του τρέχοντος κεφα-

λαίου. 

Προηγουµένως, όµως, είναι αναγκαίο να αναφερθούµε στο πολύ σηµαντικό λήµ-

µα που ακολουθεί. 

Λήµµα 3.7.2 

Έστω Βn[0,1]={x∈IRn: ||x||≤1} η κλειστή µοναδιαία σφαίρα στον Ευκλείδειο 

Χώρο IRn και f:Βn[0,1]→IRn, όπου f(x)=(f1(x),f2(x),...,fn(x)), µία δύο φορές διαφορίσι-

µη απεικόνιση. Αν για κάθε x=(x1,x2,...,xn)∈Βn[0,1] µε Εi(x) συµβολίσουµε την ορί-

ζουσα που προκύπτει από τον n×(n−1) πίνακα 
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µε παράλειψη της i-στής γραµµής (i=1, 2, ...,n), τότε
 

0
x

)x(E)1(
n

1i i

ii =
∂

∂
−∑

=

, 

για κάθε x∈Βn[0,1]. 

Απόδειξη 

Έστω i∈{1, 2, …, n}. Τότε για κάθε j=1, 2, ..., n µε j≠i, συµβολίζουµε µε Cij(x) 

την ορίζουσα που προκύπτει από τον πίνακα Μ(x) µε απαλοιφή της i-στής γραµµής 

και αντικατάσταση της γραµµής 
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Τότε, µε εφαρµογή του κανόνα διαφόρισης οριζουσών προκύπτει ότι 
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Εξάλλου, λόγω της συνέχειας της f, έπεται ότι 
ij

k
2
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k
2

xx
f

xx
f

∂∂
∂

=
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∂ , εποµένως 

Cji=(−1)j−i−1Cij, 

καθώς για τον υπολογισµό της Cji, η γραµµή των παραγώγων δεύτερης τάξης µετατο-

πίζεται κατά j−i−1 γραµµές σε σχέση µε τη Cij αν i<j και κατά i−j−1 γραµµές σε άλλη 

περίπτωση. Άρα 
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οπότε το λήµµα αποδείχθηκε. 

Θεώρηµα 3.7.3 (Μη ∆ιαφορίσιµη Συρρίκνωση) 

∆εν υπάρχει δύο φορές διαφορίσιµη απεικόνιση από την κλειστή µοναδιαία σφαί-

ρα Βn[0,1]={x∈IRn: ||x||≤1} του Ευκλείδειου Χώρου IRn στο σύνορό της  

Sn−1(0,1)={x∈IRn: ||x||=1}, τέτοια, ώστε f(x)=x, για κάθε x∈Sn−1(0,1). 

Απόδειξη 

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει µια δύο φορές διαφορίσιµη απεικόνιση  

f:Βn[0,1]→Sn−1(0,1), όπου f(x)=(f1(x),f2(x),...,fn(x)) τέτοια, ώστε f(x)=x, για κάθε  

x∈Sn−1(0,1). Επειδή, f(x)∈Sn−1(0,1), έπεται ότι 

f1
2(x)+ f2

2(x)+...+ fn
2(x)=||f(x)||2=1, 

για κάθε x=(x1,x2,...,xn)∈Βn[0,1]. Από την προηγούµενη σχέση, παραγωγίζοντας δια-

δοχικά ως προς x1, x2, ..., xn, λαµβάνουµε 
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 (3.7.3) 

Το οµογενές σύστηµα (3.7.3) µε αγνώστους τα f1(x), f2(x), ..., fn(x) έχει και µη 

µηδενικές λύσεις (εφόσον f(x)=x, για κάθε x∈Sn−1(0,1)), εποµένως για την Ιακωβιανή 

ορίζουσα 
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που αποτελεί την ορίζουσα του συστήµατος (3.7.3), θα ισχύει 

 J(x)=0 (3.7.4) 

για κάθε x∈Βn[0,1]. Αναπτύσσοντας την J(x) κατά την πρώτη στήλη, έχουµε 

 ∑
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11i )x(E
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)x(f)1()x(J , (3.7.5) 

για κάθε x∈Βn[0,1], όπου Ei(x), i=1, 2, ..., n, είναι η ορίζουσα όπως στο προηγούµενο 

λήµµα. Ολοκληρώνουµε την J(x) πάνω στην κλειστή µοναδιαία σφαίρα Βn[0,1], 

οπότε, σε συνδυασµό µε τις σχέσεις (3.7.4) και (3.7.5), λαµβάνουµε 
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Εξάλλου, από τον τύπο παραγώγισης του γινοµένου έχουµε 
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για κάθε x∈Βn[0,1], i=1, 2, ..., n, οπότε 
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για κάθε x∈Βn[0,1], i=1, 2, ..., n. Εποµένως, η σχέση (3.7.6) γίνεται 
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Από το προηγούµενο λήµµα, όµως, έχουµε ότι 
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για κάθε x∈Βn[0,1], εποµένως η σχέση (3.7.7) γίνεται 
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ή, χρησιµοποιώντας τον τύπο του Green 
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όπου ds η στοιχειώδης επιφάνεια πάνω στη µοναδιαία σφαίρα Sn−1(0,1). 

Από την άλλη πλευρά, επειδή fi(x)=xi, για κάθε x∈Sn−1(0,1), το διάνυσµα  

∇(fi(x)−xi) είναι κάθετο στην επιφάνεια Sn−1(0,1) στο σηµείο x, ενώ το ίδιο το x είναι 

το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα. Εποµένως, για κάθε x∈Sn−1(0,1) και για κάθε 
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Εποµένως, ο πίνακας Μ(x) του προηγούµενο λήµµατος γράφεται 
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για κάθε x∈Sn−1(0,1), οπότε 

1

n

2

1

nnn2n

2n222

1n121

n

1i
ii

1i x

10x

01x
00x

xλ1xλx

xλxλ1x
xλxλx

x)x(E)1( ==

+

+
=−∑

=

+

#

…

#

…

. 

Εξάλλου, f1(x)=x1, για κάθε x∈Sn−1(0,1), εποµένως, µε βάση την προηγούµενη 
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ή, ολοκληρώνοντας πάνω στην επιφάνεια Sn−1(0,1), έχουµε 
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Αυτό όµως έρχεται σε αντίθεση µε τη σχέση (3.7.8) παραπάνω, γεγονός που αποδει-

κνύει το θεώρηµα. 

3.8. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer στη γενική περίπτωση 

Θα χρησιµοποιήσουµε, τώρα, τα τελευταία συµπεράσµατα της προηγούµενης 

ενότητας, για να αποδείξουµε, εδώ, τη γενική µορφή του Θεωρήµατος του Brouwer. 

Κατ’ αρχάς αποδεικνύουµε το θεώρηµα για την περίπτωση της κλειστής σφαίρας 

στον IRn. 

Θεώρηµα 3.8.1 (Σταθερού Σηµείου του Brouwer για την κλειστή σφαίρα) 

Κάθε συνεχής απεικόνιση από την κλειστή σφαίρα Bn[0,R]={x∈IRn: ||x||≤R} του 

Ευκλείδειου Χώρου IRn στον εαυτό της, όπου R>0, έχει (τουλάχιστον) ένα σταθερό 

σηµείο. 

Απόδειξη 

Θεωρούµε, πρώτα, την ειδική περίπτωση της κλειστής µοναδιαίας σφαίρας  

Βn[0,1]={x∈IRn: ||x||≤1} του Ευκλείδειου Χώρου IRn (δηλ. R=1), και έστω  

f:Βn[0,1]→Βn[0,1] µια συνεχής απεικόνιση. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει x∈Βn[0,1] 

τέτοιο, ώστε f(x)=x. Ως προς αυτό θα χρησιµοποιήσουµε την εις άτοπον απαγωγή. 

Έστω, λοιπόν, ότι η f δεν έχει σταθερά σηµεία, οπότε f(x)−x≠0, για κάθε 

x∈Βn[0,1]. Η κλειστή µοναδιαία σφαίρα Βn[0,1], ως κλειστό και φραγµένο υποσύ-

νολο του IRn, είναι συµπαγής, οπότε υπάρχει δ>0 τέτοιο, ώστε ||f(x)−x||≥δ>0 για κάθε 

x∈Βn[0,1] και µια απεικόνιση g:Βn[0,1]→Βn[0,1] δύο φορές διαφορίσιµη και τέτοια, 

ώστε 
2
δ)x(f)x(g <− , για κάθε x∈Βn[0,1]. Τότε 

2
δx)x(g ≥− , για κάθε x∈Βn[0,1]. 

Ορίζουµε, τώρα, την απεικόνιση h:Bn[0,1]→Sn−1(0,1), όπου 

Sn−1(0,1)={x∈IRn: ||x||=1} η µοναδιαία σφαίρα, ως εξής: Για κάθε σηµείο x∈Βn[0,1] 

µε x∉Sn−1(0,1), το h(x) είναι το µοναδικό σηµείο τοµής της σφαίρας Sn−1(0,1) µε την 

ευθεία που ορίζεται από το x και το g(x), ώστε το x να είναι µεταξύ των g(x) και h(x) 

(βλ. Εικόνα 19), ενώ h(x)=x αν x∈Sn−1(0,1). Εφόσον g(x)≠x, η προηγούµενη ευθεία, 

και εποµένως και η συνάρτηση h(x) είναι καλώς ορισµένη και µάλιστα δύο φορές 

διαφορίσιµη. 
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Sn−1(0,1)

δ 

Εικόνα 21 – Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer για την κλειστή µοναδιαία σφαίρα ως συνέ-

πεια του Θεωρήµατος µη ύπαρξης διαφορίσιµης συρρίκνωσης της κλειστής µοναδιαίας σφαίρας στο 

σύνορό της 

Πράγµατι, από τον τρόπο που ορίσθηκε η απεικόνιση h, για κάθε x∈Bn[0,1], θα 

υπάρχει µοναδικό λ(x)≡λ≥1 τέτοιο, ώστε 

h(x)=λx+(1−λ)g(x). 

Οπότε επειδή 

||h(x)||=1, 

θα έχουµε 

1=||h(x)||2=λ2||x||2+(1−λ)2||g(x)||2+2λ(1−λ)<x,g(x)>, 

όπου το σύµβολο <,> δηλώνει το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο, οπότε ισοδύναµα 

λ2||x−g(x)||2+2λ<x−g(x),g(x)>+||g(x)||2−1=0. 

Η τελευταία εξίσωση έχει µοναδική ρίζα λ≥1, και καθώς x−g(x)≠0, έπεται ότι η συ-

νάρτηση λ(x) είναι δύο φορές διαφορίσιµη, άρα και η απεικόνιση h. 

Προφανώς η απεικόνιση h:Bn[0,1]→Sn−1(0,1) είναι µια συρρίκνωση εφόσον 

h(x)=x, για κάθε x∈Sn−1(0,1), και µάλιστα δύο φορές διαφορίσιµη. Αυτό, όµως, έρχε-

ται σε αντίθεση µε το συµπέρασµα του Θεωρήµατος 3.7.3 της µη διαφορίσιµης συρ-

ρίκνωσης. Εποµένως η f έχει ένα σταθερό σηµείο. 

Στην γενικότερη περίπτωση, τώρα, όπου R>0 τυχαίο, θεωρούµε την απεικόνιση 

φ:Βn[0,1]→Βn[0,R] µε φ(x)=R||x||, για κάθε x∈Bn[0,1]. Η απεικόνιση φ είναι, προφα-

νώς, ένας οµοµορφισµός, οπότε, εφόσον το σύνολο Βn[0,1] έχει την ιδιότητα του 

σταθερού σηµείου, βάσει του Θεωρήµατος 1.3.1, το ίδιο θα ισχύει και για το σύνολο 

Βn[0,R], γεγονός που αποδεικνύει το θεώρηµα. 

Bn[0,1] 

x 
f(x) g(x)

h(x)

δ/2
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Ως πόρισµα του προηγούµενου Θεωρήµατος 3.8.1, λαµβάνουµε το ακόλουθο συ-

µπέρασµα, το οποίο επεκτείνει τα προηγούµενα αποτελέσµατα στην περίπτωση των 

συµπαγών και κυρτών υποσυνόλων του ευκλειδείου χώρου IRn. Συγκεκριµένα έχουµε 

το επόµενο θεώρηµα. 

Θεώρηµα 3.8.2 (Σταθερού Σηµείου του Brouwer) 

Κάθε συνεχής απεικόνιση από ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολο του Ευκλει-

δείου Χώρου IRn στον εαυτό του έχει ένα σταθερό σηµείο. 

Απόδειξη 

Έστω Κ⊂IRn ένα συµπαγές και κυρτό σύνολο και f:K→K µια συνεχής απεικόνι-

ση. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει x∈Κ τέτοιο, ώστε f(x)=x. 

Θεωρούµε την απεικόνιση προβολής pK:IRn→K. Εφόσον το σύνολο Κ είναι συ-

µπαγές, θα υπάρχει κλειστή σφαίρα Βn[0,R]={x∈IRn: ||x||≤R}, R>0 τέτοια, ώστε 

Κ⊂Βn[0,R]. Ορίζουµε, τώρα, την απεικόνιση g:Βn[0,R]→Βn[0,R] µε 

 g(x)=f(pK(x)), (3.8.1) 

για κάθε x∈Βn[0,R], η οποία είναι συνεχής απεικόνιση ως σύνθεση συνεχών απεικο-

νίσεων. Από το Θεώρηµα 3.8.1, όµως, η κλειστή σφαίρα Βn[0,R] έχει την ιδιότητα 

του σταθερού σηµείου, εποµένως θα υπάρχει x∈Βn[0,R] τέτοιο ώστε 

 g(x)=x. (3.8.2) 

Μάλιστα, µε τον τρόπο µε τον οποίον ορίσθηκε η g, απεικονίζει την κλειστή σφαίρα 

Βn[0,R] στο υποσύνολό της Κ, οπότε x=g(x)∈Κ, και άρα 

 pK(x)=x. (3.8.3) 

Είναι προφανές ότι η σχέση (3.8.1) µε χρήση των (3.8.2) και (3.8.3) δηλώνει ότι 

υπάρχει x∈Κ τέτοιο ώστε f(x)=x, δηλαδή η απεικόνιση f έχει ένα σταθερό σηµείο. Η 

απόδειξη του θεωρήµατος ολοκληρώθηκε. 

 



 

4 ΕΠΕΚΤΑΣΕΙΣ ΣΕ ΧΩΡΟΥΣ ΑΠΕΙΡΗΣ ∆ΙΑΣΤΑΣΗΣ 

4.1. Εισαγωγικά 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο διαπραγµατευθήκαµε το Θεώρηµα του Σταθερού 

Σηµείου του Brouwer και διαπιστώσαµε την ισχύ του για κάθε κυρτό και συµπαγές 

υποσύνολο του ευκλείδειου χώρου IRn. Σαφώς το πεπερασµένο της διάστασης του 

χώρου IRn είναι µία αυστηρή συνθήκη µεταξύ των υποθέσεων του θεωρήµατος, η 

οποία δε µπορεί να αγνοηθεί, καθώς, σύµφωνα µε το Θεώρηµα του Riesz, η κλειστή 

µοναδιαία σφαίρα σε κάθε χώρο πεπερασµένης διάστασης είναι συµπαγές σύνολο. 

Το επόµενο παράδειγµα δείχνει ότι δε µπορεί να ισχύει γενικά ένα συµπέρασµα 

αντίστοιχο αυτού του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Brouwer για την κλει-

στή σφαίρα όταν χώρος IRn αντικατασταθεί από έναν απειροδιάστατο χώρο. 

Παράδειγµα 

Θεωρούµε το χώρο ℓ2 των πραγµατικών ακολουθιών (xn)n∈IN των οποίων η σειρά 

∑
+∞

=1n

2
nx  συγκλίνει και για κάθε x=(x1,x2,...,xn,...)∈ℓ2 ορίζουµε ∑

+∞

=

=
1n

2
nxx . Έστω 

Β={x∈ℓ2: ||x||≤1} η κλειστή µοναδιαία σφαίρα και το σύνορό της S={x∈ℓ2: ||x||=1} η 

µοναδιαία σφαίρα στον ℓ2 και ορίζουµε την απεικόνιση f:B→S⊂B, µε 

 



108 Θεωρήµατα Σταθερού Σηµείου και ∆ιδακτικές Εφαρµογές  

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= ,...x,...,x,x,x1)x(f n21

2 , 

για κάθε x=(x1,x2,...,xn,...)∈ℓ2, η οποία είναι, προφανώς, συνεχής. 

Αν υποθέσουµε ότι η απεικόνιση f έχει ένα σταθερό σηµείο, δηλαδή υπάρχει κά-

ποιο x=(x1,x2,...,xn,...)∈Β τέτοιο, ώστε 

f(x)=x, 

τότε, αφενός 

 ||x||=||f(x)||=1, 

οπότε f(x)=(0,x1,x2,...,xn,...), και αφετέρου 

 (0,x1,x2,...,xn,...)=(x1,x2,...,xn,...). 

Από την τελευταία προκύπτει ότι x1=x2=...=xn=...=0, εποµένως x=0, γεγονός που είναι 

άτοπο, εφόσον, όπως είδαµε ||x||=1. 

Στην ενότητα που ακολουθεί θα αναφερθούµε στις συνθήκες εκείνες που πρέπει 

να πληρούνται, ώστε ένας τυχαίος χώρος Banach να έχει την ιδιότητα του σταθερού 

σηµείου, διατυπώνοντας το Θεώρηµα του Schauder, το οποίο αποτελεί την επέκταση 

του Θεωρήµατος του Σταθερού Σηµείου του Brouwer και σε χώρους άπειρης διάστα-

σης. 

4.2. Το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Schauder 

Το παράδειγµα της προηγούµενης ενότητας δείχνει πως η κλειστή µοναδιαία 

σφαίρα Β στον ℓ2 δεν έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου και αυτό οφείλεται στο 

γεγονός ότι το Β δεν είναι συµπαγές υποσύνολο του ℓ2. Εποµένως µια ενδεχόµενη 

επέκταση του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του Brouwer και σε χώρους άπειρης 

διάστασης θα πρέπει να παρακάµπτει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου της κλει-

στής µοναδιαίας σφαίρας (πρβ. το Θεώρηµα 3.8.1). Πράγµατι, µια ορθή γενίκευση 

στη µορφή του Θεωρήµατος 3.8.2 αποτελεί το Θεώρηµα του Σταθερού Σηµείου του 

Schauder, σύµφωνα µε το οποίο, κάθε συµπαγές και κυρτό υποσύνολο ενός χώρου 

Banach έχει την ιδιότητα του σταθερού σηµείου. Για την απόδειξη αυτού του συµπε-

ράσµατος εφαρµόζουµε το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος του Brouwer σε µια ακο-

λουθία συνεχών απεικονίσεων από κατάλληλους συµπαγείς και κυρτούς υποχώρους 

πεπερασµένης διάστασης, στον εαυτό τους. Η ύπαρξη αυτών των πεπερασµένης διά-
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στασης υποχώρων και των αντίστοιχων απεικονίσεων εξασφαλίζεται από το ακόλου-

θο λήµµα.  

Λήµµα 4.2.1 

Έστω X ένας χώρος Banach και Κ ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολό του. Τότε, 

για κάθε ε>0, υπάρχει ένας υπόχωρος Κε⊂Κ πεπερασµένης διάστασης και µια συνε-

χής απεικόνιση fε:Κ→Κε, τέτοια ώστε  ||fε(x)−x||<ε, για κάθε x∈Κ. 

Απόδειξη 

Εφόσον το σύνολο Κ είναι συµπαγές, για κάποιο n∈ΙΝ (που εξαρτάται από το ε), 

θα υπάρχουν x1, x2, …, xn∈Κ τέτοια, ώστε 

εxxmin ini1
<−

≤≤
. 

Θεωρούµε, τώρα, g:IR→IR µια µη αρνητική συνεχή συνάρτηση, µε την ιδιότητα 

g(t)=0 αν και µόνο αν t≥1, και για κάθε i=1, 2, ..., n ορίζουµε τις συναρτήσεις 

hi:K→IR, µε 

∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

=
n

1i

i

i

i

ε
xx

g

ε
xx

g
)x(h , 

για κάθε x∈Κ. Οι συναρτήσεις αυτές είναι συνεχείς στο Κ και µη αρνητικές, ενώ 

προφανώς, ,  για κάθε x∈Κ και h1)x(h
n

1i
i =∑

=
i(x)=0, αν ||x−xi||≥ε, i=1, 2, ... 

Θέτουµε ως Kε την κυρτή θήκη των {x1,x2,…,xn}, οπότε dimKε≤n<+∞ και Κε⊂Κ, 

εφόσον το Κ είναι κυρτό και ορίζουµε την απεικόνιση fε:Κ→Κε, µε 

∑
=

=
n

1i
iiε x)x(h)x(f , 

για κάθε x∈Κ. 

Εφόσον 1,  για κάθε x∈Κ, το f)x(h
n

1i
i =∑

=
ε(x) είναι ένας κυρτός συνδυασµός των 

xi, i=1, 2, ..., n, οπότε πράγµατι fε(x)∈Κε. Επίσης, 
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1i
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1i
iiε
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==
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για κάθε x∈Κ, οπότε το συµπέρασµα αποδείχθηκε. 

Με βάση το λήµµα που µόλις αποδείξαµε, είµαστε, τώρα, σε θέση να διατυπώ-

σουµε και να αποδείξουµε το βασικό συµπέρασµα του κεφαλαίου αυτού. 

Θεώρηµα 4.2.2 (Σταθερού Σηµείου του Schauder) 

Κάθε συνεχής απεικόνιση από ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολο ενός χώρου 

Banach στον εαυτό του έχει ένα (τουλάχιστον) σταθερό σηµείο. 

Απόδειξη 

Έστω Κ ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολο ενός χώρου Banach Χ και f:K→K 

µια συνεχής απεικόνιση. Θα αποδείξουµε ότι υπάρχει x∈Κ τέτοιο, ώστε f(x)=x. 

Από το προηγούµενο λήµµα έπεται ότι, για κάθε k=1, 2, ..., υπάρχει συµπαγές και 

κυρτό σύνολο Kk⊂K πεπερασµένης διάστασης και µια συνεχής απεικόνιση fk:K→Kk 

τέτοια, ώστε 

 
k
1x)x(fk <− , (4.2.1) 

για κάθε x∈K. 

Θεωρούµε, τώρα, τη σύνθεση της απεικόνισης f µε την απεικόνιση fk, δηλαδή την 

fk°f:Κ→Κk και µάλιστα τον περιορισµό αυτής στο Κk⊂K, έστω φk:Κk→Κk, µε 

 φk(x)=fk(f(x)), (4.2.2) 

για κάθε x∈Κk. Η απεικόνιση φk είναι συνεχής και απεικονίζει το πεπερασµένης διά-

στασης συµπαγές και κυρτό σύνολο Kk στον εαυτό του, εποµένως, σύµφωνα µε το 

Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer θα έχει ένα σταθερό σηµείο xk∈Κk⊂K τέ-

τοιο, ώστε φk(xk)=xk. 

Εφαρµόζοντας τη σχέση (4.2.1) για το f(x)∈Κ, και λόγω της (4.2.2), έχουµε 

 ( )
k
1)x(f)x(ff)x(f)x(φ kk <−=− , 

για κάθε x∈Κk, εποµένως 

 ||φk(x)−f(x)||→0, (4.2.3) 
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καθώς k→+∞, για κάθε x∈Κk, άρα και για το σταθερό σηµείο xk∈Κk της φk, θα 

ισχύει 

 ||xk−f(xk)||=||φk(xk)−f(xk)||→0, (4.2.4) 

καθώς k→+∞. 

Εφόσον το σύνολο K είναι συµπαγές, η ακολουθία (xk)k∈ΙΝ⊂K έχει µια συγκλί-

νουσα υπακολουθία ( )
,...2,1kmk

x
=

 και έστω 
kmk

xlimx
+∞→

=  το όριό της, δηλαδή  

 0xx
km →− , (4.2.5) 

καθώς k→+∞. Τότε, αφού η απεικόνιση f είναι συνεχής, το f(x) είναι το όριο της 

( )( )
,...2,1kmk

xf
=

, δηλαδή 

 ( ) 0)x(fxf
km →− , (4.2.6) 

καθώς k→+∞. Έτσι, από την τριγωνική ανισότητα της νόρµας και τις σχέσεις (4.2.4), 

(4.2.5) και (4.2.6), έπεται ότι 

 ( ) ( ) 0xxxxfxf)x(fx)x(f
kkkk mmmm →−+−+−≤− , 

καθώς k→+∞, απ’ όπου προκύπτει ότι ||f(x)−x||=0, δηλαδή 

f(x)=x, 

γεγονός που ολοκληρώνει την απόδειξη. 

Υπάρχουν διάφορες εφαρµογές του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του 

Schauder. Εδώ, θα περιορισθούµε σε εκείνες που αφορούν µια ενδιαφέρουσα κατη-

γορία απεικονίσεων, την έννοια των οποίων ορίζουµε ευθύς. 

Ορισµός 4.2.1 

Μια απεικόνιση f από έναν µετρικό χώρο (Χ,ρ) στον εαυτό του ονοµάζεται αδιά-

σταλτη (non-expansive) αν 

ρ(f(x),f(y))≤ρ(x,y), 

για κάθε x, y∈Χ. 

Αν ο Χ είναι χώρος µε νόρµα, τότε η απεικόνιση f:Χ→Χ είναι αδιάσταλτη αν 

||f(x)−f(y)||≤||x−y||, 

για κάθε x, y∈Χ. 

Ήδη, από τον προηγούµενο ορισµό, προκύπτει ότι κάθε αδιάσταλτη απεικόνιση 

είναι συνεχής και εποµένως, ως πόρισµα, του Θεωρήµατος Σταθερού Σηµείου του 
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Schauder, λαµβάνουµε ότι κάθε αδιάσταλτη απεικόνιση από ένα συµπαγές και κυρτό 

υποσύνολο ενός χώρου Banach στον εαυτό του έχει σταθερό σηµείο. 

Φυσικά, δεν είναι όλες οι αδιάσταλτες απεικονίσεις τέτοιες, ώστε να έχουν στα-

θερά σηµεία. Για παράδειγµα η απεικόνιση µεταφοράς f:IR→IR, µε f(x)=x+α, για 

κάθε x∈IR, όπου α≠0, δεν έχει κανένα σταθερό σηµείο. Εδώ δε µπορεί να εφαρµο-

σθεί το Θεώρηµα 4.2.2, καθώς το IR δεν είναι συµπαγές. 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει µια ειδική περίπτωση αδιάσταλτων απεικονίσεων, των 

οποίων το σταθερό σηµείο, όταν υπάρχει, είναι µοναδικό. Συγκεκριµένα έχουµε τον 

ακόλουθο ορισµό. 

Ορισµός 4.2.2 

Μια απεικόνιση f από έναν µετρικό χώρο (Χ,ρ) στον εαυτό του ονοµάζεται αυ-

στηρά αδιάσταλτη (strictly non-expansive) αν 

ρ(f(x),f(y))<ρ(x,y)  

για κάθε x, y∈Χ, µε x≠y. 

Αν ο Χ είναι χώρος µε νόρµα, τότε η απεικόνιση f:Χ→Χ είναι αυστηρά αδιά-

σταλτη αν 

||f(x)−f(y)||<||x−y||, 

για κάθε x, y∈Χ, µε x≠y. 

Είναι προφανές ότι µια αυστηρά αδιάσταλτη απεικόνιση είναι αδιάσταλτη και 

εποµένως ικανοποιεί το Θεώρηµα του Schauder. Ειδικότερα, όµως, το σταθερό ση-

µείο της είναι µοναδικό. Συγκεκριµένα έχουµε το ακόλουθο πόρισµα. 

Πόρισµα 4.2.3 

Κάθε αυστηρά αδιάσταλτη απεικόνιση από ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολο 

ενός χώρου Banach στον εαυτό του έχει µοναδικό σταθερό σηµείο. 

Απόδειξη 

Έστω Κ ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολο ενός χώρου Banach και f:K→K µια 

αυστηρά αδιάσταλτη απεικόνιση. Η προηγούµενη παρατήρηση εξασφαλίζει ότι η f 

έχει τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο. Αν υποθέσουµε ότι x και y∈Κ είναι δύο δια-

κεκριµένα σταθερά σηµεία της f, τότε 

f(x)=x και f(y)=y, 

ενώ, από τον ορισµό της f ως αυστηρά αδιάσταλτη απεικόνιση, προκύπτει ότι 
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||x−y||=||f(x)−f(y)||<||x−y||. 

άτοπο. Εποµένως x=y. 

4.3. Η Κυρτότητα του Συνόλου των Σταθερών Σηµείων 

Στην ενότητα αυτή τα συµπεράσµατα που αναφέρθηκαν προηγουµένως χρησιµο-

ποιούνται µε τέτοιο τρόπο, ώστε να χαρακτηρισθεί πλήρως το σύνολο των σταθερών 

σηµείων µιας αδιάσταλτης απεικόνισης. Το γεγονός ότι µια απεικόνιση µεταφοράς 

δεν έχει σταθερά σηµεία, ή κάθε αυστηρά αδιάσταλτη απεικόνιση έχει µοναδικό στα-

θερό σηµείο, ή ακόµα ότι η ταυτοτική απεικόνιση έχει άπειρα στο πλήθος σταθερά 

σηµεία, δείχνει ότι το σύνολο των σταθερών σηµείων µιας αδιάσταλτης απεικόνισης 

δεν µπορεί να περιγραφεί µόνο από το πλήθος των στοιχείων του. Σε αντίθεση µε 

αυτό, το θεώρηµα που ακολουθεί δείχνει ότι το σύνολο των σταθερών σηµείων πλη-

ροί µια πολύ χρήσιµη ιδιότητα. 

Θεώρηµα 4.3.1 

Έστω Χ ένας χώρος Hilbert και f:X→X µια αδιάσταλτη απεικόνιση. Τότε το σύ-

νολο των σταθερών σηµείων της f είναι είτε κενό, είτε κλειστό και κυρτό. 

Απόδειξη 

Το παράδειγµα της απεικόνισης µεταφοράς, στο οποίο αναφερθήκαµε προηγου-

µένως, δείχνει ότι το σύνολο των σταθερών σηµείων µπορεί να είναι κενό. 

Αν η απεικόνιση f έχει µοναδικό σταθερό σηµείο, το συµπέρασµα ισχύει κατά τε-

τριµµένο τρόπο. 

Υποθέτουµε, λοιπόν, ότι η f έχει δύο σταθερά σηµεία x και y∈Χ και θέτουµε  

z=αx+(1−α)y, 0≤α≤1. 

Τότε, εφόσον η f είναι αδιάσταλτη απεικόνιση και x=f(x), y=f(y), έχουµε 

 ||f(z)−x||=||f(z)−f(x)||≤||z−x||=(1−α)||x−y|| (4.3.1) 

και 

 ||f(z)−y||=||f(z)−f(y)||≤||z−y||=α||x−y||, (4.3.2) 

οπότε, µε πρόσθεση των παραπάνω κατά µέλη, λαµβάνουµε 

||f(z)−x||+||f(z)−y||≤||x−y||. 

Από την τριγωνική ανισότητα της νόρµας, όµως, έχουµε 

||x−y||≤||f(z)−x||+||f(z)−y||, 
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εποµένως 

 ||f(z)−x||+||f(z)−y||=||x−y||. (4.3.3) 

Αν υποθέσουµε ότι ||f(z)−x||<(1−α)||x−y||, τότε, από τη σχέση (4.3.3) λαµβάνουµε 

ότι 

||f(z)−y||=||x−y||−||f(z)−x||>||x−y||−(1−α)||x−y||=α||x−y||, 

το οποίο έρχεται σε αντίθεση µε την (4.3.2), εποµένως η (4.3.1) συνεπάγεται ότι 

 ||f(z)−x||=||z−x||=(1−α)||x−y|| (4.3.4) 

και οµοίως 

 ||f(z)−y||=||z−y||=α||x−y||. (4.3.5) 

Η σχέση (4.3.4) παραπάνω, δηλώνει ότι τα z και f(z) βρίσκονται στην κλειστή 

σφαίρα κέντρου x και ακτίνας (1−α)||x−y|| και επειδή αυτή είναι κυρτό υποσύνολο 

του χώρου Χ θα περιέχει και το 
2

)z(fzw +
= , οπότε 

 ||w−x||≤(1−α)||x−y||. (4.3.6) 

Από τη σχέση (4.3.5), µε τον ίδιο τρόπο, προκύπτει ότι το w βρίσκεται στην κλειστή 

σφαίρα κέντρου y και ακτίνας α||x−y||, οπότε 

 ||w−y||≤α||x−y||. (4.3.7) 

Οι σχέσεις (4.3.6) και (4.3.7) είναι αντίστοιχες των (4.3.1) και (4.3.2), οπότε µε τον 

ίδιο τρόπο προκύπτει ότι 

||w−x||+||w−y||=||x−y|| 

και 

 ||w−x||=(1−α)||x−y||=||f(z)−x||=||z−x||, ||w−y||=α||x−y||=||f(z)−y||=||z−y||. (4.3.8) 

Επειδή ο Χ είναι χώρος Hilbert ισχύει ο κανόνας του παραλληλογράµµου (Πρό-

ταση 1.2.18), δηλαδή 

 ||a−b||2+||a+b||2=2||a||2+2||b||2, 

για κάθε a, b∈Χ, οπότε για a=f(z)−x και b=z−x, έχουµε 

 ||f(z)−z||2+||f(z)−x+z−x||2=2||f(z)−x||2+2||z−x||2 (4.3.9) 

ενώ, 

||f(z)−x+z−x||2=||f(z)+z−2x||2=||2w−2x||2=4||w−x||2, 

άρα, χρησιµοποιώντας και την πρώτη από τις (4.3.8), η σχέση (4.3.9) δίνει τελικά 

||f(z)−z||=0, 
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εποµένως 

z=f(z), 

γεγονός που αποδεικνύει ότι το σύνολο των σταθερών σηµείων της f είναι κυρτό. 

Θα αποδείξουµε, τώρα, ότι το σύνολο των σταθερών σηµείων της f είναι κλειστό. 

Ως προς αυτό, θεωρούµε µια συγκλίνουσα ακολουθία (zn)n∈ΙΝ σταθερών σηµείων της 

f µε όριο το z∈Χ. Σύµφωνα µε την Πρόταση 1.2.13, αρκεί να δείξουµε ότι το z είναι 

επίσης σταθερό σηµείο της f, δηλαδή, ότι f(z)=z. 

Επειδή f(zn)=zn, για κάθε n∈ΙΝ και η f είναι µια αδιάσταλτη απεικόνιση, θα έχου-

µε 

||zn−f(z)||=||f(zn)−f(z)||≤||zn−z||, 

για κάθε n∈ΙΝ. Εφόσον, 0zzlim nn
=−

+∞→
, η προηγούµενη συνεπάγεται ότι 

0)z(fzlim nn
=−

+∞→
 

και συνεπώς το f(z) είναι επίσης το όριο της ακολουθίας (zn)n∈ΙΝ. Από τη µοναδικό-

τητα του ορίου προκύπτει ότι f(z)=z. Η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

 



 

ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΠΕΡΑΙΤΕΡΩ ΜΕΛΕΤΗ 

Στα προηγούµενα κεφάλαια αναφερθήκαµε στα πιο σηµαντικά θεωρήµατα για τα 

σταθερά σηµεία µιας απεικόνισης από έναν χώρο στον εαυτό του, όπως το Θεώρηµα 

του Banach και το Θεώρηµα του Brouwer και είδαµε πώς τα θεωρήµατα αυτά χρησι-

µοποιούνται για την εξαγωγή πολλών χρήσιµων µαθηµατικών συµπερασµάτων. Επι-

πλέον παρουσιάσαµε διάφορες τεχνικές απόδειξης αυτών των αποτελεσµάτων, ανά-

λογα µε το θεωρητικό πλαίσιο που χρησιµοποιήθηκε κατά περίπτωση, χρησιµοποιώ-

ντας µεθόδους τόσο από το πεδίο της κλασικής Συναρτησιακής Ανάλυσης, όσο και 

από αυτό της λεγόµενης Συνδυαστικής Τοπολογίας ή µεθόδους οικείες στη Θεωρία 

Γραφηµάτων. Στα πλαίσια αυτής της αναζήτησης, θα ήταν ενδιαφέρουσα µια περαι-

τέρω µελέτη, η οποία θα εξετάζει άλλες µεθόδους, µε βάση διαφορετικά µαθηµατικά 

εργαλεία, που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν ώστε να λάβουµε τα ίδια ή παρό-

µοια συµπεράσµατα κάτω, όµως, από ένα διαφορετικό θεωρητικό πλαίσιο. Είναι γνω-

στές, για παράδειγµα, οι αποδείξεις που δίνονται για το Θεώρηµα του Brouwer στη 

γενική περίπτωση µέσω της Θεωρίας Οµολογίας, ή µέσω της έννοιας του Βαθµού 

µιας Απεικόνισης (έννοιας που θέσπισε ο ίδιος ο Brouwer για να αποδείξει το οµώνυ-

µο θεώρηµά του). 

Επίσης, παρά τη µεγάλη σπουδαιότητα των θεωρηµάτων που διαπραγµατευθήκα-

µε εδώ, είναι σαφές ότι η µελέτη των σταθερών σηµείων δεν µπορεί να περιορισθεί 

µόνο στα θέµατα που καλύπτει η παρούσα εργασία. Ήδη από πολύ νωρίς τον προη-

γούµενο αιώνα, µεγάλο µέρος της επιστηµονικής κοινότητας, µε εφαλτήριο τα θεω-

ρήµατα αυτά, έστρεψε το ενδιαφέρον της στη µελέτη των σταθερών σηµείων και έτσι 

προέκυψαν πολλά σηµαντικά αποτελέσµατα µε εφαρµογές σε όλους σχεδόν τους το-

µείς των µαθηµατικών, από τα λεγόµενα «καθαρά» µαθηµατικά έως τις Οικονοµικές 

Θεωρίες και τη Θεωρία Παιγνίων. 

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα συµπερασµάτων αυτού του είδους είναι το περι-

ώνυµο Θεώρηµα Markov-Kakutani, το οποίο αναφέρεται στην ύπαρξη κοινών σταθε-

ρών σηµείων µιας οικογένειας συσχετισµένων (affine) συνεχών απεικονίσεων από ένα 

συµπαγές κυρτό µη κενό υποσύνολο ενός τοπικά κυρτού χώρου, οι οποίες έχουν την 

ιδιότητα να αντιµετατίθενται ως προς τη σύνθεσή τους. Ο Markov απέδειξε το εν λό-
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γω θεώρηµα το 1936 χρησιµοποιώντας τα συµπεράσµατα του Θεωρήµατος Brouwer, 

ενώ µια άµεση απόδειξή του δόθηκε από τον Kakutani το 1938. 

Σε παρόµοια πλαίσια κινείται το Θεώρηµα DeMarr, σύµφωνα µε το οποίο, µια οι-

κογένεια αδιάσταλτων απεικονίσεων από ένα συµπαγές και κυρτό υποσύνολο ενός 

µετρικού χώρου που αντιµετατίθενται ως προς τη σύνθεσή τους, έχουν ένα τουλάχι-

στον κοινό σταθερό σηµείο. 

Εξαιρετικό ενδιαφέρον, επίσης, παρουσιάζει η µελέτη των θεωρηµάτων σταθε-

ρών σηµείων για πλειότιµες απεικονίσεις, µε σηµαντικότερο εκπρόσωπο το περίφηµο 

Θεώρηµα Kakutani. Ο Kakutani, περί το 1941, όρισε την έννοια της Κ-απεικόνισης, 

δηλαδή µιας πλειότιµης σχέσης F:A→B, όπου Α και Β είναι δύο υποσύνολα ενός χώ-

ρου µε νόρµα, που ικανοποιεί τις επόµενες ιδιότητες: 

α) για κάθε x∈Α το F(x) είναι συµπαγές και κυρτό µη κενό υποσύνολο του Β και 

β) το γράφηµα της F, G(F)={(x,y), y∈F(x)} είναι κλειστό στο Α×Β 

και απέδειξε το οµώνυµο θεώρηµα, δηλαδή ότι κάθε Κ-απεικόνιση από ένα συµπαγές 

και κυρτό µη κενό υποσύνολο του IRn στον εαυτό του έχει (τουλάχιστον) ένα σταθε-

ρό σηµείο, ενώ το θεώρηµα επεκτείνεται αντίστοιχα και σε χώρους άπειρης διάστα-

σης. 

Επειδή κάθε συνεχής απεικόνιση είναι Κ-απεικόνιση, τα προηγούµενα συµπερά-

σµατα γενικεύουν το Θεώρηµα Σταθερού Σηµείου του Brouwer, αλλά και την επέ-

κτασή του, το Θεώρηµα Shauder. 
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