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 Εισαγωγή 

Οι µαθηµατικές έννοιες και γενικότερα οι µαθηµατικές διαδικασίες 

είναι αφηρηµένες και, αρκετές φορές, ιδιαίτερα πολύπλοκες. Η κατανόηση 

τους παρουσιάζει σηµαντικές δυσκολίες για τους µαθητές. Αυτές οι δυσκολίες 

οδηγούν στην υποβάθµιση της διδασκαλίας των Μαθηµατικών, σε µια 

διδασκαλία διαδικασιών µε καθαρά τυπικό τρόπο, χωρίς να επιδιώκεται η 

ουσιαστική κατανόηση τους 

Η µαθηµατική έννοια του ορίου είναι µια ιδιαίτερα δύσκολη έννοια 

αντιπροσωπευτική του είδους των νοητικών διεργασιών που απαιτούνται στα 

ανώτερα µαθηµατικά. Κατέχει δεσπόζουσα θέση και υπεισέρχεται στο σύνολο 

της Μαθηµατικής Ανάλυσης ως θεµέλιο της θεωρίας των διαδοχικών 

προσεγγίσεων, της συνέχειας , του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισµού. 

Μία από τις µεγαλύτερες δυσκολίες στη διδασκαλία και µάθηση της 

έννοιας του ορίου, βρίσκεται όχι µόνο στην πολυπλοκότητά του αλλά επίσης 

και στο γεγονός ότι οι γνωστικές έννοιες δεν µπορούν να παραχθούν 

αποκλειστικά από την µαθηµατική έννοια-ορισµό. Η διάκριση ανάµεσα στον 

ορισµό και την ίδια την έννοια είναι διδακτικά πολύ σηµαντική, σκεπτόµενοι 

τον αυστηρό ορισµό του ορίου από τη µια µεριά και κατακτώντας την ουσία 

της έννοιας (διαδοχικοί προσεγγιστικοί υπολογισµοί) από την άλλη. Μια όψη 

είναι η ιδέα των διαδοχικών προσεγγίσεων που συνήθως αρχικά 

αντιµετωπίζεται µέσω µιας δυναµικής θεώρησης της έννοιας του ορίου. Μια 

δεύτερη είναι ο τρόπος µε τον οποίο η έννοια του ορίου τίθεται σε λειτουργία 

για τη λύση πραγµατικών προβληµάτων τα οποία βασίζονται όχι στον αυστηρό 

ορισµό αλλά σε ποικίλες ιδιότητες της «διαισθητικής» αντίληψης για την  

έννοια. Ξεκινώντας µε µια πρώτη άποψη οι µαθητές συχνά πιστεύουν ότι 

«καταλαβαίνουν» τον αυστηρό ορισµό του ορίου χωρίς πραγµατικά να έχουν 

κατακτήσει όλες τις κρυφές σηµασίες της τυπικής έννοιας. Οι µαθητές συχνά 

µπορούν να είναι ικανοί να συµπληρώσουν πολλές από τις ασκήσεις που τους 
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ζητείται να εκτελέσουν χωρίς να «χρειάζεται» να καταλάβουν την τυποποίηση 

της έννοιας του ορίου. 

Από τον ένα µαθητή στον άλλο η σηµασία που αποδίδεται στις λέξεις ή 

τις εκφράσεις ποικίλει. Για ένα µαθητή µια λέξη ή µια έκφραση µπορεί να έχει 

διάφορες σηµασίες. Οι  εκφράσεις   «για κάθε» και «υπάρχει ένα τουλάχιστον» 

( που συναντώνται στον αυστηρό ορισµό της έννοιας του ορίου) δεν έχουν την 

ίδια σηµασία για όλους τους µαθητές.  Από ένα τέτοιο ξεκίνηµα προκύπτουν 

εννοιολογικά εµπόδια τα οποία πιθανώς να προκαλέσουν σοβαρές δυσκολίες 

στην κατανόηση της έννοιας του ορίου. 

Μέχρι τα µέσα του 20ου αιώνα στην Ελλάδα στη διδασκαλία 

χρησιµοποίησαν την έννοια του ορίου µε ένα διαισθητικό τρόπο, χωρίς έναν 

τυπικό ορισµό, για να εισάγουν τον ορισµό της παραγώγου. Τη δεκαετία του 

’60 η έννοια εισήχθη κανονικά στο πρόγραµµα. Τα βιβλία γενικά αφιέρωναν 

ένα κεφάλαιο στη γενική έννοια του ορίου, συµπεριλαµβανοµένου ενός 

τυπικού ορισµού, µιας απόδειξης της µοναδικότητας του ορίου και 

θεωρηµάτων σχετικά µε υπολογιστικές λειτουργίες των ορίων. Οι ασκήσεις εν 

τούτοις δεν επικεντρώνονταν στην έννοια του ορίου αλλά σε ανισότητες, στην 

έννοια της απόλυτης τιµής, στην ιδέα µιας επαρκούς προϋπόθεσης και πάνω 

από όλα σε υπολογιστικές λειτουργίες: Το όριο ενός αθροίσµατος, ενός 

γινοµένου κ.λ.π. Αυτές οι ασκήσεις σχετίζονται πολύ περισσότερο µε 

υπολογισµούς και τις συνήθεις διαδικασίες τυπικής διαφόρισης και 

ολοκλήρωσης, από ότι µε την Ανάλυση. Οι ασκήσεις αποκτούν τόση εξέχουσα 

σηµασία που σε σχολικό βιβλίο «Μαθηµατικά Γ’ λυκείου (ΣΤ’ γυµνασίου) 

θετικής κατευθύνσεως Βασιλείου Στάικου 1968-76» παρατίθεται πλήθος 

διαφορετικών θεωρηµάτων µε στόχο υπολογισµούς. 

Στο σχολικό βιβλίο που διδάσκεται τα τελευταία χρόνια αυτή η 

κατεύθυνση έχει υποχωρήσει  αλλά πάλι πρακτικά οι υπολογιστικές 

λειτουργίες κατέχουν δεσπόζουσα θέση. 
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Στη διδασκαλία των µαθηµατικών στα σχολεία µε τις κρατούσες 

συνθήκες κάθε φορά δίνεται µεγαλύτερη έµφαση σε συγκεκριµένα πλαίσια της 

έννοιας του ορίου, τα οποία φαίνονται µελετώντας το αναλυτικό πρόγραµµα 

σπουδών, το ωρολόγιο πρόγραµµα, τη διδασκόµενη ύλη, τα σχολικά βιβλία και 

τις ασκήσεις τους, τις εκδόσεις Κ.Ε.Ε., τα θέµατα εξετάσεων. 

           ∆ιάφορες έρευνες που έχουν γίνει, δείχνουν ξεκάθαρα ότι η πλειοψηφία 

των µαθητών δεν κατέχουν την ιδέα-έννοια του ορίου, ακόµη και σε πιο 

προχωρηµένο στάδιο των σπουδών τους. Αυτό όµως δεν τους εµποδίζει στο να 

επεξεργάζονται και να επιλύουν ασκήσεις, να λύνουν προβλήµατα και να 

επιτυγχάνουν στις εξετάσεις τους.  

           Ο C.F. GAUSS σε µια επιστολή του το 1843 γράφει. «Το 

χαρακτηριστικό των σύγχρονων µαθηµατικών είναι ότι ,από τη µεσολάβηση 

της γλώσσας και της ορολογίας µας ,κατέχουµε ένα µέσο µε το οποίο οι πιο 

πολύπλοκοι λογισµοί µπορούν να απλοποιηθούν σ’ έναν ειδικό µηχανισµό. Η 

επιστήµη κέρδισε πλουσιοπάροχα, µια οµορφιά και µια συνοχή σχεδόν 

απεριόριστη. Αλλά, στην καθηµερινή χρήση αυτού του εργαλείου, η επιστήµη 

έχασε σχεδόν ό,τι κέρδισε. Πολύ συχνά αυτό το µέσο εφαρµόζεται µηχανικά, 

παρόλο που η επίσηµη χρήση του απαιτεί συγκεκριµένες προϋποθέσεις. 

Επιµένω …….κάθε χρήστης πρέπει να έχει πλήρη συνείδηση των αρχικών 

προϋποθέσεων γέννεσης και χρήσης του εργαλείου αυτού.» 

Σε αυτή την εργασία θα µελετηθούν µερικές διδακτικές 

απόψεις-πλευρές της έννοιας των ορίων, καθώς και έννοιες που συνδέονται µε 

αυτή την έννοια όπως η συνέχεια και το θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών. Θα δούµε 

διάφορα εµπόδια που βρίσκονται στο δρόµο των µαθητών που µαθαίνουν την 

έννοια του ορίου και διάφορες στρατηγικές για τη διδασκαλία αυτής της 

έννοιας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο 

1.Ιστορική Αναδροµή 

Στην Αρχαία Ελλάδα η έννοια του ορίου ήταν άγνωστη. Η κοσµοθεωρία 

των Πυθαγορείων για τη ρητή δόµηση του σύµπαντος, µετά την ανακάλυψη 

της ασυµµετρίας πλευράς και διαγωνίου του τετραγώνου, καταρρίφθηκε, και η 

κατάρριψη έγινε (πιθανότατα) µε τη βοήθεια των δύο πιο σηµαντικών 

επιτευγµάτων τους, του Πυθαγορείου θεωρήµατος και της θεωρίας αριθµών. 

Απ’ αυτό το γεγονός ήλθαν στο προσκήνιο οι άρρητοι αριθµοί και οι άπειρες 

διαδικασίες που συνεπάγονται. Τα παράδοξα του Ζήνωνα έπαιξαν ένα 

καθοριστικό ρόλο στην παραπέρα ανάπτυξη των µαθηµατικών γιατί 

διαµόρφωσαν την υποβόσκουσα περί ορίου αντίληψη στους υπολογισµούς  και 

τις αποδείξεις των αρχαίων Ελλήνων. Μετά τον Ζήνωνα η έννοια του απείρου 

έγινε κεντρικό θέµα συζήτησης και αντιπαράθεσης των φιλοσόφων και των 

µαθηµατικών. Ο Εύδοξος ήταν ο πρώτος που απέδειξε αυστηρά, 

χρησιµοποιώντας τη µέθοδό του-που σήµερα είναι γνωστή ως η «µέθοδος της 

εξάντλησης»-προηγούµενες εικασίες του Ιπποκράτη του Χίου και του 

∆ηµόκριτου για καµπυλόγραµµα εµβαδά και όγκους στερεών. Με τη µέθοδο 

της εξάντλησης επιτυγχάνεται η εύρεση, εµβαδών και όγκων, µέσω 

αλλεπάλληλων προσεγγίσεων. Στο σηµείο αυτό θα πρέπει να τονιστεί ότι ο 

Εύδοξος και οι µεταγενέστεροι Έλληνες µαθηµατικοί ποτέ δεν θεώρησαν ότι η 

διαδικασία στη µέθοδο της εξάντλησης συνεχίζεται επ’ άπειρον, µέχρις ότου 

να εξαντληθεί πλήρως το αρχικό µέγεθος, αλλά υπήρχε µια ποσότητα που 

έµενε και η οποία µπορούσε να γίνει οσοδήποτε µικρή επιθυµούσαν. Θα 

µπορούσε εποµένως κανείς να ισχυρισθεί, ότι η µέθοδος της εξάντλησης, 

εισήγαγε για πρώτη φορά στην ιστορία των µαθηµατικών την ιδέα του ορίου. 

         Έναν αιώνα µετά τον Εύδοξο εµφανίστηκε ο Αρχιµήδης (287-212 

π.Χ.). Ο Αρχιµήδης υπολόγισε τα εµβαδά επιπέδων χωρίων που περιέχονται 

ανάµεσα σε διάφορες καµπύλες χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της εξάντλησης 

και της διπλής αντίφασης.  
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Τον 16ο  αιώνα ανάµεσα στους µελετητές του Αρχιµήδη ξεχωρίζουν ο 

Φλαµανδός Simon Stevin και ο Ιταλός Luca Valerio. Αυτοί οι δύο ήταν οι 

πρώτοι που µε άµεση προσφυγή στο όριο, στην έννοια του ορίου δεν 

αναφέρονται, τείνουν να αποφύγουν τη διπλή αντίφαση της µεθόδου της 

εξάντλησης. Ο πρώτος ακολούθησε µια οριακή διαδικασία σύµφωνα µε την 

οποία αν µπορούσε να αποδειχθεί ότι η διαφορά µεταξύ δύο µεγεθών γινόταν 

µικρότερη από κάθε δοσµένο µέγεθος, τότε αναγκαία θα ήταν ίσα µεταξύ των.      

Γίνεται χρήση κάποιας «έννοιας ορίου» το 1656 από τον Wallis όταν εξέδωσε 

το έργο του «Arithmetica Infinitorum» που έχει γεωµετρικό χαρακτήρα. Το 

1659 ο Ιταλός Pietro Mengoli, βελτίωσε τη µέθοδο του Luca Valerio για 

αναπαράσταση εµβαδών κάτω από συγκεκριµένες καµπύλες µε το βιβλίο του 

«Geometrica Speciosa»(εισαγωγή Άλγεβρας στη Γεωµετρία).   

Οι Fermat και D’Alembert προσέγγισαν την έννοια του ορίου µέσω του 

ορισµού της κλίσης εφαπτοµένης ευθείας σε σηµείο καµπύλης. 

Αυστηρή διατύπωση της έννοιας του ορίου ακολουθίας δόθηκε τον 19ο 

αιώνα από τον Γάλλο µαθηµατικό Augustin-Louis Cauchy. Όµως τόσο η 

µέθοδος της εξάντλησης του Αρχιµήδη, όσο και η έννοια του ορίου στη 

σύγχρονη µορφή, εµπεριέχουν την έννοια της άπειρης διαδικασίας, καθώς και 

του απείρου [GrabinerV. Judith]. 

Κατά τον 18ο αιώνα είχε γίνει αρκετή δουλειά πάνω σε κάποιες 

συγκεκριµένες ακολουθίες και σειρές. Ο D’Alembert µελέτησε το 1768 τη 

διωνυµική ανάπτυξη του mx)1( +  όταν το m  είναι άρτιος. Υπάρχουν κάποιες 

ενδείξεις µόνο στο έργο του D’Alembert για την απόδειξη της πρότασης, ότι το 

όριο του γινοµένου δύο ακολουθιών ισούται µε το γινόµενο των ορίων τους 

[Bell]. Στο έργο του L’Huilier  (1795) υπάρχουν ενδείξεις για την απόδειξη της 

αντίστοιχης πρότασης για το πηλίκο. Οι τυπικές όµως αποδείξεις, όπως τις 

γνωρίζουµε σήµερα, έπρεπε να περιµένουν τον τυπικό ορισµό της σύγκλισης 

του Cauchy το 1821 στο «Cours d’ Analyse» όπου διαπραγµατεύεται και τις 

σειρές [Boyer B. Carl]. 
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Ο συµβολισµός των ακολουθιών µε χρήση δεικτών αντικρούστηκε από 

τον Lagrange (1759), ο οποίος στην πραγµατικότητα χρησιµοποιούσε άνω 

δείκτες αντί για κάτω δείκτες. Ο συµβολισµός µε δείκτες οφείλεται στον 

S.F.Lacroix (1800), αλλά µόνο στα χέρια του Cauchy µετατράπηκε σ’ένα 

ισχυρό µαθηµατικό εργαλείο, όπως το γνωρίζουµε σήµερα, αφού οι εκφράσεις 

«Υπάρχει 0n  τέτοιο ώστε, όταν 0nn >  να είναι…» και «για αρκετά µεγάλα n », 

οφείλονται στον Cauchy [Bell]. 

Η έννοια του ορίου συναρτήσεως σε σηµείο είναι σχετικά πρόσφατη, 

αφού αρχίζει να διαµορφώνεται µετά τη διαµόρφωση της έννοιας της 

συνάρτησης που συνειδητοποιήθηκε στα τέλη του 17ου αιώνα. Πρώτος ο 

Leibniz χρησιµοποίησε τον όρο «συνάρτηση» (Function) για να εκφράσει 

διάφορες καταστάσεις ή σχέσεις. Ο Euler έδωσε τον πρώτο ορισµό της έννοιας 

της συνάρτησης περί τα τέλη του 18ου αιώνα. Οι D’Alembert, Bernoulli και 

Fourier διερεύνησαν την έννοια. Τελικά ο Fourier οδηγείται στην έννοια της 

συνάρτησης όπως είναι περίπου γνωστή σήµερα. Οπότε πριν τα τέλη του 18ου 

αιώνα δε µιλάµε για όριο συνάρτησης.  

Αποφασιστική συµβολή στη διατύπωση του ορισµού του ορίου µιας 

συνάρτησης σε σηµείο είναι αυτή του Cauchy (1789-1867). Οι πρώτες  « δε −  

αποδείξεις» εµφανίζονται στα έργα του Cauchy, αν και δεν αναγνωρίζονται 

πάντα ως αποδείξεις διότι ο Cauchy χρησιµοποιεί ένα περιφραστικό ορισµό 

του ορίου του εξής: «Όταν οι διαδοχικές τιµές της ίδιας µεταβλητής 

πλησιάζουν απεριόριστα µια σταθερή τιµή, έτσι ώστε τελικά να διαφέρουν από 

αυτή όσο λίγο θέλουµε, τότε η σταθερή αυτή τιµή λέγεται όριο όλων των 

άλλων» [GrabinerV. Judith].  

Εξετάζοντας την κατάσταση στα Μαθηµατικά του 17ου και 18ου αιώνα 

και ιδιαιτέρως στην περίοδο ακριβώς πριν από τον  Cauchy, απαντάµε στο 

ερώτηµα γιατί κατόρθωσε να θεµελιώσει αυστηρά τον Απειροστικό Λογισµό 

και ιδιαιτέρως την έννοια του ορίου. 
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Τον 17ο αιώνα οι Newton & Leibniz αν και εργάζονταν ανεξάρτητα, 

ανακάλυψαν ταυτόχρονα τον ∆ιαφορικό και Ολοκληρωτικό λογισµό. Αρχικά 

εισήγαγαν τις έννοιες του διαφορικού πηλίκου (λόγου µεταβολής) και του 

ολοκληρώµατος κατά την ορολογία του Leibniz. Ο Newton χρησιµοποίησε 

αντίστοιχα τους όρους «fluxion» και «fluent». Εισήγαγαν σύµβολα για τις 

έννοιες αυτές ώστε να γίνουν λειτουργικές στον Λογισµό και τελικά 

αντελήφθησαν ότι οι δύο βασικές διαδικασίες, της εύρεσης εφαπτοµένων και 

εµβαδών, δηλαδή της παραγώγισης και της ολοκλήρωσης είναι αντίστροφες. 

∆ηλαδή έφθασαν τελικά σε αυτό που σήµερα λέµε «Θεµελιώδες Θεώρηµα του 

Απειροστικού Λογισµού». Όσον αφορά τη φύση των εννοιών αυτών για τον 

Leibniz το πηλίκο διαφορών ήταν ένα άθροισµα απειροστών. Για τον Newton 

η παράγωγος ήταν ένας ρυθµός µεταβολής και το ολοκλήρωµα ήταν το 

αντίστροφο του. Στο ερώτηµα «τι είναι απειροστό;» ή «τι είναι ρυθµός 

µεταβολής;» η απάντηση που θα έδιναν τόσο ο Leibniz όσο και ο Newton θα 

έπρεπε να είναι κατασκευαστική: Αν θεωρήσουµε το λόγο 
h

xfhxf )()( −+ , 

τότε καθώς το h  τείνει στο µηδέν ο λόγος αυτός γίνεται ένας «ultimate» λόγος, 

καθώς θα έλεγε ο Newton, δηλαδή ένα όριο που η διαφορά του από τις τιµές 

του λόγου να µπορεί να γίνει όσο θέλουµε µικρή [Boyer B.Carl]. Κατά τον 

Newton «ultimate» λόγοι είναι όρια προς τα οποία συγκλίνουν πάντα λόγοι 

ποσοτήτων που ελαττώνονται απεριόριστα και τα οποία (όρια) πλησιάζουν όσο 

θέλουµε αλλά δεν τα ξεπερνούν, ούτε ποτέ τα φθάνουν, έως ότου οι ποσότητας 

αυτές εξανεµισθούν Στον ορισµό αυτό δεν γίνεται χρήση της αλγεβρικής 

γλώσσας, όπως π.χ. των ανισοτήτων. Ένας τέτοιος ορισµός δε θα µπορούσε να 

χρησιµοποιηθεί στις αποδείξεις θεωρηµάτων σχετικών µε όρια. Ήταν αναγκαία 

η επαναδιατύπωσή του µε τη βοήθεια της Άλγεβρας στα αυστηρά µαθηµατικά 

πλαίσια. 

Στις αρχές του 19ου αιώνα για πρώτη φορά συνυπήρξαν τρεις συνθήκες 

που βοήθησαν στην αυστηρή θεµελίωση  των εννοιών του Απειροστικού 

Λογισµού. Οι συνθήκες ήταν οι εξής: 
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Η αυστηρότητα στη διατύπωση των µαθηµατικών εννοιών και 

προτάσεων θεωρείτο σηµαντική. 

Είχε αναπτυχθεί αρκετά η άλγεβρα των ανισοτήτων και 

Ήταν ήδη γνωστές ορισµένες βασικές έννοιες της Ανάλυσης, όπως του 

ορίου, της σύγκλισης, της συνέχειας, της παραγώγου και του ολοκληρώµατος, 

οι οποίες µπορούσαν να εκφρασθούν µε τη γλώσσα των ανισοτήτων. 

Ο Cauchy, ακολουθούµενος από του Riemann και Weierstrass 

θεµελίωσε αυστηρά τον Απειροστικό Λογισµό, χρησιµοποιώντας την άλγεβρα 

των ανισοτήτων, αφού όπως προαναφέραµε υπήρξαν οι κατάλληλες 

συνθήκες [Bell]. 

Η διδασκαλία των µαθηµατικών ήταν µια αιτία για τη δηµιουργία 

ερωτηµάτων πάνω στα θεµέλια. Τα Μαθηµατικά άρχισαν να διδάσκονται 

πρώτα σε στρατιωτικές σχολές και στη συνέχεια στην «Ecole Polytechnic» του 

Παρισιού. Πολλά ερωτήµατα τέθηκαν κατά τη διάρκεια των παραδόσεων 

πολλών µεγάλων µαθηµατικών σε σχολές. Τα «θεµέλια» του Weierstrass 

προέρχονται από τις παραδόσεις του στο Βερολίνο. Τα θεµέλια του Cauchy 

στην Ανάλυση εµφανίζονται στα βιβλία του που δίδασκε στη Ecole 

Polytechnic. 

Η ιδέα του ορίου από την εποχή της µεθόδου της εξάντλησης των 

αρχαίων Ελλήνων µέχρι την εποχή του Νεύτωνα (Principia) θεωρείτο ότι ήταν 

ένα άνω φράγµα το οποίο δεν µπορούσε να ξεπεραστεί. Σε όλη αυτή τη 

µακρόχρονη περίοδο δεν υπήρχε ακριβής διατύπωση για την έννοια αυτή, γιατί 

ήταν βασισµένη στην γεωµετρική διαίσθηση και ενόραση [Grabiner V.Judith]. 

Οι D’Alembert L’Huilier και Lacroix προσπάθησαν να εκλαϊκεύσουν την 

έννοια του ορίου στα έργα τους, εργαζόµενοι πάντα µέσα στα πλαίσια της 

γεωµετρικής εποπτείας. Γι αυτό θεωρείται ότι ετοίµασαν το έδαφος για το έργο 

του Cauchy, ο οποίος στο έργο του «Cours d’analyse» έδωσε τον πρώτο 

ορισµό του ορίου συναρτήσεως, όπως προαναφέρθηκε. Ο ορισµός αυτός 
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βασίζεται στις έννοιες του αριθµού, της µεταβλητής και της συνάρτησης και 

είναι απαλλαγµένος από τη γεωµετρική διαίσθηση και την κίνηση. Θέλοντας, 

δε, να αποσαφηνίσει την έννοια του ορίου είπε ότι ένας άρρητος αριθµός είναι 

το όριο ακολουθίας ρητών κλασµάτων που οι τιµές τους δίνουν όλο και 

πλησιέστερες προσεγγίσεις της τιµής του. 

Το 1800 οι L’Huilier & Lacroix παρουσίασαν µια εργασία στις 

εναλλάσουσες σειρές, µε την οποία καταρρίφθηκε ο ισχυρισµός ότι το όριο 

µπορούσε να προσεγγισθεί µόνο από τη µια πλευρά. Τη νέα αυτή θεώρηση του 

ορίου ο Cauchy τη µετέφρασε µε τη βοήθεια των ανισοτήτων και έτσι άρχισε 

να υλοποιείται σιγά-σιγά η ιδέα της θεµελίωσης του Απειροστικού Λογισµού 

µε τη βοήθεια ορίων [Bell]. 

Η συµβολή του Cauchy στη θεωρία της σύγκλισης είναι καθοριστική. 

Ήδη ο Maclaurin είχε πει ότι το άθροισµα µιας σειράς ήταν το όριο των 

µερικών αθροισµάτων. Για τον Cauchy αυτό σήµαινε ότι: Αν δοθεί κάποιο 

ε >0, τότε µπορεί να βρει κανείς n , τέτοιο ώστε κάθε µερικό άθροισµα µε 

περισσότερους από n  όρους ( nm ≥ ) διαφέρει από το άθροισµα της σειράς 

λιγότερο από ε . 

Ο Cauchy απέδειξε ότι µια γεωµετρική σειρά µε ακτίνα µικρότερη κατ’ 

απόλυτη τιµή από 1, συγκλίνει. O D’Alembert είχε δείξει ότι η διωνυµική 

σειρά q
p

x)1( +  φράσσεται πάνω και κάτω από συγκλίνουσες γεωµετρικές 

σειρές. O Cauchy υπέθεσε ότι εάν µια σειρά θετικών όρων είναι φραγµένη 

προς τα πάνω όρο προς όρο (δηλαδή κάθε µερικό άθροισµα Sn είναι πάνω 

φραγµένη ακολουθία), τότε συγκλίνει. Χρησιµοποιώντας τέτοιες συγκρίσεις 

απέδειξε ένα αριθµό κριτηρίων σύγκλισης, όπως: Το κριτήριο της ρίζας, του 

λόγου και του λογαρίθµου. Έτσι ο Cauchy χρησιµοποιώντας τον ορισµό του 

αθροίσµατος µιας σειράς που στηρίζεται στην έννοια του ορίου και σε µια 

τεχνική D’Alembert & Lagrange πάνω στην οποία στηρίζεται η προσέγγιση, 

δηµιούργησε την πρώτη αυστηρή θεωρία της σύγκλισης . 
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Η έννοια της συνέχειας εµφανίζεται τον 18ο αιώνα σε προβλήµατα 

Φυσικής. Ως αντικείµενο µελέτης από τα Μαθηµατικά απαντάται γύρω στα 

1817, οπότε κυκλοφορεί ιδιωτικά στην Πράγα ένα φυλλάδιο από τον Βοηµό 

µαθηµατικό και ιερωµένο Bernad Bolzano, που περιέχει έναν ορισµό της 

συνεχούς συνάρτησης. «Κατά τον Bolzano λοιπόν, µια συνάρτηση f  λέγεται 

συνεχής σε ένα διάστηµα, αν για κάθε σηµείο του x , η διαφορά )()( xfhxf −+  

µπορεί να γίνει όσο θέλουµε µικρή, αρκεί το h  να εκλεγεί κατάλληλα 

µικρό.» [Βοyer B. Carl]. 

Τέσσερα χρόνια αργότερα, το 1821, ο Cauchy έδωσε ένα παρόµοιο 

ορισµό της συνέχειας που περιέχεται στο έργο του «Cours d’ Analyse». Ο 

ορισµός αυτός έχει ως εξής: «Με άλλα λόγια, η συνάρτηση ( )f χ ,θα 

παραµένει συνεχής ως προς χ, σ’ ένα δεδοµένο διάστηµα, αν (σ’ αυτό το 

διάστηµα) µια απειροστή αύξηση της µεταβλητής παράγει πάντα µια 

απειροστή αύξηση στην ίδια  τη συνάρτηση». ∆ηλαδή µια συνάρτηση f  

λέγεται συνεχής σ’ένα διάστηµα αν το όριο του f ( x ) καθώς το x  τείνει στο a  

είναι το )(af , για κάθε τιµή a  που ανήκει στο διάστηµα αυτό. Με τον ορισµό 

αυτό ο Cauchy µαθηµατικοποίησε την έννοια της συνέχειας και έδειξε ότι 

εξαρτάται από την έννοια του ορίου.  

Αξιοσηµείωτο είναι ότι ο ορισµός του Cauchy για τη συνέχεια που 

προαναφέρθηκε δεν κάνει διάκριση ανάµεσα στη σηµειακή και την 

οµοιόµορφη συνέχεια. Η έννοια της οµοιόµορφης συνέχειας είναι σφαιρική, σε 

αντίθεση µε την έννοια της σηµειακής συνέχειας που είναι τοπική.  

Παρά το ότι ο Cauchy έδωσε στις έννοιες του ορίου και της συνέχειας 

αυστηρή µαθηµατική µορφή και στήριξε σε αυτές το οικοδόµηµα του 

Απειροστικού Λογισµού, υπήρχαν αρκετές εκφράσεις του στους ορισµούς που 

έπρεπε να εξηγηθούν ακόµη περισσότερο. Τέτοιες εκφράσεις είναι για 

παράδειγµα «πλησιάζει απεριόριστα», «τόσο µικρό όσο θέλει κανείς» και 

άλλες. Υπήρχαν επίσης κάποια λεπτά λογικά κενά στην ανάπτυξη των εννοιών 

από τον Cauchy. Όπως η ασάφεια της έννοιας του άπειρου αθροίσµατος, πάνω 
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στην οποία στηρίχθηκαν οι έννοιες της παραγώγου και του ολοκληρώµατος [G 

GrabinerV. Judith].  

Επίσης ο Cauchy παρέλειψε να δώσει σαφή ορισµό της έννοιας του 

αριθµού, που είναι απαραίτητη για τον ορισµό του ορίου, πάνω στον οποίο 

στηρίζονται και οι περισσότερες έννοιες του Απειροστικού Λογισµού. 

O Karl Weierstrass ήταν εκείνος που έδωσε την τελική αυστηρή 

θεµελίωση και διατύπωση των ορισµών και εννοιών, ας δούµε αυτόν της 

συνέχειας και του ορίου: «Η συνάρτηση f  είναι συνεχής σε κάποιο διάστηµα, 

εάν για κάθε τιµή 0x  του διαστήµατος και για έναν αυθαίρετο πολύ µικρό 

θετικό αριθµό ε , µπορούµε να βρούµε ένα διάστηµα γύρω από το 0x , τέτοιο 

ώστε, για όλες τις τιµές σε αυτό το διάστηµα η διαφορά )()( 0xfxf −  να είναι 

κατ’ απόλυτη τιµή µικρότερη από ε . 

O Heine (µαθητής του Weierstrass) οδηγούµενος από τις διαλέξεις του 

Weierstrass εξέφρασε τον παραπάνω ορισµό της συνέχειας ως εξής: «Εάν 

δοθεί οποιοδήποτε ε >0, µπορεί να βρεθεί 0n  >0: για 00 nn <<  η διαφορά 

)()( xfnxf −+
−  είναι µικρότερη κατ’ απόλυτη τιµή από ε .» Το όριο µιας 

µεταβλητής ή µιας συναρτήσεως ορίζεται ανάλογα: «Ο αριθµός L  είναι το 

όριο της συναρτήσεως f ( x ) για x = 0x , εάν, δοθέντος ενός οποιουδήποτε 

µικρού αριθµού ε >0, µπορεί να βρεθεί ένας άλλος θετικός αριθµός δ , τέτοιος 

ώστε για όλες τις τιµές του x  που διαφέρουν από το 0x  λιγότερο από δ  και 

είναι διάφορο του 0x , οι τιµές f ( x ) διαφέρουν από το L  λιγότερο από ε .» 

Αυτή η έκφραση της έννοιας του ορίου σε συνδυασµό µε τους ορισµούς του 

Cauchy για την παράγωγο και το ολοκλήρωµα εφοδίασαν τις βασικές έννοιες 

του Απειροστικού Λογισµού µε την ακρίβεια που έπρεπε να έχουν. 
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Συµπερασµατικά προκύπτει ότι η συµβολή των Cauchy & 

Weierstrass ήταν καθοριστική για την αυστηρή µαθηµατική διατύπωση 

των βασικών εννοιών του Απειροστικού Λογισµού, όπως του ορίου και της 

συνέχειας συναρτήσεως, πάνω στους οποίους στηρίχτηκαν και οι έννοιες 

της παραγώγου και του ολοκληρώµατος. Ο µεν Cauchy έκανε το πρώτο 

βήµα εισάγοντας την ανισότητα στη διατύπωση των ορισµών ορίου και 

συνέχειας, ο δε Weierstrass (µαζί µε τον Heine) έδωσε στους ορισµούς 

αυτούς την ε-δ µορφή τους, όπως τη γνωρίζουµε σήµερα. 

 

2.Ο συµβολισµός lim. 

Η χρήση της συντοµογραφίας lim  για το όριο ανάγεται στα 1786 και 

χρησιµοποιείται από τον Simon L’ Huilier χρησιµοποιήθηκε από τον Garcao 

Stockler, τον L.N.M. Carnot (1797) και τον Brinkley (1818) [GrabinerV. 

Judith]. 

O A. L. Cauchy (1821) έγραφε « lim » και επεσήµαινε τα εξής: Το 

« )lim( xηµ » έχει µια µοναδική τιµή το 0, καθώς το x  τείνει στο 0, ενώ το 

«
))1lim((

x  » παίρνει δύο τιµές καθώς το x  τείνει στο 0. Ο Cauchy χρησιµοποιεί 

τη διπλή παρένθεση για να δηλώσει όλες τις τιµές που παίρνει η συνάρτηση 

που βρίσκεται µέσα στην παρένθεση. Από πολλούς χρησιµοποιήθηκε ο 

συµβολισµός « axLim = » για να εκφράσει «το όριο καθώς το x  τείνει στο a ». 

Ανάµεσα σε αυτούς & ο K. Weierstrass, ο οποίος το 1841 έγραφε « lim » & το 

1854 έγραφε « ∞=
∞= nn

PLim ». Τέλος η σύγχρονη γραφή για το όριο )(lim
0

xf
xx→

 

οφείλεται στον Βρετανό Μαθηµατικό J. G. Leather που την εισήγαγε το 1905 . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο

Θεωρία 

2.1 Ορισµοί 

Η έννοια του ορίου είναι οπωσδήποτε η πιο σηµαντική και ίσως η πιο 

δύσκολη σ’ ολόκληρο τον Απειροστικό Λογισµό. Στη Μέση Εκπαίδευση είναι 

σίγουρα η πιο δύσκολη έννοια. Είναι το θεµέλιό  και πάνω σε αυτήν 

στηρίζονται οι έννοιες της συνέχειας, της παραγώγου και του ολοκληρώµατος. 

Στη Β΄θµια εκπαίδευση σήµερα δεν διδάσκεται ο ακολουθιακός ορισµός 

της σύγκλισης που οφείλεται στον Heine (1821-1881). Όµως ο ορισµός της 

σύγκλισης κατά Cauchy (1789-1857) ή ε-δ ορισµός αναφέρεται στα σχολικά 

βιβλία (Μαθηµατικά Θετικής-Τεχνολογικής Κατεύθυνσης Γ΄τάξης ενιαίου 

λυκείου εκδ. ΟΕ∆Β 2000 σελ.161). Για αυτόν όµως χρειαζόµαστε την έννοια 

του σηµείου συσσωρεύσεως και της περιοχής ενός πραγµατικού αριθµού. 

Αν Rx ∈0 , τότε περιοχή του 0x  ορίζεται να είναι 

}:{)( 00 δδ <−∈= xxRxxN , όπου δ  θετικός πραγµατικός αριθµός, και η 

δακτυλική περιοχή του 0x  ορίζεται }0  :{)( 00
* δδ <−<∈= xxRxxN . 

Αν τα δώσουµε ως διαστήµατα, ),()( 000 δδδ +−= xxxN , και  

),(),()( 00000
* δδδ +∪−= xxxxxN . 

Επίσης ορίζουµε την δεξιά περιοχή του 0x  

}:{)( 000 δ
δ

+<≤∈=+ xxxRxxN  ή ),[)( 000 δ
δ

+=+ xxxN , όπου 0>δ  

και την αριστερή περιοχή του 0x   

}:{)( 000 xxxRxxN ≤<−∈=− δ
δ

 ή ],()( 000 xxxN δ
δ

−=− , όπου 0>δ . 

Αυτές λέγονται πλευρικές περιοχές του 0x . 
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Οι αντίστοιχες δακτυλικές πλευρικές περιοχές του 0x , ορίζονται ως 

εξής: }:{)( 000
* δ
δ

+<<∈=+ xxxRxxN  ή ),()( 000
* δ
δ

+=+ xxxN , όπου 0>δ  

}:{)( 000
* xxxRxxN <<−∈=− δ
δ  ή ),()( 000

* xxxN δ
δ

−=− , όπου 0>δ . 

Ένα σηµείο RAa ⊆∈  θα λέγεται µεµονωµένο σηµείο του A , αν και 

µόνο αν 0>∃δ  τέτοιο, ώστε =Α∩)(* αδN «. 

Για την έννοια του σηµείου συσσωρεύσεως ενός συνόλου, ορίζουµε:  

«Ένας πραγµατικός αριθµός 0x  θα λέγεται σηµείο συσσωρεύσεως ενός 

συνόλου RA⊆ , αν και µόνο αν κάθε δακτυλική περιοχή του 0x  περιέχει 

σηµεία του A , δηλαδή ≠∩ AxN )( 0
*
δ Ø, ∀ 0>δ .» 

«Ένας πραγµατικός αριθµός 0x  θα λέγεται σηµείο συσσωρεύσεως από 

αριστερά αν και µόνο αν κάθε αριστερή δακτυλική περιοχή ( 0x -δ , 0x ) του 0x  

περιέχει σηµεία του A  και θα λέγεται σηµείο συσσωρεύσεως από δεξιά, αν 

και µόνο αν, κάθε δεξιά δακτυλική περιοχή  ( 0x , 0x +δ ) του 0x  περιέχει σηµεία 

του A .» [Ντούγιας Σ.]. 

 
 
Ορισµός 2.1.1: 

Έστω 0x R∈  σηµείο συσσωρεύσεως του πεδίου ορισµού fD  µιας 

συνάρτησης f . Θα λέµε ότι η f  έχει όριο το Rl∈  στο σηµείο 0x , αν και 

µόνο αν, για κάθε 0>ε , υπάρχει δ >0, τέτοιο ώστε, για όλα τα x fD∈  µε 

0<| x - 0x |<δ  να έχουµε ε<− lxf )( . 

Συµβολικά 

⇔=
→

lxf
xx

)(lim
0

∀ 0>ε , :0>∃δ  ∀ x fD∈  µε 0<| x - 0x |<δ  ⇒ ε<− lxf )( . 
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Παρατήρηση 2.1. 1 

Οποιαδήποτε αλλαγή στη σειρά των ποσοδεικτών ∀ε , δ∃ , ∀ x  αλλάζει 

το νόηµα της πρότασης. Κάθε ποσοδείκτης εξαρτάται από τους προηγούµενούς 

του. Ο πραγµατικός αριθµός δ >0, εξαρτάται από τον αυθαίρετο αριθµό ε >0. 

Τον δ  πρέπει εµείς να τον προσδιορίσουµε, αλλά για το ίδιο ε >0 ο δ  γενικά 

εξαρτάται και από το σηµείο 0x , δηλαδή το δ =δ (ε , 0x ). Αν λοιπόν για 

κάποιο ε >0 βρούµε ένα δ >0, ώστε παίρνοντας το x  από το διάστηµα ( 0x -

δ , 0x )∪ ( 0x , 0x +δ ) να επιτυγχάνουµε ε<− lxf )( , είναι προφανές ότι αυτό το 

δ  είναι κατάλληλο και για οποιοδήποτε ε  µεγαλύτερο από το αρχικό, αλλά 

µπορεί να µην είναι κατάλληλο για µικρότερα ε . 

 

Παρατήρηση 2.1.2 

Η σύγκλιση είναι µια τοπική ιδιότητα. Η ανισότητα 0<| x - 0x |<δ  

υποδηλώνει ότι η f  δεν είναι απαραίτητο να ορίζεται στο 0x . ∆ηλώνει δηλαδή 

ότι το ενδιαφέρον µας για την µεταβολή της f  στρέφεται σε µια περιοχή του 

0x , χωρίς να µας ενδιαφέρει τι γίνεται στο σηµείο 0x . Αν η f  ορίζεται στο 0x , 

δεν είναι αναγκαίο να έχουµε f ( 0x )= l  ( l = )(lim
0

xf
xx→ ). Επίσης δεν µας 

ενδιαφέρει πως «λειτουργεί» η f  για x  αποµακρυσµένα από το 0x , δηλαδή 

για x ∉( 0x -δ , 0x )∪ ( 0x , 0x +δ ). 

 
 
Παρατήρηση 2.1.3 

Χρησιµοποιώντας τις περιοχές, ο ορισµός 1 διατυπώνεται ως εξής: 

⇔=
→

lxf
xx

)(lim
0

(∀ 0>ε )( 0>∃δ ): ∀ x )()()( 0
* lNxfDxN f εδ ∈⇒∩∈  
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Παρατήρηση 2.1.4 

Η γεωµετρική ερµηνεία του ορισµού 1 αποδίδεται στο σχήµα 

 

 

 

 

 

 

∆ηλαδή lxf
xx

=
→

)(lim
0

, αν και µόνο αν το διάγραµµα της f , εκτός ίσως 

του σηµείου Μ( 0x , f ( 0x )), βρίσκεται στο ορθογώνιο που ορίζουν οι ευθείες 

x = 0x -δ , x = 0x +δ , ε−= ly , ε+= ly . 

 

Παρατήρηση 2.1.5 

Βασικό µειονέκτηµα του ορισµού 1 είναι ότι αυτός δεν είναι 

ανεξάρτητος από την τιµή του ορίου. Γι’ αυτό δεν διευκολύνει στην µελέτη της 

σύγκλισης, αφού δεν µπορούµε να συµπεράνουµε εκ των προτέρων αν υπάρχει 

το )(lim
0

xf
xx→

 . 

 

Παρατήρηση 2.1.6 

Για την οποιαδήποτε συνάρτηση f , µέσω πίνακα τιµών για τιµές του x  

σε µια περιοχή του 0x , έχουµε τιµές της f ( x ) και µια εικασία για την οριακή 

τιµή της. Αν γι’ αυτήν την οριακή τιµή εφαρµόζεται ο ορισµός κατά Cauchy, 

τότε αυτή είναι και το όριο της f  στο 0x . 

 

)(xfy =

0x  δ+0xδ−0x  

l

ε−l

ε+l

0 x 

y 
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Παράδειγµα 2.1.1 

Έστω f :[-6, ∞+ ) R→  µε 6)( += xxf . Θα αποδείξουµε ότι 

2)(lim
2

=
−→

xf
x

. Έχουµε 0x =-2, l =2. Πρέπει να αποδείξουµε ότι για δοσµένο 

ε >0, υπάρχει δ >0 (τον οποίο και αναζητούµε), τέτοιος ώστε: 0<| x -(-2)|<δ , 

δηλαδή 0<| x +2|<δ ε<−⇒ 2)(xf . 

Είναι 
26

2
26
4)6(

26
)26)(26(26

++
+

=
++
−+

=
++

++−+
=−+

x
x

x
x

x
xxx  

Επειδή εµφανίζεται το | x +2| που θα απαιτήσουµε να είναι µικρότερο 

κάποιου δ , αναρωτιόµαστε πόσο µικρό µπορεί να είναι το 
26

1
++x

, ώστε 

το  
26

2
++

+
x
x  να είναι µικρότερο του ε . 

Χωρίς να εκλέξουµε οριστικά το δ , ας υποθέσουµε ότι δ <1. Αυτό 

είναι δυνατό, αφού ενδιαφερόµαστε για τιµές του x  σε µια περιοχή του –2. 

Τότε 

0<| x +2|<1 ⇒<+<⇒−<<−⇒<+<−⇒
−≠

56313121
2

xxx
x

25
1

26
1

23
1252623563

+
>

++
>

+
⇒+<++<+⇒<+<⇒

x
xx

άρα 
23

1
26

1
25

1
+

<
++

<
+ x

 

Συνεπώς, 
23
|2|

23
1|2|

|26|
1|2|

|26|
|2|

+
+

=
+

⋅+<
++

⋅+=
++

+ xx
x

x
x
x  

∆ηλαδή όλα τα x  που ικανοποιούν την ανισότητα 
23
|2|

+
+x <ε , ικανοποιούν και 

την 26 −+x <ε . 

Έχουµε | x +2|<1 και | x +2|< ( 3 2)ε ⋅ + , οπότε µπορούµε να διαλέξουµε ως δ  

το min{1, ( 3 2)}δ ε= ⋅ + . 

Τότε για τα x  που ικανοποιούν την ανισότητα 0<| x +2|<δ , συνεπάγεται ότι 
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26 −+x <ε . Πράγµατι: 

26
11|2|0
++

⇒<<+<
x

x δ
23

1
+

< <ε  

Άρα 2)( −xf = 26 −+x =
26

2
++

+
x
x =

|26|
|2|
++

+
x
x <ε . 

Ο περιορισµός δ <1 δεν είναι ουσιαστικός. Γίνεται µόνο για λόγους 

ευκολίας. Π.χ. µπορούµε να θεωρήσουµε δ <2 ή οποιονδήποτε άλλον αριθµό. 

Τότε προφανώς το δ  στην τελική επιλογή θα είναι διαφορετικό. 

Ορισµός 2.1.2 

Έστω 0x R∈  σηµείο συσσωρεύσεως του συνόλου ),( 0xD f −∞∩  

(αντίστοιχα ),( 0 +∞∩ xD f ). Θα λέµε ότι ο αριθµός l R∈  είναι όριο της f  στο 

0x  από αριστερά (αντίστοιχα από δεξιά), αν και µόνο αν, για κάθε ε >0, 

υπάρχει δ >0 τέτοιο, ώστε για όλα τα x fD∈  µε 0x -δ < x < 0x  (αντίστοιχα 

0x < x < 0x +δ ) να έχουµε: | f ( x )- l |<ε. Συµβολικά, 

)(lim
0

xf
xx −→

= l  ⇔∀ε >0, :0>∃δ  ∀ x fD∈ ∩ ( 0x -δ , 0x )⇒ | f ( x )- l |<ε  

(αντίστοιχα 

 )(lim
0

xf
xx +→

= l  ⇔∀ε >0, :0>∃δ  ∀ x fD∈ ∩ ( 0x , 0x +δ )⇒ | f ( x )- l |<ε ) 

Προφανώς το όριο της f  στο 0x  υπάρχει, τότε και µόνο τότε, αν τα 

πλευρικά όρια της f  στο 0x  υπάρχουν και είναι ίσα. ∆ηλαδή:  

)(lim
0

xf
xx→

= l ⇔ )(lim
0

xf
xx −→

= l = )(lim
0

xf
xx +→

. 
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Παράδειγµα 2.1.2 

Έστω f :[-2,0)∪  (0,2] R→ , µε 

21 ,   -2 0
( ) 1 ,       0 2

x x
f x x χ

⎧ − ≤ <⎪
= ⎨ + 〈 ≤⎪
⎩

 

Θα αποδείξουµε ότι )(lim
0

xf
x→

=1. 

Πράγµατι, έστω ε  τέτοιο, ώστε 0<ε <1. Πρέπει να αποδείξουµε ότι 

υπάρχει δ >0 µε τις ιδιότητες: 

|(1- 2x )-1|<ε  ή 2x <ε      (1),  για όλα τα x  µε –δ < x <0,  και 

|(1+ x )-1|<ε  ή x <ε        (2),  για όλα τα x  µε 0< x <δ. 

∆ιαλέγοντας ως δ =ε , ο (2) προφανώς ισχύει. Αλλά και ο (1) ισχύει 

γιατί -δ < x <0⇒0<- x <δ =ε <1⇒ 2x < 2ε <ε , οπότε )(lim
0

xf
x −→

=1= )(lim
0

xf
x +→

 και 

εποµένως )(lim
0

xf
x→

=1. 

 
 
 
Ορισµός 2.1.3 

Μια συνάρτηση f  θα λέγεται συνεχής στο 0x fD∈ , αν και µόνο αν, για 

κάθε θετικό αριθµό ε , υπάρχει δ >0 τέτοιο, ώστε για όλα τα x fD∈   

µε | x - 0x |<δ , να έχουµε | f ( x )- f ( 0x )|<ε. 

Συµβολικά 

f  συνεχής στο 0x fD∈ ⇔∀ε >0 ∃ δ >0: ∀ x fD∈  µε | x - 0x |<δ  

⇒ | f ( x )- f ( 0x )|<ε. 
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Ορισµός 2.1.4 

Μια συνάρτηση f  θα λέγεται συνεχής στο fD , αν αυτή είναι συνεχής 

σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της. Επίσης µια συνάρτηση f  θα λέγεται 

συνεχής σε ένα σύνολο fDA ⊆ , αν ο περιορισµός της f  στο A  είναι συνεχής 

σε κάθε σηµείο του A . Μια συνάρτηση που δεν είναι συνεχής θα λέγεται 

ασυνεχής. 

 

Παρατήρηση 2.1.7 

Συγκρίνοντας τον ορισµό 2.1.1 µε τον ορισµό 2.1.3, βλέπουµε ότι αυτοί 

στη βασική τους δοµή είναι όµοιοι. Ας σηµειώσουµε όµως µερικές βασικές 

ιδιότητες: 

i) Στο όριο έχουµε 0<| x - 0x |<δ , δηλαδή x ≠ 0x , ενώ στη συνέχεια έχουµε 

| x - 0x |<δ , δηλαδή ο ορισµός ισχύει και για x = 0x . 

ii) Αντί του l  που είχαµε στο όριο, στη συνέχεια έχουµε το f ( 0x ). Πρέπει 

λοιπόν οπωσδήποτε για τη συνέχεια η συνάρτηση να ορίζεται στο 0x . 

Έτσι λοιπόν δεν έχει νόηµα να µιλάµε για συνέχεια µιας συνάρτησης σε 

σηµεία που δεν ανήκουν στο πεδίο ορισµού της. 

iii) Στον ορισµό του ορίου πρέπει οπωσδήποτε το 0x  να είναι σηµείο 

συσσωρεύσεως του fD  και άρα µπορεί να µην ανήκει στο fD , ενώ στη 

συνέχεια αυτό δεν είναι αναγκαίο. Μπορεί µάλιστα το 0x  να είναι 

µεµονωµένο σηµείο του fD . 
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2.2 Σχετικά θεωρήµατα: 

 

Θεώρηµα 2.2.1 

Αν f : fD ,R→  fD R⊆  και 0x fD∈  είναι σηµείο συσσωρεύσεως του 

fD , τότε η f  είναι συνεχής στο 0x , αν και µόνο αν, )(lim
0

xf
xx→

= f ( 0x ). 

Απόδειξη: 

Έστω ότι η f  είναι συνεχής στο 0x . Θα δείξουµε ότι )(lim
0

xf
xx→

= f ( 0x ). 

Αφού η f  είναι συνεχής στο 0x , το f ( 0x ) υπάρχει και είναι ένας ορισµένος 

πραγµατικός αριθµός. Ακόµη ισχύει: 

∀ε >0 ∃ δ >0: ∀ x fD∈  µε | x - 0x |<δ  ⇒ | f ( x )- f ( 0x )|<ε. 

Τότε προφανώς ισχύει και  

∀ε >0 ∃ δ >0: ∀ x fD∈  µε 0<| x - 0x |<δ  ⇒ | f ( x )- f ( 0x )|<ε , το οποίο 

από τον ορισµό του ορίου στο 0x fD∈  σηµαίνει ότι )(lim
0

xf
xx→

= f ( 0x ). 

Αντίστροφα:, αν )(lim
0

xf
xx→

= f ( 0x ), τότε θα αποδείξουµε ότι η f  είναι 

συνεχής στο 0x fD∈ . Σύµφωνα µε τον ορισµό του ορίου, αφού το f ( 0x ) 

υπάρχει, θα έχουµε: ∀ε >0 ∃ δ >0: ∀ x fD∈  µε 0<| x - 0x |<δ  

⇒ | f ( x )- f ( 0x )|<ε. 

Όµως για x = 0x  θα έχουµε | f ( x )- f ( 0x )|=0<ε  για οποιοδήποτε ε >0 

και για οποιοδήποτε δ >0, αφού | x - 0x |=0<δ. Άρα  

∀ε >0 ∃ δ >0: ∀ x fD∈  µε | x - 0x |<δ  ⇒ | f ( x )- f ( 0x )|<ε , το οποίο 

σηµαίνει ότι ε  f  είναι συνεχής στο 0x fD∈ . 

 



  27 
  
 

Θεώρηµα 2.2.2 

Αν f : fD ,R→  fD R⊆  και 0x fD∈  είναι µεµονωµένο σηµείο του fD , 

τότε η f  είναι συνεχής στο 0x . 

Απόδειξη: 

Από τον ορισµό του µεµονωµένου σηµείου έχουµε ότι υπάρχει δ >0 

τέτοιο ώστε: ff DxxRxDxN ∩<−<∈=∩ }0  :{)( 00
* δδ =Ø. Άρα έχουµε για 

οποιοδήποτε ε >0 ότι | f ( x )- f ( 0x )|<ε  για όλα τα 

=∩<−<∈=∩∈ ff DxxRxDxNx }0  :{)( 00
* δδ { 0x }. 

 

Παρατήρηση 2.2.1 

Από ορισµό έχουµε ότι οποιοδήποτε 0x fD∈  θα είναι ή µεµονωµένο ή 

σηµείο συσσωρεύσεως του fD . Γι’αυτό  τα θεωρήµατα 2.2.1 και 2.2.2 

απαιτούν προσοχή στην εφαρµογή τους
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Παράδειγµα 2.2.1 

Έστω f :{0} R→  µε f ( x )=1. Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής στο 

0 fD=∈ }0{ . Πράγµατι, έχουµε | f ( x )- f ( 0x )|=|1-1|=0<ε , για όλα τα 

x fDN ∩∈ )0(δ  για οποιοδήποτε ε >0 και δ >0. Το θεώρηµα 2.2.1 σε αυτή την 

περίπτωση δεν εφαρµόζεται, αφού το 0 δεν είναι σηµείο συσσωρεύσεως του 

{0} και δεν έχει έννοια το )(lim
0

xf
x→

. 

Από το παράδειγµα 2.2.1 φαίνεται ότι είναι λαθεµένη η στενή αντίληψη 

που συνήθως επικρατεί για τη συνέχεια, ότι µια συνάρτηση είναι συνεχής σε 

ένα σηµείο, αν και µόνο αν, το όριό της ισούται µε την τιµή της συνάρτησης σε 

αυτό το σηµείο. 

 

Παράδειγµα 2.2.2 

Έστω f : RN →  µε f ( x )=
x
1 . Τότε η f  είναι συνεχής, από το θεώρηµα 

2.2.2, αφού κάθε σηµείο του N  είναι µεµονωµένο. 

 

Παράδειγµα 2.2.3   

Έστω RRf →:  µε f ( x )= 2x . Τότε η f  είναι συνεχής. Για να το 

δείξουµε, αρκεί να δείξουµε ότι είναι συνεχής σε οποιοδήποτε 0x R∈ , µε τη 

βοήθεια του ορισµού 3. (Προφανώς αυτό το τυχαίο 0x  είναι σηµείο 

συσσωρεύσεως του fD = R .) 

| f ( x )- f ( 0x )|=| 2x - 2
0x |=|( x - 0x () ⋅ x + 0x )|=| x - 0x || ⋅ x + 0x | 

=| x - 0x || ⋅ ( x - 0x )+2 0x |≤ | x - 0x (| ⋅ | x - 0x |+2| 0x |)<δ (δ +2| 0x |), για όλα τα 

x R∈  µε | x - 0x |<δ. Χωρίς να εκλέξουµε τελικά το δ , ας θεωρήσουµε δ <1. 

Τότε δδ <2  και εποµένως δ (δ +2| 0x |)<δ (1+2| 0x |). Επειδή θέλουµε  
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| f ( x )- f ( 0x )|<ε  για οποιοδήποτε ε>0, αρκεί να πάρουµε ωςδ το 

δ = }{
||21

,1min
0x+

ε . 

 

Παράδειγµα 2.2.4 

Έστω RRf →:  µε 
0  αν   ,  1

0  αν              , 0)( { ≠⋅

==
x

x
x

xxf
ηµ

 

Το 0 είναι σηµείο συσσωρεύσεως του fD . Συνεπώς έχουµε 

)(lim
0

xf
x→

= )1(lim
0 x

x
x

ηµ⋅
→

=0= f (0) και από το θεώρηµα 1 η f  είναι συνεχής  

στο 0. 

 
 

Παρατήρηση 2.2.2   

Ο ορισµός 2.1.3 της συνέχειας, γνωστός και ως ορισµός του Cauchy, 

µπορεί  να παραφραστεί στις ακόλουθες δύο ισοδύναµες µορφές: 

i) Μια συνάρτηση f  θα λέγεται συνεχής στο σηµείο 0x fD∈  αν για 

δοσµένο ε >0, υπάρχει δ >0 µε την ιδιότητα το f ( x ) να ανήκει στην 

περιοχή ))(( 0xfNε για όλα τα x  που ανήκουν στο fD ∩ ))( 0xNδ . 

ii) Μια συνάρτηση f  θα λέγεται συνεχής στο 0x fD∈  αν για δεδοµένο 

ε >0, υπάρχει δ >0 τέτοιο, ώστε: ε<−+ |)()(| 00 xfhxf  για όλους τους 

πραγµατικούς αριθµούς h  µε την ιδιότητα 0x + h fD∈  και | h |<δ. 

 

Παρατήρηση 2.2.3  

Η συνέχεια µιας συνάρτησης f  στο σηµείο 0x fD∈  ερµηνεύεται 

γεωµετρικά ως εξής: Έστω )(xfy =  µια συνάρτηση και 0x fD∈  ένα σηµείο 

στο οποίο η f  είναι συνεχής. Σύµφωνα µε τον ορισµό θα έχουµε  
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∀ε >0, ∃ δ >0: ∀ x fD∈  µε | x - 0x |<δ ⇒ | f ( x )- f ( 0x )|<ε, δηλαδή  

∀ x fD∈  µε 0x -δ < x < 0x +δ  να ισχύει f ( 0x )-ε < f ( x )< f ( 0x )+ε . 

Αυτά σηµαίνουν τα εξής: Το σηµείο Μ( 0x , f ( 0x )) είναι καλώς 

καθορισµένο, και για τις τιµές του x  από το διάστηµα ( 0x -δ , 0x +δ ) 

αντιστοιχούν σηµεία της f , που βρίσκονται στο ορθογώνιο ΑΒΓ∆.  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)(xfy =

0x δ+0xδ−0x

ε+)( 0xf

0 

ε−)( 0xf

)( 0xf

A B

∆ Γ
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2.3 Ασυνέχεια 

 
Αν µια συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής σε ένα σηµείο 0x  του πεδίου 

ορισµού της, τότε λέγεται ασυνεχής στο 0x  και το 0x  λέγεται σηµείο 

ασυνέχειας της f . ∆ηλαδή µια συνάρτηση f  θα λέγεται ασυνεχής στο 

0x fD∈ ,αν και µόνο αν το 0x  είναι σηµείο συσσωρεύσεως του fD  και 

i) δεν υπάρχει το )(lim
0

xf
xx→

 στο R , ή 

ii) υπάρχει το )(lim
0

xf
xx→

 και είναι διαφορετικό από το f ( 0x ). 

Μια πολύ σηµαντική ιδιότητα των συνεχών συναρτήσεων µε πεδίο 

ορισµού διάστηµα, είναι η λεγόµενη ιδιότητα των ενδιαµέσων τιµών. Η 

ιδιότητα αυτή λέει ότι «µια συνεχής συνάρτηση σε διάστηµα παίρνει κάθε 

τιµή µεταξύ δύο οιωνδήποτε τιµών της». Έτσι έχουµε το ακόλουθο 

Θεώρηµα.  
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Θεώρηµα 2.3.1 

Αν f :Ι R→  είναι συνεχής σε ένα διάστηµα Ι, τότε η f  έχει την 

ιδιότητα των ενδιαµέσων τιµών στο Ι, δηλαδή όταν α,β∈Ι µε f (α) (f≠ β), τότε 

για κάθε τιµή n  µεταξύ των f (α) και f (β), υπάρχει ∈ξ (α,β) τέτοιο, ώστε 

nf =)(ξ . 

 
Απόδειξη: 

 

 

Ας υποθέσουµε ότι f (α)< f (β) και f (α)< n < f (β) (Οµοίως εξετάζεται 

η περίπτωση f (α)> f (β)). 

Θεωρούµε το σύνολο Α })(:],[{ nxfx ≤∈= βα  (βλέπε σχήµα). Τότε 

α A∈  και άρα Α≠ Ø. Επίσης το Α είναι άνω φραγµένο από το β. Άρα θα 

υπάρχει το supremum του Α και έστω supA=ξ. Θα αποδείξουµε ότι α<ξ<β και 

f (ξ)= n . 

Πρώτα ας αποδείξουµε ότι α<ξ<β. Η f  είναι συνεχής στο α. Επειδή 

f (α)< n , θα υπάρχει 01 >δ  ώστε f ( x )< n , ∀ x ∈[α,α+ 1δ ). Εποµένως 

∈+⇒<+
2

)
2

( 11 δ
α

δ
α nf Α⇒ ≤+

2
1δα ξ. 

0 

)(βf

n

α
1ξ 2ξ ξ β

)(αf  

x

y
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Επίσης η f  είναι συνεχής στο β. Επειδή f (β)> n , θα υπάρχει 02 >δ  

ώστε f ( x )> n  ∀ x ∈(β- 2δ ,β]. ∆ηλαδή τα x  για τα οποία ισχύει β- 2δ < x ≤β δεν 

ανήκουν στο Α. Άρα x ∈Α⇒α≤ x ≤β- 2δ <β⇒ξ≤β- 2δ <β⇒ξ<β. 

Θα αποδείξουµε τώρα ότι f (ξ)= n . 

Έστω f (ξ)> n . Επειδή η f  είναι συνεχής στο ξ, συνεπάγεται ότι ∃ δ >0 

ώστε f ( x )> n , ∀ x ∈(ξ-δ ,ξ+δ )⇒ f ( x )> n  για ξ-δ < x ≤ξ. Αυτό σηµαίνει ότι 

το ξ-δ  είναι άνω φράγµα του Α µικρότερο του ξ, άτοπο, αφού ξ=supΑ. 

Έστω f (ξ)< n . Επειδή η f  είναι συνεχής στο ξ, συνεπάγεται ότι ∃ δ >0 

ώστε f ( x )< n , ∀ x ∈(ξ-δ ,ξ+δ )⇒ f ( x )< n  για ξ≤ x ≤ξ+δ . Αυτό σηµαίνει 

ότι υπάρχουν τιµές του x  µεγαλύτερες του ξ που ανήκουν στο Α, για τις οποίες 

ισχύει f ( x )< n  και συνεπώς το ξ δεν είναι το supA, άτοπο. 

Άρα αναγκαστικά f (ξ)= n  [Ντούγιας Σ.]. 

 

Παρατήρηση 2.3.1 

i) Το ξ στο παραπάνω θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών δεν είναι το 

µοναδικό (βλέπε σχήµα θεωρήµατος 2.3.1). Το θεώρηµα εξασφαλίζει 

την ύπαρξη ενός τουλάχιστον ξ. 

ii) Στην περίπτωση που n =0, παίρνουµε το παρακάτω πόρισµα, γνωστό 

ως θεώρηµα του Bolzano. 

 

Πόρισµα  

Αν η f : [α,β] R→  είναι συνεχής στο [α,β] και f (α)- f (β)<0, τότε 

υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ∈(α,β) τέτοιο, ώστε: f (ξ)=0. 
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Παρατήρηση 2.3.2 

Το θεώρηµα των ενδιαµέσων τιµών στη γλώσσα της Γεωµετρίας 

ερµηνεύεται ως εξής:  

«Αν το γράφηµα µιας συνεχούς συνάρτησης περνάει από το ένα µέρος 

µιας οριζόντιας ευθείας στο άλλο, πρέπει να τέµνει κάπου την ευθεία.» 

Επίσης το θεώρηµα αυτό µπορεί να διατυπωθεί ως εξής:  

«Αν η f :[α,β] R→  είναι συνεχής στο [α,β] µε f ( x ) n≠ , ∀ x ∈[α,β] και 

f (α)< n  (αντίστοιχα f (α)> n ), τότε και f (β)< n  (αντίστοιχα f (β)> n ).» 

Αυτό µε απλά λόγια λέει ότι το γράφηµα µιας συνεχούς συνάρτησης η 

οποία δεν τέµνει µια οριζόντια, πρέπει να µένει από το ένα µέρος της. 

Τέλος το θεώρηµα του Bolzano (Πόρισµα 1) µεταφράζεται ως εξής: 

«Αν µια συνεχής συνάρτηση στο [α,β] παίρνει στα άκρα του διαστήµατος 

ετερόσηµες τιµές, τότε έχει τουλάχιστον µια ρίζα σε αυτό το διάστηµα.» 

 
 

Θεώρηµα 2.3.2  

Έστω f :[α,β]→[α,β] µε συνεχής συνάρτηση. Να αποδείξετε ότι 

υπάρχει ξ∈[α,β] τέτοιο ώστε f (ξ)=ξ. 

Απόδειξη: 

Θεωρούµε τη συνάρτηση g :[α,β]→[α,β] µε g ( x )= f ( x )- x . 

Τότε g (α)= f (α)-α≥0 

και g (β)= f (β)-β≤0, αφού f (α)∈[α,β] και f (β)∈[α,β]. 

Αν g (α)=0, τότε το ζητούµενο σηµείο είναι το α. 

Αν g (β)=0, τότε το ζητούµενο σηµείο είναι το β. 
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Αν g (α)≠ 0 και g (β)≠ 0, τότε g (α g⋅) (β)<0 και συνεπώς από το 

θεώρηµα του Bolzano υπάρχει ξ∈(α,β) τέτοιο ώστε g (ξ)=0, δηλαδή f (ξ)-ξ=0 

και εποµένως f (ξ)=ξ, οπότε υπάρχει ξ∈[α,β] τέτοιο ώστε f (ξ)=ξ 

 

Παρατήρηση 2.3.3 

Αν υπάρχει ξ∈[α,β] τέτοιο ώστε f (ξ)=ξ, τότε το ξ λέγεται σταθερό 

σηµείο της f . Γεωµετρικά αυτό σηµαίνει ότι η διχοτόµος της πρώτης γωνίας 

των αξόνων xy =  τέµνει τουλάχιστον µία φορά το γράφηµα της f  (Σχήµα 1). 

Αξίζει εδώ να παρατηρήσουµε ότι το συµπέρασµα του θεωρήµατος 

2.3.2 ισχύει και αν το πεδίο τιµών της f  δεν είναι το [α,β], αλλά περιέχει το 

[α,β], ή ακόµα και αν το πεδίο τιµών της f  περιέχεται στο [α,β] (βλέπε 

σχήµατα 2 και 3 αντίστοιχα). 

α

β

α

y

β

xy =

x0 

α

β

α

y

β

xy =

x0 

Σχήµα 1 Σχήµα 2 

Σχήµα 3 

α

β

α

y

β

xy =

x0 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο 

1.Αναπαραστάσεις- Εικασίες - Νοητικά Μοντέλα 

 

Για τις περισσότερες µαθηµατικές έννοιες η διδασκαλία δεν ξεκινά από 

το µηδέν. Στην περίπτωση των ορίων, πριν από όποια διδασκαλία σε αυτό το 

αντικείµενο, ο µαθητής οπωσδήποτε έχει σίγουρα ένα πλήθος ιδεών, 

διαισθήσεων, ενοράσεων, εικόνων, γνώσεων οι οποίες προέρχονται από την 

καθηµερινή εµπειρία, έτσι όπως χρησιµοποιούνται στην καθοµιλουµένη 

τακτικά. Περιγράφουµε αυτές τις ιδέες σε µια έννοια, η οποία εµφανίζεται πριν 

από τη φορµαλιστική διδασκαλία, ως αυθόρµητες αντιλήψεις. Όταν ένας 

µαθητής συµµετέχει σε ένα µάθηµα µαθηµατικών αυτές οι έννοιες δεν 

εξαφανίζονται αντίθετα µε ότι µπορεί να φαντάζονται οι περισσότεροι 

καθηγητές. (Cornu 1981-1983).Αυτές οι προυπάρχουσες εικόνες 

αναµειγνύονται µε τις νεοαποκτηθείσες  γνώσεις, τροποποιηµένες και 

προσαρµοσµένες έτσι ώστε να σχηµατίζουν οι µαθητές νέες προσωπικές 

αντιλήψεις για την έννοια. 

Ξέρουµε ότι στα πλαίσια επίλυσης ενός προβλήµατος δεν 

επικαλούµαστε µόνο µια επαρκή επιστηµονική θεωρία αλλά µια φυσική 

αυθόρµητη αιτιολόγηση, η οποία βασίζεται σε αυτές τις αυθόρµητες. 

αντιλήψεις.Αυτό το φαινόµενο είναι σαφώς γνωστό στην εµπειρική και 

θεωρητική ανάπτυξη των επιστηµονικών εννοιών από τον Bachelard το 1930, 

αλλά µόνο τη δεκαετία του ’80 έχει γίνει πλήρως αντιληπτό ότι οι ίδιες 

δυνάµεις λειτουργούν στα µαθηµατικά. 

Στην περίπτωση της έννοιας του ορίου παρατηρούµε ότι οι λέξεις 

«τείνει» και «όριο» έχουν ένα νόηµα για τους µαθητές, πριν ξεκινήσει το 

οποιοδήποτε µάθηµα, και ότι οι µαθητές συνεχίζουν να βασίζονται σε αυτά τα 

νοήµατα αφού τους έχει δοθεί ένας επίσηµος ορισµός. Έρευνες έχουν  
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αποκαλύψει πολλές διαφορετικές ερµηνείες για την έκφραση «τείνει προς»: 

• Να προσεγγίζει  

• Να προσεγγίζει ... χωρίς να φθάνει. 

• Να προσεγγίζει ... µόλις και να το φθάνει. 

• Να µοιάζει  

Η λέξη όριο µόνη της µπορεί να έχει διαφορετική σηµασία σε 

διαφορετικούς ανθρώπους και σε διαφορετικές στιγµές. Πιο συχνά 

θεωρείται ως «αξεπέραστο όριο», αλλά µπορεί επίσης να είναι: 

• Ένα αξεπέραστο όριο που είναι προσβάσιµο. 

• Ένα αξεπέραστο όριο που είναι αδύνατο να το φτάσεις. 

• Ένα σηµείο που προσεγγίζεται χωρίς να το φτάσεις. 

• Ένα σηµείο που προσεγγίζεται και φτάνεται. 

• Ένα υψηλότερο (ή χαµηλότερο) όριο. 

• Ένα µέγιστο ή ελάχιστο. 

• Ένα κλειστό διάστηµα. 

• Το τέλος. 

Από τον ένα µαθητή στον άλλο η ερµηνεία που δίνεται στις λέξεις 

ποικίλει. Για έναν µαθητή µπορεί να έχει πολλές ερµηνείες, σύµφωνα µε τις 

περιστάσεις. Αυθόρµητες έννοιες υπάρχουν για πολύ καιρό. Έρευνες έδειξαν 

ότι αυτές µπορεί να µείνουν στους µαθητές σε ένα πολύ πιο προηγµένο στάδιο 

µάθησης. Εν όψει µιας ποικιλίας αυθορµήτων εννοιών και της 

αναπτυσσόµενης συνειδητοποίησης των µαθητών στην τυποποίηση, συµβαίνει 
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αρκετές φορές οι ιδέες που αντιπαρατίθενται να συνυπάρχουν στο µυαλό 

κάποιου, οδηγώντας σε µια σφαιρική ιδέα της έννοιας η οποία περιλαµβάνει 

δυνατούς αντιµαχόµενους παράγοντες [Tall-Vinner 1981.] 

H Aline Robert έχει µελετήσει διαφορετικά µοντέλα που οι σπουδαστές 

πιθανόν να έχουν για την έννοια του ορίου µιας ακολουθίας. Από αυτή την 

µελέτη προκύπτει το συµπέρασµα ότι: Παρά το γεγονός ότι στους µαθητές έχει 

δοθεί ένας φορµαλιστικός ορισµός του ορίου µιας ακολουθίας, όταν τους 

ζητηθεί να περιγράψουν την έννοια του ορίου, οι περισσότεροι προτείνουν 

στοιχειώδη µοντέλα που µόνο αυθόρµητα µπορούν να ανακληθούν. πχ 

• Στατικά: οι «τελικές» τιµές πάντοτε έχουν το ίδιο αποτέλεσµα. 

• Φραγµένα: οι τιµές δεν µπορούν να περάσουν το όριο l  [RobertAline 

1982]. 

 

   

2.∆υσκολίες κατανόησης της έννοιας του ορίου 

 
      Άλλες έννοιες του Απειροστικού Λογισµού όπως οι έννοιες της συνέχειας, 

διαφορισιµότητας, ολοκλήρωσης κ.λ.π. αν και επιφανειακά δείχνουν 

διαφορετικές, από γνωστική άποψη παρουσιάζουν παρόµοιες δυσκολίες.  

Λόγου χάρη, η συνέχεια πάσχει από το γεγονός ότι υφίσταται µια αυθόρµητη 

αντίληψη που προκαλείται από τη χρήση του όρου στην καθηµερινή ζωή σε 

φράσεις όπως «έβρεχε συνεχώς όλη µέρα» (δηλαδή, δεν υπήρξε διακοπή στη 

βροχόπτωση) ή «η σιδηροδροµική γραµµή είναι συνεχώς ενωµένη» (δεν 

υπάρχουν κενά στις ράγες). Αυτή η άποψη ενισχύεται συχνά από τις 

προσπάθειες του δασκάλου να δώσει µια απλή ενόραση στην έννοια της 

συνέχειας λέγοντας ότι η γραφική παράσταση «είναι µονοκόµµατη» ή 

«σχεδιάζεται χωρίς να σηκώσουµε το µολύβι από το χαρτί», συγχέοντας µ’ 

αυτό τον τρόπο τις µαθηµατικές έννοιες της συνέχειας και της συνεκτικότητας. 
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Μια ακόµα δυσκολία στο να εισάγει κάποιος την έννοια του ορίου στα 

Μαθηµατικά είναι η µεγάλη σχέση που φαίνεται να έχει µε τη µεταφυσική ή τη 

φιλοσοφία. Οι µαθηµατικοί συχνά δε λένε πολλά όταν µιλάνε για τέτοιες 

έννοιες, από τους Αρχαίους Έλληνες µέχρι τον D’ Alembert που έγραψε 

«Κάποιος µπορεί εύκολα να ζήσει και χωρίς όλη αυτή τη µεταφυσική του 

απείρου στο ∆ιαφορικό Λογισµό». Ο Lagrange εξέφρασε παρόµοιο τρόµο για 

τις µεταφυσικές έννοιες. Αν και στην αρχή της καριέρας του πίστευε ότι θα 

µπορούσε να κάνει αυστηρή τη χρήση απειροστών ποσοτήτων, αργότερα 

θεώρησε ότι τα απειροστά του Leibniz δεν έχουν ικανοποιητική µεταφυσική 

βάση και ανασκεύασε τα θεµέλια του λογισµού. Χρησιµοποίησε άπειρες 

σειρές σε καθαρά αλγεβρικούς όρους. Παρόλα αυτά και αυτό επίσης 

αποδείχτηκε ακατανόητο. 

Η µεταφυσική άποψη της έννοιας του ορίου είναι ένα από τα κύρια 

εµπόδια για τους µαθητές σήµερα. Σε µια συνέντευξη κάποιος είπε: «∆εν είναι 

πραγµατικά µαθηµατικά», επειδή τα αρχικά στάδια του λογισµού δε 

βασίζονται πια αποκλειστικά σε απλή αριθµητική και άλγεβρα. Οι µαθητές 

πιθανόν να έχουν δυσκολίες χειριζόµενοι την έννοια του απείρου: «∆εν είναι 

αυστηρό αλλά λειτουργεί», «δεν υπάρχει», «είναι πολύ αφηρηµένο», «η 

µέθοδος είναι εντάξει, µε την προϋπόθεση να είσαι ευχαριστηµένος µε µια τιµή 

στο περίπου». Αυτό το εµπόδιο κάνει την κατανόηση της έννοιας του ορίου 

υπερβολικά δύσκολη κυρίως επειδή ένα όριο δεν µπορεί να υπολογιστεί 

άµµεσα χρησιµοποιώντας οικείες µεθόδους άλγεβρας και αριθµητικής. 

3.Οριο-το επιτυγχάνουµε; 
 Αυτή είναι µια αντιπαράθεση που διήρκεσε σε όλη την ιστορία της έννοιας. 

Λόγου χάρη, ο Robins (1697-1751) υπολόγισε ότι το όριο δεν µπορεί ποτέ να 

επιτευχθεί, ακριβώς όπως τα  κανονικά πολύγωνα που εγγράφονται στο κύκλο 

δε µπορούν ποτέ να είναι ίσα µε αυτόν. Υποστήριξε ότι 

«δίνουµε την ονοµασία έσχατο µέγεθος στο όριο το οποίο µια µεταβλητή 

µπορεί να προσεγγίσει όσο πολύ εµείς θέλουµε, αλλά µε το οποίο ποτέ δεν 

µπορεί να γίνει απολύτως ίση».  
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Από την άλλη πλευρά, ο Jurin (1685-1750), είπε ότι «ο έσχατος λόγος δύο 

ποσοτήτων είναι ο λόγος  που επιτυγχάνεται τη στιγµή που αυτές 

εξουδετερώνονται».  

      Ο D’ Alembert επέµεινε ότι µια ποσότητα δεν θα µπορούσε ποτέ να 

ταυτιστεί µε το όριό της: «Για να µιλήσει κανείς σωστά, το όριο ποτέ δεν 

συµπίπτει ή ποτέ δεν ταυτίζεται µε την ποσότητα της οποίας είναι το όριο, 

αλλά πάντοτε προσεγγίζει και µπορεί να διαφέρει τόσο µικρή ποσότητα, όσο 

θέλουµε.» 

Αυτή η συζήτηση είναι ακόµη ζωντανή µεταξύ των µαθητών, κάποιος 

ρώτησε «όταν το x  τείνει στο 0 τότε δεν ταυτίζεται το x  µε το 0;» Ο 

ακόλουθος διάλογος µεταξύ µαθητών ξεκάθαρα διευκρινίζει το 

επιστηµολογικό εµπόδιο. 

• Όσο πιο πολύ µεγαλώνει το n  το 
n
l  προσεγγίζει το 0. 

• Όσο θέλει ο καθένας; 

• Όχι γιατί µια µέρα θα συναντηθούν. 

   Υπάρχουν σίγουρα πολλά άλλα εµπόδια στην έννοια του ορίου. Τα λάθη που 

κάνουν οι µαθητές, είναι πολύτιµες ενδείξεις για την αντιµετώπιση των 

εµποδίων. Η δόµηση παιδαγωγικών στρατηγικών για τη διδασκαλία µαθητών 

πρέπει να λάβει υπ’ όψη της τέτοια εµπόδια. ∆εν είναι θέµα του να το 

αποφύγουµε αλλά αντίθετα να οδηγήσουµε τον µαθητή να τα αντιµετωπίσει 

και να τα υπερνικήσει, θεωρώντας τα εµπόδια σαν συστατικά µέρη των 

αναθεωρηµένων µαθηµατικών εννοιών που πρόκειται να αποκτηθούν.          

 

4.Οριο-Η/Υ 

Ο υπολογιστής µπορεί πολύ καλά να παίξει ένα σηµαντικό ρόλο στην 

παροχή ενός περιβάλλοντος όπου ο µαθητής µπορεί να αποκτήσει κατάλληλες 

εµπειρίες για να δοµήσει την έννοια του ορίου. Παρόλα αυτά τέτοιες 

προσεγγίσεις είναι πολύ πιθανό να περιέχουν τα δικά τους ιδιαίτερα 
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επιστηµολογικά εµπόδια και είναι αναγκαίο να εκφράσει βαθιά εµπειρίες 

µαθητών στο νέο περιβάλλον για να δει κάποιος, ακριβώς τι µαθαίνεται και σε 

τι µορφή η γνώση µπαίνει στο µυαλό. Η αλληλεπίδραση µε τον υπολογιστή, 

πιθανόν να προαπαιτεί προγραµµατισµό για το άτοµο, για να κατασκευάσει 

υπολογιστικά προγράµµατα, τα οποία µέσω της σκέψης µπορεί να επιτρέπουν 

την απόκτηση και πλήρη γνώση των σχετικών µαθηµατικών δοµών. Ίσως 

απαιτείται έτοιµο λογισµικό που καθιστά τον µαθητή ικανό να αποκτήσει 

εµπειρικά, προσεκτικά επιλεγµένα περιβάλλοντα τα οποία µοντελοποιούν την 

έννοια του ορίου. Είναι εξίσου δυνατό να φανταστεί κανείς ένα είδος 

υπολογιστικού «toolbox» για την µάθηση της έννοιας του ορίου, ένα 

υπολογιστικό περιβάλλον που επιτρέπει στους µαθητές να χειρίζονται 

αντικείµενα και να κατασκευάζουν γνώση, να αναγνωρίζουν και να 

κατασκευάζουν συναρτήσεις, να λειτουργούν πάνω σε αυτές κατασκευάζοντας 

νέες, αλλάζοντάς τους µορφή και µεταχειρίζοντάς τες µελετώντας τη 

συµπεριφορά τους και τη φύση της σύγκλισής τους. 

Πολλές άλλες προσεγγίσεις είναι δυνατές. Σε ένα πλαίσιο όπως αυτό 

της µελέτης των ορίων είναι ζωτικής σηµασίας το λογισµικό του υπολογιστή 

να έχει σχεδιαστεί µέσα σε µια εκπαιδευτική στρατηγική, βασισµένη σε 

προσεκτική ανάλυση της έννοιας που πρόκειται να αποκτηθεί. Αυθόρµητες 

εικασίες, ενοράσεις, εµπόδια, στοχαστικές αφαιρέσεις και γενετική 

αποσύνθεση, είναι όλα εννοιολογικά εργαλεία σχεδιασµένα να βοηθήσουν στο 

σχεδιασµό τέτοιων παιδαγωγικών στρατηγικών. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο 
ΠΡΟΤΑΣΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ ΜΕ ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ Η/Υ 

Τα εργαστήρια 

 
Βασικός στόχος στα εργαστήρια είναι η διαισθητική προσέγγιση της 

έννοιας, ο τελικός υπολογισµός του ορίου µιας συνάρτησης σε επιλεγµένη 

θέση και η µελέτη της συνέχειας µιας συνάρτησης µε εφαρµογή της στο 

θεώρηµα ενδιαµέσων τιµών. Στα εργαστήρια χρησιµοποιούµε την 

ανακαλυπτική προσέγγιση. Ο καθηγητής αφήνει τους µαθητές να 

αυτενεργήσουν ενώ αυτός λειτουργεί ως σύµβουλος. Αυτό λόγω της απειρίας 

µου στη διδασκαλία µε Η/Υ δεν έγινε κατορθωτό σε µεγάλο βαθµό. 

Συζητώνται όλες οι απόψεις, ελέγχεται η αποτελεσµατικότητά τους και 

υιοθετούνται οι πιο γόνιµες. Οι µαθητές ακολουθούν µια πορεία εξερεύνησης 

και προσεκτικής παρατήρησης, µέχρι να φτάσουν στο επιθυµητό αποτέλεσµα. 

Αυτό απαιτεί καλή προετοιµασία και υλικοτεχνική υποδοµή.  Η σειρά των 

γεγονότων σε ένα µάθηµα, που διεξάγεται µέσω της ανακαλυπτικής 

προσέγγισης, ακολουθεί τα παρακάτω βήµατα: 

1)   Καθορισµός προβλήµατος. 

2)  Συλλογή δεδοµένων, επεξεργασία, οργάνωση, ανάλυση. 

3) Σχηµατισµός εικασίας. 

4) Έλεγχος εικασίας. 
5)  Τελική διατύπωση εικασίας – συµπέρασµα. 

Τα µαθήµατα που διεξάγονται µέσω των προσεγγίσεων ανακάλυψης 

µπορεί να προσφέρουν ιδανικούς τρόπους για να πραγµατοποιήσουµε 

κάποιους στόχους. Συγκεκριµένα, είναι δυνατό να παράγουν «υποπροϊόντα» 

πιο πολύτιµα από το συγκεκριµένο αποτέλεσµα που ανακαλύφθηκε. 

[Τουµάσης Χ.] 
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Έχουµε τρία µαθήµατα-εργαστήρια. Μέσα από τις δραστηριότητες του 

πρώτου µαθήµατος-εργαστηρίου οι µαθητές καλούνται να διακρίνουν ποιον 

αριθµό προσεγγίζουν οι τιµές µιας συνάρτησης όταν η µεταβλητή τείνει σε ένα 

επιλεγµένο σηµείο. Στο δεύτερο µάθηµα-εργαστήριο χρησιµοποιώντας τα 

εργαλεία του πρώτου, οι µαθητές καλούνται να διακρίνουν τη συνέχεια µιας 

συνάρτησης σε επιλεγµένο σηµείο και σε κλειστό διάστηµα. Το τρίτο 

µάθηµα-εργαστήριο έχει σκοπό να καταλήξουν οι µαθητές µέσω διαδοχικών 

παρατηρήσεων στο συµπέρασµα των θεωρηµάτων ενδιαµέσων τιµών και 

Bolzano, που είναι σηµαντική εφαρµογή της συνέχειας.  

Προϋποθέσεις πραγµατοποίησης των µαθηµάτων-Βασικές 

εντολές για τη σχεδίαση γραφικών παραστάσεων 

συναρτήσεων µε το Μathematica 

Απαραίτητη προϋπόθεση για την πραγµατοποίηση των εργαστηρίων 

είναι η ύπαρξη υπολογιστή εφοδιασµένου µε µια γλώσσα προγραµµατισµού 

ικανή να σχεδιάζει συναρτήσεις.Το µάθηµα έγινε στο εργαστήριο 

πληροφορικής σε ένα τµήµα Τεχνολογικής Κατεύθυνσης µε 20 µαθητές.  

Χρησιµοποιήθηκε το Mathematica 4.0.  

Αρχικά οι µαθητές επιλέγουν από την επιφάνεια εργασίας το εικονίδιο: 

Mathematica 4 .lnk  

Η πληκτρολόγηση των συναρτήσεων γίνεται αφού οι µαθητές επιλέξουν 

από το µενού επιλογών του Mathematica:      File → Palettes  → BasicInput 
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Για παράδειγµα: f[x_] := x 3 +1   

(βοήθεια από την «παλέτα» στο δεξιό µέρος της οθόνης του υπολογιστή)  

Μετά την ολοκλήρωση κάθε δραστηριότητας, οι µαθητές πρέπει αν 

θέλουν να κλείσουν το υπάρχον  πρόγραµµα για να «τρέξουν» κάποιο άλλο,να 

επιλέξουν:  File → Close    
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∆εν απαιτείται να «σώζουν» τις δραστηριότητες, γι’ αυτό επιλέγουν 

«Don’t Save», στο παράθυρο που εµφανίζεται στην οθόνη.  

 

 

Για να ανοίξουν ένα νέο αρχείο επιλέγουν πάλι:   File → New.  
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Στο πρώτο εργαστήριο έχουµε τις παρακάτω δραστηριότητες:  

α) Ο µαθητής επιλέγει συνάρτηση και την πληκτρολογεί, για παράδειγµα:  

f[x_] := If[x = = 1, 5, (x 4 – 1)/(x – 1)].  

Στη συνέχεια την ενεργοποιεί, πατώντας στο πληκτρολόγιο:  

Shift και Enter.  

∆ίνει εντολή για τη δηµιουργία του γραφήµατος της συνάρτησης σε 

γραµµή στο διάστηµα [-2, 2], µε: 

Plot[f[x] // Evaluate, {x, -2, 2}, PlotRange –>All] 

και ενεργοποιεί πατώντας  Shift και Enter.     

Ακόµη σχηµατίζει σύστηµα αξόνων όπου εµφανίζονται τα σηµεία             

(xo, f(xo)) για xo ≠ – 1, µε την εντολή: 

Show[Graphics[Point[{x, f[x]}]], {x, -2, 2, 0.1}, Axes –> True] 

ή  ListPlot[Table[{x, f[x]}, {x, -2, 2, 0.1}]]. 

Αν θέλουµε να γίνεται κίνηση, δηλαδή να χαράσσει ένα ένα τα σηµεία 

της γραφικής παράστασης, δίνουµε την εντολή: 

Do[Show[Table[Graphics[Point[{x, f[x]}]], {x, -2, t, 0.05}], Axes –> 

True, PlotRange–> {{ -3, 3}, { -5, 12}}], {t, -2, 2, 0.05}]  

και ενεργοποιείται πατώντας Shift και Enter. Υπάρχουν και άλλοι τρόποι 

επιλογής και χάραξης του γραφήµατος µιας συνάρτησης. 

β)  Ο µαθητής πληκτρολογεί το πρόγραµµα Orio[f, xo], το οποίο για 

δεδοµένη συνάρτηση f και δεδοµένο σηµείο xo, έχουµε µέσω των 

προβολών, διαδοχικές εικόνες, στις οποίες φαίνεται ότι οι τιµές της f(x) 

συγκλίνουν σε µια τιµή l, η οποία πολλές φορές µπορεί να είναι διαφορετική 

από το f(xo).  
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Στη συνέχεια προκειµένου να ενεργοποιηθεί, πατάµε Shift και Enter.   

Για παράδειγµα:  

f@x_D:= If@x< 1,Hx^3− 1LêHx− 1L,If@x> 1,Hx^3− 1LêHx− 1L,5DD
Orio@ f, 1D
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2.Σχεδιασµός των µαθηµάτων- εργαστηρίων 
 

         Τα εργαστήρια σχεδιάσθηκαν ώστε να έχουν τα εξής χαρακτηριστικά: 

1) Ο απαιτούµενος χρόνος για κάθε µάθηµα-εργαστήριο να είναι περίπου 2 

διδακτικές ώρες. Η διδασκαλία µπορεί να γίνει την ίδια µέρα σε 

συνεχόµενο δίωρο ή και σε διαφορετικές µέρες µε ανάλογη κατανοµή του 

διδακτικού χρόνου. Η διδασκαλία η δική µας έγινε σε συνεχόµενο δίωρο 

για τις έννοιες όριο,συνέχεια και σε µία διδακτική ώρα για το Θ Bolzano 

και Ενδιάµεσης Τιµής. 

2) Κάθε µάθηµα-εργαστήριο συνοδεύεται από τους διδακτικούς στόχους που 

είναι επιθυµητό να έχουν επιτευχθεί µε το τέλος της διδασκαλίας. 

3) Παρατίθεται ένα θεωρητικό πλαίσιο, στο οποίο αναλύεται το αντικείµενο 

του κάθε εργαστηρίου, προτείνονται διάφορες δραστηριότητες µε τη 

βοήθεια των οποίων θα γίνει η διδασκαλία όπως και διάφορες ερωτήσεις 

που ενδεικτικά θα µπορούσαν να τεθούν στους µαθητές. Ο διδάσκων έχει 

την ευχέρεια να κάνει επιλογή δραστηριοτήτων να επεκτείνει τη 

διδασκαλία µε παραδείγµατα επιπλέον και να προτείνει διάφορες ασκήσεις 

για εµπέδωση στο σπίτι. 

4) Προτείνονται συγκεκριµένα φύλλα εργασίας που θα χρησιµοποιηθούν από 

τους µαθητές κατά και µετά  τη διεξαγωγή της διδασκαλίας. Τα φύλλα 

εργασίας περιέχουν µέρος του υλικού που υπάρχει στο θεωρητικό πλαίσιο 

κάθε ενότητας, εντολές και γραφή του προγράµµατος “Mathematica” 

ανάλογα µε το επίπεδο στο οποίο θα γίνει η διδασκαλία και την κρίση του 

διδάσκοντα. 
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2.1 Μάθηµα- εργαστήριο 1Ο 

                            Το όριο συνάρτησης 

     Το µάθηµα έγινε στο εργαστήριο πληροφορικής σε ένα τµήµα 

Τεχνολογικής Κατεύθυνσης µε 20 µαθητές.  Χρησιµοποιήθηκε το Mathematica 

4.0. Η διδασκαλία έγινε σε συνεχόµενο δίωρο. Χρησιµοποιήθηκε και ο 

πίνακας.Οι µαθητές χωρίσθηκαν σε 5 οµάδες των 4 µαθητών. Κάθε οµάδα είχε 

τον δικό της υπολογιστή (υπολογιστής δικτύου). 

Σκοποί: 

• Να αναπτύξουµε µια διαισθητική κατανόηση της φύσης του ορίου. 

• Να βάλουµε τα θεµέλια για τη συνήθη χρήση του ορίου στο λογισµό. 

• Να δοκιµάσουµε την αποτελεσµατικότητα και να δούµε τους κίνδυνους 

που υπάρχουν από την παρουσίαση των ορίων µε διαδοχικές 

υπολογιστικές προσεγγίσεις. 

 

Στην τάξη-εργαστήριο: 

Σε αυτό το εργαστήριο µελετήσαµε τη συµπεριφορά µιας συνάρτησης 

f  κοντά σε ένα ειδικά ορισµένο σηµείο. Ενώ αυτό είναι µερικές φορές µια 

απευθείας διαδικασία, µπορεί να γίνει τελείως δυσδιάκριτο. Σε πολλά 

παραδείγµατα στους υπολογισµούς η διαδικασία εύρεσης ενός ορίου πρέπει να 

εφαρµοστεί προσεκτικά. Αποκτώντας µια διαισθητική προσέγγιση για την ιδέα 

του ορίου, θα µπουν σταθερά θεµέλια για ότι έχει σχέση µε διαδοχικούς 

υπολογισµούς. 

1) Θεωρούµε τη συνάρτηση f  καθορισµένη  από τον τύπο 
1
1)(

4

−
−

=
x
xxf  
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α)  Με διαδοχικούς υπολογισµούς της τιµής της f  για =x 1,8,  1,9,  1,99,  

1,999,  τι νοµίζετε ότι θα συµβεί στις τιµές της f   όταν το x  αυξάνει 

προσεγγίζοντας το 2; 

β)  Κάντε ένα αντίστοιχο πείραµα µε την f  για τιµές του x  ελαφρά 

µεγαλύτερες του 2. ∆ηλαδή =x 2,1,  2,01,  2,001, … Σχολιάστε πάλι τα 

αποτελέσµατα.  

      Σαν µια εµπειρική µέθοδο, προσδοκώντας ένα επιθυµητό 

προσδιορισµό, θα περιγράψουµε τι βρήκατε στα (α) και (β) γράφοντας 

15)(lim
2

=
→

xf
x

, ή πιο συγκεκριµένα 15
1
1lim

4

2
=

−
−

→ x
x

x
. Οι υπολογισµοί έγιναν-για 

οικονοµία χρόνου- µε πίνακα τιµών µε τη βοήθεια του “Mathematica” 

γ) Το όριο συµπίπτει µε το (2)f .Χρειάζεται όµως να είµαστε πάρα πολύ 

προσεκτικοί .∆εν συµβαίνει αυτό πάντα. Παρατηρείστε ότι η συνάρτησή 

µας στο χο=1δεν ορίζεται. Θα αντιµετωπίσουµε και άλλα παραδείγµατα 

παρακάτω. 

2) Χρησιµοποιήστε την ίδια συνάρτηση f   όπως παραπάνω, αλλά τώρα 

θεωρήστε τι συµβαίνει όταν το x  προσεγγίζει το 1. 

      Μελετήστε αυτή την κατάσταση πειραµατικά, όπως κάνατε στα α) και 

β) του προβλήµατος 1. Για να αποκτήσετε µία πρόσθετη αίσθηση και 

άποψη για την κατάσταση, υπολογίστε τον αριθµητή και τον παρονοµαστή 

της f   ξεχωριστά για διάφορες τιµές του x  που προσεγγίζουν το 1 πριν τη 

διαίρεση. Αυτό να γίνει για τιµές του x  µικρότερες του 1 δηλ. x  = 0,8,  0,9,  

0,99,  0,999,  0,9999 και µεγαλύτερες του 1 δηλ. x  = 1,1,  1,01,  1,001,  

1,0001. Τι συµπεραίνετε και συγκεκριµένα ποιο είναι το )(lim
1

xf
x→

; 
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3) ∆ίνονται οι συναρτήσεις :  

( )

2

2

2

1 , 2 1

, 1 0
1,0
2

12,
2

1, 1
2

1 ,1 2

x
x

x x

x x

f x
x

x x

x
x

⎧ − ≤ < −⎪
⎪
− − ≤ <⎪
⎪
⎪ ≤ <
⎪⎪= ⎨

=⎪
⎪
⎪ < ≤⎪
⎪
⎪ < ≤
⎪⎩

              και 

2

2

1, 2
2

1( ) 1,
2

1, 2
2

x x

g x x

x x

⎧ − ≤ <⎪
⎪
⎪= =⎨
⎪
⎪ < ≤⎪⎩

 

 

α) Σχεδιάζουµε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ,f g  στο ίδιο 

σύστηµα αξόνων. Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων ,f g  στο 

διάστηµα [ ]0,1  - εξαιρέσει του 0
1
2

x =   - συµπίπτουν.  
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β)  Υπολογίστε µέσω των  γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων ,f g  τα 

παρακάτω: 
1 1 1 1
2 2 2 2

lim ( ), lim ( ), lim ( ), lim ( )
x x x x

f x f x g x g x
− + − +

→ → → →

. 

 γ) Έχουν οι ,f g  όριο στο 0
1
2

x = ; Αν ναι ποιο είναι;  Είναι ίσα; Που κατά    τη 

γνώµη σας οφείλεται το παραπάνω; 

δ) Γίνεται αντιληπτός ο στόχος της παραπάνω δραστηριότητας. Είχε προηγηθεί 

αναφορά στο ίδιο θέµα και µέσα στην τάξη. 

4) Υπολογίστε µέσω των  γραφικών παραστάσεων των αντίστοιχων 

συναρτήσεων τα παρακάτω όρια. Υπολογίστε τα στη συνέχεια αλγεβρικά.  

α)        
0

lim ( )
x

f x
→

, όπου 2( ) xf x
x

ηµ
=  

β)       )(lim
1

xg
x→

, όπου 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<
−
−

=

>−

=

1 αν   , 
1
14

1 xαν  ,       15

1 xαν  ,1014

)(

x
x

x

x

xg  

 

Σχόλιο:  

Σε ότι αφορά την ύπαρξη και την τιµή του ορίου που είναι έννοιες 

εµπλεκόµενες, η τιµή του )1(g  δεν έχει σχέση. 

γ)        x
x

x
1

0
)1(lim +

→
 

Καταγράψτε την καλύτερη εικασία-γνώµη. 

Το όριο είναι µια εξέχουσα µαθηµατική σταθερά. 
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δ)        
1
1lim

1 −
−

→ x
x

x

ν

  για έναν γενικό φυσικό αριθµό ν . 

 (Υπόδειξη: Θυµηθείτε το πρόβληµα 2. , δοκιµάστε άλλες τιµές του 

φυσικού αριθµού n  και γενικεύστε.) 

5) Είναι σηµαντικό να γνωρίζει κανείς ότι τα όρια µπορούν µερικές φορές να 

µην υπάρχουν. Ερευνήστε τα ακόλουθα όρια και εξηγήστε για το καθένα γιατί 

νοµίζετε ότι δεν υπάρχει. Ίσως το βρείτε χρήσιµο να χρησιµοποιήσετε το 

computer για να υπολογίσετε τις συναρτήσεις σε διαφορετικές τιµές του x  και 

να σχεδιάσετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων. 

α)       
2

lim
2 −→ x

x
x

 

β)      20

2lim
x

x
x

ηµ
→

 

γ)       
xx

1lim
0
ηµ

→
 

δ)      
x
x

x 0
lim
→

 

ε) { 4 xαν  ,3)2(
4 αν      ,   

)( όπου , )(
0

lim <+
>

=
→

x
xxe

xfxf
x

 

 

Παραθέτουµε παρακάτω τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων των 

παραπάνω παραδειγµάτων τις οποίες σχεδιάσαµε µε το πρόγραµµα 

“Mathematica”  
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h@x_D :=
Sin@2* xD

x

ListPlotBTableB8x, h@xD<, :x, -2* Pi, 2* Pi,
Pi
48

>F, PlotRange -> 88-2* Pi, 2* Pi<, 8-2, 2<<,
PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DF

Power::infy :  Infinite expression
1
0

encountered.
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Ü Graphics Ü

g@x_D := IfBx == 1, 15, IfBx < 1,
x4 - 1
x- 1

, 14 -
10
x
FF

ListPlot@Table@8x, g@xD<, 8x, -2, 3, 0.05<D, PlotRange -> 88-2, 3<, 8-5, 20<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1D,
Ticks -> 8Range@-2, 3, 0.2D, Range@-5, 20, 1D<D
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Ü Graphics Ü
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f1@x_D := H1+ xL 1
x

ListPlot@Table@8x, f1@xD<, 8x, -2, 2, 0.05<D, PlotRange -> 88-2, 2<, 80, 15<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1D,
Ticks -> 8Automatic, Range@0, 15, 1D<D

Limit@f1@xD, x -> 0D
‰
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Ü Graphics Ü

f2@x_D :=
x

x- 2

ListPlot@Table@8x, f2@xD<, 8x, -2, 6, 0.05<D, PlotRange -> 88-2, 6<, 8-20, 20<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DD
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Ü Graphics Ü
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f3@x_D :=
Sin@2* xD

x2

ListPlotBTableB8x, f3@xD<, :x, -2* Pi, 2* Pi,
Pi
48

>F, PlotRange -> 88-2* Pi, 2* Pi<, 8-10, 10<<,
PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DF
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Ü Graphics Ü

f4@x_D := SinB 1
x
F

Plot@f4@xD, 8x, -2* Pi, 2*Pi<, PlotRange -> 88-2* Pi, 2* Pi<, 8-10, 10<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DD
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f5@x_D :=
Abs@xD

x

Plot@f5@xD, 8x, -5, 5<, PlotRange -> 88-5, 5<, 8-3, 3<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DD
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Ü Graphics Ü

f6@x_D := IfAx == 4, E4, IfAx < 4, Hx + 2L3, ExEE
p = Plot@f6@xD, 8x, -5, 4<, PlotRange -> 88-5, 6<, 8-3, 250<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DD
q = Plot@f6@xD, 8x, 4, 6<, PlotRange -> 88-5, 6<, 8-3, 250<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DD
Show@p, q, Ticks -> 8Automatic, 88, 50, 100, 150, 200, 250<<D
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Ü Graphics Ü
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Περαιτέρω διερεύνηση: Είχε σχεδιασθεί να γίνει αλλά δεν έγινε κατορθωτό  

6).Βρείτε το όριο )(lim xf
x ∞→

, αν υπάρχει για την συνάρτηση 

x
x

xxxf 52

103)(
4

24

+

+−
= , 21

)(
x
xxf

+
=
ηµ  και 

x
xxf

ηµ

34
)(

−
= .  

Υποδείξεις: Το όριο υπάρχει για δύο από αυτές τις συναρτήσεις. Απαντήστε 

σε αυτή την ερώτηση χρησιµοποιώντας υπολογισµό µέσω computer, κοινή 

λογική και ίσως κάποια άλγεβρα. 

7).Προσπαθήστε να υπολογίσετε το όριο 
h

xfhxf
h

)()(lim
0

−+
→

, όταν 2( )f x x= . 

Υποδείξεις: Αφού ορίσετε το πηλίκο για τη δεδοµένη f , θεωρείστε το xσαν 

µια σταθερά. ∆ώστε στο x  µια συγκεκριµένη τιµή δικιάς σας επιλογής πριν 

ερευνήσετε το όριο για την f του h τείνοντος στο 0. Μετά επαναλάβετε για 

µερικές άλλες τιµές του x , κάντε έναν πίνακα των αποτελεσµάτων και 

προσπαθήστε να δείτε το σχέδιο επίλυσης. Τι συνάρτηση του x  βγαίνει 

καθώς υπολογίζετε αυτό το όριο για τιµές του x ; Όρια αυτού του λόγου 

µεταβολής είναι πολύ σηµαντικά στους υπολογισµούς.  

  Σηµειώσεις ∆ιδάσκοντα: 

Για το εργαστήριο 1: Εισαγωγή στο όριο των συναρτήσεων. 

Προτείνεται: Αυτό το εργαστήριο πρέπει να γίνει (αυτό κάναµε) πριν η έννοια 

του ορίου των συναρτήσεων διδαχτεί επίσηµα στην τάξη (ο ορισµός δηλαδή).  

Απαραίτητα στοιχεία των υπολογιστών:  

Γραφική σχεδίαση συνάρτησης. 
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Σχόλιο: Εξαιτίας του σφάλµατος στρογγυλοποίησης, µερικά συστήµατα 

άλγεβρας του υπολογιστή µπορεί να δώσουν λανθασµένα συµπεράσµατα όταν 

υπολογίζονται λόγοι µικρών ποσοτήτων. 

Οι καθηγητές ίσως διαλέξουν να αναγνωρίσουν τέτοια προβλήµατα και 

να δώσουν στους µαθητές εκ των προτέρων ειδοποίηση, ή να τα αφήσουν να 

συµβούν σαν µέρος της εργαστηριακής µαθησιακής εµπειρίας. 

Ενώ τα πρώτα µέρη του εργαστηρίου απαιτούν εκτεταµένο υπολογισµό 

των συναρτήσεων κοντά στο σηµείο στο οποίο παίρνουµε το όριο, οι µαθητές 

θα πρέπει να παρακινηθούν να ελαχιστοποιήσουν αυτή την προσέγγιση στα 

µετέπειτα κοµµάτια του εργαστηρίου, θεωρώντας το σαν τελευταία λύση. Ως 

εκ τούτου, επαναλαµβανόµενος υπολογισµός ίσως είναι απαραίτητος στα 

προβλήµατα 2α και 2β αλλά δεν θα έπρεπε να χρειάζεται στο 3β, για 

παράδειγµα, για τη µελέτη του 
x

1014 −  για τιµές του x  λίγο µεγαλύτερες του 1. 

Αν το software του υπολογιστή έχει εντολή ορίου,(Το 

Mathematica.4.έχει αυτή τη δυνατότητα) ο καθηγητής ίσως θελήσει να πει 

στους µαθητές πώς να το χρησιµοποιήσουν σε κάποιο σηµείο κοντά στο τέλος 

του εργαστηρίου. Παραθέτουµε  παρακάτω κάποια παραδείγµατα. 

LimitATan@xD, x→
Pi
2

, Direction→ −1E
 

−∞  
LimitATan@xD, x→

Pi
2

, Direction→ +1E
 

∞  
Limit@H1+xL^H1êxL, x→ 0D  
Ą  
Limit@Sin@xDêx, x→ 0D  
1  
Limit@Hx−1LêHx−2L, x→ 3D  
2  
Limit@Hx−1LêHx−2L, x→ 2, Direction→ −1D  
∞  
Limit@Hx−1LêHx−2L, x→ 2, Direction→ +1D  

−∞  
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      Το πρόβληµα 7) είναι κατά κάποιο τρόπο µια «διερευνητική» ερώτηση 

υψηλότερου επιπέδου και θα πρέπει να ληφθεί µε αυτό το πνεύµα. Για να 

κάνουµε το πρόβληµα ευκολότερο στην αντιµετώπισή του θα µπορούσε να 

αντικατασταθεί µε την ερώτηση,να υπολογίσετε το όριο 
h
h

h
2ln)2ln(

0
lim −+

→
. 

Σχόλια στην εφαρµογή του εργαστηρίου: 

 Για να παραστήσουµε γραφικά ένα κοµµάτι ορισµένης συνάρτησης 

δείτε τις οδηγίες που παρέχονται στον καθηγητή µετά το εργαστήριο 3 αλλά 

και στην παράγραφο «προϋποθέσεις πραγµατοποίησης των εργαστηρίων» 

(σελ.43). Παράδειγµα διαδοχικών εικόνων στην οθόνη του υπολογιστή, έχουµε 

παρακάτω. 
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2.2 Μάθηµα- εργαστήριο 2Ο  

Η συνέχεια συνάρτησης 

Το µάθηµα έγινε στο εργαστήριο πληροφορικής σε ένα τµήµα Τεχνολογικής 

Κατεύθυνσης µε 20 µαθητές.  Χρησιµοποιήθηκε το Mathematica 4.0. Η 

διδασκαλία έγινε σε συνεχόµενο δίωρο. Χρησιµοποιήθηκε  και ο πίνακας. Οι 

µαθητές χωρίσθηκαν σε 5 οµάδες των 4 µαθητών. Κάθε οµάδα είχε τον δικό 

της υπολογιστή (υπολογιστής δικτύου). 

Σκοποί: 

• Να αναπτύξουµε µια διαισθητική κατανόηση της έννοιας της συνέχειας. 

• Να βάλουµε τα θεµέλια για τη χρήση της συνέχειας στα προβλήµατα. 

• Να δοκιµάσουµε κατά πόσο µέσω γραφηµάτων και διαδοχικών 

υπολογιστικών προσεγγίσεων είναι εφικτό αυτό. 

 

Στην τάξη-εργαστήριο: 

Χρησιµοποιώντας τα ίδια βήµατα όπως και στη διαδικασία εύρεσης 

ενός ορίου (µέσω διαδοχικών υπολογιστικών προσεγγίσεων διαισθητική 

προσέγγιση της ιδέας του ορίου), προσπαθήσαµε να µελετήσουµε τη συνέχεια 

µιας συνάρτησης f  σε σηµεία του πεδίου ορισµού της . 

1) Θεωρούµε τη συνάρτηση f  που δίνεται από τον τύπο 

{ 1  xαν   , 
1

 14

1  αν            5,1

)(
≠

−
−

=

= x
x

x

xf  
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α)    Με διαδοχικούς υπολογισµούς της τιµής της f  για x =1,8,  1,9,  1,99,  

1,999,  2,1,   2,01,   2,001  σε ποιο αριθµό πλησιάζουν οι τιµές της f  όταν το 

x  προσεγγίζει το 2; 

Έχουµε  )(lim
2

xf
x→

=15  ή  
1

 14
lim

2 −
−

→ x
x

x
 

β)    Αν δούµε το τµήµα της γραφικής παράστασης της f  από τον υπολογιστή 

για x ∈[1,8,  2,2] τότε έχουµε άµεσο υπολογισµό της f   στην τιµή 2. ∆ηλαδή 

f (2)=15 ή f (2)= 15
12
124

=
−
− . 

Βλέπουµε ότι )(lim
2

xf
x→

= f (2). Άρα  η f  είναι συνεχής στο 0 2x =  

2) Χρησιµοποιούµε την ίδια συνάρτηση f  όπως παραπάνω, αλλά τώρα θα 

εξετάσουµε τι συµβαίνει όταν το x  προσεγγίζει το 1. 

α)   Μελετήστε αυτή την κατάσταση πειραµατικά όπως στο (1α), για τιµές 

του x  µικρότερες του 1, δηλαδή x =0,8,  0,9,  0,99,  0,999 και µεγαλύτερες 

του 1, δηλαδή x =1,1,  1,01,  1,001.  Τι συµπεραίνετε και συγκεκριµένα 

ποιο είναι το )(lim
1

xf
x→

; Οι πίνακες συµπληρώθηκαν µε το Mathematica 4.0. 

Β) Ποια η τιµή της f στο 0 1x = ; Βλέπουµε ότι το όριο της  f  στο 0 1x =  

και η τιµή της f στο 0 1x =  είναι διαφορετικές. Έχουµε : 

1
lim ( ) 4 (1) 15
x

f x f
→

= ≠ =  

Έτσι δηµιουργείται η έννοια της «συνέχειας». Τι τροποποίηση θα 

έδινε συνέχεια της f ( x ) στο 1; 

3) ∆ίνεται η συνάρτηση 

2 4  ,   αν  x 2
2

( )
3,              αν  2

{
x
x

f x
x

−
≠

−
=

=
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1 

-1 

2 

2 

1 

-2 x 

3 

0 -1 

y 

α)       Είναι η f  ορισµένη στο 2; 

β)       Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα τιµών της f . 

X 1,9 1,99 1,999 2 2,001 2,01 2,1 

)(xfy =         

γ)  Υπάρχει το )(lim
2

xf
x→

; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας. 

δ)  Είναι η f  συνεχής στο 2; 

ε) Μπορείτε να τροποποιήσετε  την f  ώστε να γίνει συνεχής η f  στο 2; 

 

4) ∆ίνεται το γράφηµα µιας συνάρτησης f . 
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 Να υπολογιστούν τα όρια και οι τιµές της συνάρτησης f  

 

=
−−→

)(lim
2

xf
x

 

=
+−→

)(lim
2

xf
x

 

=
+→

)(lim
2

xf
x

 

=
−→

)(lim
2

xf
x

 

=
−−→

)(lim
1

xf
x

 

=
+−→

)(lim
1

xf
x

 

=
−→

)(lim
1

xf
x

 

=
+→

)(lim
1

xf
x

 

=− )2(f  

=)2(f  

=)1(f  
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h@x_D :=
Sin@2* xD

x

ListPlotBTableB8x, h@xD<, :x, -2* Pi, 2* Pi,
Pi
48

>F, PlotRange -> 88-2* Pi, 2* Pi<, 8-2, 2<<,
PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DF

Power::infy :  Infinite expression
1
0

encountered.
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Ü Graphics Ü

α) Τι συµπέρασµα βγάζετε για τα όρια της f (αν υπάρχουν) στα σηµεία: 

0 0 0 02, 1, 1, 2x x x x= − = − = =  Σε ποια από τα παραπάνω σηµεία ορίζεται η f ; 

Σε ποια από τα παραπάνω σηµεία είναι συνεχής η f ;  

β)      Ποια είναι τα σηµεία x ∈[ 5
2

− , 5
2

] ασυνέχειας της f ; ∆ικαιολογήστε 

την απάντησή σας. Οι ερωτήσεις και οι απαντήσεις έγιναν προφορικά και 

σε ορισµένες περιπτώσεις κρατούσαµε σηµειώσεις στον πίνακα. 

5) ∆ίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
x

xxf 2)( ηµ
=  
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α) Μπορείτε να βρείτε το )(lim
0

xf
x→

; 

β) Ορίζεται η f  στο 0; 

γ)  Μπορείτε να ορίσετε κατάλληλα το f (0) ώστε η f  να είναι συνεχής 

στο 0x =0; 

6) Αν lxf
ax

=
→

)(lim  ποιος από τους ακόλουθους ισχυρισµούς είναι σωστός; 

∆ικαιολογήστε την απάντησή σας. 

α)  Η f  ορίζεται στο α. 

β)  f (α)= l . 

γ)  Η f  είναι συνεχής στο α. 

δ) lxf
ax

=
−→

)(lim ή lim ( )
x a

f x l
+→

=  

ε) lxf
ax

=
−→

)(lim και lim ( )
x a

f x l
+→

=  

 

7) Ποια από τις παρακάτω συναρτήσεις δεν είναι συνεχής; 
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y 
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2.3 Μάθηµα- εργαστήριο 3Ο 

Θεώρηµα Bolzano  

Θεώρηµα Ενδιάµεσων Τιµών 

Το µάθηµα έγινε στο εργαστήριο πληροφορικής σε ένα τµήµα Τεχνολογικής 

Κατεύθυνσης µε 20 µαθητές.  Χρησιµοποιήθηκε το Mathematica 4.0. Η 

διδασκαλία έγινε σε µία διδακτική ώρα. Χρησιµοποιήθηκε και ο πίνακας. Οι 

µαθητές χωρίσθηκαν σε 5 οµάδες των 4 µαθητών. Κάθε οµάδα είχε τον δικό 

της υπολογιστή (υπολογιστής δικτύου).Ο περιορισµένος χρόνος µας επέτρεψε 

την διαπραγµάτευση µόνο των δραστηριοτήτων Α1) και Α2).Παραθέτουµε 

όµως τον πλήρη σχεδιασµό του µαθήµατος.

Στόχοι: 

• Να ανακαλύψουµε και να αποκτήσουµε µια αίσθηση για δύο σηµαντικά 

θεωρήµατα του Απειροστικού Λογισµού. 

• Να εφαρµόσουµε τα θεωρήµατα για τη λύση προβληµάτων. 

• Να κατανοήσουµε γιατί η συνέχεια απαιτείται για τα θεωρήµατα .  

Στην τάξη-εργαστήριο: 

Α. Οι πρώτες δραστηριότητες σε αυτό το εργαστήριο θα µας δώσουν το 

κίνητρο να ανακαλύψουµε το πρώτο σηµαντικό θεώρηµα, το Θεώρηµα 

Bolzano. Το Θεώρηµα Bolzano, έχει µια σαφή γεωµετρική ερµηνεία, αλλά 

απαιτεί µια προσεκτική µαθηµατική διατύπωση.  

 

 

 



  73 
  
 

1) Θεωρήστε τη συνάρτηση f  η  οποία είναι ορισµένη στο κλειστό 

διάστηµα [1,2] µε τύπο 14)( 25 +−= xxxf . 

 

α)  Υπολογίστε τις αριθµητικές τιµές )1(f  και )2(f . Εξηγήστε γιατί 

νοµίζετε ότι η γραφική παράσταση της f  θα πρέπει να τέµνει τον άξονα 

xx′  κάπου µεταξύ των τιµών 1=x  και 2=x . Αυτός είναι λόγος για να 

υπάρχει ένας αριθµός c  µεταξύ των 1 και 2 τέτοιος ώστε να ισχύει 

0)( =cf ; 

β) Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  στο κλειστό 

διάστηµα [1,2] για να υποστηρίξετε αυτό που είπατε στο (α) παραπάνω.  
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f@x_D := x5 - 4* x2 + 1

p = Plot@ f@xD, 8x, 1, 2<, PlotRange -> 880, 3<, 8-3, 22<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DD
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2) Θεωρήστε τη συνάρτηση g  ορισµένη στο κλειστό διάστηµα [-3,2] µε 

τύπο 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧ ≤≤−+

≤<−−
=

03  αν   ,           12

20  αν   ,   421
)(

xx

xxx
xg  

 

                                                                                                                        

α) Υπολογίστε τις αριθµητικές τιµές των )3(−g  και )2(g . Εξηγήστε γιατί 

νοµίζετε ότι η γραφική παράσταση της g  θα πρέπει να τµήσει τον άξονα 

xx′ κάπου µεταξύ των τιµών 3−=x  και 2=x . 

β) Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της g  στο [-3,2]  για να υποστηρίξετε 

αυτό που είπατε στο (α) παραπάνω.  

3)  Τώρα βάλτε στη θέση της g  την ελαφρά τροποποιηµένη συνάρτηση h , 

ορισµένη επίσης στο κλειστό διάστηµα [-3,2] µε τύπο 

2 1           ,   αν  3 0
( ) 2 41    ,   αν  0 2

x x
h x

x x x

⎧ + − ≤ ≤⎪
= ⎨

− − − < ≤⎪
⎩

 

 

-4 -3 -2 -1 1 2 3

-20

-15

-10

-5

5

10

15

20

g@x_D := x2 + 1 ê; And@-3 <= x, x <= 0D
g@x_D := 1- x2- x4 ê; And@0 < x, x <= 2D

p = Plot@g@xD, 8x, -3, 2<, PlotRange -> 88-4, 3<, 8-20, 20<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1DD
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Και πάλι υπολογίστε τη συνάρτηση στα άκρα του διαστήµατος, δηλαδή τις 

τιµές )3(−h  και )2(h  και σκεφτείτε για το εάν θα µπορούσε να πάρει την 

τιµή 0 κάπου σε αυτό το διάστηµα. Επίσης σχεδιάστε τη γραφική 

παράσταση της h  και προσπαθήστε να εξηγήσετε µε γενικούς όρους γιατί 

φτάσατε στο συµπέρασµά σας.               

3)  Είµαστε τώρα έτοιµοι για να διατυπώσουµε το Θεώρηµα  Bolzano. 

Βασιστείτε στις παραπάνω παρατηρήσεις  και συµπληρώστε τα παρακάτω 

κενά. 

Θεώρηµα  Bolzano   

«∆εδοµένης µιας ....................συνάρτησης f  ορισµένης στο κλειστό διάστηµα 

[α,β] για την οποία το 0 είναι µεταξύ ............και .............τότε υπάρχει ένα 

..............σηµείο ξ µεταξύ...........και ..........τέτοιο ώστε.....................» 

Σηµαντική σηµείωση: Η παραπάνω διατύπωση του Θεωρήµατος 

Bolzano είναι ένα παράδειγµα για το τι καλείται «Θεώρηµα ύπαρξης». Λέει ότι 

ένα συγκεκριµένο σηµείο υπάρχει αλλά δεν δίνει κανόνα ή αλγόριθµο για το 

πώς θα το βρεις. (Υπάρχουν έξοχοι αλγόριθµοι για τον προσεγγιστικό 

υπολογισµό ενός τέτοιου σηµείου που είναι ρίζα µιας συνάρτησης, µε 

οποιοδήποτε βαθµό ακρίβειας θέλουµε). Στις εφαρµογές του θεωρήµατος το 

γεγονός κλειδί είναι ότι θέλουµε να ξέρουµε ότι τέτοιο σηµείο υπάρχει και όχι 

αυτό καθαυτό το σηµείο. 
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Β. Οι παρακάτω δραστηριότητες σε αυτό το εργαστήριο θα µας δώσουν το 

κίνητρο να ανακαλύψουµε το δεύτερο σηµαντικό θεώρηµα, το Θεώρηµα 

Ενδιάµεσης Τιµής. Το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής, έχει µια σαφή γεωµετρική 

ερµηνεία, αλλά απαιτεί και µια προσεκτική µαθηµατική διατύπωση.   

1) Προσπαθείστε να ¨αποδείξετε¨ γιατί η συνάρτηση 3 2( ) 3 5g x x x= − +  πρέπει 

να πάρει την τιµή 3 για κάποιο χ στο διάστηµα (0,2).  

Υπόδειξη:1.Κάντε µε τον Η/Υ το γράφηµά της. 2.Αποδείξτε αυτό 

εφαρµόζοντας το Θεώρηµα  Bolzano για τη συνάρτηση ( ) ( ) 3f x g x= −  στο 

κλειστό διάστηµα [0,2]. Τι άλλες τιµές θα πρέπει να πάρει η συνάρτηση g  στο 

(0,2);   

                     
-0.5 0.5 1 1.5 2

-1

1

2

3

4

5

6

 
 

2)  Θεωρήστε τη συνάρτηση g  ορισµένη στο κλειστό διάστηµα [-2,1] µε τύπο 

2 1  , αν  2 0
( ) -χ-1   ,   αν  0 1

x
g x x

χ⎧ + − ≤ ≤⎪⎪= ⎨ < ≤⎪
⎪⎩

 

 Η συνάρτηση αυτή παίρνει την τιµή 1
2

 για κάποιο χ  του διαστήµατος (-2,1) ; 

Κάντε µε τον Η/Υ το γράφηµά της.  Τι µπορείτε να πείτε µε βάση το γράφηµά 

της; 
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3) Είµαστε τώρα έτοιµοι για να διατυπώσουµε το Θεώρηµα Ενδιάµεσης 

Τιµής. Βασιστείτε στις παραπάνω παρατηρήσεις  και συµπληρώστε τα 

παρακάτω κενά.  

 

Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής:  

       «∆εδοµένης µιας ....................συνάρτησης f  ορισµένης στο κλειστό 

διάστηµα [α,β] µε  ( ) ( )f fα β≠  για την οποία το η είναι µεταξύ ............και 

.............τότε υπάρχει ένα ..............σηµείο ξ µεταξύ...........και ..........τέτοιο 

ώστε.....................» 

 

         ∆ώστε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα µιας συνάρτησης, η οποία να µην 

είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β], αλλά για την οποία το  

συµπέρασµα του Θ.Ε.Τ. στο [α,β] να ισχύει. Γιατί αυτό δεν αντιτίθεται στο 

θεώρηµα;  

 

 

Εφαρµογές των Θεωρηµάτων  Βolzano-Ενδιάµεσης Τιµής  

1) Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα Bolzano  να αποδείξετε ότι η συνάρτηση µε 

τύπο xxxf συνηµ −= 2)(  έχει µια ρίζα (δηλαδή ένα σηµείο c  στο οποίο 

0)( =cf ) στο κλειστό διάστηµα [0,1]. Χρησιµοποιήστε γράφηµα ή µέθοδο 

εύρεσης ρίζας για να υπολογίσετε τη ρίζα της συνάρτησης στο παραπάνω 

διάστηµα. 
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2) Χρησιµοποιήστε το Θεώρηµα Bolzano  για να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

f  ορισµένη µε τύπο xx eexxf −+−= 3)(  έχει τουλάχιστον πέντε ρίζες.  

 

 

Υπόδειξη: Στο κλειστό διάστηµα [-5,5] βρείτε έξι σηµεία στα οποία η f  έχει 

διαδοχικά διαφορετικό πρόσηµο. Κατόπιν εφαρµόστε το Θεώρηµα Bolzano 

για πέντε κατάλληλα εκλεγµένα κλειστά διαστήµατα. Σηµειώστε ότι µια 

εφαρµογή του Θεωρήµατος Bolzano  το [-5,5] εγγυάται τουλάχιστον µια ρίζα, 

αλλά δεν αποκλείει την πιθανότητα για παραπάνω από µία ρίζες. 

Χρησιµοποιήστε γραφικές µεθόδους ή µεθόδους εύρεσης ριζών για τον 

υπολογισµό των πέντε ριζών της f  

 

h@x_D := x3 - Ex+ E- x

Plot@h@xD, 8x, -5, 5<, PlotRange -> 88-6, 6<, 8-50, 50<<, PlotStyle -> RGBColor@0, 0, 1D, AspectRatio -> 1D

-6 -4 -2 2 4 6

-40

-20

20

40

Ü Graphics Ü
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3) Όταν χρησιµοποιείτε φούρνο ο οποίος ψήνει στους 150 0 C και µετά 

κλείσετε τον διακόπτη, υπάρχει µια στιγµή κατά την οποία η θερµοκρασία θα 

είναι 100 0 C; Αιτιολογείστε την απάντησή σας.  

4)     Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση µιας συνεχούς συνάρτησης g  

ορισµένης στο κλειστό διάστηµα [0,1]. Στη συνέχεια σχεδιάστε τη γραφική 

παράσταση µιας άλλης συνεχούς συνάρτησης h  ορισµένης στο ίδιο κλειστό 

διάστηµα [0,1] µε τις προϋποθέσεις )0()0( gh <  και )1()1( gh > . 

Τέµνονται οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g  και h ;  

Υπόδειξη: Εφαρµόστε το Θ.Ε.Τ. για τη συνάρτηση hgf −= . 

5)   Ένα πιάτο βρίσκεται µέσα σε ένα καταψύκτη για λίγο και ένα άλλο σε ένα 

θερµό φούρνο. Κατόπιν αλλάζουµε τη θέση των δύο πιάτων. Θα υπάρξει µια 

στιγµή που τα πιάτα θα έχουν την ίδια θερµοκρασία; Πώς σχετίζεται η 

απάντησή σας µε τα θεωρήµατα που γνωρίσαµε; 

 

• Θεώρηµα σταθερού σηµείου  

Ένα σταθερό σηµείο µιας συνάρτησης f  είναι ένα σηµείο c  του πεδίου 

ορισµού της f  για το οποίο ccf =)(  . 

α)  Σχεδιάστε  τη γραφική παράσταση µιας συνεχούς συνάρτησης  f  

ορισµένης σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β] και της οποίας οι τιµές βρίσκονται 

επίσης στο [α,β]. Εντοπίστε ένα σηµείο  c  στη γραφική παράσταση το οποίο 

είναι σταθερό σηµείο της  f . 

β)  Προσπαθήστε να σχεδιάσετε τη γραφική παράσταση µιας συνεχούς 

συνάρτησης f  ορισµένης σε ένα κλειστό διάστηµα [α,β] µε τιµές στο κλειστό 

διάστηµα [α,β], η οποία δεν έχει σταθερά σηµεία. Αποδείξτε ότι µια 
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οποιαδήποτε συνεχής συνάρτηση f  ορισµένη στο [α,β] µε τιµές στο [α,β] 

πρέπει να έχει ένα σταθερό σηµείο c  στο πεδίο ορισµού [α,β]. 

Σχόλια 

Η ∆ιδασκαλία εννοιών µε τη βοήθεια του Η/Υ µπορεί να λειτουργήσει  

θετικά διότι: 

• Προκαλεί το ενδιαφέρον «αδιάφορων» µαθητών. 

• ∆ίνει  τη δυνατότητα  πιο ενεργής συµµετοχής των µαθητών στη 

διδασκαλία του µαθήµατος. 

• ∆ίνει  τη δυνατότητα εύκολης δηµιουργίας σχηµάτων.  

Παρά τα θετικά υπάρχουν και µειονεκτήµατα όπως: 

• Απαιτείται από τους µαθητές να έχουν στοιχειώδεις γνώσεις στους 

Η/Υ.  

• Υπάρχει κίνδυνος αποµάκρυνσης των µαθητών από το βιβλίο και 

τη Θεωρία. 

• Υπάρχει κίνδυνος µαθητές µε προχωρηµένες γνώσεις Η/Υ να 

ασχολούνται µε αντικείµενα άσχετα µε το µάθηµα. 

• Απαιτείται ο διδάσκων να είναι έχει καλές γνώσεις Η/Υ   

Πριν τη πραγµατοποίηση των µαθηµάτων έγινε στο εργαστήριο µια 

γνωριµία των µαθητών µε το Mathematica.4.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο 

 

                                               

 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 

Στη συνέχεια των µαθηµάτων –εργαστηρίων δόθηκε ερωτηµατολόγιο µαζί 

µε φύλλο απαντήσεων στους µαθητές  που συµµετείχαν στα µαθήµατα-

εργαστήρια.  

∆όθηκαν 20 ερωτηµατολόγια να απαντηθούν ανώνυµα. Συµπληρώθηκαν 

από 18 µαθητές. ∆ύο µαθητές αρνήθηκαν να τα  συµπληρώσουν χωρίς και δεν 

τους ρωτήσαµε τον λόγο. Οι 18 µαθητές συµπλήρωσαν µε ιδιαίτερο θα λέγαµε 

ζήλο το  ερωτηµατολόγιο.  

Η συµπλήρωση έγινε σε χρόνο µιας διδακτικής ώρας περίπου και µετά το 

πέρας της διδασκαλίας του ορίου και της συνέχειας .  
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ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ 

Ε1)   

 Έστω η συνάρτηση f  µε τύπο:  

 { 1  xαν   , 
1

 13

1  αν            5,

)(
≠

−
−

=

= x
x

x

xf  

Με τη βοήθεια των παρακάτω πινάκων να µελετήσετε τη συµπεριφορά των 

τιµών της f , όταν το x  πλησιάζει το 1από µεγαλύτερες και µικρότερες τιµές. 

α) Συµπληρώστε τους πίνακες τιµών 1και 2: 

     Πίνακας 1: x>1 

x  2 1,1 1,01 1,001 1,0001    

1
 13

)(
−
−

=
x

xxf  
        

 

Πίνακας 2: x<1 

x  0 0,8 0,9 0,99 0,999    

1
 13

)(
−
−

=
x

xxf  
        

 

β)  Σχολιάστε τους δύο πίνακες. Τι παρατηρείτε για τις τιµές f (x); 

Πλησιάζουν προς κάποιο αριθµό; 

γ)   Μπορώ να µιλήσω για )(lim
1

xf
x→

; 

δ) Αν ναι ποιο είναι το )(lim
1

xf
x→

=; 

ε)  Βρείτε  το f (1)=; 

στ) Έχουν κάποια σχέση οι απαντήσεις στα ερωτήµατα δ) και ε); 
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Ε2)   

Στο παρακάτω σχήµα έχουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  

µε τύπο { 1  xαν   , 
1

 13

1  αν            5,

)(
≠

−
−

=

= x
x

x

xf   

 
α)  Μελετώντας το σχήµα προσπαθήστε να επιβεβαιώσετε τη συµπεριφορά 

των τιµών της f , καθώς το x προσεγγίζει το 1. 

β)  Να βρείτε το )(lim
1

xf
x→

 

γ)  Βρείτε το f (1); 

δ)  Ποια σχέση έχουν  οι απαντήσεις στα ερωτήµατα β) και γ); 

ε)  Υπολογίστε µε ακριβή τρόπο το 
1

lim ( )
x

f x
→

που βρήκατε στο ερώτηµα β) 

      στ) Ποια από τις δύο δραστηριότητες Ε1,Ε2 σας βοήθησε καλύτερα στην 

κατανόηση του ορίου ;  
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Ε3)  

Στο παρακάτω σχήµα έχουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f  

µε τύπο 

2 1, 1
( ) 5, 1

2, 1

x
f x

ανχ
ανχ

χ ανχ

⎧ + <
⎪= =⎨
⎪ + >⎩

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

α)  Μελετώντας το σχήµα προσπαθήστε να επιβεβαιώσετε τη συµπεριφορά 

των τιµών της f , καθώς το x προσεγγίζει το 1. 

β)  Μπορούµε να µιλήσουµε για το )(lim
1

xf
x→

; Αιτιολογήστε την άποψή σας. 

γ)  «Βλέπετε» το f (1); 
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Ε4)   

∆ίνεται η συνάρτηση | 3 |( )
3

xf x
x
−

=
−

, 3x ≠  

α)  Συµπληρώστε τον πίνακα 

x 2,9 2,99 2,999 2,9999 … 3,0001 3,001 3,01 3,1 

)(xfy =
     ....     

 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f  είναι 

 
 

 

β)  Ποιο είναι το 
3

lim ( )
x

f x
−→

; 

γ)  Ποιο είναι το 
3

lim ( )
x

f x
→ +

; 

δ) Υπάρχει το 
3

lim ( )
x

f x
→

; 
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Ε5)  

∆ίνεται η συνάρτηση 

2

3 1  ,   αν [0,1) (1,2]
1

( )        ,  αν x 1

3,  αν x (- ,0) (2, )

x x
x

f x

x

α

⎧ −⎪ ∈ ∪
−⎪⎪= ⎨ =⎪

⎪ + ∈ ∞ ∪ +∞⎪⎩

 

α)  Συµπληρώστε τον πίνακα 

x 0,9 0,99 0,999 1 1,001 1,01 1,1

)(xfy =     ;    

 

β)  Ποιο είναι το 
1

lim ( )
x

f x
−→

; 

 γ)  Ποιο είναι το 
1

lim ( )
x

f x
→ +

; 

δ)  Υπάρχει το 
1

lim ( )
x

f x
→

; 

ε)  Ποιο είναι το (1)f ; 

στ) Μπορεί, µε κατάλληλη αλλαγή στον τύπο της, να γίνει η g  συνεχής στο 

(0,2); 
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Ε6).  

∆ίνονται οι συναρτήσεις 3( ) 1f x x= −  και 2( ) 1g x x= − . Στο ίδιο σύστηµα 

αξόνων δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των f και g . 

 

 

 

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

1

2

3

 
α) Μέσω των γραφηµάτων µπορείτε να συµπληρώσετε τα παρακάτω; 

1) 
0

lim ( )
x

f x
+→

=                                         5 )  
1

lim ( )
x

f x
+→

=  

     2) 
0

lim ( )
x

f x
−→

=                                          6) 
1

lim ( )
x

f x
+→

=  

     3) 
0

lim ( )
x

g x
+→

=                                          7)  
1

lim ( )
x

g x
−→

=  

     4) 
0

lim ( )
x

g x
−→

=                                           8) 
1

lim ( )
x

g x
−→

=  

β) Υπάρχει σχέση των παραπάνω ορίων; Ποιά ; 

γ) Επαληθεύστε ή όχι το β) από τις γραφικές παραστάσεις σε σηµεία 

αποµακρυσµένα από το 0 και το 1. 

 

 

 

 

 

 

3( ) 1f x x= −

2( ) 1g x x= −
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Ε7).  

∆ίνονται οι συναρτήσεις ,f  και g και στο ίδιο σύστηµα αξόνων δίνονται οι 

γραφικές παραστάσεις των f και g . 

 

( )

2 1, 2 1
1, 1 2

5, 2
1, 2 3

2 2, 3 5

x x

f x

αν
χ αν χ
ανχ

χ αν χ
χ αν χ

⎧ + − ≤ ≤
⎪ + < <⎪⎪= =⎨
⎪ + < ≤⎪

− < ≤⎪⎩

        και   ( )g x =

2 3, 2 1
1, 1 2

2, 2
1, 2 3

2 10, 3 5

x xαν
χ αν χ
ανχ

χ αν χ
χ αν χ

⎧− + − ≤ ≤
⎪ + < <⎪⎪ =⎨
⎪ + < ≤⎪

+ < ≤⎪⎩

 

 

 
 
 
α) Yπάρχουν  τα όρια των f,g στο 0x =2; 
β)  Συγκρίνετε τα όρια των f,g στο 0x =2.  
γ) Που οφείλεται κατά τη γνώµη σας το αποτέλεσµα στο ερώτηµα β); 
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ΦΥΛΛΟ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ 
Ερώτηση  Ε1 
α) Συµπληρώστε τους πίνακες 1,2  
β)…………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………..
...................................................................................................................... 
γ) ………………………………………………………………………….. 
δ) ………………………………………………………………………….. 
ε) ………………………………………………………………………….. 
στ) ………………………………………………………………………… 
 
Ερώτηση  Ε2 
α)…………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………… 
β) ………………………………………………………………………… 
γ) ………………………………………………………………………….. 
δ) ………………………………………………………………………….. 
ε)…………………………………………………………………………...
......................................................................................................................
...................................................................................................................... 
στ) ………………………………………………………………………… 
 
Ερώτηση  Ε3 
α)…………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………… 
β) ………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………… 
γ) ………………………………………………………………………….. 
 
Ερώτηση  Ε4 
α) ) Συµπληρώστε τον πίνακα  
β) ………………………………………………………………………… 
γ) ………………………………………………………………………….. 
δ) ………………………………………………………………………….. 
 
Ερώτηση  Ε5 
α) Συµπληρώστε τον πίνακα 
β)…………………………………………………………………………  
γ) ………………………………………………………………………….. 
δ) ………………………………………………………………………….. 
ε) ………………………………………………………………………….. 
στ) ………………………………………………………………………… 
…………………………………………………………………………. 
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Ερώτηση  Ε6 
α) 
1.                   2.                    3.                  4. 
 
5.                   6.                    7.                  8. 
 
β)…………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………… 
γ) ………………………………………………………………………….. 
 
Ερώτηση  Ε7 
 
α)…………………………………………………………………………
…………………………………………………………………………… 
β) ………………………………………………………………………… 
γ)…………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………
……………………………………………………………………. 
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Σχόλια επί  των απαντήσεων 
    Παρουσιάζουµε παρακάτω ανά ερώτηση τις απαντήσεις και κάποια σχόλια.  

Ερώτηση Ε1 

α) Η συµπλήρωση των πινάκων έγινε από τους µαθητές µε τη βοήθεια 

υπολογιστή τσέπης. ∆εν συµπληρώθηκαν οι πίνακες από 5 µαθητές.  

β) ∆όθηκαν 8 σωστές απαντήσεις . ∆εν δόθηκε απάντηση από ένα  (01) 

µαθητή.  

  Παρατηρήσεις: 

 β.1) Υπήρξαν 4 µαθητές που απάντησαν ότι  όταν χ>1 οι τιµές της ( )f x  

πλησιάζουν στο 3 ενώ όταν χ<1 οι τιµές της ( )f x  πλησιάζουν στο 0 ή το 2. 

β.2)  Υπήρξαν 3 µαθητές που απάντησαν ότι  όταν το 0x  µικραίνει, µικραίνει 

και η τιµή της  ( )f x  και όταν το 0x  µεγαλώνει, µεγαλώνει και η τιµή της  

( )f x .Ένας µόνο στο τέλος συµπληρώνει ότι τελικά και στις δύο περιπτώσεις 

πλησιάζουν στο 3. 

β.3)  Από τους µαθητές που δεν συµπλήρωσαν τους πίνακες  δόθηκε µία 

σωστή απάντηση και 3 απάντησαν  όπως παρατήρηση  β.1  

γ) Στο ερώτηµα αυτό έχουµε 16 ΝΑΙ (σωστές απαντήσεις) και 2 ΟΧΙ (λάθος 

απαντήσεις).Οι απαντήσεις στα όχι είναι: όχι διότι είναι  απροσδιόριστη µορφή 

και όχι γιατί µας µιλάει για χ>1 και χ<1.Αξιοσηµείωτο είναι ότι από τις 16 

σωστές απαντήσεις οι 8 αφορούν µαθητές που στο ερώτηµα Ε1β δεν έχουν 

απαντήσει σωστά ή απάντησαν όπως παρατηρήσεις β.1,β.2. 

δ) Σωστές απαντήσεις    14 

    Λάθος  απαντήσεις     03 

   ∆εν δόθηκε απάντηση  01 

Εντύπωση προκαλεί το γεγονός ότι ενώ στα ερωτήµατα β),γ) έχουν απαντήσει 

σωστά λιγότεροι αντίστοιχα περισσότεροι µαθητές ο αριθµός των σωστών 

απαντήσεων διαφοροποιείται στο ερώτηµα  δ). 

ε) Σωστές απαντήσεις    10 

    Λάθος απαντήσεις     07 

   ∆εν δόθηκε απάντηση  01 
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Σηµειώνουµε το γεγονός ότι υπάρχουν 3 απαντήσεις που αναφέρουν ότι η 

συνάρτηση δεν ορίζεται για χ=1 και 2 απαντήσεις από τις οποίες φαίνεται ότι 

υπάρχει σύγχυση του 
1

lim ( )
x

f x
→

και του (1)f  

στ) 1)  6 µαθητές απάντησαν ότι η f  δεν είναι συνεχής στο1 

      2) 4 µαθητές απάντησαν όχι. Οι ίδιοι έχουν  απαντήσει σωστά στα 

προηγούµενα ερωτήµατα .Άρα 10 µαθητές θεωρούµε ότι έχουν 

διαπραγµατευθεί  και έχουν  απαντήσει σωστά στο ερώτηµα στ) 

      3) 3 µαθητές απάντησαν ότι η συνάρτηση δεν είναι συνεχής 

      Συµπερασµατικά στην ερώτηση Ε1 ένας πυρήνας 8-10 µαθητών απαντά µε 

επιτυχία το σύνολο σχεδόν των επί µέρους ερωτηµάτων. 

Ακολουθεί διάγραµµα.  

         

ΕΡΩΤΗΜΑ Ε1
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ΣΩΣΤΗ 13 8 16 14 10 10

ΛΑΘΟΣ 0 9 2 3 7 7

∆ΕΝ ΑΠΑΝΤ. 5 1 0 1 1 1

α β γ δ ε στ

  

  
 Ερώτηση Ε2 
Η ερώτηση Ε2 είναι ουσιαστικά ίδια µε την ερώτηση Ε1 .Η διαφορά έγκειται 

στο ότι τώρα δίνουµε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης και καλείται ο 

µαθητής να απαντήσει στα ερωτήµατα µε βάση τη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης .Οι απαντήσεις ανά υποερώτηµα έχουν ως εξής. 
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α) Σωστές απαντήσεις   08 

    Λάθος απαντήσεις     05 

   ∆εν δόθηκε απάντηση  05 

Στις λάθος απαντήσεις 2 µαθητές έχουν γράψει ότι τείνει στο 0 και ένας  

µαθητής ότι  τείνει στο  +∞   Σηµαντικός ο αριθµός των µαθητών που δεν 

απάντησαν.  Σε συζήτηση που έγινε στην τάξη την επόµενη µέρα από τη 

συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου ανέφεραν ως αιτία την ασάφεια της 

ερώτησης. Έχουµε να παρατηρήσουµε ότι ο αριθµός των σωστών απαντήσεων 

στο  υποερώτηµα Ε2 α) είναι ίδιος  µε τον αριθµό των σωστών απαντήσεων 

στο  υποερώτηµα Ε1 β) .Πρόκειται για το ίδιο ερώτηµα ουσιαστικά.  Η 

διαφορά έγκειται στο ότι στο υποερώτηµα Ε2 α) δίνουµε τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης  ενώ στο Ε1 β) δεν δίνουµε τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης . 

β) Σωστές απαντήσεις   14 

    Λάθος απαντήσεις     04 

   Παρατηρείται αναντιστοιχία των σωστών απαντήσεων στα ερωτήµατα 

α),β).∆εν φαίνεται να  υπάρχει κάποια εξήγηση. Ίσως είναι ένα θέµα που 

αξίζει να ερευνηθεί κατά τη γνώµη µου.  

 γ) Σωστές απαντήσεις   14 

    Λάθος απαντήσεις     03 

   ∆εν δόθηκε απάντηση 01 

Στις λανθασµένες απαντήσεις  υπάρχει απάντηση που επικαλείται την 

απροσδιοριστία  και δεν βρίσκει το (1)f  και σε  δύο άλλες υπάρχει  σύγχυση 

του 
1

lim ( )
x

f x
→

και του (1)f  

 

 

δ) Οι απαντήσεις που δόθηκαν έχουν ως εξής: 

• 5 µαθητές απάντησαν ότι δεν είναι συνεχής η f  στο 1 

• 7 µαθητές απάντησαν ότι δεν είναι ίδιες οι απαντήσεις  

• 6 µαθητές απάντησαν λάθος 
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Θεωρούµε ότι οι 12 µαθητές έχουν απαντήσει σωστά. Εντύπωση προκαλεί το 

γεγονός ότι 2 µαθητές που έχουν απαντήσει  σωστά στα δύο προηγούµενα 

υποερωτήµατα απαντούν τώρα λάθος.  

ε) Σωστές απαντήσεις   09 

    Λάθος απαντήσεις     04 

    ∆εν δόθηκε απάντηση 05 

Στις λανθασµένες απαντήσεις βρήκαµε  ότι 3 µαθητές υπολόγισαν το πεδίο 

ορισµού της συνάρτησης και  δίδουν αυτό ως απάντηση. 

στ) Οι απαντήσεις που δόθηκαν έχουν ως εξής: 

   Προτιµούν την δραστηριότητα Ε1:   03 µαθητές. 

   Προτιµούν την δραστηριότητα Ε2:   14 µαθητές. 

   Προτιµούν και τις δύο δραστηριότητες : 01 µαθητής. 

Είναι εµφανής η υπεροχή της δραστηριότητας Ε2 έναντι της Ε1.  

Συµπερασµατικά στην ερώτηση Ε2 ένας πυρήνας 8-10 µαθητών απαντά µε 

επιτυχία το σύνολο σχεδόν των επί µέρους ερωτηµάτων. Ο πυρήνας αυτός των 

8-10 µαθητών τάσσεται στο σύνολό του υπέρ της δραστηριότητας Ε2. 

Ακολουθεί διάγραµµα.  
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ΕΡΩΤΗΜΑ Ε2 
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Υποερώτηµα στ

Μ
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ητ
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   Ερώτηση Ε3 

Στην Ε3 δίνουµε την γραφική  παράσταση µιας συνάρτησης µε διαφορετικά 

πλευρικά όρια και τιµή στο 0 1x = . Οι απαντήσεις ανά υποερώτηµα έχουν ως 

εξής. 

α) Σωστές απαντήσεις   09 

    Λάθος απαντήσεις     02 

    ∆εν δόθηκε απάντηση 07 

Επικαλέστηκαν κάποιοι από τους µαθητές που δεν έδωσαν απάντηση ασάφεια 

της ερώτησης. 

β)  ΝΑΙ    01 

     ΟΧΙ    14 

     ∆εν δόθηκε απάντηση   03 

Η σωστή απάντηση είναι το ΟΧΙ. Η αιτιολόγηση στο σύνολο των σωστών 

απαντήσεων ποικίλει. Οι περισσότεροι  αιτιολογούν την απάντησή τους 

γράφοντας ότι τα πλευρικά όρια δεν είναι ίσα ή ότι η συνάρτηση δεν είναι 

συνεχής. 

γ)   Οι απαντήσεις έχουν ως εξής. 

     ΝΑΙ και είναι (1) 5f = :   15 

     ΟΧΙ :      0 

    ∆εν δόθηκε απάντηση :  03   
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Το σύνολο σχεδόν των µαθητών απάντησε σωστά. ∆ύο µαθητές απάντησαν 

χαρακτηριστικά  ΝΑΙ (1) 5f =  δεν έχω µυωπία. Οι απαντήσεις εκφράζουν τη 

δύναµη του σχήµατος .  

Συµπερασµατικά στην ερώτηση Ε3 ένας ελαφρά µεγαλύτερος αριθµός 

µαθητών (περίπου 13) απαντά µε επιτυχία το σύνολο σχεδόν των επί µέρους 

ερωτηµάτων. 

Ακολουθεί διάγραµµα 
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  Ερώτηση Ε4 

α)  Η συµπλήρωση του πίνακα έγινε από τους µαθητές µε τη βοήθεια 

υπολογιστή τσέπης. ∆εν συµπληρώθηκαν οι πίνακες από 5 µαθητές οι οποίοι 

εν τούτοις απάντησαν στα υποερωτήµατα. 

 β)  Οι απαντήσεις που δόθηκαν έχουν ως εξής: 

       Σωστές απαντήσεις:   16 

      Λάθος απαντήσεις :    0 

     ∆εν δόθηκε απάντηση: 02 

 

 

 



 97   

γ)  Οι απαντήσεις που δόθηκαν έχουν ως εξής: 

       Σωστές απαντήσεις:   16 

      Λάθος απαντήσεις :    0 

     ∆εν δόθηκε απάντηση: 02  

δ)  Οι απαντήσεις που δόθηκαν έχουν ως εξής: 

       ΝΑΙ:   16 

      ΟΧΙ :      0 

      ∆εν δόθηκε απάντηση: 02 

Συµπερασµατικά στην ερώτηση Ε4 η συντριπτική πλειοψηφία των µαθητών 

απάντησε σωστά και οµοιόµορφα σε όλα τα υποερωτήµατα. Ενεργοποιήθηκαν 

µαθητές που σε προηγούµενες  ερωτήσεις δεν είχαν απαντήσει. Κατά τη γνώµη 

µας το γράφηµα και η παρακολούθηση των µαθηµάτων-εργαστηρίων 

βοήθησαν προς αυτή την κατεύθυνση. Ακολουθεί διάγραµµα  
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Ερώτηση Ε5 

Η ερώτηση Ε5 όπως και η Ε1 δεν  έχει το γράφηµα της συνάρτησης. 

Οι απαντήσεις που δόθηκαν ανά υποερώτηµα  έχουν ως εξής: 

α) Ο πίνακας συµπληρώθηκε από 13 µαθητές επί συνόλου 18. 
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β) Η σωστή απάντηση είναι 
1

lim ( ) 3
x

f x
−→

= .Οι απαντήσεις έχουν ως εξής. 

   Σωστές απαντήσεις:   11 

  Λάθος απαντήσεις :    04 

  ∆εν δόθηκε απάντηση: 03  

Στις λανθασµένες απαντήσεις βρήκαµε την απάντηση 2,9971 που είναι η τιµή 

της f  για χ=0,999. 

γ) Η σωστή απάντηση είναι 
1

lim ( ) 3
x

f x
+→

= .Οι απαντήσεις έχουν ως εξής    

  Σωστές απαντήσεις:   12 

  Λάθος απαντήσεις :    03 

  ∆εν δόθηκε απάντηση: 03  

δ) Στο υποερώτηµα αυτό ζητείται να απαντήσουν οι µαθητές  αν υπάρχει το 

1
lim ( ) 3
x

f x
→

= . Οι απαντήσεις έχουν ως εξής : 

  

  Σωστές απαντήσεις:   08 

  Λάθος απαντήσεις :   07 

  ∆εν δόθηκε απάντηση: 03 

   Αξιοσηµείωτο και σε αυτή την περίπτωση  είναι το γεγονός  ότι ενώ 

υπάρχουν 12 περίπου   µαθητές  που έχουν απαντήσει σωστά στα   

υποερωτήµατα β),γ) 

και θα ανέµενε κανείς  αντίστοιχα σωστή απάντηση και στο υποερώτηµα δ) οι 

σωστές απαντήσεις είναι 8. Είναι ένα φαινόµενο που το έχουµε δει και σε 

προηγούµενα  υποερωτήµατα και χρήζει έρευνας. 

ε) Οι απαντήσεις έχουν ως εξής : 

  Σωστές απαντήσεις:   13 

  Λάθος απαντήσεις :   02 

  ∆εν δόθηκε απάντηση: 05 
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στ) Στο υποερώτηµα αυτό ζητείται ο προσδιορισµός του Rα ∈ ώστε η f να 

είναι συνεχής στο διάστηµα (0,2). Η σωστή απάντηση είναι  α=3. 

 Σωστές απαντήσεις:  02 

Απάντηση ΝΑΙ χωρίς να δίνεται τιµή για το α: 07 

Λάθος απαντήσεις :   01 

∆εν δόθηκε απάντηση: 05 

Απάντηση ΟΧΙ: 02 

∆εν  ξέρω: 01 

     Εκτιµούµε ότι οι σωστές απαντήσεις και η απάντηση ΝΑΙ απαντούν σωστά 

στο ερώτηµα.  

     Συµπερασµατικά στην ερώτηση Ε5 φαίνεται  ότι η έλλειψη γραφήµατος 

δυσκολεύει µια οµάδα µαθητών (3-4) να διαπραγµατευθεί σωστά τις 

ερωτήσεις. 

Ακολουθεί διάγραµµα 
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 Ερώτηση Ε6 

α) Οι απαντήσεις έχουν ως εξής : 

α.1)    Σωστές απαντήσεις:  14 

          Λάθος απαντήσεις :   00 

          ∆εν δόθηκε απάντηση: 04 

 

α.2)    Σωστές απαντήσεις:  14 

          Λάθος απαντήσεις :   00 

          ∆εν δόθηκε απάντηση: 04 

 

α.3)   Σωστές απαντήσεις:  14 

          Λάθος απαντήσεις :   00 

          ∆εν δόθηκε απάντηση: 04 

 

α.4)    Σωστές απαντήσεις:  14 

          Λάθος απαντήσεις :   00 

          ∆εν δόθηκε απάντηση: 04 

 

 

α.5)   Σωστές απαντήσεις:  12 

          Λάθος απαντήσεις :   02 

          ∆εν δόθηκε απάντηση:04 

 

 

α.6)   Σωστές απαντήσεις:  12 

          Λάθος απαντήσεις :   02 

          ∆εν δόθηκε απάντηση:04 

  

α.7)    Σωστές απαντήσεις:  12 

          Λάθος απαντήσεις :   02 

          ∆εν δόθηκε απάντηση: 04 
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α.8)    Σωστές απαντήσεις:  12 

          Λάθος απαντήσεις :   02 

          ∆εν δόθηκε απάντηση: 04 

β)    Στο ερώτηµα αυτό αν υπάρχει σχέση των ορίων και ποια έχουµε τις 

παρακάτω απαντήσεις. 

• 07 µαθητές δεν απαντούν  

• 11 µαθητές απαντούν σωστά και ανακαλύπτουν τη σχέση των ορίων. 

γ)    ∆εν απάντησαν 09 µαθητές. Οι υπόλοιποι 09 άλλοι πιο αναλυτικά και 

άλλοι σχεδόν  µονολεκτικά αναφέρουν-σωστά- ότι δεν επαληθεύεται το 

συµπέρασµα του ερωτήµατος β) σε σηµεία διαφορετικά των 0 και1.  

    Συµπερασµατικά στην ερώτηση Ε6 φαίνεται  ότι η ύπαρξη γραφηµάτων και 

η «απλότητα» αυτών βοηθά µεγάλο ποσοστό µαθητών να απαντούν και 

µάλιστα σωστά. Σε περίπτωση όµως που οι ερωτήσεις γίνονται πιο σύνθετες οι 

σωστές απαντήσεις µειώνονται .  

Ακολουθεί διάγραµµα. 
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Ερώτηση Ε7 

Οι απαντήσεις ανά υποερώτηµα έχουν ως εξής.  

α)     Σωστές απαντήσεις:  10 

         Λάθος απαντήσεις :   03 

         ∆εν δόθηκε απάντηση: 05 

  β)    Σωστές απαντήσεις:  10 

         Λάθος απαντήσεις :   03 

         ∆εν δόθηκε απάντηση: 05 

γ)    Στο ερώτηµα αυτό απρόσµενα για εµένα –διότι είχαµε διαπραγµατευθεί 

αντίστοιχο θέµα και στο 1ο µάθηµα – εργαστήριο και µέσα στην τάξη –

υπήρξαν µόνο 3 σωστές απαντήσεις . Οι υπόλοιποι µαθητές είτε δεν 

απάντησαν είτε απάντησαν δεν ξέρω. Σε συζήτηση που έγινε στην τάξη την 

επόµενη µέρα από τη συµπλήρωση του ερωτηµατολογίου ανέφεραν ως αιτία 

την ασάφεια της ερώτησης. ∆εν θεωρώ ότι κάτι τέτοιο ευσταθεί αφού 

τονίστηκε το ζήτηµα αυτό από µέρους µου. Ενδεχοµένως δεν τονίστηκε όσο  

θα έπρεπε. 
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Συµπεράσµατα 
 

• Οι µαθητές µετείχαν πολύ πιο ενεργά (ερωτήσεις,απόψεις) κατά τη 

διδασκαλία του ορίου και της συνέχειας στο εργαστήριο σ’ αντίθεση µε 

τη συµµετοχή τους στο  καθηµερινό  παραδοσιακό µάθηµα. Αυτό ήταν 

ιδιαίτερα αισθητό στους λεγόµενους  αδιάφορους µαθητές. Οι ίδιοι 

µαθητές  συµπλήρωσαν τα ερωτηµατολόγια σ’ αντίθεση µε τα γραπτά 

ωριαία διαγωνίσµατα όπου παρατηρείται το φαινόµενο να αποχωρούν 

µετά από σύντοµο χρονικό διάστηµα από την τάξη. 

• Οι µαθητές ανταποκρίθηκαν µε επιτυχία (πχ Ε6) στην εύρεση του ορίου 

και της συνέχειας µιας συνάρτησης µέσω της γραφικής παράστασής της 

όταν η συνάρτηση έχει ένα κλάδο. 

• Η εύρεση του ορίου µέσω της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης 

µε κλάδους διαπιστώθηκε ότι δυσκολεύει τους µαθητές στα σηµεία που 

η συνάρτηση αλλάζει τύπο. Πολλοί µαθητές µπερδεύουν το όριο µε την 

τιµή  της συνάρτησης. Η µελέτη  της συνέχειας µιας συνάρτησης µε 

κλάδους διαπιστώθηκε ότι δυσκολεύει τους µαθητές στα σηµεία που η 

συνάρτηση αλλάζει τύπο.  

• Οι µαθητές απαντούν στο σύνολό τους  σχεδόν ότι προτιµούν  να 

µιλούν  για το όριο µιας συνάρτησης  µέσω της γραφικής παράστασης. 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

 

 
    Η πρόταση διδασκαλίας που παρουσιάσαµε και εφαρµόσαµε παρά τις 

ατέλειες στην προετοιµασία και υλοποίησή της –δεν υπήρχε προηγούµενη 

εµπειρία από µέρους  µου- µπορεί συµπληρωµατικά να βοηθήσει τους µαθητές 

στην καλύτερη κατανόηση των εννοιών του ορίου και της συνέχειας µιας 

συνάρτησης. 

   Η απόκτηση εµπειρίας σε τέτοιου  είδους δραστηριότητες  στο σχολείο , η 

επιλογή ίσως λιγότερων και πιο εύστοχων παραδειγµάτων, η ύπαρξη καλής 

υλικοτεχνικής υποδοµής και πιο ευέλικτου λογισµικού θα βοηθήσει τους 

µαθητές στην καλύτερη κατανόηση εννοιών όπως του ορίου και της συνέχειας.       

 

 

 

 

 

 

 

   

       

 

 

  

 

 

 

 
  



 105   

 

 

Βιβλιογραφία 

Γιαννακούλιας, Ε.(2007) «Απειροστικός Λογισµός. Η Ιστορική του εξέλιξη 

από τον 5ο π.χ. έως και τον 19ο αιώνα.»   Αθήνα: Εκδόσεις Συµµετρία  

Ζαχαριάδης,Θ. (2004) Η ∆ιδακτική του  Απειροστικού Λογισµού.  Σηµειώσεις 

παραδόσεων. Αθήνα: Πανεπιστήµιο Αθηνών,Τµήµα Μαθηµατικών  

Κλαουδάτος,Νίκος (1996) «∆ιδακτική των Μαθηµατικών» Σηµειώσεις του 

µαθήµατος. Αθήνα: Πανεπιστήµιο Αθηνών  

Κυριαζής, Α. – Μπακογιάννης, Σ.(2003) «Η χρήση Νέων Τεχνολογιών στην 

Εκπαίδευση». Αθήνα: Εκδόσεις Νέων  Τεχνολογιών 

Νεγρεπόντης, Σ. – Γιωτόπουλος, Σ. – Γιαννακούλιας, Ε.(1987) «Απειροστικός 

Λογισµός» Τόµος I. Αθήνα: Εκδόσεις Συµµετρία 

Ντούγιας, Σ.(2003) «Απειροστικός Λογισµός Ι». Αθήνα: Εκδόσεις Leader 

Books 

Σπύρου, Π. (2000) Επιστηµολογία των   Μαθηµατικών. Αθήνα: Πανεπιστήµιο 

Αθηνών,Τµήµα Μαθηµατικών.   

Τουµάσης, Χ. (1994) «Σύγχρονη ∆ιδακτική των Μαθηµατικών». Αθήνα: 

Εκδόσεις Gutenberg. 

Bell, E.(1995)  «Οι Μαθηµατικοί» 2 τόµοι. Ηράκλειο Κρήτης: 

Πανεπιστηµιακές εκδόσεις Κρήτης.  

Boyer, B. Carl(1939) .”The History of Calculus and its Conceptual 

Development,reprinted by Dover, New York 1959” 

Brousseau, G. (1988) «Fondements et mèthodes de la didactique des 

mathématiques, Thesis, University of Bordeaux. 



 106   

Cornu, B. (1981) Ápprentisagge de la notion de limite: modeles spontanes et 

modeles propres, Actes du Cinquième Colloque du Graipe Internationale PME, 

Grenoble 322-326. 

Cornu, B. (1983) Ápprentisagge de la notion de limite: Conceptions et 

obstacles, Thése de doctorat de toisieme cycle L’ Université Scientifique et 

Medicale de Grenoble. 

Grabiner, V. Judith (1983) «Ποιος µας έδωσε το έψιλον; Ο Cauchy και οι 

αρχές του αυστηρού Λογισµού». 

Henry, M. (2001) ∆ιδακτική Μαθηµατικών,(Σπύρου Π,µετάφραση) Αθήνα: 

Πανεπιστήµιο Αθηνών,Τµήµα Μαθηµατικών.  

Robert, Aline (1982a) L’ Acquisition de la notion de convergence des suites 

numeriques dans l’ Enseignement Supérieur, Thése de Doctorat d’ État, Paris 

VII 

Robert, Aline (1982b) L’ Acquisition de la notion de convergence des suites 

numeriques dans l’ Enseignement Supérieur, Recherches en Didactique des 

Mathematiques 3, 307-341. 

Schwarzenberger, R.L.E. & Tall (1978) «Conflicts in the learning of real 

numbers and limits» Mathematics Teaching, 82, 44-49. 

Spivak, M. «∆ιαφορικός και Ολοκληρωτικός Λογισµός»  

(1991  Μετάφραση Α. Γιαννόπουλος). Ηράκλειο Κρήτης: Πανεπιστηµιακές 

εκδόσεις Κρήτης.   

Tall, D.O. & Vinner, S (1981) «Consept image and concept definition in 

mathematics with particular reference to limits and continuity» Educational 

Studies in Mathmatics 12(2), 151-169.  


