
 
  

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 

ΤΜΗΜΑ MΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

ΤΜΗΜΑ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ, ΙΣΤΟΡΙΑΣ 

ΚΑΙ  ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  

 

 

ΤΜΗΜΑ ΦΙΛΟΣΟΦΙΑΣ – ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΗΣ & ΨΥΧΟΛΟΓΙΑΣ 
 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΥΠΡΟΥ 

ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ  

ΤΜΗΜΑ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ ΑΓΩΓΗΣ 

∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδών  

“∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΚΑΙ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ” 
 

 
ΜΑΝΑΡΙ∆ΗΣ ΑΛΕΞΑΝ∆ΡΟΣ 

 
 
 
 
 
Η ∆ΙΑΧΕΙΡΙΣΗ ΤΗΣ ΑΛΛΗΛΕΠΙ∆ΡΑΣΗΣ ΣΤΗΝ ΤΑΞΗ 

ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ: ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΑ ∆ΙΛΗΜΜΑΤΑ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ιπλωµατική Εργασία 
Επιβλέπων καθηγητής: Σακονίδης Χαράλαµπος 



 
ΑΘΗΝΑ 2005 

 
 

Η παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία 

εκπονήθηκε στo  πλαίσιo των σπουδών 

για την απόκτηση του 

Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος Ειδίκευσης 
που απονέµει το  

∆ιαπανεπιστηµιακό – ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεπταπτυχιακών 

Σπουδών 

 «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών»  

Εγκρίθηκε την 12η Οκτωβρίου 2005, από Εξεταστική Επιτροπή 

αποτελούµενη από τους : 

 

 
 

Ονοµατεπώνυµο Βαθµίδα Υπογραφή 
 

1) Σακονίδης Χαράλαµπος(επιβλέπων Καθηγητής) 

 

Αναπληρωτής 

Καθηγητής 

 

 

……………. 

 

2) Πόταρη ∆έσποινα 

 

Αναπληρώτρια 

Καθηγήτρια 

 

 

………..… 

 

3) Ζαχαριάδης Θεοδόσης 

 

Αναπληρωτής 

Καθηγητής 

 

 

………...… 

 
 

 2 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στη γυναίκα µου, Μαρία  
Και στα παιδιά µου,  
Βενιαµίν, Κωνσταντίνο και Κατερίνα 
Για να µετριάσω λίγο τις ατελείωτες 
ώρες που τους στερήθηκα  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 3 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Κι αυτό ακόµα το σκαλί το πρώτο  
Πολύ από τον κοινό τον κόσµο απέχει. 
Εις το σκαλί για να πατήσεις τούτο 
Πρέπει µε το δικαίωµά σου νάσαι 
Πολίτης εις των ιδεών την πόλι. 
 
Το πρώτο σκαλί 
Κ.Π. Καβάφης 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 4 



 
 

 
ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 
Περίληψη…………………………………………………………………….σελ. 6 
 
Εισαγωγή……………………………………………………………………..σελ. 7 
 
Κεφάλαιο 1ο 
Bιβλιογραφικό Πλαίσιο 
1.1. Εισαγωγή………………………………………………………………...σελ. 11 
1.2. ∆ιδακτικές πρακτικές……………………………………………………σελ. 13 
1.3. Μαθηµατικά και µάθηση………………………………………………...σελ. 14 
1.4. Μαθησιακά περιβάλλοντα……………………………………………….σελ. 16 
1.5. Ο ρόλος του εκπαιδευτικού……………………………………………...σελ. 19 
1.6. Οι επεµβάσεις του εκπαιδευτικού……………………………………….σελ. 25 
1.7. Αλληλεπίδραση στην τάξη των µαθηµατικών…………………………...σελ. 28 
1.8. Επικοινωνία-∆ιάλογος στην τάξη των µαθηµατικών……………………σελ. 24 
 
Κεφάλαιο 2ο  
Η έρευνα 
2.1. Εισαγωγή…………………………………………………………………σελ. 34 
2.2. Γιατί έρευνα δράση: βασικά  χαρακτηριστικά……………..…………….σελ. 35 
2.3. Μεθοδολογία της παρούσας µελέτης…………………………………….σελ. 38 
 
Κεφάλαιο 3ο 
Ανάλυση και παρουσίαση των δεδοµένων 
3.1. Εισαγωγή…………………………………………………………………σελ. 42 
3.2. ∆ιλήµµατα επιστηµολογικού περιεχοµένου……………………………...σελ. 43 
3.3. Επικοινωνιακά διλήµµατα………………………………………………..σελ. 58 
3.4. Συνεργασία εκπαιδευτικού – ερευνητών ………………………………...σελ. 74 
         Επιστηµολογικά χαρακτηριστικά της διδασκαλίας……………………..σελ. 75 
         Εστίαση στην επικοινωνία………………………………………………σελ. 79 
 
Κεφάλαιο 4ο  
Συζήτηση……………………………………………………………………...σελ.82 
∆ιλήµµατα στην τάξη των Μαθηµατικών Επιστηµολογικά & Επικοινωνιακά  σελ. 83 
Συνεργασία εκπαιδευτικού και ερευνητών περιεχόµενο και χαρακτηριστικά   σελ. 90 
 
 
Κεφάλαιο 5ο 
Συµπεράσµατα……………………………………………………………..…σελ. 94 
 
Βιβλιογραφικές αναφορές………………………………………………..….σελ. 98 
 
Παράρτηµα  
Φύλλο εργασίας για την Ευκλείδεια ∆ιαίρεση στην Α΄ Γυµνασίου 
 

 5 



Περίληψη 
 

Η παρούσα διπλωµατική αφορά στα διδακτικά διλήµµατα  µε τα οποία 

έρχεται αντιµέτωπος ο εκπαιδευτικός και στις στιγµιαίες αποφάσεις που παίρνει 

προκειµένου να τα αντιµετωπίσει. Η µέχρι τώρα έρευνα, δυστυχώς,  δεν παρέχει 

επαρκείς πληροφορίες απευθείας αλλά αγγίζει το θέµα περιφερειακά, καθώς αναφέρει 

καταστάσεις και συνθήκες κάτω από τις οποίες πραγµατώνονται τα διλήµµατα. 

∆ιλήµµατα ξεκινούν πριν τη διδασκαλία, καθώς ο εκπαιδευτικός προβληµατίζεται για 

το πως θα παρουσιάσει µια µαθηµατική ιδέα στην τάξη του, προκειµένου να γίνει 

κατανοητή και διαθέσιµη. Όµως στην πραγµατικότητα της τάξης διλήµµατα 

πηγάζουν από τις απαντήσεις και παρεµβάσεις  των µαθητών, την  πραγµάτωση των 

διδακτικών στόχων και, αναπόφευκτα , το βασανιστικό δίληµµα του χρόνου. 

Κατά τη διάρκεια της έρευνας αναπτύχθηκε µια συνεργασία µεταξύ εµού και 

των υπεύθυνων καθηγητών µου,  η οποία θα µπορούσε να υποστηριχτεί ότι έφερε τα 

χαρακτηριστικά µιας ‘κοινότητας  διδακτικής πρακτικής’ των µαθηµατικών.  Στο 

πλαίσιο αυτής της κοινότητας αναδείχτηκαν οι  επιπτώσεις αυτής της συνεργασίας 

στη µετατόπιση της διδακτικής προσέγγισης προς εναλλακτικές πρακτικές, οι οποίες 

ενθαρρύνουν την ενεργό κατασκευή του µαθηµατικού νοήµατος από το µαθητή. 

Προκειµένου να απαντηθεί το ερευνητικό πρόβληµα που τέθηκε, 

καταγράφηκαν και αποµαγνητοφωνήθηκαν έξι µαθήµατα,  τρία σε τµήµα της Α΄  

γυµνασίου και τρία σε τµήµα της Β΄  γυµνασίου, στα οποία δίδασκα. Κάθε 

διδασκαλίας προηγούνταν συνεργασία µου µε τους υπεύθυνους καθηγητές µου 

σχετικά µε το µαθηµατικό της περιεχόµενο και τη διαχείρισή του στην τάξη και µε 

ιδιαίτερη έµφαση στα διλήµµατα που ήταν πιθανό να προκύψουν ή είχαν προκύψει 

από προηγούµενες διδασκαλίες.  Η ανάλυση τόσο των αποµαγνηφωνηµένων 

µαθηµάτων όσο και της επικοινωνίας µεταξύ εµού και των υπευθύνων καθηγητών, οι 

οποίοι δρούσαν ως ερευνητές της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών επικεντρώθηκε στον 

εντοπισµό, την κατηγοριοποίηση και την συζήτηση – ερµηνεία αυτών των 

διληµµάτων.  Τα αποτελέσµατα αυτής της ανάλυσης έδειξαν ότι σε ότι αφορά την 

προέλευση είναι κυρίως επιστηµολογικού και επικοινωνιακού χαρακτήρα και 

συνδέονται άµεσα µε τη διαχείριση του διδακτικού χρόνου και τους περιορισµούς του 

αναλυτικού προγράµµατος. Η συνεργασία εκπαιδευτικού και ερευνητών, παρά την 

πολυπλοκότητά της φάνηκε να δρα θετικά στην εναλλακτική  ανάγνωση των 

διδακτικών πρακτικών και πιθανά στην τροποποίησή τους. 
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Εισαγωγή 
 

∆ιδάσκω 17 χρόνια µαθηµατικά,  τα οποία ανέκαθεν µου άρεσαν. Έτσι, 

θεώρησα ως φυσικό επακόλουθο της µαθητικής µου πορείας την εισαγωγή µου σε 

ένα τριτοβάθµιο Τµήµα Μαθηµατικών. Ως µαθητής δε θυµάµαι να αντιµετώπισα ποτέ 

κάποιο πρόβληµα κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών, αν και διδάχθηκα το 

συγκεκριµένο µάθηµα  – όπως συνηθιζόταν τότε – µε µια τελείως φορµαλιστική 

διδασκαλία, τόσο στα µαθητικά χρόνια του γυµνασίου όσο και του λυκείου. Ο 

συµπεριφορισµός στην ακµή του και χιλιάδες µαθητές να προσπαθούν να 

εναρµονιστούν µε τις απαιτήσεις των σχολικών µαθηµατικών. Ο µοναδικός ρόλος 

που παραχωρούνταν στους µαθητές  κατά τη διδασκαλία ήταν η αντιγραφή ασκήσεων 

και αποδείξεων από τον πίνακα και η απάντηση σε µερικές ερωτήσεις, κατεξοχήν 

ανάκλησης από τη µνήµη,  που απευθύνονταν στην τάξη. Σε καµία φάση της 

διδασκαλίας δεν υπήρχε µαθηµατική πρόκληση και η παρουσία του δασκάλου ήταν 

κυρίαρχη κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας.  Με ‘συγκινούσε’ πάντα η επίλυση 

ασκήσεων, όπου το ασαφές και αόριστο στο ξεκίνηµα καταλήγει να γίνεται 

συγκεκριµένο και οδηγεί στην απόδειξη-λύση.  

Ξεκίνησα τη διδασκαλική µου πορεία από το φροντιστηριακό χώρο, όπου 

δίδασκα σε µαθητές µεγάλων τάξεων του λυκείου, τους οποίους και προετοίµαζα για 

την εισαγωγή τους στο Πανεπιστήµιο. Τα τελευταία τρία χρόνια διδάσκω στο 

γυµνάσιο ενός  από τα µεγαλύτερα ιδιωτικά σχολεία της χώρας. Το σχολείο µου 

προσφέρει κάθε δυνατότητα και µέσο προκειµένου να το χρησιµοποιήσω στη 

διδασκαλία µου, όπως εποπτικό υλικό, αίθουσα µε ηλεκτρονικούς υπολογιστές και 

αρχείο µε κατάλληλες δραστηριότητες. Είναι δε ανοικτό σε ο,τιδήποτε  νέο και 

πρωτοποριακό προκειµένου για µια επιτυχή διδασκαλία. Τα µαθηµατικά είναι ένα 

µάθηµα, στο οποίο παραδοσιακά δίνεται µεγάλη βαρύτητα. Υπάρχει, µάλιστα, η 

δυνατότητα, προκειµένου για µαθητές µε ιδιαίτερη έφεση και ικανότητα στη 

µαθηµατική σκέψη, να γίνονται κάποια µαθήµατα εκτός αναλυτικού προγράµµατος, 

για την προετοιµασία τους σε µαθηµατικούς διαγωνισµούς. 

Όλα αυτά τα χρόνια προσπαθώ να φέρω τα παιδιά πιο κοντά στα 

µαθηµατικά, δίνοντας έµφαση κατά τη διδασκαλία µου στην κατανόηση του 

περιεχοµένου και όχι µόνο  στη χρήση των εννοιών. Μεταξύ άλλων στις διδακτικές 

µου προτεραιότητες είναι ο περιορισµός  της µαθηµατικοφοβίας που χαρακτηρίζει 
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µία µεγάλη µερίδα των µαθητών, µε απώτερο στόχο  τα µαθηµατικά να γίνουν  

προσιτά και διαθέσιµα χωρίς όµως να χάσουν την αυστηρότητα που πρέπει να τα 

διακρίνει. Έτσι, προσπαθώ να αφουγκράζοµαι τις ανάγκες των µαθητών, γνωστικές 

και συναισθηµατικές,  έτσι όπως αυτές διατυπώνονται  µέσα στην τάξη και να τους 

βοηθήσω να ξεπεράσουν τα εµπόδια που δηµιουργούνται στην κατάκτηση µιας 

µαθηµατικής έννοιας. Σκοπός µου είναι µέσα από τη διδασκαλία µου να ενισχύσω 

την αυτοεκτίµησή τους και να τους κάνω να αισθανθούν σίγουροι για τις γνώσεις που 

αποκτούν, ελαχιστοποιώντας έτσι το ‘άγχος των µαθηµατικών’(Βοσνιάδου,1995 

σελ.143), την ιδιαίτερη δηλαδή έλλειψη αυτοπεποίθησης στην ικανότητα κάποιου να 

τα καταφέρει στα µαθηµατικά. Προς αυτήν την κατεύθυνση  επιχειρώ να εντάξω  τις 

απόψεις τους στη διδασκαλία µου, να δηµιουργώ ένα µαθησιακό περιβάλλον το οποίο 

να ευνοεί την ανάπτυξη του διαλόγου και της µαθηµατικής σκέψης και 

προβληµατισµού µε το να µη επικρίνω  ή αποδοκιµάζω τις σκέψεις τους. Προσπαθώ 

να τους βοηθήσω να ξεπεράσουν τυχόν εµπόδια που εµφανίζονται µε το να επιλύω 

και να αναλύω τους προβληµατισµούς τους,  ώστε να αποσαφηνίζονται οι έννοιες 

και, στη συνέχεια, να αναδεικνύεται η χρηστικότητά τους. Μέσω των διδακτικών µου 

προσεγγίσεων οι καινούργιες έννοιες και συµβολισµοί να εισάγονται ως µία 

ανθρώπινη αναγκαιότητα, ώστε να ξεδιπλώνονται ως µια ανθρώπινη δραστηριότητα 

και όχι ως κάτι που επιβάλλεται άνωθεν. Με αυτόν τον τρόπο, αναγνωρίζω  τη 

συµβολή των µαθητών µου ,συζητώντας και αναλύοντας τις προτάσεις τους, χωρίς να 

τις απορρίπτω αβασάνιστα. 

Θεωρώ ότι, προκειµένου για µία αποτελεσµατική διδασκαλία, ο 

εκπαιδευτικός πρέπει να βρίσκεται σε µια διαρκή αναζήτηση,  ώστε να  εξελίσσει τις 

διδακτικές του πρακτικές. Η αναζήτηση αυτή  είναι σηµαντικό να έχει  εφαλτήριο τον 

προβληµατισµό του ίδιου σε θέµατα που διαδραµατίζονται στην τάξη του  ( τρόπος 

πρόσληψης και επεξεργασίας των εννοιών από τους µαθητές, ποσοτική µελέτη  των 

αποτελεσµάτων µιας διδασκαλίας µέσα από τα αποτελέσµατα κάποιων γραπτών 

δοκιµασιών των µαθητών) σε συνδυασµό µε τα σχετικά ευρήµατα και τις 

επισηµάνσεις της αντίστοιχης θεωρητικής και ερευνητικής βιβλιογραφίας .  Ένας 

ακόµη παράγοντας, που επιβάλλεται να προβληµατίζει τους εκπαιδευτικούς, αφορά 

στις αλλαγές που επιφέρει η επικοινωνία και η εύρεση πληροφοριών που µπορούν να 

επηρεάσουν άµεσα τις συνθήκες στην εκπαίδευση. Ο δάσκαλος δεν είναι η µόνη πηγή 

πληροφοριών. Σηµαντικό ρόλο σ΄ αυτή την πληροφόρηση αρχίζει τα τελευταία 

χρόνια να αναλαµβάνει και η οικογένεια, αλλά και το ευρύτερο κοινωνικό και 
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πολιτισµικό περιβάλλον των µαθητών, καθώς το ενδιαφέρον για το πώς και τι 

µαθαίνουν οι µαθητές αυξάνεται συνεχώς.. Συχνά δε αυτή η πληροφόρηση δρα 

ανασταλτικά στο εκπαιδευτικό έργο που επιτελείται στο σχολείο.  Για παράδειγµα, 

παρατηρείται τα τελευταία χρόνια η τάση ο,τιδήποτε ζορίζει τους µαθητές να 

εξαιρείται του αναλυτικού προγράµµατος, µετά από ‘πιέσεις’ του ευρύτερου 

κοινωνικού περίγυρου, χρησιµοποιώντας ως επιχείρηµα την  αποτυχία των µαθητών 

στις εξετάσεις.  

 Σηµαντική συµβολή στη προσέγγισή µου είχε  το µεταπτυχιακό πρόγραµµα 

της διδακτικής των µαθηµατικών. Μέσα από τον κύκλο των µαθηµάτων του είχα την 

ευκαιρία να µελετήσω την επίδραση στη µάθηση των νέων τεχνολογιών, τις 

τελευταίες εξελίξεις στην έρευνα της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών και ειδικότερα 

τα πρόσφατα σχετικά συµπεράσµατα της γνωστικής ψυχολογίας. Σηµαντικό ρόλο στη 

µελέτη, αλλαγή και επαναπροσδιορισµό των διδακτικών µου προσεγγίσεων έπαιξε η 

επαφή µου µε τον χώρο της έρευνας στη ∆ιδακτική των Μαθηµατικών. Τα 

αποτελέσµατα των ερευνών συχνά µου προσέφεραν  απαντήσεις σε συµπεριφορές 

των µαθητών µου, τις οποίες που µέχρι εκείνη τη στιγµή  µετέφραζα ως άγνοια, ή 

επιπολαιότητα και έλλειψη ενδιαφέροντος, χωρίς να αναστοχάζοµαι  επί των δικών 

µου ενεργειών. Οι συζητήσεις που λάµβαναν χώρα στο πλαίσιο των διαφόρων 

µαθηµάτων άνοιγαν καινούργιες προοπτικές, προκειµένου να εξελίξω τις διδακτικές 

µου πρακτικές και, ταυτόχρονα, να συνειδητοποιήσω την αναποτελεσµατικότητα 

κάποιων άλλων.  

Θέλοντας να µη µείνω απλά θεατής και γνώστης  των εξελίξεων,  αλλά να 

συµµετάσχω ενεργά σε µία ερευνητική διαδικασία , µε τη συµβολή και βοήθεια των 

καθηγητών µου, αποφάσισα να ασχοληθώ στη µεταπτυχιακή µου εργασία µε ένα 

ερευνητικό θέµα . Μέσα από αυτήν ήθελα να επιδιώξω να κατανοήσω καλύτερα τις 

δικές µου διδακτικές πρακτικές και, πιο συγκεκριµένα, να εντοπίσω στοιχεία που τις 

διέπουν και, στη συνέχεια, να επιχειρήσω να τις επαναπροσδιορίσω, µε βάση ένα 

επιστηµονικά συγκροτηµένο πλαίσιο αναφοράς, µε απώτερο στόχο την εξέλιξή τους.    

Η εργασία περιλαµβάνει πέντε κεφάλαια.  Στο πρώτο κεφάλαιο  

αναφέρονται στοιχεία από τη σχετική βιβλιογραφία τα οποία οριοθετούν το πλαίσιο 

και της συνθήκες κάτω από τις οποίες δηµιουργούνται διδακτικά διλήµµατα.  Στο 

δεύτερο και τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται η µεθοδολογία της έρευνας δράσης που 

υιοθετήθηκε για τους σκοπούς της µελέτης και η ανάλυση των δεδοµένων αντίστοιχα, 

η οποία στηρίχτηκε σε έξι αποµαγνητοφωνηµένες διδασκαλίες µου σε τµήµατα της Α 
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και Β γυµνασίου στα οποία δίδασκα.  Το τέταρτο και πέµπτο  περιλαµβάνουν τη 

συζήτηση και τα συµπεράσµατα της έρευνας, όπως αυτά προκύπτουν µε βάση τη 

βιβλιογραφική ανασκόπηση και την ανάλυση των δεδοµένων. 
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Κεφάλαιο 1ο 
 

Βιβλιογραφικό Πλαίσιο 
 
1.1. Εισαγωγή  

Συχνά η διδασκαλία των µαθηµατικών στην τάξη θεωρείται ως µία 

µεθοδική και κατευθυνόµενη από τους εκπαιδευτικούς δραστηριότητα, µε 

σκοπό να εισάγει και να προωθήσει στους µαθητές τη µαθηµατική γνώση. Ο 

τρόπος µε τον οποίο γίνεται η εισαγωγή αυτή εξαρτάται πρωτίστως από τον 

δάσκαλο, ο οποίος αναδεικνύεται µέσα από τις  διδακτικές  πρακτικές που 

ακολουθεί. Ο Ernest(1991), θεωρώντας την προσωπική φιλοσοφία του 

εκπαιδευτικού για τη µαθηµατική επιστήµη ως τη βάση επάνω στην οποία 

οικοδοµείται η οπτική που διαµορφώνει για τα σχολικά µαθηµατικά, 

υποστήριξε ότι αυτή η φιλοσοφία επηρεάζει τις πεποιθήσεις του για τη 

διδασκαλία και τη µάθησή τους, αλλά και τις σχετικές πρακτικές του. Ο 

Schoenfeld (1992) προχώρησε ένα βήµα παραπάνω, ισχυριζόµενος ότι οι 

πεποιθήσεις αυτές όχι µόνο επηρεάζουν τις διδακτικές πρακτικές του 

εκπαιδευτικού, αλλά ότι υπάρχει µία σχέση άµεσης αιτιότητας µεταξύ των δύο. 

Συγκεκριµένα, σηµειώνει: «Η αίσθηση του δασκάλου για τη µαθηµατική 

προσέγγιση  καθορίζει τη φύση του περιβάλλοντος της  τάξης  που ο δάσκαλος 

δηµιουργεί. Το περιβάλλον αυτό διαµορφώνει, στη συνέχεια, τις πεποιθήσεις 

των µαθητών για τη φύση των µαθηµατικών». Σήµερα, η έρευνα έχει πλέον 

τεκµηριώσει σε αρκετά ικανοποιητικό βαθµό το γεγονός ότι οι πεποιθήσεις, οι 

αντιλήψεις και οι στάσεις του εκπαιδευτικού έναντι των µαθηµατικών 

διαµορφώνουν και τη διδακτική του συµπεριφορά (για παράδειγµα, Brown & 

Borko 1992, Brown, Cooney & Jones 1990). 

Υπάρχει κοινή αποδοχή τόσο των ερευνητών όσο και των 

εκπαιδευτικών, παρά τις ενδεχόµενες διαφορές που διατυπώνονται, ότι η 

σχολική τάξη πρέπει να είναι ο χώρος, στον οποίο η γνώση δηµιουργείται και 

δεν ‘ανακοινώνεται’.  Ο παραπάνω  ισχυρισµός υποστηρίζεται από τον  Piaget, 

όταν διατυπώνει την άποψη ότι (Γαγάτσης,1995): «… ο µαθητής µαθαίνει 

προσαρµοσµένος σε ένα περιβάλλον που είναι συντελεστής αντιφάσεων, 

δυσκολιών, ανατροπής,  ισορροπιών, περίπου όπως στην ανθρώπινη κοινωνία. 
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Αυτή η γνώση, καρπός της προσαρµογής του µαθητή, εκδηλώνεται µε 

καινούργιες απαντήσεις που είναι η απόδειξη της µάθησης.» 

Οι διάφορες αλλαγές που λαµβάνουν χώρα στην πιο πάνω κατεύθυνση θέτουν 

καινούργιες απαιτήσεις από τον εκπαιδευτικό. Έτσι, είναι φανερό ότι η  βελτίωση της 

διδασκαλίας  θα πρέπει να βρίσκεται στο επίκεντρο της έρευνας της ∆ιδακτικής των 

Μαθηµατικών, ώστε να παρέχει τα εργαλεία µελέτης και ερµηνείας των παραγόντων, 

οι οποίοι έχουν ως στόχο τη βελτίωση της ποιότητας της διδασκαλίας προς όφελος 

της µάθησης των µαθητών. Καθόσον αναπάντητο παραµένει το ερώτηµα των 

χαρακτηριστικών της αποτελεσµατικής διδασκαλίας, σε απάντηση του οποίου η 

Τhompson (1992) αναφέρει ότι «δεν υπάρχει καθολική συµφωνία γι΄ αυτό που 

αποτελεί καλή διδασκαλία». Οι Stigler & Hiebert (1999) επισηµαίνουν ότι η 

διδασκαλία είναι µια πολιτισµική δραστηριότητα, που, κατά συνέπεια, εξελίσσεται µε 

αργούς ρυθµούς και εµπεριέχει ως βασικό πυρήνα, στην περίπτωση των 

µαθηµατικών, πεποιθήσεις για τη φύση τους, γνώσεις για το πώς µαθαίνουν οι 

µαθητές µαθηµατικά και  για το ρόλο που πρέπει να διαδραµατίσει ένας 

εκπαιδευτικός  στην τάξη. 

Ο τρόπος µε τον οποίο βιώνει ο εκπαιδευτικός τη διδασκαλία των 

µαθηµατικών µέσα στη σχολική τάξη διαµορφώνει καθοριστικά την 

αποτελεσµατικότητά της.  Είναι σηµαντικό να νοιάζεται  για τους µαθητές του, για τις 

µαθηµατικές  ιδέες που διαµορφώνονται, για το πώς οι µαθητές αντιµετωπίζουν και 

σκέφτονται τα µαθηµατικά. Αυτή είναι η οπτική, µέσα στην οποία χρειάζεται να  

παίρνει αποφάσεις, µερικές φορές πολύ γρήγορα και, συχνά, χωρίς να  το έχει a priori 

προβλέψει και να έχει αναπτύξει τρόπους αντιµετώπισης, ώστε να γνωρίζει µια 

πιθανή διέξοδο. Τις κρίσιµες αυτές αποφάσεις, που απαιτούνται κατά τη διαδικασία 

της διδασκαλίας, τις λαµβάνει  χρησιµοποιώντας (τις περισσότερες φορές) την 

εµπειρία του και τα δεδοµένα του περιβάλλοντος της τάξης του. Βασικός, ωστόσο, 

αρωγός σε αυτό του το έργο µπορεί να είναι, επιπλέον, τα ερευνητικά δεδοµένα του 

πεδίου της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών. Έτσι, αλλαγές στη λήψη των αποφάσεών 

του µπορούν να προκύψουν µε  γνώµονα τα γεγονότα που εκτυλίσσονται στην τάξη 

και τον επιστηµονικά συγκροτηµένο σχετικό προβληµατισµό του  πάνω σε αυτά, µε 

στόχο τη βελτίωση της διδασκαλίας. 

Το δίληµµα που αναφύεται από το γεγονός ότι η γνώση του εκπαιδευτικού, 

δηλαδή, του ειδικού σε κάποιο θέµα, συγκρούεται µε την ακατέργαστη γνώση των 

µαθητών έχει καταγραφεί από τον  Ackermann(1995). Οι Carter and Richards 
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(1991), σε σχετική τους έρευνα, αναφέρουν διλήµµατα, τα οποία συνδέονται µε 

αυτή τη στάση του εκπαιδευτικού, όπως για το αν θα γίνει αποδεκτή ή όχι µία 

απάντηση ενός µαθητή, για το αν ο εκπαιδευτικός θα απαντήσει τελικά σε µία 

ερώτηση και για το ποιος είναι ο κατάλληλος τρόπος προκειµένου να 

παρουσιαστεί µια µαθηµατική ιδέα. 

Με γνώµονα την οπτική που περιγράφηκε παραπάνω, προσπαθώ να  

εντοπίσω και να αναλύσω εκείνες τις συνθήκες που µπορούν να αποτελέσουν πηγές 

διληµµάτων, οι οποίες προϋποθέτουν την ενεργή συµµετοχή των µαθητών στα 

δρώµενα της διδασκαλίας. 

 

1.2. ∆ιδακτικές πρακτικές 

Πολλές έρευνες έχουν εστιάσει στον τρόπο που οι διδακτικές πρακτικές του 

εκπαιδευτικού επηρεάζουν τη µάθηση που επιτυγχάνει ο µαθητής στα µαθηµατικά, σε 

µια προσπάθεια πληρέστερης κατανόησης αυτής της σχέσης και, κατά συνέπεια, 

προσφοράς στήριξης στους πρώτους σε ό,τι αφορά στην αποτελεσµατική οργάνωση  

των διδακτικών τους προσεγγίσεων στην τάξη. 

Η χρήση του όρου ‘πρακτική’  µπορεί να ερµηνευθεί ότι αναφέρεται στο 

σύνολο των ενεργειών του εκπαιδευτικού στην τάξη, συµπεριλαµβανοµένου και του 

διδακτικού πλάνου, προκειµένου να προσεγγίσει µια µαθηµατική έννοια ή 

διαδικασία, ώστε  να βοηθήσει τους µαθητές του στην  προσέγγισή  της. 

Οι πρακτικές που χρησιµοποιεί ο εκπαιδευτικός δεν είναι επιθυµητό να είναι 

σταθερές σε όλη την διάρκεια τη διδακτικής περιόδου, καθώς, ακολουθώντας ένα  

στενά καθορισµένο διδακτικό πλάνο, οι  µαθητές, συνήθως, δεν εµπλέκονται στη 

µαθησιακή διαδικασία και δεν δηµιουργούνται διαύλοι επικοινωνίας µεταξύ 

εκπαιδευτικού και τάξης, τέτοιοι που να αξιοποιούνται αποτελεσµατικά οι 

συλλογισµοί των µαθητών κατά τη διδασκαλία. Έτσι, ο εκπαιδευτικός  γίνεται ο 

µοναδικός διαχειριστής  της γνώσης και απλώς ενστερνίζεται κάποιες καινούργιες 

προσεγγίσεις,  διασφαλίζοντας τη διατήρηση της απαρέγκλιτης πορείας του 

µαθήµατος. Φαίνεται ότι οι  εκπαιδευτικοί που ακολουθούν αυτήν την προσέγγιση 

επιδιώκουν να αποφύγουν τις  αντιστάσεις των µαθητών, όπως αυτές εκφράζονται 

κατά τη διάρκεια του µαθήµατος (Shroyer, 1982), προσπαθούν να αποφύγουν τις 

προκλήσεις που θέτουν οι τελευταίοι,  προκειµένου να ελαχιστοποιήσουν τυχόν 

κινδύνους  (Marland, 1986)  και να ρυθµίσουν τη διδασκαλία στο ύφος που αυτοί 

προτιµούν  και µε το οποίο αισθάνονται ασφαλείς ( Larson, 1983).   
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 Αντίθετα, πλήρης εµπλοκή των µαθητών σηµαίνει ζωντανό ακροατήριο, µε 

τον εκπαιδευτικό να παροτρύνει τους µαθητές στη διατύπωση ερωτήσεων. Οι 

τοποθετήσεις και οι απόψεις των µαθητών ενσωµατώνονται στα µετέπειτα  διδακτικά 

πλάνα, τα οποία περιέχουν δραστηριότητες κατάλληλα δοµηµένες, ώστε να είναι 

οικείες στους µαθητές και να ευνοούν το διάλογο και τη συζήτηση. Αξιοποιώντας τις  

απόψεις  των µαθητών µπορούµε να γεφυρώσουµε  τα χάσµατα  µεταξύ των 

σχεδιασµών και της προσπάθειας υλοποίησής τους στην τάξη. Έτσι, δηµιουργείται 

ένα περιβάλλον τάξης, στο οποίο εκπαιδευτικός και µαθητές διαπραγµατεύονται τις 

µαθηµατικές ιδέες και νοήµατα, οι διάφορες λύσεις γίνονται αποδεκτές µετά από 

διαπραγµάτευση. Είναι, δηλαδή, φανερό ότι οι δραστηριότητες από µόνες τους δεν 

µπορούν να οδηγήσουν σε µαθηµατική γνώση, αλλά χρειάζεται ο παρεµβατικός 

ρόλος του εκπαιδευτικού,  ο οποίος επαναπροσδιορίζει τις διδακτικές του 

προσεγγίσεις. Φυσικά, οι τροποποιήσεις και οι αλλαγές χρειάζονται εµπειρία τόσο 

στο χειρισµό στην οργάνωση της διδασκαλίας, όσο και στο χειρισµό των εννοιών.  

Η διδασκαλία είναι µια διαρκής διαδικασία προσαρµογής και ανάπτυξης. 

Έτσι,  ο εκπαιδευτικός,  στόχος του οποίου  είναι η κατασκευή νοήµατος µέσα από 

µία διδασκαλία που αφουγκράζεται τους µαθητές, οργανώνει ένα µαθησιακό 

περιβάλλον το οποίο θα µπορεί να τροποποιεί, βασιζόµενος στις ερµηνείες και 

απόψεις των µαθητών του και θα βοηθά τους µαθητές του να εξελίξουν τις αρχικές 

τους ιδέες και να διευρύνουν τη µαθηµατική τους σκέψη. Γίνεται, δηλαδή, δάσκαλος 

ερευνητής ( Cobb & Steffe, 1983, D’ Ambrosio & Campos 1992), καθώς θα πρέπει 

να µπορεί να ερµηνεύει τα φαινόµενα που εµφανίζονται στην τάξη του, να 

αναστοχάζεται τις ενέργειές του και τις επιπτώσεις που έχουν στη κατασκευή 

νοήµατος από τους µαθητές του, έτσι ώστε να µπορεί να συνειδητοποιεί τις αλλαγές 

που πρέπει να κάνει. Αυτή η εναλλαγή των  διαφορετικών  τρόπων προσέγγισης και 

κωδικοποίησης των εννοιών από τον εκπαιδευτικό µπορεί να βοηθήσει  το µαθητή να 

αναπτύξει δικούς του τρόπους µάθησης, µέσα από τους οποίους να κατανοεί το 

νόηµα  των πληροφοριών που πραγµατεύονται στην τάξη.  

 

1.3. Μαθηµατικά και µάθηση 

Τα µαθηµατικά υπάρχουν και καθορίζονται από τις ανθρώπινες 

δραστηριότητες, συνεπώς, είναι αντιληπτά από όλους. Η θέση αυτή έρχεται σε 

αντίθεση µε τη πλατωνική θεώρηση, όπου τα µαθηµατικά εκλαµβάνονται ως 

αιώνιες αλήθειες, έξω από την ανθρώπινη δραστηριότητα. Οι µαθηµατικές έννοιες 
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υπάρχουν ως θεωρητικά µορφώµατα στο νου των µαθητών. Πιο συγκεκριµένα, ο 

Vygotsky διέκρινε δύο τύπους εννοιών, τις αυθόρµητες ή καθηµερινές και τις 

επιστηµονικές. Οι πρώτες αναπτύσσονται µε συστηµατικό τρόπο διαµέσου της 

αλληλεπίδρασης µε το περιβάλλον, ενώ οι δεύτερες εισάγονται κατά τη διάρκεια 

της εκπαίδευσης  (Kλαουδάτος, 2003) . Αυτή η οπτική καθορίζει και το ρόλο του 

εκπαιδευτικού  στην τάξη. Είναι αυτός που θα θέσει τέτοιους προβληµατισµούς 

στους µαθητές του µέσα από κατάλληλες δραστηριότητες, ερωτήσεις, αντι-

παραδείγµατα και, γενικότερα, διδακτικές καταστάσεις, χρησιµοποιώντας 

περιπτώσεις  από την καθηµερινότητα,  ώστε να επαληθευτεί ο παραπάνω 

ισχυρισµός. Έτσι, αυτό που µπορεί ο µαθητής να καταφέρει σήµερα µε τη βοήθεια 

του δασκάλου στην τάξη, αργότερα θα µπορεί να το κάνει µόνος του, χωρίς να 

χρειάζεται κάποιες διδακτικές παρεµβάσεις. Η αποτυχία του µαθητή µπορεί να 

σηµαίνει  αδυναµία του να συσχετίσει το διδακτικό υλικό µε τις δραστηριότητες 

της τάξης. Το Εθνικό Συµβούλιο των ∆ασκάλων των Μαθηµατικών (NCTM, 

1991) των ΗΠΑ διατύπωσε την άποψη ότι «οι δάσκαλοι θα πρέπει να 

ενθαρρύνονται, για να µειώσουν το σύνολο της ώρας που µιλάνε και αντ΄ αυτού να 

θέτουν θέµατα, ώστε να εµπλέξουν τους µαθητές σε διάλογο».  

Τα µαθηµατικά δεν είναι αυθαίρετα. Υπάρχουν συνδέσεις µεταξύ των 

εννοιών, οι αναπαραστάσεις τους δίνουν νόηµα και οι αλγοριθµικές διαδικασίες τα  

κάνουν προσιτά. Ο εκπαιδευτικός θα πρέπει να προσφέρει ευκαιρίες στους 

µαθητές να συνειδητοποιήσουν και αναγνωρίσουν τα παραπάνω χαρακτηριστικά 

των µαθηµατικών, προκειµένου να τα κατανοήσουν  πέρα από την 

αποµνηµόνευση τύπων και κανόνων. Σε αυτήν την κατεύθυνση είναι σηµαντικό να 

χρησιµοποιεί το διάλογο, ώστε να δεσµεύσει τους µαθητές σε µια διαδικασία 

εξερεύνησης των µαθηµατικών ιδεών και των µεταξύ τους σχέσεων.  Με αυτόν 

τον τρόπο παραχωρεί στους µαθητές ένα πιο ενεργό ρόλο στη µάθησή τους και 

τους καθιστά συν-υπεύθυνους στην ανάπτυξή της. Οι λεπτοµερείς εξηγήσεις δεν 

αφήνουν χώρο στη φαντασία να ενεργοποιηθεί. Ο Piaget(1963) συνήθιζε να λέει 

στους µαθητές του ότι «κάθε φορά που εξηγείτε κάτι σε ένα παιδί του  στερείτε τη 

χαρά της ανακάλυψης». Η ανακάλυψη αυτή θα πρέπει να συνοδεύεται και από το 

όνοµα του µαθητή που την εφεύρε. Έτσι, οριοθετείται ο ρόλος του µαθητή, µε 

τρόπο που τονίζει την κριτική σκέψη και όχι την αποµνηµόνευση. Και το πιο 

βασικό είναι ότι τα µαθηµατικά παρουσιάζονται  ως µια συλλογή κανόνων και 
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διαδικασιών, που ανακαλύπτονται από τους ανθρώπους και όχι χωρίς νόηµα  

διαδικασίες,  που πρέπει  να τις µιµηθούν ή να αποστηθίσουν. 

Η µάθηση µέσω της διερεύνησης και της ανακάλυψης, αν θεωρηθεί ως 

βασική αρχή, υποστηρίζεται σχεδόν από όλους. Ο µαθητής είναι υπεύθυνος για τη 

µάθησή του, εφόσον µαθαίνει συµµετέχοντας σε όλα τα στάδια της διδασκαλίας. 

Το σηµείο στο οποίο εγείρονται διαφωνίες είναι ο βαθµός καθοδήγησης της 

µάθησης από τον  εκπαιδευτικό. Κατά πόσο, δηλαδή, επιτρέπει ο εκπαιδευτικός 

στο µαθητή να αναλάβει ο ίδιος την κατασκευή µαθηµατικού νοήµατος. Το σηµείο 

αυτό είναι βασικό, γιατί το κατευθυνόµενο ύφος της διδασκαλίας είναι εύκολα 

παρεξηγήσιµο, αφού µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως προσωπείο για µια 

παραδοσιακή διδασκαλία. Να ενσωµατωθούν, δηλαδή, κάποια στοιχεία νέων 

προσεγγίσεων, χωρίς να αλλάξει η γενική θεώρηση της διδασκαλίας. Ένας καλός 

εκπαιδευτικός είναι αυτός  που επιτρέπει στους σπουδαστές να συνδιαλεχθούν, να 

αναρωτηθούν, να ερευνήσουν  και, τελικά, να τοποθετηθούν µε ποικίλους 

τρόπους. Είναι ο δηµιουργός ενός µαθησιακού περιβάλλοντος, όπου κάθε 

συµµετέχοντας αποτελεί ένα πολύτιµο κοµµάτι, προσέγγιση που καθιστά τη 

διδασκαλία µια αληθινή εµπειρία µάθησης. 

 

1.4. Μαθησιακά περιβάλλοντα 

Σε µία  παραδοσιακή τάξη µαθηµατικών είναι ο εκπαιδευτικός  που δίνει 

όλες τις εξηγήσεις, ενώ η συζήτηση  περιορίζεται στις απαντήσεις των µαθητών 

στις ερωτήσεις του εκπαιδευτικού,  που στοχεύουν στον έλεγχο του  κατά πόσο οι 

µαθητές κατέχουν µία µαθηµατική έννοια ή διαδικασία. Στον αντίποδα αυτού του 

σχολικού περιβάλλοντος βρίσκονται οι τάξεις, όπου ο τρόπος που σκέφτονται οι 

µαθητές είναι σε προτεραιότητα. Οι µαθητές έχουν την ευθύνη να εξηγήσουν 

στους υπόλοιπους πώς κατέληξαν σε µια λύση, τις στρατηγικές που 

χρησιµοποίησαν ή ακόµα και τον τρόπο µε τον οποίο σκέφτηκαν το πρόβληµα. 

Μία τέτοια τάξη είναι πλούσια σε διάλογο και διακρίνεται από µία συνεχή 

αλληλεπίδραση του εκπαιδευτικού  µε τους µαθητές, καθώς και των µαθητών 

µεταξύ τους. Η αλληλεπίδραση αυτή καθιστά δυνατή την ανταλλαγή µαθηµατικών 

εµπειριών.  Η µαθηµατική γνώση, λοιπόν, δε παρέχεται αποκλειστικά από τον 

εκπαιδευτικό, αλλά στην κατασκευή του νοήµατος σηµαντικό ρόλο έχουν και οι 

µαθητές. Κατά τον Bauersfeld (1988), «όχι µόνο ο  δάσκαλος αλλά  και οι µαθητές  
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συµβάλλουν στα  δρώµενα  των τάξεων». Η διδασκαλία είναι µια από κοινού 

αναδυόµενη πραγµατικότητα και ο εκπαιδευτικός και οι µαθητές αποτελούν από 

κοινού την πραγµατικότητα της τάξης. Οι εξηγήσεις των µαθητών προσφέρουν το 

έναυσµα για συζητήσεις γύρω από το κατά πόσο µια άποψη που διατυπώνεται 

είναι λογική. Οι µαθητές, µέσα από την ανάπτυξη των επιχειρηµάτων τους,  

µαθαίνουν να κάνουν συνδέσεις µεταξύ των εννοιών και να ανακαλύπτουν τυχόν 

κενά ή λαθεµένες συνδέσεις και παρανοήσεις. Βασικός στόχος είναι η κατανόηση 

του τρόπου που οι µαθητές ερµηνεύουν τα µαθηµατικά που διαπραγµατεύονται 

στην τάξη και όχι η απλή αποτύπωση των µαθηµατικών διαδικασιών που 

χρησιµοποιούν. Οι µαθητές µαθαίνουν ότι θα πρέπει να αιτιολογούν,  γιατί οι ιδέες 

ή οι διαδικασίες που προτείνουν είναι σωστές. Ταυτόχρονα, συνειδητοποιούν ότι 

είναι ικανοί να παράγουν καινούργια γνώση  από αυτά που ήδη γνωρίζουν, αφού 

βλέπουν ότι οι ιδέες τους αποκτούν νόηµα, είναι λογικές και εντάσσονται από τον 

εκπαιδευτικό στη µαθησιακή διαδικασία της τάξης. 

 Σε αυτό το πλαίσιο, το λάθος αποτελεί και αυτό ένα αξιοποιήσιµο 

στοιχείο. Αξίζει να του αφιερώσουµε κάποιο χρόνο προκειµένου να 

προσπαθήσουµε να εντοπίσουµε την προέλευσή του και όχι να το καταστήσουµε 

αντικείµενο εµπαιγµού. Σωστή διαχείριση του λάθους σηµαίνει  ότι δεν 

αναφέρουµε που βρίσκεται, αλλά, µέσω του διαλόγου, περιµένουµε κάποιος 

µαθητής να το ανακαλύψει. Ίσως χρειαστεί να φέρουµε την τάξη σε γνωστική 

σύγκρουση. ∆εν απορρίπτουµε θέσεις ή πρωτοβουλίες µαθητών, χωρίς 

προηγουµένως να προηγηθεί συζήτηση ή χρήση κάποιων αντι-παραδειγµάτων, 

έτσι ώστε ο µαθητής να διαπιστώσει ότι κάπου υπάρχει κάτι που δε συνάδει µε τις 

προηγούµενες γνώσεις του. Σε µερικές, µάλιστα, περιπτώσεις είναι απαραίτητο να 

προκύπτουν λάθη, προκειµένου να επιτραπεί στους µαθητές να ξεπεράσουν 

λαθεµένες αντιλήψεις. 

Οι Σακονίδης κ.ά. (2002) αναφέρουν ότι οι Belemain & Caponi σε 

σχετική έρευνα βρήκαν ότι οι µαθητές σπάνια δέχονται ένα µαθηµατικό 

αποτέλεσµα χωρίς να το αξιολογήσουν, ειδικά όταν δεν είναι δικό τους ή όταν το 

αποτέλεσµα µοιάζει να είναι σωστό και κοντά στις δικές τους προσδοκίες. 

Μερικές φορές, παρερµηνεύουν κάποιες πληροφορίες και τις υιοθετούν στο 

υπάρχον γνωστικό τους σύστηµα, καθώς αυτό απαιτεί µικρότερη προσπάθεια 

συγκριτικά µε την προσπάθεια να δεχτούν µια καινούργια γνώση που τους 
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παρέχεται. Έτσι, η  διαχείριση του λάθους είναι ζωτικής σηµασίας για τη 

διαµόρφωση του διδακτικού κλίµατος (teaching environment)  στην τάξη. Τα λάθη 

των µαθητών πρέπει να εξετάζονται και όχι να κρίνονται ως προς την  ακρίβειά 

τους. Όταν ο εκπαιδευτικός  απορρίπτει µια λανθασµένη απάντηση, χωρίς να την 

εξετάσει, τότε «τορπιλίζεται» η κατασκευή νοήµατος από τους µαθητές. Η σωστή 

διαχείριση του λάθους επιτρέπει στον εκπαιδευτικό να ανακαλύψει την πηγή του 

και να προχωρήσει σε µία κατάλληλη παρέµβαση, έτσι ώστε αυτή να 

αναγνωριστεί και από τους µαθητές. Το λάθος θα πρέπει να λαµβάνει το 

χαρακτήρα προβληµατισµού και να γίνεται εργαλείο ανακάλυψης των 

µαθησιακών δυσκολιών, ώστε να γίνεται προσπάθεια επίλυσής τους.  

Οι ίδιοι, µάλιστα, ερευνητές, σε  σχετική µελέτη τους αναφορικά µε τον 

τρόπο αντιµετώπισης των λαθών των µαθητών στα µαθηµατικά από τους 

εκπαιδευτικούς της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, προχωρούν σε µια ανάλυση δύο 

φάσεων αυτής της αντιµετώπισης, πριν και µετά το λάθος. Για κάθε µία περίπτωση 

προσδιορίστηκαν από τα δεδοµένα τέσσερις διαφορετικές κατηγορίες 

αντιµετώπισης του λάθους και συγκεκριµένα: 

• Πριν γίνει το λάθος 

� Προειδοποίηση για την δυνατότητα να γίνει ένα λάθος  

� Επέµβαση που αφορά σε µορφολογικές ή διαδικαστικές παρατηρήσεις 

προκειµένου να αποφευχθεί ένα λάθος 

� Προσανατολισµός της προσοχής των µαθητών σε κάποιο λάθος µέσω 

ερωτήσεων 

� Υπαγόρευση της απάντησης ή της παροχής σαφούς οδηγίας 

προκειµένου να αποφευχθεί το λάθος 

• Αφού πραγµατοποιηθεί το λάθος 

� Απόρριψη µιας λανθασµένης απάντησης και διόρθωσή της από το 

δάσκαλο χωρίς εξήγηση 

� ∆ιόρθωση µε εξήγηση 

� Επισήµανση και διόρθωση του λάθους είτε από το δάσκαλο είτε από 

κάποιο µαθητή 

� Προβολή κριτηρίων και ερωτήσεων για το λάθος. 

Η ίδια έρευνα έδειξε, όπως φάνηκε µέσα από τις  συνεντεύξεις των 

εκπαιδευτικών, ότι η επικρατούσα άποψη είναι πως τα λάθη θεωρούνται ως 
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ανωµαλίες στην κατανόηση των εννοιών,  έλλειψη απαιτούµενων γνώσεων ή 

ανεπάρκεια στη µελέτη των µαθητών. Φαίνεται, λοιπόν, ότι το λάθος δεν 

αντιµετωπίζεται µε τη δέουσα παιδαγωγική συµπεριφορά, ώστε να γίνει εφαλτήριο 

για την  διεξαγωγή ενός γόνιµου διαλόγου στην τάξη,  στόχος του οποίου θα είναι 

η εκατέρωθεν κατανόηση των αιτιών που το προκάλεσαν, όσο και η 

΄τακτοποίηση’ των κατάλληλων συνδέσεων, για την εκ βαθέων κατανόηση της 

έννοιας από τους µαθητές. 

Ένα επιπλέον στοιχείο που θα πρέπει να ληφθεί υπόψη προκύπτει από τα 

σηµερινά δεδοµένα και συµπεράσµατα από τη γνωστική ψυχολογία. Οι γνωστικοί 

ψυχολόγοι υποστηρίζουν ότι  το µαθησιακό περιβάλλον πρέπει να είναι τέτοιο που 

να ευνοεί  την εξερεύνηση και την  ανταλλαγή των ιδεών, ώστε η µάθηση να 

οδηγεί στην κατανόηση του περιεχοµένου , καθώς η τελευταία αποτελεί µια 

καθοριστική διαδικασία γνωστικών κατασκευών, η οποία στηρίζεται σε 

προϋπάρχουσες γνώσεις, που επεκτείνονται, προσαρµόζονται και τελικά 

αφοµοιώνονται. 

Συνοψίζοντας, είναι σηµαντικό ο εκπαιδευτικός να  προσπαθεί να πετύχει και 

να διατηρήσει περιβάλλοντα που υποστηρίζουν τη µάθηση και τη διαπραγµάτευση 

των µαθηµατικών νοηµάτων. Κάτι τέτοιο, όµως, είναι αρκετά πολύπλοκο και 

σύνθετο. Αυτό συµβαίνει, γιατί από τη µια ενθαρρύνεται η συµµετοχή του µαθητή 

στην ανταλλαγή ιδεών και απόψεων, προκειµένου να χρησιµοποιηθούν ως βάση 

για το διάλογο και την ίδια στιγµή υπάρχει η αβεβαιότητα αν η συζήτηση που θα 

εξελιχθεί  θα έχει τέτοιο χαρακτήρα, ώστε να παράγει εκείνες τις µαθηµατικές 

ιδέες, στις οποίες στοχεύει η διδασκαλία. Συνεπώς, υπάρχει δυσκολία στον 

προσδιορισµό του σηµείου ισορροπίας µεταξύ του ανοικτού στις ιδέες των 

µαθητών περιβάλλοντος της τάξης και του στόχου της οικοδόµησης µιας 

συγκεκριµένης µαθηµατικής ιδέας ή διαδικασίας. 

 

1.5. Ο ρόλος του εκπαιδευτικού 

 Το πώς ο εκπαιδευτικός αρχίζει, διαχειρίζεται  και τελικά ολοκληρώνει 

ένα µάθηµα έχει σηµαντική επίπτωση στη µάθηση. Ένας ιδεατός στόχος της 

διδασκαλίας θα ήταν να  επιτρέπει στους µαθητές να αναγνωρίσουν συνδέσεις και 
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να κατασκευάσουν νέα νοήµατα, ώστε να ενσωµατώσουν τα νέα θέµατα που 

διαπραγµατεύονται. 

Οι Artz & Thomas(1999), χρησιµοποιώντας τρεις φάσεις της 

διδασκαλίας (Εισαγωγή (Initiation ) – Ανάπτυξη (Development ) – Κλείσιµο 

(Closure )) και των γεγονότων που υφίστανται κατά τη διάρκεια ανάπτυξής τους 

αναφορικά µε τα διαπραγµατευόµενα θέµατα, το µαθησιακό περιβάλλον και την 

επικοινωνία που αναπτύσσεται στην τάξη , χωρίζουν τους δασκάλους σε τρεις 

οµάδες: δύο διακριτές µεταξύ τους και µια τρίτη ενδιάµεση. Συγκεκριµένα, η 

κατηγοριοποίηση που προτείνεται είναι: 

� Εκπαιδευτικοί, των οποίων η διάρθρωση του µαθήµατος είναι τέτοια, 

ώστε στο επίκεντρο του µαθήµατος βρίσκεται η µάθηση µε κατανόηση 

του περιεχοµένου. Προσπαθούν να επιτύχουν τόσο τη διαδικαστική, όσο 

και την εννοιολογική κατανόηση των θεµάτων. 

� Εκπαιδευτικοί  που ακολουθούν το µοντέλο µάθησης ως µεταφοράς 

γνώσης. Οι στόχοι της διδασκαλίας που θέτουν είναι µόνο διαδικαστικοί 

,µε µοναδικοί επιθυµία να καλύψουν το θέµα. Παρέχουν µόνο µία 

γενική και ασαφή γνώση και ενδιαφέρονται µόνο για την ανάπτυξη 

δεξιοτήτων. 

� Μεικτή οµάδα εκπαιδευτικών,  των οποίων οι ρόλοι στην τάξη είναι 

ασύµβατοι. Ενώ θέλουν να εξασφαλίσουν τόσο την  εννοιολογική όσο 

και την  διαδικαστική κατανόηση του περιεχοµένου, επιθυµούν   

δασκαλοκεντρική παράδοση, προκειµένου να καλυφθεί η ύλη. 

Φυσικά, εγείρονται κάποιες αµφισβητήσεις για την παραπάνω 

κατηγοριοποίηση, καθόσον η παρακολούθηση µικρών στο πλήθος µαθηµάτων δεν 

επιτρέπει τον καθορισµό κριτηρίων τέτοιων, που θα εξασφαλίζεται η πλήρης 

στεγανοποίηση των κατηγοριών. Υπάρχουν παράγοντες όπως ο χρόνος, η αυστηρά 

καθορισµένη ύλη, οι πιέσεις του σχολείου, που µπορεί να εµφανίζονται 

περιστασιακά, αλλά έντονα µία συγκεκριµένη χρονική περίοδο. Οι παράγοντες 

αυτοί µπορεί να επηρεάζουν αρνητικά το προφίλ της διδασκαλίας και να 

δηµιουργούν λανθασµένη εικόνα του δασκάλου. 

Οι Ball(1988), Lampert(1990) και Schoenfeld(1987) περιγράφουν έναν 

εκπαιδευτικό που ‘οπισθοχωρεί’ και επιτρέπει στους µαθητές του να 

δικαιολογήσουν και να αντικρούσουν ο ένας τη δουλειά του άλλου. Ο 

 20 



εκπαιδευτικός αρκείται στο να δηµιουργήσει κατάλληλα ερεθίσµατα, ώστε να 

προκαλέσει την ανταλλαγή απόψεων. Γίνεται καταλύτης στη ζύµωση των ιδεών ( 

Chazan & Ball, 1999), η οποία εκδηλώνεται στον τρόπο που  διαχειρίζεται τις 

διαφορετικές απόψεις που διατυπώνονται. Είναι αυτός που παρέχει το κίνητρο που 

ενεργοποιεί το ενδιαφέρον και  την περιέργεια για ανακάλυψη. Από εκεί και πέρα 

οι µαθητές αναµιγνύονται ενεργά µε το περιεχόµενο ή µε κάποια πτυχή του, 

επεκτείνοντας τη προϋπάρχουσα γνώση του. 

Ο εκπαιδευτικός που σέβεται τις απόψεις των µαθητών του και τις 

ενσωµατώνει στη διδασκαλία µπορεί να ακολουθεί σε διαφορετικές τάξεις, 

διαφορετικές κατευθύνσεις προσέγγισης της ίδιας έννοιας. Είναι οι τοποθετήσεις-

απαντήσεις των µαθητών και οι αποφάσεις του εκπαιδευτικού  που καθορίζουν την 

πορεία ενός τέτοιου µαθήµατος. Αυτό οδηγεί  µερικές φορές σε παρεκκλίσεις από 

το αρχικό σχέδιο και είναι η πείρα του εκπαιδευτικού  που του επιτρέπει να 

διαχειρίζεται τέτοιες καταστάσεις. 

Ένας σηµαντικός ρόλος του εκπαιδευτικού  είναι να οδηγεί, πολλές 

φορές απροσδόκητα,  τη συζήτηση σε εννοιολογική κατασκευή, όταν 

διατυπώνεται κάτι  πρωτότυπο και δεν αναγνωρίζεται από τους µαθητές ως 

σηµαντικό. Είναι αυτός που θα αποσαφηνίσει το τοπίο, όταν µία σκέψη που 

ακούγεται είναι ασαφής ή όταν ο µαθητής δε µπορεί να τη διατυπώσει µε τρόπο 

κατανοητό για τους υπόλοιπους. Σε αυτή την περίπτωση ο εκπαιδευτικός δεν 

διακόπτει τον ειρµό του µαθητή, δεν τοποθετείται ή δεν εκφράζει τη δική του 

άποψη, έως ότου ο µαθητής διατυπώσει τη δική του ιδέα. Κάτι τέτοιο αναφέρεται 

από τη Jaworski(1998) ως χαρακτηριστικό ευαισθησίας προς τους µαθητές. Ο 

µαθητής ενθαρρύνεται να αναπτύξει το συλλογισµό του και να καταλήξει σε ένα – 

κατά τη γνώµη του – λογικό συµπέρασµα. Η ευαισθησία αφορά στο γεγονός ότι ο 

µαθητής αφήνεται στον ιδιαίτερο τρόπο µε τον οποίο συλλογίζεται και οδηγείται 

σε ένα συµπέρασµα και όχι στο πως ο εκπαιδευτικός  κατευθύνει τη σκέψη του 

εκεί που αυτός θέλει.    

Ο Davis (1992)  προσπαθεί να απεικονίσει την πορεία ενός τέτοιου 

µαθήµατος, όπου σε κάθε κόµβο ο εκπαιδευτικός, ως διαχειριστής των αποφάσεων 

,  εξελίσσει το µάθηµα, υποστηρίζοντας τις πρωτοβουλίες των µαθητών του και 

κάνοντας επιλογές µεταξύ των εναλλακτικών απαντήσεων. (Σχήµα 1.1) 
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Έτσι, οι στιγµές λήψης αποφάσεων από τον εκπαιδευτικό  καθορίζουν σε 

µεγάλο βαθµό και την πορεία του µαθήµατος. Οι στιγµές αυτές, που  έχουν ως 

αφετηρία τους µαθητές, είναι κατά κανόνα, αυθόρµητες, µοναδικές και πολλές 

φορές απρόσµενες. Εµφανίζονται διακόπτοντας την κανονική ροή του µαθήµατος, 

ενώ πολλές φορές δεν επηρεάζουν όλους τους µαθητές ή δεν τους επηρεάζουν µε 

τον ίδιο τρόπο.  Μικρά και σύντοµα επεισόδια που διαδραµατίζονται δίνουν το 

στίγµα της διδασκαλίας. Αν ο εκπαιδευτικός  χαθεί µέσα σ΄ αυτά, τότε πιθανόν να 

χαθούν και οι µαθητές του. Από την άλλη, ο ρόλος που διαδραµατίζουν οι µαθητές 

σ΄αυτά καθορίζουν και τον τρόπο, µε τον οποίο προσπαθούν να κατακτήσουν τη 

γνώση. Φαίνεται, λοιπόν, ότι η ευκαµψία και η ευελιξία του εκπαιδευτικού και η 

προσπάθεια για συνεχή προσαρµογή των διδακτικών ενεργειών στις ιδιαίτερες 

ανάγκες των µαθητών  συντελούν σε µία αποτελεσµατική διδασκαλία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 η κατάληξή της.  

Αρχή του Μαθήµατος 

Ο δάσκαλος µπορεί να αρνηθεί να
ακολουθήσει την άποψη ενός µαθητή, γιατί
πιθανά να µη θέλει να ακολουθήσει αυτή την
πορεία για το µάθηµα γνωρίζοντας εκ των
προτέρων ποια θα είναι

 
Σχήµα 1.1 :  Πορεία µίας διδασκαλίας (Davis,1992) 

Πιθανές διαδροµές του 
µαθήµατος  

Άλλο ένα σηµείο
απόφασης 

Απόφαση: επιλογή 
µεταξύ διαφορετικών 
απόψεων καθώς 
εξελίσσεται το µάθηµα 
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Ο Cooney(1982) διατείνεται ότι η διδασκαλία είναι µία διαδικασία, στην 

οποία συνεχώς θα πρέπει να λαµβάνονται αποφάσεις. Οι αποφάσεις αυτές  

ξεκινούν πριν ο εκπαιδευτικός µπει στην τάξη και αφορούν στον τρόπο 

παρουσίασης της νέας γνώσης. Συνήθως συνδέονται µε το τι θα πρέπει να τονιστεί 

και τι να παραληφθεί, ώστε να προσαρµοστεί  η παρουσίαση του θέµατος στις 

ανάγκες και στις απαιτήσεις της τάξης. Στη συνέχεια, τα δρώµενα που 

εκτυλίσσονται  κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας, καθώς  και η αλληλεπίδραση µε 

τους µαθητές, αναγκάζουν τον εκπαιδευτικό να επεξεργαστεί στιγµιαία ορισµένες 

πληροφορίες και να διαµορφώσει µια αντίδραση που οδηγεί στη λήψη µίας 

απόφασης. Η απόφαση αυτή θα πρέπει να οδηγεί στην  αποσαφήνιση  το 

περιεχοµένου  µιας έννοιας, στην  αναδιατύπωση  µιας ερώτησης, στην 

αποσαφήνιση των αυθόρµητων αντιλήψεων που δηµιουργούνται. Ο εκπαιδευτικός 

θα πρέπει να είναι σε θέση να τροποποιεί µια λανθασµένη κατάσταση που τείνει 

να δηµιουργηθεί από τη διαπραγµάτευση µιας µαθηµατικής ιδέας, ώστε αυτή να 

γίνει ευκολότερα πιο κατανοητή και διαθέσιµη, χωρίς, όµως, ταυτόχρονα, να 

διαστρεβλώνεται ή να χάνεται η ουσία της. Το γεγονός αυτό καθιστά τη 

διδασκαλία µια διαδικασία σύνθετη, που δε πρέπει να αντιµετωπίζεται µε απλοϊκό 

τρόπο.  Ο Cooney προσπαθεί να κατηγοριοποιήσει  αυτές τις αποφάσεις ως 

συνδεόµενες:  

� Με το περιεχόµενο - γνωστικές αποφάσεις (cognitive) 

� Με το συναισθηµατικό(affective) µέρος της διδασκαλίας  

� Με την κατανοµή του χρόνου και τον τρόπο διαχείρισής του στην τάξη - 

διαχειριστικές ( managerial ). 

Φυσικά, δεν υπάρχουν στεγανά ανάµεσα στις κατηγορίες, καθώς κάποιες 

αποφάσεις µπορούν να αναφέρονται σε δύο κατηγορίες, όπως, για παράδειγµα, 

πόσο µπορεί ένας εκπαιδευτικός να περιµένει ένα µαθητή να απαντήσει, προτού 

περάσει την ερώτηση σε κάποιον άλλο ή να απαντήσει ο ίδιος, γιατί έχει υπερβεί 

τη χρονική κατανοµή της δραστηριότητας. Τις περισσότερες φορές η λήψη  µιας 

απόφασης είναι η συνιστώσα πολλών παραγόντων, πάντοτε, όµως, υπό το πρίσµα 

του τι είναι γνωστό για κάθε ένα µαθητή ξεχωριστά σε µία συγκεκριµένη 

κατάσταση.  

Οι Potari & Jaworki(2002) αναφέρουν ότι υπάρχει ένα κενό µεταξύ των 

στόχων που θέτει ο εκπαιδευτικός και αυτού που πραγµατικά συµβαίνει κατά τη 
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διδασκαλία. Περιγράφουν ένα πλαίσιο όπου  ο εκπαιδευτικός ως διευκολυντής της 

γνώσης ωθεί και παροτρύνει τους µαθητές, έχοντας ως βάση θεωρίας και 

αξιολόγησης της διδασκαλίας τη διδακτική τριάδα (teaching triad), η οποία 

αναφέρεται σε τρία βασικά χαρακτηριστικά της διδασκαλίας: τη διαχείριση της 

µάθησης (management of learning), που αφορά στο ρόλο του εκπαιδευτικού  στη 

διαµόρφωση του µαθησιακού περιβάλλοντος, τη µαθηµατική πρόκληση ( 

mathematical challenge), που περιγράφει τις προκλήσεις που προσφέρονται στους 

µαθητές, προκειµένου να προκληθεί µαθηµατική σκέψη και δραστηριότητα και, 

τέλος, την ευαισθησία στους µαθητές (sensitivity to students) που συνδέεται µε το 

βαθµό στον οποίο γνωρίζει ο εκπαιδευτικός τους µαθητές του και ενδιαφέρεται για 

τις ανάγκες τους. Όπως η ίδια η Jaworski(1998) αναφέρει «η διδακτική τριάδα 

είναι ένα χρήσιµο εργαλείο στο σχεδιασµό του µαθήµατος και στην ενίσχυση του  

αναστοχασµού του». Στο πλαίσιο αυτό περιγράφεται και µία κατάσταση 

(harmony), όπου η ευαισθησία του εκπαιδευτικού  και η µαθηµατική πρόκληση 

εξισορροπούν και επιτρέπουν στους µαθητές να συµµετέχουν στην κατασκευή των 

µαθηµατικών ιδεών και σταδιακά να αυξάνουν τη µαθηµατική τους σκέψη. 

Κρίσιµος για τη διαµόρφωση της µαθηµατικής κουλτούρας στην τάξη 

είναι και ο τρόπος παρουσίασης της µαθηµατικής γνώσης. Τα µαθηµατικά 

χαρακτηρίζονται από ακρίβεια και σαφήνεια στο περιεχόµενό τους και από µια 

συγκεκριµένη διάρθρωση στη δοµή τους. Τα χαρακτηριστικά που δίνουν στα 

µαθηµατικά οντότητα είναι γνωστά ως επιστηµολογικά. Ως τέτοια µπορούν να 

θεωρηθούν η φύση των µαθηµατικών εννοιών, η αιτιολόγηση, η απόδειξη, ο ρόλος 

και η φύση των θεωρηµάτων, καθώς και οι διαδικασίες εγκυρότητας και 

λειτουργικότητας των θεωρηµάτων, ιδιοτήτων και διαδικασιών (Σακονίδης κ.ά., 

2001). Όλα εκείνα, δηλαδή,  τα δοµικά συστατικά  που χρειάζονται, προκειµένου 

να προσδιοριστεί µία µαθηµατική έννοια ως µία ολότητα. Τα παραπάνω, µαζί µε 

την υπόθεση ότι οι µαθητές µαθαίνουν το τι είναι σπουδαίο στα µαθηµατικά, 

ανάλογα µε την έµφαση που δίνει ο εκπαιδευτικός  στην παράδοση του 

µαθήµατος, στον τρόπο που αξιολογεί τις απαντήσεις των µαθητών µέσα στην 

τάξη και  στη χρηστικότητα που  αποδίδεται στην επίλυση ασκήσεων, συγκλίνουν 

στο γεγονός ότι ο ρόλος του εκπαιδευτικού στην οργάνωση και παρουσίαση της 

µαθηµατικής γνώσης είναι αποφασιστικός. Σχετικές έρευνες που 

πραγµατοποιήθηκαν από τους Σακονίδη κ.ά., (1999 και 2000)  έδειξαν µια 
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οµογενοποίηση στον τρόπο παρουσίασης των µαθηµατικών ιδεών. Όλα 

εµφανίζονται να είναι τα ίδια, τα µαθηµατικά αντικείµενα και οι µεταξύ τους 

σχέσεις  δεν διακρίνονται. Ορισµοί δίνονται  µέσω διαδικασιών κατασκευής ή 

µέτρησης και συνδέονται άµεσα µε το πλαίσιο µέσα στο οποίο προέκυψαν. Για 

παράδειγµα, σε µια περίπτωση, προκειµένου για την περίµετρο ενός τριγώνου, 

µετά από σχετική µέτρηση και πρόσθεση των πλευρών του, η δασκάλα της τάξης 

ενός ∆ηµοτικού Σχολείου ζητάει το αποτέλεσµα της πρόσθεσης και ανακοινώνει 

«ονοµάζουµε τα 11 αυτά εκατοστά περίµετρο του τριγώνου». Επιπλέον, οι ορισµοί 

και τα θεωρήµατα συγχέονται συχνά µε τις διαδικασίες. Η µαθηµατική λειτουργία 

του ορισµού και ο προσδιοριστικός του ρόλος  σπάνια επισηµαίνεται στην τάξη. 

Αντί του καθορισµού των εννοιών, οι δάσκαλοι τείνουν να εξηγούν απλά στους 

µαθητές πώς να χειριστούν τα στοιχεία, στα οποία αναφέρονται οι ορισµοί. Τα 

θεωρήµατα αποµνηµονεύονται ως κανόνες δράσης. Για παράδειγµα, σε µια άλλη 

περίπτωση, περιγράφεται ένα διδακτικό επεισόδιο παραγοντοποίησης, στο οποίο ο 

εκπαιδευτικός αναφέρει «… βγάζουµε το – κοινό παράγονται», χωρίς να κάνει 

καµία αναφορά στο –1 και  στους αντίθετους αριθµούς. Οι πρακτικές αυτές δεν 

παρέχουν ευκαιρίες στους µαθητές να κατανοήσουν τη σηµασία και την αξία που 

αποδίδεται στους ορισµούς, καθώς και τη µετέπειτα σύνδεση των θεωρηµάτων-

ιδιοτήτων µε αυτούς. Αλλοιώνεται, έτσι, η διαδικασία γνωστικής κατασκευής των 

µαθηµατικών, που θα επέτρεπε στους µαθητές τη ορθή κατανόηση και παραπέρα 

χρήση των εννοιών. 

 

1.6. Οι επεµβάσεις του εκπαιδευτικού 

Κρίσιµο σηµείο για την ποιότητα της  διδασκαλίας είναι ο βαθµός 

εµπλοκής των µαθητών σε αυτήν.   Η εµπλοκή αυτή µπορεί να αναδείξει 

γνωστικές δυσκολίες, που αφορούν στη µαθηµατική έννοια που αντιµετωπίζεται. 

Η γνώση µιας τέτοιας δυσκολίας µπορεί να βοηθήσει τον εκπαιδευτικό  να 

σχεδιάσει παρεµβάσεις, οι οποίες θα στηρίζονται στις ανάγκες των µαθητών. 

Μέσω των παρεµβάσεων αυτών ο εκπαιδευτικός επιβάλλεται να στοχεύει στη 

διευκόλυνση της µάθησης των µαθηµατικών.  Στην κατεύθυνση αυτή εισάγει 

ποικίλα αντιπροσωπευτικά παραδείγµατα που µπορούν να παρέχουν ευκαιρίες 

ανάπτυξης του µαθηµατικού λόγου, υποβάλει ερωτήσεις που ωθούν τους µαθητές 

να εξετάσουν και να διατυπώσουν τις ιδέες τους και προσπαθεί να τροποποιήσει 
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τις µαθηµατικές ιδέες που διατυπώνονται, όταν αναγνωρίζει σε αυτές  ασάφειες ή 

ατέλειες.  

Χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή στη χρήση των παρεµβάσεων, καθώς 

αυτές που έχουν έντονο το χαρακτήρα της καθοδήγησης και των συγκεκριµένων 

οδηγιών ακυρώνουν τις πρωτοβουλίες των µαθητών και ουσιαστικά, αντί οι 

µαθητές να γενικεύουν τα συµπεράσµατα, εξειδικεύουν τις γνώσεις τους. Κάτι 

τέτοιο χαρακτηρίζεται από τις Πόταρη και Jaworski(2002) ως διοχέτευση 

(funneling), σε αντίθεση µε την εποικοδοµητική παρέµβαση του εκπαιδευτικού, µε 

την οποία επιτυγχάνεται η σταδιακή σύνδεση των βηµάτων προσέγγισης µε ένα 

ταυτόχρονο έλεγχο, προκειµένου να υπάρξει προώθηση στο επόµενο βήµα, που 

χαρακτηρίζεται και ως προσέγγιση ΄σκαλωσιάς’ (scaffolding). Επιπλέον, 

παρεµβάσεις που χρησιµοποιούν  ή στοχεύουν µόνο στους καλούς µαθητές, 

προκειµένου να εξασφαλιστεί η ανάπτυξη του µαθήµατος σύµφωνα µε τον αρχικό 

προγραµµατισµό, χωρίς να λαµβάνεται υπόψη το σύνολο της τάξης, ενδέχεται να 

δηµιουργούν εµπόδια στην κατασκευή του νοήµατος από τους µαθητές. Συνεπώς, 

το είδος των  παρεµβάσεων του εκπαιδευτικού κατά την εξέλιξη του µαθήµατος 

καθορίζει και διαµορφώνει συνθήκες που µπορούν να βοηθήσουν στη 

βελτιστοποίηση της µάθησης. 

Οι Σακονίδης κ.ά. (2003),  ως αποτέλεσµα σχετικής έρευνας. 

επισηµαίνουν τρεις διακριτές οµάδες επεµβάσεων 

� Επαναδιατύπωση του προβλήµατος 

� Παροχή ενδείξεων και βοήθειας για τη λύση  

� Επιβολή της λύσης 

Σε κάθε µία από αυτές διακρίνουν υποοµάδες, όπως  

Περιορισµός  της γενικότητας, µε παροχή συγκεκριµένων 

παραδειγµάτων  

• 

• 

• 

• 

• 

Επισήµανση αλγοριθµικών διαδικασιών 

Απλούστευση του προβλήµατος µε διάσπασή του σε υπο-

προβλήµατα 

Συνεχής καθοδήγηση µέσω ερωτήσεων και οδηγιών 

Παρουσίασης της λύσης του προβλήµατος 

 26 



Η ανάλυση των δεδοµένων της έρευνας ανέδειξε µία πρακτική που 

χρήζει ιδιαίτερης προσοχής. Οι εκπαιδευτικοί  φάνηκε να παρεµβαίνουν ακόµη και 

στην υποψία ότι κάποιος µαθητής επρόκειτο να κάνει λάθος. Η άµεση διόρθωση ή 

η ρυθµιστική παρέµβαση, ακόµα και πριν από το λάθος  (στην αναµονή του 

ακόµα) δείχνει να αποτελεί µια συνηθισµένη πρακτική στην τάξη των 

µαθηµατικών.   Στην προσπάθειά τους να εξασφαλίσουν µια διδακτική προσέγγιση 

χωρίς λάθη, οι εκπαιδευτικοί φαίνεται ότι παρεµβαίνουν στη συλλογιστική των 

µαθητών, χωρίς να υπάρχει κάποιος ουσιαστικός λόγος. Επίσης, στην προσπάθεια 

να οδηγήσουν τη σκέψη των µαθητών εκεί όπου αυτοί θέλουν, αγνοούν ή θεωρούν 

λανθασµένες τις απαντήσεις των µαθητών, που δε συνάδουν µε την δική τους 

οπτική. Έτσι, δηµιουργείται η εντύπωση ότι οι τελευταίοι δε µπορούν µόνοι τους 

να αντιµετωπίσουν τα µαθηµατικά, αλλά κάτι τέτοιο γίνεται είτε µε την σωστή 

καθοδήγηση είτε αποκλειστικά µε αλγοριθµικές διαδικασίες. Η γνώση των 

µαθηµατικών είναι αποκλειστικό δικαίωµα του εκπαιδευτικού. Ακόµη, πιστεύουν 

ότι οι µαθητές αδυνατούν να ανακαλύψουν µόνοι τους µια µαθητική ιδέα, αλλά 

έχουν ανάγκη από κατευθυντήριες οδηγίες από τους ίδιους. Με βάση αυτήν την 

οπτική, υιοθετούν µια άκαµπτη στάση στη λειτουργία της τάξης. 

Η Jaworski(1997) αναφέρει ότι παρατηρείται µία διάσταση στη 

διδασκαλία των µαθηµατικών η οποία προέρχεται από την επιθυµία των µαθητών 

να ανακαλύψουν τα ιδιαίτερα µαθηµατικά νοήµατα και από απροθυµία των 

εκπαιδευτικών  να βοηθήσουν, µε αποτελεσµατικές παρεµβατικές ενέργειες, στην 

ανακάλυψη αυτή. Η οπτική αυτή εξηγεί και το γιατί οι εκπαιδευτικοί τείνουν να 

επαναλαµβάνουν τις θέσεις-εξηγήσεις  που διατυπώνουν οι µαθητές στην τάξη 

(revoice). Οι Lampert & Cobb(2003) οριοθετούν την επεµβατική αυτή πρακτική 

των δασκάλων ως την αναδιατύπωση των λεχθέντων των µαθητών στη διάρκεια 

του µαθήµατος είτε γραπτά είτε προφορικά. Οι ίδιοι  αναφέρουν τη σχετική έρευνα 

των Ο’Connor και Michaels ( 1993 και 1996), οι οποίοι διαπίστωσαν ότι αυτό 

γίνεται προκειµένου:  

• να διευκρινιστεί µια ιδέα που διατυπώθηκε και να οδηγηθούν οι µαθητές 

σε πιο παραγωγικά συµπεράσµατα 

• να χρησιµοποιηθεί η ιδέα ως µέσω εισαγωγής σε µια καινούργια έννοια 
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• να εξηγηθεί ο συλλογισµός κάποιου µαθητή, ώστε αυτός να γίνει σαφής 

και συνεπέστερος µε τη µαθηµατική γλώσσα. 

Ο εκπαιδευτικός µπορεί να καταφεύγει σε αυτήν την πρακτική, 

προκειµένου να συνδέσει διάφορες απόψεις που διατυπώνονται σε ένα πιο 

συγκροτηµένο συµπέρασµα, κύρια όταν οι  µαθητές διατυπώνουν µια σωστή, αλλά 

όχι ολοκληρωµένη τοποθέτηση. Ή ακόµα, ο εκπαιδευτικός αναδιατυπώνει µια 

ακολουθία σωστών, αλλά διαφορετικών απαντήσεων, προκειµένου να ακουστούν 

οι εναλλακτικοί τρόποι προσέγγισης του ίδιου στόχου. Τέλος, είναι και ένας 

τρόπος διαχείρισης του λάθους, ώστε να αναγκάσει τους µαθητές σε αναστοχασµό 

και σε αναδιοργάνωση των σκέψεών τους. 

 

1.7. Αλληλεπίδραση στην τάξη των µαθηµατικών 

Στην σχολική τάξη αναδύονται σχέσεις µεταξύ του εκπαιδευτικού, των 

µαθητών και του περιεχοµένου. Οι ενέργειες του εκπαιδευτικού συνδέουν, 

ταυτόχρονα τις τρεις αυτές οντότητες, οι οποίες δεν είναι σταθερές, αλλά 

αλλάζουν κατά τη διάρκεια του µαθήµατος, οπότε αλλάζει και όλη η διδασκαλία, 

προκειµένου να γίνουν οι κατάλληλες συνδέσεις, οι οποίες θα οδηγήσουν σε  

εννοιολογική  κατανόηση του θέµατος που διαπραγµατεύεται. Ως πρόσωπα που 

ενεργούν για να ολοκληρώσουν ο καθένας  τους δικούς τους στόχους µέσα στην 

τάξη, εκπαιδευτικός και µαθητές δεν είναι στατικοί. Η αλληλεπίδραση δασκάλου - 

µαθητή γίνεται µέρος του περιεχοµένου (Lampert, 2001), δεδοµένου ότι οι 

µαθητές προσπαθούν να µάθουν αν και κάτω από ποιες συνθήκες είναι ασφαλές να 

µιλήσουν γι΄ αυτό που σκέφτονται. Εκπαιδευτικός και µαθητές επηρεάζονται 

σχεδόν από τους ίδιους εξωτερικούς παράγοντες. Ο δάσκαλος ενσωµατώνει πολλά 

‘εγώ’ στην επαγγελµατική του ταυτότητα και χρησιµοποιεί διαφορετικές πτυχές 

του χαρακτήρα του, προκειµένου να επιλύσει τα πολλά και σύνθετα προβλήµατα 

µε τα οποία έρχεται αντιµέτωπος καθηµερινά στην τάξη. Ως άτοµο που ενεργεί, ο 

εκπαιδευτικός δεν είναι πάντα ο ίδιος και δεν αντιδρά πάντοτε µε τον ίδιο τρόπο.  

Η Lampert (2001)  προτείνει το παρακάτω  σχήµα,  για να περιγράψει τα 

παραπάνω. 
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Σχήµα 1.2. Εκπαιδευτικός-Μαθητής-Περιεχόµενο: Εξωτερικές και εσωτερικές σχέσεις 
Lampert(2001)   

Οι Artz & Armour-Thomas (1999) προσφέρουν µια πολύ ενδιαφέρουσα  

προσέγγιση του όρου αλληλεπίδραση στην περίπτωση εκπαιδευτικού – µαθητή. 

Συγκεκριµένα, ο εκπαιδευτικός επικοινωνεί µε τους µαθητές του κατά τρόπο µη 

επικριτικό, ενθαρρύνοντας τη συµµετοχή κάθε µαθητή. Απαιτεί από τους µαθητές 

να δίνουν πλήρεις εξηγήσεις και αιτιολογήσεις προφορικά ή γραπτά. Ακούει 

προσεκτικά τις ιδέες των µαθητών και λαµβάνει τις σωστές αποφάσεις σχετικά µε 

το πότε να προσφέρει  πληροφορίες, πότε  να παρέχει κατάλληλες  διευκρινίσεις, 

πότε να διαµορφώσει το περιεχόµενο µίας  απάντησης, πότε να καθοδηγήσει και 

πότε  να αφήσει τους µαθητές  να καταπιαστούν µε πιο σύνθετα θέµατα. 

Προσθέτοντας κάποια στοιχεία στα πιο πάνω, προκειµένου να επεκτείνουµε 

τον ορισµό, ο εκπαιδευτικός παρέχει εναλλακτικούς τρόπους προσέγγισης, έτσι 

ώστε να κωδικοποιηθούν οι πληροφορίες από το σύνολο σχεδόν της τάξης. Έτσι, 

κάθε µαθητής τις συγκρατεί µε το δικό του µοναδικό τρόπο και τις ανακαλεί κάθε 

φορά που αυτός κρίνει ότι µπορούν να εφαρµοστούν. Σηµαντική, επίσης, από την 

πλευρά του εκπαιδευτικού είναι  η κατασκευή κατάλληλων καταστάσεων, έτσι 

ώστε ο µαθητής να εφαρµόζει τη γνώση που απόκτησε. 
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Με αυτόν τον τρόπο,  σε ένα τέτοιοιo πλαίσιο τάξης, η διδασκαλία γίνεται 

µια ενεργή διαδικασία, που περιλαµβάνει γνωστικές κατασκευές, ενθάρρυνση της 

µαθηµατικής εξερεύνησης, ανακάλυψη και κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών 

και, ταυτόχρονα , ο µαθητής κοινωνικοποιείται, γεγονός που παίζει καθοριστικό 

ρόλο στη µάθησή του. Οι τελευταίοι µπορούν να  κατασκευάσουν µαθηµατική 

γνώση και ο εκπαιδευτικός  είναι αυτός που θα υποστηρίξει και θα προκαλέσει 

αυτή τη γνώση. 

 Οι  Artigue(1996) και  Sierpinska(1994)  συµφωνούν ότι, για να µπορούν οι 

µαθητές να συµµετέχουν ενεργά στην τάξη, θα πρέπει να τους δίνεται η ευκαιρία 

να ξεπερνούν τα επιστηµολογικά εµπόδια.  Ο  Bauersfeld (1988) αναφέρει  ότι 

εκπαιδευτικός και µαθητές από κοινού συµβάλλουν σε ό,τι διαδραµατίζεται στην 

τάξη. Οι σχέσεις που αναπτύσσονται διαµορφώνουν µια από κοινού αναδυόµενη 

πραγµατικότητα, καθώς «ο δάσκαλος και οι µαθητές  αποτελούν από κοινού την 

πραγµατικότητα της τάξης».  

Η λεκτική αλληλεπίδραση που αναπτύσσεται στην τάξη επηρεάζει τις 

γνωστικές κατασκευές των µαθητών. Επιτρέπει στον καθένα να συµµετέχει 

ενεργά, ακόµη και αν δεν έχει οικειοποιηθεί πλήρως µια έννοια. Εµπλέκεται όλη η 

τάξη στη διαδικασία του µαθήµατος, γεγονός που εγγυάται τη διατήρηση της 

γνώσης που αποκτάται. Οι µαθητές, στην προσπάθειά τους να κατασκευάσουν 

πειστικά επιχειρήµατα, συλλογίζονται περισσότερο και σε βάθος για τα 

τεκταινόµενα στην τάξη, προσπαθούν να κάνουν συνδέσεις, χρησιµοποιώντας τη 

µέχρι τότε εµπειρία τους, οπτικοποιούν τις ανακαλύψεις τους, προσπαθούν να 

βρουν κατάλληλα παραδείγµατα, τους δίνεται η ευκαιρία να αναστοχαστούν τις 

ιδέες τους  και τις ιδέες των συµµαθητών τους. Τα παραδείγµατα είναι αυτά που 

κατασκευάζουν  την εννοιολογική εικόνα (concept image), την εικόνα, δηλαδή, 

την οποία αναπαριστά η αφηρηµένη έννοια που εξετάζεται,  µε τη βοήθεια της 

οποίας οι µαθητές µπορούν να χειριστούν την έννοια και να την συγκρατήσουν. 

Τελικά, τα  παραδείγµατα είναι αυτά που επιτρέπουν στους µαθητές να 

κατανοήσουν τους τυπικούς ορισµούς, αν αναλογισθούµε και τη θέση του 

Freudenthal, ο οποίος περιγράφει ως παράδειγµα ο,τιδήποτε κρύβει τη γενική ιδέα 

της έννοιας. 
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1.8. Επικοινωνία-∆ιάλογος στην τάξη των µαθηµατικών 

Ένα από τα προβλήµατα της διδασκαλίας αφορά στην απόφαση του τι θα πρέπει 

να παρουσιαστεί ως αποδεκτή ή συµβατική γνώση και τι να τεθεί για  

επαναπροσδιορισµό ή  συζήτηση. Με δεδοµένο το γεγονός ότι ο διάλογος 

προορίζεται στο να αυξήσει και να αποσαφηνίσει τη µαθηµατική γνώση, αυτό 

σηµαίνει ότι ο εκπαιδευτικός πρέπει να αποφασίσει πότε θα ενσωµατώσει τους 

κατασκευασµένους κανόνες της συγκεκριµένης κατάστασης, καθώς και τις έννοιες 

στο  διάλογο και θα εξετάσει τις επιπτώσεις τους και πότε θα υπενθυµίσει απλώς 

στους µαθητές τους συµβατικούς κανόνες και τις ερµηνείες. ∆ιάφορες προκλήσεις 

αναδύονται για τον δάσκαλο σε αυτήν την κατεύθυνση, γιατί η τάξη δεν είναι το 

µοναδικό µέρος όπου µία τέτοια διαπραγµάτευση λαµβάνει χώρα. Ως σώµα γνώσης 

τα µαθηµατικά δε µένουν ακίνητα. Το τι είναι αποδεκτό εργαλείο, όρος,  έννοια είναι 

µερικές φορές πολύ δύσκολο να προσδιοριστεί. Μέσα και έξω από την τάξη τα 

µαθηµατικά είναι µία δυναµική οντότητα. Καθώς αναπτύσσεται η θεωρία, λαµβάνουν 

χώρα νέες ανακαλύψεις και προκύπτουν νέοι κανόνες για το πώς θα καθορίσουµε 

ποια  ιδέα θα γίνει αποδεκτή. Αυτός είναι και ένας λόγος για τον οποίο έµπειροι 

εκπαιδευτικοί  προτιµούν να διδάσκουν  µαθηµατικά µε την παραδοσιακή µορφή της 

αφήγησης, παρά µέσω ενός εξερευνητικού διαλόγου. 

Ο Von Classersfeld (1984) διατύπωσε την άποψη( Jaworski, 1999) ότι:«Ο 

δάσκαλος πρέπει να συνειδητοποιήσει πως η γνώση δεν µεταφέρεται στους µαθητές 

µε µια γλωσσική επικοινωνία, αλλά η γλώσσα µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως εργαλείο 

στη διαδικασία καθοδήγησης της κατασκευής της από τους µαθητές» 

Μια πιθανή ερµηνεία της παραπάνω τοποθέτησης µπορεί να αναζητηθεί στον 

τρόπο εισαγωγής µιας έννοιας, η οποία, όταν γίνεται µε ερωτήσεις και όχι δηλώσεις, 

προκαλεί απαντήσεις των µαθητών, που δίνουν στον εκπαιδευτικό µια ιδέα για το 

πώς αυτοί την αντιλαµβάνονται ή τι είδους αυθόρµητες αντιλήψεις έχουν γι΄ αυτήν. 

Έτσι, δίνεται η ευκαιρία στους µαθητές να ανατρέξουν στις γνώσεις τους και, 

ταυτόχρονα, παρακινούνται σε νέα µάθηση. Μια µαθηµατική πρόκληση προβάλει 

στον ορίζοντα της τάξης.  

Επικοινωνία και διάλογος δε σηµαίνουν συζήτηση και επανάληψη των 

στρατηγικών ξανά και ξανά, αλλά προσοχή στα ειρηµένα των άλλων. Έτσι, γίνεται 

σαφές ότι διαφορετικές στρατηγικές µπορούν να οδηγήσουν στο ίδιο αποτέλεσµα, 
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συνεπώς όλοι  µπορούν να παράγουν µαθηµατικά, ακολουθώντας διαφορετικές 

προσεγγίσεις. Η έρευνα του Kuhn(1992) κατέστησε σαφές ότι η γνώση εµφανίζεται 

και εξελίσσεται, όταν οι µαθητές αναστοχάζονται πάνω στις αντιφάσεις των δικών 

τους συλλογισµών. Οι Kitchener  and Brener (1990) έδειξαν ότι η προσωπική γνώση 

κατασκευάζεται, όταν οι µαθητές αξιολογούν τις  σκέψεις των συµµαθητών τους και 

επανεξετάζουν τις δικές τους. Παρατήρηση – ερµηνεία – ενσωµάτωση µπορούν να 

είναι κάποια στάδια, µέσα από τα οποία µπορεί να πραγµατωθεί µια αποτελεσµατική 

διδασκαλία. 

Ένας βασικός παράγοντας της διδασκαλίας, που πρέπει να ληφθεί υπόψη, είναι 

οι ‘σιωπηροί’ µαθητές. Οι Lampert & Cobb (2003) αναφέρουν την κατάσταση αυτή 

ως σιωπηρή παρουσία (silencing). Oι ιδέες αλλά και η ίδια η παρουσία κάποιων 

µαθητών συχνά περιθωριοποιούνται και υποτιµώνται. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα οι 

θέσεις  και οι απορίες τους να µην βγαίνουν στο προσκήνιο της διδασκαλίας και έτσι 

να διαµορφώνουν µια άσχηµη εικόνα για τα µαθηµατικά.  Σε σχετική έρευνα η Fine 

(1987) εστίασε σε τέτοιου είδους καταστάσεις και αναφέρει ότι όχι µόνο 

µεµονωµένοι µαθητές, αλλά και ολόκληρες οµάδες δεν έχουν καµία φωνή µέσα στην 

τάξη, δεδοµένου ότι οι απόψεις τους δεν ακούγονται και τα ζητήµατα που µπορούν 

να εγείρουν δεν συζητιούνται. Στην προσπάθειά του, λοιπόν, ο εκπαιδευτικός να 

υποστηρίξει την όσο το δυνατό µεγαλύτερη κατανόηση των εννοιών, που πρόκειται 

να τεθούν σε διαπραγµάτευση, θα πρέπει να εµπλέκει στο διάλογο το σύνολο της 

τάξης και να λαµβάνει αποφάσεις που δε θα µεταδίδουν σιωπηρά το µήνυµα ότι οι 

απόψεις ορισµένων µαθητών εκτιµώνται ιδιαίτερα, ενώ κάποιων άλλων όχι. 

Βασικό, λοιπόν, στοιχείο µάθησης των µαθηµατικών εννοιών είναι η 

διαπραγµάτευσή τους στην τάξη, µέσω της οποίας ο εκπαιδευτικός  εκχωρεί τη 

γνώση στους µαθητές του. Η Sfard (2001) ξεχωρίζει κάποιους παράγοντες που 

προσδίδουν επιδεξιότητα στο µαθηµατικό διάλογο, όπως η κατανόηση των 

µαθηµατικών συµβόλων και των αναπαραστάσεων, καθόσον είναι άρρηκτα 

συνδεδεµένες  µε τις έννοιες που αντιπροσωπεύουν, και εκείνοι οι κανόνες που 

τίθενται από τον εκπαιδευτικό και καθορίζουν τη θέση κάθε συνοµιλητή στο διάλογο. 

Τα δύο αυτά συστατικά του διαλόγου, καθώς και η βέλτιστη χρήση τους διδάσκονται 

και µαθαίνονται στη σχολική τάξη, όπου  πολλές φορές αυτό γίνεται ασυνείδητα από 

την πλευρά του εκπαιδευτικού, µέσω των διδακτικών πρακτικών που ακολουθεί και 

των αποφάσεων που λαµβάνει στην εξέλιξη του µαθήµατος. Η Κυριακίδου( 2004), µε 
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βάση σχετική έρευνα, συµπεραίνει πως ο εκπαιδευτικός διαµορφώνει ένα πρότυπο 

αλληλεπίδρασης στην τάξη, το οποίο στη συνέχεια υιοθετείται από τους µαθητές, 

όταν αυτοί εργάζονται είτε µόνοι τους είτε µε άλλους συµµαθητές τους. 
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Κεφάλαιο 2ο 

Η έρευνα 
 
2.1. Εισαγωγή 

Στόχος της παρούσας µελέτης είναι η αναγνώριση και η διερεύνηση των 

διδακτικών διληµµάτων που αντιµετωπίζει ο εκπαιδευτικός κατά το σχεδιασµό, αλλά 

και την υλοποίηση της διδασκαλίας των µαθηµατικών, καθώς και των τρόπων µε 

τους οποίους επιχειρεί να τα επιλύσει µέσα από τη συνεργασία µε ερευνητές του 

χώρου της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών.  Τα διδακτικά αυτά διλήµµατα αφορούν σε 

αποφάσεις  και  παρεµβάσεις που σχετίζονται τόσο µε το µαθηµατικό περιεχόµενο, 

όσο και µε τους µαθησιακούς στόχους που τίθενται και τις διδακτικές ενέργειες οι 

οποίες υιοθετούνται στην τάξη. Αφορούν, δηλαδή, στο σύνολο των ενεργειών του 

εκπαιδευτικού που συνδέονται µε θέµατα µάθησης και διδασκαλίας κατά τη διάρκεια 

(και συχνά και κατά το σχεδιασµό) της ανάπτυξης της τελευταίας. 

 Η µεθοδολογική προσέγγιση που επιλέχθηκε για τους σκοπούς της έρευνας 

περιελάµβανε τον ακόλουθο βασικό κύκλο δράσης, σε κάθε επίπεδο του οποίου 

εµπλέκονταν, µε ισότιµο τρόπο, τόσο ο εκπαιδευτικός που δίδασκε όσο και δύο 

ερευνητές της  ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών, οι οποίοι δρούσαν περισσότερο ως 

ακροατές και συνοµιλητές του πρώτου στο πλαίσιο µιας συνεργασίας µε στόχο την 

από κοινού διερεύνηση και, κατά συνέπεια, µάθηση (βλέπε και ενότητα 2.2):  

Επίπεδο σχεδιασµού: εντοπισµός των διληµµάτων – ανάλυση και µελέτη τους – λήψη 

σχετικών αποφάσεων – σχεδιασµός διδασκαλίας. 

Επίπεδο διδασκαλίας: εντοπισµός συγκεκριµένων, κρίσιµων σηµείων της 

διδασκαλίας, συνθήκες κάτω από τις οποίες προέκυψαν, διαφοροποιήσεις σε σχέση 

µε το σχεδιασµό. 

Μετα-διδακτικό επίπεδο: ανάλυση, επεξεργασία, ερµηνεία, αναστοχασµός και 

επανασχεδιασµός κρίσιµων σηµείων της διδασκαλίας από τον εκπαιδευτικό σε 

συνεργασία µε τους ερευνητές  

Σε καθένα από τα παραπάνω επίπεδα, τα συστατικά µέρη που αποτελούσαν 

αντικείµενο εστίασης ήταν: 

• η µαθηµατική γνώση (έµφαση στα επιστηµολογικά χαρακτηριστικά των 

µαθηµατικών που αξιοποιούνται) 
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• οι µαθησιακοί και διδακτικοί στόχοι (έµφαση στις προσεγγίσεις µάθησης που 

υιοθετούνται και στις πρακτικές που επιλέγονται για να τις εξυπηρετήσουν) 

• οι διδακτικές ενέργειες (έµφαση στο διδακτικό πλαίσιο που υιοθετεί). 

Η µελέτη των παραπάνω επιχειρήθηκε µέσα από τη διαχείριση στην τάξη: 

-της εργασίας των µαθητών (εξατοµικευµένη – οµαδική εργασία, είδος 

δραστηριοτήτων, ρόλος εκπαιδευτικού – παρεµβάσεις, ρόλος που δίνεται στο 

µαθητή),  

- της αλληλεπίδρασης (ποιος απευθύνεται σε ποιον, πως, πότε) και  

- της επικοινωνίας (ο λόγος που χρησιµοποιείται σε κάθε περίπτωση). 

Υιοθετήθηκε, έτσι, ένας κύκλος ενεργειών της µορφής σχεδιασµός – µελέτη 

και αναστοχασµός – επανα-σχεδιασµός – υλοποίηση  (ο οποίος περιγράφεται 

σχηµατικά στο σχήµα2.1 σελ 30).   Μακροπρόθεσµος στόχος αυτού του κύκλου ήταν 

η µελέτη της εξέλιξης των διδακτικών πρακτικών του εκπαιδευτικού, καθώς και ο 

έλεγχος της αποτελεσµατικότητας εναλλακτικών διδακτικών προσεγγίσεων, µε 

βασική επιδίωξη την όσο το δυνατό πληρέστερη κατασκευή του µαθηµατικού 

νοήµατος από τους µαθητές. 

 

2.2. Γιατί έρευνα δράση: βασικά χαρακτηριστικά  

Το Ερευνητικό Πρόβληµα, όπως περιγράφηκε παραπάνω, καθιστά φανερή 

την αναγκαιότητα υιοθέτησης της ερευνητικής προσέγγισης της έρευνας δράσης.  

Κατά τους Cohen και Manion (1994) : 

«Η έρευνα δράση ερµηνεύει την επιστηµονική µέθοδο µε ένα 

πολύ ελεύθερο τρόπο κυρίως επειδή εστιάζεται σε ένα ειδικό 

πρόβληµα, σε ένα ειδικό περιβάλλον. ∆ίνεται έµφαση στην 

ακριβή γνώση για µία συγκεκριµένη κατάσταση και για ένα 

συγκεκριµένο σκοπό.»  

Από την άλλη ο Lerman (Γαγάτσης, 1995) ισχυρίζεται ότι: 

« Μία συνέπεια της ανάµιξης των δασκάλων σε έρευνες γύρω 

από τη διδασκαλία τους, είναι ότι γίνονται περισσότερο οικείοι 

µε τις πηγές των ερευνητικών αποτελεσµάτων και αποκτούν 

επίγνωση της ενδεχόµενης αξίας της έρευνας για τη διδασκαλία 

τους» (Γαγάτσης.1995, σελ 265).  
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Σε ό,τι αφορά στην εµπλοκή του εκπαιδευτικού στην έρευνα δράση, οι 

Brown κ.ά. (1982) υποστηρίζουν ότι: 

 « Η έρευνα δράση φθάνει στην ύψιστη αποτελεσµατικότητά 

της, όταν ενισχύει τους δασκάλους να µετατρέπουν την πρακτική 

τους  σε µία διαδικασία συνεχούς αυτοανανέωσης. …Οι 

συνδέσεις µεταξύ της γνώσης γύρω από τη µάθηση, της 

προσωπικής γνώσης και της υποχρέωσης για περαιτέρω 

στρατηγικές δράσης γίνονται πιο σταθερές» 

 Το σχεδιάγραµµα στην επόµενη σελίδα, περιγράφει πλήρως τον τρόπο 

σχεδιασµού και υλοποίησης της έρευνας δράση, όπως προτάθηκε από τον 

Lewin(1946). 

Βασικό χαρακτηριστικό της συγκεκριµένης ερευνητικής προσέγγισης 

αποτελεί η έννοια του αναστοχασµού. Συγκεκριµένα, στο πλαίσιό της αναµένεται 

από τον εκπαιδευτικό να σκέφτεται προσεκτικά τα επόµενα βήµατα της εργασίας του 

σε συνεργασία µε τον ερευνητή και µε βάση τα δεδοµένα τα οποία συνέλεξε από την 

τάξη του. Σε ό,τι αφορά στον ερευνητή, αυτός καλείται να αναδεικνύει κατά τη 

συνεργασία του µε τον εκπαιδευτικό τα χαρακτηριστικά που θεωρεί σηµαντικά και 

να παρεµβαίνει, όταν το κρίνει αναγκαία, καθορίζοντας ένα καινούργιο σχέδιο 

εργασίας. 

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό ότι στην έρευνα δράση ο εκπαιδευτικός 

καλείται να αναλάβει ταυτόχρονα και το ρόλο του ερευνητή, γεγονός που καθορίζει 

τα ερωτήµατα που επιλέγει να µελετήσει.  Συγκεκριµένα, η οπτική που υιοθετεί ένας 

εκπαιδευτικός στη διδασκαλία των µαθηµατικών διαφέρει από αυτήν ενός ερευνητή, 

ο οποίος δεν είναι εκπαιδευτικός, καθώς ο πρώτος βιώνει την καθηµερινότητα της 

τάξης και µπορεί να αναγνωρίζει και να κατανοεί ποικίλα προβλήµατα και 

προβληµατικές που γεννιούνται ( καθηµερινά και απρόβλεπτα πολλές φορές ) µέσα 

σε αυτήν. Έτσι, οι υποθέσεις που µπορεί να διατυπώσει είναι συχνά διαφορετικού 

χαρακτήρα από αυτές ενός παρατηρητή-ερευνητή. Είναι αυτός που γνωρίζει 

καλύτερα και µπορεί να αιτιολογήσει το γιατί κάποιων αποφάσεων που πήρε κατά τη 

διάρκεια εξέλιξης του µαθήµατος.  
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…………………………………….. 

Νέες Σκέψεις  
Νέος 
Σχεδιασµός 

Τι συµβαίνει τώρα 
Γενική Ιδέα 
Αναγνώριση  
Πεδίο ∆ράσης 

Αναθεωρηµένο Σχέδιο 

Αναστοχασµός-Συζήτηση 
Κατανόηση 

Αναστοχασµός-Συζήτηση 
Κατανόηση 

Νέες Σκέψεις  
Νέος 
Σχεδιασµός 

Παρακολούθηση Αξιολόγηση 

Παρακολούθηση 

∆εύτερο  
βήµα ∆ράσης 

Αξιολόγηση 

Πρώτο βήµα 
∆ράσης 

Γενικό Σχέδιο 

Σχήµα 2.1. Κύκλος ενεργειών της έρευνας δράσης. 
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              Τέτοιου είδους έρευνες, πέρα από το προσωπικό όφελος που µπορεί να έχουν 

για τον δάσκαλο-ερευνητή, είναι δυνατό να συνεισφέρουν στη «γνώση των 

διαδικασιών µάθησης και διδασκαλίας της εκπαιδευτικής κοινότητας των 

µαθηµατικών»(Γαγάτσης, 1985). Φυσικά, κάτι τέτοιο δεν υποβαθµίζει ή θέτει στο 

περιθώριο τους άλλους ερευνητές και τα συµπεράσµατα των ερευνών τους, αλλά 

αποτελεί µια προσπάθεια απάντησης σε συγκεκριµένα  ερωτηµατικά του 

εκπαιδευτικού. Μια ιδανική κατάσταση θα ήταν αυτή όπου εκπαιδευτικός  και 

ερευνητής (ή ερευνητές) συνεργάζονται και ανταλλάσσουν σκέψεις και απόψεις, 

χρησιµοποιώντας ο καθένας τις γνώσεις και την εµπειρία του επί συγκεκριµένων 

θεµάτων,   ξεκινώντας από το σχεδιασµό της έρευνας µέχρι την ολοκλήρωσή της, 

όπως συµβαίνει στην παρούσα εργασία. Η συνεργασία αυτή θεωρείται κρίσιµη, 

καθόσον πολλές φορές είναι δύσκολο για τον εκπαιδευτικό να εντοπίσει, να 

περιγράψει και να ερµηνεύσει  ο ίδιος µε πληρότητα τις διδακτικές του ενέργειες. 

Χρειάζεται λοιπόν ο ερευνητής να προκαλέσει, µέσα από κατάλληλες υποδείξεις,  την 

εναλλακτική ανάγνωση των πρακτικών και αντιλήψεών του και κατ’ επέκταση την 

αλλαγή τους. Είναι αυτός που αξιοποιώντας τις ειδικές του γνώσεις µπορεί να 

δροµολογήσει τρόπους επίλυσης ενός προβλήµατος, αναγνωρίζοντας τους αιτιακούς 

παράγοντές του και προτείνοντας εναλλακτικούς τρόπους προσέγγισης. Είναι, λοιπόν, 

φανερό ότι το εύρος και οι δυνατότητες της µεθόδου της έρευνας δράσης την 

καθιστούν ιδιαίτερα ελκυστική για τη διερεύνηση εκπαιδευτικών θεµάτων, τα οποία 

σχετίζονται µε την κατανόηση και την εξέλιξη της εκπαιδευτικής πράξης. 

 

2.3 Μεθοδολογία της παρούσας µελέτης 

Όπως έχει ήδη επισηµανθεί, το Ερευνητικό Πρόβληµα που απασχολεί την 

παρούσα έρευνα δράση εστιάζεται στις  επιλογές και τα διλήµµατα εκπαιδευτικής 

φύσης  που αντιµετωπίζει ο εκπαιδευτικός τόσο κατά το σχεδιασµό, όσο και κατά την 

υλοποίηση των διδακτικών πρακτικών, καθώς και στους τρόπους µε τους οποίους 

µπορεί  η αντιµετώπισή τους  να γίνει όσο το δυνατό πιο αποτελεσµατική για τη 

µάθηση των µαθηµατικών από τους µαθητές.  

Συγκεκριµένα, τα Ερευνητικά Ερωτήµατα τα οποία εξετάζονται έχουν ως 

εξής:  
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Με αναφορά στα διδακτικά διλήµµατα: 

Ποιο είναι το περιεχόµενο των διληµµάτων που προκύπτουν κατά το 

σχεδιασµό και, κυρίως, κατά την υλοποίηση της διδασκαλίας στην τάξη 

των µαθηµατικών;  Ειδικότερα, ποια είναι η σχέση τους µε τη φύση, αλλά 

και τη διαχείριση της µαθηµατικής γνώσης στο πλαίσιο της διδασκαλίας; 

♦ 

♦ 

♦ 

♦ 

Πώς επηρεάζουν αυτά τα διλήµµατα το διδακτικό έργο;  ∆ηλαδή, πως 

επιδρούν στη µάθηση των µαθητών και στο είδος της µαθηµατικής 

γνώσης που συγκροτείται από αυτούς ; 

 

Με αναφορά στη συνεργασία του εκπαιδευτικού µε τους ερευνητές: 

Ποια είναι το περιεχόµενο και η µορφή αυτής της συνεργασίας; 

Πως αυτή η συνεργασία επηρεάζει τον τρόπο ανάγνωσης των 

διδακτικών του πρακτικών από τον εκπαιδευτικό, αλλά και τη διαχείρισή 

τους στην τάξη;  

 

Η έρευνα έγινε σε ένα τµήµα της Α΄ γυµνασίου και σε ένα τµήµα της Β΄ 

γυµνασίου κατά το σχολικό έτος 2004-2005. Σε κάθε τµήµα δίδασκα µαθηµατικά από 

το Σεπτέµβριο (στο εξής, ο εκπαιδευτικός θα αναφέρεται στο πρώτο πρόσωπο).  Έτσι, 

όταν ξεκίνησε η µαγνητοφώνηση  των µαθηµάτων υπήρχε η σχετική οικειότητα µε 

τους µαθητές και, κατά συνέπεια, ήµουν σε θέση να τους εξηγήσω γιατί γίνεται αυτό 

σε ορισµένα από τα µαθήµατά µας. Συγκεκριµένα, τους εξήγησα ότι πρόκειται  για 

µια εργασία δική µου, χωρίς να δώσω ιδιαίτερες διευκρινίσεις, ώστε να µην υπάρξουν 

αλλαγές στη συµπεριφορά τους και τους τόνισα ότι δεν συνδέεται µε κανέναν τρόπο 

µε την αξιολόγησή τους. Προέτρεψα τους µαθητές µου να φέρονται φυσιολογικά 

κάθε φορά που κάποιο µάθηµα ηχογραφούνταν. Σε κάποια µαθήµατα χρησιµοποίησα 

φύλλα εργασίας, ενώ σε δύο µαθήµατα η διδασκαλία έγινε στην αίθουσα των 

ηλεκτρονικών υπολογιστών, όπου χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό Geometer’s 

Sketchpad. Η κατασκευή των φύλλων εργασίας, από την αρχική ιδέα µέχρι την τελική 

τους διαµόρφωση, ακολούθησε τη διαδικασία του κύκλου της έρευνας δράσης. 

Συγκεκριµένα, το πρωτόλειο υλικό συζητήθηκε µε τους ερευνητές και, κατόπιν 

διαδοχικών τροποποιήσεων, πήρε την µορφή που το επεξεργάστηκα στην τάξη (βλέπε 

Παράρτηµα , για ένα παράδειγµα). 
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Σε  καθένα από τα τµήµατα που συµµετείχαν στην έρευνα υπήρχαν  25 

µαθητές διαφόρων δυνατοτήτων και ενδιαφερόντων.  Περιγράφοντας, γενικά, τη 

στάση και την επίδοση των µαθητών στα Μαθηµατικά στα δύο τµήµατα, θα 

µπορούσε να ισχυριστεί κανείς ότι είναι ένα µάθηµα, στο οποίο οι µαθητές δίνουν 

ιδιαίτερη βαρύτητα, καθόσον θεωρούν ότι είναι ένα από τα πλέον βασικά τους. Έτσι, 

καταβάλλουν ιδιαίτερες προσπάθειες κατανόησής του, προκειµένου να µπορούν να 

είναι σε θέση να διαπραγµατευθούν µε επιτυχία τις σχετικές έννοιες και διαδικασίες. 

Και τα δύο τµήµατα φάνηκαν ιδιαίτερα πρόθυµα να συνεργαστούν και δεν 

επηρεάστηκαν καθόλου από το γεγονός ότι το µάθηµα µαγνητοφωνούνταν.  

Φρόντισα ώστε οι συγκεκριµένες διδασκαλίες  να καλύψουν  όλη τη 

διδακτική περίοδο  των 40 ή 45 λεπτών, να µην διατεθεί, δηλαδή, καθόλου χρόνος για 

εξέταση. Οι µαθητές, φυσικά, δεν ενηµερώνονταν εκ των προτέρων για το πότε θα 

ηχογραφούνταν το µάθηµα και ούτε υπήρχε κάποια κανονικότητα στη σχετική 

διαδικασία. Οι διδακτικές ενότητες επιλέχθηκαν µε βάση κάποιο χρονοδιάγραµµα και 

όχι λόγω περιεχοµένου. Συνολικά, ηχογραφήθηκαν 6 µαθήµατα, τρία σε κάθε τάξη σε 

µια χρονική περίοδο 4 µηνών (Οκτώβριος 2004 - Ιανουάριος 2005). Τα µαθήµατα 

που ηχογραφήθηκαν, καθένα από τα οποία κάλυπτε µια διδακτική ενότητα του 

αναλυτικού προγράµµατος είχαν ως εξής:  

� Α΄ Γυµνασίου 

• Ο πολλαπλασιασµός στο σύνολο των φυσικών 

• Η επιµεριστική ιδιότητα  

• Η ευκλείδεια διαίρεση 

 

� Β΄ Γυµνασίου: 

• ∆ύναµη ρητού µε εκθέτη ακέραιο 

• Ορισµός και ιδιότητες ηµιτόνου και συνηµιτόνου οξείας γωνίας ενός 

ορθογωνίου τριγώνου ( ∆ύο µαθήµατα στην αίθουσα Η/Υ) 

Ο σχολιασµός των µαθηµάτων έγινε γραµµή-γραµµή αρχικά από εµένα και, 

στη συνέχεια, από τον κάθε ερευνητή ξεχωριστά. Αφού οι παρατηρήσεις και των 

τριών συγκεντρωνόταν σε ένα αποµαγνητοφωνηµένο κείµενο µαθήµατος, απαντούσα 

στα σχόλια των ερευνητών. Ακολουθούσε αναστοχαστικός κύκλος ερωτήσεων και ο 

σχεδιασµός του επόµενου µαθήµατος. Στο σηµείο αυτό υπήρχε πάλι η παρέµβαση 

των ερευνητών, µε τους οποίους αντάλλασσα και συζητούσα το αντίστοιχο φύλλο 
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ενός είδους ηµερολογίου που διατηρούσα σε όλη τη διάρκεια της έρευνας, όπου  

καταγράφονταν οι σκέψεις µου  πριν και µετά το µάθηµα και συγκεκριµένα: 

Πριν τη διδασκαλία: 

o Οι µαθησιακοί στόχοι της ενότητας που επρόκειτο να διδαχθεί 

o Οι παρεµβάσεις µου επί του σχολικού βιβλίου, καθώς και η επιλογή 

δραστηριοτήτων, που είχαν ως αφετηρία τη διδακτική µου εµπειρία, τη 

σχετική βιβλιογραφία και τις προσωπικές µου εκτιµήσεις για τους 

µαθητές του εκάστοτε τµήµατος 

o Ο τρόπος εµπλοκής των µαθητών  

Μετά τη διδασκαλία: 

o Οι αποκλίσεις από το αρχικό σχέδιο µαθήµατος και οι λόγοι 

δηµιουργίας τους 

o Τα διλήµµατα της διδακτικής πράξης και ο τρόπος αντιµετώπισής τους 

o Οι λόγοι µε βάση τους οποίους κρινόταν η αποτελεσµατικότητα της 

διδασκαλίας 

o Τα ανοικτά ερωτήµατα µάθησης και διδασκαλίας που αναδεικνύονταν 

και οι τρόποι αντιµετώπισής τους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο 

Ανάλυση και Παρουσίαση των δεδοµένων 
3.1. Εισαγωγή 

Καθώς οι µαθητές εµπλέκονται στη διαδικασία του µαθήµατος, ο 

εκπαιδευτικός έρχεται αντιµέτωπος µε µια σειρά από διλήµµατα, που άπτονται των 

αποφάσεων που λαµβάνει σχετικά µε τη διδασκαλία και καθορίζουν την πορεία του 

µαθήµατος, και κατά συνέπεια, τα µαθηµατικά νοήµατα που διαµορφώνει ο µαθητής. 

Πολλά από αυτά τα διλήµµατα προκύπτουν, όταν ο δάσκαλος εντοπίζει διαφορές 

µεταξύ του σχεδιασµού του µαθήµατος και της πραγµατικότητας στην τάξη, ενώ 

άλλα αναδύονται µέσα από την αλληλεπίδραση που ενεργοποιείται κατά τη διάρκεια 

του µαθήµατος, δηλαδή αφορούν σε ανάγκες τοπικού χαρακτήρα. Το είδος αυτών 

των διληµµάτων ποικίλλει.  Μερικά από αυτά, όπως, για παράδειγµα, για το αν θα 

πρέπει να  απαντηθεί από τον ίδιο µία ερώτηση που τέθηκε από κάποιο µαθητή ή όχι , 

πώς να ενθαρρυνθούν οι µαθητές να εργαστούν αποτελεσµατικά πάνω σε µια 

ερώτηση, ποιες είναι οι κατάλληλες ιδέες που θα παρουσιαστούν προκειµένου να 

κατανοηθεί µια µαθηµατική έννοια ή διαδικασία και, φυσικά, το βασανιστικό 

δίληµµα του χρόνου, έχουν καταγραφεί στη βιβλιογραφία (Carter and Richards 1991, 

Ackermann 1995). Βέβαια, στην πραγµατικότητα της τάξης υφίστανται και κάποια 

άλλα, όπως για παράδειγµα το πώς ο δάσκαλος θα αποδεχθεί ή θα απορρίψει µία 

απάντηση, ποιον µαθητή θα επιλέξει να απαντήσει σε µία ερώτηση, πως θα πρέπει να 

αξιολογήσει τοποθετήσεις ή ερωτήσεις µαθητών που αφορούν σε προεκτάσεις της 

διδασκαλίας και του σχεδιασµού που έχει επιλέξει. Σε όλη τη διάρκεια της 

διδασκαλίας υφίστανται διλήµµατα, τα οποία συνδέονται µε το φόβο µη επίτευξης 

των διδακτικών στόχων, τα οποία συχνά επιλύονται  µε στενή καθοδήγηση, επιλογή 

του καλού µαθητή και διατύπωση, τελικά, της απάντησης από το διδάσκοντα. Όλα τα 

παραπάνω συνθέτουν ένα πολύπλοκο διδακτικό περιβάλλον, πλευρές του οποίου 

επιχειρείται να περιγραφούν, µέσα από την ανάλυση των δεδοµένων της 

συγκεκριµένης µελέτης. 

Η ανάλυση των διληµµάτων αναπτύχθηκε σε τέσσερις κατευθύνσεις:  

• Το περιεχόµενό τους ( π.χ., επιστηµολογικά, επικοινωνιακά) 

• Τον τρόπο έκφρασής τους (π.χ., µε ερώτηση, µε απάντηση) 

• Τις συνθήκες ανάδειξής τους (π.χ., στο πλαίσιο παρέµβασης µαθητή, 

µιας λανθασµένης ή ελλιπούς απάντησης, κτλ) 
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• Τον τρόπο, µε τον οποίο έγινε η διαχείρισή τους από τον εκπαιδευτικό 

Η ένταξη κάθε διδακτικού επεισοδίου σε κάποια συγκεκριµένη κατηγορία και, 

ειδικότερα, ο σχολιασµός του περιλαµβάνει τα εξής στοιχεία: 

♦ Σε ποια χρονική στιγµή της διδασκαλίας προέκυψε ( εισαγωγή, 

εξέλιξη και επίλογο του µαθήµατος) 

♦ Το περιεχόµενο του κάθε µαθήµατος και η αντίστοιχη τάξη  

♦ Το δίληµµα σε σχέση µε το περιεχόµενό του 

♦ Το επεισόδιο  που αναπτύχθηκε στην τάξη 

♦ Η διαχείρισή του από τον διδάσκοντα 

♦ Το αποτέλεσµα της διαχείρισης του διλήµµατος από τον εκπαιδευτικό. 

 

3.2. ∆ιλήµµατα επιστηµολογικού περιεχοµένου  

Εντοπίζονται, συνήθως, όταν οι απαντήσεις είναι ασαφείς µε αναφορά στη 

φύση της µαθηµατικής γνώσης. Κάποια από τα θέµατα αυτά είναι δυνατό να τεθούν 

και από τους µαθητές, µέσω κάποιων ερωτήσεων ή προβληµατισµών που τους 

αναπτύσσονται κατά την εξέλιξη του µαθήµατος. Μπορεί να είναι θέµατα που 

αφορούν στη φιλοσοφία των µαθηµατικών, στη φύση τους, στους ορισµούς,  στην 

εγκυρότητα της µαθηµατικής αλήθειας - γνώσης, όπως αυτό της µαθηµατικής 

απόδειξης, στις έννοιες, στις ιδιότητες και στις σχέσεις τους µε  άλλες µαθηµατικές 

οντότητες, κ.ά. Άπτονται, δηλαδή, στα επιστηµολογικά χαρακτηριστικά των 

µαθηµατικών. Χαρακτηριστικό τους γνώρισµα είναι ότι εµφανίζονται σε κάθε στιγµή 

της διδασκαλίας µπορούν, όµως, να αντιµετωπιστούν µε διαφορετικούς τρόπους, 

ανάλογα µε τη χρονική στιγµή της εµφάνισής τους και τη θέση που κατέχουν στην 

πορεία του µαθήµατος. Για παράδειγµα, µπορεί να δεχθούµε ένα τµήµα του ορισµού 

που θα διατυπωθεί, προκειµένου να γίνει αφετηρία στο ξεκίνηµα του µαθήµατος, ενώ 

να απαιτήσουµε ακρίβεια στον ορισµό, όταν αυτός είναι προαπαιτούµενη έννοια ή 

αποτελεί έναν από τους βασικούς στόχους του µαθήµατος.  

 

Το απόσπασµα που ακολουθεί αφορά στην εισαγωγή του µαθήµατος της 

επιµεριστικής ιδιότητας. Οι µαθητές, ξεκινώντας από την ετυµολογία της λέξης 

‘επιµερίζω’, προσπαθούν να δώσουν την µαθηµατική της ερµηνεία. Το δίληµµα που 

εµφανίζεται εδώ αφορά στη διάκριση µεταξύ ορισµού και ιδιότητας και, 

 43 



συγκεκριµένα, αν θα πρέπει η διάκριση αυτή να διατυπωθεί τη δεδοµένη χρονική 

στιγµή, κάτι το οποίο ξεφεύγει των διδακτικών στόχων της ενότητας 

 
Ε: Επιµεριστική ιδιότητα τι είναι ; Ας ξεκινήσουµε από το τι σηµαίνει 
επιµερίζω στη νοελληνική γλώσσα. Ναι; 
Τάνια: Ότι µπορούµε να ξεχωρίσουµε κάποια ….. 
Την διακόπτω: Επιµερίζω δε σηµαίνει ξεχωρίζω 
Ακούγεται κάποιος µαθητής: Κάτι µε τα µέρη. 
Ε: Ναι, δηλαδή τι κάνει; Γιάννη; 
Γιάννης: Πρέπει να δώσουµε πρώτα τον ορισµό της ιδιότητας 
Ε: Είναι ιδιότητα αυτή… δεν έχει  ορισµό. Θα τη δούµε ως ιδιότητα. 
Ματθαίε; 
Ματθαίος: Μήπως σηµαίνει ότι κάτι µοιράζω; 

 ( Μάθηµα 3ο, σελίδα 2) 
 
Παρά τις συζητήσεις και αναφορές που  έχουν γίνει σε προηγούµενα 

µαθήµατα –σχεδόν από τις αρχές των µαθηµάτων σε αυτή την τάξη -,  προκειµένου 

να αποσαφηνιστούν οι έννοιες αυτές και ρόλος τους στα µαθηµατικά, ο µαθητής µε 

την παρέµβασή του καταδεικνύει το ακριβώς αντίθετο. Η αντιµετώπιση του 

διλήµµατος γίνεται µε έναν όχι και τόσο αποτελεσµατικό τρόπο, καθώς η διαφορά 

δηλώνεται και δεν γίνεται αντικείµενο διαλόγου. Η απόφασή µου αυτή έχει ως 

αφετηρία τους   στόχους του µαθήµατος, καθώς οι µαθητές πρέπει να κατανοήσουν 

την επιµεριστική µέσα στη συγκεκριµένη διδακτική περίοδο. 

 
Το παρακάτω απόσπασµα είναι από την εισαγωγή ενός µαθήµατος της Β΄ 

γυµνασίου, το οποίο έχει ως στόχο να συγκεντρώσει σε ένα ορισµό τη δύναµη µε 

βάση ρητό και εκθέτη ακέραιο. Από το µαθητή ζητείται να διατυπώσει ό,τι γνωρίζει 

σχετικά. Το δίληµµα εντοπίζεται, όταν ο µαθητής, αντί του ορισµού, αναφέρεται στην 

χρηστικότητα της δύναµης, παρά τη σαφήνεια διατύπωσης της ερώτησης.  

 
Ε: Θα ήθελα κάποιος από εσάς να µου δώσει συγκεντρωµένο τον ορισµό  
Στέλιος: Α!! τον ορισµό; ( ∆είχνει έκπληκτος) ∆ύναµη….. 
Ε: Προσέξτε!!! ∆ε θέλω το λεκτικό ορισµό, αλλά τον αλγεβρικό, δηλαδή τις 
σχέσεις.  ∆ηλαδή…  
Στέλιος: Τον χρησιµοποιούµε, για να µην έχουµε µεγάλους αριθµούς 
Ε: ∆ε µιλήσαµε Στέλιο για τη χρηστικότητα . ∆ηλαδή, αν σε ρωτήσει 
κάποιος τι είναι δύναµη , δώσε τον ορισµό της δύναµης, τι θα του πεις εσύ; 
Τον χρησιµοποιούµε για να µην έχουµε πολύ µεγάλους αριθµούς. Μπορεί 
αυτό να είναι σωστό, αλλά δεν είναι ο ορισµός. 
Στέλιος: Είναι ένας αριθµός…εεε…ποουυουου…. 
Ε: Για να δω. (Απευθύνοµαι στην τάξη) Θεοδώρα 
Θεοδώρα:. Άλφα εις την ν …. 

(Μάθηµα 1ο, σελίδα 1) 
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Επανέρχοµαι στο µαθητή, µετά από τις σχετικές διευκρινήσεις, που θεωρώ ότι 

πρέπει να είναι ακριβώς τόσες ώστε µε την παρέµβασή µου να µην καθοδηγήσω την 

σκέψη του, αλλά αυτός αδυνατεί να απαντήσει. Το στοιχείο  που αναδεικνύεται και 

εδώ είναι το θέµα του ορισµού και της θέσης που κατέχει στα µαθηµατικά.  

Στη συνέχεια του µαθήµατος ακολουθεί η παρακάτω στιχοµυθία. Το δίληµµα 

που εµφανίζεται εδώ αφορά στη διάκριση του ορισµού από τις ιδιότητες που έχει η εν 

λόγω µαθηµατική έννοια.  

Ε: Πως θα συνεχίσεις;;; 
Ελένη: ∆εν ξέρω 
Πολλοί από την τάξη ακούγονται «Κύριε, κύριε» 
Ε: Κων/νε  
Μ: Ίσως ..θα γράψουµε τις ιδιότητες της δύναµης 
Ε: Όχι   Τι;;; Τι θα γράψεις;;;; 
Ελένη: Τις ιδιότητες 
Ε: Οι ιδιότητες είναι ορισµός Κων/νε; 
Κων/νος: Όχι 
Ε:. Άλλο ο ορισµός, άλλο οι ιδιότητες  

(Μάθηµα 1ο, σελίδα 2) 
 

Ατυχής χειρισµός του διλήµµατος, αφού, παρά τις δυσκολίες που εντοπίζω στην 

ορθή ερµηνεία του ορισµού, δεν εξηγώ τη διαφορά ορισµού και ιδιότητας, αλλά 

διατυπώνω µία θέση. Η ενέργειά µου αυτή απορρέει από το γεγονός ότι κάτι τέτοιο 

ξεφεύγει των διδακτικών στόχων του µαθήµατος, όπως, επίσης, µπορεί να µε 

αναγκάσει να δαπανήσω πολύτιµο διδακτικό χρόνο. 

 

Το παρακάτω απόσπασµα αφορά στην εξέλιξη  µαθήµατος  της επιµεριστικής 

ιδιότητας στην Α΄ γυµνασίου,  η οποία παρουσιάζεται µε τη βοήθεια της εύρεσης της 

περιµέτρου ενός ορθογωνίου. Στόχος της δραστηριότητας ήταν ο υπολογισµός της 

περιµέτρου µε δύο τρόπους, µέσω των οποίων θα προκύψει η ισότητα που εκφράζει 

την επιµεριστική ιδιότητα. Από την µαθητή έχει ζητηθεί ο ορισµός της περιµέτρου 

ενός γεωµετρικού σχήµατος, προκειµένου η τάξη να αρχίσει να εργάζεται. Κυρίαρχο 

ρόλο κατέχει η ακριβής διατύπωση του ορισµού της περιµέτρου ως αθροίσµατος των  

µηκών των πλευρών ενός πολυγώνου, προκειµένου να συνδεθεί µε το στόχο της 

δραστηριότητας. Το δίληµµα εµφανίζεται όταν, παρά την επιλογή ενός καλού 

µαθητή, η περίµετρος δεν δίνεται αυστηρά µε µαθηµατικό τρόπο, αλλά κάπως 

εκλαϊκευµένα.  
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Ε: 2 επί 3 είναι η περίµετρός του; Το εµβαδόν του είναι. Θυµάται κάποιος 
να µου πει τι είναι περίµετρος; Στέλιο 
Στέλιος: Είναι το γύρω- γύρω. 
Ε: Τι θα πει το ‘γύρω- γύρω’; Ναι; 
Γιάννης: Το µήκος και το πλάτος της επιφάνειάς του. 
Πολλοί µαθητές: Όχι, όχι 
Ε: Της επιφάνειας; Τα έχουµε λίγο µπερδεµένα στο µυαλό µας. Αφροδίτη;  
Αφροδίτη: Το άθροισµα των πλευρών του. 
Ε: Πολύ ωραία. Περίµετρος, λοιπόν, είναι το άθροισµα των µηκών των  
πλευρών του. 

(Μάθηµα 3ο, σελίδα 2) 
 

Το δίληµµα επιλύθηκε µε την επιλογή άλλου καλού µαθητή, αφού η έννοια 

της περιµέτρου ήταν προαπαιτούµενη και όχι µέσα στους βασικούς στόχους του 

µαθήµατος. O ορθός ορισµός της περιµέτρου οδήγησε την τάξη στην εύρεση της 

επιµεριστικής ισότητας, όπως φαίνεται και από την εξέλιξη του µαθήµατος. 

 
Ε: Για να πάµε, λοιπόν, να δούµε κάτι. Πως θα πάµε να υπολογίσουµε το 
άθροισµα των πλευρών του; Τι µπορούµε να πούµε; Ότι είναι 2+2+3+3. 
Ένας άλλος συµµαθητής της, ας  πούµε η Αφροδίτη, έχει µία άλλη ιδέα. 
Αφροδίτη µπορείς να της πεις µία άλλη ιδέα; 
Αφροδίτη: Αυτό µπορούµε να κάνουµε 2.2+2.3  
Ε. Λοιπόν, µια άλλη ιδέα, την οποία έχουµε, λέει η Αφροδίτη, γιατί να 
προσθέσω το 2 δύο φορές.  Έχω µία επαναλαµβανόµενη πρόσθεση, άρα 
στην ουσία έχω τι; Έναν πολλαπλασιασµό. Ωραία. Οπότε το αποτέλεσµα 
είναι 6+4=10. Κάποια άλλη ιδέα Φίλιππε; 
Φίλιππος:2 επί σε παρένθεση 2+3 
Ε: Ακριβώς . Μία άλλη σκέψη, η οποία στηρίζεται πάλι εδώ ( δείχνω το 
σχήµα), οι απέναντι πλευρές του ορθογωνίου τι είναι αναµεταξύ τους; Ίσες, 
να βρω πόσο κάνει το άθροισµα µόνο των δύο πλευρών και µετά αυτό τι να 
το κάνω ; 
Κάποιοι µαθητές: Επί δύο  
E: Άρα, λοιπόν, αυτό είναι σαν να πάρω να προσθέσω το 2 µε το 3 και µετά 
αυτό τι να το κάνω; Να το διπλασιάσω. Όλα αυτά τα αποτελέσµατα που 
έχουµε δει, δε δίνουν την περίµετρο του ίδιου ορθογωνίου;  
Κάποιοι µαθητές : Ναι 
Ε: Για να πάρουµε, λοιπόν, αυτές τις δύο παραστάσεις µόνες τους, τι 
έχουµε; Στο πρώτο µέλος έχουµε αυτό (2.3+2.2) και στο δεύτερο µέλος τι 
θα έχουµε; ……2(3+2).  

(Μάθηµα 3ο, σελίδα 3) 
 

Ένα άλλο χαρακτηριστικό δίληµµα, που εντοπίζεται στο παραπάνω 

απόσπασµα, είναι αυτό της µη επίτευξης των διδακτικών στόχων του µαθήµατος, το 

οποίο εκφράζεται µε τη στενή καθοδήγηση των µαθητών, ώστε τελικά να έχουµε το 

επιθυµητό αποτέλεσµα. 
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Το παρακάτω απόσπασµα είναι από την έναρξη του µαθήµατος στην 

Ευκλείδεια διαίρεση στην Α΄ γυµνασίου, όπου επιχειρώ να συνδέσω τις έννοιες 

πολλαπλάσιο και τέλεια διαίρεση.  Το δίληµµα που εµφανίζεται εδώ αφορά στην 

αποδοχή της απάντησης αναφορικά µε τον τρόπο µε τον οποίο αυτή  διατυπώθηκε 

από το µαθητή. Άπτεται, δηλαδή, της ακρίβειας και σαφήνειας που θα πρέπει να 

χαρακτηρίζει µία ολοκληρωµένη απάντηση στα µαθηµατικά, ειδικά όταν αυτή παίζει 

πρωτεύοντα ρόλο στην  εξέλιξη του µαθήµατος. 

 
Καλλίνα: Το 27 είναι πολλαπλάσιο του 3 
Ε:. Πολύ ωραία, το 27 είναι πολλαπλάσιο του 3 . Γιατί; 
Καλλίνα: Γιατί άµα το διαιρέσουµε µε το 3 είναι τέλεια 
Ε: Πάρα πολύ ωραία, γιατί η διαίρεση του 27:3 τι είναι;  
Μαζί µε κάποιους µαθητές; Τέλεια. Πάρα πολύ ωραία 

(Μάθηµα 4ο, σελίδα 1) 
  

Θεωρώ ότι η απάντηση «…είναι τέλεια» δεν είναι σαφής χωρίς τη λέξη 

«διαίρεση» να προηγείται, ώστε να προκύψει «…η διαίρεση είναι τέλεια». Φυσικά, 

αναγνωρίζοντας την ορθότητα της απάντησης, απλώς παρεµβαίνω, συµπληρώνοντας 

τη λέξη που λείπει.  

 

Το δίληµµα της αποδοχής του τρόπου, µε τον οποίο διατυπώνεται µια 

µαθηµατική απόδειξη από κάποιον µαθητή, είναι κυρίαρχο στη διδασκαλία, όπου οι 

µαθητές συµµετέχουν ενεργά, καθώς τους  ζητείται  να τοποθετηθούν στα δρώµενα 

της τάξης. Το παρακάτω απόσπασµα είναι από την εισαγωγή µαθήµατος στην  

Ευκλείδεια διαίρεση σε τµήµα της Α΄ γυµνασίου. Από τους µαθητές, µετά τη 

συζήτηση για τα πολλαπλάσια και τους διαιρέτες, ζητείται να ερµηνεύσουν την 

έννοια της ατελούς διαίρεσης. Το δίληµµα εντοπίζεται µε  απαντήσεις των  µαθητών  

και, συγκεκριµένα, στο «..περισσεύει» και το «…χωρίσουµε..», τα οποία 

παραπέµπουν  άµεσα στη διαίρεση, χωρίς να συνδέονται µε την έννοια 

‘πολλαπλάσιο’, που είναι και ένας από τους βασικούς διδακτικούς στόχους του 

µαθήµατος. 

 
Τάνια:. Άµα τα διαιρέσουµε υπάρχει ένας αριθµός που περισσεύει. 
Ε: Ωραία. Μα αυτό, αυτό είναι και το αντικείµενο της σηµερινής µας 
συζήτησης, άρα δεν είναι η δικαιολογία αυτή. Γιάννη; 
Γιάννης: ∆εν µπορούµε να τον χωρίσουµε, ας πούµε, σε x οµάδες των 4 
ακέραιων µονάδων.   
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Ε: ∆εν υπάρχει φυσικός αριθµός έτσι ώστε 4.χ να µας κάνει πόσο; 26 ή 
πολύ ωραία, ο Γιάννης τοποθετήθηκε και είπε δεν µπορώ να τον χωρίσω σε 
χ οµάδες των 4! 
Γιάννης: Στο σύνολο των φυσικών  
Ε: Πάντα µιλάµε για το σύνολο των φυσικών 

(Μάθηµα 4ο, σελίδα 5) 

 

Η πρώτη απάντηση που διατυπώνει η µαθήτρια δεν γίνεται αποδεκτή, καθώς 

περιέχει έννοιες που ανήκουν στους άµεσους στόχους του µαθήµατος, συνεπώς δεν 

έχουν νόηµα µέχρι εκείνη τη στιγµή. Με την παρέµβασή µου συνδέω την απάντηση 

του δεύτερου  µαθητή µε τους διδακτικούς στόχους του µαθήµατος.  

 

Η απόδειξη και ο σπουδαίος της ρόλος στα µαθηµατικά φάνηκε να αποτελεί 

συχνά πηγή πολλών διληµµάτων. Συγκεκριµένα, αρκετοί µαθητές θεωρούν ότι η 

επαλήθευση, η επικύρωση µερικών περιπτώσεων µίας εικασίας µε κάποιο λογισµικό 

είναι αποδείξεις, ενώ συχνό είναι το φαινόµενο της de facto αναγνώρισης και 

ερµηνείας προτάσεων. 

Το παρακάτω επεισόδιο αφορά σε µάθηµα τριγωνοµετρίας στη Β΄ γυµνασίου. 

Στο απόσπασµα που ακολουθεί, το δίληµµα της αποδοχής της απόδειξης  λύνεται µε 

την παρέµβαση ενός µαθητή. Συγκεκριµένα, µία µαθήτρια επιχειρεί να αιτιολογήσει 

γιατί το ηµίτονο οξείας γωνίας ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι µικρότερο του 1. 

∆ίληµµα εντοπίζεται όταν η εξαιρετική απάντηση που δίνει δεν γίνεται αποδεκτή, 

καθόσον δεν συνδέει τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς ως λόγους των πλευρών του 

ορθογωνίου τριγώνου µεταξύ τους, µε αποτέλεσµα να υποβαθµίζονται σε 

συγκεκριµένες και όχι αφηρηµένες έννοιες, που αποτελεί και έναν από τους βασικούς 

στόχους του µαθήµατος. 

Ε: Ωραία, το βρήκαµε το ηµίτονο, θέλουµε να είναι µικρότερο από το 1 
πάντα, αλλά γιατί; 
Ζωή: Η απέναντι κάθετη δε µπορεί να χωράει παραπάνω φορές από µία.  
Ε: Καλό, πες τα, όµως, πιο γρήγορα.   
Ζωή: Γιατί η απέναντι κάθετη είναι µικρότερη από την υποτείνουσα. 
Ε: Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο Γιάννη, το είχαµε δει στο Πυθαγόρειο πάλι 
στα πολυµέσα, ποια πλευρά είναι η µεγαλύτερη; 
Γιάννης. Η υποτείνουσα 
Ε: Άρα, τι λέει η Ζωή, Ζωή για επανάλαβε λίγο. 
Ζωή: ∆εν µπορεί να είναι πάντα µεγαλύτερο του 1, γιατί η απέναντι κάθετη 
δεν είναι µεγαλύτερη της υποτείνουσας. 
Ε: Το καταγράφουµε αυτό.  

(Μάθηµα 6o, σελίδα 5)  

 48 



Το επεισόδιο κλείνει µε την ίδια µαθήτρια να επαναδιατυπώνει την αιτιολόγησή 

της, µετά τη παρέµβαση του µαθητή, που σκοπό είχε, εκτός των προαναφερθέντων, 

να θυµίσει σε όλους τη σχέση µεταξύ των πλευρών σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. 

Στην εξέλιξη του παραπάνω µαθήµατος δύο µαθητές προσπαθούν να 

αιτιολογήσουν γιατί η εφαπτοµένη µίας οξείας γωνίας σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο 

µπορεί να πάρει τιµές µεγαλύτερες του 1, σε αντίθεση µε το ηµίτονο και συνηµίτονό 

της. Το µάθηµα γίνεται στην αίθουσα πολυµέσων, όπου οι µαθητές έχουν την 

ευκαιρία να παρακολουθήσουν ένα ορθογώνιο τρίγωνο, στο οποίο µεταβάλλονται τα 

µήκη των κάθετων πλευρών του. Το δίληµµα που εµφανίζεται αφορά στην απόδειξη 

µε τη βοήθεια µόνο της αναπαράστασης. 

 
Ε: ∆ηλαδή, είδαµε ότι το ηµίτονο και το συνηµίτονο δεν µπορούν να 
ξεπεράσουν το 1, η εφαπτοµένη µπορεί να ξεπεράσει το 1;  
Ελένη: Ναι, µπορεί. 
Ε: Γιατί; 
Ελένη: Γιατί είναι από την άλλη µεριά του τριγώνου  
Ε: ∆ηλαδή; 
Ελένη: Είναι πιο µεγάλη. 
Ε: ∆ε µου λέει κάτι αυτό. 
Ελένη: Επειδή η εφαπτοµένη είναι η υποτείνουσα και είναι πιο µεγάλη και η 
γωνία που σχηµατίζει µπορεί να ξεπεράσει.  

(Μάθηµα 6ο , σελίδα 6) 

Στο σηµείο αυτό αναγνωρίζω ότι η µαθήτρια δεν µπορεί να αρθρώσει σωστό 

λόγο, προκειµένου να αιτιολογήσει, ενώ ξέρει περίπου ποια είναι η σωστή 

αιτιολόγηση. Προσπαθώ να τη βοηθήσω, κάνοντας κάποιες µετρήσεις που αφορούν 

στον ορισµό της εφαπτοµένης. 

 
Ε: Θέλετε να το δούµε και εδώ (εννοώ στον υπολογιστή). Για να το δούµε 
λιγάκι εδώ. Η εφαπτοµένη πως ορίζεται Ελένη;  
Ελένη: Η εφαπτοµένη είναι οι προσκείµενες στις  κάθετες 
Ε : Οι προσκείµενες στις δύο κάθετες;  
Ελένη: Η απέναντι από τη γωνία  
Ε: Ναι, προς… 
Ελένη: Την άλλη κάθετη. 
Ε: Προς την προσκείµενη  
Κων/νος : Ο λόγος των δύο κάθετων. 

(Μάθηµα 6ο , σελίδα 6) 

 
Αποδέχοµαι ένα µέρος του ορισµού της εφαπτοµένης, καθώς αυτός δεν έχει 

διατυπωθεί σωστά από τη µαθήτρια και, επιπλέον, έχουµε δαπανήσει πολύ χρόνο και 

η διδακτική περίοδος οδεύει στο τέλος της. Κάποιος µαθητής, όµως, µε την 
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παρέµβασή του τακτοποιεί τον ορισµό.  Εφόσον έχουµε το σωστό ορισµό της 

εφαπτοµένης µε του βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή, παίρνουµε κάποιες 

µετρήσεις. 

Ε: Κοίταξε Ελένη, η πρώτη εφαπτοµένη που πήραµε να µετρήσουµε 
κοιτάξτε παιδιά. 
Ελένη: Είναι παραπάνω. 
Ε: Η πρώτη εφαπτοµένη της γωνίας ω που είναι η ΓΒ προς την ΑΒ µας 
βγήκε 1,3. Για να δούµε λοιπόν . Κοιτάξτε τώρα να δείτε τι γίνεται. 32,45 
και, βέβαια, καθώς η γωνία µικραίνει παρατηρούµε ότι η εφαπτοµένη τι 
κάνει; 
Κάποιοι µαθητές: Μικραίνει. 
Ε: Ελένη όπως βλέπεις.. 

(Μάθηµα 6ο , σελίδα 7) 

 
Το παραπάνω απόσπασµα είναι κρίσιµο για την απόδειξη, καθώς δεν εµµένω 

µόνο στις µετρήσεις που φαίνονται στην οθόνη, αλλά αναφέρω και τον ορισµό της 

εφαπτοµένης, ώστε να βοηθήσω τη µαθήτρια να κάνει τις κατάλληλες συνδέσεις.  

Όπως, όµως, φαίνεται από το παρακάτω απόσπασµα, η Ελένη είναι προσκολληµένη 

σε αυτό που βλέπει, οπότε στρέφοµαι σε άλλο µαθητή.  

 
Ελένη: Μπορεί να πάει στο άπειρο. 
Ε: Γιατί όµως κορίτσι µου συµβαίνει αυτό;  
Ελένη: Γιατί µπορεί να µεγαλώσει. 
Ε: Τι να µεγαλώσει; 
Ελένη: Καθώς κατεβαίνε, η γωνία µπορεί να µεγαλώσει. 
Ε: ∆ε µου λέει κάτι βρε Ελένη αυτό. Σπύρο;  

(Μάθηµα 6ο , σελίδα 7) 

Όπως η Ελένη, έτσι και ο Σπύρος αρχικά αιτιολογεί µε βάση αυτό που βλέπει. 

Η παρέµβασή µου, όµως, που στοχεύει στο να τους αποσπάσει την προσοχή από την 

οθόνη, βοηθά το Σπύρο να προχωρήσει σε µια πιο θεωρητική απόδειξη.  

 
Σπύρος: Επειδή σε κάποια φάση η µία κάθετη γίνεται σηµείο 
Ε: Καλά, εντάξει, µη το πας στο άπειρο, σας άρεσε το άπειρο  αλλά γιατί η 
εφαπτοµένη µπορεί να ξεπεράσει το 1, αυτός είναι ο προβληµατισµός µας. 
Σπύρος: Γιατί η µια κάθετη θα είναι πάντα µεγαλύτερη από την άλλη 
Ε: Υπάρχει περίπτωση, λοιπόν, η µια κάθετη να είναι µεγαλύτερη από την 
άλλη. ∆ηλαδή, ενώ ξέρουµε ότι σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ότι η µεγαλύτερη 
πλευρά είναι η υποτείνουσα. Μπορούµε, λέει ο Σπύρος, να ισχυριστούµε 
κάτι τέτοιο για τις κάθετες; 
Κάποιοι µαθητές: Όχι 

(Μάθηµα 6ο , σελίδα 7) 
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Η συζήτηση περί της απόδειξης τελειώνει µε την παρακάτω στιχοµυθία: 
 
Ε: ∆εν µπορώ λοιπόν εγώ να ξέρω τι γίνεται λέει ο Σπύρος τι γίνεται µε τις 
δύο κάθετες ποια είναι η µικρότερη και ποια είναι η µεγαλύτερη για αυτό 
και η εφαπτοµένη µπορεί να ξεπεράσει το 1. Άρα λοιπόν συµπληρώνουµε 
µπορούµε να ισχυριστούµε κάτι ανάλογο και για τη εφαπτοµένη. 
Συµπληρώστε όχι και Σπύρο σε παρακαλώ πολύ τον ισχυρισµό σου , να τον 
ακούσουµε 
Σπύρος: Λοιπόν, όχι διότι υπάρχει…. Πάντα µία από τις κάθετες θα είναι 
µεγαλύτερη από την άλλη  
Ε: Ωραία  
Κάποιοι µαθητές. Όχι πάντα, όχι πάντα. Αν είναι ίσες;  
Ε: Καλά κοιτάξτε να δείτε αν είναι έτσι τότε πόσο θα είναι; 
Κων/νος: Αλλά δε θα είναι πάντα µεγαλύτερη. 

(Μάθηµα 6ο, σελίδα 7) 
 
Σε όλη σχεδόν τη συζήτηση που εκτυλίσσεται, οι µαθητές είναι 

προσκολληµένοι στην οθόνη του υπολογιστή και διατυπώνουν ορθές θέσεις, αλλά 

πλαισιωµένες από αυτό που βλέπουν. Αν και εγώ προσπαθώ να αποσπάσω την 

προσοχή τους στις µετρήσεις της οθόνης, αυτοί επιµένουν να παρατηρούν τις 

µεταβολές που υφίστανται οι πλευρές του τριγώνου. Λίγο πριν το τέλος του 

επεισοδίου, καθώς αναγνωρίζω ότι δεν θα επιτευχθεί ο στόχος της δραστηριότητας 

παραφράζω την τοποθέτηση του µαθητή, ώστε να έχουµε το ορθό συµπέρασµα. Στο 

κλείσιµο, όµως, του επεισοδίου µια παρέµβαση µαθητή αναδεικνύει το σπουδαίο 

ρόλο που παίζει στα µαθηµατικά ο λογικός ποσοδείκτης «για κάθε». 

 

Ένα δίληµµα, το οποίο συνδέεται µε τις δραστηριότητες που αφορούν σε 

πραγµατικές καταστάσεις είναι η διαχείριση της δυσκολίας µετάβασης από το φυσικό 

πλαίσιο της δραστηριότητας στο µαθηµατικό, ώστε να αναδειχτεί η αντίστοιχη 

µαθηµατική  έννοια, όπως αυτή ορίζεται στο αναλυτικό πρόγραµµα. 

To παρακάτω επεισόδιο αφορά στην ευκλείδεια διαίρεση σε τµήµα της Α΄ 

τάξης γυµνασίου. Στους µαθητές έχει δοθεί φύλλο εργασίας, όπου η διαίρεση 

περιγράφεται ως µία διαδικασία  τοποθέτησης  µελοµακάρονων  σε κουτιά. Στο 

επεισόδιο που ακολουθεί, στόχος ήταν να κατανοήσουν οι µαθητές ότι η διαδικασία 

επαναλαµβάνεται, µε βάση κάθε φορά το υπόλοιπο της διαίρεσης. Το δίληµµα 

εντοπίζεται, όταν η σύνδεση δεν γίνεται άµεσα, αλλά ύστερα από αλλαγή του 

πλαισίου της πραγµατικής κατάστασης του προβλήµατος ( …στο τραπέζι ), που 

υπήρξε αποτέλεσµα παρέµβασης ενός µαθητή. 
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Ε: 4 επί 4 συν 10. Να ρωτήσω κάτι εγώ την τάξη µου; ∆ηλαδή, τι κάνουµε 
κάθε φορά; Καλλίνα; 
Καλλίνα: Προσθέτουµε και άλλο ένα κουτί. 
Ε: Γιατί προσθέτουµε και άλλο ένα κουτί;  
Καλλίνα. Εεεεε 
Ε: Που τα βρίσκουµε τα µελοµακάρονα και προσθέτουµε άλλο ένα κουτί; 
Αλέξανδρος. Στο τραπέζι.   
Ε: Που τα βρίσκουµε και γεµίζουµε; Παιδιά σας παρακαλώ…Λοιπόν, στο 
τραπέζι. ∆ηλαδή;  Από πού τα παίρνουµε αυτά τα µελοµακάρονα; 
Ακούγονται διάφοροι µαθητές να φωνάζουν κύριε,  κύριε 
Καλλίνα: Από το 26 
Ε: Από το 26 εγώ τα γεµίζω.  Είχα 26 έτσι; Και γεµίζω, γεµίζω συνέχεια. 
Από πού βρίσκω και γεµίζω; Από πού βρίσκω Καλλίνα; 
Καλλίνα: Από αυτά που περισσεύουν. 

(Μάθηµα 4o, σελίδα 8) 
 

Χρησιµοποίησα το πλαίσιο που έθεσε ο µαθητής µου και έθεσα στη µαθήτρια 

το ερώτηµα της εύρεσης των µελοµακάρονων στο τραπέζι. Η αντιµετώπιση του 

διλήµµατος ήταν επιτυχής, όπως φαίνεται από τη συνέχεια του διαλόγου 

 
Ε: Πολύ ωραία, από αυτά που περισσεύουν. Κάθε φορά, λοιπόν, βλέπω 
αυτά που περισσεύουν και λέω: γεµίζω άλλο ένα κουτί και προχωράω. Άρα, 
λοιπόν, προσέξτε τώρα , µέχρι τώρα το κάναµε 4 φορές. Τι παρατηρούµε σε 
κάθε προσπάθεια τοποθέτησης στα κουτιά; Καλλίνα; 
Καλλίνα:  Παρατηρούµε ότι κάνουµε άλλο ένα κουτί και παίρνουµε από 
αυτά που περισσεύουν. 

(Μάθηµα 4o, σελίδα 8) 
 

Στη συνέχεια του µαθήµατος, χρησιµοποιώντας το πλαίσιο του προβλήµατος 

προσπαθούµε να καταλήξουµε στο τι είναι αυτό που κάνει τη διαδικασία να 

σταµατήσει. Στόχος, δηλαδή, του επεισοδίου είναι να κατανοήσουν τα παιδιά ότι η 

διαίρεση θα σταµατήσει, όταν το υπόλοιπο είναι µικρότερο του διαιρέτη. 

Εντοπίζονται διλήµµατα που αφορούν στις συνδέσεις των εννοιών, οι οποίες, όµως, 

επιλύονται µε κατάλληλα δοµηµένες ερωτήσεις, ώστε οδηγούν στο επιθυµητό 

αποτέλεσµα. 

 
Ε: Παιδιά, παιδιά. Εγώ σε ρωτάω και νοµίζω ότι η ερώτησή µου είναι 
σαφής.  Πότε θα σταµατούσαµε τη διαδικασία της τοποθέτησης;  
∆ανάη: Όταν θα τελειώσουµε τα µελοµακάρονα 
Ε: Θα τελειώσουν ποτέ τα µελοµακάρονα; Ε; 
∆ανάη: …… 
Ε: ∆ηλαδή, θα τα τοποθετήσουµε όλα στο κουτί;  
∆ανάη. Όχι θα περισσέψουν 2. 
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Ε: ∆ηλαδή, αυτό τι σηµαίνει; Τότε θα πεις τι κάνω; Σταµατάω. Γιατί θα 
σταµατήσεις; Η Καλλίνα είπε συνεχίζω, ο Ματθαίος είπε συνεχίζω , η Τάνια 
είπε προ ολίγου συνεχίζω, εσύ γιατί θα σταµατήσεις; 
∆ανάη: Γιατί δε θα µπορώ να τα χωρίσω σε άλλο κουτί;  
Ε: Γιατί δε θα µπορώ να τα χωρίσω; 
∆ανάη: Γιατί µένει υπόλοιπο. 
Ε: Τι θα πει µένει υπόλοιπο; Και προ ολίγου και στην Καλλίνα έµεινε, και 
στην Τάνια3 έµεινε  και στον Ματθαίο έµεινε. 
∆ανάη: Ναι, αλλά τότε µπορούσαµε να προχωρήσουµε γιατί είχαµε 
περισσότερα.  
 Ε:∆ηλαδή, τι θα πει είχαµε περισσότερα; ∆εν το καταλαβαίνω αυτό, 
περισσότερα από τι; Η Καλλίνα από τον Ματθαίο και ο Ματθαίος από την 
Τάνια;  
∆ανάη: Κάποια πολλαπλάσια….  
Ε: Κων/νε; 
Κων/νος: Μένει ένα υπόλοιπο µελοµακάρονων που δε µπορεί να διαιρεθεί 
περισσότερο.  

(Μάθηµα 4o, σελίδα 8) 
 

Επιµένω να απευθύνω ερωτήσεις στην τάξη µου προκειµένου στο κλείσιµο 

του διαλόγου να πάρω την απάντηση αναφορικά µε το γιατί σταµατά η διαίρεση. Το 

δίληµµα της αλλαγής του πλαισίου των ερωτήσεων είναι έντονο, ειδικά, όταν το 

αλλάζει η ίδια η µαθήτρια µε το «..πολλαπλάσια».  Ωστόσο, έχοντας κατά νου την 

προηγούµενη κατάσταση, επένδυσα στα λεχθέντα των µαθητών µου. Η αντιµετώπιση 

του διλήµµατος µε το συγκεκριµένο τρόπο έδειξε να είναι επιτυχής, όπως φαίνεται 

και από τη συνέχιση του διαλόγου µε τους µαθητές. Κάποιοι µαθητές, µάλιστα, 

εµφανίστηκε να έχουν κατασκευάσει και την ταυτότητα της ευκλείδειας διαίρεσης, 

που ήταν και ο τρίτος διδακτικός στόχος του µαθήµατος. Χαρακτηριστικά 

αποσπάσµατα διαλόγων στην τάξη είναι τα παρακάτω 

 
Αλέξανδρος: ∆ε θα µπορούν σε όλα τα κουτιά ισάξια, 4 στο κάθε ένα 
ακριβώς και δε θα χωράνε. 
Ε: ∆ηλαδή; Γιάννη; 
Γιάννης: Όταν ο αριθµός των µελοµακάρονων που περισσεύει θα είναι 
κάτω από το 4.  
Ε: Αυτό είναι, ρε παιδιά. Όταν θα περισσέψουν λιγότερα από 4 
µελοµακάρονα , οπότε θα µπορώ να κατασκευάσω καινούριο κουτί; . 
Ματθαίε, πόσα µελοµακάρονα σου περισσέψανε εσένα; 
Ματθαίος :. Εµένα, 10. 
Ε: 10, άρα έρχεται η Καλλίνα και λέει: µε αυτά τα 10 εγώ µπορώ να φτιάξω 
αλλά … τέσσερα ( µαζί µε κάποιους µαθητές). Στην αρχή περίσσεψαν 18, 
οπότε λέει η Τάνια3, από τα 18 µπορώ να πάρω άλλα 4. Η ∆ανάη, όµως, 
γεµίζει, γεµίζει τα κουτιά.  Κάποια στιγµή πάει να πάρει 4 και τι έχει να 
παρατηρήσει; 
Κάποιοι µαθητές: Λιγότερα.  
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Ε: ∆εν έχει δηλαδή 4, έχει λιγότερα , έτσι; Άρα, λοιπόν, πότε θα σταµατούσε 
η διαδικασία της τοποθέτησης; Όταν τα µελοµακάρονα που περισσεύουν, 
µας είπε ο Γιάννης, είναι λιγότερα από 4. Τώρα, προσέξτε, ποιο είναι το 
πλήθος των κουτιών που θα χρειαστούµε; 

(Μάθηµα 4o, σελίδα 9) 
 

Λίγο πιο κάτω  
Ματθαίος: Μπορούµε να βάλουµε και σε άλλο ένα κουτάκι και άλλο. 
Ε:. Πάρα πολύ ωραία. 
Ματθαίος: Οπότε θα προσθέσουµε άλλο ένα κουτάκι και  θα γίνουν 4 τα 
κουτάκια.  Στο κάθε κουτάκι θα βάλουµε 4,  οπότε θα µας µείνουν 10. 
Αλέξανδρος: Κύριε, είναι σα να αναλύουµε τον αριθµό.  

(Μάθηµα 4o, σελίδα 9) 
 
Ή ακόµα  

Ε:  Με άλλο τρόπο τώρα. Από τη µία είχαµε τα κουτιά να τα χωρίσουµε, 
συγνώµη τα µελοµακάρονα, να τα βάλουµε στα κουτιά, από την άλλη 
γράφαµε όµως και τι άλλο; 
Τάνια:. Είχαµε µία ισότητα.  
Ε: Ισότητα, πολύ ωραία η Τάνια. Από τη µία χωρίζαµε τον αριθµό σε 
οµάδες, αλλά κάθε φορά που τον χωρίζαµε σε οµάδες, ταυτοχρόνως, 
βρίσκαµε και µία ισότητα. Για να τη βρούµε αυτή την ισότητα.  

(Μάθηµα 4o, σελίδα 12) 
 
Ειδικά, στο τελευταίο επεισόδιο φαίνεται πόσο ισχυρό είναι το δίληµµα του 

χρόνου, ώστε αναγκάζοµαι, τελικά, να δώσω το µαθηµατικό πλαίσιο ο ίδιος, εφόσον 

έχουν επιτευχθεί όλοι οι διδακτικοί στόχο και πλησιάζουµε στο τέλος της διδακτικής 

περιόδου. Φαίνεται, δηλαδή, το δίληµµα αυτό να εµφανίζεται σε όλη τη διάρκεια της 

διδασκαλίας  και να επηρεάζει τον τρόπο µε τον οποίο  θα αντιµετωπίσει ο διδάσκων 

τα άλλα διλήµµατα, µε τα οποία έρχεται αντιµέτωπος. 

 

Η δηµιουργία κλάσεων εννοιών (γενίκευση), ως χαρακτηριστικό γνώρισµα τη 

φύσης των µαθηµατικών, µπορεί να αποτελέσει πηγή διληµµάτων, ιδιαίτερα κατά τη 

διδασκαλία που βασίζεται στην ενεργή συµµετοχή των µαθητών. Τρόποι επίλυσης 

των διληµµάτων αυτών είναι συχνά η διατύπωση κατάλληλων ερωτήσεων, όπως 

ανάκλησης από τη µνήµη, επεξήγησης, διερεύνησης, κτλ. 

Το παρακάτω απόσπασµα είναι από την εισαγωγή µαθήµατος στην 

τριγωνοµετρία της Β΄ γυµνασίου.  Ο διάλογος αφορά σε κατάλληλη δραστηριότητα 

που στόχο έχει να αναδείξει την αναγκαιότητα ορισµού καινούργιων 

τριγωνοµετρικών αριθµών, εκτός της εφαπτοµένης. ∆ίληµµα εντοπίζεται, όταν η 

µαθήτρια αδυνατεί να παραλληλίσει   τον τρόπο ορισµού της εφαπτοµένης,  αλλά και 
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να συνδέσει τις προηγούµενες γνώσεις της, ώστε να εντοπίσει την ζητούµενη 

αναγκαιότητα.  

Ε: Ωραία, για να σε ρωτήσω, λοιπόν,  η χρήση εφαπτοµένης µπορεί να µας 
βοηθήσει; 
Λυδία: Μπορεί. 
Ε: Μπορεί. Πως µπορεί να µας βοηθήσει εδώ Νικόλα;  
Νικόλας. ∆ε νοµίζω ότι µπορεί να µας βοηθήσει 
Ε: Γιατ,ί Νίκο δε µπορεί να µας βοηθήσει;  
Νικόλας: ∆ε ξέρω τις κάθετες. 
Ε: Ωραία, λέει ο Νίκος δε µπορεί να µας βοηθήσει η εφαπτοµένη, γιατί δεν 
έχουµε τα µήκη των δύο καθέτων πλευρών. Συµπληρώνουµε παρακάτω, 
απάντησε ο Νίκος και σε αυτό. Γιατί δεν έχουµε τα µήκη των δύο κάθετων 
πλευρών, συνεπώς; Ναταλία, τι πρέπει να κάνουµε; 
Ναταλία: Να βρούµε τα µήκη των δύο κάθετων πλευρών. 
Ε: Ωραία, να βρούµε τα µήκη των δύο κάθετων πλευρών. Θα µας 
βοηθήσουν τα µήκη των δύο κάθετων πλευρών βρε Ναταλία;  
Ναταλία:….. 
Ε: Από στο σχήµα που έχει δηµιουργηθεί µε το τρίγωνο , το δένδρο δηλαδή 
που έσπασε, εσύ την κάθετη πλευρά θέλεις να υπολογίσεις; Τι είναι το ΓΒ 
Ναταλία: Υποτείνουσα 
Ε:Η εφαπτοµένη, όµως, είδαµε πιο πάνω, και µας είπε και ο Νίκος,  µε 
ποιες πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου ορίζεται; 
Ναταλία:  ΑΓ και ΑΒ 

(Μάθηµα 5o, σελίδα 3) 

 

Το δίληµµα αντιµετωπίζεται αφήνοντας τη σκέψη της να µας οδηγήσει κάπου, 

δε συµφωνώ ούτε διαφωνώ µαζί της και περιµένω από την ίδια να µας βγάλει από το 

αδιέξοδο που έχουµε εµπλακεί. Ταυτόχρονα, της κάνω και µια αναφορά στο σχήµα 

που υπάρχει στο φύλλο εργασίας, προκειµένου να εστιάσει στο ζητούµενο. Το 

επεισόδιο κλείνει µε τη µαθήτρια να συνδέει, µετά από παρέµβασή µου, που τη 

φέρνει σε ένα καινούργιο αδιέξοδο, όλες τις προηγούµενες γνώσεις της, ώστε να 

διαφανούν τα στοιχεία που θα ορίσουν τους δύο καινούργιους τριγωνοµετρικούς 

αριθµούς. Οι χρονικοί περιορισµοί, ωστόσο, µε αναγκάζουν να αναδείξω ο ίδιος την 

αναγκαιότητα ορισµού νέων τριγωνοµετρικών αριθµών. 

Ε: Άρα, µας βοηθά η εφαπτοµένη; 
Ναταλία: Όχι 
Ε: Γιατί δε µας βοηθά Ναταλία η εφαπτοµένη; 
Ναταλία. Γιατί δε ξέρουµε τις δύο κάθετες. 
 Ε: Ωραία!!!!! Άρα, λοιπόν, χρειάζεται να ορίσουµε καινούργιους 
τριγωνοµετρικούς αριθµούς.  Στην προσπάθειά µας αυτή τι θα  έπρεπε να 
χρησιµοποιήσουµε;  
Ναταλία:  Τη γωνία 
Ε: Τη γωνία και τι άλλο; Τη γωνία τη χρησιµοποιούµε και στην εφαπτοµένη 
Ναταλία. Τι άλλο, λοιπόν,  θα έπρεπε να χρησιµοποιήσουµε; 

 55 



Ναταλία: Την υποτείνουσα  
Ε: Την υποτείνουσα λοιπόν. 

(Μάθηµα 5o, σελίδα 3)  

Στη συνέχεια του µαθήµατος, και µε αφετηρία δραστηριότητα µέτρησης, οι 

µαθητές προσπαθούν να ανακαλύψουν τρόπους, προκειµένου να ορίσουµε κάποιους 

καινούργιους τριγωνοµετρικούς αριθµούς. Το µάθηµα λαµβάνει χώρα σε αίθουσα 

πολυµέσων και η δραστηριότητα αντιµετωπίζεται µε λογισµικό. Στο παρακάτω 

απόσπασµα εµφανίζεται δίληµµα, το οποίο πηγάζει από το γεγονός ότι οι µαθητές δεν 

έχουν κατανοήσει τον τρόπο µε τον οποίο ορίσθηκε η εφαπτοµένη – ως σταθερός 

λόγος πλευρών-, µε αποτέλεσµα να αδυνατούν να γενικεύσουν τη διαδικασία και 

στον ορισµό του ηµιτόνου και συνηµιτόνου. 

Ε:. Αν, λοιπόν, θα µπορούσαµε να ορίσουµε καινούργιους τριγωνοµετρικούς 
αριθµού,ς ποια θα ήταν η προϋπόθεση; 
Ζωή: Να ξέρουµε την απέναντι κάθετη και την προσκείµενη  
Ε: Αυτό είναι για την εφαπτοµένη 
Ζωή: Εεεε 
Ε: Να επαναλάβουµε πάλι τι πάµε να κάνουµε. Φαίνεται ότι κάτι έχετε 
πάθει σήµερα. Πρέπει µέσα στον τριγωνοµετρικό αριθµό που θα ορίσουµε 
να χρησιµοποιήσουµε ποιόν; 
Κάποιος µαθητής: Την υποτείνουσα 
Ε. Ωραία. Υπάρχει κάποια προϋπόθεση, για να µπορέσουµε να ορίσουµε ένα 
καινούργιο τριγωνοµετρικό αριθµό; Ε…υπάρχει; Χρήστο 
Χρήστος: Όχι, αφού ξέρουµε..  
Ε: Όχι, δηλαδή, µπορούµε να ορίσουµε όποιον τριγωνοµετρικό αριθµό τάδε, 
ό,τι θέλουµε. Την εφαπτοµένη, δηλαδή, την ορίσαµε µε δικιά µας 
συλλογιστική, αυθαίρετα; Ή ανακαλύψαµε κάτι; 
Χρήστος: Όχι, χρησιµοποιήσαµε το λόγο των κάθετων πλευρών 
Ε: Ο οποίος, τι ήταν αυτός ο λόγος των δύο κάθετων πλευρών ; 
Χρήστος: Ήταν η κλίση και ήταν σταθερός λόγος. 
Ε: Τι ήταν; 
Χρήστος: ΣΤΑΘΕΡΟΣ 
Ε:  Θυµάστε που φέρναµε τα ύψη στο βουνό και παίρναµε κάποιους λόγους, 
η Χριστιάννα τους υπολόγισε και αυτοί οι λόγοι σε κάθε περίπτωση τι ήταν; 
Σταθεροί. Άρα υπάρχουν προϋποθέσεις, για να κάνουµε κάτι τέτοιο.  Τι θα 
απαντήσουµε; Ναι, αρκεί να ανακαλύψουµε τι πράγµα Χριστιάννα;  

 
(Μάθηµα 5o, σελίδα 4) 

 

Η αντιµετώπιση του διλήµµατος γίνεται µε συνεχείς υπενθυµίσεις 

προηγούµενων γνώσεων, αποφεύγοντας  να δώσω ο ίδιος την απάντηση, προκειµένου 

οι µαθητές να αντιληφθούν που µας οδηγεί η κατασκευή των καινούργιων 

τριγωνοµετρικών αριθµών. Στην περίπτωση, µάλιστα, που κάποιος µαθητής 

οδηγήθηκε στη σταθερότητα του λόγου, θεώρησα καλό να υπενθυµίσω στην τάξη 
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µου όλη τη δραστηριότητα, προκειµένου να αποσαφηνίσω πλήρως το πλαίσιο 

αναφοράς. 

Ο τρόπος µε τον οποίο αντιµετωπίστηκε το δίληµµα φαίνεται να είναι 

επιτυχής, καθώς στην εξέλιξη του µαθήµατος, οι µαθητές ανακαλύπτουν ότι, µε βάση 

τη σταθερότητα των λόγων, µπορούν να προκύψουν δύο τριγωνοµετρικοί αριθµοί. 

Ένα χαρακτηριστικό απόσπασµα που εκτυλίσσεται στη συνέχεια του µαθήµατος είναι 

το παρακάτω. 

Ε: Λέει(το φύλλο εργασίας), πόσους  διαφορετικούς τριγωνοµετρικούς 
αριθµούς θα µπορούσαµε να ορίσουµε τότε και γιατί; Αν, λοιπόν, 
ανακαλύψουµε πως υπάρχει σταθερός λόγος, πόσους τέτοιους 
τριγωνοµετρικούς αριθµούς θα µπορούσαµε να ανακαλύψουµε, να 
κατασκευάσουµε. 
Χρήστος: Την υποτείνουσα 
Ε: Ο λόγος, δηλαδή, θα περιέχει µόνο την υποτείνουσα; 
Χρήστος: Θα περιέχει …. 
Ε: Και τι άλλο; 
Χρήστος: Για να είναι σταθερός; 
Ε: Ναι. Τι άλλο θα µπορούσε να περιέχει; 
Γιώργος: Την υποτείνουσα και µία κάθετη πλευρά. 
Ε: Και µία από τις κάθετες. 
Γιώργος: Άρα δύο. 
Ε: Άρα, πόσους διαφορετικούς; ∆ύο; Γιατί δύο είπες Γιώργο; 
Γιώργος: Γιατί, στο λόγο θα είναι η υποτείνουσα και µία από τις  δύο 
κάθετες. 
Ε: ∆ηλαδή, λέει ο Γιώργος , γιατί θα είναι η υποτείνουσα και µία από τις 
δύο κάθετες. Λοιπόν,  τώρα θα χρησιµοποιήσουµε τους  υπολογιστές . Το 
κάθε ζευγάρι σε ένα υπολογιστή. Στόχος µας είναι να ορίσουµε 
καινούργιους τριγωνοµετρικούς αριθµούς για τη γωνία ω.  

 
(Μάθηµα 5o, σελίδα 5) 

 

Ο µαθητής, µάλιστα, φαίνεται να έχει καταλάβει ότι έτσι µπορούµε να 

ορίσουµε δύο τριγωνοµετρικούς αριθµούς, χρησιµοποιώντας κάθε φορά τη µία 

κάθετη πλευρά µε την υποτείνουσα. Τα παραπάνω, στη συνέχεια, τεκµηριώθηκαν, µε 

τη βοήθεια του µαθηµατικού λογισµικού. 
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3.3.  Επικοινωνιακά διλήµµατα   

∆ιλήµµατα, τα οποία σχετίζονται µε τη διαχείριση των  µαθηµατικών 

γνώσεων των µαθητών, εντοπίζονται κάθε στιγµή της διδασκαλίας και σχετίζονται 

κυρίαρχα µε την επικοινωνία και την αλληλεπίδραση που αναπτύσσονται στην τάξη. 

Μερικά από τα πιο συνηθισµένα αφορούν στο  χειρισµό της απάντησης ενός µαθητή,  

στη διαχείριση των παρεµβάσεων των µαθητών,  στη διαχείριση των αποριών και, 

τέλος, στη  διαχείριση του τρόπου, µε τον οποίο οι µαθητές έχουν προσεγγίσει ή πως  

προσεγγίζουν τη νέα γνώση, όπως αυτός εκφράζεται µέσα από τις περιγραφές τους. 

Συχνά επιλύονται µε επαναδιατύπωση της ερώτησης, τη χρήση διάφορων 

αναπαραστάσεων και παραδειγµάτων, προκειµένου να γίνει κατανοητή µια 

αφηρηµένη έννοια ή διαδικασία, την επιλογή ενός καλού µαθητή, που µπορεί να 

συµβάλλει στη διεκπεραίωση του διλήµµατος, τη διατύπωση κατάλληλων 

ερωτήσεων, οι οποίες µπορούν να «ξεδιπλώσουν» τη σκέψη των µαθητών και να 

αναδείξουν τις δυσκολίες τους στην πρόσβαση µιας µαθηµατικής ιδέας. 

Τα συγκεκριµένα διλήµµατα συνδέονται και αλληλεπιδρούν  µε ο,τιδήποτε 

σχετίζεται µε την επίτευξη των διδακτικών στόχων του µαθήµατος.  Συχνά δε 

επιλύονται µε τρόπους που δεν προάγουν τη µάθηση, δεν εξελίσσουν τη γνώση και 

δεν οδηγούν στη κατασκευή µαθηµατικών νοηµάτων, αλλά εξυπηρετούν απλώς την 

ανάγκη του διδάσκοντα να συνεχιστεί η πορεία του µαθήµατος και να οδηγηθεί  µε 

ασφάλεια στην ολοκλήρωσή του. Τέτοιοι τρόποι αντιµετώπισης των διληµµάτων 

αυτών είναι: 

� Μη αξιοποίηση της προσφοράς των µαθητών, αλλά µια συνεχής 

προσπάθεια αναζήτησης αυτών που θέλει να ‘ακούσει’ ο εκπαιδευτικός. 

Εγκαταλείπεται, έτσι, το σύνολο της τάξης που, ενδεχοµένως, να έχει 

πρόβληµα, µόλις δοθεί η ορθή απάντηση. Ο δάσκαλος δεν επενδύει στα 

ειρηµένα των µαθητών, αλλά στο αποτέλεσµα. Αν η σωστή απάντηση 

δεν έρθει, τότε επιστρέφει στην παλιά δοκιµασµένη συνταγή της 

δασκαλοκεντρικής µετάδοσης της γνώσης.  

� Απλή συµπλήρωση κενών, ώστε να προκύψει µια πρόταση µε το σωστό 

περιεχόµενο. Άλλος ένας τρόπος αντιµετώπισης των διληµµάτων αυτής 

της κατηγορίας, που δεν αφήνει τίποτα στο µαθητή, πέρα από την 

ικανοποίηση µιας ‘σωστής’ απάντησης στο διδάσκοντα.  
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� Κλειστού τύπου ερωτήσεις, που απαιτούν απλή ανάκληση από τη 

µνήµη, όπου δε δίνεται η δυνατότητα στους µαθητές να καταθέσουν τη 

σκέψη τους. 

� ∆ιατύπωση ερωτήσεων που δεν είναι προϊόν αναστοχασµού των λαθών 

που τυχόν πραγµατοποίησαν οι µαθητές,  αλλά µια επαναληπτική 

διαδικασία,  προκειµένου να ακουστεί, βεβιασµένα,  η σωστή απάντηση. 

 

Πολλά διλήµµατα του εκπαιδευτικού αφορούν στη διαχείριση της παροχής 

βοήθειας προς τους µαθητές, µέσα από τη διαχείριση της αλληλεπίδρασης και της 

επικοινωνίας που αναπτύσσονται στην τάξη και σχετίζονται µε τη µάθηση των 

µαθητών. Οι πρακτικές που ενδείκνυνται  να επιλέγονται προς αυτήν την κατεύθυνση 

είναι τέτοιες, ώστε να βοηθούν τους µαθητές να ανακαλέσουν ορισµούς, να 

αναγνωρίσουν το άστοχο των απαντήσεών τους, να προσανατολιστούν στο 

ζητούµενο, συνειδητοποιώντας τι είναι αυτό που λείπει και χρειάζεται. Σε αυτό το 

πλαίσιο είναι σηµαντικό να δίνεται η ευκαιρία στους µαθητές να συνδέσουν και να 

παραλληλίσουν ανάλογες περιπτώσεις. Εδώ, όµως, ελοχεύει ο κίνδυνος της στενής 

καθοδήγησης και του αυστηρά καθορισµένου προσανατολισµού, προσέγγιση που 

συχνά συνδέεται µε τους περιορισµούς του αναλυτικού προγράµµατος σε συνδυασµό 

µε τους διδακτικούς στόχους του µαθήµατος και, φυσικά, το χρονικό πλαίσιο της 

διδακτικής περιόδου. Μια τέτοια προσέγγιση βρίσκεται σε αντίφαση µε τη γενικά 

αποδεκτή σήµερα πρακτική, σύµφωνα µε την οποία θα ήταν επιβεβληµένη η 

αξιοποίηση της  συµβολής  των µαθητών, ώστε η µάθηση να καθίσταται µια ενεργή 

κατασκευή του µαθηµατικού νοήµατος από κάθε µαθητή και να αναδεικνύεται η 

δηµιουργία των µαθηµατικών  ως ανθρώπινη δραστηριότητα. 

 

Ένας συνήθης τρόπος επίλυσης  αυτών των διληµµάτων είναι η παράθεση 

µιας µικρής σύνοψης των ευρηµάτων που έχουν προηγηθεί.  Το παρακάτω 

απόσπασµα αφορά στην επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την 

πρόσθεση φυσικών αριθµών  σε τµήµα της Α΄ τάξης γυµνασίου. Οι µαθητές έχουν 

υπολογίσει την περίµετρο ενός ορθογωνίου παραλληλογράµµου µε διάφορους 

τρόπους, προκειµένου να καταλήξουν στην ισότητα που εκφράζει την επιµεριστική 

ιδιότητα. ∆ίληµµα εντοπίζεται όταν οι µαθητές αδυνατούν να εξισώσουν τις σχέσεις,  

εφόσον αυτές εκφράζουν την  ίδια ποσότητα, δηλαδή την  περίµετρο του ορθογωνίου. 
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Ε: Άρα, σε  όλες αυτές τις παραστάσεις, τα πρώτα τους µέλη , τα αριστερά, 
τι είναι αναµεταξύ τους;  
Ο εκπαιδευτικός µαζί µε κάποιους µαθητές :Ίσα  
Ε: Για να πάρουµε, λοιπό,ν αυτές τις δύο παραστάσεις µόνες τους, τι έχουµε  
Στο πρώτο µέλος έχουµε αυτό (2.3+2.2) και στο δεύτερο µέλος τι θα 
έχουµε;……2(3+2). Λοιπόν, ένας τρόπος, που πρότεινε η Αφροδίτη, είναι 
αυτός εδώ, ένας άλλος, που πρότεινε ο Φίλιππος, είναι αυτός εδώ. 
Προφανώς, εφόσον και τα δύο αποτελέσµατα τι  µας δίνουν ; Την περίµετρο 
του ίδιου ορθογωνίου, τι θα είναι αυτά τα δύο; 
Εκπαιδευτικός µαζί µε κάποιους µαθητές: Ίσα 
Ε: Τι έχουµε, δηλαδή, τώρα να παρατηρήσουµε;  Έ, ∆ανάη;  
∆ανάη: Μπορούµε να κάνουµε µε βελάκι 2.3 και 2.2 

(Μάθηµα3o , σελίδες 2,3 ) 

 

Το δίληµµα επιλύεται υπενθυµίζοντας και συνοψίζοντας  τις σχέσεις που 

είχαν προτείνει πριν λίγο δύο µαθητές. Χαρακτηριστικό του επεισοδίου είναι ότι 

επενδύω στη σκέψη των µαθητών µου, αλλά, ταυτόχρονα, συµπληρώνω και 

διορθώνω ό,τι έχει ειπωθεί, στοχεύοντας έτσι στην εξυπηρέτηση του στόχου του 

µαθήµατος. Στο τέλος του επεισοδίου, µάλιστα, ο λόγος ξαναπερνάει σε κάποιον 

µαθητή µου (στη ∆ανάη),  προκειµένου να διερευνήσω τον τρόπο µε τον οποίο 

κατανοήθηκε η επιµεριστική ιδιότητα. 

 

Το παρακάτω απόσπασµα αφορά σε µάθηµα στην Α΄ γυµνασίου και, 

συγκεκριµένα, στις ιδιότητες του πολλαπλασιασµού. Αφού έχουµε συζητήσει την 

προσεταιριστική ιδιότητα µε τη βοήθεια της αντιµεταθετικής ιδιότητας, προχωρούµε 

στην καταγραφή της σχέσης που περιγράφει αυτήν την ιδιότητα. ∆ίληµµα εντοπίζεται 

στον τρόπο παροχής βοήθειας στη µαθήτρια, η οποία έχει σηκωθεί στον πίνακα και 

αδυνατεί να συνδέσει και να συµβολίσει αυτά που έχουν συζητηθεί, µε αποτέλεσµα 

να µη επιτυγχάνεται ο στόχος τους µαθήµατος, που συνδέεται µε το συµβολισµό. 

Ε: Ναι, άλλο µε την σειρά είπες και εγώ σε έκοψα εκεί…έτσι; Τι κάνουµε, 
δηλαδή; ∆εν παίζει ρόλο η σειρά µε την οποία ……πολλαπλασιάζουµε. 
Λοιπόν, Τάνια έλα λίγο να καταγράψεις µόνη σου την ιδιότητα , µη τη 
γράψω εγώ. ∆ηλαδή έχω να πολλαπλασιάσω το α.β.γ. Σε ακούµε  
Τάνια: Εεε!!!  Ναι. αβ.γ=β.α.γ. 
Ε: Τι κάνεις; Η αντιµεταθετική είναι πιο πάνω 
Τάνια: Ααα…Σωστά 
Ε: Ποια ιδιότητα µας είπες προηγουµένως; 
Τάνια. Την … Να βάλω;.  
Ε: Να βάλεις τι;  
Τάνια. Παρενθέσεις. 
Ε: Έτσι. 
Η µαθήτρια γράφει στον πίνακα.  
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Ε: Ωραία. ∆ηλαδή τώρα τι κάνεις. Πολλαπλασιάζεις τα δύο πρώτα και ότι  
βρεις µε … 
Ταυτόχρονα µε τη µαθήτρια: το τρίτο 
Ε:Αυτό είναι το ίδιο µε το … 
Τάνια:. Με το α.(β.γ) 
Ε: Πάρα πολύ ωραία. Στο δεύτερο µέλος τι έκανες;  
Τάνια:  Άλλαξα θέση στη παρένθεση 
Ε:  ∆ηλαδή; Αντί να πολλαπλασιάσεις τα δύο πρώτα … 
Τάνια: . Πολλαπλασίασα τα δύο δεύτερα και µετά µε το τρίτο 

(Μάθηµα 2ο, σελίδα 7) 
 

Σε όλη την πορεία της, η µαθήτρια καθοδηγείται στενά, προκειµένου να 

καταλήξει στο επιθυµητό συµπέρασµα, που είναι και ένας από τους στόχους του 

µαθήµατος. Οι ερωτήσεις που της απευθύνω απεικονίζουν το δικό µου  µονοπάτι 

προσέγγισης,  ενώ δεν ακούγεται σχεδόν καθόλου ο τρόπος της δικής της σύλληψης 

της ιδιότητας και δεν εντοπίζονται οι δυσκολίες που αντιµετωπίζει στην κατανόησή 

της. Ακόµα, παραβλέπεται και η δυσκολία της µαθήτριας, όταν δεν  αναγνωρίζει  την 

χρήση των παρενθέσεων, συνεπώς και τη σπουδαιότητά τους σε αυτή την ιδιότητα. 

Το µόνο που επιτυγχάνεται είναι η καταγραφή/αποτύπωση της ιδιότητας από ένα 

µαθητή και όχι από εµένα. 

 

Πολλά διλήµµατα, που αφορούν σε παλαιότερες  γνώσεις  των  µαθητών,  

επιλύονται µε τη χρήση αναπαραστάσεων. Το παρακάτω απόσπασµα είναι µέρος ενός 

µαθήµατος τριγωνοµετρίας στη Β΄ γυµνασίου, όπου γίνεται προσπάθεια απόδειξης 

του τι συµβαίνει µε το ηµίτονο µιας γωνίας, καθώς αυτή αυξάνεται ή µειώνεται. Αν 

και οι µαθητές γνωρίζουν τη διαφορά µεταξύ κλάσµατος και λόγου, καταβάλλεται 

προσπάθεια προσέγγισης της απόδειξης µε τη βοήθεια των κλασµατικών αριθµών. Το 

δίληµµα εντοπίζεται, όταν ο µαθητής, αν και καλός, αδυνατεί να ανακαλέσει  το πώς 

αυξοµειώνεται ένας κλασµατικός αριθµός. Θεωρώ ότι αυτό είναι και ένα κρίσιµο 

κοµµάτι στη διδακτική διαδικασία.  Έτσι, επιµένω και παρεµβαίνω, προκειµένου να 

έχουµε το επιθυµητό. Ο µαθητής δεν εγκαταλείπεται, αλλά του παρέχεται βοήθεια, 

για να ανακαλέσει από τη µνήµη του τις αυξοµειώσεις των κλασµάτων. 

Ε: Πάµε, λοιπόν, στη σελίδα 4 που λέει «Για να αποδείξουµε τον ισχυρισµό 
µας θα πρέπει να θυµηθούµε τον τρόπο που συγκρίνουµε κλασµατικούς 
αριθµούς». Έτσι, λοιπόν, ένα κλάσµα µεγαλώνει όταν... Να σας ακούσω. 
Φάνης, τι ξέρεις από πέρυσι που ήσουν στην πρώτη γυµνασίου  που κάναµε 
κλασµατικούς αριθµούς. Πότε µπορεί να µεγαλώσει ένα κλάσµα;  
Φάνης: Εεε 
Ε: Όλες τις περιπτώσεις θέλω. 
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Φάνης: Κλάσµα µπορεί να µεγαλώσει…  
Ε: Παρακαλώ ( γίνεται φασαρία γιατί προφανώς πολλοί γνωρίζουν την 
απάντηση και ο Φάνης δυσκολεύεται). Λοιπόν, Φάνη λίγο δυνατά γιατί η 
αίθουσα είναι περίεργη. 
Φάνης: Εεε… 
Ε: Πότε µπορεί να µεγαλώσει το κλάσµα; 
Φάνης: Μπορεί να µεγαλώσει όταν …. 
Ε: Φαντάσου ένα κλάσµα και βρες ένα µεγαλύτερό το. Φάνης… 
Ε:  Φάνη δε θυµάσαι; Για να καταγράψουµε ένα κλάσµα.  

(Μάθηµα 6ο, σελίδα 9) 
 
Η αναπαράσταση που χρησιµοποιήθηκε φάνηκε να λειτούργησε, καθώς, 

σχεδόν αµέσως, ο µαθητής δίνει ένα µέρος της ορθής απάντησης, χωρίς να αναφέρει, 

ωστόσο, τι συµβαίνει µε τον παρονοµαστή και τον αριθµητή στις περιπτώσεις των 

κλασµάτων που χρησιµοποιεί. Το κενό στην αιτιολόγηση έρχεται να καλύψει η 

παρέµβασή µου. 

Φάνης: Όταν µεγαλώνει ο αριθµητής ή µικραίνει ο παρονοµαστής. 
Ε: Ωραία!. Θα γράψουµε ένα κλάσµα µεγαλώνει, όταν µικραίνει ο 
παρονοµαστής ή µεγαλώνει ο αριθµητής. Εννοείται ότι διατηρούµε τον 
αριθµητή ή τον παρονοµαστή σταθερό. 

(Μάθηµα 6ο, σελίδα 9)  
Ο τρόπος µε τον οποίο αντιµετωπίστηκε το δίληµµα φάνηκε να είναι επιτυχής, 

καθώς στη συνέχεια του µαθήµατος γίνεται η κατάλληλη σύνδεση του πως µπορούµε 

να χρησιµοποιήσουµε αυτά τα συµπεράσµατα στις αποδείξεις. 

Ε: Ένα κλάσµα, λοιπόν, µικραίνει, όταν µεγαλώνει ο παρονοµαστής του ή 
µικραίνει ο αριθµητής του. Λοιπόν, αυτό γιατί χρειάζεται Γιώργο να το 
έχουµε στο µυαλό µας ; Γιατί χρειάζεται να θυµηθούµε πότε ένα κλάσµα 
µεγαλώνει και πότε µικραίνει; 
Γιώργος: Για να ξέρουµε πότε µεγαλώνει το ηµίτονο και πότε το συνηµίτονο 
Ε: Και τι σχέση έχει το ηµίτονο µε τους κλασµατικούς αριθµούς; 
Γιώργος:  Γιατί είναι ο λόγος της απέναντι κάθετης προς την υποτείνουσα. 
Ε: Ωραιότατα, πάρα πολύ ωραία. Εντάξει, κάναµε τη σύνδεση τώρα στο 
µυαλό µας. Και προχωρούµε τώρα. 

(Μάθηµα 6ο, σελίδα 9) 
 

Το παρακάτω απόσπασµα αφορά σε µάθηµα της Ευκλείδειας διαίρεσης στην 

πρώτη γυµνασίου. Το µάθηµα ξεκίνησε µε τις έννοιες «πολλαπλάσιο» και 

«διαιρέτης», ώστε να µπορέσουν οι µαθητές να προσεγγίσουν µε ευκολία  την έννοια  

«ατελής διαίρεση» και να ερµηνεύσουν την έννοια  του υπολοίπου. Όταν ο µαθητής 

αδυνατεί να αιτιολογήσει, ενώ γνωρίζει (µε βάση τη µέχρι τότε πορεία του στο 

µάθηµα) την ερµηνεία του πολλαπλάσιου ενός αριθµού, εντοπίζεται δίληµµα, το 
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οποίο αφορά στον τρόπο παροχής βοήθειας και στην έκτασή της, ώστε  ο µαθητής   

να απαντήσει στην ερώτηση που του τέθηκε. 

Ε: Γιατί λέει: µπορούµε να το υποστηρίξουµε; Θα µπορούσαµε να 
υποστηρίξουµε; Από κάτω λέει, λοιπόν, αυτό συµβαίνει για όλα τα 
πολλαπλάσια ενός φυσικού; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας. Συµβαίνει 
για όλα τα πολλαπλάσια; Αλέξανδρε; 
Αλέξανδρος: Ναι, γιατί για να είναι πολλαπλάσιο σηµαίνει ότι θα έχει και 
αυτό κάποια άλλα, οπότε θα ισχύει. 
Ε: ∆ηλαδή, όταν λες θα έχει κάποια άλλα, τι εννοείς Αλέξανδρε.  
Αλέξανδρος:……… 
Ε: Σίγουρα. Αλλά γιατί συµβαίνει αυτό; Λέει αυτό συµβαίνει …Είπαµε, αν 
έχουµε ένα πολλαπλάσιο .. Για να το δούµε λίγο, να ανοίξουµε µία 
παρένθεση στο µυαλό µας, να το δούµε λοιπόν. Ας πάρουµε το 12. Το 12 
είναι πολλαπλάσιο τίνος Αλέξανδρε; 
 Αλέξανδρος: Του 3 
Ε: Αυτό τι σηµαίνει; Ότι υπάρχει είπαµε ένας φυσικός 
Αλέξανδρος: Ότι και αυτός ο φυσικός αριθµός … 
Ε: Τώρα το 12 έχει πόσες ακέραιες µονάδες; 
 
Σχεδιάζω στον πίνακα Ι Ι Ι Ι Ι Ι Ι Ι Ι Ι Ι Ι   
 
Ε: ∆ώδεκα. Τι µπορώ να τις κάνω αυτές τις δώδεκα ακέραιες µονάδες; 
Να τις χωρίσω σε οµάδες των πόσων; Των 3, συγνώµη σε 3 οµάδες, κάθε 
µία να έχει 4 ακέραιες µονάδες, ωραία. Γιατί συµβαίνει αυτό; Αυτό θέλει 
να µας πει το ερώτηµα, αφού αυτό το ερώτηµα λέει «αυτό συµβαίνει για 
όλα τα πολλαπλάσια ενός φυσικού; ∆ικαιολόγησε την απάντησή σου». 
Συµβαίνει για όλα; Ε;;;;;; Και η απάντηση είναι ναι ή όχι; Για να 
ξεκινήσουµε από εκεί. Συµβαίνει για όλα τα πολλαπλάσια; ∆ιαµαντή; 

(Μάθηµα 4ο,σελίδα 3) 
 

Αρχικά, το δίληµµα αντιµετωπίζεται µε κάποιο συγκεκριµένο παράδειγµα. 

Πρακτική που δίνει την ευκαιρία και το χώρο να επεξεργαστώ τη σκέψη του µαθητή 

και να παρέµβω, αν χρειαστεί, σε ουσιαστικό σηµείο της. Όταν και µε το παράδειγµα 

ο µαθητής φαίνεται να αδυνατεί να απαντήσει, δεν εγκαταλείπεται, αλλά 

καταβάλλεται προσπάθεια απάντησης µε τη βοήθεια κάποιας αναπαράστασης. Ως 

ύστατη προσπάθεια, αφού πρώτα γίνει σύνοψη των προηγούµενων τοποθετήσεων, 

ζητείται µονολεκτική απάντηση από το µαθητή, προκειµένου, στη συνέχεια, να του 

ζητηθεί να αιτιολογήσει. Στην εξέλιξη του µαθήµατος κάποιος µαθητής δίνει και 

αιτιολογεί τη σωστή απάντηση.         

∆ιαµαντής: Όχι 
Στέλιος: Ισχύει σε όλα τα πολλαπλάσια 
Ε: Ισχύει ρε παιδιά. Ισχύει, γιατί ισχύει Στέλιο; 
Στέλιος: Γιατί, ο φυσικός αριθµός επί έναν άλλο φυσικό αριθµό, ο οποίος 
θα του κάνει το πολλαπλάσιο, είναι και οι δύο διαιρέτες  
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Ε:  Αυτό είναι λόγω της διαιρετότητας. Λόγω της διαιρετότητας, δηλαδή, 
πάντοτε το πλήθος των ακεραίων µονάδων, χρησιµοποιώ µία έκφραση που 
λέτε εσείς , θα βγαίνει τι πράγµα,…ακριβώς. Έτσι δεν είναι; 

(Μάθηµα 4ο, σελίδα 4) 
 

Σε πολλές περιπτώσεις η επίλυση των διληµµάτων που αφορούν στο τι 

γνωρίζουν οι µαθητές ή στο τι έχουν µάθει επιτυγχάνεται µε την αξιοποίηση ενός 

αντι-παραδείγµατος ή κατάλληλων ερωτήσεων, προκειµένου να προκύψει γνωστική 

σύγκρουση.  

Το παρακάτω απόσπασµα αφορά σε µάθηµα σχετικό µε τον πολλαπλασιασµό 

φυσικών αριθµών και τις ιδιότητές του σε τµήµα της Α΄ τάξης γυµνασίου. Ο 

πολλαπλασιασµός έχει ήδη ορισθεί ως µια επαναλαµβανόµενη πρόσθεση, µέσω της 

οποίας επιχειρείται να αναγνωρισθεί ο ρόλος του µηδενός και της µονάδος σε αυτόν. 

Όταν οι µαθητές αδυνατούν να αναγνωρίσουν την εξαίρεση που θέτει ο ορισµός, 

παρά τη µετάθεση του προβλήµατος στο γλωσσικό του µέρος, εντοπίζεται δίληµµα, 

το οποίο αφορά στον τρόπο µε τον οποίο πρέπει να αναδειχθεί αυτή η εξαίρεση και, 

ταυτόχρονα, να εντοπίσουν οι µαθητές παρόµοιες καταστάσεις. Καταστάσεις, 

δηλαδή, όπου ο ορισµός δεν καλύπτει συγκεκριµένες περιπτώσεις, που πρέπει να 

µελετηθούν χωριστά. Θα έλεγε κανείς ότι εδώ διακρίνεται και ένα επιστηµολογικό 

δίληµµα στο παρασκήνιο του επεισοδίου. Το δίληµµα επιλύεται µε τη χρήση ενός 

γλωσσικού παραδείγµατος.   

Ε:.  Εδώ, τώρα, όπως έχουµε γράψει τον ορισµό έχουµε ένα µικρό 
πρόβληµα  στη λέξη τι… 
Κάποιος µαθητής : Φορές 
Ε:. Για να έχουµε φορές πόσα τουλάχιστον β πρέπει να έχω… 
Κάποιοι µαθητές: Ένα.  
Ε: Και θα έλεγα ένα φορές; 
Κάποιοι µαθητές: ∆ύο 
Ε: Από δύο και πάνω. Άρα πρέπει να δω …Κοιτάξτε να δείτε πως λογικά 
πηγαίνει το πράγµα από µόνο του κάπου. ∆ηλαδή, πηγαίνει πού; Στο µηδέν, 
γιατί δε µπορώ να πω µηδέν φορές και στο ένα που δε µπορώ να πω µία 
φορές. Άρα, λοιπόν ..Μαρίνα, τι γίνεται µε το ένα; 

(Μάθηµα 2ο, σελίδα 8) 
 

Στην εξέλιξη, όµως, του διαλόγου και υπό την πίεση του χρόνου και των 

διδακτικών στόχων δίνω εγώ την απάντηση, προκειµένου να κατευθύνω τη σκέψη 

των µαθητών στο ρόλο των δύο αυτών αριθµών. Παρά την όχι και τόσο 

αποτελεσµατική  επίλυση του διλήµµατος, οι µαθητές φάνηκε να δραστηριοποιούνται 

στην κατεύθυνση αυτή, όπως φαίνεται από την εξέλιξη του επεισοδίου. 
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Μαρίνα: Αυτό είναι το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασµού 
Ε: ∆ηλαδή; ( εγώ γράφω στον πίνακα α.1) 
Μαρίνα: Ίσον α  
Ε: Το ένα, λοιπόν, είναι το ουδέτερο στοιχείο του πολλαπλασιασµού. Ο 
ρόλος του µηδενός ποιος είναι; Ματθαίος; 
Ματθαίος: Είναι απορροφητικό στοιχείο  
Ε: ∆ηλαδή ;Ματθαίος α.0 πόσο θα µας κάνει; 

(Μάθηµα 2ο , σελίδα 8 ) 
 

Παρακάτω έχουµε ένα απόσπασµα µαθήµατος σε Β΄ τάξη του γυµνασίου, το 

οποίο αφορά στις δυνάµεις µε εκθέτη ακέραιο και βάση ρητό αριθµό. Το µάθηµα έχει 

ως στόχο να συγκεντρώσει σε έναν ορισµό όλες τις δυνατές περιπτώσεις. Στην αρχή 

του επεισοδίου αναγνωρίζεται η εξαίρεση που δηµιουργείται στον ορισµό για τους 

αρνητικούς και από τον µαθητή ζητείται η επέκτασή του. Από την απάντησή  του ο  

µαθητής φαίνεται ότι έχει συνδέσει την έννοια του αντίστροφου µόνο µε τους 

κλασµατικούς αριθµούς, οπότε και εµφανίζεται δίληµµα, το οποίο αφορά στο πως ο 

µαθητής θα µπορέσει να γενικεύσει την έννοια αυτή.  

Ε: Πολύ ωραία. Για να καλυφθούµε, λοιπόν, σε κάθε περίπτωση στο σύνολο 
των ακεραίων, όταν ο εκθέτης µας είναι ακέραιος αριθµός. Πρέπει να 
δούµε τι γίνεται µε τους αρνητικούς. Στους αρνητικούς να φανταστούµε 
κολλάει το φορές; 
Κάποιοι µαθητές : Όχι 
Ε:. Άρα, κάτι πρέπει να γίνεται. Μάρκο σε ακούω.  
Μάρκος: Εδώ πέρα το κλάσµα αντιστρέφεται. 
Ε:.  Όχι το κλάσµα, ποιο κλάσµα; 
Μάρκος: Ο αριθµός. 
Ε: Ποιος; 
Μάρκος: Συγνώµη 
Ε: Ποιος;  
Μάρκος: Η βάση  
Ε: Η βάση, πάρα πολύ ωραία. Εντάξει. Έχουµε πει, λοιπόν, ότι αυτό το 
µείον που υπάρχει στον εκθέτη τί επηρεάζει Μάρκο; 
Μάρκος: Μόνο τη βάση.  

(Μάθηµα 1ο , σελίδα 3 ) 
 

Οι ερωτήσεις, µε κάποια δόση έκπληξης και απορίας,  που ακολουθούν την 

τοποθέτηση του µαθητή, στόχο έχουν να του στρέψουν την προσοχή στην τυχαία 

ρητή βάση και όχι σε κάποιον συγκεκριµένο αριθµό και φαίνεται να το πετυχαίνουν, 

όπως δείχνει η κατάληξη της στιχοµυθίας. 

 

Το απόσπασµα που ακολουθεί αφορά στην επιµεριστική ιδιότητα στο σύνολο 

των φυσικών αριθµών, σε τµήµα της Α΄ τάξης γυµνασίου. Η συζήτηση στοχεύει στο 
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να συνοψίσει τόσο την ιδιότητα της επιµεριστικής, όσο και τη χρηστικότητά της. Ο 

διάλογος είναι γεµάτος διλήµµατα,  που αφορούν στον τρόπο διαχείρισης  των 

ερωτήσεων, οι οποίες απευθύνονται στον µαθητή, καθώς γίνεται φανερό από την 

αρχή ότι αυτός δεν έχει κατανοήσει το τι είναι µεταβλητή -αν και έχει αφιερωθεί 

ολόκληρο µάθηµα-, που αποτελεί και έναν από τους βασικούς στόχους του 

µαθήµατος, ούτε και την απαλοιφή της παρένθεσης µε τη βοήθεια της επιµεριστικής 

ιδιότητας. Στην αντιµετώπιση του διλήµµατος επιστρατεύονται αντι-παραδείγµατα. 

Ε: Στέφανε, έχουµε µία παρένθεση που µέσα της έχει το β+γ , δηλαδή,µία 
πρόσθεση και τώρα από έξω έχουµε επί α. 
Στέφανος:Θα κάνουµε πρώτα το β+γ 
Ε: Μπορείς να το κάνεις το β+γ; 
Στέφανος: Ναι!!!! 
Ε: Πως;  Για πες µου; 
Στέφανος: Όχι. 
Ε: Μπορείς να προσθέσεις το β µε το γ; Όχι. Αν ήταν αριθµοί, πολύ ωραία, 
λέει ο Στέφανος, κοιτάξτε να δείτε, µας λέει ο Στέφανος, αν έχουµε µία 
παράσταση που περιέχει µόνο αριθµούς, θα κάνουµε την επιµεριστική; 
Όχι!!! Άρα για να έχει νόηµα η επιµεριστική ιδιότητα θα πρέπει να έχω 
αριθµούς και τι άλλο; 
Στέφανος: Και γράµµατα 
Ε: Πως τα λέµε τα γράµµατα; 
Στέφανος: Σύµβολα 
Κάποιοι µαθητές : Μεταβλητές 
Ε: Μεταβλητές. Άρα, τι θα κάνει η επιµεριστική, βρε Στέφανε, θα µοιράζει 
τον πολλαπλασιασµό. Που θα τον µοιράζει; Στην παρένθεση, δηλαδή, που;  
Στέφανος: Στο β και στο γ 
Ε: Άρα, τι θα έχεις. Μοίρασε τον πολλαπλασιασµό στο β και στο γ. 
Στέφανος: α.β  και β επι  (τον διακόπτω) 
Ε: Πολύ ωραία, και µετά α επί … 
Στέφανος: α.γ 
Ε: Και ανάµεσά τους τι θα βάλεις; 
Στέφανος: συν 
Ε: Εφόσον είχαµε πρόσθεση θα βάλουµε συν. 

(Μάθηµα 3ο , σελίδα 4 ) 
Το δίληµµα φάνηκε να αντιµετωπίστηκε µε επιτυχία, καθώς στην εξέλιξη του 

µαθήµατος οι τοποθετήσεις κάποιων µαθητών ικανοποιούν τους διδακτικούς στόχους 

του µαθήµατος. 

Ε: α.(β-γ) 
Σωτήρης: Ίσον α.β-α.γ 
Ε: Αυτή είναι η επιµεριστική µε την πρόσθεση και την αφαίρεση. Τι κάναµε, 
δηλαδή, µοιράσαµε τον πολλαπλασιασµό, αυτό που µας είπε η ∆ανάη, 
κάνουµε βελάκια, δηλαδ,ή το α µια φορά βελάκι µε το β και µετά το α µε το 
γ και ανάµεσά τους τι βάλαµε, την πράξη της παρένθεσης. Πολύ ωραία. 
Εντάξει. Έχουµε λοιπόν έναν πολλαπλασιασµό, τον οποίο τον µοιράζουµε 
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και ανάµεσά τους , ανάµεσα στους πολλαπλασιασµούς, τι βάζουµε; Την 
πράξη της… 
∆ανάη: Παρένθεσης. 
Ε: Πάρα πολύ ωραία. ∆ηλαδή, θα ήθελα να έχουµε και τη φιλοσοφία της 
επιµεριστικής. Η επιµεριστική τι κάνει στην παρένθεση; Μαρίνα; 
Μαρίνα: Τη διασπά σε δύο πράξεις 
Ε: ∆ηλαδή; Υπάρχει παρένθεση;  
Μαρίνα: Όχι 
Ε: Τι την κάνει λοιπόν; 
Μαρίνα: την απλοποιεί 

(Μάθηµα 3ο, σελίδες 4,5) 
 

Η αλλαγή του πλαισίου µιας ερώτησης, που τίθεται σε κάποιον µαθητή 

αρκετές φορές, µπορεί να τον  βοηθήσει να απαντήσει σωστά, ενώ, ταυτόχρονα, µε 

αυτόν τον τρόπο ο µαθητής δεν εγκαταλείπεται, αλλά συνεχίζει να λαµβάνει µέρος 

στα δρώµενα της τάξης. Το παρακάτω απόσπασµα αναφέρεται  στην τριγωνοµετρία 

της Β΄ τάξης του γυµνασίου, στην εισαγωγή του µαθήµατος που αφορά στο ηµίτονο 

και στο συνηµίτονο οξείας γωνίας ορθογωνίου τριγώνου. Στόχος της εισαγωγής του 

µαθήµατος είναι να αναδειχθεί η αναγκαιότητα εύρεσης καινούργιων 

τριγωνοµετρικών αριθµών. Από τους µαθητές έχει ζητηθεί να βρουν το ύψος ενός 

δένδρου που έχει σπάσει. ∆ίληµµα προκύπτει στο κατά πόσο πρέπει να αλλάξω το 

πλαίσιο των ερωτήσεων από την πραγµατική κατάσταση στο µαθηµατικό πλαίσιο, 

καθώς αναγνωρίζω ότι η µαθήτρια, αν και χρησιµοποιεί τον όρο ‘πλευρά’, 

δυσκολεύεται να αρθρώσει µαθηµατικό λόγο. Μόνο στο τέλος, και προκειµένου να 

έχουµε τον ορισµού του ηµιτόνου, µετακινούµαι στο µαθηµατικό πλαίσιο, 

αναφέροντας την υποτείνουσα. 

Ε:. Για να βρούµε το ύψος Λυδία, τι χρειάζεται να βρούµε; 
Λυδία: Την εφαπτοµένη 
Ε: Την εφαπτοµένη τι να την κάνεις; 
Λυδία. Πρέπει να βρούµε την πλευρά ΑΒ 
Ε. Την πλευρά ΑΒ για να βρεις το ύψος; Το ύψος του δένδρου ψάχνουµε. Το 
δένδρο έσπασε Λυδία.  
Λυδία: Ναι.  
Ε: Ένα µέρος του είναι ποιο; 
Λυδία. Το ΑΓ  
Ε: Ένα κοµµάτι του, λοιπόν, είναι το ΑΓ, το άλλο ποιο είναι; 
Λυδία: Το σπασµένο. 
Ε:Το σπασµένο, ποιο δηλαδή; 
Λυδία: Το ΒΓ. 
Ε: Το ΒΓ.  Άρα, χρειάζεται να υπολογίσεις τι; 
Λυδία: ….. 
Ε: Τη ΒΓ. 
Λυδία: Ναι. 
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Ε: Τι είναι η ΒΓ για το ορθογώνιο τρίγωνο; 
Λυδία: Υποτείνουσα. 

(Μάθηµα 5ο , σελίδα 2) 
 

Η επιλογή του καθηµερινού πλαισίου φάνηκε να λειτουργεί θετικά, καθώς , 

όπως έδειξε η εξέλιξη του µαθήµατος, οι µαθητές αναγνώρισαν την αναγκαιότητα 

ορισµού καινούργιων τριγωνοµετρικών αριθµών. 

Ε: Ωραία!!!!! Άρα, λοιπόν, χρειάζεται να ορίσουµε καινούργιους 
τριγωνοµετρικούς αριθµούς. Στην προσπάθειά µας αυτή τι θα  έπρεπε να 
χρησιµοποιήσουµε;  
Ναταλία:  Τη γωνία 
Ε: Τη γωνία και τι άλλο; Τη γωνία τη χρησιµοποιούµε και στην εφαπτοµένη 
Ναταλία. Τι άλλο θα έπρεπε να χρησιµοποιήσουµε; 
Ναταλία: Την υποτείνουσα. 

(Μάθηµα 5ο, σελίδα 3) 
 

Το παρακάτω απόσπασµα αφορά στην εξέλιξη του µαθήµατος στην 

Ευκλείδεια διαίρεση σε τάξη της Α΄ γυµνασίου. Στόχος της συζήτησης είναι να 

κατανοήσουν οι µαθητές πότε σταµατάει η διαδικασία της διαίρεσης, 

χρησιµοποιώντας το µοίρασµα µελοµακάρονων σε κουτιά. Το επεισόδιο είναι γεµάτο 

διλήµµατα, καθώς οι µαθητές αδυνατούν να  αιτιολογήσουν, παρά το γεγονός ότι οι 

ερωτήσεις είναι διατυπωµένες σε καθηµερινό πλαίσιο. Το γεγονός αυτό µε αναγκάζει 

να ενσωµατώνω στις ερωτήσεις µου και τις απόψεις των µαθητών που απάντησαν 

λίγο πριν, χωρίς να προχωρώ στη διατύπωση συµπερασµάτων, χρησιµοποιώντας το 

µαθηµατικό πλαίσιο. Χαρακτηριστικό ρόλο φάνηκε να διαδραµατίζει η αναφορά στο 

γεγεονός ότι υπόλοιπο µελοµακάρονων είχαν και άλλοι µαθητές, αλλά παρόλα αυτά η 

διαδικασία συνεχίστηκε. Στο τέλος του διαλόγου κάποιος µαθητής δίνει µία 

εξαιρετική απάντηση, που ερµηνεύει την έννοια του υπολοίπου εντός µαθηµατικού 

πλαισίου. 

Ε: Παιδιά, παιδιά. Εγώ σε ρωτάω και νοµίζω ότι η ερώτησή µου είναι 
σαφής, πότε θα σταµατούσαµε τη διαδικασία της τοποθέτησης;  
∆ανάη: Όταν θα τελειώσουµε τα µελοµακάρονα 
Ε: Θα τελειώσουν ποτέ τα µελοµακάρονα; Ε; 
∆ανάη…… 
Ε. ∆ηλαδή θα τα τοποθετήσουµε όλα στο κουτί; 
∆ανάη: Όχι θα περισσέψουν 2. 
Ε: ∆ηλαδή, αυτό τι σηµαίνει; Τότε θα πεις τι κάνω; Σταµατάω. Γιατί θα 
σταµατήσεις; Η Καλλίνα είπε συνεχίζω, ο Ματθαίος είπε συνεχίζω , η Τάνια 
είπε προ-ολίγου συνεχίζω, εσύ γιατί θα σταµατήσεις; 
∆ανάη: Γιατί δε θα µπορώ να τα χωρίσω σε άλλο κουτί;  
Ε: Γιατί δε θα µπορώ να τα χωρίσω; 
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∆ανάη: Γιατί µένει υπόλοιπο. 
Ε: Τι θα πει µένει υπόλοιπο; Και προ ολίγου και στην Καλλίνα έµεινε, και 
στην Τάνια3 έµεινε  και στον Ματθαίο έµεινε. 
∆ανάη. Ναι, αλλά τότε µπορούσαµε να προχωρήσουµε, γιατί είχαµε 
περισσότερα. 
Ε: ∆ηλαδή, τι θα πει είχαµε περισσότερα; ∆εν το καταλαβαίνω αυτό, 
περισσότερα από τι; Η Καλλίνα από τον Ματθαίο και ο Ματθαίος από την 
Τάνια;  
∆ανάη: Κάποια πολλαπλάσια…. 
Ε:Κων/νε; 
Κων/νος: Μένει ένα υπόλοιπο µελοµακάρονων, που δε µπορεί να διαιρεθεί 
περισσότερ.ο  

(Μάθηµα 4ο, σελίδα 8) 
 

Η διαχείριση των παρεµβάσεων των µαθητών, που ξεφεύγουν των διδακτικών 

στόχων του µαθήµατος, αποτελεί µια ακόµη πηγή διληµµάτων κατά τη διδασκαλία. 

Συχνά διλήµµατα τέτοιας φύσης συνδέονται µε τους περιορισµούς που θέτει το 

αναλυτικό πρόγραµµα, οι οποίοι συνάδουν, τις περισσότερες φορές, και µε τους 

διδακτικούς στόχους του µαθήµατος. Στην συνέχεια του παραπάνω µαθήµατος 

ακολουθεί ο παρακάτω διάλογος, που είναι µια χαρακτηριστική περίπτωση 

διλήµµατος, όπου µε την παρέµβαση ενός µαθητή, αναδεικνύεται ένα θέµα που δεν 

είναι µέρος των στόχων του µαθήµατος. Συγκεκριµένα, µία µαθήτρια  εγείρει το ρόλο 

του µηδενός στα πολλαπλάσια και κατ΄ επέκταση στη διαιρετότητα. Το δίληµµα που 

αντιµετωπίζω αναφέρεται τόσο  στο αν θα πρέπει να ασχοληθώ µε την παρατήρηση 

του µαθητή ή να κάνω µια απλή αναφορά και να προσπεράσω το ζήτηµα που τέθηκε, 

όσο και στη διερεύνηση της συλλογιστικής της µαθήτριας, µε αναφορά στη 

συνειδητοποίηση από µέρους της, της σπουδαιότητας της σκέψης της.  

 
Ε: Αυτό είναι λόγω της διαιρετότητας. Λόγω της διαιρετότητας, δηλαδή, 
πάντοτε το πλήθος των ακεραίων µονάδων, χρησιµοποιώ µία έκφραση που 
λέτε εσείς , θα βγαίνει, τι πράγµα,…ακριβώς. Έτσι δεν είναι;  
Τάνια: Όχι εκτός από το 0. Επειδή υπάρχει το 0. 
Ε: ∆ηλαδή, όταν λες, υπάρχει το 0 τι εννοείς; 
Τάνια. Το 0 είναι σαν εξαίρεση, είναι προβληµατικός αριθµός έχουµε πει. 
Ε: Το µηδέν είναι πολλαπλάσιο όλων. 
Τάνια. Το 0.  
Κάποιος µαθητής τη διακόπτει λέγοντας: και το 1 
Ε: Θα µπορούσαµε να πούµε ότι χωρίζεται το 0 σε 0 οµάδες των 5 µονάδων 
η κάθε µία; 
Τάνια: Ναι, και αυτό. 
Ε: Έτσι δεν είναι; ∆ηλαδή, σε καµία οµάδα. 
Στέλιος: Ή σε 5 οµάδες των 0 µονάδων 

(Μάθηµα 4ο, σελίδες 3,4) 
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Αναγνωρίζοντας τη σπουδαιότητα της παρέµβασης, δίνω τον λόγο στην 

µαθήτρια να αναπτύξει τον συλλογισµό της. Στη συζήτηση εµπλέκεται και ένας 

άλλος µαθητής, που ξεκαθαρίζει πλήρως το ρόλο του µηδενός .  

 

Το παρακάτω επεισόδιο αφορά στην Ευκλείδεια διαίρεση της Α΄ τάξης του 

γυµνασίου.  Η συζήτηση περιστρέφεται γύρω από τις έννοιες ‘πολλαπλάσια’ και 

‘διαιρέτες’ και στον τρόπο που αυτές συνδέονται µε τις έννοιες τέλεια και ατελής 

διαίρεση. ∆ίληµµα εντοπίζεται, όταν, αν και οι διδακτικοί στόχο του µαθήµατος 

έχουν ικανοποιηθεί, κάποιος µαθητής ζητά να παρέµβει και αναφέρεται σε ένα ακόµα 

στοιχείο σύνδεσης: στην επίλυση εξίσωσης στο σύνολο των φυσικών. 

Ε: ∆εν υπάρχει, δηλαδή, δεν υπάρχει φυσικός αριθµός έτσι ώστε 4.χ να µας 
κάνει πόσο; 26 ή … Πολύ ωραία ο Γιάννης τοποθετήθηκε και είπε δεν 
µπορώ να τον χωρίσω σε χ οµάδες των 4.  
Γιάννης: Στο σύνολο των φυσικών 
Ε: Άρα, δεν υπάρχει φυσικός αριθµός χ, ώστε 4.χ να µας κάνει το 26. Οπότε 
αυτό σηµαίνει ότι δε, Γιάννη συνέχισε ότι δεν… 
Γιάννης: Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να χωρίσουµε το 24 
Ε: Το 26 
Γιάννης. Σε χ οµάδες των 4. 
Ε. ∆εν µπορώ να χωρίσω το 26 σε χ οµάδες. 
Γιάννης: Των 4 ακεραίων µονάδων η κάθε µία. 
Ε: Πολύ ωραία. Σε χ οµάδες των 4 ακεραίων µονάδων η κάθε µία . Και, 
βέβαια, επειδή ήδη ακούστηκε αυτό που θέλουµε και είναι ο στόχος µας.  
Ε:  Σε χ οµάδες των 4 µονάδων η κάθε µία. Γιώργο τι θέλεις; 
Γιώργος . Μπορούµε να πούµε το 26:4=χ που αυτό δεν ισχύει.  
Ε:  ∆εν ισχύει; 
Γιώργος:  Στο σύνολο των φυσικών. 
Ε:  Πάρα πολύ ωραία. Πάλι, λεει τώρα, αντιστρέφει τη διαδικασία ο 
Γιώργος και λέει αυτό σηµαίνει λοιπόν, κύριε, ότι το 26:4=χ , ο χ δεν είναι 
φυσικός. Και αυτό θα µπορούσε να είναι σωστό. ∆ηλαδή, όπως λέµε αυτή η 
διαίρεση τι είναι στο Ν; 
Γιώργος: Αδύνατη 
Ε: Αδύνατη. Ωραία.  

(Μάθηµα 4ο, σελίδα 5) 
 

Η σύνδεση των εννοιών µε πολλαπλές ερµηνείες βοηθά στην καλύτερη 

κατανόησή τους, ειδικά όταν αυτές αναφέρονται και συζητιούνται από τους µαθητές 

µέσα στην τάξη. Σε αυτό το σκεπτικό εδράζεται και ο τρόπος αντιµετώπισης της 

παρέµβασης του µαθητή, που θεωρήθηκε βασική. Οι συχνές αναφορές στο σύνολο 

των φυσικών, µάλιστα, ισχυροποιεί τους στόχους του µαθήµατος.  
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Ο τρόπος αξιοποίησης και διαχείρισης  της προσφοράς των µαθητών και η 

ανάδειξή τους ως ένα από τα µείζονα θέµατα της διδασκαλίας είναι η αφετηρία 

δηµιουργίας διληµµάτων. Ο διδάσκων πρέπει ταυτόχρονα να επενδύει, χωρίς να 

ακυρώνει την προσφορά αυτή, να συµπληρώνει τυχόν ατέλειες που εµφανίζει ο 

µαθηµατικός λόγος των µαθητών, να ενθαρρύνει την συµµετοχή και όλα αυτά σε 

σχέση µε τους περιορισµούς των διδακτικών στόχων και της διάρκειας της διδακτικής 

περιόδου.  

Το απόσπασµα παρακάτω προέρχεται από την ολοκλήρωση  ενός µαθήµατος 

στην Τριγωνοµετρία της Β΄ γυµνασίου, όπου καταβάλλεται προσπάθεια διατύπωσης 

του ορισµού των ηµιτόνου και συνηµιτόνου. Στο απόσπασµα αυτό έχουµε δίληµµα, 

το οποίο αφορά στον τρόπο διαχείρισης της καινούργιας γνώσης από τους ίδιους τους 

µαθητές και στην ανάδειξη της κατασκευής των µαθηµατικών ως ανθρώπινης 

δραστηριότητας. Με κατάλληλες δοµηµένες δραστηριότητες, έχουµε καταλήξει στον 

ορισµό του συνηµιτόνου οξείας γωνίας και από κάποιον µαθητή έχει ζητηθεί να τον 

διατυπώσει. Ο µαθητής ενθαρρύνεται στην όσο το δυνατό ορθότερη διατύπωση του 

ορισµού, καθώς επισηµαίνεται ότι ό,τι διατυπώσει θα καταγραφεί από τους 

συµµαθητές του.  ∆ίληµµα εντοπίζεται όταν κάποιος από την τάξη ζητά 

επαναδιατύπωση του ορισµού που δόθηκε πριν λίγο. 

  
Ε: Αφήνουµε λίγο χώρο για να ξεχωρίσει, Παναγιώτης.   Ο  άλλος 
τριγωνοµετρικός αριθµός ήταν το συνηµίτονο, άρα, λοιπόν, διατύπωσε.  
Παναγιώτης: Συνηµίτονο µίας οξείας γωνίας ορθογωνίου τριγώνου 
Ε: Ακούτε και γράφετε τώρα έτσι;  
Παναγιώτης: Ονοµάζεται ο λόγος της προσκείµενης κάθετης πλευράς προς 
την υποτείνουσα. 
Κάποιος µαθητής. Το ξαναλέτε λίγο; 
Ε: Όχι εγώ, ο Παναγιώτης θα το πει. Παναγιώτη επανάλαβε.  

(Μάθηµα 5ο, σελίδα 6) 
 

 Η επαναδιατύπωση από τον διδάσκοντα του ορισµού ενδεχοµένως να σηµαίνει 

και ακύρωση της προσφοράς και συµβολής  του µαθητή στο µάθηµα. Ο λόγος, 

λοιπόν, ξαναπερνά στον Παναγιώτη, ενώ ακολουθεί ο συµβολισµός, στον οποίο η 

συµβολή του µαθητή δρα καταλυτικά,  προκειµένου  να ολοκληρωθεί το µάθηµα. 

 
 
Παναγιώτης: Συνηµίτονο µιας οξείας γωνίας ορθογωνίου τριγώνου είναι ο 
λόγος της προσκείµενης κάθετης πλευράς προς την υποτείνουσα. 
Ε: Ακολουθεί ποιος; Ο  συµβολισµός. Συµβολίζουµε  συνω, δηλαδή. 
Παναγιώτη το συνηµίτονο της γωνίας ω είναι; 
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Παναγιώτης: Είναι το ΑΒ προς ΑΓ. 
Ε: Ωραιότατα. Πάρα πολύ ωραία.  

(Μάθηµα 5ο, σελίδα 6) 
 

Η επιλογή του «καλού» µαθητή είναι µία πηγή επικοινωνιακών διληµµάτων. 

Μαθητές, οι οποίοι έχουν ξεχωρίσει είτε για το ιδιαίτερο ενδιαφέρον  τους στα 

µαθηµατικά είτε για τις γνώσεις τους, που µεταφράζονται σε συµµετοχή και 

δηµιουργικότητα κατά το µάθηµα, συχνά χρησιµοποιούνται προκειµένου να 

εξελίξουν µια διδασκαλία, η οποία φαίνεται να τελµατώνει, ή να αναπτύξουν ένα 

συλλογισµό στην εισαγωγή της νέας γνώσης ή, ακόµη, να συνοψίσουν τα µέχρι µίας 

συγκεκριµένης στιγµής δρώµενα της τάξης. ∆ιλήµµατα που αναπτύσσονται εδώ 

επιλύονται είτε µε στενή καθοδήγηση των µαθητών αυτών, ώστε να επιτύχουµε το 

επιθυµητό, είτε µε την επιλογή άλλου καλού µαθητή. 

Το παρακάτω µάθηµα αφορά στην εισαγωγή του µαθήµατος στης 

επιµεριστικής ιδιότητας των φυσικών αριθµών σε τµήµα  της Α΄ γυµνασίου. Οι 

µαθητές, υπολογίζοντας την περίµετρο ενός ορθογωνίου µε διάφορους τρόπους, 

οδηγούνται στην ισότητα που εκφράζει η επιµεριστική ιδιότητα. ∆ίληµµα εντοπίζεται 

όταν ο πολύ καλός µαθητής, ο Στέλιος, δεν διατυπώνει την προαπαιτούµενη έννοια 

της  περιµέτρου µε τέτοιο τρόπο – ως άθροισµα των µηκών των πλευρών του 

πολυγώνου-, ώστε να χρησιµοποιηθεί για τις ανάγκες του µαθήµατος, αλλά δίνει µία 

πολύ γλαφυρή περιγραφή της. Στην προσπάθεια αναζήτησης µίας πιο αυστηρής 

διατύπωσης, η οποία να µπορεί να χρησιµοποιηθεί προκειµένου να γίνουν οι 

απαραίτητες διασυνδέσεις που να οδηγούν στο ζητούµενο, επιλέγεται άλλος καλός 

µαθητής. 

Ε: 2 επί 3 είναι η περίµετρός του; Το εµβαδόν του είναι. Θυµάται κάποιος 
να µου πει τι είναι περίµετρος; Στέλιο. 
Στέλιος: Είναι το γύρω-  γύρω. 
Ε: Τι θα πει το γύρω- γύρω. Ναι. 
Γιάννης: Το µήκος και το πλάτος της επιφάνειάς του. 
Πολλοί µαθητές: Όχι, όχι. 
Ε:Της επιφάνειας; Τα έχουµε λίγο µπερδεµένα στο µυαλό µας. Αφροδίτη  
Αφροδίτη: Το άθροισµα των πλευρών του. 
Ε: Πολύ ωραία. Περίµετρος, λοιπόν, είναι το άθροισµα των µηκών των  
πλευρών του. 

(Μάθηµα 3ο, σελίδα 2) 
 

Το παρακάτω απόσπασµα αφορά στην εξέλιξη του µαθήµατος που αφορά στη  

δύναµη µε βάση ρητό και εκθέτη ακέραιο σε τάξη της Β΄ γυµνασίου. Από τη 
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Μαργαρίτα, µία µαθήτρια που παρουσίασε εξαιρετική  συνέπεια και σχολαστικότητα 

κατά τη διάρκεια των προηγούµενων µαθηµάτων,  έχει ζητηθεί να διατυπώσει  την 

περίπτωση, όπου ο εκθέτης µίας δύναµης είναι αρνητικός. ∆ίληµµα εντοπίζεται όταν 

κάποιος µαθητής προσπαθεί να παρέµβει στα ειρηµένα της µαθήτριας. 

Ε: Μόνο τη βάση, πολύ ωραία.  Πάρα πολύ ωραία. Θα σας πω µε κάποια 
παραδείγµατα. Άρα, τι λεει ο Μάρκος. Αντιστρέφω τη βάση, εποµένως η 
βάση  από α τι θα γίνει αγόρι µου; 
Μάρκος: 1/α 
Ε: 1/α και όλο εις τη ν. ∆ηλαδή, αντιστρέφω τη βάση και ο εκθέτης 
Μαργαρίτα από αρνητικός τι γίνεται; 
Μ: Θετικός 
Ε: Και αν θέλουµε, όχι Χρήστο η Μαργαρίτα θα το πει, αν θέλουµε τώρα 
Μαργαρίτα να το προχωρήσουµε ακόµα ένα βήµα, τι ξέρουµε πως 
υψώνουµε ένα κλάσµα σε έναν εκθέτη;  
Μαργαρίτα : Το κάνουµε 1 εις τη ν  
Ε. Που µας κάνει πόσο ; 
Μαργαρίτα. 1 
Ε.1 ωραία  προς; 
Μαργαρίτα: α εις τη ν 

(Μάθηµα 1ο, σελίδα 4) 
Χαρακτηριστικό του παραπάνω επεισοδίου είναι η ασφυκτική σχεδόν 

καθοδήγηση  της µαθήτριας, ώστε να καταλήξουµε στη σωστή σχέση του ορισµού. 
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3.4. Συνεργασία εκπαιδευτικού – ερευνητών  

Η συνεργασία που αναπτύχθηκε µεταξύ εκπαιδευτικού (εµένα) και των δύο 

ερευνητών, οι οποίοι επόπτευαν αυτήν την εργασία (αναφέρονται στο εξής ως 

‘ερευνητές 1 και 2’), όπως έχει ήδη σηµειωθεί, επιδιώχθηκε να έχει το χαρακτήρα 

µελέτης της εκπαιδευτικής πράξης του εκπαιδευτικού και από τους ερευνητές µαζί µε 

τον εκπαιδευτικό.  Με άλλα λόγια, οι ερευνητές προσπάθησαν να ακούν και να 

σκέφτονται µε τον εκπαιδευτικό, αντί να του λένε τι να κάνει, µε µακροπρόθεσµο 

στόχο την υποστήριξή του στην ανάπτυξη εναλλακτικών αναγνώσεων των 

διδακτικών του πρακτικών και λιγότερο στην αλλαγή τους. Το στίγµα µίας τέτοιας 

συνεργασίας περιγράφεται από τους  Πόταρη κ.ά. (2005), όπου αναφέρεται ότι  

εφόσον «όλο και περισσότερο γίνεται  αποδεκτό ότι η µάθηση αποτελεί µια 

διαδικασία συµµετοχής σε µια κοινότητα πρακτικής και ιδιαίτερα διαµόρφωσης 

‘ταυτότητας’ µέσα από τη συµµετοχή σε αυτή την κοινότητα,  η µάθηση στο πλαίσιο 

της ερευνητικής συνεργασίας µεταξύ εκπαιδευτικού και ερευνητή µπορεί να γίνει 

αντιληπτή ως διαδικασία συµµετοχής σε µία κοινότητα ‘διερεύνησης’». Υπό το 

πρίσµα αυτής της συνεργασίας , βασικό γνώρισµα της οποίας είναι η ισότητα µεταξύ 

των µελών της σε ό,τι αφορά την αξία της συµβολής τους στο σχεδιασµό και στην 

υλοποίηση των µαθηµάτων, εκπονήθηκε σχέδιο εργασίας, το οποίο διαµόρφωνε ένα 

πλαίσιο λειτουργίας µιας τέτοιας κοινότητας διερεύνησης, µε µέλη εµένα και δύο 

τους δύο ερευνητές (επόπτες της εργασίας). Σύµφωνα µε αυτό, µετά τον αρχικό 

σχολιασµό των µαθηµάτων από τον εκπαιδευτικό, καθένας από τους ερευνητές 

πρόσφερε τη δική του ανεξάρτητη ανάγνωση. Ακολουθούσε αναστοχασµός επί των 

τριών αναγνώσεων, γινόταν η σύνθεση αυτών των αναστοχασµών και, µετά από 

συζήτηση, αποφασιζόταν  η κοινή ανάγνωση και ο σχεδιασµός του επόµενου 

µαθήµατος. ∆ηλαδή, υιοθετήθηκε µια διαλογική σχέση µεταξύ των εταίρων της 

συνεργασίας (Sfard, 2005).    

Για να απαντηθεί το ερευνητικό ερώτηµα, που αφορούσε, συνοπτικά, στα 

διδακτικά µου διλήµµατα,  στον τρόπο µε τον οποίο οι αναγνώσεις τους από τους 

ερευνητές επιδρούσαν στις προσωπικές µου αναγνώσεις αυτών των διληµµάτων και, 

κατ΄ επέκταση στον τρόπο διαχείρισής τους στην τάξη, η  ανάλυση 

πραγµατοποιήθηκε σε δύο επίπεδα. Το πρώτο αφορούσε στο τι παρατηρούσε και 

σχολίαζε ο κάθε συµµετέχων, µε βάση το κείµενο της αποµαγνητοφωνηµένης 

διδασκαλίας, και το δεύτερο στη διαπραγµάτευση των µελών της οµάδας αναφορικά 

µε τα σηµεία που αναδείχθηκαν στο πρώτο επίπεδο. Ειδικότερα, στο δεύτερο επίπεδο 

 74 



επιλέγονταν και αναλύονταν ιδιαίτερα τα σηµεία διαφωνίας του εκπαιδευτικού µε 

τους ερευνητές, σχετικά µε το πως ερµήνευαν συγκεκριµένα σηµεία της διδασκαλίας. 

Η ανάλυση αυτή ανέδειξε ορισµένα χαρακτηριστικά στοιχεία, τα οποία συνδέονται 

µε επιστηµολογικά και επικοινωνιακά ζητήµατα των διδασκαλιών και συζητιούνται 

παρακάτω. 

Επιστηµολογικά χαρακτηριστικά της διδασκαλίας  

Ο τρόπος χρήσης της γλώσσας αποτέλεσε σηµείο αναφορά και για τους τρεις 

εταίρους της συνεργασίας, καθώς δίνω ιδιαίτερη σηµασία σε αυτήν τη διάσταση στη 

διδασκαλία µου. Συγκεκριµένα, σχολιάστηκε η τάση να αναζητώ την ακρίβεια στη 

χρήση των όρων ή να αναλύω γλωσσικά ένα καινούριο όρο, όπως φαίνεται στο 

παρακάτω απόσπασµα, που αφορά στην επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού 

σε τάξη της Α΄  γυµνασίου. 

Ε: Επιµεριστική ιδιότητα τι είναι ; Ας ξεκινήσουµε από το τι σηµαίνει 

επιµερίζω στη νεοελληνική γλώσσα. Ναι  

Tάνια: Ότι µπορούµε να ξεχωρίσουµε κάποια ….. 
Την διακόπτω: Επιµερίζω δε σηµαίνει ξεχωρίζω 
Ακούγεται κάποιος µαθητής: Κάτι µε τα µέρη. 
Ε: Ναι δηλαδή τι κάνει. Γιάννη 
Γιάννης. Πρέπει να δώσουµε πρώτα τον ορισµό της ιδιότητας 
Ε: Είναι ιδιότητα αυτή… δεν έχει  ορισµό. Θα τη δούµε ως ιδιότητα. 
Ματθαίε; 
Ματθαίος: Μήπως σηµαίνει ότι κάτι µοιράζω; 

 ( Μάθηµα 3ο, σελίδα 2) 
 

Αιτιολογώντας  αυτήν την πρακτική ως µια τάση µου να ενθαρρύνω τους 

µαθητές µου, αναφέρω στο σχετικό σχόλιο ότι «Απο-πλαισιώνω την ιδιότητα από τα 

µαθηµατικά, το κάνω συχνά για να παρακινήσω και τους µαθητές που λένε ‘είµαι 

καλός στη γλώσσα’». Σε αντίθεση, τα σχόλια των ερευνητών εστιάζονται 

περισσότερο στην επικοινωνιακή διάσταση της διδακτικής ενέργειας. Συγκεκριµένα, 

ο Ερευνητής 1 αναφέρει «Ενδιαφέρον: ∆ιαχείριση επικοινωνίας- αξιοποιείς όλο το 

προηγούµενο σκηνικό αλλά, κυρίως, αποτρεπτικά – για να µην κάνουν το ίδιο λάθος 

(τη σύνδεση µε τη διαίρεση) και γι’ αυτό τα λες όλα εσύ», ενώ ο ερευνητής 2 

«Υπερβολική έµφαση στην ‘ακριβή’ γλώσσα, µε αποτέλεσµα να µην επιτρέπεται στο 

µαθητή να εκφραστεί». Με εφαλτήριο τα σχόλια των ερευνητών δροµολογείται  και ο 

έντονος προβληµατισµός µου επί των διδακτικών ενεργειών µου, αναφορικά µε τον 

διαχωρισµό της ιδιότητας από τον ορισµό. Ο ερευνητής 1  µου ζητά  να σκεφτώ αυτή 
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τη διδακτική µου ενέργεια, θέτοντάς µου  το ερώτηµα «γιατί δεν εξηγείς εδώ τη 

διαφορά;». Φυσικά, αναγνωρίζω ότι αυτή ήταν µία πολύ καλή στιγµή  –διδακτικά –, 

να εξηγήσω τη διαφορά, κάτι το οποίο δε συνειδητοποίησα κατά τη διάρκεια της 

διδασκαλίας, ίσως γιατί εστίαζα στο αποτέλεσµα και όχι στην πορεία προς αυτό στη 

συγκεκριµένη περίπτωση.  

Οι αρχικές αναλύσεις δροµολογούν τον αναστοχασµό επί των διδακτικών 

µου ενεργειών. Αρχίζω να προβληµατίζοµαι σε  θέµατα που µέχρι εκείνη τη στιγµή 

είτε δε µε απασχολούσαν ιδιαίτερα, είτε τα θεωρούσα, ίσως, δεδοµένα. Έχοντας µια 

σχετική διδακτική  ‘εµπειρία’ διακατέχοµαι από την πεποίθηση ότι όλα βαίνουν 

καλώς έτσι όπως τα σχεδιάζω και τα υλοποιώ στην τάξη µου, όµως οι ερευνητές µου  

θέτουν  προβληµατισµούς και επισηµαίνουν σηµεία καίρια για την κατασκευή του 

ορθού µαθηµατικού νοήµατος από τους µαθητές.. Ο προβληµατισµός µου και, 

ταυτόχρονα, η συµβολή των ερευνητών στον επαναπροσδιορισµό των διδακτικών 

µου ενεργειών  φάνηκε στη συνέχεια των µαθηµάτων. Παράλληλα, οι ερευνητές 

συνειδητοποιούν προοδευτικά ότι πολλές ενέργειές µου πηγάζουν από το γεγονός ότι 

κινούµαι στα στενά όρια της τάξης µου, έχω απέναντί µου τους µαθητές µου, µια ύλη 

που τρέχει και τα στενά χρονικά περιθώρια που µου παρέχει µια διδακτική περίοδος.  

Στο παρακάτω απόσπασµα, που αφορά στην Ευκλείδεια διαίρεση σε τµήµα 

της Α΄ γυµνασίου, φαίνεται να διακρίνονται έντονα οι περιορισµοί που θέτουν το 

αναλυτικό και το ωρολόγιο πρόγραµµα, καθώς και η σύνθεση των µαθητών και οι 

όροι λειτουργίας της τάξης. Συγκεκριµένα, µετά από µια συζήτηση γύρω από τις 

έννοιες διαιρέτης, πηλίκο και υπόλοιπο, οι µαθητές έχουν καταλήξει στην ισότητα 

που περιγράφει την ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης λίγο πριν το τέλος της 

διδακτικής περιόδου. Αναγνωρίζοντας το πολύ καίριο σηµείο στο οποίο έχει φτάσει η 

διδασκαλία, δεν σταµατώ, αλλά συνεχίζω το διάλογο µε τους µαθητές, προκειµένου 

να καταλήξουµε σε συµπεράσµατα. 

Ε: Ισότητα, πολύ ωραία Τάνια. Από τη µία χωρίζαµε τον αριθµό σε οµάδες, 
αλλά κάθε φορά που τον χωρίζαµε σε οµάδες, ταυτοχρόνως, βρίσκαµε και 
µια ισότητα. Για να βρούµε αυτή την ισότητα, Τάνια και όλη η τάξη µαζί. 
Από τη µία χωρίζαµε σε οµάδες και από την άλλη, το τονίζω, γράφαµε και 
µια ισότητα. Τι θα του έλεγες του Σωτήρη που έλειπε, Τάνια, από το µάθηµα 
Τάνια: Ότι κάθε αριθµός…..εεεεε 
Ε: Ότι κάθε αριθµός.. 
Τάνια: ∆εν καταλαβαίνω 
Ε: Εγώ επαναλαµβάνω ότι λες. Σε κάθε αριθµό… 
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Τάνια: Σε κάθε αριθµό υπάρχουν δύο διαιρέτες, υπάρχει ( εδώ χτυπάει το 
κουδούνι)… 
Ε. Με άλλα λόγια, για να το συµπληρώσουµε , στο πρώτο µέρος ήταν αυτό 
που έκανε η Τάνια που χώρισε τον αριθµό σε οµάδες και έβλεπε ότι κάθε 
φορά περισσεύει κάτι.  Με άλλα λόγια, µας είπε η Τάνια ότι, ταυτοχρόνως, 
προκύπτει και µια ισότητα. ∆ηλαδή, τι θα γράψουµε; Αν α>β, τότε ο α 
µπορεί να γραφεί πως; 
Αλέξανρος: β.χ+ν 
Ε: Αυτό που µας είπε η Μαρίνα το χωρίζουµε και το κάναµε µια σχέση 
ισότητας. Για µισό λεπτάκι,  όµως, θα σταµατήσουµε εδώ; Μήπως µπορώ 
να γεµίσω και άλλο κουτί; 
Κάποιοι µαθητές: Όχι 
Ε: Πως το ξέρω ότι δε γεµίζει; Γιατί; Αφροδίτη 
Αφροδίτη: Το ν µικρότερο από το β 
Ε: Με το  ν να είναι µικρότερος από το β 

(Μάθηµα 5ο, σελίδα  12) 

 

Το τέλος της διδακτικής περιόδου µε αναγκάζει να καταφύγω σε λύσεις 

ανάγκης. Παρόλα αυτά, οι επιλογές µου στόχο έχουν τη ορθή κατασκευή της 

ταυτότητας της Ευκλείδειας διαίρεσης. Έτσι, παρά την ανησυχία που δηµιουργήθηκε 

µε το χτύπηµα του κουδουνιού, οι µαθητές συνεχίζουν να συζητούν. Εντοπίζεται, 

φυσικά, και η έντονη ανησυχία µου να περατώσω τους διδακτικούς στόχους  µε το 

πέρας της διδακτικής περιόδου. Αυτό αναγνωρίζεται από τους ερευνητές, καθώς ο 

ερευνητής 2 σχολιάζει: «Οι µαθητές φαίνεται να λειτουργούν χαλαρά αλλά 

αποτελεσµατικά», «Συνεχίσατε το µάθηµα την επόµενη; Τι συνέβη; Μπόρεσαν τα 

παιδιά να καταλήξουν στην γενικευµένη ισότητα;». Οι ερευνητές δε σχολιάζουν την 

έντονη παρουσία µου στο επεισόδιο, όπως αυτή  εκφράζεται µε συγκεκριµένες 

ερωτήσεις,  που προσπαθούν να συνδυάσουν το σενάριο της δραστηριότητας – η 

διαίρεση περιγράφεται ως µία διαδικασία τοποθέτησης µελοµακάρονων σε κουτιά- µε 

το φορµαλισµό της ισότητας, κάτι που γενικά µπερδεύει τους µαθητές. Ο ερευνητής 1 

σχολιάζει: «Εδώ λοιπόν κλείνει η επεξεργασία της ιδέας. Ήρθε η ώρα του 

φορµαλισµού, της αναπαράστασης µε γενικό τρόπο του παρατηρούµενου γεγονότος». 

Τα σχόλια των ερευνητών στρέφονται  στο σύνολο του µαθήµατος. Ο ερευνητής 1 

«Συµφωνούµε ότι κύλησε καλά το επεισόδιο µε τα µελοµακάρονα από άποψη 

κατασκευής γνώσης από τους µαθητές, αλληλεπίδρασης και επικοινωνίας στην 

τάξη». Ενώ ο ερευνητής 2 « Πιστεύω ότι υπήρχαν πολλά σηµεία του µαθήµατος, 

όπου υπήρχε αρµονία στόχων δικών σου και των µαθητών. Παρατήρησα ότι οι 
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µαθητές οικοδόµησαν το µαθηµατικό νόηµα. Η επικοινωνία ήταν διαφορετική ως 

αποτέλεσµα των διαφορετικών στρατηγικών σου». 

Στο παρακάτω επεισόδιο, που αφορά στον ορισµό του ηµιτόνου και 

συνηµιτόνου οξείας γωνίας σε ορθογώνιο τρίγωνο, και οι δύο ερευνητές  εντοπίζουν 

το επιστηµολογικό δίληµµα που αναφύεται κατά τον ανεξάρτητο σχολιασµό του 

µαθήµατος. Ο ερευνητής 2 σχολιάζει: «Τα διλήµµατα πηγάζουν κυρίως από το ότι οι 

µαθητές δεν κατανοούν. Είναι, όµως, και επιστηµολογικά: ακρίβεια, φύση του 

λόγου.». Ενώ ο ερευνητής 1 αναφέρει ότι εντοπίζει «επιστηµολογικού χαρακτήρα 

παρέµβαση» 

Ε: Την υποτείνουσα. Ωραία. Υπάρχουν, λέει ( το φύλλο εργασίας), κάποιες 

προϋποθέσεις για να κάνουµε κάτι τέτοιο; Εδώ, θα πρέπει να ανασύρουµε από το 

µυαλό µας τον τρόπο µε τον οποίο ορίστηκε η εφαπτοµένη σε ένα ορθογώνιο 

τρίγωνο. Υπάρχουν προϋποθέσεις; Ε, υπάρχουν;  

Ζωή: Ναι 

Ε: Ποιες; 
Ζωή: Ότι η εφαπτοµένη είναι… η εφαπτοµένη κάθε γωνίας είναι η απέναντι 
κάθετος 
Ε:.  Ο σταθερός λόγος  
Ζωή: Ναι, της απέναντι καθέτου µε την προσκείµενη 
Ε: Αν, λοιπόν, θα µπορούσαµε να ορίσουµε καινούργιους τριγωνοµετρικούς 
αριθµούς, ποια θα ήταν η προϋπόθεση; 
Ζωή: Να ξέρουµε την απέναντι κάθετη και την προσκείµενη 
Ε: Αυτό είναι για την εφαπτοµένη 
Ζωή: Εεεε 
Ε: Να επαναλάβουµε πάλι τι πάµε να κάνουµε. Φαίνεται ότι κάτι έχετε πάθει 
σήµερα, πρέπει  στον τριγωνοµετρικό αριθµό που θα ορίσουµε να 
χρησιµοποιήσουµε ποιόν; 

(Μάθηµα 5ο, σελίδα 4) 
 

Τα σχόλια των ερευνητών, όµως, αναφέρονται και στον τρόπο 

αντιµετώπισης του διλήµµατος, καθώς η συνεργασία µας έχει προοδευτικά περάσει 

σε άλλο επίπεδο, αρχίζει να γίνεται  πιο εµβριθής και ουσιαστική. Οι στόχοι και των 

τριών γίνονται φανεροί και σχεδόν συγκλίνουν. Ο ερευνητής 1 σχολιάζει «Το 

πολεµάς περισσότερο χρόνο και καταφεύγεις σε λογικές υπενθυµίσεις προηγούµενων 

γνώσεων», «∆εν την αφήνεις να το εντοπίσει µόνη της, της το λες εσύ» και 

«Παρέχεις υποδείξεις, ζητάς υποθέσεις, αξιοποίηση διαδικασιών ελέγχου της  

γνώσης, περισσότερο από ό,τι σε άλλα µαθήµατα.». Ο ερευνητής 2 «Επανάληψη , 

µάζεµα των προηγούµενων», «Προσπαθείς να συνδέσουν µε τα προηγούµενα αλλά 
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και να ξεφύγουν από τα προηγούµενα» και «∆ύσκολο να φανταστούν οι µαθητές τι 

θέλεις». Αναγνωρίζεται, όµως, το γεγονός ότι κινούµαι στο µικρόκοσµο της τάξης 

µου. Χαρακτηριστική είναι η ερώτηση του ερευνητή 2 «Μεγάλη σύγχυση. Πως 

αισθάνεσαι;» 

Εστίαση στην επικοινωνία  

Ο άξονας αυτός ανάλυσης επικεντρώνεται στο διάλογο, ο οποίος αναπτύχθηκε 

ανάµεσα στον εκπαιδευτικό και τους µαθητές και ανάµεσα στους ίδιους τους 

µαθητές. Αν και θέµατα επικοινωνίας συζητήθηκαν και στον  προηγούµενο άξονα, η 

εστίαση εδώ βρίσκεται στο ευρύτερο περιβάλλον, το οποίο εκφράζεται, κυρίως, µέσα 

από τις νόρµες επικοινωνίας, που οριοθετώ στην τάξη του. Τα αντίστοιχα σχόλια των 

ερευνητών στόχευαν και πάλι στη συνειδητοποίηση των ενεργειών µου και της 

αποτελεσµατικότητάς τους: «Φαίνεται να µη δίνεις σηµασία στο τι λένε, να δέχεσαι 

µόνο ό,τι ταιριάζει µε αυτό που θέλεις», «∆ιατυπώνεις τη φράση που θέλεις, 

αφήνοντας µόνο ένα κενό για συµπλήρωση… Σαν να µην τους εµπιστεύεσαι», “γιατί 

άφησες µετέωρο τον Αντώνη;», «Η Αγγελική εγκαταλείπεται, πώς να αισθάνεται 

άραγε;»(ερευνητής 1), «Στο παρακάτω απόσπασµα ενός άρθρου αναφέρεται ότι, όταν 

οι µαθητές αυξάνουν τη συµµετοχή τους στη συζήτηση πάνω σε µαθηµατικές ιδέες, 

αναµιγνύουν άτυπους ορισµούς µε τυπικούς, προκαλώντας τις παραδοσιακές 

σηµασίες των όρων. Αυτό αναφέρεται ως δίληµµα. Είναι για σένα;», «οδηγείς, όχι 

πολύ ασφυκτικά, υπενθυµίζεις, επανα-πλαισιώνεις» (ερευνητής 2). Αναγνωρίστηκε, 

όµως, και από τους τρεις εταίρους της συνεργασίας ότι τα επικοινωνιακά διλήµµατα 

που δρουν περιοριστικά στη µάθηση συνδέονταν µε το φόβο της µη επίτευξης των 

διδακτικών στόχων, την πίεση του χρόνου, καθώς και προηγούµενες  συνήθειες των 

µαθητών εκ µέρους µου. Σ’ αυτές τις περιστάσεις φάνηκε να τείνω να διατυπώνω  

κλειστές ερωτήσεις, ώστε να οδηγήσω τους µαθητές µε ασφάλεια στο στόχο του 

µαθήµατος, ακόµα και δίνοντας ο ίδιος την απάντηση.  

Χαρακτηριστικά σχετικά σχόλια δικά µου είναι τα εξής :«∆εν µπορώ να 

περιµένω άλλο, ο χρόνος κυλά, καταφεύγω έτσι σε λύση ανάγκης» όπως επίσης  «Οι 

ερευνητής 1 και ερευνητής 2 συµφωνούν ότι πολλές φορές καθοδηγώ τα παιδιά µε 

ερωτήσεις συµπλήρωσης κενού. Συµφωνώ. Η δική µου, όµως, οπτική διαφέρει. ∆ύο 

παράµετροι πρέπει να ληφθούν σοβαρά υπόψη: α) ο χρόνος που κυλά αµείλικτος ... 

Έχω µπροστά µου µια ύλη που πρέπει  να διδαχτεί και τρέχω να προλάβω.  β) Θέλω 

να εµπλέκονται σχεδόν όλοι οι µαθητές στη διαδικασία του µαθήµατος. Νοιώθω 
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ικανοποιηµένος βλέποντας αδύναµους µαθητές να συµµετέχουν ενεργά. 

Χρησιµοποιώ, δηλαδή, τις ερωτήσεις… για να ενεργοποιήσω τους αδύναµους». 

Εδώ, θα µπορούσε να υποστηριχτεί ότι διακρίνεται κάποια ‘ένταση’ ανάµεσα 

στους ερευνητές και σε µένα , λόγω των διαφορετικών τους στόχων, η οποία οδηγεί, 

ωστόσο, σε ένα βαθύτερο στοχασµό όλων των συµµετεχόντων.  Αυτό φαίνεται από 

τα σχετικά σχόλιο των ερευνητών, όπως: «Αισθάνοµαι ότι βιώνεις λίγο απόλυτα αυτά 

που λέµε. Μην αισθάνεσαι ότι σου ασκούµε κριτική …Ίσως να συζητάµε µόνο τα 

αρνητικά, γιατί έτσι εντοπίζονται και τα διλήµµατα. Οι συγκρούσεις ... µας οδηγούν 

στην καινούρια γνώση. Σκέψου µόνο τις εναλλακτικές λύσεις. Κάποιες µπορεί να 

είναι εφικτές»(ερευνητής 2). Στο σηµείο αυτό η αναστοχαστική διαδικασία δρα 

καταλυτικά. Μέσω αυτής εντοπίζονται σταδιακά οι αδυναµίες των διδακτικών µου 

πρακτικών, ενώ καινούργιες στρατηγικές που έρχονται στο προσκήνιο  φαίνεται να 

προσφέρουν θετικά στη διδασκαλία. Έτσι, τα αποτελέσµατα του αναστοχασµού 

µετατρέπονται σε πράξη και η νέα πράξη δίνει αφορµές για καινούργιο αναστοχασµό. 

Το παρακάτω απόσπασµα αφορά στην Ευκλείδεια διαίρεση της Α΄ γυµνασίου. 

Η Τάνια είναι  µία αδύναµη µαθήτρια, η οποία, όµως, προσπαθεί να ακολουθήσει την 

τάξη της. Προκειµένου να υποστηρίξω τη µαθήτρια τόσο γνωστικά όσο και 

συναισθηµατικά, κρίνω σκόπιµο να την φέρω στο προσκήνιο της διδασκαλίας   Το 

δίληµµα που αντιµετωπίζω αφορά στην ενθάρρυνση της µαθήτριας, χωρίς όµως τη 

δαπάνη ιδιαίτερου διδακτικού χρόνου, καθώς ό,τι ζητάω από αυτήν αφορούν στις 

εισαγωγικές έννοιες. Ο διάλογος που εκτυλίσσεται σχολιάστηκε και από τους δύο 

ερευνητές, χωρίς να λάβουν υπόψη τους περιορισµούς της τάξης, της ύλης και του 

χρόνου. Εντοπίστηκε µια διάσταση των απόψεων των ερευνητών, η οποία υπήρξε και 

εφαλτήριο για παραπέρα συζήτηση. 

Ε: Τάνια. Κάποιος µαθητής υποστήριξε τα παρακάτω: αυτό σηµαίνει ότι 

µπορούµε να χωρίσουµε µας ακέραιες µονάδες του 27 σε…ίσες… 

Τάνια. ……. 
Ε: Πρόσεξε να δεις τι γράψαµε πιο πάνω, γιατί κάναµε και λίγο συζήτηση 
και ίσως έχουµε χαθεί .Το 27, λοιπόν, γράψαµε, µας είπε η Καλλίνα, είναι 
πολλαπλάσιο του 3, γιατί η διαίρεση του 27 µε το 3 τι είναι;  
Μαζί µε την Τάνια: Τέλεια 
Ε: Τι υποστηρίζεις λοιπόν εσύ, ότι µπορούµε να χωρίσουµε µας ακέραιες 
µονάδες του 27 σε τι; 
Τάνια: Σε … 
Ε: Σε τι µπορούµε να χωρίσουµε µας ακέραιες µονάδες του 27. Το 27 έχει 
27 ακέραιες µονάδες, έτσι Τάνια; 
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Tάνια: Ναι 
Ε:   ΄Αρα, τι µπορούµε να κάνουµε εδώ; 
Ε: Για πήγαινε επάνω στην αρχή. Πως ξεκινάει το φύλλο εργασίας µας, τι 
λέει; 
Τάνια: Εδώ; 
Ε: Ναι, στην αρχή 
Τάνια: Ε….. 
Ε: Τι λέει; Για το 27 τι λέει; 
Τάνια: Είναι ίσο 3.9 

(Μάθηµα 4ο, σελίδα ) 
 

Θεώρησα ότι αυτό που έπρεπε να κάνει είναι µία απλή διαίρεση, εφόσον έχει 

προηγηθεί συζήτηση για τα πολλαπλάσια. Προσπαθώ να οδηγήσω την µαθήτρια 

άµεσα προς τα εκεί, αυτή,  όµως, φαίνεται ότι δεν έχει αποσαφηνίσει τις σχετικές 

έννοιες. Ο ερευνητής 1 σχολιάζει «∆ιαβάζεις εσύ τις οδηγίες, πόσο καλή πρακτική 

είναι αυτή; ∆εν της εκχωρείς ούτε αυτή την ευθύνη», «Της ζητάς να κάνει µεγάλο 

άλµα, χωρίς να έχεις ιδέα για το σηµείο µέχρι το οποίο παρακολουθεί τη 

συγκεκριµένη διαδικασία, καθώς δεν της έδωσες καθόλου χρόνο και χρόνο να το 

εκθέσει», «Φαίνεται να προσπαθείς να τη βάλεις στο παιχνίδι µε βάση τη γνώµη που 

έχεις σχηµατίσει γενικά γι΄ αυτήν». Ο ερευνητής 2 εµφανίζεται να βρίσκεται πιο 

κοντά στις σκέψεις µου, όταν σχολιάζει «Συνοψίζεις,  για ποιο λόγο; Το έκανες και 

τις προηγούµενες φορές, αλλά εδώ µου φαίνεται απλώς ως επανάληψη, αλλά ίσως ως 

µια καλή στρατηγική, για να συµµετάσχουν και οι υπόλοιποι µαθητές και ίσως και η 

Τάνια να µπορέσει να καταλάβει το χωρισµό σε ακέραιες µονάδες», «Συγκρατείσαι, 

δε της λες το αποτέλεσµα, της λες να σκεφτεί ξανά το πρόβληµα µε συγκεκριµένη 

αναφορά στο φύλλο εργασίας». 
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Κεφάλαιο  4ο 

Συζήτηση 
 

Η ανάλυση των µαθηµάτων  ανέδειξε τα διλήµµατα του διδάσκοντα  ως έναν 

ακόµη παράγοντα  που αναφύεται κατά την εµπλοκή των µαθητών στη συζήτηση και 

διαπραγµάτευση των µαθηµατικών νοηµάτων που αναπτύσσονται στη διάρκεια της 

διδασκαλίας. Είναι, λοιπόν, αυτή η εµπλοκή των µαθητών στην κατασκευή του 

νοήµατος, η οποία οδηγεί τους εκπαιδευτικούς  σε µια πληθώρα από αποφάσεις και, 

πολλές φορές, αναπόφευκτα και στην τροποποίησή τους πριν, αλλά και κατά τη 

διάρκεια της διδασκαλίας. Ο εκπαιδευτικός, έχοντας ως γνώµονα τη µορφή και το 

περιεχόµενο της δραστηριοποίησης των µαθητών, µέσω των παρεµβάσεών του, 

αναγκάζεται πολλές φορές να αλλάξει όλο το διδακτικό πλάνο που κατέστρωσε πριν 

το µάθηµα, όταν αναγνωρίζει ότι οι µαθητές δεν αξιοποιούν τις µαθηµατικές τους 

γνώσεις ή τις χρησιµοποιούν µε αναποτελεσµατικό τρόπο ή και λανθασµένα, µε 

συνέπεια η διδασκαλία να τελµατώνει ή να οδηγεί σε αδιέξοδο. Η 

αποτελεσµατικότητα αυτών των αλλαγών εξαρτάται καθοριστικά από τον 

αναστοχασµό των ενεργειών του µε βάση τα δεδοµένα  του επιστηµονικού πεδίου της 

µαθηµατικής εκπαίδευσης.  Ένας από τους τρόπους πρόσβασης του εκπαιδευτικού σε 

αυτά τα δεδοµένα αποτελεί η συνεργασία του µε ερευνητές του πεδίου.  Σε µια τέτοια 

συνεργασία επικεντρώθηκε και αυτή η εργασία. 

Όπως έχει ήδη επισηµανθεί, τα ερευνητικά ερωτήµατα της µελέτης που 

εκπονήθηκε κινούνται σε δύο βασικούς άξονες.  Ο πρώτος αφορά στα 

επιστηµολογικά και στα επικοινωνιακά και διλήµµατα που αντιµετωπίζει ο 

εκπαιδευτικός (στη συγκεκριµένη περίπτωση, ο συγγραφέας αυτής της εργασίας) 

στην τάξη των µαθηµατικών και στον τρόπο διαχείρισή τους και ο δεύτερος άξονας 

στο περιεχόµενο και στη µορφή της συνεργασίας που αναπτύχθηκε µεταξύ του 

εκπαιδευτικού και των δύο ερευνητών, µε στόχο τις εναλλακτικές αναγνώσεις αυτών 

των διληµµάτων και την (πιθανή) εξέλιξη των διδακτικών πρακτικών του 

εκπαιδευτικού.  Οι επόµενες ενότητες επιχειρούν να παρουσιάσουν µια σύνθεση των 

βασικών σηµείων που εντοπίστηκαν µέσα από τη ανάλυση των εµπειρικών 

δεδοµένων, που αφορούσαν σε καθέναν από τους δύο άξονες και να τα συζητήσουν 

µε αναφορά στα βιβλιογραφικά δεδοµένα, που εκτέθηκαν στο κεφάλαιο ένα. 

 

 82 



∆ιλήµµατα στην τάξη των µαθηµατικών:  Επιστηµολογικά και 

επικοινωνιακά 

Η επεξεργασία-ανάλυση των µαθηµάτων, αναφορικά µε τα κυρίαρχα 

επιστηµολογικά και επικοινωνιακά διλήµµατα που αντιµετώπισα και κλήθηκα να 

διαχειριστώ κατά το σχεδιασµό και, στη συνέχεια, κατά την υλοποίηση της 

διδασκαλίας µου στην τάξη των µαθηµατικών, ανέδειξε έναν αριθµό από 

χαρακτηριστικά σχετικά µε τις δύο αυτές κατηγορίες διληµµάτων. 

Συγκεκριµένα, τα βασικότερα διλήµµατα που συνδέονταν µε τα 

επιστηµολογικά χαρακτηριστικά της µαθηµατικής γνώσης αφορούσαν: 

� Στον ορισµό, που εµφανίστηκε ως πηγή πολλών διληµµάτων, καθώς οι 

µαθητές δεν φάνηκε να έχουν σαφή άποψη τόσο για το τι σηµαίνει ‘ορίζω’ 

µια µαθηµατική έννοια, όσο και για το βασικό ρόλο που αυτός κατέχει στα 

µαθηµατικά.  Συχνά ο ορισµός συγχέεται µε τις ιδιότητες της έννοιας και 

άλλες φορές πάλι µε τη χρηστικότητά της στα µαθηµατικά. Αυτό έρχεται 

σε συµφωνία µε όσα αναφέρουν οι Σακονίδης κ.ά. (2000), δηλαδή, ότι 

στις ελληνικές τάξεις των µαθηµατικών τόσο του ∆ηµοτικού όσο και του  

Γυµνασίου  «το µαθηµατικό περιεχόµενο εµφανίζεται επιστηµολογικά 

οµογενοποιηµένο από όλους τους δασκάλους». Στην ίδια έρευνα, µάλιστα,  

διαπιστώνεται ότι παρατηρείται «συρρίκνωση εννοιών και ορισµών σε 

διαδικασίες χειρισµού, κατασκευής και αναγνώρισης µη διαφοροποίηση 

ιδιοτήτων από ορισµούς και διαδικασίες».  

� Στην απόδειξη, καθώς οι µαθητές δείχνουν να αρκούνται σε αριθµητική 

επαλήθευση των προτάσεων που διατυπώνονται, σε µετρήσεις και στα 

αποτελέσµατα των ενεργειών τους σε συγκεκριµένες (αριθµητικές ή 

γεωµετρικές οντότητες), που  µπορούν να έχουν µε τη χρήση των 

εκπαιδευτικών λογισµικών. ∆εν έχουν συνδέσει, δηλαδή, την απόδειξη µε 

τη γενίκευση που θα πρέπει να χαρακτηρίζει τις µαθηµατικές προτάσεις- 

θεωρήµατα. Ακόµη, διλήµµατα δηµιουργούνται και από τον τρόπο,  µε 

τον οποίο οι µαθητές διατυπώνουν τις αποδείξεις, καθώς δε µπορούν να 

αρθρώσουν λόγο µε συνοχή και ειρµό. Μια πιθανή ερµηνεία για αυτό θα 

µπορούσε να αναζητηθεί στον περιορισµένο ρόλο που καλούνται οι 

µαθητές, καθώς τα µαθηµατικά σπάνια γίνονται πεδίο από κοινού 

διαπραγµάτευσης των µαθηµατικών νοηµάτων µε τους εκπαιδευτικούς. 

Όπως χαρακτηριστικά αναφέρουν και οι Σακονίδης κ.ά. (2000), ένα από 
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τα κύρια συµπεράσµατα της έρευνάς τους, είναι γεγονός ότι «η 

εγκυροποίηση των διαδικασιών υπόκειται στην τελική παραδοχή του 

δασκάλου και οι µέθοδοί επίλυσης αποτελούν µια τυπική, µη 

διαπραγµατεύσιµη διαδικασία». 

� Στη γενίκευση µιας µαθηµατικής ιδέας, στη µετάβαση, δηλαδή, από το 

ειδικό στο γενικό και στην κατασκευή καινούργιων µαθηµατικών εννοιών 

και διαδικασιών µέσα από µια ποικιλία από πραγµατικές ή τεχνητές 

καταστάσεις, είναι µια ακόµα πηγή διληµµάτων για τον δάσκαλο των 

µαθηµατικών, καθώς η γενίκευση αποτελεί βασικό επιστηµολογικό 

γνώρισµα των αντίστοιχων ιδεών. Ο τρόπος που η διαδικασία αυτή 

παρουσιάζεται στην τάξη δρα περιοριστικά στην ανάπτυξη της κριτικής 

σκέψης του µαθητή – βασικός στόχος του µαθήµατος, όπως αυτός 

διατυπώνεται στις οδηγίες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου- και δεν παρέχει 

ευκαιρίες για την ουσιαστική και σε βάθος κατανόηση των εννοιών που 

διαπραγµατεύονται. Πιο συγκεκριµένα, δεν παρέχεται η ευκαιρία στους 

µαθητές να µελετήσουν µια µαθηµατική ιδέα από διαφορετικές οπτικές, 

να τη συσχετίσουν µε άλλες µαθηµατικές ιδέες και, τέλος, να καταβάλουν 

προσπάθεια να την ονοµατίσουν, δηλαδή, να της προσδώσουν υπόσταση 

µέσω της γλωσσικής διάστασης της  µαθηµατικής εκπαίδευσης.  

 

Σχετικά µε τα διλήµµατα που συνδέονταν µε επικοινωνιακά  χαρακτηριστικά 

του µαθήµατος των µαθηµατικών, αυτά αφορούσαν κατεξοχήν: 

� Στον τρόπο µε τον οποίο γίνεται η διαχείριση των ερωτήσεων από και προς 

τους µαθητές.  Ο τρόπος αυτός εµφανίστηκε να αποτελεί πηγή ικανού αριθµού 

διδακτικών διληµµάτων για τον εκπαιδευτικό. Χαρακτηριστικές ήταν εκείνες 

οι περιπτώσεις, όπου οι µαθητές αδυνατούσαν να αιτιολογήσουν, να 

ανακαλέσουν από τη µνήµη γνώσεις παλαιοτέρων τάξεων, ή δυσκολεύονταν 

στη διατύπωση της απάντησης –γλωσσική διάσταση-. Στην προσπάθειά του 

να αντιµετωπίσει αυτές τις περιπτώσεις, ο εκπαιδευτικός που θεωρεί ότι το 

νόηµα των  µαθηµατικών επιβάλλεται να είναι διαπραγµατεύσιµο στην τάξη, 

διαµορφώνει, δηλαδή, το µάθηµά του µε βάση την ενεργή συµµετοχή των 

µαθητών, επιχειρεί να επιλύσει τα σχετικά διλήµµατα, αλλάζοντας το πλαίσιο 

της ερώτησης (επανα-πλαισίωση), χρησιµοποιώντας κατάλληλες και συχνά 

πολλαπλές αναπαραστάσεις, οδηγώντας τους µαθητές σε γνωστική 
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σύγκρουση, κ.ά.. Όπως πολύ χαρακτηριστικά αναφέρεται από το Σακονίδη 

(2003) "Με τη συγκεκριµένη οπτική, η τάξη των µαθηµατικών αποκτά 

χαρακτήρα κοινότητας, στην οποία οι µαθητές εµπλέκονται σε συνεργατικές 

πρακτικές µε τον εκπαιδευτικό και τους συµµαθητές τους, συζητούν, 

µοιράζονται και διαπραγµατεύονται µαθηµατικές ιδέες και νόρµες, συµβάσεις 

κλπ, νοµιµοποιώντας τη µαθηµατική γνώση και ασκούµενοι στη µαθηµατική 

σκέψη και στο µαθηµατικό συλλογισµό». Ταυτόχρονα, οι εκπαιδευτικοί 

«προσφέρουν στους µαθητές συνεχείς ευκαιρίες εµπλοκής στη 

διαπραγµάτευση του µαθηµατικού νοήµατος µέσα σε κοινότητες πρακτικής 

στην τάξη και … καλλιεργούν και…ενδυναµώνουν την ταυτότητα του µαθητή 

ως ‘µαθητευόµενου’ ». 

� Στις παρεµβάσεις των µαθητών, όπως αυτές διατυπώνονται µέσω των 

ερωτήσεων ή των τοποθετήσεών τους. Τα διλήµµατα αυτά συνδέονται άµεσα 

µε τους περιορισµούς του αναλυτικού προγράµµατος, καθώς η συζήτηση που 

συχνά ακολουθεί τέτοιες παρεµβάσεις ενδέχεται να οδηγηθεί και πέραν των 

συγκεκριµένων διδακτικών στόχων του µαθήµατος. Στο σηµείο αυτό η πείρα 

του εκπαιδευτικού παίζει πρωτεύοντα ρόλο, καθώς η άρνησή του να 

επεκταθεί ή η αυστηρή παραµονή του στα στενά διδακτικά όρια του εκάστοτε 

µαθήµατος ακυρώνουν τις όποιες πρωτοβουλίες των µαθητών. Συνήθως, σε 

αυτές τις περιπτώσεις ο εκπαιδευτικός προσπαθεί να ισορροπήσει µεταξύ των 

διδακτικών στόχων του µαθήµατος και της ενεργούς συµµετοχής των 

µαθητών. ∆ηλαδή, ενεργεί µε βάση την οπτική ότι µια µαθηµατική ιδέα δεν 

προκύπτει από κάτι ξένο προς τους µαθητές ούτε ανακοινώνεται από το 

δάσκαλο στην τάξη, αλλά µπορεί να είναι το συµπέρασµα µιας συζήτησης, ή 

η κατάληξη µιας συλλογιστικής ενός µαθητή. 

� Στον τρόπο  που επιλέγει ο εκπαιδευτικός να βοηθήσει τους µαθητές του. Τα 

διλήµµατα αυτά σχετίζονται τόσο µε το διαρκές δίληµµα της µη επίτευξης των 

διδακτικών στόχων, όσο και µε το βασανιστικό δίληµµα του διδακτικού 

χρόνου. Η στενή καθοδήγηση των µαθητών προκρίνεται συχνά, προκειµένου 

ο εκπαιδευτικός να επιλύσει µε κάποιο τρόπο τα σχετικά διλήµµατα. Έτσι, 

όµως, «επιχειρεί να τους κάνει να προσαρµοστούν στην επιστηµονική 

πρόθεσή του, δηλαδή, δεν υπάρχει πρόθεση κατασκευής ή συν-κατασκευής 

της µαθηµατικής γνώσης από τους µαθητές, αλλά απόδοσης εκ µέρους τους 

µιας µαθηµατικής απάντησης, διατηρώντας ο ίδιος τον έλεγχο τόσο στη 
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γνώση όσο και στην οργάνωση της επικοινωνίας και της αλληλεπίδρασης.» 

(Σακονίδης κ.ά., 2000). Στην κατεύθυνση της ενεργής συµµετοχής των 

µαθητών επιλέγονται τρόποι αντιµετώπισης που τους δραστηριοποιούν και 

αφορούν, καταρχήν, σε απλά θέµατα, προκειµένου να ενθαρρυνθούν. Όπως 

πολύ χαρακτηριστικά αναφέρουν οι Cobb κ.ά. (1992), αναγνωρίζοντας τις 

γνωστικές δυσκολίες που έχουν οι µαθητές σε µια µαθηµατική έννοια, οι 

εκπαιδευτικοί µπορούν να σχεδιάσουν κατάλληλες παρεµβάσεις βασισµένες 

στις απαντήσεις τους, ώστε να τους βοηθήσουν να τις ξεπεράσουν. 

 

Μέσα από την ανάλυση των µαθηµάτων αναφορικά µε τις συνθήκες 

ανάδειξης, το περιεχόµενο, αλλά και την αντιµετώπιση  των διληµµάτων φάνηκε ότι 

κυρίαρχο ρόλο σε αυτά διαδραµατίζουν ο διδακτικός χρόνος και οι περιορισµοί που 

θέτει το αναλυτικό πρόγραµµα τόσο όσον αφορά στην κατανοµή των διδακτικών 

ωρών ανά ενότητα που θα διδαχθεί, όσο και σε σχέση µε τους διδακτικούς στόχους 

της κάθε ενότητας. Σε πολλές περιπτώσεις οι εκπαιδευτικοί αναγκάζονται να 

παρεκκλίνουν των στόχων του µαθήµατος, προκειµένου να ασχοληθούν µε τις 

παρεµβάσεις των µαθητών, µε αποτέλεσµα τη µη ολοκλήρωση της ενότητας µέσα 

στο προκαθορισµένο χρονικό διάστηµα. Οι δραστηριότητες που έχουν ως στόχο να 

καταστήσουν τα µαθηµατικά διαθέσιµα και προσιτά σε όλους, αντλώντας θέµατα από 

την καθηµερινότητα, απαιτούν πολύ χρόνο για να υλοποιηθούν, µε αποτέλεσµα να µη 

καλύπτεται πλήρως η διδασκόµενη έννοια ή διαδικασία στο συγκεκριµένο χρονικό 

πλαίσιο. Οι παραπάνω περιορισµοί επηρεάζουν, επίσης, και τις διδακτικές πρακτικές 

που έχει σχεδιαστεί να ακολουθηθούν. Σε πάρα πολλές περιπτώσεις η ενεργή 

συµµετοχή των µαθητών δεν συνάδει µε τα παραπάνω, µε αποτέλεσµα οι 

εκπαιδευτικοί να ακολουθούν την παλιά,  δοκιµασµένη δασκαλοκεντρική 

διδασκαλία, προκειµένου να φανούν συνεπείς µε την ολοκλήρωση της ύλης στον 

προκαθορισµένο χρόνο. Έχει, µάλιστα, διατυπωθεί η άποψη (Carter & Richards, 

1999) ότι, καλύπτοντας λιγότερη ύλη, οι µαθητές µαθαίνουν περισσότερο, καθώς 

είναι σε θέση να κατασκευάσουν τη µαθηµατική γνώση, ταιριάζοντάς την µε τα δικά 

τους µοντέλα γνώσης, ώστε, τελικά, αυτή να αποκτήσει προσωπικό νόηµα. 

Ο τρόπος διαχείρισης των διληµµάτων είναι άµεσα συνδεδεµένος µε τις 

πεποιθήσεις του εκπαιδευτικού αναφορικά µε τα µαθηµατικά, τη µάθηση και τη 

διδασκαλία τους. Οι πεποιθήσεις αυτές καθορίζουν την αλληλεπίδραση και την 

επικοινωνία δασκάλου και µαθητών µέσα στην τάξη, καθόσον εκπαιδευτικοί και 
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µαθητές είναι αυτοί που καθορίζουν την πραγµατικότητα της τάξης. Ο 

Schoenfeld(1992) υποστήριξε ότι όχι µόνο οι πεποιθήσεις επηρεάζουν τις πρακτικές, 

αλλά, επιπρόσθετα, υφίσταται µια σχέση «αίτιου – αιτιατού» µεταξύ τους. 

Συγκεκριµένα, αναφέρει ότι «Η αίσθηση που έχει ο δάσκαλος για το µαθηµατικό 

σύστηµα, καθορίζει τη φύση του σχολικού περιβάλλοντος που δηµιουργεί αυτός». 

Αναγνωρίζεται, δηλαδή, ότι υπάρχει µια αµφίδροµη σχέση µεταξύ του συστήµατος 

των πεποιθήσεων των εκπαιδευτικών και του τρόπου συµπεριφοράς του. Στο σηµείο 

αυτό καταλυτικό ρόλο µπορεί να διαδραµατίσει η επιµόρφωση των εκπαιδευτικών σε 

θέµατα διδακτικής του αντικειµένου που πραγµατεύεται. Κρίνοντας από τη δική µου 

εµπειρία, εντρυφώντας σε τέτοιου είδους θέµατα, ο εκπαιδευτικός µπορεί να 

ερµηνεύει µε εναλλακτικούς τρόπους και, άρα, πιο αποτελεσµατικά, συµπεριφορές 

µαθητών στην τάξη, να γεφυρώνει το χάσµα µεταξύ του σχεδιαγράµµατος του 

µαθήµατος και της πραγµατικότητας της τάξης, στηριζόµενος στις δυσκολίες  και τα 

λάθη των µαθητών και, τέλος, να τους ενθαρρύνει να συζητούν τις ιδέες τους, ώστε 

να µάθουν να αιτιολογούν και να υποστηρίζουν τις στρατηγικές τους, 

ανακαλύπτοντας έτσι κενά, παρανοήσεις και λαθεµένες συνδέσεις. Είναι σηµαντικό 

οι εκπαιδευτικοί να αναπτύξουν µια νέα αίσθηση του τι σηµαίνει  διδάσκω 

µαθηµατικά και ποια είναι τα πιθανά συστατικά µιας αποτελεσµατικής διδασκαλίας. 

Προς αυτήν την κατεύθυνση, είναι αναγκαίο να τους δίνονται ευκαιρίες 

επαναπροσδιορισµού των πεποιθήσεών τους για τα µαθηµατικά, τη µάθηση και τη 

διδασκαλία τους, ώστε να µεγιστοποιηθούν οι πιθανότητες να προκύψουν οι 

απαραίτητες αλλαγές στις τρέχουσες διδακτικές τους πρακτικές. Με αυτό τον τρόπο, 

οποιαδήποτε σχετική προσπάθεια καταβάλλεται από κάποιον εκπαιδευτικό να µη 

είναι κάτι το ευκαιριακό αλλά να είναι µία συνεχής διαδικασία που θα ακολουθεί 

τους µαθητές σε κάθε τάξη.  

Η µετάβαση των µαθητών από το δηµοτικό στο γυµνάσιο και ο εθισµός τους 

σε ένα συγκεκριµένο πλαίσιο εργασίας αποτελούν πηγή πολλαπλών διληµµάτων.  Οι 

µαθητές έρχονται από το δηµοτικό στο γυµνάσιο έχοντας µόνο την εµπειρία της 

χρήσης κανόνων της αριθµητικής, τους οποίους χρησιµοποιούν συχνά χωρίς να 

γνωρίζουν την προέλευσή τους. Ακόµη, η  κατανόησή τους ορισµών και ιδιοτήτων 

εννοιών γίνεται (και διδάσκεται) εµπειρικά, µέσω παραδειγµάτων επί συγκεκριµένων 

αντικειµένων. Οι Καλδρυµίδου, Σακονίδης και Τζεκάκη (1999,2000,2001) 

αναφέρουν ότι συχνά ο χειρισµός ιδιοτήτων και θεωρηµάτων από τον εκπαιδευτικό 

στην τάξη δεν τα διαφοροποιεί από τους ορισµούς, ούτε από τις διαδικασίες, ούτε 

 87 



ακόµη και από τις τεχνικές επίλυσης. Έτσι, από τους ίδιους αυτούς µαθητές, όταν 

µεταβαίνουν στο γυµνάσιο, απαιτείται ξαφνικά να σκεφτούν πάνω στο ίδιο γνωστικό 

περιεχόµενο, τα µαθηµατικά, αλλά µέσα σε ένα εντελώς διαφορετικό πλαίσιο 

αναφοράς. Πρέπει να µάθουν να αιτιολογούν, να ξεχωρίζουν ορισµούς από ιδιότητες , 

να αναγνωρίζουν τη σπουδαιότητα του ορισµού στα µαθηµατικά και, τέλος, να 

χρησιµοποιούν γράµµατα στη θέση (γενικευµένων) αριθµών  ( µεταβλητές). Με βάση 

αυτήν την οπτική, διλήµµατα δηµιουργούνται για το πώς θα πρέπει να παρουσιαστεί 

και στη συνέχεια να γενικευτεί µια µαθηµατική έννοια, πώς θα ενθαρρυνθούν οι 

µαθητές να εξηγούν τις ιδέες τους, πώς αποδεικνύονται οι  µαθηµατικές προτάσεις 

και  ποια είναι η αξία της απόδειξης στα µαθηµατικά.  

ΟΙ πίνακες 4.1 και 4.2 συνοψίζουν τα ευρήµατα της έρευνας αναφορικά µε τα 

επιστηµολογικά και επικοινωνιακά διλήµµατα αντιστοίχως, µε βάση το περιεχόµενό 

τους και τον τρόπο διαχείρισής τους από τον εκπαιδευτικό της συγκεκριµένης 

έρευνας. 

 

Πίνακας 4.1. Κατηγοριοποίηση επιστηµολογικών διληµµάτων, µε βάση το 
περιεχόµενο και τη διαχείρισή τους. 
 

 
ΕΠΙΣΤΗΜΟΛΟΓΙΚΑ ∆ΙΛΗΜΜΑΤΑ 

 

 

Είδος µε βάση το περιεχόµενο Υποκατηγορίες µε βάση τη διαχείριση του 
διλήµµατος 

 • Ορισµός και ιδιότητες 

Ορισµός • Ορισµός και χρηστικότητα της έννοιας 

 • Ιδιότητα και ορισµός της 

 • Ακρίβεια και σαφήνεια σε επίπεδο λόγου 

  

 • Ως διαδικασία επαλήθευσης 

Απόδειξη • Με τη βοήθεια αναπαράστασης 

  

 • ∆ιαδικασία γενίκευσης 

Φύση των  µαθηµατικών 

(γενικότερα) 

• Οργανωµένο σύνολο αλληλένδετων 

εννοιών 
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Πίνακας 4.2. Κατηγοριοποίηση επικοινωνιακών διληµµάτων, µε βάση το 
περιεχόµενο και τη διαχείρισή τους. 
 

 

ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΑΚΑ ∆ΙΛΗΜΜΑΤΑ 
 

 

Είδος µε βάση το περιεχόµενο της 
επικοινωνίας 

Υποκατηγορίες µε βάση τη διαχείριση 
του διλήµµατος 

 • Ασφυκτική καθοδήγηση 

Παροχή βοήθειας • Σύνοψη συµπερασµάτων 

 • Χρήση αντι-παραδείγµατος 

 • Χρήση αναπαράστασης 

  

 • Αλλαγή πλαισίου     

         (επανα-πλαισίωση) 

∆ιατύπωση ερωτήσεων  • Αξιοποίηση γνωστικής σύγκρουσης 

 • Χρήση αντι-παραδείγµατος 

 • Γλωσσική διαπραγµάτευση 

  

Επιλογή λεκτικής παρέµβασης ‘καλού’ 

µαθητή 

 

  

 • Ενασχόληση διδάσκοντα και τάξης 

Πραγµατοποίηση άλλης παρέµβασης  • Τοποθέτηση από διδάσκοντα 

 • Τοποθέτηση από µαθητή 

 

 

Οι πίνακες 4.1 και 4.2 αποκαλύπτουν µια µεγάλη ποικιλία από 

επιστηµολογικά και επικοινωνιακά διλήµµατα και τρόπους διαχείρισής τους από τον 

εκπαιδευτικό.  Σε ό,τι αφορά στα πρώτα, η πλειοψηφία τους εµφανίζεται να 

συνδέεται πρωτίστως µε τη φύση, γενικά, της επιστήµης των µαθηµατικών και, 

ειδικότερα, µε τους ορισµούς και δευτερευόντως µε το θέµα των αποδείξεων, ίσως 

γιατί το τελευταίο δεν κατέχει, ακόµη, κυρίαρχη θέση στα µαθηµατικά του 

γυµνασίου.  Επιπλέον, η διαχείριση των διληµµάτων αυτής της κατηγορίας φαίνεται 
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να εστιάζεται περισσότερο στην αποσαφήνιση του νοήµατος καθενός από τα 

συγκεκριµένα επιστηµολογικά χαρακτηριστικά και λιγότερο στην ανάδειξη του 

λειτουργικού τους ρόλου στη συγκρότηση της µαθηµατικής γνώσης.  Σε σχέση µε τα 

επικοινωνιακά διλήµµατα, στο σύνολό τους δείχνουν να συνδέονται µε καταστάσεις, 

στις οποίες ο εκπαιδευτικός επιχειρεί να ενεργοποιήσει ή να υποστηρίξει τους 

µαθητές αξιοποιώντας κυρίαρχα το γλωσσικό µέσο.  Τέλος, η διαχείρισή τους 

υποδεικνύει την εναγώνια προσπάθεια του εκπαιδευτικού να επικαλεστεί µια 

πληθώρα από συστήµατα αναπαράστασης, όπως το συµβολικό σύστηµα, το σύστηµα 

γραφικών αναπαραστάσεων, τις γεωµετρικές κατασκευές, κ.ά., για να προσφέρει 

εναλλακτικές προσεγγίσεις στην µαθηµατική γνώση-στόχο στους µαθητές.   

 

Συνεργασία εκπαιδευτικού και ερευνητών: περιεχόµενο και 

χαρακτηριστικά 

Καθώς οι µαθητές τοποθετούνται στο επίκεντρο της διδασκαλίας, ο 

εκπαιδευτικός καλείται να συνεργάζεται µαζί τους, προκειµένου να διαµορφώσει ένα 

µαθησιακό περιβάλλον, το οποίο θα έχει θετικές συνέπειες σε ό,τι αφορά στη µάθηση  

του αντικειµένου που διδάσκει. Οι επιλογές του εκπαιδευτικού ως προς τη διαχείριση 

της διδασκαλίας, καθώς και ο τρόπος που αυτές  εξωτερικεύονται  διαµορφώνουν το 

διδακτικό τοπίο της τάξης. Ωστόσο, η ενεργή συµµετοχή των µαθητών απαιτεί 

πολλές φορές αλλαγή, ολική ή µερική, στο σχήµα και στη δοµή του διδακτικού 

µοντέλου που χρησιµοποιείται. Η αλλαγή αυτή είναι κατεξοχήν προϊόν 

αναστοχασµού του εκπαιδευτικού επί των ενεργειών του. Τι µπορεί όµως να 

προκαλέσει αυτό τον αναστοχασµό; Από ποιους και µε ποιο τρόπο µπορεί να 

βοηθηθεί ο εκπαιδευτικός, προκειµένου να εξάγει  ασφαλή συµπεράσµατα µε βάση 

αυτόν τον αναστοχασµό; Απαντήσεις σε αυτά τα ερωτήµατα µπορεί να δώσει η 

συνεργασία εκπαιδευτικού µε ερευνητές από το χώρο της διδακτικής των 

µαθηµατικών, που ο Wagner(1997) αποκαλεί «συνεργατική συµφωνία µάθησης». Οι 

ερευνητές, µέσα από µια σειρά ερωτήσεων, θέτουν θέµατα που αφορούν στη µάθηση, 

στις πεποιθήσεις και στις διδακτικές πρακτικές του εκπαιδευτικού, ώστε να 

προκαλέσουν τον αναστοχασµό και τη συνειδητοποίηση σκέψεων και ενεργειών του 

κατά τη διδασκαλία. Στις περισσότερες συνεργασίες αυτού του είδους, σύµφωνα µε 

τη σχετική βιβλιογραφία, αντικείµενο µελέτης είναι ο εκπαιδευτικός και οι ενέργειές 

του, ενώ αυτές (οι ενέργειες) του ερευνητή µελετώνται, κυρίως, ως προς το 

αποτέλεσµα που έχουν στην επαγγελµατική ανάπτυξη του εκπαιδευτικού. Πρόκειται, 
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δηλαδή, για ένα πλαίσιο συνεργασίας µεταξύ των δύο πλευρών, µε βραχυπρόθεσµο 

στόχο την κριτική ανάλυση των διδακτικών πρακτικών του εκπαιδευτικού, µε βάση 

τα σχετικά ερευνητικά δεδοµένα, και την αναπλαισίωσή τους και µακροπρόθεσµη 

επιδίωξη την εξέλιξή τους.  

 Η ανάλυση των δεδοµένων, που αφορούσαν στη συνεργασία του 

εκπαιδευτικού µε τους δύο ερευνητές στο πλαίσιο αυτής της µελέτης, έδειξαν ότι, 

όπως ήταν αναµενόµενο, αυτή επικεντρώθηκε στα επιστηµολογικά και επικοινωνιακά 

στοιχεία της τάξης των µαθηµατικών.   

Ο πίνακας 4.3 παρακάτω παρουσιάζει το είδος των επιστηµολογικών 

χαρακτηριστικών, στα οποία εστίασαν οι εταίροι της συνεργασίας.  

Πίνακας 4.3 Κατηγοριοποίηση σχολιασµών των συµµετεχόντων ως προς τα 
επιστηµολογικά χαρακτηριστικά  της διδασκαλίας 

 Εκπαιδευτικός  Ερευνητής (Ε1) Ερευνητής (Ε2) 
 

Γλωσσική διάσταση 

• ακρίβεια  

• ανάλυση 

Γλωσσική διάσταση 

• ακρίβεια  

• ανάλυση 

Γλωσσική 

διάσταση 

• ακρίβεια  

• ανάλυση 

Αντιλήψεις για τα 

µαθηµατικά 

Αντιλήψεις για τα 

µαθηµατικά 

Αντιλήψεις για τα 

µαθηµατικά 

Χρηστικότητα   Χρηστικότητα  

∆ιάκριση 

µαθηµατικών 

στοιχείων 

∆ιάκριση µαθηµατικών 

στοιχείων 

 

 
 
 
Επιστηµο

-λογικά  

χαρακτη-

ριστικά 

 Επεξεργασία 

επιστηµολογικών 

στοιχείων 

 

 

Από τον πίνακα αυτόν γίνεται φανερό ότι τα επιστηµολογικά στοιχεία, τα 

οποία σχολιάστηκαν από τους τρεις συµµετέχοντες στην έρευνα, δε διέφεραν 

ουσιαστικά, παρόλο που µια διαφορετική διάσταση εντοπίστηκε από τον ερευνητή 1, 

αυτή της  επεξεργασίας τους, ο οποίος επισήµανε σχετικά ότι «δίνεται η εντύπωση 

πως τα επιστηµολογικά στοιχεία απλώς δηλώνονται, δεν επεξεργάζονται».   
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Ο άξονας της επικοινωνίας εστίασε στο διάλογο, ο οποίος αναπτύχθηκε 

ανάµεσα στον εκπαιδευτικό και τους µαθητές και ανάµεσα στους ίδιους τους 

µαθητές.  Σχολιάστηκαν τα επικοινωνιακά χαρακτηριστικά της διδασκαλίας, τα οποία 

φάνηκε να δρουν περιοριστικά στη µαθηµατική ανάπτυξη των µαθητών όπως : η 

έλλειψη επικοινωνίας ανάµεσα στους µαθητές, οι άµεσες παρεµβάσεις του 

εκπαιδευτικού και η επιλογή του ‘καλού µαθητή’, για να δώσει µια απάντηση. Τα 

χαρακτηριστικά αυτά εντοπίστηκαν στις περιπτώσεις εκείνες, που ο εκπαιδευτικός 

φάνηκε να αντιµετωπίζει διλήµµατα, τα οποία συνδέονταν µε το φόβο µη επίτευξης 

των διδακτικών στόχων, την πίεση του χρόνου, συνήθειες των µαθητών του και 

κοινωνικές αξίες, τις οποίες ήθελε να προωθήσει στην τάξη του.  Σ’ αυτές τις 

περιστάσεις καθοδηγούσε στενά τους µαθητές του διατυπώνοντας πολλές φορές 

ερωτήσεις που παρείχαν όµως πολλά στοιχεία καθοδηγώντας τους  έτσι στη σωστή 

απάντηση. 

Φαίνεται, λοιπόν, ότι η συµµετοχή του εκπαιδευτικού στη συστηµατική 

ανάλυση των  µαθηµάτων του µπορεί να διαµορφώσει ένα διαφορετικό τοπίο 

συµπερασµάτων σε ό,τι αφορά τις διδακτικές του πρακτικές σε σχέση µε αυτά στα 

οποία µπορεί να οδηγηθεί ένας ερευνητής, ο οποίος επισκέπτεται την τάξη του. Ο 

εκπαιδευτικός µπορεί να απαντήσει άµεσα σε ερωτήµατα του ερευνητή και να 

αιτιολογήσει τις διδακτικές του πρακτικές και ενέργειες, που εντοπίζονται στην 

διδασκαλία του, αναγνωρίζοντας και συνδέοντάς τες µε τις συνέπειες που αυτές 

έχουν στη µάθηση των µαθητών. Ταυτόχρονα, µέσω του αναστοχασµού του,  ως 

αποτέλεσµα  της αλληλεπίδρασης µε τους ερευνητές,   µπορεί να οδηγηθεί σταδιακά 

στη συνειδητή και ουσιαστική αλλαγή τους. Τέλος, η ατοµική ανάλυση της 

διδασκαλίας από καθέναν από τους συµµετέχοντες στη συνεργασία, η προσπάθεια 

αιτιολόγησης ή/και ερµηνείας ενεργειών ή/και θέσεων που αναπτύχθηκαν στο 

πλαίσιο αυτής της ανάλυσης, µέσα σε ένα περιβάλλον διαλόγου µεταξύ εταίρων µε 

αναγνωρισµένες και διακριτές εξειδικεύσεις (ακαδηµαϊκή versus εκπαιδευτικής 

πράξης) ίσης αξίας φάνηκε να διαµορφώνουν µια δυναµική πλατφόρµα λειτουργίας 

της κοινότητας, τόσο στο ατοµικό όσο και στο συλλογικό επίπεδο. Καθοριστικό ρόλο 

προς αυτήν την κατεύθυνση εµφανίζεται να διαδραµάτισαν η εµπιστοσύνη που είχε 

οικοδοµηθεί µεταξύ των συµµετεχόντων στην κοινότητα κοινής πρακτικής, η 

αναγνώριση από τον έναν της αξίας των άλλων στο πεδίο εργασίας τους, η 

προοδευτική σύγκλιση στον τρόπο κατανόησης τόσο της διδακτικής πράξης, όσο και 
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του τρόπου συστηµατικής της διερεύνησης και, τέλος, η αποδοχή, η εξασφάλιση και 

ο αµοιβαίος σεβασµός ενός χώρου συνύπαρξης διαφορετικών ερµηνειών και 

εναλλακτικών προσεγγίσεων της εκπαιδευτικής πράξης στα µαθηµατικά.   
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Κεφάλαιο 5ο 

Συµπεράσµατα  
 

Βασική επιδίωξη κάθε εκπαιδευτικού είναι η εµπλοκή των µαθητών του σε 

αλληλεπίδραση και επικοινωνία στην τάξη και, µέσα από αυτές, στη διαπραγµάτευση 

των νοηµάτων, στα οποία στοχεύει η διδασκαλία του. Στα µαθηµατικά, αυτή ακριβώς 

η προσπάθεια εµπλοκής των µαθητών στην κατασκευή του µαθηµατικού νοήµατος 

επιβάλλει στον εκπαιδευτικό τη λήψη µιας πληθώρας αποφάσεων και, πολλές φορές, 

στην τροποποίησή τους πριν ή και κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας. Έχοντας ως 

γνώµονα τη δραστηριοποίηση των µαθητών µέσα στο µαθησιακό περιβάλλον που 

διαµορφώνει, ο εκπαιδευτικός αναγκάζεται συχνά να αλλάξει όλο το διδακτικό πλάνο 

που κατέστρωσε πριν το µάθηµα, όταν διαπιστώσει ότι οι µαθητές δεν αξιοποιούν τις 

µαθηµατικές τους γνώσεις ή τις χρησιµοποιούν ανεπιτυχώς, µε αποτέλεσµα η 

διδασκαλία να τελµατώνει ή να οδηγείται σε αδιέξοδο.  

Τα αποτελέσµατα της έρευνας, που αποτέλεσε αντικείµενο αυτής της 

εργασίας, φανερώνουν ότι η τάξη των µαθηµατικών συνιστά ένα δυναµικό 

εκπαιδευτικό περιβάλλον, που διέπεται από µια συνεχή διαδικασία λήψης και 

ανατροπής πολύπλοκων αποφάσεων εκ µέρους του εκπαιδευτικού, η οποία απαιτεί 

τόσο τη συνεχή του εγρήγορση όσο και τη συγκρότηση µιας στέρεας επιστηµονικής 

ταυτότητας. Είναι αυτονόητο ότι µια τέτοια πραγµατικότητα οδηγεί αναπόφευκτα σε 

σηµαντικά διδακτικά διλήµµατα, που απαιτούν άµεση και αποτελεσµατική 

αντιµετώπιση.  Τα διλήµµατα αυτά ποικίλλουν σε ό,τι αφορά το περιεχόµενο, την 

προέλευσή τους, τις συνθήκες ανάδειξής τους και τον τρόπο διαχείρισής τους, για µια 

αποτελεσµατική διδασκαλία.  Καθοριστικό ρόλο στο τελευταίο εµφανίζεται να 

διαδραµατίζει η εξασφάλιση της συνεργασίας του εκπαιδευτικού µε άλλους 

εκπαιδευτικούς ή / και ερευνητές του πεδίου της µαθηµατικής εκπαίδευσης, οι οποίοι, 

εργαζόµενοι µαζί του σε ένα περιβάλλον από κοινού µάθησης, του παρέχουν τη 

δυνατότητα εναλλακτικών αναγνώσεων των διδακτικών του πρακτικών, οι οποίες 

µπορούν να επηρεάσουν καθοριστικά τόσο το περιεχόµενο, όσο και τη διαχείριση 

των διδακτικών του προσεγγίσεων.   

Η ανάλυση των δεδοµένων της παρούσας µελέτης αναφορικά µε τα διδακτικά 

διλήµµατα, τα οποία αναδεικνύονται στο πλαίσιο της διδασκαλίας των µαθηµατικών, 

έδειξε ότι, σε ό,τι αφορά στο περιεχόµενό τους, είναι κυρίαρχα επιστηµολογικού και 
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επικοινωνιακού χαρακτήρα. Μάλιστα, τα πρώτα εµφανίζονται µε µεγαλύτερη 

συχνότητα από τα δεύτερα, υποδεικνύοντας την ιδιαιτερότητα της φύσης των 

µαθηµατικών, καθώς είναι αυτά που συνδέονται άµεσα µε βασικά χαρακτηριστικά 

της µαθηµατικής γνώσης, όπως ορισµοί, αποδείξεις, γενικεύσεις, κτλ. Ταυτόχρονα, 

αυτή η συχνότητα των συγκεκριµένων διληµµάτων υπογραµµίζει τη δυσκολία 

διαχείρισής των επιστηµολογικών χαρακτηριστικών του αντικειµένου τόσο από τους 

εκπαιδευτικούς όσο και από τους µαθητές.  Σχετικά µε τα επικοινωνιακά διλήµµατα, 

τα οποία σηµατοδοτούν, µε τη σειρά τους, την ιδιαιτερότητα της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης, εφόσον σχετίζονται µε την αλληλεπίδραση και την επικοινωνία στην 

τάξη των µαθηµατικών, η επικράτηση των ερωτήσεων ως τρόπου επικοινωνίας 

φανερώνει ότι οι τελευταίες αποτελούν, ακόµη και σήµερα, το βασικό εργαλείο 

ενεργοποίησης των µαθητών στην ελληνική τάξη των µαθηµατικών.  

 Η προσπάθεια αναζήτησης της προέλευσης των διδακτικών διληµµάτων 

του εκπαιδευτικού αποτελεί δύσκολο έργο, εξαιτίας της µεγάλης ποικιλίας των 

παραµέτρων που εµπλέκονται, αλλά και της πολυπλοκότητας καθεµιάς από αυτές, 

καθώς και των αλληλεπιδράσεων µεταξύ τους, το οποίο χρήζει πολλών ερευνών.  

Ωστόσο, σύµφωνα µε τη σχετική βιβλιογραφία, πολλές από αυτές τις παραµέτρους 

συνδέονται µε τον ίδιο τον εκπαιδευτικό (π.χ., οι πεποιθήσεις του για τα µαθηµατικά 

και τη µάθηση και τη διδασκαλία του), ενώ άλλες µε το εκπαιδευτικό πλαίσιο µέσα 

στο οποίο πραγµατοποιείται η διδασκαλία.  Οι αναλύσεις των δεδοµένων της έρευνας 

που περιγράφεται σε αυτήν την εργασία αναδεικνύουν µε ιδιαίτερη έµφαση δύο από 

τις τελευταίες: το διδακτικό χρόνο και τους περιορισµούς του αναλυτικού 

προγράµµατος των µαθηµατικών. Συγκεκριµένα, ο διδακτικός χρόνος φάνηκε να 

επηρεάζει καθοριστικά τόσο την εµφάνιση των διληµµάτων, όσο και τις αποφάσεις 

του εκπαιδευτικού στον τρόπο αντιµετώπισής τους. Σε πολλές στιγµές της 

διδασκαλίας ο εκπαιδευτικός έδειξε να επιχειρεί να ισορροπήσει µεταξύ του να 

αναλώσει επιπλέον χρόνο, προκειµένου να υποστηρίξει τις θέσεις των µαθητών του 

και του να κερδίσει χρόνο, στις περιπτώσεις που συνειδητοποιούσε ότι στο χρονικό 

διάστηµα  που υπολειπόταν δε θα ήταν δυνατό να καλύψει τους διδακτικούς στόχους 

του µαθήµατος. Στις τελευταίες, έτεινε να καταφεύγει σε βεβιασµένες ‘λύσεις 

ανάγκης’, όπως το να επιλέξει έναν καλό µαθητή, για να ελέγχει ο ίδιος την εξέλιξη 

µιας επιχειρηµατολογίας ή να δώσει ο ίδιος την απάντηση σε µία  ερώτηση. 

Αναφορικά µε τα διδακτικά διλήµµατα που οφείλονταν στους  περιορισµούς που 

θέτει το αναλυτικό πρόγραµµα (π.χ., ολοκλήρωση της προσέγγισης σηµαντικών 
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µαθηµατικών ιδεών σε λιγότερο από µια διδακτική ώρα) φάνηκε να οδηγούν συχνά 

τον εκπαιδευτικό στη όχι σπάνια συνειδητή αγνόηση ή ακύρωση σηµαντικών 

παρεµβάσεων των µαθητών στη διαδικασία κατασκευής του µαθηµατικού νοήµατος.  

Είναι φανερό ότι διδακτικά διλήµµατα αναδεικνύονται ή είναι πιθανόν να 

προκύψουν σε όλη τη διάρκεια µιας διδασκαλίας.  Ωστόσο, η ανάλυση των 

αποµαγνητοφωνηµένων διδασκαλιών έδειξε ότι είναι περισσότερο αναµενόµενα σε 

στιγµές έντονης ή αδύναµης συµµετοχής των µαθητών στη διαπραγµάτευση της 

µαθηµατικής γνώσης, µε την προϋπόθεση ότι ο εκπαιδευτικός έχει υιοθετήσει 

διδακτικές πρακτικές, που τοποθετούν το µαθητή στο κέντρο της εκπαιδευτικής 

διαδικασίας.  Ως συνέπεια, η αποτελεσµατική διαχείριση των διληµµάτων από αυτόν 

εµφανίζεται να συνδέεται τόσο µε τις προτεραιότητές του σχετικά µε το τι είναι 

σηµαντικό και τι όχι για τη µάθηση του µαθητή, µε άλλα λόγια, µε τις πεποιθήσεις 

του για τα µαθηµατικά, τη µάθηση και τη διδασκαλία του, όσο και µε την υποστήριξη 

που διαθέτει, για να αναγνώσει εναλλακτικά τις διδακτικές του πρακτικές και, ακόµη 

περισσότερο, να τις εξελίξει. 

Στη συγκεκριµένη έρευνα, η παροχή αυτής της υποστήριξης επιχειρήθηκε  

στο πλαίσιο µιας συνεργασίας που αναπτύχθηκε µεταξύ του εκπαιδευτικού και των 

δύο ερευνητών, η οποία προοδευτικά προσέλαβε το χαρακτήρα ενός τύπου 

‘κοινότητας κοινής πρακτικής’, στο πλαίσιο της οποίας οι συµµετέχοντες µετέφεραν 

διαφορετικές οπτικές και ενεπλάκησαν σε κοινές πρακτικές (Lave & Wenger, 1991). 

Συγκεκριµένα, εντόπισαν τα διάφορα χαρακτηριστικά, τα οποία συνθέτουν τη  

διδασκαλία που αναλύθηκε, προβληµατίστηκαν για τη σύνδεση και τη 

διαφοροποίησή τους, εντόπισαν διδακτικά διλήµµατα. Ο εκπαιδευτικός αναγνώρισε 

τον καταλυτικό ρόλο των ερευνητών στην αλλαγή των διδακτικών του πρακτικών. Οι 

ερευνητές συνειδητοποίησαν περισσότερο τους περιορισµούς, τους οποίους θέτει το 

ευρύτερο σχολικό και κοινωνικό πλαίσιο στα διλήµµατα και στις αποφάσεις του 

εκπαιδευτικού, αναγνωρίζοντας την ‘περιοριστική αυτονοµία’ (forced autonomy), 

που του επιβάλλεται (Scott, 2004). Επιπλέον, και οι τρεις εταίροι της συνεργασίας 

αναστοχάστηκαν τις ενέργειές τους. Ο εκπαιδευτικός, κυρίως σε σχέση µε 

συγκεκριµένες διδακτικές στρατηγικές και αποφάσεις του, ενώ οι ερευνητές σε σχέση 

µε την κρίση τους αναφορικά µε τη διδασκαλία και την ανατροφοδότηση που 

παρείχαν στον εκπαιδευτικό. 

Τέλος, η ανεξάρτητη ανάλυση των µαθηµάτων από τον εκπαιδευτικό και 

τους δύο ερευνητές και, στη συνέχεια, ο αναστοχασµός επί των αναλύσεων φάνηκε 
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να δρουν θετικά στην αναζήτηση τρόπων βελτίωσης της διδασκαλίας των 

µαθηµατικών από τον πρώτο. Χαρακτηριστικό γνώρισµα της συνεργασίας 

εκπαιδευτικού – ερευνητών, όπως προέκυψε από τις σχετικές αναλύσεις, ήταν η 

αποδοχή και ο αναστοχασµός των εναλλακτικών οπτικών, όπως εκφράστηκαν µέσα 

από τους διαφορετικούς τρόπους ανάγνωσης των µαθηµάτων από τους εταίρους της 

συνεργασίας. Έτσι, εντοπίστηκαν βασικά γνωρίσµατα που συνθέτουν την διδασκαλία 

του εκπαιδευτικού και εξετάστηκε η τυχόν διαφοροποίησή τους στην πορεία των 

µαθηµάτων. Η προσπάθεια εντοπισµού και ερµηνείας των διδακτικών συµπεριφορών 

και, ιδιαίτερα, διληµµάτων ανέδειξε τους περιορισµούς «τους οποίους θέτει το 

ευρύτερο σχολικό και κοινωνικό πλαίσιο στα διλήµµατα και στις αποφάσεις του 

εκπαιδευτικού, αναγνωρίζοντας την περιοριστική αυτονοµία που του επιβάλλεται» ( 

Πόταρη κ. ά., 2005).  
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Μελέτη
απαντήσ

Το 3 είν

_______

 

Το 27 εί

_______

Κάποιος

«Αυτό 

_____

Συµφων

_______

_______

Γενικά, 

«Όλα τα

µπορούν

 

Αυτό συ

σου. ___

_______

_______

_______

 

Είναι το

_______

_______

Αυτό ση

 

Φύλλο εργασίας στην Ευκλείδεια διαίρεση 

σε προσεκτικά τις παρακάτω ισότητες και στη συνέχεια προσπάθησε να 
εις στις ερωτήσεις που ακολουθούν: 

18 = 3.6 
27= 3.9 

αι ________________ του 18 γιατί  _________________________________ 

_____________________________________________________________.  

ναι ________________________ του 3 γιατί  _________________________ 

______________________________________________________________ 

 µαθητής υποστήριξε το παρακάτω: 

σηµαίνει ότι µπορούµε να χωρίσουµε τις ακέραιες µονάδες του 27 σε 

 οµάδες των _____ ακέραιων µονάδων η κάθε οµάδα.» 

είς ή διαφωνείς;  Αιτιολόγησε την απάντησή σου: ______________________ 

______________________________________________________________

______________________________________________________________ 

θα µπορούσαµε να υποστηρίξουµε ότι: 

 πολλαπλάσια του φυσικού αριθµού α είναι της µορφής_____________ και 

 να χωριστούν σε ________ οµάδες των α ___________________;» 

µβαίνει για όλα τα πολλαπλάσια ενός φυσικού; ∆ικαιολόγησε την απάντησή 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________

____________________________________________________________ 

 26 πολλαπλάσιο του 4; Γιατί;______________________________________ 

______________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 

µαίνει ότι δεν__________________________________________________ 
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_______________________________________________________________

_______________________________________

___________ 

 
Ας προσπαθήσουµε να χωρίσουµε 26 µελοµακάρονα 
σε κουτιά  που χωράνε 4 µελοµακάρονα το καθένα 

 

 

 
ΚΑΙ

___ ΟΜΑ∆ΕΣ ΤΩΝ 4 και ______________________ ακόµη ______ µελοµακάρονα 

προκύπτει η ισότητα  26=__________________ 

 

  

___ ΟΜΑ∆ΕΣ ΤΩΝ 4 και ______________________ ακόµη ______ µελοµακάρονα 

δηλαδή προκύπτει η ισότητα  26=____________________ 

 

   

___ ΟΜΑ∆ΕΣ ΤΩΝ 4 και ______________________ ακόµη ______ µελοµακάρονα 

δηλαδή προκύπτει η ισότητα      26=________________ 

 

    

___ ΟΜΑ∆ΕΣ ΤΩΝ 4 και ______________________ ακόµη ______ µελοµακάρονα 

δηλαδή  προκύπτει η ισότητα  26=_________________ 

Τι παρατηρούµε σε κάθε προσπάθεια τοποθέτησης στα 

κουτιά;_______________________________________________________________ 
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_____________________________________________________________________ 

Πότε θα σταµατούσε η διαδικασία τοποθέτησης;______________________________ 

_____________________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________ 

Ποιο είναι το πλήθος των κουτιών που θα χρειαστούµε;________________________ 

Τότε θα είχαµε : 26=______________________________________________ 

Πότε θα σταµατούσαµε την οµαδοποίηση όταν θέλουµε στα κουτιά να έχουµε  

2 µελοµακάρονα:_______________________________________________________ 

Τότε θα χρειαζόµασταν __________ κουτιά δηλαδή 26=_______________________ 

6 µελοµακάρονα:_______________________________________________________ 

Τότε θα χρειαζόµασταν __________ κουτιά δηλαδή 26=_______________________ 

8 µελοµακάρονα:_______________________________________________________  

Τότε θα χρειαζόµασταν __________ κουτιά δηλαδή 26=_______________________ 

12 µελοµακάρονα____________________________________________________ 

Τότε θα χρειαζόµασταν __________ κουτιά δηλαδή 26=_______________________ 

Βρίσκοντας κάθε φορά το πλήθος των κουτιών που θα χρειαστούµε τοποθετείστε  : 

19 µελοµακάρονα σε κουτιών των 5:______________________________________ 

48 µελοµακάρονα σε κουτιά των 7:______________________________________ 

73 µελοµακάρονα σε κουτιά των  3:______________________________________ 

 

Τι βρίσκουµε σε κάθε περίπτωση και µε τι τρόπο; ____________________________ 

_____________________________________________________________________ 

 ____________________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________

___________________________________________________________________ 

Υποθέστε ότι κάποιος συµµαθητής σας έλειπε στο σηµερινό µάθηµα και θέλετε να 

του εξηγήσετε µε σύντοµο και σαφή τρόπο τι µάθατε στο σηµερινό µάθηµα.  Πως θα 

το κάνατε αυτό; 

Mε λόγια____________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________ 
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Με άλλο τρόπο:________________________________________________________ 

_____________________________________________________________________

_____________________________________________________________________ 

 

 

  Τελικά Συµπεράσµατα 
 

 

ΜΕ ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ ΙΣΟΤΗΤΑΣ: 

 

 

 

 

ΜΕ ΜΙΑ ΓΝΩΣΤΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 
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