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ΕΙΣΑΓΩΓΗ  

 

Το 5ο αίτημα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας - του οποίου την διατύπωση πολλοί 

την αποδίδουν στον Ευκλείδη- και η δυνατότητα απόδειξής του, απασχόλησε 

τους μαθηματικούς κοντά 2000 χρόνια. Το 5ο αίτημα χρησιμοποιείται για 

πρώτη φορά στην απόδειξη της 29ης πρότασης, αν και θα είχε βοηθήσει στην 

απόδειξη προηγούμενων προτάσεων, και με δεδομένο ότι η 29η πρόταση είναι 

ισοδύναμη με το 5ο αίτημα , δεν θα είναι «αυθαίρετο να διατυπώσουμε την 

εικασία ότι ο Ευκλείδης είχε διαισθανθεί  την ιδιαιτερότητα του 5ου αιτήμα-

τος» και καθυστέρησε τη χρήση του όσο ήταν δυνατόν. Η κριτική που ανα-

πτύχθηκε αποδείχθηκε εξαιρετικά δημιουργική, αφού συνέβαλλε στην ανα-

κάλυψη των «Μη Ευκλείδειων Γεωμετριών». 

Ως κριτική πάνω στο 5ο αίτημα θα μπορούσαν να χαρακτηριστούν τα αποτε-

λέσματα των προσπαθειών «να αποδειχθεί το 5ο αίτημα από τα υπόλοιπα α-

ξιώματα και αιτήματα των Στοιχείων». Οι προσπάθειες των μαθηματικών α-

πέτυχαν γιατί αυτό που στην ουσία έκαναν ήταν «να δίνουν ‘αποδείξεις’ 

χρησιμοποιώντας σιωπηρά ισχυρισμούς, οι οποίοι αποδεικνύονταν ‘ ισοδύ-

ναμοι’ προς το 5ο αίτημα».Τέτοιους ισχυρισμούς είχαν διατυπώσει από πολύ 

παλιά οι: Κλαύδιος ο Πτολεμαίος (100-178 μ.Χ), ο Πρόκλος (410-485 ì. X), ο 

Πέρσης Nasireddin (1201-1274 μ.Χ) και άλλοι. Επίσης και οι Lambert (1728-

1777), Gauss(1777-1855), Saccheri (1667-1733) και Legendre (1752-1833) ,οι 

οποίοι είχαν αντιληφθεί τη σχέση του 5ου αιτήματος με το άθροισμα των γω-

νιών τριγώνου.  

Ναι μεν οι διατυπούμενοι ισχυρισμοί δεν οδηγούσαν στην ‘απόδειξη’ του 5ου 

αιτήματος, αλλά οι αρνήσεις αρκετών από των ισχυρισμών αυτών ισχύουν σε 

ορισμένες από τις Μη Ευκλείδειες Γεωμετρίες.  

Μια από αυτές είναι και η Υπερβολική Γεωμετρία η οποία αποτελεί και βασι-

κό θέμα της παρούσας μελέτης. Πρόκειται για τον τύπο γεωμετρίας στην ο-

ποία αληθεύουν τα τέσσερα πρώτα αιτήματα του Ευκλείδη, το πέμπτο όμως 
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αντικαθίσταται από την πρόταση «υπάρχουν περισσότερες από μία ευθείες 

διερχόμενες από σημείο και παράλληλες σε δοθείσα ευθεία».  

Η επίσημη πρωτιά της ανακάλυψης της Υπερβολικής Γεωμετρίας ανήκει 

στους Janos Bolyai (1802-1860) και Nikolai Lobachevsky (1793-1856), έναν 

Ούγγρο και έναν Ρώσο, οι οποίοι δημοσίευσαν σε βιβλίο το 1832 και 1829, 

αντίστοιχα, ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο, ότι αυτός ο τύπος γεωμετρίας 

αποτελεί συλλογή θεωρημάτων εξίσου συνεπούς με εκείνη της Ευκλείδειας Γε-

ωμετρίας. Και οι δύο συμμερίζονταν την άποψη ότι η Υπερβολική Γεωμετρία 

μπορούσε να περιγράψει τον φυσικό μας χώρο κατά τρόπο εξίσου επαρκή με 

εκείνον της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. 

Η σπουδαιότητα αυτής της ανακάλυψης είναι ανυπολόγιστη. Για περισσότε-

ρο από δύο χιλιάδες χρόνια κυριαρχούσε η αίσθηση ότι η Ευκλείδεια Γεωμε-

τρία ήταν απαραίτητα η γεωμετρία του χώρου. Τα Μαθηματικά και η Φυσική 

συνυφαίνονταν τόσους αιώνες με το νήμα αυτής της πίστης. Η Υπερβολική 

Γεωμετρία έδειξε ότι υπάρχουν και άλλες περιγραφές του χώρου προσιτές 

στην ανθρώπινη νόηση. Η μελέτη του φυσικού χώρου πέρασε στην επικράτεια 

της Φυσικής, ενώ τα Μαθηματικά απέκτησαν έναν πιο αφηρημένο χαρακτή-

ρα. Κατέστη πλέον φανερό ότι μπορούσε κανείς να ξεκινήσει με ένα τυχαίο 

σύνολο αξιωμάτων και να μελετήσει τις αφηρημένες συνέπειες τους. Η σημα-

σία αυτής της ανακάλυψης συγκρίνεται συχνά με τη θεωρία του Copernicus, 

σύμφωνα με την οποία η Γη δεν αποτελεί το κέντρο του σύμπαντος ή με εκεί-

νη του Einstein που λέει πως ο χρόνος δεν είναι ίδιος για όλους τους παρατη-

ρητές (κάτι που θα δούμε αργότερα). Η αναλογία, φυσικά, έγκειται στο ότι η 

κάθε θεωρία αποδέσμευσε τη σκέψη του ανθρώπου από πλαίσια παραδεκτά 

επί μακρόν. 

Οι πρώτες ανακαλύψεις των Bolyai- Lobachevsky παρά το γεγονός ότι τα θε-

ωρήματα της έμοιαζαν να εναντιώνονται στην αίσθηση που έχει κανείς για 

τον χώρο, δεν φαινόταν να παράγουν μαθηματικές αντιφάσεις. Όμως ούτε ο 

Bolyai ούτε ο Lobachevsky μπόρεσαν να αποδείξουν τη συνέπεια της Υπερ-

βολικής Γεωμετρίας. Αυτό που πίστευαν εκείνα τα χρόνια ήταν ότι μετά από 

αρκετά σκληρή δουλειά, θα οδηγείτο κάποιος σε μια αντίφαση, θα αποδει-
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κνυόταν δηλαδή ότι κάτι ήταν ταυτοχρόνως αληθές και ψευδές. Για να δεί-

ξουμε τη συνέπεια των αξιωματικών συστημάτων προχωρούμε στην κατα-

σκευή μοντέλων, δηλαδή σε μια ερμηνεία των απροσδιόριστων όρων τέτοια 

ώστε όλα τα αξιώματα να αληθεύουν στο πλαίσιο αυτής της ερμηνείας. Αυτό 

οδηγεί στη συνέπεια διότι, τότε, κάθε πρόταση που μπορεί να συναχθεί λογι-

κά από τα αξιώματα θα αληθεύει υποχρεωτικά στο μοντέλο και μια πρόταση 

που αφορά το μοντέλο δεν μπορεί να είναι ταυτοχρόνως αληθής και ψευδής. 

Μεσολάβησαν σαράντα τουλάχιστον χρόνια από την εργασία των Bolyai και 

Lobachevsky για να βρεθεί ένα μοντέλο της Υπερβολικής Γεωμετρίας. Η μα-

κρά περίοδος αναμονής οφειλόταν κατά κύριο λόγο στην απροθυμία των πε-

ρισσοτέρων μαθηματικών να ασχοληθούν με τέτοιες παράξενες ιδέες, όπως 

είναι η μη Ευκλείδεια Γεωμετρία. 

Αμέσως μετά θα παρουσιάσουμε κάποια από τα μοντέλα της Γεωμετρίας που 

κατασκευάστηκαν μεταξύ του 1868 και του 1881 και τα οποία οδήγησαν στην 

νομιμοποίηση της. Ο ορισμός τους βασίζεται στην Ευκλείδεια Γεωμετρία είναι 

επομένως αυτά συνεπή αν είναι και αυτή. Με χρήση πάγιων μεθόδων της Ευ-

κλείδειας Γεωμετρίας, αποδεικνύεται ότι τα αξιώματα της Υπερβολικής Γεω-

μετρίας αληθεύουν στο μοντέλο. Αν επομένως η Υπερβολική Γεωμετρία οδη-

γεί σε αντίφαση, το ίδιο κάνει και η τρισδιάστατη Ευκλείδεια. Άλλωστε οι πε-

ρισσότεροι μαθηματικοί θα έλεγαν ότι η συνέπεια της Ευκλείδειας Γεωμετρίας 

δεν έχει αποδειχθεί, είναι όμως ευτυχείς με την πεποίθηση ότι αυτή είναι συ-

νεπής. Την ίδια ευτυχία θα πρέπει να αισθάνονται λέγοντας ότι η Υπερβολική 

είναι επίσης συνεπής. 
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ΜΕΡΟΣ 1ο: 

Μοντέλα Υπερβολικής Γεωμετρίας  

– 

Νομιμοποίηση Υπερβολικής Γεωμετρίας 

 

 

1. Η Ψευδοσφαίρα του Beltrami 

 

Το πρώτο μοντέλο Υπερβολικής Γεωμετρίας προτάθηκε από τον Ιταλό μαθη-

ματικό Eugenio Beltrami (1835-1900) το 1868. Προκύπτει από την περιστροφή 

μιας συγκεκριμένης καμπύλης που ονομάζεται έλκουσα γύρω από τον άξονα 

της και το σχήμα της θυμίζει ατέρμονη χοάνη ή δυο ατέρμονες χοάνες που οι 

καμπάνες τους βρίσκονται σε επαφή σε όλο το μήκος των περιφερειών τους. 

Ονομάζεται ψευδοσφαίρα διότι ο ρόλος της στην Υπερβολική Γεωμετρία εί-

ναι ανάλογος με εκείνον της σφαίρας στην Σφαιρική Γεωμετρία. 

 

Το σημείο στην Υπερβολική Γεωμετρία είναι σημείο στην ψευδοσφαίρα ενώ η 

ευθεία γραμμή είναι γεωδαισιακή.  
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Στο παραπάνω σχήμα έχουν σχεδιαστεί ορισμένες γεωδαισιακές με τρόπο που 

να δείχνει ότι το Υπερβολικό αίτημα πράγματι ισχύει και από το σημείο P 

διέρχονται πολλές ευθείες που δεν τέμνουν την l.  

Ο Beltrami δεν επέλεξε την επιφάνεια αυτή γιατί μοιάζει με χοάνη. Ήταν ήδη 

γνωστό ότι η επιφάνεια αυτή που προκύπτει από την περιστροφή μιας έλκου-

σας είχε σταθερή αρνητική καμπυλότητα. Η σφαίρα είναι επιφάνεια σταθερής 

θετικής καμπυλότητας και είχε επίσης αποδειχθεί από τον Minding ότι σε επι-

φάνεια σταθερής καμπυλότητας τα διάφορα γεωμετρικά αντικείμενα μπο-

ρούν να αλλάζουν θέση, χωρίς αυτή η κίνηση να μεταβάλλει ορισμένα πράγ-

ματα, όπως λόγου χάρη τις γωνίες. Αυτή η δυνατότητα αποτελεί σπουδαίο 

στοιχείο της γεωμετρίας, όπως συμβαίνει με την Πρόταση Πλευράς-Γωνίας-

Πλευράς. Ο Beltrami τόνισε ότι αυτή η ιδιότητα της σταθερής καμπυλότητας 

καθιστούσε την ψευδόσφαιρα κατάλληλο μοντέλο για την Υπερβολική Γεωμε-

τρία, σημειώνοντας ότι το Υπερβολικό αίτημα ικανοποιείται σε αυτήν καθώς 

και ότι τα τρίγωνα στην επιφάνεια της έχουν άθροισμα γωνιών μικρότερο 

από 180°. 

Η ψευδόσφαιρα δεν προσφέρεται για πλήρες μοντέλο της Υπερβολικής Γεω-

μετρίας. Ένα από τα προβλήματα εντοπίζεται στο μέρος που βρίσκονται σε 

επαφή οι δύο χοάνες. Οι καμπύλες δεν μπορούν να συνεχιστούν με ομαλό 

τρόπο επάνω από αυτήν την κορυφογραμμή. Ένα άλλο οφείλεται στην κυ-

κλική συμμετρία της ψευδόσφαιρας. Δίνεται η εντύπωση ότι η κλειστή κα-

μπύλη C του παραπάνω Σχήματος, η οποία είναι η τομή της ψευδόσφαιρας 

με ένα επίπεδο κάθετο στον άξονα της, αποτελεί γεωδαισιακή που τέμνει τον 

εαυτό της, αφού μεσολαβήσει πεπερασμένου μήκους τμήμα της, κατ' αναλο-

γίαν με τις γεωδαισιακές σε σφαίρα. Πάντως η εν λόγω καμπύλη δεν είναι γε-

ωδαισιακή, ακριβώς όπως δεν είναι οι μη μέγιστοι κύκλοι στη σφαίρα. Στο 

ίδιο Σχήμα, φαίνεται πώς η καμπύλη D, η οποία στρέφεται ελαφρώς στο στε-

νότερο μέρος της χοάνης, συνιστά συντομότερη διαδρομή μεταξύ του Ρ και 

του Q από ότι η κλειστή καμπύλη C. Αυτό όμως αποτελεί επίσης πρόβλημα, 

μια και υπάρχει παρόμοια γεωδαισιακή στο πίσω μέρος της ψευδόσφαιρας, 



 10 

άρα έχουμε δύο ευθείες διερχόμενες από τα σημεία Ρ και Q. Για την υπερπή-

δηση αυτών των προβλημάτων μπορούμε να στηριχθούμε στη διαπίστωση ό-

τι, αν κόψουμε την ψευδόσφαιρα κατά μήκος μιας από τις έλκουσες της, θα 

προκύψει ένα μοντέλο για το τμήμα του υπερβολικού επίπεδου) που ορίζεται 

από δύο παράλληλες ευθείες και είναι φραγμένο από μία πλευρά. 

Τελικά, το 1901 ο μεγάλος Γερμανός μαθηματικός David Hilbert απέδειξε ότι 

δεν μπορεί μια επιφάνεια στον τριδιάστατο χώρο με σταθερή αρνητική κα-

μπυλότητα να αποτελέσει πλήρες μοντέλο της Υπερβολικής Γεωμετρίας. Συ-

νεπώς, η ψευδόσφαιρα του Beltrami δεν απέδειξε ακριβώς τη συνέπεια της 

Υπερβολικής Γεωμετρίας, άσκησε όμως μεγάλη επίδραση στο να γίνει αποδε-

κτή αυτή η Γεωμετρία και να κεντρίσει το ενδιαφέρον αρκετών ερευνητών. 
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Η Έλκουσα 

 

Η έλκουσα, η καμπύλη που περιστρεφόμενη μας δίνει την ψευδόσφαιρα, εί-

ναι άκρως ενδιαφέρουσα. Εικονίζεται στο παρακάτω Σχήμα μαζί με τον άξο-

να περιστροφής της. Η εξίσωση της είναι πολύπλοκη, και θα αποφύγουμε να 

την παραθέσουμε, έχει όμως μια σημαντική γεωμετρική ιδιότητα, που αφορά 

τις εφαπτόμενες γραμμές της καμπύλης σε σημεία της. Πρόκειται για ευθείες 

με τον μέγιστο βαθμό επαφής με την καμπύλη. Οι εφαπτόμενες γραμμές στην 

έλκουσα στα σημεία Ρ και Q δηλώνονται στο παρακάτω σχήμα. Η ιδιότητα 

της έλκουσας είναι ότι αυτές οι γραμμές ΡΧ και QY, και άλλες σαν αυτές, είναι 

ισομήκεις. 

 

Η βασική γεωμετρική ιδιότητα της έλκουσας λέει ότι αν σε κάθε σημείο της 

καμπύλης πάρουμε το τμήμα της εφαπτόμενης γραì μής το οποίο συνδέει το 

σημείο στην καμπύλη με το σημείο στο οποίο η εφαπτόμενη γραμμή τέμνει 

τον άξονα των χ, αυτά τα τμήματα θα έχουν όλα το ίδιο μήκος. Η καμπύλη 

αυτή αποκαλείται ορισμένες φορές «διαδρομή του πεισματάρη σκύλου», διότι 

είναι η καμπύλη που διαγράφει ένας σκύλος που το αφεντικό του βαδίζει κα-

τά μήκος του άξονα των χ και τον τραβά απ' το λουρί. Ο σκύλος, που αντι-

δρά, υποχρεώνει το λουρί να είναι συνεχώς τεντωμένο, άρα να έχει συνεχώς 

το ίδιο μήκος. Καθώς όμως ο σκύλος σύρεται από το αφεντικό του, η κίνηση 

του θα έχει την εφαπτόμενη της γραμμή στην κατεύθυνση του λουριού. 
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2. Το μοντέλο του Klein 

Έχουμε δει ότι η ψευδόσφαιρα του Beltrami δεν μπορεί να αποδείξει τη συνέ-

πεια της Υπερβολικής Γεωμετρίας, αφού αποτελεί μοντέλο ενός μέρους μόνον 

του υπερβολικού επιπέδου. Για μερικά χρόνια, πάντως, επικρατούσε η άποψη 

ότι αυτό ήταν αρκετό, με αποτέλεσμα, το πρώτο πραγματικό μοντέλο στο ο-

ποίο κατέληξαν οι Klein και Beltrami το 1871, ανεξάρτητα ο ένας από τον άλ-

λο, να μην τύχει της δέουσας προσοχής. Ο Klein πρώτος διέγνωσε ότι το μο-

ντέλο αυτό θα έπρεπε να έχει προβολικό χαρακτήρα και κατά συνέπεια η με-

τρική του να εκφράζεται μέσω του διπλού λόγου τεσσάρων σημείων. Ας το 

δούμε όμως αναλυτικότερα. 

Σχεδιάζουμε έναν δίσκο στο επίπεδο. Η λέξη «σημείο» θα δηλώνει σημείο στο 

εσωτερικό του δίσκου, στο οποίο εσωτερικό δεν περιλαμβάνεται η περιφέρεια 

του. Με τον όρο «ευθεία γραμμή» θα δηλώνεται μια ευθεία γραμμή στο εσω-

τερικό του δίσκου, χωρίς να περιλαμβάνονται και πάλι σημεία της ευθείας 

επάνω στην περιφέρεια. Το Υπερβολικό αίτημα ικανοποιείται σε αυτό το μο-

ντέλο. Αυτό καταδεικνύεται στο Σχήμα (α) , στο οποίο έχουμε τέσσερις ευθείες 

διερχόμενες από το Ρ και οι οποίες δεν τέμνουν την ευθεία ΑΒ. Υπενθυμίζου-

με ότι σημεία στην περιφέρεια του δίσκου δεν αποτελούν μέρος του μοντέλου, 

συνεπώς, όταν γράφουμε ΑΒ, εννοούμε όλα τα σημεία της γραμμής μεταξύ 

του Α και του Β, χωρίς τη συμπερίληψη των Α και Β.  

Οι πλησιέστερες γραμμές που δεν τέμνουν την ΑΒ είναι οι AC και BD και θα 

ονομάζονται οριακά παράλληλες.. Αυτές, φαινομενικά, τέμνουν την ΑΒ στο 

Α και στο Β, αντίστοιχα, αλλά τα Α και Β δεν ανήκουν στο μοντέλο. Έτσι οι 

AC και BD είναι οι παράλληλες στην ΑΒ που διέρχονται από το Ρ με την αυ-

 



 13 

στηρή έννοια της Υπερβολικής Γεωμετρίας, ενώ οι EF και GH είναι αποκλί-

νουσες. Δεν τέμνουν την ΑΒ, δεν είναι όμως οι πλησιέστερες γραμμές με αυτό 

το χαρακτηριστικό. 

Υπάρχουν, πάντως, πλευρές αυτού του μοντέλου που μας προβληματίζουν. Τι 

γίνεται, για παράδειγμα, με το Ευκλείδειο Αίτημα 2, σύμφωνα με το οποίο 

μια ευθεία εκτείνεται απεριόριστα; Φαίνεται να υπάρχει φράγμα στα μήκη 

των γραμμών, συγκεκριμένα αυτές δεν μπορούν να εκταθούν πέραν της πε-

ριφέρειας. Αυτό είναι σωστό βέβαια, αλλά το μήκος ορίζεται διαφορετικά σε 

αυτό το μοντέλο και όπως αναφέραμε πριν γίνεται με χρήση του διπλού λό-

γου τεσσάρων σημείων.  

Ο διπλός λόγων τεσσάρων συνευθειακών σημείων Α, Β, Γ, Δ ισούται με 

 
CDBD
CABABCAD



,  όπου τα μήκη είναι Ευκλείδεια. Σύμφωνα με την γεωμε-

τρική ερμηνεία του Klein η απόσταση  ,d A B  των σημείων Α και Β εκφράζε-

ται ως εξής: 

    , ln , , , ln AC BDd A B A B C D
AD BC

 


   


 όπου λ το μήκος της ακτίνας του δί-

σκου.  

Συνέπεια αυτού είναι ότι οι ευθείες μας είναι πλέον απέραντες, δηλαδή το μή-

κος τους είναι άπειρο. Πράγματι αρκεί να δείξουμε ότι το μήκος κάθε χορδής 

όπως της CD (ως προς την συγκεκριμένη μετρική) είναι άπειρο. Για να το δι-

απιστώσουμε αυτό αρκεί να δείξουμε ότι οι ‘ημιευθείες’ έχουν άπειρο μήκος 

δηλαδή ότι ισχύει: 

  lim , lim ln
B D B D

AC BDd A B
AD BC 


    


 

Που ισχύει εφόσον τα (Ευκλείδεια) μήκη AC, AD και BC παραμένουν θετικά 

και φραγμένα ενώ  lim , 0
B D

d B D


 . Για να τονίσουμε το γεωμετρικό ενδιαφέ-

ρον της διαπίστωσης αυτής σημειώνουμε ότι το γνωστό μας «Θεώρημα Εξω-

τερικής Γωνίας Τριγώνου» προϋποθέτει το απέραντο των ημιευθειών.  
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Ένα άλλο σημείο για διερεύνηση αφορά το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώ-

νου. Φαίνεται, βέβαια, ότι το άθροισμα των γωνιών του τριγώνου ABC στο 

Σχήμα (c) είναι 180°. Η εξήγηση είναι παρόμοια με εκείνη που δόθηκε ανωτέ-

ρω. Οι γωνίες στο μοντέλο αυτό ορίζονται με έναν τρόπο που τις κάνει να δι-

αφέρουν από την ευκλείδεια τιμή τους. Δεν θα μας απασχολήσει ιδιαίτερα ο 

ορισμός της γωνίας στο μοντέλο των Klein-Beltrami, διότι αυτή η δυσάρεστη 

πλευρά του μοντέλου αντιμετωπίστηκε επιτυχώς από τον Poincare. 
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3. Το μοντέλο του Poincare 

 

 

Το 1881, ο μεγάλος Γάλλος μαθηματικός Henri Poincare τροποποίησε το μοντέλο 

του Klein έτσι ώστε οι γωνίες να μετρώνται κατά τον ευκλείδειο τρόπο. Το βασικό 

πλεονέκτημα αυτής της μεθόδου είναι διαισθητικό — τα σχήματα σε αυτό το 

μοντέλο φαίνεται να αναπαριστούν πραγματικά την Υπερβολική Γεωμετρία. 

Στο μοντέλο του Poincare διατηρείται το χαρακτηριστικό ενός μη ευκλείδειου 

ορισμού της απόστασης (ή της ισότητας γραμμών), όμως ο εισηγητής του παρου-

σίασε κατά τέτοιον τρόπο ώστε αυτή η νέα έννοια απόστασης να φαίνεται αρκε-

τά λογική.  
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Το νέο μοντέλο προκύπτει με στερεογραφική προβολή όπως δείχνει το παρα-

πάνω σχήμα. Επειδή η στερεογραφική προβολή διατηρεί τις γωνίες και το ε-

πίπεδο των Α, Β, Γ είναι κάθετο στο δίσκο του μοντέλου του Klein (το ημικύ-

κλιο ΑΒΓ είναι τομή του επιπέδου αυτού με την σφαίρα), το τόξο κύκλου 

Α΄Β΄Γ΄ είναι κάθετο στην περιφέρεια του δίσκου του Poincare. Έτσι το μοντέ-

λο του Poincare έχει ως επίπεδο έναν ανοικτό δίσκο τον οποίο θα υποθέσουμε 

μοναδιαίο και ως ευθείες τις προβολές των ευθειών του δίσκου του Klein οι 

οποίες θα είναι είτε τόξα κύκλων κάθετων στην περιφέρεια του δίσκου (όπως 

πριν) είτε διάμετροι του κύκλου αν η ευθεία ΑΒ του προηγούμενου σχήματος 

είναι διάμετρος του δίσκου του Klein. Και στο μοντέλο αυτό από ένα σημείο 

εκτός ευθείας περνάνε περισσότερες από μια παράλληλες της και υπάρχουν 

οριακές παράλληλοι. 

 

Στο μοντέλο του Poincare, τα «σημεία» είναι και πάλι σημεία στο εσωτερικό (δεν 

περιλαμβάνεται η περιφέρεια) ενός δίσκου. Οι «ευθείες γραμμές» είναι τόξα κύ-

κλων που τέμνουν την περιφέρεια κατά ορθές γωνίες. Στο Σχήμα δηλώνονται πέ-

ντε τέτοιες ευθείες. Σημειώστε ότι μια ευκλείδεια ευθεία, διερχόμενη από το κέ-
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ντρο του δίσκου τέμνει την περιφέρεια κατά ορθές γωνίες, άρα αποτελεί «ευθεία» 

και στα πλαίσια του μοντέλου του Poincare. Μπορεί να θεωρηθεί είτε ως τόξο 

κύκλου απειρομεγέθους ακτίνας είτε ως το όριο των τόξων πραγματικών κύκλων 

που τέμνουν την περιφέρεια κατά ορθές γωνίες. Αξίζει να σημειωθεί ότι μια ευ-

κλείδεια ευθεία γραμμή η οποία δεν διέρχεται από το κέντρο του δίσκου δεν τέ-

μνει την περιφέρεια κατά ορθές γωνίες, άρα δεν είναι «ευθεία» στον δίσκο του 

Poincare. 

Οι γωνίες ορίζονται σε αυτό το μοντέλο έτσι ώστε να διατηρούν τις ευκλείδειες 

τιμές τους. Φυσικά, όταν μιλούμε για την ευκλείδεια γωνία μεταξύ δύο καμπύ-

λων, εννοούμε τη γωνία που σχηματίζουν οι εφαπτόμενες τους. Στο Σχήμα είναι 

μάλλον προφανές ότι το τρίγωνο DEF έχει άθροισμα γωνιών μικρότερο από 

180°, ενώ το «τρίγωνο» ABC είναι το οριακό τρίγωνο με το μεγαλύτερο δυνατό 

εμβαδόν και το μικρότερο δυνατό άθροισμα γωνιών, δηλαδή 0°. Αυτό δεν είναι 

κανονικό τρίγωνο, διότι τα σημεία Α, Β, C δεν είναι μέρος του μοντέλο», μπορεί 

όμως να προσεγγιστεί όσο περισσότερο επιθυμούμε από κανονικό τρίγωνο του 

μοντέλου με το άθροισμα των γωνιών του όσο κοντά θέλουμε στο 0° και με εì-

βαδόν όσο κοντά θέλουμε στο εμβαδόν του ABC.  

To τι εννοούμε με τον όρο εμβαδόν εξαρτάται από το τι εννοούμε με τον όρο 

μήκος και αυτό δεν το έχουμε εξετάσει ακόμη.  

Στο Σχήμα, έχει αποτυπωθεί η ισχύς του Υπερβολικού αιτήματος στο δίσκο του 

Poincare. Τα πράγματα εδώ είναι τελείως ανάλογα με το μοντέλο του Klein. Οι 

δύο παράλληλες προς την ευθεία ΑΒ είναι οι AC και BD, ενώ οι EF και GH είναι 

αποκλίνουσες αυτής, διέρχονται δηλαδή από το Ρ, δεν τέμνουν την ΑΒ, δεν είναι 

όμως οι χαμηλότερες τέτοιες γραμμές. Θυμίζουμε ότι τα σημεία της περιφέρειας 

δεν ανήκουν στο μοντέλο, συνεπώς οι AC και ΑΒ δεν τέμνονται, αφού το Α δεν 

ανήκει στο μοντέλο. 

Για να αποτελεί ο δίσκος του Poincare μοντέλο της Υπερβολικής Γεωμετρίας, θα 

πρέπει να επαληθεύσουμε επίσης την ισχύ των τεσσάρων πρώτων αιτημάτων της 

Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Προφανή είναι τα πράγματα για το Τέταρτο Αίτημα, 

αφού οι ορθές γωνίες εδώ είναι οι ίδιες με της Ευκλείδειας Γεωμετρίας. Η επαλή-
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θευση του Πρώτου Αιτήματος απαιτεί μια κατασκευή στην Ευκλείδεια Γεωμετρία: 

δοθέντων δύο σημείων στο εσωτερικό ενός κύκλου, υπάρχει μοναδικός κύκλος 

που διέρχεται από τα δύο σημεία και τέμνει τον δοθέντα κάθετα σε δύο σημεία. 

Πρόκειται για δύσκολη άσκηση της Ευκλείδειας Γεωμετρίας, μπορεί όμως να 

αποδειχθεί. Βεβαιωθείτε ότι σας είναι κατανοητό το γιατί η ανωτέρω κατασκευή 

συνιστά ερμηνεία του Πρώτου Αιτήματος του Ευκλείδη στον δίσκο του Poin-

care. 

Το Δεύτερο Αίτημα δεν φαίνεται να ικανοποιείται σε πρώτη ματιά, αφού δίνε-

ται η εντύπωση ότι οι ευθείες μπορούν να εκταθούν ως ένα ορισμένο σημείο αλ-

λά και αυτό το εμπόδιο ξεπερνιέται από τον ορισμό της απόστασης. Η απόστα-

ση ορίζεται ακριβώς όπως στο μοντέλο του Klein. 

   , ln , , , ln AC BDd A B A B C D
AD BC

 


   


 

Μας μένει ακόμη να ελέγξουμε την ισχύ του Τρίτου Αιτήματος, που αναφέ-

ρεται στην ύπαρξη κύκλων. Επιλέγουμε ένα σημείο για κέντρο και μια από-

σταση για ακτίνα. Μπορούμε να κινηθούμε από το κέντρο κατά μήκος μιας 

«ευθείας γραμμής» προς κάθε κατεύθυνση, καλύπτοντας ακριβώς τη συγκε-

κριμένη «απόσταση». Παίρνοντας τα άκρα όλων αυτών των «ακτινών», θα 

έχουμε έναν κύκλο σε αυτήν τη γεωμετρία. Οι ακτίνες δεν θα φαίνονται ευ-

θείες ή ίσες σε εμάς τους εξωτερικούς ευκλείδειους, το σχήμα όμως είναι ένας 

υπερβολικός κύκλος. Πάντως, όσο και αν εκπλήσσει το γεγονός, το σχήμα 

μας είναι πράγματι ευκλείδειος κύκλος. Το κέντρο του θα βρίσκεται εκτός 

του δίσκου μακρύτερα από το σημείο που θα περίμενε κανείς.  

Συνεπώς, το μοντέλο του Poincare ικανοποιεί τα τέσσερα πρώτα αιτήματα 

του Ευκλείδη καθώς και το Υπερβολικό αίτημα. Δείχνει ότι η Υπερβολική 

Γεωμετρία είναι συνεπής στον βαθμό που είναι και η Ευκλείδεια. Αποδεικνύ-

ει επίσης ότι το Πέμπτο Αίτημα του Ευκλείδη είναι ανεξάρτητο από τα άλλα 

τέσσερα, διότι σε ένα μοντέλο των άλλων τεσσάρων (το ευκλείδειο επίπεδο) 

αληθεύει, ενώ σε ένα άλλο (τον δίσκο του Poincare) όχι.  
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Σε αυτά τα μοντέλα όμως βασικό ρόλο παίζει η μέτρηση η οποία είναι προβολικής υ-

φής και ο χαρακτήρας της είναι καθαρά ευρετικός. Αυτό το γεγονός από μόνο του τα 

κάνει δύσκολα προσπελάσιμα εισάγοντας την ανάγκη για μια αναλυτική προσέγγιση. 

Αυτό επιτυγχάνεται μέσω της Αναλυτικής Γεωμετρίας και της εισαγωγής ενός εσωτε-

ρικού γινομένου τύπου Minkowski ή Lorentz και θα αναλυθεί στην επόμενη ενότητα.  
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ΜΕΡΟΣ 2ο: 

ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

 

Σε αυτήν την ενότητα θα προσπαθήσουμε να παρουσιάσουμε μια προσέγγιση 

της Υπερβολικής Γεωμετρίας χρησιμοποιώντας μεθόδους Αναλυτικής Γεωμε-

τρίας. Θα ορίσουμε ένα εσωτερικό γινόμενο το οποίο θα μας βοηθήσει στην 

εισαγωγή της έννοιας της μέτρησης και της υπερβολικής απόστασης. Θα μελε-

τήσουμε το Υπερβολικό Μήκος Τόξου αλλά και την έννοια της γωνίας. Θα ει-

σχωρήσουμε στην Υπερβολική Τριγωνομετρία και θα δούμε την διαφοροποί-

ηση της από την Ευκλείδια όσον αφορά τον καθορισμό του τριγώνου αλλά 

και την θεμελίωση της ύπαρξής του. Θα αποδείξουμε το θεμελιώδες αποτέλε-

σμα ότι το άθροισμα των γωνιών ενός τριγώνου δεν είναι 180 μοίρες και θα 

μελετήσουμε την διαμόρφωση των γνωστών μας νόμων ημιτόνων και συνημι-

τόνων αλλά και την συσχέτιση του εμβαδού ενός τριγώνου με τις γωνίες του. 

 

Τώρα μπορούμε να ξεκινήσουμε με την μελέτη της υπερβολικής γεωμετρίας. 

Το πρώτο βήμα είναι να ορίσουμε ένα νέο εσωτερικό γινόμενο στον n  το 

οποίο και θα καλέσουμε εσωτερικό γινόμενο Lorentz. Αυτό θα οδηγήσει και 

σε μια νέα έννοια του μήκους. Συγκεκριμένα μας δίνεται η δυνατότητα ύπαρ-

ξης μιγαδικών (φανταστικών) μηκών. 
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2.1 n-Χώρος Lorrentz  

 

Έστω ,x y  διανύσματα του n  με n>1. Το εσωτερικό γινόμενο Lorentz των x  

και y  ορίζεται να είναι ο πραγματικός αριθμός:  

1 1 2 2 n nx y x y x y x y        (1.1) 

Το εσωτερικό γινόμενο Lorentz είναι προφανώς εσωτερικό γινόμενο στον n . 

Ο διανυσματικός χώρος n  εφοδιασμένος με το εσωτερικό γινόμενο Lorentz 

θα καλείται n-χώρος Lorentz και θα συμβολίζεται με 1, 1n . Κάποιες φορές θα 

φανεί χρήσιμο να αντικαταστήσουμε το παραπάνω εσωτερικό γινόμενο Lor-

entz με το ισοδύναμο  

1 1 2 2 1 1n n n nx y x y x y x y x y        (1.2) 

Ο χώρος εσωτερικού γινομένου που αποτελείται από τον διανυσματικό χώρο 
n  μαζί με το νέο εσωτερικό γινόμενο θα καλείται επίσης n-χώρος Lorentz 

και θα συμβολίζεται 1,1n . Στην Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας ο 3,1  απο-

τελεί μοντέλο χωροχρόνου. Οι τρεις πρώτες συντεταγμένες ενός διανύσματος 

 1 2 3 4, , ,x x x x x  θα είναι οι χωρικές συντεταγμένες και η τελευταία θα είναι η 

χρονική. Εμείς θα εργαστούμε στον χώρο 1, 1n  και για χάριν ευκολίας θα 

χρησιμοποιούμε τον συμβολισμό n  αντί του 1, 1n . 

Η νόρμα Lorentz ενός διανύσματος x  στον n  θα οριστεί να είναι ο μιγαδι-

κός αριθμός  

 
1
2x x x  .  (1.3) 

Εδώ x  θα είναι είτε θετικός είτε αρνητικός είτε θετικός μιγαδικός. 

Αν x  είναι θετικά μιγαδικός τότε θα συμβολίσουμε την απόλυτη τιμή του με 

x . 
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Η απόσταση Lorentz μεταξύ των διανυσμάτων x  και y  στον n  θα οριστεί 

να είναι ο μιγαδικός αριθμός  

 ,Ld x y x y  .       (1.4) 

Η απόσταση  ,Ld x y  είναι είτε θετική είτε μηδέν είτε θετικά μιγαδική. Το σύ-

νολο όλων των x  στον n  τέτοιων ώστε 0x   αποτελούν τον υπερκώνο 1nC   

που ορίζεται από την εξίσωση  

2 2 2
1 2 nx x x   .     (1.5) 

Ο υπερκώνος 1nC   καλείται και κώνος φωτός στον n .  

Αν 0x   τότε καλείται φωτοειδές (light like). Ένα φωτοειδές διάνυσμα x  

καλείται θετικό (και αντίστοιχα αρνητικό) αν και μόνο αν 1 0x   (αντίστοιχα 

1 0x  ).  

Αν 0x   τότε το διάνυσμα x  καλείται χωροειδές. Ας σημειώσουμε ότι ένα 

διάνυσμα x  θα είναι χωροειδές αν και μόνο αν οι συντεταγμένες του ικανο-

ποιούν την ανισότητα:  

2 2 2
1 2 nx x x   .      

Το εξωτερικό του υπερκώνου 1nC   στον n  είναι το ανοιχτό υποσύνολο του 
n  που αποτελείται από όλα τα χωρικά διανύσματα. 

Αν x  είναι φανταστικός τότε το διάνυσμα x  καλείται χρονοειδές. Ας ση-

μειώσουμε ότι ένα διάνυσμα x  θα είναι χρονοειδές αν και μόνο αν οι συντε-

ταγμένες του ικανοποιούν την ανισότητα: 2 2 2
1 2 nx x x   . 

Ένα χρονοειδές διάνυσμα x  θα καλείται θετικό (αντίστοιχα αρνητικό) αν και 

μόνο αν 1 0x   (αντίστοιχα 1 0x  ). Το εσωτερικό του υπερκώνου 1nC   στον 

n  είναι το ανοιχτό υποσύνολο του n  που αποτελείται από όλα τα χρονοει-

δή διανύσματα. 
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Θεώρημα 1.1: Αν x  και y  είναι θετικά (αντίστοιχα αρνητικά) χρονοειδή δι-

ανύσματα στον n  και 0t   τότε: 

1. το διάνυσμα tx  είναι θετικό (αντίστοιχα αρνητικό) χρονοειδές 

2. Το διάνυσμα x y  είναι θετικό (αντίστοιχα αρνητικό) χρονοειδές. 

Απόδειξη 

1. 2 22 0tx t x   

2.  2 2 2
1 1 1 1 1 12x y x x y y     

       
1 1

2 2 2 2 2 2 2 22 2
2 2 2 22n n n nx x x x y y y y                

     2 2 2 2
2 2 2 22n n n nx x x y x y y y          

   2 2
2 2 n nx y x y      

 

Πόρισμα 1:  

Το σύνολο όλων των θετικών (αντίστοιχα αρνητικών) χρονοειδών διανυσμά-

των είναι ένα κυρτό υποσύνολο του n . 

Απόδειξη  

Αν x  και y  είναι θετικά (αντίστοιχα αρνητικά) χρονοειδή διανύσματα στον 
n  και 0 1t   τότε  1 t x ty   είναι θετικά (αντίστοιχα αρνητικά) χρονοειδή 

διανύσματα. 
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2.2 Μετασχηματισμοί Lorentz 

 

Ορισμός: Μια συνάρτηση : n n    θα καλείται μετασχηματισμός Lorentz 

αν και μόνο αν    x y x y     για κάθε , nx y  

Μια βάση  1, , nu u  του n  θα καλείται Lorentz ορθοκανονική αν και μόνο 

αν 1 1 1u u    και i j iju u  . Η συνήθης βάση  1, , ne e  του n  είναι Lorentz 

ορθοκανονική. 

 

Θεώρημα 1.2: Μια συνάρτηση : n n    θα είναι μετασχηματισμός Lorentz 

αν και μόνο αν η   είναι γραμμική και     1 , , ne e   είναι Lorentz ορθο-

κανονική βάση του n . 

Απόδειξη 

Ευθύ: 

Έστω ότι   είναι μετασχηματισμός Lorentz στον n . Τότε: 

   1 1 1 1 1e e e e       

και 

   i j i j ije e e e     . 

Αυτό σημαίνει ότι    1 , , ne e   είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. 

Επομένως     1 , , ne e   είναι μια Lorentz ορθοκανονική βάση του n . 

Έστω nx .  Τότε υπάρχουν συντελεστές 1, , nc c    τέτοιοι ώστε:  

   
1

n

i i
i

x c e 


 . 

Καθώς     1 , , ne e   είναι μια Lorentz ορθοκανονική βάση έχουμε  

   1 1 1 1c x e x e x        
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Και  

   j j j jc x e x e x      για 1j  . 

Τότε η   είναι γραμμική εφόσον 

   

 

1

1 1

n

i i
i

n n

i i i i
i i

x c e

x e x e

 

 



 



   
 



 
 

Αντίστροφο: 

Ας υποθέσουμε ότι η   είναι γραμμική και     1 , , ne e   είναι μια Lorentz 

ορθοκανονική βάση του n . Τότε η   είναι μετασχηματισμός Lorentz εφό-

σον: 

   

       

1 1

1 1 1 1

1 1 2 2

n n

i i j j
i j

n n n n

i i j j i j i j
i j i j

n n

x y x e y e

x e y e x y e e

x y x y x y x y

   

   

 

   

     
   
      

   
     

 

  

 

 

 

 

 

Ένας πραγματικός n n  πίνακας A  θα καλείται πίνακας Lorentz αν και μόνο 

αν ο γραμμικός μετασχηματισμός  : :n nA A x Ax    είναι μετασχηματι-

σμός Lorentz. 

Το σύνολο όλων των πινάκων Lorentz εφοδιασμένο με τον πολλαπλασιασμό 

πινάκων αποτελεί ομάδα την οποία θα συμβολίσουμε με  1, 1O n  θα καλεί-

ται ομάδα Lorentz των n n  πινάκων. Με βάση το Θεώρημα 2 η ομάδα 

 1, 1O n  είναι φυσικός ισομορφισμός της ομάδας των μετασχηματισμών 

Lorentz του n . 
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Θεώρημα 1.3: Έστω A  πραγματικός n n  πίνακας. Τότε οι ακόλουθοι ισχυρι-

σμοί είναι ισοδύναμοι: 

1. Ο πίνακας A  είναι πίνακας Lorentz 

2. Οι στήλες του A  σχηματίζουν μια Lorentz ορθοκανονική βάση του n . 

3. Ο πίνακας A  ικανοποιεί την εξίσωση tA JA J , όπου 

1 0
1

0 1

J

 
 
 
 
 
 


 

4. Ο πίνακας A  ικανοποιεί την εξίσωση tAJA J  

5. Οι γραμμές του A  σχηματίζουν μια Lorentz ορθοκανονική βάση του 
n . 

 

Έστω A  πίνακας Lorentz. Καθώς tA JA J  έχουμε    2det 1 det 1A A    . 

Έστω  1, 1SO n   η ομάδα όλων των πινάκων Lorentz με  det 1A  . Είναι 

προφανές ότι η  1, 1SO n   αποτελεί υποομάδα της  1, 1O n  και θα καλείται 

ειδική ομάδα Lorentz. 

Με βάση το Πόρισμα 1 το σύνολο όλων των χρονοειδών διανυσμάτων του n  

έχει δυο συνιστώσες , το σύνολο των θετικών χρονοειδών διανυσμάτων και το 

σύνολο των αρνητικών χρονοειδών διανυσμάτων. Ένας πίνακας Lorentz A  

θα καλείται θετικός (και αντίστοιχα αρνητικός) αν και μόνο αν ο A  μετασχη-

ματίζει θετικά χρονοειδή διανύσματα σε θετικά (και αντίστοιχα αρνητικά). 

Για παράδειγμα ο πίνακας J  είναι αρνητικός. Έτσι ένας πίνακας Lorentz θα 

είναι είτε θετικός είτε αρνητικός. 
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Θα συμβολίζουμε με  1, 1PO n   το σύνολο όλων των θετικών πινάκων στην 

 1, 1O n . Τότε  1, 1PO n   είναι προφανώς υποομάδα της  1, 1O n  δείκτη 

2. Η ομάδα  1, 1PO n   θα καλείται θετική ομάδα Lorentz. Ομοίως θα συμβο-

λίζουμε με  1, 1PSO n   το σύνολο όλων των θετικών πινάκων στην 

 1, 1SO n  . Τότε  1, 1PSO n   είναι προφανώς υποομάδα της  1, 1SO n   δεί-

κτη 2. Η ομάδα  1, 1PSO n   θα καλείται θετική ειδική ομάδα Lorentz. 

 

Ορισμός: Δυο διανύσματα x  και y  στον n  θα τα καλούμε Lorentz ορθογώ-

νια αν και μόνο αν 0x y   

 

Θεώρημα 1.4: Έστω x  και y  μη μηδενικά Lorentz ορθογώνια διανύσματα 

του n . Αν το x  είναι χρονοειδές τότε το y  είναι χωροειδές. 

Απόδειξη 

Εφόσον x  είναι χρονοειδές ισχύει ότι: 2 2 2
1 2 nx x x    

Ακόμα έχουμε: 2 2
1

2
1

n

i
i

x x 



 
  
 
  

Εφόσον 0x y   έχουμε ότι: 1 1 2 2 n nx y x y x y    

Ακόμα: 1
1 1

2

n

i i
i

y x y x 



 
  
 
  

Παρατηρούμε ότι: 
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2 2 2 2
1 2

2
1 2

1
2 2

2 2 2 2
1

2 2 2

2 2 2
1

2 2

1 0

n

n n

i i i
i i

n n n

i i i
i i i

n n

i i
i i

y y y y

x y x y

x y x y

y x x



 



  



 

     

  
     

  
       
  

          
    

 

  

 



 

Επίσης αν 2 0y   τότε 2

2
0

n

i
i

y


 
 

 
  άρα 0iy   για 2, ,i n   

Καθώς 1
1 1

2
0

n

i i
i

y x y x y



 
   
 
 . Αλλά 0y   και επομένως 0y   

 

Ορισμός: Έστω V  διανυσματικός υπόχωρος του n . Ο V  θα καλείται : 

1. Χρονοειδής αν και μόνο αν ο V  έχει ένα χρονοειδές διάνυσμα 

2. Χωροειδής αν και μόνο αν κάθε μη μηδενικό διάνυσμα του V  είναι 

χωροειδές 

3. Φωτοειδής διαφορετικά 

 

Θεώρημα 1.5: Για κάθε διάσταση m  η φυσική δράση της  1, 1PO n   στο σύ-

νολο των m  διάστατων χρονοειδών διανυσματικών υποχώρων του n  είναι 

ì εταβατική. 

Απόδειξη 

Έστω V  ένας m  διάστατος χρονοειδές διανυσματικός υπόχωρος του n . Έ-

στω m  ο υπόχωρος του n  που παράγεται από τα διανύσματα 1, , me e . Αρ-

κεί να δείξω ότι υπάρχει πίνακας  1, 1A PO n   τέτοιος ώστε  mA V . Ε-

πιλέγω μια βάση  1, , nu u  του n  τέτοια ώστε το 1u  να είναι θετικό χρονοει-

δές διάνυσμα του V  και  1, , mu u  βάση του V . Έστω 1
1

1

uw
u

 . Τότε έχω ότι: 
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1 1 1w w   . Έπειτα έστω  2 2 2 1 1v u u w w   . Τότε το 2v  είναι μη μηδενικό ε-

φόσον 2u  και 1u  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Επιπλέον: 

  1 2 1 2 2 1 1 1 0w v w u u w w w      . Επομένως και με βάση το Θεώρημα 4 το 

2v  είναι χωροειδές. 

Τώρα έστω:  

   

     

2
2

2

3 3 3 1 1 3 2 2

3
3

3

1 1 2 2 1 1n n n n n n n

n
n

n

vw
v

v u u w w u w w
vw
v

v u u w w u w w u w w
vw
v

 



  



    



 


   

 

Τότε παίρνουμε την  1, , nw w  που είναι μια Lorentz ορθοκανονική βάση 

του n  και  1, , mw w  βάση του V .Έστω ο πίνακας A  να είναι ο n n  πίνα-

κας του οποίου οι στήλες είναι τα 1, , nw w . Με βάση το Θεώρημα 3 ο πίνακας 

είναι Lorentz και  mA V  και φυσικά ο A  είναι θετικός εφόσον  1 1A e w  

είναι θετικό χρονοειδές. 

 

Θεώρημα 1.6: Έστω ,x y  να είναι θετικά (αρνητικά) χρονοειδή διανύσματα 

του n . Τότε x y x y  με την ισότητα να ισχύει αν και μόνο αν τα x  και 

y  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. 

Απόδειξη 

Βάσει του θεωρήματος 5 υπάρχει  1, 1A PO n   τέτοιος ώστε 1Ax te . Καθώς 

ο A  διατηρεί τα εσωτερικά γινόμενα Lorentz μπορούμε να αντικαταστήσουμε 

τα x  και y  με Ax  και Ay . Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέ-

σουμε ότι 1 1x x e . 
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Τότε έχουμε: 

     2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 1 1 2 1 1n nx y x y y y x y x y y x y x y                

Η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 2 2
2 0ny y    δηλαδή 1 1y y e . 

Τώρα εφόσον 1 1 0x y x y    έχουμε x y x y  με την ισότητα να ισχύει αν 

και μόνο αν τα x  και y  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. 

 

 

2.3 Η Χρονική Γωνία Μεταξύ Χρονοειδών Διανυσμάτων 

 

Έστω ,x y  να είναι θετικά (αρνητικά) χρονοειδή διανύσματα του n . Από το 

Θεώρημα 6 υπάρχει μοναδικός μη αρνητικός πραγματικός αριθμός  ,x y  

τέτοιος ώστε:  

 cosh ,x y x y x y . (1.6) 

Ο πραγματικός αυτός αριθμός καλείται χρονική γωνία Lorentz και είναι 0 αν 

και μόνο αν τα ,x y  είναι θετικά βαθμωτά γινόμενα το ένα του άλλου. 
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3. Υπερβολικός n χώρος. 

 

Το μοντέλο που θα χρησιμοποιήσουμε για την μελέτη του υπερβολικού 

n χώρου είναι η σφαίρα μοναδιαίας φανταστικής ακτίνας 

 21 : 1n nF x x    . Το μόνο πρόβλημα που υπάρχει είναι ότι το nF  εί-

ναι μη συνεκτικό. Το σύνολο nF  είναι ένα δίχωνο υπερβολοειδές που ορίζε-

ται από την εξίσωση:  2 2 2
1 2 1 1nx x x     . Το υποσύνολο όλων των nx F  

τέτοιων ώστε 1 0x   (αντίστοιχα 1 0x  ) θετική χοάνη (αντίστοιχα αρνητική) 

του nF . Θα ξεπεράσουμε το πρόβλημα των δυο χοανών παίρνοντας αντιπο-

δικά διανύσματα ή ισοδύναμα εξαιρώντας την αρνητική χοάνη. Το υπερβο-

λοειδές μοντέλο nH  του υπερβολικού n χώρου ορίζεται να είναι η θετική 

χοάνη του nF .  

Έστω , nx y H  και έστω  ,x y  να είναι η Lorentz χρονική γωνία μεταξύ των 

,x y . Υπερβολική απόσταση μεταξύ των x  και y  ορίζεται να είναι ο πραγμα-

τικός αριθμός 

    , ,Hd x y x y .  (1.7) 

Καθώς  cosh ,x y x y x y  έχουμε την εξίσωση:  

 cosh ,Hd x y x y   . (1.8) 

Θα αποδείξουμε ότι η Hd  είναι μετρική στον nH  αλλά για αυτό θα χρεια-

στούμε κάποια αποτελέσματα σχετικά με το εξωτερικό γινόμενο στον 3 . 
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3.1 Εξωτερικό Γινόμενο Lorentz 

 

Έστω 3,x y  και έστω 
1 0 0

0 1 0
0 0 1

J
 
   
 
 

.   (1.9) 

Το εξωτερικό γινόμενο Lorentz των x  και y  ορίζεται να είναι:  

 x y J x y   . (1.10) 

Παρατηρούμε ότι: 

     
     

0

0

x x y x J x y x x y

y x y y J x y y x y

     

     

 

 
 

Επομένως x y  είναι ορθογώνιο στα x  και y . 

 

Λήμμα1: Αν 3,x y  τότε    x y J y J x    

 

Θεώρημα 2.1: Αν 3, , ,w x y z  τότε: 

1. x y y x     

2.  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

x x x
x y z y y y

z z z
   

3.      x y z x y z z x y      

4.     x w x z
x y z w

y w y z
  

 


 
 

Απόδειξη 

1.        x y J y J x J x J y y x          

2.        x y z J x y J z x y z      
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3.          x y z J y z J x y z J x        

         y J x z z J x y x y z z x y        

4.        x y z w J x y J z w        

       
      

   
   

x y z w x y J z w

x y J w J z

x J w x J z x w x z
y J w y J z y w y z

       

    

 
 

 



 
 

 

 

Πόρισμα 1: Αν x  και y  είναι θετικά (αρνητικά) χρονοειδή διανύσματα στον 
3  τότε x y  είναι χωροειδές και  sinh ,x y x y x y    

Απόδειξη 

Από το Θεώρημα 2.1 έχουμε 

     2 2 2 2 2 2 2 2 22 2cosh , sinh ,x y x y x y x y x y x y x y x y        

 

Πόρισμα 2: Αν x  και y  είναι χωρικά διανύσματα στον 3  τότε: 

1. x y x y   αν και μόνο αν x y  είναι χρονοειδές 

2. x y x y   αν και μόνο αν x y  είναι φωτοειδές 

3. x y x y   αν και μόνο αν x y  είναι χωροειδές 

Απόδειξη 

Προφανής 

 

Θεώρημα 2.2 : Η υπερβολική απόσταση συνάρτηση Hd  είναι μετρική στον 

nH . 

Απόδειξη 
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Η συνάρτηση Hd  είναι προφανώς μη αρνητική, και συμμετρική και μη εκφυ-

λισμένη1. Αρκεί να δείξω την τριγωνική ανισότητα. 

Οι θετικοί Lorentz μετασχηματισμοί του 1n  δρα στην nH  και προφανώς δι-

ατηρεί τις υπερβολικές αποστάσεις. Έτσι είμαστε ελεύθεροι να μετασχηματί-

σουμε , ,x y z  μέσω ενός θετικού Lorentz μετασχηματισμού. Τα τρία διανύσμα-

τα , ,x y z  παράγουν έναν διανυσματικό υπόχωρο του 1n  διάστασης τουλά-

χιστον 3. Βάση του θεωρήματος 1.5 μπορούμε να υποθέσουμε ότι , ,x y z  είναι 

στον υπόχωρο του 1n  που παράγεται από τα 1 2 3, ,e e e . Μπορούμε να υποθέ-

σουμε επομένως ότι 2n  . Με βάση το Πόρισμα 1 έχουμε:  sinh ,x y x y   

και  sinh ,y z y z  . 

Καθώς y  είναι Lorentz ορθογώνιο και στο x y  και στο y z  τα διανύσμα-

τα y  και    x y y z    είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Επομένως το 

   x y y z    είναι είτε μηδενικό είτε χρονοειδές. Από το Πόρισμα 2 έχου-

με:    x y y z x y y z     .  

Άρα: 

            
         
            

cosh , , cosh , cosh , sinh , sinh ,

cosh ,

x y y z x y y z x y y z

x y y z x y y z x y y z x y y z

x y y z x z y z x y y z x z x z

     



   

        

     

    

      

 

Άρα  

     , , ,x z x y y z     

 

Η μετρική Hd  στον nH  θα καλείται υπερβολική μετρική. Η τοπολογία του 

nH  που καθορίζεται από την Hd  είναι ίδια με αυτήν που καθορίζεται από την 

Ευκλείδεια μετρική στον nH  και ορίζεται ως εξής:  

                                                
1 Από Θεώρημα 1.6 
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 ,Ed x y x y   (1.11) 

Ο μετρικός χώρος που αποτελείται από τον nH  εφοδιασμένο με την μετρική 

Hd  θα καλείται υπερβολικός n χώρος. Στο εξής όταν θα γράφουμε nH  θα 

εννοούμε τον υπερβολικό n χώρο. Μια ισομετρία στον nH  θα καλείται υ-

περβολική ισομετρία. 

 

Θεώρημα 2.3: Κάθε θετικός Lorentz μετασχηματισμός του 1n  περιορίζεται 

σε μια ισομετρία στον nH  και κάθε ισομετρία του nH  μπορεί να γενικευτεί σε 

έναν μοναδικό θετικό Lorentz μετασχηματισμό του 1n . 

Απόδειξη 

Προφανώς μια συνάρτηση : n nH H   είναι μια ισομετρία αν και μόνο αν 

διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο Lorentz στον nH . Έτσι ένας θετικός Lorentz 

μετασχηματισμός του 1n  περιορίζεται σε μια ισομετρία στον nH .  

Αντίστροφα ας υποθέσουμε ότι η : n nH H   είναι μια ισομετρία. Υποθέτου-

με ότι η   κρατάει σταθερό το 1e . Έστω 1 1, , n    οι συνιστώσες της  . Τότε: 

       1 1 1 1 1x x e x e x e x            . 

Έτσι       1 2 1, , , nx x x x     . 

Έστω: : n np H   με  p x x  , όπου  2 1, , nx x x   . Τότε η p  είναι αμφιμο-

νοσήμαντη.  

Ορίζουμε : n n    με         1 1
2 1, , nu p u p u   

  . 

Τότε    x x   για κάθε x  στο nH .  

Καθώς    x y x y     έχουμε    1 1 1 1x y x y x y x y        .  

Άρα:    x y x y     
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Η   είναι ορθογώνιος μετασχηματισμός. Άρα υπάρχει n n  ορθογώνιος πί-

νακας A  τέτοιος ώστε  Au u  για όλα τα 3u . 

Έστω A  να είναι ο πίνακας 

1 0 0
0

0
A

 
 
 
 
 
 




. Τότε ο A  είναι θετικός πίνακας 

Lorentz και   Ax x  για κάθε nx H . 

Ας υποθέσουμε ότι η   είναι μια αυθαίρετη ισομετρία του nH . Από το Θεώ-

ρημα 1.5 υπάρχει  1,B PO n  τέτοιος ώστε  1 1B e e  . Καθώς B  επεκτείνε-

ται σε έναν θετικό Lorentz μετασχηματισμό του 1n  το ίδιο κάνει και η  . Ας 

υποθέσουμε ότι C  και D  ανήκουν στο  1,PO n  και επεκτείνουν την  . Τότε 

1CD  σταθεροποιεί κάθε σημείο του nH . Καθώς ο nH  δεν περιέχεται σε κανέ-

ναν γνήσιο διανυσματικό υπόχωρο του 1n  έχουμε ότι 1CD  σταθεροποιεί 

και όλα τα σημεία του 1n . Επομένως C D . Άρα η   επεκτείνεται σε έναν 

μοναδικό θετικό Lorentz ì ετασχηματισμό του 1n . 

 

Πόρισμα 3: Η ομάδα των υπερβολικών ισομετριών  nI H  είναι ισόμορφη με 

την θετική Lorentz ομάδα  1,PO n  
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3.2 Υπερβολικές Γεωδεσιακές 

 

Ορισμός: Μια υπερβολική γραμμή στον nH  είναι η τομή του nH  με έναν δι-

διάστατο χρονική υπόχωρο του 1n . 

 

Έστω x  και y  να είναι διακεκριμένα σημεία του nH . Τότε τα x  και y  παρά-

γουν έναν διδιάστατο χρονοειδές υπόχωρο  ,V x y  του 1n  και έτσι: 

   , ,nL x y H V x y   είναι η μοναδική υπερβολική γραμμή του nH  που πε-

ριέχει και το x  και y . Σημειώνουμε ότι το  ,L x y  είναι ένας κλάδος μιας υ-

περβολής. 

 

Ορισμός: Τρία σημεία , , nx y z H  θα ονομάζονται υπερβολικά συγγραμμικά 

αν και μόνο αν υπάρχει μια υπερβολική γραμμή L  του nH  η οποία να τα πε-

ριέχει. 

 

Λήμμα 2: Αν , , nx y z H  και      , , ,x y y z x z     τότε τα , ,x y z  είναι υ-

περβολικά συγγραμμικά. 

Απόδειξη 

Τα , ,x y z  παράγουν έναν χρονοειδή διανυσματικό υπόχωρο του 1n  διά-

σταση το πολύ 3. Μπορούμε να υποθέσουμε ότι 2n  . Από την απόδειξη του 

θεωρήματος 2.2 έχουμε ότι  

   x y y z x y y z      

Από το Πόρισμα 2 παίρνουμε ότι:    x y y z   είναι φωτοειδές. 

Τώρα εφόσον       x y y z x y z y       και το y  είναι χρονοειδές έ-

χουμε:   0x y z   
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Επομένως τα , ,x y z  είναι γραμμικώς εξαρτημένα. Άρα τα , ,x y z  βρίσκονται 

σε έναν διδιάστατο χρονοειδές διανυσματικό υπόχωρο του 3  και επομένως 

είναι υπερβολικά συγγραμμικά. 

 

Ορισμός: Δυο διανύσματα x  και y  στον 1n  είναι Lorentz ορθοκανονικά 

αν και μόνο αν 2 1x    και 0x y   και 2 1y  . 

 

Θεώρημα 2.4: Έστω  : , na b H   μια καμπύλη. Τότε τα επόμενα είναι ισο-

δύναμα:  

1. Η καμπύλη   είναι ένα γεωδεσιακό τόξο. 

2. Υπάρχουν Lorentz ορθοκανονικά διανύσματα x  και y  στον 1n  τέ-

τοια ώστε:        cosh sinht t a x t a y      

3. Η καμπύλη   ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση 0     

Απόδειξη 

Έστω A  ένας Lorentz μετασχηματισμός του 1n . Τότε  A A   . Επομένως 

  ικανοποιεί (3) αν και μόνο αν την ικανοποιεί το A . Μπορούμε να μετα-

σχηματίσουμε την   μέσω ενός μετασχηματισμού Lorentz. Ας υποθέσουμε ότι 

  είναι γεωδεσιακό τόξο. Έστω  ,t a b .  

Τότε έχουμε: 

                  , , ,a b b a t a b t a t t b                . 

Από το Λήμμα 2 έχουμε ότι      , ,a t b    είναι υπερβολικά συγγραμμικά. 

Επομένως η εικόνα του   περιέχεται σε μια υπερβολική γραμμή L  του nH . 

Άρα μπορούμε να υποθέσουμε ότι 1n  . Εφαρμόζοντας έναν Lorentz μετα-
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σχηματισμό της μορφής 
cosh sinh
sinh cosh

s s
s s

 
 
 

 μπορούμε να μετασχηματίσουμε το 

 a  σε 1e . 

Τότε:             1 cosh , coshe t a t a t t a            

Έτσι:    2 sinhe t t a    . Καθώς   είναι συνεχής έχουμε ότι: 

   2 sinhe t t a    για όλα τα t  

ή 

   2 sinhe t t a     για όλα τα t  

Στην τελευταία περίπτωση μπορούμε να εφαρμόσουμε τον κατοπτρισμό 

1 0
0 1
 
  

 και έτσι μπορούμε να υποθέσουμε ότι 

       1 2cosh sinht t a e t a e      

Άρα από το    1 2  

Έπειτα υποθέτουμε ότι υπάρχουν Lorentz ορθοκανονικά διανύσματα x  και 

y  στον 1n  τέτοια ώστε:        cosh sinht t a x t a y     . Έστω s  και t  

να είναι τέτοια ώστε: a s t b   . Τότε έχουμε: 

        
         

cosh ,

cosh cosh sinh sinh cosh

s t s t

s a t a s a t a t s

      

       


 

Για αυτό:     ,s t t s     . Άρα   είναι γεωδεσιακό τόξο.  

Άρα    2 1  

Είναι προφανές ότι    2 3  

Έστω ότι ισχύει η (3). Τότε: 

         cosh sinht t a a t a a        
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Παραγωγίζοντας την εξίσωση     1a a      βλέπουμε ότι:     0t t    . 

Πιο συγκεκριμένα     0a a    . Παρατηρούμε ότι: 

       2 22 2cosh sinht t a t a a        

Εφόσον    2 2
1 1t a      . 

Άρα    ,a a   είναι Lorentz ορθοκανονικά. 

Άρα    3 2  

 

Θεώρημα 2.5: Μια συνάρτηση : nH   είναι γεωδεσιακή γραμμή αν και 

μόνο αν υπάρχουν Lorentz ορθοκανονικά διανύσματα x  και y  στον 1n  

τέτοια ώστε:      cosh sinht t x t y    

Απόδειξη 

Έστω ότι υπάρχουν Lorentz ορθοκανονικά διανύσματα x  και y  στον 1n  

τέτοια ώστε:      cosh sinht t x t y   . Τότε η   ικανοποιεί την διαφορική 

εξίσωση 0    . Επομένως ο περιορισμός της   σε κάθε διάστημα της μορ-

φής  ,a b  αποτελεί με βάση το Θεώρημα 2.4 ένα γεωδεσιακό τόξο. 

Αντίστροφα ας υποθέσουμε ότι η   είναι μια γεωδεσιακή γραμμή. Με βάση 

το Θεώρημα 2.4 η συνάρτηση   ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση 0    . 

Επομένως          cosh 0 sinh 0t t t     . Άρα    0 , 0    είναι Lorentz 

ορθοκανονικά. 

 

Πόρισμα 4: Οι γεωδεσιακές στον nH  είναι οι υπερβολικές γραì μές του. 

Απόδειξη 

Με βάση το Θεώρημα 2.5 κάθε γεωδεσιακή στον nH  είναι μια υπερβολική 

γραμμή. Αντίστροφα έστω L  μια υπερβολική γραμμή του nH . Από το Θεώ-
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ρημα 1.5 μπορούμε να υποθέσουμε ότι 1n  . Τότε 1L H . Ορίζουμε 
1: H   με      1 2cosh sinht t e t e   . Επομένως η   είναι μια απεικόνιση 

επί του 1H . Άρα η L  είναι γεωδαισιακή.  

 

3.3 Υπερεπίπεδα 

 

Τώρα θα μελετήσουμε την γεωμετρία των υπερεπιπέδων του nH . 

Ορισμός: Ένα υπερβολικό m επίπεδο του nH  είναι η τομή του nH  με έναν 

 1m  διάστασης χρονοειδές διανυσματικό υπόχωρο του 1n . 

Σημειώνουμε ότι ένα υπερβολικό 1-επίπεδο του nH  είναι το ίδιο σαν μια υ-

περβολική γραμμή του nH . Ένα υπερβολικό  1n  επίπεδο του nH  καλείται 

υπερεπίπεδο του nH . 

 

Έστω x  να είναι χωροειδές διάνυσμα στον 1n . Τότε το συμπλήρωμα Lor-

entz του διανυσματικού υπόχωρου x  που παράγεται από το x  είναι ένας 

n διάστατος χρονοειδές διανυσματικός υπόχωρος του 1n . Επομένως 
L nP x H  . Το υπερεπίπεδο P  καλείται υπερεπίπεδο του nH  Lorentz ορ-

θογώνιο στο x . 

 

Θεώρημα 2.6: Έστω x  και y  γραμμικώς ανεξάρτητα χωρικά διανύσματα του 

1n . Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα: 

1. Τα διανύσματα x  και y  ικανοποιούν την εξίσωση x y x y  

2. Ο διανυσματικός υπόχωρος V  που παράγεται από τα x  και y  είναι 

χωροειδές. 
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3. Τα υπερεπίπεδα P  και Q  του nH  είναι Lorentz ορθογώνια στα x  και 

y  αντίστοιχα τέμνονται. 

Απόδειξη 

Ας υποθέσουμε ότι το (1) ισχύει. 

Τότε για μη μηδενικούς πραγματικούς αριθμούς s  και t  τότε έχουμε ότι: 

 

 

2 2 2

2 2

2

2

2

0

sx ty sx st x y ty

sx st x y ty

sx ty

    

   

  



 

Άρα ο V  είναι χωροειδές. 

Αντίστροφα αν ισχύει η (2) τότε το εσωτερικό γινόμενο Lorentz στον V  είναι 

θετικά ορισμένο. Άρα στον V  ισχύει η ανισότητα Cauchy και επομένως ισχύει 

η (1). 

Άρα    1 2  

Τέλος οι    2 3  εφόσον L LLV x y   
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3.4 Η χωρική Γωνία ανάμεσα σε Χωρικά Διανύσματα 

 

Έστω x  και y  χωρικά διανύσματα του 1n  τα οποία παράγουν έναν χωρο-

ειδές διανυσματικό υπόχωρο. Τότε από το Θεώρημα 2.6 έχουμε ότι 

x y x y  με την ισότητα να ισχύει αν και μόνο αν τα x  και y  είναι 

γραμμικώς ανεξάρτητα. Υπάρχει δηλαδή ένας πραγματικός αριθμός 

   , 0,x y   τέτοιος ώστε: 

 cos ,x y x y x y . (1.12) 

Η χωρική γωνία Lorentz μεταξύ των x  και y  ορίζεται να είναι ο  ,x y . Ση-

μειώνουμε ότι: 

1.  , 0x y   αν και μόνο αν τα x  και y  είναι θετικά βαθμωτά γινόμενα 

το ένα του άλλου 

2.  ,
2

x y    αν και μόνο αν τα x  και y είναι Lorentz ορθογώνια και  

3.  ,x y   αν και μόνο αν τα x  και y  είναι αρνητικά βαθμωτά γινό-

μενα το ένα του άλλου. 

Έστω , : nH    να είναι γεωδαισιακές γραμμές τέτοιες ώστε    0 0  . 

Τότε τα  0  και  0  παράγουν έναν χωροειδές διανυσματικό υπόχωρο 

του 1n . Η υπερβολική γωνία μεταξύ των   και   ορίζεται να είναι η Lor-

entz χωρική γωνία μεταξύ των  0  και  0 . 

Έστω P  να είναι ένα υπερεπίπεδο του nH  και έστω : nH   να είναι μια 

γεωδαισιακή γραμμή τέτοια ώστε  0  να είναι στο P . Τότε η υπερβολική 

γραμμή  L    θα λέγεται Lorentz ορθογώνια στο P  αν και μόνο αν το P  

είναι υπερεπίπεδο του nH  Lorentz ορθογώνιο στο  0 . 
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Θεώρημα 2.7: Έστω x  και y  γραμμικά ανεξάρτητα χωρικά διανύσματα στον 

1n . Τότε τα παρακάτω είναι ισοδύναμα: 

1. Τα διανύσματα x  και y  ικανοποιούν την ανισότητα x y x y  

2. Ο διανυσματικός υπόχωρος V  που παράγεται από τα x  και y  είναι 

χρονοειδές. 

3. Τα υπερεπίπεδα P  και Q  του nH  που είναι Lorentz ορθογώνια στα x  

και y  αντίστοιχα είναι ξένα και έχουν μια κοινή Lorentz ορθογώνια 

υπερβολική γραμμή. 

Απόδειξη 

Εκτός από τα βαθμωτά γινόμενα του x  κάθε στοιχείο του V  είναι ένα βαθμω-

τό γινόμενο ενός στοιχείου της μορφής tx y  για κάποιον πραγματικό αριθμό 

t . Παρατηρούμε ότι η έκφραση  2 2 22 2tx y t x t x y y     είναι ένα τε-

τραγωνικό πολυώνυμο του t . Το πολυώνυμο παίρνει και αρνητικές τιμές αν 

και μόνο αν η διακρίνουσα του   2 224 4x y x y  είναι θετική. Άρα 

   1 2 . 

Έστω ότι ο V είναι χρονοειδές. Τότε ο LV  είναι χωροειδές. Εφόσον 
L LLV x y   έχουμε ότι P  και Q  είναι ξένα. Παρατηρούμε ότι nN V H   

είναι μια υπερβολική γραμμή και LLV x  είναι ένας υπόχωρος του 1n  

διάστασης 1.  

Επιπλέον η εξίσωση:   0tx y x   έχει την μοναδική λύση 2
x yt
x

 
 . 

Ακόμα  2
2 2

2 0
x y

tx y y
x

    


 

Άρα LV x  είναι χρονική. Άρα N P  είναι το μεμονωμένο σημείο:  
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  
  2 22

x y x x x y
u

x y x y

 

 




, όπου το θετικό ή το αρνητικό πρόσημο επιλέγεται 

έτσι ώστε το u  να είναι θετικό χρονοειδές. 

Ομοίως N Q  είναι ένα μοναδικό σημείο  . Έστω : nH   να είναι μια 

γεωδεσιακή γραμμή τέτοια ώστε  0 u   και   N  . Επειδή τα  0  και 

x  είναι Lorentz ορθογώνια στο u V  έχουμε ότι  0  είναι βαθμωτό γινόμε-

νο του x . Άρα N  είναι Lorentz ορθογώνια στο P . Ομοίως το N  είναι ορθο-

γώνια στο Q . 

Αντίστροφα αν υποθέσουμε ότι το (3) ισχύει τότε έστω ότι N  να είναι η κοινή 

Lorentz ορθογώνια υπερβολική γραμμή των P  και Q . Τότε υπάρχει ένας δι-

διάστατος χρονοειδής διανυσματικός υπόχωρος W  του 1n  τέτοιος ώστε 
nN W H  . Εφόσον N  είναι Lorentz ορθογώνιο στο P  έχουμε ότι το x W . 

Άρα V W  και άρα ο V  είναι χρονοειδής. 

 

Σημείωση: Η προηγούμενη απόδειξη μας έδειξε ότι αν P  και Q  είναι ξένα 

υπερεπίπεδα του nH  με έχουν μια κοινή Lorentz ορθογώνια υπερβολική 

γραμμή N  τότε η N  είναι μοναδική. Επιπλέον αν x  και y  είναι χωρικά δια-

νύσματα του 1n  Lorentz ορθογώνια στα P  και Q  αντίστοιχα τότε τα x  και 

y  είναι εφαπτόμενα διανύσματα του N . 
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3.5 Η Χρονική Γωνία ανάμεσα στα Χωρικά Διανύσματα 

 

Έστω x  και y  χωρικά διανύσματα του 1n  τα οποία παράγουν έναν χρονο-

ειδές διανυσματικό υπόχωρο. Τότε από το Θεώρημα 2.7 έχουμε ότι 

x y x y . Υπάρχει δηλαδή ένας πραγματικός αριθμός  ,x y  τέτοιος ώ-

στε:  

 cos ,x y x y x y . (1.13) 

Η χρονική γωνία Lorentz μεταξύ των x  και y  ορίζεται να είναι ο  ,x y . 

 

Τώρα θα δώσουμε μια γεωμετρική ερμηνεία του  ,x y . 

 

Θεώρημα 2.8: Έστω x  και y  χωρικά διανύσματα στον 1n  που παράγουν 

έναν χρονοειδή διανυσματικό υπόχωρο και έστω τα υπερεπίπεδα P  και Q  

του nH  που είναι Lorentz ορθογώνια στα x  και y  αντίστοιχα. Τότε  ,x y  

είναι η υπερβολική απόσταση από το P  στο Q μετρημένη κατά μήκος της υ-

περβολικής γραμμής N  που είναι Lorentz ορθογώνια στα P  και Q . Επιπλέον 

0x y   αν και μόνο αν τα x  και y  είναι αντίθετα προσανατολισμένα εφα-

πτόμενα διανύσματα του N . 

Απόδειξη 

Από την απόδειξη του Θεωρήματος 2.7 έχουμε P N  είναι το σημείο: 

  
  2 22

x y x x x y
u

x y x y

 

 




 

Και Q N  είναι το σημείο: 

   
  2 22

y x x y y y

x y x y




 




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Τώρα: 

 
    

  
    

  
   

3

2 22

2 23

2 22

cos ,

cosh ,

Hd u u

x y x y x y x y

x y x y

x y x y x y

x y

x y x y

x yx y
x y

x y x y

 



  

 


 

 

 
 


  




 



 





 

Επιπλέον ο υπολογισμός του u    δείχνει ότι τα u  και   έχουν το ίδιο πρό-

σημο αν και μόνο αν 0x y  . Παρατηρούμε ότι τα u  και   βρίσκονται στον 

διδιάστατο χρονοειδή υπόχωρο V  που παράγεται από τα x  και y . Επομένως 

τα x  και y είναι αντίθετα προσανατολισμένα εφαπτόμενα διανύσματα του 

N  αν και μόνο αν 0x y  . 

 

Έστω x  και y  χωρικά διανύσματα στον 1n  και έστω τα υπερεπίπεδα P  και 

Q  του nH  που είναι Lorentz ορθογώνια στα x  και y  αντίστοιχα. Τότε τα P  

και Q  θα λέμε ότι συναντώνται στο άπειρο αν και μόνο αν L Lx y  είναι 

φωτοειδής. Αν P  και Q  συναντώνται στο άπειρο τότε τα P  και Q  είναι ξένα 

αλλά αν τα δούμε από την αρχή μοιάζουν να συναντώνται στο ιδεατό θετικό 

τελευταίο σημείο του μονοδιάστατου φωτεινού υπόχωρου του L Lx y . 

 

Θεώρημα 2.9: Έστω x  και y  γραμμικά ανεξάρτητα χωρικά διανύσματα στον 

1n . Τότε τα ακόλουθα είναι ισοδύναμα: 

1. Τα διανύσματα x  και y  ικανοποιούν την εξίσωση x y x y  

2. Ο διανυσματικός υπόχωρος V  που παράγεται από τα x  και y  είναι 

φωτοειδής 
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3. Τα υπερεπίπεδα P  και Q  του nH  που είναι Lorentz ορθογώνια στα x  

και y  αντίστοιχα συναντώνται στο άπειρο. 

Απόδειξη 

Προφανές από τα Θεωρήματα 2.6 και 2.7 

 

Θεώρημα 2.10: Έστω x  και y  γραμμικά ανεξάρτητα χωρικά διανύσματα 

στον 1n  τέτοια ώστε ο διανυσματικός υπόχωρος V  που παράγεται από τα x  

και y  είναι φωτοειδής. Τότε 0x y   αν και μόνο αν x  και y  βρίσκονται σε 

αντίθετες πλευρές του μονοδιάστατου φωτεινού υπόχωρου τουV . 

Απόδειξη 

Η εξίσωση 2 0tx y   είναι ισοδύναμη με την τετραγωνική εξίσωση 

 2 22 2 0t x x y t y    η οποία με βάση το Θεώρημα 2.10 έχει την μοναδι-

κή λύση  
2

x y
t

x
 


. 

Παρατηρούμε ότι το φωτοειδές διάνυσμα   2
xx y y
x

   ανήκει στο τεταρ-

τημόριο του V  που βρίσκεται μεταξύ των x  και y  αν και μόνο αν 0x y  . 

Άρα x  και y  βρίσκονται σε αντίθετες πλευρές του μονοδιάστατου φωτεινού 

υπόχωρου τουV  αν και μόνο αν 0x y  . 

 

Θεώρημα 2.11: Έστω y  σημείο του nH  και P  υπερεπίπεδο του nH . Τότε υ-

πάρχει μοναδική υπερβολική γραμμή N  του nH  η οποία περνάει από το y  

και είναι Lorentz ορθογώνια στο P . 

Απόδειξη 

Έστω x  να είναι ένα μοναδιαίο χωροειδές διάνυσμα Lorentz ορθογώνιο στο 

P  και έστω V  να είναι ο υπόχωρος που παράγεται από τα x  και y . Τότε 
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nN V H   είναι μια υπερβολική γραμμή που διέρχεται από το y . Τώρα η 

εξίσωση:   0tx y x   έχει την λύση t x y   . Άρα  
 2 1

x y x y
w

x y

 

 




 είναι 

ένα σημείο του P N . Έστω : nH   να είναι μια γεωδεσιακή γραμμή τέ-

τοια ώστε   N   και  0 w  . Εφόσον ,x w  είναι Lorentz ορθοκανονικά 

διανύσματα έχουμε:      cosh sinht t w t x   . Άρα  0 x   . Άρα N  είναι 

Lorentz ορθογώνιο στο P . 

Ας υποθέσουμε ότι N  είναι μια υπερβολική γραμμή που περνάει από το y  

και είναι Lorentz ορθογώνια στο P . Έστω : nH   να είναι μια γεωδεσια-

κή γραμμή έτσι ώστε   N   και  0  βρίσκεται στο P . Τότε  0  είναι 

Lorentz ορθογώνια στο P . Άρα  0 x   . Έστω W  να είναι ένας διδιάστα-

τος χρονοειδές υπόχωρος ώστε nN W H  . Καθώς x  και y  ανήκουν στο W  

έχουμε ότι W V . Τότε το N  είναι μοναδική. 
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3.6 Η Γωνία μεταξύ Χωρικών και Χρονοειδών διανυσμάτων. 

 

Έστω x  να είναι ένα μοναδιαίο χωροειδές διάνυσμα και y  ένα θετικό χρονο-

ειδές διάνυσμα στον 1n . Τότε υπάρχει ένας μοναδικός μη αρνητικός πραγ-

ματικός αριθμός  ,x y  τέτοιος ώστε  

 sinh ,x y x y x y .      (1.14) 

Η χρονική Lorentz γωνία μεταξύ των x  και y  ορίζεται να είναι ο  ,x y . Θα 

δώσουμε μια γεωμετρική ερμηνεία του παραπάνω. 

 

Θεώρημα 2.12: Έστω x  να είναι ένα μοναδιαίο χωροειδές διάνυσμα και y  

ένα θετικό χρονοειδές διάνυσμα στον 1n  και έστω P  να είναι το υπερεπίπε-

δο του nH  που είναι Lorentz ορθογώνιο στο x . Τότε  ,x y  είναι η υπερβο-

λική απόσταση από το y
y

 στο P  μετρημένη κατά μήκος της υπερβολικής 

γραμμής N  που περνάει από το y
y

 και είναι Lorentz ορθογώνια στο P . Ε-

πιπλέον 0x y   αν και μόνο αν x  και y  βρίσκονται σε αντίθετες πλευρές 

του υπερεπιπέδου του 1n  που παράγεται από το P . 

Απόδειξη 

Όπως και στην απόδειξη του Θεωρήματος 2.8 έχουμε ότι P N  είναι το ση-

μείο 
  
  2 22

x y x x x y
u

x y x y

 

 




. 

Έστω y
y

  . Τότε:      
2 22

cos , cosh ,H

x y x y
d u u x y

x y
  


   


 . 

Επιπλέον ο υπολογισμός του u    δείχνει ότι u  έχει θετικό πρόσημο. Παρα-

τηρούμε ότι u  βρίσκεται στον διδιάστατο χρονοειδές υπόχωρο V  που παρά-
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γεται από x  και y . Έτσι το u  βρίσκεται στο τεταρτημόριο του V  μεταξύ των 

x  και y  αν και μόνο αν ή συνιστώσα x y   του u  είναι θετική. Άρα x  και y  

βρίσκονται σε αντίθετες πλευρές του υπερεπιπέδου του 1n  που παράγεται 

από το P  αν και μόνο αν 0x y  . 
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4. Υπερβολικό Μήκος Τόξου 

 

Σε αυτό το κομμάτι θα συγκρίνουμε το υπερβολικό μήκος μιας καμπύλης   

στο nH  ì ε το μήκος Lorentz του στον 1n  και θα αποδείξουμε ότι είναι τα 

ίδια. Στην πορεία θα βρούμε το στοιχείο του υπερβολικού μήκους τόξου στον 
nH .  

Έστω ,x y  να είναι σημεία του nH . Από το θεώρημα 1.6 έχουμε 
2 2 22 2 2 0x y x x y y x y         με την ισότητα να ισχύει αν και 

μόνο αν x y . Η συνάρτηση απόσταση Lorentz  ,Ld x y x y   ικανοποιεί 

τα πρώτα 3 αξιώματα μιας μετρικής στον nH . Αλλά δυστυχώς δεν ικανοποιεί 

την τριγωνική ανισότητα. Ωστόσο θα χρησιμοποιήσουμε την Ld  για να ορί-

σουμε το μήκος μιας καμπύλης στον nH . 

Έστω  : , na b H   να είναι μια καμπύλη και έστω  0 , , mP t t   να είναι μια 

διαμέριση του  ,a b . Το Lorentz P  εγγεγραμμένο μήκος της   ορίζεται να 

είναι:  

     1
1

,
m

L i i
i

P t t   


   

Η καμπύλη   θα καλείται Lorentz υπολογίσιμη (rectifiable) αν και μόνο αν 

υπάρχει ένας πραγματικός αριθμός    τέτοιος ώστε 0   να υπάρχει μια 

διαμέριση P  του  ,a b  τέτοια ώστε αν Q P  τότε    ,L Q     . 

Αν    υπάρχει τότε είναι μοναδικός εφόσον αν ,P Q  διαμερίσεις του  ,a b  

τότε υπάρχει και διαμέριση R  του  ,a b  τέτοια ώστε ,R P Q . 

Το μήκος Lorentz   της   ορίζεται να είναι το    αν   είναι Lorentz υ-

πολογίσιμη καμπύλη και   διαφορετικά. 
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Θεώρημα 3.1: Έστω  : , na b H   να είναι μια καμπύλη. Τότε   είναι υπολο-

γίσιμη στο nH  αν και μόνο αν   είναι Lorentz υπολογίσιμη. Επιπλέον το υ-

περβολικό μήκος της   είναι το ίδιο με το μήκος Lorentz της. 

Απόδειξη 

Έστω ,x y  να είναι σημεία του nH . Τότε έχουμε: 

  2 2 22 2 cosh , 1x y x x y y x y      . 

Τώρα εφόσον: 

2

cosh 1
2


    

Έχουμε ότι: 

 ,x y x y   

Υποθέτουμε ότι   είναι Lorentz υπολογίσιμη. Τότε υπάρχει μια διαμέριση P  

του  ,a b  τέτοια ώστε αν Q P  τότε    , 1L Q    . 

Άρα για όλες τις Q P  έχουμε:  

   , , 1H LQ Q       

Άρα η   είναι υπολογίσιμη. 

Από το Θεώρημα του Taylor έχουμε: 

2 4

cosh 1 cosh
2 24
 

    . 

Επομένως αν  cosh , 12x y   έχουμε ότι:    2, 1 ,x y x y x y     

Τώρα ας υποθέσουμε ότι   είναι υπολογίσιμη και 0  . Τότε υπάρχει μια δι-

αμέριση P  του  ,a b  τέτοια ώστε  ,HH P    . 

Έστω 0   και θέτουμε:        , sup , :s t s t         . 
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Καθώς   είναι ομοιόμορφα συνεχής  , 0     καθώς 0  . Άρα υπάρχει 

ένα 0   τέτοιο ώστε  cosh , 12     και  21 ,H H        . 

Τώρα μπορούμε να υποθέσουμε ότι P  . Τότε για όλες Q P  έχουμε: 

       2 2, , , 1 , 1H L HH H HQ Q Q                      . 

Επομένως έχουμε  ,LH Q     για όλες Q P . 

Άρα   είναι Lorentz υπολογίσιμη και H  . 

 

Έστω  : , na b H   να είναι μια διαφορίσιμη καμπύλη. Καθώς     1t t     

έχουμε     0t t    . Επομένως από το Θεώρημα 3,1,4  t   είναι χωροειδές 

για όλα τα t . 

 

Θεώρημα 3.2: Έστω  : , na b H   να είναι μια 1C  καμπύλη. Τότε   είναι υ-

πολογίσιμη και το υπερβολικό μήκος της   δίνεται από τον τύπο: 

 
b

a

t dt    . 

Απόδειξη 

Ορίζουμε   1: , nf a b 
  ως εξής:        

1
2 2 2 2

1 1 2 2 1 1n nf x x x x    
       . 

Τότε η f  είναι συνεχής. Παρατηρούμε ότι το σύνολο 

      1: , , nf x f y x y a b    φραγμένο εφόσον   1, na b   είναι συμπαγές. Έστω 

0   και θέτω: 

      , sup : 1, , 1i if f x f y x y i n          
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Έστω  0 , , mP t t   να είναι μια διαμέριση του  ,a b  τέτοια ώστε P  . Από 

το Θεώρημα Μέσης Τιμής έχουμε ότι υπάρχει ένας πραγματικός αριθμός ijs  

μεταξύ των 1jt   και jt  τέτοιος ώστε:       1 1i j i j i ij j jt t s t t   
   . 

Τότε έχουμε: 

      1 1i j i j j j jt t f s t t       όπου  1, 1,, ,j j n js s s    

Άρα: 

                1 1 1 1,j j j j j j j j j j jt t t t t f s t t t f t t                  

Θέτω: 

     1
1

,
m

j j j
j

S P t t t  


   

Τότε έχω: 

              
  

1 1 1
1 1

, , ,

,

m m

L j j j j j j j
j j

P S P t t t t t f t t

f b a

      

 

  
 

       

 

 
 

Έπειτα παρατηρούμε ότι: 

             

        

1 1

1 1

1 1

1 1

,

, ,

j j

j j

j j

j j

t tb m m

j j
j ja t t

t tm m

j
j jt t

t dt S P t t dt t t dt

t t dt f dt f b a

     

     

 

 

 

 

         

     

   

  
 

Άρα 

               , , , , 2 ,
b b

L L
a a

t dt P t dt S P S P P f b a                  

Τώρα   1: , nf a b 
  είναι ομοιόμορφα συνεχής εφόσον   1, na b   είναι συ-

μπαγές. Άρα  , 0f    καθώς 0  . 
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Επομένως:    
0

lim ,
b

LP
a

P t dt 


  . 

 

 

Έστω  : , na b H   να είναι μια καμπύλη.  

Θέτω  1 1, , ndx dx dx    και  
1

2 2 2 2
1 2 1ndx dx dx dx       

Τότε εξ ορισμού έχουμε: dx


  

Επιπλέον αν  : , na b H   είναι μια 1C  καμπύλη τότε  
b

a

dx t dt


   . 

Το dx  καλείται στοιχείο υπερβολικού μήκους τόξου στον nH . 
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4.1 Υπερβολική Τριγωνομετρία 

 

 Έστω , ,x y z  τρία υπερβολικά και μη συγγραμμικά σημεία του 2H . Έστω 

 ,L x y  να είναι η μοναδική υπερβολική γραμμή του 2H  η οποία περιέχει τα 

x  και y  και έστω  , ,H x y z  το κλειστό ημιεπίπεδο του 2H  που έχει σαν όριο 

την  ,L x y  και το z  είναι εσωτερικό του σημείο. Το υπερβολικό τρίγωνο με 

κορυφές τα , ,x y z  ορίζεται να είναι 

       , , , , , , , ,T x y z H x y z H y z x H z x y   . 

 

Θα υποθέσουμε ότι οι κορυφές του είναι όπως στο σχήμα. 

Έστω  ,x y  να είναι το ευθύγραμμο τμήμα της  ,L x y  που ενώνει τα x  και 

y . Οι πλευρές του  , ,T x y z  ορίζονται να είναι τα ευθύγραμμα τμήματα 

     , , , , ,x y x z z y . Έστω  ,a y z ,  ,b z x  και  ,c x y . Τότε τα , ,a b c  

είναι τα υπερβολικά μήκη των      , , , , ,y z z x x y  αντίστοιχα.  

Έστω:   2: 0,f a H ,   2: 0,g b H  και   2: 0,h c H  να είναι τα γεωδεσιακά 

τόξα από τα y  στο z , z  στο x  και x  στο y  αντίστοιχα. 

Η γωνία   ανάμεσα στις πλευρές  ,z x  και  ,x y  του  , ,T x y z  ορίζεται να 

είναι η γωνία Lorentz ανάμεσα στα  g b  και  0h . Η γωνία   ανάμεσα στις 

πλευρές  ,x y  και  ,y z  του  , ,T x y z  ορίζεται να είναι η γωνία Lorentz ανά-
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μεσα στα  h c  και  0f  . Η γωνία   ανάμεσα στις πλευρές  ,y z  και  ,z x  

του  , ,T x y z  ορίζεται να είναι η γωνία Lorentz ανάμεσα στα  f a  και 

 0g . Οι πλευρές  ,y z ,  ,z x  και  ,x y  λέμε ότι είναι απέναντι από τις γωνί-

ες  ,   και   αντίστοιχα. 

 

Λήμμα 1: Αν  ,   και   είναι οι γωνίες ενός υπερβολικού τριγώνου 

 , ,T x y z  τότε: 

1.  ,z x x y       

2.  ,x y y z       

3.  ,y z z x       

Απόδειξη 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι 1x e . Η απόδειξη 

τότε είναι στοιχειώδης. 

 

Λήμμα 2: Έστω ,x y  να είναι χωρικά διανύσματα στον 3 . Αν x y  είναι 

χρονοειδές τότε:  sin ,x y x y x y   

Απόδειξη 

Εφόσον x y  είναι χρονοειδές τότε ο διανυσματικός υπόχωρος του 3  που 

παράγεται από τα ,x y  είναι χωροειδές.  

Από το Θεώρημα 3,2,1 έχουμε: 

     2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2cos , sin ,x y x y x y x y x y x y x y x y         
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Θεώρημα 4.1: Αν  ,   και   είναι οι γωνίες ενός υπερβολικού τριγώνου 

 , ,T x y z  τότε        

Απόδειξη 

Έστω  ,   και   να είναι οι γωνίες ενός υπερβολικού τριγώνου  , ,T x y z . 

Τα διανύσματα , ,x y z y z x    είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Έστω: 

x yu
x y





 , z y
z y

 



, z xw

z x





 

Εφόσον:  

      
      
x y z y x y z y

z y z x x y z z

    

    




 

Τότε u   και w  είναι αρνητικά χρονοειδή διανύσματα. 

Έτσι με χρήση Λήμματος 2 και των Θεωρημάτων 1.6 και 2.1 έχουμε: 

            
          
           

cos , , cos , cos , sin , sin ,

cosh ,

u w u w u w

u w u w u w u w

u w u w w u u w u w

           

       

      

   

        

    

    

      

 

Επομένως είτε:      , , ,u w u w       είτε      2 , , ,u w u w         

Από το Λήμμα 1 έχουμε ότι: 
 
 
 

,

,

,

u w

u

w

  

  

  

 





. 

Άρα είτε        ή      . 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας μπορούμε να υποθέσουμε ότι η   είναι η μεγα-

λύτερη γωνία.  

Αν        έχουμε           . 

Άρα       . 
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Θεώρημα 4.2 (Νόμος των Ημιτόνων) 

Αν  ,   και   να είναι οι γωνίες ενός υπερβολικού τριγώνου και τα , ,a b c  

είναι τα υπερβολικά μήκη των απέναντι πλευρών τότε: 

sinh sinh sinh
sin sin sin

a b c
a b c
   

Απόδειξη 

Παίρνοντας νόρμες στις εξισώσεις: 

      
      
      

z x x y z x y x

x y y z x y z y

y z z x y z x z

     

     

     







 

Έχουμε: 

 
 
 

sinh sinh sin

sinh sinh sin

sinh sinh sin

b c x y z

c a x y z

a b x y z







 

 

 







 

 

Θεώρημα 4.3: (1ος Νόμος Συνημιτόνων) 

Αν  ,   και   να είναι οι γωνίες ενός υπερβολικού τριγώνου και τα , ,a b c  

είναι τα υπερβολικά μήκη των απέναντι πλευρών τότε: 

cosh cosh coshcos
sinh sinh
a b c

a b
 
  

Απόδειξη 

Ισχύει:  

    y z y x
y z x z

z z z x
  

 


 
  

και επομένως έχουμε: 

 sinh sinh cos cosh cosh cosha b a b c   . 
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Θεώρημα 4.4: (2ος Νόμος των Συνημιτόνων) 

Αν  ,   και   είναι οι γωνίες ενός υπερβολικού τριγώνου και τα , ,a b c  είναι 

τα υπερβολικά μήκη των απέναντι πλευρών τότε: 

cos cos coshcosh
sin sin

c   
 


  

Απόδειξη 

Έστω: 

y zx
y z
 


, z xy
z x
 


, x yz
x y
 


 

Τότε: 

y zx
y z
 


 

 και z xy
z x
 


 

 

Τώρα εφόσον: 

    y x y z
y z z x

z x z z
   

     
   
 


 

 

Έχουμε: 

         sin sin cosh cos cos cosc                  . 

Άρα: cos cos coshcosh
sin sin

c   
 


  
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4.2 Εμβαδόν Υπερβολικών Τριγώνων 

 

Ένας τομέας στον 2 . Ορίζεται να είναι η τομή δυο διακεκριμένων ημιεπιπέ-

δων του 2 . Κάθε τομέας του 2  συμπίπτει με έναν τομέα  S   υπερβολι-

κών συντεταγμένων  ,   , 
2 2
    . 

Εδώ   είναι η γωνία που σχηματίζεται από τις δύο πλευρές του  S   στην 

κορυφή του 1e . 

Έστω 
2
  . Τότε οι γεωμετρικές ακτίνες (geometric rays) που σχηματίζουν 

τις πλευρές του  S   αναπαρίστανται σε παραμετρική μορφή από τις: 

        1 2 3cosh sinh cos sint e t e e    για 0t   

        1 2 3cosh sinh cos sint e t e e    για 0t   

Αυτές οι γεωμετρικές ακτίνες είναι ασύμπτωτες στους μονοδιάστατους φωτει-

νούς υπόχωρους που παράγονται από τα διανύσματα  1,cos ,sin   και 

 1,cos , sin   αντίστοιχα. Αυτά τα δυο φωτεινά διανύσματα παράγουν έ-

ναν διδιάστατο διανυσματικό υπόχωρο V  ο οποίος τέμνεται με το 2  στην 

υπερβολική γραμμή L . Έστω  T   να είναι η τομή των  S   και του ημιε-

πιπέδου που ορίζεται από την L  και το 1e . Είναι ενδιαφέρον ότι το 2  αν το 

δούμε από την αρχή μοιάζει με το προβολικό κυκλικό μοντέλο με το 1e  στο 

κέντρο του. Παρατηρούμε ότι οι δυο πλευρές του τομέα  S   συναντάνε την 

υπερβολική γραμμή L  στο άπειρο. Υπό αυτήν την οπτική είναι φυσικό να 

θεωρήσουμε ότι  T   είναι ένα υπερβολικό τρίγωνο με δυο ιδεατές κορυφές 

στο άπειρο. 

Ένα γενικευμένο υπερβολικό τρίγωνο στο 2  ορίζεται όπως και ένα υπερβο-

λικό τρίγωνο στο 2  με μόνη διαφορά ότι μπορεί δυο από τις κορυφές του να 
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είναι ιδεατές. Όταν το δούμε από την αρχή ένα γενικευμένο υπερβολικό τρί-

γωνο στο 2  μοιάζει σαν ένα Ευκλείδειο τρίγωνο στο προβολικό κυκλικό μο-

ντέλο με τις δυο ιδεατές κορυφές του στην περιφέρεια του κύκλου. Η γωνία 

ενός γενικευμένου υπερβολικού τριγώνου σε μια ιδεατή κορυφή ορίζεται να 

είναι μηδέν. 

 

Ένα άπειρο υπερβολικό τρίγωνο είναι ένα γενικευμένο υπερβολικό τρίγωνο 

με τουλάχιστον μια ιδεατή κορυφή. Ένα άπειρο υπερβολικό τρίγωνο με τρεις 

ιδεατές κορυφές θα καλείται ιδεατό υπερβολικό τρίγωνο. Προφανώς κάθε ά-

πειρο υπερβολικό τρίγωνο με ακριβώς δυο ιδεατές κορυφές θα συμπίπτει με 

το  T   για κάποια γωνία  . 

Θα βρούμε μια παραμετρική αναπαράσταση της πλευράς L  του  T   με 

χρήση υπερβολικών συντεταγμένων  ,  . Το διάνυσμα: 

     1,cos , sin 1,cos , sin 2cos sin , 2sin ,0           

είναι κανονικό στον διδιάστατο διανυσματικό υπόχωρο V  του οποίου η τομή 

του με τον 2  είναι η L . 

Άρα τα διανύσματα στον V  ικανοποιούν την εξίσωση:   1 2cos 0x x    

Τα σημεία του 2  ικανοποιούν το σύστημα: 
1

2

3

cosh
sinh cos
sinh sin

x
x
x


 
 


 
 
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Ακόμα τα σημεία της L  ικανοποιούν την εξίσωση: 2
1 1sec cos 1x x   . 

Λύνοντας ως προς 1x  έχουμε: 

1 2 2

cos
cos cos

x 

 



 

Έτσι: 

2 2 2

cos cos
cos cos

x  

 



 

και 

3 2 2

sin cos
cos cos

x  

 



 

 

Λήμμα 3:   E T      

Απόδειξη 

Έστω         1 2 3, ,x x x x     να είναι η πολική γωνία της L . 

Τότε: 

     

    

1 ,

0

1 1

sinh

cosh , 1

e x
E T d d

e x d x d


 



 

 

   

     



 

 

   

 

 
 

Και  

 
1

1
1 12 2 2 2 2

1

cos cos sin
cos cos sin sin 1

dux d d d Arc u
u

  

  

 
    

    
   

    
  

   

 όπου sin
sin

u 


 . 

Άρα έχουμε: 

  E T      
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Λήμμα 4: Το εμβαδόν ενός ιδεατού υπερβολικού τριγώνου είναι   

 

Απόδειξη 

Έστω T  ένα ιδεατό υπερβολικό τρίγωνο και x  οποιοδήποτε σημείο στο εσω-

τερικό του. Τότε το T  μπορεί να διασπαστεί σε τρία άπειρα υπερβολικά τρί-

γωνα κάθε ένα εκ των οποίων έχει την x  σαν την μόνη πεπερασμένη κορυφή 

τους. Έστω  ,   και   να είναι οι γωνίες των τριγώνων στην κορυφή x . Τό-

τε:         E T               

 

Θεώρημα 4.5: Αν  ,   και   είναι οι γωνίες του γενικευμένου υπερβολικού 

τριγώνου T  τότε:    E T         
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Απόδειξη 

Με χρήση των Λημμάτων 3 και 4 και θεωρώντας ότι T  έχει μονό δυο πεπερα-

σμένες κορυφές x  και y  με γωνίες  ,   αντίστοιχα τότε προεκτείνοντας την 

πεπερασμένη πλευρά του T  παρατηρούμε ότι το T  είναι η διαφορά δυο ά-

πειρων υπερβολικών τριγώνων xT  και yT  με μια μόνο πεπερασμένη κορυφή 

την x  και y  αντίστοιχα. 

Επομένως        x yE T E T E T         

Αν υποθέσουμε ότι το T  έχει τρεις πεπερασμένες κορυφές , ,x y z  με αντίστοι-

χες γωνίες , ,    μπορούμε προεκτείνοντας το πλευρές του T  να βρούμε ένα 

ιδεατό υπερβολικό τρίγωνο T   που μπορεί να διαιρεθεί σε τέσσερεις περιοχές 

από το οποίες η μια είναι το T  και οι το είναι τα υπερβολικά τρίγωνα xT , yT  

και zT  με μια πεπερασμένη κορυφή , ,x y z  αντίστοιχα. 

         
 

   

x y zE T E T E T E T E T

E T

E T

   

   

     

    

   

 

 

Πόρισμα 1:  

Αν  ,   και   είναι οι γωνίες του γενικευμένου υπερβολικού τριγώνου τότε: 

       
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4.3 Ύπαρξη Υπερβολικών Τριγώνων 

 

Θεώρημα 4.6: Αν   ,  , 0  είναι οι γωνίες γενικευμένου υπερβολικού τριγώ-

νου με ακριβώς μια ιδεατή κορυφή και c  είναι το μήκος της πεπερασμένης 

πλευράς τότε: 

1 cos coscosh
sin sin

c  
 


  

Απόδειξη 

Έστω  , ,T x y z  να είναι ένα γενικευμένο υπερβολικό τρίγωνο με μια ιδεώδη 

κορυφή z . Αναπαριστούμε την z  με ένα θετικό φωτοειδές διάνυσμα. Έστω: 

y zx
y z
 


, z xy
z x
 


, x yz
x y
 


 

Τότε: 

y zx
y z
 


 

 και z xy
z x
 


 

 

Έστω u  να είναι σημείο στο εσωτερικό της πλευράς  ,x z  και v  να είναι ένα 

σημείο στο εσωτερικό της πλευράς  ,y z . 

Από το Λήμμα 1 έχουμε: 

 
 

,

,

u x x y

x y y v

  

  

   

   
 

Έτσι έχουμε: 

 
 

,

,

z x x y

x y y z

  

  

   

   
 

Τώρα το z  βρίσκεται στον υπόχωρο V  που παράγεται από τα x  και y  και 

x  και y  βρίσκονται σε διαφορετικές πλευρές του z  στο V . Και επομένως 

1x y    .  
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Τώρα εφόσον: 

    y x y z
y z z x

z x z z
   

     
   
 


 

 

Έχουμε: 

       sin sin cosh 1 cos cosc               . 

 

Τώρα θα αποδείξουμε τον νόμο των συνημιτόνων για ένα υπερβολικό τετρά-

πλευρο με δυο διαδοχικές ορθές γωνίες. 

 

Θεώρημα 4.7:  Έστω Q  να είναι ένα υπερβολικό κυρτό τετράπλευρο με δυο 

προσκείμενες (διαδοχικές) ορθές γωνίες, απέναντι γωνίες  ,   και πλευρές 

με μήκη ,c d  μεταξύ των   ,   και των ορθών γωνιών αντιστοίχως. Τότε: 

cosh cos coscosh
sin sin
dc  

 


  

Απόδειξη 

Έστω x , y  να είναι οι κορυφές του Q  στα  ,   και έστω z  να είναι το μο-

ναδιαίο χωροειδές διάνυσμα Lorentz ορθογώνιο και εξωτερικό στην πλευρά 

του Q  μήκους d . Έστω: 

y zx
y z
 


, z xy
z x
 


, x yz
x y
 


 

Τότε: 

y zx
y z
 


 

 και z xy
z x
 


 

 

Τώρα εφόσον: 

    y x y z
y z z x

z x z z
   

     
   
 


 

 

Έχουμε: 
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       sin sin cosh cosh cos cosc d               . 

 

Θεώρημα 4.8: Έστω Q  να είναι ένα υπερβολικό κυρτό τετράπλευρο με δυο 

προσκείμενες (διαδοχικές) ορθές γωνίες και απέναντι γωνίες  ,  . Τότε:  

     

 

 

Απόδειξη 

Διαιρούμε το Q  σε δυο τρίγωνα με γωνίες  , 1 , 1  και 2 , 2 , 2
  τέτοια 

ώστε: 1 2     και 1 2 2
   . Τότε: 

Εμβ  Q = 1 1 2 2 2
                    

 

Θα κλείσουμε την παρουσίαση αυτή της υπερβολικής γεωμετρίας με την από-

δειξη της ύπαρξης των υπερβολικών τριγώνων γεγονός που μας διασφαλίζει 

ότι όλα όσα κάναμε δεν είναι αίολα.  
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Θεώρημα 4.9: Έστω  ,  ,   να είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι 

ώστε       . Τότε υπάρχει υπερβολικό τρίγωνο (μοναδικό) με γωνίες 

τις  ,  ,  . 

 

 

Απόδειξη 

Μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι , 2
   . Τώρα:  

   cos cos
cos cos sin sin cos
cos cos cos sin sin
cos cos cos 1

sin sin

   
   

   

    
    
  

 

   
   

   

   
  




 

Άρα υπάρχει μοναδικός θετικός πραγματικός αριθμός c  που να ικανοποιεί 

την εξίσωση: 

cos cos coscosh
sin sin

c   
 


  

Έστω  ,x y  να είναι ένα γεωδαισιακό ευθύγραμμο τμήμα στο 2H  μήκους c  

που ενώνει ένα σημείο x  και ένα σημείο y  και έστω bL , aL  να είναι οι υπερ-

βολικές γραμμές που διέρχονται από τα σημεία x  και y  αντίστοιχα, δημι-
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ουργώντας γωνίες  ,   αντιστοίχως που βρίσκονται από την ίδια πλευρά 

του  ,x y .  

Ισχυριζόμαστε ότι aL  και bL  συναντώνται από την ίδια πλευρά της υπερβολι-

κής γραμμής cL  που περιέχει το  ,x y  και τις  ,  . 

Απόδειξη Ισχυρισμού 

Θα χρησιμοποιήσουμε την εις άτοπον απαγωγή.  

a) Έστω ότι οι aL  και bL  συναντώνται στο άπειρο στην αντίθετη πλευρά 

της cL  από αυτήν που βρίσκονται οι γωνίες   ,  . Τότε οι γραμμές aL , 

bL , και cL  σχηματίζουν ένα γενικευμένο υπερβολικό τρίγωνο του ο-

ποίου οι γωνίες είναι οι    και    αλλά            . Ά-

τοπο. 

b) Έστω ότι οι aL  και bL  δεν συναντώνται ούτε στο άπειρο, τότε θα έχουν 

μια κοινή κάθετη υπερβολική ευθεία dL  η οποία θα ενώνει ένα σημείο 

u  της bL  με ένα σημείο v  της aL . Υποθέτοντας ότι u x  και v y  και 

ότι  ,u v  είναι στην αντίθετη πλευρά της cL . Τότε , , ,u v x y  είναι οι κο-

ρυφές ενός υπερβολικού τετράπλευρου με δυο προσκείμενες ορθές γω-

νίες και απέναντι γωνίες τις     και    αλλά            . 

Άτοπο. 

c) Έστω u x  και v y  και ότι v  βρίσκεται στην αντίθετη πλευρά από 

την cL . Τότε , ,v x y  είναι οι κορυφές ενός υπερβολικού τριγώνου με 

γωνίες 2
  ,   , 2

  αλλά    2 2
         . Άτοπο. 

Ομοίως για u x  και v y  και ότι u  βρίσκεται στην αντίθετη πλευρά 

από την cL . 

d) Έστω  u x  και u  βρίσκεται από την ίδια πλευρά της cL  με την   και  

v y  και v  βρίσκεται στην αντίθετη πλευρά από την cL . Τότε οι γραì-
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μές aL , bL , cL , dL  σχηματίζουν δυο υπερβολικά τρίγωνα δυο εκ των 

οποίων οι γωνίες είναι  , 2
  και   , 2

  αντιστοίχως.  

Καθώς 2
   έχουμε 2

     . Άτοπο. 

Ομοίως αν v y  και v  βρίσκεται από την ίδια πλευρά της cL  με την   

και u x  και u  βρίσκεται στην αντίθετη πλευρά από την cL  πάλι οδη-

γούμαστε σε άτοπο. 

e) Έστω v y  και u x  και u  βρίσκεται από την ίδια πλευρά της cL  με 

την  . Τότε τα , ,u x y  είναι οι κορυφές ενός υπερβολικού τριγώνου με 

γωνίες 2
 , 2

  ,   αλλά 2
  . Άτοπο. 

Ομοίως αν u x  και  v y  και v  βρίσκεται από την ίδια πλευρά της 

cL  με την   πάλι οδηγούμαστε σε άτοπο. 

f) Τέλος έστω u x  και v y  και  ,u v  βρίσκεται από την ίδια πλευρά της 

cL  με τις  ,  . Τότε τα , , ,u v x y  είναι οι κορυφές ενός υπερβολικού τε-

τράπλευρου με δυο προσκείμενες ορθές γωνίες και απέναντι γωνίες τις 

 ,  . Ισχύει ότι: cos cos coshcosh
sin sin

dc  
 


  που είναι άτοπο εφόσον 

cosh cosd  . 

Επομένως έπεται ότι οι  aL  και bL  συναντώνται στο άπειρο από την ίδια 
πλευρά της υπερβολικής γραμμής cL  που περιέχει και τις   ,  . 
Άρα οι γραμμές aL , bL , και cL  σχηματίζουν ένα γενικευμένο υπερβολικό τρί-
γωνο T  του οποίου οι γωνίες είναι οι    ,  ,  .  

Επομένως έχουμε: cos cos coscosh
sin sin

c   
 


 . 

Και εφόσον cos cos   και επομένως   .  
Άρα το T  είναι το επιθυμητό τρίγωνο. 
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Πλέον και έχοντας αποδείξει την ύπαρξη και διαφοροποίηση της Υπερβολικής Γεωμε-

τρίας σε σχέση με την Ευκλείδια μπορούμε να προχωρήσουμε σε μια υλοποίηση της 

προηγούμενης μελέτης μας σε ένα από τα πιο ενδιαφέροντα  μοντέλα της υπερβολικής 

γεωμετρία που είναι ο Χωροχρόνος Minkowski. 
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ΜΕΡΟΣ 3ο 

 

Εδώ θα μελετήσουμε το χωροχρόνο Minkowski. Μια πολλαπλότητα διάστα-

σης 4 της οποίας οι τρεις πρώτες συντεταγμένες παριστάνουν τον χώρο ενώ η 

τέταρτη τον χρόνο. Θα αποδείξουμε πολλές και πολύ ενδιαφέρουσες προτά-

σεις και θα τις συσχετίσουμε με τον φυσικό κόσμο δίνοντας της φυσική τους 

ερμηνεία αλλά και με την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας που διατύπωσε ο 

Albert Einstein (1879-1955).  

Η Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας ασχολείται με τις συνέπειες δύο αιτημά-

των τα οποία προέταξε για να μπορέσει να εξηγήσει τα αποτελέσματα ορι-

σμένων πειραμάτων, που είχαν διεξαχθεί από άλλους στη διάρκεια των είκοσι 

τεσσάρων χρόνων που προηγήθηκαν αυτά δεν συμφωνούσαν ακριβώς με τις 

κυρίαρχες ιδέες στη Φυσική, οι περισσότερες από τις οποίες οφείλονταν στον 

Newton και είχαν ηλικία μεγαλύτερη των δυόμιση αιώνων. Πρόκειται για τα 

εξής αιτήματα: 

1. Όλοι οι νόμοι της φυσικής που ισχύουν σε ένα σύστημα αναφοράς ι-

σχύουν εξίσου σε οποιοδήποτε άλλο σύστημα που κινείται με σταθερή 

ταχύτητα σε σχέση με το πρώτο. 

2. Η ταχύτητα του φωτός στο κενό παραμένει σταθερή ανεξαρτήτως της 

κίνησης της πηγής του. 

Μια από τις εκπληκτικότερες συνέπειες των αιτημάτων του Einstein είναι ότι, 

για παρατηρητές που κινούνται ο ένας σε σχέση με τον άλλο, γεγονότα που 

κατά τον ένα παρατηρητή λαμβάνουν χώρα ταυτοχρόνως δεν είναι απαραι-

τήτως ταυτόχρονα για τον άλλο. Πρόκειται για τη σχετικότητα του χρόνου — 

ότι δηλαδή κάθε παρατηρητής θα πρέπει να θεωρείται εφοδιασμένος με προ-

σωπικό ρολόι και οι συγκρίσεις με το ρολόι ενός άλλου παρατηρητή γίνονται, 

στην καλύτερη περίπτωση, υπό όρους. Υπάρχει επίσης μια σχετικότητα της 

απόστασης — συγκρίσεις απόστασης μπορούν να γίνουν σε σχέση με τον πα-

ρατηρητή μόνο. Αυτό είναι σωστό, αφού η μέτρηση της απόστασης μεταξύ 
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δύο σημείων πρέπει να πραγματοποιηθεί σε χρονικό διάστημα που το αντι-

λαì βανόμαστε κατά μοναδικό και ενιαίο τρόπο. 

Μια άλλη ιδιομορφία του σχετικού χρόνου είναι ότι ένα ρολόι που κινείται 

με σταθερή ταχύτητα σε σχέση με κάποιον παρατηρητή μετρά τον χρόνο πιο 

αργά από το ρολόι του ακίνητου παρατηρητή 

Τα ανθρώπινα ρολόγια (π.χ. οι χτύποι της καρδιάς) θα «χάνουν» σε ένα κι-

νούμενο αντικείμενο, άρα κάποιος που επιβαίνει σε διαστημόπλοιο κινούμε-

νο με ταχύτητα συγκρίσιμη με εκείνη του φωτός θα γερνά πιο αργά από κά-

ποιον που παρέμεινε στο έδαφος. 

Το σημείο που δημιουργεί τα περισσότερα προβλήματα, βάσει των ανωτέρω, 

εντοπίζεται στη δυνατότητα να θεωρήσει κανείς εναλλακτικά το διαστημό-

πλοιο σε ακινησία και τη Γη κινούμενη ως προς αυτό. Έτσι, σε κάποιον στο 

διαστημόπλοιο θα φαινόταν ότι τα ρολόγια στη Γη μένουν πίσω. Σύμφωνα, 

όμως, με την αρχική θεώρηση, ένας παρατηρητής στη Γη θα πίστευε κάτι τέ-

τοιο για τα ρολόγια στο διαστημόπλοιο. Δεν αποτελούν αυτά μια παραδοξό-

τητα;  

Η εξήγηση που δίνεται είναι ότι δεν θα μπορούν να συγκρίνουν τα ρολόγια 

χωρίς να αρχίσει το διαστημόπλοιο να επιβραδύνει την κίνηση του για να 

αναστρέψει την πορεία του και να την επιβραδύνει και πάλι ώσπου να στα-

ματήσει. 

Το 1908, ο Hermann Minkowski (1864-1909), καθηγητής Μαθηματικών κάπο-

τε του Einstein, έθεσε την Ειδική Θεωρία της Σχετικότητας σε μαθηματικά 

πλαίσια που αποδείχθηκαν σημαντικά για τη μετέπειτα πορεία προς τη Γενι-

κή Θεωρία. Η ιδέα του Minkowski ήταν να θεωρηθεί ο χωρόχρονος ως τετρα-

διάστατος χώρος με συντεταγμένες χ, y, z και ct, με την απόσταση όμως (κα-

λούμενη διάστημα) να δίνεται από την έκφραση 

       2 2 2 2ct x y z        

Εδώ το t πολλαπλασιάζεται επί c για να προκύψουν μονάδες απόστασης, ενώ 

το Δ μπροστά από τα γράμματα δηλώνει τη μεταβολή στην τιμή της κάθε με-

ταβλητής από σημείο σε σημείο του χωροχρόνου. Ο χώρος του Minkowski 

βρισκόταν στην κατεύθυνση των ιδεών του Riemann των οποίων η εξέλιξη 
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υπήρξε εντυπωσιακή στα πενήντα χρόνια που μεσολάβησαν. Ο Minkowski 

άρχισε τη διάλεξη του «Χώρος και Χρόνος» με την εξής περίφημη παράγρα-

φο: 

«Η άποψη για τον χώρο και τον χρόνο, την οποία επιθυμώ να θέσω υπ' όψιν σας, έχει 

ξεπηδήσει από το έδαφος της πειραματικής φυσικής και εκεί βρίσκεται η δύναμη της. 

Πρόκειται για κάτι ριζοσπαστικό. Από τώρα και στο εξής, ο χώρος και ο χρόνος ως αυ-

τόνομες έννοιες είναι καταδικασμένες σε μια σκιώδη ύπαρξη, και μόνον κάποιο είδος 

ένωσης των δύο θα διατηρήσει μιαν ανεξάρτητη πραγματικότητα.» 
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΔΟΜΗ ΤΟΥ   

 

Συμβολίζουμε με V  έναν τυχαίο διανυσματικό χώρο διάστασης 1n   πάνω 

στους πραγματικούς αριθμούς. Μια διγραμμική μορφή πάνω στο V  είναι μια 

απεικόνιση :g V V   η οποία είναι γραμμική για κάθε μεταβλητή, δηλαδή 

έτσι ώστε 1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )g a v a v w a g v w a g v w    και 

1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )g v a w a w a g v w a g v w    όπου τα a  είναι πραγματικοί αριθμοί 

και τα u  και w  είναι στοιχεία του V . Η g  είναι συμμετρική αν 

( , ) ( , )g w v g v w  για κάθε v  και w  και μη εκφυλισμένη αν η ( , ) 0g v w   για κά-

θε w  στο V  συνεπάγεται ότι 0v  . Μια μη εκφυλισμένη, συμμετρική, δι-

γραμμική μορφή g  γενικά καλείται ένα εσωτερικό γινόμενο και η εικόνα του 

( , )v w  υπό την g  συχνά γράφεται ως v w  παρά ως ( , )g u w . Το σύνηθες παρά-

δειγμα είναι το συνηθισμένο εσωτερικό γινόμενο στο n : αν 1( ,..., )nv v v  και 
1( ,..., )nw w w , τότε 1 1( , ) ... n ng v w v w v w v w     . Το συγκεκριμένο εσωτερικό 

γινόμενο είναι θετικά ορισμένο, δηλαδή έχει την ιδιότητα αν 0v   τότε 

( , ) 0g v v  . Ωστόσο, αυτήν την ιδιότητα δεν την έχουν όλα τα εσωτερικά γινό-

μενα. 

 

Έστω η απεικόνιση 1 : n ng      με 1 1 2 2 1 1
1( , ) ... n n n ng v w v w v w v w v w      . 

Η 1g  είναι ένα εσωτερικό γινόμενο και υπάρχουν τα μη μηδενικά διανύσμα-

τα v  και w  έτσι ώστε 1( , ) 0g v v   και 1( , ) 0g w w  . 

 

Ένα εσωτερικό γινόμενο g  για το οποίο 0v   σημαίνει ότι ( , ) 0g v v   καλείται 

αρνητικά ορισμένο, ενώ αν το g  δεν είναι θετικά ορισμένο ούτε αρνητικά 

καλείται αόριστο. 
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Αν g  είναι ένα εσωτερικό γινόμενο του V , λέμε ότι δυο διανύσματα v  και w  

για τα οποία ισχύει ( , ) 0g v w   ότι είναι g -ορθογώνια, ή απλά ορθογώνια αν 

δεν υπάρχει αμφιβολία για το ποιο εσωτερικό γινόμενο θέλαμε. Αν W  είναι 

ένας υπόχωρος του V , τότε το ορθογώνιο συμπλήρωμα W   του W  στο V  ο-

ρίζεται ως  : ( , ) 0 για κάθε W v V g v w w W      και αποτελεί υπόχωρο του 

V . 

 

Η τετραγωνική μορφή που σχετίζεται με το εσωτερικό γινόμενο g  στο V  εί-

ναι η απεικόνιση :Q V   που ορίζεται ως ( ) ( , )Q v g v v v v    (συχνά συμβο-

λίζεται 2v ). Αυτή η απεικόνιση είναι μοναδική και δεν μπορεί να προκληθεί η 

ίδια τετραγωνική μορφή από διαφορετικά εσωτερικά γινόμενα στο V . 

 

Ένα διάνυσμα για το οποίο ( )Q v  είναι είτε 1 είτε -1 καλείται μοναδιαίο διά-

νυσμα. Μια βάση 1{ ,..., }ne e  του V  η οποία αποτελείται από αντίστοιχα ορθο-

γώνια μοναδιαία διανύσματα καλείται μια ορθογώνια βάση του V  και τώρα 

θα αποδείξουμε ότι τέτοιες βάσεις υπάρχουν πάντα. 

 

Θεώρημα 1.1.1. Έστω V  ένας n -διάστατος πραγματικός διανυσματικός χώ-

ρος στον οποίο είναι ορισμένη μια μη εκφυλισμένη, συμμετρική, διγραμμική 

μορφή :g V V  . Τότε υπάρχει μια βάση 1{ ,..., }ne e  του V  ώστε ( , ) 0i jg e e   

αν i j  και ( ) 1iQ e    για κάθε 1,...,i n . Επιπλέον, το πλήθος των διανυσμά-

των βάσης ie  για τα οποία ( ) 1iQ e    είναι ίδιο για κάθε τέτοια βάση. 

Απόδειξη 

Ξεκινάμε με μια παρατήρηση. Εφόσον η g  είναι μη εκφυλισμένη υπάρχει ένα 

ζεύγος διανυσμάτων ( , )v w  για το οποίο ( , ) 0g v w  . Υποστηρίζουμε ότι, στην 

πραγματικότητα, πρέπει να υπάρχει ένα μοναδικό διάνυσμα u  στο V  με 

( ) 0Q u  . Βέβαια. Αν κάποιο από τα ( )Q v  ή ( )Q w  είναι μη μηδενικό τελειώ-
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σαμε. Από την άλλη πλευρά, αν ( ) ( ) 0Q v Q w  , τότε 

( ) ( ) 2 ( , ) ( ) 2 ( , ) 0Q v w Q v g v w Q w g v w       έτσι μπορούμε να πάρουμε 

u v w  . 

Η απόδειξη του θεωρήματος γίνεται με επαγωγή στο n .  

Αν 1n   επιλέγουμε οποιοδήποτε u  στο V  με ( ) 0Q u   και ορίζουμε 

1
2

1 ( ( ) )e Q u u . Τότε 1( ) 1Q e    έτσι  1e  είναι η ζητούμενη βάση. 

Τώρα θεωρούμε ότι 1n   και ότι κάθε εσωτερικό γινόμενο ενός διανυσματι-

κού χώρου με διάσταση μικρότερη από n  έχει μια βάση του ζητούμενου τύ-

που. Έστω ότι η διάσταση του V  είναι n . Ξανά, ξεκινάμε επιλέγοντας ένα u  

στο V  ώστε ( ) 0Q u   και έστω  
1

2( )ne Q u u


  έτσι ώστε ( ) 1nQ e   . Τώρα, έ-

στω ότι W  είναι το ορθογώνιο συμπλήρωμα στο V  του υπόχωρου που παρά-

γει το  { }ne . Ο W  είναι ένας υπόχωρος του V  και έτσι ne  δεν είναι στο W . 

dimW n . Ο περιορισμός του g  στο W W  είναι ένα εσωτερικό γινόμενο στο 

W  έτσι η επαγωγή υπόθεση μας επιβεβαιώνει για την ύπαρξη μιας βάσης 

 1,..., me e , dimm W , για το W  ώστε ( , ) 0i jg e e   αν i j  και ( ) 1iQ e    για 

1,...,i m . Θεωρούμε ότι 1m n   και ότι η  1,..., ,m ne e e  είναι μια βάση του V . 

Είναι προφανές ότι τα διανύσματα  1,..., ,m ne e e  είναι γραμμικά ανεξάρτητα. 

Εφόσον το πλήθος των στοιχείων του συνόλου  1,..., ,m ne e e  είναι 1m n  , και 

οι δύο ισχυρισμοί μας προκύπτουν αν μπορούμε να δείξουμε ότι αυτό το σύ-

νολο παράγει το V . Έτσι, έστω v  ένα τυχαίο στοιχείο του V  και θεωρούμε το 

διάνυσμα   ( , )n n nw v Q e g v e e  . Τότε w  είναι στο W  αφού 

2( , ) ( ( ( ) ( , ), ) ( , ) ( ( )) ( , ) 0n n n n n n ng w e g v Q e g v e e g v e Q e g v e     . Έτσι, μπορούμε 

να γράψουμε ότι 1
1 )... ( ( ( , ))m

m n n nv w e w e Q e g v e e     και επομένως τα  

 1,..., ,m ne e e  παράγει το V . 

Για να δείξουμε ότι το πλήθος r  των ie  για τα οποία ( ) 1iQ e    είναι το ίδιο 

για κάθε ορθογώνια βάση συνεχίζουμε ως εξής: Αν 0r   το αποτέλεσμα είναι 



 80 

προφανές αφού ( ) 0Q v   για κάθε v  στο V , δηλαδή το g  είναι θετικά ορισμέ-

νο. Αν 0r  , τότε ο V  θα έχει υπόχωρους στους οποίους το g  είναι αρνητικά 

ορισμένο και επομένως θα έχει υπόχωρους με μέγιστη διάσταση στους οποί-

ους το g  είναι αρνητικά ορισμένο. Θα δείξουμε ότι το r  είναι η διάσταση ο-

ποιουδήποτε τέτοιου μέγιστου υπόχωρου W  και για αυτό δίνει έναν αναλ-

λοίωτο (ανεξάρτητο της βάσης) χαρακτηρισμό του r . Αριθμήστε τα στοιχεία 

της βάσης ώστε  1 1,..., , ,...,r r ne e e e , όπου ( ) 1iQ e   για 1,...,i r n  . Έστω 

 1,..., rSpan e e   να είναι ο υπόχωρος του V  που παράγεται από το 

 1,..., re e . Τότε, εφόσον το g  είναι αρνητικά ορισμένο στο X  και dim X r , 

βρίσκουμε ότι dimr W . Για να δείξουμε ότι dimr W , ορίζουμε μια απεικό-

νιση :T W X  ως εξής: Αν το 
1

n
i

i
i

w w e


  είναι μέσα στο W  τότε 
1

r
i

i
i

Tw w e


 . 

Τότε η T  είναι προφανώς γραμμική. Υποθέστε ότι το w  είναι τέτοιο ώστε 

0Tw  . Τότε για κάθε 1,...,i r , 0iw  .  

Έτσι, 2

1 1 , 1 1

( ) ( , ) ( , ) ( )
n n n n

i j i j i
i j i j

i r j r i j r i r
Q w g w e w e g e e w w w

       

       

Το οποίο είναι μεγαλύτερο ή ίσο με μηδέν. Αλλά το g  είναι αρνητικά ορισμέ-

νο στο W  και άρα πρέπει να έχουμε 0iw   για 1,...,i r n  , δηλαδή, 0w  . 

Έτσι το κενό σύνολο της T  είναι  0  και για αυτό η T  είναι ένας ισομορφι-

σμός του W σε έναν υπόχωρο του X . Συνεπώς, dim dimW X r  . 

 

Το πλήθος r  των ie  σε κάθε ορθογώνια βάση για το g  με ( ) 1iQ e    καλείται 

ο δείκτης του g . Στο εξής θα θεωρούμε ότι όλες οι ορθογώνιες βάσεις δηλώνο-

νται με τέτοιο τρόπο ώστε αυτά τα ie  να εμφανίζονται στο τέλος της λίστας 

και να αριθμούνται ως εξής:  

 2 1, ,..., , ,...,n r n r ne e e e e    

όπου ( ) 0iQ e   για 1, 2,...,i n r   και ( ) 1iQ e    για 1,...,i n r n   .  
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Ανάλογα προς μια τέτοια βάση αν i
iv v e  και i

iw w e , τότε έχουμε  

1 1 1 1( , ) ... ...n r n r n r n r n ng v w v w v w v w v w           . 
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1. Χωρόχρονος Minkowski 

 

O χωρόχρονος Minkowski είναι ένας 4-διάστατος πραγματικός διανυσματι-

κός χώρος M  πάνω στον οποίο ορίζεται μια μη εκφυλισμένη, συμμετρική, δι-

γραμμική μορφή g  με δείκτη 1.Τα στοιχεία του M  θα καλούνται γεγονότα 

και η g  θα καλείται εσωτερικό γινόμενο Lorentz στο M . Επομένως, υπάρχει 

μια βάση  1 2 3 4, , ,e e e e  του M  με την ιδιότητα αν a
av v e  και a

aw w e  τότε  

1 1 2 2 3 3 4 4( , )g v w v w v w v w v w    . 

Τα στοιχεία του M  είναι γεγονότα και όπως προτείναμε στην εισαγωγή, θα 

τα σκεφτόμαστε διαισθητικά ως πραγματικά ή φυσικά πιθανά σημεία-

γεγονότα. Μια ορθογώνια βάση  1 2 3 4, , ,e e e e  του M  βάζει συντεταγμένες σε 

αυτόν τον κόσμο γεγονότων και θα αναγνωρίζεται από ένα «πλαίσιο αναφο-

ράς». Έτσι, αν 1 2 3 4
1 2 3 4x x e x e x e x e    , θεωρούμε τις συντεταγμένες 

1 2 3 4( , , , )x x x x  του x  σχετικά με το  ae  ως οι χωρικές 1 2 3( , , )x x x  συντεταγμένες 

και η χρονική  4x  συντεταγμένη που συνθέτουν το γεγονός x  σε σχέση με 

τον παρατηρητή ο οποίος προΐσταται σε αυτό το πλαίσιο αναφοράς. Καθώς 

εμβαθύνουμε στις έννοιες της μελέτης μας κατά καιρούς θα αναπτύσσουμε, 

βελτιώνουμε και θα προσθέτουμε νέα στοιχεία σε αυτή τη βασική φυσική α-

ναπαράσταση, αλλά προς το παρόν, αυτό αρκεί. 

Για οικονομία θα εισάγουμε έναν 4 4  πίνακα n  που ορίζεται ως 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

n

 
 
 
 
  

, 

Του οποίου τα στοιχεία θα συμβολίζονται είτε abn  ή abn , η επιλογή για κάθε 

περίπτωση καθορίζεται από τις απαιτήσεις της συνθήκης άθροισης. 
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Έτσι, 1ab
abn n   αν 1, 2,3a b  , 1  αν 4a b   και 0 διαφορετικά. Σαν α-

ποτέλεσμα, μπορούμε να γράψουμε  , ab
a b abg e e n n   και, με τη συνθήκη 

αθροίσματος ( , ) a b
abg v w n v w . 

Εφόσον το εσωτερικό μας γινόμενο Lorentz g  στο M  δεν είναι θετικά ορι-

σμένο, υπάρχουν μη μηδενικά διανύσματα v  στο M  για τα οποία ( , ) 0g v v  , 

π.χ. 1 4v e e   είναι ένα τέτοιο αφού 

1 1 4 4( , ) ( ) 2 ( , ) ( ) 1 0 1 0g v v Q e g e e Q e       . Τέτοια διανύσματα λέμε ότι είναι 

φωτοειδή (lightlike) και ο M  έχει βάσεις που αποτελούνται αποκλειστικά από 

τέτοιου είδους διανύσματα. 

 

Θεώρημα 1.2.1. Δύο μη μηδενικά φωτοειδή διανύσματα v  και w  στο M  είναι 

ορθογώνια αν και μόνο αν είναι παράλληλα, δηλαδή, αν και μόνο αν υπάρ-

χει ένα t  στο   ώστε v tw . 

Πράγματι: Η ανισότητα Schwartz για το 3  λέει ότι  

αν 1 2 3( , , )x x x x  και 1 2 3( , , )y y y y  τότε  

               2 2 2 2 2 2 21 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3x y x y x y x x x y y y        

Και η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν τα x  και y  είναι γραμμικά εξαρτημένα. 

 

Στη συνέχεια θεωρούμε δυο διαφορετικά γεγονότα 0x  και x  για τα οποία το 

διάνυσμα μετατόπισης 0v x x   από το 0x  στο x  είναι φωτοειδή, δηλαδή 

0( ) ( ) 0Q v Q x x   . Σχετικά με κάθε ορθογώνια βάση  ae , αν a
ax x e  και 

0 0
a

ax x e , τότε  

1 1 2 2 2 2 3 3 2 4 4 2
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0x x x x x x x x        . (1.2.1.) 
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Αλλά αυτό το είδαμε και πριν. Είναι ακριβώς η συνθήκη που, στην εισαγωγή, 

αποφασίσαμε να περιγράφει τη σχέση μεταξύ δυο γεγονότων που βρίσκονται 

πάνω στην κοσμική γραμμή ενός φωτονίου. Για αυτόν τον λόγο, και εξαιτίας 

της τυπικής ομοιότητας μεταξύ της (1.2.1.) και της εξίσωσης του δεξιά κυκλι-

κού κώνου στο 3 , ορίζουμε κώνο φωτός 0( )NC x  στο 0x  του M  ως 

 0 0( ) : ( ) 0nC x x M Q x x     και το απεικονίζουμε εξαφανίζοντας την τρίτη 

χωρική διάσταση 3x .  

 

Ο 0( )nC x , για αυτό αποτελείται από εκείνα τα γεγονότα του M  που είναι 

«συνδέσιμα με το 0x  με μια ακτίνα φωτός». Για κάθε τέτοιο γεγονός x  (εκτός 

από το ίδιο το 0x ) ορίζουμε την φωτοειδή κοσμική γραμμή (φωτοειδές κοσμι-

κή γραμμή) (ή ακτίνα φωτός) 
0,x xR  που περιέχει τα x  και 0x  ως 

 
0, 0 0( ) :x xR x t x x t     και το σκεφτόμαστε ως την κοσμική γραμμή αυτού 

του συγκεκριμένου φωτονίου το οποίο περνάει και από το x  και από το 0x . 

 

Παρατήρηση: 

Ισχύει ότι αν 0( ) 0Q x x  , τότε 
0 0, ,x x x xR R .  
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Ο 0( )NC x  είναι απλά η ένωση όλων των ακτίνων φωτός που διέρχονται από 

το 0x . Πράγματι, 

 

Θεώρημα 1.2.2. Έστω 0x  και x  δυο διαφορετικά γεγονότα με 0( ) 0Q x x  . 

Τότε  

0 , 0( ) ( )x x N NR C x C x   (1.2.2) 

Απόδειξη 

Πρώτα, έστω 0 0( )z x t x x    ένα στοιχείο του 
0 ,x xR . Τότε 0 0( )z x t x x    έτσι 

2
0 0( ) ( ) 0Q z x t Q x x     και άρα το z  είναι στο 0( )NC x . Από την προηγούμε-

νη παρατήρηση προκύπτει με τον ίδιο τρόπο ότι το z  είναι στο ( )NC x  και 

άρα 
0 , 0( ) ( )x x N NR C x C x  . Για να αποδείξουμε το αντίστροφο θεωρούμε ότι 

το z  είναι στο 0( ) ( )N NC x C x . Τότε καθένα από τα διανύσματα z x , 0z x  

και 0x x  είναι φωτοειδές. Αλλά 0 0( ) ( )z x z x x x      έτσι 

0 0 0 0 00 ( ) ( ) 2 ( , ) ( ) 2 ( , )Q z x Q z x g z x x x Q x x g z x x x             . Έτσι, 

0( , ) 0g z x x x   . Αν z x  τελειώσαμε. Αν z x , τότε, εφόσον 0x x  μπο-

ρούμε να εφαρμόσουμε το Θεώρημα 1.2.1. για τα ορθογώνια φωτοειδές δια-

νύσματα z x  και 0x x  για να πάρουμε ένα t  στο  ώστε 0( )z x t x x    και 

προκύπτει ότι το z  είναι στο 
0 ,x xR . 

 

Για λόγους οι οποίοι δεν μας απασχολούν τώρα, αλλά θα γίνουν σαφείς, ένα 

διάνυσμα v  στο M  λέμε ότι είναι χρονοειδές αν ( ) 0Q v   και χωροειδές αν 

( ) 0Q v  . 

 

Αν v  είναι το διάνυσμα μετατόπισης 0x x  μεταξύ δύο γεγονότων, τότε , σχε-

τικά με κάθε ορθογώνια βάση του M , το 0( ) 0Q x x   γίνεται 

1 2 2 2 3 2 4 2( ) ( ) ( ) ( )x x x x       . {Το 0x x  είναι μέσα στο φωτοειδές κώνο στο 
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0x }. Έτσι, η (τετραγωνική) χωρική διαχώριση των δύο γεγονότων είναι μικρό-

τερη από την (τετραγωνική) απόσταση που το φως θα ταξίδευε κατά τη διάρ-

κεια της διαφοράς χρόνου μεταξύ των γεγονότων. (Θυμηθείτε ότι το 4x  ì ε-

τριέται σε χρόνο ταξιδίου του φωτός). Αν το 0x x  είναι χωροειδές η ανισότη-

τα αντιστρέφεται. Απεικονίζουμε το 0x x  εκτός του φωτοειδές κώνου στο 0x  

και η χωρική διαχώριση στα x  και 0x  είναι τόσο μεγάλη που ούτε ένα φωτό-

νιο δεν ταξιδεύει τόσο γρήγορα ώστε να προλάβει και τα δύο γεγονότα. 

Αν  1 2 3 4, , ,e e e e  και είναι δυο ορθογώνιες βάσεις του M , τότε υπάρχει ένας 

μοναδικός γραμμικός μετασχηματισμός :L M M  ώστε ?( )a aL e e  για κάθε 

1, 2,3,4a  . Όπως θα δούμε, μια τέτοια απεικόνιση «διατηρεί το εσωτερικό γι-

νόμενο του M », δηλαδή είναι του ακόλουθου τύπου: Ένας γραμμικός μετα-

σχηματισμός :L M M  καλείται ορθογώνιος μετασχηματισμός του M  αν 

( , ) ( , )X yg L L g x y  για κάθε x  και y  στο M . 

 

Παρατήρηση:  

Αν το εσωτερικό γινόμενο στο M  είναι μη εκφυλισμένο, ένας ορθογώνιος με-

τασχηματισμός είναι απαραίτητα ένα-προς-ένα και επομένως ένας ισομορφι-

σμός.  

 

Λήμμα 1.2.3. Έστω :L M M  ένας γραμμικός μετασχηματισμός. Τότε τα α-

κόλουθα είναι ισοδύναμα: 

a) Ο L  είναι ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός. 

b) Ο L  διατηρεί την τετραγωνική μορφή του M , δηλαδή ( ) ( )Q Lx Q x  

για όλα τα x  στο M . 

c) Ο L  μεταφέρει κάθε ορθογώνια βάση του M  σε οποιαδήποτε άλλη 

βάση του M . 
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Τώρα έστω :L M M  ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός του M  και 

1 2 3 4{ , , , }e e e e  μια ορθογώνια βάση του M . Από το Λήμμα 1.2.3. τα 

11? ee L ,
22? ee L ,

33? ee L  και 
44? ee L  αποτελούν επίσης μια ορθογώνια βάση του 

M . Συγκεκριμένα, καθένα από τα ue , 1, 2,3,4u   μπορεί να εκφραστεί ως ένας 

γραμμικός συνδυασμός των ?ae : 

1 2 3 4
1 2 3 4? ? ? ? ?a

u u u u u u ae e e e e e        , 1, 2,3,4u   (1.2.3) 

Όπου τα a
u  είναι σταθερές.  

Τώρα οι συνθήκες ορθογωνιότητας ( , )c d cdg e e n , , 1, 2,3, 4c d   μπορούν να 

γραφούν 

1 1 2 2 3 3 4 4
c d c d c d c d cdn          (1.2.4) 

Ή με τον συμβολισμό άθροισης:  

a b
c d ab cdn n   , , 1, 2,3, 4c d  . (1.2.5) 

 

Ορίζουμε τον πίνακα 
, 1,2,3,4

a
b a b

      του ορθογώνιου μετασχηματισμού L  

και της ορθογώνιας βάσης  ae  ως  

1 1 1 1
1 2 3 4

2 2 2 2
1 2 3 4

3 3 3 3
1 2 3 4

4 4 4 4
1 2 3 4

    
      
    
 
     

 

Παρατηρήστε ότι ο   είναι στην πραγματικότητα ο πίνακας 1L  της βάσης 

 ?ae . 

Ευρετικά, οι συνθήκες (1.2.5.) υποστηρίζουν ότι «οι στήλες του   είναι αντί-

στοιχα ορθογώνια μοναδιαία διανύσματα», ενώ η (1.2.6) υποστηρίζει το ίδιο 

για τις γραμμές. 

Θεωρούμε τον πίνακα   του L  και  ae , ως ένα πίνακα μετασχηματισμού 

συντεταγμένων με το συνήθη τρόπο. Ειδικότερα, αν το γεγονός x  στο M  έχει 
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συντεταγμένες 1 2 3 4
1 2 3 4x x e x e x e x e     ως προς  ae , τότε οι συντεταγμένες 

του ως προς    ?
aa ee L  είναι 1 2 3 4

1 2 3 4? ? ? ? ? ? ? ?x x e x e x e x e    , όπου 

1 1 1 1 2 1 3 1 4
1 2 3 4?x x x x x      

2 2 1 2 2 2 3 2 4
1 2 3 4?x x x x x         

3 3 1 3 2 3 3 3 4
1 2 3 4?x x x x x         

4 4 1 4 2 4 3 4 4
1 2 3 4?x x x x x         

Το οποίο γράφουμε πιο περιεκτικά ως 

?a a b
bx x  , 1, 2,3,4a  . (1.2.7) 

 

Εκτελώντας τους κατάλληλους πολλαπλασιασμούς πινάκων είναι φανερό ότι 

ο (1.2.5.) (και επομένως ο (1.2.6)) είναι ισοδύναμος με  

T n n    (1.2.8) 

Όπου Τ σημαίνει ο ανεστραμμένος. 

Βασική Παρατήρηση 1.2.9: 

Η σχέση (1.2.8) είναι η συνθήκη που ο   είναι ο πίνακας ενός γραμμικού με-

τασχηματισμού ο οποίος διατηρεί την τετραγωνική μορφή του M . Ειδικότε-

ρα, αν το 0x x  είναι το διάνυσμα μετατόπισης μεταξύ δυο γεγονότων για τα 

οποία 0( ) 0Q x x  , τότε 1 2 2 2 3 2 4 2( ) ( ) ( ) ( )x x x x        και 

1 2 2 2 3 2 4 2? ? ? ?( ) ( ) ( ) ( )x x x x       , όπου τα ?ax  είναι, από το (1.2.7), ?a a b
bx x    , 

είναι μηδέν. Εξηγώντας το φυσικά, οι δυο παρατηρητές που καθορίζουν τα  

πλαίσια αναφοράς συμφωνούν ότι τα 0x  και x  συνδέονται με μια ακτίνα φω-

τός, δηλαδή, συμφωνούν για την ταχύτητα του φωτός. 

Οποιοσδήποτε 4 4  πίνακας   που ικανοποιεί την (1.2.8) καλείται ένας γενι-

κός (ομογενής) μετασχηματισμός Lorenz. Κάποιες φορές θα παραβιάζουμε 

την ορολογία και θα αναφερόμαστε στον μετασχηματισμό συντεταγμένων 



 89 

(1.2.7) ως έναν μετασχηματισμό Lorentz. Εφόσον οι ορθογώνιοι μετασχηματι-

σμοί του M  είναι ισομορφισμοί και για αυτό αντιστρέψιμοι ο πίνακας   ε-

νός τέτοιου ορθογώνιου μετασχηματισμού πρέπει να είναι επίσης αντιστρέ-

ψιμος2. Από το (1.2.8) βρίσκουμε ότι T n n    συνεπάγεται 1T n n     έτσι 

ώστε 1 1 Tn n    , ή εφόσον 1n n  , 1 Tn n   . (1.2.9) 

 

Το σύνολο όλων των γενικών (ομογενών) μετασχηματισμών Lorentz σχηματί-

ζουν μια ομάδα υπό τον πολλαπλασιασμό πινάκων, δηλαδή ότι είναι κλειστό 

υπό τον σχηματισμό γινομένων και αντιστρόφων. Αυτή η ομάδα καλείται η 

γενική (ομογενής) ομάδα Lorentz και θα τη συμβολίζουμε GHL . 

 

Θα συμβολίζουμε τα στοιχεία στον πίνακα 1  με b
a  έτσι ώστε από την 

(1.2.9) 

1 1 1 1 1 2 3 4
1 2 3 4 1 1 1 1
2 2 2 2 1 2 3 4

1 2 3 4 2 2 2 2
3 3 3 3 1 2 3 4

1 2 3 4 3 3 3 3
4 4 4 4 1 2 3 4

1 2 3 4 4 4 4 4

          
             
          
   
            

 (1.2.10) 

 

Ισχύει ότι  

b bd c
a ac dn n   , , 1, 2,3, 4,a b   (1.2.11) 

Και όμοια  

a ac d
b bd cn n   , , 1, 2,3, 4c d  . (1.2.12) 

 

Εφόσον ο 1  είναι στο GHL  όπου βρίσκεται το   θα πρέπει επιπλέον να ικα-

νοποιεί συνθήκες ανάλογες ως προς τις (1.2.5) και (1.2.6), συγκεκριμένα, 

c d cd cd
a b n n   , , 1,2,3,4,c d   (1.2.13) 

                                                
2 δες επίσης το (1.2.6) 
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και 

c d
a b cd abn n   , , 1, 2,3, 4.a b   (1.2.14) 

Οι ανάλογες σχέσεις των (1.2.3) και (1.2.7) είναι  

? a
u u ae e  , 1, 2,3,4u  , (1.2.15) 

Και 

?b b a
ax x  , 1, 2,3, 4.b    
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2. Η Ομάδα Lorentz 

 

Ας παρατηρήσουμε ότι θέτοντας 4c d   στην 1.2.5. παίρνουμε ότι: 

       2 2 2 24 1 2 3
4 4 4 41         έτσι ώστε  24

4 1  . Συνεπώς 4
4 1   ή 4

4 1   . 

Ένα στοιχείο   του GHL  θα είναι ορθοχρονοειδές (orthochronous) αν 4
4 1   

και μη ορθοχρονοειδές αν 4
4 1   . Οι μη ορθοχρονικοί Lorentz μετασχημα-

τισμοί έχουν κάποια συγκεκριμένα χαρακτηριστικά τα οποία και θα παρου-

σιάσουμε. 

 

Θεώρημα 1.3.1.: Έστω u  χρονοειδές και w  να είναι είτε χρονοειδές είτε φωτο-

ειδές και μη μηδενικό. Έστω  ae  να είναι μια ορθοκανονική βάση για τον M  

με a
au u e  και a

aw w e . Τότε είτε: 

 (α) 4 4 0u w   οπότε  , 0g u w   ή  

 (β) 4 4 0u w   οπότε  , 0g u w   

Απόδειξη 

(α) Από υπόθεση έχουμε  

         2 2 2 21 2 3 4, 0g u u u u u u      και  

       2 2 2 21 2 3 4 0w w w w    . 

Έτσι: 

                 
.2 2 2 2 2 2 2 24 4 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

A S
u w u u u w w w u w u w u w         

Άρα βρίσκουμε ότι: 

4 4 1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3u w u w u w u w u w u w u w       

Και έτσι: 
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1 1 2 2 3 3 4 4 0u w u w u w u w     οπότε  , 0g u w  . 

(β) Αν πάλι 4 4 0u w   τότε  , 0g u w   άρα  , 0g u w   

 

Πόρισμα 1.3.2.: 

Αν ένα μη μηδενικό διάνυσμα του M  είναι ορθογώνιο σε ένα χρονοειδές 

διάνυσμα τότε πρέπει να είναι χωροειδές. 

 

Θα συμβολίζουμε με   το σύνολο όλων των χρονοειδών διανυσμάτων στον 

M  και ορίζουμε   να είναι μια σχέση τέτοια ώστε: αν u  και w  είναι στο   

τότε  , 0u w g u w   (έτσι ώστε τα 4u  και 4w  να είναι ομόσημα για κάθε 

ορθοκανονική βάση). 

 

Εύκολα μπορούμε να αποδείξουμε ότι η   είναι μια σχέση ισοδυναμίας εφό-

σον είναι: 

 Αυτοπαθής u u  (  , 0g u u  ) 

 Συμμετρική u w w u   (    , 0 , 0g u w g w u   ) 

 Μεταβατική u w  και w x    u x  

 

Ακόμα   είναι η ένωση των δυο ξένων υποσυνόλων    και    με την ιδιότη-

τα u w  για όλα τα u  και w  στο   , u w  για όλα τα u  και w  στο    και 

u w  αν το ένα είναι στο    και το άλλο στο   . 

 

Θεωρούμε τα στοιχεία των    (και   ) να έχουν τον ίδιο χρονικό προσανατο-

λισμό. Πιο συγκεκριμένα επιλέγουμε αυθαίρετα το    και αναφερόμαστε στα 
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στοιχεία του σαν μελλοντοκατευθυνόμενα (future directed) χρονοειδή διανύ-

σματα ενώ σε αυτά του    παρελθοντοκατευθυνόμενα (past directed). 

 

Για κάθε 0x M  ορίζουμε τον χρονικό κώνο  0TC x , τον μελλοντικό  0T
C x  

και τον παρελθοντικό  0T
C x  στο 0x  ως εξής: 

    0 0: 0TC x x M Q x x     

     0 0 0:
T TC x x M x x C x          και  

     0 0 0:
T TC x x M x x C x          

Μπορούμε να φανταστούμε το  0TC x  σαν το εσωτερικό του φωτοειδή κώνου 

 0NC x . Είναι η ξένη ένωση των  0T
C x  και  0T

C x  και θα υιοθετήσουμε την 

συνθήκη ότι οι εικόνες μας θα σχεδιάζονται πάντα με μελλοντοκατευθυνόμε-

να διανύσματα που θα δείχνουν προς τα πάνω. 

 

Θέλουμε να επεκτείνουμε την έννοια των μελλοντικών και παρελθοντικών 

διανυσμάτων στα μη μηδενικά null διανύσματα επίσης. Πρώτα παρατηρούμε 

ότι αν n  είναι ένα μη μηδενικό null διάνυσμα τότε το n u  έχει το ίδιο πρόση-

μο για όλα τα u  στο   . Για να φανεί αυτό υποθέτουμε ότι υπάρχουν διανύ-

σματα 1u  και 2u  στο    τέτοια ώστε 1 0n u   και 2 0n u  . Μπορούμε να υπο-

θέσουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι 1 2n u n u    αφού και να μην ισχύει 
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μπορούμε να αντικαταστήσουμε το 1u  με το 2
1

1

n u u
n u



 που ανήκει στο    και 

ικανοποιεί την  2 2
1 1 2

1 1

, ,n u n ug n u g n u n u
n u n u

  
       

. Άρα 1 2n u n u     και ε-

πομένως 1 2 0n u n u    . Δηλαδή:  1 2 0n u u   . Αλλά 1 2u u  είναι στο    και 

άρα είναι χρονικά. Αλλά n  είναι μη μηδενικό και φωτοειδές. Άτοπο.  

Επομένως ένα μη μηδενικό φωτοειδές διάνυσμα n  είναι μελλοντοκατευθυνό-

μενο αν 0n u   για όλα τα u  στο    και παρελθοντοκατευθυνόμενο αν 

0n u   για όλα τα u  στο   . 

 

Για κάθε 0x  στο M  ορίζουμε τον μελλοντικό φωτοειδή κώνο στο 0x  ως: 

    0 0 0:  είναι μελλοντοκατευθυνόμενο
N NC x x C x x x     

Και τον παρελθοντικό φωτοειδή κώνο στο 0x  ως: 

    0 0 0:  είναι παρελθοντοκατευθυνόμενο
N NC x x C x x x     

 

Θεώρημα 1.3.3: Έστω 
, 1,2,3,4

a
b a b

      να είναι ένα στοιχείο της GHL  και 

  1,2,3,4a ae


 να είναι μια ορθοκανονική βάση του M . Τότε τα ακόλουθα είναι 

ισοδύναμα: 

1. ο   είναι ορθοχρονικός 

2. ο   διατηρεί τον χρονικό προσανατολισμό όλων των μη μηδενικών 

φωτοειδών διανυσμάτων 

3. ο   διατηρεί τον χρονικό προσανατολισμό όλων των χρονικών διανυ-

σμάτων 

 

Ας παρατηρήσουμε ότι στην πραγματικότητα έχουμε ότι αν ο   είναι μη ορ-

θοχρονικός τότε υποχρεωτικά αντιστρέφει τον χρονικό προσανατολισμό ό-
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λων των χρονικών και μη μηδενικών φωτοειδών διανυσμάτων. Για αυτό τον 

λόγο επιλέγουμε να περιορίσουμε την προσοχή μας στα ορθοχρονικά στοι-

χεία του GHL . Εφόσον ένας τέτοιος Lorentz μετασχηματισμός δεν αντιστρέφει 

ποτέ τον χρονικό προσανατολισμό ενός χρονικού διανύσματος, μπορούμε να 

περιοριστούμε ακόμα περισσότερο σε ορθοκανονικές βάσεις  1 2 3 4, , ,e e e e  με το 

4e  να είναι μελλοντικά προσανατολισμένο.  

 

Υπάρχει ακόμα ένας περιορισμός που θα θελήσουμε να επιβάλουμε στους 

Lorentz μετασχηματισμούς μας. Ας παρατηρήσουμε ότι όταν παίρνουμε ορί-

ζουσες και στα δυο μέλη της (1.2.8) έχουμε: 

   det det det det
det 1

det det

T

T

n n      
   

 

Πλέον ένας Lorentz μετασχηματισμός θα καλείται γνήσιος (proper) αν 

det 1   και μη γνήσιος αν det 1   . 

 

Παρατήρηση: 

Ένας ορθοχρονοειδές Lorentz μετασχηματισμός θα είναι μη γνήσιος αν και 

ì όνο αν είναι της μορφής  

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 
 
 
 
 
 

 όπου Λ ένας γνήσιος ορθοχρονοειδής μετασχηματισμός.  

Πράγματι θα ισχύει εφόσον η ορίζουσα του θα είναι το γινόμενο των οριζου-

σών του πίνακα και του Λ όπου του πίνακα είναι -1 και του Λ είναι 1. Άρα θα 

είναι ίσο με -1. 

 

Μπορούμε ακόμα να παρατηρήσουμε ότι ο πίνακας που βρίσκεται στα αρι-

στερά του Λ είναι ένας ορθοχρονοειδές Lorentz μετασχηματισμός και σαν με-
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τασχηματισμός συντεταγμένων έχει την ιδιότητα να αλλάζει το πρόσημο της 

πρώτης χωρικής συντεταγμένης αντιστρέφοντας τον χωροειδές προσανατολι-

σμό. Εφόσον δεν υπάρχει κάποιος υποχρεωτικός λόγος για να κάνουμε μια 

τέτοια αλλαγή θα περιορίσουμε την προσοχή μας στο σύνολο L  των γνησίων 

ορθοχρονοειδών Lorentz μετασχηματισμών. Κάνοντας το αυτό μπορούμε να 

περιορίσουμε παιρετέρω την ορθοκανονική μας βάση επιλέγοντας έναν προ-

σανατολισμό για των χωρικό άξονα συντεταγμένων. Πιο συγκεκριμένα θα 

ορίσουμε μια επιτρεπτή (admissible) βάση για τον M  να είναι μια ορθοκανο-

νική βάση  1 2 3 4, , ,e e e e  με το 4e  να είναι χρονοειδές και μελλοντικά προσανα-

τολισμένο και  1 2 3, ,e e e  χωρική και δεξιόχειρη (right handed) ικανοποιώντας 

δηλαδή την 1 2 3 1e e e    (εφόσον ο περιορισμός του g  στο γινόμενο των 

 1 2 3, ,e e e  είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόμενο του 3  το εξωτερικό αλλά και 

το εσωτερικό γινόμενο εδώ είναι τα γνωστά από τον διανυσματικό λογισμό). 

Σε αυτό το σημείο θα ταυτίσουμε την επιτρεπτή μας βάση με το «επιτρεπτό 

πλαίσιο αναφοράς». Οποιεσδήποτε τέτοιες βάσεις (πλαίσια) σχετίζονται μέσω 

ενός γνήσιου ορθοχρονικού Lorentz μετασχηματισμού. 

 

Παρατήρηση: 

Το σύνολο L  των γνησίων ορθοχρονοειδών Lorentz μετασχηματισμών είναι 

υποομάδα της GHL . 

 

Γενικότερα στο εξής θα αναφερόμαστε στο L  σαν ομάδα Lorentz και τα στοι-

χεία του θα τα ονομάζουμε μετασχηματισμούς Lorentz με την έννοια ότι είναι 

όλα γνήσια και ορθοχρονοειδή. Περιστασιακά είναι εξαιρετικά βολικό να ε-

πεκτείνουμε την ομάδα των μετασχηματισμών συντεταγμένων ώστε να περι-

λαμβάνει και χωρικούς μετασχηματισμούς αποκτώντας έτσι την ανομοιογενή 

ομάδα Lorentz ή αλλιώς την ομάδα Poincare. Αυτό από άποψη φυσικής μας 

επιτρέπει «επιτρεπτους» παρατηρητές να χρησιμοποιούν διαφορετικές χωρι-

κές αρχές (συντεταγμένων). 
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Η Ομάδα Lorentz L έχει μια σημαντική υποομάδα Ρ η οποία αποτελείται από 

όλα τα a
bR R     της μορφής  

0

0

0
0 0 0 1

i
jR

R

 
 

     
 
  

  

Όπου i
jR    με , 1, 2,3i j   είναι ένας μονομετρικός  ορθογώνιος πίνακας, δη-

λαδή ικανοποιεί τις συνθήκες det 1i
jR     και 

1Ti i
j jR R


       . Εύκολα παρα-

τηρούμε ότι οι συνθήκες ορθογωνιότητας ικανοποιούνται από έναν τέτοιο πί-

νακα R και επιπλέον 4
4 1R   και det 1i

jR R     αποδεικνύοντας έτσι ότι ο R 

είναι πράγματι στο L. Οι μετασχηματισμοί συντεταγμένων που σχετίζονται με 

το R ανταποκρίνονται φυσικά σε μια στροφή του χωρικού άξονα συντεταγμέ-

νων μέσα σε ένα δοσμένο πλαίσιο αναφοράς. Για αυτό και το R καλείται υπο-

ομάδα περιστροφής του L και τα στοιχεία της καλούνται στροφές στο L. 

 

Λήμμα: Έστω 
, 1,2,3,4

a
b a b

      να είναι ένας γνήσιος ορθοχρονοειδές μετα-

σχηματισμός Lorentz. Τα επόμενα είναι ισοδύναμα: 

1. Ο Λ είναι στροφή 

2. 1 2 3
4 4 4 0       

3. 4 4 4
1 2 3 0       

4. 4
4 1   

Απόδειξη 

Θέτω στην 1.2.5. 4c d   και έχω  

       2 2 2 21 2 3 4
4 4 4 4 1          
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Θέτω στην 1.2.6 4a b   και έχω 

       2 2 2 24 4 4 4
1 2 3 4 1          

Η ισοδυναμία φαίνεται από τις παραπάνω σχέσεις και το γεγονός ότι ο Λ θε-

ωρείται ορθοχρονοειδές. Εφόσον μια στροφή στο L ικανοποιεί εξ’ ορισμού τα 

2, 3, 4, αρκεί να δείξω ότι αν ο Λ ικανοποιεί μια (και επομένως όλες) εκ των 2, 

3, 4 τότε 
, 1,2,3

i
j i j

      είναι ένας μονομετρικός ορθογώνιος πίνακας. Προ-

φανές. 

 

Παρατήρηση: R  είναι υποομάδα του L  

 

Υπάρχουν 16 παράμετροι σε κάθε μετασχηματισμό Lorentz παρά το γεγονός 

ότι δεν είναι όλοι ανεξάρτητοι μεταξύ τους. Τώρα θα εξάγουμε κάποιες φυσι-

κές ερμηνείες για αυτές τις παραμέτρους. Έτσι θεωρούμε δυο επιτρεπτές βά-

σεις  ae  και  ae  και τα αντίστοιχα επιτρεπτά πλαίσια αναφοράς S  και S . 

Κάθε δυο γεγονότα στην κοσμική γραμμή ενός σημείου και τα οποία μπο-

ρούν να ερμηνευτούν φυσικά ως ότι βρίσκονται σε αδράνεια στο S  έχουν συ-

ντεταγμένες στο S  για τις οποίες   1 2 3
0x x x       και  4

x  είναι η χρονική 

απόσταση των δυο γεγονότων όπως μετρήθηκαν στο S . Έτσι από προηγούμε-

νη σχέση (1.2.16) βρίσκουμε ότι οι αντίστοιχες διαφορές συντεταγμένων στο 

S  είναι    4

4

b ab b
ax x x       . 

Από την 1.3.10 και το γεγονός ότι 4
4  και 4

4  είναι μη μηδενικά έπεται ότι οι 

λόγοι 




4
4

4 4 4
4 4

i i
ix

x


 
 

 για 1, 2,3i   είναι σταθεροί και ανεξάρτητοι του συ-

γκεκριμένου σημείου αδράνειας στο S  που επιλέξαμε να τις εξετάσουμε. Φυ-

σικά αυτοί οι λόγοι ερμηνεύονται ως οι συνιστώσες της συνήθους σχετικής 3 

διανυσμα ταχύτητας του S  σε σχέση με το S : 
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1 2 3
1 2 3u u e u e u e  


 όπου 

4
4
4 4

4 4

i
i iu 
  
 

 για 1, 2,3i   

 

Αντίστοιχα το σχετικής 3 διανυσμα ταχύτητας του S  σε σχέση με το S  είναι  

    1 2 3
2 31u u e u e u e  


   όπου 

4
4

4 4
4 4

ii iu 
  
 

 για 1, 2,3i  . 

 

Έπειτα παρατηρούμε ότι        
23 32 2 2 24 4 4 4

4 4 44
1 1

1
i

i
i i

x
x

 

 

              
  . 

Ομοίως 


        
2

3 32 2 2 24 4 4 4
4 4 44

1 1
1

i

i
i i

x

x

 

 

               
   

Φυσικώς ερμηνεύουμε αυτές τις ισότητες ως επιβεβαίωση ότι η σχετική ταχύ-

τητα του S  σε σχέση με το S  και του S  σε σχέση με το S  χαρακτηρίζονται 

από το ίδιο σταθερό μέγεθος που εμείς θα συμβολίσουμε με  . Έτσι 

  22 4
41


    και επομένως 20 1   όπου 0   αν και μόνο αν   είναι 

στροφή. Λύνοντας ως προς 4
4  (και παίρνοντας την θετική ρίζα εφόσον υπο-

θέσαμε ότι Λ είναι ορθοχρονοειδές) παίρνουμε ότι:  
1

4 2 2
4 1 


    

Η ποσότητα  
1

2 21 


  θα εμφανίζεται συχνά και θα την συμβολίζουμε με  . 

Υποθέτοντας ότι ο Λ δεν είναι στροφή μπορούμε να γράψουμε ότι 

 1 2 3
1 2 3u d d e d e d e    

 
, 

i
i ud


  όπου d


 είναι το κατευθυνόμενο 

3διάστατο διάνυσμα του S  σε σχέση με το S  και id  τα συνημίτονα που δη-

λώνουν την κατεύθυνση του προσανατολισμένου ευθυγράμμου τμήματος στο 

  καθώς ο παρατηρητής στο S  βλέπει να κινείται το  . 



 100 

Ομοίως με πριν      1 2 3
1 2 3u d d e d e d e    

 
   , 

i
i ud


  

 

Συγκρίνοντας τις 1.3.11 και 1.3.14 και με χρήση της 1.3.13 έχουμε ότι: 

 
1

4 2 2
4 1i i

i d 


      για 1, 2,3i   και παρομοίως  

  
1

4 2 2
4 1

ii
i d 


      για 1, 2,3i  . 

 

Οι εξισώσεις 1.3.13 , 1.3.18 και 1.3.19 μας δίνουν την τελευταία γραμμή και 

στήλη του Λ. πράγματι από την 1.2.7 παίρνουμε ότι: 

  4 1 1 2 2 3 3 4x d x d x d x x           για οποιαδήποτε δυο γεγονότα. Ας θε-

ωρήσουμε την ειδική περίπτωση δυο γεγονότων στην κοσμική γραμμή σε ένα 

σημείο αδράνειας στο S . Τότε 1 2 3 0x x x       και επομένως η προηγούμε-

νη σχέση γράφεται  4 4 4

2

1
1

x x x


    


. 

Πιο συγκεκριμένα  4 4x x    αν και μόνο αν ο Λ είναι στροφή. Κάθε σχετική 

κίνηση των S  και S  προκαλεί μια διαστολή του χρόνου με βάση το οποίο 

 4 4x x   . Εφόσον τα δυο γεγονότα μας μπορούν να ερμηνευτούν σαν δυο 

αναγνώσεις σε ένα από τα ρολόγια που βρίσκονται σε αδράνεια στο S ένας 

παρατηρητής στο S  θα συμπεραίνει ότι τα ρολόγια στο S  θα πηγαίνουν πίσω 

(παρά το γεγονός ότι είναι από υπόθεση πανομοιότυπα). 
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3. Χρονοειδή Διανύσματα και Καμπύλες 
 

Ας θεωρήσουμε τώρα με περισσότερες λεπτομέρειες 2 ενδεχόμενα x0 και x για 

τα οποία το x0-x  είναι χρονοειδές, π.χ. Q(x-x0)< 0. Σχετικά με οποιαδήποτε 

παραδεκτή βάση { ae } έχουμε 24232221 )()()()( xxxx  . Τότε, προφα-

νώς, 04 x  και μπορούμε να υποθέσουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι 

04 x ., δηλαδή το x-x0 είναι μελοντοκατευθυνόμενο. Έτσι παίρνουμε  

                                       1))()()((
4

2
1

232221





x

xxx  

Από φυσικής απόψεως, είναι ξεκάθαρο ότι αν κάποιος κινούταν με ταχύτητα 

                                        4

2
1

232221 ))()()((
x

xxx


  

Σε σχέση με το πλαίσιο S που αντιστοιχεί στην {ea} κατά μήκος της γραμμής 

στο Σ από ),,( 3
0

2
0

1
0 xxx έως ),,( 321 xxx  και αν κάποιος ήταν παρών στο 0x , τότε 

θα ήταν και στο x , δηλαδή ότι υπάρχει ένα παραδεκτό σύστημα αναφοράς 

S


στο οποίο τα 0x  και x συμβαίνουν στο ίδιο χωρικό σημείο, το ένα μετά το 

άλλο. Συγκεκριμένα, τώρα αποδεικνύουμε ότι αν κάποιος επιλέξει το 

2
1

232221 ))()()(( xxx  / 4x  και αφήσει τα d1,d2,και d3 να είναι τα συ-

νημίτονα διευθύνσεως στο Σ του προσανατολισμένου ευθύγραμμου τμήματος 

από ),,( 3
0

2
0

1
0 xxx έως ),,( 321 xxx , τότε η βάση }{ ae  για το M που λαμβάνεται από 

την {ea} κάνοντας οποιοδήποτε μετασχηματισμό Lorentz του οποίου η τέταρ-

τη σειρά είναι ,3,2,1,)1( 2
1

24 


id i
i  και  


2
1

24
4 )1( , έχει την 

ιδιότητα .0321  xxx   
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Για να το αποδείξουμε αυτό υπολογίζουμε b
b xx   44 . Για να απλοποιή-

σουμε τους υπολογισμούς παίρνουμε  
1

1 2 2 2 3 2 2( ) ( ) ( ) .x x x x      
  Μπο-

ρούμε καθαρά να υποθέσουμε ότι 0x γιατί διαφορετικά δεν υπάρχει τίπο-

τα να αποδείξουμε.  

Έτσι, 

)(,)(,)( 00
42422 xxQxxxQxxx 


   

και xxd i 
  για i = 1,2,3.  

Από την (1.3.20) παίρνουμε 

.)(
)(

)()(
)( 0

0

24

0

4 xxQ
xxQ

xx
xxQ

xx 











  

Συνεπώς, .)()( 24
0 xxxQ    

Αλλά υπολογίζοντας το Q(x-x0) σε σχέση με τη βάση }{ ae , βρίσκουμε ότι 

24232221
0 )()()()()( xxxxxxQ    άρα πρέπει να έχουμε 

,0)()()( 232221  xxx  δηλαδή 0321  xxx   όπως ζητείται. 

Για οποιοδήποτε χρονοειδές διάνυσμα u στο M ορίζουμε την διάρκεια r(u) 

του u ως εξής: .)()( uQur   Αν το u είναι το διάνυσμα μετατόπισης 

0xxu  μεταξύ δυο ενδεχομένων x και x0, τότε, όπως μόλις δείξαμε, το 

)( 0xxr   έχει φυσική ερμηνεία ως διαστολή χρόνου σε οποιοδήποτε παραδε-

κτό σύστημα αναφοράς στο οποίο και τα 2 ενδεχόμενα συμβαίνουν στο ίδιο 

πλαίσιο. 
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Ένα υποσύνολο του M της μορφής }:)({ 00 Rtxxtx  , όπου το x-x0 είναι 

χρονοειδές , καλείται χρονοειδής ευθεία γραμμή στο Μ. Μια χρονοειδής ευ-

θεία  που περνά από την αρχή των αξόνων καλείται χρονικός άξονας. Δεί-

χνουμε ότι το όνομα δικαιολογείται αποδεικνύοντας ότι αν T είναι χρονικός 

άξονας, τότε υπάρχει επιτρεπτή βάση }{ ae  του M τέτοια ώστε το υποσύνολο 

του M  επεκταμένο με την 4e να είναι το T. Για να το δούμε αυτό επιλέγουμε 

ένα ενδεχόμενο  4e  στο T με 144  ee  και αφήνουμε την επέκταση { 4e } να 

είναι η γραμμική επέκταση του 4e στο M. . Ύστερα παίρνουμε την βάση }{ 4e  

να είναι το ορθογώνιο συμπλήρωμα της βάσης { 4e }του M. Η  }{ 4e  είναι επί-

σης υποσύνολο του M. Ισχυριζόμαστε ότι  }{}{ 44 eSpaneSpanM  (θυμηθεί-

τε ότι ο διανυσματικός χώρος V είναι το ευθύ άθροισμα 2 υπόχωρων W1 και 

W2 του V . Γράφουμε ,21 WWV  αν }0{21 WW   και αν κάθε διάνυσμα στο 

V μπορεί να γραφεί ως άθροισμα ενός διανύσματος στο W1 και ενός διανύ-

σματος στο W2 ). Αφού κάθε μη μηδενικό διάνυσμα στο παράγωγο 4e είναι 

χρονοειδές, ενώ από το πόρισμα 1.3.2, κάθε μη μηδενικό διάνυσμα στο παρά-

γομενο }{ 4e  είναι χωροειδές, είναι ξεκάθαρο ότι  αυτοί οι 2 υπόχωροι τέμνο-

νται μόνο στο μηδενικό διάνυσμα. Μετά λέμε ότι το u ορίζει ένα αυθαίρετο 

διάνυσμα στο M και θεωρούμε το διάνυσμα 44 )( eeuuw   στο M. Αφού 

oeeeueuew  )()( 44444  βρίσκουμε ότι το w ανήκει στο παράγωγο 

}{ 4e . Έτσι, η έκφραση weeuu  44 )(  ολοκληρώνει την απόδειξη ότι 

 }{}{ 44 eSpaneSpanM . Τώρα, ο περιορισμός του M-εσωτερικού γινομένου  

στο παράγωγο }{ 4e είναι θετικά ορισμένο άρα, από το Θεώρημα 1.1.1, μπο-
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ρούμε να πάρουμε 3 διανύσματα 321 ,, eee  στο παράγωγο }{ 4e  τέτοια ώστε 

ijji ee   για i,j=1,2,3. Έτσι, η },,,{ 4321 eeee είναι μια ορθοκανονική βάση για 

το M. Τώρα, ας καθορίσουμε μια παραδεκτή βάση }{ ae του M. Υπάρχει μονα-

δικός ορθογώνιος μετασχηματισμός του M που απεικονίζει την ae  στην ae για 

κάθε .4,3,2,1a  Αν ο αντίστοιχος μετασχηματισμός Lorentz είναι είτε μη γνή-

σιος είτε μη ορθοχρονικός είτε και τα 2, μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε το 

1e  ή το 4e  ή και τα 2 με -1 ώστε να αποκτήσουμε μια επιτρεπτή βάση }{ ae για 

το M με παράγωγο Te }{ 4   και τότε η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. Οποιοδή-

ποτε χρονικός άξονας  είναι γι’ αυτό ο x4-άξονας κάποιου επιτρεπτού παρα-

τηρητή. Αφού οποιαδήποτε χρονοειδής ευθεία γραμμή είναι παράλληλη σε 

κάποιο χρονικό άξονα βλέπουμε μια τέτοια ευθεία γραμμή ως κοσμική γραì-

μή  ενός σημείου αδράνειας στον αντίστοιχο επιτρεπτό πλαίσιο.  

 

Παρατήρηση: 

1. Αν T είναι χρονικός άξονας και x  και 0x  είναι 2 ενδεχόμενα, τότε 0xx   

είναι ορθογώνιο στο T  αν και μόνον αν x και 0x είναι ταυτόχρονα σε οποιο-

δήποτε σύστημα αναφοράς του οποίου ο x4-άξονας είναι το T. 

 

2.  Αν 0xx   είναι χρονοειδές και s είναι ένας αυθαίρετος μη αρνητικός πραγ-

ματικός αριθμός, τότε υπάρχει ένα επιτρεπτό σύστημα αναφοράς στο οποίο η 

διαστολή του χώρου του x και του 0x  είναι s. Επίσης η διαστολή του χρόνου 



 105 

του x και x0 μπορεί να δεχτεί οποιαδήποτε πραγματική τιμή μεγαλύτερη ή ίση 

του )( 0xxr  . 

 

Σύμφωνα με την προηγούμενη παρατήρηση, το )( 0xxr   είναι κατώτερο όριο 

για τον προσωρινό διαχωρισμό των x και 0x , και γι’ αυτό, συχνά αποκαλείται 

γνήσιος διαχωρισμός χρόνου του 0x  και του x. Όταν δεν απαιτείται καμία 

αναφορά στα συγκεκριμένα ενδεχόμενα το  )( 0xxr   συμβολίζεται γενικά με 

r . 

Οποιοδήποτε χρονοειδές διάνυσμα βρίσκεται κατά μήκος κάποιου χρονικού 

άξονα οπότε το )(ur  μπορεί να θεωρηθεί ως ΄΄χρονικό μήκος΄΄(temporal 

length)  του u (ο διαχωρισμός του χρόνου της ουράς και της κορυφής του ό-

πως καταγράφεται από έναν παρατηρητή που παρακολουθεί και τα 2). Είναι 

μια σχετικά ασυνήθιστη έννοια του μήκους, μιας και τα ανάλογα των βασι-

κών ανισώσεων που έχουν συνηθίσει να ασχολούνται με Ευκλείδεια μήκη εί-

ναι γενικά αντεστραμμένα. 

  

Θεώρημα 1.4.1 : (Αντίστροφη ανισότητα Schwartz) Αν v και w είναι χρονοει-

δή διανύσματα του M, τότε 

                                                       222)( wvwv                                         (1.4.1) 

και η ισότητα ισχύει εάν και μόνον εάν  τα u και w είναι γραμμικά ανεξάρτη-

τα. 

Απόδειξη : Θεωρούμε το διάνυσμα wbvau  , όπου wva   και 

2vvvb  . Παρατηρείστε ότι 0)()( 222  wvvwvvwvbavvu . Α-
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φού το v είναι χρονοειδές, το πόρισμα 1.3.2 υπονοεί ότι το u είναι είτε 0 είτε 

χωροειδές. Έτσι, wvbawbvau  20 22222 , με την ισότητα να ισχύ-

ει μόνον όταν 0u . 

Συνεπώς, 22222 wbvawabv  , δηλαδή 

                         ,)()()(2 2222222 wvwvvwvv     

                         2222 )()(2 wvwvwv          (αφού 02 v ) 

                         222)( wvwv  . 

και η ισότητα ισχύει μόνον όταν 0u . Αλλά  0u  σημαίνει ότι 0 bwav  

που, αφού 0 wva  από Θεώρημα 1.3.1, συνεπάγεται ότι τα v και w είναι 

γραμμικά εξαρτημένα. Αντίστροφα, αν v και w είναι γραμμικά εξαρτημένα, 

τότε το ένα είναι πολλαπλάσιο του άλλου και η ισότητα ισχύει καθαρά στην 

(1.4.1). 

 

Θεώρημα 1.4.2 : (Ανάστροφη Τριγωνική Ανισότητα) Έστω v  και w να είναι 

τα χρονοειδή διανύσματα με τον ίδιο προσανατολισμό (δηλαδή 0wv ). Τό-

τε  

)()()( wrvrwvr   

και η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν τα v  και w  είναι γραμμικά εξαρτημένα. 

Απόδειξη : Από το Θεώρημα 1.4.1. ))(( 2222 wvwvwv  έτσι 

.22 wvwv  Αλλά 0)( wv  οπότε πρέπει να έχουμε 

22 wvwv   και γι’ αυτό 

                           2222 )()( wvwv  , 
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                            222)( wvwv  , 

                            )()()( wQvQwvQ  , 

                                     )()()( wrvrwvr  , 

όπως ζητείται. Αν ισχύει η ισότητα στην (1.4.2), τότε, αντιστρέφοντας τα βή-

ματα της απόδειξης, παίρνουμε 

                               2222 wvwv   

και γι’ αυτό 222)( wvwv  , άρα, από Θεώρημα 1.4.1, τα v και w είναι γραì-

μικά εξαρτημένα. 

 

Για να επεκτείνουμε το Θεώρημα 1.4.2 σε αυθαίρετα πεπερασμένα αθροίσμα-

τα παρόμοιων προσανατολισμένων χρονοειδών διανυσμάτων (και για άλ-

λους λόγους επίσης) χρειαζόμαστε : 

 

Λήμμα 1.4.3 : Το άθροισμα οποιουδήποτε αριθμού διανυσμάτων του M όπου 

όλα είναι χρονοειδή ή φωτοειδή και όλα είναι μελλοντοκατευθυνόμενα (αντί-

στοιχα παρελθοντοκατευθυνόμενα) ,είναι χρονοειδές και μελλοντοκατευθυ-

νόμενο (αντίστοιχα παρελθοντοκατευθυνόμενο) εκτός από όταν όλα τα δια-

νύσματα είναι μηδενικά και παράλληλα, όπου σ’ αυτήν την περίπτωση το ά-

θροισμα είναι φωτοειδή και  μελλοντοκατευθυνόμενα (αντίστοιχα παρελθο-

ντοκατευθυνόμενα). 

Απόδειξη : Αρκεί να δείξουμε την απόδειξη για μελλοντοκατευθυνόμενα δια-

νύσματα αφού το αντίστοιχο αποτέλεσμα για τα παρελθοντοκατευθυνόμενα 

διανύσματα θα είναι το ίδιο με αλλαγή των συμβόλων. Επιπλέον, είναι ξεκά-
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θαρο ότι οποιοδήποτε άθροισμα μελλοντοκατευθυνόμενων διανυσμάτων εί-

ναι, πράγματι, μελλοντοκατευθυνόμενο. 

Πρώτα παρατηρούμε ότι αν v1 και v2 μελλοντοκατευθυνόμενα, τότε 

0,0 2211  vvvv  και  021  vv  

οπότε  

02))(( 2221112121  vvvvvvvvvv  

και επομένως 21 vv  είναι χρονοειδές. 

 

Ύστερα ας υποθέσουμε ότι τα v1 και v2 είναι μηδενικά και μελλοντοκατευθυ-

νόμενα. Δείχνουμε ότι το 21 vv   είναι χρονοειδές εκτός κι αν τα v1 και v2 είναι 

παράλληλα (σ’ αυτήν την περίπτωση είναι προφανώς φωτοειδή). Εδώ παρα-

τηρούμε ότι 212121 2))(( vvvvvv  . Από το Θεώρημα 1.2.1. 021 vv  εάν και 

ì όνον εάν v1 και v2 είναι παράλληλα. Ας υποθέσουμε ότι τα εάν v1 και v2 δεν 

είναι παράλληλα. Θέτουμε μια αποδεκτή βάση }{ ae του M και θέτουμε 

a
aevv 11   και a

aevv 22  . Για κάθε n=1,2,3 , ορίζουμε το nw  στο M ως 

4
4
13

3
12

2
11

1
1 )1( e

n
vevevevwn  . Τότε κάθε nw  είναι χρονοειδές και μελλο-

ντοκατευθυνόμενο. Από το Θεώρημα 1.3.1, 4
2212

10 v
n

vvwwn  , δηλαδή 

4
221

1 v
n

vv   για κάθε n. Έτσι, 021  vv . Αλλά 021  vv  από υπόθεση ,άρα 

021  vv  και επομένως 0))(( 2121  vvvv . 

 

. 
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Πόρισμα 1.4.4 : Έστω v1 και v2 να είναι χρονοειδή διανύσματα, όλα με τον 

ίδιο χρονικό προσανατολισμό. Τότε 

                          )(...)()()...( 2121 nn vrvrvrvvvr                      (1.4.4) 

και η ισότητα ισχύει εάν και μόνον εάν v1,v2,…,vn είναι όλα παράλληλα. 

Απόδειξη : Η ανισότητα (1.4.4) είναι προφανής από το Θεώρημα 1.4.2 και το 

Λήμμα 1.4.3. Δείχνουμε, με επαγωγή στο n, ότι η ισότητα στην (1.4.4) υπονοεί 

ότι τα v1,v2,…,vn είναι όλα παράλληλα. Για n=2 έχουμε το Θεώρημα 1.4.2. Έ-

τσι, υποθέτουμε ότι ο ισχυρισμός είναι αληθής για σύνολα n διανυσμάτων και 

θεωρούμε το σύνολο v1,v2,…,vn,vn+1 από χρονοειδή διανύσματα τα οποία εί-

ναι, μελλοντοκατευθυνόμενα και για τα οποία ισχύει 

                        )()(...)()...( 1111   nnnn vrvrvrvvvr . 

Τα v1,v2,…,vn είναι χρονοειδή και μελλοντοκατευθυνόμενα άρα, πάλι από 

Θεώρημα 1.4.2, 

                      )()(...)()()...( 1111   nnnn vrvrvrvrvvr . 

Ισχυριζόμαστε ότι η ισότητα πρέπει να ισχύει εδώ.  

Πράγματι, διαφορετικά έχουμε )(...)()...( 11 nn vrvrvvr   

και άρα (Θεώρημα 1.4.2 ξανά)  

)(...)()...( 1111   nn vrvrvvr . 

Συνεχίζοντας με τον ίδιο τρόπο συμπεραίνουμε ότι )()( 11 vrvr  που είναι ά-

τοπο. Έτσι,  

                                      )(...)()...( 11 nn vrvrvvr   
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και η υπόθεση της επαγωγής υπονοεί ότι τα v1,v2,…,vn είναι παράλληλα. Έστω 

nvvv  ...1 . Τότε το v είναι χχρονοειδές και μελλοντοκατευθυνόμενο. Έτσι, 

)()()( 11   nn vrvrvvr  και μια ακόμη εφαρμογή του Θεωρήματος 1.4.2 συ-

νεπάγεται ότι το vn+1 είναι παράλληλο στο v και επομένως σε όλα τα v1,v2,…,vn 

και η απόδειξη έχει ολοκληρωθεί. 

 

Πόρισμα 1.4.5 : Έστω v και w δυο μη παράλληλα φωτοειδή διανύσματα. Τότε 

τα v και w έχουν τον ίδιο χρονικό προσανατολισμό εάν και μόνον εάν 

0wv . 

Απόδειξη : Ας υποθέσουμε πρώτα ότι τα v και w έχουν τον ίδιο χρονικό προ-

σανατολισμό. Από το Λήμμα 1.4.3, το wv   είναι χρονοειδές άρα 

wvwvwv  2))((0   άρα  0wv . Αντίστροφα, αν v και w έχουν αντίθε-

το χρονικό προσανατολισμό, τότε τα v και –w έχουν τον ίδιο χρονικό προσα-

νατολισμό και άρα 0)(  wv  και επομένως 0wv . 

 

Ο λόγος που η φορά της ανισότητας στο Θεώρημα 1.4.2 είναι 

΄΄αντεστραμμένη΄΄ γίνεται απόλυτα προφανής επιλέγοντας ένα σύστημα συ-

ντεταγμένων στο οποίο ),,,( 4321 vvvvv  , ),,,( 4321 wwwww  και 

),0,0,0( 44 wvwv  . Τότε, 42
1

23222124 ))()()()(()( vvvvvvr   και 

4)( wwr  , αλλά 44)( wvwvr  . 

Μια χρονοειδής ευθεία γραμμή θεωρείται ότι είναι η κοσμική γραμμή ενός 

υλικού σωματιδίου το οποίο είναι ΄΄ελεύθερο΄΄ όσο αφορά την Νευτώνεια μη-
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χανική και συνεπώς είναι σε ηρεμία σε κάποιο σύστημα αναφοράς. Δεν έχουν 

όλα τα ενδιαφέροντα υλικά σωματίδια αυτήν την ιδιότητα. Για να τα δια-

μορφώσουμε αυτά στο M χρειαζόμαστε τα παρακάτω.  

Έστω RI   να είναι ένα ανοικτό διάστημα. Μια απεικόνιση MIa :  εί-

ναι μια καμπύλη στο M. Σχετικά με οποιαδήποτε αποδεκτή βάση }{ ae του M 

μπορούμε να γράψουμε a
a etxta )()(   για κάθε t στο I. Θα υποθέσουμε ότι το a 

είναι ομαλό, δηλαδή ότι κάθε συνιστώσα )(tx a  της συνάρτησης είναι άπειρα 

διαφορίσιμη και το διάνυσμα ταχύτητας του a 

                                             a

a

e
dt

dxta  )(  

είναι μη μηδενικό για κάθε t στο I. 

 

Παρατήρηση: 

Ο παραπάνω προσδιορισμός της ομαλότητας δεν εξαρτάται από την επιλογή 

αποδεκτής βάσης.  

Πράγματι: Έστω }{ ae μια άλλη αποδεκτή βάση, L ο ορθογώνιος μετασχηματι-

σμός ο οποίος απεικονίζει το ae  στο ae  για a=1,2,3,4 και ][ a
b  το αντίστοιχο 

στοιχείο του L. Αν a
a etxta  )()(  , τότε )()( txtx ba

b
a   και άρα 

dt
dx

dt
xd b

a
b

a




. 

Ακόμα ][ a
b  δεν είναι μοναδικό. 

 

Μια καμπύλη MIa :  λέγεται ότι είναι χωροειδής, χρονοειδής ή φωτοει-

δής, αν το διάνυσμα της ταχύτητάς της )(ta  έχει αυτήν την συμπεριφορά για 
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κάθε t στο I, δηλαδή, αν )()( tata   είναι >0, <0 ή  =0 σχετικά με το κάθε t. Μια 

χρονοειδής ή φωτοειδής καμπύλη a είναι μελλοντοκατευθυνόμενη (αντ. πα-

ρελθοντοκατευθυνόμενη) αν )(ta είναι μελλοντοκατευθυνόμενη (αντ. παρελ-

θοντοκατευθυνόμενη) για κάθε t. Μια μελλοντοκατευθυνόμενη χρονοειδής 

καμπύλη καλείται χρονοειδής κοσμική γραμμή ή κοσμική γραμμή  υλικού 

σωματιδίου. Επεκτείνουμε όλους αυτούς τους ορισμούς στην περίπτωση στην 

οποία το I περιέχει ένα ή και τα δυο τελικά σημεία της απαιτώντας η 

MIa :  να είναι εκτατή σε ένα ανοικτό διάστημα  που να περιέχει το I. 

Πιο συγκεκριμένα, αν το I είναι ένα (όχι απαραίτητα ανοικτό) διάστημα στο 

R, τότε η MIa :  είναι ομαλή, χωροειδής…εάν υπάρχει ένα ανοικτό διά-

στημα I


 που να περιέχει το I και μια καμπύλη MIa 


:  η οποία είναι 

ομαλή, χωροειδής… και ικανοποιεί την )()( tata   για κάθε t στο I. Γενικά, θα 

χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο για το a και την επέκτασή του. 

Αν MIa :  είναι μια καμπύλη και το RJ   είναι ένα άλλο διάστημα και 

IJh : , )(sht  , είναι μια άπειρα διαφορίσιμη συνάρτηση με 0)(  sh  

για κάθε s στο J, τότε η καμπύλη MJha  : καλείται αναπαραμέτρη-

ση του a. 

 

Φτάνουμε σε μια αρκετά βολική παραμετρικοποίηση μιας χρονοειδής κοσμι-

κής γραμμής με τον παρακάτω τρόπο: Αν Mbaa ],[: είναι μια χρονοει-

δής κοσμική γραμμή στο M ορίζουμε το γνήσιο χρονικό μήκος του a ως  

                                  
b

a

b

a

ba

ab dt
dt

dx
dt

dxndttataaL 2
1

)()()( . 
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Ως την κατάλληλη φυσική ερμηνεία του )(aL  παίρνουμε 

Η Υπόθεση του Ρολογιού: Αν Mbaa ],[:  είναι μια χρονοειδής κοσμική 

γραμμή στο M, τότε το )(aL  ερμηνεύεται ως η παρέλευση χρόνου μεταξύ )(aa  

και )(ba  όπως μετράται από ένα ιδανικό δεδομένο ρολόι συνοδευόμενο από 

το σωματίδιο του οποίου η κοσμική γραμμή αντιπροσωπεύεται από a. 

 

Το κίνητρο για την υπόθεση του Ρολογιού είναι αυτή τη στιγμή ΄΄εμφανές΄΄ 

και διακριτό. Γι’ αυτό θα χρειαστούμε το ακόλουθο Θεώρημα που ισχυρίζεται 

ότι δυο ενδεχόμενα μπορούν να παρατηρηθούν από έναν αποδεκτό παρατη-

ρητή εάν και μόνον εάν (όχι απαραίτητα ελεύθερα) το υλικό σωματίδιο έχει 

και τα 2 στην κοσμική γραμμή του. 

 

Θεώρημα 1.4.6 : Έστω p και q να είναι δυο σημεία του M. Τότε το p-q είναι 

χρονοειδές και μελλοντοκατευθυνόμενο εάν και μόνον εάν υπάρχει μια ομα-

λή, μελλοντοκατευθυνόμενη χρονοειδής καμπύλη Mbaa ],[:  τέτοια ώστε 

qaa )(  και pba )( . 

 

Αναβάλλουμε για λίγο την απόδειξη για να δείξουμε τη σχέση της με τ την 

υπόθεση του Ρολογιού. Διαμερίζουμε το διάστημα ],[ ba  σε υποδιαστήματα με 

btttta nn  110 ... . Τότε, από το Θεώρημα 1.4.6, καθένα από τα δια-

νύσματα μετατόπισης )()( 1 iii tatav  είναι χρονοειδές και μελλοντοκατευ-

θυνόμενο. Το )( ivr  τότε ερμηνεύεται ως η παρέλευση χρόνου μεταξύ )( 1ita   



 114 

και )( ita  όπως μετρώνται από έναν αποδεκτό παρατηρητή ο οποίος είναι πα-

ρών και τις 2 στιγμές. Αν το ΄΄υλικό σωματίδιο΄΄ του οποίου η κοσμική γραì-

μή αντιπροσωπεύεται από το a  έχει σταθερή ταχύτητα κατά τη διάρκεια των 

)( 1ita   και )( ita , τότε το )( ivr  θα είναι η παρέλευση χρόνου μεταξύ αυτών 

των 2 ενδεχομένων όπως μετράται από ένα ρολόι συνοδευόμενο από το σω-

ματίδιο. Σχετικά με οποιοδήποτε σύστημα, 

                                i
i

b
i

i

a
i

ab
b
i

a
iabi t

t
x

t
xnxxnvr 







)( . 

Επιλέγοντας το it  να είναι οσοδήποτε μικρό, το 4
ix  μπορεί να γίνει μικρό 

(από τη συνέχεια του a) και, από τη στιγμή που η ταχύτητα του σωματιδίου 

που είναι σχετικό με το σύστημα αναφοράς μας είναι ΄΄σχεδόν΄΄ σταθερή στα 

΄΄μικρά΄΄ x4-time διαστήματα, το )( ivr  πρέπει να είναι καλή προσέγγιση της 

παρέλευσης χρόνου μεταξύ )( 1ita   και )( ita  που μετρώνται από το υλικό σω-

ματίδιο. Συνεπώς, το άθροισμα 

                                        










n

i
i

i

b
i

i

a
i

ab t
t
x

t
xn

1
                                      (1.4.5) 

προσεγγίζει την παρέλευση χρόνου μεταξύ )(aa  και )(ba  που μετρώνται από 

αυτό το σωματίδιο. Οι προσεγγίσεις γίνονται καλύτερες καθώς το it  πλησιά-

ζει το 0 και, οριακά, το άθροισμα (1.4.5) πλησιάζει τον ορισμό του )(aL . 

Το επιχείρημα μοιάζει αρκετά πειστικό, αλλά βασίζεται ξεκάθαρα στην υπό-

θεση σχετικά με τη συμπεριφορά των ιδανικών ρολογιών που δεν κάναμε σα-

φή προηγουμένως, ότι η επιτάχυνση ως έχει δεν επηρεάζει το ρυθμό τους, δη-

λαδή, ότι ο ΄΄στιγμιαίος ρυθμός΄΄ ενός τέτοιου ρολογιού εξαρτάται μόνον από 
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τη στιγμιαία του ταχύτητα και όχι από το ρυθμό με τον οποίο αλλάζει αυτή η 

ταχύτητα. Το να δικαιολογήσουμε έναν τέτοιο ισχυρισμό μη τετριμμένης ση-

μασίας. Πρέπει κάποιος να κάνει πειράματα με διαφόρων ειδών ρολόγια που 

να υπόκεινται σε πραγματικές επιταχύνσεις και , τελικά, θα ωθηθεί αναμφί-

βολα σε μια πιο ειλικρινής πρόταση (΄΄Η Υπόθεση του Ρολογιού ισχύει για 

διάφορα είδη ρολογιών και για μεγάλη πληθώρα επιταχύνσεων).  

 

Για την απόδειξη του θεωρήματος 1.4.6 θα χρειαστούμε τα παρακάτω εισαγω-

γικά αποτελέσματα.  

 

Λήμμα 1.4.7 : Έστω  ),(: ομαλό, χρονοειδές και μελλοντοκατευθυ-

νόμενο και έστω ένα σταθεροποιημένο 0t στο ),( BA . Τότε υπάρχει ένα 

0 τέτοιο ώστε το ),( 00   tt  να περιέχεται στο ),( BA , το )(ta είναι στον 

παρελθοντικό κώνο στο )( 0ta για κάθε t  στο ),( 00 tt  και το )(ta είναι στον 

μελλοντικό κώνο στο )( 0ta για κάθε t  στο ),( 00 tt . 

Απόδειξη : Αποδεικνύουμε ότι υπάρχει ένα 01   τέτοιο ώστε το )(ta είναι στο 

))(( 0tCT  για κάθε t  στο ),( 100 tt . Το επιχείρημα για την παραγωγή ενός 

02  με )(ta στο ))(( 0tCT  για κάθε t  στο ),( 00   tt είναι παρόμοιο. Παίρ-

νοντας το   να είναι το μικρότερο από τα 1  και 2 αποδεικνύεται το λήμμα. 

Σταθεροποιούμε μια αποδεκτή βάση }{ e και γράφουμε  etxt )()(  για 

BtA  . Τώρα υποθέτουμε ότι δεν υπάρχει τέτοιο 1 . Τότε κάποιος μπορεί 
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να δημιουργήσει μια ακολουθία 021 ttt    στο ),( 0 Bt τέτοια ώστε 

0lim ttnn  και έτσι ώστε κάποιο από τα επόμενα να ισχύει : 

1. 0))()(( 0  ttQ n   για όλα τα n [δηλαδή το )()( 0ttn   είναι χωροει-

δές ή φωτοειδές για κάθε n ] , ή 

2. 0))()(( 0  ttQ n  , αλλά το )()( 0ttn    είναι παρελθοντοκατευθυνό-

μενο για κάθε n  [δηλαδή το )( nt είναι στο ))(( 0tCT  για κάθε n ]. 

Δείχνουμε πρώτα ότι το (1) είναι πιθανό. Υποθέτουμε αντιθέτως ότι υπάρχει 

τέτοια ακολουθία. Τότε : 

0)
)()(

(
0

0 


tt

ttQ n   

για κάθε n οπότε : 

0)
)()(

,,
)()(

(
0

0
44

0

0
11








tt
txtx

tt
txtx

Q
n

n

n

n  . 

Επομένως, 

0)
)()(

,,
)()(

(lim
0

0
44

0

0
11








 tt
txtx

tt
txtx

Q
n

n

n

n
n   

0
)()(

lim,,
)()(

lim
0

0
44

0

0
11















 tt
txtx

tt
txtx

Q
n

n
n

n

n
n   

0)(,),( 0

4

0

1









t

dt
dxt

dt
dxQ   

0))(( 0  taQ  

και αυτό αντικρούεται με το γεγονός ότι η )()( 0ttn   είναι χρονοειδές. 
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Εφαρμόζοντας  το ίδιο επιχείρημα ))(),()(( 00 tatatag n  δείχνουμε και ότι το 

(2) είναι πιθανό.  

 

Ωστόσο, εμείς αναφέρουμε την ύπαρξη του 1  όπως απαιτείται και η απόδειξη 

είναι ολοκληρωμένη.  

 

Απόδειξη του θεωρήματος 1.4.6 : Η αναγκαιότητα είναι ξεκάθαρη. Για να α-

ποδείξουμε την επάρκεια ορίζουμε με a μια ομαλή, μελλοντοκατευθυνόμενη 

επάκταση του a σε κάποιο διάστημα ),( BA που περιέχει το ],[ ba . Από το λήì-

μα 1.4.7 υπάρχει ένα 01   με ),(),( 1  aa και τέτοιο ώστε το )(ta να εί-

ναι στο )(qCT
  για κάθε t  στο ),( 1aa . Έστω 0t  το supremum των 1 . Αφού 

Bb  θα είναι αρκετό να δείξουμε ότι Bt 0 και γι’ αυτό να υποθέσουμε σε 

αντίθεση ότι BtA  0 . 

Σύμφωνα με το λήμμα 1.4.7 υπάρχει ένα 0  τέτοιο ώστε 

))(()(),,(),( 000 taCtaBAtt T
  ,για t  στο ),( 00 tt  και 

))(()( 0taCta T
 για t  στο ),( 00 tt . Παρατηρούμε ότι αν το )( 0ta ήταν από 

μόνο του στο )(qCT
 , τότε για οποιοδήποτε t  στο ),( 00 tt το 

qtatataqta  )())()(())(( 00 θα ήταν μελλοντοκατευθυνόμενο και χρονο-

ειδές από το λήμμα 1.4.3 και αυτό αντικρούει τον ορισμό του 0t . Απ’ την άλλη 

πλευρά, αν το )( 0ta ήταν έξω από το φωτοειδή κώνο στο q , τότε για κάποια 

t στο ),( 00 tt  το )(ta θα ήταν έξω από το φωτοειδή κώνο στο q και αυτό είναι 

πιθανό αφού από τον ορισμό του 0t οποιαδήποτε τέτοια )(ta είναι στο )(qCT
 . 
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Η μόνη πιθανότητα που απομένει είναι το )( 0ta να είναι πάνω στο φωτοειδή 

κώνο στο q . Αλλά τότε παρελθοντικός κώνος στο )( 0ta θα είναι ξένος με τον 

μελλοντικό κώνο στο q και οποιοδήποτε  t  θα έρχεται σε αντίθεση με αυτό. 

Συμπεραίνουμε ότι το 0t  πρέπει να είναι ίσο με το B και τότε η απόδειξη έχει 

ολοκληρωθεί. 

 

Θα παρουσιάσουμε τώρα ποια είναι, η πιο χρήσιμη παραμετρικοποίηση μιας 

χρονοειδούς κοσμικής γραμμής  MIa : . Πρώτα ας μεταφράσουμε το πεδίο 

του a σε πραγματική ευθεία και αν είναι απαραίτητο μπορούμε να υποθέσου-

με ότι περιέχει το 0. Ας ορίσουμε τη συνάρτηση διακεκριμένου χρόνου 

)(t στο  όπου  

duuauat
t 2/1

0

)()()(    . 

Επομένως, το 2/1)()( tata
dt
d 
  είναι θετικό και απείρως διαφορίσιμο αφού 

το a είναι χρονοειδές. Η αντίστροφη )(ht  υπάρχει και 0
1











dt
d

d
dh 


 και 

έτσι καταλήγουμε ότι το   είναι μια ορθή παράμετρος του   (φυσικά, απλά 

παραμετρικοποιούμε το   με χρονικά διαστήματα που πραγματικά κατα-

γράφονται στο  ). Θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε αυτήν την παρατήρηση 

με κάποιο τρόπο και να χρησιμοποιήσουμε το ίδιο όνομα για το  και μια ι-

σόβαθμη σχετική συνάρτηση με μια αποδεκτή βάση όπου παραμετρικοποιού-

νται από το   και όχι από το t  : 

a
a exa  )()(  .                        (1.4.6) 
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Το διάνυσμα ταχύτητας a

a

e
d
dxa


  )(  του   καλείται παγκόσμια ταχύτητα (ή 

4- ταχύτητα) του   και δείχνει ότι a
aeUU  . Όπως η παραμετρικοποίηση του 

γνωστού μήκους τόξου μιας καμπύλης στο 3IR  έχει μοναδιαία ταχύτητα, έτσι 

και η παγκόσμια ταχύτητα μιας χρονοειδούς κοσμικής γραμμής έχει πάντα 

ένα μοναδιαίο χρονοειδές διάνυσμα.  

Η δεύτερη παράγωγος διακεκριμένου χρόνου a

a

e
d

xda 2

2

)(


   του   καλείται 

παγκόσμια επιτάχυνση (ή 4- επιτάχυνση) του   και δείχνει ότι a
aeAA  . Εί-

ναι πάντα ορθογώνια στο U και επομένως, συγκεκριμένα, πρέπει να είναι 

χωροειδής αν είναι μη μηδενική. 

 

Η παγκόσμια ταχύτητα και επιτάχυνση μιας χρονοειδούς κοσμικής γραμμής 

  είναι, όπως θα δούμε, κρίσιμες για την κατανόηση της δυναμικής των υλι-

κών σημείων των οποίων η κοσμική γραμμή αντιπροσωπεύεται από το  . 

Ένας δεδομένος αποδεκτός παρατηρητής, όμως, είναι πιο πιθανό να παραμε-

τρικοποιήσει τη κοσμική γραμμή ενός υλικού σημείου από το χρόνο του 4x  

απ’ ότι από το   και επομένως θα απαιτεί διαδικασίες υπολογισμού του U και 

του A  από την παραμετρικοποίηση. Πρώτα παρατηρούμε ότι αφού η 

))(,),(()( 41  xxa   είναι ομαλή, το 4x  είναι απείρως διαφορίσισμο. Αφού 

το   είναι μελλοντοκατευθυνόμενο, το 
d

dx 4

 είναι θετικό και επομένως η α-
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ντίστροφη )( 4xh υπάρχει και το 
14

4 )(












d
dxxh είναι θετικό. Επομένως, το 

4x  είναι μια ορθή παράμετρος του  . Επιπλέον, 

)(11)()( 42
2

4

32

4

22

4

12/144
4 x

dx
dx

dx
dx

dx
dxxaxa

dx
d










































  

όπου ορίζουμε με )( 4x τη συνηθισμένη στιγμιαία ταχύτητα ενός υλικού ση-

μείου του οποίου η κοσμική γραμμή είναι  σχετική με το σύστημα 

),,,( 4321 xxxxS . Οπότε, 

  142
4

)(1


 x
d
dx




 

το οποίο δείχνουμε για )( 4x  . Τώρα υπολογίζουμε : 

4

4

4 dx
dxdx

dx
dx

d
dxU

iii
i 


  για ,3,2,1i  

και 

4U , 

επομένως  

434

3

24

2

14

1

ee
dx
dxe

dx
dxe

dx
dxeUU a

a    

το οποίο συχνά μας εξυπηρετεί να το γράφουμε ως εξής : 









 1,,,),,,( 4

3

4

2

4

1
4321

dx
dx

dx
dx

dx
dxUUUU              (1.4.9) 

ή ακόμα πιο συνοπτικά 

 1,),,,( 4321 uUUUU                                       (1.4.10) 

όπου το u  είναι η συνηθισμένη ταχύτητα με 3 διανύσματα του   στο S .  
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Ανάλογα, μπορεί να υπολογιστεί  









 44 dx

dx
dx
dA

i
i   με ,3,2,1i  

και 

  4
4

dx
dA   

και επομένως 

  ,),,,( 4
4321 u

dx
d 

 .              (1.4.11) 

 

Σε κάθε σταθεροποιημένο σημείο )( 0a κατά το μήκος μιας χρονοειδούς κο-

σμικής γραμμής  , το )( 0U είναι ένα μελλοντοκατευθυνόμενο μοναδιαίο 

χρονοειδές διάνυσμα και επομένως πρέπει να θεωρείται ως ένα χρονοειδές 

διάνυσμα 4e σε κάποιες αποδεκτές βάσεις του M . Σχετικό με μια τέτοια βάση, 

το )1,0,0,0()( 0 U . Έστω )( 0
44

0 xx  και τότε βρίσκουμε από τον τύπο (1.4.9) 

ότι 

0
4 4

0
4









xxdx
dxi   για ,3,2,1i  

και τότε 0)( 4
0 x  και 1)( 4

0 x . Το σύστημα αναφοράς που ανταποκρίνεται 

σε μια τέτοια βάση θεωρείται ότι είναι «στιγμιαία ( 4
0

4 xx  ) σε ηρεμία» σχετι-

κά με το υλικό σώμα του οποίου η κοσμική γραμμή είναι  . Οποιοδήποτε τέ-

τοιο σύστημα αναφοράς καλείται στιγμιαίο πλαίσιο αδράνειας για το   στο 

)( 0a . Παρατηρούμε ότι: 2),( 


AAg  σε ένα στιγμιαίο πλαίσιο αδράνειας. 

Αφού το ),( AAg  είναι αναλλοίωτο κάτω από τους Lorentz μετασχηματισμούς 
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βρίσκουμε ότι όλοι οι αποδεκτοί παρατηρητές θα συμφωνήσουν, σε κάθε ση-

μείο κατά μήκος του  , στο μέγεθος της 3- επιτάχυνσης του   σχετικά με το 

στιγμιαίο πλαίσιο αδράνειας του. 

Ως μια υλοποίηση αυτών των ιδεών, θα εξετάσουμε λεπτομερώς την ακόλουθη 

κατάσταση. Ένας φουτουριστικός εξερευνητής σχεδιάζει ένα ταξίδι σε ένα μα-

κρινό σημείο του σύμπαντος. Για την καλύτερη άνεσή του θα διατηρήσει μια 

σταθερή επιτάχυνση του 1g (το 1 είναι η «βαρύτητα της γης») σχετικά με τα 

στιγμιαία πλαίσιο αδράνειας του (υποθέτοντας ότι ούτε είναι σε δίαιτα ούτε 

θα τραφεί σε κάτι υπερβολικά, το «βάρος» του θα παραμείνει το ίδιο με αυτό 

στη γη κατά τη διάρκεια του ταξιδιού). Ξεκινάμε υπολογίζοντας τη κοσμική 

γραμμή του εξερευνητή )(a . Ως συνήθως καθορίζουμε με )(U και )( την 

παγκόσμια ταχύτητα και παγκόσμια επιτάχυνση του  , αντίστοιχα. Επομέ-

νως, οι (1.4.7), (1.4.8) και (1.4.12) δίνουν :    

1UU               (1.4.13) 

0 AU          (1.4.14) 

2gAA     (  σταθερό)         (1.4.15) 

Εξετάζουμε την κατάσταση από ένα αποδεκτό σύστημα αναφοράς στο οποίο 

η κίνηση του εξερευνητή είναι κατά μήκος του θετικού 1x - άξονα.  

Επομένως, 03232  AAUU  και οι τύποι (1.4.13), (1.4.14) και (1.4.15) γί-

νονται :  

1)()( 2421  UU          (1.4.16) 

04411  AUAU            (1.4.17) 

22421 )()( gAA           (1.4.18) 
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Λύνοντας τις τελευταίες τρεις ισότητες για τα 1A , 4A  έχω: 

41 gUA   και 14 gUA  . 

Το αποτέλεσμα είναι ένα σύστημα συνήθων διαφορικών εξισώσεων για τα 1U , 

4U . Ειδικότερα, έχουμε : 

4
1

gU
d

dU



         (1.4.19) 

1
4

gU
d

dU



           (1.4.20) 

Διαφορίζουμε την (1.4.19) ως προς το   και την αντικαθιστούμε στην (1.4.20) 

ώστε να πάρουμε : 

12
2

12

Ug
d

Ud



       (1.4.21) 

Η γενική λύση της (1.4.21) μπορεί να γραφεί : 

 gbgaUU cossin)(11  . 

Υποθέτοντας ότι ο εξερευνητής επιταχύνει από την ηρεμία στο 0  

( 0)0(1 U  και gA )0(1 ) παίρνουμε : 

 gU sin)(1          (1.4.22) 

Η ισότητα (1.4.19) τώρα δίνει : 

 gU cos)(4          (1.4.23) 

Ολοκληρώνοντας τις σχέσεις (1.4.22), (1.4.23) και υποθέτοντας, για ευκολία, 

ότι gx /1)0(1   και 0)0(4 x , παίρνουμε : 
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

























g
g

x

g
g

x

sinh1

cosh1

4

1

      (1.4.24) 

Παρατηρούμε ότι η (1.4.24) υποδηλώνει ότι 22421 /1)()( gxx   και έτσι η κο-

σμική γραμμή του εξερευνητή βρίσκεται πάνω σε μια υπερβολή σε μια 2-

διάστατη αναπαράσταση του M (βλ. σχήμα 1.4.1). 

 

Τελειώνουμε αυτήν την ενότητα με ένα θεώρημα το οποίο υποστηρίζει αρκετά 

γενικά ότι ένας επιταχυνόμενος παρατηρητής όπως ο εξερευνητής της προη-

γούμενης συζήτησης της υπερβολικής κίνησης ή οι «δίδυμοι πύραυλοι» στο 

twin (δίδυμο) παράδοξο πρέπει να νιώσουν μια χρονική διαστολή που δεν 

την νιώθουμε εμείς που παραμένουμε σε ηρεμία σε ένα αποδεκτό σύστημα.  

 

Θεώρημα 1.4.8 : Έστω Mbaa ],[: να είναι μια χρονοειδής κοσμική γραμμή 

στο M από qaa )(  και pba )( .  

Τότε : 

)()( qpraL              (1.4.25) 

και η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν το   είναι μια παραμετρικοποίηση της 

χρονοειδούς  ευθείας γραμμής που ενώνει τα pq, . 

Απόδειξη : Από το θεώρημα 1.4.6, το qp   είναι χρονοειδές και μελλοντοκα-

τευθυνόμενο και επομένως μπορούμε να επιλέξουμε μια βάση  ae  με 

4
4
q3

3
02

2
01

1
0 xxxx eeeeq   , 

4
4
p3

3
02

2
01

1
0 xxxx eeeep   , και 
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444)( xxxqpr qp  . 

Τώρα παραμετρικοποιούμε το   από το 4x . Τότε : 

)(

1)(

44

4
2

4

32

4

22

4

1

4

4

4

4

qprxdx

dx
dx
dx

dx
dx

dx
dxaL

p

q

p

q

x

x

x

x













































. 

 

Επιπλέον, η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν 04 
dx
dx i

 για ,3,2,1i  που ισχύει αν 

και μόνο αν το 4x  είναι σταθερό για ,3,2,1i  και αυτό συμβαίνει αν και μόνο 

αν :  

4
4

3
3
02

2
01

1
0

4 xxxx)( eeeexa   , 

για 444
pq xxx   όπως ζητείται. 
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4. Χωροειδή Διανύσματα 

 

Θεωρούμε δυο γεγονότα x  και 0x  για τα οποία  0 0Q x x  . Σχετικά με κάθε 

επιτρεπτή βάση έχουμε        2 2 2 21 2 3 4x x x x        έτσι ώστε το 0x x  να 

κείται εκτός του φωτοειδές κώνου στο 0x  και δεν υπάρχει προφανώς καμία 

επιτρεπτή βάση για την οποία η χωρική διάκριση των δυο γεγονότων να είναι 

μηδέν. Δεν υπάρχει δηλαδή επιτρεπτός παρατηρητής που θα μπορούσε να 

βιώνει ταυτόχρονα και τα δυο γεγονότα γιατί για να γινόταν θα έπρεπε να 

ì πορεί να κινηθεί με την ταχύτητα του φωτός. Παρολ αυτά ένα ανάλογο επι-

χείρημα με αυτό που δώσαμε για τα χρονοειδή διανύσματα θα δείξει ότι υ-

πάρχει ένα πλαίσιο στο οποίο τα x  και 0x  είναι ταυτόχρονα. 

 

Παίρνοντας μια αυθαίρετη βάση  ae  και για 
4x
x






  και 

i
i xd

x




  και λει-

τουργώντας όπως και στις χρονικές συντεταγμένες παίρνουμε ότι αν 

 0 0Q x x   τότε υπάρχει μια επιτρεπτή βάση  ae  στον Μ σχετική για την 

οποία  4
0x   

 

Εφόσον          2 2 2 21 2 3 4
0x x x x Q x x          σε κάθε επιτρεπτό 

πλαίσιο και εφόσον  24
x  είναι μη αρνητικός πραγματικός αριθμός η χωρι-

κή διαστολή των x  και 0x  δεν μπορεί να πάρει μεγαλύτερη τιμή από το 

 0Q x x . Δεν υπάρχει δηλαδή πλαίσιο στο οποίο η χωρική διαστολή να 

μπορεί να πάρει τιμή μικρότερης της προαναφερόμενης. Για κάθε δυο γεγο-

νότα x  και 0x  για τα οποία  0 0Q x x   ορίζουμε την γνήσια χωρική δια-

στολή  0S x x  των x  και 0x  να είναι    0 0S x x Q x x    και θα την θεω-
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ρούμε ως την χωρική διαστολή των x  και 0x  σε κάθε πλαίσιο αναφοράς στο 

οποίο τα x  και 0x  συμβαίνουν ταυτόχρονα. 

 

Έστω T  μια αυθαίρετη χρονική ευθεία γραμμή η οποία περιέχει το 0x . Είδαμε 

ότι το T  μπορεί να ταυτιστεί με την κοσμική γραμμή ενός αδρανούς παρατη-

ρητή σε ένα επιτρεπτό πλαίσιο αλλά όχι απαραιτήτως τοποθετημένο στην αρ-

χή του συστήματος συντεταγμένων του πλαισίου. 

Έστω x  στο Μ να είναι τέτοιο ώστε το 0x x  να είναι χωροειδές και έστω 1x  

και 2x  να είναι τα σημεία τομής του T  με το  NC x  όπως στο σχήμα. 

Ισχυριζόμαστε ότι:      2
0 0 1 2 0S x x x x x x      

Για να το αποδείξουμε παρατηρούμε ότι εφόσον 1x x  είναι φωτοειδές  

      
      

1 0 1 0

2 2
0 1 0 1 0 0

0

0 2

Q x x Q x x x x

x x x x x x S x x

     

       
 

Ομοίως εφόσον 2x x  είναι φωτοειδές 

      2 2
2 0 2 0 0 00 2x x x x x x S x x         

Υπάρχει μια σταθερά 0k   τέτοια ώστε  2 0 0 1x x k x x    έτσι 

   2 2 2
2 0 0 1x x k x x    .  
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Πολλαπλασιάζοντας την 1.5.2. με το k  και προσθέτοντας την στην 1.5.3 παίρ-

νω: 

       2 2 2
0 1 01 0k k x x k S x x        

Εφόσον 1 0k    μπορεί να γραφεί: 

   
    
   

2 2
0 0 1

0 1 0 1

0 1 2 0

S x x k x x

x x k x x

x x x x



 

 

  

  

  

 

 

Ας υποθέσουμε ότι το χωροειδές διάνυσμα μετατόπισης 0x x  είναι ορθογώ-

νιο στην χρονική ευθεία γραμμή T . Τότε: 

      0 0 1 2 0
1
2

S x x x x x x       

Πιο συγκεκριμένα αυτό αληθεύει αν T  είναι ο χρονοειδές άξονας. Είδαμε ότι 

το T  μπορεί να ταυτιστεί με την κοσμική γραμμή ενός επιτρεπτού παρατηρη-

τή O  και τα γεγονότα x  και 0x  πραγματοποιούνται ταυτόχρονα ως προς το 

πλαίσιο αναφοράς αυτού του παρατηρητή. Αλλά τότε  0S x x  είναι η από-

σταση στο πλαίσιο ανάμεσα στα x  και 0x . Τέλος εφόσον 0x  βρίσκεται στο T  

εξάγουμε την φυσική ερμηνεία ότι: 

Η O -απόσταση ενός γεγονότος x  από έναν επιτρεπτό παρατηρητή O  είναι ο 

μισός χρόνος που μετρήθηκε από τον O  μεταξύ εκπομπής και υποδοχής φω-

τεινών σημάτων που συνδέουν τον O  με το x . 
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5. Σχέσεις Αιτιατότητας  

 

Ξεκινάμε ορίζοντας δύο σχέσεις διάταξης << και < πάνω στο Μ ως εξής :  

Για x  και y  στο M λέμε ότι το x προηγείται χρονολογικά του y και γράφουμε 

x y  αν  y x  είναι χρονοειδές  και μελλοντικά προσανατολισμένο, δηλαδή 

αν y  είναι στο  *
TC x . Θα λέμε ότι το x  τυχαία προηγείται του y  και θα 

γράφουμε ότι x y  αν  y x  είναι φωτοειδή και μελλοντικά προσανατολι-

σμένο, δηλαδή αν το y  είναι στο  *
NC x . Και οι δύο << και < καλούνται σχέ-

σεις αιτιότητας διότι έχουν δημιουργήσει μια σύνδεση αιτίας ανάμεσα σε δύο 

γεγονότα με την έννοια ότι το γεγονός x  μπορεί να επηρεάσει το γεγονός y  

είτε από τον τρόπο αναπαραγωγής μερικών υλικών φαινομένων αν x y  ή 

κάποια ηλεκτρομαγνητικά αποτελέσματα αν x y . 

 

Παρατήρηση: Η << είναι μεταβατική, δηλαδή οι x y και y z συνεπάγο-

νται ότι x z  και  η < δεν είναι μεταβατική. 

Είναι ένα ενδιαφέρον και χρήσιμο γεγονός ότι κάθε μία σχέση από τις << και 

< μπορεί να οριστεί με βάση την άλλη. 

 

Λήμμα 1.6.1 : Για διακριτά σημεία x και y στο M ισχύει : 

x y  αν και μόνο αν : x  y  και y z σημαίνει ότι y z . 

Απόδειξη : 

Αρχικά υποθέτουμε ότι x y . Μετά υποθέτουμε ότι ( ) 0 Q y x   και επομέ-

νως x  y . Επιπλέον, αν y z , τότε  z y  είναι χρονοειδές και μελλοντικά 

προσανατολισμένο. Αφού y x  είναι φωτοειδή και μελλοντικά προσανατολι-

σμένο, το λήμμα 1.4.3 υποδηλώνει ότι      z x z y y x      είναι χρονοειδές 

και μελλοντικά προσανατολισμένο, δηλαδή x z . 
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Για το αντίστροφο υποθέτουμε ότι x y  και δείχνουμε ότι είτε x y  ή ότι 

υπάρχει ένα z  στο M με y z , αλλά x  z . Αν x y  και x  y  , τότε το 

y x  είναι είτε χρονοειδές και παρελθοντοκατευθυνόμενο, φωτοειδή και πα-

ρελθοντοκατευθυνόμενο ή χωροειδές. Στην πρώτη περίπτωση κάθε z  με x z  

έχει την ιδιότητα ότι ( ) ( ) z y z x x y      είναι χρονοειδές και παρελθοντο-

κατευθυνόμενο (λήμμα 1.4.3) και επομένως y z , αλλά x  z . Τέλος, υποθέ-

τουμε ότι το y x  είναι είτε φωτοειδή και παρελθοντοκατευθυνόμενο ή χωρο-

ειδές [σχήμα]. 

 

Σε κάθε περίπτωση μπορούμε να παράγουμε ένα z  στο M y z , αλλά x  z  

με τον ίδιο τρόπο. Σταθεροποιούμε μια επιτρεπτή βάση  ae  για το M με 

a ax x e  και a ay y e . Αν  y x  είναι φωτοειδή και παρελθοντοκατευθυνόμε-

νο, τότε 4 4 0x y  . Αν y x είναι χωροειδές, μπορούμε να επιλέξουμε  ae  

έτσι ώστε 4 4 0x y  . Τώρα, για κάθε 1, 2,3,n    ορίζουμε nz  στο M με 

1 2 3 4
1 2 3 4

1
nz y e y e y e y e

n
      
 

. Τότε 4
1

nz y e
n

   είναι χρονοειδές και μελ-

λοντικά προσανατολισμένο και έτσι y<< zn για κάθε n. 

Όμως : 
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      
      

   

   

2

4 4
2

4 4

2

1 2

1 12

n n

n n

Q z x z x y x

Q z y z y y x Q y x

x y Q y x
n n

Q y x x y
n n

    

      

     

       

 

Αφού   0Q y x   και 4 4 0x y  μπορούμε να διαλέξουμε το n αρκετά μεγάλο 

ώστε   0nQ z x  . Για αυτό το n, nz z  ικανοποιεί τη y z  αλλά x  z . 

 

Μια απεικόνιση :F M M  λέγεται ότι είναι αυτομορφισμός αιτιότητας αν 

είναι 1-1, και οι 1,F F   διατηρούν τη <, δηλαδή αν και μόνο αν F(x)<F(y). Ση-

μειώνουμε ότι, στο συγκεκριμένο, η F δεν είναι απαραίτητα γραμμική (ή ακό-

μα και συνεχής). Θα αποδείξουμε όμως τελικά ότι αυτό είναι επακόλουθο του 

ορισμού. 

 

Παρατήρηση: 

Μια 1-1 απεικόνιση F του M πάνω στο M είναι ένας αυτομορφισμός αιτιότη-

τας αν και μόνο αν και οι δύο F, F-1 διατηρούν τη <, δηλαδή x<<y αν και μόνο 

αν F(x)<<F(y). 

 

Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε να παρουσιάσουμε μια απόδειξη του αξιο-

σημείωτου αποτελέσματος του Zeeman. Η απόδειξη όμως αυτή είναι αρκετά 

πιο δύσκολη από όλες τις προηγούμενες που επιχειρήσαμε. Ορίζουμε μια πα-

ράλληλη μετατόπιση (μεταφορά) του M να είναι μια απεικόνιση T: MM της 

μορφής T(u)=u+u0 για κάποιο σταθερό u0 στο M και μια διαστολή να είναι 

μια απεικόνιση K: MM τέτοια ώστε K(u)=ku για κάποιο θετικό πραγματικό 

αριθμό k. Ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός L: MM είναι ορθοχρονοειδές 

αν 0 Lxx  για όλα τα χρονοειδές ή φωτοειδή και μη μηδενικά x.  
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Παρατήρηση: 

Οποιαδήποτε παράλληλη μετατόπιση, διαστολή, ορθοχρονοειδές ορθογώνιος 

μετασχηματισμός, ή οποιαδήποτε σύνθεση αυτών των απεικονίσεων είναι έ-

νας αυτομορφισμός αιτιότητας. 

 

Θεώρημα 1.6.2 : Έστω F: MM ένας αυτομορφισμός αιτιότητας του M. Τότε 

υπάρχει ένας ορθοχρονοειδές ορθογώνιος μετασχηματισμός L: MM, μια 

παράλληλη μετατόπιση Τ και μια διαστολή K: MM έτσι ώστε LKTF  .  

 

Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος θα χρειαστούμε μια σειρά από 5 

λήμματα , από τα οποία το πρώτο τουλάχιστον είναι εύκολο.  

 

Λήμμα 1.6.3 : Ένας αυτομορφισμός αιτιότητας F: MM απεικονίζει ακτίνες 

φωτός σε ακτίνες φωτός. Πιο συγκεκριμένα, αν x<y και Rx,y είναι η φωτεινή 

ακτίνα διαμέσου των x, y τότε : 

F(Rx,y)=RF(x),F(y). 

Απόδειξη : 

Αφού και οι δύο F, F-1 διατηρούν τη <, η F απεικονίζει φωτοειδή κώνους σε  

κώνους φωτοειδή και επομένως ισχύουν F(CN(x))=CN(F(x)), F(CN(y))=CN(F(y)). 

Από το θεώρημα 1.2.2., Rx,y=CN(x)CN(y) και RF(x),F(y)=CN(F(x))CN(F(y)) . 

Ενώ, 

)(),(,

,

,

,

)(
))(())(()(
))(())(()(

))()(()(

yFxFyx

NNyx

NNyx

NNyx

RRF
yFCxFCRF
yCFxCFRF

yCxCFRF









. 

 

Λήμμα 1.6.4 : Ένας αυτομορφισμός αιτιότητας F: MM απεικονίζει παράλ-

ληλες ακτίνες φωτός σε παράλληλες ακτίνες φωτός. 
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Απόδειξη :  

Έστω R1 και R2 δύο διακεκριμένες παράλληλες ακτίνες φωτός στο M και P ένα 

(2-διάστατο) επίπεδο που τις περιέχει. Οποιοδήποτε επίπεδο στο M είναι μια 

παράλληλη μετατόπιση ενός επιπέδου διαμέσου της αρχής που περιέχει 0, 1 ή 

2 ανεξάρτητα φωτοειδή διανύσματα (εξαρτώμενα από το αν το επίπεδο είναι 

έξω από το κώνο φωτοειδή σε κάθε σημείο του, εφαπτόμενο σε αυτούς τους 

φωτοειδή κώνους, ή τέμνεται με όλους τους χρονικούς κώνους). Όμως, μόνο 

οι δύο δεύτερες περιπτώσεις είναι σχετικές με το P. 

Υποθέτουμε ότι το P περιέχει δύο ανεξάρτητες φωτοειδή κατευθύνσεις. Τότε, 

περιέχει δύο οικογένειες {Ra}και{Sb}ακτινών φωτός με όλα τα Ra παράλληλα 

στα R1 και R2 και όλα τα Sb παράλληλα σε κάποια ακτίνα φωτός η οποία τέ-

μνει και τις δύο R1 και R2. Έτσι οι οικογένειες {F(Ra)}και{F(Sb) }είναι δύο οικο-

γένειες ακτινών φωτός στο M με τις ακόλουθες ιδιότητες : 

1. Οι  {F(Ra)}  δεν τέμνονται ανά ζεύγη. 

2. Οι  {F(Sb)} δεν τέμνονται ανά ζεύγη. 

3. Κάθε {F(Ra)}τέμνει κάθε {F(Sb)}. 

Για να δείξουμε ότι τα F(R1) και F(R2) είναι παράλληλα, αρκεί (αφού δεν τέ-

μνονται) να δείξουμε ότι είναι συνεπίπεδα. Ας υποθέσουμε ότι δεν είναι. Τότε 

οι F(R1) και F(R2) εκτείνονται σε κάποιον 3- διάστατο ομοπαράλληλο υπόχω-

ρο R3 του M. Αφού, κάθε F(Sb) τέμνει και τις δύο F(R1) και F(R2), εκτείνεται 

στο R3. Έτσι, από την παραπάνω ιδιότητα 3, όλες οι F(Ra) περιέχονται στο R3 . 

Ισχυριζόμαστε ότι, σαν αποτέλεσμα, καμία F(Ra) δεν μπορεί να είναι συνεπί-

πεδη είτε με την F(R1) είτε με την F(R2) (εκτός εάν a=1 ή a=2). Για να υποθέ-

σουμε το αντίθετο, κάποια F(Ra) ήταν συνεπίπεδη, έστω η F(R1). Κάθε F(Sb) τέ-

μνει και τις δύο F(Ra) και F(R1) έτσι ώστε να εκτείνεται σε αυτό το επίπεδο. 

Αφού η F(R2) δεν εκτείνεται (εξ’ υποθέσεως) σε αυτό το επίπεδο, μπορεί να το 

τέμνει σε ένα το πολύ σημείο. Έτσι, η F(R2) τέμνει το πολύ μία από τις F(Sb) 

και αυτό έρχεται σε αντίθεση με την παραπάνω ιδιότητα 3. Συνεπώς, μπορού-

με να επιλέξουμε μια F(R3) έτσι ώστε δύο από τις { F(R1), F(R2), F(R3) } να μην 
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είναι συνεπίπεδες. Αφού η {F(Sb)} είναι η οικογένεια των ευθειών η οποία τέ-

μνει όλες τις { F(R1), F(R2), F(R3) }, είναι η οικογένεια των γενετειρών για ένα 

υπερβολοειδές ενός κώνου στο R3 . Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να δείξουμε 

ότι η {F(Ra)} είναι μια άλλη οικογένεια γενετειρών αυτού του υπερβολοειδούς. 

Αλλά μετά κάθε F(Ra) θα πρέπει να είναι παράλληλο με κάποιο F(Sb) γεγονός 

το οποίο έρχεται σε αντίθεση με την παραπάνω ιδιότητα 3.  

Τέλος, θεωρούμε την περίπτωση που το P περιέχει μόνο μία ανεξάρτητη κα-

τεύθυνση (και επομένως είναι εφαπτόμενο σε κάθε έναν από τους μηδενικούς 

κώνους). Οποιοδήποτε σημείο στο M έχει μέσα του μια ακτίνα φωτός παράλ-

ληλη και στα δύο R1 και R2. Έτσι το παραπάνω επιχείρημα εφαρμόζεται στα 

R1 και R3 και ομοίως στα R2 και R3 . Συνεπώς, η F(R1) και η F(R2) είναι και οι 

δύο παράλληλες στην F(R3) και άρα είναι παράλληλες μεταξύ τους. 

 

Έστω }:)({, IRrxyrxR yx  να είναι μια ακτίνα φωτός και 

}:))()(()({)( , IRsxFyFsxFRF yx  η εικόνα του κάτω από το F . θεωρούμε 

ότι το s είναι μια συνάρτηση του )(: rfsr  . O επόμενός μας σκοπός είναι να 

δείξουμε ότι η f είναι γραμμική, δηλαδή ότι )()()( tfrftrf   και για κάθε 

r και t στο IR. Πρώτα όμως, χρειαζόμαστε κάποια εισαγωγικά. Μια απεικόνι-

ση yxyx RRg ,,:  καλείται παράλληλη μετατόπιση της yxR ,  αν υπάρχει ένα 

σταθεροποιημένο t έτσι ώστε : 

))(())(( xytrxxyrxg   

για όλα τα r στο IR. θα μπορούσαμε να πούμε ότι μια παράλληλη μετατόπιση 

g μιας ακτίνας φωτός R υψώνεται στην F(R) αν υπάρχει παράλληλη μετατό-

πιση )()(: RFRFe   τέτοια ώστε το διάγραμμα  

g
)(

)(

RFR

RFR

F

F






e 
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να αντιμεταθέτεται, δηλαδή FegF   . Μπορούμε να δείξουμε μετά ότι, 

στην πραγματικότητα, κάθε παράλληλη μετατόπιση του R υψώνεται στο F(R). 

 

Λήμμα 1.6.5 : Έστω R μια ακτίνα φωτός, RRg :  μια παράλληλη μετατόπι-

ση και F: MM ένας αυτομορφισμός αιτιότητας. Τότε η g υψώνεται σε μια 

παράλληλη μετατόπιση )()(: RFRFe   του F(R). 

Απόδειξη : 

Για την απόδειξη θα κατασκευάσουμε μια οικογένεια παράλληλων μετατοπί-

σεων  

του R που προφανώς υψώνεται και μετά θα αποδείξουμε ότι αυτή η οικογέ-

νεια εξαντλεί όλες τις παράλληλες μετατοπίσεις του R. 

Επιλέγουμε μια ακτίνα φωτός R1 παράλληλη στο R και έτσι ώστε το επίπεδο 

των R και R1 να περιέχει δύο ανεξάρτητες μηδενικές κατευθύνσεις. Αυτό το 

επίπεδο όμως περιέχει μια οικογένεια {Sb} των παράλληλων ακτινών φωτός 

που συναντάνε τις R και R1. Η οικογένεια {Sb} όμως καθορίζει μια προφανής 

παράλληλη απεικόνιση μετατόπισης g1 του R στο R1 (σχήμα 1.6.2). Αφού η F 

μεταφέρει παράλληλες ακτίνες φωτός σε παράλλληλες ακτίνες φωτός, υπάρχει 

μια παράλληλη μετατόπιση e1 του F(R) στο F(R1) για την οποία το διάγραμμα  

g1

)(

)(

11 RFR

RFR

F

F






e1 

αντιμεταθέτεται. Τώρα επιλέγουμε μια ακτίνα φωτός R2 παράλληλη στην R1 

(και επομένως στην R) έτσι ώστε τα επίπεδα των R1 και R2 και των R και R2 να 

περιέχουν και τα δύο ανεξάρτητες μηδενικές κατευθύνσεις. Κατασκευάζουμε 

τις 22 ,eg  και τις 33 ,eg  όπως παρακάτω έτσι ώστε το ακόλουθο διάγραμμα να 

αντιμεταθέτεται. 
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Τώρα συνθέτουμε για να πάρουμε το παρακάτω διάγραμμα : 

 

 123 gggg   123 eeee   

 

Παρατηρούμε ότι αν οι R, R1 και R2 ήταν συνεπίπεδες, τότε οι g και e θα έπρε-

πε απαραιτήτως και οι δύο να ήταν η ταυτότητα. Αφού είναι g και e, συνθέ-

σεις των παράλληλων μετατοπίσεων, είναι παράλληλες μετατοπίσεις των R 

και F(R), αντίστοιχα. Συνεπώς, οποιαδήποτε παράλληλη μετατόπιση g του R 

κατασκευασμένη με αυτόν τον τρόπο – ως σύνθεση τριών παράλληλων μετα-

τοπίσεων – υψώνεται στο F(R). 

Ισχυριζόμαστε τώρα ότι η απόδειξη θα ολοκληρωθεί αν μπορέσουμε να δεί-

ξουμε ότι για κάποια συγκεκριμένη ακτίνα φωτός R  κάθε παράλληλη μετα-

τόπιση της R πραγματοποιείται ως σύνθεση. Πράγματι, αν αυτό αποδειχθεί 

για κάποια R , δείχνουμε ότι είναι επίσης αληθές και για το R ως εξής : Επιλέ-

γουμε μια σύνθεση G μιας παράλληλης μετατόπισης και ενός ορθοχρονικού 

ορθογώνιου μετασχηματισμού που μεταφέρει την R στην R (θεώρημα 1.7.2). 

Αφού η G είναι ομοπαραλληλική, μια παράλληλη μετατόπιση g του R υψώνε-

ται σε μια παράλληλη μετατόπιση 1 GgGg   του R . Αντικαθιστούμε τώρα 

το g ως μια σύνθεση 123 gggg   της παράλληλης μετατόπισης, όπως φαί-

νεται παραπάνω. Τότε  

)(

)(

)(

)(

22

11

RFR

RFR

RFR

RFR

F

F

F

F















)(

)(

RFR

RFR

F

F









 137 

)()()( 1
1

2
1

3
1

123
11

GgGGgGGgGg
GgggGGgGg











 

Επίσης, αφού οι G, 1G  είναι αυτομορφισμοί αιτιότητας και επομένως διατη-

ρούν την παράλληλη ακτίνα φωτός από το λήμμα 1.6.4, μπορούμε να παρά-

γουμε μια ανάλυση 

RRGRGRGRGR ggg   )()()()( 3
1

2
1

1
11

321
 

του g σε μια σύνθεση παράλληλων μετατοπίσεων GgGg ii 1 όπως ζη-

τούνται. 

 H συγκεκριμένη ακτίνα φωτός στην οποία επιλέγουμε να εστιάσουμε την 

προσοχή μας λαμβάνεται ως εξής : Θέτω μια αποδεκτή βάση {ea} και έστω R η 

ακτίνα φωτός που περνάει απ’ τα σημεία x = (0,0,0,0) και y = (0,0,1,1). Τώρα 

θεωρώ μια παράλληλη μετατόπιση g του R που ορίζεται από τη συνάρτηση 

g(x + r(y - x)) = g(0,0,r,r) = (0,0,r + t, r + t). Συγκεκριμένα η g μεταφέρει το x = 

(0,0,0,0) στο g(x) = (0,0,t,t). Αφήνω τα x1 = (0,-t,0,-t) και x2 = (0,0,0,2t) και παίρ-

νω R1 και R2 να είναι ακτίνες φωτός παράλληλες στην R και να περνάνε από 

τα x1 και x2 αντίστοιχα. Ισχυριζόμαστε ότι οι επιθυμητές παράλληλες μετατο-

πίσεις g1, g2, και g3 προσδιορίζονται και επιπλέον ότι  

 x 
1g  x1 

2g x2 
3g  g(x) (1.6.1) 

έτσι ώστε g(x) = (g3g2 g1)(x).Αφού το g3g2 g1 είναι μια παράλληλη μετατό-

πιση του R που συμπίπτει με τη g στο x = (0,0,0,0) τότε g = g3g2 g1. Όλες οι 

επαληθεύσεις τις (1.6.1) είναι ίδιες έτσι τις δείχνουμε μόνο ότι g1(x) = x1. (σχή-

μα).  

 

Παρατηρήστε ότι το επίπεδο που σχηματίζεται από τις R και R1 μπορεί ναι 

περιέχει το πολύ 2 οικογένειες παράλληλων ακτινών φωτός. Οι ακτίνες φωτός 

που είναι παράλληλες στο R (και στο R1) σχηματίζουν μια τέτοια οικογένεια. 

Απ’ τη στιγμή που η γραμμή που ενώνει τα x και x1 είναι επίσης μηδενική και 
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μη παράλληλη στην R πρέπει να ανήκει στη δεύτερη οικογένεια. Οπότε η g1 

υπάρχει και ,προφανώς, g1(x) = x1. 

 

Με το λήμμα 1.6.5 μπορούμε να δείξουμε ότι ένας αυτομορφισμός αιτιότητας 

είναι γραμμικός σε κάθε ακτίνα φωτός. 

 

Λήμμα 1.6.6. : Έστω R = {x + r(y - x): x < y, rR} να είναι μια ακτίνα φωτός, F: 

M  M ένας αυτομορφισμός αιτιότητας και F(R) = {F(x) + s(F(y) – F(x)): 

sR}η εικόνα του R πάνω στο F. Τότε, θεωρώντας την s ως συνάρτηση του r, 

έστω s = f(r), έχουμε f(r + t) = f(r) + f(t) και f(tr) = tf(r) για κάθε r και t στο R. 

Απόδειξη:  

Αρχικά παρατηρούμε ότι f(0) = 0.Τώρα παίρνω ένα t από το R. Θέλουμε να 

δείξουμε ότι, για οποιοδήποτε r του R, f(r + t) = f(r) + f(t) ,δηλαδή, ότι  

F(x + (r + t)(y - x)) = F(x) + (f(r) + f(t))(F(y) – F(x)). (1.6.2) 

Έστω ότι η g: R  R εκτείνει την παράλληλη μετατόπιση του R κατά t, δη-

λαδή, g(x + r(y - x)) = x + (r + t)(y - x).Από το λήμμα 1.6.5 υπάρχει μια παράλ-

ληλη μετατόπιση του e: F(R)  F(R) του F(R) τέτοια ώστε Fg = eF. Ας υ-

ποθέσουμε ότι το e είναι η παράλληλη μετατόπιση του F(R) κατά u = u(t), δη-

λαδή, ότι  

e(F(x) + s(F(y) – F(x))) = F(x) + (s + u(t))(F(y) – F(x)). Τότε  

F(x + (r + t)(y - x)) = F(g(x + r(y - x))) 

= F g(x +r(y - x)) 

= eF(x + r(y - x)) 

= e(F(x) + f(r)(F(y) – F(x))) 

= F(x) + [f(r) + u(t)](F(y) – F(x)) 

οπότε f(r + t) = f(r) + f(t) για κάθε r. Θέτοντας r = 0 παίρνουμε f(t) = f(0) + u(t) = 

u(t) οπότε έχουμε το f(r + t) = f(r) + f(t) που θέλουμε. 



 139 

 Συγκεκριμένα, f(2r) = f(r+r) = 2f(r) και ,με επαγωγή, f(nr) = nf(r) για n = 0,1,2,.. 

Επιπλέον, f(r) = f(-r + 2r) = f(-r) + 2f(r) άρα f(-r) = f(r) και ,πάλι με επαγωγή, 

f(nr) = nf(r) για n = 0, 1, 2,… Αν m είναι επίσης ένας ακέραιος και n ένας μη 

μηδενικός ακέραιος, nf(
n
m r) = f(mr) = mf(r) άρα f(

n
m r) = 

n
m f(r). Επομένως f(tr) 

= tf(r) για κάθε ρητό αριθμό t. Τέλος, παρατηρούμε ότι, αφού το F διατηρεί το 

< στο M, το f διατηρεί το < στο R και είναι γι’ αυτό συνεχές στο R. Επειδή κάθε 

πραγματικός αριθμός t είναι το όριο μιας σειράς από διαδοχικούς πραγματι-

κούς αριθμούς, βρίσκουμε ότι f(tr) = tf(r) για κάθε t στο R και η απόδειξη έχει 

ολοκληρωθεί. 

 

Από το λήμμα 1.6.6 συμπεραίνουμε ότι αν Rx,y = {x + r(y - x) : rR} είναι μια 

ακτίνα φωτός και F ένας αυτομορφισμός αιτιότητας, τότε υπάρχει μια σταθε-

ρά k, που ονομάζεται συντελεστής επέκτασης του F στο Rx,y, τέτοια ώστε  

F(Rx,y) = {F(x) + kr(F(y) – F(x)) : r R}. 

 

Λήμμα 1.6.7. : Έστω F: M  M ένας αυτομορφισμός αιτιότητας. Τότε το F 

είναι μια ομοπαραλληλική απεικόνιση, δηλαδή η σύνθεσή του με κάποια πα-

ράλληλη μετατόπιση του M (πιθανόν την ταυτότητα) είναι ένας γραμμικός 

μετασχηματισμός. 

Απόδειξη :  

Αρχικά παραδεχόμαστε ότι F(0) = 0 και έτσι το πρόβλημα μετατίθεται στο να 

δείξουμε ότι η F είναι γραμμική. (η σύνθεση ενός αυτομορφισμού αιτιότητας 

και μιας παράλληλης μετατόπισης είναι ξεκάθαρα ένας αυτομορφισμός αιτιό-

τητας). 

Διαλέγουμε μια βάση (v1,v2,v3,v4) για το M που αποτελείται από μηδενικά δι-

ανύσματα. Προσδιορίζουμε την απεικόνιση G: M  M από την  

G(y) = G(


4

1i
i

ivy ) = 


4

1
)(

i
iv

i Fy  
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για κάθε y = 


4

1i
i

ivy  (για το υπόλοιπο της απόδειξης θα χρησιμοποιούμε το 

σύμβολο   αντί για 


4

1i
). Η G είναι προφανώς γραμμική και θα δείξουμε 

ότι η F είναι γραμμική δείχνοντας ,στην πραγματικότητα, ότι F = G. Για κάθε 

i = 1,2,3,4 θέτουμε to Μι να προσδιορίζει τον υπόχωρο του M παραγόμενος από τα {vj : 

j i}. Έτσι το M1 είναι μια ακτίνα φωτός και το M4 είναι όλο το M. Αποδεικνύ-

ουμε ότι iMF = iMG για όλα τα i = 1,2,3,4. Για i = 1 είναι προφανές γιατί 

F(v1) = G(v1) και από το λήμμα 1.6.6, η F είναι γραμμική στον M1. Τώρα υπο-

θέτουμε ότι i = 2,3, ή 4 και ότι 1iMF  = 1iMG . Απ’ αυτό δείχνουμε ότι 

iMF = iMG  ως εξής : Οποιοδήποτε y στο Mi μπορεί να αναπαρασταθεί μο-

ναδικά ως y = x + yivi, όπου x είναι στο Mi-1 και δεν υπάρχει άθροισμα του i 

στο yivi.. Έτσι y – x = yivi είναι μηδενικό αφού και το vi είναι μηδέν. Θεωρού-

με 2 ακτίνες φωτός, η πρώτη (R1) περνάει από τα x και y και η δεύτερη (R2) 

από τα 0 και yivi (βλέπε σχήμα 1.6.4). Οι R1 και R2 είναι παράλληλες και άρα 

και οι F(R1) και F(R2) είναι παράλληλες σύμφωνα με το λήμμα 1.6.4. Επιπλέον, 

αν οι συντελεστές επέκτασης του F στα R1 και R2 δεν ήταν ίδιοι, τότε οι εικόνες 

των ακτίνων φωτός στο F που τέμνουν και το R1 και το R2 δεν θα ήταν παράλ-

ληλες (σε περίπτωση που δεν υπάρχει τέτοια οικογένεια χρησιμοποιούμε μια 

τρίτη ακτίνα φωτός R3 όπως και στην απόδειξη του λήμματος 1.6.4). Συνεπώς, 

υπάρχει ένας μη μηδενικός αριθμός k τέτοιος ώστε :  

F(R1) = {F(x) + kr(F(y) –F(x)): rR} 

και 

F(R2) = {F(0) + kr(F(yivi) – F(0)): rR } 

 = {0 + kr(F(yivi) – 0): rR }. 

Επειδή τα F(R1) και F(R2) είναι παράλληλα και r = 0 δίνει 0 στο F(R2) και F(x) 

στο F(R1), η παράλληλη μετατόπιση του F(R2) κατά F(x) δίνει F(R1). Για r = 1 

αυτό δίνει  

F(x) + [0 + k(F(yivi) – 0)] = F(x) + k(F(y) – F(x)),  
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δηλαδή, 

F(yivi) = F(y) – F(x). 

Έτσι,  

F(y) = F(x) + F(yivi) 

= G(x) + F(yivi) αφού x   Mi-1 

= G(x) + yiF(vi) από λήμμα 1.6.6 

= G(x) + yiG(vi) 

= G(x) + G(yivi) από γραμμικότητα του G 

= G(x + yivi) 

= G(y) 

και η απόδειξη έχει τελειώσει. 

 

Απόδειξη του θεωρήματος : 

Σύμφωνα με το λήμμα 1.6.7 υπάρχει μια παράλληλη μετατόπιση , 

MMT  :1 , έτσι ώστε η FT 1 να είναι γραμμική. Για να ολοκληρώσουμε 

την απόδειξη χρειάζεται να παράγουμε μια θετική σταθερά 1/k έτσι ώστε η 

FT
k

11   να διατηρεί την τετραγωνική μορφή του M. Μετά, από το λήμμα 

1.2.3 η FT
k

11   είναι μια (απαραιτήτως ορθοχρονική) ορθογώνια παράλληλη 

μετατόπιση L. Θέτοντας K τη διαστολή ukuK )( , η LFT
k

 11  τότε δίνει 

την LKTF   όπως ζητείται.  

 Αφού και οι δύο FT 1  και η αντίστροφή της παίρνουν 0 στο 0 και διατη-

ρούν τη <, η FT 1  μεταφέρει το μηδενικό κώνο )0(NC  στον εαυτό του, δη-

λαδή 0)( xQ αν και μόνο αν 0))(( 1  xFTQ  . Αφού η FT 1  είναι γραμμι-

κή, και οι δύο )(xQ , ))(( 1 xFTQ  είναι τετραγωνικές μορφές και, όπως έχουμε 

παρατηρήσει, έχουν τον ίδιο πυρήνα, δηλαδή μηδενίζονται από το ίδιο x. 
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Αλλά δύο τετραγωνικές μορφές με τον ίδιο πυρήνα διαφέρουν κυρίως κατά 

μια πολλαπλασιαστική σταθερά (θεώρημα 14.10 του [Κ]) και έτσι υπάρχει μια 

σταθερά k   έτσι ώστε ))(()( 1 xFTQkxQ  για όλα τα x. Αλλά η FT 1 είναι 

αυτομορφισμός αιτιότητας και έτσι διατηρεί το μεγαλύτερο χρονοειδές κώνο. 

Συγκεκριμένα, 0)( xQ  αν και μόνο αν 0))(( 1  xFTQ  , οπότε το k   πρέπει 

να είναι θετικό. Έστω 2/1)(  kk και τότε έχουμε ))(1()( 1 xFT
k

QxQ   και 

συνεπώς η FT
k

11   διατηρεί την τετραγωνική μορφή του M και η απόδειξη 

έχει τελειώσει. 
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6. Μετασχηματισμοί Στροφής και Ομάδα Lorentz 

 

Σε αυτήν την ενότητα αναπτύσσουμε μια νέα και πολύ ισχυρή τεχνική για 

την κατασκευή και την έρευνα των Lorentz μετασχηματισμών. Κυρίαρχο 

στοιχείο είναι ένας συγκεκριμένος μετασχηματισμός (καλείται «μετασχηματι-

σμός περιστροφής») από μια ομάδα 2x2 μιγαδικών πινάκων με ορίζουσα 1 

πάνω στην Lorentz ομάδα L. Με αυτό αποκαλύπτουμε μια αξιοσημείωτη σύν-

δεση μεταξύ των Lorentz μετασχηματισμών και των γνωστών κλασματικών 

γραμμικών μετασχηματισμών της Μιγαδικής Ανάλυσης. Αυτό όμως έχει με-

ρικά καταπληκτικά πράγματα να πει για την Lorentz ομάδα και το φαινόμε-

νο των συστολών μήκους. 

Ξεκινάμε εδραιώνοντας μερικούς συμβολισμούς. 22xC είναι το σύνολο όλων 

των 2x2 πινάκων  











2221

1211}{
aa
aa

aA ij  

με μιγαδικές εισόδους. Χρησιμοποιώντας μια παύλα για να καθορίσουμε τη 

ì ιγαδική συζυγία, η συζυγή μεταφορά CTA του Α ορίζεται ως  











2221

1211

aa
aa

ACT . 

Ένας Η στο 22xC  είναι Ερμιτιανός αν HH CT  και τότε ορίζουμε 2H  το σύνο-

λο όλων αυτών. 

 

Παρατήρηση: Ο οποιοσδήποτε ερμιτιανός Η στο 22xC  εκφράζεται μοναδικά 

στη μορφή  













 4321

2143

xxixx
ixxxx

H  (1.7.1) 
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όπου xα , α=1,2,3,4, είναι πραγματικοί και η αναπαράσταση (1.7.1) είναι ισο-

δύναμη με το 

4
4

3
3

2
2

1
1  xxxxH   (1.7.2) 

όπου i , i=1,2,3, είναι οι Pauli πίνακες περιστροφής : 

 









01
10

1  










0

0
2 i

i
  











10

01
3  

και 4  είναι ο 2x2 ταυτοτικός πίνακας. 

 

Με το ),2( CSL  ορίζουμε το σύνολο όλων των Α στο 22xC  με ορίζουσα 1. Η 

),2( CSL  καλείται ειδική γραμμική ομάδα τάξης 2 και είναι, πράγματι, μια 

ομάδα πινάκων κλειστή για τα γινόμενα και την αντιστρεψιμότητα. Τα στοι-

χεία του ),2( CSL  καλούνται μετασχηματισμοί περιστροφής. Κάθε ),2( CSL  

εγείρει μια απεικόνιση 22: HHM A   ορισμένη από τον τύπο  

CT
A AHAHM )(  

για κάθε Η στο 2H  ( )(HM A  είναι στο 2H  αφού CTCTCTCT AAHA )()(  , 

CTCTCTCT AHAAAHAH )(  ). Επιπλέον,  

HAHAAHAHM CTCT
A det)(det)(det)(det)det()(det  . 

Αλλά το )(HM A μπορεί να γραφεί μοναδικά στη μορφή : 













 4321

2143

)(
xxxix

xixxx
HM A 


 (1.7.3) 

για κάποιους πραγματικούς αριθμούς ax , α=1,2,3,4. Υπολογίζοντας τις ορί-

ζουσες στους (1.7.1) και (1.7.2) έχουμε 

2423222124232221 )()()()()()()()( xxxxxxxx   . (1.7.4) 

Επομένως η απεικόνιση ][][ aa xx  ορίζεται ως εξής : 
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CTA
xxixx

ixxxx
A

xxxix
xixxx

























4321

2143

4321

2143




 (1.7.5) 

η οποία είναι εμφανώς γραμμική και διατηρεί την τετραγωνική μορφή 
b

ba xxn 
, . Σύμφωνα με το λήμμα 1.2.3, ο πίνακας αυτής της απεικόνισης ένας 

γενικός, ομογενής Lorentz μετασχηματισμός. Σκοπεύουμε να κατασκευάσου-

με αυτόν τον πίνακα από τις εισόδους του  














A . 

Έστω 43
11 xxh  , 21

12 ixxh   , 21
21 ixxh   , 43

22 xxh  . Τότε έχουμε : 
































































4

3

2

1

22

21

12

11

1100
001
001
1100

x
x
x
x

i
i

h
h
h
h

 

που συνοπτικά γράφεται    i
ij xGh   και ομοίως για το  ijh


. Επίσης, μπορούμε 

εύκολα να δείξουμε ότι 
























1001
1001

00
0110

2
11 ii

G . 

 

Από 




































2221

1211

hh
hh

AHACT  

Μπορούμε να δείξουμε ότι  

CT
A AHAHM )(  

είναι ισοδύναμα με το  
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





























































22

21

12

11

22

21

12

11

h
h
h
h

h
h
h
h



















 

το οποίο γράφεται συνοπτικά  

   ijAij hRh 


. 

Συνεπώς, η απεικόνιση ][][ aa xx   που ορίζεται στο (1.7.5) δίνεται από το ε-

ξής : 

        xhhx GijRijG A
 1


 (1.7.6) 

και ο Lorentz μετασχηματισμός  που ορίζεται ανάλογα από το (1.7.5) [ή το 

(1.7.6)] είναι  

GRG A
1

  . 

 

Υπολογίζοντας  το GRG A
1  αναλυτικά παρατηρούμε ότι οι είσοδοι 

  

του  δίνονται από τα εξής : 

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

4
3

3
3

2
3

1
3

4
1

3
1

2
1

1
1

















































 

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

)(
2
1

4
4

3
4

2
4

1
4

4
2

3
2

2
2

1
2

















































 (1.7.7) 



 147 

 

Παρατηρούμε ότι η (4,4) είσοδος του ][][ aa xx   του   είναι θετική και ο-

πότε το   είναι ορθοχρονοειδές. Επιπλέον,  

AAAA RGRGGRG det)(det)(det)(det)det(det 11    

και μπορεί να δειχθεί με άμεσους υπολογισμούς ότι  

1)()(det   
AR  

και ότι το  είναι κατάλληλο. Η απεικόνιση   του ),2( CSL στο L κα-

λείται απεικόνιση περιστροφής. Σημειώνουμε ότι αν και το Α και το Β είναι 

στο ),2( CSL , τότε : 

GRRGGRGGRG BAA )())(( 111 



  . (1.7.8) 

Αλλά αφού  

)())((
)()()()()(

HMMHMM
BHBMABHBAAABHBABHABHM

BABA

CT
A

CTCTCTCTCT
AB




 

καταλήγουμε στο 

BAAB MMM   

και επομένως  

BAAB RRR  . 

Οπότε, η (1.7.8) δίνει 

GRG AB
1

   

και επομένως 

  . (1.7.9) 

Ενώ ο πίνακας περιστροφής διατηρεί τον πολλαπλασιασμό δηλαδή είναι μια 

ομάδα ομομορφισμών του ),2( CSL  στο L. Δεν είναι 1-1 αφού είναι προφανές 

από την (1.7.7) ότι και οι δύο, Α, -Α, έχουν την ίδια εικόνα στο L. Στην πραγ-

ματικότητα, ισχυριζόμαστε ότι είναι ακριβώς 2-1, δηλαδή ότι αν τα Α, Β είναι 
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στο ),2( CSL και   , τότε  . Για να το καταλάβουμε σημειώνουμε 

ότι το 1  είναι στο ),2( CSL  και, αφού η απεικόνιση περιστροφής είναι ένας 

ομομορφισμός,  

 ίό _)()( 11
11  




  . 

 

Έστω : 












1 . 

Χρησιμοποιώντας τη σχέση (1.7.7) για 1
 (=ταυτοτικός) μπορούμε να δεί-

ξουμε οτι  











10
011  

δηλαδή ότι  . 

Για κάθε πραγματικό αριθμό θ ορίζουμε  έναν 2x2 πίνακα Α(θ) με 






















2
cosh

2
sinh

2
sinh

2
cosh

)( 



A . 

Είναι προφανές ότι ο  Α(θ) είναι στο ),2( CSL και ότι : 































cosh00sinh
0100
0010

sinh00cosh

)()( LA . 

Ένα στοιχείο 












 του ),2( CSL  καλείται πίνακας ορθογώνιος αν 

CTAA 1 , δηλαδή αν  







































10
01
















 . (1.7.10) 
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Το σύνολο όλων αυτών των πινάκων ορίζεται ως 2SU  και είναι υποομάδα 

του ),2( CSL , δηλαδή το 2SU είναι επίσης κλειστό κάτω από τη διαμόρφωση 

των γινομένων και της αντιστρεψιμότητας. 

 

Σημειώνουμε ότι αν ο Α είναι στο 2SU , τότε από την (1.7.10), η (4,4) είσοδος 

του   είναι : 1)11(
2
1)(

2
1

 
  και επομένως το  είναι μια 

περιστροφή στο L από το λήμμα 1.3.4. Επομένως, η απεικόνιση περιστροφής 

μεταφέρει το 2SU  στην υποομάδα περιστροφής R του L. Μπορούμε να δεί-

ξουμε ότι, στην πραγματικότητα, αυτό απεικονίζει το 2SU  στο R. Για να το 

κάνουμε αυτό χρειαζόμαστε ένα αποτέλεσμα της Γραμμικής Άλγεβρας το ο-

ποίο ισχυρίζεται ότι οποιοσδήποτε 3x3 πίνακας περιστροφής  i
jR , i,j=1,2,3, 

μπορεί να αντικατασταθεί από τους παράγοντες των «γωνιών Euler» 21 ,,   

ως εξής : 

 


















 






coscossinsinsin
sincoscoscoscossinsincossincoscossin

sinsinsincoscossincossinsincoscoscos

11

221122112

221122112
i
jR

. 

 

Παρατήρηση: 

Ο 



























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2
1)(

2
1

)(
2
1)(

2
1

2112

1221

2
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2
sin

2
sin

2
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







ii

ii

eei

eie
A  

είναι στο 2SU  και απεικονίζει στο  

 


















1000
0
0
0

i
jR

 

κάτω από την απεικόνιση περιστροφής. 
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Με αυτό μπορούμε τώρα να δείξουμε ότι η απεικόνιση περιστροφής είναι μο-

νοσήμαντη, δηλαδή κάθε κατάλληλος, ορθοχρονοειδές Lorentz μετασχηματι-

σμός Λ είναι  για κάποια Α στο ),2( CSL . Από το θεώρημα 1.3.5, υπάρχει 

ένας πραγματικός αριθμός θ και δύο σχέσεις 1R και 2R  στο L έτσι ώστε 

21 )( RLR  . Εκεί υπάρχουν στοιχεία 1A και 2A  του ),2(2 CSLSU   τα οποία 

η απεικόνιση περιστροφής μεταφέρει στα 1R  και 2R , αντίστοιχα. Επίσης, ο 

Α(θ) απεικονίζει στο L(θ). αφού η απεικόνιση περιστροφής είναι ένας ομο-

μορφισμός, ο 21 )(   απεικονίζει στο 21 )( RLR  και η απόδειξη έχει ο-

λοκληρωθεί. 

Και έτσι τα στοιχεία του ),2( CSL  γενικεύουν τους Lorentz μετασχηματισμούς. 

Αλλά κάνουν και άλλα πράγματα, ίσως πιο γνωστά. Ειδικότερα, κάθε 2x2 ì ι-

γαδικός μονομετρικός πίνακας ορίζει ένα (κανονικοποιημένο) κλασματικό 

γραμμικό μετασχηματισμό της σφαίρας του Riemann (σε πιο επεκταμένο επί-

πεδο). Υπάρχει, στην πραγματικότητα, μια καταπληκτική σχέση ανάμεσα σε 

αυτές τις δύο δραστηριότητες που σκοπεύουμε να ερευνήσουμε αφού δίνει 

αρκετό φως και στα μαθηματικά αλλά και στην κινηματική της Lorentz ομά-

δας. Πρώτα όμως μερικά εισαγωγικά. 

Μέχρι εδώ έχουμε σκεφτεί το Lorentz μετασχηματισμό Α αποκλειστικά ως έ-

ναν ισότιμο πίνακα μετασχηματισμού – αυτό που καλείται παθητικός μετα-

σχηματισμός (αφήνοντας σταθεροποιημένα σημεία, αλλά αλλάζοντας ισότιμα 

συστήματα). Θα είναι χρήσιμο τώρα να καταλάβουμε ότι ο Α έχει μια ισοδύ-

ναμη φυσική μετάφραση ως έναν ενεργό μετασχηματισμό (αφήνοντας τα ισό-

τιμα σταθεροποιημένα συστήματα, αλλά μετακινώντας σημεία ). Πιο συγκε-

κριμένα, σκεφτόμαστε έναν ορθογώνιο μετασχηματισμό L: MM και σταθε-

ροποιούμε μια βάση }{ ae . Τότε η }{}{ aa Lee  είναι η εικόνα βάσης και γρά-

φουμε a
a
bb ee  . Τότε ο αντίστοιχος Lorentz μετασχηματισμός Λ ορίζεται ως  


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
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

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Δίνουμε έμφαση ξανά στο γεγονός ότι το Λ είναι ο πίνακας το 1L  σε σχέση με 

τη βάση }{ ae . Τώρα για κάθε x στο M μπορούμε να γράψουμε a
a

a
a exexx   

όπου ][][ aa xx  . Οπότε σκεφτόμαστε το Λ σα να δρα πάνω στις ισοτιμίες 

ενός σταθεροποιημένου σημείου για να δώσει τις ισοτιμίες του ίδιου σημείου 

σε ένα νέο ισότιμο σύστημα. Όμως, παρατηρούμε ότι 

a
a

a
a

a
a exeLxexLxL    111 )(  και έτσι θα μπορούσαμε να δούμε το Λ σα να 

δρα στις ισοτιμίες ][ ax κάποιου σημείου σχετικό με την }{ ae  και αποδίδοντας 

τις ισοτιμίες ][ ax του νέου σημείου (το xL 1 ) στο ίδιο σύστημα ισοτιμιών. Θα 

είναι χρήσιμο για αργότερα να παρατηρήσουμε ότι, με τη νέα μετάφραση του 

Λ, το xL 1  έχει την ίδια θέση και χρόνο στο S που έχει το x στο S. 

Θα μας απασχολήσει περισσότερο στο υπόλοιπο αυτής της ενότητας οι «πα-

ρελθοντικες φωτοειδής κατευθύνσεις» και επιρροή σε αυτές του Lorentz μετα-

σχηματισμού. Για κάθε x στον παρελθοντικό φωτοειδή κώνο )0(
NC στο 0 στο 

M ορίζουμε τη παρελθοντική φωτοειδής κατευθύνση 
xR  διαμέσου του x ως  

}0:{  aaxRx . 

Οι μελλοντικές φωτοειδής κατευθύνσεις ορίζονται ανάλογα και όλα τα απο-

τελέσματα είναι προφανώς τα μελλοντικά δυικά. Η μηδενική κατεύθυνση δι-

αμέσου του x είναι το σύνολο όλων των πραγματικών πολλαπλασιαστών του 

x, δηλαδή xR ,0 . Προφανώς, αν το y είναι ένας μονοδιάστατος πολλαπλασια-

στής του x, τότε   xy RR . Παρατηρούμε ότι αν το L: MM είναι ένας ορθο-

γώνιος μετασχηματισμός ανταποκρινόμενος σε οποιονδήποτε ορθοχρονοει-

δές Lorentz μετασχηματισμό Λ, τότε το )0( NCx υποδηλώνει ότι 

)0( NCLx και επομένως ορίζεται το 
LxR . Επιπλέον,  

  Lxx RaaLxaaxLaaxLRL }0:{}0:)({})0:({)(  

δηλαδή 

  Lxx RRL )( . 
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Συνεπώς, το L (και επομένως το 1L  και άρα και το Λ) μπορεί να θεωρηθεί σα 

μια απεικόνιση πάνω στις παρελθοντικες φωτοειδής κατευθύνσεις. 

Για να ανακαλύψουμε τη σχέση ανάμεσα στους Lorentz και κλασματικούς 

γραμμικούς μετασχηματισμούς, παρατηρούμε ότι υπάρχει μια φυσική 1-1 α-

νταπόκριση ανάμεσα στις παρελθοντικες φωτοειδής κατευθύνσεις και στα ση-

μεία πάνω στα αντίγραφα της Riemann σφαίρας. Ειδικότερα, σταθεροποιούμε 

μια παραδεκτή βάση }{ ae του Μ και θέτουμε με S την τομή του παρελθοντι-

κού φωτοειδούς κώνου )0(
NC στο 0 με το υπερεπίπεδο 14 x  : 

}1),0(:{ 4   xCxexxS Na
a . 

Παρατηρούμε ότι, αφού το )0( NCx αν και μόνο αν 

24232221 )()()()( xxxx   , 

}1)()()(:{ 232221  xxxexxS a
a  

και άρα είναι ένα αντίγραφο της συνηθισμένης 2-σφαιρας 2S  στη στιγμιαία 

3-χωρη 14 x  (σχήμα 1.7.1). 

 

Αντίστροφα, κάθε σημείο στο S προσδιορίζει ένα μοναδικό past φωτοειδές 

direction στο M. Για να καταφέρουμε μια σαφής αναπαράσταση αυτής της 

past φωτοειδές direction θεωρούμε το S  ως τη σφαίρα του Riemann, που ση-

μαίνει ότι θέλουμε να ταυτίσουμε τα σημεία του S με επεκταμένους μιγαδι-

κούς αριθμούς μέσω στερεογραφικής προβολής (βλέπε, π.χ. το [Α] ). Σ’ αυτό 

το σημείο παίρνουμε N = (0,0,1,-1) στο S να είναι ο βόρειος πόλος και προ-

βάλλουμε στο δισδιάστατο επίπεδο C στο x4 = -1 που δίνεται από το x3 = 0 

(βλέπε σχήμα 1.7.2). Η σχέση μεταξύ ενός σημείου P(x1,x2,x3,-1) εκτός του N 

στο S  και της εικόνας ζ στο μιγαδικό επίπεδο C υπό τη στερεογραφική προ-

βολή από το N υπολογίζεται εύκολα και συνοψίζεται στις (1.7.12) και (1.7.13): 

  ζ = 3

21

1 x
ixx


  , (1.7.12) 
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  x1 = 
1








  , 

 

 x2 = 
)1( 








  , (1.7.13) 

 x3 = 
1

1










  , 

 x4 = -1  

Φυσικά, ο βόρειος πόλος N(0,0,1,-1) του S- αντιστοιχεί στο κατ’ εκδοχή σημείο 

του επεκταμένου μιγαδικού επιπέδου C. Για να αποφύγουμε την ανάγκη να 

αντιμετωπίσουμε το κατ’ εκδοχή σημείο προτιμάμε να αναπαραστήσουμε ε-

πεκταμένους μιγαδικούς αριθμούς ζ σε ΄΄προβολικές ομογενείς συντεταγμέ-

νες΄΄, δηλαδή ένα ζευγάρι 







n


 μιγαδικών αριθμών, όχι και οι 2 μηδενικοί, 

που ικανοποιούν την  ζ = 
n
  

(οποιοδήποτε ζευγάρι 







n


 με ξ 0 δίνει το κατ’ εκδοχή σημείο). 

 

Όσο αφορά το 







n


, η (1.7.13) γίνεται  

 x1 = 
nn
nn





  , 

 x2 = 
)( nni

nn




  , (1.7.14) 

 x3 = 
nn
nn





  , 

 x4 = -1  
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Αντιστρέφοντας το σκεπτικό μας βρίσκουμε ότι οποιοδήποτε ζευγάρι 







n


 ì ι-

γαδικών αριθμών, όχι και οι 2 μηδενικοί, ανυψώνουν το σημείο P(x1,x2,x3,-1) 

στο S που δίνεται από την (1.7.14). Βρισκόμενο στο S  [και επομένως και στο 

)0(
NC ] αυτό το σημείο προσδιορίζει ένα past φωτοειδές direction 

PR  το οποί-

ο, για έμφαση, προτιμάμε να συμβολίζουμε 









n

R  . 

Πολλαπλασιάζοντας το P με το θετικό πραγματικό αριθμό nn  εγείρουμε 

ένα άλλο σημείο X στο )0(
NC : a

aeXX  , όπου  

 nnX  1 , nnX  3 , 

 )(12 nn
i

X   , )(4 nnX    (1.7.15) 

το X , φυσικά, προσδιορίζει επίσης μία past φωτοειδές direction 
XR  και 

πράγματι, 

 
XR  = 









n

R   (1.7.16) 

Τελικά, είμαστε σε θέση να ενώσουμε όλα τα προηγούμενα σε ένα. Ξεκινάμε 

με ένα στοιχείο 












A  του SL(2C). Τότε το A προσδιορίζει μια απεικόνι-

ση που απεικονίζει οποιοδήποτε ζευγάρι 







n


,όχι και οι 2 μηδενικοί, σε ένα 

άλλο τέτοιο ζευγάρι που συμβολίζουμε 



















































n
n

nn
A

n 





^

^

, (1.7.17) 

Παρατηρούμε ότι, αν θεωρηθεί ως απεικόνιση στο S (ή στο C ), η (1.7.17) 



 155 

προσδιορίζει ένα γραμμικό κλασματικό μετασχηματισμό. Πράγματι, όσο αφορά 

τον επεκταμένο μιγαδικό αριθμό ζ = 
n
 , η (1.7.17) είναι ίση με  

 






  

Τώρα, 











^

^

n

 καθορίζει έναν X  στον )0(
NC  από την (1.7.15)(με καπελάκια) και 

αυτό, με τη σειρά του, καθορίζει ένα παρελθοντικες φωτοειδής κατευθύνσεις 

XR  = 









n

R  . Απ’ την άλλη, το A ανυψώνει επίσης ,μέσω της spinar απεικόνισης, 

σ’ ένα κατάλληλο ορθοχρονοειδές μετασχηματισμό Lorentz  ο οποίος, λαì-

βανόμενος ως ενεργός μετασχηματισμός, απεικονίζει το X σ’ ένα σημείο   

στον )0(
NC . Σκοπός μας είναι να αποδείξουμε ότι τα X και   είναι στην 

ουσία το ίδιο σημείο ,έτσι ώστε, συγκεκριμένα, το αποτέλεσμα του γραμμικού 

κλασματικού μετασχηματισμού (1.7.17)που καθορίζεται από το A σε past φω-

τοειδές directions είναι το ίδιο με το αποτέλεσμα του μετασχηματισμού Lor-

entz   που καθορίζεται από το A, δηλαδή,  

  









n

R 



 R  , (1.7.18) 

Για να τ’ αποδείξουμε όλα αυτά συνεχίζουμε ως εξής:  

Ξεκινάμε λύνοντας την (1.7.15) 

για τα 4 γινόμενα nnnn ,,,   όπου παίρνουμε  

)(
2
1 43  , )(

2
1 21 iXXn   

)(
2
1 21 iXXn  , )(

2
1 43 XXnn  , 

έτσι ώστε, 

3 4 1 2

1 2 3 4

1
2

X X X iX
X iX X X


 


                

   (1.7.19) 
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Τώρα παρουσιάζουμε το μονοπαραμετρικό μετασχηματισμό (1.7.17) για να 

πάρουμε το 













. Το σημείο ανταπόκρισης a

aeXX


 που δίνεται από την 

(1.7.15) με καπελάκια πρέπει να ικανοποιεί την (1.7.19) με καπελάκια, δηλαδή  
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. (1.7.20) 

Συγκρίνοντας τις (1.7.20) και (1.7.15) και τον ορισμό του   βρίσκουμε ότι, 

πράγματι, 

 X =  ,  

κι έτσι η (1.7.18) αποδείχτηκε. 

 

Εφόσον η απεικόνιση περιστροφής είναι μονοσήμαντη, κάθε στοιχείο του L 

είναι  για κάποια A στο SL(2,C) και έτσι κάθε στοιχείο του L καθορίζει έναν 

γραμμικό κλασματικό μετασχηματισμό του S  που έχει την ίδια επιρροή στα 

past φωτοειδές directions (  ανυψώνει τον ίδιο γραμμικό κλασματικό με-

τασχηματισμό). Αντίστροφα, αφού τα past φωτοειδές διανύσματα επεκτεί-

νουν το M ένας μετασχηματισμός Lorentz προσδιορίζεται πλήρως από τις ε-

πιρροές του στα past φωτοειδές directions. Μερικές συνέπειες αυτής της αντι-

στοιχίας μεταξύ στοιχείων του L και γραμμικών κλασματικών μετασχηματι-

σμών του S  είναι άμεσες. 
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Θεώρημα 1.7.1 : Ένας κανονικός, ορθοχρονοειδές μετασχηματισμός Lorentz, 

αν δεν είναι ταυτότητα, αφήνει αναλλοίωτα τουλάχιστον ένα και το πολύ δυο 

past φωτοειδές directions. 

 

Αυτό φαίνεται από το γνωστό γεγονός ότι οποιοσδήποτε γραμμικός κλασμα-

τικός μετασχηματισμός της σφαίρας του Riemann, αν δεν είναι ταυτότητα, 

έχει δυο (πιθανώς τυχαία) σταθερά σημεία (βλέπε [A]). Μια άλλη γνωστή ι-

διότητα του γραμμικού κλασματικού μετασχηματισμού είναι ότι προσδιορί-

ζονται πλήρως από τις τιμές τους σε οποιαδήποτε 3 διακεκριμένα σημεία στο 

επεκταμένο μιγαδικό επίπεδο (βλέπε [A]). 

 

Ως εκ τούτου: 

 

Θεώρημα 1.7.2 : Ένας κανονικός, ορθοχρονοειδές μετασχηματισμός Lorentz 

προσδιορίζεται πλήρως από τις επιδράσεις του σε οποιαδήποτε 3 διακεκριμέ-

να past φωτοειδές directions. Πιο συγκεκριμένα, δοθέντων 2 ομάδων των 

τριών διακεκριμένων παρελθοντικών φωτοειδών κατευθύνσεων υπάρχει ένα 

και μόνον ένα στοιχείο του L που απεικονίζει την πρώτη ομάδα (1-1) στη δεύ-

τερη.  

 

Σαν τελευταία εφαρμογή θα αναπτύξουμε ένα αξιοθαύμαστο αποτέλεσμα του 

Penrose [Pen] που σχετίζεται με αυτό που ονομάζουμε «αφάνεια της συστολής 

του Lorrentz». Ένας επιτρεπτός  παρατηρητής Ο «παρατηρεί» με έναν αρκετά 

ακριβή και καλά προσδιορισμένο τρόπο. Κάποιος εικονογραφεί το σύστημα 

αναφοράς του παρατηρητή σαν ένα πλέγμα χωρικών συντεταγμένων με ρο-

λόγια τοποθετημένα στα σημεία του πλέγματος και είτε συσκευές εγγραφής 

είτε βοηθοί μαζί με τα ρολόγια για να κάνουν τις απαραίτητες τοπικές μετρή-

σεις. Ύστερα ο Ο παρατηρεί, ας πούμε, μια κινούμενη σφαίρα είτε βάζοντας 

σε λειτουργία τις συσκευές είτε προειδοποιώντας τους βοηθούς να καταγρά-
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φουν τις στιγμές άφιξης διάφορων σημείων της σφαίρας στα σημεία που αυ-

τοί βρίσκονται. Όταν τα πράγματα ξαναηρεμήσουν ο Ο θα μαζέψει όλες τα 

δεδομένα για ανάλυση. Τότε θα μπορεί, για παράδειγμα, να κατασκευάσει 

μια «εικόνα» της σφαίρας διαλέγοντας (αυθαίρετα) κάποια στιγμή του χρό-

νου, συλλέγοντας όλες τις τοποθεσίες στο πλέγμα του που κατέγραψε το πέ-

ρασμα ενός σημείου στα όρια της σφαίρας αυτήν την δεδομένη στιγμή και να 

«πλέξει» αυτά τα σημεία στο πλέγμα του. Κατ’ αυτόν τον τρόπο θα βρει τον 

εαυτό του να κατασκευάζει, όχι μια σφαίρα, αλλά μια έλλειψη εξαιτίας της 

συστολής του μήκους κατά τη διάρκεια της κίνησης. 

Αυτό που ο παρατηρητής μας ΄΄βλέπει΄΄ στην πραγματικότητα (με τα μάτια 

του ή μέσα απ’ τον φακό), παρ’ όλ’ αυτά, δεν είναι τόσο ξεκάθαρο. Θέλουμε 

να κατασκευάσουμε μια (παραδεκτά ιδανική) γεωμετρική αναπαράσταση στο 

M αυτού του ΄΄πεδίου ορατότητας΄΄. 

Είναι ένα καθαρό απόγευμα και, όπως περπατάς έξω, κοιτάζεις ψηλά και 

βλέπεις την Μεγάλη Άρκτο. Πιο συγκεκριμένα, εστιάζεις την ματιά σου σε ένα 

πλήθος εισερχόμενων φωτονίων (απομόνωσε και θεώρησε ένα από κάθε ά-

στρο του αστερισμού). Άσχετα από το πότε έφυγαν από την πηγή τους αυτά 

τα φωτόνια φτάνουν στην επιφάνεια ταυτόχρονα (στο δικό σου σύστημα α-

ναφοράς) και συνεπώς δημιουργείς ένα σχέδιο (εικόνα) που καταγράφεται 

στον δικό σου εγκέφαλο. Αυτό το σχέδιο είναι αυτό που ΄΄βλέπεις΄΄. Που μπο-

ρούμε να το βρούμε στο M; Κάθε φωτόνιο που βλέπεις έχει μια κοσμική 

γραμμή στο Μ που απλώνεται κατά μήκος του παρελθοντικού φωτοειδούς 

κώνου )0(
NC  (βρίσκεστε στην αρχή του συστήματος συντεταγμένων σας και η 

εικόνα καταγράφεται στον εγκέφαλό σας όταν x4 = 0).  

Λίγο πριν τη στιγμή x4 = 0 τα φωτόνια επέδρασαν στην επιφάνεια των ματιών 

σας και δημιούργησαν την εικόνα. Όταν x4 = -1 τα φωτόνια βρίσκονταν όλα 

σε μια σφαίρα ακτίνας 1 πάνω στο σύστημα συντεταγμένων σου και δημιούρ-

γησαν το ίδιο σχέδιο που κατέγραψε το μάτι σου λίγο αργότερα. Προβάλλο-

ντας την εικόνα στο επίπεδο x4 = -1 στο M βρίσκουμε την κοσμική γραμμή 

αυτών των φωτονίων να τέμνει το S  στη συγκεκριμένη εικόνα που 
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΄΄βλέπεις΄΄. Ως γεωμετρική αναπαράσταση του τι βλέπεις (για το γεγονός 

x1=x2=x3=x4=0) παίρνουμε την τομή με το S  των κοσμική γραμμήss όλων 

των φωτονίων που προκαλούν τον εγκέφαλό σου να καταγράψει την εικόνα 

όταν x4 = 0. 

 Τώρα κάνουμε την εξής ερώτηση. Ας υποθέσουμε ότι αυτό που βλέπεις δεν 

είναι η Μεγάλη Άρκτος, αλλά κάτι με κυκλικό περίγραμμα, π.χ. μια σφαίρα 

σε αδράνεια στο σύστημα αναφοράς σου. Τι βλέπει ένας άλλος αποδεκτός πα-

ρατηρητής, ο οποίος κινείται σε σχέση με το δικό σου σύστημα αναφοράς, αλ-

λά συναντάται τυχαία με σένα στην αρχή των αξόνων; Σύμφωνα με το νέο 

παρατηρητή, η σφαίρα κινείται και με βεβαιότητα πρέπει να εμφανίζεται ότι 

συστέλλεται σύμφωνα με την κατεύθυνση της κίνησης. Σίγουρα, πρέπει να 

΄΄βλέπει΄΄ ένα ελλειψοειδές και όχι ένα σφαιρικό σχήμα. 

Κι όμως όχι! Θα διαφωνήσουμε ότι, παρ’ όλο την συστολή του Lorentz σύì-

φωνα με την κατεύθυνση της κίνησης, η σφαίρα θα συνεχίσει να παριστά 

σφαιρικό περίβλημα για τον O (παρ’ όλα αυτά, σε εκφυλισμένη περίπτωση, 

μπορεί να ΄΄φαίνεται΄΄ ο κύκλος ευθεία). Πράγματι, αυτό είναι αντανάκλαση 

ενός άλλου γνωστού χαρακτηριστικού των γραμμικών κλασματικών μετα-

σχηματισμών των σφαιρών του Riemann: απεικονίζουν σφαίρες σε σφαίρες. 

Έτσι, αν Λ είναι ο μετασχηματισμός Lorentz που σχετίζει το S με το S


 , τότε, 

θεωρούμενο ως ενεργός μετασχηματισμός σε παρελθοντικες φωτοειδής κατευ-

θύνσεις, απεικονίζει οποιαδήποτε οικογένεια παρελθοντικών φωτοειδών κα-

τευθύνσεων που τέμνουν το S  ,σε ένα κύκλο σε μια άλλη τέτοια οικογένεια. 

Με περισσότερες λεπτομέρειες θυμόμαστε ότι, για κάθε x στο M,το 

)]()[( 1 xLx   έχει την ίδια θέση και τον ίδιο χρόνο στο S που το x έχει στο S


. 

Συγκεκριμένα,  Sx)(  εάν και μόνον εάν  Sx


. Έτσι, το 


  )()( xx RR  

μοιάζει το ίδιο στον O όταν x4 = 0 όπως το 
xR μοιάζει στον O όταν 04 x . 

Τώρα, αν έχουμε μια οικογένεια N από παρελθοντικες φωτοειδής κατευθύν-

σεις τότε η εμφάνιση της εικόνας στον O όταν 04 x  θα είναι η ίδια όπως ό-

ταν x4 = 0 για το Λ(N) του O. Αν οι ακτίνες στο N αναπαριστούν ένα σφαιρι-
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κό περίβλημα στον O όταν x4 = 0, το ίδιο θα κάνει και το Λ(N) και έτσι ο O θα 

δει επίσης σφαιρικό περίβλημα όταν 04 x . 
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