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                                             ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Η διδασκαλία και η µάθηση των Μαθηµατικών αποτέλεσαν αντικείµενο ερευνών σε 
παγκόσµιο επίπεδο οι οποίες κινήθηκαν σε τρεις κατευθύνσεις ( Κολέζα, 2000): 

• Έρευνες που είχαν ως στόχο την διατύπωση µιας ολοκληρωµένης θεωρίας για την 
διδασκαλία και τη µάθηση. 

• Έρευνες που προσπάθησαν να ερµηνεύσουν τους τρόπους µε τους οποίους οι 
µαθητές προσεγγίζουν και κατανοούν τα Μαθηµατικά 

• Έρευνες που προσανατολίστηκαν στην ανάπτυξη µεθόδων διδασκαλίας και 
εκπαιδευτικού υλικού στη βάση των προηγουµένων αποτελεσµάτων. 

Η τρίτη κατεύθυνση αποτελεί και την πρακτική εφαρµογή των συµπερασµάτων των 
ερευνών που έγιναν σε θεωρητικό επίπεδο. Οι ερευνητές προσπαθούν να απαντήσουν σε 
ένα κεντρικό ερώτηµα που είναι και ερώτηµα πολλών εκπαιδευτικών: Τί πρέπει να γίνει 
σε επίπεδο διδακτικής πρακτικής, ώστε ο εκπαιδευτικός να µπορέσει να βοηθήσει τους 
µαθητές αφ’ ενός να αναπτύξουν τη µαθηµατική σκέψη και αφ’ ετέρου να 
χρησιµοποιήσουν τα µαθηµατικά ως εργαλείο επίλυσης προβληµάτων της καθηµερινής 
ζωής; 
Μια απάντηση στο ερώτηµα µπορεί να αποτελέσει η Ρεαλιστική Μαθηµατική 
Εκπαίδευση και σε θεωρητικό και σε επίπεδο εφαρµογής.  
 
Η Ελληνική πραγµατικότητα 
Η µαθηµατική εκπαίδευση στην Ελλάδα παρουσιάζει προβλήµατα και ως προς το 
περιεχόµενο σπουδών και ως προς τις µεθόδους διδασκαλίας που εφαρµόζονται από τους 
εκπαιδευτικούς (Tzekaki, Sakonidis, Kaldrimidou, 2003) Οι χαµηλές επιδόσεις των 
µαθητών στους διεθνείς διαγωνισµούς TIMSS και PISA (Παράρτηµα II) υποδηλώνουν 
µια εκπαίδευση που παρέχει αποσπασµατική µαθηµατική γνώση, τελείως αποκοµµένη 
από την πραγµατικότητα. Έρευνες που έγιναν σε µαθητές ∆ηµοτικού και Γυµνασίου 
(Tzekaki, Sakonidis, Kaldrimidou, 2003), έδειξαν ότι: 

• Η απόδοση των µαθητών είναι σχετικά χαµηλή και κατά τη γνώµη των 
ερευνητών αντανακλά το επίπεδο της µαθηµατικής εκπαίδευσης στην Ελλάδα.  

• Οι εκπαιδευτικοί της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης ακολουθούν στην πλειοψηφία 
τους την παραδοσιακή µετωπική διδασκαλία: ο καθηγητής διδάσκει και οι 
µαθητές αποµνηµονεύουν κανόνες και διαδικασίες και προσπαθούν να τους 
εφαρµόσουν σε ένα πλήθος ασκήσεων. 

Το δασκαλοκεντρικό µοντέλο (Tzekaki, Sakonidis, Kaldrimidou, 2003), που κυριαρχεί 
στην ελληνική εκπαίδευση, µε τη διδασκαλία και τη µάθηση να αποτελούν δύο 
ξεχωριστές  διαδικασίες, έχει προ πολλού αναθεωρηθεί. Εξ’ άλλου οι οδηγίες του Π.Ι 
προς τους εκπαιδευτικούς της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης για µια πιο ενεργητική 
διδασκαλία µε προσανατολισµό στην επίλυση προβλήµατος (problem solving), 
καταδεικνύει την ύπαρξη του προβλήµατος. Σύµφωνα µε τον πρόεδρο του Π.Ι 
(Αλαχιώτης, 2004): 
 

...... το εκπαιδευτικό µας σύστηµα δεν µπορεί να συνεχίσει να πορεύεται στις γενικές 
συντεταγµένες του παραδοσιακού γνωσιοκεντρικού χαρακτήρα του σχολείου, της 
αποσπασµατικότητας και της παθητικής απόκτησης των γνώσεων, καθώς οι 
κατακερµατισµένες γνώσεις δεν συνιστούν γνώση. Το σχολείο, αντίθετα, πρέπει να .ναι 
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µαθητοκεντρικό, κοινωνιοκεντρικό και βιωµατικό, µε όλους τους συντελεστές του 
συµµέτοχους, χώρος ελκυστικός, .........  

Από το φθινόπωρο του 2000 το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο άρχισε το σχεδιασµό της 
αναθεώρησης του εκπαιδευτικού συστήµατος της υποχρεωτικής εκπαίδευσης στην 
Ελλάδα. Το γενικό πλαίσιο χαρακτηρίζεται από δύο κυρίως παραµέτρους. Την ισόρροπη 
κάθετη κατανοµή της διδακτέας ύλης από τάξη σε τάξη, ένα νέο δηλαδή ενιαίο πλαίσιο 
προγραµµάτων σπουδών χωρίς άχρηστες επικαλύψεις και πρωθύστερα, και την 
οριζόντια διασύνδεση των Αναλυτικών Προγραµµάτων Σπουδών (Α.Π.Σ.) των 
επιµέρους γνωστικών αντικειµένων, παράµετρος που ονοµάστηκε ως «διαθεµατική 
προσέγγιση» (Αλαχιώτης, 2004) 
Έχοντας ως σηµείο εκκίνησης την ανάγκη αναθεώρησης της µαθηµατικής εκπαίδευσης  
στην Ελλάδα και παίρνοντας υπ’ όψιν τις σύγχρονες απόψεις για τη διδασκαλία και τη 
µάθηση των µαθηµατικών, πιστεύω ότι οι ιδέες της ρεαλιστικής µαθηµατικής 
εκπαίδευσης θα µπορούσαν να συνεισφέρουν θετικά στην αναθεώρηση και του 
περιεχοµένου και της διδακτικής µεθοδολογίας στα µαθηµατικά Η παρουσίαση της 
διδασκαλίας των θετικών και αρνητικών αριθµών βασίσθηκε στο αναλυτικό πρόγραµµα 
«Μαθηµατικά σε πλαίσιο» (Mathematics in Context) που σχεδιάστηκε πάνω στις αρχές 
της ΡΜΕ και είναι σύµφωνο µε τα πρότυπα που έχει θέσει η NCTM (National Council of 
Teachers of Mathematics, 2000). To αναλυτικό πρόγραµµα είναι αποτέλεσµα 
συνεργασίας των Ολλανδών ερευνητών του ινστιτούτου Freudenthal και συναδέλφων 
τους από πανεπιστήµιο των ΗΠΑ και εφαρµόζεται σε σχολεία των Ηνωµένων 
Πολιτειών. 
Η πρόταση διδασκαλίας που περιγράφεται λεπτοµερώς στο Παράρτηµα I, περιλαµβάνει 
µια συνολική  διδασκαλία των θετικών και αρνητικών για την Α΄ γυµνασίου και 
ολοκληρώνεται σε έξι ενότητες. Μία ενότητα (εν. 2) παρουσιάζεται µε ελάχιστες 
αλλαγές από το πρόγραµµα (MiC), στις ενότητες 1, 4 χρειάστηκε επανασχεδιασµός ή/και 
προσαρµογή στην ελληνική πραγµατικότητα, η 6η ενότητα επανασχεδιάστηκε και έγινε 
χρήση εκπαιδευτικού διερευνητικού λογισµικού, την 3η ενότητα καθώς και το 
µεγαλύτερο τµήµα της 5ης ενότητας τα σχεδίασα από την αρχή προσπαθώντας: 
1.  Να είµαι συνεπής στις αρχές της ΡΜΕ:  
Ο δάσκαλος αναλύει το διδακτικό υλικό και αν είναι απαραίτητο κατασκευάζει ένα παραλλαγµένο που 
αντικατοπτρίζει τις προσωπικές του απόψεις για τη διδασκαλία. Μετά την διδασκαλία µπορεί να 
επανεξετάσει όλες τις αλλαγές. Το θέµα λοιπόν δεν είναι ποτέ «τελειωµένο», «αποδεδειγµένο από τον 
καθηγητή» ούτε «έτοιµο προς χρήση» (Treffers, 1987) 
2. Να αποφύγω  

 ..... να γεµίσει ο αναθεωρηµένος τρόπος  διδασκαλίας µε παραδοσιακές πρακτικές ή\και 
να αναπροσαρµοσθεί σε τέτοιον βαθµό ώστε να µη διαφέρει στην ουσία από τον παλαιό. 
(Romberg, 2001) 

Το να εφαρµόζει κανείς αποσπασµατικά  ένα αναλυτικό πρόγραµµα, το οποίο βασίζεται 
σε διαφορετική φιλoσοφική θεώρηση της διδασκαλίας και µάθησης των µαθηµατικών, 
χωρίς προηγούµενη προετοιµασία καθηγητών και µαθητών, είναι ένα µάλλον ατυχές 
εγχείρηµα µε αµφίβολα αποτελέσµατα.(Marshall, 2003) Αυτό που χρειάζεται είναι µία 
συνολική αναθεώρηση της διδασκαλίας των µαθηµατικών που θα καλύπτει και τις δύο 
βαθµίδες της εκπαίδευσης. 
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                                           ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 
                                           ΑΡΝΗΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 
 

Οι θετικοί αριθµοί είναι πιο συγκεκριµένοι µε την έννοια ότι είναι οι πρωτότυποι, οι 
αρχικοί και εποµένως µπορεί να κάνει κανείς πράξεις µε αυτούς. Οι αρνητικοί είναι 
δευτερεύοντες, επειδή έχουν εισαχθεί ως αποτέλεσµα πράξης η οποία αρχικά ήταν 
αδύνατη.....µε άλλα λόγια, οι θετικοί είναι ενεργητικοί, οι αρνητικοί είναι παθητικοί.... 

            (Freudenthal, 1983) 
Το κεφάλαιο αυτό αναφέρεται αφ’ ενός στην ιστορική ανάπτυξη της έννοιας των 
αρνητικών αριθµών και αφ’ ετέρου σε κάποιες πλευρές της εκπαιδευτικής έρευνας που 
αφορά τα εµπόδια που συναντούν οι µαθητές στην κατανόηση των αρνητικών αριθµών 
και των πράξεών τους. 
 
1.1 Προέλευση 
Ιστορικά οι αρνητικοί αριθµοί οφείλουν την ύπαρξή τους στην ανάγκη για εγκυρότητα 
των αλγεβρικών τύπων. Συγκεκριµένα η ανάγκη για επίλυση της εξίσωσης α · x + β = γ 
µε α≠0 και γ<β, οδήγησε στην εισαγωγή των αρνητικών αριθµών. Τον 17ο αιώνα 
χρησιµοποιήθηκαν οι αρνητικοί αριθµοί σε µια καινούρια γεωµετρία, την αναλυτική, για 
να περιγραφούν γεωµετρικές σχέσεις και µετασχηµατισµοί. Για αιώνες οι µαθηµατικοί 
έψαχναν να βρουν τρόπους να συγκεκριµενοποιήσουν τους κανόνες προσήµου για τους 
αρνητικούς αριθµούς. Προσπάθησαν µέσω ενός συγκεκριµένου µοντέλου µε µεγέθη ή 
ποσότητες να εξηγήσουν για παράδειγµα ότι το γινόµενο δύο αρνητικών αριθµών είναι 
θετικός αριθµός. Οι προσπάθειες για τη θεωρητική θεµελίωση των αρνητικών µέσω 
συγκεκριµένων µοντέλων (πάνω και κάτω από την επιφάνεια της θάλασσας, κέρδη και 
χρέη,..) οδήγησαν σε γνωστικές συγκρούσεις. Μόνο στα µέσα του 18ου αιώνα ο 
Γερµανός µαθηµατικός Hankel δουλεύοντας στο πλαίσιο των αριθµητικών συστηµάτων 
της εποχής εκείνης, θεµελίωσε τους αρνητικούς διατυπώνοντας την αρχή της διατήρησης 
των τυπικών νόµων. Οι πράξεις µεταξύ των αρνητικών αριθµών ακολούθησαν τους 
διευρυµένους νόµους της πρόσθεσης, αφαίρεσης, πολ/µού και διαίρεσης που ίσχυαν για 
τους φυσικούς αριθµούς.  Η σύνδεση µε την πραγµατικότητα για τους αρνητικούς 
κόπηκε και η έρευνα για την θεµελίωση µέσω συγκεκριµένων µοντέλων σταµάτησε.  
 
1.2 Γνωστικά εµπόδια – Εκπαιδευτική έρευνα 
Ενώ οι µαθητές αντιλαµβάνονται τους φυσικούς αριθµούς διαισθητικά, δεν συµβαίνει το 
ίδιο για τους αρνητικούς ακεραίους. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να δηµιουργούνται 
προβλήµατα (Streefland 1996, Gallardo 2003, ΕΜΕ 2004), στη διδασκαλία και τη 
µάθηση των θετικών και αρνητικών αριθµών και των πράξεών τους. Στη παραδοσιακή 
διδασκαλία χρησιµοποιήθηκαν οι κανόνες και η τυπική γλώσσα για την εκµάθησή τους. 
Αργότερα χρησιµοποιήθηκαν διάφορα µοντέλα για υποστηρίξουν την διαισθητική 
κατανόησή τους, µε δηµοφιλέστερη την αριθµογραµµή ως φυσική προέκταση της 
απεικόνισης των φυσικών αριθµών  Ο Vergnaud .(Κολέζα, 2000) σε έρευνά του έδειξε 
ότι οι µαθητές κατά τη  µετάβαση από την αριθµητική στην άλγεβρα, αντιµετωπίζουν 
προβλήµατα στην κατανόηση των αρνητικών αριθµών. Μελετώντας  τις προσθετικές 
δοµές διέκρινε δύο είδη υπολογισµών: τους αριθµητικούς και τους σχεσιακούς. Οι 
αριθµητικοί αναφέρονται σε καταστάσεις που µετρώνται µε φυσικούς αριθµούς (έχω 
τρεις βαθµούς) και οι σχεσιακοί αναφέρονται σε µετασχηµατισµούς (σχέσεις µεταξύ δύο 
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καταστάσεων) που εκφράζονται µε θετικούς ή αρνητικούς αριθµούς. Έρευνες  επίσης 
έχουν δείξει ότι οι αριθµοί µε πρόσηµο ερµηνεύονται στο γνωστό µοντέλο της  
αριθµογραµµής από τους µαθητές  ως δύο διαφορετικά αντικείµενα: ως θέσεις και ως 
µεταθέσεις. 
 
 

-5 -3

Ο αριθµός +2 είτε 
νός σηµείου δύο µε

(Gallardo, 2003) στ
 
Προτάσεις διδασκα
Αρχικά ο  Freuden
των πράξεών τους 

Στη
και

µέθοδο για τις πρ
πρόσθεσης, αφαίρε
3 + 2 = 5            3 –
3 + 1 = 4            3 –
3 + 0 = 3            3 –
3 + (-1)=...         3 -
Η µέθοδος αυτή, σ
συµπλήρωµά της. 
ήταν µία απολύτως
─ Παλιά µοντέλα 

 βιβλιογραφία α
 αρνητικών, όπω
• Κέρδος και 
• Ανεβοκατέβ
• Θερµόµετρο

Αυτά τα µοντέλα κ
πρόσθεση. Για την
ή αρνητικό. Ο ισχυ
µπορεί να υποστη
αρνητικό κέρδος εί
κάθοδος, δεν έχει ν
οφείλεται στην «διδ
─ Νέα µοντέλα και 
Τα παλιά µοντέλα 
πρόσθεσης (αφαίρ
δευτερεύουσα πρά
(Freudenthal, 1983
αρνητικών είναι πρ
Ένα αλγεβρικό µον
µετρητές. Στο µο

 

+2
5 10 χ0 +2

 
σηµαίνει ένα συγκεκριµένο σηµείο πάνω στον άξονα είτε µεταφορά 
ονάδες προς τα δεξιά. Αυτή η διπλή ερµηνεία δηµιουργεί δυσκολίες 

µοποίηση του άξονα κατά την επίλυση προβλήµατος. η χρησι

λίας 
thal (1973), πρότεινε την διαισθητική προσέγγιση των αρνητικών και 
µε  την αριθµογραµµή. Επίσης πρότεινε µία επαγωγική διερευνητική 

ν οποία οι µαθητές συµπληρώνουν πίνακες 
, όπως: 

  µπορούσε να αποτελεί ενεργό 
Ακόµη όµως και αν η διαισθητική δεν χρησιµοποιηθεί, η επαγωγική 

νται µοντέλα για την εισαγωγή και τις πράξεις µεταξύ θετικών 

µιά 

 = θετική 
αδυναµία αυτών των µοντέλων κατά τον Freudenthal (1983), 

ην αρχική, την πρόσθεση. Τα νέα µοντέλα 

αύρος) µετρητής και ένας αρνητικός 

άξεις, σύµφωνα µε τη
σης, πολλαπλασιασµού
 2 = 1            3 · 2 = 6 
 1 = 2            3 · 1 = 3 
 0 = 3            3 · 0 = 0 
 (-1) =...        3 · (-1) =... 
ε συνδυασµό µε την διαισθητική, θα

 φυσική προσέγγιση των αρνητικών. 

ναφέρο
ς: 
ζη
ασµα σε ορόφους και σε υπόγειο 
 
ατά τον Freudenthal (1983), δουλεύουν ικανοποιητικά µόνο για την 

 αφαίρεση είναι κατάλληλα µόνο  όταν αφαιρείται θετικός από θετικό 
ρισµός «πρόσθεση αρνητικού είναι το ίδιο µε αφαίρεση θετικού» δεν 
ριχθεί απο τα µοντέλα αυτά. Κάποιος µπορεί να καταλάβει ότι 
ναι ίδιο µε θετική ζηµιά, αλλά η ισότητα: αρνητική άνοδος
όηµα. Η 
ακτική ασυµµετρία» µεταξύ θετικών και αρνητικών. 
πλαίσια 
βασίσθηκαν στην αρχή ότι η αφαίρεση είναι η αντίθετη πράξη της 
εση=πρόσθεση αντίθετου), δηλαδή ορίζεται η αφαίρεση ως 
ξη βασισµένη στ

) στηρίζονται στην αρχή ότι η πρόσθεση και η αφαίρεση θετικών και 
άξεις µε ίδιο status. 
τέλο για την πρόσθεση και αφαίρεση είναι οι θετικοί και αρνητικοί 
ντέλο αυτό ένας θετικός (µ
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(κόκκινος) αλληλοαναιρούνται. Στην ιδιότητα αυτή στηρίζεται και η «δηµιουργία από το 

έσουµε από 7 µαύρους µετρητές 3 κόκκινους. 
υς και 

οι αριθµοί είναι σηµεία 
νισµένο χαρτί. Ο θετικός αριθµός δηλώνει κίνηση σηµείου 

µ β ι
σ σ

τ ς  

µφανισθούν στους µαθητές  όταν έρθουν αντιµέτωποι 
ε τις δύο όψεις των αρνητικών» Εποµένως πλαίσια όπως «Η µάγισσα» πρέπει να 
πορριφθούν γιατί είναι ψεύτικα. 

τίποτα» που χρησιµοποιείται στην αφαίρεση. 
.Είναι προφανές ότι οι παρακάτω πράξεις έχουν το ίδιο status: 
3 µαύροι + 2 µαύροι = 5 µαύροι                      δηλαδή 3 + 2 = 5                   και  
3 κόκκινοι + 2 κόκκινοι = 5 κόκκινοι              δηλαδή (-3) +(-2) = (-5) 
Οι πράξεις 7-3 και –7-(-3 ) είναι αφαιρέσεις µαύρων και κόκινων µετρητών αντιστοίχως, 
ενώ στην πράξη 7- (- 3) πρέπει να αφαιρ
Εδώ χρησιµοποιούµε την «δηµιουργία από το τίποτε»: προσθέτουµε τρεις µαύρο
τρεις κόκκινους µετρητές, οπότε έχουµε: 
7 µαύροι - 3 κόκκινοι = 7 µαύροι +3 κόκκινοι + 3 µαύροι - 3 κόκκινοι = 10µαύροι 
Ένα γεωµετρικό µοντέλο για την πρόσθεση και αφαίρεση είναι η προσέγγιση του Van 
Hiele. Ο Van Hiele εισήγαγε ένα διδιάστατο πλαίσιο στο οποίο 
που κινούνται σε τετραγω
προς τα πάνω ή δεξιά και ο αρνητικός προς τα κάτω ή αριστερά. 
 Το διατεταγµένο ζεύγος: 
( + 3 , + 4 )   σηµαίνει      3 βήµατα  δεξιά         και    4 βήµατα  πάνω 
( - 3 , + 4 )   σηµαίνει      3 βήµατα  αριστερά    και    4 βήµατα  πάνω 
( + 3 , - 4 )   σηµαίνει      3 βήµατα  δεξιά          και    4 βήµατα  κάτω 
( - 3 , - 4 )   ση αίνει       3 ήµατα  αριστερά    κα     4 βήµατα  κάτω 
Η έρευνα και η συζήτηση για τα πλαί ια και τα µοντέλα υνεχίζεται. Ένα κλασσικό 
πλαίσιο στα ολλανδικά σχολικά εγχειρίδια ήταν «Η µάγισσα». Μία µάγισσα 
παρασκεύαζε µυστικές δόσεις από καυτούς θετικούς κύβους και παγωµένους 
αρνητικούς. Βγάζοντας θετικούς ή αρνη ικού  κύβους από ένα καζάνι, η θερµοκρασία 
άλλαζε.   Ο Streefland (1996), ισχυρίζεται ότι «τα γνωστικά εµπόδια που προκλήθηκαν, 
στην ιστορική εξέλιξη της µάθησης του ανθρώπινου γένους, αφ’ενός από την 
ασυµβατότητα των αρνητικών µε µεγέθη και ποσότητες και αφ’ετέρου από την τυπική 
µαθηµατική τους κατασκευή, θα ε
µ
α
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                                        ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 
                               ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 
 
 Ο σκοπός του κεφαλαίου είναι να δώσει µια περιεκτική περιγραφή  της ρεαλιστικής 
µαθηµατικής εκπαίδευσης η οποία αποτελεί και θεωρητικό υπόβαθρο για την διδακτική 
πρόταση αλλά και πηγή έµπνευσης για τον σχεδιασµό µιας διδασκαλίας  βασισµένη στις 
αρχές της.                                         
Η ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση (ΡΜΕ) είναι µία θεωρία διδασκαλίας και µάθησης 
στην µαθηµατική εκπαίδευση και είναι η απάντηση των Ολλανδών στην ανάγκη για 
αναθεώρηση της διδασκαλίας των µαθηµατικών. Η αναθεώρηση αυτή ξεκίνησε στις αχές 
της δεκαετίας του ’70 όταν διαµορφώθηκαν και άρχισαν να υλοποιούνται οι πρώτες ιδέες 
της ρεαλιστικής µαθηµατικής διδασκαλίας. Ήταν η αντίδραση αφ’ ενός στην κίνηση για 
«Νέα Μαθηµατικά» που προερχόταν από την Αµερική και αφ’ ετέρου στην επικρατούσα 
µηχανιστική µαθηµατική εκπαίδευση στην Ολλανδία. Η ανάπτυξη και η έρευνα 
συνεχίζεται µέχρι στις µέρες µας και µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι µια αναθεώρηση 
της µαθηµατικής εκπαίδευσης, εκτός του ότι χρειάζεται πολλή και σοβαρή δουλιά, 
χρειάζεται επίσης πολύ χρόνο. 
Η θεµελίωση της ΡΜΕ βασίστηκε στις αντιλήψεις του Freudenthal περί µ θηµατικών και 
µαθηµατικής εκπαίδευση

α
ρηση είναι ότι τα µαθηµατικά είναι µια 

ανθρ π 3) και εποµένως για να αποτελούν 
ανθρ π

τητα 

 εκπαίδευση πρέπει να εστιάζει στα µαθηµατικά όχι ως 

ρούν µέσω της κατασκευαστικής 

ρχές της ΡΜΕ (Mathematics in 

ς. Η φιλοσοφική του θεώ
ώ ινη δραστηριότητα (Freudenthal, 197
ώ ινη αξία πρέπει: 
• να συνδέονται µε την πραγµατικό
• να είναι κοντά στα παιδιά  
• να έχουν σχέση µε την κοινωνία 

Κατά συνέπεια και η µαθηµατική
ένα κλειστό σύστηµα, αλλά ως µία δραστηριότητα κατά την διαδικασία της 
µαθηµατικοποίησης. 
Ένας εκπαιδευτικός ισχυρισµός 
Οι ρεαλιστές ισχυρίζονται ότι ξεκινώντας από το άτυπο και  συνδεδεµένο µε ένα 
συγκεκριµένο πλαίσιο επίπεδο, τα παιδιά µπο
διαδικασίας να φτάσουν στο τυπικό επίπεδο, µε τη βοήθεια µοντελοποιηµένων 
καταστάσεων, µοντέλων, σχηµάτων και συµβόλων. 
Μια εκπαιδευτική πραγµατικότητα 
Η ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση είναι µια πραγµατικότητα στην Ολλανδία εδώ και 
30 χρόνια.΄Ηταν µια αθόρυβη «επανάσταση» (Treffers, 1991), που περιελάµβανε ριζική 
αναθεώρηση των στόχων της µαθηµατικής εκπαίδευσης, του αναλυτικού προγράµµατος, 
των σχολικών εγχειριδίων, των διδακτικών πρακτικών, της θεώρησης της θέσης και του 
ρόλου του δασκάλου. Ξεκίνησε από την πρωτοβάθµια οκτάχρονη εκπαίδευση και 
σταδιακά εφαρµόστηκε και στη δευτεροβάθµια. Αν πέτυχε; Οι Ολλανδοί θεωρούν ότι 
έχουν κάνει µεγάλα βήµατα προόδου. Τα αποτελέσµατα των µαθητών τους στους 
διεθνείς διαγωνισµούς TIMSS, PISA (παράρτηµα II), οι αναφορές για την επιτυχία τηs 
προσπάθειας ανανέωσης στην Ολλανδία σε αντίθεση µε τις ΗΠΑ (Case, 2005), η 
υιοθέτηση ενός  προγράµµατος σπουδών βασισµένο στις α
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Context) από σχολεία των HΠA, είναι δείκτες που συνηγορούν στην άποψη ότιη ΡΜΕ 
ης.. 

ης 

φεύρεση των µαθηµατικών εννοιών και δοµών. 
σης προβληµάτων συνδυασµένη µε την άτυπη γνώση των  

κει επιδεικνύοντας, αλλά παροτρύνοντας τους µαθητές να  

Το  ανανέωση της µαθηµατικής εκπαίδευσης σε 
εθνικό 

       

 

των µαθηµατικών στις οποίες εµφανίστηκαν 

πέτυχε στην αναθεώρηση της µαθηµατικής εκπαίδευσ
 

2.1 Αρχές διδασκαλίας της ρεαλιστικής µαθηµατικής εκπαίδευσ
1. Εκκίνηση διδασκαλίας από συγκεκριµένα πλαίσια 

η της γνώσης πάνω στην άτυπη γνώση των πιαδιών 2. Οικοδόµησ
3. Καθοδηγούµενη επανε
4. Ποικιλία στρατηγικών επίλυ
    µαθητών. 
5. Οµαδική διδασκαλία 
Αλληλεπίδραση στην τάξη 6. 

7. Ο καθηγητής δεν διδάσ
    φτάσουν στις δικές τους λύσεις. 
 

2.2 Ιστορική εξέλιξη 
Θεµελιωτές της ρεαλιστικής µαθηµατικής εκπαίδευσης στην Ολλανδία ήταν ο 
Freudenthal και  το Ινστιτούτο για την Ανάπτυξη της Μαθηµατικής εκπαίδευσης 
(IOWO) που σήµερα ονοµάζεται «Ινστιτούτο Freudenthal». Το ινστιτούτο περιελάµβανε 
δύο τµήµατα: το Wiskobas που ασχολήθηκε µε την παραγωγή εκπαιδευτικού υλικού και 
την έρευνα για τα µαθηµατικά στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση και το Wiskivon υπεύθυνο 
για ν ίες 12-16. τη  µαθηµατική εκπαίδευση στις ηλικ

πρόγραµµα Wiskobas είχε σκοπό την
επίπεδο και περιελάµβανε τρεις φάσεις: 

• Φάση εξερεύνησης (1971-1973) 
• Φάση ολοκλήρωσης (1973-1975) 
• Φάση περαιτέρω ανάπτυξης και έρευνας (1975-1977) 

Στην πρώτη φάση οι ερευνητές του ινστιτούτου µελέτησαν τα σχολικά εγχειρίδια και 
κατόπιν προχώρησαν στον σχεδιασµό σηµειώσεων µαθηµάτων διδασκαλίας. Αυτά τα 
µαθήµατα δοκιµάστηκαν σε πειραµατικά σχολεία και τα αποτελέσµατά τους αποτέλεσαν 

.  αντικείµενο µελέτης σε προγράµµατα επιµόρφωσης δασκάλων
Στη δεύτερη φάση η οµάδα Wiskobas κατασκεύασε ένα υπόδειγµα προγράµµατος 
σπουδών για την πρωτοβάθµια εκπαίδευση το οποίο διαµορφώθηκε σε τρεις φάσεις:           
               Σχεδιασµός               ∆οκιµή                 Επανεξέταση 
Στο τέλος αυτής της φάσης εκδόθηκε µία επισκόπηση του προγράµµατος σπουδών που 
σκοπό είχε αφ’ ενός να κάνει γνωστή την αλλαγή στην µαθηµατική εκπαίδευση σε όλη 
την Ολλανδία και αφ’ ετέρου να αποτελέσει σηµείο αναφοράς της. Αποτέλεσε 
συγχρόνως µια βάση για την εκπαίδευση, την επιµόρφωση, την καθοδήγηση των 
δασκάλων και µια πηγή έµπνευσης για τους σχεδιαστές του εκπαιδευτικού υλικού. 
Στη τρίτη φάση ορισµένα µέρη του προγράµµατος σπουδών επαναδηµοσιεύτηκαν µετά 
από λεπτοµερέστερη επεξεργασία. Ταυτόχρονα αναπτύχθηκε µεγάλη δραστηριότητα και 
έρευνα σε συγκεκριµένες περιοχές 
προβλήµατα κατά τη διδασκαλία και τη µάθηση όπως στα κλάσµατα, στη γεωµετρία και 
στους υπολογιστές τσέπης. 
Η θέση του δασκάλου στο Wiskobas 
Η φύση των µαθησιακών δραστηριοτήτων στο Wiskobas οδηγεί αναγκαστικά σε 
δραστική αλλαγή των αντιλήψεων των δασκάλων για τις διδακτικές δραστηριότητες. Ο 
δάσκαλος πρώτα θα δράσει ως µαθητής και στη συνέχεια ως ερευνητής και σχεδιαστής 
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διδακτικών δραστηριοτήτων. Πρώτα λοιπόν πρέπει να λύσει τα προβλήµατα, κατόπιν να 
διερευνήσει τη δοµή και τις εσωτερικές σχέσεις και στη συνέχεια να προβληµατισθεί για 
το περιεχόµενο, την αξία και τις τυχόν αλλαγές που είναι απαραίτητες. Μπορεί να 
αναθεωρήσει το θέµα ή να προσθέσει δικές του ερωτήσεις ή να παραλλάξει το 
περιεχόµενο ή να τροποποιήσει ορισµένα µέρη του θέµατος. Πρέπει λοιπόν να έχει 

ονοµάζει αυτή την 

 
α οκτώ σηµεία εκκίνησης της µαθηµατικής εκπαίδευσης, οι δώδεκα ακµές τους δώδεκα 

 

 έχει η διαδικασία µάθησης ώστε να είναι 
στηριότητα, είναι τα σηµεία εκκίνησης για τη ρεαλιστική 

πος µάθησης είναι προσωπικός 
εκριµένη σειρά 

ών 

      ─ ∆υναµική: η αναπτυξιακή πορεία των µαθηµατικών 

προσωπική ανάµειξη µε θετική συνεισφορά. Συνοπτικά ο Goffree 
διαδικασία «κατασκευαστική ανάλυση». 
 
2.2.1 Περιγραφή των στόχων της διδασκαλίας του Wiskobas 
Η περιγραφή των στόχων διδασκαλίας της ρεαλιστικής εκπαίδευσης µπορεί να 
αναπαρασταθεί µε ένα κύβο (Treffers, 1987). Οι οκτώ κορυφές του κύβου αναπαριστούν
τ
γενικούς αντικειµενικούς στόχους, οι έξι έδρες αναπαριστούν τις έξι θεµατικές περιοχές. 
 

 
Σηµεία εκκίνησης της µαθηµατικής εκπαίδευσης 
Τα ειδικά χαρακτηριστικά που πρέπει να

    Σηµεία 
εκκίνησης 

Μονοδιάστατοι    
     στόχοι 

Τρισδιάστατοι    
     στόχοι 

∆ιδιάστατοι    
     στόχοι 

δυνατή η µαθηµατική δρα
µαθηµατική εκπαίδευση. Περιλαµβάνουν: 
1. Τρεις διδακτικές αρχές  
        ─  ∆ραστηριότητα: µαθαίνω µαθηµατικά σηµαίνει κάνω µαθηµατικά 
        ─ ∆ιαφοροποίηση: ο τρό
        ─ Κατακόρυφος σχεδιασµός: µάθηση µαθηµατικών µε συγκ
2. Πέντε µαθηµατικές αρχές 
        ─  ∆οµικός χαρακτήρας: το περιεχόµενο των µαθηµατικ
        ─ Γλώσσα:η µαθηµατική γλώσσα 
        ─ Εφαρµοσιµότητα: η χρησιµότητα των µαθηµατικών 
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        ─ Συγκεκριµένη µαθηµατική προσέγγιση: η µαθηµατική µέθοδος 
 
Η µαθηµατική – διδακτική δραστηριότητα 
Ο Freudenthal (1973), βλέπει τα µαθηµατικά ως µία ανθρώπινη δραστηριότητα και ως εκ 
τούτου µία δραστηριότητα για τον κάθε άνθρωπο και όχι µόνο για τους ειδικούς. 
Θεωρώντας την µαθηµατική εκπαίδευση ως ανθρώπινη δραστηριότητα θέτει το ερώτηµα 

στε σε εκείνες τις ενέργειες οι οποίες σκοπό έχουν να 
αθητών κατά την επίλυση προβλήµατος. Κάποιες 

των και διαφορών 
ν δοµών σε µαθηµατικά µοτίβα µέσω επαγωγικού  

ού. 
γιση 

ωση διαφορετικών λύσεων για το ίδιο πρόβληµα 
ε χρήση επαγωγικής µεθόδου 

ών 

 δηµιουργία αλγορίθµου 

οποίηση στρατηγικών και κανόνων 

µάδα, βοηθούν ο 
και λύσεις στην τάξη, τις συζητούν, 

µότερη ή ποια προτιµούν. 
αδικασια της µάθησης: 

 των µαθητών 

αθητές να συνειδητοποιήσουν την διαδικασία µάθησης 
ύν τα «προφανή», να ακολουθούν δηλαδή την  

─ καθορίζοντας κριτήρια αξιολόγησης 

 Πώς να δώσουµε στους µαθητές το πρόβληµα, ώστε να έχει νόηµα γι’ αυτούς, δηλαδή να 
έχει µια αίσθηση πραγµατικότητας; 
 Πολύ σηµαντικό ρόλο σ’ αυτό έχει η έννοια του πλαισίου µέσα στο οποίο 
διατυπώνονται τα µαθηµατικά προβλήµατα. 
Η ουσία της µαθηµατικής δραστηριότητας είναι η µαθηµατικοποίηση. Με τον όρο 
µαθηµατικοποίηση αναφερόµα
οργανώσουν τις δραστηριότητες των µ
από αυτές τις ενέργειες είναι: 
─ εύρεση οµοιοτή
─ εύρεση ή κατανόηση κρυφώ
    συλλογισµ
─ συστηµατική προσσέγ
─ απόδειξη 
─ συµβολισµοί 
─ γενίκευση λύσεων 
─ διατύπωση γενικεύσεων και κανόνων 
─ εύρεση και διατύπ
─ απόδειξη λύσης µ
─ ορισµοί εννοι
─ χρήση µοντέλων 
─ αιτιολόγηση 
─ σχηµατισµός µοντέλου λύσης που οδηγεί σε
─ µεταφορά και προσαρµογή ενός προβλήµατος σε ένα γνωστό µοντέλο 
─ χρησιµ
─ εντοπισµός µαθηµατικών στοιχείων σε πρόβληµα που δεν έχει προφανή µαθηµατική  
    δοµή 
Η µαθηµατική δραστηριότητα υποστηρίζεται και καθοδηγείται από την αντίστοιχη 
διδακτική δραστηριότητα. Οι µαθητές εργάζονται είτε ατοµικά είτε σε ο
ένας τον άλλο, διατυπώνουν τις στρατηγικές 
αποφασίζουν πια είναι η καλύτερη ή η συντο
Ο δάσκαλος οδηγεί την δι
─ ρωτώντας καθοδηγητικές ερωτήσεις 
─ ζητώντας αιτιολόγηση 
─ εξετάζοντας και συζητώντας τις διαφορετικές στρατηγικές και λύσεις
─ παρακινώντας τους µαθητές 
─ ζητώντας να εφαρµόσουν όσα έχουν µάθει από ένα άλλο πρόβληµα 
─ κάνοντας τους µ
─ κάνοντας τους µαθητές να αντιληφθο
    κοινή λογική  
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Η διαφοροποίηση 
∆ιαφοροποίηση είναι η κατάσταση κατά την οποία ο κάθε µαθητής µπορεί να 
προσσεγγίζει διαφορετικά το πρόβληµα. Υπάρχουν προβλήµατα που πραγµατικά έχουν 
µόνο ένα τρόπο λύσης και αυτός είναι τοσο καλά κρυµένος που η εύρεσή του µοιάζει να 
είναι ένα τυχαίο γεγονός. Αυτά τα προβλήµατα έχουν «ευρετικό χαρακτήρα» και παρόλο 
που είναι ελκυστικά, παρουσιάζουν χαµηλό βαθµό διαφοροποίησης. Τα «εµπλουτισµένα 
µαθηµατικά» προβλήµατα τα οποία ενδείκνυνται περισσότερο για εκπαιδευτικούς 
σκοπούς, παρουσιάζουν υψηλό βαθµό διαφοροποίησης όσον αφορά το επίπεδο 
συστηµατικής δράσης και αιτιολόγησης (reasoning). ∆ίνουν τη δυνατότητα σε κάθε 
µαθητή να βρεί µια λύση στο δικό του προσωπικό επίπεδο και στη συζήτηση που 
ακολουθεί στην τάξη, ο µαθητής κρίνει και συγκρίνει τον δικό του τρόπο λύσης, µε 
αυτόν των συµµαθητών του. Εκτός από τη διαφοροποίηση που παρουσιάζεται στο 
επίπεδο σχεδιασµού και επιλογής του τρόπου λύσης, διαφοροποίηση εµφανίζεται και ως 

στικής µεθόδου για την εύρεση της λύσης. προς την επιλογή της υπολογι
Ο κατακόρυφος σχεδιασµός 
Η αρχή του κατακόρυφου σχεδιασµού βασίζεται στην αντίληψη ότι η « χαµηλού-
επιπέδου» δραστηριότητα αποτελεί τη βάση για την ανάπτυξη «υψηλού επιπέδου» 

 λ

 τα αρχικά προβλήµατα µπορούν να γίνουν 

οητικά ειλικρινή

δραστηριότητας. 
Στην πορεία της µαθηµατικοποίησης παρουσιάζονται πολλές δυσκολίες. Μία δυσκολία 
είναι να βρεθεί η µαθηµατική πλευρά του προβλήµατος. Μία άλλη είναι να µπορεί να 
γενικεύσει ο µαθητής χρησιµοποιώντας µια ειδική περίπτωση και να εφαρµόσει τους 
κανόνες που ανακάλυψε σε κάποιο άλλο πρόβληµα. Επίσης µπορεί να βρει δυσκολία στο 
να ανιχνεύσει οµοιότητες σε µια σειρά προβληµάτων ή θεµελιώδη µαθηµατικά στοιχεία 
σε ένα πρόβληµα. Όταν αντιµετωπίσει αυτές τις δυσκολίες µε επιτυχία, έχει ανέβει 
επίπεδο και το αρχικό πρόβ ηµα το βλέπει διαφορετικά. Αυτή η προοδευτική διαδικασία 
επέκτασης και αλλαγής επιπέδου είναι πολύ ουσιαστική για τη µαθηµατική 
δραστηριότητα. Τα χαµηλά επίπεδα µπορούν να αποτελέσουν αλγοριθµική βάση για τη 
δραστηριότητα σε υψηλότερα επίπεδα. Επίσης
µοντέλα για την επίλυση νέων προβληµάτων. 
 Η ιδέα του κατακόρυφου σχεδιασµού βασίζεται στην άποψη του Bruner για την 
ψυχολογία της µάθησης που συνοψίζεται στην φράση «οποιοδήποτε θέµα µπορεί να 
διδαχθεί επιτυχώς µε µία διαν  µορφή σε οποιοδήποτε παιδί σε 

 και στους µαθηµατικούς στόχους που αφορούν ειδικά τη 

οποιοδήποτε στάδιο ανάπτυξης» 
 

Μονοδιάστατοι στόχοι της µαθηµατικής εκπαίδευσης 
Οι µονοδιάστατοι στόχοι είναι οι µόνιµοι στόχοι της εκπαίδευσης γενικά και της 
µαθηµατικής εκπαίδευσης ειδικά.. Χωρίζονται στους ολοκληρωµένους στόχους που 
αφορούν γενικά την εκπαίδευση
διδασκαλία των µαθηµατικών. 
Ολοκληρωµένοι στόχοι της εκπαίδευσης 
Η µαθηµατική εκπαίδευση συνεισφέρει σηµαντικά στο να επιτευχθούν οι γενικοί στόχοι 
της

κότητας του µαθητή 

ραιτέρω επαίδευσή του 

 σχολικής εκπαίδευσης που είναι: 
• Η ανάπτυξη της προσωπι
• Η κοινωνικοποίησή του 
• Η προετοιµασία για την πε
• Η σχέση µε την κοινωνία 
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Όταν αναφερόµαστε στη σχέση µε την κοινωνία, εννοούµε τη σηµασία που έχουν τα 
µαθηµατικά στην καθηµερινή ζωή καθώς επίσης τη χρησιµότητά τους σε όλους τους 
τοµείς της καθηµερινότητας. Ενώ όταν αναφερόµαστε στη κοινωνικοποίηση του µαθητή, 
εννοούµε τη συνεισφορά της µαθηµατικής εκπαίδευσης στο διάλογο και στην ανταλλαγή 
ιδεών µέσα στην σχολική τάξη. Αυτή επιτυχάνεται όταν οι µαθητές  ανταλλάσουν 
εµπειρίες, συζητούν τις  επιλεγείσες στρατηγικές, µοιράζονται τις εργασίες και τις 

ξηγούν ο ένα στον άλλον τις λύσεις τους και την υποχρεώσεις, ακούν προσεκτικά και ε
αιτιολόγηση αυτών των λύσεων. 
Μαθηµατικοί στόχοι της εκπαίδευσης 
Οι µαθηµατικοί µονοδιάστατοι στόχοι της εκπαίδευσης χαρακτηρίζονται από τη βασική 
αρχ Η αίδευση επιβάλλεται να έχει µεγάλη µαθηµατική αξία. Μπορούµε 
να διακ

• 
κατανοήσει το 

µα, να διευρύνει την αντίληψή του και να τον εφοδιάζει µε τις 

• 
ρωπος τον περιβάλλοντα 

ική εκπαίδευση πρέπει να έχει ως στόχο να δώσει στον µαθητή 

ης προβλήµατος,  
 αίσιο ή έξω από αυτό, µε µαθηµατικές έννοιες, δοµές, µοντέλα  

σει τον µαθητή να  
 ική εφαρµογή των µαθηµατικών γενικά και επί πλέον να  

 µάθει  στον µαθητή να  
 ς, να βρίσκει σχέσεις, να διερευνά κανονικότητες σε µοτίβα, να  

ια να αναπτύσσει στρατηγικές εξερεύνησης και συλλογισµού στις  
      
• 

θηµατική 
ση πρέπει να κάνει τον µαθητή γνώστη της δυναµικής φύσης των 

ν µαθητή µε γνώση, δεξιότητες,  
    δυνατότητες και στάσεις στα µαθηµατικά, ώστε να µπορούν να  

οι. 
 

ή:  µαθηµατική εκπ
ρίνουµε οκτώ αντικειµενικούς στόχους που αφορούν: 
Την αριθµητική 
Η µαθηµατική εκπαίδευση πρέπει να βοηθά τον µαθητή να 
αριθµητικό σύστη
απαραίτητες δεξιότητες για την λύση αριθµητικών προβληµάτων. 
Τη γλώσσα 
Τα µαθηµατικά είναι ένα µέσο για να περιγράψει ο άνθ
κόσµο. Η µαθηµατ
µία επαρκή γνώση της γλώσσας ως µέσο επικοινωνίας. 

• Εφαρµοσιµότητα 
      Η µαθηµατική εκπαίδευση πρέπει να στοχεύει σε γνώση που µπορεί να  
      εφαρµοστεί. Πρέπει δηλαδή να υπάρχει σύνδεση µιας κατάστασ
     σε µαθηµατικό πλ
      και οργανωµένες µεθόδους για την επίλυση του προβλήµατος. 
• Πρακτική χρήση 
      Η µαθηµατική εκπαίδευση πρέπει να έχει ως στόχο να βοηθή
     κατανοήσει την πρακτ
      γνωρίσει την αξία τους σε συγκεκριµένες περιοχές γνώσης. 
• ∆οµικός χαρακτήρας 
      Η µαθηµατική εκπαίδευση πρέπει να έχει ως στόχο να
     κάνει συνδέσει
      ανακαλύπτει και να διατυπώνει κανόνες και νόµους. 
• Μεθοδολογία 
      Η µαθηµατική εκπαίδευση πρέπει να έχει ως στόχο να µάθει ο µαθητής τις  
      µεθόδους γ

οποίες µπορεί να χρησιµοποιήσει την διαίσθηση, την αναλογία, την επαγωγή. 
∆υναµική 
Τα µαθηµατικά βρίσκονται σε διαρκή κίνηση και ανάπτυξη. Η µα
εκπαίδευ
µαθηµατικών και µε την υποκειµενική και µε την αντικειµενική έννοια. 

• Στάσεις 
      Η µαθηµατική εκπαίδευση πρέπει να εφοδιάσει το
  
      πραγµατοποιηθούν όλοι οι προηγούµενοι στόχ
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∆ιδιάστατοι στόχοι της µαθηµατικής εκπαίδευσης 
Οι µονοδιάστατοι στόχοι αναφέρονται σε µία µόνο συνιστώσα της µαθηµατικής 
εκπαίδευσης, τη συµπεριφορική. Αφορούν δηλαδή τις στάσεις και συµπεριφορές που 
θέλουµε να αναπτύξουν οι µαθητές κατά τη µάθηση των µαθηµατικών και δεν 
επηρεάζουν καθόλου το είδος της διδασκαλίας που πρέπει να χρησιµοποιηθεί για 
συγκεκριµένες ενότητες από το πρόγραµµα σπουδών, για επί µέρους προβλήµατα και 
εργασίες που πρέπει να ανατεθούν στους µαθητές. Μία επί πλέον συνιστώσα πρέπει να 
προστεθεί η οποία να αφορά το περιεχόµενο της µάθησης και να µας δείχνει τι 
µαθηµατικά µαθαίνουν οι µαθητές και τι σχολικά βιβλία και επαιδευτικό υλικό 

ωρίζουµε σε  δύο 
τος και στους στόχους διαδικασίας. 

Στόχοι 

χρησιµοποιούν. 
Τους διδιάστατους λοιπόν στόχους της µαθηµατικής εκπαίδευσης που αναφέρονται και 
στη συµπεριφορά των µαθητών και στο περιεχόµενο σπουδών, τους χ
κατηγορίες:  στους στόχους προϊόν

προϊόντος (product goals) 
Οι στόχοι προϊόντος αναφέρονται στο τι πρέπει είναι ικανός να κάνει ο µαθητής 
στο τέλος µιας συγκεκριµένης περιόδου διδασκαλίας, αν δηλαδή µπορεί να 
χρησιµοποιεί και να ε

• 

φαρµόζει συγκεκριµένους κανόνες, αλγορίθµους, µεθόδους, 
πράξεις και έννοιες.  

Στόχοι διαδικασίας (process goals) 
Οι στόχοι διαδικασίας που αναφέρονται στις δραστηριότητες και τα χαρακτηριστικά της 
κατάστασης µάθησης και δεν µπορούν να περιγραφούν µε όρους «τελικού προϊόντος». 
Οι στόχοι αυτοί αφορούν καταστάσεις µάθησης που έχουν  ισχυρό διερευνητικό 
χαρακτήρα και επιτρέπουν την εύρεση µιας ποικιλίας λύσεων στα προβλήµατα. 
Μπ ο

• άθησης στις οποίες δεν έχουµε καθαρές ενδείξεις ύπαρξης 

• ή καθαρή 
σ

• 

ύση του προβλήµατος, τη γενίκευση και τη διατύπωση 

 σηµαντικό 
 να .............» 

ορ ύµε να έχουµε:  
καταστάσεις µ
προβλήµατος  
καταστάσεις προβλήµατος που έχουν τα χαρακτηριστικά PISA, δηλαδ
ένδειξη ύπαρξης προβλήµατος µε ένα χετικά ανοιχτό σύνολο λύσεων 
καταστάσεις µάθησης µε καθαρή ένδειξη ύπαρξης προβλήµατος και µε 
συγκεκριµένη λύση, στις οποίες όµως δεν ενδιαφερόµαστε για την λύση αυτή 
καθ’ αυτή αλλά για τη διαδικασία διερεύνησης που οδηγεί σ’ αυτή τη λύση. 
Θέλουµε οι µαθητές να ολοκληρώσουν τον κύκλο της µαθηµατικής έρευνας  µε 
την εξερεύνηση, τη λύση επί µέρους προβληµάτων, τη συστηµατική προσέγγιση, 
τη χρήση µοντέλων, τη λ
γενικών κανόνων λύσης. 

Όπως είναι φανερό οι στόχοι αυτοί αναφέρονται στη διαδικασία µάθησης και όχι στο 
τελικό προϊόν, στο τι δηλαδή έµαθε ο µαθητής. ∆εν σχετίζονται µε  τη µεταφορά γνώσης 
και την επίτευξη συγκεκριµένων δεξιοτήτων αλλά µε τις βασικές εµπειρίες και τις 
διαδικασίες µάθησης όπως εκφράζονται από τα σηµεία εκκίνησης και τους γενικούς 
αντικειµενικούς στόχους της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Ο καθηγητής παίζει
ρόλο µε την έννοια ότι «προσφέρει στους µαθητές την ευκαιρία
 
Τρισδιάστατοι στόχοι της µαθηµατικής εκπαίδευσης 
Η τρίτη διάσταση στην περιγραφή των στόχων δεν έχει σχέση µε τους ίδιους τους 
στόχους, αλλά µε τον τρόπο µε τον οποίο µπορούν να επιτευχθούν. Χαρακτηρίζεται από 
το διδακτικό πλαίσιο µέσα στο οποίο τοποθετούνται  και συγκεκριµενοποιούνται  οι 
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διδιάστατοι στόχοι και µε την έννοια ότι ο καθηγητής «προσφέρει στους µαθητές την 
ευκ ί οια ότι «ο µαθητής είναι ικανός να .......» 

όχου είναι: 
αστηριότητες: 

τήσεις 
            

            σηµεία στα προβλήµατα 
     

για παράδειγµα µια 
ρώτηση που αναγκάζει τον µαθητή να χρησιµοποιήσει συστηµατική προσέγγιση), θα 

ριότητες. 

2.3 ο ίας της ΡΜΕ 
Οι αλίας στη ΡΜΕ είναι: 

ενολογία του Freudenthal 

ε επίπεδο η σκέψη 
του 
αναπαρ

• 
. α κ

 σε πράξεις 

• 
χέσεις µεταξύ των αριθµών 

αιρ α να .............» και µε την ένν
Οι συνιστώσες του τρισδιάστατου στ

• ∆ιδακτικές δρ
            ─ καθοδηγητικές ερω

─ υποδείξεις 
            ─ µέθοδοι εργασίας 

• ∆ραστηριότητες µάθησης 
─ επιλεγµένα δύσκολα 

       ─ ενδείξεις για ύπαρξη διαφορετικών λύσεων 
• ∆ιδακτικά βοηθήµατα 
      ─ χρήση διαφόρων υλικών και µέσων ( κάρτες, εικόνες, χάρτες,....) 

Αυτές οι συνιστώσες όµως δεν είναι άσχετες µεταξύ τους. Όλες περιλαµβάνονται σε µία 
συνολική περιγραφή της διδακτικής διαδικασίας που έχει ως σκοπό την επίτευξη των 
στόχων που έχουν ήδη τεθεί. Αυτός είναι και ο λόγος που ονοµάζεται αυτή η περιγραφή 
ως «ολιστική» Η «ολιστική» περιγραφή των στόχων είναι απαραίτητη όταν πρέπει να 
διατυπωθούν οι στόχοι για ένα συγκεκριµένο κοµµάτι διδασκαλίας. Μέσω αυτής  οι 
σχεδιαστές µπορούν να διατυπώσουν ξεκάθαρα το είδος διδασκαλίας που έχουν κατά 
νου,  στον καθηγητή που θα διδάξει το αντίστοιχο θέµα. Ταυτόχρονα προσφέρει στον 
καθηγητή την ευκαιρία αφ’ενός να διακρίνει τους αντικειµενικούς στόχους πίσω από το 
εκπαιδευτικό υλικό και αφ’ετέρου να βάλει τη δική του προσωπική πινελιά και ιδέα στη 
διδασκαλία. Κάποιος θα µπορούσε να αντιτίνει ότι δεν είναι απαραίτητη αυτού του 
είδους η περιγραφή γιατί θα µπορούσε και µόνος του ο καθηγητής να ανακαλύψει τους 
αντικειµενικούς στόχους και να κατευθύνει ανάλογα τη διδασκαλία. Είναι όµως σε όλους 
γνωστό ότι αν δεν γίνουν συγκεκριµένες διδακτικές δραστηριότητες (
ε
χαθεί και η ευκαιρία για τις αντίστοιχες µαθησιακές δραστη
 

 Τ  πλαίσιο της θεωρίας διδασκαλ
βασικές γραµµές που καθορίζουν το πλαίσιο διδασκ
• Η θεωρία επιπέδων του Van Hiele 
• Η διδακτική φαινοµ
• Η προοδευτική µαθηµατικοποίηση 
 

2.3.1 Επίπεδα Van Hiele 
Ο Van Hiele διακρίνει τρία επίπεδα στη διαδικασία µάθησης. Σε κάθ

παιδιού οργανώνεται διαφορετικά και τα αντικείµενα της µαθηµατικής σκέψης 
ιστούν διαφορετικά πράγµατα. (Treffers 1987, Κολέζα 2000). 
Το πρώτο επίπεδο είναι το επίπεδο στο οποίο η σκέψη είναι ενσωµατωµένη στη 
διδακτική δραστηριότητα Τα ντι είµενα της µαθηµατικής σκέψης, για τις 
πρώτες τάξεις του δηµοτικού για παράδειγµα, είναι  ενσωµατωµένα
µε υλικά αντικείµενα και σε συγκεκριµένα αντικείµενα όπως είναι 
συγκεκριµένες ποσότητες πραγµάτων, οπτικά µοντέλα και σχήµατα. 
Το δεύτερο επίπεδο είναι το επίπεδο όπου η δράση γίνεται αντικείµενο 
συζήτησης και διαπραγµάτευσης. Για παράδειγµα οι σ
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και των σχηµάτων εξερευνούνται. Το αποτέλεσµα αυτής της εξερεύνησης είναι 
ότι οι αριθµοί και τα σχήµατα συµβολίζουν ιδιότητες. 
Στο τρίτο επίπεδο (τυπική γνώση) οι σχέσεις από µόνες τ• ους αποτελούν 

τικές περιοχές των µαθηµατικών δεν 

 στο χαµηλότερο επίπεδο επειδή οι έννοιες 

ν  

νες στα επόµενα επίπεδα. 
ις: 

αντικείµενο σκέψης. Τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των σχέσεων είναι πια γνωστά 
και έτσι είναι δυνατόν η µία να προκύπτει από τις προηγούµενες. 

Τα όρια µεταξύ των τριών επιπέδων στις διαφορε
είναι αυστηρά καθορισµένα. Το τρίτο επίπεδο του αριθµητικού συστήµατος αποτελεί την 
στέρεα βάση για το πρώτο επίπεδο της άλγεβρας.  
∆εν µπορεί να επιτευχθεί πραγµατική µάθηση σε ένα υψηλό επίπεδο αν δεν έχει 
ολοκληρωθεί η  µαθησιακή διαδικασία στο κατώτερο επίπεδο. Αυτό ακριβώς συµβαίνει 
στην παραδοσιακή διδασκαλία. Τις περισσότερες φορές ξεκινά η διδασκαλία ενός 
θέµατος από το δεύτερο ή ακόµη  τρίτο επίπεδο και εκ των υστέρων επιστρέφει στο 
πρώτο επίπεδο, ψάχνοντας να βρει  καταστάσεις για να το εφαρµόσει. Εισάγει σύµβολα 
και σχέσεις οι οποίες δεν έχουν σαφή αναφορά
δεν έχουν επαρκώς κατανοηθεί, µε αποτέλεσµα να µην µπορεί να γίνει σύνδεση µεταξύ 
της έννοιας και των συµβόλων και  σχέσεων. 
Συγκρίνοντας την παραδοσιακή διδασκαλία µε την πορεία διδασκαλίας που προτείνει ο 
Van Hiele, µπορούµε να διακρίνουµε ότι η διδασκαλία σύµφωνα µε την θεωρία επιπέδω
ξεκινά από το πρώτο επίπεδο µε την φαινοµενολογική εξερεύνηση των µαθηµατικών 
εννοιών και δοµών και συνεχίζει µε τυπικές πράξεις και κανό
Η µετάβαση των µαθητών από ένα επίπεδο στο αµέσως επόµενο γίνεται σε πέντε φάσε
─ Φάση πληροφοριών: ο µαθητής εξοικειώνεται µε το θέµα 
─ Φάση εξερεύνησης: έρχεται σε επαφή, µέσω συγκεκριµένων  δραστηριοτήτων, µε  
    σχετικές µαθηµατικές δοµές 
─ Φάση έκφρασης: αναπτύσσει τα κατάλληλα γλωσσικά µέσα για να περιγράψει και να  
    εκφράσει σχέσεις και δοµές. 
─ Φάση ελεύθερου προσανατολισµού: ελεύθερη εξερεύνηση σε όλο το πεδίο του  
    θέµατος µε χρήση µέσων οργάνωσης που διαθέτει ο µαθητής. 
─ Φάση ολοκλήρωσης: συµπύκνωση του προϊόντος µάθησης και προσαρµογή του στο  
   σύνολο γνώσεων και ικανοτήτων που διαθέτει ο µαθητής. 
Η ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση αν και αξιολογεί θετικά τη θεωρία επιπέδων του  

ή 

. Με 
σή της σε 

αινοµενολογική εξερεύνηση στο πρώτο επίπεδο; 

Van Hiele επειδή την θεωρεί καλώς εδραιωµένη στην αναπτυξιακή και µαθησιακ
διαδικασία, επισηµαίνει ωστόσο ωρισµένα τρωτά σηµεία.  
∆εν υπάρχουν αυστηρά κριτήρια για την οριοθέτηση των επιπέδων ανεξάρτητα από το  
περιεχόµενο (έννοιες, δοµές,..) και γι’αυτό το λόγο δεν µπορεί κανείς να διαγνώσει µε  
βεβαιότητα σε ποιο επίπεδο πραγµατικά συµβαίνει µια διδακτική-µαθησιακή διαδικασία. 
Την εποχή βέβαια που ο Van Hiele διατύπωσε τη θεωρία του, το περιεχόµενο της 
µαθηµατικής εκπαίδευσης ήταν υπό συζήτηση. ∆εν υπήρχε προβληµατισµός για το πως η 
µαθηµατική εκπαίδευση θα αφορά όλους τους µαθητές, «µαθηµατικά για όλους», ή πως 
θα γίνει αλλαγή του προγράµµατος σπουδών στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση κ.λ.π
τον καιρό έγινε καθαρό ότι στη θεωρία του Van Hiele και στην υλοποίη
σχολικά βιβλία δεν µπορούµε να βρούµε την απάντηση σε δύο βασικά ερωτήµατα: 
1. Πώς ακριβώς θα γίνει η φ
2. Ποιές διδακτικές ενέργειες πρέπει να γίνουν ώστε οι µαθητές να ανέβουν από το ένα  
    επίπεδο στο επόµενο;      
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Την απάντηση στο πρώτο ερώτηµα θα την δώσει η διδακτική φαινοµενολογία του 

ία του Freudenthal 
Ο Fr » και 

ι ιδέες οργανώνουν τα φαινόµενα 

υ Freudenthal, είναι η περιγραφή της σχέσης του νοούµενου (µαθηµατικού 
αντικ η 
ποιω µατικό αντικείµενο και σε ποια µπορεί να 

Ο F ρεαλιστικής 
εκπα µε τις 
αφηρ

Η ρε µογές, 

αινοµενολογία..... 

το οργανωτικό εργαλείο, έχοντας σαν στόχο αφ’ ενός να τους αφήσεις να 

Freudenthal και στο δεύτερο η προοδευτική µαθηµατικοποίηση της οµάδας Wiskobas. 
 
2.3.2 Η διδακτική φαινοµενολογ

eudenthal (1983), δίνει τον δικό του νόηµα στον όρο «φαινοµενολογία
κτική φαινοµενολογία». Πρώτα παρα«διδα θέτει την αντίθεση µεταξύ των όρων 

«νοούµενον» και «φαινόµενον».  
   Το «νοούµενον» είναι αυτό καθ’ αυτό το µαθηµατικό αντικείµενο, ενώ  η εµπειρία από 
ένα κοµµάτι µαθηµατικών είναι ένα φαινόµενο.  

Για παράδειγµα ο «αριθµός» ειναι νοούµενο, ενώ το να δουλεύει κανείς µε αριθµούς 
είναι φαινόµενο. Οι µαθηµατικές έννοιες, δοµές κα
προερχόµενα και από τον πραγµατικό κόσµο και από τα µαθηµατικά. Σε ένα πρώτο 
επίπεδο οι αριθµοί οργανώνουν το φαινόµενο της ποσότητας. Σε ένα υψηλότερο επίπεδο 
ο «αριθµός» οργανώνεται από το δεκαδικό σύστηµα. 
Φαινοµενολογία µιας µαθηµατικής έννοιας, µιας µαθηµατικής δοµής ή ιδέας, κατά την 
ορολογία το

ειµένου) µε τα φαινόµενα που οργανώνει. Επί πλέον µας δείχνει για την οργάνωσ
ν φαινοµένων δηµιουργήθηκε το µαθη

επεκταθεί.  
 … Αν σ’αυτή τη σχέση του «νοούµενου» µε το «φαινόµενον» τονίσω το διδακτικό στοιχείο,       
  τότε µιλώ για διδακτική φαινοµενολογία. 
reudenthal αντιπαραθέτει την διδακτική φαινοµενολογία της 
ίδευσης µε την στρουκτουραλιστική θεώρηση του Dienes ( πρώτα διδάσκου
ηµένες έννοιες και µετά τις συγκεκριµενοποιούµε) ως εξής: 
 ...Αυτό που µπορεί να κάνει η διδακτική φαινοµενολογία είναι να προετοιµάσει την  
 αντίστροφη προσέγγιση: να ξεκινήσει από τα φαινόµενα που ζητούν οργάνωση και από 
αυτό το σηµείο εκκίνησης να διδάξει στον µαθητή να χειρίζεται τα µέσα οργάνωσης. Η  
διδακτική φαινοµενολογία καλείται να αναπτύξει σχέδια για την πραγµατοποίηση µιας 
τέτοιας προσέγγισης. Στη διδακτική φαινοµενολογία του µήκους, του αριθµού κ.λ.π. τα 
φαινόµενα που οργανώνονται από το µήκος, τον αριθµό, κ.λ.π. πρέπει να αναδειχθούν σε 
ευρεία κλίµακα......... 
αλιστική εκπαίδευση δεν χρησιµοποιεί την πραγµατικότητα µόνο για εφαρ
 η πραγµατικότητα αποτελεί πηγή σχηµατισµού εννοιών ήαλλά  κατά την ορολογία του 

Freudenthal συγκρότησης νοητών αντικειµένων. 
...Αντικατέστησα την κατάκτηση της έννοιας µέσω συγκεκριµένων ενσαρκώσεων µε την 
συγκρότηση νοητών αντικειµένων βασισµένη στη φ

Η µαθηµατική δοµή «εκµαιεύεται» από τα πραγµατικά φαινόµενα. Μ’ αυτόν τον τρόπο 
δηµιουργήθηκαν τα µαθηµατικά ιστορικά, άρα µ’ αυτόν τον τρόπο θα επανεφευρεθούν 
και στην εκπαίδευση (αρχή της επανεφεύρεσης) 
∆ίνεται έµφαση στο να αποτελεί η πραγµατικότητα µια στέρεα βάση για την διαδικασία 
της µάθησης και όχι µόνο εκ των υστέρων πεδίο εφαρµογής της γνώσης. Με λίγα λόγια η 
διδακτική πρόταση της ρεαλιστικής προσέγγισης του Freudenthal είναι: 
Φέρε τους µαθητές σε επαφή µε εκείνα τα φαινόµενα στα οποία η µαθηµατική δοµή 
αποτελεί 
σχηµατίσουν µόνοι τους τα εργαλεία οργάνωσης σε µια διαδικασία επανεφεύρεσης και αφ’ 
ετέρου να µάθουν να χειρίζονται και να χρησιµοποιούν αυτά τα εργαλεία στον σχηµατισµό 
εννοιών. 
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 Freudenthal τέλος δεν ξεχωρίζει τα επίπεδα στη διαδικασία µάθησης µε τον τρόπο που 
 του δεν υπάρχει αυστηρός διαχωρισµός των 

. Η 

ακρίνεται σε οριζόντια και κατακόρυφη. 

ήσεων στον κόσµο των συµβόλων. 

πρόβληµα σε µαθηµατικό, το οποίο 
 µέσα, δηλαδή σχέσεις, σύµβολα, κανόνες, 

κοποίηση (οριζόντια και κατακόρυφη) πραγµατοποιείται 
ές-µαθησιακές αρχές: 

ικής εξερεύνησης 

ούνται στη προοδευτική µαθηµατικοποίηση κατά τη 

τ

Ο
το κάνει ο Van Hiele. Κατά την άποψή
επιπέδων αλλά  µία πρόοδος χωρίς περιορισµούς σε µικρο-επίπεδα που δεν είναι σαφώς 
οριοθετηµένα µεταξύ τους. 
 
2.3.3 Προοδευτική µαθηµατικοποίηση 
Η απάντηση στο δεύτερο ερώτηµα δίνεται από την προοδευτική µαθηµατικοποίηση
µαθηµατικοποίηση είναι µια δραστηριότητα οργάνωσης και δόµησης στην οποία ο 
µαθητής χρησιµοποιώντας την γνώση που έχει αποκτήσει και τις ικανότητες που 
διαθέτει, ανακαλύπτει άγνωστες για αυτόν µέχρι τώρα σχέσεις, συνδέσεις και δοµές. Η 
µαθηµατικοποίηση, όπως προαναφέρθηκε, δι
Στην οριζόντια µαθηµατικοποίηση µια κατάσταση προβληµατισµού µετασχηµατίζεται 
έτσι ώστε να µπορεί να προσεγγισθεί µε µαθηµατικό τρόπο. Το πραγµατικό πρόβληµα, 
διατυπωµένο σε ένα πλαίσιο, µοντελοποιείται και ο µαθητής µεταφέρεται από τον κόσµο 
των αισθ
Στην κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση ο µαθητής εργάζεται µέσα στο µαθηµατικό 
σύστηµα. Έχει ήδη µετασχηµατίσει το πραγµατικό 
στη συνέχεια επεξεργάζεται µε µαθηµατικά
τύπους. 
Η προοδευτική µαθηµατι
βασιζόµενη σε πέντε διδακτικ
1. Αρχή της φαινοµενολογ
2. Αρχή της γεφύρωσης των επιπέδων µε εργαλεία κατακόρυφης µαθηµατικοποίησης 
3. Αρχή της αυτοδυναµίας 
4. Αρχή της αλληλεπίδρασης 
5. Αρχή της συνύφανσης 
Αυτές οι γενικές αρχές τηρ
µετάβαση από το ένα επίπεδο στο επόµενο. Η πρόοδος πραγµατοποιείται µε τον 
αναστοχασµό και ην επανεξέταση σε µια κυκλική πορεία φαινοµενολογικής 
εξερεύνησης και µαθηµατικής δόµησης. 
Φαινοµενολογική εξερεύνηση 
Στηρίζεται στην διδακτική φανοµενολογία του Freudenthal σύµφωνα µε την οποία κατά 
την διάρκεια της διδασκαλίας ενός καινούριου θέµατος γίνεται µια εκτενής 
φαινοµενολογική εξερεύνηση. Οι µαθηµατικές έννοιες και δοµές που πρέπει να 
µελετηθούν, είναι ολοφάνερες µέσα στα ποικίλα φαινόµενα και πρέπει

 
 να εξερευνηθούν 
νησης είναι να από όσο το δυνατόν περισσότερες οπτικές γωνίες. Σκοπός της εξερεύ

σχηµατίσει ο µαθητής µία ευρεία, διαισθητική αντίληψη της έννοιας η οποία θα 
αποτελέσει την στέρεα βάση για τον σχηµατισµό της έννοιας. Οι µαθηµατικές 
δραστηριότητες πρέπει να εξελίσσονται σε ένα συγκεκριµένο πλαίσιο. 
Γεφύρωση των επιπέδων µε εργαλεία κατακόρυφης µαθηµατικοποίησης 
Από πολύ νωρίς στη µαθησιακή διαδικασία, όταν ακόµη βρίσκεται στο στάδιο της 
οριζόντιας µαθηµατικοποίησης, ο µαθητής πρέπει να έχει στη διάθεσή του εργαλεία 
κατακόρυφης µαθηµατικοποίησης όπως µοντέλα, πρότυπες καταστάσεις, διαγράµµατα, 
σχήµατα και σύµβολα. Η χρήση αυτών των εργαλείων θα του επιτρέψει να γεφυρώσει το 
χάσµα µεταξύ συγκεκριµένου και αφηρηµένου και να περάσει από την άτυπη και 
διαισθητική γνώση του πρώτου επιπέδου, στον αναστοχασµό αι τη συστηµατική γνώση κ
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που κυριαρχούν στο τρίτο επίπεδο. Βέβαια οι όροι συγκεκριµένο και αφηρηµένο δεν 
είναι απόλυτοι. Αυτό που ήταν αφηρηµένο σε κάποιο αρχικό στάδιο διδασκαλίας, ο 
αριθµός για παράδειγµα στις πρώτες τάξεις της πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης, είναι 

 
κ ς εξερεύνησης  τα φαινόµενα δεν είναι απαραίτητο να έχουν υλική 

άση. Το αποτέλεσµα της σχηµατοποίησης, τα µοντέλα ή το θέµα του µαθήµατος 
ν τη συγκεκριµένη βάση. 

η από το πρώτο επίπεδο στα επόµενα περιγράφεται από το παρακάτω σχήµα: 

συγκεκριµένο σε µεγαλύτερες ηλικίες. Εποµένως και κατά τη διάρκεια της
φαινοµενολογι ή
β
µπορούν πολύ καλά να αποτελέσου
Η µετάβασ
                       

 
 
Αυτοδυναµία: οι κατασκευές των µαθητώ
Οι δραστηριότητες ενός µαθητή δηλώνο

ης. Οι δραστηριότητµαθηµατικοποίησ
διαφοροποιούνται από µαθητή σε µαθ
προβληµάτων στα διάφορα µικροεπίπεδ
εκτέλεση ελεύθερων εργασιών. Οι 
προβληµάτων) καθώς επίσης και τα προβ
ευκαιρίες και ερεθίσµατα στους  µ
αναστοχάζονται τις πορείες που έχουν 
αυτή η διαδικασία που προωθείται µέσω
του επιπέδου της µαθησιακής πορείας. 
Αλληλεπίδραση 
Η µάθηση είναι µια κοινωνική και όχι 
στην κοινωνία και εποµένως όχι µόνο

λιτισµικό πλαίσιο. Κατά τκοινωνικοπο
µαθητές έχουν την ευκαιρία αφ’ενός να
αφ΄ετέρου  γνωρίσουν τη σκέψη και τη 
ανταλλαγή ιδεών και επιχειρηµάτων κρίν
µε τις δικές τους. Σταθµίζουν τα πλεονε
µεθόδων που συχνά αναθεωρούνται και α
Στην αλληλεπιδραστική διδασκαλία η α
στην τάξη, τη συµβουλή και τη βοή
κατασκευών σε διάφορα επίπεδα και από 
Συνύφανση 
τη ΡΜΕ οι νέες έννοιες και τα  νοητά α

 βάση των µαθητών ή έρχονται
Σ
γνωστική

 

Στο σχήµα διακρίνουµε εκτός από τα µακρο-
επίπεδα την ύπαρξη πολλών µικρο-επιπέδων. 
Η τεθλασµένη γραµµή που απεικονίζει τη 
γεφύρωση περιγράφει ταυτόχρονα και τη δοµή 
της µαθηµατικοποίησης η οποία περιλαµβάνει 
σε κάθε φάση στοιχεία και οριζόντιας και 
κατακόρυφης µαθηµατικοποίησης. Η 
τεθλασµένη γραµµή δεν είναι κατά µοναδικό 
τρόπο σχεδιασµένη. Ο καθηγητής βοηθά τον 
κάθε µαθητή να βρει τη δική του πορεία προς 
την κορυφή 
ν 
υν κάθε στιγµή τη θέση του στην πορεία της 
ες αυτές είναι προσωπικές και εποµένως 
ητή και ως προς τον τρόπο επίλυσης των 
α και ως προς την παραγωγή ιδεών για την 
ελεύθερες δηµιουργίες (π.χ. κατασκευές 

λήµατα που οδηγούν σε αντιπαραθέσεις, δίνουν 
αθητές να δηµιουργούν συσχετισµούς, να 
ακολουθήσει και να κάνουν προβλέψεις. Όλη 
 του αναστοχασµού, οδηγεί στην αναβάθµιση 

ατοµική δραστηριότητα. Λαµβάνει χώρα µέσα 
 επηρεάζεται αλλά και καθοδηγείται απ  το 
ην διάρκεια της διδασκαλίας στην

ό
 τάξη, οι 

 παρουσιάσουν τις ατοµικές τους εργασίες και 
δουλιά των συµµαθητών τους. Μέσα από την 
ουν τις εργασίες των άλλων και τις συγκρίνουν 
κτήµατα και τα µειονεκτήµατα των δικών τους 
ναβαθµίζονται. 
τοµική εργασία συνδυάζεται µε τη συζήτηση 
θεια ενός συµµαθητή, την αξιολόγηση των 
τον καθηγητή και από τους µαθητές. 

ντικείµενα ή είναι συµβατά µε την υπάρχουσα 
 σε σύγκρουση µε τις παγιωµένες γνώσεις και 
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αντιλήψεις τους. Μέσα από «καταστάσεις σύγκρουσης» µετατρέπεται η δοµή της γνώσης 

δ

αίδευση. ∆εν είναι ούτε κάλυµµα, ούτε περιτύλιγµα ενός 

ί να προέρχεται 

τί εισάγει παραµέτρους που πρέπει να ληφθούν υπ’ όψιν κατά τη 

 τόσο ουσιαστικό 
εύουν την 

προ ο
πραγµα
Συµ
φαινοµ νησης πρέπει να γνωρίζουµε καλά το ρόλο που παίζει το 
πλαίσιο
χρησιµ
άλλων 
Σύµ  

• µό εννοιών: Στην αρχή του µαθήµατος δίνουν στα παιδιά ένα 
κίνητρο και µία ευκαιρία να ασχοληθούν µε τα µαθηµατικά. 

• στην εφαρµοσιµότητα: Χρησιµοποιούν την πραγµατικότητα και ως πηγή και ως 

σε µικρότερο ή µεγαλύτερο βαθµό. 
Οι µαθησιακές πορείες, όπου είναι δυνατόν, πρέπει να συνδέονται και να σχετίζονται 
µεταξύ τους. Ο καθηγητής όταν ξεκινά την ιδασκαλία ενός καινούριου θέµατος οφείλει 
να έχει κατά νου όλες τις συνδέσεις και σχέσεις του θέµατος µε άλλες θεµατικές 
περιοχές. Η αλληλοπλοκή των θεµάτων βασίζεται στη φαινοµενολογική αρχή σύµφωνα 
µε την οποία, τα φαινόµενα σπανίως φανερώνουν στον µαθητή µία µόνο έννοια ή δοµή. 
 
2.3.4 Το πλαίσιο και τα προβλήµατα πλαισίου 
Το πλαίσιο µέσα στο οποίο διατυπώνονται µαθηµατικά προβλήµατα έχει δεσπόζουσα 
θέση στη ρεαλιστική εκπ
«καθαρού» µαθηµατικού προβλήµατος, αλλά αποτελεί την αιτία δηµιουργίας 
µαθηµατικών προβληµάτων. Το θέµα για τη µαθηµατική µελέτη µπορε
από τη φυσική, βιολογική και κοινωνική πραγµατικότητα αλλά µπορεί να είναι ένα 
παιχνίδι, ένα παραµύθι, ένας µύθος και οποιαδήποτε άλλη δηµουργία που ανήκει στη 
«φανταστική» πραγµατικότητα (Treffers, 1987). Επίσης µπορεί να  αναπαρίσταται µε 
µοντέλα, γραφήµατα ή σχήµατα Το κριτήριο για την επιλογή πλαισίου είναι οι 
µαθηµατικές ιδιότητες που περικλείει, καθώς επίσης και οι δυνατότητες που προσφέρει για 
ανάλυση και επεξεργασία. 
 Η έννοια του προβλήµατος πλαισίου λοιπόν, και ως προς τη µορφή και ως προς τη 
λειτουργία, είναι πολύ ευρύτερη από αυτήν του λεκτικού πρόβληµατος. 
Το πλαίσιο µέσα στο οποίο είναι διατυπωµένο το πρόβληµα επηρεάζει τον τρόπο λύσης 
του και αυτό για
διαδικασία επίλυσης. (Κολέζα 2000). Αν για παράδειγµα πρέπει να µοιράσουµε δίκαια 
234 αντικείµενα σε 10 ανθρώπους, το πλαίσιο θα πρέπει να «δώσει» περισσότερες 
πληροφορίες για τη φύση των αντικειµένων (αν είναι διακριτά ή όχι) και για το αν 
χρειάζεται να γίνει κάποιος διαχωρισµός των ατόµων ως προς την ηλικία, τις ανάγκες 
κ.λ.π. Υπάρχουν όµως και προβλήµατα όπου το πλαίσιο δεν παίζει
ρόλο.Οι µαθητές στην ρεαλιστική διδασκαλία θα πρέπει να επιστρατ

ηγ ύµενη γνώση και εµπειρία και από τα µαθηµατικά αλλά και από την 
τικότητα. 

περασµατικά µπορούµε να πούµε ότι τουλάχιστον στο πρώτο επίπεδο της 
ενολογικής εξερεύ
, δηλαδή  αν είναι πρωταρχικός ή δευτερεύων. Και αυτό γιατί αν θέλουµε να 
οποιήσουµε µία στοιχειώδη κατάσταση προβλήµατος ως µοντέλο για µια σειρά 
προβληµάτων, τότε πρέπει το πλαίσιο να είναι «αδύνατο» 

φωνα µε τον Treffers (1987), τα προβλήµατα πλαισίου επιτυγχάνουν στο: 
στο σχηµατισ

πεδίο εφαρµογής. 
• στο σχηµατισµό µοντέλων: Υποστηρίζουν την µάθηση των τυπικών λειτουργιών, 

διαδικασιών, συµβολισµών, κανόνων και ταυτόχρονα προσφέρουν υλικά ή 
οπτικά µοντέλα που υποστηρίζουν τη λειτουργία της σκέψης. 

• στη χρησιµοποίηση ειδικών µαθηµατικών ικανοτήτων σε εφαρµοσµένες 
καταστάσεις. 
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2.3.5 Η χρήση µοντέλων στη ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση 
Ένας γενικός κανόνας για τον σχεδιασµό και την οργάνωση µιας ρεαλιστικής 
διδασκαλίας είναι ο καθηγητής-ερευνητής να αναζητά στην αρχή προβλήµατα που έχουν 
τα χαρακτηριστικά µοντέλου, δηλαδή προβλήµατα που µπορούν να χρησιµεύσουν ως 
µοντέλα για να βοηθήσουν τον µαθητή να ανέβει από το συγκεκριµένο επίπεδο που 
υποστηρίζεται από το πλαίσιο, στο τυπικό επίπεδο, στα πλαίσια της προοδευτικής 
µαθηµατικοποίησης. 
Οι άτυπες µέθοδοι λύσης των µαθητών αποτελούν την πρόφαση για να φτάσουµε σε 
τυπικές διαδικασίες µέσω µιας πορείας σχηµατοποίησης, αφαίρεσης, γενίκευσης. Τα 
συνδεδεµένα µε το πραγµατικό-συγκεκριµένο πλαίσιο µαθηµατικά αποτελούν τη στέρεα 
βάση για το πέρασµα στα τυπικά ,απαλλαγµένα από κάθε πλαίσιο, µαθηµατικά. Σ’ αυτή 
τη διαδικασία τα µοντέλα δρουν ως µεσάζοντες. Τα µοντέλα αυτά πρέπει να έχουν πολύ 
ειδικές προδιαγραφές για να λειτουργούν ως «γέφυρες» µεταξύ άτυπων και τυπικών 
µαθηµατικών.(Treffers, 1991) Πρέπει να είναι µοντέλα πολυδιάστατα, δηλαδή να είναι 
«µοντέλα των» πραγµατικών καταστάσεων τα οποία στην πορεία θα χρησιµεύσουν ως 
οντέλα για» τα τυπικά µαθηµατικά. Επίσης πρέπει να είναι «ισχυρά» µε την έννοια ότι 

 

 
 
 

«µ
θα πρέπει να χρησιµοποιηθούν σε όλες τις φάσεις της της µαθησιακής- διδακτικής 
διαδικασίας. Τέλος, να συνδέονται µε φυσικό τρόπο µε τις µεθόδους λύσης των µαθητών 
και να οδηγούν σε σχηµατοποιήσεις και συντοµεύσεις µε στόχο τη γενίκευση. Πρέπει 
λοιπόν, οι καταστάσεις προβλήµατος σε πλαίσιο που χρησιµοποιούνται, µαζί µε τα 
αντίστοιχα µοντέλα, να έχουν τέτοια µορφή που να επιτρέπει τους µαθητές να δουλεύουν 
πάνω σ’ αυτές και να διαπραγµατεύονται σε αλληλεπιδραστικό περιβάλλον τη γνώση 
πάντα µε τη σωστή καθοδήγηση του δασκάλου. 
 

 

           ΤΥΠΙΚΑ 
 

     ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΑΤΥΠΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
 
Περιορισµένα από κάποιο     
           πλαίσιο 

Μηχανιστική 
προσέγγιση 

Στρουκτουραλιστική 
προσέγγιση 

µοντέλα 

Εµπειρική Ρεαλιστική 
προσέγγιση προσέγγιση 
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2.3  των τεσσάρων τά  µαθη παίδευση 
Ο κός πίνακ ράφει  της οριζόντιας και 
κα ας της µαθηµατικοποίησης ρις τάσεις της µαθηµατικής 
εκ Treffers, 1987) 
 

     Μαθηµατικοποίηση 

.6 Σύγκριση σεων στη
ς περιγ

µατική εκ
παρακάτω συγκριτι
τακόρυφης συνιστώσ

α την παρουσία
 στις τέσσε

παίδευσης.(

   
Τάσεις στην εκπαίδευση  Οριζόντια    Κατακόρυφη 
Ρεαλιστική         +            + 
Στρουκτουραλιστική             + 
Εµπειρική            +  
Μηχανιστική    

 
Στη ρεαλιστική µαθηµατική διδασκαλία δίνεται µεγάλο βάρος και στις δύο συνιστώσες 
της µαθηµατικοποίησης. Τα φαινόµενα από τα οποία απορρέουν οι έννοιες και οι δοµές 
χρησιµοποιούνται και ως πηγή και ως πεδίο εφαρµογής. Προσφέρεται στον µαθητή, 

 

µέσα από µία ποικιλία φαινοµένων, η ευκαιρία αφ’ ενός να οικοδοκήσει τις τυπικές 
µαθηµατικές έννοιες και δοµές και αφ’ ετέρου να τις εφαρµόσει σε πραγµατικές 
καταστάσεις. Οι µαθητές γεφυρώνουν το χάσµα µεταξύ της άτυπης γνώσης που είναι 
συνδεδεµένη µε ένα πλαίσιο και της τυπικής, ακολουθώντας µια προδιαγεγραµµένη  
πορεία στην οποία τους καθοδηγεί ο καθηγητής. Η µαθηµατικοποίηση προχωρά βήµα-
βήµα. Στην πορεία διακρίνονται πολλά µικρο-επίπεδα που µπορούν να οµαδοποιηθούν 
στα τρία επίπεδα Van Hiele. 
Στη στρουκτουραλιστική διδασκαλία κυρίαρχο ρόλο παίζει η κατακόρυφη συνιστώσα. Το 
σύνολο σχεδόν της µαθηµατικής δραστηριότητας διεξάγεται µέσα στο µαθηµατικό 
σύστηµα. Οι εφαρµογές εµφανίζονται αφού οι µαθητές έχουν µάθει να λειτουργούν σε 
τυπικό επίπεδο. Άρα η οριζόντια συνιστώσα εµφανίζεται εκ των υστέρων και µε 
περιορισµένο ρόλο και σηµασία. Η επιλογή αυτού του σηµείου εκκίνησης, δηλαδή το 
αφηρηµένο επίπεδο, υποδηλώνει και την αντίληψη ότι δεν είναι δυνατόν να χτίσει κανείς 
κάτι αξιόλογο βασιζόµενος στις άτυπες µεθόδους των παιδιών. Όµως στην 
στρουκτουραλιστική εκπαίδευση οι ενέργειες πάνω στα αντικείµενα δεν συνδέονται µε 

 σύµβολα που χρησιµοποιούνται. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα, τα επίπεδα 

φυσικό τρόπο µε τις νοητικές ενέργειες πάνω στα σύµβολα (Gravenmeijer, 1991). 
Αρκετές φορές έρχονται σε πλήρη αντίθεση µε τις άτυπες µεθόδους που χρησιµποιούνται 
για τη λύση πραγµατικών προβληµάτων. Τα προβλήµατα που είναι διατυπωµένα σε ένα 
πραγµατικό πλαίσιο δεν µπορούν να αποτελέσουν τη βάση για ανάπτυξη τυπικών 
µεθόδων σε αφηρηµένο επίπεδο διότι δεν δίνεται επαρκής βοήθεια από τα µοντέλα, τα 
σχήµατα και τα
στη µαθησιακή διαδικασία να µη µπορούν, µακροπρόθεσµα, να εξελιχθούν διαδοχικά. 
Η εµπειρική διδασκαλία βασίζεται στην υπόθεση ότι αν οι µαθητές δουλέψουν µε µια 
µεγάλη ποικιλία πραγµατικών προβληµάτων, θα καταφέρουν από µόνοι τους να 
περάσουν το τυπικό επίπεδο. ο αν ελικά οι µαθητές ερνούν στο  επίπεδο και 
τι είδους τυπική γνώση αποκτούν, δεν είναι σαφώς καθορισµένα. Εποµένως είναι 
κυρίαρχο το στοιχείο της οριζόντιας µαθηµατικοποίησης, ενώ η κατακόρυφη συνιστώσα 
είναι απούσα. 

 σ T  τ π τυπικό

Στη µηχανιστική διδασκαλία απουσιάζουν και οι δύο συνιστώσες της µαθηµατικοποίησης 
Λείπουν τα πραγµατικά φαινόµενα και ως πηγή και ως πεδίο εφαρµογής. Το σηµείο 
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εκκίνησης δίνεται από τον κόσµο των συµβόλων και συνεχίζεται µε αποστήθιση 
κανόνων και αλγορίθµων και αυτοµατοποίηση ενεργειών. Η κατακόρυφη 
µαθηµατικοποίηση για τους περισσότερους µαθητές µπλοκάρεται, γιατί αδυνατούν 

θιση. 
την µηχανιστική: το πλαίσιο 

τυπωνεται το πρόβληµα, τη γλώσσα και τις ασκήσεις (Van den Brink, 
F. J., 1991) 
Κυρίαρχη ό ην αντίληψη για τη µάθηση και διδασκαλία. Στη 
µηχανισ ή
─ Η µάθησ
─ Η διδασκ

• 

 χρησιµοποιούνται είναι συνήθως τυπικά 
ξεις, µακρυά από την   

πραγµατικότητα, χωρίς να µπορούν να προκαλέσουν γνωστική σύγκρουση 

διδασκαλία οι µαθητές καθοδηγούνται, χωρίς όµως να εξαναγκάζονται, στην 
σµένη 

τη 
 «διορθώσεις 

σκάλου στην τάξη: 
ί τους µαθητές ενώ στην κονστρουκτιβιστική προσέγγιση ο 

ις θεωρίες τους  (Gravenmeijer, 1991). 
Η ιδέα της επανακατασκευής  της γνώσης είναι κοινή και στις δύο θεωρίες. 

πολλές φορές να κατανοήσουν το θέµα που διδάσκεται και έτσι οδηγούνται αναγκαστικά 
στην εξάσκηση και αποστή
 Η ρεαλιστική προσέγγιση έχει τρεις βασικές  διαφορές µε 
µέσα στο οποίο δια

µως είναι η διαφορά στ
τικ  εκπαίδευση: 

η δεν θεωρείται κατασκευή αλλά αναπαραγωγή  
αλία:  
δεν προσανατολίζεται στο συγκεκριµένο, αλλά ξεκινά και  ολοκληρώνεται 
στο αφηρηµένο επίπεδο. 

• δεν δίνει έµφαση στον αναστοχασµό και στα «λεκτικά» προβλήµατα Τα  
«λεκτικά» προβλήµατα που
µαθηµατικά προβλήµατα εκφρασµένα µε λέ

και χωρίς να περιέχουν το στοιχείο της ελεύθερης δηµιουργίας. 
• είναι εξατοµικευµένη. Οι µαθητές εργάζονται ατοµικά χωρίς αλληλεπίδραση 

και χωρίς κοινωνικό πλαίσιο. 
• οι διδακτικές µέθοδοι δεν συνδέονται µεταξύ τους 

 
2.3.7 Ο Κονστρουκτιβισµός και η ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση 
Η βασική φιλοσοφική θέση του κονστρουκτιβισµού είναι ότι δεν υπάρχει ένας αυστηρά 
καθορισµένος τρόπος να γνωρίσουµε την αντικειµενική πραγµατικότητα. Οι γνώσεις µας 
είναι στην ουσία θεωρίες για την πραγµατικότητα. Ο ριζοσπαστικός κονστρουκτιβισµός 
υποστηρίζει µάλιστα ότι δεν υπάρχει αντικειµενική πραγµατικότητα (Κολέζα, 2000).  
Στην εκπαίδευση λοιπόν, υποστηρίζουν οι κονστρουκτιβιστές, πρέπει να δώσουµε στους 
µαθητές την ευκαιρία να χτίσουν µόνοι τους τη γνώση. Επειδή κάθε άτοµο προσπαθεί να 
κατασκευάσει µια δική του θεωρία της πραγµατικότητας είναι επόµενο ότι και  οι 
µαθητές προσπαθούν να κάνουν το ίδιο. Αυτό οδηγεί στην δηµιουργία εναλλακτικών 
θεωριών, των λεγοµένων «παρανοήσεων» οι οποίες δεν εγκαταλείπονται εύκολα από τα 
παιδιά. Για τους κονστρουκτιβιστές οι θεωρίες των µαθητών έχουν την ίδια αξία µε αυτές 
των δασκάλων και οι µαθητές πρέπει να είναι ελεύθεροι να επιλέξουν την δικιά τους 
θεωρία. Αυτή είναι και η βασική διαφορά µε την ρεαλιστική προσέγγιση. Στην 
ρεαλιστική 
προσπάθειά τους να χτίσουν τις θεωρίες τους. Αυτή η καθοδήγηση είναι σχεδια
προσεκτικά ώστε µέσα από κατάλληλες οδηγίες, ερωτήσεις και προβλήµατα µέσα σε ένα 
πλαίσιο, να γίνονται οι απαραίτητες ενέργειες για το κτίσιµο της γνώσης και σ
συνέχεια µέσα από την συζήτηση και την αλληλεπίδραση  να γίνονται οι
πορείας».  
Εποµένως εµφανίζεται και η βασική διαφορά του ρόλου του δα
Στην ΡΜΕ ο δάσκαλος καθοδηγε
δάσκαλος ακολουθεί τους µαθητές ενώ χτίζουν τ
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Στη θεωρία της ρεαλιστικής εκπαίδευσης χρησιµοποιούνται δύο πηγές για τον σχεδιασµό 
διδασκαλίας που στοχεύει στην επανακατασκευή της γνώσης: 
1. Η ιστορία των µαθηµατικών 
2. Οι αυθόρµητες άτυπες µέθοδοι των παιδιών 

 διαχωρισµός που κάνει ο Cobb µεταξύ της οπτικής γωνίας του «δρώντα» και του 
ποίηση της διαφοράς µεταξύ της πραγµατικότητας 

 

νεπής µε την θεωρία για την κατασκευή της γνώσης, σύµφωνα µε την οποία 

η. Η σκέψη αναπτύσσεται σε ένα γενικό πλαίσιο το οποίο 

ε π ι ε
τή της διδασκαλίας απορρέει από την 

αρχή της επανεφεύρεσης» που είναι θεµελιώδης στη ΡΜΕ και η οποία αναγνωρίζει την 
τορία των µαθηµατικών ως µια ευρετική διαδικασία. Ο µαθητής  ακολουθώντας την 
τορική πορεία του περιεχοµένου της διδασκαλίας, επανανακατασκευάζει τα 
αθηµατικά που προέκυψαν από αυτή την πορεία. 

Ο
«παρατηρητή» οδηγεί στην συνειδητο
του δασκάλου και του µαθητή. Με την άποψη αυτή συµφωνεί και η ρεαλιστική 
προσέγγιση. 
 
2.3.8 Η χρήση χειρισµών στη ΡΜΕ 
Η χρήση βοηθητικού υλικού έχει παίξει σηµαντικό ρόλο στη θεωρία της διδασκαλίας
των µαθηµατικών. Και η ψυχολογία της δράσης και η γνωστική ψυχολογία εντοπίζουν  
πρόβληµα στο  πέρασµα από τον συλλογισµό µε βάση το βοηθητικό υλικό, στον 
συλλογισµό µε βάση τις µαθηµατικές έννοιες και σχέσεις. Επισηµαίνουν ότι η εργασία 
µε βοηθητικό υλικό δεν προετοιµάζει απαραίτητα τους µαθητές για εργασία χωρίς αυτό. 
Ο κονστρουκτιβισµός υποστηρίζει ότι το βοηθητικό υλικό πρέπει να εξετασθεί από την 
πλευρά του µαθητή και µόνο. Συχνά οι µαθητές δεν ανταποκρίνονται στις προσδοκίες 
που έχουν οι ενήλικες για τον ρόλο του βοηθητικού υλικού, επειδή βλέπουν µόνο το 
υλικό και δεν αναγνωρίζουν τις µαθηµατικές σχέσεις που υπάρχουν σ΄αυτό. Η άποψη 
αυτή είναι συ
ο κάθε άνθρωπος αναπτύσσει τη δική του εικόνα  για την πραγµατικότητα. Εποµένως η 
πραγµατικότητα του µαθητή είναι διαφορετική από την πραγµατικότητα του δασκάλου. 
Με αυτή την έννοια η θεωρία της ΡΜΕ συµφωνεί µε την κονστρουκτιβιστική 
προσέγγιση. 
Στη ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση το υλικό αποτελεί ένα βοήθηµα για την επίλυση 
µερικών πρακτικών προβληµάτων µέσα σε ένα συγκεκριµένο πλαίσιο. Το υλικό δεν 
µεταφέρει συγκεκριµένη γνώσ
είναι µοντέλο µιας κατάστασης. Οι ενέργειες των µαθητών µε βάση το υλικό θεωρούνται 
ως µία µεταβατική κατάσταση επειδή πολλές φορές οι µαθητές αναπτύσσουν δικές τους 
µεθόδους λύσης οι οποίες δεν είναι ισόµορφες µε τους χειρισµούς του βοηθητικού 
υλικού (Gravenmeijer, 1991). 
Στη ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση η πορεία ανάπτυξης, ενός αλγόριθµου για 
παράδειγµα, είναι προκαθορισµένη σε µεγάλο βαθµό. Η διδασκαλία έχει οργανωθεί µε 
τέτοιον τρόπο ώστ , αυτό που ανακαλύ τετα  και η σειρά µ  την οποία ανακαλύπτεται 
έχει προσχεδιαστεί από τον καθηγητή. Η πορεία αυ
«
ισ
ισ
µ
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                                        ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΟΗΘΗΤΙΚΟ  ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΟ ΥΛΙΚΟ 
 
Το εκπ µό και την ανάπτυξη της 
πρό σ

• ό πρόγραµµα σπουδών, τα Μαθηµατικά σε Πλαίσιο, που 

µικού «Χελωνόκοσµος» 

σ
 εµπειρίες που 

 προβληµάτων στον πραγµατικό κόσµο. Κατά 

 

      

  
ήσεις,  
 των  

γασία,  

εριοχές. Αν και κάθε ενότητα επικεντρώνεται σε κάποια ειδικά θέµατα, εν 

 
                       Β

αιδευτικό υλικό που χρησιµοποιήθηκε για τον σχεδιασ
τα ης είναι: 

Ένα αναλυτικ
υποστηρίζει διδασκαλία συνεπή µε τις αρχές  της ΡΜΕ 

• Νέες τεχνολογίες µε την µορφή του διερευνητικού λογισ
στο ΑΒΑΚΙΟ 

 
3.1 Μαθηµατικά σε πλαίσιο ( Mathematics in Context) 
Τα Μαθηµατικά σε Πλαίσιο είναι ένα αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών για µαθητές της 
5ης\6ης τάξης του ∆ηµοτικού σχολείου έως και την 2α\3η Γυµνασίου. Ο σχεδιασµός του 
ξεκίνησε το 1991 από το Εθνικό κέντρο έρευνας στη Μαθηµατική εκπαίδευση του 
πανεπιστηµίου Wisconsin-Madison  στις ΗΠΑ σε συνεργασία µε το Ινστιτούτο 
Freudenthal στο πανεπιστήµιο της Ουτρέχτης στην Ολλανδία. Ο κύκλος έκδοσης-
δοκιµής-αναθεώρησης-επανεξέτασης ολοκληρώθηκε το 1998 µε την έκδοση της τελικής 
µορφής του εκπαιδευτικού υλικού των Mathematics in Context (MiC) που 
χρησιµοποιείται από σχολεία της πρωτοβάθµιας και δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης σε 
διάφορες πολιτείες των ΗΠΑ και στο Πουέρτο-Ρίκο. 
Τα Μαθηµατικά σε Πλαίσιο έχουν σχεδιαστεί έτσι ώστε να υποστηρίζουν διδασκαλία 
συνεπή µε τις αρχές και τα πρότυπα που έχει θέσει η NCTM (National Council of 
Teachers of Mathematics) στο Standards 2000 Project. Σε γενικές γραµµές, ύµφωνα µε 
τα πρότυπα, η κατανόηση στα µαθηµατικά είναι άµεσα συνδεδεµένη µε τις
αποκτούν τα παιδιά κατά την επίλυση
συνέπεια τα σχολικά µαθηµατικά διευρύνονται και εµπλουτίζονται όταν είναι 
ενσωµατωµένα σε ρεαλιστικά πλαίσια που έχουν νόηµα για τους µαθητές. 
 
3.1.1 Το εκπαιδευτικό υλικό των MiC
Τα σχολικά εγχειρίδια MiC περιέχουν 40 ενότητες (10 για κάθε τάξη), βιβλίο καθηγητή 
και ε προβλήµατα για επί πλέον εργασία. Οι θεµατικές  δύο συµπληρωµατικά βιβλία µ
περιοχές που καλύπτουν είναι οι εξής: 
 

1. ΑΡΙΘΜΟΙ            (φυσικοί αριθµοί, κλάσµατα, λόγοι, δεκαδικοί αριθµοί, ποσοστά,   
                                 ακέραιοι) 

     µατικών παραστάσεων, πινάκων, γραφικών
                                 παραστάσεων και τύπων από µοτίβα (patterns) και συναρτ
2. ΑΛΓΕΒΡΑ           (δηµιουργία µαθη

                                 λύση αλγεβρικών εξισώσεων, µελέτη των σχέσεων µεταξύ
                                 µεταβλητών) 

     3. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ      (µέτρηση, τρισδιάστατη αναπαράσταση και επεξερ
                                       γεωµετρία, αναλυτική γεωµετρία, µετασχηµατισµοί) 
     4. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ &  (συλλογή και επεξεργασία δεδοµένων, κατανοµή και  
         ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ    µεταβλητότητα, πιθανότητα, αναµενόµενη τιµή) 
 
Κατά την διάρκεια της 4χρονης εκπαίδευσης, οι µαθητές εξερευνούν και συνδέουν τις 
θεµατικές π
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τούτοις οι περισσότερες περιέχουν ιδέες που µπορούµε να τις εντοπίσουµε και σε άλλες 
ενότητες. Και όχι µόνο αυτό, αλλά δίνεται και ιδιαίτερο βάρος στην διασύνδεση αυτών 
των ιδεών. 
Κάθε ενότητα περιέχει προβλήµατα και ερωτήσεις που έχουν σχεδιαστεί µε τέτοιον 
τρόπο ώστε να αναπτύσουν τη µαθηµατική σκέψη των παιδιών. Οι µαθητές, µέσω των 
δραστηριοτήτων, ενθαρρύνονται να εξερευνήσουν τις µαθηµατικές σχέσεις, να 
αναπτύξουν δικές τους στρατηγικές επίλυσης προβλήµατος, να χρησιµοποιήσουν τα 
ατάλληλα εργαλεία για την λύση των προβληµάτων, να διατυπώσουν προβλήµατα, να 

λύσεις και στρατηγικές, να 

διευθυντές και 

ική-νόηµα  του αριθµού και όχι στις διαδικαστικές ρουτίνες. Κατ’ αυτούς οι 

λ τ

νταν ερωτηµατικά για τη 
αταλληλότητα και την αυθεντικότητα του χρησιµοποιούµενου πλαισίου. Οι 

εξετάσθηκαν και σε άλλα σχολεία της χώρας, έγιναν και 
ι  

ν σχολικών εγχειριδίων βασίστηκε σε δύο 
π
1
   

µατικότητα της εµπειρίας τους, τότε  
 ή  
 πραγ  διακρίνουν και να εξάγουν τα µαθηµατικά που  

κ
συνεργαστούν µε τους συµµαθητές τους, να µοιραστούν τις 
τις κρίνουν και να τις συγκρίνουν.  
 
3.1.2  Η διαδικασία ανάπτυξης του εκπαιδευτικού υλικού 
Η διαδικασία ανάπτυξης του εκπαιδευτικού υλικού διήρκεσε έξι χρόνια. Αρχικά 
συστήθηκε µία συµβουλευτική επιτροπή από καθηγητές διδακτικής µαθηµατικών, 
µαθηµατικούς, επιστήµονες, υπεύθυνους αναλυτικών προγραµµάτων, 
καθηγητές, για να εγγυηθεί  ότι το αναλυτικό πρόγραµµα MiC θα ήταν συνεπές µε τους 
στόχους και τη φιλοσοφία των προτύπων  NCTM. Αυτή η επιτροπή ετοίµασε ένα 
προσχέδιο για να καθοδηγήσει την ανάπτυξη του εκπαιδευτικού υλικού. 
Το Ινστιτούτο Freudenthal, βασισµένο στο προσχέδιο της επιτροπής, έκανε έναν πρώτο 
σχεδιασµό όλων των ενοτήτων. Στη συνέχεια η ερευνητική οµάδα του πανεπιστηµίου 
Wisconsin-Madison,  ανέλαβε να διαµορφώσει το υλικό και να το προσαρµόσει στην 
πραγµατικότητα των ΗΠΑ. Αυτός ο συνεργατικός σχεδιασµός δεν ήταν πάντοτε εύκολος 
(Romberg, 2001). Οι Ολλανδοί ερευνητές έδιναν έµφαση  στους νοερούς υπολογισµούς 
και στη λογ
µαθητές έπρεπε να αναστοχάζονται τις απαντήσεις τους, τις στρατηγικές, τις διαδικασίες 
και να κρίνουν το νόηµα της δουλιάς τους, κοινώς να καταλαβαίνουν τι κάνουν και γιατί 
το κάνουν. 
Ακολούθησε πι οτική διδασκαλία των ενοτήτων σε σχολεία της πολιτείας ου 
Wisconsin, από την οποία καθηγητές και µαθητές εισηγήθηκαν τις αλλαγές που έπρεπε 
να γίνουν. Μερικές φορές ήταν δραστικές, όταν εγείρο
κ
αναθεωρηµένες ενότητες επαν
πάλι διορθώσεις µέχρ  να πάρουν την τελική τους µορφή. 
 
3.1.3 Η φιλοσοφία των MiC 
Ο σχεδιασµός και η ανάπτυξη τω
ροϋποθέσεις: 

. Οι µαθητές κατανοούν τις µαθηµατικές έννοιες µέσω των εµπειριών που αποκτούν κατά    
 την διάρκεια επίλυσης προβλήµατος. 
 Η διδασκαλία των MiC ξεκινά µέσα από πλαίσια που απαιτούν µαθηµατική    
 οργάνωση, δηλαδή πλαίσια που µπορούν να «µαθηµατικοποιηθούν», σύµφωνα µε την   
 ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση. Ο Freudenthal υποστηρίζει ότι η διδασκαλία  
 πρέπει να ξεκινά µε δραστηριότητες που χρειάζονται µαθηµατικοποίηση. Αν οι  
 µαθητές µαθαίνουν µαθηµατικά έξω από την πραγ

 τα ξεχνούν πολύ γρήγορα ή αδυνατούν να τα εφαρµόσουν. Όταν όµως µέσα από µία  
µατική κατάσταση µπορούν να
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 είναι
•  να αναπαριστούν σχέσεις ποσότητας και χώρου σε ένα µεγάλο εύρος 

 χρησιµοποιώντας µαθηµατικούς  όρους, πρόσηµα και 

κασίες µε τα πρόσηµα και τα σύµβολα. 

οι µαθητές χρειάζεται να κατανοήσουν  
ι 

ς µ  
σύµβολα και κανόνες και να περιµένει από τους 

αθητές να µάθουν να τους χρησιµοποιούν εδώ ακολουθείται η αντίστροφη πορεία: οι 
κής σηµειωτικής 

µατικοποίηση των εννοιών στην Άλγεβρα 

 

νη διάρκεια του 
ων αλλά 

εριγραφή της πορείας των µαθητών από το συγκεκριµένο και συνδεδεµένο µε το 
λαίσιο επίπεδο, στο τυπικό και ανεξάρτητο από οποιοδήποτε πλαίσιο 
 προοδευτική τυποποίηση των µαθηµατικών λοιπόν γίνεται σταδιακά ως εξής: 

 ενσωµατωµένα σ’ αυτή  αυτό σηµαίνει ότι : 
Μαθαίνουν
διαφορετικών καταστάσεων.  

• Εκφράζουν τις σχέσεις
σύµβολα  

• Χρησιµοποιούν διαδι
• ∆ιατυπώνουν  κανόνες 
• Κάνουν αριθµητικούς και συµβολικούς υπολογισµούς 
• Κάνουν προβλέψεις 
• Ερµηνεύουν τα αποτελέσµατα που πήραν χρησιµοποιώντας τις διαδικασίες     

Η προσέγγιση αυτή θεωρεί ως δεδοµένο, ότι 
τους λόγους ύπαρξης και χρήσης των µαθηµατικών όρων, προσήµων, συµβόλων κα
κανόνων, που δηµιούργησε η ανθρωπότητα στην πορεία εξέλιξής της καθώς και το 
νόηµα που συµφώνησε ιστορικά να τους δώσει. 
 
2. Η σειρά των δραστηριοτήτων σε πλαίσιο πρέπει να σχεδιάζεται µε τέτοιον τρόπο, ώστε  
να βοηθά τους µαθητές να αναπτύσσουν σταδιακά µεθόδους µοντελοποίησης  και  
συµβολισµού καταστάσεων προβλήµατος. 
Όλες οι δραστηριότητες έχουν έναν τελικό σκοπό στη µαθησιακή διαδικασία και είναι το 
όχηµα στην πορεία των µαθητών από την άτυπη στην τυπική σηµειωτική (Romberg, 
2001). Τα άτυπα µοντέλα των µαθητών µε την υποστήριξη και την καθοδήγηση του 
καθηγητή, µετασχηµατίζονται σε µοντέλα για τον αφηρηµένο µαθηµατικό συλλογισµό. 
Αντί ο καθηγητή , όπως συ βαίνει στις περισσότερες τάξεις των µαθηµατικών, να ξεκινά 
παρουσιάζοντας τυπικούς όρους, 
µ
δραστηριότητες οδηγούν τους µαθητές στην χρήση της τυπι
(προοδευτική µαθηµατικοποίηση) 

 
3.1.4 Προοδευτική µαθη
Μέσω του αναλυτικού προγράµµατος MiC οι µαθητές αποκτούν γνώσεις και δεξιότητες 
αναπαριστώντας και αναλύοντας ρεαλιστικές καταστάσεις και λύνοντας προβλήµατα που 
σχετίζονται µε αυτές. 
Η θεµατική περιοχή της Άλγεβρας καλύπτεται από 14 ενότητες ( οι 4 ανήκουν στη 
θεµατική περιοχή Αριθµοί) που διδάσκονται κατά την τετράχρο
προγράµµατος σπουδών. ∆εν θα γίνει εδώ αναφορά στο περιεχόµενο των ενοτήτ
π
π
Η
 
 
 
 
 
 
 
 

 27



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1ο επίπεδο 
Οι µαθητές προσεγγίζουν τα προβλήµατα και αποκτούν δεξιότητες και γνώση της 
άλγεβρας µε άτυπο τρόπο. Χρησιποποιούν λέξεις, εικόνες, διαγράµµατα δικής τους 
επινόησης για: 

• να περιγράψουν µαθηµατικές καταστάσεις  
• να οργανώσουν τη γνώση τους και τη δουλειά τους  
• να λύσουν προβλήµατα  
• να εξηγήσουν τις στρατηγικές τους 

2ο επίπεδο 
Οι µαθητές σταδιακά αρχίζουν αν µ  σύµβολα για να περιγράψουν 
µαθηµατικές καταστάσεις, να οργανώσουν δουλειά τους και να εξηγήσουν τις 
στρατηγικές τους  Σ’ αυτό το επίπεδο ή χρησιµοποιούν σύµβολα δικής τους 
επινόησης ή µαθαίνουν αντισυµβατικούς συµβολισµούς (π.χ βελάκια που δηλώνουν 
κατεύθυνση). Οι αναπαραστάσεις των καταστάσεων προβλήµατος και οι 
επεξηγήσεις τους είναι ένα µείγµα από λέξεις και σύµβολα 

χρησι οποιούν
τη 

 
 
 

 
 
 

ό τις 
ικρές τάξεις, εν τούτοις δεν πιέζονται να γενικεύσουν τη γνώση τους, ούτε να 

ίπεδο, παρά µόνο όταν έχουν αποκτήσει αρκετή 

 τους βοηθήσει στις µεθόδους που ακολουθούν. 
τ

ς

 
 
 
 
Η µετακίνηση µεταξύ των επιπέδων είναι αµφίδροµη. Οι µαθητές ανεβαίνουν και 
κατεβαίνουν επίπεδο φορµαλισµού, ανάλογα µε την δεδοµένη κατάσταση προβλήµατος 
και τα µαθηµατικά που περιέχει. Αν και στη πραγµατικότητα κάνουν άλγεβρα απ

3ο πίπεδο 
Οι µαθητές µαθαίνουν και χρησιµ   τυπικό αλγεβρικό συµβολισµό για να:

• να περιγράψουν µαθηµατικές κατασ σεις  
• να χειριστούν αλγεβρικές παραστάσεις 

µ
λειτουργούν σε ένα πιο φορµαλιστικό επ
εµπειρία µε τις έννοιες που βρίσκονται µέσα στις καταστάσεις που  επεξεργάζονται. 
 
3.1.5 Το διδακτικό µοντέλο των MiC 
Η αλληλεπίδραση µεταξύ των µαθητών, µεταξύ µαθητή και καθηγητή, µεταξύ των 
καθηγητών, παίζει σπουδαίο ρόλο στην διαδικασία κατασκευής της µαθηµατικής 
γνώσης. Ο διάλογος µε τους µαθητές δίνει στον καθηγητή τη δυνατότητα να αντιληφθεί 
τι ακριβώς σκέφτονται οι µαθητές και να
Οι συζητήσεις µε όλη την τάξη ή µε µικρές οµάδες µαθητών δίνουν ην ευκαιρία στους 
µαθητές να µοιραστούν τις ιδέες και τις λύσεις τους, να τις αξιολογήσουν και να 
αναγνωρίσουν τυχόν παρανοήσεις του . 

 ε
οποιούν τον

τά

• να λύσουν εξισώσεις 
• να κάνουν γραφικές παραστάσεις  
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Μπορούν να χρησιµοποιηθούν πολλές διδακτικές στρατηγικές: οµαδική εργασία, 
διδασκαλία σε όλη την τάξη ή ατοµική δουλειά. Οι µαθητές κάνουν οµαδικές εργασίες 
και τις παρουσιάζουν ή λύνουν προβλήµατα χρησιµοποιώντας συγκεκριµένους 
ειρισµούς ή νέες τεχνολογίες. Αν και το βιβλίο καθηγητή σε κάθε ενότητα παρέχει 

όδους που µπορούν να χρησιµοποιηθούν, οι 

της γνώσης µεταφέρεται από τον καθηγητή στους µαθητές. Ο καθηγητής 

α  ο

 ενός προβλήµατος και όχι µία και µοναδική στρατηγική ή 

µεθόδους τους. Η 
ν και η ποικιλία στρατηγικών, είναι ένα βασικό 

 
αθητές να αποκτήσουν νέα και βαθύτερη γνώση των µαθηµατικών.  

ς γνώσης προωθείται και υποστηρίζεται από τα προβλήµατα, 

αραδοσιακή στη ρεαλιστική διδασκαλία  

ι ότι 

 
παρουσίαση του καινούριου από τον καθηγητή  

µ ς β

ξει» κανείς. Οι µαθητές έπρεπε να 
τη, να διαβάσουν τις ερωτήσεις, να προσδιορίσουν τι ακριβώς τους 

χ
υποδείξεις για τις διάφορες κατάλληλες µεθ
καθηγητές είναι ελεύθεροι να διαλέξουν αυτές που ταιριάζουν καλύτερα στο µαθηµατικό 
περιεχόµενο της ενότητας και στην ατµόσφαιρα της τάξης. 
 
3.1.6 Το µαθησιακό περιβάλλον των MiC 
Στο MiC ο καθηγητής διευκολύνει και κατευθύνει την διδακτική-µαθησιακή διαδικασία. 
Το κέντρο 
«προσκαλεί» τους µαθητές να ασχοληθούν µε τα προβλήµατα και να δουλέψουν µε µια 
ποικιλία προσεγγίσεων. Αντί να «διδάσκει λέγοντας και παρουσιάζοντας», διατυπώνει 
ερωτήσεις, συζητά προβλήµατ  και συνοψίζει τα µαθηµατικά π υ κατασκευάστηκαν 
στην τάξη. 
Οι µαθητές έρχονται στο σχολείο µεταφέροντας ένα σύνολο προσωπικών απόψεων, 
αντιλήψεων και εµπειριών και πρέπει να ενθαρρύνονται να λειτουργούν µέσα από αυτές 
καθώς «επαναεφευρίσκουν» τις µαθηµατικές διαδικασίες. Συνήθως υπάρχουν 
διαφορετικοί τρόποι επίλυσης
µία και µοναδική σωστή απάντηση. Το MiC αναγνωρίζει ότι ο µαθητής έρχεται στην 
τάξη µε τη δική του προηγούµενη γνώση και πρέπει να ενθαρρύνεται να λύνει τα 
προβλήµατα µε τον δικό του τρόπο, χρησιµοποιώντας τις δικές του στρατηγικές στο δικό 
του επίπεδο σκέψης. 
Ο ρόλος του καθηγητή είναι µε τη συζήτηση να λάβει υπ’ όψιν όλες τις στρατηγικές των 
παιδιών και να τα βοηθήσει να κρίνουν και να συγκρίνουν τις 
αλληλεπίδραση καθηγητή και µαθητώ
στοιχείο στη δυναµική της τάξης. Όταν ο καθηγητής γνωρίζει τις στρατηγικές των 
µαθητών, έχει τη δυνατότητα να προσανατολίσει τη διδασκαλία µε τέτοιον τρόπο ώστε οι
µ
Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι: 
Η κατασκευή της µαθηµατική
καθοδηγείται από τον καθηγητή και πραγµατοποιείται µέσω της αλληλεπίδρασης στη τάξη. 
 
3.1.7 Από την π
Εµπειρίες των καθηγητών 
Παρακολουθώντας κανείς τις περισσότερες τάξεις των µαθηµατικών, θα διαπιστώσε
λίγο ως πολύ ακολουθείται ο ίδιος ρυθµός διδασκαλίας από µέρους των καθηγητών και 
των µαθητών: 
επανάληψη του προηγούµενου µαθήµατος ─ 
─ λύση ασκήσεων από τους αθητές (συνήθω  ατοµικά) µε τη οήθεια του καθηγητή. 
Η εµπειρία των καθηγητών από τη διδασκαλία των ρεαλιστικών µαθηµατικών, όπως 
καταγράφηκε κατά την περίοδο των πειραµατικών διδασκαλιών, ήταν τελείως 
διαφορετική. Κάποιος καθηγητής ανέφερε: 
«Η έκπληξη ήρθε όταν προσπαθήσαµε να διδάξουµε το πρώτο µάθηµα. Στην 
πραγµατικότητα υπήρχαν πολύ λίγα να «διδά
διαβάσουν τον χάρ
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ζητούσαν να κάνουν, να πάρουν κάποιες πληροφορίες από τον χάρτη που θα τους 
βοηθούσαν να το κάνουν και τέλος να αποφασίσουν ποιες µαθηµατικές δεξιότητες 
χρειάζονταν για να απαντήσουν στις ερωτήσεις». 
Κάλυψη της ύλης 
Η αγωνία για την κάλυψη της ύλης είναι κοινή σε όλους τους καθηγητές των 
µαθηµατικών. Πάντα ο καθηγητής έχει ως στόχο να τελειώσει την προκαθορισµένη ύλη 
διδασκαλίας, ώστε να ετοιµάσει τους µαθητές του για το επόµενο επίπεδο της 
µαθηµατικής µελέτης. 
Οι καθηγητές που δίδαξαν τα Μαθηµατικά σε Πλαίσιο είχαν συχνά εκδηλώσει την 

που αναφερόταν στην παραδοσιακή διδασκαλία. Ο 

τη δουλειά που 
µπο ύ
κρίνει ό αυτούς. 
Η α α τρόπου ς
µαθηµα : 

 Μαθητές που είχαν χαρακτηρισθεί «αδύνατοι στα µαθηµατικά», διαπίστωναν ότι 

που γίνονται σε τακτά χρονικά διαστήµατα ή σε επίπεδο πολιτείας ή 

το πρόγραµµα MiC, και το 1996 µετά 

 
 σε 96%) 

Στη ί  του 
προγρά στη 
δευ α ίας (Iowa Test of Educational 

επιθυµία να διδάξουν θέµατα 
κίνδυνος από ένα τέτοιο εγχείρηµα είναι διπλός: να γεµίσει ο αναθεωρηµένος τρόπος  
διδασκαλίας µε παραδοσιακές πρακτικές ή\και να αναπροσαρµοσθεί σε τέτοιον βαθµό 
ώστε να µη διαφέρει στην ουσία από τον παλαιό (Romberg, 2001) 
Οι δυνατότητες  των µαθητών 
Οι καθηγητές που δίδαξαν τα Μαθηµατικά σε Πλαίσιο άλλαξαν την αντίληψη που είχαν 
για τις δυνατότητες των µαθητών τους. Όλοι εξεπλάγησαν από 

ρο σαν να βγάλουν εις πέρας οι µαθητές τους, την οποία οι ίδιοι οι καθηγητές είχαν 
τι ήταν πολύ δυσκολη γι’ 

λλ γή της φιλοσοφίας του  διδασκαλία  που θέλει τους µαθητές « να κάνουν 
τικά» αντί « να διδάσκονται τα µαθηµατικά» είχε ως συνέπεια

•
µπορούσαν να πετύχουν. 

• Κάποιοι απ’ αυτούς που θεωρούσαν τους εαυτούς τους «καλούς στα 
µαθηµατικά», αποφάσιζαν ότι «αυτό δεν είναι µαθηµατικά». 

 
3.1.8 Οι επιδόσεις των µαθητών 
Οι µαθητές που διδάχθηκαν πιλοτικά ολόκληρο ή µέρος του προγράµµατος MiC κατά τη 
διάρκεια της δοκιµαστικής περιόδου 1992-1998, πήραν µέρος σε µια σειρά από τεστ 
(standardized tests) 
σε εθνικό επίπεδο στις ΗΠΑ. Τα αποτελέσµατα (Webb & Meyer, 1999) έδειξαν ότι 
ακόµη και οι µαθητές που διδάχθηκαν για ένα χρόνο το πρόγραµµα είχαν σηµαντική 
βελτίωση στις επιδόσεις τους. Εδώ θα αναφέρω ενδεικτικά µόνο τα αποτελέσµατα 
κάποιων σχολείων. 
Οι µαθητές της έκτης δηµοτικού-δευτέρας γυµνασίου από σχολεία της Αϊόβα  πήραν ένα 
τέστ (Iowa Test of Basic Skills) και το 1993, πριν 
το MiC, που εξέταζε την ικανότητα υπολογισµών, την δυνατότητα επίλυσης 
προβλήµατος και την κατανόηση εννοιών. Τα συγκριτικά αποτελέσµατα έδειξαν µία 
σαφή βελτίωση της επίδοσης µέχρι και 30% σε επιδόσεις που ήταν ήδη µέτριες ή 
υψηλές.(π.χ από 59% σε 79% ή από 87%

ν δια πολιτεία οι µαθητές της τρίτης γυµνασίου που διδάχθηκαν τα 2/3 
µµατος στην έκτη δηµοτικού, το ½ στη πρώτη γυµνασίου και ολόκληρο 

τέρ  γυµνασίου, σε τεστ σε επίπεδο πολιτε
Development) είχαν τις εξής επιδόσεις: 

• Το 25% είχε επίδοση που ανήκε στο 1% της υψηλότερης σε εθνικό επίπεδο 
• Το 47% είχε επίδοση που ανήκε στο 10% της υψηλότερης σε εθνικό επίπεδο 
• Το 90% είχε επίδοση πάνω από τον µέσο όρο 
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Έξω από τις ΗΠΑ, στο Πουέρτο Ρίκο, εφαρµόστηκε πιλοτικά το πρόγραµµα σε µία µόνο 
τάξη µε δύο συµµετέχοντες καθηγητές και 23 µαθητές που διδάχθηκαν το πρόγραµµα 

 

 (Webb & Meyer, 1999) ότι σε όλα τα σχολεία που 

 
προ
χρόνο δ
∆ιεξάγε sectional study of the 
imp  

1. 
ηση των µαθηµατικών αφ’ενός και αφ’ ετέρου στην επίδοση µαθητών που 

το διδάχθηκαν επί τέσσερα χρόνια. 
που ακολουθούν το MiC µε τις επιδόσεις 

ογίας των υπολογιστών τα τελευταία χρόνια είχε ως 
φυσικό ες της 
κοινων  τις 
αλλαγέ ι των 
µαθητώ

 ένταξη της χρήσης της υπολογιστικής τεχνολογίας στην εκπαιδευτική διαδικασία 
ειδή ακριβώς οι νέες 

ένες 

ουτισµένα µαθηµατικά και 
εποµέ ατικές 
δρασ ιέχουν 
µόνο αι να 
ιερευ

ιστικά κριτήρια (Papert, 1980) 
 

στην ισπανική έκδοσή του. Πήραν µέρος σε διαγωνισµό που διοργανώθηκε από το 
αντίστοιχο Υπουργείο Παιδείας σε εθνικό επίπεδο. Οι 21 είχαν βαθµολογία πάνω από 
90% και οι 2 πάνω από 80%. Σήµερα το MiC διδάσκεται σε 50 σχολεία µε συµµετοχή 
100 καθηγητών. 
Συµπερασµατικά αναφέρεται
εφαρµόσθηκε το πρόγραµµα, οι µαθητές κέρδισαν πολλά. Όχι µόνο πέτυχαν υψηλές 
βαθµολογίες σε διαγωνισµούς, αλλά και αυτοί που είχαν χαµηλές επιδόσεις τις

ηγούµενες χρονιές, βελτίωσαν θεαµατικά την βαθµολογία τους έστω και µε ένα 
ιδασκαλίας του MiC. 
ται µία έρευνα µακράς διάρκειας (A longitudinal/cross-

act of MiC on student mathematics performance) που ξεκίνησε το 1996 και η οποία: 
Εξετάζει την επιρροή της τελικής µορφής του προγράµµατος στην γνώση και 
κατανό

2. Συγκρίνει τις επιδόσεις των µαθητών 
µαθητών που διδάσκονται τα παραδοσιακά προγράµµατα ( Romberg & Shafer, 
2003) 

 
3.2 Νέες τεχνολογίες στην εκπαίδευση 
Η ραγδαία ανάπτυξη της τεχνολ

 επακόλουθο µία αλυσίδα αλλαγών σε πολλούς τοµείς και δραστηριότητ
ίας. Είναι κοινωνική αναγκαιότητα πλέον να παρακολουθήσει το σχολείο
ς αυτές και να τις εντάξει στη µαθησιακή διαδικασία προς όφελος κα
ν και των εκπαιδευτικών. 
Η
συνιστά µία καινοτοµία ως προς τις ανθρώπινες διαδικασίες επ

από ατεχνολογίες, εκτός  εργαλεία, πηγές και µέσα, µπορεί ν  προσφέρουν δυνατότητα 
εξέλιξης της εκπαιδευτικής πρακτικής και αναβάθµιση του ρόλου του µαθητή και του 
εκπαιδευτικού. (Κυνηγός, 2002) 
 

3.2.1 Μικρόκοσµοι – Υπολογιστικά περιβάλλοντα µάθησης 
Οι µικρόκοσµοι είναι υπολογιστικά περιβάλλοντα στα οποία είναι ενσωµατωµ
έννοιες που αναφέρονται σε ένα ή περισσότερα γνωστικά αντικείµενα  και τις οποίες 
εξερευνούν  οι µαθητές µέσω της αλληλεπίδρασης µε το περιβάλλον. Ένας καλός 
µικρόκοσµος είναι αυτός που εύκολα τον  χειρίζονται οι µαθητές ώστε µέσα από 
δραστηριότητες να κατανοήσουν τις κρυµµένες αρχές και δοµές. (diSessa A, 2000). 
Οι µαθηµατικοί µικρόκοσµοι είναι περιβάλλοντα εµπλ

νως αποτελούν ένα κατάλληλο πλαίσιο για να αναπτυχθούν µαθηµ
τηριότητες. (Freudenthal, 1973) Οι  µικρόκοσµοι αυτοί συνήθως δεν περ

µία έννοια, δοµή ή σχέση αλλά περισσότερες, τις οποίες αναγκάζοντ
νήσουν οι µαθητές στα πλαίσια της αλληλεπίδρασης. δ
Ο µικρόκοσµος είναι ένα διανοητικό περιβάλλον όπου οι µαθητές µαθαίνουν να δουλεύουν 

ς  σε ένα κόσµο µε µεταβλητές, να σκέπτονται µε όρους αναλογία , µε όρους κατά 
προσέγγιση. Μαθαίνουν µαθηµατικά και επιστήµη σ΄ένα περιβάλλον όπου το αληθές ή το 
ψευδές και το σωστό ή λάθος δεν είναι αποφασ
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3.2.2 Υπολογιστικά γεωµετρικά περιβάλλοντα για διερευνητική µάθηση-Logo 
Σ’ ένα υπολογιστικό γεωµετρικό περιβάλλον το σχήµα έχει δυναµικό χαρακτήρα, 
δηλαδή µεταβάλλεται εύκολα και γρήγορα.  
Το περιβάλλον είναι γεωµετρικό επειδή περιέχει σχέσεις και δοµές της γεωµετρίας τις 
οποίε  αναµένεται να αναγνωρίσουν ή α µάθουν οι µαθητές σε αλληλεπίδραση µε αυτό. 
Ο ρόλος του εκπαιδευτικού είναι να δηµιουργεί προβληµατικές καταστάσεις και να 
βοηθά τους µαθητές να τις επιλύσουν. (Γαβρίλης, 2002 ) Οι µαθητές  προσπάθειά 
τους να αντιµετωπίσουν  τις καταστάσεις, αλληλεπιδρούν δυναµικά µε το 
περιβάλλον, το τροποποιούν, θέτουν δικούς τους στόχους, εξετάζουν την ορθότητα των 
σκέψεών τους. Έχουν την δυνατότητα να διαµορφώνουν και να εφαρµόζουν 
εναλλακτικές στρατηγικές για την επίλυση του προβλήµατος και µε την άµεση 
ανατροφοδότηση από το περιβάλλον εµπλουτίζουν ή τροποποιούν την υπάρχουσα

ς ν

στην
αυτές  

 

που επινοήθηκε έτσι ώστε να δηµιουργεί και να υποστηρίζει 
αταστάσεις αλληλεπίδρασης. Όταν ο µαθητής δηµιουργήσει µία διαδικασία-πρόγραµµα 

ουσα, έχει άµεση αναπαράσταση των δράσεών του και 

» να χειρίζεται δυναµικά διαδικασίες που περιλαµβάνουν 
µετ λ , µπορούν 
να π
την χρή

• ρονοβόρα διαδικασία δοκιµής-λάθους 
• ∆ίνεται η δυνατότητα στους µαθητές  να αναγνωρίσουν και να µελετήσουν τα 

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της διαδικασίας-µαθηµατικής έννοιας (Kynigos, 
Koutlis, Hadzilakos, 1997) 

 
 
 

γνώση. ¨Ενα περιβάλλον µε αυτά τα χαρακτηριστικά υποστηρίζει η Γεωµετρία της 
χελώνας (Papert, 1980) Η χελώνα που αποτελεί την θεµελιώδη οντότητα αυτής της 
γεωµετρίας έχει θέση, προσανατολισµό και δυνατότητα κίνησης. Η θέση της κάθε φορά 
προσδιορίζεται αποκλειστικά και µόνο από την προηγούµενη θέση. Η Logo είναι µία 
γλώσσα προγραµµατισµού 
κ
ή τροποποιήσει µία ήδη υπάρχ
των αποτελεσµάτων τους. 
 
3.2.3 Αβάκιο-Χελωνόκοσµος 
Το Αβάκιο είναι ένα µαθησιακό υπολογιστικό περιβάλλον που προσφέρεται για την 
κατασκευή  διερευνητικού εκπαιδευτικού λογισµικού από µη προγραµµατιστές. ∆ίνει την 
δυνατότητα δηµιουργίας Μικρόκοσµων που έχουν ως δοµικά υλικά ψηφίδες που 
συνδέονται και συνεργάζονται. Στο Αβάκιο έχει αναπτυχθεί το λογισµικό Χελωνόκοσµος 
που βασίζεται µεν στη Γεωµετρία της χελώνας, αλλά έχει επί πλέον την δυνατότητα 
µέσω της ψηφίδας «µεταβολέας

αβ ητές. Οι µαθητές, µε µία συνεχή µεταβολή των τιµών µιας µεταβλητής
αρατηρήσουν τις αλλαγές που επιφέρει αυτή η µεταβολή στο γεωµετρικό σχήµα. Με 

ση της ψηφίδας αυτής: 
Περιορίζεται σηµαντικά η χ
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                                              ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4    
                

      
 ΑΡΙΘΜΩΝ 

και αρνητικών αριθµών (ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ι) 

ΙΒΑ 
 

η  
 

των
και υ ς
µεταξύ και αρνητικών αριθµών και τοποθετούν αριθµούς σε σύστηµα 
συν α

•  χρησιµοποιώντας θετικούς και αρνητικούς 

ουν, να διαιρούν θετικούς και 

• 
ντεταγµένων 

 

ι ως 
εργ α  
βοήθεια φέρουν : 
1. Ν α

ν µοτίβα χρησιµοποιώντας θετικούς και 

• αι να διατάσσουν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς. 

 

2. Ν δ
    απαρ

αίους σε 

               ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ     ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ ΤΩΝ ΘΕΤΙΚΩΝ ΚΑΙ            
                            ΑΡΝΗ   ΤΙΚΩΝ
 
Το κεφάλ  διδασκαλίας των θετικών αιο
αποτελείται από έξι ενότητες: 
Ενότητα 1η:  ΣΧΕ∆ΙΑΖΟΥΜΕ ΜΟΤ
Ενότητα 2η:  ΣΥΝ ΚΑΙ ΜΕΙΟΝ ΠΟΝΤΟΙ
Ενότητα 3η:  ΤΟ ΑΣΑΝΣΕΡ 
Ενότητα 4η:  ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΕΣ 
Ενότητα 5 :  ΟΛΕΣ ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ
Ενότητα 6η:  ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ
Εδώ θα γίνει παρουσίαση αυτής της διδασκαλίας κατά θεµατική περιοχή. 
 
                                     Στόχοι του κεφαλαίου 
Στο κεφάλαιο αυτό οι µαθητές αναπτύσσουν και χρησιµοποιούν την έννοια  θετικών 

 αρνητικών αριθµών σε διαφορετικά πλαίσια. Αναπτύσσο ν κανόνε  για τις πράξεις 
θετικών 

τετ γµένων. Οι βασικοί στοχοι του κεφαλαίου είναι: 
Να µοντελοποιούν καταστάσεις
αριθµούς. 

• Να προσθέτουν, να αφαιρούν, να πολλαπλασιάζ
αρνητικούς αριθµούς. 
Να διατάσσουν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς. 

• Να τοποθετούν σηµεία σε σύστηµα συ
• Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς των γεωµετρικών σχηµάτων στο σύστηµα

συντεταγµένων και στο περιβάλλον Χελωνόκοσµος µε τη βοήθεια της Logo. 
 

Σκοπός των ερωτήσεων – προβληµάτων 
Οι ερωτήσεις – προβλήµατα  που, είτε λύνονται – συζητιούνται στην τάξη, είτε δίνοντα
ασί  για το σπίτι, έχουν ως σκοπό να διευκολύνουν τους µαθητές ώστε και µε τη

 του δασκάλου να κατα
α ποκτήσουν εννοιολογική και διαδικαστική γνώση. Ειδικότερα: 
• Να σχεδιάζουν και να περιγράφου

αρνητικούς αριθµούς.  
Να συγκρίνουν κ 

• Να κάνουν τις τέσσερις πράξεις. 
• Να αναγνωρίζουν και να τοποθετούν διατεταγµένα ζεύγη στο σύστηµα

συντεταγµένων. 
α ιατυπώνουν τους συλλογισµούς τους, να τους αιτιολογούν, να κάνουν τις  

αίτητες συνδέσεις. ∆ηλαδή: 
• Να αναγνωρίζουν και να χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντιθέτων. 

Να αναγνωρίζου• ν τις οµοιότητες που υπάρχουν όταν χρησιµοποιούν ακερ
αλγεβρικά και γεωµετρικά πλαίσια. 
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• Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς των γεωµετρικών σχηµάτων σε σύστηµα 

3. Να µ  και  να αντιµετωπίζουν  
    α τ

• στάσεις µε θετικούς και αρνητικούς αριθµούς, 

ένα µοντέλο ή ένα πλαίσιο που θα τους βοηθήσει να λύνουν 

4. Να α τας και αιτιολογώντας και να µπορούν να  
    γ κ

• υποθέσεις για την κατεύθυνση ενός σχεδίου όταν δίνονται οι οδηγίες 

• ς και να αιτιολογούν τους µετασχηµατισµούς γεωµετρικών 
σχηµάτων. 

εύουν και να διατυπώνουν κανόνες για τις πράξεις µεταξύ θετικών και 

ι σ

umbers) 
reudenthal, 1987). Πρέπει όµως να προηγηθεί η ανάπτυξη της έννοιας µέσα από 

ποία θα περιγραφούν παρακάτω, καθώς επίσης και ιδέες για 
ραστηριότητες που µπορούν να σχεδιαστούν. Τα πλαίσια αυτά µπορεί να είναι: 

 

συντεταγµένων. 
οντελοποιούν πολλές διαφορετικές καταστάσεις

πο ελεσµατικά καταστάσεις επίλυσης προβλήµατος. Ειδικότερα: 
Να µοντελοποιούν κατα
χρησιµοποιώντας συγκεκριµένους χειρισµούς. 

• Να χρησιµοποιούν 
προβλήµατα µε ακεραίους. 
ποκτήσουν κριτική σκέψη αναλύον

ενι εύουν. Ειδικότερα: 
Να κάνουν 
σχεδίασης και να τις αιτιολογούν. 
Να κάνουν υποθέσει

• Να γενικ
αρνητικών αριθµών. 

 
4.1 Η έννοια 
Η έννοια, σύµφωνα µε τη ΡΜΕ, εµφανίζεται µέσα από ποικίλα και διαφορετικά πλαίσια 
και πρέπε  να εξερευνηθεί µέ α από όσο το δυνατόν περισσότερες οπτικές γωνίες 
(Freudenthal 1983, Treffers 1987). Στη διδακτική πρόταση η έννοια των θετικών και 
αρνητικών αριθµών εµφανίζεται µέσα από το πλαίσιο ενός αρχαϊκού γεωµετρικού 
µοτίβου, βασισµένη στους προσανατολισµένους αριθµούς (directed n
(F
διαφορετικά πλαίσια τα ο
δ

Παιχνίδι για δύο παίχτες 
 

  

περιοχή Α

αρχή

περιοχή Β

 

Το ωνισ  
χωρισ
και χτη ίρ ι ία
δύο  ξ νού τη ρχή

 τετραγ µένο χαρτί είναι 
µένο διαγώνια σε δύο περιοχές 

 κάθε παί ς πα νε από µ . Οι 
 παίχτες εκι ν από ν «α » 
 ο καθένας ρίχνει το ζάρι  φορές. 

Στον πρώτο παίχτη η πρώτη φορά 
 σε κίνηση προς τα 

ανατολικά και η δεύτερη σε κίνηση 
προς τον  βορρά. Στον δεύτερο παίχτη 
η πρώτη φορά αντιστοιχεί σε κίνηση 
προς τα δυτικά και η δεύτερη σε 

 προς  νότο. παιχνίδι 
 5 ή  γύρους, όπου ο 

 γύρος περιλαµβάνει κίνηση και 
  δύο παίχτες. Οι κινήσεις 

 στο 

µετά από τους 5 ή 6 γύρους θα βρεθεί 
στη δική του περιοχή. 

και  δύο

αντιστοιχεί  

κίνηση το Το 
ολοκληρώνεται σε  6
κάθε
από τους  
καταγράφονται τετραγωνισµένο 
χαρτί. Νικητής είναι ο παίχτης ο οποίος 
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Η δραστηριότητα αφορά το παιχνίδι που πρέπει να παίξουν οι µαθητές µία φορά. 
, οργανώνονται τα δεδοµένα σε πίνακες. Ζητείται 

 

ές µετρούν τα διαφορετικά ύψη 
 τη 

 
ψηλότερο από το Β, 

ε η διαφορά τους είναι αρνητική (-). Χρησιµοποιούν συστηµατική µέθοδο 
οργανώνοντ
 
∆ια ρ

 σ
θετικ κών είναι αυτή στην οποία υπάρχουν αντικείµενα πάνω από την 
επι την επιφάνεια 
(ψάρια µε υποθαλάσσιους χάρτες 
πό  Βιολογία που ζουν σε 
ιαφορετικά βάθη, υποβρύχια, βαθυσκάφη ή ναυάγια πλοίων. Οι δραστηριότητες - 

 της θάλασσας και κάτω από αυτήν. 
ε να συµπεριλάβει και τους αρνητικούς. 

ι αποστάσεων. 
ση αν το πλήρωµα ενός υποθαλάσσιου σκάφους  είναι  

γ  

Καταγράφονται οι κινήσεις   στο χαρτί
µετά απο τις κινήσεις κάθε παίχτη, η τελική του θέση  καθώς επίσης και συντοµεύσεις 
στη περιγραφή των µετακινήσεων. Στα πλαίσια των συντοµεύσεων αντικαθιστούν τις 
περιγραφές βόρεια, νότια, ανατολικά, δυτικά µε βέλη των αντιστοίχων κατευθύνσεων:   
                          που σχετίζονται µε τη το µοντέλο Van Hiele (Freudenthal, 1987). 
 
Συνδυάζοντας τις πάνω-κάτω µετατοπίσεις και τις αριστερά-δεξιά, άτυπα:  
─ προσθέτουν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς
─ διαγράφουν τους αντίθετους 
 
∆ιαφορετικά ύψη 
Μπορούν να σχεδιαστούν δραστηριότητες όπου οι µαθητ
αντικειµένων: έπιπλα σε ένα δωµάτιο ή αίθουσα διδασκαλίας, ύψη βουνών από
Γεωγραφία, το δικό τους ύψος, κλπ. Σε κάθε περίπτωση πρέπει να υπολογίσουν ή να
εκτιµήσουν τις υψοµετρικές διαφορές. Αν το αντικείµενο Α είναι υ
τότε η διαφορά τους είναι θετική (+). Αν, αντίθετα, το αντικείµενο Α είναι χαµηλότερο 
από το Β, τότ

ας τις µετρήσεις τους σε πίνακες. 

φο ετικά ύψη- ∆ιαφορετικά βάθη 
Η κλα σική εικόνα που υπάρχει στα περισσότερα σχολικά βιβλία για την εισαγωγή των 

ν και αρνητιώ
φάνεια της θάλασσας (πουλιά, αεροπλάνα,..) και αντικείµενα κάτω από 

, υποβρύχια,..) Το πλαίσιο αυτό µπορεί να εµπλουτισθεί 
 τη Γεωγραφία εφοδιασµένους µε κλίµακες, ψάρια από τηα

δ
ερωτήσεις που θα σχεδιαστούν θα αφορούν: 

ή εκτίµηση της υψοµετρικής διαφοράς αντικειµένου που βρίσκεται πάνω  ─  Υπολογισµό 
   από την επιφάνεια  
─  Επέκταση του άξονα κάτω από το 0 ώστ

  Υπολογ σµό ή εκτίµηση υποθαλασσίων ─
─  Εκτίµηση και αιτιολόγη
     δυνατόν να έχει οπτική επαφή µε ένα ναυάγιο που βρίσκεται σε ένα ορισµένο βάθος   
     ή µε ένα ψάρι που ζει και κινείται σε µια ορισµένη ζώνη βάθους. 
Το εµπλουτισµένο πλαίσιο (Treffers, 1987), αποτελεί το κατάλληλο µαθηµατικό 
περιβάλλον: 

• για τη χρήση της έννοιας των θετικών και αρνητικών στην επίλυση 
προβληµάτων. 

• για την αιτιολόγηση των προσανατολισµένων αριθµών 
• για την επέκταση του άξονα κάτω από το 0 ώστε να συµπεριλάβει και τους 

αρνητικούς 
• ια την άτυπη πρόσθεση και αφαίρεση των θετικών και αρνητικών 
• για την κατανόηση της έννοιας των αντίθετων αριθµών 
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4.1.1 Παρουσίαση της ανάπτυξης της έννοιας µέσα από το πλαίσιο των γεωµετρικών  
          µοτίβων 
 
Ενότητα 1η:  ΣΧΕ∆ΙΑΖΟΥΜΕ ΜΟΤΙΒΑ 
 
Περιγραφή της ενότητας 
να αρχαϊκό γεωµετρικό µοτίβο, ο µαίανδρος, αποτελεί την αφετηρία για την ανάλυση, την 

ιουργία σχεδίων από τους µαθητές. Αποτελεί δηλαδή το πλαίσιο για 
σεων σε τετραγωνισµένο χαρτί. 

Αρχικά ίσουν ότι αποτελεί 
µοτίβο, νεχίζουν µόνοι τους το 
σχέδιο. αλαµβανόµενη σειρά από αριθµούς και 
βελ ια ψουν 
και  την 
ατεύθυ µενα 
χέδια η σειρά των κατευθύνσεων είναι καθορισµένη: δεξιά-πάνω-αριστερά-κάτω. 

σεις  δεδοµένες  και µία σειρά αριθµών που επαναλαµβάνεται, 
ή µετατόπιση του αρχικού σηµείου, διαγράφοντας τις κινήσεις στην 

µ
ευνούν µοτίβα που ξεκινούν από το ίδιο αρχικό σηµείο ( αρχή ) 

ροετοιµάζοντας το έδαφος για τις γραφικές παραστάσεις σε ορθογώνιο σύστηµα 
συντεταγµένων. 
 
Στόχος της ενότητας 
Στόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν: 

• να αναπτύξουν την έννοια των θετικών και αρνητικών αριθµών 
• να ερµηνεύουν και να χρησιµοποιούν αρνητικούς αριθµούς 
• να αναγνωρίζουν ένα γεωµετρικό µοτίβο 
• να σχεδιάζουν και να αναλύουν γεωµετρικά µοτίβα σε τετραγωνισµένο χαρτί. 
• άτυπα να διαγράφουν και να προσθέτουν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς  

 
 
Η δραστηριότητα 
 
Αρχικά παρουσιάζεται η ιστορική προέλευση του γεωµετρικού µοτίβου «µαίανδρος» και 
στη συνέχεια ζητάµε από τους µαθητές να το σχεδιάσουν. Πρέπει να παρατηρήσουν ότι 
ένα συγκεκριµένο τµήµα του σχεδίου επαναλαµβάνεται, δηλαδή πρόκειται για 
γεωµετρικό µοτίβο. 
 

Έ
περιγραφή  και την δηµ
τη διερεύνηση των θετικών και αρνητικών κατευθύν

 οι µαθητές σχεδιάζουν ξανά τον µαίανδρο και  αφού αναγνωρ
δηλαδή  ένα γεωµετρικό σχήµα που επαναλαµβάνεται, συ
Στη συνέχεια χρησιµοποιούν µια επαν

άκ  που δηλώνουν τις κατευθύνσεις: δεξιά, αριστερά, πάνω, κάτω για να περιγρά
 να σχεδιάσουν νέα µοτίβα. Αναλύοντας την «κίνηση» του σχεδίου, βρίσκουν

νσή του και διερευνούν αν πρόκειται για ανοικτή ή κλειστή γραµµή. Στα επόκ
σ
Έχοντας τις κατευθύν
πολογίζουν την τελικυ
αντίθετη κατεύθυνση. ∆ηλαδή  άτυπα διαγράφουν τους αντίθετους και προσθέτουν θετικούς 
και αρνητικούς αριθµούς. Ακολούθως αντικαθιστούν τα βελάκια µε τα σύµβολα συν και 
µείον: το συν για την δεξιά και πάνω κατεύθυνση και το µείον για την αριστερά και κάτω 
κατεύθυνση. Στο τέλος, χρησιµοποιώντας συµβολισµό θετικών και αρνητικών αριθ ών 
χεδιάζουν και διερσ
π
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Στην αρχαία Ελλάδα, µετά το 
τέλος του Μυκηναϊκού 
κόσµου, ακολουθεί µία 
περίοδος τεσσάρων αιώνων 
(1100π.Χ-700π.Χ) που 
ονοµάζεται Γεωµετρική 
εποχή, επειδή το κυρίαρχο 
στοιχείο στη διακόσµηση των 
αγγείων και των σκευών είναι 
τα γεωµετρικά σχήµατα. Ένα 
χαρακτηριστικό γεωµετρικό 
µοτίβο που εµφανίστηκε 
εκείνη την εποχή, αλλά 
διατηρήθηκε και τα επόµενα 
χρόνια είναι ο µαίανδρος 

 
Το παρακάτω σχήµα είναι παρόµοιο µε τα σχέδια που χρησιµοποιήθηκαν εκείνη την 
εποχή. Το χαρακτηριστικό του είναι ότι µπορεί να σχεδιαστεί µε µία συνεχόµενη 
γραµµή, δηλαδή το σχεδιάζουµε χωρίς να σηκώσουµε τη µύτη του µολυβιού. 
 

αρχή

 
 
 
1.  Να περιγράψετε πως σχεδιάστηκε το σχήµα. 
2. Να αντιγράψετε το σχήµα σε τετραγωνισµένο χαρτί και να το συνεχίσετε. Ποια  
    είναι η κατεύθυνση του σχήµατος; 

 
 
Τα γεωµετρικά µοτίβα περιγράφονται στα µαθηµατικά δίνοντας τις συντεταγµένες των 
σηµείων. Οι µαθητές µορούν να χρησιµοποιήσουν αρχικά άτυπο τρόπο περιγραφής. Στη 
συνέχεια εισάγεται και πάλι η περιγραφή µε «προσανατολισµένους» αριθµούς την οποία 
χρησιµοποίησαν σε προηγούµενες ενότητες.  
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Πιθανή απάντηση 
α. Μας δηλώνουν σε ποια κατεύθυνση και πόσες µονάδες θα «προχωρήσει» το    
    σχήµα 
β. Πιθανή απάντηση: Το σχήµα είναι πάλι µαίανδρος µετατοπισµένος προς τα  
    πάνω.  Η κατεύθυνση του σχήµατος είναι πάνω-δεξιά. 
 

     

 
Τα βελάκια στα επόµενα προβλήµατα ακολουθούν το ίδιο µοτίβο ( →  ↑ ← ↓ ), ώστε 
αργότερα να αντικατασταθούν µε  + και - . Επίσης αναµένουµε διαφορετικές απαντήσεις 
(ερώτηση 4) ή έχουµε ελεύθερες δηµιουργίες (ερώτηση 6) (Treffers, 1987) 
 

 
 
δ. Οι µαθητές πρέπει να αναγνωρίσουν ότι υπάρχει µια επαναλαµβανόµενη σειρά  
    αριθµών µε παρόµοια βελάκια και ότι αυτή η σειρά δηµιουργεί το γεωµετρικό     
    µοτίβο. 

 
Ένας τρόπος για να περιγραφεί ένα γεωµετρικό µοτίβο είναι να χρησιµοποιήσουµε τα 
βελάκια που περιγράφουν τις τέσσερις κατευθύνσεις: ↑ πάνω, ↓ κάτω, ← αριστερά,  
→ δεξιά. 
 
 →5  ↑6  →5  ↓4  ←3  ↑2  →1  ↓1  →1  ↑2  ←3  ↓4   

 

→5  ↑6  →5  ↓4  ←3  ↑2  →1  ↓1  →1  ↑2  ←3  ↓4  
 

→5  ↑6  →5  
 
3. α. Τί σηµαίνουν οι αριθµοί µε τα βελάκια; 
    β. Να σχεδιάσετε σε τετραγωνισµένο χαρτί το µοτίβο που περιγράφεται από  
        τους παραπάνω αριθµούς. Τί παρατηρείτε; Ποιά είναι η κατεύθυνση του   
        σχήµατος; 
    γ. Να συνεχίσετε για λίγο το σχέδιο και να συµπληρώσετε τους κατάλληλους  
        αριθµούς και βελάκια. 
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4. α. Ποιο σχέδιο περιγράφει η παρακάτω σειρά αριθµών; 
 

      

 →1  ↑2    ←3   ↓2   →1   ↑1   ←2   ↓3   →2   ↑1   
 

←1  ↓ 2   →3   ↑2   ←1   ↓1   →2   ↑3   ←2   ↓1 
 

 
    β. «Περπατάει» το σχέδιο προς κάποια κατεύθυνση;  
           Τί παρατηρείτε για τη σειρά των αριθµών; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. α. Να σχεδιάσετε το δικό σας γεωµετρικό µοτίβο ακολουθώντας τις κατευθύνσεις: 
        → ↑ ← ↓ 
    β. Να δώσετε τις οδηγίες σχεδίασης. 
    γ. Αποτελείται το σχέδιό σας κλειστή γραµµή ή ανοιχτή; Αν η γραµµή είναι    
        κλειστή, τί παρατηρείτε στη σειρά των αριθµών; 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

                                                                            
 

Το σχέδιο δεν συνεχίζεται όσες φορές  
θέλουµε.  Τελειώνει επιστρέφοντας στο 
αρχικό σηµείο. 
Πιθανές παρατηρήσεις: 

Οι µαθητές αλληλοαναιρώντας τις κινήσεις σε αντίθετη κατεύθυνση, άτυπα προσθέτουν 
θετικούς και αρνητικούς αριθµούς ή διαγράφουν τους αντίθετους. Τους δίνεται επίσης  η 
ευκαιρία να κάνουν προβλέψεις για τη κατεύθυνση του σχήµατος πριν το σχεδιάσουν  
ώστε να ξέρουν από πιο σηµείο πρέπει να αρχίσουν την σχεδίαση. (Treffers, 1987) 

                                                                                         

1. Επαναλαµβάνεται 4 φορές η σειρά   
    των αριθµών 1, 2, 3, 2, 1 µε  
    διαφορετική κατεύθυνση 
2. Επαναλαµβάνεται 2 φορές η σειρά   
    των αριθµών 1, 2, 3, 2, 1, 1, 2, 3, 2, 1  
    µε ακριβώς αντίθετη κατεύθυνση           
                                                        

Τα σχέδια και οι οδηγίες σχεδίασης θα είναι διαφορετικά σε κάθε µαθητή. 
 
Μία γραµµή που τελειώνει εκεί που αρχίζει, την ονοµάζουµε κλειστή γραµµή, ενώ αν τα 
άκρα της δεν συναντώνται την ονοµάζουµε ανοιχτή γραµµή. 
Για να αποτελεί το µοτίβο µια κλειστή γραµµή θα πρέπει να έχουµε µια σειρά από τρεις 
αριθµούς που επαναλαµβάνεται τέσσερις φορές. Για παράδειγµα: 
→1 ↑2  ←3  ↓1  →2  ↑3  ←1  ↓2  → 3  ↑1  ←2  ↓3     
Οι αριθµοί µε το ίδιο χρώµα αλληλοαναιρούνται, οπότε η κίνηση του αρχικού σηµείου 
είναι µηδέν και καταλήγουµε εκεί από όπου ξεκινήσαµε  (άτυπα διαγράφουν αντίθετους 
αριθµούς 
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Έχουµε δει ότι µερικά µοτίβα είναι κλειστές γραµµές, ενώ σε άλλα η γραµµή είναι 
ανοιχτή και µπορούµε να τη συνεχίσουµε όσο θέλουµε. Κάποιες φορές το µοτίβο 
βγαίνει έξω από το τετράδιό µας, οπότε πρέπει να είµαστε προσεκτικοί και να 
προσπαθούµε να προβλέψουµε την κατεύθυνση του σχήµατος, ώστε να ξεκινήσουµε 
το σχέδιο από το σωστό σηµείο. 
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε την παρακάτω σειρά αριθµών και θέλουµε να 
υπολογίσουµε την κατεύθυνση του σχεδίου. Οι κατευθύνσεις είναι µε τη σειρά: → ↑ 
← ↓ 
 

2   2   1   1   2   2   1   1   2   2   1   1 
 
9. α. Τί σχέση έχουν µε τις κατευθύνσεις οι αριθµοί µε το κόκκινο χρώµα; 
    β. Μπορείτε να υπολογίσετε αν το σχέδιο πηγαίνει προς τα δεξιά ή προς τα      
        αριστερά χωρίς να το σχεδιάσετε; 
    γ. Μπορείτε να υπολογίσετε αν το σχέδιο πηγαίνει προς τα πάνω ή προς τα κάτω 
        χωρίς να το σχεδιάσετε; 
   δ. Από ποια θέση του τετραδίου πρέπει να ξεκινήσετε τη σχεδίαση; 
 
                                                 

                                                   
   είναι τέσσερις τότε υπολογίζουν  τις συνολικές µετατοπίσεις και τις συγκρίνουν. 
    
   γ. Το σχέδιο «περπατάει» προς τα πάνω επειδή 2>1. 
       Στρατηγική 1η : Σύγκριση πάνω και κάτω µετατοπίσεων στο πρώτο τµήµα της  
                                 σειράς που επαναλαµβάνεται όπως και προηγούµενα. 
      Στρατηγική 2η : Υπολογισµός όλων των µετατοπίσεων προς τα πάνω και προς τα  
                                 κάτω όπως δίνονται στο πρόβληµα. 
  δ.  Η κατεύθυνση του σχεδίου είναι προς τα πάνω και δεξιά άρα πιο πιθανή  
  απάντηση θα είναι να ξεκινήσει κανείς από κάτω αριστερά της σελίδας. 

α. Οι αριθµοί µε το 
κόκκινο χρώµα είναι οι 
µετατοπίσεις προς τα 
δεξιά ή αριστερά. 
 
β. Συγκρίνουν  τη 
µετατόπιση στα δεξιά και 
τη µετατόπιση  στα 
αριστερά για την πρώτη 
τετράδα αριθµών η οποία 
και επαναλαµβάνεται. Το 
σχέδιο «περπατάει» προς 
τα δεξιά επειδή 2>1. 
Αν οι αριθµοί που 
επαναλαµβάνονται δεν  
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Τελικά οι µαθητές χρησιµοποιούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς για τις οδηγίες 
σχεδίασης ενός γεωµετρικού µοτίβου. 
Η περιγραφή των κατευθύνσεων µε συν και µείον  έχει τα εξής πλεονεκτήµατα: 
1. Η διαγραφή, η πρόσθεση και η αφαίρεση των κατευθύνσεων γίνεται ευκολότερη. 
2. Οι µαθητές προετοιµάζονται για τον τρόπο εργασίας και τους συµβολισµούς σε ένα   
    ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων 
 

 

Ένας άλλος τρόπος για να περιγράψουµε ένα γεωµετρικό µοτίβο είναι να 
χρησιµοποιήσουµε το συν (+) και το µείον (-) αντί τη γνωστή σειρά από βελάκια  
(→ ↑ ← ↓). 
10.  Οι οδηγίες σχεδίασης ενός µοτίβου είναι οι εξής: 
 

      
 +1  +3   -2  -1  +1  +3  -2  -1  ..   ..   ..   ..   .. 

 
 
  α. Τί σχέση µπορεί να έχουν τα συν και µείον µε τις κατευθύνσεις; 
  β. Να σχεδιάσετε το µοτίβο 
 
12. Έχετε τις παρακάτω οδηγίες για δύο σχέδια. 
 

      

 Σχέδιο 1ο: +5   +4   -2   -1   +1   +2   -4   -5  
 
Σχέδιο 2ο: +2   +4  -1  -1  +2   +4  -1   -1    

 
   α. Ένα από τα δύο σχέδια είναι κλειστή γραµµή. Μπορείτε να πείτε ποιο από τα   
        δύο  είναι,  χωρίς να κάνετε το σχήµα; Να εξηγήσετε τον συλλογισµό σας. 
   β. Για το σχέδιο που είναι ανοικτή γραµµή να υπολογίσετε την κατεύθυνσή του  
       χωρίς να το σχεδιάσετε. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ερώτηση 12 
α. Το 1ο σχέδιο είναι κλειστή γραµµή. Επειδή εδώ δεν έχουµε τρεις αριθµούς να  
    επαναλαµβάνονται τέσσερις φορές, ο πιο πιθανός συλλογισµός είναι:  
    Η συνολική µετατόπιση προς τα δεξιά είναι +6, ενώ η συνολική µετατόπιση  
    προς τα αριστερά είναι -6. Εποµένως καθαρή µετατόπιση στην αριστερά-δεξιά  
    κατεύθυνση είναι 0 ( -6 + 6 = 0 ). Επίσης η συνολική µετατόπιση προς τα πάνω   
    είναι +6, ενώ η συνολική µετατόπιση προς τα κάτω είναι -6. Εποµένως καθαρή    
    µετατόπιση στην πάνω-κάτω κατεύθυνση είναι 0. 
 
β. Το 2ο σχέδιο κατευθύνεται προς τα πάνω και δεξιά. Πιθανές εξηγήσεις: 

1. Η σειρά  +2   +4   -1   -1 επαναλαµβάνεται. Η τελική µετατόπιση στην αριστερά - 
δεξιά κατεύθυνση είναι: + 2 – 1 = + 1, ενώ η τελική µετατόπιση στην πάνω-κάτω 
κατεύθυνση είναι + 4 – 1 = + 3. 

2. Υπολογίζουν τις συνολικές µετατοπίσεις και για τους οκτώ αριθµούς που 
δίνονται και εργάζονται ανάλογα. Η τελική µετατόπιση στην αριστερά - δεξιά 
κατεύθυνση είναι: + 4 – 2 = + 2, ενώ η τελική µετατόπιση στην πάνω-κάτω 
κατεύθυνση είναι + 8 – 2 = + 6. 
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Στο επόµενο πρόβληµα οι µαθητές τοποθετούν και ονοµάζουν την αρχή του σχεδίου µε 
το γράµµα Ο. Σε προηγούµενα προβλήµατα εργάστηκαν άτυπα σε σύστηµα 
συντεταγµένων. Εδώ ονοµάζουν την αρχή και δίνουν τις θέσεις διαφόρων σηµείων σε 
σχέση µε το Ο, δηλαδή στην ουσία τις συντεταγµένες των σηµείων. Το πρόβληµα 
αποτελεί µια εισαγωγή σε εργασία σε σύστηµα συντεταγµένων. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

13. Οι οδηγίες για τέσσερα  σχέδια είναι οι εξής: 
 

      

 Σχέδιο 1ο:  +4   +2  -1  -1   +4    +2  -1  -1    
 

Σχέδιο 2ο:  +2   +4  -1  -1   +2   +4   -1  -1   
 

Σχέδιο 3ο:  +1   +1  -4  -2   +1   +1  -4   -2  
 

Σχέδιο4ο:   +1   +1  -2  -4   +1   +1  -2  -4    
 

 
 α. Όλα τα σχέδια ξεκινούν από ένα σηµείο Ο που θα τοποθετήσετε περίπου στο        
     κέντρο  της σελίδας. Να σχεδιάσετε µόνο τα βήµατα που δίνονται από τις οδηγίες  
     των σχεδίων. Το τελικό σηµείο του 1ου σχεδίου θα το ονοµάσετε Α, του 2ου  
     σχεδίου Β, του 3ου  θα το ονοµάσετε Γ και του τέταρτου ∆. 
β. Πού βρίσκονται τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ σε σχέση µε το αρχικό σηµείο Ο; 
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B

Γ

∆

  
Όταν χρησιµοποιούν το συν και µείον για να περιγράψουν την τελική θέση, 
υπενθυµίζουµε ότι ο πρώτος αριθµός δίνει την αριστερά-δεξιά κατεύθυνση, ενώ ο 
δεύτερος τη πάνω-κάτω 
Οι µαθητές συγκρίνουν τις περιγραφές τους, συζητούν ποιά είναι η πιο ακριβής, πιο 
σύντοµη, ποια προτιµούν αυτοί. 

 
Για να περιγράψουν τις 
θέσεις των σηµείων 
µπορεί να 
χρησιµοποιήσουν 
διαφορετικούς  
συµβολισµούς, είτε 
λεκτικούς, είτε να 
κάνουν χρήση 
συµβόλων 
1. Το Α είναι έξι  
    µονάδες δεξιά και δύο  
    µονάδες πάνω 
2. Το Α είναι δεξιά και  
    πάνω 
3. Α: → 6 ↑2 
4. Α: +6, +2 



4.2 Πρόσθεση και αφαίρεση 
 
Ενότητα 2η:  ΣΥΝ ΚΑΙ ΜΕΙΟΝ ΠΟΝΤΟΙ 
 
Περιγραφή της ενότητας 
Η ενότητα αυτή δηµιουργεί ένα πλαίσιο που βοηθά  τους µαθητές να διερευνήσουν και να 
διατυπώσουν τους κανόνες πρόσθεσης και αφαίρεσης θετικών και αρνητικών αριθµών. 
Οι µαθητές επεξεργάζονται και αναλύουν τα αποτελέσµατα ενός παιχνιδιού ερωτήσεων. 
Στο παιχνίδι, κάθε απάντηση παίρνει έναν πόντο, είτε θετικό είτε αρνητικό. Μέσα σ΄αυτό 
το πλαίσιο διαγράφουν θετικούς και αρνητικούς πόντους για να υπολογίσουν το τελικό 
σύνολο.  Στη συνέχεια χρησιµοποιούν µοντέλο που θα τους βοηθήσει να λύσουν 
προβληµατικές καταστάσεις. Μέσα από τη διερεύνηση διαπιστώνουν ότι ίσος αριθµός 
αντίθετων πόντων µπορεί να αφαιρεθεί ή να αγνοηθεί χωρίς να αλλάξει το αποτέλεσµα. 
Προσθέτουν και αφαιρούν πόντους που είναι θετικοί και αρνητικοί αριθµοί, γράφουν τις 
αντίστοιχες µαθηµατικές εκφράσεις, διαγράφουν τους αντίθετους, διερευνούν τη σχέση 
πρόσθεσης-αφαίρεσης. Στο τέλος γενικεύουν διατυπώνοντας τους κανόνες για την 
πρόσθεση και αφαίρεση των θετικών και αρνητικών αριθµών. 
 
Στόχος της ενότητας 
Στόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν να: 
• προσθέτουν και αφαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς 
• διατυπώνουν τους κανόνες πρόσθεσης και αφαίρεσης θετικών και αρνητικών 

αριθµών. 
• αναγνωρίζουν και να χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντίθετων αριθµών. 

 
 
 
 
 
Η δραστηριότητα 
 
Στην ενότητα αυτή υπάρχουν δύο διαφορετικά είδη πόντων (συν και µείον) και δύο 
διαφορετικά είδη ενεργειών (πρόσθεση και αφαίρεση). (Freudenthal, 1987)  Όταν 
δίνονται πόντοι σε µία οµάδα έχουµε πρόσθεση θετικού ή αρνητικού και όταν 
αφαιρούνται πόντοι έχουµε αντιστοίχως αφαίρεση θετικού ή αρνητικού. Η ενότητα 
ξεκινά µε την περιγραφή του παιχνιδιού. Σκοπός των πρώτων ερωτήσεων είναι να 
κατανοήσουν οι µαθητές: 
i)   Πως υπολογίζεται το σύνολο των πόντων σε ένα παιχνίδι όπου παίρνουµε και   
      θετικούς και αρνητικούς πόντους. 
ii)  Ότι κάθε ερώτηση παίρνει πόντο είτε θετικό είτε αρνητικό 
iii) Ένας θετικός και ένας αρνητικός πόντος αλληλοαναιρούνται και δεν επηρεάζουν   
      το αποτέλεσµα 
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Η τάξη των Μαθηµατικών παίζει το παιχνίδι των ερωτήσεων. Οι µαθητές χωρίζονται 
σε τέσσερις οµάδες. Κάθε οµάδα παίρνει ένα «συν» πόντο για κάθε σωστή απάντηση 
και ένα «µείον» για κάθε λανθασµένη. Οι οµάδες πρέπει να απαντήσουν σε όλες τις 
ερωτήσεις. Η Άννα και ο Γιώργος υπολογίζουν τους πόντους κάθε οµάδας. 
Το σύνολο των πόντων µετά από τέσσερις γύρους είναι το εξής: 
 

Σύνολο µετά 
τον 4ο γύρο 

 Οµάδα Α +4 
Οµάδα Β -2 
Οµάδα Γ 0 
Οµάδα ∆ 0 

 
 Στον παρακάτω πίνακα µπορείτε να δείτε τους πόντους κάθε οµάδας µετά απο 6 
γύρους.                                    
 
 
 
 
 

1. Πως απάντησε η κάθε οµάδα   
      τις  ερωτήσεις στους πρώτους   
      τέσσερις γύρους; 

 2.  Εξηγήστε πως απάντησαν    
      στις ερωτήσεις οι οµάδες Α,  
      Β, Γ. 
 3. Οι πόντοι της ∆ οµάδας δεν  
     έχουν υπολογισθεί.  Εξηγήστε  
      γιατί η ∆ οµάδα δεν µπορεί  
      να έχει +1 πόντους µετά τον  
      6ο γύρο. 

Σύνολο µετά 
τον 6ο γύρο 

Οµάδα  Α +6 
Οµάδα  Β -2 
Οµάδα  Γ -2 
Οµάδα  ∆  

 
 
 
 
 
 
 
Μετά από µερικούς γύρους το παιχνίδι τελείωσε.  Στον πίνακα φαίνεται το σύνολο 
των πόντων που συγκέντρωσε η κάθε οµάδα    Η Άννα και ο Γιώργος ξαφνικά 
διαπίστωσαν  ότι είχαν κάνει ένα λάθος. Έδωσαν έναν µείον   πόντο στην οµάδα Β 
ενώ έπρεπε να τον δώσουν στην οµάδα  Α. 
  

Τελικά 
αποτελέσµατα 

Οµάδα  Α +9 
Οµάδα  Β +7 
Οµάδα  Γ +4 
Οµάδα  ∆ +6 

       5.  Να διορθώσετε τα αποτελέσµατα των   
            οµάδων  Α και Β. 

6. Αφού διορθώσατε τα τελικά και 
έχοντας το σύνολο των πόντων 
µετά τον 6ο γύρο, ποιος είναι ο 
µικρότερος αριθµός γύρων που 
χρειάζονται για να τελειώσει το 
παιχνίδι µε τελικό σκορ:   

Α: +8  Β: +8  Γ: +4  ∆: +6  ; 
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Στη συνέχεια οι θετικοί και αρνητικοί πόντοι αντικαθίστανται από θετικές και αρνητικές 
κάρτες. Οι κάρτες είναι πολύ χρήσιµες για την αναπαράσταση θετικών και αρνητικών 
αριθµών. Οι µαθητές χρησιµοποιούν τις κάρτες για να υπολογίζουν ευκολότερα το σκορ 
κάθε οµάδας. ∆ιαπιστώνουν ότι τα ζεύγη αντίθετων καρτών δεν επηρεάζουν το 
αποτέλεσµα και εποµένως µπορούν να προστεθούν ή να αφαιρεθούν χωρίς να αλλάξει το 
σκορ. Στην προηγούµενη ενότητα συνδύαζαν κινήσεις στην δεξιά-αριστερή κατεύθυνση 
καθώς επίσης και στην πάνω-κάτω κατεύθυνση. Η ίδια αρχή, σε διαφορετικό όµως 
πλαίσιο,  χρησιµοποιείται σ’ αυτήν την ενότητα Συνδυάζοντας λοιπόν είτε κινήσεις, είτε 
κάρτες, τελικά άτυπα προσθέτουν και αφαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς. 
 

 
 

Μετά από 12 γύρους τα αποτελέσµατα για τις τέσσερις οµάδες είναι τα εξής: 
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 9.   Να βρείτε τους πόντους κάθε οµάδας 
10.  Οι κάρτες µε τα + τελείωσαν. Να αφαιρέσετε κάποιες κάρτες χωρίς να  
       αλλάξει το σύνολο των πόντων της οµάδας. 
11.  Το παιχνίδι συνεχίστηκε. Μετά από 3 γύρους ποια είναι το πιθανό σκορ  κάθε  
       οµάδας 

            
9.   Μπορούν να τους υπολογίσουν χρησιµοποιώντας δύο πιθανές στρατηγικές:          
  Α) Κάθε ζευγάρι συν και µείον κάρτας αλληλοαναιρούνται οπότε τις αγνοούν στους  
       υπολογισµούς. Μετρώνται µόνο οι κάρτες που µένουν. 
  Β) Προσθέτουν όλες τις συν κάρτες και όλες τις µείον και µετά αφαιρούν. 
        ( Α: +4, Β: +6, Γ: -6, ∆: -2 ) 
10. Η ερώτηση αυτή έχει πολλές διαφορετικές σωστές απαντήσεις  που εξαρτώνται από   
      τις στρατηγικές που θα χρησιµοποιηθούν. 
      Πιθανές στρατηγικές 
 Α) Μπορούν να βγάλουν τον ίδιο αριθµό συν και µείον καρτών από µία ή περισσότερες  
      οµάδες χωρίς να αλλάξει το σκορ. 
 Β) Μπορούν να βγάλουν µία µείον κάρτα από κάποια οµάδα αντί να της δώσουν µία συν. 
      Άτυπα χρησιµοποιούν τον κανόνα: Αφαίρεση είναι η πρόσθεση του αντιθέτου  +1=-(-1)
11. Οι µαθητές πρέπει πριν απαντήσουν σ’αυτή την ερώτηση να συζητήσουν πρώτα τους 
      πόντους που είναι πιθανό να συγκεντρώσει  µία οµάδα σε 3 γύρους. Έχοντας  4  
      πιθανούς συνδυασµούς σωστών και λάθος απαντήσεων, (τρεις σωστές, δύο σωστές  
      και µία λάθος, µία σωστή και δύο λάθος, τρεις λάθος) µπορούν να πάρουν 4  
      διαφορετικά σύνολα πόντων. +3, +1, -1, -3. Ενθαρρύνονται να χρησιµοποιούν  
      συστηµατική µέθοδο για την εύρεση της λύσης. (Treffers, 1987) 
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Στις επόµενες δύο ερωτήσεις εξετάζεται η δυνατότητα των µαθητών να: 
• χρησιµοποιούν µοντέλο που θα τους βοηθήσει να λύσουν προβληµατικές 

καταστάσεις. (Treffers, 1987) 
• µοντελοποιούν καταστάσεις χρησιµοποιώντας συγκεκριµένους χειρισµούς 

(Gravenmeijer, 1991) 

 
 

Πάλι έγινε λάθος στις κάρτες. Η Άννα που είναι αρχηγός της οµάδας Α λέει στον 
Κώστα: «Αν µου δώσεις δύο µείον κάρτες θα είµαστε εντάξει» 
Αυτός όµως της απαντά «Γιατί δεν µου δίνεις εσύ δύο συν κάρτες»; 
 

Οι µαθητές συµπληρώνουν πίνακα αποτελεσµάτων κάνοντας πρόσθεση και αφαίρεση 
ακεραίων. Για το σκοπό αυτό µπορούν να χρησιµοποιήσουν κάρτες ή εικόνες. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
    

12.  Θα είναι το αποτέλεσµα το ίδιο; Εξηγήστε τον συλλογισµό σας. 

Το προηγούµενο πρόβληµα (ερ. 12) αποτελεί ένα κρίσιµο σηµείο του µαθήµατος. Θα 
µπορούσαµε να µη δώσουµε τη λύση από το σενάριο και να περιµένουµε να τη δώσουν 
οι µαθητές. 
                                                            
 

▬ 

▬ 

+
▬ 

ΟΜΑ∆Α  A 

+
 

+
 

+

+++
+
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13.  Στο διπλανό σχήµα έχετε τις  κάρτες της  
       οµάδας Α. 
α) Να αφαιρέσετε δύο κάρτες  χωρίς να αλλάξετε  
     το σκορ.  
β) Μπορείτε να αφαιρέσετε περισσότερες χωρίς να 
     αλλάξετε το αποτέλεσµα;  
γ)  Μπορείτε να προσθέσετε κάρτες χωρίς να    
     αλλάξετε το αποτέλεσµα;  
     Να εξηγήσετε τον συλλογισµό σας  

 

 

Αν θέλατε να 
υπολογίσετε τα 
αποτελέσµατα 
ενός παιχνιδιού, 
ποιό θα ήταν το  
 τελικό  
αποτέλεσµα σε 
κάθε µία από τις 
παρακάτω 
περιπτώσεις; 
Μπορείτε να 
χρησιµοποιήσετε 
τις συν και µείον 
κάρτες αν θέλετε. 
ΣΚΟΡ  ΠΟΝΤΟΙ ΤΕΛΙΚΟ ΣΚΟΡ
+8 ΠΡΟΣΘΕΣΕ +4  
+3 >> -2  
+2 >> -5  
-4 >> +1  
-3 >> -2  
+5 ΑΦΑΙΡΕΣΕ +2  
+4 >> +8  
0 >> +3  

+8 >> -2  
+3 >> -4  
-6 >> -2  
-3 >> -5  
0 >> +4  
0 >> -2  
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Στην περίπτωση της πρόσθεσης, οι µαθητές στις ήδη υπάρχουσες κάρτες προσθέτουν  τις 
καινούριες και αποµακρύνουν τα ζευγάρια των αντίθετων καρτών αν υπάρχουν. 
 
 
 
 
 
 
 
Για την αφαίρεση όµως, αν οι υπάρχουσες κάρτες είναι διαφορετικές από αυτές που 
πρέπει να αφαιρεθούν ή δεν είναι αρκετές, τότε έχουµε την «δηµιουργία από το τίποτα» 
(Freudenthal, 1983). 
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Γραµµή 10:                                + 3 αφαίρεσε – 4 
 
 Βάζουµε πρώτα τις τρεις + κάρτες. Για να µπουν οι τέσσερις µειον κάρτες χωρίς  
 να αλλάξει το αποτέλεσµα , βάζουµε τέσσερα ζευγάρια + και  – καρτών. 
    + + +        + ─ + ─ + ─ + ─ 
Κάνουµε ότι λέει η µαθηµατική πρόταση, δηλαδή αφαιρούµε τις τέσσερις µείον κάρτες. 
    Αποτέλεσµα: + + + + + + +  
ίδ
 (
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Γραµµή 3:                    +2 πρόσθεσε -5 
 
Βάζουµε πρώτα τις δύο + κάρτες και µετά τις πέντε  – 
   + +     ─  ─ ─  ─  ─ 
∆ιαγράφουµε τα ζευγάρια των θετικών και αρνητικών καρτών 
   Αποτέλεσµα: ─  ─ ─  = - 3 
ια µέθοδος θα χρησιµοποιηθεί και όταν έχω αφαίρεση από το µηδέν. 
 - 2 ) = - ( - 2 ) 
 πόντοι ως αποτέλεσµα παιχνιδιού είναι ίσος αριθµός συν και µείον καρτών. Επειδή 
υµε να αφαιρέσουµε 2 µείον κάρτες, εισάγουµε 2 συν και 2 µείον κάρτες.    
ύ  αποµακρύνουµε τις δύο µείον κάρτες, έχουµε ως αποτέλεσµα τις δύο συν κάρτες. 

 επόµενες ερωτήσεις χρησιµοποιείται ο τυπικός µαθηµατικός συµβολισµός για την 
θεση και αφαίρεση ακεραίων. Οι µαθητές ξαναγράφουν τον πίνακα 
ιµοποιώντας τα σύµβολα της πρόσθεσης και αφαίρεσης, τις παρενθέσεις και τα 
ηµα. Επίσης χρησιµοποιούν τον συλλογισµό της ερώτησης 12 για την αφαίρεση:  

 να αφαιρέσω έναν αριθµό, µπορώ να προσθέσω τον αντίθετό του. 
19.   Στην γραµµή 9 έχετε την εξής κατάσταση: 
       +8  ΑΦΑΙΡΕΣΕ  -2  =  +10 
        Αντί να αφαιρέσετε -2  µπορείτε να κάνετε κάτι διαφορετικό που να δίνει το ίδιο  
        αποτέλεσµα; 
 
20.  Συµπληρώστε τα κενά στις παρακάτω προτάσεις: 
      + 8 αφαιρώ - 2 = + 10  δινει το ίδιο αποτέλεσµα µε  + 8 ...................... = + 10 
      - 6 αφαιρώ - 3 = ......    δινει το ίδιο αποτέλεσµα µε   - 6 ...................... =....... 
     + 4 αφαιρώ + 3 = ......   δινει το ίδιο αποτέλεσµα µε  + 4 ...................... =....... 
 
22.  Συµπληρώστε τις παρακάτω ισότητες µε θετικούς ή αρνητικούς αριθµού 

      α)  ...... +  ......  =  + 2                      β)  ......  +  ...... =  +4 
      γ)  ......  +  .....   =   0                       δ)  ......  ─   ...... =  +1 
      ι) (+ 7)  ─ ......  =  - 1                      κ) (+ 2) ─   ...... = - 8 
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Η διδασκαλία ολοκληρώνεται µε τις ερωτήσεις επανάληψης που βοηθούν τους µαθητές 
να συνοψίσουν τις µαθηµατικές έννοιες και να γενικεύσουν διατυπωνοντας κανόνες για 
την πρόσθεση και αφαίρεση ακεραίων. Ήδη οι µαθητές έχουν ανακαλύψει τους κανόνες 
που διέπουν την πρόσθεση και αφαίρεση των ακεραίων. Στο τέλος της ενότητας έχουν 
την ευκαιρία να τους διατυπώσουν, αφού ανακαλέσουν το πλαίσιο µέσα στο οποίο 
εργάστηκαν µέχρι τώρα, καθώς επίσης και να αιτιολογήσουν τις απαντήσεις τους.  
 

23.   α) Τι συµβαίνει όταν προσθέτουµε έναν αρνητικό σε έναν θετικό αριθµό όπως  
            (+5) + (-2) = ....... και τι συµβαίνει όταν τον προσθέτουµε σε έναν αρνητικό  
            όπως  (-4) + (-3) = ……; 
            Το παιχνίδι µε τις κάρτες και οι πίνακες µε τα σκορ µπορούν να σας      
            βοηθήσουν σε κάθε περίπτωση. 
 
        β) Τί συµβαίνει όταν από έναν οποιονδήποτε αριθµό αφαιρούµε έναν αρνητικό; 
             (+3) - (-2) = .......      (-7) - (-10) = ......   
             Να διατυπώσετε έναν κανόνα    
 
24. Να χαρακτηρίσετε ως σωστές ή λάθος τις παρακάτω προτάσεις:     
        
      α)    Όταν προσθέτω δύο θετικούς αριθµούς το αποτέλεσµα είναι θετικός αριθµός.
      β)    Όταν προσθέτω έναν θετικό και έναν αρνητικό το αποτέλεσµα είναι θετικός   
             αριθµός.   
      γ)    Όταν προσθέτω δύο αρνητικούς αριθµούς το αποτέλεσµα είναι θετικός 
      δ)    Αν από έναν θετικό αφαιρέσω έναν αρνητικό το αποτέλεσµα είναι θετικός  
             αριθµός.             
      ε)    Αν από το µηδέν αφαιρέσω οποιονδήποτε αριθµό το αποτέλεσµα είναι  
             αρνητικός αριθµός.             
      ζ)    Αν από έναν αρνητικό αφαιρέσω έναν θετικό το αποτέλεσµα είναι θετικός  
             αριθµός 

 
4.3 Άθροισµα πολλών προσθετέων 
 
Ενότητα 3η      ΤΟ ΑΣΑΝΣΕΡ 
 
Περιγραφή της ενότητας 
Οι µαθητές χρησιµοποιούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς για να διερευνήσουν µια 
καινούρια κατάσταση: την κίνηση ενός ασανσέρ σε ένα πολυώροφο κτίριο µε υπόγειο. 
Προσθέτουν και αφαιρούν ακεραίους για να προσδιορίσουν κάθε φορά τη θέση του και 
λύνουν προβλήµατα που σχετίζονται µε την άνοδο και την κάθοδό του. 
Σ’ αυτό το πλαίσιο τα πρόσηµα δηλώνουν ενέργεια: η άνοδος συµβολίζεται µε + και η 
κάθοδος µε – . Ο αριθµός µετά το σύµβολο + ή – δηλώνει τους ορόφους που ανέβηκε ή 
κατέβηκε το ασανσέρ. Προσθέτουν τους θετικούς ή αρνητικούς για να βρουν τη θέση του 
ασανσέρ. Αν το αποτέλεσµα είναι θετικός αυτό σηµαίνει ότι κατέληξε σε όροφο πάνω από 
το ισόγειο, αν είναι αρνητικός στο υπόγειο, ενώ αν είναι µηδέν στο ισόγειο. Άρα τους 
ακέραιους τους χρησιµοποιούµε όχι µόνο για να περιγράψουµε την ενέργεια, αλλά και για 
να συµβολίσουµε τη θέση των των ορόφων. Επίσης αφαιρούν θετικούς και αρνητικούς για 
να υπολογίσουν τη διαφορά των ορόφων. Χρησιµοποιούν πίνακες οι οποίοι περιγράφουν 
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πολλές διαδοχικές κινήσεις, οπότε άτυπα κάνουν εκτιµήσεις στην αρχή και µετά  
υπολογίζουν ένα άθροισµα µε πολλούς προσθετέους. Στη συνέχεια το  διατυπώνουν µε 
τυπική µαθηµατική έκφραση, συζητούν τις στρατηγικές που χρησιµοποίησαν και 
καταλήγουν στην πιο αποτελεσµατική. 
 
Στόχος της ενότητας 
Στόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν να: 
• προσθέτουν και αφαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς σε διαφορετικά πλαίσια 
• χρησιµοποιούν ακέραιους για να περιγράψουν την άνοδο και την κάθοδο 
• διερευνούν  τους κανόνες υπολογισµού αθροίσµατος µε πολλούς προσθετέους.  
• αναγνωρίζουν και να χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντίθετων αριθµών. 

 
Η δραστηριότητα 
 
Η δραστηριότητα βασίζεται σε µία πραγµατική κατάσταση: τα ψώνια σε ένα πολυώροφο 
κτίριο µε υπόγειο. Αρχικά δίνονται οι πληροφορίες και στη συνέχεια διατυπώνεται το 
πρόβληµα. Στις πρώτες ερωτήσεις οι µαθητές κάνουν παρατηρήσεις, συνδέσεις, 
εκτιµήσεις  και υπολογισµούς και έτσι εξοικειώνονται µε το καινούριο πλαίσιο. Αρχικά 
κωδικοποιούν τις πληροφορίες χρησιµοποιώντας άτυπα θετικούς και αρνητικούς 
αριθµούς. Επίσης αντιλαµβάνονται ότι το ισόγειο αντιστοιχεί στον αριθµό µηδέν. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Η µητέρα της Άννας µε τον 9χρονο αδελφό της Σταµάτη πήγαν για ψώνια σε ένα 
µεγάλο κατάστηµα στο κέντρο της πόλης. Μπαίνοντας στο ισόγειο του καταστήµατος 
συµβουλεύτηκαν το πίνακα δίπλα στο ασανσέρ, όπου έγραφε τι µπορούσες να βρεις 
σε κάθε όροφο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Όταν επέστρεψαν στο σπίτι και  η Άννα ρώτησε τον αδελφό της τι πράγµατα 
αγόρασαν, αυτός της είπε: 
«Αρχικά ανεβήκαµε 4 ορόφους, αλλά στη συνέχεια κατεβήκαµε έναν. Πριν φύγουµε 
πήγαµε να πιούµε ένα χυµό. Όµως η µαµά θυµήθηκε ότι έπρεπε να αγοράσει κάτι ακόµη 
και έτσι κατεβήκαµε 7 ορόφους». 
 1.  Τί νοµίζετε ότι αγόρασαν ο Σταµάτης και η µητέρα   του;                                          
 2.  Συµπληρώστε πίνακα που δείχνει πως ανεβοκατέβηκαν στους ορόφους  
 3.  Μπορείτε µελετώντας τις πληροφορίες του πίνακα, να εκτιµήσετε αν έκαναν τα  

        66οοςς  ΟΟΡΡΟΟΦΦΟΟΣΣ  ::  ΕΕΣΣΤΤΙΙΑΑΤΤΟΟΡΡΙΙΟΟ  --  ΚΚΑΑΦΦΕΕΤΤΕΕΡΡΙΙΑΑ  
        55οοςς  ΟΟΡΡΟΟΦΦΟΟΣΣ  ::  ΛΛΕΕΥΥΚΚΑΑ  ΕΕΙΙ∆∆ΗΗ  --  ∆∆ΕΕΡΡΜΜΑΑΤΤΙΙΝΝΑΑ  ΕΕΙΙ∆∆ΗΗ  
        44οοςς  ΟΟΡΡΟΟΦΦΟΟΣΣ  ::  ΠΠΑΑΙΙΧΧΝΝΙΙ∆∆ΙΙΑΑ  
        33οοςς  ΟΟΡΡΟΟΦΦΟΟΣΣ  ::  ΠΠΑΑΙΙ∆∆ΙΙΚΚΑΑ  ΡΡΟΟΥΥΧΧΑΑ  --  ΠΠΑΑΠΠΟΟΥΥΤΤΣΣΙΙΑΑ  
        22οοςς  ΟΟΡΡΟΟΦΦΟΟΣΣ  ::  ΑΑΝΝ∆∆ΡΡΙΙΚΚΑΑ    ΡΡΟΟΥΥΧΧΑΑ  --  ΠΠΑΑΠΠΟΟΥΥΤΤΣΣΙΙΑΑ  
        11οοςς  ΟΟΡΡΟΟΦΦΟΟΣΣ  ::  ΓΓΥΥΝΝΑΑΙΙΚΚΕΕΙΙΑΑ  ΡΡΟΟΥΥΧΧΑΑ  --  ΠΠΑΑΠΠΟΟΥΥΤΤΣΣΙΙΑΑ  

        ΙΙΣΣΟΟΓΓΕΕΙΙΟΟ      ΚΚΑΑΛΛΛΛΥΥΝΝΤΤΙΙΚΚΑΑ--  ΚΚΟΟΣΣΜΜΗΗΜΜΑΑΤΤΑΑ  
        11οο  ΥΥΠΠΟΟΓΓΕΕΙΙΟΟ      ΕΕΙΙ∆∆ΗΗ  ΠΠΡΡΟΟΣΣΩΩΠΠΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΠΠΕΕΡΡΙΙΠΠΟΟΙΙΗΗΣΣΗΗΣΣ  --  ΕΕΣΣΩΩΡΡΟΟΥΥΧΧΑΑ  
        22οο  ΥΥΠΠΟΟΓΓΕΕΙΙΟΟ      CCDD  --  DDVVDD  --  ΒΒΙΙΒΒΛΛΙΙΑΑ  

      τελευταία ψώνια τους σε όροφο πάνω από το ισόγειο ή στο υπόγειο;  
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Στις επόµενες ερωτήσεις χρησιµοποιούν τα πρόσηµα για να δηλώσουν την άνοδο και την 
κάθοδο. Επίσης: 
─ Προσθέτουν χωριστά τους τους θετικούς και χωριστά τους αρνητικούς. 
─ Χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντίθετων αριθµών 
─ Προσθέτουν διαδοχικά τους ακεραίους 
─ Αιτιολογούν αν µπορούν να αλλάξουν τα πρόσηµα σ’ αυτό το πλαίσιο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Α
µ

 

4.  Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα χρησιµοποιώντας  +  για τους ορόφους που  
     ανέβηκαν και – για τους ορόφους που κατέβηκαν, ακολουθώντας την σειρά των   
     ορόφων από την περιγραφή του Σταµάτη. 
                                             
          α)  Σε ποιον όροφο βρέθηκαν όταν βγήκαν από το                                                           

                                                  ασανσέρ τη 2η φορά; 
                                             β)  Σε ποιον όροφο βρέθηκαν όταν βγήκαν από το  
                                                  ασανσέρ τη 3η φορά; 
                                             γ)  Πόσους ορόφους ανέβηκαν συνολικά και   
                                                  πόσους κατέβηκαν; 
                                             δ) Σε ποιον όροφο έκαναν τα τελευταία τους ψώνια; 
 
 

Άνοδος ή    αριθµός    

5.  Ο Σταµάτης και η µητέρα του αφού τέλειωσαν τα ψώνια τους, βγήκαν από το   
     κατάστηµα. Ξαναγράψε τον πίνακα συµπληρώνοντας τα στοιχεία που  
     χρειάζονται ώστε να συµπεριλάβετε στην περιγραφή και αυτή την πληροφορία. 
6.  Θα µπορούσε το ταξίδι µε το ασανσέρ να γίνει και αντίστροφα; Γιατί; 

κάθοδος   ορόφων 
1η φορά  
2η φορά  
3η φορά  
4η φορά  
κ
α

Α
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8
 
 

ολουθεί ένα δεύτερο πρόβληµα, εντός πλαισίου, διατυπωµένο όµως σε περισσότερο 
θηµατική γλώσσα το οποίο θα οδηγήσει σε ερωτήσεις εκτός πλαισίου και γενίκευση. 

 

ς υποθέσουµε ότι οι παρακάτω πίνακες περιγράφουν ανάλογες καταστάσεις στο ίδιο 
    κατάστηµα. Οι πελάτες πήραν το ασανσέρ από το ισόγειο. 
Πίνακας 1    Πίνακας 2 

. Χρησιµοποιήστε µαθηµατική έκφραση που να συµβολίζει την κατάσταση που  
    περιγράφει ο κάθε πίνακας. Σε κάθε περίπτωση να προσδιορίσετε τη θέση που θα  
    βρεθεί τελικά το ασανσέρ. 

αριθµός 
ορόφων 

   + 1 
   - 2 
  + 2 
  + 3 
  - 4 
  - 2 

αριθµός 
ορόφων 

   + 3 
   - 2 
  + 2 
  + 1 
  - 4 
  - 1 

α) Βρέθηκαν ποτέ στον ίδιο όροφο; 
 
β) Να εκτιµήσετε αν οι πελάτες που χρησιµοποίησαν το 
    ασανσέρ όπως περιγράφεται από τον πίνακα 2, θα  
    βρεθούν ψηλότερα ή χαµηλότερα απ’αυτούς του    
    πίνακα 1. 
 
γ) Σε  ποιον όροφο θα βρεθούν τελικά οι πελάτες σε  
    κάθε  περίπτωση; 
Για να διευκολυνθείτε στους υπολογισµούς  µπορείτε να 
ελέγξετε αν υπάρχει άνοδος και κάθοδος ίσου αριθµού 
ορόφων. 
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4.4 Σύγκριση θετικών και αρνητικών αριθµών 
 
Η δραστηριότητα ( Ενότητα 4η: ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΕΣ) 
 
Ο σίε ρατ Ελλάδας κυρίως κατά 
το ού ποτ εις 
δ ετικώ αρνη υν 
µ αι ελ θερµ λα < 
και κρίνο ρµοκ άδων 
του  κατα συγκριτικό πίνακα, είτε χρησιµοποιώντας 
γ αρασ είτε υ
 

 
 
Σε αυτό το πλαίσιο, παίρνοντας πληροφορίες από τον πίνακα, χρησιµοποιούν τα 
σύµβολα της διάταξης για τους ακεραίους. Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε τον 
άξονα για την αναπαράσταση και σύγκριση των θετικών και αρνητικών.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ι θερµοκρα
ς χειµεριν

ς που πα
ς µήνες, α

ηρήθηκαν σε µια πόλη της Βόρειας 
υ ελούν το πλαίσιο µέσα στο οποίο διερευνώνται οι σχέσ

σοιάταξης θ
ιστες κ

ν και 
άχιστες 

τικών αριθµών. Οι µαθητές συγκρίνουν και διατάσ
οέγ οκρασίες ενός εξαµήνου, χρησιµοποιώντας τα σύµβ

ηµειώθηκαν κατά τη διάρκεια δύο εβδοµ >. Συγ υν τις θε ρασίες που σ
κευάζοντας  Ιανουαρίου

φικές π
, είτε
τάσεις, 

σ
ρα πολογίζοντας τη µέση τιµή.  

Οι µέσες
003  εί

 θερµοκρασίες που
ναι  οι  δ   

 

 παρατηρήθηκαν  στην   Φλώρινα το πρώτο εξάµηνο του  
ίνονται από την Εθνική  Μετεωρολογική  Υπηρεσία           2  εξής, όπως

. 
 ΙΑΝ ΦΕΒ ΜΑΡ ΑΠΡ ΜΑΙ ΙΟΥΝ  

 ΜΕΓΙΣΤΗ ( Cº ) 5 7 12 17 22 26  
 ΕΛΑΧΙΣΤΗ ( Cº) 

 

- 4 - 2 1 5 9 13 
1
  
.α) Ποιός µήνας ήταν    
      ψυχρότερος και ποιος  

        θερµότερος; Να   
  αιτιολογήσετε την  

        απάντησή σας

0º κάθε µήνα; 

      
 

 
    β) Να γράψετε τις   
        ελάχιστες θερµοκρασίες  
        από την µικρότερη στην  
        µεγαλύτερη. Ήταν η  
        θερµοκρασία πάνω από  
        

 

 

Τον Ιούνιο η µέγιστη θερµοκρασία ήταν 26º και τον Απρίλιο 17º. Για να δείξουµε ότι
ο Ιούνιος ήταν θερµότερος από τον Απρίλιο γράφουµε 26º > 17º. 
4. Να γράψετε τρεις παρόµοιες αληθείς προτάσεις παίρνοντας πληροφορίες από τον  
    πίνακα. 
Η ελάχιστη θερµοκρασία τον Ιανουάριο ήταν χαµηλότερη από την ελάχιστη του 
Μαρτίου. Αυτό το συµβολίζουµε µε τη σχέση – 4º < 1º. 
5. Ισχύει ότι και η ελάχιστη θερµοκρασία του Φεβρουαρίου είναι µικρότερη από την  
    ελάχιστη του Μαρτίου; 
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6. Ποιές από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς; Εξήγησε τι σηµαίνει η κάθε µία 
    χρησιµοποιώντας τον πίνακα  θερ

   
  α. -4 < -

 των µοκρασιών. 
  

2     β. -2 > 1    γ. -4 < 1    δ.  5    -2 <
οκληρών  µ α πρόβληµα  περιέχει µήσ και δέχεται 
ιαφορετικές προσεγγίσεις και απαντήσεις 
λ ουν την διάταξη ε έν  που εκτι εις 

 

Σ

Κατά τη διάρκεια δύο εβδοµάδων του Ιανουαρίου σ ω
θερµοκρασίες: 
1η εβδοµάδα 
 
 
 
 
 
2η εβδοµάδα 
 
 
 

 
 

 

 

ηµειώθηκαν οι παρακάτ

 ΚΥΡ ∆ΕΥ ΤΡΙ ΤΕΤ ΠΕΜ ΠΑΡ ΣΑ
ΜΕΣΗ ΘΕΡΜ. ( Cº )  - 3  - 1    0    3    3    2    0
ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΘΕΡΜ.( Cº)  - 7  - 6  - 4  - 2  - 3  - 4  - 5

 
 
 

 ΚΥΡ ∆ΕΥ ΤΡΙ  ΣΑΤΕΤ ΠΕΜ ΠΑΡ
ΜΕΣΗ ΘΕΡΜ. ( Cº )  - 1   1   2    0    0    2  3 
ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΘΕΡΜ.( Cº)  - 5  - 4  - 2  - 4  - 3  - 1 -2 

8.  α.  Να κατασκευάσετε πίνακα µε τις µέσες θερµοκρασίες και των δύο  
          εβδοµάδων. 
     β.  Να συγκρίνετε τις µέσες θερµοκρασίες και των δύο εβδοµάδων.  
          Ποια εβδοµάδα ήταν θερµότερη; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 -3

Τ ΠΚ ∆ Τ Π
+3

Επίσης εκτός από τον πίνακα σας 
δίνεται και η γραφική παράσταση 
των µέσων θερµοκρασιών της 1ης 
εβδοµάδας.  

+2

+1

 

Μπορείτε να την συµπληρώσετε και 
µε τις θερµοκρασίες της 2ης 
δοµάδας και να την 

0

εβ
-1χρησιµοποιήσετε για να απαντήσετε 

την ερώτηση. 
-2
 Β
 
 

Β 
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Ε
Σ  ρε π ε  α γήσ  συγκριτικός 
π  εξ
 
 ΚΥΡ ∆ΕΥ ΤΡΙ ΤΕΤ ΠΕΜ ΠΑΡ ΣΑΒ 

ρώτηση 8 
την ερώτηση αυτή αναµένουµε
ίνακας που θα κατασκευάσουν ε

διαφο τικές α αντήσ ις και ιτιολο εις. Ο
ίναι ο ής: 

Θ ης  - 3 1 ΕΡΜΟΚΡ. 1  εβδοµάδας   -   0    3    3    2   0 
Θ  - 1 1  ΕΡΜΟΚΡ. 2ης εβδοµάδας      2    0    0    2  3 
 

                                                       

-3

Τ ΠΚ ∆ Τ Π Σ

+2

+1

0

-1

-2

+3

Κάποιοι µαθητές µπορεί να απαντήσουν 
ότι από τον πίνακα δεν µπορούν να 
αποφασίσουν 
 ποια εβδοµάδα ήταν θερµότερη.  
 Πιθανώς να καταφύγουν στην γραφική 
παράσταση την οποία θα συµπληρώσουν 
και για τα δεδοµένα της δεύτερης 
εβδοµάδας. 
 

                               
Ο  παράσταση θα παρατηρήσουν ότι: 

αίων ηµερών (Τετάρτη-Πέµπτη) της πρώτης εβδοµάδας 
απ’ αυτές της δεύτερης εβδοµάδας. 

ο τέλος της πρώτης εβδοµάδας είναι µικρότερες 
τίστοιχες της δεύτερης εβδοµάδας. 

Στη  ζητήσουµε να υπολογίσουν την µέση τιµή της θερµοκρασίας κάθε 
εβδοµάδας και να τις συγκρίνουν. 
 
      1η εβδοµάδα : ( -3 ) + ( -1 ) + 0 + 3 + 3 + 2 + 0 = 4 
       µέση θερµοκρασία : 4 / 7  
      2η εβδοµάδα : ( -1) + 1 + 2 + 0 + 0 + 3 + 2  = 7 
      µέση θερµοκρασία : 7 / 7 = 1 
 
Επειδή οι µαθητές δεν έχουν διδαχθεί την Στατιστική θα πρέπει να γίνει συζήτηση για τον 
τρόπο υπολογισµού και τις ιδιότητες της µέσης τιµής. Η µέση τιµή µας δίνει ποια εβδοµάδα 
είναι θερµότερη, αλλά δεν έχουµε πληροφορία για την κατανοµή των θερµοκρασιών, δηλαδή 
την εναλλαγή θερµοκρασίας από µέρα σε µέρα, ούτε και για την µέγιστη και ελάχιστη 
θερµοκρασία της εβδοµάδας. ∆ιαιρώντας το συνολικό άθροισµα των θερµοκρασιών µε το 7, 
κάνουµε ίση «µοιρασιά» της θερµοκρασίας και στις επτά ηµέρες της εβδοµάδας. Επειδή η 
µέση τιµή θα χρησιµοποιηθεί και στη διαίρεση αρνητικού µε θετικό πρέπει ο καθηγητής να 
σιγουρευτεί ότι οι µαθητές έχουν κατανοήσει την έννοια πριν προχωρήσει στα επόµενα. 
 

ι µαθητές από τον πίνακα και τη γραφική
• Οι θερµοκρασίες των µεσ

είναι µεγαλύτερες 
• Οι θερµοκρασίες στην αρχή και στ

από τις αν
 συνέχεια θα τους
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4
 
Ο µός και  η διαίρεση  δύο στην  
ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΕΣ και στην τ Ε Ι Ξ
Έ η ικ υ ια ύ  διδασκαλίας βασισµένης στις 
α ύ η  ιδεών π ρί τα διαφορετικές θεµατικές 
περιοχές. Αν και κάθε ενότητα επικεντρώνεται σε κάποια ειδικά θέµατα, εν τούτοις οι 
περισσότερες περιέχουν ιδέες που µπορούµε να τις εντοπίσουµε και σε άλλες ενότητες. 
Αυτός ο σχεδιασµός είναι απόλυτα σύµφωνος µε την αρχή της φαινοµενολογικής 
εξερεύ ινόµενα σπανίως φανερώνουν στον µαθητή 
µία µό 983). 
Στην ε αθητές διδάσκονται τον πολλαπλασιασµό και τη 
διαίρεσ τήσεις αφορούν τον  υπολογισµό της  µέσης 
τιµής µ ε την κλασσική µέθοδο: προσθέτουν όλες 
τις τιµέ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σ
ν
τη
ν
σ
π
πα

)
)
  
)
  

.5 Πολλαπλασιασµός και διαίρεση  

 πολλαπλασιασ  διδάσκονται
α  ΟΛ

 σε
 ΠΡΑ

 ενότητες
ΕΙΣ. 

:  ενότητα
ενότη Σ Ο

να από τα βασικά χαρακτ ριστ ά το σχεδ σµο µιας
ρχές της ΡΜΕ είναι η διασ νδεσ  των ου β σκον ι σε 

νησης σύµφωνα µε την οποία «τα φα
νο έννοια ή δοµή» (Freudenthal, 1
νότητα ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΕΣ οι µ
η µε θετικό διαιρέτη. Οι πρώτες ερω
ιας σειράς αριθµών ο οποίος γίνεται µ
ς και διαιρούν µε το πλήθος των τιµών

Οι µέσες θερµοκρασίες που παρατηρήθηκαν  στην   Φλώρινα το πρώτο εξάµηνο του   
2003  είναι  οι εξής, όπως δίνονται από την Εθνική  Μετεωρολογική  Υπηρεσία    

 
 
 

οκρασία κάθε µήνα. 
. Ποια είναι η µέση ελάχιστη θερµοκρασία του τριµήνου Ιανουαρίου – Μαρτίου  

 

τ
α

α
υ
ρ

1
2
  
3
  

 
 

 
2. Να υπολογίσετε τη µέση θερµ

ΜΕΓΙΣ

ΕΛΑΧΙ

3
    και ποια η µέση µέγιστη; 
 
 
 

 

                                                            

Για να υπολογίσουν τη µέση τιµή δύο αριθµών το
η θερµοκρασία τρ

υς προσθέτουν και διαιρούν µε δύο. 
ιµήνου είναι αρνητικός αριθµός. Για 

 να λύσουν ένα πρόβληµα που ο διαιρετέος είναι 
Στην ερώτηση 3 η µέση ελάχιστ
πρώτη φορά οι µαθητές καλούνται
αρνητικός αριθµός. 
ρακάτω στρα
 Προσθέτουν
 Πρώτα διαγ
 διαιρούν µε
 Αφού συµπλ
θερµοκρασία

ο ίδιο πλαίσ
 πολλαπλασι
ς έννοιας του
 υπολογίσου
ντοµότερη 
όσθεση. Για
 ΙΑΝ ΦΕΒ ΜΑΡ ΑΠΡ ΜΑΙ ΙΟΥΝ 

ΤΗ ( Cº ) 5 7 12 17 22 26 
ΣΤΗ ( Cº) - 4 - 2 1 5 9 13 
ί 
φή του 

ν 
οια 

 
ν τις 

τηγικές: 
 όλα τα δεδοµένα και διαιρούν µε 31. 
ράφουν τους αντίθετους αριθµούς, µετά προσθέτουν και στο τέλος  
 31. 
ηρώσουν τον πίνακα µετρούν πόσες φορές εµφανίζεται κάθε    
 και πολλοπλασιάζουν τον αριθµό µε την αντίστοιχη θερµοκρασία.  

ιο δίνεται ένα πρόβληµα που για την επίλυσή του οι µαθητές θα χρειαστε
άσουν θετικό µε αρνητικό αριθµό. Ανακαλείται η απλούστερη µορ
 πολλαπλασιασµού ως επαναλαµβανόµενης πρόσθεσης, ώστε να µπορού
ν το πρόσηµο. Οι µαθητές που δεν µπορούν να χρησιµοποιήσουν κάπ
µέθοδο, ενθαρρύνονται να χρησιµοποιούν την επαναλαµβανόµενη
 το υπολογισµό της µέσης τιµής µπορούν να χρησιµοποιήσου
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    Προσθέτουν όλα τα γινόµενα που βρήκαν και το άθροισµα το  διαιρούν µε 31. 

 

Οι µέσες θερµοκρασίες για όλο τον Ιανουάριο δίνονται από τον πίνακα 

   1. Γράφει πρώτα όλες τις παρατηρηθείσες διαφορετικές θερµοκρασίες από τον  

0.  Η Μαρία ήδη σηµείωσε τις θερµοκρασίες της πρώτης εβδοµάδας. Συνεχίστε να  
    σηµειώνετ για όλες τι ρε ή τρ όσ ρέ νίζεται ο  
    κάθε αριθµός και γράψτε  στην  σειρά  πί .  

ερµο  -  -1    0  +1  +2  +3 4  +5 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ο ∆ηµήτρης και η Μαρία θέλουν να υπολογίσουν τη µέση θερµοκρασία του µήνα. Ο 
∆ηµήτρης ξεκινά προσθέτοντας όλες τις θερµοκρασίες µε τη σειρά ενώ η Μαρία 
χρησιµοποιεί άλλη µέθοδο: 

ΚΥΡ  ∆ΕΥ  ΤΡΙ  ΤΕΤ  ΠΕΜ  ΠΑΡ  ΣΑΒ  

  - 1 -2  0 +2 +1 
- 3 - 1  0 +3 +3 +2  0 
- +  +2  1 +1 2 0  0 +3 
- 1 - 2 - 3 - 5 - 2 - 3 - 2 
+2 +4 +3 +4 +5   

       πίνακα   
   2. Κάτω ή δίπλα σε κάθε µία σηµειώνει µε γραµµές πόσες φορές εµφανίζεται 
 
1
  ε ς ηµέ ς του µ να, µε ήστε π ες φο ς εµφα
   το  τελευταία  του νακα
 

κρασία -3 2   +Θ

    ׀ ׀ ׀ ׀ ׀  

Μέτρηση          

 
11. Να εξηγήσετε πως πρέπει να συνεχίσουν η Μαρία και ο ∆ηµήτρης ώστε να  
     υπολογίσουν τη µέση θερµοκρασία του µήνα. 
.  Μπορείτε να βρείτε µία άλλη µέθοδο για να υπολογίσετε τη µέση θερµοκρασί

     Ποια µέθοδος σας αρέσει περισσότερο και γιατί; 

  
12 α; 
  
 

γους υπολογισµούς για όλες τις στήλες του πίνακα. 

όπως περιγράφεται στη γραφική παράσταση  

Η Μαρία αφού συµπλήρωσε τον πίνακα, συνεχίζει πολλαπλασιάζοντας την  
θερµοκρασία επί τη µέτρηση, δηλαδή πόσες φορές σηµειώθηκε η συγκεκριµένη  
θερµοκρασία µέσα στο µήνα. Για την πρώτη στήλη γράφει: 
      ( - 3) • 3 = ( - 3) + ( - 3) + ( - 3) = 
  
13. α. Να υπολογίσετε το άθροισµα. Τί πρόσηµο έχει; 
      β. Να κάνετε ανάλο
      γ. Να υπολογίσετε τη µέση θερµοκρασία. 
      δ. Να συγκρίνετε το αποτέλεσµα που βρήκατε µε τη µέση θερµοκρασία του  
          Ιανουαρίου 
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Α και ελεύθερες 
δ
 

 
 
Σ α ΟΛΕΣ ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ οι θετικές κα αρνητικές κάρτες επανέρχονται για να 
χρησιµοποιηθούν ως ένα δεύτερο πλαίσιο για τον πολλαπλασιασµό και διαίρεση 
α ικού µε 
α ισµού, 
δ ην 
τά ση 
π ιο ως πράξη αντίστροφη του 
π σήµου για 
το
Ο αι να 
µ

ιαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς σε 

αρνητικούς 

θετικό 

 και αρνητικού µε 
αρνητικό αριθµό. 

• Να διερευνούν τους κανόνες υπολογισµού παράστασης µε πολλαπλασιασµό, 
πρόσθεση και αφαίρεση θετικών και αρνητικών. 

κολουθούν ερωτήσεις που βοηθούν στη γενίκευση καθώς επίσης 
ιουργίες. ηµ

16. Στα ού οβ  υ σα ές ο γ  θετικού  
    µε αρνητικό. Τί αρατη  για τ όσηµο υ γινοµ ; 

7. Να σ ληρώ  τις παρακάτω ητες π  µέσ ρµοκρασίες  
    µιας µάδα ός µ Απρί  ενός δεκαηµέρο  ενός πενθήµερου.
    α.  ε άδα  : 7 .      ήνα 180 :  ...... 
    γ.  δεκαήµερο  : .... .....   ερ  - 12 : ..  = ...... 
    Τί παρατηρείτε για το πρόσηµο του πηλίκου;  

   
αρνητικό αριθµό. 

 

ς παραλείπουµε  
ο συν; Κάνου ε το  και  τους ; διατυπώσετε   

 προηγ µενα πρ λήµατα πολογί τε αρκετ φορές τ ινόµενο
   π ρείτε ο πρ  το ένου
 
1 υµπ

 εβδο
σετε
ς, εν

ισότ
λη),

ου υπολογίζουν ες θε
 δεκα  ήνα ( υ και

  βδοµ :  - 14 = .....     β.  µ ς :   +  .... =
     δ. 15/µ :  - 5 . = .. ο :  ..
  
      Να διατυπώσετε κανόνα για την διαίρεση θετικού µε θετικό αριθµό και  
      αρνητικού µε θετικό. 
 
18. Να γράψετε ένα πρόβληµα που για να λυθεί θα πρέπει να   πολλαπλασιάσουµε
      θετικό µε 
 
19. Να γράψετε ένα πρόβληµα που για να λυθεί θα πρέπει να  κάνουµε την πράξη της
      άσκησης 17α 
 
20. Έχετε παρατηρήσει ότι µερικές φορές για τους θετικούς αριθµού
      το πρόσηµ
      κανόνα 

µ  ίδιο  για  αρνητικούς Να  έναν

την ενότητ ι 

κεραίων. Αυτές όµως αποτελούν και το µοναδικό πλαίσιο για τη διαίρεση αρνητ
 πλαίσιο, σε µία διαίρεση µερρνητικό µέσα από µία διαίρεση µέτρησης. Στο ίδιο

ιαιρούν αρνητικό µε θετικό ακέραιο. Και οι δύο διαιρέσεις πρέπει να δοκιµασθούν στ
. Σε κάθε περίπτωση η διαίρεξη για να εξετασθεί η καταλληλότητα του πλαισίου

έπει  να διδαχθεί και σε φορµαλιστικό πλαίσρ
ολλαπλασιασµού. Στο τέλος διερευνώνται και διατυπώνονται οι κανόνες προ
ν πολλαπλασιασµό και τη διαίρεση 

πολλαπλασιασµό είνι στόχοι της ενότητας όσον αφορά τη διαίρεση και τον 
πορούν οι µαθητές: 

 Να πολλαπλασιάζουν και να δ•
διαφορετικά πλαίσια 

• Να µοντελοποιούν καταστάσεις χρησιµοποιώντας θετικούς και 
αριθµούς. 

• Να διερευνούν τους κανόνες πολλαπλασιασµού θετικού και αρνητικού, µε 
και αρνητικό αριθµό. 

 Να διερευνούν τους κανόνες διαίρεσης αρνητικού µε θετικό•
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Θετικές και αρνητικές  κάρτες 
 

χει 12 θετικές κάρτες και 12 αρνητικές. 

Να την υπολογίσετε.  

ο ίδιο για τις παραστάσεις – 2 • (+ 4)  και  + 2 • (- 4)  
    Να διατυπώσετε έναν κανόνα. 

ς παρακάτω πολλαπλασιασµούς. Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε τις 
    θετικές και αρνητικές κάρτες. 

16. Να συµπληρώσετε τα κενά στους παρακάτω κανόνες. 

Για τις επόµενες ερωτήσεις µπορείτε να χρησιµοποιήσετε    
 + + + + ξανά τις συν και µείον κάρτες. Ο κάθε ένας πρέπει να  

έ  + + + +  
13. α. Πόσους πόντους έχετε συνολικά;  + + + +       β. Να αφαιρέσετε τρεις οµάδες από τέσσερις θετικές 
          κάρτες. Να γράψετε µία µαθηµατική παράσταση  - - - - - -           που να περιγράφει το γεγονός. 
      γ. Έχετε την παράσταση – 3 • ( - 4 ). Τί περιγράφει - - - - -          αυτή η παράσταση; 
 
14. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις – 3 • ( + 2 )  και  + 3 • ( - 2 ) 
      Τί παρατηρείτε; Να κάνετε τ
  
 
15. Να κάνετε του
  
      α.  – 2 · ( - 3 )         β.  – 3 · ( + 3 )       γ.  + 4 ·  ( - 2 )        δ.  – 2 · ( - 5 )   
      ε.  + 2 · ( + 6 )        ζ.  – 2 · ( - 6 )         η.  – 5 · ( + 8 )        θ.  – 2 · ( + 14 )   
 

1. Όταν πολλαπλασιάζουµε δύο θετικούς το γινόµενο είναι ................................ 
2. Όταν πολλαπλασιάζουµε δύο αρνητικούς το γινόµενο είναι ............................ 

      3.   Όταν πολλαπλασιάζουµε έναν θετικό και έναν αρνητικό το γινόµενο είναι   
       ................................. 
17. Στους παρακάτω πίνακες µερικά αποτελέσµατα έχουν συµπληρωθεί. Να  
      υπολογίσετε  και να συµπληρώσετε τα υπόλοιπα 

 - 

+  -2 -1 0 +1 +2

 -2      

 -1     +1

  0      

+1   +1   

+2      

•  -2 -1 0 +1 +2 

 -2      

 -1 +2     

  0      

+1     +2 

+2      



 
Ο  αποµακρυνθούν από τα πλαίσια και να εργαστούν 
σ  το σηµείο αυτό και µετά, για τη λύση των 
π ένο πλαίσιο του οποίου ο 
ρ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ο
α
δ
π
π
Γ
τ
κ
χ
µ
δ
 

ι µαθητές κάποια στιγµή πρέπει να
ένα πιο αφηρηµένο επίπεδο. Απόε 

ροβλήµάτων ενθαρρύνονται να µη χρησιµοποιούν συγκεκριµ
όλος δεν είναι κυρίαρχος. 

 

Ερώτηση 13 

 µαζί µε 12 αρνητικές  
υν οι 12 αρνητικές.     

µα 0. Αν  

           

ο 

χειρισµούς (Gravenmeijer, 

Ερω σ
Αξι
πολλαπλασιασµό θετικών και αρνητικών αριθµών. 

µµετρία 
 αιτιολογείται από την 

µού. Αντίθετα η αντιµεταθετική 
ιδιότητα δεν ισχύει στην αφαίρεση και τη διαίρεση. 

α. 12 • ( - 1 ) + 12 • ( +1 ) = - 12 + 12 = 0 
β. Από το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε ότι 12 θετικές κάρτες
    δίνουν άθροισµα 0. Αν αφαιρέσουµε τις 12 θετικές θα µείνο
    ∆ηλαδή      
                              - 3 • ( + 4 ) =  - 12                      
 
             αφαιρώ                  θετικές κάρτες 
 
γ. Πάλι έχουµε ότι 12 θετικές κάρτες µαζί µε 12 αρνητικές δίνουν άθροισ
    αφαιρέσουµε τις 12 αρνητικές θα µείνουν οι 12 θετικές. 
                              - 3 • ( - 4 ) =  + 12 
  
            αφαιρώ                  αρνητικές κάρτες 
 
Ερώτηση 14 
Αφαιρούµε τρεις οµάδες από δύο θετικές κάρτες και προσθέτουµε τρεις οµάδες από δύ
ρνητικές κάρτες. Με το πρόβληµα αυτό αξιολογείται η ικανότητα των µαθητών να α

µοντελοποιούν καταστάσεις χρησιµοποιώντας συγκεκριµένους  
1991) 

τή εις 15, 16 
ολογείται η ικανότητα των µαθητών να γενικεύουν και να διατυπώνουν κανόνες για τον 

Ερώτηση 17 
Συµπληρώνοντας τους πίνακες οι µαθητές µπορούν να παρατηρήσουν ότι υπάρχει συ
των αποτελεσµάτων ως προς τη διαγώνιο του πίνακα. Αυτό
αντιµεταθετικότητα της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασ
 πολλαπλασιασ ός και η διαίρεσ  είναι αντίστροφες πράξεις. Εκτός από τις θετικές και 
ρνη ρτε είναι πολύ δύσκολο να βρεθ α ιο για τη διαίρεση  αρνητικό 
ιαιρέτη Η διαίρεση λοιπόν πρέπει  αντιµετωπισθεί  πράξη που σχετίζεται µε τον 
ολλαπλασιασµό αντίστροφη) κα µένως ισχύουν υ ν οι  προσήµου του 
ολλαπλασιασµού. 
ια τ εση ρνη κού  αρνητικό χρησιµ ο ε δι ίρεσ έτρησης το πλαίσιο 
ων θετικών και αρνητικών καρτών. Για την διαίρεση θετικού  µε αρνητικό δεν βρέθηκε 
ατάλληλο .Για διαίρεση µε θετικό διαιρέτη οι µ θητέ  µπορούν 
ρησιµοποιήσουν είτε το πλαίσιο των θερµοκρασιών είτε των καρτών όπως δίνεται από 
ία διαίρεση µερισµού την ώτη η 20. Η διδασκαλία της ιαίρ ης ολοκληρώνεται µε 
ύο ερωτήσεις γενίκευσης 

µ
ς 

η  
ίσ

 
µετικές κά   εί πλ ν 

.    να
ι επο

 ως
 γι΄α ( τή  κανόνες

ην διαίρ  α τι µε οποι ύµ α η µ  σ

 πλαίσιο  την α ς να 

 σ ερ σ  δ εσ

58



4.6 Υπολογισµός αριθµητικών παραστάσεων  

ν ενότητα 

ΣΙΕΣ ο υπολογισµός παράστασης µε πολλαπλασιασµό και 
ρόσθεση προκύπτει από δύο προβλήµατα υπολογισµού µέσης θερµοκρασίας. Οι 

 ήδη ακολουθήσει την στρατηγική 3 της σελίδας 54. Τώρα έχουν την 
 την εκφράσουν µε µαθηµατική παράσταση την 

 

Σ ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ. για τον υπολογισµό χρησιµοπούνται δύο πλαίσια: 

 
Ο υπολογισµός αριθµητικών παραστάσεων διδάσκεται σε δύο ενότητες: στη
ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΕΣ και στην ενότητα  ΟΛΕΣ ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ. 
Στην ενότητα ΘΕΡΜΟΚΡΑ
π
µαθητές έχουν
ευκαιρία µία πραγµατική κατάσταση να
οποία καλούνται να υπολογίσουν. 
 

 

14. Καταγράψαµε τις µέγιστες θερµοκρασίες ενός δεκαηµέρου. Τις τέσσερις ηµέρες  
ν -1º και τις υπόλοιπες δύο ήταν +3º.   
 ακολουθούµε τα εξής βήµατα: 

 υπολογισµούς ώστε να  
. 

σίες δύο εβδοµάδων του Φεβρουαρίου. Τις  
 ήταν -7º, τρεις ηµέρες ήταν -4º, µία µέρα ήταν 0º, τρεις µέρες ήταν  

      ήταν -2º, τρεις µέρες ήταν -3º, µία µέρα ήτα
      Για να υπολογίσουµε τη µέση θερµοκρασία
      1ο :  Υπολογίζουµε την παράσταση   

                   ( - 2) • 4 + ( - 3) • 3 + .................................. = 
ο ............        2  :  ∆ιαιρούµε το άθροισµα που υπολογίσαµε µε 

τε τους απαραίτητους      Συµπληρώστε τα κενά και κάνε
ογίσετε τη µέση θερµοκρασία      υπολ

 
5. Καταγράψαµε τις ελάχιστες θερµοκρα1

      πέντε ηµέρες
      +2º και δύο µέρες ήταν -2º. Να υπολογίσετε την µέση θερµοκρασία των δύο  
      εβδοµάδων ακολουθώντας τα βήµατα του προηγούµενου προβλήµατος. 

Στην ενότητα  ΟΛΕ
1. Το πλαίσιο των θερµοκρασιών όπου έχουµε διατύπωση προβλήµατος  
 
 
 
 

 
2
Ό
β
π
κ
α
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Η Μαρία, στην προηγούµενη ενότητα, για να υπολογίσει τη µέση θερµοκρασία κάνει 
πρώτα την καταµέτρηση θερµοκρασιών που έχουν την ίδια τιµή. 
 
1. Να διατυπώσετε ένα πρόβληµα µε θερµοκρασίες για την παράσταση: 
       3 • ( - 1 ) + 4 • ( - 3 ) + 2 • ( - 4 )
. Το πλαίσιο της βαθµολογίας σε ένα τεστ πολλαπλής επιλογής.  

ατα, που έχουν τώρα και αφαίρεση.  

 

λες οι απαντήσεις στο τεστ παίρνουν µονάδες θετικές ή αρνητικές. Οι µαθητές 
ρίσκουν την τελική βαθµολογία, υπολογίζοντας παραστάσεις που έχουν πρόσθεση, 
ολλαπλασιασµό και διαίρεση. Σε περίπτωση λάθος καταχώρησης µονάδων από τον 
αθηγητή, διορθώνουν τον  βαθµό, υπολογίζοντας παραστάσεις και διατυπώνοντας 
ντίστοιχα προβλήµ

Ο καθηγητής δίνει στους µαθητές ένα διαγώνισµα πολλαπλής επιλογής. Επειδή δεν 
θέλει να επιλέγουν απαντήσεις στην τύχη, δίνει συν και µείον µονάδες για κάθε 
απάντηση. 
                          σωστή απάντηση: + 4 µονάδες 
                          λάθος απάντηση: - 2 µονάδες 
                          µη απάντηση:       + 1 µονάδα 
Το διαγώνισµα έχει 20 ερωτήσεις που πρέπει να απαντηθούν 
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Οι πρώτες ερωτήσεις έχουν ως σκοπό την εξοικείωση των µαθητών µε το πλαίσιο. 

 
υνέχεια έχουµε υπολογισµό παραστάσεων όταν πρέπει να διορθωθούν βαθµολογίες 

 

Στη σ

6.  α. Ποιος είναι ο µεγαλύτερος αριθµός µονάδων που µπορεί να πάρει ένας µαθητής;
     β. Ποιος είναι ο µικρότερος αριθµός µονάδων που µπορεί να πάρει ένας  µαθητής; 

Να εξηγήσετε πως το υπολογίσατε. 

     γ. Πόσες µονάδες θα πάρει ένας µαθητής αν απαντήσει 10 ερωτήσεις  σωστά και  
        10  λάθος; 
     δ. Μπορεί ένας µαθητής να πάρει συνολικά 0 µονάδες; 
 
7. Η Κατερίνα απάντησε λάθος σε 7 ερωτήσεις ενώ οι υπόλοιπες 13 ήταν σωστές. 
    α. Πόσες µείον µονάδες πήρε; 
    β. Μπορείτε να υπολογίσετε πόσες µονάδες πήρε τελικά η Κατερίνα; 
 Ερώτηση 6 
α. + 4 • 20 =  + 80     β.  -2 • 20 = - 40    
 γ. -2 • 10 + 4 • 10 = 20  Υπενθυµίζουµε ότι την σειρά των πράξεων που έχουν ήδη     

 απλή και  

γιατί σ’αυτή την περίπτωση θα έχουν µόνο   

 

Εποµένως σε κάθε περίπτωση χρειάζονται τρεις ερωτήσεις για να πάρουµε το 0. Ο 

     διδαχθεί οι µαθητές. 
δ. ΟΧΙ  Οι στρατηγηκές που θα χρησιµοποιηθούν ποικίλουν. Η πιο
    συνηθισµένη είναι η δοκιµή-λάθος. Επίσης µπορούν να χρησιµοποιήσουν την ίδια  

ίπτωση κάποιες ερωτήσεις να απαντηθούν      στρατηγική, αφού αποκλείσουν την περ
    σωστά και κάποιες να µην απαντηθούν 
    θετικές µονάδες. Ο καθηγητής µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να παρατηρήσουν ότι: 

1. Κάθε θετική απάντηση παίρνει + 4 µονάδες άρα χρειαζόµαστε δύο λάθος 
απαντήσεις  ( 2 •  (-2 ) = -4 ) για να έχουµε αποτέλεσµα 0.  

θούν δύο2. Κάθε αρνητική απάντηση παίρνει -2 µονάδες, άρα πρέπει να µην απαντη
ερωτήσεις ( 2 • ( + 1 ) = 2 ) για να έχουµε αποτέλεσµα 0.  

αριθµός 20 δεν είναι πολλαπλάσιο του 3. 
ν 3.  Το ίδιο ισχύει αν έχουµε και σωστές και λάθος και ερωτήσεις που δε

απαντήθηκαν. 
Ερώτηση 7 
α. 14 αρνητικές µονάδες. Πιθανοί τρόποι υπολογισµού  7 • ( - 2 )    ή    ( - 2 ) + ( - 2 )   
     + ( - 2 ) + ( - 2 ) +(  - 2 ) + ( - 2 ) + ( - 2 )  
β. Είχε 7 λάθος και 13 σωστές απαντήσεις. 

 52 = 38     Άρα  7 • ( - 2 ) + 13 • ( + 4 )  = -14 +

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ο καθηγητής ξανακοιτάζοντας ο διαγώνισµα του Χρήστου ιαπίστωσε ότι είχε κάνει 
ένα λάθος στη βαθµολογία. ∆ύο λάθος απαντήσεις τις βαθµολόγησε ως σωστές. 
Έκανε την διόρθωση γράφοντας δίπλα στο βαθµό:   - 2 • 4 + 2 • ( - 2 ) 
 
9. α. Να εξηγήσετε γιατί ο καθηγητής έγραψε αυτή την παράσταση. 
    β. Πόσο άλλαξε η βαθµολογία του Χρήστου; Να εξηγ

τ δ

ήσετε την απάντησή σας. 
 

 

Ερώτηση 9 
α. Ο καθηγητής πρώτα αφαίρεσε τις δύο σωστές απαντήσεις και µετά πρόσθεσε τις δύ
    λάθος. ∆

ο  
  -2 • 4 και µετά πρόσθεσε  τις   

λλαπλασιασµό δηλώνει την πράξη  
ικές ή αρνητικές µονάδες. 
 - 8 + ( - 4 ) = - 12 

ηλάδή πρώτα αφαίρεσε τις θετικές µονάδες
    αρνητικές +2 • ( - 2). Ο πρώτος αριθµός στον πο
    (πρόσθεση ή αφαίρεση) και ο δεύτερος τις θετ
β. Αφαιρέθηκαν 12 µονάδες:   -2 • 4 + 2 • ( - 2) =
60
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Στη συνέχεια ο καθηγητής αφού έγραψε τις σωστές απαντήσεις στον πίνακα ζήτησε 
από όλα τα παιδιά να ελέγξουν τις απαντήσεις  τους. Η Κατερίνα βρήκε και αυτή 

θµολογία. 

 µε να γράψουµε διαφορετικά την παράσταση; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

λάθος και φώναξε τον καθηγητή να το δει. Αυτός είπε στην τάξη: 
«Έχω σηµειώσει στο διαγώνισµα της Κατερίνας 7 λάθος απαντήσεις και τις 
υπόλοιπες σωστές. Οµως τρεις από τις σωστές απαντήσεις της, βαθµολογήθηκαν ως
λάνθασµένες. 
 
0. α. Να γράψετε µία παράσταση που να διορθώνει την βα1

      β. Ποιος είναι ο τελικός βαθµός της Κατερίνας; 
11. α. Να διατυπώσετε ένα ανάλογο πρόβληµα για την παράσταση 
           45 + 4 • ( - 2 ) – 3 • ( + 4 ) – 1 • ( + 1 )      και να την υπολογίσετε. 
     β. Μπορού

Ερώτηση 10 
α. Πρώτα αφαιρούµε τις τρεις λάθος απαντήσεις και µετά προσθέτουµε τις τρεις  
    σωστές, δηλαδή   - 3 • ( - 2 ) + 3 • ( + 4 ) 
β. Κατ΄αρχήν υπολογίζουµε την προηγούµενη βαθµολογία της Κατερίνας. Αφού είχε  7  
    λάθος και 13 σωστές απαντήσεις συγκέντρωσε 7 • ( - 2 ) + 13 • ( + 4 )= 38  µονάδες.    
    Άρα ο τελικός της βαθµός θα είναι  38 - 3 • ( - 2 ) + 3 • ( + 4 ) = 56 
    Οι περισσότεροι µαθητές δεν θα χρησιµοποιήσουν την προηγούµενη παράσταση, αλλά 
    πρώτα θα υπολογίσουν τις συνολικές µονάδες που πρέπει να προστεθούν και στο τέλος 
    θ
    - 3 • (
Ερώ σ

  
     τ κ

ουν ότι πρώτα προσθέσαµε τις λάθος απαντήσεις και µετά  

α κάνουν την πρόσθεση. 
 - 2 ) + 3 • ( + 4 ) = 18         38 + 18 = 56 

τη η 11 
θητές διατυπώνουν ανάλογο πρόβληµα για παράσταση πουα. Οι µα  περιλαµβάνει  

     τρεις διορθώσεις. Αν στο προηγούµενο πρόβληµα δεν χρησιµοποιήσαν ανάλογη  
     παράσταση και υπολόγισαν τον τελικό βαθµό σε δύο φάσεις, τώρα αντιµετωπίζουν

ην ατάσταση στην οποία ο υπλογισµός γίνεται από µία µόνο παράσταση. 
ει να παρατηρήσβ. Πρέπ

    αφαιρέσαµε τις σωστές και τα κενά. Θα µπορούσαµε να αλλάξουµε τη σειρά χωρίς  
να αλλάξει το αποτέλεσµα
.
ι
α
ιε
7

  

 Απαλοιφή παρενθέσεων 
α να βγάλουµε παρενθέσεις και στη συνέχεια να να υπολογίσουµε αριθµητικές 
ραστάσεις χρησιµοποιούµε το πλαίσιο των θετικών και αρνητικών καρτών. Επίσης
ρευνώνται και διατυπώνονται οι αντίστοιχοι  κανόνες προσήµου. 

 

Βγάζουµε παρενθέσεις 
Οι τέσσερις οµάδες που έπαιζαν το παιχνίδι  συγκέντρωσαν τους εξής
Α: + 4   Β: + 5   Γ: - 4   ∆: - 2 

 πόντους:  

ς
απίστωσαν ότι η Β οµάδα είχε πάρει τρεις κάρτες από τη Γ οµάδα. 

Ε
«

Οι κάρτες της οµάδας Β και Γ βρέθηκαν πολύ κοντά και όταν τις µάζεψαν για να τι
µετρήσουν, δι
υτυχώς η αρχηγός της οµάδας Β κρατούσε το σκορ της οµάδας της. 
Πρέπει να δώσουµε δύο συν και µία µείον κάρτα πίσω» είπε. 
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Παίρνουµε από την οµάδα Α δύο µείον και τρεις συν κάρτες.                         
25. α. Να γράψετε µία παράσταση µε παρένθεση που να περιγράφει την ενέργεια  
       β. Να υπολογίσετε πόσους πόντους αφαιρέσαµε.          γ. Να υπολογίσετε το τελικό σκορ της οµάδας Α.
       δ. Θα µπορούσαµε να έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα αν αντί να αφαιρέσουµε,  
           δίναµε πέντε κάρτες στην οµάδα Α; 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Η διδασκαλία ολοκληρώνεται µε ερωτήσεις γενίκευσης. 
  
27.  Συµπληρώστε τα κενά στις παρακάτω προτάσεις χωρίς να βάλετε παρενθέσεις. 
       Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε τις θετικές και αρνητικές κάρτες των οµάδων. 
      α.   + 4 - ( -3 + 4 )  δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε  + 4 .................. 
          : 
       : 

η.  -3 – ( - 5 + 9 - 2 – 6 ) δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε  - 3 ............................... 

Παίρνουµε από την οµάδα Β µία 

ε αυτή την ενέργεια είναι:    

µείον και δύο συν κάρτες.  Ένας τρόπος 
να  περιγράψουµε αυτή την ενέργεια 
είναι:    5 - ( - 1 + 2) 
∆ίνουµε στην οµάδα Γ µία µείον και δύο 
συν κάρτες.  Ένας τρόπος να  
περιγράψουµ
 - 4 + ( - 1 + 2) 
24. α. Να υπολογίσετε πόσοι πόντοι  
          αφαιρέθηκαν από την οµάδα Β. 
      β. Να υπολογίσετε το τελικό σκορ    
          της οµάδας Β και Γ.    
      γ. Υπάρχουν άλλες παραστάσεις που 

γράφουν τις δύο ενέργειες;

 

  + + + + + + + + + 
  + + + + 
     ▬  ▬   ▬   ▬ 

+ + + +
 ▬   ▬   ▬   ▬   ▬  

 + 

ΟΜΑ∆Α   Α  

ΟΜΑ∆Α   ∆  ΟΜΑ∆Α   Γ  

+ + + + +  
▬  ▬   ▬   ▬ 

 +  +  +  ▬  ▬   ▬    ▬   ▬   ▬
   

   ▬  ▬   ▬   ▬  

          να περι

ΟΜΑ∆Α   Β  

Ερώτηση 24 
α. – 1 + 2 = 1 
β. οµάδα Β: 5 – 1 = 4    οµάδα Γ: - 4 + 1 = - 3 
γ. Πιθανές απαντήσεις:  5 - ( - 1 ) - ( + 2)   ή  5 - ( 2 – 1 )  ή  5 - 1 ή  5 -( + 2 ) - ( - 1 ) 
    για οµάδα Β 
                   αφαίρεση   αρνητική  αφαίρεση θετικές                                                           

Συ λουθήσουν την πορεία και τους συµβολισµούς της 
προηγούµενης άσκησης. 
α. Πιθανή παράσταση 4 - ( - 2 + 3 ) 

3 

                                       κάρτα                         κάρτες 
Ερώτηση 25 
νιστούµε τους µαθητές να ακο

β. - 2 + 3 = +1                     γ.  4 – 1 = 
δ. Οι µαθητές ήδη γνωρίζουν ότι: αφαιρώ έναν αρνητικό πόντο είναι το ίδιο σαν να 
προσθέτω έναν θετικό. -(-1)=+1 
Χρησιµοποιώντας αυτή τη γνώση αναµένουµε απαντήσεις της µορφής: 
4 + 2 - 3 ή 4 + ( 2 – 3 ) 



4.8 Γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί 
 
Η ισµών γίνεται στην 6η ενότητα: 
Μ ΧΗΜΑΤΩΝ σε δύο διαφορετικά 
γ µόσουν τις πράξεις µεταξύ ακεραίων που 
έ  διερευνήσουν τις συνδέσεις ανάµεσα στο 
α
 
Π
Σ τα οι µαθητές διερευνούν τον µετασχηµατισµό των γεωµετρικών 
σχη  και στο περιβάλλον του Χελωνόκοσµου στο 
Α ενός σύστηµατος συντεταγµένων, δηλαδή την 
α άδα µέτρησης. Στη συνέχεια απεικονίζουν τα 
σ τεταγµένες. Ενώνοντας τα σηµεία σχηµατίζουν γνωστά 
γεω σχηµατισµούς τους, δηλαδή τη µεταφορά, τη 
σ α να διερευνήσουν τι παθαίνει το σχήµα αν 
π κό αριθµό, 
ερ ωνα, 
τρ

 – σµίκρυνση) 
ται µε 

 
Σ ητας 
Σ ας είναι οι µαθητές να µπορούν: 

µών σε σύστηµα συντεταγµένων 

ούν τις οµοιότητες που υπάρχουν στις πράξεις µεταξύ των ακεραίων  

µετρικών σχηµάτων σε σύστηµα 

όκοσµο 
γούν τους µετασχηµατισµούς και στα δύο πλαίσια. 

 
 
4
Ο ν σχηµάτων σε 
τε όταν στις συντεταγµένες των κορυφών του σχήµατος 
προσθέσουµε ή αφαιρέσουµε έναν αριθµό. Πριν κάνουν το σχήµα διατυπώνουν εικασίες 
κ  θετικό στη τετµηµένη κάθε 
σ ός, 
ε άτι 
α κάθε 
σ α κάτω αντίστοιχα.  
 

 διδασκαλία των γεωµετρικών µετασχηµατ
ΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ Σ
µετρικά πλαίσια ώστε οι µαθητές να εφαρ
υν µάθει σε ένα γεωµ

Ε
εω
χο ετρικό πλαίσιο και να
εβρικό και στο γεωµετρικό πλαίσιο.  

ριγραφή της ενότητας 

λγ

ε
’ αυτή την ενότη

µάτων στο σύστηµα συντεταγµένων
ΒΑΚΙΟ. Αρχικά µαθαίνουν τα στοιχεία 
ρχή Ο και τους κάθετους άξ  µε τη µονονες
εία των οποίων δίνονται οι συνηµ
µετρικά σχήµατα και διερευνούν τους µετα

τροφή, τη µεγέθυνση και τη σµίκρυνση. Γι
ολλαπλασιάσουµε ή διαιρέσουµε τα µήκη των πλευρών του µε θετικό ή αρνητι
γάζονται στο περιβάλλον του Χελωνόκοσµου. Εκεί µε τη Logo σχεδιάζουν τετράγ

υνούν: ίγωνα, ορθογώνια και µε τη βοήθεια του µεταβολέα διερε
• Τη µεταβολή του µεγέθους του σχήµατος (µεγέθυνση
• Τη θέση του σχήµατος όταν οι πλευρές πολλαπλασιάζονται ή διαιρούν

αρνητικό αριθµό. 

τόχος της ενότ
τόχος της ενότητ
• Να τοποθετούν διατεταγµένα ζεύγη αριθ
• Να εφαρµόζουν τις πράξεις µε θετικούς και αρνητικούς αριθµούς 
• Να κατανο
      και στο αλγεβρικό και στο γεωµετρικό πλαίσιο. 
• Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς γεω

συντεταγµένων 
• Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς γεωµετρικών σχηµάτων στον Χελων
• Να προβλέπουν και να αιτιολο

.8.1 ∆ραστηριότητα 1 
ι µαθητές διερευνούν τους µετασχηµατισµούς γεωµετρικώ
τραγωνισµένο χαρτί, 

αι στη συνέχεια διαπιστώνουν ότι προσθέτοντας έναν
ηµείου, το σχήµα µετατοπίζεται προς τα δεξιά, τόσες θέσεις όσος είναι και ο αριθµ

 Κνώ προσθέτοντας έναν αρνητικό µετατοπίζεται αντιστοίχως προς τα αριστερά.
την τεταγµένη νάλογο συµβαίνει όταν προστεθεί θετικός ή αρνητικός αριθµός σ

υ. Τότε έχουµε µεταφορά του σχήµατος προς τα πάνω ή προς τηµείο
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Να βάλετε µία µονάδα µέτρησης σε κάθε  

    άξονα. Η τοµή των αξόνων είναι το σηµείο Ο.   

Γ(4,3),  

α µια πρόβλεψη για το αποτέλεσµα που θα 
α. Να χρησιµοποιήσετε τις συντεταγµένες του προβλήµ. 3.  

η πάνω 
 
         
                                               
                                                                       

                                 

 
 
 
 
 
Ερ τ
Θα µε  αριστερά  και 1            Πρέπει να προστεθεί στην τεταγµένη κάθε  
κάτω.
         

3. Να σχεδιάσετε δύο κάθετους άξονες. 

α.Τί αριθµό θα βάλουµε στην αρχή; 
β. Να τοποθετήσετε στο σύστηµα συντεταγµένων  τα σηµεία  Α(1,1), Β(2,3), 
        ∆(5, 1) 
γ. Αν  ενώσετε τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆, Α, τί γεωµετρικό σχήµα σχηµατίζεται;      
 
Για τα προβλήµατα 4-7, να κάνετε πρώτ
έχει κάθε πράξη στο σχήµ
 
4. Να προσθέσετε -3 στην τετµηµένη κάθε σηµείου. Τί πρόκειται να συµβεί;  
 
5. Να προσθέσετε +1 στην τεταγµένη κάθε σηµείου. Τί θα συµβεί τώρα; 
 
6. Τί συµβαίνει αν αφαιρέσετε 1 από τις συντεταγµένες όλων των σηµείων; 
 
7. Τί πρέπει να κάνετε στις συντεταγµένες των σηµείων, αν θέλετε να µετατοπισθεί το 
    αρχικό πολύγωνο προς τα κάτω κατά τέσσερις µονάδες; 
 
 Ερώτηση 4                                                        Ερώτηση 5 
 Θα µετατοπισθεί 3 θέσεις αριστερά                   Θα µετατοπισθεί 1 θέσ

                                                                                                             
                                     

                             
   

ώ ηση 6                                                        Ερώτηση 7 
τατοπισθεί 1θέση
                                                                   σηµείου το -4                                                      
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4.8.2 ∆ραστηριότητα 2 
Ο λλον 
τ ρέσουµε τα µήκη των πλευρών τους 
µ
 
∆ αθητές η ρουτίνα Logo που ορίζει την έννοια «τετράγωνο» την οποία 
ε

                 για τετραγωνο :α :β  

Ε βλητής β και 
κ
 
 
 
 
 
 
 
 
Π
τ
µ
σ
τ
τ
 
 

ι µαθητές διερευνούν πως µετασχηµατίζονται τα γεωµετρικά σχήµατα στο περιβά
ου Χελωνόκοσµου, όταν πολλαπλασιάσουµε ή διαι
ε θετικό ή αρνητικό αριθµό,. 

ίνεται στους µ
κτελούν µία φορά µε τις τιµές που τους δίνονται. 

                 επαναλαβε :α[µ :β δ :90] 
                 τελος 
                τετράγωνο 4 100 

εργοποιούν τον µεταβολέα, πειραµατίζονται αλλάζοντας την τιµή της µεταν
άνουν προβλέψεις για τις αλλαγές του σχήµατος. 

 
 
 
 

 

9. α. Τί συµβολίζει η µεταβλητή β; 
     β. Τί παθαίνει το σχήµα όταν αλλάζουµε τις τιµές της µεταβλητής β; Ποια ακριβώς 

 σταθερά;          στοιχεία του σχήµατος µεταβάλλονται και ποια παραµένουν
0. Τί νοµίζετε ότι θα συµβεί αν η µεταβλητή β πάρει αρνητ1 ικές τιµές; Να κάνετε µία 

      πρόβλεψη. 
άζουν το εύρος των 
ι ικές τιµές. Με την ενεργοποίηση του 

ξιά στα αριστερά, το τετράγωνο µικραίνει 
ως όταν η β αρχίσει να παίρνει αρνητικές 

ι  σχηµατίζεται και πάλι το τετράγωνο σε άλλη θέση συµµετρική της αρχικής ως προς 
ην αρχή Ο. 

ιθανή πρόβλεψη είναι ότι θα αλλάξει η θέση του τετραγώνου. Αλλ
µών της β ώστε να συµπεριλάβουν και αρνητ
εταβολέα και τη µετακίνησή του απο τα δε
υνεχώς και µηδενίζεται όταν η β=0. Ακολούθ
µές
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Να αλλάξετε τα όρια των τιµών, ώστε να συµπεριλάβετε και αρνητικές π.χ -100 έως 
100. Απενεργοποιήστε τον µεταβολέα.  
πενεργοποιείται ο µεταβολέας, συµπληρώνεται η εντολή τετράγωνο -100, και έτσι 
χουν τα δύο συµµετρικά σχήµατα. Γίνεται σύνδεση της κίνησης της χελώνας µε το 
ύστηµα συντεταγµένων που ήδη έχουν µελετήσει. 

 

τη συνέχεια δίνουµε στους µαθητές την έννοια «τρίγωνο». 
για τριγωνο :κ 

 

ρώτηση 13 
 πλευρά του τριγώνου θα γίνει -2 • 50 = -100. ανή πρόβλεψη είναι ότι οι πλευρές του 
ριγώνου  θα διπλασιαστούν και το τρίγωνο θα τοπισθεί κάτω αριστερά. 

δ 30 µ :κ δ 120 µ :κ δ 120 µ :κ δ 90 
τελος 
τριγωνο 50 

κτελώντας την έννοια παρατηρούν ότι σχηµατίζεται ισόπλευρο τρίγωνο. 
ολλαπλασιάζουν διαδοχικά τις πλευρές του τριγώνου µε αρνητικό αριθµό και 
ιατυπώνουν εικασίες. 

13. α. Τί είδους τρίγωνο σχηµατίζεται; 
      β. Να πολλαπλασιάσετε την πλευρά του τριγώνου µε -2.και να γράψετε την  
          αντίστοιχη εντολή.  
      γ. Πριν να εκτελέσετε την εντολή, να κάνετε µία πρόβλεψη για το είδος και τη        
          θέση του νέου τριγώνου. 
      δ. Να εκτελέσετε την εντολή. Τί παρατηρείτε; Κάνατε σωστές προβλέψεις; 
 
14. α. Να πολλαπλασιάσετε την πλευρά του νέου τριγώνου πάλι µε -2.και να γράψετε  
          την αντίστοιχη εντολή.  
      β. Πριν την εκτελέσετε να κάνετε µία πρόβλεψη για το είδος και τη θέση του νέου 
          τριγώνου. 

Πιθ
µετα
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Ερώτηση 14 
Η πλευρά του τριγώνου θα γίνει -2 • (-100) = 200. Πιθανή πρόβλεψη είναι ότι το τρίγωνο θα 
διπλασιαστεί και θα µετατοπισθεί και πάλι πάνω δεξιά. 
 

 
 

β ύν την 
έ  
το
 

Εκτελώντας οι µαθητές την έννοια «ορθογώνιο» 
για ορθογώνιο :λ :ν :ρ 
επανάλαβε :λ[µ :ν δ 90 µ :ρ δ 90] 
τελος 
ορθογώνιο 2 30 40 

λέπουν ότι σχηµατίζεται ένα µικρό µικρό µαύρο ορθογώνιο. Στη συνέχεια εκτελο
γώνιο 2 -60 -80   και  ορθογώνιο 2 120 160 και παρατηρούνννοια µε τα δεδοµένα ορθο

ν σχηµατισµό άλλων δύο ορθογωνίων 
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Ατιολογούν τον διαδοχικό µετασχηµατισµό των ορθογωνίων και στη συνέχεια καλούνται 
να διερευνήσουν τους κανόνες προσήµου για τον πολλαπλασιασµό και διαίρεση δύο 
αρνητικών αριθµών. 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
Ε
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σ

 
Ε
Ο
σ
 

 
Ε
Ο
σ
δ
 

 

16. Να διαιρέσετε τις πλευρές του κόκκινου ορθογωνίου µε - 4. Πού θα σχηµατισθεί  
      το νέο ορθογώνιο; Τί συµπεραίνετε για το ( - ... ) : ( - 4 ) ; 
17. Να πολλαπλασιάσετε το µπλε ορθογώνιο µε -1. Πού θα σχηµατισθεί το νέο  
      ορθογώνιο; 
18. Να πολλαπλασιάσετε τις πλευρές του νέου ορθογωνίου µε -1. ού θα σχηµατισθεί 
      το νέο ορθογώνιο; Τί συµπεραίνετε για το ( - 1 ) • ( - 1 ) ; 

Π

 ) = 20 . Το νέο ορθογώνιο θα 
µατισθεί πάνω δεξιά. 

 

ρώτηση 16 
ι πλευρές θα είναι ( - 60 ) : ( - 4 ) = 15 και ( - 80 ) : ( - 4
χη

 

ρώτηση 
ι πλευρές 0 και 160 • ( - 1 ) = - 160. Το νέο ορθογώνιο θα 
χηµατισθεί

17 
θα είναι 120 • ( - 1 ) = - 12
 κάτω αριστερά. 

 

ρώτηση 18 
ι πλευρές θα είναι -120 • ( - 1 ) = +120 και - 160 • ( - 1 ) = + 160. Το νέο ορθογώνιο θα 
χηµατισθεί πάνω δεξιά. Ο πολλαπλασιασµός δύο φορές µε ( - 1 ) διατηρεί  τη θέση και τις 

 του ορθογωνίου. 
 και

ιαστάσεις
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Συνεχίζοντας τη διδασκαλία οι µαθητές επιστρέφουν στο σύστηµα συντεταγµένων για να 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

µ
µ
χ
 

γίνουν οι συνδέσεις και οι γενικεύσεις. 
 
 

 
 
 
Ε
Π

 
 

 

Να τοποθετήσετε όλα τα ορθογώνια σε σύστηµα συντεταγµένων. 
 
Η Μαρία βλέποντας τα ορθογώνια λέει: 
« Όλα τα ορθογώνια µε θετικές πλευρές σχηµατίζονται  πάνω δεξιά και όλα τα 
ορθογώνια µε αρνητικές πλευρές σχηµατίζονται  κάτω αριστερά» 
 
19. Έχει δίκιο η Μαρία και γιατί; 
 
20. α. Πως µπορείτε να αλλάξετε τη θέση ενός ορθογωνίου και να µικρύνετε τις  
          διαστάσεις του; 
      β. Μπορούµε πολλαπλασιάζοντας µε αριθµό, να ελαττώσουµε τις διαστάσεις ενός 

νίου; Να εξηγήσετε την απάντησή σας και να δώσετε ένα παράδειγµα.           ορθογω
 πάρουν σαν µονάδα µέτρησης το 20. Ανάλογη θα έχουν αν η 
ονάδα µέτρησης είναι π.χ. το 10. Εδώ συζητάµε πρώτα µε τους µαθητές τις δυνατές µονάδες 
έτρησης. Για πράδειγµα η µονάδα µέτρησης 1 δεν είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθεί λόγω 
ώρου. 

ρώτηση 19 
 γραφική παράσταση ανιθανή
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Ερώτηση 20 
α. Πιθανή απάντηση: Για να αλλάξει θέση το ορθογώνιο πολλαπλασιάζουµε τη µία ή και  
    τις δύο διαστάσεις του ορθογωνίου µε αρνητικό αριθµό. Για να µικρύνουν οι πλευρές  
    του, τις διαιρούµε µε ακέραιο. 
β. Μπορεί να γίνει αν πολλαπλασιάσουµε µε κλάσµα µικρότερο της µονάδας. 
 
Η διδασκαλία ολοκληρώνεται µε το τελευταίο πρόβληµα το οποίο εξετάζει την 
ικανότητα των µαθητών 

1. Να κατανοούν τις οµοιότητες που υπάρχουν στις πράξεις µεταξύ  ακεραίων 

 ) στο δερευνητικό περιβάλλον του 

γούν. 

 

 το δεύτερο ορθογώνιο έχουµε ν = 2 • 60 =120 και ρ = 2 • 80 =160 
ογώνιο έχουµε ν = ( -1 ) • 120 = -120 και ρ = ( -1 ) • 160 = -160 

 των
και στο αλγεβρικό και στο γεωµετρικό πλαίσιο. 

2. Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς γεωµετρικών σχηµάτων ( µεταφορά, 
στροφή, µεγέθυνση, σµίκρυνση
Χελωνόκοσµου. 

3. Να προβλέπουν τους µετασχηµατισµούς και να τους αιτιολο
 

 
 

21. Να εκτελέσετε την έννοια ορθογώνιο δίνοντας στις µεταβλητές ν και ρ ό,τι τι
      θέλετε. Να πολλαπλασιάσετε τις πλευρές του ορθογωνίου που σχηµατίσθηκε
    +2. Στο δεύτερο  ορθογώνιο να τις πολλαπλασιάσετε µε -1. Στο

µές   
 µε  

 τρίτο ορθογώνιο  
/2. Πώς θα µπορούσατε να πάρετε το τέταρτο  
πρώτο χωρίς τα ενδιάµεσα στάδια; 

  
      να τις πολλαπλασιάσετε µε +1

    ορθογώνιο κατευθείαν από το   

Ερώτηση 21 
Πιθανές τιµές µεταβλητών: ν = 60 και ρ = 80 
Για
Για το τρίτο ορθ
Για το τέταρτο ορθογώνιο έχουµε: 
 ν = ( + ½ ) • ( - 120) = - 60 και ρ = ( + ½ ) • ( - 160 ) = - 80 
Θα µπορούσαµε να έχουµε κατευθείαν το τέταρτο ορθογώνιο αν πολλαπλασιάζαµε τις 
διαστάσεις του πρώτου ορθογωνίου µε – 1 
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                                   ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΚΗΣ 

1. Σύγκριση σκοπών και στόχων της ελληνικής µαθηµατικής εκπαίδευσης όπως  
  

ατικής εκπαίδευσης, όπως έχουν περιγραφεί µέχρι τώρα. 
  

    υ  δευτέρας γυµνασίου, µε την  
 

    δι
 

5.1 ικής   
    µαθηµατικής εκπαίδευσης 

Ο ς 
π
 

, στην 
αφαίρεση, στη γενίκευση, στην εφαρµογή, στην κριτική και στις λογικές διεργασίες, 
καθώς και στη µύηση στη µαθηµατική αποδεικτική διαδικασία. 

νικότερη πνευµατική καλλιέργεια και η συµβολή στην ολοκλήρωση της 
ον τα Μαθηµατικά αναπτύσουν την 

, την επιµονή, τη 
 και συµπεριφορά, 

εύµα. 
ια την ακριβή σύλληψη των εννοιών, των µεγεθών, των 

εκείνων που είναι απαραίτητες 
ε 

 των διανοηµάτων µε τη χαρακτηριστική στη 
µαθηµατική γλώσσα τάξη, σαφήνεια, ακρίβεια, αυστηρότητα, λιτότητα, κοµψότητα. 
ε) η κατανόηση του ρόλου των Μαθηµατικών στους διάφορους τοµείς της γνώσης και η 
επαρκής προπαρασκευή των µαθητών για τη συνέχιση των σπουδών τους. 
 
Ειδικότερα µε τη διδασκαλία των Μαθηµατικών στο Γυµνάσιο, επιδιώκεται: 
α) Να εµπεδωθεί καλύτερα και να συµπληρωθεί η ύλη που διδάχθηκε στο ∆ηµοτικό 
Σχολείο, ώστε οι µαθητές να εφοδιαστούν µε όλες τις µαθηµατικές γνώσεις που είναι 
απαραίτητες για τη ζωή και την περαιτέρω µελέτη και εκπαίδευση. 
β) Να εµπλουτιστούν οι εµπειρίες των µαθητών µε εφαρµογές από την καθηµερινή ζωή, 
την τεχνολογία και τις άλλες εφαρµοσµένες επιστήµες, ώστε να αναπτυχθεί µια θετική 
στάση των µαθητών προς τα Μαθηµατικά. 
γ) Να εισαχθούν οι µαθητές στην αποδεικτική διαδικασία και να συνειδητοποιήσουν ότι 
αυτή αποτελεί χρήσιµο και άµεσο τρόπο για την επαλήθευση γενικών νόµων. 
 

Οι γενικοί σκοποί της Ελληνικής εκπαίδευσης, όπως περιγράφονται, έχουν πολλές 
µοιότητες σε γενικές γραµµές, µε τους ολοκληρωµένους στόχους γενικά της 
κπαίδευσης και ειδικά της µαθηµατικής στη ΡΜΕ. Αυτό που δεν αναφέρεται πουθενά 

 
ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΤΗΣ ΕΛΛΗΝΙΚΗΣ ΚΑΙ ΤΗΣ ΡΕΑΛΙΣΤΙ
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ   ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗΣ 
 

Η σύγκριση των δύο προσεγγίσεων θα γίνει ως προς άξονες: 

    περιγράφονται στο Βιβλίο οδηγιών για τον καθηγητή, µε τους στόχους της
    ρεαλιστικής µαθηµ
2. Ανάλυση και σύγκριση της διδασκαλίας των θετικών και αρνητικών αριθµών όπως

ποστηρίζεται από τα σχολικά βιβλία της πρώτης και
    διδασκαλία που υποστηρίζει η ΡΜΕ και ως προς το περιεχόµενο και ως προς τη

δακτική πρακτική. 

Σύγκριση σκοπών και στόχων της ελληνικής και της ρεαλιστ
  
ι σκοποί της διδασκαλίας των µαθηµατικών γενικά και στο Γυµνάσιο ειδικά, όπω
εριγράφονται στο Βιβλίο οδηγιών για τον καθηγητή είναι οι εξής: 

                                         ΣΚΟΠΟΙ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 
Ο γενικός σκοπός της διδασκαλίας των Μαθηµατικών είναι: 
α) Η µεθοδική άσκηση του µαθητή στην ορθολογική σκέψη, στην ανάλυση

β) Η γε
προσωπικότητας του µαθητή, καθόσ
πατατηρητικότητα, την προσοχή, τη δύναµη αυτοσυγκέντρωσης
πρωτοβουλία, τη δηµιουργική φαντασία, την πειθαρχηµένη σκέψη
καλλιεργούν το αίσθηµα του ωραίου και του ηθικού και διεγείρουν το κριτικό πν
γ) Η ανάπτυξη ικανότητας γ
ιδιοτήτων και των µεταξύ τους σχέσεων και ιδιαιτέρως 
για την κατανόηση και επίλυση προβληµάτων της σύγχρονης ζωής και για την επαφή µ
την σύγχρονη τεχνική, οικονοµική και κοινωνική πραγµατικότητα. 
δ) Ο εθισµός των µαθητών στη διατύπωση

ο
ε
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είναι η κοινωνικοποίηση του µαθητή µέσα από την µαθηµατική εκπαίδευση και ο 
υναµικός χαρακτήρας των µαθηµατικών. Επίσης χρησιµοποιούνται λέξεις που έχουν 

αθ
έ
ριστικά της γλώσσας, δεν αναφέρεται ο 

όλ  κόσµο. 
 
Όµ  το 
∆ια  για το 
Νη
που
στό

ων µαθηµατικών στο Γυµνάσιο επιδιώκονται οι παρακάτω 
επιµέρους σκοποί: 

 
στάσεων. 

εικτική

ηµάτων και αντιµετώπιση 

 

Όσον  τάξη 
αναφέρ

ν θα είναι παθητικοί 

άθε 

Ως προ δικασία υπάρχει 
συµφω ίηση - 
Κατακ υθενά 
ότι «πρ «χαµηλού επιπέδου» και 
«υψηλο µηλού 
επιπέδο ιωδών 
µαθηµα αρξής 
τους, ε  εύκολη 

δ
έντονα συµπεριφορικό χαρακτήρα, οπως «µεθοδική άσκηση του µ ητή...», « Ο εθισµός 
των µαθητών...», που υποδηλώνουν µάθηση µ σω εξάσκησης και όχι ανάπτυξης και 
κατασκευής. Ενώ επίσης τονίζονται τα χαρακτη
ρ ος της ως µέσο  επικοινωνίας του ανθρώπου µε τον περιβάλλοντα

ως οι ειδικοί σκοποί της µαθηµατικής εκπαίδευσης όπως καθορίσθηκαν από
θεµατικό Ενιαίο Πλαίσιο Σπουδών και τα Αναλυτικά Προγράµµατα Σπουδών
πιαγωγείο και για την υποχρεωτική εκπαίδευση (ΦΕΚ 2003), και ως προς τη γλώσσα 
 χρησιµοποιούν και ως προς το περιεχόµενο, συµπίπτουν µε τις οκτώ µαθηµατικούς 
χους της εκπαίδευσης των ρεαλιστικών µαθηµατικών. 

Ειδικοί σκοποί 
Με την διδασκαλία τ

Η απόκτηση βασικών µαθηµατικών γνώσεων και ικανοτήτων. 
Γλώσσας ως µέσου επικοινωνίας αλλά και περιγραφήςΗ καλλιέργεια της Μαθηµατικής 

πραγµατικών φαινοµένων και κατα
Η σταδιακή κατανόηση των βασικών χαρακτηριστικών της δοµής των Μαθηµατικών. 
Η εξοικείωση µε την διαδικασία παραγωγής συλλογισµών και την αποδ  
διαδικασία. 
Η σταδιακή ανάπτυξη της ικανότητας για επίλυση προβλ
πραγµατικών καταστάσεων. 
Η ανάδειξη της εφαρµοσιµότητας και πρακτικής χρήσης των µαθηµατικών από την 
αρχαιότητα ως τις µέρες µας, τόσο στις θετικές όσο και στις ανθρωπιστικές και 
κοινωνικοοικονοµικές επιστήµες. 
Η ανάδειξη της δυναµικής διάστασης της µαθηµατικής επιστήµης που εκφράζεται µέσα 
από τη ραγδαία ανάπτυξή της και της σηµασίας της ως απαραίτητου εργαλείου όλων των 
ανθρώπινων δραστηριοτήτων. 
Η καλλιέργεια θετικής στάσης απέναντι στα Μαθηµατικά, χωρίς την οποία η κατανόηση 
των µαθηµατικών εννοιών και προτάσεων αποβαίνει εξαιρετικά δυσχερής. 
αφορά στις οδηγίες προς τον καθηγητή για τη θέση των µαθητών στην
εται: 
Σε κάθε ώρα διδασκαλίας των Μαθηµατικών πρέπει να κυριαρχεί η προσωπική εργασία 
των µαθητών. Η τάξη πρέπει να είναι ένας τόπος, όπου οι µαθητές δε
δέκτες, αλλά θα εξερευνούν καταστάσεις, θα ανακαλύπτουν νέες γνώσεις και θα 
προσπαθούν να ερµηνεύουν και να χρησιµοποιούν τις γνώσεις που απέκτησαν. Κ
διδασκαλία πρέπει να προχωρεί από το γνωστό στο άγνωστο, από το συγκεκριµένο στο 
αφηρηµένο και από το απλό στο σύνθετο. 
ς τα χαρακτηριστικά που πρέπει να έχει η µαθησιακή δια
νία µε τις τρεις διδακτικές αρχές της ΡΜΕ (∆ραστηριότητα – ∆ιαφοροπο
όρυφος σχεδιασµός)  Όµως στον κατακόρυφο σχεδιασµό δεν αναφέρεται πο
οχωράµε από το απλό στο σύνθετο». Αναφέρεται σε 
ύ επιπέδου» δραστηριότητες, χωρίς να εννοεί τις δραστηριότητες «χα
υ» ως εύκολες για τους µαθητές. Για παράδειγµα, η εύρεση θεµελ
τικών στοιχείων σε ένα πραγµατικό πρόβληµα χωρίς καθαρές ενδείξεις ύπ
ίναι δραστηριότητα «χαµηλού επιπέδου» χωρίς όµως να είναι καθόλου

δουλειά
 
Συνεχίζοντας µε τις  οδηγίες, το βιβλίο αναφέρεται και σε ειδικές που αφορούν το 
περιεχόµενο των σχολικών βιβλίων το οποίο δεν θα εξετασθεί προς το παρόν. Υπάρχει 
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όµως ανάµεσα σ’ αυτές και µία οδηγία ως προς τη χρήση συµβόλων που έρχεται σε 
ευθεία αντίθεση µε την αντίληψη της ΡΜΕ. 

........Με το συµβολισµό αποφεύγεται η χρήση λέξεων, των οποίων η σηµασία έχει γίνει 
αµφίβολη και ρευστή από την κοινή χρήση............ 

¨Οταν αναφέρεται στον συµβολισµό εννοεί τον καθαρά τυπικό µαθηµατικό συµβολισµό, 
επειδή δεν γίνεται καµµία νύξη για χρήση µη συµβατικού συµβολισµού. Στη 
ροοδευτική µαθηµατικοποίηση στο πρώτο και δεύτερο επίπεδο οι µαθητές µπ πορούν να 

: 

εξάσκηση
 εκείνων ακριβώς των 

αν και φέρονται 
τα προβλή ώπιση 
αυτών  » 
διδασκ τι δεν 
υπάρχει
             .
Πριν ε α σηµειωθεί η διαφορά των πεποιθήσεων ανάµεσα 
στην ε κτικό 
µοντέλ  είναι 
τελειωµ  στην 
υποχρε

την ελληνική µαθηµατική εκπαίδευση είναι: 
1. Η
είναι
της 
.......
κάθ
προ οκειµένου να οµογενοποιηθούν και να γίνουν 

ηγούν τους µαθητές να κάνουν υποθέσεις και εικασίες, να ελέγχουν τις υποθέσεις 
τους, να παρατηρούν και να αναπτύσσουν ένα µοντέλο, να ακολουθούν προσεγγιστικές 

χρησιµοποιούν λέξεις και σύµβολα δικής τους επινόησης, καθώς επίσης ενθαρρύνονται 
(από το σχολικό βιβλίο) να χρησιµοποιούν µη τυπικά σύµβολα (βελάκια που δηλώνουν 
κατεύθυνση) 
 
5.1.1.∆ιδακτικό µοντέλο 
Το «πα ιδακτικό µοντέλο σύµφωνα µε το οποίοραδοσιακό» δ

.......Ο δάσκαλος των µαθηµατικών αρχίζει τη διδασκαλία συνήθως µε την παρουσίαση 
µιας τεχνικής, ακολουθούν ασκήσεις για  και ασκήσεις και προβλήµατα για 
εφαρµογή. Το κέντρο βάρους εστιάζεται στην απόκτηση
δεξιοτήτων που παρουσιάζει ο δάσκαλος στην τάξη, στην ταχύτητα και την ακρίβεια των 
απαντήσεων............... 
δεν απορρίπτεται τελείως, θεωρείται προβληµατικό.  Στη συνέχεια ανα

µατα που δηµιουργεί στην πορεία µάθησης των παιδιών. Για την αντιµετ
των προβληµάτων, γίνονται προτάσεις στους καθηγητές για µια πιο «ενεργητική
αλία. ∆εν προτείνεται ένα συγκεκριµένο µοντέλο γιατί υποστηρίζεται ό
, αλλά αναφέρονται γενικές αρχές  

....µε τις οποίες µπορούµε να συγκροτήσουµε κατάλληλα µοντέλα   διδασκαλίας........ 
ξετασθούν οι αρχές πρέπει ν
λληνική και στη ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση. Η ΡΜΕ έχει διδα
ο το οποίο εφαρµόζει εδώ και 30 χρόνια σχεδόν, αν και τίποτε δεν
ένο και η έρευνα συνεχίζεται, µε ικανοποιητικά αποτελέσµατα και
ωτική εκπαίδευση σε διεθνείς διαγωνισµούς (TIMSS) και στους 15χρονους  

( PISA). 
Οι αρχές για 

 γνώση δεν µεταφέρεται από το δάσκαλο στον µαθητή. Αντίθετα η γνώση και ο µαθητής 
 έννοιες αλληλοσυνδεόµενες: Ο µαθητής συµµετέχει ενεργά στην οικοδόµηση-ανάπτυξη 
γνώσης του. 
.Υπάρχει µια συνεχής αλληλεπίδραση ανάµεσα στο προσωπικό νόηµα, που οικοδοµεί ο 
ε µαθητής και στην κοινωνική διάσταση της γνώσης στα πλαίσια της σχολικής τάξης. Τα 
σωπικά νοήµατα συζητούνται στην τάξη πρ

συµβατά και συνεπή µε ό,τι δέχεται η µαθηµατική κοινότητα. (Η υπόθεση της 
αλληλεπίδρασης ή διάδρασης) 

Αυτή είναι µία βασική αρχή που υιοθετείται από τους περισσότερους ερευνητές και  
εκπαιδευτικούς που προβληµατίζονται και ασχολούνται µε την αναθεώρηση της 
µαθηµατικής εκπαίδευσης και φυσικά είναι σύµφωνη µε τις αρχές της ΡΜΕ. 
Συνεχίζοντας περιγράφεται ο όρος «ενεργητικές µέθοδοι » µάθησης: 

.........Με το όρο αυτό εννοούµε µαθησιακές δραστηριότητες που περιλαµβάνουν 
ερευνητικές εργασίες, επίλυση προβληµάτων, εργασία σε µικρές οµάδες µαθητών. 
Τέτοιες δραστηριότητες µπορεί να είναι προσεκτικά σχεδιασµένα προβλήµατα που 
οδ

και αριθµητικές µεθόδους, να «µεταφράζουν» ένα µοντέλο από ένα αναπαραστασιακό 
σύστηµα σε ένα άλλο....... 
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Στο σηµείο αυτό τονίζεται η σηµασία της δραστηριότητας στη µαθησιακή διαδικασία, 
που ε λλον. 
Τα π στηριότητας, αλλά δεν αναφέρεται το 

νάµεσα στα άτυπα και τα τυπικά µαθηµατικά όπως περιέγραψα στα 
ροηγούµενα. 

ι η ανάπτυξη µιας ενεργητικής και ερευνητικής στάσης των 

Εδώ εί  ένα 
πρόβλη  σαφώς στη ρεαλιστική εκπαίδευση. Ο ρόλος του 

αίν

παραπέµπει στη µηχανιστική 
ε την 

ρεα ια την 
δια ης προβλήµατος. 
 
Πα ο δεν 
απο

η  
είναι καταδικαστέο. Αντίθετα, οι επιλογές του «παραδοσιακού  

δ
 έχουν 

«Ο κίνδ   
διδασκ βαθµό 
ώστε ν
Όταν λ α έχει 
αποτέλ αφείς 
του Βιβ ρούν να απορρίψουν την παραδοσιακή διδασκαλία, επειδή 

ίναι κεντρικής σηµασίας για την ΡΜΕ, µέσα σε ένα αλληλεπιδραστικό περιβά
ροβλήµατα αποτελούν την πηγή της δρα

πλαίσιο στο οποίο τοποθετούνται. Αυτό ίσως να έγινε επειδή οι οδηγίες αφορούν όλη τη 
δευτεροβάθµια εκπαίδευση, εποµένως και µαθητές που δουλεύουν κυρίως στο τυπικό 
επίπεδο, άρα και το είδος του πλαισίου θα είναι διαφορετικό. Επίσης η χρήση µοντέλων 
είναι απολύτως σύµφωνη µε τις αρχές της ΡΜΕ, µόνο που δεν ξεκαθαρίζεται ο ρόλος 
τους. Στη ΡΜΕ το πρόβληµα πρέπει να έχει χαρακτηριστικά µοντέλου για να αποτελέσει 
τη γέφυρα α
π

2. Το ζητούµενο είνα
µαθητών προς τα Μαθηµατικά. 
3.  Το Πρόβληµα είναι η «πηγή» νοήµατος της µαθηµατικής γνώσης. 
........Σύµφωνα µε την παραδοχή αυτή, το πεδίο «δοκιµασίας» της γνώσης ενός µαθητή 
είναι η επίλυση προβληµάτων και όχι η εξέταση αλγορίθµων, κανόνων και τύπων...... 
ναι προφανές ότι δεν αναφέρεται σε ένα απλό λεκτικό πρόβληµα, αλλά σε
µα πλαισίου όπως περιγράφεται

πλαισίου δεν αναφέρεται καθόλου αν και είναι σηµαντικός, γιατί επηρεάζει την 
διαδικασία επίλυσής του προβλήµατος. 
 
Στη συνέχεια δίνεται απάντηση στην ερώτηση «τι σηµαίνει ότι µαθαίνω µαθηµατικά» 

.......Θα µπορούσαµε να πούµε ότι «µαθαίνω µαθηµατικά» σηµ ει: 
─ Μαθαίνω τους αλγόριθµους και τις αποδεικτικές διαδικασίες 

περίπτωση  ─ Μαθαίνω να διακρίνω σε ποια  θα χρησιµοποιώ τον κάθε αλγόριθµο και την  
    κατάλληλη αποδεικτική διαδικασία. 
─ Μαθαίνω να χρησιµοποιώ τους αλγόριθµους και τις αποδεικτικές διαδικασίες στην  
    επίλυση προβληµάτων. 
─ Μαθαίνω να σκέπτοµαι µε µαθηµατικό τρόπο, δηλαδή να οικοδοµώ τη µαθηµατική  
    δοµή ενός θέµατος ή µιας έννοιας και να εκφράζω τις σκέψεις µου µε τη γλώσσα και  

  τα σύµβολα των µαθηµατικών.   
Ο ορισµός αυτός της µάθησης των µαθηµατικών 
προσέγγιση των µαθηµατικών και έρχεται σε ευθεία αντίθεση όχι µόνο µ

λιστική προσέγγιση, αλλά και µε τα όσα καλά αναφέρθηκαν προηγούµενα γ
δικασία επίλυσ

ρά τις προτάσεις για ενεργητική διδασκαλία, το παραδοσιακό µοντέλ
ρρίπτεται τελείως. 

Από την άλλη µεριά, µε κανένα τρόπο δεν πρέπει να δ µιουργηθεί η εντύπωση πως ό,τι
γίνεται σήµερα στην τάξη 
µοντέλου» ενσωµατώνονται και αποκτούν ένα πιο συγκεκριµένο περιεχόµενο µέσα σε ένα 
ευρύτερο φάσµα ιδακτικών ενεργειών. 

Οι εµπειρίες καθηγητών από την διδασκαλία των MiC σε παραδοσιακές τάξεις
δείξει (Romberg, 2001) ότι: 

υνος από ένα τέτοιο εγχείρηµα είναι διπλός: να γεµίσει ο αναθεωρηµένος τρόπος
αλίας µε παραδοσιακές πρακτικές ή\και να αναπροσαρµοσθεί σε τέτοιον 
α µη διαφέρει στην ουσία από τον παλαιό». 
οιπόν αναθεωρηθεί ο τρόπος διδασκαλίας, αυτή η αναθεώρηση για ν
εσµα, πρέπει να είναι καθολική. Βέβαια, όπως θα δούµε παρακάτω, οι συγγρ
λίου Οδηγιών δεν µπο
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αυτή υποστηρίζεται από τα υπάρχοντα σχολικά εγχειρίδια. Οι όποιες προτάσεις 

5.1.2 Π
Πριν τ ναφέρονται ωρισµένες 
αρχές δ

ος 

ρεία εξέλιξής τους. Η αρχή αυτή είναι σύµφωνη 
 

 
ε κατάλληλα, οικεία για 

Στη φ βασική αρχή της ρεαλιστικής µαθηµατικής 
εκπαίδ

 
 

 

άφεται η φάση της οριζόντιας µαθηµατικοποίησης 

 τους προσωπικές λύσεις. Για να 

αναφέρονται, αφορούν τις ατοµικές προσπάθειες καθηγητών που θεωρούν την 
υπάρχουσα κατάσταση προβληµατική. Πόσο αποτελεσµατική µπορεί όµως να είναι µια 
αναθεώρηση της µαθηµατικής εκπαίδευσης που θα βασίζεται στο φιλότιµο του 
διδάσκοντα; Η ποιότητα και η αποτελεσµατικότητα της δουλιάς στην τάξη εξαρτάται σε 
µεγάλο βαθµό από τα σχολικά βιβλία που καθορίζουν την ύλη που θα διδαχθεί, τον 
τρόπο που θα διδαχθεί και προβάλλουν το παιδαγωγικό πρότυπο για την µαθηµατική 
εκπαίδευση (Tzekaki, Sakonidis, Kaldrimidou, 2003). Η εµπειρία από την τριαντάχρονη 
εφαρµογή της ΡΜΕ έδειξε ότι αναθεώρηση εκπαίδευσης, χωρίς αναθεωρηµένα 
µαθηµατικά βιβλία, δεν γίνεται. 
 

ρόταση σχεδιασµού της διδασκαλίας 
ην πρόταση σχεδιασµού της διδασκαλίας στην τάξη, α
ιδασκαλίας των µαθηµατικών: 

• Ένα από τα βασικά ζητήµατα της διδασκαλίας των Μαθηµατικών είναι ο τρόπ
µε τον οποίο ο δάσκαλος µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να κατασκευάσουν 
ιδέες και έννοιες που η µαθηµατική κοινότητα χρειάστηκε εκατοντάδες ή 
χιλιάδες χρόνια να αναπτύξει... 

Εδώ αναφέρεται ο στόχος του δασκάλου να  επανακατασκευάσουν τα µαθηµατικά οι 
µαθητές ακολουθώντας την ιστορική πο
µε την αρχή της επανεφεύρεσης όπως διατυπώθηκε από τον Freudenthal (1983) και
αποτελ υσης.εί σηµείο εκκίνησης της ρεαλιστικής µαθηµατικής εκπαίδε

• .....ο δάσκαλος θα πρέπει να τοποθετήσει τη γνώση σ
τον µαθητή πλαίσια, να την «προσωποποιήσει» κατά κάποιον τρόπο...... 

ράση αυτή διατυπώνεται η 
ευσης. Εκκίνηση διδασκαλίας από συγκεκριµένα πλαίσια 

• ...ο µαθητής θα πρέπει να κάνει την αντίθετη τροχιά όπου από τα συγκεκριµένα
πλαίσια µε διαδοχικές αφαιρέσεις και γενικεύσεις, θα κατακτήσει τη
µαθηµατική δοµή του θέµατος... 

Εδώ διατυπώνεται η αρχή του κατακόρυφου σχεδιασµού της διδασκαλίας στα πλαίσια 
της προοδευτικής µαθηµατικοποίησης. 
 
Η πρόταση σχεδιασµού, όπως παρουσιάζεται στο βιβλίο οδηγιών, αποτελείται από τρία 
έρη: µ

Στο πρώτο µέρος δίνουµε ένα πρόβληµα-ένα ερώτηµα, η επίλυση του οποίου θα 
οδηγήσει στην αναγκαιότητα της εισαγωγής της έννοιας που θέλουµε να διδάξουµε....οι 
µαθητές θα το προσεγγίσουν διαισθητικά προκειµένου να αναπτύξουν εικασίες ή 
υποθέσεις τις οποίες στη συνέχεια θα επιχειρήσουν να τις ελέγξουν επίσης διαισθητικά-
εµπειρικά...... 
..Μόνο αφού έχουν βρει τα δικά τους αποτελέσµατα και έχουν αναπτύξει τις εικασίες 

νατους οι µαθητές αρχίζουν  αναγνωρίζουν την αναγκαιότητα της γενίκευσης και της 
απόδειξης.... 

Στο πρώτο µέρος περιγρ
ακολουθώντας την αρχή της διαφοροποίησης: Ο τρόπος µάθησης είναι προσωπικός 
Αυτό που δεν διευκρινίζεται είναι το πως οι µαθητές θα οδηγηθούν στην αναγκαιότητα 
της γενίκευσης και δεν θα αρκεσθούν στις δικές
γενικευθούν οι λύσεις, χρειάζονται αφ’ενός µεν περισσότερα από ένα διαφορετικά 
προβλήµατα στα οποία εµφανίζονται  οι έννοιες και αφ’ετέρου οι καθοδηγητικές 
ερωτήσεις του δασκάλου, που θα τους οδηγήσουν στην γενίκευση και τη διατύπωση 
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κανόνων, αφού βεβαίως προηγηθεί η συζήτηση των διαφορετικών λύσεων στην τάξη. 
Χρειάζεται ένας πολύ προσεκτικός σχεδιασµός της διδασκαλίας που θα υποστηρίζεται 
από τα προβλήµατα πλαισίου, θα καθοδηγείται από τον καθηγητή και θα πετυχαίνει τους 
στόχους του µέσω της αλληλεπίδρασης στην τάξη  
 

Στο δεύτερο µέρος θα γίνει η µετάβαση από τις εµπειρικές - διαισθητικές αντιλήψεις σε 
«αποδεικτικές» µεθόδους, χωρίς η έννοια της απόδειξης να παραπέµπει απαραίτητα στις 
γνωστές τυπικές µαθηµατικές µεθόδους. 

Στο δεύτερο µέρος περιγράφεται µια πλευρά µόνο της κατακόρυφης µαθηµατικοποίησης, 
αυτή που φορ  την αποδεικ ική διαδικασία. Η περιγραφή θα ήταν πιο πλήρης αν 
διατυπωνόταν ως εξής: Γίνετ

.

α ά τ
αι επεξεργασία του µαθηµατικού προβλήµατος µε 

αθηµατικά µέσα, δηλαδή σύµβολα, σχέσεις, τύπους, κανόνες. Υπαινίσσεται η αρχή της 
ια ότι οι µαθητές µεταβαίνουν σε 

τή η έννοια που διδάχθηκε και την οποία 
χρησ ο
πρέπει ν
συζήτησ
όπως πρ υ λύθηκαν.... 

ι από τα επίπεδα 
Van i

δ

λήµατα. Γενικά, θα 
ονοµ
και εποµ  

Τα προβλήµατ ναι τα προβλήµατα µε χαρακτηριστικά PISA, 

ικασία ο οποίος και υποστηρίζει τον συλλογισµό 
αι επηρεάζει τον τρόπο λύσης του προβλήµατος. 

αση ολοκληρώνεται µε την επισήµανση της αξίας της οµαδικής διδασκαλίας που 
αποτελ

χών: Σχεδόν καµία λύση επιστηµονικού ή κοινωνικού προβλήµατος δεν 

Και εδώ εννοούµε..αυτόν που ακούει και υπολογίζει τη γνώµη του άλλου 
ι ο ε α

 
 
ς 

µ
αυτοδυναµίας-διαφοροποίησης µε την έννο
αποδεικτικές µεθόδους δικής τους κατασκευής. 

Στο τρίτο µέρος θεωρείται γνωσ
ιµ ποιούµε για να λύσουµε προβλήµατα και εφαρµογές.....Γι΄αυτό το λόγο θα 

α γίνεται εδώ ένα είδος ανασκόπησης. Με τον όρο ανασκόπηση εννοούµε τη 
η στο τέλος του µαθήµατος όπου θα συνοψίζονται οι εφαρµογές της έννοιας έτσι 
οκύπτουν από τα προβλήµατα πο

Στο τρίτο µέρος αναγνωρίζουµε: 
• Την λειτουργία του προβλήµατος πλαισίου ως «µοντέλου για...» 
• Την εφαρµοσιµότητα του προβλήµατος µοντέλου (Treffers, 1987) 
• Την τελευταία φάση (φάση ολοκλήρωσης), όπως περιγράφετα

 H ele. 
αΣτη συνέχεια ίνοντ ι κάποια χαρακτηριστικά του προβλήµατος: 

....Όµως µε τον όρο «πρόβληµα» δεν εννοούµε µόνο τα γνωστά προβλήµατα των 
σχολικών βιβλίων, αλλά και τα λεγόµενα «ανοικτά» προβ

άσουµε  «ανοικτό» ένα πρόβληµα που µπορεί να ερµηνευτεί µε πολλούς τρόπους 
ένως δέχεται διαφορετικές λύσεις... 
α στα οποία αναφέρεται, εί

τα οποία χρησιµοποιούνται στη ΡΜΕ. ∆εν τονίζεται όµως και πάλι ο χαρακτήρας και ο 
ρόλος του πλαισίου στη µαθησιακή διαδ
κ
 
Η πρότ

εί βασική αρχή της ΡΜΕ: 
Τα τελευταία χρόνια οι έρευνες της ∆ιδακτικής των Μαθηµατικών έχουν αναδείξει την 
αξία της εργασίας των µαθητών σε οµάδες. Την πρόταση αυτή µπορούµε να τη δούµε σε 
δύο επίπεδα: 
Σε επίπεδο αρ
είναι πλέον αποτέλεσµα της εργασίας ενός ατόµου, ενώ θα πρέπει επίσης να τη δούµε και 
σε συνάρτηση µε το ερώτηµα «ποιο είναι το είδος του πολίτη που έχει ανάγκη η 
κοινωνία µας;» 
και συνεργάζεται στα πλαίσια µ ας µάδας ργασί ς, γεγονός που του προσθέτει 
αξιόλογα στοιχεία στη γενικότερη παιδεία του και όχι µόνο στη µαθηµατική του 
εκπαίδευση. 
Σε επίπεδο διδακτικής πρακτικής: Έρευνες έχουν επισηµάνει ότι η συνεργασία των 
µαθητών αναπτύσσει πολλαπλές και διαφορετικές προσεγγίσεις σε ένα πρόβληµα..... 

Εδώ συµπληρώνεται και µία έλλειψη που έχουµε επισηµάνει στην περιγραφή των
γενικών σκοπών της διδασκαλίας των µαθηµατικών και αφορά την κοινωνικοποίηση του
µαθητή µέσα από τη µαθηµατική εκπαίδευση. Ο στόχος αυτός είναι γενικό
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(ολοκληρωµένος κατά τον Treffers) και δεν αφορά µόνο τα µαθηµατικά, αλλά ολόκληρη
τη σχολική εκπαίδευση. 
 
 

 

Αν
      αρ
Οι θετ πράξεις και οι αναπαραστάσεις τους 

θ η
µα πολλών προσθετέων, η απαλοιφή 

παρενθ κών 
παραστ
Η ανάλ ει και 
στα δύο ς πρότασης διδασκαλίας.  

ση του περιεχοµένου των µαθηµατικών, οι σύντοµες 
οδηγίες της διδασκαλίας 
που

 ορίζεται ο ρητός 
πος µε τον οποίο 

 και οι σχετικοί κανόνες γενικεύονται 

µεριστική ιδιότητα. 
Από τις  όχι 
«µαθητ ός θα 
«εξηγή  είναι 
αντίθετ οποίες 
συµφω η και 
εποµέν  τους 
δίνει τη
 
5.2.1 ΒΙ
1η παρ

 

5.2 άλυση και σύγκριση της διδασκαλίας των θετικών και             
νητικών στις δύο προσεγγίσεις 
ικοί και αρνητικοί αριθµοί, οι 

διδάσκονται στην Ελλάδα στο τέλος της πρώτης γυµνασίου και στην αρχή της 
δευτέρας. Ειδικότερα: 
Στην πρώτη γυµνασίου διδάσκεται η έννοια των θετικών και αρνητικών  µε έµφαση 
στους ρητούς, η παράσταση των ρητών µε σηµεία ευθείας, το σύστηµα συντεταγµένων, η 
απόλυτη τιµή ρητού, οι αντίθετοι αρι µοί,  πρόσθεση και η αφαίρεση ρητών. 
Στη δευτέρα γυµνασίου διδάσκεται το άθροισ

έσεων, ο πολλαπλασιασµός και η διαίρεση και ο υπολογισµός αριθµητι
άσεων που περιέχουν όλες τις πράξεις. 
υση και η σύγκριση θα γίνει στο περιεχόµενο των µαθηµατικών που υπάρχ
 βιβλία (Α&Β γυµνασίου) µε το αντίστοιχο τη

Πριν προχωρήσουµε στην ανάλυ
 που δίνονται στον καθηγητή θα µας προετοιµάσουν για το είδος 

 υποστηρίζει το σχολικό βιβλίο. 
Α΄ Γυµνασίου 
Στο κεφάλαιο αυτό εισάγεται η έννοια των αρνητικών και θετικών αριθµών µε τη 
βοήθεια µεγεθών που επιδέχονται αντίθεση π.χ θερµοκρασία και
αριθµός ως προσηµασµένο κλάσµα. Στη συνέχεια εξηγείται ο τρό
γίνεται η απεικόνιση ρητού σε µια ευθεία, η διάταξη ρητών και η τεχνική της πρόσθεσης 
και αφαίρεσης δύο ρητών. Η τεχνική της πρόσθεσης και της αφαίρεσης εξηγείται πρώτα 
για δύο ακέραιους και στη συνέχεια οι σχετικοί κανόνες γενικεύονται και για την 
περίπτωση δύο ρητών 

            Β΄ Γυµνασίου 
Γίνεται µια σύντοµη επανάληψη της ύλης της Α΄ τάξης που αναφέρεται στους ρητούς και 
συµπληρώνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και αφαίρεσης µε το άθροισµα πολλών 
προσθετέων και την απαλοιφή παρανθέσεων. Στη συνέχεια εξηγείται ο τρόπος 
πολλαπλασιασµού και διαίρεσης ακεραίων αριθµών
για τους ρητούς αριθµούς. Ο κανόνας του πολλαπλασιασµού εξηγείται 
ενορατικά....µπορεί ο καθηγητής να δικαιολογήσει τους κανόνες του πολ/σµού και µε 
άλλους τρόπους π.χ. µε την επι
 οδηγίες αυτές γίνεται φανερό ότι η διδασκαλία είναι «δασκαλοκεντρική» και
οκεντρική» Ο ρόλος του δασκάλου είναι πρωταρχικός επειδή αυτ
σει» στους µαθητές  τις «τεχνικές» και τις γενικεύσεις. Η διδασκαλία αυτή
η και µε τη ρεαλιστική και µε τη κονστρουκτιβιστική προσέγγιση οι 
νούν ότι οι µαθητές «επανεφευρίσκουν» ή «επανακατασκευάζουν» τη γνώσ
ως η διδασκαλία πρέπει να στηρίζεται στις άτυπες µεθόδους τους και  να
ν ευκαιρία να κατασκευάσουν τη γνώση. 

ΒΛΙΟ Α΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
άγραφος: Οι θετικοί και οι αρνητικοί αριθµοί 

Μαθηµατικό περιεχόµενο 
Στην πρώτη παράγραφο γίνεται η εισαγωγή στην έννοια των θετικών και αρνητικών 
αριθµών µε την παρουσίαση παραδειγµάτων χρήσης τους στην καθηµερινή ζωή: 
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1.  Θερµοκρασίες και µεταβολές θερµοκρασίας: αύξηση (+), ελάττωση (-) 
2.  Κίνηση στον αέρα (+), στην επιφάνεια της θάλασσας, υποθαλάσσια κίνηση (-) 
κολουθεί ο ορισµός του συνόλου των ακεραίων, των ρητών, των οµοσήµων και των 
τεροσήµων αριθµών.  

 το µαθηµατικό περιεχόµενο βρίσκουµε µία 

Α
ε
 
Συγκρίνοντας τις δύο προσεγγίσεις ως προς
οµοιότητα και περισσότερες διαφορές: 
Οµοιότητες: Και στις δύο προσεγγίσεις έχουµε φαινόµενα από την πραγµατικότητ
οποία εµφανίζεται η έννοια των θετικών και αρνητικών. 

α στα 
  

∆ιαφορές:  
1. Στην ελληνική προσέγγιση γίνεται απλά παρουσίαση των φαινοµένων και των  
    εννοιών, ενώ στη ρεαλιστική «Οι µαθηµατικές έννοιες και δοµές που πρέπει να  
    µελετηθούν, είναι ολοφάνερες µέσα στα ποικίλα φαινόµενα και πρέπει να  
    εξερευνηθούν από όσο το δυνατόν περισσότερες οπτικές γωνίες». Για να γίνει όµως  
    φαινοµενολογική εξερεύνηση πρέπει να υπάρχουν δραστηριότητες που να την  
    υποστηρίζουν. 
2. Οι κανόνες δεν διατυπώνονται ούτε από τον καθηγητή ούτε από το σχολικό  
    εγχειρίδιο, αλλά από τους ίδιους µαθητές Οι µαθητές οδηγούνται στη γενίκευση µέσα  
    από δραστηριότητες που εκτελούνται στο επίπεδο της οριζόντιας µαθηµατικοποίησης. 
∆ιδακτική πρακτική 
Βρίσκο φορές και ωςυµε όµως δια  προς τη διδακτική πρακτική που µπορεί να 
εφαρµοστεί κτικό 
τρόπο δ ς»  
Ασκήσε
Στο τέλ
    1.  Τί 
            α τά

εια προσήµων: κέρδος-ζηµιά, κατάθεση-ανάληψη, έσοδα- 

Οι άλυ ε είναι 
πανοµο
Οι ερω επειδή 
αφορού
 
η η

µένων. 
 στις δύο παραγράφους αναφέρονται σε τοποθέτηση  ή 

υντεταγµένων. 

η οί

. Στην ελληνική προσέγγιση, αν ο καθηγητής δεν βρει µόνος εναλλα
ιδασκαλίας, είναι αναγκασµένος να  «διδάσκει λέγοντας και παρουσιάζοντα
ις-Ερωτήσεις 
ος του µαθήµατος υπάρχουν εφαρµογές-ερωτήσεις της µορφής: 
εκφράζουν οι αριθµοί +32, +14,-5, -7;  
) σε ένα θερµόµετρο                β) σε αποσ σεις από την επιφάνεια της θάλασσας 

ε τη βοήθ    2.  Να εκφρασθούν µ
         έξοδα, αύξηση βάρους, ελάττωση βάρους 

τες ασκήσεις είτε αφορούν αναγνώριση αρνητικού και θετικού αριθµού, είτ
ιότυπες µε τις υποδειγµατικές. 
τήσεις- ασκήσεις είναι χαµηλού επιπέδου (Lange, J. de, Verhage, 1996) 
ν αναγνώριση αντικειµένων, ορισµούς και κανόνες. 

αράγραφος: Παράσταση των ρητών µε 2 , 3  π σηµεία µιας ευθείας- Συντεταγµένες 
σηµείου 
Μαθηµατικό περιεχόµενο 
Στη 2η παράγραφο γίνεται επέκταση του θετικού ηµιάξονα, ώστε να συµπεριληφθούν και 
οι αρνητικοί ρητοί. Η περιγραφή της κατασκευής του άξονα είναι πολύ αναλυτική και 
γίνεται µε γεωµετρικό τρόπο (ορίζεται ευθεία και σηµείο Ο πάνω σ’ αυτήν, κατόπιν 
ορίζονται ίσα ευθύγραµµα τµήµατα που τα άκρα τους απεικονίζουν τους ρητούς).  
Στη 3η παράγραφο ορίζεται το σύστηµα συντεταγ
Οι εφαρµογές και οι ασκήσεις και
αναγνώριση σηµείων πάνω στον άξονα ή στο σύστηµα σ
 
Στη πρόταση διδασκαλίας (Ενότητα 6 : Μετασχηµατισµ  γεωµετρικών σχηµάτων), 
εισάγονται στο σύστηµα συντεταγµένων µε τρόπο που να αποτελεί συνέχεια της 1ης 
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ενότητα (Σχεδιάζουµε µοτίβα). Αρχικά εισάγεται το σηµείο ως προσανατολισµένος 
ται το 

ις, υπάρχουν ασκήσεις παρόµοιες µε του ελληνικού βιβλίου 
β,3). Πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι ασκήσεις που συγκρίνουµε έχουν καθαρά 

έσεις, να αιτιολογούν και να διερευνούν τους 

ετασχηµατισµούς οι οποίοι δεν 
νται στο ελληνικό αναλυτικό πρόγραµµα. 

ιότητες 

από το 
ίνονται οι 

 

 είναι µαθηµατικό. Χρησιµοποιείται ο άξονας των 

ος είναι ο αριθµός που βρίσκεται δεξιότερα στον 

µούς µε βάση την απόλυτη 

ι στον 

γ ανισοτ

αριθµός (δεξιά-πάνω είναι + και αριστερά-κάτω είναι -) και στη συνέχεια ορίζε
σύστηµα συντεταγµένων µε τρόπο παρόµοιο του ελληνικού βιβλίου. 
Στις ερωτήσεις-ασκήσε
(2
εισαγωγικό χαρακτήρα. Στη συνέχεια οι µαθητές ασχολούνται µε προβλήµατα που τους 
δίνουν την ευκαιρία να κάνουν υποθ
µετασχηµατισµούς και στο τετραγωνισµένο χαρτί και στο περιβάλλον Χελωνόκοσµος 
Η υπόλοιπη ενότητα ασχολείται µε τους γεωµετρικούς µ
περιλαµβάνο
Το πλαίσιο και στις δύο προσεγγίσεις είναι καθαρά µαθηµατικό και οι δραστηρ
όσον αφορούν την ύλη που συγκρίνουµε, παρουσιάζουν οµοιότητες. 
 
η4  παράγραφος: Απόλυτη τιµή ρητού αριθµού, Αντίθετοι αριθµοί 
Μαθηµατικό περιεχόµενο 

 της απόλυτης τιµής, ως απόσταση αριθµού πάνω στον άξονα, Εισάγεται η έννοια
µηδέν. Ορίζονται ως αντίθετοι αριθµοί, αυτοί που απέχουν ίσο από το µηδέν. ∆
ορισµοί της απόλυτης τιµής θετικού, αρνητικού και µηδέν. 
Στην πρόταση διδασκαλίας δεν υπάρχει η έννοια της απόλυτης τιµής αριθµού. Οι 

 ορίζονται αλλά, άτυπα αναγνωρίζεται η ιδιότητά τους: ίδιοςαρνητικοί αριθµοί δεν
αριθµός βηµάτων σε αντίθετες κατευθύνσεις, έχουν ως αποτέλεσµα να καταλήξεις εκεί 
από όπου ξεκίνησες.(Ερώτηση 15, ενότητα: Σχεδιάζουµε µοτίβα) 
Η τρόπος διδασκαλίας είναι και πάλι παρουσίαση από τον καθηγητή του περιεχοµένου, 

τες εξηγήσεις, µε ελάχιστη δραστηριότητα από τους µαθητές. δίνοντας τις απαραίτη
Οι ερωτήσεις, εκτός από την 3, είναι καθαρά ασκήσεις εξάσκησης. 
 
η4  παράγραφος: Σύγκριση των ρητών αριθµών 
Μαθηµατικό περιεχόµενο 
Το πλαίσιο για τη σύγκριση δυο ρητών
ρητών αριθµών που είχε κατασκευασθεί στη 2η παράγραφο. ∆ιαισθητικά, µπορούν να 
διαπιστώσουν τα παιδιά ότι µεγαλύτερ
άξονα. Αυτή η εµπειρική προσέγγιση εγκαταλείπεται αµέσως και προχωρά στην τυπική 
γλώσσα. ∆ιατυπώνονται κανόνες που συγκρίνουν δύο αριθ
τιµή τους. Οι µαθητές εγκαταλείποντας την διαισθητική αντίληψη που είχαν, χάνουν και 
την ικανότητα να συγκρίνουν ρητούς αριθµούς και κυρίως αρνητικούς. 
∆ιδακτική πρακτική 
Στο τρώτο µέρος της παραγράφου µπορεί να δώσει ο καθηγητής δραστηριότητες στους 
µαθητές τις οποίες θα δουλέψουν πάνω στον άξονα. Στη συνέχεια όµως και πάλι θα 
αναγκαστεί να δώσει κανόνες τους οποίους θα αποµνηµονεύσουν οι µαθητές. 
Ασκήσεις-ερωτήσεις 
Στην φαρµογή πρέπει να συγκριθούν δύο ζευγάρια αρνητικών. Η λύση βασίζεταε
κανόνα: από δύο αρνητικούς αριθµούς µεγαλύτερος είναι αυτός που έχει τη µικρότερη 
απόλυτη τιµή. Αν η λύση στηριζόταν στο πλαίσιο (άξονας των ρητών) θα είχε 
περισσότερρο νόηµα για τα παιδιά. 
Οι άλυτες ασκήσεις αναφέρονται σε  σύ κριση αριθµών, συµπλήρωση ήτων, 
διάταξη σε άξονα, αληθείς ψευδείς και µία που αναφέρεται σε πραγµατική κατάσταση 
(θερµοκρσίες πόλεων). Αν ενθαρρυνθούν οι µαθητές από τον καθηγητή να 
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χρησιµοποιήσουν τον άξονα των ρητών, από τις ασκήσεις αυτές µπορούν να πάρουν 
εννοιολογική και διαδικαστική γνώση για τη διάταξη ρητών. 
 
Στη διδακτική πρόταση αυτή η αρχή «το σηµείο εκκίνησης είναι η διαισθητική γνώση 
των παιδιών» γίνεται πράξη. Η σύγκριση αριθµών γίνεται στην ενότητα θερµοκρασίες:  

Οι θερµοκρασίες που παρατηρήθηκαν σε µια πόλη της Βόρειας Ελλάδας κυρίως κατά τους 
χειµερινούς µήνες, αποτελούν το πλαίσιο µέσα στο οποίο διερευνώνται οι σχέσεις διάταξης 
θετικών και αρνητικών αριθµών... 

Οι ερωτήσεις-δραστηριότητες που αναφέρονται στην διάταξη αριθµώναν και µπορούν να 

 < και >. 

 - 6  παράγραφος: Πρόσθεση και αφαίρεση ρητών αριθµών 

ποιείται  για την πρόσθεση αριθµών είναι µια θερµοµετρική 

ς). Οι ακέραιοι απεικονίζουν 

απαντηθούν µέσα στο πλαίσιο, οι µαθητές ενθαρρύνονται να χρησιµοποιούν την ευθεία 
των ακεραίων-ρητών γαι να έχουν αναπαράσταση των σχέσεων
Σε κάποιες ερωτήσεις (4, 9) αναµένουµε διαφορετικές λύσεις και αιτιολογήσεις. 
 
η η5
Μαθηµατικό περιεχόµενο 
Το µοντέλο που χρησιµο
κλίµακα που απεικονίζεται στον άξονα χχ΄. Οποιαδήποτε µεταβολή της θερµοκρασίας 
συµβολίζεται µε πρόσθεση των αντίστοιχων ακεραίων. Χρησιµοποιούνται βέλη για να 
δείξουν την κατεύθυνση (άνοδος, κάθοδος της θερµοκρασία
είτε θέσεις πάνω στον άξονα, είτε µετακινήσεις στον άξονα (Gallardo, 2003) 
Η πράξη ( - 3 ) + ( + 5  + 2, µπορεί να αναπαρασταθεί ως εξής: 
  

-5 -3

Η πράξη της πρόσθεση
παραδείγµατα και ολ
∆ραστηριότητες για το
κάποιες για να γίνουν σ
Για την πράξη της αφ
2003). Παρατηρείται δ
πράξεις µεταξύ των αρ
είναι παθητικοί (Freud
βασιζόµενη στην ιστο
επίλυση της εξίσωσης 

τηκανόνας. ∆εν παρα
µάθησης γίνεται µέσα σ
∆ιδακτική πρακτική 
Η χρήση µοντέλου για

ριεπίκεντρο τη δραστη
κάνει παρουσίαση ή θα
οι υπάρχουσες δεν επ
µάθηµα προσφέρεται 
καθηγητή και µαθητώ
παρουσίαση από τον κ
προσέγγιση εδώ είναι κ
 

 

) =
+5
5 10 χ0 +2

 
σιάζεται µε ορισµένα 

ύπωση των αντιστοίχων κανόνων. 
, εκτός αν ο καθηγητής σχεδιάσει 

. Η διαδικασία 

 αν θα 

υπάρχει   

ς οµοσήµων και ετεροσήµων αριθµών παρου
οκληρώνεται µε τη διατ

αθητές δεν προβλέπονταιυς µ
την τάξη. 
αίρεσης το µοντέλο αυτό δεν είναι αποτελεσµατικό ( Gallardo, 
ιδακτική ασυµµετρία στις πράξεις µεταξύ των θετικών και στις 
νητικών. «Οι θετικοί είναι ενεργητικοί αριθµοί , ενώ οι αρνητικοί 
enthal, 1983, σελ.438). Για τον λόγο αυτό η αφαίρεση διδάσκεται 
ρική ανάγκη που δηµιούργησε τους αρνητικούς, δηλαδή στη 
 x + α = β, όπου β<α. Στην συνέχεια διατυπώνεται ο αντίστοιχος 
ρούνται στοιχεία οριζόντιας µαθηµατικοποίησης
ε φορµαλιστικό πλαίσιο. 

 την πρόσθεση ενθαρρύνει  την ανάπτυξη της διδασκαλίας µε 
ότητα από τους µαθητές. Εδώ είναι στο χέρι του καθηγητή
 αφήσει τους µαθητές µέσα και από άλλες δραστηριότητες, επειδή 
αρκούν, να κατασκευάσουν τη γνώση για την πρόσθεση. Το 
για συζήτηση και επικοινωνία µεταξύ µαθητών και µεταξύ 
ν. Στην αφαίρεση δεν  άλλη επιλογή παρά η τυπική: 
αθηγητή και µετά την αποµνηµόνευση του κανόνα, εξάσκηση. Η 
υρίως µηχανιστική. 
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Ασκήσεις-ερωτήσεις 
Οι εφαρµογές και οι ασκήσεις στηρίζονται στους κανόνες που και πάλι πρέπει να 

Στη διδ  µείον 
πόντοι.

 να λύσουν 

αποµνηµονευθούν και είναι όλες χαµηλού επιπέδου (Lange, J. de, Verhage, 1996), επειδή 
απαιτούν γνώση ορισµών και τεχνικών. 
 

ακτική πρόταση η πρόσθεση ακεραίων βρίσκεται στη 2η ενότητα: Συν και
 
Οι µαθητές επεξεργάζονται και αναλύουν τα αποτελέσµατα ενός παιχνιδιού ερωτήσεων. 
Στο παιχνίδι, κάθε απάντηση παίρνει έναν πόντο, είτε θετικό είτε αρνητικό. Μέσα σ΄αυτό 
το πλαίσιο διαγράφουν διαισθητικά  θετικούς και αρνητικούς πόντους για να υπολογίσουν 
το τελικό σύνολο.  Στη συνέχεια χρησιµοποιούν µοντέλο που θα τους βοηθήσει
προβληµατικές καταστάσεις. 

 διδασκαλία διεξάγεται αρχικά αποκλειστικά µέσα στο πλαίσιο και αναπτύσσεταιΗ  µε 
 να ξεφύγουν από το 

µοποιήσουν κανόνες οι οποίοι προκύπτουν επαγωγικά. 

ντας συγκεκριµένους 
ειρισµούς (Gravenmeijer, 1991) 
Οι µαθητές ενθαρρύνονται να χρησιµοποιούν συστηµατικό τρόπο για να βρίσκουν τις 
πιθανές λύσεις (ερ.4) 
Για την ερώτηση 17 οι µαθητές πρέπει να κάνουν την αφαίρεση + 6 - ( - 2 ) 

ο

µοποιείται στις ασκήσεις 19-23 

ση ( -3 ) + ( + 8 ) + ( - 2 ) + ( - 4 ) + ( + 6 ) + ( - 8 ) και οι δύο 

 

δραστηριότητες. Στο τέλος της ενότητας οι µαθητές µπορούν
πλαίσιο και να χρησι
Χρησιµοποιούνται και ασκήσεις χαµηλού επιπέδου-εξάσκησης, αλλά  δεν αποτελούν τον 
κανόνα. 
Υπάρχουν ερωτήσεις µε µία µόνο σωστή απάντηση αλλά και ερωτήσεις στις οποίες 
µπορεί να δώσουν οι µαθητές διαφορετικές λύσεις (ερ. 10, 13, 23) ή να χρησιµοποιήσουν 
διαφορετικές στρατηγικές (ερ. 7, 8, 10, 13) 
Στις ερωτήσεις 12, 13 µοντελοποιούν καταστάσεις χρησιµοποιώ
χ

χρησιµοποιώντας τις κάρτες. Επειδή δεν υπάρχουν µείον κάρτες για να τις αφαιρέσουν, 
προσθέτουν δύο ζευγάρια συν και µείον καρτών, «δηµιουργώντας από τ  τίποτα» 
(Freudenthal, 1983, σελ.440) 
Η τυπική µαθηµατική γλώσσα χρησι
Στις ερωτήσεις 24, 25 γενικεύουν διατυπώνοντας κανόνες. 
Οι καθηγητές ενθαρρύνουν τους µαθητές να παρουσιάζουν τις λύσεις και στρατηγικές 
τους και συγκρίνοντας µε αυτές των συµµαθητών τους να αποφασίζουν ποιες προτιµούν. 
Η διδασκαλία ακολουθεί τα στάδια της µαθηµατικοποίησης όπως έχουν ήδη περιγραφεί. 
 
5.2.2 Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
3η παράγραφος: Άθροισµα πολλών προσθετέων 
Μαθηµατικό περιεχόµενο 
∆ίνεται µία παράστα
τεχνικές υπολογισµού της: 
─ Προσθέτουµε τους  δύο πρώτους αριθµούς, στο άθροισµα τον τρίτο κ.λ.π. 
─ Αφού διαγράψουµε τους αντίθετους, υπολογίζουµε τα µερικά αθροίσµατα των θετικών  
    και αρνητικών και στο τέλος  το άθροισµα ενός θετικού και ενός αρνητικού 
Αναφέρεται ότι η παράσταση µπορεί να γραφεί και χωρίς παρενθέσεις χωρίς να αλλάξει 
η διαδικασία υπολογισµού της. 
Όλη η εργασία γίνεται σε καθαρά µαθηµατικό περιβάλλον. ∆εν υπάρχει καµµία σύνδεση 
µε την πραγµατικότητα. 
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∆ιδακτική πρακτική 
Γίνεται παρουσίαση από τον καθηγητή, των τεχνικών υπολογισµού. Εδώ έχουµε το 
παραδοσιακό µοντέλο διδασκαλίας. 
Ασκήσεις-ερωτήσεις 
Οι εφαρµογές και οι ασκήσεις είναι υπολογισµοί πολλών παραστάσεων µε/χωρίς 
παρενθέσεις που περιέχουν ακέραιους, κλάσµατα και δεκαδικούς. Υπάρχει µία άσ

ικά τετράγωνα και µία υπολογισµού αθροίσµατος µε µεταβλητές x,y,ω. 
α µόνο σωστή απάντηση. 

όταση διδασκαλίας, ο υπολογισµός αθροίσµατος πολλών προσθετέων γίνεται

κηση 
µε µαγ Έχουν 
όλες µί
 
Στην πρ  στο 

ρ θ

ρησιµοποιούν ακέραιους για να περιγράψουν την άνοδο και την κάθοδο 

ν ιδιότητα των αντίθετων αριθµών. 

 φάση της οριζόντιας µαθηµατικοποίησης σε ένα 

ου να καταλήγουν σε υπολογισµό άθροισµατος µε παρενθέσεις. 

 – 6 + 3 – 1 ) + ( - 7 + 11 + 2 – 8 – 5 ) 

και µετά το τελικό άθροισµα. 

ιδακτική πρακτική 
άζει και µαζί µε τους  µαθητές υπολογίζουν παραστάσεις µε 

τές δύσκολα πείθονται να βγάλουν 
ν να τις υπολογίσουν. 

ογισµός παράστασης µε παρενθέσεις και αγκύλες ή µε 
άσεων: 

νο σωστή απάντηση. 

νίδι ερωτήσεων (ενότητα 6η: Όλες οι πράξεις). Το πλαίσιο είναι 
χυρό για να στηρίξει τον ισχυρισµό – ( - 1 + 2 ) είναι ισόµορφο µε + 1 – 2, δηλαδή το 

πλαίσιο της κίνησης ενός ασανσέρ (ενότητα 3η: Το ασανσέρ). 
Εκτός από τον υπολογισµό αθροίσµατος, οι µαθητές επίσης: 

• Π οσθέτουν και αφαιρούν θετικούς και αρνητικούς αρι µούς σε διαφορετικά 
πλαίσια 

• Χ
• ∆ιερευνούν  τους κανόνες-τεχνικές υπολογισµού αθροίσµατος µε πολλούς 

προσθετέους.  
• Αναγνωρίζουν και χρησιµοποιούν τη
• Συζητούν και µοιράζονται στρατηγικές (ερ.7) 

Η περισσότερη εργασία γίνεται στη
«πλούσιο» µαθηµατικά πλαίσιο. Στο τέλος µόνο χρησιµοποιείται η τυπική γλώσσα. ∆εν 
υπάρχουν ερωτήσεις π
 
5η παράγραφος: Απαλοιφή παρενθέσεων 
Μαθηµατικό περιεχόµενο 
∆ίνεται µία παράσταση Σ = ( 9
Υπολογίζεται µε δύο τρόπους:  
1ος: Υπολογίζουµε πρώτα τα αθροίσµατα στις παρενθέσεις 
2ος: Βγάζουµε τις παρενθέσεις και ακολουθούµε την τεχνική υπολογισµού αθροίσµατος 
πολλών προσθετέων. 
Στη συνέχεια διατυπώνονται οι κανόνες απαλοιφής παρενθέσεων. 
∆
Ο καθηγητής παρουσι
παρενθέσεις. Η εµπειρία έχει δείξει ότι οι µαθη
παρενθέσεις, όταν µπορού
Ασκήσεις-ερωτήσεις 
Οι εφαρµογές είναι υπολ
µεταβλητές. Οι άλυτες ασκήσεις περιλαµβάνουν υπολογισµό πλήθους παραστ
─ ακεραίων και ρητών µε παρενθέσεις και αγκύλες  
─ µεταβλητών µε παρενθέσεις 
Όλες οι ασκήσεις έχουν ως στόχο τη «µάθηση µέσω εξάσκησης σε πράξεις και 
διαδικασίες» Έχουν όλες µία µό
 
Στη διδακτική πρόταση το πλαίσιο που χρησιµοποιήθηκε είναι και πάλι οι θετικές και 
ρνητικές κάρτες σε παιχα
ισ
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να αφαιρεί κανείς µία αρνητική και δύο θετικές κάρτες είναι  το ίδιο µε το να προσθέτει 
αρνητικές. Η ερώτηση  25δ είναι διερευνητική και σκοπό έχει να 

εικασιών. Υπάρχουν βέβαια και ερωτήσεις που είναι 
πρώτα να υπολογίσουν την παρένθεση και µετά να κάνουν τις 

 συλλογισµού ορίζεται ο 

( + 5  (
( + 5 ) (
( + 5  (
( + 5  (
( + 5   
( + 5 ) · (                      ( - 3 ) · ( - 1 ) = ...... 
( + 5  (
∆ια ατα µε 

τη 
κες εξάγεται επαγωγικά και ονοµάζεται η 

γµατικού πλαισίου 
οιχείου οριζόντιας µαθηµατικοποίησης. Επισηµαίνουµε 

 µία απολύτως φυσική προσέγγιση των αρνητικών (Freudenthal, 
, τύποι) 

ασκηθούν στην εφαρµογή των κανόνων 
ιασµό λύνοντας πληθώρα ασκήσεων. Μόνο στο στάδιο της 

εβρικής παράστασης 
 Υπολογισµό αριθµητικής παράστασης µε/χωρίς παρενθέσεις που να έχει  

µία θετική και δύο 
βοηθήσει τους µαθητές «αναγνωρίσουν» τον ισοµορφισµό. Η 26 είναι καθοδηγητική και 
σκοπός της είναι η επαλήθευση των 
πιθανό οι  µαθητές 
υπόλοιπες πράξεις. Η 27 είναι διαδικαστική και βοηθά στη γενίκευση. Στις περισσότερες 
ερωτήσεις οι µαθητές πρέπει να αιτιολογήσουν την απάντησή τους. 
 
6η παράγραφος: Πολλαπλασιασµός ρητών αριθµών 
αθηµατικό περιεχόµενο Μ

∆ιαπιστώνεται πρώτα, µε παράδειγµα, η ισοδυναµία του πολλαπλασιασµού θετικών και 
φυσικών αριθµών. Στη συνέχεια, µε χρήση επαγωγικού  
πολλαπλασιασµός ετεροσήµων και αρνητικών ακεραίων: 

 ) ·  + 4 ) = + 20                               ( - 3 ) · ( + 4 ) = - 12 
 ·  + 3 ) = + 15                               ( - 3 ) · ( + 3 ) = - 9 

 ) ·  + 2 ) = + 10                               ( - 3 ) · ( + 2 ) = - 6                             
 ) ·  + 1 ) = + 5                                 ( - 3 ) · ( + 1 ) = - 3 
 ) · 0       =  0                                    ( - 3 ) ·  0        =  0 

 - 1 )  = ......            
 ) ·  - 2 ) = ......                                 ( - 3 ) · ( - 2 )  = ...... 

νται λυµένα παραδείγµτυπώνονται οι αντίστοιχοι κανόνες και δίνο
πολλαπλασιασµούς ακεραίων, δεκαδικών και κλασµάτων. 
Ορίζεται η αντιµεταθετική ιδιότητα, το µηδενικό και το µοναδιαίο στοιχείο µε τυπικούς 
συµβολισµούς. Από ένα πίνακα εξάγεται επαγωγικά και ορίζεται η προσεταιριστική 

. Με παραδείγµατα παρουσιάζεται η ιδιότητα των αντίθετων αριθµών που σιδιότητα
συνέχεια ορίζονται. Τέλος µέσα από πίνα
επιµεριστική ιδιότητα. 
Ως προς το µαθηµατικό περιεχόµενο παρατηρούµε απουσία πρα
καθώς επίσης οποιουδήποτε στ
τη χρήση επαγωγικού συλλογισµού που είναι σύµφωνος µε την πορεία της 
µαθηµατικοποίησης στα πλαίσια της ΡΜΕ. Η επαγωγική διερευνητική µέθοδος που 
χρησιµοποιείται, είναι
1973). Παρατηρούµε επίσης περισσότερα στοιχεία φορµαλισµού (ιδιότητες
∆ιδακτική πρακτική 
Ο καθηγητής εκ των πραγµάτων είναι αναγκασµένος τον περισσότερο χρόνο να 
διατυπωνει κανόνες που πρέπει να αποµνηµονευθούν από τους µαθητές, να παρουσιάζει 
τις ιδιότητες και να τις εξηγεί. Οι µαθητές θα εξ
για τον πολλαπλασ
επαγωγικής διαδικασίας υπάρχει ευκαιρία για δραστηριότητα, αναγνώριση και 
αιτιολόγηση.  
Ασκήσεις-ερωτήσεις 
Οι ασκήσεις αναφέρονται σε: 
─ Πολλαπλασιασµός οµόσηµων και ετερόσηµων 
─ Συµπλήρωση πινάκων µε πολ/µο ή υπολογισµό αλγ
─
    πολλαπλασιασµό, πρόσθεση, αφαίρεση 
─ Υπολογισµό αλγεβρικής παράστασης µε µία ή περισσότερες µεταβλητές 
─ Χρήση επιµεριστικής για υπολογισµό ή απλοποίηση αλγεβρικών παραστάσεων 
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Οι περισσότερες ασκήσεις απαιτούν ικανότητα επίλυσης σε υψηλότερο επίπεδο 
φορµαλισµού από αυτό που βρίσκονται οι µαθητές. Γίνεται ήδη χρήση αλγεβρικών 
συµβόλων χωρίς να υποστηρίζεται ικανοποιητικά από την προηγούµενη εµπειρία. Εδώ 
υπάρχει κίνδυνος να µπλοκαριστεί η πορεία της µαθηµατικοποίησης για πολλούς 
µαθητές. Έχουν όλες µία µόνο σωστή απάντηση. 
 
Στη πρόταση, ο πολλαπλασιασµός διδάσκεται µέσα από διαφορετικά πλαίσια. Αρχικά  

Οι θερµοκρασίες που παρατηρήθηκαν σε µια πόλη της Βόρειας Ελλάδας κυρίως κατά τους 
ιδάσκεται ο πολλαπλασιασµός 
ιρούν θετικούς και αρνητικούς 

αι ο άξονας των ρητών για την 
µβανόµενη πρόσθεση). Για τον 

 να χρησιµοποιηθεί 
ραστάσεις µε πολ/µό, πρόσθεση και 
οκρασίες και η πολλαπλή επιλογή.. Στο 

µετακινηθούν από τα συγκεκριµένα 

ς

ς δραστηριότητας διεξάγεται µέσα στο µαθηµατικό σύστηµα». 

α σ

µενο 

ν
 ο ν ό
αζί µε παραδείγµατα. Από την  εξίσωση 0 · x = 5 που είναι αδύνατη και 

έχει µια ορισµένη λύση, συµπεραίνεται ότι «διαίρεση µε διαιρέτη το 
 ποικιλία παραδειγµάτων ορίζεται ως αντίστροφος του 

 ορισµού αυτού µέσω παραδειγµάτων 
ασιασµού. 

ηµατικό σύστηµα χωρίς στοιχεία οριζόντιας 
ιασµού. 

χειµερινούς µήνες, αποτελούν το πλαίσιο µέσα στο οποίο δ
οι µαθητές πολλαπλασιάζουν και διακαι η διαίρεση. Άτυπα 

αριθµούς. 
Σ’ αυτό το πλαίσιο (ενότητα 4η: Θερµοκρασίες), αντί για πολλαπλασιασµό οι µαθητές 
µπορούν να χρησιµοποιούν επαναλαµβανόµενη πρόσθεση για τον πολλαπλασιασµό 
θετικού µε αρνητικό. Επίσης µπορεί να χρησιµοποιηθεί κ
αναπαράσταση του πολ/σµού (ως επαναλα
πολλαπλασιασµό αρνητικού µε αρνητικό το µόνο πλαίσιο που µπορεί
είναι οι θετικές και αρνητικές κάρτες. Για τις πα
αφαίρεση χρησιµοποιούνται δύο πλαίσια: οι θερµ
τέλος της ενότητας βοηθούµε τους µαθητές να 

 πλαίσια σε πιο αφηρηµένο επίπεδο (ερ.14, 15, 16, 17) Υπάρχουν δραστηριότητες 
διατύπωσης προβλήµατος (ερ.18, στην ενότητα Θερµοκρασίε  και ερ. 1, 11 στην ενότητα: 
Όλες οι πράξεις). Στις περισσότερες ερωτήσεις οι µαθητές πρέπει να αιτιολογήσουν την 
απάντησή τους. Στις ερωτήσεις 11, 12 αναµένουµε διαφορετικές λύσεις 
 
Συγκρίνοντας τις δύο προσεγγίσεις µπορούµε να πούµε ότι: 
 Η ελληνική προσέγγιση έχει στρουκτουραλιστικά χαρακτηριστικά, δηλαδή «Το σύνολο 
σχεδόν της µαθηµατική
 Η ρεαλιστική προσέγγιση ακολουθεί πιστά όλα τα στάδια της προοδευτικής 
µαθηµατικοποίησης. Παρατηρείται «εκτενής φαινοµενολογική εξερεύνηση», «Γεφύρωση 
των επιπέδων µε εργαλεί  κατακόρυφης µαθηµατικοποίησης» και δίνεται έµφαση τις 
προσωπικές κατασκευές των µαθητών. 
 
8η παράγραφος: ∆ιαίρεση ρητών 
Μαθηµατικό περιεχό
Ανακαλείται, µε παράδειγµα, η πράξη της διαίρεσης µε τη βοήθεια του 
πολλαπλασιασµού: το πηλίκο της διαίρεσης δύο φυσικών ως ο αριθµός που αν 
πολλαπλασιαστεί µε τον διαιρέτη µας δίνει τον διαιρετέο. Με τον ίδιο τρόπο διδάσκεται 
και η τεχνική της διαίρεσης δύο οµόσηµων και ετερόσηµω  αριθµών. Ακολουθεί ο 
κανόνας της διαίρεσης δύ  ακεραίων. Στη συ έχεια δίνεται ο ορισµ ς του λόγου δύο 
αριθµών α/β µ
την 0 · x = 0 που δεν 
µηδέν δεν ορίζεται» Από µία
αριθµού α, ο αριθµός 1/α. Με την βοήθεια του
διατυπώνεται ο κανόνας της διαίρεσης ως αντίστροφης πράξης του πολλαπλ
Μαθηµατικό περιεχόµενο 
Η διδασκαλία διεξάγεται µέσα στο µαθ
µαθηµατικοποίησης. Ορίζεται η διαίρεση ως πράξη αντίθετη του πολλαπλασ
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∆ιδακτική πρακτική 
Ισχύουν και στην περίπτωση της διαίρεσης  όσα έχουν γραφεί για τον πολλαπλασιασµό, 
δηλαδή ακολουθείται το παραδοσιακό µοντέλο διδασκαλίας. 
Ασκήσεις-ερωτήσεις 
Οι ασκήσεις αναφέρονται σε: 
─ Υπολογισµό πηλίκων οµόσηµων και ετερόσηµων ακεραίων, κλασµάτων και  
    δεκαδικών 
─ Συµπ
─ Υπο
    και τ ις πράξεις 

π  

 για τις 
. Αν το πλαίσιο που 

ύν 
ς

 ότι η διαίρεση είναι η αντίστροφη πράξη 

η κατακόρυφη µαθηµατικοποίηση γίνεται σταδικά: 
.19, 22, 23 

 µε θετικό οι δύο προσεγγίσεις ακολουθούν διαφορετικές 

λήρωση πίνακα µε άθροισµα, διαφορά, γινόµενο, πηλίκο δύο µεταβλητών 
λογισµό αριθµητικής παράστασης µε παρενθέσεις και αγκύλες που να έχει  
ις τέσσερ

─ Επίλυση εξίσωσης της µορφής α · x = β, όπου α,β ρητοί αριθµοί 
─ Επίλυση εξίσωσης της µορφής x ׃ α = β, όπου α,β ρητοί αριθµοί 
─ Εύρεση αντιστρόφων και αντιθέτων  
Είναι όλες χαµηλού ε ιπέδου (Lange, J. de, Verhage, 1996), επειδή απαιτούν γνώση 
κανόνων και τεχνικών. Έχουν όλες µία µόνο σωστή απάντηση. 
 
Στη διδακτική πρόταση η διαίρεση διδάσκεται µέσα από διαφορετικά πλαίσια που 
βρίσκονται  σε δύο ενότητες: Θερµοκρασίες και Όλες οι πράξεις 
Στο πλαίσιο Θερµοκρασίες διδάσκεται µέσω υπολογισµού της µέσης θερµοκρασίας η 
διαίρεση ακεραίου  µε θετικό ακέραιο. Επίσης για τη διδασκαλία της ίδιας διαίρεσης 
χρησιµοποιείται το πλαίσιο των καρτών (µε διαίρεση µέτρησης).  Στη διαίρεση 
αρνητικού µε αρνητικό χρησιµοποιείται µόνο το πλαίσιο των καρτών επειδή δεν είναι 
υνατόν να βρεθεί κάποιο άλλο ( µε διαίρεση µερισµού). Η πρόταση διδασκαλίαςδ
δύο τελευταίες διαιρέσεις πρέπει  να δοκιµασθεί στην πράξη
χρησιµοποιείται δεν υποστηρίζει ικανοποιητικά την πράξη ή περιπλέκει περισσότερο τα 
πράγµατα, είναι προτιµότερο να καταργηθεί (Streefland, 1996). Οι µαθητές θα διδαχθο
του  κανόνες προσήµου βασιζόµενοι στους αντίστοιχους του πολλαπλασιασµού. Θα 
ακολουθηθεί δηλαδή µία πορεία ανάλογη µε αυτή που περιγράφεται στο ελληνικό 
βιβλίο. Για τη διαίρεση θετικού µε αρνητικό δεν υπάρχει πλαίσιο και γι’αυτό το λόγο 
από την αρχή της διδασκαλίας επισηµαίνεται
του πολλαπλασιασµού. 
Η µετάβαση από την οριζόντια στ
ερ.3, 17, 20 στην ενότητα Θερµοκρασίες και ερ στην ενότητα Όλες οι πράξεις. 
Υπάρχουν ερωτήσεις διατύπωσης προβλήµατος (ερ.19, στην ενότητα Θερµοκρασίες  και 
ερ. 2 στην ενότητα Όλες οι πράξεις). 
Στις περισσότερες ερωτήσεις οι µαθητές πρέπει να αιτιολογήσουν την απάντησή τους. 
 
 Συγκρίνοντας τις δύο προσεγγίσεις µπορούµε να πούµε ότι: 
─ Και η ελληνική και η ρεαλιστική διδασκαλία της διαίρεσης θετικού µε αρνητικό 
αριθµό ακολουθούν παρόµοια πορεία: ∆ιατυπώνεται κανόνας προσήµου   ανάλογος µε 
αυτόν του πολλαπλασιασµού επειδή οι δύο πράξει είναι αντίστροφες.  
─ Στη διαίρεση αρνητικού µε αρνητικό στη πρόταση διδασκαλίας, ελέγχεται αν το 
πλαίσιο είναι επαρκές. Στην αντίθετη περίπτωση ακολουθείται η προηγούµενη πορεία. 
─ Στη διαίρεση αρνητικού
µεθόδους όπως αναλύθηκε παραπάνω.                            
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5.3  Συµπεράσµατα 

τή, µε τους στόχους της 
ικής εκπαίδευσης, προκύπτουν τα εξής: 

σέγγιση 
ους της 

ευσης γενικά και της µαθηµατικής εκπαίδευσης ειδικά, στην ΡΜΕ. ∆εν 

ευσης 

αθορίσθηκαν από το 
Σπουδών

ενεργή συµµετοχή του µαθητή στην οικοδόµηση της γνώσης και 

ηµατικών (επανεφεύρεση κατά τον Freudenthal) 
χή 

 µε 

υ δεν 
ει 
αι 

ακλά µηχανιστική αντίληψη και 
βρίσκεται σε πλήρη διαφωνία µε τη ΡΜΕ 

Από την σύγκριση των σκοπών και στόχων της ελληνικής µαθηµατικής εκπαίδευσης 
όπως περιγράφονται στο Βιβλίο οδηγιών για τον καθηγη
ρεαλιστικής µαθηµατ

• Οι γενικοί σκοποί της διδασκαλίας των µαθηµατικών στην ελληνική προ
παρουσιάζουν αρκετές οµοιότητες µε τους ολοκληρωµένους στόχ
εκπαίδ
γίνεται αναφορά:  

                  ─ στην κοινωνικοποίηση του µαθητή µέσω της µαθηµατικής εκπαίδ
                  ─ στη γλώσσα ως µέσο επικοινωνίας 
                  ─ στη δυναµική φύση των µαθηµατικών 
• Οι ειδικοί σκοποί της µαθηµατικής εκπαίδευσης όπως κ

∆ιαθεµατικό Ενιαίο Πλαίσιο  και ως προς τη γλώσσα που 
χρησιµοποιούν και ως προς το περιεχόµενο, συµπίπτουν µε τους οκτώ 
µαθηµατικούς στόχους της εκπαίδευσης στη ΡΜΕ. 

• Ως προς τα χαρακτηριστικά που πρέπει να έχει η µαθησιακή διαδικασία, υπάρχει 
ταύτιση µε δύο από τις τρεις διδακτικές αρχές της ΡΜΕ (∆ραστηριότητα-
∆ιαφοροποίηση) Αντί της αρχής του κατακόρυφου σχεδιασµού, στην ελληνική 
προσέγγιση έχουµε πορεία «από το συγκεκριµένο στο αφηρηµένο, από το γνωστό 
στο άγνωστο από το απλό στο σύνθετο» 

• Απορρίπτεται η χρήση µη συµβατικού συµβολισµού σε αντίθεση µε την ΡΜΕ η 
οποία καθοδηγεί και ενθαρρύνει τους µαθητές στη χρήση «µη µαθηµατικών» 
συµβόλων 

• Το «παραδοσιακό» µοντέλο θεωρείται προβληµατικό αλλά δεν απορρίπτεται. Και 
αυτό συµβαίνει επειδή υποστηρίζεται από τα υπάρχοντα σχολικά εγχειρίδια. Οι 
όποιες προτάσεις αναφέρονται, αφορούν τις ατοµικές προσπάθειες καθηγητών 
που θεωρούν την υπάρχουσα κατάσταση προβληµατική. Αντίθετα η ΡΜΕ 
υποστηρίζει ότι όταν αναθεωρηθεί ο τρόπος διδασκαλίας, αυτή η αναθεώρηση 
για να έχει αποτέλεσµα, πρέπει να είναι καθολική. 

• Ενθαρρύνεται η 
στις δύο προσεγγίσεις 

• Τονίζεται η σηµασία της δραστηριότητας στη µαθησιακή διδικασία που αποτελεί 
βασική διδακτική αρχή για την ΡΜΕ 

• Η επανακατασκευή των µαθ
ακολουθώντας την ιστορική πορεία εξέλιξής τους, αποτελεί κοινή αρ
διδασκαλίας και στις δύο προσεγγίσεις 

• Η εκκίνηση της διδασκαλίας από συγκεκριµένα πλαίσια και η συνέχειά της
δραστηριότητες εκτός πλαισίου, είναι αποδεκτή και από τις δύο προσεγγίσεις 

• Η επίλυση προβλήµατος θεωρείται θεµελιώδους σηµασίας 
• Η χρήση µοντέλων είναι απολύτως σύµφωνη µε τις αρχές της ΡΜΕ, µόνο πο

ξεκαθαρίζεται ο ρόλος τους. Στη ΡΜΕ το πρόβληµα πρέπει να έχ
 κχαρακτηριστικά µοντέλου για να αποτελέσει τη γέφυρα ανάµεσα στα άτυπα

τα τυπικά µαθηµατικά 
• Ο ορισµός της µάθησης των µαθηµατικών ανταν
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Πρέπει να σηµειωθεί ότι κατά την µελέτη και ανάλυση και του βιβλίου οδηγιών 

παρ σ
είδος τω

• 

 δεν αναπτύσσονται - 

• 

• 

• 
• 

αδικασιών. 

Απ η
παρ η
προωθε  
περιεχό
 
Συνοψί υση 
προ γ τοιχεία µηχανιστικής 
προ γ
µε την κ ε ν  

τητα αποτελούν «επιστηµονικά» βιβλία Μαθηµατικών, 

παρατηρήθηκε η ύπαρξη αλληλοσυγκρουόµενων αντιλήψεων όσον αφορά τη µάθηση και 
τη φύση των µαθηµατικών. 
 
Ανα ύολ ντας και συγκρίνοντας τα σχολικά εγχειρίδια ως προς τον τρόπο που 

ου ιάζουν τις µαθηµατικές ιδέες, την διδακτική πρακτική που υποστηρίζουν και το 
ν ασκήσεων που περιέχουν, µε τη ρεαλιστική προσέγγιση, καταλήγουµε ότι: 
Οι µαθηµατικές ιδέες παρουσιάζονται σε καθαρά µαθηµατικό πλαίσιο, εκτός από 
την παρουσίαση της έννοιας του θετικού και αρνητικού αριθµού, σε αντίθεση µε 

κιλία πραγµατικών φαινοµένων. τη ΡΜΕ όπου εµφανίζονται µέσα από µια ποι
• Οι έννοιες παρουσιάζονται από τον καθηγητή και

κατασκευάζονται απο τους µαθητές. 
• ∆εν υπάρχουν δραστηριότητες, σε αντίθεση µε τη ΡΜΕ όπου η εισαγωγή και η 

ανάπτυξη  της έννοιας στηρίζεται πάντα σε δραστηριότητες διερεύνησης  
Κάθε παράγραφος εστιάζει σε µία µόνο ιδέα, σε αντίθεση µε τη ΡΜΕ στην οποία 
υπάρχει διασύνδεση των ιδεών που βρίσκονται σε διαφορετικές θεµατικές 
περιοχές. Αν και κάθε ενότητα επικεντρώνεται σε κάποια ειδικά θέµατα, εν 
τούτοις οι περισσότερες περιέχουν ιδέες που µπορούµε να τις εντοπίσουµε και σε 
άλλες ενότητες. 
Υπάρχουν πολλά στοιχεία φορµαλισµού, ενώ στη ΡΜΕ υπάρχουν πολύ λίγα. 

• Οι ασκήσεις είναι εξάσκησης και οι περισσότερες χαµηλού επιπέδου (Lange, J. de, 
Verhage, 1996) επειδή αφορούν αναγνώριση αντικειµένων, ορισµούς, κανόνες 
και εφαρµογές αυτών που διδάχθηκαν ήδη. 

• Οι ασκήσεις έχουν πάντα µία µόνο σωστή λύση σε αντίθεση µε τη ΡΜΕ στην 
οποία έχουµε και ασκήσεις που επιδέχονται πολλές διαφορετικές σωστές 
απαντήσεις. 
∆εν υπάρχουν ελεύθερες δηµιουργίες. 
Υποστηρίζεται διδασκαλία που εστιάζει στην  εκµάθηση κανόνων και τεχνικών 
και όχι στην ανάπτυξη µαθηµατικών εννοιών και δι

• Υποστηρίζεται διδασκαλία «δασκαλοκεντρική» όπου ο δάσκαλος «διδάσκει 
λέγοντας και παρουσιάζοντας», σε αντίθεση µε τη ΡΜΕ όπου ο ρόλος του 
δασκάλου είναι να διευκολύνει και κατευθύνει την διδακτική-µαθησιακή 
διαδικασία. 

ό τ ν µελέτη και ανάλυση και του βιβλίου οδηγιών και του σχολικού εγχειριδίου, 
ατ ρήθηκε ότι οι µαθηµατικοί στόχοι που τίθενται και το διδακτικό µοντέλο που 

ίται από το βιβλίο οδηγιών, βρίσκονται σε πλήρη αναντιστοιχία µε το 
µενο και το είδος της διδασκαλίας που υποστηρίζεται από το σχολικό εγχειρίδιο. 

ζοντας επίσης µπορούµε να πούµε ότι η ελληνική µαθηµατική εκπαίδε
σε γίζει τη  στρουκτουραλιστική άποψη µε έντονα σ
σέ γισης και έχει τα ανάλογα βιβλία. Κατά την άποψη ερευνητών που ασχολήθηκαν 

ανάλυση των σχολι ών εγχ ιριδίω  (Tzekaki, 1999)
Τα υπάρχοντα σχολικά βιβλία ανταποκρίνονται µε συνέπεια στον ρόλο για τον οποίο 
προορίζονται. Στην πραγµατικό
«µεταφρασµένα» σε «γλώσσα µαθητή», δηλαδή, απλουστευµένα και διατυπωµένα ώστε 
να ανταποκρίνονται στο γνωστικό επίπεδο των συγκεκριµένων, από άποψη ηλικίας, 
µαθητών. 
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         ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ I 
 

 
 
      Η διδασκαλία των θετικών και   
            αρνητικών αριθµών 
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                   ΘΕΤΙΚΟΙ ΚΑΙ ΑΡΝΗΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ 

Τ ο διδασκαλίας των θετικών και αρνητικών αριθµών αποτελείται από έξι 
ενότητες: 
Ενότητα 1η:  ΣΧΕ∆ΙΑΖΟΥΜΕ ΜΟΤΙΒΑ 
Ενότητα 2η:  ΣΥΝ ΚΑΙ ΜΕΙΟΝ ΠΟΝΤΟΙ 
Ενότητα 3η:  ΤΟ ΑΣΑΝΣΕΡ 
Ενότητα 4η:  ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΕΣ 
Ενότητα 5η:  ΟΛΕΣ ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 
Ενότητα 6η:  ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ 
 
   
 
Σ  των θετικών 
κα αρνητικών αριθµών σε διαφορετικά πλαίσια. Αναπτύσσουν κανόνες για τις πράξεις 
µεταξύ θετικών και αρνητικών αριθµών και τοποθετούν αριθµούς σε σύστηµα 
συντεταγµένων. Οι βασικοί στοχοι του κεφαλαίου είναι οι µαθητές: 

• Να µοντελοποιούν καταστάσεις χρησιµοποιώντας θετικούς και αρνητικούς 

ούς και 

• Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς των γεωµετρικών σχηµάτων στο σύστηµα 
συντεταγµένων και στο περιβάλλον Χελωνόκοσµος µε τη βοήθεια της Logo. 

 
Σκοπός των ερωτήσεων – προβληµάτων 
 
Οι ερωτήσεις – προβλήµατα  που, είτε λύνονται – συζητιούνται στην τάξη, είτε δίνονται ως 
εργασία για το σπίτι, έχουν ως σκοπό να διευκολύνουν τους µαθητές ώστε και µε τη 
βοήθεια του δασκάλου να καταφέρουν : 
1. Να αποκτήσουν εννοιολογική και διαδικαστική γνώση. Ειδικότερα: 

• Να σχεδιάζουν και να περιγράφουν µοτίβα χρησιµοποιώντας θετικούς και 
αρνητικούς αριθµούς.  

• Να συγκρίνουν και να διατάσσουν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς. 
• Να κάνουν τις τέσσερις πράξεις. 
• Να αναγνωρίζουν και να τοποθετούν διατεταγµένα ζεύγη στο σύστηµα 

συντεταγµένων. 
2. Να διατυπώνουν τους συλλογισµούς τους, να τους αιτιολογούν, να κάνουν τις  
    απαραίτητες συνδέσεις. ∆ηλαδή: 

• Να αναγνωρίζουν και να χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντιθέτων. 
• Να αναγνωρίζουν τις οµοιότητες που υπάρχουν όταν χρησιµοποιούν ακεραίους σε 

αλγεβρικά και γεωµετρικά πλαίσια. 
• Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς των γεωµετρικών σχηµάτων σε σύστηµα 

συντεταγµένων. 

 
ο κεφάλαι

                                  Στόχοι του κεφαλαίου 

το κεφάλαιο αυτό οι µαθητές αναπτύσσουν και χρησιµοποιούν την έννοια
ι 

αριθµούς. 
• Να προσθέτουν, να αφαιρούν, να πολλαπλασιάζουν, να διαιρούν θετικ

αρνητικούς αριθµούς. 
• Να διατάσσουν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς. 
• Να τοποθετούν σηµεία σε σύστηµα συντεταγµένων 
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3. Να µοντελοποιούν πολλές διαφορετικές καταστάσεις και  να αντιµετωπίζου
  αποτελεσµατικά καταστάσεις επίλυσης προβλήµατος. Ειδικότερα: 

ν  

•

 ένα πλαίσιο που θα τους βοηθήσει να λύνουν 

ας και αιτιολογώντας και να µπορούν να  

 κατεύθυνση ενός σχεδίου όταν δίνονται οι οδηγίες 

ισµούς γεωµετρικών 

α τις πράξεις µεταξύ θετικών και 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 

  
 Να µοντελοποιούν καταστάσεις µε θετικούς και αρνητικούς αριθµούς, 
χρησιµοποιώντας συγκεκριµένους χειρισµούς. 

• Να χρησιµοποιούν ένα µοντέλο ή
προβλήµατα µε ακεραίους. 

έψη αναλύοντ4. Να αποκτήσουν κριτική σκ
    γενικεύουν. Ειδικότερα: 

• Να κάνουν υποθέσεις για την
σχεδίασης και να τις αιτιολογούν. 

• Να κάνουν υποθέσεις και να αιτιολογούν τους µετασχηµατ
σχηµάτων. 

• Να γενικεύουν και να διατυπώνουν κανόνες γι
αρνητικών αριθµών. 
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Εν η Ε  ότ τα 1η         ΣΧ ∆ΙΑΖΟΥΜΕ ΜΟΤΙΒΑ 
 
Περ ρ
 

η, την 
 για 

Αρχικά
δηλαδή
Στη ν
δηλ ο
σχε σ
υ και ειται για ανοικτή ή κλειστή γραµµή. Στα επόµενα σχέδια η 
ειρά των κατευθύνσεων είναι καθορισµένη: δεξιά-πάνω-αριστερά-κάτω. Έχοντας τις 
τευθύνσεις  δεδοµένες  και µία σειρά αριθµών που επαναλαµβάνεται, υπολογίζουν την 
λική µετατόπιση του αρχικού σηµείο διαγράφοντας τις κινήσεις στην αντίθετη 
τεύθυνση. ∆ηλαδή  άτυπα διαγράφουν τους αντίθετους και προσθέτουν θετικούς και 
ρνητικούς αριθµούς. Ακολούθως αντικαθιστούν τα βελάκια µε τα σύµβολα συν και µείον: 
 συν για την δεξιά και πάνω κατεύθυνση και το µείον για την αριστερά και κάτω 
τελυθυνση. Στο τέλος, χρησιµοποιώντας συµβολισµό θετικών και αρνητικών αριθµών 
εδιάζουν και διερευνούν µοτίβα που ξεκινούν από το ίδιο αρχικό σηµείο ( αρχή ) 
ροετοιµάζοντας το έδαφος για τις γραφικές παραστάσεις σε ορθογώνιο σύστηµα 
ντεταγµένων. 

τόχος της ενότητας 

τόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν: 
• να αναπτύξουν την έννοια των θετικών και αρνητικών αριθµών 
• να ερµηνεύουν και να χρησιµοποιούν αρνητικούς αριθµούς 
• να αναγνωρίζουν ένα γεωµετρικό µοτίβο 
• να σχεδιάζουν και να αναλύουν γεωµετρικά µοτίβα σε τετραγωνισµένο χαρτί. 
• άτυπα να διαγράφουν και να προσθέτουν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς  

ιγ αφή της ενότητας 

Ένα αρχαϊκό γεωµετρικό µοτίβο, ο µαίανδρος, αποτελεί την αφετηρία για την ανάλυσ
γία σχεδίων από τους µαθητές. Αποτελεί δηλαδή το πλαίσιοπεριγραφή  και την δηµιουρ

τη δ ειερ ύνηση των θετικών και αρνητικών κατευθύνσεων σε τετραγωνισµένο χαρτί. 
, σχεδιάζουν ξανά τον µαίανδρο και  αφού αναγνωρίσουν ότι αποτελεί µοτίβο, 
  ένα γεωµετρικό σχήµα που επαναλαµβάνεται, συνεχίζουν µόνοι τους το σχέδιο. 

 συ έχεια χρησιµοποιούν µια επαναλαµβανόµενη σειρά από αριθµούς και βελάκια που 
τιςών υν  κατευθύνσεις: δεξιά, αριστερά, πάνω, κάτω για να περιγράψουν και να 

διά ουν νέα µοτίβα. Αναλύοντας την «κίνηση» του σχεδίου, βρίσκουν την κατεύθυνσή 
 διερευνούν αν πρόκτο

σ
κα
τε
κα
α
το
κα
σχ
π
συ
 
Σ
 
Σ
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 Στην αρχαία Ελλάδα, µετά το 
τέλος του Μυκηναϊκού 
κόσµου, ακολουθεί µία 
περίοδος τεσσάρων αιώνων 
(1100π.Χ-700π.Χ) που 
ονοµάζεται Γεωµετρική 
εποχή, επειδή το κυρίαρχο 
στοιχείο στη διακόσµηση των 
αγγείων και των 

                                                          
 
Το  
πο . 
ραµµή, δηλαδή το σχεδιάζουµε χωρίς να σηκώσουµε τη µύτη του µολυβιού. 

παρακάτω σχήµα είναι παρόµοιο µε τα σχέδια που χρησιµοποιήθηκαν εκείνη την
ε
γ

χή Το χαρακτηριστικό του είναι ότι µπορεί να σχεδιαστεί µε µία συνεχόµενη 

 

αρχή

 

σκευών είναι 
. Ένα 
ρικό 

διατ ή
χρόνια 

τα γεωµετρικά σχήµατα
χαρακτηριστικό γεωµετ
µοτίβο που εµφανίστηκε 
εκείνη την εποχή, αλλά 

ηρ θηκε και τα επόµενα 
είναι ο µαίανδρος 
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1.  Να περιγράψετε πως σχεδιάστηκε το σχήµα. 
 
2. Να αντιγράψετε το σχήµα σε τετραγωνισµένο χαρτί και να το συνεχίσετε. Ποια είναι η  
    κατεύθυνση του σχήµατος; 
 
Ένας τρόπος για να περιγραφεί ένα γεωµετρικό µοτίβο είναι να χρησιµοποιήσουµε τα 
βελάκια που περιγράφουν τις τέσσερις κατευθύνσεις: ↑ πάνω, ↓ κάτω, ← αριστερά,  
→ δεξιά. 
 
 

οί µε τα βελάκια; 
νισµένο χαρτί το µοτίβο που περιγράφεται από τους  
αρατηρείτε; Ποιά είναι η κατεύθυνση του σχήµατος; 
 σχέδιο και να συµπληρώσετε τους κατάλληλους αριθµούς  

 µερικούς αριθµούς ακόµη, χωρίς όµως να  
; Να εξηγήσετε την απάντησή σας. 

η παρακάτω σειρά αριθµών; 
ποια κατεύθυνση; 

 
 
 
5. Γι
 
   
 
   α. 
   β. 
     

 
 
 
 
 
 
 
3. α. Τί σηµαίνουν οι αριθµ
    β. Να σχεδιάσετε σε τετραγω
        παραπάνω αριθµούς. Τί π
    γ. Να συνεχίσετε για λίγο το
        και βελάκια. 
    δ. Θα µπορούσατε να συµπληρώσετε
        συνεχίσετε το σχέδιο
 
4. α. Ποιο σχέδιο περιγράφει 
    β. «Περπατάει» το σχέδιο προς κά
               Τί παρατηρείτε για τη σειρά των αριθµών; 
 
  
.  
 

 

→1  ↑2    ←3   ↓2   →1   ↑1   ←2   ↓3   →2   ↑1   
 

←3  ↓ 2   →3   ↑2   ←1   ↓1   →2   ↑3   ←2   ↓1 
α το επόµενο σχήµα δίνονται οι παρακάτω οδηγίες σχεδίασης. 
→1   ↑1 ←3  ↓1   →1   ↑3   .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 
→5  ↑6  →5  ↓4  ←3  ↑2  →1  ↓1  →1  ↑2  ←3  ↓4   
 

3  ↑2  →1  ↓1  →1  ↑2  ←3  ↓4  →5  ↑6  →5  ↓4  ←
 

→5  ↑6  →5 
Να σχεδιάσετε ό,τι περιγράφουν οι αριθµοί µε τις αντίστοιχες κατευθύνσεις. 
Να συνεχίσετε το σχέδιο µέχρι να φτάσετε στο σηµείο από όπου ξεκινήσατε. 
Η σειρά των κατευθύνσεων είναι: δεξιά, πάνω, αριστερά, κάτω. 
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       Τί παρατηρείτε για τη σειρά των αριθµών; 
 
. α. Να σχεδιάσετε το δικό σας γεωµετρικό µοτίβο ακολουθώντας τις κατευθύνσεις6 : 

        → ↑ ← ↓ 
   β. Να δώσετε τις οδηγίες σχεδίασης.  
    γ. Αποτελείται το σχέδιό σας κλειστή γραµµή ή ανοιχτή; Αν η γραµµή είναι κλειστή,  

 των αριθµών;         τί παρατηρείτε στη σειρά
 
Σε αρκετά αγγεία της µετέπειτα εποχής υπάρχει ανάλογο µοτίβο στη διακόσµηση. 
 

 
 
 

αρχή

 

ς χρησιµοποιώντας την σειρά   

ή κλειστή γραµµή; Που κατευθύνεται;  

. Ποιο γεωµετρικό µοτίβο δηµιουργείται από την παρακάτω σειρά αριθµών; 

  β. Ν
  γ. Μ

ουµ
οιχτ

 
. α. Να γράψετε τις οδηγίες σχεδίασης του µοτίβου. 7

    β. Για την ίδια σειρά αριθµών να ξαναγράψετε τις οδηγίε
        κατευθύνσεων   → ↑ ← ↓ 
    γ. Να σχεδιάσετε το νέο µοτίβο. Είναι ανοιχτή 
 
8. α
 

.  
  
  
        ε
 
Έχ
να
έξω απ
προβλ
σωστό

 

→3   ↑2  ←1  ↓1  →2  ↑3   ..   ..   ..   ..   ..   .

α συµπληρώσετε τους επόµενους έξι αριθµούς. 
πορείτε να βρείτε µια διαφορετική σειρά από έξι αριθµούς ώστε η γραµµή να  

ε δει ότι µερικά µοτίβα είναι κλειστές γραµµές, ενώ σε άλλα η γραµµή είναι 
ή και µπορούµε να τη συνεχίσουµε όσο θέλουµε. Κάποιες φορές το µοτίβο βγαίνει 

µε να 
το 

ίναι κλειστή; 

ό το τετράδιό µας, οπότε πρέπει να είµαστε προσεκτικοί και να προσπαθού
έψουµε την κατεύθυνση του σχήµατος, ώστε να ξεκινήσουµε το σχέδιο από 
 σηµείο. 
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Ας υποθέσουµε ότι έχουµε την παρακάτω σειρά αριθµών και θέλουµε να υπολογίσουµε 
 µε τη σειρά: → ↑ ← ↓ 

 

 δ. Από ποια θέση του τετραδίου πρέπει να ξεκινήσετε τη σχεδίαση; 
 
Ένας άλλος τρόπος για να περιγράψουµε ένα γεωµετρικό µοτίβο είναι να 
χρησιµοποιήσουµε το συν (+) και το µείον (-) αντί τη γνωστή σειρά από βελάκια  
(→ ↑ ← ↓). 
 
10.  Οι οδηγίες σχεδίασης ενός µοτίβου είναι οι εξής: 

 
   α
   β
 
11
 

 
 

  

την κατεύθυνση του σχεδίου. Οι κατευθύνσεις είναι
 

2   2   1   1   2   2   1   1   2   2   1   1 
 
9. α. Τί σχέση έχουν µε τις κατευθύνσεις οι αριθµοί µε το κόκκινο χρώµα; 
    β. Μπορείτε να υπολογίσετε αν το σχέδιο πηγαίνει προς τα δεξιά ή προς τα αριστερά  
        χωρίς να το σχεδιάσετε; 
    γ. Μπορείτε να υπολογίσετε αν το σχέδιο πηγαίνει προς τα πάνω ή προς τα κάτω
        χωρίς να το σχεδιάσετε; 
  

 
 
 

 
Να
 
12

. 

 
 

 
 
 
 
   α
    
   β
  
 
 
 
 
 

 

+1  +3   -2  -1  +1  +3  -2  -1  ..   ..   ..   ..   .
. Τί σχέση µπορεί να έχουν τα συν και µείον µε τις κατευθύνσεις; 

. Να σχεδιάσετε το µοτίβο 

.  Οι οδηγίες σχεδίασης ενός µοτίβου είναι οι εξής: 

. 
+1  +3   -3  -2  +1  +3  -3  -2  ..   ..   ..   ..   .
δίου χωρίς να το σχεδιάσετε. 

   

 κάνετε µια πρόβλεψη για την κατεύθυνση του σχε

 δύο σχέδια. . Έχετε τις παρακάτω οδηγίες για

. 
   
. 
Σχέδιο 1 : +5   +4   -2   -1   +1   +2   -4   -5 ο

 
Σχέδιο 2ο: +2 +4 -1 -1 +2 +4 -1 -1
ρείτε να πείτε ποιο από τα δύο   

ίς  
να το σχεδιάσετε. 

Ένα από τα δύο σχέδια είναι κλειστή γραµµή. Μπο
 είναι  χωρίς να κάνετε το σχήµα; Να εξηγήσετε τον συλλογισµό σας. 

υ είναι ανοικτή γραµµή να υπολογίσετε την κατεύθυνσή του χωρΓια το σχέδιο πο
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13. Οι οδηγίες για τέσσερα  σχέδια είναι οι εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
α. Ό
     τ

     

    β

β
    γ
   

 

    σχ
  3ο  
β. Π
 
  
 
14. α
       
   

 

  
 
15. Ν
      γ
 
16. α
      
  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Σχέδιο 1 :  +4   +2  -1  -1   +4    +2  -1
 

ο   -1   
ο

              

  -2  -4   +1   +1  -2  -4    

Σχέδιο 2 :  +2   +4  -1  -1   +2   +4   -1  -1   
 

ο -4 -2   +1 +1 -4 -2Σχέδιο 3 :  +1   +1
 

Σχέδιο4ο:   +1   +1
λα τα σχέδια ξεκινούν από ένα σηµείο Ο που θα τοποθετήσετε περίπο
ης σελίδας. Να σχεδιάσετε µόνο τα βήµατα που δίνονται από τις οδηγίες των  

ου ου

υ στο κέντρο  

 τελικό σηµείο του 1  σχεδίου θα το ονοµάσετε Α, του 2  σχεδίου Β, του  
µάσετε Γ και του τέταρτου ∆. 

ο αρχικό σηµείο Ο; 

                  ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ   ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ 

σετε την απάντησή  

. 

. 

. 
  

εδίων. Το
υ  θα το ονο
ού βρίσκονται τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ σε σχέση µε τ

. Είναι το παρακάτω σχέδιο κλειστή ή ανοιχτή γραµµή; Να εξηγή
.    σας χωρίς να κάνετε το σχέδιο

3 

α
ε

. 
+1  +2   -3  -1  +2  +3  -1 -2  +3  +1  -2  -

Να κάνετε το σχέδιο.  

  

 κάτω-δεξιά 
Να γράψετε τις οδηγίες σχεδίασης χρησιµοποιώντας συν και µείον αριθµούς 
Μπορείτε µόνο από τις οδηγίες να αναγνωρίσετε την κατεύθυνση του σχεδίου σας; 
Να εξηγήσετε την απάντησή σας. 

 

 αναφέρετε όλους τους τρόπους που µάθατε για την περιγραφή µε αριθµούς ενός
ωµετρικού µοτίβου. Ποιος νοµίζετε ότι είναι ο καλύτερος; 

Να σχεδιάσετε ένα µοτίβο που να πηγαίνει
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                Αναµενόµενες απαντήσεις - λύσεις και σχόλια 
 
Ένα γεωµετρικό µοτίβο µπορεί να περιγραφεί στην τυπική µαθηµατική γλώσσα µε τις 
ορθογώνιες συντεταγµένες. Όµως σ’ αυτό το σηµείο ενθαρρύνουµε τους µαθητές να 
χρησιµοποιήσουν οποιονδήποτε άτυπο τρόπο περιγραφής. Επίσης είναι πολύ 
σηµαντικό να δίνονται πρώτα οι δεξιά-αριστερά κατευθύνσεις, επειδή την ίδια λογική 
κατασκευής-περιγραφής ακολουθούµε και στο σύστηµα συντεταγµένων. Σε ένα 
διατεταγµένο ζεύγος (5, 3) πρώτα δίνονται οι δεξιά-αριστερά αριθµοί (τετµηµένες) 
και µετά οι πάνω-κάτω (τεταγµένες) 
 

Ερώτηση 1 
Πιθανή απάντηση: Το σχέδιο πηγαίνει 5 µονάδες δεξιά, 5 µονάδες πάνω, 5 µονάδες 

άτω, 

ι» το σχήµα
µένος προς τα πάνω.   

 

δεξιά, 4 µονάδες κάτω, 3 µονάδες αριστερά, 2 µονάδες πάνω, 1 µονάδα δεξιά, 1 
µονάδα κάτω, 1 µονάδα δεξιά, 2 µονάδες πάνω, 3 µονάδες αριστερά, 4 µονάδες κ
5 µονάδες δεξιά και µετά επαναλαµβάνεται. 
 

Ερώτηση 3 
α. Μας δηλώνουν σε ποια κατεύθυνση και πόσες µονάδες θα «προχωρήσε
β. Πιθανή απάντηση: Το σχήµα είναι πάλι µαίανδρος µετατοπισ
    Η κατεύθυνση του σχήµατος είναι πάνω-δεξιά. 

      
 
δ. Οι µαθητές πρέπει να αναγνωρίσουν ότι υπάρχει µια επαναλαµβανόµενη σειρά  

 το γεωµετρικό     

                                                                

    αριθµών µε παρόµοια βελάκια και ότι αυτή η σειρά δηµιουργεί

 

    µοτίβο. 
 

Ερώτηση 4 
Το σχέδιο δεν συνεχίζεται όσες φορές 
θέλουµε. Τελειώνει επιστρέφοντας στο 
αρχικό σηµείο. 
Πιθανές παρατηρήσεις: 
1. Επαναλαµβάνεται 4 φορές η σειρά   
    των αριθµών 1, 2, 3, 2, 1 µε  
    διαφορετική κατεύθυνση 
2. Επαναλαµβάνεται 2 φορές η σειρά   
    των αριθµών 1, 2, 3, 2, 1, 1, 2, 3, 2, 1  
    µε ακριβώς αντίθετη κατεύθυνση
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Ερώτηση 5                        

                                                                                                 
Ερώτηση 6 
Μία γραµµή που τελειώνει εκεί που αρχίζει, την ονοµάζουµε κλειστή γραµµή, ενώ αν 
τα άκρα της δεν συναντώνται την ονοµάζουµε ανοιχτή γραµµή. 
Για να αποτελεί το µοτίβο µια κλειστή γραµµή θα πρέπει να έχουµε µια σειρά από 
τρεις αριθµούς που επαναλαµβάνεται τέσσερις φορές. Για παράδειγµα: 
→1 ↑2  ←3  ↓1  →2  ↑3  ←1  ↓2  → 3  ↑1  ←2  ↓3     
Οι αριθµοί µε το ίδιο χρώµα αλληλοαναιρούνται, οπότε η κίνηση του αρχικού 
σηµείου είναι µηδέν και καταλήγουµε εκεί από όπου ξεκινήσαµε. 
 

                                                                       
                                                                                                                                  
Σ’ αυτό το σηµείο ο καθηγητής µπορεί να συζητήσει µε τους µαθητές για τη συνολική 
-καθαρή µετατόπιση του αρχικού σηµείου είτε στην αριστερά-δεξιά κατεύθυνση είτε 
στην πάνω-κάτω. Η µετατόπιση 2 µονάδων προς τα αριστερά, για παράδειγµα 
ακυρώνεται µε την µετατόπιση 2 µονάδων προς τα δεξιά. Επίσης αν η µετατόπιση  
προς τα πάνω είναι 6 µονάδες και προς τα κάτω είναι 4 µονάδες, τότε η συνολική 
µετατόπιση του σηµείου είναι 2 µονάδες προς τα πάνω. Βέβαια όλα τα παραπάνω 
ξεκαθαρίζονται για τους µαθητές στην άσκηση 9 

Παρατηρούν ότι επαναλαµβάνεται 
η σειρά των αριθµών 1, 1, 3 και ότι 
για να φτάσουν στο αρχικό σηµείο 
πρέπει η σειρά να επαναληφθεί 
τέσσερις φορές  

Ερώτηση 7 
 
α. Οι οδηγίες σχεδίασης είναι:  
     →2 ↑3 →2 ↓1 ←1 ↓2  
    και επαναλαµβάνεται  
 
β. Οι νέες οδηγίες είναι:  
    →2 ↑3 ←2 ↓1 →1 ↑2 
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β. Υπάρχουν πολλοί τρόποι για να    
    τελειώσει το σχήµα  εκεί που  
    άρχισε. Οι µαθητές µπορούν να  
    χ ιµοποιήσουν την ίδια σειρ
    αριθµών ξανά ή να συνεχίσουν µε  
    τυχαίο τρόπο.  
 
γ. Πιθανή σειρά αριθµών: 
←3 ↓2 →1 ↑1 ←2 ↓3 

ρησ ά  

Ερώτηση 8 

                                                                    
 
Για να βρουν τη κατάλληλη σειρά αριθµών θα πρέπει να υπολογίσουν τη συνολική  
µετατόπιση στην αριστερά-δεξιά κατεύθυνση η οποία για τους αριθµούς του 
προβ ατος είναι → 4. Για να είνα  τελική µετατόπιση του αρχικού σηµείου 
µηδέ ρέπει να  βρουν µια σειρά αριθµών που να έχει συνολική µετατόπιση στην       
αριστερά-δεξιά κατεύθυνση ← 4.                                                                      
                                                
                                                        

                                                 

λήµ ι η
ν, π

 
   είναι τέσσερις τότε υπολογίζουν  τις συνολικές µετατοπίσεις και τις συγκρίνουν. 
    
   γ. Το σχέδιο «περπατάει» προς τα πάνω επειδή 2>1. 
       Στρατηγική 1η : Σύγκριση πάνω και κάτω µετατοπίσεων στο πρώτο τµήµα της  
                                 σειράς που επαναλαµβάνεται όπως και προηγούµενα. 
      Στρατηγική 2η : Υπολογισµός όλων των µετατοπίσεων προς τα πάνω και προς τα  
                                 κάτω όπως δίνονται στο πρόβληµα. 
 
  δ.  Η κατεύθυνση του σχεδίου είναι προς τα πάνω και δεξιά άρα πιο πιθανή  
  απάντηση θα είναι να ξεκινήσει κανείς από κάτω αριστερά της σελίδας. 

Ερώτηση 9 
α. Οι αριθµοί µε το 
κόκκινο χρώµα είναι οι 
µετατοπίσεις προς τα 
δεξιά ή αριστερά. 
 
β. Συγκρίνουν  τη 
µετατόπιση στα δεξιά και 
τη µετατόπιση  στα 
αριστερά για την πρώτη 
τετράδα αριθµών η οποία 
και επαναλαµβάνεται. Το 
σχέδιο «περπατάει» προς 
τα δεξιά επειδή 2>1. 
Αν οι αριθµοί που 
επαναλαµβάνονται δεν

β. Υπάρχουν πολλοί τρόποι για να    
    τελειώσει το σχήµα  εκεί που  
    άρχισε. Οι µαθητές µπορούν να  
    χρησιµοποιήσουν την ίδια σειρά  
    αριθµών ξανά ή να συνεχίσουν µε  
    τυχαίο τρόπο.  
 
γ. Πιθανή σειρά αριθµών: 
←3 ↓2 ↑1 →1 ←2 ↓3 
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Ερώτηση 10 
Εισάγονται τα πρόσηµα + και – για να 
περιγράψουν τις κατευθύνσεις. Το + είναι για 
τη δεξιά και την πάνω µετατόπιση, ενώ το – 
για την αριστερά και την κάτω µετατόπιση. 
Αυτός ο συµβολισµός συνδέεται άµεσα και 
µε την µετέπειτα σχεδίαση και περιγραφή 
σχηµάτων και σηµείων στο σύστηµα 
συντεταγµένων. Επί πλέον διευκολύνει τους 
µαθητές στον υπολογισµό της συνολικής 
µετατόπισης του αρχικού σηµείου. 

                                                                
ώτηση 11

 σχήµα κατευθύνεται πάνω αριστερά. Η σειρά 
αι: +1 +3 -3 -2. Εποµένως στην αριστερά-δεξιά
νάδες στα αριστερά, δηλαδή -2  και στην πάνω
αι µία µονάδα πάνω, δηλαδή +1. 

ώτηση 12 
Το 1ο σχέδιο είναι κλειστή γραµµή. Επειδή εδώ

ην κατεύθυνση δεξιά και την κατεύθυνση πάνω
ις συµβολίζουµε µε +. Την κατεύθυνση αριστε
αι την κατεύθυνση πάνω τις συµβολίζουµε µε 
                                 

                                                                        
 

              

Eρ
Το των αριθµών που επαναλαµβάνεται   
είν  κατεύθυνση η µετατόπιση είναι 2  
µο -κάτω κατεύθυνση η µετατόπιση   
είν
 
Ερ
α.  δεν έχουµε τρεις αριθµούς να  
    επαναλαµβάνονται τέσσερις φορές, ο πιο πιθανός συλλογισµός είναι:  
    Η συνολική µετατόπιση προς τα δεξιά είναι +6, ενώ η συνολική µετατόπιση προς  
    τα αριστερά είναι -6. Εποµένως καθαρή µετατόπιση στην αριστερά-δεξιά  
    κατεύθυνση είναι 0 ( -6 + 6 = 0 ). Επίσης η συνολική µετατόπιση προς τα πάνω   
    είναι +6, ενώ η συνολική µετατόπιση προς τα κάτω είναι -6. Εποµένως καθαρή    
    µετατόπιση στην πάνω-κάτω κατεύθυνση είναι 0. 
 
β. Το 2ο σχέδιο κατευθύνεται προς τα πάνω και δεξιά. Πιθανές εξηγήσεις: 

• Η σειρά  +2   +4   -1   -1 επαναλαµβάνεται. Η τελική µετατόπιση στην 
αριστερά - δεξιά κατεύθυνση είναι: + 2 – 1 = + 1, ενώ η τελική µετατόπιση 
στην πάνω-κάτω κατεύθυνση είναι + 4 – 1 = + 3. 

• Υπολογίζουν τις συνολικές µετατοπίσεις και για τους οκτώ αριθµούς που 
δίνονται και εργάζονται ανάλογα. Η τελική µετατόπιση στην αριστερά - δεξιά 
κατεύθυνση είναι: + 4 – 2 = + 2, ενώ η τελική µετατόπιση στην πάνω-κάτω 
κατεύθυνση είναι + 8 – 2 = + 6. 

 
Ερώτηση 13 
Σ’ αυτό το πρόβληµα οι µαθητές τοποθετούν και ονοµάζουν την αρχή του σχεδίου µε 
το γράµµα Ο. Σε προηγούµενα προβλήµατα εργάστηκαν άτυπα σε σύστηµα 
συντεταγµένων. Εδώ ονοµάζουν την αρχή και δίνουν τις θέσεις διαφόρων σηµείων σε 
σχέση µε το Ο, δηλαδή στην ουσία τις συντεταγµένες των σηµείων. 

Η περιγραφή των κατευθύνσεων µε συν και µείον  
έχει τα εξής πλεονεκτήµατα: 
1. Η διαγραφή, η πρόσθεση και η αφαίρεση των  
    κατευθύνσεων γίνεται ευκολότερη. 
2. Οι µαθητές προετοιµάζονται για τον τρόπο  
    εργασίας και τους συµβολισµούς σε ένα   
    ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων 
 
Ερώτηση 10
Τα βελάκια αντικαθίστανται µε τα συν και µείον. 
Τ  
τ ρά 
κ -.
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O

A

B

Γ

∆

 
Για να περιγράψουν τις 
θέσεις των σηµείων 
µπορεί να 
χρησιµοποιήσουν 
διαφορετικούς  

λεκτικούς, είτε να 
κάνουν χρήση 
συµβόλων 
1. Το Α είναι έξι  
    µονάδες δεξιά και δύο  
    µονάδες πάνω 
2. Το Α είναι δεξιά και  
    πάνω 
3. Α: → 6 ↑2 
4. Α: +6, +2 

συµβολισµούς, είτε 

  
Όταν χρησιµοποιούν το συν και µείον για να περιγράψουν την τελική θέση, 
υπενθυµίζουµε ότι ο πρώτος αριθµός δίνει την αριστερά-δεξιά κατεύθυνση, ενώ ο 
δεύτερος τη πάνω-κάτω 
Οι µαθητές συγκρίνουν τις περιγραφές τους, συζητούν ποιά είναι η πιο ακριβής, πιο 
σύντοµη, ποια προτιµούν αυτοί. 
 
Τα επόµενα δύο προβλήµατα εξετάζουν την ικανότητα των µαθητών 

1. Να σχεδιάζουν και να περιγράφουν γεωµετρικά µοτίβα χρησιµοποιώντας 
θετικούς και αρνητικούς αριθµούς 

2. Να αναγνωρίζουν και να χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντιθέτων (οι 
αντίθετοι διαγράφονται) 

 
Ερώτηση 14                                             

Οι 1ος, 3ος,........,11ος αριθµοί στις οδηγίες 
δίνουν την αριστερά-δεξιά κατεύθυνση και 
έχουν άθροισµα 0. Άρα δεν έχουµε µετατόπιση 
σ’αυτή την κατεύθυνση. 
+1 -3 +2 -1 +3 -2 = 0 
Οι 2ος, 4ος,..........12ος αριθµοί στις οδηγίες 
δίνουν την πάνω-κάτω κατεύθυνση και έχουν 
άθροισµα 0. Εποµένως δεν έχουµε µετατόπιση 
ούτε σ’αυτή την κατεύθυνση. 
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Ερώτηση 15 
Οι απαντήσεις των µαθητών θα διαφέρουν διότι µπορεί να χρησιµοποιήσουν: 

• Λεκτικό τρόπο: δεξιά, αριστερά, πάνω, κάτω 
• Βελάκια: →  ↑ ← ↓    
• Πρόσηµα: +, ─ 

Η απάντηση στο ερώτηµα ποιος τρόπος περιγραφής είναι ο καλύτερος εξαρτάται από 
τα κριτήρια επιλογής. Τα κριτήρια µπορεί να είναι: 

1. Η ακρίβεια περιγραφής 
2. Η ευκολία κατανόησης των οδηγιών 
3. Η δυνατότητα ερµηνείας τους µε µοναδικό τρόπο 
 

Ερώτηση 16 
Το πρόβληµα αυτό  εξετάζει την ικανότητα των µαθητών να δηµιουργούν και να 
δίνουν οδηγίες σχεδίασης  γεωµετρικών µοτίβων χρησιµοποιώντας θετικούς και 
αρνητικούς αριθµούς. 
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Ενότητα 2η      ΣΥΝ ΚΑΙ ΜΕΙΟΝ ΠΟΝΤΟΙ 

εριγραφή της ενότητας 

 ενότητα αυτή δηµιουργεί ένα πλαίσιο που βοηθά  τους µαθητές να διερευνήσουν και να 
ατυπώσουν τους κανόνες  πρόσθεσης και αφαίρεσης θετικών και αρνητικών αριθµών. 
ι µαθητές επεξεργάζονται και αναλύουν τα αποτελέσµατα ενός παιχνιδιού ερωτήσεων. 
το παιχνίδι, κάθε απάντηση παίρνει έναν πόντο, είτε θετικό είτε αρνητικό.  
έσα σ΄αυτό το πλαίσιο διαγράφουν θετικούς και αρνητικούς πόντους για να υπολογίσουν 
 τελικό σύνολο.  Στη συνέχεια χρησιµοποιούν µοντέλο που θα τους βοηθήσει να λύσουν 
ροβληµατικές καταστάσεις

 
Π
 
Η
δι
Ο
Σ
Μ
το
π . Μέσα από τη διερεύνηση διαπιστώνουν ότι ίσος αριθµός 
ντίθετων πόντων µπορεί να αφαιρεθεί ή να αγνοηθεί χωρίς να αλλάξει το αποτέλεσµα. 
ροσθέτουν και αφαιρούν πόντους που είναι θετικοί και αρνητικοί αριθµοί, γράφουν τις 
ντίστοιχες µαθηµατικές εκφράσεις, διαγράφουν τους αντίθετους, διερευνούν τη σχέση 
ρόσθεσης-αφαίρεσης. 
το τέλος γενικεύουν διατυπώνοντας τους κανόνες για την πρόσθεση και αφαίρεση των 
τικών και αρνητικών αριθµών. 

τόχος της ενότητας 

τόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν να: 
• προσθέτουν και αφαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς 
• διατυπώνουν τους κανόνες πρόσθεσης και αφαίρεσης θετικών και αρνητικών 

αριθµών. 
• αναγνωρίζουν και να χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντίθετων αριθµών. 

α
Π
α
π
Σ
θε
 
Σ
 
Σ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 105



 
 τάξη των Μαθηµατικών παίζει το παιχνίδι των  Η

ερωτήσεων. Οι µαθητές χω
άθε οµάδα παίρνει ένα «συν

ρίζονται σε τέσσερις οµάδες.  
» πόντο για κάθε σωστή  

 δείτε τους πόντους κάθε οµάδας µετά απο 6 γύρους. 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σύνολο µετά τον Κ
4ο γύρο απάντηση και ένα «µείον» για κάθε λανθασµένη. Οι  

οµάδες πρέπει να απαντήσουν σε όλες τις ερωτήσεις. 
Οµάδα Α +4 Η Άννα και ο Γιώργος υπολογίζουν τους πόντους  

κάθε οµάδας. 
Οµάδα Β -2 

Οµάδα Γ 0 

Οµάδα ∆ 0 

Το σύνολο των πόντων µετά από τέσσερις  
γύρους είναι το εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
τον παρακάτω πίνακα µπορείτε ναΣ

 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 

Σ νύ ολο µετά τον 
6ο γύρο 

Οµάδα  Α +6 

Οµάδα  Β -2 

Οµάδα  Γ -2 

Οµάδα  ∆  

1 Πως απάντησε η κάθε οµάδα   
      τις  ερωτήσεις στους πρώτους  
      τέσσερις γύρους; 

 

 

      
      2.  Εξηγήστε πως απάντησαν
            οµάδες Α, Β, Γ. 

 στις ερωτήσεις οι  

υπολογισθεί.  Εξηγήστε γιατί η ∆ οµάδα δεν 
 6ο γύρο.

4. Να υπολογίσετε όλους τους πιθανούς 
συνδυασµούς σωστών και λάθος 
απαντήσεων της οµάδας ∆ και να 
συµπληρώσετε τον πίνακα 

  

3. Οι πόντοι της ∆ οµάδας δεν έχουν 

µπορεί να έχει +1 πόντους µετά τον

ΣΩΣΤΟ ΛΑΘΟΣ ΠΟΝΤΟΙ 

   

   

   

   

   

   

   
106



Μετά από µερικούς γύρους το παιχνίδι τελείωσε.  Στον πίνακα φαίνεται το σύνολο των 

ο Γιώργος ξαφνικά ν   
ει ένα λάθος. Έδωσαν     

ν οµάδα Β ενώ έ   
              δώσουν στην οµάδα  Α. 

                
 
 
 
 
 
 
 

 
 

ι µαθητές αποφασίζουν να παίξουν ξανά το παιχνίδι. Ο καθηγητής τότε πρότεινε έναν 
ιαφορετικό τρόπο να υπολογίζουν τους πόντους. Τους έδειξε µερικές κάρτες που είχαν 
το
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

πόντων που συγκέντρωσε η κάθε οµάδα      
                                                                   

 Τελικά               Η Άννα και διαπίστωσα
 έναν µείοναποτελέσµατα               ότι είχαν κάν

              πόντο στη πρεπε να τον

Οµάδα  Α +9 

Οµάδα  Β +7 

Οµάδα  Γ +4 

 

 

 
 
Ο
δ

 + ή το – και είπε: 

 
 
 
 
 
 

Οµάδα  ∆ +6 

Οι σωστές απαντήσεις παίρνουν 

      5.  Να διορθώσετε τα απ των
           οµάδων  Α και Β. 

   6.  Αφού διορθώσατε τα
        έχοντας το σύνολο τω  
        τον 6ο γύρο, ποιος είναι ο µικρότερος 
        αριθµός γύρων που χρειάζονται για να 
        τελειώσει το παιχνίδι µε τελικό σκορ:  

οτελέσµατα   

 τελικά και  
ν πόντων µετά

  Α: +8  Β: +8  Γ: +4  ∆: +6  ; 
 

µία +
– κάρ

 κάρ  ι λάθος µία 
τα. παιδιά θα 

συγκεντρώσουν τις κάρτες και 
ολογ ν τους πόντους. 

τα και
∆ύο 

ο

θα υπ ίσου
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Μετά από κάποιους γύρους οι οµάδες συγκέντρωσαν τις εξής  + και  –  κάρτες: 
 

      ΟΜΑ∆Α Α                   ΟΜΑ∆Α Β                        ΟΜΑ∆Α Γ 

 

 οµάδα ∆ έχει 0 πόντους 

ετά από 12 γύρους τα αποτελέσµατα για τις τέσσερις οµάδες είναι τα εξής: 

 

 
 
 
 
 

    7.  α) Πόσους γύρους έπαιξαν; Πώς το βρήκες;  
         β) Να υπολογι

Η
 
 
 
 
 
Μ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

σθεί το σκορ κάθε οµάδας 

   8.  Γράψε όλους τους πιθανούς συνδυασµούς + και – καρτών που δίνουν   
        αποτέλεσµα 0. 

▬ 

+ +

▬

 

+

+

+

+

+
+

+
▬

▬

ΟΜΑ∆Α  Β 

+ +

 

▬ 

++
+
 + + +▬
▬

ΟΜΑ∆Α   Α 
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άλι έγινε λάθος στις κάρτες. Η Άννα που είναι αρχηγός της

 

Π
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αν µου δώσεις 
δύο µείον κάρτες 
θα είµαστε εντάξει 

▬ 

▬ 

▬

+
+

+
▬

▬ 

▬ 

▬ 
▬ 

▬ ▬ ▬ 

+

+

+

▬+
▬

ΟΜΑ∆Α  ∆ ΟΜΑ∆Α  Γ 

      9.   Να βρείτε τους πόντους κάθε οµάδας 
     10.  Οι κάρτες µε τα + τελείωσαν. Να αφαιρέσετε κάπο
            αλλάξει το σύνολο των πόντων της οµάδας. 
     11.  Το παιχνίδι συνεχίστηκε. Μετά από 3 γύρους ποια 
             κάθε  οµάδας 

  12. Θα µ ίδιο
         Εξηγήστε τον συλλογισµό σας

   είναι το αποτέλεσ α το 

 

 οµάδας 

Γιατ
δίνει
κάρτ

▬
▬

ιες κάρτες

είναι το π

. 
; 
+
▬

 

Α λέε

ί
ς
 δεν 
 εσύ
ες; 

 χωρί

ιθανό
ι στον Κώστα: 

 

µου 
 δύο συν 

ς να  

 σκορ   
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4.  Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα: 

 
 
Αντί να χρησιµοποιήσουµε τον πίνακα θα µπορούσαµε να περιγράψουµε την ίδια 
κατάσταση για την οµάδα Α, ως εξής: 
 
                                     Β:   ( + 6 ) + ( - 2 ) = + 4 

5.   Να κάνετε το ίδιο για τις οµάδες Α, Γ, ∆ 

6.   Προσπαθήστε να βρείτε και άλλους 

7.  Αν θέλατε να υπολογίσετε τα αποτελέσµατα ενός παιχνιδιού, ποιό θα ήταν το τελικό   
     αποτέλεσµα σε κάθε µία από τις παρακάτω περιπτώσεις; 
     Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε τις συν και µείον κάρτες αν θέλετε. 

Πόντοι µετά από 8 γύρους  Πόντοι Πόντοι µετά από 10 γύρους 

 
 
 
 
 
 
 
1
 

 
Α                πρόσθεσε                     +6 
Β                +6         >>    -2                 +4 
Γ          >>                  -4 
∆          >>                  -2 

▬ 

▬

+
▬ 

ΟΜΑ∆Α  A 

++

+

+++
+

+
 
13.  Στο διπλανό σχήµα έχετε τις     
       κάρτες της οµάδας Α. 
 
      α)Να αφαιρέσετε δύο κάρτες   
          χωρίς να αλλάξετε το σκορ.  
      β) Μπορείτε να αφαιρέσετε  
           περισσότερες χωρίς να    
          αλλάξετε το αποτέλεσµα;  
       γ)  Μπορείτε να προσθέσετε  
           κάρτες χωρίς να    
          αλλάξετε το αποτέλεσµα;  
 
   Να εξηγήσετε τον συλλογισµό σας  

  
 
1
 
1 τρόπους να περιγράψετε την ίδια κατάσταση 
 
1
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ΣΚΟΡ  ΠΟΝΤΟΙ ΤΕΛΙΚΟ ΣΚΟΡ 
+8 ΠΡΟΣΘΕΣΕ +4  

+3 >> -2  

+2 >> -5  

-4 >> +1  

-3 >> -2  

+5 ΑΦΑΙΡΕΣΕ +2  

+4 >> +8  

0 >> +3  

+8 >> -2  

+3 >> -4  

-6 >> -2  

-3 >> -5  

0 >> +4  

0 >> -2  
 
 
18. τε κάθε γραµµή του τον πο που γούµενα 

  ώστε τις αντίστοι τες. 
η γραµµή:  (+8) + (+4) =  

9.   Στην γραµµή 9 έχετε την εξής κατάσταση: 

α κάνετε κάτι διαφορετικό που να δίνει το ίδιο   

άσεις: 

    - 6 αφαιρώ - 3 = ......  δινει το ίδιο αποτέλεσµα µε   - 6 .......................  =....... 

..  =....... 

    + 3 – ( - 4 ) = .........     δινει το ίδιο αποτέλεσµα µε   + 3 ............... = ........ 

 Ξαναγράψ  πίνακα µε  τρό  µάθαµε προη
     και συµπληρ χες ισότη
 
       1
 
1
 
       +8  ΑΦΑΙΡΕΣΕ  -2  =  +10 
 
        Αντί να αφαιρέσετε -2  µπορείτε ν
        αποτέλεσµα; 
 
20.  Συµπληρώστε τα κενά στις παρακάτω προτ
        
      + 8 αφαιρώ - 2 = + 10  δινει το ίδιο αποτέλεσµα µε  + 8 ........................=  + 10 
 
  
 

..................  =.......       + 4 αφαιρώ + 3 = ......  δινει το ίδιο αποτέλεσµα µε  + 4 ...
 
      - 5  αφαιρώ + 1 = ......  δινει το ίδιο αποτέλεσµα µε   - 5 ...................
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      - 3 – ( - 5 ) = .........       ινει το ίδιο ε   -
 
      - 2 –  = .. ίδιο αποτέλεσµα µε    - 2 ............... = ........ 
 
        0 – ( - 2 ) = .........    ει το ίδιο αποτέλεσµα µε    0 ............... = ........ 
 
21.  Ξαναγράψτε τον πίνακα στο τετράδιό σ ησιµοποιώντας µόνο πρόσθεση 
 
22.  Συµπληρώστε τις παρακάτω ισότητες µ ικούς ή αρνητικούς µούς 
        
     α)  ...... +  ......  =  + 2                     β)  ......  +  ...... =  +4 
 
     γ)  ......  +  .....   =  0                       δ)  ..... ...... =  +1 
 
     ε)  .... .....  =  - 3              ζ)  ..... ......  =  0 
 
     η) (+ 4) +  ......  = + 1                     θ) ( - 3
 
     ι) (+ 7 .....  =  - 1                κ) ( +  ...... = - 8 
        
 

ΕΙΣ ΚΑΙ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΕΠΑΝΑΛ  
 

3.   α) Τι συµβαίνει όταν προσθέτουµε έναν αρνητικό σε έναν θετικό αριθµό όπως  
 όπως  

ε τα σκορ µπορούν να σας βοηθήσουν.   

ε αριθµό αφαιρούµε έναν αρνητικό; 

όνα    

    α)    Όταν προσθέτω δύο θετικούς αριθµούς το αποτέλεσµα είναι θετικός αριθµός. 
 το αποτέλεσµα είναι θετικός   

    αριθµός.   
µός.  

  

νητικός  

ς  

δ  αποτέλεσµα µ  3 ............... = ........ 

( + 6 ) .......       δινει το 

   διν

 ας χρ

ε θετ  αριθ

.  ─   

..  ─  .        .  ─  

 ) ─  ...... = +2 

)  ─ .       2 ) ─

ΕΡΩΤΗΣ  ΗΨΗΣ

2
            (+5) + (-2) = ....... και τι συµβαίνει όταν τον προσθέτουµε σε έναν αρνητικό
            (-4) + (-3) = ……; 
            Το παιχνίδι µε τις κάρτες και οι πίνακες µ
            σε κάθε περίπτωση. 
 
        β) Τί συµβαίνει όταν από έναν οποιονδήποτ

= .......      (-7) - (-10) = ......                (+3) - (-2) 
             Να διατυπώσετε έναν καν
 
24. Να χαρακτηρίσετε ως σωστές ή λάθος τις παρακάτω προτάσεις:     
        
  
      β)    Όταν προσθέτω έναν θετικό και έναν αρνητικό
         
      γ)    Όταν προσθέτω δύο αρνητικούς αριθµούς το αποτέλεσµα είναι θετικός αριθ
      δ)    Αν από έναν θετικό αφαιρέσω έναν αρνητικό το αποτέλεσµα είναι θετικός
             αριθµός.             
      ε)    Αν από το µηδέν αφαιρέσω οποιονδήποτε αριθµό το αποτέλεσµα είναι αρ

αριθµός.                          
      ζ)    Αν από έναν αρνητικό αφαιρέσω έναν θετικό το αποτέλεσµα είναι θετικό
             αριθµός 
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              Αναµενόµενες απαντήσεις - λύσεις και σχόλια 
 
Ερωτήσεις 1-6 
Σκοπός των ερωτήσεων αυτών είναι να κατανοήσουν οι µαθητές: 
I)   Πως υπολογίζεται το σύνολο των πόντων σε ένα παιχνίδι όπου παίρνουµε κα
      θετικούς και αρνητικούς πόντους. 

ι   

   

 των θετικών και 
χέρια τους για να 

συνειδητοποιήσουν ότι: 

 
λλάξει το σκορ 

ν να βγάλουν ίδιο αριθµό + και – καρτών χωρίς να αλλάξει πάλι το σκορ 
 
Λύσεις και
7.  α) Έπαι

ii)  Ότι κάθε ερώτηση παίρνει πόντο είτε θετικό είτε αρνητικό 
 θετικός και ένας αρνητικός πόντος αλληλοαναιρούνται και δεν επηρεάζουνiii) Ένας

      το αποτέλεσµα 
 
Ερωτήσεις 7-11 
Οι συν και µείον κάρτες είναι ιδιαίτερα χρήσιµες για την αναπαράσταση
αρνητικών αριθµών. Οι µαθητές έχουν ένα εργαλείο στα 

ι)   Για κάθε απάντηση παίρνουν κάρτα 
ii)  Το σύνολο των καρτών δίνει και το σύνολο των απαντήσεων
iii) Μπορούν να βγάλουν µία + και µία – κάρτα χωρίς να α
iv) Μπορού

 στρατηγικές  
ξαν 8 γύρους.  

        Πιθανή απάντηση : Μέτρησαν τον αριθµό των καρτών 
        Πιθανές στρατηγικές 

ν και µείον κάρτας αλληλοαναιρούνται οπότε τις αγνοούν στους        Α) Κάθε ζευγάρι συ  

ατός συνδυασµός : 3 συν κάρτες και 5 µείον κάρτες 
  

σωστές απαντήσεις  που εξαρτώνται από   
θούν. 

             υπολογισµούς. Μετρώνται µόνο οι κάρτες που µένουν. 
 συν κάρτες και όλες τις µείον και µετά αφαιρούν.         Β) Προσθέτουν όλες τις

8.   Υπάρχει µόνο ένας δυν
9.   Μπορούν να τους υπολογίσουν χρησιµοποιώντας δύο στρατηγικές όπως και στην
      ερώτηση 7. ( Α: +4, Β: +6, Γ: -6, ∆: -2 ) 
10. ρετικές Η ερώτηση αυτή έχει πολλές διαφο
      τις στρατηγικές που θα χρησιµοποιη
      Πιθανές στρατηγικές 

 Α) Μπορούν να βγάλουν τον ίδιο αριθµό συν και µείον καρτών απ     ό µία ή  

ία  

α τους 
θανό να µαζέψει  µία οµάδα σε 3 γύρους. ¨Εχοντας 4 πιθανούς  

 

 

           περισσότερες οµάδες χωρίς να αλλάξει το σκορ. 
      Β) Μπορούν να βγάλουν µία µείον κάρτα από κάποια οµάδα αντί να της δώσουν µ

 χρησιµοποιούν τον κανόνα της αφαίρεσης : Αφαίρεση είναι η             συν. Άτυπα
           πρόσθεση του αντιθέτου  +1= -(-1) 
11. Οι µαθητές πρέπει πριν απαντήσουν σ’αυτή την ερώτηση, να συζητήσουν πρώτ
      πόντους που είναι πι
      συνδυασµούς σωστών και λάθος απαντήσεων, µπορούν να πάρουν 4 διαφορετικά  

 +1, -1, -3. Οπότε το πιθανό σκορ κάθε οµάδας διαµορφώνεται ως      σύνολα πόντων. +3,
      εξής: 
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 A  +7  +5  +3  +1 

 B  +9  +7  +5  +3 

 Γ  - 3  - 5  - 7  - 9 

 ∆  +1  - 1  - 3  - 5 
 
Ερωτήσεις 12-13 
Αυτά τα προβλήµατα προσδιορίζουν την ικανότητα των µαθητών  
1. Να αναγνωρίζουν και να χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντίθετων αριθµών και  
    την ιδιότητα της αφαίρεσης ως πρόσθεσης  του αντιθέτου. 
2. Να χρησιµοποιούν ένα µοντέλο ή ένα πλαίσιο που θα τους βοηθήσει να λύσουν  
    προβλήµατα µε ακεραίους. 
3. Να µοντελοποιούν καταστάσεις µε θετικούς και αρνητικούς αριθµούς  
    χρησιµοποιώντας συκεκριµένους χειρισµούς 
 
Ερωτήσεις 14-16 
Οι µαθητές συµπληρώνουν πρώτα έναν πίνακα µε πρόσθεση θετικών και αρνητικών 
αριθµών. Μπορούν να χρησιµοποιήσουν για το σκοπό αυτό τις συν-µείον κάρτες. Για 
πρώτη φορά έρχονται σε επαφή µε τον τυπικό µαθηµατικό συµβολισµό για τη 
πρόσθεση θετικών αρνητικών αριθµών. 
 
Ερώτηση 17 
Για τη συµπλήρωση των πινάκων µπορούν να χρησιµοποιηθούν και πάλι οι κάρτες. Ο 
σκοπός είναι να µπορούν να προσθέτουν και να αφαιρούν ακέραιους. 
 
Λύσεις και στρατηγικές  
Γραµµή 3 
+2 πρόσθεσε -5 
Βάζουµε πρώτα τις δύο + κάρτες και µετά τις πέντε  – 
   + +     - - - - -  
∆ιαγράφουµε τα ζευγάρια των θετικών και αρνητικών καρτών 
   Αποτέλεσµα: - - -    = - 3 
 
 Γραµµή 10 
 + 3 αφαίρεσε - 4 
 Βάζουµε πρώτα τις τρεις + κάρτες. Για να µπουν οι τέσσερις µειον κάρτες χωρίς  
 να αλλάξει το αποτέλεσµα , βάζουµε τέσσερα ζευγάρια + και – καρτών. 
    + + +        + -  + - + -  + - 
Κάνουµε ότι λέει η µαθηµατική πρόταση, δηλαδή αφαιρούµε τις τέσσερις µείον 
κάρτες. 
    Αποτέλεσµα: + + + + + + +  
 

Οι µαθητές πρέπει να ενθαρρύνονται 
να χρησιµοποιούν πίνακες για την 
καλύτερη οργάνωση των δεδοµένων 
τους 



 

 

 
Ερώτηση 18 
Με την άσκηση αυτή οι µαθητές συνηθίζουν να γράφουν στην τυπική µαθηµατική 
γλώσσα χρησιµοποιώντας τις παρενθέσεις µέσα στις οποίες γράφουν τους θετικούς 
και αρνητικούς.. 
 
Ερωτήσεις 19 – 21 
Οι µαθητές λύνοντας τις ασκήσεις αυτές αποκτούν διαδικαστική γνώση. Για να 
αφαιρέσουν προσθέτουν τον αντίθετο. Αν θέλουν µπορούν να χρησιµοποιήσουν τις 
κάρτες τους. 
 
Ερώτηση 22 
Οι ασκήσεις α – ζ δέχονται πολλές διαφορετικές λύσεις. Αν όµως συµπληρωθεί ο ένας 
από τους δύο αριθµούς που λείπει, τότε δέχονται µοναδική λύση. Αν οι µαθητές έχουν 
δυσκολία να τις λύσουν µπορούν να χρησιµοποιήσουν ένα πλαίσιο. 
 
Ερωτήσεις 23 – 24 
Οι ερωτήσεις αυτές είναι πολύ σηµαντικές γιατί βοηθούν τους µαθητές να 
γενικεύσουν. Ήδη οι µαθητές έχουν ανακαλύψει τους κανόνες που διέπουν την 
πρόσθεση και αφαίρεση των ακεραίων. Στο τέλος της ενότητας έχουν την ευκαιρία να 
τους διατυπώσουν αφού ανακαλέσουν το πλαίσιο µέσα στο οποίο εργάστηκαν µέχρι 
τώρα, καθώς επίσης και να αιτιολογήσουν τις απαντήσεις τους.  
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Ενότητα 3η    ΤΟ ΑΣΑΝΣΕΡ 
                                
Περιγραφή της ενότητας 
 
Οι µαθητές χρησιµοποιούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς για να διερευνήσουν µια 
καινούρια κατάσταση: την κίνηση ενός ασανσέρ σε ένα πολυώροφο κτίριο µε υπόγειο. 
Προσθέτουν και αφαιρούν ακεραίους για να προσδιορίσουν κάθε φορά τη θέση του και 
λύνουν προβλήµατα που σχετίζονται µε την άνοδο και την κάθοδό του. 
Σ’ αυτό το πλαίσιο η άνοδος συµβολίζεται µε + και η κάθοδος µε -. Ο αριθµός µετά το 
σύµβολο + ή – δηλώνει τους ορόφους που ανέβηκε ή κατέβηκε το ασανσέρ. Προσθέτουν 
τους θετικούς ή αρνητικούς για να βρουν τη θέση του ασανσέρ. Αν το αποτέλεσµα είναι 
θετικός αυτό σηµαίνει ότι κατέληξε σε όροφο πάνω από το ισόγειο, αν είναι αρνητικός στο 
υπόγειο, ενώ αν είναι µηδέν στο ισόγειο. Άρα τους ακέραιους τους χρησιµοποιούµε όχι 
µόνο για να περιγράψουµε την ενέργεια, αλλά και για να συµβολίσουµε τη θέση των των 
ορόφων. Επίσης αφαιρούν θετικούς και αρνητικούς για να υπολογίσουν τη διαφορά των 
ορόφων. Χρησιµοπούν πίνακες οι οποίοι περιγράφουν πολλές διαδοχικές κινήσεις, οπότε 
άτυπα στην αρχή υπολογίζουν ένα άθροισµα µε πολλούς προσθετέους. Στη συνέχεια το  
διατυπώνουν µε τυπική µαθηµατική έκφραση συζητούν τις στρατηγικές που 
χρησιµοποίησαν και καταλήγουν στην πιο αποτελεσµατική. 
 
Στόχος της ενότητας 
 
Στόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν να: 

• προσθέτουν και αφαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς σε διαφορετικά 
πλαίσια 

• χρησιµοποιούν ακέραιους για να περιγράψουν την άνοδο και την κάθοδο 
• διερευνούν  τους κανόνες υπολογισµού αθροίσµατος µε πολλούς προσθετέους.  
• αναγνωρίζουν και να χρησιµοποιούν την ιδιότητα των αντίθετων αριθµών. 
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 µε τον 9χρονο αδελφόΗ µητέρα της Άννας  της Σταµάτη πήγαν για ψώνια σε ένα µεγάλο 
της πόλης. Μπαίνοντας στο ισόγειο του καταστήµατος 
 δίπλα στο ασανσέρ, όπου έγραφε τι µπορούσες να βρεις σε 

 
 

ταν επέστρεψαν στο σπίτι η Άννα ρώτησε τον αδελφό της τί πράγµατα αγόρασαν. 

 
                                                                           

 µητέρα                                  

  2.  Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα  
       που δείχνει πως ανεβοκατέβηκαν στους    
      ορόφους  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

.  Μπορείτε µελετώντας τις πληροφορίες που σας δίνει ο πίνακας, µπορείτε να  
   εκτιµήσετε αν έκαναν τα τελευταία ψώνια τους σε όροφο πάνω από το ισόγειο ή στο  
   υπόγειο;  

 

κατάστηµα στο κέντρο 
υµβουλεύτηκαν το πίνακασ
κάθε όροφο. 
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    1ο ΥΠΟΓΕΙΟ   ΕΙ∆Η ΠΡΟΣΩΠΙΚΗΣ ΠΕΡΙΠΟΙΗΣΗΣ 

                               -ΕΣΩΡΟΥΧΑ 
    2ο ΥΠΟΓΕΙΟ   CD- DVD- ΒΙΒΛΙΑ 

 
Ό
Αυτός της είπε: 

  1.  Τί αγόρασαν ο Σταµάτης και η
            του; 
 

3
  
  

ΠΑΝΩ ΚΑΤΩ 

    

  

Αρχικά ανεβήκαµε 4 ορόφους, 
α λά στη συνέχεια κατεβήκαµε λ
έναν. Πριν φύγουµε πήγαµε να 
πιούµε ένα χυµό. Όµως η µαµά 
θυµήθηκε ότι έπρεπε να 
αγοράσει κάτι ακόµη και έτσι 
κατεβήκαµε 7 ορόφους. 
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4.  Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα χρησιµοποιώντας  +  για τους ορόφους που  
   ανέβηκαν και – για τους ορόφους που κατέβηκαν, ακολουθώντας την σειρά των   

              ασανσέρ τη 2η φορά; 
        β)  Σε ποιον όροφο βρέθηκαν όταν βγήκαν από το  
              ασανσέρ τη 3η φορά; 
        γ)  Πόσους ορόφους ανέβηκαν συνολικά και   
             πόσους κατέβηκαν; 

αναν τα τελευταία τους  

 
5.  Ο Σ ς, βγήκαν  το   
     κα οντας τα στοιχεία που  
     χρε ν πληροφορία. 
 
6.  Θα ατί;
 
7.  Ας ιγράφουν ανάλογες καταστάσεις στο ίδιο  
     κατάστηµα. Οι πελάτες πήραν το ασανσέρ από το ισόγειο. 
 
    Πίνακας 1              Πίνακας 2     

              
              

              
              
              
 
 
              
       
  
      
              
 
 

8.  Χρησιµοποιήστε µαθηµατική έκφραση π
     περιγράφει ο κάθε πίνακας. Σε κάθε περ
     βρεθεί τελικά το ασανσέρ. 
 

αριθµός 

  
     ορόφων από την περιγραφή του Σταµάτη. 
 

        α)  Σε ποιον όροφο βρέθηκαν όταν βγήκαν από το  

        δ) Σε ποιον όροφο έκ
            ψώνια; 

ταµάτης και η µητέρα του αφού τέλειωσαν τα ψώνια του  από
τάστηµα. Ξαναγράψε τον προηγούµενο πίνακα συµπληρών  
ιάζονται ώστε να συµπεριλάβετε στην περιγραφή και αυτή τη

 µπορούσε το ταξίδι µε το ασανσέρ να γίνει και αντίστροφα; Γι  

 υποθέσουµε ότι οι παρακάτω πίνακες περ

  
 

              
ορόφων 

9. Να διατυπώσετε έναν κανόνα για τον υπο
    µε πολλούς προσθετέους.  

   + 3 

   - 2 

  + 2 

  + 1 

  - 4 

  - 1 

αριθµός 
ορόφων 

   + 1 

   - 2 

  + 2 

  + 3 

  - 4 

  - 2 

 

                   
                                                                       

   
 
                                                                  
                                                                     

                                       

                                    

α)  Βρέθηκαν ποτέ στον ίδιο όροφο; 

      
              

 
 Να εκτιµήσετε αν οι πελάτες που  

 ή χαµηλότερα απ’ 

κάθε  περίπτωση; 

ια να διευκολυνθείτε στους υπολογισµούς 
 να ελέγξετε αν υπάρχει άνοδος 

ι κάθοδ ρ όφων. 

β) 
      χρησιµοποίησαν το ασανσέρ όπως    

εται από τον πίνακα 2, θα        περιγράφ
      βρεθούν ψηλότερα
      αυτούς του πίνακα 1. 
 
γ)  Σε  ποιον όροφο θα βρεθούν τελικά οι  
     πελάτες σε 
Γ
µπορείτε
κα ος ίσου α ιθµού ορ
Άνοδος ή  
κάθοδος 

  αριθµός    
  ορόφων 

1η φορά  
2η φορά  
3  φορά  
4η φορά  

η

ου να συµβολίζει την κατάσταση που  
ίπτωση να προσδιορίσετε τη θέση που θα  

νητικών  

 

λογισµό αθροίσµατος θετικών και αρ
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              Αναµενόµενες απαντήσεις - λύσεις και σχόλια 
 
Το ασανσέρ που ανεβοκατεβαίνει σε ορόφους αποτελεί ένα πλαίσιο που µπορεί να 
περιγραφεί µε θετικούς και αρ
«ανεβαίνω» συµβολίζεται µε 
ενέργειας µπορεί να είναι είτε
είτε µηδέν (ισόγειο) 
 
Ερωτήσεις 1-2 
Οι µαθητές κάνουν παρατηρή
εξοικειώνονται µε το καινούρ
χρησιµοποιώντας άτυπα θετικούς και αρνητικούς αριθµούς. Επίσης αντιλαµβάνονται 

Σ’ αυτή την ερώτηση ζητάµε από τους µαθητές να κάνουν µια εκτίµηση. Πρέπει 
υ είναι η 

θέση του ασανσέρ. 

α, β, δ Χρησιµοποιούν τα πρόσηµα  +, -  για να περιγράψουν την άνοδο ή την  
οσθέτουν διαδοχικά τους ακεραίους. Το  

             πρόσηµο του αθροίσµατος που υπολογίζουν δηλώνει και τη θέση του  
       υ. 

ου
 
Ερώ  5 
Οι µ  χρησιµοπ  ιδ
βρέθ το 2ο υπό ), κα
το κατάστηµα, άρα π α ανέβουν δύο ορόφους (+2). 
 
Ερώ  6 
Για να γίνει το ταξίδι αντίστροφα ρέπει να αλλάξουν όλα τα πρόσηµα στον 
πίνα οµένως το  στοι του πίνακα θα είναι το -4 που δηλώνει κάθοδο 4 
ορόφους. Οι µαθητές θα πρέπει ν ύν να αλλάξουν τα 
πρόσ ’ αυτό το πλαίσιο. 
 

 

νητικούς αριθµούς. Σ’ αυτό το πλαίσιο η ενέργεια 
µε -. Το αποτέλεσµα της + και η ενέργεια «κατεβαίνω» 

 θετικός αριθµός (όροφος), είτε αρνητικός (υπόγειο), 

σεις,συνδέσεις  και υπολογισµούς και έτσι 
κά κωδικοποιούν τις πληροφορίες ιο πλαίσιο. Αρχι

ότι το ισόγειο αντιστοιχεί στον αριθµό µηδέν. 
 
Ερώτηση 3 

δηλαδή να µπορούν, χωρίς ακριβείς υπολογισµούς, να βρουν ποια περίπο

 
Ερώτηση 4 

             κάθοδο και στη συνέχεια πρ

      ορόφο
στά τους τ ς θετικούς και χωριστά τους αρνητικούς. γ)  Προσθέτουν χωρι

τηση
αθητές
ηκαν σ

οιούν την
γειο (-2

ιότητα των αντίθετων αριθµών ( +2 – 2 = 0 ). Αφού 
ι πρέπει να πάνε στο ισόγειο (0) για να φύγουν από 

ρέπει ν

τηση
 θα π

κα. Επ  πρώτο χείο 
α αιτιολογήσουν γιατί δεν µπορο

ηµα σ

Ερώτηση 7 
Στην ερώτηση αυτή θα πρέπει να παρουσιασθούν και να συζητηθούν οι διαφορετικές

σαν οι µαθητές. στρατηγικές που χησιµοποίη
 
α) Για να απαντήσουν στην ερώτηση πρέπει να ξεκινήσουν από το πρώτο στοιχείο   
    του πίνακα και να προχωρούν υπολογίζοντας ένα µερικό άθροισµα κάθε φορά. 
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β) Στην περίπτωση του πίνακα 1 θα βρεθούν στη θέση -2, ενώ στην περίπτωση του   
    πίνακα 2 θα βρεθούν στη θέση -1.  
γ) Μπορούν να χρησιµοποιήσουν τις εξής στρατηγικές:  
    Πιθανές στρατηγικές 
    Α) Μπορούν να ξεκινήσουν από το πρώτο στοιχείο του πίνακα και να προχωρούν   
         υπολογίζοντας ένα µερικό άθροισµα κάθε φορά. 
    Β) Προσθέτουν όλους τους θετικούς χωριστά, όλους τους αρνητικούς, κρατούν τα  
         µερικά αθροίσµατα και στο τέλος αφαιρούν. 
    Γ) Πρώτα διαγράφουν τους αντίθετους και µετά ακολουθούν τη στρατηγική Β      
    Πρέπει να συζητηθεί στην τάξη ποιός τρόπος υπολογισµού είναι πιο   
    αποτελεσµατικός, δηλαδή δίνει γρηγορότερα και ευκολότερα σωστά  
    αποτελέσµατα. 
 
Ερώτηση 8 
Οι µαθητές οδηγούνται από τους πίνακες στην τυπική µαθηµατική έκφραση της 
µορφής +1 -2 +2 +3 -4 -2. Για τον υπολογισµό του αθροίσµατος µπορούν να 
χρησιµοποιήσουν και τις τρεις προηγούµενες στρατηγικές. 
Ενθαρρύνονται να χρησιµοποιήσουν την ιδιότητα των αντίθετων αριθµών πρώτα, 
επειδή θα έχουν λιγότερους προσθετέους. 
Επίλυση µε την στρατηγική Γ: +1 -2 +2 +3 -4-2 = +1 +3 -4 -2 = + 4 – 6 = -2 
Για να καταλήξουν ότι + 4 – 6 = -2, µπορούν να ανακαλέσουν το πλαίσιο ( από το 
ισόγειο (0) ανέβηκαν 4 ορόφους (+4) και κατέβηκαν 6 (-6). Άρα βρέθηκαν στο 2ο
υπόγειο (-2). 
 
Ερώτηση 9 
Οι µαθητές γενικεύουν διατυπώνοντας τους κανόνες-τεχνικές  υπολογισµού 
αθροίσµατος πολλών προσθετέων που είναι η περιγραφή των προηγούµενων 
στρατηγικών.. 
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Ενότητα 4η            ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΕΣ 
   
Περιγραφή της ενότητας 
 
Οι θερµοκρασίες που παρατηρήθηκαν σε µια πόλη της Βόρειας Ελλάδας κυρίως κατά τους 
χειµερινούς µήνες, αποτελούν το πλαίσιο µέσα στο οποίο διερευνώνται οι σχέσεις διάταξης 
θετικών και αρνητικών αριθµών και οι πράξεις τους. Οι µαθητές χρησιµοποιούν τις 
γνώσεις που απέκτησαν στην πρόσθεση και αφαίρεση και προχωρούν αντιµετωπίζοντας 
καταστάσεις και προβλήµατα που επιλύονται µε πολλαπλασιασµό και διαίρεση.  
Συγκρίνουν και διατάσσουν µέγιστες και ελάχιστες θερµοκρασίες ενός εξαµήνου 
χρησιµοποιώντας τα σύµβολα < και >. Συγκρίνουν τις θερµοκρασίες που σηµειώθηκαν 
κατά τη διάρκεια δύο εβδοµάδων του Ιανουαρίου, είτε κατασκευάζοντας συγκριτικό 
πίνακα, είτε χρησιµοποιώντας γραφικές παραστάσεις, είτε υπολογίζοντας τη µέση τιµή. 
Υπολογίζοντας όµως τη µέση τιµή για τις ελάχιστες θερµοκρασίες, επειδή το άθροισµα θα 
είναι αρνητικός αριθµός, άτυπα θα κάνουν διαίρεση αρνητικού µε θετικό. Θα πρέπει επίσης 
να υπολογίσουν τη µέση θερµοκρασία ενός ολόκληρου µήνα, ακολουθώντας διάφορες 
στρατηγικές, σε µία εκ των οποίων πρέπει να κάνουν πολλαπλασιασµό αρνητικού µε θετικό 
αριθµό. Υπολογίζουν παραστάσεις µε πολλαπλασιασµό και πρόσθεση µέσα στο πλαίσιο και 
στη συνέχεια διερευνούν τους αντίστοιχους κανόνες. 
 
Στόχος της ενότητας 
 
Στόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν να: 

• Να αναγνωρίζουν τις σχέσεις διάταξης και να χρησιµοποιούν τα σύµβολα της 
ανισότητας < , >. 

• Άτυπα να πολλαπλασιάζουν και να διαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς. 
• Να διερευνούν τους κανόνες πολλαπλασιασµού και διαίρεσης θετικού και 

αρνητικού µε θετικό αριθµό. 
• Να διερευνούν τους κανόνες υπολογισµού παράστασης µε πολλαπλασιασµό και 

πρόσθεση θετικών και αρνητικών. 
• Να αναγνωρίζουν και να εφαρµόζουν την ιδιότητα των αντίθετων αριθµών. 
• Να χρησιµοποιούν την γνώση που απέκτησαν για την πρόσθεση και αφαίρεση. 
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2.  Να υπολογίσετε τη µέση θερµοκρασία κ

. Ποια είναι η µέση ελάχιστη θερµοκρασία
  ποια η µέση µέγιστη; 

 
3
  
 

 

ΜΕΓΙΣΤΗ ΘΕΡΜ. ( Cº )

ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΘΕΡΜ.( Cº 

1.α)
      
        θερ
      
        π
 
    β
    
      από την µικρότερη στην  
      µεγαλύτερη. Ήταν η  
      θερµοκρασία πάνω από  
      0º κάθε µήνα; 

 Ποιός µήνας ήταν    
  ψυχρότερος και ποιος  

µότερος; Να   
  αιτιολογήσετε την  
α άντησή σας 

) Να γράψετε τις   
  ελάχιστες θερµοκρασίες     

  
  
  
  

 

ν   
03     

ν 
          

Οι µέσες θερµοκρασίες που παρατηρήθηκα
στην   Φλώρινα το πρώτο εξάµηνο του  20
είναι  οι εξής, όπως δίνονται από τη
Εθνική  Μετεωρολογική  Υπηρεσία          
 

άθε µήνα. 

 του τριµήνου Ιανουαρίου – Μαρτίου και  

ΙΑΝ ΦΕΒ ΜΑΡ ΑΠΡ ΜΑΙ ΙΟΥΝ

  5   7   12   17  22   26 
 - 4 - 2    1    5   9   13 
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Τον Ιούνιο η µέγιστη θερµοκρασία ήταν 26º και τον Απρίλιο 17º. Για να δείξουµε ότι ο 
Ιούνιος ήταν θερµότερος από τον Απρίλιο γράφουµε 26º > 17º. 
 
4. Να γράψετε τρεις παρόµοιες αληθείς προτάσεις παίρνοντας πληροφορίες από τον  
    πίνακα. 
 
Η ελάχιστη θερµοκρασία τον Ιανουάριο ήταν χαµηλότερη από την ελάχιστη του 
Μαρτίου. Αυτό το συµβολίζουµε µε τη σχέση – 4º < 1º. 
 
5. Ισχύει ότι και η ελάχιστη θερµοκρασία του Φεβρουαρίου είναι µικρότερη από την  
    ελάχιστη του Μαρτίου; 
 
6. Ποιές από τις παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς; Εξηγήστε τι σηµαίνει η κάθε µία  
    χρησιµοποιώντας τον πίνακα των θερµοκρασιών. 
     
  α. -4 < -2     β. -2 > 1    γ. -4 < 1    δ. -2 < 5   

. Να συγκρίνετ τη µέγιστη θερµοκρασία κά ν ν  
  υπολογίσατε σ

ατά τη διάρκει ση θη  π άτ
ερµοκρασίες: 

η εβδοµάδα 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
2η εβδοµάδα 
 

 
 
    
 
 
 

 θερµότερη; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

 ΚΥΡ ∆ΕΥ ΤΡΙ ΤΕΤ ΠΕΜ ΠΑΡ ΣΑΒ 

  
 
7 ε θε µή α µε τη  µέση µέγιστη που  
  την ερώτηση 3. 
 
Κ α δύο εβδοµάδων του Ιανουαρίου µειώ καν οι αρακ ω 
θ
 
1

ΜΕΣΗ ΘΕΡΜ. ( Cº )  - 3  - 1    0    3    3    2    0 
ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΘΕΡΜ.( Cº)  - 7  - 6  - 4  - 2  - 3  - 4  - 5 

 ΚΥΡ ∆ΕΥ ΤΡΙ ΤΕΤ ΠΕΜ ΠΑΡ ΣΑΒ 

ΜΕΣΗ ΘΕΡΜ. ( Cº )  - 1   1   2    0    0    2  3 
ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΘΕΡΜ.( Cº)  - 5  - 4  - 2  - 4  - 3  - 1 -2 

 
8.  α.  Να κατασκευάσετε πίνακα µε τις µέσες θερµοκρασίες και των δύο εβδοµάδων. 

έσες θερµοκρασίες και των δύο εβδοµάδων.       β.  Να συγκρίνετε τις µ
        Ποια εβδοµάδα ήταν  
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Τ ΠΚ ∆ Τ Π Σ
+3

+2

+1

0

-1

-2

  

. 
    
 
 
9. 
    
  
 
Οι
 

 
Ο 

χρ
∆η

   1
   2
 
 
 

 

εκτός από τον πίνακα σας 

 για να 

Επίσης 
δίνεται και η γραφική παράσταση των 
µέσων θερµοκρασιών της 1ης 
εβδοµάδας.  
Μπορείτε να την συµπληρώσετε και µε 

ηςτις θερµοκρασίες της 2  εβδοµάδας και 
να την χρησιµοποιήσετε
απαντήσετε την ερώτηση. 
                                                                       

-3

 

άλλη  
ν θερµοκρασιών της εβδοµάδας αυτής µε την ίδια µέση ελάχιστη  

θερµοκρασία. 

 για όλο τον Ιανουάριο δίνονται από τον πίνακα: 

 γ.  Υπήρξαν ηµέρες κατά την 1η εβδοµάδα που σηµειώθηκε ολικός παγετός; 

Η µέση ελάχιστη θερµοκρασία της 2ης εβδοµάδας ήταν -3º. Να γράψετε µία 
σειρά πιθανώ

 µέσες θερµοκρασίες

ΚΥΡ  ∆ΕΥ  ΤΡΙ ΤΕΤ ΠΕΜ ΠΑΡ ΣΑΒ  

    - 1      -2     0 +2   +1
  - 3   - 1     0  +3   +3   +2    0 
  - 1   +1   +2    0     0   +2  +3 
  - 1  - 2   - 3  - 5   - 2   - 3  - 2 
  +2   +4   +  +  3 4   +5  

∆ηµήτρης και η Μαρία θέλουν πολ ο  µ θερ α του α. Ο 
 ό ις µ ίε  τ ρά ώ η Μαρία 

ησιµοποιεί άλλη µέθοδο: 
Γράφει πρώτα όλες τις παρατηρηθείσες διαφορετικές θερµοκρασίες από τον ίνακα   

να υ ογίσ υν τη έση µοκρ σία µήν
µήτρης ξεκινά προσθέτοντας λες τ  θερ οκρασ ς µε η σει  εν  

. π

. Κάτω ή δίπλα σε κάθε µία σηµειώνει µε γραµµές πόσες φορές εµφανίζεται 
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10.  Η Μαρία ήδη σηµείωσε τις θερµοκρασίες της πρώτης εδδοµάδας. Συνεχίστε να  
      σηµειώνετε για όλες τις ηµέρες του µήνα, µετρήστε πόσες φορές εµφανίζεται ο κάθε  
      αριθµός και γράψτε το στην τελευταία σειρά του πίνακα.  
 
 
Θερµοκρασία -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 

    ׀ ׀ ׀ ׀ ׀  

Μέτρηση          
 
11. Να εξηγήσετε πως πρέπει να συνεχίσουν η Μαρία και ο ∆ηµήτρης ώστε να  
       υπολογίσουν τη µέση θερµοκρασία του µήνα. 
 
12.  Μπορείτε να βρείτε µία άλλη µέθοδο για να υπολογίσετε τη µέση θερµοκρασία; 

 γιατί; 

ερµοκρασία µέσα στο µήνα. Για την πρώτη στήλη γράφει: 

 
ίσετε το άθροισµα. Τί πρόσηµο έχει; 

. 

    δ. Να συγκρίνετε το αποτέλεσµα που βρήκατε µε τη µέση θερµοκρασία του  
          ο ε ετ γρα ρά στη 8. 
 
14. Καταγράψα ε τις µέγ ερ σίε εκα . Τ ερις ηµέρες  
      ήταν  τρεις  ήταν  ήταν και όλοιπες  ήταν +3º. Για  
      να γίσ η µ ρµ ία ακολουθού ξής α: 
 
       1 ολο ε τη σ
         - 2  ( -  . ...... ......
       2 ιρο  άθ  π λογ ε ..
 
      Σ ώσ ενά ν ς α ητου  υπολογι ούς ώστε να  

    υπολογίσετε τη µέση θερµοκρασία. 

εις ηµέρες ήταν -4º, µία µέρα ήταν 0º, τρεις µέρες ήταν +2º  

6. Στα προηγούµενα προβλήµατα υπολογίσατε αρκετές φορές το γινόµενο θετικού µε  
    αρνητικό. Τί παρατηρείτε για το πρόσηµο του γινοµένου; 

       Ποια µέθοδος σας αρέσει περισσότερο και
 
Η Μαρία αφού συµπλήρωσε τον πίνακα, συνεχίζει πολλαπλασιάζοντας την  
ερµοκρασία επί τη µέτρηση, δηλαδή πόσες φορές σηµειώθηκε η συγκεκριµένη  θ
θ
       
      ( - 3) • 3 = ( - 3) + ( - 3) + ( - 3) = 
 
3. α. Να υπολογ1

      β. Να κάνετε ανάλογους υπολογισµούς για όλες τις στήλες του πίνακα
     γ. Να υπολογίσετε τη µέση θερµοκρασία.  
  

Ιανουαρί υ όπως π ριγράφ αι στη φική πα σταση  σελίδα 1

µ ιστες θ µοκρα ς ενός δ ηµέρου ις τέσσ
 -2º,

 υπολο
 µέρες

ουµε τ
 -3º, µ

έση θε
ία µέρα
οκρασ

 -1º  τις υπ
µε τα ε

 δύο
 βήµατ

ο :  Υπ γίζουµ ν παρά ταση  
           ( ) • 4 +

ύµε το
 3) • 3 +
ροισµα

..........
ου υπο

...........
ίσαµε µ

 = 
.......... ο :  ∆ια

υµπληρ τε τα κ  και κά ετε του παραίτ ς σµ
  
 
15. Καταγράψαµε τις ελάχιστες θερµοκρασίες δύο εβδοµάδων του Φεβρουαρίου. Τις  
      πέντε ηµέρες ήταν -7º, τρ
      και δύο µέρες ήταν -2º. Να υπολογίσετε την µέση θερµοκρασία των δύο εβδοµάδων  
      ακολουθώντας τα βήµατα του προηγούµενου προβλήµατος. 
 
1
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17. Να συµπληρώσετε τις παρακάτω ισότητες που υπολογίζουν µέσες θερµοκρασίες µιας  
      εβδοµάδας, ενός µήνα (Απρίλη), ενός δεκαηµέρου και ενός δεκαπενθήµερου. 

    α.  εβδοµάδα :  - 14 : 7 = ......          β.  µήνας : + 180 : .... = ...... 

       :  - 5 : ..... = .......      δ. 15/µερο
 
   ρείτε α το πρόσηµο  πηλίκου;  

    Να διατυπώσετε κανόνα για την διαίρεση θετικού µε θετικό αριθµό και  

πρέπει να  κάνουµε πολλαπλασιασµό  

έπει να  κάνουµε την πράξη της  

µε το  
Να διατυπώσετε έναν  

 
  
 

γ.  δεκαήµερο  : - 12 : ...... = ...... 

   Τί παρατη γι  του
  
      αρνητικού µε θετικό. 
 
8. Να γράψετε ένα πρόβληµα που για να λυθεί θα 1

      θετικού και αρνητικού αριθµού. 
 
9. Να γράψετε ένα πρόβληµα που για να λυθεί θα πρ1

      άσκησης 17α 
 

αριθµούς παραλείπου20. Έχετε παρατηρήσει ότι µερικές φορές για τους θετικούς 
ρόσηµο συν; Κάνουµε το ίδιο και για τους αρνητικούς;       π

      κανόνα 
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                Αναµενόµενες απαντήσεις - λύσεις και σχόλια 
 
Ερώτηση 1 

µε ότι το νερό 
παγώνει στους 0º και βράζει στους 100º. Οι µαθητές πρέπει επίσης να συζητήσουν ότι  

ασίες κάτω από το 
µηδέν, ότι όσο µεγαλώνει ο αριθµός κατά απόλυτη τιµή, τόσο µικρότερη θερµοκρασία 

Για να υπολογίσουν τη µέση τιµή δύο αριθµών τους προσθέτουν και διαιρούν µε δύο. 

να λύσουν ένα πρόβληµα που ο διαιρετέος είναι 
αρνητικός αριθµός. 

7 

εία 
ίων και στους ρητούς αριθµούς. 

 
Ερώτηση 8 
Στην ερώτηση αυτή αναµένουµε διαφορετικές απαντήσεις και αιτιολογήσεις. Ο 
συγκριτικός πίνακας που θα κατασκευάσουν είναι ο εξής: 
 
 ΚΥΡ ∆ΕΥ ΤΡΙ ΤΕΤ ΠΕΜ ΠΑΡ ΣΑΒ 

Συζητάµε µε τους µαθητές για την κλίµακα  Κελσίου. Υπενθυµίζου

-2º είναι µικρότερη θερµοκρασία από 0º και γενικά για τις θερµοκρ

έχουµε. 
 
Ερωτήσεις 2-3 

Στην ερώτηση 3 η µέση ελάχιστη θερµοκρασία τριµήνου είναι αρνητικός αριθµός. Για 
πρώτη φορά οι µαθητές καλούνται 

 
Ερωτήσεις 4-
Οι µαθητές χρησιµοποιούν τα σύµβολα της ανισότητας <, >. Σ’ αυτό το σηµείο 
διδάσκουµε στους µαθητές την ευθεία των ακεραίων αριθµών και τους ενθαρρύνουµε 
να την χρησιµοποιούν για τις συγκρίσεις. Για την ερώτηση 7 επεκτείνουµε την ευθ
των ακερα

ΘΕΡΜΟΚΡ. 1ης εβδοµάδας  - 3   -1   0    3    3    2   0 
ΘΕΡΜΟΚΡ. 2ης εβδοµάδας  - 1    1   2    0    0    2  3 
 

 
                                                                                   

                                                                               

-3

Τ ΠΚ ∆ Τ Π Σ

+2

+1

0

-1

-2

+3

       

Κάποιοι µαθητές µπορεί να 
απαντήσουν ότι από τον πίνακα δεν 
µπορούν να αποφασίσουν 
 ποια εβδοµάδα ήταν θερµότερη.  
 Πιθανώς να καταφύγουν στην 
γραφική παράσταση την οποία θα 
συµπληρώσουν και για τα δεδοµένα 
της δεύτερης εβδοµάδας. 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Οι µαθητές από τον πίνακα και τη γραφική παράσταση θα παρατηρήσουν ότι: 
• Οι θερµοκρασίες των µεσαίων ηµερών (Τετάρτη-Πέµπτη) της πρώτης 

εβδοµάδας είναι µεγαλύτερες απ’ αυτές της δεύτερης εβδοµάδας. 
• Οι θερµοκρασίες στην αρχή και στο τέλος της πρώτης εβδοµάδας είναι 

µικρότερες από τις αντίστοιχες της δεύτερης εβδοµάδας. 
Στη συνέχεια θα τους ζητήσουµε να υπολογίσουν την µέση τιµή της θερµοκρασίας 
κάθε εβδοµάδας και να τις συγκρίνουν. 
 
      1η εβδοµάδα : ( -3 ) + ( -1 ) + 0 + 3 + 3 + 2 + 0 = 4 
       µέση θερµοκρασία : 4 / 7  
      2η εβδοµάδα : ( -1) + 1 + 2 + 0 + 0 + 3 + 2  = 7 
      µέση θερµοκρασία : 7 / 7 = 1 
 
Επειδή οι µαθητές δεν έχουν διδαχθεί την Στατιστική θα πρέπει να γίνει συζήτηση για 
τον τρόπο υπολογισµού και τις ιδιότητες της µέσης τιµής. Η µέση τιµή µας δίνει ποια 
εβδοµάδα είναι θερµότερη, αλλά δεν έχουµε πληροφορία για την κατανοµή των 
θερµοκρασιών, δηλαδή την εναλλαγή θερµοκρασίας από µέρα σε µέρα, ούτε και για 
την µέγιστη και ελάχιστη θερµοκρασία της εβδοµάδας. ∆ιαιρώντας το συνολικό 
άθροισµα των θερµοκρασιών µε το 7, κάνουµε ίση «µοιρασιά» της θερµοκρασίας και 
στις επτά ηµέρες της εβδοµάδας. Επειδή η µέση τιµή θα χρησιµοποιηθεί και στη 
διαίρεση αρνητικού µε θετικό πρέπει ο καθηγητής να σιγουρευτεί ότι οι µαθητές 
έχουν κατανοήσει την έννοια πριν προχωρήσει στα επόµενα. 
 
Ερώτηση 9 
Οι απαντήσεις θα είναι διαφορετικές γιατί οποιοδήποτε σύνολο 7 θερµοκρασιών µε 
άθροισµα -21 θα έχει µέση τιµή  -21/ 7  = -3 
 
Ερωτήσεις 10, 11, 12 
Εδώ υπολογίζουν την µέση θερµοκρασία ενός µήνα, δηλαδή τη µέση τιµή ενός 
συνόλου δεδοµένων. Μπορούν να χρησιµοποιήσουν τις εξής στρατηγικές:  
 Πιθανές στρατηγικές
1) Προσθέτουν όλα τα δεδοµένα και διαιρούν µε 31. 
2) Πρώτα διαγράφουν τους αντίθετους αριθµούς, µετά προσθέτουν και στο τέλος  
     διαιρούν µε 31. 
3) Αφού συµπληρώσουν τον πίνακα µετρούν πόσες φορές εµφανίζεται κάθε  
     θερµοκρασία και πολλαπλασιάζουν τον αριθµό αυτό (Μέτρηση) µε την αντίστοιχη 
     θερµοκρασία. Προσθέτουν όλα τα γινόµενα που βρήκαν και το άθροισµα το  
     διαιρούν µε 31. 
Στο σενάριο στο οποίο αναφέρονται οι ερωτήσεις 10,11,12 περιγράφονται, όχι 
πλήρως, οι στρατηγικές 1,3. Αναµένουµε από τους µαθητές στην ερώτηση 12 να 
χρησιµοποιήσουν την στρατηγική 2. 
 
Ερώτηση 13 
Στην ερώτηση αυτή οι µαθητές υπολογίζουν την µέση θερµοκρασία ακολουθώντας 
την στρατηγική 3. Ανακαλείται η απλούστερη µορφή του ορισµού της έννοιας του  
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πολλαπλασιασµού ως επαναλαµβανόµενης πρόσθεσης, ώστε να διευκολυνθούν να 
υπολογίσουν το πρόσηµο. Οι µαθητές που δεν µπορούν να χρησιµοποιήσουν 
συντοµότερη µέθοδο, ενθαρρύνονται να χρησιµοποιούν την επαναλαµβανόµενη 
πρόσθεση 
 
Ερωτήσεις 14, 15 
Οι µαθητές έχουν την ευκαιρία µία πραγµατική κατάσταση να την εκφράσουν µε 
µαθηµατική παράσταση που περιέχει πολλαπλασιασµούς και προσθέσεις.  
Ακολουθώντας από ένα σηµείο και µετά την 3η στρατηγική πρώτα θα κάνουν τους 
πολλαπλασιασµούς και µετά τις προσθέσεις. Αν έχουν δυσκολία θα χρησιµοποιήσουν 
και πάλι το προηγούµενο πλαίσιο. 
 
Ερώτηση 16 
Οι µαθητές παρατηρούν τα πρόσηµα και µε επαγωγικό συλλογισµό µπορούν να 
γενικεύσουν. Ο κανόνας που µπορεί να διατυπωθεί είναι:  
΄Οταν πολλαπλασιάζουµε θετικό µε αρνητικό αριθµό το γινόµενο είναι αρνητικός. 
 
Ερώτηση 17 
Στην ερώτηση αυτή χρησιµοποιείται για πρώτη φορά ο τυπικός συµβολισµός για την 
διαίρεση θετικών και αρνητικών µε θετικό αριθµό. Οι µαθητές γενικεύουν και 
διατυπώνουν τον αντίστοιχο κανόνα: 
Όταν διαιρούµε θετικό µε θετικό αριθµό το πηλίκο είναι θετικός, ενώ όταν διαιρούµε 
αρνητικό µε θετικό το πηλίκο είναι αρνητικός. 
 
Ερωτήσεις 18, 19 
Εδώ οι µαθητές καλούναι όχι να λύσουν αλλά να διατυπώσουν προβλήµατα. Αυτό 
προϋποθέτει βαθιά κατανόηση και της έννοιας του θετικού και αρνητικού αριθµού και 
των πράξεών τους. 
 
Ερώτηση 20 
Επισηµαίνεται η αναγκαιότητα της χρήσης του αρνητικού προσήµου για να δηλωθεί 
ένας αρνητικός αριθµός. 
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Ενότητα 5η                      ΟΛΕΣ ΟΙ ΠΡΑΞΕΙΣ 

εριγραφή της ενότητας 

ι µαθητές πολλαπλασιάζουν και διαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς, υπολογίζουν 
αραστάσεις, βγάζουν παρενθέσεις, χρησιµοποιώντας και νέα πλαίσια και πλαίσια µέσα 
τα οποία εργάστηκαν στις προηγούµενες ενότητες. 

, διατυπώνουν προβλήµατα µε τη µέση θερµοκρασία από αριθµητικές  παραστάσεις 
ε πολλαπλασιασµό και διαίρεση. Στη συνέχεια συζητούν, αν προτάσεις για τον υπολογισµό 
ροσήµου στον πολλαπλασιασµό και τη διαίρεση, είναι αληθείς ή ψευδείς. Το πλαίσιο το 
ποίο εισάγεται σ΄αυτή την ενότητα είναι η βαθµολογία σε ένα τεστ πολλαπλής επιλογής. 
λες οι απαντήσεις παίρνουν µονάδες θετικές ή αρνητικές. Οι µαθητές υπολογίζουν την 
λική βαθµολογία υπολογίζοντας παραστάσεις µε πρόσθεση, πολλαπλασιασµό και 
ιαίρεση. Σε περίπτωση λάθους καταχώρησης µονάδων από τον καθηγητή, διορθώνουν 
ν βαθµό, υπολογίζοντας παραστάσεις και διατυπώνοντας αντίστοιχα προβλήµατα, που 
ουν τώρα και αφαίρεση. Οι θετικές και αρνητικές κάρτες επανέρχονται για να 
ρησιµοποιηθούν ως ένα δεύτερο πλαίσιο για τον πολλαπλασιασµό και διαίρεση ακεραίων. 
υτές όµως αποτελούν και το µοναδικό πλαίσιο για τη διαίρεση αρνητικού µε αρνητικό 
έσα από µία διαίρεση µέτρησης. Στο ίδιο πλαίσιο, σε µία διαίρεση µερισµού, διαιρούν 
ρνητικό µε θετικό ακέραιο. Στο τέλος διερευνώνται και διατυπώνονται οι κανόνες 
ροσήµου για τον πολλαπλασιασµό και τη διαίρεση. Τέλος, το ίδιο πλαίσιο χρησιµοποιούµε 
α να βγάλουµε παρενθέσεις και να υπολογίσουµε αριθµητικές παραστάσεις µε πρόσθεση 
αι αφαίρεση. Επίσης  διερευνώνται και διατυπώνονται οι αντίστοιχοι  κανόνες προσήµου. 

τόχος της ενότητας 

τόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν: 
• Να πολλαπλασιάζουν και να διαιρούν θετικούς και αρνητικούς αριθµούς σε 

διαφορετικά πλαίσια 
• Να µοντελοποιούν καταστάσεις χρησιµοποιώντας θετικούς και αρνητικούς 

αριθµούς. 
• Να διερευνούν τους κανόνες πολλαπλασιασµού θετικού και αρνητικού, µε θετικό 

και αρνητικό αριθµό. 
• Να διερευνούν τους κανόνες διαίρεσης αρνητικού µε θετικό και αρνητικού µε 

αρνητικό αριθµό. 
• Να διερευνούν τους κανόνες υπολογισµού παράστασης µε πολλαπλασιασµό, 

πρόσθεση και αφαίρεση θετικών και αρνητικών. 
• Να µπορούν να διατυπώνουν προβλήµατα για παραστάσεις που περιέχουν και τις 

τέσσερις πράξεις των ακεραίων 
• Να κάνουν απαλοιφή παρενθέσεων σε αριθµητικές παραστάσεις που περιέχουν 

πρόσθεση και αφαίρεση ακεραίων και να διατυπώνουν τους αντίστοιχους κανόνες. 
• Να ανακαλύψουν την µεταβατική ιδιότητα της πρόσθεσης και του 

πολλαπλασιασµού στους ακεραίους. 
Και τελικά 
Να µπορούν να επιλύουν προβλήµατα εκτός πλαισίου σε ένα πιο αφηρηµένο επίπεδο. 

 
Π
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Η Μαρία, στην προηγούµενη ενότητα, για να υπολογίσει τη µ
ρώτα την καταµέτρηση θερµοκρασιών που έχουν την ίδια τι

έση θερµοκρασία κάνει 
µή. 

βληµα µε θερµοκρασίες για την παράσταση: 

 για την πράξη – 36 : 15 και να 

άρτα στον –1 πόντο. 

. Πώς θα µπορούσατε να χρησιµοποιήσετε τις συν και µείον κάρτες για να εξηγήσετε τι  

 
Πολλ
 
Ο καθη  στους µαθητές ένα διαγώνισµα πολλαπλής επιλογής. Επειδή δεν θέλει 
να ε λ
            µονάδες 
      
             + 1 µονάδα 
Το γ
 
6.  
         µ
     
         µ
      µ ε α 1 ά 1
         λ
     ας µαθητής να πάρει συνολικά 0 µονάδες; 
 

π
 
1
 

. Να διατυπώσετε ένα πρό

       3 • ( - 1 ) + 4 • ( - 3 ) + 2 • ( - 4 ) 
 
2. Να διατυπώσετε ένα πρόβληµα µε θερµοκρασίες
    υπολογίσετε το πηλίκο. 
 
3. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις ως αληθείς ή ψευδείς. Σε κάθε περίπτωση  
    να αιτιολογίσετε την απάντησή σας (πλαίσιο ή αντιπαράδειγµα) 
 
     α. θετικός · θετικό = θετικός 
     β. αρνητικός · θετικό = θετικός 
     γ. θετικός : θετικό = αρνητικός 
     δ. αρνητικός : θετικό = αρνητικός 
     ε. αρνητικός · θετικό = αρνητικός 
 
4. Να γράψετε δύο ανάλογες προτάσεις ( µε πολλαπλασιασµό ή διαίρεση), µία αληθή και  
    µία ψευδή. 
 
Στην δεύτερη ενότητα χρησιµοποιήσατε κάρτες για να υπολογίσετε το σύνολο των 
πόντων σε ένα παιχνίδι. Μία συν κάρτα αντιστοιχούσε στον +1 πόντο και µία µείον 
κ
 
5
    σηµαίνει  3 • ( - 4 ) και 2 • ( + 3 ); 

απλή επιλογή 

γητής δίνει
πι έγουν απαντήσεις στην τύχη, δίνει συν και µείον µονάδες για κάθε απάντηση. 

   σωστή απάντηση: + 4
        λάθος απάντηση: - 2 µονάδες 

   µή απάντηση:     
δια ώνισµα έχει 20 ερωτήσεις που πρέπει να απαντηθούν. 

α. Ποιος είναι ο µεγαλύτερος συνολικός αριθµός µονάδων που µπορεί να πάρει ένας  
αθητής; 

β. Ποιος είναι ο µικρότερος συνολικός αριθµός µονάδων που µπορεί να πάρει ένας  
αθητής;  

γ. Πόσες ονάδες θα πάρ ι ένας µαθητής αν παντήσει 0 ερωτήσεις  σωστ  και 0   
άθος; 

δ. Μπορεί έν
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7. Η Κατερίνα απάντησε λάθος σε 7 ερωτήσεις ενώ οι υπόλοιπες 13 ήταν σωστές. 
    α. Πόσες µείον µονάδες πήρε; Να εξηγήσετε πως το υπολογίσατε. 
  β. Μπορείτε να υπολογίσετε πόσες µονάδες πήρε τελικά η Κατερίνα; 

. Ο Γιάννης απάντησε λάθος σε τρεις ερωτήσεις και δεν απάντησε σε τέσσερις. Πόσες  
ς το υπολογίσατε. 

ει 
. ∆ύο λάθος απαντήσεις τις βαθµολόγησε ως σωστές. Έκανε 

ην διόρθωση γράφοντας δίπλα στο βαθµό:   - 2 • 4 + 2 • ( - 2 ) 

  β. Πόσο άλλαξε η βαθµολογία του Χρήστου; Να εξηγήσετε την απάντησή σας. 

ραψε τις σωστές απαντήσεις στον πίνακα ζήτησε από 
τήσεις  τους. Η Κατερίνα βρήκε και αυτή λάθος και 
ς είπε στην τάξη: 

   

    

άσταση που να διορθώνει την βαθµολογία. 
 βαθµός της Κατερίνας; 

τικά την παράσταση; 

  
 
8
    µονάδες πήρε τελικά; Να δείξετε πω
 
Ο καθηγητής ξανακοιτάζοντας το διαγώνισµα του Χρήστου διαπίστωσε ότι είχε κάν
ένα λάθος στη βαθµολογία
τ
 
9. α. Να εξηγήσετε γιατί ο καθηγητής έγραψε αυτή την παράσταση. 
  
 
Στη συνέχεια ο καθηγητής αφού έγ
όλα τα παιδιά να ελέγξουν τις απαν
φώναξε τον καθηγητή να το δει. Αυτό
 
 
 
 
  
 
 
      
  
 
               

Έχω σηµειώσει στο διαγώνισµα της

ηκαν ως λάνθασµένες. 

Κατερίνας 7 λάθος απαντήσεις και 
τις υπόλοιπες σωστές. ¨Οµως τρεις 
από τις σωστές απαντήσεις της, 
βαθµολογήθ

 
10. α. Να γράψετε µία παρ

    β. Ποιος είναι ο τελικός  
 
11. α. Να διατυπώσετε ένα ανάλογο πρόβληµα για την παράσταση 

) – 1 • ( + 1 )                         45 + 4 • ( - 2 ) – 3 • ( + 4 
          και να την υπολογίσετε. 
      β. Μπορούµε να γράψουµε διαφορε
 

 καθηγητής δίνει το παρακάτω πρόβληµα στους µαθητές: Ο
Ο Γιάννης είχε 35 µονάδες αλλά βαθµολογήθηκε λάθος σε επτά ερωτήσεις. Στις τρεις 

 και στις υπόλοιπες +1 µονάδα, ενώ και οι επτά ήταν σωστές. πήρε -2 µονάδες
 

δύο παραστάσεις που να υπολογίζουν την τελική βαθµολογία. 12. Να γράψετε 
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Θετικές και αρνητικές  κάρτες 
 
ια τις επόµενες ερωτήσεις µπορείτε να χρησιµοποιήσετε Γ

ξανά τις συν και µείον κάρτες. Ο κάθε ένας πρέπει να  
έχει 12 θετικές κάρτες και 12 αρνητικές. 
 
13. α. Πόσους πόντους έχετε συνολικά; 
      β. Να αφαιρέσετε τρεις οµάδες από τέσσερις θετικές 
          κάρτες. Να γράψετε µία µαθηµατική παράσταση  

        που να περιγράφει το γεγονός.   
      γ. Έχετε την παράσταση – 3 • ( - 4 ). Τί περιγράφει 
          αυτή η παράσταση; Να την υπολογίσετε.  
 
14. Να υπολογίσετε τις παραστάσεις – 3 • ( + 2 )  και  + 3 • ( - 2 ) 
      Τί παρατηρείτε; Να κάνετε το ίδιο για τις παραστάσεις – 2 • ( + 4)  και  + 2 • ( - 4 )   
      Να διατυπώσετε έναν κανόνα. 
 
15. Να κάνετε τους παρακάτω πολλαπλασιασµούς. Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε τις  
    θετικές και αρνητικές κάρτες. 

α.  – 2 · ( - 3 )         β.  – 3 · ( + 3 )       γ.  + 4 ·  ( - 2 )        δ.  – 2 · ( - 5 )   
ε.  + 2 · ( + 6 )        ζ.  – 2 · ( - 6 )         η.  – 5 · ( + 8 )        θ.  – 2 · ( + 14 )   

 συµπληρώσετε τα κενά στους παρακάτω κανόνες. 
 Όταν πολλαπλασιάζουµε δύο θετικούς το γινόµενο είναι ..................................... 
 Όταν πολλαπλασιάζουµε δύο αρνητικούς το γινόµενο είναι ................................. 

αν πολλαπλασιάζουµε έναν θετικό και έναν αρνητικό το γινόµενο είναι   
......................... 

. Να υπολογίσετε    

                                      

 
 
 
 

  
 
      
      

 
16. Να

1.
2.

      3.   Ότ
     ........  

 
 συµπληρωθεί17. Στους παρακάτω πίνακες µερικά αποτελέσµατα έχουν

    και να συµπληρώσετε τα υπόλοιπα   
 

                                        
   
                 
 
 
 
 
 
 
 

+  -2 -1 0 +1 +2

 -2      

 -1     +1

  0      

+1   +1   

+2      

 •  -2 -1 0 +1 +2

 -2      

 -1 +2     

  0      

+1     +2

+2      

 + + + +
 + + + +

- - - - - - 
-

 + + + +

- - - - - 
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 Χωρίσαµε τις 12 αρνητικές κάρτες σε οµάδες των  
 τεσσάρων αρνητικών καρτών η κάθε µία. Αυτη την  
 κατάσταση την περιγράφει η παράσταση: 

( - 12 ) : ( - 4 ) 
 

18. α. Σε πόσες οµάδες τις χωρίσαµε; 
      β. Να γράψετε την παράσταση υπολογισµού 
      γ. Να δείξετε πως µπορούν να περιγραφούν µε κάρτες 

ε να χρησιµοποιήσετε τις θετικές και  

ίσαµε τη µέση θερµοκρασία.εβδοµάδας ή µήνα. 
 το 

20.

22. Να ε κ ω δ έ
 
     α.  ( - 10 ) : 5     β.  ( - 8 ) : 2               γ  - 3     δ.  ( + 8 ) : ( - 2 )
 
     δ.   ( - 9 ) : 3      ε.  ( + 10 ) ( - 2   ζ ( + 10 ) : ( - 5 ) ( - 10 ) : 2  
 
23. Να πληρώσετε τα κενά στους παρακάτω κανόνες. 

1. διαιρούµε ύο αρνητικούς αριθµούς το πηλ είναι ... ....... ....... .......
2. Όταν διαιρούµε δύο θετικούς αριθ  το πηλίκο είναι ................................. 
3. διαιρούµε θετικό  έναν αρνητικό α ό  πηλίκο  

................................. 
 
 

   οι παραστάσεις  ( - 8 ) : ( - 2 )  και   ( - 6 ) : ( - 3) 
 
19. Να κάνετε τις παρακάτω διαιρέσεις. Μπορείτ
      αρνητικές κάρτες. 
 
     α.  ( - 12 ) : ( - 2 )    β.  ( - 12 ) : ( - 3 )       γ.  ( - 6 ) : ( - 2 )         δ.  ( - 8 ) : ( - 4 ) 
 
     δ.  ( + 9 ) : ( + 3 )     ε.  ( - 10 ) : ( - 2 )      ζ.  ( + 10 ) : ( + 5 )      η.  ( - 12 ) : ( - 6 ) 
 
Στην προηγούµενη ενότητα υπολογ
Αρκετές φορές έπρεπε να διαιρέσουµε έναν αρνητικό µε ένα θετικό  και το πηλίκο
βρήκαµε κάθε φορά αρνητικό. Ας χρησιµοποιήσουµε και πάλι τις κάρτες µας. 
 

 
▬ 
▬ 
▬ 
▬ 

 
▬ 
▬ 
▬ 
▬ 

 
▬
▬
▬
▬

Χωρίσαµε τις 12 αρνητικές κάρτες σε 3 οµάδες. 
 ▬ ▬ ▬

  α. Πόσες κάρτες έχει η κάθε οµάδα; Είναι  ▬ ▬ ▬
     
       β. Να γράψετε την παράσταση που περιγράφει 

      αρνητικές ή θετικές; ▬ 
▬ ▬ 

▬ 
▬
▬

           την κατάσταση. 
 
21. Να συγκρίνετε τις παραστάσεις  ( - 8 ) : 4  
      και   ( - 6 ) : 3      Τί παρατηρείτε; 
 

 κάν τε τις παρα άτ ιαιρ σεις. 

.   ( + 9 ) : (  )      

 :  )    .          η.  

 συµ
Όταν δ ίκο ... .. ... . 

µούς
Όταν έναν  και ριθµ   το είναι
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Βγάζουµε παρενθέσεις 

                 

Α: + 4   

ιαπ

οµάδας της. 

ια είναι: - 4 + ( - 1 + 2) 

ό την οµάδα Β. 
 και Γ.    

παραστάσεις που να περιγράφουν τις δύο ενέργειες;  

 συν κάρτες.   

ένθεση που να περιγράφει την ενέργεια  
     β. Να υπολογίσετε πόσους πόντους αφαιρέσαµε. 

     δ. Θα µπορούσαµε να έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα αν αντί να αφαιρέσουµε,  

                                  
   
26. 
      
      γ. Ν ικό σκορ της οµάδας Α.  

    δ. Να συγκρίνετε το αποτέλεσµα που βρήκατε µε αυτό της προηγούµενης ερώτησης.    
        Τί παρατηρείτε; 

 
Οι τέσσερις οµάδες που έπαιζαν  

             το παιχνίδι  συγκέντρωσαν τους              
εξής πόντους:  

Β: + 5  
Γ: - 4   ∆: - 2 
Οι κάρτες της οµάδας Β και Γ  
βρέθηκαν πολύ κοντά και όταν τις 
µάζεψαν για να τις µετρήσουν, 

ίστωσαν ότι η Β οµάδα είχε  δ
πάρει τρεις κάρτες από τη Γ οµάδα. 

 οµάδας Β  Ευτυχώς η αρχηγός της
ρατούσε το σκορ.της κ

«Πρέπει να τους δώσουµε δύο συν  
αι µία µείον κάρτα πίσω», είπε.  κ

 
αίρνουµε από την οµάδα Β µία Π

µείον και δύο συν κάρτες.   
Ένας τρόπος να  περιγράψουµε 
αυτή την ενέργεια είναι: 

 - ( - 1 + 2) 5
∆ίνουµε στην οµάδα Γ µία 
είον και δύο συν κάρτες.   µ
Ένας τρόπος να  περιγράψουµε αυτή την ενέργε
 
24. α. Να υπολογίσετε πόσοι πόντοι αφαιρέθηκαν απ

ο τελικό σκορ της οµάδας Β      β. Να υπολογίσετε τ
    γ. Υπάρχουν άλλες   

 
 και τρειςΠαίρνουµε από την οµάδα Α δύο µείον

                                               
25. α. Να γράψετε µία παράσταση µε παρ
  
       γ. Να υπολογίσετε το τελικό σκορ της οµάδας Α.  
  
           προσθέταµε πέντε κάρτες στην οµάδα Α;   
∆ίνουµε στην οµάδα Α δύο συν και τρεις µείον κάρτες.    

α. Να γράψετε µία παράσταση µε παρένθεση που να περιγράφει την ενέργεια  
β. Να υπολογίσετε πόσους πόντους προσθέσαµε. 

α υπολογίσετε το τελ    
  
  
 

  + + + + 
 

▬ 
  + + + +
     ▬  ▬   ▬   

+ + + + + 
+ + + + +
 ▬   ▬   ▬   ▬   ▬  

ΟΜΑ∆Α   Α  

ΟΜΑ∆Α   ∆  ΟΜΑ∆Α   Γ  

ΟΜΑ∆Α   Β  

 +  +  + + + + + + 

   ▬ 

 ▬  ▬   ▬    
 
   ▬  ▬   ▬   ▬  

▬   ▬   ▬ 
  
▬  ▬   ▬
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27.  Συµπληρώστε τα κενά στις παρακάτω
     Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε

 προτάσεις χωρίς να βάλετε παρενθέσεις. 
 τις θετικές και αρνητικές κάρτες των οµάδων. 

 2 + 3 )  δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε  + 6 ................... 

1 – 4 )    δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε  - 6 .................... 

 αποτέλεσµα µε  + 6 ................... 

ίδιο αποτέλεσµα µε  + 4 .................. 

 αποτέλεσµα µε  8 ................................. 

 ίδιο αποτέλεσµα µε  - 3 ............................... 

  
 
      α.   + 4 - ( -3 + 4 )  δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε  + 4 .................. 
 
      β.   + 6 – ( -
 

       γ.   - 6 - ( +
 
      δ.   + 6 + ( - 2 + 3 )  δίνει το ίδιο
 
      ε.   + 4 + ( + 2 - 4 )  δίνει το 
 
      ζ.   8 - ( 3 – 4 – 6 + 10 ) δίνει το ίδιο
 
      η.  -3 – ( - 5 + 9 - 2 – 6 ) δίνει το
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 136



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

            Αναµενόµενες απαντήσεις - λύσεις και σχόλια 
 
Ερωτήσεις 1, 2 
Οι µαθητές διατυπώνουν προβλήµατα µε θερµοκρασίες που αναφέρονται
δεδοµένη µαθηµατική παράσταση. 

 σε µια 

ορετικούς 
λαίσιο ή να 

 η σχέση 
φες 

, 
η στις 

επόµενες ερωτήσεις.) 
 
Ερώτηση 5 
Τρεις οµάδες από τέσσερις αρνητικές κάρτες και δύο οµάδες από τρεις θετικές 
κάρτες. 
 
Ερώτηση 6 
α. + 4 • 20 =  + 80     β.  -2 • 20 = - 40    
 γ. -2 • 10 + 4 • 10 = 20  Υπενθυµίζουµε ότι την σειρά των πράξεων που έχουν ήδη     
     διδαχθεί οι µαθητές. 
δ. ΟΧΙ  Οι στρατηγηκές που θα χρησιµοποιηθούν ποικίλουν. Η πιο απλή και  
    συνηθισµένη είναι η δοκιµή-λάθος. Επίσης µπορούν να χρησιµοποιήσουν την ίδια  
    στρατηγική, αφού αποκλείσουν την περίπτωση κάποιες ερωτήσεις να απαντηθούν  
    σωστά και κάποιες να µην απαντηθούν γιατί σ,αυτή την περίπτωση θα έχουν µόνο  
    θετικές µονάδες. Ο καθηγητής µπορεί να βοηθήσει τους  µαθητές να παρατηρήσουν 
    ότι:  

4. Κάθε θετική απάντηση παίρνει + 4 µονάδες άρα χρειαζόµαστε δύο λάθος 
απαντήσεις  ( 2 •  (-2 ) = -4 ) για να έχουµε αποτέλεσµα 0.  

5. Κάθε αρνητική απάντηση παίρνει -2 µονάδες, άρα πρέπει να µην απαντηθούν 
δύο ερωτήσεις ( 2 • ( + 1 ) = 2 ) για να έχουµε αποτέλεσµα 0.  

Εποµένως σε κάθε περίπτωση χρειάζονται τρεις ερωτήσεις για να πάρουµε το 0. Ο 
αριθµός 20 δεν είναι πολλαπλάσιο του 3. 
6.  Το ίδιο ισχύει αν έχουµε και σωστές και λάθος και ερωτήσεις που δεν 

απαντήθηκαν. 
 
Ερώτηση 7 
α. 14 αρνητικές µονάδες. Πιθανοί τρόποι υπολογισµού  7 • ( - 2 )    ή    ( - 2 ) + ( - 2 )  
     + ( - 2 ) + ( - 2 ) +(  - 2 ) + ( - 2 ) + ( - 2 )  
β. Είχε 7 λάθος και 13 σωστές απαντήσεις. 
    Άρα  7 • ( - 2 ) + 13 • ( + 4 )  = -14 + 52 = 38 

 
Ερωτήσεις 3, 4 
Προτού απαντήσουν στην ερώτηση 3, θα πρέπει να δοκιµάσουν διαφ
αριθµούς. Για την αιτιολόγηση µπορούν να χρησιµοποιήσουν ένα π
δώσουν αντιπαραδείγµατα για τις λάθος προτάσεις. Εδώ πρέπει να τονισθεί
πολλαπλασιασµού και διαίρεσης: Πολλαπλασιασµός και διαίρεση είναι αντίστρο
πράξεις.( Είναι πολύ δύσκολο να βρεθεί πλαίσιο για διαίρεση µε αρνητικό διαιρέτη
οπότε οι κανόνες του πολλαπλασιασµού θα χρησιµοποιηθούν και για τη διαίρεσ
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Ερώτηση 8 
54 µονάδες. Πιθανές στρατηγικές: 
1η στρατηγική 
Αφού απάντησε λάθος σε 3 και άφησε 4 κενά στις υπόλοιπες 13 απάντησε σωστά. 
Άρα     3 • ( - 2 ) + 4 • 2 + 13 • ( + 4 ) = 54 
2η στρατηγική 
Συγκρίνουν τις απαντήσεις του Γιάννη µε αυτές της Κατερίνας. Έχουν τον ίδιο αριθµό 
σωστών απαντήσεων. Όµως ο Γιάννης αντί για 7 λάθος απαντήσεις, έχει 3. Άρα στις 4 
απαντήσεις που µένουν δεν θα έχει 4 • ( - 2 ) = - 8 µονάδες αλλά 4 • ( + 2 ) = + 8 
µονάδες. Εποµένως θα έχει συνολικά 8 + 8 = 16 µονάδες περισσότερες από την 
Κατερίνα. 38 + 16 = 54 
 
Ερώτηση 9 
α. Ο καθηγητής πρώτα αφαίρεσε τις δύο σωστές απαντήσεις και µετά πρόσθεσε τις  
    δύο λάθος. ∆ηλάδή πρώτα αφαίρεσε τις θετικές µονάδες  -2 • 4 και µετά πρόσθεσε  
    τις  αρνητικές +2 • ( - 2). Ο πρώτος αριθµός στον πολλαπλασιασµό δηλώνει την  
    πράξη (πρόσθεση ή αφαίρεση) και ο δεύτερος τις θετικές ή αρνητικές µονάδες. 
β. Αφαιρέθηκαν 12 µονάδες:   -2 • 4 + 2 • ( - 2) = - 8 + ( - 4 ) = - 12 
 
Ερώτηση 10 
α. Πρώτα αφαιρούµε τις τρεις λάθος απαντήσεις και µετά προσθέτουµε τις τρεις  
    σωστές, δηλαδή   - 3 • ( - 2 ) + 3 • ( + 4 ) 
β. Κατ΄αρχήν υπολογίζουµε την προηγούµενη βαθµολογία της Κατερίνας. Αφού είχε  
    7 λάθος και 13 σωστές απαντήσεις συγκέντρωσε 7 • ( - 2 ) + 13 • ( + 4 )= 38  
    µονάδες. Άρα ο τελικός της βαθµός θα είναι  38 - 3 • ( - 2 ) + 3 • ( + 4 ) = 56 
    Οι περισσότεροι µαθητές δεν θα χρησιµοποιήσουν την προηγούµενη παράσταση,  
    αλλά πρώτα θα υπολογίσουν τις συνολικές µονάδες που πρέπει να προστεθούν και  
    στο τέλος θα κάνουν την πρόσθεση. 
    - 3 • ( - 2 ) + 3 • ( + 4 ) = 18          
    38 + 18 = 56 
 
Ερώτηση 11 
α. Οι µαθητές διατυπώνουν ανάλογο πρόβληµα για παράσταση που περιλαµβάνει  
     τρεις διορθώσεις. Αν στο προηγούµενο πρόβληµα δεν χρησιµοποιήσαν ανάλογη  
     παράσταση και υπολόγισαν τον τελικό βαθµό σε δύο φάσεις, τώρα αντιµετωπίζουν 
     την κατάσταση στην οποία ο υπλογισµός γίνεται από µία µόνο παράσταση. 
β. Πρέπει να παρατηρήσουν ότι πρώτα προσθέσαµε τις λάθος απαντήσεις και µετά  
    αφαιρέσαµε τις σωστές και τα κενά. Θα µπορούσαµε να αλλάξουµε τη σειρά χωρίς 
    να αλλάξει το αποτέλεσµα 
 
Ερώτηση 12 
Οι παραστάσεις πρέπει να έχουν την µορφή της παράστασης στην ερώτηση 11. 
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Παρατήρηση  
Οι µαθητές κάποια στιγµή πρέπει να αποµακρυνθούν από τα πλαίσια και να 
λειτουργήσουν σε ένα πιο αφηρηµένο επίπεδο. Από το σηµείο αυτό και µετά, για τη 
λύση των προβλήµάτων ενθαρρύνονται να µη χρησιµοποιούν συγκεκριµένο πλαίσιο. 
 
Ερώτηση 13 
α. 12 • ( - 1 ) + 12 • ( +1 ) = - 12 + 12 = 0 
β. Από το προηγούµενο ερώτηµα έχουµε ότι 12 θετικές κάρτες µαζί µε 12 αρνητικές  
    δίνουν άθροισµα 0. Αν αφαιρέσουµε τις 12 θετικές θα µείνουν οι 12 αρνητικές.     
    ∆ηλαδή      
                              - 3 • ( + 4 ) =  - 12                      
 
         
         αφαιρώ                        θετικές κάρτες 
 
γ. Πάλι έχουµε ότι 12 θετικές κάρτες µαζί µε 12 αρνητικές δίνουν άθροισµα 0. Αν  
    αφαιρέσουµε τις 12 αρνητικές θα µείνουν οι 12 θετικές. 
                              - 3 • ( - 4 ) =  + 12 
 
                          
         αφαιρώ                       αρνητικές κάρτες 
 
Ερώτηση 14 
Αφαιρούµε τρεις οµάδες από δύο θετικές κάρτες και προσθέτουµε τρεις οµάδες από 
δύο αρνητικές κάρτες. Με το πρόβληµα αυτό αξιολογείται η ικανότητα των µαθητών 
να µοντελοποιούν καταστάσεις χρησιµοποιώντας συγκεκριµένους  χειρισµούς  
 
Ερωτήσεις 15, 16 
Αξιολογείται η ικανότητα των µαθητών να γενικεύουν και να διατυπώνουν κανόνες 
για τον πολλαπλασιασµό θετικών και αρνητικών αριθµών. 
 
Ερώτηση 17 
Συµπληρώνοντας τους πίνακες οι µαθητές µπορούν να παρατηρήσουν ότι υπάρχει 
συµµετρία των αποτελεσµάτων ως προς τη διαγώνιο του πίνακα. Αυτό αιτιολογείται 
από την αντιµεταθετικότητα της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού. Αντίθετα η 
αντιµεταθετική ιδιότητα δεν ισχύει στην αφαίρεση και τη διαίρεση. 
 
Παρατήρηση  
Όπως έχει ήδη αναφερθεί είναι πολύ δύσκολο να βρεθεί πλαίσιο για την διαίρεση µε 
αρνητικό αριθµό. Για την ερώτηση 18 χρησιµοποιούµε διαίρεση µέτρησης στο 
πλαίσιο των θετικών και αρνητικών καρτών. 
Για την διαίρεση µε θετικό αριθµό οι µαθητές µπορούν να χρησιµοποιήσουν είτε το 
πλαίσιο των θερµοκρασιών είτε των καρτών όπως δίνεται από µία διαίρεση µερισµού 
στων ερώτηση 20. 
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Ερώτηση 18 
α. Τις χωρίσαµε σε τρεις οµάδες.           β.  ( - 12 ) : ( - 4 ) = 3 
γ. Χωρίσαµε οκτώ αρνητικές κάρτες σε οµάδες των τριών καρτών 
    Χωρίσαµε έξι αρνητικές κάρτες σε οµάδες των τριών καρτών 
 
Ερώτηση 19 
Με τις ασκήσεις αυτές αξιολογείται η ικανότητα των µαθητών να γενικεύουν. Οι 
µαθητές χρησιµοποιούν κάρτες µόνο αν συναντήσουν δυσκολία στις διαιρέσεις. 
 
Ερώτηση 20 
α. Έχει 4 αρνητικές κάρτες. 
 
β.                  ( - 12 ) :  3  = - 4 
 
  αρνητικές 
     κάρτες          αριθµός οµάδων    αρνητικές κάρτες 
 
Ερώτηση 21 
Μπορούν οι µαθητές να χρησιµοποιήσουν διαφορετικά πλαίσια. 

1. Πλαίσιο καρτών 
            Χωρίζουµε οκτώ αρνητικές κάρτες σε τέσσερις οµάδες. 
            Χωρίζουµε έξι αρνητικές κάρτες σε τρεις οµάδες. 
      2.   Πλαίσιο θερµοκρασιών 
            Υπολογίζουµε τη µέση θερµοκρασία τεσσάρων ηµερών. 
            Υπολογίζουµε τη µέση θερµοκρασία τεσσάρων ηµερών. 
Με το πρόβληµα αυτό αξιολογείται η ικανότητα των µαθητών να µοντελοποιούν 
καταστάσεις χρησιµοποιώντας συγκεκριµένους χειρισµούς 
 
Ερωτήσεις 22, 23 
Αξιολογείται η ικανότητα των µαθητών να γενικεύουν και να διατυπώνουν κανόνες 
για τη διαίρεση θετικών και αρνητικών αριθµών. Εδώ πρέπει να εξηγηθεί στους 
µαθητές ότι η διαίρεση είναι η αντίστροφη πράξη του πολλαπλασιασµού και ότι έχουν 
τους ίδιους κανόνες προσήµου. Έτσι αιτιολογείται ότι διαίρεση θετικού µε αρνητικό 
δίνει ως αποτέλεσµα αρνητικό αριθµό γιατί δεν είναι δυνατό να βρεθεί πλαίσιο γι’ 
αυτήν την πράξη. 
 
Ερώτηση 24 
α. – 1 + 2 = 1 
β. οµάδα Β: 5 – 1 = 4    οµάδα Γ: - 4 + 1 = - 3 
γ. Πιθανές απαντήσεις:  5 - ( - 1 ) - ( + 2)   ή  5 - ( 2 – 1 )  ή  5 - 1 ή  5 - ( + 2 ) - ( - 1 ) 
    για οµάδα Β 
                                                                           θετικές κάρτες 
                    αφαίρεση   αρνητική  αφαίρεση 
                                         κάρτα
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Ερώτηση 25 
Συνιστούµε τους µαθητές να ακολουθήσουν την πορεία και τους συµβολισµούς της 
προηγούµενης άσκησης. 
α. Πιθανή παράσταση 4 - ( - 2 + 3 ) 
β. - 2 + 3 = +1                     γ.  4 – 1 = 3 
δ. Οι µαθητές ήδη γνωρίζουν ότι: αφαιρώ έναν αρνητικό πόντο είναι το ίδιο σαν να 
προσθέτω έναν θετικό. -(-1) = +1 
Χρησιµοποιώντας αυτή τη γνώση αναµένουµε απαντήσεις της µορφής: 
4 + 2 - 3 ή 4 + ( 2 – 3 ) 
 
Αν οι µαθητές απαντήσουν στο δ της προηγούµενης ερώτησης, τότε η 26 µπορεί να 
παραληφθεί. 
 
Ερώτηση 26 
Οι  µαθητές µέσα στο πλαίσιο συµβολίζουν την ενέργεια «δίνω» µε πρόσθεση. 
α. Πιθανές παραστάσεις:     4 + 2 - 3        4 + ( + 2 – 3 )        4 + ( + 2 ) + ( - 3 ) 
β.  + 2 – 3 = - 1                  γ.  4 – 1 = 3 
 
Ερώτηση 27 
α. + 4 + 3 – 4 = + 3  .
Οι ασκήσεις αυτές είναι πολύ σηµαντικές γιατί βοηθούν τους µαθητές να 
γενικεύσουν. Τις τελευταίες θα πρέπει να τις συµπληρώσουν χωρίς τη βοήθεια 
καρτών αν µπορούν. 
 Για τις ερωτήσεις 24, 25, 26 είναι απαραίτητο να παρουσιασθούν όλες οι λύσεις των 
µαθητών να εξετασθούν και να συζητηθούν. Οι µαθητές πρέπει να πεισθούν ότι όλες 
οι παραστάσεις δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα και εποµένως µπορούµε να µεταβαίνουµε 
από τη µία στην άλλη. 

......................... β
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Ενότητα 6η         ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ   
                                            ΣΧΗΜΑΤΩΝ 

εριγραφή της ενότητας 

’ αυτή την ενότητα οι µαθητές διερευνούν τον µετασχηµατισµό των γεωµετρικών 
χηµάτων στο σύστηµα συντεταγµένων και στο περιβάλλον του Χελωνόκοσµου στο 
ΒΑΚΙΟ. Αρχικά µαθαίνουν τα στοιχεία ενός σύστηµατος συντεταγµένων, δηλαδή την 
ρχή Ο και τους κάθετους άξονες µε τη µονάδα µέτρησης. Στη συνέχεια απεικονίζουν τα 
ηµεία των οποίων δίνονται οι συντεταγµένες. Ενώνοντας τα σηµεία σχηµατίζουν γνωστά 
ωµετρικά σχήµατα και διερευνούν τους µετασχηµατισµούς τους, δηλαδή τη µεταφορά, τη 
τροφή, τη µεγέθυνση και τη σµίκρυνση. Πιο αναλυτικά, οι µαθητές διαπιστώνουν ότι 
ροσθέτοντας έναν θετικό στη τετµηµένη κάθε σηµείου, το σχήµα µετατοπίζεται προς τα 
εξιά, τόσες  όσο ναι και µός, ενώ προσθέτοντας έναν αρνητικό 
ετατοπίζεται αντιστοίχως προς τα αριστερά. Κάτι ανάλογο συµβαίνει όταν προστεθεί 
ετικός ή αρνητικός αριθµός στην τεταγµένη κάθε σηµείου. Τότε έχουµε µεταφορά του 
χήµατος προς τα πάνω ή προς τα κάτω αντίστοιχα. 
ια να διερευνήσουν τι παθαίνει το σχήµα αν πολλαπλασιάσουµε ή διαιρέσουµε τα µήκη 
ν πλευρών του µε θετικό ή αρνητικό αριθµό, εργάζονται στο περιβάλλον του 
ελωνόκοσµου. Εκεί µε τη Logo σχεδιάζουν τετράγωνα, τρίγωνα, ορθογώνια και µε τη 
οήθεια του µεταβολέα διερευνούν: 
• Τη µεταβολή του µεγέθους του σχήµατος (µεγέθυνση – σµίκρυνση) 
• Τη θέση του σχήµατος όταν οι πλευρές πολλαπλασιάζονται ή διαιρούνται µε 

αρνητικό αριθµό. 

τόχος της ενότητας 

τόχος της ενότητας είναι οι µαθητές να µπορούν: 
• Να τοποθετούν διατεταγµένα ζεύγη αριθµών σε σύστηµα συντεταγµένων 
• Να εφαρµόζουν τις πράξεις µε θετικούς και αρνητικούς αριθµούς 
• Να κατανοούν τις οµοιότητες που υπάρχουν στις πράξεις µεταξύ των ακεραίων  
      και στο αλγεβρικό και στο γεωµετρικό πλαίσιο. 
• Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς γεωµετρικών σχηµάτων σε σύστηµα 

συντεταγµένων 
• Να διερευνούν τους µετασχηµατισµούς γεωµετρικών σχηµάτων στον Χελωνόκοσµο 
• Να προβλέπουν και να αιτιολογούν τους µετασχηµατισµούς και στα δύο πλαίσια. 
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Σε τετραγωνισµένο χαρτί παίρνουµε ένα σταθερό σηµείο Ο. Το σηµείο αυτό ονοµάζεται  
ίζεται αναφορικά µε το Ο. αρχή και η θέση οποιουδήποτε άλλου σηµείου θα προσδιορ

 
Στο παρακάτω τετραγωνισµένο χαρτί το σηµείο Α βρίσκεται 2 µονάδες στα δεξιά του Ο 

 περιγράψουµε τη θέση του σηµείου αυτού γράφουµε  
(2,-1). Οι αριθµοί 2 και -1 ονοµάζονται συντεταγµένες του σηµείου Α. 

και µία µονάδα κάτω. Για να
Α
 

O

A

 
   
1. Η πρώτη  συντεταγµένη του Α είναι θετική. Γιατί η δεύτερη είναι αρνητική;    
 
2. α ς θα  
        µπ
    β. Να σης τα σηµεία  Γ(-1,+2),  ∆(0,-3),  Ε(-1,-3)   
  γ. Είναι το σηµείο  (-1,+2) ίδιο µε το σηµείο (2,-1);  Να εξηγήσετε την απάντησή σας.  

άθε φορά που πρέπει να τοποθετήσετε σηµεία στο τετραγωνισµένο χαρτί, πρέπει να 
 ευκολότερα να τοποθετήσετε  

τα 

               

. Να τοποθετήσετε το σηµείο Β(+2,+1)  σε τετραγωνισµένο χαρτί. Πώ
ορούσατε να περιγράψετε µε λόγια τη θέση του Β;    
 τοποθετήσετε επί

  
 
Κ
µετρήσετε. Αν όµως έχετε το παρακάτω σχήµα  µπορείτε

σηµεία 

 

-5 5

  

5

-5

0 1 2 3 4

1

2

3

4

6

-1

-2

-3

-4
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7

-6

-7

6 7
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Το σχήµα αυτό µε τους δύο κάθετους άξονες ονοµάζεται σύστηµα συντεταγµένων. Η 
οριζόντια ευθεία ονοµάζεται οριζόντιος άξονας και η κάθετη σ’ αυτήν, ονοµάζεται  
κάθετος άξονας. Η πρώτη συντεταγµένη  ονοµάζεται τετµηµένη, ενώ η δεύτερη 

να.   

α. Τί αριθµό θα βάλουµε στην αρχή; 
    β. Να τοποθετήσετε στο σύστηµα συντεταγµένων  τα σηµεία  Α(1,1), Β(2, 3), Γ(4, 3),  
        ∆(5, 1) 
    γ. Αν  ενώσετε τα σηµεία Α, Β, Γ, ∆, Α, τί γεωµετρικό σχήµα σχηµατίζεται;      
 
Για τα προβλήµατα 4-7, να κάνετε πρώτα µια πρόβλεψη για το αποτέλεσµα που θα έχει 
κάθε πράξη στο σχήµα. Να χρησιµοποιήσετε τις συντεταγµένες του προβλήµατος 3.  
 
4. Να προσθέσετε -3 στην τετµηµένη κάθε σηµείου. Τί πρόκειται να συµβεί;  
 
5. Να προσθέσετε +1 στην τεταγµένη κάθε σηµείου. Τί θα συµβεί τώρα; 
 
6. Τί συµβαίνει αν αφαιρέσετε 1 από τις συντεταγµένες όλων των σηµείων

εί το  
αρχικό πολύγωνο προς τα κάτω κατά τέσσερις µονάδες; 

ονοµάζεται τεταγµένη.          
 

σε κάθε άξο3. Να σχεδιάσετε δύο κάθετους άξονες. Να βάλετε µία µονάδα µέτρησης 
  Η τοµή των αξόνων είναι το σηµείο Ο.     

    

; 
 
7. Τί πρέπει να κάνετε στις συντεταγµένες των σηµείων, αν θέλετε να µετατοπισθ
    
 
Περιβάλλον Αβάκιο 
 
ια τα επόµενα προβλήµατα πρέπει να εργαστείτε στον Χελωνόκοσµο του ΑΒΑΚΙΟΥ Γ
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Τετράγωνο 
8. Να εκτελέσετε µία φορά την έννοια τετράγωνο στην ψηφίδα Logo. Τί παρατηρείτε
 

; 

 
 
Αφού έχετε εκτελέσει µία φορά την έννοια τετράγωνο, ενεργοποιείστε την ψηφίδα 

                            

µεταβολέας. Θα παρατηρήσετε ότι οι τιµές της µεταβλητής β κυµαίνονται από 50  
έως 200.  

 
 
 9. α. Τί συµβολίζει η µεταβλητή β; 
     β. Τί παθαίνει το σχήµα όταν αλλάζουµε τις τιµές της µεταβλητής β; Ποια ακριβώς  
        στοιχεία του σχήµατος µεταβάλλονται και ποια παραµένουν σταθερά;  
 
10. Τί νοµίζετε ότι θα συµβεί αν η µεταβλητή β πάρει αρνητικές τιµές; Να κάνετε µία  
      πρόβλεψη. 
 
Να αλλάξετε τα όρια των τιµών, ώστε να συµπεριλάβετε και αρνητικές π.χ -100 έως 100.  
 

                              

 145



 
11. Ξεκινήστε από το 100 και µετακινείστε τον µεταβολέα προς τα αριστερά. Τί  
      συµβαίνει στο σχήµα; 
 
Να εκτελέσετε µία φορά την έννοια τετράγωνο για  β=100 και µία φορά  για β = -100.  
 
12. Αν η χελώνα βρίσκεται στην αρχή Ο των αξόνων να σχεδιάσετε ένα ανάλογο σχήµα  
      σε ένα σύστηµα συντεταγµένων. 
 
Τρίγωνο 
Να εκτελέσετε µία φορά την έννοια τρίγωνο.  
 

 
 
13. α. Τί είδους τρίγωνο σχηµατίζεται; 
      β. Να πολλαπλασιάσετε την πλευρά του τριγώνου µε -2.και να γράψετε την  

.  
    γ. Πριν να εκτελέσετε την εντολή, να κάνετε µία πρόβλεψη για το είδος και τη θέση    

4. α. Να πολλαπλασιάσετε την πλευρά του νέου τριγώνου πάλι µε -2.και να γράψετε   

εκτελέσετε να κάνετε µία πρόβλεψη για το είδος και τη θέση του νέου  
        τριγώνου. 

ρθογώνιο 
Να εκτελέσετε την έννοια ορθογώνιο, µε τις τρεις διαφορετικές τιµές των µεταβλητών λ, 
ν, ρ. 

για ορθογώνιο :λ :ν :ρ 
επανάλαβε :λ[µ :ν δ 90 µ :ρ δ 90] 
τελος 

νιο 2 30 40 

          αντίστοιχη εντολή
  
          του νέου τριγώνου. 
      δ. Να εκτελέσετε την εντολή. Τί παρατηρείτε; Κάνατε σωστές προβλέψεις; 
 
1
          την αντίστοιχη εντολή.  
      β. Πριν την 
  
 
Ο

ορθογώ
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ορθογώνιο 2 -60 -80 

εταβλητές ν και ρ; 
    β. Να παρατηρήσετε και να περιγράψετε την σχέση των σχηµάτων µεταξύ τους. 

τα επόµενα δύο προβλήµατα θα πολλαπλασιάσετε ή θα διαιρέσετε τις πλευρές ενός 

6. Να διαιρέσετε τις πλευρές του κόκκινου ορθογωνίου µε - 4. Πού θα σχηµατισθεί το  
ογώνιο; Τί συµπεραίνετε για το ( - ... ) : ( - 4 ) ; 

7. Να πολλαπλασιάσετε το µπλε ορθογώνιο µε -1. Πού θα σχηµατισθεί το νέο  
      ορθογώνιο; 
 
18. Να πολλαπλασιάσετε τις πλευρές του νέου ορθογωνίου µε -1. Πού θα σχηµατισθεί το  
      νέο ορθογώνιο; Τί συµπεραίνετε για το ( - 1 ) • ( - 1 ) ; 
 
Να τοποθετήσετε όλα τα ορθογώνια σε σύστηµα συντεταγµένων. 
 
Η Μαρία βλέποντας τα ορθογώνια λέει: 
« Όλα τα ορθογώνια µε θετικές πλευρές σχηµατίζονται  πάνω δεξιά και όλα τα 
ορθογώνια µε αρνητικές πλευρές σχηµατίζονται  κάτω αριστερά» 
 
19. Έχει δίκιο η Μαρία και γιατί; 
 
20. α. Πως µπορείτε να αλλάξετε τη θέση ενός ορθογωνίου και να µικρύνετε τις  

        διαστάσεις του; 
ε αριθµό, να ελλατώσουµε τις διαστάσεις ενός  

µα. 

 σχηµατίσθηκε να το πολλαπλασιάσετε µε +2. Το δεύτερο  

    πολλαπλασιάσετε µε +1/2. Πώς θα µπορούσατε να πάρετε το τέταρτο ορθογώνιο  

 
 
 
 

                  ορθογώνιο 2 120 160 
15. α. Τί συµβολίζουν οι µ
  
           
Σ
ορθογωνίου µε έναν αριθµό και θα εκτελέσετε τις αντίστοιχες εντολές.. 
 
1
      νέο ορθ
 
1

  
      β. Μπορούµε πολλαπλασιάζοντας µ
          ορθογωνίου; Να εξηγήσετε την απάντησή σας και να δώσετε ένα παράδειγ
 
21. Να εκτελέσετε την έννοια ορθογώνιο δίνοντας στις µεταβλητές ν και ρ ότι τιµές   
      θέλετε. Το ορθογώνιο που
      ορθογώνιο να το πολλαπλασιάσετε µε -1. Το τρίτο ορθογώνιο να το  
  
      κατευθείαν από το πρώτο χωρίς τα ενδιάµεσα στάδια; 
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        Αναµενόµενες απαντήσεις - λύσεις και σχόλια 

ευθύνσεις συνδέονται µε τους θετικούς και αρνητικούς όπως και στη 1  

 

-κάτω από την αρχή Ο. 
    γ..∆εν είναι το ίδιο. Το (-1,2) είναι µία µονάδα αριστερά και δύο µονάδες κάτω,  

                       Ερώτηση 3 

 
Ερώτηση 1 

ηΟι κατ
ενότητα. Η κατεύθυνση δεξιά και η κατεύθυνση πάνω συµβολίζονται µε +, ενώ η 
αριστερά και η κάτω µε -. 

Ερώτηση 2 
α, β  Πιθανή περιγραφή είναι η δεξιά-αριστερά και η πάνω

        ενώ το (2,-1) είναι δύο µονάδες δεξιά και µία µονάδα κάτω. 
 

                       

5

5

B Γ

A ∆

 
                        Ερώτηση 4 
                            Θα µετατοπισθεί 3 θέσεις αριστερά. 
 

                     

-5 5

5

0

A

Γ

∆Λ

Μ Ν B

Ξ

-2 -1 1 2
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Ερωτήσεις 8,9 
 

                        Ερώτηση 5 
                            Θα µετατοπισθεί 1 θέση πάνω. 

                          

-5 5

5

0

A

Γ

∆

B

-2 -1 1 2

Ε

Ζ Η

1

2

3

4

Θ

 

                            Θα µετατοπισθεί 1 θέση αριστερά και 1 κάτω.  
    

                        Ερώτηση 6 

                         

-5 5

5

0

A

Γ

∆

B

-2 -1 1 2

1

2

3

4

    

κάθε σηµείου το -4 
                       Ερώτηση 7 
                           Πρέπει να προστεθεί στην τεταγµένη 
 

                         

-5 5

5
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 149



Ερωτήσεις 8, 9 
 
Σχηµατίζεται πάνω δεξιά ένα τετράγωνο µε πλευρά 100. Η µεταβλητή β συµβολίζει τη 
λευρά του τετραγώνου.  π

 

 
 
 
Αλλάζοντας τις τιµές της µεταβλητής β, το τετράγωνο αυξοµειώνεται χωρίς οµως να 
λλάξει τη θέση του. ∆ηλαδή αλλάζει το µήκος της πλευράς του αλλά παραµένει 

 γωνίες, ίσες πλευρές) 
α
τετράγωνο (ορθές
 

        
 

 150



                                                                  
ρωτήσεις 10,11 

 του απο τα δεξιά στα αριστερά το τετράγωνο µικραίνει 
υνεχώς και µηδενίζεται όταν η β=0. Ακολούθως όταν η β αρχίσει να παίρνει αρνητικές 
τιµές σχηµατίζεται και πάλι το τετράγωνο σε άλλη θέση συµµετρική της αρχικής ως προς 
την αρχή Ο. 
 

Ε
Πιθανή πρόβλεψη είναι ότι θα αλλάξει η θέση του τετραγώνου. Με την ενεργοποίηση 
του µεταβολέα και τη µετακίνησή
σ

      
 
   
Ερώτηση 12 
Απενεργοποιείται ο µεταβολέας, συµπληρώνεται η εντολή τετράγωνο -100, και έτσι 
χουν τα δύο συµµετρικά σχήµατα. Γίνεται σύνδεση της κίνησης της χελώνας µε το 
σύστηµα συντεταγµένων που ήδη έχουν µελετήσει. 
 

έ
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Ερώτηση 13 
Σχηµατίζεται ένα ισόπλευρο τρίγωνο. Η µεταβλητή κ συµβολίζει την πλευρά του 
τριγώνου. Η πλευρά του τριγώνου θα γίνει -2 • 50 = -100.  
 

 
 
Πιθανή πρόβλεψη είναι ότι το τρίγωνο θα διπλασιαστεί και θα µετατοπισθεί κάτω 
αριστερά. 
 

 
 
Ερώτηση 14 
Η πλευρά του τριγώνου θα γίνει -2 • (-100) = 200. Πιθανή πρόβλεψη είναι ότι το τρίγωνο 
θα διπλασιαστεί και θα µετατοπισθεί και πάλι πάνω δεξιά. 
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Ερώτηση 15 
Το κόκκινο ορθογώνιο σχηµατίζεται συµµετρικά ως προς το σηµείο 0 µε διπλάσιε
διαστάσεις από το αρχικό επειδή οι πλευρές του πολλαπλασ

ς 
ιάστηκαν µε τον αρνητικό  

. Το µπλε ορθογώνιο σχηµατίσθηκε συµµετρικά ως προς το κόκκινο µε κέντρο 
συµµετρίας το σηµείο 0 και µε διπλάσιες διαστάσεις από το κόκκινο επειδή οι πλευρές 
του πολλαπλασιάστηκαν και πάλι µε τον -2. 
Οι µεταβλητές ν, ρ συµβολίζουν τις διαστάσεις του ορθογωνίου.  
 

-2

 
 
Ερώτηση 16 
Οι πλευρές θα είναι ( - 60 ) : ( - 4 ) = 15 και ( - 80 ) : ( - 4 ) = 20 . Το νέο ορθογώνιο θα 
σχηµατισθεί πάνω δεξιά. 
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Ερώτηση 17 
Οι πλευρές θα είναι 120 • ( - 1 ) = - 120 και 160 • ( - 1 ) = - 160. Το νέο ορθογώνιο θ
σχηµατισθεί κάτω αριστερά. 

α 

 

 
 
 

ώτηση 18 
ι πλευρές θα είναι -120 • ( - 1 ) = +120 και - 160 • ( - 1 ) = + 160. Το νέο ορθογώνιο θα 

ω δεξιά. 

Ερ
Ο
σχηµατισθεί πάν
 

 
 
Οι µαθητές παρατηρούν ότι πολλαπλασιάζοντας µε αρνητικό αριθµό το ορθογώνιο 
ετατοπίζεται από πάνω δεξιά στην θέση κάτω αριστερά και αντίστρoφα. Ο 
ολλαπλασιασµός δύο φορές µε ( - 1 ) διατηρεί και τη θέση και τις διαστάσεις του 
ρθογωνίου. 

µ
π
ο
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Ερώτηση 19 
Πιθανή γραφική παράσταση αν πάρουν σαν µονάδα µέτρησης το 20. Ανάλογη θα έχου
αν η µονάδα µέτρησης είναι π

ν 
.χ. το 10. Εδώ συζητάµε πρώτα µε τους µαθητές τις 

υνατές µονάδες µέτρησης. Για πράδειγµα η µονάδα µέτρησης 1 δεν είναι δυνατόν να 
χρησιµοποιηθεί λόγω χώρου. 
 

δ
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40
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 Μαρία έχει δίκιο γιατί όταν οι συντεταγµένες που αντιστοιχούν στις πλευρές των 
ορθογωνίων είναι θετικές, τότε τα ορθογώνια σχηµατίζονται πάνω και δεξιά, ενώ όταν 
είναι αρνητικές σχηµατίζονται κάτω αριστερά. 
 
Ερώτηση 20 
α. Πιθανή απάντηση: Για να αλλάξει θέση το ορθογώνιο πολλαπλασιάζουµε τη µία ή και  
    τις δύο διαστάσεις του ορθογωνίου µε αρνητικό αριθµό. Για να µικρύνουν οι πλευρές  
    του, τις διαιρούµε µε ακέραιο. 
β. Μπορεί να γίνει αν πολλαπλασιάσουµε µε κλάσµα µικρότερο της µονάδας. 
 
Ερώτηση 21 
Πιθανές τιµές µεταβλητών: ν = 60 και ρ = 80 
Για το δεύτερο ορθογώνιο έχουµε ν = 2 • 60 =120 και ρ = 2 • 80 =160 
Για το τρίτο ορθογώνιο έχουµε ν = ( -1 ) • 120 = -120 και ρ = ( -1 ) • 160 = -160 
Για το τέταρτο ορθογώνιο έχουµε: 

 = ( + ½ ) • ( - 120) = - 60 και ρ = ( + ½ ) • ( - 160 ) = - 80 
 

 
Η

 ν
Θα µπορούσαµε να έχουµε κατευθείαν το τέταρτο ορθογώνιο αν πολλαπλασιάζαµε τις
διαστάσεις του πρώτου ορθογωνίου µε - 1 
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Το πρόβληµα εξετάζει την ικανότητα των µαθητών 

4. Να κατανοήσουν τις οµοιότητες που υπάρχουν στις πράξεις µεταξύ των 
ακεραίων και στο αλγεβρικό και στο γεωµετρικό πλαίσιο. 

5. Να διερευνήσουν τους µετασχηµατισµούς γεωµετρικών σχηµάτων ( µεταφορά, 
στροφή, µεγέθυνση, σµίκρυνση ) στο διερευνητικό περιβάλλον του 
Χελωνόκοσµου. 

6. Να προβλέψουν τους µετασχηµατισµούς και να τους αιτιολογήσουν. 
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         ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ II 
 
 
    υγκριτικοί πίνακες  
                  TIMSS και PISA 

 

            Σ



∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΙ TIMSS και PISA 

∆ιαγωνισµός TIMSS  
Η MSS µετρά την δεξιοτεχνία των µαθητών σε ειδικές γνώσεις, δεξιότητες και έννοιες. 
Τ µενο των διαγωνισµάτων βασίζεται σε ένα πρόγραµµα σπουδών που είναι 
κοινό για τις συµµετέχουσες χώρες και έχει συσταθεί κατόπιν συνεργασίας και 
συ  µετξύ τους. 
∆ιαγωνισµός PISA 
Ο γωνισµός  PISA (Program for International Student Assessment) µετρά τις 
δυνατότητες των 15-χρονων στην ανάγνωση, στα µαθηµατικά και στις φυσικές 
επιστήµες. Ο PISA διαφέρει από τους άλλους διεθνείς διαγωνισµούς. ∆ίνει έµφαση στην 
εφ  
σχ τά τα 
ερ
Ο τό να 
γνωρίζει ανάγνωση, ειδικούς µαθηµατικούς τύπους και επιστηµονικές έννοιες αλλά θα  
πρέπει να ξέρει πως θα εφαρµόζει αυτή τη γνώση και τις δεξιότητες σε διάφορες 
καταστάσεις που θα αντιµετωπίσει στη ζωή του. Γι’ αυτό το λόγο το περιεχόµενο των 
ερωτήσεων δεν είναι αυστηρά προσκολληµένο στα αναλυτικά προγράµµατα των 
σχ πειρίες των 
µα atical 
lit ανοεί τον ρόλο 
πο ιτιολογηµένες κρίσεις 
κα νάγκες ενός ανθρώπου 
που δηµιουργεί, ενδιαφέρεται και αναστοχάζεται. 
 
Στους παρακάτω πίνακες παρουσιάζεται η απόδοση των µαθητών της τετάρτης 
∆ηµοτικού και της πρώτης Γυµνασίου  
 
 
 
 
 
 
Internationa

Internationa
Achievemen

Fourth
 
 
Internationa
Achievemen

Fourth
 
Country 
Average 

 

 TI
ο περιεχό

µφωνίας

 δια

αρµογή της γνώσης, δίνοντας στους µαθητές ερωτήµατα-προβλήµατα που έχουν
έση όσο το δυνατόν περισσότερο µε το πραγµατικό κόσµο (PISA, 2003). Αυ
ωτήµατα αντανακλούν την άποψη ότι:  

5-χρονος µαθητής πλησιάζει στην ενηλικίωση και εποµένως δεν είναι αρκε 1

ολείων αλλά είναι ευρύτερο και περιλαµβάνει και τις γνώσεις και εµ
θητών από το περιβάλλον. Ειδικά ο µαθηµατικός αλφαβητισµός (mathem

α κατeracy) είναι η δυνατότητα του ανθρώπου να προσδιορίζει και ν
υ παίζουν τα µαθηµατικά στην καθηµερινή µας ζωή, να κάνει α
ι να χρησιµοποιεί τα µαθηµατικά µε τρόπο που ικανοποιεί τις α

 
 

 

l Average 529 
l Average 529             

t 

 Grade* 

l Average International Average 470 529 
t 

 Grade* 

                           TIMSS 1995 
Fourth Grade*          Country Average Achievement 

1.  Singapore            625          14. Israel                    531           

2.  Korea                   611          15. Latvia (LSS)         525 

3.  Japan                   597          16. Scotland              520  

4.  Hong Kong          587          17. England               513           

5.  Netherlands         577          18. Cyprus                 502 

6.  Czech Republic   567          19. Norway                502 

7.  Austria                 559           20. New Zealand      499 

8.  Slovenia              552           21. Greece                 492  

9.  Ireland                 550           22. Thailand              490   

10. Hungary              548          23. Portugal               475           

11. Australia             546          24. Iceland                  474 

12. United States     545          25. Iran, Islamic Republic 429 

13. Canada               532          26. Kuwait                  400 
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                                TIMSS 1995Seventh Grade*country 
eventh Grade*               Country Average Achievement 

           21. Germany               484                                                  

 

           24. United States        476         

                                      

  

TERNATIONAL 

 την υψηλότερη απόδοση 
αι στη 2 γκ ήταν µεταξύ των 
αλύτερω τρία.» (TIMSS, 1997) 

νων µαθητών. Η Ελλάδα 

ν 6η θέση ανάµεσα σε 25 
ώρες.  

S

1.  Singapore              601

2.  Korea                     577           22. Sweden                  477 

3.  Japan                     571           23. England                 476                                              

4.  Hong Kong            564

5. Belgium (Fl)           558            25. New Zealand         472 

6.  Czech Republic    523            26. Denmark                465 

7.  Netherlands          516            27. Scotland                463 

8.  Bulgaria                514            28. Latvia (LSS)           462 

9.  Austria                  509            29. Norway                   461 

10. Slovak Rep.         508            30. Iceland                    459 

11. Belgium (Fr)        507            31. Romania                 454 

12. Switzerland         506            32. Spain                       448 

13 Hungary               548             33. Cyprus                    446 

14.  Russian Fed.     501             34. Greece                    440 

15.  Ireland                500             35. Lithuania                428   

16.   Slovenia            498             36. Portugal                 423                                                     

17. Australia             498             37 Iran, Islamic Rep.    402 

 18. Thailand             495            38. Colombia                369                     

19. Canada              494            39. South Africa           348 

20. France                 492     

 

 

 

 

 

Στην έκθεσή της για τις επιδόσεις των µαθητών η ΤΙΜSS (THIRD IN
MATHEMATICS AND SCIENCE STUDY) αναφέρει: 

θηµατικά η Σιγκαπούρη και η Κορέα ήταν οι χώρες µε« Στα µα
α και στη 3η ∆ηµοτικού. Η Ιαπωνία και το Χονγκ-Kονκ

κ ν στον κόσµο όπως και Ολλανδία η Τσεχία και η Αυσ
Στον πίνακα αυτό συµπεριλαµβάνεται και η απόδοση των Ελλή
έκτοτε δεν έλαβε µέρος στους διαγωνισµούς της ΤΙΜSS 

υταίο διαγωνισµό (TIMSS, 2003) η Ολλανδία πήρε τηΣτον τελε
χ
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Συγκριτικός πίνακας ΤΙΜSS 1995-1999-2003 στα 
Μαθηµατικά για τους µαθητές 2ας γυµνασίου
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Αποτελέσµατα  PISA 2003 για 15-χρονους 
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