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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 

 Η ικανότητα αποτελεσµατικής αντιµετώπισης µαθηµατικών προβληµάτων, 

ανέκαθεν αποτελούσε κυρίαρχο στοιχείο προβληµατισµού των µαθηµατικών κάθε εποχής. 

Οι περισσότεροι από αυτούς δεν παρέλειψαν µάλιστα να αναφερθούν µε κάποιο έργο τους  

( ή να προσπαθήσουν τουλάχιστον ), σε θέµατα που σχετίζονταν άµεσα µε την επίλυση 

προβλήµατος και µε τις “στρατηγικές” που ακολουθεί ο νους προκειµένου να επιλύσει 

κάποιο πρόβληµα. Ενδεικτικά µπορούµε να αναφέρουµε τον Πάππο, όπου στο έβδοµο 

βιβλίο της Συναγωγής, αναφέρεται σε ένα κλάδο µελέτης που ονοµάζεται αναλυόµενος  και 

όπου περιγράφονται οι µέθοδοι της ανάλυσης και της σύνθεσης. Ο Descartes , σχεδίαζε να 

κατασκευάσει µια καθολική µέθοδο επίλυσης προβληµάτων, άφησε όµως ατελείωτο το 

έργο του Κανόνες που κατευθύνουν το νου. Ο Leibniz σχεδίαζε να γράψει µια  Τέχνη της 

επινόησης αλλά ούτε και αυτός έφερε σε πέρας το έργο του. Ο Bolzano  αναφέρθηκε 

εκτενώς στην έννοια της ευρετικής αλλά αυτός ο οποίος έφερε την επανάσταση ήταν ο       

G. Polya µε το έργο του Πώς να το λύσω. 

 Το βασικό στοιχείο προβληµατισµού έχει να κάνει µε τα χαρακτηριστικά της 

σκέψης ενός καλού λύτη προβληµάτων. Τι είναι αυτό που χαρακτηρίζει έναν καλό λύτη 

προβληµάτων και τον κάνει να ξεχωρίζει από ένα µέτριο ή κακό λύτη ; Πως εξηγείται 

άτοµα µε παρόµοιες εµπειρίες και σχεδόν τις ίδιες µαθηµατικές γνώσεις να διαφέρουν 

σηµαντικά στην επίλυση προβλήµατος ; Προφανώς οι απαντήσεις στα παραπάνω και σε 

συγγενή ερωτήµατα αποτελούν βασικό συστατικό των διδακτικών προσεγγίσεων που θα 

υιοθετήσουµε προκειµένου να βελτιώσουµε τους µαθητές µας στην επίλυση προβλήµατος. 

Η διδασκαλία τυποποιηµένων ευρετικών έχει αποδείξει στην πράξη ότι δεν βελτιώνει την 

ικανότητα επίλυσης των µαθητών οι οποίοι συνήθως περιορίζονται σε µια στείρα εφαρµογή 

τους σε άκρως παρόµοιες καταστάσεις. Η παραπάνω συµπεριφορά έχει να κάνει µε την 

άγνοια που έχει ο µαθητής σχετικά µε το γιατί, πως και πότε χρησιµοποιούµε µια ευρετική 

αλλά και µε την αδυναµία επιλογής – κατασκευής και ενεργοποίησης της κατάλληλης 

ευρετικής. Η οργάνωση, ο έλεγχος και η επίγνωση των ενεργειών µας πολλές φορές 

αποδεικνύονται παράγοντες καθοριστικής σηµασίας για την επίλυση ενός προβλήµατος, 

αφού αποτελούν τη δύναµη που θα δώσει ζωή στις γνώσεις µας. 

∆εν είναι λίγες οι φορές που κάποιος µαθητής µας αδυνατεί να προχωρήσει ή να 

ολοκληρώσει την επίλυση ενός προβλήµατος. Ενώ λοιπόν φαίνεται ότι ο συγκεκριµένος 

µαθητής δεν µπορεί να λύσει το πρόβληµα, ο δάσκαλος θέτοντας µια σειρά από 

“επιτυχηµένες” ερωτήσεις, χωρίς να του δώσει έτοιµες απαντήσεις τον οδηγεί στη λύση. 
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 Οι “επιτυχηµένες” ερωτήσεις χαρακτηρίζονται έτσι διότι ο δάσκαλος 

αναγνωρίζοντας το εµπόδιο που δυσκολεύει το µαθητή και έχοντας επίγνωση των 

δυνατοτήτων και του τρόπου σκέψης του µαθητή, θέτει ερωτήµατα που προσανατολίζουν  

στην ανακάλυψη της δυσκολίας και των χαρακτηριστικών της, στον προσδιορισµό των 

αιτίων που δηµιουργούν αυτό το εµπόδιο, τις πιθανές επιλογές που υπάρχουν, την 

αξιολόγηση αυτών των επιλογών, τη διαµόρφωση ενός σχεδίου, τον έλεγχο των ενεργειών 

και πληθώρα άλλων παραγόντων οι οποίοι σχετίζονται άµεσα µε τις γνωστικές διαδικασίες 

που εµπλέκονται.  

Εάν ο µαθητής είχε την ικανότητα να θέτει ο ίδιος στον εαυτό του τις παραπάνω 

ερωτήσεις τότε θα ήταν αποτελεσµατικότερος λύτης προβληµάτων. Η ικανότητα του 

δασκάλου να θέτει τις παραπάνω    “επιτυχηµένες” ερωτήσεις  βασίζεται στο ότι είχε γνώση  

για τον τρόπο σκέψης του µαθητή και τις συµπεριφορές που αυτός υιοθετεί ( γνώση επί των 

γνωστικών διαδικασιών ≈ µεταγνώση ). Συνεπώς εάν ο µαθητής αποκτήσει και αυτός το 

ίδιο είδος γνώσης ( µεταγνώση ) θα µπορεί να διατυπώνει από µόνος του τα κατάλληλα 

κάθε φορά ερωτήµατα, τα οποία θα τον βοηθούν να ξεπερνάει τις δυσκολίες και να οδηγεί 

τους συλλογισµούς του στη λύση του προβλήµατος. Βέβαια το θέµα είναι αρκετά πιο 

σύνθετο αφού εµπλέκεται µια ποικιλία παραγόντων ωστόσο µε το παραπάνω παράδειγµα 

δίνεται µια ξεκάθαρη εικόνα του βασικού πυρήνα των απόψεων που παρουσιάζονται στην 

παρούσα εργασία. 

Στόχος µας  είναι η διατύπωση µιας διδακτικής πρότασης η οποία, όχι µόνο θα 

συµβάλλει στην αποτελεσµατικότερη διδασκαλία της επίλυσης προβλήµατος αλλά 

ταυτόχρονα θα εφοδιάζει τους µαθητές µε δεξιότητες απαραίτητες για αυτό-εκπαίδευση, 

αυτό- επιµόρφωση και αποτελεσµατικότερη αντιµετώπιση ακόµη και έξω-µαθηµατικών 

προβληµάτων. ∆εξιοτήτων δηλαδή που θα συνοδεύουν τους µαθητές δια βίου και όχι µόνο 

κατά τη διάρκεια της σχολικής τους ζωής. ∆εξιότητες οι οποίες θα αναβαθµίζονται 

προσαρµοζόµενες στις απαιτήσεις του περιβάλλοντος και δεν θα περιορίζονται στα στείρα 

χαρακτηριστικά µιας συνήθειας η οποία ατροφεί όταν αλλάζει το ερέθισµα που την 

προκαλεί.                 
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ΜΕΡΟΣ ΠΡΩΤΟ 

 

Η έννοια της Μεταγνώσης 

 

‘Να σκέφτεσαι  για τις σκέψεις σου’. 

 

Ορίζοντας ο Flavell ( 1976 ) τη µεταγνώση, της δίνει τη δυνατότητα να αναφέρεται 

στη γνώση µας για τη γνωστική διαδικασία ( αντίληψη, προσοχή,  

µνήµη, σκέψη, γλώσσα, µάθηση ), στο αποτέλεσµα της, και σε οτιδήποτε σχετικό µ΄ αυτά. 

Σύµφωνα µε τον ευρύτατο αυτό ορισµό η µεταγνώση δεν αγκαλιάζει µόνο 

µεταγνωστικές δεξιότητες αλλά και γνωστικές, οι οποίες καθίστανται µεταγνωστικές 

από την στιγµή που θα αποκτήσουµε την επίγνωση, τον έλεγχο και την οργάνωση τους. 

Για παράδειγµα ας πάρουµε τη µνήµη. ∆ιαβάζοντας ένα κείµενο έχουµε την ικανότητα να 

το αποστηθίσουµε µέχρι κάποιο βαθµό ( γνωστική δεξιότητα ), εάν διαβάσουµε το ίδιο 

κείµενο υπογραµµίζοντας τα σηµαντικά σηµεία, εντοπίζοντας λέξεις κλειδιά, 

κωδικοποιώντας κάποιες φράσεις, βάζοντας αρίθµηση στα επιµέρους στάδια κ.τ.λ 

αποσκοπώντας στη βελτίωση του βαθµού αποστήθισης     ( έχουµε δηλαδή επίγνωση των 

ενεργειών µας ) τότε ελέγχουµε και οργανώνουµε την ικανότητα  της αποστήθισης  

( µεταγνωστική δεξιότητα ).  

Η µεταγνώση λοιπόν, σχετίζεται µε  τη γνώση και την κατανόηση που έχει κάποιος 

για το επίπεδο και τις δυνατότητες της σκέψης του, του προσωπικού του συστήµατος 

επεξεργασίας των πληροφοριών και οικοδόµησης της γνώσης. Σχετίζεται µε την επίγνωση 

και τον έλεγχο που έχει κάποιος επί των σκέψεων και των δραστηριοτήτων που βιώνει. 

Αναφέρεται συνεπώς στην γνώση που έχουµε για τις ίδιες τις γνωστικές µας 

διαδικασίες. ∆ηλαδή αναφέρεται στη δυνατότητα κάποιου για τον αυτοέλεγχο ( self – 

monitoring ), την αυτοδιόρθωση ( self- regulation ) και την αξιολόγηση ( evaluation ).   

Η µεταγνώση εµπεριέχει την ικανότητα του µανθάνοντα να σχεδιάζει µια 

στρατηγική για παραγωγή των πληροφοριών που χρειάζεται, να έχει επίγνωση των 

ιδιαίτερων βηµάτων και στρατηγικών που οδηγούν στην αποτελεσµατική επίλυση 

προβληµάτων και αντιµετώπιση γενικά νέων καταστάσεων και να αξιολογεί τα 

αποτελέσµατα και την πορεία της σκέψης του.  
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Σύµφωνα µε τον Silver ( 1987 ), οι διαδικασίες του σχεδιασµού ( planning ) , του 

ελέγχου ( control ) και της αξιολόγησης ( evaluation ), είναι από τις πιο σηµαντικές 

διαδικασίες της µεταγνώσης. Έτσι, µεταγνώση είναι η γνώση για τη διαδικασία της γνώσης 

και η επαγρύπνηση για τις πηγές και ικανότητες που απαιτούνται για την κατάκτηση της, 

καθώς και ο συστηµατικός έλεγχος και η αυτοαξιολόγηση των διαδικασιών που οδηγούν σ΄ 

αυτή. Σε τελευταία ανάλυση µεταγνώση είναι η ικανότητα µας να γνωρίζουµε τι 

γνωρίζουµε και τι δεν γνωρίζουµε ( θεωρητική πτυχή της µεταγνώσης ) και πως θα το 

γνωρίσουµε  ( πρακτική πτυχή της µεταγνώσης ). Λέγοντας πως θα το γνωρίσουµε, 

εννοούµε τη γνώση που έχει το άτοµο για τους τρόπους µε τους οποίους µπορεί να 

αντλήσει γνώση από το περιβάλλον. Οι τρόποι αυτοί συνθέτουν  ένα ευρύ σύνολο 

επιµέρους ενεργειών ( εικασίες, πειραµατισµοί, ερωτήσεις, υπολογισµοί, αναπαραστάσεις,   

κ.α ). Οι ενέργειες αυτές άλλοτε εκτελούνται συνειδητά και άλλοτε ασυνείδητα, έχοντας τη 

µορφή αυτόµατων ενεργειών τις οποίες έχουµε υιοθετήσει λόγω της επανειληµµένης 

αποτελεσµατικότητας τους σε προηγούµενες εµπειρίες µας. Η συνειδητή εκτέλεση των 

παραπάνω ενεργειών παρουσιάζεται κυρίως στο στάδιο εκπαίδευσης της εκτέλεσης αυτών 

των ενεργειών ή όταν έχουµε πρωτοανακαλύψει την αποτελεσµατικότητα τους στην 

αντιµετώπιση προβληµατικών καταστάσεων. Επίσης, οι ενέργειες αυτές εµπεριέχουν την 

ικανότητα για σχεδιασµό, έλεγχο, αξιολόγηση, διόρθωση και επίγνωση των επιµέρους 

βηµάτων και στρατηγικών που οδηγούν στην επίλυση προβληµάτων.   

Ανάλογα µε τη γνωστική λειτουργία στην οποία επικεντρώνεται η µεταγνώση 

µπορούµε να διακρίνουµε : 

• Τη µεταµνήµη, όσον αφορά τη µνήµη και τα περιεχόµενα της 

• Τη µεταπροσοχή, την επίγνωση δηλαδή, του πότε και πόσο εύκολα επικεντρώνεται 

η προσοχή µας 

• Τη µετακατανόηση, που αναφέρεται στην επίγνωση του αν κατανοούµε κάτι και 

ποιες διαδικασίες βοηθούν σε αυτό  

• Τη µεταγλώσσα, τη γλώσσα δηλαδή που χρησιµοποιείται για να χαρακτηρίσει ή να 

περιγράψει τη γλώσσα ή ένα γλωσσικό ιδίωµα κ.τ.λ 

Πέρα όµως από τις γνωστικές λειτουργίες, ο όρος µεταγνώση επεκτάθηκε, ώστε 

σήµερα να περιλαµβάνει οτιδήποτε το ψυχολογικό, όπως είναι τα συναισθήµατα, τα 

κίνητρα, την επίγνωση του ατόµου όσον αφορά τις εσωτερικές αυτές καταστάσεις του και 

την ικανότητα του να τις ελέγχει.  
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 Ανακεφαλαιώνοντας, ορίζουµε ως µεταγνώση τη γνώση που έχουµε για τις 

γνωστικές µας λειτουργίες ( αντίληψη, προσοχή, µνήµη, σκέψη, γλώσσα, µάθηση ) αλλά 

και για οποιαδήποτε ψυχολογική παράµετρο εµπλέκεται στις σκέψεις και τις 

δραστηριότητες που βιώνουµε. Π.χ Έχω άγχος ( ψυχολογική παράµετρος ) διότι το αυριανό 

διαγώνισµα είναι πολύ σηµαντικό (Επίγνωση ) αλλά µάλλον δεν πρέπει να ανησυχώ αφού 

το µάθηµα είναι τόσο εύκολο! ( Έλεγχος ).  Οι επιµέρους πτυχές της µεταγνώσης είναι η 

θεωρητική και η πρακτική. 

 Η θεωρητική πτυχή αναφέρεται στη γνώση που το άτοµο έχει για τη γνώση ή τις 

πληροφορίες που κατέχει. Π.χ Ξέρω ότι γνωρίζω ποιος είναι ο τύπος για το εµβαδόν 

τριγώνου. 

 Η πρακτική πτυχή αναφέρεται στη γνώση για τους τρόπους άντλησης, 

αποθήκευσης και χρήσης γνώσης και πληροφοριών από το περιβάλλον. Πιο συγκεκριµένα 

πρόκειται για την ικανότητα Σχεδιασµού, Ελέγχου, Αξιολόγησης, ∆ιόρθωσης και 

Επίγνωσης των ενεργειών που οδηγούν στην επίλυση ενός προβλήµατος. Π.χ Θέλω να 

βρω το εµβαδόν ενός κανονικού πολυγώνου. Αφού γνωρίζω τον τύπο για το εµβαδόν 

τριγώνου θα χωρίσω το πολύγωνο σε πολλά τρίγωνα ( Σχεδιασµός ). Όµως τα επιµέρους 

τρίγωνα είναι ίσα ( Αξιολόγηση ). Αρκεί λοιπόν να βρω το εµβαδόν ενός µόνο τριγώνου  

( ∆ιόρθωση ). 
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ΜΕΡΟΣ ∆ΕΥΤΕΡΟ 

 

Η σηµασία της Μεταγνώσης 

 

‘Τίποτα δεν είναι πιο σηµαντικό από το να δει κανείς τις πηγές της επινόησης, που είναι, 

κατά τη γνώµη µου, πιο ενδιαφέρουσες από τις ίδιες τις επινοήσεις’.                 

( Leibniz  Gottfried Wilhelm )  

 

 Επιστρέφεις κουρασµένος από τη δουλειά. Αφηρηµένος ακουµπάς ‘κάπου’ τα 

κλειδιά σου. Μετά από λίγες ώρες πρέπει να βγεις έξω, χρειάζεσαι τ’ αµάξι αλλά… δεν 

θυµάσαι απολύτως τίποτα σχετικά µε το που είναι τα κλειδιά! Πρώτα ελέγχεις τα σηµεία 

στα οποία συνήθως αφήνεις τα κλειδιά σου. Κατόπιν ρίχνεις µια γρήγορη µατιά στα σηµεία 

από τα οποία πέρασες. Μάταιος κόπος! Τώρα θα παίξεις το δυνατό σου χαρτί. Βάζεις τον 

‘εαυτό’ σου να παίξει έναν ρόλο, να ξαναζήσει τις σκηνές γύρω από τη χρονική στιγµή 

κατά την οποία ‘έχασες’ τα κλειδιά. Να ξαναπεράσει από τα ίδια σηµεία. Το τι έκανες τη 

συγκεκριµένη στιγµή είναι ασαφές. Θυµάσαι όµως αρκετά καλά κάποιες άλλες στιγµές. 

Αρχικά άνοιξες την πόρτα, κατόπιν έβγαλες το σακάκι σου και προτού καλά-καλά το 

κρεµάσεις ένας εκκωφαντικός θόρυβος ακούγεται από το δρόµο. Ανοίγεις τη 

µπαλκονόπορτα και βλέπεις ότι δυο αυτοκίνητα έχουν τρακάρει. Χαζεύεις το σκηνικό και 

ξαναµπαίνεις µέσα. Όχι!  Προτού µπεις µέσα έκανες και κάτι άλλο. Μα βέβαια, 

ακούµπησες τα κλειδιά  στο τραπεζάκι του µπαλκονιού! 

 Παρόµοιο σκηνικό έχουµε βιώσει όλοι κάποια στιγµή στη ζωή µας. Ενδεχοµένως 

και εµείς να βρήκαµε τα ‘κλειδιά’ µε τον ίδιο τρόπο. Το ‘κόλπο’ το ανακαλύψαµε µόνοι 

µας ή µας το πρότεινε κάποιος  όταν µας είδε να ψάχνουµε απεγνωσµένα κάτι. ‘Σκέψου τι 

έκανες πιο πριν’, ήταν η συµβουλή και απέδωσε. Η αποδοτικότητα της συγκεκριµένης 

συµπεριφοράς αναζήτησης κρίνεται προφανώς εκ’ του αποτελέσµατος, αλλά που οφείλεται 

; Σίγουρα η µνήµη µας, από µόνη της σαν γνωστική λειτουργία δεν µπόρεσε άµεσα να µας 

λύσει το πρόβληµα της εύρεσης των κλειδιών. Ήταν αδύνατο να ανασύρουµε από τη 

µνήµη µας την συγκεκριµένη στιγµή. Ωστόσο ξέραµε πως  µπορούµε να το επιτύχουµε. 

Ξέραµε πως µπορούµε να αντλήσουµε τη συγκεκριµένη πληροφορία. Οργανώσαµε τις 

πληροφορίες µας. Βάλαµε τα γεγονότα σε µια σειρά. 

 ∆ιορθώσαµε τη σειρά των γεγονότων. Σχεδιάσαµε ένα ρόλο για τον εαυτό µας, τον 

εκτελέσαµε, ενώ ταυτοχρόνως δυο αόρατα χέρια ξέµπλεκαν την αλυσίδα των αναµνήσεων 

µας, αναζητώντας τον χαµένο κρίκο.  
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Οι παραπάνω ενέργειες δεν είναι τίποτα άλλο παρά η πρακτική πτυχή της 

µεταµνήµης. Της µεταγνώσης δηλαδή που αναφέρεται στη γνωστική διαδικασία της 

µνήµης. Εάν δεν είχαµε την παραπάνω µεταγνωστική δεξιότητα, πολλά προβλήµατα  

εύρεσης αντικειµένων θα ήταν αδύνατο να τα αντιµετωπίσουµε µε επιτυχία. Η εύρεση των 

χαµένων αντικειµένων θα ήταν για µας κάτι δύσκολο, ακατανόητο και οποιαδήποτε 

επιτυχία τυχαία. 

 Σκεφτείτε  η έλλειψη αντίστοιχων µεταγνωστικών δεξιοτήτων να επεκταθεί και σε 

άλλες γνωστικές µας λειτουργίες όπως η σκέψη ,η αντίληψη, η µάθηση κ.τ.λ µε αντίστοιχες 

επιπτώσεις όπως αυτές που  θα είχαµε στο παράδειγµα που περιγράψαµε . Το σενάριο είναι 

εφιαλτικό. Ουσιαστικά µιλάµε για αδυναµία από µέρους µας να ελέγξουµε, να 

διορθώσουµε και να αξιολογήσουµε τις γνωστικές µας λειτουργίες. 

Το παραπάνω παράδειγµα προτιµήθηκε διότι περιέχει ένα οικείο πρόβληµα, όλοι 

χάνουµε και µετά πρέπει να ξαναβρούµε πράγµατα. ∆εν προτιµήθηκε για εισαγωγή ένα πιο 

‘µαθηµατικό’ πρόβληµα για να µην δοθεί η εντύπωση ότι η µεταγνώση είναι κάτι ξένο προς 

την ανθρώπινη φύση, κάποια καινούργια ανακάλυψη των µαθηµατικών η οποία σχετίζεται 

µόνο µε µαθηµατικά προβλήµατα. Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι η διδασκαλία των 

µαθηµατικών  

( και όχι µόνο ), εφόσον εµπλουτιστεί µε την καλλιέργεια µεταγνωστικών διεργασιών, 

όχι µόνο βελτιώνει τους µαθητές στα µαθηµατικά αλλά τους εφοδιάζει µε πολύτιµες 

ικανότητες, όπως αυτή της αυτοµόρφωσης και της αποτελεσµατικότερης 

αντιµετώπισης των προβληµάτων της καθηµερινής µας ζωής.                 

 Αλήθεια όµως, πόσα ‘µαθηµατικά’ έχουν τα προβλήµατα της καθηµερινής µας 

ζωής;  Γιατί µαθαίνουµε όλα αυτά τα µαθηµατικά ; Και γιατί πρέπει τώρα να 

ενδιαφερθούµε για κάποιον άλλο τρόπο διδασκαλίας των µαθηµατικών ; Προφανώς αν τα 

µαθηµατικά που µαθαίνουµε είναι περιττά, τότε και η αναβάθµιση  του τρόπου διδασκαλίας 

τους  ( αν αυτή επιτευχθεί ), είναι εξίσου περιττή. 

Γιατί µαθαίνουµε µαθηµατικά ; 

Σε αυτή την κλασική και αρκετά προσφιλή στους µαθητές ερώτηση, υπάρχουν µερικές 

τετριµµένες απαντήσεις οι οποίες τις περισσότερες φορές αποτυγχάνουν παταγωδώς να 

πείσουν. Για παράδειγµα, µαθαίνουµε µαθηµατικά επειδή είναι χρήσιµα στη ζωή µας, 

επειδή είναι απαραίτητα για την πρόοδο της επιστήµης, επειδή θα γράψουµε εξετάσεις ή 

επειδή είναι όµορφα ( ;! )  και καλλιεργούν το πνεύµα. Βέβαια, οι ανταπαντήσεις από την 

πλευρά των µαθητών είναι κλασικές και ενίοτε πιο πειστικές. Αντίστοιχα λοιπόν, θα 

ακούσουµε από τους µαθητές να µας λένε ότι κανείς ποτέ δεν θα τους ρωτήσει στην 
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καθηµερινή τους ζωή τον νόµο των ηµιτόνων ,  ότι ακόµα κι αν είναι χρήσιµα για την 

πρόοδο της επιστήµης αυτοί δεν ενδιαφέρονται να γίνουν επιστήµονες διότι το µόνο που 

τους ενδιαφέρει είναι να τελειώσουν το σχολείο και να δουλέψουν στο µαγαζί του πατέρα 

τους για παράδειγµα και ότι προφανώς σίγουρα γνωρίζουν χιλιάδες άλλα πιο όµορφα 

πράγµατα από τα µαθηµατικά. Κάπου σ’ αυτό το σηµείο ο διάλογος πάντα σταµατάει. Οι 

δυο πλευρές συµφωνούν ότι διαφωνούν και η αιώνια παρεξήγηση συνεχίζεται.  Ο 

µαθηµατικός βέβαια που κοντοστέκεται γεµάτος ικανοποίηση µπροστά από τη λυµένη στον 

πίνακα άσκηση  θα συνεχίσει να µιλάει για την οµορφιά των µαθηµατικών και θα 

καθησυχάζει  τον εαυτό του ότι οι προβληµατισµοί των παιδιών είναι αποκυήµατα 

ανωριµότητας. Τα µαθηµατικά είναι για αυτόν   όπως η κλασική µουσική . Είναι ένα προϊόν 

της ανθρώπινης διάνοιας και κανείς δεν µπορεί να το αµφισβητεί. Πόσο µάλλον όταν κι ο 

ίδιος ανήκει στους λίγους που µπορούν να µιλάνε και να γράφουν µαθηµατικά. 

 Η αλήθεια είναι ότι από τα µαθηµατικά ( σαν γνωστικό αντικείµενο ) που 

µαθαίνουµε στο σχολείο, ελάχιστα είναι αυτά που θα χρησιµοποιήσει ο µέσος πολίτης στην 

καθηµερινή του ζωή. Αναµφίβολα µεγάλο µέρος της τεχνολογικής και επιστηµονικής 

προόδου που καρπωνόµαστε όλοι µας, οφείλεται σε επεξεργασία και κατανόηση 

µαθηµατικών εννοιών που υπερκαλύπτουν την ύλη του σχολείου, ωστόσο δεν θα ήταν πιο 

δίκαιο και πιο ουσιαστικό µόνο το συγκεκριµένο κοµµάτι του πληθυσµού που ασχολείται 

µε τις επιστήµες να εµβαθύνει στα µαθηµατικά, ενώ για τους υπόλοιπους να αρκούµαστε 

στα στοιχειώδη ;  Είναι όµως δυνατόν η προσφορά των µαθηµατικών να περιορίζεται σε 

υπολογιστικά µόνο οφέλη ; Υπάρχει βέβαια η άποψη ότι τα µαθηµατικά εκπαιδεύουν και 

βελτιώνουν τη διανοητική ικανότητα του ανθρώπου. Ωστόσο, η παραδοσιακή διδασκαλία 

των µαθηµατικών το µόνο που βελτιώνει είναι η µνήµη, αφού απουσιάζει οποιοδήποτε 

στοιχείο εξερεύνησης και δηµιουργικότητας. 

 Υπάρχουν άραγε κάποιες πτυχές των µαθηµατικών οι οποίες µπορεί να 

καλλιεργήσουν  στάσεις, δεξιότητες και µοντέλα σκέψης απαραίτητα  για τις ανάγκες 

της καθηµερινότητας ; Μήπως τα µαθηµατικά µέσα από την κατάλληλη διδασκαλία 

έχουν τη δυνατότητα να µας “εκπαιδεύσουν” έτσι ώστε να γίνουµε πιο 

αποτελεσµατικοί στην αντιµετώπιση πρωτόγνωρων προβληµατικών καταστάσεων ; 

 Προτού απαντήσουµε στους παραπάνω προβληµατισµούς θα διακρίνουµε τους 

επιµέρους σκοπούς διδασκαλίας των µαθηµατικών έτσι ώστε να ξεκαθαρίσει το τοπίο µέσα 

στο οποίο είναι δυνατόν να ευδοκιµήσουν οι προτάσεις µας.  

 Καταρχάς, έχουµε τους πρακτικούς σκοπούς. Στην κατηγορία αυτή 

συµπεριλαµβάνονται οι σκοποί που αναφέρονται στην άµεση ή έµµεση χρησιµότητα που 
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µπορούν να έχουν οι διαδικασίες και οι τεχνικές των µαθηµατικών για τη ζωή του ατόµου. 

Τέτοιοι σκοποί για παράδειγµα είναι : 

• Η κατανόηση και η εφαρµογή βασικών αλγεβρικών πράξεων. 

• Οι υπολογιστικές ικανότητες. 

• Οι προσεγγιστικοί υπολογισµοί. 

• Η ικανότητα ερµηνείας γραφηµάτων κ.τ.λ 

Ακολουθούν οι ειδολογικοί ή µορφωτικοί σκοποί. Στην κατηγορία αυτή εντάσσονται οι 

σκοποί που σχετίζονται µε τη διανοητική καλλιέργεια του ανθρώπου και συµβάλλουν στην 

ανάπτυξη και στο σχηµατισµό κάποιων γενικών χαρακτηριστικών και διανοητικών 

γνωρισµάτων, τα οποία αναµένεται  να λειτουργήσουν άµεσα ή έµµεσα σε κάποιες άλλες 

σχετικές ή κοντινές περιοχές ή ακόµη και να µεταφερθούν σε άλλες καταστάσεις. Τέτοιοι 

σκοποί για παράδειγµα είναι : 

• Η ανάπτυξη της ικανότητας για καθαρή και ακριβή σκέψη. 

• Η ικανότητα αναγνώρισης λογικών σχέσεων µεταξύ ανεξάρτητων 

γεγονότων. 

• Η ικανότητα για αφαίρεση και γενίκευση κ.τ.λ 

 

Τέλος, διακρίνουµε τους πολιτισµικούς σκοπούς οι οποίοι αναφέρονται : 

• Στην ικανότητα αναγνώρισης της δύναµης των µαθηµατικών και του ρόλου που 

διαδραµατίζουν στη διαµόρφωση της κοινωνίας. 

• Στην ικανότητα προσέγγισης των εννοιών της αρµονίας και της γεωµετρίας που 

χαρακτηρίζει το περιβάλλον µας κ.τ.λ 

 

Η µεταγνώση έρχεται να αναβαθµίσει τη διδασκαλία των µαθηµατικών, κυρίως όταν ο 

σκοπός µας έχει να κάνει µε θέµατα µορφωτικά. Η καλλιέργεια των µεταγνωστικών 

διεργασιών µπορεί να ευδοκιµήσει µέσα σε ένα µαθηµατικό περιβάλλον ( κυρίως µέσα από 

την επίλυση αυθεντικών µαθηµατικών προβληµάτων όπως θα δούµε στη συνέχεια ), όπου ο 

ρόλος των µαθηµατικών ανάγεται σε εργαλείο διαµόρφωσης ενός ‘στίβου’ όπου ο µαθητής 

θα προπονείται στην αποτελεσµατικότερη χρήση των γνωστικών του δεξιοτήτων. 

 Η έρευνα για τη µεταγνώση στηρίχθηκε στην παραδοχή ότι υπάρχει ουσιαστική και 

θετική σχέση µεταξύ µεταγνωστικών δεξιοτήτων και αντίστοιχων ικανοτήτων απόκτησης 

γνώσης. Σύµφωνα µ΄ αυτή τη σχέση η ικανότητα του µαθητή να εξηγεί και να 
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αναγνωρίζει τις γνωστικές του δραστηριότητες που κατευθύνονται σε κάποιο στόχο, 

είναι αντανάκλαση και πρόγνωση των αντίστοιχων γνωστικών του επιτευγµάτων  

( Quike & Winter, 1994 ). Σχετικές έρευνες έδειξαν  πως η καλλιέργεια µεταγνωστικών 

δεξιοτήτων είναι απαραίτητο στοιχείο της αποτελεσµατικής διδασκαλίας, θεµελιώνει 

κάθε προσπάθεια  αυτοβελτίωσης  των µαθητών, της αυτοµόρφωσης του ατόµου και 

της δια βιου παιδείας ( Weinstein & Mayer, 1986 ). 

 Στόχος της µεταγνώσης είναι να δηµιουργήσει επαρκείς δια βίου µαθητές, ικανούς 

να ανταποκρίνονται µε επιτυχία στον ταχύτατο πολλαπλασιασµό των γνώσεων και στις 

όποιες προκλήσεις της εποχής ( Costa 1984 ). Για το σκοπό αυτό, προσπαθεί να βοηθήσει 

τους µαθητές να ανακαλύπτουν τη γνώση εφευρίσκοντας τους καταλληλότερους κάθε φορά 

τρόπους. Ακόµα, στοχεύει στο να βοηθήσει τους µαθητές να οργανώσουν και να ελέγξουν 

τη σκέψη τους, να επιλέξουν στρατηγικές και τεχνικές κατάλληλες για το πρόβληµα που 

τους απασχολεί και τις οποίες ενδέχεται να χρειαστεί να τροποποιήσουν ή να βελτιώσουν 

καταλλήλως ανάλογα µε τις απαιτήσεις του προβλήµατος ή τις ιδιαιτερότητες του τρόπου 

σκέψης τους. 

 Έτσι η µεταγνώση, η συνειδητότητα δηλαδή του πως κάποιος σκέφτεται και του τι 

και πως το µαθαίνει εξασφαλίζει : 

Α. Τον έλεγχο της µάθησης, µέσα από : 

• Την οργάνωση του χρόνου και των επιµέρους βηµάτων. 

• Την εύρεση και διόρθωση των λαθών στον τρόπο σκέψης. 

• Την υποβολή ερωτήσεων για επεξεργασία του θέµατος και αυτοαξιολόγηση. 

• Τον προσδιορισµό του τι γνωρίζω και του τι δεν γνωρίζω. 

Και,  

 Β. Την ικανότητα επιλογής και χειρισµού της στρατηγικής, µέσα από : 

• Την επιλογή των αναγκαίων πληροφοριών – δεδοµένων. 

• Τη σύνδεση των πληροφοριών – δεδοµένων µεταξύ τους. 

• Τον έλεγχο των επιµέρους βηµάτων της στρατηγικής. 

• Την αξιολόγηση και διόρθωση των επιµέρους ενεργειών. 

  

Τα παραπάνω εξασφαλίζουν στον µαθητή καλύτερες επιδόσεις, ικανότητα 

αυτοµόρφωσης και του παρέχουν κίνητρα αφού πλέον η διαδικασία της µάθησης µέσα 

από την αύξηση της ατοµικής συµβολής λαµβάνει πιο προσωπικό χαρακτήρα.  
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 Η µεταγνώση καθιστά τον µαθητή ικανό να διαλέγει, να τροποποιεί και να επινοεί 

στρατηγικές για να επιλύσει προβλήµατα. Σε καµία περίπτωση δεν στοχεύει στο να εντάξει 

τη σκέψη του µαθητή µέσα σε σχέδια σκέψης τα οποία θα ανακαλούνται πανοµοιότυπα. 

 Η µεταγνώση όµως δεν αρκείται µόνο στα παραπάνω, τα οποία θα αναλύσουµε 

περαιτέρω σε παρακάτω ενότητες κυρίως µέσα από την επίλυση αυθεντικών µαθηµατικών 

προβληµάτων, αλλά δίνει απάντηση και σε ένα ερώτηµα το οποίο δυστυχώς περνάει 

απαρατήρητο. Πόσα µαθηµατικά µπορούµε να αναγνωρίσουµε στο περιβάλλον µας και 

γιατί.  Αυτό το πολύ βασικό ερώτηµα, σπανίως προβληµατίζει τους ερευνητές. Η έρευνα 

για το συγκεκριµένο ερώτηµα περιορίζεται συνήθως σε θέµατα που έχουν να κάνουν µε 

καθαρά µαθηµατικό περιβάλλον. Για παράδειγµα δείχνουµε ένα γράφηµα στο µαθητή και 

εξετάζουµε αν µπορεί να αναγνωρίσει τις επιµέρους µαθηµατικές ιδιότητες ( µονοτονία, 

ακρότατα, ρίζες κ.τ.λ ) που “κρύβει” το γράφηµα. Τι γίνεται όµως µε καθηµερινές 

καταστάσεις της ζωής µας ; Μήπως δεν εµπεριέχουν µαθηµατικά αυτές οι καταστάσεις ; 

Προφανώς αν αυτές οι καταστάσεις εµπεριέχουν µαθηµατικά η καλλιέργεια της ικανότητας 

εντοπισµού και διαχείρισης των αντίστοιχων µαθηµατικών εννοιών θα πρέπει να αποτελεί 

βασικό στόχο της µαθηµατικής εκπαίδευσης αφού έτσι παρέχεται η δυνατότητα για 

βελτίωση του τρόπου αντιµετώπισης των καθηµερινών προβληµάτων. Βέβαια δεν 

αναφερόµαστε µόνο στα κλασικά υπολογιστικά προβλήµατα της καθηµερινής ζωής π.χ να 

υπολογίσουµε τα ρέστα ή να µετρήσουµε το χωράφι µας, αλλά και σε άλλα στα οποία 

εντοπίζεται δυσκολότερα το µαθηµατικό τους υπόβαθρο. Το γεγονός ότι το µαθηµατικό 

υπόβαθρο εντοπίζεται δυσκολότερα  σ’ αυτές τις περιπτώσεις, δεν υποβιβάζει καθόλου τη 

συµβολή της αναγνώρισης και επεξεργασίας των αντίστοιχων µαθηµατικών εννοιών. Το 

αντίθετο! Σ΄ αυτή τη δυσκολία αναγνώρισης των εµπλεκοµένων µαθηµατικών εννοιών 

στηρίζονται αυτοί που δηµιουργούν το πρόβληµα προκειµένου να εξασφαλίσουν την 

αδυναµία επίλυσης από µέρους µας.   

 Νοµίζετε ότι αυτά τα προβλήµατα είναι σπάνια και ότι σίγουρα δεν επηρεάζουν τη 

δικιά σας ζωή. Κι όµως ! Ας πάρουµε ένα απλό παράδειγµα. Στην εποχή µας, από τις 

πρώτες τάξεις του δηµοτικού, τα περισσότερα παιδιά έχουν κινητό τηλέφωνο. Το ίδιο και οι 

γονείς τους, το ίδιο και εµείς. Οι τρόποι πληρωµής ποικίλουν και τα οικονοµικά πακέτα που 

προσφέρουν οι εταιρείες κινητής τηλεφωνίας όχι µόνο είναι πολλά αλλά έχουν και 

διαφορετικό τοµέα βαρύτητας. Για παράδειγµα το πακέτο Α έχει 15 ευρώ πάγιο και 12 

λεπτά δωρεάν χρόνο οµιλίας ενώ το πακέτο Β 10 ευρώ πάγιο και 35 δωρεάν µηνύµατα κ.τ.λ 

Οι εταιρείες προφανώς έχουν µελετήσει πολύ καλά όλα τα πακέτα που παρέχουν και έχουν 

εξασφαλίσει σε κάθε περίπτωση ότι θα έχουν κέρδος. Το έχουν εξασφαλίσει µέσα από 



 - 15 -

πολύπλοκα ενδεχοµένως µαθηµατικά µοντέλα τα οποία το πιθανότερο είναι να µην έχουµε 

τη δυνατότητα να προσδιορίσουµε ακριβώς αλλά σίγουρα µπορούµε να τα προσεγγίσουµε 

µέσα από συναρτήσεις οι οποίες θα λαµβάνουν υπόψη τους το κόστος των προσφερόµενων 

υπηρεσιών και τις συνηθισµένες µας ανάγκες. Ούτως ή άλλως δεν µας ενδιαφέρει ο 

ακριβής προσδιορισµός του κόστους αλλά η σύγκριση των πακέτων. Έτσι, µπορούµε έστω 

και χονδρικά να επιλέξουµε το πακέτο που µας συµφέρει περισσότερο. Ακόµη κι αν δεν 

προσεγγίσουµε το θέµα µε τον παραπάνω τρόπο είναι σηµαντικό να γνωρίζουµε το 

σκεπτικό που διέπει παρόµοιες καταστάσεις, διαφορετικά  η άγνοια µας αυξάνει τις 

πιθανότητες να βρεθούµε στη θέση… του θύµατος. Βέβαια πολλοί θα ισχυριστούν ότι ο 

κόπος για τις παραπάνω µαθηµατικές προσεγγίσεις είναι δυσανάλογος του τελικού 

κέρδους.  

Η συγκεκριµένη αντίληψη  δεν συνάδει µε την πραγµατικότητα και για να πειστεί κάποιος 

γι’ αυτό αρκεί να αναφέρουµε το επιπλέον ποσό χρηµάτων που απαιτείται για την 

αποπληρωµή δανείων και αγορών µε δόσεις, όπου λόγω των τόκων το τελικό ποσό 

υπερβαίνει κατά πολύ την αξία του προϊόντος. Προφανώς οι περισσότεροι, σκεπτόµενοι µε 

βάση “λογικά” κριτήρια έχουν την εντύπωση ότι δεν µπορεί η πληρωµή µε δόσεις να 

υπερβαίνει κατά πολύ την αρχική αξία του προϊόντος πράγµα το οποίο διαψεύδουν βέβαια 

τα “κερδοσκοπικά” κριτήρια αυτών που επιλέγουν τα επιτόκια των δόσεων.   

 Τα περισσότερα άτοµα έχουν διδαχθεί κατά σειρά ετών ( και ενδεχοµένως µε 

εξαίσιες επιδόσεις ) το αντίστοιχο µαθηµατικό υπόβαθρο των παραπάνω διαδικασιών, 

παρόλα αυτά αρκετά συχνά αδυνατούν να εντοπίσουν την ύπαρξη του. Επίσης αδυνατούν 

να υποψιαστούν τις σκοπιµότητες και τις επιπτώσεις των φαινοµένων που υιοθετούν το 

παραπάνω υπόβαθρο. Σε αυτό ακριβώς το σηµείο συµβάλλει η µεταγνώση µέσω της οποίας 

το άτοµο όχι µόνο ελέγχει και οργανώνει αποτελεσµατικότερα τη διαδικασία ερµηνείας 

των πληροφοριών που δέχεται από το περιβάλλον αλλά ταυτόχρονα οξύνει τις 

διαδικασίες δηµιουργίας και ελέγχου υποθέσεων και συλλογισµών. Έτσι, η 

εµπλουτισµένη µε µεταγνωστικές διεργασίες διδασκαλία των µαθηµατικών ικανοποιεί 

επιπλέον τις παρακάτω βασικές απαιτήσεις : 

• ∆ηµιουργία ατόµων µε επαρκές µαθηµατικό υπόβαθρο. 

• ∆ηµιουργία ατόµων µε ικανότητες αυτοµόρφωσης. 

• ∆ηµιουργία ατόµων µε δεξιότητες επίλυσης προβληµάτων  στο συνεχώς 

µεταβαλλόµενο εργασιακό και κοινωνικό τους περιβάλλον.     
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Εννοείται βέβαια ότι οι µεταγνωστικές δεξιότητες οι οποίες θα καλλιεργηθούν µέσα σε ένα 

µαθηµατικό περιβάλλον θα έχουν µια ακτίνα δράσεως η οποία θα καλύπτει και 

εξωµαθηµατικές εµπειρίες. Φανταστείτε έναν µαθητή ο οποίος κατά τη διάρκεια της 

12χρονης σχολικής του ζωής έχει διδαχθεί την επίλυση προβλήµατος µέσα σε ένα πλαίσιο 

“απαράβατων” µεταγνωστικών κανόνων. Για παράδειγµα συνεχούς ελέγχου και 

αξιολόγησης των σκέψεων του. Προφανώς και στην εξωσχολική του ζωή η συµπεριφορά 

αυτή θα είναι ευκολότερο να υιοθετηθεί, πόσο µάλλον όταν θα έχει επιβεβαιωθεί  η αξία 

της µέσα από την αντιµετώπιση απαιτητικότερων καταστάσεων στο περιβάλλον του 

σχολείου.  

 Αναφέραµε παραπάνω ότι η µεταγνώση αυξάνει τις ικανότητες για αυτοµόρφωση.  

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα όχι µόνο να δηµιουργηθούν υψηλά επίπεδα κινήτρου αλλά 

ταυτοχρόνως να τονωθεί η αυτοπεποίθηση και το θετικό αυτοείδωλο του ατόµου. Οι 

δεξιότητες για αυτογνώση αναπτύσσουν ακόµη θετικές στάσεις απέναντι στη γνώση, στο 

γνωστικό αντικείµενο και στο δάσκαλο. 

 Στη δεκαετία του ’80 η διδασκαλία για τη σκέψη και την αυτοβελτίωση της 

θεωρείτο η σπουδαιότερη εκπαιδευτική ανακάλυψη (  Calfee, 1981 ). Στη δεκαετία του ’90 

η µεταγνώση επιφορτίστηκε το µεγαλύτερο ίσως µέρος των προσδοκιών µας για 

αποτελεσµατικότερη διδασκαλία – µάθηση και για τη γνώση η οποία θα οδηγήσει σε 

επαρκείς δια βίου µαθητές ικανούς να ανταποκρίνονται µε επιτυχία στις όποιες προκλήσεις 

της εποχής ( Costa, 1984 ). Σε τελευταία ανάλυση τα δεδοµένα έξω από τον άνθρωπο, αυτό 

που ονοµάζουµε πραγµατικότητα, αλλάζει καθηµερινά και ραγδαία, χωρίς να είναι δυνατόν 

να ελέγχεται εξ ολοκλήρου και σε πληρότητα από τον µανθάνοντα, ενώ οι διαδικασίες µε 

τις οποίες προσεγγίζουµε και κατακτούµε τη γνώση ( η αντίληψη, η σκέψη και οι υπόλοιπες 

γνωστικές διαδικασίες  ), µπορούν να ελεγχθούν  από το ίδιο το σκεπτόµενο άτοµο, να 

βελτιωθούν και να αυτοβελτιώνονται   συνεχώς. Το πρώτο βήµα για τη βελτίωση είναι η 

συνειδητοποίηση του πως σκεφτόµαστε και του τι συµβαίνει όταν δεν µπορούµε να 

δράσουµε αποτελεσµατικά πάνω στα προβλήµατα που µας περιβάλλουν.         
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ΜΕΡΟΣ ΤΡΙΤΟ 

 

Η έννοια του αυθεντικού µαθηµατικού προβλήµατος 

 

Με τον όρο αυθεντικά µαθηµατικά προβλήµατα, εννοούµε τα προβλήµατα τα οποία 

µέσα από µια παραστατική εκφώνηση περιγράφουν στο µαθητή µια κατάσταση η οποία 

βασίζεται σε γεγονότα οικεία µε τις εµπειρίες του, την οποία καλείται να αντιµετωπίσει και 

της οποίας η λύση στηρίζεται σε κάποιον άγνωστο αλγόριθµο τον οποίο πρέπει να 

κατασκευάσει ο ίδιος ο µαθητής. 

 Για παράδειγµα, έχουµε την παρακάτω κατάσταση : Κάποια παιδιά θέλουν να 

διοργανώσουν ένα πάρτι και για αυτό το λόγο πρόκειται να αγοράσουν πίτσες και 

αναψυκτικά. Στόχος τους είναι να επιλέξουν την πιο συµφέρουσα προσφορά µε  

βάση τα χρήµατα που έχουν, τον αριθµό των καλεσµένων, τις διαφορετικές τιµές της 

αγοράς, το µέγεθος της πίτσας και τα λοιπά. 

 Τα αυθεντικά µαθηµατικά προβλήµατα  έχουν τα εξής χαρακτηριστικά : 

• Εµπεριέχουν ρεαλιστικά στοιχεία τα οποία αρκετά συχνά είναι ευµετάβλητα ή ελλιπή. 

• Αποτρέπουν τους µαθητές από την επίλυση µέσα σε ένα τυποποιηµένο περιβάλλον 

εργασίας. 

• Παρέχουν πλήθος πληροφοριών σχετικά µε την κατάσταση. 

• Περιέχουν σύνθετα µαθηµατικά στοιχεία. 

• Μπορούν να προσεγγιστούν µε διαφορετικούς τρόπους. 

• Στηρίζονται σε ένα µεγάλο εύρος µαθηµατικών γνώσεων και ικανοτήτων. 

• Συχνά απαιτούν από τους µαθητές να χρησιµοποιήσουν διαφορετικές αναπαραστάσεις 

στις λύσεις τους. 

• Περιγράφουν  ‘αυθεντικές’  καταστάσεις.  

 

Προφανώς το πόσο "αυθεντικό " µπορούµε να θεωρήσουµε ένα µαθηµατικό πρόβληµα 

έχει να κάνει και µε το λύτη και τις εµπειρίες που αυτός έχει βιώσει. Εννοείται ότι το 

παραπάνω πρόβληµα δεν θα µπορούσε να θεωρηθεί αυθεντικό σε µια κοινωνία όπου τα 

παιδιά δεν είναι  συνηθισµένα σε τέτοιου είδους δραστηριότητες. 

 Πολλοί µαθητές, είτε χαµηλών είτε υψηλών επιδόσεων, δυσκολεύονται στην 

επίλυση τέτοιου είδους προβληµάτων. Οι δυσκολίες εµφανίζονται σε όλα τα στάδια 

επίλυσης από την κατανόηση του θέµατος του προβλήµατος, το σχεδιασµό της λύσης, την 
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επιλογή κατάλληλων στρατηγικών µέχρι και την κριτική του κατά πόσο έχει νόηµα αυτό 

που έχουν επιλέξει ως λύση. 

 Μερικοί µαθητές, ειδικά χαµηλών επιδόσεων, δεν αντιµετωπίζουν το πρόβληµα σαν 

ολότητα, αλλά επικεντρώνονται σε µεµονωµένα τµήµατα του. Οι συγκεκριµένοι µαθητές 

συνήθως διαβάζουν γρήγορα την εκφώνηση, δεν αναγνωρίζουν ότι ενδεχοµένως να υπάρχει 

παραπάνω από ένας  σωστός τρόπος επίλυσης και δεν είναι σίγουροι σχετικά µε το πως θα 

υπολογίσουν και θα επαληθεύσουν τη λύση. Επίσης, δυσκολεύονται στην αναδιοργάνωση 

πληροφοριών και στο διαχωρισµό των σχετικών ή άσχετων µε το πρόβληµα στοιχείων που 

τους παρέχει η εκφώνηση. 

 Οι υψηλών επιδόσεων µαθητές, αντιµετωπίζουν διαφορετικές δυσκολίες. Τα 

παρατάνε εύκολα, διότι για τέτοιου είδους προβλήµατα δεν υπάρχουν έτοιµοι αλγόριθµοι 

επίλυσης και δυσκολεύονται να γεφυρώσουν αυτά που ξέρουν για τις κλασικές ασκήσεις 

εφαρµογής γνωστών αλγορίθµων και τα αυθεντικά µαθηµατικά προβλήµατα. 

 Οι παραπάνω δυσκολίες οφείλονται σε µια ποικιλία παραγόντων οι οποίοι 

σχετίζονται τόσο µε τη διδασκαλία επίλυσης προβληµάτων όσο και µε τις γενικότερες 

αντιλήψεις που υπάρχουν για την έννοια του προβλήµατος. Γενικότερα υπάρχει µια 

σύγχυση σχετικά µε το τι είναι πρόβληµα και τι είναι άσκηση. Οι περισσότεροι µαθητές 

έχουν συνδυάσει στο µυαλό τους τη λέξη πρόβληµα µε µακροσκελείς εκφωνήσεις όπου 

µέσα από την περιγραφή µιας ιστορίας προσφέρονται τα δεδοµένα και σκιαγραφούνται τα 

ζητούµενα. Από την άλλη πλευρά πολλοί µαθηµατικοί ακόµη κι όταν έχουν ξεκάθαρη 

αντίληψη σχετικά µε το τι είναι πρόβληµα και τι είναι άσκηση αδυνατούν να αντιληφθούν 

ότι κάθε πρόβληµα από κάποιο σηµείο κι ύστερα, αν δοθεί στους µαθητές πολλές φορές για 

παράδειγµα, παύει να είναι πρόβληµα και καταντάει άσκηση. Ακόµη παρατηρείται το 

φαινόµενο της επανάληψης πανοµοιότυπων φραστικών ασκήσεων µε την ψευδαίσθηση ότι 

πρόκειται για προβλήµατα. Έτσι για παράδειγµα αν πούµε στα παιδιά ότι 5 κιλά µήλα 

κοστίζουν 6 ευρώ και τους ζητάµε να µας βρουν πόσο θα κοστίσουν τα 8 κιλά µήλα, 

εφόσον τα παιδιά έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή µε την µέθοδο των τριών, προφανώς 

θα αποτελεί γι’ αυτά  πρόβληµα η παραπάνω κατάσταση.  

Απ’ τη στιγµή όµως που θα βιώσουν την παραπάνω εµπειρία και θα γνωρίζουν ότι 

αντίστοιχες καταστάσεις αντιµετωπίζονται µε επιτυχία µε τη µέθοδο των τριών, το να τους 

ρωτήσουµε πόσο κοστίζουν τα 4 κιλά πορτοκάλια όταν τα 3 κιλά κοστίζουν 5 ευρώ, για τα 

συγκεκριµένα παιδιά δεν θα αποτελεί πλέον πρόβληµα αλλά άσκηση. 

 Γενικά µε τον όρο πρόβληµα αναφερόµαστε σε µια κατάσταση όπου το άτοµο δεν 

γνωρίζει από την αρχή την πορεία που πρέπει να ακολουθήσει για την εξεύρεση της λύσης 
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ενώ µε τον όρο άσκηση σε µια κατάσταση όπου η διαδικασία εξεύρεσης της λύσης είναι 

γνωστή από προηγούµενες εµπειρίες. 

 Μια κατηγορία προβληµάτων που προσφέρονται ιδιαίτερα για την ανάπτυξη 

ικανοτήτων επίλυσης προβλήµατος, είναι τα λεγόµενα ανοικτά προβλήµατα, τα  οποία 

χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι µπορούµε να φτάσουµε στην απάντηση µε διάφορους 

τρόπους, ανάλογα µε τον τρόπο προσέγγισης που θα επιλέξουµε. Επίσης η απάντηση 

µπορεί να µην είναι µοναδική οπότε σαν προέκταση του αρχικού προβλήµατος µπορούµε 

να θεωρήσουµε και ερωτήµατα που έχουν να κάνουν µε θέµατα βελτιστοποίησης σχετικά 

µε το ποια από τις προτεινόµενες λύσεις είναι πιο ικανοποιητική, πιο εύκολη, πιο γρήγορη 

και τα λοιπά. 

 Γίνεται αντιληπτό, ότι αναφερόµενοι σε αυθεντικά µαθηµατικά προβλήµατα  

εξασφαλίζουµε τα πλεονεκτήµατα του όρου πρόβληµα καθώς επίσης και την ύπαρξη ενός 

περιβάλλοντος οικείου στο µαθητή. Έτσι επηρεάζουµε θετικά τους συναισθηµατικούς 

παράγοντες που σχετίζονται µε την επίλυση προβλήµατος . Είναι γεγονός ότι η ένταση των 

συναισθηµάτων επηρεάζεται από µια πληθώρα παραγόντων. Ενδεικτικά αναφέρουµε τους 

εξής : 

• Την αίσθηση της πραγµατικότητας, δηλαδή από το βαθµό στον οποίο η πηγή του 

ερεθίσµατος αξιολογείται ως πραγµατική και σχετική προς τα ενδιαφέροντα του 

υποκειµένου – αποδέκτη. 

• Την εγγύτητα, η οποία εξαρτάται από το πόσο κοντά στο ψυχολογικό του πεδίο 

αισθάνεται ένα υποκείµενο την κατάσταση που του προκαλεί το συναίσθηµα 

• Την ελκυστικότητα, η οποία αξιολογείται µε βάση τις προδιαθέσεις ή τις στάσεις 

του υποκειµένου. 

• Το βαθµό προσδοκίας, πόσο δηλαδή το υποκείµενο ανέµενε να συµβεί ένα γεγονός 

ή πόσο καταλήφθηκε εξαπίνης από µια κατάσταση. 

• Τη διέγερση, η οποία αναφέρεται στις προηγούµενες αντιλήψεις τοποθετήσεις ή 

προκαταλήψεις του ατόµου σχετικά µε το θέµα. 

• Τη σχέση του υποκειµένου µε το αντικείµενο, δηλαδή πόσο δικό του ή ξένο και 

πόσο σηµαντικό ή ασήµαντο θεωρεί το υποκείµενο το αντικείµενο. 

  

Οι Lester, Carofalo, και Kroll ( 1989 ) υποστηρίζουν ότι κάθε έµπειρος δάσκαλος 

αντιλαµβάνεται ότι η αποτυχία στη λύση προβλήµατος µπορεί να οφείλεται εξίσου σε 

γνωστικούς, σε µη γνωστικούς ή και σε µεταγνωστικούς παράγοντες, οι οποίοι 
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παρεµποδίζουν την αξιοποίηση της ήδη υπάρχουσας γνώσης για την επίλυση 

προβληµάτων. Ως µη γνωστικούς αναφέρουν εσωτερικούς και περιβαλλοντικούς 

παράγοντες, οι οποίοι µπορούν να ταξινοµηθούν στις ακόλουθες τέσσερις κατηγορίες : 

• Στάσεις και συναισθήµατα. 

• Αντιλήψεις και πεποιθήσεις. 

• ∆ιαδικασίες ελέγχου. 

• Κοινωνικές και πολιτιστικές επιρροές. 

Τα παραπάνω καθιστούν σαφές ότι εάν η κατάσταση που προσφέρουµε προς 

διαπραγµάτευση στους µαθητές δεν έχει µόνο τα στοιχεία αυτά που µας δίνουν το δικαίωµα 

να τη χαρακτηρίσουµε ως πρόβληµα, αλλά και τα επιµέρους χαρακτηριστικά ενός 

αυθεντικού ( µε βάση τα δεδοµένα των µαθητών )  προβλήµατος,  τότε  έχουµε µειώσει τις 

αρνητικές συναισθηµατικές παραµέτρους που επηρεάζουν την επίλυση του προβλήµατος. 

Προφανώς ένα πρόβληµα το οποίο φαντάζει εξωπραγµατικό στα µάτια του µαθητή και το 

οποίο περιγράφει καταστάσεις πρωτόγνωρες για τις εµπειρίες του, αυξάνει περαιτέρω το 

βαθµό δυσκολίας και προετοιµάζει το έδαφος για να καλλιεργηθούν στην αντίληψη του 

µαθητή αρνητικές αντιλήψεις τόσο για τα προβλήµατα όσο και για τα µαθηµατικά 

γενικότερα. 

 Μολονότι τα προβλήµατα κατέχουν κεντρική θέση στην ύλη των µαθηµατικών, δεν 

µπορούµε να ισχυριστούµε το ίδιο και για τη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος. Τη 

δεκαετία του 1980 αναπτύχθηκε µια κίνηση στη µαθηµατική εκπαίδευση και είχε ως 

κεντρική ιδέα τη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος. Οι τρεις βασικές ερµηνείες που 

δόθηκαν από την κίνηση αυτή στον όρο ‘επίλυση προβλήµατος’ περιλαµβάνουν : 

 

• Το σκοπό. 

• Τη διαδικασία. 

• Τη βασική δεξιότητα. 

 

Όταν η επίλυση προβληµάτων θεωρείται σαν σκοπός, τότε ο σκοπός αυτός είναι 

ανεξάρτητος από διαδικασίες, µεθόδους ή το αντίστοιχο µαθηµατικό περιεχόµενο. 

Σύµφωνα µε αυτή την άποψη, ο πραγµατικός λόγος για τον οποίο διδάσκουµε 

µαθηµατικά, είναι ότι αυτά συνιστούν ένα ωφέλιµο και χρήσιµο µάθηµα, επειδή 

βοηθάει στην επίλυση πολλών και διαφόρων ειδών προβληµάτων. Τα µαθηµατικά 
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θεωρούνται ως µέσο για την καλλιέργεια και εξάσκηση των ικανοτήτων επίλυσης 

προβληµάτων. 

 Η δεύτερη σηµασία πηγάζει από την ερµηνεία του όρου ‘επίλυση προβλήµατος’, ως 

µια δυναµική, συνεχή διαδικασία, µια διαδικασία εφαρµογής προγενέστερων γνώσεων 

σε νέες και πρωτόγνωρες καταστάσεις. Η ερµηνεία αυτή αναφέρεται κυρίως στη 

διάκριση µεταξύ της απάντησης που δίνουν οι µαθητές σε ένα πρόβληµα και τις 

τεχνικές ή τις διαδικασίες που χρησιµοποιούν για να φθάσουν σ’ αυτή την απάντηση. 

Σύµφωνα µ’ αυτή την ερµηνεία, αυτό που θεωρείται σπουδαίο είναι οι µέθοδοι, οι 

διαδικασίες, οι στρατηγικές και οι ευρετικές που χρησιµοποιούν οι µαθητές για να 

λύσουν κάποια προβλήµατα. 

 Τέλος η τρίτη σηµασία πηγάζει από την ερµηνεία του όρου ‘επίλυση προβλήµατος’ 

ως µια βασική δεξιότητα, που πρέπει να αποκτήσουν όλοι οι µαθητές στα πλαίσια του 

µαθήµατος των µαθηµατικών, έτσι ώστε να γίνουν ικανοί και αποτελεσµατικοί πολίτες. 

 Ανεξάρτητα όµως από το που δίνουµε βαρύτητα στην ερµηνεία του όρου επίλυση 

προβλήµατος, σε κάθε περίπτωση υπάρχει ένας κοινός παρονοµαστής ο οποίος έχει να 

κάνει µε τη σχέση ανάµεσα στο µαθητή και τη γνώση.    

Με βάση τις αρχές του Ριζοσπαστικού Κονστρουκτιβισµού η γνώση : 

• Κατασκευάζεται ενεργητικά από το υποκείµενο και δεν συλλαµβάνεται παθητικά 

από το περιβάλλον και 

• Είναι µια διαδικασία προσαρµογής µε τον κόσµο των εµπειριών του ατόµου και όχι 

η ανακάλυψη ενός προϋπάρχοντος κόσµου, ο οποίος είναι ανεξάρτητος από το 

γνώστη. 

Η κατασκευή γνώσης, απαιτεί ρήξη µε προηγούµενες γνώσεις. Οι γνωστικές αυτές 

συγκρούσεις µπορούν να επιτευχθούν µέσα από τη διαδικασία επίλυσης προβληµάτων τα 

οποία ο δάσκαλος θα προσφέρει στο µαθητή µε στόχο να φέρει στην επιφάνεια τις 

παρανοήσεις των µαθητών, να υποδείξει τις ανάγκες  για κατασκευή νέων γνώσεων αλλά 

και να προσφέρει τις εµπειρίες – καταστάσεις µέσα από τις οποίες θα κατασκευαστούν νέες 

γνώσεις ή θα αναδιοργανωθούν – αναβαθµιστούν οι προϋπάρχουσες. 

 Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι οι νέες τάσεις στη διδασκαλία των 

µαθηµατικών έχουν προσανατολίσει τους δασκάλους στην επίλυση αυθεντικών 

µαθηµατικών προβληµάτων. Αυτό έχει τις ρίζες του σε τρεις κυρίως αιτίες : 
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• Οι σηµερινές επαγγελµατικές συνθήκες απαιτούν από τον εργαζόµενο να µπορεί να 

εφαρµόζει τις µαθηµατικές του γνώσεις σε πραγµατικά προβλήµατα των οποίων η λύση 

δεν είναι γνωστή. 

• Πολλοί δάσκαλοι πιστεύουν ότι η µάθηση επιτυγχάνεται αποτελεσµατικότερα µέσα από 

την επίλυση αυθεντικών µαθηµατικών προβληµάτων, όπου οι µαθητές έχουν να 

διαπραγµατευτούν πληθώρα πληροφοριών και βιώνουν γνωστικές συγκρούσεις, παρά 

µε την εφαρµογή έτοιµων αλγόριθµων για την επίλυση συγκεκριµένων ασκήσεων. 

• Τέλος, παρέχοντας στους µαθητές ασκήσεις οι οποίες έχουν σχέση µε την 

καθηµερινότητα και τον κόσµο τους, αυξάνουµε το ενδιαφέρον τους για τα µαθηµατικά 

και τους δίνουµε κίνητρα για περαιτέρω ενασχόληση. 
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ΜΕΡΟΣ ΤΕΤΑΡΤΟ 

 

Ο ρόλος της Μεταγνώσης στην επίλυση αυθεντικού µαθηµατικού προβλήµατος 

 

“Ο ευφυής λύτης προβληµάτων συχνά κάνει στον εαυτό του ερωτήσεις παρόµοιες µε 

αυτές που περιέχει ο πίνακας µας ( αναφέρεται στον πίνακα του “Πώς να το λύσω” ). 

Ίσως αυτός να έχει ανακαλύψει µόνος του τέτοιου είδους ερωτήσεις ή έχοντας ακούσει 

µια τέτοια ερώτηση από κάποιον, ανακάλυψε µόνος του πως µπορεί να τη 

χρησιµοποιήσει σωστά. Πιθανόν δεν έχει επίγνωση ότι επαναλαµβάνει την ίδια 

στερεότυπη ερώτηση ξανά και ξανά. Η ερώτηση αυτή του είναι ιδιαίτερα προσφιλής, η 

“ευνοούµενη του” θα λέγαµε. Γνωρίζει ότι αυτή η ερώτηση ταιριάζει µε την πνευµατική 

στάση που θεωρεί κατάλληλη στην τάδε φάση της εργασίας και έτσι παίρνει τη σωστή 

στάση κάνοντας την σωστή ερώτηση. 

( “Πώς να το λύσω” , G.Polya ) 

 

 Το παραπάνω απόσπασµα περιγράφει έναν λύτη προβληµάτων µε υψηλό επίπεδο 

µεταγνωστικών διεργασιών. Οι µεταγνωστικές αυτές διεργασίες εκδηλώνονται στη 

συγκεκριµένη περίπτωση µε τη µορφή ενός εσωτερικού διαλόγου του οποίου οι ερωτήσεις 

– απαντήσεις κατευθύνουν το λύτη. Ο ίδιος ο λύτης δηµιουργεί και απαντά αυτές τις 

ερωτήσεις. Πως όµως ο παραπάνω λύτης επιλέγει τις ερωτήσεις αυτές ; Πως ξέρει πότε και 

ποια ερώτηση θα απευθύνει στον εαυτό του ; Γιατί κάποιοι λύτες έχουν αυτή την ικανότητα 

ενώ κάποιοι άλλοι όχι ; Και τέλος, σε τι βαθµό επηρεάζουν οι παραπάνω διεργασίες την 

επίλυση ή µη του προβλήµατος ;   

Για να γίνει αντιληπτός ο τρόπος µε τον οποίο η µεταγνώση συµβάλλει στην 

επίλυση προβλήµατος, όπως επίσης και ο βαθµός στον οποίο επηρεάζει το τελικό 

αποτέλεσµα της προσπάθειας του µαθητή, θα αναφερθούµε στα επιµέρους στάδια  

επίλυσης ενός προβλήµατος και θα εντοπίσουµε σε κάθε στάδιο το ρόλο που 

διαδραµατίζουν οι βασικότερες κάθε φορά µεταγνωστικές διεργασίες – δεξιότητες.  

Η κατηγοριοποίηση των µεταγνωστικών διεργασιών, θα βασιστεί στο πεδίο το 

οποίο καλύπτεται κάθε φορά. Έτσι θα έχουµε µεταγνωστικές διεργασίες Κατανόησης, 

Σύνδεσης, Στρατηγικής και Αναστοχασµού.  

Θα µπορούσε η κατηγοριοποίηση αυτή να στηριχθεί σε πιο λεπτοµερή χαρακτηριστικά µε 

βάση τον ορισµό της µεταγνώσης ο οποίος αναφέρεται επίσης σε έλεγχο, αξιολόγηση, 

οργάνωση κ.τ.λ αλλά προς το παρόν θα προτιµήσουµε µια οµαδικότερη κατηγοριοποίηση, 
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πόσο µάλλον όταν αυτή προτιµάται από τους περισσότερους ερευνητές. Άλλωστε, η λεπτή 

και ιδιόµορφη φύση των µεταγνωστικών χαρακτηριστικών δεν µας επιτρέπει να 

ριψοκινδυνέψουµε µια πιο λεπτοµερή προσέγγιση. Για παράδειγµα ας πούµε ότι 

κατηγοριοποιούσαµε τις µεταγνωστικές διεργασίες µε βάση τη γνωστική διαδικασία που 

εµπλέκεται. Σε πολλές περιπτώσεις εκτός του ότι εµπλέκονται παραπάνω από µια 

γνωστικές διαδικασίες παρατηρείται διαφορά από άτοµο σε άτοµο τόσο στις γνωστικές 

διαδικασίες που εµπλέκονται όσο και στο βαθµό εµπλοκής τους. 

Όσον αφορά τώρα τα στάδια επίλυσης προβλήµατος θα ακολουθήσουµε την 

κατηγοριοποίηση του G. Polya . Ο παρακάτω πίνακας   δίνει µια σαφή εικόνα της 

κατηγοριοποίησης που έχουµε επιλέξει, καθώς επίσης και το πώς αυτή συνδέεται µε τα είδη 

των µεταγνωστικών διεργασιών που αναφέραµε. 

 

    

Στάδια Επίλυσης 

Προβλήµατος 
( Polya ) 

Στάδια Επίλυσης 

Προβλήµατος 
( Αναλυτικότερη Θεώρηση ) 

Είδη Μεταγνωστικών 

∆ιεργασιών 
( Mevarech & Kramarski ) 

1.Κατανόηση 

Προβλήµατος 

1.Μετάφραση 

2.Ολοκλήρωση 

Κατανόησης  

  Σύνδεσης 
 

2.Κατάστρωση 

Σχεδίου Λύσης 

3.Κατάστρωση 

Σχεδίου Λύσης 

Στρατηγικής 
 

3.Εκτέλεση Σχεδίου 4.Εκτέλεση Σχεδίου Αναστοχασµού 

4.Αναδροµική 

∆ιερεύνηση 

5.Έλεγχος 

6.Ανασκόπηση 

Αναστοχασµού 
. 

  

    

 Είναι σηµαντικό να αναφερθεί ότι η αντιστοίχηση που παρουσιάζεται στον 

παραπάνω πίνακα χαρακτηρίζεται από µια σχετική ευελιξία. Για παράδειγµα, 

µεταγνωστικές διεργασίες Αναστοχασµού, εκτός από το στάδιο της Αναδροµικής 

∆ιερεύνησης, µπορούµε να έχουµε και στο στάδιο της Κατανόησης όπου ενδεχοµένως 

ελέγχουµε ή αξιολογούµε τον τρόπο και τη µορφή που αντιλαµβανόµαστε τα δεδοµένα και 
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τα ζητούµενα όπως επίσης και στο στάδιο εκτέλεσης της λύσης όπου πρέπει να ελέγχουµε 

κατά πόσο είναι σωστά τα επιµέρους βήµατα της επεξεργασίας µας.  Επίσης, είναι πολύ 

πιθανό κάποιος ο οποίος βρίσκεται στο τρίτο για παράδειγµα στάδιο επίλυσης να χρειαστεί 

να ξαναγυρίσει στο δεύτερο ή στο πρώτο. Μάλιστα η τελευταία κίνηση συνήθως αποτελεί 

αποτέλεσµα µεταγνωστικών διεργασιών. 

 Οι µεταγνωστικές διεργασίες – δεξιότητες σκιαγραφούνται πλήρως από τον ορισµό 

της µεταγνώσης και κυρίως από την πρακτική πτυχή της η οποία αναφέρεται σε ικανότητες 

ελέγχου, σχεδιασµού, αξιολόγησης, διόρθωσης, επίγνωσης και συνειδητότητας των 

ενεργειών στις οποίες προβαίνω όπως επίσης και στη γνώση τρόπων για άντληση γνώσεων 

και πληροφοριών από το περιβάλλον. Γενικά σαν µερικές από τις πιο βασικές 

µεταγνωστικές δεξιότητες, µπορούµε να θεωρήσουµε : 

• Την ικανότητα για αυτοέλεγχο, αυτοδιόρθωση, αυτοαξιολόγηση. 

• Την ικανότητα σχεδιασµού.  

• Τη διατήρηση του στόχου κατά τη διάρκεια αλληλουχίας ενεργειών. 

• Την επίγνωση ότι ένας επιµέρους στόχος έχει επιτευχθεί. 

• Την ανακάλυψη των λαθών ή κάποιας πλάνης. 

• Την ικανότητα παρότρυνσης του εαυτού µας για αλλαγή αναπαραστάσεων. 

• Την ιεράρχηση ενός συνόλου ενεργειών. 

• Την επιλογή της κατάλληλης στρατηγικής. 

• Την αξιολόγηση των προσφερόµενων πληροφοριών. 

• Την αναγνώριση και τη σύνδεση  της παρούσας κατάστασης µε προηγούµενες 

εµπειρίες  

• Την υποβολή ερωτήσεων στον εαυτό µας σχετικά µε τις επιλογές µας, την 

ορθότητα τους, όπως επίσης και µε το στόχο τον οποίο µέσω αυτών επιθυµούµε 

να επιτύχουµε 

• Την επίγνωση των συνεπειών  των ενεργειών µας. 

• Την ικανότητα περιγραφής του τρόπου σκέψης µας, των επιλογών µας και των 

συνεπειών που αυτές θα έχουν.  

 

4.1 Το στάδιο της Κατανόησης 

 

Το πρώτο στάδιο στην επίλυση ενός προβλήµατος είναι το στάδιο της Κατανόησης. 

Στο στάδιο αυτό µπορούµε να αναγνωρίσουµε δυο επιµέρους φάσεις. Τη φάση της 
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Μετάφρασης και τη φάση της Ολοκλήρωσης. Στη φάση της Μετάφρασης ο βασικός 

στόχος είναι να µπορέσουµε να µεταφράσουµε κάθε πρόταση του προβλήµατος σε µια 

εσωτερική αναπαράσταση ενώ στη φάση της Ολοκλήρωσης το ζητούµενο είναι η 

σύνθεση των προτάσεων του προβλήµατος σε µια λογικά συνεπή αναπαράσταση. 

 Αναφερόµενοι στο στάδιο της Μετάφρασης θα προσπαθήσουµε να διαφωτίσουµε 

τα  βασικότερα χαρακτηριστικά αυτού του σταδίου. 

   

4.1.1 Η έννοια της αναπαράστασης 

  

 Οι αναπαραστάσεις αποτελούνται από σύµβολα ή σηµεία τα οποία 

αντιπροσωπεύουν κάτι στον εξωτερικό κόσµο. Αυτό το κάτι µπορεί να είναι ένα 

αντικείµενο, µια αφηρηµένη ιδέα, µια πράξη, µια σχέση ανάµεσα σε αντικείµενα και 

πράξεις και τα λοιπά. 

Τα πρόσφατα συµπεράσµατα των ερευνών πάνω στην έννοια της Αναπαράστασης 

οδήγησαν στη διάκριση ανάµεσα στο υλικό σηµείο-σύµβολο της αναπαράστασης ( το 

σηµαίνον-signifier ) και στην έννοια η οποία αναπαρίσταται µε το σύµβολο ( σηµαινόµενο-

signifier ). 

 Το γεγονός ότι ένα σύµβολο αντιστοιχεί σε µια έννοια στο νου, οδηγεί µε τη σειρά 

του, στη διάκριση ανάµεσα στην Εξωτερική Αναπαράσταση και την Εσωτερική 

Αναπαράσταση. Οι Εξωτερικές Αναπαραστάσεις δρουν ως ερεθισµοί στις αισθήσεις και 

συνίστανται από διαγράµµατα, πίνακες, γραφικές παραστάσεις, λέξεις µιας γλώσσας, 

γραφικά υπολογιστών καθώς και τα τυπικά σύµβολα και άλλες παραστάσεις της γλώσσας 

των Μαθηµατικών. 

 Η φύση των Εσωτερικών Αναπαραστάσεων είναι πιο ασαφής, επειδή δεν µπορούν 

να παρατηρηθούν απευθείας αλλά γίνονται αντιληπτές µόνο από παρατηρήσεις επί των 

µαθητών όταν αυτοί εργάζονται. Μια Εσωτερική Αναπαράσταση   ( ή και Νοητική 

Αναπαράσταση ), είναι ο προσωπικός τρόπος µε τον οποίο ένα άτοµο κινητοποιεί τις 

γνώσεις του όταν βρίσκεται απέναντι σε ένα πρόβληµα. Η  Εσωτερική Αναπαράσταση είναι 

προϊόν νοητικής δραστηριότητας µέσω της οποίας ανασυντάσσεται η πραγµατικότητα που 

αντιµετωπίζουµε και στην οποία προσδίδουµε µια συγκεκριµένη σηµασία. Συνεπώς οι 

Εσωτερικές Αναπαραστάσεις είναι νοητικές αναπαραστάσεις που αντιπροσωπεύουν 

κάποιες πτυχές του εξωτερικού κόσµου.  
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Οι γνωστικοί ψυχολόγοι διακρίνουν δυο ειδών εσωτερικών νοητικών αναπαραστάσεων 

:  

• συµβολικές  ( προτασιακές  οι οποίες σχηµατίζονται από διακριτά παρόµοια µε τη 

γλώσσα σύµβολα και αναλογικές που είναι συνήθως απεικονίσεις που έχουν τη µορφή 

νοητικών εικόνων ) και 

• κατανεµηµένες ( οι οποίες αποτελούνται από ενεργοποιηµένα νευρωνικά δίκτυα ). 

 Οι Εξωτερικές και οι Εσωτερικές Αναπαραστάσεις συνδέονται µε τους ακόλουθους 

δυο τρόπους : 

Α. Οµωνυµία. Όπου η ίδια Εξωτερική Αναπαράσταση µπορεί να αντιστοιχεί σε δυο ή 

περισσότερες Εσωτερικές Αναπαραστάσεις. Για παράδειγµα, ένα ορθογώνιο τρίγωνο 

µπορεί να αναπαρασταθεί τόσο από τη σχέση α2 + β2 = γ2 όπου α, β οι κάθετες πλευρές και 

γ η υποτείνουσα, όσο και από τη σχέση Α = 900 όπου Α  γωνία του τριγώνου. 

Β. Συνωνυµία. Όπου η ίδια Εσωτερική Αναπαράσταση , αντιστοιχεί σε διαφορετικές 

Εξωτερικές Αναπαραστάσεις. Για παράδειγµα το µονώνυµο 2X µπορεί να παρασταθεί µε 

το εµβαδόν ορθογωνίου µε πλευρές Χ, 2 αλλά και µε το διπλάσιο ενός ευθύγραµµου 

τµήµατος µήκους Χ. 

 Τέλος θα ήταν χρήσιµο να παρατηρήσουµε, ότι οι Εσωτερικές Αναπαραστάσεις 

παρόλο ότι αποτελούν προσωπικές κατασκευές προκύπτουν µάλλον µέσα από κοινωνική 

αλληλεπίδραση σαν µια βιώσιµη ισορροπία ανάµεσα στα πραγµατικά προσωπικά 

ενδιαφέροντα και τους από αυτήν την ισορροπία συνειδητούς περιορισµούς και όχι από ένα 

εσωτερικό  εξ' ολοκλήρου ατοµικό  σχεδιασµό για κάτι δεδοµένο. 

 Η βασική θέση της Γνωστικής Ψυχολογίας είναι ότι δεν µπορούµε να εξηγήσουµε 

την ανθρώπινη συµπεριφορά µόνο µε αναφορά σε εξωτερικά ερεθίσµατα του 

περιβάλλοντος αλλά είναι αναγκαίο να υποθέσουµε εσωτερικές νοητικές διεργασίες. Πιο 

συγκεκριµένα, η υπόθεση είναι ότι οι πληροφορίες του περιβάλλοντος γίνονται αντικείµενο 

επεξεργασίας από τον εγκέφαλο µέσω γνωστικών διαδικασιών όπως της αντίληψής, της 

προσοχής της µνήµης και της σκέψης. Οι γνωστικοί ψυχολόγοι πιστεύουν πως ο τρόπος µε 

τον οποίον ένας οργανισµός αποκτά πληροφορίες από το περιβάλλον εξαρτάται από τρεις 

βασικές ικανότητες : 

 

• Την ικανότητα αναπαράστασης του περιβάλλοντος. 

• Την ικανότητα χειρισµού και αλλαγών αυτών των αναπαραστάσεων και 

• Την ικανότητα αξιοποίησης των αποτελεσµάτων της γνωστικής διαδικασίας. 
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Συνεπώς η ικανότητα άντλησης πληροφοριών από την εκφώνηση, στοιχείο απαραίτητο 

για την επίλυση προβλήµατος αφού µέσω αυτής εντοπίζουµε δεδοµένα, ζητούµενα και 

σχέσεις που τα συνδέουν, συνδέεται άµεσα  τόσο µε το στάδιο της Μετάφρασης όσο και µε 

την ικανότητα επίλυσης προβλήµατος. Συγκεκριµένα σε έρευνα για την Ικανότητα 

Μετάφρασης  µαθητών Λυκείου, που είχε γίνει σε σχολεία της Κύπρου ( Αθανάσιος 

Γαγάτσης, Ελένη Μιχαηλίδου ) σε σύνολο 244 µαθητών της πρώτης και δεύτερης τάξης 

του Λυκείου,  εντοπίστηκε ότι η ικανότητα µετάφρασης ενισχύει την ικανότητα επίλυσης 

προβλήµατος.  Τα αποτελέσµατα της παραπάνω έρευνας είναι σύµφωνα µε αποτελέσµατα 

έρευνας του Hitt ( 1998 ) στα οποία υπάρχει σχέση ανάµεσα στην ικανότητα µετάφρασης 

από το ένα πεδίο αναπαράστασης της έννοιας της συνάρτησης στο άλλο και στην 

ικανότητα επίλυσης προβλήµατος.   

4.1.2 Η έννοια της γλώσσας 

 

Για να µπορέσει ο επιλύτης να µεταφράσει όλες τις προτάσεις ενός προβλήµατος 

χρειάζεται κάποια γνώση της γλώσσας ( γλωσσική γνώση ) και κάποια γνώση του κόσµου 

( πραγµατολογική γνώση ). Για παράδειγµα για να µεταφράσει ο υποψήφιος λύτης µια 

δήλωση όπως " Ο Κώστας έχει δυο ευρώ περισσότερα από το Μιχάλη ", χρειάζεται 

γλωσσικές γνώσεις για να διαχωρίσει την πρόταση σε µεταβλητές ( Κώστας, Μιχάλης ) και 

µια ποσοτική σχέση ανάµεσα τους ( δυο ευρώ περισσότερα από ). Επιπλέον χρειάζεται 

πραγµατολογική γνώση για να αναπαραστήσει τα δυο ευρώ ως 200 λεπτά. Οι άνθρωποι 

µπορεί να διαφέρουν µεταξύ τους ως προς την ικανότητα τους να µεταφράζουν σωστά τις 

προτάσεις των προβληµάτων, κι αυτές οι διαφορές µπορεί να έχουν σχέση µε τη γλωσσική 

και την πραγµατολογική γνώση. 

 Ενώ όµως, οι δυσκολίες που έχουν σχέση µε τη πραγµατολογική γνώση δείχνουν να 

ξεπερνιόνται µε σχετική ευκολία καθώς το παιδί µεγαλώνει και εµπλουτίζει τις γνώσεις του 

µε πληροφορίες που αφορούν τον κόσµο, δεν φαίνεται να συµβαίνει στον ίδιο βαθµό κάτι 

αντίστοιχο µε τη γλωσσική γνώση. Ποια είναι όµως τα στοιχεία της γλώσσας που της 

προσδίδουν τέτοια χαρακτηριστικά ώστε η ακατάλληλη προσέγγιση τους να εµποδίζει τους 

µαθητές στην κατανόηση, ανάλυση και επίλυση µαθηµατικών θεµάτων ; 

 Μήπως η ελλιπής µελέτη των παραπάνω στοιχείων και χαρακτηριστικών από την 

εκπαιδευτική κοινότητα συντελεί στη διαιώνιση της µη αποτελεσµατικής αντιµετώπισης 

του φαινοµένου ; 

Η γλώσσα είναι ένα πολιτισµικό εργαλείο, ένα ιδιαίτερο όργανο επικοινωνίας το 

οποίο βρίσκεται σε συσχέτιση µε τη σκέψη. Για τον Vygotsky, η γλώσσα είναι το κύριο 
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όχηµα µεταφοράς πολιτισµικών στοιχείων. Για τον Piaget, η γλώσσα είναι ένα εργαλείο για 

την έκφραση των σκέψεων. Οι µαθηµατικοί εκπαιδευτικοί όµως, οι οποίοι θέλουν να 

ερµηνεύσουν την κατάσταση µέσα στην τάξη των Μαθηµατικών, δεν έχουν επαρκείς 

απαντήσεις από τις θεωρίες αυτές. 

 Για τον σκοπό αυτό, αναπτύχθηκε η Θεωρία της Αλληλεπίδρασης στην βάση των 

θέσεων του Bruner καθώς και στις ακόλουθες δύο αρχές του όψιµου Wittgenstein :  

• Η σηµασία µιας λέξης βρίσκεται στη χρήση της 

• Η καθηµερινή γλώσσα είναι επαρκής. Ειδικά αυτή η αρχή σηµαίνει ότι κάποιος θα 

πρέπει να προσπαθήσει  να την καταλάβει, παρά να επισηµαίνει τα λογικά της 

σφάλµατα και να απαιτήσει να διορθωθούν.   

 Στη θεωρία αυτή, η γλώσσα εξακολουθεί να έχει σηµαντικό ρόλο, αλλά τώρα η 

γλώσσα θεωρείται όχι ως σύστηµα σηµείων - συµβόλων αλλά ως κοινωνική πρακτική. 

Πρόκειται, δηλαδή, για µία γλώσσα σε δράση ή η γλώσσα ως µέσο για την επίτευξη 

γνωσιακών, κοινωνικών, µαθησιακών και άλλων στόχων. Είναι ένα όχηµα για να κάνουµε 

πράγµατα µε τους άλλους και για τους άλλους, εποµένως η γλώσσα έχει έναν 

διαπραγµατευτικό ( discursive ) χαρακτήρα. 

Ο τρόπος µε τον οποίο εφαρµόζουµε τη θεωρία αυτή στη µάθηση των µαθηµατικών 

είναι ο ακόλουθος : 

Πριν ο µαθητής γίνει ικανός να διατυπώσει έναν ορισµό ή ένα θεώρηµα, εισάγεται σε έναν 

µικρόκοσµο αλληλεπιδράσεων, µερικές από τις οποίες προκαλούνται από τον δάσκαλο αν 

και οι περαιτέρω µορφές τους εξαρτώνται από τις πρωτοβουλίες του µαθητή. Η µορφή των 

αλληλεπιδράσεων καθορίζει τα όρια και τους κανόνες για το τι θα πει, πως θα το πει, πότε 

και ποιος λέει κάτι σε διαφορετικές συνθήκες, αλλά όλοι αυτοί οι κανόνες έχουν ένα 

διαπραγµατευτικό χαρακτήρα : Επιτυγχάνονται διαµέσου κάποιων περισσότερο ή 

λιγότερων σαφών και άµεσων διαπραγµατεύσεων ανάµεσα στον δάσκαλο και το µαθητή 

και µεταξύ των ίδιων των µαθητών. Το µονοπάτι προς τη µαθηµατική σκέψη οδηγεί 

διαµέσου νύξεων στη µαθηµατική διαπραγµάτευση. Γνωρίζοντας ποιες είναι οι προθέσεις 

πίσω από συγκεκριµένες εκφράσεις  και ποιες είναι οι κοινές προϋποθέσεις. Αυτά 

µαθαίνονται από την αλληλεπίδραση µε εκείνους που νοµιµοποιούνται να θέτουν τα 

πρότυπα της µαθηµατικής διαπραγµάτευσης, οι οποίοι συνήθως είναι οι δάσκαλοι των 

µαθηµατικών, κάνοντας λάθη και διορθώνοντας τα σύµφωνα µε τις υποδείξεις των 

δασκάλων, διαπραγµατευόµενος τον τρόπο του να λες κάτι και τον τρόπο του να 

σκέφτεσαι, ανταλλάσσοντας επιχειρήµατα µε άλλους µαθητές. 
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 Η αλληλεπιδραστική προσέγγιση, όπως αναπτύχθηκε, διαφέρει από τις αντίστοιχες 

προσεγγίσεις που στηρίζονται στον Κονστρουκτιβισµό και στις θεωρίες του Vygotsky, ως 

προς τις θέσεις τους για τη γλώσσα. Στη θεωρία της αλληλεπίδρασης, η γλώσσα χάνει τη 

θέση της ως αντικείµενο και ως εργαλείο. Ο Bauersfeld υπογραµµίζει τη διαφορά ανάµεσα 

οµιλώ      ( µια γλώσσα - speaking ) και εκφράζοµαι ( languaging ).  

H οµιλία ( speaking ) δεν είναι η έκφραση των σκέψεων µε την µια ή την άλλη 

γλώσσα. Η οµιλία είναι, την ίδια στιγµή, σκέψη, γνώση και το να ζεις µε συγκεκριµένο 

τρόπο. Ο Λόγος - διαπραγµάτευση ( discourse ) που χρησιµοποιούµε όταν µιλάµε 

αντανακλά ένα ολόκληρο σύµπαν, το οποίο έχει δηµιουργηθεί διαµέσου της επικοινωνίας 

και στο οποίο οι άνθρωποι φθάνουν σε συγκεκριµένες συµβάσεις και οικοδοµούν µια κοινά 

αποδεκτή κατανόηση των διαφόρων πλαισίων. 

 Η στάση αυτή προς τη γλώσσα συνεπάγεται δυο βασικές υποθέσεις στην 

αλληλεπιδραστική προσέγγιση. 

• Την υπόθεση του γλωσσικού και συµβατικού χαρακτήρα της επιστηµονικής γνώσης 

(συµβατικού µε την έννοια ότι επιτυγχάνεται διαµέσου διαπραγµάτευσης). Πιο 

συγκεκριµένα, τα µαθηµατικά θεωρούνται ως ένας ειδικός τρόπος  του να βλέπεις τα 

πράγµατα και να σκέφτεσαι. Το γεγονός αυτό οδηγεί στη δεύτερη υπόθεση. 

• Μια και όλες οι γλώσσες προκύπτουν διαµέσου της επικοινωνίας, τα µαθηµατικά που 

διδάσκονται στο σχολείο εξαρτώνται πολύ  από τα χαρακτηριστικά και τους τρόπους 

επικοινωνίας που αναπτύσσονται στην τάξη. 

 Συνεπώς, λαµβάνοντας υπόψη µας ότι η γλωσσική γνώση αναφέρεται και στην 

αναγνώριση της σηµασίας των διαφόρων λέξεων , οφείλουµε να εστιάσουµε τη προσοχή 

µας στον τρόπο µε τον οποίο παρουσιάζουµε τις διάφορες έννοιες στο περιβάλλον της 

τάξης, αφού µέσα από τον τρόπο παρουσίασης τους θα " γεννηθεί " η αντίστοιχη γλώσσα 

που θα τα περιγράφει.  

Εποµένως, εάν δεν προσφερθούν στο µαθητή οι κατάλληλες εµπειρίες οι  οποίες θα 

τον βοηθήσουν να βιώσει τη " γέννηση " αυτής της  " µαθηµατικής " γλώσσας, θα είναι 

υπερβολικά δύσκολο γι' αυτόν να αντιληφθεί τα νοήµατα και τις περιγραφές αυτής της 

γλώσσας όταν θα την συναντήσει στην εκφώνηση ενός προβλήµατος.  

 Η καθοριστικότητα του ρόλου της γλωσσικής γνώσης γίνεται εµφανής σε πληθώρα 

περιπτώσεων. Ένα όµως από τα σηµαντικότερα παραδείγµατα είναι αυτό της κατανόησης 

των συσχετιστικών προτάσεων, των προτάσεων δηλαδή που εκφράζουν µια ποσοτική 

σχέση ανάµεσα σε µεταβλητές. Πολλές µελέτες έχουν δείξει ότι οι µαθητές δυσκολεύονται 
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να αναπαραστήσουν τις συσχετιστικές προτάσεις. ∆εν είναι τυχαίο ότι προβλήµατα αυτής 

της µορφής αποτελούν συνήθως αυτά που δυσκολεύουν περισσότερο τους µαθητές όλων 

των τάξεων. Εξάλλου δεν πρέπει να παραβλέπουµε το γεγονός ότι ένα από τα 

κλασσικότερα χαρακτηριστικά των γρίφων που κυκλοφορούν κατά καιρούς, είναι ακριβώς 

αυτό. Η ανάπτυξη δηλαδή ποσοτικών σχέσεων ανάµεσα σε µεταβλητές. Για παράδειγµα " 

Μιάµιση σαρδέλα  -  µιάµιση δραχµή, 14.5 σαρδέλες, πόσες δραχµές ; "  

 Οι Soloway κ.α (1982 ) ζήτησαν από φοιτητές να γράψουν εξισώσεις που να 

αναπαριστούν µια πρόταση όπως : 

" Σ' αυτό το Πανεπιστήµιο υπάρχουν έξι φορές περισσότεροι φοιτητές από καθηγητές. " 

Το γεγονός ότι πολλοί φοιτητές έκαναν µια Στατική Μετάφραση του προβλήµατος 

οδήγησε σε λάθη, όπως εξισώσεις της µορφής  6Φ = Κ.  

Αντιθέτως, όσοι φοιτητές χρησιµοποίησαν µια διαδικαστική προσέγγιση ( 

∆ιεργαστική Μετάφραση ) οδηγήθηκαν σε σωστές απαντήσεις, όπως Φ = 6Κ.  

 Είναι γεγονός ότι ο αλγεβρικός συµβολισµός µπορεί να είναι από λίγο έως πολύ 

ασαφής, κυρίως όταν ο µαθητής δεν έχει κατανοήσει τη δυναµική των συµβόλων που 

χρησιµοποιεί. Στη κατανόηση αυτή, όπως επίσης και στην κατανόηση των συγκεκριµένων " 

γλωσσικών " κανόνων, σηµαντικό ρόλο διαδραµατίζει και ο καθηγητής. Οι λέξεις δεν 

µεταφράζονται µέσα από µια µονόδροµη διαδικασία σε µαθηµατικά σύµβολα. Τα 

γράµµατα Φ και Κ του παραπάνω παραδείγµατος, είναι µεταβλητές, ποσότητες δηλαδή οι 

οποίες αλλάζουν είτε κατά την είσοδο των δεδοµένων , είτε κατά την επεξεργασία τους. Το 

σύµβολο " = " δεν περιγράφει µια στατική ισότητα, αλλά µια διαδικασία σύµφωνα µε την 

οποία καθορίζεται η τιµή της µεταβλητής Φ. Έτσι ο τύπος Φ = 6Κ θα µπορούσε να 

µεταφραστεί ως εξής : " Αν ξέρεις πόσοι καθηγητές υπάρχουν και θέλεις να βρεις τους 

φοιτητές, πολλαπλασίασε το πλήθος των καθηγητών επί έξι". Έχουµε µια συνάρτηση δηλαδή 

της µορφής  Φ ( Κ ) = 6Κ, όπου Κ η ανεξάρτητη µεταβλητή και Φ η εξαρτηµένη 

µεταβλητή. 

 Η δυσκολία των µαθητών, στην αναπαράσταση συσχετιστικών προτάσεων,  

επαληθεύεται και από άλλες µελέτες. Ο Mayer ( 1982 ) ζήτησε από φοιτητές 

Πανεπιστηµίου να διαβάσουν και να θυµηθούν οχτώ αλγεβρικά προβλήµατα. Τα 

προβλήµατα περιείχαν τρία είδη προτάσεων : 

• Προσδιορισµούς, οι οποίοι προσδιόριζαν τη τιµή µιας µεταβλητής. 

• Σχέσεις, οι οποίες εκφράζουν µια ποσοτική σχέση ανάµεσα σε δυο µεταβλητές και 

• Ερωτήσεις, οι οποίες ζητούσαν την αριθµητική τιµή µιας µεταβλητής. 
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Τα αποτελέσµατα έδειξαν  ότι οι φοιτητές έχουν τρεις φορές περισσότερα σφάλµατα 

στην ανάκληση συσχετιστικών προτάσεων απ' ότι στην ανάκληση προσδιοριστικών 

προτάσεων. Αυτό το αποτέλεσµα συµφωνεί µε την άποψη ότι οι φοιτητές δεν ξέρουν πως 

να αναπαριστούν συσχετιστικές προτάσεις στη µνήµη τους. 

 Επακόλουθες αναλύσεις έδειξαν ότι κατά την ανάκληση των προτάσεων γίνονται 

τρία είδη σφαλµάτων : 

• Παράλειψης, στα οποία οι φοιτητές δε θυµούνται καθόλου τη πρόταση. 

• Καθορισµού, στα οποία µια µεταβλητή της αρχικής πρότασης µεταβάλλεται σε 

διαφορετική µεταβλητή στην ανάκληση και 

• Μετατροπής, στα οποία η µορφή της πρότασης µεταβάλλεται από συσχέτιση σε 

προσδιορισµό ή αντίστροφα. 

 Πολλές από τις συσχετιστικές προτάσεις υπέστησαν σφάλµατα µετατροπής, κάτι 

που δεν συνέβη σε κανέναν σχεδόν από τους προσδιορισµούς. Αυτά τα αποτελέσµατα 

υποστηρίζουν  την ιδέα ότι µερικοί φοιτητές δεν διαθέτουν τις απαραίτητες γλωσσικές 

γνώσεις για την αναπαράσταση σχέσεων, κι ότι η προσδιοριστική αναπαράσταση 

χρησιµοποιείται ως υποκατάστατο µερικών συσχετιστικών προτάσεων. 

 Αυτή η επισκόπηση δείχνει ότι η µετάφραση των προβληµάτων ( το πρώτο τµήµα 

της αναπαράστασης των προβληµάτων ) απαιτεί συγκεκριµένες γνώσεις γλωσσικές και 

πραγµατολογικές. Ιδιαίτερα, για να γίνει σωστή µετάφραση µερικών µαθηµατικών 

προβληµάτων χρειάζεται µια κατανόηση των συσχετιστικών προτάσεων.  

Επιπλέον , σηµειώνουµε ότι οι  µεταβολές στην απόδοση των παιδιών σε 

µεταβατικά συνεπαγωγικά προβλήµατα που στηρίζονται σε συσχετιστικές προτάσεις 

εξαρτάται από τη σωστή κωδικοποίηση και ανάκληση των προτάσεων και όχι από τους 

ίδιους τους συλλογισµούς. 

 Παρόλο που οι γλωσσικές γνώσεις των παιδιών για την µετάφραση συσχετιστικών 

προτάσεων, αυξάνονται µε την ηλικία, φαίνεται πως οι απαιτήσεις στο σχολείο σχεδόν 

πάντα, είναι ένα επίπεδο παραπάνω. Αυτό υποδηλώνει την ανάγκη για µια επιπλέον 

στήριξη των µαθητών στον συγκεκριµένο τοµέα, προκειµένου να επιτευχθούν να επιθυµητά 

αποτελέσµατα. 
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4.1.3 Η φάση της Ολοκλήρωσης 

 

Αναφερόµενοι προηγουµένως στη φάση της Ολοκλήρωσης  εστιάσαµε την προσοχή µας 

στη σύνθεση των προτάσεων του προβλήµατος σε µια λογικά συνεπή αναπαράσταση. 

Για να γίνει κατανοητό τι εννοούµε µε τον όρο λογικά συνεπή αναπαράσταση ας 

δούµε το παρακάτω πρόβληµα : 

Ο αριθµός των νοµισµάτων των 50 λεπτών που έχει ο Γιώργος είναι εφταπλάσιος απ’ 

τον αριθµό των νοµισµάτων των 20 λεπτών που έχει ο Χρήστος. Η συνολική αξία των 

νοµισµάτων των 20 λεπτών είναι µεγαλύτερη απ’ τη συνολική αξία των νοµισµάτων των 50 

λεπτών κατά 2.5 ευρώ. Πόσα νοµίσµατα έχει ο καθένας απ’ το κάθε νόµισµα ; 

Εάν µεταφράσουµε σε αλγεβρικές εξισώσεις το παραπάνω πρόβληµα θα έχουµε : 

Γ = 7 Χ 

Χ 20 = Γ 50 + 250, όπου Γ ,Χ ο αριθµός των νοµισµάτων του Γιώργου και του 

Χρήστου αντίστοιχα. Όµως η αξία των νοµισµάτων των 20 λεπτών δεν µπορεί να 

υπερβαίνει την αξία των νοµισµάτων των 50 λεπτών, τη στιγµή που έχουµε περισσότερα 

νοµίσµατα των 50 λεπτών! Εάν λοιπόν δεν γίνει ολοκλήρωση του παραπάνω προβλήµατος 

εκτός του ότι θα προβούµε σε περιττούς υπολογισµούς, οι οποίοι σε άλλες περιπτώσεις 

µπορεί να είναι αρκετά πιο επίπονοι έως και αδύνατοι, ακόµα κι αν εκτελέσουµε µε 

επιτυχία τους υπολογισµούς αυτούς, το αποτέλεσµα θα είναι λάθος ( για παράδειγµα στην 

περίπτωση µας το πλήθος των νοµισµάτων του Χρήστου βγαίνει αρνητικός αριθµός ). 

Συνεπώς, η δόµηση µιας εσωτερικής αναπαράστασης ενός προβλήµατος µπορεί να 

µην απαιτεί απλώς µια µετάφραση πρόταση προς πρόταση. Σε µελέτες που έχουν γίνει ( 

Paige και Simon, 1966 ) δόθηκαν αδύνατα προβλήµατα ( όπως το παραπάνω ) σε 

υποψήφιους λύτες, οι οποίοι χρησιµοποιώντας πραγµατολογικές και γλωσσικές γνώσεις 

µπόρεσαν να µεταφράσουν το πρόβληµα στις κατάλληλες εξισώσεις. Στη προσπάθεια όµως 

συσχέτισης του συγκεκριµένου προβλήµατος µε προηγούµενες εµπειρίες έγινε φανερή η 

ύπαρξη των αντιφάσεων. Έτσι γίνεται φανερό ότι η αναπαράσταση ενός προβλήµατος 

απαιτεί όχι µόνο σωστή µετάφραση αλλά και ολοκλήρωση, αλλιώς θα υπήρχε το 

ενδεχόµενο να προσπαθούµε µαταίως να λύσουµε αδύνατα ή και λανθασµένα προβλήµατα. 

Το στάδιο της Ολοκλήρωσης σπανίως προβληµατίζει µαθητές και καθηγητές αφού 

θεωρείται δεδοµένο ότι το πρόβληµα που µας δίνεται έχει νόηµα γεγονός που δυσκολεύει 

την ανακάλυψη λαθών στη θεώρηση του προβλήµατος ακόµη κι όταν αυτά είναι εµφανή. 

Φαντάζει λογικότερο στους µαθητές να µην έχουν κατανοήσει αυτοί κάτι παρά να έχει 

λάθος η εκφώνηση. Η αλήθεια είναι ότι αυτό είναι και το πιθανότερο, όχι όµως επειδή αυτή 
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είναι η φύση των προβληµάτων αλλά επειδή εµείς κατασκευάζουµε και προσφέρουµε 

στους µαθητές τέτοιου είδους προβλήµατα. Στην πραγµατικότητα όµως δεν είναι καθόλου 

έτσι τα πράγµατα αφού στην καθηµερινότητα µας εµείς είµαστε αυτοί που κατασκευάζουµε 

την “εκφώνηση” της προβληµατικής κατάστασης που µας απασχολεί και η αδυναµία 

εύρεσης λαθών ή ασυνεπειών στην εκφώνηση ενός προβλήµατος που µας δίνεται αµβλύνει 

την ικανότητα διατύπωσης συνεπών εκφωνήσεων από µέρους µας.      

 Για να µπορέσει ο επιλυτής να ολοκληρώσει  το πρόβληµα πρέπει να έχει κάποιες 

γνώσεις πάνω στους διάφορους τύπους προβληµάτων ( γνώσεις υποδειγµάτων ).Έτσι για 

παράδειγµα η αναγνώριση ότι ένα πρόβληµα σχετίζεται µε εύρεση του µεγίστου ή του 

ελαχίστου µιας ποσότητας µε προσανατολίζει σε µια πιο εξειδικευµένη ανάγνωση της 

εκφώνησης ,η οποία θα αναζητά τις πληροφορίες αυτές που θα αποκαλύψουν την 

αντίστοιχη συνάρτηση, η οποία περιγράφει το µέγεθος του οποίου αναζητώ το µέγιστο ή το 

ελάχιστο.  Η ταξινόµηση των διαφόρων προβληµάτων δεν είναι εύκολη υπόθεση και 

σίγουρα πολλοί ερευνητές θα προβούν σε διαφορετικές οµαδοποιήσεις. Βέβαια, ο κάθε 

υποψήφιος λύτης έχει κατά νου κατηγοριοποιήσεις που προκύπτουν από τις προσωπικές 

του εµπειρίες ανάλογα µε τη καθοδήγηση που δέχεται και τη γκάµα των προβληµάτων που 

έχει αντιµετωπίσει κατά τη διάρκεια της ενασχόλησης του µε την επίλυση προβληµάτων. 

 Περισσότερες πληροφορίες για το πως κατανοούν οι άνθρωποι τα προβλήµατα µας 

παρέχει η δουλειά των Hinsley κ.α ( 1977 ). Οι ερευνητές έδωσαν σε υποκείµενα µια σειρά 

αλγεβρικών προβληµάτων από τυπικά εγχειρίδια και τους ζήτησαν να τα κατατάξουν σε 

κατηγορίες. Οι περισσότεροι έκαναν την κατάταξη µε µεγάλη συµφωνία µεταξύ τους. 

Επιπλέον, οι περισσότεροι ήταν σε θέση να κατατάξουν τα προβλήµατα σχεδόν αµέσως µε 

το που άκουγαν τις πρώτες λέξεις της εκφώνησης. Οι Hayes κ.α ( 1977 ) και οι Robinson & 

Hayes ( 1978 ) διαπίστωσαν ότι οι φοιτητές χρησιµοποιούν τα υποδείγµατα προβληµάτων 

για να κάνουν ακριβείς εκτιµήσεις σχετικά µε το ποιες πληροφορίες είναι χρήσιµες για ένα 

πρόβληµα και ποιες όχι.  

Κατ' επέκταση η λανθασµένη επιλογή προτύπου αποπροσανατολίζει τη προσοχή 

του λύτη και τον οδηγεί σε συστηµατικά λάθη στην ερµηνεία των προσφερόµενων 

πληροφοριών. 

 

4.2 Ο Ρόλος της Μεταγνώσης στο στάδιο της Κατανόησης 

 

Όπως διαφαίνεται από τα παραπάνω, όσον αφορά το στάδιο της Μετάφρασης, θα πρέπει να 

αναζητήσουµε  τη συµβολή της µεταγνώσης , κυρίως σε θέµατα που σχετίζονται µε τη 
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γλώσσα και τις αναπαραστάσεις. Ενώ όσον αφορά το στάδιο της Ολοκλήρωσης  θα πρέπει 

να επικεντρωθούµε στην αναζήτηση υποδειγµάτων και στη σύνθεση των προτάσεων της 

εκφώνησης σε µια συνεπή αναπαράσταση. Στη συνέχεια, θα αναφερθούµε αναλυτικότερα 

στο ρόλο που διαδραµατίζει η µεταγνώση σε επιµέρους τοµείς που σχετίζονται άµεσα µε τα 

παραπάνω. 

 

  

4.2.1 Ανάκληση και χειρισµός των κανόνων που διέπουν τη γλώσσα της εκφώνησης 

Οι γλωσσολόγοι  διακρίνουν τέσσερις επιµέρους τοµείς της γλώσσας : το φωνολογικό, το 

συντακτικό, το σηµασιολογικό και τον πραγµατολογικό. Ο φωνολογικός τοµέας περιγράφει 

τους κανόνες για τη συναρµολόγηση των φθόγγων σε λέξεις, ο συντακτικός τους κανόνες 

για τη συναρµολόγηση των λέξεων σε προτάσεις, ο σηµασιολογικός περιγράφει τους 

κανόνες για τη συναρµολόγηση εννοιών και ο πραγµατολογικός τοµέας καθορίζει τους 

κανόνες χρήσης της γλώσσας στο πλαίσιο επικοινωνίας. 

 Αναφερθήκαµε προηγουµένως σε κανόνες συναρµολόγησης των λέξεων και είπαµε 

ότι αυτοί οι κανόνες ανήκουν στον συντακτικό τοµέα της γλώσσας. Η εφαρµογή αυτών των 

κανόνων τις περισσότερες φορές ακολουθείται ασυνείδητα. Έτσι για παράδειγµα ποτέ 

κανείς δεν θα µας ρωτήσει “ Ώρα είναι τι ;” αλλά εφαρµόζοντας τους σωστούς 

συντακτικούς κανόνες για την συγκεκριµένη πρόταση θα µας ρωτήσει προφανώς “ Τι ώρα 

είναι ;” Οµοίως ποτέ κανείς δεν θα µας πει “Η αγωνία µου έφτασε τα 10 κιλά”. ∆ιότι 

σύµφωνα µε τους σηµασιολογικούς κανόνες της γλώσσας µας, η αγωνία δεν είναι κάτι που 

έχει βάρος. 

Ενώ λοιπόν χρησιµοποιούµε στην καθηµερινότητα µας τη γνώση για αυτούς τους  κανόνες 

τις περισσότερες φορές πολλοί µαθητές αδυνατούν να οργανώσουν και να 

χρησιµοποιήσουν αυτές τις γνώσεις για την κατανόηση ενός προβλήµατος που τους 

δυσκολεύει. Για παράδειγµα ας πάρουµε το παρακάτω ερώτηµα : “ Τα 5 κιλά ρύζι 

κοστίζουν 3 ευρώ. Πόσο κοστίζουν τα  ¾  ; ” Εάν ο µαθητής δεν αναλογιστεί ποιανού 

πράγµατος ψάχνω τα ¾ το πιθανότερο είναι να µην απαντήσει στο ερώτηµα. Η παραπάνω 

ερώτηση ( “Ποιανού πράγµατος ψάχνω τα ¾ ;” ), είναι αποτέλεσµα µεταγνωστικών 

διεργασιών οι οποίες εµπλέκουν συντακτικούς, σηµασιολογικούς και πραγµατολογικούς 

κανόνες της γλώσσας. Αναλυτικότερα, συντακτικούς διότι αναζητώ το αντικείµενο του  ¾, 

σηµασιολογικούς διότι το πόσο κοστίζουν τα  ¾ δεν έχει νόηµα  αφού ο αριθµός  ¾ δεν έχει 

κόστος από µόνος του και πραγµατολογικούς διότι η διατύπωση του προβλήµατος αν και 

ελλιπής µε βάση τους συντακτικούς και σηµασιολογικούς κανόνες της καθηµερινότητας 
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είναι δεκτή µε βάση  τη µαθηµατική γλώσσα διατύπωσης των προβληµάτων. Η ικανότητα 

επίγνωσης των παραπάνω φαινοµένων και η ικανότητα χειρισµού των επιµέρους κανόνων 

της γλώσσας που εµπλέκονται µε στόχο την καλύτερη κατανόηση του προβλήµατος 

αποτελούν ουσιαστική συµβολή της µεταγνώσης. 

 

4.2.2 Χειρισµός και αλλαγές αναπαραστάσεων 

Ας πάρουµε για παράδειγµα  την έννοια της συνάρτησης. Μια συνάρτηση µπορούµε να την 

περιγράψουµε – αναπαραστήσουµε µε πολλούς τρόπους όπως για παράδειγµα µε ένα τύπο, 

ένα γράφηµα, ένα πίνακα ή ακόµη και µια λεκτική περιγραφή. Η ικανότητα µετάφρασης 

από το ένα σύστηµα αναπαράστασης µιας έννοιας στο άλλο είναι ιδιαίτερα σηµαντική για 

την επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος και γενικότερα για τη µάθηση µαθηµατικών 

εννοιών ( Janvier, 1987 ). Το γεγονός αυτό πιστοποιείται από πληθώρα ερευνών ( Ασβεστά 

και Γαγάτσης 1995, Boulton – Lewis 1998, Cifarelli 1998, Duval 1987, Hitt 1998, Goldin 

& Kaput 1996 κ.α ) 

 Η επιλογή ή όχι της κατάλληλης αναπαράστασης διαδραµατίζει καθοριστικό ρόλο 

στην επίλυση προβλήµατος και οι µαθητές, παρόλο το ότι έχουν διδαχθεί τις διαφορετικές 

αναπαραστάσεις κάποιας έννοιας, συνήθως εγκλωβίζονται στην αναπαράσταση που δίνεται 

στην εκφώνηση αγνοώντας τις υπόλοιπες αναπαραστάσεις της ίδιας έννοιας οι οποίες 

ενδεχοµένως να απλουστεύουν το πρόβληµα.  

Η συµπεριφορά αυτή µεταφέρεται και στο στάδιο της µετάφρασης όπου αποφεύγεται από 

τη πλευρά του µαθητή η µετάβαση σε άλλες αναπαραστάσεις της έννοιας. Για να 

προσφύγει ο µαθητής σε µια διαφορετική αναπαράσταση της ίδιας έννοιας, θα πρέπει ή να 

γνωρίζει κάποια τέτοια, για παράδειγµα έχω τη συνάρτηση y = a x + b  η οποία µπορεί να 

αναπαρασταθεί και µε το γράφηµα της αντίστοιχης ευθείας, ή να µπορεί να κατασκευάσει 

µια τέτοια. Για παράδειγµα, “Να βρεθεί το εµβαδόν ενός χωραφιού µε κάθετες πλευρές, 30 

µέτρα µήκος και 10 µέτρα πλάτος”. Στην παραπάνω λεκτική περιγραφή το χωράφι µπορεί 

να  αναπαρασταθεί µε ένα ορθογώνιο διαστάσεων 30 x 10. Στην περίπτωση όπου ήδη 

γνωρίζω και άλλες αναπαραστάσεις της ίδιας έννοιας, ο ρόλος της µεταγνώσης 

επικεντρώνεται στην κινητοποίηση του ατόµου για τη χρήση κάποιας άλλης 

αναπαράστασης, στην επιλογή της κατάλληλης αναπαράστασης και στο χειρισµό της, έτσι 

ώστε η εκφώνηση να γίνει πιο κατανοητή. Στην περίπτωση όπου απαιτείται η κατασκευή 

µιας αναπαράστασης, ο ρόλος της µεταγνώσης επικεντρώνεται στην οργάνωση και 

αξιολόγηση των στοιχείων της εκφώνησης έτσι ώστε µέσω της σύνδεσης τους µε 
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προϋπάρχουσες εµπειρίες και µοντέλα να κατασκευαστεί η αναπαράσταση αυτή η οποία θα 

διευκολύνει την κατανόηση του προβλήµατος και κατ’ επέκταση την επίλυση του. 

 Οι κανόνες σύµφωνα µε τους οποίους οργανώνονται τα διάφορα σύµβολα, εικόνες, 

λέξεις, ήχοι κ.τ.λ έτσι ώστε να συνθέσουν µια αναπαράσταση ποικίλουν από άτοµο σε 

άτοµο χωρίς αυτό βέβαια να αποκλείει και κάποια κοινά χαρακτηριστικά. Ωστόσο, η 

ικανότητα να διακρίνουµε το ποιοι είναι αυτοί οι κανόνες που χρησιµοποιούµε κάθε φορά, 

η αξιολόγηση της αποτελεσµατικότητας τους  και η διαχείριση τους µε τέτοιο τρόπο έτσι 

ώστε να έχουµε κάθε φορά το επιθυµητό αποτέλεσµα, σε όλα τα άτοµα οφείλεται στον ίδιο 

παράγοντα : στο βαθµό  των µεταγνωστικών δεξιοτήτων που διαθέτουν.           

 Η προσφορά όµως της µεταγνώσης δεν περιορίζεται µόνο στην κατανόηση του 

συγκεκριµένου κάθε φορά προβλήµατος αλλά προχωρά και στη διαµόρφωση ενός 

µοντέλου σκέψης βάσει του οποίου ο µαθητής θα διευκολύνεται στην άντληση επιπλέον 

πληροφοριών από την εκφώνηση και συνεπώς στην καλύτερη κατανόηση της. 

 

4.2.3 Βελτίωση της συγκέντρωσης και επεξεργασίας πληροφοριών 

 

Ο Chomsky σωστά παρατήρησε πως δεν είναι οι συντακτικοί κανόνες που βάζουν 

όρια στο µέγεθος µιας πρότασης αλλά η περιορισµένη µνήµη και ικανότητα του ανθρώπου 

να επεξεργάζεται ταυτόχρονα µόνο έναν ορισµένο αριθµό από πληροφορίες. Ας πάρουµε 

για παράδειγµα το παρακάτω ερώτηµα : Ο µισθός µου είναι 1560 ευρώ και χρωστάω τα 3/4 

του µισθού µου στο Γιώργο ,τα  3/8 του µισθού µου στο Γιάννη, τα  2/3 του µισθού µου στο 

Θάνο ενώ ο Κώστας µου χρωστάει τα µισά απ’ όσα χρωστάω στο Θάνο και ο Μιχάλης τα 

διπλάσια απ’ όσα χρωστάω στο Γιάννη. Εάν µε ξεχρεώσουν όσοι µου χρωστάνε µπορώ να  

καλύψω όλα τα χρέη µου ; 

Η παραπάνω εκφώνηση αποτελείται από δυο προτάσεις. Η δεύτερη περιέχει το ζητούµενο 

και δεν παρουσιάζει κάποια ιδιαίτερη δυσκολία, ωστόσο η πρώτη έχει µέγεθος τριών  

γραµµών και εµπεριέχει τεράστιο όγκο πληροφοριών. Ο αναγνώστης µε χαµηλό δείκτη 

µεταγνώσης θα αρκεστεί σε µια συνολική προσέγγιση της συγκεκριµένης πρότασης 

αδυνατώντας προφανώς να εκµαιεύσει τις πολύτιµες πληροφορίες που αυτή περιέχει. Απ’ 

την άλλη ο αναγνώστης µε υψηλό δείκτη µεταγνώσης θα αναρωτηθεί τι είναι αυτό που τον 

δυσκολεύει, θα αξιολογήσει τα χαρακτηριστικά της συγκεκριµένης πρότασης, θα εντοπίσει 

ότι η δυσκολία έγκειται στο µέγεθος της πρότασης και στην πυκνότητα της πληροφορίας 

και θα οργανώσει το υλικό που διαθέτει, τεµαχίζοντας ενδεχοµένως την πρόταση σε άλλες 
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µικρότερες και απλούστερες, αίροντας µ’ αυτό τον τρόπο την δυσκολία που τον εµπόδιζε 

να κατανοήσει την εκφώνηση και να συλλέξει τις απαραίτητες πληροφορίες.   

 Ένα άλλο χαρακτηριστικό το οποίο ενδέχεται να έχει η εκφώνηση του 

προβλήµατος, είναι η παρουσία “περιττών” στοιχείων είτε αυτά είναι δεδοµένα είτε απλές 

περιγραφές. Για παράδειγµα : Ένα ηλιόλουστο πρωινό πήγα χαµογελαστός για ψώνια στο 

3όροφο Super Market της γειτονιάς του Βασίλη. Αγόρασα πράγµατα αξίας 23 ευρώ και 

έδωσα στον ξανθό ταµία ένα χαρτονόµισµα των 50 ευρώ. Πόσα ρέστα πήρα ; 

Ο λύτης του παραπάνω προβλήµατος µε βάση τις προϋπάρχουσες εµπειρίες του θα 

αναγνωρίσει ένα υπόδειγµα προβλήµατος αφαίρεσης. Θα περιοριστεί στην πράξη της 

αφαίρεσης και στα αριθµητικά δεδοµένα που αυτή απαιτεί για να εκτελεστεί. Οποιαδήποτε 

άλλη πληροφορία θα αγνοηθεί από τη στιγµή που δεν διαδραµατίζει κανένα ρόλο στην 

επίλυση του προβλήµατος. 

Τα άτοµα µε υψηλό δείκτη µεταγνώσης επικεντρώνονται στο ζητούµενο του 

προβλήµατος και διατηρούν το στόχο της εύρεσης του καθ’ όλη τη διάρκεια επεξεργασίας 

των παρεχόµενων πληροφοριών της εκφώνησης. Αξιολογούν τις προσφερόµενες 

πληροφορίες και αναζητούν συσχετίσεις και συνδέσεις µε τις απαιτήσεις παρόµοιων 

υποδειγµάτων που γνωρίζουν προσανατολίζοντας την αναζήτηση τους σε πληροφορίες 

απαραίτητες για το υπόδειγµα που έχουν επιλέξει.  

     

 

4.2.4 Ενεργοποίηση της προϋπάρχουσας γνώσης 

 

Πολλές φορές, δεν δίνουµε µέσα από την εκφώνηση όλες τις πληροφορίες που 

χρειάζεται ο αναγνώστης. Για παράδειγµα στο ερώτηµα : “Ποιο είναι το εµβαδόν 

ορθογωνίου τριγώνου µε βάση 3 και υποτείνουσα 5 ;” O µαθητής για να βρει την απάντηση 

πρέπει να γνωρίζει τόσο τον τύπο για το εµβαδόν τριγώνου (  ½  β υ ) όσο και το 

Πυθαγόρειο θεώρηµα  προκειµένου να βρει το ύψος. Εάν δεν γνωρίζει τα παραπάνω, όχι 

µόνο δεν θα απαντήσει το ερώτηµα, αλλά δεν θα καταλάβει και πιο είναι επί της ουσίας το 

πρόβληµα, το οποίο στην περίπτωση µας µεταφράζεται ως εξής :  

“Αν σε ορθογώνιο τρίγωνο, η υποτείνουσα είναι 5 και η µια κάθετη 3, να βρείτε  

i) Πόσο µήκος έχει η άλλη κάθετη. 

ii) Ποιο είναι το εµβαδόν του ορθογωνίου.” 

Ο αναγνώστης χρησιµοποιεί τις γνώσεις του για να εξάγει συµπεράσµατα που πάνε 

αρκετά πιο πέρα από τις περιγραφές της εκφώνησης. Η εξαγωγή αυτών των 
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συµπερασµάτων πολλές φορές στηρίζεται σε υποθέσεις δοµικό υλικό των οποίων είναι οι 

αντίστοιχες γνώσεις. Η αδυναµία κατανόησης και µετάφρασης της εκφώνησης ενδέχεται να 

οφείλεται στο γεγονός ότι διαβάζουµε περιγραφές για κάτι που δεν γνωρίζουµε. Σ’ αυτές 

τις περιπτώσεις δεν έχουµε τις γνώσεις που χρειαζόµαστε για να κάνουµε τις κατάλληλες 

υποθέσεις και να εξάγουµε τα συµπεράσµατα που είναι απαραίτητα για να καταλάβουµε τα 

νοήµατα που εκφράζονται. 

 Μπορεί όµως να έχουµε τις απαιτούµενες γνώσεις αλλά να µην τις ενεργοποιούµε 

καταλλήλως. Αυτό µπορεί να συµβεί για πολλούς λόγους. Μπορεί να είµαστε κουρασµένοι 

ή αδιάφοροι ή µπορεί η διατύπωση της εκφώνησης να έχει τέτοια µορφή που να µας 

δυσκολεύει να αναγνωρίσουµε συσχετισµούς µε κάτι που ήδη γνωρίζουµε. Για παράδειγµα 

ας διαβάσουµε την παρακάτω εκφώνηση  : Αυτό που πρέπει να βρεις είναι απλό. Πρώτα θα 

βρεις ποιος είναι ο συντελεστής του µεγιστοβάθµιου όρου, µετά ποιος είναι ο συντελεστής του 

x   και µετά ποιος είναι ο σταθερός όρος. Κατόπιν θα πολλαπλασιάσεις τον συντελεστή του x 

µε τον εαυτό του και από αυτό που θα βρεις θα αφαιρέσεις το τετραπλάσιο του γινοµένου του 

συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου επί τον σταθερό όρο. 

Το τι υπολογίζουµε ακριβώς µε την παραπάνω διαδικασία δεν είναι εύκολα αντιληπτό απ’ 

όλους τους µαθητές. Ακόµα και αυτοί  που θα το καταλάβουν θα χρειαστούν αρκετό χρόνο. 

Εάν όµως στην παραπάνω εκφώνηση βάλουµε τον τίτλο “Εύρεση της διακρίνουσας του 

τριωνύµου a x ² + b x + c.”  Τότε το περιεχόµενο του κειµένου γίνεται αµέσως κατανοητό. 

Η ενεργοποίηση της προϋπάρχουσας γνώσης στη συγκεκριµένη περίπτωση επιτελέστηκε 

µέσω του παραπάνω τίτλου. Το τίτλο αυτό µπορεί να τον βάλει και ο ίδιος ο µαθητής από 

µόνος του αυτοενεργοποιώντας  τις προϋπάρχουσες γνώσεις του προκειµένου να 

κατανοήσει καλύτερα την εκφώνηση. 

Οι µαθητές µε υψηλό δείκτη µεταγνώσης ενεργοποιούν  από µόνοι τους 

προϋπάρχουσες γνώσεις αναζητώντας στην εκφώνηση συνδέσεις µε αυτά που ήδη 

γνωρίζουν. Με αυτό τον τρόπο ανακαλούν γνώσεις που έχουν κωδικοποιήσει και 

προβαίνουν σε καινούργιες κωδικοποιήσεις όταν δεν τους καλύπτουν οι υπάρχουσες. 

 Η ενεργοποίηση της προϋπάρχουσας γνώσης σχετίζεται άµεσα και µε τη φάση της 

Ολοκλήρωσης και συγκεκριµένα τόσο µε την αναζήτηση του κατάλληλου υποδείγµατος 

όσο και µε την ανάκληση προηγούµενων γνώσεων και εµπειριών προκειµένου να 

αξιολογηθεί η ορθότητα και η λογική συνέπεια της εκφώνησης. 

 Οι µαθητές µε υψηλό δείκτη µεταγνώσης ενεργοποιούν  από µόνοι τους 

προϋπάρχουσες γνώσεις αναζητώντας οµοιότητες και διαφορές του συγκεκριµένου 

προβλήµατος µε άλλα που έχουν συναντήσει παλαιότερα. Ενδεχοµένως να θυµούνται 
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λάθος συµπεριφορές στο χειρισµό παρόµοιων εκφωνήσεων και επικεντρώνουν την 

προσοχή τους στα αντίστοιχα σηµεία προκειµένου να µην επαναλάβουν τα ίδια λάθη. 

Επιβεβαιώνουν γιατί το πρόβληµα µοιάζει ή γιατί δεν µοιάζει µε κάποιο που έχουν 

συναντήσει παλαιότερα. Προσπαθούν να συνδέσουν τις προσφερόµενες πληροφορίες 

µεταξύ τους προκειµένου να προκύψει µια συνεπής αναπαράσταση και αν αυτή δεν 

προκύψει επαναπροσδιορίζουν τις εκτιµήσεις και τις ερµηνείες τους.  

 

4.3 Συνοπτική παρουσίαση του ρόλου της Μεταγνώσης στο στάδιο της 

Κατανόησης 

 

1. Ερµηνεία της γλώσσας της εκφώνησης µε κατάλληλο χειρισµό κανόνων της γλώσσας. 

2. Παρότρυνση για χρήση των κανόνων της γλώσσας. 

3. Επίγνωση για τη συµβολή των κανόνων της γλώσσας στην κατανόηση της 

εκφώνησης. 

4. Κινητοποίηση – Παρότρυνση για χρήση εναλλακτικών αναπαραστάσεων. 

5. Αξιολόγηση των εναλλακτικών αναπαραστάσεων και επιλογή της καταλληλότερης. 

6. Οργάνωση, αξιολόγηση και σύνδεση των στοιχείων της εκφώνησης µε βάση 

προϋπάρχουσες εµπειρίες  για την κατασκευή αναπαραστάσεων. 

7. Επίγνωση και διαχείριση των κανόνων µε βάση τους οποίους κατασκευάζουµε 

αναπαραστάσεις, αξιολόγηση των κανόνων µε βάση την αποτελεσµατικότητα τους 

και τροποποίηση τους προκειµένου να επιτευχθεί το επιθυµητό. 

8. ∆ιαµόρφωση τρόπου συµπεριφοράς µε βάση τα συµπεράσµατα χρήσης – εναλλαγής 

αναπαραστάσεων. 

9. Εντοπισµός δύσκολων σηµείων της εκφώνησης και διαµόρφωση συµπεριφοράς µε 

βάση τα χαρακτηριστικά των δύσκολων σηµείων. 

10. Αναζήτηση υποδειγµάτων και διαµόρφωση συµπεριφοράς µε βάση τα 

χαρακτηριστικά των υποδειγµάτων. 

11. Εντοπισµός δεδοµένων, ζητουµένων και συνθηκών που τα συνδέουν. ∆ιαµόρφωση 

συµπεριφοράς µε βάση τα χαρακτηριστικά των παραπάνω. 

12. Ενεργοποίηση προϋπάρχουσας γνώσης µέσω αναζήτησης συνδέσεων. 

13. Έλεγχος του νοήµατος των παρεχόµενων πληροφοριών και των προσωπικών 

συµπερασµάτων. Έλεγχος για αντιφάσεις. 

14. Επαναπροσδιορισµός των προσωπικών εκτιµήσεων σε περίπτωση µη ικανοποιητικής 

ερµηνείας.   
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4.4 Το στάδιο του Σχεδιασµού της λύσης 

 

 Το επόµενο βήµα στην επίλυση µαθηµατικών προβληµάτων είναι η επινόηση ενός 

σχεδίου λύσης. Για να επινοήσει ο επιλυτής ένα τέτοιο σχέδιο πρέπει να έχει κάποια γνώση 

ευρετικής στην επίλυση προβληµάτων ( δηλαδή στρατηγική γνώση ). Ευρετική σηµαίνει 

µια γενική οδηγία ή στρατηγική ανεξάρτητη από οποιοδήποτε ειδικό θέµα , που βοηθά το 

λύτη να προσεγγίσει και να καταλάβει το πρόβληµα και να διαχειριστεί αποτελεσµατικά τις 

διαθέσιµες γνώσεις του για να το λύσει. 

Για παράδειγµα , 

- Χαράξτε ένα σχήµα. Χρησιµοποίησε κατάλληλο συµβολισµό. 

- Γνωρίζετε κανένα σχετικό πρόβληµα ; Γνωρίζετε κανένα θεώρηµα που θα µπορούσε να 

είναι χρήσιµο ;  

- Αν δεν µπορείτε να λύσετε το συγκεκριµένο πρόβληµα, προσπαθήστε να λύσετε ένα 

σχετικό. Θα µπορούσατε να σκεφτείτε ένα σχετικό πρόβληµα πιο προσιτό ; Ένα γενικότερο 

πρόβληµα ; Ένα ειδικότερο ; Ένα ανάλογο πρόβληµα ; 

 

ΠΡΟΣΟΧΗ! Οι ευρετικές δεν αντικαθιστούν την έλλειψη γνώσεων. 

 

 ∆ιακρίνουµε δυο είδη ευρετικών :  

1. Τις γενικές ευρετικές ( general heuristics ), δηλαδή ευρετικές του τύπου που 

προαναφέραµε. 

2. Τις ειδικές ευρετικές ( task-specific heuristics ), δηλαδή ευρετικές που αναφέρονται σε 

συγκεκριµένες περιοχές µαθηµατικής γνώσης. 

Ειδικότερα θα µπορούσαµε να ταξινοµήσουµε τις γενικές ευρετικές ως εξής : 

• Λύσε ένα απλούστερο. 

∆οκίµασε :  ( i ) συγκεκριµένους αριθµούς. 

      ( ii ) ειδικές περιπτώσεις. 

      ( iii ) συγκεκριµένες περιπτώσεις. 

• Λύσε ένα σχετικό πρόβληµα. 

Συνηθισµένη τακτική γι' αυτό το σκοπό η µείωση των προϋποθέσεων. 

• Λύσε ένα ισοδύναµο πρόβληµα. 
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Ένας συνήθης τρόπος δηµιουργίας ισοδύναµου προβλήµατος είναι : 

Επαναδιατύπωση του προβλήµατος µε : 

- Αλλαγή οπτικής γωνίας. 

- Χρήση της εις άτοπον απαγωγής ή της αντιθετοαντιστροφής. 

- Υποθέτουµε ότι το πρόβληµα έχει λυθεί. 

• Λύσε ένα ανάλογο πρόβληµα. 

Αντιστοιχία συγκεκριµένων συνθηκών. 

Επίπεδα - Χώρος. 

Ευθείες - Επίπεδο. 

Σηµεία - Ευθεία. 

• Κάνε ένα σχήµα. 

Σχεδίασε ένα γράφηµα, µια γραφική παράσταση, ένα διάγραµµα. 

 Οι άνθρωποι µπορεί να διαφέρουν µεταξύ τους στην ικανότητα τους να επινοήσουν 

σωστά σχέδια επίλυσης και οι διαφορές αυτές µπορεί να έχουν σχέση µε τη στρατηγική 

γνώση. Πρόσφατα πειράµατα έχουν δείξει ότι η στρατηγική επίλυσης που χρησιµοποιείται 

µπορεί να εξαρτάται από την µορφή µε την οποία παρουσιάζεται το πρόβληµα.  

Για παράδειγµα η εύρεση των ριζών της εξίσωσης x2 -3x + 2 = 0 όταν αυτή δοθεί µε 

την παραπάνω µορφή ωθεί τον λύτη στη χρήση της αντίστοιχης µεθοδολογίας µε εύρεση 

της ∆ιακρίνουσας κτλ. αντιστοίχως αν δοθεί η γραφική παράσταση της αντίστοιχης 

συνάρτησης ,τότε προφανώς τον ενδιαφέρον του λύτη θα µεταφερθεί στην εύρεση των 

σηµείων όπου η γραφική παράσταση της συνάρτησης τέµνει τον άξονα x´x.  

 Επίσης είναι συνηθισµένο φαινόµενο, οι µαθητές  να δυσκολεύονται περισσότερο 

στην επιλογή  της κατάλληλης στρατηγικής όταν η εκφώνηση του προβλήµατος 

παρουσιάζει τις πληροφορίες σε λεκτική µορφή. Το συγκεκριµένο γεγονός προφανώς 

συνδέεται µε την δυσκολία που συναντούν οι µαθητές στον διαχωρισµό των δεδοµένων και 

των πραγµατικά χρήσιµων πληροφοριών, µέσα από το προσφερόµενο σύνολο 

πληροφοριών. 

  Ένα από τα χρησιµότερα συµπεράσµατα που έχουµε αποκοµίσει από τις τελευταίες 

µελέτες για το θέµα των ευρετικών είναι ότι οι ευρετικές µπορούν να διδαχθούν. 

Συγκεκριµένα, σε µια πρόσφατη µελέτη ο Schoenfeld ( 1979 ) προσπάθησε να διδάξει 

πέντε στρατηγικές επίλυσης προβληµάτων σε φοιτητές των µαθηµατικών. Οι πέντε 

στρατηγικές ήταν οι εξής :  

• Κάνετε σχεδιάγραµµα όταν το επιτρέπει το πρόβληµα. 
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• Αν υπάρχει ακέραια παράµετρος, εξετάστε αν µπορείτε να εφαρµόσετε τη µέθοδο της 

τέλειας επαγωγής. 

• Εξετάστε αν µπορείτε να χρησιµοποιήσετε ένα συλλογισµό που να στηρίζεται στην 

αντίθετη ή την αντιθετοαντίστροφη της αρχικής σχέσης. 

• Εξετάστε ένα παρόµοιο πρόβληµα µε λιγότερες µεταβλητές. 

• Προσπαθείτε να ορίζετε υποστόχους. 

Επιπλέον, δόθηκαν στους µαθητές προβλήµατα εξάσκησης για κάθε µια από τις πέντε 

στρατηγικές. Σε µια οµάδα ελέγχου δόθηκαν τα ίδια προβλήµατα εξάσκησης, χωρίς όµως 

να συζητηθούν οι στρατηγικές επίλυσης. Σε όλους τους φοιτητές δόθηκε µια προεξέταση 

και µια µετεξέταση µε µαθηµατικά προβλήµατα. Όπως είναι φυσικό, η οµάδα που είχαν 

δοθεί οι στρατηγικές παρουσίασε µεγάλη βελτίωση, ενώ στην άλλη οµάδα δεν σηµειώθηκε 

καµία βελτίωση. Το πείραµα του Schoenfeld υπόσχεται πολλά, γιατί δείχνει ότι µερικές 

στρατηγικές επίλυσης προβληµάτων µπορούν να διδαχθούν στους µαθητές. 

 

4.5 Ο Ρόλος της Μεταγνώσης στο στάδιο Σχεδιασµού της Λύσης 

 

Είναι αλήθεια ότι ο σχεδιασµός – εύρεση µιας λύσης αποτελεί το βασικό στόχο τόσο 

για τους µαθητές που επιδιώκουν να λύσουν κάποιο πρόβληµα, όσο και για τους καθηγητές 

που αποσκοπούν στην βελτίωση των µαθητών τους σε διαδικασίες επίλυσης προβλήµατος. 

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα πολλές φορές, κυρίως από την πλευρά των µαθητών να 

υποτιµούνται τα υπόλοιπα στάδια της διαδικασίας επίλυσης προβλήµατος και να δίνεται 

όλο το βάρος στην προσπάθεια εύρεσης µιας λύσης. Προφανώς αυτού του είδους η 

συµπεριφορά  δεν εξασφαλίζει την επιτυχία των µαθητών στην αντιµετώπιση 

προβληµάτων. Είναι λογικό πως αν για παράδειγµα δεν έχουµε δώσει την απαραίτητη 

βαρύτητα στο στάδιο της κατανόησης είναι µάταιο να προσπαθούµε να βρούµε απάντηση 

σε ένα ερώτηµα το οποίο δεν έχουµε καταλάβει τι µας ζητάει και ταυτοχρόνως δεν έχουµε 

καταλάβει πιο είναι το υλικό που µας προσφέρει η εκφώνηση και µε το οποίο µπορούµε να 

χτίσουµε τη λύση. Απ’ την άλλη αν δεν υπάρχει έλεγχος  της λύσης που προτείνουµε, δεν 

είναι δυνατόν να εντοπιστούν τα λάθη που ενδεχοµένως έχουµε κάνει. Συνεπώς είναι 

απαραίτητο, ο σχεδιασµός της λύσης να προσδιορίζεται σαν ένα τµήµα µιας συνεχούς 

πορείας, άµεσα αλληλοεξαρτώµενο από τα υπόλοιπα στάδια. 

Παρόλο το ότι ο σχεδιασµός της λύσης εξαρτάται από τα υπόλοιπα στάδια και 

προφανώς από τις γνωστικές λειτουργίες που εµπλέκονται σ’ αυτά δεν θα αναφερθούµε εκ’ 
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νέου στις αντίστοιχες µεταγνωστικές δεξιότητες και το ρόλο που αυτές διαδραµατίζουν. 

Έτσι για παράδειγµα ενώ στο σχεδιασµό της λύσης παίζει ρόλο η µορφή της εκφώνησης, 

δεν θα αναφερθούµε στο ρόλο της µεταγνώσης µε βάση τη γλώσσα, απ’ τη στιγµή που 

αναφερθήκαµε εκτενώς στο στάδιο της κατανόησης. Αντίστοιχα για τον ίδιο λόγο δεν θα 

αναφερθούµε ξανά στο ρόλο της µεταγνώσης µε βάση την ενεργοποίηση της 

προϋπάρχουσας γνώσης και την ανάκληση υποδειγµάτων.  

Στο συγκεκριµένο στάδιο, θα δώσουµε βαρύτητα στον τοµέα των ευρετικών – 

στρατηγικών και στο πως σχετίζεται η µεταγνώση µ’ αυτό το βασικό χαρακτηριστικό 

σχεδιασµού της λύσης. Σχετικά µε τις ευρετικές έχει γίνει πολύ κουβέντα, µε πρωτεργάτη 

βέβαια τον G.Polya. Κατά καιρούς έχουν παρουσιαστεί πίνακες µε ποικιλία ευρετικών 

ανάλογα µε τον αντίστοιχο κλάδο των µαθηµατικών. Σε ορισµένες περιπτώσεις µάλιστα, 

όταν το αντικείµενο το επιτρέπει, οι ευρετικές αυτές καταλήγουν σε µια αυστηρά 

τυποποιηµένη µεθοδολογία, απόλυτα εξειδικευµένη για κάποιες συγκεκριµένες 

περιπτώσεις. Άλλοτε πάλι δίνεται βαρύτητα σε κάποιες ευρετικές οι οποίες 

χαρακτηρίζονται από γενικότητα και ευρύ φάσµα εφαρµογών. Πάντως σε καµία περίπτωση 

δεν µπορούµε να πούµε ότι είναι δυνατόν να κατασκευαστεί ένας πίνακας ο οποίος θα 

περιέχει όλες τις ευρετικές, έτσι ώστε ελέγχοντας τις µια – µια να µπορούµε να βρίσκουµε 

πάντα ένα σχέδιο λύσης. Τα παραπάνω δίνουν την εντύπωση ότι οι ευρετικές δεν είναι 

τελικά και τόσο θαυµατουργές .  

 

Το γιατί συµβαίνει αυτό µπορεί να αιτιολογηθεί εν µέρει µε την έλλειψη κατάλληλης 

διδασκαλίας. Ακόµη κι αν έχω διδαχθεί κάποιες ευρετικές, το γεγονός ότι µπορώ να 

αντιµετωπίζω επιτυχώς τα προβλήµατα που επιλύονται µε βάση αυτές τις ευρετικές, δεν 

µου εξασφαλίζει ότι θα είµαι το ίδιο επιτυχής και σε προβλήµατα που στηρίζονται σε 

κάποιες άλλες ευρετικές. Γιατί όµως συµβαίνει αυτό ; Μήπως υπάρχουν και κάποιες άλλες 

δεξιότητες οι οποίες είναι απαραίτητες για τον επιτυχή χειρισµό των ευρετικών ; Η βασική 

µας θέση, που θα παρουσιάσουµε στη συνέχεια, είναι ότι η ικανότητα αποδοτικού 

χειρισµού των ευρετικών απαιτεί υψηλό βαθµό µεταγνώσης. Λέγοντας χειρισµό 

εννοούµε όχι µόνο τη διαχείριση γνωστών ευρετικών αλλά και τη δηµιουργία νέων κατά 

περίπτωση. 

Τις περισσότερες φορές οδηγούµαστε στη λύση µέσα από ένα µονοπάτι ευρετικών. Για 

παράδειγµα ας πάρουµε το παρακάτω πρόβληµα : 

Να βρεθεί το πεδίο ορισµού της συνάρτησης ln [ ( x + 5 ) ( 3x – 2 ) ] 
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Ένα µονοπάτι ευρετικών ( στη συνέχεια θα το ονοµάζουµε επίσης διαδροµή ή 

συνδυασµό ευρετικών ) είναι το παρακάτω. Κάτω από κάθε ευρετική, µέσα σε παρένθεση 

παραθέτουµε τι κερδίζουµε από την συγκεκριµένη ευρετική. 

Ποια x ανήκουν στο πεδίο ορισµού ;  

( Αυτά για τα οποία έχει νόηµα ο τύπος της συνάρτησης ) 

Ποιος είναι ο τύπος της συνάρτησης ; 

( ln [ ( x + 5 ) ( 3x – 2 ) ] ) 

Ποια χαρακτηριστικά του τύπου αυτού καθορίζουν το νόηµα του ; 

( Το ln ) 

Τι περιορισµούς δηµιουργεί το ln ; 

( Η ποσότητα µέσα στο ln πρέπει να είναι µεγαλύτερη απ’ το µηδέν) 

Ποια είναι η σχέση η οποία θα µου δώσει τα ζητούµενα x ; 

( ( x + 5 ) ( 3x – 2) > 0 ) 

Η παραπάνω διαδροµή ευρετικών µας οδηγεί σε ένα πολύ ικανοποιητικό σχέδιο λύσης. 

Για να βρω το πεδίο ορισµού αρκεί να λύσω την ανίσωση. Προφανώς η παραπάνω 

διαδροµή δεν είναι µοναδική. Ανάλογα το µαθητή µπορεί να προκύψουν διαδροµές 

λιγότερο ή περισσότερο απλές. Μπορεί, αν ο µαθητής έχει συναντήσει πολλές φορές 

παρόµοια προβλήµατα να έχει αυτοµατοποιήσει την παραπάνω διαδροµή και να 

χρησιµοποιεί κατευθείαν το τελικό προϊόν. 

 

 

Μερικές κλασικές ευρετικές για την επινόηση ενός σχεδίου είναι οι παρακάτω : 

• Γνωρίζετε ένα σχετικό πρόβληµα ; 

• Γνωρίζετε κάποιο σχετικό θεώρηµα ; 

• Πως συνδέονται τα δεδοµένα και τα ζητούµενα ; 

• Πως διαµορφώνεται το πρόβληµα αν αλλάξουµε τη συνθήκη ;  κ.τ.λ 

Ο παραπάνω κατάλογος  µπορεί να εµπλουτίζεται και να µεγαλώνει συνεχώς. Οι παραπάνω 

ευρετικές µπορούν να σπάσουν σε µικρότερες οι οποίες θα αναφέρονται αναλυτικότερα στα 

επιµέρους στοιχεία του προβλήµατος . Για κάθε πρόβληµα κάποιες από τις ευρετικές του 

καταλόγου που θα δηµιουργήσουµε θα είναι πολύ χρήσιµες  και κάποιες λιγότερες έως 

καθόλου χρήσιµες. Κάποιοι κατάλληλοι συνδυασµοί των παραπάνω ευρετικών θα 

δηµιουργούν διαδροµές ευρετικών οι οποίες θα οδηγούν σε κάποια καλά σχέδια για τη 

λύση του προβλήµατος. Μπορεί ακόµη πολλοί διαφορετικοί συνδυασµοί ευρετικών να 
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οδηγούν στην ίδια λύση. Η κατάσταση περιπλέκεται ακόµα περισσότερο αν αναλογιστεί 

κανείς τις διαφορές που υπάρχουν στον τρόπο σκέψης από άτοµο σε άτοµο. Κάθε άτοµο 

έχει το δικό του τρόπο και στυλ σκέψης και µάθησης. Κάθε άτοµο έχει τις δικές του 

γνώσεις. Οι καλές ιδέες, τις οποίες θέλουµε να δηµιουργήσουµε µέσω των ευρετικών, 

βασίζονται σε προηγούµενες εµπειρίες και σε προγενέστερα αποκτηµένες γνώσεις. Ήδη 

έχουµε σκιαγραφήσει ένα βασικό πρόβληµα. Η γνώση των ευρετικών, ( ακόµα κι αν 

υποθέσουµε ότι ο λύτης τις γνωρίζει όλες ) , δεν  εξασφαλίζει την ικανότητα  επιλογής  

των κατάλληλων ευρετικών που  οδηγούν στη λύση. 

 Η κατάσταση είναι ακόµα χειρότερη. Ας υποθέσουµε το φανταστικό σενάριο όπου 

καταφέραµε να δηµιουργήσουµε έναν µαθητή ο οποίος γνωρίζει όλες τις ευρετικές  που του 

έχουµε διδάξει, ας υποθέσουµε επίσης ότι έχει την ικανότητα να επιλέγει κάθε φορά τον 

κατάλληλο συνδυασµό ευρετικών, είµαστε σίγουροι ότι θα µπορεί να λύνει όλα τα 

προβλήµατα ; ∆υστυχώς όχι. Αν κανείς σκεφτεί ότι πολλές ευρετικές σχετίζονται άµεσα µε 

τη γνώση επί συγκεκριµένων θεµάτων ( ειδικές ευρετικές ) και ότι η σχετιζόµενη µε το 

πρόβληµα γνώση µπορεί να παρουσιαστεί ή να δοθεί µε άπειρους συνδυασµούς, είναι 

βέβαιο ότι κάποια στιγµή θα χρειαστεί να κατασκευάσουµε εµείς οι ίδιοι κάποια ευρετική η 

οποία θα συµπληρώνει το χαµένο κρίκο στην διαδροµή των ευρετικών που µας οδηγούν 

στη λύση.    

 

Τελικά υπάρχουν τρία πολύ βασικά ερωτήµατα, για κάθε λύτη : 

• Ποιες είναι οι ευρετικές που γνωρίζω ; 

• Ποιες είναι οι κατάλληλες ευρετικές για την περίπτωση µου ;  

Ή µε άλλα λόγια : 

Πως επιλέγω ευρετικές ; 

• Πως κατασκευάζω ευρετικές ; 

Ο ρόλος της µεταγνώσης, στο στάδιο του σχεδιασµού της λύσης, σχετίζεται άµεσα µε  τα 

παραπάνω τρία  ερωτήµατα. 

Έτσι η µεταγνώση µέσω µνηµονικών στρατηγικών οργανώνει, κωδικοποιεί και δίνει 

σηµασία στις ευρετικές που γνωρίζει το άτοµο, µε αποτέλεσµα να είναι πιο εύκολη η 

ανάσυρση  τους από τη µακροπρόθεσµη µνήµη. Σηµαντική παράµετρος των µνηµονικών 

τεχνικών είναι η σύνδεση των νέων πληροφοριών µε αυτές που ήδη γνωρίζουµε.  

Για την επιλογή της κατάλληλής ευρετικής είναι απαραίτητη η αναγνώριση του 

συγκεκριµένου προβλήµατος, των πληροφοριών που χρειάζονται για να λυθεί και των 
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πηγών για την άντληση των πληροφοριών. Η µεταγνώση καθιστά το µαθητή ικανό να 

διαλέγει, να τροποποιεί και να επινοεί ευρετικές για να επιλύσει προβλήµατα. Βοηθά το 

µαθητή να οργανώσει τη σκέψη του να την αυτοκατευθύνει και να εφαρµόσει ευρετικές τις 

οποίες έχει διδαχθεί και τις οποίες όµως θα επιλέξει, θα προσαρµόσει και θα αναπτύξει µε 

βάση τις ιδιοµορφίες του προβλήµατος και τον ιδιαίτερο τρόπο σκέψης του. 

Τα παραπάνω επιτυγχάνονται µέσω του σχεδιασµού, του ελέγχου της 

αποτελεσµατικότητας των ενεργειών µας, της αναθεώρησης ανεπαρκών σχεδίων και της 

συνειδητότητας του πως σκεπτόµαστε. Η κατασκευή και η ανάσυρση των κατάλληλων 

ευρετικών καθοδηγείται από τη φύση και τις δυνατότητες που µας προσφέρουν τα 

δεδοµένα και τα ζητούµενα και από το κατά πόσο πλησιάζουµε ή όχι στην επίτευξη του 

στόχου. Ταυτόχρονα ελέγχεται κατά πόσο οι ενέργειες µας αυξάνουν ή µειώνουν τη 

δυσκολία επίλυσης. 

Η ερώτηση : Ποια σχέση συνδέει τα δεδοµένα µε τα ζητούµενα ; αποτελεί από µόνη της 

µια ευρετική η οποία  µπορεί να εξελιχθεί σε µεταγνωστική δεξιότητα όταν ο µαθητής 

αποκτήσει την ικανότητα να θέτει την συγκεκριµένη ερώτηση στον εαυτό του από µόνος 

του, την κατάλληλη στιγµή έχοντας επίγνωση της σηµασίας και του ρόλου της. Όταν έχει 

αποκτήσει την ικανότητα µέσω αξιολόγησης των πληροφοριών να αναγνωρίζει τις 

συνδέσεις και τα χαρακτηριστικά που τον κατευθύνουν στη χρήση αυτής της ερώτησης. Τα 

ίδια χαρακτηριστικά,  ( οµοιότητες / διαφορές µε γνωστές καταστάσεις, ιδιαίτερες 

δυσκολίες ), είναι αυτά που θα τον καθοδηγήσουν στην κατασκευή των κατάλληλων για 

την περίπτωση ευρετικών.       

 

4.6 Συνοπτική παρουσίαση του ρόλου της Μεταγνώσης στο στάδιο του σχεδιασµού 

της λύσης. 

 

1. ∆ιευκολύνει την ανάσυρση από την  µνήµη ευρετικών µέσω µνηµονικών 

στρατηγικών οι οποίες τις οργανώνουν και τις κωδικοποιούν. 

2. Αποδίδει νόηµα και ρόλο σε κάθε ευρετική . 

3. Συνδέει τις ευρετικές µε συγκεκριµένες καταστάσεις. 
4. ∆ιευκολύνει την αναγνώριση των πιθανών προς χρήση ευρετικών. 

5. ∆ιαµορφώνει κριτήρια επιλογής ευρετικών. 

6. ∆ηµιουργεί κανόνες τροποποίησης και κατασκευής ευρετικών ανάλογα µε τον 

προσωπικό τρόπο σκέψης του λύτη. 

7. Αυξάνει την οργάνωση και την αυτοκατεύθυνση των σκέψεων του µαθητή. 
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8. Βοηθάει το µαθητή να αναζητά ιδιοµορφίες και χαρακτηριστικά του 

προβλήµατος και να τα εµπλέκει στις αποφάσεις του. 

9. Αυξάνει τον έλεγχο και την αξιολόγηση των επιλογών του.      

 

4.7 Το στάδιο της Εκτέλεσης της Λύσης 

 

 Η εκτέλεση της λύσης απαιτεί από τον επιλυτή να είναι σε θέση να εκτελεί πράξεις 

και υπολογισµούς. Για να εκτελέσει ο επιλυτής τις λύσεις των προβληµάτων, χρειάζεται 

κάποια γνώση των διαδικασιών επίλυσης, δηλαδή γνώση του αλγόριθµου. Οι άνθρωποι 

µπορεί να διαφέρουν ως προς την ικανότητα που έχουν στην εκτέλεση πράξεων κι αυτές οι 

διαφορές µπορεί να έχουν σχέση µε τις γνώσεις του αλγόριθµου. Οι υπολογιστικοί 

αλγόριθµοι εξαρτώνται από το αν ο επιλυτής διαθέτει επιδεξιότητες στις οποίες έχει 

εξασκηθεί και τις γνωρίζει καλά. Γι' αυτό το λόγο είναι σηµαντικό να υπάρχει από 

προηγουµένως η σχετική επαφή και ενασχόληση του µαθητή µε Ασκήσεις. Τι είναι όµως 

άσκηση ; 

 Άσκηση είναι µια επαναλαµβανόµενη πράξη, που στοχεύει στην ενίσχυση 

αποκτηθείσας δεξιότητας. Η διαδικασία λύσης µιας άσκησης είναι µια επανάληψη γνωστών 

ενεργειών. Είναι µονοδιάστατη νοητική πράξη, που εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από τη 

µνήµη και την αυτοµατοποιηµένη επανάληψη αφοµοιωµένων αντιδράσεων. Η εφαρµογή 

θεωριών, µεθόδων και τεχνικών είναι η µεταφορά στην πράξη νοητικά προκαθορισµένων 

ενεργειών. Σε γενικές γραµµές τα είδη των ασκήσεων που συναντάει ένας µαθητής στη 

σχολική του ζωή ποικίλουν και διαφοροποιούνται αναλόγως την ηλικία, τις απαιτήσεις της 

τάξης στην οποία βρίσκεται, τις ήδη υπάρχουσες γνώσεις κτλ. Ως αναφορά την 

οµαδοποίηση των ασκήσεων, οι απόψεις ποικίλουν.  

Ωστόσο, θα µπορούσαµε µε βάση τα ελληνικά δεδοµένα να ταξινοµήσουµε τα είδη των 

ασκήσεων στις παρακάτω κατηγορίες : 

• Ασκήσεις εξάσκησης: Είναι οι ασκήσεις που δίνουµε για να εξασκηθούν οι µαθητές 

στις διάφορες πράξεις ή αλγόριθµους. 

• Ασκήσεις εµπέδωσης της θεωρίας : Είναι οι ασκήσεις που δίνουµε για να 

εµπεδώσουν καλύτερα οι µαθητές ορισµούς, προτάσεις, θεωρήµατα ή και ολόκληρη 

θεωρία. 
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• Ασκήσεις συµπλήρωσης της θεωρίας : Είναι οι ασκήσεις που δίνουµε για να 

επισηµάνουµε ορισµένα επιπλέον στοιχεία της θεωρίας, τα οποία δεν θέλουµε να είναι 

ενσωµατωµένα στη θεωρία. 

• Ασκήσεις εφαρµογής ορισµένης διαδικασίας : Είναι οι ασκήσεις που δίνονται ως 

εφαρµογή γνωστής µεθοδολογίας ή διαδικασίας. 

• Ασκήσεις κατασκευών : Είναι οι ασκήσεις που απαιτούν τη χρήση των γεωµετρικών 

οργάνων ή και εργαλείων. 

 Η επίλυση ασκήσεων περιγράφεται συνήθως  από τον όρο " πρακτική και 

εξάσκηση ".  Η τεχνική της πρακτικής και εξάσκησης κατείχε και εξακολουθεί να κατέχει 

µια αξιοσηµείωτη θέση στην ιστορία της διδακτικής των µαθηµατικών µέχρι σήµερα. 

Υπήρχε εποχή που αποτελούσε τη βασική αρχή της διδασκαλίας και της µάθησης. Σχεδόν 

όλοι µας αποδεχόµαστε ότι κάποια µορφή πρακτικής είναι αναγκαία για τη µάθηση των 

µαθηµατικών γιατί, σύµφωνα µε το κοινό αίσθηµα, η πρακτική και η εξάσκηση βοηθούν 

στην επίτευξη της τελειότητας και στην καλλιέργεια της ταχύτητας και ακρίβειας, τα οποία 

είναι κριτήρια για την ανάπτυξη των υπολογιστικών ικανοτήτων.  

Οι θεωρητικές και ιστορικές βάσεις για τη στήριξη της τεχνικής της πρακτικής και 

εξάσκησης, βρίσκονται στην ψυχολογική θεωρία του συνδετισµού ή των δεσµών, µε 

κεντρικό θεµελιωτή της τον Thorndike. 

 Συγκεκριµένα, ο  Thorndike , επειδή οι µαθητές του δηµοτικού δεν ήταν ικανοί να 

εξαγάγουν τους κανόνες της αριθµητικής από παραδείγµατα και άλλους κανόνες, σκέφτηκε 

ότι το έργο της διδασκαλίας ήταν να σχηµατίσει προσεκτικά τους αναγκαίους δεσµούς και 

συνήθειες, οι οποίες θα επέτρεπαν στους µαθητές να εκτελέσουν υπολογισµούς και να 

λύσουν αριθµητικά προβλήµατα. Σαν ένα πρώτο βήµα, θα µπορούσε να επιλεγεί ο 

σχηµατισµός των δεσµών. Για να γίνει αυτό θα έπρεπε το κάθε µάθηµα να διαιρεθεί σε 

υποενότητες. Τη κάθε υποενότητα θα την αποτελούσαν ορισµένες λειτουργίες, τις οποίες 

θα έπρεπε ο δάσκαλος χωριστά  την κάθε µια να ενισχύσει µε τις κατάλληλες ασκήσεις 

εξάσκησης. Ο Thorndike πίστευε ότι οι δεσµοί δηµιουργούνται µε επανειληµµένη 

εµφάνιση των δεσµών Ερεθίσµατος - Αντίδρασης, οπότε ο ρόλος του δασκάλου είναι 

απλώς να προσφέρει την κατάλληλη ποσότητα πρακτικής, δίνοντας στους µαθητές 

επιλεγµένες ασκήσεις. Έτσι ο δάσκαλος πρέπει να καθορίσει τους δεσµούς της 

συγκεκριµένης ενότητας και έπειτα να τους διατάξει σε σειρά, πρώτα οι ευκολότεροι και 

µετά οι δυσκολότεροι , έτσι ώστε η µάθηση των ευκολότερων  να βοηθήσει τη µάθηση των 
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επόµενων και δυσκολότερων. Στη συνέχεια αυτό που αποµένει είναι να ενισχύει τους 

δεσµούς µε κατάλληλη πρακτική και εξάσκηση. 

 Βέβαια, η συνδετική θεωρία, έτσι όπως εφαρµόστηκε από τον Thorndike 

παρουσιάζει δυο " αδύναµα " σηµεία τα οποία πρέπει να προσεχθούν. 

 

 Αναλυτικότερα,  

1. ∆εν ελάµβανε καθόλου υπόψη της τις ποιοτικές διαφορές που υπάρχουν στις 

υπολογιστικές ικανότητες µεταξύ παιδιών και ενηλίκων. Τα παιδιά χρησιµοποιούν και 

επινοούν πολύ  πιο διαφορετικές τεχνικές από τους µεγάλους για να υπολογίζουν 

αριθµητικές παραστάσεις. Για παράδειγµα, ένα παιδί για να υπολογίσει το αποτέλεσµα της 

πρόσθεσης 8 + 5 µπορεί να σκεφτεί ως εξής : 5 + 5 = 10, 10 + 3 = 13 ή 8 + 8 = 16, 16 - 3 = 

13. 

2. Η µέθοδος της πρακτικής και εξάσκησης δηµιουργούσε µια λανθασµένη άποψη για το 

σκοπό της µάθησης, που δεν είναι τόσο το αποτέλεσµα αλλά το πως φθάνει κανείς σε αυτό. 

Έτσι ο µαθητής µε τη µέθοδο αυτή κινδυνεύει να φθάσει στο αποτέλεσµα µαθαίνοντας µια 

διαδικασία εντελώς µηχανικά, χωρίς να καταλαβαίνει τι κάνει στην ουσία και γιατί το 

κάνει. Η πραγµατική κατανόηση απαιτεί προσοχή στις µαθηµατικές αρχές, τις δοµές πάνω 

στις οποίες βασίζονται οι υπολογιστικοί κανόνες. Αυτό που πραγµατικά χρειάζεται ένας 

µαθητής είναι να κατανοήσει τη σηµασία αυτών των αρχών και όχι να εκτελεί µηχανικά 

αυτοµατοποιηµένες κινήσεις. Η εξάσκηση µέσω της επανάληψης δεν αποτελεί εγγύηση για 

την πραγµατική κατανόηση. Με το να µάθουν τα παιδιά τον πίνακα του πολλαπλασιασµού  

9 x 9, δεν σηµαίνει ότι έχουν καταλάβει τους κανόνες του πολλαπλασιασµού. Εποµένως, 

όταν συναντήσουν πρωτόγνωρες καταστάσεις που χρειάζεται πραγµατική κατανόηση των 

κανόνων, δεν θα είναι σε θέση να τα βγάλουν πέρα. 

Η πρακτική και η εξάσκηση αναγνωρίζονται και σήµερα ως σπουδαίες τεχνικές για 

την ανάπτυξη κάποιων υπολογιστικών δεξιοτήτων και την προώθηση της ταχύτητας και της 

ακρίβειας στους υπολογισµούς, µε την προϋπόθεση βέβαια να µην εθίζουν τους µαθητές 

στη µηχανική εργασία. 

 Όσον αφορά τους αρχικούς υπολογιστικούς αλγόριθµους, τείνουν να χρησιµοποιούν 

την πείρα του µαθητή στη µέτρηση. Σε µελέτες που έχουν γίνει ( Groen & Parkman 1972 ), 

εντοπίστηκαν τρία µοντέλα αρίθµησης για αθροιστικούς αλγόριθµους παιδιών. Κάθε ένα 

µοντέλο δείχνει πως ένα παιδί µπορεί να επιλύσει ένα πρόβληµα µονοψήφιας πρόσθεσης 

της µορφής          µ + ν = ....... 

Τα τρία µοντέλα είναι τα εξής :  
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Μοντέλο ολικής µέτρησης : Θέτουµε έναν µετρητή στο 0. Τον αυξάνουµε κατά µ και 

µετά κατά ν. Για την πρόσθεση 3 + 5, το παιδί λεει : " 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ". 

Μοντέλο µερικής µέτρησης : Θέτουµε έναν µετρητή στον πρώτο αριθµό   ( µ ) και τον 

αυξάνουµε κατά ν. Για την πρόσθεση 3 + 5, το παιδί λεει : " 4, 5, 6, 7, 8 ". 

Μοντέλο ελάχιστης µέτρησης : Θέτουµε ένα µετρητή στον µεγαλύτερο από τους δυο 

αριθµούς µ και ν . Αυξάνουµε τον µετρητή κατά τον µικρότερο από τους δυο αριθµούς µ 

και ν. Για την πρόσθεση 3 + 5, το παιδί λεει : " 6, 7, 8 ". 

  Παρατηρήθηκε ότι στα παιδιά της Α΄ ∆ηµοτικού ο κύριος αλγόριθµος για απλή 

πρόσθεση είναι µια διαδικασία µερικής µέτρησης.  

Όµως, ο Fuson ( 1982 ) έχει παρατηρήσει ότι τα παιδιά προσχολικής ηλικίας συχνά 

χρησιµοποιούν διαδικασίες ολικής µέτρησης, ενώ οι πιο εξελιγµένες µέθοδοι, όπως η 

µερική µέτρηση, αναπτύσσονται καθώς τα παιδιά αποκτούν περισσότερη πείρα στα 

προβλήµατα πρόσθεσης.  

 Καθώς τα παιδιά αποκτούν µεγαλύτερη πείρα µε τα απλά προβλήµατα πρόσθεσης, 

αναπτύσσεται µια νέα διαδικασία, την οποία ο Fuson ονοµάζει " γνωστά δεδοµένα ". Η νέα 

διαδικασία είναι η αποµνηµόνευση των απαντήσεων για απλά προβλήµατα πρόσθεσης.  

Στην µελέτη των   Groen & Parkman 1972 που αναφέραµε παραπάνω παρατηρήθηκε ότι οι 

µαθητές της Α΄ ∆ηµοτικού ήταν πολύ γρήγοροι στις    " διπλές "προσθέσεις, όπως 2 + 2, 3 

+ 3 κτλ. Προφανώς έχουν αποµνηµονεύσει απαντήσεις για µερικές αλλά όχι για όλες τις 

προσθέσεις. Έτσι, η διαδικασία των " γνωστών δεδοµένων " χρησιµοποιείται για µερικά 

προβλήµατα, ενώ για άλλα χρησιµοποιείται η µέθοδος της µερικής µέτρησης. Όταν το 

άτοµο ενηλικιωθεί έχει αποµνηµονεύσει πολύ καλά τα δεδοµένα και µπορεί να µην του 

χρειάζονται πια οι αλγόριθµοι της µέτρησης. Επιπλέον καθώς οι µαθητές µαθαίνουν 

περισσότερα δεδοµένα, µπορούν να τα χρησιµοποιήσουν για να βρουν απαντήσεις σε 

σχετικά προβλήµατα ( κάτι που ο Fuson  ονοµάζει " παραγόµενα δεδοµένα " ). Για 

παράδειγµα για την πρόσθεση 5 + 7 µπορείς να πάρεις 1 από το 7 και να το δώσεις στο 5, 

έτσι που να έχεις την πρόσθεση 6 + 6 . Έτσι ο Fuson προτείνει µια προοδευτική εξέλιξη 

στην οποία οι µαθητές περνούν από την ολική µέτρηση στη µερική ( βασίζοντας τους 

υπολογισµούς σε µοντέλα µέτρησης ), στη συνέχεια στα παραγόµενα δεδοµένα και από 

εκεί στα γνωστά δεδοµένα ( όπου οι υπολογισµοί βασίζονται σε αποµνηµονευµένες 

απαντήσεις. 

 Στα πλαίσια των παραπάνω διαδικασιών η µνήµη παίζει σπουδαίο ρόλο στην 

κωδικοποίηση και εναποθήκευση των πληροφοριών. Μόνο µε την επεξεργασία της 

πληροφορίας από τη βραχυπρόθεσµη µνήµη και την κωδικοποίηση της είναι δυνατή η 
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εναποθήκευση της στη µακροπρόθεσµη µνήµη. Επίσης, µόνον όταν ανακληθούν οι 

πληροφορίες από τη µακροπρόθεσµη στη βραχυπρόθεσµη µνήµη µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν στην πορεία της σκέψης.  

Η βραχυπρόθεσµη µνήµη έχει περιορισµένη ικανότητα επεξεργασίας πληροφοριών 

σε µια δεδοµένη χρονική στιγµή. Εάν η βραχυπρόθεσµη µνήµη είναι πλήρης, η νέα 

πληροφορία που έρχεται είτε από τις αισθητηριακές εγγραφές είτε από τη µακροπρόθεσµη 

µνήµη, γίνεται αποδεκτή αλλά εις βάρος της παλιάς που χάνεται. Και εδώ βρίσκεται η 

µεγάλη αξία της επανάληψης. Μέσω της επανάληψης είναι δυνατόν να διατηρηθεί  η παλιά 

πληροφορία µέσα στη βραχυπρόθεσµη µνήµη για περισσότερο χρόνο. Η επανάληψη όµως 

δεν µπορεί να αυξήσει τη βασική χωρητικότητα της βραχυπρόθεσµης µνήµης. Ένας τρόπος 

για να επεκταθεί η χωρητικότητα της βραχυπρόθεσµης µνήµης είναι η ανάπτυξη του 

αυτοµατισµού στο ερέθισµα. Αυτό µπορεί να γίνει για τον εξής λόγο : Όταν µια διαδικασία 

µπορεί να εκτελεστεί αυτόµατα, χωρίς δηλαδή να χρειαστεί ιδιαίτερη προσοχή, τότε 

δηµιουργείται περισσότερος χώρος στη βραχυπρόθεσµη µνήµη για επεξεργασίες που 

απαιτούν µεγαλύτερη προσοχή. Αυτό σηµαίνει ότι  εάν ο µαθητής µάθει να εκτελεί 

αυτόµατα κάποιες διαδικασίες ή αλγόριθµούς ( όπως π.χ τις βασικές ταυτότητες στην 

άλγεβρα ή τον αλγόριθµο της διαίρεσης  στην αριθµητική ), οι υπολογιστικές του 

ικανότητες σίγουρα θα αυξηθούν. 

Συµπερασµατικά θα µπορούσαµε να πούµε ότι ο ρόλος της εξάσκησης και της 

πρακτικής και µέσω αυτών του αυτοµατισµού, είναι χωρίς αµφιβολία σηµαντικός για τη 

λειτουργία της µάθησης των µαθηµατικών. Παρόλα αυτά δεν θα πρέπει να ξεχνάµε και τις 

αρνητικές τους πλευρές, οι οποίες µπορούν να οδηγήσουν σε στείρα και µηχανική µάθηση 

και να εξουδετερώσουν έτσι τη θετική προσφορά τους. Η εξάσκηση και η πρακτική, µπορεί 

να επιτύχουν µόνο στο βαθµό που θα εξυπηρετούν προφανώς συγκεκριµένες ανάγκες, θα 

παρουσιάζονται µε ευχάριστες µορφές και θα υποβοηθούν µε πειστικό τρόπο τους 

ευρύτερους σκοπούς της διδασκαλίας των µαθηµατικών. 

 Από τη στιγµή που οι µαθητές θα αποκτήσουν κάποια ευχέρεια στην απλή 

πρόσθεση ( δηλαδή καθώς οι διαδικασίες αυτές γίνονται αυτόµατες ), ο απλός υπολογισµός 

µπορεί να γίνει ένα τµήµα µεγαλύτερων αλγορίθµων. 
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4.8 Ο Ρόλος της Μεταγνώσης στο στάδιο της Εκτέλεσης της λύσης 

 

∆εν θα πρέπει να παραβλέψουµε την αξία που έχει στην εκτέλεση της λύσης ο 

έλεγχος σε κάθε βήµα της επίλυσης και η επαλήθευση - απόδειξη ότι κάθε βήµα είναι 

σωστό. Κάτι τέτοιο συντελεί όχι µόνο στην ολοκλήρωση µιας ορθής λύσης αλλά και στην 

αφοµοίωση των εννοιών και των σκεπτικών που χειρίζεται ο λύτης. 
      Η ικανότητα ελέγχου, αξιολόγησης και διόρθωσης των επιµέρους βηµάτων που 

συνοδεύουν τους υπολογισµούς  που εκτελεί ο µαθητής αποτελούν κλασικές µεταγνωστικές 

δεξιότητες οι οποίες εξασφαλίζουν όχι µόνο τον ορθό χειρισµό των υπολογιστικών 

κανόνων αλλά και την βαθύτερη κατανόηση της σηµασίας τους. Έτσι ο µαθητής αποκτά 

την επιπλέον ικανότητα να αναγνωρίζει τις ποιοτικές διαφορές ανάµεσα στις διάφορες 

υπολογιστικές τακτικές και µέσω της εµπειρίας του να αξιολογεί τις µεθόδους αυτές και να 

επιλέγει κάθε φορά την καταλληλότερη µε βάση την αποτελεσµατικότητα, την ασφάλεια 

των υπολογισµών και τις δικές του ικανότητες. Για παράδειγµα ας θεωρήσουµε ότι κάποιος 

θέλει να εκτελέσει τη διαίρεση 640 : 128.  Γνωρίζει να εκτελεί την ευκλείδεια διαίρεση και 

ταυτοχρόνως γνωρίζει να εκτελεί απλοποιήσεις σε κλάσµατα. Ο µαθητής µε υψηλό δείκτη 

µεταγνώσης δεν θα προβεί κατευθείαν στην διαίρεση µε τον τρόπο που έχει διδαχθεί να 

εκτελεί τις περισσότερες φορές διαίρεση ( την ευκλείδια διαίρεση ) αλλά πρώτα απ’ όλα θα 

παρατηρήσει τα χαρακτηριστικά των ποσοτήτων που εµπλέκονται στους υπολογισµούς. Θα 

αξιολογήσει τις δυνατότητες που του προσφέρουν αυτά τα χαρακτηριστικά και θα 

αναζητήσει περιπτώσεις οι οποίες µοιάζουν σε απαιτήσεις µε την παρούσα κατάσταση. 

Έτσι θα αναγνωρίσει ότι οι αριθµοί που εµπλέκονται είναι άρτιοι και θα προσπαθήσει να 

εκµεταλλευτεί αυτή τους την ιδιότητα για την εκτέλεση της διαίρεσης. Με βάση τα 

παραπάνω  θα µπορούσε  να σκεφτεί : 

  640 : 128 = 640 / 128 =  320 / 64 = 160 / 32 = 80 /16 = 40 / 8 = 20 / 4 = 10 / 2 = 5 

Η παραπάνω επιλογή έχει ακόµα περισσότερες πιθανότητες να επιλεγεί εάν ο µαθητής έχει 

επίγνωση ενδεχόµενων αδυναµιών του στην εκτέλεση της ευκλείδειας διαίρεσης. 

 Κατά τη διάρκεια των εµπειριών που βιώνει, ο µαθητής µε υψηλό δείκτη 

µεταγνώσης παρατηρεί τα είδη των υπολογισµών στα οποία δυσκολεύεται και εντοπίζει τα 

είδη των λαθών του.  

Προσπαθεί να αιτιολογήσει την πραγµατοποίηση αυτών των λαθών και να βρει τρόπους να 

τα διορθώσει µέσω της παρατήρησης της επιτυχηµένης συµπεριφοράς άλλων πιο έµπειρων, 

της αξιοποίησης άλλων προσωπικών του ικανοτήτων ή της καλύτερης κατανόησης των 

αντίστοιχων κανόνων.  
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 Ακόµα επιδιώκει να διαφυλάξει τον εαυτό του από την πραγµατοποίηση παρόµοιων 

λαθών αυξάνοντας την εγρήγορση του στα επικίνδυνα σηµεία, εντείνοντας την προσοχή 

του και αυξάνοντας τους ελέγχους.  

 Ο µαθητής µε υψηλό δείκτη µεταγνώσης δεν εκτελεί υπολογισµούς αποκοµµένους 

από τον αρχικό του στόχο. ∆εν του αρκεί η ορθή εκτέλεση των υπολογισµών . Ο βασικός 

του στόχος είναι η επίλυση του προβλήµατος. Οι υπολογισµοί που κάνει µπορεί να είναι 

σωστοί αλλά να τον αποµακρύνουν από τον στόχο του, γι ‘αυτό πάντα ελέγχει το κατά 

πόσο οι συγκεκριµένοι υπολογισµοί οδηγούν στο επιθυµητό, σε κάτι άλλο ή σε αδιέξοδο. 

Έχει στο νου του ότι υπάρχουν κάποια χαρακτηριστικά τα οποία πρέπει να τον βάζουν σε 

υποψίες. Για παράδειγµα οι πολλές και δύσκολες πράξεις οι οποίες αντί να απλοποιούν την 

κατάσταση δείχνούν να την περιπλέκουν ακόµα περισσότερο, η µη χρήση όλων των 

δεδοµένων, η εµφάνιση περίεργων αποτελεσµάτων , η αύξηση των αγνώστων κ.τ.λ 

αποτελούν στοιχεία προβληµατισµού. Κάπου µπορεί να έχει γίνει λάθος. Ίσως χρειαστεί να 

ελέγξει τους υπολογισµούς που έχει εκτελέσει, να αλλάξει τον τρόπο υπολογισµού που 

επέλεξε ή ακόµα και να αναθεωρήσει µια προηγούµενη εικασία του. Μπορεί ακόµα να 

χρειάζεται να ξαναγυρίσει σε κάποιο προηγούµενο στάδιο και να το προσεγγίσει εκ’ νέου. 

 Ο µαθητής µε υψηλό δείκτη µεταγνώσης δεν αφήνει ασχολίαστα ενδιάµεσα 

αποτελέσµατα. Προσπαθεί να τα επαληθεύσει και να εξετάσει κατά πόσο συνάδουν µε τον 

τελικό του στόχο. Υποψιάζεται ότι οι υπολογισµοί του ενδεχοµένως να διευκολυνθούν από 

στοιχεία της θεωρίας, εφαρµογές ή άλλες παρόµοιες ασκήσεις. Γνωρίζει τα επικίνδυνα  

σηµεία και τα ελέγχει πιο σχολαστικά. Είναι σηµεία στα οποία έχει ξανακάνει λάθος ή 

σηµεία στα οποία του έχει επιστήσει την προσοχή ο δάσκαλος του. Τέλος, γνωρίζει ότι 

ενδέχεται οι υπολογισµοί του να µην τον οδηγήσουν µε την πρώτη στη λύση. Ίσως 

χρειαστεί να πειραµατιστεί αρκετές φορές και να επαναπροσδιορίσει τα σχέδια λύσης του. 

Ξέρει ότι ακόµα και τα λάθη του µπορούν να του ξεσκεπάσουν κάποια άγνωστη πτυχή του 

προβλήµατος βάσει της οποίας θα προβεί σε µια καλύτερη θεώρηση. Η εκτέλεση της λύσης 

αποτελεί γι’ αυτόν πεδίο αναστοχασµού, επαλήθευσης και αναδιοργάνωσης.            

 

4.9 Συνοπτική παρουσίαση του ρόλου της Μεταγνώσης στο στάδιο της 

Εκτέλεσης της λύσης 

 

1. Έλεγχος – Επαλήθευση της ορθότητας των επιµέρους βηµάτων. 

2. Αξιολόγηση των υπολογιστικών ενεργειών. 

3. Ορθός χειρισµός των υπολογιστικών κανόνων και βαθύτερη κατανόηση τους. 
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4. Επιλογή κατάλληλης υπολογιστικής τακτικής µε βάση τις προσωπικές 

ικανότητες και τα χαρακτηριστικά του προβλήµατος. 

5. Εντοπισµός λαθών και παρανοήσεων, αιτιολόγηση και διόρθωση τους. 

6. Εγρήγορση σε σηµεία µε αυξηµένη πιθανότητα για πραγµατοποίηση λαθών. 

7. ∆ιατήρηση του στόχου κατά τη διάρκεια των υπολογισµών. 

8. Τροποποίηση της αντιµετώπισης του προβλήµατος ανάλογα µε τα εξαγόµενα 

των υπολογισµών. 

9. Αξιοποίηση των λαθών. 

 

4.10 Το στάδιο της Αναδροµικής ∆ιερεύνησης 

 

Το στάδιο αυτό περιλαµβάνει τόσο στοιχεία ελέγχου όσο και στοιχεία 

ανασκόπησης. Σ’ αυτό το στάδιο ο λύτης ελέγχει το συνολικό αποτέλεσµα και κατά πόσο 

αυτό συνάδει µε την πορεία επίλυσης.  Εξετάζει αν υπάρχουν και άλλοι τρόποι να λυθεί το 

πρόβληµα και κατά πόσο ο συγκεκριµένος τρόπος λύσης µπορεί να επεκταθεί σε άλλα 

προβλήµατα. 

Πολλοί µαθητές , ακόµα και αυτοί που αντιµετωπίζουν µαθηµατικά προβλήµατα µε 

σχετική άνεση, διακόπτουν οποιαδήποτε περαιτέρω ενασχόληση µε το πρόβληµα από τη 

στιγµή που θα βρουν τη λύση. Έτσι στερούν από τους εαυτούς τους τη δυνατότητα να 

σιγουρευτούν καλύτερα για τη λύση και τις αντίστοιχες γνώσεις που αυτή περιέχει. 

Προφανώς µε αυτή τη συµπεριφορά δυσκολεύουν τους εαυτούς τους από το να γίνουν 

καλύτεροι λύτες προβληµάτων. 

Ένας καλός δάσκαλος, πρέπει να καταλάβει ο ίδιος, αλλά και να εντυπώσει στους 

µαθητές του ότι κανένα πρόβληµα δεν σταµατάει µε την εύρεση µιας λύσης. Μπορεί η 

προτεινόµενη λύση να είναι λάθος και να χρειάζεται ένας ακόµη έλεγχος για να το 

καταλάβουµε. Μπορεί να υπάρχουν και άλλες λύσεις γρηγορότερες και λιγότερο επίπονες. 

Υπάρχει µάλιστα ένας είδος  προβληµάτων στα οποία δεν µας ενδιαφέρει απλά µια λύση 

αλλά η βέλτιστη λύση ( προβλήµατα βελτιστοποίησης ). Το συγκεκριµένο είδος 

προβληµάτων είναι µάλιστα το πλέον κατάλληλο εάν θέλουµε να καλλιεργήσουµε 

ικανότητες που σχετίζονται µε το στάδιο της αναδροµικής διερεύνησης ή αν θέλουµε 

απλώς να πείσουµε τους µαθητές µας για τη χρησιµότητα αυτού του σταδίου. ∆ιότι στα 

προβλήµατα βελτιστοποίησης η αναδροµική διερεύνηση και αξιολόγηση της λύσης ή των 

λύσεων που βρήκαµε, είναι ο µοναδικός τρόπος επίλυσης του προβλήµατος. 
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Πριν το στάδιο της αναδροµικής διερεύνησης, ο µαθητής έχει φέρει σε πέρας το 

σχέδιο του και έχει κάνει κάποιους επιµέρους ελέγχους κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης της 

λύσης. Η διαδικασία αυτή ενδεχοµένως να τον κούρασε αλλά παρόλα αυτά δεν πρέπει να 

επαναπαυτεί. Όσο καλά κι αν πιστεύει ότι έχει ελέγξει τα προηγούµενα βήµατα του, η 

πιθανότητα να έχει γίνει κάποιο λάθος υπάρχει πάντα ιδίως όταν οι συλλογισµοί και οι 

υπολογισµοί που προηγήθηκαν είναι µακροσκελείς και περίπλοκοι.  

Πολλές φορές κάποιο λάθος που δεν εντοπίστηκε στους προηγούµενους ελέγχους, 

ξεσκεπάζεται από την αδυναµία του αποτελέσµατος να ταιριάξει µε τα δεδοµένα του 

προβλήµατος. Για παράδειγµα µπορεί η απάντηση να περιγράφει ανθρώπους και εµείς να 

έχουµε βρει για απάντηση 12.8. Προφανώς δεν µπορούµε να έχουµε 12.8 ανθρώπους και 

αυτός είναι ένα καλός λόγος να επανεξετάσουµε την πορεία που µας οδήγησε σε αυτό το 

αποτέλεσµα. 

Εάν υποτιµήσουµε το συγκεκριµένο στάδιο, υπάρχει ο κίνδυνος να δώσουµε την 

εντύπωση ότι δεν υπάρχει κάποια σηµαντική σχέση ανάµεσα στα διάφορα µαθηµατικά 

προβλήµατα. Έτσι ο µαθητής ενδεχοµένως να δηµιουργήσει την εσφαλµένη εντύπωση ότι 

το κέρδος από την επίλυση κάθε προβλήµατος αρχίζει και τελειώνει µέσα στα  πλαίσια του 

συγκεκριµένου προβλήµατος. Σε αυτό το στάδιο έχουµε  µια καλή ευκαιρία να 

ερευνήσουµε τη συνάφεια του προβλήµατος που λύσαµε µε άλλα που λύσαµε παλαιότερα 

αναζητώντας κοινά χαρακτηριστικά και συµπεριφορές, χρήσιµες για µελλοντικές 

διαδικασίες επίλυσης προβληµάτων. 

Σηµαντική δραστηριότητα αυτού του σταδίου είναι και η παραλλαγή του 

προβλήµατος. Η σηµαντικότητα αυτή µπορεί να εξηγηθεί µε διάφορους τρόπους. Για 

παράδειγµα, η πρόοδος στην επίλυση του προβλήµατος επιτυγχάνεται µέσω επιστράτευσης 

και οργάνωσης των γνώσεων που προϋπάρχουν. Για να γίνει κάτι τέτοιο πρέπει να 

αποµονώσουµε και να επεξεργαστούµε από τη µνήµη µας ορισµένα στοιχεία. Πως βοηθάει 

η παραλλαγή του προβλήµατος σ’ αυτό ; Θυµόµαστε διάφορα πράγµατα µέσω νοητικών 

συνδέσεων, οι οποίες οµαδοποιούν  και συνδέουν γεγονότα, έννοιες, πράγµατα κ.τ.λ Αυτό 

που θα φέρνουµε στο µυαλό µας τείνει να ανακαλέσει τα συναφή. Για παράδειγµα άµα 

σκεφτώ έναν πελαργό θα µου έρθουν στο µυαλό µου διάφορα πράγµατα, λέξεις και έννοιες 

που έχω συνδέσει µε τον πελαργό, όπως πουλί, µεγάλο ράµφος, φωλιές σε καµινάδες κ.τ.λ  

Παραλλάσσοντας το πρόβληµα δηµιουργούµε νέες συνδέσεις και κατ’ επέκταση νέες 

δυνατότητες. 
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Τις πιο πολλές φορές η εκτέλεση της λύσης σηµατοδοτεί και το πέρας της 

προσπάθειας. Ωστόσο, η στιγµή της επιτυχίας είναι η πιο παραγωγική και η πιο πρόσφορη 

για µεταγνώση, µέσα από  την ανάλυση της σκέψης µας.            

 

4.11 Ο Ρόλος της Μεταγνώσης στο στάδιο της Αναδροµικής ∆ιερεύνησης 

 

Εφόσον εκτελεστεί η λύση ,ο λύτης έχει στη διάθεση του το συνολικό αποτέλεσµα 

της προσπάθειας του . Η λύση που έχει  µπροστά του δεν είναι απλά η περιγραφή του πως 

βρέθηκε το αποτέλεσµα. Είναι η περιγραφή µιας ολόκληρης πορείας, προβληµατισµού, 

πειραµατισµών και ανακάλυψης. Η λύση είναι αποτέλεσµα αλληλουχίας ενεργειών οι 

οποίες στηρίζονται σε κάποιες ιδέες. Εάν θέλουµε να είµαστε αποτελεσµατικοί στο µέλλον, 

θα πρέπει να εντοπίσουµε ποιες καλές ιδέες µας βοήθησαν να πλησιάσουµε τη λύση και 

ποιες κακές ιδέες µας αποµάκρυναν από τη λύση. Οι ιδέες αυτές έχουν κάποια 

χαρακτηριστικά και όσο πιο καλά γνωρίζουµε αυτά τα χαρακτηριστικά τόσο καλύτερα θα 

χειριζόµαστε τις αντίστοιχες ιδέες αυξάνοντας µε αυτό τον τρόπο την αποτελεσµατικότητα 

µας στην επίλυση προβληµάτων. 

Η κατανόηση των παραπάνω χαρακτηριστικών, απαιτεί µια κριτική ενδοσκόπηση. 

Πρέπει να ανακαλύψω τι µε οδήγησε στη λήψη συγκεκριµένων αποφάσεων, ποια υποψία ή 

παρατήρηση προηγήθηκε κάποιας καλής ιδέας και ποια πλάνη ή παράληψη µε οδήγησε σε 

µια λάθος εκτίµηση. Ο λύτης µε υψηλό βαθµό µεταγνώσης προβαίνει στις παραπάνω 

ενέργειες διότι θέλει να διασφαλίσει τη χρήση αποδοτικών συµπεριφορών και να περιορίσει 

( έως εξαφανίσει ) τη χρήση µη αποτελεσµατικών τακτικών. Γνωρίζει ότι η λύση του 

προβλήµατος βασίζεται στις δικές του επιλογές, έτσι κάποια καλή ιδέα που χρησιµοποίησε 

σήµερα ενδεχοµένως να τον βοηθήσει και στο µέλλον. Αντιστοίχως κάποιο λάθος σκεπτικό 

που τον ταλαιπώρησε, εάν το εντοπίσει σήµερα αυξάνει τις πιθανότητες να αποφύγει το 

λάθος και σε µια µελλοντική κατάσταση. 

Ο λύτης µε υψηλό βαθµό µεταγνώσης γνωρίζει ότι κάθε ιδέα είναι προϊόν µιας 

σειράς σκέψεων γι’ αυτό πίσω από κάθε ιδέα προσπαθεί να ανακαλύψει τον τρόπο που 

γεννήθηκαν αυτές οι σκέψεις. Αυτό τον τρόπο ενδέχεται να τον υιοθετήσει έτσι όπως είναι, 

να τον τροποποιήσει ή και ακόµα να τον απορρίψει αν κρίνει τελικά ότι δεν τον καλύπτει. 

Σε κάθε περίπτωση θέλει το συγκεκριµένο τρόπο να τον γνωρίζει προκειµένου να µπορεί να 

δηµιουργήσει παρόµοιες ιδέες, όταν αυτές είναι επιθυµητές ή να προλάβει µια αρνητική 

εξέλιξη όταν αυτή αρχίσει να δηµιουργείται. Γι’ αυτό το λόγο “ακτινογραφεί” κάθε 

ενέργεια του µέσω ενός εσωτερικού διαλόγου. 
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Μερικά ερωτήµατα ενός τέτοιου εσωτερικού διαλόγου µπορεί να είναι τα παρακάτω : 

“Γιατί το έκανα αυτό ;”, “ Πως το σκέφτηκα ;”  

“ Μπορεί να εφαρµοστεί κάπου αλλού ;”, “Γιατί δεν το σκέφτηκα πιο πριν ;”                    

“ Μήπως µε δυσκόλευε κάτι να το δω ;”, “ Τι ήταν αυτό που µε δυσκόλευε ;” κ.α 

Ο τρόπος µε τον οποίο αντιµετωπίζουµε τη λύση που εµείς οι ίδιοι διαµορφώσαµε 

τις περισσότερες φορές είναι παρόµοιος  µε τον τρόπο που διαβάζουµε µια ήδη λυµένη 

άσκηση κάποιου άλλου ή ένα παράδειγµα. Η έρευνα σχετικά µε το πώς διαβάζουµε λυµένες 

ασκήσεις και τα οφέλη που αποκοµίζουµε από αυτό το διάβασµα δείχνει ότι οι άνθρωποι 

έχουν περιορισµένες ικανότητες στο να χρησιµοποιούν το υλικό που υπάρχει σ’ αυτές  τις 

λύσεις. Συνήθως µεταβιβάζουν αυτές τις λύσεις µόνο σε προβλήµατα που έχουν τα ίδια  ή 

πανοµοιότυπα χαρακτηριστικά. Οι πιο έµπειροι λύτες είναι ικανοί να ξεπερνούν αυτό το 

πρόβληµα µέσω της ενεργής επεξεργασίας των λύσεων – παραδειγµάτων καθώς τα 

µελετούν. Ιδιαίτερη σηµασία φαίνεται να έχει η παραγωγή επεξηγήσεων της λύσης του 

προβλήµατος, µια διαδικασία που είναι γνωστή ως αυτό – εξήγηση ( Chi, Bassok, Lewis, 

Reimann and Glaser, 1989 ). Οι µαθητές που χρησιµοποιούν όταν διαβάζουν διαδικασίες 

αυτό-εξήγησης ( πρόκειται προφανώς για καθαρά µεταγνωστικές διαδικασίες ), είναι 

καλύτεροι λύτες προβληµάτων. 

 Τα αποτελέσµατα των ερευνών αυτών δείχνουν ότι υπάρχουν µεγάλα περιθώρια 

εκπαίδευσης των διαδικασιών της σκέψης που µπορούν να βοηθήσουν τους ανθρώπους να 

γίνουν πιο αποτελεσµατικοί. Η µεταγνωστική διαδικασία της αυτό – εξήγησης µπορεί να 

είναι αποτέλεσµα εµπειρίας αλλά µπορεί να διδαχθεί σαν συµπεριφορά στο στάδιο της 

αναδροµικής διερεύνησης. Έτσι όχι µόνο θα έχουµε περισσότερους καλούς λύτες πιο 

γρήγορα αφού δεν θα χρειάζεται να περιµένουµε να αποκτήσουν ( αν αποκτήσουν ) αυτή 

την ιδιότητα µόνοι τους στο πέρασµα του χρόνου, αλλά θα προλάβουµε τις αρνητικές 

εξελίξεις στην µαθηµατική πορεία πολλών µαθητών οι οποίοι ενδεχοµένως να τα 

παρατήσουν νωρίς µη µπορώντας να αντεπεξέλθουν στις απαιτήσεις. 

Τέλος µέσω της µεταγνωστικής προσέγγισης του σταδίου της αναδροµικής 

διερεύνησης, δίνεται η δυνατότητα στο λύτη να οργανώσει καλύτερα τις προϋπάρχουσες 

γνώσεις του, να δηµιουργήσει νέες συνδέσεις και να απλοποιήσει τα σηµεία που τον 

δυσκόλεψαν είτε τροποποιώντας είτε βελτιώνοντας τη λύση. 
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4.12 Συνοπτική παρουσίαση του Ρόλου της Μεταγνώσης στο στάδιο της 

Αναδροµικής ∆ιερεύνησης 

 

1. Αναλογισµός σχετικά µε το βαθµό κατανόησης του θέµατος. 

2. Εξέταση της ορθότητας των χειρισµών και της πορείας προς τη λύση. 

3. Εντοπισµός – Αιτιολόγηση καλών και κακών ιδεών. 

4. Επαλήθευση – Παραλλαγή της λύσης. 

5.  Κριτική – Προσδιορισµός του τρόπου σκέψης που µας οδήγησε στις 

διάφορες ενέργειες µας. 

6. Εντοπισµός της σκοπιµότητας των ενεργειών µας. 

7. ∆ιασφάλιση χρήσης θετικών συµπεριφορών σε άλλα προβλήµατα και 

περιορισµός χρήσης των αρνητικών. 

8. Επίγνωση των συνεπειών των ενεργειών µας. 

9. Αυτό –εξήγηση των επιµέρους βηµάτων της λύσης. 

10. ∆ηµιουργία συνδέσεων µε προηγούµενες γνώσεις και καλύτερη οργάνωση 

τους. 

11. Απλοποίηση δύσκολων σηµείων 

12. Τροποποίηση – Βελτίωση της λύσης.   

 

ΜΕΡΟΣ ΠΕΜΠΤΟ 

 

Η ∆ιδασκαλία της Μεταγνώσης και η καλλιέργεια Μεταγνωστικών δεξιοτήτων 

µε στόχο την αποτελεσµατικότερη επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος. 

 

 Ένα βασικό ερώτηµα που απασχόλησε στο παρελθόν τους ερευνητές είναι κατά 

πόσο διδάσκεται και πως η µεταγνώση. ∆ηµιουργήθηκαν ουσιαστικά δυο τάσεις. Σύµφωνα 

µε την πρώτη η διδασκαλία πρέπει να στοχεύει στην αποτελεσµατική εκτέλεση της 

µεταγνωστικής δεξιότητας και να είναι σχετικά απελευθερωµένη από το γνωστικό 

περιεχόµενο. Σύµφωνα µε τη δεύτερη η µεταγνωστική δεξιότητα διδάσκεται ως στρατηγική 

– συµπεριφορά για τη χρήση συγκεκριµένων δεξιοτήτων σε συγκεκριµένες περιπτώσεις. 

 Εµάς αυτό που µας ενδιαφέρει είναι µέσω της καλλιέργειας της µεταγνώσης να 

βελτιώσουµε τους µαθητές στην επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος και προς αυτή την 

κατεύθυνση θα επικεντρώσουµε τις προτάσεις µας. Βέβαια εάν επιτευχθεί ο στόχος µας το 

κέρδος δεν θα περιοριστεί µόνο σε θέµατα µαθηµατικών αλλά θα επεκταθεί και σε άλλους 
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τοµείς οι οποίοι θα καρπωθούν τα οφέλη των µεταγνωστικών δεξιοτήτων που θα 

αποκτήσουν οι µαθητές.     

 Ο έλεγχος της εκτέλεσης του γνωστικού καθήκοντος συνεπάγεται ότι ο µαθητής 

παρακολουθεί την ίδια την δραστηριότητα του. Έτσι, βασική παράµετρος της 

διδασκαλίας της µεταγνώσης είναι η καλλιέργεια της συνειδητότητας του πως 

σκεφτόµαστε. Είναι σίγουρο βέβαια ότι οι µαθητές δεν µπορούν να πουν ότι βρίσκονται 

στη σωστή κατεύθυνση αν δεν γνωρίζουν ποιο είναι το υπό εκτέλεση καθήκον, ποιες είναι 

οι προϋποθέσεις εκτέλεσης του και προφανώς αν δεν γνωρίζουν το γνωστικό αντικείµενο 

το οποίο εµπλέκεται. Ο έλεγχος της διαδικασίας της γνώσης και η αυτοδιόρθωση ενώ οι 

µαθητές εργάζονται, προϋποθέτει την επαλήθευση, την επανεξέταση και ενίοτε την 

επαναδόµηση του υλικού. Αυτά µε τη σειρά τους συνεπάγονται τον καθορισµό ανάλογου 

χρόνου για κάθε υποενότητα και λειτουργία. 

 Η µεταγνωστική δεξιότητα αναπτύσσεται µέσα από τη δυναµική 

αλληλεπίδραση των προσωπικών χαρακτηριστικών του ατόµου και του ιδιαίτερου 

τρόπου σκέψης του µε τις απαιτήσεις του συγκεκριµένου καθήκοντος και του 

περιβάλλοντος. Η διδασκαλία της µεταγνώσης αποσκοπεί  στο να βοηθήσει το µαθητή να 

ανακαλύψει τη γνώση, εφευρίσκοντας κάθε φορά τους καταλληλότερους τρόπους. Για να 

µπορεί όµως ο µαθητής να επιλέγει, να κατευθύνει και να διαµορφώνει στρατηγικές, είναι 

απαραίτητο να έχει µάθει προηγουµένως  στρατηγικές και δεξιότητες που είναι απαραίτητες 

για την εκτέλεση βασικών καθηκόντων. Η διάκριση της διδασκαλίας της µεταγνώσης, των 

γνωστικών δεξιοτήτων και του αντίστοιχου περιεχοµένου είναι λεπτή. Στόχος µας δεν είναι 

να διαχωριστούν οι παραπάνω έννοιες αλλά αντιθέτως να ενισχυθούν οι δεσµοί µεταξύ 

τους µέσω του εµπλουτισµού της διδασκαλίας µας µε στοιχεία ανάπτυξης της µεταγνώσης. 

Προφανώς, όσο οξύνονται οι µεταγνωστικές δεξιότητες του µαθητή, τόσο περισσότερο 

αποκτά κι ο ίδιος συνείδηση του εαυτού του ως γνώστη. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα όχι µόνο 

να κατανοεί  περισσότερο  τη σηµαντικότητα της απόκτησης γνωστικών δεξιοτήτων αλλά 

και να µπορεί  να τις εφαρµόσει καλύτερα για την κατάκτηση του περιεχοµένου.    

 Βασική αρχή πάνω στην οποία στηρίζεται η καλλιέργεια µεταγνωστικών 

δεξιοτήτων είναι η αρχή της συνειδητοποίησης του πως σκεφτόµαστε. Έτσι, ο 

εκπαιδευτικός που ενδιαφέρεται να αναπτύξει τη µεταγνώση, πρέπει να επικεντρώσει τις 

προσπάθειες του στο να κάνει τη σκέψη του µαθητή αντικείµενο της σκέψης του. Έτσι 

απαραίτητα χαρακτηριστικά ενός προγράµµατος καλλιέργειας της µεταγνώσης, είναι ο 

µαθητής µε τη βοήθεια και την παρακίνηση του δασκάλου, να καταστήσει τις αόρατες 

σκέψεις ορατές και τις ασυνείδητες διαδικασίες που επιστρατεύει για την αντιµετώπιση 
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διαφόρων καταστάσεων συνειδητές. Απαραίτητα χαρακτηριστικά µιας τέτοιας προσέγγισης 

είναι η εξωτερίκευση του τρόπου σκέψης του µαθητή κατά την ώρα της εργασίας, η 

επεξήγηση των  επιλογών του µαθητή από τον ίδιο και η ανάλυση των επιµέρους σταδίων 

των διαδικασιών που χρησιµοποίησε.  

 Συνοπτικά θα µπορούσαµε να αναφέρουµε τα παρακάτω στοιχεία τα οποία 

θεωρούµε απαραίτητα συστατικά της διδασκαλίας της µεταγνώσης : 

 

• Παρότρυνση για εξωτερίκευση των σκέψεων του µαθητή. 

• Στρέψη της προσοχής του µαθητή στην κατανόηση του πως σκέφτεται και τι 

προβλήµατα αντιµετωπίζει. 

• Εντοπισµός λαθών που µας εµποδίζουν και καλών ιδεών που µας 

διευκολύνουν. 

• Αναζήτηση όχι µόνο του αποτελέσµατος αλλά και του τρόπου σκέψης. 

• ∆ιδασκαλία τρόπων προσπέλασης των δυσκολιών. 

• Αναζήτηση συνδέσεων µε προηγούµενες γνώσεις και διδασκαλία τρόπων 

κατασκευής τέτοιων συνδέσεων ( Π.χ µε βάση κάποιες έννοιες κλειδιά ). 

• Παρότρυνση για υποβολή ερωτήσεων και διαµόρφωσης ενός εσωτερικού 

διαλόγου µε έντονα χαρακτηριστικά αιτιολόγησης των αποφάσεων, ελέγχου και 

οργάνωσης των ενεργειών µας όπως επίσης και περιγραφής του τρόπου 

σκέψης. 

Ειδικά  το τελευταίο παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Ας σκεφτούµε το εξής σκηνικό. 

Ένας µαθητής προσπαθεί να λύσει ένα πρόβληµα και ένας καθηγητής προσπαθεί να τον 

βοηθήσει να ανακαλύψει τη λύση, συµβάλλοντας όσο το δυνατόν πιο διακριτικά. Για να το 

επιτύχει αυτό ο καθηγητής θέτει τις κατάλληλες ερωτήσεις στο µαθητή κάθε φορά που 

αυτός κάνει λάθος ή δυσκολεύεται να προχωρήσει. Ο µαθητής απαντώντας στις ερωτήσεις 

αυτές του καθηγητή φτάνει τελικά στη λύση. Προφανώς για να µπορέσει ο µαθητής να 

φτάσει τελικά στη λύση σηµαίνει ότι είχε τις αντίστοιχες γνώσεις αλλά δεν µπορούσε να τις 

χειριστεί µε τον κατάλληλο τρόπο. Οι ερωτήσεις του καθηγητή του έδωσαν όµως αυτή τη 

δυνατότητα. Εάν λοιπόν καλλιεργήσουµε στον µαθητή την ικανότητα διατύπωσης των 

κατάλληλων ερωτήσεων προς τον εαυτό του τότε θα µπορεί να αυτοδιορθώνεται και να 

αυτοκατευθύνεται µε αποτέλεσµα την αποτελεσµατικότερη επίλυση προβλήµατος.  

 Μια ένδειξη για το δάσκαλο σχετικά µε το κατά πόσο ο µαθητής έχει 

συνειδητοποιήσει τον τρόπο που σκέφτεται, είναι η ικανότητα περιγραφής, όχι µόνο των 
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γνωστικών στρατηγικών που έχει διδαχθεί, αλλά και το πως λειτούργησε η ίδια του η 

σκέψη µέχρι τη στιγµή της συγκεκριµένης επιλογής, κατά τη διάρκεια της εφαρµογής της 

και µετά.   

 Όσον αφορά τις διαδικασίες αυτοαξιολόγησης, είναι λογικό να έχουµε ενηµερώσει 

τους µαθητές για τους τρόπους και τα κριτήρια αξιολόγησης και αυτοαξιολόγησης 

συγκεκριµένων γνωστικών αντικειµένων αλλά και των διαδικασιών σκέψης. 

 Η σχετική έρευνα  ( Flavell 1979, Costa 1987 κ.α  ) προτείνει διαφόρων ειδών 

στρατηγικές ανάπτυξης της µεταγνώσης. Οι στρατηγικές αυτές µπορούν να εφαρµοστούν 

ανεξάρτητα από τις ιδιαίτερες απαιτήσεις του θέµατος, εµείς ωστόσο θα επικεντρωθούµε σε 

παρατηρήσεις και παραδείγµατα που σχετίζονται µε την επίλυση προβλήµατος. 

 

5.1 Παραγωγή ερωτήσεων 

 

 Με τη µέθοδο αυτή οι µαθητές ενθαρρύνονται να θέτουν ερωτήσεις. Οι ερωτήσεις 

αυτές αποτελούν το βασικό υλικό διαµόρφωσης ενός εσωτερικού διαλόγου, όπου ο 

µαθητής αυτοκατευθυνόµενος από τις παραπάνω ερωτήσεις βοηθάει τον ίδιο του τον εαυτό 

να θέσει, διευκρινίσει και να αναθεωρήσει τους στόχους του, να αναλύσει τα στοιχεία και 

τα επιµέρους χαρακτηριστικά του προβλήµατος αλλά και να συνδέσει τις πληροφορίες που 

του παρέχονται µε τις ήδη υπάρχουσες γνώσεις. 

 Σε σχετικές έρευνες που έχουν γίνει µε βάση την παραπάνω µέθοδο, τα 

αποτελέσµατα ήταν αρκετά ενθαρρυντικά. Συγκεκριµένα οι Mevarech, Kramrski, Liberman 

χρησιµοποίησαν τη µέθοδο  IMPROVE όπου οι µαθητές εργαζόµενοι σε οµάδες 

διδάχθηκαν να διαµορφώνουν και να απαντούν 4 ειδών µεταγνωστικές ερωτήσεις. 

• Κατανόησης, των οποίων ερωτήσεων ο στόχος ήταν οι µαθητές να σκέπτονται το 

πρόβληµα προτού προχωρήσουν στην επίλυση. Γι' αυτό οι µαθητές διάβαζαν την 

εκφώνηση δυνατά, περιέγραφαν την άσκηση µε δικά τους λόγια και προσπαθούσαν να 

κατανοήσουν το νόηµα των εννοιών της άσκησης. Π.χ "Με τι έχει να κάνει το 

πρόβληµα ;", "Ποια είναι η ερώτηση ;", "Ποια είναι τα νοήµατα των µαθηµατικών 

εννοιών που εµπλέκονται ; "  

• Σύνδεσης ,ο σχεδιασµός αυτών των ερωτήσεων ήταν τέτοιος ώστε να ωθούν τους 

µαθητές στο να επικεντρώνονται σε οµοιότητες και διαφορές µεταξύ της συγκεκριµένης 

άσκησης και άλλων ασκήσεων που είχαν λύσει στο παρελθόν. Π.χ "Πως µοιάζει / 
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διαφέρει αυτό το πρόβληµα µε άλλα που έχω λύσει παλαιότερα ; Γιατί µοιάζει / 

διαφέρει ; 

• Στρατηγικής, στόχος αυτών των ερωτήσεων ήταν ο εντοπισµός ( µε αιτιολόγηση ) των 

κατάλληλων στρατηγικών επίλυσης. Γι ' αυτό οι ερωτήσεις αυτές έπρεπε να 

περιγράφουν : 

   Ποια στρατηγική µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

   Γιατί είναι η καταλληλότερη και  

   Πως µπορούν οι διαθέσιµες πληροφορίες να οργανωθούν, έτσι ώστε 

µε τη κατάλληλη διαχείριση να επιλυθεί το πρόβληµα ; Πως µπορεί το προτεινόµενο σχέδιο 

να εκτελεστεί ;  

 

• Αναστοχασµού, όπου οι µαθητές αναλογίζονται το βαθµό στον οποίο έχουν 

κατανοήσει το θέµα και κατά πόσο οι χειρισµοί τους αφ 'ενός είναι ορθοί και αφετέρου 

θα τους οδηγήσουν στη λύση του προβλήµατος. Π.χ " Τι κάνω τώρα ;", "Έχει νόηµα 

αυτό που κάνω ; ", "Τι είναι αυτό που µε δυσκολεύει ;", "Πως µπορώ να επαληθεύσω 

αυτό που βρήκα ;", "Μπορώ να προσεγγίσω αλλιώς αυτό το θέµα ;" 

Οι δάσκαλοι υπέδειξαν τη χρήση των µεταγνωστικών ερωτήσεων µέσα από τη διδασκαλία - 

παράδοση, τα συµπεράσµατα και τη σύνοψη του µαθήµατος, όπως επίσης και µέσα από τη 

βοήθεια που παρείχαν στις οµάδες. Ακολουθώντας τις οδηγίες του δασκάλου οι µαθητές 

δούλευαν σε µικρές οµάδες χρησιµοποιώντας το υλικό που είχε σχεδιαστεί από τους 

ερευνητές. Η εργασία σε αυτές τις µικρές οµάδες είχε ως εξής : Κάθε µαθητής µε τη σειρά 

του διάβαζε δυνατά την άσκηση και προσπαθούσε να τη λύσει και να εξηγήσει τη 

µαθηµατική του αιτιολόγηση. Όπου δεν υπήρχε οµοφωνία η οµάδα συζητούσε το θέµα 

µέχρι να λυθεί η διαφωνία. Οι µαθητές ενθαρρύνονταν να µιλάνε για την άσκηση, να την 

εξηγούν ο ένας στον άλλο και να τη προσεγγίζουν από διαφορετικές οπτικές γωνίες. Οι 

µαθητές χρησιµοποιούσαν τις µεταγνωστικές ερωτήσεις κατά τη διάρκεια της συζήτησης. 

Όταν όλοι οι µαθητές συµφωνούσαν σχετικά µε την απάντηση, την έγραφαν στο τετράδιο 

τους. 

 Τα συµπεράσµατα των παραπάνω ερευνών επισηµαίνουν τα εξής : 

• Οι µαθητές που έκαναν µάθηµα µε βάση την παραπάνω µέθοδο απέδωσαν πολύ 

καλύτερα από τους  άλλους µαθητές τόσο στα αυθεντικά µαθηµατικά προβλήµατα όσο 

και στις συνηθισµένες ασκήσεις.  
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• Οι µαθητές που έκαναν µάθηµα µε βάση την παραπάνω µέθοδο και  ήταν χαµηλών 

επιδόσεων, ξεπέρασαν σε απόδοση τους αντίστοιχους που δεν είχαν κάνει µάθηµα µε 

αυτή τη µέθοδο  , στα εξής κριτήρια : 

 α) Αναφοράς - χρήσης όλων των στοιχείων - δεδοµένων 

β ) Οργάνωσης- διαχείρισης των πληροφοριών και  

γ ) Εξέλιξης - δικαιολόγησης της διαδικασίας όχι όµως και  στην περιγραφή της λύσης 

και των ενεργειών τους. Αυτό ενδεχοµένως να οφείλεται και σε ελλείψεις που είχαν σε 

άλλα γνωστικά αντικείµενα π.χ στη Γλώσσα.   

• Ο αναστοχασµός της διαδικασίας επίλυσης, βοηθάει τους µαθητές να επικεντρωθούν 

στα δοµικά συστατικά του προβλήµατος όπως επίσης και στο σύνολο των πληροφοριών 

που τους παρέχεται. Στοιχεία που χαρακτηρίζουν τους καλούς λύτες προβληµάτων. 

• Οι µεταγνωστικές ερωτήσεις κατανόησης  και οι ερωτήσεις σύνδεσης ωθούν τους 

µαθητές να αντιµετωπίσουν το πρόβληµα στην ολότητα του και όχι να επικεντρωθούν 

σε µεµονωµένα τµήµατα του. Στοιχεία που επίσης χαρακτηρίζουν τους καλούς λύτες 

προβληµάτων. 

• Οι µεταγνωστικές ερωτήσεις βοηθούν τους µαθητές να προσεγγίσουν και να 

αναπτύξουν ευκολότερα πιο σύνθετες στρατηγικές λόγω κυρίως της σφαιρικότητας µε 

την οποία αντιµετωπίζουν το θέµα . 

• Οι µεταγνωστικές ερωτήσεις στρατηγικής συντελούν στην καλλιέργεια ικανοτήτων 

αναδιοργάνωσης και επεξεργασίας των δεδοµένων, αφού αναγκάζουν τους µαθητές να 

αναρωτηθούν ποιες στρατηγικές είναι καταλληλότερες και γιατί. Με αυτό το τρόπο οι 

µαθητές οδηγούνται σε διαφορετικές αναπαραστάσεις και αναλύουν τα υπέρ και τα 

κατά της κάθε στρατηγικής. Για τους ίδιους λόγους οι συγκεκριµένοι µαθητές 

επιδεικνύουν µεγαλύτερη άνεση στην αιτιολόγηση των ιδεών τους. 

• Ο χειρισµός και η εξοικείωση µε τις µεταγνωστικές ερωτήσεις όχι µόνο ενδυναµώνει τις 

µαθηµατικές ικανότητες των µαθητών αλλά ταυτοχρόνως  αυξάνει την αυτοπεποίθηση 

τους, γεγονός το οποίο επαληθεύεται από τα αντίστοιχα αποτελέσµατα στο τέστ µε τις 

συνηθισµένες ασκήσεις. 

• Οι  µαθητές  της ωφελήθηκαν είτε ήταν χαµηλού επιπέδου, είτε υψηλού. Το 

συµπέρασµα αυτό συµφωνεί µε τα αποτελέσµατα και άλλων παρόµοιων ερευνών.   

 

Προφανώς το είδος και η ποσότητα των ερωτήσεων που πρέπει να θέσει ένας λύτης 

στον εαυτό του προκειµένου να αντεπεξέλθει στις απαιτήσεις ενός προβλήµατος, 
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εξαρτώνται από το γνωστικό αντικείµενο που εµπλέκεται στο πρόβληµα, τις ιδιαιτερότητες 

που παρουσιάζει ο τρόπος σκέψης του λύτη αλλά και οι ενδεχόµενες αδυναµίες του. Έτσι 

γίνεται αντιληπτό, ότι ο κατάλογος των ερωτήσεων διαµορφώνεται κατά περίπτωση. Το 

ζητούµενο δεν είναι να γνωστοποιήσουµε στον µαθητή ένα ευρύ σύνολο ερωτήσεων αλλά  

τον τρόπο διαµόρφωσης αυτών των ερωτήσεων. Ένας τρόπος για να επιτευχθεί αυτό είναι 

να  καλλιεργήσουµε την ικανότητα αναγνώρισης των στοιχείων και των αναγκών που 

προσανατολίζουν  στις κατάλληλες ερωτήσεις. Τα στοιχεία αυτά µπορεί να είναι 

προσωπικά όπως για παράδειγµα κάποια λάθη που ο συγκεκριµένος µαθητής συνηθίζει να 

κάνει, αλλά και γνωστικά όπως για παράδειγµα κάποια λεπτά σηµεία τα οποία 

χαρακτηρίζουν µια µαθηµατική έννοια. Ο ρόλος του δασκάλου σ’ αυτό το σηµείο είναι 

καθοριστικός. Στα σηµεία στα οποία ο µαθητής δυσκολεύεται ο δάσκαλος δεν καλείται να 

δώσει  µια έτοιµη λύση αλλά να αναγνωρίσει τι εµποδίζει το µαθητή, να διαµορφώσει  

ερωτήσεις οι οποίες θα διευκολύνουν τον µαθητή να αναγνωρίσει τι τον εµποδίζει και στη 

συνέχεια να διαµορφώσει ερωτήσεις των οποίων οι απαντήσεις θα συντελέσουν στο να 

αρθούν οι δυσκολίες. Έτσι ο µαθητής δεν θα έρθει παθητικά σε επαφή µε ένα σύνολο 

απρόσωπων ερωτήσεων αλλά θα βιώσει τις αιτίες ύπαρξης ,τον τρόπο δηµιουργίας και  τη 

συµβολή αυτών των ερωτήσεων.         

 Τις παραπάνω εµπειρίες ο µαθητής θα τις βιώσει για παράδειγµα κατά τη διάρκεια 

επίλυσης ενός µαθηµατικού προβλήµατος. Ωστόσο θα πρέπει να καταστεί σαφές από τον 

καθηγητή ότι τα συµπεράσµατα των παραπάνω εµπειριών µπορούν να µεταφερθούν µε ή 

χωρίς προσαρµογές και σε άλλες καταστάσεις. Κρίνεται συνεπώς απαραίτητο να 

εντοπίζονται οι αντίστοιχες συνδέσεις µε προηγούµενες εµπειρίες και να αναφέρονται στον 

µαθητή ακόµα κι αν χρειάζεται να αναφερθούµε  επιγραµµατικά σε ένα προηγούµενο 

πρόβληµα. 

 Τέλος σηµαντικό επίσης είναι να τονίζουµε στο µαθητή την καθοριστική συµβολή 

µιας βοηθητικής ερώτησης που θέσαµε και να µην του “επιτρέπουµε” να αρκεστεί στο 

τελικό αποτέλεσµα ή τους υπολογισµούς που εκτελέσαµε. Έτσι θα δώσουµε βαρύτητα στον 

τρόπο εύρεσης της λύσης και όχι στην αποστήθιση του  τελικού αλγόριθµου.   
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5.2 Περιγραφή των εσωτερικών νοητικών διεργασιών του δασκάλου και των 

µαθητών. 

 

Μια από τις πιο αποτελεσµατικές τεχνικές οι οποίες επηρεάζουν τους 

περισσότερους µαθητές είναι το πρότυπο του δασκάλου. Καθώς οι µαθητές µαθαίνουν 

κυρίως µιµούµενοι τους ενήλικες, οι δάσκαλοι που εφαρµόζουν µεταγνωστικές διαδικασίες 

στην πράξη, έχουν πολύ περισσότερες πιθανότητες να οδηγήσουν τους µαθητές τους στη 

µεταγνωστική ανάπτυξη. Για παράδειγµα ο δάσκαλος που µεταφράζει τις εσωτερικές 

νοητικές του διεργασίες σε προφορικό λόγο, µοιράζεται τον προγραµµατισµό και τους 

στόχους του µε τους µαθητές του και δικαιολογεί ταυτοχρόνως τις απόψεις και τις επιλογές 

του, δίνει ένα σωστό πρότυπο µεταγνωστικού τρόπου σκέψης. Πολλές φορές παρατηρείται 

το φαινόµενο ο καθηγητής να απαντάει σε απορίες των µαθητών παραθέτοντας κατευθείαν 

τη σωστή απάντηση, το ίδιο φαινόµενο παρατηρείται και όταν οι µαθητές αδυνατούν να 

λύσουν κάποιο πρόβληµα. Προφανώς η πίεση του χρόνου πολλές φορές δεν αφήνει 

περιθώρια για κάποια άλλη συµπεριφορά ωστόσο η παραπάνω συνήθεια φαίνεται να 

αποτελεί πάγια αντίδραση πολλών εκπαιδευτικών ακόµα και όταν υπάρχει άνεση χρόνου. 

Έτσι, δίνεται στους µαθητές η εντύπωση ότι η λύση είναι προϊόν της αυθεντίας και των  

ικανοτήτων του δασκάλου και όχι αποτέλεσµα συλλογισµών οι οποίοι θα µπορούσαν να 

εκτελεστούν και από τους ίδιους. Μια τέτοια αντίληψη ενισχύει τις αρνητικές πεποιθήσεις 

των µαθητών για τα µαθηµατικά και δηµιουργεί εσφαλµένη εικόνα για την επίλυση 

προβλήµατος. Η αίσθηση για ουρανοκατέβατες λύσεις και µαγικές εµπνεύσεις στοιχειώνει 

την αντίληψη που έχουν οι µαθητές για πολλές λύσεις τις οποίες δεν κατάφεραν να βρουν. 

Το µερίδιο ευθύνης των καθηγητών για το παραπάνω φαινόµενο είναι µεγάλο αφού µέσω 

της στείρας  παρουσίασης της λύσης στερούν από το µαθητή µια πρώτης τάξεως ευκαιρία 

για ανάλυση του τρόπου σκέψης ο οποίος οδήγησε στην παραγωγή των συλλογισµών που 

έλυσαν το πρόβληµα. Η αλήθεια είναι ότι τις περισσότερες φορές ο δάσκαλος αδυνατεί να 

προσεγγίσει τον τρόπο, το ρυθµό  και το επίπεδο σκέψης των µαθητών του. Έτσι 

παρουσιάζει ασυνείδητα τη λύση βασιζόµενος στα προσωπικά του κριτήρια και 

χαρακτηριστικά. Σε πολλές περιπτώσεις αποτελέσµατα που οφείλονται σε σειρά 

συλλογισµών, τα παρουσιάζει χωρίς αιτιολόγηση και αναφορά στους αντίστοιχους 

συλλογισµούς. 

 Αυτό ίσως να οφείλεται στην επανειληµµένη χρήση παρόµοιων συλλογισµών από µέρους 

του, ωστόσο δεν ισχύει η ίδια οπτική γωνία και για τους µαθητές του. Ο καθηγητής που 

περιγράφει τις νοητικές του διεργασίες και αιτιολογεί µε αυτό τον τρόπο τη διαδικασία 
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δηµιουργίας των συλλογισµών που οδηγούν στη λύση καλείται να υποδυθεί έναν ρόλο. 

Αφού το ζητούµενο είναι να καλλιεργήσει τις µεταγνωστικές δεξιότητες του µαθητή του 

και αφού ο µαθητής του είναι αυτός που πρέπει να λύσει το πρόβληµα πρέπει ο καθηγητής 

να παίξει το ρόλο του µαθητή. Να σκεφτεί µε βάση τις εµπειρίες και τις γνώσεις του 

µαθητή, να δοκιµάσει τις ίδιες ιδέες και να κάνει και τα ίδια λάθη αν χρειαστεί. Με λίγα 

λόγια να χρησιµοποιήσει το ίδιο υλικό που έχει και ο µαθητής στη διάθεση του. Με µια 

ειδοποιό διαφορά. Αυτός θα το οργανώσει, θα το χειριστεί και θα το ανασκευάσει αν 

χρειαστεί, µε τέτοιο τρόπο ώστε να φτάσει στη λύση. Η περιγραφή της παραπάνω 

διαδικασίας θα γνωστοποιήσει στο µαθητή τα µεταγνωστικά χαρακτηριστικά, του τρόπου 

σκέψης που λύνει το πρόβληµα. Σ’ αυτό το σηµείο είναι βασικό να τονιστεί από τον 

καθηγητή η συµβολή των παραπάνω χαρακτηριστικών στην επίλυση του προβλήµατος και 

να µην αρκεστεί ο µαθητής µόνο στο τελικό αποτέλεσµα ή τις αντίστοιχες υπολογιστικές 

διαδικασίες. 

 Μέχρι τώρα περιγράψαµε τα βασικά χαρακτηριστικά µιας γόνιµης περιγραφής των 

νοητικών διεργασιών του δασκάλου από τον ίδιο το δάσκαλο. Τα οφέλη από µια τέτοια 

διαδικασία µπορούµε να τα αποκοµίσουµε κι όταν ο δάσκαλος κατονοµάζει τις νοητικές 

διαδικασίες των µαθητών. Έτσι οι τελευταίοι αποκτούν περισσότερη επίγνωση των 

ενεργειών τους, αντιλαµβάνονται ευκολότερα τον τρόπο που σκέφτονται και τους είναι πιο 

εύκολο να αναπτύξουν την αυτοκριτική τους εντοπίζοντας τις παραλείψεις και τα λάθη 

τους.     

 Παροµοίως θα µπορούσαµε να ζητήσουµε από έναν µαθητή να περιγράψει τη 

σκέψη και τους συλλογισµούς ενός συµµαθητή του. Η προσπάθεια να κατανοήσουµε και 

να περιγράψουµε τη σκέψη την άλλων, µας βοηθάει να καλλιεργήσουµε ικανότητες οι 

οποίες θα µας βοηθήσουν να κατανοήσουµε και να περιγράψουµε και τη δικιά µας σκέψη. 

Οι ικανότητες αυτές αποτελούν βασικές µεταγνωστικές δεξιότητες, απαραίτητες για τη 

βελτίωση  της παρακολούθησης και του ελέγχου των σκέψεων µας και κατ’ επέκταση της 

βελτίωσης των µαθητών στην επίλυση προβλήµατος. 

Όσο ο µαθητής βελτιώνεται στην περιγραφή των σκέψεων του, τόσο αυξάνεται και 

η ικανότητα λήψης κατάλληλων αποφάσεων και επιτυχηµένης αντιµετώπισης του 

προβλήµατος ( Schoenfeld 1987, Bereiter & Scardamalia 1993 ). Γι’ αυτό κρίνεται σκόπιµο 

να βιώνει εµπειρίες οι οποίες τον φέρνουν αντιµέτωπο µε τον προσωπικό του τρόπο 

σκέψης. Ένας από τους αποτελεσµατικότερους τρόπους που ωθούν το µαθητή προς αυτή 

την κατεύθυνση είναι η Φωνακτή Σκέψη. Με τη µέθοδο αυτή οι µαθητές συνηθίζουν να 

σκέφτονται φωνακτά, ενώ εργάζονται. Κάτι τέτοιο τους βοηθάει να οργανώνουν και να 
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αναβαθµίζουν τον τρόπο σκέψης τους, ιδιαίτερα κατά την διάρκεια επίλυσης προβλήµατος. 

Αυτό επιτυγχάνεται κυρίως όταν οι µαθητές όχι µόνο περιγράφουν τις ενέργειες τους αλλά 

ταυτόχρονα εκφράζουν τις δυσκολίες τους και δικαιολογούν τις επιλογές τους. Η 

αποτελεσµατικότητα της φωνακτής σκέψης έγκειται στο γεγονός ότι ο µαθητής 

σκεπτόµενος φωνακτά θέτει τις σκέψεις του στο επίκεντρο της προσοχής της µνήµης 

εργασίας του, αναβαθµίζοντας έτσι ποιοτικά τη συναναστροφή του ( οργάνωση, 

διατύπωση, έλεγχο κ.τ.λ ) µε τις ίδιες του τις σκέψεις και διευκολύνοντας ταυτοχρόνως την 

αποθήκευση εννοιών στην µακροπρόθεσµη µνήµη. Γι’ αυτό άλλωστε παρατηρείται το 

φαινόµενο πολλοί µαθητές όταν θέλουν να µάθουν καλά το µάθηµα που έχουν να 

διαβάζουν φωνακτά το κείµενο σαν να το απαγγέλλουν. Βέβαια µε το πέρασµα του χρόνου 

η φωνακτή σκέψη είναι πολύ πιθανό να εξελιχθεί σε ψιθύρισµα ή µια εσωτερική φωνή σαν 

αποτέλεσµα της ικανότητας του µαθητή να συγκεντρώνεται πλέον ευκολότερα στη σκέψη 

και στις νοητικές του διεργασίες. 

      

5.3 Θέσπιση και επιδίωξη στόχων. 

 

 Οι στόχοι που θέτει ο µαθητής κατά τη διάρκεια επίλυσης ενός προβλήµατος 

αποτελούν βασικό παράγοντα για την αποτελεσµατική αντιµετώπιση του. Λανθασµένοι 

στόχοι ή µη αναγνώριση ενδιάµεσων στόχων καθιστούν άκαρπη οποιαδήποτε προσπάθεια. 

Οι στόχοι όµως του µαθητή, εκτός από φάρο προσανατολισµού των ενεργειών του 

αποτελούν και µέτρο αξιολόγησης των επιλογών στις οποίες προβαίνει. Το κατά πόσο 

συγκεκριµένες ενέργειες πλησιάζουν ή αποµακρύνουν τον λύτη από τους στόχους που έχει 

θέσει, αποτελεί ένα πρώτης τάξεως κριτήριο της αποτελεσµατικότητας τους. Η ενδεχόµενη 

αποτυχία ορισµένων επιλογών να επιτύχουν το στόχο τους αποτελεί το έναυσµα για 

αναδιοργάνωση αυτών των επιλογών ή  ακόµη και της διαµόρφωσης νέων εικασιών.  

 Παρατηρείται πολλές φορές το φαινόµενο οι µαθητές να προβαίνουν σε 

υπολογισµούς χωρίς να έχουν θέσει εκ’ των προτέρων κάποιο στόχο. Το αποτέλεσµα είναι 

πολλές φορές να εγκλωβίζονται σε επίπονους υπολογισµούς οι οποίοι ενδεχοµένως να είναι 

περιττοί. Σ’ αυτές τις περιπτώσεις ακόµα κι αν ο µαθητής αντιληφθεί την παγίδα στην 

οποία έχει πέσει, σπανίως θα ανασυντάξει τη σκέψη του αποτελεσµατικά αν δεν θεσπίσει 

κάποιο στόχο. Τις περισσότερες φορές οι παραπάνω υπολογισµοί θα είναι και η τελευταία 

τους προσπάθεια για επίλυση του προβλήµατος. Αντιθέτως οι καλοί µαθητές θέτουν 

στόχους, όχι µόνο κατά τη διάρκεια επίλυσης του προβλήµατος αλλά και γενικότερα στη 
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µελέτη τους. Για παράδειγµα θα διαβάσω αυτό το δοκίµιο όχι επειδή µου το είπε ο 

καθηγητής µου αλλά διότι θέλω να βελτιωθώ στην έκθεση. 

 Η επίγνωση της σηµαντικότητας της θέσπισης στόχων και η διαχείριση τους µε 

τέτοιο τρόπο ώστε να οργανώνω, αξιολογώ, ελέγχω και βελτιώνω τις σκέψεις µου 

αποτελούν βασικές µεταγνωστικές δεξιότητες. 

 Μέσα σε µια διδασκαλία όπου οι µαθητές εκπαιδεύονται στη θέσπιση και επιδίωξη 

στόχων ο καθηγητής τους ενθαρρύνει να θέτουν στόχους και να αιτιολογούν τους λόγους 

επιλογής των συγκεκριµένων στόχων. Κατά τη διάρκεια επίλυσης του προβλήµατος ο 

καθηγητής παρεµβαίνει υπενθυµίζοντας τους στόχους υπό επιδίωξη και το στάδιο στο 

οποίο βρίσκονται ως προς το στόχο αυτό.  

Εάν σηµειωθεί κάποιο λάθος το οποίο σχετίζεται µε την αποµάκρυνση από τους στόχους 

που έχει θέσει ο µαθητής, ο καθηγητής µε τις κατάλληλες ερωτήσεις προσανατολίζει το 

µαθητή σε αντίστοιχο προβληµατισµό, έτσι ώστε να τονιστεί η αξία της συνέπειας των 

ενεργειών µας, σε σχέση µε τους στόχους µας, αλλά και να γνωστοποιηθεί η έννοια του 

στόχου ως κριτήριο αξιολόγησης των επιλογών µας. Γι’ αυτό θα πρέπει να επικεντρώνουµε 

την προσοχή του µαθητή σε σχετικά ερεθίσµατα ή γεγονότα. 

 Η θέσπιση και η επιδίωξη στόχων µέσα στο περιβάλλον ενός προβλήµατος διαφέρει 

από άτοµο σε άτοµο. Ανάλογα µε τις γνώσεις και τις ικανότητες που κατέχει ο µαθητής 

διαµορφώνεται το είδος και η ποσότητα των επιµέρους στόχων. Η αδυναµία επίλυσης ενός 

προβλήµατος ενδέχεται να οφείλεται στο ότι ο µαθητής αδυνατεί να εντοπίσει τους 

επιµέρους στόχους ή στο ότι ο βασικός στόχος, όπως αυτός περιγράφεται από την 

εκφώνηση του προβλήµατος ενδεχοµένως να είναι πολύ δύσκολο να προσεγγιστεί µε βάση 

τις ικανότητες του µαθητή και να απαιτεί το διαχωρισµό του σε επιµέρους απλούστερους 

στόχους.  

Η παραπάνω κατάσταση απαιτεί από τον καθηγητή να προβεί στην κατάλληλη 

διαρρύθµιση του περιβάλλοντος µε τέτοιο τρόπο που να υποβοηθά τη σταδιακή 

αντιµετώπιση του προβλήµατος. Η διαρρύθµιση αυτή εξαρτάται από τις ιδιαίτερες 

αδυναµίες  του µαθητή. Ωστόσο εάν θέλουµε να πετύχουµε ανάπτυξη της µεταγνώσης δεν 

αρκεί ο καθηγητής µόνος του να εντοπίσει αυτές τις αδυναµίες και να διαµορφώσει από 

µόνος του το αντίστοιχο περιβάλλον. Πρέπει και ο µαθητής να γίνει συµµέτοχος αυτής της 

διαδικασίας αναγνωρίζοντας τις προσωπικές του αδυναµίες και διαµορφώνοντας 

αντιστοίχως τους στόχους του.   

 Αξίζει να σηµειώσουµε ότι χρίζει ιδιαίτερης προσοχής ο τρόπος µε τον οποίο 

χειριζόµαστε την επιλογή λάθος στόχων από τους µαθητές µας. Εάν ο µαθητής θέσει 



 - 70 -

κάποιο λάθος στόχο είναι πολύ πιθανό να το αντιληφθεί µέσα από µια διαδικασία 

αιτιολόγησης του, ωστόσο ενδέχεται τα πράγµατα να µην είναι τόσο απλά. Πολλές φορές οι 

λάθος στόχοι διαφαίνονται µετά από κάποια επεξεργασία. Εάν δεν υπάρχει κάποια 

“οικονοµικότερη” δυνατότητα, είναι προτιµότερο να αφήσουµε το µαθητή να οδηγηθεί σε 

αδιέξοδο παρά να τον αποτρέψουµε επειδή εµείς  ξέρουµε ότι έχει  κάνει λάθος. Το 

αδιέξοδο στο οποίο θα περιέλθει είναι ένα πολύ καλό επιχείρηµα για την µη ορθότητα των 

επιλογών του σε σχέση µε την απροσδιόριστη προτροπή µας “Μην το κάνεις έτσι, δεν 

βγαίνει.”  

Εκτός αυτού µ’ αυτόν τον τρόπο το λάθος στις επιλογές µας γίνεται κοµµάτι της 

διαδικασίας επίλυσης και όχι απαγορευµένη έκβαση στη λήψη αποφάσεων.    

 

5.4 Συνεργατική Μάθηση σε Τάξεις Μικτής Ικανότητας και Αλληλοδιδασκαλία 

µεταξύ µαθητών 

 

 Κατά τη διάρκεια της εργασίας των µαθητών σε µικρές οµάδες ( από 2 µέχρι 5 

µαθητές ανά οµάδα ), αναπτύσσονται διάφορες λύσεις µε συνεργασία και διαρκή 

ανταλλαγή απόψεων. Εν τω µεταξύ ο δάσκαλος παρατηρεί τον τρόπο εργασίας των οµάδων 

και παρεµβαίνει όταν είναι απαραίτητο. Οι παρεµβάσεις του αυτές έχουν συνήθως τη 

µορφή παρατηρήσεων οι οποίες δεν απαντούν ευθέως σε ερωτήµατα των µαθητών αλλά 

τους προβληµατίζουν προς την κατάλληλη κατεύθυνση. Η κατεύθυνση αυτή µπορεί να έχει 

να κάνει µε αλλαγή οπτικής γωνίας, αναδιοργάνωση των δεδοµένων, αναγνώριση κάποιας 

πλάνης στην οποία έχουν περιέλθει οι µαθητές ή οτιδήποτε άλλο µπορεί να αποτελεί την 

αιτία αδυναµίας εξέλιξης της διαδικασίας επίλυσης του προβλήµατος.  

Οι αιτίες αυτές, εφόσον εντοπιστούν µε παρέµβαση του καθηγητή, συζητιούνται µε τους 

µαθητές και αναλύονται οι λόγοι και οι ενδεχόµενες αδυναµίες των συλλογισµών των 

µαθητών που τους οδήγησαν σε αδιέξοδο ή παρανόηση. Η παραπάνω διαδικασία είναι 

σηµαντικό να γίνει διότι µόνο έτσι θα συλλάβουν οι µαθητές τον τρόπο που σκέφτονται και 

θα εντοπίσουν τις προσωπικές τους ατέλειες. 

 Ακόµη κι αν η οµάδα αντιµετωπίσει επιτυχώς το πρόβληµα, χωρίς τη βοήθεια του 

καθηγητή, οι συζητήσεις που θα ακολουθήσουν αποτελούν ένα γόνιµο έδαφος για την 

ανάπτυξη της µεταγνώσης. Στις συζητήσεις αυτές οι µαθητές εξηγούν, αιτιολογούν και 

περιγράφουν τις σκέψεις που τους οδήγησαν σε συγκεκριµένες επιλογές. Ο δάσκαλος τους 

βοηθάει να ξεκαθαρίσουν τις σκέψεις τους, να τις διατυπώσουν καλύτερα και να 

αναζητήσουν εναλλακτικές λύσεις. Εάν κάποιες λύσεις είναι λανθασµένες ο καθηγητής 
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θέτει αυτές τις λύσεις προς διαπραγµάτευση µέσα στην τάξη. Ο διάλογος που θα 

αναπτυχθεί µεταξύ των διαφόρων οµάδων και του δασκάλου, θα αναγκάσει τους µαθητές 

να οργανώσουν καλύτερα τις σκέψεις τους και ενδεχοµένως να αναζητήσουν εναλλακτικές 

διατυπώσεις προκειµένου να γίνουν πιο κατανοητοί και πιο πειστικοί. 

Ταυτοχρόνως όλο αυτό το κλίµα καλλιεργεί χαρακτηριστικά απαραίτητα για την 

αυτοαξιολόγηση είτε µέσω της προσπάθειας των µαθητών να αξιολογήσουν τις απόψεις 

των συµµαθητών τους, είτε µέσω της προσπάθειας των µαθητών να  ελέγξουν την 

ορθότητα και το ποσοστό αλήθειας των ισχυρισµών που ασκούν κριτική στις δικές τους 

απόψεις. 

 Όπως φαίνεται και από τα παραπάνω, η έµφαση που δίνεται σήµερα στην αξία της 

συνεργατικής µάθησης και της διδασκαλίας σε τάξεις µικτής ικανότητας, δεν στηρίζεται 

µόνο σε δηµοκρατικές και ψυχοπαιδαγωγικές αρχές, ούτε ικανοποιεί µονάχα την ανάγκη 

για συνεργασία και την προσπάθεια για πρόληψη της σχολικής αποτυχίας. Πέρα από αυτά 

τα πολύ σηµαντικά πλεονεκτήµατα της, η συνεργατική µάθηση ιδιαίτερα σε ανοµοιογενείς 

οµάδες, υποβοηθά την ανάπτυξη µεταγνωστικών δεξιοτήτων. Η διερεύνηση του τρόπου 

σκέψης των συνανθρώπων µας και κατ’ επέκταση του εαυτού µας, η οργάνωση και η 

αξιολόγηση των σκέψεων µας, είναι κάποιες από αυτές τις δεξιότητες. Η συνεργατική 

µάθηση µας βοηθά  να µπούµε στην θέση του άλλου, να δούµε τα πράγµατα από µια 

σκοπιά διαφορετική από τη δικιά µας. Αυτό αποτελεί µια εναλλακτική πρόταση για τον 

τρόπο που σκεπτόµαστε και µας προσφέρει  τη δυνατότητα να βελτιώσουµε την οπτική 

γωνία µε την οποία προσεγγίζουµε τα προβλήµατα. 

 Στο ίδιο πλαίσιο κινείται και η αλληλοδιδασκαλία µεταξύ µαθητών η οποία όχι 

µόνο συµβάλλει στη συνεργασία και στην κοινωνικοποίηση, αλλά παρέχει επίσης την 

δυνατότητα στους µαθητές να εξελιχθούν σε καλύτερους “ακροατές” όχι µόνο της σκέψης 

των άλλων αλλά και της δικής τους. 

 Αυτό επιτυγχάνεται βασικά µέσα από το διάλογο, την αλληλεπίδραση και την 

ανατροφοδότηση που δέχονται και δίνουν οι µαθητές στους συµµαθητές τους. Άξιο 

παρατήρησης είναι το γεγονός, ότι οι µαθητές που λειτουργούν ως εκπαιδευτές              

 (  tutors ),  αναγκάζονται να οργανώσουν και να διατυπώσουν λεκτικά τις σκέψεις τους ή 

ακόµη και να τις αναµορφώσουν προκειµένου να γίνουν πιο κατανοητές και αυτή καθεαυτή 

η ενέργεια τους οδηγεί σε αναβαθµισµένη και ανεξάρτητη µάθηση. 

 Χαρακτηριστικά από τα παραπάνω περιβάλλοντα µπορούµε να τα εκµεταλλευτούµε 

ακόµη κι όταν δεν υπάρχει η δυνατότητα για καθαρά συνεργατική µάθηση ή 

αλληλοδιδασκαλία.  
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Για παράδειγµα µια κοινή απορία µεταξύ µαθητών µπορούµε να µην την λύσουµε εµείς 

αλλά να δώσουµε άλλη µια ευκαιρία στους συγκεκριµένους µαθητές να την 

αντιµετωπίσουν από κοινού ή κάποιο λάθος κάποιου µαθητή να µην το διορθώσουµε εµείς 

αλλά να δώσουµε τη δυνατότητα σε έναν, µαθητή που έχει βρει τη σωστή απάντηση να τον 

διορθώσει.  

 

5.5 Εξάσκηση σε στρατηγικές Μελέτης 

 

 Από τη στιγµή που η ανάπτυξη της µεταγνώσης στοχεύει και στην καλλιέργεια 

ικανοτήτων αυτοµάθησης, ο δάσκαλος πρέπει να βοηθήσει τους µαθητές του να 

εξασκηθούν σε στρατηγικές µελέτης όπως ο προγραµµατισµός χρόνου και ενεργειών, η 

οργάνωση και αλληλουχία ιδεών, η σύνδεση των νέων γνώσεων µε τις υπάρχουσες 

γνωστικές δοµές, η ικανότητα να µεταφέρουν γνώσεις, δεξιότητες, στάσεις, αξίες σε άλλες 

καταστάσεις, η επισήµανση βασικών εννοιών και ιδεών σε ένα κείµενο κ.τ.λ 

 Έτσι πριν από κάθε δραστηριότητα, ο µαθητής προγραµµατίζει και οργανώνει 

στρατηγικές και τρόπους επεξεργασίας των δεδοµένων, επιλέγει αρχές και ανακαλεί 

προηγούµενες γνώσεις. Σ’ αυτό το σηµείο αξίζει να σηµειωθεί ότι εφόσον έχουµε σαν 

στόχο µέσω της µεταγνώσης να µάθουµε τα παιδιά πώς να µαθαίνουν, πρέπει να τα 

καθοδηγήσουµε σχετικά µε το πώς να ανατρέχουν στις πηγές της µάθησης και της γνώσης.  

Τέτοιες πηγές µπορεί να είναι έµψυχες ( συµµαθητές, δάσκαλοι κ.τ.λ ) ή και άψυχες όπως 

βιβλία, το τετράδιο µε τις ασκήσεις του µαθήµατος, κάποιο βιβλίο µε προβλήµατα, το 

internet κ.τ.λ Σηµασία έχει να προβληµατίζουµε το παιδί κάθε φορά που αναζητά µια 

πληροφορία για το ποια είναι η καταλληλότερη πηγή για να την αντλήσει. 

 Κατά τη διάρκεια της δραστηριότητας οι µαθητές µοιράζονται µεταξύ τους ή µε το 

δάσκαλο τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν και προσπαθούν να συνειδητοποιήσουν γιατί 

δεν µπορούν να προχωρήσουν. Ακόµα συµµετέχουν ενεργά στη µάθηση διερευνώντας το 

πρόβληµα και συµβάλλοντας µ’ αυτό τον τρόπο στη µεταγνωστική ανάπτυξη αφού µε αυτό 

τον τρόπο εµπλέκονται σε αφαιρετικές νοητικές διεργασίες, όπως η διατύπωση εικασιών, 

προβλέψεων και σχεδιασµών, έλεγχο υποθέσεων γενικεύσεις και συµπεράσµατα. 

 Να τονιστεί, ότι η χρήση του πλαισίου (  context ) για άντληση πληροφοριών και 

εξαγωγή συµπερασµάτων, αποτελεί µεταγνωστική δεξιότητα αφού ο µαθητής καλείται να 

εντοπίσει και να συσχετίσει στοιχεία από το άµεσο περιβάλλον του προβλήµατος, τα οποία 

ενδεχοµένως να µην είναι εµφανή εκ πρώτης όψεως. Η διαδικασία αυτή αναγκάζει το 
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µαθητή να στοχαστεί πάνω στη βαθύτερη έννοια του θέµατος, να κάνει συλλογισµούς και 

υποθέσεις και γενικά να ακολουθήσει ένα επαγωγικό τρόπο σκέψης. 

 Η χρήση του πλαισίου, αποτελεί ένα είδος µικροέρευνας αφού ο µανθάνων καλείται 

να ενεργοποιηθεί για να συλλέξει τα στοιχεία εκείνα που του είναι απαραίτητα για την 

εξεύρεση µιας λύσης. 

 Κατά τη διάρκεια της δραστηριότητας είναι σηµαντικό οι αποφάσεις των µαθητών 

να συνοδεύονται από αιτιολόγηση. Γι’ αυτό οι µαθητές πρέπει να ενθαρρύνονται να 

διερευνούν τις συνέπειες των αποφάσεων τους έτσι ώστε να συλλάβουν την αιτιώδη σχέση 

µεταξύ αποφάσεων και αποτελεσµάτων. Ταυτοχρόνως οι µαθητές οφείλουν να 

αυτοαξιολογούν τον τρόπο σκέψης και δράσης τους µε βάση πολλαπλά κριτήρια όπως 

συντοµία, αποτελεσµατικότητα, ορθότητα, αισθητικό αποτέλεσµα, προσωπική ικανοποίηση 

κ.τ.λ και να δικαιολογούν τις επιλογές τους µε βάση αυτά.   

 Μετά την δραστηριότητα, ο δάσκαλος καλεί τους µαθητές να εξετάσουν κατά πόσο 

επέλεξαν την καταλληλότερη διαδικασία και κατά πόσο άλλες αποτελεσµατικότερες 

διαδικασίες θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν. 

 Όλες αυτές οι δεξιότητες αποσκοπούν στο να αναπτύξουν αυτοεπίγνωση, 

αυτοέλεγχο και αυτορρύθµιση της µάθησης. ∆ηλαδή επιδιώκουν να καταστήσουν τους 

µαθητές ανεξάρτητους στη µάθηση τους και να τους βοηθήσουν να µαθαίνουν πώς να 

µαθαίνουν. Τέλος από την παραπάνω διαδικασία διαφαίνεται ότι η διαδικασία  επίλυσης 

προβλήµατος αποτελεί περιβάλλον ανάπτυξης της µεταγνώσης ακόµα κι όταν οι 

µεταγνωστικές δεξιότητες τις οποίες θέλουµε να καλλιεργήσουµε δεν στοχεύουν 

αποκλειστικά σε µαθηµατικές ικανότητες. 

 

 

5.6 Εντοπισµός Κοµβικών σηµείων 

 

 Τις περισσότερες φορές, ο µαθητής βλέπει το πρόβληµα σαν µια ανεξάρτητη 

οντότητα. ∆εν αναλογίζεται ότι αυτό το πρόβληµα µπορεί να συνδέεται µε άλλα 

προβλήµατα που έχει λύσει στο παρελθόν ή ότι ενδέχεται αυτό το πρόβληµα να συµβάλλει 

στην επιτυχία ή µη της αντιµετώπισης ενός µελλοντικού προβλήµατος. Με τον όρο κοµβικά 

σηµεία εννοούµε σηµεία τα οποία διαδραµάτισαν καθοριστικό ρόλο στην διαδικασία 

επίλυσης ενός προβλήµατος. Τα σηµεία αυτά µπορεί να χαρακτηρίζονται από µια πολύ 

καλή ιδέα, κάποιο λάθος ή κάποια δυσκολία που αντιµετωπίσαµε. Τόσο οι καλές ιδέες, όσο 

και τα λάθη και οι δυσκολίες µπορεί να έχουν να κάνουν µε το γνωστικό αντικείµενο ή µε 
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συµπεριφορές που υιοθετήσαµε τις επίµαχες στιγµές και σίγουρα υπάρχουν διαφορές από 

άτοµο σε άτοµο. 

 Μια καλή ιδέα οφείλεται συνήθως σε προηγούµενες εµπειρίες και σε προγενέστερα 

αποκτηµένη γνώση, ωστόσο κάθε άτοµο έχει τους δικούς του επιτυχηµένους µηχανισµούς 

διαµόρφωσης καλών ιδεών. Στόχος µας δεν είναι να χειραγωγήσουµε τους µαθητές στη 

χρήση ενός “ιδανικού” µοντέλου παραγωγής ιδεών αλλά καλλιεργώντας τις µεταγνωστικές 

δεξιότητες του κάθε µαθητή να ενισχύσουµε τον προσωπικό τρόπο έκφρασης επιτυχηµένων 

ιδεών ή να διαµορφώσουµε έναν που να συνάδει µε τα χαρακτηριστικά του. Έτσι είτε κατά 

τη διάρκεια επίλυσης προβλήµατος, είτε µετά τη λύση του προβλήµατος µπορούµε να 

αναφερθούµε στις καλές ιδέες των µαθητών µας οι οποίες µας βοήθησαν να λύσουµε το 

πρόβληµα. Για να επιτύχουµε όµως ανάπτυξη της µεταγνώσης θα πρέπει η αναφορά σε 

αυτές τις ιδέες να χαρακτηρίζεται από ανάλυση των επιµέρους στοιχείων της σκέψης των 

µαθητών και να κατονοµάζονται συµπεριφορές για τις οποίες ενδεχοµένως οι µαθητές να 

µην έχουν επίγνωση. Πρέπει να καταλάβουν οι µαθητές ότι οι περισσότερες καλές ιδέες 

αποτελούν προϊόν µιας αλληλουχίας συλλογισµών συνειδητών ή ασυνείδητων και όσο πιο 

πολύ κατανοούµε  και ελέγχουµε αυτούς τους συλλογισµούς τόσο αυξάνονται οι καλές 

ιδέες και τόσο λιγότερο τις αποδίδουµε σε ουρανοκατέβατες εµπνεύσεις. Ο εντοπισµός των 

διαδικασιών που οδήγησαν στη δηµιουργία µιας καλής ιδέας συµβάλλει στη διαµόρφωση 

ενός τρόπου σκέψης ο οποίος ενδεχοµένως να µας φανεί χρήσιµος και σε µελλοντικές 

προβληµατικές καταστάσεις.  

Ένα κοµβικό σηµείο µπορεί να χαρακτηρίζεται και από την ύπαρξη ενός λάθους. Τα 

λάθη τις περισσότερες φορές δεν είναι καθόλου τυχαία και κρύβουν κάποια λάθος 

παγιωµένη αντίληψη του µαθητή. Η επιφανειακή προσέγγιση µιας λάθος συµπεριφοράς 

κάθε άλλο παρά λύνει το πρόβληµα. Ο µαθητής πρέπει να εντοπίσει, συνήθως µε τη 

βοήθεια του δασκάλου, όχι µόνο πιο είναι το λάθος αλλά και τις διαδικασίες µέσα από τις 

οποίες οδηγήθηκε σ’ αυτό. Κάποιες λανθασµένες αντιλήψεις και ανεπαρκείς συµπεριφορές 

είναι πολύ πιθανό να έχουν δοµήσει λανθασµένα πρότυπα σκέψης τα οποία εφαρµόζει και 

σε άλλες καταστάσεις. Για παράδειγµα πολλές φορές οι µαθητές γενικεύουν ιδιότητες που 

ισχύουν σε σχέσεις µε ισότητες σε σχέσεις µε ανισότητες. Έτσι επειδή γνωρίζουν ότι αν 

 ( x + 1 ) ( x – 1 ) = 0   τότε x = ± 1, προχωρούν στην αυθαίρετη γενίκευση ότι αν   ( x + 1 ) 

( x – 1 )≤ 0 

τότε x ≤ ± 1. Σε αυτό το σηµείο η απλή διόρθωση της λανθασµένης σχέσης δεν λύνει το 

πρόβληµα. Το πιθανότερο είναι ο µαθητής να επαναλάβει το ίδιο λάθος ή στην καλύτερη 

περίπτωση να αποστηθίσει το σωστό για τη συγκεκριµένη περίπτωση και να επαναλάβει το 
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ίδιο λάθος σε διαφορετική πλην όµως παρόµοια κατάσταση. Ο ρόλος του δασκάλου είναι 

σε πρώτη φάση να ζητήσει από το µαθητή να δικαιολογήσει τη σχέση που διατύπωσε. 

Υπάρχει στη θεωρία ; Την κατασκεύασε µε βάση κάποιους υπολογισµούς ; Την έχει 

επαληθεύσει ; Είναι προϊόν συλλογισµών ή αυθαίρετη γενίκευση επειδή µοιάζει µε κάτι 

που γνωρίζει ; Μήπως κάποιο αντιπαράδειγµα την αναιρεί ; Μήπως την ίδια λάθος 

συµπεριφορά την εφαρµόζω και σε άλλες καταστάσεις ; Τα παραπάνω ερωτήµατα  ( και όχι 

µόνο ) διαµορφώνουν ένα κλίµα µεταγνωστικής ενδοσκόπησης. Η υιοθέτηση ή όχι της 

παραπάνω συµπεριφοράς εξαρτάται από το πόσο θα πείσει για την αποτελεσµατικότητα 

της, γεγονός που συνδέεται µε την επιµονή του δασκάλου στην επανάληψη τέτοιου είδους 

συµπεριφορών και στη σύνδεση των συµπεριφορών αυτών µε τα λάθη και τη διόρθωση 

τους. 

 Τέλος ένα κοµβικό σηµείο ενδέχεται να σχετίζεται µε την ύπαρξη κάποιας 

δυσκολίας. Πολλές φορές η αδυναµία να πετύχουµε αυτό που θέλουµε σχετίζεται µε την 

αδυναµία µας να εντοπίσουµε αυτό που µας δυσκολεύει. Αυτό που µας δυσκολεύει όµως 

µας δείχνει το δρόµο. Εκεί πρέπει να στρέψουµε την προσοχή µας και την σκέψη µας. Ο 

δάσκαλος οφείλει να παροτρύνει τους µαθητές να αναζητούν τις δυσκολίες και τα αίτια 

αυτών. Οφείλει να τους παροτρύνει να εντοπίζουν τι πληροφορία ζητούν τι υλικά 

χρειάζονται και ποιες δεξιότητες τους λείπουν στην προσπάθεια τους να πετύχουν το στόχο 

τους.  

Αυτό βοηθά τους µαθητές να προσδιορίσουν τα όρια µεταξύ του τι γνωρίζουν  και τι δεν 

γνωρίζουν αλλά και τους βοηθά να αποκτήσουν τη δεξιότητα να συλλέγουν τα δεδοµένα 

που χρειάζονται.          

 

5.7 Παράφραση και Επεξεργασία ιδεών 

 

 Ο δάσκαλος µπορεί επίσης να βοηθήσει τους µαθητές να οργανώσουν και να 

εµπλουτίσουν τη σκέψη τους, παραφράζοντας ή επεκτείνοντας τις δικές τους ιδέες και 

συλλογισµούς. Μπορεί ακόµα να παρέµβει οργανώνοντας τις σκέψεις του µαθητή σε πιο 

αποτελεσµατική σειρά, τονίζοντας κάποια σηµεία, ξεκαθαρίζοντας κάποια άλλα και 

δίνοντας βαρύτητα στις ενέργειες του αυτές σε σχέση µε την επίλυση του προβλήµατος. 

 Ο δάσκαλος δηλαδή, βοηθά τους µαθητές να βάλουν σε τάξη τις σκέψεις τους και 

να τους διδάξει αποτελεσµατικότερους τρόπους οργάνωσης και διαχείρισης των 

συλλογισµών τους, µε το να τις ανακατατάσσει την ώρα που τις εκφράζουν ή θέτοντας 

ερωτήσεις και υποβάλλοντας εισηγήσεις που θα τους βοηθήσουν να οργανώσουν καλύτερα 
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τις ιδέες τους. Ακόµα ενθαρρύνονται οι µαθητές µεταξύ τους να υποβάλλουν 

διευκρινιστικές ερωτήσεις ή εισηγήσεις σε συµµαθητές τους που εκφράζουν τις ιδέες τους. 

 Με αυτό τον τρόπο οι µαθητές σταδιακά µαθαίνουν πώς να οργανώνουν  τις 

σκέψεις τους µόνοι τους και πώς να κάνουν ξεκάθαρο αυτό που θέλουν να πουν ώστε να 

επικοινωνούν πιο αποτελεσµατικά και συγχρόνως να αναβαθµίζουν το επίπεδο της σκέψης 

τους. 

  

Οι παραπάνω µέθοδοι ανάπτυξης της µεταγνώσης µπορούν να εµπλουτιστούν 

ανάλογα µε τους ειδικότερους στόχους που έχουµε κάθε φορά. Κάποιες από αυτές τις 

µεθόδους ενδεχοµένως να χρειαστεί να σπάσουνε σε επιµέρους πιο εξειδικευµένα  τµήµατα 

ανάλογα µε τους µαθητές στους οποίους απευθυνόµαστε. Σε κάθε περίπτωση πάντως, 

σύµφωνα και µε τον Schoenfeld, η δηµιουργία  µαθηµατικής κουλτούρας (για παράδειγµα 

εµπλουτισµένης µε τα χαρακτηριστικά των παραπάνω µεθόδων ) είναι ο καλύτερος τρόπος 

για την ανάπτυξη της µεταγνώσης. Συνεπώς, οι παραπάνω µέθοδοι δεν πρέπει να 

προσεγγιστούν σαν ανεξάρτητες διδακτικές παρεµβάσεις, αλλά σαν αναπόσπαστα 

χαρακτηριστικά της διδασκαλίας των µαθηµατικών.         
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ΜΕΡΟΣ ΕΚΤΟ  

 

Έρευνα για το βαθµό ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών κατά τη διάρκεια 

επίλυσης µαθηµατικού προβλήµατος 

 

6.1 Οι Στόχοι της Έρευνας 

 

1. Η ανίχνευση του βαθµού ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών Κατανόησης, 

Σύνδεσης, Στρατηγικής και Αναστοχασµού. 

2. Η σύνδεση του βαθµού ενεργοποίησης των παραπάνω µεταγνωστικών διεργασιών 

µε  την επίδοση των µαθητών στα στάδια επίλυσης του προβλήµατος, δηλ. 

Κατανόηση του Προβλήµατος, Κατάστρωση Σχεδίου Λύσης, Εκτέλεση Σχεδίου και 

Αναδροµική ∆ιερεύνηση. 

3. Η σύνδεση των διαφορετικών ειδών µεταγνωστικών διεργασιών. 

 

6.2 Τα υποκείµενα της έρευνας και ο τρόπος διεξαγωγής της 

 

  Οι µεταγνωστικές διεργασίες έχουν κατηγοριοποιηθεί σε τέσσερα είδη : 

Κατανόησης, Σύνδεσης, Στρατηγικής και Αναστοχασµού µε βάση τα χαρακτηριστικά που 

περιγράψαµε και αναλύσαµε στα προηγούµενα µέρη. Οι µαθητές ήταν από 4 διαφορετικά 

σχολεία ( 1ο Ενιαίο Λύκειο Βριλησσίων, 2ο Ενιαίο Λύκειο Βριλησσίων, Α΄ Αρσάκειο 

Ψυχικού και Εκπαιδευτήρια Καντά ). Η έρευνα εξελίχθηκε κατά τους µήνες Μάιο και 

Ιούνιο του 2004. Στους µαθητές δόθηκαν δυο έργα. Το πρώτο ήταν ένα µαθηµατικό 

πρόβληµα µε το οποίο µπορούσαν να ασχοληθούν µόνοι τους στο σπίτι όση ώρα εκείνοι 

επιθυµούσαν και το δεύτερο ήταν ένα ερωτηµατολόγιο το οποίο είχε ερωτήσεις οι οποίες 

ανίχνευαν την ικανότητα ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών σχετικών µε το 

πρόβληµα που είχαν µελετήσει στο σπίτι. Το ερωτηµατολόγιο το συµπλήρωναν στην τάξη 

παρουσία του καθηγητή περίπου µια εβδοµάδα µετά την εµπειρία του πρώτου έργου. Η 

διάρκεια συµπλήρωσης του δεύτερου έργου κυµαινόταν από 35 µέχρι 45 λεπτά. Στην 

έρευνα έλαβαν συνολικά µέρος 65 µαθητές ( 26 κορίτσια και 39 αγόρια ) των οποίων οι 

επιδόσεις στην Άλγεβρα στις Πανελλήνιες εξετάσεις, κυµαίνονταν από 14,3 µέχρι 19,1.   
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6.3 Πρώτο έργο. 

 

∆ιαβάστε προσεκτικά την παρακάτω εκφώνηση . 

Προσπαθήστε να λύσετε το πρόβληµα. Ακόµη κι αν δεν καταφέρετε να καταλήξετε σε 

µια ολοκληρωµένη απάντηση, γράψτε οποιαδήποτε σκέψη ή υπολογισµό που κάνατε. 

Προσπαθήστε να γράφετε αυτά που σκέφτεστε. Άµα κάτι που γράψατε το θεωρείτε 

λάθος ή περιττό βάλτε το σε κύκλο. Σε καµία περίπτωση δεν πρέπει να το σβήσετε ή 

να το µουτζουρώσετε.   

 

Το σχολείο σας ενδιαφέρεται να πάει 5ήµερη εκδροµή. Το 15µελές έχει καταλήξει σε 3 

προσφορές. Η προσφορά του πρώτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 500 

ευρώ και 100 ευρώ για κάθε µαθητή. Η προσφορά του δεύτερου ταξιδιωτικού γραφείου 

χρεώνει το σχολείο µε 800 ευρώ και 120 ευρώ για κάθε µαθητή. Η προσφορά του τρίτου 

ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 3000 ευρώ και αφαιρεί από το ποσό αυτό 100 

ευρώ για κάθε µαθητή. Ποιο ταξιδιωτικό γραφείο σας συµφέρει να επιλέξετε ; Ένα τέταρτο 

ταξιδιωτικό γραφείο σας δίνει τη δυνατότητα να προτείνετε εσείς µια προσφορά υπό την 

προϋπόθεση ότι η προσφορά αυτή θα είναι συνδυασµός µόνo των παραπάνω 3 προσφορών. 

Ποια θα ήταν η προσφορά σας ; 

 

6.4 ∆εύτερο έργο. 

 

Σχολείο : ………………………………… 

Φύλο :……………………………………. 

Βαθµός Εξετάσεων στην Άλγεβρα Β΄ Λυκείου :…………… 

 

1.Βάλτε σε σειρά ανάλογα µε τη σειρά εκτέλεσης, τις παρακάτω δραστηριότητες. 

Όταν διαβάζω µια εκφώνηση επιδιώκω : 

Α) Να αντιληφθώ αν µοιάζει µε κάποια άσκηση που γνωρίζω. 

Β) Να αντιληφθώ τις διαφορές της από άλλες παρόµοιες ασκήσεις. 

Γ) Να αντιληφθώ το ρόλο-ερµηνεία σηµαντικών λέξεων της εκφώνησης. 

∆) Να αντιληφθώ τις µαθηµατικές έννοιες που εµπλέκονται. 

 

……………………………………………………………………… 
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2.Στο παρακάτω ερώτηµα επιλέξτε τη πιο σηµαντική από τις προτεινόµενες επιλογές. 

Όταν δυσκολεύοµαι να ξεκαθαρίσω ποια είναι τα δεδοµένα και ποια είναι τα 

ζητούµενα : 

Α) Ψάχνω λέξεις κλειδιά. 

Β) ∆ιαβάζω πολλές φορές την εκφώνηση µέχρι να τα ξεκαθαρίσω. 

Γ) Σκέφτοµαι πως θα λύσω την άσκηση και τα ξεκαθαρίζω στην πορεία. 

∆) Ξεκαθαρίζω τα δεδοµένα και τα ζητούµενα µέσα από τους υπολογισµούς και την 

επεξεργασία που θα κάνω.   

 

3.∆ιαβάστε προσεκτικά την παρακάτω εκφώνηση και απαντήστε στα ερωτήµατα που 

ακολουθούν. ∆εν είναι απαραίτητο να λύσετε το πρόβληµα. 

Το σχολείο σας ενδιαφέρεται να πάει 5ήµερη εκδροµή. Το 15µελές έχει καταλήξει 

σε 3 προσφορές. Η προσφορά του πρώτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το 

σχολείο µε 500 ευρώ και 100 ευρώ για κάθε µαθητή. Η προσφορά του δεύτερου 

ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 800 ευρώ και 120 ευρώ για κάθε 

µαθητή. Η προσφορά του τρίτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 3000 

ευρώ και αφαιρεί από το ποσό αυτό 100 ευρώ για κάθε µαθητή. Ποιο ταξιδιωτικό 

γραφείο σας συµφέρει να επιλέξετε ; Ένα τέταρτο ταξιδιωτικό γραφείο σας δίνει τη 

δυνατότητα να προτείνετε εσείς µια προσφορά υπό την προυπόθεση ότι η προσφορά 

αυτή θα είναι συνδυασµός µόνo των παραπάνω 3 προσφορών. Ποια θα ήταν η 

προσφορά σας ; 

 

3.1 Ποιες φράσεις της εκφώνησης είναι περιττές κατά τη γνώµη σας ;  

( Επιλέξτε τις µε υπογράµµιση ) 

 

3.2 Το παραπάνω πρόβληµα έχει να κάνει κυρίως µε : 

Α) Εύρεση µεγίστου – ελαχίστου. 

Β) Σύγκριση συναρτήσεων. 

Γ) Επίλυση εξισώσεων. 

∆) Εύρεση ριζών. 

 

Πως το καταλάβατε ; 

……………………………………………………………………………………………… 
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3.3 Πόσο σίγουροι είσαστε ότι καταλάβατε την παραπάνω εκφώνηση ; Βαθµολογήστε 

τον εαυτό σας κυκλώνοντας µια από τις παρακάτω επιλογές. 

 

Α. Ελάχιστα  Β. Μέτρια  Γ. Καλά  ∆. Τέλεια  

 

4. Σχεδιάστε µια εικόνα ( γραφική παράσταση ) και γράψτε µια σχέση ( τύπο, 

εξίσωση)  οι οποίες να αναπαριστούν τη φράση : 

Η προσφορά του πρώτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 500 ευρώ και 100 

ευρώ για κάθε µαθητή. 

 

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………… 

5. “Η προσφορά του τρίτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 3000 ευρώ 

και αφαιρεί από το ποσό αυτό 100 ευρώ για κάθε µαθητή”.Ένας µαθητής αναπαριστά 

την παραπάνω έκφραση µε τη σχέση : Προσφορά = 100 + 3000x .Πιστεύετε ότι έχει 

κάνει λάθος ; Αν ναι, για ποιο λόγο πιστεύετε ότι έκανε αυτό το λάθος ; 

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………… 

 6. Γράψτε  ένα πρόβληµα του οποίου η λύση να εξαρτάται  από τη θέση των 

παρακάτω ευθειών. Συµπληρώστε το σχήµα µε ότι άλλο χρειάζεστε. 
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………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………… 

 

7. Βάλτε σε σειρά, ανάλογα µε τη σειρά εκτέλεσης τις παρακάτω επιλογές. 

Α) Εντοπίζω γιατί το συγκεκριµένο πρόβληµα µοιάζει ή διαφέρει µε άλλα που έχω 

λύσει παλαιότερα. 

Β) Εντοπίζω τη θεωρία που εµπλέκεται στην άσκηση. 

Γ) Ξεκαθαρίζω ποια είναι τα δεδοµένα και ποια είναι τα ζητούµενα, όπως επίσης 

και ποιες άλλες µορφές θα µπορούσαν αυτά να έχουν. 

∆) Αναζητώ οµοιότητες και διαφορές του προβλήµατος που έχω να λύσω µε άλλα 

που έχω λύσει παλαιότερα. 

 

 

………………………………………………………………………………… 

 

 

8. Ποια από τις παρακάτω ιδιότητες θα προτιµούσατε να αποκτήσετε ;  

( Επιλέξτε µόνο µια ). 

Α) Να ξέρω απ’ έξω όλο το βιβλίο των µαθηµατικών. 

Β) Να ξέρω απ’ έξω τις λύσεις 1000 ασκήσεων. 

Γ) Να ξέρω απ’ έξω τις λύσεις 500 ασκήσεων και να µπορώ πάντα να διακρίνω τις 

οµοιότητες και τις διαφορές των άλλων ασκήσεων από αυτές. 

∆) Να µπορώ να διακρίνω τις οµοιότητες και τις διαφορές και να καταλαβαίνω γιατί 

αυτές υπάρχουν. 

Γιατί επιλέξατε τη συγκεκριµένη απάντηση ; 

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………… 
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9. Ποια από τις παρακάτω ιδιότητες θα προτιµούσατε να αποκτήσετε ;  

( Επιλέξτε µόνο µια ). 

Α) Να ξέρω τέλεια µια µέθοδο επίλυσης προβλήµατος. 

Β) Να ξέρω τις λύσεις 10.000 προβληµάτων. 

Γ) Να ξέρω πότε να εφαρµόζω µια µέθοδο επίλυσης προβλήµατος. 

∆) Να ξέρω για 50 µεθόδους επίλυσης προβλήµατος πως και πότε να τις εφαρµόζω. 

Γιατί επιλέξατε τη συγκεκριµένη απάντηση ; 

………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………… 

 

10.Βάλτε σε σειρά από το περισσότερο στο λιγότερο σηµαντικό, τις παρακάτω  

επιλογές. 

Α) Αξιολόγηση των πιθανών σχεδίων λύσης µε αιτιολόγηση. 

Β) Οργάνωση των δεδοµένων µε βάση το επιλεγµένο σχέδιο λύσης. 

Γ) Ποια είναι τα πιθανά σχέδια λύσης. 

∆) ∆ιαχείριση – επεξεργασία των δεδοµένων. 

 

………………………………………………………………………………………… 

11. Ένας  µαθητής γνωρίζει να υπολογίζει το εµβαδόν τριγώνου και το εµβαδόν 

παραλληλογράµµου. Θέλει να υπολογίσει το εµβαδόν ενός τραπεζίου και δεν γνωρίζει 

τον αντίστοιχο τύπο. Μπορείτε να του θέσετε ερωτήσεις µε τέτοια σειρά έτσι ώστε οι 

απαντήσεις να τον οδηγούν στη λύση ; Ποιες θα ήταν αυτές ; 

………………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………… 

 

12. Έχουµε τις συναρτήσεις  f ( x ) = 500 + 100x  και g ( x ) = 3000 – 100x. Θέλουµε να 

συγκρίνουµε τις δυο συναρτήσεις. Να γράψετε 2 τρόπους αντιµετώπισης του 

παραπάνω θέµατος. Σε ποια περίπτωση θα επιλέγατε τον κάθε τρόπο και γιατί ; 

 

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………… 
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13. Να κάνετε την  αντιστοίχηση των στοιχείων της στήλης Α µε ένα  µόνο από τα 

στοιχεία της  

στήλης Β. 

 

Στήλη Α.       Στήλη Β. 

 

1.( ( x + 1 ) ( x 3 ) ) ΄ = ( x + 1 ) ΄ ( x 3 ) ΄                               A. Έχει νόηµα αυτό   που   

κάνω ;           

 

 

 

2.g ( a ) = 3 a 2 + x 2 ⇒ g ΄ ( a ) = 2x             B. Μήπως να κάνω επαλήθευση; 

 

 

 

3. 6 x 2 +3 x + k = 3 x ( 2 x + 1 + k )                                     C. Ποια είναι η µεταβλητή;                    

     

  

 

4..…( x – 4 ) ( x – 3.3 ) = 0, οπότε οι              D. Τι ξέρω από τη θεωρία;  

µαθητές που πέρασαν την τάξη θα  

είναι αντίστοιχα 4 ή 3.3.                                                          

 

 

14.Έστω x = y. Τότε θα έχουµε : 

 x x = y x 

x2 = x y 

x2 – y2 = x y – y2 

( x –y ) ( x + y ) = y ( x –y ) 

x + y = y 

2y = y  

2 = 1. 
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Που είναι το λάθος ; Να αναφέρεται 2 « συνήθειες » τις οποίες πρέπει να 

αποκτήσει ο παραπάνω µαθητής προκειµένου να µην ξανακάνει τέτοιου είδους 

λάθη. 

………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………. 

 

15. Όταν ένας µαθητής έχει ολοκληρώσει µε επιτυχία την επίλυση ενός προβλήµατος, 

ποια από τα παρακάτω  θεωρείς ότι είναι σωστό ή λάθος  να πραγµατοποιήσει  άµεσα, 

προκειµένου να βελτιωθεί κι άλλο .  

 

Α) Να λύσει κι άλλα δυσκολότερα προβλήµατα. 

 

Β) Να εξετάσει το ίδιο πρόβληµα αλλάζοντας κάποια στοιχεία του. 

 

Γ) Να διαβάσει νέες µαθηµατικές θεωρίες. 

 

∆) Να ξαναδεί τα λάθη που έκανε. 

 

Ε) Να ξαναδεί τις καλές ιδέες που είχε. 

 

Ζ) Να αποφύγει αλλαγές στην εκφώνηση, διότι έτσι, όχι µόνο δεν εµβαθύνει αλλά 

αντιθέτως αλλοιώνει τις µαθηµατικές έννοιες. 

 

Η) Να αιτιολογήσει γιατί κάποιες ιδέες του ήταν σωστές και γιατί κάποιες άλλες 

λάθος. 

 

Θ) Να αποφύγει ενέργειες που δεν του προτείνει ο καθηγητής του. 

 

ΣΤ) Να αποφύγει τη µελέτη παραπλήσιων περιπτώσεων, διότι έτσι τα δίκτυα του 

εγκεφάλου του θα δυσκολευθούν να καταγράψουν τις καινούργιες έννοιες. 
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6.5 Ποσοτική ανάλυση και σχολιασµός του πρώτου έργου της έρευνας 

  

 Σχετικά µε το πρώτο έργο, το οποίο είχε να κάνει µε επίλυση προβλήµατος τα 

αποτελέσµατα ήταν απογοητευτικά. Οι µαθητές χωρίστηκαν σε τρεις  κατηγορίες. 

Η πρώτη κατηγορία ( 15 µαθητές ) δεν ασχολήθηκε καθόλου µε το πρόβληµα 

προβάλλοντας διαφόρων ειδών δικαιολογίες. Οι συγκεκριµένοι µαθητές εκτός από έλλειψη 

κινήτρων για επίλυση του προβλήµατος είναι πολύ πιθανό να είχαν και χαµηλή εκτίµηση 

των δυνατοτήτων τους. 

 Η δεύτερη κατηγορία ( 20 µαθητές ), ασχολήθηκε µε το πρόβληµα, διατύπωσε τις 

σωστές εξισώσεις και κάποιον υποτυπώδη σχεδιασµό τον οποίο όµως δεν υλοποίησε. Είναι 

πολύ πιθανό και αυτή η οµάδα µαθητών να µην πίστευε ότι θα µπορούσε τελικά να λύσει 

ολοκληρωµένα το πρόβληµα. 

 Η τρίτη κατηγορία ( 30 µαθητές ), ασχολήθηκε περισσότερο µε το πρόβληµα, 

διατύπωσε τις σωστές εξισώσεις και εφάρµοσε έναν στοιχειώδη σχεδιασµό µέσω του 

οποίου ο στόχος ήταν να αποκλειστούν κάποιες επιλογές και να µείνει στο τέλος µόνο µια. 

Προκειµένου να επιτύχουν αυτό το στόχο πειραµατίστηκαν µε συγκεκριµένα νούµερα τα 

οποία αντιστοιχούσαν στο πλήθος των µαθητών. Στην ιδανικότερη περίπτωση κατάφεραν 

να αποκλείσουν τη µια προσφορά.  ∆εν υπήρξε από κανένα µαθητή εφαρµογή 

εναλλακτικού σχεδίου το οποίο θα στηριζόταν στα συµπεράσµατα της πρώτης 

αποτυχηµένης προσπάθειας και κανένας µαθητής δεν προσέγγισε το πρόβληµα γραφικά. Οι 

µαθητές της τελευταίας κατηγορίας στο ερωτηµατολόγιο είχαν σηµειώσει ελαφρώς 

καλύτερες επιδόσεις από τις υπόλοιπες κατηγορίες. 

 

6.6 Ποσοτική ανάλυση και σχολιασµός του δευτέρου έργου της έρευνας  

 

Οι ερωτήσεις 1, 2, 3, 4, 5, 6 στοχεύουν σε µεταγνωστικές διεργασίες Κατανόησης, 

οι 7, 8, 9  στοχεύουν σε  διεργασίες Σύνδεσης, οι  10, 11, 12, 13 στοχεύουν σε  διεργασίες 

Στρατηγικής και οι ερωτήσεις 14, 15 στοχεύουν σε µεταγνωστικές διεργασίες  

Αναστοχασµού. Τα αποτελέσµατα συνοψίζονται παρακάτω. Οι σωστές  απαντήσεις σε όλα 

τα ερωτήµατα είναι  γραµµένες µε έντονο µαύρο.  
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1.Βάλτε σε σειρά ανάλογα µε τη σειρά εκτέλεσης, τις παρακάτω δραστηριότητες. 

Όταν διαβάζω µια εκφώνηση επιδιώκω : 

Α) Να αντιληφθώ αν µοιάζει µε κάποια άσκηση που γνωρίζω. 

Β) Να αντιληφθώ τις διαφορές της από άλλες παρόµοιες ασκήσεις. 

Γ) Να αντιληφθώ το ρόλο-ερµηνεία σηµαντικών λέξεων της εκφώνησης. 

∆) Να αντιληφθώ τις µαθηµατικές έννοιες που εµπλέκονται. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.Στο παρακάτω ερώτηµα επιλέξτε τη πιο σηµαντική από τις προτεινόµενες επιλογές. 

Όταν δυσκολεύοµαι να ξεκαθαρίσω ποια είναι τα δεδοµένα και ποια είναι τα 

ζητούµενα : 

Α) Ψάχνω λέξεις κλειδιά. 

Β) ∆ιαβάζω πολλές φορές την εκφώνηση µέχρι να τα ξεκαθαρίσω. 

Γ) Σκέφτοµαι πως θα λύσω την άσκηση και τα ξεκαθαρίζω στην πορεία. 

∆) Ξεκαθαρίζω τα δεδοµένα και τα ζητούµενα µέσα από τους υπολογισµούς και την 

επεξεργασία που θα κάνω.   

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

ΑΠΟΛΥΤΗ 

ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

ΣΧΕΤΙΚΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

% 

Γ, ∆, Α, Β 15 23,09 

∆, Γ, Α, Β 30 46,15 

Α, Γ, ∆, Β 20 30,76 

ΣΥΝΟΛΟ 65 100 

Γ , ∆ , Α , Β
23%

∆ , Γ , Α , Β
46%

Α , Γ , ∆ , Β
31%

Γ , ∆ , Α , Β
∆ , Γ , Α , Β
Α , Γ , ∆ , Β
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

ΑΠΟΛΥΤΗ 

ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

ΣΧΕΤΙΚΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

% 

Α 0 0 

Β 45 69,23 

Γ 5 7,69 

∆ 15 23,07 

ΣΥΝΟΛΟ 65 100 

 

Α
0%

Β
69%

Γ
8%

∆
23%

Α
Β
Γ
∆

 
 

3.∆ιαβάστε προσεκτικά την παρακάτω εκφώνηση και απαντήστε στα ερωτήµατα που 

ακολουθούν. ∆εν είναι απαραίτητο να λύσετε το πρόβληµα. 

Το σχολείο σας ενδιαφέρεται να πάει 5ήµερη εκδροµή. Το 15µελές έχει καταλήξει 

σε 3 προσφορές. Η προσφορά του πρώτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το 

σχολείο µε 500 ευρώ και 100 ευρώ για κάθε µαθητή. Η προσφορά του δεύτερου 

ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 800 ευρώ και 120 ευρώ για κάθε 

µαθητή. Η προσφορά του τρίτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 3000 

ευρώ και αφαιρεί από το ποσό αυτό 100 ευρώ για κάθε µαθητή. Ποιο ταξιδιωτικό 

γραφείο σας συµφέρει να επιλέξετε ; Ένα τέταρτο ταξιδιωτικό γραφείο σας δίνει τη 

δυνατότητα να προτείνετε εσείς µια προσφορά υπό την προυπόθεση ότι η προσφορά 

αυτή θα είναι συνδυασµός µόνo των παραπάνω 3 προσφορών. Ποια θα ήταν η 

προσφορά σας ; 

3.1 Ποιες φράσεις της εκφώνησης είναι περιττές κατά τη γνώµη σας ;  

( Επιλέξτε τις µε υπογράµµιση ) 
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ΣΧΟΛΙΑ : Στο παραπάνω ερώτηµα σχεδόν όλοι οι µαθητές υπογράµµισαν τις δυο πρώτες 

γραµµές. Μια µικρή µειοψηφία, περίπου 7-8 µαθητές υπογράµµισαν µεµονωµένες λέξεις 

από αυτές τις δυο γραµµές. Χωρίς συνέντευξη µε τους παραπάνω µαθητές είναι δύσκολο να 

αιτιολογήσουµε γιατί επέλεξαν να υπογραµµίσουν µόνο αυτές τις λέξεις και όχι ολόκληρες 

τις προτάσεις.  

 

3.2 Το παραπάνω πρόβληµα έχει να κάνει κυρίως µε : 

Α) Εύρεση µεγίστου – ελαχίστου. 

Β) Σύγκριση συναρτήσεων. 

Γ) Επίλυση εξισώσεων. 

∆) Εύρεση ριζών. 

Πως το καταλάβατε ; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

ΑΠΟΛΥΤΗ 

ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

ΣΧΕΤΙΚΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

% 

Α 15 23,07 

Β 50 76,92 

ΣΥΝΟΛΟ 65 100 

 

Α
23%

Β
77%

Α
Β

 
ΣΧΟΛΙΑ : Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι πολλοί µαθητές που επέλεξαν το Α έχουν 

εντοπίσει την ανάγκη για τη σύγκριση συναρτήσεων ωστόσο το ότι η εκφώνηση τους 

ζητάει την πιο συµφέρουσα προσφορά  ( µικρότερη τιµή ), φαίνεται ότι τους παρέσυρε.   

3.3 Πόσο σίγουροι είσαστε ότι καταλάβατε την παραπάνω εκφώνηση ; Βαθµολογήστε 

τον εαυτό σας κυκλώνοντας µια από τις παρακάτω επιλογές. 

 

Α. Ελάχιστα  Β. Μέτρια  Γ. Καλά  ∆. Τέλεια  
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ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

ΑΠΟΛΥΤΗ 

ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

ΣΧΕΤΙΚΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

% 

ΕΛΑΧΙΣΤΑ 0 0 

ΜΕΤΡΙΑ 20 30,76 

ΚΑΛΑ 25 38,46 

ΤΕΛΕΙΑ 20 30,76 

ΣΥΝΟΛΟ 65 100 

 

ΕΛΑΧΙΣΤΑ
0%

ΜΕΤΡΙΑ
31%

ΚΑΛΑ
38%

ΤΕΛΕΙΑ
31% ΕΛΑΧΙΣΤΑ

ΜΕΤΡΙΑ
ΚΑΛΑ
ΤΕΛΕΙΑ

 
 

 

4. Σχεδιάστε µια εικόνα ( γραφική παράσταση ) και γράψτε µια σχέση ( τύπο, 

εξίσωση)  οι οποίες να αναπαριστούν τη φράση : 

Η προσφορά του πρώτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 500 ευρώ και 100 

ευρώ για κάθε µαθητή. 

  

ΣΧΟΛΙΑ : Στην ερώτηση αυτή όλοι οι µαθητές έγραψαν µε επιτυχία µια σχέση χωρίς 

όµως να σχολιάσει κανείς τις τιµές που µπορεί να πάρει το x. Το τοπίο ξεκαθάρισε µε το 

γράφηµα, όπου µόνο οι 30 από τους 65 έλαβαν υπόψη τους στο σχεδιασµό ότι το x 

αναπαριστά µαθητές και πρέπει να είναι µεγαλύτερο από το µηδέν. 
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5. “Η προσφορά του τρίτου ταξιδιωτικού γραφείου χρεώνει το σχολείο µε 3000 ευρώ 

και αφαιρεί από το ποσό αυτό 100 ευρώ για κάθε µαθητή”.Ένας µαθητής αναπαριστά 

την παραπάνω έκφραση µε τη σχέση : Προσφορά = 100 + 3000x .Πιστεύετε ότι έχει 

κάνει λάθος ; Αν ναι, για ποιο λόγο πιστεύετε ότι έκανε αυτό το λάθος ; 

 

ΣΧΟΛΙΑ : Στο ερώτηµα αυτό όλοι βρήκαν το λάθος. Άλλοι προτίµησαν να το 

περιγράψουν µόνο µε λόγια ( περίπου οι µισοί ) και άλλοι εκτός από λόγια χρησιµοποίησαν 

και την αντίστοιχη εξίσωση. Αυτοί που χρησιµοποίησαν και την εξίσωση διατύπωσαν τους 

ισχυρισµούς τους µε µεγαλύτερη σαφήνεια και λιγότερα λόγια. 

 

6. Γράψτε  ένα πρόβληµα του οποίου η λύση να εξαρτάται  από τη θέση των παρακάτω 

ευθειών. Συµπληρώστε το σχήµα µε ότι άλλο χρειάζεστε. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

ΣΧΟΛΙΑ : Στο ερώτηµα αυτό κανένας µαθητής δεν έγραψε πρόβληµα. Όλοι έγραψαν 

ασκήσεις υπολογιστικού χαρακτήρα παρόµοιες µε αυτές που έχουν συναντήσει στη 

σχολική τους ζωή όπως εύρεση σηµείου τοµής ευθειών, υπολογισµός των εξισώσεων των 

ευθειών και υπολογισµοί διαφόρων εµβαδών που σχηµατίζονται.  

 

7. Βάλτε σε σειρά, ανάλογα µε τη σειρά εκτέλεσης τις παρακάτω επιλογές. 

Α) Εντοπίζω γιατί το συγκεκριµένο πρόβληµα µοιάζει ή διαφέρει µε άλλα που έχω 

λύσει παλαιότερα. 

Β) Εντοπίζω τη θεωρία που εµπλέκεται στην άσκηση. 

Γ) Ξεκαθαρίζω ποια είναι τα δεδοµένα και ποια είναι τα ζητούµενα, όπως επίσης 

και ποιες άλλες µορφές θα µπορούσαν αυτά να έχουν. 

∆) Αναζητώ οµοιότητες και διαφορές του προβλήµατος που έχω να λύσω µε άλλα 

που έχω λύσει παλαιότερα. 
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ΣΧΟΛΙΑ : Η συγκεκριµένη ερώτηση φαίνεται ότι προβληµάτισε αρκετά τους µαθητές αν 

κρίνουµε από τις αλλεπάλληλες διορθώσεις και µουτζούρες των ερωτηµατολογίων τους. 

Σαν σωστότερη απάντηση θεωρούµε τη σειρά Γ, Β, ∆, Α την οποία µόνο 10 µαθητές 

έδωσαν. Οι υπόλοιποι έχουν διασκορπιστεί σχεδόν σε ίσα ποσοστά στους συνδυασµούς Β, 

Γ, Α, ∆ και Γ, Β, Α, ∆. Το πιθανότερο είναι η δυσκολία να προέκυψε από την αδυναµία 

κατανόησης  της διαφοράς ανάµεσα στο Α και το ∆.  

 

8. Ποια από τις παρακάτω ιδιότητες θα προτιµούσατε να αποκτήσετε ;  

( Επιλέξτε µόνο µια ). 

Α) Να ξέρω απ’ έξω όλο το βιβλίο των µαθηµατικών. 

Β) Να ξέρω απ’ έξω τις λύσεις 1000 ασκήσεων. 

Γ) Να ξέρω απ’ έξω τις λύσεις 500 ασκήσεων και να µπορώ πάντα να διακρίνω τις 

οµοιότητες και τις διαφορές των άλλων ασκήσεων από αυτές. 

∆) Να µπορώ να διακρίνω τις οµοιότητες και τις διαφορές και να καταλαβαίνω γιατί 

αυτές υπάρχουν. 

Γιατί επιλέξατε τη συγκεκριµένη απάντηση ; 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

ΑΠΟΛΥΤΗ 

ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

ΣΧΕΤΙΚΗ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 

% 

Α 15 23,07 

Β 0 0 

Γ 40 61,53 

∆ 10 15,38 

ΣΥΝΟΛΟ 65 100 

 

Α
23%

Β
0%

Γ
62%

∆
15%

Α
Β
Γ
∆
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9. Ποια από τις παρακάτω ιδιότητες θα προτιµούσατε να αποκτήσετε ;  

( Επιλέξτε µόνο µια ). 

Α) Να ξέρω τέλεια µια µέθοδο επίλυσης προβλήµατος. 

Β) Να ξέρω τις λύσεις 10.000 προβληµάτων. 

Γ) Να ξέρω πότε να εφαρµόζω µια µέθοδο επίλυσης προβλήµατος. 

∆) Να ξέρω για 50 µεθόδους επίλυσης προβλήµατος πως και πότε να τις εφαρµόζω. 

Γιατί επιλέξατε τη συγκεκριµένη απάντηση ; 

 

ΣΧΟΛΙΑ : Στο ερώτηµα αυτό, οι µισοί επέλεξαν το ∆ που θεωρούµε και σωστότερη 

απάντηση και οι άλλοι µισοί το Γ. Φαίνεται πως αυτοί που επέλεξαν το Γ αδιαφορούν για 

το πώς εφαρµόζεται µια µέθοδος, όπως και σε προηγούµενα ερωτήµατα στα οποία υπήρχε 

αδιαφορία για το γιατί ενεργούµε όπως ενεργούµε έτσι και εδώ η πλειοψηφία ενδιαφέρεται 

απλώς να µπορεί να γράψει τη λύση.   

 

 

10.Βάλτε σε σειρά από το περισσότερο στο λιγότερο σηµαντικό, τις παρακάτω  

επιλογές. 

Α) Αξιολόγηση των πιθανών σχεδίων λύσης µε αιτιολόγηση. 

Β) Οργάνωση των δεδοµένων µε βάση το επιλεγµένο σχέδιο λύσης. 

Γ) Ποια είναι τα πιθανά σχέδια λύσης. 

∆) ∆ιαχείριση – επεξεργασία των δεδοµένων. 

 

ΣΧΟΛΙΑ : Στο ερώτηµα αυτό θεωρούµε σωστή απάντηση τη σειρά Γ, Α, Β, ∆ . Η 

συντριπτική πλειοψηφία ( δηλαδή όλοι εκτός από 2 -3 άτοµα ) έχουν δώσει σαν σωστή 

απάντηση τη ∆ , Γ, Α, Β. Ίσως τα δεδοµένα στα οποία αναφέρεται το ∆ να τους παρέσυρε 

καθώς αυτοί θα είχαν στο νου τους ότι πρώτα κοιτάµε τα δεδοµένα κ.τ.λ Η προσέγγιση 

πάντως από σχετικά καλούς µαθητές είναι αρκετά επιφανειακή και υποδηλώνει άγνοια 

τόσο για τα στάδια επίλυσης προβλήµατος όσο και για οποιαδήποτε έννοια στρατηγικής. 

 

11. Ένας  µαθητής γνωρίζει να υπολογίζει το εµβαδόν τριγώνου και το εµβαδόν 

παραλληλογράµµου. Θέλει να υπολογίσει το εµβαδόν ενός τραπεζίου και δεν γνωρίζει 

τον αντίστοιχο τύπο. Μπορείτε να του θέσετε ερωτήσεις µε τέτοια σειρά έτσι ώστε οι 

απαντήσεις να τον οδηγούν στη λύση ; Ποιες θα ήταν αυτές ; 
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ΣΧΟΛΙΑ : Στο ερώτηµα αυτό όλοι οι µαθητές τα πήγαν αναπάντεχα καλά. Οι ερωτήσεις 

που έθεσαν ήταν αρκετά εύστοχες και αποτελεσµατικές. Όλοι σκέφτηκαν µε βάση το 

σχήµα και µε βάση αυτό κατασκεύασαν τις ερωτήσεις τους. Το γεγονός ότι το περιβάλλον 

της άσκησης τους έδινε τη δυνατότητα να σκεφτούν “εικονικά” φαίνεται ότι έπαιξε 

καταλυτική σηµασία. Ενδεικτικά αναφέρουµε τις ερωτήσεις µιας µαθήτριας. 

 

 

1. Πως µπορείς να χωρίσεις το τραπέζιο σε τµήµατα µε γνωστά εµβαδά ; 

2. Τι πρέπει να κάνεις για να βρεις στοιχεία για τα επιµέρους αυτά τµήµατα του 

τραπεζίου ; 

3. Πως θα βρεις τα επιµέρους εµβαδά ; 

4. Πως θα βρεις το συνολικό εµβαδόν ; 

  

12. Έχουµε τις συναρτήσεις  f ( x ) = 500 + 100x  και g ( x ) = 3000 – 100x. Θέλουµε να 

συγκρίνουµε τις δυο συναρτήσεις. Να γράψετε 2 τρόπους αντιµετώπισης του 

παραπάνω θέµατος. Σε ποια περίπτωση θα επιλέγατε τον κάθε τρόπο και γιατί ; 

 

ΣΧΟΛΙΑ : Εδώ 45 µαθητές αναφέρονται  µόνο σε επίλυση ανίσωσης  και 20 σε επίλυση 

ανίσωσης και γραφική παράσταση. Από τις αιτιολογήσεις που παραθέτουν γίνεται σαφές 

ότι ακόµα και αυτοί που γνωρίζουν δυο τρόπους επίλυσης δεν έχουν προσωπική άποψη για 

το πότε και γιατί εφαρµόζουµε τον κάθε τρόπο. 

 

13. Να κάνετε την  αντιστοίχηση των στοιχείων της στήλης Α µε ένα  µόνο από τα 

στοιχεία της  

στήλης Β. 

 

Στήλη Α.       Στήλη Β. 

 

1.( ( x + 1 ) ( x 3 ) ) ΄ = ( x + 1 ) ΄ ( x 3 ) ΄                               A. Έχει νόηµα αυτό   που   

κάνω ;           
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2.g ( a ) = 3 a 2 + x 2 ⇒ g ΄ ( a ) = 2x             B. Μήπως να κάνω                                           

                                                                                                    επαλήθευση ;                                              

 

 

3. 6 x 2 +3 x + k = 3 x ( 2 x + 1 + k )                                     C. Ποια είναι η µεταβλητή;                    

     

  

 

4..…( x – 4 ) ( x – 3.3 ) = 0, οπότε οι              D. Τι ξέρω από τη θεωρία ; 

µαθητές που πέρασαν την τάξη θα  

είναι αντίστοιχα 4 ή 3.3.                                                          

 

ΣΧΟΛΙΑ :Στη συγκεκριµένη ερώτηση θεωρούµε σωστές απαντήσεις τα παρακάτω ζεύγη : 

( 1, D), ( 2, C ), (3, B ), ( 4, A ).  Εκτός από 10 µαθητές όλοι οι άλλοι έχουν κάνει από 2 

λάθη. Το ποσοστό επιτυχίας δεν είναι ικανοποιητικό αν αναλογιστεί κανείς το µικρό 

πλήθος των ερωτήσεων και το βαθµό ευκολίας τους. Τα κριτήρια ελέγχου φαίνεται ότι 

κινούνται σε χαµηλά επίπεδα. 

 

14.Έστω x = y. Τότε θα έχουµε : 

 x x = y x 

x2 = x y 

x2 – y2 = x y – y2 

( x –y ) ( x + y ) = y ( x –y ) 

x + y = y 

2y = y  

2 = 1. 

Που είναι το λάθος ; Να αναφέρεται 2 « συνήθειες » τις οποίες πρέπει να 

αποκτήσει ο παραπάνω µαθητής προκειµένου να µην ξανακάνει τέτοιου είδους 

λάθη. 

 

ΣΧΟΛΙΑ : Το λάθος εντοπίστηκε από όλους τους µαθητές και οι προτάσεις τους ήταν 

αρκετά εύστοχες ωστόσο πρέπει να λάβουµε σοβαρά υπόψη µας ότι τέτοιου είδους λάθη 
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σχολιάζονται αρκετά συχνά στην τάξη και ενδεχοµένως οι µαθητές απλώς να περιέγραψαν 

µια εµπειρία που είχαν βιώσει. 

 

 

15. Όταν ένας µαθητής έχει ολοκληρώσει µε επιτυχία την επίλυση ενός προβλήµατος, 

ποια από τα παρακάτω  θεωρείς ότι είναι σωστό ή λάθος  να πραγµατοποιήσει  άµεσα, 

προκειµένου να βελτιωθεί κι άλλο .  

 

Α) Να λύσει κι άλλα δυσκολότερα προβλήµατα. 

 

Β) Να εξετάσει το ίδιο πρόβληµα αλλάζοντας κάποια στοιχεία του. 

 

Γ) Να διαβάσει νέες µαθηµατικές θεωρίες. 

 

∆) Να ξαναδεί τα λάθη που έκανε. 

 

Ε) Να ξαναδεί τις καλές ιδέες που είχε. 

 

Ζ) Να αποφύγει αλλαγές στην εκφώνηση, διότι έτσι, όχι µόνο δεν εµβαθύνει αλλά 

αντιθέτως αλλοιώνει τις µαθηµατικές έννοιες. 

 

Η) Να αιτιολογήσει γιατί κάποιες ιδέες του ήταν σωστές και γιατί κάποιες άλλες 

λάθος. 

 

Θ) Να αποφύγει ενέργειες που δεν του προτείνει ο καθηγητής του. 

 

ΣΤ) Να αποφύγει τη µελέτη παραπλήσιων περιπτώσεων, διότι έτσι τα δίκτυα του 

εγκεφάλου του θα δυσκολευθούν να καταγράψουν τις καινούργιες έννοιες. 

 

 

ΣΧΟΛΙΑ : Στο ερώτηµα αυτό θεωρούµε σαν σωστές απαντήσεις τα Β, ∆, Ε και Η. Οι 

απαντήσεις των µαθητών παρουσιάζουν τεράστια ποικιλοµορφία η οποία όµως τείνει να 

επιλέγει την πλειοψηφία των σωστών απαντήσεων. Άξιο σχολιασµού είναι το γεγονός ότι 

50 από τους 65 µαθητές έχουν επιλέξει το Α, γεγονός που συνάδει µε τα ερεθίσµατα που 
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δέχονται τα παιδιά από το γεµάτο απαιτήσεις περιβάλλον τους. Επίσης χαρακτηριστικό 

είναι ότι τα ίδια άτοµα έχουν επιλέξει ταυτοχρόνως το ∆ και το Η παρόλο που δεν φαίνεται 

να τα εφαρµόζουν και οι ίδιοι στην πράξη.   

 

6.7 Παρουσίαση των συµπερασµάτων της έρευνας σε σχέση µε τον πρώτο στόχο. 

( Ανίχνευση του βαθµού ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών Κατανόησης, Σύνδεσης, 

Στρατηγικής και Αναστοχασµού. ) 

 

• Στο στάδιο της κατανόησης οι µαθητές στοχεύουν από την αρχή στην εύρεση του 

µαθηµατικού περιεχοµένου και των αντίστοιχων υπολογισµών αντί να 

επικεντρώσουν αρχικά την προσοχή τους στην κατανόηση του προβλήµατος. Το 

γεγονός αυτό υποδηλώνει το αδυναµία ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών 

Κατανόησης  και µια «πρόωρη» ενεργοποίηση µεταγνωστικών διεργασιών 

Στρατηγικής.  

• Οι αδυναµίες κατανόησης της εκφώνησης σπανίως προσεγγίζονται µεταγνωστικά 

αλλά συνήθως είτε δεν καταβάλλεται επιπλέον προσπάθεια κατανόησης είτε 

εφαρµόζεται τυφλά κάποια “παλιά” συµβουλή την οποία έχει δεχθεί ο µαθητής  π.χ 

“∆ιάβασε πολλές φορές την εκφώνηση µέχρι να την καταλάβεις.” 

• Σε γενικές γραµµές ο µαθητής θεωρεί δεδοµένο ότι έχει καταλάβει την εκφώνηση. 

Ακόµα κι αν υπάρξουν αρνητικά σηµάδια σπανίως θα αναρωτηθεί µήπως το 

πρόβληµα είναι η λανθασµένη κατανόηση της εκφώνησης. 

• Ο βαθµός ενεργοποίησης µεταγνωστικών  διεργασιών Κατανόησης µε βάση τις 

επιδόσεις στις ερωτήσεις του ερωτηµατολογίου χαρακτηρίζεται µέτριος αφού µόνο 

σε 3 από τις 6 ερωτήσεις, σηµειώθηκαν ικανοποιητικά ποσοστά επιτυχίας.  

• Ικανοποιητικό επίπεδο εύρεσης  οµοιοτήτων – διαφορών µε αδιαφορία όµως για 

τις αιτίες που οδηγούν σε αυτές τις οµοιότητες – διαφορές. Αυτό δείχνει ότι υπάρχει 

ενεργοποίηση µεταγνωστικών διεργασιών Σύνδεσης χωρίς όµως να υπάρχει 

επίγνωση της σηµαντικότητας προσδιορισµού των αιτίων αυτών των οµοιοτήτων – 

διαφορών. Έτσι οι περισσότεροι µαθητές εφαρµόζουν διαδικασίες και υιοθετούν 

συµπεριφορές χωρίς αναφορά στο αντίστοιχο µεταγνωστικό υπόβαθρο µε 

αποτέλεσµα την περιορισµένη εµβέλεια των συµπεριφορών αυτών και την αδυναµία 

διαµόρφωσης παρόµοιων προτύπων. 
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• Ενδιαφέρον µόνο για γνώσεις υπολογιστικού χαρακτήρα οι οποίες υπάρχει 

πιθανότητα να ζητηθούν στο µέλλον. Αποµνηµόνευση των παραπάνω γνώσεων και 

αδιαφορία για γνώσεις που σχετίζονται µε τη σκέψη  ( χαµηλό µεταγνωστικό 

ενδιαφέρον ). 

• Μεταγνωστικά ερωτήµατα που σχετίζονται µε το πώς και το γιατί αφήνουν 

αδιάφορους τους περισσότερους µαθητές. 

• Χαµηλός βαθµός ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών Στρατηγικής,  

ιδιαίτερα όταν αυτές σχετίζονται µε το πότε και γιατί εφαρµόζω µια στρατηγική.   

• Χαµηλός βαθµός κινητοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών σε ασαφή ή 

προβληµατικά σηµεία. Ακόµα και σε άγνωστες λέξεις πολλές φορές παρατηρείται 

το φαινόµενο αντί να εξετάζονται να παρακάµπτονται. 

• Ευκολία στην ενεργοποίηση µεταγνωστικών διεργασιών όταν εµπλέκεται εµφανώς 

κάποιο σχήµα. 

• Χαλαρά κριτήρια αυτοαξιολόγησης. 

• Οι περισσότεροι µαθητές δεν επιδιώκουν να θέσουν τη σκέψη τους αντικείµενο 

προβληµατισµού. 

• Αναγνωρίζουν τη χρησιµότητα κάποιων µεταγνωστικών διεργασιών 

Αναστοχασµού αλλά αδυνατούν να τις  ενεργοποιήσουν. Αυτό φαίνεται από το 

γεγονός ότι µαθητές που απάντησαν ικανοποιητικά στις αντίστοιχες ερωτήσεις του 

ερωτηµατολογίου δεν έπραξαν αναλόγως στο έργο της επίλυσης του προβλήµατος. 

• Αδυναµία αναζήτησης και προσδιορισµού των δυσκολιών. 

 

6.8 Παρουσίαση των συµπερασµάτων της έρευνας σε σχέση µε το δεύτερο στόχο. 

(Σύνδεση του βαθµού ενεργοποίησης των  µεταγνωστικών διεργασιών µε την επίδοση 

των µαθητών στα στάδια επίλυσης του προβλήµατος, δηλ. Κατανόηση του Προβλήµατος, 

Κατάστρωση Σχεδίου Λύσης, Εκτέλεση Σχεδίου και Αναδροµική ∆ιερεύνηση. ) 

 

• Οι µαθητές των οποίων το πρώτο έργο περιλαµβάνει κατάστρωση και εκτέλεση 

κάποιου σχεδίου ( δηλ. η τρίτη κατηγορία), σηµείωσαν καλύτερες επιδόσεις στο 

δεύτερο έργο, γεγονός το οποίο υποδηλώνει ότι είχαν υψηλότερο δείκτη 

ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών. 

• Οι µαθητές της  δεύτερης κατηγορίας , δηλ. αυτοί που αρκέστηκαν στη διατύπωση 

ενός σχεδίου χωρίς να προβούν σε εφαρµογή του δεν διαφέρουν από τους µαθητές 
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της τρίτης κατηγορίας στις επιδόσεις των ερωτήσεων που σχετίζονται µε 

µεταγνωστικές διεργασίες Σύνδεσης αλλά στις ερωτήσεις που σχετίζονται µε τις 

µεταγνωστικές διεργασίες Στρατηγικής. 

• Η πρώτη κατηγορία µαθητών, δηλ.  αυτοί που είχαν µηδενική ενασχόληση µε το 

πρόβληµα, έδειξε αδυναµία ακόµα και σε µεταγνωστικές διεργασίες αναστοχασµού 

φαινόµενο το οποίο δεν παρατηρήθηκε σε αντίστοιχη κλίµακα στους µαθητές των 

άλλων δυο κατηγοριών. 

• Οι µαθητές µε ικανοποιητικό βαθµό µεταγνωστικών διεργασιών Στρατηγικής 

δείχνουν να υπερέχουν και στην αντιµετώπιση των επιµέρους σταδίων επίλυσης του 

προβλήµατος, ιδίως αυτοί που ενεργοποιούν µεταγνωστικά ερωτήµατα που 

σχετίζονται µε το πότε και το γιατί εφαρµόζουµε τη µια ή την άλλη στρατηγική. 

 

6.9 Παρουσίαση των συµπερασµάτων της έρευνας σε σχέση µε τον τρίτο στόχο.                

( Σύνδεση των διαφορετικών ειδών µεταγνωστικών διεργασιών.) 

 

• Μαθητές µε χαµηλό βαθµό ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών 

Αναστοχασµού παρουσιάζουν τους χαµηλότερους βαθµούς ενεργοποίησης και στα 

άλλα είδη. 

• Μαθητές µε υψηλό βαθµό ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών Στρατηγικής 

παρουσιάζουν τους υψηλότερους βαθµούς ενεργοποίησης και στα άλλα είδη. 

•  Μαθητές µε υψηλό βαθµό ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών Σύνδεσης 

παρουσιάζουν και υψηλό βαθµό ενεργοποίησης µεταγνωστικών διεργασιών 

Στρατηγικής.   

 

 

Ο βαθµός ενεργοποίησης των µεταγνωστικών διεργασιών εκτιµάται από την ορθότητα 

των αντίστοιχων ερωτήσεων καθώς και την πληρότητα της αιτιολόγησης των απαντήσεων.  

Είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι οι µαθητές που έλαβαν µέρος στην έρευνα, κατά τη 

διάρκεια των πανελληνίων εξετάσεων σηµείωσαν επιδόσεις στα µαθηµατικά τουλάχιστον 

14 ( µε άριστα το 20 ), τόσο στη Β΄ όσο και στη Γ΄ Λυκείου. Επίσης πρέπει να τονιστεί ότι 

οι συγκεκριµένοι µαθητές δεν έχουν λάβει ( συστηµατικά τουλάχιστον ) ερεθίσµατα κατά 

τη διάρκεια της διδασκαλίας των µαθηµατικών , ούτε για την επίλυση προβλήµατος, ούτε 

για τις µεταγνωστικές διεργασίες. Οι µετρήσεις της έρευνας µας για τις µεταγνωστικές 



 - 99 -

διεργασίες και την επίλυση προβλήµατος αντιστοιχούν σε µαθητές που έχουν δεχθεί τα 

συνηθισµένα σχολικά και φροντιστηριακά ερεθίσµατα µε βάση τα ελληνικά δεδοµένα. 

Σίγουρα το δείγµα είναι πολύ µικρό και θα µπορούσαν να ληφθούν ορισµένα πρόσθετα µέτρα 

για ποιοτικότερη επεξεργασία των δεδοµένων, όπως για παράδειγµα προσωπικές συνεντεύξεις. Το 

γεγονός επίσης, της ανυπαρξίας διδασκαλίας εµπλουτισµένης µε στοιχεία µεταγνώσης και 

επίλυσης προβλήµατος, αδικεί τις ικανότητες των µαθητών. Θα ήταν πάρα πολύ ενδιαφέρον να 

ακολουθήσει µια τέτοια διδασκαλία και µετά να επαναλάβουµε αντίστοιχες έρευνες στους ίδιους 

µαθητές. Προς το παρόν όµως η παρούσα κατάσταση υποδηλώνει ότι ο µέσος απόφοιτος λυκείου, 

τελειώνει το λύκειο χωρίς στοιχειώδεις µεταγνωστικές δεξιότητες και βασικές ικανότητες επίλυσης 

προβλήµατος. 
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