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Παρά το γεγονός ότι ο ορισµός της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος (κατά 

Riemann) περιέχεται συνεχώς στα αναλυτικά προγράµµατα του Ελληνικού σχολείου 

τα τελευταία 30 χρόνια παρατηρείται µια απροθυµία όλων των εµπλεκόµενων στη 

διδακτική διαδικασία µερών  για τη διδασκαλία του. Η απροθυµία αυτή οφείλεται  

αφ’ ενός µεν στα διδακτικά προβλήµατα που πρέπει να αντιµετωπίσει ο διδάσκων για 

να επιτύχει µια νοηµατική διδασκαλία, αφ’ ετέρου δε στις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές στο θέµα της κατανόησης του ίδιου του ορισµού αλλά και 

της έννοιας. 

Η έρευνα αυτή είναι µια έρευνα σχεδιασµού µε την έννοια που δίνουν στον όρο οι 

Cobb et al (2003), Kelly (2003), Collins et al (2004) και Κυνηγός (2007). Είναι 

δηλαδή µια ποιοτική έρευνα που επικεντρώνεται στο να εξετάσει τους τρόπους µε 

τους οποίους µπορεί ο καθηγητής των µαθηµατικών στην ελληνική δευτεροβάθµια 

εκπαίδευση, και ειδικότερα ο καθηγητής του Λυκείου, να προσεγγίσει διδακτικά µε 

τη βοήθεια των νέων τεχνολογιών σηµαντικές για τους µαθητές του έννοιες του 

αναλυτικού προγράµµατος των σπουδών της Γ΄ τάξης του Λυκείου. Το ενδιαφέρον 

του ερευνητή εστιάστηκε στη διδασκαλία του ορισµού της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος και στη βοήθεια που µπορεί να πάρει ο εκπαιδευτικός από τη χρήση 

του λογισµικού Autograph. Είναι προφανές ότι ένα µεγάλο µέρος της προσοχής µας 
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θα πρέπει να συγκεντρωθεί και σε πιο στοιχειώδεις θεµελιώδεις έννοιες του 

Απειροστικού Λογισµού, όπως είναι η έννοια του ορίου, που εµπεριέχονται στο 

εννοιολογικό πεδίο του ορισµένου ολοκληρώµατος. 

Ο σκοπός της έρευνας αυτής είναι να διερευνήσει τις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην κατανόηση της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος και να αναζητήσει κατάλληλους και πρόσφορους τρόπους µε τους 

οποίους µπορεί ο εκπαιδευτικός να εκµεταλλευτεί τις δυνατότητες που παρέχονται 

αλλά και την πρόσθετη παιδαγωγική αξία παράγεται από τη χρήση του λογισµικού 

πακέτου Autograph 3.0 στην διδασκαλία της συγκεκριµένης έννοιας. Το πλαίσιο 

µελέτης ήταν η θεωρία της ενοργάνωσης αναπτύχθηκε από τους Verillon & Rabardel 

στα πλαίσια της γνωστικής εργονοµίας και της ανθρωπολογικής θεωρίας που 

ανέπτυξε ο Chevallard.  

Στην έρευνα συµµετείχαν οι µαθητές της Θετικής και της Τεχνολογικής 

κατεύθυνσης της Γ΄ τάξης τριών Λυκείων οι οποίοι εργάστηκαν σε διµελείς οµάδες 

στο εργαστήριο πληροφορικής του σχολείου τους.  

Στην ανάλυση που ακολούθησε εξετάστηκαν η προσαρµογή των µαθητών στο 

λογισµικό, ο τρόπος που το ίδιο το λογισµικό αλλά και το διδακτικό συµβόλαιο 

καθορίζουν την οικοδόµηση σχηµάτων από τους µαθητές και την ανάδυση του 

εργαλείου-οργάνου, η παραγωγή µαθηµατικού νοήµατος και οι δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην εννοιολογική κατανόηση των εννοιών, οι τρόποι µε 

τους οποίους µπορεί να παρέµβει ο διδάσκων σε επίπεδο του σχεδιασµού ή σε 

επίπεδο διδακτικής διαδικασίας και, τέλος, οι αλληλεπιδράσεις που παρατηρήθηκαν 

µεταξύ των παραγόντων της διδακτικής διαδικασίας. 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Στόχος της έρευνας είναι να εξετάσει τους τρόπους µε τους οποίους µπορεί ο 

καθηγητής των µαθηµατικών στην ελληνική δευτεροβάθµια εκπαίδευση, και 

ειδικότερα ο καθηγητής του Λυκείου, να προσεγγίσει διδακτικά µε τη βοήθεια των 

νέων ψηφιακών τεχνολογιών σηµαντικές για τους µαθητές του έννοιες του 

αναλυτικού προγράµµατος των σπουδών της Γ΄ τάξης του Λυκείου. Ειδικότερα 

επιχειρείται να διερευνηθούν οι δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην 

κατανόηση της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος και να αναζητηθούν 

κατάλληλοι και πρόσφοροι τρόποι µε τους οποίους µπορεί ο εκπαιδευτικός να 

εκµεταλλευτεί τις δυνατότητες που του παρέχονται, αλλά και την πρόσθετη 

παιδαγωγική αξία που παράγεται από τη χρήση του λογισµικού πακέτου Autograph 

3.0 στην διδασκαλία της συγκεκριµένης έννοιας στο πλαίσιο της θεωρίας της 

ενοργάνωσης που αναπτύχθηκε από τους Verillon & Rabardel.   

Η εργασία αποτελείται από δυο µέρη. Στο πρώτο µέρος επιχειρείται µια σύντοµη 

ιστορική αναδροµή στην εξέλιξη του Ολοκληρωτικού Λογισµού από τον Εύδοξο και 

τον Αρχιµήδη µέχρι τις µέρες µας. Το δεύτερο µέρος είναι η κυρίως έρευνα και 

αποτελείται από πέντε κεφάλαια: Το Πρόβληµα, Ανασκόπηση της Βιβλιογραφίας, 

Μέθοδος, Αποτελέσµατα και Συµπεράσµατα. 

Στο τέλος υπάρχουν δύο παραρτήµατα στα οποία παρατίθενται τα φύλλα 

εργασίας µε τα οποία εργάστηκαν οι µαθητές. 

Ευχαριστώ τους διευθυντές, τους διδάσκοντες καθηγητές αλλά και τους µαθητές 

των τριών σχολείων που συµµετείχαν στην έρευνα. Ιδιαίτερες ευχαριστίες θα πρέπει 

να εκφράσω στον επιβλέποντα καθηγητή κ. Χρόνη Κυνηγό για την υποµονή που 

επέδειξε και την βοήθεια που µου προσέφερε, στην κ. Φαρµάκη και τον κ. Ζαχαριάδη 

που µε τίµησαν µε το να είναι µέλη της εξεταστικής επιτροπής, στη συνάδελφο και 

συµφοιτήτρια στο µεταπτυχιακό αυτό πρόγραµµα κ. Αργυρώ Παπαδοπούλου για τη 

συµµετοχή της ως παρατηρήτρια στην ερευνητική διαδικασία και, ιδιαίτερα, στον 

συνάδελφο κ. Κώστα Γαβρίλη για την πολύτιµες παρατηρήσεις του στο σχεδιασµό 

αλλά και τη βοήθειά του στην πρώτη διεξαγωγή της έρευνας.  
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Το γνωστικό αντικείµενο 

Το γνωστικό αντικείµενο αυτής της εργασίας είναι το ορισµένο ολοκλήρωµα 

(κατά Riemann) και ακριβέστερα ο ορισµός του. Η µελέτη των δυσκολιών που 

παρουσιάζονται κατά τη διδασκαλία µιας µαθηµατικής έννοιας άπτεται και της 

γνώσης της ίδιας της έννοιας καθώς και της ιστορικής της εξέλιξης. Η αφετηρία 

λοιπόν της έρευνας, που αποτελεί και το πρώτο µέρος της, δεν µπορεί παρά να είναι 

µια σύντοµη ιστορική αναδροµή της ανάδειξης και της εξέλιξης της έννοιας του 

ορισµένου ολοκληρώµατος. 

 

Η εξέλιξη της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος 

  Οι απαρχές του Ολοκληρωτικού Λογισµού   

Οι απαρχές του Ολοκληρωτικού Λογισµού θα πρέπει να αναζητηθούν στους 

γεωµετρικούς υπολογισµούς εµβαδών και όγκων κατά την αρχαιότητα. Είναι γνωστό 

ότι οι Αιγύπτιοι µπορούσαν να υπολογίσουν το εµβαδόν επίπεδων ευθύγραµµων 

σχηµάτων. Έκοβαν το σχήµα σε τρίγωνα τα οποία αναδιέτασσαν µε τρόπο ώστε να 

δηµιουργήσουν ορθογώνια των οποίων γνώριζαν να υπολογίζουν εµβαδόν. Οι 

Βαβυλώνιοι εξάλλου είχαν αναπτύξει εµπειρικές µεθόδους για τον υπολογισµό 

εµβαδών τριγώνων και τραπεζοειδών και όγκων κυλίνδρων και πρισµάτων 

(Νεγρεπόντης κ.α. 1999). Όλα αυτά τα σηµαντικά επιτεύγµατα όµως ήταν εµπειρικά. 

Σε κανένα σηµείο δεν φαίνεται να υπάρχει αντίληψη της διαφοράς προσεγγιστικού  

και ακριβούς υπολογισµού. Όπως επίσης δεν εµφανίζεται πουθενά έστω και 

υποτυπώδης απόδειξη ή έστω προσπάθεια αιτιολόγησης. Τα µαθηµατικά της εποχής 

ήταν χρηστικά. Αρκούσε ο προσεγγιστικός υπολογισµός του εµβαδού ή του όγκου. 

∆εν υπήρχε προβληµατισµός σχετικά µε το αν η προσέγγιση είναι ικανοποιητική ή 

γιατί είναι ικανοποιητική. Η έννοια της αιτιολόγησης και της αυστηρής απόδειξης 

εισάγεται από τους Έλληνες στοχαστές και µαθηµατικούς. Η πρώτη απόδειξη 

αποδίδεται στο Θαλή το Μιλήσιο γύρω στο 600 π.Χ. Αυτή είναι και η αρχή της 

Μαθηµατικής Επιστήµης που άκµασε στην αρχαία Ελλάδα.  

Ένα από τα πιο σηµαντικά προβλήµατα των αρχαίων ελληνικών µαθηµατικών, το 

ένα από τα τρία άλυτα προβλήµατα, είναι το πρόβληµα του τετραγωνισµού του 

κύκλου. Είναι γνωστή η προσπάθεια του Ιπποκράτη του Χίου να τετραγωνίσει 
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κυκλικούς µηνίσκους, προσπάθεια που εντάσσεται στο πλαίσιο αυτό και έχει 

προφανή στόχο τον τετραγωνισµό του κύκλου. Είναι επίσης γνωστό ότι από την 

εποχή ακόµα των Πυθαγορείων ήταν γνωστή η µέθοδος τετραγωνισµού 

ευθύγραµµων χωρίων µια και η µέθοδος περιέχεται στο δεύτερο βιβλίο των Στοιχείων 

του Ευκλείδη το οποίο αποδίδεται στους Πυθαγόρειους. Φαίνεται λοιπόν ότι η 

προσπάθεια τετραγωνισµού του κύκλου και άλλων καµπυλόγραµµων χωρίων, όπως 

το παραβολικό, εντάσσεται σε ένα πλαίσιο γενίκευσης των όσων οι αρχαίοι γνώριζαν 

σχετικά µε τον τετραγωνισµό ευθύγραµµων σχηµάτων. Έτσι µπορεί να θεωρηθεί ότι 

οι αρχαίοι Έλληνες διαισθητικά αποδέχονταν ότι το εµβαδόν ενός καµπυλόγραµµου 

χωρίου ήταν µέγεθος του ίδιου τύπου µε το εµβαδόν ενός ευθύγραµµου χωρίου 

(Γιαννακούλιας, 2005).  

Οι αρχαίοι Έλληνες δέχονταν επίσης ότι για τον υπολογισµό των εµβαδών 

επίπεδων χωρίων οποιουδήποτε είδους ισχύουν οι εξής δυο θεµελιώδεις ιδιότητες των 

εµβαδών: 

α)  Αν το σχήµα Α περιέχεται στο Β, τότε Εµβ(Α)<Εµβ(Β)  και  

β) Αν το χωρίο Α χωρίζεται στα Β και Γ, τότε Εµβ(Α)=Εµβ(Β)+Εµβ(Γ).  

Αυτά είναι τα στοιχεία στα οποία στηρίχτηκε ο Εύδοξος για να αναπτύξει τη 

µέθοδό του για τον υπολογισµό εµβαδών. 

 

  Η µέθοδος της εξάντλησης του Ευδόξου   

Κορυφαίος µαθηµατικός της κλασσικής περιόδου θεωρείται ο Εύδοξος ο Κνίδιος 

(408-355 π.Χ.) που έζησε και έδρασε στην Αθήνα και ήταν µέλος της Ακαδηµίας του 

Πλάτωνα. Στον Εύδοξο οφείλουµε τη µέθοδο της εξάντλησης η οποία αποτελεί τη 

βάση του ορισµού του ολοκληρώµατος κατά Riemann. Η µέθοδος στηρίζεται στην 

πρόταση Χ.1 των στοιχείων του Ευκλείδη:  

Πρόταση X.1: ∆οθέντων δυο άνισων µεγεθών, εάν από το µεγαλύτερο 

αφαιρεθεί µέρος του µεγαλύτερο του µισού και από το υπόλοιπο 

αφαιρεθεί και πάλι µέρος του µεγαλύτερο του µισού και αυτό γίνεται 

συνεχώς, θα αποµείνει µέγεθος το οποίο θα είναι µικρότερο από το 

µικρότερο από τα δυο µεγέθη.  
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Η µέθοδος της εξάντλησης συνίσταται στο να φράξουµε το χωρίο άνω και κάτω 

µε δύο ακολουθίες εµβαδών. Η µία ακολουθία είναι αύξουσα µε εγγεγραµµένα στο 

χωρίο σχήµατα ενώ η άλλη είναι φθίνουσα µε περιγεγραµµένα σχήµατα . Η 

ζητούµενη τιµή του εµβαδού του σχήµατος  Α  βρίσκεται µεταξύ των τιµών των 

εµβαδών αυτών και επιθυµούµε να αποδείξουµε ότι ισούται µε την γνωστή τιµή  Ε. 

Ουσιαστικά η ιδέα αυτή αντικατοπτρίζει στην σηµερινή ορολογία την έννοια του 

ορίου, οπότε το  Α  βρίσκεται σαν το όριο της µιας ή της άλλης ακολουθίας. Με την 

τιµή  Ε  γνωστή το χαρακτηριστικό της µεθόδου της εξάντλησης ήταν η χρήση της 

ιδιότητας του Αρχιµήδους – Ευδόξου οδηγώντας την απόδειξη σε µία διπλή απαγωγή 

σε  άτοπο. 

Ας επιχειρήσουµε να δούµε πως θα µπορούσε να εφαρµόζεται η µέθοδος αυτή. 

Υποθέτουµε αρχικά ότι το εµβαδόν του σχήµατος Α είναι ίσο µε S. Θα 

προσπαθήσουµε να προσδιορίσουµε το S.  Βρίσκουµε αρχικά δυο σχήµατα  Β, Γ µε 

εµβαδά Β0 και Γ0 αντίστοιχα, ώστε  0 0SΒ < < Γ .  Στη συνέχεια βρίσκουµε δυο 

ακόµα σχήµατα µε εµβαδά 11   , ΓΒ  ώστε 
2

   µε   00
1111

Β−Γ
<Β−ΓΓ<<Β S . 

Συνεχίζουµε βρίσκοντας δυο ακόµα σχήµατα µε εµβαδά  22 Γ  και  Β   ώστε 

2
   µε   11

2222
Β−Γ

<Β−ΓΓ<<Β S , κοκ.  

Θα αποδείξουµε ότι για κάθε 0ε >  υπάρχει n∈`  ώστε n n εΓ −Β < . 

Σύµφωνα µε την αρχή Αρχιµήδους-Ευδόξου για κάθε 0ε >  υπάρχει n∈`  τέτοιο 

ώστε   ( ) 0 01n ε+ > Γ −Β .    Τότε  0 0

1n
εΓ −Β

<
+

. 

Αλλά µπορούµε εύκολα να αποδείξουµε επαγωγικά ότι   2 1n n> + ,  οπότε 

0 0 0 0

2 1n n
εΓ −Β Γ −Β

< <
+

. 

Αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε ότι  0 0

2n n n

Γ −Β
Γ −Β < . 

Παρατηρούµε ότι η σχέση ισχύει για    n=1,   αφού  0 0
1 1 2

Γ −Β
Γ −Β < . 
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∆εχόµαστε ότι ισχύει για  n=k.   ∆ηλαδή ότι   0 0

2κ κ κ

Γ −Β
Γ −Β <  

Θα δείξουµε ότι ισχύει και για   n=k+1.  ∆ηλαδή  0 0
1 1 12κ κ κ+ + +

Γ −Β
Γ −Β < . 

Πραγµατικά     0 0 0 0
1 1 1

1
2 2 2 2

κ κ
κ κ κ κ+ + +

Γ −Β Γ −ΒΓ −Β
Γ −Β < < ⋅ = . 

Άρα, πράγµατι, για κάθε 0ε >  υπάρχει n∈`  ώστε n n εΓ −Β < . 

Το δεύτερο βήµα της διαδικασίας συνίσταται στην ανάπτυξη µιας εικασίας για το 

ζητούµενο εµβαδόν. Ο Αρχιµήδης, έναν περίπου αιώνα αργότερα, στο βήµα αυτό 

χρησιµοποιούσε τη µηχανική του µέθοδο για τον προσδιορισµό του εµβαδού. Έστω 

λοιπόν ότι εικάζουµε πως το ζητούµενο εµβαδόν είναι Ε. ∆ηλαδή έστω Ε ώστε  

n nEΒ ≤ ≤ Γ , n∀ ∈` . 

Στο τρίτο στάδιο της διαδικασίας αποδεικνύουµε ότι  ES = . 

Έστω  S>E.   Επιλέγουµε  
2

ES −
=ε .    Τότε, από το πρώτο στάδιο, υπάρχει  

n∈`  ώστε  ε<Β−Γ nn .  Από το δεύτερο στάδιο όµως έχουµε: nnES Β−Γ<− . 

Επίσης ES −<0 .   Άρα  
2

0 ESES nn
−

<Β−Γ<−< , άτοπο. 

Όµοια καταλήγουµε σε άτοπο αν υποθέσουµε ότι ES < .  Άρα  ES = . 

Το πρόβληµα µε τη µέθοδο της εξάντλησης είναι, όπως γίνεται φανερό από το 

δεύτερο βήµα, ότι για να εφαρµοστεί θα πρέπει το εµβαδόν να είναι γνωστό. 

Αποτελεί δηλαδή µια αποδεικτική αλλά µη ευρετική µέθοδο. 

 

  Ο τετραγωνισµός παραβολικού χωρίου από τον Αρχιµήδη   

Ο κορυφαίος ίσως µαθηµατικός της αρχαιότητας και ένα από τους µεγαλύτερους 

µαθηµατικούς στην ιστορία της ανθρωπότητας είναι ο Αρχιµήδης. Έζησε έναν 

περίπου αιώνα µετά τον Εύδοξο (287-212 π.Χ.) και εκµεταλλεύτηκε κατά κόρον τη 

µέθοδο της εξάντλησης. Έδωσε ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα χρήσης της µεθόδου 

µε τον υπολογισµό του εµβαδού ενός παραβολικού χωρίου (αυτό που µε σύγχρονο 

συµβολισµό εκφράζεται ως ∫
1

0

2dxx  και του οποίου η διδασκαλία αποτελεί το 
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αντικείµενο έρευνας της παρούσας διπλωµατικής εργασίας). Η πρόταση για τον 

υπολογισµό του παραβολικού χωρίου που αποδεικνύει ο Αρχιµήδης είναι η εξής 

(Χριστιανίδης, 2003): 

Πρόταση 1: Έστω το τµήµα ΑΒΓ, το περιεχόµενο υπό της ευθείας ΑΓ 

και της παραβολής ΑΒΓ. Ας τµηθεί η ΑΓ στο µέσον, στο [σηµείο] ∆, ας 

αχθεί η ∆ΒΕ παράλληλη προς τη διάµετρο και ας αχθούν οι ΑΒ, ΒΓ. 

Λέγω ότι το τµήµα ΑΒΓ είναι ένα και ένα τρίτο του τριγώνου ΑΒΓ 

Για τις ανάγκες των υπολογισµών του επαναδιατύπωσε τη µέθοδο της εξάντλησης 

ως εξής:  «Για µεγέθη συγκρίσιµα µεταξύ τους δεχόµαστε ότι καθένα από αυτά 

πολλαπλασιαζόµενο µε κάποιο αριθµό µπορεί να υπερβεί το άλλο». Πρόκειται για τον 

όρο (ορισµό) V.4 στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη και είναι ακριβώς η πρόταση που 

αποκαλούµε σήµερα ιδιότητα Αρχιµήδους-Ευδόξου. 

 Ο Αρχιµήδης έδωσε δυο αυστηρές αποδείξεις της πρότασης που αφορά το 

εµβαδό του παραβολικού χωρίου. Μια µηχανική (ευρετική) και µια γεωµετρική (Van 

der Waerden, 2003; Χριστιανίδης, 2003). Αυτό ήταν κάτι που έκανε συστηµατικά ο 

Αρχιµήδης και πήγαζε από την αναγκαιότητα να ξεπεραστεί το µειονέκτηµα της 

µεθόδου της εξάντλησης που προαναφέρθηκε. Η µέθοδος ήταν µια «στείρα» µέθοδος 

µε την έννοια ότι δεν παρήγαγε η ίδια αποτελέσµατα αλλά απλά χρησίµευε στην 

απόδειξη της ορθότητας αποτελεσµάτων τα οποία είχαν ανακαλυφθεί µε άλλους 

τρόπους. Κατά τους Νεγρεπόντη, Γιωτόπουλο και Γιαννακούλια (1999) ο Αρχιµήδης 

έδωσε τρεις διαφορετικές αποδείξεις της πρότασης. Μια διαισθητική (η µηχανική) και 

δυο γεωµετρικές. Στη µηχανική απόδειξη στο έργο του ‘Περί των µηχανικών 

θεωρηµάτων προς Ερατοσθένην έφοδος’ στην οποία ο παραγωγικός συλλογισµός 

είναι ουσιαστικά ο ίδιος όπως στη «Μέθοδο». Το στοιχείο που προστίθεται και την 

καθιστά αυστηρή µαθηµατική απόδειξη είναι η χρήση της µεθόδου της εξάντλησης 

για την απόδειξη των διαισθητικών αποτελεσµάτων (Van der Waerden, 2003). Οι δυο 

γεωµετρικές αποδείξεις περιέχονται στο έργο του ‘Τετραγωνισµός ορθογωνίου κώνου 

τοµής’ (πιο γνωστής ως ‘Τετραγωνισµός παραβολής’) και συνίστανται στην εγγραφή 

πολυγώνων στο χωρίο. Στην πρώτη απόδειξη εγγράφει στο χωρίο τρίγωνα και στη 

δεύτερη ορθογώνια. Αξιοσηµείωτο είναι ότι στην πρώτη απόδειξη σε αντίθεση µε τα 

άλλα έργα του χρησιµοποιεί µόνο εγγραφή και όχι περιγραφή τριγώνων. Στην 

απόδειξη αυτή αναφέρονται µεταξύ άλλων και οι Νεγρεπόντης κ.α. (1999), Heath 
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(2001, 2002), Van der Waerden (2003) και Χριστιανίδης (2003). Η πορεία της 

απόδειξης είναι η εξής: 

Η βασική ιδέα (Χριστιανίδης, 2003) είναι η χρήση της µεθόδου της εξάντλησης. 

Αν από το παραβολικό χωρίο αφαιρέσουµε το τρίγωνο ΑΒΓ (σχήµα 1), που είναι 

περισσότερο από το µισό του, στη συνέχεια από τα δυο χωρία που αποµένουν 

αφαιρέσουµε τα τρίγωνα ΑΜΒ και ΒΝΓ, δηλαδή και πάλι περισσότερο από το µισό 

τους, και αυτή η διαδικασία επαναλαµβάνεται, τότε το παραβολικό χωρίο θα 

«εξαντλείται» συνεχώς µε αποτέλεσµα να αποµείνει τελικά επιφάνεια ‘όσο µικρή 

θέλουµε’, δηλαδή µικρότερη από οποιαδήποτε δοσµένη επιφάνεια. Ας σηµειωθεί στο 

σηµείο αυτό ότι τα σηµεία Β, Μ και Ν δεν είναι τυχαία. Το Β είναι η κορυφή του 

παραβολικού τµήµατος ΑΒΓ, το Μ είναι η κορυφή του ΑΜΒ και το Ν η κορυφή του 

ΒΝΓ (ως κορυφή ενός παραβολικού τµήµατος ο Αρχιµήδης ορίζει το σηµείο του που 

απέχει τη µέγιστη απόσταση από τη βάση). 

Στην πρώτη φάση της απόδειξης λοιπόν ο Αρχιµήδης επικεντρώνεται στο να 

αποδείξει ότι το τρίγωνο ΑΒΓ έχει εµβαδό µεγαλύτερο από το µισό του εµβαδού του 

χωρίου (πρόταση 20). Με σύγχρονο συµβολισµό αν  S  είναι το εµβαδό του χωρίου 

και 
∆⎛ ⎞ΑΒΓ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 είναι το εµβαδό του τριγώνου ΑΒΓ, τότε 1

2
S

∆⎛ ⎞ΑΒΓ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  Για να 

καταφέρει να αποδείξει τη σχέση αυτή ο Αρχιµήδης φέρνει από τα σηµεία Α και Γ τις 

παράλληλες προς τον άξονα της παραβολής (για τον οποίο γνωρίζει ότι είναι 

 
Σχήµα 1: Το εµβαδό του τριγώνου ΑΒΓ υπερβαίνει το ήµισυ  

του εµβαδού του παραβολικού χωρίου 
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παράλληλος προς την Β∆, όπου ∆ το µέσο της βάσης ΑΓ) που τέµνουν την 

εφαπτόµενη της παραβολής στην κορυφή της Β στα σηµεία Α΄ και Γ΄ αντίστοιχα 

(σχήµα 2). Το τετράπλευρο ΑΑ΄Γ΄Γ προφανώς είναι παραλληλόγραµµο (Σε πρόταση 

που προηγείται ο Αρχιµήδης έχει αποδείξει ότι η εφαπτόµενη στην κορυφή της 

παραβολής είναι παράλληλη προς τη βάση της ΑΓ). Έτσι ( )1
2

΄ ΄
∆⎛ ⎞ΑΒΓ = ΑΑ Γ Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
και 

( )S ΄ ΄
∆⎛ ⎞ΑΒΓ < < ΑΑ Γ Γ⎜ ⎟

⎝ ⎠
. Άρα  

1
2

S
∆⎛ ⎞ΑΒΓ >⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

Στη συνέχεια αποδεικνύει (πρόταση 21) ότι 8 8
∆ ∆ ∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΑΒΓ = ΑΜΒ = ΓΝΒ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
. Έτσι 

γνωρίζει πια ότι 1
4

∆ ∆ ∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΑΜΒ + ΓΝΒ = ΑΒΓ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

Τώρα µπορεί πια είναι σε θέση να εφαρµόσει τη µέθοδο της εξάντλησης. 

Ακολουθεί µια διαδικασία πέντε βηµάτων. 

Βήµα 1ο :  Εγγράφει στο παραβολικό χωρίο το τρίγωνο ΑΒΓ που έχει την ίδια 

βάση και το ίδιο ύψος µε το παραβολικό τµήµα ΑΒΓ. 

Βήµα 2ο :  Στα παραβολικά τµήµατα ΑΜΒ και ΒΝΓ που απέµειναν εγγράφει τα 

τρίγωνα ΑΜΒ και ΒΝΓ αντίστοιχα µε βάσεις και ύψη τις βάσεις και τα 

ύψη των παραβολικών τµηµάτων. 

Βήµα 3ο :  Επαναλαµβάνει τη διαδικασία για τα παραβολικά τµήµατα που έχουν 

αποµείνει (οπότε δηµιουργούνται 4 τρίγωνα). 

 
Σχήµα 2: Ο τετραγωνισµός παραβολικού χωρίου 
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Βήµα 4ο :  Επαναλαµβάνει την ίδια διαδικασία για τα παραβολικά τµήµατα που 

έχουν και πάλι αποµείνει (8 τρίγωνα). 

Βήµα 5ο :  Επαναλαµβάνει τη διαδικασία για τα εναποµείναντα παραβολικά χωρία 

(16 τρίγωνα). 

Για λόγους ευκολίας ας ονοµάσουµε Ε το εµβαδόν 
∆⎛ ⎞ΑΒΓ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, Ε1 το άθροισµα 

∆ ∆⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΑΜΒ + ΓΝΒ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 των εµβαδών των τριγώνων που εγγράφει στο δεύτερο βήµα, και 

Ε2, Ε3 και Ε4 το άθροισµα των εµβαδών των τεσσάρων, οκτώ και δεκαέξι αντίστοιχα 

τριγώνων που εγγράφονται στα παραβολικά χωρία στο τρίτο, τέταρτο και πέµπτο 

βήµα αντίστοιχα.  Έχουµε λοιπόν την εξής κατάσταση:  

1
1
4

Ε = Ε   (στο δεύτερο βήµα) 

2 1
1
4

Ε = Ε  (στο τρίτο βήµα) 

3 2
1
4

Ε = Ε  (στο τέταρτο βήµα) και 

4 3
1
4

Ε = Ε  (στο πέµπτο βήµα). 

Το ζητούµενο εποµένως είναι να υπολογιστεί το άθροισµα 1 2 3 4Ε+Ε +Ε +Ε +Ε . 

Στο σηµείο αυτό καλό θα ήταν να σχολιαστεί ότι µε µια σύγχρονη µαθηµατική οπτική 

τα πράγµατα είναι εύκολα. Η άπειρη επανάληψη της διαδικασίας µας οδηγεί σε ένα 

άπειρο άθροισµα και µέσα από αυτό σε ένα όριο (πρόκειται για το άθροισµα των 

άπειρων όρων µιας φθίνουσας γεωµετρικής προόδου). Σήµερα ο υπολογισµός  ενός 

ορίου θα έδινε τη λύση στο πρόβληµα. Ο Αρχιµήδης όµως δεν διέθετε αυτού του 

είδους τη γνώση. Έτσι αρκείται στον υπολογισµό του παραπάνω µερικού 

αθροίσµατος. Αποδεικνύει (πρόταση 23) ότι αν το άθροισµα αυτό αυξηθεί κατά το 

1/3 του τελευταίου όρου , θα ισούται ακριβώς µε τα 4/3 του πρώτου όρου. ∆ηλαδή 

αποδεικνύει ότι  1 2 3 4 4
1 4
3 3

Ε+Ε +Ε +Ε +Ε + Ε = Ε . 
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Το ερώτηµα που ανακύπτει είναι γιατί ο Αρχιµήδης δεν προχωράει και σε άλλα 

βήµατα αλλά σταµατάει στο βήµα αυτό και χρησιµοποιεί το µερικό άθροισµα. Είναι 

προφανές από το συλλογισµό µέχρι το σηµείο αυτό αλλά και την αναδιατύπωση της 

µεθόδου της εξάντλησης ότι κατανοεί πως αν κάνει ακόµα ένα βήµα και πάρει και το 

επόµενο µερικό άθροισµα, τότε το άθροισµα αυτό θα διαφέρει από το σταθερό 4
3Ε  

κατά ένα µέγεθος 5
1

3Ε  που είναι µικρότερο από το 4
1

3Ε . Και αυτό µπορεί να 

συνεχίζεται επ’ άπειρον. Κατανοεί δηλαδή ότι, µε τη σηµερινή εψιλοντική ορολογία,   

για κάθε θετικό αριθµό ε µπορούµε να βρούµε ένα µερικό άθροισµα το οποίο να 

διαφέρει από το 4
3Ε  κατά ένα µέγεθος µικρότερο του ε. Αυτό όµως σηµαίνει ότι το 

άπειρο άθροισµα ισούται µε 4
3Ε  (Χριστιανίδης, 2003, σελ. 144).  

Έχει λοιπόν πια ανακαλύψει ποιο είναι το ζητούµενο εµβαδόν. Μένει να το 

αποδείξει. Προφανώς δεν µπορεί να χρησιµοποιήσει οριακές διαδικασίες. Ακολουθεί 

λοιπόν η τρίτη φάση της µεθόδου της εξάντλησης µε την διπλή απαγωγή σε άτοπο 

όπως περιγράφηκε παραπάνω.  

Ο στόχος είναι να αποδείξει ότι 4
3

S = Ε .  

Υποθέτει αρχικά ότι 4
3

S > Ε . Τότε θα ισχύει και ότι 1 2 3 4
4
3

Ε+Ε +Ε +Ε +Ε > Ε  

αφού το άθροισµα 1 2 3 4Ε+Ε +Ε +Ε +Ε  διαφέρει από το χωρίο κατά µια οσονδήποτε 

µικρή ποσότητα, οπότε δεν µπορεί παρά και αυτό να είναι µεγαλύτερο από το 

µέγεθος   4
3Ε . Άρα φτάσαµε σε αντίφαση αφού 1 2 3 4 4

1 4
3 3

Ε+Ε +Ε +Ε +Ε + Ε = Ε  

που σηµαίνει ότι 1 2 3 4
4
3

Ε+Ε +Ε +Ε +Ε < Ε . 

Με ανάλογο συλλογισµό οδηγείται σε άτοπο αν 4
3

S < Ε .  

Άρα  
4
3

S = Ε . 
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Η δεύτερη απόδειξη περιέχει τη διαδικασία την οποία ουσιαστικά ακολουθεί ο 

Riemann στον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος, όπως φαίνεται στο σχήµα 3: 

 

Σχήµα 3: Η µέθοδος εγγραφής ορθογωνίων 

  Στην απόδειξη αυτή ο Αρχιµήδης υπολογίζει το εµβαδόν  S  του χωρίου κάτω 

από την παραβολή µε ΟΕ=1. Η απόδειξη αυτή δεν θα περιγραφεί µε µεγάλη 

λεπτοµέρεια. Απλά θα σκιαγραφηθεί η δοµή της. Η πορεία της είναι αυτή που 

ακολουθούµε και σήµερα για τον υπολογισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος. 

∆ιαιρεί λοιπόν πρώτα ο Αρχιµήδης το τµήµα ΟΕ σε 4 ίσα τµήµατα µήκους 1/4. 

Ορίζονται έτσι το ‘κάτω άθροισµα’ β4 και το ‘άνω άθροισµα’ α4. Στη συνέχεια 

ακολουθούν βήµατα για τον ορισµό των ακολουθιών ( )νβ και ( )να  των κάτω και 

των άνω αθροισµάτων αντίστοιχα. Η διαφορά µε τη µέθοδο που ακολουθούµε 

σήµερα εντοπίζεται στο τελείωµα της απόδειξης και οφείλεται στο γεγονός ότι, όπως 

αναφέρθηκε και παραπάνω, ο Αρχιµήδης δεν κατείχε το ισχυρότατο εργαλείο που 

αποκαλούµε όριο. Έτσι καταφεύγει και πάλι στη χρήση της µεθόδου της εξάντλησης. 

Αποδεικνύει ότι 
νν

ν
ν

αβ νν
11 2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=− . Εποµένως, σύµφωνα µε την ιδιότητα 

Αρχιµήδους-Ευδόξου, η διαφορά  νν αβ −  γίνεται αυθαίρετα µικρή καθώς το ν 

αυξάνεται. Άρα, µε σύγχρονο συµβολισµό, 
3
1lim =

+∞→ νν
α . 

Ένα από τα πιο ενδιαφέροντα στοιχεία στη µηχανική µέθοδο, η οποία δεν θα 

παρουσιαστεί, είναι η αποδόµηση των σχηµάτων σε απειροστά και η επαναδόµησή 

τους σε «όλον». Θεωρεί ο Αρχιµήδης ότι ‘… ένα επίπεδο σχήµα δοµείται από «όλα» 

τα ευθύγραµµα τµήµατα που άγονται µε ορισµένη διεύθυνση και έχουν τα άκρα τους 

στην περιφέρεια του σχήµατος. Ένα επίπεδο σχήµα, λοιπόν, µπορεί να αποδοµηθεί σε 



 13 

 
Σχήµα 4: Το στερεό εκ 

περιστροφής 

τέτοιες παράλληλες χορδές µε ορισµένα µήκη και να δοµηθεί εκ νέου από αυτές. Το 

«άθροισµα» των ευθυγράµµων τµηµάτων δίνει την επιφάνεια του σχήµατος’ 

(Χριστιανίδης, 2003). Αυτή η µετάβαση από το απειροστό µέρος σε ολόκληρη την 

ποσότητα είναι το βασικό βήµα του Ολοκληρωτικού Λογισµού (Νεγρεπόντης κ.α., 

1999).  

 

  Η συµβολή των Αράβων   

Η µετά τον Αρχιµήδη εποχή για τα ελληνικά µαθηµατικά δεν έχει να επιδείξει 

τίποτα σπουδαίο στο πεδίο αυτού που σήµερα ονοµάζουµε Ολοκληρωτικό Λογισµό 

µε την εξαίρεση του ∆ιονυσόδωρου, ο οποίος υπολόγισε τον όγκο σπειροειδούς, και 

του Πάππου στα τέλη του 3ου µ.Χ αιώνα (Γιαννακούλιας, 2005). Μετά την πτώση της 

Ρωµαϊκής Αυτοκρατορίας το ενδιαφέρον για τη µελέτη των µαθηµατικών  

µεταφέρεται στην Ανατολή. Στο Βυζάντιο, στην Περσία, την Ινδία και στις Αραβικές 

χώρες. Στο διάστηµα από τον 9ο µέχρι και τον 12ο αιώνα µ.Χ. οι Άραβες µετάφρασαν 

και µελέτησαν συστηµατικά τους Αρχαίους Έλληνες µαθηµατικούς και κυρίως τον 

Ευκλείδη και τον Αρχιµήδη. Ένας σηµαντικός Άραβας µαθηµατικός και εκφραστής 

αυτής της τάσης ήταν ο Al-Haitham (965-1032 µ.Χ.), γνωστός σαν Alharen, που 

υπολόγισε τον όγκο του στερεού που προκύπτει από την περιστροφή του χωρίου που 

ορίζεται από τις σχέσεις: 1,10 2 ≤≤≤≤ yxx   γύρω από τον άξονα  ψ = 1 (σχήµα 

4).  

Ο όγκος  αυτός υπολογίζεται από τον τύπο 

∫ ∫ ∫∫ +−=−=
1

0

1

0

1

0

4
1

0

222 )21()1( dxxdxxdxdxxV ππ . 
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Αυτό που µπορούµε να παρατηρήσουµε είναι ότι τα δύο πρώτα ολοκληρώµατα 

είναι τυπικά Αρχιµήδεια και υπολογίζονται εύκολα µια και δεν απαιτείται η γνώση 

κάποιου νέου στοιχείου. Το τρίτο όµως απαιτεί τη γνώση του υπολογισµού του 

αθροίσµατος 444 21 n+++ "  που όλα τα στοιχεία συνηγορούν ότι δεν ήταν γνωστός 

στον Αρχιµήδη. Ο Alharen υπολόγισε το άθροισµα αυτό, και κατά συνέπεια και το 

αντίστοιχο ολοκλήρωµα, µε τη βοήθεια ενός αναδροµικού τύπου στηριζόµενος στο 

σχήµα: 

 

Σχήµα 5: Το ορθογώνιο από το οποίο προκύπτει  

ο αναδροµικός τύπος 

Ο αναδροµικός τύπος, όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήµα είναι: 

( )( )
( ) ( ) ( )kkkkkkkkk

kkk

nn
nn

+++++++++++

=++++
+++ """

"
2121121

121
111

 

ή, µε σύγχρονο συµβολισµό,    ∑ ∑∑∑
= = =

+

=

+=+
n

m

n

m

m

p

kk
n

m

k pmmn
1 1 1

1

1
)1( . 

Ο τύπος αυτός για  κ=0  δίνει:  n(n+1)=(1+2+…+n)+1+2+…+(n-1)+n, δηλαδή 

 
( )

2
121 +

=+++
nnn" . 

Για κ=1 δίνει: ( )( ) ( ) ∑∑
= =

=++++=++++
n

m

m

p
pnnn

1 1

222 21121 ""  

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++++= ∑

= 222
121

2
3

2
21

2
222

1

2
222 nnnmmn

n

m
"" . 

Από τη σχέση αυτή προκύπτει ο γνωστός τύπος  
623

21
23

222 nnnn ++=+++ " . 
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Με τον ίδιο τρόπο µε βάση τον αναδροµικό τύπο, αλλά µε σαφώς αυξανόµενη 

πολυπλοκότητα όπως φαίνεται και από τις δυο πρώτες περιπτώσεις εφαρµογής του, 

µπορούν να υπολογιστούν όλα τα αθροίσµατα αυτής της µορφής και κατά συνέπεια, 

µε σύγχρονη ορολογία, τα αντίστοιχα ολοκληρώµατα πολυωνυµικών συναρτήσεων. 

Την ίδια εποχή και µέχρι την κατάλυσή της δεν συµβαίνει τίποτα σηµαντικό στο 

χώρο των µαθηµατικών στο Βυζάντιο. Αντίθετα, στη ∆υτική Ευρώπη αυτό είναι ένα  

διάστηµα ζυµώσεων. Οι Ευρωπαίοι µέσα από τις αραβικές µεταφράσεις είτε από 

απευθείας µεταφράσεις των πρωτότυπων κειµένων στα Λατινικά γνωρίζουν το έργο 

των µεγαλύτερων Ελλήνων διανοητών της αρχαιότητας. Για τους µαθηµατικούς 

αυτός ο φιλοσοφικός προβληµατισµός αυτής της περιόδου έχει σηµασία ως 

προβληµατισµός στη θεµελίωση των πραγµατικών αριθµών (Νεγρεπόντης κ.α., 1999). 

Ειδικότερα καθοριστική κρίνεται η πρώτη έκδοση των έργων του Αρχιµήδη µε τα 

ελληνικά πρωτότυπα και βελτιωµένη µετάφραση που έγινε από τον Thomas 

Gechauff (Venatorius) το 1455 στη Βασιλεία της Ελβετίας. Κατά τους Νεγρεπόντη 

κ.α. (1999, σελ.202) ‘Η µετάφραση των έργων του Αρχιµήδη στα Λατινικά είχε µια 

τεράστια επίδραση στη µαθηµατική εξέλιξη της Ευρώπης σε δυο στάδια. … Σε πρώτο 

στάδιο προκάλεσε το ενδιαφέρον των µαθηµατικών της εποχής και τη µελέτη, µε τις 

µεθόδους του Αρχιµήδη, διαφόρων προβληµάτων ολοκλήρωσης, υπολογισµού εµβαδών 

και όγκων, και κέντρου βάρους.’ Σε δεύτερη φάση επηρέασε την ανάπτυξη του 

Απειροστικού Λογισµού από την αρχή του 17ου  αιώνα. 

 

  Η εξέλιξη από τον 17ο µέχρι τον 19ο αιώνα   

Στο πλαίσιο του πρώτου σταδίου επίδρασης εντάσσονται η δουλειά του βέλγου 

µαθηµατικού Simon Stevin και λίγο αργότερα του Γάλλου µαθηµατικού Francois 

Viète. Ο Simon Stevin (1548-1620), επηρεασµένος από το έργο του Αρχιµήδη, 

χρησιµοποίησε µία µέθοδο εξάντλησης για τον προσδιορισµό του κέντρου βάρους 

τριγώνου. Απέδειξε ότι το κέντρο βάρους του τριγώνου είναι το σηµείο τοµής των 

διαµέσων του. Μια ενδιαφέρουσα παρατήρηση είναι ότι χρησιµοποιεί µόνο 

εγγεγραµµένα στο τρίγωνο ορθογώνια όπως και ο Αρχιµήδης στον υπολογισµό του 

εµβαδού του παραβολικού χωρίου. Η βασική διαφορά της µεθόδου του Stevin µε τη 

µέθοδο του Αρχιµήδη είναι ότι ενώ για τον Αρχιµήδη η διαφορά των δυο µεγεθών 

συνεχίζει πάντα να υπάρχει ως µέγεθος, αν και µπορεί να γίνει µικρότερη από 
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οποιοδήποτε άλλο οµοειδές µέγεθος, ο Stevin δέχεται (µε σύγχρονη ορολογία) ότι στο 

άπειρο η διαφορά αυτή µηδενίζεται. Η µέθοδος που ακολούθησε ο Stevin προχωράει 

µε τον εξής τρόπο: 

Εγγράφει αρχικά στο τρίγωνο ισοϋψή παραλληλόγραµµα (σχήµα 6). Αξιοποιεί 

την αρχή του Αρχιµήδη ότι τα «αµφιπλεύρως συµµετρικά σχήµατα ισορροπούν» για να 

ισχυριστεί ότι για κάθε εγγεγραµµένο σχήµα και για το τρίγωνο το κέντρο βάρους του 

βρίσκεται πάνω στη διάµεσο Α∆. Αν τώρα Ε είναι το εµβαδόν του τριγώνου και Sν το 

άθροισµα των εµβαδών των εγγεγραµµένων ορθογωνίων, τότε καθώς το ν αυξάνεται 

η διαφορά Ε-Sν µπορεί να γίνει µικρότερη από οποιονδήποτε θετικό αριθµό. 

Εποµένως το άθροισµα των εµβαδών των παραλληλογράµµων στο άπειρο ισούται µε 

το εµβαδόν του τριγώνου. Θεωρεί στη συνέχεια τα εµβαδά Ε1 και Ε2 των τριγώνων 

ΑΒ∆ και ΑΓ∆ αντίστοιχα και αποδεικνύει ότι Ε1=Ε2 χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της 

εξάντλησης. Υποθέτει ότι Ε1>Ε2 και θέτει Ε1-Ε2=ε. Στη συνέχεια εγγράφει στα δυο 

τρίγωνα ισοϋψή παραλληλόγραµµα. Αν Σν και Σν΄ είναι τα αθροίσµατα των εµβαδών 

των παραλληλογράµµων που έχουν εγγραφεί στα τρίγωνα ΑΒ∆ και ΑΓ∆ αντίστοιχα, 

τότε σύµφωνα µε το προηγούµενο αποτέλεσµα οι διαφορές Ε1-Σν και Ε2-Σν΄ µπορούν 

να γίνουν όσο µικρές θέλουµε για αρκούντως µεγάλες τιµές του ν. ∆ηλαδή Ε1-Σν<ε  

και  Ε2-Σν΄<ε. Τότε όµως προκύπτει Ε1-Ε2<0, άτοπο. Όµοια οδηγείται σε άτοπο όταν 

Ε1<Ε2.  Άρα Ε1=Ε2, οπότε το κέντρο βάρους βρίσκεται πάνω στη διάµεσο Α∆. 

Η επιρροή των µεθόδων του Αρχιµήδη είναι παραπάνω από φανερή στο έργο του 

Stevin. Το ίδιο συµβαίνει µε όλους τους µεγάλους µαθηµατικούς της εποχής. Παρόλα 

αυτά τα πράγµατα έχουν αρχίσει να αλλάζουν. Κατά πρώτον, η οπτική µε την οποία 

 
Σχήµα 6: Η µέθοδος της εξάντλησης του Stevin για την εύρεση 

του κέντρου βάρους του τριγώνου 
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αντιµετωπίζονται τα µαθηµατικά κατά τον 17ο αιώνα διαφοροποιείται από αυτή των 

αρχαίων Ελλήνων. Γράφει ο µεγάλος αστρονόµος Huygens το 1657: «… ο σκοπός 

(της ανάπτυξης του Απειροστικού Λογισµού) δεν ήταν η απόλυτη απόδειξη µε σαφήνεια, 

κοµψότητα και ευρηµατικότητα, όπως σε όλα τα έργα του Αρχιµήδη, αλλά η αναζήτηση 

της νέας γνώσης» (Νεγρεπόντης κ.α., 1999, σελ. 204). Κατά δεύτερον διαφαίνεται 

ακόµα και στην απόδειξη του Stevin µια διαφοροποίηση στην ίδια τη µαθηµατική 

σκέψη. Οι αρχαίοι Έλληνες, πιθανότατα επηρεασµένη από τα παράδοξα του Ζήνωνα, 

έχουν απορρίψει κάθε άπειρη διαδικασία. Αντίθετα, κατά τον 17ο αιώνα οι 

απειροστικές διαδικασίες γίνονται αποδεκτές και αποτελούν πλέον ένα από τα πιο 

ισχυρά όπλα στη φαρέτρα ενός µαθηµατικού. Κοµβικά σηµεία για τις εξελίξεις είναι 

η ανακάλυψη από τον Francois Viète (γνωστότερο ως Vieta, 1540-1603) της 

συµβολικής άλγεβρας το 1591 και της αναλυτικής γεωµετρίας από τους Κατρέσιο 

(Renè Descartes, 1596-1650) και Pierre de Fermat (1601-1665) στη διάρκεια της 

δεκαετίας του 1630. Σηµαντική στην κατεύθυνση αυτής της εξέλιξης είναι η συµβολή 

του Γαλιλαίου (1564-1642). Ο Γαλιλαίος ασχολείται συστηµατικά µε τις έννοιες του 

απείρου, του απειροστού και του αδιαιρέτου, πολλές από τις ιδιότητες των οποίων 

µελετά και  διατυπώνει στο έργο του ‘∆ύο νέες επιστήµες’ το 1638 (Γιαννακούλιας, 

2005). Κατά τη µελέτη της οµοιόµορφης επιταχυνόµενης κίνησης παρατηρεί ότι το 

εµβαδόν του χωρίου κάτω από την καµπύλη ταχύτητας – χρόνου ισούται µε το 

διάστηµα που έχει διανυθεί. Θεωρεί ένα κινητό που κινείται µε µεταβαλλόµενη 

ταχύτητα 32tυ = .  

 
Σχήµα 7: Το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη ταχύτητας-

χρόνου ισούται µε το διανυθέν διάστηµα 
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Παρατηρεί ότι κάθε γραµµή Α΄Β΄ εκφράζει τη στιγµιαία (τοπική) ταχύτητα σε 

κάποια συγκεκριµένη χρονική στιγµή (σχήµα 7). Ταυτόχρονα όµως θεωρεί τη γραµµή 

Α΄Β΄ ως µια απειροστή απόσταση που διανύεται αν πολλαπλασιαστεί µε ένα πολύ 

µικρό χρονικό διάστηµα. Έτσι µπορεί να θεωρήσει ότι το εµβαδόν του τριγώνου 

ΟΑΒ παράγεται από το άθροισµα των γραµµών Α΄Β΄. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα 

ότι η ολική διανυθείσα απόσταση ισούται µε το εµβαδόν του τριγώνου. Τώρα αφού 

32tυ = ΑΒ = και ΟΑ=t, για το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ θα ισχύει: 

( ) 21 1 32 16
2 2

OAB t t t= ΟΑ⋅ΟΒ = ⋅ = . 

Η απόδειξη αυτή του Γαλιλαίου στηρίζεται στην αντίστοιχη απόδειξη που έχει 

κάνει για το ίδιο πρόβληµα ο Nicole Oresme (1323-1382) αλλά διαφέρει από αυτήν 

στην αυστηρότητα που επιδεικνύεται (Boyer, 1949). Αξιοσηµείωτο είναι πως η χρήση 

των απειροστών είναι ουσιώδης και χαρακτηριστική. 

Από τους πρώτους που εγκαταλείπουν την τυπική αποδεικτική δοµή του 

Αρχιµήδη κατά τον 17ο αιώνα και υιοθετούν τη ελεύθερη χρήση των απειροστών για 

τον υπολογισµό εµβαδών και όγκων είναι ο Johann Kepler (1571-1630), ο οποίος 

προσπαθώντας να αποδείξει µε µαθηµατικό τρόπο το δεύτερο νόµο της κίνησης των 

ηλιακών πλανητών (η ακτίνα που συνδέει τον πλανήτη µε τον ήλιο κατά την 

περιστροφή του γύρω από αυτόν διαγράφει σε ίσα χρονικά διαστήµατα ίσα εµβαδά) 

γράφει: « … εφ’ όσον γνώριζα ότι στην τροχιά υπήρχε απειρία σηµείων, και άρα 

απειρία αποστάσεων (από τον ήλιο) είχα την ιδέα ότι το άθροισµα αυτών των 

αποστάσεων περιέχεται στο εµβαδόν της τροχιάς. Όπως θυµάµαι δε ο Αρχιµήδης 

υποδιαίρεσε τον κύκλο σ’ ένα άπειρο αριθµό τριγώνων» (Νεγρεπόντης κ.α., 1999). 

Αυτή ακριβώς την αντίληψη αξιοποιεί στο έργο του Nona Stereometria για να 

υπολογίσει το εµβαδόν του κύκλου. Θεωρεί ότι ο κύκλος είναι ένα πολύγωνο µε 

άπειρο πλήθος πλευρών απειροστού µήκους. Με τον τρόπο αυτό σχηµατίζεται ένα 

άπειρο πλήθος ισοσκελών τριγώνων µε κορυφή το κέντρο του κύκλου και βάσεις τις 

απειροστές πλευρές του πολυγώνου. Συνέπεια της θεώρησης του κύκλου ως 

πολυγώνου είναι πως η περίµετρος του πολυγώνου δεν µπορεί παρά να είναι ίση µε 

το µήκος Γ του κύκλου. Έτσι υπολογίζει το εµβαδόν του κύκλου ως άθροισµα των 

εµβαδών των τριγώνων που δηµιουργήθηκαν καταλήγοντας στον τύπο 
1
2

E R= Γ ⋅   
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Τη σκυτάλη παραλαµβάνει από τον Kepler ο µαθητής και συνεργάτης του 

Γαλιλαίου Bonaventura Cavalieri (1598-1647). ∆ιαφοροποιείται όµως από αυτούς 

κατά το ότι αποµακρύνεται από την προσέγγιση των απειροστών και αναπτύσσει τη 

θεωρία των ‘αδιαιρέτων’, τα οποία όµως είχε ήδη χρησιµοποιήσει ο Γαλιλαίος στη 

φυσική. Σε κανένα σηµείο του έργου του δεν ορίζει ο Cavalieri το αδιαίρετο. Απλά 

χρησιµοποιεί τον όρο ‘αδιαίρετα’ για να χαρακτηρίσει τα απειροστά στοιχεία που 

χρησιµοποιεί στη µέθοδό του. Κάθε αδιαίρετο µε την κίνησή του παράγει το επόµενο 

ανώτερης διάστασης συνεχές. Έτσι το σηµείο κινούµενο δηµιουργεί µια γραµµή. Μια 

γραµµή κινούµενη παράγει ένα επίπεδο και ένα επίπεδο µε την κίνησή του παράγει 

ένα στερεό. Συνεπώς το επίπεδο απαρτίζεται από ένα άπειρο πλήθος παράλληλων 

γραµµών που ισαπέχουν µεταξύ τους, και το στερεό από ένα άπειρο πλήθος 

ισαπεχόντων παράλληλων επιπέδων. Έτσι, κατά τον Cavalieri το εµβαδόν 

αποτελείται από έναν άπειρο αριθµό ισαπεχόντων ευθύγραµµων τµηµάτων και ο 

όγκος από ένα άπειρο πλήθος ισαπεχόντων παράλληλων επιπέδων. ∆ηλαδή το 

σηµείο είναι το αδιαίρετο της γραµµής, η γραµµή είναι το αδιαίρετο του επιπέδου και 

το επίπεδο είναι το αδιαίρετο του στερεού σχήµατος. Αυτό που δεν ξεκαθαρίζει ο 

Cavalieri είναι αν το αδιαίρετο έχει πάχος (Γιαννακούλιας, 2005). Το στοιχείο που τον 

διαφοροποιεί από τους προηγούµενους είναι η θεώρηση ότι τα µεγέθη δεν 

διασπώνται σε απειροστά αλλά παράγονται µέσα από την κίνηση των αδιαιρέτων. Ο 

Kepler θεωρούσε ότι κάθε γεωµετρικό σχήµα συντίθεται από απειροστά της ίδιας 

διάστασης. Ο Cavalieri θεωρεί ότι κάθε γεωµετρικό σχήµα παράγεται από την κίνηση 

αδιαιρέτων της προηγούµενης διάστασης. 

Ένα πολύ ενδιαφέρον στοιχείο της θεώρησης του Cavalieri  είναι η εισαγωγή της 

έννοιας ‘όλων των γραµµών’ (omnes lineae).  Αν  C είναι για παράδειγµα ένα επίπεδο 

σχήµα και (ε) µια ευθεία οδηγός που καθορίζει µια διεύθυνση στο επίπεδο του 

σχήµατος, θεωρεί δυο επίπεδα παράλληλα προς την (ε) που τέµνουν το επίπεδο του 

σχήµατος C (συνήθως κάθετα σε αυτό). Στη συνέχεια θεωρεί ότι το ένα από τα δυο 

επίπεδα κινείται παράλληλα προς τον εαυτό του µέχρι να συµπέσει µε το δεύτερο. Οι 

τοµές του επιπέδου αυτό µε το C είναι αυτό που ο Cavalieri ονοµάζει ‘όλες οι 

γραµµές’ ως προς τη διεύθυνση της (ε). Χρησιµοποιώντας αυτά τα στοιχεία στο έργο 

του Geometria indivisibilibus Continuorum nova quadam ratione promota διατυπώνει και 

επιχειρεί να αποδείξει την αρχή ‘Αν δύο επίπεδα εµβαδά είναι τέτοια ώστε κάθε 
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παράλληλη προς µια σταθερή κατεύθυνση, τέµνει τα δυο σχήµατα σε ευθύγραµµα 

τµήµατα το µήκος των οποίων βρίσκεται σε σταθερή σχέση λόγου, τότε και τα δυο 

εµβαδά βρίσκονται στην ίδια σχέση λόγου’, αλλά και µια ανάλογή της για όγκους. Σε 

απόδοση στα σύγχρονα µαθηµατικά η πρόταση αυτή είναι: 

 (i) Αν δύο επίπεδα σχήµατα µε ίσα ύψη περιέχονται µεταξύ δύο παραλλήλων 

γραµµών και φέρουµε ευθείες παράλληλες προς τις αρχικές ώστε να τέµνουν τα 

επίπεδα σχήµατα, τότε αν τα µήκη των ευθυγράµµων σχηµάτων που κάθε ευθεία 

δηµιουργεί στα δύο σχήµατα έχουν σταθερό λόγο, τον ίδιο λόγο θα έχουν και τα 

εµβαδά των επιπέδων σχηµάτων.  

 (ii) Αν δύο στερεά έχουν ίσα ύψη, και αν οι τοµές από επίπεδα παράλληλα προς 

τις βάσεις και σε ίσες αποστάσεις από αυτές βρίσκονται πάντα σε δοθέντα λόγο, τότε 

οι όγκοι των στερεών έχουν επίσης τον ίδιο λόγο.  

Ένα παράδειγµα εφαρµογής της πρότασης είναι ο υπολογισµός του εµβαδού της 

έλλειψης. Υπολογίζει το εµβαδόν της έλλειψης µε τη βοήθεια του εµβαδού κύκλου 

που θεωρεί γνωστό.  

Στο ίδιο σύστηµα συντεταγµένων σχεδιάζει την έλλειψη 
2 2

2 2 1x y
α β

+ =  και τον 

κύκλο 2 2 2x y α+ =  (σχήµα 8). Θεωρεί τυχαίο σηµείο Μ του κύκλου (για ευκολία 

στους υπολογισµούς επιλέγει το Μ να βρίσκεται στο πρώτο τεταρτοκύκλιο) και 

φέρνει το τµήµα ΜΓ κάθετο προς την ΑΑ΄ που τέµνει την έλλειψη στο Ν. Αν ΟΓ=x, 

τότε ( )
1

2 2 2
My xαΜΓ = = −   και ( )

1
2 2 2

Ny xβ α
α

ΝΓ = = − . ∆ηλαδή ο λόγος των 

τεταγµένων των σηµείων Μ και Ν, οπότε και ο λόγος των αντίστοιχων κάθετων 

 
Σχήµα 8: Υπολογισµός εµβαδού έλλειψης 
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χορδών, είναι β α .  Αν τώρα Ε και ε είναι τα εµβαδά της έλλειψης και του κύκλου 

αντίστοιχα, τότε σύµφωνα µε την παραπάνω αρχή θα ισχύει  
β

ε α
Ε
= , οπότε 

2β βε πα παβ
α α

Ε = = = . 

 

Ο Cavalieri χρησιµοποίησε επίσης τη θεωρία των αδιαιρέτων για να υπολογίσει 

το εµβαδόν του χωρίου που βρίσκεται κάτω από την καµπύλη ny x=  στο διάστηµα 

[ ]0,α , που µε σύγχρονη ορολογία και συµβολισµό αντιστοιχεί στο 
0

nx dx
α

∫ . Απέδειξε 

(όχι πλήρως) ότι 
1

0 1

n
nx dx

n
α α +

=
+∫ . 

Θεωρεί ένα ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ µε κάθετες πλευρές ΑΒ=ΑΓ=α. 

Το ευθύγραµµο τµήµα  ΕΖ=x είναι µια από ‘όλες τις γραµµές’ στην κατεύθυνση της 

ΑΓ (σχήµα 9). Το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ διαγράφεται λοιπόν από την κίνηση 

του ΕΖ από το Β µέχρι την ΑΓ. Έτσι το τρίγωνο ΑΒΓ είναι το άθροισµα των 

γραµµών ΕΖ, οπότε ( ) x
Α

Β

ΑΒΓ =∑ . Αλλά είναι γνωστό ότι ( )
21

2 2
αα αΑΒΓ = ⋅ = . 

Άρα  
2

2
x αΑ

Β

=∑   ή  τελικά µε σύγχρονο συµβολισµό  
2

0 2
xdx

α α
=∫ . 

Για τον υπολογισµό του αθροίσµατος  2x
Α

Β
∑  θεωρεί τετραγωνική πυραµίδα (Ρ) µε 

κορυφή το σηµείο Β και βάση τετράγωνο πλευράς ΑΓ=α (σχήµα 10). Στη συνέχεια 

θεωρεί µια τοµή της πυραµίδας µε επίπεδο παράλληλο προς τη βάση της. Η τοµή 

αυτή είναι τετράγωνο πλευράς x και εµβαδού x2. Η πυραµίδα διαγράφεται από την 

 

Σχήµα 9: Ο υπολογισµός του 
0

a
xdx∫  
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κίνηση του τετραγώνου ΚΛΜΝ από το Β µέχρι τη βάση ΑΓ∆Ζ. Έτσι η πυραµίδα 

είναι το άθροισµα των τετραγώνων ΚΛΜΝ, οπότε ( ) 2V P x
Α

Β

=∑ .  

Για τον υπολογισµό των αθροισµάτων kx
Α

Β
∑  εργάστηκε µε τον εξής τρόπο: 

Θεώρησε τετράγωνο ΑΒΓ∆ και το διαίρεσε σε δύο τρίγωνα φέροντας τη διαγώνιο 

ΑΓ (σχήµα 11). Τώρα, αν ΚΜ=x και ΜΛ=y, τότε x y α+ = .  Εποµένως 

( )x y x yα
Α Α Α Α

Β Β Β Β

= + = +∑ ∑ ∑ ∑ . Αλλά τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α∆Γ είναι ίσα και 

διαγράφονται από τα τµήµατα ΚΜ και ΜΛ αντίστοιχα, οπότε ( ) x
Α

Β

ΑΒΓ =∑  και 

( ) y
Α

Β

Α∆Γ =∑ . Άρα x y
Α Α

Β Β

=∑ ∑ . Έτσι, 2 xα
Α Α

Β Β

=∑ ∑  ή  
21

2 2
x αα

Α Α

Β Β

= =∑ ∑  µια και 

το α
Α

Β
∑  εκφράζει το εµβαδόν του τετραγώνου. 

Επίσης ( )22 2 22x y x xy yα
Α Α Α Α Α

Β Β Β Β Β

= + = + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . Όµως λόγω συµµετρίας θα 

ισχύει 2 2x y
Α Α

Β Β

=∑ ∑ , οπότε 2 22 2x xyα
Α Α Α

Β Β Β

= +∑ ∑ ∑ . Αν τώρα θέσουµε ΜΝ=z, 

τότε και
2 2

x z y zα α
= − = + ,  οπότε 

2
2

2 2 4
xy z z zα α α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⋅ + = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
.  

 

Σχήµα 10: Ο υπολογισµός του 2

0

a
x dx∫  
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Άρα 
2

2 2 22 2
4

x zαα
Α Α Α

Β Β Β

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ , οπότε τελικά 2 2 24 4x zα

Α Α Α

Β Β Β

= −∑ ∑ ∑ . 

Αλλά το 2z
Α

Β
∑  είναι το άθροισµα των τετραγώνων ‘όλων των γραµµών’ στα 

τρίγωνα ΟΜΝ και ΟΗΘ των οποίων οι πλευρές είναι µισές των πλευρών των  

τριγώνων ΑΒΓ και Α∆Γ. Το άθροισµα όλων των γραµµών στα τρίγωνα αυτά 

εκφράζει λοιπόν τον όγκο πυραµίδας µε διαστάσεις µισές της πυραµίδας όγκου 

2x
Α

Β
∑ .  Εποµένως  2 2 21 12

8 4
z x x

Α Α Α

Β Β Β

= ⋅ =∑ ∑ ∑ .  

Άρα  2 2 24 x xα
Α Α Α

Β Β Β

= −∑ ∑ ∑   ή  2 2 31 1
3 3

x α α
Α Α

Β Β

= =∑ ∑  µια και το 2α
Α

Β
∑ εκφράζει 

τον όγκο κύβου πλευράς α.  

Χρησιµοποιώντας τεχνάσµατα κατόρθωσε να αποδείξει ότι  

1

n
nx

n
αΑ

Β

=
+∑    για  1,2, ,9n = " .  ∆εν µπόρεσε να αποδείξει τον τύπο για 

µεγαλύτερες τιµές του n που οι υπολογισµοί γίνονται εξαιρετικά δύσκολοι. 

∆ιατύπωσε  λοιπόν την εικασία ότι ο τύπος αυτός ισχύει για κάθε θετικό ακέραιο n. 

Αυτό είναι και το στοιχείο που καθιστά την απόδειξη ατελή. Την εικασία του 

Cavalieri θα αποδείξουν µεταξύ 1625 και 1655 οι Fermat, Pascal και Roberval. 

Ο Γάλλος µαθηµατικός Giles Persone de Roberval (1602-1675) πιστεύεται ότι 

ανακάλυψε τη µέθοδο των αδιαιρέτων ανεξάρτητα από τον Cavalieri. Σε αντίθεση 

όµως µε τον Cavalieri ο Roberval δέχεται ότι η γραµµή αποτελείται από άπειρο 

πλήθος απειροστών αδιαίρετων τµηµάτων και όχι από άπειρο πλήθος σηµείων. 

α/2

y

z

x

y

z

Λ Γ

Ζ

BΚA

Ε Ν

Μ

Θ

ΗΟ

∆

 
Σχήµα 11: Ο υπολογισµός των αθροισµάτων  
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Επίσης δέχεται ότι µια επιφάνεια συντίθεται από άπειρο πλήθος απειροστών 

αδιαίρετων επίπεδων κοµµατιών και ένα στερεό από άπειρο πλήθος απειροστών 

αδιαίρετων στερεών κοµµατιών και όχι από ευθείες ή επίπεδα αντίστοιχα. Έτσι 

θεωρεί ότι το εµβαδόν του χωρίου που βρίσκεται κάτω από την καµπύλη ny x= στο 

διάστηµα [ ]0,1  αποτελείται από έναν άπειρο αριθµό «άπειρα στενών» ορθογωνίων 

λωρίδων (σχήµα 12). Αυτή η παραδοχή οδηγεί σε µια νέα αντίληψη για τον 

υπολογισµό εµβαδών και όγκων κατά τον 17ο αιώνα που διαφοροποιείται από τη 

µέθοδο της εξάντλησης. Αρχίζει να υιοθετείται µια συστηµατική διαδικασία µε την 

εγγραφή ορθογωνίων (σχήµα 13) σε κάθε περίπτωση αντί της χρήσης οποιουδήποτε 

ευθύγραµµου σχήµατος που θεωρείτο κατάλληλο, όπως γινόταν µέχρι τότε.  

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε να υπολογίσουµε το εµβαδόν του χωρίου κάτω από 

την καµπύλη 2y x= . Έστω ότι  l είναι το πλάτος κάθε ορθογωνίου. Τότε καθώς το l  

µικραίνει το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων προσεγγίζει το εµβαδόν του 

χωρίου. Αν λοιπόν Ε είναι το εµβαδόν του χωρίου και S είναι το άθροισµα των 
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Σχήµα 12: Το εµβαδόν κάτω από την ny x=  
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Σχήµα 13: Η νέα µέθοδος 
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εµβαδών των ορθογωνίων, τότε ( ) ( ) ( )2 22 3 2 2 22 1 2S l l l l l nl l n= ⋅ + ⋅ + + ⋅ = + + +" " . 

Άρα ( )
3 2

33
2

2 3 1 1 1
6 3 2 6

n n nS l nl
n n

+ + ⎛ ⎞= ⋅ = ⋅ + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Στο σηµείο αυτό µπορούµε να παρατηρήσουµε µια εξαιρετικά ενδιαφέρουσα 

διαφοροποίηση. Όταν το n γίνεται άπειρα µεγάλο τότε οι όροι 1/2n και 1/2n2 

γίνονται τόσο µικροί που θεωρούνται αµελητέοι. Άρα, αν ΟΑ=nl, τότε ( )31
3

S = ΟΑ , 

οπότε και ( )31
3

Ε = ΟΑ .  

Είναι φανερό ότι ο Roberval επιχειρεί να εισάγει µεθόδους για τη σύγκριση των 

αδιαιρέτων, ώστε ακόµη κι αν αυτά δεν διαθέτουν κάποιο µέγεθος, να είναι δυνατόν 

να οριστούν λόγοι µεγεθών τους. Το γεγονός αυτό αποτελεί ένα άλµα στη µελέτη των 

άπειρων διαδικασιών, µια και η θεώρηση αυτή του παρέχει, και αυτό γίνεται για 

πρώτη φορά στην ιστορία των µαθηµατικών, τη δυνατότητα να αγνοήσει µεγέθη που 

είναι µικρά σε σχέση µε άλλα.  

Η νέα µέθοδος βασίζεται και πάλι στην προσέγγιση καµπυλόγραµµων σχηµάτων 

από ευθύγραµµα σχήµατα, όπως και στη µέθοδο της εξάντλησης. Η διαφορά έγκειται 

στο γεγονός ότι αντί της έµµεσης απόδειξης που χρησιµοποιείτο στη µέθοδο της 

εξάντλησης µε τη διπλή απαγωγή σε άτοπο, στη µέθοδο που αναπτύχθηκε κατά τη 

διάρκεια του 17ου αιώνα γίνεται χρήση µιας πρώτης προσέγγισης της έννοιας του 

ορίου (καθώς το n γίνεται άπειρο το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων 

προσεγγίζει το εµβαδόν του χωρίου). Το πρόβληµα είναι ότι η έννοια του ορίου έχει 

µόλις αρχίσει να αναπτύσσεται και εποµένως είναι ακόµα ασαφής µε αποτέλεσµα την 

έλλειψη αυστηρότητας στις αποδείξεις στις οποίες χρησιµοποιείται (Γιαννακούλιας, 

2005).  

Παρόλα αυτά ο Fermat χρησιµοποιεί τη µέθοδο αυτή για να υπολογίσει το 

άθροισµα xρ
Α

Β
∑ , δηλαδή το ολοκλήρωµα 

0
x dx

β ρ∫ , όπου ρ είναι ρητός αριθµός 

διάφορος του 1. ∆ιαφοροποιείται επίσης όλων των προηγουµένων κατά το ότι διαιρεί 

το διάστηµα [ ]0,β  όχι σε πεπερασµένο πλήθος ίσων υποδιαστηµάτων των οποίων τα 

άκρα αποτελούν διαδοχικούς όρους µιας αριθµητικής προόδου, όπως γινόταν µέχρι 
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τότε, αλλά σε άπειρα το πλήθος υποδιαστήµατα της µορφής [ ]1, , 0,1, 2,n nt t n+ = … , 

των οποίων τα άκρα , 0,1, 2,n
nt nβ ρ= ⋅ = … , για κάποιο   µε  0 1ρ ρ< <  (όπως για 

παράδειγµα για 
1, 2,3,m m

m
ρ −
= = …) αποτελούν διαδοχικούς όρους γεωµετρικής 

προόδου (Νεγρεπόντης κ.α., 1999). 

Ακόµα πιο κοντά στο σύγχρονο τρόπο θεώρησης του ολοκληρώµατος βρίσκεται ο 

Blaise Pascal (1623-1662). Προκειµένου να υπολογίσει το άθροισµα 1 2m m mn+ + +"  

υποχρεώνεται να αποδείξει τον επαναληπτικό τύπο 

 ( ) 11

1 1 1

1 1 1
1 1

1 1

n n n
mm m

i i i

m m m
i i i n n

m m
+−

= = =

+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ + + = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑" ,  

όπου 
( )

! ,
! !

n n n k
k k n k
⎛ ⎞

= >⎜ ⎟ −⎝ ⎠
.  

Στη συνέχεια κάνοντας χρήση της µεθόδου της µαθηµατικής επαγωγής στο n και 

χρησιµοποιώντας το διωνυµικό ανάπτυγµα στον παράγοντα ( ) 11 mn ++ απέδειξε ότι 

ισχύει 
1

1 1 2

m mn
m

i

n ni s
m

+

=

= + +
+∑ ,  όπου s το άθροισµα των όρων µε µικρότερες δυνάµεις 

του n. Αλλά αφού η πρόσθεση ενός σηµείου σε µια γραµµή δεν προσθέτει τίποτα στο 

µήκος της µια και το σηµείο είναι το αδιαίρετο της γραµµής και αφού η πρόσθεση 

µιας γραµµής στην επιφάνεια δεν προσθέτει τίποτα στο εµβαδόν της µια και η 

γραµµή είναι το αδιαίρετο της επιφάνειας, έτσι και οι όροι µε µικρότερες δυνάµεις 

του n είναι πολύ µικροί µπροστά στο 
1

1

mn
m

+

+
 , οπότε µπορούν να διαγραφούν αφού δεν 

προσθέτουν τίποτα στο άθροισµα. (Ο Boyer, 1949, σελ. 214,  αποδίδει το επιχείρηµα 

αυτό στον Leibniz και όχι στον Pascal).  Έτσι για τον υπολογισµό του εµβαδού κάτω 

από την καµπύλη my x= στο διάστηµα [ ]0,α , δηλαδή µε σύγχρονο συµβολισµό για 

τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος 
0

mx dx
α

∫ , χωρίζει την επιφάνεια σε ένα πολύ 

µεγάλο πλήθος n ορθογωνίων λωρίδων µε πλάτος h
n
α

= , οπότε το ζητούµενο 

εµβαδόν είναι: 
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Σχήµα 14: Ο υπολογισµός του εµβαδού 

τριγώνου από τον Wallis 

( ) ( )( ) ( ) 1 1
1

1

2
1 1

m mn
m mm m m

i

nh
h h nh h h i

m m
α

+ +
+

=

+ + + ⋅ = ⋅ ≅ =
+ +∑" .  

Και ο Pascal λοιπόν χρησιµοποιεί τα αδιαίρετα στην απόδειξή του µε τη διαφορά 

ότι προσπαθεί να είναι πιο αυστηρός στον υπολογισµό των αθροισµάτων και να 

χρησιµοποιήσει λιγότερο τις γεωµετρικές µεθόδους. 

Στην κατεύθυνση αυτή προχωράει ακόµα παραπάνω ο John Wallis (1616-1703) ο 

οποίος επιχειρεί να αντικαταστήσει τα γεωµετρικά επιχειρήµατα της θεωρίας των 

αδιαιρέτων µε αλγεβρικά επιχειρήµατα που να βασίζονται στην αναλυτική γεωµετρία 

που έχουν ήδη εισάγει οι Descartes και Fermat. Στόχος του είναι να συσχετίσει τους 

τετραγωνισµούς καµπυλών µε τη µέθοδο του Cavalieri µε τις εργασίες των Roberval 

και Fermat (Γιαννακούλιας, 2005). ∆ιαφοροποιείται όµως από τον Cavalieri κατά το 

ότι θεωρεί ότι µια επίπεδη επιφάνεια αποτελείται από άπειρο πλήθος 

παραλληλογράµµων µε άπειρα µικρό ύψος και όχι από ένα άπειρο πλήθος γραµµών. 

Έτσι η γραµµή, την οποία θεωρεί ως παραλληλόγραµµο µε απειροστό ύψος, είναι 

διασταλτή και έχει ικανοποιητικό πάχος ώστε µε έναν άπειρο πολλαπλασιασµό να 

µπορεί να συγκριθεί µε το ύψος του σχήµατος στο οποίο έχει  εγγραφεί. Με τον 

τρόπο αυτό παρακάµπτει το πρόβληµα του πάχους του αδιαιρέτου που αντιµετώπιζε 

ο Cavalieri. Υποστηρίζει ότι η αύξηση της επιφάνειας επιτυγχάνεται µε τη διαστολή 

των απειροστών παραλληλογράµµων και όχι µε την παράθεση νέων γραµµών. Αυτό 

ελάχιστα διαφέρει από την έννοια της γέννησης των ποσοτήτων που αποτέλεσε τη 

βάση για τη θεωρία των ροών (fluxions) του Newton (ibid). 

Ένα παράδειγµα της δουλειάς του Wallis και της προσπάθειας που καταβάλλει να 

µετατοπίσει το βάρος της επιχειρηµατολογίας του από τα γεωµετρικά σε αλγεβρικά 

επιχειρήµατα είναι ο τρόπος που υπολογίζει το εµβαδόν ενός τριγώνου. Θεωρεί ένα 
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τρίγωνο ΑΒΓ µε βάση ΒΓ=α και ύψος Α∆=υ (σχήµα 14). Θεωρεί επίσης ότι το 

τρίγωνο ΑΒΓ αποτελείται από άπειρο πλήθος παραλληλογράµµων µε απειροστό 

ύψος 1h υ=
∞

.  Υποστηρίζει ότι κάθε ένα από αυτά τα παραλληλόγραµµα µε 

απειροστό ύψος µπορεί να θεωρηθεί ως γραµµή. Θεωρεί ότι αρχικά έχει εγγράψει ένα 

πλήθος ν παραλληλογράµµων για µεγάλο ν. Τότε τα εµβαδά των παραλληλογράµµων 

αυτών ξεκινώντας από την κορυφή Α και προς τη βάση ΒΓ αποτελούν διαδοχικούς 

όρους αριθµητικής προόδου µε πρώτο όρο το µηδέν και τελευταίο όρο το εµβαδόν 

του παραλληλογράµµου µε βάση την ΒΓ. ∆ηλαδή hνα α= ⋅ . Εποµένως το άθροισµα 

των εµβαδών των παραλληλογράµµων είναι 1 1
2 2

S hν
ν

α α ν α ν+
= ⋅ = . 

Στη συνέχεια επεκτείνει τη σχέση αυτή για άπειρο πλήθος παραλληλογράµµων. 

Τότε είναι 1h υ=
∞

, οπότε 1 1 1
2 2
α υ αυΕ = ⋅ ⋅∞ =

∞
. 

Ο Wallis στην απόδειξη αυτή µπολιάζει τη µέθοδο των αδιαιρέτων µε µια νέα 

αντίληψη για την αριθµητική του απείρου. Οι τεχνικές των αδιαιρέτων είναι φανερό 

πως ήταν ευρύτατα διαδεδοµένες κατά τη διάρκεια του 17ου αιώνα µια και ήταν 

εύκολα εφαρµόσιµες και το πεδίο χρήσης τους ήταν πολύ µεγάλο. Από την άλλη 

πλευρά παρουσίαζαν το µειονέκτηµα ότι υστερούσαν σε αυστηρότητα, γεγονός που 

επιχείρησε να αντιµετωπίσει ο Wallis εισάγοντας αυτή τη στοιχειώδη αριθµητική του 

απείρου. Το εγχείρηµα δεν µπορεί να χαρακτηριστεί ως επιτυχές µια και 

αντιµετωπίστηκε και αυτή µε τον ίδιο διαισθητικό τρόπο που αντιµετωπίστηκαν και 

τα αδιαίρετα. Τα αποτελέσµατά της θεωρήθηκαν προφανή και δεν θεµελιώθηκαν σε 

αυστηρές µαθηµατικές αποδείξεις. Παρόλα αυτά η θεωρίες των αδιαιρέτων και αυτή 

η πρώιµη αριθµητική του απείρου µπορούν να θεωρηθούν ως οι πρόδροµοι της 

αυστηρής θεωρίας της ολοκλήρωσης.  

Ο Isaac Barrow (1639-1677) µελέτησε συστηµατικά το έργο όσων προηγήθηκαν,  

και κυρίως το έργο του Cavalieri. ∆εχόταν την επικρατούσα στα µέσα του 17ου αιώνα 

κινηµατική άποψη της γεωµετρίας και συχνά αναφερόταν στην οµαλή ροή του 

χρόνου και στη δηµιουργία των καµπυλών µε άθροιση κατά τη συνεχή κίνηση 

σηµείων και γραµµών. (ibid). Έτσι ήταν σε θέση να αντιληφθεί ότι η γνώση των 

αποτελεσµάτων των προηγουµένων του οδηγούσε σε µια πρώτη µορφή του 
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Θεµελιώδους Θεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού. Αυτό που προσπάθησε ήταν 

να γενικεύσει όλα αυτά τα αποτελέσµατα χωρίς όµως να συνδέει τις καµπύλες µε την 

κίνηση. Κατόρθωσε να δώσει µια απόδειξη του θεµελιώδους θεωρήµατος χωρίς να 

αναφερθεί σε καµπύλες που ορίζονται κινηµατικά. Απέδειξε επίσης αρκετά 

γεωµετρικά θεωρήµατα και πρότεινε κατασκευές για τον υπολογισµό εµβαδών και 

όγκων οι τιµές των οποίων σήµερα υπολογίζονται µε τις αναλυτικές διαδικασίες του 

απειροστικού λογισµού. Ένα εξαιρετικά ενδιαφέρον αποτέλεσµα της ενασχόλησής 

του µε το πρόβληµα της εφαπτόµενης µιας καµπύλης είναι ο τρόπος µε τον οποίο 

εφαρµόζει τη µέθοδο του χαρακτηριστικού τριγώνου, το οποίο θα παίξει έναν πολύ 

σηµαντικό ρόλο στη θεµελίωση του Απειροστικού Λογισµού από τον Leibniz. Ο 

τρόπος που ο Barrow ορίζει την εφαπτόµενη σε µια καµπύλη που ορίζεται από την 

εξίσωση ( , ) 0f x y = , όπου f είναι µια πραγµατική συνάρτηση δυο πραγµατικών 

µεταβλητών, είναι ο  εξής (Νεγρεπόντης κ.α., 1999): 

Θεωρεί ένα «απεριόριστα µικρό τόξο» ΜΝ της καµπύλης ( , ) 0f x y =  µε άκρα τα 

σηµεία ( ),x yΜ  και ( ),x yδ εΝ + + (σχήµα 15).  Τότε ( ), ( , ) 0f x y f x yδ ε+ + = =  

αφού τα σηµεία Μ και  Ν ανήκουν και τα δυο στο γράφηµα της  f.  

Στη συνέχεια απαλείφει «όλους τους όρους που περιέχουν µια δύναµη του δ ή του ε 

ή γινόµενά τους, εφ’ όσον οι όροι αυτοί είναι αµελητέοι», όπως ο ίδιος ο Barrow 

γράφει. Αγνοώντας τώρα τη διαφορά µεταξύ του απεριόριστα µικρού τόξου ΜΝ και 

του ευθύγραµµου τµήµατος ΜΝ παρατηρεί την οµοιότητα του τριγώνου ΤΜΠ µε το 

χαρακτηριστικό τρίγωνο ΜΝΡ. Έτσι καταλήγει ότι η κλίση της εφαπτοµένης της 

καµπύλης ( , ) 0f x y =  στο σηµείο της ( ),x yΜ  ισούται µε y
t

ε
δ

= .  

 
Σχήµα 15: Το χαρακτηριστικό 

τρίγωνο 
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Με τον τρόπο αυτό κατά τους Νεγρεπόντη, Γιωτόπουλο και Γιαννακούλια (1999, 

σελ. 325) «… ο Barrow εφαρµόζει τη µέθοδο του χαρακτηριστικού τριγώνου και 

µεταβαίνει στο όριο (καθώς ε, δ→0) µε το να παραλείπει τα ‘διαφορικά υψηλότερης 

τάξης’». Αυτό που αξίζει να σηµειωθεί είναι η οµοιότητα της σύγχρονης λογικής για 

τον ορισµό της εφαπτόµενης σε καµπύλη µε τη µέθοδο που ανέπτυξε ο Barrow.  

Το 1666 ο Isaac Newton (1642-1727), µαθητής και φίλος του Barrow, περιγράφει 

χειρόγραφό του που έµεινε γνωστό ως «The October 1666 Tract on fluxions»τον 

υπολογισµό εµβαδών µε τη βοήθεια της αντιδιαφόρισης. Ιστορικά αυτή είναι η πρώτη 

εµφάνιση του θεµελιώδους θεωρήµατος του απειροστικού λογισµού υπό τη µορφή 

dE y
dx

= , όπου Ε συµβολίζει το εµβαδόν κάτω από την καµπύλη ( )y f x= , θέτοντας 

µ’ αυτό τον τρόπο τη βάση για µια αλγοριθµική προσέγγιση υπολογισµού των 

εµβαδών και φθάνοντας σ’ αυτό που οι ιστορικοί αποκαλούν «ανακάλυψη» του 

απειροστικού λογισµού (Γιαννακούλιας, 2005). Με τον όρο «ανακάλυψη» εννοούµε 

τρία πράγµατα: 

i) Την ένταξη όλων των µεθόδων που ήταν γνωστές µέχρι τότε σε δυο γενικές 

έννοιες, την «παράγωγο» και το «ολοκλήρωµα». 

ii) Την επινόηση συµβολισµών που καθιστούν εύκολη τη χρήση των εννοιών 

αυτών, και 

iii) Την «ανακάλυψη» και απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος του 

Απειροστικού Λογισµού που καθιστά φανερό ότι οι διαδικασίες της 

διαφόρισης και της ολοκλήρωσης είναι αντίστροφες διαδικασίες. 

Ο Νεύτωνας προσεγγίζει  στο χειρόγραφο αυτό τη διαφόριση όχι µε χρήση της 

έννοιας του ορίου, που άλλωστε ήταν σε εµβρυακή µορφή την εποχή αυτή, αλλά 

µέσα από τη φυσική διαίσθηση (Νεγρεπόντης κ.α.,1999). Ονοµάζει την ταχύτητα µε 

την οποία παράγεται η γραµµή fluxium (ροή) και  τη συµβολίζει µε x� . Προφανώς η 

ροή αντιστοιχεί στην έννοια της παραγώγου. Χρησιµοποιεί επίσης την ιδέα ενός 

απείρως µικρού ορθογωνίου, της «στιγµής» (moment) του εµβαδού το οποίο 

εκφράζει την άπειρα µικρή αύξηση της επιφάνειας σε απειροστό χρόνο ‘ο’ και την 

συµβολίζει xo� . Έτσι προχωράει στον τετραγωνισµό µιας δεδοµένης καµπύλης 

( )y f x= . Για τη δεδοµένη καµπύλη θεωρεί την σχέση ( )z z x=  του εµβαδού της 
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επιφάνειας που αντιστοιχεί σε κάθε σηµείο µε τετµηµένη x. Θεώρησε αρχικά τη 

συνάρτηση 3z x=  και παρατήρησε ότι αν η τιµή της µεταβλητής x αυξηθεί κατά µια 

απειροστή ποσότητα ‘ο’, τότε το εµβαδόν του χωρίου θα µεταβληθεί κατά το εµβαδόν 

του µικτόγραµµου σχήµατος ΒΓΕ∆. Επέλεξε ένα σηµείο Ι στην προέκταση του ΒΓ 

ώστε τα εµβαδά των µικτόγραµµων τριγώνων που σχηµατίζονται από την ΙΗ, την 

καµπύλη και τα τµήµατα ΙΓ και ΕΗ να είναι ίσα (σχήµα 16).  

Τότε όµως ισχύει ( ) ( )ΒΓΕ∆ = ΒΙΗ∆ . Αν λοιπόν θέσουµε ΒΓ=υ, θα πάρουµε 

( ) υοΒΓΕ∆ = ΒΙ ⋅Β∆ = . 

Στο σηµείο αυτό ο Νεύτωνας κάνει τον εξής συλλογισµό: Όταν το Β∆ µηδενιστεί, 

το ‘ο’ εξαφανίζεται και η ΒΙ γίνεται ίση µε την ΒΓ=y. Συνεπώς η µεταβολή της 

επιφάνειας είναι yo. Τότε ( )3 3 2 2 33 3z yo x o x x o xo o+ = + = + + + , οπότε 

( ) 3 2 2 3 33 3z yo z x x o xo o x+ − = + + + −   ή,  τελικά,  2 2 33 3yo x o xo o= + + . 

Τώρα διαιρεί τη σχέση µε την απειροστή ποσότητα ‘ο’ και παίρνει 

2 23 3y x xo o
o
= + + . Παραλείπει τους όρους που έχουν παράγοντα την ποσότητα ‘ο’ 

και καταλήγει στον τύπο 23y x= . 

Σε σύγχρονη ορολογία ο Newton για την εύρεση του εµβαδού της ζητούµενης 

επιφανείας υπολογίζει µια συνάρτηση z, τέτοια ώστε 23z x′ = . Αυτό σηµαίνει ότι ο 

ρυθµός µεταβολής του εµβαδού ισούται µε την κλίση 23x  της εφαπτοµένης της 

καµπύλης 3z x= . Έτσι γίνεται κατανοητό ότι οι «παράγωγοι» και εφαπτόµενες 

εµπεριέχονται στα εµβαδά. Με τον τρόπο αυτό λοιπόν ο Newton κατόρθωσε να βρει 

 
Σχήµα 16: Τετραγωνισµός καµπύλης από τον 

Νεύτωνα 
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την επιφάνεια µέσω µιας διαδικασίας αντίστροφης της διαφόρισης. Με άλλα λόγια 

βρήκε τη διαδικασία αορίστου ολοκληρώµατος. Η πρωτοτυπία του Newton έγκειται 

στο γεγονός ότι για πρώτη φορά υπολόγισε το εµβαδόν µιας επιφανείας από το λόγο 

µεταβολής σε ένα µόνο σηµείο, δηλαδή µε αντιδιαφόριση (Γιαννακούλιας, 2005).  

Ο Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) ήρθε για πρώτη φορά σε επαφή µε τις 

µεθόδους των απειροστών και του κέντρου βάρους από τις Επιστολές του Pascal, τις 

οποίες είχε δηµοσιεύσει ο Pascal µε το ψευδώνυµο Amos Bettonville. ‘Από αυτές 

πληροφορήθηκα’, γράφει ο Leibniz, τη µέθοδο των απειροστών και του κέντρου 

βάρους, δηλαδή τις γνωστές µεθόδους των Cavalieri και Guldinus». Ο Pascal σε µια 

από τις επιστολές αυτές είχε αποδείξει ότι το άθροισµα των ηµιτόνων κάθε τόξου 

ενός τεταρτηµόριου του κύκλου ισούται µε το τµήµα της βάσης µεταξύ των ακραίων 

ηµιτόνων επί την ακτίνα. Για να αποδείξει την πρόταση ο Pascal κατασκεύασε το 

εφαπτόµενο τµήµα ΕΖ σε κύκλο (Α,α) σε σηµείο του ∆ και, στη συνέχεια το 

ορθογώνιο τρίγωνο ΚΕΖ µε υποτείνουσα το εφαπτόµενο τµήµα ΕΖ και την κορυφή Κ 

στην ακτίνα Α∆ (σχήµα 17). Παρατήρησε ότι τα τρίγωνα ΚΕΖ και Α∆Ι είναι όµοια. 

Άρα 
Α∆ ∆Ι

=
ΕΖ ΖΚ

  ή   ∆Ι ⋅ΕΖ = Α∆ ⋅ΖΚ . Αν λοιπόν θέσουµε ,y s∆Ι = ΕΖ = ∆  και 

xΚΖ = ∆ , η σχέση αυτή γράφεται  y s xα⋅∆ = ⋅∆ .  

Αν τώρα κατά τους Νεγρεπόντη, Γιωτόπουλο και Γιαννακούλια (1999) 

θεωρήσουµε τα ∆s και ∆x ως απειροστά και τα αθροίσουµε (δηλαδή 

ολοκληρώσουµε), τότε το αποτέλεσµα του Pascal παίρνει τη µορφή yds dxα=∫ ∫ . 

Ο Leibniz κατάλαβε ότι η µέθοδος του Αρχιµήδη στη µορφή που την οδήγησε ο 

Pascal µπορούσε να χρησιµοποιηθεί για οποιαδήποτε συνάρτηση. Μόνο που στο 

απειροστό τρίγωνο του Pascal για µια τυχαία συνάρτηση το ρόλο της ακτίνας παίζει η 

 
Σχήµα 17: Το σχήµα της απόδειξης του Pascal 
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κάθετη στην καµπύλη στο συγκεκριµένο σηµείο (Γιαννακούλιας, 2005), όπως 

φαίνεται στο σχήµα 18. Για παράδειγµα αν ds είναι ένα απειροστό τόξο της καµπύλης  

( )y f x= , από την οµοιότητα των τριγώνων προκύπτει η σχέση 
ds dx
n y
=   ή  

yds ndx= . Αθροίζοντας τώρα τα απειροστά παίρνουµε yds ndx=∫ ∫ . Αυτή η 

µέθοδος του χαρακτηριστικού τριγώνου αποτελεί την αποφασιστικής σηµασίας 

ανακάλυψη του Leibniz στον Απειροστικό Λογισµό (Νεγρεπόντης κ.α., σελ. 328). 

Εφάρµοσε τη µέθοδο σε πληθώρα προβληµάτων ολοκλήρωσης, υπολογισµού µήκους 

καµπυλών και, ακόµα, στην απόδειξη του Θεµελιώδους Θεωρήµατος του 

Απειροστικού Λογισµού.  

Ο Leibniz θεωρούσε, και είχε µε µεγάλη σαφήνεια και επιµονή διακηρύξει τη 

θέση του αυτή, ότι στο λογισµό του οι τετραγωνισµοί προκύπτουν από αθροίσµατα 

διαφορικών εµβαδών και όχι ως αθροίσµατα γραµµών. Αυτό είναι ακριβώς το 

στοιχείο που οριοθετεί τη θεµελιώδη διαφορά µεταξύ του λογισµού του και της 

µεθόδου των αδιαιρέτων του Cavalieri που θεωρούσε τους τετραγωνισµούς ως το 

άθροισµα των τεταγµένων.  

Αρχικά χρησιµοποίησε για το ολοκλήρωµα τον όρο omnes ή omn., που είναι 

συντόµευση της λατινικής λέξης omnia η οποία σηµαίνει άθροισµα. Πολύ σύντοµα 

όµως εισήγαγε το σύµβολο ∫ . Αντίθετα ο Νεύτων και πολλοί άλλοι 

χρησιµοποιούσαν για το ολοκλήρωµα το συµβολισµό  �f(x)  που παραπέµπει στον 

τετραγωνισµό της παραβολής. Ο Leibniz βέβαια ποτέ δεν θεώρησε ικανοποιητικό τον 

 
Σχήµα 18: Το χαρακτηριστικό τρίγωνο του 

Leibniz 
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όρο ολοκλήρωµα που εισηγήθηκε ο Jacob Bernoulli και επέµεινε πάντα στον όρο 

άθροισµα.  

Κατόρθωσε λοιπόν ο Leibniz να δηµιουργήσει ένα ολοκληρωµένο, µεθοδικό και 

λειτουργικό διαφορικό λογισµό, καθιερώνοντας µια νέα ορολογία και ένα απλό και 

λειτουργικό συµβολισµό. Έτσι µε την ολοκλήρωση του έργου του Barrow και την  

εµφάνιση των Newton και Leibniz κλείνει µία περίοδος ανάπτυξης του Απειροστικού 

Λογισµού στην οποία σηµαντική συµβολή έχει ο Αρχιµήδης (Νεγρεπόντης κ.α., 1999, 

σελ. 209). Με το έργο των Newton και Leibniz ο Ολοκληρωτικός Λογισµός 

συνδέεται, µέσα από το αόριστο ολοκλήρωµα, µε τον ∆ιαφορικό Λογισµό. Έτσι ο 

Ολοκληρωτικός Λογισµός εντάσσεται στον Απειροστικό Λογισµό, όπου κυριαρχεί η 

έννοια της διαφόρισης. Το ολοκλήρωµα είναι πια απλά η αντίστροφη έννοια της 

παραγώγου. Κατά τον 18ο αιώνα το ενδιαφέρον των µαθηµατικών έχει στραφεί στη 

µελέτη και την ανάπτυξη του Απειροστικού Λογισµού. Συνέπεια αυτού του 

γεγονότος είναι ότι η ανάπτυξη του Ολοκληρωτικού Λογισµού ουσιαστικά 

διακόπτεται.  

Κατά τον 19ο αιώνα όµως δηµιουργούνται και πάλι οι κατάλληλες συνθήκες για 

την ανάπτυξη του Ολοκληρωτικού Λογισµού. Η δουλειά του Jean Baptiste Joseph 

Fourier (1768-1830) στην αναπαράσταση συναρτήσεων µε τριγωνοµετρικές σειρές 

οδήγησε στην αναγκαιότητα ολοκλήρωσης ασυνεχών συναρτήσεων. Έτσι έγινε 

απαραίτητη η πιο προσεκτική µελέτη της γενικής έννοιας του ολοκληρώµατος µε 

αποτέλεσµα ‘την βαθµιαία και αργή αποκατάσταση της θεωρίας της Ολοκλήρωσης 

στην κυρίαρχη θέση που είχε ιστορικά’ (ibid, σελ. 211). Ο Augustin-Louis Cauchy 

(1798-1857) επιχειρεί να δώσει έναν ορισµό του ολοκληρώµατος µιας συνεχούς 

πραγµατικής συνάρτησης [ ]: ,f α β → \  που ορίζεται σε ένα κλειστό πραγµατικό 

διάστηµα. Για τον σκοπό αυτό θεωρεί µια διαµέριση { }0 1 nP t t tα β= = < < < ="  

του διαστήµατος [ ],α β  και το αντίστοιχο άθροισµα ( )( )1 1
1

n

i i i
i

S f t t t− −
=

= −∑ . 

Υποστηρίζει ότι καθώς τα µήκη των διαστηµάτων ( )1, , 1, 2, ,i it t i n− = …  της 

διαµέρισης µικραίνουν και ο αριθµός των διαστηµάτων γίνεται πολύ µεγάλος, η 

διαµέριση P έχει µόνον ανεπαίσθητη επίδραση στην τιµή του S. Και συνεχίζει 

υποστηρίζοντας πως αν τα µήκη των υποδιαστηµάτων της διαµέρισης φθίνουν 
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απεριόριστα καθώς ο αριθµός n των υποδιαστηµάτων της διαµέρισης του [ ],α β  

αυξάνει, τότε η τιµή του S γίνεται ουσιαστικά σταθερή. ∆ηλαδή φθάνει σε κάποιο 

όριο που εξαρτάται µόνο από τη συνάρτηση  f  και τα άκρα α, β του διαστήµατος. Το 

πρόβληµα είναι ότι ο Cauchy αιτιολογεί µεν αλλά δεν µπορεί να αποδείξει τους 

ισχυρισµούς του γιατί δεν έχει στα χέρια του τα κατάλληλα εργαλεία. ∆εν έχει 

αναπτυχθεί ακόµα η έννοια της οµοιόµορφης συνέχειας που θα του έλυνε τα χέρια 

στην κατεύθυνση της απόδειξης των ισχυρισµών του.  

Ο Γερµανός µαθηµατικός Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) 

παρατήρησε ότι ο µόνος τρόπος για να αποδείξουµε τα αποτελέσµατα σύγκλισης των 

τριγωνοµετρικών σειρών Fourier και Dirichlet είναι να καθορίσουµε υπερβολικά 

ισχυρές περιοριστικές υποθέσεις σε σχέση µε τη συνέχεια των συναρτήσεων µια και 

το ολοκλήρωµα οριζόταν ουσιαστικά µόνο για συνεχείς συναρτήσεις. Αποφάσισε 

λοιπόν να επιχειρήσει να γενικεύσει και να διευρύνει τον ορισµό σε ευρύτερες 

κλάσεις συναρτήσεων. Έτσι οδηγήθηκε στην αναγκαιότητα ορισµού του αθροίσµατος 

Riemann και στη συνέχεια του ολοκληρώµατος Riemann µε τη µορφή που το 

ξέρουµε σήµερα. Μια παραλλαγή του ορισµού στην οποία ορίζονται και 

χρησιµοποιούνται τα άνω και κάτω αθροίσµατα, που είναι αυτή που χρησιµοποιείται 

στην παρούσα έρευνα, οφείλεται στον Gaston Darboux (1824-1917). Απέδειξε 

λοιπόν ο Riemann την ύπαρξη συναρτήσεων που είναι ολοκληρώσιµες ενώ είναι 

ασυνεχείς σε άπειρο πλήθος σηµείων.  

 

  Ο Ολοκληρωτικός Λογισµός στον 20ο αιώνα   

Στα τέλη του 19ου αιώνα η µελέτη των τριγωνοµετρικών σειρών υποχρέωσε τους 

µαθηµατικούς να συνειδητοποιήσουν ότι η βασική ιδέα στις συναρτήσεις θα έπρεπε 

να είναι µια σηµείο προς σηµείο αντιστοίχηση και όχι µια οµοιόµορφη µεταβολή 

(Boyer & Merzbach, 1997). Άρχισαν λοιπόν να ασχολούνται µε την έννοια των 

µετρήσιµων συνόλων. Η ενασχόληση του Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor 

(1845-1918) µε τα µετρήσιµα σύνολα δεν απέδωσε τα επιθυµητά αποτελέσµατα µια 

και σύµφωνα µε τον ορισµό του το µέτρο της ένωσης δυο συνόλων µπορεί να είναι 

µικρότερο από το άθροισµα των µέτρων τους. Αυτός που απάλλαξε τον ορισµό του 

µετρήσιµου συνόλου από τα προβλήµατα που παρουσίαζε και έδωσε µια νέα ώθηση 
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στη θεωρία ήταν ο Emile Borel (1871-1956). Στο έργο του Borel στηρίχτηκε ο Henri 

Lebesgue (1875-1941) για να διευρύνει τη θεωρία ολοκλήρωσης που είχε αναπτύξει ο 

Riemann η οποία κυριαρχούσε εκείνη τη εποχή και να αναπτύξει τη σύγχρονη θεωρία 

ολοκλήρωσης και µέτρου. Μεγάλη συµβολή στην  ανάπτυξη της θεωρίας αυτής  

είχαν πολλοί µαθηµατικοί όπως ο Ούγγρος Frigyes Riesz (1880-1956) και ο Έλληνας 

µαθηµατικός Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή (1873-1950), γνωστός και για το 

οµώνυµο, εξαιρετικής σηµασίας για τη θεωρία µέτρου, θεώρηµα (Νεγρεπόντης κ.α., 

1999).  

Παρατήρησε λοιπόν ο Lebesgue ότι ο ορισµός του ολοκληρώµατος κατά 

Riemann έχει το µειονέκτηµα ότι περιορίζεται αποκλειστικά σε συναρτήσεις που 

έχουν λίγα µόνο σηµεία ασυνέχειας. Το πρόβληµα είναι ότι αν η  συνάρτηση 

( )y f x=  έχει πολλά σηµεία ασυνέχειας, τότε δεν µπορούµε να εξασφαλίσουµε ότι, 

καθώς το διάστηµα ( )1,i ix x +  µικραίνει, οι τιµές ( )if x  και 1( )if x +  θα πλησιάζουν. 

Ξεπέρασε αυτό το πρόβληµα µε την κίνηση να διαµερίσει το σύνολο τιµών και όχι το 

πεδίο ορισµού της συνάρτησης. ∆ιαµέρισε λοιπόν το σύνολο τιµών σε 

υποδιαστήµατα iy∆  και επέλεξε σε κάθε υποδιάστηµα µια τιµή in . Αξιοποίησε την 

έννοια του µετρήσιµου συνόλου και όρισε το µέτρο Lebesgue. Στη συνέχεια βρήκε το 

µέτρο ( )iEµ  του συνόλου Εi  των σηµείων του άξονα των τετµηµένων για τα οποία οι 

τιµές ( )f x  είναι σχεδόν ίσες µε το in . Έτσι είναι σε θέση πια να ορίσει το άθροισµα 

Lebesgue  ( )n i iS n Eµ=∑  και στη συνέχεια το ολοκλήρωµα Lebesgue. Η διαδικασία 

ορισµού του ολοκληρώµατος Lebesgue είναι αρκετά περίπλοκη και ξεφεύγει από τα 

όρια αυτής της ιστορικής αναδροµής στην εξέλιξη του Ολοκληρωτικού Λογισµού. 

Οι ιδέες του Lebesgue άνοιξαν το δρόµο και σε άλλους µαθηµατικούς να 

επιτύχουν περαιτέρω γενικεύσεις, όπως ο Γάλλος Arnaud Denjoy (1884-1974) και ο 

Ούγγρος Alfred Haar (1885-1933) (Boyer & Merzbach, 1997). Άξιο αναφοράς είναι 

επίσης και το ολοκλήρωµα Lebesgue-Stieltjes που αποτελεί µια σύνθεση των ιδεών 

των Lebesgue και Stieltjes.  
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I.  ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
 

Περίληψη 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται ο τρόπος µε τον οποίο εισάγεται η έννοια του 
ορισµένου ολοκληρώµατος στο σχολικό εγχειρίδιο της τρίτης τάξης του Λυκείου στη 
χώρα µας καθώς και οι οδηγίες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου για τη διδασκαλία της 
και επιχειρείται µια εκτίµηση για τα αίτια των δυσκολιών που αντιµετωπίζουν οι 
µαθητές στην κατανόησή της. Καθορίζεται ο σκοπός της έρευνας, τίθενται τα 
ερευνητικά ερωτήµατα τα οποία θα επιχειρηθεί να απαντηθούν και, τέλος, 
οριοθετείται η έρευνα στην εξέταση των προβληµάτων που προκύπτουν από τη 
µελέτη του ορισµού µόνο του ορισµένου ολοκληρώµατος κατά Riemann. 

 
 

Εισαγωγή 

Μεγάλο πλήθος ερευνών έχει µέχρι τώρα ασχοληθεί µε τη διδακτική διαδικασία 

και το πρόβληµα της εννοιολογικής κατανόησης των µαθηµατικών στην 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Η παρούσα έρευνα εντάσσεται στα πλαίσια αυτά και 

φιλοδοξεί να συνεισφέρει στον προβληµατισµό για καλύτερη κατανόηση των 

δυσκολιών αλλά και των ευκαιριών που παρουσιάζονται από τη χρήση των νέων 

τεχνολογιών στη διδασκαλία του ορισµού της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος 

και των εννοιών που συναποτελούν το συγκεκριµένο εννοιολογικό πεδίο. Είναι µια 

έρευνα που σκοπό έχει να εξετάσει τους τρόπους µε τους οποίους µπορεί ο 

καθηγητής των µαθηµατικών να προσεγγίσει διδακτικά µε τη βοήθεια των νέων 

τεχνολογιών αυτή τη σηµαντική για τους µαθητές του έννοια του αναλυτικού 

προγράµµατος των σπουδών της Γ΄ τάξης του Λυκείου. Το ενδιαφέρον του ερευνητή 

εστιάστηκε στη βοήθεια που µπορεί να πάρει ο εκπαιδευτικός από τη χρήση του 

διερευνητικού λογισµικού Autograph.  

 

∆ιατύπωση του προβλήµατος 

Οι καθηγητές του µαθήµατος των Μαθηµατικών που έχουν διδάξει το µάθηµα 

των µαθηµατικών της θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης στην τρίτη τάξη του 

Λυκείου στη χώρα µας έχουν βρεθεί αντιµέτωποι µε τις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην εννοιολογική κατανόηση της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος. Οι δυσκολίες αυτές πηγάζουν από την ελλειµµατική εννοιολογική 
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κατανόηση της έννοιας του ορίου και τα προβλήµατα που το γεγονός αυτό 

συνεπάγεται, από την άγνοια από την πλευρά των µαθητών ακόµα και της ύπαρξης 

της έννοιας της ακολουθίας και, τέλος, από την αδυναµία του εκπαιδευτικού µας 

συστήµατος να βοηθήσει τους µαθητές να αναπτύξουν παράλληλα µε τις 

διαδικασιακές δεξιότητες και την εννοιολογική κατανόηση των εννοιών. Το ίδιο 

ακριβώς φαινόµενο έχει παρατηρηθεί και σε άλλες χώρες. Κατά τον Orton (1983) η 

διαδικασία διαµέρισης και η χρήση οριακών διαδικασιών για τον υπολογισµό του 

ορισµένου ολοκληρώµατος δεν αποτελούν στοιχεία της κατανόησης των µαθητών σε 

σχέση µε την έννοια. Από τους 79 µαθητές που ρωτήθηκαν στην έρευνά του αν 

µπορούµε να έχουµε µια ακριβή απάντηση στο ερώτηµα ποιο είναι το εµβαδόν ενός 

παραβολικού χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη 2y x=  παίρνοντας όλο και 

περισσότερα ορθογώνια µόνο οι 10 έθεσαν το θέµα της αναγκαιότητας χρήσης 

οριακής διαδικασίας. Οι υπόλοιποι µαθητές απάντησαν ότι θα παίρνουµε όλο και 

καλύτερες προσεγγίσεις αλλά ποτέ δεν θα επιτύχουµε το ακριβές εµβαδόν. Παρόλα 

αυτά, τονίζει ο Orton, οι περισσότεροι από τους µαθητές αυτούς ήταν ικανοί να 

χειριστούν, και µάλιστα µε σχετική ευκολία, τις βασικές τεχνικές της ολοκλήρωσης. 

Οι Rasslan και Tall (2002) αναφέρουν ότι σε έρευνα που έγινε στη Μεγάλη Βρετανία 

σε δείγµα 41 µαθητών ηλικίας 16 έως 18 ετών, των οποίων το επίπεδο ξεπερνούσε το 

µέσο όρο, µόνο 7 γνώριζαν και µπορούσαν να χειριστούν τον ορισµό της έννοιας του 

ορισµένου ολοκληρώµατος. Θεωρούν ότι αυτό συµβαίνει γιατί οι µαθητές δεν 

χρησιµοποιούν κατ’ ανάγκην τον ορισµό µιας έννοιας προκειµένου να αποφασίσουν 

αν έχουν να κάνουν µε αυτήν ή για να χειριστούν σχετικές µε την έννοια 

καταστάσεις. Στις περισσότερες περιπτώσεις αποφασίζουν µε βάση τις νοητικές 

εικόνες που έχουν σχηµατίσει για την έννοια, τις ιδιότητες που της έχουν προσδώσει 

και τις διαδικασίες που έχουν συνδέσει στο µυαλό τους µε αυτήν (Tall & Vinner, 

1981; Rasslan & Vinner, 1997). 

Στο αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών του µαθήµατος των Μαθηµατικών της 

Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου στη χώρα µας της εισαγωγής 

της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος προηγείται η εισαγωγή αυτής του 

αόριστου ολοκληρώµατος.  Αυτός ο τρόπος εισαγωγής της έννοιας είναι κατά το 

Παιδαγωγικό Ινστιτούτο (Οδηγίες για τη διδακτέα ύλη και τη διδασκαλία των 
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µαθηµάτων στο Γυµνάσιο και το Λύκειο κατά το σχολικό έτος 2004-2005, Τεύχος Β) 

θετικός:  

«Στο κεφάλαιο αυτό ορίζεται πρώτα η παράγουσα και το αόριστο 
ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης και στη συνέχεια η έννοια του ορισµένου 
ολοκληρώµατος µε το πρόβληµα του υπολογισµού του εµβαδού ενός 
παραβολικού χωρίου. Ο τρόπος αυτός εισαγωγής του ολοκληρώµατος, 
µολονότι δεν συµφωνεί µε την ιστορική εξέλιξη της έννοιας του 
ολοκληρώµατος, εξυπηρετεί τη διδακτική πράξη».  

Πιο συγκεκριµένα ακολουθείται από το σχολικό βιβλίο (Μαθηµατικά Θετικής και 

Τεχνολογικής Κατεύθυνσης, 2003) η εξής διδακτική προσέγγιση.  Υπολογίζεται 

πρώτα το εµβαδόν του παραβολικού χωρίου που περιέχεται από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης  f  µε 2( )f x x= , τις ευθείες  x=0 και  x=1 και τον άξονα 

x΄x, ως το κοινό όριο των ακολουθιών ανώτερων και κατώτερων αθροισµάτων. Στη 

συνέχεια ορίζεται η ακολουθία των αθροισµάτων Riemann ( )Sν ν∈Ν
, µε  

1

( )i
i

S f x
ν

ν ξ
=

= ∆∑ ,  και µε εφαρµογή του κριτηρίου παρεµβολής υπολογίζεται το όριό 

της καθώς  ν → +∞  και αποδεικνύεται ότι ισούται µε το ζητούµενο εµβαδόν. 

Ακολουθεί ο ορισµός του εµβαδού του χωρίου Ω που περικλείεται από τη γραφική 

παράσταση µιας συνεχούς και µη αρνητικής συνάρτησης  f, τον άξονα x΄x και τις 

ευθείες  x=α και  x=β, ως το όριο της ακολουθίας αθροισµάτων Riemann. Στο σηµείο 

αυτό αξίζει να σηµειώσουµε ότι δεν αποδεικνύεται ότι η ακολουθία συγκλίνει. Το 

επόµενο βήµα είναι ο ορισµός της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος µιας 

συνεχούς συνάρτησης  f  στο [α, β] ως εξής: 

Έστω µια συνάρτηση f συνεχής στο [α, β]. Με τα σηµεία 

0 1x x xνα β= < < < ="   χωρίζουµε το διάστηµα [α, β] σε ν ισοµήκη 

υποδιαστήµατα  µήκους  x β α
ν
−

∆ = . Στη συνέχεια επιλέγουµε αυθαίρετα ένα 

[ ]1,x xκ κ κξ −∈ , για κάθε {1,2, , }κ ν∈ " , και σχηµατίζουµε το άθροισµα  

1 2( ) ( ) ( ) ( )S f x f x f x f xν κ νξ ξ ξ ξ= ∆ + ∆ + + ∆ + + ∆" "  

το οποίο συµβολίζεται, σύντοµα, ως εξής: 

1
( )S f x

ν

ν κ
κ

ξ
=

= ∆∑ . 

Αποδεικνύεται ότι  
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‘‘Το όριο του αθροίσµατος Sν , δηλαδή το 
1

lim ( )f x
ν

κν κ

ξ
→∞

=

⎛ ⎞∆⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑     (1)   υπάρχει στο R 

και είναι ανεξάρτητο από την επιλογή των ενδιάµεσων σηµείων κξ ’’. 

Το παραπάνω όριο  (1)  ονοµάζεται ορισµένο ολοκλήρωµα της συνεχούς 

συνάρτησης  f  από το α στο β, συµβολίζεται µε   ( )f x dx
β

α∫   και διαβάζεται 

‘‘ολοκλήρωµα της  f  από το α στο β’’.  ∆ηλαδή, 

1
( ) lim ( )f x dx f x

νβ

κα ν κ

ξ
→∞

=

⎛ ⎞= ∆⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑∫ . 

Ο Μεταξάς (2006) παρατηρεί ότι όλοι οι φοιτητές που συµµετείχαν στην έρευνά 

του δήλωσαν ότι δεν είχαν καµία αναπαράσταση ή σύνδεση του (αόριστου) 

ολοκληρώµατος µε οποιαδήποτε άλλη γνωστή τους έννοια. ∆ιαπιστώνει επίσης την 

ύπαρξη ενός κοινού συµπεράσµατος της έρευνάς του µε αυτήν που διεξήγαγαν οι 

Carpenter et al (1980). Το συµπέρασµα αυτό είναι ότι η ανάπτυξη µιας 

υπολογιστικής τεχνικής είναι στενά συνδεδεµένη µε την κατανόηση της έννοιας που 

βρίσκεται πίσω από την τεχνική αυτή και ότι συχνά οι µαθητές µαθαίνουν τη 

διαδικασία εκτέλεσης υπολογισµών χωρίς όµως να επιτυγχάνουν βαθύτερη 

κατανόηση των εννοιών που αυτή η διαδικασία αντιπροσωπεύει. Όσοι έχουν διδάξει 

την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος στην τρίτη τάξη του Λυκείου στη χώρα 

µας έχουν παρατηρήσει ότι και τα δυο αυτά συµπεράσµατα ισχύουν και για το 

ορισµένο ολοκλήρωµα. 

Η εισαγωγή της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος, όπως και του αόριστου, 

στο σχολείο µας γίνεται µε τρόπο φορµαλιστικό Το γεγονός αυτό αυξάνει τον 

κίνδυνο να οδηγηθούµε σε καταστάσεις ανάλογες του παραπάνω συµπεράσµατος. 

Ζητούµενο κατά το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο είναι (Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 2003):  

 Να κατανοήσουν (οι µαθητές) την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος µε 

τη βοήθεια του παραβολικού χωρίου. 

 Να κατανοήσουν (οι µαθητές) τις στοιχειώδεις ιδιότητες του ορισµένου 

ολοκληρώµατος και να µπορούν να τις εφαρµόζουν. 
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 Να γνωρίζουν (οι µαθητές) το θεµελιώδες θεώρηµα του ολοκληρωτικού 

λογισµού και να µπορούν να το εφαρµόζουν στον υπολογισµό απλών 

ολοκληρωµάτων. 

 Να υπολογίζουν (οι µαθητές) τα εµβαδά επίπεδων χωρίων που ορίζονται από 

τις γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων. 

Η έρευνα αυτή εστιάζεται στο πρώτο από τα παραπάνω ζητούµενα. ∆ηλαδή 

αναζητά τρόπους για την καλύτερη κατανόηση του ορισµού της έννοιας µέσα από 

τον υπολογισµό του εµβαδού παραβολικού χωρίου. Η αφετηρία της είναι η υπόθεση 

ότι η τυπική διδασκαλία της έννοιας και η συνεπαγοµένη µηχανοποίηση της 

διαδικασίας, αν δεν συνοδευτεί από προσπάθεια εννοιολογικής κατανόησης της 

έννοιας, είναι πιθανόν  να οδηγήσει τους µαθητές στο χειρισµό των καταστάσεων που 

την εµπεριέχουν µέσα από µια διαδικασία ρουτίνας που θα στερείται µαθηµατικού 

περιεχοµένου (Artigue, 2002). Αυτόν ακριβώς τον κίνδυνο έρχεται να βοηθήσει να 

αποφύγουµε η χρήση των νέων ψηφιακών τεχνολογιών. Οι νέες τεχνολογίες και 

ειδικότερα τα CAS µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να υποστηρίξουν τις αδυναµίες 

των µαθητών στο πεδίο αυτό (Kutzler, 1994). Ένα λογισµικό που µπορεί, µεταξύ 

άλλων, να χρησιµοποιηθεί για το σκοπό αυτό είναι το Autograph 3.0. Η επιλογή του 

συγκεκριµένου λογισµικού έγινε αφ’ ενός γιατί είναι ένα νέο λογισµικό οι 

δυνατότητες του οποίου δεν έχουν διερευνηθεί επαρκώς και αφ’ ετέρου γιατί, αν και 

εξαιρετικά ισχυρό, είναι πολύ εύκολο στο χειρισµό του ακόµα και από µαθητές που 

δεν έχουν εµπειρία χρήσης διερευνητικού λογισµικού. 

 

Σκοπός της έρευνας 

Ο σκοπός της έρευνας αυτής είναι να διερευνήσει τις δυσκολίες που 

αντιµετωπίζουν οι µαθητές στην κατανόηση της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος και να αναζητήσει κατάλληλους και πρόσφορους τρόπους µε τους 

οποίους µπορεί ο εκπαιδευτικός να εκµεταλλευτεί τις δυνατότητες που του 

προσφέρει το λογισµικό πακέτο Autograph 3.0 στην διδασκαλία της συγκεκριµένης 

έννοιας. 
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Τα ερευνητικά ερωτήµατα 

Πιο συγκεκριµένα η έρευνα αυτή επιδιώκει να εξακριβώσει αν: 

1. Είναι το λογισµικό Autograph ένα εύχρηστο ακόµα και από µαθητές µε µικρή 

εµπειρία στη χρήση ψηφιακών τεχνολογιών εργαλείο για τη µελέτη και 

διερεύνηση των εννοιών που σχετίζονται µε το εννοιολογικό πεδίο του 

ορισµένου ολοκληρώµατος. 

2. Μπορούν οι µαθητές χρησιµοποιώντας το διερευνητικό λογισµικό Autograph 

και αξιοποιώντας τις δυνατότητες που αυτό τους παρέχει να οδηγηθούν στην 

εννοιολογική κατανόηση του ορισµού της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος. 

3. Μπορούν οι µαθητές µέσα από τη χρήση του διερευνητικού λογισµικού 

Autograph στη µελέτη του ορισµού του ορισµένου ολοκληρώµατος να 

οδηγηθούν στην βαθύτερη και εννοιολογική κατανόηση της έννοιας του 

ορίου. 

4. Ο δάσκαλος των µαθηµατικών αξιοποιώντας την πρόσθετη παιδαγωγική αξία 

που παράγεται από την ένταξη στη διδακτική διαδικασία της χρήσης του 

λογισµικού Autograph αποκτά τη δυνατότητα να σχεδιάσει και να οργανώσει 

µια νοηµατική διδασκαλία µε στόχο τη εννοιολογική κατανόηση από τους 

µαθητές του των αντικειµένων τα οποία συνιστούν το εννοιολογικό πεδίο του 

ορισµένου ολοκληρώµατος. 

 

Αναγκαιότητα και σηµαντικότητα της έρευνας 

Μεγάλος αριθµός ερευνητών έχει ασχοληθεί στη χώρα µας αλλά κυρίως στο 

εξωτερικό µε το πρόβληµα της χρήσης των νέων τεχνολογιών στη διδασκαλία των 

εννοιών του Απειροστικού λογισµού (Heid et al, 1990; Guin & Trouche, 1999; 

Lagrange,1999; Lagrange, 2000; Mariotti, 2002), όπως επίσης και µε τα προβλήµατα 

που ανακύπτουν κατά τη διδασκαλία των εννοιών του ορίου και της συνέχειας (Tall 

& Vinner, 1981; Artigue, 1997a) όπως και του ορισµένου ολοκληρώµατος (Πάσχος & 

Φαρµάκη, 2005). Λίγες µόνο όµως έρευνες έχουν γίνει για την διερεύνηση των 

ωφελειών αλλά και των προβληµάτων που µπορούν να προκύψουν από τη χρήση των 
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νέων τεχνολογιών στη διδασκαλία της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος 
(Rasslan & Tall, 2002).  

Οι εκπαιδευτικοί που εµπλέκονται στη διδασκαλία του Απειροστικού Λογισµού 

στην Γ΄ τάξη του Λυκείου στη χώρα µας γνωρίζουν ότι οι µαθητές δεν επιτυγχάνουν 

την εννοιολογική κατανόηση της έννοιας του ορίου και, κατά συνέπεια, της έννοιας 

του ορισµένου ολοκληρώµατος. Μπορούν παρόλα αυτά να χειριστούν παραδείγµατα 

των εννοιών σε διαδικασιακό επίπεδο (Tall, 2004). Επιπλέον, λόγω της 

ιδιαιτερότητας της τάξης ως τάξη προετοιµασίας για τις εξετάσεις εισαγωγής στην 

τριτοβάθµια εκπαίδευση και της σηµασίας που έχουν οι εξετάσεις αυτές, η χρήση 

πειραµατικών µεθόδων διδασκαλίας καθώς και η χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών 

στη διδασκαλία της ύλης που περιλαµβάνεται στο αναλυτικό πρόγραµµα είναι, άτυπα 

βέβαια, περίπου «απαγορευµένη». Έτσι παρουσιάζεται το φαινόµενο η έρευνα στο 

πεδίο αυτό να είναι περιορισµένη.  

Από την άλλη πλευρά το λογισµικό Autograph είναι ένα νέο λογισµικό που δεν 

έχει ακόµα χρησιµοποιηθεί  ευρέως (αν και είναι συζητήσιµο το κατά πόσο είναι 

δόκιµη  η χρήση της λέξης «ευρέως» όταν αναφέρεται σε χρήση εκπαιδευτικού 

λογισµικού στην ελληνική εκπαιδευτική πραγµατικότητα) στην εκπαιδευτική 

διαδικασία. Είναι  λοιπόν αναγκαίο όσο και σηµαντικό να επιχειρηθεί να αξιολογηθεί 

αν η χρήση του λογισµικού Autograph 3.0 µπορεί να βοηθήσει  στην πιο 

αποτελεσµατική διδασκαλία και στην καλύτερη και εννοιολογική κατανόηση των 

εννοιών του ορίου και του ορισµένου ολοκληρώµατος. 

 

Οριοθέτηση της έρευνας 

Η έρευνα αυτή ενδιαφέρεται για την πιο αποτελεσµατική  χρήση ψηφιακών 

εργαλείων, και ειδικότερα του λογισµικού Autograph, στη διδασκαλία εννοιών του 

Απειροστικού Λογισµού. Εστιάζεται στη διδασκαλία του ορισµένου ολοκληρώµατος 

ως µια χαρακτηριστική τέτοια έννοια. Περιορίζεται όµως, όπως ήδη παρουσιάστηκε, 

στο πρώτο από τα ζητούµενα που θέτει το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, δηλαδή την 

εννοιολογική κατανόηση από τους µαθητές της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος ως εµβαδόν παραβολικού χωρίου. Πρέπει να τονιστεί ότι η παρούσα 

έρευνα περιορίζεται στον ορισµό της έννοιας που δίνεται σχολικό εγχειρίδιο. ∆ηλαδή 

θεωρείται δεδοµένος ο περιορισµός της κλάσης των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων 
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στις συνεχείς συναρτήσεις. Επίσης η έρευνα δεν επεκτείνεται στον ορισµό άλλων 

ορισµένων ολοκληρωµάτων, όπως για παράδειγµα το ολοκλήρωµα Lebesgue.   
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ΙΙ.  ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΗΣ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ 
 

Περίληψη 

Στο κεφάλαιο αυτό επιχειρείται µια επισκόπηση του προβληµατισµού γύρω από 
το θέµα της χρησιµότητας της ένταξης και της χρήσης των ψηφιακών τεχνολογιών 
στη διδασκαλία των µαθηµατικών και γίνεται µια προσπάθεια ανάλυσης κάποιων 
βασικών σύγχρονων θεωριών µάθησης που συνδέονται µε το θέµα αυτό. Το 
ενδιαφέρον εστιάζεται στα οφέλη που µπορούν να προκύψουν από τη χρήση της 
ψηφιακής τεχνολογίας στη διδασκαλία των µαθηµατικών αλλά και στη διερεύνηση 
για την εξεύρεση του πλέον κατάλληλου τρόπου ένταξης της τεχνολογίας αυτής στη 
διδακτική πρακτική. Εξετάζεται η συµβολή των νέων ψηφιακών τεχνολογιών γενικά 
και των αλγεβρικών ψηφιακών συστηµάτων (CAS) ειδικότερα στην βελτίωση της 
εννοιολογικής κατανόησης των εννοιών από τους µαθητές και στον εµπλουτισµό του 
ρεπερτορίου των δασκάλων των µαθηµατικών µε τρόπους πρόσφορους για την 
ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης. Στην κατεύθυνση αυτή, ως πλέον πρόσφορη, 
εξετάζεται η θεωρία της ενοργανωµένης δραστηριότητας (instrumental activity).   

 
 

Εισαγωγή 

Η διδακτική των µαθηµατικών είναι µια σχετικά πρόσφατη επιστήµη. Μόνο τα 

περίπου σαράντα τελευταία χρόνια εξελίσσεται σε έναν αυτόνοµο επιστηµονικό 

κλάδο επιχειρώντας να απογαλακτισθεί από τις γενικότερες θεωρίες µάθησης στις 

οποίες µέχρι τότε την ενέτασσαν  και να αποκτήσει δική της ταυτότητα (Κυνηγός, 

2007). Όµως αυτή η προσπάθεια απογαλακτισµού δεν σηµαίνει σε καµία περίπτωση 

ότι απορρίπτονται όλες οι θεωρίες µάθησης που έχουν αναπτυχθεί στα πλαίσια 

κυρίως της γνωστικής ψυχολογίας. Αντίθετα σε πολλές περιπτώσεις αποτελούν το 

θεµέλιο λίθο για την δόµηση θεωριών εστιασµένων στη διδακτική των µαθηµατικών. 

Έτσι κρίθηκε σκόπιµο να γίνει µια σύντοµη επισκόπηση της εξέλιξης των 

κυριότερων θεωριών µάθησης και των επιδράσεων που αυτές είχαν στα θεωρητικά  

δοµήµατα που παρουσιάζουν ενδιαφέρον σε σχέση µε την έρευνα αυτή, όπως η 

θεωρία των εννοιολογικών πεδίων και η θεωρία των διδακτικών καταστάσεων, τα 

οποία αναπτύχθηκαν στα πλαίσια της νέας επιστήµης της διδακτικής των 

µαθηµατικών. 

Επιπλέον τα τελευταία χρόνια βρισκόµαστε µπροστά σε µια έκρηξη στην 

ανάπτυξη των ψηφιακών τεχνολογιών σε κάθε τοµέα της ζωής µας. Όπως είναι 

φυσικό το γεγονός αυτό δεν άφησε ανεπηρέαστο και τον κλάδο της έρευνας στην 
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παιδαγωγική επιστήµη και στη διδακτική γενικά αλλά και στη διδακτική των 

µαθηµατικών ειδικότερα. Νέες τάσεις αναπτύχθηκαν στα πλαίσια των παιδαγωγικών 

επιστηµών µε αφορµή την ανάπτυξη της τεχνολογίας και προτάσεις για τη χρήση των 

νέων ψηφιακών τεχνολογιών στην εκπαίδευση είδαν το φως της δηµοσιότητας. Οι 

απαρχές των αντιλήψεων αυτών εντοπίζονται στην εργασία του Seymour Papert στο 

Media Lab του MIT στα µέσα της δεκαετίας του 1960. Ο Papert, ο οποίος είχε  

βαθύτατα επηρεαστεί από τις απόψεις του Piaget, παρέµεινε επιφυλακτικός ως προς 

την πορεία των θεωριών µάθησης της εποχής του. Θεωρούσε ότι ο Piaget και οι 

παιδαγωγικές επιστήµες είχαν επικεντρωθεί στο τι δεν µπορεί να κάνει ένα παιδί και 

όχι στο τι µπορεί να κάνει σε µια συγκεκριµένη ηλικία (Κυνηγός, 2007). Για να 

ξεπεραστεί αυτή η αδυναµία πρότεινε τη ένταξη των νέων τεχνολογιών στην 

εκπαίδευση. Υποστηρίζει ότι µπορούµε να σχεδιάσουµε τεχνητά περιβάλλοντα τα 

οποία να είναι πολύ πιο πλούσια σε δυνατότητες ώστε να δίνουν στο παιδί εµπειρίες 

δηµιουργίας µαθηµατικών νοηµάτων (Papert, 1991). Από το σηµείο αυτό και µετά, 

και κυρίως την τελευταία εικοσαετία, οι ρυθµοί εξέλιξης ήταν καταιγιστικοί. Το 

πλαίσιο στο οποίο στηρίζεται η έρευνα αυτή εδράζεται στη θεωρία της ενοργάνωσης 

(instrumentation theory) που αναπτύχθηκε από τους Verillon & Rabardel (1995) στα 

πλαίσια της γνωστικής εργονοµίας (cognitive ergonomics) και της ανθρωπολογικής 

θεωρίας (anthropological theory) που ανέπτυξε ο Chevallard (1992). Είναι λοιπόν 

χρήσιµο πριν από την παρουσίαση της θεωρίας της ενοργάνωσης να γίνει µια 

επισκόπηση των αντιλήψεων γύρω από την οντολογία του όρου «νέες τεχνολογίες», 

την χρησιµότητά της ένταξής τους στη µαθησιακή και στη διδακτική διαδικασία και 

τις αλλαγές που αυτή η ένταξη επιβάλλει. 

 

Θεωρητικό πλαίσιο 

 Οι γνωστικές και κοινωνικές θεωρίες για τη µάθηση των Μαθηµατικών  

Από τη Γενετική Επιστηµολογία του Piaget στον Κοινωνικό Κονστρουκτιβισµό 

Ο Jean Piaget ανέπτυξε τη Γενετική Επιστηµολογία ως ένα πλαίσιο µελέτης της 

ανάπτυξης και της εξέλιξης των εννοιών, των λογικών ενεργειών και πράξεων και της 

συµβολικής σκέψης στο νου του παιδιού µέσα από µια σύνθεση της Φιλοσοφίας της 

Επιστήµης και της Ψυχολογίας (Κλαουδάτος, 1996). Επέµενε να δηλώνει ότι η 
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δουλειά του στην Ψυχολογία οριοθετείται από αυτό που εκείνος όριζε ως επιστηµικό 

αντικείµενο ανάλυσης, δηλαδή µια κατασκευή από το υποκείµενο ως παραγωγού και 

επεξεργαστή της γνώσης (Verillon, 2000). Θεωρούσε τη γνωστική ανάπτυξη ως µια 

πολύ γενική διαδικασία που, αν και ατοµική, δεν περιορίζεται στην ανάπτυξη κάθε 

ατόµου ξεχωριστά αλλά υποστηρίζεται από τη µια πλευρά από τη βιολογική εξέλιξη 

και από την άλλη από την ιστορική γένεση της επιστηµονικής γνώσης. 

Το πιο ενδιαφέρον και ελκυστικό ταυτόχρονα στοιχείο των απόψεων του Piaget 

είναι η θέση του ότι το υποκείµενο είναι το ίδιο ο κατασκευαστής της γνώσης και ότι 

δηµιουργεί γνωστικές δοµές και κατασκευάζει τη γνώση µόνο µέσα από την 

αλληλεπίδρασή του µε τον εξωτερικό κόσµο (ibid). Τοποθετεί το υποκείµενο στο 

κέντρο της µαθησιακής πορείας καθιστώντας το πρωταγωνιστή που οικοδοµεί τη 

γνώση του µέσα από την αλληλεπίδρασή του µε το περιβάλλον (Henry, 2006). Ο 

Piaget (1980) υποστηρίζει «… Όλη η γνώση που σχετίζεται µε την 

πραγµατικότητα…προκύπτει ως αποτέλεσµα δράσεων ή σειράς λειτουργιών πάνω σε 

αυτήν που της επιβάλλουν να µεταβάλλεται µε τέτοιο τρόπο ώστε να αποκαλύπτει τις 

σταθερές αναλλοίωτες και τις παραλλάσσουσες ιδιότητές της». Όπως χαρακτηριστικά 

αναφέρει ο Vergnaud «η πράξη είναι πηγή και κριτήριο της γνώσης». Κατά τον 

Verillon (2000) γνώση είναι κατά βάση  η επίγνωση των αναλλοίωτων ιδιοτήτων των 

πραγµάτων (µέσα από τη διεργασία που ο Piaget ονοµάζει εµπειρική αφαίρεση) και 

των αναλλοίωτων ιδιοτήτων -κυρίως λογικών- της δράσης (µέσα από την 

αναστοχαστική αφαίρεση).  

Το υποκείµενο κατά τον Piaget µαθαίνει πραγµατοποιώντας διαδοχικές 

προσαρµογές (adaptations) περνώντας µέσα από φάσεις ρήξεων και 

επαναϊσορροπιών µε αφοµοιώσεις (assimilations) και συµµορφώσεις 

(accommodations). Ο Piaget χρησιµοποιεί τον όρο αφοµοίωση για να περιγράψει τη 

διαδικασία ενσωµάτωσης των νέων δεδοµένων στις ήδη υπάρχουσες δοµές της 

γνώσης  και τον όρο συµµόρφωση  όταν αναφέρεται στη διαδικασία τροποποίησης 

των γνωστικών δοµών του ατόµου (Κολέζα, 2000). Τι είναι όµως οι γνωστικές δοµές; 

Είναι λιγότερο ή περισσότερο σταθεροί σχηµατισµοί οι οποίοι σε κάθε στάδιο της 

ανάπτυξης υποστηρίζουν µια κλάση παρεµφερών ενεργειών (ibid). Ο όρος 

αφοµοίωση λοιπόν υποδεικνύει την ενσωµάτωση από το υποκείµενο όλων των 

δεδοµένων στοιχείων που είναι εξωτερικά. Κάποια από αυτά ενσωµατώνονται σε 
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σχήµατα και έννοιες ήδη κατασκευασµένες. Κάποια άλλα όµως παραµερίζονται 

ασυνείδητα γιατί δεν µπορούν να βρουν ένα νοητικό πλαίσιο κατάλληλο για την 

ένταξή τους. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα το υποκείµενο να µην επείγεται να επιλύσει 

τις αντιφάσεις που αυτά προκαλούν. Όταν ο µαθητής δεν µπορεί πια να ξεπεράσει 

την ανισορροπία που προκαλείται από τις αντιφάσεις αυτές αρχίζει η αναπροσαρµογή 

(Henry, 2006). Πολύ σηµαντική στο σηµείο αυτό είναι η θεωρία της εξισορρόπησης. 

Η εξισορρόπηση είναι µια βασική διαδικασία της γνωστικής ανάπτυξης. Ο ίδιος ο 

Piaget γράφει: 

Οι γνώσεις περνούν από ένα στάδιο ισορροπίας σε ένα άλλο µέσα από 
φάσεις µεταβατικές, στη διάρκεια των οποίων οι προηγούµενες γνώσεις 
αµφισβητούνται. Αν αυτή η στιγµή της ανισορροπίας ξεπεραστεί, προκύπτει µια 
αναδιοργάνωση στις γνώσεις κατά τη διάρκεια της οποίας οι νέες γνώσεις 
ενσωµατώνονται µέσα στις παλιές. 

Σύµφωνα µε τη θεωρία της εξισορρόπησης λοιπόν ο µαθητής βρίσκεται αρχικά σε 

µια θέση γνωστικής ισορροπίας. Κάποια στιγµή βρίσκεται αντιµέτωπος µε 

διαταραχές αυτής της ισορροπίας που µπορούν να προκληθούν από γνωστικές 

συγκρούσεις, από αντιθέσεις, ρήξεις κλπ. Όταν ο µαθητής δεν µπορεί να ξεπεράσει 

εύκολα αυτές τις διαταραχές παρατηρείται µια φάση ύφεσης. Ακολουθεί µια φάση 

αναδιοργάνωσης των γνώσεων που τελικά οδηγεί σε µια νέα ισορροπία (ibid). Η 

διαδικασία της εξισορρόπησης περιλαµβάνει και την κατανόηση ως µια µακρά και 

συνεχή διαδικασία αναδιοργάνωσης των γνωστικών σχηµάτων του υποκειµένου 

(Κλαουδάτος, 1996). Κατά την Sierpinska (1992) η κατανόηση περιέχει τέσσερις 

κατηγορίες ενεργειών: Την αναγνώριση, τη διάκριση, τη γενίκευση και τη σύνθεση. 

Αρχικά το υποκείµενο αναγνωρίζει ότι µια κατάσταση ή ένας όρος κλπ παρουσιάζει 

ενδιαφέρον για αυτό (αναγνώριση). Στη συνέχεια διακρίνει το συγκεκριµένο 

αντικείµενο από άλλα που σχετίζονται µε αυτό. Παρατηρεί τις οµοιότητες και τις 

διαφορές τους (διάκριση). Έτσι οδηγείται στο σηµείο να µπορεί να κατανοήσει τη 

δυνατότητα εφαρµογής των ιδιοτήτων του εξεταζόµενου αντικειµένου και σε άλλα 

πεδία (γενίκευση). Τέλος είναι πια σε θέση να συνδέσει έννοιες που µέχρι τη στιγµή 

αυτή θεωρούσε διαφορετικές (σύνθεση). 

Η µάθηση λοιπόν θεωρούµενη σε αυτό το πλαίσιο είναι µια διαδικασία συνεχούς 

νοητικής αναδιοργάνωσης. Αυτή η οργάνωση και επανοργάνωση πραγµατοποιείται  

µέσα από µια διαδικασία εµπειρικής και αναστοχαστικής αφαίρεσης κατά την οποία 
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το κύριο βάρος για την ερµηνευτική διαδικασία αποδίδεται στο υποκείµενο (Κολέζα, 

2000). Αλλά η διαδικασία της µάθησης δεν είναι γραµµική. Πολύ συχνά 

παρατηρούνται παλινδροµήσεις κατά την εξέλιξή της. Οι µαθητές πρέπει να 

επιστρέψουν σε µια προηγούµενη κατάσταση, να ανατρέξουν στις υπάρχουσες 

γνώσεις τους και να τις χρησιµοποιήσουν µε τέτοιο τρόπο ώστε να µπορέσουν να 

προχωρήσουν βγαίνοντας από την προβληµατική κατάσταση στην οποία βρίσκονται. 

Κάτι τέτοιο όµως δεν είναι πάντα άµεσα δυνατό. Η γνώση κατά την Robert 

διακρίνεται σε κατεχόµενη και διαθέσιµη. Κατεχόµενη είναι η γνώση την οποία κατ’ 

αρχήν είναι ικανός ο µαθητής να χρησιµοποιήσει για να λύσει ένα πρόβληµα που του 

τίθεται µε ρητό τρόπο. Είναι σηµαντικό να τονιστεί  ότι µιλάµε για κατεχόµενη 

γνώση και στην περίπτωση που ο µαθητής δεν µπορεί από µόνος του να ανακαλέσει 

αυτή τη γνώση, αλλά µπορεί να τη χρησιµοποιήσει αν προκληθεί µε τον κατάλληλο 

τρόπο. ∆ιαθέσιµη είναι µια επαρκώς σταθεροποιηµένη γνώση την οποία µπορεί να 

ανακαλέσει ο µαθητής χωρίς καµία υπόδειξη και να τη χρησιµοποιήσει σαν εργαλείο 

(Henry, 2006). 

Στις απόψεις του Piaget εδράζεται ο ριζοσπαστικός κονστρουκτιβισµός που 

αναπτύχθηκε πάνω στις ιδέες του Von Glasersfeld και στηρίζεται πάνω στις εξής δυο 

υποθέσεις: 

 Η γνώση κατασκευάζεται ενεργητικά από το υποκείµενο και δεν 

συλλαµβάνεται παθητικά από το περιβάλλον. 

 Η γνώση είναι µια διαδικασία προσαρµογής µε τον κόσµο των εµπειριών και 

όχι η ανακάλυψη ενός προϋπάρχοντος κόσµου ο οποίος είναι ανεξάρτητος 

από τον χρήστη. 

Έτσι η µαθηµατική γνώση θεωρείται απλά ως το προϊόν των νοητικών 

λειτουργιών του ατόµου. Η επίδραση και η συµβολή του περιβάλλοντος στη 

γνωστική ανάπτυξη αγνοείται. Αυτός είναι ένας από τους παράγοντες για τους 

οποίους ασκήθηκε πολύ σοβαρή κριτική στον ριζοσπαστικό κονστρουκτιβισµό. Το 

πιο βασικό σηµείο αυτής της κριτικής είναι ότι η φύση των νοηµάτων που δοµούνται 

από το υποκείµενο δεν καθορίζεται αποκλειστικά από το ίδιο το υποκείµενο αλλά και 

από τους τρόπους αλληλεπίδρασής του µε το περικείµενο, τη φύση της 

ανατροφοδότησης που δέχεται από το περιβάλλον του και τη φύση των περιορισµών 

και των ορίων που θέτει αυτή η αλληλεπίδραση (Sutherland & Balacheff, 1999). 
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Αναπτύχθηκε λοιπόν µια άλλη τάση, η θεωρία του κοινωνικού-πολιτισµικού 

πλαισίου, η οποία λαµβάνει υπόψη της τη σηµασία του πολιτισµικού και κοινωνικού 

περιβάλλοντος στην έρευνα και την εκπαίδευση. Το κέντρο του ενδιαφέροντος δεν 

είναι πια το άτοµο αλλά η οµάδα. Κατά τους Edwards και Mercer (1987) η 

παιδοκεντρική ιδεολογία απαιτείται να αντικατασταθεί από µια άλλη που θα δίνει 

έµφαση στις κοινωνικοπολιτισµικές και επικοινωνιακές βάσεις της γνώσης και της 

µάθησης. 

Ο Van Oers (1996) υποστηρίζει ότι οι βασικές ιδέες στις οποίες στηρίζεται µια 

κοινωνικοπολιτισµική προσέγγιση της µαθηµατικής εκπαίδευσης είναι οι εξής: 

 Το κοινωνικό, πολιτισµικό και εκπαιδευτικό περιβάλλον δεν διευκολύνει ούτε 

παρεµποδίζει απλά τη µάθηση. Οι κοινωνικές οργανωτικές διαδικασίες είναι 

έµφυτο χαρακτηριστικό της µάθησης είτε αυτή λαµβάνει χώρα σε  ένα 

ανοικτό κοινωνικό πλαίσιο είτε όχι.  

 Η µάθηση πρέπει να αντιµετωπίζεται ως µια µορφή µαθητείας κατά τη 

διάρκεια της οποίας οι αρχάριοι γίνονται «ειδικοί» µέσα από τη συµµετοχή σε 

δραστηριότητες µιας κοινωνικής οµάδας. 

 Η µάθηση των µαθηµατικών είναι µια επικοινωνιακή δραστηριότητα. 

 Η µάθηση απαιτεί διαπραγµάτευση του νοήµατος στο πλαίσιο µιας 

συγκεκριµένης δραστηριότητας. 

Οι θεωρίες αυτές έχουν αφετηρία το έργο του Vygotsky και των συνεχιστών του. 

Και ο Vygotsky, όπως ο Piaget, θεωρεί ότι η γνώση είναι µια κατασκευή του 

υποκειµένου που πηγάζει από τις ενέργειές του. Η θεµελιώδης διαφορά τους 

βρίσκεται στο ότι ενώ ο Piaget αντιµετωπίζει το άτοµο σε πλήρη αποµόνωση, εκτός 

ίσως από το άµεσο φυσικό περιβάλλον του, ο Vygotsky υπογραµµίζει τη σηµασία της 

κοινωνικής αλληλεπίδρασης (Κολέζα, 2000). Προτεραιότητα δεν έχει ο εγωκεντρικός 

εσωτερικός λόγος που µετασχηµατίζεται σε κοινωνικό αλλά, αντίθετα, ο κοινωνικός 

λόγος που εξελίσσεται σε εσωτερικό. Για τον Vygotsky ο ρόλος της γλώσσας είναι 

καθοριστικός στην γνωστική ανάπτυξη. Η επικοινωνία είναι ένα πολιτισµικό γεγονός 

και η γλώσσα ένα πολιτισµικό εργαλείο που σχετίζεται µε τη σκέψη. Εποµένως η 

δοµή των κοινωνικών αλληλεπιδράσεων διαµορφώνει τη βάση της δοµής της σκέψης.  

Έτσι θεωρεί ότι η µάθηση προηγείται της εξέλιξης. Εισάγει την έννοια της ζώνης της 
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επικείµενης ανάπτυξης (zone of proximal development). Η ζώνη επικείµενης 

ανάπτυξης ορίζεται ως η απόσταση µεταξύ του τρέχοντος αναπτυξιακού επιπέδου, 

όπως αυτό καθορίζεται από την ανεξάρτητη επίλυση προβληµάτων, και του εν 

δυνάµει επιπέδου όπως αυτό προσδιορίζεται µέσα από την επίλυση προβληµάτων 

κάτω από την καθοδήγηση ενός ενήλικα ή σε συνεργασία µε ένα πιο ικανό άτοµο της 

ίδιας περίπου ηλικίας. Έτσι η µάθηση δεν αντιµετωπίζεται πια ως µια απλή σχέση 

µεταξύ του ατόµου και της γνώσης αλλά ως εισαγωγή του ατόµου σε µια υπάρχουσα 

κουλτούρα, σε ένα πολιτισµικό περιβάλλον. Το βάρος δεν πέφτει πια στην εξάσκηση 

του παιδιού στο τρέχον επίπεδο ανάπτυξης αλλά  στην προσπάθεια να του δοθεί µια 

ώθηση προς τα πάνω µέσα στο πλαίσιο της ζώνης επικείµενης ανάπτυξης.  

Επηρεασµένη από τις απόψεις του Vygotsky και την κοινωνικοπολιτισµική 

προσέγγιση  της µαθηµατικής εκπαίδευσης είναι η θεωρία της δράσης (activity 

theory) που αναπτύχθηκε ως θεωρητικό πλαίσιο για το σχεδιασµό της διδασκαλίας 

και την ερµηνεία της συµπεριφοράς των µαθητών.  Σηµαντικό για τη θεωρία αυτή 

είναι το θέµα της εσωτερίκευσης (internalization ή interiorization). Η εσωτερίκευση 

στη θεωρία δράσης κατανοείται ως ο µετασχηµατισµός µιας διαψυχολογικής 

διαδικασίας (µεταξύ ατόµων) σε ενδοψυχολογική (µέσα στο άτοµο). Είναι ακριβώς η 

διαδικασία µέσα από την οποία ο κοινωνικός λόγος εξελίσσεται σε εσωτερικό. 

Κυρίαρχο ρόλο στις διδακτικές προσεγγίσεις της θεωρίας της δράσης έχει η 

έννοια της διαµεσολάβησης (mediation). Η γνωστική εξέλιξη θεωρείται ως το 

αποτέλεσµα µιας διεργασίας στην οποία γίνεται ευρεία χρήση τεχνουργηµάτων 

(artefacts) και στην οποία η διαµεσολάβηση των οργάνων (instruments) έχει 

πρωτεύοντα ρόλο (Verilllon, 2000). Ο Vygotsky υποστηρίζει (1935/1980) ότι η 

χρήση οργάνων επιφέρει τεράστιες αλλαγές  στη γνώση. Ισχυρίζεται ότι η χρήση 

οργάνων «…ενεργοποιεί µια ολόκληρη σειρά νέων λειτουργιών που συνδέονται µε τη 

χρήση και τον έλεγχο του οργάνου που έχει επιλεγεί. Αντικαθιστά και καθιστά άσκοπες 

έναν σοβαρό αριθµό φυσικών λειτουργιών των οποίων η δουλειά αναπτύσσεται από το 

όργανο».  

 

Οι αναπαραστάσεις (representations) και τα τεχνουργήµατα (artefacts) 

Μια αναπαράσταση είναι ένας σχηµατισµός (συνδυασµός χαρακτήρων ή 

συµβόλων-σηµείων), ο οποίος αναπαριστά κάτι άλλο µε έναν συγκεκριµένο τρόπο 
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(Σακονίδης, 2005). Κατά τον Goldin (2002) ο σχηµατισµός αυτός «µπορεί να δρα στη 

θέση, να ερµηνεύεται ως, να αντιστοιχεί σε, να υποδηλώνει, να απεικονίζει, να 

ενσαρκώνει, να κωδικοποιεί, να επικαλείται, να ονοµατίζει, να συνδέεται µε, να 

σηµαίνει, να παράγει, να αναφέρεται σε, να µοιάζει µε, να εξυπηρετεί ως µεταφορά 

για, να σηµατοδοτεί, να αντικαθιστά, να αντιπροσωπεύει, να προτείνει ή να 

συµβολίζει αυτό που αναπαρίσταται». Ο Goldin αναφέρεται εδώ στις λεγόµενες 

εξωτερικές αναπαραστάσεις. Οι εσωτερικές (ή νοητικές) αναπαραστάσεις είναι 

νοητικοί σχηµατισµοί που αναπτύσσει το υποκείµενο, µαθητής ή λύτης προβλήµατος, 

για να αναπαραστήσει την πραγµατικότητα (Γαγάτσης, Σπύρου, & Ευαγγελίδου, 

2004). Είναι δηλαδή ο τρόπος µε τον οποίο ένα άτοµο κινητοποιεί τις γνώσεις του 

όταν βρίσκεται απέναντι από ένα πρόβληµα (Κλαουδάτος, 1996). Ο Bruner (1964) 

στηριζόµενος στη θεωρία του Piaget ισχυρίζεται ότι η σηµαντικότερη λειτουργία σε 

σχέση µε τη µνήµη δεν είναι η αποθήκευση της πληροφορίας, αλλά η κατανόηση της 

πληροφορίας που µας χρειάζεται κάθε φορά. Η ανάκληση εξαρτάται από τον τρόπο 

µε τον οποίο έχει κωδικοποιηθεί και έχει υποστεί επεξεργασία η παρελθούσα 

εµπειρία ώστε να είναι χρηστική. Το τελικό προϊόν της κωδικοποίησης και 

επεξεργασίας είναι αυτό που ονοµάζουµε αναπαράσταση. Κατά τις Robert και 

Robinet (1989) η αναπαράσταση είναι το προϊόν µιας διανοητικής ενέργειας από την 

οποία το άτοµο (ή µια οµάδα ατόµων) ξαναφτιάχνει το πραγµατικό το οποίο 

αντιµετωπίζει και του προσδίδει µια ορισµένη σηµασία. Οι αναπαραστάσεις, 

συνεχίζουν οι Robert και Robinet, είναι οργανωµένες σε ένα συµβολικό δοµηµένο 

σύστηµα του οποίου η κύρια λειτουργία είναι η αντίληψη και η ρύθµιση του κόσµου 

από το υποκείµενο, επιτρέποντάς του να τον κατανοήσει και να τον ερµηνεύσει. Από 

το σηµείο αυτό και µετά, η αναπαράσταση επιτρέπει την προσαρµογή του 

υποκειµένου και γίνεται έτσι ένα κύριο στοιχείο που καθοδηγεί τη συµπεριφορά του.  

Οι Goldin και Kaput (1996) κάνουν τη διάκριση µεταξύ εσωτερικών και 

εξωτερικών αναπαραστάσεων. Θεωρούν τις εσωτερικές αναπαραστάσεις ως δυνατούς 

νοητικούς σχηµατισµούς προσβάσιµους από τους παρατηρητές µόνο ως κατασκευές 

τις οποίες µπορούµε να συµπεράνουµε µέσα από την παρατήρηση της συµπεριφοράς 

του υποκειµένου και τις εξωτερικές αναπαραστάσεις ως φυσικά ενσωµατωµένες 

αξιοπρόσεκτες και προσιτές στον εξωτερικό παρατηρητή. Ο Duval (1999) όµως 

θεωρεί ότι η σηµαντική διάκριση δεν είναι αυτή µεταξύ εσωτερικών και εξωτερικών 
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αναπαραστάσεων αλλά εκείνη µεταξύ σηµειολογικών ή συµβολικών (semiotic) 

αναπαραστάσεων και αναπαραστάσεων που παράγονται από ένα οργανικό σύστηµα 

ή µια φυσική συσκευή. Ορίζει ως σηµειολογικές (συµβολικές) αναπαραστάσεις 

εκείνες που παράγονται µε την εσκεµµένη χρήση οποιουδήποτε σηµειολογικού 

(συµβολικού) συστήµατος. Η διάκριση λοιπόν συνίσταται ακριβώς στο σύστηµα µέσα 

στο οποίο παράγεται η αναπαράσταση. 

Ένα τεχνούργηµα (artefact) είναι ένα κατασκευασµένο υλικό αντικείµενο, όπως 

ένα εργαλείο ή ένα µηχάνηµα, που έχει σχεδιαστεί για να χρησιµοποιηθεί σε κάποιο 

συγκεκριµένο έργο. Όταν τεθεί σε χρήση είναι φορέας σκόπιµα οργανωµένων 

σταθερών (invariants) που σχεδιάστηκαν αποσκοπώντας στον χειρισµό 

συγκεκριµένων προσδοκώµενων µετασχηµατισµών του ανθρώπινου ή του υλικού 

περιβάλλοντος. (Verillon & Andreucci, 2005). Ο χρήστης καθώς το χειρίζεται 

αναπτύσσει νέες αναπαραστάσεις σχετικά µε τη χρήση του. Σχήµατα δράσης 

δηµιουργούνται. Η ανάπτυξή του artefact βέβαια συνδέεται µε την προσδοκία ότι, αν 

χρησιµοποιηθεί σωστά, λόγω του σχεδιασµού του θα µας δώσει εντυπωσιακά 

αποτελέσµατα. Αλλά, µια και οι συνθήκες δεν είναι ποτέ ίδιες, το artefact δεν 

εµπλέκεται ποτέ σε µια κατάσταση µε τον ίδιο τρόπο, ακόµα και όταν 

χρησιµοποιείται σύµφωνα µε τον σχεδιασµό του. ∆ηλαδή κάθε µεµονωµένη χρήση 

του το επαναπροσδιορίζει (ibid). Όπως παρατηρεί ο Verillon (2000) δίνοντας το 

παράδειγµα ενός κατσαβιδιού που µπορεί κάποιες φορές να χρησιµοποιηθεί και σαν 

σφυρί, τα artefacts µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για έργα διαφορετικά από αυτά 

για τα οποία σχεδιάστηκαν. Έτσι µπορούµε να ισχυριστούµε ότι, µέσα από την 

ποικιλία των τρόπων χρήσης του από τον άνθρωπο, η διαδικασία σχεδιασµού του 

συνεχίζεται αρκετά µετά την ίδια την κατασκευή του (Rabardel, 1995). Αυτό όµως 

δεν σηµαίνει ότι µετασχηµατίζεται το ίδιο το artefact. Σηµαίνει απλά ότι αλλάζει η 

θεώρηση του υποκειµένου για αυτό. Εποµένως η λειτουργικότητα και η 

αποτελεσµατικότητα ενός artefact γίνεται φανερή µόνο µέσα από τη δράση του 

χρήστη του (Verillon & Andreucci, 2005). Η κατανόηση όµως της συµβολής της 

χρήσης ενός artefact στην γνωστική ανάπτυξη του υποκειµένου δεν είναι κάτι το 

απλό. Θα πρέπει να λάβει κανείς υπόψη του συνολικά τις εννοιολογικές δοµές του 

υποκειµένου για το ίδιο το artefact, για την πραγµατικότητα προς στην οποία 
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κατευθύνεται η δράση του και την συνεπαγόµενη αλληλεπίδρασή του µε την 

πραγµατικότητα (ibid). 

 
Η θεωρία των διδακτικών καταστάσεων του Brousseau 

Ο Brousseau (1986) ανέπτυξε τη θεωρία των διδακτικών καταστάσεων ως 

θεωρητική προσέγγιση της διαδικασίας της µάθησης. Μια διδακτική κατάσταση είναι 

το σύνολο των αναφορών που εγκαθίστανται ρητά ή υπόρρητα ανάµεσα σε έναν 

µαθητή ή µια οµάδα µαθητών, ένα µέσο (συµπεριλαµβανοµένων πιθανώς και 

οργάνων ή αντικειµένων) και ένα διδακτικό σύστηµα (τον καθηγητή) µε σκοπό να 

µεταδώσει στους µαθητές αυτούς µια θεσµοποιηµένη γνώση. Σύµφωνα µε τη θεωρία 

των διδακτικών καταστάσεων η διαδικασία της µάθησης χωρίζεται σε τέσσερις 

διαδοχικές φάσεις κατά τη διάρκεια των οποίων η γνώση δεν έχει την ίδια λειτουργία 

και ο µαθητής δεν έχει την ίδια εµπλοκή µε αυτήν (Henry, 2006). Οι φάσεις αυτές 

είναι : 

 Κατάσταση δράσης:  Ο µαθητής βρίσκεται µπροστά σε µια κατάσταση 

δράσης που προκαλείται από ένα πρόβληµα. Αναγκάζεται λοιπόν για να την 

αντιµετωπίσει να δηµιουργήσει ένα αρχικό µοντέλο. ∆εν µπορεί όµως ακόµα 

να διατυπώσει και να οργανώσει σε θεωρητικό επίπεδο τα αποτελέσµατα των 

δραστηριοτήτων του. 

 Κατάσταση διατύπωσης:  Ο µαθητής προσπαθεί να βελτιώσει το µοντέλο του 

και να δηµιουργήσει σε αλληλεπίδραση µε το περιβάλλον της τάξης, 

επικοινωνώντας µε αυτό σε απλή ή σε µαθηµατική γλώσσα, ένα καινούριο 

που έχει νόηµα και περιεχόµενο για αυτόν.  

 Κατάσταση επικύρωσης:  Είναι η φάση της απόδειξης. Ο µαθητής πρέπει να 

φύγει από την εµπειρική επικύρωση που επιτυγχάνεται µε επιχειρηµατολογία 

και να µπορέσει να δώσει απόδειξη των όσων προτείνει. 

 Κατάσταση θεσµοποίησης:  Μετά την επικύρωσή της η νέα γνώση είναι πια 

µέρος της µαθηµατικής γνώσης της τάξης. Για να καταστεί κοινωνική γνώση 

απαιτείται η επέµβαση του διδάσκοντα που ορίζει συµβατικά και ρητά τη 

γνωστική υπόσταση της παραχθείσας γνώσης. 
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Οι τρεις πρώτες καταστάσεις αφορούν κατά κύριο λόγο τον µαθητή. Ο µαθητής 

κινητοποιείται µε αφορµή το πρόβληµα, ο µαθητής αλληλεπιδρά µε το περιβάλλον 

της τάξης αναπτύσσοντας εικασίες και αναµορφώνοντας το µοντέλο του, ο µαθητής, 

τέλος, οδηγείται µέσα από αυτές τις διαδικασίες στο µαθηµατικό νόηµα του προς 

συζήτηση αντικειµένου.  Η τέταρτη όµως είναι αποκλειστική ευθύνη του διδάσκοντα 

ο οποίος θα πρέπει να είναι πολύ προσεκτικός γιατί κατά τον Henry (2006) «η 

πρόωρη θεσµοποίηση διακόπτει τη κατασκευή του νοήµατος και η όψιµη ενισχύει τις 

ανακριβείς ερµηνείες».  

Το στοιχείο που διαφοροποιεί τη θεωρία των διδακτικών καταστάσεων από άλλα 

κονστρουκτιβιστικά δοµήµατα είναι η σαφής προτεραιότητα που η θεωρία δίνει στην 

στοχευµένη µάθηση των µαθηµατικών (intentional mathematical  knowledge) σε 

αντίθεση µε την επικρατούσα στα δεύτερα τάση να δίνεται έµφαση στην υποστήριξη  

των µαθητών στη χρήση µεγάλης ποικιλίας µεθόδων που θεωρείται ο κυριότερος 

παράγοντας της µάθησης στα µαθηµατικά (Sutherland & Balacheff, 1999). 

 

Το διδακτικό συµβόλαιο 

Μια έννοια που άµεσα συνδέεται µε τη θεωρία των διδακτικών καταστάσεων 

είναι αυτή του ∆ιδακτικού Συµβολαίου (Brousseau, 1982, 1997). Το ∆ιδακτικό 

Συµβόλαιο είναι το σύνολο των συµπεριφορών του διδάσκοντα που αναµένονται από 

το µαθητή και το σύνολο των συµπεριφορών του µαθητή που αναµένονται από τον 

διδάσκοντα. Είναι εποµένως το σύνολο των κανόνων που προσδιορίζουν, από τη µια 

µεριά, ρητά αυτή τη σχέση, αλλά, από την άλλη, υπόρρητα το γεγονός ότι ο κάθε 

συµµετέχων στη διδακτική σχέση θα διαχειρίζεται τη σχέση αυτή µε τον ένα ή τον 

άλλο τρόπο, αλλά πάντα έτσι ώστε να ανταποκρίνεται στις προσδοκίες του άλλου.  

∆ηλαδή αποτελεί µια συµφωνία ανάµεσα στους µαθητές και το δάσκαλο η οποία 

µπορεί να είναι εκφρασµένη σαφώς και ρητά ή να περιέχεται ως υπονοούµενη, µέσα 

στη δοµή του κοινωνικού συστήµατος και αναφέρεται στους διαφορετικούς ρόλους 

του δάσκαλου και του µαθητή. Το διδακτικό συµβόλαιο δεν αφορά µόνο τη 

διδασκαλία. Είναι το χτίσιµο µιας σχέσης όπου φανερά ή σιωπηρά ο κάθε 

συντελεστής, ο δάσκαλος και ο µαθητής, έχει την ευθύνη να συνεισφέρει µε τον ένα ή 

µε τον άλλο τρόπο, είναι υπεύθυνος απέναντι στον άλλο (Κολέζα, 2000). Σύµφωνα µε 

τον Mellin-Olsen (1987) το ∆ιδακτικό Συµβόλαιο είναι µια αντιφατική κατάσταση. 
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Για να επιτευχθεί η µάθηση πρέπει αυτό να ακυρωθεί. Έτσι το διδακτικό συµβόλαιο 

κατανοείται καλύτερα µέσα από τις ρήξεις του (Κολέζα, 2000). 

 

Καταστάσεις προβλήµατος 

Μια κατάσταση προβλήµατος είναι κατά τον Henry (2006) το δεδοµένο των 

ανοικτών ερωτήσεων µιας κατάστασης λίγο ή πολύ µαθηµατικοποιηµένης, η οποία 

ξεπροβάλλει σ’ ένα πεδίο προβληµάτων, που τίθεται µέσα σ’ ένα ή πολλά πλαίσια. Το 

ζητούµενο µιας κατάστασης προβλήµατος είναι να οδηγηθούν οι µαθητές στη χρήση 

νέων µαθηµατικών εργαλείων. Αυτό µπορεί να γίνει µε καθοδήγηση των µαθητών 

µέσα από µια διαδοχή ερωτηµάτων που σταδιακά θα τους οδηγήσουν πρώτα σε µια 

άτυπη και τέλος σε µια ξεκάθαρη χρήση αυτών των νέων εργαλείων. Συνεπώς οι 

καταστάσεις προβλήµατος πρέπει να είναι πολύ προσεκτικά σχεδιασµένες ώστε να 

οδηγήσουν αναγκαία τους µαθητές ακριβώς στην ανάπτυξη και χρήση των εργαλείων 

αυτών. Ποια είναι όµως τα χαρακτηριστικά που πρέπει να πληροί µια κατάσταση 

προβλήµατος; Είναι κατά τον Henry (2006) τα εξής: 

 Πρέπει οι µαθητές να µπορούν εύκολα να καταλάβουν τα δεδοµένα και να 

χρησιµοποιήσουν τις υπάρχουσες γνώσεις τους στην αναζήτηση µιας 

κατάλληλης απάντησης. 

 Πρέπει η κατάσταση προβλήµατος να οδηγεί σε ένα εννοιολογικό πεδίο στο 

οποίο τοποθετείται αυτό που έχουµε στόχο να µαθευτεί. 

 Οι παλιές γνώσεις των µαθητών δεν θα πρέπει να επαρκούν για να µπορούν 

να λύσουν αµέσως το πρόβληµα. 

 Οι γνώσεις που αποτελούν το αντικείµενο της διδασκαλίας θα πρέπει να µας 

εφοδιάζουν µε εργαλεία που είναι καλύτερα προσαρµοσµένα ώστε να 

επιτευχθεί µια λύση. 

 Η ερώτηση θα πρέπει να µπορεί να διατυπωθεί σε διάφορα πλαίσια 

(αλγεβρικά, γεωµετρικά κλπ) στα οποία µπορούν να ενεργήσουν τα προς 

κατασκευή εργαλεία. 

Με τον όρο «εννοιολογικό πεδίο» θεωρούµε τον χώρο των προβληµάτων ή των 

καταστάσεων-προβλήµατος των οποίων η διαχείριση περικλείει έννοιες και 

διαδικασίες πολλών τύπων σε στενή µεταξύ τους συνοχή (Vergnaud, 1991). Σύµφωνα 
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µε τη θεώρηση αυτή δεν έχει νόηµα να σκεφτόµαστε πάνω σε µια συγκεκριµένη 

έννοια µεµονωµένα  Κάθε έννοια θα πρέπει να θεωρείται ως µια τριάδα. Ως ένα 

σύνολο συναφών εννοιών του οποίου η εξεταζόµενη έννοια είναι ο πυρήνας, ως ένα 

σύνολο καταστάσεων στις οποίες η συγκεκριµένη έννοια λύνει κάποιο πρόβληµα και 

ως ένα σύνολο αναπαραστάσεων της έννοιας.  ∆ηλαδή µια έννοια κατά τον Vergnaud 

χαρακτηρίζεται από µια τριάδα (S, l, s) όπου: 

 S είναι το σύνολο καταστάσεων που δίνουν νόηµα στην έννοια 

 l   είναι το σύνολο των αµετάβλητων λειτουργιών της έννοιας, δηλαδή το 

σύνολο των ιδιοτήτων που είναι κοινές στα στοιχεία του S και  

 s  είναι ένα σύνολο αναπαραστάσεων της έννοιας. 

Οι Balacheff και Gaudin (2002) επεξέτειναν τη θεώρηση αυτή προσθέτοντας µια 

επιπλέον πτυχή στον ορισµό του εννοιολογικού ή νοητικού πεδίου. Έτσι το νοητικό 

πεδίο χαρακτηρίζεται πλέον ως µια τετράδα (P, R, L, Σ), όπου: 

 P  είναι ένα σύνολο προβληµατικών καταστάσεων ή προβληµάτων 

 R  είναι ένα σύνολο πράξεων, σχέσεων και αξιωµάτων 

 L  είναι ένα αναπαραστασιακό σύστηµα και  

 Σ  είναι µια δοµή ελέγχου. 

Το πρόσθετο στοιχείο είναι η δοµή ελέγχου Σ που είναι ακριβώς το απαραίτητο 

στοιχείο ώστε οι µαθητές να είναι σε θέση να κάνουν κρίσεις και επιλογές και να 

λαµβάνουν αποφάσεις κατά τη διαδικασία επίλυσης ενός προβλήµατος (Κυνηγός, 

2007). 

 Με τη βοήθεια των εννοιολογικών πεδίων µπορούµε να περιγράψουµε µε 

καλύτερο τρόπο τις δυνατότητες της γνώσης και να κατανοήσουµε καλύτερα το 

φαινόµενο της µάθησης µια και η προοδευτική συγκρότησή τους, η συναρµογή τους 

και η περιπλοκότητά τους είναι στην πραγµατικότητα η κυριότερη διαδικασία 

µάθησης (Henry, 2006).  
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Η µάθηση των µαθηµατικών 

Το πρόβληµα της µάθησης των µαθηµατικών δεν είναι απλό και προφανώς δεν 

επιδέχεται µοναδική λύση. Οι αντιλήψεις πάνω στο θέµα της φύσης των ίδιων των 

µαθηµατικών αντικειµένων αλλά και της φύσης της µαθησιακής διαδικασίας 

καθορίζουν και την άποψη του υποκειµένου για τη µάθηση των µαθηµατικών. Μια 

πλατωνική αντίληψη σε σχέση µε τη φύση των µαθηµατικών αντικειµένων είναι 

λογικό να οδηγεί σε αντιλήψεις που σχετίζονται µε το παραδοσιακό µοντέλο 

διδασκαλίας για τη «µεταφορά της γνώσης» και τη «µεταδοτικότητα του δασκάλου». 

Είναι η κυρίαρχη τάση στο σχολείο µας και τα κυριότερα χαρακτηριστικά της είναι η 

µετωπική διδασκαλία και η αταλάντευτη συνέπεια στη µετάδοση έγκυρης και µη 

επιδεχόµενης αµφισβήτηση «γνώσης». Τα µαθηµατικά λοιπόν σύµφωνα µε τη 

θεώρηση αυτή είναι αντικείµενα υπαρκτά έξω από το υποκείµενο και η µάθησή τους 

συνίσταται κατά κύριο λόγο στην αποµνηµόνευση και στην εκµάθηση αλγοριθµικών 

κανόνων µέσα από εξαντλητικές επαναλήψεις για εξάσκηση κάτω από την επιτήρηση 

και καθοδήγηση του δασκάλου ο οποίος είναι ο κάτοχος της απόλυτης αλήθειας την 

οποία µεταδίδει στους µαθητές του. Μια διαφορετική αντίληψη για τη φύση των 

µαθηµατικών είναι αυτή που θεωρεί τα µαθηµατικά ως ένα ανθρώπινο λογικό 

δηµιούργηµα του οποίου η διαδικασία παραγωγής, ανάπτυξης και εξέλιξης 

αποτελείται από εικασίες, υποθέσεις, απορρίψεις και επαληθεύσεις (Davis & Hersh, 

1981; Lakatos, 1996). Στο πλαίσιο αυτό «Η µάθηση των µαθηµατικών έχει την ίδια 

φύση µε τη διαδικασία που εµπλέκονται οι µαθηµατικοί επιστήµονες. Συνίσταται 

δηλαδή στην εµπειρική, υποθετικο-παραγωγική διαδικασία, όπου ζητούµενο είναι η 

δηµιουργία και η ανάπτυξη προσωπικών νοηµάτων από τους µαθητές µέσα από 

υποθέσεις, εικασίες, αποδείξεις, ανασκευές, αντιπαραδείγµατα, συνεχείς 

τροποποιήσεις και ελέγχους.» (Κυνηγός, 2007, σελ.33).  

Κάτω από αυτό το πρίσµα λοιπόν τα γενικά χαρακτηριστικά της µάθησης στα 

µαθηµατικά, δηλαδή της απόκτησης µαθηµατικής γνώσης, µπορούν κατά την Κολέζα 

(2000) να συνοψιστούν στα εξής: 

 Η απόκτηση γνώσης είναι µια συνεχής διαδικασία επαναδόµησης. Αυτό 

σηµαίνει ότι δεν αυξάνεται απλά η ποσότητα της γνώσης, αλλά και ότι η 

προσθήκη της νέας γνώσης προκαλεί επαναδιάταξη της προϋπάρχουσας. Η 

επαναδόµηση αυτή µπορεί να συµβεί σε ατοµικό ή σε κοινωνικό επίπεδο. 
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 Η διαδικασία κατασκευής της γνώσης δεν είναι µια καθαρά ατοµική γνωστική 

διαδικασία αλλά επηρεάζεται, θετικά ή αρνητικά, από εσωτερικούς (έµφυτοι 

γνωστικοί περιορισµοί και προϋπάρχουσα γνώση) και εξωτερικούς 

(πολιτιστικοί, όπως τα κοινωνικά αποδεκτά «εργαλεία», και κοινωνικοί όπως 

οι διαδικασίες αλληλεπίδρασης µεταξύ των µελών της κοινότητας κλπ) 

παράγοντες. 

 Η διαδικασία απόκτησης γνώσης επηρεάζεται σε µεγάλο βαθµό από τη 

γνωστική περιοχή. Το σύνολο των γνώσεων που κατέχει ένα άτοµο χωρίζεται 

σε αυτοτελή γνωστικά συστήµατα που εµπλουτίζονται ανεξάρτητα το ένα από 

τα άλλα παρά το γεγονός ότι µπορεί να υπάρξει µεταφορά γνώσης από ένα 

σύστηµα σε άλλο. 

 Η αποκτηθείσα γνώση εξαρτάται από το πλαίσιο µέσα στο οποίο αποκτήθηκε. 

 Η διαδικασία απόκτησης της µαθηµατικής γνώσης είναι µια κατασκευαστική 

διαδικασία και όχι µια διαδικασία µετάδοσης, µε την εξαίρεση της διαδικαστικής 

γνώσης, όπως για παράδειγµα τα βήµατα επίλυσης ενός αλγόριθµου, αλλά και της 

εννοιολογικής γνώσης όταν αυτή έχει επαρκώς κωδικοποιηθεί.
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 Οι ψηφιακές τεχνολογίες στην Εκπαίδευση  

Η χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών στην Εκπαίδευση 

Στην παγκόσµια εκπαιδευτική κοινότητα και ειδικότερα στο χώρο της 

εκπαιδευτικής έρευνας παραµένει ανοικτό το θέµα της αναγκαιότητας και της 

χρησιµότητας της ένταξης των νέων ψηφιακών τεχνολογιών στην εκπαιδευτική 

διαδικασία αλλά και της κατάλληλης και αποδοτικής αξιοποίησής τους. 

Υποστηρίζεται από κάποιους, και αυτή είναι µια άποψη µε την οποία συµφωνούν 

κυρίως οι οπαδοί της παραδοσιακής διδακτικής πρακτικής, ότι η αυξανόµενη χρήση 

των Η/Υ και των νέων τεχνολογιών στην εκπαίδευση οδηγεί σε υποβάθµιση του 

ρόλου της µνήµης καθώς και στον περιορισµό της χρήσης των ασκήσεων εξάσκησης, 

παράγοντες τους οποίους οι υποστηρικτές της άποψης αυτής θεωρούν σηµαντικούς 

για την εκπαιδευτική διαδικασία (Wu, 1998). Από την άλλη πλευρά οι υποστηρικτές 

της κονστρουκτιβιστικής αντίληψης υποστηρίζουν ότι οι αντιλήψεις και οι πρακτικές 

τους οδηγούν τους µαθητές σε µια πολύ ισχυρότερη εννοιολογική κατανόηση και 

τους δίνουν τη δυνατότητα να καταστούν ικανοί και ανεξάρτητοι µελετητές, µε 

αποτέλεσµα την αποδοτικότερη και πιο κατάλληλη χρήση των νέων τεχνολογιών 

(Leinbach, Pountney & Etchells, 2002). Όλο και περισσότεροι βέβαια πλέον 

συµφωνούν ότι η χρήση των νέων τεχνολογιών έχει ισχυρή θετική επίδραση στη 

διδακτική πρακτική και την αναβαθµίζει σε όλα τα επίπεδα της Εκπαίδευσης (Knop, 

2003). Αυτό που ήταν όµως, και σε µεγάλο βαθµό παραµένει ακόµα και σήµερα, 

ζητούµενο από την µαθηµατική εκπαίδευση δεν ήταν τόσο µια κατάλληλη, και 

εποµένως αποτελεσµατική, χρήση των διαθέσιµων υπολογιστικών εργαλείων και των 

νέων τεχνολογιών γενικότερα στα σχολεία µας, όσο κυρίως αυτά «…να είναι 

παιδαγωγικά εργαλεία για τη µελέτη µαθηµατικής γνώσης και αξιών που 

αναπτύχθηκαν πιθανότατα όταν αυτά τα εργαλεία ήταν ακόµα ανύπαρκτα» (Artigue, 

2002). Έτσι «…η πιο συνηθισµένη δουλειά για την οποία χρησιµοποιείται ο 

υπολογιστής στην εκπαίδευση είναι να τροφοδοτεί µε το ζόρι το αχώνευτο υλικό που 

έµεινε από την προϋπολογιστική εποχή» (Papert, 1991, σελ. 74). Ανακύπτει εποµένως 

ένα πολύ σηµαντικό διπλό ερώτηµα: Ποιο είναι το περιεχόµενο του όρου «νέες 

τεχνολογίες στην Εκπαίδευση» και τι εννοούµε µιλώντας για ένταξη και χρήση των 

νέων τεχνολογιών στην Εκπαίδευση; Κατά τους Κυνηγό και ∆ηµαράκη (2002) οι νέες 
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τεχνολογίες προσεγγίζονται από δυο πλευρές. Ως νοητικά εργαλεία και ως πηγές 

πληροφόρησης και µέσα επικοινωνίας.  

Τα νοητικά εργαλεία αφορούν σε εξειδικευµένες εφαρµογές στις οποίες έχει δοθεί 

και το όνοµα «διερευνητικό λογισµικό». Χρησιµοποιούνται από το µαθητή ως 

εργαλεία των οποίων η εκµάθηση έχει παιδαγωγική αξία, µια και είναι άρρηκτα 

συνδεδεµένη µε την κατανόηση του γνωστικού αντικειµένου. Με τη βοήθειά τους ο 

µαθητής είναι σε θέση να δηµιουργήσει µοντέλα φαινοµένων, σχέσεων και 

αναπαραστάσεων, να πειραµατιστεί και να διερευνήσει, να εκφράσει εικασίες και να 

διατυπώσει ιδέες και συµπεράσµατα για τις έννοιες που εµπλέκονται. Ειδικότερα στο 

πεδίο της διδακτικής των µαθηµατικών κατά τον Κυνηγό (2005) «το ενδιαφέρον 

εστιάζεται κυρίως σε νοητικά εργαλεία που εµπεριέχουν κανόνες λειτουργίας άρρηκτα 

συνδεδεµένους µε τα µαθηµατικά». Τα εργαλεία αυτά µπορούν να ταξινοµηθούν σε 

τέσσερις κατηγορίες (ibid): 

 Τα ψηφιακά συστήµατα για την άλγεβρα (Computer Algebra Systems). 

 Τα συστήµατα δυναµικού χειρισµού γεωµετρικών αντικειµένων (Dynamic 

Geometry Systems). 

 Τα συστήµατα συµβολικής έκφρασης µαθηµατικών εννοιών (Programming 

Environments). 

 Τα συστήµατα διαχείρισης και στατιστικής επεξεργασίας δεδοµένων. 

Η δεύτερη προσέγγιση είναι αυτή που είναι πιο γνωστή στο κοινωνικό σύνολο. 

Στην προσέγγιση αυτή οι νέες τεχνολογίες, και ο Η/Υ ειδικότερα, αποτελούν το µέσο 

για πληροφόρηση και επικοινωνία. ∆εν αναπτύχθηκαν έχοντας ως σηµείο εκκίνησης 

εξειδικευµένες παιδαγωγικές εφαρµογές αλλά εφαρµογές γενικής χρήσης (Κυνηγός, 

2007). Η χρήση του διαδικτύου είναι αναπόσπαστα συνδεδεµένη µε την προσέγγιση 

αυτή. Στο πλαίσιο αυτό και «στον ευρύτερο χώρο της εκπαιδευτικής έρευνας η 

ψηφιακή τεχνολογία χρησιµοποιείται κυρίως για διακίνηση και πρόσβαση σε 

πληροφορίες, ως επικοινωνιακό και συνεργατικό µέσο, ως σύστηµα διαχείρισης της 

εκπαίδευσης και τέλος ως εργαλείο καθοδήγησης του χρήστη και ασκησιολόγιο» 

(Κυνηγός, 2005). 

Η προσέγγιση που ακολουθείται στην παρούσα έρευνα είναι η πρώτη. Οι νέες 

ψηφιακές τεχνολογίες προσεγγίζονται ως νοητικά εργαλεία ικανά να οδηγήσουν στην 
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αναβάθµιση της διδακτικής πρακτικής και να υποστηρίξουν τόσο τον διδάσκοντα όσο 

και τους µανθάνοντες στην προσπάθεια για νοηµατική µάθηση. Από τη σκοπιά της 

διδακτικής λοιπόν µπορούν να ιδωθούν ως φορείς νέας γνώσης αλλά και ως 

πρόσθετοι διαµεσολαβητικοί παράγοντες. Από την µαθησιακή σκοπιά  µπορούν να 

ιδωθούν ως ένα νέο στοιχείο στο µαθητικό περιβάλλον που προσφέρει ευκαιρίες για 

νέες εµπειρίες και οικοδόµηση νέων νοηµάτων. Έτσι «…η παρουσία του υπολογιστή 

µπορεί να αλλάξει όχι µόνο τον τρόπο µε τον οποίο διδάσκουµε στα παιδιά µας τα 

µαθηµατικά, αλλά, πολύ πιο ουσιαστικά, τον τρόπο µε τον οποίο σκέπτεται η παιδεία 

µας ως σύνολο µε τη γνώση και τη µάθηση» (Papert, 1991, σελ. 58). Με αυτή τη 

λογική οι υπολογιστές και τα υπολογιστικά συστήµατα θα πρέπει να θεωρούνται ως 

γνωστικά συστήµατα µε τα οποία επικοινωνούµε και συνεργαζόµαστε.  (Sutherland 

& Balacheff, 1999). 

Ένα ακόµη ερώτηµα που ανακύπτει είναι το εξής: Ποιοι είναι οι λόγοι για τους 

οποίους είναι σηµαντικό να αξιοποιήσουµε τις νέες τεχνολογίες στην εκπαίδευσή 

µας; Κατά την ∆ηµητροπούλου (2002) οι λόγοι για τους οποίους είναι σηµαντικό να 

αξιοποιήσουµε τις ψηφιακές τεχνολογίες στην εκπαίδευση κατατάσσονται σε τρεις 

κατηγορίες: 

 Επιστηµολογικοί λόγοι: Η τεχνολογική εξέλιξη έχει οδηγήσει στη µεταβολή 

του τρόπου εργασίας των επιστηµόνων και της ανάπτυξης των γνωστικών 

πεδίων σήµερα. Το γεγονός αυτό έχει ως συνέπεια και την αναπροσαρµογή 

των προγραµµάτων σπουδών. Είναι πλέον επιβεβληµένη η ενσωµάτωση νέων 

δραστηριοτήτων που είναι πιο κοντά στις σηµερινές επιστήµες. Για να έχουµε 

λοιπόν νέες δραστηριότητες που να είναι πιο κατάλληλες από τις 

προηγούµενες για την εκπαίδευση των µαθητών θα πρέπει να αξιοποιήσουµε 

τη δυνατότητα που µας προσφέρουν οι νέες τεχνολογίες να εµπλέξουµε τους 

µαθητές σε αυτές τις νέες δραστηριότητες. 

 Μαθησιακοί λόγοι: Τα περισσότερα από τα λογισµικά που χρησιµοποιούνται 

έχουν σχεδιαστεί µε βασική προϋπόθεση τη βελτίωση της διαδικασίας της 

µάθησης.  

 Κοινωνικοί λόγοι: Στην εποχή µας οι τεχνολογίες της πληροφορίας και της 

επικοινωνίας είναι πλέον εργαλεία της καθηµερινότητάς µας. Συνεπώς η 

εκµάθηση της χρήσης τους και η εκµετάλλευση των δυνατοτήτων που µας 
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παρέχουν στην εκπαίδευση από µικρή ηλικία και µε φυσικό τρόπο είναι 

προφανές ότι θα πρέπει να είναι ένας από τους στόχους ενός σύγχρονου 

προγράµµατος σπουδών. 

Κατά τον Κυνηγό (2007) οι λόγοι είναι βαθύτεροι και πιο ουσιαστικοί. Η 

απάντηση στο ερώτηµα που τέθηκε βρίσκεται σε αυτό που ονοµάζει «πρόσθετη 

παιδαγωγική αξία ως προς την εκπαιδευτική πράξη». Το ερώτηµα λοιπόν που 

πραγµατικά τίθεται είναι κατά τον Κυνηγό τι µπορεί να κάνει σήµερα ο µαθητής και 

ο εκπαιδευτικός µε τη διαθέσιµη τεχνολογία που πρακτικά είναι αδύνατο ή πολύ 

δύσκολο να γίνει όταν δεν τη διαθέτει; Αυτό είναι το περιεχόµενο του όρου 

«πρόσθετη παιδαγωγική αξία». Όµως σε τι ακριβώς συνίσταται αυτή η πρόσθετη 

παιδαγωγική αξία για την ψηφιακή τεχνολογία; Κατά τον Κυνηγό (ibid, σελ 33) στο 

ότι «µπορεί να διαθέσει πολύ-αναπαραστασιακά εργαλεία µε τα οποία ο µαθητής θα 

αποκτήσει εµπειρίες έκφρασης εννοιών και επιστηµονικής επιχειρηµατολογίας, 

διαχείρισης της πληροφορίας, δράσης µέσα σε πολυποίκιλες συλλογικότητες, εξάσκησης 

στην κρίση και τη δηµιουργική αµφισβήτηση». Έτσι η ψηφιακή τεχνολογία έχει 

πρόσθετη παιδαγωγική αξία στην εκπαίδευση όταν χρησιµοποιείται ως πολιτισµικό 

εκφραστικό µέσο, ως ένα νέο εναλλακτικό δυναµικό εργαλείο έκφρασης µαζί και 

παράλληλα µε τον προφορικό και τον γραπτό λόγο (ibid). 

Ο Κυνηγός (ibid) αναφέρεται ειδικότερα στις πτυχές της µαθησιακής διαδικασίας 

που µπορούν να καλλιεργηθούν αξιοποιώντας την πρόσθετη παιδαγωγική αξία που 

προκύπτει από τη χρήση διερευνητικού λογισµικού και οι οποίες, παρά το γεγονός ότι 

είναι εξαιρετικά σηµαντικές για τη µάθηση, είναι υποβαθµισµένες στην εκπαιδευτική 

πρακτική. Η πρώτη από τις πτυχές αυτές είναι η δράση. Ο µαθητής θα πρέπει να 

εµπλακεί σε µια προβληµατική κατάσταση, για την οποία κατά προτίµηση θα πρέπει 

να εµφανίζει και κάποιο προσωπικό ενδιαφέρον. Μέσα από την κινητοποίηση και τη 

δράση του στο πλαίσιο αυτό θα  υποχρεωθεί να «κάνει µαθηµατικά», να εισχωρήσει 

µε έναν πολύ ουσιαστικό και βαθύ τρόπο στον πυρήνα της γνώσης στο συγκεκριµένο 

πεδίο που µελετάται. Ο Papert (1991) θεωρεί καθοριστική την προσωπική εµπλοκή 

των µαθητών σε τέτοιες καταστάσεις. Θεωρεί ότι η δράση τους µέσα σε τέτοια 

πλούσια τεχνητά περιβάλλοντα τους προσφέρει ακριβώς τη δυνατότητα να «κάνουν» 

µαθηµατικά.  Βέβαια µέσα σε ένα τέτοιο περιβάλλον ο µαθητής καλλιεργεί τη 

διαίσθησή του και αποκτά πλούσιες εµπειρίες που σε άλλα περιβάλλοντα δεν θα 
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µπορούσε να αποκτήσει σε αυτό το βαθµό. Έτσι η µάθηση καθίσταται βιωµατική. Το 

βίωµα λοιπόν είναι η δεύτερη πτυχή της µαθησιακής διαδικασίας που καλλιεργείται 

µε τη χρήση των ψηφιακών εργαλείων. Η µάθηση σύµφωνα µε τη θεώρηση αυτή 

καλλιεργείται µέσα από δραστηριότητες που δηµιουργούν βιώµατα ή εµπειρίες 

σχετικές µε το διδακτικό στόχο (Κυνηγός, 2007).  

Μια τρίτη πτυχή είναι ο πειραµατισµός. Ο Papert (1991) µιλάει για µαθητές 

«µικρούς επιστήµονες» που κάνουν υποθέσεις, διατυπώνουν εικασίες, προσπαθούν 

να τις επιβεβαιώσουν ή να τις διαψεύσουν, διατυπώνουν συµπεράσµατα. Όλα αυτά 

γίνονται µέσα από µια διαδικασία πειραµατισµού, προσπάθειας εκτέλεσης ενός 

πειράµατος, που σε µια τυπική αίθουσα διδασκαλίας είναι πολύ δύσκολο, και κάποιες 

φορές αδύνατο, να εφαρµοστεί. Αντίθετα τα υπολογιστικά περιβάλλοντα προσφέρουν 

στους µαθητές τη δυνατότητα της εκτέλεσης ενός πειράµατος, έστω και εικονικά, και 

τη δυνατότητα της επανάληψης της πειραµατικής διαδικασίας κάτω από άλλες 

συνθήκες όποτε αυτό χρειαστεί. Έτσι ο πειραµατισµός γίνεται µια προσιτή µορφή 

δράσης για τους µαθητές που µαθαίνουν να δρουν και να σκέφτονται µε έναν 

επιστηµονικό τρόπο. Μέσα από τον πειραµατισµό ο µαθητής χρησιµοποιώντας 

γνωστούς του αλγορίθµους οδηγείται σε νέα παραδείγµατα και στη συνέχεια, µέσα 

από την παρατήρηση των νέων ιδιοτήτων που ανακαλύπτει µε τη βοήθεια των 

παραδειγµάτων αυτών, οδηγείται στην ανάπτυξη εικασιών (Kutzler, 2000). Αυτή η 

διαδικασία σε περιβάλλον ‘χαρτί-µολύβι’ είναι χρονοβόρα και επισφαλής µια και αφ’ 

ενός στο διαθέσιµο σχολικό χρόνο οι µαθητές µπορούν να παράγουν µόνο έναν πολύ 

µικρό αριθµό παραδειγµάτων τα οποία θα µελετήσουν µε σκοπό να ανακαλύψουν 

ιδιότητες και να αναπτύξουν εικασίες και αφ’ ετέρου κάποια από τα παραδείγµατα 

αυτά µπορεί να είναι λανθασµένα λόγω υπολογιστικών λαθών (ibid). Η χρήση όµως 

υπολογιστικών εργαλείων προσφέρει από τη µια πλευρά τη δυνατότητα ανάπτυξης 

πολλών παραδειγµάτων και από την άλλη εγγυάται την ορθότητα των υπολογισµών. 

∆ίνει ακόµα τη δυνατότητα στο µαθητή να επιβεβαιώσει ή να διαψεύσει µε τη 

βοήθεια νέων παραδειγµάτων τις εικασίες του. Οι Arcavi & Hadas (2000) συνδέουν 

άµεσα µε τον πειραµατισµό, ως αποτελέσµατά του, δυο χαρακτηριστικά της µάθησης: 

την έκπληξη και την ανατροφοδότηση. Η ανατροφοδότηση (feedback) προκαλείται 

από το ίδιο το υπολογιστικό περιβάλλον το οποίο αντιδρά άµεσα µε τον τρόπο που 

του ζητείται. Ο µαθητής βρίσκεται λοιπόν άµεσα αντιµέτωπος µε τις συνέπειες των 
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ενεργειών του. Η απαραίτητη προϋπόθεση για να µπορέσει να εκµεταλλευτεί την 

ανατροφοδότηση από το περιβάλλον είναι η ύπαρξη προηγούµενων γνώσεων 

κατάλληλων για το έργο αυτό. Μια τέτοια άµεση ανατροφοδότηση είναι ουσιωδώς 

πιο αποτελεσµατική από αυτήν που παράγεται από τον διδάσκοντα όχι µόνο λόγω 

της απουσίας της συναισθηµατικής φόρτισης που προέρχεται από την έλλειψη 

αξιολογητικής κρίσης από την πλευρά του διδάσκοντα (γεγονός που συνιστά ένα 

αρνητικό κίνητρο για τον µαθητή) αλλά και λόγω του γεγονότος ότι δίνει το έναυσµα 

για επανέλεγχο και αναθεώρηση των προβλέψεων καθώς και του ότι δηµιουργεί την 

ανάγκη για απόδειξη (ibid). Έτσι, µια και είναι απίθανο οι µαθητές να 

χρησιµοποιήσουν από την αρχή τον πειραµατισµό µε παραγωγικό τρόπο, η πρόκληση 

για τον διδάσκοντα (αλλά και για όσους είναι υπεύθυνοι για τη σύνταξη του 

αναλυτικού προγράµµατος) είναι να κατασκευάσει καταστάσεις προβλήµατος στις 

οποίες το αποτέλεσµα να είναι µη αναµενόµενο και αντίθετο µε τη διαισθητική 

αντίληψη των µαθητών προκαλώντας τους έκπληξη. Έτσι δηµιουργείται µια 

ξεκάθαρη αντίθεση ανάµεσα στο αποτέλεσµα και τις προβλέψεις των µαθητών η 

οποία µπορεί να αποτελέσει το έναυσµα για αυτούς να επανελέγξουν τις γνώσεις και 

τις υποθέσεις τους και να εκµεταλλευτούν τις ευκαιρίες που τους προσφέρει ο 

πειραµατισµός και το υπολογιστικό περιβάλλον για νοηµατική µάθηση (ibid). 

Η τέταρτη πτυχή είναι η έρευνα και η αναζήτηση, µέρος της οποίας είναι βέβαια 

και ο πειραµατισµός. Μέσα από το συνεχή πειραµατισµό ο µαθητής αποκτά µια 

διαφορετική στάση απέναντι στη γνώση. Μαθαίνει να ερευνά, να εκφράζει εικασίες 

και να προσπαθεί να τις επαληθεύσει ή να τις διαψεύσει. Το γεγονός αυτό τον 

υποχρεώνει να αναπτύξει την πεποίθηση ότι δεν είναι όλα γύρω του δεδοµένα. Θα 

πρέπει ο ίδιος να δράσει για να ανακαλύψει και να οικοδοµήσει τη γνώση του. 

Αναζητά πλέον µόνος του την κατανόηση και την πληροφορία αντί να περιορίζεται 

σε αυτή που θα του δοθεί (Κυνηγός, 2007). 

Η πέµπτη πτυχή της µαθησιακής διαδικασίας που καλλιεργείται µε τη χρήση του 

διερευνητικού λογισµικού και που σχετίζεται άµεσα µε τις προηγούµενες είναι η 

αµφισβήτηση. Η διαδικασία του πειραµατισµού, της έρευνας και της αναζήτησης 

οδηγεί το µαθητή στην υιοθέτηση µιας στάσης αµφισβήτησης απέναντι στη γνώση. Η 

γνώση δεν είναι πια δεδοµένη αλλά προκύπτει µέσα από την αµφισβήτηση όσων 

παρατηρεί στο  περιβάλλον του. Τα δυναµικά υπολογιστικά περιβάλλοντα µπορούν 
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να έχουν µεγάλη συµβολή σε µια τέτοια στάση µια και «παρακινούν τους µαθητές να 

αναγνωρίσουν τη σηµασία της χρήσης πολλών παραδειγµάτων, αλλά και να ψάξουν 

για ακραίες καταστάσεις και για αντιπαραδείγµατα» (Yerushalmy, 1993, σελ. 82). 

Και αυτό µπορεί να επιτευχθεί όχι µόνο παρατηρώντας οπτικά αλλά και µετρώντας, 

συγκρίνοντας, µεταβάλλοντας ή ακόµα και παραποιώντας σχήµατα και 

αναπαραστάσεις (Arcavi & Hadas, 2000). 

Η έκτη πτυχή, που συνδέεται άµεσα µε τα προηγούµενα, είναι η δηµιουργία και 

το «µαστόρεµα», όπως την ονοµάζει ο Κυνηγός (2007). Ο µαθητής δηµιουργώντας ο 

ίδιος κατασκευές και µοντέλα ή  µαστορεύοντας τις κατασκευές του µέσα στο 

υπολογιστικό περιβάλλον ανακαλύπτει και επεξεργάζεται τις ιδιότητες και τα 

χαρακτηριστικά του αντικείµενου στόχου της διδακτικής διαδικασίας. Μια και όπως 

ήδη αναφέρθηκε οι κανόνες λειτουργίας αυτών των εργαλείων είναι άρρηκτα 

συνδεδεµένοι µε τα µαθηµατικό αντικείµενο της δραστηριότητας ο µαθητής για να 

µπορέσει να δηµιουργήσει νέες κατασκευές ή για να µαστορέψει προϋπάρχουσες, 

όπως στην περίπτωση των «µισοψηµένων» µικρόκοσµων, χρησιµοποιεί τον πυρήνα 

της µαθηµατικής γνώσης που εµπεριέχεται στη δραστηριότητα ως εργαλείο για τις 

κατασκευές του. 

Η έβδοµη πτυχή είναι ο διάλογος και η επιχειρηµατολογία. Ο Cobb (1997) 

αντιµετωπίζει το διάλογο ως µέγιστης σηµασίας και άµεσης προτεραιότητας 

κοινωνικό γεγονός στο οποίο συµµετέχουν οι µαθητές. Ο δάσκαλος κατά τον Cobb 

(ibid) δεν θα πρέπει να ποδηγετεί τους µαθητές του ούτε και να τους δελεάζει 

προκειµένου να αποδεχθούν µια συγκεκριµένη ερµηνεία. Αντίθετα θα πρέπει τους 

µυεί σε συζητήσεις γύρω από αντικείµενα τα οποία κρίνει ότι έχουν σηµαντικό 

µαθηµατικό περιεχόµενο. Έτσι ο µαθητής αισθάνεται υποχρεωµένος µέσα σε ένα 

πλαίσιο συνεργατικής επιστηµονικής δράσης να επιχειρηµατολογήσει προκειµένου 

να αιτιολογήσει τις επιλογές του, να διατυπώσει εικασίες, να επιβεβαιώσει ή να 

διαψεύσει τις εικασίες αυτές (Κυνηγός, 2007). Κατά τους Dreyfus & Hadas (1996) 

αρκετοί µαθητές, ως συνέπεια της έκπληξης που προκύπτει από την ανατροφοδότηση 

που λαµβάνουν κατά τον πειραµατισµό, νοιώθουν την ανάγκη να αιτιολογήσουν οι 

ίδιοι ή να ζητήσουν από τους άλλους να αιτιολογήσουν τα αποτελέσµατα µε τα οποία 

βρίσκονται αντιµέτωποι. Οι Arcavi & Hadas (2000) στο σηµείο αυτό κάνουν ένα 

βήµα παραπέρα και αναφέρονται στην αναγκαιότητα απόδειξης και όχι απλά σε 
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ανάπτυξη διαλόγου και επιχειρηµατολογία.  Μέσα λοιπόν από το διάλογο που 

αναπτύσσεται και την επιχειρηµατολογία που τον συνοδεύει ο µαθητής οδηγείται 

στην εννοιολογική κατανόηση των εννοιών µε τις οποίες ασχολείται. Η µη 

επεξεργασµένη πληροφορία δεν µπορεί να τον βοηθήσει σε µια διαδικασία αυτής της 

µορφής. Έτσι είναι υποχρεωµένος να εµβαθύνει στο περιεχόµενο των διδασκόµενων 

αντικειµένων. Η εξάσκηση λοιπόν στην  ικανότητα επιστηµονικού διαλόγου και 

επιχειρηµατολογίας διευκολύνει την εµβάθυνση και τη διευκρίνιση δυσνόητων ή 

επιφανειακά κατανοηθεισών εννοιών (Κυνηγός, 2007). Στο επίπεδο του διαλόγου 

όµως ο ρόλος των ψηφιακών τεχνολογιών δεν περιορίζεται στον εστιασµένο διάλογο 

που µπορεί να προκληθεί από τη χρήση ενός διερευνητικού λογισµικού. Στην 

περίπτωση του διαλόγου οι ψηφιακές τεχνολογίες µπορούν να αξιοποιηθούν και ως 

εργαλεία για πληροφόρηση και επικοινωνία. Η χρήση αυτών των εργαλείων µπορεί 

να συντελέσει στην ανάπτυξη της συνεργασίας µεταξύ των µαθητών στο πλαίσιο µιας 

οµάδας, µιας τάξης ή και στην περίπτωση αποµακρυσµένης επικοινωνίας.  

Μια ακόµα πτυχή της µαθησιακής διαδικασίας που µπορεί να καλλιεργηθεί µε 

την αξιοποίηση της πρόσθετης παιδαγωγικής αξίας που προκύπτει από τη χρήση του 

διερευνητικού λογισµικού, η όγδοη, είναι λοιπόν ακριβώς η συνεργασία. Προϋπόθεση 

της ανάπτυξης του διαλόγου είναι η κατάκτηση ενός ικανοποιητικού επιπέδου 

συνεργασίας. Από την άλλη πλευρά η συνεργασία µεταξύ των µαθητών απαιτείται 

και όταν πρέπει να εργαστούν από κοινού για να φέρουν σε πέρας ένα έργο που τους 

έχει ανατεθεί. Με την έννοια αυτή η συνεργατική µάθηση είναι ένας σηµαντικός 

παράγοντας στην διδακτική διαδικασία. Παράλληλα είναι πολύ χρήσιµη και 

επωφελής για τους ίδιους τους µαθητές. Μέσα από τη συνεργασία των µαθητών στις 

δραστηριότητες που τους ανατίθενται από τον εκπαιδευτικό ωφελούνται τόσο ο κάθε  

µαθητής µεµονωµένα όσο και όλα τα υπόλοιπα µέλη της οµάδας. Πως όµως 

αξιοποιούνται οι ψηφιακές τεχνολογίες σε αυτή την κατεύθυνση; Και στην 

περίπτωση αυτή ο ρόλος τους είναι διττός. Αφενός τα διερευνητικά λογισµικά 

µπορούν να αξιοποιηθούν ως παράγοντες συνεργατικής µάθησης µέσα από καλά και 

προσεκτικά σχεδιασµένες δραστηριότητες. Αφετέρου ως εργαλεία επικοινωνίας 

παρέχουν τη δυνατότητα στον εκπαιδευτικό να επιτύχει το διάλογο και τη 

συνεργασία µαθητών που βρίσκονται σε διαφορετικά αποµακρυσµένα σηµεία και 

χωρίς τη χρήση των τεχνολογιών αυτών δεν θα είχαν τη δυνατότητα της 
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επικοινωνίας. Αποτελούν δηλαδή ισχυρούς παράγοντες αλλά και συντελεστές 

ενεργοποίησης διαδικασιών συνεργατικής µάθησης. ∆ίνουν τη δυνατότητα σε 

µαθητές και δασκάλους να ενταχθούν σε ευρύτερες συλλογικότητες εκτός αυτής της 

παραδοσιακής τάξης. Έτσι «µε την κατάλληλη διδακτική µπορεί µε τον τρόπο αυτό 

να δηµιουργηθούν κοινότητες µάθησης, όπου οι µαθητές διδάσκονται εκτός από το 

γνωστικό αντικείµενο τη συλλογική συµπεριφορά, πως δηλαδή να δρουν, να 

συνεισφέρουν και να αυτοπροσδιορίζονται µέσα σε µαθητικές κοινότητες» (Κυνηγός, 

2007, σελ. 43). Αυτή η συµµετοχή σε µορφές συλλογικότητας είναι µια ακόµα πτυχή 

της µαθησιακής διαδικασίας που µπορεί να καλλιεργηθεί µε τη χρήση των νέων 

τεχνολογιών. 

Η δέκατη πτυχή, και µια από τις πιο σοβαρές, είναι η δηµιουργία νοηµάτων. Η 

µάθηση χαρακτηρίζεται κατά κύριο λόγο από τη δηµιουργία νοηµάτων από το 

µαθητή και όχι από την κατανόηση έτοιµων και αφηρηµένων πληροφοριών και 

νοηµάτων (ibid). Όµως διαφορετικά λογισµικά είναι δυνατόν να οδηγήσουν τους 

µαθητές στην οικοδόµηση διαφορετικών νοηµάτων ακόµα και όταν αυτοί δουλεύουν 

πάνω στο ίδιο πρόβληµα σε διαφορετικά περιβάλλοντα (Sutherland & Balacheff, 

1999).  Ο µαθητής λοιπόν δεν µπορεί να αφεθεί µόνος του να παράγει νοήµατα. Το να 

λέµε ότι τα νοήµατα και οι διανοητικές δοµές κτίζονται από τον µαθητή παρά 

διδάσκονται από το δάσκαλο δεν σηµαίνει ότι κατασκευάζονται από το τίποτα. Τα 

παιδιά, όπως και οι άλλοι δηµιουργοί, χρησιµοποιούν τα υλικά που βρίσκουν στο 

περιβάλλον τους, ιδίως τα µοντέλα και τις µεταφορές που υποβάλλει το µορφωτικό 

περιβάλλον (Papert, 1991). Εποµένως η κουλτούρα της τάξης επηρεάζει το ποια 

γνώση µπορούµε να προσεγγίσουµε µέσα από κάθε µικρόκοσµο (Sutherland & 

Balacheff, 1999). Έτσι, πολύ συχνά, τα νοήµατα που παράγονται από τους µαθητές 

µέσα στη σχολική τάξη είναι πολύ διαφορετικά από αυτά που προβλέπονται από το 

αναλυτικό πρόγραµµα (Κυνηγός, 2007). Στο θέµα αυτό είναι καθοριστικός ο ρόλος 

του δασκάλου. Ο τρόπος µε τον οποίο οι µαθητές χρησιµοποιούν τα υπολογιστικά 

εργαλεία επηρεάζεται ουσιωδώς από τον δάσκαλο ο οποίος έχει την ευθύνη της 

οργάνωσης της τάξης (Sutherland & Balacheff, 1999). 

Η ενδέκατη πτυχή της µαθησιακής διαδικασίας που καλλιεργείται µε τη χρήση 

των ψηφιακών τεχνολογιών γενικά και τη των διερευνητικών λογισµικών ειδικότερα 

είναι η αναπαράσταση. Τα ψηφιακά εργαλεία ενέχουν πολυποίκιλες αναπαραστάσεις 



 71 

εννοιών και πληροφοριών κάποιες φορές ως πηγή και κάποιες άλλες ως εκφραστικά 

µέσα (Κυνηγός, 2007). Οι Arcavi & Hadas (2000) περιοριζόµενοι στις οπτικές 

αναπαραστάσεις τις συνδέουν µε εκείνο το χαρακτηριστικό της µάθησης που 

ονοµάζουν οπτικοποίηση (visualization) «η οποία αναφέρεται στη δυνατότητα 

αναπαράστασης, µετασχηµατισµού, δηµιουργίας, επικοινωνίας, τεκµηρίωσης και 

στοχασµού πάνω σε οπτικές πληροφορίες» (Herrshkowitz, 1989, σελ.75). Κατά τον 

Kutzler (2000) είναι η εικονογράφηση ενός αντικειµένου, ενός γεγονότος ή µιας 

διαδικασίας. Η οπτικοποίηση «όχι µόνο οργανώνει τα δεδοµένα που κατέχουµε σε 

πλήρεις νοήµατος δοµές, αλλά είναι επίσης ένας σηµαντικός παράγοντας που καθοδηγεί 

την αναλυτική ανάπτυξη µιας λύσης» (Fischbein, 1987, σελ. 101). Προσφέρει ακόµα 

στο µαθητή την ικανότητα εναλλαγής αναπαραστάσεων (Kutzler, 2000). ∆ίνει 

εποµένως  στους µαθητές την δυνατότητα να αναπτύξουν πολλαπλές 

αναπαραστάσεις µιας έννοιας. Τέλος, µια οπτική εικόνα είναι ένας ουσιώδης 

παράγοντας για τη δηµιουργία της αίσθησης της αµεσότητας (Fischbein, 1987). Έτσι, 

µέσα από την οπτικοποίηση την οποία επιτυγχάνει, ένα δυναµικό υπολογιστικό 

περιβάλλον επιτρέπει στο χρήστη να οικοδοµήσει σχήµατα αλλά και να τα 

µετασχηµατίσει σε πραγµατικό χρόνο (Arcavi & Hadas, 2000). Έτσι για τα εργαλεία 

που έχουν σχεδιαστεί ειδικά για τη βασική εκπαίδευση η επιλογή των 

αναπαραστάσεων είναι κρίσιµη µια και αυτές συνδέονται άµεσα µε τη δηµιουργία 

νοηµάτων (Κυνηγός, 2007). 

Αρκεί όµως η χρήση των νέων τεχνολογιών από µόνη της για την αναβάθµιση της 

εκπαιδευτικής διαδικασίας; Η απάντηση είναι αρνητική. Θα πρέπει η ένταξή τους 

στην εκπαιδευτική διαδικασία να συνοδεύεται από τεκµηριωµένο σχέδιο των νέων 

προτεινόµενων τρόπων διεξαγωγής του µαθήµατος, καθώς και του είδους της 

επιµόρφωσης που χρειάζεται ο εκπαιδευτικός για να ενταχθεί σε µια τέτοια 

µαθησιακή διαδικασία (Sutherland & Balacheff, 1999). Εποµένως είναι απαραίτητο 

να αλλάξει ο τρόπος παροχής της εκπαιδευτικής υπηρεσίας στο εκπαιδευτικό µας 

σύστηµα (Κυνηγός, 2007). Η έρευνα Task Force (1996) για την Ευρώπη απέδειξε ότι 

η ένταξη των πολυµέσων στη σχολική πρακτική µπορεί να έχει αποτελέσµατα µόνο 

αν συνδυάζεται  µε καινοτόµες εκπαιδευτικές πρακτικές και ευνοϊκές συνθήκες. Οι 

συνθήκες αυτές κατά την έρευνα συνοψίζονται στα παρακάτω: 

 Μετάβαση από τη µετωπική διδασκαλία στη διδασκαλία σε οµάδες. 
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 Μετάβαση από τη διάλεξη σε µορφές διδασκαλίας που επικεντρώνονται στην 

αναζήτηση και τη διαµεσολάβηση. 

 Μετάβαση από µια σχολική τάξη που «αδιαφορεί» σε αυτή που 

κινητοποιείται µέσα από την ενεργητική συµµετοχή, την επικοινωνία µε 

άλλους και τις αυθεντικές δραστηριότητες. 

 Μετάβαση από µια αξιολόγηση που στηρίζεται στον έλεγχο του βαθµού 

«συγκράτησης» των γνώσεων σε µια διαµορφωτική αξιολόγηση που 

βασίζεται στις διαδικασίες και τα παραγόµενα προϊόντα. 

 Μετάβαση από µια ανταγωνιστική κοινωνική δοµή σε µια δοµή που ευνοεί τη 

συνεργασία των µαθητών. 

 Μετάβαση από ένα σύστηµα στο οποίο όλοι οι µαθητές µαθαίνουν τα ίδια 

ακριβώς πράγµατα προς ένα σύστηµα στο οποίο κάθε µαθητής µαθαίνει 

ενδεχοµένως διαφορετικά πράγµατα. 

 Μετάβαση από τους γνωστούς τρόπους έκφρασης και επικοινωνίας (κυρίως 

λεκτική) σε τρόπους που ενσωµατώνουν διαφορετικές αναπαραστάσεις 

(εικόνες, διαγράµµατα, γραφικές παραστάσεις, αλγεβρικές αναπαραστάσεις, 

πίνακες τιµών, χάρτες πολλαπλών αναπαραστάσεων κλπ) 

Έτσι, κατά τον ∆απόντε (2002), οι νέες τεχνολογίες αποτελούν έναν «έξυπνο 

τρόπο» για να αναθεωρήσουµε ορισµένες πλευρές  της διδασκαλίας εφόσον µε αυτές 

επιδιώκουµε: 

 Τη συνεργατική µάθηση (διδασκαλία σε οµάδες, παιδαγωγική projects) 

 Την αλλαγή του ρόλου του δασκάλου (ο δάσκαλος διαµεσολαβητής, σύµφωνα 

µε τον Vygotsky, 1988, 1997) 

 Τη διεπιστηµονική προσέγγιση  

 Την οικοδόµηση γνώσεων από τους ίδιους τους µαθητές (σύµφωνα µε τον J. 

Piaget και τον S. Papert). 

Η χρήση των νέων τεχνολογιών λοιπόν οδηγεί στην αναθεώρηση του τρόπου 

δουλειάς του µαθηµατικού µέσα στην αίθουσα διδασκαλίας. Η εµπειρία από τάξεις 

που δουλεύουν σε περιβάλλον βασισµένο στους Η/Υ και στα νέα εργαλεία ψηφιακής 
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τεχνολογίας δείχνει ότι νέες διδακτικές µέθοδοι είναι πια πραγµατικότητα (Weigand 

& Weller, 2001). Για παράδειγµα µετά την εισαγωγή της χρήσης των νέων 

τεχνολογιών έχει παρατηρηθεί µεταβολή του τρόπου µε τον οποίο αντιµετωπίζεται η 

διδακτική µέθοδος επίλυσης προβλήµατος. Σύµφωνα µε την αναφορά του Εθνικού 

Συµβουλίου Εκπαιδευτικής Τεχνολογίας του Ενωµένου Βασιλείου (The United 

Kingdom’s National Council for Educational Technology) του 1994: 

Για κάθε πρόβληµα υπάρχει τώρα µια γκάµα µεθόδων επίλυσης. Τυπικά 
µπορούν να υπάρχουν αριθµητικές και γραφικές προσεγγίσεις όπως επίσης 
αλγεβρικές και αναλυτικές. Στην πραγµατικότητα µπορεί να υπάρχει µια ποικιλία 
αλγεβρικών προσεγγίσεων. Συνεπώς το πιθανότερο είναι ότι ένα πρόβληµα θα 
αντιµετωπίζεται µε το βλέµµα της σύγκρισης και αντιπαραβολής διαφορετικών 
µεθόδων µε κάθε λύση να φέρνει πιθανόν στην επιφάνεια κάποια νέα µαθηµατικά. 

Μέθοδοι λοιπόν που στο παρελθόν δεν µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν µε 

ευκολία  και αποτελούσαν την τελευταία λύση όταν όλες οι άλλες είχαν αποτύχει, 

όπως για παράδειγµα η γραφική επίλυση εξίσωσης, σήµερα µε τη χρήση προηγµένων 

υπολογιστικών εργαλείων µπορούν να µας δώσουν λύσεις εύκολα και γρήγορα 

(Stacy, 2001). 

Σε ένα τέτοιο περιβάλλον όµως ο δάσκαλος των µαθηµατικών θα πρέπει πια να 

υποστηρίζει τους µαθητές του τόσο στον τοµέα της µάθησης των µαθηµατικών όσο 

και σε αυτόν της τεχνολογίας, καθώς η ίδια η µαθηµατική πρακτική µεταβάλλεται. Οι 

διαφορετικές στρατηγικές που µπορούν να χρησιµοποιήσουν οι δάσκαλοι  

υποδηλώνουν ότι µπορούµε να έχουµε µια ποικιλία επιτυχών λύσεων στο πρόβληµα 

της παράλληλης διδασκαλίας των µαθηµατικών και της χρήσης της τεχνολογίας. 

Είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι η τεχνολογία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να 

υποστηρίξει τη µάθηση και τη διδακτική πρακτική σε διαφορετικές διδακτικές 

προσεγγίσεις. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί µεταξύ άλλων σε µια διδασκαλία που δίνει 

έµφαση στο διαδικαστικό µέρος αλλά και σε µια διδασκαλία που δίνει έµφαση στην 

κατανόηση (ibid). Για παράδειγµα για την περίπτωση της χρήσης υπολογιστών 

γραφηµάτων (graphic calculators) στη διδασκαλία των µαθηµατικών ο Jost (1992) 

παρατηρεί ότι εκείνοι οι δάσκαλοι που τους αντιµετωπίζουν ως εργαλεία για 

υπολογισµούς έχουν την τάση να θέτουν στόχους προσανατολισµένους στο 

περιεχόµενο. Παρατηρεί επίσης ότι οι δάσκαλοι που έχουν την τάση να εντάσσουν 

στη διδασκαλία τους  διαδραστικές ή ανακαλυπτικές µεθόδους χρησιµοποιούν τους 

υπολογιστές γραφηµάτων περισσότερο από τους συναδέλφους τους που προτιµούν 
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άλλες διδακτικές προσεγγίσεις και ότι οι στόχοι εκείνων των δασκάλων που θεωρούν 

τους υπολογιστές γραφηµάτων ως εργαλεία για µάθηση επικεντρώνονται στους 

µαθητές τους. Οι Tharp, Fitzsimmons και Brown Ayres (1997) σηµειώνουν ότι οι 

δάσκαλοι που επικεντρώνουν τη δουλειά τους σε κανόνες και διαδικασίες φαίνεται να 

συµφωνούν στην άποψη ότι οι υπολογιστές γραφηµάτων µπορεί να παρεµποδίζουν 

τη διδασκαλία και, ως αποτέλεσµα αυτής της θεώρησης, θέτουν περιορισµούς στη 

χρήση τους ως διερευνητικό εργαλείο, σε αντίθεση µε αυτούς που τους απασχολεί 

περισσότερο η εννοιολογική κατανόηση που επιτυγχάνουν οι µαθητές τους και, 

συνεπώς, δεν θέτουν περιορισµούς στην διερευνητική χρήση των υπολογιστών από 

τους µαθητές. Σε κάθε περίπτωση η απόφαση για τη χρήση ψηφιακών εργαλείων 

καθώς και για τον τρόπο χρήσης τους εξαρτάται από τους παιδαγωγικούς στόχους 

που θέτει ο δάσκαλος (Kutzler, 2000).  

Από την πλευρά τους οι µαθητές µπορούν να αποκοµίσουν σηµαντικότατα οφέλη 

από την ένταξη των νέων τεχνολογιών στην εκπαιδευτική πρακτική. Σύµφωνα µε την 

Stacy (2001) ένας ικανός δάσκαλος µπορεί να εστιάσει την προσοχή των µαθητών 

του σε µαθηµατικές δραστηριότητες που απαιτούν από αυτούς να εξερευνήσουν το 

νόηµα των εξεταζόµενων µαθηµατικών εννοιών. Έτσι οι µαθητές θα έχουν την 

ευκαιρία να κατασκευάσουν ενεργητικά τη γνώση, να αποκτήσουν διορατικότητα στη 

λύση προβλήµατος, να αναπτύξουν βαθύτερη εννοιολογική κατανόηση και 

υψηλότερο επίπεδο σκέψης, και να κατακτήσουν την κατανόηση του τρόπου µε τον 

οποίο µπορούν να επικυρώσουν και να ερµηνεύσουν τις λύσεις (ibid). Για να γίνουν 

όµως πραγµατικότητα όλα αυτά θα πρέπει οι µαθητές να µάθουν να χρησιµοποιούν 

την τεχνολογία µε αποτελεσµατικό τρόπο και να εντάξουν τα ψηφιακά εργαλεία στο 

προσωπικό τους ρεπερτόριο τεχνικών που χρησιµοποιούν για να κάνουν µαθηµατικά 

και για να µελετήσουν µαθηµατικά (Pierce & Stacey, 2004). Κατά τους Arcavi & 

Hadas (2000) τα δυναµικά υπολογιστικά περιβάλλοντα συνιστούν εικονικά 

εργαστήρια στα οποία οι µαθητές µπορούν να παίξουν, να ερευνήσουν και να µάθουν 

µαθηµατικά ασκώντας διάφορα χαρακτηριστικά της µάθησης και καλλιεργώντας 

ποικίλες πτυχές της, όπως έχει ήδη αναλυθεί. 

Οι Pierce και Stacey (2004) ασχολούνται κυρίως µε το πρόβληµα της 

αποτελεσµατικής χρήσης µιας συγκεκριµένης κατηγορίας δυναµικών υπολογιστικών 

συστηµάτων, των ψηφιακών αλγεβρικών συστηµάτων (Computer Algebra Systems ή 
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CAS) και προτείνουν ένα πλαίσιο αποδοτικής χρήσης των εργαλείων αυτών. 

Υποστηρίζουν όµως ότι το πλαίσιο χρήσης που προτείνουν για τα συγκεκριµένα 

εργαλεία µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για πολλά άλλα µαθηµατικά υπολογιστικά 

συστήµατα. Κατά την άποψή τους το πρόβληµα της αποτελεσµατικής χρήσης της 

τεχνολογίας έχει δυο βασικές συνιστώσες, µια συναισθηµατική και µια γνωστική. Η 

συναισθηµατική συνιστώσα είναι η προσωπική συνιστώσα και έχει να κάνει µε την 

ανταπόκριση των µαθητών στις δυνατότητες που τους προσφέρει η τεχνολογία. 

Σχετίζεται µε αρκετούς παράγοντες, όπως η προθυµία των µαθητών να 

χρησιµοποιήσουν την τεχνολογία και η άνεση που νοιώθουν όταν την χρησιµοποιούν, 

οι αντιλήψεις τους για το τι είδους µαθηµατικά πρέπει να µάθουν και για το κατά 

πόσο είναι αποδεκτή η χρήση της τεχνολογίας στο υπολογιστικό µέρος της 

διαδικασίας. Ακόµα σχετίζεται µε τον τρόπο που εντάσσεται στο περιβάλλον της 

τάξης η χρήση των νέων τεχνολογιών και µε το αν η χρήση τους προωθείται µε 

προνοµιακό τρόπο από τον διδάσκοντα (Kendal & Stacey, 2001).   

Η γνωστική συνιστώσα αναλύεται σε τρεις επιµέρους συνιστώσες: τη 

µαθηµατική, την τεχνική και τη µηχανική. Για να κάνουµε µαθηµατικά µε τη βοήθεια 

των νέων ψηφιακών τεχνολογιών απαιτείται η παραδοσιακή µαθηµατική γνώση, η 

 
ΤΟ ΣΥΝΕΧΕΣ ΓΝΩΣΗΣ ΚΑΙ ∆ΕΞΙΟΤΗΤΩΝ ΠΟΥ ΑΠΑΙΤΟΥΝΤΑΙ 

ΓΙΑ ΤΗ ΧΡΗΣΗ ΤΩΝ ΝΕΩΝ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΩΝ 
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Μηχανικός εξοπλισµός  Λογισµικό 
      

Ρυθµίσεις 
οθόνης 

Χειρισµός 
µηχανής 

Χρήση 
βοήθειας 

Χρήση µενού 
και κουµπιών 

Καθορισµός 
µεταβλητών 

Χρήση 
παραµέτρων 

Χρήση 
Animation Συντακτικό 

Ερµηνεία 
αποτελεσµάτων 

Η έννοια του 
ορίου και η 
ισοσύγκλιση 

Το ορισµένο 
ολοκλήρωµα  
ως εµβαδόν 

παραβολικού χωρίου 

 
∆ιάγραµµα 1: Μοντέλο του συνεχούς γνώσης και δεξιοτήτων που απαιτούνται  

στη χρήση των νέων τεχνολογιών 
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γνώση της µηχανής, όπως επίσης και συνεχής αλληλεπίδραση της µαθηµατικής 

γνώσης και της γνώσης γύρω από την τεχνολογία (Pierce & Stacey, 2004). Η συνεχής 

αυτή αλληλεπίδραση είναι ακριβώς η τεχνική συνιστώσα και η λειτουργία της 

παρουσιάζεται από τους Pierce & Stacey στο µοντέλο του διαγράµµατος 1. 

Στο ένα άκρο του µοντέλου έχουµε τη γνώση που σχετίζεται µόνο µε το µηχανικό 

εξοπλισµό, όπως το πώς ανοίγουµε ή κλείνουµε το µηχάνηµα ή το πώς ρυθµίζουµε 

την αντίθεση της οθόνης και χρησιµοποιούµε τη βοήθεια, και στο άλλο άκρο την 

καθαρή µαθηµατική γνώση που σε µεγάλο βαθµό δεν σχετίζεται µε την παρουσία ή 

την απουσία της τεχνολογίας. Ανάµεσα στα δυο αυτά άκρα βρίσκεται ο χώρος που οι 

Pierce & Stacey (2004) αποκαλούν τεχνική συνιστώσα και είναι ο χώρος που περιέχει 

τόσο µαθηµατική γνώση όσο και γνώση του µηχανικού εξοπλισµού αλλά και του 

λογισµικού. Στον χώρο αυτό ακριβώς απαιτείται η αλληλεπίδραση µεταξύ 

µαθηµατικής από τη µια µεριά και τεχνολογικής από την άλλη πλευρά γνώσης (ibid). 

Στο διάγραµµα 1 η επιλογή των παραδειγµάτων έγινε µε κριτήριο την παρουσίαση 

του συνεχούς γνώσης και δεξιοτήτων όπως αυτό παρατηρείται κατά τη χρήση του 

λογισµικού Autograph στην παρούσα έρευνα. 

 

Εκπαιδευτικά Λογισµικά 

Τις τελευταίες δεκαετίες έχουν αναπτυχθεί πολλών ειδών λογισµικά που µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν στην εκπαιδευτική διαδικασία. Κάποια από αυτά έχουν 

σχεδιαστεί ακριβώς για παιδαγωγικούς και εκπαιδευτικούς λόγους, όπως για 

παράδειγµα η γλώσσα Logo και οι µικρόκοσµοι που στηρίζονται σε αυτήν, και άλλα 

αποτελούν λογισµικά ευρείας χρήσης που µπορούν όµως να χρησιµοποιηθούν µε 

πρόσφορο τρόπο στην εκπαίδευση, όπως οι διάφοροι επεξεργαστές κειµένου ή τα 

λογιστικά φύλλα ή ακόµα οι βάσεις δεδοµένων, τα ψηφιακά αλγεβρικά συστήµατα 

κλπ. Αυτή είναι η πρώτη διάκριση µεταξύ λογισµικών. ∆ιακρίνονται δηλαδή σε 

λογισµικά που έχουν σχεδιαστεί ειδικά για την εκπαίδευση και σε λογισµικά γενικής 

χρήσης. Κατά τον Κυνηγό (2007) µια γενική ταξινόµηση των λογισµικών µε βάση 

την προσέγγιση στο εκπαιδευτικό έργο έχει ως εξής: 

 Τεχνολογίες διαχείρισης της εκπαίδευσης (learning management systems): 

Προέρχονται από το χώρο της ενδοεταιρικής κατάρτισης και στοχεύουν 

κυρίως στην τεχνική και ενηµερωτική κατάρτιση των στελεχών τους. Το 
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κύριο αντικείµενο της κατάρτισης είναι η διαχείριση της πληροφορίας. Έτσι 

και τα συστήµατα αυτά βασίζονται ακριβώς στο µοντέλο διαχείρισης της 

πληροφορίας.  

 Τεχνολογίες ως πηγές πληροφοριών: Πρόκειται σχεδόν αποκλειστικά για το 

διαδίκτυο και τις πληροφοριακού χαρακτήρα ιστοσελίδες, όπου µπορεί να 

γίνει αναζήτηση πληροφοριών και πλοήγηση ελεύθερη ή προκαθορισµένη 

από τον εκπαιδευτικό. 

 Καθοδηγητικές τεχνολογίες: Είναι τα λεγόµενα «ευφυή συστήµατα» 

διδασκαλίας (intelligent tutoring systems). Αποτελούν εφαρµογές της 

τεχνητής νοηµοσύνης. ∆ιέπονται από µια αµιγώς συµπεριφοριστική αντίληψη 

για την εκπαιδευτική διαδικασία. Περιέχουν αυτοµατοποιηµένα µοντέλα 

µαθητή, εκπαιδευτικού και διαχείρισης της χρήσης τους µε διαβαθµισµένη 

πρόσβαση ανάλογα µε το ρόλο του χρήστη. 

 Τεχνολογίες ως µέσα επικοινωνίας και συνεργασίας: Πρόκειται για τις 

εκπαιδευτικές πύλες και για ειδικά σχεδιασµένα συστήµατα συλλογικών 

συζητήσεων. 

 Τεχνολογίες ως νοητικά και εκφραστικά εργαλεία: Είναι λογισµικά που έχουν 

σχεδιαστεί ειδικά για τη µαθησιακή διαδικασία. ∆ίνουν τη δυνατότητα στο 

µαθητή να τα χρησιµοποιήσει ως εργαλεία έκφρασης, δηµιουργίας, 

πειραµατισµού και κατασκευών. Έχουν αυστηρά ουδέτερη ανταπόκριση και η 

µάθηση προκύπτει από τη σταδιακή εκµάθηση των κανόνων χρήσης τους, οι 

οποίοι είναι άρρηκτα συνδεδεµένοι µε το προς µάθηση αντικείµενο. 

 Τεχνολογίες για τη διδακτική των µαθηµατικών: Όλες οι παραπάνω 

τεχνολογίες µπορούν να αξιοποιηθούν στη διδακτική των µαθηµατικών. Η 

επιλογή γίνεται ανάλογα µε το επίπεδο των µαθητών και την επιλογή του 

στόχου της διδασκαλίας. Τα «ευφυή» συστήµατα και τα συστήµατα 

διαχείρισης πληροφοριών µπορούν να χρησιµοποιηθούν όταν οι µαθητές 

θεωρείται ότι κατανοούν τα µαθηµατικά που θα διδαχθούν και έχουν την 

ικανότητα µαθηµατικής σκέψης. Αντίθετα, όταν το ζητούµενο είναι η 

καλλιέργεια της µαθηµατικής σκέψης και η εµπλοκή µε δυσνόητες έννοιες, 

τότε καταλληλότερα είναι τα νοητικά εργαλεία και τα εργαλεία επικοινωνίας 
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και συνεργασίας. 

Η ∆ηµητρακοπούλου (2002) επιχειρεί µια λεπτοµερή καταγραφή των κατηγοριών 

των νέων τεχνολογιών, τις οποίες ονοµάζει τεχνολογίες της πληροφορίας και της 

επικοινωνίας ή συντοµότερα ΤΠΕ, που χρησιµοποιούνται στην εκπαίδευση. Οι 

κυριότερες κατηγορίες εφαρµογών των τεχνολογιών της πληροφορίας και της 

επικοινωνίας (ΤΠΕ) λοιπόν που µπορούν να χρησιµοποιηθούν στην εκπαίδευση είναι 

οι παρακάτω: 

 Συστήµατα προσοµοιώσεων: Πρόκειται για εκπαιδευτικά λογισµικά που 

επιτρέπουν τη δηµιουργία προσοµοιώσεων φαινοµένων, καταστάσεων ή 

συσκευών. Οι µαθητές µπορούν να χειριστούν µεταβλητές που επηρεάζουν το 

φαινόµενο, να παρατηρήσουν τη συµπεριφορά του προσοµοιούµενου 

φαινοµένου και να µελετήσουν τις αναπαραστάσεις των µετρήσεων που 

παρέχει το λογισµικό. Ένα τέτοιο λογισµικό είναι το Interactive Physics. 

 Συστήµατα µοντελοποίησης: Πρόκειται για εκπαιδευτικά λογισµικά που 

επιτρέπουν τη δηµιουργία, τη διερεύνηση και τον έλεγχο µοντέλων. Ένα 

τέτοιο λογισµικό είναι το Modellus. 

 Συστήµατα εκπαιδευτικής ροµποτικής: Αποτελούνται συνήθως από ένα 

σύνολο εξωτερικών συσκευών και συνοδεύονται από ειδικό λογισµικό αφενός 

για τον προγραµµατισµό της επικοινωνίας µεταξύ των συσκευών και 

αφετέρου τον προσδιορισµό της λειτουργίας τους. Ένα τέτοιο παράδειγµα 

είναι η χελώνα εδάφους Logo. 

 Συστήµατα υποστήριξης και λήψης δεδοµένων από πειραµατικές διατάξεις: 

Είναι ειδικά λογισµικά και συσκευές λήψης δεδοµένων από τα εργαστηριακά 

πειράµατα που επιτρέπουν, µέσω κατάλληλης σύνδεσης µε υπολογιστή, τη 

µεταφορά, ψηφιοποίηση, παρουσίαση και επεξεργασία των πειραµατικών 

δεδοµένων. Τέτοια συστήµατα έχουν εγκατασταθεί στα εργαστήρια φυσικής 

και χηµείας των σχολείων. 

 Ανοικτά περιβάλλοντα διερεύνησης ειδικών θεµάτων: Είναι ανοικτά σε 

«κατασκευές» και µπορούν να αξιοποιηθούν σε διαφορετικά γνωστικά 

αντικείµενα. Παραδείγµατα τέτοιων λογισµικών είναι τα λογισµικά  Gabri-

Geometry II, Geometer’s Sketchpad, Function Prob, Table Top, καθώς και 
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τα αλγεβρικά υπολογιστικά συστήµατα (CAS). 

 Προγραµµατιζόµενα περιβάλλοντα: Είναι συστήµατα που επιτρέπουν στους 

µαθητές να δηµιουργήσουν δικά τους µικρά ή µεγάλα προγράµµατα 

χρησιµοποιώντας ένα σύνολο βασικών οντοτήτων προγραµµατισµού. 

Παράδειγµα τέτοιας εφαρµογής είναι τα περιβάλλοντα Logo. 

 Εκπαιδευτικά παιχνίδια: Απευθύνονται κυρίως σε µαθητές µικρής ηλικίας στη 

χώρα µας. Αποτελούν µια ευρεία κατηγορία. 

 Λογισµικά πρακτικής εξάσκησης: Παρουσιάζουν αποσπάσµατα 

περιεχοµένου. Η δραστηριότητα συνίσταται στο να απαντήσουν οι µαθητές σε 

ένα σύνολο ερωτήσεων ή σε απλά προβλήµατα. 

 Υπερκείµενα και ηλεκτρονικά βιβλία πολυµέσων: Τα υπερκείµενα νοούνται 

ως ηλεκτρονικά ντοκουµέντα. Ένα λογισµικό υπερκειµένου χαρακτηρίζεται 

από την τµηµατοποίηση της πληροφορίας σε µονάδες που αποτελούν τις 

στοιχειώδεις συνιστώσες του κειµένου, που καλούνται κόµβοι, και συνδέονται 

µεταξύ τους µέσω των συνδέσµων των πληροφοριών σε ένα δίκτυο 

πολλαπλών νοηµάτων (όπως για παράδειγµα αποσπάσµατα περιεχοµένου που 

αποτελείται από πολυµεσικό υλικό ή ψηφιακές εγκυκλοπαίδειες. 

 Νοήµονα συστήµατα επίλυσης προβληµάτων: Αποτελούν εφαρµογές της 

τεχνητής νοηµοσύνης και µπορούν να επιλύουν προβλήµατα µιας 

συγκεκριµένης γνωστικής περιοχής 

 Συστήµατα συνεργατικής µάθησης: Έχουν σχεδιαστεί µε τέτοιο τρόπο ώστε 

να επιτρέπουν και να υποστηρίζουν τη συνεργασία από απόσταση (κυρίως 

µέσω διαδικτύου) αυτών που µαθαίνουν. 

 Ανοικτά εργαλεία, ανεξάρτητα περιεχοµένου: Είναι εργαλεία για 

επαγγελµατική ή προσωπική χρήση που δεν έχουν σχεδιαστεί για 

εκπαιδευτικούς σκοπούς αλλά µπορούν να χρησιµοποιηθούν στην 

εκπαίδευση. Τέτοια λογισµικά είναι για παράδειγµα οι κειµενογράφοι, τα 

λογιστικά φύλλα, τα εργαλεία του Internet κλπ. 

Η έρευνα αυτή εστιάζεται στη χρήση ανοικτών περιβαλλόντων διερεύνησης, 

δηλαδή αυτών που χαρακτηρίζονται ως διερευνητικά λογισµικά. Ακριβέστερα το 
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ενδιαφέρον εστιάζεται στη χρήση των ψηφιακών αλγεβρικών συστηµάτων (Computer 

Algebra Systems) γενικά και ειδικότερα του λογισµικού Autograph. 

 

Τα Computer Algebra Systems (CAS) 

Μια κατηγορία διερευνητικού λογισµικού αποτελούν όπως προαναφέρθηκε και 

τα ψηφιακά αλγεβρικά συστήµατα (Computer Algebra Systems) ή, όπως θα τα 

αναφέρουµε στη συνέχεια, CAS. Από την πρώτη τους εµφάνιση στη δεκαετία του ‘70 

αλλά ακόµα περισσότερο µετά την ένταξή τους στην εκπαιδευτική διαδικασία, στην 

τριτοβάθµια κυρίως εκπαίδευση αρχικά, κατά τη δεκαετία του ‘80 αναγνωρίστηκε η 

µεγάλη δύναµη των CAS σε αυτό που αποκαλείται στο χώρο της διδακτικής των 

µαθηµατικών «να κάνουµε µαθηµατικά» όπως και η πολύτιµη βοήθεια που µπορούν 

να προσφέρουν στην διδασκαλία και στη µελέτη των µαθηµατικών (Pierce & Stacey, 

2004).  

Κατά τον Cuoco (2002) τα περισσότερα CAS, σε αντίθεση µε άλλα µαθηµατικά 

λογισµικά, ενσωµατώνουν αρκετά υπολογιστικά µέσα που έχουν αναπτυχθεί εκ των 

προτέρων, µεταξύ των οποίων συµπεριλαµβάνονται και τα εξής: 

 Υψηλής ακρίβειας αριθµητικές ρουτίνες και εγγενώς ενσωµατωµένες 

µαθηµατικές συναρτήσεις. 

 Μια πλήρης γλώσσα προγραµµατισµού που υποστηρίζει διαδικαστικούς, 

λειτουργικούς και αντικειµενοστραφείς τρόπους εργασίας. 

 Γραφικές δυνατότητες που περιέχουν δυνατότητα γραφικής παράστασης για 

όλων των ειδών τις συναρτήσεις που ορίζονται στο R2, στο R3 ή στο C. 

 Πινακοποίηση και δυνατότητες χειρισµού δεδοµένων που να επιτρέπουν 

στους χρήστες να κατασκευάζουν και να χειρίζονται πίνακες και µήτρες 

αποδεκτών αντικειµένων. 

Τα περισσότερα πακέτα CAS συγκεντρώνουν ένα υπερσύγχρονο εκλεπτυσµένο 

επιστηµονικό υπολογιστή, µια γλώσσα προγραµµατισµού, ένα γραφικό περιβάλλον 

και ένα λογιστικό φύλλο. Συνήθως περιέχουν επίσης αλγεβρικές εκφράσεις και 

συναρτήσεις, όπως και αλγεβρικούς συνδυασµούς υπερβατικών συναρτήσεων και 

συναρτήσεων που ορίζει ο χρήστης. Σε µηχανήµατα όπως το TI-89 ή το ΤΙ-92 (που 

περιέχει επιπλέον και περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας) τα διαφορετικά 
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περιβάλλοντα καθίστανται προσπελάσιµα µέσα από διαφορετικά µενού στην οθόνη. 

Σε άλλα περιβάλλοντα, όπως το Mathematica και τα υπόλοιπα CAS σε µορφή 

λογισµικού πακέτου, αυτό που βλέπει ο χρήστης είναι ένα αψεγάδιαστο πακέτο που 

είναι προσβάσιµο µέσω ενός συνόλου συνδεδεµένων εντολών (ibid).  

Η ένταξη ενός CAS στην διδακτική πρακτική επιφέρει µια σειρά αλλαγών και 

µεταβάλλει την εικόνα της αίθουσας διδασκαλίας. Η εισαγωγή του δεν προσθέτει 

µόνο νέες µεταβλητές αλλά είναι δυνατό να αλλάξει και το εύρος των τιµών των 

µεταβλητών που υπάρχουν ήδη (Zbiek, 2001). Ακόµα και έµπειροι δάσκαλοι µπορεί 

στα αρχικά στάδια της ένταξης ενός CAS στην πραγµατικότητα της τάξης τους να 

νοιώσουν ως πρωτόπειροι. Η άνεση της τάξης εξαφανίζεται καθώς η χρήση του 

απαιτεί και συγχρόνως επιτρέπει εναλλακτικούς τρόπους δράσης, άλλου τύπου 

αποφάσεις και διαφορετικό τρόπο κατανόησης των καταστάσεων. Ο δάσκαλος 

αγωνίζεται να ισορροπήσει ανάµεσα στην τεχνολογία, τους νέους στόχους των 

αναλυτικών προγραµµάτων που εισάγουν αυτές τις µεθόδους, τις ανάγκες των 

µαθητών του, τις προσδοκίες όλης της κοινότητας και τις προσωπικές του αντιλήψεις 

και πεποιθήσεις. Συνέπεια των παραπάνω είναι ότι η αποτελεσµατικότητα της 

διδασκαλίας µε τη χρήση CAS επηρεάζεται και εξαρτάται από την προηγούµενη 

εµπειρία του δάσκαλου στη διδασκαλία των µαθηµατικών µε τη βοήθεια της 

τεχνολογίας (ibid). Έτσι για να έχει νόηµα και για να είναι αποτελεσµατική η χρήση 

ενός CAS θα πρέπει να στηρίζεται σε µια σωστή παιδαγωγική αντίληψη και να έχει 

ξεκάθαρους στόχους (Leinbach, Pountney & Etchells, 2002). Η χρήση ενός CAS για 

παράδειγµα µπορεί να υποστηρίξει έναν µαθητή που αντιµετωπίζει προβλήµατα στο 

πέρασµα στο υψηλότερο επίπεδο. Καθώς ο µαθητής προσπαθεί να αναπτύξει τις 

δεξιότητες που απαιτούνται σε αυτό το υψηλότερο επίπεδο µαθηµατικής παιδείας, το 

CAS καλύπτει τα προβλήµατα που οφείλονται σε έλλειψη δεξιοτήτων των 

προηγούµενων επιπέδων  (Kuttzler, 2000). Ή, ακόµα, µας δίνει τη δυνατότητα να 

µειώσουµε την ποσότητα των βαρετών επαναλαµβανόµενων ασκήσεων εξάσκησης. 

Ο κερδισµένος χρόνος µπορεί να αξιοποιηθεί για την εξερεύνηση άλλων περισσότερο 

ελκυστικών πλευρών του µελετώµενου αντικειµένου (Leinbach, Pountney & 

Etchells, 2002). Ο τρόπος όµως που ένα CAS θα χρησιµοποιηθεί στο περιβάλλον της 

τάξης φαίνεται να επηρεάζεται από τις αντιλήψεις του κάθε δάσκαλου για το ρόλο 

των µαθητών του στην διαδικασία της µάθησης (Zbiek, 2001). Η χρήση του 
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αντανακλά ακριβώς αυτό που ο δάσκαλος φέρνει στην τάξη, συµπεριλαµβανοµένων 

και των αντιλήψεών του για το τι θα πρέπει να περιλαµβάνει µια διδασκαλία και ποια 

είναι τα αποτελέσµατά της (ibid). Παρά το γεγονός αυτό όµως η χρήση των CAS έχει 

την τάση να οδηγήσει σε συνεργατικές µορφές µάθησης καθώς δηµιουργεί τις 

προϋποθέσεις για έναν πιο σύνθετο ρόλο για τον δάσκαλο που πρέπει ταυτόχρονα να 

είναι αρωγός στην επίλυση τεχνικών προβληµάτων αλλά και να διευκολύνει την 

εργασία και να παίζει το ρόλο του καταλύτη των εξελίξεων σε περισσότερους από 

έναν µαθητές ή σε οµάδες µαθητών (Heid, Sheets και Matras, 1990).  

 

Το ∆ιερευνητικό Λογισµικό Autograph 

Μια σύντοµη παρουσίαση 

Το λογισµικό πακέτο Autograph είναι ένα διερευνητικό λογισµικό που 

αναπτύχθηκε στη  Μεγάλη Βρετανία. Στο πακέτο περιλαµβάνονται δυο διαφορετικές 

εκδόσεις του, που είναι και οι δυο προσβάσιµες κατά την εκκίνηση του λογισµικού. Η 

πρώτη είναι η ‘standard’ η οποία έχει ένα απλοποιηµένο interface και προσφέρει 

περιορισµένες επιλογές παραµετροποίησης στο χρήστη. Απευθύνεται σε χρήστες µε 

µικρή εµπειρία σε χρήση παρόµοιων λογισµικών. Η δεύτερη είναι η ‘advanced’ και 

προσφέρει στο χρήστη πολλές δυνατότητες παραµετροποίησης και ένα πλούσιο 

interface. Προφανώς απευθύνεται σε έµπειρους χρήστες. Στη διάρκεια όµως της 

παρούσας έρευνας παρατηρήθηκε ότι και χρήστες που δεν είχαν µέχρι την 

ενασχόλησή τους µε την ερευνητική διαδικασία καµία εµπειρία σε χρήση 

διερευνητικού λογισµικού µπόρεσαν να χειριστούν το λογισµικό και να 

εκµεταλλευτούν τις δυνατότητες που αυτό τους παρείχε σε επίπεδο ‘advanced’. Το 

µεγάλο του πλεονέκτηµα στο επίπεδο αυτό είναι ότι διατηρεί την εµφάνιση και τις 

λειτουργικότητες των εφαρµογών που σχεδιάζονται για το περιβάλλον των Windows 

µε τις οποίες είναι εξοικειωµένοι οι περισσότεροι χρήστες. Έτσι ο χρήστης έχει τη 

δυνατότητα να πλοηγείται σε πολλαπλά διαφορετικά παράθυρα, που ονοµάζονται 

σελίδες (pages), και έχει στη διάθεσή του όλες τις λειτουργίες που µπορεί να 

χρησιµοποιήσει σε οποιαδήποτε εφαρµογή συµβατή µε το λειτουργικό, όπως η 

λειτουργία ‘δεξί κλικ’ µε το ποντίκι για ανάδυση µενού, η αποθήκευση των σελίδων 

και των γραφικών, ή, ακόµα, η αντιγραφή, η αποκοπή και η επικόλληση σελίδων, 

γραφικών, εξισώσεων και status bars σε άλλες εφαρµογές. Μπορεί να αξιοποιήσει 
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λογιστικά φύλλα ή βάσεις δεδοµένων για εισαγωγή δεδοµένων ή για να εξάγει 

δεδοµένα σε αυτά. Το λογισµικό είναι σχεδιασµένο για διαδραστική λειτουργία µε τη 

βοήθεια ενός βιντεοπροβολέα ή µιας ηλεκτρονικής ‘πένας’ σε πίνακα ή σε tablet PC. 

Ισχυρότατα εργαλεία στα χέρια του χρήστη είναι οι ρυθµίσεις εµφάνισης των 

αξόνων – παρέχονται επιλογές για καρτεσιανές και πολικές συντεταγµένες, εύρος 

τιµών κλπ – ο ελεγκτής παραµέτρων (constant controller) και ο ελεγκτής κίνησης 

γραφικών (animation controller) που µπορούν να αξιοποιηθούν µε πολλαπλούς 

δηµιουργικούς τρόπους. Ακόµα ο χρήστης µπορεί να παρακολουθεί τα αποτελέσµατα 

των µετρήσεων στο ‘πεδίο αποτελεσµάτων’ (result box) ή στο στον πίνακα 

στατιστικών (Table of  Statistics). Μπορεί ακόµα να προσθέσει κείµενο στις σελίδες 

προσθέτοντας ένα ‘πεδίο κειµένου’ (Text box).  

Το παράθυρο της εφαρµογής όταν αυτή ανοίγει περιέχει τη γραµµή µενού, δυο 

µπάρες εργαλείων (Main and Modes Toolbar) µια σελίδα 2D. Ο χρήστης στη 

συνέχεια µπορεί να εργαστεί στη σελίδα αυτή όταν ασχολείται µε συναρτήσεις και 

γραφήµατα στο 2\  ή να ανοίξει άλλη σελίδα αν το ενδιαφέρον του στρέφεται σε 

θέµατα Στατιστικής και Πιθανοτήτων (1D Page) ή τον απασχολούν αντικείµενα του 

τρισδιάστατου χώρου (3D Page). 

 
Παράδειγµα 1: Η σελίδα 1D του λογισµικού Autograph 
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Στο παράδειγµα 1 φαίνεται το παράθυρο της εφαρµογής µε ανοιγµένη µια σελίδα 

1D. Πρόκειται για µια συνεχή µεταβλητή οι τιµές της οποίας έχουν εισαχθεί από 

λογιστικό φύλλο. ∆ιακρίνονται η κύρια και η modes µπάρα εργαλείων (Main and 

Modes Toolbar), η 1D σελίδα, και τα πεδία στατιστικών και αποτελεσµάτων 

(Statistics Box και Result Box). Στη σελίδα 1D έχει επιλεγεί να παρουσιάζονται το 

ιστόγραµµα και το πολύγωνο κατανοµής συχνοτήτων, τα τεταρτηµόρια και το 

θηκόγραµµα . Στο κάτω µέρος της σελίδας αναγράφονται στο αριστερό πλαίσιο το 

όνοµα του συνόλου δεδοµένων (Data set) και στο δεξιό πλαίσιο οι γραφικές 

αναπαραστάσεις που εµφανίζονται στη σελίδα. Από όλα τα στοιχεία που µπορούν να 

παρουσιαστούν στο παράθυρο της εφαρµογής επιλέχτηκε να εµφανίζονται τα πεδία 

στατιστικών και αποτελεσµάτων. 

Στο παράδειγµα 2 φαίνεται το παράθυρο της εφαρµογής όταν είναι ανοικτή µια 

σελίδα 2D. Στο παράθυρο περιέχονται και πάλι η γραµµή µενού – που είναι ίδια µε 

τη γραµµή µενού του προηγούµενου παραδείγµατος - και οι δυο µπάρες εργαλείων 

(Main  και Modes). Η δεύτερη γραµµή όµως της Main Toolbar είναι αυτή τη φορά 

Παράδειγµα 2: Μια σελίδα 2D του λογισµικού Autograph 
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διαφορετική γιατί περιέχει κουµπιά που σχετίζονται µε λειτουργίες που αφορούν 

συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις στο επίπεδο αντί λειτουργιών που αφορούν 

σε µεγέθη της Στατιστικής και των Πιθανοτήτων. 

Στο κάτω µέρος της σελίδας αναγράφεται συνάρτηση 3( ) 1f x x kx= − + που 

µελετάται. Μεταξύ όλων των στοιχείων που θα µπορούσαν να εµφανίζονται στο 

παράθυρο επιλέχτηκαν ο ελεγκτής παραµέτρων και το πεδίο αποτελεσµάτων. Πάνω 

αριστερά φαίνεται ο ελεγκτής παραµέτρων (constant controller) µε τη βοήθεια του 

οποίου µπορούµε να µεταβάλλουµε την τιµή της παραµέτρου k. Στο παράδειγµα έχει 

τεθεί 2k = . ∆εξιά φαίνεται το πεδίο αποτελεσµάτων (result box) όπου εµφανίζονται 

οι λύσεις των εξισώσεων ( ) 0f x =  και ( ) 0f x′ =  για δυο τιµές της παραµέτρου, 

καθώς και η τιµή του αθροίσµατος των εµβαδών των ορθογωνίων για µια διαµέριση 

του διαστήµατος  [ ]2,1−  που ορίζει πέντε υποδιαστήµατα. Αξίζει εδώ να σηµειωθεί 

ότι το άθροισµα αυτό δεν αντιστοιχεί στο κατώτερο ούτε στο ανώτερο άθροισµα της 

συνάρτησης για τη διαµέριση αυτή µια και η συνάρτηση δεν διατηρεί σταθερή 

µονοτονία. Αυτό είναι ένα πρόβληµα που θα εξεταστεί στο κεφάλαιο των 

αποτελεσµάτων. Στη σελίδα 2D φαίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης µε 

τύπο 3( ) 1f x x kx= − +  για 2k =  και τα ορθογώνια του αθροίσµατος. Φαίνονται 

επίσης σηµειωµένα στη γραφική παράσταση της συνάρτησης τα σηµεία των οποίων 

οι τετµηµένες είναι οι λύσεις των εξισώσεων ( ) 0f x =  και ( ) 0f x′ = .  

Μπορούµε επίσης να εµφανίζονται οι γραφικές παραστάσεις της παραγώγου της 

συνάρτησης, της αρχικής της η οποία διέρχεται από σηµείο που καθορίζουµε, της 

δεύτερης παραγώγου, η εφαπτοµένη της γραφικής παράστασης σε κάποιο σηµείο της, 

οι ασύµπτωτες , σειρές Maclaurin και πολλά ακόµα στοιχεία. Μπορούµε ακόµα από 

τη γραφική παράσταση να εξάγουµε δεδοµένα σε λογιστικά φύλλα και να 

δηµιουργήσουµε πίνακες. Πρόκειται λοιπόν για ένα εργαλείο πολλαπλών 

αναπαραστάσεων που µπορεί να αξιοποιηθεί στη διδακτική διαδικασία.  

Εκτός των συναρτήσεων µπορούµε να χειριστούµε κωνικές τοµές που ορίζονται 

µε παραµετρικές εξισώσεις. Ακόµα δίνεται στο χρήστη η δυνατότητα να µεταφερθεί  

από το καρτεσιανό σε σύστηµα πολικών συντεταγµένων. 

Όµοια µε την  παραπάνω είναι και η µορφή µιας σελίδας 3D. Το παράθυρο της 

εφαρµογής µε µια σελίδα 3D φαίνεται στο παράδειγµα 3. 
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Παράδειγµα 3: Μια σελίδα 3D του λογισµικού Autograph 

Το παράθυρο µοιάζει µε τα προηγούµενα. ∆ιαφέρουν η δεύτερη γραµµή της 

κύριας µπάρας εργαλείων, της οποίας τα κουµπιά τώρα αναφέρονται σε αντικείµενα 

του τρισδιάστατου χώρου,  και το φόντο της σελίδας για το οποίο η προεπιλογή είναι 

το µαύρο χρώµα. Επιλέχτηκε στο παράθυρο εκτός της 3D σελίδας να εµφανίζεται 

αυτή τη φορά µόνο ο ελεγκτής παραµέτρων. 

 

Μπορεί το Autograph να θεωρηθεί ως CAS; 

Το σηµαντικότερο πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε προκειµένου να 

χαρακτηρίσουµε το λογισµικό Autograph ως CAS είναι ότι στερείται ενός 

υπολογιστή συµβόλων (symbolic calculator). Το γεγονός αυτό µας εµποδίζει να το 

κατατάξουµε στην κατηγορία των λογισµικών CAS. Περιλαµβάνει όµως όλα τα 

υπόλοιπα χαρακτηριστικά που αποδίδει σε ένα CAS ο Cuoco. Περιλαµβάνει δηλαδή 

έναν ισχυρό υπολογιστή γραφηµάτων (graphic calculator), παρέχει εξαιρετικές 

δυνατότητες πινακοποίησης και στο πακέτο περιλαµβάνονται αριθµητικές ρουτίνες 

και ενσωµατωµένες µαθηµατικές συναρτήσεις. Μας αποζηµιώνει για την έλλειψη του 
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υπολογιστή συµβόλων µε το ότι είναι απλούστερο στη χρήση του από όλα τα  CAS 

που διατίθενται σε µορφή λογισµικού (Mathematica κλπ). Κατά τον Knop  (2003)  

δεν είναι καθόλου αποτελεσµατικό το να πρέπει κανείς να µάθει µια γλώσσα για να 

διδάξει το µαθηµατικό θεωρητικό υπόβαθρο και µια διαφορετική γλώσσα για να 

εντάξει τα µαθηµατικά στην τεχνολογική πλατφόρµα. Αυτή ακριβώς τη δυσκολία 

µπορούµε να αποφύγουµε µε τη χρήση του Autograph µια και δεν απαιτείται από το 

χρήστη του η γνώση καµιάς γλώσσας προγραµµατισµού και επιπλέον είναι πολύ 

απλό στη χρήση.  

 

Ποια  είναι τα εναλλακτικά λογισµικά; 

Αν θεωρήσουµε το λογισµικό Autograph ως CAS, τότε θα πρέπει να το 

εντάξουµε στην κατηγορία των αντίστοιχων λογισµικών όπως το Mathematica, το 

Mapple, ή το Mathcad. Αλλά, όπως ήδη παρατηρήσαµε, µια τέτοια σύγκριση είναι 

προβληµατική γιατί το λογισµικό Autograph εµφανίζει ένα ουσιώδες βασικό 

µειονέκτηµα που δεν είναι άλλο από την  έλλειψη υπολογιστή συµβόλων. 

Παρατηρώντας προσεκτικά τις δυνατότητές του και εξετάζοντας τους τρόπους µε 

τους οποίους µπορεί να αξιοποιηθεί µπορεί κανείς να αποφασίσει ότι είναι 

προτιµότερο να το εντάξουµε στην κατηγορία των υπολογιστών γραφηµάτων 

(graphic calculators) και των εργαλείων πολλαπλών αναπαραστάσεων. Στην 

περίπτωση αυτή, που αποτελεί και την πιο κατάλληλη κατηγοριοποίηση, ως 

εναλλακτικό λογισµικό µπορεί να θεωρηθεί το Function Probe. 
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Η θεωρία της ενοργανωµένης δραστηριότητας 

Η προσέγγιση της µάθησης ως ενοργανωµένης δραστηριότητας (instrumented 

activity) στηρίζεται στη θεωρία της ενοργάνωσης (instrumentation theory) που 

αναπτύχθηκε από τους Verillon & Rabardel (1995) στα πλαίσια της γνωστικής 

εργονοµίας (cognitive ergonomics) και της ανθρωπολογικής θεωρίας 

(anthropological theory) που ανέπτυξε ο Chevallard (1992). 

Θεµελιώδης έννοια της θεωρίας της ενοργανωµένης δραστηριότητας  είναι αυτή 

του οργάνου (instrument). Ως όργανο θεωρούµε κάθε αντικείµενο το οποίο κάποιο 

υποκείµενο συνδέει µε τη δράση του µε σκοπό την επίτευξη ενός έργου (Verillon, 

2000). Το όργανο όµως διαφοροποιείται από το αντικείµενο, υλικό ή συµβολικό, στο 

οποίο βασίζεται για το οποίο χρησιµοποιείται ο όρος τεχνούργηµα (artefact). Για να 

αναβαθµιστεί όµως ένα artefact και να µετατραπεί σε όργανο απαιτείται η φυσική και 

η ψυχολογική συµµετοχή ενός χρήστη. Συνεπώς, εργαλεία και artefacts των οποίων 

δεν γνωρίζουµε τον τρόπο χρήσης δεν µπορούν να µετατραπούν σε όργανα (Verillon 

& Andreucci, 2005).  Ένα όργανο είναι λοιπόν µια σύνθετη οντότητα. Είναι εν µέρει 

ένα artefact και εν µέρει ένα γνωστικό σχήµα, που είναι ακριβώς αυτό που το 

καθιστά όργανο (Artigue, 2002). ∆ηλαδή είναι στην πραγµατικότητα µια 

δισυπόστατη οντότητα. Η µια συνιστώσα του είναι τεχνουργηµατική (artefactual) και 

η άλλη είναι ψυχολογική (Rabardel, 1995). Ένα artefact καθίσταται όργανο µέσα από 

µια διαδικασία που περιλαµβάνει την οικοδόµηση από το υποκείµενο προσωπικών 

σχηµάτων ή γενικότερα την οικειοποίηση (appropriation) προϋπαρχόντων 

κοινωνικών σχηµάτων. Η διαδικασία αυτή κατά την Artigue (2002) ονοµάζεται 

ενοργανωτική γένεση (instrumental genesis). 

Η ενοργανωτική γένεση δουλεύει σύµφωνα µε την Artigue (ibid) σε δυο 

κατευθύνσεις.  

 Προς το artefact: Το φορτώνει προοδευτικά µε δυνατότητες 

µετασχηµατίζοντάς το τελικά σε όργανο κατάλληλο για µια συγκεκριµένη 

χρήση. Αυτή η διαδικασία ονοµάζεται κατά τον Rabardel (1995) 

ενοργανοποίηση (instrumentalisation) του  artefact.  

 Προς το υποκείµενο: Οδηγεί στην ανάπτυξη ή οικειοποίηση σχηµάτων 

ενοργανωµένης δράσης τα οποία σταδιακά σχηµατοποιούνται ως τεχνικές που 
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επιτρέπουν µια αποτελεσµατική απάντηση σε δοσµένα έργα. Η κατεύθυνση 

αυτή ονοµάζεται κατά τον  Rabardel (1995) ενοργάνωση (instrumentation). 

∆ηλαδή οι δυο κατευθύνσεις της ενοργανωτικής γένεσης είναι µια προς το 

εσωτερικό (προς τον χρήστη) και µια προς το εξωτερικό (προς την εξωτερική 

πραγµατικότητα). Η κατεύθυνση προς τον χρήστη είναι η ενοργάνωση 

(instrumentation) και απαιτεί την ένταξη του artefact στις γνωστικές δοµές του 

υποκειµένου (όπως τις υπάρχουσες αναπαραστάσεις, τα σχήµατα δράσης κλπ). Κάτι 

τέτοιο όµως απαιτεί µε τη σειρά του την προσαρµογή (adaptation) των γνωστικών 

δοµών του χρήστη. Η κατεύθυνση προς τα έξω είναι η ενοργανοποίηση 

(instrumentalisation) του artefact. Το artefact πρέπει να ενταχθεί µε κατάλληλο 

τρόπο στο περικείµενο. Ο χρήστης προσδίδει σε αυτό δυνατότητες και λειτουργικές 

ιδιότητες που δεν είναι απαραίτητο να αποτελούσαν στόχους του σχεδιαστή του. 

Προβαίνει σε ρυθµίσεις και διορθώσεις ώστε να εξυπηρετεί τις ανάγκες του για την 

επίτευξη των στόχων του (Verillon, 2000).  

Μια διάκριση της ενοργανωµένης δράσης γίνεται κατά τον Verillon (ibid) σε 

αυτήν που αποσκοπεί στον µετασχηµατισµό του περιβάλλοντος και σε αυτήν που 

παρέχει γνώση. Στην πρώτη περίπτωση ο στόχος είναι ένας ελεγχόµενος 

µετασχηµατισµός του περιβάλλοντος, ή ενός µέρους του περιβάλλοντος, ώστε αυτό 

να εµπλουτιστεί µε νέες επιθυµητές ιδιότητες. Η επίτευξη ενός τέτοιου στόχου έχει 

ως προφανή συνέπεια την αναβάθµιση της αξίας του ίδιου του περιβάλλοντος. Κατά 

τους Inhelder και Cellerier (1992) µια δράση αυτού του είδους ονοµάζεται 

«πραγµατική» (pragmatic). Στη δεύτερη περίπτωση ένα όργανο, ή ακόµα και ένα 

artefact, µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να καταστεί δυνατή η 

παραγωγή γνώσης από το περιβάλλον. Ένα παράδειγµα στην κατεύθυνση αυτή είναι 

η χρήση ενός οργάνου µέτρησης σε κάποιο πείραµα. Με τη βοήθειά του µπορούµε να 

παρατηρήσουµε, να καταγράψουµε και να µετρήσουµε µια όψη του κόσµου που 

µπορεί να µην µας είναι άµεσα προσβάσιµη. Μια δράση αυτού του τύπου ονοµάζεται 

«επιστηµική» (epistemic). Και στις δυο παραπάνω περιπτώσεις η ενοργανωµένη 

δραστηριότητα στρέφεται προς το υλικό περιβάλλον. Είναι όµως δυνατόν να 

στρέφεται και προς πρόσωπα. Μια δράση αυτού του τύπου αποσκοπεί στο να 

µεταβάλλει και να αναβαθµίσει το επίπεδο του συστήµατος πληροφοριών ενός άλλου 

ατόµου, του αποδέκτη της δράσης αυτής. Αυτού του  είδους είναι  η επικοινωνιακή 
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δράση. Τα όργανα που χρησιµοποιούνται στις δραστηριότητες αυτές χαρακτηρίζονται 

κατά τον Verillon (2000) σηµειολογικά (semiotic). Μια σηµειολογική ενοργανωµένη 

δραστηριότητα στο χώρο της εκπαίδευσης αποτελεί εποµένως µια σηµειολογική 

παρέµβαση του διδάσκοντα και είναι φανερό ότι έχει συγχρόνως «πραγµατικούς» και 

«επιστηµικούς» στόχους. Στην πράξη βέβαια δεν παρατηρείται συχνά αυτόνοµη ως 

προς τους στόχους της χρήση του ενός ή του άλλου τύπου ενοργανωµένης 

δραστηριότητας. Σχεδόν κάθε ενοργανωµένη δραστηριότητα, υλική ή σηµειολογική, 

εµπεριέχει φάσεις στις οποίες η δράση µπορεί να χαρακτηριστεί ως «πραγµατική» 

και άλλες στις οποίες η δράση χαρακτηρίζεται ως «επιστηµική». 

Στη διαδικασία της ενοργανωτικής γένεσης η ενοργανωτική φύση του artefact 

επιβάλλεται σταδιακά. Ένα artefact βέβαια ανήκει στον κόσµο των αντικειµένων. 

Όταν όµως σταδιακά αναβαθµιστεί σε όργανο παρεµβάλλεται ως «διασύνδεση» 

(interface) µεταξύ του υποκειµένου και του περιβάλλοντος (Verillon & Andreucci, 

2005). Ένα όργανο λοιπόν έχει διαµεσολαβητικό ρόλο στην εκπαιδευτική διαδικασία. 

Ο διαµεσολαβητικός αυτός ρόλος του οργάνου όταν αυτό ενταχθεί στη διαδικασία 

αλληλεπίδρασης µεταξύ υποκειµένου και αντικειµένου, που δεν µπορεί να 

ερµηνευτεί στα πλαίσια ενός απλού δυαδικού µοντέλου αλληλεπίδρασης 

υποκειµένου – αντικειµένου, φαίνεται στο διάγραµµα 2.  

Υ-Ο Α-Ο 

Έργο 

Υποκείµενο 
Υ 

Αντικείµενο 
Α 

Όργανο 
Ο 

Υ-Α 

Υ(Ο)-Α 

 
∆ιάγραµµα 2: Ο διαµεσολαβητικός ρόλος του οργάνου στην αλληλεπίδραση 

υποκειµένου-αντικειµένου 

Το σύνηθες δυαδικό µοντέλο αλληλεπίδρασης υποκειµένου – αντικειµένου 

εµπλουτίζεται µε νέες πολλαπλές σχέσεις που στο πλαίσιο της ενοργανωµένης 
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δραστηριότητας αναπτύσσονται ανάµεσα στο υποκείµενο, το όργανο και το 

αντικείµενο στο οποίο στρέφεται η ενοργανωµένη δράση επιτυγχάνοντας τη µεταξύ 

τους διασύνδεση. Βλέπουµε λοιπόν ότι δεν έχουµε µόνο την άµεση αλληλεπίδραση 

ανάµεσα στο υποκείµενο και το αντικείµενο (Υ-Α) ή στο υποκείµενο και το όργανο 

(Υ-Ο), αλλά και αυτή ανάµεσα στο αντικείµενο και το όργανο (Α-Ο) όπως επίσης και 

την έµµεση αλληλεπίδραση µεταξύ του υποκειµένου και του αντικειµένου µε τη 

διαµεσολάβηση του οργάνου (Υ(Ο)-Α). Το υπόβαθρο όλων αυτών των 

αλληλεπιδράσεων είναι βέβαια πάντα το ανατεθειµένο έργο που µε τη σειρά του είναι 

ακριβώς αυτό που δίνει νόηµα στην κατάσταση.  

Κατά τους Verillon  και Rabardel (1995) η διαδικασία της ενοργανωτικής γένεσης 

εξελίσσεται σε γενικές γραµµές µε τον ακόλουθο τρόπο. Αρχικά έχουµε άµεση 

αλληλεπίδραση ανάµεσα στο υποκείµενο και το αντικείµενο (Υ-Α) η οποία οδηγεί το 

υποκείµενο στην ανάπτυξη των κατάλληλων αναπαραστάσεων. Στη συνέχεια η 

προσπάθεια κατάλληλης χρήσης ενός artefact υποχρεώνει το υποκείµενο να 

αναπτύξει νέα σχήµατα και αναπαραστάσεις που συνδέονται µε το ίδιο το artefact 

αλλά και µε το αντικείµενο της εργασίας του. Οι διαδοχικές δοκιµές που απαιτούνται 

ώστε να ξεπεραστεί η αρχικά αναποτελεσµατική χρήση του αλλά και οι νέες 

ιδιότητες τόσο του ίδιου του artefact όσο και του αντικειµένου που ανακαλύπτονται 

σταδιακά µέσα από τις δοκιµές αυτές από το χρήστη οδηγούν τελικά στην 

ενοργανοποίηση του artefact και την ενοργάνωση της δραστηριότητας.. Έτσι τώρα, 

στα πλαίσια πια της ενοργανωµένης δραστηριότητας, µπορούµε να παρατηρήσουµε 

και τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ οργάνου και αντικειµένου (Ο-Α), υποκειµένου και 

οργάνου (Υ-Ο) και τελικά την έµµεση αλληλεπίδραση µεταξύ υποκειµένου και 

αντικειµένου µε τη διαµεσολάβηση του οργάνου (Υ(Ο)-Α). Η δράση του υποκειµένου 

λοιπόν και η αλληλεπίδρασή του µε το αντικείµενο, είτε αυτή είναι άµεση (Υ-Α) ή 

έµµεση (Υ(Ο)-Α), σχετίζεται πάντα µε τις αναπαραστάσεις που αναπτύχθηκαν στα 

προηγούµενα στάδια της ενοργανωτικής γένεσης. 

Στην περίπτωση που έχουµε να κάνουµε µε σηµειολογικό ή συµβολικό (semiotic) 

όργανο το µοντέλο της ανάλυσης είναι πιο περίπλοκο. Τα σηµειολογικά όργανα 

(σύµβολα, κώδικες κλπ) διαφέρουν από τα φυσικά κατά το ότι δεν αποσκοπούν στο 

να προκαλέσουν τη µεταβολή ενός αντικειµένου αλλά στο να επηρεάσουν και να 

χειραγωγήσουν τον ψυχισµό ή τη συµπεριφορά του ίδιου µας του εαυτού ή κάποιου 
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άλλου προσώπου (Vygotsky, 1930/1985, σελ.45). Συνεπώς το µοντέλο θα πρέπει να 

παρουσιάζει την αλληλεπιδραστική επικοινωνία µεταξύ δυο υποκειµένων µε τη 

διαµεσολάβηση του σηµειολογικού οργάνου. Βέβαια αφού το σηµειολογικό όργανο 

στοχεύει στη µεταβολή του συστήµατος πληροφοριών και των αναπαραστάσεων του 

υποκειµένου είναι απαραίτητο να εισαχθεί ένα ακόµα στοιχείο, που είναι αυτό µε το 

οποίο σχετίζονται οι πληροφορίες ή οι αναπαραστάσεις. Αυτό το νέο στοιχείο θα το 

ονοµάζουµε αντικείµενο αναφοράς (referent). Ως αντικείµενο αναφοράς λοιπόν 

θεωρούµε εκείνο το αντικείµενο (ή η κλάση αντικειµένων) στο οποίο αναφέρεται η 

ενοργανωµένη δράση του ποµπού προς τον αποδέκτη. Το  µοντέλο που περιγράφεται 

στο διάγραµµα που ακολουθεί καταδεικνύει όλες τις αλληλεπιδράσεις, άµεσες και 

έµµεσες, που αναπτύσσονται µεταξύ των δυο υποκειµένων (Υ1-Υ2, Υ1(Ο)-Υ2), των 

υποκειµένων και του οργάνου (Υ1-Ο, Υ2-Ο), των υποκειµένων και του αντικειµένου 

αναφοράς (Υ1-Α, Υ2-Α, Υ1(Ο)-Α, Υ2(Ο)-Α) και, τέλος, µεταξύ του οργάνου και του 

αντικειµένου αναφοράς (Ο-Α).  

Αξίζει να σηµειώσουµε ότι η αλληλεπίδραση µεταξύ οργάνου και αντικειµένου 

αναφοράς (Ο-Α) αφορά την κωδικοποίηση (coding), δηλαδή τις σηµειολογικές λύσεις 

που έχουµε για να συνδέσουµε τη σηµαινόµενη πληροφορία που αφορά το 

αντικείµενο αναφοράς µε τα σηµαίνοντα (αντιληπτές µονάδες σηµαινόντων µέσα σε 

έναν δοσµένο κώδικα). Η αλληλεπίδραση υποκειµένου και αντικειµένου αναφοράς µε 

Υ1-Υ2 

Υ1(Ο)-Α  Υ2(Ο)-Α 

Υ2-Ο 
Υ1-Ο 

Υποκείµενο 1 
Υ1 

Υποκείµενο 2 
Υ2 

Όργανο 
Ο 

Αντικείµενο 
αναφοράς   Α 

Έργο 

Υ1(Ο)-Υ2 

Υ1-Α Υ2-Α 

O-A 

∆ιάγραµµα 3: Μοντέλο αλληλεπιδραστικής επικοινωνίας δυο υποκειµένων µε τη 
διαµεσολάβηση  σηµειολογικού οργάνου 
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τη διαµεσολάβηση του οργάνου (Υ1(Ο)-Α και Υ2(Ο)-Α) κάνει φανερή τη σχέση 

υποκειµένου και αντικειµένου αναφοράς κατά τη διάρκεια της διαδικασίας 

κωδικοποίησης και αποκωδικοποίησης. Τέλος, η άµεση αλληλεπίδραση υποκειµένου 

και αντικειµένου αναφοράς καταδεικνύει τη γνώση, τις αναπαραστάσεις και την 

πραγµατική , εικονική ή ανακλητική αντίληψη του υποκειµένου για το αντικείµενο 

αναφοράς.  

Από τη µελέτη του µοντέλου αυτού γίνεται άµεσα αντιληπτή η δυαδική 

λειτουργία ενός σηµειολογικού οργάνου. Η σηµατοδοτική λειτουργία που οδηγεί 

στην αισθητηριακή και γνωστική διέγερση του αποδέκτη και η αναφορική λειτουργία 

που επιτρέπει στο υποκείµενο να συνδέσει το εκπεµπόµενο σήµα µε ένα εξωτερικό 

αντικείµενο (Verillon & Andreucci, 2005). Με άλλα λόγια σε µια σηµειολογικά 

ενοργανωµένη κατάσταση η διαµεσολάβηση έχει δυο πτυχές. ∆ιαµεσολάβηση της 

δράσης του ποµπού πάνω στον αποδέκτη αφ’ ενός και διαµεσολάβηση προς ένα 

αντικείµενο αναφοράς κοινό και στους δυο αφ’ ετέρου (Verillon, 2000).  
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Η διαλεκτική µεταξύ εννοιολογικής κατανόησης και τεχνικής εργασίας 

Τα µαθηµατικά θεωρούνται σύµφωνα µε την κοινωνικο-πολιτισµική θεώρηση 

(Sierpinska & Lerman, 1996) και την  ανθρωπολογική προσέγγιση (Chevallard, 1992) 

ως παράγωγα της ανθρώπινης δραστηριότητας. Μια τέτοια θεώρηση όµως µας 

επιβάλλει την αποδοχή της άποψης ότι η ανάπτυξη των µαθηµατικών εξαρτάται από 

το κοινωνικό και πολιτισµικό περιβάλλον µέσα στο οποίο αυτά αναπτύσσονται. 

Συνέπεια αυτής της παραδοχής είναι ότι δεν µπορούµε πια να αντιµετωπίσουµε τα 

µαθηµατικά αντικείµενα ως αυθύπαρκτα, αλλά ως οντότητες που ανακύπτουν µέσα 

από τις πρακτικές δεδοµένων θεσµών. Ο θεσµός (institution) εδώ θεωρείται µε µια 

πολύ ευρεία έννοια. Για παράδειγµα η οικογένεια νοείται ως ένας θεσµός. Ως 

διδακτικοί θεσµοί νοούνται εκείνοι που είναι προσηλωµένοι σε σκόπιµη µαθητεία σε 

ένα συγκεκριµένο πεδίο γνώσης. Οι διδακτικοί θεσµοί αναπτύσσουν σε σχέση µε τα 

γνωστικά αντικείµενα ιδιαίτερες πρακτικές (practices) που οδηγούν σε ιδιαίτερες 

εξειδικευµένες νόρµες και θεωρήσεις ως προς το νόηµα και το περιεχόµενο της 

απόκτησης της γνώσης και της κατανόησης (Artigue, 2002). Ακριβώς µέσα από αυτές 

τις πρακτικές µπορεί η τεχνική εργασία (technical work) να παίξει έναν 

αποφασιστικό ρόλο στην κατασκευή των µαθηµατικών αντικειµένων όπως και των 

µεταξύ τους συνδέσµων που αποτελούν µέρος της εννοιολογικής κατανόησης 

(Lagrange, 2000). Οι πρακτικές περιγράφονται από τέσσερις συνιστώσες: 

 Ένα τύπο ανατεθειµένου έργου στο οποίο έχει ενσωµατωθεί το αντικείµενο. 

 Τις τεχνικές (techniques) που χρησιµοποιούνται για να αντιµετωπιστεί αυτός 

ο τύπος έργου. Μια τεχνική είναι ένας τρόπος επίλυσης ενός ανατεθειµένου 

έργου και, όταν έχει να κάνει µε µη τετριµµένα έργα, είναι µια σύνθετη 

συναρµογή εργασίας ρουτίνας και αιτιολόγησης. 

 Την «τεχνολογία», δηλαδή τη διαπραγµάτευση που χρησιµοποιείται 

προκειµένου να ερµηνευθούν και να αιτιολογηθούν αυτές οι τεχνικές. 

 Τη «θεωρία» που µας προµηθεύει µια δοµική διαρθρωτική βάση για την ίδια 

την τεχνολογική διαπραγµάτευση. Έτσι η θεωρία µπορεί να ιδωθεί ως η 

τεχνολογία της τεχνολογίας (Artigue, 2002). 

Για να γίνει όµως αποτελεσµατική η ανάπτυξη της γνώσης απαιτείται η 

τυποποίηση (routinisation) των τεχνικών. Η τυποποίηση της τεχνικής µε τη σειρά της 
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συνοδεύεται από εξασθένηση της θεωρητικής διαπραγµάτευσης που συνδέεται µε 

αυτήν. Έτσι µια τεχνική που έχει εξελιχτεί σε ρουτίνα στα πλαίσια κάποιου θεσµού 

έχει την τάση να «αποµαθηµατικοποιηθεί» για τα µέλη του θεσµού αυτού. Για 

παράδειγµα η διαδικασία επίλυσης µιας πρωτοβάθµιας εξίσωσης από έναν µαθητή 

του Γυµνασίου µέσα από την τυποποιηµένη µηχανική εργασία (χωρίζουµε γνωστούς 

από αγνώστους, όποιος όρος αλλάζει µέλος αλλάζει και πρόσηµο κλπ) έχει οδηγήσει 

στην απώλεια του µαθηµατικού περιεχοµένου της. Οι τεχνικές λοιπόν έχουν χάσει 

στην περίπτωση αυτή τη µαθηµατική τους «καταγωγή» και καθαρότητα και έχουν 

καταντήσει απλές πράξεις (Artigue, 2002). Απλά οι ενέργειες που γίνονται από τον 

µαθητή θεωρούνται από αυτόν φυσικές και ας µην έχουν κανένα µαθηµατικό 

περιεχόµενο. Αν εστιάσουµε όµως το ενδιαφέρον µας µόνο σε αυτό το µέρος της 

τεχνικής θα χάσουµε το υπόλοιπο ευρύ φάσµα των δυνατοτήτων που µας παρέχει. 

Φυσικά κάποιες φορές µια τεχνική µπορεί να πάρει τη µορφή µηχανικής δράσης για 

να λειτουργήσει ως δεξιότητα. Αυτή είναι ακριβώς η περίπτωση που απαιτείται η 

τυποποίηση και η µηχανική εργασία. Αλλά δεν θα πρέπει να θεωρούµε µια τεχνική 

µόνο σε αυτή τη µορφή. Η διαδικασία θεσµοποίησης των τεχνικών που συνδέονται µε 

το συγκεκριµένο  έργο που πρέπει να φέρουµε σε πέρας και η θεωρητική 

επεξεργασία των προβληµάτων που οι τεχνικές αυτές θέτουν παραµένουν θεµελιώδη 

στοιχεία για τη διαδικασία της µάθησης (Lagrange, 2000). Η εννοιολογική ανάπτυξη 

µπορεί να διογκωθεί από τις νέες τεχνικές που θεσµοποιούνται ως απάντηση σε 

ευρύτερα πεδία έργων και από τις αυξηµένες ευκαιρίες για θεωρητική επεξεργασία 

αυτών των τεχνικών. Την ίδια στιγµή αναδύονται µέσα από αυτά τα νέου τύπου έργα 

νέα πρότυπα στοιχεία, χαρακτηριστικά του τύπου των προβληµάτων που τέθηκαν και 

της µορφής των αναπαραστάσεων που εµπλέκονται, δηµιουργώντας ένα νέο σώµα 

δεξιοτήτων διαφορετικών από τις επίσηµα αναγνωρισµένες (Ruthven, 2002). 

Η ανάπτυξη λοιπόν της τεχνολογίας έχει µεταβάλλει τις ισορροπίες µεταξύ 

εννοιολογικής και τεχνικής εργασίας. Για παράδειγµα η ευκολία που προσφέρει η 

τεχνολογία στον τοµέα της διερεύνησης ενός προβλήµατος αλλά και της διαδικασίας 

της εκτέλεσης της λύσης έχει σαν αποτέλεσµα τη µείωση της ανάγκης για µηχανική 

τυποποιηµένη εργασία. Έτσι οι τεχνικές που οργανώνονται µε την τεχνολογία των 

υπολογιστών είναι διαφορετικές από τις τεχνικές που αναπτύσσονται και 

οργανώνονται χωρίς αυτήν. Αυτό το γεγονός όµως έχει συνέπεια να µεταβάλλονται 
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και οι µαθηµατικές ανάγκες µιας τεχνικής. Καινούργιες απαιτήσεις ανακύπτουν που 

συνδέονται µε τον τρόπο εκπλήρωσης της µαθηµατικής γνώσης από τον υπολογιστή 

και από τα συστήµατα αναπαραστάσεων που εµπλέκονται (Balacheff, 1994). Οι 

µαθητές αναπτύσσουν γνωστικές δοµές καλά προσαρµοσµένες στις πολιτισµικές 

νόρµες που οριοθετούν τα σχολικά µαθηµατικά, στις καταστάσεις που είναι 

συνηθισµένοι να αντιµετωπίζουν, στις πηγές που είναι διαθέσιµες για αυτούς και στις 

προσδοκίες που έχουν αναπτυχθεί. Αν το έργο που τους ανατίθεται είναι 

κατακερµατισµένο, οι τεχνικές περιγράφονται λεπτοµερώς και η διαπραγµάτευση 

είναι πολύ περιορισµένη, τότε και οι µαθηµατικές έννοιες και τα γνωστικά σχήµατα 

που αναπτύσσουν οι µαθητές είναι αντίστοιχα αποσπασµατικά και άκαµπτα. Κατά 

τον Ruthven (2002) είναι ευρέως αποδεκτό ότι η διδασκαλία και η µάθηση των 

µαθηµατικών θα πρέπει να στοχεύει στην ανάπτυξη συντεταγµένων µαθηµατικών 

εννοιών και γνωστικών σχηµάτων που συνιστούν τις δυο όψεις της εννοιολογικής 

κατανόησης. 
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ΙΙΙ.  ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 
 

Περίληψη 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται τα κριτήρια επιλογής των σχολείων και των 
µαθητών που συµµετείχαν στην έρευνα και ο σχεδιασµός της. Αποσαφηνίζονται οι 
παραδοχές που θεωρήθηκαν δεδοµένες κατά το σχεδιασµό και την εφαρµογή της 
έρευνας και καταγράφονται τα µέσα συλλογής των δεδοµένων καθώς και ο τρόπος 
επεξεργασίας τους. 

 

Εισαγωγή 

Για την πραγµατοποίηση της πρώτης φάσης της έρευνας επιλέχτηκαν δυο Λύκεια. 

Σε κάθε Λύκειο επιλέχτηκαν 12 µαθητές που χωρίστηκαν σε οµάδες των δυο ατόµων. 

Η επιλογή των σχολείων και των µαθητών ήταν συµπτωµατική. Στους µαθητές 

χορηγήθηκε την προηγούµενη ηµέρα της διδασκαλίας ένα προπειραµατικό δοκίµιο 

που σκοπό είχε να εξακριβωθούν οι υπάρχουσες γνώσεις στο γνωστικό αντικείµενο 

της διδασκαλίας. Η διδασκαλία διήρκεσε τρεις διδακτικές ώρες και έγινε στο 

εργαστήριο Η/Υ των σχολείων. Η εργασία των µαθητών έγινε µε βάση φύλλα 

εργασίας που τους χορηγήθηκαν. Στους µαθητές του ενός από τα δυο σχολεία 

χορηγήθηκε και µεταπειραµατικό δοκίµιο που σκοπό είχε να διερευνηθεί αν η χρήση 

της ψηφιακής τεχνολογίας βοήθησε τους µαθητές να εµβαθύνουν στο περιεχόµενο 

της έννοιας που διδάχτηκε. Στη δεύτερη φάση, η οποία πραγµατοποιήθηκε ένα χρόνο 

αργότερα, επιλέχτηκε ένα Λύκειο. Επιχειρήθηκε η έρευνα να συνδυαστεί µε µια 

διδακτική πρόταση για τη διδασκαλία του ορισµού της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος αλλά των βασικών ιδιοτήτων της. ∆εν χορηγήθηκε προπειραµατικό 

δοκίµιο γιατί οι µαθητές είχαν ήδη διδαχθεί τον ορισµό της έννοιας. ∆εν χορηγήθηκε 

επίσης µεταπειραµατικό δοκίµιο µια και δεν υπήρχε οµάδα ελέγχου. Η επιλογή του 

Λυκείου ήταν και πάλι συµπτωµατική. Τη φορά αυτή στην έρευνα συµµετείχαν και οι 

16 µαθητές ενός τµήµατος τεχνολογικής κατεύθυνσης χωρισµένοι σε 8 διµελείς 

οµάδες. 

 

Η διαδικασία εκτέλεσης της έρευνας 

Η πρώτη φάση της έρευνας πραγµατοποιήθηκε τον Μάρτιο του 2006. Έλαβαν 

µέρος σε αυτήν οι µαθητές της Θετικής και της Τεχνολογικής Κατεύθυνσης της 
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τρίτης τάξης δυο Λυκείων. Το ένα είναι σχολείο προαστίου της Αθήνας και το άλλο 

είναι Λύκειο στην περιφέρεια νησιωτικής περιοχής της ∆υτικής Ελλάδας. Οι µαθητές 

του πρώτου Λυκείου ήταν εξοικειωµένοι µε τη χρήση διερευνητικών λογισµικών, ενώ 

οι µαθητές του δεύτερου δεν είχαν καµιά τέτοιου είδους εµπειρία στη µαθητική τους 

ζωή. Ο αρχικός σχεδιασµός της έρευνας προέβλεπε και τη χρήση οµάδας ελέγχου και 

για το λόγο αυτό είχε προβλεφθεί και η προετοιµασία µιας δοκιµασίας για τον έλεγχο 

της αποτελεσµατικότητας της διδασκαλίας. Ο σχεδιασµός αυτός όµως δεν ήταν 

δυνατό να πραγµατοποιηθεί. Η µεγάλη πίεση που ασκείται σε όλους τους παράγοντες 

της εκπαιδευτικής διαδικασίας, µαθητές, καθηγητές, γονείς, σχολικό και κοινωνικό 

περιβάλλον, λόγω της σηµαντικότητας των Γενικών Εξετάσεων που ακολουθούν στο 

τέλος της χρονιάς επιβάλλει έναν εξαιρετικά εντατικό ρυθµό στα µαθήµατα της 

τρίτης τάξης του Λυκείου και κυρίως αυτών της Κατεύθυνσης. Με την κατάσταση 

αυτή δεδοµένη είναι δύσκολος ο σχηµατισµός πειραµατικής οµάδας και οµάδας 

ελέγχου. Έτσι αναγκαστικά σχηµατίστηκαν µόνο πειραµατικές οµάδες. Επειδή όµως 

οι µαθητές του σχολείου της ∆υτικής Ελλάδας δεν είχαν καµία προηγούµενη εµπειρία 

σε αυτού του είδους τις έρευνες, επιλέχτηκε να µοιραστεί σε όλους τους µαθητές της 

τάξης αυτής ένα µεταπειραµατικό δοκίµιο µετά την ολοκλήρωση της διδασκαλίας του 

κεφαλαίου του Ολοκληρωτικού Λογισµού στην τάξη, µε το οποίο επιχειρήθηκε να 

ελεγχθεί η συνεισφορά της διδασκαλίας µε χρήση ψηφιακής τεχνολογίας στη 

βελτίωση του επιπέδου κατανόησης της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος. Το 

πρόβληµα είναι ότι οι µαθητές που συµµετείχαν στην έρευνα παρακολούθησαν και τη 

διδασκαλία της έννοιας στην τάξη. Συνέπεια του γεγονότος αυτού είναι ότι δεν 

µπορούµε να έχουµε ένα αξιόπιστο στατιστικό αποτέλεσµα µια και οι µαθητές αυτοί 

διδάχθηκαν την έννοια µε δυο διαφορετικούς τρόπους σε αντίθεση µε τους 

συµµαθητές τους που τη διδάχθηκαν µόνο µε τον παραδοσιακό τρόπο. Συνεπώς δεν 

µπορούµε να έχουµε σύγκριση της αποτελεσµατικότητας των δυο µεθόδων. 

Η επιλογή των µαθητών που συµµετείχαν στην έρευνα, αλλά και των σχολείων 

ήταν συµπτωµατική. Επελέγησαν σχολεία στα οποία ο ερευνητής, ο ίδιος ή ο 

επιβλέπων καθηγητής, είχε πρόσβαση και µπορούσε να ζητήσει την πραγµατοποίηση 

της έρευνας. Γενικά µια τέτοια έρευνα δεν είναι εύκολο να πραγµατοποιηθεί µε 

µαθητές της Γ’ Λυκείου για τους λόγους που προαναφέρθηκαν. Οι µαθητές στο 

πρώτο σχολείο επελέγησαν από τον διδάσκοντα καθηγητή. Στο δεύτερο σχολείο η 
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συµµετοχή των µαθητών ήταν εθελοντική. Κάποιους από τους µαθητές του δεύτερου 

σχολείου γνώριζε ο ερευνητής από τη θητεία του κατά το παρελθόν σε Γυµνάσιο της 

περιοχής. 

Η έρευνα και στα δυο σχολεία πραγµατοποιήθηκε αµέσως πριν από την 

διδασκαλία της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος στις τάξεις που συµµετείχαν 

στο πείραµα. Είχε προηγηθεί η διδασκαλία του αόριστου ολοκληρώµατος σύµφωνα 

µε τις οδηγίες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου και η έρευνα προηγήθηκε της 

διδασκαλίας του ορισµένου ολοκληρώµατος. Οι διδάσκοντες καθηγητές των δυο 

τάξεων βοήθησαν τον ερευνητή ως παρατηρητές κατά την ερευνητική διδακτική 

διαδικασία. Στο σχολείο του προαστίου της Αθήνας ο διδάσκων καθηγητής της τάξης 

είναι έµπειρος ερευνητής, ενώ ο διδάσκων καθηγητής στο δεύτερο σχολείο δεν είχε 

ερευνητική εµπειρία. Στο πρώτο σχολείο πολύτιµη βοήθεια παρείχε στον ερευνητή 

ως παρατηρητής και συνάδελφος στο ίδιο µεταπτυχιακό πρόγραµµα µε ερευνητική 

εµπειρία από τη διεξαγωγή της δικής της έρευνας για τη διπλωµατική εργασία της. 

Η διδακτική διαδικασία διήρκεσε τρεις διδακτικές ώρες. Οι δυο πρώτες ήταν 

συνεχόµενες και έγιναν την πρώτη µέρα και η τρίτη έγινε την επόµενη ηµέρα. Ένα 

αρκετά µεγάλο µέρος της πρώτης διδακτικής ώρας χρησιµοποιήθηκε για την 

εξοικείωση των µαθητών µε το λογισµικό πακέτο Autograph 3.0 το οποίο οι µαθητές 

και των δυο σχολείων δεν γνώριζαν. Η διαδικασία πραγµατοποιήθηκε στο 

εργαστήριο Η/Υ των δυο σχολείων. Οι µαθητές που συµµετείχαν στην έρευνα 

χωρίστηκαν σε διµελείς οµάδες µε ευθύνη των διδασκόντων καθηγητών. Τον 

καταρτισµό των οµάδων ανέλαβαν οι διδάσκοντες καθηγητές µε στόχο την επίτευξη 

καλύτερης συνεργασίας µεταξύ των µελών τους µια και αυτοί γνώριζαν τους µαθητές 

και µπορούσαν να κάνουν την  επιλογή µε καλύτερα κριτήρια από τον ερευνητή. 

Σχηµατίστηκαν έξι οµάδες σε κάθε σχολείο. Στην έρευνα συµµετείχαν συνολικά 24 

µαθητές.  

Προηγήθηκε η χορήγηση από τους διδάσκοντες καθηγητές, απόντος του 

ερευνητή, προπειραµατικού δοκιµίου σε όσους µαθητές συµµετείχαν στην έρευνα µε 

το οποίο επιχειρήθηκε να ελεγχθεί η ύπαρξη πρότερων γνώσεων των µαθητών για 

την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος. Η εργασία στο εργαστήριο Η/Υ έγινε µε 

βάση τα φύλλα εργασίας που χορηγήθηκαν στους µαθητές. Σε κάθε µαθητή 

χορηγήθηκε ένα φύλλο εργασίας την πρώτη ηµέρα και ένα ακόµα τη δεύτερη. Κάθε 
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οµάδα επέστρεψε ένα συµπληρωµένο φύλλο εργασίας κάθε ηµέρα. Στο σχολείο της 

νησιωτικής περιοχής της ∆υτικής Ελλάδας χορηγήθηκε από τον διδάσκοντα 

καθηγητή, απόντος του ερευνητή, ένα µεταπειραµατικό δοκίµιο σε όλους τους 

µαθητές της τάξης, και όχι µόνο σε όσους µετείχαν στην ερευνητική διαδικασία, αφού 

πρώτα ολοκληρώθηκε η διδασκαλία του κεφαλαίου του Ολοκληρωτικού Λογισµού 

στην τάξη. 

Θεωρήθηκε χρήσιµο να επαναληφθεί η έρευνα, ελαφρά διαφοροποιηµένη µετά 

την εµπειρία της αρχικής της εφαρµογής, ώστε, εκτός των άλλων, να δοκιµαστεί κατά 

πόσον µπορεί να αποτελέσει ταυτόχρονα και µια διδακτική πρόταση για τη 

διδασκαλία της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος καθώς και των θεµελιωδών 

ιδιοτήτων της έννοιας. Η δεύτερη φάση της έρευνας πραγµατοποιήθηκε έναν χρόνο 

µετά την πρώτη. Συγκεκριµένα πραγµατοποιήθηκε στο τέλος του δεύτερου 

δεκαήµερου του Απριλίου του 2007. Αυτή τη φορά επιλέχτηκε ένα Λύκειο σε λαϊκή 

συνοικία µεγάλου ∆ήµου στα νότια προάστια της Αθήνας. Η επιλογή του σχολείου 

ήταν και πάλι συµπτωµατική και έγινε µε τα ίδια κριτήρια, δηλαδή µε βάση τη 

γνωριµία του ερευνητή µε καθηγητές που διδάσκουν στο σχολείο. Στην έρευνα–

διδασκαλία συµµετείχαν όλοι οι µαθητές ενός τµήµατος τεχνολογικής κατεύθυνσης 

της τρίτης τάξης του σχολείου. Η έρευνα διήρκεσε δυο διδακτικές ώρες συνεχόµενες 

κατά τη διάρκεια µιας σχολικής ηµέρας. Ο αρχικός σχεδιασµός ήταν και πάλι για 

τρεις διδακτικές ώρες µε αποτέλεσµα η διαδικασία να είναι πολύ σφιχτή χρονικά. ∆εν 

δόθηκε προπειραµατικό δοκίµιο γιατί όταν πραγµατοποιήθηκε η έρευνα οι µαθητές 

είχαν ήδη διδαχθεί τον ορισµό και τις ιδιότητες της έννοιας. Επίσης δεν κρίθηκε 

σκόπιµο να χορηγηθεί µεταπειραµατικό δοκίµιο µια και όλοι οι µαθητές του 

τµήµατος συµµετείχαν στη διαδικασία, οπότε ήταν αδύνατος ο σχηµατισµός οµάδας 

ελέγχου. 

 

Οι παραδοχές της έρευνας 

Ζητήθηκε από τους διδάσκοντες καθηγητές να επιλέξουν τους µαθητές που πήραν 

µέρος στην έρευνα (στο Λύκειο της Αττικής) και να καταρτίσουν τις οµάδες. 

Εποµένως ως µια βασική παραδοχή της έρευνας θεωρείται η εγκυρότητα της 

επιλογής των µαθητών και του καταρτισµού των οµάδων. Μια άλλη σηµαντική 

παραδοχή της έρευνας είναι ότι οι µαθητές συνεργάστηκαν µε τον καλύτερο δυνατό 



 101 

τρόπο και οι απαντήσεις τους σε όλες τις φάσεις της έρευνας ήταν ειλικρινείς και 

συνειδητές.  

 

Μέσα συλλογής δεδοµένων 

Η παρούσα έρευνα στηρίζεται σε θεατή συµµετοχική παρατήρηση της διδακτικής 

διαδικασίας. Στο Λύκειο της Αττικής ο ερευνητής εστίασε την προσοχή του στην 

παρακολούθηση της δουλειάς της µιας οµάδας, η οποία βιντεοσκοπήθηκε, 

παρεµβαίνοντας στη διαδικασία θέτοντας ερωτήσεις και κατευθύνοντας τη 

διαδικασία. Τον ίδιο ρόλο είχαν και οι δυο παρατηρητές. Με τη βοήθεια των 

παρατηρητών καταγράφηκε αφ’ ενός µε µηχανικά µέσα (µαγνητόφωνα) και αφ’ 

ετέρου µε σηµειώσεις η δουλειά των άλλων οµάδων. Στο Λύκειο της νησιωτικής 

περιοχής της ∆υτικής Ελλάδας ο ερευνητής δεν παρακολούθησε αποκλειστικά την 

εργασία µιας οµάδας αλλά µαζί µε τον διδάσκοντα καθηγητή κατέγραψε πληροφορίες 

για την εργασία όλων των οµάδων. Χρησιµοποιήθηκαν και πάλι τεχνικά µέσα 

καταγραφής. Βιντεοσκοπήθηκε η εργασία µιας οµάδας και µαγνητοφωνήθηκε η 

εργασία των υπολοίπων οµάδων. Ως µέσα συλλογής δεδοµένων χρησιµοποιήθηκαν: 

 Το προπειραµατικό δοκίµιο 

 Τα φύλλα εργασίας των οµάδων 

 Το µεταπειραµατικό δοκίµιο 

 Τα αρχεία από τους Η/Υ  

 Οι βιντεοσκοπηµένες και µαγνητοφωνηµένες καταγραφές της εργασίας των 

οµάδων και 

 Οι καταγραφές σε µορφή σηµειώσεων του ερευνητή και των παρατηρητών. 

 

Επεξεργασία των δεδοµένων 

Έγινε αποµαγνητοφώνηση όλων των καταγεγραµµένων µε µηχανικά µέσα 

πληροφοριών. Ακολούθησε η διεξοδική µελέτη των πληροφοριών αυτών σε σχέση µε 

τις καταγεγραµµένες σηµειώσεις του ερευνητή και των παρατηρητών, τα αρχεία που 

λήφθηκαν από τους Η/Υ στους οποίους εργάστηκαν οι οµάδες και τις απαντήσεις 

που δόθηκαν στα φύλλα εργασίας. Έγινε σύγκριση των απαντήσεων στα 
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προπειραµατικά δοκίµια µε τα φύλλα εργασίας και τις παρατηρήσεις. Τέλος για το 

δεύτερο Λύκειο επιχειρήθηκε σύγκριση των στοιχείων που προέκυψαν από τη µελέτη 

του προπειραµατικού δοκιµίου, των φύλλων εργασίας και των παρατηρήσεων του 

ερευνητή και των παρατηρητών µε το µεταπειραµατικό δοκίµιο. 
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IV.  ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ – ΣΥΖΗΤΗΣΗ 
 

Περίληψη 

Στο κεφάλαιο αυτό µελετώνται τα δεδοµένα που συλλέχτηκαν κατά την 
ερευνητική διαδικασία. Τα δεδοµένα που χρησιµοποιήθηκαν στη µελέτη δεν ήταν 
οµοειδή. Αντίθετα µελετήθηκαν διαφορετικής µορφής δεδοµένα. Εξετάστηκαν 
επεισόδια που καταγράφηκαν ζωντανά µε ηλεκτρονικά οπτικοακουστικά µέσα κατά 
τη διάρκεια της έρευνας, καταγραφές των µαθητών στα φύλλα εργασίας στα 
προπειραµατικά και στα µεταπειραµατικά δοκίµια και οι σηµειώσεις του ερευνητή 
και των παρατηρητών. Το πρίσµα κάτω από το οποίο µελετήθηκαν τα δεδοµένα είναι 
η θεωρία της ενοργανωµένης δράσης. Σηµαντικό ρόλο ενέχει εποµένως στη µελέτη η 
ανάδυση του εργαλείου-οργάνου και των σχηµάτων που οικοδοµούνται από τους 
µαθητές. Καταβάλλεται προσπάθεια να αναλυθούν οι δυσκολίες που αντιµετωπίζουν 
οι µαθητές στην κατανόηση των εννοιών του ορίου και του ορισµένου 
ολοκληρώµατος και να προταθούν τρόποι για την επιτυχή αντιµετώπιση των 
δυσκολιών αυτών. Τέλος επιχειρείται µια ανάλυση των αλληλεπιδράσεων που 
παρατηρήθηκαν κατά την διάρκεια της διαδικασίας. 

 
 

Εισαγωγή 

Η µελέτη και η επεξεργασία των δεδοµένων που προέκυψαν από την πειραµατική 

διαδικασία έγινε σε τρία επίπεδα. Εξετάστηκε πρώτα η ευκολία προσαρµογής των 

µαθητών στο λογισµικό Autograph και οι δυνατότητες που αυτό προσφέρει σε 

µαθητές έµπειρους σε δραστηριότητες σε ψηφιακά περιβάλλοντα αλλά και σε 

µαθητές που δεν είχαν ανάλογες εµπειρίες. Παράλληλα επιχειρήθηκε αφ’ ενός µεν µια 

αποτίµηση των προβληµάτων που ανέκυψαν κατά τον σχεδιασµό της δραστηριότητας 

από τους περιορισµούς που θέτει το λογισµικό, αφ’ ετέρου δε µια εκτίµηση για την 

ορθότητα των τρόπων αντιµετώπισής τους. Στη συνέχεια εξετάστηκε η παραγωγή 

µαθηµατικών νοηµάτων από τους µαθητές εξατοµικευµένα αλλά και σε επίπεδο 

οµάδας. Τέλος επιχειρήθηκε να µελετηθεί η αλληλεπίδραση των µελών της οµάδας 

µεταξύ τους,  η αλληλεπίδραση µεταξύ οµάδων και µεταξύ οµάδων ή µελών τους µε 

τον διδάσκοντα. Ένα σηµαντικό πρόβληµα είναι ότι οι αποµαγνητοφωνηµένες 

καταγραφές δεν µπορούν να αποδώσουν την πραγµατικότητα κατά τη διάρκεια της 

πειραµατικής διαδικασίας. Οι παύσεις, οι χειρονοµίες, η διστακτικότητα και η 

αναποφασιστικότητα των µαθητών σε κάποια φάση της διαδικασίας δεν είναι 

δυνατόν να αναδειχθούν µέσα από την απλή καταγραφή των επεισοδίων που 

µελετώνται. Τα στοιχεία αυτά µπορούν να γίνουν αντιληπτά µόνο µέσα από την 
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παράλληλη µελέτη του κειµένου και των καταγραφών µε ηλεκτρονικά µέσα. Παρόλα 

αυτά καταβλήθηκε προσπάθεια στην καταγραφή των επεισοδίων να αποδοθεί κατά 

το δυνατόν η πραγµατική εικόνα. Όπου κρίθηκε σηµαντικό σηµειώνονται οι παύσεις 

και οι χειρονοµίες. Μέσα σε παρενθέσεις σχολιάζονται ενέργειες και κινήσεις των 

µαθητών που δεν είναι δυνατό να γίνουν αντιληπτές µέσα από τη γραπτό λόγο. Στα 

επεισόδια που ακολουθούν µε το γράµµα Ε αναφέρεται ο ερευνητής και µε το 

γράµµα Π ο εκάστοτε παρατηρητής. 

 

Αποτελέσµατα 

  Η χρήση του λογισµικού   

Στο φύλλο εργασίας που δόθηκε στους µαθητές υπήρχαν σαφείς και αναλυτικές 

οδηγίες για την εκκίνηση του λογισµικού και την κατασκευή του σχήµατος. Αυτό 

έγινε µε στόχο την εξοικείωση των µαθητών µε το λογισµικό και την όσο το δυνατόν 

πιο εύκολη προσαρµογή τους στις λειτουργίες του και τις δυνατότητες που τους 

παρέχει. Επιλέχτηκε να µη δοθούν από την αρχή της διαδικασίας στους µαθητές 

πληροφορίες για την ύπαρξη της δυνατότητας µεταβολής του πλήθους των δεκαδικών 

ψηφίων των αποτελεσµάτων. Αυτό έγινε µε στόχο να εξακριβωθεί αν οι µαθητές θα 

αρκούνταν στα αποτελέσµατα όπως αυτά εµφανίζονται στην οθόνη του υπολογιστή 

τους ή αντίθετα θα επιχειρούσαν, µε βάση την ανατροφοδότηση που δέχτηκαν, να τα 

ερµηνεύσουν και να οδηγηθούν σε µια λεπτοµερέστερη διερεύνηση. 

 

Η προσαρµογή στο λογισµικό 

Ένας σηµαντικός παράγοντας για την αποτελεσµατική ένταξη και χρήση των 

ψηφιακών τεχνολογιών στη διδασκαλία των µαθηµατικών είναι η εξοικείωση και η 

προσαρµογή των µαθητών. Κατά την διάρκεια της εφαρµογής του προγράµµατος 

DERIVE στα σχολεία της Γαλλίας παρατηρήθηκε ότι οι µαθητές δεν απέκτησαν την 

απαιτούµενη εξοικείωση µε την τεχνολογία ώστε να τη χρησιµοποιήσουν πραγµατικά  

και µε ουσιαστικό τρόπο για να υποστηρίξουν τις µαθηµατικές τους δραστηριότητες 

και τη µάθηση των µαθηµατικών (Lagrange, 1999). Θεωρήθηκε λοιπόν σηµαντικό 

στην έρευνα αυτή να υποστηριχθούν ουσιαστικά οι µαθητές στην προσαρµογή και 

την εξοικείωσή τους µε το λογισµικό. Οι διεξοδικές οδηγίες που δόθηκαν στο φύλλο 

εργασίας όπως και αυτές που δόθηκαν από τον ερευνητή και τους διδάσκοντες 
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καθηγητές στο πρώτο κυρίως στάδιο της διαδικασίας σε όλες τις οµάδες αλλά και 

µεµονωµένα σε κάποια οµάδα ή µαθητή, όποτε αυτό χρειάστηκε, βοήθησαν όλους 

τους µαθητές να προσαρµοστούν µε ευκολία στο λογισµικό και τη χρήση του. Αυτό 

ισχύει τόσο για τους έµπειρους µαθητές όσο και για αυτούς που για πρώτη φορά 

ήλθαν σε επαφή µε µια διδακτική διαδικασία στην οποία γίνεται χρήση διερευνητικού 

λογισµικού. Χαρακτηριστικά είναι τα επόµενα επεισόδια: 

 
Α: Τι λέει εδώ; Equation. 
∆: Ναι. 
Α: Enter Equation. 
∆: Ναι. 
Α: Βάλε την εξίσωση.  y=0,3x2. 
∆: y=0,3; 
Α: Την εξίσωση της παραβολής. Α! Για το x2 βάλε x επί x. 
Ε:  (Ακούγεται να δίνει οδηγίες σε όλη την τάξη) Απενεργοποιείστε την 

επιλογή Fill Shape. 
∆:  Ωχ! 
Α: Έλα! Ξαναπάτα το! 
∆: Που είναι; Στο Object; 
Α: (Συµβουλεύεται τις οδηγίες) Object. Edit Shape και πάτα το. 
Π: Έτσι, µπράβο! 
∆: Λοιπόν που ήµασταν πριν; Equation; 

Επεισόδιο 1: Ο χειρισµός του λογισµικού από έµπειρους µαθητές 

Στο επεισόδιο αυτό οι δυο µαθητές συνεργάζονται ακολουθώντας τις οδηγίες που 

παρέχονται στο φύλλο εργασίας µε σκοπό να κατασκευάσουν το σχήµα. Ο Α διαβάζει 

τις οδηγίες και ο ∆ χειρίζεται το µηχάνηµα. ∆εν αντιµετωπίζουν πρόβληµα ακόµα και 

όταν ο ερευνητής επιβάλλει στην τάξη µια διαφορετική επιλογή για µια ρύθµιση που 

αυτοί έχουν ήδη κάνει. Επιστρέφουν στο κατάλληλο πλαίσιο διαλόγου, διορθώνουν 

την επιλογή και συνεχίζουν την εργασία τους. Οι δυο µαθητές έχουν αρκετά µεγάλη 

εµπειρία στη χρήση λογισµικού στη διδασκαλία των Μαθηµατικών και οι αναλυτικές 

οδηγίες που περιέχονται στο φύλλο εργασίας τους βοήθησαν να ξεπεράσουν εύκολα 

το πρόβληµα που εµφανίστηκε.  

Στο επόµενο επεισόδιο δυο άπειρες σε παρόµοιες δραστηριότητες µαθήτριες 

συνεργάζονται επίσης για την κατασκευή του σχήµατος της δραστηριότητας. Στην 

αρχή η Λ διαβάζει τις οδηγίες που περιέχονται στο φύλλο εργασίας και η Π χειρίζεται 

τον υπολογιστή. Κατά τη διάρκεια του επεισοδίου οι µαθήτριες αλλάζουν ρόλους. 
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Λ:  Επιλέξτε από τη γραµµή εργαλείων το κουµπί Edit Axes. 
Π:  Ναι. 
Λ:  Στην καρτέλα Ranges µπορείτε να καθορίσετε τις τιµές των 

µεταβλητών στους δυο άξονες. Ορίστε για το x τις τιµές minimum    -
12 και maximum 12. 

Π:  Μισό λεπτό. 
Λ:  Ορίστε για το y τις τιµές minimum -5 και maximum 35. 
Π:  Ναι. 
Λ:  (Απευθυνόµενη στον ερευνητή) Να πατήσουµε ΟΚ εδώ;  
Ε:     Ναι. Εννοείται. 
Λ:  Πάτα ΟΚ. 
Π:  Εντάξει. 
Λ:  Επιλέξτε από τη γραµµή µενού Object  και Enter Shape. 
Π:  Τι κάνουµε εδώ; (∆ιαβάζουν χαµηλόφωνα τις οδηγίες) 
Λ:  Βάλε. -10. Εδώ. -10, κόµµα, 0. 
Π:  Τι κόµµα µηδέν; 
Λ:  Στο x. Όχι,  στο y. Μηδέν. 
Ε (Απευθυνόµενος σε όλες τις οµάδες) :  Παιδιά να απενεργοποιήσετε 

την επιλογή Fill Shape. 
Λ:  Ναι. Πάτα το! Λοιπόν, µετά. Πάµε. 
Π:  Τι µείον δέκα µηδέν. Πρώτα είναι το -10, 30. Όχι το 0. 
Λ:  Ναι. Εδώ. (∆ιορθώνει η Λ παίρνοντας τον έλεγχο του Η/Υ) Μετά -10 

και 0. Μηδέν. Τώρα 10 κόµµα 0; 
Π:  Ναι. Και 10,30. 
Λ:  30. Εντάξει; 
Π:  Ναι. (∆ιαβάζει) Μπορούµε να αφήσουµε τσεκαρισµένη την επιλογή 

Fill shape αν θέλουµε το εσωτερικό του πολυγώνου να χρωµατιστεί. 
Λ:  Όχι. ∆εν το θέλουµε. Το είπαµε. Συνεχίζουµε. 

Επεισόδιο 2: Ο χειρισµός του λογισµικού από άπειρους µαθητές 

Παρά την έλλειψη ανάλογων εµπειριών οι δυο µαθήτριες είναι φανερό ότι 

προσαρµόζονται εύκολα στο λογισµικό. Απλά η ανασφάλεια που νοιώθουν ακριβώς 

λόγω της απειρίας τους τις οδηγεί να ζητήσουν επιβεβαίωση για µια ενέργειά τους 

από τον ερευνητή. Στο επεισόδιο που ακολουθεί µπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι 

ακόµα και σε καταστάσεις που τους δηµιουργούν έντονο προβληµατισµό ως προς το 

χειρισµό του λογισµικού καταφέρνουν να αντιδράσουν µε τη βοήθεια των οδηγιών. 

Οι µαθήτριες στο επεισόδιο διατηρούν τους ρόλους που είχαν στο τέλος του 

προηγούµενου επεισοδίου. 

 
Λ:  Συνεχίζουµε τώρα; 
Π:  Ναι. 
Λ:  Επιλέξτε τη γραφική παράσταση. Κάντε δεξί κλικ πάνω της και 

επιλέξτε Find Area. Στο παράθυρο που ανοίγει τσεκάρετε στο 
πλαίσιο Method την επιλογή Rectangle (-).  Που είναι το Method; 
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Π:  Περίµενε. Να το δούµε. Κάντε δεξί κλικ και επιλέξτε Find Area. 
Λ:  Find Area. Εγώ πάτησα Edit.  
Π:  Α! Καλά. 
Λ:  Λοιπόν, Find Area.  
Π:  Ναι. 
Λ:  Να. Πατάω Find Area και µου βγάζει Edit Area. 
Π:  Α! Να, πατάµε αυτό ρε! Το Rectangle (-) (∆είχνει στην οθόνη) 
Λ:  Που είναι το Method; (Αρχίζει να ξαναδιαβάζει τις οδηγίες) 
Π:  Νάτο ρε! 
Λ:  Α, ναι. ∆εν το είδα. Ωραία. 
Π:  Λοιπόν. Στο πλαίσιο Parameters επιλέξτε 
Λ:  start point 0 και end point 10. Εντάξει. 

Επεισόδιο 3: Η αυξανόµενη αυτοπεποίθηση στην αντιµετώπιση των 
δυσκολιών κατά το χειρισµό από άπειρους µαθητές 

Οι δυο µαθήτριες αντιµετωπίζουν στο επεισόδιο αυτό κάποια δυσκολία στη 

χρήση του λογισµικού. ∆εν είναι εξοικειωµένες µε το λογισµικό και δυσκολεύονται 

να ακολουθήσουν τις οδηγίες. Προβληµατίζονται γιατί αναµένουν το παράθυρο που 

θα ανοίξει να έχει τον ίδιο τίτλο µε την επιλογή τους (Find Area αντί του Edit Area). 

Η λύση στο πρόβληµα δίνεται µέσα από τη συνεργασία τους. Ξαναγυρίζουν στις 

οδηγίες και παρατηρούν πιο προσεκτικά την οθόνη. Επαναλαµβάνουν τη διαδικασία. 

Μελετούν προσεκτικά την ανατροφοδότηση που λαµβάνουν από το λογισµικό και 

καταφέρνουν να επιλύσουν το πρόβληµα χωρίς να χρειαστεί να καταφύγουν στη 

βοήθεια του ερευνητή ή του παρατηρητή. ∆εν ένοιωσαν την ανάγκη αυτή τη φορά να 

ζητήσουν επιβεβαίωση για την ορθότητα των ενεργειών τους. Παρατηρείται λοιπόν 

µια προϊούσα εξοικείωση των µαθητριών µε το λογισµικό και τη χρήση του και κατά 

συνέπεια αυξανόµενη αυτοπεποίθηση των µαθητριών στις ενέργειές τους. 

Η µελέτη των 3 πρώτων επεισοδίων οδηγεί εποµένως στο συµπέρασµα ότι οι 

µαθητές, ανεξάρτητα από το αν έχουν εµπειρία στη χρήση διερευνητικού λογισµικού, 

µπορούν εύκολα να εξοικειωθούν µε το λογισµικό Autograph.  

 

Οι περιορισµοί που επιβάλλει το λογισµικό  

  Το ανώτερο και το κατώτερο άθροισµα 

Στη συγκεκριµένη δραστηριότητα δεν προέκυψε πρόβληµα σε σχέση µε το 

λογισµικό. Πρόβληµα όµως µπορεί να εµφανιστεί σε άλλες παρόµοιες διερευνήσεις 

όταν η χρησιµοποιούµενη συνάρτηση δεν είναι γνησίως αύξουσα. Οι επιλογές που 

προσφέρει το λογισµικό για τον υπολογισµό του ζητούµενου εµβαδού του χωρίου 
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είναι Rectangle(-), Rectangle(+), Trapezium Rule και Simpson’s Rule. Στην Αγγλία 

οι µαθητές διδάσκονται την υπολογιστική µέθοδο του τραπεζίου (trapezium rule) για 

τον υπολογισµό ενός ορισµένου ολοκληρώµατος πράγµα που δεν συµβαίνει στην 

Ελλάδα. Οι πρόσφορες επιλογές για τη συγκεκριµένη δραστηριότητα στην ελληνική 

εκπαιδευτική πραγµατικότητα είναι οι Rectangle(-) και Rectangle(+). Η συνάρτηση 

που δόθηκε στους µαθητές στην έρευνα αυτή ήταν η 2( ) 0,3f x x=  που είναι γνησίως 

αύξουσα στο διάστηµα [ ]0,10 . Στην περίπτωση αυτή οι επιλογές Rectangle(-)  και 

Rectangle(+) αντιστοιχούν η πρώτη στο κατώτερο και η δεύτερη στο ανώτερο 

άθροισµα της συνάρτησης στο διάστηµα [ ]0,10 . Το πρόβληµα είναι ότι το λογισµικό 

επιλέγει αυτόµατα – και σε αυτό δεν έχουµε την παραµικρή δυνατότητα επέµβασης - 

για κάθε διάστηµα που ορίστηκε από τη διαµέριση που καθορίσαµε την τιµή της 

συνάρτησης στο αριστερό άκρο του διαστήµατος για την επιλογή Rectangle(-) και 

στο δεξί άκρο για την Rectangle(+) αντί της ελάχιστης και της µέγιστης αντίστοιχα 

τιµής που θα ήταν το επιθυµητό. Έτσι αν η συνάρτηση είναι γνησίως φθίνουσα, όπως 

η συνάρτησή µας στο διάστηµα [ ]10,0− , τότε η επιλογή Rectangle(-) αντιστοιχεί στο 

ανώτερο άθροισµα και η Rectangle(+) στο κατώτερο άθροισµα. Ακόµα χειρότερα, αν 

η συνάρτηση µεταβάλλει µονοτονία στο διάστηµα που µας ενδιαφέρει τότε δεν 

υπάρχει αντιστοιχία µεταξύ των επιλογών του λογισµικού και του κατώτερου ή του 

ανώτερου αθροίσµατος της συνάρτησης. Αυτός ήταν και ο λόγος για τον οποίο 

επιλέχτηκε η ολοκλήρωση της συνάρτησης 2( ) 0,3f x x=  στο διάστηµα [ ]0,10 . Μια 

µαθήτρια έθεσε το θέµα του τι συµβαίνει από την ‘άλλη πλευρά του σχήµατος’ (εννοεί 

στο διάστηµα [ ]10,0− ): 

 
Ε:  Τι αποτέλεσµα έχετε στο result box; 
∆:  72. 
Ε:  ∆ηλαδή; Τι είναι αυτό; 
∆:  Εµβαδό. 
Ε:  Εµβαδό. Ποιο εµβαδό; 
∆:  Των ορθογωνίων (∆είχνει στην οθόνη τα ορθογώνια) 
Ζ:  Το εµβαδόν όλων των ορθογωνίων (∆είχνει και αυτή τα ορθογώνια) 
Ε:  Μάλιστα. Εκφράζει λοιπόν το άθροισµα των εµβαδών των 

ορθογωνίων. 
Ζ:  Το ίδιο είναι και από εδώ; (∆είχνει το χωρίο που ορίζεται από την 

γραφική παράσταση και τον αρνητικό ηµιάξονα των x) 
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∆:  Απλώς από εδώ έχει µόνο πλην. (∆είχνει το  -10 στον άξονα των x) 

Επεισόδιο 4: Το κατώτερο άθροισµα και η ερµηνεία των αποτελεσµάτων 

Από το επεισόδιο γίνεται αντιληπτό ότι οι δυο µαθήτριες έχουν τη δυνατότητα να 

ερµηνεύουν τα αποτελέσµατα που παίρνουν. Αντιλαµβάνονται ότι έχουν να κάνουν 

µε το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων και όχι µε το ίδιο το εµβαδό του 

χωρίου. Επίσης αξιοποιούν την ανατροφοδότηση που δέχονται από το µηχάνηµα και 

αναπτύσσουν προβληµατισµό. Η παρατήρηση της ∆ είναι σηµαντική. Η µαθήτρια 

εκφράζει την άποψη ότι δεν αλλάζει τίποτα στο διάστηµα [ ]10,0−  παρά µόνο το 

πρόσηµο των τιµών της µεταβλητής. Η εξήγηση σε αυτό µπορεί να είναι η εποπτεία 

της συµµετρίας που αναπτύσσεται από την παρατήρηση του σχήµατος, αλλά και το 

γεγονός ότι στην διατύπωση του προβλήµατος γίνεται σαφής αναφορά στη συµµετρία 

αυτή. Η επιλογή αυτή κατά το σχεδιασµό της δραστηριότητας έγινε ακριβώς για να 

αποφευχθεί το πρόβληµα που αναφέρθηκε παραπάνω σχετικά µε το λογισµικό. Αν 

στο διάστηµα [ ]10,0−  επιλεγεί µέτρηση του εµβαδού µε τη µέθοδο Rectangle(-) η 

τιµή που θα πάρουµε για 5 ορθογώνια θα είναι 132 και όχι 72 όπως θα αναµέναµε. 

Αυτό συµβαίνει γιατί, όπως φαίνεται στην εικόνα 1, στο διάστηµα [ ]0,10  έχουµε να 

κάνουµε µε το κατώτερο άθροισµα, ενώ στο [ ]10,0−  µε το ανώτερο άθροισµα της 

συνάρτησης.  

 

 
Εικόνα 1: Η επιλογή Rectangle (-) στο [-10, 10] 

 

Ένα αποτέλεσµα σαν αυτό είναι δυνατόν να αξιοποιηθεί θετικά από τον 

σχεδιαστή της δραστηριότητας και τον διδάσκοντα δηµιουργώντας τις κατάλληλες 

συνθήκες για την εννοιολογική κατανόηση της διαφοράς ανάµεσα στο ανώτερο και 
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το κατώτερο άθροισµα. Κάτι τέτοιο όµως δεν ήταν στους στόχους του σχεδιασµού, 

δεδοµένου µάλιστα του περιορισµένου χρόνου που είχε διατεθεί.  

 
  Το άθροισµα Riemann 

Είναι άµεσα αντιληπτό µε βάση τα προηγούµενα ότι το λογισµικό δεν παρέχει τη 

δυνατότητα της επιλογής ενός τυχαίου σηµείου σε κάθε υποδιάστηµα που ορίζεται 

από την διαµέριση. Συνεπώς δεν µπορούµε να ορίσουµε το άθροισµα Riemann για τη 

συνάρτησή µας. Αυτό δεν αποτελεί πρόβληµα αν παραµείνουµε στο επίπεδο της 

έρευνας όπως αυτή εφαρµόστηκε στα δυο πρώτα σχολεία τον Μάρτιο του 2006, 

δηλαδή αν περιοριστούµε στην εισαγωγή της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος 

ως εµβαδού ενός παραβολικού χωρίου. Αν όµως θελήσουµε να αξιοποιήσουµε τη 

διαδικασία διδακτικά κάνοντας µια πρόταση για µια ολοκληρωµένη διδασκαλία του 

ορισµού της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος, όπως έγινε τον Απρίλιο του 

2007 στο τρίτο σχολείο, τότε εµφανίζεται σοβαρό πρόβληµα µια και ο ορισµός 

απαιτεί την ύπαρξη συνόλου ενδιάµεσων σηµείων και του αθροίσµατος Riemann. Για 

να ξεπεραστεί αυτό το πρόβληµα επιλέχτηκε οι µαθητές στο τρίτο σχολείο να 

εργαστούν στο σηµείο αυτό αποκλειστικά σε περιβάλλον «χαρτί-µολύβι» 

αξιοποιώντας τα δεδοµένα που είχαν ήδη συλλέξει. Τους δόθηκε στο φύλλο εργασίας 

το σχήµα της δραστηριότητας µε τα όρια του κήπου, την γραφική παράσταση της 

συνάρτησης και τις γραφικές αναπαραστάσεις του κατώτερου και του ανώτερου 

αθροίσµατος για πλήθος 5 ορθογωνίων (εικόνα 2), που είναι και η προεπιλογή του 

λογισµικού 

Τους ζητήθηκε να επιλέξουν αρχικά ένα τυχαίο σηµείο σε κάθε διάστηµα που 

ορίστηκε από τη διαµέριση αυτή, να κατασκευάσουν τα αντίστοιχα ορθογώνια και να 

διερευνήσουν τη σχέση µεταξύ του αθροίσµατος των εµβαδών των ορθογωνίων που 
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Εικόνα 2: Το ανώτερο και το κατώτερο άθροισµα στο [0, 10] 



 111 

κατασκεύασαν και των αθροισµάτων των εµβαδών των ορθογωνίων που είχαν ήδη 

υπολογίσει µε τη βοήθεια του λογισµικού. Στη συνέχεια ζητήθηκε από τους µαθητές 

να γενικεύσουν τα συµπεράσµατά τους. 

 
  Η διαµέριση 

Ένα ακόµα πρόβληµα του λογισµικού είναι ότι µπορούµε να επιλέξουµε µόνο 

διαµερίσεις που χωρίζουν το διάστηµα σε υποδιαστήµατα ίσου µήκους. Αυτό βέβαια 

στην συγκεκριµένη δραστηριότητα δεν αποτέλεσε πρόβληµα µια και στο επίπεδο της 

Γ΄ Λυκείου η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος ορίζεται µε χρήση  διαµερίσεων 

ακριβώς αυτού του τύπου. 

 
  Οι προσεγγίσεις 

H Artigue (2002), συνοψίζοντας µελέτες της ίδιας (1997b) αλλά και άλλων 

Γάλλων ερευνητών όπως οι Trouche (1997), Guin & Trouche (1999), Defouad (2000) 

και Lagrange (2000) οι οποίοι για περισσότερο από µια δεκαετία  ασχολήθηκαν µε το 

θέµα της ένταξης της χρήσης των CAS στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση στη Γαλλία, 

αναφέρεται στο γνωστικό σχήµα που ονοµάζει ‘σχήµα πλαισίωσης’ (framing scheme). 

Οι µαθητές των τάξεων που συµµετείχαν στις έρευνες αυτές εφοδιάστηκαν και 

χρησιµοποίησαν, στα πλαίσια της έρευνας αλλά και εκτός αυτής, για έναν χρόνο το 

ΤΙ-92, ένα CAS χειρός. Παρατηρεί η Artigue ότι µόνο δυο από τους εννέα µαθητές 

που συµµετείχαν σε µια από τις έρευνες που εξέταζε τον τρόπο µε τον οποίο 

χρησιµοποιούν οι µαθητές το CAS σε µια µελέτη µονοτονίας συνάρτησης µπόρεσαν 

να φτάσουν σε ακριβή γραφική παράσταση της συνάρτησης που τους δόθηκε. Ακόµα 

πιο σηµαντικό είναι το ότι οι πέντε από τους εννέα µαθητές δεν κατόρθωσαν να 

αναπτύξουν οποιασδήποτε µορφής στρατηγική για να έχουν µια καλύτερη 

απεικόνιση της γραφικής παράστασης της συνάρτησης µεταβάλλοντας το 

προεπιλεγµένο παράθυρο στην οθόνη του CAS (που είναι [ ] [ ]10,10 10,10− × − ). Και 

αυτό παρά το γεγονός ότι  αντιλαµβάνονταν αφ’ ενός µεν πως η γραφική παράσταση 

δεν µπορεί να βρίσκεται µόνο στο 2ο και 3ο τεταρτηµόριο αφ’ ετέρου δε είχαν την 

πεποίθηση ότι η µονοτονία της συνάρτησης δεν µπορεί να διατηρείται σταθερή. Το 

γνωστικό σχήµα που οι µαθητές αναπτύσσουν µέσα από τη χρήση του CAS και τους 

δίνει τη δυνατότητα να εφαρµόσουν τις κατάλληλες στρατηγικές για να µεταβάλλουν 

τις ρυθµίσεις της οθόνης ή να µεταβούν σε άλλο mode λειτουργίας του CAS ώστε να 
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έχουν καλύτερη εικόνα της γραφικής παράστασης της συνάρτησης είναι το ‘σχήµα 

πλαισίωσης’. Ένα ανάλογο φαινόµενο, το οποίο όµως δεν έχει σχέση µε τη γραφική 

παράσταση αλλά µε τα αποτελέσµατα που εµφανίζονται στο παράθυρο Result box, 

παρατηρήθηκε στην παρούσα έρευνα. Θα µπορούσε κανείς κατ’ αναλογία να µιλήσει 

για ‘σχήµα προσέγγισης’.  Επιλέξαµε την συνάρτηση 2( ) 0,3f x x= και το διάστηµα 

[ ]0,10 , αντί της 2( )f x x= και του διαστήµατος [ ]0,1  που συνηθίζεται, για τα ‘καλά’ 

αποτελέσµατα που δίνουν οι πράξεις. Πράγµατι το εµβαδόν που ζητείται να 

υπολογιστεί είναι 100 έναντι του 1/3 που προκύπτει στην περίπτωση της συνάρτησης 
2x  στο [ ]0,1 . Αλλά τα αποτελέσµατα των µετρήσεων που παίρνουµε όταν 

επιλέξουµε Find Area και ορίσουµε ως µέθοδο Rectangle (-) ή Rectangle (+) µόνο σε 

περιορισµένο αριθµό συγκεκριµένων περιπτώσεων είναι ακριβή. Στις υπόλοιπες 

περιπτώσεις στο παράθυρο αποτελεσµάτων καταγράφεται µια προσέγγιση του 

αποτελέσµατος µε συγκεκριµένο πλήθος δεκαδικών ψηφίων. Το λογισµικό επιτρέπει 

τον έλεγχο του πλήθους των ψηφίων από τον χρήστη µέσω των επιλογών:  Edit  

Preferences  General  Accuracy. Το µέγιστο επιτρεπόµενο πλήθος ψηφίων είναι 

10 µη συµπεριλαµβανοµένης της υποδιαστολής. Για την περίπτωση της συνάρτησης 

και του διαστήµατος που επιλέξαµε στην έρευνα αυτή η προεπιλογή του λογισµικού 

ήταν τα αποτελέσµατα στο Result box να δίνονται σε format 4 ή 5 το πολύ ψηφίων 

(µέχρι δυο δεκαδικά ψηφία). Στις αναλυτικές οδηγίες που δόθηκαν στους µαθητές 

µαζί µε το φύλλο εργασίας δεν έγινε καµία αναφορά στο γεγονός ότι το πλήθος των 

ψηφίων στα αποτελέσµατα µπορεί να µεταβληθεί. Το αποτέλεσµα ήταν ότι κανένας 

µαθητής και στα τρία σχολεία δεν αναρωτήθηκε αν µπορεί να µεταβάλλει το πλήθος 

των δεκαδικών ψηφίων ώστε να έχει µεγαλύτερη ακρίβεια. Η ρύθµιση αυτή έγινε 

µόνο µετά από παρέµβαση του ερευνητή ή των παρατηρητών. Χαρακτηριστικό είναι 

το παρακάτω επεισόδιο. 

 
Η:  99,85 βγάζει για το 1000. Εµείς θέλουµε 99,9. Πόσα να βάλουµε; 

Παραπάνω θέλει. Θέλει παραπάνω ορθογώνια. Να βάλουµε 1200; 
Β:  Ναι. 
Η:  99,87. Παραπάνω θέλει! Έλεος! Να βάλουµε 1400; 
Β:  Βάλε 1500. 
Η:  Να βάλουµε 1450 ή 1500; Για 1500 βγαίνει κάτι παραπάνω νοµίζω. 
Β:  Ναι; 
Η:  Ναι. Να βάλω 1500; (Περιµένει το αποτέλεσµα)  99,9. Βάλε 1450. 
Π:  Τώρα, µισό λεπτό! Κοιτάξτε εδώ! Βλέπετε ότι εδώ έχουµε 99,87 και 
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µετά 99,9. Πόσο ακριβώς είναι αυτό το 99,9; Είναι 99,885 ή είναι 
99,002; Αυτό δεν πρέπει να το ξέρετε; 

Η:  Ναι. Κολλάει! Κολλάει! 
Π:  Οπότε µπορούµε να πάµε στο View → Preferences → General  και 

βάλτε 8 στο Accuracy. Πατάτε ΟΚ. Οπότε τώρα αν κάνετε δεξί κλικ 
και update θα έχετε µεγαλύτερη ακρίβεια. 

Η:  99,90 και κάτι. Γράψε 1450. 

Επεισόδιο 5: Αύξηση του πλήθους των δεκαδικών ψηφίων µόνο µετά 
από παρέµβαση του παρατηρητή 

Η χρήση του λογισµικού εποµένως δεν αποτελεί αναγκαία συνθήκη ώστε οι 

µαθητές να δοµήσουν σχήµατα που να τους επιτρέπουν να αποκτήσουν µεγαλύτερο 

έλεγχο πάνω στα αποτελέσµατα µεταβάλλοντας το πλήθος των δεκαδικών ψηφίων 

της προσέγγισης. Κάτι τέτοιο έγινε µόνο µετά από την παρέµβαση του ερευνητή ή 

των παρατηρητών. Όµως και µετά την παρέµβαση αυτή οι δυο µαθητές δεν µπορούν 

να αξιοποιήσουν τις νέες δυνατότητες που τους παρέχονται. Αρκούνται στην τιµή 

1450 για την οποία υποθέτουν ότι το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων είναι 

µικρότερο από 99,9 µια και για την τιµή 1500 είναι πολύ λίγο µεγαλύτερο από 99,9. 

∆εν ελέγχουν την εικασία που κάνουν ότι θα πρέπει το άθροισµα των εµβαδών να 

είναι µικρότερο από 99,9 όταν το πλήθος των ορθογωνίων είναι 1450. ∆ηλαδή δεν 

προβαίνουν σε µια πιο λεπτοµερή διερεύνηση ώστε να βεβαιωθούν ότι η απάντησή 

τους είναι σωστή. 

Στο επόµενο επεισόδιο εµφανίζεται η δουλειά µιας άλλης οµάδας αφού ο 

ερευνητής έχει δώσει σε ολόκληρη την τάξη οδηγίες για την αύξηση του πλήθους των 

ψηφίων. 

 
Ζ:  Πόσο να βάλλουµε; 700 να βάλουµε; 
∆:  Στο 500 είναι 99,7. (Θέτουν ν=700 και περιµένουν). 
∆:  Ω! 
Ζ:  Πιο πολύ. Περίµενε! 
∆:  Λίγο ακόµα θέλει. 
Ζ:  800; (Χειρίζεται τον υπολογιστή). 99,81. Πάµε λίγο πιο πίσω; 
∆:  750. Στη µέση για να δούµε αν είναι πάνω ή κάτω 
Ζ:  750. (Χειρίζεται τον υπολογιστή. Περιµένουν). Να! Έλα, γράψε. 

99,8009. 
∆:  Ναι. Για το 749; 
Ζ:  Περίµενε. 
Ε:  Έχετε το 750; 
∆:  Ναι. Το κρατάµε αυτό. Τώρα, αν το παρακάτω ξεφύγει πολύ θα 

κρατήσουµε το 750. 
Ζ:  Πόσο είπαµε; 749, έτσι;  Ε! Πάει πιο λίγο. Άρα το 750 θα 
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κρατήσουµε. Άρα είναι από 300 µέχρι 750. 

Επεισόδιο 6: Το ‘σχήµα προσέγγισης’ 

Η σύγκριση της συµπεριφοράς των µαθητών στα επεισόδια 5, 6 καταδεικνύει τον 

διαφορετικό τρόπο αντιµετώπισης του προβλήµατος από τους µαθητές. Οι δυο 

µαθητές του επεισοδίου 5 στηρίζονται στο γεγονός ότι αντιλαµβάνονται διαισθητικά 

την µονοτονία της ακολουθίας των αποτελεσµάτων. ∆εν είναι σε θέση όµως να 

αναπτύξουν µια συγκροτηµένη στρατηγική που θα τους επιτρέψει να φτάσουν σε µια 

σίγουρα ικανοποιητική απάντηση. Αντίθετα οι µαθήτριες στο επεισόδιο 6 φαίνεται να 

αναπτύσσουν µια τέτοια στρατηγική. Αφού πρώτα παρατηρούν ότι η ζητούµενη τιµή 

ν του πλήθους των ορθογωνίων βρίσκεται µεταξύ του 700 και του 800, αποφασίζουν 

να διχοτοµήσουν το διάστηµα για να δουν µε µεγαλύτερη ακρίβεια σε πιο µισό του 

είναι το ζητούµενο πλήθος. Στη συνέχεια παρατηρούν ότι για ν=750 το αποτέλεσµα 

είναι πολύ κοντά στην τιµή που δίνεται. ∆εν αρκούνται όµως σε αυτό. Αξιοποιούν τη 

δυνατότητα για µεγαλύτερη ακρίβεια στις µετρήσεις. Παρατηρούν ότι το αποτέλεσµα 

της µέτρησης για ν=750 είναι πολύ κοντά στο 99,9. Ελέγχουν λοιπόν αν τους κάνει η 

αµέσως µικρότερη τιµή του ν, δηλαδή η τιµή ν=749. ∆ηλαδή η πληροφορία που 

δόθηκε από τον ερευνητή τους έδωσε τη δυνατότητα, µέσα από την αλληλεπίδρασή 

τους µε το λογισµικό, την αξιοποίηση της ανατροφοδότησης που δέχτηκαν από το 

µηχάνηµα και την προσπάθειά τους να ερµηνεύσουν τα αποτελέσµατα, να δοµήσουν 

ένα σχήµα το οποίο τις βοηθάει να χειριστούν προβλήµατα διάταξης µέσα από 

συγκρίσεις αποτελεσµάτων µε αυξανόµενη ακρίβεια προσέγγισης. Κάτι που είναι 

φανερό ότι δεν συνέβη στην περίπτωση των µαθητών του αµέσως προηγούµενου 

επεισοδίου. Αυτό το σχήµα θα µπορούσαµε να αποκαλέσουµε  ‘σχήµα προσέγγισης’. 

 

  Το διδακτικό συµβόλαιο, η επίδρασή του στη στρατηγική που επιλέγεται και 
τα σχήµατα που δοµούνται   

Είναι εµφανές λοιπόν ότι έχουµε να κάνουµε µε διαφορετική ερµηνεία του 

διδακτικού συµβολαίου παρά το ότι  πρόκειται για οµάδες µαθητών από το ίδιο 

σχολείο που δουλεύουν στον ίδιο χώρο την ίδια περίοδο. Τα δυο αγόρια θεωρούν ότι 

αρκεί να βρουν οποιαδήποτε τιµή του ν για την οποία το άθροισµα των εµβαδών των 

ορθογωνίων θα είναι µικρότερο από το εµβαδό που τους δίνεται. Η στρατηγική τους 

είναι απλά να βρουν µια οποιαδήποτε τιµή που να ικανοποιεί το ζητούµενο.  
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Το ίδιο µπορούµε να παρατηρήσουµε και σε µια ακόµα οµάδα κοριτσιών από το 

ίδιο σχολείο.  

 
Ν: (∆ιαβάζει) Μπορείτε να βρείτε µια τιµή για το πλήθος των 

ορθογωνίων στα οποία πρέπει να χωρίσετε το χωρίο ώστε το 
άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µικρότερο από 101; 

Τ:  Μικρότερο από 101. Για να δούµε. (Ψάχνουν στον πίνακα) 
Ν:  100,8 
Τ:  Άρα 200. Τώρα θέλει από 100,5 …εεε…να είναι µικρότερο από 

100,5 και µεγαλύτερο από 100,1. 
Ν:  Έλα 100,2 ή 100,3. 
Τ:  Που είναι το 100,3; ∆εν το έχεις σηµειώσει. 
Ν:  Ναι. Βάλε το εκατό κόµµα …. 
Τ:  Για …. 
Ν:  Τι για. Που είναι το 100,3; Βρες µου ένα κοντά του. 
Τ: (ψάχνει στον πίνακα) 100,8 για 200. Άρα να βάλω 500; 
Ν:  100,3. ∆ηλαδή 500. 
Τ:  Πόσο; 
Ν:  500. ∆ίνει 100,3. 

Επεισόδιο 7: Μια ερµηνεία του διδακτικού συµβολαίου 

Οι δυο µαθήτριες του επεισοδίου 7 θεωρούν ότι πρέπει να βρουν µια τιµή για το 

πλήθος των ορθογωνίων που να ικανοποιεί τη συνθήκη που τους δίνεται. Αξιοποιούν 

στην κατεύθυνση αυτή την εργασία τους στα προηγούµενα ερωτήµατα µε συνέπεια 

και προσεκτικά βήµατα. Προσδιορίζουν πρώτα µια τιµή του αθροίσµατος των 

εµβαδών που ικανοποιεί τις απαιτήσεις του ερωτήµατος και στη συνέχεια βρίσκουν 

µε τη βοήθεια των αποτελεσµάτων στον πίνακα την αντίστοιχη τιµή για το πλήθος ν 

των ορθογωνίων. Για άθροισµα εµβαδών µικρότερο του 101 ψάχνουν στον πίνακα 

και βρίσκουν το 100,8. Οπότε έχουν την τιµή ν=200.  Όταν δεν βρίσκουν µια 

κατάλληλη τιµή για το άθροισµα των εµβαδών (για παράδειγµα το 100,2 ή το 100,3) 

αλλά ούτε και κάποια άλλη τιµή που να τους κάνει, αναπτύσσουν µια στρατηγική που 

στηρίζεται στη µονοτονία της ακολουθίας των αποτελεσµάτων. Βρίσκουν µια τιµή 

όσο κοντά µπορούν στο στόχο που έχουν θέσει (το 100,2 ή το 100,3) και αυξάνουν το 

πλήθος των ορθογωνίων µια και κατανοούν ότι η ακολουθία είναι φθίνουσα. Έτσι 

βρίσκουν την τιµή ν=500 που ικανοποιεί τη συνθήκη. Σε µια πρώτη ανάγνωση οι 

στρατηγικές των δυο οµάδων στα επεισόδια 5 και 7 δεν φαίνεται να διαφέρουν. Αλλά 

µια πιο προσεκτική µατιά µας αναδεικνύει τη διαφορετικότητα των στρατηγικών. Οι 

δυο µαθήτριες  ερευνούν προσεκτικά για να προσδιορίσουν τις ζητούµενες τιµές. Οι 

δυο µαθητές από την άλλη αξιοποιούν επίσης τη γνώση τους για τη µονοτονία της 
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ακολουθίας των αποτελεσµάτων αλλά δεν είναι εξίσου προσεκτικοί στο χειρισµό της 

κατάστασης. Αφού παρατηρούν ότι το άθροισµα των εµβαδών 1500 ορθογωνίων 

είναι λίγο µεγαλύτερο από 99,9 αρκούνται να καταγράψουν την τιµή 1450 χωρίς να 

εξετάσουν αν πραγµατικά το άθροισµα των εµβαδών των 1450 ορθογωνίων είναι 

πράγµατι µικρότερο από 99,9. Τους φτάνει ότι, αφού η τιµή για ν=1500 είναι πολύ 

λίγο πάνω από το 99,9, διαισθητικά αντιλαµβάνονται ότι θα πρέπει το άθροισµα των 

εµβαδών 1450 ορθογωνίων να είναι µικρότερο από 99,9. ∆ηλαδή, ενώ τα κορίτσια 

του επεισοδίου 7 εργάζονται µεθοδικά και µε συγκεκριµένη στρατηγική, τα αγόρια 

του επεισοδίου 5 φαίνεται να εργάζονται περίπου τυχαία. 

Αντίθετα και προς τις δυο αυτές οµάδες τα δυο κορίτσια στο επεισόδιο 6 

προσπαθούν να προσδιορίσουν τη µέγιστη τιµή του πλήθους ν των ορθογωνίων για 

την οποία το άθροισµα των εµβαδών είναι µικρότερο από τη τιµή που δίνεται. Με τον 

ίδιο τρόπο αντιµετώπισαν όλα τα ερωτήµατα αυτού του είδους. Η στρατηγική τους 

εποµένως είναι αναγκαία πιο λεπτοµερής και περισσότερο επεξεργασµένη. 

Το ενδιαφέρον είναι ότι η οµάδα των αγοριών σε προηγούµενα παρόµοια 

ερωτήµατα αντιλαµβάνεται το διδακτικό συµβόλαιο µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο που 

το αντιλαµβάνονται οι µαθήτριες του επεισοδίου 6. Ο Η εκφράζει σαφέστατα την 

αντίληψή του για το διδακτικό συµβόλαιο δηλώνοντας τι νοµίζει ότι αναµένουν από 

αυτούς:  

 
Η:  Θέλει να βρεις το ελάχιστο πλήθος ορθογωνίων ώστε να είναι 99. 

Κατεβαίνουµε κι άλλο λοιπόν.  
Επεισόδιο 8: Το διδακτικό συµβόλαιο 

Η παρακολούθηση  ολόκληρου του επεισοδίου καταδεικνύει ότι τα δυο αγόρια 

αρχικά αναπτύσσουν στρατηγική παρόµοια µε αυτή των κοριτσιών του επεισοδίου 6. 

 
Β:  Κάτσε! Κάτσε! Τι λέει; Μπορείτε να βρείτε µια τιµή για το πλήθος 

των ορθογωνίων στα οποία πρέπει να χωρίσετε το χωρίο ώστε το 
άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µεγαλύτερο από 99; Στα 500 
πόσο είναι; 

Η:  99,7. Περίµενε. Στα 200 πόσο είναι; 99,25. Θα κατέβουµε κι άλλο. 
Β:  Γιατί ρε; ∆εν κατάλαβα τι κάνεις! 
Η:  Θέλει να βρεις το ελάχιστο πλήθος ορθογωνίων ώστε να είναι 99. 

Κατεβαίνουµε κι άλλο λοιπόν. (Ορίζουν ν=150) 
Β:  Νάτο! (∆είχνει το 150  στον animation controller και το αποτέλεσµα 

στο result box) 
Η:  Τόσο είναι. 
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Β:  149. Βάλε 149 να δούµε. 
Επεισόδιο 9: Η επίδραση του διδακτικού συµβολαίου στη στρατηγική που επιλέγεται 

Οι δυο µαθητές δεν αρκούνται στην τιµή 150 που δίνει αποτέλεσµα 99 για το 

άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων. Αναζητούν και το αποτέλεσµα για την τιµή 

149. ∆ηλαδή αναζητούν το ελάχιστο πλήθος ορθογωνίων για το οποίο το άθροισµα 

των εµβαδών γίνεται µεγαλύτερο από 99. Γιατί λοιπόν αλλάζουν την στρατηγική τους 

στο επεισόδιο 5;  Η απάντηση στο ερώτηµα κρύβεται στη µελέτη του επόµενου 

επεισοδίου το οποίο χρονικά προηγείται των επεισοδίων 5 και 8 και έπεται του 

επεισοδίου 9. 

 
Β:  Άρα είναι 150. 
Η:  Στα 150 είναι. Γράψε το. 
Β:  Κάτσε! Περίµενε! (∆ιαβάζει) Μια τιµή για το πλήθος των 

ορθογωνίων στα οποία πρέπει να χωρίσετε το χωρίο ώστε το 
άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µεγαλύτερο (τονίζει τη λέξη 
µεγαλύτερο) από 99. 

Η:  Το πλήθος των ορθογωνίων για το οποίο το άθροισµα των εµβαδών 
είναι ακριβώς 99 είναι 150. Για µεγαλύτερη τιµή είναι µεγαλύτερο. 

Β:  Αν δώσουµε µεγαλύτερες τιµές είναι µεγαλύτερο.  

Επεισόδιο 10: Το ξεκαθάρισµα της στρατηγικής 

Στο επεισόδιο 10 καθίσταται φανερό ότι αυτό είναι ακριβώς το σηµείο στο οποίο 

αποκρυσταλλώνεται η στρατηγική που θα ακολουθήσουν οι δυο µαθητές. Βέβαια το 

αποτέλεσµα που παίρνουν στο result box είναι 99 ακριβώς. Αν είχαν προσέγγιση µε 

ένα παραπάνω δεκαδικό ψηφίο θα έπαιρναν ως αποτέλεσµα το 99,002 και όχι το 99. 

∆ηλαδή το αποτέλεσµα δεν θα ήταν ίσο µε 99 αλλά µεγαλύτερο από αυτό. 

Αναπτύσσουν λοιπόν, µε βάση την ανατροφοδότηση που δέχονται, µια στρατηγική 

που στηρίζεται στην ισότητα και όχι στη διάταξη. Αναζητούν τιµή του ν για την 

οποία το άθροισµα των εµβαδών ισούται µε το δοσµένο εµβαδό. Αυτό ακριβώς 

επιχειρούν να κάνουν και στο επεισόδιο 5. Ο Η δηλώνει σαφώς ότι θέλουν το 

άθροισµα να είναι ακριβώς 99,9. Η παρέµβαση του παρατηρητή καταστρέφει τη 

στρατηγική αυτή. Οι δυο µαθητές δεν µπορούν να διαχειριστούν τη νέα κατάσταση 

στο πλαίσιο που τέθηκε από τον παρατηρητή  µια και είναι αδύνατο να βρουν τιµή 

του ν για την οποία το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων να είναι ίσο µε 99,9. 

Τα σχήµατα όµως αλλάζουν και προσαρµόζονται όταν µεταβάλλονται οι καταστάσεις 

(Beguin & Rabardel, 2000). Το κατά πόσον είναι παραγωγικά ή όχι εξαρτάται από τη 
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συµβατότητά τους µε άλλα σχήµατα ή έννοιες (Lagrange, 1999). Η λύση λοιπόν για 

να βγουν από το αδιέξοδο οι δυο µαθητές  είναι να µεταβάλλουν το σχήµα που έχουν 

ήδη δοµήσει ώστε αυτό να γίνει συµβατό µε το νέο περικείµενο. Βέβαια ούτε το νέο 

σχήµα µπορεί να είναι παραγωγικό στα πλαίσια της ερµηνείας του υπάρχοντος 

διδακτικού συµβολαίου, οπότε οι δυο µαθητές µεταβάλουν την ερµηνεία τους για το 

διδακτικό συµβόλαιο ώστε το σχήµα να είναι συµβατό µε αυτό. 

Έχουµε εποµένως να κάνουµε µε δυο διαφορετικές ερµηνείες του διδακτικού 

συµβολαίου που οδηγούν σε τρεις διαφορετικές στρατηγικές. Σύµφωνα µε την πρώτη 

ερµηνεία αρκεί να βρεθεί µια µόνο τιµή του πλήθους των ορθογωνίων για την οποία 

να ικανοποιείται η συνθήκη για το άθροισµα των εµβαδών τους. Η ερµηνεία αυτή 

οδήγησε σε δυο διαφορετικές στρατηγικές: Μια συγκροτηµένη (επεισόδιο 7) και µια 

λιγότερο επεξεργασµένη (επεισόδιο 5). Η δεύτερη ερµηνεία θα µπορούσε να 

χαρακτηρισθεί ως ‘διασταλτική’ µε την έννοια ότι οι µαθητές δεν περιορίζονται στο 

ζητούµενο, την εύρεση µιας τιµής, αλλά διαστέλλουν την έννοια του ζητούµενου 

ερευνώντας για τις καλύτερες δυνατές τιµές (επεισόδια 6 και 9). Αυτή η ερµηνεία 

οδηγεί (επεισόδιο 6) σε µια λεπτοµερέστερη και πιο επεξεργασµένη στρατηγική. Η 

επιλογή της στρατηγικής όµως συνδέεται µε τα σχήµατα τα οποία κατά τη διάρκεια 

της εργασίας τους δοµούν, µεταβάλλουν ή οικειοποιούνται οι µαθητές. 

Έτσι οι δυο µαθήτριες του επεισοδίου 6 ξεκινούν έχοντας τη δυνατότητα για 

προσεγγίσεις των αποτελεσµάτων µε περισσότερα δεκαδικά ψηφία, οπότε δεν 

περιορίζονται σε ισότητες. Το αποτέλεσµα είναι ότι το σχήµα που δοµούν τις βοηθάει 

να χειριστούν σχέσεις διάταξης. Αντίθετα οι δυο µαθητές των επεισοδίων 5, 8, 9 και 

10, όπως και οι µαθήτριες του επεισοδίου 7, ακριβώς επειδή ξεκινούν από µη 

ικανοποιητικές προσεγγίσεις των αποτελεσµάτων, οδηγούνται στην ανάπτυξη ενός 

σχήµατος που στηρίζεται στην ισότητα. Η διάταξη προκύπτει µόνο µέσα από τη 

µονοτονία της ακολουθίας των αποτελεσµάτων όπως γίνεται φανερό στο επεισόδιο 

10. Εποµένως το πλήθος των ψηφίων της προσέγγισης των αποτελεσµάτων στο result 

box επηρεάζει και το είδος των σχηµάτων που αναπτύσσουν οι µαθητές µέσα από τη 

χρήση του λογισµικού. 
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  Η ανάδυση του οργάνου   

Η έννοια της ενοργανωτικής γένεσης (instrumental genesis) εµπεριέχει αφ’ ενός 

µεν την εξέλιξη του artifact καθώς η δράση του χρήστη ξεδιπλώνεται αφ’ ετέρου δε 

την οικοδόµηση από το χρήστη σχηµάτων χρησιµοποίησης (utilization schemes). Και 

τα δυο συµβάλλουν στην ανάδυση και την ανάπτυξη του οργάνου (Beguin και 

Rabardel, 2000). Τη διαδικασία αυτή περιγράφει µέσα από το παρακάτω διάγραµµα ο 

Trouche (2004) ως µια αµφίδροµη κίνηση. Η µια φορά της κίνησης, που είναι η 

ενοργανοποίηση (instrumentalisation) του artifact, κατευθύνεται προς το εργαλείο, 

µε την έννοια ότι ο χρήστης ‘παίρνει το εργαλείο στο χέρι’, το προσαρµόζει στις 

µεθόδους του. Η άλλη φορά της κίνησης, που είναι η ενοργάνωση (instrumentation) 

της δράσης, έχει κατεύθυνση προς το χρήστη, µε την έννοια ότι οι περιορισµοί που το 

εργαλείο επιβάλλει συµβάλλουν στο να δοµηθεί η δραστηριότητα του χρήστη. 

Κατά τον Lagrange (1999) ‘Μια ανθρώπινη ύπαρξη που θέλει να χρησιµοποιήσει 

ένα artifact κτίζει τη σχέση του µε αυτό σε δυο κατευθύνσεις: Εξωτερικά αναπτύσσει 

τρόπους χρήσης του και εσωτερικά οικοδοµεί γνωστικές δοµές για να ελέγξει αυτές τις 

χρήσεις’. Οι δυο αυτές κατευθύνσεις δεν είναι ανεξάρτητες. ‘Κατά την πρώτη χρήση το 

υποκείµενο καθοδηγεί το εργαλείο µέσα από τα υπάρχοντα σχήµατα. Η πρωτογενής 

αυτή εµπειρία του παρέχει την ευκαιρία για προσαρµογή των σχηµάτων. Τα νέα 

καλύτερα προσαρµοσµένα στις καταστάσεις σχήµατα αποτελούν µε τη σειρά τους το 

Ενοργανοποίηση 

Ενοργάνωση 

Ένα Εργαλείο 
-Οι περιορισµοί του 
-Οι δυνατότητές του 

Ένα Υποκείµενο 
-Οι γνώσεις του 
-Οι µέθοδοι εργασίας 
του 

Ένα Όργανο 
Ένα µέρος του εργαλείου 

+ 
Τα σχήµατα που συγκροτήθηκαν στο 

πλαίσιο της δραστηριότητας 
 

∆ιάγραµµα 4: Η ενοργανωτιή γένεση 
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εφαλτήριο για την ανάπτυξη νέων τρόπων χρήσης κ.ο.κ’. (ibid, σελ. 57). ∆ιακρίνονται 

λοιπόν δυο φάσεις στη διαδικασία της ενοργανωτικής γένεσης. Η πρώτη είναι η φάση 

της ανακάλυψης των διάφορων εντολών, της εξερεύνησης της χρήσης τους και της 

διερεύνησης των αποτελεσµάτων και της οργάνωσής τους. Το κύριο χαρακτηριστικό 

αυτής της φάσης είναι η ισχυρή εξάρτηση του χρήστη από το µηχάνηµα. Οι µαθητές 

συχνά αγνοούν κατά τη διάρκειά της οποιαδήποτε άλλη πηγή πληροφόρησης. Αλλά, 

παρόλα αυτά, παρατηρείται στη φάση αυτή µια πρώτη µορφή ενοργάνωσης µε µια 

µεγάλη ποικιλία στρατηγικών και τεχνικών (Guin & Trouche, 1999). Από τη στιγµή 

που οι εντολές αποκτούν µαθηµατικό περιεχόµενο οι µαθητές µπαίνουν στη δεύτερη 

φάση που είναι φάση οργάνωσης. Το κύριο χαρακτηριστικό της φάσης αυτής είναι 

ότι οι µαθητές υιοθετούν µια στάση περιορισµού των στρατηγικών και των τεχνικών 

που έχουν αναπτυχθεί στην προηγούµενη φάση (ibid). Αρχίζουν να οργανώνουν τη 

δράση τους, να συνδέουν τις εντολές µεταξύ τους και µε άλλα διαθέσιµα εργαλεία, να 

ενδιαφέρονται για τις δυνατότητες και τους περιορισµούς που προκύπτουν.  

Όταν λοιπόν οι µαθητές έρχονται σε επαφή µε ένα εργαλείο – στην περίπτωση 

της έρευνας ο Η/Υ και το λογισµικό – αλληλεπιδρούν µε αυτό. Η µια κατεύθυνση 

αυτής της αλληλεπίδρασης είναι η δράση των µαθητών µε σκοπό τη χρήση του 

εργαλείου. Οι µαθητές προσπαθούν να το χρησιµοποιήσουν. Αρχίζουν να ανιχνεύουν 

το τι µπορούν να κάνουν µε αυτό. Εξερευνούν τις δυνατότητές του, ανακαλύπτουν 

κάποιες από τις ιδιότητές του (επεισόδια 1 έως 4). Μερικές φορές µπορεί να 

αγνοήσουν οποιαδήποτε άλλη πληροφορία (επεισόδια 5 και 7). Σπανιότερα µπορεί 

ακόµα και να του προσδώσουν νέες ιδιότητες. Η δεύτερη κατεύθυνση είναι αυτή της 

επίδρασης του εργαλείου πάνω στους µαθητές.  Η φύση του ίδιου του εργαλείου, οι 

περιορισµοί που προκύπτουν από τη φύση του και την κατασκευή του καθώς και οι 

δυνατότητές του καθορίζουν τα όρια των ενεργειών των µαθητών. Έτσι οι µαθητές 

είναι υποχρεωµένοι να δοµήσουν καινούργια σχήµατα (ατοµική συνιστώσα) ή να 

οικειοποιηθούν προϋπάρχοντα στον κοινωνικό περίγυρο σχήµατα (κοινωνικο-

πολιτισµική συνιστώσα) προκειµένου να επιτύχουν την αποτελεσµατική χρήση του 

εργαλείου στο συγκεκριµένο περικείµενο (επεισόδια 6 και 9). Καθώς η δράση των 

µαθητών εξελίσσεται, αυτά τα σχήµατα είναι δυνατό να µεταβάλλονται µε σκοπό να  

εξυπηρετούν καλύτερα τις ανάγκες των µαθητών στο έργο που έχουν αναλάβει 

(επεισόδια 5, 9 και 10). Έτσι µέσα από τη δράση των µαθητών αναδύεται µια νέα 



 121 

οντότητα που είναι µεν ένα εργαλείο, αλλά δεν είναι µόνο αυτό. Είναι το εργαλείο 

µαζί µε τα σχήµατα για τη χρήση του που δοµήθηκαν στο πλαίσιο της συγκεκριµένης 

δραστηριότητας. Αυτή η νέα οντότητα που αναδύθηκε µέσα από την αλληλεπίδραση 

µαθητών και εργαλείου είναι ένα όργανο.  

 

  Η παραγωγή µαθηµατικού νοήµατος   

Ο ρόλος των σχηµάτων είναι καθοριστικός για την ανάπτυξη των µαθηµατικών 

νοηµάτων. Τα µαθηµατικά νοήµατα και η γνώση αυξάνονται µε τον πολλαπλασιασµό 

των σχηµάτων που οι µαθητές αναπτύσσουν προσπαθώντας να φέρουν σε πέρας ένα 

έργο που τους έχει ανατεθεί σε κάποιο εννοιολογικό πεδίο (Lagrange,1999). Το 

πρόβληµα είναι ότι δεν αποτελούν όλα τα σχήµατα παραγωγικούς νοητικούς 

µηχανισµούς ικανούς για την παραγωγή επαρκούς γνώσης σε κάθε κατάσταση. 

Ειδικότερα, η παραγωγικότητα των σχηµάτων χρήσης ενός οργάνου εξαρτάται από 

την δυνατότητά τους να συνεργάζονται µε άλλα σχήµατα ή έννοιες. Εποµένως ο 

δάσκαλος για να υποστηρίξει µια αποδοτική χρήση της τεχνολογίας πρέπει να ελέγξει 

τα σχήµατα χρήσης που αναπτύσσουν οι µαθητές του και τη συνέργειά τους µε την 

ανελισσόµενη µαθηµατική γνώση (ibid). Έτσι το ενδιαφέρον του ερευνητή 

εστιάστηκε στις ευκαιρίες που παρέχει το λογισµικό-εργαλείο για την παραγωγή 

µαθηµατικών νοηµάτων µέσα από τη δόµηση κατάλληλων σχηµάτων από τους 

µαθητές σχετικά µε την έννοια του ορίου και τις παρανοήσεις της, µε την εφαρµογή 

του κριτηρίου παρεµβολής µε εννοιολογικό και όχι τυπικό τρόπο και, τέλος, µε την 

έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος. 

 

Οι ευκαιρίες που παρέχει το λογισµικό 
  Το όριο 

Οι µαθητές στην Ελλάδα δεν έχουν καµία ή, στην καλύτερη περίπτωση, έχουν 

ελάχιστη επαφή µε την έννοια του ορίου µέχρι την τρίτη τάξη του Λυκείου. Η έννοια 

του ορίου όµως αποτελεί τον πυρήνα του Απειροστικού Λογισµού και είναι µια από 

τις δυσκολότερες ως προς την κατανόησή τους έννοιες των µαθηµατικών (Tall, 1997; 

Lagrange, 1999). Η εισαγωγή της έννοιας στο Ελληνικό σχολείο επιχειρείται να γίνει 

διαισθητικά. Το πρόβληµα είναι ότι η επιζητούµενη διαισθητική εποπτεία πάνω στην 

έννοια επιχειρείται να αποκτηθεί µε τη βοήθεια στατικών εικόνων. Οι µαθητές 
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συνήθως βλέπουν τυπωµένη στο σχολικό εγχειρίδιο ή σε κάποιο άλλο βιβλίο την 

εικόνα της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης. Η στατικότητα της εικόνας 

επιχειρείται να εξουδετερωθεί µε τη χρήση βελών που υποδηλώνουν κίνηση της 

µεταβλητής και των τιµών της συνάρτησης. Ο ορισµός του ορίου δεν εξετάζεται και 

τελικά οι µαθητές, µε τη σύµφωνη γνώµη των  δασκάλων  τις περισσότερες φορές, 

αρκούνται στην εκµάθηση κάποιων κανόνων υπολογισµού ορίων και στην εξάσκησή 

τους στο πεδίο αυτό. Το αποτέλεσµα αυτής της αντίληψης και πρακτικής είναι η 

‘αλγεβροποίηση’ των εννοιών του Απειροστικού Λογισµού. Το όριο αντιµετωπίζεται 

ως ένας άγνωστος ή ως µια παράµετρος σε µια αλγεβρική παράσταση χάνοντας το 

νόηµα και τη σηµασία του. Το ίδιο συµβαίνει και µε άλλες έννοιες του Απειροστικού 

Λογισµού, που στηρίζονται στην έννοια του ορίου, όπως η παράγωγος και το 

ορισµένο ολοκλήρωµα (Tall, 1997). 

Η έννοια του ορίου είναι δισυπόστατη. Από τη µια πλευρά η άπειρη διαδικασία 

και από την άλλη το αντικείµενο (Artigue, 1997). Η µεγαλύτερη από τις δυσκολίες 

που αντιµετωπίζουν οι µαθητές είναι να ταυτοποιήσουν αρχικά και στη συνέχεια να 

ταυτίσουν αυτές τις δυο διαφορετικές όψεις της έννοιας. Είναι η ίδια αδυναµία που 

πολύ συχνά εµφανίζεται στην ταύτιση του αριθµού 0,999… (η άπειρη διαδικασία) µε 

τον αριθµό 1 (το αντικείµενο). Την  αδυναµία αυτή εµφάνισαν και µαθητές που 

συµµετείχαν στην παρούσα έρευνα. Ένα παράδειγµα αποτελεί η πεποίθηση µιας 

οµάδας µαθητών του τρίτου σχολείου οι οποίοι απαντώντας στην ερώτηση 4 («Πόσο 

νοµίζετε ότι είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου; Μπορείτε να δώσετε µια 

εξήγηση;») γράφουν στο φύλλο εργασίας (εικόνα 3): 

 

Οι µαθητές θεωρούν ότι το εµβαδόν του χωρίου είναι µικρότερο από 100 αλλά 

τείνει στο 100 µια και είναι περίπου ίσο µε 99,99…. Είναι ξεκάθαρο ότι πιστεύουν 

πως οι αριθµοί 99,999… και 100 είναι δυο διαφορετικοί αριθµοί και απλά  ο ένας 

Εικόνα 3: Το εµβαδόν είναι 99,99… και τείνει στο 100 
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είναι πολύ κοντά στον άλλο. Το περιεχόµενο της έκφρασης ‘τείνει να πάρει την τιµή 

αυτή’ είναι για τους δυο µαθητές ‘είναι ένας πολύ κοντινός αριθµός’. ∆ηλαδή το όριο 

ως διαδικασία (που εκφράζεται από τον αριθµό 99,99…) και το όριο ως αντικείµενο 

(που εκφράζεται από την τιµή 100) είναι δυο διαφορετικές οντότητες που για τους 

συγκεκριµένους µαθητές στη φάση αυτή δεν ταυτίζονται. Το ίδιο φαινόµενο 

παρατηρήθηκε και στην οµάδα των µαθητριών του πρώτου σχολείου η δράση της 

οποίας µελετήθηκε στα επεισόδια 4 και 6. 

 
∆:  Θα είναι πολύ µικρές οι διαφορές. Θα φτάσει στο 99,999 κλπ. 
Ε:  ∆ηλαδή στην πραγµατικότητα; 
∆:  100. Αλλά δεν θα είναι 100. 

Επεισόδιο 11: Ο αριθµός 99,999… δεν είναι ίσος µε τον αριθµό 100 

Η µαθήτρια ∆ δεν µπορεί να αντιληφθεί ότι οι αριθµοί 99,999… και 100 είναι οι 

δυο όψεις του ίδιου νοµίσµατος. Θεωρεί ότι είναι δυο διαφορετικοί αριθµοί και 

µάλιστα ότι ο 99,999… είναι µικρότερος από τον 1. Αυτό θα την οδηγήσει σε µια 

δυσκολία σε σχέση µε την αναγνώριση της έννοιας του ορίου και την ταύτισή του µε 

µια συγκεκριµένη τιµή όπως θα φανεί παρακάτω στα επεισόδια 18,19 και 20. 

 

Η δυσκολία στην αναγνώριση της έννοιας του ορίου 

Αποτέλεσµα όλων των παραπάνω είναι η δυσκολία που έχουν οι µαθητές να 

αναγνωρίσουν ένα όριο έξω από συγκεκριµένα περικείµενα. Το πρόβληµα γίνεται 

οξύτερο στην περίπτωση που έχουν να αντιµετωπίσουν ένα όριο ακολουθίας. Οι 

µαθητές της τρίτης τάξης του Λυκείου δεν έχουν έλθει σε επαφή µε όριο ακολουθίας. 

Στο σχολικό εγχειρίδιο της τάξης αυτής το όριο ακολουθίας απαντάται σε µια µόνο 

υποπαράγραφο. ∆ίνεται ο ορισµός της ακολουθίας και αφού απλώς αναφέρεται ότι 

για τον υπολογισµό του ορίου µιας ακολουθίας εφαρµόζουµε τις ίδιες µεθόδους που 

εφαρµόστηκαν για τον υπολογισµό ορίου συνάρτησης δίνεται και ένα παράδειγµα 

υπολογισµού ορίου.  Η ευκαιρία βέβαια έχει χαθεί από την Β΄ τάξη του Λυκείου όπου 

δεν ασχολούµαστε µε το άθροισµα των απείρων όρων µιας απολύτως φθίνουσας 

γεωµετρικής προόδου µια και αυτό ‘είναι εκτός ύλης’.  Ακόµα χειρότερα, υπάρχουν 

µαθητές οι οποίοι αγνοούν ακόµα και την ύπαρξη της έννοιας της ακολουθίας µια και 

αρκετοί καθηγητές επιλέγουν στην Β΄ Λυκείου, λόγω της πίεσης χρόνου και µε 

δεδοµένη την κατάργηση των Γενικών Εξετάσεων στην τάξη αυτή, να καταπιαστούν 

µε τη διδασκαλία του τέταρτου κεφαλαίου του σχολικού βιβλίου, το αντικείµενο του 
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οποίου είναι η µελέτη της εκθετικής και λογαριθµικής συνάρτησης, και να αγνοήσουν 

το τρίτο κεφάλαιο του οποίου το θέµα είναι οι ακολουθίες και ιδιαίτερα οι πρόοδοι. 

Έτσι για τους µαθητές αυτούς είναι εξαιρετικά δύσκολο να αντιµετωπίσουν  ξαφνικά, 

µέσα από τον ορισµό της έννοιας του  ορισµένου ολοκληρώµατος, µια καινούργια 

έννοια - αυτή της ακολουθίας – µια και το ορισµένο ολοκλήρωµα είναι ακριβώς το 

όριο της ακολουθίας αθροισµάτων Riemann  και ταυτίζεται µε το κοινό όριο των 

ακολουθιών κατώτερων και ανώτερων αθροισµάτων της συνάρτησης.  

Χαρακτηριστικό είναι το επόµενο παράδειγµα. ∆υο µαθητές, ο Σ και ο Κ, 

προσπαθούν να αιτιολογήσουν την εικασία τους ότι το εµβαδόν του χωρίου είναι ίσο 

µε 100 τετραγωνικές µονάδες. Απαντώντας στο ερώτηµα: «Πόσο είναι τελικά το 

ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου; Μπορείτε να δώσετε µια εξήγηση;» γράφουν στο 

φύλλο εργασίας (εικόνα  4) 

 

Σε πρώτη ανάγνωση µπορεί να θεωρηθεί ότι οι δυο µαθητές οδηγούνται µέσα από 

τη διαδικασία στην έννοια του ορίου. Όµως µια πιο προσεκτική εξέταση της 

κατάστασης ανατρέπει την εικόνα αυτή. Λίγο αργότερα, όταν προσπαθούν να δώσουν 

έναν κανόνα για τον υπολογισµό του εµβαδού, γίνεται ο παρακάτω διάλογος µεταξύ 

των µαθητών και του ερευνητή: 
 

Σ:  Αν δεν βρήκατε ότι υπάρχει, λέει, µπορείτε να διατυπώσετε έναν 
κανόνα; 

Ε:  ∆ηλαδή µπορείτε να περιγράψετε τη διαδικασία που έγινε µέχρι 
τώρα; Τι κάναµε για να υπολογίσουµε το εµβαδόν; 

Κ:  ∆ίναµε τιµές. 
Σ:  Όσο δίναµε τιµές, τόσο βγάζαµε εµβαδά. 
Ε:  ∆ηλαδή; Ποιος είναι ο κανόνας; Τι είναι ένας κανόνας; Ένας 

Εικόνα 4: Η εξήγηση µε ορολογία ανάλυσης 
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κανόνας θα λέει: Στην αρχή κάνω αυτό και µετά κάνω εκείνο και 
µετά το άλλο και τελείωσα. 

Σ:  Όσο αυξάνουµε… (παύση) 
Ε: Μάλιστα. Για να δούµε. ∆ηλαδή τι κάναµε; Βρήκαµε ένα άθροισµα 

εµβαδών ορθογωνίων και µετά αυξήσαµε το πλήθος τους πολύ. Και 
τι παρατηρήσαµε; Κάτι τέτοιο. 

Σ:  Όσο αυξάνεται το πλήθος των ορθογωνίων τόσο αυξάνεται και το 
άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων. Άρα είναι ανάλογα. 
Αυξάνεται το ένα, αυξάνεται και το άλλο. 

Επεισόδιο 12: Η αδυναµία σύλληψης της έννοιας του ορίου 

Οι δυο µαθητές στην απάντησή τους στο ερώτηµα 4 χρησιµοποιούν ορολογία 

ορίου: ‘Το εµβαδόν τείνει προς το 100’. Στην πραγµατικότητα όµως, όπως φαίνεται 

από το επεισόδιο 12, απέχουν πολύ από το να συλλάβουν το γεγονός ότι έχουν να 

κάνουν µε ένα όριο. Αντιµετωπίζουν την κατάσταση µε όρους άλγεβρας και όχι 

ανάλυσης. Έτσι ενώ αναπτύσσεται αρχικά µια πρώτη διαισθητική προσέγγιση της 

έννοιας του ορίου δεν κατορθώνουν τελικά να συνδέσουν άµεσα το άθροισµα των 

εµβαδών των ορθογωνίων µε το εµβαδό του χωρίου (‘Όσο αυξάνεται το πλήθος των 

ορθογωνίων τόσο αυξάνεται και το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων’). Βέβαια 

γίνεται άµεσα αντιληπτό στο σηµείο αυτό ότι η έλλειψη θεωρητικού υπόβαθρου – η 

άγνοια δηλαδή του ορισµού ο οποίος δεν συζητείται στην τάξη αφού είναι ‘εκτός 

ύλης’ – στερεί από τους µαθητές τη δυνατότητα ενός επιπλέον τρόπου προσέγγισης 

της έννοιας. Έτσι, αναγκαία, περιορίζονται σε µια αλγεβρικής φύσης (και µάλιστα 

λανθασµένη) αντιµετώπιση της κατάστασης: ‘Άρα είναι ανάλογα’. 

Στο επόµενο επεισόδιο οι µαθήτριες των επεισοδίων 4, 6 και 11 ασχολούνται µε 

το ίδιο πρόβληµα. Προσπαθούν να ανακαλύψουν πόσο είναι το ζητούµενο εµβαδόν. 

 
Ζ:  Βασικά να δούµε αν µπορεί να πάει ποτέ 100; Αν πάει 100 και µισό 

τότε το έχει συµπληρώσει (εννοεί το χωρίο). 
∆:  Και γιατί να είναι 100 το εµβαδόν και να µην είναι 101;Γιατί το 

είπαµε χθες; (αναφέρεται στο pretest).  Άσε ρε! 
Ζ:  Όχι. Σκεφτόµουνα ότι στις προηγούµενες ερωτήσεις…(σκέφτεται)… 

για να το κάνουµε ορατό…(επεµβαίνει η ∆) 
∆:  Να πάρουµε το όριο. 

Επεισόδιο 13: Η εµφάνιση της έννοιας του ορίου 

Τα δυο κορίτσια δεν χρησιµοποιούν ορολογία ορίου όπως τα αγόρια στο 

επεισόδιο 12 και όµως οδηγούνται µε φυσικό τρόπο στην αναγκαιότητα χρήσης του. 
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Γιατί παρουσιάζεται αυτή η διαφορά; Θα πρέπει να γυρίσουµε λίγο πίσω και να 

δούµε τη δουλειά των δυο µαθητών του επεισοδίου 11 σε προηγούµενα ερωτήµατα: 

 
Σ: (∆ιαβάζει) «Μπορείτε να βρείτε µια τιµή για το πλήθος των 

ορθογωνίων στα οποία πρέπει να χωρίσετε το χωρίο ώστε το 
άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µεγαλύτερο από 99;». 100 και 
πάνω είναι; Όχι. 200 και πάνω πρέπει να είναι τελικά. Για να το 
δοκιµάσουµε λίγο. 

Κ:  Μεγάλε! 
Σ:  99,7. Και λιγότερο να βάλλουµε δηλαδή θα µπει. Για να βάλουµε 100. 

Α! Είναι 98. 
Κ: 98,8 λέει. 
Σ: Από 200 είναι λοιπόν. 
Κ:  (∆ιαβάζει) «Μπορείτε να κάνετε το ίδιο όταν το άθροισµα των 

εµβαδών πρέπει να είναι µεγαλύτερο από 99,5 και µικρότερο από 
99,8;». Πόσο ήταν το 99,70; 

Σ:  Έχω βάλλει ήδη 200. Στο 200 µας δίνει 99,25. Τη µικρότερη τιµή. 
Κ:  99,25; 
Σ:  Ναι. Τη µικρότερη τιµή. 
Κ:  Τη µικρότερη τιµή; Σε σύγκριση µε τι; 
Σ:  ∆εν υπάρχει σύγκριση. Απλώς τη µικρότερη τιµή πάνω από το 99. 

∆εν κοίταξα άλλη. Τώρα θέλουµε 99,5. Που το έχουµε δει; Στο 270 
είναι 99,4. 99,48 στο 290. Στο 300 βγάζει 99,5 ακριβώς. Νταν! 

Κ:  Ωραία! Σωστό. 
Σ:  Μέχρι το 99,8. Για να δούµε για 1000. 99,85. Να βάλουµε 885. 

Βγαίνει λιγότερο ε; 
Κ:  Λες να είναι 800; 
Σ:  Λες; 
Κ:  Ναι. 
Σ: Για πάµε. 800. Τώρα λέει από 99,8 και πάνω. Από 800. 

Επεισόδιο 14: Η αδυναµία δόµησης σχήµατος 

Οι δυο µαθητές στο ερώτηµα 3 δείχνουν να ξεκινούν από µια καλή βάση. 

Εξετάζουν τις τιµές του αθροίσµατος των εµβαδών για ν=200 και για ν=100. ∆εν 

προχωρούν πέρα από το σηµείο αυτό. Αρκούνται στην τιµή 200. ∆εν εξετάζουν αν 

υπάρχει και µικρότερη τιµή του ν για την οποία το άθροισµα των εµβαδών να είναι 

µεγαλύτερο από 99. Θεωρούν όµως ότι αυτή δεν είναι απλά µια τιµή που τους κάνει 

αλλά ότι είναι µια χαρακτηριστική τιµή, µια τιµή που καθορίζει το σύνορο των 

ζητούµενων τιµών (‘Από 200 είναι λοιπόν’). Όµως λίγο πιο κάτω ο Σ αναφέρεται στη 

µικρότερη τιµή πάνω από το 99 από αυτές που κοίταξε (‘∆εν κοίταξα άλλη’). Φαίνεται 

λοιπόν να αναπτύσσουν µια στρατηγική παρόµοια µε αυτήν των µαθητών των 

επεισοδίων 5,8,9 και 10. Ψάχνουν για µια τιµή που να ικανοποιεί τις απαιτήσεις των 
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ζητουµένων χωρίς παραπάνω διερεύνηση. Η διαφορά είναι ότι στο επεισόδιο αυτό οι 

δυο µαθητές είναι βέβαιοι ότι η τιµή ν=200 δίνει αποτέλεσµα που ικανοποιεί τις 

απαιτούµενες συνθήκες σε αντίθεση µε τους Β και Η που εικάζουν ότι η τιµή 1450 

είναι ικανοποιητική, χωρίς όµως να βεβαιωθούν για αυτό. Η στρατηγική τους λοιπόν 

φαίνεται ότι είναι περισσότερο λεπτοµερής από τη στρατηγική των Β και Η και ότι 

προσεγγίζει αυτή των µαθητριών του επεισοδίου 7 (‘Πόσο ήταν στο 99,70;’). Στα 

ερωτήµατα 3a και 3b όµως η αντίληψή τους για το διδακτικό συµβόλαιο είναι πιο 

κοντά στην αντίληψη των µαθητριών του επεισοδίου 6 µε την έννοια ότι αναζητούν 

τιµές του ν για τις οποίες το άθροισµα των εµβαδών φράσσεται σε ένα υποδιάστηµα 

του ζητούµενου διαστήµατος. Αναζητούν λοιπόν και αυτοί πιο ‘ικανοποιητικές’ τιµές 

για το πλήθος ν των ορθογωνίων στα ερωτήµατα αυτά. Η στρατηγική τους όµως δεν 

είναι εξίσου λεπτοµερής και επεξεργασµένη µε αποτέλεσµα να οδηγούνται σε λάθη. 

Για ν=800 το άθροισµα των εµβαδών είναι 99,81 που είναι µεγαλύτερο από 99,8. 

Αυτή η τιµή είναι ικανοποιητική µεν για το ερώτηµα 3b αλλά όχι και για το 3a όπου 

τους ζητείται πλήθος ορθογωνίων για το οποίο το άθροισµα των εµβαδών να είναι 

µικρότερο από 99,8. Επίσης, αν και έχουν στη διάθεσή τους την πληροφορία για τη 

δυνατότητα αύξησης του πλήθους των δεκαδικών ψηφίων, δεν είναι σε θέση να την 

αξιοποιήσουν (‘Στο 300 βγάζει 99,5 ακριβώς. Νταν’). Οι δυο µαθητές λοιπόν είναι 

φανερό ότι δεν καταφέρνουν να αναπτύξουν ένα σχήµα που θα τους επιτρέψει να 

χειριστούν αποτελεσµατικά την κατάσταση. Το αποτέλεσµα της αδυναµίας αυτής 

είναι να µην διενεργείται η διαδικασία της ενοργανωτικής γένεσης. Το εργαλείο–

µηχάνηµα δεν µετατρέπεται λοιπόν σε όργανο-εργαλείο και το αποτέλεσµα είναι οι 

µαθητές να αδυνατούν να παράγουν µαθηµατικά νοήµατα. Αντίθετα τα δυο κορίτσια 

έχουν κατασκευάσει µέσα από τη διαδικασία της ενοργανωτικής γένεσης ένα όργανο 

που τις βοηθάει να αναπτύξουν νοήµατα µέσα από τις καταστάσεις που χειρίζονται. 

Το ίδιο συµβαίνει και µε τους µαθητές των επεισοδίων 5,7,8 και 9 όπως φαίνεται στο 

επόµενο επεισόδιο. 

 
Β:  Φτιάξαµε την καµπύλη αυτή εδώ. Ωραία! Και τώρα 

προσπαθούσαµε…(παύση)…Μας έδινε εδώ πέρα κάτι τέτοια ( 
δείχνει τα ορθογώνια)… Πάτα το ρε Η  να πάει στα 5 ορθογώνια. 
Μας έδινε 5, 6 ορθογώνια και βγάζουµε µε έναν τρόπο εδώ το 
εµβαδόν των ορθογωνίων. Του αθροίσµατος. Ωραία; Εµείς δίνουµε 
5,6,7,8,10, 50 και 1000 ορθογώνια κλπ και βρίσκουµε πόσο είναι το 
εµβαδόν του αθροίσµατος. Όχι. Το άθροισµα των εµβαδών. 
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Η:  Αυτό έχουµε κάνει τώρα; 
Β:  Ναι. Αυτό έχουµε κάνει. Και εδώ εκτίµηση της διαφοράς του 

αθροίσµατος των εµβαδών από το εµβαδόν του χωρίου. Έχουµε 
δώσει µια µεγάλη τιµή, το 1000, και έχει µαυρίσει όλο. Οπότε είναι 
πάνω κάτω γύρω στο 100 το εµβαδόν όλο. 

Η:  Αυτό εδώ. Έτσι; 
Β:  Ναι. Γύρω στο 100. Ε! Και κάνουµε την αφαίρεση αυτή εδώ πέρα 

(δείχνει την τρίτη στήλη του πίνακα του ερωτήµατος 1). Όχι. 99,85 
είναι. 

Η:  99,85 είναι για 1000 ορθογώνια. Στα 1000 ορθογώνια πάλι αφήνει 
ένα µικρό κενό. Που µικραίνει. ∆εν είναι τέλειο; 100 είναι ακριβώς! 

Επεισόδιο 15: Η διαισθητική ανάπτυξη της έννοιας του ορίου 

Το επεισόδιο αυτό διαδραµατίζεται πριν από τα επεισόδια 5,7,8 και 9. Οι µαθητές 

προσεγγίζουν διαισθητικά την έννοια του ορίου µέσα από τον αναστοχασµό της 

δράσης τους και των αποτελεσµάτων της. Είναι σηµαντικό ότι ο Η καταλήγει ότι το 

όριο της ακολουθίας των αποτελεσµάτων των µετρήσεων αποτελεί ακριβώς την τιµή 

του ζητούµενου εµβαδού. Αλλά και µετά την τροποποίηση του σχήµατος που είχαν 

δοµήσει που προκλήθηκε από την παρέµβαση του παρατηρητή (επεισόδιο 5) 

οδηγούνται και πάλι στην έννοια του ορίου: 

 
Β:  Τι ζητάει µετά; 
Η:  Στο πίσω φύλλο λέει: Πόσο είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδό του 

χωρίου; Εντάξει, 100 είναι, αλλά δεν θα το γράψουµε έτσι. Είναι… 
Β: Πόσο είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδό του χωρίου. Μπορείτε να 

δώσετε µια εξήγηση; Μια εξήγηση. 
Η:  Να πούµε όσο µεγαλύτερο πλήθος ορθογωνίων δώσουµε τόσο πιο 

ακριβής είναι η µέτρηση και το εµβαδόν προσεγγίζει το 100. 
Β:  Κάτσε να το γράψουµε. 
Η:  ∆ηλαδή… 
Β:  Όσο µεγαλώνει το πλήθος τότε το εµβαδόν των… Όχι. Το άθροισµα 

των εµβαδών των ορθογωνίων πλησιάζει το 100. Ναι. Λοιπόν για 
πες. Παρατηρούµε… 

Η: (υπαγορεύει) ότι όσο µεγαλύτερο είναι το πλήθος των ορθογωνίων 
τόσο πιο ακριβής είναι η µέτρηση και παρατηρούµε 

Β:  Τόσο πιο ακριβής είναι η µέτρηση; 
Η:  Ναι. Η προσέγγισή µας; 
Β:  Η µέτρηση. Τέλος πάντων. 
Η: Και παρατηρούµε. Το έγραψες; Και παρατηρούµε ότι … 
Β:  Το άθροισµα των εµβαδών… 
Η:  Αν το άθροισµα των εµβαδών. Μια στιγµή. Πόσο να βάλλω; 
Β:  2000; 
Η:  Ναι. Αν βάλουµε 2000 ορθογώνια βλέπεις; Πάει στο 99,92. ∆ηλαδή 

πολύ κοντά στο εµβαδόν. Λοιπόν. Και παρατηρούµε ότι αν βάλουµε 
έναν πολύ µεγάλο αριθµό πλήθους, άνοιξε παρένθεση, πχ περίπου 
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µάλλον 2000, τότε το εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη 
γραφική παράσταση και τους άξονες… 

Β:  Προσεγγίζει το 100. 
Η:  Άρα… 
Β:  Ναι… 
Η:  Άρα το εµβαδό είναι 100. 

Επεισόδιο 16: Η διαισθητική ανάπτυξη της έννοιας του ορίου µέσα από το 
τροποποιηµένο σχήµα 

Οι µαθητές στο επεισόδιο αυτό, που έπεται της παρέµβασης του παρατηρητή, 

χρησιµοποιούν ορολογία ορίου για να περιγράψουν την κατάσταση όπως και οι 

µαθητές του επεισοδίου 10. Η διαφορά είναι ότι αυτοί οι δυο µαθητές δεν µένουν 

µόνο στην ορολογία. Έχουν τροποποιήσει το σχήµα που ανέπτυξαν για το χειρισµό 

των καταστάσεων σύγκρισης και διάταξης αλλά έχουν οδηγηθεί, όπως και τα 

κορίτσια, στην ανάπτυξη του οργάνου-εργαλείου. Αυτό τους δίνει τη δυνατότητα να 

παράγουν µαθηµατικά νοήµατα µέσα από τη δράση τους. Παρατηρούν ότι 

µεταβάλλοντας το πλήθος των ορθογωνίων ώστε αυτό να µεγαλώσει (‘…όσο 

µεγαλώνει το πλήθος…’) και, κυρίως, από ένα πλήθος και µετά ( ‘…αν  βάλλουµε έναν 

πολύ µεγάλο αριθµό πλήθους…’) οι τιµές του εµβαδού είναι πολύ κοντά στο 100 

(‘…το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων πλησιάζει το 100’  και ‘…τότε το 

εµβαδό του χωρίου που περικλείεται από τη γραφική παράσταση και τους άξονες … 

προσεγγίζει το 100’). Και ολοκληρώνουν: ‘άρα το εµβαδόν είναι 100’. Οδηγούνται 

λοιπόν, µέσα από τη διαδικασία, στην έννοια του ορίου. 

 

Το όριο και οι τιµές της ακολουθίας 

Μια συνήθης παρανόηση των µαθητών σε σχέση µε την έννοια του ορίου είναι  

ότι θεωρούν πως οι τιµές µιας συνάρτησης δεν µπορούν να επιτύχουν την οριακή 

τιµή (Cornu, 1991 ; Tall, 1997). Στο θέµα αυτό είναι αξιοσηµείωτο ότι οι Μαστορίδης 

και Ζαχαριάδης (2004) αναδεικνύουν το γεγονός ότι την ίδια ακριβώς παρανόηση 

έχει αναπτύξει και ένα µέρος των µαθηµατικών που εργάζονται ως εκπαιδευτικοί στη 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση στη χώρα µας. Η παρανόηση αυτή φαίνεται να κυριαρχεί 

και στις αντιλήψεις των µαθητών που συµµετείχαν στην έρευνα αυτή. Οι µαθητές, µε 

την εξαίρεση πολύ λίγων όπως ο Η στα επεισόδια 13 και 14, θεωρούσαν δεδοµένο, 

στο πρώτο τουλάχιστον στάδιο της διαδικασίας, ότι το όριο του αθροίσµατος των 

εµβαδών των ορθογωνίων δεν θα γίνει ποτέ ίσο µε το εµβαδόν του χωρίου. 

Χαρακτηριστικά είναι τα παρακάτω επεισόδια: 
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Σ: (∆ιαβάζει) Πόσο είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου; 

Πόσο είναι το εµβαδόν; 
Π:  Εσείς τι πιστεύετε; Σύµφωνα µε όσα έχετε γράψει πιο πριν. 
Κ:  Το 100 είναι µωρέ! 
Σ:  Γιατί όµως το 100; 
Κ:  Αφού τείνει όλο προς τα εκεί. Το 100 δεν είναι; (απευθύνεται στον 

ερευνητή) 
Ε:  Έλα. Τι είναι; 
Κ:  Πόσο είναι τελικά το εµβαδόν του χωρίου; 
Ε:  Πόσο λες ότι είναι; 
Κ:  100. Όλο προς τα εκεί τείνει. Αλλά δεν το ακουµπάει όµως. 

Επεισόδιο 17: Οι τιµές δεν µπορούν να είναι ίσες µε το όριο 

Στο επεισόδιο 17 εξετάζεται και πάλι η δράση των µαθητών των επεισοδίων 12 

και 14. Ο Κ έχει επιτύχει να έχει µια πρώτη επαφή µε την έννοια  του ορίου, πράγµα 

που δεν κατορθώνει ο Σ. Αλλά αµέσως εκφράζει τη βεβαιότητά του ότι το εµβαδό δεν 

µπορεί να είναι ακριβώς 100 (‘…Αλλά δεν το ακουµπάει όµως’). Η βεβαιότητα αυτή 

στη συγκεκριµένη περίπτωση µπορεί να οφείλεται και στο γεγονός ότι οι δυο µαθητές 

δεν φαίνεται, όπως έγινε φανερό και στη µελέτη του επεισοδίου 12, να µπορούν να 

συνδέσουν το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων µε το εµβαδόν  του χωρίου. 

Αιτία της αδυναµίας αυτής είναι το ότι δεν έχουν επιτύχει να εννοιολογικοποιήσουν 

την έννοια του ορίου µε αποτέλεσµα να µπορούν να συσχετίσουν τις δυο ποσότητες 

µόνο αλγεβρικά µέσα από µια σχέση µικρότερου. Οι δυο µαθητές δεν καταφέρνουν 

να υπερβούν τη γεωµετρική εποπτεία που αποκτούν µε την οπτική αναπαράσταση η 

οποία τους υποβάλλει την αντίληψη ότι το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων 

είναι µικρότερο από το εµβαδόν του χωρίου. Έτσι και το «όριο» του αθροίσµατος των 

εµβαδών των ορθογωνίων, στο βαθµό που το ανακαλύπτουν, δεν µπορεί παρά να 

είναι µικρότερο από το πραγµατικό εµβαδόν του χωρίου.  

Σε µια αντίστοιχη κατάσταση βρίσκονται και οι µαθητές µιας οµάδας του τρίτου 

σχολείου. Έχουν αναπτύξει την ίδια στρατηγική µε τις µαθήτριες του επεισοδίου 7. 

 
Εικόνα 5: Η στρατηγική της ικανοποιητικής τιµής 
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Είναι φανερό ότι οι µαθητές αρκούνται στην εξεύρεση µιας ικανοποιητικής τιµής 

σε κάθε ερώτηµα. Με τον ίδιο τρόπο αντιµετωπίζουν όλα τα ερωτήµατα αυτής της 

µορφής. Οικοδοµούν λοιπόν ένα σχήµα αντίστοιχο µε αυτό των µαθητριών του 

επεισοδίου 7 που τελικά τους οδηγεί στην έννοια του ορίου. 

 

 

Και στην περίπτωση αυτών των µαθητών είναι προφανές ότι θεωρούν ότι το όριο 

της ακολουθίας δεν είναι ακριβώς 100 αλλά µια τιµή που προσεγγίζει το 100 αφού 

σαφώς δηλώνουν ότι το ζητούµενο εµβαδόν είναι ‘περίπου 100’. 

Αλλά και οι δυο µαθήτριες του επεισοδίου 11, που φαίνεται ότι οδηγούνται σε µια 

ξεκάθαρη αντίληψη για τη χρήση οριακών διαδικασιών, αντιµετωπίζουν το ίδιο 

πρόβληµα: 

 
Ζ: (∆ιαβάζει) Πόσο είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου; 

Μπορείτε να δώσετε µια εξήγηση; 
Ε:  Εδώ τι γίνεται; Έχετε κάποια εκτίµηση; 
∆:  Κατ’ αρχήν, δεν µπορούµε ποτέ να το βρούµε. 

Επεισόδιο 18: Είναι το όριο ακριβές; 

Ακόµα και µια απλή ανάγνωση του επεισοδίου καθιστά φανερό το ότι η ∆ θεωρεί 

ότι µια οριακή διαδικασία δεν µπορεί να µας δώσει ακριβές αποτέλεσµα. Μας δίνει 

απλά µια τάση, αλλά όχι αποτέλεσµα. Η πεποίθηση αυτή της µαθήτριας είναι σαφής 

και στο επόµενο επεισόδιο. 

 
∆:  Θα είναι πολύ µικρές οι διαφορές. Θα φτάσει στο 99,999 κλπ. 
Ε:  ∆ηλαδή στην πραγµατικότητα; 
∆:  100. Αλλά δεν θα είναι 100. 
Ε:  Να το δούµε αυτό. Μπορεί να είναι 100; 
∆:  Θεωρητικά ναι. 
Ε:  Τι είναι αυτό που σε κάνει να λες ότι δεν θα είναι 100; 
∆:  ∆εν ξέρω. Γιατί να είναι 100 δηλαδή; Επειδή πλησιάζει πάρα πολύ; 

Εικόνα 6: Το όριο της αύξουσας ακολουθίας εµβαδών 
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Συγκριτικά στις τελευταίες τιµές εκεί είναι. 99,9 κλπ. 
Ζ:  Βασικά είναι πολύ µικρή η διαφορά τους. 
∆:  Ναι. 
Ζ: Μηδέν κόµµα µηδέν κάτι. 
∆:  Ελάχιστη. ∆ηλαδή το 5001 µε το 2500 έχουν διαφορά 0,03 και είναι 

2500 ορθογώνια. 
Ε:  Άρα λοιπόν πόσο µπορεί να είναι το ζητούµενο εµβαδόν; Που 

καταλήγουµε; 
∆:  Του χωρίου; 
Ε:  Το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου. 
∆:  Μια τιµή κοντά στο 100; 

Επεισόδιο 19: Το όριο δεν µπορεί να είναι τιµή 

Στο επεισόδιο αυτό κυριαρχεί η πεποίθηση της ∆ ότι δεν µπορούµε µέσα από την 

οριακή διαδικασία να πάρουµε συγκεκριµένο αποτέλεσµα, αλλά φαίνεται προς το 

τέλος ότι η πεποίθηση αυτή αρχίζει να κάµπτεται. Η σιγουριά δίνει τη θέση της σε 

µια στάση αναζήτησης επιβεβαίωσης από τον ερευνητή. Ενδιαφέρον παρουσιάζει το 

στοιχείο είναι ότι η ∆ ήταν εκείνη που πρότεινε τη χρήση ορίου (επεισόδιο 13). Ενώ 

λοιπόν αντιλήφθηκε ότι είχαν να κάνουν µε την έννοια του ορίου δεν µπόρεσε να 

ξεπεράσει τις παρανοήσεις της για την έννοια. Έτσι οδηγείται στο συµπέρασµα ότι ο 

υπολογισµός εµβαδού χωρίου µε τη βοήθεια του ορισµένου ολοκληρώµατος δεν είναι 

ακριβής µε την έννοια ότι δεν δίνει το πραγµατικό εµβαδόν αλλά µια προσέγγισή του. 

 
∆:  Εγώ θέλω να τα µάθω για να υπολογίζω ακριβώς. Άρα τώρα που δεν 

µπορώ να υπολογίζω ακριβώς γιατί να το µάθω; 
Ε:  ∆εν µπορείς να το υπολογίσεις ακριβώς λες, έτσι; Γιατί  νοµίζεις ότι 

δεν µπορείς να το υπολογίσεις ακριβώς; 
∆:  Γιατί αυτό που κάνουµε τώρα…(παύση). Εντάξει υποψιασµένη ότι 

είναι κάτι σαν ολοκλήρωµα …(παύση).  
Ζ:  Εσύ µε ολοκλήρωµα δεν το άρχισες; (αναφέρεται στο pretest) 
∆:  Ναι. Εγώ µε ολοκλήρωµα το έκανα χθες. Αλλά έκανα λάθος 

ολοκλήρωµα. Άλλο αυτό. 

Επεισόδιο 20: Ο υπολογισµός εµβαδού µε ολοκλήρωµα δεν είναι ακριβής 

Η µαθήτρια ∆ εκφράζει την απογοήτευσή της για το γεγονός ότι δεν φαίνεται η 

διαδικασία να οδηγεί σε έναν ακριβή, µε την έννοια που προαναφέρθηκε, υπολογισµό 

του εµβαδού. Η ανάγνωση του επεισοδίου καθιστά φανερό το γεγονός ότι έχει ήδη 

κάποιες περιορισµένες γνώσεις σχετικά µε το ορισµένο ολοκλήρωµα. Είναι επίσης 

σαφές ότι δεν έχει επιτύχει την εννοιολογική κατανόηση της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος αλλά και ότι δεν κατέχει ακόµα τις τεχνικές που θα της επιτρέψουν  

να χειριστεί προβλήµατα που σχετίζονται µε αυτήν. 
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Μια άλλη παρανόηση σε σχέση µε την έννοια του ορίου είναι πως οι τιµές της 

συνάρτησης δεν µπορούν να ξεπεράσουν την οριακή τιµή (Tall, 1997). Και αυτή η 

παρανόηση παρατηρήθηκε στους µαθητές που συµµετείχαν στην έρευνα. Για 

παράδειγµα µια οµάδα µαθητών του τρίτου σχολείου απαντάει στο ερώτηµα 4 

(«Πόσο νοµίζετε ότι είναι τελικά το εµβαδόν του χωρίου; Μπορείτε να δώσετε µια 

εξήγηση;»): 

 

Η άποψη των µαθητών καταγράφεται µε ρητό και κατηγορηµατικό τρόπο: ‘Το 

ζητούµενο εµβαδόν θα είναι περίπου 100…. Αλλά δεν θα ξεπεράσει το 100 όπως 

φαίνεται από τον πίνακα ’. Που µπορεί να οφείλεται η στάση αυτή των µαθητών; Το 

ίδιο φαινόµενο παρατηρήθηκε σε όλες σχεδόν τις οµάδες. Απλά η συγκεκριµένη 

οµάδα δηλώνει ρητά την πεποίθησή της. Στις περισσότερες από τις υπόλοιπες οµάδες 

η πεποίθηση αυτή διακρίνεται πίσω από τις απαντήσεις χωρίς να δηλώνεται. Για 

παράδειγµα στα επεισόδια 16 και 17 οι µαθητές δυο οµάδων από το πρώτο και το 

δεύτερο σχολείο αντίστοιχα εκφράζουν την πεποίθησή τους ότι το εµβαδόν είναι 

περίπου 100. Αυτή η πεποίθηση µπορεί να συνδεθεί µε την αντίληψη ότι οι τιµές της 

ακολουθίας δεν µπορούν να ξεπεράσουν την τιµή 100; Άξιο προσοχής είναι το 

γεγονός ότι οι µαθητές της εικόνας 7 υπογραµµίζουν τη λέξη ‘περίπου’ θέλοντας να 

τονίσουν την θέση τους ότι το εµβαδόν δεν είναι ακριβώς 100. Στη λογική τους τα 

δυο γεγονότα είναι συνυφασµένα. Το άθροισµα των εµβαδών προσεγγίζει τον αριθµό 

100 µένοντας όµως πάντα µικρότερο από αυτόν. Συνεπώς και το όριο της ακολουθίας 

δεν µπορεί να ταυτιστεί µε τον αριθµό 100. Στην πραγµατικότητα η ίδια αντίληψη 

υποβόσκει στη σκέψη των περισσότερων µαθητών που συµµετείχαν στην έρευνα. 

Που µπορεί να οφείλεται αυτό; Η πιθανότερη απάντηση είναι ότι οφείλεται στο 

σχεδιασµό της έρευνας. Οι ακολουθίες κατώτερων και ανώτερων αθροισµάτων είναι 

γνησίως µονότονες. Οι µαθητές λοιπόν έρχονται αντιµέτωποι µόνο µε περιπτώσεις 

Εικόνα 7: Οι τιµές της ακολουθίας δεν µπορούν να υπερβούν το όριο 
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µονότονης σύγκλισης. Στην περίπτωση αυτή παρατηρούνται φαινόµενα ακριβώς 

τέτοιας µορφής παρανοήσεων (Tall & Vinner, 1981; Tall, 1997). Στη συγκεκριµένη  

έρευνα η ανάπτυξη της παρανόησης ευνοήθηκε και από τη γεωµετρική εποπτεία που 

ανέπτυξαν οι µαθητές, όπως ήδη αναφέρθηκε κατά τη µελέτη του επεισοδίου 17 και 

όπως φαίνεται από την απάντηση µιας οµάδας µαθητών στο πρώτο σχολείο: 

 

 

Οι δυο µαθητές στην απάντηση αυτή ισχυρίζονται µε βάση τα αποτελέσµατα των 

προηγούµενων παρατηρήσεών τους ότι το εµβαδόν του χωρίου ‘…είναι περίπου 100.’. 

Προσπαθώντας να δώσουν µια εξήγηση για την επιλογή τους καταγράφουν σε πρώτη 

φάση τη µονοτονία της ακολουθίας κατώτερων αθροισµάτων (‘ Όσο αυξάνεται ο 

αριθµός των ορθογωνίων το εµβαδόν αυξάνεται’. Είναι προφανές ότι εδώ όταν 

γράφουν ‘εµβαδόν’ εννοούν το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων). Στη 

συνέχεια καταφεύγουν στη βοήθεια της γεωµετρικής εποπτείας για να ολοκληρώσουν 

το συλλογισµό τους. Παρατηρούν ότι το κενό µεταξύ της γραφικής παράστασης και 

των ορθογωνίων µικραίνει (‘…τα κενά που υπάρχουν µεταξύ της παραβολής…’. Και 

στο σηµείο αυτό η έκφραση που χρησιµοποιούν δεν είναι ακριβής αλλά είναι σαφές 

ότι αναφέρονται στο κενό µεταξύ της γραφικής παράστασης και των ορθογωνίων), 

οπότε καταλήγουν ότι µε τη διαδικασία αυτή παίρνουν ‘… όλο και πιο ακριβείς τιµές’. 

Η οπτική αναπαράσταση τους οδηγεί άµεσα στο συµπέρασµα ότι το άθροισµα των 

εµβαδών των ορθογωνίων είναι για οποιαδήποτε τιµή του ν µικρότερο από το 

εµβαδόν του χωρίου µια και πάντα θα υπάρχει κενό µεταξύ της γραφικής 

παράστασης και των ορθογωνίων.  

Ακόµα µια παρανόηση παρατηρήθηκε στις αντιλήψεις για το όριο µιας άλλης 

οµάδας από το τρίτο σχολείο απαντήσεις της οποίας φαίνονται στις εικόνες 5 και 6. 

Οι µαθητές εµφανίζουν την πεποίθηση ότι από ένα σηµείο και µετά, δηλαδή από 

Εικόνα 8: Η γεωµετρική εποπτεία 
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κάποιο πλήθος ορθογωνίων και πάνω, οι τιµές της ακολουθίας σταθεροποιούνται 

στην τιµή που αποτελεί  το όριο. 

 

Οι µαθητές στο επεισόδιο αυτό εκφράζουν την πεποίθησή τους ότι για να υπάρχει 

το όριο της ακολουθίας αθροισµάτων θα πρέπει η ακολουθία να είναι τελικά σταθερή 

(‘…µέχρι που για ένα συγκεκριµένο πλήθος ορθογωνίων το εµβαδόν παραµένει 

σταθερό και τότε εκφράζει το εµβαδόν του χωρίου’). Βέβαια παρατηρείται στο σηµείο 

αυτό µια αντίφαση µε την απάντηση των ίδιων µαθητών σε προηγούµενο ερώτηµα. 

Ενώ πριν οι µαθητές θεωρούσαν δεδοµένο ότι η ακολουθία κατώτερων αθροισµάτων 

είναι γνησίως αύξουσα (εικόνα 6) τώρα απαιτούν να είναι τελικά σταθερή. Το 

γεγονός αυτό δεν µπορεί παρά να οφείλεται στην πεποίθηση ότι για υπάρχει το όριο 

της ακολουθίας θα πρέπει από µια τιµή του ν και µετά όλες οι τιµές της να 

ταυτίζονται µε την οριακή τιµή. Στη συγκεκριµένη περίπτωση η παρανόηση φαίνεται 

να επικρατεί ακόµα και της γεωµετρικής εποπτείας. Αλλά µια απάντηση άλλης 

οµάδας του ίδιου σχολείου µπορεί να οδηγήσει σε µια διαµετρικά διαφορετική 

ερµηνεία: 

 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι στο σχολείο αυτό οι Η/Υ που χρησιµοποιήθηκαν ήταν 

ισχυρότεροι από τους Η/Υ που χρησιµοποίησαν οι µαθητές στα δυο πρώτα σχολεία. 

Εικόνα 9: Για να υπάρχει όριο πρέπει η ακολουθία να είναι τελικά σταθερή 

Εικόνα 10: Από ένα σηµείο  και µετά οι τιµές της ακολουθίας κατώτερων αθροισµάτων 
ταυτίζονται µε το εµβαδόν του χωρίου 
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Το αποτέλεσµα ήταν ότι οι µαθητές µπορούσαν να χειριστούν ακόµα και πλήθος 

10000 ορθογωνίων σε αντίθεση µε τους µαθητές των άλλων σχολείων που είχαν τη 

δυνατότητα να χειριστούν µέχρι 5000 ορθογώνια στην καλύτερη περίπτωση.  Όµως η 

αίσθηση που δίνεται για τόσο µεγάλους αριθµούς ορθογωνίων είναι ότι δεν υπάρχει 

µεταβολή του αθροίσµατος των εµβαδών µια και οι διαφορές είναι πολύ µικρές και 

οπτικά δεν  γίνονται αντιληπτές. Αν λοιπόν το πλήθος των δεκαδικών ψηφίων της 

προσέγγισης του αποτελέσµατος στο result box δεν είναι τέτοιο που να επιτρέπει την 

παρατήρηση αυτών των µικρών διαφορών ή αν οι µαθητές δεν εκµεταλλευτούν και το 

στοιχείο αυτό, τότε εύλογα θεωρούν ότι η ακολουθία από µια τιµή του ν και µετά 

γίνεται σταθερή. Έτσι η γεωµετρική εποπτεία µπορεί να οδηγήσει τους µαθητές στο 

συµπέρασµα ότι από ένα πλήθος ορθογωνίων και πάνω το άθροισµα των εµβαδών 

των ορθογωνίων παραµένει σταθερό αφού ταυτίζεται πια µε το εµβαδόν του χωρίου 

(‘…γεµίζει το χωρίο…’) το οποίο είναι προφανώς σταθερό. ∆ηλαδή εν τέλει ήταν 

ακριβώς η γεωµετρική εποπτεία και πάλι που οδήγησε τους µαθητές στην ανάπτυξη 

της συγκεκριµένης παρανόησης. 

Το κύριο χαρακτηριστικό όλων των προβληµάτων και των παρανοήσεων που 

αναφέρθηκαν παραπάνω σε σχέση µε την έννοια του ορίου είναι ότι οι µαθητές 

συγχέουν το εµβαδόν του χωρίου µε το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων. Το 

πρόβληµα δηλαδή τελικά είναι ότι οι µαθητές αντιµετωπίζουν το εµβαδόν του χωρίου 

ως µια µεταβλητή ποσότητα και όχι ως ένα σταθερό µέγεθος. Ταυτίζουν το άθροισµα 

των εµβαδών των ορθογωνίων µε το εµβαδόν του χωρίου. Χαρακτηριστική είναι η 

απάντηση µιας οµάδας µαθητών από το δεύτερο σχολείο όταν επιχειρούν να κάνουν 

µια πρώτη εκτίµηση σχετικά µε το πόσο είναι το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου:  

 

 

Εικόνα 11: Το εµβαδόν του χωρίου είναι µεταβαλλόµενο µέγεθος 
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Οι µαθητές στην απάντησή τους δεν αναφέρονται στο όριο της ακολουθίας αλλά 

στο όριο του εµβαδού του χωρίου. ∆εν αντιµετωπίζουν το εµβαδό του χωρίου ως όριο 

της ακολουθίας αθροισµάτων. Αξιοποιούν τα δεδοµένα των πινάκων που έχουν 

καταρτίσει σε προηγούµενο ερώτηµα για να υπολογίσουν ένα όριο το οποίο όµως 

θεωρούν ότι είναι το όριο του σταθερού εµβαδού του χωρίου και όχι το όριο της 

µεταβλητής ακολουθίας αθροισµάτων. Η µοναδική εξήγηση που µπορεί να δοθεί για 

τη στάση αυτή των µαθητών είναι ότι έχουν ταυτίσει το σταθερό εµβαδόν του χωρίου 

µε το µεταβαλλόµενο άθροισµα εµβαδών των ορθογωνίων. Κάποιοι άλλοι µαθητές  

από αυτούς που συµµετείχαν στην έρευνα ταυτίζουν τις τιµές της ακολουθίας για 

µεγάλες τιµές του ν µε το όριό της, όπως έγινε µε τους µαθητές της εικόνας 9. Και οι 

δυο αυτές κατηγορίες µαθητών αναπτύσσουν λοιπόν την αντίληψη ότι αφού οι τιµές 

της ακολουθίας αθροισµάτων προσεγγίζουν την τιµή 100 παραµένοντας όµως πάντα 

µικρότερες από αυτήν στην περίπτωση της ακολουθίας κατώτερων αθροισµάτων (ή 

µεγαλύτερες στην περίπτωση της ακολουθίας ανώτερων αθροισµάτων) και το όριο 

της ακολουθίας δεν µπορεί να ταυτιστεί µε την τιµή 100. 

 
  Το κριτήριο παρεµβολής 

Το κριτήριο παρεµβολής είναι ένα από τα πιο ισχυρά εργαλεία της ανάλυσης. Η 

χρήση του όµως τόσο στο ελληνικό σχολείο όσο και διεθνώς περιορίζεται σε έναν 

τυπικό διαδικασιακό τρόπο εφαρµογής του. Αυτό µαρτυρούν και οι εναλλακτικές 

ονοµασίες του όπως ‘κριτήριο σάντουιτς’ ή κριτήριο των Bobbies’ που αποκλειστικό 

σκοπό έχουν να υπενθυµίζουν στους µαθητές τον τυπικό τρόπο εφαρµογής του. Οι 

µαθητές ασκούνται σχεδόν αποκλειστικά στο να αναγνωρίζουν τις καταστάσεις στις 

οποίες µπορεί το κριτήριο να χρησιµοποιηθεί και στη συνέχεια να το εφαρµόζουν σε 

επίπεδο διαδικασίας. Το κριτήριο δεν φαίνεται να έχει για αυτούς κάποιο άλλο 

ουσιαστικό περιεχόµενο εκτός του ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον υπολογισµό 

κάποιων ορίων κάτω από συγκεκριµένες προϋποθέσεις. Έτσι τα αποτελέσµατα από 

τη χρήση του είναι φτωχά µια και περιορίζονται σε επίπεδο µεθοδολογίας λύσης 

ασκήσεων. Αν όµως καταστεί δυνατό να χρησιµοποιηθεί µε τέτοιο τρόπο ώστε εκτός 

από το διαδικασιακό να απευθύνεται και στο εννοιολογικό µέρος της διδασκαλίας, 

τότε µπορεί να αποδειχθεί σηµαντικός παράγοντας στην προσπάθεια να ξεπεραστούν 

οι δυσκολίες εννοιολογικοποίησης της έννοιας του ορίου καθώς και στο να αρθούν οι 
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παρανοήσεις γύρω από την έννοια. Ένα καλό παράδειγµα χρήσης του κριτηρίου 

παρεµβολής στην κατεύθυνση αυτή παρατηρήθηκε και στην παρούσα έρευνα. 

Στο επεισόδιο 19 η ∆ αναρωτιέται γιατί το εµβαδόν του χωρίου είναι ακριβώς 100 

(‘…Γιατί να είναι 100 δηλαδή; Επειδή πλησιάζει πάρα πολύ;’). Την ίδια απορία έχει και 

κατά τον υπολογισµό του εµβαδού µε τη βοήθεια της ακολουθίας ανώτερων 

αθροισµάτων. Λίγο αργότερα όµως γίνεται ο παρακάτω διάλογος: 

 
Ε: ∆εν θέλω τώρα να κάνετε απόδειξη. Θέλω να µου πείτε τι είδατε. 
Ζ:  Γενικά ή σήµερα; 
Ε:  Γενικά. 
∆:  Ότι το εµβαδόν µπορεί να είναι και πάνω από 100. 
Ε:  Ποιο εµβαδόν µπορεί να είναι πάνω από 100; Του χωρίου; 
∆:  Του χωρίου όχι. Των ορθογωνίων ναι. 
Ε:  Εχθές τι έλεγες; 
∆:  Εντάξει! 
Ε:  ∆εν σου κάνω παρατήρηση. Απλά σου λέω ότι απάντησες µόνη σου 

στην ερώτηση που µου έθεσες χθες (αναφορά στο επεισόδιο 19). 
Έτσι δεν είναι; 

∆:  Ναι. Ότι το εµβαδόν του χωρίου είναι σταθερό. Αυτό που αλλάζει 
είναι το πώς το υπολογίζουµε. Αν είναι τα ορθογώνια από πάνω ή 
από κάτω. 

Ε:  Έτσι. Αλλά το εµβαδόν πόσο θα είναι; 
∆:  Σταθερό. 
Ζ:  Μέχρι 100. 
Ε:  Μπορούµε να συζητήσουµε γιατί είναι σταθερό; 
∆:  Είναι σταθερό. ∆εν µεταβάλλεται το σχήµα του χωρίου. 

Επεισόδιο 21: Τελικά το εµβαδόν του χωρίου είναι σταθερό 

Η µαθήτρια ∆ κάνει τελικά τη διάκριση µεταξύ του εµβαδού του χωρίου και του 

αθροίσµατος των εµβαδών των ορθογωνίων. Αντιλαµβάνεται ότι το χωρίο δεν είναι 

µεταβλητό οπότε και το εµβαδόν του θα πρέπει να είναι σταθερό. Ο ερευνητής 

εξετάζει αν η γνώση αυτή είναι επαρκώς σταθεροποιηµένη θέτοντας θέµα 

αιτιολόγησης της σταθερότητας του εµβαδού του χωρίου (‘…Μπορούµε να 

συζητήσουµε γιατί είναι σταθερό;’) . Η απάντηση είναι ξεκάθαρη και αφοπλιστική. Η 

συγκεκριµένη γνώση έχει λοιπόν πια σταθεροποιηθεί επαρκώς. Σηµαίνει όµως το 

γεγονός αυτό ότι ξεπεράστηκε και η παρανόηση σχετικά µε την έννοια του ορίου; Η 

απάντηση είναι αρνητική όπως φαίνεται στο επόµενο επεισόδιο που έπεται χρονικά 

του επεισοδίου 21: 

 
Ε:  Γιατί λοιπόν να µην είναι 100,005 ή 99,998; 
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∆:  Γιατί όσο πάει η διαφορά µειώνεται. Άρα κάποια στιγµή θα είναι 
τόσο µικρή που δεν θα είναι υπολογίσιµη. 

Ε:  Μάλιστα. Αυτή είναι µια καλή παρατήρηση. Και πόσο θα είναι τότε 
το εµβαδόν; 

Ζ:  100 just. 
Ε:  Ωραία. Θα είναι 100 just. 
∆:  Θα είναι; 

Επεισόδιο 22:  Η παρανόηση επιµένει 

Είναι άξιο παρατήρησης πως παρά το γεγονός ότι ο διάλογος της µαθήτριας ∆ µε 

τον ερευνητή κατέληξε στη διαπίστωση ότι το εµβαδόν του χωρίου είναι σταθερό η Ζ 

στο επεισόδιο 21 δεν έχει ακόµα ξεπεράσει την παρανόηση (σχολιάζει: ‘Μέχρι 100’) 

πράγµα όµως που συµβαίνει στο επεισόδιο 22 (‘100 just’). Αντίθετα η ∆ παρά το ότι  

στο επεισόδιο 21 ξεκαθαρίζει τη διαφορετικότητα του εµβαδού του χωρίου και του 

αθροίσµατος των εµβαδών των ορθογωνίων δεν είναι ακόµα σε θέση να άρει την 

παρανόηση. Αντιλαµβάνεται διαισθητικά ότι οι ακολουθίες ανώτερων και κατώτερων 

αθροισµάτων ισοσυγκλίνουν  (αναφερόµενη στη διαφορά των αντίστοιχων τιµών 

τους λέει: ‘Γιατί όσο πάει η διαφορά µειώνεται. Άρα κάποια στιγµή θα είναι τόσο µικρή 

που δεν θα είναι υπολογίσιµη’). Αλλά ακόµα δεν µπορεί να εντάξει σε αυτό το πλαίσιο 

και το εµβαδόν του χωρίου. Συνεχίζει να το αντιµετωπίζει ως το όριο της κάθε µιας 

από τις δυο ακολουθίες ξεχωριστά. Το αποτέλεσµα αυτής της κατάστασης είναι να 

συνεχίζει να θεωρεί ότι είναι περίπου 100 και όχι 100 ακριβώς (αναρωτιέται: ‘Θα 

είναι;’). Βέβαια διαισθητικά αντιλαµβάνεται τη σχέση διάταξης που υπάρχει µεταξύ 

των εµβαδών: 

 
∆:  Λοιπόν. Είναι στη µέση το εµβαδόν του χωρίου, από κάτω είναι το 

κάτω άθροισµα και από πάνω το άνω άθροισµα. 
Ζ:  Α! Ανισότητα. 
∆:  Μεγαλύτερο ή ίσο. 
Ζ:  Άρα έχουµε: Μεγαλύτερο είναι το άθροισµα.. 
∆:  Είναι: Κάτω, χωρίο, άνω. 
Ζ:  Ναι. 

Επεισόδιο 23: Η διάταξη των εµβαδών 

Έτσι αµέσως µετά είναι σε θέση να παρατηρήσει την εµφάνιση του κριτηρίου 

παρεµβολής χρησιµοποιώντας τις γνώσεις και την εµπειρία της σε διαδικασιακό 

επίπεδο: 

 
Ε:  Οπότε; 
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∆:  Είναι το κριτήριο παρεµβολής. Ναι; 
Επεισόδιο 24: Η εµφάνιση του κριτηρίου παρεµβολής 

Η διάταξη των εµβαδών λειτούργησε ως µεθοδολογικός κανόνας που οδήγησε τη 

µαθήτρια, σε επίπεδο διαδικασίας, στην αναγνώριση µιας κατάστασης πρόσφορης για 

τη χρήση του κριτηρίου παρεµβολής. Η παρατήρηση της δυνατότητας χρήσης του 

κριτηρίου όµως διευρύνει τα περιθώρια δράσης των δυο µαθητριών και δίνει τη 

δυνατότητα αξιοποίησής του σε εννοιολογικό επίπεδο. Λίγο αργότερα, αφού πρώτα 

ξεκαθαρίζουν ότι µόλις προ ολίγου υπολόγισαν το όριο της ακολουθίας ανώτερων 

αθροισµάτων ενώ την προηγουµένη ηµέρα είχαν υπολογίσει το όριο της ακολουθίας 

κατώτερων αθροισµάτων, έχουν τον εξής διάλογο µε τον ερευνητή: 

 
Ε:  Όταν το υπολογίσατε πόσο βγήκε αυτό το όριο; 
Ζ:  100. 
Ε:  Ωραία. Στο χθεσινό φύλλο εργασίας πόσο ήταν το όριο; 
∆:  100. 
Ε:  Άρα πόσο είναι το εµβαδόν; 
∆:  100. 
Ε:  Περίπου; 
Ζ:  Όχι. 
∆: Όχι. Just.  

Επεισόδιο 25: Τελικά το εµβαδόν είναι 100 ακριβώς 

Όπως φαίνεται από την ανάγνωση του επεισοδίου 25 οι δυο µαθήτριες έχουν 

πλέον ξεπεράσει την παρανόηση της έννοιας του ορίου. Ξεκαθαρίζουν ότι το εµβαδόν 

του χωρίου, δηλαδή το όριο, είναι 100 ακριβώς (‘Just.’) και όχι περίπου 100. Με ποιο 

τρόπο συντελείται η µεταβολή αυτή; Είναι σαφές ότι ο καταλύτης για τη µεταβολή 

αυτή είναι η χρήση του κριτηρίου παρεµβολής. Οι µαθήτριες έχουν ξεκαθαρίσει ότι 

το εµβαδόν του χωρίου βρίσκεται µεταξύ των τιµών των ακολουθιών κατώτερων και 

ανώτερων αθροισµάτων (επεισόδιο 23). Επίσης έχουν αντιληφθεί διαισθητικά µέσα 

από την γεωµετρική εποπτεία που τους προσφέρει η οπτική αναπαράσταση ότι οι 

ακολουθίες έχουν το ίδιο όριο (επεισόδιο 22). Οδηγούνται µε τον τρόπο αυτό στην 

παρατήρηση της εµφάνισης του κριτηρίου παρεµβολής. Στη συνέχεια η χρήση του 

κριτηρίου µε ουσιαστικό εννοιολογικό και όχι απλά µε τυπικό τρόπο τους δίνει τη 

δυνατότητα να καταλήξουν στο συµπέρασµα ότι το εµβαδόν του χωρίου είναι 100. 
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  Το ορισµένο ολοκλήρωµα ως εµβαδό παραβολικού χωρίου 

Το σηµείο αυτό είναι από τα πιο κρίσιµα της διδακτικής διαδικασίας γιατί η 

οµάδα ή ακόµα και όλη η τάξη βρίσκεται πια σε κατάσταση θεσµοποίησης. Είναι το 

σηµείο στο οποίο ο διδάσκων θα πρέπει µε µεγάλη προσοχή να θεσµοποιήσει και να 

καθορίσει µε σαφήνεια τη γνωστική υπόσταση την παραχθείσας γνώσης. Είναι η 

στιγµή που θα πρέπει να οριστεί πια η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος. Κάτι 

τέτοιο δεν είχε συµπεριληφθεί στην ερευνητική διαδικασία στα δυο πρώτα σχολεία. 

Όµως, παρά το γεγονός αυτό, εκ των πραγµάτων κατέστη αναγκαίο να ενταχθεί και 

το στοιχείο αυτό στη διαδικασία µια και οι µαθητές – στο σύνολό τους στο πρώτο και 

το τρίτο σχολείο και στην πλειονότητά τους στο δεύτερο - δεν αγνοούσαν την ύπαρξη 

της έννοιας. Έτσι ορίστηκε στο σηµείο αυτό η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος. 

Μετά από αυτό οι µαθητές των δυο πρώτων σχολείων δεν εµφάνισαν δυσκολία να 

συνδέσουν την ερευνητική διαδικασία µε τον ορισµό της έννοιας. Στο τρίτο σχολείο η 

φάση αυτή είχε ενταχθεί στη διδακτική διαδικασία από το σχεδιασµό της.  

Η διαδικασία που προηγήθηκε βοηθάει λοιπόν τους µαθητές να εσωτερικεύσουν  

(Vygotsky, 1978; Mariotti, 2002) την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος. Οι 

µαθητές είναι πια ικανοί να εσωτερικεύσουν   την έννοια και να κατανοήσουν το 

ορισµένο ολοκλήρωµα ως εµβαδόν ενός παραβολικού χωρίου. Αποτέλεσµα αυτών 

είναι ότι  διαισθάνονται τις νέες δυνατότητες που αποκτούν σε ένα πεδίο όπου µόνο 

περιορισµένες δυνατότητες είχαν, αυτό του υπολογισµού εµβαδών επίπεδων χωρίων, 

και αντιλαµβάνονται τη χρησιµότητά της. Χαρακτηριστικό είναι το επόµενο 

επεισόδιο που αποτελεί χρονικό συνεχές µε το επεισόδιο 25: 

 
Ε:  Λύθηκε το θέµα; 
Ζ:  Ω! 
∆:  Εντάξει. Θα µάθω ολοκληρώµατα. Το αποφάσισα. 

Επεισόδιο 26: Το ορισµένο ολοκλήρωµα είναι χρήσιµο 

Ο ερευνητής στην αρχή του επεισοδίου αναφέρεται σε µια παρατήρηση της ∆ η 

οποία την προηγούµενη µέρα στη διάρκεια της έρευνας είχε εκφράσει την 

απογοήτευσή της για την αποτελεσµατικότητα  του ορισµένου ολοκληρώµατος στον 

υπολογισµό εµβαδού χωρίου και είχε αναρωτηθεί για την αναγκαιότητα χρήσης του. 

Οι δυο µαθήτριες έχουν πια κατανοήσει ότι το εµβαδόν του χωρίου ταυτίζεται µε το 

κοινό όριο των δυο ακολουθιών αθροισµάτων που είναι 100 (επεισόδιο 25). Ακόµα 
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γνωρίζουν, έστω και σε τυπικό µόνο επίπεδο µέχρι τη στιγµή αυτή, ότι αυτό ακριβώς 

το κοινό όριο είναι το ορισµένο ολοκλήρωµα της συνάρτησης  f  στο διάστηµα 

[ ]0,10 . Βέβαια η τυπική αυτή γνώση δεν είχε µέχρι τότε κάποιο ουσιαστικό 

εννοιολογικό περιεχόµενο για τις δυο µαθήτριες. Αυτός ήταν και ο λόγος για τον 

οποίο ο ορισµός της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος όπως και οι δυνατότητες 

που αυτή µπορεί να τους παρέξει δεν παρουσίαζαν κάποιο ενδιαφέρον για αυτές 

(επεισόδιο 20). Μόλις η έννοια απόκτησε εννοιολογικό περιεχόµενο έγινε ελκυστική. 

Η Ζ έκπληκτη αντιλαµβάνεται ξαφνικά ότι όλες οι αµφιβολίες τους δεν έχουν πλέον 

υπόσταση. Η µέθοδος υπολογισµού εµβαδού µε τη βοήθεια του ορισµένου 

ολοκληρώµατος λειτουργεί και δίνει ακριβή αποτελέσµατα σε περιπτώσεις που δεν 

ήταν µέχρι τότε δυνατός ο υπολογισµός µια και δεν είχαν τα κατάλληλα εργαλεία για 

τη δουλειά αυτή. Η µαθήτρια ∆ αντιλαµβάνεται επίσης ότι οι ενστάσεις της ήταν 

άστοχες και δηλώνει την πρόθεσή της να µάθει να χρησιµοποιεί αποδοτικά το νέο 

εργαλείο. 

 

Η εκµετάλλευση των περιορισµών που επιβάλλει το λογισµικό 

Οι λειτουργικές ιδιαιτερότητες και οι αδυναµίες του λογισµικού µπορούν υπό 

προϋποθέσεις να οδηγήσουν στην καλύτερη εννοιολογική κατανόηση της έννοιας του 

ορίου από τους µαθητές. Στόχος στην περίπτωση της παρούσας έρευνας είναι η 

εκµετάλλευση της αδυναµίας που εµφανίζει το λογισµικό στις προσεγγίσεις των 

αποτελεσµάτων. Η αδυναµία αυτή του λογισµικού είναι διττή. Πρώτον µπορεί να 

δώσει µόνο ρητές προσεγγίσεις των αποτελεσµάτων ακόµα και όταν αυτά είναι 

άρρητοι αριθµοί. ∆εύτερον ο καθορισµός του πλήθους των δεκαδικών ψηφίων της 

προσέγγισης δεν είναι µια διαδικασία προφανής. Αντίθετα ο χρήστης δυσκολεύεται 

να ανακαλύψει τη δυνατότητα αυτή. Η εκµετάλλευση  της συγκεκριµένης αδυναµίας 

µπορεί να γίνει µόνο µέσα από την ανάπτυξη κατάλληλων σχηµάτων όπως 

καταδείχθηκε παραπάνω. Θα πρέπει λοιπόν να καθοδηγηθούν οι µαθητές στη 

οικοδόµηση αυτών των σχηµάτων µέσα από αντίστοιχα κατάλληλες τεχνικές. Όµως 

συχνά οι δάσκαλοι θεωρούν ότι αυτές οι τεχνικές είναι αυτονόητες ή, ακόµα, ότι είναι 

τόσο στενά συνδεδεµένες µε το εργαλείο ώστε δεν σχετίζονται µε το αντικείµενο που 

µελετάται (Lagrange, 1999). Στην περίπτωση του λογισµικού Autograph η 

συγκεκριµένη αδυναµία είναι εγγενής. Επίσης, η διαφορά µεταξύ της ρητής 
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προσέγγισης και του άρρητου πραγµατικού αποτελέσµατος θεωρείται για τους 

περισσότερους δασκάλους προφανής, κάτι που όµως δεν συµβαίνει µε τους µαθητές.  

Κατά την πρώτη ηµέρα διεξαγωγής της έρευνας δεν υπήρξε µαθητής σε κάποιο 

από τα σχολεία που να επιχείρησε να επανακαθορίσει το πλήθος των δεκαδικών 

ψηφίων της προσέγγισης πριν την παρέµβαση του ερευνητή ή του παρατηρητή. Αυτό 

άλλαξε βέβαια τη δεύτερη µέρα µια και οι µαθητές είχαν ήδη την εµπειρία της 

διαπραγµάτευσης του θέµατος από την προηγούµενη. Όλοι οι µαθητές αρκέστηκαν 

κατά τη διερεύνηση της πρώτης ηµέρας στην προσέγγιση του αποτελέσµατος που 

έδινε η προεπιλογή. ∆εν παρατηρήθηκε η ύπαρξη µαθητή που να προβληµατίστηκε 

για το αν το αποτέλεσµα είναι ρητός ή άρρητος αριθµός. Ακόµα περισσότερο, πριν 

από την παρέµβαση δεν εµφανίζεται κανένας µαθητής που να αντιλαµβάνεται ότι τα 

αναγραφόµενα στο result box αποτελέσµατα είναι ρητές προσεγγίσεις των 

πραγµατικών αποτελεσµάτων. Έτσι παρατηρήθηκε και το φαινόµενο µια οµάδα 

µαθητών του τρίτου σχολείου να είναι πεπεισµένη ότι το άθροισµα των εµβαδών των 

ορθογωνίων µπορεί να είναι ίσο µε 100, όπως φαίνεται στο επόµενο επεισόδιο: 

 
Μ1: Πόσο είναι στα 510; 
Μ2: 100,3 
Μ1: Πόσο να βάλλουµε τώρα; 1000; 
Μ2: Να βάλλουµε ένα µεγάλο νούµερο. 
Μ1: Όπως εχθές το 10000; Μας είπε ότι µπορεί να κολλήσει. 
Μ2: Έλα µωρέ. Χθες κόλλησε; Άσε. (Χειρίζεται το σύστηµα). Α! Νάτο! 

Κοίτα! 100. 

Επεισόδιο 27: Το λογισµικό εξαπατά τους µαθητές 

Οι δυο µαθητές βρίσκονται στη φάση της διερεύνησης της συµπεριφοράς του 

ανώτερου αθροίσµατος. Όµως δεν έχουν φροντίσει να αλλάξουν τη ρύθµιση για το 

πλήθος των δεκαδικών ψηφίων της προσέγγισης. Έτσι για πλήθος 10000 ορθογωνίων 

η προσέγγιση του αποτελέσµατος είναι 100. Στην παράληψη αυτή µπορεί να 

συµβάλλουν δυο παράγοντες. Αρχικά δεν θεώρησαν αναγκαίο κάτι τέτοιο στην 

προηγούµενη διερεύνησή τους απλούστατα γιατί δεν χρειάστηκε πουθενά. Για 

παράδειγµα στην περίπτωση του κατώτερου αθροίσµατος το αποτέλεσµα της 

µέτρησης για 10000 ορθογώνια ήταν 99,99 και για όλες τις τιµές του πλήθους ν των 

ορθογωνίων που επέλεξαν και στις δυο διερευνήσεις δεν παρουσιάστηκε πρόβληµα 

στην σύγκριση των αποτελεσµάτων. Ο δεύτερος παράγοντας είναι ότι στο σχολείο 

αυτό η δραστηριότητα ολοκληρώθηκε σε µια ηµέρα. Συνεπώς οι µαθητές δεν είχαν το 
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χρόνο να αναστοχαστούν πάνω στη δράση τους και να τη µεταβάλλουν όποτε αυτό 

θα τους ήταν χρήσιµο. Έτσι εµπιστεύτηκαν το αποτέλεσµα χωρίς παραπάνω 

διερεύνηση. ∆εν τους απασχόλησε καθόλου αν τα αποτελέσµατα που παίρνουν είναι 

ακριβή ή προσεγγιστικά. Εµπιστεύονται τις δυνατότητες του υπολογιστικού 

συστήµατος και δεν επιχειρούν µια ερµηνεία των αποτελεσµάτων. Στο σηµείο αυτό 

λοιπόν είναι απαραίτητη η παρέµβαση του διδάσκοντα, πράγµα που δεν έγινε µε τη 

συγκεκριµένη οµάδα. Ο διδάσκων µπορεί στο σηµείο αυτό να παρέµβει, να θέσει 

ζητήµατα προς συζήτηση επανακαθορίζοντας τους όρους της διερεύνησης και να 

εκµεταλλευτεί την αδυναµία αυτή προς όφελος των µαθητών του. Τι πιο απλό από να 

τους ζητήσει να δώσουν στο ν τιµές κοντά σε αυτές που έχουν ήδη δώσει, όπως για 

παράδειγµα 9500 ή 104 (µια και οι µαθητές έχουν επιλέξει τις τιµές 10000 και 105). 

Έτσι οι µαθητές θα µπουν στη διαδικασία µιας πιο λεπτοµερούς και 

εµπεριστατωµένης διερεύνησης µέσα από την οποία θα οδηγηθούν στην οικοδόµηση 

των σχηµάτων που απαιτούνται για την εννοιολογική κατανόηση των εννοιών. Χωρίς 

αυτή την παρέµβαση, και αυτό είναι ένα πρόβληµα στο σχεδιασµό της έρευνας, οι 

µαθητές εύλογα θεώρησαν ότι το ζητούµενο εµβαδόν είναι 100 χωρίς να διεισδύσουν 

στο περιεχόµενο των εννοιών που απαρτίζουν το εννοιολογικό πεδίο του ορισµένου 

ολοκληρώµατος. 

 

  Η εξαγωγή και διατύπωση κανόνα   

Ένα µέρος των µαθητών που συµµετείχαν στην έρευνα δυσκολεύτηκε ή, ακόµα 

παραπάνω, δεν ήταν σε θέση να διατυπώσει κανόνες οι οποίοι να περιγράφουν τη 

διαδικασία που ακολουθήθηκε και να υποστηρίζουν τα συµπεράσµατα στα οποία οι 

µαθητές  αυτοί οδηγήθηκαν από την επεξεργασία των δεδοµένων. Έχει βέβαια ήδη 

παρατηρηθεί ότι οι µαθητές αντιµετωπίζουν σοβαρές δυσκολίες στο να εξάγουν 

σχέσεις από ένα δεδοµένο σύνολο τιµών µεγεθών που σχετίζονται µεταξύ τους ή να 

διατυπώσουν κανόνες που να περιγράφουν τις σχέσεις αυτές (Kynigos et al, 1997). 

Έτσι 4 από τις 18 οµάδες µαθητών που συµµετείχαν στην έρευνα δεν µπόρεσαν να 

διατυπώσουν κάποιον, έστω και υποτυπώδη, κανόνα. Τρεις ακόµα οµάδες αντί να 

επιχειρήσουν να διατυπώσουν έναν κανόνα µε τον οποίο να  περιγράφεται η 

διαδικασία που ακολουθήθηκε και να γενικεύεται η µέθοδος θεώρησαν αρκετό να 

δηλώσουν ότι εµβαδά ανάλογων χωρίων υπολογίζονται µε τη βοήθεια του ορισµένου 
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ολοκληρώµατος. Οι δυο από τις οµάδες αυτές ανήκαν στο πρώτο σχολείο. Η 

απάντηση της µιας από τις δυο οµάδες στην αντίστοιχη ερώτηση φαίνεται στην 

εικόνα 12:  

 

 

Οι µαθητές των οµάδων αυτών, ενώ µέχρι τότε δεν είχαν καµία ενασχόληση µε 

τον ορισµό της έννοιας, ήταν σε θέση όπως φάνηκε από το pretest να χειριστούν σε 

επίπεδο διαδικασίας ορισµένα ολοκληρώµατα απλών τουλάχιστον συναρτήσεων. 

Γιατί λοιπόν δεν διατύπωσαν έναν κανόνα; Μια απάντηση είναι ότι η προηγούµενη 

διαδικασιακή γνώση δεν επέτρεψε στους µαθητές να επιτύχουν την εννοιολογική 

κατανόηση της έννοιας (Tall, 1997; Ferrini-Mundy & Guardard, 1992). Μια άλλη 

απάντηση στο ερώτηµα θα µπορούσε να είναι ότι οι µαθητές των δυο οµάδων ήταν 

προετοιµασµένοι για την ανάπτυξη ενός νέου εργαλείου για τον υπολογισµό εµβαδών 

χωρίων ο οποίος ήταν αδύνατο να γίνει µε τους µέχρι τότε γνωστούς τρόπους, όπως 

καταδεικνύεται από τις αιτιάσεις των µαθητών της µιας οµάδας, αυτής της εικόνας 

12, προς τον παρατηρητή που ήταν ο διδάσκων καθηγητής: 

 
∆: Τόσα χρόνια δεν µαθαίναµε κύριε ότι δεν υπολογίζεται αυτό το 

εµβαδόν παρά µόνο µε ολοκληρώµατα; 
Α: Ναι. ∆εν µας λέγατε θα το µάθετε στην τρίτη; 

Επεισόδιο 28: Το ορισµένο ολοκλήρωµα είναι το κατάλληλο εργαλείο για τον υπολογισµό 
εµβαδών ανάλογων χωρίων 

Είναι φανερό ότι για τους δυο µαθητές η χρήση του ορισµένου ολοκληρώµατος 

στον υπολογισµό εµβαδών επίπεδων χωρίων δεν αποτελεί µια νέα και αποκαλυπτική 

εµπειρία. Ο ορισµός της έννοιας είναι µεν κάτι καινούργιο για αυτούς αλλά η χρήση 

της για τον υπολογισµό εµβαδών είναι αναµενόµενη. Στο πλαίσιο αυτό είναι εύλογο 

να θεωρούν οι µαθητές ότι ο ζητούµενος κανόνας για τον τρόπο υπολογισµού του 

Εικόνα 12: Ο κανόνας είναι η χρήση ορισµένου ολοκληρώµατος 
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εµβαδού του παραβολικού χωρίου δεν µπορεί να είναι άλλος από την απαίτηση για 

χρήση του νέου εργαλείου δηλαδή του ορισµένου ολοκληρώµατος. 

Η τρίτη οµάδα, που είναι οµάδα του δεύτερου σχολείου, είναι αυτή της οποίας η 

δράση εµφανίζεται στα επεισόδια 12, 14 και 17. Οι µαθητές δεν έχουν καταφέρει να 

οικοδοµήσουν κατάλληλα σχήµατα ικανά να τους επιτρέψουν να ξεφύγουν από την 

αλγεβρικής φύσης ερµηνεία των πραγµάτων και να τους δώσουν τη δυνατότητα να 

αντιµετωπίσουν την κατάσταση µε όρους ανάλυσης. Έτσι την πρώτη µέρα  αντί να 

διατυπώσουν κανόνα αρκούνται στην καταγραφή της λανθασµένης άποψης ότι το 

άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων είναι ανάλογο του πλήθους τους (‘…Όσο 

αυξάνεται το πλήθος των ορθογωνίων τόσο αυξάνεται και το άθροισµα των εµβαδών 

των ορθογωνίων. Άρα είναι ανάλογα’) όπως φαίνεται στο επεισόδιο 12. Τη δεύτερη 

ηµέρα όµως οι µαθητές απαντούν στην αντίστοιχη ερώτηση:  

 

 

Αυτό που είναι άξιο προσοχής είναι ότι από τη µελέτη των προεισαγωγικών 

δοκιµίων εξάγεται το συµπέρασµα πως οι δυο µαθητές πριν από την έρευνα δεν είχαν 

καµία απολύτως γνώση σε σχέση µε την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος και 

τις δυνατότητες που αυτή παρέχει. Η πρώτη επαφή τους µε την έννοια ήταν µέσα από 

τη διαδικασία της έρευνας. Έτσι µέσα από τη δραστηριότητά τους κατά την πρώτη 

µέρα της ερευνητικής διαδικασίας, την εµπλοκή τους στη διερεύνηση της διαδικασίας 

µε την οποία ορίζεται η έννοια και αξιοποιώντας τις πληροφορίες που πήραν από τον 

ερευνητή και τον παρατηρητή ανέπτυξαν µια πρώτη νοητική εικόνα για την έννοια. Η 

νοητική εικόνα όµως που δοµήθηκε από τους µαθητές παραµένει στο διαδικασιακό 

επίπεδο, είναι δηλαδή µια ρουτίνα υπολογισµού. Εποµένως µπορεί να αποτελεί έναν 

κανόνα. 

Εικόνα 13: Ο κανόνας του ορισµένου ολοκληρώµατος 
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∆υο άλλες οµάδες, αυτή τη φορά από το τρίτο σχολείο, διατύπωσαν τους 

λανθασµένους «κανόνες» που φαίνονται στις εικόνες 14 και 15: 

 

 
  

 

Οι οµοιότητα των δυο κανόνων σε συνδυασµό µε την παρατήρηση ότι οι δυο 

οµάδες εργάστηκαν σε γειτονικούς Η/Υ οδηγεί µε αρκετά µεγάλη σιγουριά στο 

συµπέρασµα ότι οι κανόνες αυτοί είναι προϊόν συνεργασίας των µελών των δυο 

οµάδων. Το πιο ενδιαφέρον στοιχείο στους δυο αυτούς κανόνες είναι ότι οι µαθητές, 

σε αντίθεση µε τους µαθητές της εικόνας 12 και του επεισοδίου 27, προσπαθούν να 

αναγάγουν τον υπολογισµό του εµβαδού του παραβολικού χωρίου σε υπολογισµό 

εµβαδού ενός σχήµατος που µπορεί να γίνει µε τους γνωστούς µέχρι τότε τρόπους. 

Προτείνουν λοιπόν τη χάραξη µιας ευθείας ώστε να µεταφερθούν στον υπολογισµό 

του εµβαδού ενός τριγώνου. Βέβαια οι µαθητές της πρώτης οµάδας (εικόνα 13) 

επιχειρούν ανεπιτυχώς να εντάξουν στοιχεία της διαδικασίας που προηγήθηκε στην 

απάντησή τους (‘…και ξαναχωρίζουµε το εµβαδόν αυτό σε πολύ µικρά πάλι 

παραλληλόγραµµα…’). Αντίθετα οι µαθητές της δεύτερης οµάδας (εικόνα 14) δεν 

προτείνουν κανέναν απολύτως τρόπο για τον υπολογισµό του εµβαδού του χωρίου 

που περικλείεται µεταξύ της ευθείας που προτείνουν να χαράξουµε και της γραφικής 

παράστασης. Μεταθέτουν λοιπόν το πρόβληµα του υπολογισµού του εµβαδού του 

Εικόνα 14: Η µετατροπή του παραβολικού χωρίου σε τριγωνικό 

Εικόνα 15: Το παραβολικό χωρίο και το τρίγωνο 
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παραβολικού  χωρίου που τους δόθηκε σε αυτό του υπολογισµού ενός ανάλογου 

χωρίου και µάλιστα δυσκολότερης µορφής. Από την άποψη αυτή θα µπορούσε να 

λεχθεί ότι οι µαθητές δεν διατυπώνουν κανόνα. 

Οι υπόλοιπες 9 οµάδες κατόρθωσαν να διατυπώσουν κανόνες που περιγράφουν – 

άλλοι καλύτερα και άλλοι χειρότερα – τη διαδικασία που ακολουθήθηκε. Όµως οι 

κανόνες αυτοί επηρεάζονται έντονα από τις αντιλήψεις των µαθητών για την έννοια 

του ορίου και τις παρανοήσεις της. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα  του κανόνα 

που διατύπωσε µια οµάδα του τρίτου σχολείου και φαίνεται στην εικόνα 9. Είναι 

άµεσα παρατηρήσιµο ότι η διατύπωση του κανόνα καθορίζεται από την αντίληψη 

των µαθητών ότι για να συγκλίνει η ακολουθία θα πρέπει να είναι τελικά σταθερή. Το 

ίδιο φαινόµενο της επίδρασης των παρανοήσεων της έννοιας του ορίου στον κανόνα 

παρατηρείται στους κανόνες που διατυπώνουν ακόµα τρεις  οµάδες. Μόνο 5 από τις 

18 οµάδες ( µια στο πρώτο σχολείο και από δυο οµάδες στο δεύτερο και το τρίτο 

σχολείο) κατορθώνουν να διατυπώσουν έναν κανόνα που να µπορεί να θεωρηθεί 

ικανοποιητικός. Ένας τέτοιος κανόνας, που διατυπώθηκε από µια οµάδα του τρίτου 

σχολείου, φαίνεται στην εικόνα 16: 

 

Οι µαθητές εδώ δεν αναφέρονται ρητά στην ύπαρξη ορίου. Όµως η διατύπωση 

που επιλέγουν να χρησιµοποιήσουν σαφώς υπονοεί την ύπαρξή του (‘… όταν το 

πλήθος τους [των ορθογωνίων] τείνει στο άπειρο’). Η διατύπωση συµπυκνώνει τρία 

διαδοχικά βήµατα: Πρώτα χωρίζουµε το σχήµα (εδώ εννοούν το χωρίο) σε ορθογώνια 

µε βάση στον άξονα των x (‘Αφού χωρίσουµε το σχήµα σε κάθετα ορθογώνια…’). Στο 

δεύτερο βήµα υπολογίζουµε το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων και στο 

τρίτο βήµα υπολογίζουµε το όριο αυτού του αθροίσµατος (‘…το εµβαδόν του χωρίου 

θα είναι το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων όταν το πλήθος τους τείνει στο 

Εικόνα 16: Ο κανόνας για τον υπολογισµό του εµβαδού του παραβολικού χωρίου 
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άπειρο’). Οι µαθητές λοιπόν έχουν διατυπώσει ένα κανόνα που περιγράφει πολύ καλά 

τη διαδικασία που ακολουθήθηκε. Περισσότερο λεπτοµερειακός και ακριβής είναι ο 

κανόνας που διατυπώνεται από µια οµάδα του δεύτερου σχολείου: 

 

Οι µαθητές στον κανόνα που προτείνουν ξεκαθαρίζουν ότι τα ορθογώνια θα 

πρέπει να έχουν ίσες βάσεις που είναι µια χρήσιµη παρατήρηση για την εφαρµογή 

της διαδικασίας. Η απαίτηση για ‘…όσο το δυνατόν πιο πολλά ορθογώνια…’ είναι 

βέβαια περιττή στο σηµείο αυτό αλλά πιθανότατα εντάχθηκε ως συνέπεια της 

απαίτησης για χρήση ορίου στον υπολογισµό του εµβαδού. Στη συνέχεια 

αναφέρονται στο άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων και στο όριο της 

ακολουθίας καθώς ‘…ο αριθµός των ορθογωνίων τείνει στο άπειρο’. Η αναφορά των 

µαθητών στο όριο είναι αυτή τη φορά άµεση (‘…να πάρουµε το όριο του αθροίσµατος 

των εµβαδών…’). Ο κανόνας αυτός, όπως και ο προηγούµενος, περιέχει τα ίδια τρία 

βήµατα. Η διαφορά µεταξύ των δυο κανόνων είναι ότι στον δεύτερο είναι ξεκάθαρη η 

απαίτηση για διαµέριση που ορίζει διαστήµατα ίσου µήκους, δηλαδή για την ισότητα 

των βάσεων των ορθογωνίων, και η απαίτηση για χρήση ορίου. ∆ιατυπώνουν λοιπόν 

και αυτοί οι µαθητές έναν σχεδόν πλήρη κανόνα. 

 

  Η δυσκολία στην µετάβαση στο περιβάλλον «χαρτί – µολύβι»   

Η χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών στη µαθηµατική εκπαίδευση σε καµία 

περίπτωση δεν αποσκοπεί στην µείωση της χρήσης της τυπικής µαθηµατικής 

έκφρασης. Αντίθετα η ψηφιακή τεχνολογία παρέχει στους µαθητές τη δυνατότητα να 

εκφράσουν µαθηµατικά νοήµατα χρησιµοποιώντας ως µέσο τον τυπικό φορµαλισµό 

(Kynigos, 2002). Η ανατροφοδότηση που λαµβάνει ο µαθητής  από το µηχάνηµα δεν 

είναι όµως πάντα και αναγκαία συµβατή µε τις συνήθεις εκφράσεις που είναι γενικά 

Εικόνα 17: Ο λεπτοµερής κανόνας 



 150 

αποδεκτές σε τυπικό µαθηµατικό περιβάλλον. Έτσι, λίγοι µόνο µαθητές µπορούν να 

µετασχηµατίσουν αυτό που παίρνουν ως ανταπόκριση του µηχανήµατος στις 

ενέργειές τους σε µια συνήθη σε περιβάλλον ‘χαρτί-µολύβι’ έκφραση (Lagrange, 

1999). Αυτό είναι κάτι που παρατηρήθηκε και στα πλαίσια της παρούσας έρευνας. Οι 

µαθητές, ακόµα και αυτοί που είχαν κατορθώσει να διατυπώσουν έναν κανόνα, είχαν 

πολύ µεγάλες δυσκολίες, αξεπέραστες σε αρκετές περιπτώσεις, να µεταφέρουν την 

εµπειρία που αποκόµισαν από τη δραστηριότητα σε περιβάλλον ‘χαρτί – µολύβι’, µε 

την έννοια ότι δεν ήταν σε θέση να αποδείξουν τους ισχυρισµούς τους. Μόνο µετά 

από παρέµβαση και µε την καθοδήγηση του ερευνητή ή των παρατηρητών πέτυχαν οι 

6 από τις 18 οµάδες να κάνουν µια απόδειξη. Οι δυσκολίες σχετίζονται κυρίως µε την 

πρώτη και τη δεύτερη φάση του κανόνα που διατυπώθηκε. Οι µαθητές απέτυχαν στην 

πλειονότητά τους να εκφράσουν το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων ως 

συνάρτηση του πλήθους τους. Η αποτυχία αυτή µπορεί να αναλυθεί σε δυο επιµέρους 

συνιστώσες. Η πρώτη είναι η δυσκολία υπολογισµού του εµβαδού του τυχαίου 

ορθογωνίου, που µε τη σειρά της αναλύεται στην δυσκολία υπολογισµού της βάσης 

των ορθογωνίων και την αδυναµία υπολογισµού του ύψους τους, καθώς και τη 

δυσκολία στην άθροιση των εµβαδών. Η δεύτερη πηγάζει από την εκτίµηση µερικών 

µαθητών ότι τα ορθογώνια είναι ισεµβαδικά. Όσοι µαθητές κατόρθωσαν τελικά να 

κατασκευάσουν τον τύπο της ακολουθίας ήταν σε θέση να υπολογίσουν και το όριό 

της. 

 

Η πεποίθηση ότι τα ορθογώνια είναι ίσα 

Μια εντυπωσιακή παρατήρηση είναι ότι υπήρξαν µαθητές που ανέπτυξαν την 

αντίληψη ότι τα ορθογώνια που σχηµατίζονται για την κάλυψη του χωρίου είναι 

ισεµβαδικά. Το επεισόδιο που ακολουθεί διαδραµατίζεται κατά την προσπάθεια δυο 

µαθητών  να υπολογίσουν το εµβαδόν των ορθογωνίων. 

 
Β: Αυτό εδώ πέρα το 72 είναι το άθροισµα των ορθογωνίων. 
Η: Ναι. 
Β: Οπότε αν το διαιρέσουµε µε το 5 θα βρούµε το εµβαδόν του ενός 

ορθογωνίου. Κατάλαβες; 
Η: Ναι. 

Επεισόδιο 29: Ο µερισµός του συνολικού εµβαδού 
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Οι µαθητές έχουν επιλέξει ν=5 και µε τη βοήθεια της  οπτικής αναπαράστασης 

που παρατηρούν στην οθόνη προσπαθούν να κατανοήσουν ποιος είναι ο κατάλληλος 

µηχανισµός για τον υπολογισµό του εµβαδού κάθε ορθογωνίου. Το εντυπωσιακό 

είναι ότι τελικά εκτελούν µια διαίρεση µερισµού χωρίς να λαµβάνουν υπόψη τους ότι 

τα αντικείµενα-ορθογώνια προφανώς δεν είναι ίσα, κάτι που είναι εµφανές από την 

παρατήρηση του σχήµατος. Κάτι τέτοιο θα µπορούσαµε πιθανόν να το αναµένουµε 

από µικρά παιδιά αλλά όχι και από µαθητές της τρίτης τάξης του Λυκείου. Όµως ‘τα 

αρχικά διδακτικά µοντέλα φαίνονται να ριζώνουν τόσο βαθιά στο νου του µαθητή, 

ώστε συνεχίζουν να ασκούν έναν ασυνείδητο έλεγχο πάνω στη νοητική του 

συµπεριφορά ακόµα και αφού ο µαθητής αποκτήσει τυπικές µαθηµατικές έννοιες που 

είναι σωστές και στηρίζονται σε γερές βάσεις.’ (Fischbein et al, 1999). Μια τέτοια 

περίπτωση παρατηρείται στην περίπτωση των µαθητών του επεισοδίου. Οι µαθητές 

γνωρίζουν ότι η πράξη που αντιστοιχεί στον µερισµό ενός συνόλου είναι η διαίρεση. 

Έτσι αφού γνωρίζουν το συνολικό εµβαδό και θέλουν να υπολογίσουν το εµβαδόν 

κάθε ορθογωνίου αποφασίζουν να κάνουν διαίρεση. Το άδηλο µοντέλο υποβάλλει 

όµως την αντίληψη ότι τα αποτελέσµατα µιας ενέργειας µερισµού µε διαίρεση είναι 

ίσα. Έτσι η απόφασή τους για µερισµό της επιφάνειας τους υποχρεώνει στην αποδοχή 

της ισότητας των εµβαδών των ορθογωνίων. 

Μια παρόµοια αντίληψη φαίνεται ότι αναπτύσσουν και δυο συµµαθήτριές τους 

στην προσπάθειά τους να διατυπώσουν τον κανόνα που τους ζητείται: 

 
Ε: Και ύστερα; 
∆: Θα προσθέσουµε τα εµβαδά. 
Ε: Ωραία.  
∆: Άρα θα είναι ν επί το εµβαδόν κάθε ορθογωνίου. 
Ε: Γιατί; Είναι ίδια τα ορθογώνια; Είναι ίσα; 
∆: Όχι. Αλλά θα είναι επί  f(x). Κάτι σαν µεταβλητή. 

Επεισόδιο 30: Τα ορθογώνια είναι ισεµβαδικά 

Είναι φανερό ότι η ∆ ξεκινώντας από το µοντέλο του πολλαπλασιασµού ως 

επαναληπτικής πρόσθεσης έχει οδηγηθεί στην αντίληψη ότι η πρόσθεση οµοειδών 

αντικειµένων ισοδυναµεί µε πολλαπλασιασµό ενός από αυτά µε το πλήθος τους. Η 

υιοθέτηση αυτής της αντίληψης όµως επιβάλλει την άτυπη παραδοχή της ισότητας 

των εµβαδών. Η παρέµβαση του ερευνητή της υπενθυµίζει επίσης την απαίτηση του 

µοντέλου για ισότητα των αντικειµένων. Έτσι επιχειρεί να εισάγει µια µεταβλητή, την 
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τιµή f(x), που θα την βοηθήσει να ξεπεράσει την αντίφαση µεταξύ της απαίτησης του 

µοντέλου για ίσα εµβαδά και της εποπτείας της ανισότητας των εµβαδών. 

 

Ο υπολογισµός του εµβαδού του τυχαίου ορθογωνίου 

Ακριβώς ο υπολογισµός του εµβαδού των ορθογωνίων αποδείχθηκε ότι ήταν το 

σηµαντικότερο πρόβληµα που αντιµετώπισαν οι µαθητές στην προσπάθεια που 

κατέβαλαν να µεταφέρουν τις παρατηρήσεις τους και τα συµπεράσµατά τους σε 

περιβάλλον ‘χαρτί-µολύβι’. Το πρόβληµα εστιάζεται σε δυο σηµεία: τη δυσκολία 

υπολογισµού της βάσης των ορθογωνίων και τη δυσκολία υπολογισµού του ύψους 

τους. Όσοι υπολόγισαν το εµβαδόν του τυχαίου ορθογωνίου αντιµετώπισαν ένα νέο 

πρόβληµα. Για τον υπολογισµό του αθροίσµατος των εµβαδών των ορθογωνίων 

απαιτείται η γνώση του αθροίσµατος των τετραγώνων των ν πρώτων φυσικών. Ο 

τύπος αυτός δόθηκε στους µαθητές. Έτσι στο σηµείο αυτό τα προβλήµατα δεν ήταν 

σοβαρά. 

 
  Ο υπολογισµός της βάσης 

Οι µαθητές αντιµετώπισαν σοβαρό πρόβληµα στον υπολογισµό της βάσης των 

ορθογωνίων, δηλαδή στον υπολογισµό του µήκους των διαστηµάτων που ορίζει η 

διαµέριση. Σχεδόν σε όλες τις περιπτώσεις χρειάστηκε η παρέµβαση του ερευνητή ή 

των παρατηρητών. Χαρακτηριστικό είναι το επόµενο επεισόδιο: 

 
Ε: Μπορούµε να βρούµε πόση είναι η βάση; 
Ζ: Θα είναι ένα… κόµµα… κάτι… 
Ε: Πως θα το βρούµε όµως; [Αδυνατούν να προχωρήσουν]. Για να 

δούµε. Εδώ τι έχουµε κάνει; Έχουµε χωρίσει το διάστηµα [0,10] σε 
πόσα ίσα κοµµάτια; 

∆: Σε 7. Να τα χωρίσουµε σε ζυγό αριθµό για να είναι πιο εύκολο; 
Ζ: Ωραία.  
∆: Βάλε 10. [Η µαθήτρια Ζ χειρίζεται τον υπολογιστή]. Ω! Είναι 1. Είναι 

1. 
Ε: Καλά λοιπόν. Αν τα ορθογώνια είναι 10 είναι εύκολο.  
∆: Και το 20. Όλα τα πολλαπλάσια του 10. 
Ε: Εντάξει. Αν όµως είναι 7 που είχατε βάλει πριν; 
Ζ: Είναι 1 και κάτι. 
∆: Αυτό το κάτι πόσο είναι; [Και πάλι αδυνατούν να προχωρήσουν].  
Ε: Μισό λεπτό. Πόσο είναι αυτό το µήκος; (∆είχνει στην οθόνη το 

διάστηµα [0,10]). 
Ζ: 10.  
Ε: Σε πόσα κοµµάτια το χωρίσατε; 
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Ζ: Σε 7. 
Ε: Πόσο είναι λοιπόν κάθε κοµµάτι; 
∆: 10/7. Είναι 10/7. 
Ε: Ωραία. Ας πούµε τώρα ότι έχουµε πάρει ν ορθογώνια. Πόση είναι η 

βάση; 
Ζ: 10/ν. 

Επεισόδιο 31: Η βάση των ορθογωνίων είναι 10/ν 

Στο επεισόδιο αυτό είναι εµφανής η δυσκολία που αντιµετωπίζουν οι µαθήτριες 

να υπολογίσουν τη βάση των ορθογωνίων παρά το ότι ξεκινούν κάνοντας µια σωστή 

κίνηση. Αποφασίζουν να εξετάσουν πρώτα τι συµβαίνει σε µια ειδική περίπτωση και 

στη συνέχεια να γενικεύσουν τα συµπεράσµατά τους. Αυτή η στρατηγική, από το 

ειδικό στο γενικό, είναι συνήθως σε ανάλογες καταστάσεις αποδοτική. Έχοντας όµως 

επιλέξει αρχικά έναν δύσκολο για την περίσταση αριθµό, τον αριθµό 7, αποφασίζουν 

να µεταβάλλουν την επιλογή τους ώστε να οδηγηθούν σε µια πιο απλή κατάσταση. 

Επιλέγουν λοιπόν τον αριθµό 10, οπότε παρατηρώντας την οθόνη αντιλαµβάνονται 

άµεσα ότι το µήκος της βάσης κάθε ορθογωνίου είναι 1. Και πάλι όµως µόνο µετά 

από την παρέµβαση του ερευνητή καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι στην περίπτωση 

των 7 ορθογωνίων η βάση καθενός είναι 10/7 και, στη συνέχεια, οδηγούνται στη 

γενίκευση για τυχαίο πλήθος ορθογωνίων. 

Ενδιαφέρον παρουσιάζει και µια άλλη προσέγγιση του θέµατος από µια οµάδα 

µαθητών όταν και αυτοί µε τη σειρά τους προσπαθούν να υπολογίσουν το µήκος της 

βάσης κάθε ορθογωνίου. 

 
∆: Χωρίζουµε το χωρίο σε πολύ µικρά κοµµατάκια. 
Π: Μπράβο! Και τα κοµµατάκια αυτά τι εµβαδόν έχουν κάθε φορά; 
Α: Το χωρίζουµε σε τόσο µικρά κοµµατάκια ώστε να θεωρείται ευθεία 

κάθε κοµµατάκι; 
Π: Και πόσο είναι το πλάτος τους; 
∆: Απειροελάχιστο. 
Π: Μισό λεπτό. Ας πούµε ότι το χωρίζω σε ν κοµµάτια. Ας πούµε σε 100 

κοµµάτια. 
Α: Ένα. 
Π: Στάσου. Το [0,10] είναι το διάστηµά µας. Πόσο είναι το µήκος κάθε 

κοµµατιού; 
Α: Το [0,10] σε 100; 0,1 είναι. 

Επεισόδιο 32: Στις αρχές του Απειροστικού Λογισµού 

Στο επεισόδιο αυτό είναι εξαιρετικά ενδιαφέρον ότι οι µαθητές έχουν οδηγηθεί σε 

µια προσέγγιση του θέµατος χαρακτηριστική µιας φάσης της εξέλιξης του 
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απειροστικού λογισµού, της γενίκευσης που επιχειρεί ο Stevin στις µεθόδους του 

Αρχιµήδη. Κυριαρχεί η αντίληψή τους ότι αν καλύψουν το χωρίο από πολύ µικρά 

ορθογώνια, τόσο µικρά ‘… ώστε να θεωρείται ευθεία κάθε κοµµατάκι’, θα µπορέσουν 

αθροίζοντάς τα να υπολογίσουν το εµβαδόν του. Η χρήση του ρήµατος ‘θεωρείται’ 

από τους µαθητές δεν είναι τυχαία. Αντιλαµβάνονται σαφώς ότι δεν κατασκευάζουν 

ευθύγραµµα τµήµατα αλλά ορθογώνια που έχουν κάποια βάση µια και στην  ερώτηση 

που θέτει ο παρατηρητής για το πόσο είναι το πλάτος τους η απάντηση του ∆ είναι 

‘Απειροελάχιστο’. ∆έχονται δηλαδή την ύπαρξη πλάτους έστω και αµελητέου. Στη 

συνέχεια, µε την άµεση καθοδήγηση του παρατηρητή, µπαίνουν στη διαδικασία 

προσδιορισµού του µήκους της βάσης των ορθογωνίων ακολουθώντας και αυτοί τη 

στρατηγική από το ειδικό στο γενικό. 

 
  Ο υπολογισµός του ύψους 

Μεγάλες δυσκολίες αντιµετώπισαν οι µαθητές και στον υπολογισµό του ύψους 

των ορθογωνίων. Το πρόβληµα εστιάζεται σε δυο παράγοντες. Ποια είναι τα σηµεία 

της διαµέρισης; Σε ποιο από τα δυο άκρα της βάσης πρέπει να υπολογιστεί τι ύψος; 

Αυτά είναι τα δυο ερωτήµατα στα οποία καλείται να απαντήσει ο λύτης προκειµένου 

να υπολογίσει το ύψος του ορθογωνίου. Η αδυναµία απάντησης στα ερωτήµατα αυτά 

είναι η αιτία αποτυχίας των µαθητών στο συγκεκριµένο έργο. Το επόµενο επεισόδιο, 

χαρακτηριστικό της δράσης των µαθητών στην προσπάθεια αναζήτησης απάντησης 

στο δεύτερο ερώτηµα, αποτελεί χρονικό συνεχές µε το επεισόδιο 31: 

 
Ζ: Και το ύψος θα είναι… 
∆: Το f(10/ν). Όχι. 
Ζ: Το 10 είναι εδώ (δείχνει στην οθόνη το δεξί άκρο του [9,10]). Αν 

πάµε εδώ (δείχνει το τελευταίο διάστηµα της διαµέρισης) είναι 
αυτό το σηµείο (δείχνει το αριστερό άκρο του διαστήµατος). Το 
ύψος είναι το f αυτού του σηµείου. 

Επεισόδιο 33: Που να υπολογίσουµε το ύψος; 

Στο επεισόδιο αυτό οι δυο µαθήτριες προσπαθούν να υπολογίσουν το ύψος ενός 

ορθογωνίου. Βρίσκονται ακόµα στο στάδιο της διερεύνησης. Στη φάση παρατήρησης 

της κατάστασης και της προσπάθειας διατύπωσης µιας εικασίας. Παρατηρούν και 

µελετούν λοιπόν το τι συµβαίνει σε µια ειδική περίπτωση για το κατώτερο άθροισµα. 

Επιλέγουν το τελευταίο ορθογώνιο, αυτό που έχει βάση το διάστηµα [9,10]. Έχει 

προηγηθεί ο υπολογισµός του µήκους της βάσης κάθε ορθογωνίου. Η ∆ θεωρώντας 
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ότι πρέπει να αξιοποιηθεί το στοιχείο αυτό διατυπώνει την εικασία ότι το ύψος είναι  

f(10/ν). Είναι φανερό ότι οι δυο µαθήτριες έχουν κατανοήσει ότι το ύψος ισούται µε 

µια τιµή της συνάρτησης  f . Η ∆ προτείνει την τιµή  f(10/ν)  αν και αντιλαµβάνεται 

ότι αυτό είναι λανθασµένο. Αντιλαµβάνεται ότι το λάθος βρίσκεται στην επιλογή του 

10/ν, µια και αυτό προσδιορίστηκε ως το µήκος της βάσης και όχι ως σηµείο της 

διαµέρισης δηλαδή σηµείο του άξονα των τετµηµένων, και όχι στο ότι το ύψος είναι 

τιµή της συνάρτησης όπως µε ξεκάθαρο τρόπο προτείνει η Ζ (‘…Το ύψος είναι το f 

αυτού του σηµείου’). Το πρόβληµά τους είναι να βρουν το κατάλληλο σηµείο. Η Ζ 

αποφασίζει να αξιοποιήσει τις δυνατότητες που της προσφέρει η οπτικοποίηση του 

προβλήµατος, η γεωµετρική εποπτεία που έχει αναπτύξει. Εστιάζει το ενδιαφέρον της 

αρχικά στον άξονα των τετµηµένων. Αποµονώνει το διάστηµα [9,10] που είναι αυτό 

που την ενδιαφέρει. Στη συνέχεια το ενδιαφέρον της στρέφεται στο ορθογώνιο. Με τη 

βοήθεια της οπτικής αναπαράστασης προσδιορίζει την πλευρά του ορθογωνίου που 

ταυτίζεται µε το ύψος του. Αποφασίζει έτσι ότι το ύψος του ορθογωνίου είναι η τιµή 

της συνάρτησης  f  στο αριστερό άκρο του διαστήµατος, δηλαδή στο σηµείο 9. 

Πρόκειται για µια διερεύνηση της οποίας η γραµµή είναι: Ξεκινάω από το ειδικό για 

να καταλήξω στο γενικό. Προσδιορίζω πρώτα το σηµείο στο οποίο θα µετρήσω το 

ύψος και στη συνέχεια το υπολογίζω. Το επόµενο βήµα είναι η γενίκευση, κάτι που 

δεν συµβαίνει στο επεισόδιο 33. Ένα ερώτηµα που τίθεται είναι γιατί οι µαθήτριες 

επέλεξαν το τελευταίο ορθογώνιο και όχι κάποιο άλλο. Μια απάντηση πρέπει να 

είναι ότι θεώρησαν πιο εύκολο το χειρισµό του τελευταίου ορθογωνίου αφού 

γνώριζαν την τελική πλευρά του. Από µόνη της όµως η απάντηση αυτή δεν αρκεί 

γιατί αφού έχουν διαµερίσει το διάστηµα [0,10] σε δέκα ισοµήκη διαστήµατα µε 

απλή παρατήρηση της οθόνης ήταν σε θέση να γνωρίζουν όλα τα σηµεία της. 

Εποµένως θα µπορούσαν να χρησιµοποιήσουν οποιοδήποτε από τα ορθογώνια ως 

παράδειγµα στη διερεύνησή τους. Γιατί λοιπόν επέλεξαν το τελευταίο και όχι κάποιο 

άλλο; Απάντηση µπορεί να µας δώσει η ανάλυση του επεισοδίου 30 στο οποίο 

φάνηκε ότι οι µαθήτριες θεωρούν πως όλα τα ορθογώνια µπορούν να 

αντιπροσωπευθούν από οποιοδήποτε από αυτά. ∆ηλαδή οποιοδήποτε από τα 

ορθογώνια συµπεριφέρεται ως τυχαίο.  Έτσι επιλέγουν το τελευταίο αφού µπορούν 

να το χειριστούν πιο εύκολα από τα άλλα και µπορεί να τα αντιπροσωπεύσει χωρίς 

κανένα πρόβληµα. 
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Το επόµενο πρόβληµα που έπρεπε να αντιµετωπιστεί ήταν ο υπολογισµός του 

ύψους του τυχαίου ορθογωνίου για µια τυχαία διαµέριση. Η καρδιά του προβλήµατος 

είναι και πάλι η δυσκολία στον υπολογισµό της βάσης µια και στην πραγµατικότητα 

ο πρώτος παράγοντας που δηµιουργούσε τις δυσκολίες στον υπολογισµό του ύψους 

ήταν ο προσδιορισµός των σηµείων της διαµέρισης. Χαρακτηριστικό του τρόπου που 

αντιµετώπισαν το θέµα αυτό οι µαθήτριες της προηγούµενης οµάδας, αλλά και οι 

µαθητές σχεδόν όλων των άλλων οµάδων που κατόρθωσαν να φτάσουν στο σηµείο 

αυτό, είναι το επόµενο επεισόδιο: 

 
Ε: Από πού να αρχίσουµε να υπολογίζουµε τα σηµεία; 
Ζ: Από το µηδέν. Το πρώτο είναι το µηδέν. 
Ε: Το επόµενο ποιο θα είναι; 
∆: Το 10/ν; 
Ε: Ναι. Το 10/ν. ∆είξτε µου ποιο είναι το σηµείο αυτό. (∆είχνουν και οι 

δυο µαζί το δεξιό άκρο του πρώτου διαστήµατος). Ωραία. Το 
επόµενο σηµείο ποιο θα είναι; 

Ζ: Το 10/ν +1. Λάθος. Όχι συν 1 (σκέφτονται για λίγο χωρίς 
αποτέλεσµα) 

Ε: Πόσο είναι το µήκος κάθε διαστήµατος; 
Ζ: Ένα. 
Ε: Καλά. Ένα είναι εδώ, σε αυτό που βλέπουµε. Γενικά; 
Ζ: Να βάλουµε ένα άλλο ν; 
∆: Το 100. 
Ζ: Όχι, το 7 να βάλουµε ξανά. (Χειρίζεται τον Η/Υ). 
Ε: Αυτό πόσο είναι; (∆είχνει στην οθόνη το πρώτο διάστηµα) 
Ζ: 10/7. 
Ε: Γενικά; 
Ζ: 10/ν. 
∆: Ναι. Σωστά. 10/ν. 
Ε: Το επόµενο πόσο είναι; 
Ζ: 10/ν. 
∆: 10/ν δεν θα είναι και αυτό; 
Ε: Άρα ποιο θα είναι το επόµενο σηµείο; 
∆: Το 2 επί 10/ν. 
Ζ: Άρα λοιπόν θα είναι ν επί 10/ν; 

Επεισόδιο 34: Ο κανόνας για τα σηµεία της διαµέρισης 

Το κύριο χαρακτηριστικό που παρατηρείται στο επεισόδιο είναι η δυσκολία των 

µαθητριών να προσδιορίσουν τα σηµεία της διαµέρισης. Μόνο µετά από λεπτοµερή 

καθοδήγηση του ερευνητή αρχίζουν να κατανοούν τη διαδικασία υπολογισµού χωρίς 

όµως τελικά να τον ολοκληρώσουν. Η µεγαλύτερη δυσκολία που αντιµετώπισαν ήταν 

η δυσκολία αλλαγής πλαισίου µεταξύ ειδικού και γενικού. Η προσήλωσή τους στην 
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παρατήρηση των δεδοµένων που εµφανίζονται στην οθόνη περιόρισε τη δυνατότητά 

τους να γενικεύσουν. Ενώ το θέµα της συζήτησης µε τον ερευνητή είναι η γενική 

περίπτωση παραµένουν προσηλωµένες στην ειδική περίπτωση ν=10. Για να 

µπορέσουν να προχωρήσουν πρέπει να επαναλάβουν τη διαδικασία γενίκευσης που 

είχε προηγηθεί κατά την προσπάθεια υπολογισµού της βάσης. Αλλά αποτυγχάνουν 

στον επιτυχή προσδιορισµό του τελευταίου σηµείου (‘Άρα λοιπόν θα είναι ν επί 

10/ν;’). Η αποτυχία στον προσδιορισµό του τελευταίου κυρίως σηµείου ήταν κοινό 

χαρακτηριστικό των διερευνήσεων όλων σχεδόν των οµάδων και βέβαια επηρέασε 

τον υπολογισµό του ύψους του τελευταίου ορθογωνίου όπως φαίνεται στην επόµενη 

εικόνα στην οποία παρουσιάζεται η προσπάθεια απόδειξης στην περίπτωση της 

ακολουθίας κατώτερων αθροισµάτων από µια οµάδα του δεύτερου σχολείου. 

 

 

Η µελέτη των γραφοµένων στην εικόνα 18 αποκαλύπτει ότι και οι µαθητές της 

οµάδας αυτής βρίσκονται σε σύγχυση σε σχέση µε την κατάσταση. Αρχικά θεωρούν 

ότι όλα τα ορθογώνια έχουν την ίδια βάση και το ίδιο ύψος, δηλαδή είναι ισεµβαδικά 

(‘… Η βάση των ορθογωνίων θα είναι 10/ν και το ύψος f(10/ν)’).  Στη συνέχεια, όταν 

επιχειρούν να γράψουν το εµβαδόν του τυχαίου ορθογωνίου µεταβάλλουν την άποψή 

τους  (‘… Έτσι το εµβαδό του κάθε ορθογωνίου είναι 10 10f κ
ν ν

⎛ ⎞Ε = ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

’). ∆εν 

Εικόνα 18: Το λάθος στον υπολογισµό του ύψους του τελευταίου ορθογωνίου 
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υπάρχουν στοιχεία για τον λόγο αυτής της αλλαγής. Μια πιθανή ερµηνεία µπορεί να 

είναι η παρέµβαση του ερευνητή ή του παρατηρητή. Μια άλλη µπορεί να είναι ότι οι 

µαθητές αντιλήφθηκαν την αντίφαση µεταξύ της θεώρησής τους ότι τα ορθογώνια 

είναι ισεµβαδικά και της αντίληψης ότι είναι άνισα που επιβάλλει η γεωµετρική 

εποπτεία. Όποια και αν είναι η ερµηνεία γεγονός παραµένει ότι ο υπολογισµός του 

ύψους του τελευταίου ορθογωνίου είναι λανθασµένος. Το τελευταίο εσωτερικό 

σηµείο της διαµέρισης είναι το ( )101ν
ν

−  και όχι το 
10ν
ν
⋅ , όπως θεωρούν οι µαθητές. 

Έτσι το ύψος του τελευταίου ορθογώνιου είναι ( )101f ν
ν

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 και όχι 10f ν
ν

⎛ ⎞⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  

Γενικά η διαδικασία υπολογισµού του ύψους του τυχαίου ορθογωνίου αποδείχτηκε 

ότι ήταν εξαιρετικά δύσκολο έργο για τους µαθητές, όπως γίνεται φανερό στο 

παρακάτω επεισόδιο: 

 
Ζ: Μπορούµε να γράψουµε το εµβαδό ενός τυχαίου ορθογωνίου;  

∆: Θα είναι αυτό (δείχνει το ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ν
ν 101f ) επί κ; Όχι. 

Ζ: Όχι. 
Ε: Ας πάρουµε ένα τυχαίο από αυτά τα ορθογώνια. Ας πούµε ότι είναι το 

κ στη σειρά ορθογώνιο. Πόσο θα είναι το ύψος του; 
∆: Αυτό (δείχνει στην οθόνη). 
Ε: ∆ηλαδή πόσο είναι; 

Ζ: Αυτό (δείχνει στο φύλλο εργασίας το ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ν
ν 101f ). 

Ε: Για ν; 
∆: Για κ. 
Ζ: Άρα άµα θέλουµε το εµβαδό του…. 
Ε: Το ύψος του τυχαίου, του κ-στου, ορθογώνιου µπορούµε να το 

γράψουµε; 
Ζ: (γράφει)   f  του κ µείον 1 επί 10 προς κ. 
Ε: Προς κ; 
∆ και Ζ: (ταυτόχρονα)  Όχι. 
∆: Επί 10/ν. Άρα αλλάζει µόνο αυτό (δείχνειστο φύλλο εργασίας στον 

τύπο που έγραψαν το κ-1). 

Επεισόδιο 35: Ο κανόνας για τον υπολογισµό του ύψους του τυχαίου ορθογωνίου 

Η εξέταση των διαλόγων στο επεισόδιο φανερώνει ότι χωρίς την καθοδήγηση του 

ερευνητή πολύ δύσκολα οι µαθήτριες θα κατόρθωναν να φτάσουν στον σωστό 

υπολογισµό του ύψους. Υπήρξαν όµως οµάδες που κατόρθωσαν να κάνουν µια 
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σωστή απόδειξη, όπως η οµάδα που διατύπωσε τον κανόνα της εικόνας 17. Η 

απόδειξη που έκανε η οµάδα αυτή φαίνεται στην παρακάτω εικόνα: 

 

  Η συνεργασία   

Μια σηµαντική πτυχή της µαθησιακής διαδικασίας που µπορεί να αξιοποιηθεί 

µε τη χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών είναι η συνεργασία. Κατά τους Sutherland & 

Balacheff (1999) η σκέψη αναδύεται µέσα από την κοινωνική αλληλεπίδραση και την 

συνεργατική εργασία. Η συνεργατική µάθηση είναι δηλαδή ο ένας από τους δυο 

πόλους ανάδυσης της σκέψης ενός µαθητή. Αναπτύσσεται στα πλαίσια µιας 

κοινωνικής δοµής η οποία στην περίπτωση της παρούσας έρευνας είναι ο οµάδα που 

Εικόνα 19: Η απόδειξη 
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εντάσσεται στο περιβάλλον της τάξης. Έτσι παρατηρούνται αλληλεπιδράσεις στο 

πλαίσιο της ίδιας της οµάδας, µεταξύ των οµάδων και µεταξύ των οµάδων και του 

διδάσκοντα. 

 

Η αλληλεπίδραση στο πλαίσιο της οµάδας 

Η δυνατότητα παρατήρησης της συµπεριφοράς των µαθητών στα πλαίσια της 

οµάδας περιορίστηκε όπως είναι φυσικό στις οµάδες εκείνες για τις οποίες υπάρχει 

καταγεγραµµένο οπτικοακουστικό υλικό. ∆εν παρατηρήθηκε διαφορά ως προς την 

αλληλεπίδραση µεταξύ των µελών κάθε οµάδας ανάµεσα στις οµάδες µαθητών  του 

πρώτου σχολείου, του οποίου οι µαθητές έχουν µεγάλη εµπειρία σε αυτής της µορφής 

δραστηριότητες και επανειληµµένα έχουν στο παρελθόν εργαστεί σε οµάδες, και στις 

οµάδες των άλλων δυο σχολείων, οι µαθητές των οποίων για πρώτη φορά εντάχθηκαν 

σε µια τέτοια δραστηριότητα και δεν είχαν εµπειρία συνεργατικής διαδικασίας. 

 
  Οι ρόλοι των µελών της οµάδας 

Οι µαθητές αφέθηκαν να καθορίσουν µόνοι τους, χωρίς την παρέµβαση ή την 

παραίνεση του ερευνητή ή των παρατηρητών, τους ρόλους τους. Έτσι ο ένας από 

τους µαθητές ανέλαβε το χειρισµό του υπολογιστή και ο άλλος τη συµπλήρωση του 

φύλλου εργασίας. Οι µαθητές δεν φαίνεται ότι θεωρούσαν ότι ο χειριστής του 

υπολογιστή έχει κυρίαρχο ρόλο στην οµάδα σε αντίθεση µε τα αποτελέσµατα 

προηγούµενων ερευνών (Κυνηγός, 2007) σύµφωνα µε τα οποία ο «πληκτρολογητής» 

προσπαθεί να προστατεύσει τη θέση του που θεωρείται δεσπόζουσα και ηγετική. Ο 

παράγοντας που αξιολογήθηκε από τους ίδιους τους µαθητές ως σηµαντικός στην 

έρευνα αυτή ήταν η παραγωγή µαθηµατικού νοήµατος, όπως φαίνεται και στο 

επόµενο επεισόδιο: 

 

∆: Εγώ λέω ότι είναι f του κ επί 10/ν. Και αυτό να το βάλουµε στο x. 
Ε: Σωστά. Έτσι  είναι.  
Ζ: Α! Καλά το έγραψες. Μπράβο ρε Μιµή! Γι' αυτό  σε αγαπάω. 

Επεισόδιο 36: Το κριτήριο αναγνώρισης είναι η παραγωγή νοηµάτων 

Το επεισόδιο αυτό έλαβε χώρα τη δεύτερη ηµέρα της διαδικασίας κατά την 

προσπάθεια υπολογισµού του ύψους των ορθογωνίων του άνω αθροίσµατος. Η Ζ 

χειρίζεται τον υπολογιστή και η ∆ συµπληρώνει το φύλλο εργασίας . Οι µαθήτριες 
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έχουν αλλάξει ρόλους σε σχέση µε την πρώτη ηµέρα. Η µαθήτρια ∆ συµπληρώνει το 

φύλλο εργασίας και η Ζ χειρίζεται τον υπολογιστή. Στο επεισόδιο που εξετάζεται η ∆ 

δίνει λύση στο πρόβληµα που αντιµετωπίζουν και η Ζ την επιβραβεύει µε την 

επιδοκιµασία της. Η αναγνώριση της συµβολής στην προώθηση της αποτελεσµατικής 

δράσης δεν έχει να κάνει µε τον ρόλο που έχει αναλάβει κάθε µαθήτρια αλλά µε το 

έργο που παράγει. 

Κάτω από το πρίσµα αυτό η µελέτη των επεισοδίων 9, 10, 15 και 29 ως προς τη 

σηµαντικότητα των δυο ρόλων στην παραγωγή νοηµάτων από τη µια πλευρά και 

στην κατάκτηση δεσπόζουσας θέσης µέσα στην οµάδα από την άλλη αποκαλύπτει ότι 

ο ίδιος ο ρόλος δεν συµβάλει στο ένα ούτε και στο άλλο. Στα επεισόδια 9 και 10 ο 

µαθητής Β αδυνατεί να παρακολουθήσει την εξέλιξη της σκέψης του Η ο οποίος 

παράγει νοήµατα και προχωράει τη διαδικασία ουσιαστικά µόνος του. Ο Β εκφράζει 

την αδυναµία του αυτή άµεσα στο επεισόδιο 9 (‘Γιατί ρε; ∆εν κατάλαβα τι κάνεις’) και 

έµµεσα στο επεισόδιο 10 (‘Κάτσε ρε! Περίµενε!’) όταν καθυστερεί τον Η γιατί και 

πάλι αδυνατεί να ακολουθήσει τους ρυθµούς του και ζητάει χρόνο για  να προλάβει 

να σκεφτεί τις ενέργειές του. Αντίθετα στα επεισόδια 15 και 29 ο Β είναι αυτός που 

κατευθύνει τη διαδικασία και καθορίζει το ρυθµό και την παραγωγή νοηµάτων ενώ ο 

Η δυσκολεύεται να ον παρακολουθήσει. ‘Αυτό έχουµε κάνει τώρα;’ απορεί ο Η στο 

επεισόδιο 15 µετά την ανακεφαλαίωση της δράσης τους που κάνει ο Β, ενώ και στο 

επεισόδιο 29 ο Β έχει κυρίαρχο ρόλο: ‘Οπότε αν το διαιρέσουµε µε το 5 θα βρούµε το 

εµβαδόν του ενός ορθογωνίου. Κατάλαβες;’. Τα τρία επεισόδια διαδραµατίζονται κατά 

την πρώτη ηµέρα. Και στα τρία ο Η είναι ο χειριστής και ο Β συµπληρώνει τα φύλλα 

εργασίας. Αυτό που παρατηρείται λοιπόν είναι µια σκυταλοδροµία µεταξύ των 

µαθητών για την παραγωγή νοηµάτων και την προώθηση του έργου που τους έχει 

ανατεθεί. Ο ρόλος του κάθε µαθητή δεν επηρεάζει την δυνατότητά του για  παραγωγή 

νοηµάτων, µε την έννοια ότι δεν του προσφέρει πρόσθετες αλλά ούτε και του αφαιρεί 

ευκαιρίες. Ταυτόχρονα δεν επηρεάζει και τη θέση του στην οµάδα. 

 
  Η εναλλαγή ρόλων 

Αξιοσηµείωτο είναι ότι τη δεύτερη ηµέρα οι µαθητές µε δική τους πρωτοβουλία 

και χωρίς παρέµβαση του ερευνητή ή των παρατηρητών και αυτή τη φορά άλλαξαν 

ρόλους. Σε κάποιες οµάδες, όπως στην περίπτωση της οµάδας των επεισοδίων 2 και 

3, παρατηρήθηκε εναλλαγή των µαθητών στους δυο ρόλους και κατά τη διάρκεια της 
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διαδικασίας. Γενικά η εναλλαγή των µαθητών στους ρόλους µπορεί να χαρακτηρισθεί 

ως οµαλή και χωρίς προβλήµατα. Αυτό βέβαια θα πρέπει, όπως φάνηκε παραπάνω να 

συνδέεται και µε την αντίληψή των µαθητών ότι ο ρόλος τους µέσα στην οµάδα δεν 

τους εξασφαλίζει κυρίαρχη θέση. ∆ηλαδή ο ρόλος δεν αποτελούσε για τους µαθητές 

ένα σηµαντικό διακύβευµα. Έτσι δεν ένοιωσαν την ανάγκη να προστατεύσουν το 

ρόλο τους. Ένας άλλος παράγοντας που θα µπορούσε να ερµηνεύσει το αποτέλεσµα 

αυτό είναι η ηλικιακή ωρίµανση των µαθητών. Οι µαθητές που έλαβαν µέρος στην 

έρευνα δεν είναι µαθητές του ∆ηµοτικού όπως στην έρευνα του Κυνηγού (2007) ούτε 

µαθητές της Α΄ Γυµνασίου όπως στην έρευνα της Τρούκη (2003) τα αποτελέσµατα 

της οποίας κατά τον Κυνηγό (2007) είναι σύµφωνα µε τα δικά του. Είναι µαθητές της 

τρίτης  τάξης του Λυκείου. Εποµένως διαθέτουν µεγαλύτερη ωριµότητα και µπορούν 

πολύ πιο εύκολα και ώριµα να εµπλακούν σε καταστάσεις που απαιτούν συνεργασία. 

Η κυριαρχία στο πλαίσιο της οµάδας δεν σχετίζεται µε τον ρόλο που αναλαµβάνει ο 

µαθητής µέσα σε αυτήν αλλά  µε την προσωπικότητα και τις δυνατότητές του. Για 

παράδειγµα στα επεισόδια 2 και 3 παρατηρήθηκε η δράση δυο µαθητριών από το 

δεύτερο σχολείο. Η Λ είναι µαθήτρια µε πληθωρική προσωπικότητα και θεωρείται 

µια από τις καλύτερες µαθήτριες της τάξης. Η Π είναι µια µαθήτρια χαµηλού προφίλ 

και θεωρείται µάλλον καλή. Έτσι η θέση της Λ στην οµάδα είναι δεσπόζουσα, όπως 

φαίνεται στο επεισόδιο 2, λόγω του χαρακτήρα της αλλά και λόγω της παγιωµένης 

θέσης των µαθητριών στο πλαίσιο της τάξης. Η Λ είναι καλύτερη µαθήτρια και αυτό 

καθορίζει τις συµπεριφορές τόσο στο πλαίσιο της τάξης όσο και στο εσωτερικό της 

οµάδας κατά τη διάρκεια της έρευνας. Βέβαια το φαινόµενο αυτό δεν παρατηρήθηκε 

στις υπόλοιπες οµάδες, τουλάχιστον όχι τόσο ξεκάθαρα όσο σε αυτή την οµάδα ώστε 

να αξίζει να καταγραφεί. Αυτό που παρατηρείται κατά τη διάρκεια του επεισοδίου 2 

είναι ότι όταν χρειαστεί να γίνει µια διόρθωση (στίχοι 21 και 22 του επεισοδίου) η Λ 

µε µια κίνηση, που φαίνεται να θεωρεί αυτονόητη, και χωρίς καµία αντίδραση από 

την πλευρά της Π επανακαθορίζει τους ρόλους. Αναλαµβάνει λοιπόν το χειρισµό του 

µηχανήµατος µια και είναι µια κρίσιµη στιγµή που χρειάζονται αποφάσεις και άµεση 

δράση. Εδώ δεν έχουµε µια οµαλή εναλλαγή ρόλων αλλά εκµετάλλευση από τη µια 

µαθήτρια της δεσπόζουσας θέσης της στο πλαίσιο της οµάδας. 
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Η αλληλεπίδραση µεταξύ οµάδων 

Και στην περίπτωση της µελέτης της αλληλεπίδρασης µεταξύ οµάδων, όπως και 

σε αυτή στο εσωτερικό των οµάδων, τα δεδοµένα είναι περιορισµένα. Στην 

περίπτωση αυτή µάλιστα είναι ακόµα πιο περιορισµένα γιατί δεν υπάρχουν γενικές 

καταγραφές της δράσης των οµάδων στους χώρους των εργαστηρίων. Έτσι η µελέτη 

περιορίστηκε στις περιπτώσεις που παρατηρήθηκαν στις υπάρχουσες καταγραφές της 

δράσης των οµάδων. Η αλληλεπιδράσεις αυτές έχουν τη µορφή συνεργασίας µεταξύ 

των µελών των δυο οµάδων µε στόχο την παροχή ή λήψη βοήθειας σε κάποιο τεχνικό 

θέµα, όπως θέµατα χειρισµού του µηχανήµατος, ή την ανάπτυξη νοηµάτων και την 

προώθηση της εκτέλεσης του έργου. Μια περίπτωση συνεργασίας για λήψη βοήθειας 

είναι αυτή του επεισοδίου που ακολουθεί. 

 
Π: (∆ιαβάζει) Στη γραµµή Equation συµπληρώνετε την εξίσωση της 

παραβολής: y=0.3x2. 
Λ: Α! ∆εν το πιστεύω. (Γελάνε). Που είναι το y; Κώστα. Κώστα, 

(απευθύνεται σε συµµαθητή της σε διπλανή οµάδα) που είναι το y; 
Κ: Κοίτα ρε τι τραβάµε! Λοιπόν. Να εδώ. Γράψε τώρα 0 κόµµα 3 x.  
Λ: Το x; Που είναι το x; 
Κ: Εδώ. 
Λ: Α, ωραία. Ευχαριστώ. 

Επεισόδιο 37: Παροχή βοήθειας από µέλος άλλης οµάδας 

Στο επεισόδιο αυτό οι µαθήτριες των επεισοδίων 2 και 3 απευθύνονται σε 

συµµαθητή τους διπλανής οµάδας ζητώντας του να τις βοηθήσει στον χειρισµό του 

µηχανήµατος. Μια αντίστοιχη περίπτωση είναι αυτή του επεισοδίου που ακολουθεί: 

 
Τ: Παιδιά πως θα γίνει αυτό εδώ; Τι λέει; Τι θα πει εκτίµηση της 

διαφοράς του αθροίσµατος των εµβαδών από το εµβαδόν του 
χωρίου; Τι γράφουµε εδώ; 

∆: Πόσο νοµίζεις ότι είναι το εµβαδόν του χωρίου και η απόκλιση που 
έχει αυτό εδώ (δείχνει στην οθόνη) από αυτό που νοµίζεις. 

Α: Πόσο είναι η διαφορά ρε παιδάκι µου. 
∆: Πόση είναι η διαφορά του εµβαδού του χωρίου από αυτό των 

ορθογωνίων που έχετε βρει. 
Α: Καταλάβατε; 
Ν: Όχι. 
Α: Ρε παιδάκι µου βάζεις εδώ πέρα (δείχνει τον animation controller) 

πλήθος ορθογωνίων. 
Τ: Το ξέρουµε αυτό. 
Α: Πατάς ΟΚ και σου µαυρίζει εδώ (δείχνει την περιοχή του ζητούµενου 

εµβαδού). Πατάς δεξί κλικ και κάνεις update result box. 
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Τ: Ναι. Το έχουµε βρει αυτό. 
Α: Ωραία. Λοιπόν, και κάνεις τη διαφορά από το 100. Πόσο απέχει από 

το 100.  

Επεισόδιο 38: Παροχή βοήθειας σε θέµατα ουσίας 

Σε αυτό το επεισόδιο παρατηρείται η συνεργασία των µελών δυο οµάδων του 

πρώτου σχολείου. Οι µαθήτριες της µιας οµάδας ζητούν τη βοήθεια των συµµαθητών 

τους µιας οµάδας που δουλεύει σε γειτονικό υπολογιστή για τη συµπλήρωση µιας 

στήλης ενός πίνακα ερώτησης του φύλλου εργασίας. Το θέµα αυτό δεν είναι απλά 

ένα διαδικαστικό θέµα σε επίπεδο χειρισµού του µηχανήµατος. Είναι ένα θέµα ουσίας 

στην πορεία της διαδικασίας της διερεύνησης. Με αφορµή τον τρόπο συµπλήρωσης 

του φύλλου εργασίας οι µαθητές των δυο οµάδων εµπλέκονται σε µια συζήτηση που 

σχετίζεται µε τον πυρήνα της µελετώµενης έννοιας.  

Και οι δυο παραπάνω αλληλεπιδράσεις πραγµατώνονται για τεχνικούς λόγους ή 

µε αφορµή τεχνικούς λόγους. Μια άλλη περίπτωση συνεργασίας µε θέµα την  

παραγωγή µαθηµατικού νοήµατος αυτή τη φορά είναι αυτή που γίνεται φανερή από 

την ανάγνωση των εικόνων 14 και 15. Όπως ήδη αναφέρθηκε η οµοιότητα των δυο 

κανόνων και το γεγονός ότι οι δυο οµάδες εργάζονταν σε διπλανούς υπολογιστές 

αποτελούν µια ισχυρότατη ένδειξη ότι οι κανόνες αυτοί αποτελούν προϊόν 

συνεργασίας των µελών των δυο οµάδων. Το πρόβληµα είναι ότι δεν υπάρχει 

καταγεγραµµένη καµία πληροφορία  για τον τρόπο που πραγµατώθηκε η συνεργασία 

αυτή. Εποµένως δεν µπορούµε να αναφερόµαστε µε βεβαιότητα σε αλληλεπίδραση 

µεταξύ των δυο οµάδων αφού η οµοιότητα των δυο κανόνων µπορεί να είναι και 

αποτέλεσµα της αντιγραφής από τη µια οµάδας της εργασίας της άλλης. 

 

Η αλληλεπίδραση οµάδας και διδάσκοντος 

Αυτό που πρέπει να τονιστεί από την αρχή είναι ότι στην πραγµατικότητα δεν 

υπάρχει αλληλεπίδραση µεταξύ των οµάδων και του διδάσκοντα σε επίπεδο 

παραγωγής νοηµάτων µια και πρόκειται για µονοσήµαντη διαδικασία. Η µοναδική 

κατεύθυνση στην οποία πραγµατώθηκε η αλληλεπίδραση αυτή στη διάρκεια της 

έρευνας ήταν από την πλευρά του διδάσκοντα προς τους µαθητές µε δική του 

πρωτοβουλία ή µετά από αίτηµα των µαθητών. Μια από τις βασικές διαδικασίες 

αλληλεπίδρασης µεταξύ δασκάλου και µαθητή είναι η σηµειολογική διαµεσολάβηση 

που εµφανίζεται, για παράδειγµα, όταν «η άµεση παρόρµηση του µαθητή να 
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αντιδράσει σε ένα ερέθισµα παρεµποδίζεται από τη σκόπιµη εισαγωγή κάποιου 

‘σήµατος’ από το δάσκαλο» (Bartolini Bussi, 1994, σελ.125). Αυτή είναι ακριβώς η 

περίπτωση της αποκάλυψης από τον ερευνητή και τους παρατηρητές της 

δυνατότητας ελέγχου του πλήθους των δεκαδικών ψηφίων στις προσεγγίσεις των 

αποτελεσµάτων των µετρήσεων στο result box (επεισόδιο 5). Η παρέµβαση που 

επιχειρείται παρέχει σε κάποιους µαθητές τη δυνατότητα να µεταβάλλουν τον τρόπο 

µε τον οποίο αντιλαµβάνονται τα αποτελέσµατα των µετρήσεων και να οδηγηθούν 

µέσα από µια αναστοχαστική αφαιρετική διαδικασία σε µια υψηλότερου επιπέδου 

αντίληψη των εµπλεκόµενων στη διαδικασία εννοιών. Μια ακόµα στοχευµένη 

παρέµβαση παρατηρείται στα επεισόδια 30, 31, 34 και 35 στα οποία ο ερευνητής 

καθοδηγεί πλέον άµεσα τη διαδικασία µια και οι δυο µαθήτριες αδυνατούν να 

εξάγουν τα αναγκαία συµπεράσµατα από τα στοιχεία που έχουν και να γενικεύσουν. 

Το φαινόµενο αυτό παρατηρήθηκε σε όλες σχεδόν τις οµάδες στο σηµείο αυτό. 

Κρίθηκε λοιπόν απαραίτητη αυτή η παρέµβαση για να µπορέσει να προχωρήσει η 

διαδικασία. Οι µαθητές βρίσκονται σε ένα πολύ κρίσιµο σηµείο, στη φάση της 

απόδειξης. Η απόδειξη αυτή για τους περισσότερους µαθητές βρίσκεται έξω από τις 

δυνατότητές τους. Έτσι έχουν την ανάγκη της βοήθειας από τον διδάσκοντα. Σε 

µερικές περιπτώσεις, όπως στα επεισόδια που µόλις αναφέρθηκαν, ο ερευνητής και οι 

παρατηρητές έδωσαν αυτή τη βοήθεια χωρίς να τους ζητηθεί. Σε κάποιες άλλες οι 

µαθητές επικαλέστηκαν τη βοήθεια για λόγους τεχνικούς – χειρισµός του συστήµατος 

– αλλά και ουσιαστικούς. Τέτοια παραδείγµατα παρατηρούνται στα παρακάτω 

επεισόδια. 

 
Β: Κύριε πως κάνουµε update; 
Η: ∆εξί κλικ πάνω στο … τέτοιο. 
Ε: Έχετε επιλέξει τα ορθογώνια; Ωραία. ∆εξί κλικ πάνω σε ένα 

ορθογώνιο και  επιλέξτε update. 

Επεισόδιο 39: Επίκληση για βοήθεια σε τεχνικά θέµατα 

Στο επεισόδιο αυτό οι δυο µαθητές δυσκολεύονται στο χειρισµό του λογισµικού 

και επικαλούνται τη βοήθεια του ερευνητή και των παρατηρητών. Είναι µια 

περίπτωση επίκλησης βοήθειας που δεν είναι σηµαντική για την ίδια τη διαδικασία. 

Καταδεικνύει όµως το γεγονός ότι τελικά οι µαθητές έχουν την τάση να ζητούν τη 

βοήθεια του διδάσκοντα στις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν και όχι να τις  

αποκρύπτουν. Με την έννοια αυτή θα ήταν δυνατό µια τέτοια στάση να θεωρηθεί ως 
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αλληλεπίδραση µια και οι µαθητές επικαλούνται τη βοήθεια πιθανότατα για να 

νοιώσουν πιο ασφαλείς µέσα στη διερευνητική διαδικασία. 

Το επόµενο επεισόδιο, µε πρωταγωνιστές τους ίδιους µαθητές διαδραµατίζεται 

λίγο αργότερα και αναφέρεται σε πιο ουσιαστικά για τη διερεύνηση θέµατα: 

 
Η: ∆εν κατάλαβα κάτι ρε συ εδώ τώρα! Λέει τη διαφορά του 

αθροίσµατος από το εµβαδό του χωρίου. Το εµβαδό του χωρίου 
πόσο είναι; Το ξέρουµε; Αφού το χωρίο είναι το άθροισµα αυτών 
των εµβαδό συν αυτά τα µικρά κουτάκια (δείχνει στην οθόνη) 

Β: Κύριε, να σας ρωτήσουµε κάτι; Καλά, βρήκαµε και κάποια άλλα εδώ 
πέρα, αλλά λέει εδώ πέρα να … τη διαφορά του αθροίσµατος των 
εµβαδών από το εµβαδόν του χωρίου. Το εµβαδόν του χωρίου; 
∆ηλαδή; 

Η: Από όλο το εµβαδόν δηλαδή αυτό εδώ πέρα; (δείχνει το χωρίο στην 
οθόνη) 

Π: Ναι. 
Β: ∆ηλαδή; Αφού δεν ξέρουµε εµείς αυτά τα µικρά! 
Π: Προσέξτε. Είναι εκτίµηση της διαφοράς. Εκείνο που θέλουµε να 

µετρήσουµε ποιο είναι; Το εµβαδό τίνος; 
Β: Αυτό εδώ πέρα όλο. 
Π: Του χωρίου. 
Β: Ναι. Του χωρίου. 
Π: Ωραία. Πως το µετράµε; Πως το µετράει το πρόγραµµα; Το χωρίζει 

σε ορθογώνια. 
Η+Β: Ναι. 
Π: Κάθε φορά το ορθογώνιο δεν καλύπτει µέχρι πάνω όλη την 

επιφάνεια. Αφήνει κάτι. 
Η: Ναι. Αυτά εδώ τα µικρά. 
Β: Τα τριγωνάκια. 
Π: Ωραία. Το θέµα λοιπόν είναι το εξής. Εκτίµηση κάνετε δεν κάνετε 

µέτρηση! Μπορείτε να εκτιµήσετε πόσο είναι όλο το εµβαδόν; Τα 
ορθογώνια µαζί µε αυτό που λείπει. 

Επεισόδιο 40: Επίκληση για βοήθεια σε θέµα ουσίας 

Στο επεισόδιο αυτό οι µαθητές ζητούν τη βοήθεια του παρατηρητή για κάποιο 

θέµα ουσίας. Έχουν αρχίσει να µπαίνουν στα πρώτα ουσιαστικά θέµατα της 

διερεύνησης και προσπαθούν να κατανοήσουν το πλαίσιο στο οποίο θα πρέπει να 

εργαστούν. ∆εν έχουν ακόµα καταφέρει να αντιληφθούν πιο είναι το περιεχόµενο της 

διερεύνησης µια και βρίσκονται στο πρώτο στάδιο της διαδικασίας. Για τον λόγο 

αυτό και η παρέµβαση του παρατηρητή είναι εκτεταµένη και λεπτοµερειακή. Ο 

παρατηρητής, που είναι και ο διδάσκων καθηγητής της τάξης και γνωρίζει πολύ καλά 

τους µαθητές του, αντιλαµβάνεται ότι πρέπει να τους δώσει τον τόνο της διερεύνησης 
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και αυτό ακριβώς κάνει. Οι µαθητές χρειάζονται βοήθεια για να προσανατολιστούν 

στο νέο περιβάλλον – αυτός είναι στην πραγµατικότητα ο λόγος για τον οποίο ζητούν 

βοήθεια - και ο διδάσκων αντιδρά θετικά στο αίτηµά τους αυτό. 
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V.  ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Περίληψη 

Η χρήση του λογισµικού Autograph δεν δηµιούργησε προβλήµατα στους µαθητές. 
Αντίθετα η πρόσθετη παιδαγωγική αξία που παράγεται από τη χρήση του δίνει την 
ευκαιρία στους µαθητές να αναπτύξουν τα κατάλληλα σχήµατα ώστε να επιτύχουν 
την άρση των παρανοήσεων που συνδέονται µε την έννοια του ορίου και να 
επιτύχουν την εννοιολογική κατανόηση των εννοιών του ορίου και του ορισµένου 
ολοκληρώµατος. Από την πλευρά του ο δάσκαλος των µαθηµατικών εντάσσοντας 
στη γκάµα των εργαλείων του τη χρήση του λογισµικού αποκτά τη δυνατότητα του 
σχεδιασµού µιας νοηµατικής διδασκαλίας της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος 
µε στόχο την εννοιολογική κατανόηση της έννοιας από τους µαθητές του. 

 

Συµπεράσµατα 

Σκοπός της έρευνας ήταν να εξετάσει και να αναδείξει τη φύση των δυσκολιών 

που αντιµετωπίζουν οι µαθητές της τρίτης τάξης του ελληνικού Λυκείου στην 

κατανόηση της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος και να µελετήσει τις 

δυνατότητες που προσφέρονται από την πρόσθετη παιδαγωγική αξία που παράγεται 

από τη χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών στη διδακτική διαδικασία. Ο φιλόδοξος 

στόχος ήταν να προτείνει λύσεις στο πρόβληµα της ανεπαρκούς κατανόησης της 

έννοιας. Όµως η ερµηνεία των στοιχείων που συλλέχτηκαν κατά τη διάρκεια της 

πειραµατικής διαδικασίας, και κυρίως η ερµηνεία της συµπεριφοράς των µαθητών και 

η προσπάθεια περιγραφής της ανέλιξης της σκέψης τους και των νοηµάτων που 

αναπτύσσονται, ενέχει το στοιχείο της προσωπικής εµπλοκής του ερευνητή. Αυτό 

σηµαίνει ότι τα συµπεράσµατα της έρευνας δεν αποτελούν αντικειµενικές αλήθειες, 

κάτι που βέβαια εκτός των άλλων βρίσκεται και έξω από την αντίληψη του ερευνητή 

για τη φύση της γνώσης, αλλά απλά την άποψη του ερευνητή για τα προβλήµατα που 

αναλύονται. 

Η ανάλυση των δεδοµένων της ερευνητικής διαδικασίας έγινε κάτω από το 

πρίσµα της θεωρίας της ενοργανωµένης δράσης. Αυτό σηµαίνει ότι σηµαντικό µέρος 

της ανάλυσης της συµπεριφοράς των µαθητών και της δηµιουργίας νοηµάτων από 

αυτούς καταλαµβάνει η µελέτη της διαδικασίας ανάδυσης του οργάνου µέσα από τη 

δηµιουργία των κατάλληλων σχηµάτων από τους µαθητές, την επανοργάνωσή τους 

και το µετασχηµατισµό τους ώστε να καταστούν αποτελεσµατικά στη δηµιουργία και 
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την ανάδυσή του οργάνου. Ο ηλεκτρονικός υπολογιστής και το λογισµικό Autograph 

σε µια τέτοια θεώρηση αντιµετωπίζονται ως artifact που µε την ανάπτυξη από την 

πλευρά του χρήστη των κατάλληλων σχηµάτων θα µετασχηµατισθεί σε ένα εργαλείο-

όργανο ικανό να του προσδώσει τη δυνατότητα να προσεγγίσει νοηµατικά τις 

µαθηµατικές έννοιες που σχετίζονται µε το εννοιολογικό πεδίο του ορισµένου 

ολοκληρώµατος. Τα συµπεράσµατα της έρευνας συναρτώνται µε αυτή τη θεώρηση. 

Το πρώτο λοιπόν ζήτηµα είναι η δυνατότητα χρήσης των ψηφιακών τεχνολογιών, 

στη συγκεκριµένη περίπτωση του υπολογιστικού συστήµατος και κυρίως του 

λογισµικού, µε στόχο την οικοδόµηση σχηµάτων που θα οδηγήσουν στην ανάδυση 

του οργάνου. Το λογισµικό Autograph 3.0, όπως γίνεται άµεσα αντιληπτό και από 

την περιγραφή του, είναι ένα ισχυρό πακέτο διερευνητικού λογισµικού που µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί σε µια µεγάλη ποικιλία διερευνητικών διαδικασιών µάθησης σε κάθε 

σχεδόν τάξη του ελληνικού εκπαιδευτικού συστήµατος. Ως εργαλείο πολλαπλών 

αναπαραστάσεων µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη διδασκαλία και την υποστήριξη 

της νοηµατικής µάθησης σε όλα σχεδόν τα µαθηµατικά προβλήµατα που σχετίζονται 

µε έννοιες της άλγεβρας, του απειροστικού λογισµού και της ανάλυσης, της 

στατιστικής και των πιθανοτήτων. Θα µπορούσε κανείς λοιπόν να περιµένει ότι 

διακρίνεται από δυσκολία στη χρήση του και πολυπλοκότητα των λειτουργιών του, 

όπως συµβαίνει µε αντίστοιχα ψηφιακά αλγεβρικά συστήµατα.. Παρατηρήθηκε όµως, 

και αυτό είναι το πρώτο από τα συµπεράσµατα της έρευνας, ότι οι µαθητές µπορούν 

µε αρκετή ευκολία να χειριστούν το λογισµικό ανεξάρτητα από την ύπαρξη ή όχι 

εµπειρίας στη χρήση διερευνητικού λογισµικού. Είναι λοιπόν το πακέτο λογισµικού 

Autograph 3.0 είναι ένα εύχρηστο και ισχυρό διερευνητικό λογισµικό που µπορεί να 

υποστηρίξει το µαθητή αλλά και τον καθηγητή στην προσπάθεια για εννοιολογική 

κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών και προτάσεων. 

Το δεύτερο στοιχείο που παρατηρήθηκε είναι ότι ο τρόπος εµπλοκής των 

µαθητών µε το λογισµικό στο πλαίσιο της δραστηριότητας µεταβλήθηκε µετά την 

επέµβαση του ερευνητή ή των παρατηρητών και την υπόδειξη προς τους µαθητές για 

τη δυνατότητα µεταβολής του πλήθους των δεκαδικών ψηφίων της προσέγγισης των 

αποτελεσµάτων που εµφανίζονται στο result box. Η επιλογή κατά το σχεδιασµό της 

δραστηριότητας να µην δοθεί η πληροφορία αυτή στους µαθητές έγινε µε στόχο αυτοί 

να υποχρεωθούν εκ των πραγµάτων να αναζητήσουν µια τέτοια επιλογή στο 

λογισµικό. Να νοιώσουν δηλαδή την ανάγκη µιας όλο και καλύτερης προσέγγισης 
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ώστε να αντιληφθούν το περιεχόµενο της έκφρασης «οσοδήποτε κοντά θέλουµε». Η 

επιλογή αυτή είναι φανερό ότι ήταν ατυχής µια και κανένας µαθητής δεν προσπάθησε 

αυθόρµητα να µεταβάλλει το πλήθος των δεκαδικών ψηφίων της προσέγγισης. 

Αντίθετα, παρατηρήθηκε το φαινόµενο κάποιοι µαθητές να καταλήξουν σε 

λανθασµένα συµπεράσµατα, όπως ότι το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων 

είναι ίσο µε 100, µια και το υπολογιστικό σύστηµα στο οποίο εργάζονταν τους 

παρείχε τη δυνατότητα να ορίσουν ένα πολύ µεγάλο πλήθος ορθογωνίων (µέχρι και 

10000 ορθογώνια) για το οποίο η προσέγγιση του αποτελέσµατος της µέτρησης που 

εµφανίζεται στο result box στην προεπιλεγµένη ρύθµιση ήταν 100. Η πιθανότητα 

ύπαρξης τόσο ισχυρών υπολογιστικών συστηµάτων στο εργαστήριο πληροφορικής 

ενός σχολείου δεν είχε ληφθεί υπόψη κατά το σχεδιασµό της δραστηριότητας. Σε 

κάθε περίπτωση, η συµπεριφορά αυτή των µαθητών είναι σύµφωνη µε το 

συµπέρασµα των Sutherland & Balacheff (1999) ότι ο τρόπος που έχει δοµηθεί και 

οργανωθεί η δραστηριότητα έχει σηµαντική επίδραση στον τρόπο µε τον οποίο 

χρησιµοποιούν τον µικρόκοσµο οι µαθητές. Αυτό που παρατηρήθηκε όµως είναι πως 

για τους περισσότερους από τους µαθητές ο τρόπος εµπλοκής τους µεταβλήθηκε µετά 

την παρέµβαση του δασκάλου και την πληροφορία που τους δόθηκε. Άρα και οι 

σηµειολογικές παρεµβάσεις του δασκάλου όπως και ο  διαµεσολαβητικός ρόλος του 

στη διδακτική διαδικασία επηρεάζουν καθοριστικά τη δράση των µαθητών και, κατά 

συνέπεια, το είδος και τη φύση των σχηµάτων που αυτοί οικοδοµούν.  

Η έννοια του ορίου είναι µια από τις δυσκολότερες και πλέον δυσνόητες έννοιες 

των µαθηµατικών. Η κατανόησή της απαιτεί υψηλό επίπεδο γνώσεων και µεγάλη 

ωριµότητα από την πλευρά των µαθητών. Το σύνολο των µαθητών που συµµετείχαν 

στην έρευνα δεν είχε επιτύχει την εννοιολογική κατανόηση της έννοιας. Το γεγονός 

αυτό ήταν αναµενόµενο µια και είναι συνεχείς και συχνές οι αναφορές στο πρόβληµα 

αυτό στη διεθνή βιβλιογραφία (Cornu, 1991; Tall & Vinner, 1981; Tall, 1997; 

Artigue, 1997a). Οι µαθητές µπορούσαν να χειριστούν την έννοια και τα προβλήµατα 

που σχετίζονται µε αυτήν σε επίπεδο διαδικασίας (Tall, 2004) αλλά ήταν συχνό το 

φαινόµενο της ανάπτυξης παρανοήσεων γύρω από αυτήν (Cornu, 1991; Artigue, 

1997a). Τα προβλήµατα αυτά αντιµετωπίστηκαν σε αρκετά µεγάλο βαθµό όταν οι 

µαθητές οικοδόµησαν µέσα από την αλληλεπίδρασή τους µε τον υπολογιστή και τη 

χρήση του λογισµικού Autograph το σχήµα που ονοµάστηκε  ‘σχήµα προσέγγισης’. 

Ο υπολογιστής και το λογισµικό µαζί µε τα σχήµατα χρήσης του και το σχήµα 
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προσέγγισης που δοµήθηκαν από τους µαθητές κατά τη διαδικασία αποτέλεσαν ένα 

όργανο το οποίο, όποτε αναδύθηκε, αποτέλεσε για τους µαθητές µια σταθερή βάση 

στήριξης στην προσπάθειά τους για την εννοιολογική κατανόηση της έννοιας του 

ορίου. Έτσι ο σχεδιασµός κατάλληλων δραστηριοτήτων σε υπολογιστικό περιβάλλον 

και η πρόσθετη παιδαγωγική αξία που παράγεται από τη χρήση του λογισµικού 

Autograph αποτέλεσαν καθοριστικούς παράγοντες για τη βελτίωση του επιπέδου 

κατανόησης της έννοιας του ορίου. 

Στο γεγονός αυτό συνέβαλε και η κατανόηση του κριτηρίου παρεµβολής. Όπως 

έχει ήδη αναλυθεί στο κεφάλαιο των αποτελεσµάτων η χρήση του κριτηρίου 

παρεµβολής γίνεται συνήθως σε αυστηρά διαδικασιακό επίπεδο. Το νοηµατικό 

περιεχόµενο της πρότασης είναι συνήθως ανύπαρκτο. Η χρήση του λογισµικού είχε 

και στην περίπτωση του κριτηρίου παρεµβολής ακριβώς τα ίδια αποτελέσµατα που 

περιγράφηκαν παραπάνω για την έννοια του ορίου. Επιπλέον, η εννοιολογική 

κατανόηση του κριτηρίου και η ενσυνείδητη νοηµατική χρήση του αποτέλεσε το 

έναυσµα για το ξεπέρασµα παρανοήσεων που σχετίζονται µε την έννοια του ορίου, 

όπως ότι το όριο δεν µπορεί να ταυτίζεται µε τιµή της συνάρτησης. Έτσι ένα 

δευτερεύον συµπέρασµα της έρευνας, που δεν είχε συµπεριληφθεί στα ερωτήµατα 

αλλά προέκυψε τυχαία από την ίδια την έρευνα και την µελέτη των δεδοµένων, είναι 

ότι η ισοσύγκλιση µπορεί να αξιοποιηθεί για την άρση των παρανοήσεων που 

σχετίζονται µε την έννοια του ορίου. 

Αλλά και σε σχέση µε την έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος παρατηρήθηκαν 

παρόµοιες καταστάσεις. Το επίπεδο κατανόησης της έννοιας ήταν πολύ χαµηλό είτε 

γιατί οι µαθητές δεν είχαν διδαχθεί την έννοια, όπως κάποιοι µαθητές του σχολείου 

της ∆υτικής Ελλάδας, είτε γιατί όσοι είχαν έλθει σε επαφή µε την έννοια ήταν ικανοί 

και πάλι να την χειριστούν µόνο σε επίπεδο διαδικασίας χωρίς µάλιστα να µπορούν 

να τη συνδέσουν επαρκώς µε το εµβαδό του παραβολικού χωρίου, γεγονός που είναι 

σύµφωνο µε τα αποτελέσµατα διαφόρων  ερευνών (Orton, 1983; Rasslan & Tall, 

2002).  Οι µαθητές µετά την άρση των παρανοήσεων γύρω από την έννοια του ορίου 

και µε τη βοήθεια της νοηµατικής χρήσης του κριτηρίου παρεµβολής κατορθώνουν 

να αντιληφθούν το ορισµένο ολοκλήρωµα ως το κοινό όριο των δυο ακολουθιών 

αθροισµάτων και επιπλέον κατορθώνουν πια να κατανοήσουν ότι το ορισµένο 

ολοκλήρωµα της συνάρτησης 23.0)( xxf =  στο διάστηµα [ ]10,0  εκφράζει το 

εµβαδόν του παραβολικού χωρίου που ορίζεται από τη γραφική παράσταση τον 
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άξονα των τετµηµένων και τις ευθείες α=x  και β=x  (επεισόδια 25 και 26). 

∆ηλαδή η πρόσθετη παιδαγωγική αξία που προκύπτει ως αποτέλεσµα της χρήσης του 

υπολογιστικού συστήµατος στη διαδικασία της διερεύνησης συµβάλλει στην 

καλύτερη κατανόηση από τους µαθητές της έννοιας του ορισµένου ολοκληρώµατος. 

Από την ανάλυση των δεδοµένων της έρευνας προέκυψαν δυο ακόµα 

συµπεράσµατα που όµως αφορούν ζητήµατα τα οποία δεν είχαν συµπεριληφθεί σε 

αυτά που θα εξετάζονταν αλλά παρουσιάζουν µεγάλο ενδιαφέρον. Το πρώτο είναι ότι 

οι µαθητές αντιµετωπίζουν µεγάλη δυσκολία στο να εξάγουν συµπεράσµατα από ένα 

σύνολο δεδοµένων και να διατυπώσουν κανόνες σε σχέση µε αυτά. Το συµπέρασµα 

αυτό είναι σύµφωνα µε ανάλογα συµπεράσµατα άλλων ερευνών στο παρελθόν 

(Kynigos et al. 1997). Στη συγκεκριµένη περίπτωση οι µαθητές δυσκολεύονται να 

διατυπώσουν έναν κανόνα που να περιγράφει τη διαδικασία που ακολουθήθηκε. Τα 

αίτια της κατάστασης αυτής µπορεί να είναι, όπως αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο των 

αποτελεσµάτων, η αντίληψη ότι τελικά το ορισµένο ολοκλήρωµα αποτελεί µια 

ρουτίνα υπολογισµού εµβαδών και ακόµα ότι η προηγούµενη διαδικασιακή γνώση 

παρεµποδίζει την ανάπτυξη της εννοιολογικής κατανόησης. Το βαθύτερο όµως αίτιο 

είναι η αδυναµία αφαίρεσης από την πλευρά των µαθητών. Οι µαθητές συνηθισµένοι 

σε ένα σχολικό περιβάλλον στο οποίο το ζητούµενο είναι η αναπαραγωγή 

«τελειοποιηµένης» γνώσης, η αποµνηµόνευση κανόνων, η εκµάθηση διαδικασιακών 

ρουτίνων και η εξάσκηση σε συγκεκριµένους τύπους ασκήσεων έχουν χάσει ή, ακόµα 

χειρότερα, δεν έχουν αναπτύξει την ικανότητα της αναστοχαστικής αφαίρεσης που 

αποτελεί µοχλό της µάθησης. Αποτέλεσµα αυτής της αντίληψης για τη µαθησιακή 

διαδικασία και την εκπαίδευση είναι να αδυνατούν οι µαθητές να χειριστούν 

καταστάσεις που ξεφεύγουν από τα συνήθη  πλαίσια δράσης µέσα στην αίθουσα 

διδασκαλίας. 

Το δεύτερο από τα συµπεράσµατα που προαναφέρθηκε πως προέκυψαν ‘εκτός 

προγράµµατος’ είναι ότι οι µαθητές εµφανίζουν τεράστιες δυσκολίες στο να 

αποδείξουν τους ισχυρισµούς τους. Είναι πολύ δύσκολο για αυτούς να µεταφέρουν σε 

περιβάλλον ‘χαρτί – µολύβι’ την εργασία τους σε υπολογιστικό περιβάλλον (Ruthven, 

2002; Artigue, 2002). Ο πυρήνας του προβλήµατος είναι η απόδειξη (Mariotti, 2000). 

Στην περίπτωση της παρούσας έρευνας βέβαια δεν θα µπορούσε να έχει κανείς την 

απαίτηση από τους µαθητές να ανακαλύψουν από µόνοι τους την έννοια του 

ορισµένου ολοκληρώµατος. Οι τάξεις µας δεν συγκροτούνται από πολλαπλά 
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αντίγραφα του Αρχιµήδη. Το ζητούµενο ήταν απλά η καταγραφή και η τυπική 

απόδειξη των συµπερασµάτων που προέκυψαν από τη διαδικασία. Ήταν επιλογή στο 

σχεδιασµό της έρευνας να µην καθοδηγηθούν λεπτοµερειακά οι µαθητές στην 

αποδεικτική διαδικασία, µια και κατά τον Ruthven (2002) η λεπτοµερής καταγραφή 

των τεχνικών και ο κατακερµατισµός της διαδικασίας παρεµποδίζουν την ανάπτυξη 

νοηµάτων, αλλά να επιχειρηθεί να εξαναγκαστούν σε µια διαδικασία αναστοχαστικής 

αφαίρεσης µέσα από την οποία να καταλήξουν στον ζητούµενο κανόνα και την 

εφαρµογή του στην απόδειξη. Αποδείχτηκε ότι ο σχεδιασµός αυτός ήταν πολύ 

φιλόδοξος. ∆εν υπήρξε οµάδα που να έκανε την απόδειξη, τουλάχιστον την πρώτη 

ηµέρα, χωρίς τη βοήθεια του ερευνητή ή των παρατηρητών. 

Η νοηµατική διδασκαλία είναι ένα από τα ζητούµενα για την αναβάθµιση της 

ποιότητας της µάθησης στο πλαίσιο του σχολείου µας. Η παρούσα έρευνα απέδειξε 

ότι η χρήση των ψηφιακών τεχνολογιών και ειδικά του λογισµικού Autograph δίνει 

τη δυνατότητα στο δάσκαλο των µαθηµατικών να εµπλουτίσει τη διδασκαλία του 

στην κατεύθυνση αυτή. Ο δάσκαλος εκµεταλλευόµενος τις επιλογές του λογισµικού, 

όπως τη δυνατότητα µεταβολής της ακρίβειας των προσεγγίσεων των αποτελεσµάτων 

των µετρήσεων, µπορεί να σχεδιάσει και να οργανώσει δραστηριότητες που 

στοχεύουν άµεσα, µέσα από την οικοδόµηση των κατάλληλων σχηµάτων, στην 

εννοιολογική κατανόηση µαθηµατικών διδακτικών αντικειµένων. Παρατηρήθηκε 

κατά τη µελέτη των στοιχείων ότι οι µαθητές αντιµετώπισαν δυσκολίες στον 

υπολογισµό του κατώτερου και του ανώτερου αθροίσµατος για µια διαµέριση του 

διαστήµατος [ ]10,0 . Το πρόβληµα εντοπίστηκε σε ένα κυρίως στοιχείο. Οι µαθητές 

δεν ήταν σε θέση να ορίσουν τη διαµέριση. Αποτέλεσµα αυτού του προβλήµατος 

ήταν και το γεγονός ότι δεν µπορούσαν να υπολογίσουν το ύψος του τυχαίου 

ορθογωνίου. Από τη δύσκολη αυτή θέση βγήκαν µε τη βοήθεια του ερευνητή ή των 

παρατηρητών αξιοποιώντας τις επιπλέον δυνατότητες που τους προσέφερε το 

λογισµικό ‘πειράζοντας’ και ‘µαστορεύοντας’ τις κατασκευές τους. Έχοντας στην 

οθόνη την γραφική παράσταση της συνάρτησης µπορούσαν µε µεγάλη ευκολία να 

µεταβάλλουν τη διαµέριση του διαστήµατος. Έτσι είχαν τη δυνατότητα να 

διερευνήσουν σε σύντοµο χρονικό διάστηµα και µε εντυπωσιακό τρόπο το τι 

συµβαίνει σε πολλές περιπτώσεις και για διαµερίσεις διαφορετικής λεπτότητας, 

πράγµα που δεν µπορεί να γίνει σε περιβάλλον ‘χαρτί – µολύβι’. Η καθοδήγηση των 

µαθητών από το δάσκαλο σε µια τέτοια διαδικασία τους επέτρεψε να επιτύχουν τη 
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νοηµατική κατανόηση εννοιών όπως η έννοια του ορίου. ∆εν µπορεί βέβαια κανένας 

να ισχυριστεί ότι η νοηµατική διδασκαλία είναι προνόµιο µόνον όσων επιλέγουν να 

αξιοποιήσουν τις δυνατότητες που προσφέρουν οι ψηφιακές τεχνολογίες και να 

εκµεταλλευτούν την πρόσθετη παιδαγωγική αξία που παράγεται. Όµως είναι φανερό 

ότι ο δάσκαλος αποκτά µέσα από την αξιοποίησή τους νέα ισχυρά όπλα στη µάχη του 

για τη βελτίωση της διδασκαλίας, τον εµπλουτισµό της ώστε να αποκτήσει νοηµατικό 

περιεχόµενο και χαρακτήρα και, τέλος, στην προσπάθεια για ανάπτυξη εννοιολογικής 

κατανόησης των µαθηµατικών αντικειµένων από τους µαθητές του. Η εννοιολογική 

παράµετρος της διδακτικής διαδικασίας ενισχύεται ενώ συγχρόνως η τεχνική 

παράµετρος, σε επίπεδο χειρισµού του λογισµικού και της τεχνολογίας αλλά και σε 

επίπεδο εργασίας σε περιβάλλον ‘χαρτί –µολύβι’, δεν υποβαθµίζεται. Αντίθετα η 

αναβάθµιση της διδακτικής διαδικασίας στο εννοιολογικό επίπεδο επιτρέπει την 

αναβάθµισή της και σε διαδικασιακό επίπεδο. Έτσι ο δάσκαλος των µαθηµατικών 

αξιοποιώντας τις δυνατότητες που του προσφέρει το λογισµικό Autograph και την 

πρόσθετη παιδαγωγική αξία που παράγεται κατά τη χρήση του έχει τη δυνατότητα να 

οργανώσει µια νοηµατική διδασκαλία του ορισµού της έννοιας του ορισµένου 

ολοκληρώµατος, κάτι που παρουσιάζει σοβαρές δυσκολίες σε µια παραδοσιακή 

αίθουσα διδασκαλίας. 

Η µελέτη των στοιχείων που συλλέχτηκαν κατά τη διάρκεια της ερευνητικής 

διαδικασίας δηµιούργησε στον ερευνητή την αίσθηση ότι θα ήταν χρήσιµο αυτά να 

εξεταστούν και υπό το πρίσµα της θεωρίας του ‘µαθηµατικού διαλόγου’ 

(mathematical discussion) (Bartolini Bussi, 1996, 1999) και του ‘πεδίου εµπειρίας’ 

(field of experience) (Boero et al, 1995). Όµως κάτι τέτοιο δεν ήταν δυνατό να 

πραγµατοποιηθεί γιατί λόγω του διαφορετικού προσανατολισµού στο σχεδιασµό της 

έρευνας τα στοιχεία που θα µπορούσαν να αξιοποιηθούν µε ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα ήταν λίγα. Οι υπάρχουσες καταγραφές µπορούν κυρίως να 

αξιοποιηθούν στην κατεύθυνση της υποκειµενικής ανέλιξης της γνώσης και την 

ανάλυση της διαδικασίας δηµιουργίας σχηµάτων για κάθε µαθητή ξεχωριστά µια και 

είναι πολύ περιορισµένες οι καταγραφές που αφορούν σε κινήσεις, χειρονοµίες, τη 

στάση του σώµατος και γενικά στοιχεία κοινωνικής επαφής. Η έρευνα λοιπόν 

περιορίστηκε σε µια απλή καταγραφή της συµπεριφοράς και των αλληλεπιδράσεων 

των παραγόντων της µαθησιακής διαδικασίας στην εξέλιξή της στο πλαίσιο της 

µαθηµατικής γνώσης. Το σύνολο σχεδόν των στοιχείων αφορούν στην 
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αλληλεπίδραση µεταξύ των µελών των οµάδων ή την παρέµβαση του ερευνητή και 

των παρατηρητών είτε µε δική τους πρωτοβουλία είτε µετά από επίκληση βοήθειας 

από τους µαθητές. ∆υο είναι τα σηµαντικά συµπεράσµατα που προέκυψαν. ∆εν 

παρατηρήθηκε τάση προστασίας του ρόλου τους από τους µαθητές. Το συµπέρασµα 

αυτό βρίσκεται σε αντίθεση µε αποτελέσµατα προηγούµενων ερευνών (Kynigos & 

Theodossopoulou, 2001; Τρούκη, 2003; Κυνηγός, 2007). Η διαφορά αυτή µπορεί να 

ερµηνευτεί αν ληφθούν υπόψη οι διαφορετικές συνθήκες. Σήµερα ο υπολογιστής 

είναι πια µέρος της καθηµερινότητας ενός µαθητή. Οι προηγούµενες έρευνες 

πραγµατοποιήθηκαν σε µια εποχή και ένα περιβάλλον στο οποίο η χρήση ενός 

υπολογιστικού συστήµατος αποτελούσε προνόµιο. Έτσι ήταν φυσιολογικό οι µαθητές 

να επιζητούν το ρόλο του χειριστή. Ένα ακόµα παράγοντας είναι ότι οι προηγούµενες 

έρευνες αφορούσαν µαθητές του ∆ηµοτικού ή της πρώτης τάξης του Γυµνασίου. Η 

παρούσα έρευνα έγινε µε συµµετοχή µαθητών της τρίτης τάξης του Λυκείου. Όµως η 

ηλικιακή ωρίµανση είναι φυσικό να αµβλύνει αντιθέσεις και ανταγωνισµούς αυτού 

του είδους. Με το θέµα αυτό συνδέεται και το δεύτερο συµπέρασµα. Η προνοµιακή 

θέση των µαθητών στο πλαίσιο της οµάδας, όταν υπάρχει,  εξαρτάται εν µέρει από τη 

θέση τους στην παραδοσιακή τάξη και κυρίως από την ικανότητα παραγωγής 

νοηµάτων. 

 

Προτάσεις για περαιτέρω διερεύνηση 

Ένα από τα συµπεράσµατα της έρευνας είναι ότι η πρόσθετη παιδαγωγική αξία 

που παράγεται από την ένταξη στη διδακτική διαδικασία των ψηφιακών τεχνολογιών, 

µε τη µορφή του λογισµικού πακέτου Autograph, σε συνδυασµό µε την εννοιολογική 

κατανόηση και τη νοηµατική χρήση του κριτηρίου παρεµβολής δηµιουργούν τις 

κατάλληλες συνθήκες για την άρση των παρανοήσεων που συνδέονται µε την έννοια 

του ορίου. Το συµπέρασµα αυτό προέκυψε ως απότοκο της διαδικασίας. ∆εν υπήρξε 

συγκεκριµένος σχεδιασµός για τη διερεύνηση του θέµατος. Συνεπώς θα ήταν χρήσιµο 

να εξεταστεί διεξοδικά σε µια κατάλληλα σχεδιασµένη έρευνα η συµβολή της χρήσης 

της ισοσύγκλισης στην εννοιολογικής κατανόηση της έννοιας του ορίου. 

Μια δεύτερη πρόταση για περαιτέρω διερεύνηση είναι η πρόταση για διεξαγωγή 

µιας αντίστοιχης έρευνας προσανατολισµένης στην ανάλυση των δεδοµένων κάτω 

από το πρίσµα της θεωρίας του µαθηµατικού διαλόγου και των πεδίων γνώσης. Η 

έρευνα αυτή θα µπορούσε να εστιαστεί στην εξέταση των παραµέτρων του 
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εξωτερικού πλαισίου και των εσωτερικών πλαισίων των µαθητών και του διδάσκοντα 

µε την έννοια που προσδίδουν στους όρους οι Boero et al (1995) και Mariotti (2000) .  

Η παρακολούθηση του µαθήµατος ‘Ανάλυση για την ∆ιδακτική’ υπήρξε αφορµή 

για την ανάπτυξη ενός προβληµατισµού για το κατά πόσο η µέθοδος της κάλυψης του 

εµβαδού, όπως προσεγγίζεται στο ολοκλήρωµα Lebesgue, θα µπορούσε να είναι πιο 

εύκολα κατανοητή από τους µαθητές από τη µέθοδο προσέγγισης του εµβαδού ως 

κοινό όριο των ακολουθιών ανώτερων και  κατώτερων αθροισµάτων. Ένας επιπλέον 

παράγοντας που συνηγορεί υπέρ της πρότασης αυτής είναι ότι, σύµφωνα µε το 

αναλυτικό πρόγραµµα, έχουµε περιοριστεί στην ολοκλήρωση της κλάσης των 

συνεχών συναρτήσεων. Η εισαγωγή του ολοκληρώµατος Lebesgue διευρύνει την 

κλάση των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων σε αυτές που έχουν αριθµήσιµο πλήθος 

σηµείων ασυνέχειας. Έτσι αποκτάµε τη δυνατότητα να αντιµετωπίσουµε και 

προβλήµατα υπολογισµού εµβαδών µη συνεχών συναρτήσεων.  Θα µπορούσε λοιπόν 

να διερευνηθεί κατά πόσο θα ήταν εφικτό αλλά και χρήσιµο η εισαγωγή της έννοιας 

του ορισµένου ολοκληρώµατος κατά Riemann να έπεται µιας παρουσίασης του 

ολοκληρώµατος Lebesgue.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
 
Τα φύλλα εργασίας που χρησιµοποιήθηκαν κατά τις δυο πρώτες 

φορές διεξαγωγής της έρευνας 
 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ηµεροµηνία: 
Τάξη:  Γ 
Οµάδα: 
 

Το πρόβληµα του κηπουρού 
 

Ένας κηπουρός περιποιείται έναν κήπο σχήµατος ορθογωνίου µε πρόσοψη 20 
µέτρα και βάθος 30 µέτρα. Στον κήπο υπάρχει ένα µονοπάτι παραβολικής µορφής µε 
κορυφή το µέσο της πρόσοψης, όπου βρίσκεται η είσοδος του κήπου, που καταλήγει 
στις δυο πίσω γωνίες του κήπου. Η εξίσωση της παραβολής την οποία ακολουθεί το 
µονοπάτι είναι y=0.3x2. Ο κηπουρός θέλει να φυτέψει λουλούδια στα δυο κοµµάτια 
του κήπου που περικλείονται από την πρόσοψη, το παραβολικό µονοπάτι και την 
πλαϊνή περίφραξη. Γνωρίζει ότι µπορεί να φυτέψει 4 λουλούδια σε κάθε τετραγωνικό 
µέτρο γης. Αναρωτιέται πόση είναι η επιφάνεια που θα φυτευτεί για να παραγγείλει 
τον απαραίτητο αριθµό λουλουδιών. Αποφάσισε ότι για ευκολία θα ασχοληθεί αρχικά 
µε τη µέτρηση µόνο του δεξιού κοµµατιού. Για µπορέσει να υπολογίσει το εµβαδόν 
της επιφάνειας αυτής αποφάσισε, µετά από συµβουλή ενός γνωστού του 
µαθηµατικού, να χωρίσει το µέρος της πρόσοψης που αντιστοιχεί στην περιοχή αυτή 
σε πέντε ίσα µέρη και στη συνέχεια να χωρίσει την επιφάνεια της οποίας θέλει να 
υπολογίσει το εµβαδόν σε ορθογώνιες ζώνες µε βάση τα τµήµατα αυτά µε τέτοιο 
τρόπο ώστε µόνο η πίσω αριστερή γωνία κάθε ζώνης να ακουµπάει το µονοπάτι. 
 
Προσδιορισµός του εµβαδού του δεξιού τµήµατος στο πρόβληµα του 

κηπουρού µε το εκπαιδευτικό λογισµικό Αutograph 3: 
 
1. Κατασκευή του σχήµατος 
 
• Εκκινήστε το λογισµικό Autograph ακολουθώντας τη διαδροµή: 

Έναρξη Προγράµµατα Αutograph 3 Autograph. 
• Στο παράθυρο που ανοίγει επιλέξτε:  Advanced.  (Θα πρέπει να ανοίξει ένα 

παράθυρο που εµφανίζει ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο.  Αν δεν 
ανοίξει, επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  File  New 2D Graph Page). 

• Επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  File Save as.  Να ονοµάστε το αρχείο: 
οµάδαx, όπου x είναι ο αριθµός της οµάδας σας και να το αποθηκέψετε στο 
φάκελο «Τα έγγραφά µου».  

• Επιλέξτε από την γραµµή εργαλείων το κουµπί: Edit Axes. Στην καρτέλα  
Ranges  µπορείτε να καθορίσετε τις τιµές των µεταβλητών στους δυο άξονες.  
Ορίστε για το x τις τιµές:       Minimum: -12         και   Maximum: 12. 
Ορίστε για το y τις τιµές:       Minimum: -5           και   Maximum: 35. 

• Επιλέξτε από την γραµµή από τη γραµµή µενού:  Object Enter Shape…  
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Στο παράθυρο που ανοίγει εµφανίζεται ένας πίνακας στον οποίο συµπληρώνουµε 
τις συντεταγµένες των κορυφών του πολυγώνου (για να µετακινηθούµε στο 
επόµενο κελί µπορούµε να χρησιµοποιούµε το πλήκτρο Enter).  Ορίστε τα σηµεία 
(-10,30), (-10,0), (10,0) και (10,30). (Μπορούµε να αφήσουµε τσεκαρισµένη την 
επιλογή  Fill Shape αν θέλουµε το εσωτερικό του πολυγώνου να χρωµατιστεί). 

• Επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  Equation… Enter Equation. 
Στο παράθυρο που ανοίγει κάνουµε τις εξής ενέργειες: 
i) Στη γραµµή Equation συµπληρώνετε την εξίσωση της παραβολής:  y=0.3x2 

(τη δύναµη x2 µπορείτε να τη γράψετε πληκτρολογώντας απλά xx)   
ii) Επιλέγετε  Startup Options  και στο παράθυρο που ανοίγει Manual. Ορίζετε   

x start = -10   και   x finish =10. Πατάτε Ok για να γυρίσετε στο 
προηγούµενο παράθυρο και πάλι Ok. Θα πρέπει να εµφανιστεί η γραφική 
παράσταση. 

 
2. Μέτρηση του εµβαδού του σχήµατος 
 
• Επιλέξτε τη γραφική παράσταση. Κάνετε δεξί κλικ πάνω της και επιλέξτε Find 

Area…  Στο παράθυρο που ανοίγει τσεκάρετε στο πλαίσιο Method  την επιλογή    
Rectangle (-).   Στο πλαίσιο  Parameters  επιλέξτε άκρα Start Point =0   και   
End Point=10  και το πλήθος των ορθογωνίων (Divisions). (Με ανάλογο τρόπο 
µπορούµε να κατασκευάσουµε και το ανώτερο άθροισµα). 

• Επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  View  Results Box… για να πάρετε µια 
µέτρηση για το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων. 

• Επιλέξτε τα ορθογώνια πατώντας µε το ποντίκι πάνω σε ένα από αυτά. Επιλέξτε 
από τη γραµµή µενού:  View  Animation Controller…  Στο παράθυρο που 
ανοίγει µπορείτε χρησιµοποιώντας τα βελάκια ή γράφοντας στο πλαίσιο να 
µεταβάλετε το πλήθος των ορθογωνίων. Για κάθε τιµή του πλήθους των 
ορθογωνίων µπορείτε να πάρετε µια νέα µέτρηση του εµβαδού µε τον εξής τρόπο: 
Επιλέξτε τα ορθογώνια, κάνετε δεξί κλικ σε κάποιο από αυτά και επιλέξτε από το 
µενού που αναδύεται  Update Results Box…  
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Ερωτήµατα: 
 
1. Μπορείτε µε τη βοήθεια του λογισµικού να συµπληρώσετε τις τιµές των εµβαδών 

στον παρακάτω πίνακα; 
 

Πλήθος ορθογωνίων Άθροισµα των 
εµβαδών των 
ορθογωνίων 

Εκτίµηση της διαφοράς του 
αθροίσµατος των εµβαδών 
από το  εµβαδόν του χωρίου 

5   
6   
7   
8   
10   
20   
30   
   
   
   
   
   
   

 
2. Μπορείτε, µε τη βοήθεια των δεδοµένων του πίνακα αλλά και µε τη βοήθεια του 

λογισµικού να περιγράψετε πώς µεταβάλλεται το άθροισµα των εµβαδών των 
ορθογωνίων στα οποία χωρίζεται το χωρίο;  

 
Σηµειώστε εδώ την περιγραφή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. Μπορείτε να βρείτε µια τιµή για το πλήθος των ορθογωνίων στα οποία πρέπει να 

χωρίσετε το χωρίο ώστε το άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µεγαλύτερο από 
99;    

a. Μπορείτε να κάνετε το ίδιο όταν το άθροισµα των εµβαδών πρέπει να είναι 
µεγαλύτερο από 99.5  και µικρότερο από 99.8;  

b.Πόσο πρέπει να είναι το πλήθος τους ώστε το εµβαδόν του αθροίσµατος να 
είναι µεταξύ 99.8 και 99.9; 

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
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4. Πόσο είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου; Μπορείτε να δώσετε µια 

εξήγηση; 
 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5. Ερευνήστε αν υπάρχει πλήθος ορθογωνίων στα οποία να διαιρείται το χωρίο και 

το άθροισµα των εµβαδών τους να υπερβαίνει το εµβαδόν που γράψατε στη 
προηγούµενη ερώτηση;  

a. Αν βρήκατε ότι υπάρχει, µπορείτε να εκτιµήστε το πραγµατικό εµβαδόν του 
χωρίου; Μπορείτε να προτείνετε ένα τρόπο υπολογισµού του; 

b.Αν δεν βρήκατε ότι υπάρχει, µπορείτε να διατυπώσετε ένα κανόνα 
υπολογισµού του εµβαδού του χωρίου αυτού αλλά και άλλων ανάλογων 
χωρίων;   

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
  
6. Μπορείτε να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του χωρίου είναι αυτό που ισχυρίζεστε; 
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ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2 
 
Ηµεροµηνία: 
Τάξη:  Γ 
Οµάδα: 
 

Το πρόβληµα του κηπουρού(Συνέχεια) 
 

Επιλέξτε τη γραφική παράσταση. Κάνετε δεξί κλικ πάνω της και επιλέξτε Find 
Area…  Στο παράθυρο που ανοίγει τσεκάρετε στο πλαίσιο Method  την επιλογή    
Rectangle (+).   Στο πλαίσιο  Parameters  επιλέξτε άκρα Start Point =0   και   End 
Point=10  και το πλήθος των ορθογωνίων (Divisions). 
 
Ερωτήµατα: 
 
7. Μπορείτε µε τη βοήθεια του λογισµικού να συµπληρώσετε τις τιµές των εµβαδών 

στον παρακάτω πίνακα; 
 

Πλήθος ορθογωνίων Άθροισµα των 
εµβαδών των 
ορθογωνίων 

Εκτίµηση της διαφοράς του 
αθροίσµατος των εµβαδών 
από το  εµβαδόν του χωρίου 

5   
6   
7   
8   
10   
20   
30   
   
   
   
   
   
   

 
8. Μπορείτε, µε τη βοήθεια των δεδοµένων του πίνακα αλλά και µε τη βοήθεια του 

λογισµικού να περιγράψετε πώς µεταβάλλεται το άθροισµα των εµβαδών των 
ορθογωνίων στα οποία χωρίζεται το χωρίο;  

 
Σηµειώστε εδώ την περιγραφή σας: 
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9. Μπορείτε να βρείτε µια τιµή για το πλήθος των ορθογωνίων στα οποία πρέπει να 
χωρίσετε το χωρίο ώστε το άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µικρότερο από 
101;    

Μπορείτε να κάνετε το ίδιο όταν το άθροισµα των εµβαδών πρέπει να είναι 
µικρότερο από 100.5  και µεγαλύτερο από 100.1;  

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
10. Πόσο είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου; Μπορείτε να δώσετε µια 

εξήγηση; 
 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
11. Ερευνήστε αν υπάρχει πλήθος ορθογωνίων στα οποία να διαιρείται το χωρίο και 

το άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µικρότερο από το εµβαδόν που γράψατε 
στη προηγούµενη ερώτηση;  

a. Αν βρήκατε ότι υπάρχει, µπορείτε να εκτιµήστε το πραγµατικό εµβαδόν του 
χωρίου; Μπορείτε να προτείνετε ένα τρόπο υπολογισµού του; 

b.Αν δεν βρήκατε ότι υπάρχει, µπορείτε να διατυπώσετε ένα κανόνα 
υπολογισµού του εµβαδού του χωρίου αυτού αλλά και άλλων ανάλογων 
χωρίων;   

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
  
12. Μπορείτε να αποδείξετε ότι το εµβαδόν του χωρίου είναι αυτό που ισχυρίζεστε; 
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13. Ονοµάζουµε κάτω άθροισµα το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων που 

βρίσκονται ολόκληρα κάτω από τη γραφική παράσταση και υπολογίστηκαν στο 
προηγούµενο φύλλο εργασίας. Ονοµάζουµε άνω άθροισµα το άθροισµα των 
εµβαδών των ορθογωνίων που υπερβαίνουν την καµπύλη. Μπορείτε να  
συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα; 
Σαν   ∆ιαφορά   θεωρούµε τη διαφορά  (Άνω άθροισµα)-(Κάτω άθροισµα)  

 
Πλήθος 

ορθογωνίων 
Άνω άθροισµα Κάτω άθροισµα ∆ιαφορά 

5    
6    
7    
8    
10    
20    
30    
    
    
    
    
    
    
    

 
 
14. Ποια είναι η σχέση του ζητούµενου εµβαδού του χωρίου µε το κάτω και το άνω 

άθροισµα εµβαδών; Μπορείτε να αποδείξετε ότι το εµβαδόν είναι αυτό που 
ισχυρίζεστε; 

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β 
 

Τα φύλλα εργασίας που χρησιµοποιήθηκαν κατά την τρίτη διεξαγωγή 
της έρευνας για την έρευνα - διδακτική πρόταση 

ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ηµεροµηνία: 
Τάξη:  Γ 
Οµάδα: 
 

Το πρόβληµα του κηπουρού 
 

Ένας κηπουρός περιποιείται έναν κήπο σχήµατος ορθογωνίου µε πρόσοψη 20 
µέτρα και βάθος 30 µέτρα. Στον κήπο υπάρχει ένα µονοπάτι παραβολικής µορφής µε 
κορυφή το µέσο της πρόσοψης, όπου βρίσκεται η είσοδος του κήπου, που καταλήγει 
στις δυο πίσω γωνίες του κήπου. Η εξίσωση της παραβολής την οποία ακολουθεί το 
µονοπάτι είναι y=0.3x2. Ο κηπουρός θέλει να φυτέψει λουλούδια στα δυο κοµµάτια 
του κήπου που περικλείονται από την πρόσοψη, το παραβολικό µονοπάτι και την 
πλαϊνή περίφραξη. Γνωρίζει ότι µπορεί να φυτέψει 4 λουλούδια σε κάθε τετραγωνικό 
µέτρο γης. Αναρωτιέται πόση είναι η επιφάνεια που θα φυτευτεί για να παραγγείλει 
τον απαραίτητο αριθµό λουλουδιών. Αποφάσισε ότι για ευκολία θα ασχοληθεί αρχικά 
µε τη µέτρηση µόνο του δεξιού κοµµατιού. Για µπορέσει να υπολογίσει το εµβαδόν 
της επιφάνειας αυτής αποφάσισε, µετά από συµβουλή ενός γνωστού του 
µαθηµατικού, να χωρίσει το µέρος της πρόσοψης που αντιστοιχεί στην περιοχή αυτή 
σε πέντε ίσα µέρη και στη συνέχεια να χωρίσει την επιφάνεια της οποίας θέλει να 
υπολογίσει το εµβαδόν σε ορθογώνιες ζώνες µε βάση τα τµήµατα αυτά µε τέτοιο 
τρόπο ώστε µόνο η πίσω αριστερή γωνία κάθε ζώνης να ακουµπάει το µονοπάτι. 
 
Προσδιορισµός του εµβαδού του δεξιού τµήµατος στο πρόβληµα του 

κηπουρού µε το εκπαιδευτικό λογισµικό Αutograph 3: 
 
3. Κατασκευή του σχήµατος 
 
• Εκκινήστε το λογισµικό Autograph ακολουθώντας τη διαδροµή: 

Έναρξη Προγράµµατα Αutograph 3 Autograph. 
• Στο παράθυρο που ανοίγει επιλέξτε:  Advanced.  (Θα πρέπει να ανοίξει ένα 

παράθυρο που εµφανίζει ένα σύστηµα συντεταγµένων στο επίπεδο.  Αν δεν 
ανοίξει, επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  File  New 2D Graph Page). 

• Επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  File Save as.  Να ονοµάστε το αρχείο: 
οµάδα0x, όπου x είναι ο αριθµός της οµάδας σας και να το αποθηκέψετε στο 
φάκελο «Τα έγγραφά µου».  

• Επιλέξτε από την γραµµή εργαλείων το κουµπί: Edit Axes. Στην καρτέλα  
Ranges  µπορείτε να καθορίσετε τις τιµές των µεταβλητών στους δυο άξονες.  
Ορίστε για το x τις τιµές:       Minimum: -12         και   Maximum: 12. 
Ορίστε για το y τις τιµές:       Minimum: -5           και   Maximum: 35. 

• Επιλέξτε από την γραµµή από τη γραµµή µενού:  Object Enter Shape…  
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Στο παράθυρο που ανοίγει εµφανίζεται ένας πίνακας στον οποίο συµπληρώνουµε 
τις συντεταγµένες των κορυφών του πολυγώνου (για να µετακινηθούµε στο 
επόµενο κελί µπορούµε να χρησιµοποιούµε το πλήκτρο Enter).  Ορίστε τα σηµεία 
(-10,30), (-10,0), (10,0) και (10,30). (Μπορούµε να αφήσουµε τσεκαρισµένη την 
επιλογή  Fill Shape αν θέλουµε το εσωτερικό του πολυγώνου να χρωµατιστεί). 

• Επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  Equation… Enter Equation. 
Στο παράθυρο που ανοίγει κάνουµε τις εξής ενέργειες: 
iii) Στη γραµµή Equation συµπληρώνετε την εξίσωση της παραβολής:  y=0.3x2 

(τη δύναµη x2 µπορείτε να τη γράψετε πληκτρολογώντας απλά xx)   
iv) Επιλέγετε  Startup Options  και στο παράθυρο που ανοίγει Manual. Ορίζετε   

x start = -10   και   x finish =10. Πατάτε Ok για να γυρίσετε στο 
προηγούµενο παράθυρο και πάλι Ok. Θα πρέπει να εµφανιστεί η γραφική 
παράσταση. 

 
4. Μέτρηση του εµβαδού του σχήµατος 
 
• Επιλέξτε τη γραφική παράσταση. Κάνετε δεξί κλικ πάνω της και επιλέξτε Find 

Area…  Στο παράθυρο που ανοίγει τσεκάρετε στο πλαίσιο Method  την επιλογή    
Rectangle (-).   Στο πλαίσιο  Parameters  επιλέξτε άκρα Start Point =0   και   
End Point=10  και το πλήθος των ορθογωνίων (Divisions). (Με ανάλογο τρόπο 
µπορούµε να κατασκευάσουµε και το ανώτερο άθροισµα). 

• Επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  View  Results Box… για να πάρετε µια 
µέτρηση για το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων. 

• Επιλέξτε τα ορθογώνια πατώντας µε το ποντίκι πάνω σε ένα από αυτά. Επιλέξτε 
από τη γραµµή µενού:  View  Animation Controller…  Στο παράθυρο που 
ανοίγει µπορείτε χρησιµοποιώντας τα βελάκια ή γράφοντας στο πλαίσιο να 
µεταβάλετε το πλήθος των ορθογωνίων. Για κάθε τιµή του πλήθους των 
ορθογωνίων µπορείτε να πάρετε µια νέα µέτρηση του εµβαδού µε τον εξής τρόπο: 
Επιλέξτε τα ορθογώνια, κάνετε δεξί κλικ σε κάποιο από αυτά και επιλέξτε από το 
µενού που αναδύεται  Update Results Box…  
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Ερωτήµατα: 
 
15. Μπορείτε µε τη βοήθεια του λογισµικού να συµπληρώσετε τις τιµές των εµβαδών 

στον παρακάτω πίνακα; (Η τρίτη στήλη να συµπληρωθεί µετά την απάντηση στο 
ερώτηµα 4). 

 
Πλήθος ορθογωνίων Άθροισµα των 

εµβαδών των 
ορθογωνίων 

Εκτίµηση της διαφοράς του 
αθροίσµατος των εµβαδών 
από το  εµβαδόν του χωρίου 

5   
6   
7   
8   
10   
20   
30   
   
   
   
   
   
   

 
16. Μπορείτε, µε τη βοήθεια των δεδοµένων του πίνακα αλλά και µε τη βοήθεια του 

λογισµικού να περιγράψετε πώς µεταβάλλεται το άθροισµα των εµβαδών των 
ορθογωνίων στα οποία χωρίζεται το χωρίο;  

 
Σηµειώστε εδώ την περιγραφή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
17. Μπορείτε να βρείτε µια τιµή για το πλήθος των ορθογωνίων στα οποία πρέπει να 

χωρίσετε το χωρίο ώστε το άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µεγαλύτερο από 
99;    

Μπορείτε να κάνετε το ίδιο όταν το άθροισµα των εµβαδών πρέπει να είναι 
µεγαλύτερο από 99.5  και µικρότερο από 99.8;  

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
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18. Πόσο νοµίζετε ότι είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου; Μπορείτε να 
δώσετε µια εξήγηση; 

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 
19. Μπορείτε να διατυπώσετε ένα κανόνα υπολογισµού του εµβαδού του χωρίου 

αυτού αλλά και άλλων ανάλογων χωρίων;   
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
  
20. Να αποθηκεύσετε το αρχείο. Στη συνέχεια να ανοίξετε µια καινούργια σελίδα 2D 

(File  New 2D Graph Page). Επιλέξτε από τη γραµµή µενού:  File Save as.  Να 
ονοµάστε το αρχείο: οµάδα1x, όπου x είναι ο αριθµός της οµάδας σας και να το 
αποθηκέψετε στο φάκελο «Τα έγγραφά µου».  Ακολουθείστε τη διαδικασία που 
ακολουθήσατε και πριν για να κατασκευάσετε το σχήµα.  Επιλέξτε πάλι τη 
γραφική παράσταση. Κάνετε δεξί κλικ πάνω της και επιλέξτε Find Area…  Στο 
παράθυρο που ανοίγει τσεκάρετε στο πλαίσιο Method  την επιλογή    Rectangle 
(+).   Στο πλαίσιο  Parameters  επιλέξτε άκρα Start Point =0   και   End Point=10  
και το πλήθος των ορθογωνίων (Divisions). Μπορείτε µε τη βοήθεια του 
λογισµικού να συµπληρώσετε τις τιµές των εµβαδών στον παρακάτω πίνακα; (Η 
τρίτη στήλη να συµπληρωθεί µετά την απάντηση στο ερώτηµα 10). 
Πλήθος ορθογωνίων Άθροισµα των 

εµβαδών των 
ορθογωνίων 

Εκτίµηση της διαφοράς του 
αθροίσµατος των εµβαδών 
από το  εµβαδόν του χωρίου 

5   
6   
7   
8   
10   
20   
30   
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21. Μπορείτε, µε τη βοήθεια των δεδοµένων του πίνακα αλλά και µε τη βοήθεια του 
λογισµικού να περιγράψετε πώς µεταβάλλεται το άθροισµα των εµβαδών των 
ορθογωνίων στα οποία χωρίζεται το χωρίο;  

 
Σηµειώστε εδώ την περιγραφή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
22. Μπορείτε να βρείτε µια τιµή για το πλήθος των ορθογωνίων στα οποία πρέπει να 

χωρίσετε το χωρίο ώστε το άθροισµα των εµβαδών τους να είναι µικρότερο από 
101;    
Μπορείτε να κάνετε το ίδιο όταν το άθροισµα των εµβαδών πρέπει να είναι 
µικρότερο από 100.5  και µεγαλύτερο από 100.1;  

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
23. Πόσο εκτιµάτε ότι είναι τελικά το ζητούµενο εµβαδόν του χωρίου; Μπορείτε να 

δώσετε µια εξήγηση; 
 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
24. Μπορείτε να διατυπώσετε ένα κανόνα υπολογισµού του εµβαδού του χωρίου 

αυτού αλλά και άλλων ανάλογων χωρίων;   
 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
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25.  Ονοµάζουµε κάτω άθροισµα το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων που 
βρίσκονται ολόκληρα κάτω από τη γραφική παράσταση και υπολογίστηκαν στο 
προηγούµενο φύλλο εργασίας. Ονοµάζουµε άνω άθροισµα το άθροισµα των 
εµβαδών των ορθογωνίων που υπερβαίνουν την καµπύλη. Μπορείτε να  
συµπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα; 
Σαν   ∆ιαφορά   θεωρούµε τη διαφορά  (Άνω άθροισµα)-(Κάτω άθροισµα)  

 
Πλήθος 

ορθογωνίων 
Άνω άθροισµα Κάτω άθροισµα ∆ιαφορά 

5    
6    
7    
8    
10    
20    
30    
    
    
    
    
    
    
    

 
 
26. Ποια είναι η σχέση του ζητούµενου εµβαδού του χωρίου µε το κάτω και το άνω 

άθροισµα εµβαδών; Μπορείτε να αποδείξετε ότι το εµβαδόν είναι αυτό που 
ισχυρίζεστε; 

 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
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ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 2 
 
Ηµεροµηνία: 
Τάξη:  Γ 
Οµάδα: 
 

Το πρόβληµα του κηπουρού(Συνέχεια) 
 

Το ορισµένο ολοκλήρωµα 
 
Αποθηκεύστε το αρχείο στον φάκελο «Τα έγγραφά µου» µε το όνοµα οµάδα2x, 

όπου x η αριθµός της οµάδας σας (αλλά µην το κλείσετε). 
Χρησιµοποιώντας τον Animation Controller καθορίστε και πάλι πλήθος των 

ορθογωνίων 5. Επιλέξτε τη γραφική παράσταση. Κάνετε δεξί κλικ πάνω της και 
επιλέξτε Find Area…  Στο παράθυρο που ανοίγει τσεκάρετε στο πλαίσιο Method  
την επιλογή    Rectangle (-).   Στο πλαίσιο  Parameters  επιλέξτε άκρα Start Point 
=0   και   End Point=10  και ορίστε  το πλήθος των ορθογωνίων (Divisions) στο 5. 
Πατήστε το ΟΚ. Τώρα θα πρέπει να βλέπετε µαζί το κάτω αλλά και το πάνω 
άθροισµα. Παρατηρείστε ότι το ύψος κάθε ορθογωνίου του κάτω αθροίσµατος 
ισούται µε την ελάχιστη τιµή της συνάρτησης 23.0 xy =  στο διάστηµα που ορίζεται 
από τα άκρα της βάσης του και ότι το ύψος κάθε ορθογωνίου του άνω αθροίσµατος 
ισούται µε τη µέγιστη τιµή της συνάρτησης στο ίδιο διάστηµα.   

 
Ερωτήµατα: 

1. Επιλέξτε έναν τυχαίο αριθµό σε κάθε διάστηµα. Κατασκευάστε τα ορθογώνια µε 
βάση το συγκεκριµένο διάστηµα και ύψος την τιµή της συνάρτησης για τον 
αριθµό που επιλέξατε. 

 
Ποια είναι η σχέση του αθροίσµατος των εµβαδών των ορθογωνίων αυτών µε το 
κάτω και το άνω άθροισµα; 

Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 

−10 −5 5 10

10

20

30

x

y
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2. Τι νοµίζετε ότι θα συµβεί αν αυξήσουµε το πλήθος των ορθογωνίων; Μπορείτε να 
εικάσετε πόσο θα είναι το άθροισµα των εµβαδών των «ενδιάµεσων» 
ορθογωνίων; 

Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 

 
3. Μπορείτε να αποδείξετε τον ισχυρισµό σας; 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Η διαδικασία αυτή µπορεί να εφαρµοστεί για οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση f 

σε ένα διάστηµα [ ]βα , .  
Χωρίζουµε το διάστηµα [ ]βα ,  µε τα σηµεία βα ν =<<<= xxx "10  σε ν 

υποδιαστήµατα [ ] [ ] [ ] [ ]βα νκκ ,,,,,,, 11211 −− xxxxxx ""  ίσου µήκους 
ν
αβ −

=∆x . 

Επιλέγουµε ένα τυχαίο [ ]κκκξ xx ,1−∈  για κάθε { }νκ ,,2,1 "∈ . 
Σχηµατίζουµε το άθροισµα:   

( ) ( ) ( ) ( )∑
=

∆=∆++∆+∆=
ν

κ
κνν ξξξξ

1
21 xfxfxfxfS "  

που ονοµάζεται άθροισµα Riemann της συνεχούς συνάρτησης  f  στο [ ]βα , . 
Όταν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής, το όριο του αθροίσµατος Riemann, δηλαδή 

το ( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
∆∑

=∞→

ν

κ
κ

ν
ξ

1
lim xf , υπάρχει και είναι πραγµατικός αριθµός,. Το όριο αυτό 

ονοµάζεται ορισµένο ολοκλήρωµα της συνεχούς συνάρτησης  f  από το α στο β και 
συµβολίζεται ∫

β

α
dxxf )( . 

 
4. Επιλέξτε πάλι τη γραφική παράσταση. Κάνετε δεξί κλικ πάνω της και επιλέξτε 

Find Area…  Στο παράθυρο που ανοίγει τσεκάρετε στο πλαίσιο Method  την 
επιλογή    Rectangle (-).   Στο πλαίσιο  Parameters  επιλέξτε άκρα Start Point =10   
και   End Point=0  και ορίστε  το πλήθος των ορθογωνίων (Divisions) στο 5. 
Πατήστε το ΟΚ. Πατήστε το κουµπί Update box… Τι παρατηρείτε; (Αν νοµίζετε 
ότι αυτό θα σας βοηθήσει, µπορείτε να µεταβάλλετε µε τη βοήθεια το Animation 
Controller το πλήθος των ορθογωνίων και να πάρετε διαδοχικές µετρήσεις. 
Μπορείτε να επαναλάβετε τη διαδικασία και για τα πάνω ορθογώνια για να 
επιβεβαιώσετε την ορθότητα της εικασίας σας). 
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Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 

 
5. Μπορείτε να ερµηνεύσετε τα αποτελέσµατα αυτά και να δώσετε έναν κανόνα; 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
6. Επιλέξτε πάλι τη γραφική παράσταση. Κάνετε δεξί κλικ πάνω της και επιλέξτε 

Find Area…  Στο παράθυρο που ανοίγει τσεκάρετε στο πλαίσιο Method  την 
επιλογή    Rectangle (-).   Στο πλαίσιο  Parameters  επιλέξτε άκρα Start Point =10   
και   End Point=10  και ορίστε  το πλήθος των ορθογωνίων (Divisions) στο 5. 
Πατήστε το ΟΚ. Πατήστε το κουµπί Update box… Τι παρατηρείτε; (Αν νοµίζετε 
ότι αυτό θα σας βοηθήσει, µπορείτε να µεταβάλλετε µε τη βοήθεια το Animation 
Controller το πλήθος των ορθογωνίων και να πάρετε διαδοχικές µετρήσεις. 
Μπορείτε να επαναλάβετε τη διαδικασία και για τα πάνω ορθογώνια ή και 
αλλάζοντας την τιµή 10 στα Start Point και End Point για να επιβεβαιώσετε την 
ορθότητα της εικασίας σας). 

Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
 
 
 
 
 
 

7. Μπορείτε να ερµηνεύσετε τα αποτελέσµατα αυτά και να δώσετε έναν κανόνα; 
Σηµειώστε εδώ την απάντησή σας: 
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