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1 ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

την εργασία αυτή θα προσπαθήσουµε να αναδείξουµε τη σηµασία του 

λάθους στην εξέλιξη της µαθηµατικής επιστήµης και να τεκµηριώσουµε 

την άποψη πως η µαθηµατική επιστήµη προχώρησε όχι µόνο µε 

επιτυχείς αποδείξεις και αληθείς εικασίες αλλά και µέσω αναληθών εικασιών και 

αξιωµάτων και βέβαια µη ορθών αποδείξεων.  

Στην πορεία της εξέλιξης της µαθηµατικής επιστήµης λάθη έγιναν πολλά, αλλά 

κάθε ένα είχε την δική του συνεισφορά. Θα εξετάσουµε επιλεγµένους σηµαντικούς 

σταθµούς  της ιστορίας των µαθηµατικών, όπου κάποιος αρχικός µη ορθός ισχυρισµός 

αλλά και µια µη σωστή απόδειξη έγινε η αιτία της ανακάλυψης καινοτόµων εννοιών και 

θεωρηµάτων.  

Πρώτος σταθµός µας είναι το 5ο αίτηµα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας που 

συναντάται στο πρώτο βιβλίο των Στοιχείων. Η αλήθεια του αιτήµατος αυτού 

απασχόλησε για πάρα πολλά χρόνια την µαθηµατική κοινότητα και έγινε το αντικείµενο 

πολλών συζητήσεων και διενέξεων. Εξετάζοντας την αξιωµατική θεµελίωση της 

Γεωµετρίας στα Στοιχεία του Ευκλείδη και αντιπαραβάλλοντας την µε τον τρόπο 

θεµελίωσης των επιστηµών όπως αναφέρεται στα «Αναλυτικά Ύστερα» του Αριστοτέλη 

(χωρία 72a14-24 & 76a 31-77a4) παρατηρούµε ότι την εποχή εκείνη υπήρχε η άποψη ότι 

µια θεωρία είναι ισχυρή όταν εµπεριέχει όσο το δυνατόν λιγότερα αιτήµατα και 

περισσότερους ορισµούς. Όσο αφορά όµως τα αιτήµατα 4 και 5 της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας του βιβλίου Ι των Στοιχείων, σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη πρέπει να 

αποδεικνύονται αφού στηρίζονται σε παράγωγες έννοιες.  

Με βάση τη παραπάνω λογική οι Πτολεµαίος και Πρόκλος δίνουν την απόδειξη 

του 5ου αιτήµατος (χωρία 362,20-367,27 και 371,24-373,2 αντίστοιχα). Φυσικά οι 

αποδείξεις περιέχουν λάθη, τα οποία και εντοπίζονται (σελ. 25-30 και 31-36). 

Ο Saccheri στην προσπάθεια του να αποδείξει το 5ο αίτηµα µε την εις άτοπο 

απαγωγή το συνδέει µε το άθροισµα γωνιών ενός τριγώνου και διατυπώνει µια 

τριχοτοµία, της οξείας γωνίας, της αµβλείας γωνίας και της ορθής γωνίας. Απορρίπτει 

την περίπτωση της αµβλείας γωνίας αλλά όχι και της οξείας. Ουσιαστικά  ο Saccheri  

θεµελιώνει την Υπερβολική Γεωµετρία αλλά δεν  το αντιλαµβάνεται. (σελ. 37-39). 

Οι πρώτοι που υποπτεύτηκαν την ανεξαρτησία του αιτήµατος της παραλληλίας 

από τα άλλα αιτήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας ήταν ο Gauss, ο Bolyai και ο 

Σ
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Lobachevski. Ο Gauss δυστυχώς δεν κατάφερε σε όλη του τη ζωή  να δηµοσιεύσει κάτι 

πάνω στο θέµα αυτό. Ο Janos Bolyai δηµοσιεύει ένα εικοσιεξάλιδο παράρτηµα στο 

πρώτο τόµο του έργου του πατέρα του. Χαρακτηριστικό είναι αυτό που διατυπώνει «Από 

το τίποτα έχω δηµιουργήσει ένα παράξενο νέο σύµπαν» (σελ. 39-40). Όµως ο πρώτος που  

δηµοσίευσε µια συστηµατική ανάπτυξη του θέµατος στην πραγµατικότητα, ήταν ο 

Lobachevski. Η µη Ευκλείδεια Γεωµετρία που αυτός ανέπτυξε συχνά σήµερα 

αναφέρεται ως Λοµπατσέφσκια Γεωµετρία δίνοντας έτσι τέλος στην αµφισβήτηση του 

5ου αιτήµατος (σελ. 42-43). 

Ως δεύτερος σταθµός µας επιλέχτηκε η θεµελίωση των άρρητων αριθµών. 

Αρχικά οι Πυθαγόρειοι πίστευαν σε µια ρητή δοµή του κόσµου, το οποίο συνεπάγεται 

ότι δυο µεγέθη είναι πάντα σύµµετρα. Οι ίδιοι εντόπισαν ότι η εικασία είναι ψευδής 

ανακαλύπτοντας την ασυµµετρία της διαγωνίου µε την πλευρά τετραγώνου κάτι που 

συναντάµε και στον Πλατωνικό διάλογο «Μένων» (χωρίο 82c-86c). Οδηγήθηκαν στην 

ασυµµετρία µέσω της µουσικής και της αρµονίας.  Στο απόσπασµα 6 του Φιλολάου 16-

24 αναφέρεται πως οι Πυθαγόρειοι κατασκεύασαν µουσική κλίµακα µέσω µιας άπειρης 

διαδικασίας.  

Συνεχίζοντας ο Θεαίτητος στο δέκατο βιβλίο των Στοιχείων, το οποίου και του 

ανήκει,  δίνει το κριτήριο ασυµµετρίας δυο µεγεθών µέσω της άπειρης ανθυφαίρεσης 

Σχετικές αναφορές βρίσκουµε και στο Πλατωνικό διάλογο «Θεαίτητο».  (σελ. 75-82).  

Τρίτος σταθµός είναι η εισαγωγή της έννοιας της οµοιόµορφης σύγκλισης µιας 

ακολουθίας. Ο Cauchy δίνει µια λάθος απόδειξη στην εικασία: «το όριο κάθε 

συγκλίνουσας σειράς συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση», που µέχρι τότε 

εθεωρείτο τετριµµένα αληθής. Τόσο ο  Fourier όσο και ο Poisson είχαν ήδη δώσει 

αντιπαραδείγµατα µέχρις ότου τελικά ο Seidel εντοπίζει το λάθος, αποδεικνύει το 

θεώρηµα και εισάγει την έννοια της οµοιόµορφης σύγκλισης (σελ.87-89).  

Τελευταίος σταθµός µας αποτελεί η απόδειξη του τελευταίου θεωρήµατος του 

Fermat, [ ηηη ζψχ =+ , δεν έχει ακέραιες λύσεις όταν το η είναι µεγαλύτερο από 2] µια 

απόδειξη που χρειάστηκε να περάσουν 350 χρόνια για να ολοκληρωθεί. Περίπου το 

1637, ο Φερµά στο περιθώριο του βιβλίου Αριθµητικά, γραµµένο από τον ∆ιόφαντο, 

δίπλα από ένα πρόβληµα ανάλυσης του τετραγώνου ενός ακεραίου σε τετράγωνα δυο 

ακεραίων διατυπώνει το θεώρηµα και αναφέρει «πως έχει ανακαλύψει µια θαυµάσια 

απόδειξη, αλλά το περιθώριο δεν είναι αρκετά µεγάλο για να τη χωρέσει».  Αυτή η 

µυστηριώδης διατύπωση είχε ως αποτέλεσµα γενιές µαθηµατικών να ασχοληθούν για να 
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ανακαλύψουν «την όντως θαυµάσια απόδειξη», την οποία ο Φερµά είχε ισχυριστεί ότι 

διέθετε. Παρακολουθούµε τις προσπάθειες πολύ µεγάλων µαθηµατικών να βρουν την 

απόδειξη. Στην προσπάθεια τους αυτή ανακαλύπτουν καινούριες έννοιες και προχωρούν 

σε εκπληκτικό βαθµό την µαθηµατική επιστήµη. Μερικοί από αυτούς είναι οι Euler, 

Dirichlet, Legendre, Lame, Lebesque, Gauss, Germain, Fourier, Kummer, Galois, Abel, 

Dedekind, Poincare, Mordell, Faltings, Granville, Brown, Taniyama,  Shimura, Frey, 

Ribet. Τελικά ο Andrew Wiles ήταν αυτός που έδωσε τη απόδειξη του θεωρήµατος. Η 

βαθύτερη αξία του θεωρήµατος είναι ότι η τελική λύση του προβλήµατος προέκυψε 

ενοποιώντας όλο το εύρος των µαθηµατικών. Ο ίδιος ο Andrew Wiles χαρακτήρισε την 

απόδειξη του ως απόδειξη του 20ου αιώνα (σελ.95-105). 

Στο δεύτερο µέρος της εργασίας, εξετάζουµε την αντιµετώπιση του λάθους από 

µερικές θεωρίες µάθησης που αναπτύχθηκαν στη διάρκεια των χρόνων, όπως: 

Συνδετισµός, Φορµαλισµός, Ηµιεµπειρικισµός, και Κονστρουκτιβισµός.  

Στον  Συνδετισµό το λάθος πρέπει να αποφεύγεται. Είναι δείγµα αποτυχίας 

καθώς δεν οδηγεί στο σωστό αποτέλεσµα. Εδώ έχουµε τη διατύπωση του νόµου του 

αποτελέσµατος. Το είδος της εργασίας που προτείνεται ονοµάζεται «πρακτική και 

εξάσκηση», µια τεχνική που κατείχε και εξακολουθεί να κατέχει µια αξιοσηµείωτη θέση 

στην ιστορία της διδακτικής των µαθηµατικών ακόµη και µέχρι σήµερα. Η εφαρµογή 

ωστόσο, της µεθόδου του Thorndike εµπεριέχει το κίνδυνο να αναγορευτεί η «πρακτική 

και εξάσκηση» ως η ανώτερη µέθοδος για τη διδασκαλία των µαθηµατικών. (σελ.108-

109). 

Στον Φορµαλισµό το λάθος δεν έχει θέση, είναι ανύπαρκτο αφού τα µαθηµατικά 

είναι το πρότυπο της τελειότητας και της αρµονίας.  Επιδιώκεται, µια ακραία αξιωµατική 

ανάπτυξη των µαθηµατικών όπου µεγάλη σηµασία δίνεται στην αυστηρή µαθηµατική 

απόδειξη. Τον Φορµαλισµό ακολούθησε µια µεταρρύθµιση των µαθηµατικών που 

ονοµάστηκε κίνηση των «µοντέρνων µαθηµατικών». Επισυνάπτεται απόσπασµα από το 

βιβλίο «Γιατί δεν µπορεί να κάνει πρόσθεση ο Γιάννης; Η αποτυχία των µοντέρνων 

µαθηµατικών» του Morris Kline, από το οποίο γίνονται φανερές οι καταστροφικές 

συνέπειες της µεθόδου αυτής στα παιδιά (σελ.110-112).    

Ο Ηµιεµπειρικισµός αποτελεί µια σύγχρονη φιλοσοφία και προσφέρει µια 

εντελώς νέα διάσταση στη φιλοσοφία των µαθηµατικών λόγω της προτεραιότητας που 

δίνει στη µαθηµατική πρακτική. Εδώ, τα µαθηµατικά είναι ότι κάνουν ή έχουν κάνει οι 

µαθηµατικοί, µε όλες τις ατέλειες που είναι µοιραίο να υπεισέρχονται σε κάθε ανθρώπινη 

δραστηριότητα ή δηµιουργία. Αναπτύσσεται αναλυτικά η µέθοδος αποδείξεων και 
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ανασκευών του Lakatos µε τη βοήθεια χαρακτηριστικού παραδείγµατος, από το οποίο 

προκύπτει ότι η δηµιουργία και ανάπτυξη της προσωπικής γνώσης των µαθηµατικών 

είναι αυτό που ζητείται και όχι η µετάβαση της απόλυτης γνώσης από το δάσκαλο στο 

µαθητή (σελ. 113-119). 

Στην κατασκευαστική θεωρία της γνώσης η µαθηµατική γνώση δεν είναι σταθερή 

και αµετάβλητη, έχει µέσα της το στοιχείο της αλλαγής. τα αποτελέσµατα της είναι 

πάντα ανοιχτά για αναθεώρηση. Η αντίληψη ότι τα µαθηµατικά µεταβάλλονται µας 

οδηγεί στη νοµιµοποίηση της πιθανότητας του λάθους σ’ αυτά. Οι εικασίες, οι 

λανθασµένες υποθέσεις, τα µερικώς σωστά αποτελέσµατα παίζουν ρόλο θεµελιακό στην 

εξέλιξη της µαθηµατικής επιστήµης (σελ.120-123).  

Μελετώντας όλα τα παραπάνω, καταλήγουµε στο συµπέρασµα, πως η εξέλιξη της 

µαθηµατικής επιστήµης και ιδιαίτερα των µαθηµατικών συντελείται και µέσω λαθών. Τα 

λάθη αυτά σε πολλές περιπτώσεις αποτέλεσαν το εφαλτήριο για περαιτέρω ανάπτυξη. 

Πολλές φορές στην πορεία συναντήσαµε  λανθασµένες θεωρίες. Έχουµε όµως  τη γνώµη 

ότι η προσφορά των θεωριών αυτών ήταν σηµαντική, γιατί η κάθε µια ήταν και µια 

δηµιουργική ιδέα για  προβληµατισµό και αφετηρία για παραπέρα προσπάθεια.  

Μεταφέροντας τη παραπάνω άποψη στην εκπαιδευτική διαδικασία, 

υποστηρίζουµε πως τα λάθη των παιδιών θα πρέπει να είναι για τους διδάσκοντες 

αφετηρία για συζήτηση και όχι αιτία για τιµωρία. Τα συµπεράσµατα που µπορούν να 

προκύψουν µέσα από την κατανόηση ενός λάθους µπορεί να είναι σηµαντικά και 

εποικοδοµητικά και η διαδικασία για την ανάδειξη του λάθους µπορεί να είναι µια 

ενδιαφέρουσα διδακτική πρακτική. Τότε µπορούµε να ελπίσουµε πως στο µέλλον τα 

παιδιά µέσα από τα λάθη τους θα συνειδητοποιήσουν την αξία και την µαγεία των 

µαθηµατικών. 
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2 ΣΤΑΘΜΟΙ ΣΤΗΝ ΙΣΤΟΡΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

2.1 Το 5ο αίτηµα του Ευκλείδη και οι µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες 
 

ο πρώτο όνοµα που σκέφτεται κάποιος που έχει τελειώσει το σχολείο 

όταν ακούει τη λέξη Γεωµετρία είναι σίγουρα αυτό του Ευκλείδη. Η 

πρώτη γεωµετρία που διδάχτηκε (ίσως και η µοναδική) είναι η 

Ευκλείδεια και µάλιστα πολύ πιθανόν να θυµάται το οµώνυµο αίτηµα,δηλαδή το αίτηµα 

της παραλληλίας. Είναι άραγε, τόσο σηµαντικό ώστε να χαρακτηρίζει µια ολόκληρη 

Γεωµετρία; 

Η Γεωµετρία του Ευκλείδη βασίζεται όπως 

γνωρίζουµε σε 5 αιτήµατα. Η λέξη αίτηµα παλαιότερα 

σήµαινε το αναπόδεικτο ή αυτό που αναγνωρίζεται ως 

αλήθεια, µια αλήθεια που γίνεται αποδεκτή χωρίς 

απόδειξη. Αν εξετάσουµε τα αιτήµατα 1, 2, 3, 4 

βλέπουµε ότι η διατύπωση τους είναι εύκολη και ότι 

στην ουσία είναι αυταπόδεικτα εν αντιθέση µε το 5ο 

αίτηµα το οποίο διατυπώνεται πολύπλοκα και είναι 

λιγότερο αυταπόδεικτο. Εξαιτίας αυτού του γεγονότος 

πολλοί ήταν αυτοί που το αµφισβήτησαν και 

προσπάθησαν να το εξαλείψουν ή να το αποδείξουν. Η 

ιστορία του 5ου αιτήµατος είναι πράγµατι πολύ 

ενδιαφέρουσα και εξέχουσα από διδακτικής άποψης.  Εποµένως, αξίζει να µελετηθεί 

ιδιαιτέρως. 

Μια σωστή µελέτη του 5ου αιτήµατος της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, απαιτεί την 

αναφορά στα αξιωµατικά συστήµατα τόσο του Ευκλείδη όσο και του Αριστοτέλη.  

Σκοπός, η διαπίστωση τη θέσης που κατείχαν τα αξιώµατα την εποχή εκείνη, στη 

θεµελίωση ενός συστήµατος.  

(Σηµείωση: Η εικόνα δείχνει το εξώφυλλο της πρώτης Αγγλικής έκδοσης των 

Στοιχείων του Ευκλείδη). 

Τ
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2.1.1 Θεµελίωση των επιστηµών στα Αναλυτικά Ύστερα του Αριστοτέλη 

  
Ο Αριστοτέλης στα Αναλυτικά Ύστερα 72a14-24 θεµελιώνει το  αξιωµατικό του 

σύστηµα και διακρίνει τις (άµεσες) αρχές:  

Στα αξιώµατα ως τις προτάσεις (γνώσεις) που 

είναι απαραίτητο να τις κατέχει όποιος πρόκειται να 

µάθει οτιδήποτε. Ως παράδειγµα, αναφέρει την αρχή της 

αντίφασης.  

Στις θέσεις ως τις πιο ειδικές γνώσεις, 

διαφορετικές για κάθε επιστήµη. 

Στη συνέχεια χωρίζει τις θέσεις στους ορισµούς 

και τις υποθέσεις.  

Ορισµοί είναι προτάσεις οι οποίες δηλώνουν το τι έστιν δηλαδή τι είναι κάτι και 

αναφέρει ως παράδειγµα τι είναι µονάδα.  (Άλλο π.χ. τι είναι γραµµή ή σηµείο) ενώ  

Υποθέσεις είναι προτάσεις οι οποίες δηλώνουν e�na… ti À tÕ m¾ e�na… ti δηλαδή  

αν κάτι υπάρχει ή όχι ( π.χ. υπάρχει η µονάδα). 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, προκύπτει το παρακάτω διάγραµµα: 

 

ΟΡΙΣΜΟΙ ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ

ΘΕΣΕΙΣ ΑΞΙΩΜΑΤΑ

ΑΡΧΕΣ

 
 

«'Amšsou d' ¢rcÁj sullogistikÁj qšsin m�n lšgw ¿n m¾ œsti de‹xai, mhd' ¢n£gkh œcein 

tÕn maqhsÒmenÒn ti· ¿n d' ¢n£gkh œcein tÕn Ðtioàn maqhsÒmenon, ¢x…wma· œsti g¦r œnia 

toiaàta· toàto g¦r m£list' ™pˆ to‹j toioÚtoij e„èqamen Ônoma lšgein. qšsewj d' ¹ m�n 

Ðpoteronoàn tîn mor…wn tÁj ¢ntif£sewj lamb£nousa, oŒon lšgw tÕ e�na… ti À tÕ m¾ 

e�na… ti, ØpÒqesij, ¹ d' ¥neu toÚtou ÐrismÒj. Ð g¦r ÐrismÕj qšsij mšn ™sti· t…qetai g¦r Ð 

¢riqmhtikÕj mon£da tÕ ¢dia…reton e�nai kat¦ tÕ posÒn· ØpÒqesij d' oÙk œsti· tÕ g¦r t… 

™sti mon¦j kaˆ tÕ e�nai mon£da oÙ taÙtÒn».  
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Στο χωρίο [76 a 31 – 77 a 4] ο Αριστοτέλης συνεχίζει και ορίζει ως αρχές σε κάθε 

γένος (αριθµητική - γεωµετρία) εκείνες τις προτάσεις για τις οποίες το ότι υπάρχουν δεν 

µπορεί ν’ αποδειχθεί.  Αναλυτικά:  

 
ΑΡΧΑΙΟ ΚΕΙΜΕΝΟ ΜΕΤΑΦΡΑΣΗ 

Lšgw d' ¢rc¦j ™n ˜k£stJ gšnei taÚtaj §j 

Óti œsti m¾ ™ndšcetai de‹xai. t… m�n oân 

shma…nei kaˆ t¦ prîta kaˆ t¦ ™k toÚtwn, 

lamb£netai, Óti d' œsti, t¦j m�n ¢rc¦j  

¢n£gkh lamb£nein, t¦ d' ¥lla deiknÚnai· 

oŒon t… mon¦j À t… tÕ eÙqÝ kaˆ tr…gwnon, 

e�nai d� t¾n mon£da labe‹n kaˆ mšgeqoj, 

t¦ d' ›tera deiknÚnai. ”Esti d' ïn crîntai 

™n ta‹j ¢podeiktika‹j ™pist»maij t¦ m�n 

‡dia ˜k£sthj ™pist»mhj t¦ d� koin£, 

koin¦ d� kat' ¢nalog…an, ™peˆ cr»simÒn 

ge Óson ™n tù ØpÕ t¾n ™pist»mhn gšnei· 

‡dia m�n oŒon gramm¾n e�nai toiandˆ kaˆ 

tÕ eÙqÚ, koin¦ d� oŒon tÕ ‡sa ¢pÕ ‡swn ¨n 

¢fšlV, Óti ‡sa t¦ loip£. ƒkanÕn d' 

›kaston toÚtwn Óson ™n tù gšnei· taÙtÕ 

g¦r poi»sei, k¨n m¾ kat¦ p£ntwn l£bV 

¢ll' ™pˆ megeqîn mÒnon, tù d' ¢riqmhtikù 

™p' ¢riqmîn. ”Esti d' ‡dia m�n kaˆ § 

lamb£netai e�nai, perˆ § ¹ ™pist»mh 

qewre‹ t¦ Øp£rconta kaq' aØt£, oŒon 

mon£daj ¹ ¢riqmhtik», ¹ d� gewmetr…a 

shme‹a kaˆ gramm£j. taàta g¦r 

lamb£nousi tÕ e�nai kaˆ todˆ e�nai. t¦ d� 

toÚtwn p£qh kaq' aØt£, t… m�n shma…nei 

›kaston, lamb£nousin, oŒon ¹ m�n 

¢riqmhtik¾ t… perittÕn À ¥rtion À 

tetr£gwnon À kÚboj,  ¹ d� gewmetr…a t… tÕ 

Ονοµάζω αρχές σε κάθε γένος εκείνες για τις 
οποίες το ότι υπάρχουν δεν µπορεί να 
αποδειχθεί. Το τι, λοιπόν, σηµαίνουν οι όροι 
«πρώτες αρχές» και «οι ιδιότητες που 
απορρέουν από αυτές» θεωρείται ως δεδοµένο, 
ως προς το ότι όµως υπάρχουν, για τις αρχές 
κατ΄ ανάγκην θεωρείται ως δεδοµένο, ενώ για 
τα άλλα θα πρέπει να αποδεικνύεται. 
Παραδείγµατος χάριν, [θεωρείται ως δεδοµένο] 
το τι σηµαίνει «µονάδα» «ευθύ» και τρίγωνο· 
ενώ όµως θεωρείται ως δεδοµένο ότι η µονάδα 
και το µέγεθος υπάρχουν, [η ύπαρξη] των 
λοιπών πρέπει να αποδεικνύεται. Από τις 
αρχές, τώρα, των οποίων γίνεται χρήση στις 
αποδεικτικές επιστήµες, άλλες ανήκουν 
αποκλειστικά σε κάθε επιστήµη, και άλλες από 
κοινού, πλην από κοινού κατ΄ αναλογία, επειδή 
χρησιµοποιούνται στο µέτρο µόνο που 
εµπίπτουν στο γένος το οποίο υπάγεται στην εν 
λόγω επιστήµη. Παράδειγµα αποκλειστικής 
αρχής, είναι το ότι η «γραµµή» και το «ευθύ» 
είναι το «τάδε συγκεκριµένο πράγµα» και 
κοινή αρχή το ότι «αν από ίσα αφαιρεθούν ίσα, 
τα υπολειπόµενα είναι ίσα». Από τις κοινές 
όµως αυτές αρχές, ισχύει [σε κάθε περίπτωση] 
τόσο µόνο µέρος, όσο αρµόζει στο δεδοµένο 
γένος, διότι το αποτέλεσµα θα είναι το ίδιο, 
ακόµη και αν συµβεί [στην περίπτωση του 
γεωµέτρη] να µην εφαρµόσει [κάποια αρχή] 
στο σύνολο αλλά στα µεγέθη µόνο και [στην 
περίπτωση του ειδικού της αριθµητικής] µόνο 
στους αριθµούς. Είναι επίσης αποκλειστικά για 
µια επιστήµη και τα αντικείµενα που 
εκλαµβάνει ως υπαρκτά, και σχετικώς µε τα 
οποία µελετά τις καθ΄ αυτές ιδιότητές τους, 
όπως επί παραδείγµατι τις µονάδες η 
αριθµητική και τα σηµεία και τις γραµµές η 
γεωµετρία. Πράγµατι,  για τα αντικείµενα αυτά 
θεωρείται ως δεδοµένο τόσο ότι υπάρχουν όσο 
και ότι είναι κάτι το συγκεκριµένο. Όσον 
αφορά όµως µε τις ιδιότητές τους καθ΄ αυτές, 
µόνο το τι σηµαίνει κάθε µία θεωρείται ως 
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¥logon À tÕ kekl£sqai À neÚein, Óti d' 

œsti, deiknÚousi di£ te tîn koinîn kaˆ ™k 

tîn ¢podedeigmšnwn. kaˆ ¹ ¢strolog…a 

æsaÚtwj. p©sa g¦r ¢podeiktik¾ 

™pist»mh perˆ tr…a ™st…n, Ósa te e�nai 

t…qetai (taàta d' ™stˆ tÕ gšnoj, oá tîn 

kaq' aØt¦ paqhm£twn ™stˆ qewrhtik»), 

kaˆ t¦ koin¦ legÒmena ¢xièmata, ™x ïn 

prètwn ¢pode…knusi, kaˆ tr…ton t¦ p£qh, 

ïn t… shma…nei ›kaston lamb£nei. ™n…aj 

mšntoi ™pist»maj oÙd�n kwlÚei œnia 

toÚtwn paror©n, oŒon tÕ gšnoj m¾ 

Øpot…qesqai e�nai, ¨n Ï fanerÕn Óti œstin 

(oÙ g¦r Ðmo…wj dÁlon Óti ¢riqmÕj œsti 

kaˆ Óti yucrÕn kaˆ qermÒn), kaˆ t¦ p£qh 

m¾ lamb£nein t… shma…nei, ¨n Ï dÁla· 

ésper oÙd� t¦ koin¦ oÙ lamb£nei t… 

shma…nei tÕ ‡sa ¢pÕ ‡swn ¢fele‹n, Óti 

gnèrimon. ¢ll' oÙd�n Âtton tÍ ge fÚsei 

tr…a taàt£ ™sti, perˆ Ó te de…knusi kaˆ § 

de…knusi kaˆ ™x ïn.  OÙk œsti d' ØpÒqesij 

oÙd' a‡thma, Ö ¢n£gkh e�nai di' aØtÕ kaˆ 

doke‹n ¢n£gkh. oÙ g¦r prÕj tÕn œxw 

lÒgon ¹ ¢pÒdeixij, ¢ll¦ prÕj tÕn ™n tÍ 

yucÍ, ™peˆ oÙd� sullogismÒj. ¢eˆ g¦r 

œstin ™nstÁnai prÕj tÕn œxw lÒgon, ¢ll¦ 

prÕj tÕn œsw lÒgon oÙk ¢e…. Ósa m�n oân 

deikt¦ Ônta lamb£nei aÙtÕj m¾ de…xaj, 

taàt', ™¦n m�n dokoànta lamb£nV tù man-

q£nonti, Øpot…qetai, kaˆ œstin oÙc ¡plîj 

ØpÒqesij ¢ll¦ prÕj ™ke‹non mÒnon, ¨n d� 

À mhdemi©j ™noÚshj dÒxhj À kaˆ ™nant…aj 

™noÚshj lamb£nV tÕ aÙtÒ, a„te‹tai. kaˆ 

toÚtJ diafšrei ØpÒqesij kaˆ a‡thma· 

δεδοµένο, παραδείγµατος χάριν, από την 
αριθµητική [θεωρείται ως δεδοµένο] το τι 
σηµαίνει περιττός ή άρτιος αριθµός,  
τετράγωνο ή κύβος, και από τη γεωµετρία το τι 
ανορθολογικό ή τεθλασµένη ή πλάγια γραµµή· 
το ότι όµως υπάρχουν αυτά αποδεικνύονται 
τόσο µέσω των κοινών αρχών όσο και µέσω 
των συµπερασµάτων που έχουν ήδη 
αποδειχθεί. Το ίδιο ισχύει και για την 
αστρολογία. Κάθε αποδεικτική επιστήµη 
στρέφεται, πράγµατι, γύρω από τρία πράγµατα: 
εκείνα που θεωρεί ότι υπάρχουν (αυτά είναι το 
γένος του οποίου εξετάζει τις καθ ΄αυτές 
ιδιότητες), τα λεγόµενα κοινά αξιώµατα, επί  
τη βάση των οποίων, ως πρώτων προκειµένων, 
πραγµατοποιεί την απόδειξη, και τρίτον, τις 
ιδιότητες, για κάθε µια από τις οποίες θεωρεί 
ως δεδοµένο [η επιστήµη] το τι σηµαίνει. 
Τίποτα ωστόσο δεν εµποδίζει ορισµένες 
επιστήµες να παραβλέπουν κάποια από αυτά 
[τα τρία αυτά πράγµατα], όπως επί 
παραδείγµατι, να µην υποθέτει ότι υπάρχει το 
γένος, αν συµβαίνει να είναι φανερό ότι 
υπάρχει (διότι δεν είναι εξίσου προφανές το ότι 
υπάρχει αριθµός µε το ότι υπάρχει ψυχρό ή 
θερµό), ή να µην αναφέρει ρητά το τι 
σηµαίνουν οι ιδιότητες, αν συµβαίνει να είναι 
προφανείς· όπως ακριβώς ούτε στην 
περίπτωση των κοινών αρχών αναφέρεται ρητά 
το τι σηµαίνει «το να αφαιρεθούν από ίσα», 
επειδή αυτό είναι γνωστό. Πλην, [οι εξαιρέσεις 
αυτές] δεν εµποδίζουν στο παραµικρό να είναι 
τρία τα εκ φύσεως συστατικά στοιχεία της 
απόδειξης: το αντικείµενο της απόδειξης, οι 
ιδιότητες προς απόδειξη και οι αρχές 
αποδείξεως. ∆εν είναι, εξ άλλου, υπόθεση ούτε 
αίτηµα αυτό που υπάρχει αναγκαία από µόνο 
του και αναγκαία φρονούµε [ότι υπάρχει κατ΄  
αυτόν τον τρόπο, και αυτό] επειδή η απόδειξη, 
όπως και ο συλλογισµός δεν απευθύνεται στον 
εξωτερικό λόγο, αλλά στον λόγο της ψυχής. 
Είναι, πράγµατι πάντοτε δυνατόν να προβάλλει 
κάποιος ενστάσεις στον εξωτερικό λόγο, όχι 
όµως πάντοτε και στον εσωτερικό. Όσα, 
λοιπόν, ενώ είναι επιδεκτικά αποδείξεως, τα 
θεωρεί ο δάσκαλος ως δεδοµένα χωρίς να τα 
αποδείξει, αυτά, αν συµβαίνει να τα θεωρεί ως 
δεδοµένα µε την συναίνεση του µαθητή, 
αποτελούν  αντικείµενο υποθέσεως και είναι 
υπόθεση, όχι  στην απόλυτη έννοια, αλλά 
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œsti g¦r a‡thma tÕ Øpenant…on toà 

manq£nontoj tÍ dÒxV, À Ö ¥n tij 

¢podeiktÕn ×n lamb£nV kaˆ crÁtai m¾ 

de…xaj. Oƒ m�n oân Óroi oÙk e„sˆn 

Øpoqšseij (oÙd�n g¦r e�nai À m¾ lšgetai), 

¢ll' ™n ta‹j prot£sesin aƒ Øpoqšseij, 

toÝj d' Órouj mÒnon xun…esqai de‹· toàto 

d' oÙc ØpÒqesij (e„ m¾ kaˆ tÕ ¢koÚein 

ØpÒqes…n tij e�nai f»sei), ¢ll' Óswn 

Ôntwn tù ™ke‹na e�nai g…netai tÕ 

sumpšrasma. (oÙd' Ð gewmštrhj yeudÁ 

Øpot…qetai, ésper tin�j œfasan, lšgontej 

æj oÙ de‹ tù yeÚdei crÁsqai, tÕn d� 

gewmštrhn yeÚdesqai lšgonta podia…an 

t¾n oÙ podia…an À eÙqe‹an t¾n 

gegrammšnhn oÙk eÙqe‹an oâsan. Ð d� 

gewmštrhj oÙd�n sumpera…netai tù t»nde 

e�nai  gramm¾n ¿n aÙtÕj œfqegktai, ¢ll¦ 

t¦ di¦ toÚtwn dhloÚmena.) œti tÕ a‡thma 

kaˆ ØpÒqesij p©sa À æj Ólon À æj ™n 

mšrei, oƒ d' Óroi oÙdšteron toÚtwn. 

αναφορικά µε τον µαθητή µόνο, αν πάλι  
συµβαίνει να θεωρεί το ίδιο πράγµα ως 
δεδοµένο, είτε ο µαθητής δεν έχει καµία γνώµη 
ή έχει αντίθετη γνώµη γι΄ αυτό, τότε πρόκειται 
για αίτηµα. Και σε αυτό διαφέρουν η υπόθεση 
από το αίτηµα·   αίτηµα δηλαδή, είναι το 
αντίθετο από την γνώµη του µαθητή, ή κάθε 
πρόταση επιδεκτική αποδείξεως την οποία 
κάποιος θεωρεί ως δεδοµένη και την 
χρησιµοποιεί χωρίς να την αποδείξει. Οι όροι, 
λοιπόν, δεν είναι υποθέσεις (διότι δεν λένε 
τίποτα για το αν είναι ή δεν είναι κάτι), αλλά οι 
υποθέσεις, είναι στις προτάσεις [της επιστήµης 
που περιέχονται]. Οι όροι πρέπει απλώς και 
µόνο να γίνονται κατανοητοί· αυτό όµως δεν 
είναι υπόθεση (εκτός αν έλεγε κάποιος ότι 
είναι υπόθεση και το να ακούει κανείς κάτι), 
ενώ είναι αντιθέτως, εκείνα από τα οποία µε το 
να είναι όπως είναι παράγεται το συµπέρασµα. 
(Ούτε άλλωστε, πρέπει να θεωρηθεί ότι κάνει 
ψευδείς υποθέσεις ο γεωµέτρης, όπως 
ισχυρίζονται ορισµένοι, όταν λέγουν ότι ενώ 
δεν πρέπει να µετέρχεται κανείς ψεύδη, ο 
γεωµέτρης ψεύδεται παρ΄ όλα αυτά, όταν 
διατείνεται ότι η γραµµή έχει µήκος ένα πόδι ή 
είναι ευθεία ενώ δεν έχει µήκος ένα πόδι ή δεν 
είναι ευθεία. Ο γεωµέτρης, ωστόσο, δεν 
συµπεραίνει το παραµικρό από την 
συγκεκριµένη γραµµή την οποία µνηµόνευσε, 
αλλά [συµπεραίνει αποκλειστικά] από όσα 
υποδηλώνουν τα σχήµατά του). Εξ άλλου, 
κάθε αίτηµα και κάθε υπόθεση, είναι  είτε ως 
όλον είτε ως εν µέρει, ενώ οι οροί [δεν είναι] 
ούτε το ένα ούτε το άλλο. 
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Από τα παραπάνω προκύπτει το παρακάτω διάγραµµα: 

 

ΤΙ ΣΗΜΑΙΝΕΙ
(χωρίς απόδειξη)

(π.χ. η µονάδα, ευθεία)

ΟΤΙ ΕΣΤΙ
(χωρίς απόδειξη)

(ΑΡΧΕΣ)ΤΑ ΠΡΩΤΑ

ΤΙ ΣΗΜΑΙΝΕΙ
(χωρίς απόδειξη)

ΟΤΙ ΕΣΤΙ
(µε απόδειξη)

ΤΑ ΕΚ ΤΟΥΤΩΝ

 ΓΕΝΟΣ

 

 

Ενώ ένα άλλο διάγραµµα που προκύπτει είναι: 

 

ΚΟΙΝΑ Ι∆ΙΑ

ΤΑ ΕΚ ΤΟΥΤΩΝ

ΑΡΧΕΣ: ΤΑ ΠΡΩΤΑ

 
 

Σύµφωνα µε αυτό το δεύτερο διάγραµµα προκύπτει η εξής σχέση µε το χωρίο 

Αναλυτικά Ύστερα 72a14-24 

 

τα Ι∆ΙΑ ≡  ΘΕΣΕΙΣ ενώ τα ΚΟΙΝΑ ≡  ΑΞΙΩΜΑΤΑ 
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2.1.2 Αξιωµατική θεµελίωση της Γεωµετρίας στα Στοιχεία του Ευκλείδη  

 
Στο 1ο βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη 

συναντούµε όρους, αιτήµατα και κοινές έννοιες. 

Παρατηρούµε ότι το πλήθος των ορισµών είναι 23, των 

κοινών εννοιών 9 ενώ των αιτηµάτων µόλις 5. Το γεγονός 

αυτό οφείλεται στην αντίληψη πως µια καλή θεωρία είναι 

αυτή που έχει όσο γίνεται περισσότερους ορισµούς και όσο 

το δυνατόν λιγότερα αιτήµατα, δηλαδή προτάσεις που τις 

δεχόµαστε χωρίς απόδειξη. Ο Αριστοτέλης συµφωνεί, όπως 

θα δούµε και αναλυτικότερα παρακάτω, και λέει ότι οι ορισµοί είναι ανώτεροι από τα 

αιτήµατα, τα οποία είναι εµπειρικά, και. εκφράζουν την αδυναµία µας να εκφράσουµε 

αντίστοιχους ορισµούς. Σκοπός του εποµένως ήταν η εύρεση κατάλληλων ορισµών ώστε 

µε τη βοήθεια αυτών τα αξιώµατα να γίνουν θεωρήµατα, δηλαδή αποδείξιµες προτάσεις 

 

ΟΡΟΙ 
 

1. Shme‹Òn ™stin, oá mšroj oÙqšn.  

2. Gramm¾ d� mÁkoj ¢platšj.  

3. GrammÁj d� pšrata shme‹a.  

4. EÙqe‹a gramm» ™stin, ¼tij ™x ‡sou to‹j ™f' ˜autÁj shme…oij ke‹tai.  

5. Epif£neia dš ™stin, Ö mÁkoj kaˆ pl£toj mÒnon œcei.  

6. 'Epifane…aj d� pšrata gramma….  

7. 'Ep…pedoj ™pif£nei£ ™stin, ¼tij ™x ‡sou ta‹j ™f' ˜autÁj eÙqe…aij ke‹tai.  

8. 'Ep…pedoj d� gwn…a ™stˆn ¹ ™n ™pipšdJ dÚo grammîn ¡ptomšnwn ¢ll»lwn 

kaˆ m¾ ™p' eÙqe…aj keimšnwn prÕj ¢ll»laj tîn grammîn kl…sij.  

9. Otan d� aƒ perišcousai t¾n gwn…an grammaˆ eÙqe‹ai ðsin, eÙqÚgrammoj 

kale‹tai ¹ gwn…a.   

10. Otan d� eÙqe‹a ™p' eÙqe‹an staqe‹sa t¦j ™fexÁj gwn…aj ‡saj ¢ll»laij 

poiÍ, Ñrq¾ ˜katšra tîn ‡swn gwniîn ™sti, kaˆ ¹ ™festhku‹a eÙqe‹a 

k£qetoj kale‹tai, ™f' ¿n ™fšsthken.  

11. 'Amble‹a gwn…a ™stˆn ¹ me…zwn ÑrqÁj.  

12. 'Oxe‹a d� ¹ ™l£sswn ÑrqÁj.  

13. “Oroj ™st…n, Ó tinÒj ™sti pšraj.  
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14. ScÁm£ ™sti tÕ ØpÒ tinoj ½ tinwn Órwn periecÒmenon.  

15. KÚkloj ™stˆ scÁma ™p…pedon ØpÕ mi©j grammÁj periecÒmenon [¿ kale‹tai 

perifšreia], prÕj ¿n ¢f' ˜nÕj shme…ou tîn ™ntÕj toà sc»matoj keimšnwn 

p©sai aƒ prosp…ptousai eÙqe‹ai [prÕj t¾n toà kÚklou perifšreian] ‡sai 

¢ll»laij e„s…n.  

16. Kšntron d� toà kÚklou tÕ shme‹on kale‹tai.   

17. Di£metroj d� toà kÚklou ™stˆn eÙqe‹£ tij di¦ toà kšntrou ºgmšnh kaˆ 

peratoumšnh ™f' ˜k£tera t¦ mšrh ØpÕ tÁj toà kÚklou perifere…aj, ¼tij 

kaˆ d…ca tšmnei tÕn kÚklon.  

18. `HmikÚklion dš ™sti tÕ periecÒmenon scÁma ØpÒ te tÁj diamštrou kaˆ tÁj 

¢polambanomšnhj Øp' aÙtÁj perifere…aj. kšntron d� toà ¹mikukl…ou tÕ 

aÙtÒ, Ö kaˆ toà kÚklou ™st…n.  

19. Sc»mata eÙqÚgramm£ ™sti t¦ ØpÕ eÙqeiîn periecÒmena, tr…pleura m�n t¦ 

ØpÕ triîn, tetr£pleura d� t¦ ØpÕ tess£rwn, polÚpleura d� t¦ ØpÕ 

pleiÒnwn À tess£rwn eÙqeiîn periecÒmena.  

20. Tîn d� tripleÚrwn schm£twn „sÒpleuron m�n tr…gwnÒn ™sti tÕ t¦j tre‹j 

‡saj œcon pleur£j, „soskel�j d� tÕ t¦j dÚo mÒnaj ‡saj œcon pleur£j, 

skalhnÕn d� tÕ t¦j tre‹j ¢n…souj œcon pleur£j.  

21. ”Eti d� tîn tripleÚrwn schm£twn Ñrqogènion m�n tr…gwnÒn ™sti tÕ œcon 

Ñrq¾n gwn…an, ¢mblugènion d� tÕ œcon ¢mble‹an gwn…an, Ñxugènion d� tÕ 

t¦j tre‹j Ñxe…aj œcon gwn…aj.  

22. Tîn d� tetrapleÚrwn schm£twn tetr£gwnon mšn ™stin, Ö „sÒpleurÒn tš 

™sti kaˆ Ñrqogènion, ˜terÒmhkej dš, Ö Ñrqogènion mšn, oÙk „sÒpleuron dš, 

·Òmboj dš, Ö „sÒpleuron mšn, oÙk Ñrqogènion dš, ·omboeid�j d� tÕ t¦j 

¢penant…on pleur£j te kaˆ gwn…aj ‡saj ¢ll»laij œcon, Ö oÜte „sÒpleurÒn 

™stin oÜte Ñrqogènion· t¦ d� par¦ taàta tetr£pleura trapšzia 

kale…sqw.  

23. Par£llhlo… e„sin eÙqe‹ai, a†tinej ™n tù aÙtù ™pipšdJ oâsai kaˆ 

™kballÒmenai e„j ¥peiron ™f' ˜k£tera t¦ mšrh ™pˆ mhdštera sump…ptousin 

¢ll»laij.  
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AITHMATA 

 

1. 'Hit»sqw ¢pÕ pantÕj shme…ou ™pˆ p©n shme‹on eÙqe‹an gramm¾n ¢gage‹n.  

2. Kaˆ peperasmšnhn eÙqe‹an kat¦ tÕ sunec�j ™p' eÙqe…aj ™kbale‹n.   

3. Kaˆ pantˆ kšntrJ kaˆ diast»mati kÚklon gr£fesqai.  

4. Kaˆ p£saj t¦j Ñrq¦j gwn…aj ‡saj ¢ll»laij e�nai.  

5. Kaˆ ™¦n e„j dÚo eÙqe…aj eÙqe‹a ™mp…ptousa t¦j ™ntÕj kaˆ ™pˆ t¦ aÙt¦ 

mšrh gwn…aj dÚo Ñrqîn ™l£ssonaj poiÍ, ™kballomšnaj t¦j dÚo eÙqe…aj 

™p' ¥peiron sump…ptein, ™f' § mšrh e„sˆn aƒ tîn dÚo Ñrqîn ™l£ssonej.  

 

ΚΟΙΝΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ  

1. T¦ tù aÙtù ‡sa kaˆ ¢ll»loij ™stˆn ‡sa.  

2. Kaˆ ™¦n ‡soij ‡sa prosteqÍ, t¦ Óla ™stˆn ‡sa.  

3. Kaˆ ™¦n ¢pÕ ‡swn ‡sa ¢faireqÍ, t¦ kataleipÒmen£ ™stin ‡sa.  

4. [Kaˆ ™¦n ¢n…soij ‡sa prosteqÍ, t¦ Óla ™stˆn ¥nisa.   

5. Kaˆ t¦ toà aÙtoà dipl£sia ‡sa ¢ll»loij ™st…n.  

6. Kaˆ t¦ toà aÙtoà ¹m…sh ‡sa ¢ll»loij ™st…n.]  

7. Kaˆ t¦ ™farmÒzonta ™p' ¥llhla ‡sa ¢ll»loij ™st…n.  

8. Kaˆ tÕ Ólon toà mšrouj me‹zon [™stin].  

9. Kaˆ dÚo eÙqe‹ai cwr…on oÙ perišcousin.   

 

Μια πρώτη αντιστοιχία µεταξύ των συστηµάτων του Αριστοτέλη και του 

Ευκλείδη που βασίζεται στο χωρίο Αναλυτικά Ύστερα 72a14-24 είναι η παρακάτω : 

 

ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΗΣ ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ 

ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΚΟΙΝΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

ΑΙΤΗΜΑΤΑ 

 

ΘΕΣΕΙΣ                ΥΠΟΘΕΣΕΙΣ 

 

                        ΟΡΙΣΜΟΙ ΟΡΟΙ 
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Ενώ σύµφωνα µε το χωρίο Αναλυτικά Ύστερα [76 a 31 – 77 a 4] έχουµε την εξής 

αντιστοιχία: 

ΤΙ ΣΗΜΑΙΝΕΙ
(χωρίς απόδειξη)
Βασικοί Ορισµοί

(π.χ. η µονάδα, ευθεία)

ΟΤΙ ΕΣΤΙ
(χωρίς απόδειξη)
Αιτήµατα και
Κοινές έννοιες

(ΑΡΧΕΣ)ΤΑ ΠΡΩΤΑ

ΤΙ ΣΗΜΑΙΝΕΙ
(χωρίς απόδειξη)
Υπόλοιποι Ορισµοί

ΟΤΙ ΕΣΤΙ
(µε απόδειξη)
Προτάσεις
(Π.χ. η Ι.1)

ΤΑ ΕΚ ΤΟΥΤΩΝ

 ΓΕΝΟΣ

 
 

Ενώ από το δεύτερο διάγραµµα προκύπτει: 

 

ΚΟΙΝΑ
(ΚΟΙΝΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ)

Ι∆ΙΑ
(1ο-2ο-3ο ΑΙΤΗΜΑ)

+
ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ

ΤΑ ΕΚ ΤΟΥΤΩΝ
(ΥΠΟΛΟΙΠΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ)

+
(ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ)

ΑΡΧΕΣ: ΤΑ ΠΡΩΤΑ

 
 

Μια δεύτερη αντιστοιχία µεταξύ των συστηµάτων του Αριστοτέλη και του 

Ευκλείδη είναι η παρακάτω : 

 

ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΗΣ ΕΥΚΛΕΙ∆ΗΣ 

ΚΟΙΝΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΑ ΠΡΩΤΑ                             ΚΟΙΝΑ 

 

                               Ι∆ΙΑ 

ΑΙΤΗΜΑΤΑ (1ο – 2ο – 3ο ) 

/ ΒΑΣΙΚΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ 

ΤΑ ΕΚ ΤΟΥΤΩΝ ΥΠΟΛΟΙΠΟΙ ΟΡΙΣΜΟΙ  

- ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 
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ΣΥΓΚΡΙΣΗ 

Η οµοιότητα µεταξύ των αποδεικτικών επιστηµών του Αριστοτέλη και του 

Ευκλείδη είναι φανερή. Τόσο ο Ευκλείδης όσο και ο Αριστοτέλης θεωρούν ως ιδεώδες 

την εύρεση σε κάθε περίπτωση κατάλληλων ορισµών µε σκοπό την αναβάθµιση των 

αιτηµάτων σε αποδείξιµες προτάσεις. Και οι δυο δηλαδή, ακολουθούσαν το πνεύµα των 

αρχαίων Ελλήνων µαθηµατικών που πίστευαν στη δύναµη ενός καλού ορισµού. Η 

οµοιότητα τους αυτή οφείλεται στο γεγονός πως τα στοιχεία του Ευκλείδη αναπτύχθηκαν 

σε µεγάλο βαθµό στην Ακαδηµία του Πλάτωνος, στην οποία µαθητής ήταν και ο 

Αριστοτέλης. Ο Ευκλείδης βαθύτατα πλατωνιστής ήταν φυσικό λοπόν να επηρεαστεί 

από τον Αριστοτέλη.  

∆ιαφορά ωστόσο, παρατηρείται στην υπόσταση των αιτηµάτων 4 και 5 του 

Ευκλείδη. Ο Αριστοτέλης πίστευε πως µόνο τα 3 πρώτα αιτήµατα µπορούµε να τα 

δεχτούµε, δηλαδή να µην απαιτούµε απόδειξη γι’ αυτά. Τα άλλα δυο αιτήµατα επειδή 

δεν στηρίζονται σε αρχικές έννοιες αλλά σε παράγωγες, πρέπει να αποδειχτούν. (Στο 

πλαίσιο αυτό ο Πρόκλος όπως θα δούµε παρακάτω απαιτεί την απόδειξη του 5ου 

αιτήµατος).  

Στο χωρίο Αναλυτικά Ύστερα 76β32-35  όπως είδαµε ο Αριστοτέλης διαχωρίζει 

την υπόθεση από το αίτηµα και ορίζει ως αίτηµα κάθε πρόταση που ενώ χρειάζεται 

απόδειξη τη θεωρούµε ως δεδοµένη, και τη χρησιµοποιούµε χωρίς να την αποδεικνύουµε 

 

«kaˆ toÚtJ diafšrei ØpÒqesij kaˆ a‡thma· œsti g¦r a‡thma tÕ Øpenant…on toà 

manq£nontoj tÍ dÒxV, À Ö ¥n tij ¢podeiktÕn ×n lamb£nV kaˆ crÁtai m¾ de…xaj».      

 

Έχει ιδιαίτερη σηµασία στο σηµείο αυτό να γνωρίζουµε την άποψη του 

Αριστοτέλη για το τι είναι απόδειξη. Ο Αριστοτέλης λοιπόν, θεωρεί ότι οτιδήποτε 

διατυπώνεται µε παράγωγες έννοιες είναι αποδείξιµο, κάτι που φυσικά αποτελεί 

εσφαλµένη αντίληψη. ∆εν πίστευε δηλαδή, ότι υπάρχουν προτάσεις οι οποίες, ούτε οι 

ίδιες, ούτε οι αρνήσεις τους δεν µπορούν ν’ αποδειχθούν. Έτσι, και το 5ο αίτηµα του 

Ευκλείδη είναι σαφές για τον Αριστοτέλη ότι αποδεικνύεται αφού αναφέρεται σε 

παράγωγες έννοιες.  

 

Παράδειγµα που δείχνει αυτήν την προσπάθεια αντικατάστασης των αξιωµάτων 

από ορισµούς συναντάµε στο χωρίο [158b24-159α2] στα Τοπικά του Αριστοτέλη.  



 19

«Polla‹j te tîn qšsewn m¾ kalîj ¢podidomšnou toà Ðrismoà oÙ ·®dion dialšgesqai kaˆ 

™piceire‹n, oŒon pÒteron œn ˜nˆ ™nant…on À ple…w· Ðrisqšntwn d� tîn ™nant…wn kat¦ 

trÒpon ·®dion sumbib£sai pÒteron ™ndšcetai ple…w tù aÙtù e�nai ™nant…a À oÜ. tÕn 

aÙtÕn d� trÒpon kaˆ ™pˆ tîn ¥llwn tîn Ðrismoà deomšnwn. œoike d� kaˆ ™n to‹j 

maq»masin œnia di' Ðrismoà œlleiyin oÙ ·vd…wj gr£fesqai, oŒon Óti ¹ par¦ t¾n pleur¦n 

tšmnousa tÕ ™p…pedon Ðmo…wj diaire‹ t»n te gramm¾n kaˆ tÕ cwr…on. toà d� Ðrismoà 

·hqšntoj eÙqšwj fanerÕn tÕ legÒmenon t¾n g¦r aÙt¾n ¢ntana…resin œcei t¦ cwr…a kaˆ 

aƒ gramma… œsti d' ÐrismÕj toà aÙtoà lÒgou oátoj. ¡plîj d� t¦ prîta tîn stoice…wn 

tiqemšnwn m�n tîn Ðrismîn, oŒon t… gramm¾ kaˆ t… kÚkloj, ·´sta de‹xai (pl¾n oÙ poll£ 

ge prÕj ›kaston œsti toÚtwn ™piceire‹n di¦ tÕ m¾ poll¦ t¦ ¢n¦ mšson e�nai) ¨n d� m¾ 

tiqîntai oƒ tîn ¢rcîn Ðrismo…, calepÒn, t£ca d' Ólwj ¢dÚnaton. Ðmo…wj d� toÚtoij kaˆ 

™pˆ tîn kat¦ toÝj lÒgouj œcei».  

 
Όπως λοιπόν λέει ο Αριστοτέλης, είναι πολύ δύσκολο να αποδειχθούν ορισµένες 

υποθέσεις λόγω έλλειψης του κατάλληλου ορισµού. Ως παράδειγµα, αναφέρει αρχικά 

την ύπαρξη ενός ή περισσοτέρων αντιθέτων κάποιου µοναδικού πράγµατος. Αν όµως τα 

ενάντια ορισθούν όπως πρέπει, τότε θα ήταν δυνατόν να συµπεράνει κανείς, αν το ίδιο 

πράγµα έχει ή όχι, περισσότερα από ένα ενάντια Στα µαθηµατικά αναφέρει ως 

παράδειγµα το παρακάτω: η ευθεία που τέµνει ένα παραλληλόγραµµο και είναι 

παράλληλη προς τη µια πλευρά διαιρεί οµοίως και την πλευρά και το χωρίο. ∆ηλαδή: 

γβ
γα

β
α

==
B
A  όπου α, β τµήµατα και Α, Β χωρία.  

 

B A 

β 

γ

α
 

Την ιδιότητα αυτή δεν µπορούµε να την αποδείξουµε αν δεν έχουµε κατάλληλο 

ορισµό. Αν όµως δοθεί ο κατάλληλος ορισµός της αναλογίας τότε η απόδειξη είναι 

εύκολη και άµεση. Ο ζητούµενος ορισµός είναι  
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∆υο λόγοι είναι ίσοι εάν και µόνο εάν έχουµε την ίδια ανταναίρεση 

(ανθυφαίρεση)  και αντιστρόφως.  Συµβολικά:   

B
A

=
β
α  Ανθ(α, β) = Ανθ(Α, Β) 

 

Απόδειξη 
Έχουµε: 

α = κ1 * β + α1,    α1 < β 

β = κ2 * α1 + β1,   β1 < α1 

α1 = κ3 * β1 + α2, α2 < β1 

………………………………….. 

Άρα,  Ανθ(α, β) = [κ1, κ2, κ3, …]     

Οµοίως  

Α = κ1΄ * Β + Α1,    Α1 < Β 

Β = κ2΄ * Α1 + Β1,   Β1 < Α1 

Α1 = κ3΄ * Β1 + Α2, Α2 < Β1 

………………………………….. 

Άρα,   Ανθ(Α, Β) = [ κ1΄, κ2΄, κ3΄, …] 

Εποµένως θα πρέπει  

 

[κ1, κ2, κ3, …]  =  [ κ1΄, κ2΄, κ3΄, …]  κi = ki΄∀  i 

 

Όµως, Α = α *  γ  και Β = β * γ οπότε αν πολλαπλασιάσουµε µε γ  τις 

ανθυφαιρετικές σχέσεις των α, β προκύπτει:  

 

αγ = κ1 * βγ + α1γ,    όπου   α1γ < βγ    αφού α1 < β 

βγ = κ2 * α1γ + β1γ,   όπου   β1γ < α1γ  αφού β1 < α1 

α1γ = κ3 * β1γ + α2γ, όπου   α2γ < β1γ   αφού α2 < β1 

………………………………….. 

 

Άρα,  
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Α  = κ1 * Β + Α1,        Α1 = α1γ < Β 

Β  = κ2 * Α1+ Β1,    Β1 =  β1γ < α1γ = Α1 

Α1 = κ3 * Β1 + Α2,   Α2 = α2γ < β1γ =  Β1 

………………………………….. 

Άρα, [κ1, κ2, κ3, …]  =  [ κ1΄, κ2΄, κ3΄, …]  κi = ki΄∀  i  

 

Με τον ίδιο τρόπο, είναι πολύ εύκολο να αποδειχθούν οι πρώτες στοιχειώδεις 

αρχές, από την στιγµή που έχουν δοθεί οι κατάλληλοι ορισµοί, για παράδειγµα το τι είναι 

η γραµµή και τι είναι ο κύκλος. (Αν και τα επιχειρήµατα που µπορεί να επικαλεσθεί 

κάποιος για κάθε µία από αυτές δεν είναι πολλά, επειδή δεν υπάρχουν πολλά ενδιάµεσα). 

Αντιθέτως, αν οι ορισµοί δεν έχουν δοθεί, αυτό είναι πάρα πολύ δύσκολο έως αδύνατον.  

Όµοια µε  αυτά, ισχύουν και για τους διαλεκτικούς συλλογισµούς. 

Σχόλια  για το θέµα αυτό βρίσκουµε και στο χωρίο Αναλυτικά Ύστερα, [90β18-

27]. Λέει πως 

 «∆εν µπορεί να µην υπάρχουν κάποιες αρχές από τις οποίες να ξεκινά ένα 

αξιωµατικό σύστηµα».  Και λίγο πιο κάτω ότι δεν µπορούµε να αποδεικνύουµε τα πάντα 

γιατί πάµε προς τα πίσω στο άπειρο ή διαφορετικά θα πρέπει να ξεκινάµε από ορισµούς 

χωρίς απόδειξη»1.  

 

«“Oti m�n oân oÙk œstin ÐrismÕj ¤pantoj oáper kaˆ ¢pÒdeixij, dÁlon. t… da…, oá ÐrismÒj, 

«ra pantÕj ¢pÒdeixij œstin À oÜ; eŒj m�n d¾ lÒgoj kaˆ perˆ toÚtou Ð aÙtÒj. toà g¦r ˜nÒj, 

Î ›n, m…a ™pist»mh. ést' e‡per tÕ ™p…stasqai tÕ ¢podeiktÒn ™sti tÕ t¾n ¢pÒdeixin œcein, 

sumb»seta… ti ¢dÚnaton· Ð g¦r tÕn ÐrismÕn œcwn ¥neu tÁj ¢pode…xewj ™pist»setai. œti 

aƒ ¢rcaˆ tîn ¢pode…xewn Ðrismo…, ïn Óti oÙk œsontai ¢pode…xeij dšdeiktai prÒteron–À 

œsontai aƒ ¢rcaˆ ¢podeiktaˆ kaˆ tîn ¢rcîn ¢rca…, kaˆ toàt' e„j ¥peiron badie‹tai, À t¦ 

prîta Ðrismoˆ œsontai ¢napÒdeiktoi».  

Επίσης, στο χωρίο Μεταφυσικά [1005β11-14] : τονίζεται η αξία της ορθής 

φιλοσοφικής και επιστηµονικής αρχής, την όποια ονοµάζει « ¢nupÒqeton ». 

 

«p£ntwn bebaiot£taj. œsti d' oátoj Ð filÒsofoj. bebaiot£th d' ¢rc¾ pasîn perˆ ¿n 

diayeusqÁnai ¢dÚnaton· gnwrimwt£thn te g¦r ¢nagka‹on e�nai t¾n toiaÚthn (perˆ g¦r 

§ m¾ gnwr…zousin ¢patîntai p£ntej) kaˆ ¢nupÒqeton».  

 
                                                 
1 Το χωρίο αυτό έρχεται σε αντίφαση µε τα παραπάνω, αφού τώρα ούτε το 5ο αίτηµα αποδεικνύεται ούτε η 
άρνηση του.  
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Και στο χωρίο Μεταφυσικά 1006α3-9  επαναλαµβάνεται η άποψη πως είναι 

αδύνατον για οποιοδήποτε πράγµα να είναι και ταυτόχρονα να µην είναι, και µέσω 

αυτού  ότι αυτή είναι η πιο βέβαιη από όλες τις αρχές. Μερικοί ωστόσο από έλλειψη 

παιδείας απαιτούν να αποδεικνύεται ακόµα και αυτό διότι έλλειψη παιδείας είναι να µην 

γνωρίζει κάποιος για ποια πράγµατα πρέπει να ζητά απόδειξη και για ποια όχι. Απόδειξη 

εποµένως δεν µπορεί να υπάρχει για όλα ανεξαιρέτως τα πράγµατα διότι τότε θα 

βαδίζαµε εις άπειρον.    
 

«¹me‹j d� nàn e„l»famen æj ¢dun£tou Ôntoj ¤ma e�nai kaˆ m¾ e�nai, kaˆ di¦ toÚtou 

™de…xamen Óti bebaiot£th aÛth tîn ¢rcîn pasîn. ¢xioàsi d¾ kaˆ toàto ¢podeiknÚnai 

tin�j di' ¢paideus…an œsti g¦r ¢paideus…a tÕ m¾ gignèskein t…nwn de‹ zhte‹n ¢pÒdeixin 

kaˆ t…nwn oÙ de‹· Ólwj m�n g¦r ¡p£ntwn ¢dÚnaton ¢pÒdeixin e�nai (e„j ¥peiron g¦r ¨n 

bad…zoi, éste mhd' oÛtwj e�nai ¢pÒdeixin)» 
 

Ακόµα, στο χωρίο Αναλυτικά Ύστερα 72b5-28 βλέπουµε ότι δεν είναι δυνατόν 

να αποδειχτεί κάθε γνώση.  

 
«`Hme‹j dš famen oÜte p©san ™pist»mhn ¢podeiktik¾n e�nai, ¢ll¦ t¾n tîn ¢mšswn 

¢napÒdeikton» 

Συγκεκριµένα αποκρούει τις δυο ακραίες απόψεις  

1. Ότι δεν υπάρχει γνώση διότι όλα πρέπει να αποδεικνύονται  και 

2. Ότι υπάρχει γνώση γιατί όλα µπορούν να αποδειχτούν 

 

«'Eν…oij m�n oân di¦ tÕ de‹n t¦ prîta ™p…stasqai oÙ doke‹ ™pist»mh e�nai, to‹j d' e�nai 

mšn, p£ntwn mšntoi ¢pÒdeixij e�nai»  

 

Η  πρώτη άποψη οδηγεί σε µια άπειρη διαδικασία, «e„j ¥peiron ¢xioàsin 

¢n£gesqai» ενώ η δεύτερη οδηγεί σε µια κυκλική διαδικασία «™ndšcesqai g¦r kÚklJ 

g…nesqai t¾n ¢pÒdeixin kaˆ ™x ¢ll»lwn».  

Ο Αριστοτέλης λοιπόν, υποστηρίζει ότι δεν µπορεί να αποδειχτεί κάθε γνώση 

αλλά ότι οι άµεσες γνώσεις είναι αναπόδεικτες. Όσο για τη κυκλική απόδειξη θεωρεί ότι 

είναι αδύνατη επειδή τα ίδια πράγµατα δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα προγενέστερα και 

µεταγενέστερα «¢dÚnaton g£r ™sti t¦ aÙt¦ tîn aÙtîn ¤ma prÒtera kaˆ Ûstera e�nai». 

Η κυκλική δηλαδή διαδικασία για τον Αριστοτέλη δεν είναι τίποτε άλλο εκτός από την 
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απόδειξη της µορφής: αν το Α υπάρχει τότε το Α υπάρχει. «éste sumba…nei lšgein toÝj 

kÚklJ f£skontaj e�nai t¾n ¢pÒdeixin oÙd�n ›teron pl¾n Óti toà A Ôntoj tÕ A œstin».  

 

Ανάλογα, στο χωρίο Αναλυτικά Ύστερα 84α30-33  βλέπουµε ότι οι αρχές δεν 

βαδίζουν στο άπειρο καθώς αν υπάρχουν πράγµατι αρχές τότε ούτε τα πάντα µπορούν να 

αποδεικνύονται ούτε η απόδειξη µπορεί να συνεχίζεται έπ’ άπειρον. Από κάπου πρέπει 

να αρχίσουµε. Η αρχή αυτή είναι ένας καλός ορισµός.  
 

«dÁlon ½dh kaˆ tîn ¢pode…xewn Óti ¢n£gkh ¢rc£j te e�nai, kaˆ m¾ p£ntwn e�nai 

¢pÒdeixin, Óper œfamšn tinaj lšgein kat' ¢rc£j. e„ g¦r e„sˆn ¢rca…, oÜte p£nt' 

¢podeikt¦ oÜt' e„j ¥peiron oŒÒn te bad…zein»   

 

Επίσης, στο χωρίο Αναλυτικά Ύστερα 90b26-27   αν αποδεικνύουµε κάθε αρχή 

τότε βαδιζουµε στο άπειρο, οπότε τα πρώτα,  οι ορισµοι είναι ανποδεικτοι  
 

«À œsontai aƒ ¢rcaˆ ¢podeiktaˆ kaˆ tîn ¢rcîn ¢rca…, kaˆ toàt' e„j ¥peiron badi- 

e‹tai, À t¦ prîta Ðrismoˆ œsontai ¢napÒdeiktoi».  

 

και τέλος, όπως λέει και στο χωρίο Αναλυτικά Ύστερα 72b10-11 «¢dÚnaton g¦r t¦ 

¥peira dielqe‹n». ∆ηλαδή  είναι αδύνατον να ξεπεράσω το άπειρο.   

Όλα τα παραπάνω στοιχεία είναι από το τις παραδόσεις του µαθήµατος «Ιστορία 

Αρχαίων Ελληνικών Μαθηµατικών»  (καθηγητής Σ.  Νεγρεπόντης).  
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Απόπειρες απόδειξης 5ου αιτήµατος 
 

Όπως συµπεραίνουµε από τα παραπάνω, τα αιτήµατα αποτελούσαν αντικείµενο 

πολλών συζητήσεων. Ένα από τα πιο αµφιλεγόµενα ήταν το 5ο. Είδαµε πως πίστευαν ότι 

αποδεικνύεται και εποµένως δεν θα πρέπει να θεωρείται αίτηµα. Το αίτηµα αυτό µέσα 

στην ιστορία δέχτηκε πολλές κριτικές και επιθέσεις. Τελικά το 19ο αιώνα αποδείχτηκε 

ότι  το 5ο  αξίωµα είναι ανεξάρτητο των άλλων.  

 

5ο Αξίωµα: «Αν µια ευθεία που τέµνει δυο άλλες ευθείες, σχηµατίζει στις εντός και 

επί τ’ αυτά γωνίες µε άθροισµα µικρότερο των δυο ορθών, τότε οι δυο ευθείες, 

προεκτεινόµενες έπ’ άπειρον θα συµπέσουν και µάλιστα προς το µέρος όπου βρίσκονται οι 

γωνίες µε το µικρότερο των 2 ορθών άθροισµα».  

 

Στο σηµείο αυτό είναι σκόπιµο να δούµε την προσπάθεια δυο από τους πολλούς  

µαθηµατικούς που επιχείρησαν να αποδείξουν το 5ο αίτηµα, του Πτολεµαίου και του 

Πρόκλου. 

Ο Πρόκλος, στα σχόλια του [365,6-365,7].  
«toàto a‡thma par¦ tù stoiceiwtÍ lhfq�n ¢pode…xewj ºx…wsan. doke‹ d� kaˆ Ð 

Ptolema‹oj» και [365,12-365,14]  

«†na m¾ kaˆ ¹me‹j Ôclon ™peis£gwmen ¥llon, kaˆ æj lhmm£tion toàto de…knusqai 

di¦ tîn proeirhmšnwn.»   

τονίζει το γεγονός ότι οι Αρχαίοι Έλληνες µαθηµατικοί αξίωναν την απόδειξή του ο 

5ο αιτήµατος. Ας δούµε πρώτα την απόπειρα του Πτολεµαίου να αποδείξει το 5ο αίτηµα.  
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2.1.3 Η απόδειξη του Πτολεµαίου 
 

Στα σχόλια του Πρόκλου για την πρόταση Ι28 γίνεται µια αναφορά για την 

προσπάθεια του Πτολεµαίου ν’ αποδείξει το 5ο αίτηµα.   

Ptolema‹oj d� ™n oŒj ¢pode‹xai prošqeto t¦j ¢p' 

™lattÒnwn À dÚo orqîn ™kballomšnaj sump…ptein, ™f' § 

mšrh e„sˆn aƒ tîn dÚo Ñrqîn ™l£ssonej, oàto prÕ p£ntwn 

deiknÝj tÕ qeèrhma tÕ due‹n Ñrqa‹j ‡swn Øparcousîn 

tîn ™ntÕj parall»louj e�nai t¦j eÙqe…aj oÛtw pwj 

de…knusin [362,14-362,20] 
  Σύµφωνα µε τον Heath την απόδειξη του Πτολεµαίου 

µπορούµε να τη χωρίσουµε σε 4 βήµατα:  

 

1Ο ΒΗΜΑ: [362,20 – 363,18] : Αποδεικνύει ότι αν µια ευθεία (εζηθ) τέµνει  δυο άλλες 

ευθείες, τις αβ, γδ και σχηµατίζει  δηζηζβ ˆˆ + = 2ορθές τότε οι αβ, γδ είναι παράλληλες, 

 

α β

γ δ

κ

λ

ε

Θ

ζ

η

 
 
œstwsan dÚo eÙqe‹ai aƒ ab gd, kaˆ 

temnštw tij aÙt¦j eÙqe‹a ¹ ezhq, éste 

t¦j ØpÕ bzh kaˆ ØpÕ zhd gwn…aj dÚo 

Ñrqa‹j ‡saj poie‹n. lšgw Óti par£llhlo… 

e„sin aƒ. eÙqe‹ai, toutšstin ¢sÚmptwto… 

e„sin.  e„ g¦r dunatÒn, sumpiptštwsan 

™kballÒmenai aƒ bz hd kat¦ tÕ k. ™peˆ 

oân eÙqe‹a ¹ hz ™fšsthken ™pˆ t¾n ab, 

dÚo Ñrqa‹j ‡saj poie‹ t¦j ØpÕ azh bzh 

gwn…aj Ðmo…wj dš, ™peˆ ¹ hz ™fšsthken 

Έστω οι ευθείες αβ, γδ και η τέµνουσα 

εζηθ, έτσι ώστε δηζηζβ ˆˆ + = 2ορθές. Θα 

δείξουµε ότι αβ, γδ είναι παράλληλες, 

δηλαδή ασύµπτωτες.  

Έστω, ότι οι βζ, ηδ προεκτεινόµενες 

τέµνονται στο κ. Επειδή η ηζ τέµνει την 

αβ και σχηµατίζει ηζβηζα ˆˆ +  = 2 ορθές, 

οµοίως, επειδή η ηζ τέµνει και την γδ θα 
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™pˆ t¾n gd, dÚo Ñrqa‹j ‡saj poie‹ t¦j ØpÕ 

ghz dhz gwn…aj. aƒ tšssarej ¥ra aƒ ØpÕ 

azh bzh ghz dhz tštrasin Ñrqa‹j ‡sai 

e„s…n, ïn aƒ dÚo aƒ ØpÕ bzh zhd dÚo 

Ñrqa‹j ØpÒkeintai ‡sai. loipaˆ ¥ra aƒ 

ØpÕ azh ghz kaˆ aátai dÚo Ñrqa‹j ‡sai. 

e„ oân aƒ zb hd dÚo Ñrqa‹j ‡swn oÙsîn 

tîn ™ntÕj ™kballÒmenai sunšpeson kat¦ 

tÕ k, kaˆ aƒ za hg ™kballÒmenai 

sumpesoàntai. dÚo g¦r Ñrqa‹j kaˆ aƒ ØpÕ 

azh ghz ‡sai e„s…n. À g¦r kat' ¢mfÒtera 

sumpesoàntai aƒ eÙqe‹ai, À kat' 

oÙdštera, e‡per kaˆ aátai k¢ke‹nai dÚo 

Ñrqa‹j e„sin ‡sai. sumpiptštwsan oân aƒ 

za hg kat¦ tÕ l. aƒ ¥ra labk lgdk 

eÙqe‹ai cwr…on perišcousin, Óper 

¢dÚnaton. oÙk ¥ra dunatÒn ™stin dÚo 

Ñrqa‹j ‡swn oÙsîn tîn  ™ntÕj sump…ptein 

t¦j eÙqe…aj. par£llhloi ¥ra e„s…n.   

 

σχηµατίζει ζηδζηγ ˆˆ + = 2 ορθές. Άρα, 

αφού ηζβηζα ˆˆ + + ζηδζηγ ˆˆ + = 4 ορθές 

δηζηζβ ˆˆ + = 2 ορθές και ζηγηζα ˆˆ +  

= 2 ορθές  Έτσι, αφού οι ζβ, ηδ που 

σχηµατίζουν δυο ορθές γωνίες, 

προεκτεινόµενες τέµνονται στο κ, και οι 

ζα, ηγ, αν προεκταθούν θα τέµνονται..  

Οι  ζηγηζα ˆˆ +  = 2 ορθές  άρα τέµνονται 

έστω στο λ. Άρα, οι ευθείες λαβκ και 

λγδκ  περικλείουν χωρίο κάτι που είναι 

άτοπο, σύµφωνα µε τη 9η κοινή έννοια: 

dÚo eÙqe‹ai cwr…on oÙ perišcousin.  

Άρα, δεν είναι δυνατόν οι αβ, γδ  να 

συµπίπτουν, άρα, είναι παράλληλες.   

 
 

2Ο ΒΗΜΑ: Προσπαθεί να αποδείξει ότι αν µια ευθεία τέµνει δυο παράλληλες ευθείες 

τότε οι εντός και επί τ’ αυτά γωνίες έχουν άθροισµα = 2 ορθές, χωρίς να χρησιµοποιήσει 

το 5ο αίτηµα. ∆ηλαδή, προσπαθεί να δείξει την πρόταση Ι29, χωρίς να χρησιµοποιήσει το 

5ο αίτηµα. [365,22-366,14] 

 

Πρόταση Ι29: ` 

«H e„j t¦j parall»louj eÙqe…aj eÙqe‹a ™mp…ptousa t£j te ™nall¦x gwn…aj ‡saj 

¢ll»laij poie‹ kaˆ t¾n ™ktÕj tÍ ™ntÕj kaˆ ¢penant…on ‡shn kaˆ t¦j ™ntÕj kaˆ ™pˆ 

t¦ aÙt¦ mšrh dusˆn Ñrqa‹j ‡saj». 
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α β

γ δη

ζ

 
 

 
œstwsan oân par£llhloi aƒ ab gd  kaˆ 

™mpiptštw e„j aÙt¦j ¹ hz· lšgw Óti oÙ 

poie‹ dÚo Ñrqîn me…zouj t¦j ™ntÕj kaˆ 

™pˆ t¦ aÙt£. e„ g¦r aƒ ØpÕ azh ghz dÚo 

Ñrqîn me…zouj,  aƒ loipaˆ aƒ ØpÕ bzh dhz 

dÚo Ñrqîn ™l£ssouj ¢ll¦ kaˆ dÚo Ñrqîn 

me…zouj aƒ aÙta… –oÙd�n g¦r m©llon aƒ 

az gh par£llhloi À aƒ zb hd, éste e„ ¹ 

™mpesoàsa e„j t¦j az gh dÚo Ñrqîn 

me…zouj poie‹ t¦j ™ntÒj, kaˆ ¹ e„j t¦j zb 

hd ™mp…ptousa dÚo Ñrqîn poi»sei me…zouj 

t¦j ™ntÒj–¢ll' aƒ aÙtaˆ kaˆ dÚo Ñrqîn 

™l£ssouj–aƒ g¦r tšssarej aƒ ØpÕ azh 

ghz bzh dhz tštrasin Ñrqa‹j ‡sai–Óper 

¢dÚnaton. Ðmo…wj d¾ de…xomen Óti e„j t¦j 

parall»louj ™mp…ptousan dÚo Ñrqa‹j 

‡saj poie‹n t¦j ™ntÕj kaˆ ™pˆ t¦ aÙt¦ 

mšrh gwn…aj. 

 

Έστω ότι οι  παράλληλες ευθείες αβ, γδ και 

ηζ η τέµνουσα ευθεία. Ισχυρίζοµαι ότι οι 

εντός και επί τ’ αυτά δεν είναι ίσες µε δυο 

ορθές : ζηγηζα ˆˆ + ≠  2 ορθές. και. Έστω 

ζηγηζα ˆˆ + >2ορθές. Τότε οι υπόλοιπες 

δηζηζβ ˆˆ + < 2 ορθές. ώστε το  άθροισµα 

ζηγηζα ˆˆ + + ζηδηζβ ˆˆ +  = 4 ορθές. Όµως, 

αζ // γη  δηζηζβ ˆˆ + > 2 ορθές, σύµφωνα 

µε την υπόθεση. Άρα, καταλήγουµε σε 

άτοπο. Έστω τώρα ζηγηζα ˆˆ + <2 ορθές. 

Ανάλογα, θα πρέπει δηζηζβ ˆˆ + >2 ορθές. 

ώστε το άθροισµα 

ζηγηζα ˆˆ + + ζηδηζβ ˆˆ + = 4ορθές.  Όµως, 

αζ// γη δηζηζβ ˆˆ + < 2 ορθές, σύµφωνα 

µε την υπόθεση. Άρα, καταλήγουµε σε 

άτοπο. Εποµένως, ζηγηζα ˆˆ +  = 2 ορθές. 

 
 

3Ο ΒΗΜΑ:  Απόδειξη του 5ου αιτήµατος µε τη βοήθεια του 2ου βήµατος. Χρησιµοποιεί 

την µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής. [366,15-367,2] 

 

 «ToÚtou d¾ oân prodedeigmšnou tÕ proke…menon ¢namfisbht»twj ¢pode…knutai». 

(Εφόσον έχει αποδειχθεί αυτό, τότε αυτό που θέλουµε ( 5ο αίτηµα) αποδεικνύεται χωρίς 

καµία αµφισβήτηση) 
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lšgw g¦r Óti ™¦n e„j dÚo eÙqe…aj 

eÙqe‹a ™mp…ptousa t¦j ™ntÕj kaˆ ™pˆ 

t¦ aÙt¦ mšrh gwn…aj dÚo Ñrqîn 

™l£ssonaj poiÍ, sumpesoàntai aƒ 

eÙqe‹ai ™kballÒmenai, ™f' § mšrh 

e„sˆn aƒ tîn dÚo Ñrqîn ™l£ssonej. m¾ 

g¦r sumpiptštwsan. ¢ll' e„ 

¢sÚmptwto… e„sin, ™f' § mšrh aƒ tîn 

dÚo Ñrqîn ™l£ssonej, pollù m©llon 

œsontai ¢sÚmptwtoi ™pˆ q£tera, ™f' § 

tîn dÚo e„sˆn Ñrqîn aƒ me…zonej, éste 

™f' ˜k£tera ¨n e�en ¢sÚmptwtoi aƒ 

eÙqe‹ai. e„ d� toàto, par£llhlo… 

e„sin. ¢ll¦ dšdeiktai Óti ¹ e„j t¦j 

parall»louj ™mp…ptousa t¦j ™ntÕj 

kaˆ ™pˆ t¦ aÙt¦ mšrh dÚo Ñrqa‹j ‡saj 

poi»sei gwn…aj. aƒ aÙtaˆ ¥ra 

kaˆ dÚo Ñrqa‹j ‡sai kaˆ dÚo Ñrqîn 

™l£ssonej, Óper ¢dÚnaton 

 

Ισχυρίζοµαι δηλαδή ότι αν σε δυο ευθείες 

η τέµνουσα σχηµατίζει τις εντός και επί 

ταυτά γωνίες µικρότερες των δυο ορθών, 

τότε οι ευθείες προεκτεινόµενες θα 

συµπέσουν και µάλιστα στο µέρος που οι 

γωνίες είναι µικρότερες από δυο ορθές. 

Έστω ότι δεν τέµνονται από τη µεριά που 

οι γωνίες είναι µικρότερες των δυο 

ορθών, τότε δεν θα τέµνονται ούτε από 

την άλλη µεριά, αφού οι γωνίες είναι 

µεγαλύτερες των δυο ορθών. Άρα, οι 

ευθείες είναι ασύµπτωτες και από τις δυο 

πλευρές, δηλαδή είναι παράλληλες. Όµως 

αποδείξαµε ότι αν δυο ευθείες είναι 

παράλληλες τότε οι εντός και επί ταυτά 

γωνίες είναι  ίσες µε δυο ορθές γωνίες. 

Άρα,  οι εντός και επί ταυτά είναι και 

ίσες και µικρότερες των δυο ορθών, 

αδύνατον. 

 
 
 

4Ο  ΒΗΜΑ:  Αποδεικνύει ότι οι αβ, γδ τέµνονται προς τη µεριά που οι εσωτερικές 

γωνίες έχουν άθροισµα µικρότερο των 2 ορθών. [367,2-367,27] 

 

«Taàta prodedeicëj Ð Ptolema‹oj kaˆ katant»saj e„j tÕ proke…menon 

¢kribšsterÒn ti prosqe‹nai boÚletai kaˆ de‹xai Óti, ™¦n e„j dÚo eÙqe…aj eÙqe‹a 

™mp…ptousa t¦j ™ntÕj kaˆ ™pˆ t¦ aÙt¦ mšrh dÚo Ñrqîn poiÍ ™l£ssonaj, oÙ mÒnon 

oÙk e„sˆn ¢sÚmptwtoi aƒ eÙqe‹ai, æj dšdeiktai, ¢ll¦ kaˆ ¹ sÚmptwsij aÙtîn 

kat' ™ke‹na g…netai t¦ mšrh, ™f' § aƒ tîn dÚo Ñrqîn ™l£ssonej, oÙk ™f' § aƒ 

me…zonej» 

 

Πράγµατι, 
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α

β

κ

δγ

ε

Θ

ζ

η

 
 
 
 
 
 
œstwsan g¦r dÚo eÙqe‹ai aƒ ab gd  kaˆ 

™mp…ptousa e„j aÙt¦j ¹ ezhq poie…tw t¦j 

ØpÕ azh kaˆ ØpÕ ghz dÚo Ñrqîn 

™l£ssouj. aƒ loipaˆ ¥ra me…zouj dÚo 

Ñrqîn. Óti m�n oân oÙk ¢sÚmptwtoi aƒ 

eÙqe‹ai dšdeiktai. e„ d� sump…ptousin, À 

™pˆ t¦ a g sumpesoàntai, À ™pˆ t¦ b d. 

sumpiptštwsan ™pˆ t¦ b d kat¦ tÕ k. ™peˆ 

oân aƒ m�n ØpÕ azh kaˆ ghz dÚo Ñrqîn 

e„sˆn ™l£ssouj, aƒ d� ØpÕ azh bzh dÚo 

Ñrqa‹j ‡sai, koinÁj ¢faireqe…shj tÁj ØpÕ 

azh, ¹ ØpÕ ghz ™l£sswn œstai tÁj ØpÕ 

bzh. trigènou ¥ra toà kzh ¹ ™ktÕj tÁj 

™ntÕj kaˆ ¢penant…on ™l£sswn, Óper 

¢dÚnaton. oÙk ¥ra kat¦ taàta 

sump…ptousin. ¢ll¦ m¾n sump…ptousi. 

kat¦ q£tera ¥ra ¹ sÚmptwsij aÙtîn 

œstai, kaq' § aƒ tîn dÚo Ñrqîn e„sin 

™l£ssonej.   

 

Έστω  οι δυο ευθείες αβ, γδ και εζηθ η 

τέµνουσα που σχηµατίζει ζηγηζα ˆˆ +  < 

2ορθές ζηδηζβ ˆˆ + >2 ορθές. Έχουµε 

ήδη δείξει ότι οι αβ, γδ δεν είναι 

ασύµπτωτες, εποµένως θα συναντώνται 

είτε από τη µεριά των α, γ ή από τη µεριά 

των β, δ. Έστω ότι συναντώνται από τη 

µεριά των β, δ στο κ. Τότε, αφού 

ζηγηζα ˆˆ + < 2 ορθές  και  ηζβηζα ˆˆ +  = 

2 ορθές   ζηγ ˆ < ηζβ ˆ ,  δηλαδή η 

εξωτερική γωνία του τριγώνου κζη είναι 

µικρότερη από την απέναντι εΣΩτερική 

γωνία, βζη, κάτι που φυσικά είναι άτοπο. 

Άρα, οι αβ, γδ δεν συναντώνται από τη 

µεριά των β, δ. Άρα, θα συναντώνται από 

τη µεριά των α, γ, δηλαδή από τη µεριά 

όπου οι γωνίες έχουν άθροισµα 

µικρότερο των 2 ορθών.  
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Η αδυναµία της απόδειξης του Πτολεµαίου 

 

Σύµφωνα µε το Πρόκλο η αδυναµία στην απόδειξη του Πτολεµαίου βρίσκεται 

στο 2ο  βήµα, στην απόδειξη της πρότασης Ι29. Ο Πτολεµαίος υποθέτει, ότι εάν οι αβ, γδ 

είναι παράλληλες οτιδήποτε ισχύει για τις εντός και επί τ’ αυτά γωνίες στο ένα µέρος, 

(δηλαδή: αν είναι ίσες, µεγαλύτερες ή µικρότερες από δυο ορθές) ισχύει και στο άλλο 

µέρος, εισάγει δηλαδή ένα είδος συµµετρίας στο επίπεδο. Αυτό όµως είναι ισοδύναµο 

µε το ότι από σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µόνο µια παράλληλη. ∆ηλαδή, ο 

Πτολεµαίος υποθέτει κάτι ισοδύναµο µε το αίτηµα που αποδεικνύει.  

«Taàta m�n oân Ð Ptolema‹oj. ™fist£nein d� ¥xion, m» pote paralogismÒj t…j 

™stin ™n ta‹j e„lhmmšnaij Øpoqšsesi, lšgw d� ™n ™ke…naij, ™n aŒj œlegen Óti tÁj 

temnoÚshj eÙqe…aj t¦j ¢sumptètouj tšttaraj ™ntÕj gwn…aj poioÚshj aƒ ™pˆ t¦ aÙt¦ 

kat' ¢mfÒtera t¦ mšrh À dÚo Ñrqa‹j ‡sai e„s…n, À dÚo Ñrqîn me…zouj À dÚo Ñrqîn 

™l£ssonej. oÙ g¦r tele…a ¹ dia…resij. kwlÚei g¦r oÙd�n tÕn ¢sumptètouj lšgonta t¦j 

¢p' ™lassÒnwn due‹n Ñrqîn ™kballomšnaj t¦j m�n tîn ™pˆ t¦ aÙt¦ dÚo Ñrqîn me…zouj 

lšgein, t¦j d� ™pˆ q£tera dÚo Ñrqîn ™l£ssonaj, kaˆ oÙc ›na perˆ toÚtwn ¢podšcesqai 

lÒgon. ¢teloàj d� oÜshj tÁj diairšsewj oÙk ¢podšdeiktai tÕ proke…menon» 

Ταυτόχρονα, από το Πρόκλο βλέπουµε ότι υπάρχει µια ακόµη αδυναµία. Θεωρεί 

ότι οι 4 γωνίες έχουν άθροισµα = 4 ορθές. Αυτό όµως δεν το ξέρουµε, χρειάζεται 

απόδειξη. Ταυτόχρονα, αν υποθέσουµε ότι αυτό ισχύει τότε αυτό θα ίσχυε για 

οποιαδήποτε ευθείες και όχι συγκεκριµένα για παράλληλες, άρα καταλήγουµε στα ίδια. 

 «™peˆ k¨n m¾ parall»louj tij l£bV t¦j eÙqe…aj t¦ aÙt¦ ¢kolouq»sei tîn 

Øpoqšsewn tîn aÙtîn e„lhmmšnwn».  

«œti d� k¢ke‹no prÕj t¾n de‹xin ·htšon, Óti oÙ kaq' aØtÕ de…knusi tÕ ¢dÚnaton. oÙ 

g¦r ™peid¾ parall»louj tšmnous£ tij eÙqe‹a me…zouj ™po…hsen t¦j ™pˆ t¦ aÙt¦ kat' 

¢mfÒtera mšrh dÚo Ñrqîn À ™l£ssouj, di¦ toàto ¢kolouqe‹ tÕ ¥topon taÚtaij ta‹j 

Øpoqšsesin, ¢ll' ™peid¾ tšssarej tštrasin Ñrqa‹j ‡sai aƒ ™ntÕj tîn temnomšnwn, di¦ 

toàto ¢dÚnatoj ˜katšra tîn Øpoqšsewn toÚtwn, ™peˆ k¨n m¾ parall»louj tij l£bV t¦j 

eÙqe…aj t¦ aÙt¦ ¢kolouq»sei tîn Øpoqšsewn tîn aÙtîn e„lhmmšnwn. PrÕj m�n oân 

Ptolema‹on taàta lšgontej ™pist»somen· faner¦ g¦r ¹ tÁj de…xewj ¢sqšneia di¦ tîn 

e„rhmšnwn».  

Πρόκλος, Εις Ευκλείδην [368,1-368,26] 
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2.1.4 Η απόδειξη του Πρόκλου 
 

Η απόδειξη του Πρόκλου βασίζεται στην αρχή πέρατος του Αριστοτέλη. 

(ιδιότητα Ευδόξου - Αρχιµήδη).  

 

Ο Πρόκλος αρχικά αναφέρεται σ’ αυτούς που υποστηρίζουν ότι είναι αδύνατον 

δυο ευθείες να τέµνονται από τη µεριά που η τέµνουσα σχηµατίζει τις  εντός και επί τ’ 

αυτά γωνίες µικρότερες των δυο ορθών. 

 

 «fšre d� k¢ke…nouj ™piskeyèmeqa toÝj lšgontaj ¢dunatÕn e�nai t¦j ¢p' ™lassÒnwn À 

dÚo Ñrqîn ™kballomšnaj sump…ptein». [368,26-369,1] 

 

Η απόδειξη στην οποία καταφεύγουν θυµίζει το παράδοξο του Ζήνωνα µε τον 

Αχιλλέα και τη χελώνα. [369,1 - 369,20] 

 

α

β

γ

δ

ζ

η

κ

λ

ε θ

 
 

 
labÒntej g¦r eÙqe…aj dÚo t¦j ab gd kaˆ 

™mp…ptousan e„j aÙt¦j t¾n ag kaˆ 

poioàsan t¦j ™ntÕj dÚo Ñrqîn ™l£ssonaj 

o‡ontai (?) deiknÚnai m¾ sumpiptoÚsaj 

t¦j ab gd. diVr»sqw g¦r d…ca ¹ ag kat¦ 

tÕ e kaˆ ¢fVr»sqw ¢pÕ m�n tÁj ab ‡sh tÍ 

ae ¹ az, ¢pÕ d� tÁj gd ‡sh tÍ eg ¹ gh. 

dÁlon ¥ra Óti aƒ az gh oÙ sumpesoàntai 

kat¦ tÕ zh. e„ g¦r sumpesoàntai, 

œsontai aƒ dÚo tÍ ag ‡sai ™n trigènJ, 

Αν πάρουµε τις ευθείες αβ, γδ και ως 

τέµνουσα την αγ που σχηµατίζει τις εντός 

και επί τ’αυτά γωνίες µικρότερες των δυο 

ορθών, θα δείξουµε ότι οι αβ, γδ δεν 

συµπίπτουν. Έστω ε το µέσο της αγ. 

Παίρνουµε τµήµα στην αβ ίσο µε αε, το 

αζ και παίρνουµε τµήµα στην γδ ίσο µε 

το αε, το γη. Τότε οι αζ, γη δεν θα 

τέµνονται στο ζη γιατί αν τέµνονται θα 
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Óper ¢dÚnaton p£lin ™pezeÚcqw ¹ zh 

kaˆ tetm»sqw d…ca kat¦ tÕ q kaˆ ‡sai 

¢fVr»sqwsan. oÙd� aátai ¥ra 

sumpesoàntai di¦ t¦ aÙt£. kaˆ toàto 

e„j ¥peiron poioàntej,  

 

σχηµατίζουν τρίγωνο στο οποίο οι δυο 

πλευρές είναι ίσες προς την τρίτη, την αγ, 

κάτι που είναι αδύνατον. Πάλι τέµνω 

κατά το ήµισυ την ζη, και έστω θ το 

µέσο. Έπειτα στις ζβ, ηδ παίρνουµε 

τµήµατα ίσα µε ζθ, έστω τα ζκ, ηλ. Ούτε 

οι ζκ, ηλ τέµνονται στην κλ και µε αυτό 

τον τρόπο συνεχίζουµε έπ’ άπειρον 

 
 

Με αυτό τον τρόπο αποδεικνύουν ότι οι αβ, γδ δεν τέµνονται ποτέ. «deiknÚnai 

fasˆn Óti oÙdamoà sump…ptousin aƒ ab gd eÙqe‹ai».   

 

Έπειτα µε τη βοήθεια του παρακάτω σχήµατος αποδεικνύουν ότι υπάρχουν 

ευθείες, που σχηµατίζουν τις εντός και επί τ’ αυτά γωνίες µε άθροισµα µικρότερο των 

δυο ορθών, και τέµνονται εφόσον όµως τέµνονται οι αη, γη στο σηµείο η. ∆ιαφορετικά 

όποιοι αρνούνται κάτι τέτοιο   

«prosanairoàsi kaˆ tÕ prîton tÕ ¢pÕ pantÕj shme…ou lšgon ™xe‹nai ™pˆ p©n 

shme‹on eÙqe‹an ¢gage‹n»,  

δηλαδή αναιρούν το πρώτο αίτηµα. [369,21-371,10]  

α β

γ

δ

ε

ζ

η

θ

κ

λ

 
 

Στη συνέχεια ο Πρόκλος προσπαθεί ν’ αποδείξει το 5ο αίτηµα ξεκινώντας από τα 

λεγόµενα του Αριστοτέλη περί της αρχής του πέρατος µε την οποία απέδειξε ότι ο 

κόσµος είναι πεπερασµένος.  
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«prÕj d� tÕn toàto ™pizhtoànta kataskeuazÒmenon ‡dein legšsqw par' ¹mîn Óti 

de‹ prolabe‹n ¢x…wma toioàton, ú kaˆ 'Aristotšlhj ™cr»sato kataskeu£zwn 

peperasmšnon e�nai tÕn kÒsmon». [371,10-371,14] 

«™¦n ¢f' ˜nÕj shme…ou dÚo ™kb£llwntai eÙqe‹ai gwn…an poioàsai ™p' ¥peiron, 

p©n peperasmšnon mšgeqoj Øperb£llei ¹ di£stasij aÙtîn tîn e„j ¥peiron 

™kballomšnwn. œdeixe goàn ™ke‹noj Óti ¢pe…rwn oÙsîn tîn ¢pÕ toà kšntrou prÕj t¾n 

perifšreian ™kbeblhmšnwn ¥peiron tÕ metaxÚ. peperasmšnou g¦r Ôntoj aÙxÁsai t¾n 

di£stasin ¢dÚnaton, éste oÙk ¥peiroi aƒ eÙqe‹ai. pantÕj oân toà lhfqšntoj 

peperasmšnou megšqouj me‹zon ¢ll»lwn diast»sontai ™kballÒmenai ™p' ¥peiron aƒ 

eÙqe‹ai». [371,14-371,23] 
 

Υποστηρίζει, δηλαδή ότι η απόσταση µεταξύ δυο ευθειών που τέµνονται γίνεται 

όσο µεγάλη θέλουµε δηλαδή, τείνει στο άπειρο. Με βάση αυτή τη σκέψη, αποδεικνύει τη 

παρακάτω πρόταση 

 

Πρόταση (1):  «lšgw Óti, ™¦n parall»lwn eÙqeiîn t¾n ˜tšran tšmnei tij eÙqe‹a, 

teme‹ kaˆ t¾n loip»n. œstwsan g¦r par£llhloi aƒ ab gd, kaˆ temnštw t¾n ab ¹ 

ezh».  [371,24- 372,28] 

 

Έστω αβ, γδ παράλληλες. Αν εζη τέµνει την αβ τότε θα τέµνει και την γδ.  

(∆ηλαδή, αποδεικνύει ότι αν µια ευθεία τέµνει µια από τις δυο παράλληλες τότε θα 

τέµνει και την άλλη.)  

η

ε

δγ

βα ζ

 
 
 
lšgw Óti t¾n gd teme‹. ™peˆ g¦r dÚo 

eÙqe‹a…  e„sin ¢f' ˜nÕj shme…ou toà z, 

e„j ¥peiron ™kballÒmenai aƒ bz zh, 

Υποστηρίζω ότι θα τέµνει και την γδ. 

Επειδή οι δύο ευθείες τέµνονται στο ζ, αν 

τις προεκτείνουµε η απόστασή τους θα 
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pantÕj megšqouj me…zona œcousi 

di£stasin, éste kaˆ toÚtou, Óson 

™stˆ tÕ metaxÝ tîn   parall»lwn. 
Ótan oân me‹zon ¢ll»lwn diastîsin 

tÁj toÚtwn diast£sewj teme‹ ¹ zh 

t¾n gd 

 

γίνει µεγαλύτερη από κάθε πεπερασµένο 

µέγεθος, όπως για παράδειγµα όσο είναι 

το διάστηµα µεταξύ των παραλλήλων. 

Όταν λοιπόν η απόσταση µεταξύ τους 

γίνει µεγαλύτερη από την απόσταση αυτή 

τότε θα τέµνει η ζη την γδ 

 
 

 

Στη συνέχεια στηρίζεται στην πιο πάνω πρόταση προσπαθεί να «αποδείξει» το 5ο 

αίτηµα. 

 

β

α

δγ

θκ

ε

ζ  
 

Χρησιµοποιεί το πιο πάνω σχήµα και αναφέρει: [372,11-373,2] 

 
 
œstwsan g¦r dÚo eÙqe‹ai aƒ ab gd,  
kaˆ ™mpiptštw e„j aÙt¦j ¹   ez 

™l£ssonaj dÚo Ñrqîn  poioàsa t¦j 

ØpÕ bez dez. lšgw Óti sumpesoàntai 

aƒ  eÙqe‹ai kat¦ taàta t¦ mšrh, ™f' 

§ aƒ tîn dÚo Ñrqîn e„sin ™l£ssouj. 
™peid¾ g¦r aƒ ØpÕ bez dze ™l£ssouj 

e„sˆ dÚo Ñrqîn, tÍ ØperocÍ tîn dÚo 

Ñrqîn œstw ‡sh ¹ ØpÕ qeb. kaˆ. 

™kbebl»sqw ¹ qe ™pˆ tÕ k. ™peˆ oân e„j 

t¦j kq gd ™mpšptwken ¹ ez kaˆ poie‹ 

Ας είναι δύο ευθείες οι αβ,γδ και η εζ που 

τις τέµνει τέτοια ώστε οι γωνίες βεζ και 

δεζ να είναι µικρότερες από δύο ορθές. 

Θα αποδείξω ότι οι ευθείες τέµνονται 

προς το µέρος αυτών των γωνιών. Επειδή 

οι βεζ και δεζ είναι µικρότερες από δύο 

ορθές έστω η γωνία θεβ που 

συµπληρώνει τις δύο ορθές. Ας 

προεκταθεί η θε προς το κ. Επειδή λοιπόν 

η εζ που τέµνει τις κθ και γδ σχηµατίζει 

της εντός και επί τα αυτά γωνίες θεζ και 
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t¦j ™ntÕj dÚo Ñrqa‹j ‡saj t¦j ØpÕ 

qez dze, par£llhlo… e„sin aƒ qk gd 

eÙqe‹ai. kaˆ tšmnei t¾n kq ¹ ab· teme‹ 

¥ra kaˆ t¾n gd di¦ tÕ 

prodedeigmšnon. sumpesoàntai ¥ra 

aƒ ab gd  kat¦ t¦ mšrh ™ke‹na, ™f' § 

aƒ tîn dÚo Ñrqîn ™l£ssonej, éste 

dšdeiktai tÕ proke…menon 

 

 

δζε ίσες µε δύο ορθές, οι θκ και γδ θα 

είναι παράλληλες. Εφόσον η αβ τέµνει 

την κθ θα τέµνει και την γδ όπως 

αποδείχθηκε παραπάνω. Τέµνονται 

λοιπόν οι αβ, γδ προς εκείνο το µέρος 

που υπάρχουν οι γωνίες που είναι 

µικρότερες από δύο ορθές. Συνεπώς το 

προκείµενο έχει αποδειχθεί.  
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Η αδυναµία της απόδειξης του Πρόκλου 

 

Ο Heath στο βιβλίο του αναφέρει πως ο Clavius επικρίνει την απόδειξη του 

Πρόκλου λέγοντας ότι η πρόταση του Αριστοτέλη από την οποία ξεκινάει, χρειάζεται και 

η ίδια απόδειξη. Στην προσπάθεια του δηλαδή να αποδείξει το 5ο αίτηµα χρησιµοποιεί 

ένα καινούριο αίτηµα. Σηµειώνει, ότι όπως δεν µπορούµε να υποθέσουµε ότι δυο 

ευθείες, των οποίων η απόσταση µειώνεται συνέχεια, κάποτε θα συναντηθούν, έτσι δεν 

µπορούµε και να υποθέσουµε ότι δυο ευθείες που αποκλίνουν συνεχώς, τελικά θα είναι 

τόσο µακριά ώστε η κάθετος από ένα σηµείο της µιας ευθείας στην άλλη ευθεία να είναι 

µεγαλύτερη από οποιαδήποτε απόσταση. Μάλιστα, ο Clavius αναφέρει ως 

αντιπαράδειγµα τη υπερβολή και µία ασύµπτωτή της, όπου ενώ η απόσταση µεταξύ τους 

µειώνεται συνεχώς τελικά οι γραµµές δεν τέµνονται. Από την άλλη, η πρόταση που 

διατύπωσε ο Αριστοτέλης δεν ισχύει στην ελλειπτική γεωµετρία καθόσον οι τεµνόµενες 

ευθείες έχουν πεπερασµένη απόσταση. Επίσης, στο χωρίο [371,27-372,8], ο Πρόκλος 

δέχεται, ότι από το σηµείο F µόνο µία παράλληλη µπορούµε να φέρουµε προς τη CD, 

κάτι επίσης ισοδύναµο µε αυτό που θέλουµε να αποδείξουµε.   

Τελειώνουµε αναφέροντας ένα απόσπασµα του Αριστοτέλη σχετικά µε το σφάλµα 

στο οποίο υπέπεσαν όσοι επιχείρησαν να αποδείξουν το 5ο αίτηµα. Είναι από Αναλυτικά 

Πρότερα 65α4 :  

«Óper poioàsin oƒ t¦j parall»louj o„Òmenoi gr£fein· lanq£nousi g¦r aÙtoˆ 

˜autoÝj toiaàta lamb£nontej § oÙc oŒÒn te ¢pode‹xai m¾ oÙsîn tîn parall»lwn». 

∆ηλαδή 

«… το οποίο κάνουν αυτοί που νοµίζουν ότι αποδεικνύουν το 5ο αίτηµα των 

παραλλήλων, διότι αυτοί υποπίπτουν στο σφάλµα να χρησιµοποιούν εκείνα τα οποία θα 

ήταν αδύνατον να αποδείξουν αν δεν υπήρχε η έννοια της παραλληλίας».  
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2.1.5  Μερικά επιπλέον ιστορικά στοιχεία… 
 

Το 5ο αξίωµα εποµένως αποτελούσε πηγή έντονου προβληµατισµού. Για να το 

ξεπεράσουν προσπάθησαν αρχικά, όπως είδαµε, να το αποδείξουν, χωρίς όµως να το 

καταφέρουν. Στη συνέχεια να το αντικαταστήσουν µ’ ένα πιο αποδεκτό ισοδύναµο του 

όπως το  «Από ένα δεδοµένο σηµείο που δεν βρίσκεται πάνω σε µια δεδοµένη ευθεία, 

µπορούµε να φέρουµε µια και µόνο ευθεία παράλληλη προς τη δεδοµένη (John 

Playfair, 1748-1819)». Τέλος, οδηγήθηκαν στην άρνηση του.  

 

Η άρνηση του 5ου αξιώµατος µπορεί να γίνει µε δυο τρόπους: 

 

I. ∆εχόµαστε ότι από σηµείο εκτός ευθείας άγονται 2 ή και περισσότερες 

παράλληλες προς τη δοθείσα. 

II. Αρνούµαστε εξ ολοκλήρου την ύπαρξη της παραλληλίας.  

 

Η άρνηση εποµένως, του 5ου αξιώµατος είχε σαν αποτέλεσµα τη δηµιουργία των 

λεγόµενων Μη Ευκλείδειων Γεωµετριών, της Υπερβολικής (Ι) και της Ελλειπτικής (ΙΙ). 

Όπως µας πληροφορεί ο Howard Eves, µια από την πιο αξιόλογες µελέτες στο 

αίτηµα της παραλληλίας έκανε ο Girolamo Saccheri στα 1733. Ο Saccheri (1667-1733) 

γεννήθηκε στο Σαν Ρέµο στα 1667. ∆ιάβασε τα Στοιχεία του Ευκλείδη και ξετρελάθηκε 

µε την αποδεικτική µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής. Έτσι, σκέφτηκε να την εφαρµόσει 

στη µελέτη του αιτήµατος των παραλλήλων του Ευκλείδη. Πρέπει να ήταν η πρώτη φορά 

που κάποιος είχε την ιδέα να µελετήσει τις συνέπειες µιας άρνησης του περίφηµου 

αιτήµατος.  Το αποτέλεσµα των ερευνών αυτών ήταν ένα µικρό βιβλίο µε τίτλο Euclides 

ab omni naevo vndicatus (Ο Ευκλείδης απαλλαγµένος από κάθε σφάλµα). Στην εργασία 

αυτή δέχεται τις 28 πρώτες προτάσεις των Στοιχείων του Ευκλείδη, οι οποίες δεν 

απαιτούν το 5ο αίτηµα για την απόδειξη τους, και µε τη βοήθεια αυτών προχωράει στη 

µελέτη του ισοσκελούς δισορθογωνίου (birectangle), δηλαδή ενός τετραπλεύρου ΑΒΓ∆, 

στο οποίο ΑΓ=Β∆ και οι γωνίες Α και Β είναι ορθές. (Σχήµα 1).  
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Γ

A

∆

B
(Σχήµα 1) 

Φέρνοντας τις διαγωνίους Α∆ και ΒΓ και χρησιµοποιώντας απλά θεωρήµατα 

ισότητας (που υπάρχουν ανάµεσα στις πρώτες 28 προτάσεις του Ευκλείδη), ο Saccheri 

µε ευκολία δείχνει ότι οι γωνίες Γ και ∆ είναι ίσες µεταξύ τους.  

Τίποτα όµως δεν µπορεί να προκύψει σχετικά µε το µέγεθος αυτών των γωνιών. 

Φυσικά, από το 5ο αίτηµα προκύπτει ότι οι γωνίες αυτές είναι ορθές, αλλά αυτό το 

αίτηµα δεν πρέπει να χρησιµοποιηθεί. Συνεπώς, οι δυο γωνίες θα µπορούσαν να είναι και 

οι δυο ορθές ή και οι δυο αµβλείες ή και οι δυο οξείες γωνίες2.  

                                                 
2 Το τετράπλευρο Saccheri συνδέεται µε το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου ως 

εξής: (Στράντζαλος, 2002) 

Έστω ∆ΓΕ τυχόν τρίγωνο, όπως στο διπλανό σχήµα, (όπου το τρίγωνο έχει επιλεγεί 

οξυγώνιο, αλλά οι συλλογισµοί που θα ακολουθήσουν εφαρµόζονται ανάλογα και στις άλλες 

περιπτώσεις).  

1

2
1

2

Ε

ΒΑ

Ζ

Γ ∆

ΝΜ

 
Τα Μ και Ν είναι τα µέσα των αντίστοιχων πλευρών του τριγώνου και οι ΓΑ, ∆Β και ΕΖ 

είναι κάθετες στην ΑΒ. Από την ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων ΜΑΓ και ΜΖΒ προκύπτει 

ΑΓ=ΕΖ και 1Ε̂ = 1Γ̂ . Επίσης, από την ισότητα των ορθογωνίων τριγώνων ΕΖΝ και ΝΒ∆, 

προκύπτει ΕΖ=Β∆ και 2Ε̂ = 2∆̂ . Εποµένως, έχουµε ΑΓ=Β∆ οπότε το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ είναι 

(ανεστραµµένο) τετράπλευρο Saccheri, και για τις γωνίες του τριγώνου ισχύει: 

∆+Γ+Ε ˆˆˆ = 1Ε̂ + 2Ε̂ + Γ̂ + ∆̂= 1Γ̂ + 2∆̂ + Γ̂ + ∆̂= Γ∆Β+∆ΓΑ  
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Στο σηµείο αυτό ενεργεί χωρίς προκαταλήψεις και ονοµάζει τις τρεις 

δυνατότητες: υπόθεση της ορθής γωνίας Γ̂ = ∆̂=1ορθή (Ευκλείδεια Γεωµετρία), 

υπόθεση της αµβλείας γωνίας Γ̂ = ∆̂>1ορθή (Ελλειπτική Γεωµετρία) και υπόθεση 

της οξείας γωνίας Γ̂ = ∆̂<1ορθή (Υπερβολική Γεωµετρία). Ο σκοπός της εργασίας 

αυτής είναι να αποκλείσει τις τελευταίες δυνατότητες δείχνοντας ότι οι αντίστοιχες 

υποθέσεις οδηγούν σε αντιφάσεις και να µείνει έτσι, µε εις άτοπον απαγωγή, η πρώτη 

υπόθεση. Αλλά µπορεί να δειχτεί ότι η υπόθεση αυτή είναι ισοδύναµη µε το 5ο αίτηµα 

του Ευκλείδη. Με τον τρόπο αυτό µπορεί να αποδειχτεί το αίτηµα των παραλλήλων και 

να εκλείψει το ψεγάδι της παραδοχής του Ευκλείδη.  

Με τη σιωπηλή παραδοχή, όπως έκανε και ο Ευκλείδης (στην απόδειξη της 

Πρότασης Ι16), ότι οι ευθείες γραµµές είναι άπειρες σε µήκος, ο Saccheri κατάφερε να 

απορρίψει την υπόθεση της αµβλείας γωνίας, αλλά η υπόθεση της οξείας γωνίας 

αποδείχτηκε πολύ δυσκολότερη και τελικά αδύνατη. Αξιόλογες προσπάθειες για την 

εύρεση αντίφασης στην υπόθεση της οξείας γωνίας έκαναν επίσης και οι Johann 

Heinrich Lambert (1728-1777) και Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Αυτό όµως δεν 

επετεύχθη. Το γεγονός ωστόσο αυτό δεν είναι παράξενο καθώς σήµερα είναι γνωστό πως 

η γεωµετρία που αναπτύχθηκε από ένα ορισµένο βασικό σύνολο υποθέσεων µαζί µε την 

υπόθεση της οξείας γωνίας, είναι τόσο συνεπής όσο και η Ευκλείδεια γεωµετρία που 

αναπτύχθηκε από το ίδιο βασικό σύνολο υποθέσεων µαζί µε την υπόθεση της ορθής 

γωνίας. Με άλλα λόγια δηλαδή, ότι το αίτηµα των παραλλήλων δεν µπορεί να εξαχθεί 

ως θεώρηµα από τις άλλες υποθέσεις της Ευκλείδειας γεωµετρίας, αλλά είναι 

ανεξάρτητο από τις υποθέσεις αυτές.    

Χρειάστηκε πολύ µεγάλη φαντασία για να υποστηριχτεί µια τέτοια δυνατότητα 

γιατί το ανθρώπινο µυαλό για δυο χιλιετίες είχε περιχαρακωθεί από την προκατάληψη 

της παράδοσης στη σταθερή πίστη πως η Ευκλείδεια Γεωµετρία ήταν σίγουρα η µόνη 

αυθεντική και πως κάθε αντίθετο γεωµετρικό σύστηµα απλά δεν µπορούσε να είναι 

συνεπές.  

Οι πρώτοι που υποπτεύτηκαν την ανεξαρτησία του αιτήµατος των παραλλήλων 

ήταν ο Karl Freidrich Gauss (1777-1855) από τη Γερµανία, ο Janos Bolyai (1802-1860) 

από την Ουγγαρία και ο Lobachevski (1793-1856) από τη Ρωσία. Οι τρεις αυτοί 

µαθηµατικοί, ανεξάρτητα ο ένας από των άλλο προσέγγισαν το θέµα µε τη µορφή του 

αιτήµατος όπως το διατύπωσε ο Playfair, µελετώντας τρεις δυνατότητες: Από ένα 

δεδοµένο σηµείο που δεν βρίσκεται πάνω σε µια δεδοµένη ευθεία γραµµή, µπορούµε να 
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φέρουµε µόνο µια, καµία ή περισσότερες από µια ευθείες γραµµές παράλληλες προς τη 

δεδοµένη ευθεία. Οι τρεις αυτές περιπτώσεις είναι ισοδύναµες αντίστοιχα µε τις 

υποθέσεις της ορθής, της αµβλείας και της οξείας γωνίας. ∆εχόµενοι, όπως έκαναν οι 

προγενέστεροι τους, ότι µια ευθεία γραµµή έχει άπειρο µήκος, η δεύτερη περίπτωση 

απορριπτόταν εύκολα. Ωστόσο, η αδυναµία να βρουν µια αντίφαση στη τρίτη περίπτωση 

οδήγησε καθέναν από τους τρεις µαθηµατικούς να υποψιαστούν έγκαιρα µια συνεπή αν 

και ίσως παράξενη γεωµετρία κάτω απ’ αυτή την υπόθεση και καθένας χωρίς να γνωρίζει 

τη δουλειά των άλλων δυο, πέτυχε για το δικό του, το προσωπικό ενδιαφέρον, µια 

εκτεταµένη ανάπτυξη της νέας γεωµετρίας.  

Ο Gauss ήταν ίσως ο πρώτος που στόχευσε σε µια µη Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

∆υστυχώς όµως δεν κατάφερε σε όλη του τη ζωή  να δηµοσιεύσει 

κάτι πάνω στο θέµα αυτό. (Ήθελε να αποφύγει την κατακραυγή 

των Βοιωτών τους οποίους οι Αρχαίοι Έλληνες θεωρούσαν 

ανόητους (D. Davis, 2001)). Τα συµπεράσµατα του µας είναι 

γνωστά από γράµµατα σε φίλους, από δυο δηµοσιευµένες κριτικές 

για έργα άλλων και από µερικές σηµειώσεις που βρέθηκαν ανάµεσα 

στα χαρτιά του µετά το θάνατο του. Τέλος, αυτός ήταν που ονόµασε τη γεωµετρία Μη 

Ευκλείδεια.  

Ο δεύτερος που στόχευσε σε µια Μη Ευκλείδεια Γεωµετρία ήταν ο Bolyai. Ο 

Bolyai, επηρεάστηκε και παρακινήθηκε να µελετήσει το αίτηµα 

αυτό από τον πατέρα του, τον µαθηµατικό Farkas Bolyai ο 

οποίος είχε ασχοληθεί µε το θέµα αυτό. Σε ένα γράµµα του προς 

τον πατέρα του, ο Janos Bolyai αποκαλύπτει την απόφαση του 

να δηµοσιεύσει ένα φυλλάδιο πάνω στη θεωρία των 

παραλλήλων, µόλις θα έβρισκε το χρόνο και την ευκαιρία να 

βάλει το υλικό σε τάξη και χαρακτηριστικά αναφωνεί: «Από το 

τίποτα έχω δηµιουργήσει ένα παράξενο νέο σύµπαν».  

«Έχω πάρει την απόφαση να δηµοσιεύσω µια εργασία στη θεωρία των παραλλήλων 

µόλις βάλω σε τάξη το σχετικό υλικό και µου το επιτρέψουν οι περιστάσεις…Ο στόχος δεν 

έχει εισέτι επιτευχθεί, έχω όµως προχωρήσει σε τόσο θαυµάσιες ανακαλύψεις που µε έχουν 

συνεπάρει και η απώλεια τους θα ήταν πηγή αδιάκοπης λύπης… Έχω δηµιουργήσει ένα 

καινούριο σύµπαν από το τίποτα. Ότι σου έχω στείλει µέχρι τώρα δεν είναι παρά ένα 

σπίτι από τραπουλόχαρτα, συγκρινόµενα µε ένα πύργο» (D. Davis, 2001). 
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Σηµειώνουµε ότι αρχικά ο πατέρας του Janos Bolyai, Wolfgang Bolyai, 

συµµαθητής του Gauss, ήταν αντίθετος µε την ενασχόληση του γιου του µε το αίτηµα 

των παραλλήλων εξαιτίας της απογοήτευσης που είχε δοκιµάσει ο ίδιος ασχολούµενος µε 

αυτό το θέµα. Έγραφε: 

«∆εν πρέπει να επιχειρήσεις αυτήν την προσέγγιση στις παράλληλες. Γνωρίζω 

αυτόν το δρόµο πολύ καλά ως το τέλος του. Έχω διασχίσει αυτήν την απύθµενη νύχτα που 

έσβησε όλο το φως και τη χαρά από τη ζωή µου. Σε ικετεύω, παράτησε αυτήν την επιστήµη 

των παραλλήλων στην ησυχία της…. Αυτή η αβυσσαλέα σκοτεινιά θα µπορούσε ίσως να 

καταπιεί χίλιους Νεύτωνες». (D. Davis, 2001). 

Ωστόσο, το γράµµα του γιου του, του µετέδωσε τον ενθουσιασµό και τον 

παρότρυνε να καθαρογράψει τα ευρήµατα του το συντοµότερο δυνατό.  

«Αν έχεις πραγµατικά επιτύχει κάτι καλό σχετικά µε το πρόβληµα, θα ήταν 

ενδεδειγµένο να µην καθυστερήσεις τη δηµοσιοποίηση του για δυο λόγους: πρώτα διότι οι 

ιδέες εύκολα περνούν από τον ένα στον άλλο και είναι πολύ πιθανό κάποιος να σε 

προλάβει στη δηµοσίευση των αποτελεσµάτων και κατά δεύτερο λόγο, πρέπει να ξέρεις πως 

για πολλά πράγµατα υπάρχει µια ορισµένη εποχή κατά την οποία ευδοκιµούν ταυτόχρονα 

σε πολλά µέρη όπως για παράδειγµα οι βιολέτες την άνοιξη. Επίσης, κάθε επιστηµονική 

διαπάλη συνιστά σοβαρό πόλεµο, του οποίου το τέλος δεν µπορώ να πω πότε έρχεται. 

Οφείλουµε, εποµένως, να προχωρούµε σε κατακτήσεις όταν είµαστε σε θέση, µια και ο 

πρώτος έχει πάντοτε σηµαντικό πλεονέκτηµα».  

Τελικά το φυλλάδιο αυτό εµφανίστηκε ως ένα εικοσιεξάλιδο παράρτηµα στο πρώτο 

τόµο του έργου του πατέρα του, Πραγµατεία επί των στοιχείων των µαθηµατικών για 

µελετηρούς νέους, και είναι και το µοναδικό που δηµοσίευσε πάνω στο θέµα αυτό. Αυτό 

οφείλεται εν µέρει στην µη αναγνώριση της αξίας του από τον Gauss. Ωστόσο, άφησε 

πλήθος χειρόγραφες σελίδες σχετικά µ’ αυτό.  

Τονίζουµε τέλος ότι ο Janos Bolyai, αντίθετα από το Saccheri αντελήφθη ότι 

πρόκειται για ένα τύπο Γεωµετρίας ανάλογης αξίας µε την Ευκλείδεια (ο Heath, γράφει 

πως υπήρξε θύµα της προκατάληψης της εποχής του ότι η µόνη δυνατή γεωµετρία ήταν η 

Ευκλείδεια και παρουσιάζει το περίεργο θέαµα ενός ανθρώπου που αναγείρει ένα 

οικοδόµηµα πάνω σε καινούρια θεµέλια µε σπουδή και εργατικότητα σκοπεύοντας να το 

γκρεµίσει αµέσως µετά (Heath, 1956)), και ότι σε αντίθεση µε το Gauss δεν φοβήθηκε  να 

δηµοσιοποιήσει τις ιδέες του.  
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Παρόλο που οι Gauss και Bolyai αναγνωρίζονται ως οι πρώτοι που συνέλαβαν 

µια µη Ευκλείδεια Γεωµετρία, ο ρώσος µαθηµατικός Lobachevski ήταν στην 

πραγµατικότητα ο πρώτος που δηµοσίευσε µια συστηµατική ανάπτυξη του θέµατος.  

 Η πρώτη του µελέτη πάνω στη µη Ευκλείδεια Γεωµετρία  δηµοσιεύτηκε στα 

1829-1830 στον Αγγελιοφόρο του Καζάν, δυο ή τρία 

χρόνια πριν τυπωθεί το έργο του Bolyai, µια µελέτη που 

πέρασε απαρατήρητη. Ακολούθησαν άλλες δυο 

δηµοσιεύσεις µια στα γερµανικά (1840) και µια στα 

γαλλικά (1855). Ο ίδιος δεν έζησε για να δει το έργο του 

να αποκτά κάποια αναγνώριση. Η µη Ευκλείδεια 

Γεωµετρία που αυτός ανέπτυξε συχνά σήµερα 

αναφέρεται ως Λοµπατσέφσκια Γεωµετρία, ενώ του έχει 

αποδοθεί ο τίτλος «ο Κοπέρνικος Της Γεωµετρίας». 

Η αρµόζουσα προσοχή στη µη Ευκλείδεια Γεωµετρία δόθηκε µόνο µερικά χρόνια 

µετά την εµφάνιση του Lobachevski.  Ένα ακόµη πράγµα έµενε να επιτευχθεί: να δοθούν 

αποδείξεις της εσωτερικής συνέπειας της νέας γεωµετρίας, δηλαδή  αποδείξεις για την 

συνέπεια της υπόθεσης της οξείας γωνίας. Οι αποδείξεις αυτές δόθηκαν από τον Eugenio 

Beltrami (1835–1900), τον Arthur Cayley (1821-1895), τον Felix Klein (1849-1925), τον 

Henri Poincare (1854-1912) και άλλους.  

Επακόλουθο της συνέπειας της Μη Ευκλείδειας Γεωµετρίας του Lobachevski, 

είναι ότι έφερε τη κατάληξη του παλιού προβλήµατος του αιτήµατος των παραλλήλων. Η 

συνέπεια απέδειξε ότι το αίτηµα των παραλλήλων είναι ανεξάρτητο από τις άλλες 

υποθέσεις της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και απέδειξε την αδυναµία να εξαχθεί το αίτηµα 

ως θεώρηµα από τις άλλες υποθέσεις. 

Υπάρχουν ωστόσο επακόλουθα της συνέπειας της Μη Ευκλείδειας γεωµετρίας 

που φτάνουν πολύ µακρύτερα από το τερµατισµό του προβλήµατος το αιτήµατος των 

παραλλήλων. Ένα από τα πιο σηµαντικά είναι η απελευθέρωση της γεωµετρίας από τη 

παραδοσιακή  της µορφή. Τα αξιώµατα της γεωµετρίας έγιναν για τον µαθηµατικό απλές 

υποθέσεις που η φυσική τους αλήθεια ή το ψέµα δεν τον απασχολούσε. Ο µαθηµατικός 

µπορούσε να παίρνει τα αξιώµατα του όπως ήθελε, µε µόνη προϋπόθεση να έχουν µια 

συνέπεια µεταξύ τους. Αποδείχτηκε ότι ένα αξίωµα όπως χρησιµοποιείται η λέξη από 

τους µαθηµατικούς, δεν έχει καµία σχέση µε το αυταπόδεικτο ή την αλήθεια. Επίσης, τα 

µαθηµατικά πλέον θεωρούνται ως αυθαίρετη δηµιουργία του ανθρώπινου νου και όχι ως 
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κάτι που ουσιαστικά µας το υπαγόρευσε κάποια αναγκαιότητα του κόσµου που ζούµε. 

Το ζήτηµα αυτό τίθεται  καθαρά στα παρακάτω λόγια του Ε.Τ. Μπελ (E.T.Bell):  

«Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο που ο µυθιστοριογράφος επινοεί τους χαρακτήρες, 

τους διαλόγους και τις καταστάσεις των οποίων ο ίδιος είναι δηµιουργός και καθοδηγητής, 

έτσι και ο µαθηµατικός επινοεί ανάλογα τα αξιώµατα πάνω στα οποία στηρίζει τα 

µαθηµατικά του συστήµατα. Και ο µυθιστοριογράφος και ο µαθηµατικός ίσως να 

επηρεάζονται από το περιβάλλον τους στην επιλογή και το χειρισµό του υλικού τους, 

κανένας τους όµως δεν εξαναγκάζεται από καµία εξωανθρώπινη, αιώνια αναγκαιότητα να 

δηµιουργήσει ορισµένους χαρακτήρες ή να επινοήσει ορισµένα συστήµατα». (Howard 

Eves,1990). 

Θα δούµε στη συνέχεια περιληπτικά τα πιο βασικά στοιχεία των Μη Ευκλείδειων 

Γεωµετριών, Υπερβολικής και Ελλειπτικής.  Στο τέλος παραθέτουµε πίνακα σύγκρισης 

αυτών µε την Ευκλείδεια Γεωµετρία.  
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2.1.6 Υπερβολική Γεωµετρία 
 

H υπερβολική γεωµετρία, οικοδοµείται στην βάση του συστήµατος αξιωµάτων 

Ευκλείδη – Hilbert, όπου όµως το 5ο αξίωµα του Ευκλείδη, έχει αντικατασταθεί από το 

υπερβολικό αξίωµα: 

«Υπάρχει µια ευθεία ε και ένα σηµείο Α εκτός αυτής, έτσι ώστε από το Α να 

διέρχονται δύο τουλάχιστον παράλληλες προς την ευθεία ε». 

 Επιπλέον, αποδεικνύεται ό,τι αν ισχύει το υπερβολικό αξίωµα, τότε ισχύει και το 

γενικευµένο υπερβολικό αξίωµα: 

«Για κάθε σηµείο Α εκτός ευθείας ε, υπάρχουν άπειρες ευθείες παράλληλες 

προς την ε». 

 Το κοινό µέρος αξιωµάτων της Ευκλείδειας και της Υπερβολικής Γεωµετρίας, 

λέµε ότι αποτελεί την «Ουδέτερη Γεωµετρία» 

 

Ορισµένα θεωρήµατα της Υπερβολικής Γεωµετρίας 

 

Αίτηµα 5Υ: ∆οθέντος ενός σηµείου εκτός ευθείας, υπάρχουν περισσότερες από µια 

ευθείες διερχόµενες από το δοθέν σηµείο, οι οποίες όσο και αν προεκταθούν δεν τέµνουν 

τη δοθείσα ευθεία. 

Θεώρηµα: Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι µικρότερο από 180ο.  

Θεώρηµα: ∆υο τρίγωνα µε ίσες τις αντίστοιχες τους γωνίες είναι ίσα.  

Θεώρηµα: ∆οθέντος σηµείου Ρ εκτός ευθείας l, υπάρχουν δυο ευθείες, m και n 

διερχόµενες από το Ρ οι οποίες δεν τέµνουν την l, µε την ιδιότητα: 

i Όλες οι ευθείες µεταξύ των m και n δεν τέµνουν την l. 

ii Όλες οι ευθείες που δεν βρίσκονται µεταξύ των m και n και διέρχονται 

από το Ρ τέµνουν την l.  

l

b

η m

aP
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Θεώρηµα: Αν η  m διέρχεται από το r και είναι παράλληλη της l, και το Ρ΄ είναι ένα 

άλλο σηµείο επί της m, τότε η m διέρχεται από το Ρ΄ και είναι παράλληλη της l. ∆ηλαδή, 

η m είναι η χαµηλότερη ευθεία (στη µια κατεύθυνση) που διέρχεται από το Ρ΄ και η 

οποία δεν τέµνει την l.  

Αν η m είναι παράλληλη της l, τότε η l είναι παράλληλη της m.  

Θεώρηµα: Οι παράλληλες ευθείες πλησιάζουν η µια την άλλη ασυµπτωτικά στην 

κατεύθυνση της παραλληλίας τους. Επιπλέον, η απόσταση µεταξύ τους µειώνεται 

συνεχώς καθώς κινούµαστε στην κατεύθυνση της παραλληλίας.  

 

l

m

P

Ρ'

 
 

Θεώρηµα: ∆υο ευθείες µε µια κοινή κάθετη είναι αποκλίνουσες, και αποκλίνουσες 

ευθείες έχουν µια και µόνο µια κοινή κάθετη.  

(Στην Ευκλείδεια Γεωµετρία, οι παράλληλες ευθείες έχουν άπειρες κοινές κάθετες, ενώ 

στην Υπερβολική Γεωµετρία ευθείες (αυστηρά) παράλληλες δεν έχουν καµία και 

αποκλίνουσες ευθείες έχουν µόνο µία. Στο παρακάτω σχήµα η µοναδική κάθετως είναι η 

PQ).  

 

 
 

Θεώρηµα: Η απόσταση µεταξύ αποκλινουσών γραµµών αυξάνεται καθώς 

αποµακρύνεται κανείς από την κοινή κάθετη.  
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ΜΟΝΤΕΛΑ ΥΛΟΠΟΙΗΣΗΣ ΥΠΕΡΒΟΛΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

 
Ένα µοντέλο για την υλοποίηση της υπερβολικής γεωµετρίας οφείλεται στον 

Beltrami. Ο Beltrami προηγήθηκε χρονικά των Klein και 

Poincare. Το «όχι πλήρες» µοντέλο του δηµοσιεύτηκε το 1868. 

Σύµφωνα µε αυτό η Υπερβολική Γεωµετρία µπορεί να υλοποιηθεί 

πάνω σε µια ψευδόσφαιρα. 

Σε ένα Ευκλείδειο επίπεδο εφοδιασµένο µε ορθοκανονικό 

σύστηµα συντεταγµένων Οxy, ορίζουµε: 

• Yπερβολικό επίπεδο, το σύνολο των σηµείων {M (x,y) / y >0}. 

• Υπερβολικές ευθείες, ορίζουµε τις ηµιευθείες και τα ηµικύκλια, που είναι 

κάθετα στον άξονα xx′ και περιέχονται στο  υπερβολικό επίπεδο. 

• Υπερβολικό σηµείο, ορίζουµε κάθε σύνηθες  Ευκλείδειο σηµείο του επιπέ∆ΟΥ.. 

Τέλος: 

• Παράλληλες λέγονται δύο ευθείες, οι οποίες δεν έχουν κοινό σηµείο. 

 

Η ψευδόσφαιρα παράγεται από τη περιστροφή ως προς τον άξονα των y µιας 

καµπύλης C τα σηµεία της οποίας έχουν την ιδιότητα: Το τµήµα ΑΒ της εφαπτοµένης 

από το οποίο σηµείο επαφής Α ως τον άξονα των y να είναι σταθερό. Ωστόσο, στο 

µοντέλο αυτό δεν υλοποιείται ολόκληρη η Υπερβολική Γεωµετρία παρά µόνο µέρος της.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x

y

Β

Ο

Α
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Ένα άλλο µοντέλο της υπερβολικής γεωµετρίας, το οποίο οφείλεται στον Klein, είναι 

το εξής: 

ΜΟΝΤΕΛΟ KLEIN 

Σε ένα Ευκλείδειο επίπεδο, θεωρούµε κύκλο (Ο,R). Τότε ως: 

• Υπερβολικό επίπεδο, θεωρούµε το εσωτερικό 

του µοναδιαίου δίσκου. 

• Υπερβολικές ευθείες, θεωρούµε τις χορδές του 

κύκλου χωρίς τα άκρα τους 

• Υπερβολικό σηµείο, θεωρούµε κάθε σύνηθες 

Ευκλείδειο σηµείο του υπερβολικού επιπέδου. 

• Παράλληλες λέγονται δύο ευθείες, οι οποίες δεν 

έχουν  κοινό σηµείο. 

Και στο µοντέλο αυτό, µπορούµε να δείξουµε ότι ισχύουν τα αξιώµατα της 

Ουδέτερης Γεωµετρίας και επιπλέον ισχύει το υπερβολικό αξίωµα. 

Πράγµατι, όπως προκύπτει από το παραπάνω σχήµα,  

 Από το σηµείο Ζ  εκτός της ευθείας ΥΧ  άγονται 

περισσότερες από µια παράλληλες προς αυτήν (δεν την 

τέµνουν εντός του επιπέδου, δεδοµένου ότι τα σηµεία 

της περιφέρειας δεν ανήκουν στο επίπεδο), εποµένως 

πρόκειται για µια µη Ευκλείδεια Γεωµετρία και 

συγκεκριµένα για την υπερβολική.  

 Η ηµιευθεία ΘΖ είναι οριακά παράλληλη προς την ΥΧ και η ηµιευθεία ΗΖ είναι 

οριακά παράλληλες προς την ΧΥ δηλαδή πρόκειται για παράλληλες που 

καθορίζουν τα όρια των παραλλήλων προς την ΥΧ (οι ευθείες που περνάνε από 

το Ζκαι βρίσκονται δεξιά της ΗΖ και αριστερά της ΘΖ τέµνουν την ΥΧ ). 

 ∆εν είναι πάντα δυνατό να βρούµε µια ευθεία που να περνάει από εσωτερικό 

σηµείο (το ∆ ) µιας γωνίας (της ΓΑΒ ) και να τέµνει και τις δυο πλευρές της.  

 

Με χρήση του παραπάνω προτύπου, µπορεί να υλοποιηθεί  η υπερβολική 

Γεωµετρία και σε ένα άλλο µοντέλο, του Poincare, όπως φαίνεται στο παρακάτω 

σχήµα: 



 48

ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΟΥ POINCARE 

 

Εικόνα 1 

Το µοντέλο του Poincare (1854-1912) προκύπτει από το µοντέλο του Klein, µε 

στερεογραφική προβολή, όπως δείχνει το παραπάνω σχήµα. Επειδή η στερεογραφική 

προβολή, διατηρεί τις γωνίες και το επίπεδο των Α,Β,Γ είναι κάθετο στο δίσκο του 

µοντέλου του Klein (το ηµικύκλιο ΑΓΒ είναι τοµή του επιπέδου. αυτού µε τη σφαίρα), 

το τόξο κύκλου Ά΄Γ΄Β είναι κάθετο στο στη περιφέρεια του δίσκου του Poincare. Έτσι,  

το µοντέλο του Poincare έχει ως : 

 επίπεδο (και πάλι) έναν ανοιχτό δίσκο, τον οποίο θα υποθέσουµε µοναδιαίο  

 ευθείες τις προβολές των ευθειών του δίσκου του Klein, οι οποίες θα είναι είτε 

τόξα κύκλων κάθετων στην περιφέρεια του δίσκου (όπως πριν), είτε διάµετροι 

του κύκλου αν η ευθεία ΑΒ είναι διάµετρος του δίσκου του Klein.  

 Σηµεία τα εσωτερικά σηµεία του µοναδιαίου δίσκου 
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Και σε αυτό το µοντέλο έχουµε από ένα σηµείο εκτός ευθείας περνάνε 

περισσότερες από µια παράλληλες της και υπάρχουν «οριακές παράλληλοι». 

(Στράτζαλος, 2002)                                                  (Υπερβολικό  τρίγωνο) 
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2.1.7 Ελλειπτική Γεωµετρία 

 

Ένας άλλος τύπος Μη Ευκλείδειας Γεωµετρίας,  πιο προσιτός στη διαίσθηση από 

την Υπερβολική Γεωµετρία, αλλά λιγότερο προσιτός ως προς 

τα θεωρήµατα, είναι η Γεωµετρία σε σφαίρα, όπως είναι η 

επιφάνεια της Γης. Η αναγνώριση ότι αυτός ο κόσµος µπορεί 

να αποτελέσει εναλλακτική απάντηση στην Ευκλείδεια 

Γεωµετρία αποδίδεται στον Γερµανό µαθηµατικό Bernhard 

Riemann (1826-1866). (D. Davis, 2001) 

 
 

Υπάρχουν δυο ειδών Ελλειπτικής Γεωµετρίας:  

Η απλή Ελλειπτική Γεωµετρία και η διπλή Ελλειπτική Γεωµετρία.  

 

Στην απλή Ελλειπτική Γεωµετρία ισχύουν τα εξής: Τα αιτήµατα 1, 3, 4 της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας και αντί για τα αιτήµατα 2 και 5 έχουµε: 

2΄: Ένα πεπερασµένο ευθύγραµµο τµήµα µπορεί να επεκταθεί σε µια 

ευθεία. Η ευθεία αυτή µπορεί να είναι χωρίς όρια αλλά όχι απαραιτήτως 

άπειρου µήκους.  

5΄: ∆υο ευθείες τέµνονται πάντοτε. 

Επίσης, στην απλή Ελλειπτική Γεωµετρία ισχύουν οι προτάσεις:   

A Μια ευθεία δεν χωρίζει το επίπεδο 

B ∆υο διαφορετικά σηµεία ορίζουν µοναδική ευθεία. 

Ενώ στην διπλή Ελλειπτική Γεωµετρία ισχύουν τα εξής:  

Τα αιτήµατα 1, 2΄, 3, 4, 5΄. Και οι προτάσεις 

             Α    Μια ευθεία χωρίζει το επίπεδο 

             Β    ∆υο διαφορετικά σηµεία δεν ορίζουν µοναδική ευθεία. 
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 Με την βοήθεια των παραπάνω αξιωµάτων, το µοντέλο υλοποίησης της απλής 

ελλειπτικής γεωµετρίας είναι το εξής: Ορίζουµε ως  

• Επίπεδο της Ελλειπτικής Γεωµετρίας: την επιφάνεια µιας σφαίρας. 

• Σηµεία της Ελλειπτικής Γεωµετρίας:  

o τα σηµεία της επιφάνειας ενός ηµισφαιρίου (στον Ευκλείδειο χώρο 2ℜ ) εφ’ 

όσον αυτά δεν κείνται επί της γραµµής του ισηµερινού και  

o τα σηµεία του ισηµερινού όταν τα ταυτίσουµε µε τα αντιδιαµετρικά τους 

• Ευθείες της Ελλειπτικής Γεωµετρίας: τους µισούς µέγιστους κύκλους της 

σφαίρας.     

 
Ενώ το µοντέλο υλοποίησης της διπλής ελλειπτικής γεωµετρίας είναι το εξής: 

Ορίζουµε ως 

• Ελλειπτικό επίπεδο,  την επιφάνεια µιας σφαίρας. 

• Ελλειπτικό σηµείο, ένα ζεύγος αντιδιαµετρικών σηµείων πάνω στο ελλειπτικό 

επίπεδο. 

• Ελλειπτική ευθεία, (όλο) τον µέγιστο κύκλο της σφαίρας που διέρχεται από δύο 

διακεκριµένα ελλειπτικά σηµεία.     

 

Πιο συγκεκριµένα, έχω το παρακάτω σχήµα, στο οποίο:  
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• Ελλειπτικό επίπεδο είναι η επιφάνεια της σφαίρας Ο 

• Ελλειπτικό σηµείο είναι κάθε ζεύγος αντιδιαµετρικών σηµείων της Ο 

• Ελλειπτική ευθεία είναι κάθε µέγιστος κύκλος του Ο 

 

Το ζεύγος (Ν,  S) καθώς και το ζεύγος (Α,Β) είναι Ελλειπτικά σηµεία. Τα δύο αυτά 

σηµεία, ορίζουν την Ελλειπτική ευθεία (Ν, S) (Α, Β), δηλαδή τον µέγιστο κύκλο ΑΝΒS 

της σφαίρας Ο. 

Απόσταση δύο ελλειπτικών σηµείων ορίζεται ως το πιο µικρό τόξο από τα δύο τόξα 

που ορίζουν τα δύο ελλειπτικά σηµεία, έτσι η µέγιστη δυνατή απόσταση δυο ελλειπτικών 

σηµείων είναι π/2, αν θέσω την ακτίνα του κύκλου ίση µε την µονάδα. 

Αποδεικνύεται ακόµη ότι το άθροισµα των γωνιών ενός Ελλειπτικού τριγώνου 

είναι πάνω από 180ο. 

Μέσω των µοντέλων µπορούµε να διατυπώσουµε µερικές βασικές ιδιότητες της 

Ελλειπτικής Γεωµετρίας (Βασιλείου, 2003) :  

 

Απλή Ελλειπτική Γεωµετρία ∆ιπλή Ελλειπτική Γεωµετρία 

Μια ευθεία δεν χωρίζει το επίπεδο Μια ευθεία χωρίζει το επίπεδο 

Από δυο σηµεία διέρχεται τουλάχιστον 

µια ευθεία  

Από δυο σηµεία διέρχεται τουλάχιστον 

µια ευθεία 

∆υο ευθείες τέµνονται ακριβώς σε ένα 

σηµείο 

∆υο ευθείες τέµνονται ακριβώς σε δυο 

σηµεία 

Όλες οι ευθείες έχουν το ίδιο µήκος Όλες οι ευθείες έχουν το ίδιο µήκος 

Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου 

είναι µεδαλύτερο από 180ο.  

Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου 

είναι µεδαλύτερο από 180ο. 
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Πίνακας που συγκρίνει την Ευκλείδεια και τη µη Ευκλείδεια Γεωµετρία  

(P. J. Davis- R. Hersh, Από το βιβλίο των Prenowitz και Jordan, Geometry.)  

 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΟΥ  

 Ευκλείδη Lobachevsky Riemann 

 

∆υο διαφορετικές 

ευθείες τέµνονται 

Το πολύ σε 

ένα 

Το πολύ σε 

ένα 

Σε ένα (απλή 

Ελλειπτική) 

Σε δυο (διπλή 

Ελλειπτική) 

Σηµείο 

 

Σηµεία 

Με δεδοµένη την 

ευθεία Ε και ένα 

σηµείο Σ έξω από 

την Ε υπάρχει(ουν) 

Μοναδική 

ευθεία 

∆υο ευθείες 

τουλάχιστον 

Καµία ευθεία Που περνά(ουν) από 

το Σ και είναι 

παράλληλη(ες) στην 

Ε 

Μια ευθεία Χωρίζεται Χωρίζεται ∆ε χωρίζεται Σε δυο τµήµατα από 
ένα σηµείο. 

Παράλληλες ευθείες Ισαπέχουν ∆εν 
ισαπέχουν 
ποτέ 

∆εν υπάρχουν  

Αν µια ευθεία 

τέµνει τη µια από 

τις δυο παράλληλες 

τότε 

Πρέπει Μπορεί ή δεν 

µπορεί  

 Να τέµνει την άλλη 

Η υπόθεση του 

Saccheri που ισχύει 

είναι η υπόθεση 

Της ορθής 

γωνίας 

Της οξείας 

γωνίας 

Της αµβλείας 

γωνίας 

 

∆υο ευθείες κάθετες 

στην ίδια γραµµή 

Είναι 

παράλληλες  

Είναι 

παράλληλες 

Τέµνονται  

Το άθροισµα των 

γωνιών του 

τριγώνου είναι 

Ίσο µε Λιγότερο από Μεγαλύτερο 

από 

180ο  

Το εµβαδόν του 

τριγώνου είναι 

Ανεξάρτητο Ανάλογο µε 

την έλλειψη 

Ανάλογο µε 

την υπερβολή 

Του αθροίσµατος 

των γωνιών του 

∆υο τρίγωνα µε ίσες 

τις αντίστοιχες 

γωνίες είναι 

Όµοια Ισοδύναµα Ισοδύναµα  
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ΣΥΝΟΨΗ ΤΗΣ ΙΣΤΟΡΙΚΗΣ ΕΞΕΛΙΞΗΣ ΤΩΝ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΩΝ ΚΑΙ ΜΗ 

ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΩΝ ΓΕΩΜΤΡΙΩΝ (Στράντζαλος, 2002) 

 

Ευκλείδης (~300π.Χ.) ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ αίτηµα 5 στο Κριτική ο

         
)17031616(

)12741201(
)485410~(Πρόκλος

−
−

−

Wallis
nNassireddi  

 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ αίτηµα 5 στο Κριτική Ουσιώδης ο

       
)18331752(
)17771728(
)17331667(

−
−
−

Legenre
Lambert
Saccheri

 

 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ Γεωµετρία Υπερβολική στην τασυµπεράσµα πρώτα       Gauss (1777-1855)  

 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ ςσυνεισφορέ
 σεςΕνδιαφέρου

    

1833)-(1752 Legendre
1874)-(1794 Taurinuw

1859)-(1780 Schweikart
1804)-(1724Kant 

    ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ φράγµατος του
 σπάσιµο ρητό Το

  

 

 
)18601802(.

)18561793(
−

−
BolyaiJ

iLobachevsk
    ⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ σηςνοµιµοποίη

  µοντέλα  Τα

    

µοντέλο όλειτουργικ
)19121854(

µοντέλο λήρες ρώτο Το
)19251849(

)19001853(
Επιφανειών Γεωµετρία Όλική
)18551777(

−

−
−

−

Poincare

Klein
Beltrami

Gauss

ππ
   

 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ Ευκλείδη.  ττοπνεύµα
 στο

 Γεωµετρίας ςΕυκλείδεια και της
 ςΥπερβολική ης θεµελίωση 

αξιωµατική λήρης ρώτη Η
τ

ππ

                               
1943)-(1862

Hilbert 
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2.1.8 Συµπέρασµα 
 

Στόχος της εργασίας, όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή είναι η ανάδειξη της 

αξίας του λάθους µέσα από ιστορικά παραδείγµατα. Πρώτος σταθµός µας σε αυτήν την 

ιστορική αναδροµή είναι το 5ο αίτηµα του Ευκλείδη, το αξίωµα της παραλληλίας.  

Το αίτηµα αυτό έγινε αντικείµενο πολλών συζητήσεων και διαφωνιών για πάρα 

πολλά χρόνια. Κορυφαίοι µαθηµατικοί προσπάθησαν να το αποδείξουν, ανάµεσα τους οι 

Πτολεµαίος και Πρόκλος, όµως σε κάθε περίπτωση κάπου υπήρχε λάθος.  

Η καλύτερη µελέτη του 5ου αιτήµατος µε σκοπό την αναγνώριση της αξίας του, 

απαιτεί γνώση της θέσης των µαθηµατικών την εποχή που διατυπώθηκε. Για το λόγο 

αυτό κρίναµε σκόπιµο την ανάπτυξη των αξιωµατικών συστηµάτων του Αριστοτέλη και 

του Ευκλείδη. Παρατηρήσαµε λοιπόν, πως τόσο στον Αριστοτέλη όσο και στον 

Ευκλείδη πρωταρχική αξία έχουν οι Ορισµοί. Τα αιτήµατα αντιθέτως, προσπαθούσαν να 

τα µειώσουν, ακόµα και να τα εξαφανίσουν αντικαθιστώντας τα, αν αυτό ήταν δυνατόν 

µε κατάλληλους ορισµούς.  

«Polla‹j te tîn qšsewn m¾ kalîj ¢podidomšnou toà Ðrismoà oÙ ·®dion 

dialšgesqai … toà d� Ðrismoà ·hqšntoj eÙqšwj fanerÕn tÕ legÒmenon».  

Πίστευαν λοιπόν πως αν είχαµε ένα κατάλληλο ορισµό της παραλληλίας τότε το 

αίτηµα αυτό θα αποδεικνυόταν. Στο πλαίσιο αυτής της φιλοσοφικής άποψης οι 

Πτολεµαίος και Πρόκλος αποπειράθηκαν να το αποδείξουν. Παρατίθενται 

χαρακτηριστικά χωρία από τα «Αναλυτικά Ύστερα», «Τοπικά» και «Μεταφυσικά» του 

Αριστοτέλη που επιβεβαιώνουν τις αντιλήψεις του περί ορισµών, αξιωµάτων, προτάσεων 

και αποδείξεων και µε τη βοήθεια αυτών γίνεται σύγκριση µε το αξιωµατικό σύστηµα 

του Ευκλείδη.  

Ακολουθούν οι αποδείξεις των Πτολεµαίο και Πρόκλο µε εντοπισµό των λαθών 

που δεν κατάφεραν να αποφύγουν.  Το λάθος στο οποίο υπέπεσε ο Πτολεµαίος ήταν 

ουσιαστικά ότι χρησιµοποίησε κάτι ισοδύναµο µε αυτό που ήθελε να αποδείξει. (Από 

σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µόνο µια παράλληλη) ενώ τα λάθη του Πρόκλου ήταν 

δυο. Το πρώτο ήταν κοινό µε του Πτολεµαίου και το δεύτερο ότι η πρόταση του 

Αριστοτέλη από την οποία ξεκινάει την απόδειξη του, χρειάζεται και η ίδια απόδειξη, 

δηλαδή χρησιµοποιεί ένα καινούριο αίτηµα. 

Η συνειδητοποίηση του γεγονότος ότι το 5ο αίτηµα είναι ανεξάρτητο από τα 

υπόλοιπα, κυρίως όµως το ότι µπορούµε να θεµελιώσουµε µια εξίσου ισοδύναµη 
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Γεωµετρία µε την Ευκλείδεια αρνούµενοι το 5ο αίτηµα, ήταν ένα τεράστιο και πολύ 

δύσκολο βήµα. Η δε σηµαντικότητα του ανυπέρβλητη. 

Πρωτοπόρος σε αυτήν την προσπάθεια ήταν ο Saccheri. Ο Saccheri στην 

προσπάθεια του να αποδείξει το 5ο αίτηµα διατυπώνει τρεις υποθέσεις. της οξείας γωνίας 

(≡Υπερβολική Γεωµετρία), της αµβλείας γωνίας (≡Ελλειπτική Γεωµετρία) και της 

ορθής γωνίας (≡Ευκλείδεια Γεωµετρία.). Τα θεωρήµατα που παρήγαγε στηριγµένος 

στην υπόθεση ότι το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι µικρότερο από 180ο, 

συγκροτούν ένα είδος γεωµετρίας τόσο λογικής όσο και η Ευκλείδεια. Ωστόσο, ο 

Saccheri δεν  το αντιλήφθηκε. Ο Heath γράφει πως υπήρξε θύµα της προκατάληψης της 

εποχής του ότι η µόνη δυνατή γεωµετρία ήταν η Ευκλείδεια και παρουσιάζει το περίεργο 

θέαµα ενός ανθρώπου που αναγείρει ένα οικοδόµηµα πάνω σε καινούρια θεµέλια µε 

σπουδή και εργατικότητα σκοπεύοντας να το γκρεµίσει αµέσως µετά (Heath, 1956). 

Ο Gauss ήταν αυτός που πρώτος πιθανότατα αντιλήφθηκε ότι η Μη Ευκλείδεια 

Γεωµετρία είναι εξίσου έγκυρη µε την Ευκλείδεια, αλλά δεν δηµοσίευσε τίποτα.  Έγραψε 

πως ήθελε να αποφύγει την κατακραυγή των Βοιωτών τους οποίους οι Αρχαίοι Έλληνες 

θεωρούσαν ανόητους (D. Davis, 2001). 

Ο Janos Bolyai δηµοσιεύει ένα εικοσιεξάλιδο παράρτηµα στο πρώτο τόµο του 

έργου του πατέρα του και είναι και το µοναδικό που δηµοσίευσε πάνω στο θέµα αυτό. 

Χαρακτηριστικό αυτό που διατυπώνει «Από το τίποτα έχω δηµιουργήσει ένα παράξενο 

νέο σύµπαν».   

Ωστόσο, ο µαθηµατικός Lobachevski ήταν στην πραγµατικότητα ο πρώτος που 

δηµοσίευσε µια συστηµατική ανάπτυξη του θέµατος. Η µη Ευκλείδεια Γεωµετρία που 

αυτός ανέπτυξε συχνά σήµερα αναφέρεται ως Λοµπατσέφσκια Γεωµετρία, ενώ του έχει 

αποδοθεί ο τίτλος «ο Κοπέρνικος Της Γεωµετρίας». 

Ένας άλλος τύπος Μη Ευκλείδειας Γεωµετρίας  που προέκυψε είναι η Γεωµετρία 

σε σφαίρα, όπως είναι η επιφάνεια της Γης. Η αναγνώριση ότι αυτός ο κόσµος µπορεί να 

αποτελέσει εναλλακτική απάντηση στην Ευκλείδεια Γεωµετρία αποδίδεται στον 

Γερµανό µαθηµατικό Bernhard Riemann.  (D. Davis2001). 

Όλα τα παραπάνω συνηγορούν στην άποψη πως η ίδια η επιστήµη βρίσκει πάντα 

τη δύναµη να αναγνωρίζει τα λάθη της και να προχωρά. Μπορεί σε πολλές περιπτώσεις 

να χρειαστούν χρόνια,  όµως κάποια στιγµή αυτό γίνεται. Οι προσπάθειες και αποτυχίες 

µέχρι εκείνη τη στιγµή αποτελούν τα σκαλοπάτια προς αυτήν την επιτυχία. Η ύπαρξη 

τους εποµένως είναι αναγκαία. 



 57

2.2   Η ανακάλυψη της ασυµµετρίας-αρρητότητας 
 
2.2.1 Πυθαγόρειοι και ανακάλυψη των αρρήτων 
 
 

εύτερος σταθµός µας στην ιστορία των µαθηµατικών, µε σκοπό την 

ανάδειξης της αξίας του λάθους, είναι η αρχική πίστη των Πυθαγορείων 

στην δοµή του σύµπαντος από φυσικούς αριθµούς. Όπως αναφέρει ο ∆. 

Αναπολιτάνος, η κοσµική αρµονία ήταν για τους 

Πυθαγόρειους ταυτόσηµη µε την αρµονία που εκφραζόταν 

από τους λόγους φυσικών αριθµών. Αυτό τους οδήγησε στην 

πίστη πως το σύµπαν µπορούσε να περιγραφεί και 

καθοριστεί πλήρως στα πλαίσια ρητών σχέσεων της µορφής 

p/q µε p και q φυσικούς και q≠0. Ο ∆. Αναπολιτάνος, 

συνεχίζει και λέει πως ήταν τόσο βαθιά ριζωµένη η πίστη 

των Πυθαγορείων στη δοµή του σύµπαντος κατά τρόπο ρητό, 

ώστε η ανακάλυψη του Πυθαγορείου θεωρήµατος να οδηγήσει σε κρίση. Αυτή η 

Πυθαγόρεια πίστη για σύµµετρη (ρητή) δοµή του κόσµου έµελλε να διαψευσθεί. Το 

Πυθαγόρειο θεώρηµα εφαρµοζόµενο σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε ίσες κάθετες πλευρές 

έχει σαν αποτέλεσµα τη διαπίστωση πως η υποτείνουσα του συγκεκριµένου τριγώνου 

δεν έχει κοινό µέτρο µε τις κάθετες πλευρές του ίδιου τριγώνου. Αν δηλαδή, µε ψ 

παραστήσουµε το µήκος της υποτείνουσας και µε χ το µήκος µιας από τις κάθετες 

πλευρές τότε: 2ψ =2 2χ . Αν ο λόγος 
χ
ψ = 

λ
κ  δηλαδή είναι λόγος αριθµό προς αριθµό 

όπου κ, λ φυσικοί αριθµοί, τότε δεν υπάρχει κανένα πρόβληµα, τα µήκη ψ και χ είναι 

σύµµετρα. Αν όχι, τότε ο κόσµος δεν είναι κατασκευασµένος µε τον τρόπο που οι 

Πυθαγόρειοι αρχικά περιέγραψαν. 

 

 

 

∆
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Μια απόδειξη της αρρητότητας  του « 2 3» 

 

Η απόδειξη αυτή βασίζεται στη µέθοδο της εις άτοπο απαγωγής, και έχει ως εξής: 

Έστω ότι υπάρχουν κ, λ φυσικοί αριθµοί µε (κ, λ) =1, δηλαδή κ, λ πρώτοι µεταξύ τους 

τέτοιοι ώστε 
χ
ψ = 

λ
κ  και  2

2

χ
ψ = 2

2

λ
κ  = 2 . Τότε 22 2λκ = . Γνωρίζουµε ότι για κάθε 

θετικό ακέραιο α, ο α2 είναι άρτιος αν και µόνο αν ο α είναι άρτιος. Εποµένως αφού ο 
2κ  είναι το διπλάσιο ενός ακέραιου, συµπεραίνουµε ότι ο 2κ  είναι άρτιος και συνεπώς 

και ο κ πρέπει να είναι άρτιος. Έστω λοιπόν κ = 2ν. Τότε η τελευταία εξίσωση γίνεται: 

4ν2=2λ2  2ν2=λ2 από την οποία καταλήγουµε ότι ο λ2 είναι άρτιος και συνεπώς και ο λ 

είναι άρτιος. Αυτό όµως είναι αδύνατο αφού υποθέσαµε ότι οι κ και λ είναι πρώτοι 

µεταξύ τους. Έτσι η υπόθεση ότι  υπάρχουν κ, λ φυσικοί αριθµοί µε (κ, λ) =1, τέτοιοι 

ώστε  
χ
ψ = 

λ
κ  και  2

2

χ
ψ = 2

2

λ
κ  = 2 (και άρα 2ψ =2 2χ ) µας οδήγησε σε µια αδύνατη 

κατάσταση και εποµένως πρέπει να απορριφθεί.  

 

 Όλη η Πυθαγόρεια θεωρία κατέρρευσε. Μια µεγάλη κρίση προαγγελλόταν στα 

θεµέλια των µαθηµατικών.  Ήταν τόσο το σκάνδαλο ώστε σύµφωνα µε φήµες έγιναν 

για ένα διάστηµα προσπάθειες να κρατηθεί µυστικό. Ένας θρύλος λέει ότι ο 

Πυθαγόρειος Ίππασσος από το Μετάποντιο εξαφανίστηκε στη θάλασσα εξαιτίας της 

ασέβειας του να φανερώσει το µυστικό στους ξένους ή σύµφωνα µε µια άλλη εκδοχή 

εξορίστηκε από τη  κοινότητα των πυθαγορείων και στήθηκε ένα µνήµα του σαν να είχε 

πεθάνει. (H. Eves, 1989) 

 

Ενδεικτικά αποσπάσµατα σχετικά µε το θέµα αυτό συναντάµε στο βιβλίο 

Πυθαγόρειος βίος του Ιάµβλιχου. (Το ιστορικό της ανακάλυψης της ασυµµετρίας,  µια 

νέα θεώρηση του David H. Fowler).    

 

 
 
 
 
                                                 
3 Η απόδειξη αυτή είναι σύγχρονη και είναι βασισµένη πάνω σε αυτήν που υπάρχει στον Αριστοτέλη 
Αναλυτικά Ύστερα 41a23-30, όπου διατυπώνεται η αρχή της αντίφασης: αν 2 σύµµετρο τότε 
περιττά=άρτια.  
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1. Ιάµβλιχος, Πυθαγόρειος Βίος  [18,88,13 – 18,89,1]  
 

«perˆ d' `Ipp£sou m£lista, æj Ãn m�n tîn Puqagore…wn, di¦ d� tÕ ™xenegke‹n kaˆ 

gr£yasqai prètwj sfa‹ran t¾n ™k tîn dèdeka pentagènwn ¢pèleto kat¦ 

q£lattan æj ¢seb»saj, dÒxan d� l£boi æj eØrèn, e�nai d� p£nta ™ke…nou toà 

¢ndrÒj· prosagoreÚousi g¦r oÛtw tÕn PuqagÒran kaˆ oÙ kaloàsin ÑnÒmati».  

 

«Για τον Ίππασο κατ’ εξοχήν [λένε] πως ήταν ένας από τους Πυθαγορείους. 

Επειδή, όµως, αποκάλυψε τα µυστικά και περιέγραψε πρώτος σφαίρα αποτελούµενη από 

δώδεκα πεντάγωνα, χάθηκε µεν στη θάλασσα, επειδή ασέβησε, απέκτησε όµως δόξα, γιατί 

το ανακάλυψε, αυτά όµως όλα ανήκουν σ’ «εκείνον» τον άνδρα. Επειδή έτσι ονοµάζουν 

τον Πυθαγόρα και δεν τον προσαγορεύουν µε το όνοµα του».  

 

2. Ιάµβλιχος, Πυθαγόρειος Βίος  [34,246,10 – 34,247,1] 
 
«tÕn goàn prîton ™kf£nanta t¾n tÁj summetr…aj kaˆ ¢summetr…aj fÚsin to‹j 

¢nax…oij metšcein tîn lÒgwn oÛtwj fasˆn ¢postughqÁnai, æj m¾ mÒnon ™k tÁj 

koinÁj sunous…aj kaˆ dia…thj ™xorisqÁnai, ¢ll¦ kaˆ t£fon aÙtoà 

kataskeuasqÁnai, æj dÁta ¢poicomšnou ™k toà met' ¢nqrèpwn b…ou toà pote 

˜ta…rou genomšnou».  

 

«Λέγεται λοιπόν ότι εκείνος που πρώτος ανακάλυψε τη φύση της συµµετρίας και της 

ασυµµετρίας σ’ εκείνους που ήταν ανίκανοι να την καταλάβουν τόσο πολύ µισήθηκε από 

τους Πυθαγορείους, ώστε όχι µόνο τον έδιωξαν από την κοινότητα και τη ζωή τους, αλλά 

και τάφο κατασκεύασαν γι’ αυτόν, σαν να ήταν κάποιος που είχε µεταναστεύσει από την 

ανθρώπινη ζωή και είχε πάει  σε µια άλλη».  

 

3. Ιάµβλιχος, Πυθαγόρειος Βίος  [34,247,10 – 34,247,1] 
 

«o‰ dš fasi kaˆ tÕ daimÒnion nemesÁsai to‹j ™xèora t¦ PuqagÒrou poihsamšnoij. 

fqarÁnai g¦r æj ¢seb»santa ™n qal£ssV tÕn dhlèsanta t¾n toà e„kosagènou 

sÚstasin· toàto d' Ãn dwdek£edron, �n tîn pšnte legomšnwn stereîn schm£twn, 

e„j sfa‹ran ™kte…nesqai. œnioi d� tÕn perˆ tÁj ¢log…aj kaˆ tÁj ¢summetr…aj 

™xeipÒnta toàto paqe‹n œlexan».  
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 «Άλλοι επίσης λένε ότι η Θεία ∆ύναµη αγανάκτησε µε εκείνους που διέδωσαν [σε 

αµύητους] τη διδασκαλία του Πυθαγόρα δηλαδή εκείνος που δήλωσε (εξήγησε) φανερά την 

κατασκευή του εικοσαγώνου χάθηκε στη θάλασσα σαν να ήταν ασεβές πρόσωπο, δηλαδή 

αυτός που φανέρωσε τη µέθοδο εγγραφής στη σφαίρα του δωδεκαέδρου, που είναι ένα από 

τα λεγόµενα πέντε στερεά σχήµατα. Αλλά σύµφωνα µε άλλους αυτό συνέβη σ’ εκείνον που 

ανέπτυξε τη διδασκαλία περί άλογων και ασυµµέτρων4».    

 Η κρίση που προκλήθηκε από την ανακάλυψη του 2  γρήγορα ξεπεράστηκε. 

Σύµφωνα µε µελέτες του Σ. Νεγρεπόντη, οι Πυθαγόρειοι γνώριζαν την έννοια της 

ασυµµετρίας δυο αριθµών. Πιο αναλυτικά:  

 Για τους Πυθαγόρειους απαραίτητη προϋπόθεση για τη καλλιέργεια ενός 

ανθρώπου ήταν η µελέτη τεσσάρων µαθηµάτων: της Μουσικής, της Αριθµητικής, της 

Γεωµετρίας και της Αστρονοµίας (Πλάτων Πολιτεία 530c8-531c8). Έτσι, οι  

Πυθαγόρειοι ασχολήθηκαν πολύ µε τη µουσική, µια επιστήµη άµεσα συνδεδεµένη µε τα 

µαθηµατικά. Το πέµπτο βιβλίο του Ευκλείδη, που ανήκει στον Εύδοξο ασχολείται µε τη 

θεωρία λόγων - µεγεθών.  Όµως είναι αδιανόητο να υπήρχε θεωρία λόγων µεγεθών χωρίς 

θεωρία λόγων - αριθµών. Θεωρία λόγων αριθµών συναντάµε στο βιβλίο VII, µια θεωρία 

που βασίζεται στη ανθυφαίρεση και είναι ανεξάρτητη από τη θεωρία του Ευδόξου. 

Υπήρχε εποµένως, µια πρώτη εµπειρική θεωρία αριθµών. Ωστόσο, µεταξύ της 

εµπειρικής θεωρίας µουσικών διαστηµάτων και λόγων αριθµών και του βιβλίου VII των 

Στοιχείων όπου αναπτύσσεται η θεωρία λόγων αριθµών µε ανθυφαίρεση, υπάρχει ένα 

κενό. Προκύπτει εποµένως το ερώτηµα πως εµφανίστηκε η ανθυφαίρεση, τι τους 

οδήγησε να την επινοήσουν και αν όντως υπάρχει στους Πυθαγόρειους και στην 

εµπειρική θεωρία λόγων. 

 Απάντηση στα παραπάνω ερωτήµατα δίνει ο Φιλόλαος. Ο Φιλόλαος, ήταν 

φιλόσοφος του 5ου αιώνα. Γεννήθηκε στον Τάραντα της Κάτω Ιταλίας και πέθανε στην 

Ηράκλεια. Ήταν Πυθαγόρειος, σύγχρονος του Σωκράτη, µια γενιά νεότερος του 

Πλάτωνα και ο αρχαιότερος από τον οποίο σώζεται κάτι γραπτό και το οποίο αναφέρεται 

στη µουσική. Έτσι, στο απόσπασµα 6 του Φιλολάου 16-24 βρίσκουµε τον υπολογισµό 

των τεσσάρων πρώτων όρων της πολλαπλασιαστικής ανθυφαίρεσης της αρµονίας. Αυτό 

                                                 
4 (Σηµείωση: Η µετάφραση προέρχεται από το Ιαµβλίχου, Πυθαγορικός βίος, µετάφραση 

Σ. Λαµπροπούλου, Αθήνα, Πύρινος, κόσµος, 1982) 
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αποτελεί και το πέρασµα από την εµπειρική θεωρία µέσω της ανθυφαίρεσης στην 

ανθυφαιρετική θεωρία. 

 

«¡rmon…aj d� mšgeqÒj ™sti sullab¦ kaˆ di' Ñxei©n· tÕ d� di' Ñxei©n me‹zon t©j sullab©j 

™pogdÒwi. œsti g¦r ¢pÕ Øp£taj ™pˆ mšssan sullab£, ¢pÕ d� mšssaj ™pˆ ne£tan di' 

Ñxei©n, ¢pÕ d� ne£taj ™j tr…tan sullab£, ¢pÕ d� tr…taj ™j Øp£tan di' Ñxei©n· tÕ d' ™n 

mšswi mšssaj kaˆ tr…taj ™pÒgdoon· ¡ d� sullab¦ ™p…triton, tÕ d�  di' Ñxei©n ¹miÒlion, tÕ 

di¦ pas©n d� diplÒon. oÛtwj ¡rmon…a pšnte ™pÒgdoa kaˆ dÚo dišsiej, di' Ñxei©n d� tr…a 

™pÒgdoa kaˆ d…esij, sullab¦ d� dÚ' ™pÒgdoa kaˆ d…esij».  
  

  Αρχικά, σηµειώνει ότι η αρµονία (δια πασών) αποτελείται από δυο διαστήµατα  

di' Ñxei©n (δια πέντε) και sullab¦ (δια τεσσάρων) ενώ είναι  

 di' Ñxei©n = sullab¦ και  ™pÒgdoon. Οπότε έχουµε: 

 

αρµονία (
1
2 ) = di' Ñxei©n (

2
3 )⊕  συλλαβά (

3
4 ),     di' Ñxei©n (

2
3 ) > συλλαβά (

3
4 ) 

di' Ñxei©n (
2
3 ) = συλλαβά (

3
4 )⊕  ™pÒgdoon (

8
9 ),   συλλαβά (

3
4 ) > ™pÒgdoon (

8
9 ) 

 

Το χωρίο συνεχίζεται δίνοντας κάποια αριθµητικά δεδοµένα από τα οποία τελικά 

προκύπτει  :  

Αρµονία   = 5 ™pÒgdoa ⊕  2 διέσεις 

                                          di' Ñxei©n = 3 ™pÒgdoa ⊕  1 δίεση 

                                          συλλαβά   = 2 ™pÒgdoa ⊕  1 δίεση 

  

Το ερώτηµα λοιπόν που τους απασχολούσε ήταν αν υπάρχει µέτρο για την αρµονία, 

δηλαδή αν υπάρχει κάποιο διάστηµα ω = ∆(α, β) τέτοιο ώστε:  

1
2 = κω  και 

2
3 = lω . 

Αρχικά εξετάζουµε αν το 
2
3 είναι µέτρο. Έχουµε : 

 
1
2 =  

2
3 *

3
4 ,    

2
3 >

3
4   ,  άρα το 

2
3  όχι µέτρο από την ύπαρξη του υπολοίπου 

3
4  

Εξετάζουµε αν το 
3
4 είναι µέτρο: 
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2
3 = 

3
4 * 

8
9 , 

3
4 > 

8
9  άρα το 

3
4  όχι µέτρο από την ύπαρξη του υπολοίπου 

8
9  

Εξετάζουµε αν το 
8
9  είναι µέτρο : 

3
4  = 

8
9  * δ, όπου δ = 

243
256 και 

8
9 > δ, άρα το 

8
9 δεν είναι µέτρο από την ύπαρξη του 

υπολοίπου δ. 

Εξετάζουµε αν το δ είναι µέτρο : 

8
9 = 2δ *κ, όπου δ > κ = 19

12

2
3   Εποµένως έχουµε ανθυφαιρετική διαδικασία:  

1. 
1
2  = 1)

2
3(  * 

3
4 ,                   

3
4  < 

2
3   

2. 
2
3  = 1)

3
4(  * 

8
9 ,                    

8
9  < 

3
4  

3. 
3
4  = 2)

8
9(  * 5

8

3
2 ,                5

8

3
2  < 

8
9  

4. 
8
9  = 2

5

8

)
3
2(  * 19

12

2
3 ,            19

12

2
3  < 5

8

3
2  

5. 5

8

3
2 = 3

19

12

)
2
3(  * 41

65

3
2 ,          41

65

3
2  < 19

12

2
3  

6. 19

12

2
3  = 1

41

65

)
3
2(  * 84

53

2
3 ,        84

53

2
3  < 41

65

3
2  

7. 41

65

3
2  = 5

84

53

)
2
3(  * 306

485

3
2 ,      306

485

3
2  < 84

53

2
3  

8. 84

53

2
3  = 2

306

485

)
3
2(  * 1054

665

2
3 ,   1054

665

2
3  < 306

485

3
2  

 Άρα, Ανθ(2, 
2
3 ) = [1, 1, 2, 2, 3, 1, 5, 2, …].  Παρατηρούµε ότι όλα τα υπόλοιπα είναι 

της µορφής µ

ν

3
2  ή µ

ν

2
3 ( 1≠ ) από ιδιότητα αρτίων - περιττών. Άρα, η ανθυφαίρεση είναι 

άπειρη. Άρα, δεν µπορώ να βρω κοινό µουσικό µέτρο αφού κανένα από τα προκύπτοντα 

διαστήµατα δεν είναι µουσικό µέτρο.  Τώρα, όµως προκύπτει το ερώτηµα αν υπάρχει 

άλλος τρόπος που να δίνει µουσικό µέτρο ή αν αυτό όντως δεν υπάρχει. Απάντηση σε 

αυτό δίνουν και πάλι οι Πυθαγόρειοι µέσω της πρότασης Χ2, (την οποία και θα 

µελετήσουµε αναλυτικά λίγο πιο κάτω).   
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 Πρόταση Χ2:  

«E¦n dÚo megeqîn [™kkeimšnwn] ¢n…swn ¢nqufairoumšnou ¢eˆ toà 

™l£ssonoj ¢pÕ toà me…zonoj tÕ kataleipÒmenon mhdšpote katametrÍ tÕ prÕ 

˜autoà, ¢sÚmmetra œstai t¦ megšqh».     

 ∆ηλαδή 

  Αν δοθούν δυο άνισα µεγέθη και ανθυφαιρείται πάντοτε το µικρότερο από το 

µεγαλύτερο και το υπόλοιπο που κάθε αποµένει δεν µετρά το προηγούµενο του, τότε 

τα δυο µεγέθη είναι ασύµµετρα.          
  

Υποθέτουµε πως έχοντας αντιληφθεί οι Πυθαγόρειοι ότι η απειρία της 

πολλαπλασιαστικής ανθυφαίρεσης οδηγεί στην αδυναµία ύπαρξης κοινού µέτρου, 

ουσιαστικά γνώριζαν την πρόταση Χ2 που διατυπώνεται στο δέκατο βιβλίο των 

Στοιχείων και η οποία ανήκει στον Θεαίτητο. 

Επισυνάπτουµε εδώ ένα πίνακα που δείχνει την χρονική εξέλιξη της θεωρίας 

λόγων αριθµών – µεγεθών. 

 

ΘΕΩΡΙΑ 
ΛΟΓΩΝ 

ΜΕΓΕΘΩΝ 

Εµπειρική θεωρία 
λόγων µεγεθών 
χωρίς κατάλληλο 
ορισµό  - 
Πυθαγόρειοι   

Ανθυφαιρετική θεωρία λόγων 
µεγεθών -Τοπικά Αριστοτέλη    

B
A

=
β
α    Ανθ(α,β)=Ανθ(Α,Β) 

 

   

BA

β 

γ

α   
 

Θεωρία λόγων 
µεγεθών βιβλίο 
V του Ευδόξου 

(V .5) 
δ
γ

β
α

=  

 ∀ ζεύγος 
φυσικών 
αριθµών m, n 
ισχύει: 
mα>nβ mγ>nδ
mα=nβ mγ=nδ 
mα<nβ mγ<nδ

ΘΕΩΡΙΑ 
ΛΟΓΩΝ 

ΑΡΙΘΜΩΝ 

Εµπειρική θεωρία 
λόγων αριθµών – 
µουσική -
Πυθαγόρειοι    

Θεωρία λόγων αριθµών - Βιβλίο 
VII  

δ
γ

β
α

=  ορισµός κα: 'Ariqmoˆ 

¢n£logÒn e„sin, Ótan Ð prîtoj toà  
deutšrou kaˆ Ð tr…toj toà tet£rtou 
„s£kij Ï pollapl£sioj À tÕ aÙtÕ 
mšroj À t¦ aÙt¦ mšrh ðsin.  
 

 



 64

2.2.2 Η αρρητότητα Του 2 στον Πλατωνικό διάλογο «Μένων» 

 

Μια άλλη µαρτυρία της γνώσης της αρρητότητας από τους Πυθαγόρειους 

αποτελεί και ο Πλατωνικός διάλογος «Μένων», ένας διάλογος 

κατά βάση φιλοσοφικός. Στο διάλογο αυτό ο Σωκράτης µέσα 

από κατάλληλες ερωτήσεις καταφέρνει να καθοδηγήσει το 

δούλο του Μένωνα να ανακαλύψει ότι το εµβαδόν του 

µεγάλου τετραγώνου ΑΒΓ∆ είναι διπλάσιο από το εµβαδόν 

του τετραγώνου ΚΛΜΝ το οποίο έχει ως διαγώνιο τη πλευρά 

του µεγάλου τετραγώνου.  

 Ο Σωκράτης (κάτω 

εικόνα) ισχυρίζεται ότι αφού ο δούλος δεν γνώριζε 

καθόλου µαθηµατικά,  η γνώση του πρέπει να είναι µια 

ανάµνηση από την προγενέστερη ζωή του πριν τη 

γέννηση του. Για τον Πλάτωνα (πάνω εικόνα) αυτό το 

παράδειγµα δείχνει ότι υπάρχει η αληθινή γνώση, η 

απόλυτη αιώνια γνώση.  

Αναλυτικότερα, ο διάλογος αρχίζει µε την παρακάτω ερώτηση που ο Σωκράτης 

απευθύνει στο δούλο. «Ποιο είναι το µήκος πλευράς τετραγώνου µε εµβαδόν  διπλάσιο του 

εµβαδού ενός τετραγώνου πλευράς ίσης µε 2 πόδες;» (Ζητείται 

δηλαδή το µήκος πλευράς τετραγώνου µε εµβαδόν Ε2 =2*Ε1 

=2*22 = 2*4 = 8 πόδες). Ο δούλος αρχικά απαντάει πως το 

ζητούµενο µήκος πρέπει να είναι ίσο µε 4 πόδες. Βλέπουµε 

εδώ ότι ο δούλος κάνει λάθος. Ο Σωκράτης σε αυτό το 

σηµείο σχολιάζει πως ο δούλος πιστεύει ότι γνωρίζει τη 

σωστή απάντηση ενώ στην πραγµατικότητα δεν τη γνωρίζει 

και ότι από εδώ και στο εξής θα αρχίσει να θυµάται. Ο 

Σωκράτης στη συνέχεια µε διαδοχικές ερωτήσεις τον βοηθά 

να αντιληφθεί το σφάλµα του. Έτσι, καταλαβαίνει ότι ένα τετράγωνο µε πλευρά 4 πόδες 

θα είχε εµβαδόν 16 πόδες, (42 = 16 = 4*22) δηλαδή 4πλάσιο του αρχικού και όχι διπλάσιο 

που είναι το ζητούµενο. Η νέα πρόταση του δούλου είναι ότι το ζητούµενο µήκος είναι 

µιάµιση φορά µεγαλύτερο από το αρχικό δηλαδή 2*
2
3 =3 πόδες. Φυσικά, και αυτή η 

λύση είναι λάθος αφού τότε το τετράγωνο θα έχει εµβαδόν 32 = 9 ≠ 8.  Ο δούλος 

Α Β

Γ ∆

Λ

Κ Μ

Ν
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επηρεαζόµενος από το νέο λάθος που έκανε δηλώνει αδυναµία να βρει αυτό που του 

ζητά ο Σωκράτης. Το σχόλιο του Σωκράτη σε αυτό το σηµείο είναι το εξής:  

«Στην αρχή ο δούλος δεν ήξερε ποια είναι η πλευρά του τετραγώνου µε Ε2=8 και 

ακόµα δεν γνωρίζει αλλά στην αρχή νόµιζε πως τη γνώριζε και απαντούσε µε θάρρος σαν 

να τη γνώριζε και δεν πίστευε ότι αγνοεί. Τώρα όµως πια γνωρίζει πως αγνοεί  και όπως 

ακριβώς δεν γνωρίζει, έτσι ούτε νοµίζει πως γνωρίζει.» 

 Η συνειδητοποίηση άγνοιας κατά το Σωκράτη είναι κάτι θετικό καθώς 

κινητοποιεί το δούλο να ψάξει για να µάθει. Ο διάλογος συνεχίζεται και οδηγεί στην 

κατασκευή του σχήµατος 3       

 

                   

            

a

  

a

b

        

a

b c

       

a

b c

d

 

      

2

2

2

2

2

2

2

2

d

cb

a

  (Σχήµα 3) 

Κάθε µια από τις διαγώνιους χωρίζει το κάθε τετράγωνο σε 2 ίσα µέρη. Οι 

τέσσερις αυτές γραµµές είναι ίσες. Άρα, έχουµε 4 µισά και εποµένως το εµβαδόν του 

εσωτερικού τετραγώνου είναι : Ε2 = 4 * 2 = 8 πόδες.  
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Άρα, το µήκος πλευράς τετραγώνου µε Ε2 = 8 είναι η διαγώνιος του αρχικού 

τετραγώνου, δηλαδή του τετραγώνου µε Ε1= 4. Αν συµβολίσουµε µε δ τη διαγώνιο και 

µε α την πλευρά του αρχικού τετραγώνου τότε έχουµε:  

 

 

Ε2=δ2,  

Ε1=α2,                 δ2 = 2*α2   

Ε2=2*Ε1          

  

 Έχοντας δει αναλυτικά το διάλογο µπορούµε τώρα να διακρίνουµε τα βήµατα της 

ανθυφαίρεσης της διαµέτρου δ προς την πλευρά α. (Θέµατα ∆ιδακτικής Των 

Μαθηµατικών, Σ. Νεγρεπόντης, 2000) 

Πρώτο βήµα: δ = α + δ1, δ1<α   Πράγµατι, αυτό ισχύει αν και µόνο αν: 

α < δ < 2α     α2
 < δ2        και      δ2

 = 2α2 < 4α2, ισχύει  

Άρα, δ1 = δ – α    

(από 82d-83d, προκύπτει  α < δ, δ < 2α) 

 

SW. 'Epeid¾ d� duo‹n podo‹n kaˆ 

taÚtV, ¥llo ti À dˆj duo‹n g…gnetai;  

 

PAI. G…gnetai. 

 SW. Duo‹n ¥ra dˆj g…gnetai podîn;  

PAI. Na….  

SW. PÒsoi oân e„sin oƒ dÚo dˆj pÒdej; 

logis£menoj e„pš.  

PAI. Tšttarej, ð Sèkratej.  

SW. OÙkoàn gšnoit' ¨n toÚtou toà 

cwr…ou ›teron dipl£sion, toioàton dš, 

‡saj œcon p£saj t¦j gramm¦j ésper  

toàto;  

PAI. Na….  

SW. PÒswn oân œstai podîn;  

ΣΩ. Επειδή όµως και αυτή η πλευρά 

είναι δυο πόδες µπορεί το σχήµα να είναι 

άλλο από δυο φορές οι δυο πόδες; 

∆ΟΥ. Όχι 

ΣΩ. Άρα είναι δυο φορές οι δυο πόδες 

∆ΟΥ. Ναι 

ΣΩ. Πόσο λοιπόν κάνει δυο φορές οι δυο 

πόδες; Υπολόγισε και πες µου 

ΣΩ.Τέσσερα Σωκράτη 

∆ΟΥ. Θα µπορούσε λοιπόν να υπάρξει 

σχήµα διπλάσιο τούτο εδώ, τέτοιο που να 

έχει όλες τις πλευρές ίσες, όπως αυτό; 

 

∆ΟΥ.Ναι  

ΣΩ. Πόσα πόδια θα είναι λοιπόν; 

∆ΟΥ. Οχτώ 
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PAI. 'Oktè.  

SW. Fšre d», peirî moi e„pe‹n hl…kh 

tij œstai ™ke…nou ¹ gramm¾ ˜k£sth. ¹ 

m�n g¦r toàde duo‹n podo‹n· t… d� ¹ 

™ke…nou toà diplas…ou; 

PAI. DÁlon d», ð Sèkratej, Óti 

diplas…a.  

SW. `Or´j, ð Mšnwn, æj ™gë toàton 

oÙd�n did£skw, ¢ll' ™rwtî p£nta; 

kaˆ nàn oátoj o‡etai e„dšnai Ðpo…a 

™stˆn ¢f' Âj tÕ Ñktèpoun cwr…on 

en»setai· À oÙ doke‹ soi;  

 

MEN. ”Emoige.  

SW. O�den oân;   

MEN. OÙ dÁta.  

SW. O‡etai dš ge ¢pÕ tÁj diplas…aj;  

 

MEN. Na….  

SW. Qeî d¾ aÙtÕn ¢namimnVskÒmenon 

™fexÁj, æj de‹ ¢namimnÇskesqai.  SÝ 

dš moi lšge· ¢pÕ tÁj diplas…aj 

grammÁj fÊj tÕ dipl£sion cwr…on 

g…gnesqai; toiÒnde lšgw, m¾ taÚtV m�n 

makrÒn, tÍ d� bracÚ, ¢ll¦ ‡son 

pantacÍ œstw ésper tout…, dipl£sion 

d� toÚtou, Ñktèpoun· ¢ll' Óra e„ œti 

soi ¢pÕ tÁj diplas…aj doke‹ œsesqai. 

 

 

 

PAI. ”Emoige.– 

SW. OÙkoàn diplas…a aÛth taÚthj 

ΣΩ. Εµπρός λοιπόν, προσπάθησε να µου 

πεις πόσο θα είναι κάθε πλευρά εκείνου. 

Του ενός είναι δυο πόδες πόσο θα είναι 

του άλλου, του διπλασίου; 

∆ΟΥ. Φανερό είναι, Σωκράτη, πως θα 

είναι διπλάσια. 

ΣΩ. Βλέπεις, Μένων, πως εγώ δεν 

διδάσκω τούτον τίποτα αλλά συνεχώς τον 

ρωτώ; Και τούτος νοµίζει ότι γνωρίζει 

ποια είναι η πλευρά από την οποία θα 

δηµιουργηθεί το σχήµα των οχτώ ποδών 

ή δεν σου φαίνεται πως είναι έτσι; 

ΜΕΝ. Βέβαια.   

SW. Γνωρίζει όµως; 

ΜΕΝ. Όχι βέβαια. 

SW. Νοµίζει πως το σχήµα προκύπτει 

από τη διπλάσια γραµµή 

MEN. Ναι 

SW. Παρατήρησε λοιπόν τούτον πως θ’ 

αρχίσει στο εξής να θυµάται, όπως πρέπει 

να θυµάται. Εσύ πες µου από τη διπλάσια 

πλευρά υποστηρίζεις πως προκύπτει 

διπλάσιο σχήµα. Και εννοώ βέβαια 

τέτοιο σχήµα που να µην έχει τη µια 

πλευρά µεγάλη και την άλλη µικρή, αλά 

να τις έχει όλες ίσες, όπως τούτο εδώ, 

αλλά να είναι διπλάσιο, δηλαδή οκτώ 

πόδες. Πρόσεξε λοιπόν, σου φαίνεται πως 

τούτο θα προκύψει από τη διπλάσια 

πλευρά ;   

∆ΟΥ. Ναι βέβαια. 

SW. Λοιπόν η µια πλευρά γίνεται 

διπλάσια απ’ όσο ήταν αν προσθέσουµε 
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g…gnetai, ¨n ˜tšran tosaÚthn 

prosqîmen ™nqšnde;  

PAI. P£nu ge. 

 SW. 'ApÕ taÚthj d», fÇj, œstai tÕ 

Ñktèpoun cwr…on, ¨n tšttarej 

tosaàtai gšnwntai;  

PAI. Na….  

SW. 'Anagrayèmeqa d¾ ¢p' aÙ- 

tÁj ‡saj tšttaraj. ¥llo ti À toutˆ ¨n 

e‡h Ö fÊj tÕ Ñktèpoun e�nai;  

 

PAI. P£nu ge.  

SW. OÙkoàn ™n aÙtù ™stin tautˆ  

tšttara, ïn ›kaston ‡son toÚtJ ™stˆn 

tù tetr£podi;   

 

PAI. Na….  

SW. PÒson oân g…gnetai; oÙ tetr£kij 

tosoàton;  

PAI. Pîj d' oÜ; 

SW. Dipl£sion oân ™stin tÕ tetr£kij 

tosoàton; – 

 

PAI. OÙ m¦ D…a.  

SW. 'All¦ posapl£sion;  

PAI. Tetrapl£sion.  

SW. 'ApÕ tÁj diplas…aj ¥ra, ð pa‹, oÙ 

dipl£sion ¢ll¦ tetrapl£sion 

g…gnetai cwr…on.  

PAI. 'AlhqÁ lšgeij.  

SW. Tett£rwn g¦r tetr£kij ™stˆn  

˜kka…deka. oÙc…;  

PAI. Na….  

SW. 'Oktèpoun d' ¢pÕ po…aj grammÁj; 

εδώ άλλη µια του ίδιου µεγέθους 

∆ΟΥ. Βέβαια. 

SW. Από τούτη άρα υποστηρίζεις ότι θα 

προκύψει το σχήµα των οκτώ πόδων, αν 

γίνουν τέσσερις ίσες πλευρές 

∆ΟΥ. Ναι 

SW. Ας χαράξουµε λοιπόν από αυτήν 

τέσσερις ίσες πλευρές. Κάποιο άλλο ή 

τούτο εδώ υποστηρίζεις πως είναι το 

σχήµα των οκτώ πόδων; 

∆ΟΥ. Αυτό βέβαια. 

 SW. Σε τούτο όµως περιλαµβάνονται 

τέσσερα σχήµατα, καθένα από τα οποία 

είναι ίσο µε το σχήµα των τεσσάρων 

ποδών, έτσι δεν είναι; 

∆ΟΥ. Ναι 

SW. Πόσο λοιπόν γίνεται; ∆εν είναι 

τέσσερις φορές µεγαλύτερο τούτου; 

∆ΟΥ. Πως όχι; 

SW. Άρα το κατά τέσσερις φορές 

µεγαλύτερο είναι διπλάσιο; 

∆ΟΥ. Όχι µα το ∆ια. 

SW. Τότε πόσο µεγαλύτερο είναι; 

∆ΟΥ. Τετραπλάσιο. 

SW. Εποµένως από τη διπλάσια πλευρά, 

παιδί µου, δεν προκύπτει σχήµα διπλάσιο 

αλλά τετραπλάσιο. 

∆ΟΥ. Σωστά µιλάς. 

SW. Τέσσερις φορές λοιπόν οι τέσσερις 

πόδες κάνει δεκαέξι ή όχι; 

∆ΟΥ. Ναι. 

SW. Το σχήµα λοιπόν των οκτώ ποδών 

από ποια πλευρά προκύπτει; ∆εν είναι 
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oÙcˆ ¢pÕ m�n taÚthj tetrapl£sion;  

 

PAI. Fhm….  

SW. Tetr£poun d� ¢pÕ tÁj ¹misšaj 

tauthsˆ tout…; 

 

PAI. Na….  

SW. E�en· tÕ d� Ñktèpoun oÙ toàde 

m�n dipl£siÒn ™stin, toÚtou d� ¼misu; 

 

 

PAI. Na…. 

SW. OÙk ¢pÕ m�n me…zonoj œstai À 

tosaÚthj grammÁj, ¢pÕ ™l£ttonoj d� 

À  toshsd…; À oÜ;  

 

τετραπλάσιο µε βάση την πλευρά τούτη; 

∆ΟΥ.  Έτσι λέω. 

SW. Αυτό λοιπόν το τετράγωνο των 

τεσσάρων ποδών δεν προέκυψε από τη 

µισή από αυτή γραµµή; 

∆ΟΥ. Ναι  

SW. Ας είναι. το τετράγωνο των οκτώ 

ποδών δεν είναι διπλάσιο από το ένα (των 

τεσσάρων ποδών) και µισό από το άλλο 

(των δεκάξι ποδών) 

∆ΟΥ. Ναι 

SW. ∆εν θα προκύψει λοιπόν από πλευρά 

µεγαλύτερη αυτής και µικρότερη εκείνης; 

Η όχι; 

 

    
∆εύτερο βήµα: α = 2δ1 + α1, α1 < δ1 όπου ο λόγος α/δ1 

Πράγµατι, αυτό ισχύει  2δ1 < α < 3δ1,  2(δ-α) < α < 3(δ-α)      

2δ < 3α,  4α<3δ  8α2 = 4δ2 < 9α2 και 16α2 < 9δ2 = 18α2, ισχύει  

Άρα, α1 = 3α –2δ, λόγος δ1/α1   

(από 83e προκύπτει : 2δ<3α, η ανισότητα 4α < 3δ προκύπτει εύκολα από τη πρώτη αφού 

2δ < 3α  4δ2 <9α2  8δ2 <18α2  16α2 < 9δ2  4α < 3δ και ενδεχοµένως γι΄ αυτό το 

λόγο παραλείπεται στον Μένων) 

 
SW. Peirî d¾ lšgein phl…khn tin¦ fÊj 

aÙt¾n e�nai.  

PAI. Tr…poda. 

 SW. OÙkoàn ¥nper r…pouj Ï, tÕ ¼misu 

taÚthj proslhyÒmeqa kaˆ œstai 

tr…pouj; dÚo m�n g¦r o†de, Ð d� eŒj· 

kaˆ nqšnde æsaÚtwj dÚo m�n o†de, Ð 

d� eŒj· kaˆ g…gnetai toàto tÕ cwr…on Ö 

fÇj. 

SW. Προσπάθησε λοιπόν να µου πεις πόσο 

µεγάλη νοµίζεις πως είναι τούτη 

∆ΟΥ. Τρεις πόδες 

SW. Αν λοιπόν είναι τρεις πόδες θα 

πάρουµε το µισό τούτης, θα το 

προσθέσουµε και θα γίνει τρεις πόδες. Γιατί 

τούτα εδώ είναι δυο πόδες κι αυτό ένας και 

από την άλλη πλευρά επίσης είναι δυο 

πόδες κι αυτό ένας κι έτσι προκύπτει το 
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PAI. Na…. 

SW. OÙkoàn ¨n Ï tÍde triîn kaˆ tÍde 

triîn, tÕ Ólon cwr…on triîn trˆj 

podîn g…gnetai;  

PAI. Fa…netai.  

SW. Tre‹j d� trˆj pÒsoi e„sˆ pÒdej; 

  

PAI. 'Ennša.  

SW. ”Edei d� tÕ dipl£sion pÒswn 

e�nai podîn;  

PAI. 'Oktè. 

SW. OÙd' ¥r' ¢pÕ tÁj tr…podÒj pw tÕ 

Ñktèpoun cwr…on g…gnetai 

 

PAI. OÙ dÁta. 

SW. 'All' ¢pÕ po…aj; peirî ¹m‹n 

e„pe‹n ¢kribîj· kaˆ. 

σχήµα που λες.   

∆ΟΥ. Ναι 

SW. Εποµένως, αν η µια πλευρά είναι τρεις 

πόδες και η άλλη επίσης τρεις, το σχήµα 

συνολικά δεν είναι τρεις φορές τρεις πόδες; 

∆ΟΥ. Έτσι φαίνεται. 

SW. Τρεις φορές το τρία πόσους πόδες 

κάνουν; 

∆ΟΥ. Εννιά. 

SW. Και το διπλάσιο πόσοι πόδες έπρεπε να 

είναι; 

∆ΟΥ. Οκτώ 

 SW. Άρα, το τετράγωνο των οκτώ ποδών 

δεν προκύπτει ούτε από την πλευρά των 

τριών ποδών. 

∆ΟΥ. Όχι βέβαια. 

SW. Τότε από ποια πλευρά σχηµατίζεται; 

Προσπάθησε να µας πεις µε ακρίβεια. Κι αν 

δεν θέλεις να το εκφράσεις µε αριθµό δείξε 

την πλευρά.   

 

Κριτηρίου Του Λόγου 

Έστω α >β µεγέθη και έστω ότι η ανθυφαίρεση έχει τη µορφή : 

α  = κ0 * β + α1,     α1 < β 

β  = l0 * α1 + β1,     β1 < α1 

α1 = κ1 * β1 + α2,    α2 < β1 

β1 = l1 * α2 + β2,     β2 < α2 

………………………………….. 

αn = κn * βn + αn+1,      αn+1 < βn 

βn = ln * αn+1 + βn+1,    βn+1 < αn+1 

………………………………….. 

αm = κm * βm + αm+1,      αm+1 < βm 

βm = lm * αm+1 + βm+1,   βm+1 < αm+1 
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Αν 
n

n

β
α

 = 
m

m

β
α

 Τότε η Ανθ(α, β) είναι άπειρη και έχει την εξής µορφή                                         

Ανθ(α, β) = [κ0, l0, κ1, l1, …, 11,,...,, −− mmnn lklk  ] 

 

Εφαρµογή Του Κριτηρίου Του Λόγου: 

1

1

1 α
δ

δ
=

a , αυτό ισχύει αν και µόνο αν 
)23(

)(
)( δ

δ
δ −

−
=

− a
a

a
a    

δ2 + α2 –2αδ = 3α2 –2αδ  δ2 = 2α2, ισχύει  (η συζήτηση στο Μένων  83e-85b οδηγεί 

στην κατασκευή της διαµέτρου δ, η οποία ικανοποιεί την ισότητα  δ2 = 2α2, συνθήκη 

ακριβώς ισοδύναµη µε την ανάµνηση λόγου 
1

1

1 α
δ

δ
=

a ■. 

 Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι αυτό το περίφηµο χωρίο, επιβεβαιώνει την 

ανθυφαιρετική ερµηνεία για τη πλατωνική θεωρία της ανάµνησης, η δε θεωρία της 

αναµνήσεως αποκαλύπτεται ως µια απλή αναδιατύπωση του γεωµετρικού κριτηρίου του 

λόγου. Η περιοδικότητα έχει καθοριστεί και λαµβάνουµε:  

Ανθ (δ, α)= [1, 2, 2, …] = [1, 2 ]. 

 Από όλα τα παραπάνω καταλήγουµε στο συµπέρασµα πως οι Πυθαγόρειοι 

γνώριζαν καταρχήν την δυνατότητα µη ύπαρξης κοινού µέτρου µεταξύ δυο µεγεθών ή 

δυο αριθµών. Γνώριζαν επίσης την αρρητότητα του 2 (ασυµµετρία µεταξύ πλευράς και 

διαγωνίου τετραγώνου) και την περιοδική ανθυφαίρεση αυτού. Σε αυτό το σηµείο 

θεωρούµε σηµαντικό να προσθέσουµε και κάτι ακόµη για το 2 . Σε σχόλια του Θέωνα 

του Σµυρνέα συναντούµε την κατασκευή  ζεύγων αριθµών, όπως  (1, 1), (2, 3), (5, 7), …  

Οι αριθµοί αυτοί κατασκευάζονται ως εξής:     

p1   = 1 ,          q1 = 1 

pn+1 = pn + qn,  qn = 2 * pn + qn. 

 

 Πλευρικοί λέγονται οι αριθµοί οι οποίοι παριστάνουν τα µήκη των πλευρών 

τετραγώνων. Συµβολίζουµε pn  

 ∆ιαµετρικοί λέγονται οι αριθµοί εκείνοι οι οποίοι παριστάνουν τα µήκη των 

αντιστοίχων διαµέτρων (διαγωνίων) των τετραγώνων. Συµβολίζουµε qn  
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qn

pn
pn

Ο Θέων συνεχίζει και ανακαλύπτει και άλλες σχέσεις µεταξύ των αριθµών αυτών 

και συγκεκριµένα την σχέση: qn2 = 2 * pn
2

 ±  1 ή qn2 = 2 * pn
2

 + (-1)η χωρίς όµως να 

τις αποδεικνύει.  

 Άλλες πηγές όπου συναντάµε αυτούς τους αριθµούς είναι: 

• Πλάτων Πολιτεία 546a, όπου στο χωρίο αυτό γίνεται σαφές ότι το ζεύγος (p3, q3) 

= (5, 7) είναι γνωστό καθώς και η σχέση q3
2 = 2 * p3

2
 – 1 

• Ιάµβλιχος, σχόλια εις Νικόµαχον όπου γίνεται και εδώ αναφορά στους 

πλευρικούς και διαµετρικούς αριθµούς χωρίς και πάλι την απόδειξη της σχέσεως 

qn
2 = 2 * pn

2
 + (-1)η 

• Πρόκλος, Σχόλια εις Πολιτείαν χωρίο (2.24.16-25.13) όπου επαναλαµβάνει 

αυτά που αναφέρονται στο Θέωνα και τον Ιάµβλιχο και χωρίο (2.27.1-29.4) όπου 

αναφέρει τρόπο απόδειξης της σχέσης qn2 = 2 * pn
2

 + (-1)η.  

 

  Από τη σχέση qn
2 = 2 * pn

2
 + (-1)η που καλείται «θεµελιώδης σχέση των πλευρικών 

διαµετρικών αριθµών» προκύπτει n

nn

n

pp
q

)1(12)( 2
2 −+=  Άρα, 

2lim =
+∞→

n

n

n p
q

, οπότε έχουµε γεωµετρική προσέγγιση του 

2  µε ισοσκελή τρίγωνα της παραπάνω µορφής, δηλαδή έχουµε άλλη µια απόδειξη 

της γνώσης του 2 . 

  Επίσης, αναφέρουµε ότι οι Πυθαγόρειοι γνώριζαν την  χρυσή τοµή, δηλαδή το 

χωρισµό ενός τµήµατος σε µέσο και άκρο λόγο. Παραδείγµατος χάριν, θεωρούµε ένα 

ευθύγραµµο τµήµα β και ένα ευθύγραµµο τµήµα χ µε χ<β έτσι ώστε 
χβ

χ
χ
β

−
=  

                  β - χχΑ Β

 
Τότε η ανθυφαίρεση της χρυσής τοµής Ανθ (β, χ ) είναι:  

β =1 * χ + (β – χ)  µε β – χ < χ 

χ = 1 * (β – χ) + 2 * χ – β   µε 2 * χ – β < β – χ 

Μπορούµε να εφαρµόσουµε αµέσως το κριτήριο λόγου αφού  

χβ
χ

χ
β

−
= ή β * (β-χ) = χ2. Άρα, Ανθ(β, χ) =[1]. (Η κατασκευή της γίνεται στην 

Πρόταση ΙΙ.11). 
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 Ο διάλογος αυτός εν κατακλείδι, εκτός των άλλων, είναι χαρακτηριστικός της 

φιλοσοφίας του Πλατωνισµού. Ο Σωκράτης χρησιµοποιώντας τη µαιευτική µέθοδο 

προσπαθεί ουσιαστικά να “εκµαιεύσει” την απάντηση από το δούλο. Σύµφωνα µε τον 

Πλατωνισµό, όπως αναφέρει ο ∆. Αναπολιτάνος, τα αντικείµενα των µαθηµατικών έχουν 

µια πραγµατική αντικειµενική ύπαρξη σε κάποιο ιδεατό βασίλειο, ανεξάρτητη από το 

ανθρώπινο γένος, γι’ αυτό εξάλλου και η µαθηµατική δραστηριότητα είναι µια 

διαδικασία ανακάλυψης (όχι επινόησης) των προϋπαρχόντων συσχετίσεων µεταξύ των 

µαθηµατικών εννοιών. 

Οι µαθηµατικές αλήθειες δεν εξαρτώνται από τη δυνατότητα ή µη του 

µαθηµατικού να τις συλλάβει. Υπάρχουν ανεξάρτητα από αυτόν και ο µαθηµατικός τις 

ανακαλύπτει, όπως ο αστρονόµος ανακαλύπτει για πρώτη φορά ένα άγνωστο άστρο 

στρέφοντας το βελτιωµένο του τηλεσκόπιο προς περιοχές του σύµπαντος µακρινές και 

µέχρι χθες απρόσιτες. Ο µαθηµατικός εποµένως για το Πλάτωνα δεν εφευρίσκει νέες 

µαθηµατικές αλήθειες. Αυτές υπάρχουν ανεξάρτητα απ’ αυτόν και αναµένουν 

υποµονετικά τον εξερευνητή τους. Η σύλληψη µιας συγκεκριµένης ιδέας  και η µέθοδος 

για την εκµαίευση των µαθηµατικών αληθειών συνδέονται µε την αθανασία της ψυχής. 

Για τον Πλάτωνα, ο καθένας αν καθοδηγηθεί σωστά µπορεί να ανακαλύψει τη αλήθεια 

καθώς αυτή είναι αιώνια. Η γνώση είναι ανάµνηση. Η αισθητηριακή αντίληψη και η 

διαλεκτική µέθοδος παίζουν ρόλο απλά εκµαιευτικό.  

Εξετάζοντας εποµένως τον Πλατωνισµό ως προς την θέση του λάθους,  µπορούµε 

να πούµε τα εξής: η εφαρµογή της µαιευτικής µεθόδου. µέσα σε µια τάξη, ενισχύει το 

διάλογο και τη συµµετοχή του παιδιού στη ανακάλυψη µιας γνώσης που κατέχει αλλά 

δεν το γνωρίζει. Όπως προκύπτει από τη µελέτη του διαλόγου, τα λάθη που έκανε ο 

δούλος ήταν εκείνα που µε τη βοήθεια των κατάλληλων ερωτήσεων τον οδήγησαν στην 

συνειδητοποιήσει της ήδη υπάρχουσας γνώσης µέσα του. Εποµένως, µπορούµε να 

συµπεράνουµε ότι τα λάθη είναι αυτά που βοηθούν αυτόν που τα διαπράττει να σκεφτεί 

περισσότερο και τελικά να αυξήσει την κριτική ικανότητα. Ο ρόλος άρα, των λαθών 

είναι θετικός και η ύπαρξη τους είναι αναγκαία -και όχι αθέµιτη- στη διαδικασία 

ανακάλυψης της γνώσης. Επισυνάπτουµε τις απόψεις των Rene Thom και Kurt Godel, 

ένθερµων υποστηρικτών του Πλατωνισµού.  

Ο Thom γράφει στα 1971:  

«Για οτιδήποτε εξετάζεται, οι µαθηµατικοί θα πρέπει να δείχνουν τη δύναµη των 

πιο βαθιών τους πεποιθήσεων και έτσι να επιβεβαιώνουν ότι η µαθηµατικές µορφές έχουν 

πραγµατική ύπαρξη, ανεξάρτητη από το νου που τις εξετάζει… Όµως σε οποιαδήποτε 
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δεδοµένη στιγµή, οι µαθηµατικοί έχον µόνο ατελή και αποσπασµατική άποψη αυτού του 

κόσµου των ιδεών».   

Ενώ η άποψη του Godel είναι: 

«Όσο αποµακρυσµένα κι αν είναι τα αντικείµενα της θεωρίας συνόλων από την 

εµπειρία των αισθήσεων, έχουµε πράγµατι γι’ αυτά κάτι σαν αντίληψη, όπως φαίνεται από 

το γεγονός ότι τα αξιώµατα επιβάλλονται πάνω µας σαν να υπάρχουν στ’ αλήθεια.  ∆ε 

βρίσκω για ποιο λόγο θα πρέπει να έχουµε λιγότερη εµπιστοσύνη σ’ αυτό το είδος της 

αντίληψης , δηλαδή στη µαθηµατική ενόραση, από ότι στην άµεση αντίληψη… Και οι δυο 

µπορούν να αντιπροσωπεύουν µια όψη της αντικειµενικής πραγµατικότητας». (Davis-

Hersh, 1980) 
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2.2.3 Ο Θεαίτητος και η συµβολή του στην αρρητότητα 
 

 Ο Θεαίτητος, ήταν ένας από τους µεγαλύτερους µαθηµατικούς της εποχής του 

Πλάτωνα. Όπως µας πληροφορεί ο B. L. Van Der Waerden ο Θεαίτητος έζησε στο 

διάστηµα (417-369 π.Χ.). Αρχικά µαθητής και αργότερα καθηγητής της Ακαδηµίας του 

Πλάτωνα, συνέβαλε σηµαντικά στην ανάπτυξη της µελέτης των µαθηµατικών της 

σχολής, προ του Ευδόξου. Ο Θεόδωρος ο Κυρηναίος τον χαρακτηρίζει ως έναν 

αξιοθαύµαστα προικισµένο νέο που ποτέ άλλοτε δεν συνάντησε στη µακρά διάρκεια του 

βίου του.  Ως ένα νέο όχι όµορφο στο πρόσωπο αλλά απίστευτα ευµαθή, ευγενή και 

γενναίο όσο κανείς άλλος, Θέλοντας να τονίσει τον θαυµασµό του προς το πρόσωπο του 

Θεαίτητου λέει χαρακτηριστικά «Αυτός εδώ όµως έρχεται τόσο απαλά και αλάθευτα και 

τέλεια προς τα µαθήµατα και προς τις έρευνες, µε πολλή πραότητα, ωσάν τη ροή λαδιού 

που ρέει χωρίς ψίθυρο, ώστε να θαυµάζει κανείς πώς τόσο νέος κατορθώνει όλα αυτά.» 

∆εν πίστευε πως µπορούσε κάποιος άνθρωπος να συνδυάζει τόσες αρετές. Τα λόγια του 

Θεόδωρου επιβεβαιώνει και ο Σωκράτης µετά τη γνωριµία τους.  

 Μετά τον πρόωρο θάνατό του, ο Πλάτωνας του αφιέρωσε τον διάλογο 

"Θεαίτητος", στον οποίο φαίνεται ο θαυµασµός του ιδίου και της σχολής για το έργο του. 

Βέβαια είναι φανταστικός, αφού ο Σωκράτης είχε πεθάνει το 399 π.Χ., όταν ο Θεαίτητος 

ήταν 18 ετών. ∆εν µπορεί όµως να ήταν φανταστική η παρουσίαση από τον Θεαίτητο της 

νέας µεθόδου. έκφρασης των «δυνάµεων», η οποία µάλλον θα παρουσιάστηκε γύρω στο 

380 π.Χ..   

 Στον διάλογο «Θεαίτητος» φαίνεται να παρουσιάζει στον Σωκράτη και τον 

Θεόδωρο τον Κυρηναίο, τον δάσκαλο στα µαθηµατικά του Πλάτωνα, µία µέθοδο 

έκφρασης όλων των «δυνάµεων» (τετραγωνικών ριζών, 147d). 

 Αναλυτικότερα, στο πλατωνικό αυτό διάλογο, τίθεται αρχικά το θέµα τι είναι 

γνώση και αν αυτή είναι συνώνυµη µε την σοφία. Η απάντηση που δίνει ο Θεαίτητος 

αρχικά είναι λανθασµένη καθώς δηλώνει πως γνώση είναι η γνώση των διάφορων 

τεχνών. Αναφέρεται δηλαδή σε είδη γνώσεων και όχι στην ίδια τη γνώση. Αφού έχει 

γίνει αντιληπτό από τον Θεαίτητο η εσφαλµένη σκέψη του, ο διάλογος συνεχίζεται µε 

θέµα την ανακάλυψη  της αρρητότητας των πλευρών των τετραγώνων µε εµβαδά 3, 5, 7, 

…, 17 από το Θεόδωρο. Στο σηµείο αυτό ο Θεαίτητος προτείνει το χωρισµό των 

αριθµών σε δυο διαφορετικές κατηγορίες: Στους τετράγωνους αριθµούς και στους 

προµήκεις αριθµούς. 
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• Τετράγωνοι (και ισόπλευροι): είναι οι αριθµοί οι οποίοι προκύπτουν µε 

πολλαπλασιασµό ενός αριθµού µε τον εαυτό του π.χ. 4, 9, 16,… 

• Προµήκεις: είναι οι αριθµοί οι οποίοι δεν προκύπτουν από τέτοιου είδους 

πολλαπλασιασµό π.χ. 6=2*3, 8=2*4,… 

 

 Με βάση τη παραπάνω διάκριση των αριθµών ο Θεαίτητος συνεχίζει και 

διακρίνει τις γραµµές σε εκείνες  

 

• δια των οποίων µπορεί να κατασκευαστεί τετράγωνο, του οποίου το εµβαδόν 

αντιστοιχεί σε τετράγωνο αριθµό, τις οποίες και ονοµάζει µήκος και σε εκείνες  

• δια των οποίων κατασκευάζουµε τετράγωνο του οποίου το εµβαδόν δεν 

αντιστοιχεί σε τετράγωνο αριθµό, τις οποίες και ονοµάζει δυνάµεις  

Ανάλογα ισχύουν και στα στερεά 

 

Θεαίτητος [147d3-148b4] 
QEAI. Perˆ dun£meèn ti ¹m‹n QeÒdwroj Óde œgrafe, tÁj te tr…podoj pšri kaˆ pentšpodoj 

[¢pofa…nwn] Óti m»kei oÙ sÚmmetroi tÍ podia…v, kaˆ oÛtw kat¦ m…an ˜k£sthn 

proairoÚmenoj mšcri tÁj ˜ptakaidek£podoj · ™n d� taÚtV pwj ™nšsceto. ¹m‹n oân 

e„sÁlqš ti toioàton, ™peid¾ ¥peiroi tÕ plÁqoj aƒ dun£meij ™fa…nonto, peiraqÁnai 

sullabe‹n e„j ›n, ÓtJ p£saj taÚtaj prosagoreÚsomen t¦j dun£meij.  

SW. ’H kaˆ hÛretš ti toioàton;  

QEAI. ”Emoige dokoàmen· skÒpei d� kaˆ sÚ.  

SW. Lšge.  

QEAI. TÕn ¢riqmÕn p£nta d…ca diel£bomen· tÕn m�n dun£menon ‡son „s£kij g…gnesqai tù 

tetragènJ tÕ scÁma ¢peik£santej tetr£gwnÒn te kaˆ „sÒpleuron prose…pomen.  

SW. Kaˆ eâ ge.  

QEAI. TÕn to…nun metaxÝ toÚtou, ïn kaˆ t¦ tr…a kaˆ t¦ pšnte kaˆ p©j Öj ¢dÚnatoj ‡soj 

„s£kij genšsqai, ¢ll' À ple…wn ™latton£kij À ™l£ttwn pleon£kij g…gnetai, me…zwn d� 

kaˆ ™l£ttwn ¢eˆ pleur¦ aÙtÕn perilamb£nei, tù prom»kei aâ sc»mati ¢peik£santej 

prom»kh ¢riqmÕn ™kalšsamen.  

SW. K£llista. ¢ll¦ t… tÕ met¦ toàto;  

QEAI.“Osai m�n grammaˆ tÕn „sÒpleuron kaˆ ™p…pedon ¢riqmÕn tetragwn…zousi, mÁkoj 

æris£meqa, Ósai d� tÕn ˜terom»kh, dun£meij, æj m»kei m�n oÙ summštrouj ™ke…naij, to‹j 

d' ™pipšdoij § dÚnantai. kaˆ perˆ t¦ stere¦ ¥llo toioàton.  

SW. ”Arist£ g' ¢nqrèpwn, ð pa‹dej· éste moi doke‹ Ð QeÒdwroj oÙk œnocoj to‹j 

yeudomartur…oij œsesqai.   
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 Ωστόσο, η ουσία δεν έγκειται τόσο στους παραπάνω ορισµούς, όσο στη πρόταση 

που διατυπώνεται συνοπτικά στο τέλος «τα ευθύγραµµα τµήµατα (π.χ. 2 , 3 , 5 ) τα 

οποία παράγουν τετράγωνο µε εµβαδόν ακέραιο αλλά όχι τετράγωνο αριθµό είναι 

ασύµµετρα ως προς τη µονάδα µήκους»5. 

 Η οµοιότητα που υπάρχει ανάµεσα στην ορολογία του διαλόγου Θεαίτητος και σ΄ 

εκείνη της αρχής του δέκατου βιβλίου  είναι ιδιαίτερα εντυπωσιακή και πρέπει να 

τονιστεί.  Η φράση «µήκει σύµµετρος» εµφανίζεται αυτούσια και στα δυο ενώ η 

έκφραση «δυνάµει σύµµετρος» αντιστοιχεί στον Πλάτωνα στην περιφραστική 

διατύπωση  «æj m»kei m�n oÙ summštrouj ™ke…naij, to‹j d' ™pipšdoij § dÚnantai ». 

Ηχητικά και σηµασιολογικά οι λέξεις µήκος και δυνάµεις στον Πλάτωνα συνδέονται 

στενά µε τις φράσεις µήκη σύµµετρος και δυνάµει σύµµετρος του Ευκλείδη. Και ενώ 

στον Πλάτωνα ο Θεαίτητος ξεκινά υπενθυµίζοντας τα επιτεύγµατα του Θεόδωρου, το 

δέκατο βιβλίο αρχίζει µε τρεις προτάσεις που αναφέρονται στις διαδοχικές αφαιρέσεις 

άνισων µεγεθών, µεταξύ των οποίων απαντά, ως πρόταση Χ2, ακριβώς το κριτήριο 

της ασυµµετρίας που κατά πάσα πιθανότητα είχε χρησιµοποιήσει ο Θεόδωρος στην 

έρευνα του.  

 

Πρόταση Χ2: E¦n dÚo megeqîn [™kkeimšnwn] ¢n…swn ¢nqufairoumšnou ¢eˆ 

toà ™l£ssonoj ¢pÕ toà me…zonoj tÕ kataleipÒmenon mhdšpote katametrÍ tÕ prÕ 

˜autoà, ¢sÚmmetra œstai t¦ megšqh.       

∆ηλαδή 

 Αν δοθούν δυο άνισα µεγέθη και ανθυφαιρείται πάντοτε το µικρότερο από το 

µεγαλύτερο και το υπόλοιπο που κάθε αποµένει δεν µετρά το προηγούµενο του, τότε 

τα δυο µεγέθη είναι ασύµµετρα.          

Ουσιαστικά η Πρόταση Χ2 λέει :  

 Αν α, β είναι 2 µεγέθη µε α>β και η ανθυφαίρεση του α προς το β είναι άπειρη τότε τα 

α, β είναι ασύµµετρα µεγέθη.    

 
                                                 
5  Η ανάλογη πρόταση για τους στερεούς αριθµούς, η οποία υποδεικνύεται 

συνοπτικά από το Θεαίτητο θα έπρεπε να διατυπώνεται ως εξής: «τα ευθύγραµµα 

τµήµατα τα οποία παράγουν κύβους µε όγκο ακέραιο αλλά όχι κυβικό αριθµό, είναι 

ασύµµετρα ως προς τη µονάδα µήκους» 
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 Είναι εποµένως φανερό ότι ο διάλογος «Θεαίτητος» και το βιβλίο Χ συνδέονται 

και συµπληρώνουν το ένα το άλλο. Ο Θεαίτητος χρειαζόταν τις προτάσεις Χ5, Χ6 και 

Χ9 για να αποδείξει την πρόταση που διατυπώνει στον διάλογο. Η άποψη αυτή 

επιβεβαιώνεται και από τη σηµείωση στην Πρόταση Χ9 το οποίο αναφέρει ότι το 

Θεώρηµα ανακαλύφθηκε από το Θεαίτητο.   

 Ένα ερώτηµα που προκύπτει κατά τη µελέτη του δέκατου βιβλίου είναι για ποιο 

λόγο υπάρχει η πρόταση Χ1. Στο δέκατο βιβλίο χρησιµοποιείται αποκλειστικά στην 

απόδειξη της πρότασης Χ2. Η απόδειξη της Χ2 από τη Χ1 είναι εξαιρετικά κοµψή 

µπορεί όµως να γίνει χωρίς την παραµικρή δυσκολία και χωρίς την Χ1 π.χ. ως εξής: αν 

τα µεγέθη Α και Β είχαν κοινό µέτρο Ε τότε τα υπόλοιπα που προκύπτουν από την 

ανθυφαίρεση θα ήταν πάντοτε πολλαπλάσια του Ε και µάλιστα σταθερά ελαττούµενα 

πολλαπλάσια, οπότε µετά από πεπερασµένο αριθµό βηµάτων η ακολουθία των 

υπολοίπων θα έφανε στο τέλος. 

Κατά συνέπεια η Χ1 δεν είναι απαραίτητη ως προαπαιτούµενη της Χ2. Αλλά, 

τότε ποιον σκοπό εξυπηρετεί η Χ1; Χρειάζεται για να θεµελιωθεί η θεωρία των 

αναλογιών. Προφανώς ο Θεαίτητος άρχισε το βιβλίο του µε µια έκθεση της θεωρίας των 

αναλογιών µε βάση τον ορισµό της ανταναίρεσης. Ακολουθώντας τη συνηθισµένη 

µέθοδο άρχισε µε λήµµατα τα οποία θα του χρειάζονταν αργότερα. Σε αυτά 

περιλαµβάνεται η Χ1. Στις προτάσεις Χ2,3 θεµελίωσε τη θεωρία της άπειρης και 

πεπερασµένης ανταναίρεσης πετυχαίνοντας έτσι, συγχρόνως να βρει ένα κριτήριο 

συµµετρίας για δυο ευθύγραµµα τµήµατα ή για δυο επιφάνειες. Είναι πιθανό ότι το 

επόµενο βήµα ήταν η θεωρία των αναλογιών µε βάση τον ορισµό µέσω της 

ανταναίρεσης στον οποίο αναφέρεται ο Αριστοτέλης. Ο Ευκλείδης παρέλειψε αυτό το 

κοµµάτι γιατί είχε ήδη δεδοµένη µια άλλη θεωρία αναλογιών στο πέµπτο βιβλίο. Από το 

χωρίο από τα Αναλυτικά Ύστερα του Αριστοτέλη που παρατέθηκε πιο πριν γίνεται 

φανερό γιατί προτιµήθηκε η νέα αυτή η θεωρία, που οφείλεται στον Εύδοξο, ήταν πιο 

απλή. Ο Θεαίτητος τότε προχώρησε  στην ανάπτυξη της θεωρίας των αναλογιών (Χ4, 

5…). Σε αυτό το τµήµα του βιβλίου, ο Ευκλείδης αντικατέστησε τις αποδείξεις µε άλλες 

των οποίων τη µέθοδο δανείστηκε από τον Αρχύτα και τη σχολή του. Το επόµενο κύριο 

τµήµα του δέκατου βιβλίου που αναφέρεται στα 13 είδη άρρητων γραµµών έµεινε 

ουσιαστικά αµετάβλητο από τον Ευκλείδη, εκτός από µερικές ήσσονος σηµασίας 

προτάσεις και παρατηρήσεις  που πρόσθεσαν αυτός και οι διάδοχοι του και που σκοπό 

είχαν να διασαφηνίσουν το εξαιρετικά δύσκολο θέµα.   
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 Άρα, η αξία του Θεαίτητου έγκειται στη µελέτη που έκανε των ασύµµετρων 

τµηµάτων που παράγουν σύµµετρα τετράγωνα. Αυτός εισήγαγε τις ακριβείς έννοιες 

«µήκη σύµµετρος» και «δυνάµει σύµµετρος» µε τις οποίες επιτευχθεί η ταξινόµηση των 

ευθυγράµµων τµηµάτων σε σύµµετρα «µήκη» και ασύµµετρες «πλευρές τετραγώνων». 

Στη πρόταση Χ9 διατύπωσε τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες για δυο τετράγωνα ώστε 

οι πλευρές του να είναι µήκη σύµµετρες. 

Πρόταση Χ9 

T¦ ¢pÕ tîn m»kei summštrwn eÙqeiîn tetr£gwna prÕj ¥llhla lÒgon œcei, 

Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon ¢riqmÒn· kaˆ t¦ tetr£gwna t¦ prÕj 

¥llhla lÒgonœconta, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon ¢riqmÒn, kaˆ t¦j 

pleur¦j ›xei m»kei summštrouj. t¦ d� ¢pÕ tîn m»kei ¢summštrwn eÙqeiîn 

tetr£gwna prÕj ¥llhla lÒgon oÙk œcei, Ónper tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj 

tetr£gwnon ¢riqmÒn· kaˆ t¦ tetr£gwna t¦ prÕj ¥llhla logon m¾ œconta, Ön 

tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon ¢riqmÒn, oÙd� t¦j pleur¦j ›xei m»kei 

summštrouj.  

 

∆ηλαδή,  

Πρόταση Χ9 
Τα τετράγωνα µήκη σύµµετρων ευθειών έχουν λόγο µεταξύ τους όπως έχει 

τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο αριθµό και τα τετράγωνα που έχουν λόγο µεταξύ 

τους όπως έχει τετράγωνος αριθµό προς τετρώγωνο έχουν πλευρές µήκει σύµµετρες . 

Ενώ τα τετράγωνα µήκει ασύµµετρων ευθειών δεν έχουν λόγο µεταξύ τους όπως έχει 

τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο αριθµό και τα τετράγωνα που δεν έχουν λόγο 

µεταξύ τους όπως έχει  τετράγωνος αριθµός προς τετράγωνο αριθµό ούτε τις πλευρές 

έχουν µήκει σύµµετρες. 

 

Με σύγχρονο συµβολισµό έχουµε :  

• αν Α, Β µήκει σύµµετρες ευθείες, τότε: 2

2

B
A = 

λ
κ , όπου κ, λ τετράγωνοι αριθµοί 

(δηλαδή, κ = α2 και λ = β2) και αντίστροφα 

• αν Α, Β µήκει ασύµµετρες ευθείες, τότε: 2

2

B
A

≠  
λ
κ , όπου κ, λ τετράγωνοι αριθµοί 

και αντίστροφα.  
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Πολύ σηµαντικό είναι και το πόρισµα που ακολουθεί: 

Πόρισµα 

«Kaˆ fanerÕn ™k tîn dedeigmšnwn œstai, Óti aƒ m»kei sÚmmetroi p£ntwj kaˆ 

dun£mei, aƒ d� dun£mei oÙ p£ntwj kaˆ m»kei [e‡per t¦ ¢pÕ tîn m»kei summštrwn eÙqeiîn 

tetr£gwna lÒgon œcei, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon ¢riqmÒn, t¦ d� lÒgon 

œconta, Ön ¢riqmÕj prÕj ¢riqmÒn, sÚmmetr£ ™stin. éste aƒ m»kei sÚmmetroi eÙqe‹ai oÙ 

mÒnon [e„sˆ] m»kei sÚmmetroi, ¢ll¦ kaˆ dun£mei.  

p£lin ™pe…, Ósa tetr£gwna prÕj ¥llhla lÒgon œcei, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj 

tetr£gwnon ¢riqmÒn, m»kei ™de…cqh sÚmmetra kaˆ dun£mei Ônta sÚmmetra tù t¦ 

tetr£gwna lÒgon œcein, Ön ¢riqmÕj prÕj ¢riqmÒn, Ósa ¥ra tetr£gwna lÒgon oÙk œcei, Ön 

tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon ¢riqmÒn, ¢ll¦ ¡plîj, Ön ¢riqmÕj prÕj ¢riqmÒn, 

sÚmmetra m�n œstai aÙt¦ t¦ tetr£gwna dun£mei, oÙkšti d� kaˆ m»kei· éste t¦ m�n 

m»kei sÚmmetra p£ntwj kaˆ dun£mei, t¦ d� dun£mei oÙ p£ntwj kaˆ m»kei, e„ m¾ kaˆ 

lÒgon œcoien, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon ¢riqmÒn.  

lšgw d», Óti [kaˆ] aƒ m»kei ¢sÚmmetroi oÙ p£ntwj kaˆ dun£mei, ™peid»per aƒ 

dun£mei sÚmmetroi dÚnantai lÒgon m¾ œcein, Ön tetr£gwnoj ¢riqmÕj prÕj tetr£gwnon 

¢riqmÒn, kaˆ di¦ toàto dun£mei oâsai sÚmmetroi m»kei e„sˆn ¢sÚmmetroi. éste oÙc aƒ tù 

m»kei ¢sÚmmetroi p£ntwj kaˆ dun£mei, ¢ll¦ dÚnantai m»kei oâsai ¢sÚmmetroi dun£mei 

e�nai kaˆ ¢sÚmmetroi kaˆ sÚmmetroi.  

aƒ d� dun£mei ¢sÚmmetroi p£ntwj kaˆ m»kei ¢sÚmmetroi· e„ g¦r [e„si] m»kei 

sÚmmetroi, œsontai kaˆ dun£mei  sÚmmetroi. ØpÒkeintai d� kaˆ ¢sÚmmetroi· Óper ¥topon. 

aƒ ¥ra dun£mei ¢sÚmmetroi p£ntwj kaˆ m»kei]».  

Με τη βοήθεια διαγράµµατος το παραπάνω πόρισµα λέει : 

Πόρισµα 

• αν Α, Β µήκει σύµµετρες ευθείες,  Α, Β  δυνάµει σύµµετρες ευθείες 

 

                                                                           µήκει σύµµετρες ευθείες 

• αν Α, Β  δυνάµει σύµµετρες ευθείες    

  όχι µήκει σύµµετρες ευθείες    

 

                                                                           δυνάµει σύµµετρες ευθείες 

• αν Α, Β  µήκει ασύµµετρες ευθείες    

  όχι δυνάµει σύµµετρες ευθείες    

 

• αν Α, Β δυνάµει ασύµµετρες ευθείες,  Α, Β  µήκει  ασύµµετρες ευθείες 
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 Αυτό του επέτρεψε να απαντήσει στο ερώτηµα ποιες πλευρές τετραγώνων είναι 

σύµµετρες προς τη µονάδα του µήκους και έτσι να λύσει µε κάθε γενικότητα το 

πρόβληµα που ο Θεόδωρος είχε µπορέσει να αντιµετωπίσει µόνο για τετράγωνα µε 

εµβαδά από 3 έως 17 τετραγωνικούς πόδες.   

Ακόµα, 

 

Από προτάσεις Χ1-8 έχουµε:  

 

• Α, Β σύµµετρα µεγέθη  έχουν κοινό µέτρο  έχουν λόγο αριθµό προς αριθµό 

      Ανθ (Α, Β) πεπερασµένη 

• Α, Β ασύµµετρα µεγέθη  δεν έχουν κοινό µέτρο δεν  έχουν λόγο αριθµό 

προς αριθµό  Ανθ (Α, Β) άπειρη  

 

Άρα καταλήγει στο παρακάτω σηµαντικό χαρακτηρισµό 

 

Ο Θεαίτητος χαρακτηρίζει ρητές τις ευθείες 

 

• η ανθυφαίρεση τους είναι πεπερασµένη (δυνάµει και µήκει σύµµετροι) 

• η ανθυφαίρεση τους είναι άπειρη µεν αλλά περιοδική (ή και παλινδροµική) 

(δυνάµει µόνο σύµµετροι) 

 

Ο Θεαίτητος χαρακτηρίζει άλογες τις ευθείες 

 

• η ανθυφαίρεση τους είναι άπειρη (ούτε µήκει ούτε δυνάµει σύµµετροι) 

 

Σηµειώνουµε ότι όταν έχουµε ευθείες µε άπειρη ανθυφαίρεση αλλά περιοδική, ή 

παλινδροµική τότε ουσιαστικά η ανθυφαίρεση είναι γνωστή και άρα το συνεχές κλάσµα 

τους είναι γνωστό. Παραδείγµατος χάριν,  γνωρίζουµε ότι  

 

Ανθ( 2 , 1) = [1, 2, 2, …] = [1, 2 ]  
β
α  =

1
2 =

...2
12

12

11

+
+

+
+ ( α2 = 2β2),. 
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 Γι’ αυτό και ο Θεαίτητος τις χαρακτηρίζει ως ρητές. Τέλος αν αντιστρόφως 

γνωρίζουµε το συνεχές κλάσµα ενώ αριθµού µπορούµε να υπολογίσουµε τον αριθµό 

αυτό. Παραδείγµατος χάριν, γνωρίζουµε ότι το συνεχές κλάσµα της χρυσής τοµής  (έστω 

χ αυτή) είναι: χ = 

...1
11

11

11

+
+

+
+   χ = 1+

x
11

1

+
  χ = 1+

1+x
x   012 =−− xx       

χ = 
2

51+  , που είναι η χρυσή τοµή!. (Ανθ(χ,1) = [1, 1, …] = [ 1 ]). 

 

 

β - χχΑ Β

 

χβ
χ

χ
β

−
=  
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2.2.4 Συµπέρασµα 
 

Μελετήσαµε το ιστορικό της ανακάλυψης της ασυµµετρίας- αρρητότητας. Είδαµε 

πως αρχικά οι Πυθαγόρειοι πίστευαν στην ύπαρξη µόνο ρητών αριθµών. Ωστόσο, 

σύµφωνα µε το κ. Νεγρεπόντη η αρρητότητα ήταν γνωστή στους Πυθαγόρειους µέσω 

της µουσικής. Είχαν βρει πως η πολλαπλασιαστική ανθυφαίρεση της αρµονίας είναι 

άπειρη. Η σύγχυση εποµένως που προκαλείται από την µη εύρεση κοινού µέτρου µεταξύ 

διαγωνίου και πλευράς τετραγώνου µέτρου, ακόµα και κρίση όπως λέγεται, είναι 

προσωρινή και καταφέρνουν να την ξεπεράσουν και να προχωρήσουν.  

  Την γνώση της αρρητότητας επιβεβαιώνει και ο Πλατωνικός διάλογος Μένων. 

Έχουµε  την αρρητόττα του 2 , την ασυµµετρία δηλαδή µεταξύ πλευράς και διαγωνίου 

τετραγώνου. Το κριτήριο του λόγου εφαρµόζεται και έχουµε απόδειξη της άπειρης αλλά 

περιοδικής ανθυφαίρεσης του 2 . Άλλες πηγές αποτελούν η Πολιτεία του Πλάτωνος 

546α, Ιάµβλιχος, σχόλια εις Νικόµαχον και Πρόκλος, Σχόλια εις Πολιτείαν χωρία 

(2.24.16-25.13), (2.27.1-29.4) όπου γίνεται αναφορά στους πλευρικούς και διαµετρικούς 

αριθµούς, στη σχέση που τους συνδέει qn
2 = 2 * pn

2
 + (-1)η και κυρίως τη σχέση τους µε 

το 2 , τη γεωµετρική δηλαδή προσέγγιση του.  

Ακολουθεί ο Πλατωνικός διάλογος Θεαίτητος, που αποδεδειγµένα σχετίζεται µε 

το δέκατο βιβλίο του Ευκλείδη. Εδώ, διατυπώνεται η εξέχουσας σηµασίας πρόταση Χ2, 

που αποτελεί και το κριτήριο ασυµµετρίας, κριτήριο που πρέπει οι Πυθαγόρειοι να 

γνώριζαν.   

Για άλλη µια φορά, όπως και στην περίπτωση του Ευκλείδειου αιτήµατος (5ου 

αιτήµατος), έχουµε µια αρχική λανθασµένη πίστη. Ωστόσο, η συνειδητοποίηση του 

λάθους δεν οδηγεί σε τόσο µεγάλη κρίση που να προκαλεί διάλυση, αντίθετα, 

κινητοποιεί τους Πυθαγόρειους στην εύρεση της αλήθειας. Θεµελιώνουν εξ αρχής την 

θεωρία τους και προχωρούν την µαθηµατική επιστήµη πολλά βήµατα µπροστά καθώς το 

κριτήριο της ασυµµετρίας που διατυπώνεται τελικά  στην πρόταση Χ2 αποτελεί σταθµό 

στα µαθηµατικά. Και πάλι η ιστορία µας αποδεικνύει πως χωρίς λάθη δεν µπορεί να 

υπάρχει εξέλιξη.  
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2.3 Η υπεράσπιση από το Cauchy «της αρχής της συνέχειας» 
 
 

ως τώρα είδαµε δυο πολύ σηµαντικούς σταθµούς στη ιστορία των 

µαθηµατικών. Κοινό σηµείο και των δυο η αφετηρία τους, µια αρχική 

λανθασµένη εικασία. Στην πρώτη περίπτωση αυτή οδήγησε στην 

θεµελίωση της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και των Μη Ευκλείδειων Γεωµετριών και στη 

δεύτερη περίπτωση στην έννοια της ασυµµετρίας.   

Ένας εξίσου σηµαντικός σταθµός, όπου µια εσφαλµένη 

αρχική αίσθηση βοήθησε στην ανακάλυψη καινούριων 

εννοιών και εποµένως και αυτός µε τη σειρά του στην 

προώθηση της µαθηµατικής επιστήµης, είναι η υπεράσπιση 

από τον Cauchy της «αρχής της συνέχειας». Το κέρδος από το 

«λάθος» αυτό είναι η έννοια της οµοιόµορφης σύγκλισης, 

έννοια ιδιαίτερα σηµαντική στον απειροστικό λογισµό.  

Θα δούµε στο επόµενο κεφάλαιο τις διάφορες φιλοσοφικές σχολές και την θέση 

του λάθους µέσα σε αυτές. Μια από αυτές είναι και ο ηµιεµπειρικισµός του Lakatos, η 

πιο απλά,  η µέθοδος των αποδείξεων και ανασκευών του Lakatos.  

Περιληπτικά τα στάδια της µεθόδου αυτής είναι: 

 

1. ∆ιατυπώνεται κάποια αρχική εικασία 

2. Παρουσιάζεται µια απόδειξη 

3. Αναδύονται καθολικά αντιπαραδείγµατα (αντιπαραδείγµατα της όλης 

αρχικής εικασίας) 

4. Επανεξετάζεται η απόδειξη: εντοπίζονται τα ένοχα λήµµατα 

 

Η υπεράσπιση από τον Cauchy της «αρχής της συνέχειας» είναι µια περίπτωση 

προβλήµατος που προσφέρεται να µελετηθεί µε βάση τη µέθοδο αυτή του Lakatos. 

Σ’ αυτήν την περίπτωση η αρχική εικασία είναι ότι «το όριο κάθε συγκλίνουσας 

σειράς συνεχών συναρτήσεων είναι συνεχής συνάρτηση», εικασία που όπως σήµερα 

γνωρίζουµε δεν  είναι σωστή.  

 Η εικασία αυτή έµεινε αναπόδεικτη όλο το 18ο αιώνα καθώς θεωρείτο ειδική 

περίπτωση του γενικού αξιώµατος «ότι αληθεύει έως το όριο αληθεύει και για το ίδιο 

το όριο», και εποµένως δεν υπήρχε η ανάγκη για να αποδειχτεί. Ο πρώτος που έδωσε µια 

Έ
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απόδειξη αυτής της εικασίας, ήταν ο Cauchy. (Η απόδειξη του είναι εσφαλµένη και το 

λάθος οφείλεται κυρίως στην επιπόλαιη χρήση των απειροστών). Προκύπτει εδώ το 

ερώτηµα: δεδοµένου ότι µέχρι τότε η εικασία θεωρούνταν τετριµµένα αληθής, γιατί ο 

Cauchy αισθάνθηκε την ανάγκη να την αποδείξει; Ποιος την είχε υποβάλλει σε κριτική; 

 Το παράδοξο είναι ότι από το 1807 στην πραγµατεία του Fourier (1768-1830) 

(αλλά και σε χειρόγραφα του Poisson) υπάρχουν αντιπαραδείγµατα σ’ αυτό το 

αποτέλεσµα του Cauchy. Παραδείγµατος χάριν, ο Fourier γνώριζε ότι η  

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<≤−

<≤
=−+−=

πππ

ππ

2,
4

0,
4...5cos

5
13cos

3
1)cos()(

x

x
xxxxf     

και  f(x+2π) = f(x) για κάθε x ℜ∈  

 

 

 
 
  

Όµως ο Fourier δεν θεώρησε ότι ένα τέτοιο αντιπαράδειγµα ήταν σε σύγκρουση 

µε το αποτέλεσµα του Cauchy, καθώς υπήρχε µια διπλή σύγχυση: της έννοιας της 

συνάρτησης και της έννοιας της συνέχειας. Ο Fourier θεωρούσε συνεχή µια συνάρτηση, 

όχι σύµφωνα µε τον αυστηρό ορισµό του Cauchy, αλλά αν µπορούσε να σχεδιαστεί 

χωρίς να σηκώσουµε το µολύβι από το χαρτί. 

 



 86

 

 

Ορισµός Cauchy : Έστω Χ ℜ⊂ , f  : Χ→ℜ , µια πραγµατική συνάρτηση και ox ∈Χ. Η 

f  είναι συνεχής στο ox  αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε, x) > 0 ώστε αν x∈Χ και  

0xx − <δ  τότε  )()( 0xfxf −  < ε. 

Η συνάρτηση  f είναι συνεχής στο Χ αν είναι συνεχής σε κάθε  x∈Χ. 

Η συνάρτηση  f είναι ασυνεχής στο ox  αν δεν είναι συνεχής στο ox και ασυνεχής (στο 

Χ) αν δεν είναι συνεχής (στο Χ). 

 

Καθώς λοιπόν, η έννοια της συνάρτησης ήταν επίσης σε σύγχυση, η οριακή 

συνάρτηση f του παραπάνω παραδείγµατος που έχει το παρακάτω γράφηµα  

 

ο

π/4

π

-π/4

2π-π-2π

 
 

 

θεωρείται συνεχής, εφόσον το συµπληρωµένο γράφηµα (που βέβαια σύµφωνα µε το 

σύγχρονο ορισµό, δεν είναι πλέον συνάρτηση) µπορούµε να το σχεδιάσουµε χωρίς να 

σηκώσουµε το µολύβι από το χαρτί.   
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2.3.1 Η απόδειξη του Seidel και η αποδεικτικής καταγωγής έννοια της 
οµοιόµορφης σύγκλισης. 

 

Όλοι αισθάνονταν τότε ότι αυτή περίπτωση Cauchy - Fourier δεν ήταν αθώος 

γρίφος αλλά µοιραία κατάρα για όλα τα νέα «αυστηρά µαθηµατικά» Ο Dirichlet στις 

περίφηµες δηµοσιεύσεις του περί των σειρών Fourier παρότι ενδιαφερόταν να δείξει 

ακριβώς µε ποιον τρόπο τέτοιες συγκλίνουσες σειρές από συνεχείς συναρτήσεις 

αντιπροσωπεύουν συνεχείς συναρτήσεις, και ενώ προφανώς γνώριζε τις απόψεις του 

Cauchy για τη συνέχεια, δεν µνηµονεύει καθόλου την προφανή αντίφαση. 

Ο Seidel (1821-1896) έλυσε τελικά το αίνιγµα εντοπίζοντας το ένοχο λήµµα στην 

απόδειξη του Cauchy. Αυτό όµως συνέβη το 1847. Γιατί χρειάστηκε τόσος χρόνος; Για 

να απαντήσουµε πρέπει να εξετάσουµε προσεκτικά τη διάσηµη ανακάλυψη του Seidel. 

 

Η Απόδειξη του Seidel 

Έστω ∑ )(xfν µια συγκλίνουσα σειρά συνεχών συναρτήσεων και για κάθε ν ας 

ορίσουµε  ∑v
x = ∑

=

ν

µ
µ

0
)(xf και ∑

∞

+=

=
)1(

)()(
νµ

ννρ xfx  Η απόδειξη του Cauchy έχει 

σχηµατικά ως εξής: ∆εδοµένου ενός ε>0 τότε: 

 

1. Υπάρχει ένα δ ώστε για κάθε β, εάν β <δ τότε ∑∑ −+
νν

β )()( xx <ε 

και αυτό λόγω της συνέχειας των ∑v
x)(  

2. Υπάρχει ένα Ν ώστε για ν≥Ν να ισχύει )(xνρ <ε και αυτό λόγω 

σύγκλισης της ∑ )(xfν
6. 

3. Υπάρχει ένα ΄Ν ώστε να ισχύει το ίδιο για ν≥ ΄Ν για το | )( βρν +x |<ε και 

αυτό γιατί και το ∑ + )( βν xf συγκλίνει. 

 

Όλα µαζί δίνουν για όλα τα β µε β<δ:  

 

                                                 
6 Κριτήριο Cauchy : Η σειρά  ∑

∞

=1n
na συγκλίνει  για κάθε ε > 0 υπάρχει φυσικός αριθµός 0n , ώστε  

nmm aaa +++ ++ ...21 < ε για κάθε n > m 0n≥  
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| |)()( xfxf −+ β = | )(∑ +
ν

βf + )( βρν +x - ∑ −
ν νρ )()(( xxf )| 

                                  ≤  ∑∑ −+
νν

β )()( xx +| )( βρν +x |+ )(xνρ  

 
                                    < 3ε 
   

 Όµως τα καθολικά αντιπαραδείγµατα σειρών που συγκλίνουν σε ασυνεχείς κατά 

Cauchy συναρτήσεις δείχνουν ότι σε αυτή τη σχηµατική απόδειξη υπάρχει κάποιο 

λάθος. Ποιο είναι όµως το ένοχο λήµµα; Αν προχωρήσουµε σε µια προσεκτική 

µελέτη της απόδειξης, χρησιµοποιώντας τα ίδια σύµβολα αλλά καθιστώντας ρητές τις 

συναρτησιακές εξαρτήσεις µερικών ποσοτήτων, προκύπτουν τα εξής: 

 
1')  ∑∑ −+

νν
β )()( xx  < ε για β < δ (ε, χ, ν) 

2')  )(xνρ  < ε για ν > Ν(ε, χ) 

3')  | )( βρν +x |< ε για ν > Ν (ε, χ + β) 

άρα  

 | )(∑ +
ν

βf + )( βρν +x - ∑ −
ν νρ )()(( xxf )| = )()( xfxf −+ β < 3ε 

εάν ν>max z  Ν(ε, z) για όλα τα z και β< δ(ε, χ, µ).  

 

 Το κρυµµένο λήµµα ήταν ότι αυτό το µέγιστο θα έπρεπε να υπάρχει για όλα τα ε. 

Αυτό ονοµάστηκε απαίτηση της οµοιόµορφης σύγκλισης.  

ΟΡΙΣΜΟΣ 

Έστω Χ σύνολο και f , nf : Χ→ℜ  συναρτήσεις για n =1, 2, …     

►Η ακολουθία συναρτήσεων ( nf ) συγκλίνει οµοιόµορφα στη συνάρτηση f  αν για 

κάθε ε  >0 υπάρχει ένας φυσικός αριθµός 0n , ώστε  

n ≥ 0n , Xx∈   )()( xfxf n − <ε . Γράφουµε στην περίπτωση αυτή        

nf → f οµοιόµορφα.   

►Η ακολουθία συναρτήσεων ( nf ) συγκλίνει κατά σηµείο στη συνάρτηση f  αν για 

κάθε ε  >0 και για κάθε Xx∈  υπάρχει ένας φυσικός αριθµός 0n , ώστε  

 n ≥ 0n   )()( xfxf n − <ε . Γράφουµε στην περίπτωση αυτή nf → f κατά σηµείο και 

καλούµε την  f οριακή συνάρτηση της ακολουθίας ( nf ). 
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Τα µεγάλα εµπόδια προς αυτήν την ανακάλυψη ήταν µάλλον τρία.  

1. Το πρώτο ήταν η χαλαρή εκ µέρους του Cauchy χρήση των απείρως µικρών 

ποσοτήτων.  

2. Το δεύτερο ήταν πως ακόµα κι αν µερικοί µαθηµατικοί είχαν προσέξει ότι σ’ 

αυτή την απόδειξη εµπλέκεται η παραδοχή ότι υπάρχει ένα µέγιστο ενός άπειρου 

συνόλου των Ν, θα την έκαναν κάλλιστα αποδεκτή χωρίς δεύτερη σκέψη. Η 

ύπαρξη αποδείξεων σε προβλήµατα µέγιστων απαντά για πρώτη φορά στη σχολή 

του Weierstrass.  

3. Το τρίτο και κυριότερο εµπόδιο ήταν η κυριαρχία της ευκλείδειας µεθοδολογίας.  

 

Πριν το σχολιάσουµε αυτό γενικά ας δούµε συγκεκριµένα πως ο Abel έλυσε το 

πρόβληµα που έθετε το θεώρηµα του Cauchy σχετικά µε τα αντιπαραδείγµατα του 

Fourier. Θα δείξουµε ότι το έλυσε µε τη µέθοδο του  αποκλεισµού των εξαιρέσεων. 
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2.3.2 Η µέθοδος του αποκλεισµού των εξαιρέσεων του Abel 
 

Ο Niels.H.Abel (1802-1829), σηµαντικός Νορβηγός µαθηµατικός, ήταν ο πρώτος 

που διατύπωσε επιφυλάξεις για το θεώρηµα του Cauchy. Στα 1826, είχε υπόψη του 

παρόµοια παραδείγµατα όπως τη συνάρτηση: 

 ...)3sin(
3
1)2sin(

2
1)sin()( −+−= xxxxf , η οποία είναι ασυνεχής σε κάθε τιµή (2m+1)π 

του χ, για m ακέραιο, 

 

 
 

και στη φηµισµένη του πραγµατεία για την διωνυµική σειρά γράφει µε κάποια 

διστακτικότητα «µου φαίνεται ότι υπάρχουν µερικές εξαιρέσεις στο θεώρηµα του  

Cauchy»  Αντί όµως να εντοπίσει το σφάλµα της απόδειξης του Cauchy, κάτι που 

ενδεχοµένως θα τον οδηγούσε στην ανακάλυψη της έννοιας της οµοιόµορφης σύγκλισης, 

απλά προσπαθεί να περιορίσει το πεδίο εντός του οποίου το αποτέλεσµα του Cauchy 

είναι έγκυρο. ∆ιατυπώνει εποµένως την απορία: «Ποια είναι η ασφαλής περιοχή του 

θεωρήµατος  Cauchy;» 

 Η απάντηση  που δίνει είναι η εξής: Η περιοχή εγκυρότητας των 

θεωρηµάτων ανάλυσης γενικότερα, και αυτού του θεωρήµατος για τη συνέχεια της 

συνάρτησης ορίου ειδικότερα, περιορίζεται στις δυναµοσειρές. Όλες αυτές οι γνωστές 

εξαιρέσεις αυτής της βασικής αρχής της συνέχειας είναι τριγωνοµετρικές σειρές. Έτσι ο 

Abel πρότεινε την υποχώρηση της ανάλυσης στην ασφαλή περιοχή των δυναµοσειρών 

εγκαταλείποντας τις τριγωνοµετρικές σειρές του Fourier σαν µια ανεξέλεγκτη ζούγκλα 

όπου οι εξαιρέσεις είναι κανόνας και οι επιτυχίες θαύµατα.   
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2.3.3 Εµπόδια στην ανακάλυψη της αποδεικτικής ανάλυσης 
 

Ο συσχετισµός της οµοιόµορφης σύγκλισης µε το αποτέλεσµα του Cauchy έγινε 

όπως είδαµε µε αξιοσηµείωτη καθυστέρηση στα 1847 από τον Γερµανό µαθηµατικό P.L 

Seidel, µαθητή του Dirichlet (ο οποίος χρησιµοποίησε τα αποτελέσµατα του Dirichlet 

στις σειρές Fourier για αντιπαραδείγµατα στο αποτέλεσµα του Cauchy). 

 Ένα ερώτηµα εποµένως που προκύπτει από την εξέταση αυτού του προβλήµατος 

είναι γιατί οι µεγαλύτεροι µαθηµατικοί από το 1821 έως το 1847 δεν κατάφεραν να 

ανακαλύψουν το απλό λάθος στην απόδειξη του Cauchy και να το βελτιώσουν.  

 Μια πρώτη απάντηση που θα µπορούσαµε να δώσουµε είναι ότι δεν κατείχαν τη 

µέθοδο των αποδείξεων και ανασκευών. Με αυτό, εννοούµε ότι η αντίδραση τους στην 

εύρεση κάποιου αντιπαραδείγµατος ήταν να το εξαιρούν και όχι να προσπαθούν να το 

αναλύσουν και να βρουν το ένοχο λήµµα. Ο Siedel ωστόσο, βαδίζοντας αντίστροφα και 

βρίσκοντας παραδείγµατα ασυνεχών οριακών συναρτήσεων που δεν ικανοποιούν την 

υπόθεση του Cauchy, εντόπισε το λάθος. Αυτό λοιπόν, που εµπόδισε σύµφωνα µε τον 

Lakatos, τη γενιά που προηγήθηκε του Siedel να κάνει αυτή τη παρατήρηση ήταν η 

κυριαρχία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας.  

Ο Cauchy είχε ως κίνητρο τη συνειδητή προσπάθεια να εφαρµοστεί η ευκλείδεια 

µεθοδολογία στον Απειροστικό Λογισµό. Ο Cauchy και οι υποστηρικτές του, πίστευαν 

ότι µόνο µε αυτόν τον τρόπο θα µπορούσαν να φωτίσουν «τις σκοτεινές  περιοχές της 

ανάλυσης». Ο Cauchy προχώρησε στη γραµµή του Pascal: αρχίζει ορίζοντας τους θολούς 

όρους της ανάλυσης, π.χ. όριο, σύγκλιση, συνέχεια κ.τ.λ. µέσω των οικείων όρων της 

αριθµητικής, και στη συνέχεια αποδεικνύει ότι δεν είχε αποδειχθεί ή ότι δεν ήταν 

εντελώς προφανές. Για να βελτιώσει τις εικασίες αναζήτησε τις εξαιρέσεις και περιόρισε 

την περιοχή εγκυρότητας των αρχικών και σχηµατικά διατυπωµένων εικασιών σε µια 

ζώνη ασφαλείας, εφάρµοσε δηλαδή τη µέθοδο αποκλεισµού των εξαιρέσεων.  

Ένας συγγραφέας, στην έκδοση του 1865 του Larousse (πιθανόν Καταλανός), 

ειρωνεύτηκε σαρκαστικά την αναζήτηση αντιπαραδειγµάτων εκ µέρους του Cauchy. 

Έγραψε «Εισήγαγε στην επιστήµη µόνο αρνητικά δόγµατα… πραγµατικά σχεδόν 

αποκλειστικά ανακάλυπτε τις αρνητικές πλευρές της αλήθειας, αυτές φρόντιζε να καθιστά 

σαφείς : αν έβρισκε ψήγµατα χρυσού στον ασβεστίτη θα ανακοίνωνε ότι η κιµωλία δεν 

αποτελείται αποκλειστικά από ανθρακικό ασβέστιο».   

Ένα σηµείο µιας επιστολής του Abel προς τον Holmboe  δίνει πρόσθετα στοιχεία 

γι’ αυτήν την ενδοσκοπική διάθεση της σχολής του Cauchy:  
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«Έχω αρχίσει να εξετάζω τους πιο σηµαντικούς κανόνες που (προς το παρόν) 

σεβόµαστε ώστε να δείξω ποιες περιπτώσεις τους δεν έχουν καλώς. Το ζήτηµα παρουσιάζει 

θετική πρόοδο και έχει απεριόριστο ενδιαφέρον για µένα».  

Ότι οι υποστηρικτές της αυστηρότητας έκριναν ασήµαντο, όπως τις εικασίες περί 

του ορίου µη συγκλινουσών σειρών, το έριχναν στη πυρά. Ο Abel  έγραψε:   «Οι 

αποκλίνουσες σειρές  είναι έργο του διαβόλου». ∆εν προκαλούν παρά «συµφορές και 

παραδοξότητες». 

Καθώς όµως προσπαθούσαν σταθερά να βελτιώσουν τις εικασίες τους µε τον 

αποκλεισµό των εξαιρέσεων, δεν σκέφτηκαν ποτέ να βελτιώσουν αποδεικνύοντας. Οι 

δυο δραστηριότητες της εικασίας και της απόδειξης διακρίνονται σαφώς στην Ευκλείδεια 

παράδοση. Η ιδέα µιας απόδειξης που αξίζει το όνοµα της έστω και χωρίς να είναι 

οριστική ήταν ξένη προς τους υποστηρικτές της αυστηρότητας. Τα αντιπαραδείγµατα 

θεωρούνταν βαριές και καταστροφικές κριτικές: έδειχναν ότι η εικασία είναι λανθασµένη 

και ότι έπρεπε να αρχίσουν µια νέα, εκ του µηδενός, αναζήτηση.   

Αυτό γίνεται κατανοητό καθώς στον 18ο αιώνα πενιχρά αποσπάσµατα 

επαγωγικής συλλογιστικής ονοµάζονταν αποδείξεις. ∆εν υπήρχε όµως τρόπος να 

βελτιωθούν αυτές οι «αποδείξεις». Ορθώς  απορρίφθηκαν «µη αυστηρές αποδείξεις» - 

δηλαδή µη αποδείξεις.7 Τα επαγωγικά επιχειρήµατα ήταν λανθασµένα και ρίχτηκαν στην 

πυρά. Τα παραγωγικά επιχειρήµατα θεωρούνταν αλάνθαστα και χρησιµοποιήθηκαν ως 

αντικαταστάτες. «Απαλείφω κάθε αβεβαιότητα» δήλωνε ο Cauchy. Η ανασκευή της 

αυστηρής απόδειξης του Cauchy πρέπει να εκτιµηθεί εντός αυτού του πλαισίου. Η υπό 

συζήτηση ανασκευή δεν ήταν η µόνη: την αυστηρή απόδειξη από τον  Cauchy του τύπου 

Euler ακολούθησε σειρά δηµοσιεύσεων οι οποίες ανέφεραν τις γνωστές «εξαιρέσεις».  

Οι διέξοδοι ήσαν µόνο δυο: η αναθεώρηση όλης της φιλοσοφίας των 

µαθηµατικών περί του αλάθητου της ευκλείδειας µεθοδολογίας ή η αποσιώπηση του 

προβλήµατος. Ας δούµε πρώτα τι θα σήµαινε προσπάθεια αναθεώρησης. Θα έπρεπε να 

εγκαταλειφθεί η ιδέα ότι όλα τα µαθηµατικά µπορεί να αναχθούν σε αδιαµφισβήτητες 

αληθείς κοινοτοπίες, ότι δηλαδή υπάρχουν δηλωτικές προτάσεις για τις οποίες η 

διαίσθηση µας για το αληθές δεν είναι δυνατόν να σφάλει. Έπρεπε επίσης να 

εγκαταλειφθεί η ιδέα ότι η παραγωγική συµπερασµατική µας διαίσθηση είναι 

αλάνθαστη. Μόνο µε αυτές τις δυο παραδοχές θα απελευθερωνόταν ο δρόµος προς την 

ελεύθερη ανάπτυξη της µεθόδου των αποδείξεων και ανασκευών και την εφαρµογή της 
                                                 
7  Abel [1826α], s. 263. Για τους Cauchy και Abel  «αυστηρός σηµαίνει παραγωγικός σε αντίθεση µε τον 
επαγωγικό.  



 93

στο κριτικό έπαινο της παραγωγικής συλλογιστικής και στο πρόβληµα της 

αντιµετώπισης των αντιπαραδειγµάτων.  

Όσο ένα αντιπαράδειγµα θεωρούνταν ψεγάδι όχι µόνο για ένα θεώρηµα αλλά και 

για τον µαθηµατικό που το ανακάλυψε, όσο υπήρχαν είτε αποδείξεις µόνο είτε µη 

αποδείξεις, όχι όµως στέρεες αποδείξεις µε ασθενή σηµεία, τόσο η µαθηµατική κριτική 

τελούσε υπό δίωξη.  Το αλάνθαστο φιλοσοφικό υπόβαθρο της ευκλείδειας µεθόδου. 

έθρεψε τα αυταρχικά παραδοσιακά σχήµα στην επιστήµη των µαθηµατικών, εµπόδισε τη 

δηµοσίευση και το σχολιασµό εικασιών και κατέστησε ανέφικτη την ανάπτυξη της 

µαθηµατικής κριτικής. Η φιλοσοφική κριτική υπάρχει επειδή µπορεί να µας αρέσει ένα 

ποίηµα χωρίς να το θεωρούµε κατ’ ανάγκην τέλειο. Η επιστηµονική ή µαθηµατική 

κριτική δεν µπορεί να υπάρχει όταν σε ένα µαθηµατικό ή επιστηµονικό αποτέλεσµα το 

µόνο που εκτιµάµε είναι αν οδηγεί στην τέλεια αλήθεια. Μια απόδειξη είναι απόδειξη 

µόνο όταν αποδεικνύει. Και είτε αποδεικνύει είτε όχι, τίποτε άλλο. Έτσι η ιδέα που τόσο 

καθαρά εξέφρασε ο Siedel ότι µια απόδειξη µπορεί να είναι σεβαστή χωρίς να είναι 

αλάνθαστη, ήταν ένα επαναστατικό βήµα το 1847, και δυστυχώς παραµένει το ίδιο 

ακόµα και σήµερα.    

∆εν είναι σύµπτωση το ότι η ανακάλυψη της µεθόδου των αποδείξεων και 

ανασκευών έγινε τη δεκαετία του 1840, όταν το ρήγµα στην οπτική του Newton (µε τις 

εργασίες του Fresnel τις δεκαετίες του 1810 και 1820), και η ανακάλυψη των µη 

ευκλείδειων γεωµετριών (µε τις εργασίες των Lobatschewsky το 1829 και Bolyai το 

1832) διέλυσαν την αλαζονεία περί του αλάθητου.  

Πριν ανακαλυφθεί η µέθοδος των αποδείξεων και ανασκευών, το πρόβληµα που 

έθετε η εµφάνιση ενός αντιπαραδείγµατος σ’ ένα αυστηρά αποδεδειγµένο θεώρηµα δεν 

µπορούσε να επιλυθεί παρά µόνο µε τη µέθοδο του αποκλεισµού των εξαιρέσεων. Η 

απόδειξη αποδεικνύει το θεώρηµα µε µόνη εκκρεµότητα την ακριβή περιοχή εγκυρότητας 

του. Αυτή προσδιορίζεται εντοπίζοντας και αποκλείοντας προσεκτικά τις εξαιρέσεις του 

θεωρήµατος (αυτός ο ευφηµισµός είναι χαρακτηριστικό εκείνης της εποχής). Οι εξαιρέσεις 

περιλαµβάνονται στη διατύπωση του θεωρήµατος.     

Η κυριαρχία της µεθόδου αποκλεισµού των εξαιρέσεων δείχνει πως η ευκλείδεια 

µεθοδολογία έχει σε ορισµένες κρίσιµες προβληµατικές καταστάσεις  δηλητηριώδεις 

επιδράσεις στην ανάπτυξη των µαθηµατικών. Οι περισσότερες από αυτές τις 

καταστάσεις προκύπτουν στις αναπτυσσόµενες µαθηµατικές θεωρίες όπου οι 

αναπτυσσόµενες έννοες είναι το όχηµα της προόδου και όπου τα πιο ενδιαφέροντα 

γεγονότα συµβαίνουν στα σύνορα των εννοιών, στις διευρύνσεις ή τους περιορισµούς 
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τους, στις διευκρινίσεις και διαφοροποιήσεις τους. Σ’ αυτές τις αναπτυσσόµενες θεωρίες 

η διαίσθηση είναι αδοκίµαστη, διστάζει και σφάλλει. ∆εν υπάρχει θεωρία που να µην 

πέρασε από τέτοια περίοδο ανάπτυξης. Τέτοιες περίοδοι είναι οι εντυπωσιακότερες από 

ιστορικής πλευράς και θα έπρεπε να είναι και οι σηµαντικότερες από διδακτικής 

πλευράς, και δεν µπορεί να κατανοηθούν χωρίς να γίνει κατανοητή η µέθοδος των 

αποδείξεων και ανασκευών, χωρίς να γίνει αποδεκτή µια προσέγγιση της αλήθειας που 

επιτρέπεται να κάνει και λάθη. 

  

Σηµείωση: Τα παραπάνω στοιχεία είναι από τα βιβλία  

1. Απειροστικός Λογισµός, τόµος ΙΙβ, των Σ. Νεγρεπόντη, Σ. Γιωτόπουλο, Ε. 

Γιαννακούλια και   

2. Αποδείξεις και Ανασκευές, Η λογική της Μαθηµατικής Ανακάλυψης του Imre 

Lakatos (µετάφραση: Γ. Γεωργακόπουλος)  

 

Παραθέτουµε την απόδειξη όπως αυτή υπάρχει στη σελ. 522 Απειρ. Λογ. ΙΙβ 

 

Έστω X ℜ⊂ και nf  : Χ ℜ→ συνεχείς συναρτήσεις για n = 1,2,… . Αν υπάρχει 

συνάρτηση f  : Χ ℜ→  ώστε nf → f οµοιόµορφα, τότε η f είναι συνεχής συνάρτηση. 

Έστω X ℜ⊂ , χ o  και Χ, nf  : Χ ℜ→ συνεχείς συναρτήσεις για n = 1,2,… ώστε η 

nf  είναι συνεχής στο χ o  για n = 1,2,…  και  nf → f οµοιόµορφα.  Τότε η f είναι 

συνεχής στο χ o . 

Απόδειξη 

Έστω ε > 0.  Εφ’ όσον nf → f οµοιόµορφα υπάρχει φυσικός αριθµός οη  ώστε   

οηη ≥ , Xx∈   )()( xfxf −η < 
3
ε . Εφ’ όσον 

onf  είναι συνεχής στο χ o , υπάρχει δ > 0,  

ώστε χ ∈Χ, 0xx − < δ    )()( 0xfxf
oo nn −  < 

3
ε . Άρα, χ ∈Χ, 0xx − < δ     

)()( 0xfxf − ≤ )()( 0xfxf
οη

− + )()( 0xfxf
oo nn − + )()( 0xfxf

on −ο  < 

                    <      
3
ε    +   

3
ε    +     

3
ε   =  ε  δηλαδή η f είναι συνεχής στο χo. Με βάση 

αυτό το θεώρηµα προκύπτει το ζητούµενο.  
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2.4 Το τελευταίο θεώρηµα του Fermat 
 

« Η     ηηη ζψχ =+  
δεν έχει ακέραιες λύσεις όταν το η είναι µεγαλύτερο από 2 ». 

 
ο τελευταίο θεώρηµα του Fermat έχει µακρά ιστορία. Για περισσότερο 

από 3 αιώνες ήταν το πιο διάσηµο άλυτο πρόβληµα στα µαθηµατικά. 

Πολλοί κορυφαίοι µαθηµατικοί προσπαθούσαν µέσα στο χρόνο να το 

αποδείξουν αλλά δεν τα κατάφερναν. Το τελευταίο θεώρηµα του 

Fermat είχε καταλήξει να συµβολίζει το ανέφικτο. Οι 

προσπάθειες αυτές όµως αυτές αν και αποτυχηµένες είχαν ένα 

πολύ θετικό και ουσιαστικό αποτέλεσµα, την ανάπτυξη 

καινούριων κλάδων των µαθηµατικών. 

Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε ότι η ιστορία του 

θεωρήµατος του Φερµά είναι πολύ παλαιότερη και από τον ίδιο 

το Φερµά. Η προέλευση αυτού του θεωρήµατος είναι τόσο 

παλαιά όσο ο ανθρώπινος πολιτισµός. Έχει τις ρίζες του στο πολιτισµό που αναπτύχθηκε 

στην Εποχή του Χαλκού στην εύφορη πεδιάδα µεταξύ Τίγρη και Ευφράτη, στην αρχαία 

Βαβυλωνία. Στην καθηµερινή ζωή των Βαβυλωνίων τα τετράγωνα αριθµών 

εµφανίζονται φυσιολογικά. Οι Βαβυλώνιοι ήθελαν να γνωρίζουν πότε το τετράγωνο ενός 

ακεραίου ήταν δυνατόν να χωριστεί σε τετράγωνα δυο άλλων ακεραίων. Παραδείγµατος 

χάριν, ένας αγρότης ο οποίος είχε στη κατοχή του ένα αγρόκτηµα 25 τ.µ. είναι δυνατόν 

να το ανταλλάξει µε δυο τετράγωνα αγροκτήµατα το ένα ίσο µε 16 τ.µ. και το άλλο ίσο 

µε 9 τ.µ. Σήµερα γράφουµε 52=32+42. Οι τριάδες ακεραίων όπως το 3, 4 και 5 

ονοµάζονται πυθαγόρειες τριάδες και ήταν γνωστές στους Βαβυλώνιους περισσότερο από 

χίλια χρόνια πριν από την εποχή του διάσηµου Έλληνα µαθηµατικού Πυθαγόρα. Όλα 

αυτά τα στοιχεία είναι γνωστά από µια σπάνια  πήλινη πλάκα η οποία χρονολογείται από 

το 1900 π.Χ.  

 Ας παρακολουθήσουµε λίγο την ιστορία αυτού του θεωρήµατος που απασχόλησε 

τόσα χρόνια τη µαθηµατική κοινότητα. Ο Πιερ ντε Φερµά ήταν Γάλλος νοµικός του 17ου 

αιώνα και συγχρόνως ερασιτέχνης µαθηµατικός. Γεννήθηκε τον Αύγουστο του 1601 

στην August. Απέκτησε τρεις γιους και δυο κόρες από το γάµο του µε την Louse Long. 

Από τους τρεις γιους του ο Clement Samuel κληρονόµησε το επιστηµονικό έργο του 

πατέρα του και το εξέδωσε µετά το θάνατο του. Χάρη σ’ αυτόν γνωρίζουµε σήµερα το 

Τ
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διάσηµο Τελευταίο Θεώρηµα το Φερµά καθώς υπήρχε γραµµένο µέσα σε ένα από τα 

βιβλία του που εξέδωσε ο γιος του και που διασώζεται µέχρι τις µέρες µας. Ο Bell 

υποστηρίζει ότι ο Φερµά, αν και νοµικός στο επάγγελµα, ήταν ο πιο παραγωγικός 

µαθηµατικός του 17ου αιώνα, ενός αιώνα που υπήρξε µάρτυρας της εργασίας ορισµένων 

από τα µεγαλύτερα πνεύµατα µαθηµατικών όλων των εποχών. Από τα εκπληκτικότερα 

επιτεύγµατα του Fermat ήταν η ανάπτυξη των κύριων ιδεών του απειροστικού λογισµού, 

δεκατρία χρόνια πριν από τη γέννηση του Ισαάκ Νεύτων. Επίσης, µας παρέδωσε τη 

θεωρία των αριθµών, όπου πολύ σηµαντική είναι η έννοια του πρώτου αριθµού.  

  Ο Φερµά είχε γοητευτεί από τις µαθηµατικές εργασίες των αρχαίων Ελλήνων. Οι 

αντιλήψεις του για τις ιδέες του διαφορικού λογισµού είχαν ενδεχοµένως διαµορφωθεί 

στο πλαίσιο του έργου των κλασσικών αρχαίων Ελλήνων µαθηµατικών, Αρχιµήδη και 

Ευδόξου, οι οποίοι έζησαν αντίστοιχα τον 3ο και 4ο αιώνα π.Χ. Κάθε στιγµή του 

ελεύθερου χρόνου του ο Φερµά µελετούσε το έργο των αρχαίων Ελλήνων. Το χόµπι του 

-το πάθος του- ήταν να προσπαθεί να γενικεύει τις εργασίες των αρχαίων και να 

αποκαλύπτει νέα οµορφιά στις ανακαλύψεις τους που είχαν µείνει θαµµένες για πάρα 

πολλά χρόνια. «Έχω ανακαλύψει πλήθος υπερβολικά κοµψών θεωρηµάτων» είχε πει 

κάποτε. Αυτά τα θεωρήµατα τα σηµείωνε στο περιθώριο των µεταφράσεων των αρχαίων 

βιβλίων τα οποία κατείχε.  

 Του Φερµά τον µάγευαν οι αριθµοί. Σ’ αυτούς έβρισκε οµορφιά και νόηµα και 

παρουσίασε πλήθος θεωρηµάτων στη θεωρία αριθµών. Μεταξύ των αγαπηµένων 

αρχαίων κειµένων, µεταφρασµένων στα λατινικά, που αγαπούσε ο Φερµά, ήταν τα 

Αριθµητικά, γραµµένα από τον Έλληνα µαθηµατικό ∆ιόφαντο που έζησε το 3ο αιώνα 

π.Χ. στην Αλεξάνδρεια. Περίπου το 1637, ο Φερµά σε περιθώριο αυτού του βιβλίου του, 

δίπλα από ένα πρόβληµα ανάλυσης του τετραγώνου ενός ακεραίου σε τετράγωνα δυο 

ακεραίων έγραψε στα λατινικά.  

«Από την άλλη πλευρά είναι αδύνατο να αναλύσουµε έναν κύβο σε δυο κύβους, 

µια τέταρτη δύναµη σε δυο τέταρτες δυνάµεις ή γενικά κάθε δύναµη, εκτός από το 

τετράγωνο, σε δυο δυνάµεις µε τον ίδιο εκθέτη. Έχω ανακαλύψει όντως θαυµάσια 

απόδειξη αυτής της πρότασης, αλλά το περιθώριο δεν είναι αρκετά µεγάλο για να τη 

χωρέσει.»   

Αυτή η µυστηριώδης διατύπωση είχε ως αποτέλεσµα γενιές µαθηµατικών να 

ασχοληθούν για να ανακαλύψουν «την όντως θαυµάσια απόδειξη» την οποία ο Φερµά 

είχε ισχυριστεί ότι διέθετε.  
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Μέχρι τις αρχές του 18ου αιώνα κάθε άλλο θεώρηµα του Φερµά είχε αποδειχτεί 

σωστό ή λανθασµένο. Ωστόσο, τούτη η φαινοµενικά απλή πρόταση παρέµεινε 

αναπόδεικτη. Ακόµα και στο δικό µας αιώνα οι υπολογιστές εγκατέλειψαν την 

προσπάθεια να αποδείξουν την ισχύ του θεωρήµατος. Αν και οι υπολογιστές 

επαληθεύουν το θεώρηµα για µεγάλο πλήθος αριθµών, είναι αδύνατο να το 

επαληθεύσουν για κάθε αριθµό. Αν και το θεώρηµα είναι δυνατό να ελεγχθεί για 

δισεκατοµµύρια αριθµούς αποµένουν ωστόσο άπειροι αριθµοί και άπειροι εκθέτες. Το 

θεώρηµα έπρεπε να αποδειχτεί µαθηµατικά. Μάλιστα, τη δεκαετία του 1800 η Γαλλική 

και η Γερµανική Ακαδηµία Επιστηµών πρόσφεραν βραβείο σε οποιονδήποτε θα 

αποδείκνυε το θεώρηµα. Κάθε χρόνο λοιπόν χιλιάδες µαθηµατικοί και µανιώδεις 

ερασιτέχνες έστελναν αποδείξεις σε περιοδικά µαθηµατικών και σε επιτροπές κρίσης. 

Όµως τελικά έµεναν µε άδεια χέρια.  

Ο ίδιος ο Φερµά είχε κατορθώσει να αποδείξει το Τελευταίο Θεώρηµα του για n 

= 4. Αντιλήφθηκε, επίσης, ότι αν για ορισµένη δύναµη του n υπάρχει λύση, τότε υπάρχει 

λύση και για κάθε πολλαπλάσιο του n. Αρκεί λοιπόν να θεωρήσουµε ως εκθέτη µόνον 

πρώτους αριθµούς (εκτός από τον 2). Ο Leonard Euler (1707-1783) απέδειξε ανεξάρτητα 

από το Φερµά τις περιπτώσεις n = 3 και n = 4. Το 1828 ο Peter G. L. Dirichlet (1805-

1859) κατόρθωσε να αποδείξει τη περίπτωση n = 5. Το 1830 ο Adrien -Marie Legendre 

(1752-1833) απέδειξε την ίδια περίπτωση. Ο Gabriel Lame (1795-1870) και ο Henri 

Lebesque (1875-1941) που τον διόρθωσε το 1840, µπόρεσαν να αποδείξουν την 

περίπτωση n=7. ∆ιακόσια χρόνια µετά τη διάσηµη σηµείωση του Φερµά στο περιθώριο 

είχε αποδειχθεί απλώς για τους εκθέτες 3, 4, 5, 6 και 7. Έως το άπειρο ο δρόµος ήταν 

µακρύς. Όλοι οι µαθηµατικοί αναζητούσαν την άπιαστη γενική απόδειξη, κατέληγαν 

ωστόσο σε αποδείξεις µόνο για ειδικές τιµές του εκθέτη.  

 Η συνεισφορά των Euler, Gauss (1777-1855) και Sophie Germain (1776-1831)  

στη µετέπειτα απόδειξη του Τελευταίου Θεωρήµατος του Φερµά ήταν πολύ σηµαντική.  

Η πρωτοπόρα εργασία του Euler στους φανταστικούς αριθµούς, -µιγαδική 

ανάλυση- κυρίως όµως στο πεδίο της τοπολογίας αποδείχτηκε απαραίτητη στην 

κατανόηση και στην προσπάθεια επίλυσης του µυστηρίου του Φερµά.  

Τα αποτελέσµατα του Gauss στη θεωρία αριθµών είχαν µεγάλη σηµασία σε κάθε 

προσπάθεια των µαθηµατικών να αποδείξουν το τελευταίο θεώρηµα του Φερµά. 

Ωστόσο, ο ίδιος δεν προσπάθησε να το αποδείξει, παρόλο που η ακαδηµία του Παρισιού 

προσέφερε µεγάλο βραβείο, όπως τον πληροφόρησε ο φίλος του H. W. M. Olbers. Ίσως, 

ήταν ο µόνος µαθηµατικός της Ευρώπης που αντιλήφθηκε πόσο δύσκολη ήταν η 
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απόδειξη. Ο ίδιος έγραψε στον Olbers την άποψη του για το τελευταίο θεώρηµα του 

Φερµά: «Σου είµαι πολύ υποχρεωµένος για την είδηση που αφορά το βραβείο του 

Παρισιού. Οµολογώ ωστόσο, ότι επειδή το θεώρηµα του Φερµά είναι µια αποµονωµένη 

πρόταση µε ενδιαφέρει ελάχιστα:  µπορώ εύκολα να παραθέσω πλήθος παρόµοιων 

προτάσεων τις οποίες δεν µπορούµε να τις αποδείξουµε, ούτε να τις ξεφορτωθούµε.»  

Η Sophie Germain, ήταν από τους σηµαντικότερους µαθηµατικούς που 

προσπάθησαν να αποδείξουν το τελευταίο θεώρηµα του Φερµά και συνέλαβε σηµαντικά 

στη πρόοδο επίλυσης του. ∆ιατύπωσε τη πρόταση ότι αν υπάρχει λύση της εξίσωσης του 

Φερµά για n = 5 τότε καθένας από τους τρεις αριθµούς πρέπει να διαιρείται µε το 5. Με 

βάση αυτό στο τελευταίο θεώρηµα του Φερµά διακρίνουµε δυο κατηγορίες αριθµών: 1η ) 

τους µη διαιρετούς µε το 5 και 2η ) οι υπόλοιποι αριθµοί. Το θεώρηµα γενικεύτηκε ώστε 

να περιλάβει και άλλες δυνάµεις. Η Sophie Germain διατύπωσε ένα γενικό θεώρηµα που 

επέτρεπε να αποδείξουµε το τελευταίο θεώρηµα του Φερµά για κάθε πρώτο αριθµό η 

µικρότερο από 100 της 1ης κατηγορίας.  

Ένας άλλος µεγάλος µαθηµατικός που µε τις µελέτες του συνέβαλε κι αυτός στην 

απόδειξη του Τελευταίου Θεωρήµατος του Φερµά είναι ο Fourier (1768-1830). Ο 

Fourier ανέπτυξε µια πολύ σηµαντική θεωρία στις περιοδικές συναρτήσεις. Είναι 

δυνατόν να προσδιορίσουµε τις περισσότερες συναρτήσεις σε οσοδήποτε βαθµό ακρίβειας 

επιθυµούµε ως άθροισµα πολλών (θεωρητικά άπειρων όταν επιθυµούµε απόλυτη ακρίβεια) 

ηµιτονοειδών και συνηµιτονοειδών συναρτήσεων. Η εφαρµογή των σειρών Fourier σε 

φυσικά φαινόµενα και σε µεθόδους που χρησιµοποιούν οι υπολογιστές είναι πολύ 

µεγάλη. Επιπλέον όµως οι συγκεκριµένες σειρές εφαρµόζονται σε αµιγώς µαθηµατικά 

θέµατα, ένα πεδίο που δεν κέντριζε το ενδιαφέρον του Fourier. Τον 20ο αιώνα  οι σειρές 

Fourier έπαιξαν ρόλο στη θεωρία αριθµών σαν εργαλείο για το µετασχηµατισµό 

µαθηµατικών στοιχείων από µια περιοχή σε άλλη στο πλαίσιο της εργασίας του Goro 

Shimura. Τώρα γνωρίζουµε ότι η απόδειξη της εικασίας του Shimura βρίσκεται σε 

κοµβικό σηµείο στο πλαίσιο της απόδειξης του Τελευταίου Θεωρήµατος του Φερµά. Η 

επέκταση των περιοδικών συναρτήσεων του Fourier στο µιγαδικό επίπεδο οδήγησε στην 

ανακάλυψη των αυτόµορφων συναρτήσεων και των µορφών modular. Το επίτευγµα αυτό 

είχε σηµαντική επίδραση στο τελευταίο θεώρηµα του Φερµά µέσω της εργασίας ενός 

άλλου Γάλλου µαθηµατικού του Henri Poincare.  

Απόπειρα να αποδείξει το τελευταίο θεώρηµα του Φερµά έκανε και ο Gabriel 

Lame. Η απόδειξη του στηριζόταν σε µια µέθοδο που είχε προτείνει ο Liouville και 

αφορούσε την παραγοντοποίηση του Fermat µε γραµµικούς παράγοντες 
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χρησιµοποιώντας µιγαδικούς αριθµούς. Ο ίδιος ο Liouville ωστόσο, υπέδειξε το λάθος 

στην απόδειξη του Lame λέγοντας πως η παραγοντοποίηση που είχε προτείνει δεν ήταν 

µοναδική. 

Ο Ernst Eduard Kummer (1810-1893) είναι ο άνθρωπος που περισσότερο από 

κάθε σύγχρονο του έφθασε πλησιέστερα σε µια γενική λύση του προβλήµατος του 

Φερµά. Ο Kummer επινόησε όντως µια πλήρη µαθηµατική θεωρία, τη θεωρία των 

ιδεωδών αριθµών προσπαθώντας να αποδείξει το Τελευταίο Θεώρηµα Του Φερµά. 

Η εργασία του Kummer µε τους ιδεώδεις αριθµούς του επέτρεψε να αποδείξει το 

τελευταίο θεώρηµα του Φερµά για κάθε εκθέτη µικρότερο από το 100 καθώς και για τα 

άπειρα πολλαπλάσια των πρώτων αριθµών αυτής της περιοχής. Το γεγονός ότι αυτή η 

σηµαντική θεωρία είναι αποτέλεσµα έµπνευσης στο πλαίσιο της προσπάθειας επίλυσης 

του Τελευταίου Θεωρήµατος του Φερµά δείχνει πως είναι δυνατόν να αναπτύξουµε 

νέες θεωρίες προσπαθώντας να λύσουµε ειδικά προβλήµατα.  

Ακολουθεί η συνεισφορά του µεγάλου και ιδιοφυή µαθηµατικού Galois (1811-

1832) -αν και ήταν µόλις 20 χρόνων- στην προσπάθεια επίλυσης του Τελευταίου 

Θεωρήµατος του Φερµά καθώς η θεωρία του αποτελεί το κρίσιµο βήµα στη µέθοδο που 

ακολουθήθηκε µετά από ενάµιση αιώνα.  

Ένας ακόµη µαθηµατικός που συνέλαβε µε το έργο του στη προσέγγιση του 

Τελευταίου Θεωρήµατος του Φερµά είναι ο Abel (1802-1829). Η έννοια τη αβελιανής 

οµάδας  αποτελεί κρίσιµο στοιχείο στη σύγχρονη διαπραγµάτευση του προβλήµατος 

αυτού.  

Έπεται η εξίσου σηµαντική συνεισφορά του Dedekind (1831-1916) στη σύγχρονη 

προσέγγιση του Τελευταίου Θεωρήµατος του Φερµά. Αυτή είναι η ανάπτυξη της 

θεωρίας των ιδεωδών, οι οποίοι ήταν γενίκευση των ιδεωδών αριθµών του Kummer. Ένα 

αιώνα µετά την ανάπτυξη του Dedekind οι ιδεώδεις θα ενέπνεαν τον Barry Mazur. 

Κατόπιν ο Andrew Wiles θα εκµεταλλευόταν την εργασία του Mazur.  

Ένας άλλος µαθηµατικός µε εξαιρετικές ικανότητες είναι ο Henri Poincare (1854-

1912). Η συµβολή του στη τοπολογία, κλάδος που αναπτύχθηκε από τον Euler, ήταν 

πολύ σηµαντική. Η µελέτη των µορφών, των επιφανειών και των συνεχών συναρτήσεων, 

όπως και οι µορφές Modular, τοµέας στον οποίο ο Poincare υπήρξε πρωτοπόρος, έπαιξαν 

πολύ σηµαντικό ρόλο στη σύγχρονη προσέγγιση του Τελευταίου Θεωρήµατος του 

Φερµά.  

Ο Mordell (1888-1972) στη συνέχεια ανακάλυψε µια σχέση µεταξύ των λύσεων 

αλγεβρικών εξισώσεων και της τοπολογίας, που του φάνηκε πολύ παράξενη. Είναι µια 
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σχέση µεταξύ του αριθµού των οπών σε µια επιφάνεια (δηλαδή του γένους της 

επιφάνειας) στο χώρο λύσεων µιας εξίσωσης και του ερωτήµατος αν η εξίσωση έχει 

πεπερασµένο ή άπειρο πλήθος λύσεων. Έτσι, αν η επιφάνεια των λύσεων έχει γένος 

ανώτερο από δυο τότε η εξίσωση έχει πεπερασµένο πλήθος  ακέραιων λύσεων. Ο ίδιος 

τελικά δεν κατάφερε να την αποδείξει, γι’ αυτό έµεινε γνωστή ως εικασία του Mordell. 

Ο Gerd Faltings κατόρθωσε το 1983 να αποδείξει την εικασία του Mordell. 

Προέκυπτε εποµένως το συµπέρασµα ότι επειδή το γένος της εξίσωσης του Φερµά για η 

µεγαλύτερο από 3 είναι 2 ή περισσότερο, οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης, αν υπάρχουν, 

είναι πεπερασµένες.  

Οι Granville και Heath Brown χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του Faltings 

απέδειξαν ότι το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης του Φερµά, αν υπάρχουν, 

ελαττώνεται εκθετικά µε την αύξηση του n. Αποδείχτηκε ότι καθώς το n αυξάνεται το 

ποσοστό των εκθετών για τους οποίους το τελευταίο θεώρηµα του Φερµά αληθεύει 

προσεγγίζει το 1%.  

Άρα, το 1983 η κατάσταση µε το Τελευταίο Θεώρηµα του Φερµά έχει ως εξής: 

Έχει αποδειχθεί για κάθε n έως το 1.000.000 και επιπλέον, για µεγαλύτερα n αν 

υπάρχουν λύσεις τότε είναι ελάχιστες και ελαττώνονται µε την αύξηση του n. 

Οι Yuataka Taniyama (1927-1958) και Goro Shimura, Ιάπωνες µαθηµατικοί και 

φίλοι οργάνωσαν το Σεπτέµβριο του 1955 ένα συνέδριο στο Τόκιο. Ένας από τους 

προσκληθέντες ήταν ο Andre Weil. Μια εικασία διατυπώνεται δειλά από τον Taniyama, 

αλλά συνδέεται µε το όνοµα  του Weil: «Μήπως οι αυτόµορφες συναρτήσεις συνδέονται 

µε τις ελλειπτικές καµπύλες και όχι µόνο οι συναρτήσεις modular;» 

Ο Shimura µια δεκαετία αργότερα και αφού ο Taniyama έχει πεθάνει, 

αντιλαµβάνεται το λάθος του φίλου του και οδηγείται στη διατύπωση µιας πιο 

θαρραλέας εικασίας: «κάθε ελλειπτική καµπύλη στους ρητούς οµογενοποιείται από µορφή 

modular». Στις αρχές της δεκαετίας του ’60 ο Shimura συναντά τον Serre ο οποίος τον 

αµφισβητεί και ισχυρίζεται ότι υπάρχουν ελλειπτικές καµπύλες στις οποίες δεν ισχύουν. 

Τότε ο Shimura απαντά διατυπώνοντας µε ακρίβεια την εικασία του: Μια τέτοια καµπύλη 

πάντα οµογενοποιείται από µια καµπύλη  modular.  

Είµαστε  στο 1984. Ένας άλλος µαθηµατικός, ο Gerhard Frey βοηθά µε το έργο 

του στο να φθάσουµε σιγά, σιγά στη λύση του περίφηµου προβλήµατος. Έχει µελετήσει 

τις εργασίες των Hasse, Weil, Mazur και έχει επηρεαστεί από αυτές. Προέλαβε ένα 

ισχυρισµό ο οποίος φαινόταν προκλητικός. «Αν η εικασία Shimura- Taniyama είναι 

όντως σωστή, το τελευταίο θεώρηµα το Φερµά αληθεύει».  
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 Η πορεία της σκέψης του Frey ήταν ιδιοφυής. Αν υποθέσουµε ότι το τελευταίο 

θεώρηµα του Φερµά δεν ισχύει τότε για κάποια δύναµη n µεγαλύτερη του 2 υπάρχει 

λύση στην εξίσωση του Φερµά: ηηη ζψχ =+ όπου χ, ψ, και ζ ακέραιοι. Από τις 

συγκεκριµένες εξισώσεις προκύπτει µια ιδιαίτερη ελλειπτική καµπύλη, της οποίας ο Frey 

προσδιόρισε την εξίσωση, η οποία ονοµάζεται καµπύλη Frey και η οποία είναι µη 

modular. Όµως αν η εικασία των Shimura- Taniyama αληθεύει τότε κάθε ελλειπτική 

καµπύλη είναι modular. Άρα, µια τέτοια καµπύλη δεν µπορεί να υπάρχει. Ουσιαστικά 

λοιπόν ο ισχυρισµός του Frey είναι της µορφής: από το Α προκύπτει το Β. Αν το Β δεν 

είναι σωστό τότε ούτε το Α είναι σωστό.  

Ο Ken Ribet ήταν αυτός που τελικά κατάφερε να αποδείξει την εικασία του Frey, 

µια εικασία που στην αρχή θεωρούσε ως ¨αστεία¨. Ο δρόµος για τη λύση του 

προβλήµατος του Φερµά µε τις σύγχρονες µεθόδους της αριθµητικής αλγεβρικής 

γεωµετρίας ήταν πλέον ανοιχτός. Απέµενε µόνο να βρεθεί αυτός που θα αποδείκνυε την 

εικασία Shimura- Taniyama. Τότε το Τελευταίο Θεώρηµα Του Φερµά θα ίσχυε 

αυτοµάτως.  

Ο Andrew Wiles είχε ως παιδικό όνειρο να αποδείξει το Τελευταίο Θεώρηµα Του 

Φερµά. Ήταν µόλις 10 ετών όταν διάβασε για το πρόβληµα αυτό. 

Ωστόσο, για πολλά χρόνια το παραµέλησε µια και το πρόβληµα αυτό δεν 

ήταν πλέον στη µόδα. Η αφορµή να ασχοληθεί ξανά µε το Τελευταίο 

Θεώρηµα Του Φερµά δόθηκε όταν πληροφορήθηκε από ένα φίλο του ότι 

ο Ken Ribet απέδειξε την εικασία του Frey. Ο Wiles ηλεκτρίστηκε. Εκείνη τη στιγµή 

αντιλήφθηκε ότι η ζωή του άλλαξε. Κλειδώθηκε στη σοφίτα του και άρχισε να εργάζεται.  

Το µεγαλείο του Wiles έλεγε αργότερα ο Frey ήταν ότι πίστευε σε ότι έκανε, όταν 

ουδείς µαθηµατικός στην υφήλιο πίστευε όντως ότι µέχρι το τέλος του 20ου αιώνα θα 

αποδεικνυόταν η εικασία Shimura- Taniyama. Εργάστηκε µυστικά και σκληρά για 7 

χρόνια αποµονωµένος από το κόσµο. Στη διάρκεια της επίπονης αυτής προσπάθειας του, 

ζήτησε τη βοήθεια µόνο δυο πολύ έµπιστων και εχέµυθων φίλων του, των Katz και Peter 

Sarnak, ώστε να επιβεβαιώνουν τα αποτελέσµατα του βήµα προς βήµα.   

Στο τέλος του Ιουνίου του 1993 ο Andrew Wiles ταξίδευσε αεροπορικώς για την 

Αγγλία. Επέστρεφε στο πανεπιστήµιο του Κέιµπριτζ όπου είκοσι χρόνια πριν υπήρξε 

φοιτητής. Ο καθηγητής John Coates, ο οποίος είχε επιβλέψει την εκπόνηση της 

διδακτορικής του διατριβής, οργάνωνε ένα συνέδριο µε αντικείµενο τη Θεωρία Iwasawa, 

θέµα πάνω στο οποίο είχε εκπονήσει τη διατριβή του και διέθετε αρκετές γνώσεις. Του 
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ζήτησε λοιπόν, να δώσει µια σύντοµη ωριαία οµιλία σε θέµα της αρεσκείας του. Ο  

Andrew Wiles προς έκπληξη των άλλων που συµµετείχαν στο συνέδριο, λόγω της 

κλειστότητας του χαρακτήρα του, δέχτηκε. Ζήτησε όµως η οµιλία του να είναι τρίωρη. 

Είχε έρθει η ώρα να πραγµατοποιήσει το παιδικό του όνειρο. Η θυσία εφτά χρόνων και οι 

ατέλειωτες ώρες µοναξιάς, θα τέλειωναν.  

 Κανείς δεν γνώριζε το περιεχόµενο της οµιλίας του, ούτε και το σκοπό αυτής. 

Την πρώτη µέρα της οµιλίας του ο Andrew Wiles αντάµειψε τους περίπου είκοσι 

µαθηµατικούς που είχαν έρθει στη διάλεξη του µε ένα ισχυρό και απροσδόκητο 

αποτέλεσµα. Η αγωνία αυξανόταν. Υπήρχαν ακόµα άλλες δυο διαλέξεις. Τη δεύτερη 

µέρα η ένταση της παρουσίασης αυξήθηκε. Ο Andrew Wiles παρουσίασε πρωτότυπες 

ιδέες µε τη µορφή νέων θεωρηµάτων µαζί µε τις αποδείξεις τους.  

Την επόµενη µέρα, Τετάρτη 23 Ιουνίου 1993 ήταν η τελευταία διάλεξη του. Η 

αίθουσα είχε ξεχειλίσει. Ο Andrew Wiles άρχισε και πάλι να γράφει φαινοµενικά 

ατέλειωτους τύπους και θεωρήµατα πάνω στο πίνακα. «Υπήρχε µόνο µια ενδεχόµενη 

αποκορύφωση µόνο µια ενδεχόµενη κατάληξη της παρουσίασης του Wiles»  είπε αργότερα 

ο καθηγητής Ken Ribet. Ο Andrew Wiles τέλειωνε τις τελευταίες λίγες γραµµές της 

απόδειξης µιας αινιγµατικής και πολύπλοκης µαθηµατικής εικασίας, της εικασίας των 

Shimura-Taniyama. Τότε, ξαφνικά πρόσθεσε µια τελευταία γραµµή, 

επαναδιατυπώνοντας µια εξίσωση ηλικίας αιώνων. Πριν από επτά χρόνια ο Ken Ribet 

είχε αποδείξει ότι τούτη η εξίσωση ήταν συνέπεια της εικασίας των Shimura-Taniyama. 

«Κι αυτό αποδεικνύει το Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat» είπε σχεδόν αδιάφορα. 

«Νοµίζω λοιπόν ότι σε τούτο το σηµείο πρέπει να σταµατήσω.»  

 Σε λίγα λεπτά σε όλο τον κόσµο το ηλεκτρονικό ταχυδροµείο άρχισε να 

αστράφτει και µηνύµατα να ξετυλίγονται µέσα από µηχανές φαξ. Φαινόταν ότι το 

µυστήριο ηλικίας 350 ετών, το πιο διάσηµο µαθηµατικό πρόβληµα όλων των εποχών, 

είχε λυθεί. Οι εφηµερίδες περιέγραφαν τον άνθρωπο που κατά τα φαινόµενα είχε λύσει 

το µαθηµατικό πρόβληµα που είχε αντισταθεί περισσότερο από κάθε άλλο και η λύση 

του παρέµενε πρόκληση για περισσότερο από 350 χρόνια. Σε µια νύχτα το Andrew 

Wiles, το όνοµα ενός ήσυχου και αποµονωµένου ανθρώπου, µπήκε σε κάθε σπίτι.  

Η απόδειξη του Andrew Wiles περιείχε έννοιες και θεωρίες οι οποίες την εποχή 

του Φερµά ήταν άγνωστες ακόµα και µέχρι τον 20ο αιώνα. Ήταν εποµένως απαραίτητο 

να επικυρωθούν από ειδικούς ανεξάρτητα του Andrew Wiles. Η απόδειξη στάλθηκε σε 

κορυφαίους µαθηµατικούς. Η αισιοδοξία ωστόσο διάρκεσε λίγο. Στη λογική της 
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απόδειξης ανακαλύφτηκε ένα κενό. Ο Andrew Wiles προσπάθησε να το µπαλώσει αλλά 

µάταια. Αυτό παρέµενε. Ο Wiles αποσύρθηκε στη σουίτα του.  

Ωστόσο, το πρωινό της ∆ευτέρας της 19ης Σεπτεµβρίου του 1994 ήρθε η ώρα για 

να δοθεί επιτέλους η λύση του περίφηµου αυτού προβλήµατος. Τη λύση την έδωσε ο 

ίδιος ο Andrew Wiles. Η νέα απόδειξη ήταν διόρθωση αυτής που είχε παρουσιάσει τον 

Ιούνιο του 1993 στο πανεπιστήµιο του Cambridge, και που προς µεγάλη απογοήτευση 

του ίδιου ήταν λανθασµένη. Είχε αφιερώσει 7 χρόνια από τη ζωή του στη προσπάθεια 

του να κυνηγήσει το όνειρο του ζώντας ουσιαστικά φυλακισµένος σε µια σοφίτα. 

Ευτυχώς, ένα χρόνο µετά την κατάρρευση της πρώτης του απόδειξης, και σε µια 

τελευταία απόπειρα πριν εγκαταλείψει κάθε προσπάθεια βρήκε το λάθος. Είχε βρει την 

σωστή απόδειξη. «Ήταν η σηµαντικότερη στιγµή σε ολόκληρη την επαγγελµατική ζωή µου. 

Ξαφνικά, απολύτως αναπάντεχα ήρθε η απίστευτη ανακάλυψη»… «Ήταν τόσο 

απερίγραπτα όµορφη, ήταν τόσο απλή και συνάµα µεγαλόπρεπη. Την πρώτη νύχτα πήγα 

σπίτι και κοιµήθηκα µε τις σκέψεις αυτής της ανακάλυψης. Και το επόµενο πρωί την 

ξαναέλεγξα και την βρήκα εντάξει. Ήταν κάτι που ήθελα να το ανακοινώσω στη γυναίκα 

µου µε µεγάλη ικανοποίηση. Το βρήκα! Βρήκα τη διόρθωση στην απόδειξή µου!» Ήταν 

αλήθεια και όχι όνειρο. Το τελευταίο θεώρηµα του Φερµά αναπαυόταν πλέον εν ειρήνη.  

 Ο ίδιος ο Andrew Wiles χαρακτήρισε την απόδειξη του ως απόδειξη του 20ου 

αιώνα καθώς χρησιµοποίησε την εργασία πολλών µαθηµατικών του 20ου αιώνα. 

Σύµφωνα λοιπόν µε τον ίδιο ήταν αδύνατο να έχει υπόψη του τούτη την απόδειξη ο 

Φερµά όταν έγραφε στο περιθώριο της σελίδας τη διάσηµη σηµείωση του. Μήπως ο 

Φερµά διέθετε άλλη απόδειξη; Η απάντηση είναι πιθανόν όχι. ∆εν είµαστε όµως απόλυτα 

βέβαια και ίσως δεν το µάθουµε ποτέ.  

 Η βαθύτερη αξία του θεωρήµατος δεν είναι απλώς ότι το θεώρηµα σχετίζεται µε 

όλη τη πορεία του ανθρώπινου πολιτισµού, αλλά το ότι η τελική λύση του προβλήµατος 

προέκυψε ενοποιώντας όλο το εύρος των µαθηµατικών. Πρέπει να τονίσουµε ότι η 

επιχείρηση απόδειξης του θεωρήµατος ήταν έργο πολλών ανθρώπων. Ενδεικτικά 

θυµίζουµε τους : Ernst Kummer, Barry Mazur, Frey, Ribet, Shimura και Taniyama. 

 Κλείνουµε την αναφορά µας στο τελευταίο θεώρηµα του Φερµά µε κάποια λόγια 

του Andrew Wiles που περιγράφουν την 7χρονη αναζήτηση του Ιερού ∆ισκοπότηρου 

των µαθηµατικών. 

«Ίσως, ο καλύτερος τρόπος για να περιγράψω την εµπειρία µου στα µαθηµατικά 

είναι να την παροµοιάσω µε την εµπειρία του να εισέρχεσαι σε ένα σκοτεινό µέγαρο. 

Εισέρχεσαι στο πρώτο σκοτεινό, απολύτως σκοτεινό δωµάτιο. Σκοντάφτεις δεξιά- αριστερά 
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και πέφτεις επάνω στα έπιπλα. Σιγά, σιγά µαθαίνεις που βρίσκεται κάθε έπιπλο. Και τελικά 

µετά από περίπου έξι µήνες βρίσκεις το διακόπτη και ανάβεις το φως. Ξαφνικά λοιπόν, τα 

πάντα φωτίζονται και βλέπεις λοιπόν που βρισκόσουν. Κατόπιν εισέρχεσαι στο επόµενο 

σκοτεινό δωµάτιο…» 

    

Σηµείωση: Όλες τα παραπάνω στοιχεία περιέχονται στο βιβλίο του A. Aczel: 

Πώς ο A. Wiles έλυσε το τελευταίο θεώρηµα του Φερµά. (Μετάφραση: Α. ∆. 

Βαλαδάκης.) 

 
∆ιαδροµή µε τραµ προς το Nikko στο συνέδριο του 1955. Από αριστερά προς τα δεξιά: 

T. Tamagava, J-P Serre, Y. Taniyama και A. Weil 

 
Από αριστερά προς τα δεξιά : John Coates, Andrew Wiles, Ken Ribet και Karl Rubin 

γιορτάζουν την αποόδειξη του Wiles στο Κέµπριτζ µετά την ιστορική παρουσιάση.   

 Ακολόυθεί πίνακας φωτογραφιών µαθηµατικών που ασχολήθηκαν µε το 

τελευταίο  θεώρηµα του Fermat.  
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Euler Dirichlet Legendre 

   
Lame Gauss Germain 

   
Fourier Kummer Galois 

   
Abel Faltings Ribet 

 
  

Frey Taniyama Shimura 
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3 ΘΕΣΗ ΤΟΥ ΛΑΘΟΥΣ ΣΤΙΣ ∆ΙΑΦΟΡΕΣ ΘΕΩΡΙΕΣ 
ΜΑΘΗΣΗΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

 

 ιστορική εξέλιξη των µαθηµατικών είναι αναµφισβήτητα άρρηκτα 

συνδεδεµένη µε τη φιλοσοφία των µαθηµατικών. ∆εν είναι τυχαίο 

πως οι µεγαλύτεροι µαθηµατικοί (Πυθαγόρας, ∆ηµόκριτος, 

Πλάτων,…) ήταν συγχρόνως και φιλόσοφοι. Μερικά από τα ερωτήµατα που απασχολούν 

κάθε φιλοσοφία είναι: τι είναι µαθηµατικά, ποια η φύση τους και ποια η προέλευση τους. 

Κάθε φιλοσοφία δίνει διαφορετική απάντηση στα παραπάνω ερωτήµατα και κάθε µια 

από αυτές αντιστοιχεί στην υιοθέτηση µιας διαφορετικής άποψης για τη διδακτική των 

µαθηµατικών µε αποτέλεσµα την ανάπτυξη διάφορων θεωριών µάθησης. Εποµένως, η 

επιλογή  διδακτικής πρακτικής από το δάσκαλο συνδέεται άµεσα (συνειδητά ή 

ασυνείδητα) µε κάποια συγκεκριµένη φιλοσοφία.  

Η ψυχολογία των µαθηµατικών ενδιαφέρεται να δώσει απαντήσεις σε ερωτήµατα 

όπως πως οι άνθρωποι µαθαίνουν µαθηµατικά, πως σκέπτονται και µε ποιο τρόπο 

κατανοούν τις µαθηµατικές έννοιες. Οι κατά το δυνατόν πιο ακριβείς απαντήσεις στα 

ερωτήµατα αυτά είναι σίγουρα πολύτιµες για τη διδασκαλία των µαθηµατικών. 

Είναι φυσικό οι απόψεις που επικρατούν σε κάθε εποχή για τη µάθηση, να 

επηρεάζουν τις µεθόδους και τις στρατηγικές που ακολουθεί ο δάσκαλος µέσα στη τάξη. 

Για το λόγο αυτό στη πορεία διδασκαλίας των µαθηµατικών, ανάλογα µε τις εκάστοτε 

αντιλήψεις περί µαθηµατικών, αναπτύχθηκαν πολλές θεωρίες µάθησης διαφορετικές 

µεταξύ τους. Ο δάσκαλος εποµένως στηρίζεται σε κάποια από αυτές τις θεωρίες µάθησης 

όταν επιλέγει τον τρόπο διδασκαλίας του και το ρόλο τόσο τον δικό του όσο και των 

παιδιών µέσα στη τάξη.      

Η συνεισφορά µιας θεωρίας µάθησης έγκειται στην οργάνωση που προσφέρει ως 

προς την έρευνα και τη γνώση που αφορά τις διαδικασίες µάθησης. Ωστόσο, υπάρχουν 

πολλοί ενδοιασµοί ως προς την αξιοπιστία των αρχών που συνεπάγεται η υιοθέτηση 

κάποιας συγκεκριµένης θεωρίας. Αυτό οφείλεται στο ότι δεν υπάρχουν νόµοι και αρχές 

της µάθησης που να µπορούν να διδαχθούν µε πλήρη εµπιστοσύνη για το αποτέλεσµα 

τους. ∆εν είναι δυνατόν να δοθεί µια καθοριστική απάντηση σ’ αυτούς τους ενδοιασµούς 

για τον απλό λόγο ότι καµία θεωρία µάθησης δεν είναι τόσο αφηρηµένη ή τόσο πλήρης 

ώστε να ερµηνεύει όλα τα εργαστηριακά ερωτήµατα. 

Έχοντας υπόψη τα παραπάνω, ως βέλτιστη λύση θεωρείται η προσέγγιση της 

διδασκαλίας των µαθηµατικών ως ένα φαινόµενο αυτό καθ’ εαυτό. Οι παρατηρήσεις, οι 

 Η



 107

µαγνητοσκοπήσεις και βιντεοσκοπήσεις για παράδειγµα, της διδακτικής πρακτικής µέσα 

στη τάξη µπορούν να µας δώσουν πολύτιµες πληροφορίες σχετικά µε τις 

αλληλεπιδράσεις µεταξύ µαθητών και δασκάλων σ’ ένα ζωντανό διδακτικό πλαίσιο. 

Ακολουθεί η ανάπτυξη παιδαγωγικών µοντέλων, τα οποία και πρέπει να ελέγχουν 

πειραµατικά για να διαπιστωθεί πόσο καλά εξηγούν και προβλέπουν καταστάσεις. Στα 

πλαίσια αυτής της προσέγγισης, η παιδαγωγική των µαθηµατικών χειραφετείται από την 

ψυχολογία κατά τον ίδιο τρόπο που η ίδια προσέγγιση βοήθησε την ψυχολογία να 

χειραφετηθεί από την φιλοσοφία.  

Η τελευταία προσέγγιση όµως δεν σηµαίνει ότι καταργεί την αξία των 

θεωρητικών µοντέλων. Τα θεωρητικά µοντέλα είναι αυτά που θα αναλύσουν και θα 

ερµηνεύσουν τις παρατηρήσεις που συλλέγονται από την καταγραφή του διδακτικού 

φαινοµένου. Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα πως τα φαινόµενα µάθησης και 

διδασκαλίας είναι αλληλένδετα και δεν είναι δυνατόν να αποµονώσουµε το ένα από το 

άλλο χωρίς αυτό να αποβεί εις βάρος του άλλου.  

Με βάση το παραπάνω σκεπτικό παραθέτουµε µερικές από τις βασικότερες 

θεωρίες µάθησης που εν καιρώ άσκησαν σηµαντικότατη επίδραση στη παιδαγωγική των 

µαθηµατικών. Αυτές είναι οι: Συνδετισµός, Φορµαλισµός, Ηµιεµπειρικισµός και  

Κονστρουκτιβισµός. Αναφέρουµε τα χαρακτηριστικά της κάθε µιας και εστιάζουµε στον 

τρόπο που κάθε µία αντιµετωπίζει το λάθος. Θεωρούµε πως η πτυχή αυτή αποτελεί 

κεντρικό σηµείο της φιλοσοφίας κάθε θεωρίας.   
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3.1 Ο Thorndike και η θεωρία των δεσµών – Συνδετισµός και λάθος 
 

 Τhorndike (1874-1949) θεωρείται ο σκαπανέας της θεωρίας 

µάθησης. Το όνοµα του Thorndike είναι συνδεδεµένο µε τη 

διατύπωση του «νόµου του αποτελέσµατος» που είναι προάγγελος 

αυτού που σήµερα ονοµάζουµε «αρχές ενίσχυσης». Ο Thorndike 

ανακάλυψε αυτό το νόµο, όχι µελετώντας το φαινόµενο της 

µάθησης των µαθηµατικών, αλλά πειραµατιζόµενος στο 

εργαστήριο µε γάτες και σκύλους, πιθήκους και κοτόπουλα. Τα 

αποτελέσµατα του τον οδήγησαν στην υπόθεση ότι η µάθηση 

είναι µια αργή διαδικασία δοκιµών και λαθών.  

Ο νόµος του αποτελέσµατος µας λέει συγκεκριµένα ότι οι 

αντιδράσεις που παράγουν θετικά αποτελέσµατα τείνουν να επαναλαµβάνονται. 

Αντίθετα, οι αντιδράσεις που δεν παράγουν θετικά αποτελέσµατα σταµατούν να 

επαναλαµβάνονται. Ο Thorndike ονόµασε αυτού του είδους τη µάθηση συντελεστική 

εξάρτηση (instrumental conditioning) διότι οι αντιδράσεις ενισχύονται όταν συντελούν 

στην παραγωγή κάποιας αµοιβής (Βοσνιάδου, 2001). 

Ο Thorndike θεωρούσε ότι τα συµπεράσµατα του θα µπορούσαν να εφαρµοστούν 

και στα ανθρώπινα όντα. Όλοι  στα σχολικά µας χρόνια έχουµε ξοδέψει πολλές ώρες 

στην επίλυση ασκήσεων αριθµητικής, άλγεβρας και γεωµετρίας. Το είδος αυτής της 

εργασίας ονοµάζεται «πρακτική και εξάσκηση» και υποτίθεται ότι θα µας βοηθούσε να 

αποκτήσουµε ευχέρεια και άνεση στην εκτέλεση των αριθµητικών. Η τεχνική της 

πρακτικής και της εξάσκησης κατείχε και εξακολουθεί να κατέχει µια αξιοσηµείωτη 

θέση στην ιστορία της διδακτικής των µαθηµατικών ακόµη και µέχρι σήµερα. Υπήρχε 

εποχή που αποτελούσε τη βασική αρχή διδασκαλίας και µάθησης. Σίγουρα η εξάσκηση 

είναι αναγκαία και συντελεί στην επίτευξη της τελειότητας αλλά και σίγουρα δεν είναι 

αρκετή µόνο αυτή. 

Η εφαρµογή ωστόσο, της µεθόδου του Thorndike εµπεριέχει το κίνδυνο να 

αναγορευτεί η πρακτική και η εξάσκηση ως η ανώτερη µέθοδος για τη διδασκαλία των 

µαθηµατικών. Έτσι, αν και ο Thorndike τόνισε ότι τα προβλήµατα εξάσκησης θα πρέπει 

να προξενούν το ενδιαφέρον στους µαθητές, δεν άργησαν να ακουστούν οι πρώτες 

κριτικές οι οποίες εστίαζαν σε δυο σηµεία:  

Ο
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Το πρώτο σηµείο ήταν ότι η συνδετική θεωρία, έτσι όπως εφαρµόστηκε από τον 

Thorndike, δεν λάµβανε καθόλου υπόψη τις ποιοτικές διαφορές που υπάρχουν στις 

υπολογιστικές ικανότητες µεταξύ παιδιών και ενηλίκων. Τα παιδιά χρησιµοποιούν και 

επινοούν διαφορετικές τεχνικές από τους µεγάλους για να υπολογίζουν αριθµητικές 

παραστάσεις. 

Το δεύτερο σηµείο ήταν ότι η µέθοδος της πρακτικής και εξάσκησης 

δηµιουργούσε µια λανθασµένη άποψη για το σκοπό της µάθησης, που δεν είναι τόσο το 

αποτέλεσµα αλλά το πώς φθάνει κανείς σ’ αυτό. Έτσι, µε τη µέθοδο αυτή ο µαθητής 

κινδυνεύει να φθάσει στο αποτέλεσµα µαθαίνοντας µια διαδικασία εντελώς µηχανικά, 

χωρίς να καταλαβαίνει τι στην ουσία κάνει και γιατί το κάνει. Η πραγµατική κατανόηση 

απαιτεί προσοχή στις µαθηµατικές αρχές, τις δοµές πάνω στις οποίες βασίζονται οι 

υπολογιστικοί κανόνες. Αυτό που πραγµατικά χρειάζεται ένας µαθητής είναι να 

κατανοήσει τη σηµασία αυτών των αρχών και όχι να εκτελεί µηχανικά 

αυτοµατοποιηµένες κινήσεις. Η εξάσκηση µέσω της επανάληψης δεν αποτελεί εγγύηση 

για την πραγµατική κατανόηση. Με το να µάθουν τα παιδιά παραδείγµατος χάριν, τον 

πίνακα του πολλαπλασιασµού µέχρι 9*9, δεν σηµαίνει ότι έχουν καταλάβει τους κανόνες 

του πολλαπλασιασµού. Εποµένως, όταν συναντούν πρωτόγνωρες καταστάσεις που 

χρειάζεται πραγµατική κατανόηση των κανόνων, δεν θα είναι σε θέση να τα βγάλουν 

πέρα. (Τουµάσης, 1999)         

Εάν εποµένως, θεωρήσουµε ότι η µάθηση των µαθηµατικών συνίσταται στην 

κατανόηση ενός ενοποιηµένου συνόλου αρχών, προτύπων και δοµών, τότε η µέθοδος της 

πρακτικής και της εξάσκησης δεν προσφέρει και πολλά πράγµατα. Η πρακτική και η 

εξάσκηση αναγνωρίζονται ως σπουδαίες τεχνικές για την ανάπτυξη κάποιων 

υπολογιστικών δεξιοτήτων και την προώθηση της ταχύτητας και της ακρίβειας στους 

υπολογισµούς µε την προϋπόθεση βέβαια να µην εθίζουν τους µαθητές στη µηχανική 

εργασία.       

Είναι σαφές από τα παραπάνω ότι το λάθος σε αυτή τη θεωρία µάθησης πρέπει να 

αποφεύγεται. Το λάθος είναι δείγµα αποτυχίας καθώς δεν οδηγεί στο σωστό αποτέλεσµα 

ενώ το µόνο που ενδιαφέρει είναι το σωστό αποτέλεσµα. Το ποιες είναι οι βαθύτερες 

αιτίες που οδήγησαν στο λάθος δεν εξετάζεται. ∆ίνονται πολλές ασκήσεις ίδιας µορφής 

µε σκοπό την όσο δυνατόν πιο ταχύτερη λύση αυτών. Τελικό αποτέλεσµα είναι να 

ενισχύεται η παπαγαλία. Για την εκπαίδευση, εποµένως αυτή η θεωρία µάθησης είχε 

άστοχες συνέπειες. ∆υστυχώς, το µοντέλο αυτό ακόµα και σήµερα εξακολουθεί να 

εφαρµόζεται. Είναι σίγουρα το πιο ξεκούραστο για ένα δάσκαλο. 
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3.2   Φορµαλισµός και λάθος 
 

τη φορµαλιστική θεωρία µάθησης, θεµελιωτής της οποίας είναι ο 

Hilbert (1862-1943), τα µαθηµατικά ασχολούνται µε τη µελέτη 

τυπικών, συµβολικών συστηµάτων. Θεωρούνται ως µια συλλογή από 

αφηρηµένα συστήµατα στα οποία οι όροι είναι απλά σύµβολα 

και οι προτάσεις είναι τύποι που περιέχουν τα σύµβολα αυτά. 

Είναι η επιστήµη της τυπικής παραγωγής συµπερασµάτων από 

τα αξιώµατα στα θεωρήµατα. Επιδιώκεται, µια ακραία 

αξιωµατική ανάπτυξη των µαθηµατικών όπου µεγάλη σηµασία 

δίνεται στην αυστηρή µαθηµατική απόδειξη.  

Είναι αλήθεια ότι ο Φορµαλισµός είναι εκείνο το 

φιλοσοφικό ρεύµα του απολυτικισµού το οποίο επηρέασε, περισσότερο από κάθε άλλο, 

άµεσα τη µαθηµατική εκπαίδευση, κυρίως κατά το δεύτερο ήµισυ του 20ου αιώνα. Σε 

αυτό το σηµείο έχει ενδιαφέρον να δούµε την άποψη των φορµαλιστών για τη γεωµετρία. 

∆ιακρίνουν τη γεωµετρία σε δυο κατηγορίες. Τη γεωµετρία ως µιας παραγωγικής δοµής 

ή αξιωµατικού συστήµατος και τη γεωµετρία ως µια περιγραφική επιστήµη. Για τους 

φορµαλιστές µόνο η πρώτη είναι µαθηµατικά. Η χρήση των εικόνων ή διαγραµµάτων ή 

ακόµη της διαίσθησης και φαντασίας, είναι όλα  εξωµαθηµατικές λειτουργίες οι οποίες 

δεν προσφέρουν τίποτα στον αποδεικτικό συλλογισµό. Κατά συνέπεια, όλες αυτές οι 

καταστάσεις δεν θα έπρεπε να παρουσιάζονται σε ένα µαθηµατικό βιβλίο ή και µέσα στη 

τάξη ακόµα.!!!.  

Για τον φορµαλιστή κάποιος αρχίζει να κάνει πραγµατικά µαθηµατικά από τη 

στιγµή που µυείται στην αποδεικτική διαδικασία. Οτιδήποτε άλλο, όπως για παράδειγµα 

το πώς οδηγήθηκε κάποιος να κατασκευάσει αυτήν την απόδειξη ή το πώς σκέφτηκε για 

να συλλάβει τη γενική στρατηγική επίλυση ενός προβλήµατος, δεν έχει καµία σχέση µε 

τα πραγµατικά µαθηµατικά, είναι χωρίς ενδιαφέρον και περιττό. Η επιτυχία συνεπώς 

ενός µαθηµατικού προγράµµατος εξαρτάται από το πλήθος των θεωρηµάτων που έχουν 

αποδειχθεί.   

Η φορµαλιστική λοιπόν µορφή των µαθηµατικών, έχει διεισδύσει στα σχολικά 

βιβλία µε αποτέλεσµα αυτά να επιµένουν στην αξιωµατική θεµελίωση των µαθηµατικών. 

Πιστεύεται τελικά ότι µε αυτό τον τρόπο αποφεύγεται η παπαγαλία από την πλευρά των 

µαθητών καθώς κάθε έννοια είναι το αποτέλεσµα µιας λογικής. Ωστόσο, κάτι τέτοιο δεν 

Σ



 111

συµβαίνει. Ως αιτία δίνεται η αδυναµία των καθηγητών να εξηγήσουν στους µαθητές 

τους τη λογική που οδήγησε στη κατασκευή των συγκεκριµένων εννοιών και αξιωµάτων. 

Στο Φορµαλισµό αυτό, το λάθος δεν έχει θέση, είναι ανύπαρκτο. Τα µαθηµατικά 

είναι το πρότυπο της τελειότητας και της αρµονίας, οι µαθηµατικές αποφάνσεις είναι 

µνηµεία τελειότητας και στέρεης γνώσης, Εποµένως, τα λάθη στα µαθηµατικά είναι 

επικριτέα και θεωρούνται σηµάδια αποτυχίας του µαθητή στο να εκπληρώσει τις 

υποχρεώσεις του απέναντι στο σχολείο. Το λάθος δεν αναγνωρίζεται ως απαραίτητο 

συστατικό της ανθρώπινης σκέψης στην πορεία της µαθηµατικής ανακάλυψης και 

δηµιουργίας. Άρα, τα λάθος δεν έχει παιδαγωγική αξία, είναι απλώς σηµάδι αδυναµίας 

και ατέλειας.   

Το Φορµαλισµό ακολούθησε µια µεταρρύθµιση των µαθηµατικών που 

ονοµάστηκε κίνηση των «µοντέρνων µαθηµατικών». Όµως από τα πρώτα χρόνια, η 

εφαρµογή της διδασκαλίας των µοντέρνων µαθηµατικών οδήγησε σε αδιέξοδα, τα οποία 

οφείλονταν στους αφηρηµένους συµβολισµούς και την υπερβολική αυστηρότητα. Τα 

αποτελέσµατα ήταν µάλλον πενιχρά καθώς δηµιούργησε περισσότερα προβλήµατα από 

όσα έλυσε. Επισυνάπτουµε εδώ ένα απόσπασµα από το βιβλίο « Γιατί δεν µπορεί να 

κάνει πρόσθεση ο Γιάννης; Η αποτυχία των µοντέρνων µαθηµατικών» του Morris Kline:  

Βρισκόµαστε σε µια τάξη όπου διδάσκονται µοντέρνα µαθηµατικά.  

Η δασκάλα ρωτάει: «Γιατί 2+3 είναι ίσο µε 3+2;»  

Χωρίς να διστάσουν, οι µαθητές απαντούν: «Γιατί και τα δυο κάνουν 5».  

«Όχ»ι τους επιτιµά η δασκάλα. «Η σωστή απάντηση είναι: Γιατί ισχύει η αντιµεταθετική 

ιδιότητα της πρόσθεσης»!!!!! 

Η επόµενη ερώτηση  της είναι : «Γιατί 9+2=11»; 

Και πάλι οι µαθητές αποκρίνονται αµέσως: «Γιατί 9+1 κάνουν 10 και 1 ακόµη κάνουν 

11». 

«Λάθος», αναφωνεί η δασκάλα : «Η σωστή απάντηση βρίσκεται στον ορισµό του 2, 

δηλαδή 9+2=9+(1+1)=(9+1)+1=10+1=11 αλλά, επειδή ισχύει η προσεταιριστική 

ιδιότητα της πρόσθεσης, 9+(1+1)=(9+1)+1. Ε, λοιπόν 9+1=10&10+1=11, από τον 

ορισµό του 11».   

Προφανώς η τάξη δεν τα πηγαίνει και πολύ καλά, και γι’ αυτό η δασκάλα 

δοκιµάζει µιαν απλούστερη ερώτηση: «Είναι το 7 αριθµός;» Οι µαθητές σαστισµένοι από 

το απλό της ερώτησης, ούτε που το κρίνουν σκόπιµο να δώσουν απάντηση. Μα η απλή 

συνήθεια της υπακοής, τους σπρώχνει να δώσουν καταφατική απάντηση. Η δασκάλα τα 

χάνει. «Αν σας ρωτούσα ποιοι είστε, τι θα µου λέγατε;» 
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Οι µαθητές είναι τώρα επιφυλακτικοί και δεν απαντούν, αλλά ένας πιο θαρραλέος 

δίνει απάντηση; «Είµαι ο Σπύρος Παπαγιάννης».  

Η δασκάλα φαίνεται να µην πιστεύει στα µάτια της και λέει επιτιµητικά: «Θέλεις 

να πεις ότι είσαι το όνοµα Σπύρος Παπαγιάννης; Και βέβαια όχι. Είσαι ένας άνθρωπος και 

τ’ όνοµα σου είναι Σπύρος Παπαγιάννης». Ας ξαναγυρίσουµε τώρα στην αρχική µου 

ερώτηση. Είναι το 7 αριθµός; Όχι, βέβαια! Είναι το όνοµα ενός αριθµού. 5+2, 6+1 και 8-

1 είναι ονόµατα του ίδιου αριθµού. Το σύµβολο 7 είναι ένα αριθµητικό για τον αριθµό»…      

Ο διάλογος συνεχίζεται στο ίδιο πνεύµα. Μάλιστα, παρακάτω αναφέρεται ότι 

όταν ένας πατέρας ρώτησε το οκτάχρονο παιδί του πόσο κάνει 5+3 η απάντηση που 

έλαβε ήταν ότι 5+3 = 3+5 εξαιτίας της αντιµεταθετικής ιδιότητας. Εµβρόντητος, 

διατύπωσε την ερώτηση αλλιώς « Μα πόσα  µήλα είναι 5 µήλα και 3 µήλα;» Το παιδί δεν 

έχει χωνέψει ότι «και» σηµαίνει «συν» και γι’ αυτό ρώτησε : «Θέλεις να πεις 5 µήλα συν 

3 µήλα;» Ο γονιός έσπευσε να πει ναι και περίµενε γεµάτος ελπίδα. «Α!», είπε το παιδί, 

«δεν έχει σηµασία αν µιλούµε για µήλα, αχλάδια ή βιβλία. 5+3=3+5 σε όλες τις 

περιπτώσεις».   

Το παραπάνω απόσπασµα,  αν και ίσως λίγο γραφικό,  πιστεύουµε πως είναι 

αρκετά αντιπροσωπευτικό της φιλοσοφίας των «µοντέρνων µαθηµατικών». Οι 

απαντήσεις πρέπει να είναι αυστηρά µαθηµατικές. Κάθε άλλη απάντηση, ακόµα και 

σωστή, αλλά διατυπωµένη διαφορετικά, λαµβάνεται ως λανθασµένη. Τα παιδιά δίνουν 

απαντήσεις στη γλώσσα που καταλαβαίνουν και όµως αυτό θεωρείται σφάλµα και 

τιµωρείται. Πώς λοιπόν να µην τροµοκρατηθούν; Πώς να καταλάβουν µαθηµατικά όταν 

στην ερώτηση πόσο κάνουν 5 µήλα συν 3 µήλα δίνουν ως απάντηση 5+3=3+5 σε όλες 

τις περιπτώσεις;  Πώς  τέλος να έχουν το θάρρος να δοκιµάσουν;  

Είναι σαφές ότι στα πλαίσια µιας τέτοιας θεωρίας το λάθος τιµωρείται. Το πιο 

σηµαντικό όµως είναι ότι δεν δίνεται η δυνατότητα έκφρασης των µαθητών και κυρίως 

ότι δίνεται τόση σηµασία στην τήρηση των κανόνων όπου στο τέλος χάνεται η ουσία. 

Είναι αναπόφευκτο πως παιδιά που έχουν διδαχθεί µαθηµατικά µε βάση αυτή τη 

φιλοσοφία δεν πρόκειται  να  θυµούνται τίποτα στη µετέπειτα ζωή τους.  
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3.3 Ηµιεµπειρικισµός και λάθος 
 

ια  άλλη φιλοσοφία των µαθηµατικών είναι ο ηµιεµπειρικισµός του 

Lakatos. Ο ηµιεµπειρικισµός είναι µια σύγχρονη φιλοσοφία και 

προσφέρει µια εντελώς νέα διάσταση στη φιλοσοφία των 

µαθηµατικών λόγω της προτεραιότητας που δίνει στη 

µαθηµατική πρακτική (Tymoczo 1986, Davis και Hersh, 

1981). Αντιτίθεται στον Φορµαλισµό για τον οποίο 

χαρακτηριστικά αναφέρει: «Ο Φορµαλισµός αποσυνδέει 

την ιστορία των µαθηµατικών από τη φιλοσοφία των 

µαθηµατικών…Ο Φορµαλισµός αρνείται το status των 

µαθηµατικών στα περισσότερα από εκείνα που γενικά 

θεωρούνται µαθηµατικά και δεν µπορεί να πει τίποτε 

σχετικά µε την ανάπτυξη τους…»   

Ο Lakatos αναλυτικότερα, θεωρεί ότι τα µαθηµατικά είναι ότι κάνουν ή έχουν 

κάνει οι µαθηµατικοί, µε όλες τις ατέλειες που είναι µοιραίο να υπεισέρχονται σε κάθε 

ανθρώπινη δραστηριότητα ή δηµιουργία. Είναι ένας διάλογος µεταξύ των ανθρώπων οι 

οποίοι προσπαθούν να λύσουν µαθηµατικά προβλήµατα. Οι µαθηµατικοί είναι 

επισφαλείς και τα προϊόντα τους, µαθηµατικές έννοιες και αποδείξεις, δεν είναι δυνατόν 

να θεωρηθούν ποτέ τέλεια ή τελικές αιώνιες αλήθειες, αλλά µπορεί να χρειαστούν 

αναθεώρηση καθώς τα στάνταρ της αυστηρότητας αλλάζουν και νέες σηµασίες 

εµφανίζονται στο προσκήνιο. Τα µαθηµατικά ως µια ανθρώπινη δραστηριότητα δεν είναι 

δυνατόν να µελετηθούν σε αποµόνωση από την ιστορία τους και τις εφαρµογές τους στις 

επιστήµες. (Τουµάσης, 1999).  

Για τον Lakatos απόδειξη σ’ αυτό το γενικό πλαίσιο των µη τυποποιηµένων 

µαθηµατικών δε σηµαίνει µια µηχανική διαδικασία που επιβάλλει την αλήθεια µέσα από 

µια αδιάσπαστη ακολουθία υποθέσεων και συµπερασµάτων. Σηµαίνει µάλλον εξηγήσεις, 

πιστοποιήσεις, επεξεργασίες που κάνουν την εικασία πιο εύκολη πιο πειστική, ενώ 

γίνεται πιο αναλυτική και ακριβής κάτω από τη πίεση των αντιπαραδειγµάτων.   

Κάθε βήµα της απόδειξης υπόκειται και αυτό σε κριτική, η οποία µπορεί να είναι 

µια απλή επιφύλαξη ή το αποτέλεσµα ενός αντιπαραδείγµατος σε ένα ιδιαίτερο 

επιχείρηµα.  Ένα αντιπαράδειγµα που αµφισβητεί ένα βήµα σε κάποιο επιχείρηµα ο 

Lakatos το ονοµάζει «τοπικό αντιπαράδειγµα». Ένα αντιπαράδειγµα που αµφισβητεί όχι 

Μ
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το επιχείρηµα αλλά το ίδιο το συµπέρασµα το ονοµάζει «καθολικό αντιπαράδειγµα». (P.  

J.  DAVIS – R.HERSH, 1981). 

 

Οι βασικές θέσεις των ηµιεµπειρικιστών είναι οι εξής:   

 

1. Η µαθηµατική γνώση  είναι επισφαλής 

2. Τα µαθηµατικά είναι ένα υποθετικό – παραγωγικό σύστηµα. Η απόδειξη 

για τον Lakatos δεν σηµαίνει µια µηχανική διαδικασία, η οποία µεταφέρει 

την αλήθεια µέσω µιας αλυσίδας υποθέσεων και συµπερασµάτων. 

Απεναντίας, απόδειξη σηµαίνει εξηγήσεις, αιτιολογήσεις, επεξεργασίες, οι 

οποίες κάνουν την εικασία πιο ευλογοφανή, πιο πειστική, ενώ γίνεται πιο 

λεπτοµερειακή και ακριβής κάτω από την πίεση των αντιπαραδειγµάτων.  

3. Η ιστορία έχει κεντρική θέση. Επιστηµολογικό έργο της φιλοσοφίας των 

µαθηµατικών είναι να ερµηνεύσει την πραγµατική µαθηµατική γνώση η 

οποία υπάρχει. 

4. Τα µη τυπικά µαθηµατικά έχουν το προβάδισµα. Είναι η πηγή όλων των 

τυποποιηµένων µαθηµατικών  

5. Η λογική της µαθηµατικής ανακάλυψης ή ευρετική αποτελεί ένα από τα 

ενδιαφέροντα κάθε φιλοσοφίας των µαθηµατικών. Εδώ το πρότυπο της 

µαθηµατικής ανακάλυψης αποτελείτε από τα ακόλουθα στάδια:  

 

I. Αρχική εικασία 

II. Απόδειξη, η οποία έχει ως σκοπό να αναλύσει την αρχική εικασία σε 

υποεικασίες ή λήµµατα  

III. Εµφάνιση αντιπαραδειγµάτων στην αρχική εικασία  

IV. Η απόδειξη επανεξετάζεται Το ένοχο λήµµα εντοπίζεται και 

τοποθετείται ως επιπλέον συνθήκη στην αρχική εικασία Το 

θεώρηµα, δηλαδή η βελτιωµένη εικασία, αντικαθιστά την αρχική 

εικασία.  

 

Στη διδακτορική του διατριβή µε τίτλο Αποδείξεις και Ανασκευές ο Lakatos 

(1984) διαπραγµατεύεται την ιστορία του γνωστού τύπου των Euler-Descartes για τα 

πολύεδρα, Κ+Ε=Α+2. όπου Κ: αριθµός των κορυφών, Ε: αριθµός των εδρών και Α 
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αριθµός των ακµών. Παρουσιάζει ένα δάσκαλο και τους µαθητές του οι οποίοι µέσα από 

ένα γόνιµο διάλογο γεµάτο από συγκρουόµενες απόψεις, επιχειρήµατα  και 

αντιεπειχηρήµατα, προσπαθούν να ανακαλύψουν τον περίφηµο αυτό τύπο. Μέσα από 

αυτόν το διάλογο αναδύεται µια εικόνα η οποία παρουσιάζει τα µαθηµατικά να 

αναπτύσσονται από ένα πρόβληµα και µια εικασία, µέσα από επιτυχίες και αποτυχίες, 

µέσα από προσπάθειες, οι οποίες οδηγούν σε προσωρινές αλήθειες, οι οποίες 

αµφισβητούνται και αναθεωρούνται συνεχώς µέσα από µια περιπετειώδη πορεία ζικ- 

ζακ.  

Θα επιµείνουµε εδώ στην ευρετική µέθοδο του Lakatos καθώς θεωρούµε ότι 

µέσα από αυτήν µπορεί κανείς να δει ολοφάνερα τη διδακτική αξία του λάθους. Στο 

παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται η µέθοδος  µε τη βοήθεια ενός διαγράµµατος. 

 

 

ΕΙΚΑΣΙΑ  

 

ΑΠΛΗ ΕΞΕΤΑΣΗ 

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

ΑΝΑΣΚΕΥΗ 

 

ΑΝΑ∆ΙΑΤΥΠΩΣΗ 

 

ΩΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑ ΑΠΟ ΕΝΑ ΕΙ∆ΙΚΟ ΑΝΤΙΘΕΤΟ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ     

 

ΩΣ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑ ΑΠΟ ΕΝΑ ΓΕΝΙΚΟ ΑΝΤΙΘΕΤΟ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ     

 

 

Θα εξηγήσουµε τη µέθοδο µέσα από ένα παράδειγµα από τη στοιχειώδη θεωρία 

αριθµών. 

Ξεκινούµε από µια αρχική διατύπωση την οποία ονοµάζουµε σπόρο. Αυτή η 

διατύπωση θα πρέπει να είναι ενδιαφέρουσα και εντελώς απλή. Το αντικείµενο της 

άσκησης είναι για το σπουδαστή να ποτίσει το σπόρο ώστε να αναπτυχθεί σε ένα 

εύρωστο φυτό. 
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Πρώτη Πράξη 

 

Σπόρος: Αν ένας αριθµός λήγει σε 2, τότε διαιρείτε µε το 2 

Παραδείγµατα: Το 42 τελειώνει σε 2 και διαιρείται µε το 2. Το 172 τελειώνει σε 2 και 

διαιρείται µε το 2.  

Απόδειξη: Ένας αριθµός είναι ζυγός αν τελειώνει σε 0, 2, 4, 6, 8. Όλοι οι άλλοι ζυγοί 

διαιρούνται µε το 2. Ιδιαίτερα εκείνοι που λήγουν σε 2 διαιρούνται µε το 2.   

Απόδειξη: (πιο πολύπλοκη) Αν ένας αριθµός σε ψηφιακή µορφή είναι ab…c2, τότε 

ξεκάθαρα έχει τη µορφή (ab…c0)+2 και εποµένως τη µορφή 10Q+2=2*(5Q+1). 

Συµπερασµατικό άλµα: Αν ένας αριθµός τελειώνει σε Ν, τότε διαιρείται µε το Ν.   

Σχόλιο: Να είσαι τολµηρός και να κάνεις τη φανερή γενίκευση. ∆εν θα χαλάσει ο 

κόσµος αν αποδειχθεί λάθος.  

Παράδειγµα: Αν ένας αριθµός τελειώνει σε 5, διαιρείται µε το 5. Σίγουρα 15, 25, 

128095 κ.τ.λ. Αλίµονο όµως! 

Αντίθετο παράδειγµα: Αν ένας αριθµός τελειώνει σε 4, διαιρείται µε το 4;∆υστυχώς όχι. 

Αντίρρηση: Αλλά κάποιοι αριθµοί που τελειώνουν σε 4 διαιρούνται µε το 4 (π.χ. ο 24). 

Μερικοί αριθµοί που τελειώνουν σε 9 διαιρούνται µε το 9 (π.χ. ο 99). 

Ανακεφαλαίωση της εµπειρίας: Φαίνεται ότι οι αριθµοί από το 1 έως το 9 διαιρούνται 

σε 2 κατηγορίες. Κατηγορία Ι : Τα ψηφία έτσι που όταν ένας αριθµός τελειώνει σε Ν, να 

διαιρείται πάντα µε το Ν. Κατηγορία ΙΙ: Τα ψηφία Ν έτσι που όταν ένας αριθµός 

τελειώνει σε Ν, να διαιρείται µόνο περιστασιακά µε το Ν. 

Κατηγορία Ι: 1, 2, 5 

Κατηγορία ΙΙ: 3, 4, 6, 7, 8, 9 

Σηµείο Τάξης: Τι συµβαίνει µε τους αριθµούς που τελειώνουν σε 0; ∆ιαιρούνται µε το 

0; Όχι Αλλά διαιρούνται µε το 10. Χµ! Ίσως πρέπει να το προσέξουµε. Αυτό το 

φαινόµενο δεν ταιριάζει µε τη µορφή του σπόρου.   

Ορισµός: Ας ονοµάσουµε τους αριθµούς της κατηγορίας Ι «µαγικούς». Έχουν µια 

ευχάριστη ιδιότητα. 

∆οκιµαστικό Θεώρηµα: Οι αριθµοί 1, 2 και 5 είναι µαγικοί αριθµοί. Είναι οι µόνοι 

µαγικοί αριθµοί; 

Αντίθετο Παράδειγµα: Τι συµβαίνει µε τον  αριθµό 25; ∆εν είναι µαγικός; Αν ένας 

αριθµός λήγει σε 25 διαιρείται µε το 25. Για παράδειγµα 225, 625 

Αντίρρηση: Νοµίζαµε ότι µιλούσαµε για µονοψήφιους αριθµούς. 
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Αντίκρουση: Ναι, αυτό συνέβαινε στην αρχή. Αλλά το φαινόµενο µε το 25 είναι 

ενδιαφέρον. Ας διερευνήσουµε λιγάκι το αρχικό ερώτηµα 

Αναδιατύπωση: Έστω ότι ο Ν αντιπροσωπεύει όχι µόνο ένα απλό ψηφίο αλλά µια 

ολόκληρη οµάδα ψηφίων όπως 23, 41, 505, κ.τ.λ.  Ορίζοµε ότι ο Ν είναι µαγικός αν ένας 

αριθµός που λήγει στην οµάδα ψηφίων Ν διαιρείται µε το Ν. Έχει νόηµα αυτός ο 

διευρυµένος ορισµός;   

Παραδείγµατα: Ναι, έχει. Το 25 είναι µαγικό. Το 10 είναι µαγικό. Το 20 είναι µαγικό. 

Το 30 είναι µαγικό.  

Αντίθετο Παράδειγµα: Το 30 δεν είναι µαγικό. Το 130 δεν διαιρείται µε το 30. Για 

σκεφτείτε. Πως ξέρετε ότι το 25 είναι µαγικό;  

Θεώρηµα: Το 25 είναι µαγικός αριθµός. 

Απόδειξη: Αν ένας αριθµός λήγει σε 25 έχει τη ψηφιακή µορφή  

 abc…e25 = abc…e00+25 και συνεπώς τη µορφή 100Q+25=25(4Q+1). 

Αναδιατύπωση του στόχου: Βρείτε όλους τους µαγικούς αριθµούς.  

Συσσώρευση τα εµπειρίας: Οι 1, 2, 5, 10, 25, 50, 100, 250, 500, 1000 είναι όλοι µαγικοί 

αριθµοί.  

Παρατήρηση: Όλοι οι µαγικοί αριθµοί που µπορέσαµε να βρούµε φαίνεται ότι είναι 

γινόµενα των 2 και του 5. Σίγουρα οι παραπάνω αριθµοί είναι.  

Εικασία: Κάθε αριθµός Ν που έχει τη µορφή Ν=2p*5q όπου είναι µαγικός αριθµός.  

Σχόλιο: Φαίνεται λογικό. Τι έχουµε να χάσουµε;  

Αντίθετο παράδειγµα: Πάρτε για p=3, q=1. Τότε Ν= 23*5=40. Ένας αριθµός που λήγει 

σε 40 διαιρείται πάντα µε το 40; Όχι. Παράδειγµα, 140. 

Αναδιατύπωση: Παρ’ όλα αυτά τι θα λέγατε για το αντίστροφο; Όλοι οι µαγικοί αριθµοί 

που βρήκαµε έχουν αυτή τη µορφή 2p*5q. Ίσως όλοι οι µαγικοί αριθµοί να έχουν αυτή τη 

µορφή.  

Αντίρρηση: Αυτός δεν ήταν ο σκοπός σας; 

Αντίκρουση: Όχι, αυτό που σκόπευα ήταν το αντίστροφο: ένας αριθµός της µορφής 

2p*5q είναι µαγικός. Βλέπετε τη διαφορά; 

Θεώρηµα: Αν το Ν είναι ένας µαγικός αριθµός, τότε Ν=2p*5q . 

Απόδειξη: Έστω ότι ένας αριθµός λήγει σε Ν. (Θυµηθείτε σ’ αυτή τη δήλωση το Ν δρα 

σαν µια οµάδα ψηφίων).Τότε ο αριθµός ψηφιακά θα µοιάζει µε abc…eN. Θα θέλαµε να 

τον διαχωρίσουµε όπως πιο πριν. Εποµένως έστω ότι Ν έχει d(N) ψηφία. Τότε ο αριθµός 

abc…eN είναι στην πραγµατικότητα abc…e00…0+Ν, όπου στο τέλος υπάρχουν d(N) 

µηδενικά. Εποµένως ο αριθµός έχει τη µορφή Q*10d(N)+N. (Εξετάστε το όταν d(N) =2, 3, 
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κ.τ.λ.). Όλοι οι αριθµοί που λήγουν σε Ν έχουν αυτή τη µορφή. Αντίστροφα, αν Q είναι 

τυχαίος αριθµός τότε ο αριθµός Q*10d(N)+N λήγει σε Ν. Τώρα αν ο Ν είναι µαγικός 

διαιρεί πάντα τον Q*10d(N)+N. Από τη στιγµή που ο Ν διαιρεί τον Ν πρέπει να διαιρεί 

διαρκώς τον Q*10d(N) για κάθε Q. Αλλά το Q πρέπει να είναι ένας απλός αριθµός, για 

παράδειγµα το 1. Εποµένως ο Ν πρέπει να διαιρεί το 10d(N). Εφόσον, 10d(N) = 2d(N) *5d(N) 

είναι η παραγοντοποίηση σε πρώτους παράγοντες, αυτό συνεπάγεται ότι ο Ν πρέπει να 

παραγοντοποιείται σε δυάρια και πεντάρια. 

Η τωρινή θέση: Ξέρουµε ότι ένας µαγικός αριθµός είναι αριθµός που έχει τη µορφή 

Ν=2p*5q για κάποιους ακέραιους p, q ≥0. Θα θέλαµε να το αντιστρέψουµε αυτό. Τότε θα 

είχαµε µια αναγκαία και ικανή συνθήκη για τους µαγικούς αριθµούς.  

Επανεστίαση της εµπειρίας: Από τη στιγµή που ξέρουµε ότι όλοι οι µαγικοί αριθµοί 

έχουν τη µορφή Ν=2p*5q, το πρόβληµα καταλήγει στο εξής: Τι πρέπει να διαπιστωθεί 

σχετικά µε τα p και q για να κάνει το Ν που προκύπτει µαγικό; 

Εικασία: p≤q; 

Αντίθετο παράδειγµα: p=0, q=4, Ν=20*54 =625. Είναι το 625 µαγικός αριθµός; Όχι. Το 

625 δεν διαιρείται µε το 625. 

Εικασία: p=q; 

Αντίρρηση: Τότε Ν=2p *5q =10p ή 1, 10, 100, … Εντάξει, αλλά υπάρχουν και άλλοι 

µαγικοί αριθµοί. 

Εικασία: p≥q; 

Αντίθετο παράδειγµα: p=3, q=1, Ν=23*51 =40 Αυτός δεν είναι µαγικός αριθµός. 

Παρατήρηση: Χµ! Κάτι λεπτό φαίνεται εδώ. Αυτό µας φέρνει στο τέλος της πρώτης 

πράξης. Η διαδικασία συνεχίζεται για κείνους που έχουν αρκετό ενδιαφέρον και αντοχή. 

(P. J. DAVIS-R.HERSH, 1981). 

Η φιλοσοφία αυτή του Lakatos έχει σηµαντικές επιπτώσεις στη διδακτική των 

µαθηµατικών. Το ζητούµενο είναι η δηµιουργία και ανάπτυξη της προσωπικής γνώσης 

των µαθηµατικών και όχι η µετάβαση της απόλυτης γνώσης από το δάσκαλο στο µαθητή. 

Η πορεία αυτή για την κατάκτηση της µαθηµατικής γνώσης είναι µια περιπέτεια η οποία 

περιέχει δοκιµές, πειραµατισµούς, εικασίες, ελέγχους, τροποποιήσεις και συνεχή 

διαπραγµάτευση. Η µαθηµατική γνώση κατακτείται, δεν προσφέρεται έτοιµη, αλλά ούτε 

και µεταδίδεται. Εποµένως, στο πλαίσιο της φιλοσοφίας αυτής το λάθος, είναι ένα 

αναπόφευκτο συστατικό στη πορεία εξέλιξης και χαρακτηρίζει την ανθρώπινη διάσταση 

των µαθηµατικών. Γι’ αυτό το λόγο λοιπόν και στη διδασκαλία των µαθηµατικών το 
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λάθος δεν πρέπει να θεωρείται µόνο σηµάδι αδυναµίας και ατέλειας, αλλά και ως ένα 

αξιόλογο παιδαγωγικό εργαλείο για την ανίχνευση των παραγόντων, οι οποίοι δρουν 

ανασταλτικά στη διαδικασία µάθησης.  
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3.4  Κονστρουκτιβισµός και λάθος 
 

 κατασκευαστική φιλοσοφία των µαθηµατικών απασχολεί τα 

τελευταία χρόνια πολλούς ερευνητές. Η επίδραση της στη µάθηση και 

διδασκαλία των µαθηµατικών είναι πολύ σηµαντική γι’ αυτό και 

σήµερα γίνεται µεγάλη προσπάθεια  από πολλούς να την υιοθετήσουν και να την 

εφαρµόσουν. Κύριοι αντιπρόσωποι αυτής της φιλοσοφίας είναι οι Popper (1902-1994), 

Lakatos και Kuhn.  

Ο Popper προκάλεσε επανάσταση στη φιλοσοφία της επιστήµης το 1934 µε το 

έργο του «Η Λογική Της Επιστηµονικής Ανακάλυψης» 

(The Logic Of Scientific Discovery). Υποστήριξε ότι οι 

επιστηµονικές θεωρίες µάλλον επινοούνται ως υποθέσεις, 

εικασίες ακόµα και ως µαντέµατα και τότε υπόκεινται σε 

πειραµατικές δοκιµασίες κατά τις οποίες οι επικριτές 

τους προσπαθούν να τις ανατρέψουν. Μια θεωρία µπορεί 

να θεωρείται επιστηµονική µόνο αν είναι ικανή κατ’ αρχήν να εξεταστεί και να 

διακινδυνεύσει ν’ ανατραπεί. Η επιστηµονική γνώση προχωρά αναιρώντας παρά 

επιβεβαιώνοντας υποθέσεις.      

Λίγο αργότερα ο Kuhn (1987) υποστήριξε ότι η επιστήµη προχωρά µάλλον µέσα 

από διαδοχικές επαναστάσεις. Οι  µεγάλες αλλαγές εµφανίζονται στην επιστήµη όχι 

εξαιτίας µιας βαθµιαίας συστηµατικής αλλαγής των απόψεων για τον κόσµο, αλλά 

µάλλον επειδή καινούριες απόψεις έρχονται ν’ αναδιοργανώσουν όλες τις πλευρές της 

κανονικής επιστήµης (normal science).  

Στην κατασκευαστική θεωρία της γνώσης, «η λειτουργία της γνώσης είναι 

προσαρµοστική και εξυπηρετεί στην οργάνωση του κόσµου  των εµπειριών και όχι στην 

ανακάλυψη µιας προϋπάρχουσας και ανεξάρτητης από τον άνθρωπο αντικειµενικής 

αλήθειας.»  (Von Glasersfeld, 1987). Η µαθηµατική γνώση δεν είναι σταθερή και 

αµετάβλητη, έχει µέσα της το στοιχείο της αλλαγής. Τα αποτελέσµατα της είναι πάντα 

ανοιχτά για αναθεώρηση. ∆εν είναι τελειωµένο προϊόν αλλά µια διαδικασία αναζήτησης. 

Άρα, τα µαθηµατικά είναι « µια κοινωνικά κατασκευασµένη ανθρώπινη δραστηριότητα 

που έχει ιστορία, παράδοση και κουλτούρα » (Richards, J, 1991) 

Η αντίληψη ότι τα µαθηµατικά µεταβάλλονται µας οδηγεί στη νοµιµοποίηση της 

πιθανότητας του λάθους σ’ αυτά. Ο Lakatos ήδη έχει αναφέρει ότι τα µαθηµατικά 

Η
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υπόκεινται σε λάθη, δεν είναι αδιαµφισβήτητα. Αναπτύσσονται µε την κριτική και την 

διόρθωση των θεωριών τους, οι οποίες δεν είναι ποτέ ολοκληρωτικά απαλλαγµένες από 

ασάφειες ή λάθη ή παραλείψεις. Η θέση αυτή επιβεβαιώνεται από την ίδια την ιστορία 

των µαθηµατικών, όπως έχουµε δει παραπάνω, όπου λάθη έπαιξαν καθοριστικό ρόλο 

στην διαµόρφωση και ανάπτυξη της επιστήµης, µε πιο χαρακτηριστικό παράδειγµα αυτό 

της Ευκλείδειας Γεωµετρίας.  

Αφού, λοιπόν η µαθηµατική γνώση στους κονστρουκτιβιστές είναι δηµιούργηµα 

του ανθρώπινου µυαλού το λάθος εµφανίζεται όταν η γνώση αποδεικνύεται κάποια 

στιγµή µη λειτουργική και µη αποτελεσµατική για την ερµηνεία και την αντιµετώπιση 

του κόσµου. Το λάθος όχι µόνο είναι νόµιµο στη δουλειά του µαθηµατικού, αλλά είναι 

ουσιαστικό συστατικό στη διαδικασία επινόησης µιας µαθηµατικής έννοιας. Οι εικασίες, 

οι λανθασµένες υποθέσεις, τα µερικώς σωστά αποτελέσµατα παίζουν ρόλο θεµελιακό 

στην εξέλιξη της µαθηµατικής επιστήµης. «Όποιος ασχολείται µε την επιστήµη ξέρει καλά 

ότι η δύναµη του δεν προέρχεται από το αλάνθαστο, αλλά αντίθετα από την ικανότητα του 

για συνεχή αυτοδιόρθωση.» (Cipra, B. 1985). 

Οι απόψεις του Piajet για τη µάθηση και τη διδασκαλία των µαθηµατικών 

αποτέλεσαν ορόσηµο για την νέα αυτή κατεύθυνση στη παιδαγωγική ψυχολογία. Η 

θεωρία του κονστρουκτιβισµού, ειδικά για τα µαθηµατικά, βασίζεται πάνω στην 

εµπειρική και θεωρητική εργασία του Piaget και στην πιο πρόσφατη εργασία 

θεωρητικών και ερευνητικών παιδαγωγών στην περιοχή της µαθηµατικής εκπαίδευσης.  

Εν συντοµία, αναφέρουµε ότι σύµφωνα µε το Piaget η ανθρώπινη νοηµοσύνη 

είναι µια διαδικασία προσαρµογής, όπου οι έννοιες της αφοµοίωσης και της 

συµµόρφωσης αποτελούν βάσεις της µάθησης. Αφοµοίωση είναι η διαδικασία κατά την 

οποία ο οργανισµός αντιδρά προς το περιβάλλον µε την ενσωµάτωση εµπειριών στα 

υπάρχοντα σχήµατα ενώ συµµόρφωση είναι η λειτουργία κατά την οποία τροποποιούνται 

τα υπάρχοντα σχήµατα όταν αυτά δεν είναι αρκετά για να προσλάβει τα καινούρια 

ερεθίσµατα- εµπειρίες.  Τέλος, µε τη διαδικασία της εξισορρόπησης ο οργανισµός κάθε 

ανθρώπου οργανώνει τις εµπειρίες του κατά τρόπο έτσι ώστε να εξασφαλίζει τέλεια 

προσαρµογή. 

Κεντρική ιδέα του κονστρουκτιβισµού είναι ότι το παιδί κατασκευάζει 

ενεργητικά τη γνώση κατανοώντας την σύµφωνα µε τα δικά του γνωστικά αποθέµατα 

και δεν την απορροφά παθητικά αποδεχόµενες τις απόψεις των άλλων. Το ερέθισµα για 

την κατασκευή της νέας γνώσης ξεκινάει από µια προβληµατική κατάσταση, η οποία 

αρχικά φαίνεται µε τις ενυπάρχουσες γνώσεις του παιδιού.    
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Επιπλέον, το άτοµο συµµετέχει σε οµάδες. Κάθε παιδί εκφράζει την άποψη του 

και µέσα από τη συζήτηση που γίνεται οδηγούνται στην νέα γνώση. Με τη µέθοδο αυτή 

τα παιδιά µαθαίνουν να επικοινωνούν, να ανταλλάσσουν απόψεις και κυρίως να 

προωθούν τους σκοπούς µιας οµάδας.  

Μπορούµε να συνοψίσουµε τις βασικές ιδέες του κονστρουκτιβισµού στις 

παρακάτω: 

 

1. Τα παιδιά επινοούν και κατασκευάζουν τις δικές τους µεθόδους για να 

λύσουν µαθηµατικά προβλήµατα 

2. Η µάθηση των µαθηµατικών είναι µια δραστηριότητα επίλυσης 

προβλήµατος 

3. Ο ρόλος της κοινωνικής αλληλεπίδρασης στη µάθηση των µαθηµατικών 

είναι καθοριστικής σηµασίας. 

 

Σε αντίθεση µε τις παραδοσιακές διδακτικές προσεγγίσεις ο δάσκαλος των 

µαθηµατικών δεν είναι πλέον ο αφηγητής αλλά ο δηµιουργός των προβληµατικών 

καταστάσεων. Ο δάσκαλος είναι αυτός που πρέπει να επιλέξει τις κατάλληλες 

δραστηριότητες που θα οδηγήσουν τους µαθητές του στην οικοδόµηση της νέας γνώσης 

επάνω στις υπάρχουσες. ∆εν είναι πλέον ο µοναδικός που κρίνει. Η τάξη µετατρέπεται 

σε µια µαθηµατική κοινότητα, η οποία αποφασίζει για την αλήθεια και την εγκυρότητα 

των ιδεών εξετάζοντας κριτικά τις αιτιολογήσεις που δίνουν οι µαθητές.  

Ο ρόλος λοιπόν του δασκάλου αλλάζει, γίνεται πιο απαιτητικός. Πρέπει ο ίδιος να 

έχει µια ενεργητική διάθεση απέναντι στα µαθηµατικά και να µη θεωρεί τις µαθηµατικές 

αλήθειες δεδοµένες  αλλά διαπραγµατεύσιµες, ένα µήνυµα που πρέπει να περάσει και 

στα παιδιά. Πρέπει να δηµιουργεί το κατάλληλο περιβάλλον για συζήτηση  και οι 

παρεµβάσεις του να οδηγούν στην ανάπτυξη της αυτονοµίας του παιδιού. Πρέπει, αντί να 

ψάχνει για µια ευθεία, σύντοµη και απλή διαδροµή η οποία θα οδηγήσει τους µαθητές 

στην επιτυχία, να ενθαρρύνει την εξερεύνηση των παγίδων και των σκοτεινών σηµείων 

οδηγώντας τους µαθητές σε µια περιπέτεια µε σκοπό την ανακάλυψη και δηµιουργία 

νέων µαθηµατικών εννοιών και ιδεών. (Τουµάσης, 1999) Αν ο εκπαιδευτής επικεντρώνει 

µόνο στην επίδοση του εκπαιδευόµενου, ο δάσκαλος πρέπει να ανησυχεί µε το τι 

συµβαίνει στο µυαλό του µαθητή. Ο δάσκαλος πρέπει να ακούσει τον µαθητή, να 

ερµηνεύσει τι ο µαθητής κάνει και λέει, και να προσπαθήσει να χτίσει ένα "µοντέλο" των 

εννοιολογικών κατασκευών του µαθητή. Αυτό είναι, φυσικά, λανθασµένο τόλµηµα. 
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Αλλά χωρίς αυτό, κάθε προσπάθεια να αλλάξει τις εννοιολογικές δοµές του µαθητή 

µπορεί να µην είναι περισσότερο από µια χαµένη υπόθεση. 

Στα πλαίσια αυτής της θεωρίας, καταλήγουµε ότι θεµελιακά διαφορετικός είναι ο 

ρόλος  που  παίζει το λάθος. Το λάθος πλέον δεν θεωρείται αµάρτηµα. Αποτελεί 

φυσιολογικό συστατικό της ανθρώπινης σκέψης, που η ανάλυση του και η διεύρυνση του 

οδηγεί σε νέες εξερευνήσεις και στο προχώρηµα της µαθηµατικής γνώσης. Από το 

αφιερωµένο στους µαθητές ¨δικαίωµα στο λάθος¨ περνάµε προοδευτικά στην έρευνα 

καταστάσεων, που τα λάθη είναι ενδεικτικά µιας γνώσης η οποία κατασκευάζεται 

απαραίτητα στη διαδικασία µάθησης. Με άλλα λόγια τα λάθη  των µαθητών µας 

ενδιαφέρουν καθώς είναι αποδοτικά για τη µάθηση. Αναφέρουµε εδώ ένα απόσπασµα 

του Herbert Grinsburg (από το Uhildreus’s Arithmetic 1977). 

 

« Σε τελευταία ανάλυση δεν βοηθάει σε τίποτε να εξηγηθούν τα λάθη µε όρους έλλειψη 

εξυπνάδας ή επιδεξιότητας στα µαθηµατικά. Τέτοιες αντιλήψεις συσκοτίζουν το γεγονός ότι 

τα λάθη είναι αποτέλεσµα στρατηγικών λογικής προέλευσης ».      
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3.5 Συµπέρασµα 
 

χοντας µελετήσει κα αναπτύξει µερικές από τις πιο σηµαντικές θεωρίες 

µάθησης, αντιλαµβανόµαστε, ότι η διδακτική των µαθηµατικών έχει 

κάνει σηµαντικές προόδους στην κατανόηση της πορείας απόκτησης 

µαθηµατικών γνώσεων και στην ανακάλυψη των δυσκολιών που αντιµετωπίζουν οι 

µαθητές στην εκµάθηση µαθηµατικών εννοιών µε την επίλυση προβληµάτων.  

 ουσία των µαθηµατικών είναι η ελευθερία τους, είπε ο Cantor. Ελευθερία να 

κατασκευάζουµε, ελευθερία να κάνουµε υποθέσεις. Αυτές οι όψεις των µαθηµατικών 

αναγνωρίζονται στον κονστρουκτιβισµό και στο φορµαλισµό. Ως µαθηµατικοί ξέρουµε 

ότι επινοούµε ιδεατά αντικείµενα και µετά προσπαθούµε να ανακαλύψουµε τα γεγονότα 

σχετικά µε αυτά. Κάθε φιλοσοφία που δεν µπορεί να διευθετήσει αυτή τη γνώµη είναι 

πολύ µικρή.  

Το έργο του Lakatos και του Popper δείχνουν ότι η σύγχρονη φιλοσοφία είναι 

ικανή να αποδεχτεί την αλήθεια της µαθηµατικής εµπειρίας. Αυτό σηµαίνει αποδοχή της 

νοµιµότητας των µαθηµατικών όπως είναι: µε την πιθανότητα να σφάλλουν, µε την 

πιθανότητα να  διορθώνονται και γεµάτα νόηµα.  

Τα µαθηµατικά είναι ένα µοναδικό πράγµα. Οι πλατωνικές, φορµαλιστικές και 

κονστρουκτιβιστικές όψεις τους είναι πιστευτές επειδή η καθεµία αντιστοιχεί σε µια 

ορισµένη σκοπιά. Κάθε µια απ’ αυτές όµως είναι λανθασµένη αν την πάρουµε µόνη της, 

απλά και µόνο επειδή είναι ατελής και µονόπλευρη.    
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4 ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 

χοντας µελετήσει µερικές από τις πιο σηµαντικές στιγµές στην ιστορία 

των Μαθηµατικών, µπορούµε να πούµε ότι κατά τις διάφορες φάσεις 

της εξέλιξης, υπήρξαν µεγάλα πνεύµατα, που έκαναν καταπληκτικές 

ανακαλύψεις, διατύπωσαν και ανέπτυξαν θεωρίες και έθεσαν τις βάσεις για νέες 

δηµιουργικές προσπάθειες.    

Ωστόσο, είναι γεγονός ότι παρουσιάστηκαν και περιπτώσεις που πολλές από τις 

θεωρίες αυτές αποδείχτηκαν λανθασµένες, άλλες ελλιπείς και µερικές µάλιστα ήταν 

απλά αφελείς σκέψεις. Παρόλα αυτά, έχουµε τη γνώµη ότι η προσφορά των 

ανακαλύψεων και των θεωριών αυτών, ήταν σηµαντική, ακόµα και στην τελευταία 

περίπτωση, γιατί η κάθε µια ήταν και µια δηµιουργική ιδέα για το προβληµατισµό και 

αφετηρία για παραπέρα προσπάθεια.  Αποδεικνύεται ότι στα µαθηµατικά το λάθος και η 

αναζήτηση του λάθους είναι αναπόσπαστο κοµµάτι της έρευνας. 

 Τις θεωρίες αυτές µελέτησαν οι µαθηµατικοί που ακολούθησαν, τις βελτίωσαν, 

τις συµπληρώσαν, τις ταξινόµησαν, τις θεµελίωσαν αξιωµατικά και τις έφεραν στην 

σηµερινή µορφή τους. Και η ιστορία συνεχίζεται. Ο J. M. Levy Leblond στον πρόλογο 

του για τον Cipra (1985) υποστηρίζει 

«Όποιος υπηρετεί την επιστήµη γνωρίζει καλά ότι η δύναµη της δεν οφείλεται σε 

κάποιο εσωτερικό αλάνθαστο, αλλά αντίθετα στην ικανότητα της να αυτοδιορθώνεται 

ασταµάτητα.»  

ή όπως έλεγε ο Albert Einstein «όταν τα µαθηµατικά αναφέρονται στην 

πραγµατικότητα δεν είναι βέβαια. Όταν είναι βέβαια, δεν αναφέρονται στην 

πραγµατικότητα». 

Τελικά «ο µόνος άνθρωπος που δεν κάνει λάθη είναι αυτός που δεν κάνει τίποτα».  

(Theodore Roosvelt)  

Τελειώνουµε µε το υπέροχο ποίηµα του Κωνσταντίνου Καβάφη  

« Η Ιθάκη » 
Σα βγεις στον πηγαιµό για την Ιθάκη, 

να εύχεσαι να ναι µακρύς ο δρόµος, 

γεµάτος περιπέτειες, γεµάτος γνώσεις. 

Τους Λαιστρυγόνας και τους Κύκλωπας, 

τον θυµωµένο Ποσειδώνα µη φοβάσαι, 

Έ
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τέτοια στον δρόµο σου ποτέ σου δεν θα βρεις, 

αν µεν' η σκέψις σου υψηλή, αν εκλεκτή 

συγκίνησις το πνεύµα και το σώµα σου αγγίζει. 

Τους Λαιστρυγόνας και τους Κύκλωπας, 

τον άγριο Ποσειδώνα δεν θα συναντήσεις, 

αν δεν τους κουβανείς µες στην ψυχή σου, 

αν η ψυχή σου δεν τους στήνει εµπρός σου. 

Να εύχεσαι νάναι µακρύς ο δρόµος. 

Πολλά τα καλοκαιρινά πρωϊά να είναι 

που µε τι ευχαρίστησι, µε τι χαρά 

θα µπαίνεις σε λιµένας πρωτοειδωµένους, 

να σταµατήσεις σ' εµπορεία Φοινικικά, 

και τες καλές πραγµάτειες ν' αποκτήσεις, 

σεντέφια και κοράλλια, κεχριµπάρια κ' έβενους, 

και ηδονικά µυρωδικά κάθε λογής, 

όσο µπορείς πιο άφθονα ηδονικά µυρωδικά, 

σε πόλεις Αιγυπτιακές πολλές να πας, 

να µάθεις και να µάθεις απ' τους σπουδασµένους. 

Πάντα στον νου σου να χεις την Ιθάκη. 

Το φθάσιµον εκεί ειν' ο προορισµός σου. 

Αλλά µη βιάζεις το ταξίδι διόλου. 

Καλλίτερα χρόνια πολλά να διαρκέσει 

και γέρος πια ν' αράξεις στο νησί, 

πλούσιος µε όσα κέρδισες στο δρόµο, 

µη προσδοκώντας πλούτη να σε δώσει η Ιθάκη. 

Η Ιθάκη σ' έδωσε τ' ωραίο ταξίδι. 

Χωρίς αυτήν δεν θα έβγαινες στον δρόµο. 

Άλλα δεν έχει να σε δώσει πια. 

Κι αν πτωχική την βρεις, η Ιθάκη δε σε γέλασε. 

Έτσι σοφός που έγινες, µε τόση πείρα, 

ήδη θα το κατάλαβες οι Ιθάκες τι σηµαίνουν. 

 

Κωνσταντίνος Π. Καβάφης 
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5 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

5.1 Η Ανακάλυψη της Αµερικής  
 

α αρχίσουµε την αναφορά µας µε την ανακάλυψη της Αµερικής από 

τον Κολόµβο, ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα  όπου ένα λάθος  

άλλαξε τον κόσµο. Ο Κολόµβος, εξερευνητής  γεννηµένος στην  

Γένοβα,  ασχολήθηκε νωρίς µε τις ιδέες που είχαν 

διατυπωθεί ήδη από τον Αριστοτέλη και το Σενέκα για τη 

δυνατότητα να ταξιδέψεις στη σφαιρική γη προς δυτικά, 

επιδιώκοντας ο ίδιος να φτάσει µε αυτό τον τρόπο στις 

Ινδίες, δεδοµένου ότι ο ανατολικός δρόµος είχε περιοριστεί 

µετά την κατάλυση του Βυζαντίου. Την επιθυµία τού 

Κολόµβου να πραγµατοποιήσει αυτό το ταξίδι 

ενδυνάµωσαν οι απόψεις του Ιταλού αστρονόµου Paolo 

Toscanelli, ο οποίος µε εσφαλµένους υπολογισµούς, στηριζόµενος και σε αυθαίρετες 

εκτιµήσεις του Σενέκα, κατέληξε στο συµπέρασµα ότι η απόσταση της Ευρώπης προς τις 

Ινδίες µέσω του Ατλαντικού ήταν πολύ µικρή.  

Μετά από διαπραγµατεύσεις χωρίς αποτέλεσµα µε τον Ιωάννη Β' της 

Πορτογαλίας για τη χρηµατοδότηση µιας αποστολής προς τις Ινδίες µε δυτική πορεία, 

παρουσίασε ο Κολόµβος το 1486 τα σχέδιά του στη βασίλισσα Ισαβέλλα Α' της 

Καστίλης. Τον Απρίλιο 1492 υπέγραψαν ο Φερδινάνδος Β' της Ισπανίας και η Ισαβέλλα 

µία σύµβαση µε τον Κολόµβο για τη χρηµατοδότηση της αποστολής και για την 

κατανοµή των λαφύρων που θα προέκυπταν. Έτσι ξεκίνησε ο µεγάλος θαλασσοπόρος µε 

τρία µικρά πλοία (καραβέλες) και την αναµονή τού ενός δεκάτου από τα κέρδη που θα 

προέκυπταν στο «νέο κόσµο». Η εκκίνηση της πορείας έγινε στις 3 Αυγούστου 1492 και 

στις 12 Οκτωβρίου έφτασε, µετά από πολλές περιπέτειες που περιβάλλονται µε 

διάφορους θρύλους στις 12 Οκτωβρίου του ίδιου έτους σε ένα νησί που ανήκει σήµερα 

στις Μπαχάµες. Συνεχίζοντας έφτασε στην Κούβα (Cipango), την οποία θεώρησε τµήµα 

της Ιαπωνίας και τέλος στην Αϊτή που την ονόµασε Εσπανιόλα. Να σηµειωθεί ότι οι 

άτλαντες που χρησιµοποίησε ο Κολόµβος για τα ταξίδια του στηρίζονταν ακόµα στους 

υπολογισµούς του Πτολεµαίου, 15 αιώνες πριν! 

Θ
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Επειδή ο θαλασσοπόρος νόµισε ότι έφτασε σε κάποια νησιά στα ανατολικά των 

Ινδιών, ονοµάζονται αυτά τα νησιά µέχρι σήµερα «Ανατολικές Ινδίες». Ακολούθησαν 

άλλα τρία ταξίδια, στο δεύτερο έφτασε ο Κολόµβος στα νησιά Πουέρτο Ρίκο, Ντοµινίκα, 

Γουαδελούπη και Ιαµαϊκή και στο τρίτο από τα τέσσερα, αφού ανακάλυψε τα νησιά 

Τρινιντάντ και Τοµπάγκο, κατέληξε το 1498 στις εκβολές του ποταµού Ορινόκο, σε 

έδαφος της αµερικάνικης ηπείρου. Ανάµεσα στο τρίτο και το τέταρτο ταξίδι 

συγκρούστηκε ο Κολόµβος µε την ισπανική εξουσία, του αφαιρέθηκε η αρχηγία και 

στάλθηκε κρατούµενος στην Ισπανία. Το τέταρτο ταξίδι του πραγµατοποιήθηκε µετά την 

απελευθέρωσή του και σ' αυτό επισκέφτηκε περιοχές της κεντρικής Αµερικής. 

Επέστρεψε ασθενής στην Ισπανία, όπου πέθανε ξεχασµένος στην πόλη Βαγιαδολίδ. 

Μέχρι και το θάνατό του ήταν ο µεγάλος εξερευνητής πεπεισµένος ότι βρήκε τις Ινδίες 

σε δυτική διαδροµή. Αυτή τη διαδροµή έµελλε να ανακαλύψει περίπου 20 χρόνια 

αργότερα ο Μαγγελάνος.  

Αρκετά χρόνια µετά το θάνατο του Κολόµβου έγινε αντιληπτό ότι µε τα ταξίδια 

του είχε ανακαλυφθεί µία νέα ήπειρος µεταξύ Ευρώπης και Ασίας, η οποία ονοµάστηκε 

Αµερική από το όνοµα του Αµέρικο Βεσπούτσι που τη χαρτογράφησε µε τα µέσα της 

εποχής.  

Για να γίνει αντιληπτή η σύγχυση που επικρατούσε εκείνη την εποχή ως προς τις 

ακριβείς γεωγραφικές συνθήκες, αναφέρουµε ένα εξερευνητή, ονοµαζόµενο Vasco 

Nunez de Balboa (1475-1519), που έφτασε το 1513 σε ακτή του σηµερινού Παναµά και, 

αφήνοντας πίσω τους συνταξιδιώτες του, ανάµεσά τους τον Πιζάρο, προχώρησε στην 

ξηρά δυτικά για να βρει κάποια γνωστή πόλη των Ινδιών. Όταν επέστρεψε αρκετές 

εβδοµάδες αργότερα δήλωσε απογοητευµένος στους αναµένοντας φίλους του ότι δεν 

βρήκε τις Ινδίες, «µόνο θάλασσα, παντού θάλασσα!». Είχε ανακαλύψει για λογαριασµό 

των Ευρωπαίων τον Ειρηνικό Ωκεανό και δεν το κατάλαβε… Τα βιβλία των 

θαλασσοπόρων αναφέρουν γι' αυτό τον Μπαλµπόα ως πρώτο νεότερο Ευρωπαίο που 

«αντίκρισε» τον Ειρηνικό ωκεανό. Τον ωκεανό αυτό «ανακάλυψαν» και διέπλευσαν ως 

πρώτοι Ευρωπαίοι ο Μαγγελάνος και η συνοδεία του.  

Η λάθος λοιπόν πεποίθηση του Κολόµβου πως ταξιδεύοντας δυτικά θα 

συναντήσει τις Ινδίες οδήγησε στην ανακάλυψη µιας καινούριας Ηπείρου, της Αµερικής. 

(http://www.2search.gr/history/otheradvices.asp?id=62). 
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5.2 Η Ανακάλυψη του Ποσειδώνα 
 

υνεχίζουµε την αναφορά µας µε ένα παράδειγµα από την Αστρονοµία, 

την ανακάλυψη του πλανήτη Ποσειδώνα. Ο πλανήτης Ουρανός 

ανακαλύφθηκε το 1871 από ένα ερασιτέχνη, αλλά µε ιδιοφυΐα 

προικισµένο αστρονόµο, τον William Herschel (1738-1822) µ’ ένα αυτοσχέδιο 

τηλεσκόπιο. Με τη βοήθεια των νόµων του Kepler, η τροχιά του πλανήτη αυτού γρήγορα 

προσδιορίστηκε και διαπιστώθηκε ότι η απόσταση του από τον Ήλιο ήταν διπλάσια 

περίπου της απόστασης του Κρόνου, καθώς και ότι µια ολόκληρη περιφορά του 

Ουρανού γύρω από τον Ήλιο διαρκούσε 84 χρόνια. 

Κατά το 1830 όµως τα στοιχεία της κίνησης του πλανήτη αυτού που είχαν 

συγκεντρωθεί µέχρι τότε έδειξαν µερικές αποκλίσεις από την θεωρητικά καθορισµένη 

τροχιά του, αποκλίσεις για τις οποίες δεν µπορούσαν να δοθούν ικανοποιητικές 

εξηγήσεις. Μερικοί αστρονόµοι εξέφρασαν την άποψη ότι ο νόµος της παγκόσµιας έλξης 

του Νεύτωνα πιθανόν να µην ισχύει για τόσο µεγάλες αποστάσεις από τον Ήλιο. Άλλοι 

όµως υποπτεύτηκαν µήπως οι αποκλίσεις είχαν ως αιτία τις επιδράσεις πάνω στον 

Ουρανό κάποιου κοµήτη που δεν είχε µέχρι τότε ανακαλυφθεί ή κάποιου άλλου πλανήτη 

σε ακόµα πιο µεγάλη απόσταση από τον Ήλιο.  

Ένας νεαρός φοιτητής του Πανεπιστηµίου  Cambridge, ο John Couch Adams  

(1819-1892) τόσο πολύ ενθουσιάστηκε µε τη δυνατότητα της 

ανακάλυψης ενός νέου πλανήτη ώστε καταπιάστηκε ο ίδιος µε το 

δύσκολο υπολογισµό των στοιχείων της τροχιάς ενός νέου πλανήτη, 

κινούµενου σύµφωνα µε τους νόµους του Νεύτωνα, και του οποίου 

(ζητούµενου πλανήτη) οι παρέλξεις πάνω στον Ουρανό θα 

δικαιολογούσαν τις ανωµαλίες που είχαν παρατηρηθεί στην κίνηση του πλανήτη αυτού. 

Όταν το 1845 τέλειωσε τους υπολογισµούς του ζήτησε από τον Royal Observatory του 

Greenwich να γίνουν έρευνες για την ανεύρεση του υποθετικού αυτού πλανήτη. Η 

αίτηση του όµως αυτή δεν πάρθηκε στα σοβαρά. 

Ανεξάρτητα από τον Adams και ταυτόχρονα σχεδόν µ’ αυτόν, όµοιους 

υπολογισµούς είχε κάνει στο Παρίσι και ο Jean Joseph Le Verier 

(1811-1877). Αυτός όµως ζήτησε από τον διευθυντή του 

αστεροσκοπείου του Βερολίνου, τον Johan Gall να επιβεβαιώσει µε 

την παρατήρηση τα συµπεράσµατα της εργασίας του. Το ίδιο βράδυ 

Σ
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που πήρε ο Gall την επιστολή του Le Verier ερεύνησε τον Ουρανό στην περιοχή που του 

υπόδειξε ο Le Verier και ανακάλυψε το νέο πλανήτη, τον Ποσειδώνα, στην ίδια ακριβώς 

θέση που είχε προβλέψει ο Γάλλος αστρονόµος. 

Η επιτυχία αυτή θεωρήθηκε ως ένας θρίαµβος του νόµου της παγκόσµιας έλξης 

του Νεύτωνα, αλλά και ως ένας από τους πρώτους θριάµβους της αριθµητικής ανάλυσης 

της τέχνης και της επιστήµης του υπολογισµού. (∆ιαφορικός και Ολοκληρωτικός 

Λογισµός του Tom Apostol).  

Βλέπουµε λοιπόν πως µερικές αποκλίσεις της τροχιάς του Ουρανού από την 

θεωρητικά υπολογισµένη οδήγησε στην ανακάλυψη ενός πλανήτη. Είναι πράγµατι 

θαυµαστό.  
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