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Eisagwg 

EÐnai adiamfisb thto gegonìc ìti h ènnoia twn posodeikt¸n apoteleÐ anagkaÐa
ìso kai anapìfeukth sunj kh akìmh kai se peript¸seic ìpou kaneÐc skopeÔei
na ekfr�sei èna, aplì Ðswc, majhmatikì nìhma. H qr sh touc de, eÐnai adÔnaton
na parakamfjeÐ se èna swrì jemeli¸deic majhmatikèc ènnoiec, me tic opoÐec oi
majhtèc èrqontai se epaf  kat� th Deuterob�jmia EkpaÐdeush kai, sÐgoura, touc
prokaleÐ poikÐla probl mata katanìhshc. 'Etsi, h paroÔsa apìpeira diereÔnhshc
tou jèmatoc {PosodeÐktec kai majhmatik  katanìhsh sth Mèsh EkpaÐdeush}
eÐnai, pisteÔoume, dikaiologhmènh.

H ergasÐa mac diarjr¸netai se trÐa kef�laia:

• sto pr¸to, exet�zoume to jèma tìso apì th skopi� thc IstorÐac twn Ma-
jhmatik¸n, jÐgontac, gia par�deigma, zht mata ìpwc to pìte kai apì poion
emfanÐsthkan, sta plaÐsia poiac prosèggishc  tan pou krÐjhke aparaÐthth,
kai telik� edrai¸jhke, h parousÐa touc, ìso kai apì th skopi� thc Yuqo-
logÐac, ìpou proteÐnetai mia konstrouktibistik  an�lush tou trìpou pou
ènac majht c majaÐnei touc posodeÐktec,

• sto deÔtero, epiqeiroÔme mia anÐqneush thc parousÐac twn posodeikt¸n
sthn {Ôlh} twn Majhmatik¸n thc Deuterob�jmiac EkpaÐdeushc kai an�-
deixh tou no matìc touc, all� kai twn duskoli¸n pou, endeqomènwc, apor-
rèoun apì th qr sh touc,

• kai sto trÐto, diamorf¸noume èna sugkekrimèno erwthmatolìgio, prokeimè-
nou na ereun soume tic duskolÐec pou prokaleÐ sto sullogismì twn majh-
t¸n h emplok  twn posodeikt¸n kai p¸c telik� autoÐ antilamb�nontai ta
antÐstoiqa no mata.

• Tèloc, sto Par�rthma, kai se sunèqeia thc istorik c skopi�c tou zht -
matoc, gÐnetai mia sÔntomh parousÐash twn sobar¸n problhm�twn pou oi
posodeÐktec eÐqan dhmiourg sei sto sullogismì akìmh kai idiaÐtera shma-
ntik¸n majhmatik¸n, ìpwc o Cauchy.

To jèma eÐnai sÐgoura {meg�lo}, den èqei jigeÐ, par� el�qista, sth biblio-
grafÐa kai ja jewroÔsame aut  thn ergasÐa ikanopoihtik  e�n suneisèfere sto
sqetikì problhmatismì kai apoteloÔse aform  gia peraitèrw diereÔnhsh tou jè-
matoc.
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Kef�laio 1

Istorik  kai yuqologik 
exètash thc ènnoiac twn
posodeikt¸n

H sÔgqronh episthmonik  èreuna èqei anadeÐxei to gegonìc ìti ta jewrhtik� plaÐ-
sia entìc twn opoÐwn diatup¸nontai mia seir� erwthm�twn, pou aforoÔn tìso
ston tomèa thc IstorÐac twn Episthm¸n ìso kai ston tomèa thc YuqologÐac,
kai oi sunakìloujec apant seic pou aut� ta erwt mata epidèqontai, èqoun poll�
koin� stoiqeÐa (Sfard, 1995). 'Etsi, an kai ta istorik� erwt mata se sqèsh me
ta yuqologik� faÐnetai, toul�qiston me thn pr¸th mati�, na mhn èqoun tÐpota to
koinì, to jewrhtikì plaÐsio tou konstrouktibismoÔ, sÔmfwna me to opoÐo h m�jh-
sh sunÐstatai sthn anakataskeu  thc gn¸shc, parèqei stèrea epiqeir mata ¸ste
na eÐnai, telik�, anamenìmenh h apok�luyh, katìpin emperistatwmènhc èreunac,
poll¸n ousiwd¸n omoiot twn metaxÔ thc ontogèneshc kai thc fulogèneshc twn
majhmatik¸n ide¸n. O Piaget, ènac apì touc pr¸touc kai plèon parrhsiastikoÔc
uposthriktèc tou konstrouktibismoÔ kai thc jèshc ìti {oi istoriko-kritikèc kai
oi yuqogenetikèc melètec sugklÐnoun}1 jemeli¸nei tic apìyeic tou ston isqurismì
ìti2

oi prìodoi pou èginan sthn poreÐa thc istorÐac thc episthmonik c skè-
yhc apì th mÐa perÐodo sthn epìmenh, de diadèqontai, ektìc apì sp�-
niec exairèseic, h mÐa thn �llh me tuqaÐo trìpo, all� mporoÔn na
taxinomhjoÔn, ìpwc sth yuqogènesh, sth morf  twn diadoqik¸n sta-
dÐwn.

'Etsi, pijanìn lìgw twn eggen¸n qarakthristik¸n thc Ðdiac thc gn¸shc,   lì-
gw thc fÔshc thc sqèshc metaxÔ twn diafìrwn epipèdwn thc, sumbaÐnei diark¸c
parìmoia fainìmena na mporoÔn na aniqneujoÔn tìso kat� thn istorik  an�ptux 
thc ìso kai kat� thn atomik  anakataskeu  thc. Gia ton Ðdio lìgo kai oi atomikèc
empeirÐec k�je majht , sqetik� me tic duskolÐec pou antimetwpÐzei ìtan dièrqetai
apì ta di�fora st�dia kataskeu c thc gn¸shc, Ðswc eÐnai arket� {kont�} me autèc

1ìpwc diatup¸netai sth sel. 108 tou biblÐou twn Rolando Garcia & Jean Piaget Psycho-
genesis and the history of science (1989, New York: Columbia University Press).

2sel. 28 tou Ðdiou biblÐou
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pou k�pote apotèlesan prìklhsh gia olìklhrec genièc majhmatik¸n. Ex�llou,
oi par�llhloi ìroi epistemic subject kai collective epistemic subject, pou qrh-
simopoioÔntai apì merikoÔc ereunhtèc gia na diakrÐnoun metaxÔ twn atìmwn pou
majaÐnoun kai thc koinìthtac twn dhmiourg¸n thc gn¸shc, ekfr�zoun thn eurèwc
diadedomènh pÐsth se autèc tic omoiìthtec (Sfard, 1995). Sto parìn kef�laio,
loipìn, ja exet�sjeÐ h an�ptuxh thc ènnoiac twn posodeikt¸n, tìso apì istorik 
ìso kai apì yuqologik  pleur�.

1.1 Mikr  istorik  anadrom  sthn an�ptuxh twn

posodeikt¸n

'Olec oi gnwstèc anjr¸pinec gl¸ssec k�noun qr sh twn posodeikt¸n; akìmh
kai ekeÐnec pou de diajètoun èna pl rwc anaptugmèno arijmhtikì sÔsthma. Sta
Majhmatik�, epÐshc, h an�gkh qr shc touc eÐnai, toul�qiston ìson afor� stic
perissìterec mh tetrimmènec peript¸seic, ad rith. All� kai h proex�rqousa jèsh
touc sth Logik , ston tomèa, dhlad , thc anjr¸pinhc drasthriìthtac pou sqe-
tÐzetai me th diamìrfwsh twn arq¸n tou ègkurou sumperasmoÔ kai thn en gènei
orojèthsh thc ènnoiac thc egkurìthtac, eÐnai adiamfisb thth.

O Aristotèlhc up rxe o pr¸toc dianoht c pou epinìhse èna logikì sÔsthma,
perÐpou prin apì dÔo qili�dec tetrakìsia qrìnia, to opoÐo kai parousi�zetai se
èxi pragmateÐec tou gnwstèc wc 'Organon � KathgorÐai, PerÐ ErmhneÐac, Analu-
tik� Prìtera, Analutik� 'Ustera, Topik�, PerÐ twn Sofistik¸n Elègqwn. EkeÐ
pragmateÔetai kai touc perÐfhmouc sullogismoÔc tou, stouc opoÐouc faÐnetai ìti
kuriarqeÐ to nìhma twn {posodeiktik¸n} lèxewn ìla, merik�, kanèna, ìqi ìla.3

'Enac sullogismìc èqei, sÔmfwna me th je¸rhsh tou Aristotèlh, th morf :4

Q1AB
Q2BΓ
Q3AΓ

ìpou kajèna apì ta Q1, Q2, Q3 eÐnai k�poia apì tic proanaferjeÐsec tèsseric
posodeiktikèc ekfr�seic. H morf  twn sullogism¸n  tan tètoia ¸ste stic dÔo
prokeÐmenec na sqetÐzontai oi dÔo ìroi tou sumper�smatoc (oi A kai Γ, to meÐzon

3Kajemi� apì tic tèsseric autèc posodeiktikèc ekfr�seic antiproswpeÔei kai mia duadik 
sqèsh metaxÔ sunìlwn, sto bajmì pou oi {idiìthtec} stic opoÐec anafèrontai antimetwpÐzo-
ntai {ektatik�}. Ektatik   tan kai h antÐlhyh tou Aristotèlh gia tic idiìthtec stic opoÐec
anaferìntousan oi en lìgw posodeiktikèc lèxeic. 'Etsi, gia aujaÐreta sÔnola A, B:

ìla(A, B) ⇐⇒ A ⊆ B
merik�(A, B) ⇐⇒ A ∩B 6= ∅
kanèna(A, B) ⇐⇒ A ∩B = ∅
ìqi ìla(A, B) ⇐⇒ A−B 6= ∅

Ac shmeiwjeÐ ìti o Aristotèlhc den epètrepe to kenì sÔnolo. 'Etsi, h prìtash { ìla ta A eÐnai
B} sunep�getai, sÔmfwna me th je¸rhs  tou, thn prìtash {merik� A eÐnai B}, gegonìc pou
ed¸ parablèpetai.

4Gia thn akrÐbeia, autì pou anafèretai ed¸ eÐnai to apokaloÔmeno pr¸to sq ma. To deÔtero

sq ma èqei th morf 

Q1MN
Q2MΞ

Q3NΞ
kai to trÐto sq ma th morf 

Q1ΠΣ
Q2PΣ

Q3ΠP
. AxÐzei, epÐshc, na epishmanjeÐ

h qr sh diadoqik¸n gramm�twn wc metablht¸n apì ton Aristotèlh.
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kai to èlatton) me ènan trÐto ìro (ton B, to mèson). Ta dekatèssera eÐdh ègku-
rwn sullogism¸n pou dièkrine o Aristotèlhc (sthn parènjesh anafèrontai ta
mesaiwnik� onìmata, pou dìjhkan gia eukolÐa anafor�c se autoÔc)  tan (Kneale
& Kneale, 1962):

Pr¸to Sq ma:

1. E�n k�je M eÐnai L kai k�je S eÐnai M , tìte k�je S eÐnai L (Barbara).

2. E�n kanèna M den eÐnai L kai k�je S eÐnai M , tìte kanèna S den eÐnai L
(Celarent).

3. E�n k�je M eÐnai L kai merik� S eÐnai M , tìte merik� S eÐnai L (Darii).

4. E�n kanèna M den eÐnai L kai merik� S eÐnai M , tìte merik� S den eÐnai L
(Ferio).

DeÔtero Sq ma:

1. E�n kanèna L den eÐnai M kai k�je S eÐnai M , tìte kanèna S den eÐnai L
(Cesare).

2. E�n k�je L eÐnai M kai kanèna S den eÐnai M , tìte kanèna S den eÐnai L
(Camestres).

3. E�n kanèna L den eÐnai M kai merik� S eÐnai M , tìte merik� S den eÐnai L
(Festino).

4. E�n k�je L eÐnai M kai merik� S den eÐnai M , tìte merik� S den eÐnai L
(Baroco).

TrÐto Sq ma:

1. E�n k�je M eÐnai L kai k�je M eÐnai S, tìte merik� S eÐnai L (Darapti).

2. E�n kanèna M den eÐnai L kai k�je M eÐnai S, tìte merik� S den eÐnai L
(Felapton).

3. E�n merik� M eÐnai L kai k�je M eÐnai S, tìte merik� S eÐnai L (Disamis).

4. E�n k�je M eÐnai L kai merik� M eÐnai S, tìte merik� S eÐnai L (Datisi).

5. E�n merik� M den eÐnai L kai k�je M eÐnai S, tìte merik� S den eÐnai L
(Bocardo).

6. E�n kanèna M den eÐnai L kai merik� M eÐnai S, tìte merik� S den eÐnai L
(Ferison).

Ac shmeiwjeÐ ìti h egkurìthta twn proanaferjèntwn sullogism¸n ègkeitai sto
gegonìc ìti, anex�rthta apì to poiec eÐnai oi idiìthtec L,M,S, isqÔei p�ntote ìti
e�n oi duo prokeÐmenec eÐnai alhjeÐc tìte kai to sumpèrasma eÐnai, epÐshc, alhjèc.
Se antÐjesh me autoÔc, o akìloujoc, gia par�deigma, sullogismìc
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ìla AB
merik� BΓ
merik�AΓ

den eÐnai ègkuroc: mporeÐ kaneÐc eÔkola na epilèxei tic A,B, Γ ¸ste oi prokeÐ-
menec na eÐnai alhjeÐc kai to sumpèrasma yeudèc. AkoloÔjwc exet�zontai duo
{sugkekrimenopoi seic} twn prohgoumènwn, pou prosfèroun orismèna paradeÐg-
mata idiot twn. 'Etsi, o sullogismìc

Kanènac nautikìc den eÐnai fobismènoc
'Oloi oi 'Ellhnec eÐnai nautikoÐ

Kanènac 'Ellhnac den eÐnai fobismènoc

apoteleÐ èna par�deigma ègkurou sullogismoÔ (Celarent), en¸ o sullogismìc

'Olec oi f�lainec eÐnai jhlastik�
Merik� jhlastik� èqoun pterÔgia
Merikèc f�lainec èqoun pterÔgia

eÐnai ènac mh ègkuroc sullogismìc.

Gia ton Aristotèlh  tan apolÔtwc xek�jaro (an kai, dustuq¸c, ìqi p�nto-
te kai stouc epigìnouc tou) ìti h pragmatik  al jeia twn prokeÐmenwn   tou
sumper�smatoc de sqetÐzetai me thn egkurìthta tou sullogismoÔ kai ìti o ègku-
roc sullogismìc de mporeÐ na èqei alhjeÐc prokeÐmenec kai yeudèc sumpèrasma.
'Etsi, o pr¸toc apì touc dÔo prohgoÔmenouc sullogismoÔc eÐnai ègkuroc, an kai
oi treic prot�seic pou emplèkontai se autìn eÐnai sthn pragmatikìthta yeudeÐc,
en¸ o deÔteroc den eÐnai ègkuroc sullogismìc, molonìti kai oi treic prot�seic
pou ton apoteloÔn eÐnai sthn pragmatikìthta alhjeÐc.5

Prèpei, p�ntwc, na epishmanjeÐ to gegonìc ìti, par� thn parousÐa twn po-
sodeiktik¸n lèxewn {k�je} kai {up�rqei} stouc sullogismoÔc tou Aristotèlh,
h je¸rhs  touc apì autìn den  tan kan paremfer c me to sÔgqrono trìpo je¸-
rhshc twn posodeikt¸n, o opoÐoc qrei�sjhke na {perimènei} mèqri ton 19o ai¸na
kai ton Frege gia na prwtoemfanisjeÐ sto prosk nio. EÐnai, epÐshc, gegonìc
ìti oi proanaferjèntec sullogismoÐ tou Aristotèlh den k�luptan pollèc apì
tic dunatìthtec qr shc tou no matoc aut¸n twn {posodeiktik¸n} lèxewn. Ape-
nantÐac, up�rqoun poll� ègkura sumperasmatik� sq mata pou emplèkoun tic en
lìgw lèxeic kai pou den èqoun thn proanaferjeÐsa dom  twn sullogism¸n. Gia
par�deigma,

5Sto shmeÐo autì prèpei na epishmanjeÐ kai h sumbol  thc Sqol c twn Megarèwn kai
twn Stöik¸n (me hgetik  morf  to QrÔsippo, o opoÐoc pist¸netai me perissìterec apì ekatì
ergasÐec Logik c) sth melèth twn sumperasmatik¸n sqhm�twn kai twn logik¸n sundèsmwn
(twn ennoi¸n thc �rnhshc, thc sÔzeuxhc, thc di�zeuxhc). Stic ergasÐec touc èqoume thn
aparq  autoÔ pou s mera onom�zoume Protasiakì Logismì, dhlad  tou plèon prwtarqikoÔ
kai jemeli¸douc mèrouc thc Logik c, qwrÐc to opoÐo de ja  tan efikt  opoiad pote peraitèrw
melèth thc. Prìkeitai gia mia {jewrÐa apagwg c} ( theory of deduction) exairetik c shmasÐac,
afoÔ prèpei na prohghjeÐ opoiasd pote susthmatik c exèlixhc kai h opoÐa eÐnai proapaitoÔmenh
thc logik c twn genik¸n ìrwn tou Aristotèlh. 'Etsi, h dialektik  tou QrÔsippou emfanÐzetai
wc h pr¸th ekdoq  {basik c logik c}, th stigm  pou to èrgo tou Aristotèlh apoteleÐ èna
komm�ti {genik c logik c}, pou proüpojètei thn pr¸th, an kai qwrÐc rht  diatÔpwsh.
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O Gi�nnhc gnwrÐzei ìlouc touc kajhghtèc
O k. Papadìpouloc eÐnai kajhght c

O Gi�nnhc gnwrÐzei ton k. Papadìpoulo

Kanènac foitht c den gnwrÐzei k�je kajhght 
MerikoÐ foithtèc gnwrÐzoun k�je sÔmboulo
MerikoÐ kajhghtèc den eÐnai sÔmbouloi

Aut� ta sumper�smata uperbaÐnoun th morf  twn aristotelik¸n sullogism¸n,
tol�qiston kat� touc ex c trìpouc:

1. ta onìmata twn atìmwn paÐzoun ousi¸dh rìlo,

2. den up�rqoun mìnon onìmata idiot twn (ìpwc epÐjeta, onìmata, amet�ba-
ta r mata), ìpwc stouc sullogismoÔc tou Aristotèlh, all� kai onìmata
duadik¸n sqèsewn (ìpwc metabatik� r mata),

3. oi posodeÐktec mporoÔn na epanalhfjoÔn sthn Ðdia prìtash (ìpwc, gia
par�deigma, ìtan epenergoÔn kai sto upokeÐmeno kai sto antikeÐmeno enìc
metabatikoÔ r matoc).

H perigraf  thc logik c dom c prot�sewn me tètoiou eÐdouc qarakthristik� kai h
apìfansh perÐ thc egkurìthtac   mh twn antÐstoiqwn sumperasm�twn den mporeÐ
na epiteuqjeÐ sta plaÐsia twn sullogism¸n tou Aristotèlh kai kajist� anagkaÐa
thn upèrbash tou sust matìc tou. Ex�llou, eÐnai eÔlogo ìti mia logik  pou den
mporeÐ na diaqeiristeÐ tètoiou eÐdouc sumper�smata, den prìkeitai na ta katafè-
rei oÔte apènanti sth dom  twn apodeÐxewn sth stoiqei¸dh GewmetrÐa (ìpwc h
EukleÐdeia), all� oÔte kai stic apait seic twn kajhmerin¸n skèyewn. H apotu-
qÐa twn epigìnwn tou Aristotèlh na antilhfjoÔn touc periorismoÔc thc morf c
twn sullogism¸n tou exhgeÐ, toul�qiston kat� èna mèroc, thn aitÐa pou h logik 
parèmeine st�simh kai �gonh, apì thn epoq  tou mèqri ta tèlh tou 19ou ai¸na.
Mìnon ìtan oi sullogismoÐ epekt�jhkan, sta plaÐsia thc sÔgqronhc kathgorhma-
tik c logik c,  tan pou katorj¸jhke h èkfrash kai h melèth ìlwn twn ègkurwn
sumperasm�twn pou mporoÔn na diatupwjoÔn me qr sh twn tess�rwn ekeÐnwn
{posodeikt¸n} pou pr¸toc o Aristotèlhc melèthse.

Mia entel¸c kainoÔria ènnoia  tan h {dèsmeush twn metablht¸n}. H prwto-
poriak  idèa twn metablht¸n pou ja mporoÔsan na {desmeujoÔn} apì orismènouc
telestèc, kai kurÐwc ton kajolikì kai ton uparktikì posodeÐkth, eÐnai k�ti pou
den mporeÐ na {antigrafeÐ} apì tic fusikèc gl¸ssec, afoÔ se autèc de faÐnetai na
sumbaÐnei k�ti an�logo, kai qrei�sjhke arketì qrìno gia na diamorfwjeÐ. 'Htan
to 1879 ìtan o Gottlob Frege (1848 � 1925) dhmosieÔei èna mikrì biblÐo logik c6

6O Ðdioc o Frege, ston prìlogo tou Begriffsschrift, shmei¸nei:

E�n to kaj kon thc filosofÐac eÐnai na sp�sei thn kuriarqÐa twn lèxewn epÐ tou
anjr¸pinou mualoÔ [. . . ], tìte h ennoiologik  shmeiografÐa mou, pou anaptÔqjh-
ke gia autoÔc touc skopoÔc, mporeÐ na apotelèsei èna qr simo ergaleÐo gia touc
filìsofouc [. . . ] PisteÔw ìti o skopìc thc logik c èqei  dh dieurunjeÐ, lìgw
thc epinìhshc aut c thc shmeiografÐac ennoi¸n.

'Ena akìmh endiafèron apìfjegma, apì to èrgo tou Skèyh (1918) aut  th for�, eÐnai to ex c:

Akrib¸c ìpwc to {ìmorfo} deÐqnei to drìmo gia thn Aisjhtik  kai to {kalì}
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upì ton tÐtlo Begriffsschrift7, pou eÐnai genik� apodektì ìti  tan h pio shmantik 
dhmosÐeush sth logik  apì thn epoq  tou Aristotèlh, apotel¸ntac to pr¸to
pragmatik� sunoptikì sÔsthma tupik c logik c. Apì ìlec de tic kainotomÐec pou
eis gage o Frege, h qr sh twn posodeikt¸n  tan h pio shmantik . Sta plaÐsia
thc prosèggishc tou Frege, h aristotelik  prìtash thc morf c {ìla(A,Θ)} (p.q.
{K�je �njrwpoc eÐnai jnhtìc}), pou o Aristotèlhc katanooÔse wc {A ⊆ Θ kai
A 6= ∅}, noeÐtai gia pr¸th for� wc {∀x(A(x) ⇒ Θ(x))}8 ({Gia k�je x isqÔei ìti,
e�n x eÐnai �njrwpoc tìte x eÐnai jnhtìc}). Me autìn ton trìpo diasafhnÐzetai
gia pr¸th for� h sqèsh thc logik c tou Aristotèlh me aut n twn Stöik¸n kai,
ìpwc shmei¸noun oi Kneale kai Kneale (1962), {den eÐnai uperbol  na poÔme ìti
h qr sh twn posodeikt¸n gia na desmeÔoun metablhtèc  tan èna apì ta shmanti-
kìtera dianohtik� epiteÔgmata tou dèkatou ènatou ai¸na}. Telik�, to èrgo tou
Frege, an kai paragnwrismèno sthn epoq  tou, apotèlese tom  sthn istorÐa thc
Logik c, sfragÐzontac to èrgo twn epigìnwn tou kai tic katopinèc exelÐxeic se
aut n.

AxÐzei, tèloc, na epishmanjeÐ ìti o sumbolismìc tou Frege, ìson afor� tìso
stouc posodeÐktec ìso kai stouc {logikoÔc sundèsmouc} thc Kathgorhmatik c
Logik c tou9,  tan apolÔtwc diaforetikìc apì to sÔgqrono kai oudèpote uio-
jet jhke. M�lista, to sÔmbolo ∀ pou qrhsimopoieÐtai s mera gia ton kajolikì
posodeÐkth eis qjhke perÐ to 1930 apì ton Gerhard Gentzen, ètsi ¸ste na brÐ-
sketai se analogÐa me to sÔmbolo ∃ tou uparktikoÔ posodeÐkth, pou eÐqe epinohjeÐ
apì ton Giuseppe Peano perÐ to 1890. 'Etsi, to men pr¸to eÐnai èna anestrammèno
{A}, apì to pr¸to gr�mma thc agglik c lèxhc {all} (ìla), to de deÔtero eÐnai èna
periestrammèno {E}, apì to pr¸to gr�mma thc agglik c lèxhc {exists} (up�rqei).
P�ntwc, sta majhmatik� keÐmena twn arq¸n tou 20ou ai¸na den qrhsimopoieÐtai
to sÔmbolo ∀, to opoÐo kai epikrateÐ met� to 1950. O tupikìc sumbolismìc pou
exèfraze ìti {gia k�je x, P}  tan: {(x)P}, en¸ ìti {up�rqei x tètoio ¸ste P}
 tan: {(∃x)P}. O de Frege sto Begriffsschrift den periel�mbane kajìlou upar-
ktikì posodeÐkth: thn prìtash ∃xP anaparistoÔse me thn isodÔnam  thc ¬∀x¬P
(ennoeÐtai, k�nontac qr sh tou dikoÔ tou idiaÐterou sumbolismoÔ).

1.2 Konstrouktibistik  prosèggish thc an�ptu-

xhc twn posodeikt¸n

H katanìhsh kai h ikanìthta qeirismoÔ twn posodeikt¸n stic prot�seic pou au-
toÐ upeisèrqontai eÐnai èna apì ta pio shmantik� kai aparaÐthta ergaleÐa gia thn
prosèggish enìc meg�lou eÔrouc majhmatik¸n ide¸n. Oi posodeÐktec eÐnai, epÐ-

gia thn Hjik , to Ðdio k�noun kai lèxeic ìpwc to {alhjèc} gia th Logik .

7O ìroc metafr�zetai wc shmeiografÐa ennoi¸n kai apoteleÐ, epÐshc, kai to ìnoma tou
tupikoÔ sust matoc pou kataskeu�zetai se autì to biblÐo.

8O qrhsimopoioÔmenoc sto shmeÐo autì sumbolismìc eÐnai, bebaÐwc, o sÔgqronoc kai ìqi
tou Frege, o opoÐoc qrhsimopoioÔse èna didi�stato sumbolismì pou apoj�rrune opoiond pote
erqìtan se epaf  mazÐ tou kai oudèpote epikr�thse.

9H gl¸ssa pou epinìhse o Frege sto Begriffsschrift  tan deuterob�jmia: periel�mbane
ìqi mìnon tic metablhtèc x, y, z, . . . , pou trèqoun epÐ antikeimènwn, all� kai tic metablhtèc
f, g, h, . . . , pou trèqoun epÐ sunart sewn, k�nontac saf  di�krish metaxÔ twn dÔo.
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shc, apì tic plèon dusnìhtec ènnoiec se ìla ta epÐpeda, apì th deuterob�jmia
ekpaÐdeush mèqri kai to panepist mio. 'Etsi, to gegonìc ìti oi majhtèc suqn� a-
potugq�noun na antilhfjoÔn to nìhma pou fèroun oi posodeÐktec se mia prìtash,
Ðswc na eujÔnetai gia poll� apì ta probl mata katanìhshc pou antimetwpÐzoun
se pl joc majhmatik¸n jem�twn.

H sÔgqronh Didaktik  twn Majhmatik¸n kai h Gnwstik  YuqologÐa, eph-
reasmènec apì tic idèec tou Jean Piaget, jewroÔn ìti to �tomo, prokeimènou
na katano sei mia majhmatik  ènnoia, prèpei na {kataskeu�sei} k�ti sto mualì
tou; ìti eÐnai dunatì, mèsw thc episthmonik c èreunac, na kajorisjoÔn epakrib¸c
di�foroi trìpoi me touc opoÐouc mporeÐ autì na sumbeÐ; kai ìti mporeÐ na ana-
ptuqjoÔn, se sumfwnÐa me aut� ta eur mata, didaktikèc paremb�seic me stìqo
na diegeÐroun kat�llhla to �tomo, ¸ste na epitÔqei thn apaitoÔmenh kataskeu .
SÔmfwna me aut n thn prosèggish, autì pou kataskeu�zei to �tomo eÐnai sq ma-
ta. 'Ena sq ma (schema) eÐnai mia, perissìtero   ligìtero, sunektik  sullog 
nohtik¸n antikeimènwn kai nohtik¸n diadikasi¸n gia to metasqhmatismì antikei-
mènwn. 'Otan antimetwpÐzei mia nèa kat�stash, h opoÐa suqn� sta majhmatik�
anafèretai kai wc prìblhma (problem), to �tomo apostajeropoieÐtai kai epiqeireÐ
thn an�kthsh thc isorropÐac tou lÔnontac to prìblhma. H diadikasÐa exisor-
rìphshc (equilibration) èqei wc apotèlesma thn kataskeu    anakataskeu  twn
sqhm�twn pou to �tomo diajètei. Aut n thn kataskeuastik  diadikasÐa, pou su-
nteleÐtai sta plaÐsia miac anastoqastik c afaÐreshc (reflective abstraction), gia
di�forec majhmatikèc ènnoiec eÐnai pou h en lìgw jewrÐa èqei wc kÔrio zhtoÔmeno
na perigr�yei. Fusik�, h kataskeuastik  diadikasÐa mporeÐ na parathrhjeÐ mì-
non èmmesa, apì ta empìdia kai tic epituqÐec twn majht¸n, ìtan prospajoÔn na
lÔsoun to prìblhma.

'Ena sq ma apoteleÐtai, katarq n, apì nohtik� antikeÐmena (objects) kai dia-
dikasÐec (processes) metasqhmatismoÔ antikeimènwn. Aut� ta dÔo, entoÔtoic, den
eÐnai tìso diaforetik� metaxÔ touc ìso, pijanìn, faÐnontai. SÔmfwna me thn
piazetian  jewrÐa, o trìpoc me ton opoÐo èna antikeÐmeno gÐnetai gnwstì eÐnai
diamèsou twn pr�xewn pou o gn¸sthc tou ekteleÐ epÐ autoÔ. Autì isqÔei tìso
gia ta nohtik� antikeÐmena kai tic nohtikèc pr�xeic ìso kai gia ta fusik� anti-
keÐmena kai touc metasqhmatismoÔc touc. 'Etsi, h m�jhsh emplèkei en mèrei kai
thn prìskthsh, eÐte mèsw thc empeirÐac eÐte kai aujìrmhta, nèwn pr�xewn me tic
opoÐec gÐnontai gnwst� ta antÐstoiqa antikeÐmena. Aut  apoteleÐ, asfal¸c, mia
morf  kataskeu c; ìmwc mia pio bajei� kai jemeliak  exèlixh sumbaÐnei ìtan to
�tomo k�nei mia eswterik  kataskeu  pou antistoiqeÐ se mia   perissìterec apì
autèc tic pr�xeic. Autì eÐnai èna eÐdoc anastoqastik c afaÐreshc pou onom�-
zetai eswterÐkeush (interiorisation) kai èqei wc apotèlesma autì pou kaloÔme
diadikasÐa (process) se èna sq ma. Prìkeitai gia k�ti polÔ perissìtero apì èna
antÐgrafo thc exwterik c pr�xhc. Exart�tai apì ta antikeÐmena kai tic diadika-
sÐec pou  dh enup�rqoun sto majht  kai suqn� emplèkei kai �lla sq mata pou
autìc diajètei. EÐnai h ap�nthsh thc nohmosÔnhc se èna exwterikì erèjisma kai,
molonìti {antiproswpeÔei} tic exwterikèc pr�xeic, exart�tai epÐshc apì thn  dh
up�rqousa gn¸sh tou majht . O Piaget jewroÔse ìti aut  h kataskeu  eÐnai
apolÔtwc an�logh proc th biologik  ènnoia tou fainìtupou10 sth jewrÐa thc

10Apì to genetikì ulikì pou paÐrnei to �tomo apì touc genn torèc tou, èna mèroc mporeÐ na
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exèlixhc. Mia shmantik  kl�sh eswterikeÔsewn anakÔptei, gia par�deigma, kat�
thn kataskeu  twn nohtik¸n diadikasi¸n pou antistoiqoÔn stic pr�xeic twn ma-
jht¸n epÐ twn sunart sewn, eÐte autèc dÐnontai me ton algebrikì touc tÔpo eÐte
prokÔptoun kat� thn an�lush enìc probl matoc. H epituq c èkbash aut c thc
kataskeu c apoteleÐ aparaÐthth proüpìjesh gia thn katanìhsh thc sÔnjeshc
twn sunart sewn, thc majhmatik c montelopoÐhshc kai poll¸n �llwn jem�twn.

'Etsi, oi diadikasÐec proèrqontai apì ta antikeÐmena, upì thn ènnoia ìti eÐnai
eswterikeumènec pr�xeic epÐ aut¸n. Apì thn �llh meri�, ta antikeÐmena kata-
skeu�zontai enswmat¸nontac diadikasÐec, gegonìc pou apoteleÐ èna �llo eÐdoc
anastoqastik c afaÐreshc. H en lìgw enswm�twsh (encapsulation) eÐnai mia
piazetian  ènnoia pou aphqeÐ mia polÔ sÔgqronh t�sh sta majhmatik�. 'Ena qa-
rakthristikì thc par�deigma sumbaÐnei, sÔmfwna me thn jewrÐa tou Piaget, polÔ
nwrÐc sthn an�ptuxh thc nohmosÔnhc tou atìmou me thn an�dush thc ènnoiac tou
mìnimou antikeimènou (permanent object). Aut  h ènnoia sunÐstatai sthn ensw-
m�twsh thc diadikasÐac kat� thn opoÐa oi metasqhmatismoÐ pou pragmatopoioÔntai
sto q¸ro den katastrèfoun to fusikì antikeÐmeno.11

EÐnai, epÐshc, dunat  h kataskeu  nèwn diadikasi¸n apì dÔo   perissìterec
up�rqousec diadikasÐec, sundèont�c tec mazÐ. Autì to eÐdoc anastoqastik c a-
faÐreshc anafèretai wc sÔnjesh (coordination). Tèloc, up�rqei kai h genÐkeush
(generalisation). MporeÐ na sumbeÐ èna prìblhma na upodeiknÔei èna up�rqon
antikeÐmeno kai mia  dh up�rqousa diadikasÐa; h de kat�stash na upob�llei ìti
aut  h diadikasÐa mporeÐ na efarmosjeÐ se autì to antikeÐmeno. E�n autì den
èqei xanagÐnei sto pareljìn, tìte, gia to �tomo, kai h diadikasÐa kai to anti-
keÐmeno metasqhmatÐzontai se elafr¸c pio isqurèc ekdoqèc; k�ti pou apoteleÐ
èna akìmh eÐdoc kataskeu c. To sq ma de twn sunart sewn sta majhmatik� a-
poteleÐ èna axiìlogo par�deigma aut c thc kataskeu c. 'Etsi, ac upojèsoume
ìti to sunarthsiakì sq ma enìc majht , k�poia qronik  stigm , perilamb�nei to
metasqhmatismì arijm¸n mèsw thc efarmog c algebrik¸n tÔpwn. Thn Ðdia qro-
nik  perÐodo o en lìgw majht c katanoeÐ ta gewmetrik� sq mata, ìpwc isoskel 
trÐgwna, tetr�gwna, k.lp., kai exoikei¸netai me pr�xeic epÐ aut¸n, ìpwc oi peri-
strofèc kai oi anakl�seic. 'Otan autèc oi pr�xeic eswterikeÔontai, prokeimènou
na gÐnoun eswterikèc diadikasÐec, o majht c mporeÐ na tic skefteÐ anex�rthta
apì opoiad pote fusik  parousÐa, kai mporeÐ na tic sunjèsei   antistrèyei gia na
fantasteÐ epiprìsjetec diadikasÐec. Autèc oi sunjèseic ton odhgoÔn sthn kata-
skeu  miac sullog c diadikasi¸n gia metasqhmatismì gewmetrik¸n antikeimènwn.
E�n o majht c fj�sei na skefteÐ autoÔc touc metasqhmatismoÔc wc sunart seic
twn opoÐwn ta sÔnola orismoÔ kai tim¸n apoteloÔntai apì gewmetrik� antikeÐ-
mena topojethmèna sto q¸ro,   wc metajèseic twn koruf¸n touc, pou eÐnai èna
�llo eÐdoc sun�rthshc, tìte to sunarthsiakì sq ma pou autìc diajètei èqei ge-

mhn ekdhlwjeÐ sto �tomo, paramènontac ìmwc sto genetikì k¸dika kai dun�meno na metabiba-
sjeÐ,   kai na ekdhlwjeÐ, stouc apogìnouc tou. To sÔnolo twn gnwrism�twn pou klhronomeÐ
to �tomo, tìso aut� pou ekdhl¸nontai ìso kai aut� pou den ekdhl¸nontai, apoteleÐ to gonì-
tupo tou atìmou, en¸ to sÔnolo twn gnwrism�twn pou ekdhl¸nei apoteleÐ to fainìtupo
tou atìmou, o opoÐoc kai eÐnai uposÔnolo tou antÐstoiqou gonìtupou.

11Sta majhmatik�, èna apì ta poll� paradeÐgmata enswm�twshc sumbaÐnei kat� thn kata-
skeu  tou düikoÔ enìc dianusmatikoÔ q¸rou. Autìc eÐnai ènac �lloc dianusmatikìc q¸roc tou
opoÐou ta dianÔsmata prokÔptoun enswmat¸nontac tic grammikèc sunart seic (kajemÐa apì tic
opoÐec eÐnai diadikasÐa) apì ton arqikì dianusmatikì q¸ro sto antÐstoiqo s¸ma.
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nikeujeÐ. Epiplèon, oi diadikasÐec metasqhmatismoÔ mporoÔn, me th seir� touc, na
enswmatwjoÔn ¸ste na gÐnoun antikeÐmena kai oi sunjèseic touc na jewrhjoÔn
wc sunart seic   dr�seic epÐ metasqhmatism¸n. Autì den eÐnai mìno mia peraitèrw
genÐkeush tou sq matoc thc sun�rthshc, all� odhgeÐ kai sth majhmatik  ènnoia
twn om�dwn metasqhmatismoÔ.

Ac exet�soume, t¸ra, ti sumbaÐnei ìson afor� sto sq ma twn posodeikt¸n
(quantification schema). Ed¸ ta antikeÐmena eÐnai prot�seic kai èna eÐdoc diadi-
kasi¸n eÐnai eswterikeÔseic twn logik¸n telest¸n epÐ diafìrwn prot�sewn. Oi
diadikasÐec enswmat¸nontai gia na prokÔyoun pio sÔnjetec prot�seic kai kat>
autìn ton trìpo to sq ma genikeÔetai. Mia akìmh phg  diadikasi¸n apoteleÐ kai
h eswterÐkeush ekeÐnhc thc {eswterik c diadikasÐac} pou k�je for� antistoi-
qeÐ se mia logik  prìtash dosmènh sth fusik  gl¸ssa,   sunagìmenh apì mÐa
kat�stash. Ac jewr soume ta paradeÐgmata twn ex c dÔo prot�sewn:

1. Gia k�je l�stiqo sth biblioj kh, up�rqei èna autokÐnhto sto p�rkin thc
sqol c ètsi ¸ste, e�n to l�stiqo tairi�zei sto autokÐnhto tìte to autokÐ-
nhto na eÐnai kìkkino.

2. An�mesa se ìla ta y�ria pou petoÔn olìgura sto Gumn�sio, up�rqei k�poio
gia to opoÐo up�rqei, se k�je t�xh tou GumnasÐou, ènac majht c pou xèrei
pìso zugÐzei autì to y�ri.

Ja epiqeir soume na perigr�youme tic eswterikèc diadikasÐec pou antistoiqoÔn
sthn katanìhsh tètoiou eÐdouc prot�sewn.

H kataskeu  tou sq matoc twn posodeikt¸n, sÔmfwna me thn perigraf  pou
proteÐnetai ed¸, diaireÐtai se trÐa st�dia. Pr¸to, to prokatarktikì st�dio, pou
afor� sto sÔnolo twn sqhm�twn pou ènac majht c ofeÐlei na diajètei prokei-
mènou na arqÐsei na katanoeÐ kai na erg�zetai me touc posodeÐktec; deÔtero, to
st�dio tou monoepÐpedou posodeÐkth, sto opoÐo ènac mìno, uparktikìc   kajoli-
kìc, posodeÐkthc efarmìzetai se di�forec prot�seic; kai tèloc, to oloklhrwmèno
sq ma twn posodeikt¸n pollaploÔ epipèdou, sto opoÐo dÔo   perissìteroi po-
sodeÐktec sundu�zontai gia na sqhmatÐsoun tic sÔnjetec logikèc prot�seic twn
an¸terwn majhmatik¸n.

Kat� to prokatarktikì st�dio ta antikeÐmena periorÐzontai se aplèc dhl¸-
seic, se prot�seic gegonìtwn. Oi mìnec eswterikèc diadikasÐec pou sumbaÐnoun
sunÐstantai ston èlegqo thc pragmatikìthtac (  miac pijan c pragmatikìthtac
pou mporeÐ k�poioc na fantasteÐ), prokeimènou na kajorisjeÐ e�n h prìtash eÐnai
alhj c   yeud c. Kaj¸c o majht c proqwr� se autì to st�dio, oi prot�seic
gÐnontai pio sÔnjetec me dÔo trìpouc: sundèontac dÔo   perissìterec prot�seic
me touc gnwstoÔc logikoÔc telestèc (sÔzeuxh, di�zeuxh, sunepagwg , k.lp.) kai
eis�gontac metablhtèc, twn opoÐwn oi timèc mporeÐ na eÐnai �gnwstec   na all�-
zoun. Kai oi dÔo autoÐ trìpoi egeÐroun eswterikèc diadikasÐec. Gia ton pr¸to,
eÐnai h enèrgeia thc sÔnjeshc diafìrwn prot�sewn me qr sh twn logik¸n sundè-
smwn kai, gia ton teleutaÐo, o majht c prèpei na fantasteÐ ìti diatrèqei ìlec tic
timèc thc metablht c entìc tou pedÐou orismoÔ thc, gia na exet�sei poia eÐnai h
prìtash pou dhl¸netai se k�je perÐptwsh. Autèc oi diadikasÐec qrhsimopoioÔntai
ìtan, gia par�deigma, kaneÐc skèftetai gia thn al jeia   to yeÔdoc olìklhrhc
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thc prìtashc. H akìloujh fr�sh apì thn Prìtash 1 apeikonÐzei kai ta dÔo aut�
eÐdh prìtashc:

e�n to l�stiqo tairi�zei sto autokÐnhto, tìte to autokÐnhto eÐnai kìkkino

Oi metablhtèc eÐnai l�stiqo, autokÐnhto; oi dÔo aplèc dhlwtikèc prot�seic eÐnai
to l�stiqo tairi�zei sto autokÐnhto, to autokÐnhto eÐnai kìkkino kai o sundetikìc
telest c eÐnai h sunepagwg . E�n kaneÐc jèsei stouc majhtèc erwt seic sqetik�
me ton trìpo pou autoÐ ja kajìrizan thn alhjotim  miac tètoiac prìtashc, eÐnai
bèbaio ìti ja p�rei apant seic12 idiaÐtera apokaluptikèc twn duskoli¸n pou anti-
metwpÐzoun me tic proanaferjeÐsec diadikasÐec kai tou ag¸na pou katab�lloun
gia thn uperp dhs  touc.

'Oson afor� sto epìmeno st�dio, wc prìtash monoepÐpedou posodeÐkth jew-
roÔme aut  pou èqei mia apì tic akìloujec dÔo morfèc:

∀x ∈ S P (x)   ∃x ∈ S P (x)

Anaferìmenoi sta paradeÐgmata twn prohgoÔmenwn Prot�sewn 1 kai 2, oi akì-
loujec prot�seic eÐnai monoepÐpedou posodeÐkth:

Up�rqei èna autokÐnhto ètsi ¸ste e�n to l�stiqo tairi�zei sto autokÐnhto, tìte
to autokÐnhto eÐnai kìkkino.

Se k�je t�xh tou GumnasÐou, ènac majht c xèrei pìso zugÐzei autì to y�ri.

All� ac jewr soume touc posodeÐktec monoÔ epipèdou se pio majhmatikì plaÐsio.
Gia par�deigma, e�n a1, . . . , ak eÐnai mia om�da akeraÐwn, tìte a1 > 5, . . . , ak > 5
eÐnai mia om�da prot�sewn, apì thn opoÐa kai mporeÐ kaneÐc na kataskeu�sei thn
ex c prìtash:

(a1 > 5) ∧ (a2 > 5) ∧ . . . ∧ (ak > 5)

Apènanti se mia èkfrash autoÔ tou eÐdouc, eÐnai idiaÐtera shmantikì o majht c
na mhn perioristeÐ se mia {tupik� suntaktik } antÐlhy  thc; apenantÐac, na thn
antilhfjeÐ wc dhlwtik  miac om�dac arijm¸n (gia thn akrÐbeia k sto pl joc
touc), sthn opoÐa o kajènac apì autoÔc èqei mia orismènh sqèsh (di�taxh) me ton
arijmì 5. Up�rqoun, asfal¸c, pollèc ekdoqèc aut c thc eikìnac, stic opoÐec
�llec forèc h kat�stash eÐnai tètoia ¸ste h prohgoÔmenh prìtash na eÐnai alh-
j c, dhlad  ìloi oi arijmoÐ na eÐnai megalÔteroi tou 5, kai �llec p�li eÐnai tètoia
¸ste aut  na eÐnai yeud c, opìte k�poioi apì touc arijmoÔc eÐnai mikrìteroi  
Ðsoi tou 5. O majht c anamènetai na mporeÐ na {metafr�zei}, tìso eujèwc ìso
kai antistrìfwc, metaxÔ tou {tupikoÔ} kai tou {perigrafikoÔ} prosdiorismoÔ thc
prìtashc. Prokeimènou na kataskeu�sei to sq ma twn posodeikt¸n se autì to
epÐpedo, o majht c prèpei na sunjèsei tic dÔo diadikasÐec pou perigr�yame sto
prohgoÔmeno st�dio, se sÔndesh me aplèc dhl¸seic. Mia om�da n sto pl joc

12Sto �rjro twn Ed Dubinsky, Flor Elterman, Cathy Gong, The Student’s Construction of
Quantification (For the Learning of Mathematics, 8(2), 44-51, IoÔnioc 1988) perilamb�nontai
arket� aposp�smata apì tètoiou eÐdouc sunenteÔxeic me majhtèc; oi de majhtèc katat�ssontai
kai sta trÐa st�dia an�ptuxhc tou sq matoc pou diajètoun gia touc posodeÐktec. Sto Ðdio
�rjro ofeÐletai kai h konstrouktibistik  an�lush pou parousi�zetai ed¸.
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prot�sewn, ìpwc aut  pou anafèretai prohgoumènwc, prèpei pr¸ta na eidwjeÐ13

wc dÐtimh sun�rthsh Boole epÐ enìc sunìlou {1, . . . , n} jetik¸n akeraÐwn. Gia pio
genikèc prot�seic, autì to pedÐo orismoÔ mporeÐ na genikeujeÐ se èna opoiod pote
sÔnolo. H pr�xh thc sÔndeshc (mèsw thc sÔzeuxhc   thc di�zeuxhc) ìlwn twn
prot�sewn thc om�dac prèpei na anaqjeÐ sthn pio genik  kat�stash mÐac prìta-
shc pou exart�tai apì mÐa metablht  kai, katìpin, prèpei na efarmosjeÐ ¸ste na
sundèsei ìlec tic prot�seic pou prokÔptoun apì ton kajorismì thc alhjotim c
thc sun�rthshc Boole se ìla ta shmeÐa tou pedÐou orismoÔ thc metablht c. To
telikì apotèlesma eÐnai mia eswterikeumènh diadikasÐa kat� thn opoÐa kaneÐc dia-
trèqei èna sÔnolo prot�sewn pou exart¸ntai apì mÐa   perissìterec metablhtèc
kai efarmìzei ènan posodeÐkth gia na sqhmatÐsei mÐa mìnon prìtash thc opoÐac h
alhjotim  kajorÐzetai eÐte apì ìlec tic prot�seic (sthn perÐptwsh tou kajolikoÔ
posodeÐkth) eÐte apì toul�qiston mÐa apì autèc (sthn perÐptwsh tou uparktikoÔ
posodeÐkth).

IdiaÐtera endiafèrousa kai apokaluptik  anamènetai na eÐnai h melèth twn apa-
nt sewn diafìrwn majht¸n, ìtan klhjoÔn na exhg soun ton trìpo pou oi Ðdioi,  
ènac fantastikìc upologist c, ja kajìrizan thn alhjotim  twn proanaferjeis¸n
Prot�sewn 1 kai 2. E�n h eswterikeumènh diadikasÐa èqei kataskeuasjeÐ, tìte
eÐnai polÔ pijanì autì na apokalÔptetai sth morf  miac ex ghshc pou ja peri-
gr�fei ìti diatrèqei kaneÐc èna sÔnolo kai kajorÐzei thn alhjotim  miac prìtashc
gia k�je stoiqeÐo tou. H eidopoiìc diafor� autoÔ tou stadÐou apì to prohgoÔme-
no eÐnai ìti o posodeÐkthc elègqei14 to trèximo twn stoiqeÐwn tou sunìlou; k�ti
pou den eÐnai kajìlou safèc kat� to prokatarktikì st�dio.

SÔmfwna me thn paroÔsa an�lush, to epìmeno b ma sthn an�ptuxh tou mono-
epÐpedou posodeÐkth eÐnai h enswm�twsh thc eswterikeumènhc diadikasÐac se èna
antikeÐmeno. Apotèlesma, all� kai proüpìjesh, thc epituqÐac autoÔ tou egqeir -
matoc eÐnai h dunatìthta tou atìmou na efarmìsei pr�xeic epÐ tou antikeimènou;
proexarqoÔshc thc pr�xhc tou sullogismoÔ epÐ autoÔ (ìpwc, gia par�deigma, thc
eÔreshc twn epipt¸sewn pou ja eÐqan di�forec sugkekrimènec upojèseic, pou ja
mporoÔse epiprosjètwc na dÐnontai, sthn alhjotim  thc prìtashc), all� kai thc
diatÔpwshc thc �rnhs c tou. EpÐshc, h epituq c enswm�twsh tou monoepÐpedou
posodeÐkth eÐnai idiaÐtera krÐsimh gia na mporèsei kaneÐc na per�sei sto epìmeno
st�dio kai na erg�zetai me diadoqikoÔc posodeÐktec. 'Etsi, oi monoepÐpedoi poso-
deÐktec prèpei na eÐnai pia antikeÐmena, ¸ste na gÐnei efikt  h efarmog  epÐ aut¸n
thc diadikasÐac thc sÔnjeshc, apì thn opoÐa kai ja prokÔyoun nèa antikeÐmena.

Ed¸ brÐsketai kai to shmeÐo pou oi posodeÐktec uperbaÐnoun touc sullo-
gismoÔc tou Aristotèlh, proqwr¸ntac proc tic sÔnjetec idèec twn an¸terwn
majhmatik¸n. P¸c, ìmwc, ènac majht c anakataskeu�zei to sq ma twn posodei-

13EnnoeÐtai gnwstik�, wc sun�rthsh protasiak c alhjotim c pou apeikonÐzei k�je tim  thc
metablht c, �ra kai k�je prìtash pou aut  h tim  kajorÐzei, sto sÔnolo {Al jeia, YeÔdoc},
kai ìqi me thn austhr  majhmatik  shmasÐa tou ìrou.

14O èlegqoc tou posodeÐkth sunÐstatai sto ìti autìc parèqei to krit rio diakop c tou
{brìqou}, dhlad  thc epanalhptik c diadikasÐac pou afor� sthn exètash thc alhjotim c thc
prìtashc, pou k�je for� prokÔptei kat� thn antikat�stash thc desmeumènhc apì ton poso-
deÐkth metablht c apì, dun�mei ìlec, tic timèc enìc sunìlou ermhneÐac autoÔ. 'Etsi, sthn
perÐptwsh tou uparktikoÔ posodeÐkth, to krit rio diakop c eÐnai h epal jeush thc prìtashc
gia toul�qiston mÐa tim  thc metablht c, en¸, sthn perÐptwsh tou kajolikoÔ posodeÐkth, h
prìtash prèpei na epalhjeujeÐ gia k�je dunat  tim  thc metablht c.

19



kt¸n se autì to an¸tero epÐpedo? MÐa prosèggish eÐnai ìti arqÐzei paÐrnontac
dÔo monoepÐpedouc posodeÐktec, oi opoÐoi èqoun enswmatwjeÐ, kai skèftetai me
ìrouc sunduasmoÔ aut¸n twn antikeimènwn, ¸ste na fti�xei èna nèo antikeÐme-
no. Autì gÐnetai epistrèfontac stic duo eswterikèc diadikasÐec pou antistoiqoÔn
stic dÔo prot�seic aut¸n twn posodeikt¸n kai sundèont�c tec mazÐ, antikaji-
st¸ntac olìklhrh th deÔterh prìtash apì th sun�rthsh alhjotim c thc pou h
pr¸th diadikasÐa tou posodeÐkth èqei dhmiourg sei. Katìpin, h ìlh diadikasÐa
eswterikeÔetai kai, telik�, enswmat¸netai, dÐnontac upìstash sto nèo antikeÐ-
meno. 'Etsi, to sq ma gia to monoepÐpedo posodeÐkth epekteÐnetai, sunjètontac
dÔo {stigmiìtup�} tou, gia na anakataskeuasjeÐ se an¸tero epÐpedo. MÐa meÐzwn
gnwstik  dexiìthta,   eufu c antÐdrash, pou eÐnai bèbaio ìti apaiteÐtai ed¸, eÐnai
h ikanìthta thc metakÐnhshc mproc-pÐsw, metaxÔ thc eswterik c diadikasÐac kai
thc enswm�tws c thc wc antikeÐmeno. Aut  h idiaÐterh nohtik  leitourgÐa, ex�l-
lou, sumbaÐnei kat� thn ergasÐa me mia seir� apì tic shmantikìterec ènnoiec sta
majhmatik�; qarakthristikì de par�deigma apoteleÐ h ènnoia thc sun�rthshc.

'Etsi, sÔmfwna me thn prohghjeÐsa an�lush, ìtan ènac majht c antimetwpÐzei,
gia par�deigma, thn Prìtash 1, jewreÐtai ìti, prokeimènou na thn katano sei,
energopoieÐtai apì autìn mia eswterik  diadikasÐa, ìpwc h akìloujh. Pr¸ta,
prèpei na aposunjèsei thn prìtash se dÔo prot�seic, wc ex c:

Gia k�je l�stiqo sth biblioj kh, sumbaÐnei ìti. . .

Up�rqei èna autokÐnhto sto p�rkin thc sqol c ètsi ¸ste, e�n to l�stiqo tai-
ri�zei sto autokÐnhto, tìte to autokÐnhto na eÐnai kìkkino.

 , qrhsimopoi¸ntac majhmatikì sumbolismì gia na ekfr�soume autèc tic dÔo en-
swmatwmènec diadikasÐec,

∀t ∈ L A(t)

∃c ∈ P
(
F (t, c) ⇒ R(c)

)
ìpou, ektìc apì ta st�ntar sÔmbola twn posodeikt¸n kai tou {an kei}, L eÐnai
to sÔnolo twn l�stiqwn sth biblioj kh, P eÐnai to sÔnolo twn autokin twn sto
p�rkin thc sqol c, A(t) eÐnai h alhjotim  thc prìtashc pou gr�fthke deÔterh
sth seir�, F (t, c) eÐnai h alhjotim  thc prìtashc ìti to l�stiqo t tairi�zei sto
autokÐnhto c kai R(c) h alhjotim  thc prìtashc ìti ìti to autokÐnhto c eÐnai
kìkkino.

EÐnai shmantikì ìti o majht c nohtik� metatrèpei aut� ta antikeÐmena se dÔo
dunamikèc diadikasÐec. H pr¸th antistoiqeÐ sto ìti trèqei th metablht  t epÐ tou
sÔnolou L, brÐskontac thn alhjotim  thc A(t) kai elègqontac to trèximo thc
metablht c t me ènan kajolikì posodeÐkth. H deÔterh apaiteÐ gia èna dojèn t
na trèqei h metablht  c epÐ tou P , brÐskontac thn alhjotim  thc sunepagwg c
F (t, c) ⇒ R(c) kai elègqontac to trèximo thc c me ènan uparktikì posodeÐkth.
EÐnai autèc oi dÔo diadikasÐec pou prèpei na sundejoÔn mazÐ gia na sqhmatÐsoun
mia nèa eswterik  diadikasÐa, h opoÐa ja eÐnai h katanìhsh apì to majht  thc
Prìtashc 1. H sÔndesh sunÐstatai sthn antikat�stash tou A(t) sthn pr¸th
èkfrash apì olìklhrh th deÔterh èkfrash. 'Etsi, e�n o majht c èqei katorj¸sei
aut  thn kataskeu  kai tou zhthjeÐ na exhg sei me poio trìpo ja kajìrize thn
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alhjotim  thc Prìtashc 1, h ap�nths  tou ja perièqei, se k�poia morf , thn
perigraf  thc kataskeuasjeÐsac diadikasÐac.

H eswterikeumènh diadikasÐa pou antistoiqeÐ se posodeÐktec diploÔ epipèdou
prèpei na enswmatwjeÐ, ¸ste na proqwr sei kaneÐc se posodeÐktec triploÔ   pol-
laploÔ epipèdou. E�n up�rqoun, gia par�deigma, treic metablhtèc paroÔsec, tìte
to apotèlesma thc omadopoÐhshc dÔo ex aut¸n, gia to sqhmatismì posodeikt¸n
diploÔ epipèdou kai, katìpin, thc enswm�twshc thc diadikasÐac aut¸n twn po-
sodeikt¸n eÐnai ìti prokÔptei mia sun�rthsh protasiak c alhjotim c miac mìno
metablht c. Se aut  mporeÐ na tejeÐ posodeÐkthc, ¸ste na prokÔyei h diadika-
sÐa gia touc triploÔ epipèdou posodeÐktec. To sÔnolo aut¸n twn leitourgi¸n
mporeÐ, katìpin, na epanalhfjeÐ ìsec forèc eÐnai anagkaÐo, e�n jèloume poso-
deÐktec pollaploÔ epipèdou. 'Etsi, o trìpoc katanìhshc tou paradeÐgmatoc thc
Prìtashc 2 eÐnai pr¸ta na kataskeuasjeÐ h diadikasÐa

Se k�je t�xh tou GumnasÐou, up�rqei ènac majht c, pou xèrei pìso
zugÐzei autì to y�ri,

katìpin, na eswterikeujeÐ aut  h diadikasÐa kai, met�, na enswmatwjeÐ, gia na
prokÔyei h sun�rthsh protasiak c alhjotim c miac mìno metablht c, en prokei-
mènw thc metablht c {y�ri}, sthn opoÐa, telik�, ja efarmosjeÐ o uparktikìc
posodeÐkthc.

Telei¸nontac, ac anakefalai¸soume thn perigrafeÐsa an�lush thc kataskeu-
 c tou sq matoc twn posodeikt¸n15. H kataskeu  arqÐzei me aplèc dhl¸seic
(prot�seic), pou gÐnontai pio sÔnjetec me dÔo trìpouc. Pr¸ton, dÔo   perissì-
terec dhl¸seic suntÐjentai, sundèont�c tec me touc gnwstoÔc logikoÔc telestèc.
DeÔteron, eis�gontai sthn prìtash metablhtèc kai o majht c eswterikeÔei th dia-
dikasÐa epan�lhyhc kat� thn opoÐa trèqei th metablht  epÐ tou pedÐou orismoÔ thc
kai parathreÐ p¸c autì ephre�zei tic timèc thc sun�rthshc alhjotim c (dhlad ,
thn Al jeia   to YeÔdoc) thc prìtashc. H met�bash, apì autì to prokatarktikì
st�dio sto st�dio tou monoepÐpedou posodeÐkth, epitugq�netai sunjètontac au-
tèc tic dÔo epekt�seic. Dhlad , oi prot�seic, pou prokÔptoun gia tic di�forec
timèc thc metablht c, sundèontai ìlec mazÐ, eÐte me th sÔzeuxh eÐte me th di�zeuxh,
prokeimènou na d¸soun mÐa mìnon prìtash. AutoÐ oi sÔndesmoi antikajist¸ntai
apì ton kajolikì   ton uparktikì posodeÐkth. 'Etsi, o majht c eswterikeÔei mia
epanalhptik  diadikasÐa trexÐmatoc thc metablht c epÐ tou pedÐou orismoÔ thc,
gia na p�rei èna sÔnolo prot�sewn, kai efarmog c enìc posodeÐkth, gia na p�rei
mÐa mìnon prìtash. H met�bash, katìpin, sto epìmeno st�dio twn posodeikt¸n
diploÔ epipèdou apaiteÐ thn enswm�twsh aut c thc teleutaÐac diadikasÐac, ¸ste
na prokÔyei mÐa mìnon prìtash, wc apotèlesma thc efarmog c posodeÐkth se mia
protasiak  sun�rthsh alhjotim c. T¸ra, ìtan analÔei mia prìtash me diploÔ
epipèdou posodeÐktec pou emplèkoun dÔo metablhtèc, to upokeÐmeno arqÐzei na
thn {kommati�zei} se dÔo monoepÐpedouc posodeÐktec. Diapist¸nei ìti up�rqei
ènac es¸teroc posodeÐkthc, tou opoÐou h protasiak  sun�rthsh alhjotim c e-
xart�tai, ektìc apì th desmeumènh apì autìn metablht , kai apì mia epiprìsjeth
metablht . Up�rqei, epÐshc, ènac ex¸teroc posodeÐkthc epÐ thc Ðdiac epiprì-
sjethc metablht c. H idèa eÐnai na suntejoÔn aut� ta dÔo antikeÐmena ¸ste na

15Oi Dubinsky, Elterman kai Gong, pou proteÐnoun (1988) aut n thn perigraf , thn onom�-
zoun genetik  an�lush twn posodeikt¸n (genetic decomposition of quantification).
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prokÔyei èna trÐto, to opoÐo ja eÐnai oi posodeÐktec diploÔ epipèdou. Autì epi-
tugq�netai stajeropoi¸ntac thn epiprìsjeth metablht , efarmìzontac to sq ma
tou monoepÐpedou posodeÐkth ston es¸tero kai enswmat¸nontac to apotèlesma,
¸ste na prokÔyei mÐa prìtash. Aut  h prìtash, ìmwc, exart�tai apì th tim  thc
epiprìsjethc metablht c kai, ètsi, up�rqei mia protasiak  sun�rthsh alhjotim c
sthn opoÐa mporeÐ na efarmosjeÐ o �lloc (ex¸teroc) posodeÐkthc, exask¸ntac
gia mia akìmh for� to sq ma tou monoepÐpedou posodeÐkth. Sto sÔnolì thc tì-
te, o majht c èqei kataskeu�sei kai eswterikeÔsei mia diadikasÐa, pou sunÐstatai
sto {diplì} trèximo � to pr¸to {emfwleÔon} sto deÔtero � twn dÔo metablht¸n.
Aut  h diadikasÐa enswmat¸netai xan� se mÐa mìnon prìtash kai, ètsi, gÐnetai
dunat  h an�ptuxh posodeikt¸n pollaploÔ epipèdou. DojeÐshc, loipìn, miac
prìtashc triploÔ epipèdou posodeikt¸n, to upokeÐmeno omadopoieÐ touc dÔo es¸-
terouc posodeÐktec kai efarmìzei to sq ma diploÔ epipèdou, ¸ste na p�rei xan�
mÐa prìtash pou exart�tai apì thn ex¸terh metablht . Se aut n thn protasiak 
sun�rthsh alhjotim c efarmìzetai, katìpin, ènac posodeÐkthc, energopoi¸ntac,
ìpwc kai prohgoumènwc, to sq ma tou monoepÐpedou posodeÐkth. H sunolik 
diadikasÐa mporeÐ t¸ra na epanalhfjeÐ aperiìrista, opìte kai, apokt¸ntac suneÐ-
dhsh aut c thc dunatìthtac, o majht c èqei plèon kataskeu�sei èna sq ma, to
opoÐo mporeÐ na diaqeiristeÐ touc diadoqikoÔc posodeÐktec opoioud pote epÐpedou.
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Kef�laio 2

Emf�nish posodeikt¸n sta
Majhmatik� thc
Deuterob�jmiac EkpaÐdeushc

H shmasÐa touc kai probl mata katanìhshc

H gl¸ssa den mporeÐ, pollèc forèc, na apallageÐ apì ekfr�seic tou tÔpou {gia
k�je . . . },   {up�rqei toul�qiston èna . . . }, autì pou apokaloÔme dhlad  po-
sodeÐktec. H diapÐstwsh aut  den isqÔei mìnon ìtan ekfr�zontai no mata pou
aforoÔn se {sten�} majhmatikì plaÐsio, all� kai ìtan prìkeitai gia eurÔtera mh
majhmatik�, toul�qiston se {pr¸th an�gnwsh}, no mata.

Gia par�deigma anafèroume ton klassikì sullogismì tou Aristotèlh,

'Oloi oi �njrwpoi eÐnai jnhtoÐ.
O Swkr�thc eÐnai �njrwpoc.
'Ara, o Swkr�thc eÐnai jnhtìc.

h egkurìthta tou opoÐou den eÐnai dunatìn na jemeliwjeÐ qwrÐc ta {no mata} pou
fèroun oi posodeÐktec. Sthn Ðdia asfal¸c {kathgorÐa} empÐptei kai o gnwstìc
grÐfoc ìpou

'Ena noÔfaro, pou k�je1 mèra diplasi�zetai, kalÔptei olìklhrh thn
epif�neia miac lÐmnhc se èna m na. Se pìso qrìno kalÔptei th mis 
lÐmnh?

  o ligìtero gnwstìc, sÔmfwna me ton opoÐo

S> èna politikì sunèdrio èlaban mèroc ekatì politikoÐ. O k�je
politikìc  tan eÐte diefjarmènoc eÐte tÐmioc. Mac dÐnontai ta ex c dÔo
stoiqeÐa:

1se autì akrib¸c to shmeÐo eÐnai pou, anapìfeukta, qrhsimopoieÐtai o kajolikìc posodeÐ-
kthc. 'Oson afor� de sthn ousÐa tou {grÐfou}, aut  ègkeitai sto gegonìc ìti polloÐ �njrwpoi
{teÐnoun} na ermhneÔoun ta dedomèna, qrhsimopoi¸ntac se k�je perÐptwsh to montèlo twn a-
n�logwn pos¸n, akìmh kai ìtan, ìpwc gia par�deigma sthn prokeimènh perÐptwsh, autì den
mporeÐ na efarmosjeÐ: profan¸c h mis  lÐmnh kalÔptetai se 29 mèrec.
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1. Toul�qiston ènac apì touc politikoÔc  tan tÐmioc.

2. Se opoiod pote zeÔgoc politik¸n, toul�qiston ènac apì touc
dÔo  tan diefjarmènoc.

MporoÔme na sumper�noume apì ta dÔo aut� dedomèna pìsoi apì touc
politikoÔc  tan tÐmioi kai pìsoi diefjarmènoi?2

Se {majhmatikì plaÐsio}, ìmwc, oi posodeÐktec eÐnai sÐgoura {ek twn wn ouk
�neu}, toul�qiston sto bajmì pou diapragmateuìmaste {mh tetrimmèna} no ma-
ta. Pr�gmati, h qr sh touc apoteleÐ monìdromo ìtan prèpei na anaferjoÔme se
apeirosÔnola   se �peirec diadikasÐec: apoteloÔn, kat� mÐa ènnoia, ton trìpo mac
gia na mil soume   na sullogistoÔme gia to �peiro. Akìmh kai h kataskeu    o
logismìc thc plèon jemeli¸douc Ðswc majhmatik c ènnoiac, ìpwc aut c tou sunì-
lou twn Fusik¸n Arijm¸n, proôpojètei th qr sh touc. Fusik�, o kombikìc touc
rìloc diatrèqei sqedìn ìlh thn èktash twn majhmatik¸n ennoi¸n: oi sqèseic kai,
eidikìtera, oi sunart seic, to sÔnolo twn Pragmatik¸n Arijm¸n kai h sÔgklish,
opìte sÐgoura k�je kef�laio tou ApeirostikoÔ LogismoÔ, all� kai h Arq  thc
Majhmatik c Epagwg c,  , akìmh, kai h axiwmatik  jemelÐwsh thc GewmetrÐac,
eÐnai merik� mìno apì ta zht mata pou ja  tan adÔnato na diapragmateutoÔn qwrÐc
posodeÐktec.

Ex�llou, eÐnai dedomèno ìti kai stic pio {aj¸ec} erwt seic, pou suqn� dia-
tup¸nontai kai wc {kleistoÔ tÔpou}, brÐsketai krummènoc k�poioc kajolikìc po-
sodeÐkthc, me thn ènnoia ìti h zhtoÔmenh alhjotim  twn prot�sewn afor� to
tuqìn stoiqeÐo enìc upì suz thsh sunìlou, kai ìqi k�poio sugkekrimèno. Akìmh
ìmwc kai aut  h, apìluta jemeli¸dhc gia thn epikoinwnÐa mac, sÔmbash, pou tic
perissìterec forèc apl� uponoeÐtai, den eÐnai p�ntote xek�jarh sto sullogismì
twn majht¸n, idiaÐtera ìtan prìkeitai gia mikrìterec t�xeic. Gia par�deigma, sthn
er¸thsh

E�n oi diag¸nioi enìc tetrapleÔrou eÐnai k�jetoi, tìte to tetr�pleuro
autì eÐnai rìmboc?

an kai jewroÔme to nìhm� thc apolÔtwc safèc, o J. Houdebin3anafèrei ìti deka-
tri�qronoi majhtèc, kat� thn ergasÐa touc se mikrèc om�dec, d lwnan ìti aut  h
prìtash  tan tautìqrona alhj c kai yeud c, afoÔ dièjetan paradeÐgmata kai gia
tic duo autèc peript¸seic, arnoÔmenoi na deqjoÔn thn �poyh tou dask�lou touc
ìti eÐnai yeud c! EÐnai safèc ìti o d�skaloc kai oi en lìgw majhtèc antilamb�no-
ntai teleÐwc diaforetik� to {logikì status} tou proanaferjèntoc tetrapleÔrou:
o men ènac to jewreÐ wc desmeumènh metablht  sthn embèleia enìc {upainissì-
menou} kajolikoÔ posodeÐkth, oi de �lloi to jewroÔn wc eleÔjerh metablht ,
gegonìc pou epitrèpei, ìpote aut  {antikajÐstatai} apì èna rìmbo, h prìtash
pou prokÔptei na eÐnai alhj c, en¸ ìpote {antikajÐstatai} apì èna tetr�pleuro
pou den eÐnai rìmboc, h antÐstoiqh prìtash na eÐnai yeud c.

Pollèc {uponooÔmenec}, loipìn, sumb�seic pou, antÐ na diasafhnÐzontai rht�,
{teÐnoun} na jewroÔntai wc dedomènec, h pollaplìthta twn {trìpwn} pou mporeÐ

2o grÐfoc autìc anafèretai sto biblÐo tou Raymond Smullyan “The lady or the tiger?”.
Apì ta dedomèna mporeÐ na sunaqjeÐ ìti 99 politikoÐ  tan diefjarmènoi kai 1  tan tÐmioc.

31998, La démonstration. Ecrire des démonstrations au Collège et au Lycée. Hachette
Education, Paris.
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na jewroÔme tic di�forec {metablhtèc}4 (�llote wc stajerèc, �llote wc tuqìnta
stoiqeÐa, �llote wc desmeumènec metablhtèc sthn embèleia enìc, eÐte kajolikoÔ
eÐte uparxiakoÔ, posodeÐkth, �llote wc agn¸stouc k.o.k.) ìtan ergazìmaste se
{algebrikì perib�llon} kai to eumet�blhto tou logikoÔ touc status, kaj¸c kai
�lla, eidikìtera probl mata, pou sqetÐzontai me th qr sh twn posodeikt¸n, ìpwc
autì thc ex�rthshc twn metablht¸n se prot�seic tou tÔpou ∀x∃yFxy kai thc me-
tabol c tou no matìc touc ìtan antimetatejoÔn ta ∀x kai ∃y, brÐskontai, pollèc
forèc, sthn {kardi�} twn problhm�twn katanìhshc pou antimetwpÐzoun oi majh-
tèc. Ex�llou, kai mìnon h poluplokìthta tou no matoc miac prìtashc tou tÔpou
{gia k�je x isqÔei ìti p(x)},   {up�rqei x ètsi ¸ste na isqÔei ìti p(x)}, pìso
m�llon ìtan autèc sundu�zontai, eÐnai arket 5 gia th dhmiourgÐa shmantik¸n pro-
blhm�twn katanìhshc. Ac epiqeir soume, loipìn, mia qartogr�fhs  touc, mèsa
apì thn episkìphsh twn kuriotèrwn, kai sÐgoura pio antiproswpeutik¸n, shmeÐ-
wn tou AnalutikoÔ Progr�mmatoc pou emfanÐzontai oi posodeÐktec, all� kai mia
an�lush twn aiti¸n touc, se sqèsh me ton trìpo, all� kai thn eggen , pollèc
forèc, duskolÐa, diapragm�teushc twn antÐstoiqwn ennoi¸n.

2.1 Pr¸th epaf  me touc posodeÐktec

'Ena pr¸to sqetikì er¸thma, pou Ðswc axÐzei na exetasjeÐ, eÐnai to pìte oi majh-
tèc antimetwpÐzoun, gia pr¸th for�, mia ousiastik  emplok  twn posodeikt¸n,
sta plaÐsia thc problepìmenhc apì to Analutikì Prìgramma Ôlhc touc, ìpwc
aut  parousi�zetai sta sqolik� touc biblÐa.

Apì thn A' kiìlac t�xh tou GumnasÐou, eÐnai gegonìc ìti ìlec oi idiìthtec  
oi orismoÐ pou antimetwpÐzoun èqoun ènan kajolikì qarakt ra. 'Etsi, kat� thn
parousÐash l.q. thc epimeristik c idiìthtac, wc ekeÐnhc pou

{. . . gr�fetai genik�

ab+ag=a(b+g)   a(b+g)=ab+ag . . . },

  tou orismoÔ thc niost c dÔnamhc tou a,   akìma kai tou embadoÔ enìc orjo-
gwnÐou diast�sewn a kai b, kai, genikìtera, kat� thn parousÐash opoiasd pote
ènnoiac pou gÐnetai me qr sh metablht¸n, ennoeÐtai ìti autèc oi metablhtèc ana-
fèrontai se kaje dunat  tim  pou mporoÔn na p�roun entìc enìc, faneroÔ apì
to plaÐsio thc suz thshc, sunìlou. Me �lla lìgia, prìkeitai gia prot�seic thc
morf c ∀xF (x). 'Allwste, sthn par�grafo tou pr¸tou kiìlac kefalaÐou tou bi-
blÐou twn Majhmatik¸n thc A' GumnasÐou, pou eis�gei thn ènnoia thc metablht c,
dhl¸netai ìti

{Genik�, ìtan jèloume na anaferjoÔme se èna opoiod pote stoiqeÐo
enìc sunìlou, eukolÔnei th diatÔpwsh na dhl¸soume to stoiqeÐo autì
me èna gr�mma. To gr�mma autì onom�zetai metablht .}

4ed¸ o ìroc {metablht } anafèretai, ìpwc ex�llou sun�getai kai apì ta sumfrazìmena,
en gènei sta {gr�mmata}, pou qrhsimopoioÔntai kat� kìron sta Majhmatik�.

5ìpwc, �llwste, epiqeireÐ na deÐxei kai h èreuna, pou parousi�zetai sto epìmeno kef�laio.
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Aut  h {logik  twn tautot twn}6 sth qr sh twn metablht¸n, dhlad  ìti oi meta-
blhtèc qrhsimopoioÔntai ìtan jèloume na uperboÔme tic memonwmènec peript¸seic
sugkekrimènwn arijm¸n kai na ekfr�soume genikeumèna mia idiìthta, diatrèqei
to sÔnolo sqedìn thc Ôlhc thc A' GumnasÐou, all� kai twn �llwn t�xewn tou
GumnasÐou, ìtan anafèrontai antÐstoiqec idiìthtec. Merikèc apì autèc eÐnai, gia
par�deigma, oi idiìthtec twn pr�xewn twn rht¸n arijm¸n, twn dun�mewn, twn
rizik¸n, akìmh kai to Pujagìreio Je¸rhma   oi axioshmeÐwtec tautìthtec. E-
mpedÐdetai ètsi stouc majhtèc h antÐlhyh ìti ìpote antimetwpÐzoun mia isìthta me
metablhtèc, prohgeÐtai p�ntote ènac upainissìmenoc kajolikìc posodeÐkthc pou
tic desmeÔei. Ex�llou, sth frastik  diatÔpwsh twn perissìterwn prot�sewn
{krÔbetai} h parousÐa tou kajolikoÔ posodeÐkth, ètsi ¸ste mia apl  anadiatÔ-
pwsh na eÐnai arket  gia na ton apokalÔyei, all� kai aparaÐthth, merikèc forèc,
gia na apod¸sei to akribèc perieqìmeno thc prìtashc. Gia par�deigma, h gnw-
st  prìtash7 {duo eujeÐec tou epipèdou pou eÐnai k�jetec se mia eujeÐa eÐnai
metaxÔ touc par�llhlec} anadiatup¸netai8 wc: ∀(ε1, ε2, ε) ∈ E3(ε1 ⊥ ε ∧ ε2 ⊥ ε
⇒ ε1 ‖ ε2), ìpou E to sÔnolo twn eujei¸n tou epipèdou.

To shmeÐo pou apoteleÐ {tom } se autìn ton trìpo qr shc twn metablht¸n
eÐnai h eisagwg  twn exis¸sewn, pou gÐnetai sth B' t�xh tou GumnasÐou. Ed¸
h optik  mac metatopÐzetai se sqèsh me thn proanaferjeÐsa: thn isìthta me th
metablht , den th {blèpoume} pia wc isqÔousa gia k�je tim  tou x, all� wc
anamènousa ap�nthsh sto er¸thma e�n up�rqei tim  tou x, ètsi ¸ste aut  na
isqÔei. Oi majhtèc diapist¸noun ìti aut  h ap�nthsh poikÐlei; allèc forèc up�r-
qei mia monadik  tètoia tim  gia to x, allèc den up�rqei kamÐa, kai �llec, p�li,
up�rqoun �peirec. To zhtoÔmeno, aut  th for�, eÐnai, akrib¸c, o prosdiorismìc
tou sunìlou ekeÐnwn twn tim¸n tou x pou epalhjeÔoun thn en lìgw exÐswsh.
'Etsi, o trìpoc pou antilamb�nontai thn isìthta pou {prwtagwnisteÐ} mia me-
tablht  prèpei na all�xei: eÐnai h ektèlesh miac algorijmik c diadikasÐac, thn
opoÐa kai majaÐnoun, pollèc forèc, mhqanistik�, pou ja touc plhrofor sei e�n
kai pìte aut  h isìthta isqÔei. M�lista, h perÐptwsh aut  na isqÔei kajolik�,
ìpwc toul�qiston  tan sunhjismèno mèqri t¸ra, antimetwpÐzetai plèon wc mia {a-
poklÐnousa} kai m�llon {axioperÐergh} sumperifor�! Ta pr�gmata faÐnontai na
periplèkontai akìmh perissìtero ìtan majaÐnoun na qrhsimopoioÔn autì to {nèo}
panÐsquro ergaleÐo sth lÔsh diafìrwn problhm�twn: ed¸, arqik� prèpei na upo-
jèsoun ìti h metablht  posìthta pou anazhtoÔn, kai pou sun jwc sumbolÐzoun
me th metablht  x, ja mporoÔse na eÐnai mia opoiad pote tim  entìc enìc, {ka-
t�llhla} kajorismènou, sunìlou, dhlad  na xekin soun apì mia {antÐlhyh} gia
th metablht  kontÔtera se aut  tou {gia k�je}, kai sthn poreÐa na apait soun
aut  na {upakoÔei} stic sunj kec pou jètei to prìblhma, k�ti pou ja gÐnei mèsw
thc diatÔpwshc thc exÐsws c tou. 'Omwc, autì plèon shmaÐnei ìti, tautìqrona,

6o ìroc {tautìthta} qrhsimopoieÐtai ed¸ upì thn Ðdia ènnoia pou qarakthrÐzei isìthtec
ìpwc oi a + β = β + a   (a + β)2 = a2 + 2aβ + β2.

7pou diatup¸netai sthn A' GumnasÐou, sthn §5.9 me tÐtlo {Q�raxh parall lwn eujei¸n}.
8H anadiatÔpwsh thc prìtashc pou akoloujeÐ gÐnetai se mia sumbolik  morf , dhlad  sta

plaÐsia miac {tupik c} gl¸ssac, q�rin suntomÐac kai akrÐbeiac. Autì se kamÐa perÐptwsh de
shmaÐnei ìti aut  h morf  proteÐnetai kai gia na qrhsimopoihjeÐ mèsa sth sqolik  t�xh. To Ðdio
isqÔei kai gia pollèc apì tic tupikèc ekfr�seic pou qrhsimopoioÔme sta epìmena: tonÐzoume,
apl¸c, to akribèc nìhm� touc, qwrÐc autì na odhgeÐ aparaÐthta kai sthn an�gkh uiojèthshc
aut c thc sumbolik c gl¸ssac gia na to ekfr�soume.

26



prèpei na apomakrunjoÔn apì th sfaÐra tou {gia k�je} kai na prosqwr soun
sth sfaÐra tou {up�rqei}. . .

Bèbaia, eÐnai apolÔtwc anagkaÐo na eÐnai safèc sthn antÐlhyh twn majht¸n
e�n o posodeÐkthc, pou desmeÔei th metablht  sthn prìtash pou k�je for� jew-
roÔn, eÐnai o kajolikìc   o uparktikìc, eidik� stic peript¸seic ekeÐnec pou, apl�,
{ennoeÐtai}. . . Se diaforetk  perÐptwsh, o kÐndunoc sÔgqushc kai parano sewn
eÐnai shmantikìc. Ac exet�soume, upì autì to prÐsma, orismèna erwt mata pou,
suqn�, tÐjentai stouc majhtèc, ìpwc to ex c9:

Na qarakthrÐsete thn akìloujh prìtash wc Swst    Lanjasmènh:

tan 2a =
2 tan a

1 + tan2 a

Prìkeitai gia mia isìthta pou eÐnai alhj c gia �peira a (alhjeÔei sto arijm simo
sÔnolo {kπ|k ∈ Z}) kai yeud c epÐshc gia �peira a (dhlad , sto uperarijm simo
sÔnolo R\

(
{kπ+ π

2 |k ∈ Z}∪{kπ
2 + π

4 |k ∈ Z}∪{kπ|k ∈ Z}
)
). P¸c mporeÐ, tìte, na

qarakthrisjeÐ wc alhj c   yeud c, afoÔ �llote eÐnai alhj c kai �llote yeud c?
Bèbaia, autì pou ennooÔme me to prohgoÔmeno er¸thma eÐnai na qarakthrisjeÐ wc
alhj c   yeud c h prìtash:

∀a
(
tan 2a =

2 tan a

1 + tan2 a

)
h opoÐa kai eÐnai, bèbaia, yeud c. To Ðdio sumbaÐnei kai, se gewmetrikì aut  th
for� perib�llon, me to er¸thma:

An ABΓ orjog¸nio trÐgwno me upoteÐnousa BΓ kai Ôyoc A∆, tìte
na qarakthrÐsete wc alhj    yeud  thn isìthta AB2 = BΓ · Γ∆

Sthn pragmatikìthta, {elpÐzoume} ìti oi majhtèc ja katal�boun kai ja apa-
nt soun sthn prìtash: {Gia k�je orjog¸nio trÐgwno ABΓ isqÔei ìti AB2 =
BΓ · Γ∆}, h opoÐa kai eÐnai yeud c. EntoÔtoic, h prìtash: {Up�rqei orjog¸nio
trÐgwno ABΓ ¸ste na isqÔei ìti AB2 = BΓ ·Γ∆} alhjeÔei, kai m�lista gia k�je
isoskelèc orjog¸nio trÐgwno!

Sta epìmena exet�zontai sugkekrimèna shmeÐa thc Ôlhc tou AnalutikoÔ Pro-
gr�mmatoc pou h qr sh twn posodeikt¸n, an kai apolÔtwc aparaÐthth, endèqetai
na {eujÔnetai} gia pollèc apì tic duskolÐec katanìhshc pou antimetwpÐzoun oi
majhtèc. H episkìphsh pou akoloujeÐ stoqeÔei sthn an�deixh aut c akrib¸c thc
{optik c}.

2.2 H ènnoia thc sun�rthshc

QwrÐc amfibolÐa, mia apì tic shmantikìterec ènnoiec sta majhmatik� eÐnai aut 
thc sun�rthshc; se ìlouc sqedìn touc kl�douc twn sÔgqronwn majhmatik¸n oi
sunart seic anadeiknÔontai wc kentrikì antikeÐmeno èreunac. ExÐsou kentrikì

9Prìkeitai gia er¸thma stic Panelladikèc Exet�seic thc 'Algebrac B' LukeÐou, to ètoc
2002. EÐnai an�logo tou proanaferjèntoc erwt matoc gia tic k�jetouc diagwnÐouc enìc te-
trapleÔrou pou anafèrei o J. Houdebin.
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rìlo katèqei wc ènnoia kai sto sÔnolo twn {sqolik¸n} majhmatik¸n, apì tìte
pou prwtoemfanÐzetai, sth B' t�xh tou GumnasÐou, èwc kai thn teleutaÐa t�xh
tou LukeÐou, pou enup�rqei sqedìn se k�je diapragmateuìmeno jèma.

O kajoristikìc rìloc twn posodeikt¸n ston orismì thc sun�rthshc, apì thn
pio {qalar } prosèggish thc B' GumnasÐou èwc thn {austhrìterh} stic taxeic
tou LukeÐou, eÐnai sqedìn profan c. To zhtoÔmeno, se k�je perÐptwsh, eÐnai
na antilhfjoÔn oi majhtèc ìti mia sun�rthsh f : A → B qarakthrÐzetai, ex�
orismoÔ, apì thn {ikanopoÐhsh} thc sunj khc:

∀x ∈ A ∃y ∈ B
(
y = f(x)

)
∧ ∀x1, x2 ∈ A

(
x1 = x2 ⇒ f(x1) = f(x2)

)
H {logik } poluplokìthta tou no matoc aut c thc sunj khc eÐnai tètoia pou,
par� ta di�fora paradeÐgmata, all� kai thn poikilÐa twn anaparast�sewn (gra-
fikèc parast�seic, diagr�mmata Venn k.lp.) pou qrhsimopoioÔntai, ¸ste na xe-
kajaristeÐ ti eÐnai, all� kai ti den eÐnai, sun�rthsh, oi majhtèc antimetwpÐzoun
shmantikèc duskolÐec katanìhshc.

Ta {eÐdh} twn sunart sewn {èna proc èna} kai {epÐ}, kai o sunduasmìc aut¸n,
pou proôpotÐjetai gia ton orismì thc antÐstrofhc sun�rthshc, molonìti pijan¸c
sumb�lloun se mia endeleq  exètash thc ènnoiac thc sun�rthshc kai, sÐgoura,
lÐgoi eÐnai oi kajhghtèc pou antistèkontai ston peirasmì, èstw, na ta anafèroun,
idiaÐtera ìtan to tm ma {trab�ei}, èqoun tupik� {exostrakisteÐ} sthn Ôlh thc
G' t�xhc tou LukeÐou, ekeÐ pou eÐnai plèon adÔnato na aposiwphjoÔn ki� �llo!
EÐnai profanèc ìti aut  h {politik } ofeÐletai stic epiplèon duskolÐec pou eÐqe
parathrhjeÐ ìti prokaloÔsan stouc majhtèc. Ex�llou, eÐqan dokimasteÐ ìlec oi
peript¸seic: apì to na parousiasjoÔn mazÐ me thn ènnoia thc sun�rthshc sthn
A' LukeÐou, ìpwc sunèbaine sth seir� sqolik¸n biblÐwn prin to 199010, mèqri na
perimènoun mia kalÔterh {eukairÐa}, ìpwc aut  pou dÐnetai sth B' t�xh, me thn
diapragm�teush tou zeÔgouc antistrìfwn sunart sewn thc ekjetik c kai thc
logarijmik c, ìpwc sunèbaine se palaiìterh èkdosh tou parìntoc biblÐou.

EÔkola antilambanìmaste to {mpèrdema} pou mporeÐ na dhmiourg soun oi sun-
j kec gia to {epÐ} kai to {èna proc èna}:

∀y ∈ B∃x ∈ A
(
y = f(x)

)
(1)

∀x1, x2 ∈ A
(
f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2

)
(2)

ApoteloÔn, kat� k�poio trìpo, tic {antÐstrofec} twn sunjhk¸n orismoÔ thc su-
n�rthshc. H exètash de thc sqèshc pou mporeÐ na èqei h al jeia miac sunj khc
me thn al jeia thc antÐstrof c thc, apoteloÔse anèkajen prìklhsh gia to sul-
logismì twn majhmatik¸n, all� kai èdafoc, sun jwc idiaÐtera gìnimo, gia thn

10ètoc pr¸thc èkdoshc tou {trèqontoc} sqolikoÔ biblÐou thc A' t�xhc. AkoloÔjhse, to
1991, h pr¸th èkdosh tou biblÐou gia thn B' t�xh kai to 1992 h pr¸th èkdosh twn biblÐwn
thc G' t�xhc (Desm¸n). Aut  h seir� biblÐwn tropopoi jhke elafr¸c to 1998, me thn antika-
t�stash twn {Desm¸n} apì tic {KateujÔnseic} kai thn eisagwg  tou biblÐou Majhmatik¸n
KateÔjunshc sth B' LukeÐou, gia na akolouj sei, thn epìmenh qroni�, h antikat�stash twn
biblÐwn thc G' t�xhc, me thn eisagwg  twn biblÐwn Majhmatik¸n Genik c PaideÐac kai KateÔ-
junshc. 'Etsi, apì to 1999, èqoume thn {trèqousa} seir� sqolik¸n biblÐwn gia to LÔkeio,
pou ìmwc diathreÐ ta biblÐa twn A' kai B' t�xewn (anaferìmaste p�nta se aut� thc 'Algebrac)
apì to 1991, me di�forec, ìmwc, tropopoi seic kai belti¸seic kat� tic diadoqikèc epanekdìseic
twn epomènwn et¸n.
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emb�junsh,   kai thn epèktash, miac ènnoiac. 'Omwc, mia tètoia prosèggish faÐne-
tai, se pr¸th an�gnwsh toul�qiston, na {periplèkei}, asfal¸c, ta pr�gmata kai,
ètsi, eÔkola {qre¸jhke} thn parathroÔmenh apotuqÐa katanìhshc twn majht¸n.

M�lista, h sunj kh ∀x ∈ A∃y ∈ B[y = f(x)] apoteleÐ mia ousiastik  eukai-
rÐa an�deixhc thc ex�rthshc pou èqei to y apì to x se mia prìtash thc morf c
∀x∃yF (x, y), all� kai suz thshc gia to nìhma pou apodÐdoume se mia tètoia
prìtash. 'Etsi, ja brejoÔme sthn {kardi�} twn nohm�twn pou epidi¸ketai na
{epikoinwnhjoÔn} me th qr sh twn posodeikt¸n, oi opoÐoi, sun jwc, apl� agno-
oÔntai apì touc majhtèc, ìpote touc sunantoÔn se k�poia prìtash, lìgw èlleiyhc
gn¸shc thc idiaÐterhc gl¸ssac pou touc qrhsimopoieÐ kai twn sumb�se¸n thc. H
apotuqÐa sthn epikoinwnÐa tou no matoc eÐnai tìte dedomènh kai ofeÐletai, en pol-
loÐc, sthn �gnoia thc qrhsimopoioÔmenhc gl¸ssac. EpÐshc, mia pl rhc suz thsh
ep� aut c thc sunj khc, dÔskola mporeÐ na apofÔgei thn exètash thc {isqurìte-
rhc} sunj khc ∃y ∈ B∀x ∈ A[y = f(x)], pou, wc gnwstìn, apoteleÐ ton orismì
thc stajer c sun�rthshc. EÐnai m�llon perittì na anafèroume ìti oi majhtèc,
ìtan antimetwpÐzoun tètoiou eÐdouc {anagrammatismoÔc} se prot�seic, kai me de-
domènh thn adunamÐa touc na tic {metafr�soun} se nìhma, ìpwc proanafèrjhke,
jewroÔn apl� ìti kai oi dÔo autèc prot�seic eÐnai isodÔnamec, afoÔ den eÐnai, gi>
autoÔc, par� anadiatup¸seic tou Ðdiou no matoc! (Dubinsky & Yiparaki, 2000)

Mia tètoiou eÐdouc suz thsh den periorÐzetai, asfal¸c, steÐra se k�poia
zht mata {suntaktikoÔ}, apenantÐac epizht� na anoiqteÐ sta antÐstoiqa no mata,
anadeiknÔontac ìmwc, tautìqrona, to rìlo thc gl¸ssac sthn epikoinwnÐa touc.
'Etsi, h suntaktik  kai h shmasiologik  pleur�, h gl¸ssa kai to nìhma pou aut 
metafèrei, se agast  sÔmpnoia, ìpwc ex�llou leitourgoÔn kai sta plaÐsia thc
Majhmatik c Logik c, par� th fainomenik  touc {antÐjesh}, ja suneisfèroun
sth zhtoÔmenh katanìhsh twn majht¸n.

EpÐshc, h diapragm�teush thc sunj khc orismoÔ thc {èna proc èna} sun�r-
thshc dÔskola ja apofÔgei thn antijetoantistrof  thc sunj khc, wc ènan iso-
dÔnamo trìpo orismoÔ. 'Iswc na parousi�zetai kai ed¸ mia {eukairÐa} gia genÐ-
keush, tou tÔpou (P ⇒ Q) ⇔ (¬Q ⇒ ¬P ), k�ti pou odhgeÐ kateujeÐan ston
Protasiakì Logismì: ta P kai Q katal goun na qrhsimopoioÔntai dÐkhn {�deiwn
kouti¸n}, pou mporoÔn na {gemÐzoun} k�je for� kai me diaforetik� paradeÐgmata
prot�sewn, pou ja epalhjeÔoun thn isodunamÐa, all� kai ja anadeiknÔoun, mèsw
thc prosp�jeiac apìdeix c touc, ìti aut  sqetÐzetai �mesa me thn {eic �topon}
apagwg .

Tèloc, mia ousiastik  suz thsh epÐ aut¸n twn zhthm�twn me touc majhtèc,
prèpei na perilamb�nei, ektìc twn proanaferjèntwn, kai ta ex c jèmata:

th grafik  anapar�stash sto kartesianì epÐpedo Oxy thc sun�rthshc, pou
epitugq�netai mèsw tou graf matoc G(f) =

{
(x, f(x))|x ∈ A

}
⊆ R2 kai

ton {trìpo} pou autì leitourgeÐ,

th grafik  èkfrash thc sunj khc pou prèpei na plhreÐ, ex> orismoÔ, mia su-
n�rthsh, mèsw tou pl jouc twn shmeÐwn tom c tou graf matìc thc me thn
tuqoÔsa k�jeth ston x′x eujeÐa, kai thn antidiastol  thc idiìthtac aut c
tou graf matoc miac sun�rthshc me autoÔ miac tuqaÐac sqèshc F (x, y) = 0,
ìpou to gr�fhm� thc G =

{
(x, y)|F (x, y) = 0

}
⊆ R2 eÐnai o gewmetrikìc
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tìpoc twn shmeÐwn pou oi suntetagmènec touc apoteloÔn lÔsh thc exÐswshc
F (x, y) = 0,

thn epis mansh tou sunìlou tim¸n f(A) =
{
y ∈ R|∃x ∈ A y = f(x)

}
wc

probol c tou graf matoc thc f epÐ tou �xona y′y kai th dunatìthta tou
pl jouc twn shmeÐwn tom c tou graf matoc thc f me thn tuqoÔsa k�jeth
ston y′y eujeÐa, se sqèsh me thn idiìthta tou {èna proc èna} thc sun�rth-
shc,

all� kai to susqetismì ìlwn twn anwtèrw me touc posodeÐktec. Ex�llou, h qr -
sh pollapl¸n anaparast�sewn kai h allag  susthm�twn anapar�stashc,
ìpwc en prokeimènw h qr sh thc grafik c anapar�stashc thc sun�rthshc
pou proteÐnetai, diadramatÐzei shmantikì rìlo sthn katanìhsh twn peri-
grafìmenwn majhmatik¸n ennoi¸n, suneisfèrontac sthn paroq  epiplèon
plhrofori¸n gia orismènec ptuqèc thc ènnoiac pou, pijanìn, den mporoÔsan
na perigrafoÔn oloklhrwtik� sta plaÐsia miac kai mìnon anapar�stashc.
Kat> autìn ton trìpo, oi di�forec anaparast�seic thc Ðdiac ènnoiac droun
allhlosumplhrwmatik� (Gag�tshc, 2000).

AxÐzei, Ðswc, ed¸ na gÐnei idiaÐterh anafor� stic duskolÐec twn majht¸n me ton
tupikì orismì thc monotonÐac miac sun�rthshc, ìpwc kai me touc orismoÔc11 twn
akrot�twn kai twn �rtiwn   peritt¸n sunart sewn. Prìkeitai gia ènnoiec pou, an
kai mèsw thc grafik c touc anapar�stashc gÐnontai sqetik� eÔkola katanohtèc,
dÔskola oi majhtèc {peÐjontai} ìti o tupikìc orismìc touc ekfr�zei akrib¸c tic
Ðdiec autèc ènnoiec. BebaÐwc, h Ôparxh posodeikt¸n se autoÔc touc orismoÔc eÐnai
kajoristik :

∀(x1, x2) ∈ A×A
(
x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)

)
(3)

∃x0 ∈ A∀x ∈ A
(
f(x0) ≥ f(x)

)
(4)

∀x ∈ A
(
− x ∈ A ∧ f(x) = f(−x)

)
(5)

Prìklhsh apoteleÐ, asfal¸c, gia k�je kajhght , o didaktikìc stìqoc na kata-
fèroun, telik�, oi majhtèc na diatup¸soun tic arn seic twn anwtèrw sunjhk¸n!
H ousiastik  kai se b�joc suz thsh epÐ twn sqetik¸n ennoi¸n kai h èntonh
diapragm�teush twn nohm�twn touc, tìso metaxÔ twn majht¸n ìso kai metaxÔ
majht¸n � kajhght , me thn anagkaiìthta thc genÐkeushc kai thc prosfug c
sthn idiaÐterh {gl¸ssa twn Majhmatik¸n}12 na emfanÐzetai stadiak� kai {fu-
sik�} sto prosk nio, opwsd pote ja apotelèsoun apofasistikèc sunist¸sec thc
epidiwkìmenhc katanìhshc.

∃y ∈ B∀x ∈ A
(
y 6= f(x)

)
: �rnhsh thc (1)

∃(x1, x2) ∈ A×A
(
f(x1) = f(x2) ∧ x1 6= x2

)
: �rnhsh thc (2)

∃(x1, x2) ∈ A×A
(
x1 < x2 ∧ f(x1) ≥ f(x2)

)
: �rnhsh thc (3)

∀x ∈ A∃x0 ∈ A
(
f(x) < f(x0)

)
: �rnhsh thc (4)

∃x ∈ A
(
− x 6∈ A ∨ (−x ∈ A ∧ f(x) 6= f(−x))

)
: �rnhsh thc (5)

11autoÐ oi orismoÐ dÐnontai, gia pr¸th for�, sthn A' LukeÐou, an kai apì th G' GumnasÐou
qrhsimopoioÔntai oi ìroi mègisto kai el�qisto sun�rthshc, wc h megalÔterh kai h mikrìterh
tim , antÐstoiqa, miac sun�rthshc.

12anaferìmaste se stoiqeÐa thc gl¸ssac tou ProtasiakoÔ kai tou KathgorhmatikoÔ Logi-
smoÔ.
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'Etsi, gia thn epituqÐa enìc tètoiou egqeir matoc, sÐgoura apaiteÐtai idiaÐterh a-
nafor� sthn �rnhsh prot�sewn me posodeÐktec: ¬(∀xP (x)) ⇔ (∃x¬P (x)) kai
¬(∃xP (x)) ⇔ (∀x¬P (x)), shmeÐo sto opoÐo ja epanèljoume kai se epìmenh pa-
r�grafo. Autì pou Ðswc axÐzei na shmeiwjeÐ ed¸ epiplèon, sqetik� kai me th
qr sh thc gl¸ssac tou ProtasiakoÔ LogismoÔ, eÐnai ìti, gia th diatÔpwsh twn
prohgoumènwn arn sewn, ektìc twn Nìmwn de Morgan gia thn �rnhsh twn suzeÔ-
xewn kai twn diazeÔxewn: ¬(P ∧Q) ⇔ (¬P ∨ ¬Q) kai ¬(P ∨Q) ⇔ (¬P ∧ ¬Q),
qrhsimopoieÐtai kai h isodunamÐa (P ⇒ Q) ⇔ (¬P ∨ Q) ⇔ ¬(P ∧ ¬Q), pro-
keimènou na p�roume thn �rnhsh thc sunepagwg c (¬(P ⇒ Q) ⇔ (P ∧ ¬Q)),
tìso sth sunj kh tou {1�1} ìso kai sth sunj kh thc monotonÐac (ed¸, gnhsÐwc
aÔxousac). Aut� ìla ta zht mata, pou {an koun} sto pedÐo thc Majhmatik c
Logik c, anamènetai na anadeiqjoÔn, all� kai na axiopoihjoÔn, sta plaÐsia thc
sqetik c suz thshc.

Sunart seic sth G' LukeÐou

Kai en¸ ìlec13 oi proanaferjeÐsec ènnoiec, pou aforoÔn stic sunart seic, je-
wroÔntai wc gnwstèc apì tic prohgoÔmenec t�xeic kai, apl�, epanafèrontai sth
mn mh twn majht¸n stic pr¸tec kiìlac paragr�fouc thc An�lushc thc G' Lu-
keÐou, polÔ sÔntoma autoÐ ja èljoun antimètwpoi me mia ènnoia, pou h logik 
poluplokìthta tou orismoÔ thc, den epitrèpei kan th didaskalÐa tou. Prìkeitai
gia thn ènnoia tou orÐou sun�rthshc. Oi sqetikèc odhgÐec tou PaidagwgikoÔ
InstitoÔtou gia th didaktèa Ôlh kai th didaskalÐa twn majhm�twn eÐnai safeÐc:
o orismìc tou orÐou sun�rthshc anagr�fetai mìno gia thn plhrìthta tou kefa-
laÐou, h de didaskalÐa tou na gÐnei epoptik�. All� kai o eumegèjhc asterÐskoc
pou eÐnai topojethmènoc dÐpla ston orismì, sto sqolikì biblÐo, den epitrèpei na
amfib�llei kaneÐc gia th didaktik  tou prosèggish. SÔmfwna, loipìn, me au-
tìn ton {apagoreumèno} orismì, gia thn sun�rthsh f : A → R kai to shmeÐo
suss¸reushc x0 ∈ R tou pedÐou orismoÔ thc A, èqoume:

lim
x→x0

f(x) = l ⇔ ∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ A
(
0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− l| < ε

)
EÐnai bèbaio ìti h logik  poluplokìthta enìc tètoiou orismoÔ den epitrèpei se
kanènan majht , ìso exoikeiwmènoc kai na eÐnai me touc posodeÐktec kai th gl¸s-
sa tou KathgorhmatikoÔ LogismoÔ, na katal�bei, toul�qiston �mesa, perÐ tÐnoc
prìkeitai. Ex�llou, kai h Ðdia h majhmatik  koinìthta qrei�sjhke na {perimènei}
mèqri ta mèsa tou 19ou ai¸na kai ton Karl Weierstrass, ¸ste na gÐnei efikt 
h diatÔpwsh autoÔ tou orismoÔ. Apì th skopi� pou emeÐc exet�zoume to z th-
ma, autì pou axÐzei na epishmanjeÐ ed¸ eÐnai h {diadoq } twn tri¸n posodeikt¸n
sthn prìtash tou orismoÔ. EÐnai gegonìc ìti ìso aux�nei to pl joc twn poso-
deikt¸n pou diadèqetai o ènac ton �llon (idiaÐtera sthn perÐptwsh pou èqoume
enallag  kajolikoÔ kai uparktikoÔ posodeÐkth kai dedomènhc thc ex�rthshc thc
epìmenhc metablht c apì thn prohgoÔmenh se prot�seic tou tÔpou ∀x∃yF (x, y)),
tìso kajÐstatai kai pio dusqer c h {�mesh} nohtik  sÔllhyh tou no matoc thc
prìtashc. ApaiteÐtai, tìte, prosektikìc qeirismìc gia stadiak  {apaloif } twn

13èqei,  dh, anaferjeÐ ìti h ènnoiec thc sun�rthshc {1�1} kai thc {antÐstrofhc} anafèrontai
gia pr¸th for� sthn Ôlh thc G' LukeÐou, h de {epÐ} èqei ektopisjeÐ entel¸c.
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posodeikt¸n, ¸ste na gÐnei efiktìc o logismìc epÐ twn desmeumènwn metablht¸n
touc, qwrÐc thn par�bleyh k�poiac {ex�rthshc} pou mporeÐ na odhg sei se lan-
jasmèna sumper�smata. Aut� ta zht mata, ìmwc, ja anaptuqjoÔn diexodikìtera
se epìmenh par�grafo thc paroÔshc ergasÐac.

An�logh eÐnai kai h poluplokìthta tou orismoÔ mh peperasmènou orÐou thc
f : A → R sto x0 ∈ R, ìpou, gia par�deigma,

lim
x→x0

f(x) = +∞⇔ ∀M > 0∃δ > 0∀x ∈ A
(
0 < |x− x0| < δ ⇒ f(x) > M

)
 , twn orÐwn sto �peiro14, ìpou, gia par�deigma,

lim
x→+∞

f(x) = l ⇔ ∀ε > 0∃K > 0∀x ∈ A
(
x > K ⇒ |f(x)− l| < ε

)
Se aut n thn teleutaÐa kathgorÐa an kei, ousiastik�, kai o orismìc tou orÐou15

akoloujÐac, sÔmfwna me ton opoÐo, gia thn akoloujÐa (aν) me ìrio to l ∈ R:

lim
ν→∞

aν = l ⇔ ∀ε > 0∃ν0 ∈ N∗∀ν ∈ N∗
(
ν > ν0 ⇒ |aν − l| < ε

)
Ektìc twn orism¸n twn orÐwn, �llec, prwtoemfanizìmenec sthn Ôlh thc G'

LukeÐou, ènnoiec pou emplèkoun ston orismì touc posodeÐktec eÐnai autèc twn
topik¸n akrot�twn. Ex�llou, kai h ènnoia tou orÐou, all� kai h eidikìterh thc
parag¸gou, eÐnai {topikèc} ènnoiec. Ac exet�soume, gia par�deigma, ton orismì
tou topikoÔ megÐstou:

∃x0 ∈ A∃δ > 0∀x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ) [f(x) ≤ f(x0)]

E�n o uparktikìc posodeÐkthc, pou desmeÔei th metablht  δ ston prohgoÔmeno o-
rismì, antikatastajeÐ apì ton kajolikì posodeÐkth, tìte ja prokÔyei o gn¸rimoc
apì thn A' LukeÐou orismìc tou olikoÔ megÐstou. P�ntwc, h antiparabol  twn
dÔo orism¸n, h epis mansh twn omoiot twn all� kai twn diafor¸n touc, ìpwc kai
to poioc apì touc dÔo sunep�getai ton �llon, prèpei asfal¸c na sugkatalègontai
metaxÔ t¸n zhthm�twn thc sqetik c suz thshc.

Telei¸nontac, na anafèroume ìti h parousÐa posodeikt¸n se ìla, sqedìn, ta
jewr mata thc An�lushc eÐnai dedomènh. Pollèc bèbaia forèc, autì sumbaÐnei me
tetrimmèno trìpo, afor¸ntac apl¸c thn {kajolik } efarmog  twn jewrhm�twn.
'Allec p�li forèc, mporeÐ na eÐnai pio ousiastik . Anafèroume, gia par�deigma,
to Je¸rhma Endiamèswn Tim¸n kai to Je¸rhma MegÐsthc kai ElaqÐsthc Tim c,
apì to kef�laio thc Sunèqeiac Sunart sewn. Kai ta dÔo efarmìzontai gia k�-
je pragmatikoÔc arijmoÔc a, β kai gia k�je suneq  sun�rthsh f orismènh sto
di�sthma [a, β]. Sto men pr¸to (kai gia f(a) 6= f(β)), to sumpèrasma eÐnai ìti:

∀η ∈
(
f(a), f(β)

)
∃ξ ∈ (a, β) [f(ξ) = η],

14m�lista, sthn perÐptwsh twn orÐwn sto �peiro, to sqolikì biblÐo, oÔte kan q�rin plhrìth-
tac, den anafèrei touc (6 sunolik�: gia k�je mia apì tic peript¸seic x → +∞ kai x → −∞, to
ìrio na eÐnai eÐte l ∈ R, eÐte +∞, eÐte −∞) sqetikoÔc orismoÔc, ìpwc èkane gia tic (sunolik�
3) peript¸seic twn orÐwn sto x0 ∈ R, proseggÐzontac tic antÐstoiqec ènnoiec mìnon grafik�.
AntÐjeta, ta prohgoÔmena sqolik� biblÐa anèferan ìlouc touc orismoÔc.

15sth sqetik  par�grafo tou sqolikoÔ biblÐou, h mình perÐptwsh pou anafèretai eÐnai aut 
tou peperasmènou orÐou akoloujÐac. Ta �peira ìria den anafèrontai oÔte kan grafik�.
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dhlad  mia prìtash me {dom } ∀x∃yF (x, y) (efex c, AE prìtash), sto de deÔtero
to sumpèrasma eÐnai ìti:

∃x1, x2 ∈ [a, β]∀x ∈ [a, β]
(
f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2)

)
,

dhlad  mia prìtash me {dom } ∃x∀yF (x, y) (efex c, EA prìtash). Diexodik 
suz thsh gia aut� ta dÔo eÐdh twn prot�sewn, dhlad  tic AE kai tic EA pro-
t�seic, kai thn katanìhs  touc apì touc majhtèc ja gÐnei sta epìmena. Proc
to parìn, arkoÔmaste sthn epis mans  touc, dojeÐshc thc eukairÐac anafor�c
sugkekrimènwn prot�sewn me ousiastik  qr sh posodeikt¸n se autèc16. Ac sh-
meiwjeÐ, bèbaia, ìti h parousÐa aut¸n twn eid¸n prot�sewn aniqneÔetai kai se
prot�seic pou brÐskontai polÔ prin thn Ôlh thc G' LukeÐou. Gia par�deigma,  dh
anaferj kame ston orismì akrot�tou, pou dÐdetai sthn A' LukeÐou, kai o opoÐoc
sunist� mia EA prìtash. To Ðdio kai o orismìc thc arijmhtik c proìdou, pou
dÐnetai sthn B' LukeÐou:

∃ω∀ν ∈ N∗
(
aν+1 − aν = ω

)
EpÐshc, oi prot�seic ∀x ∈ A∃y ∈ B [y = f(x)] kai ∃y ∈ B∀x ∈ A [y = f(x)],
stic opoÐec  dh anaferj kame, apoteloÔn èna zeÔgoc antistoÐqwn AE kai EA
prot�sewn.

Tèloc, se epìmenec paragr�fouc autoÔ tou kefalaÐou ({PosodeÐktec se {su-
narthsiakèc} exis¸seic} kai {Uparktikìc PosodeÐkthc se sumper�smata}) ja gÐ-
nei leptomerèsterh anafor� sthn parousÐa posodeikt¸n se sugkekrimèna jèmata
thc Ôlhc thc G' LukeÐou kai ston krÐsimo rìlo pou autoÐ diadramatÐzoun kat� thn
epÐlus  touc.

2.3 PosodeÐktec epÐ sunìlwn

Ta sÔnola, wc autotel c ènnoia, eis�gontai gia pr¸th for�17 sthn A' LukeÐou,
ìmwc kai ekeÐ h skopimìtht� touc faÐnetai na periorÐzetai sto na gÐnei efikt  h
diapragm�teush thc ènnoiac thc sun�rthshc me ènan pio {austhrì}, se sÔgkrish
me to Gumn�sio, trìpo. 'Etsi, met� apì thn pr¸th par�grafo tou kefalaÐou
twn Sunart sewn (§2.1) pou afier¸nei sta SÔnola h 'Algebra thc A' LukeÐou,
epanerqìmaste se aut� sto kef�laio twn Pijanot twn sta Majhmatik� {Genik c
PaideÐac} thc G' LukeÐou, ìpou aut  th for� h skopimìtht� touc eÐnai h perigraf 
twn endeqomènwn, wc uposunìlwn tou deigmatikoÔ q¸rou enìc peir�matoc tÔqhc
kai o sunakìloujoc upologismìc twn pijanot twn touc. EkeÐ, loipìn, arqik�
orÐzontai oi sqetikèc ènnoiec, oi pr�xeic thc tom c, thc ènwshc, thc diafor�c
dÔo endeqomènwn,   tou sumplhr¸matoc enìc endeqomènou, kai susqetÐzontai me
tic antÐstoiqec ekfr�seic thc sÔzeuxhc, thc di�zeuxhc, thc apokleistik c di�-
zeuxhc, thc �rnhshc k.o.k., pou tic perigr�foun sthn {koin } gl¸ssa. Katìpin,

16 'Oson afor� de stouc proanaferjèntec orismoÔc twn orÐwn, autoÐ apoteloÔn peript¸seic
AEA prot�sewn (∀ε∃δ∀x), pou parousi�zoun duo enallagèc posodeikt¸n.

17EÐnai gegonìc ìti sthn prohgoÔmenh seir� biblÐwn tou GumnasÐou (prin to 1987, ètoc
pr¸thc èkdoshc tou biblÐou thc A' t�xhc thc {trèqousac} seir�c biblÐwn gia to Gumn�sio)
dinìntousan perissìtera stoiqeÐa thc JewrÐac Sunìlwn, akìmh kai sthn A' GumnasÐou, ìpou
eis�gontan tìte gia pr¸th for� ta sÔnola, apì ìti dÐnontai s mera se olìklhro to LÔkeio!
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dÐnontai o klassikìc kai o axiwmatikìc orismìc thc pijanìthtac enìc endeqomènou
kai oi kanìnec {LogismoÔ} pou aporrèoun apì autoÔc kai parousi�zontai di�fo-
rec sqetikèc efarmogèc me ousi¸dh qr sh twn posodeikt¸n sthn perigraf  twn
ek�stote endeqomènwn.

Pio sugkekrimèna, prìkeitai gia efarmogèc stic opoÐec, afoÔ kajorisjeÐ ènac
plhjusmìc pou apoteleÐ to {basikì} sÔnolo Ω, dÐnontai dÔo idiìthtec x kai y,
sth b�sh twn opoÐwn kai prosdiorÐzontai ta uposÔnola A kai B tou Ω. Epiplèon,
dÐnetai to posostì tou plhjusmoÔ me thn idiìthta x, to posostì me thn idiìthta
y kai to posostì me tic idiìthtec x kai y ( , k�poia �lla kat�llhla posost�),
ètsi ¸ste, me peÐrama tÔqhc thn tuqaÐa epilog  enìc atìmou tou plhjusmoÔ,
na prokÔptoun apì ta dedomèna oi pijanìthtec k�poiwn endeqomènwn (ìpwc, sto
prokeÐmeno par�deigma, oi p(A), p(B), p(A ∩ B)). Autì pou zhteÐtai eÐnai o
upologismìc thc pijanìthtac to epilegèn �tomo

na èqei mia toul�qiston idiìthta,

na èqei akrib¸c mÐa idiìthta,

na èqei to polÔ mÐa idiìthta,

na mhn èqei kamÐa apì tic idiìthtec,

na èqei mia sugkekrimènh idiìthta kai na mhn èqei thn �llh, k.o.k.

Oi duskolÐec pou parathroÔntai stouc majhtèc me thn katanìhsh twn ìrwn
toul�qiston èna, akrib¸c èna, to polÔ èna kai kanèna eÐnai emfaneÐc. Prìkeitai
gia ìrouc pou, ston pur na touc, brÐskontai oi ènnoiec tou uparktikoÔ kai tou
kajolikoÔ posodeÐkth.

MÐa diaforetik  apì thn perigrafeÐsa, proc tic Pijanìthtec, trop , pou ja
mporoÔse na p�rei h parousÐash twn Sunìlwn stouc majhtèc, me stìqo thn
�skhs  touc sth qr sh twn posodeikt¸n kai thn katanìhsh twn ennoi¸n touc,
thn exoikeÐws  touc me th majhmatik  gl¸ssa, wc ergaleÐou asfaloÔc exagwg c
sumperasm�twn apì k�poiec {prokeÐmenec}, kai th suneidhtopoÐhsh tou anagkaÐ-
ou qarakt ra thc fÔshc aut¸n twn sumperasm�twn, sunist¸sac pou diapern� to
sÔnolo twn apodeiktik¸n diadikasi¸n kai, se teleutaÐa an�lush, thn Ðdia th Fi-
losofÐa twn Majhmatik¸n, perigr�fei o Lewis Carroll sta biblÐa tou Symbolic
Logic kai Game of Logic. Prìkeitai gia èna {paiqnÐdi} pou sthrÐzetai ousiwd¸c
stouc perÐfhmouc sullogismoÔc tou Aristotèlh. Epeid  de {�ptetai} aut¸n pou
k�noun,   ja mporoÔsan na k�noun, oi majhtèc mac, sth b�sh twn ìswn  dh gnw-
rÐzoun gia ta SÔnola, sÔmfwna me to isqÔon Analutikì Prìgramma, kai epeid 
oi proanaferjèntec stìqoi axiologoÔntai wc idiaÐtera shmantikoÐ, exuphret¸ntac
ton ap¸tero stìqo na epikoinwn soume me touc majhtèc p�nw sto z thma {perÐ
tÐnoc, teloc p�ntwn, prìkeitai ìtan k�noume Majhmatik�}, ja epiqeir soume mia
sunoptik  parousÐas  tou.

SÔmfwna, loipìn, me th morf  twn sullogism¸n tou Aristotèlh, parousi�-
zontai dÔo prot�seic wc prokeÐmenec kai eÐte zhteÐtai to sumpèrasma, e�n mporeÐ
bèbaia na prokÔyei k�ti tètoio, eÐte proteÐnetai k�poio sumpèrasma kai zhteÐtai
na axiologhjeÐ wc Swstì (anagkaÐo, e�n oi prokeÐmenec alhjeÔoun), Lanjasmèno
(h al jeia tou den eÐnai anagkaÐa, par� thn isqÔ twn prokeÐmenwn),   Ellipèc
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(nai men alhjeÔei anagkaÐa, all� apì thn isqÔ twn prokeÐmenwn mporeÐ na su-
naqjeÐ h al jeia miac {isqurìterhc} prìtashc, apì thn opoÐa kai mporeÐ autì
na aporrèei sth sunèqeia). Oi prokeÐmenec kajorÐzoun, k�je for�, to {SÔmpan}
thc suz thshc, dhlad  to {basikì} sÔnolo Ω, pou asfal¸c poikÐlei, kai pou,
arqik�, diamerÐzetai sta uposÔnol� tou A kai A′, me b�sh k�poia idiìthta x kai
thn �rnhs  thc x′. Stic prokeÐmenec {aniqneÔontai}, ektìc thc idiìthtac x kai
oi idiìthtec y kai m, opìte telik�, jewr¸ntac kai tic arn seic touc x′, y′ kai
m′, eÐnai dunatìc o diamerismìc tou Ω se 8, sÔmfwna me thn Pollaplasiastik 
Arq 18, kl�seic. Oi dÔo prokeÐmenec eÐnai thc morf c: posolexh α eÐnai β, ìpou
posolexh ∈ {ìla, merik�, kanèna} kai α, β ∈ {x, x′, y, y′,m, m′}. Gia par�deigma,
oi prot�seic:

merik� x eÐnai m = merik� m eÐnai x = up�rqei toul�qiston èna stoiqeÐo me thn
idiìthta xm

kanèna y den eÐnai m′ = kanèna m′ den eÐnai y = den up�rqei kanèna stoiqeÐo
me thn idiìthta ym′

ìla ta x eÐnai m = merik� x eÐnai m kai kanèna x den eÐnai m′ = up�rqei tou-
l�qiston èna stoiqeÐo me thn idiìthta xm kai den up�rqei kanèna stoiqeÐo
me thn idiìthta xm′ 19

Oi prokeÐmenec eÐnai tètoiec ¸ste na emfanÐzetai kai stic dÔo k�poia koin  idiì-
thta, èstw aut  pou kaloÔme m20, en¸ to sumpèrasma pou zhteÐtai anafèretai
sto {susqetismì} twn dÔo �llwn idiot twn, x kai y. M�lista, proteÐnetai kai
mia teqnik  gia thn exagwg  tou sumper�smatoc, pou sthrÐzetai se kat�llhlh
grafik  anapar�stash, af> enìc thc diamèrishc tou Ω stic 8 kl�seic tou kai
af> etèrou thc Ôparxhc   ìqi stoiqeÐwn sto eswterikì touc. 'Etsi, ìlh aut 
h diergasÐa mporeÐ na p�rei to qarakt ra omadikoÔ epitrapèziou paiqnidioÔ: to
{tampl¸}, epÐ tou opoÐou ja dienerghjeÐ to paiqnÐdi, eÐnai p�nta to Ðdio, afoÔ
afor� sth diamèrish tou Ω sta 8 {diamerÐsmata}, ìpwc kai ta duo eid¸n {poÔlia}
pou k�je for� qrhsimopoioÔntai; kìkkina, gia na dhlwjeÐ h Ôparxh toul�qiston
enìc stoiqeÐou sto eswterikì tou {diamerÐsmatoc} tou Ω pou ja topojethjeÐ

18k�je mÐa apì tic A kai A′ diamerÐzetai sta dÔo, me b�sh thn idiìthta y, kai, xan�, k�je
mÐa apì tic 4 kl�seic, pou prokÔptoun me autì to trìpo, diamerÐzetai sta dÔo, me b�sh, aut 
th for�, thn idiìthta m: sunolik� 8 kl�seic. Oi idiìthtec pou qarakthrÐzoun ta stoiqeÐa
k�je miac apì autèc eÐnai (h par�jesh miac tri�dac idiot twn noeÐtai wc h sÔzeux  touc):
xym, xy′m, x′ym, x′y′m, xym′, xy′m′, x′ym′, x′y′m′.

19h prìtash ∀xP jewreÐtai ed¸ wc isodÔnamh me thn (∃xP )∧(¬∃x¬P ), dhlad  to {gia k�je}
metafr�zetai wc proüpojèton to {up�rqei}, k�ti pou sumfwneÐ tìso me thn koin  {pragma-
tologik } antÐlhyh gia th shmasÐa tou, ìso kai me thn aristotelik  antÐlhyh pou den epè-
trepe to kenì sÔnolo; ìqi ìmwc kai me th sÔgqronh je¸rhsh thc logik c, kat� thn opoÐa
∀xP ⇔ ¬∃x¬P , gegonìc pou epitrèpei se mia prìtash ∀xP na jewreÐtai alhj c akìmh kai
ìtan to sÔnolo ermhneÐac tou posodeÐkth, dhlad  to sÔnolo pou trèqei h desmeumènh metablht 
x, eÐnai to kenì.

20dhlad , h idiìthta m {prwtagwnisteÐ} kai stic dÔo prokeÐmenec, eÐte diathr¸ntac th
{morf } thc eÐte me th {morf } thc �rnhs c thc, wc m′, opìte sthn pr¸th prokeÐmenh {prw-
tagwnisteÐ} to zeÔgoc x, m kai sth deÔterh to y, m (jewr¸ntac, p�nta, ìti k�poia apì autèc
mporeÐ na emfanisjeÐ kai wc {�rnhsh}), sto de sumpèrasma zhteÐtai h {apaloif } thc m, ¸ste
autì na anafèretai mìno stic x, y.
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k�poio apì aut�, kai gkri, gia na dhlwjeÐ, antÐstoiqa, ìti eÐnai kenì21. Up�rqei,
epÐshc, èna koutÐ me k�rtec, stic opoÐec kai anagr�fetai èna, se kajemÐa apì
autèc, zeÔgoc prokeÐmenwn prot�sewn, apì to opoÐo kai zhteÐtai na sunaqjeÐ to
{pl rec} sumpèrasma,   ènac oloklhrwmènoc sullogismìc (zeÔgoc prokeÐmenwn
kai proteinìmeno sumpèrasma), pou zhteÐtai na sqoliasjeÐ. Oi om�dec twn majh-
t¸n traboÔn k�rtec enall�x kai èqoun wc �meso stìqo thn exeÔresh thc dom c
thc k�je prokeÐmenhc prìtashc kai ton entopismì tou {SÔmpantoc} Ω kai twn
idiot twn x, y, m stic antÐstoiqec prot�seic. Katìpin, ja prèpei na {mark�roun}
kat�llhla sto {tampl¸} tic kìkkinec   gkri perioqèc, ìpwc touc dÐnontai stic
prokeÐmenec, na {apomakrÔnoun} to diamèrisma thc m idiìthtac, epifèrontac tic
kat�llhlec tropopoi seic pou aut  h {apom�krunsh} sunep�getai kai, telik�, na
{diab�soun} to apotèlesma pou p ran apì autèc tic enèrgeiec, metatrèpontac,
antÐstrofa aut  th for�, thn anapar�stash pou èqoun sto {tampl¸} se lektik 
diatÔpwsh, ¸ste na p�roun kai to zhtoÔmeno sumpèrasma.

H exuphrèthsh, mèsw thc emplok c twn majht¸n se mia tètoia drasthriìthta,
twn arqik� diatupwmènwn stìqwn, kai m�lista me entel¸c fusikì kai aujìrmhto
trìpo, eÐnai faner . M�lista, to gegonìc ìti prìkeitai gia èna paiqnÐdi, k�nei
aut  th drasthriìthta akìmh pio kat�llhlh, afoÔ h sugkÐnhsh pou mporeÐ èna
paiqnÐdi na prosfèrei enisqÔei thn pijanìthta summetoq c twn majht¸n se autì,
dhmiourg¸ntac, tautìqrona, eunoðkèc sunj kec se sqèsh me to koinwnikì peri-
b�llon entìc tou opoÐou sunteleÐtai h m�jhsh.

Tèloc, merikoÐ apì touc sullogismoÔc pou ja mporoÔse na anagr�fontai stic
en lìgw k�rtec, eÐnai kai oi akìloujoi:

•
'Olec oi g�tec gnwrÐzoun Gallik�.
Merik� kotìpoula eÐnai g�tec.

Merik� kotìpoula gnwrÐzoun Gallik�.

H dom  autoÔ tou sullogismoÔ eÐnai thc morf c:

'Ola ta m eÐnai x.
Merik� y eÐnai m.

∴ Merik� y eÐnai x.

•
Kanènac apì touc gioÔc mou den eÐnai anèntimoc �njrwpoc.
'Oloi oi èntimoi �njrwpoi antimetwpÐzontai me sebasmì.

Kanènac apì touc gioÔc mou den antimetwpÐzetai qwrÐc sebasmì.

H dom  autoÔ tou sullogismoÔ eÐnai thc morf c:

Kanèna x den eÐnai m′.
'Ola ta m eÐnai y.

∴ Kanèna x den eÐnai y′.

21m�lista, me th qr sh enìc kìkkinou   enìc gkri, kat�llhla topojethmènou, deÐkth (pou
ja mporoÔsan na antikatastajoÔn kai apì ta sÔmbola 1   0, antÐstoiqa) ekfr�zontai oi pro-
keÐmenec pou arqÐzoun me thn posolexh merik�   kanèna, antÐstoiqa. EkeÐnec pou arqÐzoun
me thn posolexh ìla apaitoÔn kai ènan kìkkino kai ènan gkri deÐkth, afoÔ sunistoÔn sÔzeuxh
dÔo prot�sewn apì tic prohgoÔmenec.
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•
'Oloi oi strati¸tec eÐnai dunatoÐ.
'Oloi oi strati¸tec eÐnai gennaÐoi.

MerikoÐ dunatoÐ �njrwpoi eÐnai gennaÐoi.
me dom :

'Ola ta m eÐnai x.
'Ola ta m eÐnai y.
∴ Merik� x eÐnai y.

•
Jaum�zw autèc tic eikìnec.

'Otan jaum�zw k�ti jèlw na to exet�sw exonuqistik�.
Jèlw na exet�sw k�poiec apì autèc tic eikìnec exonuqistik�.

Prìkeitai gia par�deigma exagwg c ellipoÔc sumper�smatoc, afoÔ h dom 
tou sullogismoÔ

'Ola ta x eÐnai m.
'Ola ta m eÐnai y.
Merik� x eÐnai y.

epitrèpei to isqurìtero sumpèrasma: ∴ 'Ola ta x eÐnai y.

•
'Oloi oi strati¸tec mporoÔn na parel�soun.

Merik� mwr� den eÐnai strati¸tec.
Merik� mwr� den mporoÔn na parel�soun.

me dom :
'Ola ta m eÐnai x.
Merik� y eÐnai m′.
Merik� y eÐnai x′.

Autìc apoteleÐ par�deigma esfalmènou sullogismoÔ: to sumpèrasma den
prokÔptei kat> an�gkh apì tic prokeÐmenec. To Ðdio sumbaÐnei kai me ton
akìloujo sullogismì:

•

Kanènac pou prìkeitai na taxidèyei me traÐno kai den brÐskei metaforikì
mèso kai den èqei arketì qrìno na perpat sei mèqri to stajmì den ta
katafèrnei qwrÐc na trèxei.
Aut  h om�da tourist¸n prìkeitai na taxidèyei me traÐno kai den brÐskei
metaforikì mèso, all� èqei arketì qrìno na perpat sei mèqri to stajmì.
Aut  h om�da tourist¸n den qrei�zetai na trèxei.

Apì aut  th makroskel  af ghsh, jewr¸ntac wc SÔmpan = {ta �toma
pou prìkeitai na taxidèyoun me traÐno kai den brÐskoun metaforikì mèso},
m = to na èqei kaneÐc arketì qrìno gia na perpat sei mèqri to stajmì,
x = to na qrei�zetai kaneÐc na trèxei kai y = to na an kei kaneÐc se aut 
thn om�da twn tourist¸n, {aposp�tai} h ex c dom  tou sullogismoÔ:

Kanèna m′ den eÐnai x′.
'Ola ta y eÐnai m.
'Ola ta y eÐnai x′.

Prìkeitai, asfal¸c, gia esfalmèno sullogismì, molonìti h {koin  logik }
sunt�ssetai me thn {profan } �poyh ìti, sÔmfwna kai me thn af ghsh twn pro-
keÐmenwn, e�n kaneÐc èqei arketì qrìno gia na perpat sei, tìte den qrei�zetai
na trèxei. EÐte, loipìn, axiopoi¸ntac th gn¸mh k�poiou majht  pou ja anal�bei
na ekfr�sei aut  thn �poyh, eÐte, e�n den prokÔyei aujìrmhta sth suz thsh,
analamb�nontac emeÐc oi Ðdioi, d jen {aj¸a}, na thn ekfr�soume, aut  apoteleÐ
eukairÐa gia thn an�deixh thc anagkaiìthtac exagwg c enìc sumper�smatoc, kai
m�lista mèsw enìc aploÔ paradeÐgmatoc biwmatikoÔ qarakt ra. 'Etsi, ìtan ìloi
ja anarwtioÔntai pou eÐnai to l�joc, ìtan diajèteic arketì qrìno, na sumper�-
neic ìti de qrei�zetai na trèxeic, arkeÐ h er¸ths  mac {Ti gÐnetai ìmwc e�n, kaj¸c
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perpat�me proc to stajmì, mac kunhg sei ènac agriemènoc skÔloc?}, gia na a-
pokalÔyei to qarakt ra thc anagkaiìthtac se k�poio sumpèrasma: e�n mporeÐ
k�poioc na epino sei k�poia perÐptwsh pou, par� thn isqÔ thc {upìjeshc} se
aut n, tautìqrona na mhn isqÔei to upotijèmeno {sumpèrasma}, tìte o sullogi-
smìc {katarrèei} kai dhl¸netai wc yeud c. Prìkeitai gia {sÔllhyh en> dr�sei}
thc, tìso oikeÐac gia touc majhmatikoÔc, ènnoiac tou antiparadeÐgmatoc, sÔm-
fwna me thn opoÐa arkeÐ h Ôparxh toul�qiston miac perÐptwshc gia na deiqjeÐ
ìti ènac isqurismìc den eÐnai alhj c. 'Omwc, gia na deiqjeÐ ìti ènac isqurismìc
eÐnai alhj c, se ìsec peript¸seic kai autì na epibebaiwjeÐ, de ja eÐnai arketì:
apaiteÐtai h epibebaÐws  tou, me k�poion trìpo, se k�je perÐptwsh. Autìc o
trìpoc den eÐnai �lloc apì th majhmatik  apìdeixh kai thn {exoudetèrwsh} twn
kajolik¸n posodeikt¸n, pou upeisèrqontai stic apodeiktèec prot�seic tou eÐdouc
∀xp(x), mèsw thc je¸rhshc enìc tuqìntoc stoiqeÐou apì to sÔnolo twn stoiqeÐ-
wn pou autoÐ k�je for� {anafèrontai}. To upì je¸rhsh stoiqeÐo, ìmwc, tìte
den eÐnai k�poio sugkekrimèno stoiqeÐo tou sunìlou, pou endeqomènwc ja mpo-
roÔse na èqei kai k�poia epiplèon qarakthristik�, ektìc aut¸n pou orÐzoun to
sÔnolo, all� eÐnai opoiod pote apì aut�, antiproswpeÔontac, kat� k�poio trìpo,
ìla ta stoiqeÐa tou sunìlou tautìqrona (!), kai diathr¸ntac ètsi, akrib¸c, tic
idiìthtec orismoÔ tou sunìlou, kai mìnon autèc. E�n, loipìn, gia èna stoiqeÐo
pou èqei, pr�gmati, lhfjeÐ me autìn ton trìpo, katafèroume kai deÐxoume ìti o
en lìgw isqurismìc alhjeÔei, tìte mporoÔme na genikeÔsoume22, èqontac apodeÐ-
xei thn al jeia autoÔ tou isqurismoÔ gia k�je stoiqeÐo. Se autì to {leptì}
shmeÐo, p�ntwc, tou {diploÔ rìlou} tou x kat� thn apodeiktik  poreÐa miac prì-
tashc tou eÐdouc ∀xp(x) eÐnai pou anafÔontai shmantikèc duskolÐec katanìhshc
(Solow, 2005). En¸, sthn arqik  je¸rhsh thc apodeiktèac, to x {diatrèqei} ìla
ta stoiqeÐa tou {sunìlou ermhneÐac} tou posodeÐkth, sthn apìdeixh autì {aki-
nhtopoieÐtai}, paÐrnontac èna tuqaÐo (sugkekrimèno all� aujaÐreto) stoiqeÐo tou
sunìlou, ètsi ìpwc perigr�fhke prohgoumènwc. H je¸rhsh tou x metab�lletai,
dhlad , pr¸ta apì {dunamik } se {statik }, prokeimènou na exaqjeÐ sta plaÐsia
thc teleutaÐac to epijumhtì sumpèrasma kai, katìpin, xan� se {dunamik }, ¸ste
na genikeujeÐ h isqÔc tou sumper�smatoc. M�lista, aut  h metabol  gÐnetai,
pollèc forèc, qwrÐc na all�xoume kan to sÔmbolo thc metablht c x, gegonìc
pou epiteÐnei th sÔgqush, en¸, �llec forèc p�li, anaferìmaste rht� se k�poio
tuqaÐo x0 (sugkekrimèno all� aujaÐreto), me to opoÐo kai pragmatopoioÔme thn
apìdeixh, gia na katal xoume, telik�, me ton sullogismì pou ekfr�zetai apì th
sunepagwg : p(x0) ⇒ ∀xp(x).

2.4 H duskolÐa twn paramètrwn

EÐnai gegonìc ìti h logik  poluplokìthta miac prìtashc aux�netai shmantik�
ìtan upeisèrqontai se aut  kai k�poiec par�metroi, afoÔ autì mporeÐ na èqei e-
pipt¸seic sto monos manto thc alhjotim c thc. 'Etsi, mia diereÔnhsh, gia k�je
dunat  tim  twn paramètrwn, kajÐstatai plèon anagkaÐa, prokeimènou na pros-
diorisjeÐ kai h antÐstoiqh alhjotim  thc prìtashc. H pr¸th for� pou oi majhtèc

22ston kanìna thc Kajolik c GenÐkeushc, pou perigr�fetai ed¸, ja epanèljoume se epìmenh
par�grafo, ìtan ja anaferjoÔme se zht mata sqetik� me th gl¸ssa twn majhmatik¸n.
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èrqontai antimètwpoi me aut  thn pragmatikìthta eÐnai sthn A' LukeÐou, ìtan,
sto pr¸to kiìlac kef�laio thc 'Algebrac, kaloÔntai na epilÔsoun thn exÐswsh
αx + β = 0. M�lista, h epÐlush prwtob�jmiwn parametrik¸n exis¸sewn apo-
teleÐ to shmeÐo ekeÐno pou {shmatodoteÐ} thn ènarxh thc {kainoÔriac} Ôlhc tou
LukeÐou, afoÔ ì,ti ektÐjetai prin apì autì eÐnai  dh gnwstì apì to Gumn�sio. H
eidopoiìc diafor� kajÐstatai saf c apì tic pr¸tec grammèc thc sqetik c para-
gr�fou:

{Sto Gumn�sio m�jame ton trìpo epÐlushc twn exis¸sewn thc
morf c αx + β = 0 gia sugkekrimènouc arijmoÔc α, β me α 6= 0.

Genikìtera t¸ra, ja doÔme p¸c me th bo jeia twn idiot twn twn
pr�xewn, epilÔoume thn parap�nw exÐswsh, opoioid pote kai an eÐnai
oi arijmoÐ α, β.}

EÔkolo na to lec, dÔskolo na to k�neic! Oi sun�delfoi ekpaideutikoÐ, me empeirÐa
apì th didaskalÐa twn parametrik¸n exis¸sewn, sÐgoura to èqoun ni¸sei. Ex�l-
lou, oi parathrhjeÐsec duskolÐec twn majht¸n sto {qeirismì} aut¸n twn {nèwn}
exis¸sewn, pou {ektìc apì x èqoun kai λ}, apotup¸nontai kai sth diaqronik 
exèlixh thc didaktèac Ôlhc: apì ask seic me exis¸seic me dÔo paramètrouc, pou
periel�mbane to prohgoÔmeno sqolikì biblÐo, stic opoÐec ezhteÐto pl rhc diereÔ-
nhsh, katal xame mìlic se dÔo tètoiec exis¸seic, me to zhtoÔmenì touc na mhn
apaiteÐ pl rh diereÔnhsh, kai, to kuriìtero, tic odhgÐec tou PaidagwgikoÔ Insti-
toÔtou na orÐzoun na m  didaqjoÔn kan. M�lista, h {kateÔjunsh} twn sqetik¸n
odhgi¸n eÐnai eudi�krith: prin apì to lumèno par�deigma (λ2 − λ)x = λ2 − 1,
me to opoÐo kai eis�getai h diereÔnhsh miac parametrik c exÐswshc sto sqolikì
biblÐo, na lujoÔn aploÔstera paradeÐgmata, ìpwc oi exis¸seic: (λ−1)x = λ−1,
(λ − 1)x = λ, λ(λ − 1)x = λ − 1. Kai katal goun ìti se kamÐa perÐptwsh den
prèpei na diatejeÐ uperbolikìc qrìnoc gia th diereÔnhsh polÔplokwn exis¸se-
wn.

AxÐzei, Ðswc, na epishmanjeÐ ìti, en¸ sthn perÐptwsh thc epÐlushc miac exÐ-
swshc thc morf c f(x) = 0 to zhtoÔmeno eÐnai h eÔresh twn tim¸n tou x pou
thn epalhjeÔoun, dhlad  o prosdiorismìc tou sunìlou lÔsewn aut c, sthn pe-
rÐptwsh thc epÐlushc miac monoparametrik c exÐswshc ∀λf(λ, x) = 0, to sÔnolo
lÔsewn aut c exart�tai apì to λ. Ex�llou, qrhsimopoi¸ntac th grafik  anapa-
r�stash twn lÔsewn, sth men pr¸th perÐptwsh anaferìmaste sta shmeÐa tom c
tou graf matoc thc sun�rthshc y = f(x) me ton �xona x′x, sth de deÔterh
perÐptwsh èqoume na k�noume me mia {oikogèneia} sunart sewn, kai �ra grafh-
m�twn aut¸n, ìpou ta shmeÐa tom c me ton x′x den mporeÐ par� na {akoloujoÔn}
thn epilog  tou sugkekrimènou {mèlouc} thc {oikogèneiac} sto opoÐo kai aut�
anafèrontai. 'Etsi, o kajorismìc tou ek�stote graf matoc eÐnai anagkastik�
{progenèsteroc} twn shmeÐwn tom c tou me ton x′x, gegonìc pou odhgeÐ kai sthn
proanaferjeÐsa ex�rthsh. H ex�rthsh tou x apì to λ se mÐa prìtash thc mor-
f c ∀λ∃xf(λ, x) = 0, ìpou h eÔresh tou pìte eÐnai aut  alhj c apoteleÐ, se
teleutaÐa an�lush, kai thn epÐlush thc en lìgw parametrik c exÐswshc, kai oi
idiaÐterec duskolÐec pou h logik  thc poluplokìthta prokaleÐ stouc majhtèc,
ja suzhthjoÔn diexodik� sta epìmena. 'Hdh èqoume anaferjeÐ se tètoiou eÐdouc
prot�seic, kal¸ntac tec AE prot�seic.
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'Apax kai tèjhke, p�ntwc, to jèma thc Ôparxhc paramètrwn kai h ènnoia touc
ègine katanoht  apì touc majhtèc, poll� apì ta {epìmena} ja mporoÔsan na to
peril�boun sthn èktas  touc. K�ti tètoio sÐgoura ja sunèballe sthn empèdwsh
kai edraÐwsh thc {nèac} gn¸shc. Oi eukairÐec de pou parousi�zontai eÐnai sÐ-
goura pollèc: epÐlush prwtob�jmiwn anis¸sewn, exis¸sewn me apìlutec timèc,
thc exÐswshc xν = α, gia na anafèroume23, endeiktik� mìnon, merikèc apì autèc.
Wstìso, k�ti tètoio de sumbaÐnei. EÐte lìgw thc parathrhjeÐsac duskolÐac twn
majht¸n eÐte, apl�, lìgw proqeirìthtac, oi par�metroi agnooÔntai epideiktik�
sta {epìmena}, gia na epanèljoun jriambeutik� sto prosk nio sto shmeÐo pou e-
ktÐjetai h epÐlush twn susthm�twn dÔo grammik¸n exis¸sewn me dÔo agn¸stouc.
'Ektote, faÐnetai ìti { ljan gia na meÐnoun}. 'Etsi, sto epìmeno, kai teleutaÐo,
kef�laio thc 'Algebrac thc A' LukeÐou, pou diapragmateÔetai to tri¸numo, emfa-
nÐzontai plèon ask seic me tri¸numa α(λ)x2 + β(λ)x + γ(λ) , λ ∈ R kai di�fora
zhtoÔmena, ìpwc o prosdiorismìc twn tim¸n thc paramètrou ¸ste na èqoun dÔo
pragmatikèc rÐzec,   dÔo antÐjetec rÐzec k.o.k.

Gia na ft�soume, Ôstera apì ìla aut�, sthn Analutik  GewmetrÐa (Majh-
matik� KateÔjunshc B' LukeÐou) kai stic monoparametrikèc oikogèneiec eujei¸n
A(λ)x+B(λ)y+Γ(λ) = 0 , λ ∈ R. Kat> arq n, h exètash e�n mia tètoia exÐswsh
parist�nei eujeÐec gia k�je tim  tou λ ∈ R, shmaÐnei thn exètash e�n epalhjeÔ-
etai h prìtash ∀λ ∈ R (|A(λ)| + |B(λ)| 6= 0). Katìpin, èna {klassikì} z thma
eÐnai na exetasjeÐ e�n ìlec oi eujeÐec thc oikogèneiac dièrqontai apì stajerì sh-
meÐo (x0, y0) kai, se katafatik  ap�nthsh, na prosdiorisjoÔn oi suntetagmènec
tou. Autì to z thma, ìmwc, isodunameÐ me thn apìdosh alhjotim c sthn prì-
tash ∃(x0, y0) ∈ R2∀λ ∈ R (A(λ)x0 + B(λ)y0 + Γ(λ) = 0). Aut  th for� h
lÔsh (x0, y0) thc exÐswshc den exart�tai24 apì to λ, ìpwc sunèbaine stic pro-
anaferjeÐsec parametrikèc exis¸seic, all�, e�n bèbaia up�rqei, epalhjeÔei ìlec
tic exis¸seic tautìqrona. Aut  h {isqurìterh} sunj kh thc, upojetik c èstw,
Ôparxhc miac lÔshc gia k�je tim  tou λ eÐnai pou mac epitrèpei na jewr soume
thn exÐswsh wc polu¸numo25 tou λ kai mac odhgeÐ sthn sunj kh ∀λ(P (λ) = 0),
dhlad  sthn isìthta tou poluwnÔmou P (λ) me to mhdenikì polu¸numo. IsodÔ-
nama, exis¸nontac touc suntelestèc tou poluwnÔmou P (λ) me to 0, prokÔptei
èna grammikì sÔsthma me agn¸stouc ta x0, y0. 'Etsi, h arqik  sunj kh eÐnai,
telik�, isodÔnamh me to e�n èna grammikì sÔsthma eÐnai sumbibastì   ìqi, kai
o prosdiorismìc thc lÔshc tou, sthn perÐptwsh pou eÐnai sumbibastì, den eÐnai
par� oi suntetagmènec tou zhtoÔmenou stajeroÔ shmeÐou. To sumpèrasma pou
prokÔptei apì thn perigraf  autoÔ tou zht matoc eÐnai to pìso krÐsimh eÐnai h
suneidhtopoÐhsh tou rìlou twn posodeikt¸n se autì kai, sunakìlouja, tou lo-
gikoÔ status twn diafìrwn {gramm�twn} pou qrhsimopoioÔntai stic isodÔnamec

23se kamÐa perÐptwsh den anaferìmaste se polÔplokec diereun seic, pou eÐnai, oÔtwc  
�llwc, {ektìc pneÔmatoc} tou AnalutikoÔ Progr�mmatoc. H epÐlush ìmwc, gia par�deigma,
twn: λx > x + 2, |x + 3| = λ − 2, x3 + λx = 0, jewroÔme ìti sumb�llei sthn epÐteuxh twn
diatupwjèntwn stìqwn.

24Ex�llou, ta {probl mata} ex�rthshc twn metablht¸n, pou antimetwpÐzoume stic AE pro-
t�seic, den isqÔoun stic, {isqurìterec} (me thn ènnoia ìti e�n isqÔei mia EA prìtash, tìte
isqÔei kai h antÐstoiqh AE aut c, ìqi ìmwc kai to antÐstrofo) aut¸n, antÐstoiqec EA prot�-
seic, ìpwc eÐnai h paroÔsa. Kai autì to jèma ja exetasjeÐ diexodik� sta epìmena.

25e�n, bèbaia, kai oi arqikoÐ suntelestèc A(λ), B(λ), Γ(λ) eÐnai poluwnumikèc sunart seic
tou λ.
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sunj kec thc lÔshc tou. Asfal¸c, oi duskolÐec twn majht¸n sthn katanìhsh
aut¸n twn {lept¸n qeirism¸n} me touc posodeÐktec eÐnai shmantikèc.

'Ena akìmh, idiaÐtera shmantikì, z thma, pou sqetÐzetai me thn epenèrgeia
twn posodeikt¸n se pragmatik  par�metro, eÐnai autì thc eÔreshc enìc gewme-
trikoÔ tìpou (efex c g.t.). Tètoiou eÐdouc zht mata parousi�zontai tìso sthn
Analutik  GewmetrÐa ìso kai sto kef�laio twn Migadik¸n Arijm¸n kai, pol-
lèc forèc, o trìpoc me ton opoÐo antimetwpÐzontai prokaleÐ sÔgqush kai ellip 
katanìhsh. Prìkeitai gia jèmata sta opoÐa zhteÐtai h eÔresh tou g.t. twn sh-
meÐwn M me thn idiìthta I kai h sun jhc {teqnik } antimet¸pis c touc sunÐ-
statai sth je¸rhsh enìc tuqìntoc shmeÐou M(x, y) tou tìpou, dhlad  me thn
dojeÐsa idiìthta, kai thn prosp�jeia exeÔreshc miac exÐswshc F (x, y) = 0, h
opoÐa {anamènetai}, Ðswc kai met� apì kat�llhlouc metasqhmatismoÔc, na ana-
gnwrisjeÐ wc h exÐswsh k�poiac {gnwst c} gramm c F. H {eÔkolh} ap�nth-
sh pou dÐdetai tìte eÐnai ìti o zhtoÔmenoc g.t. eÐnai h gramm  F, en¸, sthn
pragmatikìthta, autì pou èqei apodeiqjeÐ eÐnai ìti perièqetai sthn gramm  F!
Prìkeitai gia l�joc pou an�getai sth stoiqei¸dh jewrÐa Sunìlwn: prokeimè-
nou na deÐxw ìti ta shmeiosÔnola F = {(x, y) : F (x, y) = 0} ⊆ R2 kai o
g.t. M = {M(x, y) : M èqei thn idiìthta I} eÐnai Ðsa, den arkeÐ na deÐxw ìti
∀M(M ∈ M ⇒ M ∈ F). Autì diasfalÐzei mìnon ìti M ⊆ F. Prèpei na deÐxw,
epiplèon, ìti kai, antÐstrofa, ∀M(M ∈ F ⇒ M ∈ M), prokeimènou na p�rw kai
thn, exÐsou aparaÐthth gia thn isìthta, sunj kh F ⊆ M.

Suqn�, h idiìthta tou zhtoÔmenou g.t. afor� stic suntetagmènec twn sh-
meÐwn tou, oi opoÐec dÐnetai ìti eÐnai k�poiec kajorismènec sunart seic mÐac pa-
ramètrou λ, pou {diatrèqei} tic timèc enìc sunìlou Λ ⊆ R. Dhlad , M ={
M

(
f(λ), g(λ)

)
: λ ∈ Λ

}
. Tìte, h prosp�jeia esti�zetai sthn apaloif  thc

paramètrou λ, gegonìc pou ja {d¸sei} kai thn exÐswsh F (x, y) = 0 pou ja
mac {martur sei} poioc eÐnai kai o zhtoÔmenoc tìpoc. H {kateÔjunsh} enìc tè-
toiou sullogismoÔ, pou {upotÐjetai} ìti odhgeÐ sthn eÔresh tou zhtoÔmenou g.t.
perigr�fetai wc ex c:

M(x, y) ∈ M ⇒


x = f(λ)
y = g(λ)
λ ∈ Λ

 ⇒ . . . ⇒ F (x, y) = 0

ìpou oi {teleÐec} parist�noun th diadikasÐa apaloif c tou λ. 'Etsi, ìmwc, autì
pou èqei apodeiqjeÐ eÐnai ìti

∀λ ∈ Λ ∃(x, y) ∈ R2

({
x = f(λ)
y = g(λ)

}
⇒ F (x, y) = 0

)
,

en¸, gia thn {pl rh} apìdeixh, ekkremeÐ ìti, epÐshc,

∀(x, y) ∈ R2 ∃λ ∈ Λ
(

F (x, y) = 0 ⇒
{

x = f(λ)
y = g(λ)

})
.

Kai e�n, kat� thn proanaferjeÐsa diadikasÐa apaloif c tou λ, eÐqe katorjwjeÐ
na lÔsoume k�poia apì tic x = f(λ), y = g(λ) wc proc λ, tìte bèbaia, profan¸c,
aut  h diadikasÐa antistrèfetai. Se arketèc, ìmwc, peript¸seic, k�ti tètoio den
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eÐnai efiktì. Ac parakolouj soume, wc efarmog  twn prohgoumènwn, thn ex c
�skhsh tou sqolikoÔ biblÐou26:

An x ∈ R, na breÐte to gewmetrikì tìpo thc eikìnac tou migadikoÔ z,
ìpou z = 1+xi

x+i .

Epiqeir¸ntac na akolouj soume thn proanaferjeÐsa poreÐa, afoÔ z = 1+λi
λ+i =

2λ
1+λ2 + λ2−1

λ2+1
i , λ ∈ R (qrhsimopoi same, q�rin sumbatìthtac me ta prohgoÔmena,

gia thn par�metro to gr�mma λ, antÐ tou x pou ìrize h ekf¸nhsh), to zhtoÔmeno

eÐnai h eÔresh tou g.t. M =
{
M

(
2λ

1+λ2 , λ2−1
λ2+1

)
: λ ∈ R

}
. 'Etsi, ja èqoume:

M(x, y) ∈ M ⇒


x = 2λ

1+λ2

y = λ2−1
λ2+1

λ ∈ R

 ⇒ x2 + y2 =
4λ2 + (λ4 − 2λ2 + 1)

λ4 + 2λ2 + 1
⇒

⇒ x2 + y2 = 1

ParathroÔme ìti, nai men h apaloif  tou λ, pou katafèrame me thn Ôywsh sto
tetr�gwno kai thn prìsjesh kat� mèlh, mac èdwse thn exÐswsh tou monadiaÐou
kÔklou, ìmwc to mìno pou autì apodeiknÔei eÐnai ìti o zhtoÔmenoc g.t. perièqetai
se autìn ton kÔklo. Fusik�, gia touc perissìterouc apì touc majhtèc, eÐnai ar-
ketì to ìti {br kame kÔklo}, �ra autìc eÐnai kai o zhtoÔmenoc g.t., qwrÐc na eÐnai
xek�jaro ti eÐnai autì pou èqoume, all� kai ti den èqoume akìmh, {brei}. 'Etsi ki
alli¸c, autì eÐnai kai to {pneÔma} pou antimetwpÐzei tic ask seic {eÔreshc} g.t.
kai to sqolikì biblÐo: to endiafèron, stic perissìterec peript¸seic, periorÐzetai
ston prosdiorismì twn gramm¸n pou {kineÐtai}, gia tic di�forec timèc thc para-
mètrou, to tuqìn shmeÐo tou tìpou. Sthn prohgoÔmenh �skhsh, p�ntwc, ìpwc
ja doÔme amèswc, prospaj¸ntac na akolouj soume mia diadikasÐa apaloif c thc
paramètrou pou na antistrèfetai, o zhtoÔmenoc tìpoc eÐnai gn sio uposÔnolo tou
en lìgw kÔklou, afoÔ to shmeÐo tou (0, 1) exaireÐtai. Pr�gmati,


x = 2λ

1+λ2

y = λ2−1
λ2+1

λ ∈ R

 ⇔


x = 2 tan θ

2

1+tan2 θ
2

y = −1−tan2 θ
2

1+tan2 θ
2

λ = tan θ
2

θ
2 ∈ (−π

2 , π
2 )


⇔


x = sin θ

y = − cos θ
−π < θ < π

 ⇔

⇔


x = sin(π − θ)
y = cos(π − θ)
0 < π − θ < 2π

 ⇔


x = sinϕ
y = cos ϕ

0 < ϕ < 2π

 ⇔
{

x2 + y2 = 1
(x, y) 6= (0, 1)

}
26prìkeitai gia thn �skhsh 6 thc §2.3 (sel. 101) twn Majhmatik¸n KateÔjunshc G' LukeÐou,

h opoÐa, se epìmenec ekdìseic, tropopoi jhke, gia eunìhtouc lìgouc, wc ex c:

An x ∈ R, na apodeÐxete ìti h eikìna tou migadikoÔ z = 1+xi
x+i

an kei ston kÔklo
me kèntro O kai aktÐna ρ = 1.

H lÔsh, m�lista, pou proteÐnetai sto antÐstoiqo biblÐo tou O.E.D.B. eÐnai h ex c:

z = 1+xi
x+i

⇒ |z| = | 1+xi
x+i

| = |1+xi|
|x+i| =

√
1+x2√
x2+1

= 1 ⇒ |z| = 1, kai �ra . . .
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2.5 PosodeÐktec kai trigwnometrikèc exis¸seic

'Eqei  dh anaferjeÐ ìti oi posodeÐktec eÐnai, ousiastik�, ènac {trìpoc} pou dia-
jètoume gia na mil soume gia to �peiro. Apì thn �llh meri�, basikì qara-
kthristikì twn trigwnometrik¸n sunart sewn eÐnai h periodikìthta twn tim¸n
touc. Gia par�deigma: ∀x ∈ R ∀k ∈ Z [sinx = sin(2kπ + x)]. EÐnai, loi-
pìn, anamenìmenh h {sun�nthsh} thc epÐlushc trigwnometrik¸n exis¸sewn me
touc posodeÐktec. M�lista, apì thn pr¸th kiìlac epaf  touc me tic stoiqei-
¸deic trigwnometrikèc exis¸seic, oi majhtèc duskoleÔontai idiaÐtera me th {fÔ-
sh} aut c thc {musthri¸douc} metablht c k ∈ Z, pou sunantoÔn diark¸c stic
lÔseic touc. EÐnai, Ðswc, h pr¸th for� gi> autoÔc pou, ex> aitÐac thc, autèc
oi lÔseic {de moi�zoun kajìlou me lÔseic}! Ex�llou, potè �llote den eÐqan
sunant sei arijm simo apeirosÔnolo wc sÔnolo lÔsewn miac exÐswshc. BebaÐ-
wc, autìc pou eÐnai {parìn} sthn prìtash pou dhl¸nei autèc tic lÔseic, all�
m�llon {ennoeÐtai} par� dhl¸netai rht�, tìso sto graptì sumbolismì mac ìso
kai lektik�, eÐnai ènac uparktikìc posodeÐkthc. MporeÐ, sun jwc, na gr�foume:
sinx = sin a ⇔ x = 2kπ+a ∨ x = 2kπ+π−a , k ∈ Z, autì pou ennooÔme, ìmwc,
eÐnai ìti sinx = sin a ⇔ ∃k ∈ Z(x = 2kπ + a ∨ x = 2kπ +π− a). To de sÔnolo
lÔsewn aut c thc exÐswshc eÐnai to L = {2kπ+a : k ∈ Z}∪{2kπ+π−a : k ∈ Z}.

Aut� ta {kainoÔria} dedomèna, ìmwc, ìson afor� stic lÔseic aut¸n twn exi-
s¸sewn, gennoÔn thn an�gkh {lept¸n} qeirism¸n, ìtan epizhtoÔme akrÐbeia kai
èlegqo stouc isqurismoÔc mac. Ac exet�soume, upì autì to prÐsma, thn �skhsh27:

Na lujeÐ h exÐswsh:

tan 2x− cot(
π

3
+ 3x) = 0

Asfal¸c, arqik� ja tejoÔn oi periorismoÐ. Prèpei:

∀k ∈ Z
(
2x 6= kπ +

π

2
)
⇔ ∀k ∈ Z

(
x 6= kπ

2
+

π

4
)

kai

∀k ∈ Z
(π

3
+ 3x 6= kπ

)
⇔ ∀k ∈ Z

(
x 6= kπ

3
− π

9
)

Katìpin, h epÐlush eÐnai, sqedìn, profan c:

tan 2x = cot(
π

3
+ 3x) ⇔ tan 2x = tan

[π

2
− (

π

3
+ 3x)

]
⇔ tan 2x = tan(

π

6
− 3x)

⇔ ∃k ∈ Z(2x = kπ +
π

6
− 3x) ⇔ ∃k ∈ Z(x =

kπ

5
+

π

30
)

To sÔnolo lÔsewn, loipìn, thc exÐswshc {faÐnetai} na eÐnai to

L = {kπ

5
+

π

30
: k ∈ Z}

toul�qiston sto bajmì pou autèc oi lÔseic ikanopoioÔn touc periorismoÔc.

27prìkeitai gia thn �skhsh 1(ii) thc B' Om�dac (sel. 24) thc §1.2 tou sqolikoÔ biblÐou thc
'Algebrac B' LukeÐou.
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O èlegqoc, ìmwc, e�n autèc oi lÔseic ikanopoioÔn pr�gmati touc periorismoÔc
odhgeÐ ston prosdiorismì alhjotim c thc prìtashc

∃(k, λ) ∈ Z× Z
(kπ

5
+

π

30
=

λπ

2
+

π

4
∨ kπ

5
+

π

30
=

λπ

3
− π

9
)
⇔

∃(k, λ) ∈ Z× Z (12k − 30λ = 13 ∨ 30λ− 18k = 13)

'Etsi, telik�, katal goume sthn epÐlush twn grammikwn diofantik¸n exis¸sewn
12k − 30λ = 13 kai 30λ− 18k = 13, oi opoÐec eÐnai adÔnatec28. 'Ara,

∀(k, λ) ∈ Z× Z (12k − 30λ 6= 13 ∧ 30λ− 18k 6= 13)

kaÐ, ètsi, to zhtoÔmeno sÔnolo lÔsewn eÐnai, ìntwc, to L.
'Opwc, loipìn, prokÔptei kai apì thn parousÐash aut c thc �skhshc, h su-

neidhtopoÐhsh thc parousÐac kai tou rìlou twn posodeikt¸n se k�je isqurismì,
kat� thn epÐlush miac trigwnometrik c exÐswshc, apoteleÐ anagkaÐa sunj kh gia
thn katanìhsh kai, sunakìlouja, euqer  diekperaÐwsh twn aparaÐthtwn gia mia
pl rh lÔsh {bhm�twn}. EpÐshc, polloÐ {qeirismoÐ}, pou anakÔptoun sta plaÐsia
thc epÐlushc miac trigwnometrik c exÐswshc, proôpojètoun thn katanìhsh tou
trìpou leitourgÐac twn posodeikt¸n. Gia par�deigma, mia exÐswsh pou h epÐlus 
thc katal gei sthn −x = 2kπ − π

3 , k ∈ Z, ja d¸sei wc sÔnolo lÔsewn autì
pou perigr�fetai apì thn x = 2kπ + π

3 , k ∈ Z, me thn ex ghsh ìti to {mpèrde-
ma} me ta prìshma sto deÔtero mèloc ofeÐletai sto ìti {to arnhtikì prìshmo
tou 2kπ enswmat¸netai sth metablht  k ∈ Z}. Autì pou sthn pragmatikìth-
ta sumbaÐnei eÐnai ìti to {nomimopoihmèno} se k�je majht  wc sÔnolo lÔsewn
L1 = {−2kπ + π

3 , k ∈ Z} kai to {proteinìmeno} apì ton kajhg t  wc {komyìte-
ro} L2 = {2kπ + π

3 , k ∈ Z}, eÐnai Ðsa. 'Omwc,

L1 = L2 ⇔


∀k ∈ Z∃λ ∈ Z (−2kπ + π

3 = 2λπ + π
3 )

∧
∀λ ∈ Z∃k ∈ Z (2λπ + π

3 = −2kπ + π
3 )


Sthn prokeimènh, bèbaia, perÐptwsh, h isìthta k = −λ pou prokÔptei apì tic
exis¸seic twn proanaferjeis¸n sunjhk¸n, eÐnai arket  gia na mac bebai¸sei thn
isqÔ touc. Ex�llou, k�je prosp�jeia apìdeixhc thc isìthtac dÔo sunìlwn A,B,
èqei sth b�sh thc thn apìdeixh thc alhjotim c dÔo AE prot�sewn:

A = B ⇔


∀a ∈ A∃β ∈ B (a = β)

∧
∀β ∈ B∃a ∈ A (a = β)


gia tic opoÐec, m�lista, eÐnai dunatìn na alhjeÔei mìnon h mÐa, opìte kai èqoume
thn perÐptwsh to èna apì aut� ta sÔnola na eÐnai gn sio uposÔnolo tou �llou.
K�poia akìmh paradeÐgmata {komy c ekfor�c} twn lÔsewn, pou ìmwc duskoleÔei
idiaÐtera touc majhtèc, prosfèroun kai oi exis¸seic tanx = 0,   sin2 x = 1/2

28To biblÐo twn Majhmatik¸n KateÔjunshc B' LukeÐou perilamb�nei sthn §4.6 th sqetik 
jewrÐa, brÐsketai ìmwc ektìc thc didaktèac Ôlhc . . .
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kai oi {parìmoiec}. Kai ed¸, ìpwc prohgoumènwc, h katanìhsh thc {leitourgÐac}
twn posodeikt¸n eÐnai aparaÐthth prokeimènou na diapistwjeÐ, antÐstoiqa, ìti:

{2kπ +
π

2
: k ∈ Z} ∪ {2kπ − π

2
: k ∈ Z} = {kπ +

π

2
: k ∈ Z}

  ìti:

{2kπ+
π

4
: k ∈ Z}∪{2kπ+

3π

4
: k ∈ Z}∪{2kπ−π

4
: k ∈ Z}∪{2kπ+

5π

4
: k ∈ Z} =

= {kπ

2
+

π

4
: k ∈ Z}

Tèloc, h anafor� sthn parousÐa twn posodeikt¸n sto kef�laio thc Trigwno-
metrÐac ja èmene, sÐgoura, anolokl rwth qwrÐc ton orismì twn periodik¸n su-
nart sewn, paradeÐgmata twn opoÐwn apoteloÔn kai oi trigwnometrikèc, kai thn
epis mansh ìti autìc apoteleÐ mia EA prìtash:

f : A → R periodik ⇔
[
∃T ∈ R∗∀x ∈ A

(
x + T ∈ A ∧ f(x + T ) = f(x)

)]
Endiafèron parousi�zei kai h diatÔpwsh thc �rnhshc aut c, dhlad  tou kajori-
smoÔ pìte mia sun�rthsh f : A → R den eÐnai periodik :

∀T ∈ R∗∃x ∈ A
(
x + T 6∈ A ∨ f(x + T ) 6= f(x)

)
2.6 PosodeÐktec se {sunarthsiakèc} exis¸seic

Se poll� jèmata thc An�lushc dÐdetai,   prokÔptei sthn {poreÐa},  , akìmh, kai
zhteÐtai na apodeiqjeÐ ìti isqÔei, mia exÐswsh,   anÐswsh, pou afor� stic timèc
k�poiwn sunart sewn. H suneidhtopoÐhsh thc parousÐac twn posodeikt¸n se
autèc tic exis¸seic kai h euqèreia stouc {leptoÔc} qeirismoÔc pou, pollèc forèc,
apaitoÔntai, ¸ste ta exagìmena sumper�smata na eÐnai orj�, eÐnai, asfal¸c, apì
ta shmantikìtera {zhtoÔmena} aut¸n twn jem�twn. H epis mansh ìlwn aut¸n
ja gÐnei mèsa apì thn exètash sugkekrimènwn antiproswpeutik¸n jem�twn. Kai
ac xekin soume me thn �skhsh29:

Na breÐte ton tÔpo thc suneqoÔc sun�rthshc f sto sÔnolo R, gia
thn opoÐa isqÔei

f2(x) = x2 gia k�je x ∈ R.

Pìsoi, �rage, majhtèc den {teÐnoun} proc thn profan  ap�nthsh:

f2(x)−x2 = 0 ⇔ (f(x)−x)(f(x)+x) = 0 ⇔ [f(x)−x = 0]∨ [f(x)+x = 0] ⇔

⇔ (f(x) = x ∨ f(x) = −x)

29prìkeitai gia thn �skhsh 7(ii) thc B' om�dac thc §1.8 (sel. 200) tou mèrouc thc An�lushc
sto sqolikì biblÐo Majhmatik¸n KateÔjunshc G' LukeÐou.
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kai to {�meso} sumpèrasma ìti h zhtoÔmenh sun�rthsh ja èqei tÔpo f(x) = x
  f(x) = −x? Ex�llou, oi prohgoÔmenec isodunamÐec eÐnai, pèran p�shc am-
fibolÐac, swstèc. PoÔ mporeÐ, tìte, na {p�sqei} èna tètoio sumpèrasma? H
ap�nthsh emplèkei ousiwd¸c touc posodeÐktec: autì pou, sthn pragmatikìth-
ta, èqei apodeiqjeÐ eÐnai ìti ∀x ∈ R

(
f(x) = x ∨ f(x) = −x

)
, kai ìqi ìti(

∀x ∈ R(f(x) = x)
)
∨

(
∀x ∈ R(f(x) = −x)

)
, ìpwc, pijanìn, autì parermh-

neÔetai. Bèbaia, èna ousi¸dec er¸thma eÐnai e�n, apì mia prìtash thc morf c
∀x(P (x) ∨Q(x)), mporeÐ na sunaqjeÐ wc sumpèrasma ìti

(
∀xP (x)

)
∨

(
∀xQ(x)

)
.

H ap�nthsh, ìmwc, tou KathgorhmatikoÔ LogismoÔ se autì eÐnai arnhtik  kai,
ètsi, apaitoÔntai pio {leptoÐ} qeirismoÐ30 ¸ste na prokÔyei, telik�, to orjì su-
mpèrasma. AxÐzei, Ðswc, na tejeÐ stouc majhtèc, me stìqo na diereunhjeÐ kat�
pìso èqoun suneÐdhsh aut c thc idiìthtac, pou emplèkei ousiwd¸c touc posodeÐ-
ktec, to ex c er¸thma:

Mhdenik  onom�zetai h sun�rthsh me tÔpo f(x) = 0, gia k�je x ∈ R.
E�n gia tic sunart seic f, g : R → R isqÔei ìti f(x)g(x) = 0, gia
k�je x ∈ R, tìte mporoÔme na sumper�noume ìti h sun�rthsh f   h
sun�rthsh g eÐnai h mhdenik  sun�rthsh?

H {epistr�teush} k�poiou antiparadeÐgmatoc, ìpwc autoÔ twn sunart sewn

f(x) =

{
1 ,e�n x ∈ Q
0 ,e�n x 6∈ Q

, g(x) =

{
0 ,e�n x ∈ Q
1 ,e�n x 6∈ Q

,

me tic opoÐec ja touc kalèsoume prohgoumènwc na ergasjoÔn, mporeÐ na apobeÐ,
telik�, aparaÐthth, ìtan qreiasteÐ na uposthrÐxoume thn arnhtik  ap�nthsh pou
autì to er¸thma epidèqetai. Sto de er¸thma,

Na brejoÔn oi suneqeÐc sunart seic f : R → R me thn idiìthta

[f(x) + 1][f(x)− 2] = 0, gia k�je x ∈ R

pìsoi, �rage, eÐnai oi majhtèc pou mporoÔn na antistajoÔn ston peirasmì tou
{profanoÔc} sullogismoÔ: {afoÔ, gia k�je x ∈ R, isqÔei ìti f(x) = −1  
f(x) = 2, �ra oi zhtoÔmenec sunart seic eÐnai oi f(x) = −1 kai f(x) = 2}.

30afoÔ, axiopoi¸ntac thn isìthta thc upìjeshc, deiqjeÐ ìti h exÐswsh f(x) = 0 èqei, sto
R, monadik  rÐza thn x = 0, exet�zoume sta diast mata pou orÐzoun oi rÐzec, ed¸ sta (−∞, 0)
kai (0, +∞), ìpou gnwrÐzoume ìti h f , wc suneq c, {diathreÐ prìshmo}, peript¸seic wc proc
to e�n ∀x ∈ ∆f(x) > 0,   ∀x ∈ ∆f(x) < 0, ìpou ∆ kajèna apì aut� ta diast mata. K�tw
apì autèc tic (dÔo) peript¸seic, mporeÐ na prosdiorisjeÐ o tÔpoc thc f , se kajèna apì ta
diast mata ∆, kai h Pollaplasiastik  Arq  ja mac d¸sei, telik�, ìlouc touc {dunatoÔc}
tÔpouc thc f sto R. Ed¸, prokÔptoun, telik�, 4 sunart seic:

f(x) = x, x ∈ R,   f(x) = −x, x ∈ R,   f(x) =

(
−x, x < 0

x, x ≥ 0
  f(x) =

(
x, x < 0

−x, x ≥ 0
.

M�lista, genikeÔontac, e�n h exÐswsh f(x) = 0 èqei ν rÐzec sto R, opìte kai h suneq c f
{diathreÐ prìshmo} se kajèna apì ta prokÔptonta ν + 1 diast mata, oi dunatoÐ tÔpoi thc
sun�rthshc f ja eÐnai 2ν+1. 'Etsi, ìlec oi suneqeÐc sunart seic f : R → R me thn idiìthta
∀x ∈ R f2(x) = 4 eÐnai mìnon 2 (ν = 0), en¸ me thn idiìthta f2(x) = x2(x−3)2 eÐnai 8 (ν = 2).
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Molonìti h telik  ap�nthsh eÐnai swst , o sullogismìc autìc eÐnai lanjasmènoc:
ìpwc exhg same prohgoumènwc, o kajolikìc posodeÐkthc den {epimerÐzetai} sth
di�zeuxh. 'Etsi, to mìno pou mporeÐ na sunaqjeÐ apì thn exÐswsh thc upìjeshc
eÐnai ìti f(R) ⊆ {−1, 2}. O trìpoc pou prèpei, katìpin, na axiopoihjeÐ kai h
upìjesh thc sunèqeiac thc f den eÐnai diìlou tetrimmènoc: e�n upojèsoume ìti
h f den eÐnai stajer , tìte ∃a, b ∈ R

(
f(a) = −1 ∧ f(b) = 2

)
. To je¸rhma

endiamèswn tim¸n tìte, gia th suneq  f , dÐdei ìti f(R) ⊇ [−1, 2]. Tìte, ìmwc,
[−1, 2] ⊆ {−1, 2}, ìper �topo. 'Ara, h f eÐnai, anagkaÐa, stajer  kai ètsi,
pr�gmati, oi mìnec sunart seic pou ikanopoioÔn thn upìjesh eÐnai oi f(x) = −1
kai f(x) = 2.

Tètoiou eÐdouc, p�ntwc, jèmata, ìpou dÐdetai sthn upìjesh mia exÐswsh me
kajolik  isqÔ pou afor� stic timèc k�poiac sun�rthshc kai, sun jwc, zhteÐtai
h eÔresh thc sun�rthshc, kalÔptoun olìklhro to {eÔroc} thc An�lushc. 'Etsi,
ektìc apì to kef�laio thc Sunèqeiac twn sunart sewn, sto opoÐo kai anafèrontai
ta prohgoÔmena, èqoume jèmata apì th stoiqei¸dh jewrÐa twn sunart sewn, ìpwc
kai apì to kef�laio twn Parag¸gwn kai twn Oloklhrwm�twn. Endeiktik�, ja
parousi�soume èna jèma apì k�je kef�laio.

Ac doÔme, gia par�deigma, to ex c jèma apì th stoiqei¸dh jewrÐa twn sunar-
t sewn:

Na prosdiorisjoÔn ìlec oi sunart seic f : R → R me thn idiìthta

f(x)f(y) = xf(x) + yf(x)− xy (E)

gia k�je x, y ∈ R

To {kleidÐ} ed¸ brÐsketai sth suneidhtopoÐhsh tou gegonìtoc ìti, ìtan èqou-
me mia {tautìthta} thc morf c ∀x, y ∈ RF (x, y) = 0, ìpwc eÐnai h parap�nw
(E), tÐpota den empodÐzei na {jèsoume} ìpou y to x, opìte kai prokÔptei xan�
{tautìthta}, dhlad  exÐswsh pou epalhjeÔetai, aut  th for�, gia k�je tim  thc
metablht c x ∈ R. En prokeimènw, h (E) ja gÐnei ∀x ∈ R

(
[f(x) − x]2 = 0

)
⇔

∀x ∈ R
(
f(x) = x

)
. Bèbaia, autì pou èqei, mèqri stigm c, apodeiqjeÐ, eÐnai ìti,

e�n gia mia sun�rthsh f : R → R isqÔei h (E), tìte, anagkaÐa, h sun�rthsh
aut  eÐnai h f(x) = x. Apomènei na exetasjeÐ e�n aut  h sun�rthsh epalhjeÔei,
epiplèon, thn (E), opìte ja eÐnai kai h zhtoÔmenh sun�rthsh. Sthn perÐptws 
mac, toul�qiston, autì isqÔei kai, m�lista, diapist¸netai idiaÐtera eÔkola. Den
eÐnai, ìmwc, exÐsou eÔkolh h suneidhtopoÐhsh tou ìti apaiteÐtai kai h apìdeixh tou
{antistrìfou}, ¸ste na èqei, pr�gmati, brejeÐ h zhtoÔmenh sun�rthsh.

Apì to kef�laio twn parag¸gwn, t¸ra, ac exet�soume to akìloujo jèma:

Na brejeÐ h paragwgÐsimh sun�rthsh f : (0, π) → R, me
f ′(x) sinx− f(x) cos x = −1, gia k�je x ∈ (0, π) kai f(π

2 ) = 0.

Zht mata ìpwc autì an koun, sthn pragmatikìthta, sthn kathgorÐa twn Dia-
forik¸n Exis¸sewn, kai m�lista twn grammik¸n pr¸thc t�xewc31, dhlad  thc
morf c y′ + a(x)y = b(x), ìpou y = f(x) eÐnai h �gnwsth sun�rthsh kai
a(x), b(x) sunart seic tou x. O metasqhmatismìc thc dojeÐsac exÐswshc, me

31An kai to sqolikì biblÐo parèqei to genikì trìpo epÐlushc miac tètoiac exÐswshc, h antÐ-
stoiqh par�grafoc eÐnai ektìc didaktèac Ôlhc.
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kat�llhla teqn�smata, sth morf  ∀x ∈ ∆[F ′(x) = G′(x)], ìpou ∆ di�sthma,
apoteleÐ basikì zhtoÔmeno miac meg�lhc kathgorÐac jem�twn, afoÔ se aut  th
morf  mporeÐ na efarmosjeÐ, katìpin, mia {basik } prìtash32, pou sumperaÐnei
ìti ∃c∀x ∈ ∆(F (x) = G(x) + c). Ac epishmanjeÐ ed¸ h {logik  dom } autoÔ
tou sumper�smatoc: o uparktikìc posodeÐkthc prot�ssetai tou kajolikoÔ (EA
prìtash), gegonìc pou odhgeÐ sthn anexarthsÐa tou c apì ta x. Se antÐjeth
perÐptwsh (dhl. miac AE prìtashc) ja eÐqame ex�rthsh tou c apì thn protèra
epilog  tou x, zht mata sta opoÐa ja gÐnei diexodik  anafor� sta epìmena. P�-
ntwc, ìson afor� sto en lìgw jèma, afoÔ h dojeÐsa metasqhmatisjeÐ (diair¸ntac

kai ta dÔo mèlh me sin2x 6= 0) sthn ∀x ∈ (0, π)[
(

f(x)
sin x

)′
= (cotx)′] kai h efarmog 

thc proanaferjeÐsac prìtashc d¸sei ∃c∀x ∈ (0, π)[f(x) = cos x + c sinx], eÐnai
akrib¸c aut  h logik  thc dom  pou epitrèpei, e�n d¸soume th tim  x = π

2 , na
{broÔme} thn tim  tou c pou afor� ìla ta x (ed¸ c = 0), kai ètsi na p�roume,
telik�, ìti ∀x ∈ (0, π)[f(x) = cos x].

ExÐsou {basik }, ìson afor� sthn antimet¸pish tètoiou eÐdouc jem�twn, je-
wreÐtai kai h efarmog  thc prìtashc33 kat� thn opoÐa e�n ∀x ∈ ∆(F ′(x) = 0),
ìpou ∆ di�sthma, tìte ∃c∀x ∈ ∆(F (x) = c), dhlad  h f eÐnai stajer  sto
∆. Oi parathr seic gia th logik  dom  tou sumper�smatoc eÐnai an�logec twn
prohgoumènwn. 'Etsi, sto z thma

Na brejoÔn oi paragwgÐsimec sunart seic f : R → R, me
(f(x)− ex)(f ′(x)− ex) = 0, gia k�je x ∈ R kai f(0) = 1,

mìlic h dojeÐsa exÐswsh metasqhmatisjeÐ sth morf  ∀x ∈ R(
[
(f(x)− ex)2

]′ = 0),
kai h efarmog  thc prìtashc d¸sei ìti ∃c∀x ∈ R[(f(x)−ex)2 = c], {nomimopoioÔ-
maste} na isquristoÔme ìti to c = 0, pou brÐskoume gia x = 0, isqÔei gia k�je tim 
tou x ∈ R, gegonìc pou mac odhgeÐ sto telikì sumpèrasma ìti f(x) = ex. An�-
loga qrhsimopoieÐtai kai h prìtash ∀x ∈ ∆[F ′(x) = F (x)] ⇒ ∃c∀x ∈ ∆(F (x) =
cex).

AxÐzei, Ðswc, na epishmanjeÐ stic prohgoÔmenec prot�seic ìti autèc proôpo-
jètoun ìti h exÐswsh isqÔei gia k�je tim  tou x se di�sthma. E�n to ∆ den eÐnai
di�sthma, all� ènwsh diasthm�twn, tìte ja mporoÔsan na efarmosjoÔn kat�
diast mata, epifèrontac tic kat�llhlec tropopoi seic twn sumperasm�twn. Gia
par�deigma, h prìtash

∀x ∈ R∗F ′(x) = 0 ⇒ ∃c1∃c2∀x ∈ R∗F (x) =

{
c1, x < 0
c2, x > 0

den eÐnai par� apl , plhn anagkaÐa, prosarmog  thc antÐstoiqhc prìtashc sto R∗.
Tèloc, apì to kef�laio twn Oloklhrwm�twn, ac anafèroume to jèma:

Na brejeÐ h suneq c sun�rthsh f : R → R me thn idiìthta∫ x

0
f(x− y) sin ydy = 0, gia k�je x, y ∈ R.

32h opoÐa kai anafèretai sthn §2.6 thc An�lushc, upì ton tÐtlo {Sunèpeiec tou Jewr matoc
thc Mèshc Tim c} (profan¸c, sta Majhmatik� KateÔjunshc G' LukeÐou).

33briskìmaste p�nta sthn §2.6 Sunèpeiec tou Jewr matoc thc Mèshc Tim c kai, m�lista, h
prohgoÔmenh prìtash apoteleÐ Pìrisma aut c
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'Ena gegonìc, pou mporeÐ na aux�nei to bajmì poluplokìthtac se zht mata me
oloklhr¸mata, eÐnai h parousÐa poll¸n metablht¸n me diaforetikì status. 'Etsi,
eÐnai ousi¸dhc o entopismìc thc {metablht c olokl rwshc} se kajèna olokl -
rwma kai h di�krish twn rìlwn twn diafìrwn metablht¸n pou emfanÐzontai sthn
exÐswsh. Sto en lìgw z thma, prèpei oi majhtèc na eÐnai se jèsh na katano -
soun ìti to x èqei rìlo {stajer�c} gia to olokl rwma, ìmwc h parousÐa tou sto
ìrisma thc f mac empodÐzei na jewr soume to pr¸to mèloc thc dojeÐsac wc para-
gwgÐsimh thc morf c G(x) =

∫ x
0 F (y)dy. Gi> autì to lìgo kai proqwroÔme sthn

antikat�stash x− y = t, pou ja metatrèyei th metablht  olokl rwshc apì y se
t, apodesmeÔontac tautìqrona th stajer� x apì to ìrisma thc f . 'Etsi, h dojeÐsa

ja gÐnei
∫ 0
x f(t) sin(x−t)(−dt) = 0 kai met� tic pr�xeic sto hmÐtono thc diafor�c,

me stìqo p�nta thn emf�nish sunart sewn thc morf c G(x) =
∫ x
0 F (y)dy, ja ka-

tal xoume, isodÔnama, sthn ∀x ∈ R[sinx
∫ x
0 f(t) cos tdt = cos x

∫ x
0 f(t) sin tdt].

T¸ra eÐmaste se jèsh na paragwgÐsoume aut  th sqèsh wc proc x, ìpwc kai
th sqèsh pou ja prokÔyei apì aut  thn parag¸gish, na thn paragwgÐsoume kai
p�li wc proc x. Telik�, diagr�fontac touc koinoÔc prosjetèouc apì ta dÔo
mèlh twn exis¸sewn pou prokÔptoun, paÐrnoume ìti, anagkaÐa, ja eÐnai ∀x ∈ R
(f(x) cos2 x = −f(x) sin2 x), ap> ìpou, met� kai apì ton èlegqo ìti aut , epiplè-
on, ikanopoieÐ th sunj kh thc upìjeshc, brÐskoume ìti h zhtoÔmenh sun�rthsh
eÐnai h f(x) = 0, dhlad  h mhdenik  sun�rthsh.

KleÐnontac thn anafor� aut  se jèmata ìpou dÐdetai sthn upìjesh h isqÔc
miac sqèshc gia k�je tim  miac metablht c x kai h axiopoÐhsh tou kajolikoÔ
posodeÐkth se aut n eÐnai idiaÐtera krÐsimh gia thn epÐlus  touc, ja  tan par�-
leiyh na mhn anaferjoÔme kai se mÐa akìmh {kathgorÐa} jem�twn. Aut� apaitoÔn
èna diaforetikì trìpo axiopoÐhshc tou kajolikoÔ posodeÐkth kai sunant¸ntai
arket� suqn�, akìmh kai stic ejnikoÔ epipèdou telikèc graptèc exet�seic thc G'
LukeÐou. Prìkeitai gia jèmata pou dÐdetai sthn upìjesh ìti isqÔei mia anisotik 
sqèsh gia k�je tim  miac metablht c x, h opoÐa, metasqhmatizìmenh sth morf 
f(x) ≥ 0 kai sto bajmì pou anagnwrisjeÐ ìti 0 = f(x0), prèpei na katanohjeÐ wc
{apokalÔptousa} to gegonìc ìti mia paragwgÐsimh sun�rthsh f emfanÐzei sto
eswterikì shmeÐo tou pedÐou orismoÔ thc x0 topikì el�qisto (antÐstoiqa, kai gia
topikì mègisto) kai, �ra, efarmìzei to Je¸rhma Fermat34! Apì aut  thn, en pol-
loÐc, aprosdìkhth axiopoÐhsh thc upìjeshc, ¸ste na sunaqjeÐ ìti f ′(x0) = 0,
mporeÐ na prokÔyoun endiafèronta apotelèsmata, ìpwc o prosdiorismìc k�poiwn
paramètrwn. Ac exet�soume to z thma:

An gia k�je x > 0 eÐnai ax ≥ xa, na apodeiqjeÐ ìti a = e (0 < a 6= 1).

E�n antilhfjoÔme ìti h dojeÐsa kajorÐzei ìti h sun�rthsh f(x) = ax − xa,
x > 0, emfanÐzei sto a el�qisto (afoÔ ∀x > 0[f(x) ≥ f(a)]) kai efarmìsoume to
Je¸rhma Fermat, to zhtoÔmeno ja prokÔyei �mesa apì thn f ′(a) = 0.

34H prìtash, pou eÐnai gnwst  wc Je¸rhma tou Fermat, eÐnai h ex c:

'Estw mia sun�rthsh f orismènh s> èna di�sthma ∆ kai x0 èna eswterikì shmeÐo
tou ∆. An h f parousi�zei topikì akrìtato sto x0 kai eÐnai paragwgÐsimh sto
shmeÐo autì, tìte f ′(x0) = 0.
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2.7 Uparktikìc PosodeÐkthc se sumper�smata

Se antidiastol  me ta prohgoÔmena jèmata, ìpou dÐdetai h kajolik  isqÔc miac
{sunarthsiak c} exÐswshc kai, sun jwc, zhteÐtai h eÔresh thc sun�rthshc pou
thn ikanopoieÐ, ja anaferjoÔme ed¸ se jèmata pou ta qarakthrÐzei h parousÐa
enìc uparktikoÔ posodeÐkth sto zhtoÔmenì touc. Prìkeitai, kÔria, gia efarmogèc
twn basik¸n Jewrhm�twn thc An�lushc, ìpwc tou Jewr matoc Bolzano   tou
Jewr matoc Endiamèswn Tim¸n, apì to kef�laio thc Sunèqeiac, all� kai tou
Jewr matoc Rolle   tou Jewr matoc Mèshc Tim c, apì to kef�laio twn Para-
g¸gwn. Ex�llou, to sumpèrasma ìlwn aut¸n twn Jewrhm�twn ekfr�zetai me th
qr sh enìc uparktikoÔ posodeÐkth. Ac exet�soume èna {klasikì} jèma aut c
thc kathgorÐac:

DÐnetai h sun�rthsh f h opoÐa eÐnai suneq c sto [α, β], me α > 0. Na
apodeÐxete ìti up�rqei toul�qiston èna ξ ∈ (α, β) tètoio ¸ste

f(ξ)
ξ

=
α

α− ξ
+

β

β − ξ

Oi majhtèc anamènetai na anagnwrÐsoun sth logik  dom  tou sumper�smatoc ìti
autì eÐnai thc morf c ∃ξ(F (ξ) = 0), dhlad , k�ti pou mporeÐ na prokÔyei me
efarmog  twn proanaferjèntwn jewrhm�twn se kat�llhlh sun�rthsh F (x). Gia
to lìgo autì, arqik� ja epiqeir soun na dokim�soun thn efarmog  tou Jew-

r matoc Bolzano sthn G(x) = f(x)
x − α

α−x −
β

β−x , kai sto di�sthma [α, β]. E-
peid  ìmwc aut  den orÐzetai sta α, β, ja odhghjoÔn sthn enallaktik  morf 

F (x) = f(x)
x (α − x)(β − x) − α(β − x) − β(α − x), x ∈ [α, β], pou prokÔptei

apì th sqèsh thc apodeiktèac, me apaloif  twn {ènoqwn} paronomast¸n. Ka-
tìpin, pr�gmati, h efarmog  tou Jewr matoc Bolzano se aut n, ja d¸sei �mesa
to zhtoÔmeno. Ac epishmanjeÐ to pìso xek�jarh prèpei na eÐnai h parousÐa tou
posodeÐkth gia na gÐnei efiktìc o prohgoÔmenoc sullogismìc: prokeimènou na
apodeÐxoume ìti ∃ξ(F (ξ) = 0), ergazìmaste me thn ∀xF (x). Parìmoia antimet¸-
pish apaiteÐ kai to z thma:

Na apodeÐxete ìti h exÐswsh 4x3 + 3(a − 1)x2 + 2βx = a + β, me
a, β ∈ R, èqei mÐa toul�qiston rÐza sto di�sthma (0, 1).

H diafor� me thn prohgoÔmenh lÔsh eÐnai ìti, aut  th for�, h prosp�jeia efar-
mog c tou Jewr matoc Bolzano gia th sun�rthsh f(x) = 4x3 + 3(a − 1)x2 +
2βx − a − β, sto di�sthma [0, 1], {nauageÐ} sthn adunamÐa prosdiorismoÔ tou
pros mou f(0)f(1). H sun�rthsh, ìmwc, F (x) = x4 +(a−1)x3 +βx2−(a+β)x,
gia thn opoÐa F ′(x) = f(x), kai h efarmog  se aut n tou Jewr matoc tou Rolle
sto [0, 1] dÐnei, �mesa, to zhtoÔmeno apotèlesma.

Ex�llou, poll� apì ta jèmata pou sunant¸ntai sto kef�laio twn Parag¸-
gwn, zhtoÔn thn apìdeixh ìti mia exÐswsh, pou telik� paÐrnei p�nta th morf 
f(x) = 0,

eÐte èqei mia toul�qiston rÐza ( , toul�qiston k rÐzec, k ∈ N∗),

eÐte ìti èqei to polÔ mÐa rÐza ( , k rÐzec),
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eÐte ìti èqei akrib¸c mÐa rÐza (  k rÐzec),

se k�poio di�sthma, ìroi pou, ìpwc èqei  dh epishmanjeÐ, èqoun mia idiaÐterh du-
skolÐa na gÐnoun katanohtoÐ apì touc majhtèc. 'Oson afor� de sthn antimet¸pis 
touc, ektìc twn proanaferjèntwn, na shmeiwjeÐ mÐa akìmh mèjodoc, pou afor�
sthn perÐptwsh thc Ôparxhc to polÔ k riz¸n se k�poio di�sthma. SÔmfwna me
aut n, h upìjesh Ôparxhc k +1 riz¸n gia thn f , kai h efarmog  tou Jewr matoc
tou Rolle sta diast mata pou autèc orÐzoun, odhgeÐ sto sumpèrasma thc Ôparxhc
k riz¸n gia thn f ′. E�n autì den eÐnai �topo, lìgw thc sugkekrimènhc f ′, o
Ðdioc sullogismìc mporeÐ na efarmosjeÐ diadoqik� gia tic f ′, f ′′, k.o.k., èwc ìtou
prokÔyei �topo. Opwsd pote, h exoikeÐwsh me thn ènnoia tou uparktikoÔ poso-
deÐkth kai h katanìhsh ìti h �rnhsh thc Ôparxhc to polÔ k riz¸n isodunameÐ me
thn Ôparxh toul�qiston k + 1, brÐskontai sth {b�sh} enìc tètoiou sullogismoÔ.

Mia akìmh prìsforh mèjodoc antimet¸pishc tètoiou eÐdouc zhthm�twn sunÐ-
statai sth {melèth} thc kat�llhlhc sun�rthshc f . H gn¸sh thc {sumperifor�c}
twn tim¸n thc, pou parèqei h eÔresh thc monotonÐac, endeqomènwc kat� diast -
mata, se olìklhro to eÔroc tou pedÐou orismoÔ thc kai twn tim¸n thc (  kai
twn orÐwn touc, e�n aut� eÐnai anoikt�) sta �kra aut¸n twn diasthm�twn, odhgeÐ
sthn �mesh ap�nthsh twn erwthm�twn. 'Etsi, poll� jèmata epÐlushc {perÐer-
gwn}, qwrÐc idiaÐterh mèjodo antimet¸pishc, exis¸sewn, an�gontai sth melèth
kat�llhlhc sun�rthshc. 'Opwc, gia par�deigma, h exÐswsh 2x + 3x = 5x, pou
afenìc h parat rhsh ìti h x = 1 eÐnai lÔsh thc, �ra up�rqei toul�qiston mÐa
rÐza thc antÐstoiqhc sun�rthshc sto R, afetèrou to gegonìc ìti h sun�rthsh
f(x) = (2

5)x+(3
5)x−1 eÐnai gnhsÐwc fjÐnousa sto R, �ra up�rqei to polÔ mÐa rÐza

thc sto R, arkoÔn gia thn epÐlus  thc. OmoÐwc, kai gia apìdeixh anisot twn pou
isqÔoun gia k�je tim  tou x se k�poio di�sthma (  ènwsh diasthm�twn). 'Etsi,
gia na apodeiqjeÐ ìti gia k�je x > 0 isqÔei 6x2 lnx+6x ≤ 2x3 +3x2 +1, arkeÐ h
eÔresh thc monotonÐac thc f(x) = 6x2 lnx+6x−2x3−3x2−1. Mìlic deiqjeÐ ìti
h f eÐnai gnhsÐwc aÔxousa sto (0, 1] kai gnhsÐwc fjÐnousa sto [1,+∞), opìte
f(x) ≤ f(1) = 0, eÐnai pia eÔkolo35 to zhtoÔmeno sumpèrasma.

Telei¸nontac thn anafor� mac stic duskolÐec pou mporeÐ na sqetÐzontai me
thn parousÐa uparktikoÔ posodeÐkth sto sumpèrasma miac apodeiktèac sunepa-
gwg c, axÐzei na shmei¸soume ìti to {pedÐo} emf�nishc tètoiwn problhm�twn
den periorÐzetai aparaÐthta sthn {proqwrhmènh} Ôlh thc teleutaÐac t�xhc, ìpwc
sumbaÐnei me ta jèmata pou exet�same prohgoumènwc. ApenantÐac, akìmh kai se
polÔ pio stoiqei¸deic peript¸seic, ìpwc, gia par�deigma, apì to kef�laio thc
stoiqei¸douc JewrÐac Arijm¸n, mporeÐ na èqoume tètoiou eÐdouc duskolÐec. Ac
exet�soume, antiproswpeutik�, thn �skhsh36:

E�n 11|(a + 2) kai 11|(35− β), na apodeÐxete ìti 11|(a + β)

Ed¸ oi majhtèc prèpei na eÐnai se jèsh, afoÔ ermhneÔsoun, sÔmfwna me ton orismì
thc diairetìthtac dÔo akeraÐwn, thn upìjesh wc: ∃k(a+2 = 11k) kai ∃k(35−β =

35bèbaia, gia ton prosdiorismì twn pros mwn twn parag¸gwn thc f ja qreiasjeÐ èwc kai h
eÔresh pros mou thc f ′′′(x) = 12( 1

x
− 1).

36H stoiqei¸dhc JewrÐa Arijm¸n did�sketai sto teleutaÐo kef�laio twn Majhmatik¸n Ka-
teÔjunshc thc B' LukeÐou kai, m�lista, brÐsketai, toul�qiston kat� èna mèroc, entìc thc
didaktèac Ôlhc. H �skhsh pou parousi�zetai ed¸ eÐnai h �skhsh 3 thc A' om�dac sthn §4.3,
pou anafèretai sth Diairetìthta.
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11k), na mporèsoun na sumper�noun37 ìti a + 2 = 11µ kai 35 − β = 11ν, gia
k�poiouc µ, ν ∈ Z. Katìpin, lÔnontac autèc wc proc a kai β kai prosjètontac
kat� mèlh, na katal xoun sto sumpèrasma ìti a + β = 11(µ − ν + 3). Aut 
th for�, ìmwc, prèpei na akolouj soun èna eÐdoc {antÐstrofhc} diadikasÐac38,
prokeimènou na antilhfjoun ìti apì thn teleutaÐa sun�getai ìti: ∃ρ(a+β = 11ρ),
to opoÐo kai odhgeÐ sto zhtoÔmeno sumpèrasma. H epituq c diekperaÐwsh aut¸n
twn sullogism¸n proôpojètei, asfal¸c, mia baji� katanìhsh thc ènnoiac tou
uparktikoÔ posodeÐkth.

2.8 PosodeÐktec kai Majhmatik  Epagwg 

Mia apì tic apodeiktikèc diadikasÐec pou, adiamfisb thta, dhmiourgeÐ shmantikèc
duskolÐec katanìhshc stouc majhtèc eÐnai aut  thc Majhmatik c Epagwg c. Kai
se aut  thn perÐptwsh, h parousÐa posodeikt¸n gia th diatÔpwsh thc sqetik c
prìtashc eÐnai aparaÐthth:[

P (1) ∧ ∀n[P (n) ⇒ P (n + 1)]
]
⇒ ∀nP (n)

 , lektik�, ìpwc ex�llou sunhjÐzetai:

'Estw mia prìtash P (n) pou anafèretai stouc jetikoÔc akeraÐouc.
E�n (i) h prìtash alhjeÔei gia n = 1, dhlad  P (1) eÐnai alhj c,
kai (ii) h al jeia thc P (n) sunep�getai thn al jeia thc P (n + 1)
gia k�je n, tìte sumperaÐnoume ìti h P (n) alhjeÔei gia k�je jetikì
akèraio n.

Prìkeitai gia èna akìmh kef�laio thc Ôlhc tou AnalutikoÔ Progr�mmatoc pou
dokim�sthkan di�forec ekdoqèc wc proc to pìte kai e�n prèpei na did�sketai39,
gegonìc pou apotup¸nei tic meg�lec duskolÐec katanìhshc pou emf�nizan apèna-
ntÐ tou oi majhtèc. To kef�laio thc Majhmatik c Epagwg c apoteleÐ, apì mìno
tou, antikeÐmeno melèthc, all� kai arket¸n dhmosieÔsewn, sta plaÐsia thc Di-
daktik c twn Majhmatik¸n, ed¸ ìmwc ja exetasjeÐ, en suntomÐa, upì to prÐsma
thc an�deixhc twn duskoli¸n katanìhshc pou aporrèoun apì th logik  dom  thc
prìtashc kai thn, ousiastik  se aut n, parousÐa tou kajolikoÔ posodeÐkth.

Kat> arq n prèpei, Ðswc, na epishmanjeÐ ìti h majhmatik  epagwg , par� thn
onomasÐa thc kai th qr sh tou ìrou epagwg  se aut n, apoteleÐ mia austhr  pa-
ragwgik  mèjodo apìdeixhc. H b�sh {nomimopoÐhs c} thc brÐsketai sthn idiìthta

37sÔmfwna kai me ton kanìna thc Uparktik c SugkekrimenopoÐhshc, pou anafèretai se e-
pìmenh par�grafo me tÐtlo {PosodeÐktec kai glwssikèc sumb�seic}. Ac epishmanjeÐ h qr sh
dÔo diaforetik¸n gramm�twn µ, ν, ìpwc kai o sqetikìc periorismìc epit�ssei. E�n autìc
de lambanìtan upìyh, ja {apodeiknuìtan}, afair¸ntac tic en lìgw exis¸seic kat� mèlh, ìti
a + β = 33!

38prìkeitai gia ton kanìna thc Uparktik c GenÐkeushc, ìpwc ja doÔme sta epìmena.
39apì thn A' LukeÐou, ìpou didaskìtan sth {geni�} twn sqolik¸n biblÐwn prin to 1990

(m�lista apoteloÔse thn teleutaÐa par�grafo tou 1ou kefalaÐou thc 'Algebrac, upì ton tÐtlo
{StoiqeÐa apì th Majhmatik  Logik  kai efarmogèc}), metafèrjhke, ìtan aut� �llaxan, sth
B' LukeÐou, all� sth jèsh enìc Parart matoc, sto tèloc tou biblÐou (me stìqo na didaqjeÐ,
kurÐwc, sthn G' t�xh), gia na apokt sei, apì to 1998, thn paroÔsa jèsh tou sta Majhmatik�
KateÔjunshc thc B' LukeÐou (wc h pr¸th par�grafoc tou kefalaÐou thc JewrÐac Arijm¸n).
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pou èqoun oi FusikoÐ ArijmoÐ na {par�gontai}, sto sÔnolì touc, metabaÐnontac
apì ton kajèna ston {epìmenì} tou kai xekin¸ntac apì th mon�da, kai diatup¸-
jhke austhr� wc axÐwma apì ton Peano. M�lista, eÐnai idiaÐtera sunhjismènh,
kat� th didaskalÐa, h diatÔpwsh diafìrwn {mhqanik¸n analìgwn}, ìpwc autì
thc seir�c ntìmino,   molubèniwn stratiwt¸n,   twn diadoqik¸n skali¸n miac
sk�lac,   kai bagoni¸n enìc traÐnou, prokeimènou na gÐnei antilhptìc o trìpoc
pou aut  h mèjodoc apodeiknÔei thn al jeia thc zhtoÔmenhc prìtashc. Kai en¸
kanènac, bèbaia, majht c de faÐnetai na èqei enst�seic gia to gegonìc ìti, upì tic
proôpojèseic pou tÐjentai, {ìla ta ntìmino ja pèsoun},   {ìla ta bagìnia tou
traÐnou ja anaqwr soun}, ta pr�gmata all�zoun dramatik� kat� th met�bash se
majhmatikì plaÐsio kai sthn ek�stote prìtash P (n).

'Ena pr¸to jèma pou prèpei na epishmanjeÐ, ìqi ìmwc kai to plèon shmantikì,
eÐnai ìti h zhtoÔmenh apìdeixh thc P (n) èqei dÔo sustatik�: apì aut�, to pr¸to
eÐnai h apìdeixh thc al jeiac thc gia n = 1. Sun jwc, h diatÔpwsh thc prìtashc
P (1) eÐnai arket  gia th diapÐstwsh thc al jeiac thc kai, ètsi, h megalÔterh
duskolÐa ep> autoÔ eÐnai na peisjoÔn oi majhtèc ìti den eÐnai èna perittì   tupikì
b ma sthn ìlh diadikasÐa, all� epib�lletai apì ousiastikoÔc lìgouc. Ed¸, h epi-
str�teush k�poiwn paradìxwn, pou h {apìdeix } touc ofeÐletai sthn par�bleyh
elègqou thc al jeiac thc P (1), sun jwc arkeÐ gia na xeperasjeÐ to prìblhma.
Gia par�deigma, mporeÐ na {apodeiqjeÐ} k�llista, qwrÐc bèbaia to {perittì} pr¸-
to b ma, ìti {alhjeÔei} h prìtash P (ν) : 1 + 2 + · · ·+ ν = 1

8(2ν + 1)2, en¸ sthn
pragmatikìthta autì pou alhjeÔei eÐnai ìti: ∀ν ∈ N∗[1+2+ · · ·+ν < 1

8(2ν +1)2]
(Apostol, 1962). 'Opwc kai to akìloujo glafurì par�deigma tou G. Polya, pou
to sunodeÔei me thn parat rhsh ìti pijanìn o anagn¸sthc na jèlei na exakrib¸sei
p¸c èqoun ta pr�gmata kai peiramatik¸c. . .

Prìtash. 'Estw T èna sÔnolo apì n xanj� korÐtsia. An èna
toul�qiston apì ta korÐtsia èqei galan� m�tia, tìte kai ta n korÐtsia
èqoun galan� m�tia.

Apìdeixh. H prìtash eÐnai faner  gia n = 1. To b ma apì k se
k + 1 mporeÐ na parastajeÐ apì th met�bash apì n = 3 se n = 4.
Ac upojèsoume, loipìn, ìti h prìtash alhjeÔei gia n = 3 kai ac
onom�soume G1, G2, G3, G4 tèssera xanj� korÐtsia, apì ta opoÐa to
èna toul�qiston, l.q. to G1, èqei galan� m�tia. JewroÔme to sÔnolo
T ′ apì ta korÐtsia G1, G2 kai G3 kai basizìmenoi sto ìti h prìtash
alhjeÔei gia n = 3, sumperaÐnoume ìti ta G2 kai G3 èqoun epÐshc
galan� m�tia. Me ton Ðdio sullogismì brÐskoume ìti to korÐtsi G4

apì to sÔnolo {G1, G2, G4} èqei epÐshc galan� m�tia; kai ta tèssera
�ra korÐtsia èqoun galan� m�tia. 'Omoioi sullogismoÐ mac epitrèpoun
th met�bash apì k se k + 1, genikìtera.

Pìrisma. 'Ola ta xanj� korÐtsia èqoun galan� m�tia.

Apìdeixh. AfoÔ up�rqei èna toul�qiston korÐtsi me galan� m�tia,
mporoÔme na efarmìsoume thn prohgoÔmenh prìtash sto sÔnolo pou
apoteleÐtai apì ìla ta xanj� korÐtsia.

Ta probl mata katanìhshc, ìmwc, pou dhmiourgeÐ to deÔtero sustatikì thc
apìdeixhc den eÐnai tìso apl�. 'Ena pr¸to z thma prokÔptei me to {qeirismì}
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tou kajolikoÔ posodeÐkth40. O trìpoc me ton opoÐo {eis�getai} se mÐa prìtash,
ìtan prèpei na apodeiqjeÐ ìti ∀xF (x), eÐnai mèsw thc je¸rhshc enìc pragmatik�
tuqaÐou stoiqeÐou (generic element) a, apì to sÔnolo pou diatrèqei h desmeumènh
apì ton kajolikì posodeÐkth metablht  x, sth jèsh tou opoÐou ja mporoÔse na
brÐsketai opoiod pote stoiqeÐo tou en lìgw sunìlou. ApodeiknÔetai, katìpin, ìti
alhjeÔei h F (a) kai, ètsi, sun�getai h al jeia thc zhtoÔmenhc ∀xF (x) (Universal
Generalization). To krÐsimo shmeÐo, pou epitrèpei mia tètoia genÐkeush tou tÔpou
F (a) ⇒ ∀xF (x), brÐsketai ston èlegqo ìti to tuqìn a eÐnai ìntwc tuqaÐo (sugke-
krimèno all� aujaÐreto): na mhn upìkeitai se kanènan periorismì kai na mporeÐ,
pr�gmati, na antiproswpeÔsei k�je stoiqeÐo tou sunìlou. Sthn prokeimènh perÐ-
ptwsh, ìtan upotÐjetai h al jeia thc P (ν), o ν lamb�netai wc ènac tuqaÐoc, �ra
o opoiosd pote, fusikìc arijmìc.

Ed¸, ìmwc, brÐsketai kai to shmeÐo pou, polÔ suqn�, prokaleÐ meg�lh sÔgqu-
sh. 'Etsi, h majhmatik  epagwg  jewreÐtai apì arketoÔc majhtèc wc41{h mèjodoc
sthn opoÐa upojèteic autì pou prèpei na apodeÐxeic kai, katìpin, to apodeiknÔ-
eic}, kaj¸c, epÐshc, kai ìti42{èqei mia Ôpopth omoiìthta me to na upojèteic autì
pou prèpei na apodeÐxeic}. Ex�llou, ap> ìti faÐnetai me thn pr¸th mati�, upojètei
kaneÐc thn P (ν), proqwr� se mia, lÐgo � polÔ perÐplokh, diadikasÐa, gia na kata-
l xei isqurizìmenoc ìti apèdeixe thn P (ν)! K�ti tètoio ìmwc, ìpwc sÐgoura ja
èqei tonisjeÐ se �llec eukairÐec, den epitrèpetai. Bèbaia, mia parìmoia antÐlhyh
gia thn akoloujoÔmenh apodeiktik  diadikasÐa faner¸nei ìti o majht c den èqei
katano sei oÔte th dom  tou sullogismoÔ oÔte thn ènnoia thc sunepagwg c, h
opoÐa kai emplèketai ed¸ ousiwd¸c: ìtan kaneÐc upojètei thn P (ν), to zhtoÔmeno
eÐnai, mìno, na apodeÐxei thn P (ν + 1). 'Otan de autì ja èqei plèon sumbeÐ, tìte
eÐnai pou, apì autì akrib¸c to gegonìc, all� kai thn, kajìlou peritt , isqÔ thc
P (1), ja mporèsei, katìpin, na sumper�nei thn isqÔ thc P (ν) gia k�je fusikì
arijmì ν. Rhtèc exhg seic gia to poia eÐnai k�je for�, se k�je mia apì tic dÔo,
sunolik�, sunepagwgèc pou emfanÐzontai, h upìjesh kai poio to zhtoÔmeno su-
mpèrasma ja mporoÔsan na apotrèyoun thn emf�nish miac tètoiac parex ghshc.
Autèc oi exhg seic, bèbaia, ja uperbaÐnoun to {suntaktikì} epÐpedo thc di�rjrw-
shc twn bhm�twn pou sunistoÔn mia swst  epagwgik  apìdeixh kai ja kinoÔntai
sth {shmasiologik } kateÔjunsh epex ghshc thc Ðdiac thc mejìdou kai thc nomi-
mopoÐhs c thc. 'Ena tèqnasma, pou, pollèc forèc, qrhsimopoieÐtai sqetik�, eÐnai
h èkfrash thc Arq c thc Majhmatik c Epagwg c me qr sh dÔo metablht¸n, tou
tÔpou:

E�n h P (1) alhjeÔei, kai e�n, gia k�je k, h P (k) sunep�getai thn
P (k + 1), tìte alhjeÔei, gia k�je n, h P (n).

Se aut  th morf  h metablht  k entopÐzetai sto {epagwgikì b ma}, k�ti pou,
Ðswc, k�nei perissìtero katanohtì to gegonìc ìti h epagwgik  upìjesh thc

40M�lista, o C. Brumfiel, apì to 1974  dh, dhl¸nei kathgorhmatik�: { eÐmai pepeismènoc ìti
h kÔria phg  sÔgqushc sqetik� me thn epagwg  eÐnai ìti oi majhtèc den katanooÔn to rìlo tou
posodeÐkth . . . } (sto �rjro tou A Note on Mathematical Induction, Mathematics Teacher
67, 7.)

41ìpwc anafèretai (sel. 85) apì touc P. R. Baxandall, W. S. Brown, G. St. C. Rose kai
F. R. Watson sto Proof in Mathematics, 1978, Institute of Education, University of Keele.

42ìpwc anafèrei (sel. 13) o G. Bell sto �rjro tou The Teaching of Algebra in Sixth Forms
pou dhmosieÔjhke to 1957, sto Mathematical Association, London.
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isqÔoc thc P (ν) afor� mìno sto {eswterikì} tou {epagwgikoÔ b matoc} thc
apìdeixhc, katapolem¸ntac, ètsi, thn par�stash {kuklikìthtac} pou pijanìn
dhmiourgeÐtai. EpÐshc, epitrèpei th diatÔpwsh prot�sewn, ìpwc: {upojètoume
ìti h prìtash isqÔei gia ν = k kai ja deÐxoume ìti isqÔei kai gia ν = k + 1}, pou
faÐnetai ìti sumb�lloun sthn aposaf nish twn energei¸n mac (Ernest, 1984).

Tèloc, mia suz thsh gia th Majhmatik  Epagwg  me touc majhtèc de ja
 tan, sÐgoura, pl rhc, e�n de dièkrine thn apodeiktik  aut  mèjodo apì thn eure-
tik  mèjodo thc epagwg c: h teleutaÐa mporeÐ na eÐnai polÔtimh sthn prosp�jeia
exeÔreshc {protÔpwn} kai nìmwn pou dièpoun ìla ta stoiqeÐa enìc upì suz thsh
sunìlou, eÐnai ìmwc, tautìqrona, kai periorismènh sth diatÔpwsh twn sqetik¸n
prot�sewn mìno upì morf  eikasi¸n. 'Etsi, ìsec {eidikèc} peript¸seic kai na
epibebai¸soun thn al jeia miac F (x), autèc potè de ja eÐnai arketèc gia na be-
bai¸soun kai ìti ∀xF (x), k�ti pou apaiteÐ thn prosfug  mac se {an¸terec} kai
pio isqurèc, ènanti twn empeirik¸n, diergasÐec. Ex�llou, h genÐkeush pou sthrÐze-
tai apokleistik� sthn parat rhsh eÐnai episfal c: gia par�deigma, to polu¸numo
n2−n+41 {faÐnetai} na par�gei pr¸touc arijmoÔc, gia k�je tim  tou n, eikasÐa
pou, telik�, diayeÔdetai, ìqi ìmwc {nwrÐtera} apì th tim  n = 41. EpÐshc, h
èkjesh kai �llwn morf¸n thc epagwg c, ìpwc

antÐ thc P (1) na èqoume, wc pr¸to b ma thc epagwgik c apìdeixhc, thn P (λ),
gia k�poion fusikì arijmì λ,

antÐ thc ∀n[P (n) ⇒ P (n+1)] na èqoume thn ∀n[P (n−1) ⇒ P (n)],   akìmh kai
thn ∀n[P (n) ⇒ P (n+2)], h opoÐa den eÐnai, bèbaia, isodÔnamh thc arqik c,

antÐ thc upìjeshc ìti alhjeÔei mìnon h P (ν), sto {epagwgikì b ma}, na èqw
thn upìjesh ìti alhjeÔoun ìlec oi P (1), P (2),. . . ,P (ν) (pl rhc epagwg ),

antÐ thc {klassik c} morf c pou ektèjhke, h ekdoq :[[
P (1) ∧ P (2)

]
∧ ∀n

[
(P (n) ∧ P (n + 1)) ⇒ P (n + 2)

]]
⇒ ∀nP (n)

kai h sqetik  ep> aut¸n suz thsh, ja sunèballe sthn emb�junsh sthn {ousÐa}
aut c thc apodeiktik c mejìdou, mèsw thc diereÔnhshc tou {idiaÐterou trìpou}
pou aut  eis�gei gia thn telik  bebaÐwsh thc al jeiac thc ∀νP (ν) kai tou e�n
kai se poio bajmì oi proôpojèseic pou autìc o trìpoc jètei plhroÔntai.

2.9 PosodeÐktec kai glwssikèc sumb�seic

'Otan kaneÐc {k�nei Majhmatik�} eÐnai bèbaio ìti ja antimetwpÐsei to prìblhma
thc gl¸ssac, tou trìpou, dhlad , èkfrashc, all� kai epikoinwnÐac me �llouc
anjr¸pouc pou ofeÐloun na miloÔn thn Ðdia gl¸ssa, twn nohm�twn kai ennoi¸n
pou anakÔptoun. Basikì aÐthma thc qrhsimopoioÔmenhc gl¸ssac eÐnai h apìluth
saf neia kai akrÐbeia twn nohm�twn pou {metafèrei}; kamÐa amfibolÐa   amfi-
shmÐa wc proc to {perieqìmeno}, to ti akrib¸c ennoeÐtai, th shmasÐa k�poiac
sugkekrimènhc èkfrashc den mporeÐ na gÐnei anekt  sta plaÐsia aut c thc gl¸s-
sac twn Majhmatik¸n. 'Etsi, eÐnai anagkaÐo aut  na gÐnei antikeÐmeno melèthc,
¸ste na kajoristoÔn oi {sumb�seic} ekeÐnec pou ja epitrèyoun th leitourgÐa thc

55



me autèc tic prodiagrafèc. O pl rhc kajorismìc thc monos manthc antistoiqÐac
an�mesa stic qrhsimopoioÔmenec ekfr�seic kai ta no mat� touc, tou suntaktikoÔ
me to shmasiologikì epÐpedo twn Majhmatik¸n, sunist� mia apì tic basikìterec
leitourgikèc proôpojèseic touc.

E�n, p�ntwc, oi qrhsimopoioÔmenec, sta plaÐsia aut c thc gl¸ssac, sumb�seic
den èqoun pl rwc kai rht� {sumfwnhjeÐ} me touc majhtèc, eÐnai bèbaio ìti poll�
apì ta probl mata katanìhshc pou, pijanìn, ja emfanÐzontai ìtan {k�noume}
mazÐ touc Majhmatik�, ja ofeÐlontai se adunamÐa epikoinwnÐac. Gia par�deigma,
o trìpoc pou qrhsimopoieÐtai, sta plaÐsia twn Majhmatik¸n, h di�zeuxh   h sÔ-
zeuxh prot�sewn, all� kai oi upìloipoi logikoÐ sÔndesmoi thc sunepagwg c, thc
isodunamÐac,   thc �rnhshc, eÐnai zht mata pou eÐnai anagkaÐo na epishmanjoÔn
rht� stouc majhtèc, ìqi bèbaia mèsa apì mia afairetikoÔ qarakt ra prosèggi-
sh, all� me qr sh kat�llhlwn paradeigm�twn pou ja anadeiknÔoun to akribèc
nìhm� touc. Autì to nìhma, ìmwc, prèpei na apotelèsei antikeÐmeno suz thshc
kai epis manshc kai ìqi na {afejeÐ} wc fusikì sumpèrasma sta plaÐsia k�poiwn
uponooÔmenwn sumfwni¸n, perÐpou ìpwc sumbaÐnei kai me pollèc ptuqèc thc qr -
shc thc kajhmerin c gl¸ssac,   kai thc koinwnik c sumperifor�c twn majht¸n.
Ex�llou, to tÐmhma thc akrÐbeiac, pou eÐnai basik  prodiagraf  thc gl¸ssac twn
Majhmatik¸n, eÐnai o periorismìc tou no matoc, k�ti pou den isqÔei sto perib�l-
lon thc kajhmerin c epikoinwnÐac. 'Etsi, ja  tan riyokÐnduno na {metafèroume}
ènan trìpo m�jhshc apì to sÔnhjec perib�llon thc kajhmerinìthtac, ìpou mporeÐ
na leitourgeÐ me epituqÐa, sto perib�llon twn Majhmatikwn.

H an�gkh, loipìn, rht c {sumfwnÐac} p�nw se zht mata gl¸ssac, prokei-
mènou na diasfalisjeÐ ìti h epikoinwnÐa de ja apotÔqei exaitÐac thc, upagoreÔei
thn prosèggish miac endeleqoÔc kai emperistatwmènhc parousÐashc kai diaprag-
m�teushc me touc majhtèc miac seir�c zhthm�twn, pou èqoun  dh anadeiqjeÐ sthn
paroÔsa suz thsh sqetik� me thn parousÐa twn posodeikt¸n sthn Ôlh thc Deute-
rob�jmiac EkpaÐdeushc. Aut  h parousÐash, bèbaia, den prèpei se kamÐa perÐptw-
sh na p�rei to qarakt ra miac {austhr c} prosèggishc twn sqetik¸n zhthm�twn
kai na ta emfanÐsei {prìwra} kai {xekommèna} apì tic pragmatikèc an�gkec pou
ja mporoÔsan na ta dhmiourg soun, dienergoÔmenh, trìpon tin�, sto kenì. A-
penantÐac, h diapragm�teush sthn opoÐa anaferìmaste, prèpei na dienerghjeÐ ad
hoc, sto stèreo èdafoc twn {genesiourg¸n} ekeÐnwn problhm�twn pou ja kaji-
stoÔn aparaÐthth th sumbol  thc gia thn epÐlus  touc, anadeiknÔontac ètsi thn
ousÐa kai thn axÐa twn jigìmenwn zhthm�twn.

Tètoiou eÐdouc zht mata eÐnai: ti ennooÔme me ton ìro {prìtash}, ti eÐnai kai
pwc kajorÐzetai h alhjotim  miac prìtashc, h ènnoia twn {orism¸n}, twn {jew-
rhm�twn} kai twn {axiwm�twn}, h paragwg  {sÔnjetwn} prot�sewn apì {aplèc}
me qr sh twn logik¸n sundèsmwn thc �rnhshc, thc di�zeuxhc, thc sÔzeuxhc, thc
sunepagwg c kai thc isodunamÐac, o akrib c kajorismìc thc shmasÐac twn teleu-
taÐwn, mèsw twn {pin�kwn al jeiac} touc, h epis mansh thc dom c twn sÔnjetwn
prot�sewn kai h an�lus  touc se aplèc, o susqetismìc twn logik¸n sundèsmwn
me tic pr�xeic metaxÔ sunìlwn (ènwsh, tom , sumpl rwma, diafor� kai summetro-
diafor�). M�lista, h suz thsh sqetik� me th sunepagwg  p ⇒ q, ofeÐlei na
anaferjeÐ {rht�} stouc ìrouc {upìjesh} kai {sumpèrasma}, pou qarakthrÐzoun
tic prot�seic p kai q antÐstoiqa, ìpwc kai stic ekfr�seic {arkeÐ p gia na eÐnai q},
  { h p eÐnai ikan  sunj kh gia thn q},   {gia na eÐnai p prèpei q},   {h q eÐnai a-
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nagkaÐa sunj kh gia thn p}. EpÐshc, oi sqetizìmenec me thn p ⇒ q sunepagwgèc,
dhlad  h antÐjeth (¬p ⇒ ¬q), h antÐstrofh (q ⇒ p) kai h antijetoantÐstrofh
(¬q ⇒ ¬p) aut c, kai to kat� pìson autèc alhjeÔoun, dojeÐshc thc isqÔoc thc
arqik c, eÐnai zht mata pou sumb�lloun sthn aposaf nish thc ènnoiac tou su-
mper�smatoc. All� kai gia thn isodunamÐa, prèpei na {xekajarisjeÐ} ìti den eÐnai
tÐpota �llo par� h sÔzeuxh dÔo sunepagwg¸n, ap> ìpou kai oi ekfr�seic {gia
na eÐnai p prèpei kai arkeÐ q},   { h p eÐnai ikan  kai anagkaÐa sunj kh gia thn
q},   {p an kai mìnon an q},   {p sunep�getai q kai antistrìfwc}. EpÐshc, mia
suz thsh sqetik� me thn ènnoia thc {apìdeixhc} genik�, all� kai tic di�forec
apodeiktikèc mejìdouc pou anakÔptoun, ìpwc thc {eujeÐac} apìdeixhc, thc {apa-
gwg c se �topo}, thc {antijetoantistrof c}, thc {di�krishc peript¸sewn}, thc
{majhmatik c epagwg c}, jewreÐtai skìpimh, upì ton ìro, p�nta, ìti dienergeÐ-
tai sto plaÐsio twn problhm�twn ekeÐnwn pou thn kajistoÔn aparaÐthth gia thn
ousiastik  katanìhs  touc. To Ðdio isqÔei kai gia thn an�deixh kai epis mansh
thc {leitourgÐac} basik¸n tautologi¸n, pou qrhsimopoioÔntai sta plaÐsia twn
diafìrwn apodeÐxewn, ìpwc gia par�deigma oi nìmoi de Morgan gia thn �rnhsh
thc di�zeuxhc kai thc sÔzeuxhc, o nìmoc thc antijetoantistrof c, h �rnhsh thc
sunepagwg c, akìmh kai h antimetajetikìthta thc di�zeuxhc, thc sÔzeuxhc kai
thc isodunamÐac, h prosetairistikìthta thc di�zeuxhc kai thc sÔzeuxhc,   h e-
pimeristikìthta thc di�zeuxhc wc proc th sÔzeuxh kai thc sÔzeuxhc wc proc th
di�zeuxh.

'Otan de èljei h stigm  na eis�goume tic ènnoiec tou kajolikoÔ kai tou upar-
ktikoÔ posodeÐkth, opwsd pote mèsa apì kat�llhla paradeÐgmata thc qr shc
touc, k�poia sqetizìmena me autoÔc zht mata pou prèpei na epishmanjoÔn, p�-
ntote {geiwmèna} sto èdafoc twn sugkekrimènwn ekeÐnwn problhm�twn pou ta
anadeiknÔoun, eÐnai h shmasÐa tou {sunìlou ermhneÐac} twn posodeikt¸n, sto o-
poÐo {trèqei} h desmeumènh apì autoÔc metablht , to ìti mporoÔn na jewrhjoÔn
wc {genikeumènec} suzeÔxeic kai diazeÔxeic, antÐstoiqa, oi arn seic43 twn prot�-
sewn ∀xP (x) kai ∃xP (x), all� kai oi arn seic prot�sewn me diadoqik  emf�nish
posodeikt¸n. 'Oson afor� de se aut  th diadoqik  kai {enall�x} emf�nish twn
posodeikt¸n, mia diexodik  suz thsh epÐ twn AE kai EA prot�sewn, tou idiaÐte-
rou no matoc thc k�je miac apì autèc, thc {ex�rthshc} twn metablht¸n pou de
facto edrai¸nei h AE dom  thc prìtashc, k�ti pou den isqÔei me thn {isqurìterh}
aut c EA prìtash, all� kai mia seir� eidikìterwn jem�twn, pou {perigr�fontai}
apì tic akìloujec prot�seic:

• ∀x∀yp(x, y) ⇔ ∀y∀xp(x, y)

• ∃x∃yp(x, y) ⇔ ∃y∃xp(x, y)

• ∃x∀yp(x, y) ⇒ ∀y∃xp(x, y)

43 'Eqei  dh anaferjeÐ ìti:

¬
�
∀xP (x)

�
⇔ ∃x

�
¬P (x)

�
¬
�
∃xP (x)

�
⇔ ∀x

�
¬P (x)

�
oi opoÐec, m�lista, upì th je¸rhsh twn posodeikt¸n wc genikeumènwn suzeÔxewn kai diazeÔ-
xewn, dikaiologoÔntai kai apì touc nìmouc de Morgan gia thn �rnhsh thc di�zeuxhc kai thc
sÔzeuxhc.
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• ∀x∃yp(x, y) 6⇒ ∃y∀xp(x, y)

• ∀x
(
p(x) ∧ q(x)

)
⇔

(
∀xp(x) ∧ ∀xq(x)

)
• ∃x

(
p(x) ∨ q(x)

)
⇔

(
∃xp(x) ∨ ∃xq(x)

)
•

(
∀xp(x) ∨ ∀xq(x)

)
⇒ ∀x

(
p(x) ∨ q(x)

)
• ∃x

(
p(x) ∧ q(x)

)
⇒

(
∃xp(x) ∧ ∃xq(x)

)
• ∀x

(
p(x) ∨ q(x)

)
6⇒

(
∀xp(x) ∨ ∀xq(x)

)
•

(
∃xp(x) ∧ ∃xq(x)

)
6⇒ ∃x

(
p(x) ∧ q(x)

)
anamènetai ìti ja sumb�llei jetik� sthn aposaf nish kai katanìhsh twn antÐ-
stoiqwn nohm�twn.

JewroÔme ìti h gn¸sh thc majhmatik c gl¸ssac, sthn opoÐa mia tètoia pro-
sèggish mporeÐ na sumb�llei, kai h sunakìloujh axiopoÐhsh twn dunatot twn
thc, mporeÐ na apotelèsei polÔtimo all� kai aparaÐthto ergaleÐo ¸ste o majht c
na katanoeÐ th logik  dom  twn fr�sewn, all� kai twn nohm�twn, pou apoteloÔn
touc di�forouc isqurismoÔc pou qrhsimopoieÐ, na akribologeÐ kat� th diatÔpwsh
twn skèye¸n tou all� kai na upobohjeÐtai stouc sullogismoÔc tou, na k�nei
swst  kai epwfel  qr sh tou sumbolismoÔ kai na suneidhtopoieÐ ta st�dia miac
apodeiktik c poreÐac, gia na katal gei se logik� sumper�smata susthmatopoih-
mèna kai, kurÐwc, adiamfisb thta.

'Ena idiaÐtera krÐsimo z thma kat� thn ekpìnhsh apodeÐxewn eÐnai o èleg-
qoc, h bebaiìthta, dhlad , ìti oi sullogismoÐ pou diatup¸nontai sta diadoqik�
st�dia thc ekponoÔmenhc apìdeixhc, prokeimènou na odhg soun se diadoqik� su-
mper�smata kai, telik�, sthn apodeiktèa, eÐnai swstoÐ. 'Otan de se autoÔc touc
sullogismoÔc emplèkontai prot�seic me polloÔc posodeÐktec, opìte kai ìso au-
x�nei to pl joc twn posodeikt¸n pou diadèqetai o ènac ton �llon, idiaÐtera sthn
perÐptwsh pou èqoume enallag  kajolikoÔ kai uparktikoÔ posodeÐkth, tìso h
{�mesh} nohtik  sÔllhyh tou no matìc touc gÐnetai ìlo kai pio dusqer c, to aÐ-
thma tou elègqou thc egkurìthtac44 sthn apìdeixh kajÐstatai anagkaÐo. H phg 
twn problhm�twn stic prot�seic me polloÔc posodeÐktec brÐsketai sto gegonìc
ìti se mia AE prìtash, dhlad  mia prìtash thc morf c ∀x∃yp(x, y), h {deÔterh}
metablht  y exart�tai apì thn {pr¸th} metablht  x. 'Etsi, ìtan èqoume polloÔc
allhlodiadeqìmenouc posodeÐktec45, �ra kai di�forec exart seic metaxÔ twn u-
peiserqomènwn metablht¸n, mporeÐ na prokÔyoun shmantik� l�jh sullogismoÔ,
e�n k�poia apì autèc tic exart seic {xefÔgei} thc prosoq c mac.

Kat> arq n, epeid  mèqri t¸ra èqoume kat� kìron anaferjeÐ stic {exart seic}
metaxÔ twn metablht¸n stic AE prot�seic (p.q. h ex�rthsh metaxÔ tou ε kai tou
δ ston orismì tou orÐou), ac xekajarÐsoume lÐgo perissìtero thn akrib  ènnoia
autoÔ tou ìrou. Ex�rthsh, loipìn, metaxÔ twn metablht¸n x kai y, se mia prìta-
sh thc morf c ∀x∃yp(x, y), eÐnai h Ôparxh miac duadik c sqèshc R(x, y), en gènei

44Sto Par�rthma ja doÔme p¸c akìmh kai o {mègac} majhmatikìc Cauchy èpese jÔma thc
ap¸leiac autoÔ tou elègqou.

45Gia par�deigma, se mia prìtash thc morf c ∀x∃y∀z∃wP , to y exart�tai apì to x kai to
w exart�tai kai apì to x kai apì to z.
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ìqi sunarthsiak c, kat� thn opoÐa gia mia dojeÐsa tim  tou x up�rqoun di�forec
pijanèc timèc tou y pou thn ikanopoioÔn. Asfal¸c, ja mporoÔse, sÔmfwna me to
AxÐwma thc Epilog c46, na antikatast soume thn R apì mÐa sunarthsiak  sqè-
sh, all� ìmwc autì den eÐnai k�ti pou sunhjÐzetai. H en lìgw ex�rthsh shmaÐnei
ìti e�n x1 kai x2 eÐnai duo diaforetikèc timèc gia to x, tìte den eÐnai anagkaÐa h
Ôparxh miac tim c gia to y, ètsi ¸ste oi R(x1, y) kai R(x2, y) na eÐnai tautìqrona
alhjeÐc. Kat> aut n thn asjen  ènnoia, polÔ kont� sth sun jh exwmajhmatik 
ènnoia thc kajomiloumènhc, eÐnai pou qrhsimopoioÔme ton ìro ìti to y {exart�-
tai} apì to x. Sto shmeÐo autì prèpei, epÐshc, na tonisjeÐ ìti kat� thn perÐptwsh
ìpou èqoume diadoq  diaforetik¸n posodeikt¸n se mia prìtash, h seir� diadoq c
touc eÐnai jemeli¸douc shmasÐac gia to nìhma thc prìtashc. To gegonìc autì
apeikonÐzetai an�glufa stic akìloujec prot�seic:

Gia k�je fusikì arijmì n, up�rqei fusikìc arijmìc s ètsi ¸ste s = n2.

Up�rqei fusikìc arijmìc s ètsi ¸ste gia k�je fusikì arijmì n, s = n2.

Apì autèc tic prot�seic, h pr¸th eÐnai, profan¸c, alhj c; autì pou {lèei} eÐnai
ìti k�je fusikìc arijmìc èqei to tetr�gwnì tou, en¸ h deÔterh eÐnai yeud c, isqu-
rizìmenh ìti up�rqei fusikìc arijmìc pou eÐnai to tetr�gwno ìlwn twn fusik¸n.
'Ena ligìtero tetrimmèno par�deigma prosfèrei, apì to q¸ro thc An�lushc, kai
h shmantik  ènnoia thc omoiìmorfhc sunèqeiac miac sun�rthshc. Aut  diafèrei
apì th, gnwst  kai apì to LÔkeio, ènnoia thc (kat� shmeÐo) sunèqeiac {mìnon}
wc proc th jèsh dÔo posodeikt¸n47.

H majhmatik  gl¸ssa, loipìn, parèqei di�forouc trìpouc gia thn apofug 
{olisjhm�twn} pou ofeÐlontai se tètoiou eÐdouc probl mata kai th diasf�lish
thc egkurìthtac thc apìdeixhc. Ed¸ ja anafèroume to sÔsthma {fusik c pa-
ragwg c} (natural deduction) tou Copi, to opoÐo parèqei tèsseric kanìnec gia
thn apaloif  all� kai thn eisagwg  twn posodeikt¸n kat� to sullogismì, pou
skopeÔoun ston èlegqo twn qrhsimopoioÔmenwn gramm�twn wc metablhtèc, isqÔei
sta plaÐsia opoiasd pote ermhneÐac thc gl¸ssac mac, brÐsketai polÔ kont� se
�tupec diadikasÐec sullogismoÔ kai, ètsi, eÐnai idiaÐtera {filikì proc to qr sth},
exasfalÐzont�c tou tautìqrona to zhtoÔmeno èlegqo.

Prin ìmwc thn perigraf  aut¸n twn kanìnwn, ac exet�soume, wc par�deigma,
mia apl  perÐptwsh lanjasmènou sullogismoÔ pou na ofeÐletai sthn {par�bleyh}

46Gia k�je dimel  sqèsh P ⊆ A×B se sÔnola A, B,
(∀x ∈ A)(∃y ∈ B)[xPy] =⇒ (∃f : A → B)(∀x ∈ A)[xPf(x)]

47Gia th sun�rthsh f : R → R èqoume touc orismoÔc:

• thc (kat� shmeÐo) sunèqeiac thc f sto R

∀x ∈ R∀ε > 0| {z } ∃δ > 0∀h ∈ R
�
|h| < δ ⇒ |f(x)− f(x + h)| < ε

�
• to nìhma tou opoÐou den all�zei, e�n grafeÐ wc

∀ε > 0∀x ∈ R∃δ > 0| {z } ∀h ∈ R
�
|h| < δ ⇒ |f(x)− f(x + h)| < ε

�
• all�zei ìmwc rizik�, apotel¸ntac kai ton orismì thc omoiìmorfhc sunèqeiac thc f sto

R, e�n grafeÐ wc

∀ε > 0∃δ > 0∀x ∈ R| {z } ∀h ∈ R
�
|h| < δ ⇒ |f(x)− f(x + h)| < ε

�

59



twn proanaferjeis¸n {exart sewn}. Apì thn Ôlh thc G' LukeÐou eÐnai gnwstì to
Je¸rhma Mèshc Tim c (J.M.T.) tou DiaforikoÔ LogismoÔ. Ja {apodeÐxoume},
k�nontac qr sh autoÔ, mia genÐkeus  tou, gnwst  kai wc Je¸rhma Mèshc Tim c
tou Cauchy, sÔmfwna me thn opoÐa:

E�n oi sunart seic f , g eÐnai suneqeÐc sto [a, β], paragwgÐsimec sto
(a, β) kai ∀x ∈ (a, β) [g′(x) 6= 0], tìte:

∃ξ ∈ (a, β)
(

f ′(ξ)
g′(ξ)

=
f(β)− f(a)
g(β)− g(a)

)
H {apìdeix } tou èqei de wc ex c:

H sun�rthsh f ikanopoieÐ tic sunj kec tou J.M.T., �ra ∃ξ ∈ (a, β)
(f ′(ξ) = f(β)−f(a)

β−a ). OmoÐwc kai h sun�rthsh g, opìte ∃ξ ∈ (a, β)

(g′(ξ) = g(β)−g(a)
β−a ). Epiplèon, h g′ de mhdenÐzetai poujen� sto (a, β),

�ra g′(ξ) 6= 0, ap> ìpou kai g(β) − g(a) 6= 0. 'Etsi, h apodeiktèa
prokÔptei me diaÐresh kat� mèlh twn anwtèrw isot twn!

Aut  h {apìdeixh} den eÐnai asfal¸c48 ègkurh. EÐnai emfanèc ìti h epilog  tou
ξ exart�tai apì th sun�rthsh sthn opoÐa efarmìzetai to J.M.T., gegonìc pou h
prohgoÔmenh {apìdeixh} parablèpei. Bèbaia, ìpwc ja antilhfjoÔme kai apì ta
epìmena, tètoiou eÐdouc exart seic den eÐnai p�ntote {oratèc dia gumnoÔ ofjal-
moÔ}. 'Ena akìmh par�deigma lanjasmènhc apìdeixhc, an�logo tou prohgoumènou
all� pio stoiqei¸dec, prosfèrei kai h akìloujh {prìtash} (Solow, 2005):

Gia ta sÔnola R,S kai T , e�n R ∩ S 6= ∅ kai S ∩ T 6= ∅, tìte kai
R ∩ T 6= ∅
Apodeixh: AfoÔ R ∩ S 6= ∅, �ra up�rqei èna stoiqeÐo x ∈ R ∩ S,
opìte x ∈ R kai x ∈ S. EpÐshc, S ∩T 6= ∅ ⇒ ∃x(x ∈ S ∩T ) ⇒ (x ∈
S ∧ x ∈ T ). Tìte, ìmwc, x ∈ R ∧ x ∈ T ⇒ x ∈ R ∩ T , ap> ìpou kai
sumperaÐnoume ìti R ∩ T 6= ∅,

ìpwc kai h {�skhsh} apì th JewrÐa Arijm¸n: {E�n 11|(a + 2) kai 11|(35− β),
tìte a + β = 33}, pou èqei  dh anaferjeÐ sta prohgoÔmena.

Ac exet�soume, loipìn, touc tèsseric {kanìnec} tou Copi pou mporoÔn na
mac {proful�xoun} apì atop mata ìpwc ta prohgoÔmena (Durand-Guerrier &
Arsac, 2005).

1. Kajolik  SugkekrimenopoÐhsh (Universal Instantiation). O kanì-
nac autìc ekfr�zetai apì th {fìrmoula}: ∀xF (x) ⇒ F (a) kai diakhrÔssei
ìti e�n k�ti alhjeÔei gia ìla, tìte mporoÔme na sumper�noume ìti alhjeÔei
gia opoiod pote apì aut�. H efarmog  autoÔ tou kanìna den upìkeitai se
kanènan periorismì kai eÐnai, genik�, aproblhm�tisth.

48eÐnai, m�llon, perittì na katafÔgoume se k�poio antipar�deigma ìpou na mhn eÐnai dunat 
h eklog  tou Ðdiou arijmoÔ ξ, ìpwc autì pou prosfèroun oi sunart seic x2 kai x3 sto [0, 1],
opìte to ξ ofeÐlei na eÐnai tautìqrona 1/2 kai

p
1/3 ! P�ntwc, e�n oi f kai g eÐnai poluwnumikèc

sunart seic bajmoÔ mikrìterou tou 3, tìte eÐnai p�nta dunat  h epilog  enìc {Ðdiou} ξ kai gia
tic dÔo.
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2. Kajolik  GenÐkeush (Universal Generalization). O kanìnac autìc
ekfr�zetai apì thn amfisbht simh {fìrmoula}: F (a) ⇒ ∀xF (x) kai isqÔei
mìnon upì ton periorismo ìti to a apoteleÐ pragmatik� èna tuqìn stoiqeÐo
(generic element) tou sunìlou pou diatrèqei h metablht  x. 'Eqoume  dh
anaferjeÐ se autìn, wc ton kanìna ekeÐnon pou {krÔbetai} pÐsw apì k�je
apìdeixh pou k�noume, gia par�deigma sth GewmetrÐa, ìtan, sullogizìmenoi
epÐ enìc {sugkekrimènou} sq matoc pou èqoume mprost� mac, isqurizìma-
ste ìti apodeÐxame to Je¸rhma kajolik�,   pou upagoreÔei th fr�sh pou
k�je kajhght c èqei apeujÔnei proc touc majhtèc tou: {P�re orjog¸nio,
ìqi tetr�gwno!}. H efarmog  tou, loipìn, proôpojètei ton èlegqo ìti to
jewrhjèn stoiqeÐo eÐnai pr�gmati tuqaÐo (sugkekrimèno all� aujaÐreto).

3. Uparktik  GenÐkeush (Existential Generalization). Ekfr�zetai apì
thn {fìrmoula}: F (a) ⇒ ∃xF (x). EÐnai o kanìnac pou {sqhmatopoieÐ}
thn ergasÐa mac kat� tic kataskeuastikèc apodeÐxeic thc Ôparxhc: e�n pa-
r�sqoume èna stoiqeÐo tou sunìlou orismoÔ, opoiod pote kai na eÐnai autì,
pou na ikanopoieÐ thn F (x), mporoÔme na sumper�noume ìti up�rqei x tètoio
¸ste F (x). Kai autìc o kanìnac de dhmiourgeÐ kanèna idiaÐtero {prìblhma}
kat� thn efarmog  tou.

4. Uparktik  SugkekrimenopoÐhsh (Existential Instantiation). EÐ-
nai, Ðswc, apì ìlouc touc prohgoÔmenouc kanìnec, o plèon {euaÐsjhtoc}
sth qr sh tou kai brÐsketai sth b�sh poll¸n apì ta l�jh pou ofeÐlontai
sthn par�bleyh thc ex�rthshc twn metablht¸n, ìpwc aut� pou perigr�fh-
san prohgoumènwc. H amfisbht simh {fìrmoula}: ∃xF (x) ⇒ F (y), pou
èqoume aut  th for�, ekfr�zei ìti, e�n eÐmaste bèbaioi gia thn Ôparxh tou-
l�qiston enìc stoiqeÐou pou na ikanopoieÐ thn F (x), tìte mporoÔme na je-
wr soume kai èna {par�deigma} F (y) aut c thc {anoikt c} prìtashc. Ed¸
eÐnai anagkaÐa h suneidhtopoÐhsh thc ermhneÐac tou y: eÐnai mia stajer� pou
antiproswpeÔei èna tuqaÐo, all� sugkekrimèno, stoiqeÐo apì to sÔnolo au-
t¸n pou ikanopoioÔn thn F (x), thn Ôparxh twn opoÐwn bebai¸nei h prìtash
me ton posodeÐkth. Efìson, ìmwc, den gnwrÐzoume tÐpota perissìtero gia
thn {tautìthta} tou y, h epilog  tou, wc gr�mma, prèpei na upìkeitai ston
periorismo ìti autì den {emfanÐzetai} poujen� prohgoumènwc, diaforetik�
up�rqei o kÐndunoc kataqrhstikoÔ kajorismoÔ thc tautìtht�c tou.

'Etsi, to sÔsthma fusik c paragwg c tou Copi parèqei kanìnec pou mac odhgoÔn
na esti�soume thn prosoq  mac sth metabol  tou logikoÔ status twn qrhsimo-
poioÔmenwn gramm�twn kat� tic apodeÐxeic mac: �llote eÐnai desmeumènec metablh-
tèc sthn embèleia enìc posodeÐkth, �llote eÐnai stajerèc pou antiproswpeÔoun
èna tuqaÐo stoiqeÐo enìc sunìlou kai �llote eÐnai k�poio sugkekrimèno stoiqeÐo.
Me autoÔc touc kanìnec, pou aforoÔn sth suntaktik  prosèggish thc gl¸ssac
twn Majhmatik¸n, mporoÔme na aniqneÔsoume thn parousÐa laj¸n49, all� kai
na prostateujoÔme apì th di�prax  touc. 'Etsi, sto prohgoÔmeno par�deigma
esfalmènhc apìdeixhc tou Genikeumènou Jewr matoc Mèshc Tim c tou Cauchy,
h orj  efarmog  tou 4ou apì touc proanaferjèntec kanìnec kai tou periorismoÔ

49k�poia apì aut�, m�lista, emfanÐzontai se istorikèc apodeÐxeic shmantik¸n majhmatik¸n,
ìpwc anafèretai sqetik� sto Par�rthma.
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pou ton sunodeÔei, eÐnai arket  gia na mhn epitrèyei to l�joc: to ξ, wc desmeu-
mènh metablht  sthn embèleia enìc uparktikoÔ posodeÐkth, de dhl¸nei k�poio
sugkekrimèno pragmatikì arijmì. SÔmfwna me ìsa epit�ssei o kanìnac thc U-
parktik c SugkekrimenopoÐhshc, autì pou mpor¸ na k�nw, ¸ste na ex�gw k�poio

sumpèrasma apì thn prìtash ∃ξ ∈ (a, β)(f ′(ξ) = f(β)−f(a)
β−a ), eÐnai na jewr sw

ènan r, ¸ste r ∈ (a, β) kai f ′(r) = f(β)−f(a)
β−a . O antÐstoiqoc qeirismìc gia th su-

n�rthsh g, ìmwc, prèpei na l�bei upìyh ton perioristikì kanìna pou den epitrèpei
th qr sh tou Ðdiou gr�mmatoc r kat� thn apaloif  tou posodeÐkth. 'Etsi, aut 

th for� ja sumper�nw ìti, gia k�poion s, eÐnai s ∈ (a, β) kai g′(s) = g(β)−g(a)
β−a .

T¸ra, ìmwc, h diaÐresh twn isot twn kat� mèlh ja me odhg sei sto sumpèrasma

ìti f ′(r)
g′(s) = f(β)−f(a)

g(β)−g(a) , k�ti pou, an kai alhjèc, sÐgoura den apodeiknÔei to zhtoÔ-
meno. Ac shmeiwjeÐ ìti mia an�lush ìpwc aut  eÐnai kajar� suntaktik , dhlad ,
basÐzetai ex> olokl rou sth logik  dom  tou J.M.T., qwrÐc na endiafèretai gia
to majhmatikì nìhma twn qrhsimopoioÔmenwn gramm�twn f, ξ, r, . . . Ja mporoÔsa-
me, bèbaia, na katal xoume sto Ðdio sumpèrasma kai mèsa apì mia shmasiologik 
prosèggish: to J.M.T. orÐzei ìti gia k�je sun�rthsh pou plhreÐ k�poiec sun-
j kec up�rqei toul�qiston ènac pragmatikìc arijmìc pou, epÐshc, plhreÐ k�poia
sunj kh. Autì ìmwc shmaÐnei ìti o arijmìc autìc exart�tai apì th sun�rth-
sh, th stigm  pou h epilog  tou Ðdiou gr�mmatoc, kai gia tic duo peript¸seic
efarmog c tou J.M.T., eÐnai pijanìn na dhmiourg sei th sÔgqush ìti o ξ eÐnai
anex�rthtoc apì th sun�rthsh. Aut  h an�lush, se antÐjesh me thn prohgoÔme-
nh, lamb�nei ousiwd¸c upìyh thn akrib  fÔsh twn emplekìmenwn majhmatik¸n
{antikeimènwn}, brÐskei de thn èkfras  thc se mia praktik  pou, pollèc forèc,
uiojeteÐtai kai sunÐstatai sthn epilog  diaforetik¸n gramm�twn gia tic diafo-
retikèc prot�seic me uparktikì posodeÐkth. Bèbaia, aut  h praktik  stereÐtai
jewrhtikoÔ upìbajrou, afoÔ ta gr�mmata pou qrhsimopoioÔntai wc {eleÔjerec}
metablhtèc, ìpwc kai wc desmeumènec sthn embèleia enìc posodeÐkth, mporoÔn na
all�zoun, qwrÐc na all�zei kai to nìhma thc antÐstoiqhc prìtashc.

ParadeÐgmata asunennohsÐac

Ac anaferjoÔme, ìmwc, se dÔo sugkekrimèna paradeÐgmata50 problhm�twn asu-
nennohsÐac, pou mporeÐ na dhmiourghjoÔn sto èdafoc thc as�feiac twn qrhsimo-
poioÔmenwn sumb�sewn thc gl¸ssac twn Majhmatik¸n, kai �ra anadeiknÔoun th
shmasÐa kai krisimìthta autoÔ tou zht matoc.

To pr¸to par�deigma, an kai idiaÐtera aplì, eÐnai apokaluptikì twn parano-
 sewn pou mporeÐ na dhmiourghjoÔn, ìtan oi sumb�seic tic qrhsimopoioÔmenhc
majhmatik c gl¸ssac den eÐnai pl rwc aposafhnismènec. Prìkeitai gia to ex c
jèma:

An D =
∣∣∣∣ a1 β1

a2 β2

∣∣∣∣ , Dx =
∣∣∣∣ γ1 β1

γ2 β2

∣∣∣∣ , Dy =
∣∣∣∣ a1 γ1

a2 γ2

∣∣∣∣ oi orÐzousec
50Prìkeitai gia jèmata tou diagwnismoÔ epilog c ekpaideutik¸n pou dienerg jhke apì ton

ASEP to ètoc 2002, epÐ twn opoÐwn diatup¸jhkan pollèc enst�seic, sqetik� me thn orjìtht�
touc, apì di�forouc sunadèlfouc majhmatikoÔc (afièrwma epÐ tou jèmatoc, sto periodikì
SÔgqronh EkpaÐdeush, teÔqoc 138-139, Sept.-Dek. 2004).
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tou sust matoc

a1x + β1y = γ1, a2x + β2y = γ2

ìpou a1, β1, γ1, a2, β2, γ2 pragmatikoÐ arijmoÐ kai Dx + Dy = D,D 6= 0,
tìte mia lÔsh tou sust matoc eÐnai:
a) (2,−1)
b) (1, 2)
g) (−2, 2)
d) (0, 2)

Oi enst�seic pou mporeÐ na egerjoÔn epÐ autoÔ tou jèmatoc aforoÔn sthn a-
nagkaiìthta pou {ofeÐlei} na qarakthrÐzei mia sunepagwg . 'Etsi, en¸ gia thn
apìrriyh twn apant sewn (b), (g) kai (d) den qwr�ei, asfal¸c, kami� amfibo-
lÐa, to antipar�deigma pou parèqei to sÔsthma twn exis¸sewn 2x + y = 4 kai
x+2y = −1 {filodoxeÐ} na katarrÐyei thn orjìthta kai thc (a), afoÔ ikanopoieÐ
tic upojèseic, qwrÐc wstìso na epidèqetai wc lÔsh thn (2,−1)! Sthn pragmati-
kìthta, lamb�nontac upìyin ta gnwst� apì th Grammik  'Algebra, to jèma autì
{sunoyÐzetai} sto er¸thma:

E�n to zeÔgoc (x, y) eÐnai lÔsh thc exÐswshc x + y = 1, tìte autì eÐnai:
a) (2,−1)
b) (1, 2)
g) (−2, 2)
d) (0, 2)

oi de aiti�seic enantÐon tou sto ìti h sunepagwg  x + y = 1 ⇒ (x, y) = (2,−1)
eÐnai, profan¸c, lanjasmènh.

To prìblhma entopÐzetai se sÔgqush twn {kanìnwn} tou paiqnidioÔ kai a-
poteleÐ èna kalì par�deigma ap¸leiac epikoinwnÐac, pou, merikèc forèc, mporeÐ
na sumbeÐ akìmh kai metaxÔ anjr¸pwn pou èqoun spoud�sei Majhmatik�, opìte
gnwrÐzoun, toul�qiston, na {miloÔn} thn Ðdia gl¸ssa. FaÐnetai, ìmwc, ìti ìson
afor� zht mata {sumb�sewn} wc proc to {ti lème} kai {ti ennooÔme} me autì
pou lème, metaxÔ, dhlad , tou suntaktikoÔ kai tou shmasiologikoÔ epipèdou thc
gl¸ssac mac, tÐpota den prèpei na jewreÐtai autonìhto; e�n, de, tètoiou eÐdouc
{parano seic} elloqeÔoun, k�poiec forèc, akìmh kai sthn epikoinwnÐa metaxÔ ma-
jhmatik¸n, ac fantastoÔme ti mporeÐ na sumbaÐnei ìtan emplèkontai kai majhtèc!
Ac exet�soume, loipìn, tic duo diaforetikèc ekdoqèc no matoc pou, ekfrazìmenec
glwssik� me ton Ðdio trìpo, mporeÐ na odhg soun se parano seic. To prìblhma
eÐnai an�logo me to e�n eÐnai orjìc o isqurismìc ìti h exÐswsh x2 + x + 1 = 0
eÐnai adÔnath. Sthn prìtash uponoeÐtai h parousÐa enìc kajolikoÔ posodeÐkth:
∀x(x2 + x + 1 6= 0). H alhjotim  thc ìmwc mènei {metèwrh}, ìso den eÐnai xek�-
jaro to sÔnolo ermhneÐac tou posodeÐkth, dhlad  to sÔnolo sto opoÐo paÐrnoun
timèc oi metablhtèc. Wc gnwstìn, e�n autì eÐnai to sÔnolo R twn pragmatik¸n
arijm¸n, tìte h prìtash eÐnai alhj c, en¸ e�n eÐnai to sÔnolo C twn migadik¸n,
aut  eÐnai yeud c. To Ðdio sumbaÐnei kai sthn perÐptwsh tou en lìgw jèmatoc.
H ap�nthsh, perÐ thc orjìthtac tou sumper�smatoc, brÐsketai {krummènh} sthn
uponooÔmenh sÔmbash twn {kanìnwn tou paiqnidioÔ}, ìti apì tic proteinìmenec
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tèsseric apant seic thc er¸thshc, akrib¸c h mÐa prèpei na jewrhjeÐ a priori sw-
st , me ì,ti mporeÐ autì na sunep�getai gia to sÔnolo orismoÔ twn metablht¸n
kai ton kat�llhlo periorismì tou. 'Etsi, h prìtash

∀(x, y) ∈ R× R
(
x + y = 1 ⇒ (x, y) = (2,−1)

)
eÐnai, asfal¸c, lanjasmènh, ìmwc, sthn prokeimènh perÐptwsh, h prìtash pou
pragmatik� ennoeÐtai eÐnai h

∀(x, y) ∈
{
(2,−1), (1, 2), (−2, 2), (0, 2)

}(
x + y = 1 ⇒ (x, y) = (2,−1)

)
pou eÐnai swst !

Sthn Ðdia logik , ex�llou, {kinoÔntai}, pollèc forèc, oi erwt seic {polla-
pl c epilog c} pou diatup¸nontai sta plaÐsia miac exètashc me aut  th mèjodo:
oi proteinìmenec, k�je for�, tèsseric apant seic kajorÐzoun to sÔnolo {ana-
for�c} sto opoÐo kai diex�getai h er¸thsh, to sÔnolo to opoÐo diatrèqoun oi
ek�stote {metablhtèc} aut c kai entìc tou opoÐou prèpei na dwjeÐ h ap�nthsh
gia to e�n   pìte mia prìtash eÐnai swst    l�joc.

'Ena deÔtero sqetikì par�deigma, ìqi ìmwc tìso aplì ìpwc to prohgoÔmeno,
apoteleÐ kai h er¸thsh:

'Estw y1(x), y2(x) paragwgÐsimec sunart seic gia tic opoÐec isqÔei
y′1(x)y2(x) 6= y1(x)y′2(x) gia k�je pragmatikì x. An x1, x2 eÐnai rÐzec
thc y1(x) me x1 < x2 kai x3, x4 eÐnai rÐzec thc y2(x) me x3 < x4, tìte
poia apì tic parak�tw anisìthtec eÐnai swst ?
a) x1 < x3 < x4 < x2

b) x3 < x4 < x1 < x2

g) x1 < x2 < x3 < x4

d) x1 < x3 < x2 < x4

gia thn opoÐa ta antiparadeÐgmata twn sunart sewn y1(x) = sinx kai y2(x) =
cos x, me tic x1 = π, x2 = 2π, x3 = π/2, x4 = 3π/2 gia rÐzec touc,   twn
sunart sewn y1(x) = x2 + 5x + 2 kai y2(x) = x2 + 6x + 3 kai gia tic mona-
dikèc touc rÐzec, pou, en¸ ikanopoioÔn tic sunj kec thc er¸thshc, isqÔei ìti
x3 < x1 < x4 < x2, odhgoÔn sto sumpèrasma ìti to er¸thma eÐnai lanjasmèno!
E�n, m�lista, h exètash gÐnetai me th mèjodo thc {arnhtik c bajmologÐac} gia tic
lanjasmènec apant seic, k�ti pou odhgeÐ sthn an�gkh na up�rqei sto apanthtikì
fÔllo kai {pèmpth} epilog , h {den gnwrÐzw}, tìte h sÔgqush epiteÐnetai, exai-
tÐac thc epiprìsjethc sÔmbashc ìti aut  h epilog  den tÐjetai wc {isìtimh} twn
upoloÐpwn tess�rwn, opìte kai ja es maine ìti h exagwg  sumper�smatoc apì
ta dedomèna den eÐnai dunat , all� wc shmaÐnousa thn adunamÐa tou exetazìmenou
na prosdiorÐsei thn orj , metaxÔ twn tess�rwn, ap�nthsh, isodÔnamh, dhlad ,
me to na af sei {atsek�ristec} kai tic tèsseric proteinìmenec apant seic, ¸ste
na mh qrewjeÐ, se perÐptwsh l�jouc, thn arnhtik  bajmologÐa thc exètashc.

E�n, p�ntwc, h suz thsh epikentrwjeÐ sto e�n eÐnai dunatìn, me ta dedomèna
thc er¸thshc, na sunaqjeÐ h di�taxh twn riz¸n51, tìte q�netai o prosanatolismìc

51Apì majhmatik  �poyh, ac parathr soume ed¸ ìti h dojeÐsa y′1(x)y2(x) 6= y1(x)y′2(x)
eÐnai summetrik  wc proc y1, y2, dhlad  isqÔei kai e�n jèsoume ìpou y1 to y2 kai ìpou y2 to
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thc, pou afor�, pr¸tista, se zht mata {ermhneÐac} thc er¸thshc. 'Etsi, prin kan
tejeÐ h epÐmaqh sunepagwg , {ennoeÐtai} ìti etèjh ènac kajolikìc posodeÐkthc
epÐ twn sunart sewn y1(x), y2(x), afoÔ aut  h sunepagwg  afor� opoiod pote
zeÔgoc sunart sewn pou epalhjeÔei thn upìjesh. Ed¸ brÐsketai kai to {le-
ptì} shmeÐo thc paranìhshc. To sÔnolo {anafor�c}52 tou posodeÐkth, dhlad ,
to sÔnolo pou diatrèqoun oi y1(x), y2(x) kai entìc tou opoÐou diex�getai h ìlh
suz thsh, den eÐnai apl¸c to sÔnolo twn paragwgÐsimwn sunart sewn pou plh-
roÔn tic sunj kec pou jètei h upìjesh, toul�qiston ìpwc thn antilamb�nontai
oi {diafwnoÔntec} me thn orjìthta thc er¸thshc, all� o periorismìc autoÔ tou
sunìlou, ¸ste, epiplèon, h di�taxh twn riz¸n twn sunart sewn na eÐnai k�poia
apì autèc pou orÐzoun oi proteinìmenec apant seic. Diaforetik�, de ja plhroÔ-
ntan h sunj kh ekeÐnh thc upìjeshc pou orÐzei ìti {k�poia apì tic parak�tw
anisìthtec eÐnai swst }. 'Otan de oi y1(x), y2(x) an koun se autìn ton periori-
smì tìte, asfal¸c, den mporeÐ na amfisbhthjeÐ kai h anagkaiìthta thc epÐmaqhc
sunepagwg c. 'Olh, ìmwc, aut  h suz thsh an kei sth {sfaÐra} twn sumb�se-
wn thc qrhsimopoioÔmenhc gl¸ssac, oi opoÐec, ìpwc faÐnetai, potè den prèpei na
jewroÔntai dedomènec. . .

2.10 GewmetrÐa kai posodeÐktec

Oloklhr¸nontac thn episkìphsh thc parousÐac twn posodeikt¸n sthn Ôlh twn
Majhmatik¸n thc Deuterob�jmiac EkpaÐdeushc, ja  tan Ðswc par�leiyh na mhn
anaferjoÔme kai ston ousiastikì touc rìlo kat� th diatÔpwsh twn prot�sewn
sth GewmetrÐa. 'Hdh èqei anaferjeÐ ìti se ìlec sqedìn tic gewmetrikèc prot�seic
upeisèrqontai posodeÐktec kai mia apl  anadiatÔpws  touc eÐnai, sun jwc, arket 
gia na touc apokalÔyei. AxÐzei, sto shmeÐo autì, na parajèsoume ta trÐa pr¸-
ta apì ta axi¸mata thc gnwst c jemelÐwshc53 tou Hilbert, diatupwmèna pr¸ta
sthn {ellhnik  gl¸ssa} kai katìpin sth {tupik  gl¸ssa} thc Logik c (Mueller,
1981), gia na diapist¸soume ìti, akìmh kai gia tic plèon {arqikèc} prot�seic thc
GewmetrÐac, oi posodeÐktec eÐnai aparaÐthtoi . . .

1. Gia opoiad pote dÔo shmeÐa A,B, up�rqei p�ntote mÐa eujeÐa a pou {dièr-

y1. 'Ara, kai oi proteinìmenec diat�xeic twn riz¸n den mporeÐ na isqÔoun apokleistik�: e�n
{isqÔei} k�poia apì autèc tìte ja prèpei na mporeÐ na isqÔei, diazeuktik�, kai h di�taxh pou
prokÔptei apì aut n, k�nontac tic antimetajèseic x1 ↔ x3 kai x2 ↔ x4. 'Etsi, oi monadikèc
dunatìthtec gia th di�taxh twn riz¸n, kai �ra mia orjìterh diatÔpwsh thc er¸thshc, eÐnai,
sthn pragmatikìthta, oi ex c:
a) x1 < x3 < x4 < x2   x3 < x1 < x2 < x4

b) x3 < x4 < x1 < x2   x1 < x2 < x3 < x4

g) x1 < x3 < x2 < x4   x3 < x1 < x4 < x2

d) apì ta dedomèna den mporeÐ na sunaqjeÐ h di�taxh twn riz¸n.
Swst  ap�nthsh eÐnai tìte h (g), pou antistoiqeÐ sth zhtoÔmenh enall�x di�taxh twn riz¸n.
Ex�llou, kai ta proteinìmena {antiparadeÐgmata} katarrèoun, e�n oi duo sunart seic, pou
dÐnontai se kajèna apì aut�, {baftisjoÔn} men y1, y2, all� {an�poda}.

52oi ìroi {sÔnolo anafor�c}   {sÔnolo ermhneÐac} tou posodeÐkth, qrhsimopoioÔntai ed¸ me
to Ðdio nìhma: ekfr�zoun to sÔnolo pou {trèqei} h desmeumènh apì ton posodeÐkth metablht .
To Ðdio shmaÐnei kai to sÔnolo   {sÔmpan thc suz thshc} (  oi agglikoÐ ìroi domain of
discourse   range of quantification).

53sto istorikì èrgo tou Grundlagen der Geometrie, pou prwtodhmosieÔjhke to 1899.
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qetai} apì aut�.

∀A∀B
[
A 6= B → ∃a[L(A, a) ∧ L(B, a)]

]
(ìpou L(A, a) shmaÐnei ìti {to shmeÐo A an kei sthn eujeÐa a},   {h eujeÐa a
dièrqetai apì to shmeÐo A})

2. Gia opoiad pote dÔo shmeÐa A,B, den up�rqei perissìtero apì mÐa eujeÐa a
pou na {dièrqetai} kai apì ta dÔo aut�.

∀A∀B
[
A 6= B → ∀a∀b[L(A, a) ∧ L(B, a) ∧ L(A, b) ∧ L(B, b) → a = b]

]
3. Se mÐa eujeÐa up�rqoun toul�qiston dÔo shmeÐa.

Up�rqoun toul�qiston trÐa shmeÐa pou den an koun se mÐa eujeÐa.

∀a∃A∃B[A 6= B ∧ L(A, a) ∧ L(B, a)]

∃A∃B∃C
[
A 6= B ∧B 6= C ∧A 6= C ∧ ∀a¬[L(A, a) ∧ L(B, a) ∧ L(C, a)]

]
Par� to gegonìc ìti posodeÐktec emfanÐzontai se ìlec tic gewmetrikèc prot�-
seic kai, m�lista, pollèc apì autèc eÐnai AE prot�seic54, pou, ìpwc eÐdame kai
sthn prohgoÔmenh par�grafo, mporeÐ na prokalèsoun, exaitÐac thc ex�rthshc
twn metablht¸n touc kai thc endeqìmenhc par�bley c thc, sobar� l�jh sto
sullogismì mac, eÐnai, epÐshc, gegonìc ìti se {perib�llon} GewmetrÐac autèc oi
exart seic de faÐnetai na dhmiourgoÔn tìso sobar� probl mata. Se antÐjesh,
loipìn, me ta probl mata pou ekdhl¸nontai ìtan ergazìmaste se {perib�llon}
An�lushc   'Algebrac, ìtan briskìmaste se gewmetrikì {perib�llon}, aut  h
Ðdia phg  problhm�twn, faÐnetai na q�nei thn ikanìtht� thc na {dhmiourgeÐ} l�jh
(Durand-Guerrier & Arsac, 2005). Ac exet�soume tic pijanèc aitÐec aut c thc
diaforopoÐhshc.

O shmantikìteroc lìgoc, loipìn, pou h ex�rthsh tou Y apo to X, se mia
gewmetrik  prìtash thc morf c ∀X∃Y R(X, Y ), den prokaleÐ, sthn {poreÐa},
probl mata55 eÐnai h Ôparxh sq matoc, pou leitourgeÐ wc katagrafèac epÐ tou
opoÐou {metafr�zontai} ta diadoqik� st�dia thc apìdeixhc kai o opoÐoc parako-
loujeÐ me {fusikìthta} tic di�forec exart seic. Ex�llou, autèc oi exart seic
emfanÐzontai sto sq ma wc {sumb�nta} grafik c anapar�stashc: ta jewrhjènta
mèsa, gia par�deigma, {faÐnetai} ìti exart¸ntai apì tic antÐstoiqec pleurèc tou
trig¸nou kai de qrei�zetai na problhmatistoÔme peraitèrw ep> autoÔ. OÔte kai
ja  tan potè eÔkolo, qwrÐc kan emeÐc na qrei�zetai na prosèxoume ¸ste autì
na mh sumbeÐ, ta jewrhjènta orjìkentra dÔo trig¸nwn na sumpèsoun. M�lista,

54an kai autì {sugkalÔptetai} apì tic sun jeic ekfr�seic thc gl¸ssac pou qrhsimopoioÔme.
Gia par�deigma, ìtan lème ìti {k�je eujÔgrammo tm ma epidèqetai èna mèso}. H AE dom 
thc prìtashc anadeiknÔetai kalÔtera me th diatÔpwsh: {gia k�je zeÔgoc shmeÐwn (A, B), me
A 6= B, up�rqei shmeÐo M epÐ thc eujeÐac AB ètsi ¸ste MA = MB}, kai, asfal¸c, to M
exart�tai apì to (A, B). To Ðdio sumbaÐnei kai me k�je prìtash Ôparxhc   kataskeuasimìthtac
k�poiou gewmetrikoÔ antikeimènou, ìpwc to perÐkentro enìc trig¸nou   h mesok�jetoc enìc
eujÔgrammou tm matoc.

55antÐstoiqa me aut� pou parousi�sjhkan sthn prohgoÔmenh par�grafo me th lanjasmènh
apìdeixh tou Genikeumènou Jewr matoc Mèshc Tim c tou Cauchy,   me aut� pou exet�zontai
sto Par�rthma.
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e�n potè sunèbaine k�ti tètoio, ektìc apì thn perÐptwsh pou skopeÔame na a-
podeÐxoume ìti autì isqÔei, apl� ja sqedi�zame èna nèo sq ma, pisteÔontac ìti
sto prohgoÔmeno èqoume p�rei mia {eidik } perÐptwsh. EpÐshc, sth GewmetrÐa
to Y eÐnai, sun jwc, sun�rthsh tou X kai, m�lista, kataskeu�simo, me th ge-
wmetrik  ènnoia tou kanìna kai diab th, epÐ tou X. Autèc oi dÔo sunist¸sec,
kai idiaÐtera h deÔterh, anadeiknÔoun thn ex�rthsh. Tèloc, aut  h sunarthsiak 
ex�rthsh, polÔ suqn�, ekfr�zetai me di�forouc, plhn susthmatikoÔc, sumboli-
smoÔc. Gia par�deigma, e�n èqoume ta trÐgwna ABΓ kai A′B′Γ′, ta orjìkentr�
touc ja sumbolisjoÔn wc H kai H ′, antÐstoiqa,   ta mèsa twn pleur¸n enìc
dojèntoc trig¸nou ABΓ ja eÐnai ta A′, B′, Γ′, antÐstoiqa proc tic pleurèc BΓ,
AΓ kai AB,  , Ðswc, ta K, Λ,M .

Se antÐjesh, t¸ra, me to {perib�llon} thc GewmetrÐac, se �lla {plaÐsia},
ìpwc thc An�lushc   thc 'Algebrac, faÐnetai na ikanopoieÐtai toul�qiston mÐa
apì tic ex c sunj kec:

apousÐa enìc {katagrafèa} ston opoÐo na mporeÐ na {diab�sei} kaneÐc thn ex�r-
thsh,

mh sunarthsiak  ex�rthsh tou Y apo to X,

èlleiyh sumbolismoÔ pou na upodeiknÔei thn ex�rthsh, eÐte eÐnai sunarthsiak 
eÐte ìqi,

dunatìthta na qeirÐzesai tic metablhtèc parak�mptwntac ton kanìna sugkekri-
menopoÐhshc gia apaloif  tou posodeÐkth.

Ac parathr soume de ìti ìlec autèc oi sunj kec ikanopoioÔntai kai sthn perÐptw-
sh thc lanjasmènhc apìdeixhc tou Genikeumènou Jewr matoc Mèshc Tim c tou
Cauchy, pou anafèrjhke sthn prohgoÔmenh par�grafo. SÐgoura ta pr�gmata
ja  tan pio eunoðk� e�n, prospaj¸ntac na mhn ikanopoi soume tic prohgoÔme-
nec sunj kec, (i) anaparistoÔsame grafik� tic sunart seic f, g kai to ξ, (ii)
qrhsimopoioÔsame to sumbolismì ξf kai ξg kat� thn efarmog  tou J.M.T. epÐ
twn antÐstoiqwn sunart sewn, ¸ste na anadeiqjeÐ h ex�rthsh tou ξ apì autèc,
  (iii) efarmìzame ton periorismì thc uparktik c sugkekrimenopoÐhshc, pou den
epitrèpei th qr sh enìc gr�mmatoc pou èqei  dh qrhsimopoihjeÐ.
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Kef�laio 3

H èreuna

Sto prohgoÔmeno kef�laio diapist¸same thn parousÐa toul�qiston enìc, ka-
jolikoÔ   uparktikoÔ, posodeÐkth, sqedìn se k�je {majhmatik� endiafèrousa}
prìtash thc didaktèac Ôlhc twn Majhmatik¸n thc Deuterob�jmiac EkpaÐdeu-
shc, ìpwc aut  problèpetai apì to Analutikì Prìgramma all� kai apotup¸netai
sta sqolik� biblÐa. M�lista, eÐdame ìti, pollèc forèc, oi dÔo autoÐ posodeÐ-
ktec sundu�zontai1, gegonìc pou aux�nei th logik  poluplokìthta tou no matoc
thc antÐstoiqhc prìtashc kai dhmiourgeÐ shmantikèc duskolÐec katanìhshc stouc
majhtèc. Sqetik�, p�ntwc, me autì to jèma, an kai metaxÔ twn sunadèlfwn ma-
jhmatik¸n pou uphretoÔn sth Deuterob�jmia faÐnetai na apoteleÐ {koinì tìpo}
h �poyh ìti h parousÐa posodeikt¸n se mia prìtash duskoleÔei shmantik� touc
majhtèc na antilhfjoÔn to nìhm� thc, den up�rqoun ta aparaÐthta ereunhtik� de-
domèna gia na to uposthrÐxoun antikeimenik�. 'Etsi, afenìc h barÔnousa shmasÐa
twn posodeikt¸n sta Majhmatik� kai afetèrou h an�gkh na diereunhjoÔn oi idiaÐ-
terec duskolÐec pou oi majhtèc faÐnetai na antimetwpÐzoun me autoÔc, apotèlesan
ta basik� kÐnhtra gia thn paroÔsa èreuna.

3.1 To erwthmatolìgio

H sullog  twn dedomènwn thc paroÔsac èreunac basÐsthke se èna erwthmato-
lìgio. Autì  tan diarjrwmèno se dÔo mèrh, me tic erwt seic tou pr¸tou mèrouc
na stoqeÔoun sth diereÔnhsh thc gnwstik c ep�rkeiac kai ikanìthtac katanìh-
shc twn ennoi¸n tou kajolikoÔ kai tou uparktikoÔ posodeÐkth, kai tic erwt seic
tou deÔterou mèrouc sthn katagraf  k�poiwn atomik¸n qarakthristik¸n2 twn
majht¸n, ¸ste na diereunhjeÐ h Ôparxh pijan¸n susqetÐsewn.

Oi 18 sunolik� erwt seic tou pr¸tou mèrouc diamorf¸jhkan ètsi ¸ste na
ent�ssontai se èna stoiqei¸dec majhmatikì plaÐsio kai na mhn apaitoÔn kami�
eidik  majhmatik  gn¸sh gia na apanthjoÔn. O lìgoc pou aut  h jemeliak 

1 'Opwc eÐdame, m�lista, h seir� pou o kajolikìc kai o uparktikìc posodeÐkthc emfanÐzontai
eÐnai idiaÐtera krÐsimh gia to nìhma thc antÐstoiqhc prìtashc, k�ti pou oi perissìteroi majhtèc
faÐnetai na agnooÔn.

2Ta atomik� aut� qarakthristik�  tan e�n epijumoÔn th sunèqish twn spoud¸n touc met�
to LÔkeio kai ti ja  jelan na spoud�soun, oi st�seic pou èqoun apènanti sta Majhmatik�,
all� kai to fÔlo touc, h t�xh kai h kateÔjunsh pou phgaÐnoun kai o telikìc bajmìc thc
prohgoÔmenhc t�xhc sta maj mata twn Majhmatik¸n.
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arq  pisteÔoume pwc èprepe na qarakthrÐzei ìlec tic erwt seic mac  tan afenìc
ìti ètsi den apojarrÔnontan oi majhtèc pou den endiafèrontai gia ta Majhmatik�
apì th summetoq  touc sthn èreuna, apenantÐac kai oi pio {adÔnatoi} apì autoÔc
ja eÐqan, katìpin kat�llhlhc protrop c apì ton ereunht , èna kÐnhtro gia na th
broun endiafèrousa, afetèrou ìti, efìson jewrhjeÐ dedomèno ìti oi ènnoiec pou
eÐnai {peplegmènec} me touc posodeÐktec den prokaloÔn kami� gnwstik  duskolÐa,
lìgw thc stoiqei¸douc fÔshc touc kai thc meg�lhc exoikeÐwshc twn majht¸n me
autèc, h adunamÐa orj c ap�nthshc mporeÐ, katìpin, na ermhneujeÐ wc ofeilìmenh
apokleistik� sth duskolÐa pou prokaloÔn oi posodeÐktec.

'Eqontac upìyh th shmantik  èreuna twn Ed Dubinsky kai Olga Yiparaki,
sto �rjro touc On Student Understanding of AE and EA Quantification (2000),
up rxe arqik� o problhmatismìc m pwc ja èprepe na sumperilhfjoÔn sto erw-
thmatolìgio kai prot�seic me posodeÐktec pou na {an koun} ìqi sto plaÐsio twn
Majhmatik¸n, all� se autì thc kajhmerin c zw c. Telik�, ìmwc, lamb�nontac
upìyh kai ta sumper�smata aut c thc èreunac, de jewr jhke skìpimh aut  h
epilog . Ex�llou, h gl¸ssa twn Majhmatik¸n {douleÔei} diaforetik� apì th
fusik  gl¸ssa thc kajhmerinìthtac, upakoÔontac se austhroÔc kanìnec oi o-
poÐoi de {metafèrontai}, aparaÐthta, apì to èna plaÐsio sto �llo.3

To stoiqei¸dec, loipìn, majhmatikì plaÐsio, pou orojetoÔsan oi prot�seic
tou erwthmatologÐou, periel�mbane tic ènnoiec tou sunìlou, twn stoiqeÐwn tou
kai thc sqèshc tou {an kein}, thn ènnoia thc antistoiqÐac metaxÔ twn mel¸n
(stoiqeÐwn) dÔo tri-sunìlwn (  enìc tri-sunìlou me èna di-sÔnolo), ìpwc aut 
ekfr�zetai apì èna di�gramma me bèlh metaxÔ twn antÐstoiqwn stoiqeÐwn, thn
ènnoia tou fusikoÔ arijmoÔ, tou �rtiou, tou ajroÐsmatoc dÔo arijm¸n, tou eujÔ-
grammou tm matoc kai tou mèsou autoÔ, thn ènnoia thc isìthtac kai thc di�taxhc
sto sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n. EÐnai bèbaio ìti ènac majht c tou LukeÐou
eÐnai se tètoio bajmì exoikeiwmènoc me autèc tic ènnoiec, ¸ste na mporeÐ kaneÐc
na upojèsei me asf�leia ìti eÐnai apolÔtwc katanohtèc se autìn. M�lista, gia
na diasfalisteÐ peraitèrw ìti kami� paranìhsh den mporeÐ na ofeÐletai se autèc,
dinìntousan kai aplèc dieukrin seic gia orismènec, me prosfug  se sunwnumÐec,
pijan� pio empedwmènec, ìpwc ìti �rtioc shmaÐnei zugìc, fusikìc arijmìc x sh-
maÐnei ìti x ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}, mèson M enìc eujÔgrammou tm matoc AB shmaÐnei
ìti MA = MB. Kat> autìn ton trìpo, ta ìpoia probl mata katanìhshc kai
ermhneÐac twn prot�sewn anèkuptan, ja mporoÔsan na apodojoÔn apokleistik�
sthn parousÐa kai to nìhma twn posodeikt¸n.

Oi sugkekrimènec Prot�seic (18 sunolik�) pou, telik�, epilèqthkan gia to
{MEROS I} tou erwthmatologÐou, me to opoÐo kai diereuneÐto h katanìhsh twn
posodeikt¸n, diarjr¸nontan se 8 Erwt seic, wc ex c:

Er¸thsh 1 DÐnetai to sÔnolo

A = {2, 4, 6, 8, 10, . . .}

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je stoiqeÐo a ∈ A isqÔei ìti a + 2 eÐnai �rtioc (zugìc)

3Ekten c anafor� twn shmantikìterwn zhthm�twn pou jÐgontai sto en lìgw �rjro twn
Dubinsky kai Yiparaki kai tou problhmatismoÔ touc gÐnetai sta epìmena (§3.5).
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2. Up�rqei stoiqeÐo a ∈ A gia to opoÐo isqÔei ìti a + 2 eÐnai �rtioc

Ac shmeiwjeÐ ìti sto Apanthtikì FÔllo, pou sunìdeue to erwthmatolìgio,
up�rqei gia ìlec tic Erwt seic, ektìc twn epilog¸n {1. Swst } kai {2. Lanja-
smènh}, kai mia trÐth epilog : {3. Den gnwrÐzw}. M�lista, oi majhtèc enjar-
rÔnontan apì ton ereunht , se perÐptwsh pou den mporoÔsan na katal xoun se
k�poia apì tic dÔo pr¸tec epilogèc gia na qarakthrÐsoun thn antÐstoiqh Prìtash,
na mhn epilèxoun sthn tÔqh, ìpwc endeqomènwc leitourgoÔn se k�poio diag¸ni-
sma, all� na odhghjoÔn sthn trÐth epilog . Profan c stìqoc  tan o periorismìc
tou par�gonta {TÔqh} stic apant seic, pou se mia er¸thsh kleistoÔ tÔpou me
mìno dÔo dunatèc epilogèc den eÐnai, ek twn pragm�twn, amelhtèoc.

'Oson afor� sthn ousÐa thc sugkekrimènhc Er¸thshc, o stìqoc thc eÐnai
na diereunhjeÐ kat� pìso o majht c katanoeÐ mia Prìtash me ènan posodeÐkth,
eÐte autìc eÐnai kajolikìc eÐte eÐnai uparktikìc. H ikanìthta {qeirismoÔ} miac
tètoiac Prìtashc kai, sunakìlouja, h diagnwsjeÐsa katanìhs  thc afor� sthn
parathroÔmenh dunatìthta tou majht  na diatrèqei èna sÔnolo �peirwn arijm¸n
(¸ste na mh mporeÐ na to k�nei gia kajèna arijmì xeqwrist�) prokeimènou na
diapist¸sei e�n se k�je perÐptwsh plhreÐtai   ìqi mia zhtoÔmenh, idiaÐtera apl 
(ìpwc to e�n eÐnai   ìqi ènac arijmìc �rtioc), sunj kh. Aut  thn ikanìthta4,
pou asfal¸c proüpojètei kai thn an�logh {ermhneÐa} thc Prìtashc, eÐnai pou
elègqei h sugkekrimènh Er¸thsh. Sto er¸thma 1.1 prìkeitai gia ton kajolikì
posodeÐkth kai sto 1.2 gia ton uparktikì. To eÐdoc tou posodeÐkth eÐnai pou
kajorÐzei kai to krit rio diakop c tou {trexÐmatoc} twn stoiqeÐwn tou sunìlou,
me tautìqronh apìfansh perÐ thc alhjotim c thc Prìtashc. E�n men prìkeitai gia
ton kajolikì posodeÐkth, prèpei na exantlhjoÔn ìla ta stoiqeÐa, sthn perÐptwsh
pou h antÐstoiqh Prìtash alhjeÔei gia kajèna apì aut�, ètsi ¸ste na dhlwjeÐ
telik� wc Alhj c,   to trèximo na diakopeÐ, sthn perÐptwsh pou diapistwjeÐ
h Ôparxh èstw kai enìc stoiqeÐou pou kajist� thn antÐstoiqh Prìtash yeud ,
kai na dhlwjeÐ ìti h Prìtash5 eÐnai yeud c. Sth de perÐptwsh tou uparktikoÔ
posodeÐkth, h diadikasÐa eÐnai, trìpon tin�, antÐstrofh: e�n diapistwjeÐ, èstw
kai gia èna stoiqeÐo, h al jeia thc antÐstoiqhc Prìtashc, autì eÐnai arketì ¸ste
na diakopeÐ to trèximo twn stoiqeÐwn tou sunìlou kai na dhlwjeÐ h Prìtash
alhj c. 'Oso, ìmwc, autì to krit rio den plhroÔtai, to trèximo suneqÐzetai, gia
na odhg sei, telik� (ìtan ìla ta stoiqeÐa tou sunìlou ja èqoun exantlhjeÐ),
sthn apìfansh ìti h Prìtash eÐnai yeud c.

'Enac epipleon stìqoc pou exuphreteÐ autì to zeÔgoc erwt sewn eÐnai ìti
diereun�tai kat� pìso h isqÔc miac uparktik c Prìtashc {ski�zetai} apì thn
isqÔ thc antÐstoiqhc proc aut n kajolik c. 'Etsi, to gegonìc ìti h Prìtash
1.1 eÐnai isqurìterh thc 1.2 kai isqÔei, endèqetai na dhmiourgeÐ stouc majhtèc thn
pl�nh ìti h asjenèsterh Prìtash 1.2 den isqÔei. Diereun�tai, dhlad , kat� pìso

4SÔmfwna me thn konstrouktibistik  an�lush pou èqei anaferjeÐ sta prohgoÔmena, elèg-
qetai e�n o majht c èqei kataskeu�sei to sq ma tou monoepÐpedou posodeÐkth.

5H Prìtash pou ed¸ dhl¸netai yeud c,   prohgoumènwc dhl¸jhke alhj c, eÐnai h ∀x ∈ A
p(x), en¸ me ton ìro twn antÐstoiqwn Prot�sewn, pou h alhjotim  touc kajorÐzei, telik�,
kai thn alhjotim  thc arqik c, anaferìmaste stic prokÔptousec p(a), gia tic di�forec timèc
a ∈ A pou lamb�nei h metablht  x kaj¸c diatrèqei to A. To Ðdio isqÔei kai gia thn Prìtash

∃x ∈ A p(x) kai tic antÐstoiqec Prot�seic p(a), gia thn perÐptwsh tou uparktikoÔ posodeÐkth
pou akoloujeÐ.
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oi majhtèc jewroÔn ìti efìson isqÔei mia isqurìterh sunj kh, h asjenèsterh
den isqÔei, akrib¸c exaitÐac autoÔ tou lìgou, toul�qiston ìtan prìkeitai gia
sunj kec pou ekfr�zontai apì ènan kajolikì kai ènan uparktikì, antÐstoiqa,
posodeÐkth. E�n, ìntwc, mia tètoia pl�nh epikrateÐ (opìte kai to posostì twn
orj¸n apant sewn sthn 1.1 ja eÐnai shmantik� megalÔtero apì to antÐstoiqo gia
thn 1.2), autì asfal¸c shmaÐnei ìti oi majhtèc den èqoun, telik�, saf  antÐlhyh
oÔte gia to ti shmaÐnei ìti mia prìtash {isqÔei}.

Er¸thsh 2 DÐnetai to sÔnolo

B = {1, 2, 3, 4, 5,F,�}

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je stoiqeÐo β ∈ B isqÔei ìti β den eÐnai arijmìc

2. Up�rqei stoiqeÐo β ∈ B gia to opoÐo isqÔei ìti β den eÐnai arijmìc

Stìqoc thc Er¸thshc 2 eÐnai, xan�, h diereÔnhsh thc katanìhshc miac Prì-
tashc me ènan, eÐte kajolikì eÐte uparktikì, posodeÐkth, aut  th for� ìmwc se
peperasmèno sÔnolo. T¸ra, h 2.1, kai antÐjeta me autì pou sunèbaine me thn
1.1, den isqÔei. 'Etsi, elègqetai kat� pìso o majht c gnwrÐzei ìti gia na mhn
isqÔei mia prìtash me kajolikì posodeÐkth prèpei kai arkeÐ na par�sqei èna anti-
par�deigma6. Ex�llou, h diadikasÐa gia thn apìdosh alhjotim c se mia Prìtash
me kajolikì posodeÐkth pou perigr�fhke prohgoumènwc, prèpei na elegqjeÐ ìti
leitourgeÐ epituq¸c tìso gia alhjeÐc ìso kai gia yeudeÐc Prot�seic. Genik�, ta
sÔnola A kai B, twn erwt sewn 1 kai 2 antÐstoiqa, leitourgoÔn kat� k�poio
trìpo sumplhrwmatik�: to men A eÐnai {omoiogenèc} (perièqei mìnon stoiqeÐa pou
epalhjeÔoun thn antÐstoiqh sunj kh), to de B den eÐnai. 'Etsi, qrei�zontai oi
al�njastec apant seic se ìlec tic Erwt seic 1.1, 1.2, 2.1, 2.2, gia na sunaqjeÐ
mia pr¸th èndeixh ìti o majht c katanoeÐ thn ènnoia tou {monoÔ} posodeÐkth.

Epiplèon, oi antÐstoiqec sunj kec twn Erwt sewn 2.1 kai 2.2 eÐnai arn seic
({. . . den eÐnai arijmìc}), k�ti pou dhmiourgeÐ epiplèon duskolÐec, afoÔ o majht c
prèpei na elègxei, ìqi an k�ti isqÔei, ìpwc eÐnai sunhjismènoc, all� e�n k�ti
den isqÔei. 'Etsi, h epituq c èkbash miac dokimasÐac tètoiou eÐdouc apoteleÐ
èndeixh stèreac gn¸shc tou majht  gia to p¸c na diaqeiristeÐ prot�seic me ènan
posodeÐkth, ¸ste h parousÐa twn arn sewn stic antÐstoiqec sunj kec na mh
dusqeraÐnei to èrgo tou.

Ac epishmanjeÐ ìti ta stoiqeÐa {aster�ki} kai {tetr�gwno}, pou èqoun thn
idiìthta na mhn eÐnai arijmoÐ, epilèqjhkan ¸ste aut  akrib¸c h idiìtht� touc na
eÐnai apolÔtwc saf c. 'Etsi, apofeÔqjhke h {isodÔnamh} epilog  arijm¸n kai
gramm�twn wc stoiqeÐwn tou B, epeid  h suqn  qr sh twn gramm�twn wc meta-
blht¸n me timèc apì èna arijmosÔnolo èqei, pijanìn, kallierg sei th sÔgqush
ìti kai ta gr�mmata eÐnai, {sthn pragmatikìthta}, k�poioi arijmoÐ. 'Ena tètoio
endeqìmeno ja odhgoÔse sthn ekq¸rhsh thc idiìthtac tou arijmoÔ se ìla ta stoi-
qeÐa tou B kai, �ra, se auxhmèno posostì lanjasmènwn apant sewn, ìqi ìmwc
exaitÐac miac esfalmènhc katanìhshc twn ennoi¸n twn posodeikt¸n, pou epidi¸-
ketai na diagnwsjeÐ, all� exaitÐac miac aujaÐrethc ermhneÐac twn emplekìmenwn
sumbìlwn.

6 'Allwste, autì akrib¸c bebai¸nei h isodunamÐa: ¬(∀xp(x)) ⇔ ∃x(¬p(x))
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Er¸thsh 3 Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lan-
jasmènec:

1. Gia k�je fusikì arijmì x (dhl. x ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}) isqÔei ìti x + 5 6= −7

2. Up�rqei fusikìc arijmìc x tètoioc ¸ste na isqÔei ìti x + 5 6= 7

Oi sunj kec pou prèpei na exet�sei o majht c stic Prot�seic kai aut c thc
er¸thshc eÐnai arn seic (di�foro), ètsi ¸ste na elègqetai, kai ed¸, h epituq c
diekperaÐwsh thc diadikasÐac pou apaiteÐ h apìdosh alhjotim c se mia Prìtash
me ènan posodeÐkth akìmh kai ìtan h antÐstoiqh sunj kh eÐnai �rnhsh. Aut  th
for�, h sunj kh pou prèpei na exetasjeÐ e�n isqÔei ekfr�zetai sto algebrikì
perib�llon twn exis¸sewn, k�ti pou Ðswc thn epibarÔnei me {uyhlìtero bajmì}
afaÐreshc. Bèbaia, oi exis¸seic pou proteÐnontai eÐnai, sÔmfwna kai me th je-
meliak  arq  pou dièpei thn epilog  ìlwn twn erwt sewn, idiaÐtera aplèc, ètsi
¸ste h epÐlus  touc na eÐnai prosit  akìmh kai ston plèon ada  majht . Autì,
ìpwc anafèrjhke, èqei wc sunèpeia to b�roc thc prìtashc na pèftei apokleistik�
sthn katanìhsh tou posodeÐkth, ¸ste kai ta endeqìmena l�jh na mporoÔn na a-
podojoÔn apokleistik� sthn ellip  katanìhs  tou kai sthn adunamÐa epituqoÔc
{qeirismoÔ} thc apaitoÔmenhc diadikasÐac.

Genik�, oi 6 sunolik� Prot�seic, pou apoteloÔn tic prohgoÔmenec {diplèc} E-
rwt seic 1,2,3, {kalÔptoun} thn katanìhsh tou monoÔ posodeÐkth. To �jroisma
twn swst¸n apant sewn twn majht¸n se autèc apoteleÐ ènan deÐkth katanìhshc
monoÔ posodeÐkth, me akèraiec timèc apì 0 èwc kai 6. O sunduasmìc dÔo poso-
deikt¸n se mÐa prìtash exet�zetai stic epìmenec, 12 sunolik�, Prot�seic twn
Erwt sewn 4,5,6,7,8. Autèc {kalÔptoun} thn katanìhsh tou diploÔ posodeÐkth
kai to �jroisma twn swst¸n apant sewn twn majht¸n se autèc apoteleÐ, antÐ-
stoiqa, to deÐkth katanìhshc diploÔ posodeÐkth, me akèraiec timèc apì 0 èwc kai
12.

Er¸thsh 4 Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lan-
jasmènec:

1. Gia k�je eujÔgrammo tm ma AB, up�rqei shmeÐo M ètsi ¸ste na isqÔei
ìti to M eÐnai mèso tou AB (dhl. MA = MB)

2. Up�rqei shmeÐo M tètoio ¸ste, gia k�je eujÔgrammo tm ma AB na
isqÔei ìti to M eÐnai mèso tou AB

Diatupwmèno se perib�llon GewmetrÐac, autì to zeÔgoc prot�sewn stoqeÔei
na anadeÐxei e�n o majht c, kat� th nohtik  diadikasÐa pou akoloujeÐ gia na dia-
pist¸sei e�n isqÔei   ìqi mia prìtash me dÔo posodeÐktec, antilamb�netai ìti sth
men perÐptwsh thc AE prìtashc, h deÔterh metablht  exart�tai apì thn pr¸th,
sth de perÐptwsh thc EA prìtashc autì de sumbaÐnei. Prìkeitai gia èna jèma
pou èqei exetasjeÐ kai apì ton Dubinsky (2000), se susqetismì, idiaÐtera, me
to plaÐsio thc kajhmerin c gl¸ssac, parìti sthn teleutaÐa up�rqei h euqèreia
miac pio {qalar c} di�taxhc twn emplekìmenwn posodeikt¸n, qwrÐc na tÐjetai
anagkastik� kai jèma diaforetik c ermhneÐac twn prot�sewn pou prokÔptoun.
ApenantÐac, h austhrìthta thc majhmatik c gl¸ssac den epitrèpei tètoiou eÐ-
douc {anagrammatismoÔc}, qwrÐc allag  kai tou antÐstoiqou no matoc. 'Etsi,
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me autì to zeÔgoc Prot�sewn ja diapist¸soume kat� pìso oi majhtèc èqoun
suneÐdhsh autoÔ tou gegonìtoc,   apl� jewroÔn autèc tic dÔo prot�seic wc i-
sodÔnamec (opìte ja qarakthrÐsoun kai tic dÔo wc Swstèc). Epiplèon, autèc oi
prot�seic èqoun to {prosìn} na moi�zoun idiaÐtera me prot�seic thc kajhmerin c
gl¸ssac, diajètontac mia �mesh, {qeiropiast } grafik  anapar�stash, an kai,
lìgw tou gewmetrikoÔ perieqomènou touc, ofeÐloun na upakoÔoun sthn austhrì-
thta thc dom c miac majhmatik c prìtashc. P�ntwc, èqei diapistwjeÐ ereunhtik�
(Dubinsky, 2000) h Ôparxh isqur c t�shc twn majht¸n gia ermhneÐa twn EA
prot�sewn wc AE. Autì to gegonìc ja diereunhjeÐ kai sthn paroÔsa èreuna,
ekten c de anafor� stouc lìgouc gia touc opoÐouc mporeÐ na prokrÐnetai h AE
ermhneÐa ènanti thc EA ja gÐnei sta epìmena.

Ac exet�soume, ìmwc, tic nohtikèc {enèrgeiec} pou perilamb�nei h ikanìthta
epituqoÔc {qeirismoÔ} miac Prìtashc thc morf c ∀x∃yp(x, y), k�ti pou eÐqame k�-
nei kai prohgoumènwc, kat� to sqoliasmì thc Er¸thshc 1, gia na {perigr�youme}
tic diadikasÐec pou shmatodoteÐ h katanìhsh Prot�sewn me èna mìno posodeÐkth.
Sthn prokeimènh perÐptwsh, prèpei, kat> arq n, na gÐnei h Prìtash katanoht  wc
∀xq(x) kai na energopoihjeÐ h diadikasÐa katanìhshc aut c thc Prìtashc monoÔ
posodeÐkth, me ton trìpo pou èqei analutik� perigrafeÐ prohgoumènwc. 'Omwc,
h sunj kh q(x) pou ja exet�zetai k�je for� e�n plhreÐtai, apotel¸ntac kai to
krit rio diakop c tou trexÐmatoc twn stoiqeÐwn tou sunìlou, den eÐnai �llh apì
thn ∃yp(x, y), dhlad  xan� mia Prìtash me ènan posodeÐkth. Gia na eÐnai, bèbaia,
efikt  aut  h antimet¸pish prèpei na {katafèrei} o majht c na jewr sei th dia-
dikasÐa ∃yp(x, y), sto sÔnolì thc, wc èna antikeÐmeno � prìtash q(x). 'Etsi, h
Ðdia diadikasÐa apìdoshc alhjotim c pou prèpei na leitourg sei gia tic Prot�seic
me monì posodeÐkth, sthn perÐptwsh miac Prìtashc me dÔo posodeÐktec prèpei na
{trèxei} dÔo forèc, th mÐa {mèsa} sthn �llh. An�logec7 eÐnai kai oi diadikasÐec
gia Prot�seic thc morf c ∃y∀xp(x, y).

Er¸thsh 5 DÐnontai ta sÔnola A = {1, 2, 3} kai B = {101, 102, 103} kai h
ex c antistoiqÐa mel¸n tou A me mèlh tou B:
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Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je a ∈ A kai gia k�je β ∈ B, isqÔei ìti to a antistoiqeÐ sto β

2. Up�rqei a ∈ A kai up�rqei β ∈ B, ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a den
antistoiqeÐ sto β

Me aut  thn er¸thsh diereun�tai e�n o majht c katanoeÐ to nìhma dÔo diado-
qik¸n posodeikt¸n tou Ðdiou eÐdouc (eÐte prìkeitai gia dÔo kajolikoÔc, eÐte gia
dÔo uparktikoÔc posodeÐktec). Kai se aut  thn perÐptwsh, h pr¸th Prìtash

7M�lista, gia tic epiplèon gnwstikèc duskolÐec pou mporeÐ na antimetwpÐsei ènac majht c
kat� thn apìdosh alhjotim c se mia EA Prìtash, ènanti miac AE, oi opoÐec kai sunistoÔn,
endeqomènwc, ènan apì touc lìgouc pou faÐnetai na protim�tai h AE ermhneÐa miac Prìtashc,
akìmh kai stic peript¸seic pou aut  eÐnai EA, ja gÐnei analutik  suz thsh sta epìmena.
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prèpei na antimetwpisjeÐ sÔmfwna me th diadikasÐa pou apaiteÐ k�je prìtash
thc morf c ∀xq(x), diadikasÐa pou ja epanenergopoieÐtai sto {eswterikì} k�je
{b matoc} thc arqik c kai gia thn Prìtash q(x), afoÔ kai aut  eÐnai thc Ðdiac
morf c: ∀yp(x, y). An�logh antimet¸pish apaiteÐ kai h deÔterh Prìtash: afoÔ
anagnwrisjeÐ wc ∃xq(x) kai prokeimènou na thc apodojeÐ h zhtoÔmenh alhjotim 
thc, prèpei pr¸ta, me thn Ðdia diadikasÐa, na apodojeÐ alhjotim  sthn q(x), pou
den eÐnai �llh apì thn ∃yp(x, y).

ExupakoÔetai ìti, prokeimènou na elegqjeÐ h dunatìthta epituqoÔc diekpe-
raÐwshc aut¸n twn diadikasi¸n, pou sunep�getai h katanìhsh prot�sewn me dÔo
posodeÐktec tou Ðdiou eÐdouc, prèpei kai to di�gramma twn antistoiqi¸n, stic opoÐ-
ec oi en lìgw prot�seic ja anafèrontai, na eÐnai kat�llhlo gia autìn to stìqo.
'Etsi, èna di�gramma antistoiqÐsewn sto opoÐo ìla ta stoiqeÐa tou pr¸tou sunì-
lou èqoun k�poia eikìna kai ìla ta stoiqeÐa tou deÔterou sunìlou èqoun k�poio
prìtupo, ìpwc autì pou epilèqjhke ed¸, epitrèpei stouc majhtèc qwrÐc isqur 
antÐlhyh thc dipl c diadikasÐac pou apaiteÐtai gia ton èlegqo thc isqÔoc duo
diadoqik¸n kajolik¸n posodeikt¸n, na apofaÐnontai, sÔmfwna me mia {olistik }
antÐlhyh tou ìti ìla k�pou antistoiqÐzontai (ìla ta stoiqeÐa kai twn dÔo sunìlwn
A kai B faÐnontai {apasqolhmèna}, eÐte apì thn arq  eÐte apì to pèrac k�poiou
bèlouc), ìti h prìtash eÐnai alhj c. AntÐjeta, e�n up rqe k�poio stoiqeÐo tou
deÔterou sunìlou qwrÐc prìtupo (  kai tou pr¸tou sunìlou qwrÐc eikìna), ìpwc
sumbaÐnei sto di�gramma pou afor� sthn Er¸thsh 6 (gia tic Prot�seic thc opoÐ-
ac, ìmwc, krÐjhke aparaÐthth h Ôparxh k�poiou {memonwmènou} stoiqeÐou apì ta
dÔo sÔnola, pou na mh summetèqei, dhlad , stic antistoiqÐseic), oi perissìteroi
majhtèc, apì autoÔc thc {olistik c} antÐlhyhc, ja qarakt rizan thn prìtash 5.1
wc Lanjasmènh, dhlad  ja apantoÔsan orj�, gia l�joc, ìmwc, lìgo. 'Etsi, de ja
anadeiknuìtan h esfalmènh antÐlhyh gia to nìhma twn dÔo diadoqik¸n kajolik¸n
posodeikt¸n pou touc qarakthrÐzei.

EpÐshc, h Prìtash 5.2 eÐnai isodÔnamh me thn �rnhsh thc 5.1. 'Etsi, to ge-
gonìc ìti h 5.2 eÐnai alhj c apoteleÐ to lìgo gia ton opoÐo h 5.1 eÐnai yeud c.
EntoÔtoic, epeid  o èlegqoc thc isqÔoc dÔo uparktik¸n posodeikt¸n faÐnetai
diadikasÐa pio �mesh kai prosit , se sÔgkrish me aut  twn dÔo kajolik¸n poso-
deikt¸n, ja diereunhjeÐ e�n, telik�, up�rqei shmantikì posostì pou apant� ìti
kai oi dÔo erwt seic eÐnai swstèc, parablèpontac to gegonìc ìti h mÐa apoteleÐ
�rnhsh thc �llhc.

Er¸thsh 6 DÐnontai ta sÔnola A = {1, 2, 3} kai B = {101, 102, 103} kai h
ex c antistoiqÐa mel¸n tou A me mèlh tou B:
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Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Up�rqei β ∈ B, ètsi ¸ste gia k�je a ∈ A na isqÔei ìti to a antistoiqeÐ
sto β

2. Up�rqei a ∈ A, ètsi ¸ste gia k�je β ∈ B na isqÔei ìti to a antistoiqeÐ
sto β
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3. Gia k�je β ∈ B, up�rqei a ∈ A ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a antistoiqeÐ
sto β

Na dikaiolog sete tic apant seic sac stic erwt seic 1 kai 2.

Tìso me aut n, ìso kai me thn epìmenh er¸thsh, diereun�tai e�n o majht c ka-
tanoeÐ to nìhma dÔo allhlodiadeqìmenwn posodeikt¸n, enìc kajolikoÔ kai enìc
uparktikoÔ, pou oi desmeumènec metablhtèc touc trèqoun se dÔo diaforetik� sÔ-
nola, akìmh kai e�n aut� apoteloÔntai apì trÐa mìno stoiqeÐa, kai th metabol 
autoÔ tou no matoc ìtan oi en lìgw posodeÐktec enall�ssontai, wc proc th di�-
tax  touc, se mia prìtash. EpÐshc, zhteÐtai apì touc majhtèc na dikaiolog soun
tic apant seic touc se dÔo EA prot�seic, me stìqo th melèth kai poiotik¸n stoi-
qeÐwn, pou na antanakloÔn ton {trìpo skèyhc} touc ep> aut¸n, ¸ste na eÐnai
dunat  mia peraitèrw diereÔnhsh tou erwt matoc e�n tic erm neusan wc AE, sto
bajmì pou mporoÔse k�ti tètoio na sunaqjeÐ apì ton trìpo dikaiolìghs c touc.

Er¸thsh 7 DÐnontai ta sÔnola A = {1, 2, 3} kai B = {101, 102} kai h ex c
antistoiqÐa mel¸n tou A me mèlh tou B:
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Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je a ∈ A, up�rqei β ∈ B ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a antistoiqeÐ
sto β

2. Gia k�je a ∈ A, up�rqei monadikì β ∈ B ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a
antistoiqeÐ sto β

3. Gia k�je β ∈ B, up�rqei monadikì a ∈ A ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a
antistoiqeÐ sto β

Na dikaiolog sete tic apant seic sac stic erwt seic 2 kai 3.

Eidik� h dunatìthta katanìhshc twn tri¸n aut¸n AE prot�sewn, ìpwc kai thc
AE prìtashc 6.3, eÐnai idiaÐtera ousiastik  kai proapaitoÔmenh gia thn kata-
nìhsh thc ènnoiac thc sun�rthshc kai twn eid¸n sunart sewn {1-1} kai {epÐ},
toul�qiston se epÐpedo orismoÔ. 'Etsi, asjen c katanìhsh twn tess�rwn au-
t¸n prot�sewn (7.1, 7.2, 7.3 kai 6.3) kai sunakìlouja qamhl  epÐdosh se autèc,
mporeÐ na ermhneujeÐ wc adunamÐa katanìhshc thc ènnoiac thc sun�rthshc. Sto
�jroisma, epomènwc, twn orj¸n apant sewn stic tèsseric proanaferjeÐsec pro-
t�seic (kai me timèc apì 0 èwc 4) ja mporoÔsame na {doÔme} èna deÐkth katanì-
hshc thc sun�rthshc. Ex�llou, autì pou o orismìc thc sun�rthshc epiplèon
perilamb�nei, ektìc tou no matoc thc fr�shc {gia k�je x up�rqei y}, eÐnai to
aÐthma thc monadikìthtac gia th metablht  pou desmeÔei o uparktikìc posodeÐ-
kthc. O èlegqoc katanìhshc kai aut c thc epiplèon sunj khc thc monadikìthtac,
pou sunduazìmenh me touc posodeÐktec miac AE prìtashc parousi�zei idiaÐterh
duskolÐa, pragmatopoieÐtai me tic dÔo teleutaÐec prot�seic thc Er¸thshc 7. Se
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autèc tic dÔo prot�seic, epÐshc, zhteÐtai apì touc majhtèc na dikaiolog soun tic
apant seic touc, ¸ste na eÐnai efikt  h sugkèntrwsh kai k�poiwn poiotik¸n stoi-
qeÐwn pou na {apokalÔptoun} tic idiaÐterec duskolÐec touc kai ton trìpo skèyhc
touc. To Ðdio ègine kai gia dÔo apì tic prot�seic thc Er¸thshc 6, all� kai gia
tic dÔo epìmenec prot�seic thc Er¸thshc 8, ta de eur mata ja parousiastoÔn
kai ja suzhthjoÔn sta epìmena.

Er¸thsh 8 Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lan-
jasmènec:

1. Gia k�je fusikì arijmì µ, up�rqei fusikìc arijmìc ν me ν > µ

2. Up�rqei fusikìc arijmìc ν, tètoioc ¸ste gia k�je fusikì arijmì µ
na isqÔei ν > µ

Na dikaiolog sete tic apant seic sac.

O stìqoc aut c thc er¸thshc, ìpwc ex�llou kai h majhmatik  thc dom , eÐnai
Ðdioc me autìn thc Er¸thshc 4. Gi> autìn to lìgo kai oi Erwt seic 4 kai 8 topo-
jet jhkan sto erwthmatolìgio se antidiametrik� shmeÐa: h men pr¸th sthn arq 
twn erwt sewn me dÔo posodeÐktec, h de deÔterh sto tèloc. H diafor� touc eÐnai
ìti se aut n thn er¸thsh to perib�llon den eÐnai gewmetrikì all� algebrikì,
k�ti pou endèqetai na dhmiourgeÐ epiplèon duskolÐec. Ja elegqjeÐ, loipìn, e�n
h epÐdosh twn majht¸n sto zeÔgoc prot�sewn thc Er¸thshc 5 eÐnai shmantik�
megalÔterh apì thn antÐstoiqh epÐdosh gia thn Er¸thsh 8. 'Allwste, aut  h te-
leutaÐa eÐnai mia {klassik } er¸thsh, thn katanìhsh thc opoÐac èqei diereun sei
kai o Dubinsky (2000), kai m�lista se susqètish me thn katanìhsh antÐstoiqwn
prot�sewn pou aforoÔn sto plaÐsio thc kajhmerin c gl¸ssac. H sunolik  epÐ-
dosh kai stic 18 erwt seic � prot�seic tou pr¸tou mèrouc tou erwthmatologÐou
apotup¸netai sto genikì deÐkth katanìhshc posodeikt¸n, o opoÐoc orÐzetai wc
to �jroisma twn orj¸n apant sewn enìc majht  se ìlec autèc tic erwt seic kai,
profan¸c, paÐrnei akèraiec timèc apì 0 èwc kai 18.

AkoloÔjwc, anafèrontai kai oi 5 sunolik� erwt seic pou apoteloÔsan to
{MEROS II} tou erwthmatologÐou. Stìqoc aut¸n twn erwt sewn  tan h sul-
log  k�poiwn {basik¸n} atomik¸n qarakthristik¸n twn majht¸n tou deÐgmatoc,
¸ste na diereunhjeÐ e�n oi di�forec epidìseic touc sto {gnwstikì mèroc} tou
erwthmatologÐou diafèroun shmantik� se sqèsh me k�poia apì aut� ta qarakth-
ristik�. Oi erwt seic autèc  tan:

Er¸thsh 1 Ja jèlate na suneqÐsete tic spoudèc sac met� to LÔkeio kai an
nai ti ja jèlate na spoud�sete?

Er¸thsh 2 Oi pio k�tw dhl¸seic anafèrontai sth gn¸mh sac gia ta Majhma-
tik�. Na dhl¸sete to bajmì sumfwnÐac   diafwnÐac sac me autèc.

1. Apolamb�nw ta Majhmatik�

2. Ta Majhmatik� mac bohjoÔn na skeftìmaste swst�

3. KatalabaÐnw ta Majhmatik�

4. Ta Majhmatik� eÐnai qr sima ìpwc kai h graf 
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Sqetik� me tic tèsseric dhl¸seic aut c thc er¸thshc, sto Apanthtikì FÔllo
pou sunìdeue k�je erwthmatolìgio dinìtan h ex c dieukrÐnhsh:

Na b�lete se kÔklo ènan apì touc arijmoÔc thc klÐmakac apì 1�5,
gia kajemi� apì tic tèsseric dhl¸seic thc er¸thshc.
O arijmìc 1 shmaÐnei DIAFWNW APOLUTA
O arijmìc 5 shmaÐnei SUMFWNW APOLUTA

'Etsi, gia kajemi� apì tic dhl¸seic dinìtan mia klÐmaka Likert 5 shmeÐwn kai o
erwt¸menoc kaloÔntan na apant sei shmei¸nontac èna apì aut�. Me autìn ton
trìpo prokÔptoun tèsseric metablhtèc, pou an koun sth diataktik  klÐmaka, kai
faner¸noun thn proswpik  st�sh kai tic pepoij seic k�je majht  gia ta Ma-
jhmatik�. Eidikìtera, o (arijmhtikìc) mèsoc twn tim¸n gia tic dhl¸seic 1 kai
3 orÐzetai wc deÐkthc proswpik c st�shc gia ta Majhmatik�, en¸ o mèsoc twn
tim¸n gia tic dhl¸seic 2 kai 4 orÐzetai wc deÐkthc pepoij sewn gia ta Majhma-
tik�. Tèloc, sto mèso twn tim¸n pou k�je majht c ekqwreÐ kai gia tic tèsseric
dhl¸seic, ja mporoÔsame na {doÔme} èna genikì deÐkth st�shc tou majht  gia
ta Majhmatik�.

Er¸thsh 3 Poio eÐnai to fÔlo sac?

Er¸thsh 4 Se poia t�xh phgaÐnete kai se poia kateÔjunsh?

Er¸thsh 5 Poioi  tan oi telikoÐ bajmoÐ sac sta maj mata twn Majhmatik¸n
thc prohgoÔmenhc t�xhc?
(Sta Majhmatik� KateÔjunshc sumplhr¸nete bajmì mìnon e�n pèrsi ph-
gaÐnate sth B' LukeÐou kai sth Jetik    thn Teqnologik  KateÔjunsh.)

Apì thn teleutaÐa aut  er¸thsh proèkupte kai o bajmìc Majhmatik¸n proh-
goÔmenhc t�xhc, wc o mèsoc twn bajm¸n pou d lwne o majht c sta dÔo   trÐa
maj mata Majhmatik¸n pou eÐqe parakolouj sei thn prohgoÔmenh qroni�.

3.2 MejodologÐa

O plhjusmìc thc èreunac  tan oi majhtèc twn B' kai G' t�xewn pou foitoÔn se
hmer sia Genik� LÔkeia twn Ajhn¸n, h de epilog  tou deÐgmatoc ègine epilektik�
(convenience sampling), me krit rio, katìpin epikoinwnÐac tou ereunht  me k�-
poiouc sunadèlfouc tou kajhghtèc, tìso th dunatìthta thc �meshc prìsbashc
sto sqoleÐo touc ìso kai th dunatìtht� touc na diajèsoun th mÐa didaktik  ¸ra
pou apaiteÐto gia th qor ghsh tou erwthmatologÐou. Sta epilegmèna sqoleÐa
pragmatopoioÔntan dÔo episkèyeic tou ereunht . H pr¸th stìqeue se mia pr¸th
epaf  me to dieujunt  gia thn enhmèrws  tou, thn exasf�lish thc ègkris c tou
kai th sugkekrimenopoÐhsh twn leptomerei¸n8. H deÔterh epÐskeyh  tan aut  pou

8Tètoiec leptomèreiec  tan o kajorismìc twn tmhm�twn pou eprìkeito na summet�sqoun
sthn èreuna, twn didaktik¸n wr¸n pou h èreuna ja el�mbane q¸ra (eÐqe upologisjeÐ ìti h
qor ghsh tou erwthmatologÐou, mazÐ me thn eisagwg  apì ton ereunht  kai tic aparaÐthtec
dieukrin seic, apaitoÔse mÐa didaktik  ¸ra, k�ti pou epalhjeÔjhke kai sthn pr�xh), all� kai
twn sunadèlfwn pou ja dièjetan aut n thn ¸ra, afoÔ den  tan se ìlec tic peript¸seic efikt 
h pragmatopoÐhs  thc se ¸ra Majhmatik¸n.
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apèfere kai th sullog  twn dedomènwn. Prin moirastoÔn ta erwthmatolìgia kai
ta apanthtik� fÔlla stouc majhtèc, ginìtan mia eisagwg  sthn opoÐa dÐnontan
k�poiec basikèc plhroforÐec sqetik� me thn èreuna. Sth sunèqeia, tonizìtan ìti:

H sunergasÐa sac ja sumb�llei ousiastik� sthn epituqÐa thc èreu-
nac, gi' autì ja ektim sw idiaÐtera thn projumÐa sac na summet�sqete
se aut . ExupakoÔetai ìti h summetoq  sac eÐnai ejelontik . 'Etsi,
ìpoioc majht c   maj tria, gia opoiond pote lìgo, den epijumeÐ na
summetèqei, ennoeÐtai pwc eÐnai eleÔjeroc, qwrÐc to paramikrì prì-
blhma, na to pr�xei.9

Autì, p�ntwc, pou eÐnai idiaÐtera shmantikì kai gi' autì ja  jela
na sac to tonÐsw, all� kai na sac parakalèsw, eÐnai na apant sete
tic erwt seic me tètoio trìpo, ¸ste na apotup¸netai h pragmatik 
sac �poyh gia to jèma pou k�je for� rwt�ste. Gia to lìgo autì kai
sto apanthtikì fÔllo pou sac dÐnetai, up�rqei kai h epilog  DEN
GNWRIZW, ètsi ¸ste, e�n k�ti pr�gmati den mporeÐte, afoÔ to ske-
fteÐte me thn hsuqÐa sac, na to apant sete, na mhn tsek�rete sthn
tÔqh k�poia �llh epilog . Gia mia akìmh for� ja  jela na sac to-
nÐsw ìti autì den eÐnai oÔte diag¸nisma, oÔte kai ja p�rete k�poio
bajmì. EÐnai mia episthmonik  èreuna. 'Etsi, to �gqoc sac ja prèpei
na eÐnai, ìqi p¸c ja gr�yete ìso to dunatìn kalÔtera, all� p¸c ja
gr�yete ìso to dunatìn autì pou pragmatik� skèfteste.

EpÐshc, oi erwt seic pou ja sac zhthjeÐ na apant sete de qrei�-
zontai proapaitoÔmenec gn¸seic, oÔte kai anafèrontai se k�poio su-
gkekrimèno kef�laio thc Ôlhc sac   se eidikèc gn¸seic. 'Etsi, akìma
kai oi pio {adÔnatoi} sta Majhmatik�,   kai ekeÐnoi pou den touc {a-
rèsoun}, mporoÔn �neta ìqi mìno na summetèqoun all� kai na èqoun,
pijanìn, mia polÔ kal  epÐdosh. 'Oso de gia to qrìno pou èqete sth
di�jes  sac, na xèrete ìti aut  h mÐa didaktik  ¸ra eÐnai upèr-arket ,
¸ste na prol�bete na skefteÐte me thn hsuqÐa sac gia ìlec tic apa-
nt seic sac. E�n se k�poia er¸thsh, akìmh kai ektìc aut¸n pou sac
zhteÐtai na dikaiolog sete, mèsa se lÐgec grammèc, thn ap�nths  sac,
jèlete na gr�yete opoiod pote sqìlio sqetik� me to p¸c skeft kate
gia na apant sete sthn er¸thsh,   ti sac problhm�tise, parakal¸,
k�nte to. MporeÐ na eÐnai idiaÐtera upobohjhtikì sthn ergasÐa mou.
Tèloc, o lìgoc gia ton opoÐo kai sac zhteÐtai to ìnom� sac, brÐsketai
akrib¸c se autì to shmeÐo: pijanìn, k�poia sqìlia pou ja k�nete na
eÐnai gia mèna idiaÐtera endiafèronta kai, ètsi, na epidi¸xw na brej¸
xan� me k�poiouc apì es�c, ¸ste na mou exhg soun, se proswpik 
sunènteuxh aut  th for�, ton trìpo pou skèfthkan se k�poiec apa-
nt seic touc. Euqarist¸ ek twn protèrwn gia th sunergasÐa sac.

9Ac shmeiwjeÐ ìti tic perissìterec forèc h parousÐa tou kajhght  touc sthn t�xh leitour-
goÔse apotreptik� gia k�ti tètoio. Akìmh ìmwc kai tic forèc pou  moun mìnoc mou sthn t�xh,
polÔ lÐgec  tan oi peript¸seic twn majht¸n pou d lwsan ìti den epijumoÔn na summetèqoun.
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Met� thn olokl rwsh thc eisagwg c akoloujoÔse h qor ghsh tou erwthma-
tologÐou. Kat� th di�rkei� thc o ereunht c epèblepe10 th diadikasÐa, dÐnontac
dieukrin seic ìpote qreiazìtan.

Perigraf  deÐgmatoc

Telik�, episkefj kame 7 sqoleÐa11 kai sullèxame dedomèna apì 26 tm mata, eÐte
Genik c PaideÐac eÐte KateÔjunshc (Jetik c   Teqnologik c). O sunolikìc de
arijmìc twn erwthmatologÐwn pou sumplhr¸jhkan  tan 493. Apì aut� ta 236
(47,9%) an kan se majhtèc kai ta 257 (52,1%) se maj triec. EpÐshc, ta 304
(61,7%)  tan majht¸n thc B' LukeÐou kai ta 189 (38,3%) majht¸n thc G' LukeÐou.
O PÐnakac 1 parèqei plhroforÐec sqetik� me thn katanom  twn majht¸n tou

PÐnakac 1
Katanom  Majht¸n kat� SqoleÐo Proèleushc, T�xh kai FÔlo
SqoleÐo FÔlo Sunolik�

Majhtèc Maj triec

9o LÔkeio Ajhn¸n (JhseÐo) 27 (36,5%) 47 (63,5%) 74 (15,0%)
2o LÔkeio Gluf�dac 23 (62,2%) 14 (37,8%) 37 ( 7,5%)
12o LÔkeio Ajhn¸n (K.Petr�lwna) 20 (50,0%) 20 (50,0%) 40 ( 8,1%)
8o LÔkeio Kallijèac 29 (37,7%) 48 (62,3%) 77 (15,6%)
IwnÐdeioc Sqol  (Peirai�) 42 (47,7%) 46 (52,3%) 88 (17,8%)
Barb�keio Peiramatikì LÔkeio 54 (56,3%) 42 (43,8%) 96 (19,5%)
1o LÔkeio Kaisarian c 41 (50,6%) 40 (49,4%) 81 (16,4%)
T�xh
B' LukeÐou 143 (47,0%) 161 (53,0%) 304 (61,7%)
G' LukeÐou 93 (49,2%) 96 (50,8%) 189 (38,3%)

Sunolik� 236 (47,9%) 257 (52,1%) N = 493

deÐgmatìc mac sÔmfwna me to sqoleÐo proèleus c touc, thn t�xh kai to fÔlo touc.
'Oson afor� de sthn katanom  twn majht¸n se KateujÔnseic, oi 134 (27,3%)  tan
majhtèc Jetik c KateÔjunshc, oi 171 (34,8%) Jewrhtik c kai oi 186 (37,9%)
Teqnologik c.12 EpÐshc, 486 majhtèc (99,4%) tou deÐgmatìc mac d lwsan ìti
epijumoÔn na suneqÐsoun tic spoudèc touc met� to LÔkeio (ènanti mìlic tri¸n
majht¸n   0,6%) kai oi apant seic touc sqetik� me to epijumhtì antikeÐmeno
spoud¸n, afoÔ katagr�fhsan ìlec, omadopoi jhkan se pènte kathgorÐec: i) autoÐ
pou akìmh den eÐqan apofasÐsei (kai apoteloÔsan to 24,7%), ii) oi {jetikèc}
spoudèc (34,3%), iii) oi {jewrhtikèc} spoudèc (19,5%), iv) oi spoudèc sthn tèqnh

10Se orismènec peript¸seic, m�lista,  tan par¸n sthn t�xh kai o kajhght c pou eÐqe ekeÐnh
thn ¸ra m�jhma.

11Pio sugkekrimèna, episkefj kame 5 tm mata tou 9 G.L. AJHNWN (sto JhseÐo), sullègo-
ntac 74 erwthmatolìgia, 2 tm mata tou 2 G.L. GLUFADAS, sullègontac 37 erwthmatolìgia,
2 tm mata tou 12 G.L. AJHNWN (sta K. Petr�lwna) me 40 erwthmatolìgia, 5 tm mata tou 8
G.L. KALLIJEAS me 77 erwthmatolìgia, 4 tm mata sthn IWNIDEIO SQOLH (ston Peirai�)
me 88 erwthmatolìgia, 4 tm mata sto BARBAKEIO me 96 erwthmatolìgia kai 4 tm mata sto
1 G.L. KAISARIANHS me 81 erwthmatolìgia. H sullog  aut¸n twn dedomènwn pragmato-
poi jhke se 8 hmèrec kai di rkese apì thn 15h IanouarÐou èwc thn 23h FebrouarÐou 2007.

12H diafor� tou ajroÐsmatoc twn majht¸n stic treic KateujÔnseic (134+171+186=491)
apì to mègejoc tou deÐgmatoc (493) ofeÐletai sto ìti dÔo majhtèc de d lwsan KateÔjunsh.
Ta antÐstoiqa posost� upologÐzontai, asfal¸c, epÐ twn ègkurwn apant sewn.
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(1,4%) kai v) oi {teqnikèc} spoudèc � epaggelmatik  kat�rtish (20,1%).13 O
PÐnakac 2 parousi�zei plhroforÐec sqetik� me thn katanom  twn majht¸n tou
deÐgmatìc mac sÔmfwna me thn KateÔjunsh, thn epÐdos  touc sta Majhmatik�
thc prohgoÔmenhc t�xhc, thn epijumÐa touc gia sunèqish twn spoud¸n touc kai
thn t�xh touc. Sqetik� me thn epÐdosh sta Majhmatik� thc prohgoÔmenhc t�xhc,

PÐnakac 2
Katanom  Majht¸n kat� KateÔjunsh, EpÐdosh, EpijumÐa Spoud¸n kai T�xh
KathgorÐa Majht¸n T�xh Sunolik�

B' LukeÐou G' LukeÐou

KateÔjunsh
Jetik  91 (30,0%) 43 (22,9%) 134 (27,3%)
Jewrhtik  118 (38,9%) 53 (28,2%) 171 (34,8%)
Teqnologik  94 (31,0%) 92 (48,9%) 186 (37,9%)

EpÐdosh
PolÔ AdÔnatoi (bajm.≤ 10) 10 ( 3,5%) 8 ( 4,7%) 18 ( 4,0%)
AdÔnatoi (10 <bajm.≤ 13) 56 (19,6%) 29 (17,2%) 85 (18,7%)
Mètrioi (13 <bajm.≤ 15, 5) 64 (22,4%) 43 (25,4%) 107 (23,5%)
KaloÐ (15, 5 <bajm.< 18) 78 (27,3%) 50 (29,6%) 128 (28,1%)
PolÔ KaloÐ (18 ≤bajm.) 78 (27,3%) 39 (23,1%) 117 (25,7%)

EpijumÐa Mellontik¸n Spoud¸n
Den èqoun apofasÐsei 84 (27,6%) 38 (20,1%) 122 (24,7%)
Jetikèc Spoudec 95 (31,3%) 74 (39,2%) 169 (34,3%)
Jewrhtikèc Spoudèc 68 (22,4%) 28 (14,8%) 96 (19,5%)
Spoudèc sthn Tèqnh 4 ( 1,3%) 3 ( 1,6%) 7 ( 1,4%)
Teqnikèc Spoudèc � Kat�rtish 53 (17,4%) 46 (24,3%) 99 (20,1%)

k�je majht c taxinomoÔntan sÔmfwna me to bajmì Majhmatik¸n prohgoÔmenhc
t�xhc se mÐa apì tic akìloujec pènte kathgorÐec.

PolÔ AdÔnatoc, e�n o bajmìc Majhmatik¸n prohgoÔmenhc t�xhc  tan mi-
krìteroc   Ðsoc tou 10 (kathgorÐa sthn opoÐa brèjhkan 18 majhtèc,  
4,0% tou deÐgmatoc),

AdÔnatoc, e�n autìc  tan megalÔteroc tou 10 kai mikrìteroc   Ðsoc tou 13
(kathgorÐa sthn opoÐa brèjhkan 85 majhtèc,   18,7% tou deÐgmatoc),

Mètrioc, e�n  tan megalÔteroc tou 13 kai mikrìteroc   Ðsoc tou 15,5 (107
majhtèc,   23,5%),

Kalìc, e�n  tan megalÔteroc tou 15,5 kai mikrìteroc tou 18 (128 majhtèc,  
28,1%), kai

13Stic {jetikèc} spoudèc katat�qthkan ta antikeÐmena thc Sqol c Jetik¸n Episthm¸n (Bio-
logÐa, Fusik , QhmeÐa, Majhmatik�, Plhroforik , Farmakeutik ), tou PoluteqneÐou (Poli-
tikoÐ MhqanikoÐ, Arqitèktonec, Mhqanolìgoi, Hlektrolìgoi, QhmikoÐ, NauphgoÐ, Aeronauph-
goÐ), thc Iatrik c � Odontiatrik c � Kthniatrik c, thc Gewponik c, twn Oikonomik¸n. Stic
{jewrhtikèc} spoudèc aut� thc Nomik c, KoinwniologÐac, Politik¸n Episthm¸n, YuqologÐac,
Paidagwgik¸n, Filologik¸n, IstorÐac, JeologÐac, JeatrologÐac. Stic tèqnec peril fjhsan
h Mousik , o Qorìc, h HjopoiÐa, h Kal¸n Teqn¸n. Kai stic {teqnikèc} spoudèc h Logi-
stik , ta S¸mata AsfaleÐac � StratoÔ, h Gumnastik  AkadhmÐa, h DioÐkhsh Epiqeir sewn,
h Diaf mish, h DhmosiografÐa, oi MhqanikoÐ autokin twn, ta Touristik� epaggèlmata, h Fu-
sikojerapeÐa, ta Paraïatrik� epaggèlmata, h Diakìsmhsh, ta Nauthliak�, oi YuktikoÐ, oi
GrafÐstec, oi AisjhtikoÐ, h AkadhmÐa EmporikoÔ NautikoÔ.
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PolÔ Kalìc, e�n  tan megalÔteroc   Ðsoc tou 18 (117 majhtèc,   25,7% tou
deÐgmatoc).

Ta anwtèrw bajmologik� ìria gia th diamìrfwsh twn antÐstoiqwn kathgori¸n
tèjhsan aujaÐreta, prospaj¸ntac na {diermhneÔsoume} empeirik� th shmasÐa twn
bajm¸n pou paÐrnoun oi majhtèc sto sqoleÐo. EpÐshc, o bajmìc Majhmatik¸n
prohgoÔmenhc t�xhc tou deÐgmatoc  tan 15,53, me touc majhtèc thc B' t�xhc na
èqoun 15,61 ènanti 15,40 twn majht¸n thc G'. Oi sqetikèc leptomèreiec gia to p¸c
diamorf¸nontai oi bajmoÐ thc prohgoÔmenhc t�xhc tìso metaxÔ twn t�xewn, tou
fÔlou kai twn kateujÔnsewn twn majht¸n ìso kai se sqèsh me ta maj mata thc
'Algebrac   thc GewmetrÐac14 paratÐjentai ston PÐnaka 3. EÐnai axioshmeÐwto

PÐnakac 3
Mèsec Timèc kai Tupik� Sf�lmata Bajm¸n Majhmatik¸n
kat� FÔlo, T�xh kai KateÔjunsh
KathgorÐa Genikìc Bajmìc Bajmìc 'Algebrac Bajmìc GewmetrÐac
Majht¸n X s.e N X s.e N X s.e N
M/tèc 15,38 0,20 219 15,43 0,21 222 15,26 0,21 221
M/triec 15,68 0,19 236 15,73 0,19 240 15,63 0,20 239

B' L. 15,61 0,17 286 15,66 0,17 288 15,55 0,19 286
G' L. 15,40 0,23 169 15,46 0,24 174 15,30 0,24 174

Jet. 17,47 0,18 125 17,55 0,18 127 17,27 0,22 127
Jewr. 14,00 0,23 158 13,98 0,23 159 14,00 0,25 158
Teqn. 15,56 0,20 170 15,63 0,22 174 15,47 0,22 173

B' Jet. 17,46 0,23 86 17,55 0,21 86 17,37 0,27 86
B' Jewr. 14,04 0,27 109 14,05 0,27 110 14,00 0,29 109
B' Teqn. 15,77 0,27 90 15,82 0,28 91 15,70 0,29 90
G' Jet. 17,49 0,30 39 17,55 0,34 41 17,06 0,39 41
G' Jewr. 13,91 0,45 49 13,83 0,45 49 13,98 0,47 49
G' Teqn. 15,32 0,30 80 15,43 0,33 83 15,23 0,34 83

Genik� 15,53 0,14 455 15,58 0,14 462 15,45 0,15 460

to gegonìc ìti, en¸ oi bajmoÐ metaxÔ twn t�xewn kai tou fÔlou de diafèroun
shmantik�15, eÐnai exairetik� shmantik  (p < 0, 001) h diafor� touc metaxÔ twn

14Sqetik� me touc bajmoÔc twn majht¸n sthn 'Algebra kai th GewmetrÐa, parathr jhke
uyhl  susqètish, afoÔ o suntelest c Pearson r grammik c susqètishc metaxÔ touc brèjhke
0,850 (p < 0, 001, sto sÔnolo tou deÐgmatoc megèjouc N = 459). All� kai h diadikasÐa t-
test pairs den epitrèpei na jewr soume statistik� shmantik  thn parathroÔmenh diafor� (se
olìklhro to deÐgma) metaxÔ twn bajm¸n 'Algebrac kai GewmetrÐac ( p = 0, 071). 'Oson afor�
stic parathrhjeÐsec diaforèc (δ) k�je majht  metaxÔ twn bajm¸n tou sthn 'Algebra kai th
GewmetrÐa, to 32% twn majht¸n eÐqe Ðdiouc bajmoÔc ( |δ| ≤ 0, 5), to 38% emf�nize (apìluth)
diafor� mi�c mon�dac (0, 5 < |δ| ≤ 1, 5) kai to 19% dÔo mon�dwn (1, 5 < |δ| ≤ 2, 5). Dhlad , to
89% twn (459 sunolik�) majht¸n dièfere stouc bajmoÔc 'Algebrac kai GewmetrÐac èwc ±2, 5
mon�dec, gegonìc pou de mac epitrèpei na anaferjoÔme se diaforopoÐhsh thc algebrik c apì
th gewmetrik  touc antÐlhyh, toul�qiston wc proc thn apotÔpws  thc stouc antÐstoiqouc
bajmoÔc.

15H diadikasÐa t-test groups pou akolouj jhke gia na diapistwjeÐ e�n oi bajmoÐ diafèroun
statistik�   ìqi metaxÔ touc èdwse epÐpedo shmantikìthtac sth men perÐptwsh metaxÔ twn
t�xewn p = 0, 461 sth de perÐptwsh metaxÔ twn fÔlwn p = 0, 271 (gia touc genikoÔc mèsouc
ìrouc; an�loga  tan ta apotelèsmata kai gia tic eidikèc peript¸seic twn bajm¸n sthn 'Algebra
  sth GewmetrÐa).
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tri¸n kateujÔnsewn16. PistopoieÐtai, loipìn, ìti oi {kalÔteroi} majhtèc kai twn
dÔo t�xewn epilègoun th Jetik  KateÔjunsh.

Tèloc, o PÐnakac 4 parèqei tic aparaÐthtec plhroforÐec sqetik� me thn ka-
tanom  twn st�sewn kai pepoij sewn twn majht¸n tou deÐgmatìc mac gia ta
Majhmatik�. Oi apant seic omadopoi jhkan, ètsi ¸ste oi timèc 1 kai 2 thc
proteinìmenhc klÐmakac Likert na prosmetr¸ntai sthn kathgorÐa {DiafwnoÔn a-
pìluta   m�llon diafwnoÔn}, h tim  3 sthn kathgorÐa {OÔte sumfwnoÔn oÔte
diafwnoÔn} kai oi timèc 4 kai 5 sthn kathgorÐa {SumfwnoÔn apìluta   m�llon
sumfwnoÔn}. FaÐnetai17 na up�rqei èna elafrÔ prob�disma twn majht¸n wc proc

PÐnakac 4
Katanom  St�sewn Majht¸n kat� FÔlo
St�seic � Pepoij seic FÔlo Sunolik�

Majhtèc Maj triec

{Apolamb�nw ta Majhmatik�}
DiafwnoÔn apìluta   m�llon diafwn. 81 (34,8%) 106 (41,2%) 187 (38,2%)
OÔte sumfwnoÔn oÔte diafwnoÔn 68 (29,2%) 78 (30,4%) 146 (29,8%)
SumfwnoÔn apìluta   m�llon sumfwn. 84 (36,1%) 73 (28,4%) 157 (32,0%)

{Ta M. mac bohjoÔn na skeftìmaste swst�}
DiafwnoÔn apìluta   m�llon diafwn. 20 ( 8,7%) 42 (16,4%) 62 (12,7%)
OÔte sumfwnoÔn oÔte diafwnoÔn 38 (16,5%) 45 (17,6%) 83 (17,0%)
SumfwnoÔn apìluta   m�llon sumfwn. 173 (74,9%) 169 (66,0%) 342 (70,2%)

{KatalabaÐnw ta Majhmatik�}
DiafwnoÔn apìluta   m�llon diafwn. 49 (21,1%) 75 (29,3%) 124 (25,4%)
OÔte sumfwnoÔn oÔte diafwnoÔn 64 (27,6%) 78 (30,5%) 142 (29,1%)
SumfwnoÔn apìluta   m�llon sumfwn. 119 (51,3%) 103 (40,2%) 222 (45,5%)

{Ta M. eÐnai qr sima ìpwc kai h graf }
DiafwnoÔn apìluta   m�llon diafwn. 34 (14,7%) 40 (15,6%) 74 (15,2%)
OÔte sumfwnoÔn oÔte diafwnoÔn 41 (17,7%) 53 (20,7%) 94 (19,3%)
SumfwnoÔn apìluta   m�llon sumfwn. 156 (67,5%) 163 (63,7%) 319 (65,5%)

tic jetikìterec antil yeic gia ta Majhmatik� ènanti twn majhtri¸n. Autì epibe-
bai¸netai kai apì th mèsh tim  tou genikoÔ deÐkth st�shc gia ta Majhmatik�, pou
gia touc majhtèc eÐnai 3,58 en¸ gia tic maj triec eÐnai 3,38. To statistikì krit -
rio t-test deÐqnei ìti aut  h diafor� jewreÐtai statistik� shmantik , me epÐpedo
shmantikìthtac p = 0, 009 (ac shmeiwjeÐ ìti ìla ta epÐpeda shmantikìthtac sthn
paroÔsa èreuna aforoÔn se amfÐpleurouc elègqouc). Tèloc, oi mèsec timèc tou
deÐkth proswpik c st�shc gia ta Majhmatik� kai tou deÐkth pepoij sewn gia ta
Majhmatik�  tan 3,15 kai 4,00 antÐstoiqa gia touc majhtèc kai 2,89 kai 3,87 antÐ-

16M�lista, oi diadikasÐec Bonferroni kai Scheffe pou qrhsimopoi jhkan gia thn eÔresh twn
zeug¸n ekeÐnwn pou diafèroun shmantik� èdwsan (se p < 0, 001 kai oi dÔo) ìti statistik�
shmantik  diafor� twn bajm¸n (tìso twn genik¸n ìso kai twn eidik¸n sthn 'Algebra kai th
GewmetrÐa) emfanÐzetai an� dÔo kai gia tic treic kateujÔnseic. Aut  h parat rhsh apokt�
idiaÐterh shmasÐa se sqèsh me ta epìmena eur mata thc èreunac gia to epÐpedo katanìhshc
posodeikt¸n twn majht¸n wc proc thn kateÔjuns  touc.

17Oi χ2 èlegqoi gia pijan  sqèsh twn apant sewn twn majht¸n, se kajemi� apì tic tèsseric
dhl¸seic, me to fÔlo touc èdeixan ìti mìnon oi dhl¸seic {Ta Majhmatik� mac bohjoÔn na
skeftìmaste swst�} (p = 0, 028) kai {KatalabaÐnw ta Majhmatik�} (p = 0, 033) sqetÐzontai
me to fÔlo, an kai h sqèsh aut  den eÐnai kajìlou isqur  (Cramer’s V=0,121 kai 0,118,
antÐstoiqa).
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stoiqa gia tic maj triec. Shmantik  jewreÐtai mìnon h diafor� thc proswpik c
st�shc twn dÔo fÔlwn apènanti sta Majhmatik� (p = 0, 006).

H an�lush twn dedomènwn ègine me th qr sh tou statistikoÔ pakètou SPSS-
12.0.

3.3 Apotelèsmata

Ston PÐnaka 5 katagr�fontai oi suqnìthtec kai ta posost� twn orj¸n apa-
nt sewn an� er¸thsh, gia kajemi� apì tic 18 erwt seic tou erwthmatologÐou.
ParathroÔme ìti h Er¸thsh 7.2 anadeiknÔetai wc h duskolìterh ìlwn, me po-
sostì epituqÐac 40,4%. AkoloujoÔn oi erwt seic 8.2, 5.2, 4.2, 5.1 kai 6.1, me
antÐstoiqa posost� 45,5%, 49,0%, 49,9%, 50,5% kai 55,5%. Me �lla lìgia, to

PÐnakac 5
Suqnìthtec kai Posost� Orj¸n Apant sewn an� Er¸thsh
Er¸thsh Orjèc Apant seic Posostì (%)

1.1 414 84,3
1.2 310 63,5
2.1 409 83,8
2.2 365 74,8
3.1 323 65,9
3.2 363 74,1
4.1 435 88,4
4.2 244 49,9
5.1 246 50,5
5.2 237 49,0
6.1 273 55,5
6.2 309 62,9
6.3 303 63,4
7.1 352 71,7
7.2 199 40,4
7.3 307 62,7
8.1 315 64,0
8.2 223 45,5

1/3 twn erwt sewn eÐqe posostì epituqÐac pou kum�njhke metaxÔ tou 45 kai tou
55%, afor� de se erwt seic me dÔo posodeÐktec. Se antÐjesh me autèc, h plèon
eÔkolh er¸thsh  tan h 4.1, me posostì 88,4%, kai akoloujoÔn oi 1.1 kai 2.1, me
84,3% kai 83,8%, antÐstoiqa. Dhlad , mìno 3 erwt seic eÐqan posostì epituqÐ-
ac megalÔtero tou 75%, th stigm  pou oi upìloipec ennèa (oi misèc) erwt seic
eÐqan posostì metaxÔ tou 62,7% (gia thn Er¸thsh 7.3) kai tou 74,8% (gia thn
Er¸thsh 2.2).

'Ena er¸thma eÐnai e�n ta prohgoÔmena posost� epituqÐac twn majht¸n diafo-
ropoioÔntai shmantik� metaxÔ twn t�xewn thc B' kai thc G' LukeÐou. O PÐnakac 6
parousi�zei p¸c diamorf¸nontai ta antÐstoiqa posost� entìc twn dÔo t�xewn kai
epiqeireÐ na apant sei sto er¸thma e�n kajemi� apì tic dÐtimec metablhtèc, pou
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kataqwreÐtai e�n o majht c ap�nthse orj�   ìqi18 sthn antÐstoiqh er¸thsh, sqe-
tÐzetai me thn t�xh tou majht . ParathroÔme ìti stouc antÐstoiqouc elègqouc me

PÐnakac 6
Posost� Orj¸n Apant sewn an� Er¸thsh kat� T�xh kai
epÐpeda shmantikìthtac (p-timèc) elègqwn χ2

Er¸thsh Posost� (%) p-tim 
Genikì B' LukeÐou G' LukeÐou

1.1 84,3 83,9 85,0 0,735
1.2 63,5 61,1 67,4 0,163
2.1 83,8 81,0 88,3 0,033
2.2 74,8 71,0 80,9 0,015
3.1 65,9 62,6 71,3 0,048
3.2 74,1 74,2 73,9 0,954
4.1 88,4 86,5 91,5 0,088
4.2 49,9 48,8 51,6 0,552
5.1 50,5 45,0 59,4 0,002
5.2 49,0 45,3 54,8 0,041
6.1 55,5 57,1 52,9 0,364
6.2 62,9 64,2 60,8 0,449
6.3 63,4 61,1 67,0 0,195
7.1 71,7 67,3 78,7 0,006
7.2 40,4 38,9 42,9 0,390
7.3 62,7 60,3 66,5 0,166
8.1 64,0 66,3 60,3 0,176
8.2 45,5 44,0 47,9 0,407

qr sh twn statistik¸n Pearson Chi-Square pou pragmatopoi jhkan, proèkuyan
merikèc peript¸seic me idiaÐtera qamhlì epÐpedo shmantikìthtac. 'Omwc, molonì-
ti stic erwt seic 2.1, 2.2, 3.1, 5.1, 5.2 kai 7.1 mporeÐ na jewrhjeÐ ìti up�rqei
sqèsh metaxÔ thc orjìthtac thc antÐstoiqhc ap�nthshc kai thc t�xhc, h qr sh
�llwn krithrÐwn gia na diapistwjeÐ to pìso isqur  eÐnai aut  h sqèsh den èdwse
axioshmeÐwta apotelèsmata19.

'Ena akìmh er¸thma, anaforik� me ta posost� epituqÐac stic di�forec erw-
t seic, eÐnai to p¸c aut� diamorf¸nontai se sqèsh me thn epÐdosh twn majht¸n
sta maj mata twn Majhmatik¸n thc prohgoÔmenhc t�xhc. 'Etsi, o PÐnakac 7
parousi�zei ta antÐstoiqa posost�, all� kai tic suqnìthtec, entìc twn pènte
kathgori¸n (PolÔ AdÔnatoc, AdÔnatoc, Mètrioc, Kalìc, PolÔ Kalìc) pou dia-

18Sth mh orjèc ap�nthseic perilamb�nontai tìso oi lanjasmènec ìso kai oi dhl¸seic {Den
gnwrÐzw}, en¸ oi peript¸seic pou den ap�nthse kajìlou (missing values) exairoÔntai apì thn
peraitèrw epexergasÐa.

19Gia na prosdiorisjeÐ to mègejoc kai to eÐdoc thc sqèshc metaxÔ twn metablht¸n se autèc
tic peript¸seic upologÐsjhkan oi deÐktec Cramer’s V kai phi. EntoÔtoic, akìmh kai sthn {kalÔ-
terh} twn peript¸sewn, pou  tan h Er¸thsh 5.2, me Pearson Chi-Square=9,500 kai p = 0, 002,
p rame Cramer’s V=0,140, se epÐpedo shmantikìthtac p = 0, 002, k�ti pou shmaÐnei ìti aut  h
sqèsh eÐnai men statistik� shmantik , all� kajìlou isqur . Ex�llou, to jetikì prìshmo tou
(proshmasmènou) phi=0,140 deÐqnei ìti oi majhtèc thc G' LukeÐou apantoÔn {swstìtera} se
aut n thn er¸thsh, ènanti twn majht¸n thc B'.

85



qwrÐsthkan oi majhtèc me b�sh thn epÐdosh, ìpwc èqei exhghjeÐ sta prohgoÔmena.
AxÐzei, Ðswc, na parathr soume sqetik� ìti akìmh kai gia touc polÔ kaloÔc majh-
tèc (pou apoteloÔn, ìpwc eÐdame, to 25% tou deÐgmatoc) to 1/3 twn duskolìterwn
erwt sewn paramènei sqedìn to Ðdio, me tì eÔroc twn antÐstoiqwn posost¸n e-
pituqÐac na metatopÐzetai mìlic kat� 10 posostiaÐec mon�dec proc ta ep�nw (to
45 � 55% pou eÐqame epÐ olokl rou tou deÐgmatoc gÐnetai 55 � 65%). M�lista, h
Er¸thsh 7.2 apotèlese th duskolìterh er¸thsh tìso gia touc polÔ kaloÔc, ìso
kai gia touc kaloÔc all� kai touc mètriouc majhtèc, me posost� epituqÐac entìc
aut¸n twn tri¸n kathgori¸n 54,7%, 45,3% kai 30,2%, antÐstoiqa. 'Oson afor�

PÐnakac 7
Suqnìthtec kai Posost� Orj¸n Apant sewn an� Er¸thsh kat� EpÐdosh
Er¸thsh Epidìseic Majht¸n

PolÔ PolÔ
AdÔnatoÐ AdÔnatoi Mètrioi KaloÐ KaloÐ Sunolik�
f % f % f % f % f % f %

1.1 13 72,2 68 80,0 87 82,1 114 89,8 102 87,2 384 84,8
1.2 6 33,3 51 63,0 69 64,5 86 67,7 77 65,8 289 64,2
2.1 10 55,6 72 86,7 85 79,4 116 92,1 103 88,8 386 85,8
2.2 10 55,6 53 64,6 73 68,2 107 84,3 98 84,5 341 75,8
3.1 6 33,3 46 54,8 61 57,5 92 72,4 91 77,8 296 65,5
3.2 13 72,2 56 66,7 84 78,5 96 76,2 91 77,8 340 75,2
4.1 13 72,2 75 88,2 94 88,7 117 91,4 101 86,3 400 88,1
4.2 7 38,9 38 44,7 50 48,1 64 50,4 65 55,6 224 49,7
5.1 4 22,2 33 39,3 45 42,9 70 55,6 72 62,1 224 49,9
5.2 7 38,9 27 32,1 43 41,7 67 53,2 74 64,3 218 48,9
6.1 4 22,2 38 45,2 50 46,7 79 61,7 87 74,4 258 56,8
6.2 8 44,4 30 36,1 60 56,1 91 71,1 96 82,1 285 62,9
6.3 8 47,1 40 48,2 57 54,8 87 71,3 90 78,9 282 64,1
7.1 10 55,6 47 55,3 73 68,9 99 77,3 94 80,3 323 71,1
7.2 8 44,4 27 31,8 32 30,2 58 45,3 64 54,7 189 41,6
7.3 7 41,2 34 40,0 60 56,6 93 73,2 91 77,8 285 63,1
8.1 5 27,8 43 51,2 56 52,3 90 70,3 93 79,5 287 63,2
8.2 6 33,3 22 26,2 45 42,5 65 51,2 68 58,1 206 45,6

de sth seir� kat�taxhc twn dÔskolwn erwt sewn gia thn kathgorÐa twn polÔ
kal¸n majht¸n, met� th duskolìterh ìlwn 7.2, akoloujoÔn oi 4.2 (me 55,6%),
8.2 (me 58,1%), 5.1 (me 62,1%) kai 5.2 (me 64,3%). Sthn èkth kat� seir� dusko-
lÐac jèsh axÐzei Ðswc na epishmanjeÐ h parousÐa thc Er¸thshc 1.2 (me 65,8%), h
opoÐa faÐnetai na duskoleÔei exÐsou (ektìc twn polÔ adÔnatwn, pou apoteloÔn
ìmwc mìlic to 4% tou deÐgmatoc) touc majhtèc, anexart twc epÐdoshc!

Autì, p�ntwc, pou faÐnetai na apoteleÐ apofasistikì par�gonta gia to poso-
stì epituqÐac twn majht¸n se k�je er¸thsh eÐnai h KateÔjunsh. 'Opwc prokÔptei
kai apì ton PÐnaka 8, ta posost� epituqÐac twn majht¸n thc Jetik c KateÔjun-
shc diafèroun shmantik� ènanti aut¸n twn �llwn KateujÔnsewn. AxÐzei Ðswc
na epishmanjeÐ sqetik� ìti gia th duskolìterh er¸thsh, pou akìmh kai ston
prokeÐmeno diaqwrismì kat� t�xh kai kateÔjunsh paramènei h 7.2 kai gia tic èxi
kathgorÐec, sthn perÐptwsh thc G' Jetik c to posostì orj¸n apant sewn gÐnetai
62,8%, ènanti tou 54,7% pou sugkèntrwnan sthn Ðdia er¸thsh oi orjèc apant -
seic twn polÔ kal¸n majht¸n. Sthn perÐptwsh thc G' Jetik c oi duskolìterec
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PÐnakac 8
Suqnìthtec kai Posost� Orj¸n Apant sewn an� Er¸thsh
kat� T�xh kai KateÔjunsh
Er¸thsh T�xh kai KateÔjunsh Majht¸n

B' Jet. B' Jewr. B' Teqn. G' Jet. G' Jewr. G' Teqn.
f % f % f % f % f % f %

1.1 83 91,2 96 81,4 75 79,8 38 88,4 42 80,8 78 85,7
1.2 57 62,6 72 62,1 54 58,1 33 78,6 33 63,5 60 65,2
2.1 77 86,5 87 75,0 78 83,0 42 97,7 45 84,9 78 85,7
2.2 71 79,8 74 63,8 67 71,3 40 93,0 35 67,3 76 82,6
3.1 61 67,0 70 59,8 57 61,3 36 85,7 26 49,1 71 77,2
3.2 76 83,5 79 67,5 68 73,1 34 81,0 36 67,9 68 73,9
4.1 78 86,7 104 88,1 79 84,0 43 100,0 44 83,0 85 92,4
4.2 48 52,7 53 44,9 46 49,5 29 67,4 22 42,3 45 50,0
5.1 53 58,9 45 38,8 37 39,8 34 81,0 22 41,5 54 59,3
5.2 52 57,8 45 39,5 37 39,8 33 78,6 19 35,8 49 54,4
6.1 58 63,7 57 48,7 57 60,6 34 79,1 21 39,6 44 47,8
6.2 74 81,3 65 55,6 54 58,1 41 95,3 15 28,3 58 63,0
6.3 68 76,4 62 53,0 50 56,2 33 80,5 30 56,6 58 66,7
7.1 70 76,9 72 61,5 61 64,9 37 86,0 35 66,0 75 82,4
7.2 44 48,4 38 32,5 35 37,2 27 62,8 12 22,6 41 44,6
7.3 73 80,2 60 51,3 48 51,6 40 93,0 24 45,3 60 65,9
8.1 67 73,6 70 59,3 64 68,8 34 79,1 23 43,4 57 62,0
8.2 45 49,5 48 41,0 40 43,0 32 76,2 19 35,8 38 41,3

erwt seic  tan, met� thn 7.2, oi 4.2 (me 67,4%), 8.2 (me 76,2%), 5.2 kai 1.2 (na
moir�zontai thn tètarth jèsh me 78,6%) kai 6.1 kai 8.1 (pou {isobajmoÔn} sthn
èkth jèsh me 79,1%). Oi upìloipec erwt seic brèjhkan na sugkentr¸noun poso-
st� megalÔtera tou 80%. ParathreÐtai, epÐshc, ìti sto {eswterikì} k�je t�xhc
ta posost� epituqÐac kai gia tic 18 erwt seic (me mình exaÐresh thn Er¸thsh 4.1
kai gia th B' LukeÐou) diat�ssontai wc ex c: megalÔtero eÐnai p�ntote autì thc
Jetik c KateÔjunshc, èpetai autì thc Teqnologik c kai teleutaÐo akoloujeÐ to
posostì thc Jewrhtik c.

Ta posost� epituqÐac se kajemi� apì tic 18 erwt seic de brèjhke na diafè-
roun shmantik� metaxÔ twn dÔo fÔlwn twn majht¸n kai wc ek toÔtou den krÐnetai
skìpimh h par�jesh tou sqetikoÔ pÐnaka. Oi mìnec erwt seic pou ston antÐstoi-
qo èlegqo χ2 èdeixan statistik� shmantikì apotèlesma20  tan oi Erwt seic 3.2
(p = 0, 041) kai 6.3 (p = 0, 045).21 'Etsi, sth men 3.2 to posostì epituqÐac twn
majht¸n  tan 78,3% (184 majhtèc) ènanti 70,2% twn majhtri¸n (179 maj triec),
sth de 6.3  tan antÐstoiqa 68,0% (157 majhtèc) ènanti 59,1% (146 maj triec).

Sta epìmena perigr�fontai oi epidìseic twn majht¸n tou deÐgmatoc ìqi plèon
se kajemi� apì tic 18 erwt seic tou erwthmatologÐou, all� sth b�sh twn deikt¸n
katanìhshc posodeikt¸n, stouc opoÐouc kai apotup¸netai to pl joc twn orj¸n
apant sewn twn majht¸n, eÐte sto sÔnolo twn erwt sewn eÐte sta uposÔnola

20An kai oi eurejeÐsec sqèseic  tan idiaÐtera asjeneÐc, afoÔ kai gia thn 3.2 kai gia thn
6.3 eÐqame Cramer’s V= 0, 092 kai phi= −0, 092 (me to arnhtikì prìshmo tou teleutaÐou na
upodeiknÔei ìti oi majhtèc èqoun orjìterec apant seic sthn er¸thsh ènanti twn majhtri¸n).

21AkoloujoÔsan oi Erwt seic 8.2 (p = 0, 084), 2.1 (p = 0, 171) kai 5.1 (p = 0, 253). Gia tic
upìloipec erwt seic to epÐpedo shmantikìthtac brèjhke megalÔtero tou 0,34.
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aut¸n pou aforoÔn ènan mìno (oi pr¸tec 6 erwt seic)   dÔo (oi epìmenec 12)
posodeÐktec. Me ton trìpo autì epitugq�netai mia pio sunolik  perigraf  thc
eikìnac tou deÐgmatoc. Gia to lìgo autì, kai me b�sh tic timèc twn antÐstoi-
qwn deikt¸n, oi majhtèc diaqwrÐsjhkan, ìson afor� sto epÐpedo katanìhshc tou
monoÔ posodeÐkth, se treic kathgorÐec: (i) ìtan oi timèc tou deÐkth katanìhshc
monoÔ posodeÐkth eÐnai apì 0 èwc kai 2, (ii) ìtan oi timèc tou deÐkth eÐnai 3   4
kai (iii) ìtan eÐnai 5   6. EpÐshc treic eÐnai kai oi kathgorÐec katanìhshc diploÔ
posodeÐkth. Ta ìria kÔmanshc tou antÐstoiqou deÐkth orÐsjhkan apì 0 èwc kai
4 gia thn pr¸th kathgorÐa (asjen c katanìhsh), apì 5 èwc kai 8 gia th deÔterh
(mètria katanìhsh) kai apì 9 èwc kai 12 gia thn trÐth (kal  katanìhsh). Se
sqèsh me thn katanìhsh thc ènnoiac twn posodeikt¸n genik� (ìpwc aut  kata-
gr�fetai sthn orjìthta twn apant sewn kai gia tic 18 erwt seic), epilèqjhke o
diaqwrismìc se pènte kathgorÐec � epÐpeda, ¸ste na eÐnai safèsterh h perigra-
fìmenh eikìna. 'Etsi, to pr¸to epÐpedo (polÔ asjen c katanìhsh) perilamb�nei
touc majhtèc pou apantoÔn orj� se 6 to polÔ erwt seic, to deÔtero epÐpedo
(asjen c katanìhshc) ekeÐnouc pou apantoÔn orj� apì 7 èwc kai 9 erwt seic, to
trÐto (mètria katanìhsh) ekeÐnouc pou oi orjèc apant seic touc eÐnai apì 10 èwc
kai 12, to tètarto (kal  katanìhsh) apì 13 èwc kai 15 kai to pèmpto (polÔ kal 
katanìhsh) ekeÐnouc me toul�qiston 16 orjèc apant seic.

O PÐnakac 9 parousi�zei thn katanom  twn majht¸n tou deÐgmatìc mac me
b�sh ton proanaferjènta diaqwrismì. To mikrìtero pl joc orj¸n apant sewn
pou parathr jhke  tan to 3, se 4 majhtèc (0,9%), 16 majhtèc (3,6%) eÐqan mìno
4 orjèc apant seic, 7 (1,6%) eÐqan 5 orjèc apant seic kai 21 (4,7%) eÐqan 6
orjèc. Sthn antÐjeth �krh brèjhkan 27 majhtèc (6,0%) pou ap�nthsan kai stic
18 erwt seic orj�, 19 majhtèc (4,3%) me èna mìno l�joc kai 23 majhtèc (5,1%) me
dÔo lanjasmènec apant seic22. 'Oson afor� stic erwt seic monoÔ posodeÐkth,
orj� kai stic 6 ap�nthsan 131 (27,3%) majhtèc23, en¸ stic erwt seic diploÔ
posodeÐkth al�njastoi  tan 32 (7,0%) majhtèc24 kai me èna mìno l�joc �lloi 29

22Se sqèsh me to fÔlo touc, oi 27 al�njastoi majhtèc  tan 19 agìria (8,8%) kai 8 korÐtsia
(3,4%), oi 19 me èna mìno l�joc  tan 8 agìria (3,7%) kai 11 korÐtsia (4,7%) kai oi 23 me dÔo
l�jh  tan 10 (4,7%) kai 13 (5,6%), antÐstoiqa. Sthn antÐjeth �krh, oi 4 me tic 3 mìnon orjèc
apant seic  tan 3 agìria (1,4%) kai 1 korÐtsi (0,4%), oi 16 me tic 4 orjèc  tan 7 (3,3%) kai 9
(3,9%), oi 7 me tic 5 orjèc  tan 4 (1,9%) kai 3 (1,3%) kai oi 21 me tic 6 orjèc  tan 10 (4,7%)
kai 11 (4,7%), antÐstoiqa.

23Apì autoÔc touc 131 al�njastouc stic prot�seic me ènan posodeÐkth majhtèc, oi 27
(22,1%)  tan al�njastoi kai stic prot�seic me dÔo posodeÐktec, oi 15 (12,3%) èkanan èna
mìno l�joc, �lloi 15 èkanan dÔo l�jh kai 23 (18,9%) èkanan 3 l�jh. Dhlad , to 65,6% aut¸n
pou eÐnai al�njastoi ston ènan posodeÐkth brÐskontai sto epÐpedo kal c katanìhshc twn dÔo
posodeikt¸n (ac shmeiwjeÐ ìti o suntelest c Pearson r grammik c susqètishc metaxÔ twn
deikt¸n katanìhshc monoÔ kai diploÔ posodeÐkth brèjhke 0,472, se epÐpedo shmantikìthtac
p < 0, 001 kai epÐ deÐgmatoc megèjouc N = 447). Ta 390 l�jh, pou gÐnontai sunolik� stic
prot�seic me dÔo posodeÐktec apì autoÔc, katanèmontai wc ex c: ta perissìtera (51 l�jh)
gÐnontai sthn 7.2, akoloujeÐ h 4.2 (me 48 l�jh), oi 5.1, 5.2 kai 8.2 (apì 45 l�jh h kajemÐa), h
6.1 (me 35), oi 7.3 kai 8.1 (apì 26), h 6.2 (me 24), oi 6.3, 7.1 (apì 20) kai h 4.1 (me 5 l�jh).

24Apì autoÔc touc 32 al�njastouc stic prot�seic me dÔo posodeÐktec majhtèc, oi 5 èkanan
toul�qiston èna l�joc stic prot�seic me ènan posodeÐkth (gia thn akrÐbeia, oi 4 èkanan akrib¸c
èna l�joc kai 1 majht c èkane 3). H katanom  twn 7 aut¸n laj¸n monoÔ posodeÐkth  tan: 3
sthn Prìtash 1.2 kai apì èna stic 2.1, 2.2, 3.1, 3.2. E�n se aut� prostejoÔn kai ta 19 l�jh
pou dièpraxan, sunolik�, stic prot�seic monoÔ posodeÐkth oi 29 majhtèc pou èkanan èna mìno
l�joc stic prot�seic diploÔ posodeÐkth, h katanom  twn 26 aut¸n laj¸n gÐnetai: apì 8 l�jh
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PÐnakac 9
Suqnìthtec kai Posost� Orj¸n Apant sewn
Sunolik� kai kat� FÔlo
Orjèc Sunolik� FÔlo
Apant seic Suqnìthta Posostì Majhtèc Maj triec
Monìc PosodeÐkthc (Erwt. 1�3)

0�2 44 9,2 22 ( 9,6%) 22 ( 8,8%)
3�4 189 39,5 81 (35,5%) 108 (43,0%)
5�6 246 51,4 125 (54,8%) 121 (48,2%)

Diplìc PosodeÐkthc (Erwt. 4�8)
0�4 98 21,4 42 (18,8%) 56 (23,7%)
5�8 204 44,4 101 (45,3%) 103 (43,6%)
9�12 157 34,2 80 (35,9%) 77 (32,6%)

Genik� (SÔnolo Erwt sewn)
0�6 48 10,7 24 (11,2%) 24 (10,3%)
7�9 84 18,8 35 (16,3%) 49 (21,1%)
10�12 131 29,3 61 (28,4%) 70 (30,2%)
13�15 115 25,7 58 (27,0%) 57 (24,6%)
16�18 69 15,4 37 (17,2%) 32 (13,8%)

(6,3%). EpÐshc, apì touc 98 majhtèc qamhl c katanìhshc diploÔ posodeÐkth oi
2 (0,4%) den apantoÔn orj� se kamÐa apì tic 12 erwt seic, oi 12 (2,6%) apantoÔn
orj� mìno se mÐa er¸thsh kai oi 25 (5,4%) mìno se dÔo, en¸ apì touc 44 majhtèc
qamhl c katanìhshc monoÔ posodeÐkth o ènac (0,2%) den apant� orj� se kamÐa
apì tic 6 erwt seic, kai 4 (0,8%) apantoÔn orj� mìno se mÐa.

Oi dÔo teleutaÐec st lec tou PÐnaka 9 parousi�zoun p¸c oi suqnìthtec kai
ta posost� twn proanaferjèntwn kathgori¸n katanìhshc {exeidikeÔontai} kat�
fÔlo. Ac shmeiwjeÐ ìti oi èlegqoi χ2 gia thn eÔresh pijan c sqèshc metaxÔ
tou epipèdou katanìhshc twn posodeikt¸n kai tou fÔlou den èdeixan statistik�
shmantik� apotelèsmata gia kamÐa apì tic treic peript¸seic (eÐte monoÔ eÐte diploÔ
posodeÐkth eÐte en gènei, afoÔ ta epÐpeda shmantikìthtac  tan p = 0, 244, 0,425
kai 0,613, antÐstoiqa). P�ntwc, o mèsoc arijmìc orj¸n apant sewn epÐ tou
sunìlou twn erwt sewn (mèsoc genikìc deÐkthc katanìhshc posodeikt¸n)  tan
11,76 gia touc majhtèc, ènanti 11,27 gia tic maj triec. Aut  h diafor�, sÔmfwna
me to statistikì krit rio t-test, de jewreÐtai statistik� shmantik  (p = 0, 167).25

O PÐnakac 10 parousi�zei ta proanaferjènta epÐpeda katanìhshc twn majh-
t¸n tou deÐgmatìc mac, tìso gia tic peript¸seic tou monoÔ kai diploÔ posodeÐkth
qwrist� ìso kai gia th genik  periptwsh, ìpwc aut� exeidikeÔontai katarq n
kat� T�xh kai akoloÔjwc kat� KateÔjunsh. 'Oson afor� sto diaqwrismì kat�
T�xh {faÐnetai}26 oi majhtèc thc G' LukeÐou na emfanÐzoun uyhlìterou epipè-

stic 1.2 kai 3.1, 5 l�jh sthn 3.2, 3 sthn 2.2 kai 2 sthn 2.1.
25OÔte kai oi diaforèc twn mèswn deikt¸n katanìhshc monoÔ   diploÔ posodeÐkth metaxÔ

twn dÔo fÔlwn (oi mèsec timèc twn deikt¸n kai ta tupik� touc sf�lmata parousi�zontai ston
PÐnaka 11) brèjhkan shmantikèc, afoÔ ta epÐpeda shmantikìthtac sth diadikasÐa t-test groups
 tan p = 0, 255 kai p = 0, 203, antÐstoiqa.

26Oi antÐstoiqoi èlegqoi χ2 metaxÔ thc kathgorÐac orj¸n apant sewn kai thc t�xhc èdwsan
epÐpeda shmantikìthtac gia thn perÐptwsh twn erwt sewn monoÔ posodeÐkth p = 0, 009 (all�
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PÐnakac 10
Suqnìthtec kai Posost� Epipèdwn Katanìhshc
kat� T�xh kai KateÔjunsh
Orjèc T�xh kai KateÔjunsh Majht¸n
Apant. B' T�xh G' T�xh

B' Jet. B' Jewr. B' Teqn. G' Jet. G' Jewr. G' Teqn.
f % f % f % f % f % f %

Monìc PosodeÐkthc (Erwt. 1�3)
0�2 34 (11,5%) 10 (5,4%)

9 10,1 14 12,4 11 12,0 1 2,4 5 9,8 4 4,4
3�4 124 (42,0%) 65 (35,3%)

25 28,1 60 53,1 39 42,4 7 17,1 24 47,1 34 37,4
5�6 137 (46,4%) 109 (59,2%)

55 61,8 39 34,5 42 45,7 33 80,5 22 43,1 53 58,2
Diplìc PosodeÐkthc (Erwt. 4�8)
0�4 70 (24,6%) 28 (16,0%)

9 10,5 35 31,5 26 30,2 1 2,6 19 36,5 8 9,6
5�8 123 (43,3%) 81 (46,3%)

37 43,0 52 46,8 34 39,5 9 23,1 26 50,0 46 55,4
9�12 91 (32,0%) 66 (37,7%)

40 46,5 24 21,6 26 30,2 29 74,4 7 13,5 29 34,9
Genik� (SÔnolo Erwt sewn)
0�6 34 (12,3%) 14 8,2%)

4 4,8 16 15,0 14 16,7 0 0,0 9 18,0 5 6,1
7�9 51 (18,5%) 33 (19,3%)

6 7,1 29 27,1 16 19,0 3 7,9 15 30,0 15 18,3
10�12 89 (32,2%) 42 (24,6%)

29 34,5 35 32,7 25 29,8 3 7,9 18 36,0 21 25,6
13�15 63 (22,8%) 52 (30,4%)

28 33,3 18 16,8 16 19,0 13 34,2 7 14,0 31 37,8
16�18 39 (14,1%) 30 (17,5%)

17 20,2 9 8,4 13 15,5 19 50,0 1 2,0 10 12,2

dou katanìhsh, tìso stic prot�seic monoÔ posodeÐkth ìso kai stic prot�seic
diploÔ posodeÐkth, all� kai sto sÔnolo twn prot�sewn. 'Etsi, sthn uyhlìterh
kathgorÐa katanìhshc, gia thn men perÐptwsh tou monoÔ posodeÐkth brÐsketai to
59,2% thc G' T�xhc ènanti tou 46,4% thc B', gia thn perÐptwsh de tou diploÔ
posodeÐkth to 37,7% thc G' ènanti tou 32,0% thc B'. All� kai wc proc to sÔnolo
twn erwt sewn, sthn uyhlìterh kathgorÐa (mèqri dÔo l�jh) brÐsketai to 17,5%
thc G' ènanti tou 14,1% thc B', en¸ sthn amèswc epìmenh (3�5 l�jh) to 30,4%
thc G' ènanti tou 22,8% thc B'.

Ex�llou, to mèso epÐpedo katanìhshc olìklhrou tou deÐgmatoc eÐnai 11,50
orjèc apant seic (me tupikì sf�lma mèsou (s.e) 0,18, ìpwc prokÔptei apì N=447
sunolik� ègkurec apant seic). Gia tic 6 erwt seic monoÔ posodeÐkth èqoume

Kendall’s tau-c=0,138, opìte to mègejoc thc sqèshc den eÐnai axiìlogo), gia tic erwt seic
diploÔ posodeÐkth p = 0, 081 kai gia to sÔnolo twn erwt sewn p = 0, 136.
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mèso deÐkth katanìhshc 4,46 (me s.e=0,06 kai N=479), en¸ o mèsoc deÐkthc
katanìhshc diploÔ posodeÐkth  tan 7,03 (me s.e=0,14 kai N=459). Oi deÐktec
autoÐ stic dÔo t�xeic twn majht¸n diamorf¸nontai wc ex c: mèsoc genikìc deikthc
katanìshc posodeikt¸n B' LukeÐou 11,21 ènanti 11,98 thc G' LukeÐou, mèsoc
deÐkthc katanìshc monoÔ posodeÐkth 4,33 gia th B' ènanti 4,66 gia th G' kai
mèsoc deÐkthc katanìhshc diploÔ posodeÐkth 6,86 gia th B' ènanti 7,31 gia th G'
(PÐnakac 11). H diadikasÐa t-test groups pou efarmìsjhke èdeixe ìti, se epÐpedo
shmantikìthtac p = 0, 033 (me t = −2, 133) gia to genikì deÐkth, p = 0, 007 gia
to deÐkth monoÔ kai p = 0, 106 gia to deÐkth diploÔ posodeÐkth, oi eurejeÐsec
diaforèc eÐnai statistik� shmantikèc.

'Opwc èqei  dh epishmanjeÐ, o par�gontac pou paÐzei apofasistikì rìlo sthn
parathroÔmenh katanìhsh twn prot�sewn tou erwthmatologÐou eÐnai h KateÔjun-
sh twn majht¸n. To posostì 50% twn majht¸n thc G' Jetik c pou brÐsketai
sthn uyhlìterh kathgorÐa katanìhshc (me dÔo to polÔ l�jh epÐ tou sunìlou
twn erwt sewn) den eÐnai kan sugkrÐsimo (to amèswc epìmeno eÐnai to 20,2% thc
B' Jetik c) me ta antÐstoiqa posost� twn �llwn kateujÔnsewn. To Ðdio isqÔei
kai gia to posostì twn majht¸n pou katat�ssetai sthn uyhlìterh kathgorÐa
tìso gia to monì ìso kai gia to diplì posodeÐkth: e�n prìkeitai gia majhtèc thc
G' Jetik c to posostì autì eÐnai 80,5% kai 74,4%, antÐstoiqa (ta posost� pou
epitugq�noun oi majhtèc thc B' Jetik c eÐnai kai ed¸ ta amèswc epìmena me 61,8%
kai 46,5%, antÐstoiqa). O PÐnakac 10 parousi�zei analutik� ta sqetik� stoiqeÐa.
EpÐshc, o PÐnakac 11 parousi�zei tic mèsec timèc twn deikt¸n katanìhshc poso-
deikt¸n, tìso an� KateÔjunsh ìso kai an� T�xh kai KateÔjunsh. 'Etsi, o mèsoc
arijmìc orj¸n apant sewn epÐ tou sunìlou twn erwt sewn  tan gia th Jetik 
KateÔjunsh 13,46, ènanti 11,50 thc Teqnologik c kai 9,94 thc Jewrhtik c, sthn
perÐptwsh de thc G' Jetik c autìc anèrqetai sto 15,05. H an�lush thc diaspo-
r�c (ANOVA) pou qrhsimopoi jhke gia na diapist¸sei an autèc oi diaforèc eÐnai
statistik� shmantikèc èdeixe p < 0, 001 kai gia touc treic deÐktec katanìhshc

PÐnakac 11
Mèsec Timèc kai Tupik� Sf�lmata Deikt¸n Katanìhshc Posodeikt¸n
kat� T�xh, KateÔjunsh kai FÔlo
KathgorÐa Genikìc DeÐkthc DeÐkthc MonoÔ DeÐkthc DiploÔ
Majht¸n X s.e N X s.e N X s.e N
B' T�xh 11,21 0,22 276 4,33 0,08 295 6,86 0,18 284
G T�xh 11,98 0,29 171 4,66 0,09 184 7,31 0,22 175

Jet. 13,46 0,29 122 4,88 0,11 130 8,53 0,23 125
Jewr. 9,94 0,28 157 4,09 0,10 164 5,91 0,22 163
Teqn. 11,50 0,29 166 4,48 0,10 183 6,98 0,22 169

B' Jet. 12,74 0,34 84 4,71 0,13 89 7,99 0,28 86
B' Jewr. 10,20 0,34 107 4,07 0,12 113 6,16 0,27 111
B' Teqn. 10,92 0,44 84 4,26 0,13 92 6,59 0,34 86
G' Jet. 15,05 0,47 38 5,24 0,16 41 9,72 0,34 39
G' Jewr. 9,40 0,46 50 4,12 0,18 51 5,37 0,35 52
G' Teqn. 12,10 0,36 82 4,69 0,13 91 7,37 0,28 83

Majhtèc 11,76 0,26 215 4,53 0,09 228 7,21 0,20 223
Maj triec 11,27 0,24 232 4,39 0,08 251 6,86 0,19 236

Sunolik� 11,50 0,18 447 4,46 0,06 479 7,03 0,14 459
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(genikìc � monoÔ � diploÔ posodeÐkth), tìso metaxÔ twn tri¸n kateujÔnsewn,
ìso kai metaxÔ twn èxi om�dwn pou prokÔptoun apì to diaqwrismì kat� t�xh kai
kateÔjunsh27.

'Ena akìmh er¸thma afor� sth sqèsh tou epipèdou katanìhshc posodeikt¸n
twn majht¸n me thn epÐdos  touc sta maj mata twn Majhmatik¸n thc prohgoÔ-
menhc t�xhc. O PÐnakac 12 parousi�zei tic sqetikèc suqnìthtec kai posost�.
Oi èlegqoi χ2 pou pragmatopoi jhkan epibebaÐwsan ìti tìso gia ta epÐpeda mo-
noÔ kai diploÔ posodeÐkth ìso kai gia to genikì epÐpedo posodeikt¸n up�rqei
shmantik 28 sqèsh me thn epÐdosh thc prohgoÔmenhc t�xhc. EpishmaÐnoume qa-

PÐnakac 12
Suqnìthtec kai Posost� Epipèdwn Katanìhshc
kat� EpÐdosh ProhgoÔmenhc T�xhc
EpÐpedo Epidìseic Majht¸n

PolÔ PolÔ
AdÔnatoÐ AdÔnatoi Mètrioi KaloÐ KaloÐ
f % f % f % f % f %

Monìc PosodeÐkthc (Erwt. 1�3)
0�2 7 38,9 7 8,9 10 9,5 4 3,3 7 6,0
3�4 8 44,4 43 54,4 48 45,7 43 35,0 33 28,4
5�6 3 16,7 29 36,7 47 44,8 76 61,8 76 65,5

Diplìc PosodeÐkthc (Erwt. 4�8)
0�4 6 35,3 31 38,3 26 27,1 15 12,9 12 10,7
5�8 10 58,8 40 49,4 48 50,0 53 45,7 36 32,1
9�12 1 5,9 10 12,3 22 22,9 48 41,4 64 57,1

Genik� (SÔnolo Erwt sewn)
0�6 5 29,4 14 18,7 14 14,9 5 4,4 5 4,5
7�9 6 35,3 23 30,7 20 21,3 14 12,4 13 11,7
10�12 6 35,3 25 33,3 32 34,0 35 31,0 23 20,7
13�15 0 0,0 11 14,7 19 20,2 40 35,4 34 30,6
16�18 0 0,0 2 2,7 9 9,6 19 16,8 36 32,4

rakthristik� ìti sqedìn ènac stouc treic apì touc polÔ kaloÔc majhtèc k�nei to
polÔ dÔo l�jh epÐ tou sunìlou twn erwt sewn. Apì thn �llh ìmwc, o ènac stouc
èxi polÔ kaloÔc k�nei toul�qiston stic misèc apant seic tou l�joc! Ex�llou, o

27Gia thn eÔresh twn zeug¸n pou diafèroun metaxÔ touc qrhsimopoi jhke akoloÔjwc h
diadikasÐa Bonferroni. Apì aut n proèkuye ìti oi mèsoi deÐktec (kai oi treic) diafèroun metaxÔ
kai twn tri¸n KateujÔnsewn lambanomènwn an� dÔo. 'Oson afor� sto diaqwrismì stic èxi
om�dec kat� T�xh kai KateÔjunsh, ekeÐ o genikìc deÐkthc katanìhshc diafèrei shmantik�
metaxÔ ìlwn twn dunat¸n zeug¸n, ektìc twn B' Jet.�G' Teqn., B' Jewr.�B' Teqn., B' Jewr.�
G' Jewr., B' Teqn.�G' Jewr., B' Teqn.�G' Teqn. Ta Ðdia zeÔgh brèjhke na diafèroun kai
wc proc to deÐkth katanìhshc diploÔ posodeÐkth, en¸ ta zeÔgh pou diafèroun kat� to deÐkth
monoÔ posodeÐkth eÐnai ta: B' Jet.�B' Jewr., B' Jewr.�G' Jet., B' Jewr.�G' Teqn., B' Teqn.�G'
Jet., G' Jet.�G' Jewr.

28Kai gia tic treic peript¸seic (monìc � diplìc posodeÐkthc kai genik�) eÐqame epÐpedo shma-
ntikìthtac p < 0, 001, en¸ oi timèc twn deikt¸n Kendall’s tau-c kai Spearman Correlation gia
to mègejoc thc sqèshc  tan gia to monì posodeÐkth 0,228 kai 0,262, gia to diplì posodeÐkth
0,349 kai 0,384 kai gia touc posodeÐktec genik� 0,336 kai 0,419, antÐstoiqa.
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suntelest c grammik c susqètishc Pearson tou genikoÔ deÐkth katanìhshc po-
sodeikt¸n kai tou bajmoÔ majhmatik¸n prohgoÔmenhc t�xhc eÐnai r = 0, 457 (se
epÐpedo shmantikìthtac p < 0, 001, ìpwc prokÔptei apì N = 410 majhtèc).29 E-
pÐshc, o mèsoc arijmìc orj¸n apant sewn (epÐ tou sunìlou twn erwt sewn) eÐnai
gia touc polÔ kaloÔc majhtèc 13,37, gia touc kaloÔc 12,44, gia touc mètriouc
10,63, k.o.k.30

'Ena er¸thma, pou den èqei akìmh antimetwpisjeÐ, afor� sth sqèsh tou epi-
pèdou katanohshc posodeikt¸n pou brÐsketai ènac majht c me th st�sh tou  
tic pepoij seic tou gia ta Majhmatik�, ìpwc autèc ekfr�zontai apì th {jèsh}
pou p re sto antÐstoiqh er¸thsh. O PÐnakac 13 parousi�zei tic suqnìthtec kai
ta posost� twn majht¸n pou an koun se kajèna apì ta pènte epÐpeda katanìh-
shc, an�loga me to an exèfrasan sumfwnÐa, oudeterìthta   diafwnÐa me kajemi�
apì tic tèsseric dhl¸seic pou eÐqan klhjeÐ na topojethjoÔn. ParathroÔme ìti

PÐnakac 13
Suqnìthtec kai Posost� Epipèdwn Katanìhshc
kat� St�seic kai Pepoij seic gia ta Majhmatik�

Orjèc St�seic kai Pepoij seic gia ta Majhmatik�
Apant.

DiafwnoÔn Oudèteroi SumfwnoÔn DiafwnoÔn Oudèteroi SumfwnoÔn
f % f % f % f % f % f %

{Apolamb�nw ta Majhmatik�} {KatalabaÐnw ta Majhmatik�}
(p < 0, 001) (p < 0, 001)

0�6 30 17,6 12 9,0 6 4,2 22 19,3 15 11,7 11 5,5
7�9 42 24,7 32 24,1 9 6,3 36 31,6 18 14,1 27 13,5
10�12 55 32,4 38 28,6 38 26,8 38 33,3 44 34,4 49 24,5
13�15 35 20,6 31 23,3 49 34,5 14 12,3 33 25,8 67 33,5
16�18 8 4,7 20 15,0 40 28,2 4 3,5 18 14,1 46 23,0

{Ta Majhmatik� mac bohjoÔn {Ta Majhmatik� eÐnai qr sima
na skeftìmaste swst�} ìpwc kai h graf }

(p = 0, 001) (p = 0, 014)
0�6 10 18,2 10 13,3 28 9,0 11 15,9 13 15,3 24 8,4
7�9 15 27,3 20 26,7 45 14,5 19 27,5 18 21,2 43 15,0
10�12 19 34,5 24 32,0 88 28,3 20 29,0 28 32,9 83 28,9
13�15 7 12,7 15 20,0 92 29,6 13 18,8 16 18,8 85 29,6
16�18 4 7,3 6 8,0 58 18,6 6 8,7 10 11,8 52 18,1

up�rqei saf¸c sqèsh, h opoÐa eÐnai entonìterh ìtan h d lwsh afor� sto p¸c
ni¸jei o Ðdioc gia ta Majhmatik�, eÐte sunaisjhmatik� (apolamb�nei) eÐte nohtik�
(katalabaÐnei), se sÔgkrish me ìtan afor� sto ti pisteÔei gia aut� (mac bohjoÔn
na skeftìmaste kalÔtera   eÐnai qr sima ìpwc kai h graf ). Anafèroume qara-
kthristik� ìti to 28,2% aut¸n pou apolamb�noun ta Majhmatik� k�nei to polÔ

29Ac shmeiwjeÐ ìti oi suntelestèc susqètishc me to bajmì thc prohgoÔmenhc t�xhc eidik�
sthn 'Algebra   th GewmetrÐa eÐnai r = 0, 431 (p < 0, 001, N = 417) kai r = 0, 438 (p < 0, 001,
N = 415), antÐstoiqa. 'Oso de gia th susqètish me to bajmì sta Majhmatik� KateÔjunshc,
p rame r = 0, 482 (p < 0, 001, N = 110).

30O PÐnakac 16 parèqei analutik� tic sqetikèc plhroforÐec kai gia touc treic deÐktec. Oi
parathrhjeÐsec diaforèc eÐnai, asfal¸c, statistik� shmantikèc ( p < 0, 001). Eidikìtera, oi
diaforèc (stouc genikoÔc deÐktec) metaxÔ ìlwn twn zeug¸n, ektìc aut¸n twn PolÔ Kal¸n
� Kal¸n, twn MetrÐwn � Adun�twn kai twn Adun�twn � PolÔ Adun�twn, jewroÔntai tìso
apì th diadikasÐa Bonferroni ìso kai apì th Scheffe (aut  exaireÐ epiplèon (me p = 0, 057) to
zeÔgoc MetrÐwn � PolÔ Adun�twn) statistik� shmantikèc.
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dÔo l�jh kai to 62,7% to polÔ pènte l�jh. Se antÐjesh, to 42,3% aut¸n pou
ta apeqj�nontai k�nei toul�qiston stic misèc apant seic tou l�joc. An�logec,
all� ligìtero èntonec, eÐnai kai oi parathroÔmenec diaforèc wc proc tic upìloi-
pec st�seic twn majht¸n. Oi èlegqoi χ2 pou èginan kai gia tic tèsseric dhl¸seic
epibebaÐwsan thn Ôparxh statistik� shmantik c sqèshc, se axioshmeÐwta epÐpeda
shmantikìthtac.31 All� kai o suntelest c grammik c susqètishc Pearson tou
genikoÔ deÐkth katanìhshc posodeikt¸n me to genikì deÐkth st�shc gia ta Ma-
jhmatik� eÐnai r = 0, 389 (me p < 0, 001 kai N = 441), en¸ h susqètis  tou me to
deÐkth proswpik c st�shc gia ta Majhmatik� eÐnai lÐgo kalÔterh, me r = 0, 407
(p < 0, 001 N = 442)32. O PÐnakac 14 parousi�zei p¸c diamorf¸netai h mèsh
tim  twn deikt¸n katanìhshc posodeikt¸n se sqèsh me tic st�seic twn majh-
t¸n gia ta Majhmatik�. ParathroÔme ìti o mèsoc arijmìc orj¸n apant sewn

PÐnakac 14
Mèsec Timèc kai Tupik� Sf�lmata
Deikt¸n Katanìhshc Posodeikt¸n
kat� St�seic kai Pepoij seic Majht¸n gia ta Majhmatik�

Genikìc DeÐkthc DeÐkthc MonoÔ DeÐkthc DiploÔ
X s.e N X s.e N X s.e N

{Apolamb�nw ta Majhmatik�}
Diaf. 10,05 0,27 170 4,09 0,10 181 5,95 0,21 176
Oudet. 11,35 0,31 133 4,46 0,11 140 6,95 0,25 137
Sumf. 13,37 0,28 142 4,89 0,10 155 8,40 0,22 144

{KatalabaÐnw ta Majhmatik�}
Diaf. 9,46 0,32 114 3,91 0,12 119 5,56 0,23 119
Oudet. 11,49 0,32 128 4,40 0,11 137 7,11 0,26 131
Sumf. 12,69 0,25 200 4,79 0,08 218 7,84 0,20 204

{Ta Majhmatik� mac bohjoÔn na skeftìmaste swst�}
Diaf. 10,00 0,48 55 4,09 0,16 58 5,83 0,39 58
Oudet. 10,41 0,41 75 4,07 0,16 81 6,32 0,32 77
Sumf. 12,05 0,21 311 4,61 0,07 334 7,44 0,16 318

{Ta Majhmatik� eÐnai qr sima ìpwc kai h graf }
Diaf. 10,32 0,46 69 4,24 0,16 70 6,08 0,36 73
Oudet. 10,73 0,41 85 4,31 0,15 93 6,42 0,31 86
Sumf. 12,04 0,21 287 4,55 0,07 310 7,46 0,17 294

DeÐgma 11,50 0,18 447 4,46 0,06 479 7,03 0,14 459

gia ìsouc majhtèc d lwsan ìti apolamb�noun ta Majhmatik� eÐnai 13,37 ènanti
10,05 ìswn ta apeqj�nontai,   11,35 twn {oudèterwn}. H an�lush thc diaspor�c
(ONE WAY) èdeixe ìti oi parathrhjeÐsec diaforèc kai twn tri¸n deikt¸n kata-
nìhshc posodeikt¸n metaxÔ twn tri¸n kathgori¸n twn majht¸n gia kajemi� apì

31Analutik� eÐqame: gia th d lwsh {Apolamb�nw ta M.} epÐpedo shmantikìthtac p < 0, 001
kai Kendall’s tau-c = 0, 333, Spearman Correlation = 0, 364, gia th d lwsh {KatalabaÐnw ta
M.} p < 0, 001 kai 0,319, 0,350, antÐstoiqa, gia th d lwsh {ta M. mac bohjoÔn na skeftìmaste
swst�} p = 0, 001 kai 0,184, 0,235 kai gia th d lwsh {ta M. eÐnai qr sima ìpwc kai h graf }
p = 0, 014 kai 0,165, 0,201, antÐstoiqa.

32 'Oso gia th susqètish me to deÐkth pepoij sewn gia ta Majhmatik�, p rame r = 0, 255.
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tic tèsseric st�seic eÐnai statistik� shmantikèc.33

Sth sfaÐra tou upokeimenismoÔ twn majht¸n an kei kai h epijumÐa touc a-
fenìc gia sunèqish twn spoud¸n touc afetèrou gia to eÐdoc twn mellontik¸n
spoud¸n, epijumÐa pou, ìpwc  dh anafèrame, katagr�fhke kai omadopoi jhke se
pènte kathgorÐec. O PÐnakac 15 parousi�zei ta epÐpeda katanohshc posodeikt¸n
pou brÐskontai oi majhtèc tou deÐgmatoc se sqèsh me autèc tic kathgorÐec. Para-
throÔme ìti oi majhtèc pou epijumoÔn na suneqÐsoun tic spoudèc touc epilègontac
antikeÐmeno {jetik c} kateÔjunshc emfanÐzoun polÔ kalì epÐpedo katanìhshc po-
sodeikt¸n (mèqri dÔo l�jh) se èna posostì 23,4%, ènanti tou antÐstoiqou 9,0%
gia touc majhtèc pou epilègoun èna {jewrhtikì} antikeÐmeno. EpÐshc, to po-

PÐnakac 15
Suqnìthtec kai Posost� Epipèdwn Katanìhshc
kat� EpijumÐa Sunèqishc Spoud¸n
EpÐpedo EÐdoc Mellontik¸n Spoud¸n

Den èqoun Jetikèc Jewrhtikèc Teqnikèc
ApofasÐsei Spoudèc Spoudèc Tèqnh Spoudèc
f % f % f % f % f %

Monìc PosodeÐkthc (Erwt. 1�3)
0�2 14 12,2 10 6,0 7 7,5 1 16,7 12 12,4
3�4 42 36,5 51 30,4 45 48,4 2 33,3 49 50,5
5�6 59 51,3 107 63,7 41 44,1 3 50,0 36 37,1

Diplìc PosodeÐkthc (Erwt. 4�8)
0�4 27 24,1 15 9,4 21 23,1 3 50,0 32 35,2
5�8 48 42,9 64 40,3 44 48,4 2 33,3 46 50,5
9�12 37 33,0 80 50,3 26 28,6 1 16,7 13 14,3

Genik� (SÔnolo Erwt sewn)
0�6 15 14,2 7 4,4 6 6,7 1 20,0 19 21,3
7�9 22 20,8 16 10,1 23 25,8 2 40,0 21 23,6
10�12 29 27,4 41 25,9 31 34,8 1 20,0 29 32,6
13�15 23 21,7 57 36,1 21 23,6 1 20,0 13 14,6
16�18 17 16,0 37 23,4 8 9,0 0 0,0 7 7,9

sostì twn majht¸n pou den èqoun akìmh apofasÐsei gia thn kateÔjunsh twn
mellontik¸n touc spoud¸n kai brÐskontai sta uyhlìtera epÐpeda katanìhshc po-
sodeikt¸n faÐnetai se k�je perÐptwsh (monoÔ � diploÔ posodeÐkth kai genik�)
na eÐnai metaxÔ tou antÐstoiqou (stajer� pr¸tou) posostoÔ twn majht¸n pou
epijumoÔn {jetikèc} spoudèc kai tou (stajer� trÐtou) posostoÔ ekeÐnwn pou e-
pijumoÔn {jewrhtikèc}. Oi èlegqoi χ2 pou pragmatopoi jhkan epibebaÐwsan ìti

33Gia to genikì deÐkth katanìhshc kai gia th st�sh {Apolamb�nw ta M.} eÐqame epÐpedo
shmantikìthtac p < 0, 001 kai th diadikasÐa Scheffe na brÐskei shmantikèc tic diaforèc metaxÔ
kai twn tri¸n zeug¸n (Sumfwn. � Oudeter. me p < 0, 001, Sumfwn. � Diafwn. me p < 0, 001
kai Oudeter. � Diafwn. me p = 0, 006). Gia to {KatalabaÐnw ta M.} p < 0, 001 (kai Sumf. �
Oud. me p = 0, 011, Sumf. � Diaf. me p < 0, 001 kai Oud. � Diaf. me p < 0, 001). Gia to {mac
bohjoÔn na skeftìmaste swst�} p < 0, 001 (kai shmantik  diafor� mìno metaxÔ twn zeug¸n
Sumf. � Oud. me p = 0, 003 kai Sumf. � Diaf. me p = 0, 001). Gia to {qr sima ìpwc kai h
graf } p < 0, 001 (me shmantik� ta zeÔgh Sumf. � Oud. me p = 0, 017, Sumf. � Diaf. me
p = 0, 003).
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to epÐpedo katanìhshc posodeikt¸n pou brÐsketai ènac majht c sqetÐzetai34 me
thn epijumÐa tou gia tic mellontikèc tou spoudèc. All� kai o mèsoc genikìc
deÐkthc katanìhshc posodeikt¸n eÐnai gia touc majhtèc pou epijumoÔn {jetikì}
antikeÐmeno spoud¸n 13,01 ènanti 11,00 aut¸n pou epilègoun {jewrhtikì},  
11,19 twn anapof�sistwn. H statistik  diadikasÐa ONE WAY èdeixe timèc epi-
pèdwn shmantikìthtac p < 0, 001 kai gia touc treic mèsouc deÐktec katanìhshc
(genikoÔ kai monoÔ � diploÔ posodeÐkth), opìte oi parathrhjeÐsec diaforèc touc
metaxÔ twn pènte kathgori¸n twn majht¸n wc proc tic mellontikèc touc spoudèc
eÐnai statistik� shmantikèc.35 O PÐnakac 16 parousi�zei tic sqetikèc plhrofo-
rÐec gia tic timèc twn tri¸n deikt¸n katanìhshc, tìso wc proc thn epijumÐa twn
majht¸n gia tic mellontikèc touc spoudèc ìso kai wc proc thn epÐdos  touc sta
Majhmatik� thc prohgoÔmenhc t�xhc (diaqwrismìc pou sqoli�sjhke  dh).

PÐnakac 16
Mèsec Timèc kai Tupik� Sf�lmata
Deikt¸n Katanìhshc Posodeikt¸n
kat� EpÐdosh kai EpijumÐa Mellontik¸n Spoud¸n

Genikìc DeÐkthc DeÐkthc MonoÔ DeÐkthc DiploÔ
X s.e N X s.e N X s.e N

EpÐdosh Sta Majhmatik� thc ProhgoÔmenhc T�xhc
PolÔ AdÔnatoÐ 7,89 0,65 17 3,22 0,32 18 4,76 0,53 17
AdÔnatoi 9,51 0,37 75 4,11 0,14 79 5,41 0,29 81
Mètrioi 10,63 0,38 94 4,30 0,12 105 6,38 0,29 96
KaloÐ 12,44 0,29 113 4,81 0,10 123 7,64 0,24 116
PolÔ KaloÐ 13,37 0,35 111 4,83 0,12 116 8,48 0,28 112

EpijumÐa EÐdouc Mellontik¸n Spoud¸n
Anapof�sistoi 11,19 0,39 106 4,42 0,13 115 6,79 0,29 112
Jetikèc Sp. 13,01 0,27 158 4,79 0,10 168 8,20 0,21 159
Jewrhtikèc Sp. 11,00 0,36 89 4,33 0,13 93 6,71 0,29 91
Tèqnh 9,40 1,75 5 4,00 0,63 6 5,00 0,97 6
Teqnikèc Sp. 9,82 0,37 89 4,07 0,13 97 5,74 0,28 91

Sunolik� 11,50 0,18 447 4,46 0,06 479 7,03 0,14 459

'Ena pio {eidikì} er¸thma, pou diatup¸jhke kat� th sÔntaxh tou erwthmato-
logÐou, afor� stic apant seic twn majht¸n sthn Er¸thsh 1. Prìkeitai gia èna
zeÔgoc prot�sewn thc morf c ∀xp(x) (h 1.1) kai ∃xp(x) (h 1.2), pou isqÔoun kai
oi dÔo. Gia na apant sei ènac majht c orj� sthn pr¸th er¸thsh akoloujeÐ mia
diadikasÐa pou emperièqei thn orj  ap�nthsh thc deÔterhc. 'Etsi, to gegonìc ìti

34Ta epÐpeda shmantikìthtac p kai oi timèc twn deikt¸n phi kai Cramer’s V  tan gia thn
perÐptwsh twn posodeikt¸n genik� 0,000, 0,354 kai 0,177, antÐstoiqa, gia thn perÐptwsh tou
monoÔ posodeÐkth 0,003, 0,220 kai 0,156 kai gia thn perÐptwsh tou diploÔ posodeÐkth 0,000,
0,322 kai 0,228. H sqèsh den eÐnai polÔ isqur .

35H diadikasÐa Scheffe èdeixe eidikìtera ìti gia to genikì deÐkth katanìhshc statistik�
shmantikèc jewroÔntai oi diaforèc metaxÔ twn zeug¸n Anapof�sistwn � Jetik¸n Spoud¸n
(p = 0, 003), Jetik¸n � Jewrhtik¸n (p = 0, 003) kai Jetik¸n � Teqnik¸n Spoud¸n (p <
0, 001). Gia to deÐkth katanìhshc monoÔ posodeÐkth mìno to zeÔgoc Jetik¸n � Teqnik¸n
(p = 0, 001) kai gia to deÐkth diploÔ posodeÐkth Ðdia zeÔgh (kai p-timèc) me to genikì.
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telik� apotugq�nei ston orjì prosdiorismì thc alhjotim c thc deÔterhc prìta-
shc ofeÐletai mìnon sthn isqÔ thc isqurìterhc pr¸thc kai se mia asjen  antÐlhyh
tou no matoc thc sunepagwg c36. Endiafèrei, loipìn, h èktash autoÔ tou gego-
nìtoc, tìso epÐ tou sunìlou tou deÐgmatoc ìso kai epÐ sugkekrimènwn kathgori¸n
autoÔ. O PÐnakac 17 parousi�zei ta sqetik� apotelèsmata. EpishmaÐnetai ìti to
35% perÐpou tou deÐgmatoc empÐptei se aut n th {skÐash} tou uparktikoÔ apì
ton kajolikì posodeÐkth, posostì pou de diaforopoieÐtai idiaÐtera oÔte kai epÐ
twn polÔ kal¸n majht¸n (bajmologÐac sta Majhmatik� thc prohgoÔmenhc t�xhc
≥ 18). All� kai o ènac stouc dèka apì touc majhtèc pou k�noun mon�qa èna
l�joc sto sÔnolo tou erwthmatologÐou, �ra èqoun opwsd pote polÔ kal  antÐ-
lhyh twn posodeikt¸n, to k�nei sthn Er¸thsh 1.2! 'Oso de gia touc majhtèc me

PÐnakac 17
Suqnìthtec kai Posost� Apant sewn sthn Er¸thsh 1
KathgorÐa Orjìthta Apant sewn
Majht¸n Orj� Orj� Orj� Orj�

kai stic dÔo mìno sthn 1.1 mìno sthn 1.2 se kamÐa
f % f % f % f %

DeÐgma 241 49,6 168 34,6 67 13,8 10 2,1
PolÔ KaloÐ 63 53,8 39 33,3 14 12,0 1 0,9
Mèqri 2 l�jh 64 92,8 5 7,2 0 0
Mìnadikì l�joc 17 89,5 2 10,5 0 0
Mìnadikì l�joc
epÐ monoÔ posod. 41 35,7 62 53,9 12 10,4 0
{Apolamb�nontec} 93 59,6 43 27,6 18 11,5 2 1,3
B' LukeÐou 141 46,8 111 36,9 43 14,3 6 2,0
G' LukeÐou 100 54,1 57 30,8 24 13,0 4 2,2
Jetik  79 59,4 41 30,8 11 8,3 2 1,5
Jewrhtik  77 46,1 58 34,7 27 16,2 5 3,0
Teqnologik  84 45,7 68 37,0 29 15,8 3 1,6
G' Jetik  28 66,7 9 21,4 5 11,9 0
Majhtèc 123 53,2 73 31,6 27 11,7 8 3,5
Maj triec 118 46,3 95 37,3 40 15,7 2 0,8

èna mìno l�joc stic èxi erwt seic monoÔ posodeÐkth, ekeÐ o ènac stouc dÔo to
k�nei se aut n thn perÐptwsh. Akìmh kai metaxÔ twn majht¸n thc G' Jetik c, me
tic jeamatikèc epidìseic pou parousi�same prohgoumènwc, perissìteroi apì dÔo
stouc dèka {pèftoun sthn pagÐda}. O èlegqoc χ2 gia thn eÔresh pijan c sqèshc
metaxÔ thc orjìthtac sthn ap�nthsh thc er¸thshc 1.1 kai aut c thc 1.2 (gia to
sÔnolo tou deÐgmatoc)  tan statistik� shmantikìc (p < 0, 001).37

'Ena akìmh {eidikì} er¸thma afor� ston trìpo ap�nthshc twn majht¸n stic

36An�logo me autì to prìblhma thc asjenoÔc antÐlhyhc thc sunepagwg c, pou ed¸ die-
reun�tai se sqèsh me touc posodeÐktec, eÐnai, se gewmetrikì plaÐsio, to na apant� k�poioc
majht c ìti h prìtash {K�je isìpleuro trÐgwno èqei dÔo gwnÐec tou Ðsec} eÐnai lanjasmènh,
mìno kai mìno diìti skèfthke ìti orj  eÐnai h prìtash {K�je isìpleuro trÐgwno èqei kai tic
treic gwnÐec tou Ðsec}.

37H tim  thc statistik c Cramer’s V = 0,213 shmaÐnei ìti h sqèsh eÐnai men statistik�
shmantik , all� ìqi polÔ isqur .
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Erwt seic 4 kai 8. 'Opwc èqei  dh epishmanjeÐ, kai oi dÔo autèc erwt seic èqoun
thn Ðdia majhmatik  dom : eÐte ∀x∃yp(x, y), ìtan prìkeitai gia tic 4.1 kai 8.1, eÐte
∃y∀xp(x, y), ìtan prìkeitai gia tic 4.2 kai 8.2. H diafor� touc brÐsketai sto ìti to
men zeÔgoc prot�sewn thc er¸thshc 4 afor� se gewmetrikì plaÐsio kai epitrèpei
ètsi mia pio {qeiropiast } anapar�stash tou no matoc, en¸ to antÐstoiqo zeÔgoc
thc er¸thshc 8 an kei se pio afhrhmèno algebrikì perib�llon. Ja elegqjeÐ
kat� pìso aut  h sunist¸sa ephre�zei thn katanìhsh twn prot�sewn apì touc
majhtèc, k�ti pou antanakl�tai sto e�n apantoÔn omoiìtropa stic antÐstoiqec
erwt seic. Se sÔnolo 484 majht¸n brèjhkan mìno 199 (41,1%) pou apantoÔn me
ton Ðdio trìpo38. AntÐjeta, apì touc 235 majhtèc pou apantoÔn orj� kai stic
dÔo erwt seic pou apartÐzoun thn Er¸thsh 4, oi 59 (25,1% aut¸n kai 12,2% epÐ
olìklhrou tou deÐgmatoc) {q�noun} kai tic dÔo erwt seic thc 8, oi 49 (20,9%
aut¸n kai 10,1% tou deÐgmatoc) {q�noun} mìno th deÔterh kai oi 21 (8,9% kai
4,3% tou deÐgmatoc) {q�noun} mìno thn pr¸th. All� kai apì touc 192 majhtèc
(  39,7% tou deÐgmatoc) pou apantoÔn orj� sthn 4.1 kai lanjasmèna (  den
gnwrÐzoun) sthn 4.2 (k�ti arket� sunhjismèno lìgw thc isqur c t�shc gia AE
ermhneÐa akìmh kai twn prot�sewn pou eÐnai EA), mìnon oi 69 (35,9% aut¸n
  14,3% olìklhrou tou deÐgmatoc) {diathroÔn} thn Ðdia sumperifor� kai sto
zeÔgoc erwt sewn thc 8.39 O èlegqoc sqèshc tou trìpou ap�nthshc sto zeÔgoc
erwt sewn thc Er¸thshc 4 me autìn sto zeÔgoc thc Er¸thshc 8 èdwse Pearson
Chi-Square = 31, 479 kai epÐpedo shmantikìthtac p < 0, 001 (stouc 9 b.e.). H
sqèsh entoÔtoic den eÐnai kajìlou isqur  (Cramer’s V = 0, 147). Tèloc, apì
touc 434 majhtèc (  88,4% epÐ sunìlou 491) pou apantoÔn orj� sthn Er¸thsh
4.1, oi 151 (34,8%) apotugq�noun sthn antÐstoiqh aut c Er¸thsh 8.1. All� kai
apì touc 244 (  50,2% epÐ sunìlou 486) pou apantoÔn orj� sthn 4.2, oi 112
(45,9%) apotugq�noun sthn antÐstoiqh aut c 8.2.

'Oson afor� sthn èktash tou fainomènou thc AE ermhneÐac akìmh kai twn
prot�sewn pou eÐnai EA, aut  {antanakl�tai} sto posostì twn majht¸n pou
ap�nthsan orj� sthn pr¸th (AE) apì tic erwt seic tou zeÔgouc tìso thc E-
r¸thshc 4 ìso kai thc 8 kai lanjasmèna sth deÔterh (EA). 'Enac deÐkthc pou
endiafèrei epÐshc eÐnai to posostì twn majht¸n pou ap�nthsan lanjasmèna sth
deÔterh er¸thsh epÐ aut¸n pou eÐqan apant sei orj� sthn pr¸th. Autìc apote-
leÐ to posostì twn majht¸n pou èqoun men kataskeu�sei to anagkaÐo gnwstikì
sq ma pou touc epitrèpei thn katanìhsh miac AE prìtashc, all� {upot�ssoun}
se autì kai thn ermhneÐa miac EA. 'Etsi, apì touc 488 majhtèc pou ap�nthsan
sto zeÔgoc twn erwt sewn 4.1 kai 4.2 oi 431 (88,3%)  tan ikanoÐ gia thn AE
ermhneÐa thc pr¸thc apì autèc. Apì autoÔc ìmwc oi 196, dhlad  to 40,2% tou
deÐgmatoc kai to 45,5% twn ikan¸n gia thn AE ermhneÐa, den ta kat�feran me thn
antÐstoiqh proc aut n EA. 'Oso de gia thn Er¸thsh 8, apì touc 312 majhtèc
pou eÐnai ikanoÐ gia thn AE ermhneÐa (dhlad  to 63,8% tou deÐgmatoc), oi 134
(  to 42,9% aut¸n) den ta katafèrnoun to Ðdio kal� kai me thn EA. Oi èlegqoi

38Dhlad , eÐte se kamÐa apì tic dÔo tou zeugouc erwt sewn orj� (22 majhtèc   4,5%) kai
gia ta dÔo zeÔgh, eÐte mìno stic {deÔterec} (4.2 kai 8.2) erwt seic orj� (2   0,4%), eÐte mìno
stic {pr¸tec} (69   14,3%), eÐte kai stic dÔo erwt seic k�je zeÔgouc orj� (106   21,9%).

39AntÐjeta, oi 49 (25,5% aut¸n   10,1% tou deÐgmatoc) apotugq�noun kai stic dÔo erwt seic
thc 8, oi 21 (10,9%   4,3% tou deÐgmatoc) epitugq�noun {an�poda} (dhl. mìno sthn 8.2) kai
oi 53 (27,6%   11,0% tou deÐgmatoc) epitugq�noun kai stic dÔo thc 8.
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χ2 èdeixan statistik� shmantik  sqèsh (p < 0, 001) tìso metaxÔ thc orjìthtac
thc ap�nthshc sthn er¸thsh 4.1 kai thc orjìthtac thc ap�nthshc sthn 4.2 ìso
kai metaxÔ thc orjìthtac thc 8.1 me thn 8.2.40 O PÐnakac 18 parousi�zei tic
suqnìthtec kai ta posost� (tìso epÐ tou sunìlou tou deÐgmatoc ìso kai epÐ twn
ikan¸n gia AE ermhneÐa majht¸n) twn apotuqhmènwn EA ermhnei¸n pou ìmwc
sunodeÔontai apì epituqhmènh AE ermhneÐa. EpishmaÐnetai h èktash tou faino-
mènou, akìmh kai ìtan h exètas  tou periorisjeÐ se kathgorÐec ìpwc oi polÔ
kaloÐ majhtèc, oi majhtèc thc G' Jetik c   oi majhtèc me polÔ kal  katanìhsh
posodeikt¸n. Apì ekeÐnouc, loipìn, pou eÐnai ikanoÐ gia thn orj  AE ermhneÐa
thc gewmetrik c Prìtashc 4.1, to 37,6% ìtan prìkeitai gia touc polÔ kaloÔc
majhtèc, to 32,6% ìtan prìkeitai gia touc majhtèc thc G' Jetik c, all� kai to
14,7% ìtan prìkeitai gia touc majhtèc pou k�noun to polÔ dÔo l�jh sto sÔnolo
twn erwt se¸n mac, apotugq�nei na anagnwrÐsei th metabol  tou no matoc pou
epèrqetai me thn allag  (kai mìnon) thc jèshc twn dÔo posodeikt¸n sthn arq 
thc prìtashc, jewr¸ntac, kat� p�sa pijanìthta, ìti h Prìtash 4.2 pou prokÔ-
ptei me autìn ton trìpo den eÐnai par�, apl�, mia isodÔnamh anadiatÔpwsh thc
prohgoÔmenhc 4.1. All� kai apì touc 19 majhtèc pou k�noun èna kai mìno l�joc

PÐnakac 18
Suqnìthtec kai Posost� Epituqhmènwn AE kai Apotuqhmènwn EA Ermhnei¸n
KathgorÐa
Majht¸n Er¸thsh 4 Er¸thsh 8

Orj  Orj  AE & Orj  Orj  AE &
N AE esfalm. EA N AE esfalm. EA

N1 (%) f % % N1 (%) f % %
(N) (N1) (N) (N1)

DeÐgma 488 431 (88,3) 196 40,2 45,5 489 312 (63,8) 134 27,4 42,9
PolÔ KaloÐ 117 101 (86,3) 38 32,5 37,6 117 93 (79,5) 31 26,5 33,3
Mèqri 2 l�jh 69 68 (98,6) 10 14,5 14,7 69 64 (92,8) 3 4,3 4,7
Mìno 1 l�joc 19 19 (100) 3 15,8 15,8 19 19 (100) 2 10,5 10,5
{Apolamb�nontec} 155 137 (88,4) 58 37,4 42,3 156 126 (80,8) 39 25,0 31,0
B' LukeÐou 302 261 (86,4) 118 39,1 45,2 301 199 (66,1) 88 29,2 44,2
G' LukeÐou 186 170 (91,4) 78 41,9 45,9 188 113 (60,1) 46 24,5 40,7
Jetik  133 121 (91,0) 46 34,6 38,0 133 100 (75,2) 34 25,6 34,0
Jewrhtik  170 147 (86,5) 77 45,3 52,4 170 92 (54,1) 48 28,2 52,2
Teqnologik  183 161 (88,0) 72 39,3 44,7 184 120 (65,2) 52 28,3 43,3
G' Jetik  43 43 (100) 14 32,6 32,6 42 33 (78,6) 7 16,7 21,2
Majhtèc 234 207 (88,5) 95 40,6 45,9 234 153 (65,4) 60 25,6 39,2
Maj triec 254 224 (88,2) 101 39,8 45,1 255 159 (62,4) 74 29,0 46,5

sto sÔnolo twn erwt se¸n mac, �ra èqoun opwsd pote mi�n �risth antÐlhyh tou
no matoc pou fèroun oi posodeÐktec, oi treic {pagideÔontai} ston {anagramma-
tismì} thc Er¸thshc 4.2 kai oi dÔo se ekeÐnon thc 8.2, dhlad  perissìteroi apì
ènac stouc tèsseric (26,3%) ex aut¸n de suneidhtopoieÐ autoÔ tou eÐdouc th meta-
bol  no matoc. AxÐzei, tèloc, na epishmanjeÐ h {ragdaÐa} pt¸sh twn posost¸n
epituqÐac, pou katagr�fei o PÐnakac 18, kat� th met�bash apì to gewmetrikì
perib�llon thc Er¸thshc 4 sto algebrikì thc Er¸thshc 8. 'Etsi, to 88,3%, pou
eÐnai ikanì gia mia AE ermhneÐa entìc gewmetrikoÔ perib�llontoc, gÐnetai 63,8%,
ìtan h Ðdia ermhneÐa prèpei na pragmatopoihjeÐ se algebrikì perib�llon. Aut� ta
posost� aforoÔn se olìklhro to deÐgma, all� paramènoun {an�loga} kai entìc

40Gia to zeÔgoc thc Er¸thshc 4 p rame Pearson Chi-Square = 30, 213 (p < 0, 001 se 1 b.e.)
kai Cramer’s V = 0, 249, en¸ gia to zeÔgoc thc Er¸thshc 8 Pearson Chi-Square = 45, 539
(p < 0, 001) kai Cramer’s V = 0, 305.
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twn eidik¸n kathgori¸n pou parousi�zei o PÐnakac 18.

'Ena er¸thma pou anakÔptei, sqetik� me thn kathgorÐa twn majht¸n pou dia-
pr�ttoun monadikì l�joc, eÐnai h katanom  kai twn upoloÐpwn 14 laj¸n touc,
¸ste na exetasjeÐ e�n sun�getai k�poio sumpèrasma apì th fÔsh touc. 'Hdh,
kat� thn exètash tou zht matoc thc {skÐashc} tou uparktikoÔ posodeÐkth apì
ton kajolikì, eÐqe entopisjeÐ ìti dÔo akìmh apì autoÔc èkanan to monadikì l�-
joc touc sthn Er¸thsh 1.2. Ta upìloipa 12 monadik� l�jh gÐnontai: apì trÐa
stic Erwt seic 5.1 kai 7.2 , apì dÔo stic 6.1 kai 7.1 kai apì èna stic 3.1 kai
3.2. ParathroÔme ìti kai ta dÔo l�jh sthn 6.1 sundèontai me esfalmènh AE
ermhneÐa, afoÔ prìkeitai gia mia EA prìtash pou h ermhneÐa thc wc AE odhgeÐ
se lanjasmènh ap�nthsh. 'Etsi, apì touc majhtèc me èna mìno l�joc, telik� oi
7 stouc 19 (  36,8%) to diapr�ttoun exaitÐac thc EA ermhneÐac touc se mia AE
prìtash. EpÐshc, oi 5 stouc 19 (26,3%) antimetwpÐzoun probl mata katanìhshc
tou orismoÔ thc sun�rthshc, ìpwc prokÔptei apì tic lanjasmènec apant seic
touc stic Erwt seic 7.1 kai 7.2. Tèloc, oi treic majhtèc pou sf�lloun sthn 5.1,
ènanti kanenìc sthn 5.2, faÐnetai na sunhgoroÔn upèr thc upìjeshc ìti duo kajo-
likoÐ posodeÐktec, pou emfwleÔoun o ènac ston �llon, sunistoÔn {duskolìterh}
diadikasÐa se sqèsh me dÔo uparktikoÔc.41

P�ntwc, ìson afor� sthn upìjesh ìti, ìtan prìkeitai gia dÔo posodeÐktec
tou Ðdiou eÐdouc, h perÐptwsh twn dÔo kajolik¸n sunist� diadikasÐa pio dÔskolh
apì aut  twn dÔo uparktik¸n, ta apotelèsmata thc èreunac epÐ tou sunìlou tou
deÐgmatoc de f�nhke na thn epibebai¸noun. AntÐjeta, 204 majhtèc (  to 42,2%
tou deÐgmatoc) ap�nthsan lanjasmèna kai stic dÔo prot�seic thc Er¸thshc 5 kai
201 majhtèc (41,6%) ap�nthsan orj� kai stic dÔo. Apì autoÔc de pou ap�nthsan
orj� sthn upotijèmenh wc eukolìterh 5.2 (237 majhtèc), mìno to 15,2% (  36
majhtèc) ap�nthse lanjasmèna sthn 5.1. O èlegqoc χ2 thc orjìthtac sthn
ap�nthsh metaxÔ thc 5.1 kai thc 5.2 èdeixe thn Ôparxh statistik� shmantik c
sqèshc (p < 0, 001 kai Cramer’s V = 0, 677). Parìmoia apotelèsmata proèkuyan
kai kat� thn exètash thc upìjeshc se sugkekrimèna uposÔnola tou deÐgmatoc,
ìpwc autì twn polÔ kal¸n majht¸n, twn majht¸n thc G' LukeÐou,   twn majht¸n
thc Jetik c kateÔjunshc. 'Etsi, to telikì sumpèrasma gia tic duì prot�seic thc
Er¸thshc 5 eÐnai ìti oi majhtèc eÐte apantoÔn orj� kai stic dÔo eÐte lanjasmèna
kai stic dÔo.

'Ena akìmh {eidikì} er¸thma afor� sth diereÔnhsh katanìhshc twn tess�-
rwn AE prot�sewn pou sqetÐzontai me thn ènnoia thc sun�rthshc, ìpwc aut 
apotup¸netai sto deÐkth katanìhshc sun�rthshc. Se sÔnolo 475 majht¸n, oi 53
(11,2%) brèjhkan na mhn apantoÔn orj� se kamÐa apì autèc tic prot�seic, oi 72
(15,2%) na apantoÔn orj� se mÐa, oi 117 (24,6%) se dÔo, oi 109 (22,9%) se treic
kai oi 124 (26,1%) kai stic tèsseric prot�seic. Ex�llou, h mèsh tim  tou deÐkth
katanìhshc sun�rthshc, aut¸n twn 475 majht¸n,  tan 2,38, me tupikì sf�lma

41E�n epektajoÔme sthn katanom  twn laj¸n twn majht¸n pou k�noun èna   dÔo l�jh (prì-
keitai gia touc 19 majhtèc me èna l�joc kai 23 akìmh majhtèc me dÔo l�jh, �ra anaferìmaste
sthn katanom  23 · 2 + 19 = 65 laj¸n.), tìte ta 11 (16,9%) gÐnontai sthn Er¸thsh 4.2, ta 9
(13,9%) sthn 7.2, ta 8 (12,3%) sthn 5.1, apì 5 (7,7%) stic 1.2, 5.2 kai 8.1, apì 4 (6,2%) stic
3.1, 6.1 kai 7.3, apì 3 (4,6%) stic 3.2 kai 8.2 kai apì 1 l�joc stic 4.1 kai 6.3. ParathroÔme ìti
se aut n thn kathgorÐa, to posostì l�jouc pou ofeÐletai se AE ermhneÐa miac EA prìtashc
gÐnetai 27,7%.
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mèsou 0,06. O PÐnakac 19 parousi�zei tic timèc tou deÐkth katanìhshc sun�rth-
shc, wc proc di�forec kathgoriopoi seic tou deÐgmatoc (eÐte kat� t�xh, eÐte kat�
kateÔjunsh, eÐte kat� t�xh kai kateÔjunsh, eÐte kat� fÔlo, eÐte kat� epÐdosh,
eÐte kat� to pìso apolamb�noun ta Majhmatik�, eÐte kat� thn epijumÐa gia to
eÐdoc twn mellontik¸n spoud¸n). H parathrhjeÐsa diafor� metaxÔ twn t�xewn
axiologeÐtai, efarmìzontac th diadikasÐa t-test groups, wc statistik� shmantik 
(p = 0, 027). De sumbaÐnei, ìmwc, to Ðdio kai gia th diafor� metaxÔ twn fÔlwn
(p = 0, 274). EpÐshc, me efarmog  thc an�lushc thc diaspor�c (ONE WAY),

PÐnakac 19
Mèsec Timèc kai Tupik� Sf�lmata
DeÐkth Katanìhshc Sun�rthshc
KathgorÐa DeÐkthc Katanìhshc KathgorÐa DeÐkthc Katanìhshc
Majht¸n Sun�rthshc Majht¸n Sun�rthshc

X s.e N X s.e N
B' T�xh 2,27 0,08 294 PolÔ AdÔnatoi 1,82 0,32 17
G T�xh 2,55 0,10 181 AdÔnatoi 1,76 0,13 83
Jetik  2,95 0,09 130 Mètrioi 2,10 0,13 103
Jewrhtik  1,95 0,10 169 KaloÐ 2,66 0,12 121
Teqnologik  2,34 0,10 174 PolÔ KaloÐ 2,91 0,11 114
B' Jet. 2,82 0,11 89 Apolamb. lÐgo 2,03 0,10 183
B' Jewr. 1,97 0,12 116 Apolamb. mètria 2,21 0,11 140
B' Teqn. 2,09 0,14 88 Apolamb. polÔ 2,95 0,09 150
G' Jet. 3,22 0,15 41 Anapof�sistoi 2,18 0,13 117
G' Jewr. 1,91 0,19 53 Jetikèc Sp. 2,83 0,09 163
G' Teqn. 2,60 0,13 86 Jewrhtikèc Sp. 2,22 0,13 96
Majhtèc 2,45 0,09 229 Tèqnh 1,83 0,54 6
Maj triec 2,31 0,08 246 Teqnikèc Sp. 2,03 0,13 93

Sunolik� 2,38 0,06 475

prokÔptei ìti oi diaforèc metaxÔ twn tri¸n kateujÔnsewn, twn èxi t�xewn kai
kateujÔnsewn, twn pènte epipèdwn epÐdoshc sta Majhmatik� thc prohgoÔmenhc
t�xhc, twn tri¸n {epipèdwn apìlaushc} kai twn pènte eid¸n mellontik¸n spou-
d¸n eÐnai statistik� shmantikèc42. All� kai o suntelest c grammik c susqètishc
Pearson r tou deÐkth katanìhshc sun�rthshc me to bajmì Majhmatik¸n proh-

42Kai gia tic pènte autèc kathgoriopoi seic to epÐpedo shmantikìthtac eÐnai p < 0, 001.
H diadiakasÐa Bonferroni, gia ton prosdiorismì twn sugkekrimènwn zeug¸n pou diafèroun,
èdeixe ìti kai ta trÐa zeÔgh kateujÔnsewn, lambanomènwn an� dÔo (ta zeÔgh me th Jet. èqoun
p < 0, 001, en¸ to zeÔgoc Jewr.-Teqn. èqei p = 0, 012), ta zeÔgh B' Jet.-B' Jewr.(p < 0, 001),
B' Jet.-B' Teqn.(p = 0, 002), B' Jet.-G' Jewr.(p < 0, 001), B' Jewr.-G' Jet.(p < 0, 001), B'
Jewr.-G' Teqn.(p = 0, 006), B' Teqn.-G' Jet.(p < 0, 001), G' Jet.-G' Jewr. (p < 0, 001),
G' Jewr.-G' Teqn. (p = 0, 021), ta zeÔgh twn PolÔ Kal¸n me touc Mètriouc (p < 0, 001),
touc AdÔnatouc (p < 0, 001) kai touc PolÔ AdÔnatouc (p = 0, 010), twn Kal¸n me touc
Mètriouc (p = 0, 009) kai touc AdÔnatouc (p < 0, 001), ta zeÔgh aut¸n pou apolamb�noun
{polÔ} ta Majhmatik� me touc {mètria} (p < 0, 001), kai touc {lÐgo} (p < 0, 001), all� kai
twn {anapof�sistwn} me autoÔc pou epijumoÔn jetikèc spoudèc ( p < 0, 001), twn jetik¸n
- jewrhtik¸n (p = 0, 002) kai twn jetik¸n - teqnik¸n spoud¸n (p < 0, 001) eÐnai ta zeÔgh
ekeÐna, apì tic anwtèrw kathgoriopoi seic, pou diafèroun shmantik�.
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goÔmenhc t�xhc  tan 0,346 (se epÐpedo shmantikìthtac p < 0, 001 kai mègejoc
deÐgmatoc N=438), en¸ me to genikì deÐkth st�shc gia ta Majhmatik�  tan 0,300
(p < 0, 001 kai N=469). Anamenìmenh, tèloc,  tan h sten  susqètish me to ge-
nikì deÐkth katanìhshc posodeikt¸n (r = 0, 787 se p < 0, 001 kai N = 447, en¸
me touc deÐktec katanìhshc monoÔ kai diploÔ posodeÐkth paÐrnoume, antÐstoiqa,
r = 0, 439, se p < 0, 001 kai N = 461 kai r = 0, 801, se p < 0, 001 kai N = 459).

Apì ta apotelèsmata apousi�zei to p¸c aut� diamorf¸nontai kat� SqoleÐo.
BebaÐwc, to sqoleÐo kai h perioq  pou brÐsketai mporeÐ na antiproswpeÔei èna
mèso koinwniko-oikonomikì epÐpedo, to opoÐo na ephre�zei me th seir� tou ta apo-
telèsmata thc èreunac. Ja eÐqe, epomènwc, endiafèron h melèth twn eurhm�twn
se sqèsh kai me aut  th metablht . EntoÔtoic, pèran thc epilog c mac na mhn
{anoiqtoÔme} se koinwniologik c di�stashc ermhneÐec, up rxe to antikeimenikì
prìblhma ìti den katèsth dunatì to k�je sqoleÐo na antiproswpeÔetai isìrro-
pa43 wc proc k�poiec basikèc paramètrouc (ìpwc oi t�xeic kai oi kateujÔnseic twn
majht¸n). 'Etsi, opoiad pote sqetik  anafor� ja leitourgoÔse parapeistik�.

Tèloc, gia na sunupologisjeÐ h epÐdrash twn diaforetik¸n paragìntwn sthn
katanìhsh twn posodeikt¸n, efarmìsjhke poluparagontik  an�lush kai sugke-
krimèna grammik  palindrìmhsh (multiple regression analysis), ìpou ègine èlegqoc
gia tic epidr�seic tou fÔlou (majhtèc � maj triec), thc t�xhc (B' � G' LukeÐou),
thc kateÔjunshc (Jetik c   Teqnologik c, me kathgorÐa anafor�c th Jewrh-
tik  kateÔjunsh), tou bajmoÔ Majhmatik¸n prohgoÔmenhc t�xhc (wc suneqoÔc
metablht c) kai tou genikoÔ deÐkth st�shc tou majht  gia ta Majhmatik� (wc
suneqoÔc metablht c).

Ta sumper�smata sthrÐzoun ta antÐstoiqa pou proèkuyan apì thn monopa-
ragontik  an�lush. 'Opwc faÐnetai kai ston PÐnaka 20, ìpou parousi�zontai ta
apotelèsmata apì th diereÔnhsh thc epÐdrashc twn diafìrwn paragìntwn sto

PÐnakac 20
Poluparagontik  An�lush GenikoÔ DeÐkth Katanìhshc
Par�gontac b Di�sthma p-tim 

EmpistosÔnhc
FÔlo -0,228 (-0,904 , 0,448) 0,507
T�xh 0,918 (0,255 , 1,581) 0,007
KateÔjunsh
Jewrhtik  KathgorÐa anafor�c
Jetik  1,419 (0,423 , 2,414) 0,005
Teqnologik  0,125 (-0,741 , 0,992) 0,776

Bajmìc Majhmatik¸n 0,411 (0,277 , 0,544) 0,000
St�sh 0,663 (0,199 , 1,126) 0,005
Ta D.E. gia to b eÐnai 95%

genikì deÐkth katanìhshc posodeikt¸n, to fÔlo tou majht  de sqetÐzetai me thn
katanìhsh, en¸ ìloi oi �lloi par�gontec sqetÐzontai se bajmì statistik� sh-
mantikì. H pio shmantik  sqèsh eÐnai me to bajmì Majhmatik¸n prohgoÔmenhc

43Gia par�deigma, to deÐgma mac sto Barb�keio den periel�mbane oÔte ènan majht  apì th
G' Jetik , th stigm  pou to 24,1% twn majht¸n apì thn IwnÐdeio  tan thc G' Jetik c.
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t�xhc (p < 0, 001). 'Etsi, diathr¸ntac ìlec tic �llec metablhtèc stajerèc, dh-
lad  gia majhtèc tou Ðdiou fÔlou, t�xhc, kateÔjunshc kai me thn Ðdia st�sh gia
ta Majhmatik� , ìso megalÔtero bajmì eÐqan sthn prohgoÔmenh t�xh tìso kalÔ-
terh katanìhsh twn posodeikt¸n emfanÐzoun (k�je mon�da aÔxhshc tou bajmoÔ
touc anamènetai na odhgeÐ se 0,411 epiplèon orjèc apant seic apì tic 18 tou
erwthmatologÐou). EpÐshc, oi majhtèc thc G' LukeÐou antilamb�nontai kalÔtera
touc posodeÐktec se sqèsh me touc majhtèc thc B' LukeÐou, afoÔ anamènetai ìti
ènac majht c thc G' ja èqei 0,918 epiplèon orjèc apant seic se sÔgkrish me è-
nan idÐou profÐl summajht  tou (me stajeroÔc touc upìloipouc par�gontec) thc
B' t�xhc. AntÐstoiqa isqÔoun kai gia ìsouc èqoun jetikìterh st�sh apènanti
sta Majhmatik�. All� kai ìsoi akoloujoÔn th Jetik  kateÔjunsh antilamb�-
nontai kalÔtera touc posodeÐktec se sqèsh me ìsouc akoloujoÔn th Jewrhtik 
(ènac majht c thc Jetik c anamènetai na apant� orj� se 1,419 erwt seic peris-
sìterec apì ton idÐou profÐl summajht  tou thc JewrhtÐk c), en¸ h sÔgkrish
metaxÔ Teqnologik c kai Jewrhtik c kateÔjunshc den eÐnai statistik� shmantik 
(p = 0, 776).44

3.4 Poiotik� Eur mata

'Opwc èqei  dh anaferjeÐ, se èxi prot�seic (kai sugkekrimèna stic 6.1 � 6.2, stic
7.2 � 7.3 kai stic 8.1 � 8.2) zht jhke apì touc majhtèc na dikaiolog soun tic
apant seic touc. Stìqoc  tan h sugkèntrwsh kai k�poiwn poiotik¸n stoiqeÐ-
wn, pou na {apokalÔptoun} tic idiaÐterec duskolÐec touc kai ton {trìpo skèyhc}
touc epÐ aut¸n twn prot�sewn. EÐnai al jeia ìti stic arqikèc mac projèseic  -
tan kai k�poiec sunenteÔxeic, pou sÐgoura ja sunèbalan se mia embrij  exètash
twn problhm�twn katanìhshc twn posodeikt¸n. 'Etsi, oi dikaiolog seic autèc
ja qrhsÐmeuan wc krit rio epilog c twn majht¸n ekeÐnwn pou ja touc ezhteÐto
mia akìmh, proswpik  aut  th for�, epikoinwnÐa me ton ereunht . Telik�, den
katèsth efikt  h pragmatopoÐhsh autoÔ tou arqikoÔ sqediasmoÔ, k�ti pou mènei
wc ekkremìthta gia mia mellontik  èreuna. Ex�llou, ta stoiqeÐa pou mporeÐ na
prokÔyoun se mÐa sunènteuxh, kat� th diapragm�teush twn nohm�twn me touc
majhtèc, mporeÐ na eÐnai tìso {ploÔsia} kai apokaluptik�, ¸ste na odhg soun
se sumper�smata pou ja sumplhr¸noun all� kai ja dieurÔnoun aut� pou mpo-
reÐ na sunaqjoÔn apì èna erwthmatolìgio.45 P�ntwc, parìlo pou oi apant seic
twn majht¸n den axiopoi jhkan gia thn pragmatopoÐhsh k�poiwn sunenteÔxewn,
pollèc brèjhkan na {axÐzoun} kajeautèc, afoÔ  tan idiaÐtera apokaluptikèc, u-
posthrÐzontac m�lista poll� apo ta eur mata twn Dubinsky kai Yiparaki (2000).
'Etsi, se aut  thn par�grafo ja parousiastoÔn (autolexeÐ) kai ja sqoliastoÔn

44Parìmoia apotelèsmata prokÔptoun apì thn poluparagontik  an�lush gia thn katanìhsh
tìso twn mon¸n ìso kai twn dipl¸n posodeikt¸n, me th diaforopoÐhsh ìti sthn perÐptwsh
twn mon¸n posodeikt¸n h st�sh apènanti sta Majhmatik� faÐnetai na èqei mikrìterh shmasÐa
(p = 0, 043), en¸ h kateÔjunsh de sqetÐzetai se bajmì statistik� shmantikì (gia th Jetik 
ènanti thc Jewrhtik c p = 0, 136).

45Sthn polÔtimh sumbol  twn sunenteÔxewn sunteÐnei kai h empeirÐa twn Dubinsky kai Yi-
paraki (2000), oi opoÐoi epÐshc asqol jhkan me ta probl mata katanìhshc twn posodeikt¸n
kai h èreun� touc periel�mbane kai erwthmatolìgio kai sunènteuxh. Ekten c anafor� sta
sumper�smat� touc ja gÐnei sta epìmena.
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oi plèon axiìlogec apì tic dikaiolog seic twn majht¸n gia tic prot�seic pou touc
zht jhke.

Katarq n, epishmaÐnetai to gegonìc ìti polloÐ majhtèc èniwjan idiaÐtera am -
qana ìtan èblepan ìti touc zhteÐtai na dikaiolog soun k�poiec apì tic apant seic
touc kai zhtoÔsan dieukrin seic apì ton ereunht  (ìpwc {ti prèpei na gr�youme
ed¸}, {ti ennoeÐte} k.lp.),   ekd lwnan th duskolÐa touc na antapokrijoÔn ({den
xèrw ti na gr�yw}, {den mpor¸ na to dikaiolog sw} k.lp.). AxioshmeÐwth  tan,
epÐshc, h t�sh na mh gr�foun tÐpota gia na dikaiolog soun thn ap�nths  touc.
To posostì twn majht¸n, pou �fhsan kenì ton problepìmeno sto apanthtikì
fÔllo q¸ro gia th dikaiolìghsh k�poiac ap�nthshc (  ègrayan k�ti entel¸c
�sqeto, ìpwc {den gnwrÐzw}, {den mpor¸ na to dikaiolog sw}, {to parat rh-
sa}, k.lp.),  tan 38,9% gia thn 6.1, 42,8% gia thn 6.2, 40,4% gia thn 7.2, 42,9%
gia thn 7.3, 40,0% gia thn 8.1 kai 43,6% gia thn 8.2. E�n se aut� ta posost�
prostejoÔn kai oi prosp�jeiec gia dikaiolìghsh, pou ìmwc, par� to ìti ègrafan
k�ti, autì  tan entel¸c asun�rthto (den eÐqe kanèna nìhma), ta posost� gÐno-
ntai 50,5%, 52,3%, 48,5%, 50,0%, 53,1% kai 59,6%, antÐstoiqa. Dhlad , se k�je
zhtoÔmenh dikaiolìghsh perissìteroi apì touc misoÔc majhtèc eÐte de gr�foun
tÐpota eÐte gr�foun k�ti pou eÐnai asun�rthto. EpÐshc, 128 apì touc 493 majh-
tèc tou deÐgmatoc (  to 26%) �fhse kenèc kai tic èxi dikaiolog seic. H dustokÐa,
epomènwc, twn majht¸n wc proc thn epÐteuxh twn zhtoÔmenwn dikaiolog sewn,
anexart twc tou an autèc ja  tan   ìqi swstèc,  tan axioshmeÐwth.

Dikaiolog¸ntac thn Er¸thsh 1.2

H Er¸thsh 1.2 den  tan an�mesa se ekeÐnec pou ezhteÐto h dikaiolìghs  touc.
EntoÔtoic, kat� thn eisagwg  pou ginìtan prin moirastoÔn ta erwthmatolìgia,
oi majhtèc enjarrÔnontan apì ton ereunht  na gr�youn kai opoiod pote �llo
sqìlio   dikaiolìghsh jewroÔsan oi Ðdioi ìti ja eÐnai apokaluptikì tou trìpou
pou skèfthkan gia na apant soun   thc duskolÐac pou antimet¸pisan, akìmh kai
an den touc ezhteÐto gia th sugkekrimènh er¸thsh. Sugkentr¸jhkan ètsi kai
merikèc endiafèrousec dikaiolog seic gia thn {perÐergh} Er¸thsh 1.2, gia thn o-
poia, ìpwc f�nhke, k�poioi majhtèc èniwjan thn an�gkh na exhg soun peraitèrw
thn epilog  touc. M�lista, h Er¸thsh 1.2  tan h sunhjèsterh apì tic erw-
t seic pou, molonìti den ezhteÐto h dikaiolìghsh thc ap�nthshc, {parekinoÔse}
arketoÔc majhtèc na exhg soun thn ìpoia epilog  touc. Autì epètreye thn ka-
tagraf  endiafèrontwn sullogism¸n twn majht¸n epÐ aut c thc er¸thshc, pou
paratÐjentai akoloÔjwc.

Mia maj tria thc G' Teqnologik c exhgeÐ to lìgo pou th qarakt rise Lan-
jasmènh:

{To stoiqeÐo autì den eÐnai monadikì, efìson ìla ta stoiqeÐa eÐnai
�rtioi arijmoÐ. StoiqeÐa arijmhtik c proìdou me pr¸to arijmì to dÔo
kai diafor� dÔo.}

'Etsi, o lìgoc pou pisteÔei ìti h prìtash den isqÔei eÐnai ìti to stoiqeÐo a ∈ A
me thn idiìthta to a + 2 na eÐnai �rtioc den eÐnai monadikì. Epomènwc, faÐnetai na
ermhneÔei to {up�rqei} wc {up�rqei monadikì}. Wstìso, aut  h ermhneÐa den eÐnai
stajer , afoÔ pio k�tw qarakthrÐzei tic 2.2 kai 3.2 wc Swstèc (m�lista sthn 3.2
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shmei¸nei: {arkeÐ x 6= 2}), an kai to stoiqeÐo pou bebai¸nei o uparktikìc poso-
deÐkthc den eÐnai, se kami� apì autèc, monadikì. Telik�, h pragmatik  aitÐa prèpei
na brÐsketai krummènh sthn fr�sh thc ìti {ìla ta stoiqeÐa eÐnai �rtioi}, dhlad 
sthn isqÔ thc antÐstoiqhc proc aut n kajolik c prìtashc (h opoÐa, bebaÐwc, den
isqÔei sthn perÐptwsh twn 2.2 kai 3.2).

'Enac majht c thc B' Teqnologik c qarakthrÐzei thn 1.2 wc Swst , entoÔtoic
ni¸jei thn an�gkh na exhghjeÐ:

{Sthn ousÐa gia k�je a ∈ A isqÔei a + 2 → �rtioc. Dhlad , den
mpor¸ na pw {up�rqei} efìson to {up�rqei} dhl¸nei k�ti xeqwristì
apì to sÔnolo, pou autì den isqÔei sth sugkekrimènh perÐptwsh.
Enno¸ ìti gia na pw me sigouri� {nai, up�rqei} ja èprepe na up�rqoun
pollèc peript¸seic pou na mhn isqÔei to 2©. To {gia k�je} eÐnai
kalÔtero apì to {up�rqei} gia thn er¸thsh 1©.}

Prìkeitai gia mia idiaÐtera eÔglwtth marturÐa tou {ag¸na} pou k�noun oi majhtèc
gia na ermhneÔsoun, dÐkhn {apokruptogr�fhshc}, to nìhma pou fèroun oi lèxeic
pou qrhsimopoioÔme sth sÔntaxh twn majhmatik¸n mac prot�sewn. Parìlo de
pou to nìhma autì eÐnai gia k�je lèxh monos manta orismèno (ed¸ prìkeitai gia
th shmasÐa tou {up�rqei}), oi majhtèc pollèc forèc to agnooÔn, prosfeÔgontac
ston trìpo qr shc thc lèxhc sthn kajhmerin  gl¸ssa gia na to diasafhnÐsoun.
Autì, ìmwc, mporeÐ na touc odhg sei se pl�nh, afoÔ h kajhmerin  gl¸ssa diè-
petai apì {eleujerÐa èkfrashc} kai amfishmÐec (to nìhma den eÐnai monos manta
orismèno). O sugkekrimènoc majht c, loipìn, adunateÐ na antilhfjeÐ apì mìnoc
tou, ìpwc pijanìn prosdokoÔme wc kajhghtèc, ìti to {up�rqei} sta Majhmatik�
shmaÐnei {up�rqei toul�qiston èna}, adi�foro an h Ðdia sunj kh, pou bebai¸netai
me to {up�rqei}, isqÔei epiplèon {gia ìla}, kai eÐnai kontÔtera se mia ermhneÐa
tou {up�rqei} pou apokleÐei to {ìla}. 'Allwste, Ðswc aut  na eÐnai kai h su-
nhjèsterh qr sh tou sthn kajomiloumènh: an k�ti sumbaÐnei {gia ìla} ja to
tonÐsoume, qrhsimopoi¸ntac aut  thn èkfrash, en¸ lègontac apl� ìti k�ti {u-
p�rqei} upainissìmaste tautìqrona ìti {up�rqei men gia k�poia, ìqi ìmwc kai
gia ìla} (Ðdia  tan kai h ermhneÐa thc prohgoÔmenhc maj triac). To pijanìtero
eÐnai, bebaÐwc, ìti potè to akribèc nìhma, pou fèrei to {up�rqei} sto plaÐsio twn
Majhmatik¸n, den apotèlese antikeÐmeno suz thshc metaxÔ aut¸n twn majht¸n
kai twn kajhght¸n touc, Ðswc epeid  oi teleutaÐoi jewroÔsan ìti oi majhtèc ja
to antilhfjoÔn mìnoi touc {sthn poreÐa}46.

Proc epÐrrwsh de tou isqurismoÔ ìti oi qrhsimopoioÔmenec sumb�seic, pou
qrhsimopoioÔntai sto plaÐsio thc {idiaÐterhc} gl¸ssac twn Majhmatik¸n, afenìc
den eÐnai kajìlou xek�jarec gia touc majhtèc, afetèrou to meg�lo prìblhma
katanìhshc pou touc dhmiourgoÔn pern� aparat rhto apì touc kajhghtèc, axÐzei
na anaferjeÐ èna akìmh qarakthristikì apìspasma apì tic apant seic tou Ðdiou
majht . Epexhgìntac to {prÐsma} upì to opoÐo qarakt rise thn prìtash 3.2 wc
Swst  (Up�rqei fusikìc arijmìc x tètoioc ¸ste na isqÔei ìti x+5 6= 7), gr�fei:
{Up�rqoun kai eÐnai ìla ta x ektìc apì to x = 2. H diatÔpwsh den eÐnai apìluta

46Perissìtera gia to prìblhma twn sumb�sewn entìc kai ektìc majhmatikoÔ plaisÐou, pou
emplèkontai sthn ermhneÐa miac prìtashc, kai thc sÔgqushc, pou prokaleÐ stouc majhtèc h
apotuqÐa mac na apeujunjoÔme rht� sth diaforopoÐhs  twn qrhsimopoioÔmenwn sumb�sewn
metaxÔ twn dÔo plaisÐwn, anafèrontai sthn §3.5 thc Suz thshc pou akoloujeÐ.
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saf c.} Al jeia, poioc kajhght c ja mporoÔse potè na fantasteÐ ìti h qr sh
tou enikoÔ arijmoÔ sto {up�rqei}, kateujÔnei k�poiouc majhtèc proc to nìhma
tou {up�rqei monadikì}, afoÔ se diaforetik  perÐptwsh ja qrhsimopoioÔntan o
plhjuntikìc tou {up�rqoun} (asfal¸c entìc plaisÐou kajhmerin c gl¸ssac) wc
katallhlìteroc gia na ekfr�sei to nìhma {up�rqoun perissìtera tou enìc}!

Mia maj tria thc B' Jewrhtik c (me telikoÔc bajmoÔc sthn 'Algebra kai th
GewmetrÐa thc A' t�xhc 18,2 kai 18,3, antÐstoiqa) shmei¸nei k�tw apo thn epilog 
Lanjasmènh, pou k�nei gia thn 1.2 (h upogr�mmish dik  thc):

{IsqÔei all� ìqi mìno gi� èna stoiqeÐo.}

Ed¸ faÐnetai xek�jara ìti h qr sh tou enikoÔ arijmoÔ {èsprwxe} th maj tria
sthn ermhneÐa tou {up�rqei} wc {up�rqei monadikì}. 'Etsi, molonìti epishmaÐnei
thn isqÔ thc prìtashc gia perissìtera apì èna stoiqeÐa, telik� th qarakthrÐzei
wc Lanjasmènh, afoÔ den isqÔei mìno gia èna.

Anakefalai¸nontac, oi dÔo parermhneÐec twn majht¸n pou entopÐsjhkan gia
to nìhma tou {up�rqei},  tan: i) ìti autì shmaÐnei {up�rqoun k�poia all� ìqi
ìla} kai ii) ìti shmaÐnei {up�rqei akrib¸c èna}. Kai oi dÔo autèc ermhneÐec
odhgoÔn se lanjasmènh apìdosh alhjotim c sthn prìtash 1.2.

Dikaiolog¸ntac thn Er¸thsh 6

Oi erwt seic 6.1 kai 6.2, stic opoÐec kai ezhteÐto apì touc majhtèc na dikaiolo-
g soun tic apant seic touc,  tan:

DÐnontai ta sÔnola A = {1, 2, 3} kai B = {101, 102, 103} kai h ex c
antistoiqÐa mel¸n tou A me mèlh tou B:
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Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lan-
jasmènec:

1. Up�rqei β ∈ B, ètsi ¸ste gia k�je a ∈ A na isqÔei ìti to a
antistoiqeÐ sto β

2. Up�rqei a ∈ A, ètsi ¸ste gia k�je β ∈ B na isqÔei ìti to a
antistoiqeÐ sto β

'Enac majht c thc G' Jewrhtik c, pou qarakthrÐzei kai tic dÔo autèc prot�seic
wc Swstèc, exhgeÐ:

6.1: 'Oloi oi arijmoÐ a (1,2,3) antistoiqoÔn sta β (101,102).
6.2: Jewr¸ thn 6.1 swst  �ra kai 6.2 eÐnai swst  giatÐ mou qeic
d¸sei akrib¸c thn Ðdia prìtash all� antÐstrofa.
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ParathroÔme ìti, sthn perÐptwsh thc 6.1, h ermhneÐa tou majht  eÐnai AE:
∀a∃β(a → β). Prìkeitai gia to sÔnhjec fainìmeno thc ermhneÐac miac EA prì-
tashc wc AE, ìpou o majht c de lamb�nei upìyh tou th seir� emf�nishc twn
posodeikt¸n (dhlad  th sÔntaxh) sth dojeÐsa, jewr¸ntac ìti mia {antimet�-
jes } touc (mazÐ me tic desmeumènec metablhtèc touc) de metab�llei to nìhma thc
prìtashc. 'Etsi, prokrÐnei thn AE ermhneÐa, afoÔ h sÔntaxh thc dojeÐsac ton
af nei {eleÔjero} na k�nei thn opoiad pote epilog  (m�lista, ìpwc ja doÔme kai
sth suz thsh thc §3.5 pou akoloujeÐ, kat� p�sa pijanìthta agnoeÐ th dunatìth-
ta miac epiplèon ermhneÐac wc EA). Ex�llou, autoÔ tou eÐdouc h {anexarthsÐa}
tou no matoc apì th seir� ekfor�c twn sugkekrimènwn lèxewn qarakthrÐzei thn
epikoinwnÐa mac sto plaÐsio thc kajhmerin c gl¸ssac. Sth dikaiolìghsh, m�li-
sta, thc 6.2, parathroÔme p¸c autì to fainìmeno genikeÔetai: h seir� twn lèxewn
den paÐzei, plèon, apolÔtwc kanèna rìlo kai o majht c ni¸jei {eleÔjeroc} na tic
sunarmolog sei kat� to dokoÔn, prokeimènou na exaqjeÐ to {analloÐwto} nìhma
pou pisteÔei ìti h prìtash fèrei oÔtwc   �llwc. Gr�fontac {akrib¸c thn Ðdia
prìtash all� antÐstrofa}, ennoeÐ me diaforetik  seir�, an�poda (kai ìqi th ma-
jhmatik  ènnoia tou ìrou {antÐstrofa}). 'Etsi, aut  th for� antimetajètei touc
posodeÐktec, qwrÐc se aut  thn antimet�jesh na akoloujoÔn kai oi desmeumènec
apì autoÔc metablhtèc.

Mia maj tria thc B' Jewrhtik c qarakthrÐzei kai tic dÔo prot�seic Lanja-
smènec, dikaiolog¸ntac:

6.1: Autì den isqÔei epeid  gia mia tim  tou sunìlou B den up�rqei
antÐstoiqh tim  apì to sÔnolo A. Epomènwc den up�rqei β ∈ B.
6.2 Den mporeÐ na up�rqei a ∈ A epeid  2 timèc tou sunìlou A anti-
stoiqoÔn h kajemÐa se 2 (antÐstoiqec) timèc tou sunìlou B. Kanonik�
h tim  enìc sunìlou prèpei na antistoiqeÐ me mÐa tou �llou sunìlou.

Sth dikaiolìghsh thc 6.1 faÐnetai na ennoeÐ ìti h prìtash eÐnai Lanjasmènh e-
peid  to 101 ∈ B den antistoiqeÐ me kanèna a ∈ A, epomènwc thn ermhneÔei wc
∀β∃a(a → β) (kai ed¸ antimetatÐjentai mìnon oi posodeÐktec, qwrÐc na akolou-
joÔntai apì tic desmeumènec metablhtèc touc). Gr�fontac, katìpin, {epomènwc
den up�rqei β ∈ B}, apl� epiqeireÐ na diatup¸sei thn �rnhsh thc prìtashc,
prosjètontac sthn arq  thc to arnhtikì mìrio {den}.

O trìpoc pou antimetwpÐzei, ìmwc, thn 6.2 eÐnai pr�gmatik� entupwsiakìc:
den apant� sto er¸thma e�n aut  h prìtash eÐnai Lanjasmènh   ìqi, all� sto
er¸thma e�n h antistoiqÐa pou dÐnetai eÐnai   ìqi sun�rthsh! H dojeÐsa faÐnetai
na leitourgeÐ wc aform  gia na mac pei h maj tria autì pou gnwrÐzei (kai pou,
sun jwc, thn rwt�ne) gia ton kìsmo pou pisteÔei ìti h prìtash anafèretai (en
prokeimènw ton kìsmo twn sunart sewn), qwrÐc na exet�zei autì pou pragmatik�
{lèei} h Ðdia h prìtash.47 'Idia sumperifor� parousi�zei kai ènac majht c thc B'
Jewrhtik c, pou gr�fei:

6.2: NomÐzw ìti eÐnai lanjasmènh giatÐ den mporeÐ ènac arijmìc na
antistoiqeÐ se perissìterouc apì ènan �llouc arijmoÔc.

47Aut  h sumperifor� eÐnai an�logh thc parathrhjeÐsac se pollèc sunenteÔxeic sthn èreuna
twn Dubinsky kai Yiparaki (2000) kai ja suzhthjeÐ sthn §3.5 akoloÔjwc.
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'Enac majht c thc G' Teqnologik c, qarakthrÐzontac thn 6.1 Lanjasmènh kai
thn 6.2 Swst , gr�fei:

6.1: EÐnai l�joc giatÐ o arijmìc 103 pou brÐsketai sto B den anti-
stoiqeÐ me k�poion apì touc arijmoÔc sto A ìpwc faÐnetai apì to
sq ma.
6.2: EÐnai swstì giatÐ ìla ta stoiqeÐa pou perièqei to sÔnolo A
antistoiqoÔn sto sÔnolo B, opìte opoiod pote stoiqeÐo èqei to antÐ-
stoiqì tou sto sÔnolo B.

Autìc o majht c, me sunèpeia, antimetajètei kai stic dÔo prot�seic touc poso-
deÐktec, qwrÐc autoÐ na akoloujoÔntai kai apì tic desmeumènec metablhtèc touc.
'Etsi, ermhneÔei thn pr¸th wc ∀β∃a(a → β) kai th deÔterh wc ∀a∃β(a → β). E-
pibebai¸netai, gia mia akìmh for�, h {eleujerÐa} apì suntaktikoÔc periorismoÔc,
kat� thn ermhneÐa twn prot�sewn apì touc majhtèc, kai h protÐmhsh tou AE
no matoc.

Endiafèron parousi�zei kai h dikaiolìghsh miac maj triac thc G' Jetik c, pou
qarakthrÐzei kai tic dÔo prot�seic Lanjasmènec:

6.1: Up�rqei ènac arijmìc β ∈ B sto opoÐo antistoiqeÐ k�je a ∈
A. Kai autì to β sth sugkekrimènh perÐptwsh eÐnai to 101. All�
to 3 ∈ A antistoiqÐzetai kai me to 102. 'Ara ìla ta a ∈ A den
antistoiqÐzontai sto β ∈ B.
6.2: Den up�rqei antistoiqÐa an�mesa se ìlouc touc arijmhtikoÔc
ìrouc tou B me to A kaj¸c blèpoume ìti to 103 den antistoiqÐzetai
me k�poio a ∈ A.

Prìkeitai gia mia ermhneÐa thc 6.1 pèra gia pèra anap�nteqh. Molonìti h maj -
tria thn ermhneÔei orj� wc EA kai prosdiorÐzei to 101 wc to stoiqeÐo ekeÐno pou
plhreÐ th sunj kh thc prìtashc, �ra ja èprepe, upì {fusiologikèc sunj kec},
na odhghjeÐ se orj  apìdosh alhjotim c, entoÔtoic h ènnoia thc antistoiqÐac
pou èqei kataskeu�sei eÐnai h {stenìterh} ènnoia thc antistoiqÐac sun�rthshc.
'Etsi, afoÔ emfanÐzetai na parapaÐei an�mesa sta dÔo no mata tou {antistoiqeÐ},
qrhsimopoi¸ntac thn Ðdia lèxh kai gia ta dÔo, telik� apofasÐzei ìti h dipl  anti-
stoÐqish tou 3 (tìso me to 101 ìso kai me to 102) de sunist� {antistoiqÐa}, �ra
h prìtash eÐnai Lanjasmènh!

'Oso de gia th diakaiolìghsh thc �llhc prìtashc, h {anamenìmenh} plèon
antimet�jesh twn posodeikt¸n gÐnetai, aut  th for�, sunodeÐa twn desmeumènwn
metablht¸n touc. 'Etsi, eÐnai h 6.2 pou t¸ra ermhneÔetai wc ∀β∃a(a → β) kai,
�ra, thn afor� to {prìblhma} me to 103. Se aut  de thn ermhneÐa twn EA
prot�sewn wc AE, h sugkekrimènh maj tria emfanÐzetai idiaÐtera sunep c, afoÔ
thn akoloujeÐ tìso gia thn 4.2 ìso kai gia thn 8.2 (qarakthrÐzontac ètsi kai tic
tèsseric prot�seic twn Erwt sewn 4 kai 8 wc Swstèc).48 Ac shmeiwjeÐ, p�ntwc,

48Endiafèron, Ðswc, parousi�zei kai to profÐl thc en lìgw maj triac: h st�sh thc proc ta
Majhmatik� eÐnai idiaÐtera jetik  (apant� 5, 5, 4 kai 5 stic tèsseric dhl¸seic tic antÐstoiqhc
er¸thshc, antÐstoiqa me th seir� pou autèc dÐnontai), èqei uyhloÔc stìqouc (jèlei na spou-
d�sei Arqitektonik ) kai oi bajmoÐ thc sthn B' t�xh  tan polÔ kaloÐ ('Algebra 18, GewmetrÐa
17 kai KateÔjunsh 18). Sto de erwthmatolìgio, ektìc apì ta l�jh thc pou  dh anafèrjhsan,
{q�nei} mìno tic dÔo prot�seic thc Er¸thshc 5, me 13 sunolik� orjèc apant seic stic 18.
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kai o ex c antÐlogoc sqetik� me to ìti h upìdeixh tou 103 faner¸nei thn AE
ermhneÐa thc 6.2 pou anafèroume ed¸: to gegonìc ìti to 103 den antistoiqÐzetai
me kanèna stoiqeÐo tou A mporeÐ na epishmaÐnetai wc o lìgoc gia ton opoÐo den
mporeÐ na up�rxei kanèna a ∈ A pou na antistoiqÐzetai me ìla ta β ∈ B.

Dikaiolog¸ntac thn Er¸thsh 7

Oi erwt seic 7.2 kai 7.3, stic opoÐec kai ezhteÐto apì touc majhtèc na dikaiolo-
g soun tic apant seic touc,  tan:

DÐnontai ta sÔnola A = {1, 2, 3} kai B = {101, 102} kai h ex c
antistoiqÐa mel¸n tou A me mèlh tou B:
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Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lan-
jasmènec:

2. Gia k�je a ∈ A, up�rqei monadikì β ∈ B ètsi ¸ste na isqÔei ìti
to a antistoiqeÐ sto β

3. Gia k�je β ∈ B, up�rqei monadikì a ∈ A ètsi ¸ste na isqÔei ìti
to a antistoiqeÐ sto β

Mia t�sh twn majht¸n pou parathr jhke49  tan h akrib¸c antÐjeth apìdosh
alhjotim c se autì to zeÔgoc prot�sewn: h 7.2 qarakthrizìtan Lanjasmènh kai
h 7.3 Swst . Oi epìmenec prosp�jeiec dikaiolìghshc an koun se ekpros¸pouc
aut c thc t�shc.

Mia maj tria thc G' Jetik c, gia par�deigma, exhgeÐ thn epilog  thc wc ex c:

7.2: Ta stoiqeÐa tou sunìlou A den antistoiqÐzontai se èna mìno
stoiqeÐo tou sunìlou B (p.q. to 1 kai to 2 antistoiqoÔn sto 101)
7.3: 'Ola ta stoiqeÐa tou sunìlou B antistoiqÐzontai me èna mìno
stoiqeÐo tou sunìlou A (p.q. to 1 den antistoiqeÐ kai sto 101 kai sto
102. To Ðdio sumbaÐnei kai gia to 2 kai gia to 3).

Sto Ðdio pneÔma kai mia akìmh maj tria thc B' Jetik c, pou epÐshc qarakthrÐzei
thn 7.2 Lanjasmènh kai thn 7.3 Swst , dikaiolog¸ntac:

7.2: Den up�rqei monadikì β afoÔ to 1 kai to 2 antistoiqoÔn sto Ðdio
dhl. sto 101.

7.3: Up�rqei giatÐ to 101
antistoiqeÐ→ 1 to 101 → 2 kai to 102 → 3 kai

afoÔ to 1 6= 2 6= 3 up�rqoun monadik�.

49Se sÔnolo 490 apant sewn, oi 159 (32,4%) qarakt rizan orj� thn 7.2 wc Swst  kai thn
7.3 wc Lanjasmènh, en¸ oi 45 (9,2%) tic qarakt rizan akrib¸c antÐjeta. E�n exairèsoume kai
117 majhtèc pou d lwsan {Den gnwrÐzw} se mÐa toul�qiston apì autèc (oi 80 kai stic dÔo),
tìte, epÐ sunìlou 373 {gnwrizìntwn} majht¸n, to 12,1% apant� {antÐjeta}, ènanti tou 42,6%
pou apant� orj�.
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'Idioi qarakthrismoÐ kai exhg seic kai apì èna majht  thc B' Jewrhtik c:

7.2: Sto sÔnolo A up�rqoun treic arijmoÐ en¸ sto sÔnolo B up�rqei
ènac arijmìc ligìteroc, epomènwc eÐnai adÔnaton to k�je a xeqwrist�
na èqei èna taÐri apì to sÔnolo B.
7.3: O arijmìc 102 antistoiqeÐ sto 3 en¸ o arijmìc 101 antistoiqeÐ
sto 1 kai sto 2 ìmwc to 1 kai 2 pou an koun sto sÔnolo A eÐnai dÔo
diaforetikoÐ arijmoÐ, dhlad  dÔo diaforetik� a.

Sth dikaiolìghsh thc 7.2 o majht c autìc ennoeÐ: {eÐnai adÔnaton to k�je a na
èqei èna xeqwristì taÐri apì to sÔnolo B}. Apì kont� kai ènac akìmh thc B'
Jewrhtik c:

7.2: Den up�rqei monadikì β ∈ B afoÔ oi a timèc tou A eÐnai treic
en¸ oi β timèc tou B eÐnai dÔo, kai kat> epèktash mÐa tim  tou B
antistoiqeÐ se 2 timèc tou a. Epomènwc den mporeÐ na up�rqei gia
k�je tim  èna monadikì β.
7.3: K�je β antistoiqeÐ se k�poia tim  tou a, sthn opoÐa ìmwc den
antistoiqeÐ �llo β, �ra gia k�je β up�rqei èna monadikì a,   kai dÔo
monadik� a.

'Olec autèc oi dikaiologÐec èqoun to ex c koinì qarakthristikì: h ermhneÐa
thc lèxhc {monadikì}, sthn opoÐa basÐzontai, eÐnai {xeqwristì}, {idiaÐtero}, {dia-
foretikì}, {mìno sto eÐdoc tou}, mia ermhneÐa, dhlad , pou dÐnetai arket� suqn�
sto plaÐsio thc kajhmerin c gl¸ssac. Mia tètoiou eÐdouc, ìmwc, {monadikìth-
ta} enìc stoiqeÐou sunodeÔetai p�ntote kai apì èna sÔnolo anafor�c (monadikì
an�mesa se poia?), apì to sÔnolo, dhlad , twn sugkrÐsimwn me autì stoiqeÐwn,
pou ja epitrèyoun thn orj  apìdosh autoÔ tou qarakthrismoÔ, sunapotel¸ntac
to krit rio {monadikìthtac} tou en lìgw stoiqeÐou. Autì to sÔnolo, sto plaÐ-
sio thc kajomiloumènhc, de mporeÐ na eÐnai �llo apì to sÔnolo twn {omoeid¸n}
stoiqeÐwn, k�ti pou odhgeÐ se mia fusik  ermhneÐa thc fr�shc {up�rqei monadikì
γ ∈ Γ} wc {up�rqei k�poio γ0 diaforetikì apì ta upìloipa γ ∈ Γ}. 'Otan, ìmwc,
sta Majhmatik� lème {gia k�je δ up�rqei monadikì γ ∈ Γ} den ennooÔme mo-
nadikì se sqèsh me ta upìloipa stoiqeÐa tou Γ, all� se sqèsh me to ek�stote
δ. Dhlad , ìti to δ0, pou k�je for� jewroÔme kaj¸c h metablht  δ diatrèqei
ìla ta stoiqeÐa tou sunìlou ermhneÐac tou kajolikoÔ posodeÐkth, antistoiqeÐ
se èna mìno γ kai ìqi se perissìtera. Aut  h ermhneÐa, pou sthrÐzetai ston
trìpo pou trèqoun oi posodeÐktec sta Majhmatik� (p¸c bebai¸netai h al jeia
miac prìtashc thc morf c ∀δp(δ)), faÐnetai m�llon afÔsikh se ìpoion den xekin�
apì to nìhma tou kajolikoÔ posodeÐkth all� apì to nìhma thc monadikìthtac;
prosèggish jemit  gia to epitreptikì plaÐsio thc kajhmerin c gl¸ssac. Entìc
tou teleutaÐou, h d lwsh {gia k�je δ up�rqei monadikì γ} èqei, sÔmfwna toul�-
qiston me thn prosèggish aut¸n twn majht¸n, to nìhma {gia ìla ta δ up�rqoun
diaforetik� metaxÔ touc γ}.50 Aut  h ermhneÐa, p�ntwc, odhgeÐ me sunèpeia sto
fainìmeno thc antÐjethc apìdoshc alhjotim c sto zeÔgoc aut¸n twn prot�sewn

50 'Arage to nìhma miac fr�shc ìpwc {Gia k�je �njrwpo up�rqei monadikìc drìmoc gia thn
eutuqÐa} den ègkeitai kurÐwc sth diaforetikìthta aut¸n twn drìmwn metaxÔ touc kai ìqi tìso
sth monadikìthta thc dunatìthtac epilog c k�je anjr¸pou?
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thc Er¸thshc 7: sthn perÐptwsh thc 7.2 èqoume to a sth jèsh tou δ kai to β
sth jèsh tou γ, en¸ sthn perÐptwsh thc 7.3 eÐnai to β sth jèsh tou δ kai to a
sth jèsh tou γ.

Mia deÔterh, akìmh pio isqur , t�sh twn majht¸n  tan na qarakthrÐzoun
kai tic dÔo prot�seic Lanjasmènec51. Ac parakolouj soume, pr¸ta, p¸c oi Ðdioi
dikaiologoÔn aut  thn epilog  touc.

Mia maj tria thc G' Jetik c gr�fei:

7.2: Kaj¸c to a = 1 kai a = 2 me a ∈ A antistoiqoÔn sto Ðdio β ∈ B,
β = 101
7.3: Kaj¸c to Ðdio β ∈ B antistoiqeÐ se dÔo diaforetik� a ∈ A

ParathroÔme ìti to epiqeÐrhma gia thn alhjotim  thc 7.3 eÐnai Ðdio me autì thc 7.2.
H epìmenh maj tria thc B' Jetik c de dist�zei na qrhsimopoi sei omoiwmatik�:

7.2: Den up�rqei monadikì β ∈ B giatÐ 1, 2 antistoiqoÔn sto 101
dhl. se èna β ∈ B.
7.3: � � �

Mia �llh maj tria thc B' Jetik c gr�fei:

7.2: GiatÐ den up�rqei gia k�je a ∈ A monadikì β ∈ B giatÐ to 1 kai
to 2 (a) antistoiqoÔn sto 101 (β)
7.3: GiatÐ den up�rqei gia k�je β ∈ B monadikì a ∈ A giatÐ to 101
(β) antistoiqeÐ me to 1 kai 2 (a)

Ta Ðdia kai apì èna majht  thc B' Teqnologik c:

7.2: AfoÔ an a = 3 tìte èqei monadikì arijmì β me antistoiqÐa, ìmwc
ta a = 1 kai a = 2 antistoiqoÔn me to Ðdio β. 'Ara to ìti isqÔei pwc
gia k�je a up�rqei monadikì antÐstoiqo β eÐnai �topo.
7.3: Efìson gia β = 101 antistoiqeÐ se dÔo timèc tou a tic a = 1 kai
a = 2

  touc epìmenouc dÔo majhtèc thc B' Jetik c:

7.2: GiatÐ se èna β antistoiqoÔn 2 a. 'Ara ta β den eÐnai monadik�.
7.3: GiatÐ sto 101 antistoiqoÔn dÔo a kai to a den eÐnai monadikì.

kai

7.2: Autì den isqÔei gia to 101, sto opoÐo antistoiqoÔn dÔo a, ta 1
kai 2. Dhlad  to 1 den èqei monadiko β to 101 giatÐ kai to 2 èqei to
101 gia β.
7.3: Autì den isqÔei gia to 101 giatÐ s> autì antistoiqoÔn duo a, ta
1 kai 2.

51Oi majhtèc pou qarakt risan kai tic dÔo Lanjasmènec  tan 142 (  29,0% epÐ aut¸n pou
ap�nthsan kai 38,1% epÐ twn {gnwrizìntwn}). Tèloc, �lloi 27 majhtèc ap�nthsan ìti kai
oi dÔo prot�seic  tan Swstèc (dhlad  omoiìtropa, epomènwc qwrÐc, pijanìn, na diakrÐnoun
k�poia metabol  sto nìhma wc sunèpeia thc diaforetik c sÔntax c touc).
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To qarakthristikì ìlwn aut¸n twn epiqeirhm�twn eÐnai ìti kai aut� sthrÐzo-
ntai sthn esfalmènh ermhneÐa thc monadikìthtac pou perigr�fhke prohgoumènwc.
H diafor�, ìmwc, me thn pr¸th t�sh majht¸n brÐsketai sto ìti ekeÐnoi dièkrinan
allag  sto nìhma twn dÔo prot�sewn kai, paramènontac sunepeÐc sthn ermhneÐa
touc, �llazan kai thn alhjotim  touc. AntÐjeta, oi majhtèc aut c thc t�shc,
ektìc thc problhmatik c ermhneÐac thc monadikìthtac, qarakthrÐzontai epiplèon
apì to ìti den katafèrnoun na entopÐsoun kami� allag  sto nìhma thc 7.3, par�
th diaforetik  sÔntax  thc se sqèsh me thn 7.2, kai ètsi dÐnoun akrib¸c ta Ðdia
epiqeir mata kai gia tic dÔo peript¸seic. M�lista, to gegonìc ìti h qr sh tou
Ðdiou antipar�deigmatoc gia duo diaforetikèc prot�seic den  tan arket  gia na
touc {upoyi�sei} wc proc thn pijanìthta lanjasmènhc apìdoshc no matoc se
k�poia, eÐnai mia peraitèrw èndeixh thc mikr c shmasÐac pou dÐnoun sth diadikasÐa
ermhneÐac twn prot�sewn, all� kai thc anikanìtht�c touc na strafoÔn proc th
sÔntaxh twn prot�sewn, qrhsimopoi¸ntac th wc moqlì katanìhs c touc.

Tèloc, se k�poiouc majhtèc parathr jhke ìti erm neuan autèc tic AE pro-
t�seic wc EA! Ex�llou, ìtan kaneÐc den eÐnai en meroc gia ton krÐsimo rìlo thc
seir�c twn posodeikt¸n sthn prìtash, eÐnai eleÔjeroc na epilèxei to no ma pou
tou faÐnetai {pijanìtero} na ennoeÐtai, ìpwc akrib¸c leitourgeÐ kai sto plaÐsio
thc kajhmerin c gl¸ssac52. Ac exet�soume, loipìn, thn epiqeirhmatologÐa miac
maj triac thc B' Teqnologik c, pou qarakthrÐzei kai tic dÔo prot�seic Lanja-
smènec:

7.2: EÐnai l�joc giatÐ mac lèei ìti opoiosd pote arijmìc tou sunìlou
A antistoiqeÐ se èna sugkekrimèno β tou sunìlou B. To a = 3 p.q.
den antistoiqeÐ sto β = 101.
7.3: Ed¸ mac zht�ei na broÔme èna sugkekrimèno a pou na antistoiqeÐ
se ìla ta β tou sunìlou B. Autì apì thn antistoiqÐa mel¸n eÐnai
l�joc.

ParathroÔme ìti h lèxh {monadikì}, se mia prìtash thc morf c {gia k�je δ
up�rqei monadikì γ}, ermhneÔetai apì th sugkekrimènh maj tria (kai, m�lista,
me sunèpeia kai gia tic dÔo prot�seic) wc {Ðdio gia ìla ta δ} (se antÐjesh me
touc majhtèc thc pr¸thc t�shc, oi opoÐoi èdinan to nìhma {Ðdio gia ìla ta γ}),
gegonìc pou th spr¸qnei sthn EA ermhneÐa ∃γ∀δ. O epìmenoc majht c thc G'
Teqnologik c, pou epÐshc qarakthrÐzei kai tic dÔo prot�seic wc Lanjasmènec, de
faÐnetai to Ðdio sunep c sthn ermhneÐa touc:

7.2: L�joc diìti ta stoiqeÐa tou a {1,2} antistoiqoÔn se monadikì
stoiqeÐo tou β en¸ to {3} tou a antistoiqeÐ se �llo stoiqeÐo tou β
to {102}
7.3: L�joc diìti sto 101 tou β tou antistoiqoÔn dÔo stoiqeÐa tou a
ta {1,2}

'Etsi, en¸ h ermhneÐa thc 7.2 eÐnai xek�jara EA, de sun�getai Ðdio sumpèrasma
kai gia thn ermhneÐa thc 7.3. M�lista, to epiqeÐrhma gia thn teleutaÐa eÐnai
ègkuro, opìte ja mporoÔse kaneÐc na upojèsei ìti ofeÐletai sthn orj  ermhneÐa
thc kai, �ra, h EA ermhneÐa tou majht  prot�sewn autoÔ tou eÐdouc den eÐnai

52Sthn §3.5 sth suz thsh pou akoloujeÐ anaptÔssetai autì to jèma diexodik�.
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stajer  (ektìc pia kai e�n prìkeitai, apl�, gia mh ègkuro epiqeÐrhma miac EA
ermhneÐac). 'Etsi, sthn prokeimènh perÐptwsh, faÐnetai ìti h ermhneÐa pou k�je
for� protim� o majht c den edr�zetai sth sÔntaxh thc prìtashc, anexart twc
tou e�n oi qrhsimopoioÔmenec suntaktikèc sumb�seic eÐnai   ìqi orjèc, all� eÐnai
entel¸c {tuqaÐa}.

Dikaiolog¸ntac thn Er¸thsh 8

Oi erwt seic 8.1 kai 8.2, stic opoÐec kai ezhteÐto apì touc majhtèc na dikaiolo-
g soun tic apant seic touc,  tan:

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lan-
jasmènec:

1. Gia k�je fusikì arijmì µ, up�rqei fusikìc arijmìc ν me ν > µ

2. Up�rqei fusikìc arijmìc ν, tètoioc ¸ste gia k�je fusikì arijmì
µ na isqÔei ν > µ

Mia axioshmeÐwth t�sh majht¸n pou parathr jhke  tan na agnooÔn entel¸c thn
parousÐa twn posodeikt¸n stic prot�seic, san oi antÐstoiqec lèxeic na mhn up r-
qan kajìlou! Autì to eÔrhma epibebai¸nei tic sqetikèc parathr seic thc èreunac
twn Dubinsky kai Yiparaki (2000), sthn opoÐa kai ja anaferjoÔme ekten¸c sta
epìmena. 'Etsi, mia maj tria thc G' Teqnologik c, pou shmei¸nei thn epilog 
{Den gnwrÐzw} kai gia tic dÔo prot�seic tou zeÔgouc, exhgeÐ:

8.1: Den eÐnai saf c san prìtash, efìson den gnwrÐzoume e�n to
ν ∈ N eÐnai megalÔteroc apì ton µ ∈ N kai e�n isqÔei autì gia k�je
arijmì µ ∈ N.
8.2: EÐnai aìristh san prìtash.

Thn Ðdia epilog  ({Den gnwrÐzw}, kai gia tic dÔo) èkane kai mia maj tria thc B'
Jetik c, exhg¸ntac:

8.1: De gnwrÐzw ti fusikìc arijmìc eÐnai to ν kai to µ.
8.2: De gnwrÐzw ti fusikìc arijmìc eÐnai to ν kai to µ.

Mia maj tria thc B' Teqnologik c, epÐshc, jewreÐ thn 8.1 Lanjasmènh (kai thn
8.2 Swst , qwrÐc ìmwc dikaiolìghsh) diìti:

8.1: Den prosdiorÐzetai, eÐnai genikì. MporeÐ ν < µ.

O epìmenoc majht c thc G' Teqnologik c agnoeÐ akìmh pio epideiktik� thn pa-
rousÐa twn posodeikt¸n, qarakthrÐzontac kai tic dÔo prot�seic Lanjasmènec:

8.1: An ν = µ = 0 tìte den isqÔei h anisìthta. An ν = 0 kai µ ∈ N∗
tìte ν < µ
8.2: To Ðdio me thn 8.1

ParathroÔme ìti dÐnei, apl�, antiparadeÐgmata gia na tekmhri¸sei ìti den gÐnetai
na isqÔei p�ntote ν > µ. Parìmoia sumperifor� kai apì mia maj tria thc B'
Jewrhtik c, pou epÐshc qarakthrÐzei kai tic dÔo prot�seic Lanjasmènec, afoÔ:
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8.1: An èqoume gia ν = 2 kai µ = 1 tìte 2 > 1 �ra ν > µ all� an
èqw ν = 1 kai µ = 2 tìte 1 < 2 �ra den isqÔei gia k�je µ.
8.2: An p�roume ν = 2 kai µ = 1 tìte 2 > 1 en¸ gia ν = 5 kai µ = 7
tìte ν < 7

Ta Ðdia kai apì mia maj tria thc G' Jetik c, pou qarakthrÐzei kai tic dÔo Lanja-
smènec, afoÔ:

8.1: Up�rqei fusikìc ν me ν = µ kai ν < µ

p.q.
ν = 3
µ = 5

wwww ν < 5

8.2: IsqÔoun ìlec oi isìthtec ìpwc sthn (8.1)

Entupwsi�zei h �poyh enìc majht  thc B' Teqnologik c: h Ðdia {as�feia} thc
anisìthtac ν > µ, pou k�nei touc �llouc na qarakthrÐsoun thn 8.1 wc Lanjasmè-
nh, eÐnai, sÔmfwna me th dikaiolìghs  tou (thn 8.2 den th dikaiologeÐ kajìlou,
qarakthrÐzont�c th Lanjasmènh), lìgoc gia na th jewr sei Swst :

8.1: Up�rqei giatÐ to ν eÐnai �gnwstoc kai to µ, �ra mporeÐ na eÐnai
megalÔteroc

Mia maj tria thc B' Jewrhtik c, qarakthrÐzei thn 8.1 Lanjasmènh kai thn 8.2
Swst , exhg¸ntac:

8.1: EÐnai lanjasmèno, diìti kai o µ kai o ν eÐnai fusikoÐ arijmoÐ
opìte den gnwrÐzoume poioc apì touc duo eÐnai megalÔteroc. 'Etsi to
sumpèrasma ν > µ den èqei aitiolìghsh.
8.2: EÐnai orjì diìti prosdiorÐzei ìti k�je fusv. arijmìc ν ja eÐnai
megalÔteroc gia k�je fusikì arijmì µ.

Kai ed¸ faÐnetai ìti h maj tria, sthn perÐptwsh thc 8.1, {prospern�} touc po-
sodeÐktec san na eÐnai aìratoi, en¸ sthn perÐptwsh thc 8.2 (ektìc thc atuqoÔc
qr shc thc lèxhc {k�je}), pisteÔei ìti h Ðdia h prìtash prosdiorÐzei ìti ν > µ
(Ðswc exaitÐac tou no matoc pou dÐnei sto {up�rqei}). Safèsterh ep> autoÔ faÐ-
netai na eÐnai mia �llh maj tria thc B' Jewrhtik c pou, qarakthrÐzontac omoÐwc
tic prot�seic (8.1 Lanjasmènh � 8.2 Swst ), gr�fei:

8.1: Den gÐnetai gia k�je arijmì µ na up�rqei arijmìc ν pou eÐnai
megalÔteroc qwrÐc na mac to dÐnei wc orismì. Dhlad  èstw ν > µ.
8.2: Ed¸ mac to dÐnei dhlad  den paÐrnei aujaÐreta touc dÔo arijmoÔc
kai jètei ton èna megalÔtero kai ton �llo mikrìtero.

Parìmoia kineÐtai kai ènac majht c thc G' Teqnologik c, pou qarakthrÐzei thn
8.1 Lanjasmènh kai thn 8.2 Swst :

8.1: EÐnai l�joc giatÐ to µ eÐnai megalÔtero   mikrìtero   Ðso.
8.2: Swstì giatÐ mporeÐ na up�rqei èstw kai èna ν megalÔtero apì
to µ.

'Enac akìmh majht c thc G' Teqnologik c, qarakthrÐzontac omoÐwc tic erwt seic,
exhgeÐ:
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8.1: GiatÐ to µ mporeÐ na eÐnai mikrìtero apì to ν. Den gnwrÐzoume
ti eÐnai to µ.
8.2: IsqÔei giatÐ sto sÔnolo twn fusik¸n arijm¸n up�rqei arijmìc
µ + 1 > µ, ìpou µ + 1 = ν

Mia pijan  ermhneÐa eÐnai ìti oi majhtèc autoÐ lamb�noun upìyh touc mìno ton
posodeÐkth pou sunantoÔn pr¸to. 'Etsi, h 8.1 gÐnetai katanoht  wc ∀µ(ν > µ)
kai h 8.2 wc ∃ν(ν > µ). H �llh metablht , tìte, antimetwpÐzetai wc stajer�;
gegonìc pou odhgeÐ stic prohgoÔmenec alhjotimèc53 kai dikaiologÐec. Autì faÐ-
netai arket� kajar� sth dikaiolìghsh enìc majht  thc G' Teqnologik c, pou
uposthrÐzei thn epilog  tou ìti h 8.1 eÐnai Lanjasmènh kai h 8.2 Swst  wc ex c:

8.1: Aut  h prìtash isqÔei k�tw apì orismènec proüpojèseic kai eÐnai
adÔnato na isqÔei gia k�je µ.
8.2: ArkeÐ na up�rqei ènac arijmìc ν gia ènan sugkekrimèno arijmì
µ.

All� kai h epìmenh maj tria thc B' Jewrhtik c, k�nontac tic Ðdiec epilogèc
alhjotim¸n, faÐnetai na katanoeÐ parìmoia tic prot�seic:

8.1: O fusikìc arijmìc µ mporeÐ na eÐnai megalÔteroc apì to ν, den
eÐnai aparaÐthto k�je fusikìc arijmìc µ na eÐnai mikrìteroc ap> ton
ν
8.2: SÐgoura up�rqei fusikìc arijmìc ν o opoÐoc na eÐnai megalÔteroc
apì èna fusikì arijmì µ.

'Enac majhthc thc G' Teqnologik c, pou qarakthrÐzei thn 8.1 Lanjasmènh kai
thn 8.2 Swst , exhgeÐ thn epilog  tou mìno gia thn teleutaÐa wc ex c:

8.2: Up�rqoun fusikoÐ arijmoÐ pou eÐnai megalÔteroi apì �llouc 5 > 3

'Idioi eÐnai kai oi qarakthrismoÐ thc epìmenhc maj triac thc B' Teqnologik c (8.1
Lanjasmènh � 8.2 Swst ). ErmhneÔei, ìmwc, thn 8.2 esti�zontac se k�poiec
lèxeic pou de qrhsimopoioÔntai me to nìhma pou ekeÐnh pisteÔei (toul�qiston
prospajeÐ na l�bei upìyh thc to suntaktikì):

8.1: Kai oi duo eÐnai fusikoÐ arijmoÐ, all� den gnwrÐzoume poio eÐnai
megalÔtero apì to �llo.
8.2: GiatÐ tonÐzei ìti {to µ na isqÔei ν > µ}

O epìmenoc majht c thc B' Teqnologik c qarakthrÐzei thn 8.1 Swst  kai thn
8.2 Lanjasmènh, dikaiolog¸ntac wc ex c:

8.1: GiatÐ an o µ arnhtikìc arijmìc kai o ν jetikìc, tìte isqÔei
ν > µ.
8.2: GiatÐ an o ν eÐnai o jetikìc arijmìc 5 kai o µ eÐnai o jetikìc
arijmìc 130 tìte den mporeÐ na isqÔei ν > µ.

53Ac shmeiwjeÐ ìti apì tic 489 ègkurec apant seic sto zeÔgoc prot�sewn thc Er¸thshc 8,
oi 91 eÐqan toul�qiston mÐa {Den gnwrÐzw} epilog  (apì autoÔc oi 56 (11,5%) kai tic dÔo). Oi
majhtèc pou qarakt risan Lanjasmènec kai tic dÔo  tan 38 (7,8%), autoÐ pou qarakt risan
Swstèc kai tic dÔo  tan 117 (23,9%), autoÐ pou èdwsan antÐjetec alhjotimèc  tan 65 (13,3%)
kai autoÐ pou tic qarakt risan kai tic dÔo orj�  tan 178 (36,4%).
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Autì pou prokaleÐ entÔpwsh sthn prohgoÔmenh dikaiolìghsh (parablèpontac thn
esfalmènh qr sh twn arnhtik¸n) eÐnai ìti, tìso sthn perÐptwsh pou h anisìthta
ν > µ isqÔei ìso kai se aut n pou den isqÔei, èna par�deigma faÐnetai arketì gia
na to bebai¸sei. Thn Ðdia sumperifor� diathreÐ o sugkekrimènoc majht c kai kat�
th dikaiolìghsh twn prot�sewn 6.1 kai 6.2 (pou tic qarakthrÐzei Lanjasmènec
kai tic dÔo), all� kai twn 7.2 kai 7.3 (pou tic qarakthrÐzei Swstèc kai tic dÔo),
ìpou faÐnetai na mh diatrèqei me tic desmeumènec apì touc posodeÐktec metablhtèc
to antÐstoiqo sÔnolo:

6.1: GiatÐ o arijmìc 103 tou sunìlou B den antistoiqeÐtai kai me touc
treic arijmoÔc tou sunìlou A.
6.2: GiatÐ o arijmìc 3 tou sunìlou A den antistoiqeÐtai kai me touc
treic arijmoÔc tou sunìlou B.
7.2: GiatÐ to 3 antistoiqeÐtai mìno me to 102.
7.3: GiatÐ to 102 antistoiqeÐtai mìno me to 3.

AxioperÐergh eÐnai kai h dikaiolìghsh enìc majht  thc B' Jetik c, pou qara-
kthrÐzei thn 8.1 Lanjasmènh kai thn 8.2 Swst , prosfeÔgontac kai autìc se
paradeÐgmata (toul�qiston gia thn perÐptwsh thc Swst c faÐnetai na tou qrei�-
zontai �peira):

8.1: EÐnai l�joc giatÐ p.q. èqoume µ = 8 kai ν = 10 �ra ν > µ. 'Omwc
mporeÐ ν = 5 kai µ = 8 �ra ν < µ. Epomènwc den isqÔei.

8.2: EÐnai swstì giatÐ p.q.1 µ = 18 kai ν = 20 �ra ν > µ
p.q.2 µ = 18 kai ν = 21 �ra ν > µ
p.q.3 µ = 18 kai ν = 22 �ra ν > µ
...

IdiaÐtero endiafèron parousi�zei o ag¸nac tou epìmenou majht  thc G' Jewrh-
tik c na {sull�bei} to AE nìhma thc 8.1 (thn opoÐa, telik�, qarakthrÐzei Lan-
jasmènh, an kai eÐqe {kukl¸sei} kai thn epilog  Swst , pou telik� diègraye),
pou katafèrnei diark¸c na tou {xeglustr�ei}, ìpwc apotup¸netai sthn akìloujh
prosp�jeia na exhg sei tic skèyeic tou:

8.1: Den up�rqei giatÐ o ν mporeÐ na eÐnai 0 to opoÐo shmaÐnei ìti ja
eÐnai mikrìteroc   Ðsoc me k�je arijmì µ. 'Omwc gia k�je µ up�rqei
toul�qiston ènac arijmìc ν pou eÐnai ν > µ. Sunep¸c eÐnai swstì
efìson up�rqei toul�qiston ènac arijmìc ν pou mporeÐ na eÐnai me-
galÔteroc apì to µ. An ìmwc to ν den eÐnai 0, giatÐ den up�rqei
{fusikìc arijmìc} mikrìteroc apì to 0. An deqtoÔme ìti ν 6= 0 tìte
eÐnai swstì. Alli¸c l�joc.
8.2: Efìson to ν mporeÐ na eÐnai opoiosd pote arijmìc mporeÐ na eÐnai
�peiro. All� kai to µ eÐnai k�je fusikìc arijmìc �ra mporeÐ na eÐnai
�peiro. Efìson loipìn isqÔei h isìthta tìte den isqÔei ìti gia k�je
µ to ν eÐnai megalÔtero.

Entupwsiakìc eÐnai kai o trìpoc pou katarrÐptei, sto �peiro, thn orjìthta thc
EA prìtashc. 'Oso de gia thn epìmenh maj tria thc G' Jetik c, en¸ eÐnai apolÔ-
twc ikan  gia thn AE ermhneÐa thc pr¸thc, den katafèrnei na diakrÐnei th metabol 
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no matoc pou {krÔbetai} ston anagrammatismì thc EA diatÔpwshc (qarakthrÐ-
zontac kai tic dÔo Swstèc, an kai sto gewmetrikì perib�llon thc Er¸thshc 4
eÐqe touc orjoÔc qarakthrismoÔc kai gia tic dÔo):

8.1: Oi fusikoÐ eÐnai (0, 1, 2, . . . ,+∞) gia k�je fusikì up�rqei k�-
poioc pou ja eÐnai kat� mÐa mon�da megalÔteroc lìgw �peirwn fusik¸n
ìrwn. de ja Ðsque, an zhtoÔse ν < µ ìpou sthn perÐptwsh tou 0 den
up�rqei mikrìteroc fusikìc.
8.2: Mou faÐnetai pwc oi dÔo prot�seic eÐnai Ðdiec me diaforetik  seir�
deutereuous¸n prot�sewn, sto nìhma lène to Ðdio

Endiafèron parousi�zei kai h dikaiolìghsh enìc majht  thc B' Jetik c, pou
qarakthrÐzei thn 8.1 Swst  kai thn 8.2 Lanjasmènh:

8.1: Oi fusikoÐ eÐnai {0, 1, 2, 3, 4, . . .} �ra gia k�je arijmì up�rqei
megalÔteroc.
8.2: Gia par�deigma to 0 (o ν arijmìc) den up�rqei k�poioc µ ¸ste
ν > µ.

Autìc o majht c, molonìti katalabaÐnei polÔ kal� thn AE prìtash, faÐnetai ìti
sthn perÐptwsh thc EA tou eÐnai arketì to antipar�deigma tou mhdenìc gia na
th qarakthrÐsei Lanjasmènh. E�n ìntwc sumbaÐnei autì, tìte antilamb�netai thn
prìtash ¬(∃ν∀µ(ν > µ)), gia thn opoÐa kai prospajeÐ na epiqeirhmatolog sei ìti
isqÔei (efìson isqurÐzetai ìti h 8.2 eÐnai Lanjasmènh), wc ∃ν∀µ¬(ν > µ), gia thn
opoÐa kai to 0 eÐnai, pr�gmati, o arijmìc pou thn k�nei na alhjeÔei. Autì, ìmwc,
shmaÐnei ìti katanoeÐ thn prìtash ∃ν∀µ(ν > µ), pou tou dÐnetai, wc ∀ν∃µ(ν > µ),
dhlad , telik�, thn ermhneÔei wc AE.

O epìmenoc majht c thc G' Teqnologik c entupwsi�zei, ermhneÔontac tic pro-
t�seic akrib¸c antÐjeta (opìte kai qarakthrÐzei thn 8.1 Lanjasmènh kai thn 8.2
Swst ):

8.1: Den gÐnetai o Ðdioc ν na eÐnai p�nta megalÔteroc apì k�je µ.
8.2: gia k�je µ up�rqei k�poioc megalÔteroc ν.

ParathroÔme ìti, en¸ eÐnai apolÔtwc ikanìc kai gia tic dÔo ermhneÐec, den ta kata-
fèrnei sthn {apokruptogr�fhsh} thc qrhsimopoioÔmenhc sÔmbashc thc gl¸ssac
twn Majhmatik¸n, sqetik� me th seir� emf�nishc twn posodeikt¸n.

Tèloc, apì tic orjèc dikaiolog seic (pou asfal¸c sunìdeuan kai orjèc alh-
jotimèc) parousi�zoume mìnon thn akìloujh, pou an kei se èna majht  thc B'
Teqnologik c:

8.1: Up�rqei fusikìc arijmìc ν me ν > µ afoÔ o ν mporeÐ na eÐnai
µ + 1
8.2: O ν eÐnai stajerìc arijmìc en¸ o µ metablhtìc. 'Ara den mporeÐ
na up�rqei ν èstw na eÐnai megalÔteroc apì k�je µ.

EpishmaÐnetai h {�nesh} autoÔ tou majht  apènanti sth diadikasÐa twn dÔo po-
sodeikt¸n, pou tou epitrèpei na qarakthrÐsei {stajer�} th desmeumènh apì ton
uparktikì posodeÐkth metablht  thc EA prìtashc kai {metablht } th desmeumè-
nh apì ton kajolikì, all� kai na ekfr�sei thn ex�rthsh thc deÔterhc metablht c
apì thn pr¸th sthn AE prìtash jètontac ν = µ + 1.
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3.5 Katanìhsh AE kai EA Posodeikt¸n apì Ma-

jhtèc

To z thma twn duskoli¸n katanìhshc pou antimetwpÐzoun oi majhtèc me majh-
matikèc prot�seic pou emplèkoun uparktikoÔc kai kajolikoÔc posodeÐktec apa-
sqìlhse touc Ed Dubinsky kai Olga Yiparaki se mia shmantik  dhmosÐeus  touc
to Noèmbrio tou 2000 me tÐtlo On Student Understanding of AE and EA Qua-
ntification. Ta zht mata pou jÐgontai all� kai ta sumper�smata pou odhgoÔntai
oi ereunhtèc se autì to �rjro èqoun, �llwste, anaferjeÐ pollèc forèc sta pro-
hgoÔmena kai sqetÐzontai �mesa me th dik  mac suz thsh. Gia autì to lìgo
jewreÐtai skìpimh h par�jesh, sthn par�grafo aut , twn kuriotèrwn shmeÐwn
tou.

ShmeÐo ekkÐnhshc thc problhmatik c twn Dubinsky kai Yiparaki apetèlese h
idèa ìti oi majhtèc mporoÔn na katano soun eÔkola prot�seic diatupwmènec se
fusik  gl¸ssa ìtan autèc sqetÐzontai me kajhmerinèc katast�seic, akìmh kai an
autèc oi prot�seic perièqoun posodeÐktec. E�n autì pr�gmati sumbaÐnei, ja mpo-
roÔse, katarq n, na mac qrhsimeÔsei ¸ste na antilhfjoÔme p¸c oi �njrwpoi lei-
tourgoÔn gia na katano soun touc posodeÐktec sto plaÐsio thc kajhmerin c touc
diapragm�teushc. Sth sunèqeia, aut  h {fusik } leitourgÐa skèyhc ja mporoÔse
na axiopoihjeÐ gia na touc bohj soume kai sthn katanìhsh parìmoia domhmènwn
majhmatik¸n prot�sewn. EntoÔtoic, ta apotelèsmata thc èreunac od ghsan sto
sumpèrasma ìti h katanìhsh twn posodeikt¸n sthn kajhmerin  diapragm�teush
den eÐnai idiaÐtera isqur  kai wc ek toÔtou den mporeÐ na apotelèsei to zhtoÔmeno
moqlì katanìhshc twn posodeikt¸n se prot�seic entìc majhmatikoÔ plaisÐou. E-
piplèon, sun�qjhke to sumpèrasma ìti autì pou faÐnetai na katanooÔn oi majhtèc
apì tic prot�seic me posodeÐktec epÐ kajhmerin¸n katast�sewn de metafèretai
tìso eÔkola se majhmatikec katast�seic, afoÔ h gl¸ssa twn Majhmatik¸n u-
pakoÔei se austhroÔc kanìnec pou oi majhtèc den antilamb�nontai anagkaÐa apì
mìnoi touc. Epomènwc, prèpei na touc bohj soume na m�joun p¸c {douleÔei} h
gl¸ssa twn Majhmatik¸n, prokeimènou na epikoinwn soume mazÐ touc se aut n.
UposthrÐzetai, loipìn, ìti wc kajhghtèc, antÐ na prospajoÔme gia thn exeÔresh
analogi¸n metaxÔ twn sunhjismènwn prot�sewn thc kajhmerin c zw c kai twn
majhmatik¸n prot�sewn, ja èprepe Ðswc na parameÐnoume sto majhmatikì plaÐsio
kai na esti�soume tic prosp�jeièc mac sthn apeujeÐac bo jeia twn majht¸n apè-
nanti stic majhmatikèc prot�seic pou sunantoÔn sth sun jh kajhmerin  ergasÐa
touc. M�lista, pollèc forèc exaitÐac kai mìnon thc qr shc thc fusik c gl¸ssac
sthn epikoinwnÐa majhmatik¸n prot�sewn, odhgeÐtai kaneÐc aujìrmhta se {ana-
klastikèc} analogÐec me thn kajhmerinìthta pou pijanìn droun apoprosanatoli-
stik�; k�ti pou k�nei epitaktikìterh thn an�gkh na did�xoume stouc majhtèc ìti
h gl¸ssa twn Majhmatik¸n douleÔei diaforetik� apì th fusik  gl¸ssa.

'Ena akìmh shmeÐo pou epikentr¸netai to endiafèron thc en lìgw èreunac eÐnai
to kat� pìso oi majhtèc teÐnoun na qrhsimopoioÔn to suntaktikì thc gl¸ssac
prokeimènou na katano soun to nìhm� thc. ProhgeÐtai, �rage, mia suntaktik 
prosèggish kat� thn an�gnwsh miac majhmatik c prìtashc apì èna majht ,  
mia shmasiologik ? Aut  h er¸thsh, e�n apeujunjeÐ se ènan majhmatikì, moi�zei
sÐgoura me thn er¸thsh gia thn kìta kai to augì, afoÔ autèc eÐnai �rrhkta sun-
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dedemènec metaxÔ touc. EntoÔtoic, kurÐwc ìtan prìkeitai gia sÔnjetec prot�seic,
èna isqurì ergaleÐo gia thn katanìhsh tou no matìc touc pou qrhsimopoieÐtai,
pollèc forèc, apì touc majhmatikoÔc eÐnai mia shmasiologik  an�lush pou basÐ-
zetai ousiwd¸c sth sugkekrimènh suntaktik  diatÔpwsh thc dojeÐsac prìtashc.
Ta dedomèna thc èreunac uposthrÐzoun ìti sthn perÐptwsh twn perissìterwn
majht¸n, antÐjeta, h {fusik } kateÔjunsh eÐnai apì to shmasiologikì proc to
suntaktikì epÐpedo thc dojeÐsac, adunat¸ntac na qrhsimopoi soun th sÔntaxh
wc ergaleÐo katanìhshc tou no matoc. H apìkrish twn majht¸n apènanti se
mÐa prìtash faÐnetai na eÐnai h prìslhy  thc me ènan {sfairikì}, olistikì trìpo
pou touc odhgeÐ sth noht  anapar�stash enìc plaisÐou   {kìsmou}, ton opoÐo
kai eklamb�noun wc ton perigrafìmeno apì thn prìtash. 'Etsi, h shmasiolo-
gik  ermhneÐa thc prìtashc de basÐzetai sth suntaktik  an�lus  thc, dhlad 
se autì pou pragmatik� {lèei}, all� se mia {pragmatologik } prosèggis  thc,
dhlad  stic genikìterec gn¸seic tou majht  p�nw ston kìsmo pou pisteÔei ìti
aut  anafèretai.54 EÐnai, p�ntwc, bèbaio, ìti den mporoume na elpÐzoume ìti ja
did�xoume stouc majhtèc apodeÐxeic (eÐte na tic katal�boun eÐte na tic k�noun),
e�n de gnwrÐzoun ton trìpo na diab�zoun kai na ermhneÔoun th gl¸ssa twn Ma-
jhmatik¸n. Autì to {kenì epikoinwnÐac} mazÐ touc eÐnai, pollèc forèc, upeÔjuno
gia thn apotuqÐa   ton ekneurismì touc, ìtan agwnÐzontai na parakolouj soun
  na kataskeu�soun oi Ðdioi mia apìdeixh, kai èqei wc sunhjismènh sunèpeia na
telei¸noun qwrÐc na eÐnai kan se jèsh na gnwrÐzoun e�n ta kat�feran!

Jewr¸ntac ìti poll� apì ta zht mata pou jÐgontai se autì to �rjro, exeidi-
keumèna m�lista stic AE kai EA prot�seic, aforoÔn �mesa th dik  mac suz thsh,
ja epiqeir soume mia sunoptik  parousÐash twn shmantikìterwn shmeÐwn tou.

Katarq n, ta mèsa sullog c dedomènwn thc èreunac  tan èna erwthmatolì-
gio, pou apeujÔnjhke se 63 foithtèc55, kai katopinèc sunenteÔxeic me merikoÔc
apì autoÔc. To erwthmatolìgio perieÐqe 11 prot�seic, apì tic opoÐec oi 9 afo-
roÔsan sto plaÐsio thc kajhmerin c gl¸ssac kai oi 2 sto plaÐsio twn Majh-
matik¸n. Merikèc apì tic {kajhmerinèc} prot�seic  tan: {Kajèna miseÐ k�poio}
(AE), {K�je b�zo èqei èna kap�ki} (AE), {Up�rqei mia m�na gia ìla ta paidi�}
(EA), {Up�rqei èna magikì kleidÐ pou xekleid¸nei thn kardi� tou kajèna} (EA),
{Up�rqei èna tèleio d¸ro gia k�je paidÐ} (EA), {'Ola ta mesaiwnik� ellhnik�
poi mata periègrafan ènan polemikì jrÔlo} (AE), {Up�rqei èna lÐpasma gia ìla
ta fut�} (EA). 'Oso de gia tic dÔo majhmatikèc prot�seic, autèc  tan: {Gia k�je
jetikì arijmì a up�rqei ènac jetikìc arijmìc b tètoioc ¸ste b < a} (AE) kai
{Up�rqei ènac jetikìc arijmìc b tètoioc ¸ste gia k�je jetikì arijmì a b < a}
(EA).56 Skopìc twn {kajhmerin¸n} prot�sewn  tan na dojoÔn stouc foithtèc

54{Den blèpoume ta pr�gmata ìpwc aut� eÐnai, blèpoume ta pr�gmata ìpwc emeÐc eÐmaste.}

gr�fei k�pou h Anais Nin; kai faÐnetai na tairi�zei apìluta sthn perÐstash . . .
55Oi foithtèc  tan diafìrwn epipèdwn (wc proc to ètoc pou brÐskontan stic spoudèc touc)

kai ìloi parakoloujoÔsan k�poio m�jhma Majhmatik¸n, eÐte Grammik  'Algebra pr¸tou exa-
m nou, eÐte Logismì Poll¸n Metablht¸n, eÐte èna (trÐtou ètouc) m�jhma proetoimasÐac gia
na did�xoun sta sqoleÐa Mèshc EkpaÐdeushc. Oi perissìteroi  tan foithtèc Majhmatik¸n
  Didaktik c twn Majhmatik¸n, en¸ k�poioi  tan Fusik¸n Episthm¸n   MhqanikoÐ, oi mi-
soÐ se k�poio panepist mio kai oi �lloi misoÐ se k�poio kollègio. M�lista, 9 apì autoÔc
parakoloujoÔsan èna metaptuqiakì m�jhma afhrhmènhc 'Algebrac.

56Prìkeitai ousiastik� gia to zeÔgoc prot�sewn pou apoteleÐ thn Er¸thsh 8 tou dikoÔ mac
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apl� kai sunhjismèna paradeÐgmata AE kai EA prot�sewn, ¸ste na diereunhjeÐ
to p¸c tic katanooÔn. Bèbaia, an kai oi ènnoiec pou anafèrontai stic prot�seic
eÐnai oikeÐec, h alhjotim  poll¸n apì autèc anamenìtan na eÐnai amfisbhtÐsimh.
'Oson afor� sthn apìdosh tou qarakthrismoÔ AE   EA pou tic sunodeÔei, ègine
me apokleistikì krit rio th sÔmbash thc gl¸ssac twn Majhmatik¸n gia th seir�
emf�nishc twn posodeikt¸n sthn apì arister� proc ta dexi� an�gnwsh thc prì-
tashc. Bèbaia, h efarmog  aut c thc sÔmbashc sthn ermhneÐa exwmajhmatik¸n
prot�sewn den eÐnai aparaÐthta kat�llhlh. 'Etsi, oi perissìterec apì autèc tic
{kajhmerinèc} prot�seic epidèqontai tìso thn AE ìso kai thn EA wc {logikèc}
ermhneÐec, me k�poia apì autèc na faÐnetai, se merikèc peript¸seic, wc pijanìterh
(ìpwc, gia par�deigma, h prìtash me th m�na kai ta paidi�, pou, se antÐjesh me
thn EA sÔntax  thc, faÐnetai na fèrei AE nìhma). 'Ena, loipìn, z thma eÐnai p¸c
k�poioc ermhneÔei thn prìtash (wc AE   wc EA) kai èna �llo z thma, anex�rthto
tou pr¸tou, eÐnai, dojeÐshc thc ermhneÐac pou prokrÐnei, poia eÐnai h alhjotim 
thc prìtashc kai giatÐ (e�n, dhlad , to epiqeÐrhma pou sunodeÔei thn alhjotim 
thc prìtashc kai pou epikaleÐtai ta qarakthristik� tou {sÔmpantoc} sto opoÐo
h prìtash anafèretai, eÐnai ègkuro57   ìqi). Stouc foithtèc, loipìn, zhtoÔntan
na qarakthrÐsoun k�je prìtash wc Alhj    Yeud  kai na dikaiolog soun thn
apìfas  touc. Mèsw thc dikaiolìghshc pou pareÐqan prosdiorizìtan pr¸ta h
ermhneÐa thc prìtashc (qwrÐc ìmwc autì na eÐnai p�ntote efiktì) kai katìpin,
dojeÐshc aut c thc ermhneÐac, h egkurìthta tou epiqeir matoc.58

Autì pou prèpei na epishmanjeÐ sqetik� eÐnai h diamesol�bhsh enìc set sum-
b�sewn sthn ermhneÐa k�je prìtashc. SÔmfwna me tic koinwnikèc sumb�seic, oi
perissìterec prot�seic pou diatup¸nontai se fusik  gl¸ssa ermhneÔontai b�-
sei diafìrwn paragìntwn, me to plaÐsio anafor�c thc prìtashc na diathreÐ ènan
proex�rqonta rìlo kai to suntaktikì thc na periorÐzetai se èna deutereÔonta.
H fusik  gl¸ssa sunodeÔetai apì èna eurÔ sÔnolo sumb�sewn kai to jèma thc
akriboÔc ermhneÐac miac dojeÐsac prìtashc apì k�poion eÐnai sÔnjeto kai, sÐgou-
ra, ektìc twn orÐwn thc paroÔsac. P�ntwc, eÐnai gegonìc ìti wc majhmatikìc,
suneidhtopoieÐ kaneÐc anagkaÐa toul�qiston merikèc apì tic sumb�seic ermhneÐac
thc fusik c gl¸ssac, apl� diìti oi sumb�seic sta Majhmatik� eÐnai diaforetikèc
kai, suqn�, antÐjetec. Gia par�deigma, ìloi gnwrÐzoume th diafor� metaxÔ tou tu-
pikoÔ no matoc tou { } sth fusik  gl¸ssa (apokleistikì) kai sta Majhmatik�
(sumperilhptikì). All� kai ìtan kaneÐc dhl¸nei sth fusik  gl¸ssa ìti {E�n
aÔrio plhrwj¸, ja sou k�nw èna d¸ro}, ennoeÐ kat� p�sa pijanìthta autì pou

erwthmatologÐou.
57H egkurìthta tou epiqeir matoc axiologoÔntan b�sei tìso thc AE   EA ermhneÐac thc

prìtashc apì ton Ðdio to foitht  (kami� apì tic dÔo den apaiteÐto ek twn protèrwn wc sw-
st ), ìso kai twn qarakthristik¸n tou {sÔmpantoc}, sÔmfwna p�nta me th gn¸mh tou. H
egkurìthta, dhlad , krÐnetai entìc tou plaisÐou pou h ermhneÐa kai to {sÔmpan} jètoun.

58Aut� ìson afor� sto erwthmatolìgio. Peraitèrw diereÔnhsh tou jèmatoc ginìtan mèsw
thc sunènteuxhc, sthn opoÐa zhtoÔntan eÐte h antikat�stash k�poiwn krÐsimwn lèxewn thc
prìtashc apì �llec kai h epÐptwsh pou pijanìn prokaleÐtai sto nìhm� thc, eÐte h perigraf 
k�poiwn sunjhk¸n tou kìsmou pou e�n Ðsquan ja metaballìtan h alhjotim  thc prìtashc,
eÐte dieukrin seic gia thn ermhneÐa thc prìtashc, eÐte h summetoq  touc se èna paiqnÐdi sqetikì
me th diaforopoÐhsh tou no matoc metaxÔ twn AE kai EA prot�sewn, pou ja suzhthjeÐ sta
epìmena. KurÐwc epibebaiwnìtan h ermhneÐa pou eÐqe d¸sei o foitht c, tou dinìtan h eukairÐa na
uposthrÐxei th skèyh tou   na thn anajewr sei kai protrepìtan na diapist¸sei th dunatìthta
kai miac enallaktik c ermhneÐac.
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sta Majhmatik� ja èprepe na ekfr�sei wc {e�n kai mìnon e�n}. ParadeÐgmata
ìpwc aut� afjonoÔn kai oi sugkroÔseic metaxÔ twn sumb�sewn epibebai¸nontai
apì thn amhqanÐa twn majht¸n mac pro thc fainomenik� idiìrrujmhc qr shc twn
logik¸n sundèsmwn pou, suqn�, k�noume. Bèbaia, autèc oi sugkroÔseic pou a-
nagnwrÐzontai eÔkola, antimetwpÐzontai kai me sqetik  eukolÐa. 'Etsi, h �mesh
anagnwrisimìthta thc lanjasmènhc ermhneÐac tou { } mac epitrèpei na did�xoume
�mesa stouc majhtèc ìti sta Majhmatik� to { } eÐnai sumperilhptikì ex orismoÔ.
'Omwc o majhmatikèc sumb�seic de stamatoÔn ekeÐ. Up�rqoun �kamptoi kanìnec
pou dièpoun th majhmatik  diapragm�teush kai uperbaÐnoun tic memonwmènec lè-
xeic. AutoÐ oi kanìnec suqn� sugkroÔontai me tic sumb�seic thc fusik c gl¸ssac
pou qrhsimopoioÔme. 'Otan h sÔgqush twn majht¸n mac proèrqetai apì sunta-
ktikèc sumb�seic twn Majhmatik¸n pou den gnwrÐzoun (ìpwc sthn perÐptwsh thc
metabol c tou no matoc ìtan mia AE prìtash grafteÐ wc EA), all� kai pou h
sÔgkrous  touc me autèc thc kajhmerinìthtac den eÐnai, ìpwc sthn perÐptwsh tou
{ }, �mesa anagnwrÐsimh, tìte sugkroteÐtai èna siwphlì empìdio; siwphlì diìti
apotugq�noume na apeujunjoÔme rht� se aut  th sÔgkroush, ìtan epikoinwnoÔme
mazÐ touc.

H kat�stash epidein¸netai kai apì to ex c gegonìc. Wc majhmatikoÐ, ìtan
mil�me metaxÔ mac gia pr�gmata thc kajhmerinìthtac qrhsimopoioÔme, asfal¸c,
tic sumb�seic thc fusik c gl¸ssac, en¸ ìtan arqÐzoume ta majhmatik�, qrhsimo-
poioÔme (xan� . . . asfal¸c) tic sumb�seic thc dik c touc gl¸ssac. MetaphdoÔme
metaxÔ twn dÔo diaforetik¸n sunìlwn sumb�sewn me eukolÐa kai qwrÐc na xeka-
jarÐzoume k�je for� sto sunomilht  mac poio apì ta dÔo eÐnai autì pou qrhsimo-
poioÔme; an kai, kat� p�sa pijanìthta, h epikoinwnÐa gÐnetai me thn Ðdia akrib¸c
fusik  gl¸ssa kai stic dÔo peript¸seic. Wc d�skaloi majhmatik¸n, sqedìn p�-
nta diathroÔme thn Ðdia sumperifor�: metaphdoÔme mproc � pÐsw, qwrÐc na to lème
stouc majhtèc mac kai prosdok¸ntac ìti ja to antilhfjoÔn mìnoi touc. En tw
metaxÔ autoÐ brÐskontai sth diadikasÐa m�jhshc thc antÐstoiqhc {Ôlhc}. EÐnai
pijanì ìti, apotugq�nontac na touc exhg soume ìti oi glwssikèc sumb�seic eÐnai
diaforetikèc, ja apotÔqoume kai sthn epikoinwnÐa autoÔ akrib¸c pou stoqeÔou-
me: thc antÐstoiqhc {Ôlhc}. Autì de to gegonìc den periorÐzetai, asfal¸c, sthn
lektik  epikoinwnÐa. H suntriptik  pleioyhfÐa twn majhmatik¸n prot�sewn pou
antimetwpÐzoun oi majhtèc sta sqolik� touc biblÐa den eÐnai grammènec se tupik 
gl¸ssa, antÐjeta ekfr�zontai sth {fusik } gl¸ssa twn sunhjismènwn biblÐwn.
EntoÔtoic, qrhsimopoioÔntai oi eidikèc sumb�seic thc gl¸ssac twn Majhmatik¸n.

Mia apì autèc tic sumb�seic eÐnai ìti h seir� emf�nishc twn posodeikt¸n se
mÐa prìtash (kat� thn apì arister� proc ta dexi� sÔntax  thc) eÐnai idiaÐtera
shmantik  gia to nìhm� thc. Aut  h axioshmeÐwth di�krish (ìpwc kai pollèc
akìmh) mporeÐ na xefÔgei thc prosoq c twn majht¸n, apl� diìti sun jwc den
epishmaÐnetai rht�. To endiafèron, loipìn, tou en lìgw �rjrou epikentr¸netai
sth diereÔnhsh thc èktashc pou oi majhtèc èqoun epÐgnwsh aut c thc sÔmbashc
kai e�n autì sumbaÐnei, se ti bajmì eÐnai pijanì na thn efarmìsoun (dhlad , na
qrhsimopoi soun to suntaktikì) se opoiod pote plaÐsio, majhmatikì   ìqi. EÐnai
safèc ìti upì tic sun jeic sumb�seic thc fusik c gl¸ssac, mÐa apì tic dÔo ermh-
neÐec eÐnai pio pijan , an kai h amfishmÐa twn perissotèrwn prot�sewn epitrèpei
wc {logikèc} tìso thn AE ìso kai thn EA. 'Hdh anaferj kame sthn prìtash
{Up�rqei mia m�na gia ìla ta paidi�}, pou ston kajhmerinì mac lìgo èqei to Ðdio
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nìhma me thn prìtash {'Ola ta paidi� èqoun mia m�na}. 'Omwc, h qr sh thc Ðdiac
fusik c gl¸ssac kai gia thn epikoinwnÐa tou no matoc thc prìtashc {Up�rqei
ènac jetikìc arijmìc b tètoioc ¸ste gia k�je jetikì arijmì a b < a}, m pwc para-
plan� touc majhtèc wc proc to ìti prìkeitai, epiprosjètwc, na qrhsimopoi soume
kai to Ðdio set sumb�sewn pou qarakthrÐzei th fusik  gl¸ssa tou kajhmerinoÔ
mac lìgou?

Kat� thn ermhneÐa twn {prot�sewn thc kajhmerinìthtac}, ìpwc  tan ana-
menìmeno, oi foithtèc den akoloÔjhsan th majhmatik  sÔmbash thc seir�c twn
posodeikt¸n. To endiafèron, ìmwc,  tan ìti den èdeiqnan na èqoun epÐgnwsh
tou gegonìtoc ìti qrhsimopoioÔsan k�poiec sumb�seic gia thn ermhneÐa touc; ì-
poiec kai an  tan autèc. Kai aut  eÐnai h rÐza tou probl matoc me tic ermhneÐec:
ìqi ìti oi foithtèc qrhsimopoioÔsan èna logikì set sumb�sewn gia thn ermhneÐa
twn prot�sewn, all� ìti faÐnontan na diajètoun mon�qa èna set sumb�sewn kai,
epiplèon, na mhn èqoun epÐgnwsh ìti ef�rmozan sumb�seic gia na ermhneÔsoun
pijan� amfÐshmec prot�seic.

'Ena shmantikì eÔrhma thc èreunac  tan h Ôparxh miac isqur c t�shc twn foi-
tht¸n na prokrÐnoun thn AE ermhneÐa ènanti thc EA. 'Opwc èqei  dh epishmanjeÐ
merikèc apì tic {kajhmerinèc prot�seic} eÐnai, se k�poio bajmì, amfÐshmec, �llec
perissìtero kai �llec ligìtero. Shmantikìtero, ìmwc, apì to jèma thc amfishmÐ-
ac eÐnai to jèma twn glwssik¸n sumb�sewn pou kaneÐc ja qrhsimopoioÔse gia na
thn epilÔsei kai h epÐgnwsh thc diadikasÐac ermhneÐac thc prìtashc pou akolou-
jeÐ. Sth sun jh epikoinwnÐa, ìpwc ìtan prìkeitai gia prot�seic parìmoiec me tic
ennèa {kajhmerinèc}, autì to jèma den eÐnai kai tìso krÐsimo, an kai se k�poiec
qr seic thc gl¸ssac anadeiknÔetai se exairetik c shmasÐac, ìpwc ja diabebaÐwne
kai ènac dikhgìroc. Wc majhmatikoÐ, bèbaia, gnwrÐzoume ìti k�je leptomèreia se
mia majhmatik  prìtash {metr�ei}. Oi foithtèc, entoÔtoic, arnoÔntan na diakrÐ-
noun k�poia amfishmÐa, akìmh kai ìtan prokaloÔntan rht� kat� tic sunenteÔxeic
gia mia enallaktik  ermhneÐa. Sqedìn ìloi sunèqizan na {blèpoun} tic prot�seic
wc AE. All� kai ìtan h EA ermhneÐa upodeiknuìtan stouc foithtèc kai zhtoÔntan
na diatup¸soun thn prìtash me tètoio trìpo ¸ste aut  h ermhneÐa na diasfali-
sjeÐ, sun jwc èdinan thn Ðdia prìtash tou erwthmatologÐou. Entupwsiak   tan
kai h sumperifor� touc kat� thn opoÐa, an kai touc tonizìtan ìti skopìc thc
sunènteuxhc  tan h suz thsh epÐ twn sugkekrimènwn prot�sewn tou erwthmato-
logÐou, autoÐ den tic exètazan prosektikìtera, akìmh kai ìtan erwtoÔntan gia
th dunatìthta enallaktik c ermhneÐac touc. Pragmatik�, pollèc forèc kat� tic
sunenteÔxeic, oi foithtèc59 faÐnontan na ekfr�zoun tic dikèc touc apìyeic epÐ tou
jèmatoc thc prìtashc kai ìqi na esti�zoun sthn Ðdia thn prìtash, prospaj¸ntac
na {doun} autì pou h prìtash ekfr�zei.

Lìgoi gia thn AE t�sh

'Enac pijanìc lìgoc gia thn parathroÔmenh protÐmhsh thc AE ermhneÐac apì touc
foithtèc eÐnai ìti oi prot�seic pou k�noume sthn kajhmerin  zw  eÐnai, kurÐwc,
AE kai ìqi EA (ìpote, asfal¸c, emplèkoume dÔo diaforetikoÔc posodeÐktec).
'Enac �lloc lìgoc eÐnai ìti oi �njrwpoi teÐnoun na ermhneÔoun tic amfÐshmec

59Kanènac foitht c pou summeteÐqe stic sunenteÔxeic den  tan metaptuqiakìc.
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prot�seic ètsi ¸ste na kajÐstantai alhjeÐc. DojeÐshc miac AE prìtashc kai
thc EA ekdoq c thc, h EA, fusik�, sunep�getai thn AE. 'Etsi, h AE ekdoq 
eÐnai pijanìtero na eÐnai alhj c, kai mporeÐ na alhjeÔei en¸ h EA eÐnai yeud c;
antÐjeta, e�n h AE eÐnai yeud c, to Ðdio sumbaÐnei kai gia thn EA ekdoq  thc.
'Etsi, mia t�sh protÐmhshc thc al jeiac ja odhgoÔse sthn protÐmhsh thc AE
ermhneÐac.60

'Enac akìmh shmantikìc lìgoc afor� stic gnwstikèc duskolÐec pou antimetw-
pÐzei k�poioc ìtan epiqeireÐ na ektim sei thn alhjotim  miac prìtashc, oi opoÐec
eÐnai megalÔterec sthn EA perÐptwsh par� sthn AE. Ac jewr soume thn AE
prìtash ∀x∃yR(x, y) kai thn antÐstoiqh EA ekdoq  thc ∃y∀xR(x, y). Katarq n,
h apìdeixh ìti h AE prìtash eÐnai yeud c isodunameÐ me thn apìdeixh ìti mia EA
prìtash eÐnai alhj c (afoÔ ¬(∀x∃yR(x, y)) isodunameÐ me ∃x∀y¬R(x, y)), kai
antÐstrofa. 'Ara, apì majhmatik  �poyh, oi AE kai EA prot�seic èqoun ton Ðdio
bajmì poluplokìthtac. Ac exet�soume, ìmwc, ta b mata pou kaneÐc prèpei na
k�nei gia na apofanjeÐ ìti mia AE prìtash eÐnai alhj c, se antidiastol  me ta
antÐstoiqa gia mia EA prìtash.61 Prèpei, loipìn, kaneÐc na xekin sei jewr¸ntac
noht� èna memonwmèno x0 kai na anarwthjeÐ e�n up�rqei k�poio y0 tètoio ¸ste na
isqÔei h sqèsh R(x0, y0). Katìpin h diadikasÐa epanalamb�netai. 'Oso h ap�nth-
sh se kajemi� apì autèc tic erwt seic eÐnai katafatik , h diadikasÐa suneqÐzetai,
mèqric exantl sewc tou sunìlou pou paÐrnoun timèc ta x, opìte kai h prìtash
eÐnai alhj c. E�n k�poia stigm  h ap�nthsh gÐnei arnhtik , h diadikasÐa diakì-
ptetai kai h prìtash dhl¸netai yeud c. AntÐjeta, sthn EA perÐptwsh, gia na
ektim sei kaneÐc thn alhjotim  thc, prèpei na xekin sei me èna y0 kai na anarwth-
jeÐ gia ìla ta x tautìqrona e�n ikanopoioÔn th sqèsh R(x, y0). Se katafatik 
ap�nthsh h prìtash ja dhlwjeÐ wc alhj c, en¸ se arnhtik  prèpei na epilèxei
èna �llo y kai na epanal�bei th diadikasÐa; kai autì mèqric exantl sewc ìlwn
twn dunat¸n y, opìte kai h prìtash ja dhlwjeÐ yeud c.

An kai oi dÔo anwtèrw diadikasÐec perièqoun arketoÔc mproc � pÐsw elègqouc,
diafèroun se k�ti to shmantikì. H diadikasÐa thc AE epal jeushc paramènei sto
epÐpedo tou x-stoiqeÐou kai tou y-stoiqeÐou. Dhlad , k�je èlegqoc gÐnetai me èna
zeÔgoc (x0, y0) th for�. AntÐjeta, h diadikasÐa thc EA epal jeushc se spr¸qnei
èna epÐpedo yhlìtera: k�je for� pou jewreÐc k�poio y0, qrei�zetai na jewr -
seic ìla ta x monomi�c, olìklhro to sÔnolo twn diajèsimwn x. 'Etsi, se ìrouc
sunolojewrÐac h t�xh twn sunìlwn aux�netai, en¸ se gnwstikoÔc ìrouc eÐnai
anagkaÐa h antÐlhyh tou sunìlou ìlwn twn x wc èna upì je¸rhsh antikeÐmeno.
Autì Ðswc exhgeÐ giatÐ kaneÐc prokrÐnei thn AE ermhneÐa miac prìtashc me dÔo
posodeÐktec; eÐnai h ermhneÐa pou epitrèpei eukolìterh katanìhsh kai eukolìterh
apìdosh alhjotim c. EÐnai fanerì ìti, ìpwc epishm�njhke  dh, e�n h AE prì-
tash eÐnai yeud c, katal gei kaneÐc sthn epal jeush miac EA prìtashc. All�

60Aut  h protÐmhsh twn alhj¸n prot�sewn apotup¸netai kai sto posostì 81% twn foith-
t¸n pou erm neusan thn prìtash {Up�rqei mia m�na gia ìla ta paidi�} wc AE. H ermhneÐa thc
wc EA de ja odhgoÔse apl¸c se yeud  alhjotim , all� ja sunistoÔse kai {paralogismì}.

61Se kajemi� apì tic dÔo peript¸seic den endiaferìmaste gia to teleiopoihmèno, telikì
pröiìn thc kat�llhlhc apodeiktik c diadikasÐac, all� gia to kat� prosèggish skiagr�fhma
twn nohtik¸n bhm�twn pou ja akoloujoÔse kaneÐc, elpÐzontac ìti ja odhghjeÐ stic idèec pou
apaitoÔntai gia mia apìdeixh. 'Etsi, den endiafèrei to endeqìmeno ta upì je¸rhsh x kai y na
eÐnai �peira.
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to jèma eÐnai ìti, mh gnwrÐzontac thn ap�nthsh ek twn protèrwn, sthn AE perÐ-
ptwsh brÐskei kaneÐc ènan prositì trìpo gia na xekin sei th diadikasÐa apìdoshc
alhjotim c. Me �lla lìgia, oi AE prot�seic, q�rh sth seir� twn posodeikt¸n,
parèqoun èna shmeÐo ekkÐnhshc, mia strathgik , gia ìpoion jèlei na ektim sei
thn alhjotim  touc. AntÐjeta, oi EA prot�seic den parèqoun tètoia profan 
strathgik . Prèpei, gia na bebai¸seic thn alhjotim  touc, na y�xeic gia k�poio
y0 pou na douleÔei tautìqrona gia ìla ta x. E�n autì gÐnei entel¸c sta tufl�,
gr gora ja odhg sei se mataÐwsh kai apotuqÐa. Qrei�zetai kaneÐc na y�xei gia
èna y0 pou na eÐnai pijanì ìti ja doulèyei. P¸c, ìmwc, na to epilèxei? FaÐnetai
sa na y�qnoume gia k�ti, qwrÐc na xèroume apì prin ti eÐnai autì. 'Iswc aut 
na eÐnai kai h duskolÐa pou dokim�zoun oi majhtèc mac ìtan antimetwpÐzoun EA
prot�seic sta majhmatik�. Y�qnoun gia èna tètoio y0 qwrÐc na gnwrÐzoun ta qa-
rakthristik� tou kai qwrÐc na antilamb�nontai ìti oi sqetikèc idiìthtec dÐnontai
akrib¸c apì thn Ðdia thn prìtash. Prìkeitai gia èna kun gi pou moi�zei me thn
prosp�jeia k�poiou na qtÐsei èna spÐti qwrÐc jemèlia.

Up�rqoun, bèbaia, toul�qiston treic profaneÐc antirr seic sta prohgoÔmena
epiqeir mata. Pr¸ton, sthn perÐptwsh pou to y0 pou up�rqei sthn EA prìtash
eÐnai monadikì, tìte pijanìn na eÐnai kai h monadik  logik  epilog  metaxÔ twn
upoloÐpwn y. Se aut  thn perÐptwsh h eÔres  tou ja mporoÔse na gÐnei qwrÐc
idiaÐterh duskolÐa. DeÔteron, ènac trìpoc gia na xeperasteÐ h arqik  duskolÐa
tou na mh diajètei profan  strathgik  ekkÐnhshc, eÐnai na diajètei o majht c
arket  majhmatik  wrimìthta ¸ste na gnwrÐzei ìti oi uparktikèc prot�seic den
apaitoÔn kai kataskeuastikèc apodeÐxeic. TrÐton, ènac akìmh trìpoc ja  tan na
skefteÐ o majht c na brei thn alhjotim  thc �rnhshc thc dojeÐsac EA. EntoÔ-
toic, ektìc thc pr¸thc pou afor� se mia polÔ eidik  perÐptwsh, oi �llec dÔo
antirr seic xefeÔgoun apì to {mèso} majht  kai aforoÔn k�poiouc pou èqoun
katakt sei  dh èna uyhlì epÐpedo katanìhshc twn posodeikt¸n. AntÐjeta, gia
touc majhtèc pou eÐnai nèoi sthn antimet¸pish AE kai EA prot�sewn (kai prèpei
na k�noun apodeÐxeic pou emplèkoun tètoiec prot�seic), oi anwtèrw perigrafìme-
nec gnwstikèc duskolÐec eÐnai pragmatikèc.

'Enac diaforetik c uf c par�gontac, pou sqetÐzetai me thn epilog  ermhneÐac,
eÐnai h epÐdrash twn sugkekrimènwn lèxewn pou qrhsimopoioÔntai sthn prìtash.
'Etsi, e�n kaneÐc qrhsimopoi sei exairetik� emfatikèc lèxeic se mia EA prìtash,
ìpwc th fr�sh {Up�rqei èna y koinì gia ìla ta x tètoio ¸ste gia k�je x na
isqÔei R(x, y)},   {Up�rqei èna koinì y ¸ste gia ìla ta x na isqÔei R(x, y)},
eÐnai polÔ pijanì na èqei diaforetik� apotelèsmata sthn protimìmenh ermhneÐa.
K�ti tètoio, bèbaia, m�llon sugkalÔptei to prìblhma par� to anadeiknÔei. Axio-
shmeÐwto eÐnai, epÐshc, to gegonìc ìti merikoÐ foithtèc epèmenan na epideiknÔoun
isqur  antÐstash sthn EA ermhneÐa, par� th qr sh parìmoiwn emfatik¸n lèxewn
kat� tic sunenteÔxeic. EpÐshc, mia eidik  perÐptwsh epilog c lèxewn pou mporeÐ
kaneÐc na anarwthjeÐ e�n ephre�zoun thn epilog  ermhneÐac eÐnai h qr sh thc
lèxhc ìla sth jèsh thc lèxhc k�je. Ex�llou, h lèxh ìla faÐnetai na leitour-
geÐ ajroistik�, sugkentrwtik�, euno¸ntac ètsi thn EA ermhneÐa, th stigm  pou
h lèxh k�je faÐnetai na apeujÔnetai epimeristik�, exatomikeumèna stic di�forec
peript¸seic, opìte kai na eunoeÐ thn AE ermhneÐa. 'Iswc, p�li, me mia diaforetik 
prosèggish, k�poioc na epiqeirhmatologoÔse upèr thc antÐstrofhc antistoÐqishc
eunooÔmenwn ermhnei¸n se autèc tic dÔo lèxeic. P�ntwc, kanèna apì ta dÔo aut�
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endeqìmena den epibebai¸jhke apì thn èreuna.

AntÐjeta, o par�gontac pou eunooÔse kajoristik� th mÐa   thn �llh ermhneÐa
 tan to plaÐsio thc prìtashc, to opoÐo kai upereÐqe makr�n ènanti tou sunta-
ktikoÔ. Ex�llou, aut  eÐnai kai h sÔmbash pou qrhsimopoioÔme kat� kìron kai
sthn kajhmerin , fusik  gl¸ssa. 'Oloi teÐnoume na eunooÔme tic ermhneÐec twn
prot�sewn pou {bg�zoun nìhma} ston kìsmo pou zoÔme. Anex�rthta apì tic
alhjotimèc, eunooÔme tic ermhneÐec ekeÐnec twn prot�sewn pou den akoÔgontai
par�logec, afoÔ oi perissìteroi �njrwpoi, tic perissìterec forèc, den k�noun
par�logec prot�seic. M�lista, e�n akoÔsoume   diab�soume mia prìtash pou
mac {qtup�ei} par�logh, sÔmfwna me k�poia krit ria tou {fusiologikoÔ} pou
diajètoume, suqn� thn ermhneÔoume antikajist¸ntac thn me thn {plhsièsterh}
mh par�logh prìtash pou mporoÔme na skeftoÔme. 'Oloi to k�noume autì, eÐ-
nai mèroc thc kajhmerin c epikoinwnÐac mac. Gia par�deigma, kat� th di�rkeia
miac suz thshc, e�n k�poioc k�nei mia hmitel    asaf  d lwsh, teÐnoume na {su-
mplhr¸soume} ì,ti qrei�zetai gia na bg�loume nìhma. Bèbaia, autì de sumbaÐnei
p�nta kai gÐnetai, kurÐwc, asuneÐdhta; diaforetik� ja èprepe na diakìptei o ènac
ton �llon sunèqeia zht¸ntac dieukrin seic. Aut  h arq  thc {proseggistik c}
ermhneÐac mac bohj� na epikoinwnoÔme me fusiologikì trìpo. Thn Ðdia arq  su-
nantoÔme kai sth diafhmÐsh. Gia par�deigma, pollèc diafhmÐseic mac paraplanoÔn
me aìristec dhl¸seic, pou teÐnoume na ermhneÔsoume k�pwc (qrhsimopoi¸ntac th
sÔmbas  mac perÐ {plhsièsterhc pijan c prìtashc}), an kai ennoeÐtai k�ti �l-
lo. EpÐshc, thn Ðdia arq  blèpoume kai sta logopaÐgnia kai ta asteÐa, ìpou
ermhneÔoume tic prot�seic me ènan trìpo (to sumbatikì), gia na mac xafni�sei
h anap�nteqh telik  at�ka pou sthrÐzetai se ènan �llon trìpo. Aut  h arq 
parathreÐtai na leitourgeÐ se poll� akìmh paradeÐgmata thc kajhmerin c epikoi-
nwnÐac. Sunèpeia de autoÔ tou gegonìtoc eÐnai ìti suqn� katal goume na mhn
èqoume pl rh epÐgnwsh thc prokeÐmenhc prìtashc, all� kurÐwc thc ermhneÐac
thc.

Autì parathr jhke kai sthn en lìgw èreuna. Oi foithtèc den eÐqan kai tìso
suneÐdhsh twn grapt¸n prot�sewn tou erwthmatologÐou, kajeaut¸n. 'Htan san
oi prot�seic na apoteloÔsan to par�juro apì to opoÐo koÐtazan èxw. Oi foith-
tèc periègrafan ti èblepan koit�zontac apì to par�juro , all� den èblepan to
Ðdio to par�juro. 'Otan katèlhgan sthn ermhneÐa k�poiac prìtashc, den eÐqan
epÐgnwsh thc diadikasÐac pou akoloÔjhsan gia na to petÔqoun. Autì fainìtan
kajar� stic sunenteÔxeic, ìpou eÐqan thn eukairÐa na exhg soun giatÐ erm neusan
tic prot�seic me to sugkekrimèno trìpo. E�n, loipìn, to plaÐsio eÐnai tìso sh-
mantikì ston kajorismì thc ermhneÐac miac prìtashc, polÔ perissìtero apì ìti
to suntaktikì, eÔkola antilambanìmaste p¸c dhmiourgoÔntai probl mata ìtan oi
prot�seic gÐnoun majhmatikèc. Ed¸ oi epikurÐarqec sumb�seic thc kajhmerinìth-
tac akur¸nontai, qwrÐc epiprosjètwc autèc pou tic antikajistoÔn na èqoun, tic
perissìterec forèc, didaqjeÐ.

Apì ta apotelèsmata thc èreunac prokÔptei, qwrÐc amfibolÐa, ìti oi foithtèc
 tan polÔ perissìtero ikanoÐ sto qeirismì twn {kajhmerin¸n} prot�sewn par�
twn majhmatik¸n.62 Pr�gmati, polloÐ foithtèc emf�nisan isqur  katanìhsh twn

62Anafèroume ta posost� epituqÐac twn foitht¸n stic dÔo majhmatikèc prot�seic, gia na
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apl¸n kajhmerin¸n prot�sewn (an kai mìno 25% aut¸n èdwsan ègkura epiqei-
r mata kai gia tic ennèa prot�seic). EntoÔtoic, h katanìhsh aut  apodeÐqjhke
kat� tic sunenteÔxeic ligìtero isqur  apì ìso èdeiqnan ta dedomèna tou erwth-
matologÐou. Autì diìti, ìpwc  dh anafèrjhke, oi foithtèc, an kai emfanÐsthkan
{kaloÐ} sthn èkfrash twn dik¸n touc apìyewn gia to ek�stote jèma, entoÔtoic
den èdeiqnan na esti�zoun kÔria sth dojeÐsa prìtash. AntÐjeta, estÐazan sto
plaÐsio thc prìtashc. Epiplèon, e�n k�poioc eÐqe apofasÐsei ìti h prìtash eÐnai
alhj c,  tan, suqn�, eÐte anÐkanoc, eÐte aprìjumoc, eÐte antistekìtan na suzh-
t sei ti ja qreiazìtan ¸ste h prìtash na eÐnai yeud c. Autì to gegonìc, ìmwc,
apoteleÐ èndeixh merik c katanìhshc, ìpwc akrib¸c ìtan, gia na katal�bei kaneÐc
thn ènnoia thc sokol�tac   thc grammikìthtac, qrei�zetai na katal�bei epÐshc
thn ènnoia thc mh-sokol�tac   thc mh-grammikìthtac. 'Enac deÔteroc lìgoc pou
h katanìhsh twn {kajhmerin¸n} prot�sewn jewr jhke ìqi idiaÐtera isqur  eÐnai
ìti oi foithtèc èdeiqnan na mhn èqoun kami� epÐgnwsh twn pijan¸n amfishmi¸n
thc fusik c gl¸ssac. Oi prot�seic pou dìjhkan me EA morf  antimetwpÐsthkan,
se pollèc peript¸seic, wc anamfÐbola AE. 'Otan etÐjento pro thc pijanìthtac
na eÐnai diaforetik�, oi foithtèc den to el�mbanan upìyh kai de strèfontan sthn
prìtash gia na thn xanadiab�soun. EÐte sunèqizan na miloÔn gia tic apìyeic
touc eÐte �fhnan thn amfishmÐa anepÐluth. 'Ola aut� eÐnai, opwsd pote, endeÐxeic
merik c mìnon katanìhshc twn dojèntwn prot�sewn.

Mia pijan  ex ghsh gia th jeamatik  pt¸sh thc epÐdoshc kat� th met�bash
apì tic {kajhmerinèc} katast�seic sta majhmatik�, eÐnai ìti to majhmatikì plaÐ-
sio gia touc perissìterouc majhtèc antiproswpeÔei èna �gnwsto pedÐo, gegonìc
pou aux�nei th duskolÐa touc na katal�boun k�ti apì th dom  pou eis�goun oi
posodeÐktec. Endiafèron èqei h sÔgkrish me tic antidr�seic touc apènanti sthn
prìtash gia ta mesaiwnik� ellhnik� poi mata, pou ja upèjete kaneÐc me asf�-
leia ìti h fÔsh touc sunist� èna plaÐsio exÐsou �gnwsto kai anoÐkeio me to
majhmatikì. EntoÔtoic, ed¸ oi foithtèc èdeiqnan apolÔtwc ikanoÐ na qeiristoÔn
to �gnwsto. An kai den mporoÔsan na eÐnai bèbaioi gia thn orjìthta thc ap�-
nths c touc,  tan ikanoÐ na k�noun eikasÐec kai na tic uposthrÐxoun me eÔloga
epiqeir mata. Emfanizìntousan, loipìn, ikanoÐ na antimetwpÐsoun th dom  thc
prìtashc. 'Otan, ìmwc, metafèrontan stic majhmatikèc prot�seic, h ikanìtht�
touc gia ègkura epiqeir mata katèrree. KaneÐc ja perÐmene ìti foithtèc pou pa-
rakoloujoÔn k�poio, toul�qiston kollegiakoÔ epipèdou, m�jhma Majhmatik¸n,
prèpei m�llon na èqoun k�poia katanìhsh twn ennoi¸n tou jetikoÔ arijmoÔ kai
tou mikrìterou. EntoÔtoic, oi antidr�seic touc èdeiqnan ìti, telik�, èxw apì to
plaÐsio thc sugkekrimènhc t�xhc touc, h katanìhsh aut¸n twn ennoi¸n den eÐnai
polÔ baji�. All� kai anex�rthta apì autì, e�n deqjoÔme ìti den èqoun stèrea
katanìhsh aut¸n twn ennoi¸n, h parathrhjeÐsa ikanìthta sullogismoÔ apènanti
sto �gnwsto entìc tou plaisÐou thc prìtashc twn mesaiwnik¸n poihm�twn de

sugkrijoÔn me aut� pou katagr�yame emeÐc sthn Er¸thsh 8. To 41% twn foitht¸n ap�nthse
orj� sthn AE prìtash kai mìlic to 9% sthn EA prìtash. MerikoÐ, ìmwc, je¸rhsan wc
jetikoÔc arijmoÔc mìnon touc fusikoÔc (opìte, se aut n thn perÐptwsh h AE gÐnetai yeud c
kai h EA alhj c), dÐnontac, kat� ta �lla, orj  ap�nthsh. E�n prosmetrhjoÔn kai autèc oi
apant seic stic orjèc, tìte ta posost� gÐnontai 49% kai 14%, antÐstoiqa. Eidik� ìson afor�
stouc metaptuqiakoÔc foithtèc, orjèc apant seic sthn AE èdwsan oi 7 stouc 9 kai sthn EA
oi 5 stouc 9.
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metaferìtan kai sto plaÐsio twn Majhmatik¸n.

AxioshmeÐwth  tan kai h t�sh twn foitht¸n na agnooÔn thn parousÐa twn
posodeikt¸n sthn prìtash. Autì to gegonìc parathr jhke kai kat� tic sune-
nteÔxeic, ìpou den èdinan kami� shmasÐa stouc posodeÐktec ìtan prospajoÔsan
na exhg soun th diadikasÐa pou skèfthkan gia na apofasÐsoun e�n h prìtash
eÐnai alhj c   ìqi, kai ekfr�sjhke se dÔo ekdoqèc. Pr¸th, oi foithtèc pou den
èdinan shmasÐa stouc posodeÐktec stic prot�seic fusik c gl¸ssac kai sunèqizan
na touc agnooÔn kai stic majhmatikèc prot�seic. DeÔterh, oi foithtèc pou en¸
touc eÐqan prosèxei prohgoumènwc stic {kajhmerinèc} prot�seic, apotÔgqanan
na k�noun to Ðdio kai stic majhmatikèc prot�seic. Den up rxan foithtèc pou na
l�boun upìyh touc touc posodeÐktec sta majhmatik� kai na touc agno soun sth
fusik  gl¸ssa.

Mia akìmh èndeixh thc problhmatik c katanìhshc twn posodeikt¸n, akìmh
kai apènanti stic {kajhmerinèc} prot�seic,  tan oi duskolÐec pou emf�nizan oi
foithtèc ìtan prospajoÔsan na all�xoun tic alhjotimèc twn prot�sewn (k�ti
pou sqetÐzetai all� den eÐnai to Ðdio me thn �rnhsh twn prot�sewn). PolloÐ foi-
thtèc  tan anÐkanoi na d¸soun logikèc apant seic ìtan, kat� tic sunenteÔxeic,
touc zhtoÔntan na diathr soun thn prìtash amet�blhth, all� na fantastoÔn mia
kat�stash (  èna diaforetikì kìsmo) sthn opoÐa h prìtash ja eÐqe antÐjeth a-
lhjotim . 'Alloi, p�li, emf�nizan thn t�sh na uperb�lloun sthn �rnhs  touc.
Dhlad , sthn prosp�jei� touc na k�noun thn prìtash yeud , kataskeÔazan ènan
kìsmo ston opoÐo h prìtash eÐnai yeud c se k�je perÐptwsh k�je metablht c
thc. H duskolÐa aut  (  toul�qiston h aprojumÐa, se merikèc peript¸seic) eÐnai
apokaluptik  thc duskolÐac twn foitht¸n na oikodom soun èna nohtikì kìsmo
ìtan den touc faÐnetai realistikìc. Autì, ìmwc, eÐnai polÔ shmantikì, diìti mia
apì tic dexiìthtec pou qrei�zetai na èqei kaneÐc gia na k�nei majhmatik� eÐnai
na dhmiourgeÐ nèouc majhmatikoÔc kìsmouc, qwrÐc na touc krÐnei ek twn protè-
rwn gia th realistikìtht� touc. H dhmiourgikìthta sthn kataskeu  apodeÐxewn
kai antiparadeigm�twn exart�tai apì th fantasÐa, thn ikanìthta kai thn proju-
mÐa gia dhmiourgÐa nèwn majhmatik¸n kìsmwn. Sthn pragmatikìthta, aut  eÐnai
mia apì tic shmantikìterec dexiìthtec pou diajètoun oi majhmatikoÐ. Me th dh-
miourgikìthta sqetÐzetai kai to gegonìc ìti se arketèc graptèc aitiolog seic
twn foitht¸n sto erwthmatolìgio parathr jhke na perièqontai asteÐa. Autì de
shmaÐnei ìti den antimet¸pizan tic sugkekrimènec apant seic sobar�; apenantÐac,
pareÐqan ègkurh dikaiolìghsh thc epilog c touc (Alhj c   Yeud c) me èna a-
steÐo. 'Olec, ìmwc, oi diaskedastikèc kai paigni¸deic apant seic aforoÔsan sth
dikaiolìghsh twn {kajhmerin¸n} prot�sewn; oÔte mÐa de brèjhke pou na afor�
stic majhmatikèc prot�seic. Den ennooÔme, asfal¸c, ìti qrei�zetai ta majh-
matik� na antimetwpÐzontai me qioÔmor, ìmwc eÐnai gegonìc ìti to qioÔmor eÐnai
èndeixh dhmiourgikìthtac, thn opoÐa, sÐgoura, autèc oi qioumoristikèc proseggÐ-
seic epinìhshc logik¸n epiqeirhm�twn qrei�sthkan. Aut  h dhmiourgikìthta  tan
aisjht� apoÔsa kat� tic prosp�jeiec dikaiolìghshc twn majhmatik¸n prot�se-
wn. Gegonìc pou eklamb�netai wc peraitèrw èndeixh ìti oi foithtèc de diajètoun
epark  katanìhsh tou majhmatikoÔ kìsmou kai, epÐshc, den aisj�nontai kajìlou
�neta mèsa se autìn.
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To paiqnÐdi

'Ena idiaÐtera endiafèron shmeÐo twn sunenteÔxewn  tan mia parèmbash pou epiqei-
r jhke apì touc ereunhtèc, se orismènec apì autèc, upì th morf  enìc paiqnidioÔ,
to opoÐo enèpleke pr¸ta mÐa {kajhmerin } prìtash kai, katìpin, tic majhmatikèc
prot�seic tou erwthmatologÐou. To paiqnÐdi autì exèfraze th logik  dom  thc
prìtashc pou oi ereunhtèc prospajoÔsan na bohj soun to foitht  na katano sei
kai qrhsimopoi jhke wc paidagwgikì ergaleÐo gia thn exereÔnhsh thc katanìh-
shc twn foitht¸n. Me �lla lìgia, antÐ oi ereunhtèc apl¸c na anazhtoÔn ti
katanoeÐ o foitht c kai ti eÐnai ikanìc na k�nei, anazhtoÔsan epiplèon ti eÐnai
ètoimoc na m�jei mèsw miac sugkekrimènhc paidagwgik c prosèggishc, ìpwc to
na paÐxoun k�poio paiqnÐdi. Autì ja mporoÔse na sqetÐzetai kai me thn idèa thc
z¸nhc epikeÐmenhc an�ptuxhc pou eishg jhke o Vygotsky.

Me ton ìro paiqnÐdi ennoeÐtai h sun jhc ènnoia tou sthn kajhmerinìthta:
ènac sunagwnismìc pou paÐzetai sÔmfwna me kanìnec. To sugkekrimèno paiqnÐdi
basÐzetai se k�poia prìtash S, pou eÐnai thc morf c AE   EA kai dÐnetai ar-
qik�. Gia mia genik  perigraf  tou paiqnidioÔ akoloÔjwc, ja jewr soume thn S
diatupwmènh tupik�.63 Ac eÐnai, loipìn, h S thc morf c

(∀x ∈ B)(∃y ∈ Γ)R(x, y)

To paiqnÐdi èqei dÔo paÐktec, ton A-paÐkth kai ton E-paÐkth. O A-paÐkthc dialègei
x apì to sÔnolo B, en¸ o E-paÐkthc dialègei y apì to sÔnolo Γ. Poioc xekin�ei
pr¸toc kajorÐzetai apì th seir� twn posodeikt¸n sthn prìtash. 'Etsi, sthn
perÐptwsh aut c thc prìtashc, o A-paÐkthc arqÐzei to paiqnÐdi, epilègontac èna
x apì to sÔnolo B. Katìpin, o E-paÐkthc apant�, dialègontac èna y apì to
sÔnolo Γ. Oi paÐktec suneqÐzoun kat> autìn ton trìpo, enall�x. O E-paÐkthc
prospajeÐ na peÐsei ìti h dojeÐsa prìtash eÐnai alhj c. 'Etsi, dojèntoc enìc x0

pou kajìrise o A-paÐkthc, o E-paÐkthc prospajeÐ na brei k�poio y0 ètsi ¸ste
h R(x0, y0) na isqÔei. E�n o E-paÐkthc mporeÐ na to katafèrei autì, anex�rthta
apì to x pou epilègei o A-paÐkthc, tìte o E-paÐkthc kerdÐzei. AntÐjeta, o A-
paÐkthc prospajeÐ na {antagwnisjeÐ} thn al jeia thc dojeÐsac prìtashc, dhlad 
prospajeÐ na peÐsei ìti h prìtash eÐnai yeud c. ProspajeÐ, loipìn, na anakalÔyei
èna kat�llhlo x∗ ètsi ¸ste, anex�rthta apì to y pou ja apant sei o E-paÐkthc,
h R(x∗, y) na eÐnai yeud c. E�n o A-paÐkthc katafèrei na brei tètoio x∗ tìte
kerdÐzei. 'Ara, o A-paÐkthc diajètei strathgik  nÐkhc e�n kai mìnon e�n h prìtash
eÐnai yeud c.

Parìmoio eÐnai to paiqnÐdi ìtan h prìtash S sthn opoÐa basÐzetai eÐnai thc
morf c

(∃y ∈ Γ)(∀x ∈ B)R(x, y)

Kai p�li paÐzetai me dÔo paÐktec: ton A-paÐkth, pou epilègei ta x apì to sÔnolo
B kai ton E-paÐkth pou epilègei ta y apì to sÔnolo Γ. EpÐshc, kai se aut n thn
perÐptwsh, o E-paÐkthc skopeÔei na edrai¸sei thn al jeia thc prìtashc, en¸ o
A-paÐkthc na thn amfisbht sei, deÐqnontac ìti eÐnai yeud c. H diafor�, aut  th

63Autì, bèbaia, gÐnetai mìno gia thn an�gkh miac eniaÐac perigraf c tou paiqnidioÔ, sth
genik  tou perÐptwsh; �pax kai gÐnoun katanohtoÐ oi kanìnec tou, den eÐnai aparaÐthth kami�
tupopoÐhsh thc prìtashc, gia na paiqjeÐ to antÐstoiqo proc aut  paiqnÐdi.
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for�, eÐnai ìti o E-paÐkthc xekin� to paiqnÐdi (efìson o uparktikìc posodeÐkthc
sunant�tai pr¸toc sthn prìtash). 'Etsi, o E-paÐkthc prospajeÐ na brei k�poio
y0 tètoio ¸ste, anex�rthta apì to x pou ja apant sei o A-paÐkthc, h R(x, y0) na
eÐnai alhj c. E�n o E-paÐkthc katafèrei na brei tètoio y0 kerdÐzei. AntÐjeta, apì
th stigm  pou o E-paÐkthc èqei katonom�sei èna y0, o A-paÐkthc prospajeÐ na
brei èna x0 tètoio ¸ste h R(x0, y0) na eÐnai yeud c. E�n o A-paÐkthc katafèrnei
na antimetwpÐzei epituq¸c k�je apìpeira tou E-paÐkth, tìte kerdÐzei. 'Ara, o
A-paÐkthc diajètei strathgik  nÐkhc e�n kai mìnon e�n h prìtash eÐnai yeud c.

Endiafèron parousi�zoun, asfal¸c, ta ex c sqetik� erwt mata: to paÐximo
autoÔ tou paiqnidioÔ ephre�zei thn katanìhsh twn prot�sewn pou antimetwpÐzoun
oi foithtèc? Upì poiec sunj kec sumbaÐnei aut  h epÐdrash? Poia �llh epÐdrash,
ektìc aut c, pijanìn parousi�zetai?

H epÐdrash tou paiqnidioÔ sthn katanìhsh twn prot�sewn apì touc foithtèc,
ìpwc parathr jhke kat� tic sunenteÔxeic,  tan stic perissìterec peript¸seic
jetik ; oi foithtèc èdeixan ìti to paiqnÐdi touc bo jhse na katal�boun tic do-
jeÐsec prot�seic. EntoÔtoic, se merikèc peript¸seic de f�nhke k�ti tètoio kai
se lÐgec peript¸seic foitht¸n  tan pijanì na up rxe èwc kai arnhtik  epÐdrash.
Parathr jhke, loipìn, ìti to paiqnÐdi, ìpwc kai k�je paidagwgik  strathgik ,
mporeÐ na èqei diaforetik  epÐdrash se diaforetikoÔc majhtèc kai se diaforeti-
kèc katast�seic. Epomènwc, qrei�zetai prosektik  èreuna gia na apofasisjeÐ,
telik�, e�n to paiqnÐdi eÐnai perissìtero upobohjhtikì, par� oudètero kai, sÐ-
goura, ìqi zhmiogìno. All� kai sthn perÐptwsh pou eÐnai, ìntwc, upobohjhtikì,
eÐnai shmantikì na prosdiorisjoÔn oi sunj kec upì tic opoÐec eÐnai pijanìtero
autì na sumbaÐnei. H empeirÐa twn sunenteÔxewn faÐnetai na uposthrÐzei sqetik�
ìti, prokeimènou to paiqnÐdi na eÐnai epwfelèc, o foitht c prèpei prohgoumènwc
na èqei katano sei pl rwc touc kanìnec tou kai na gnwrÐzei epakrib¸c to p¸c
kajorÐzetai o nikht c kai o htthmènoc. E�n aut  h plhroforÐa den èqei dojeÐ
me saf neia,   e�n (ìpwc sunèbh se merikèc peript¸seic) zhteÐtai apì ton Ðdio
to foitht  na sumb�llei sthn kat�rtish twn kanìnwn tou paiqnidioÔ, tìte eÐnai
pijanì na mhn èqoume beltÐwsh thc katanìhs c tou. To gegonìc autì, bèbaia,
den ekpl ssei. Efìson epidi¸ketai to paiqnÐdi na apotelèsei ènan pijan� apote-
lesmatikì mhqanismì gia ton ereunht , prokeimènou na bohj sei touc foithtèc na
katano soun touc posodeÐktec kai na kataskeu�soun èna gnwstikì sq ma pou
na {tairi�zei} me to dikì tou, kai efìson to gnwstikì autì sq ma ekfr�zetai
sto paiqnÐdi, eÐnai logik  h apaÐthsh to paiqnÐdi na proèrqetai apì ton ereunht ,
toul�qiston sthn arq .

Up rxan kai �llec epidr�seic pou upodeiknÔoun ìti h suz thsh tou paiqnidioÔ
mporeÐ na eÐnai mia empeirÐa gem�th nìhma gia touc foithtèc kai na suneisfèrei pol-
lapl¸c sthn epiqeÐrhsh m�jhshc � didaskalÐac. Basikìterec  tan ìti oi foithtèc
èteinan na uiojetoÔn th gl¸ssa tou paiqnidioÔ sthn peraitèrw suz ths  touc epÐ
twn prot�sewn (k�ti pou deÐqnei ìti katal�bainan th sÔndesh twn prot�sewn me
to paiqnÐdi kai pou apoteleÐ pijanìn èna shmantikì b ma proc thn katanìhsh thc
Ðdiac thc prìtashc) kai ìti oi dikaiolog seic twn foitht¸n ginìntousan safèste-
rec kai plousiìterec (akìmh kai sthn perÐptwsh pou h katanìhs  touc epÐ twn
prot�sewn  tan  dh polÔ kal  kai �ra up rqan mikr� perij¸ria beltÐwshc).

Duo genik� sqìlia, tèloc, gia to paiqnÐdi kai tic epidr�seic tou. 'Opwc èqei
 dh anaferjeÐ, oi foithtèc èqoun megalÔterh duskolÐa me tic EA prot�seic par�
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me tic AE. Autì to gegonìc, ek pr¸thc ìyewc, Ðswc ekpl ssei touc majhmatikoÔc
pou, katano¸ntac autèc tic prot�seic tìso kal�, touc faÐnontai kai oi dÔo exÐsou
aplèc. Gia touc foithtèc, entoÔtoic, h diafor� eÐnai shmantik . Aut  h diafor�
brèjhke na epimènei kai sto plaÐsio tou paiqnidioÔ, anex�rthta e�n autì touc
bohjoÔse   ìqi sthn katanìhsh, kai aut  h epimon  eklamb�netai wc epiprìsje-
th èndeixh tou {b�jouc} twn duskoli¸n pou oi foithtèc antimetwpÐzoun me touc
posodeÐktec. Ektìc autoÔ, to Ðdio to paiqnÐdi qrei�zetai mia oloklhrwtik  die-
reÔnhsh se b�joc, pou asfal¸c apaiteÐ mia seir� kat�llhla sqediasmènwn sune-
nteÔxewn. Diatup¸netai, p�ntwc, h {b�simh} upoyÐa ìti, molonìti oi foithtèc den
mporoÔsan na bohjhjoÔn apì èna paiqnÐdi, pou touc zhtoÔsan na {epino soun}  
na suneisfèroun sthn perigraf  tou, ìtan den katal�bainan thn prìtash apì thn
opoÐa èprepe na xekin soun, met� apì mia seir� kat�llhlwn paremb�sewn, ìmwc,
me stìqo th diapragm�teush tou no matoc twn prot�sewn kai thn pl rh kata-
nìhs  touc, ja kat�fernan, telik�, mìnoi touc autìn ton zhtoÔmeno kajorismì
twn kanìnwn tou paiqnidioÔ. Ex�llou, mia apì tic shmantikìterec dokimèc gia
thn epiteuqjeÐsa katanìhsh eÐnai h ikanìthta met�frashc enìc probl matoc apì
èna {plaÐsio} se èna �llo, faner� diaforetikì (en prokeimènw, anaferìmaste sto
plaÐsio thc prìtashc kai sto plaÐsio tou antÐstoiqou paiqnidioÔ). 'Etsi, e�n oi
foithtèc, telik�, epitÔqoun na pragmatopoi soun autèc tic metafr�seic {mìnoi}
touc, tìte ja èqoume pio asfaleÐc endeÐxeic tìso gia thn katanìhs  touc ìso kai
gia thn eunöik  epÐdrash tou paiqnidioÔ.

Sumper�smata

Anakefalai¸noume ta kÔria sumper�smata thc en lìgw èreunac:

1. Oi foithtèc de faÐnontan na qrhsimopoioÔn tic majhmatikèc sumb�seic gia
na ermhneÔsoun tic prot�seic tou erwthmatologÐou (tìso tic majhmatikèc
ìso kai tic mh-majhmatikèc).

2. Oi foithtèc de faÐnontan na èqoun epÐgnwsh thc diamesol�bhshc thc ermh-
neÐac touc kat� ton kajorismì tou no matoc twn prot�sewn. Autì shmaÐnei
ìti, anex�rthta apì thn ìpoia dik  touc ermhneÐa (wc AE   EA), den estÐa-
zan stic prot�seic wc aujÔparktec ontìthtec. Kat� tic sunenteÔxeic, ìtan
touc tonizìtan rht� ìti h prosoq  touc prèpei na strafeÐ proc tic prot�seic
kai ìti oi apìyeic touc qrei�zontai mìno gia ton prosdiorismì thc alhjoti-
m c aut¸n, ekeÐnoi sunèqizan na esti�zoun stic apìyeic touc sqetik� me to
genikì jèma thc prìtashc, par� sto p¸c autèc oi apìyeic sqetÐzontai kai
dikaiologoÔn thn epilog  alhjotim c pou èkanan. Akìmh kai ìtan egeirìtan
to endeqìmeno h prìtash na eÐnai amfÐshmh,   ìtan touc dinìtan mia enalla-
ktik  ermhneÐa (ìpwc h EA ermhneÐa, en¸ autoÐ eÐqan k�nei thn AE), sqedìn
se ìlec tic peript¸seic oi foithtèc antimet¸pisan aut n thn pijanìthta a-
naferìmenoi stic apìyeic touc sqetik� me to jèma thc prìtashc; kai ìqi
anaferìmenoi sthn Ðdia thn prìtash. Aut  h sumperifor� apokalÔptei ìti
oi perissìteroi foithtèc den eÐqan epÐgnwsh tou gegonìtoc ìti, me ton ènan
  ton �llon trìpo, erm neuan prot�seic kai ìti eÐqan, asfal¸c, �gnoia twn
opoiwnd pote sumb�sewn eÐqan pijanìn qrhsimopoi sei kat� thn ermhneÐa
touc.
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3. Se sunèqeia thc anwtèrw t�shc, oi foithtèc de faÐnontan na qrhsimopoioÔn
to suntaktikì miac prìtashc gia na thn analÔsoun. M�llon, anaferì-
ntousan se ènan kìsmo pou  tan  dh oikeÐoc se autoÔc, jewr¸ntac ìti h
prìtash perigr�fei autìn ton kìsmo. Erm neuan thn prìtash kai apof�si-
zan gia thn alhjotim  thc basizìmenoi sth fÔsh kai tic idiìthtec autoÔ tou
kìsmou. E�n h prìtash periègrafe ènan kìsmo pou den  tan oikeÐoc stouc
foithtèc, tìte  tan polÔ pijanì na mhn epideÐxoun epark  katanìhsh thc
prìtashc. To shmantikìtero shmeÐo eÐnai ìti autì pou oi foithtèc mporoÔn
na katano soun faÐnetai na exart�tai apì to poiouc kìsmouc eÐnai ikanoÐ
na skeftoÔn kai aut  touc h embèleia den epekteÐnetai e�n skeftoÔn epÐ thc
dojeÐsac prìtashc.

4. DojeÐsac miac AE prìtashc pou afor� sthn kajhmerin  zw , oi foithtèc
èdeiqnan ikanoÐ na thn ermhneÔsoun wc tètoia kai na d¸soun èna ègkuro
epiqeÐrhma gia thn alhjotim  thc.

5. 'Otan antimet¸pizan mia pijan� amfÐshmh prìtash, oi foithtèc èteinan na
thn ermhneÔsoun wc AE. Akìmh kai ìtan h dunatìthta ermhneÐac thc wc
EA epishmainìtan se autoÔc, sqedìn ìloi, eÐte thn egkatèleipan gr gora
kai qwrÐc rht  anafor� sthn Ðdia thn prìtash, eÐte �fhnan thn amfishmÐa
anepÐluth.

6. Up rxe sten  sqèsh metaxÔ thc saf neiac sthn ermhneÐa miac prìtashc,
eÐte wc AE eÐte wc EA, kai thc dunatìthtac gia ègkurh epiqeirhmatologÐa
epÐ thc alhjotim c thc: h xek�jarh ermhneÐa twn foitht¸n sunodeuìtan,
sqedìn p�ntote, apì ègkuro epiqeÐrhma.

7. Oi foithtèc eÐqan shmantikèc duskolÐec na fantastoÔn mia kat�stash sthn
opoÐa h alhjotim  thc dojeÐsac prìtashc na all�zei. Autì isqÔei kai gia
prot�seic pou oi foithtèc èdeiqnan, ek pr¸thc, na katanooÔn.

8. H ikanìthta orj c ermhneÐac kai ègkurhc epiqeirhmatologÐac perÐ thc alh-
jotim c katèrree, ìtan aforoÔse kai stic duo prot�seic (AE kai EA) pou
an koun se majhmatikì plaÐsio.

FaÐnetai ìti ta okt¸ anwtèrw shmeÐa katadeiknÔoun mia shmasiologik  duskolÐa
ek mèrouc twn foitht¸n. Oi jetikoÐ arijmoÐ den eÐnai tìso pragmatikoÐ se autoÔc
ìso ta paidi�, ta lip�smata, ta b�za kai ta kap�kia, k.o.k. Ta prohgoÔmena sh-
meÐa 5 kai 7 uposthrÐzoun ìti, akìmh kai ìtan prìkeitai gia prot�seic sqetikèc me
katast�seic oikeÐec stouc foithtèc, h katanìhs  touc epÐ twn diadoqik¸n poso-
deikt¸n den eÐnai idiaÐtera isqur . 'Etsi, akìmh kai e�n katafèrname na petÔqoume
th met�bas  touc apì to kajhmerinì sto majhmatikì plaÐsio, h gn¸sh pou ja
metaferìtan de ja  tan ìso isqur  ja elpÐzame. All� to anwtèrw shmeÐo 3 upo-
sthrÐzei ìti eÐnai m�llon uperaisiìdoxo na prosdok� kaneÐc ìti aut  h met�bash
ja pragmatopoihjeÐ se ikanopoihtikì bajmì. Ta shmeÐa 2 kai 3 uposthrÐzoun
thn Ôparxh suntaktik c duskolÐac, upì thn ènnoia ìti oi perissìteroi foithtèc
apètuqan na k�noun qr sh thc dom c twn prot�sewn kai/   tan anÐkanoi na thn
katano soun. Epiplèon, eÐqan duskolÐa na jewr soun thn prìtash wc aujÔpar-
kth ontìthta, xèqwra apì thn ìpoia alhjotim  thc kai xèqwra apì to ti shmaÐnei
entìc k�poiou sugkekrimènou kìsmou.
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E�n ta pr�gmata eÐnai, ìntwc, ètsi, ìpwc faÐnetai na uposthrÐzei h en lìgw
èreuna, dhlad  ìti oi foithtèc duskoleÔontai na jewr soun mia prìtash wc aujÔ-
parkto antikeÐmeno, xèqwra apì autì pou h prìtash {lèei} entìc tou (monadikoÔ)
kìsmou pou èqoun sto mualì touc, tìte oi sunèpeiec eÐnai pollèc. Gia par�deigma,
se autì to gegonìc pijan� edr�zetai ènac apì touc lìgouc pou oi majhtèc mac,
suqn�, afoÔ diab�soun (kai apomnhmoneÔsoun) èna je¸rhma, pou emfanÐzetai se
{plaÐsio} sto biblÐo touc, mporoÔn katìpin na to efarmìsoun mìno ìpwc anagr�-
fetai sto biblÐo. H efarmog  tou jewr matoc me thn antijetoantÐstrofh morf 
tou, gia par�deigma, faÐnetai na apaiteÐ th diatÔpwsh enìc {diaforetikoÔ} jewr -
matoc, me to dikì tou {plaÐsio}. Oi parap�nw parathr seic ja mporoÔsan, epÐshc,
na mac d¸soun k�poiouc apì touc lìgouc pou polloÐ majhtèc èqoun duskolÐa na
peiramatistoÔn me diaforetikoÔc majhmatikoÔc {kìsmouc} gia na ektim soun mia
majhmatik  prìtash, na broun antiparadeÐgmata, k.lp.

Telik�, h kat�rreush pou parathr jhke sthn ikanìthta qeirismoÔ twn ma-
jhmatik¸n prot�sewn, se sÔgkrish me tic prot�seic fusik c gl¸ssac, apì touc
foithtèc, uposthrÐzei èntona th jèsh ìti h {koin  logik } na did�skeic k�nontac
analogÐec me ton pragmatikì kìsmo mporeÐ na apotÔqei dramatik�. H en lìgw
èreuna uposthrÐzei ìti oi aplèc analogÐec de douleÔoun. PolloÐ apì autoÔc touc
foithtèc  tan ikanoÐ na par�xoun ègkura epiqeir mata gia na uposthrÐxoun tic
apant seic touc stic {kajhmerinèc} prot�seic. EntoÔtoic, aut  touc h ikanìthta
katèrreuse ìtan qrei�sjhke na metaboÔn sto {basÐleio} twn Majhmatik¸n. E-
piprosjètwc, ìson afor� stic prot�seic fusik c gl¸ssac, ìtan exereun jhkan
peraitèrw, f�nhke ìti h katanìhs  touc  tan pio {rhq } apì autì pou sumpèraine
kaneÐc arqik�, diab�zontac tic apant seic sto erwthmatolìgio. 'Etsi, up�rqoun
duo epiqeir mata enantÐon thc qr shc analogÐwn proc th fusik  gl¸ssa, prokei-
mènou na bohjhjoÔn oi majhtèc na katal�boun majhmatikèc prot�seic. Pr¸ton,
ìti den mporoÔme na epwfelhjoÔme apì k�ti pou pijanìn den up�rqei. DeÔteron,
akìmh kai e�n up�rqei, eÐnai se morf  pou pijanìn de metafèretai sto majhmatikì
{basÐleio}. 'Ara, gia na bohj soume touc majhtèc mac, katal gei to en lìgw
�rjro, prèpei na parameÐnoume sto majhmatikì plaÐsio kai na proseggÐsoume tic
duskolÐec katanìhs c touc me mia {oloklhrwtik } optik , pou ja sundu�zei th
melèth thc sÔntaxhc me th melèth thc shmasÐac twn prot�sewn.

3.6 Sumper�smata

'Opwc prokÔptei apì ta posost� orj¸n apant sewn, tìso epÐ tou sunìlou twn
majht¸n tou deÐgmatoc ìso kai epÐ sugkekrimènwn uposunìlwn tou (PolÔ Ka-
loÐ majhtèc, majhtèc Jetik c KateÔjunshc, majhtèc G' LukeÐou Jetik c k.o.k.),
h parousÐa posodeikt¸n se mÐa prìtash duskoleÔei shmantik� touc majhtèc na
antilhfjoÔn to nìhm� thc. Oi prot�seic de ekeÐnec pou sugkentr¸noun to mega-
lÔtero bajmì duskolÐac eÐnai, me polÔ mikrèc diaforopoi seic, Ðdiec, anexart twc
tou uposunìlou tou deÐgmatoc pou k�je for� exet�zetai.

Mia dèsmh sumperasm�twn afor� sth sqèsh pou mporeÐ na èqei h katanìhsh
twn posodeikt¸n, ìpwc {antanakl�tai} sthn orjìthta twn apant sewn sto erw-
thmatolìgiì mac, me ta atomik� qarakthristik� twn majht¸n pou sullèqjhkan.
Ta sumper�smata aut� faÐnetai ìti epikur¸noun ereunhtik� to {anamenìmeno}.
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1. H diafor� sthn katanìhsh pou parathr jhke metaxÔ twn dÔo fÔlwn (me
touc majhtèc na uperèqoun ènanti twn majhtri¸n) den axiologeÐtai wc shma-
ntik . P�ntwc, oi majhtèc brèjhkan na èqoun shmantik� jetikìterh st�sh
apènanti sta Majhmatik�, se sÔgkrish me tic maj triec.

2. Oi majhtèc thc G' LukeÐou emf�nizan kalÔterh katanìhsh se sÔgkrish me
touc summajhtèc touc thc B' t�xhc. Autì to gegonìc ja mporoÔse, Ðswc, na
apodojeÐ se megalÔterh èmfash aut¸n proc to Lìgo, idiaÐtera to graptì,
kai kalÔterh epikèntrws  touc sthn ermhneÐa tou, se sqèsh kai me thn
proetoimasÐa touc gia tic epikeÐmenec Exet�seic.

3. O par�gontac pou f�nhke na èqei idiaÐterh shmasÐa sthn parathroÔmenh
katanìhsh  tan h epilog  KateÔjunshc, me touc majhtèc thc Jetik c Ka-
teÔjunshc na uperèqoun shmantik� ènanti twn summajht¸n touc twn �llwn
KateujÔnsewn. 'Otan de h KateÔjunsh sunduasjeÐ kai me thn T�xh tou
majht , tìte oi parathroÔmenec diaforèc gÐnontai akìmh pio èntonec. 'Etsi,
oi epidìseic twn majht¸n thc G' Jetik c brÐskontan {makr�n} twn anti-
stoÐqwn epidìsewn twn upoloÐpwn summajht¸n touc. EÐnai safèc ìti oi
sugkekrimènoi majhtèc afenìc èqoun meg�lh exoikeÐwsh me to plaÐsio ana-
for�c entìc tou opoÐou diatup¸nontai oi prot�seic tou erwthmatologÐou,
afetèrou eÐnai askhmènoi sth diadikasÐa nohmatodìthshc grapt� diatupw-
mènwn prot�sewn kai upoyiasmènoi gia thn {ermhneÐa} pou diamesolabeÐ to
suntaktikì apì to shmasiologikì touc epÐpedo. Sthn antÐjeth �krh {ki-
noÔntai} oi majhtèc thc Jewrhtik c KateÔjunshc, opìte h parathroÔmenh
diaforopoÐhs  touc eÐnai {fusikì} epakìloujo. Ex�llou, h Jetik  KateÔ-
junsh brèjhke na sugkentr¸nei touc majhtèc me thn kalÔterh epÐdosh sta
Majhmatik�.

4. An�logec diaforèc, ìqi ìmwc tìso èntonec, parathr jhkan kai se sqèsh
me thn epijumÐa twn majht¸n gia to eÐdoc twn mellontik¸n touc spoud¸n.
H exètash kai autoÔ tou par�gonta upagoreÔjhke apì thn as�feia tou
sust matoc twn KateujÔnsewn wc proc to epijumhtì antikeÐmeno spou-
d¸n kai epibebaÐwse ìti oi majhtèc pou epijumoÔn jetikèc spoudèc emfa-
nÐzoun kalÔterh katanìhsh posodeikt¸n, ènanti tìso twn anapof�sistwn
ìso kai aut¸n pou epijumoÔn na spoud�soun k�ti {jewrhtikì}. H ermhneÐa
autoÔ tou fainomènou prokÔptei apì tic Ðdiec epishm�nseic pou anafèrjhsan
prohgoumènwc sthn perÐptwsh twn KateujÔnsewn.

5. H epÐdosh twn majht¸n sta Majhmatik�, ìpwc antanakl�tai sto bajmì
Majhmatik¸n prohgoÔmenhc t�xhc,  tan ènac akìmh apofasistikìc par�-
gontac, pou emf�nize shmantik  susqètish me thn parathroÔmenh katanìhsh
twn posodeikt¸n. EÐnai �llwste anamenìmeno ìti oi diergasÐec pou od gh-
san touc majhtèc se mia kal  epÐdosh sta Majhmatik� ja eÐqan kai jetik 
suneisfor� se ì,ti mporeÐ na jewrhjeÐ aparaÐthto gia thn epÐteuxh orj¸n
apant sewn, mèsw twn opoÐwn kai katagr�fetai to epÐpedo katanìhshc twn
posodeikt¸n. EpÐshc, eÐnai axioshmeÐwto to gegonìc ìti akìmh kai oi polÔ
kaloÐ majhtèc antimetwpÐzoun shmantikèc duskolÐec katanìhshc kai, m�li-
sta, apènanti stic Ðdiec prot�seic pou duskoleÔoun perissìtero kai touc
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upìloipouc majhtèc,   touc majhtèc diafìrwn �llwn kathgori¸n.

6. Tèloc, oi ìpoiec proüpojèseic epituqoÔc antapìkrishc stic erwt seic ka-
tanìhshc twn posodeikt¸n sundèontai kai me th st�sh tou majht  apènanti
sta Majhmatik�. 'Etsi, oi majhtèc pou eÐqan jetikìterh st�sh, kai kurÐ-
wc jetikìtera sunaisj mata, gia ta Majhmatik� emf�nizan kai uyhlìtero
bajmì katanìhshc.

Mia deÔterh dèsmh sumperasm�twn afor� sth {melèth} thc duskolÐac twn
majht¸n apènanti se kajemÐa er¸thsh, tìso se epÐpedo deÐgmatoc ìso kai se
epÐpedo idiaÐterwn uposunìlwn twn majht¸n. 'Opwc epishm�njhke, endiafèron
parousi�zei to gegonìc ìti akìmh kai sto eswterikì twn uposunìlwn ekeÐnwn
twn majht¸n pou emfanÐzoun kalÔterh katanìhsh posodeikt¸n (ìpwc oi majhtèc
thc G' Jetik c, oi PolÔ KaloÐ majhtèc, oi majhtèc pou d lwsan ìti {apolamb�-
noun} ta Majhmatik�,   oi majhtèc me dÔo to polÔ lanjasmènec apant seic se
olìklhro to erwthmatolìgio), h duskolÐa katanìhshc sugkekrimènwn prot�sewn
 tan, throumènwn twn analogi¸n, Ðdia. Eidikìtera:

1. H Er¸thsh 7.2 anadeÐqjhke wc h duskoloterh ìlwn twn erwt sewn, tìso
se epÐpedo deÐgmatoc ìso kai se epÐpedo opoioud pote {eidikoÔ} uposunì-
lou tou. H parat rhsh de aut  apokt� idiaÐterh shmasÐa e�n kaneÐc l�bei
upìyh tou ìti h dunatìthta katanìhshc miac prìtashc ìpwc h 7.2 {anta-
nakl�} ousiastik� th dunatìthta katanìhshc thc ènnoiac thc sun�rthshc.
SumperaÐnetai, loipìn, ìti o Ðdioc o orismìc thc sun�rthshc gÐnetai polÔ
dÔskola katanohtìc apì majhtèc ìlwn twn epipèdwn, afoÔ den gnwrÐzoun
ton trìpo pou {trèqoun} dÔo posodeÐktec se mÐa prìtash. Sta {Poio-
tik� Eur mata} parakolouj same p¸c to aÐthma thc monadikìthtac, pou
sunodeÔei ton uparktikì posodeÐkth kai {epibarÔnei} thn poluplokìthta
tou no matoc thc antÐstoiqhc AE prìtashc, prokaleÐ di�forec parermhneÐ-
ec kai p¸c oi majhtèc {agwnÐzontai} na kajorÐsoun to nìhma thc prìtashc,
prosfeÔgontac se di�forec eulogofaneÐc {analogÐec} me ton trìpo qr shc
thc lèxhc {monadikìc} entìc kajhmerinoÔ plaisÐou.

2. IdiaÐterh duskolÐa parathr jhke kai me to zeÔgoc Erwt sewn 4.2 kai 8.2,
pou anadeÐqjhkan, epÐshc, wc dÔo apì tic duskolìterec erwt seic, tìso
se epÐpedo deÐgmatoc ìso kai se opoiod pote {eidikìtero} epÐpedo. Aut 
h duskolÐa sqetÐzetai me thn �gnoia twn majht¸n gia thn austhrìthta
twn sumb�sewn thc gl¸ssac twn Majhmatik¸n, oi opoÐec den epitrèpoun
tètoiou eÐdouc {anagrammatismoÔc} qwrÐc metabol  kai twn antÐstoiqwn no-
hm�twn, kai to fainìmeno thc {primodìthshc} tou AE no matoc, ènanti tou
EA. EpÐshc, pollapl�siec  tan oi duskolÐec twn majht¸n entìc tou afhrh-
mènou algebrikoÔ perib�llontoc thc Er¸thshc 8, ìpou kai parathr jhke
h sumperifor� eÐte na mh lamb�noun kajìlou upìyh touc touc posodeÐktec
eÐte na lamb�noun upìyh touc epilektik� mìnon ton èna.

3. Apì tic duskolìterec erwt seic  tan kai h Er¸thsh 5, apokalÔptontac ìti
oi majhtèc den èqoun, se meg�lo posostì, kataskeu�sei pl rwc to gnw-
stikì sq ma pou ja touc epètrepe na {trèxoun} dÔo posodeÐktec tou Ðdiou
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eÐdouc, ton èna mèsa ston �llo. Genikìtera, h diadikasÐa me touc dÔo po-
sodeÐktec, eÐte tou Ðdiou eÐte diaforetikoÔ eÐdouc (kai to gnwstikì sq ma
pou h epituq c èkbas  thc apaiteÐ), proüpojètei th je¸rhsh apì to majht 
thc diadikasÐac tou enìc posodeÐkth wc èna {antikeÐmeno} � prìtash, pro-
keimènou na mporèsei na efarmìsei ep> autoÔ xan� thn Ðdia diadikasÐa. Apì
tic shmantikèc duskolÐec, pou parathr jhke ìti antimet¸pizan oi majhtèc
me tic prot�seic me dÔo posodeÐktec, prokÔptei, loipìn, to sumpèrasma ìti
den èqoun katano sei th diadikasÐa tou enìc posodeÐkth se tètoio {b�joc},
¸ste na thn {enswmat¸soun}64 kai na proqwr soun sto epìmeno st�dio
kataskeu c tou gnwstikoÔ sq matoc twn dÔo posodeikt¸n.

4. Oi shmantikèc duskolÐec twn majht¸n me thn Er¸thsh 1.2, all� kai ta
sqìlia touc pou parousi�same sta {Poiotik� Eur mata}, odhgoÔn sto su-
mpèrasma ìti, ìtan prìkeitai gia tic sumb�seic thc gl¸ssac twn Majh-
matik¸n kai to monos manta orismèno nìhma twn qrhsimopoioÔmenwn sto
plaÐsiì thc lèxewn, tÐpota den prèpei na jewreÐtai {dedomèno}; oÔte kan to
nìhma thc lèxhc {up�rqei}. AntÐjeta, h ermhneÐa pou k�noun oi majhtèc,
sthn prosp�jei� touc na diasafhnÐsoun to nìhma pou agnooÔn, metafèro-
ntac {analogÐec} apì to plaÐsio thc kajhmerin c gl¸ssac, eÐnai, suqn�,
aprosdìkhth. Sthn prokeimènh perÐptwsh to {up�rqei} f�nhke na ermh-
neÔetai wc {up�rqoun k�poia all� ìqi ìla}   wc {up�rqei monadikì}. Sth
b�sh, bèbaia, aut c thc {par�loghc} sumperifor�c touc brÐsketai ìti, exai-
tÐac thc �gnoi�c touc gia ton idiaÐtero trìpo leitourgÐac thc gl¸ssac twn
Majhmatik¸n, prosfeÔgoun sto trìpo leitourgÐac thc kajhmerin c gl¸s-
sac. OfeÐloume, epomènwc, na esti�soume th didaskalÐa mac kai se tètoiou
eÐdouc z thmata {gl¸ssac} kai {ermhneÐac}.

5. H genikìterh sumperifor� twn majht¸n, tìso wc proc thn katagraf  thc
sta posost� orj¸n apant sewn ìso kai wc proc tic dikaiolog seic touc,
faÐnetai na uposthrÐzei ta eur mata thc èreunac twn Dubinsky kai Yiparaki
sqetik� me thn adunamÐa qr shc thc sÔntaxhc miac prìtashc gia ton kajo-
rismì tou no matìc thc kai thn �gnoia twn sumb�sewn thc gl¸ssac twn
Majhmatik¸n. Bèbaia, eÐnai anagkaÐa h dienèrgeia sunenteÔxewn, pou prè-
pei na apotelèsei antikeÐmeno miac mellontik c èreunac, gia na exetasjoÔn
se megalÔtero b�joc aut� ta zht mata.

64Sthn par�grafo {Konstrouktibistik  prosèggish twn posodeikt¸n}, sto pr¸to kef�-
laio, anafèrontai perissìtera gia ton trìpo kataskeu c tou gnwstikoÔ sq matoc twn dÔo
posodeikt¸n.
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Par�rthma Aþ

Ta istorik� l�jh tou Cauchy

Ta suggr�mmata tou Cauchy {Cours d’ analyse de l’ Ecole Royale Polytech-
nique} kai {Résumé des leçons sur le calcul infinitésimal}, pou dhmosieÔjhkan
to 1821 kai 1823, antÐstoiqa, jewroÔntai wc èrga � stajmoÐ sthn anaz thsh
majhmatik c austhrìthtac, aÐthma pou kai o Ðdioc o suggrafèac touc jètei apì
tic pr¸tec kiìlac selÐdec touc. EÐnai, loipìn, entupwsiak  h emf�nish laj¸n
se aut�, pou ofeÐlontai sth mh suneidhtopoÐhsh thc ex�rthshc twn metablht¸n
se mia AE prìtash: ∀x∃yp(x, y), k�ti pou èqei  dh suzhthjeÐ sta prohgoÔmena.
Aut� ta l�jh eÐnai, sth {b�sh} touc, parìmoia me th lanjasmènh apìdeixh tou
Genikeumènou Jewr matoc Mèshc Tim c, pou parousi�same prohgoumènwc, me th
diafor� ìti oi exart seic pou ed¸ {parablèpontai} kai stic opoÐec, telik�, ofeÐ-
lontai den eÐnai tìso profaneÐc, ìso  tan se aut n. Ac parakolouj soume perÐ
tÐnoc akrib¸c prìkeitai.

Aþ.1 Eisagwgik�

Prin thn parousÐash thc lanjasmènhc apìdeixhc tou Cauchy, jewreÐtai skìpimh
mia eisagwg  twn ennoi¸n pou prìkeitai na {prwtagwnist soun} sto en> lìgw
je¸rhma. Stìqoc aut c thc eisagwg c, ektìc thc {plhrìthtac} tou keimènou
kai miac pr¸thc exoikeÐwshc twn anagnwst¸n me ènnoiec pou de sunant¸ntai
sta lukeiak� majhmatik�, eÐnai h epis mansh thc kajoristik c parousÐac twn
posodeikt¸n stouc antÐstoiqouc orismoÔc.

• Kat> arq n o orismìc thc sunèqeiac miac sun�rthshc f : A → R sto shmeÐo
ξ ∈ A, pou eÐnai gnwstìc apì to LÔkeio1:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)
(
|x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| < ε

)
Katìpin, o orismìc thc sunèqeiac thc f sto A, sÔmfwna me ton opoÐo autì
shmaÐnei ìti h f eÐnai suneq c se k�je shmeÐo tou pedÐou orismoÔ thc. 'Etsi,

f : A → R suneq c
orsv⇐⇒

1an kai ekeÐ protim�tai wc orismìc h prìtash limx→ξ f(x) = f(ξ). Wstìso, sto prohgoÔ-
meno sqolikì biblÐo (twn Desm¸n) dinìntousan kai oi dÔo orismoÐ.
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orsv⇐⇒ (∀ξ ∈ A)(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A)
(
|x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| < ε

)
Ac epishmanjeÐ, sto shmeÐo autì, ìti apì th {logik  dom } aut c thc prìta-
shc aporrèei ìti h epilog  tou δ,ìpwc o uparktikìc posodeÐkthc se aut n
epit�ssei, exart�tai apì thn {prìterh} epilog  tou ξ kai tou ε. Apena-
ntÐac, ston akìloujo orismì thc omoiìmorfhc sunèqeiac, tètoia {topik }
ex�rthsh tou δ den ufÐstatai: autì exart�tai mìnon apì thn epilog  tou ε:

f : A → R omoiìmorfa suneq c
orsv⇐⇒

orsv⇐⇒ (∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀ξ ∈ A)(∀x ∈ A)
(
|x− ξ| < δ ⇒ |f(x)− f(ξ)| < ε

)
• Oi orismoÐ thc akoloujÐac (an)n∈N∗ pragmatik¸n arijm¸n, wc sun�rthshc
me pedÐo orismoÔ to N∗, kai thc sÔgklishc aut c ston l ∈ R, kat� thn opoÐa

lim
n→∞

an = l
orsv⇐⇒ (∀ε > 0)(∃N ∈ N∗)(∀n ∈ N∗)

(
n > N ⇒ |an − l| < ε

)
eÐnai, epÐshc, gnwstoÐ apì to LÔkeio.
DojeÐshc, t¸ra, miac akoloujÐac (an)n∈N∗ , orÐzetai h akoloujÐa merik¸n
ajroism�twn (sn)n∈N∗ aut c, wc ex c: sn = a1 + . . . + an. Sthn perÐptwsh
pou h akoloujÐa (sn) sugklÐnei (se k�poion pragmatikì arijmì), tìte h ako-
loujÐa (an) lègetai ajroÐsimh, to limn→∞ sn sumbolÐzetai me

∑∞
n=1 an

kai lègetai to �jroisma thc akoloujÐac (an). EpÐshc, qrhsimopoieÐtai
kai h orologÐa: {h seir�

∑∞
n=1 an}, me to sÔmbolo tou ajroÐsmatoc na

dhl¸nei eÐte thn akoloujÐa merik¸n ajroism�twn, opìte kai lème ìti {h
seir�

∑∞
n=1 an sugklÐnei}, eÐte to ìrio aut c, opìte kai anaferìmaste sto

{�jroisma thc seir�c}.

• Ac jewr soume, katìpin, mia akoloujÐa sunart sewn (fn)n∈N∗ me koinì pe-
dÐo orismoÔ A. Tìte, gia to tuqìn x ∈ A, h (fn(x))n∈N∗ eÐnai mia akoloujÐa
pragmatik¸n arijm¸n kai, sthn perÐptwsh pou aut  sugklÐnei, orÐzetai o
pragmatikoc arijmìc l(x) = limn→∞ fn(x). E�n autì sumbaÐnei gia k�je
x ∈ A, tìte orÐzetai sto A h sun�rthsh l(x) = limn→∞ fn(x) kai lème
ìti h (fn) sugklÐnei kat� shmeÐo sthn l sto A. Se antipar�jesh me
autìn ton {topikì} orismì, èqoume ton {olistikì} thc omoiìmorfhc sÔ-
gklishc thc (fn) sthn l sto A, kat� ton opoÐo h akoloujÐa {olìklhrwn}
twn grafik¸n parast�sewn twn fn {teÐnei} sthn grafik  par�stash thc
l. Dhlad , gia tic sunart seic fn, n ∈ N∗ kai l, me koinì pedÐo orismoÔ A,
lème ìti

– h akoloujÐa sunart sewn (fn) sugklÐnei kat� shmeÐo sth sun�rthsh

l sto A kai sumbolÐzoume fn
k.sv.−→ l, e�n kai mìnon e�n

(∀x ∈ A)(∀ε > 0)(∃N ∈ N∗)
(
n > N ⇒ |fn(x)− l(x)| < ε

)
– h akoloujÐa sunart sewn (fn) sugklÐnei omoiìmorfa sth sun�rthsh

l sto A kai sumbolÐzoume fn
om.−→ l, e�n kai mìnon e�n

(∀ε > 0)(∃N ∈ N∗)(∀x ∈ A)
(
n > N ⇒ |fn(x)− l(x)| < ε

)
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Ac parathr soume ìti mia mikr  metatìpish thc fr�shc {∀x ∈ A}, me th
metabol  twn exart sewn twn metablht¸n pou aut  epifèrei, eÐnai arket 
gia thn ousi¸dh allag  tou no matoc. Profan¸c, h omoiìmorfh sÔgklish
sunep�getai thn kat� shmeÐo sÔgklish, ìqi ìmwc kai antÐstrofa.

• O sunduasmìc thc ènnoiac thc akoloujÐac sunart sewn, pou mporeÐ na
sugklÐnei eÐte omoiìmorfa eÐte kat� shmeÐo, me thn ènnoia thc seir�c miac
akoloujÐac {genn�} thn ènnoia thc seir�c sunart sewn. 'Etsi, gia tic
sunart seic fn : A → R , n = 1, 2, . . ., orÐzoume ìti h seir�

∑∞
n=1 fn

sugklÐnei omoiìmorfa (antÐst. kat� shmeÐo) e�n h akoloujÐa sn twn merik¸n
ajroism�twn thc seir�c, me sn = f1+. . .+fn, sugklÐnei omoiìmorfa (antist.
kat� shmeÐo).

Aþ.2 To lanjasmèno Je¸rhma

O Cauchy jewreÐ mia akoloujÐa suneq¸n sunart sewn (fn) me koinì pedÐo ori-
smoÔ èna di�sthma [a, β] kai th seir�

∑∞
n=1 fn, pou sugklÐnei (kat� shmeÐo) gia

k�je tim  tou x ∈ [a, β]. Tìte, isqurÐzetai, kai h seir�
∑∞

n=1

∫ β
a fn sugklÐnei kai,

m�lista, e�n sumbolÐsoume me s to �jroisma thc seir�c
∑∞

n=1 fn, ja sugklÐnei

sto
∫ β
a s. Dhlad ,

∞∑
n=1

∫ β

a
fn =

∫ β

a

∞∑
n=1

fn

Ac exet�soume ta epiqeir mata pou sugkrotoÔn thn {apìdeixh} autoÔ tou isquri-
smoÔ, ìpwc parousi�zontai2 sto {Résumé des leçons sur le calcul infinitésimal}
(Durand-Guerrier & Arsac, 2005):

'Estw sn = f1 + f2 + . . . + fn to �jroisma twn pr¸twn n ìrwn thc seir�c∑∞
n=1 fn (opìte kai s = limn→∞ sn) kai rn = s−sn. Ja èqoume ìti s = sn+rn =

f1 + f2 + . . . + fn + rn, kai apì autì sumperaÐnoume ìti∫ β

a
s =

∫ β

a
f1 +

∫ β

a
f2 + . . . +

∫ β

a
fn +

∫ β

a
rn (E)

SÔmfwna, ìmwc, me to Je¸rhma Mèshc Tim c OloklhrwtikoÔ LogismoÔ3, up�rqei

toul�qiston èna ξ ∈ (a, β) tètoio, ¸ste
∫ β
a rn = rn(ξ)(β − a). All�, sÔmfwna

me thn upìjesh, limn→∞ rn = 0, opìte kai to ginìmeno autì, gia timèc tou n pou
teÐnoun sto �peiro, mhdenÐzetai. 'Etsi, paÐrnontac sthn (E) n →∞, prokÔptei to
zhtoÔmeno.

To Je¸rhma autì eÐnai lanjasmèno: h kat� shmeÐo sÔgklish thc seir�c twn
suneq¸n sunart sewn, pou eÐnai kai h mình upìjesh tou Cauchy, den sunep�getai
oÔte th sÔgklish thc seir�c twn oloklhrwm�twn oÔte kan th sunèqeia   thn
oloklhrwsimìthta thc s, opìte kai th dunatìthta na oloklhr¸soume kat� ìrouc,

2sthn parousÐash aut  den èqei diathrhjeÐ o sumbolismìc tou suggr�mmatoc tou Cauchy,
ìmwc ta epiqeir mata thc apìdeix c tou apodÐdontai epakrib¸c.

3ìpwc anafèretai kai sto sqolikì biblÐo, sthn antÐstoiqh par�grafo ( §3.6 tou mèrouc thc
An�lushc, an kai eÐnai ektìc didaktèac Ôlhc). O Cauchy anafèretai sto tÔpo 14 tou maj matoc
23 . . .
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¸ste na prokÔyei h (E). Ac esti�soume ìmwc thn kritik  mac sto shmeÐo pou o

Cauchy, apì thn
∫ β
a rn = rn(ξ)(β−a), sumperaÐnei ìti limn→∞

∫ β
a rn = 0, diìti to

ξ {. . . eÐnai mia tim  tou x euriskìmenh metaxÔ twn orÐwn a, β}, ìpwc, epakrib¸c,
anafèrei. EpiqeirhmatologeÐ, dhlad , ìpwc e�n to ξ  tan {stajer } tim , en¸
sthn pragmatikìthta to ξ {exart�tai} apì to n.

EÐnai, epÐshc, gegonìc ìti o Cauchy k�nei autì to l�joc thc par�bleyhc k�-
poiwn ufistamènwn exart sewn metaxÔ twn metablht¸n pollèc forèc, me sunèpeia
na odhgeÐtai se apotelèsmata �llote orj� kai �llote lanjasmèna. To pio {di�-
shmo}, Ðswc, l�joc tou eÐnai ìtan jewreÐ, sto {Cours d’ analyse}, ìti apèdeixe ìti
to �jroisma miac kat� shmeÐo sugklÐnousac seir�c suneq¸n sunart sewn eÐnai
suneq c sun�rthsh. Dhlad , e�n (fn) eÐnai mia akoloujÐa suneq¸n sunart sewn
orismènwn se k�poio di�sthma I kai h seir� me n−ostì ìro fn sugklÐnei kat�
shmeÐo sthn s (s =

∑∞
n=1 fn = limn→∞ sn, ìpou sn = f1 + f2 + . . . + fn), tìte

h s eÐnai suneq c. H kat� shmeÐo sÔgklish thc seir�c shmaÐnei ìti gia k�je x, to
upìloipo rn(x) = s(x)− sn(x) teÐnei sto mhdèn:

(∀x ∈ I)(∀ε > 0)(∃m ∈ N)(∀n ∈ N)
(
n > m ⇒ |rn(x)| < ε

)
Asfal¸c, to m se aut n thn prìtash exart�tai apì to x kai to ε; ja mporoÔse
na sumbolisjeÐ kai wc mx,ε. E�n ìmwc aut  h ex�rthsh parablefjeÐ, gegonìc
pou isodunameÐ me thn upìjesh thc omoiìmorfhc sÔgklishc thc seir�c, tìte h
anisìthta

|s(x + h)− s(x)| = |sn(x + h) + rn(x + h)− sn(x)− rn(x)| ≤

≤ |sn(x + h)− sn(x)|+ |rn(x + h)|+ |rn(x)|

mac odhgeÐ �mesa, ìpwc akrib¸c kai ton Cauchy, sto sumpèrasma thc sunèqeiac
thc s. M�lista, an kai up rqan k�poia antiparadeÐgmata apì tic seirèc Fourier,
kaneÐc den kat�fere na amfisbht sei aut n thn {apìdeixh}, mèqri to 1847 pou
o Seidel èluse, telik�, to aÐnigma, entopÐzontac to ènoqo l mma sthn apìdeixh
tou Cauchy kai odhg¸ntac, ètsi, sthn apodeiktik c katagwg c ènnoia thc omoiì-
morfhc sÔgklishc. P�ntwc, gia perissìtero apì eÐkosi qrìnia, h majhmatik 
koinìthta bÐwne to grÐfo4 p¸c eÐnai dunatìn èna apodedeigmèno je¸rhma na eÐnai
yeudèc   na upìkeitai se exairèseic, qwrÐc na mporeÐ na d¸sei mia peistik  ap�-
nthsh! EpÐshc, kai o Abel, sto Ðdio qronikì di�sthma, eÐqe peripèsei se an�loga
sf�lmata, mh katafèrnontac, telik�, na diakrÐnei thn apaÐthsh thc omoiìmorfhc
sÔgklishc.

Aþ.3 AnÐqneush tou l�jouc

Ja epiqeir soume, sto shmeÐo autì, na {aniqneÔsoume} to l�joc sthn prohgoÔ-
menh apìdeixh tou Cauchy, qrhsimopoi¸ntac to sÔsthma tou Copi, pou skopeÔei

4h kat�stash aut  prèpei na stenaqwroÔse polÔ kai ton Ðdio ton Cauchy. 'Oqi mìno de
dhmosieÔjhke potè o deÔteroc tìmoc tou Cours d’ analyse all�, k�ti akìmh pio Ôpopto, oudè-
pote proq¸rhse se epanèkdosh tou pr¸tou tìmou, ston opoÐo kai anagrafìtan autì to l�joc.
'Otan de h an�gkh gia èna didaktikì egqeirÐdio ègine piestik , epètreye sto majht  tou Moigno
na dhmosieÔsei tic shmei¸seic twn dialèxe¸n tou.
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ston èlegqo thc logik c egkurìtht�c thc. 'Etsi, ja xanagr�youme, aut  th
for� pio {tupik�}, ta b mata pou sunistoÔn thn en lìgw apìdeixh, ¸ste to dia-
praqjèn l�joc na gÐnei plèon, mèsw aut c thc suntaktik c prosèggishc, fanerì.
Asfal¸c, aut  h an�lush apoteleÐ anaqronismì, wc proc th dunatìthta twn
majhmatik¸n thc epoq c tou Cauchy, mac epitrèpei ìmwc na dokim�soume thn a-
potelesmatikìthta tou sust matoc tou Copi gia thn apotrop  laj¸n autoÔ tou
eÐdouc. Oi prot�seic (1) kai (2) apì tic akìloujec, pou sugkrotoÔn thn apìdeixh
tou Cauchy, èqoun to rìlo twn {prokeÐmenwn}, apotel¸ntac ekeÐnec tic, pèra
apì k�je amfibolÐa alhjeÐc prot�seic, stic opoÐec kai sthrÐzetai o sullogismìc
pou sunjètoun oi epìmenec5:

(1) ∀x
(
a ≤ x ≤ β ⇒ (∀ε∃N∀k(k > N ⇒ |rk(x)| < ε))

)
prokeÐmenh

(2) ∀k
(
∃z(a < z < β ∧

∫ β
a rk(x)dx = (β − a)rk(z))

)
prokeÐmenh

(3) ∃z(a < z < β ∧
∫ β
a rn(x)dx = (β − a)rn(z)) K.S. sthn (2): n

(4) a < ξ < β ∧
∫ β
a rk(x)dx = (β − a)rk(ξ) U.S. sthn (3): ξ

(5) a < ξ < β Apaloif  ∧ sth (4)

(6)
∫ β
a rk(x)dx = (β − a)rk(ξ) Apaloif  ∧ sth (4)

(7) a < ξ < β ⇒ (∀ε∃N∀k(k > N ⇒ |rk(ξ)| < ε)) K.S. sthn (1) gia ξ
(8) ∀ε∃N∀k(k > N ⇒ |rk(ξ)| < ε) Modus Ponens stic (5),(7)
(9) ∃N∀k(k > N ⇒ |rk(ξ)| < e) K.S. sthn (8): e
(10) ∀k(k > N0 ⇒ |rk(ξ)| < e) U.S. sthn (9): N0

(11) n > N0 ⇒ |rn(ξ)| < e K.S. sthn (10) gia n

Sto shmeÐo autì faÐnetai xek�jara o lìgoc pou den mporoÔme na suneqÐsoume thn
apìdeixh: den eÐnai dunatì na bebai¸soume ìti n > N0 kai, ètsi, na sumper�nou-
me ìti |rn(ξ)| < e. Bèbaia, o Cauchy isqurÐzetai ìti, ìtan n → ∞, mporoÔme
na èqoume kai n > N0. 'Arage, e�n up�rqei N0 tètoio ¸ste n > N0 ⇒ p(n),
ìpwc sumbaÐnei sthn prìtash (11) parap�nw, epitrèpetai na sumper�noume, ìpwc
k�nei o Cauchy, ìti p(n) isqÔei, gia n {arket� meg�lo}? Sthn pragmatikìthta,
autì exart�tai apì th jèsh tou {upainissìmenou} kajolikoÔ posodeÐkth epÐ tou
n, se sqèsh me ton {rht� anaferìmeno} uparktikì posodeÐkth epÐ tou N0: to
sumpèrasma eÐnai ègkuro e�n kai mìnon e�n h {pl rhc} prìtash eÐnai ∃N0∀np(n).
AntÐjeta, h prìtash6 ∀n∃N0p(n) den epitrèpei thn exagwg  enìc tètoiou sumpe-
r�smatoc. Kai, dustuq¸c, h prìtash (11) eÐnai aut c thc morf c: to n eÐnai o
tuqaÐoc fusikìc, ìpwc eis qjhke me ton kanìna thc Kajolik c Sugkekrimeno-
poÐhshc epÐ thc prìtashc (2), en¸ to N0 exart�tai tìso apì to e ìso kai apì
to ξ, to de ξ, me th seir� tou, exart�tai apì to n, ¸ste, telik�, na prokÔptei
ex�rthsh tou N0 apì to tuqaÐo n. To gegonìc, ìmwc, autì stoiqeiojeteÐ thn
AE morf  thc prìtashc kai thn adunamÐa mac na suneqÐsoume, toul�qiston qwrÐc
l�joc, paÐrnontac n → ∞, prokeimènou na èqoume thn epijumht  n > N0. Me
�lla lìgia, den eÐnai dunatìn na epilèxoume n > N0, diìti, {all�zontac} tic timèc

5dexi� twn prot�sewn aut¸n anagr�fetai o lìgoc gia ton opoÐo isqÔoun. Stic qrhsimopoioÔ-
menec suntomografÐec K.S. kai U.S. shmaÐnoun touc kanìnec thc Kajolik c kai Uparktik c
SugkekrimenopoÐhshc tou Copi, antÐstoiqa. O de Modus Ponens eÐnai o kanìnac sumperasmoÔ,
sÔmfwna me ton opoÐo:

�
p ∧ (p ⇒ q)

�
⇒ q.

6m�lista, sqetik� me tic antÐstoiqec EA kai AE prot�seic, isqÔei, ìpwc èqei  dh anaferjeÐ,
ìti: ∃N0∀np(n) ⇒ ∀n∃N0p(n), en¸ to antÐstrofo den isqÔei.
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tou n prokeimènou na to petÔqoume, {all�zoun} mazÐ touc kai oi timèc tou ξ kai
autèc, me th seir� touc, {sumparasÔroun} kai tic timèc tou N0. To sÔnhjec,
loipìn, se parìmoiec perist�seic {epiqeÐrhma} ìti {arkeÐ na jewr soume arket�
meg�lec timèc tou n},   {arkeÐ na p�roume n → ∞}, den mporeÐ na efarmosjeÐ
ed¸! Asfal¸c, e�n, sth jèsh thc prìtashc (2), eÐqame thn isqurìterh prokeÐmenh

prìtash ∃z
(
a < z < β ∧ ∀k

∫ β
a rk(x)dx = (β − a)rk(z)

)
, de ja antimetwpÐzame

ta prohgoÔmena probl mata.
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Par�rthma Bþ

To erwthmatolìgio

H KATANOHSH TWN POSODEIKTWN

APO MAJHTES B' KAI G' LUKEIOU

THS AJHNAS

OdhgÐec

To Erwthmatolìgio apoteleÐtai apì dÔo mèrh kai oi apa-
nt seic sac se OLES tic erwt seic ja mac bohj soun
shmantik�.

Oi erwt seic pou perilamb�nontai sto Mèroc I aforoÔn
sthn katanìhsh twn majht¸n thc B' kai G' LukeÐou thc
sqetik� me tic ènnoiec tou {gia k�je} kai tou {up�rqei}.
Na deÐxete e�n sumfwneÐte   diafwneÐte me k�je d lwsh,
b�zontac se kÔklo ton kat�llhlo arijmì pou brÐsketai
sto apanthtikì fÔllo.

• To 1 shmaÐnei ìti jewreÐte thn prìtash Swst 

• To 2 shmaÐnei ìti jewreÐte thn prìtash Lanjasmènh

• To 3 shmaÐnei ìti den èqete saf  �poyh

Oi erwt seic sto Mèroc II aforoÔn se genikèc plhro-
forÐec gia ìpoion sumplhr¸nei to erwthmatolìgio. Na
kukl¸sete, epÐshc, aut� pou sac aforoÔn,   na sumplh-
r¸sete an�loga ta ken�.
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MEROS I

Er¸thsh 1

DÐnetai to sÔnolo
A = {2, 4, 6, 8, 10, . . .}

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je stoiqeÐo a ∈ A isqÔei ìti a + 2 eÐnai �rtioc (zugìc)

2. Up�rqei stoiqeÐo a ∈ A gia to opoÐo isqÔei ìti a + 2 eÐnai �rtioc

Er¸thsh 2

DÐnetai to sÔnolo
B = {1, 2, 3, 4, 5,F,�}

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je stoiqeÐo β ∈ B isqÔei ìti β den eÐnai arijmìc

2. Up�rqei stoiqeÐo β ∈ B gia to opoÐo isqÔei ìti β den eÐnai arijmìc

Er¸thsh 3

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je fusikì arijmì x (dhl. x ∈ {0, 1, 2, 3, . . .}) isqÔei ìti x + 5 6= −7

2. Up�rqei fusikìc arijmìc x tètoioc ¸ste na isqÔei ìti x + 5 6= 7

Er¸thsh 4

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je eujÔgrammo tm ma AB, up�rqei shmeÐo M ètsi ¸ste na isqÔei ìti
to M eÐnai mèso tou AB (dhl. MA = MB)

2. Up�rqei shmeÐo M tètoio ¸ste, gia k�je eujÔgrammo tm ma AB na isqÔei
ìti to M eÐnai mèso tou AB

Er¸thsh 5

DÐnontai ta sÔnola A = {1, 2, 3} kai B = {101, 102, 103} kai h ex c antistoiqÐa
mel¸n tou A me mèlh tou B:

1

��

2

||yy
yy

yy
yy

y

��

3

uulllllllllllllllll

��
101 102 103

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je a ∈ A kai gia k�je β ∈ B, isqÔei ìti to a antistoiqeÐ sto β

2. Up�rqei a ∈ A kai up�rqei β ∈ B, ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a den
antistoiqeÐ sto β
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Er¸thsh 6

DÐnontai ta sÔnola A = {1, 2, 3} kai B = {101, 102, 103} kai h ex c antistoiqÐa
mel¸n tou A me mèlh tou B:

1

��

2
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3

uulllllllllllllllll
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101 102 103

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Up�rqei β ∈ B, ètsi ¸ste gia k�je a ∈ A na isqÔei ìti to a antistoiqeÐ
sto β

2. Up�rqei a ∈ A, ètsi ¸ste gia k�je β ∈ B na isqÔei ìti to a antistoiqeÐ
sto β

3. Gia k�je β ∈ B, up�rqei a ∈ A ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a antistoiqeÐ sto
β

Na dikaiolog sete tic apant seic sac stic erwt seic 1 kai 2.

Er¸thsh 7

DÐnontai ta sÔnola A = {1, 2, 3} kai B = {101, 102} kai h ex c antistoiqÐa mel¸n
tou A me mèlh tou B:

1
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Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je a ∈ A, up�rqei β ∈ B ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a antistoiqeÐ sto
β

2. Gia k�je a ∈ A, up�rqei monadikì β ∈ B ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a
antistoiqeÐ sto β

3. Gia k�je β ∈ B, up�rqei monadikì a ∈ A ètsi ¸ste na isqÔei ìti to a
antistoiqeÐ sto β

Na dikaiolog sete tic apant seic sac stic erwt seic 2 kai 3.

Er¸thsh 8

Na qarakthrÐsete tic prot�seic pou akoloujoÔn wc Swstèc   Lanjasmènec:

1. Gia k�je fusikì arijmì µ, up�rqei fusikìc arijmìc ν me ν > µ

2. Up�rqei fusikìc arijmìc ν, tètoioc ¸ste gia k�je fusikì arijmì µ na
isqÔei ν > µ

Na dikaiolog sete tic apant seic sac.
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MEROS II

Er¸thsh 1

Ja jèlate na suneqÐsete tic spoudèc sac met� to LÔkeio kai an nai ti ja jèlate
na spoud�sete?

Er¸thsh 2

Oi pio k�tw dhl¸seic anafèrontai sth gn¸mh sac gia ta Majhmatik�. Na dhl¸-
sete to bajmì sumfwnÐac   diafwnÐac sac me autèc.

1. Apolamb�nw ta Majhmatik�

2. Ta Majhmatik� mac bohjoÔn na skeftìmaste swst�

3. KatalabaÐnw ta Majhmatik�

4. Ta Majhmatik� eÐnai qr sima ìpwc kai h graf 

Er¸thsh 3

Poio eÐnai to fÔlo sac?

Er¸thsh 4

Se poia t�xh phgaÐnete kai se poia kateÔjunsh?

Er¸thsh 5

Poioi  tan oi telikoÐ bajmoÐ sac sta maj mata twn Majhmatik¸n thc prohgoÔ-
menhc t�xhc?
(Sta Majhmatik� KateÔjunshc sumplhr¸nete bajmì mìnon e�n pèrsi phgaÐnate
sth B' LukeÐou kai sth Jetik    thn Teqnologik  KateÔjunsh.)

EUQARISTOUME GIA TH SUNERGASIA SAS
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APANTHTIKO FULLO

MEROS I

Er¸thsh 1

1.1 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
1.2 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw

Er¸thsh 2

2.1 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
2.2 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw

Er¸thsh 3

3.1 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
3.2 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw

Er¸thsh 4

4.1 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
4.2 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw

Er¸thsh 5

5.1 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
5.2 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw

Er¸thsh 6

6.1 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
6.2 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
6.3 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw

Na dikaiolog sete tic apant seic sac stic Erwt seic
6.1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
6.2: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Er¸thsh 7

7.1 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
7.2 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
7.3 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw

Na dikaiolog sete tic apant seic sac stic Erwt seic
7.2: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
7.3: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Er¸thsh 8

8.1 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
8.2 1. Swst  2. Lanjasmènh 3. Den gnwrÐzw
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Na dikaiolog sete tic apant seic sac stic Erwt seic
8.1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
8.2: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

MEROS II

Er¸thsh 1

1. NAI, jèlw na suneqÐsw tic spoudèc mou met� to LÔkeio

(aþ) JELW na spoud�sw: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(bþ) DEN EIMAI SIGOUROS akìmh gia to ti jèlw na spoud�sw

2. OQI, de me endiafèrei na suneqÐsw tic spoudèc mou met� to LÔkeio

Er¸thsh 2

Na b�lete se kÔklo ènan apì touc arijmoÔc thc klÐmakac apì
1�5, gia kajemi� apì tic tèsseric dhl¸seic thc er¸thshc.
O arijmìc 1 shmaÐnei DIAFWNW APOLUTA
O arijmìc 5 shmaÐnei SUMFWNW APOLUTA

Diafwn¸ apìluta Sumfwn¸ apìluta

↓ ↓
2.1 1 2 3 4 5
2.2 1 2 3 4 5
2.3 1 2 3 4 5
2.4 1 2 3 4 5

Er¸thsh 3
1. Majht c 2. Maj tria

Er¸thsh 4
taxh: 1. B' LukeÐou 2. G' LukeÐou
kateujunsh: 1. Jetik  2. Jewrhtik  3. Teqnologik 
Er¸thsh 5

1. 'Algebra: . . . 2. GewmetrÐa: . . . 3. KateÔjunsh: . . .

Na sumplhr¸sete ta parak�tw stoiqeÐa, ¸ste na eÐnai du-
nat  h epikoinwnÐa mac mazÐ sac, se perÐptwsh pou ja epiju-
moÔsame na mac exhg sete ton trìpo skèyhc sac se k�poiec
apant seic sac.

onomatepwnumo: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sqoleio: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

kajhghthc: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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