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Thales Testimonia Fragment 1 line 128 

 

«To αρχαιότερο από όλα τα όντα είναι ο Θεός, 

γιατί είναι αγέννητος 

Το ωραιότερο είναι  ο κόσµος , 

γιατί είναι έργο του Θεού 

Το  µεγαλύτερο είναι ο τόπος , 

γιατί όλα τα χωράει 

              Το ταχύτερο είναι ο νους , 

            γιατί τρέχει διασχίζοντας τα πάντα 

Το ισχυρότερο είναι η ανάγκη, 

γιατί όλα τα εξουσιάζει 

Το σοφότερο είναι ο χρόνος  , 

γιατί ανακαλύπτει τα πάντα …» 
 

Θαλής ( Μίλητος 650π.Χ – 540 π.Χ )                              
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Είναι γνωστό από έρευνες αλλά και από την εµπειρία 
µας στην τάξη ότι οι µαθητές αντιµετωπίζουν 
δυσκολία στην κατανόηση εννοιών του απειροστικού 
λογισµού . Στην παρούσα εργασία εξετάζουµε τον 
τρόπο που οι µαθητές κατασκευάζουν την έννοια του 
ορίου και της ακολουθίας µε κατάλληλες 
δραστηριότητες σε fractals   στο περιβάλλον του 
Geometer’s Sketchpad (GSP4.03) . Η ανάπτυξη της  
έννοιας του ορίου  προϋποθέτει µια θεωρία για το 
άπειρο αφού αυτό  υπεισέρχεται ως αποτέλεσµα µιας 
διαδικασίας ή στην διαδικασία εύρεσης του ορίου ως 
άπειρο πλήθος βηµάτων. Η διαδικασία εποµένως της 
εύρεσης ενός ορίου συσχετίζεται  άµεσα µε την 
πολυπλοκότητα και το  άπειρο των  fractal –
αντικειµένων Σκοπός είναι να  γίνει προσεγγίσιµη και  
κατανοητή   η σχετική θεωρία σε όλο το φάσµα της 
εκπαίδευσης στα µαθηµατικά ,από το ∆ηµοτικό ως το 
Λύκειο . Και αυτό µπορεί να συµβεί όταν το θέµα 
αντιµετωπιστεί µε κατάλληλες διδακτικές ακολουθίες 
διαφορετικές και εξελισσόµενες σε κάθε βαθµίδα ,που 
θα δίνουν στο µαθητή την δυνατότητα του 
ανασχηµατισµού  και επέκτασης της νοητικής εικόνας 
της έννοιας, µε στόχο την εύρεση αποδεικτικών 
διαδικασιών και στην περίπτωση του ορίου   του ε-δ 
ορισµού  .  ∆εν είναι λίγες οι φορές που τα 
αποτελέσµατα ερευνών  οδηγούν σε εκπλήξεις σχετικά 
µε το επίπεδο κατανόησης των µαθητών Στην 
παρούσα εργασία θα εξετάσουµε ποιες δεξιότητες των 
µαθητών αναπτύσσονται και  βελτιώνονται από την 
εφαρµογή της πειραµατικής µεθόδου στις διάφορες 
βαθµίδες εκπαίδευσης και αν  η συγκεκριµένη µέθοδος 

έχει µεγαλύτερη απόδοση. 



   ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 - 1 - 

     ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
 

ύριο ερώτηµα που τίθεται και το οποίο αδιαµφισβήτητα απασχολεί κάθε 

έναν που εµπλέκεται στην µαθησιακή  και διδακτική διαδικασία είναι κατά 

πόσο οι µαθητές ανταποκρίνονται στην εισαγωγή µαθηµατικών εννοιών 

µέσω του φορµαλισµού  και αν η διαπίστωση  της ύπαρξης διδακτικών εµποδίων στη 

χρήση µοντέλων παραδοσιακής διδασκαλίας  µας οδηγεί στην ανεύρεση µεθόδων µε 

σκοπό την  αναίρεση  τους .  

Από τα συµπεράσµατα σχετικών ερευνών και από προσωπική εµπειρία δεν 

αµφισβητείται η ύπαρξη του προβλήµατος  και οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι το 

πρόβληµα µεν  υπάρχει αλλά υπάρχουν και τρόποι βελτιστοποίησης της µαθησιακής 

διαδικασίας  .Το όλο θέµα σχετίζεται µε τον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές 

αντιλαµβάνονται τις έννοιες  και τις  διαδικασίες που θα συµβάλλουν στην βαθύτερη 

και ταυτόχρονα ευκολότερη κατανόηση των εννοιών 

 Ποιες λοιπόν είναι αυτές οι διαδικασίες ; 

 Πως είναι δυνατόν να εισάγουµε κάποια νέα έννοια ; 

 Γιατί ενώ γνωρίζουµε µαθηµατικά είναι δύσκολο να τα “µεταφέρουµε ”στους 

µαθητές µας ; 

 Πως είναι δυνατόν ο µαθητής να εσωτερικεύσει µια έννοια και να τη συνδέσει 

µε τις ήδη γνωστές έννοιες ; 

Στο µοντέλο   δάσκαλος ,   µεταφορά  γνώσης ,   µαθητής δεν µεταφέρεται η 

γνώση αλλά πληροφορίες στον µαθητή .Το ερώτηµα είναι κατά πόσο αυτές οι 

πληροφορίες που λαµβάνει ο  µαθητής  είναι ίδιες µε αυτές που  εκπέµπονται από 

τον δάσκαλο . Η µόνη περίπτωση που επεµβαίνει αποφασιστικά στην κατασκευή της 

γνώσης είναι εκείνη που µέσα από τον λόγο  που λειτουργεί ως  αναντικατάστατο 

εργαλείο επικοινωνίας µεταφέρει  πληροφορίες τέτοιες που συνδέουν γνώσεις οι 

οποίες παρέµεναν ασύνδετες στο νου του µαθητή . Η γλώσσα σε όλες τις µορφές της, 

προφορική και  γραπτή , έχει µια κεντρική θέση µεταξύ των artefacts και ο τρόπος  

χρησιµοποίησής της  που  ενσωµατώνεται στη διάνοιά µας, ενισχύει  τις ικανότητες 

της σκέψης. Η κατασκευή και η χρήση των artefacts φαίνεται να είναι 
χαρακτηριστική των ανθρώπινων  δραστηριοτήτων  , αλλά ακόµη  περισσότερο 
χαρακτηριστικό των ανθρώπινων όντων φαίνεται να είναι η συµβολή τους στο 
γνωστικό επίπεδο (Norman, 1993). Ο von Glasersfeld (1988)  σηµειώνει ότι η 

ερµηνεία που δίνουµε στις λέξεις και προτάσεις των ανθρώπων είναι συµβατές µε το 

πρότυπο της σκέψης και λειτουργίας τους , όπως το σχηµατίσαµε στην πορεία των 

αλληλεπιδράσεων µαζί τους. 

     ∆εν επιδέχεται αµφιβολία ότι κάθε γνώση µας αρχίζει µε την εµπειρία. Με τι 
άλλο θα µπορούσε να αφυπνιστεί η γνωστική µας δύναµη για να ασκήσει το έργο της  
αν όχι µε αντικείµενα που ερεθίζουν τις αισθήσεις µας και που προκαλούν από µόνα 
τους την γέννηση παραστάσεων και βγάζουν την νοητική µας ενέργεια σε κίνηση 
ώστε να τις συγκρίνει , να τις συνδέσει , να κατεργαστεί το άµορφο υλικό των 
εντυπώσεων για τον σχηµατισµό της γνώσεως των αντικειµένων που ονοµάζεται 
εµπειρία (  Kant στην  «Κριτική του καθαρού λόγου »)  
 Στόχος της παρούσας εργασίας είναι να παρουσιάσει συγκεκριµένες δραστηριότητες 

που πιστεύουµε θα βοηθήσουν τους µαθητές να πειραµατιστούν , να δηµιουργήσουν 

 Κ 
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,να συνδέσουν έννοιες που ήταν ασύνδετες , να εσωτερικεύσουν  τις έννοιες που 

κατασκευάζουν , να ελαχιστοποιήσουν  τυχόν δυσκολίες που προκύπτουν από την 

εφαρµογή του φορµαλισµού .Να χρησιµοποιήσουν τις αναπαραστάσεις που 

προκύπτουν από την οθόνη ενός Η/Υ προκειµένου να συµµετέχουν στην διαδικασία 

κατασκευής της γνώσης συνδέοντας την εµπειρία µε τις νοητικές αναπαραστάσεις. 

Αυτό όπως γνωρίζουµε µπορεί να επιτευχθεί µέσα από το διαδραστικό περιβάλλον 

ενός υπολογιστή αφού επιτρέπει στον µαθητή να αναστοχαστεί , να εκτελέσει 

διάφορες ενέργειες προκειµένου να λύσει ένα πρόβληµα και του προσφέρουν 

ανατροφοδότηση στις ενέργειές του . ∆εδοµένου ότι οι υπολογιστές  προβλέπεται  

να συµπεριληφθούν στη σχολική πρακτική γίνεται  όλο και περισσότερο  αναγκαίο να 

προσδιορίσουµε  πως µπορεί να επιτευχθεί η  χρήση των  υπολογιστών  και πώς και 

γιατί οι νέες τεχνολογίες επηρεάζουν, και πρόκειται να επηρεάσουν στο µέλλον την  

εκπαίδευση και ειδικότερα  την εκπαίδευση των µαθηµατικών. Οµοίως, φαίνεται 

σηµαντικό να διερευνήσουµε ποιες αλλαγές µπορούν να εµφανιστούν λόγω του 

γεγονότος ότι οι υπολογιστές, και όλες οι πρόσφατες τεχνολογίες διευκολύνουν τον 

τρόπο σκέψης και τον ενισχύουν. Η τεχνολογία η σχετική µε τον υπολογιστή  τον 

καθιστά  ένα ιδιαίτερο artefact  τόσο σηµαντικό όπως η γραφή .Όσον αφορά την 

εκπαίδευση,  τα βασισµένα σε υπολογιστή αποτελεσµατικά  µαθησιακά περιβάλλοντα, 

σε σύγκριση µε άλλους  τρόπους εκµάθησης,  παρουσιάζουν  ένα µοναδικό 

χαρακτηριστικό γνώρισµα που  είναι ο  πραγµατικά γνωστικός τους χαρακτήρας, και 

ειδικότερα όπως οι  Balacheff & Kaput  επισήµαναν, " Η αλληλεπίδραση µεταξύ ενός 
µαθητή και ενός υπολογιστή είναι βασισµένη σε µια συµβολική ερµηνεία και οι 
υπολογισµοί που εισάγονται από ένα µαθητή και  η ανατροφοδότηση µέσω του 
περιβάλλοντος παρέχουν  τον κατάλληλο  τρόπο  που επιτρέπει την ανάγνωσή του 
ως µαθηµατικό φαινόµενο " (Balacheff & Kaput, 1996, p. 470). Κατά τους   Noss –

Hoyles  (1996) : 

Για τον  Piaget   τα µαθηµατικά αναπτύσσονται από την αλληλεπίδραση δεν είναι 
δεδοµένα στην πραγµατικότητα ούτε εγγεγραµµένα στον νου , αλλά αποτελούν µια 
σύνθεση της ανακάλυψης και της δηµιουργίας . Προσαρµόζοντας αυτή την διπλή 
άποψη στη  κατάσταση της διδασκαλίας –µάθησης των µαθηµατικών , οι δάσκαλοι 
πρέπει να λειτουργήσουν σαν τα µαθηµατικά αντικείµενα να υπάρχουν και πρέπει να 
ανακαλυφθούν , ενώ οι µαθητές πρέπει να κατασκευάσουν αυτά τα αντικείµενα για 
τον εαυτό τους 

 Η εξέλιξη των τεχνολογιών έχει υποκινήσει   ευρείες ερευνητικές µελέτες 

(Kaput,1991, 1992;Balacheff & Kaput, 1996; Artigue, 1998), που προσπάθησαν  να 

δώσουν απαντήσεις στις ερωτήσεις:   

 Πώς οι χρήστες αλληλεπιδρούν  µε τον υπολογιστή  

 Τι  επιπτώσεις έχει η αλληλεπίδραση αυτή και πως  διαµορφώνει  τη 

γνωστική ανάπτυξη την σχετική  µε την µαθηµατική εκπαίδευση  

 Πώς λειτουργούν γνωστικά τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά γνωρίσµατα του 

περιβάλλοντος των υπολογιστών και πώς συσχετίζονται µε την σχολική πρακτική  

Είναι απαραίτητο να απαντηθούν  τέτοιες ερωτήσεις προκειµένου να 

διαµορφώσουµε  τα µαθησιακά περιβάλλοντα και τις  καταστάσεις που 

εκµεταλλεύονται εκείνα τα περιβάλλοντα (Kaput, 1991, p. 55) 
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Σύµφωνα µε τον Goldenberg, P. (1999), στο Principles, Art, and Craft in 
Curriculum Design: The Case of Connected Geometry ) κάθε δραστηριότητα θα 

πρέπει να βασίζεται στη γεωµετρία….Έχοντας επιλέξει το θέµα της γεωµετρίας ως 
βατήρα για το πρόγραµµα σπουδών µας, και το στόχο της σύνδεσής της µε τα 
υπόλοιπα µαθηµατικά, φαίνεται αρχικά φυσικό να επιλέξουµε «συντάκτες ιδεών» που 
να υποστηρίξουν τις συνδέσεις. 
Εργαλεία όπως το Geometer’s Sketchpad ή το Cabri παρουσιάζουν γεωµετρικές 
δοµές σε ένα περιβάλλον που δίνει έµφαση στη συνεχή φύση του Ευκλείδειου χώρου. 
Και έτσι αποτελούν µια εξαιρετική γέφυρα µεταξύ της γεωµετρίας και της ανάλυσης. 
Οι γεωµετρικές δοµές που κάποιος ερευνά είναι απαραίτητα συναρτήσεις ορισµένες 
µε γεωµετρικούς παρά αλγεβρικούς κανόνες, µεταβάλλοντας τη θέση του 
αντικειµένου (ανεξάρτητη µεταβλητή) και παρατηρώντας την επίδραση πάνω σ’ αυτή. 
Η µεταβολή και ο ρυθµός µεταβολής είναι οι άµεσες εµπειρίες κάποιου παρά τα 
αποτελέσµατα παρουσιάσεων σε στατικές εικόνες ή συµβολικές εκφράσεις 
Ο βασικός λόγος αποτυχίας των παραδοσιακών αναλυτικών προγραµµάτων κατά 

τους Van Hiele έγκειται στο γεγονός ότι αυτά διαπραγµατεύονται την γεωµετρία σε 

επίπεδο ανώτερο από αυτό των µαθητών. Η θεωρία των Van Hiele έχει αναβαθµίσει 

τον διάλογο και τον προβληµατισµό γύρω από την διδασκαλία της γεωµετρίας και 

έχει βοηθήσει γενικότερα στην κατανόηση προβληµάτων που σχετίζονται µε τις 

ακαδηµαϊκές επιδόσεις των µαθητών στα Μαθηµατικά .  
  Η εργασία αυτή έχει ως αντικείµενο µια διδακτική προσέγγιση θεµάτων  που 

αναφέρονται στον λογισµό  κάνοντας χρήση της γεωµετρίας των fractals . Θα 

προσπαθήσουµε να αποδείξουµε το  πόσο αλληλένδετοι είναι οι δυο κλάδοι των 

µαθηµατικών  και ότι θα είχαµε καλύτερα αποτελέσµατα στην κατανόηση των 

εννοιών που αναφέρονται στην άλγεβρα και στον απειροστικό λογισµό αν κάναµε 

χρήση των ελκυστικών γεωµετρικών αναπαραστάσεων των fractal αντικειµένων  

που λειτουργούν βοηθητικά στην εξερεύνηση θεµάτων µε σκοπό την ανακάλυψη νέων 

µαθηµατικών εννοιών   . Το γενικότερο πνεύµα της εργασίας αυτής είναι να εξεταστεί  

ένας άλλος τρόπος παρουσίασης εννοιών που είτε είναι δύσκολες είτε δυσκολεύουν 

τους µαθητές µας,  µε κύριο στόχο την  χρησιµοποίηση τους  για ανανέωση και 

εµπλουτισµό των αναλυτικών προγραµµάτων, µε σύνθετα και προκλητικά   θέµατα 

των µαθηµατικών σε επίπεδο τάξεων του ∆ηµοτικού , Γυµνασίου και Λυκείου. 

Σε ένα τέτοιο πρόγραµµα σπουδών σύµφωνα µε τον Goldenberg ο αρχικός 

ρόλος των προβληµάτων δεν είναι να προετοιµάσει ιδέες ή τεχνικές λύσης που 

έχουν ήδη εξηγηθεί αλλά να κατασκευάσει  τις προκλήσεις µέσω των οποίων οι 

µαθητές αναπτύσσουν αυτές τις ιδέες και τεχνικές .Γίνεται λοιπόν κατά µεγάλο 

µέρος εργασία του µαθητή, να βρει και να εξηγήσει τρόπους να λυθούν προβλήµατα . 

Οι ορισµοί , τα θεωρήµατα και οι αποδείξεις προκύπτουν από τις απαντήσεις των 

µαθητών και όλα αυτά απαιτείται να µην γίνονται στα όρια της υπερβολής . Στην 

πραγµατικότητα , η « µάθηση » της δηµιουργικότητας είναι προφανώς δύσκολη, και 

πιθανώς απαιτεί πολύ περισσότερη εξάσκηση από τη συσσωρευτική µάθηση  

συγκεκριµένων γεγονότων ή πληροφοριών.  

Σύµφωνα µε τα εισαγωγικά σχόλια της Dina Tirosh ( που αναφέρεται  στο άρθρο του 

T.J. Cooney  (1999) “Conceptualizing Teachers’ Ways of Knowing”) στην ειδική 

έκδοση του  τεύχους Tirosh, D. (1999), Forms of Mathematical Knowledge: 
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Learning and Teaching for Understanding,Educational Studies in Mathematics o 
Cooney υποστηρίζει ότι ο προσανατολισµός προς τη σαφήνεια της εξήγησης και η 
έντονη παρόρµηση του να είναι κανείς «στοργικός» καθηγητής θέτει σε κίνδυνο 
ιδέες οι οποίες ενδεχοµένως να αντιτίθενται προς τα χαρακτηριστικά αυτά, όπως 
για παράδειγµα η ιδέα του να ωθούνται οι µαθητές σε µία κατάσταση άγχους και 
γνωστικής σύγκρουσης, κατά τη διαδικασία επίλυσης προβληµάτων .  

Στόχος µας είναι µέσω των αναλυτικών προγραµµάτων  η  εισαγωγή  µίας 

νοοτροπίας  που ενθαρρύνει τους µαθητές να εστιάσουν στο διακείµενο και τον 

αναστοχασµό , δηµιουργώντας κατ’ αυτό τον τρόπο µια µαθητοκεντρική τάξη , και 

αναδιαµορφώνοντας το  στερεότυπο πρόγραµµα σπουδών .Σύµφωνα µε τον  Cooney  

οι ενδιαφέρουσες και διανοητικά «προκλητικές» µαθηµατικές καταστάσεις, οι 

ενσωµατωµένες σε παιδαγωγικά περιβάλλοντα, αποδεικνύονται αποτελεσµατικές στο 

να βοηθήσουν τους εκπαιδευτικούς να αναπτύξουν µία πιο σχετικιστική οπτική για 

τα µαθηµατικά. Έτσι θα βοηθήσουµε τους µαθητές να κατανοήσουν  πως τα  

µαθηµατικά αποτελούν ανοικτό πεδίο γνωστικής διερεύνησης και κριτικού 

αναστοχασµού. Συγκεκριµένα, αν οι µαθητές πρέπει να µάθουν πώς οι άνθρωποι  

ανακαλύπτουν γεγονότα και µεθόδους, πρέπει να θεωρήσουν τα µαθηµατικά ως ένα 

ζωντανό αντικείµενο, και όχι ως οριστικοποιηµένο και αµετάβλητο προϊόν. Τα 

συστήµατα δυναµικής γεωµετρίας αν και δεν είναι «γλωσσικά», επίσης βοηθούν την 

κατασκευή, το παιχνίδι, τη δόµηση συλλογισµών και την περιγραφή µαθηµατικών 

αντικειµένων που προκύπτουν µέσα από µία ακολουθία βηµάτων. Ακόµα µειώνουν 

αισθητά την προσπάθεια που χρειάζεται η εκµάθηση µια δεξιότητας  ή η εκµάθηση 

µιας ιδέας  και δεν αποτελούν δικαιολογία για περικοπή της ύλης ( είναι αναγκαία η 

εξοικείωση µε τα εργαλεία αυτά ώστε να βοηθήσουν τους µαθητές να σχηµατίσουν 

µαθηµατικές ιδέες και να µην αποτελέσουν ένα επιπλέον γνωστικό εµπόδιο ). Ακόµα 
κι αν η τεχνολογία είναι προσεκτικά επιλεγµένη ώστε να υποστηρίξει τους στόχους 
µίας σειράς µαθηµάτων, δεν µπορεί έτσι απλά να «προσγειωθεί» σε µία δοµή που 
έχει σχεδιαστεί χωρίς πρόβλεψη για τη χρήση της. Η διδακτική, η ύλη και η 
τεχνολογία πρέπει να έχουν νόηµα µαζί, ως σύνθεση. (Goldenberg, P. (1999), σ. 

214).  

                                    

 

∆οµή της εργασίας  

 

Κεφάλαιο 1ο : Περιλαµβάνονται πληροφορίες σχετικές µε τα Fractals . Κύριος 

στόχος µας είναι  να συλλέξουµε τις  πληροφορίες εκείνες από την µάζα που 

υπάρχει στο διαδίκτυο   που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν στην εισαγωγή του 

σχετικού µαθήµατος  στις διάφορες βαθµίδες εκπαίδευσης . Πληροφοριακά και 

ιστορικά στοιχεία , ενδιαφέρουν ιδιαίτερα τις µικρότερες τάξεις και όπως θα 

διαπιστώσουµε µπορούν έννοιες όπως ακόµα και αυτή της fractal διάστασης να 

περιγραφούν µε απλοϊκό τρόπο και κατανοητό για τα παιδιά  .Στις µεγαλύτερες το 

ενδιαφέρον τους έχει στραφεί στην αναζήτηση φορµαλιστικών µεθόδων και 

αποδεικτικών διαδικασιών µέσω των εµπειρικών εφαρµογών για βαθύτερη 

κατανόηση των εννοιών. Οι πηγές από τις οποίες συλλέχθηκαν οι πληροφορίες του 
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1ου κεφαλαίου  περιέχονται στις ιστοσελίδες και τα σχετικά βιβλία  που αναφέρονται 

στην  βιβλιογραφία . 

Κεφάλαιο 2ο  : Μια θεωρητική προσέγγιση των εννοιών των ορίων , ακολουθίας 

,fractals αντικειµένων ,από την αρχαιότητα µέχρι σήµερα . Κύριος προβληµατισµός 

του 2ου κεφαλαίου είναι συσχέτιση των παραδόξων του Ζήνωνα µε τα fractals  , και 

η σχέση  του χρυσού ορθογωνίου ,  των αριθµών Fibonacci  , των   συνεχών  

κλασµάτων , της σπείρας Fibonacci µε την fractal γεωµετρία τη φύσης .   Στη 

συνέχεια εκτενής αναφορά στην έννοια της διαίσθησης και στις αρχικές διαισθήσεις 

των µαθητών για τις έννοιες του απείρου και του 0. Ακόµα στην έννοια του εµποδίου 

και την αντιµετώπισή του ,τις δυσκολίες από τις λεκτικές αναπαραστάσεις που 

χρησιµοποιούνται για την περιγραφή του ορίου . Η υπέρβαση των επιστηµολογικών 

εµποδίων λειτουργεί ως συµπληρωµατική έννοια της κατανόησης .Κατά τη διεξαγωγή 

της έρευνας ακολουθήσαµε τις προτεινόµενες ενέργειες κατά την Sierpinska σε 

διαδοχικά βήµατα του άτυπου ορισµού  της συγκλίνουσας ακολουθίας ,µε κύριο στόχο 

την κατάληξη µέσα από το λογισµικό στον τυπικό ορισµό .  

Κεφάλαιο 3ο : Μια προσπάθεια συγκέντρωσης και οργάνωσης  των θεωριών για την  

κατασκευή των µαθηµατικών δοµών και των µαθηµατικών εννοιών   ως αντικείµενα 

ή διεργασίες και διαφοροποίησης ως προς την διερεύνηση του θέµατος που αφορά 

τις γεωµετρικές έννοιες. Στα πλαίσια της κάθε θεωρίας χρησιµοποιείται  και µια 

ιδιαίτερη ορολογία, γεγονός που καθιστά δύσκολο το σχηµατισµό µιας  σφαιρικής 

αντίληψης της όλης διαδικασίας. Σηµαντικός παράγοντας στην επίλυση προβλήµατος 

είναι και ο τρόπος  αναπαράστασής  του  . Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια εκτενής 

αναφορά στην έννοια της αναπαράστασης  όπως αντιµετωπίζεται από  τις διάφορες 

θεωρίες . Ακόµα η συσχέτιση της οπτικοποίησης των εννοιών στο περιβάλλον ενός 

Η /Υ  µε τις πολλαπλές αναπαραστάσεις που  προκύπτουν µέσα από κατάλληλες 

δραστηριότητες και  η δηµιουργία εργαλείου” instrumental genesis “όπως προκύπτει 

από την αλληλεπίδραση του χρήστη µε το instrument .  

Κεφάλαιο 4ο : Περιέχεται η µεθοδολογία της έρευνας και  οι κυριότεροι στόχοι 

παιδαγωγικής και διδακτικής φύσεως που διερευνώνται . Στη συνέχεια η περιγραφή 

τω δραστηριοτήτων που πραγµατοποιούνται στο περιβάλλον της τελευταίας έκδοσης 

του λογισµικού Geometer’s  Sketchpad   GSP4.03 ,στο οποίο έχει προβλεφθεί ο 

τρόπος για κατασκευή  fractals  δεδοµένου ότι µαθήµατα fractal γεωµετρίας 

περιέχονται ήδη στα αναλυτικά προγράµµατα διαφόρων χωρών .Η σπείρα του 

Baravelle είναι γνωστή εφαρµογή και θα θεωρούσαµε παράλειψη την µη αναφορά της 

Οι  δραστηριότητες που προτείνονται µε την κατάλληλη µέθοδο   δεν περιέχονται   

σε καµία άλλη ιστοσελίδα ή άρθρο  ή βιβλίο.  

Κεφάλαιο  5ο  :   Περιέχεται όλη η έρευνα µε τις παρατηρήσεις  στα κατάλληλα 

σηµεία . 

Κεφάλαιο 6ο : Αναλυτικές παρατηρήσεις και συµπεράσµατα που προέκυψαν από κάθε 

τάξη καθώς και συνολικές και συγκριτικές παρατηρήσεις ανάµεσα στις διαφορετικές 

βαθµίδες εκπαίδευσης .  

Κεφάλαιο 7ο : Περιέχονται οι λόγοι που πιστεύουµε ότι στηρίζουν την ένταξη των 

fractals στο αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών όλων των σχολικών επιπέδων .  Η 

παιδαγωγική σηµασία των Fractals και οι νοητικές ικανότητες που αναπτύσσονται 

κατά την κατασκευή η επεξεργασία ενός αντικειµένου fractal .Ακόµα ποια κεφάλαια 
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των Μαθηµατικών εµπλέκονται και τι αναµένεται από την χρησιµοποίηση των 

σχετικών ανοικτών προβληµάτων σε κατάλληλες δραστηριότητες στον Η/Υ .Τέλος 

µια περιγραφή  παιδαγωγικής σηµασίας ορισµένων κατασκευών fractal  όπως αυτές 

αναφέρονται και προτείνονται στην βιβλιοθήκη Fractal gallery του λογισµικού 

 

Παράρτηµα:Στην  προσπάθεια συνεχούς αναζήτησης -εξέλιξης των κατασκευών που 

είχαν ανακαλυφθεί –επινοηθεί από τους Πυθαγόρα, Πλάτωνα ,Ευκλείδη ,Αρχιµήδη    

αλλά και από ψυχική-πνευµατική ανάγκη αναζήτησης νέων   εργαλείων που θα 

βοηθήσουν τους µαθητές µας να εµπλουτίσουν τις εικόνες των εννοιών που έχουν 

σχηµατίσει ,παρουσιάζονται κάποιες κατασκευές. Αρχικά ένα πεντάγωνο µε fractal 

διαδικασία στο εσωτερικό του ,και επαναλήψεις µετρήσεων και λόγων. Εδώ θα 

µπορούσαµε να δούµε την εµφάνιση του αριθµού Φ και των ιδιοτήτων του χρυσού 

αριθµού .Στη συνέχεια η κατασκευή της   σπείρας του Αρχιµήδη, όχι µόνο µε σηµεία 

αλλά και µε γεωµετρικά αντικείµενα .Η κατάλληλη τοποθέτηση δυο παραµέτρων 

t1,t2που έχουν σχέση µε το dilation ,rotation του αντικειµένου  και η χρήση της 

ιδιότητας του animation για αυτές ,  παράγουν µια εξελιγµένη κατασκευή Logo –style   

 

λοκληρώνοντας την παρουσίαση της δοµής της εργασίας  και την εισαγωγή θα 

προσθέσω ότι ο σχεδιασµός της εκπαιδευτικής εµπειρίας , οι πηγές και  

δραστηριότητες  που θα επιτρέψουν την αύξηση των δεξιοτήτων και της  

διαίσθησης και κατανόησης  των µαθητών µας ,είναι µια επινοητική τέχνη.  «Ο λόγος 
για τον οποίο είµαστε σε ένα πιο υψηλό επινοητικό επίπεδο δεν είναι επειδή 
διαθέτουµε λεπτότερη φαντασία αλλά επειδή έχουµε τα καλύτερα όργανα » ( A.Ν. 

Whitehead ,1963,p.107) .Το περιβάλλον του λογισµικού βοηθά τους  µαθητές να 

αλληλεπιδράσουν µε τις ελκυστικές δυναµικές αναπαραστάσεις των  αντικειµένων 

που  µετασχηµατίζονται , αλλάζουν θέσεις και  χρώµατα,  να αναπτύξουν  την 

φαντασία  τους   και ικανότητες τεχνικές , οπτικοχωρικές , κιναισθητικές. 

«Το πιο σηµαντικό είναι ότι κάθε επιτυχής επέκταση απαιτεί ταυτόχρονη καινοτοµία 
στο λογισµικό , στα προγράµµατα σπουδών , στην παιδαγωγική , στην κατάρτιση 
εκπαιδευτικών και την αξιολόγηση. » ( Fisher ,Dwyer &Yocam , 1996 )  » 

Ο 
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1.1 Εισαγωγή στα fractals  

 
 “Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not circles, and bark 
is not smooth, nor does lightning travel in a straight line” 
                                                                                                           Benoît Mandelbrot   
“ Τα σύννεφα δεν είναι σφαίρες, τα βουνά δεν είναι κώνοι, οι ακτές δεν είναι κύκλοι, 

και ο φλοιός του δέντρου  δεν είναι οµαλός, ούτε η αστραπή ταξιδεύει σε µια ευθεία 
γραµµή.. ” 
 ( από την εισαγωγή του βιβλίου του    “The Fractal Geometry of Nature  “)                                                   

«Θα ξεκινήσουµε µε την παρατήρηση ότι τα πειραµατικά µαθηµατικά δεν συνεπάγονται µια 

απόπειρα κατάργησης των εφαρµοσµένων µαθηµατικών. Τα εφαρµοσµένα µαθηµατικά έχουν 

ήδη διαχωριστεί από  τις φυσικές επιστήµες και  ως εκ τούτου  από το πείραµα .Αυτό το 

χαρακτηριστικό τα µέγιστα συνεισφέρει στο να είναι µη δηµοφιλή .Αλλά τα πειραµατικά 

µαθηµατικά σηµαίνουν κάτι διαφορετικό : σηµαίνει ότι εµβάλλουν το πείραµα στον πυρήνα των 

µαθηµατικών που δεν χρειάζεται να έχει κάποια επαφή µε τις φυσικές επιστήµες  . Ο πιο 

εντυπωσιακός αντίκτυπός του  µπορεί  να είναι  ότι υπογραµµίζουν  την πραγµατικότητα από 

µια ουσιαστική διάκριση που θα αντιµετωπίσουµε επανειληµµένα µεταξύ του µαθηµατικού 

γεγονότος και της µαθηµατικής απόδειξης  .. Πολλοί υπέροχοι µαθηµατικοί επιµένουν 

ορίζοντας το πεδίο τους  ξεκινώντας  µε την απόδειξη .Αυτό συµβαίνει γιατί έχουν αναπτύξει τη 

συνήθεια να βλέπουν ένα µαθηµατικό γεγονός σχεδόν αποκλειστικά εισηγούµενο από τα παλαιά 

µαθηµατικά γεγονότα . Κάτι που απεύχοµαι είναι η αντικατάσταση της απόδειξης µε απλές 

εικόνες .Όλα αυτά που συµβαίνουν τώρα είναι νέες µέθοδοι διερεύνησης των νέων γεγονότων 

που προβάλλουν τα µαθηµατικά µε έναν δυναµικό “front end”  .Αυτές οι εικόνες έχουν ήδη 

καταδείξει εκπληκτική  δύναµη να βοηθήσουν τα πρωταρχικά στάδια αµφότερα και της 

µαθηµατικής απόδειξης κα της φυσικής  θεωρίας.  Αλλά αυτή πρωταρχικά βασίζεται πάνω στον 

ενεργό πειραµατισµό .Οι πειραµατικοί και θεωρητικοί φυσικοί σπανίως ζουν σε τέλεια αρµονία  

αλλά γνωρίζουν ότι συνυπάρχουν µόνον όταν ο ένας ακούει τον άλλον ή  διαφορετικά 

αλληλεπιδρούν . Στα µαθηµατικά η κατάσταση είναι πολύ διαφορετική : Έχει υπάρξει µια 

µακροχρόνια ιστορία  σύγκρουσης   , όπως όµορφα εκφράζεται  στις ακόλουθες γραµµές από 

τον ποιητή:   

“Grau , teuer Freund , ist alle Theorie           “Γκρι , ακριβέ  µου φίλε είναι κάθε θεωρία  

   Und grün des Lebens goldner Baum „           Και πράσινο της ζωής το χρυσό δέντρο ” 

 (Με αυτά τα λόγια στo έργο Faust του  Goethe ( 1749-1832) , ο Μεφιστοφελής φορώντας την τήβεννο 

του καθηγητή Φάουστ περιγράφει  τα διάφορα  ακαδηµαϊκά προγράµµατα  σε διερχόµενο φοιτητή ). ( B. 
Mandelbrot: στην εισαγωγή του βιβλίου Fractals for the classroom µε τίτλο Fractals and the Rebirth 

of Experimental Mathematics)   

Η θεωρία του Χάους και η Γεωµετρία των Fractals συνδέονται µε τα πειραµατικά 

µαθηµατικά και τις συνεισφορές τους στα µαθηµατικά . 

Ο Poincare γράφει : Ο επιστήµονας δεν µελετάει τη φύση επειδή είναι χρήσιµη αλλά γιατί τον 

ενθουσιάζει  

Η θεωρία του Χάους και η Γεωµετρία των Fractals κατευθύνουν αυτά τα ζητήµατα . Όταν 

εµείς εξετάζουµε την ανάπτυξη µιας διαδικασίας σε µια περίοδο χρονική , µιλάµε µε όρους 

που χρησιµοποιούνται στην θεωρία του χάους .Όταν ενδιαφερόµαστε για κατασκευαστικούς 

τύπους που προχωρούν µε µια χαοτική διαδικασία τότε χρησιµοποιούµε την ορολογία της 

Fractal Γεωµετρίας ,της γεωµετρίας  της οποίας οι κατασκευές δίνουν τάξη στο χάος. Η 

Fractal γεωµετρία είναι λοιπόν µια νέα ορολογία χρησιµοποιηµένη να περιγράψει τους 

πολύπλοκους τύπους που υπάρχουν στην φύση .Αλλά καθώς τα στοιχεία της παραδοσιακής 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας όπως η ευθεία , ο κύκλος , η σφαίρα είναι κατευθείαν ορατά και 

επεξεργάσιµα, τα στοιχεία της νέα ορολογίας δεν οδηγούν τον εαυτό τους σε απευθείας 

παρατήρηση .Είναι αλγόριθµοι που µπορούν να µετασχηµατιστούν µέσα σε σχήµατα µόνο µε 

την βοήθεια των υπολογιστών . Η ανακάλυψη των fractals φανέρωσε τα µυστικά της 

γεωµετρικής πολυπλοκότητας της φύσης και πρόσφερε µια νέα ορολογία µέσω της οποίας 

µπορούµε να περιγράψουµε τα  σύννεφα  ,δέντρα  και σφουγγάρια µε τον ίδιο τρόπο που θα 
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περιγράφαµε τις διακλαδώσεις των αιµοφόρων αγγείων και τους πνεύµονες. Και γιατί ένας  
κλάδος των µαθηµατικών έχει αποκτήσει τόσους οπαδούς ανά τον κόσµο ; 

Μας γοητεύει η ιδέα του απείρου  και του µυστηρίου που κρύβεται µέσα του .Που µε τον  

µεγεθυντικό φακό µας κάνουµε εξερευνήσεις σε αντικείµενα που βρίσκονται δίπλα µας και 

όχι στο διάστηµα ,από την φτέρη και το µπρόκολο µέχρι τα εγκεφαλογραφήµατα και το 

χρηµατιστήριο. Αλλά κύριος λόγος είναι ότι απηχεί στην γεωµετρική διαίσθηση που όλοι 

διαθέτουµε  και µας προσελκύει λόγω της αισθητικής των ελκυστικών εικόνων που 

βρίσκουµε ή µπορούµε να κατασκευάσουµε . 

Αντικείµενα που σήµερα ονοµάζουµε fractals ήταν γνωστά από µαθηµατικούς και 

καλλιτέχνες πολύ νωρίτερα. ∆υστυχώς τα  µέσα που χρησιµοποιούνταν για να τα  

παρατηρήσουν  ή να µελετήσουν  δεν ήταν κατάλληλα .Σήµερα  οι εξελίξεις στον τοµέα της 

τεχνολογίας των Η/Υ  µας προσφέρουν αυτή την δυνατότητα .  

Η παρατήρηση ότι όλα αυτά τα αντικείµενα έχουν την αυτοοµοιότητα, άργησε τόσο πολύ και 

είναι σχεδόν βέβαιο ότι χωρίς την ανάπτυξη της επιστήµης των υπολογιστών που κατέστησε 

δυνατή την αναπαράσταση τέτοιων συνόλων δε θα υπήρχε ακόµη η γεωµετρία των 

fractals.Και ενώ οι εικόνες είναι πολύπλοκες, το πρόγραµµα (software) που απαιτείται δεν 

είναι, αφού η σχεδίαση των εικόνων βασίζεται στην επανάληψη ενός µοτίβου, που 

σχεδιάζεται µε τη βοήθεια µιας συνάρτησης. 

 

 1.2 Τι είναι τα fractals 

 
Ο K.Falconer στο βιβλίο του Fractal Geometry   γράφει : Η λέξη φράκταλ είναι σαν τη λέξη 

ζωή . Μπορείς να περιγράψεις τις βασικές της ιδιότητες και τα θεµελιώδη στοιχεία που την 

αποτελούν αλλά δεν µπορείς να  την κλείσεις σε έναν ορισµό  

Επιχειρώντας να ορίσουµε κάπως την έννοια θα λέγαµε ότι  

" είναι ένα  γεωµετρικό σχήµα που µπορεί να υποδιαιρεθεί σε µέρη, κάθε ένα από τα οποία 

είναι ένα αντίγραφο µειωµένου µεγέθους του συνόλου. Τα  Fractals είναι γενικά αυτοόµοια 

σχήµατα   ανεξάρτητα από την κλίµακα."  

Ο  Mandelbrot όρισε  τα fractal  ως "σύνολο για το οποίο  η Hausdorff-Besicovitch   διάσταση  

υπερβαίνει αυστηρά   την τοπολογική διάσταση ". Για εξ ολοκλήρου  αυτοόµοιο fractal, η 

διάσταση Hausdorff είναι ίση  µε  την  Minkowski-Bouligand διάσταση .  

Εµφανίζουν λοιπόν τις ακόλουθες ιδιότητες : 

 

 δοµή µέσα στην δοµή (δηλαδή νέες λεπτοµέρειες σε κάθε κλίµακα µεγέθυνσης )  

 επιµέρους τµήµατα που είναι παρόµοια µε άλλα τµήµατα του συνόλου σε διαφορετική 
κλίµακα  .( αυτό-οµοιότητα υπό αλλαγή κλίµακας )  

 κατασκευάζονται µέσω µιας επαναληπτικής διαδικασίας που σε κάθε βήµα 

επαναλαµβάνει τους ίδιους µαθηµατικούς µετασχηµατισµούς ( αλλαγή κλίµακας , 

µετάθεση και στροφή )  

  H  αυτοοµοιότητα ενός Fractal δεν είναι απαραίτητα ακριβής και µπορεί να 
περιγράφεται από µια άπειρη ακολουθία κλιµάκων η δε αυτοοµοιότητα του µπορεί να 

είναι και στατιστική ιδιότητα του συνόλου .( Μπούντης σελ.65 στο βιβλίο του Ο 

θαυµαστός κόσµος των Fractal )  

 

1.3      Προέλευση της λέξης Fractal  

 
Η λέξη Fractal προέρχεται από την λατινική λέξη frangere ή από το λατινικό fractus (σπάζω 

θρυµµατίζω ,δηµιουργώ ακανόνιστα κοµµάτια) και  την εισήγαγε  ο  B. Mandelbrot  . Η 

πορεία της γεωµετρίας των fractals ξεκινάει µε τον Benoit Mandelbrot. Στα Ελληνικά 

αποδόθηκε µε τον όρο Μορφοκλασµατική Καµπύλη από τους  Καθηγητές Στ. Πνευµατικό 

και Ι. Νίκολη. Ο Ακαδηµαϊκός Νικόλαος Αρτεµιάδης, προτείνει µέσα από µια αξιοσηµείωτη 
επιχειρηµατολογία τον όρο "Θρύµµα" για την απόδοση του "Fractal" στην Ελληνική.  
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Η ορολογία  fractals  µας βοήθησε  να αναφερθούµε στα σύννεφα , στα  δέντρα, στους 

πνεύµονες ή  τις διακλαδώσεις των αιµοφόρων αγγείων σαν πολύπλοκα γεωµετρικά 

αντικείµενα της φύσης . Και όταν αναφερόµαστε στην πολυπλοκότητα των γεωµετρικών 

αντικειµένων της φύσης θα αναφέρουµε εδώ τον ορισµό  της πολυπλοκότητας του Τ. 

Μπούντη  (στο βιβλίο του Ο θαυµαστός κόσµος των fractals -σελ. 10 ) Όλα αυτά που 

χαρακτηρίζουν ένα σύστηµα το οποίο αν  και συχνά περιγράφεται από απλούς κανόνες , έχει 

χωρική δοµή που δεν εξαντλείται από συνεχείς µεγεθύνσεις και χρονική εξέλιξη που µπορεί να 

διαλέξει ανάµεσα σε πολλές διαδροµές , πρακτικά απρόβλεπτη !  

Με τα  fractals  ασχολείται ο σύγχρονος κλάδος των Μαθηµατικών που γνωρίζει µεγάλη 

ανάπτυξη τα τελευταία 20 χρόνια , υποσχόµενος σηµαντική εξέλιξη στις επιστήµες του 21ου 

αιώνα .  

Ο Alan Beck γράφει: "Basically, a fractal is any pattern that reveals greater complexity as it is 

enlarged. Thus, fractals graphically portray the notion of 'worlds within worlds'" Βασικά, τα  

fractal είναι οποιοδήποτε σχέδιο που αποκαλύπτει όλο και  µεγαλύτερη πολυπλοκότητα καθώς 

διευρύνεται. Κατά συνέπεια τα  fractals απεικονίζουν γραφικά την έννοια "των κόσµων µέσα 

στους κόσµους" 

Ο Beck εξηγεί περαιτέρω ότι όταν εξετάζουµε πολύ προσεκτικά τα Ευκλείδεια σχήµατα  ,  

φαίνονται όλο και περισσότερο  ευθείες οι  γραµµές, αλλά όταν εξετάζεις ένα  fractal βλέπεις 

όλο και περισσότερες  λεπτοµέρειες. 

Ο Beck συνεχίζει, "Είτε παραγόµενο µε τους υπολογιστές είτε µε  τη φυσική διαδικασία όλα τα 

fractals περιστρέφονται  γύρω από αυτά που οι επιστήµονες καλούν "θετική αναδροµική  

ανατροφοδότηση ("positive feedback loop'). Τα Fractals παράγονται όταν ανατροφοδοτείται 

στο σύστηµα η παραγωγή ως εισαγωγή επανειληµµένες φορές . 

 

1.4  Ποιος είναι ο  Benoît Mandelbrot  

 
O Benoît Mandelbrot ήταν ο πρώτος που  χρησιµοποίησε έναν υπολογιστή για να σχεδιάσει   

το  σύνολο Mandelbrot.  

 Πολωνός γεννηµένος στη Γαλλία 

µαθηµατικός και κύριος υπερασπιστής   της 

fractal γεωµετρίας.  Από το 1955 και µετά ο  

Mandelbrot δηµοσίευσε  έγγραφα σε  τοµείς 

διαφορετικούς όπως  θεωρία πληροφοριών,  

οικονοµικά  και  υδρο-δυναµική(Fluid-

Dynamics). Είχε πειστεί ότι οι αυτοόµοιες 

δοµές είχαν κάτι κοινό. Το 1975 ο  

Mandelbrot έπλασε τον όρο  fractal  για να 

περιγράψει αυτές τις δοµές, και δηµοσίευσε  

τις ιδέες του στο Les objets fractals, forme, 

hasard et dimension (µεταφρασµένο στα 

Αγγλικά  Fractals: form, chance and dimension (1977).  

 Το 1979, στη µετάθεση του  ως επισκέπτη  καθηγητή των Μαθηµατικών  του πανεπιστήµιου 

του Χάρβαρντ,  ο Mandelbrot άρχισε να µελετά τα  fractals αποκαλούµενα  σύνολα Julia   

Στηριζόµενος σε προηγούµενη εργασία του G.Julia και του  Pierre Fatou ο  Mandelbrot 

χρησιµοποίησε έναν υπολογιστή να σχεδιάσει εικόνες από τα σύνολα Julia µε χρήση της  

εξίσωσης  z
2
 - c. Ερευνώντας πώς η τοπολογία  των συνόλων Julia   ήταν εξαρτώµενη  από τη 

µιγαδική  παράµετρο c, ανακάλυψε τα σύνολα    Mandelbrot  . Το 1982 ο Mandelbrot 

δηµοσίευσε την ενηµερωµένη έκδοση των ιδεών του  στο The Fractal Geometry of Nature. 

 

1.5 Συµβολή της  κλασσικής ανάλυσης 

 
Τα αντικείµενα που καλούνται σήµερα fractals ανακαλύφθηκαν και εξερευνήθηκαν πολύ πριν  

δηµιουργηθεί  η λέξη. Το 1872  ο Karl Weierstrass  βρήκε ένα παράδειγµα µιας συνάρτησης 

µε τη ιδιότητα  να είναι  παντού  συνεχής  αλλά πουθενά διαφορίσιµη. Η γραφική παράσταση 

αυτής της συνάρτησης θα καλούνταν τώρα fractal.Το 1904 ο  Helge von  Koch, 
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δυσαρεστηµένος µε τον πολύ αφηρηµένο και αναλυτικό ορισµό του Weierstrass, έδωσε έναν 

πιο γεωµετρικό ορισµό µιας παρόµοιας συνάρτησης, η οποία καλείται τώρα  Koch Snowflake 

Η ιδέα των αυτό-όµοιων καµπυλών  συνελήφθη από   τον Paul Pierre Lévy  ο οποίος το  

1938, στο έγγραφό  του Plane or Space Curves and Surfaces Consisting of Parts Similar to 

the Whole,   περιέγραψε µια νέα fractal καµπύλη, ,  την Lévy curve . 

Ο Georg Cantor έδωσε παραδείγµατα των υποσυνόλων της πραγµατικής γραµµής µε 

ασυνήθιστες ιδιότητες –  τα σύνολα του  Cantor (sets) που σήµερα αναγνωρίζονται σαν 

fractals. Επαναληφθείσες συναρτήσεις στο µιγαδικό επίπεδο έχουν  ερευνηθεί  προς το τέλος 

του  19ου  και στις αρχές του  20ου  αιώνα από τους  Henri Poincaré, Felix Klein, Pierre 

Fatou, και Gaston Julia.Πάντως , χωρίς την ενίσχυση της σύγχρονης ηλεκτρονικής 

γραφιστικής, στερήθηκαν τα τεχνικά µέσα  να απεικονίσουν  την  οµορφιά των αντικειµένων 

που είχαν ανακαλύψει. 

Σε µία προσπάθεια να γίνουν κατανοητά τα αντικείµενα όπως τα σύνολα του  Cantor 

µαθηµατικοί όπως  ο Constantin Carathéodory και ο  Felix Hausdorff γενίκευσαν  τη 

διαισθητική έννοια της διάστασης για να περιλάβουν  τις τιµές µη-ακέραιων αριθµών. Αυτό 

ήταν µέρος της γενικής µετακίνησης στο πρώτο µέρος του εικοστού αιώνα για να 

δηµιουργήσει µια  περιγραφική θεωρία συνόλων ,  δηλαδή  µια συνέχεια της κατεύθυνσης 

της έρευνας  του Cantor  που ήταν σε θέση µε κάποιο τρόπο να ταξινοµήσει σύνολα σηµείων 

στο Ευκλείδειο διάστηµα. Ο ορισµός της διάστασης του Hausdorff  είναι γεωµετρικής φύσης 

,αν και είναι βασισµένος τεχνικά στα εργαλεία της   µαθηµατικής ανάλυσης . Αυτή την 

κατεύθυνση, µεταξύ άλλων ακολούθησε και ο  Besicovitch και  είναι διαφορετική  στο 

χαρακτήρα από τις λογικές έρευνες που αποτέλεσαν ένα µεγάλο µέρος της περιγραφικής 

θεωρίας συνόλων της δεκαετίας του '20 και της δεκαετίας του '30 .  

Το  1960 ο  Benoît Mandelbrot άρχισε να εξερευνά την αυτοοµοιότητα σε  έγγραφά του  

όπως το  How Long Is the Coast of Britain? Statistical Self-Similarity and Fractional 

Dimension. Για αυτό στηρίχτηκε στην προηγούµενη εργασία του  Lewis Fry Richardson . Το  

1975  ο Mandelbrot έπλασε τη λέξη  fractal για να περιγράψει τα  αυτοόµοια  αντικείµενα 

που δεν είχαν καµία σαφή διάσταση Παρήγαγε τη λέξη fractal από  το Λατινικό   fractus, που 

σήµαινε  σπασµένος  ή  ανώµαλος( που έχει αναφερθεί ) , και όχι από τη λέξη  κλασµατική 

(fractional), όπως θεωρείται συνήθως. 

Μόλις εφαρµόστηκε στη γεωµετρία των fractalς ,η απεικόνιση  µέσω υπολογιστών, 

παρουσιάστηκε  ένα ισχυρό οπτικό επιχείρηµα ώστε να συνδεθούν οι  µακρινές  περιοχές των 

µαθηµατικών και της φυσικής που είχαν εξεταστεί  προηγουµένως, ιδιαίτερα   της µη 

γραµµική δυναµικής,   και της θεωρία  του χάους .  Ένα παράδειγµα απεικονίζει την  µέθοδο 

του Newton  σαν fractal  , επιδεικνύοντας πώς τα όρια µεταξύ των διαφορετικών λύσεων 

είναι fractal .Η  Fractal  γεωµετρία χρησιµοποιήθηκε επίσης για  συµπίεση στοιχείων  και για 

τη διαµόρφωση των σύνθετων οργανικών και γεωλογικών συστηµάτων, παραδείγµατος χάριν 

την αύξηση των δέντρων ή την εξέλιξη των λεκανών  των ποταµών.  

 

1.6 Ιδιότητες των fractal  

 

∆ύο είναι οι πιο βασικές ιδιότητες που χαρακτηρίζουν τα αντικείµενα της Fractal 

γεωµετρίας : η αυτό-οµοιότητα και η κλασµατική  διάστασή τους. Αναφερόµενοι στην 

"αυτοοµοιότητα"  ως έννοια που διευρύνει την γνωστή γεωµετρική έννοια της οµοιότητας 

εστιάζουµε την προσοχή µας στην αυτοοµοιότητα που παρουσιάζουν τόσο τα Fractal  του 

φυσικού κόσµου (όπως η φτέρη και µια ακτογραµµή) όσο και τα µαθηµατικά Fractal (όπως 

το τρίγωνο του Sierpinski, η χιονονιφάδα του Koch, τα Fractal δέντρα και η φτέρη). 
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1.6.1 Η  αυτοοµοιότητα στην Ευκλείδεια Γεωµετρία και στα Fractal 

Στην Ευκλείδεια Γεωµετρία έχει καθιερωθεί η έννοια "οµοιότητα". ∆ύο γεωµετρικά 

σχήµατα είναι όµοια αν έχουν την ίδια µορφή ανεξάρτητα από το µέγεθός τους. 

∆ηλαδή να έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις γωνίες που σχηµατίζονται από 

τις οµόλογες πλευρές τους ίσες µία προς µία. Στα σχήµατα αριστερά διαπιστώνουµε 

ότι "καθένα από τα µικρά σχήµατα που περιέχονται στο µεγάλο είναι αντίγραφα του 

µεγαλύτερου σχήµατος ".∆ηλαδή συµπεραίνουµε ότι το καθένα από τα µέρη που 

συνιστούν το όλο είναι  και αντίγραφο του. Μπορούµε να λέµε ότι τα παραπάνω 

σχήµατα χαρακτηρίζονται από την ιδιότητα της αυτό-οµοιότητας. Όλα τα µέρη του 

είναι όµοια µεταξύ τους καθώς και µε το αρχικό. Η  έννοια εποµένως της αυτό-

οµοιότητας  εµφανίζεται  και σε γεωµετρικά σχήµατα τα οποία δεν είναι Fractal. Τα 

Fractal διαφέρουν από τα απλά σχήµατα της ευκλείδειας γεωµετρίας σε δύο 

παράγοντες: 

1. Οι αναπαραστάσεις είναι αυτοόµοιες . Έτσι αν κοιτάξουµε ένα µικρό τµήµα ενός 

fractal θα δούµε πως είναι όµοιο µε ένα µεγαλύτερο τµήµα. Αν µεγεθύνουµε το 

µικρό, θα δούµε πως αυτό περιέχει και πάλι όµοια µέρη κ.ο.κ.  

2. Οι fractal εικόνες είναι ανεξάρτητες από αλλαγές της  κλίµακας. Αντίθετα µε τα 

ευκλείδεια σχήµατα, δεν έχουν ένα χαρακτηριστικό µέγεθος µέτρησης. 

 Εποµένως :Αυτοόµοιο είναι ένα αντικείµενο του οποίου τα µέρη από τα οποία 

αποτελείται µοιάζουν µε το σύνολο. Αυτή η επανάληψη των ακανόνιστων 

λεπτοµερειών ή σχηµατισµών συµβαίνει προοδευτικά σε µικρότερες κλίµακες και,  είναι 

δυνατόν να συνεχίσουν απεριόριστα έτσι ώστε κάθε τµήµα ενός τµήµατος, όταν µεγεθυνθεί, να 

µοιάζει βασικά µε το συνολικό αντικείµενο.  

Ουσιαστικά ένα αυτοόµοιο αντικείµενο παραµένει αναλλοίωτο σε αλλαγές κλίµακας. Αυτό 

το φαινόµενο µπορεί εύκολα να παρατηρηθεί, στις νιφάδες τού χιονιού ή στον φλοιό των 

δένδρων ή στις  ακτές. 

 

1.6.2 Η αυτοοµοιότητα στη φύση 

 

Χαρακτηριστικά παραδείγµατα φυσικών 

αντικειµένων που εκδηλώνεται η 

αυτοοµοιότητα είναι το µπρόκολο , η 

φτέρη  οι ακτογραµµές κ.α  

Αν από  ένα κουνουπίδι αποσπάσουµε 

ένα κοµµάτι θα διαπιστώσουµε ότι αυτό 

θα µοιάζει µε το αρχικό δηλαδή  είναι 

ένα µικρότερο αντίγραφο. 

Το κουνουπίδι είναι ένα φυσικό fractal.  

 

 

 

 

 
 

      Η fractal δοµή των 

πνευµόνων µας  

             (Dr. Ewald R. Weibel), 

       fractal σκιαγραφίες δέντρων                             

←
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Το τράβηγµα δύο ακρυλικών φύλλων καλυµµένων µε 

κόλλα, για να χωρίσουν διαµορφώνουν ένα φυσικό 

fractal. 

        

 

        
Lichtenberg

_figure 

 
 
 
 

                    

 
                                                                        

Μπρόκολο Romanesco που 

παρουσιάζει πολύ λεπτά 

φυσικά fractals  

                                                                                                             
 

 
 
Η φτέρη ανήκει στην κατηγορία των φυτών που εκδηλώνουν την ιδιότητα της 

αυτοοµοιότητας. Μια φτέρη αποτελείται από φύλλα καθένα από τα οποία αποτελείται από 

πολλά µικρότερα. Και αυτά ακόµα τα µικρά φύλλα αποτελούνται από ακόµα µικρότερα που 

διατηρούν την ίδια δοµή µε τη φτέρη. Όσο από πιο κοντά παρατηρούµε µια φτέρη τόσο 

περισσότερες λεπτοµέρειες βλέπουµε. 

           

                                                                  

 Αν παρατηρήσουµε χάρτες που περιγράφουν ακτογραµµές σε διαφορετικές κλίµακες (οι  
εικόνες είναι από το βιβλίο  Fractals for the classroom των Heinz –Jürgens –Saupe ) τότε 
αυτό που µας αποκαλύπτεται είναι µια όµοια κατανοµή κόλπων και ακρωτηρίων. Μπορούµε 

να θεωρήσουµε ότι µια ακτογραµµή παρουσιάζει fractal  δοµή µε την έννοια ότι αν 

µεγεθύνεται εµφανίζονται νέοι κόλποι και ακρωτήρια και παρόλα αυτά εξακολουθεί να 

µοιάζει µε ακτογραµµή.    Φανταστείτε ότι η εικόνα αυτή αυτής της σελίδας είναι µια εικόνα 

της ακτής της Αφρικής. Τη  µετράµε µε κανόνες µήκους δέκα  µέτρων   και παίρνουµε µια 

ορισµένη µέτρηση Αν το µετρήσουµε µε κανόνες του ενός µέτρου δεδοµένου ότι η ακτή είναι 
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οδοντωτή , θα µπορούσαµε να πάρουµε τις γωνίες και τις σχισµές καλύτερα  , έτσι θα  µας 

παρείχαν  µια µεγαλύτερη µέτρηση. Τώρα  εάν το µετρήσουµε µε κανόνες που µετρούν 

εκατοστά  θα µπορούσαµε πραγµατικά να φθάσουµε σε όλο και πιο µικροσκοπικές  σχισµές. 

Έτσι η µέτρηση θα ήταν ακόµα µεγαλύτερη.  Όπως καταλαβαίνουµε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια 

στον κανόνα οδηγεί σε  µέτρηση που  αυξάνεται συνεχώς  και περισσότερο. Έτσι ένας 

υποθετικός  κανόνας µε απειροελάχιστα  θα µας έδινε µια µέτρηση της ακτής που θα έτεινε  

στο άπειρο. Αυτό είναι ένα  fractal                                               
 

1.6.3 Η έννοια της διάστασης στην Ευκλείδεια Γεωµετρία και στα φράκταλ 

 Η έννοια τής Ευκλείδειας ∆ιάστασης 

 

Σηµεία ή  γραµµές ή  επιφάνειες ή στερεά κατά τον  Ευκλείδη είναι γεωµετρικά αντικείµενα 

που περιγράφουν  τον χώρο που µας περιβάλλει. Η έννοια τού όρου ‘∆ιάσταση’ στην 

Γεωµετρία προκύπτει σαν άµεση συνέπεια των αξιωµάτων και ορισµών, όπως τα διατύπωσε 

ο Ευκλείδης. Κατά τον Ευκλείδη: «Σηµείον εστί ού µέρος ουδέν » δηλαδή ένα  σηµείο δεν 

διαµερίζεται εποµένως  τα σηµεία έχουν διάσταση µηδέν. Οι γραµµές κατά τον Ευκλείδη 

έχουν µήκος αλλά όχι πλάτος . Και όταν αναφερόµαστε σε γραµµές εννοούµε τις  ευθείες 

γραµµές, τους κύκλους, τις παραβολές, αλλά και τις γραµµές όπως είναι η κυλινδρική έλικα 

που ορίζονται µόνο στον τρισδιάστατο χώρο. Μία γραµµή ορίζεται σύµφωνα µε την απλή 

Κινηµατική από την τροχιά που διαγράφει ένα  κινούµενο σηµείο. Εποµένως η διάσταση της 

γραµµής είναι 1 δηλαδή µία γραµµή είναι ένα µονοδιάστατο γεωµετρικό αντικείµενο. Μια 

επιφάνεια  κατασκευάζεται µε την µετακίνηση  µιας γραµµής Και η µετακίνηση  µιας 

επιφάνειας δηµιουργεί  ένα κοµµάτι χώρου δηλαδή έναν όγκο. Εποµένως  η διάσταση ενός 

γεωµετρικού αντικειµένου µπορεί να είναι µόνο ένας από τους ακεραίους 0,1,2 ή 3. Αν όµως 

σχηµατίσουµε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και συνδέσουµε τα µέσα τω πλευρών του, τότε 

σχηµατίζονται τέσσερα  µικρότερα τρίγωνα µέσα στο ABΓ. Αφαιρούµε το εσωτερικό του 

µεσαίου τριγώνου, κρατώντας µόνο τα σηµεία των πλευρών του. Επαναλαµβάνουµε αυτή τη 

διαδικασία για καθένα από τα υπόλοιπα τρία τρίγωνα, Στο σχήµα µας θα εµφανιστούν εννέα 

ακόµα µικρότερα τρίγωνα. Επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία άπειρες φορές, τελικά 

παίρνουµε ένα σύνολο στο επίπεδο, το οποίο περιέχει τις πλευρές όλων των τριγώνων που 

έχουµε αφαιρέσει. Το σχήµα -σύνολο γνωστό µε το όνοµα Sierpinski gasket που προκύπτει 

δεν είναι µια επιφάνεια αφού δεν έχει εµβαδόν . ∆εν µπορούµε να το σχεδιάσουµε 

µετακινώντας ένα σηµείο, εποµένως δεν είναι γραµµή και φυσικά δεν έχει όγκο . Το  τελικό 

σχήµα αποτελείται από  πλευρές τριγώνων που προέκυψαν   από ένα συνδυασµό άπειρων 

τριγώνων µέσα σε τρίγωνα που κι αυτά είναι µέσα σε άλλα τρίγωνα. Ακριβώς αυτή η απειρία 

των τριγώνων και των πλευρών τους  µας εµποδίζει να εφαρµόσουµε ότι γνωρίζουµε  µέχρι 

τώρα περί διαστάσεων . Το σύνολό µας δεν µπορεί να έχει διάσταση δύο και  δεν έχει 

διάσταση ένα, σαν να ήταν απλά µια µονοδιάστατη 

γραµµή. Εποµένως πρέπει να υπάρχει µια άλλη 

µορφή διάστασης διαφορετικής από αυτή που έχει 

περιγράψει ο Ευκλείδης .Βέβαια κάποιες 

σκιαγραφήσεις αποδείξεων και περιγραφών δεν είναι 

δυνατόν να µας κάνουν να ελπίσουµε ότι θα 

καλύψουµε πλήρως  ένα τόσο πολύπλοκο θέµα . Από 

τα απλά παραδείγµατα, όπως αυτό της fractal 

µορφής της ακτογραµµής της Βρετανίας, για  το 

οποίο  υπάρχει εκτενής και λεπτοµερειακή αναφορά  

στο βιβλίο του Mandelbrot , ή για συνθετότερα όπως 

η κίνηση Brown, ή οι παράξενοι ελκυστές(attractors) 

στην µη Γραµµική Μηχανική και στο Χάος , που 

περιλαµβάνουν  περιπτώσεις αξιοσηµείωτης 
Brownian motion: παράδειγµα 1000 (simulated) βηµάτων από την κίνηση Brown σε δύο διαστάσεις.  
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πολυπλοκότητας, έως την οικονοµία , την χαρτογραφία και τα καθαρά µαθηµατικά ,  η  

ποικιλία των fractal συνόλων και των εφαρµογών τους, που  καλύπτει πρακτικά  όλα τα 

τεχνολογικά και επιστηµονικά πεδία,  δεν είναι κάτι που µπορεί να αντιµετωπιστεί απλά και 

µε προχειρότητες. Θα προσπαθήσουµε µέσα από µια απλοϊκή µέθοδο να κατανοήσουµε τι 

εννοούµε  όταν λέµε “Fractal ∆ιάσταση”  

 

1.6.4  Η έννοια  της Fractal ∆ιάστασης 

 

Έχουµε ασχοληθεί ήδη µε την  οµοιότητα, εποµένως µπορούµε σύµφωνα µε τον ορισµό να 

πούµε ότι όλα τα σηµεία είναι όµοια και ίσα µεταξύ τους και ότι δυο ευθύγραµµα τµήµατα 

είναι  όµοια αλλά όχι πάντα ίσα  . Εποµένως ακόµα και αν δεν το γνωρίζαµε θα 

συµπεραίναµε ότι όσο αυξάνει η διάσταση του αντικειµένου, ισότητα και οµοιότητα δεν είναι 

έννοιες ταυτόσηµες ,ή απλά  τα όµοια σχήµατα δεν είναι πάντα  και ίσα.  Ο λόγος των µηκών 

των αντιστοίχων γραµµικών στοιχείων των σχηµάτων, σύµφωνα µε τη σχέση οµοιότητας που 

τα συνδέει λέγεται ‘λόγος οµοιότητας’. Αν ο λόγος είναι µονάδα, τότε τα σχήµατα είναι ίσα. 

Καθώς η διάσταση ανεβαίνει και η πολυπλοκότητα του σχήµατος αυξάνεται, έχουµε και πιο 

αυστηρές συνθήκες για την οµοιότητα δυο σχηµάτων. Στη συνέχεια θα εξετάσουµε σύνολα 

διαφόρων διαστάσεων και θα  σκεφτούµε ποια η  σχέση της διάστασης µε την οµοιότητα. 

Όταν η διάσταση είναι 2(επίπεδα σχήµατα)  δηλαδή έχουµε εµβαδά  τότε ο λόγος των 

Εµβαδών είναι ίσος µε το τετράγωνο του λόγου οµοιότητας   και  όταν η διάσταση είναι 3 

(στερεά σχήµατα) τότε ο λόγος των όγκων είναι ίσος µε τον κύβο του λόγου οµοιότητας  . Ας 

κάνουµε µια προσπάθεια να γενικεύσουµε αναφερόµενοι  στο σύνολο του Cantor σαν 

παράδειγµα . 

Το σύνολο του Cantor  

Θα προσπαθήσουµε να προσεγγίσουµε την έννοια της διάστασης των fractal   µε µια απλοϊκή  

περιγραφή και ανάλυση χρησιµοποιώντας ως παράδειγµα το σύνολο Cantor Το σύνολο του 

Cantor παράγεται από το διάστηµα [0,1]( σύνολο Τ0) µε την ακόλουθη διαδικασία  

  

Χωρίζουµε το  ευθύγραµµο τµήµα  σε τρία ίσα µέρη και αφαιρούµε  το µεσαίο τµήµα (Τ1). 

Στο επόµενο βήµα επαναλαµβάνουµε την  ίδια διαδικασία στο καθένα από τα δύο τµήµατα 

που έχουν µείνει , δεξιά και αριστερά αφαιρώντας το µεσαίο και πάλι τµήµα (Τ2). Και αυτή η 

διαδικασία επαναλαµβάνεται επ’ άπειρο .( αυστηρά  το σύνολο του Cantor ορίζεται
1
 ως 

∆ ∞ =
1n

∞

=
I ∆n  όπου ∆n = 

2 1

0

n

k

−

=
U   n

kI
 
για 

 
n=0,1  …..

1

3

n

k n
I =

  για κ=0,…2
n 
-1 και n=0,1… 

max
n

kI < max  
n

lI  για 0≤ κ<l ≤ 2
n
-1 και 

1 1

2 2 1

n n n

k k kI I I+ +
+ ⊂U  για κ=0,…2

n 
-1 και n=0,1)  

 Το καθένα από τα δύο µέρη  που σχηµατίζουµε είναι όµοιο µε ολόκληρο το σύνολο. Η  

διαδικασία συνεχίζεται επ’ άπειρο, και  το σύνολο Cantor περιέχει έναν άπειρο αριθµό από 

υποσύνολα, όλο και πιο µικρά, αλλά όµοια προς το αρχικό σύνολο. Αυτή  η 

επαναλαµβανόµενη πολυπλοκότητα, που συνεχίζεται σε κάθε τµήµα ενός γεωµετρικού 

                                                 
1
 O αυστηρός ορισµός  περιέχεται στο σύγγραµµα «Απειροστικός Λογισµός ΙΙ» των Σ.Νεγρεπόντης ,Σ. 

Γιωτόπουλος ,Ε. Γιαννακούλιας  ,σελ.168 )  
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αντικειµένου, οσοδήποτε µικρό, έως και το πιο απειροστά µικρό του µέρος,  χαρακτηρίζει 

ένα σύνολο σαν Fractal .Κάθε τµήµα του είναι όµοιο µε το όλο σχήµα. Θα αποδείξουµε ότι το  

σύνολο Cantor δεν έχει ‘µήκος’ µε την συνηθισµένη έννοια. Αν θεωρήσουµε ότι το µήκος 

του αρχικού τµήµατος είναι ίσο µε την 1 τότε το µήκος του τµήµατος που απαλείφουµε στο 

πρώτο βήµα της διαδικασίας είναι 1/3 και το µήκος ολόκληρου του συνόλου είναι 2/3.  Και ο 

λόγος του όλου προς το αφαιρούµενο  µέρος είναι 2 δηλαδή ο λόγος οµοιότητας είναι 2 .Και 

στο επόµενο βήµα, που αφαιρούµε δυο ακόµα µεσαία τµήµατα, ένα από το αριστερό και ένα 

από το δεξί κοµµάτι ολόκληρο το σύνολο έχει µήκος 4/9 και το αφαιρούµενο τµήµα  έχει 

µήκος 2/9.Εποµένως πάλι  ο λόγος οµοιότητας  είναι 2.Στο τρίτο βήµα, το µήκος του όλου 
συνόλου είναι 8/27 και το µήκος του αφαιρουµένου τµήµατος είναι 4/27.Επαγωγικά 

σκεπτόµενοι στο ν-στό βήµα το µήκος του όλου είναι: (2
n
/3

n
) και το µήκος του αφαιρουµένου 

τµήµατος  είναι (2
n-1
/3

n-1
).Τελικά το µήκος που απαλείφθηκε είναι  

S = (1/3) + (2/9) + (4/27) + … = 
0

1 2 1 1 1
3 1

23 3 3 3
1

3

n

n
n

∞

=

 
 

= = × = 
 −
 

∑      

Άρα το µέρος που αφαιρέθηκε είναι ίσο προς το συνολικό µήκος του αρχικού ευθύγραµµου 

τµήµατος   !! Αν µειώσουµε µε 1/r σε κάθε κατεύθυνση το µέγεθός  ενός αντικειµένου το 

µήκος ή  το εµβαδόν ή τον όγκο και ονοµάσουµε r τον λόγο των µέτρων, τον λόγο 

οµοιότητας Ν και D την διάσταση των δυο αντικειµένων, η πιο πάνω σχέση γίνεται Ν = r
D
 

θεωρώντας ως δεδοµένο ότι για να είναι δυο αντικείµενα όµοια, πρέπει να έχουν την ίδια 

διάσταση. Εποµένως ο υπολογισµός του D  µε απλοϊκό τρόπο προκύπτει: 2 = 3
D
  ή           D = 

[(ln2)/(ln3)] που είναι η διάσταση οµοιότητας του συνόλου Cantor όπως θα διαπιστώσουµε 

αµέσως παρακάτω και µε τον αυστηρό ορισµό  . Η τοπολογική διάσταση, όπως κι αν οριστεί, 

είναι πάντα ακέραιος αριθµός. Ο ορισµός µε αυστηρό µαθηµατικό τρόπο του µέτρου του 

συνόλου Cantor περιέχεται   στο βιβλίο του B.B. Mandelbrot    (1983) εν συντοµία και στο 

βιβλίο των  (Hurewicz , Wallman; 1942) αναλυτικά   Το µήκος, εµβαδόν, η ο όγκος ενός 

συνόλου, υπολογίζεται όπως γνωρίζουµε  µε το  µέτρο Lebesgue. Για να υπολογίσουµε το 

µέτρο του συνόλου Cantor, χρειαζόµαστε την έννοια του µέτρου Ηausdorff ενός συνόλου. Η 

έννοια του µέτρου Ηausdorff, στη συνέχεια µας οδηγεί στην έννοια της διάστασης Ηausdorff 

– Besicowitch, που  είναι και  η διάσταση οµοιότητας. 

1.7  Πως προσδιορίζεται η Fractal  διάσταση αυτοοµοίων συνόλων. 

Ένας αυστηρός ορισµός της διάστασης είναι αυτός που δόθηκε το 1919 από τον  Felix 

Hausdorff που είχε εµπνευστεί  από µια µέθοδο που πρώτος ανέπτυξε ο Έλληνας 

µαθηµατικός Κ.Καραθεοδωρής .Αυτό που πιστεύουµε ότι  έχει γίνει κατανοητό είναι οι 

υπάρχουν στην φύση αντικείµενα πολύπλοκα που η διάσταση τους δεν είναι ακέραια και δεν 

ανήκει σε καµία από τις γνωστές ακέραιες διαστάσεις 0   για σηµείο ,1 για καµπύλη ,2 για 

επιφάνεια , 3 για στερεό .  
Αν πάρουµε το παράδειγµα του Cantor  έχουµε ότι στο ν-οστο βήµα της κατασκευής ο 

ελάχιστος αριθµός ευθυγράµµων τµηµάτων µήκους εn  =(1/3) 
n 
 είναι Ν (ε ) =2

n
 

και 
ln 2 ln 2

lim 0.630929
ln3 ln3n

n
D

n→∞
= − = =   σύµφωνα µε τον ορισµό της 

διάστασης χωρητικότητας (Μπούντης σελ.68 )   

  Η Fractal διάσταση  είναι ένας αριθµός ο οποίος βρίσκεται  ανάµεσα 
στην τοπολογική διάσταση ενός Fractal συνόλου και την διάσταση του 

περιβάλλοντος χώρου του. Σαν παράδειγµα, ας θεωρήσουµε το σύνολο Cantor. Η fractal 

διάστασή του, όπως είδαµε, είναι: D  ~ 0.6309  ( 0 < 0.6309 < 1). Ξέρουµε ότι η τοπολογική 

διάσταση του συνόλου Cantor είναι µηδέν, γιατί αποτελείται από διακριτά σηµεία. Για να 

είναι ένα  γεωµετρικό αντικείµενο εποµένως Fractal, πρέπει να είναι αυτοόµοιο και η 

διάσταση οµοιότητάς του να είναι αυστηρά µεγαλύτερη από την τοπολογική του διάσταση.  

 

0

lo g
lim

lo g (1 / )

N
D c

ε ε→
=
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1.8 Τα µαθηµατικά fractals  

 
1.8.1 Τρίγωνο του Sierpinski ( ή Sierpinski Sieve) 2 

 
 
Ένα  fractal που ονοµάστηκε έτσι  από τον  Sierpinski  το 1915 , πρώτο-εµφανίστηκε  µέσω 

της  Ιταλικής τέχνης στον καθεδρικό ναό  Ravello, και σχεδιάστηκε από τον  Nicola di 

Bartolomeo  της Foggia   τον 12ο  αιώνα (Wolfram 2002, σελ.. 43). Καλείται επίσης 

Sierpinski gasket  ή Sierpinski triangle.  

Αν Νn   είναι  ο αριθµός µαύρων τριγώνων µετά από την  ν-οστη  επανάληψη , Ln το µήκος 

µιας πλευράς ενός τριγώνου, και An  το κλασµατικό εµβαδόν που είναι µαύρο µετά από την  

ν-οστη  επανάληψη. Τότε  

 
 
 
 
 
 
 

            Η διάσταση χωρητικότητας  είναι  

 

(Wolfram 1984; Borwein and Bailey 2003, p. 46).  

 

1.8.2 Χαλί του  Sierpinski (Sierpinski Carpet) 

 

 
 
Ένα fractal  το όποιο κατασκευάζεται ανάλογα  , αλλά χρησιµοποιώντας  τετράγωνα αντί των 

τριγώνων.  

Έστω Νn ότι είναι ο αριθµός των µαύρων τετραγώνων , Ln το µήκος µιας πλευράς ενός 

άσπρου τετραγώνου , και An  το κλασµατικό εµβαδόν των µαύρων τετραγώνων µετά από την  

ν-οστη επανάληψη.  

Τότε 

 
Η  διάσταση χωρητικότητας είναι εποµένως 

 
 
 

                                                 
2 Οι πληροφορίες και τα σχήµατα που περιέχονται στα επιλεγµένα µαθηµατικά fractals προέρχονται από 
κατάλληλη αναζήτηση σε  ιστοσελίδες της  http: // mathworld.wolfram.com και http://en.wikipedia.org 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο   ΤΑ FRACTALS    
 - 18 - 

1.8.3  Το Σφουγγάρι του Menger  

 
  

Ένα fractal  το όποιο είναι το τρισδιάστατο  και ανάλογο   του τάπητα του  Sierpinski  

Έστω Νn  ο αριθµός των γεµάτων  πεδίων, Ln  το µήκος µιας πλευράς ενός  άδειου πεδίου , 

και Vn   ο κλασµατικός  όγκος  µετά από την   ν-οστη επανάληψη  

 

 
Η διάσταση χωρητικότητας είναι εποµένως   

 

Το σφουγγάρι  του Menger, εκτός από την 

ύπαρξη σαν   fractal, είναι επίσης ένα ξεχωριστό  αντικείµενο .Για όλα τα συµπαγή 

µονοδιάστατα αντικείµενα το τοπολογικό ισοδύναµο τους µπορεί να βρεθεί σε ένα σφουγγάρι 

του Menger (Peitgen et al. 1992). Η τοπολογική του διάσταση είναι ίση µε  ένα. Πρόκειται 

δηλαδή για µια  γραµµή. Η Fractal διάστασή του είναι όπως είδαµε     

D  ~ 2.7268. Είναι, δηλαδή εµφυτευµένο στο χώρο, άρα:          1 < 

2.7268 < 3. 
 

Η εικόνα παρουσιάζει  µια µεταλλική  εκτύπωση του σφουγγαριού του  

Menger του ψηφιακού  γλύπτη  Bathsheba Grossman 

(http://www.bathsheba.com/) 

 
 
 
1.8.4 Χιονονιφάδα του Koch (Koch Snowflake) 

  
 
 Ένα fractal, γνωστό ως  Νησί  του Koch , που περιγράφηκε αρχικά από τον Helge von Koch 
το 1904.  Κατασκευάζεται αρχίζοντας από  ένα  ισόπλευρο τρίγωνο, στο οποίο αφαιρούµε  το 

εσωτερικό 1/3 κάθε πλευράς, και κατασκευάζουµε εκ νέου ένα  ισόπλευρο τρίγωνο  στη θέση 

όπου η πλευρά αφαιρέθηκε,  και 

επαναλαµβάνουµε  αυτή  τη διαδικασία κατά 

τρόπο αόριστο.  

 

Έστω Nn    ο αριθµός πλευρών, Ln το µήκος 

µιας ενιαίας πλευράς  ,  ln το µήκος  της  
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περιµέτρου και Αn το εµβαδόν της χιονονιφάδας µετά από την  ν-οστη επανάληψη .  

Αν για n = 0  συµβολίσουµε µε  ∆ το εµβαδόν του αρχικού τρίγωνου, και το µήκος µιας 

αρχικής πλευράς για n = 0 είναι ίσο µε 1.  

Τότε  

 

 
και η διάσταση χωρητικότητας είναι   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αν υπολογίσουµε το εµβαδόν της χιονονιφάδας µετά την ν-οστή επανάληψη έχουµε ,  
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Μερικά  παραδείγµατα tilings που  µπορούν να γίνουν µε συνεχείς επαναλήψεις 

 

.   

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
1.8.5 Koch Antisnowflake 
 

 
Ένα  fractal προερχόµενο από  την χιονονιφάδα του Koch .  

 
Το εµβαδόν µετά την ν-οστή επανάληψη 

είναι   
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1.8.6 Του Cantor το τετράγωνο Fractal 

 

 

 
 
 

Το τετραγωνικό  fractal του Cantor  δεν είναι ένα αληθινό fractal 

 
1.8.7 Box Fractal(anticross-stitch curve ) 

 
 Έστω Nn ο αριθµός  των µαύρων κουτιών (τετραγώνων ) ,Ln το µήκος µιας πλευράς ενός 

λευκού κουτιού (τετραγώνου ) 

  Η διάσταση χωρητικότητας είναι εποµένως 
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1.8.8  Dragon Καµπύλη 
 

 
Μη τεµνόµενες  καµπύλες που µπορούν να επαναληφθούν για να παραγάγουν όλο και 

περισσότερες στροφές Αυτή η διαδικασία είναι ισοδύναµη µε το σχεδιασµό  µιας ορθής 

γωνίας και στη συνέχεια αντικατάσταση κάθε µιας  ορθής γωνίας µε άλλη µικρότερη  ορθή 

γωνία    (Gardner 1978). Στην πραγµατικότητα, η καµπύλη δράκων µπορεί να θεωρηθεί  ως  

Σύστηµα Lindenmayer  

 
 
1.8.9 Καµπύλες του Sierpinski  

 
Υπάρχουν αρκετές  fractal  καµπύλες που συνδέονται µε τον Sierpinski.  

 
Το εµβαδόν για µια σχετική καµπύλη που 

οφείλεται στον  Sierpinski (1912) είναι  

 

(Steinhaus 1999, pp. 102-103; Cundy and Rollett 1989; Wells 1991, p. 229).  

 

 
1.8.10 Coastline Paradox( παράδοξο της ακτής )  

Ο καθορισµός του µήκους της ακτής µιας χώρας δεν είναι όσο απλός όσο  εµφανίζεται 

αρχικά, , όπως πρώτα εξετάστηκε από τον  L. F. Richardson (1881-1953). Στην 

πραγµατικότητα, η απάντηση εξαρτάται από το µήκος  του κανόνα  που  χρησιµοποιείται  για 

τις µετρήσεις. Ένας κοντύτερος κανόνας µετρά µε µεγαλύτερη ακρίβεια  τις στροφές  των 

κόλπων και των κολπίσκων από έναν µεγαλύτερο, έτσι το κατ' εκτίµηση µήκος συνεχίζει να 

αυξάνεται όσο µειώνουµε το µήκος από τους κανόνες  .Στην πραγµατικότητα, µια ακτή είναι 

ένα παράδειγµα fractal δοµής  
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1.9 Σύντοµη αναφορά στα σύνολα Julia ,Mandelbrot  

1.9.1 Mandelbrot set 

. 
 

 
στο σχήµα µια µαθηµατική απόδοση του  συνόλου 

Mandelbrot  

 http://en.wikipedia.org 
το σύνολο Mandelbrot  είναι ένα  fractal που 

ορίζεται σαν  σύνολο των  σηµείων c  στο 

µιγαδικό επίπεδο (complex plane )  (η  

ακολουθία δεν τείνει στο άπειρο  , 

) 

Το σύνολο Mandelbrot µπορεί να διαιρεθεί σε 

άπειρο σύνολο µαύρων συνόλων : το 

µεγαλύτερο σχήµα στο κέντρο είναι µια 

καρδιοειδής καµπύλη. Υπάρχει ένα άπειρο µετρήσιµο σύνολο κοντινών κύκλων που είναι 

εφαπτόµενα στην καρδιοειδή , οι οποίοι ποικίλουν στο µέγεθος ασυµπτωτικά τείνοντας σε 

µηδενική διάµετρο . Κατόπιν κάθε ένας από αυτούς τους κύκλους έχει στη συνέχεια  το δικό 

του (µετρήσιµο) άπειρο σύνολο µικρότερων κύκλων  που διακλαδίζονται  προς τα έξω. Η 

διαδικασία  της διακλάδωσης µπορεί να επαναληφθεί κατά τρόπο αόριστο, παράγοντας ένα 

fractal  

 
 
 
1.9.2 Ιστορία του συνόλου Mandelbrot  

 
Το σύνολο του  Mandelbrot  ορίστηκε αρχικά το 1905 από τον  Pierre Fatou. Ο Fatou 

µελέτησε   τις επαναλαµβανόµενες  διαδικασίες όπως  

 
Αρχίζοντας από κάποιο σηµείο z0 στο  µιγαδικό επίπεδο , τα διαδοχικά σηµεία µπορούν να 

παραχθούν µε επανάληψη αν  εφαρµόσουµε  αυτόν τον τύπο. Ο Fatou συνειδητοποίησε ότι η 

τροχιά του  z0 = 0 κάτω από αυτόν τον µετασχηµατισµό θα παρείχε κάποια ένδειξη για τη  

συµπεριφορά τέτοιων συστηµάτων . Υπάρχει ένας άπειρος αριθµός τέτοιων συναρτήσεων  

µία για κάθε τιµή του  c. Ο Fatou δεν είχε πρόσβαση σε έναν υπολογιστή ικανό να σχηµατίσει 

τις τροχιές όλων αυτών των συναρτήσεων , αλλά προσπάθησε  να  τα αναπαραστήσει µε το 

χέρι.  Ο Fatou δεν είδε ποτέ την απεικόνιση αυτού που καλούµε τώρα Mandelbrot set  όπως 

εµείς το βλέπουµε  επειδή ο αριθµός των  υπολογισµών απαιτείται για να το  παραγάγει  πολύ 

περισσότερο από ότι  θα µπορούσε να υπολογιστεί µε το χέρι. Ο  Benoît Mandelbrot ήταν το 

πρώτο πρόσωπο που  χρησιµοποίησε έναν υπολογιστή για να σχεδιάσει το σύνολο. Τα 

Fractals διαδόθηκαν από τον  Mandelbrot το  1975 στο βιβλίο του  Les Objets Fractals: 

Forme, Hasard et Dimension όπως έχουµε ήδη αναφέρει .Ο Mandelbrot χρησιµοποίησε τον 

όρο fractal για να περιγράψει διάφορα µαθηµατικά φαινόµενα που φάνηκαν να εκθέτουν 

χαοτική ή συµπεριφορά που προκαλεί εκπλήξεις . Όλα αυτά τα φαινόµενα  τα περιέλαβαν 

στον ορισµό κάποιας καµπύλης ή συνόλων  µέσω της χρήσης µερικών επαναλαµβανόµενων 

συναρτήσεων  ή  αλγορίθµων Το σύνολο  Mandelbrot  είναι ένα τέτοιο φαινόµενο. 
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1.9.3 Σχέση µε τα σύνολα  Julia  

 
Τα σύνολα Julia πήραν το όνοµά τους από τον Γάλλο 

Μαθηµατικό Julia  ο οποίος τα µελέτησε το 1918.  

Το  σύνολο Mandelbrot  δηµιουργήθηκε από τον Benoît 

Mandelbrot σαν δείκτης των συνόλων  Julia .Κάθε σηµείο 

στο µιγαδικό επίπεδο  αντιστοιχεί σε έναν διαφορετικό 

σύνολο Julia . Τα σηµεία µέσα στο  σύνολο Mandelbrot  

αντιστοιχούν  ακριβώς στα συνδεδεµένα σύνολα Julia , και 

το εξωτερικό των σηµείων αντιστοιχεί στα αποσυνδεµένα 

Στο εσωτερικό  τείνουν να µοιάζουν  µε απλές γεωµετρικές 

µορφές, ενώ στο εξωτερικό µοιάζουν µε σκόνη που περιβάλλεται από σταγόνες χρώµατος  

Το σύνολο Mandelbrot  επίσης περιέχει   δοµές που έντονα µοιάζουν µε τα  σύνολα Julia 

Πράγµατι , για οποιαδήποτε τιµή του  c, η περιοχή του συνόλου  Mandelbrot  κοντά στο  c 

µοιάζει µε το κέντρο του  συνόλου Julia µε  παράµετρο c. 

 
Julia Set  : η εικόνα  κατασκευάστηκε από τον P.Bourke (1991)  
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εικόνες συνόλων Julia από την ιστοσελίδα 

 http: // mathworld.wolfram.com  

 

 
 

 
επιλογή εικόνων  fractals  (Julia ,Mandelbrot sets ) που έχουν κατασκευαστεί από την γράφουσα 

µε το  ultra fractal 
3
   

 
 εικόνα 8 : το σύνολο Julia µπορεί για κάποια c να είναι το µόνο σύνολο σηµείων που δεν 

τείνουν στο άπειρο Στις περιπτώσεις αυτές το σύνολο Julia είναι µια πολύπλοκη συµπαγής 

καµπύλη δενδριτικής µορφής ( µπορεί να εκφυλιστεί σε ευθύγραµµο τµήµα )  

εικόνες 12,13 : το σύνολο Julia είναι το σύνορο µιας ακολουθίας διαφορετικών περιοχών που 

µικραίνουν συνεχώς σε µια αυτοόµοια άπειρη ακολουθία νησίδων 

 

εικόνες 14,15 :  το σύνολο Julia που αποτελεί το σύνολο των µελανών περιοχών για τις 

οποίες οι επαναλήψεις της εξίσωσης δεν τείνουν στο άπειρο µπορεί να είναι και πλήρως 

διαχωρισµένο δηλαδή µη συνεκτικό ( οι επεξηγήσεις αναφέρονται στο βιβλίο του Τ. 

Μπούντη)

                                                 
3 υπάρχει demo έκδοση στο internet   
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2.1 Ένας δρόµος προς το άπειρο από τον Ζήνωνα τον Ελεάτη µέχρι τα fractal 

  

  
2500 χρόνια περίπου πριν ο αρχαίος φιλόσοφος Ζήνωνας διατύπωσε τον ισχυρισµό  που 

έµεινε γνωστός στην ιστορία σαν Παράδοξο του Ζήνωνα . Όπως γράφει ο ∆. Αναπολιτάνος 

στo βιβλίο του  «Εισαγωγή στην Φιλοσοφία των Μαθηµατικών» (σελίδα 59 )ο Ζήνωνας 

έχοντας σαν πρόθεση του την υπεράσπιση του Παρµενίδειου µονιστικού φιλοσοφικού 

συστήµατος από τις επιθέσεις των πλουραλιστών της εποχής παρήγαγε µια σειρά από παράδοξα 

που συνδέονται µε την οντολογική υφή του συνεχούς και την αδυναµία του ανθρώπινου όντος 

να περατώσει µια οποιαδήποτε άπειρη διαδικασία σε πεπερασµένο χρονικό διάστηµα  

Περιγράφουµε ένα από τα παράδοξα  :Ας υποθέσουµε ότι ένας δροµέας πρόκειται να 

διανύσει την απόσταση ΑΒ . Για να τη διανύσει θα πρέπει να διανύσει την απόσταση 

ΑΑ1=ΑΒ/2 στην συνέχεια την Α1Α2=ΑΒ/4 , την Α2Α3=ΑΒ/8 και ούτω καθεξής Σύµφωνα µε 

τον Ζήνωνα µια τέτοια διαδικασία είναι αδύνατη   , γιατί  για να διανύσει ο δροµέας την 

πεπερασµένη απόσταση ΑΒ θα πρέπει να περάσει από ένα άπειρο πλήθος  σηµείων , δηλαδή 

να ολοκληρώσει µια άπειρη διαδικασία µεταβάσεων .  Οι µαθηµατικοί φιλόσοφοι της εποχής  

είχαν αναπτύξει την ιδέα άπειρων αλλά  συνεχώς ελαττουµένων διαστηµάτων.  

Μια περίπτωση της έννοιας του ορίου βρίσκεται στην περίπτωση των πλευρικών και 

διαµετρικών αριθµών .Για να σχηµατίσουµε την πλευρά και την διάµετρο του µεγαλύτερου 

τετραγώνου  αν α είναι  πλευρά και δ η διάµετρος του πρώτου τετραγώνου εργαζόµαστε ως 

εξής :  

Αριθµοί πλευρικοί  Αριθµοί διαµετρικοί  

α δ 

α + δ = α1 2 α + δ =δ1 

α1+δ1= α2 2
 
α1 + δ1=δ2 

……. ……… 

Οι περιττής τάξεως  λόγοι (διαµέτρου προς πλευρά ) αυξάνονται συνεχώς και οι  άρτιοι 

συνεχώς µειώνονται .Έχουµε δηλαδή δύο ακολουθίες αριθµών που όταν το ν τείνει στο 

άπειρο αυτές συµπίπτουν µε το 2 .Βέβαια ο Θέων δεν αναφέρεται ούτε σε φράγµατα  

ακολουθίας , ούτε περί εγκιβωτισµού της 2 .Οι σύγχρονοι ερµηνευτές αναπτύσσουν τους 

λόγους των πλευρικών και διαµετρικών αριθµών δια των συνεχών κλασµάτων :  
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«Ενταύθα βλέποµεν ότι χρησιµοποιούνται δύο  θεµελιώδεις έννοιαι των µαθηµατικών, η  

έννοια της συνεχείας και η  έννοια του δυνάµει απείρου, ως αύται διετυπώθησαν µαθηµατικώς 

υπό του Ευδόξου µεν ή πρώτη και υπό του Αριστοτέλους ή δευτέρα και ως αύται 

χρησιµοποιούνται και σήµερον και άποτελούσι το θεµέλιον των ανωτέρων µαθηµατικών. ∆ια 

την δεύτερον έννοιαν του δυνάµει απείρου ύπενθυµίζοµεν την διατύπωσιν του Αριστοτέλους: « 

ου διέξεισι το πεπερασµένον » (Φυσικής ακροάσεως Γ 206 1).» Ε. Σταµάτης (1953 σελ.10 ) 

Όπως γράφει ο Ε. Σταµάτης (1953 σ.12 )  σαν σχολιασµό στη ρήση του Θέωνα :« ώσπερ ουν 

πάντων των σχηµάτων κατά τον ανωτάτω και σπερµατικόν λόγον ή µονάς άρχει, ούτω και της 

διαµέτρου και της πλευράς λόγος εν τη µονάδι  ευρίσκεται»"Ενταύθα όµως πρόκειται, περί µιας 

καθαρώς γεωµετρικής προτάσεως, χρησιµοποιούσης την έννοιαν των ορίων, του απείρου και 

της συνεχείας την οποίαν ό Θέων παροµοιάζει, κατά τους Πυθαγορείους πιθανόν, υπό 

βιολογικήν  έκφρασιν..» 

Μέσα από διαδικασίες προσέγγισης µέτρησης ή που αφορούσαν την πυκνότητα του συνόλου 

των ρητών οι Εύδοξος,  ∆ηµόκριτος,  Ιπποκράτης ο Χίος,  και κυρίως ο Αρχιµήδης τόλµησαν 

να αγγίξουν την έννοια του ορίου . Ερχόµενοι όµως σε επαφή µε την έννοια του απείρου, 

επινοούσαν  µεθόδους για να την παρακάµψουν (όπως η µέθοδος διπλής αντίφασης ).Το 

πρόβληµα του υπολογισµού του εµβαδού του κύκλου  µε την εγγραφή των κανονικών 

πολυγώνων µε συνεχώς αυξανόµενο αριθµό πλευρών από τον Ιπποκράτη τον Χίο (430 π.Χ)  

υπήρξε µια µέθοδος υπολογισµού του ορίου στην οποία επιτρέπεται η απόδειξη των 

αποτελεσµάτων χωρίς να είναι απαραίτητη η αντιµετώπιση της έννοιας του απείρου .     
   Ο Εύδοξος  (408-355π.Χ) διατυπώνει την περίφηµη «αρχή της εξάντλησης». Η µέθοδος 

(στοιχεία Ευκλείδη, βιβλίο 10, πρόταση 1) λέει: «δοθέντων δύο άνισων µεγεθών, εάν από του 

µεγαλύτερου αφαιρεθεί µεγαλύτερον του ηµίσεως και από του υπολοίπου µεγαλύτερον του 

ηµίσεως και τούτο γίνηται πάντοτε, θα υποληφθεί µέγεθος τι, το οποίον θα είναι µικρότερο του 

δοθέντος µικρότερου µεγέθους.». ∆ηλαδή µε τη διαδοχική διχοτοµική  αφαίρεση  µπορούµε 

να επιτύχουµε ένα µέγεθος τόσο µικρό όσο επιθυµούµε . Ο Αρχιµήδης και οι άλλοι Έλληνες 

µαθηµατικοί   όπως έχουµε ήδη αναφέρει δεν θεωρούσαν ότι  η µέθοδος συνεχιζόταν για 

άπειρο αριθµό βηµάτων  (µέχρι να συντελεστεί η «εξάντληση »του αρχικού µεγέθους) .  

Θα ήταν παράλειψη να µην αναφερθεί έστω και εν συντοµία  η χρυσή τοµή  ( και   το χρυσό 

ορθογώνιο).  Το πρόβληµα της 

διαίρεσης ενός τµήµατος σε δύο 

µέρη έτσι ώστε το µεγαλύτερο 

τµήµα να είναι µέση ανάλογος 

ανάµεσα σε ολόκληρο το τµήµα 

και το µικρότερο τµήµα γνωστό 

ως πρόβληµα της χρυσής τοµής 

ανάγεται στην σχολή των 

Πυθαγορείων ως ρίζα της 

εξίσωσης x
2
 + α x = α 

2
  ή στον 

Θεαίτητο το 386 π.Χ  ( µε την 

κατασκευή του πενταγώνου )  
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H µορφή του κοχλία που βλέπουµε στο σχήµα, µε την αντίστοιχη γεωµετρική αναπαράστασή της 

που παράγεται µε την   κατασκευή χρυσών ορθογωνίων στο εσωτερικό του αρχικού, αποτελούν 

µια   διασύνδεση των φυσικών fractals µε την έννοια του ορίου. 

οι εικόνες είναι από την ιστοσελίδα               http://teacherlink.org/home.html  

                                                         (Center for Technology and Teacher Education) 

   Το όριο των λόγων του επόµενου προς τον προηγούµενο στους  αριθµούς  1, 1, 2, 3, 5, 8, 

13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, …… γνωστής ως ακολουθία Fibonacci... ισούται µε 

την τιµή της ρίζας της εξίσωσης x
2
 + αx =α

2
  δηλαδή είναι η Χρυσή Τοµή ή Χρυσή αναλογία,    

αριθµός γνωστός διεθνώς µε το γράµµα φ =1.618033989 …Η αναπαράσταση της ακολουθίας 

µε την µορφή συνεχών κλασµάτων : 

f 1 = 1,f 2 = 1 + 
1

1
= 2 , f 3 = 

1
1

1
1

1

+
+

= 
3

2
, f 4 = 

1
1

1
1

1
1

1

+
+

+

=
5

3
,……… 

Ο συµβολισµός 

προέρχεται από  το 

αρχικό του ονόµατος 

του γλύπτη Φειδία 

που κατασκεύασε τον 

Παρθενώνα  . Οι 

αριθµοί Fibonacci 

είναι το αριθµητικό 

σύστηµα της φύσης.  Η φύση δεν  χρησιµοποιεί την ακολουθία Fibonacci  αλλά  αυτή 

εµφανίζεται ως  αποτέλεσµα µιας   φυσικής διαδικασίας .Ο αντίστροφος της Χρυσής Τοµής 

είναι ο 1/φ= 0.618033989, µε αποτέλεσµα να ισχύει: 1/φ=φ-1. Χρυσό Ορθογώνιο ονοµάζεται 

ένα ορθογώνιο τετράπλευρο του οποίου ο λόγος των πλευρών είναι ίσος µε 1/φ.Η ακολουθία 

Fibonacci παράγεται από τη σχέση f(1) = f(2) = 1 , f(n+1) = f(n) + f(n-1) 

The Fibonacci numbers are Nature's numbering system. They appear everywhere in Nature, from the 

leaf arrangement in plants, to the pattern of the florets of a flower, the bracts of a pinecone, or the 

scales of a pineapple. The Fibonacci numbers are therefore applicable to the growth of every living 

thing, including a single cell, a grain of wheat, a hive of bees, and even all of mankind                                               

Stan Grist                                      http://www.stangrist.com/fibonacci.htm 
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(Οι αριθµοί Fibonacci είναι το αριθµητικό σύστηµα της φύσης. Εµφανίζονται παντού στη φύση, από τη διάταξη των 

φύλλων στα φυτά µέχρι το µοτίβο των πετάλων των ανθών , τις πευκοβελόνες, ή τα στρώµατα του φλοιού ενός 

ανανά. Φαίνεται πώς οι αριθµοί Fibonacci σχετίζονται µε την ανάπτυξη κάθε ζωντανού οργανισµού, ενός κυττάρου, 

ενός σπυριού σταριού, µιας κυψέλης µελισσών, ακόµα της ίδιας της ανθρωπότητας. ) 

εικόνες  ενός  κουνουπιδιού , µπρόκολου , κουκουναριού . Η κάτοψή τους  µοιάζει µε  πολύγωνο  στο  

οποίο  µπορούµε  να δούµε ένα κεντρικό 

σηµείο , τις επαναλήψεις και ακόµα  ότι 

οργανώνονται σε  σπείρες γύρω από αυτό 

το κέντρο και στις δύο κατευθύνσεις. 

 ( Fibonacci spirals ) οι εικόνες είναι από 
την ιστοσελίδα 

http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.K

nott/Fibonacci/fibnat.html#golden 

 
Και εδώ θα κάνουµε   µια παρατήρηση 

ανάµεσα στους αριθµούς Fibonacci , το τρίγωνο του Pascal   και το τρίγωνο του Sierpinski  . 

 
εικόνα  : Το διαγώνιο άθροισµα των αριθµών του τριγώνου του Pascal  µας δίνει τους 

αριθµούς Fibonacci  .Αν στην θέση των ζυγών αριθµών  του τριγώνου του Pascal θέσουµε το 0 

και στην θέση των µονών τη  1 τότε προκύπτει η δοµή του τριγώνου  του Sierpinski .  

 

Η τάση των  αρχαίων Ελλήνων να ασχολούνται µε γεωµετρικές οντότητες  και   µε την 

επίλυση  προβληµάτων  προσαρµοσµένων σε αυστηρά γεωµετρικό πλαίσιο  ήταν ένας λόγος 

που τους απέτρεψε να ασχοληθούν µε την έννοια του αριθµητικού ορίου και µια αιτία 

καθυστέρησης της ανάπτυξης των συναρτήσεων  .Η επιµονή της σχολής του Πλάτωνα  για 

την σταθερότητα των µαθηµατικών αντικειµένων ως ιδεών και η βάσει της  αρχής του 

Ευδόξου µη αποδοχή των απειροελάχιστων µεγεθών από την γεωµετρία είναι ένας επιπλέον 

πολιτισµικός λόγος  για την µη ανάπτυξη του ορίου  αριθµών . Οι  προσεγγιστικές µέθοδοι 

των αρχαίων ελλήνων για  την έννοια του ορίου , ουσιαστικά επικράτησαν και εφαρµόζονταν 

µέχρι τον 16
ο
 αιώνα . Μια πραγµατική αλλαγή στις ιδέες  ξεκίνησε τον 17

ο
 αιώνα 

προερχόµενη από ανάγκες αντιµετώπισης προβληµάτων Φυσικών επιστηµών .Ο Εύδοξος, ο 

Αρχιµήδης είχαν φροντίσει µε την αυστηρή µέθοδο της εξάντλησης να αποκαταστήσουν όλες 

τις πιθανές διαµάχες γύρω από τα  αδιαίρετα ή απείρως µικρά κοµµάτια .   Η χρήση των 

απειροστών δηµιούργησε έντονη  διαµάχη  τον 17
ο
 αιώνα . O Newton χρησιµοποιεί το  ο  για 

να συµβολίσει την απειροελάχιστη µεταβολή  Ο Berkley διερωτάται : Τι είναι το  ο, το µηδέν 
; αν ναι τότε δεν έχουµε δικαίωµα να διαιρέσουµε µε αυτό αν όχι τότε τι λάθος κάνουµε 

διώχνοντας το …όταν κάποιος λέει ότι οι αυξήσεις είναι µηδενικές ή ότι δεν υπάρχουν άλλες 

αυξήσεις , η προηγούµενη υπόθεση που είχε την έννοια ότι οι αυξήσεις ήταν κάτι ή ότι υπήρχαν  

αυξήσεις χάνεται …….. 

Κανένας  µαθηµατικός  δεν κατάφερε  να απαντήσει στον Berkley µε ικανοποιητικό τρόπο  

Κάποιος χρησιµοποιεί τον όρο απειροστό για να απλουστεύσει τις εκφράσεις . ∆εν θα λέγαµε 

εποµένως ότι µια ποσότητα είναι απείρως µικρή ούτε προτού αυτή εξαφανιστεί  ούτε µετά , 

αλλά την στιγµή που εξαφανίζεται ( D’Alembert στο άρθρο του Differentiel εγκυκλοπαίδεια 

Methodique ) 

 Πίσω από την όλη διαµάχη υπήρχε ένας έντονος προβληµατισµός σχετικά µε την έννοια του 

ορίου .Οι Newton και Leibniz έβρισκαν σωστά παραγώγους των συναρτήσεων αλλά δεν 

µπορούσαν να τις  εξηγήσουν µε κατάλληλες αποδείξεις .  Το 1797 ο Lagrange προσπαθεί να 

απελευθερώσει την Ανάλυση από τα απειροστά και να θεµελιώσει ένα νέο κλάδο των 

µαθηµατικών την άλγεβρα των άπειρων σειρών  ( το οποίο κατά Cauchy   ήταν σοβαρό λάθος 

αφού δεν µπορούµε να επεκτείνουµε αυτόµατα την άλγεβρα των πεπερασµένων ποσοτήτων 
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για άπειρες ποσότητες .)Οι  Cauchy   , Riemann και  Weierstrass θεµελίωσαν αυστηρά τον 

απειροστικό λογισµό χρησιµοποιώντας την άλγεβρα των ανισοτήτων . Για το απειροστό ο 

Cauchy λέει τα εξής :  

Λέµε ότι µια µεταβλητή ποσότητα γίνεται απείρως µικρή όταν η αριθµητική της τιµή µειώνεται 

διαρκώς κατά τέτοιο τρόπο ώστε να συγκλίνει στο όριο µηδέν ( Boyer 1939 .σελ..279 )  

Η µεταφυσική  χρήση των απειροστών όπως την αντιλαµβάνονταν οι Newton , Leibniz 

παίρνει τέλος . Ο Cauchy ορίζει το άπειρο ως µεταβλητή ποσότητα που οι τιµές της µπορούν 

να γίνουν µεγαλύτερες από ένα οσοδήποτε µεγάλο αριθµό .Για τον Cauchy :  

Αν δοθεί κάποιο ε >0 τότε µπορεί να βρει κάποιος ένα ν , τέτοιο ώστε κάθε µερικό άθροισµα µε 

περισσότερους από ν όρους να διαφέρει από το άθροισµα της σειράς λιγότερο από  ε . 

Αν και ο Cauchy έδωσε τις έννοιες του απειροστικού λογισµού στην παρούσα γενική τους 

µορφή ο Weierstrass (1815-1897 )  ήταν εκείνος που έδωσε την αυστηρή θεµελίωση και 

διατύπωση των ορισµών και εννοιών  του απειροστικού λογισµού Κατά τον Boyer ( 1939 )  ο 

Weierstrass  ήταν αυτός που εξοστράκισε αποτελεσµατικά από τον απειροστικό λογισµό την 

ιδέα του απειροστού.   

 

 

2.2   Το άπειρο   κατά τον   Αριστοτέλη  και η έννοια του ορίου  

 
  Για το Αριστοτέλη   η ανάγκη να διερωτηθούµε γύρω από το άπειρο προέρχεται 

από τις εξής πηγές  

 Από την επαγωγικής υφής πίστη µας  πως ο χρόνος είναι άπειρος 

 Από την δυνατότητα  ύπαρξης διαδικασιών τµήσης εκτεταµένων µεγεθών όπου ο 

αριθµός των πράξεων τµήσης χωρίς να µπορεί να είναι άπειρος δεν είναι φραγµένος προς τα 

άνω . 

 Από την αέναη παρουσία της γέννησης και της φθοράς κάθε  αισθητού αντικειµένου  

 Από την αντίληψη πως οτιδήποτε έχει όρια , οριοθετείται πάντα από κάτι άλλο που  

δεν αποτελεί µέρος του   

 Από το απεριόριστο της ανθρώπινης σκέψης που συνεπάγεται το απεριόριστο των 

νοητικών κατασκευών  

Οι διαδικασίες που κατά τον Αριστοτέλη είναι υπεύθυνες  για την εξοικείωσή µας µε την 

έννοια του απείρου είναι δυο : η αθροιστική και η διαιρετική .Η αθροιστική διαδικασία 

µπορεί να µας οδηγήσει στη θεώρηση πεπερασµένων αντικειµένων οσονδήποτε µεγάλων 

διαστάσεων . Για τον Αριστοτέλη άπειρα αντικείµενα δεν υπάρχουν και έχει νόηµα µόνο η 

δυνητική σπουδή του απείρου . Το πραγµατικό άπειρο , σαν µαθηµατικό αντικείµενο , 

είναι αποτέλεσµα νοητικού άλµατος , όπου πια το προηγούµενο άπειρο σύµπαν αποτελεί 

αντικείµενο στα πλαίσια ενός νέου σύµπαντος . Χαρακτηριστικό παράδειγµα µιας τέτοιας 

διαδικασίας  είναι η αντικειµενοποίηση του σύµπαντος των φυσικών αριθµών στα πλαίσια 

της κατά Zermelo –Fraenkel θεωρίας των συνόλων . (∆. Αναπολιτάνος - Εισαγωγή στη 

φιλοσοφία  των Μαθηµατικών σελ.62 )  

Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη τα εκτεταµένα µεγέθη δεν είναι τελειωµένα, πραγµατικά άπειρα 

µε την έννοια που διαθέτουν πέρατα . Παρά ταύτα υπάρχει τρόπος να θεωρηθούν σαν 

δυνάµει δυνητικά άπειρα δεδοµένου πως µπορούν να τµηθούν επανειληµµένα .  

Μέχρι τον D’Alembert  οι µαθηµατικοί αποφεύγουν να χρησιµοποιήσουν έννοιες που 

εµπεριέχουν το άπειρο και όπως αναφέρει ο ίδιος « κάποιος µπορεί να τα καταφέρει εύκολα 

στον Λογισµό χωρίς την µεταφυσική του απείρου » και ότι « ένα όριο δεν µπορεί να συµπίπτει 

ποτέ ή δεν γίνεται ίσο  µε την ποσότητα που είναι το όριο αλλά την προσεγγίζει και µπορεί να 

διαφέρει από αυτήν τόσο λίγο όσο κάποιος θέλει ». 

Από  την εποχή του Wallis το σύµβολο του ∞ άρχισε να χρησιµοποιείται αλλά δεν είχε δοθεί 

κανένας συγκεκριµένος ορισµός .Ο ίδιος θεωρούσε το ∞  ως τον µεγαλύτερο θετικό ακέραιο 

ή το άθροισµα όλων των θετικών ακεραίων . Η ανάπτυξη της έννοιας του ορίου και των 

µαθηµατικών γενικότερα προϋποθέτει µια θεωρία για το άπειρο .Το άπειρο υπεισέρχεται είτε 

στη διαδικασία εύρεσης ενός ορίου ως άπειρο πλήθος βηµάτων είτε ως αποτέλεσµα της 

διαδικασίας . Η θεωρία του Cantor για τα άπειρα αριθµήσιµα σύνολα στην οποία το άπειρο 

καθορίζεται από τον πληθικό αριθµό των συνόλων προσπάθησε να δώσει στο άπειρο µια πιο 
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µαθηµατική ερµηνεία . Η έννοια του απείρου εξακολουθεί να δηµιουργεί σύγχυση ακόµα και 

στην ορολογία του Fischbein (1979 )στην οποία  το δυνητικό άπειρο είναι µια αρχική 

διαίσθηση ενσωµατωµένη στην επιστηµολογική µας αντίληψη. Κατά τον Tall ( 1980) 

υπάρχει το πληθικό άπειρο , το διατακτικό άπειρο και η έννοια του µη συµβατικού απείρου  

και όλα αυτά αποτελούν λογικές οντότητες που  συντελούν στην µελέτη προηγµένων 

µαθηµατικών .  

 

 

2.3 Η έννοια της διαίσθησης -Αρχικές διαισθήσεις για το   άπειρο  και  τα όρια  

 
“And so any human knowledge begins from intuition, from there it goes on with the shaping 

of concepts and it ends with ideas” Kant 

…οποιαδήποτε ανθρώπινη γνώση αρχίζει από την διαίσθηση , από εκεί συνεχίζει µε την 

διαµόρφωση των εννοιών και τελειώνει µε τις  ιδέες ..Kant  

Ένας ουσιώδης στόχος της διδασκαλίας των µαθηµατικών είναι η ανάπτυξη από τους 

µαθητές της δεξιότητας χειρισµού των διαδικασιών (επίλυσης προβληµάτων). Αυτός ο 

σκοπός είναι, πράγµατι, µια αναγκαία συνθήκη για την επίτευξη των άλλων σκοπών, εφόσον 

οι υπολογισµοί γίνονται µε το χέρι, αλλά συχνά οδηγεί σε πρόωρη αυτοµατοποίηση των 

αλγορίθµων, που βασίζεται σε εσφαλµένη ή ανεπαρκή κατανόηση των εννοιών (Davis, 1988, 

Dreyfus, 1991, Hiebert & Lefevre, 1986, Lehtinen & Savimäki, 1993, Schoenfeld, 1989, 

Wertheimer, 1959). 

Οι έννοιες του απειροστικού λογισµού , όπως το όριο των ακολουθιών και των  πραγµατικών 

συναρτήσεων  εισάγονται γενικά τα τελευταία δύο χρόνια του κύκλου σπουδών της 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης µε φορµαλιστικό  τρόπο, που περιλαµβάνει τα θεωρήµατα και 

εµπλουτίζεται από τις  τεχνικές λεπτοµέρειες υπολογισµού  του ορίου  . Η εφαρµογή τέτοιων 

εννοιών εν τούτοις, περιορίζεται συχνά σε στερεότυπες ασκήσεις που σκοπό δεν έχουν την 

κατανόηση του ορίου ως έννοιας αλλά την κατανόηση µεθόδων για τον υπολογισµό  των 

ορίων, Κατά συνέπεια, η εκµάθηση είναι κάπως µηχανική και επιφανειακή. Οι Πατρώνης και 

Σπανός γράφουν στις « Σύγχρονες Θεωρήσεις και έρευνες στη Μαθηµατική Παιδεία »(2000 

σελ.80 ) Κάθε µαθηµατική έννοια που περιέχει µια οριακή διαδικασία είναι δυνατόν να 

κατανοηθεί µόνο όταν οι µαθητές βιώσουν αυτή τη διαδικασία και µάλιστα µε διάφορους 

τρόπους και από πολλές πλευρές , όπως µε γεωµετρικές εικόνες αλλά και µε αριθµητικές 
δοκιµές . ….όµως οι πιο σηµαντικές διαδικασίες , που πρόκειται να διδαχθούν πρέπει να 
αντιµετωπιστούν νοητά µε συµµετοχή της σκέψης και της φαντασίας . Λαµβάνοντας υπόψη την 

πολυπλοκότητα και τη σηµασία τέτοιων εννοιών, εξετάζουµε αν µια βαθµιαία προσέγγιση είναι 

κατάλληλη,  που επιδιώκει  να αναπτύξει µια κατανόηση από τα πρώτα έτη στο σχολείο, 

έχοντας ως αφετηρία  τις πρώτες διαισθήσεις των παιδιών  των σχολείων  της 
πρωτοβάθµιας εκπαίδευσης. Σε αυτό το πλαίσιο, θα υπογραµµίζαµε τη σηµασία της 
προσέγγισης.  Η έρευνά µας, όπως και άλλες  στον τοµέα των δυσκολιών στην κατανόηση της 

έννοιας του ορίου, δείχνει την ανάγκη για την ανάπτυξη τέτοιας διδασκαλίας » 

Στο A lengthy process for the establishment of the concept of limit  οι ερευνήτριες Lucia 

Grugnetti, και Angela Rizza(2002) γράφουν:  

«η διδασκαλία µιας έννοιας πρόκειται να είναι αποτελεσµατική, αν  η διαισθητική γνώση του 

µαθητή που αποκτιέται σε ένα εξωσχολικό πλαίσιο ή σε προηγούµενες µελέτες δεν απορριφθεί. 

Ειδικότερα ο Fischbein (1973, 1987) αναφέρεται σε τέτοιες διαισθητικές ιδέες σαν  

"αρχικές διαισθήσεις", υπογραµµίζοντας τη σηµασία   στήριξης και ενίσχυσης αυτών µε 
τέτοιο τρόπο ώστε να  επιτρέψουν   να εξελιχθούν  στο στάδιο "δευτεροβάθµιων 
διαισθήσεων".» 
Στο δοκίµιο του Towards a disciplined intuition  ο Bruner αναφέρεται  στη διαίσθηση ως 

προσέγγιση λιγότερο αυστηρή όσον αφορά την απόδειξη , περισσότερο προσανατολισµένη σε 

ολόκληρο το πρόβληµα παρά σε συγκεκριµένα µέρη ,λιγότερο λεκτική όσον αφορά την 

αιτιολόγηση και βασισµένη σε µια αυτοπεποίθηση για δράση µε ανεπαρκή γεγονότα  

διαχωρίζοντας την από την αναλυτική προσέγγιση .Η  ύπαρξη των διαφορετικών τρόπων 

σκέψης προτείνει µια διάκριση µεταξύ των διαισθητικών νοητικών διαδικασιών και της 

λογικής σκέψης που απαιτείται από τα µαθηµατικά . Μια διαίσθηση φτάνει πλήρης στο νου 
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και µπορεί να είναι δύσκολο τα συστατικά της να διαχωριστούν σε µια λογική παραγωγική 

σειρά  Οι οπτικές πληροφορίες υποβάλλονται σε µια επεξεργασία .Μόνο το αποτέλεσµα 

αυτής της επεξεργασίας τίθεται στην διάθεση αυτού του συνειδητού και όχι η διαδικασία µε 

την οποία σχηµατίζεται η µορφή ( Bogen 1969 ,Gazzaniga 1974 )  

Ο Bruner (1966) αντιπαραβάλει την διαίσθηση µε την αναλυτική σκέψη, ο Poincaré (1913) την 

διαίσθηση µε την λογική , το ίδιο και ο Hadamard (1945), ο Skemp (1971) αντιπαραβάλει την 

διαίσθηση και την  αντανακλαστική σκέψη  ως διαφορετικούς τρόπους διανοητικής 

δραστηριότητας (Skemp, 1979) διαφέροντας  αρκετά  από την περιγραφή του Poincaré. Εν τω 

µεταξύ, ο Fischbein (1978) περιγράφει τη διαίσθηση σαν  άµεση γνώση χαρακτηρισµένη  από 

τις ιδιότητες της αυτοφάνειας (self-evidence),καταναγκαστικής επίδρασης (coercive 

effect),συµπερασµατικής  ικανότητας ( extrapolative capacity)και   συνολικότητας (globality)( 

D. Tall Berkeley, Mathematical Intuition,with Special Reference to Limiting Processes 170–

176 (1980). 

Κατά τον D. Tall: 

Μια γνωστική προσέγγιση στη διαίσθηση µπορεί να δοθεί χρησιµοποιώντας τις  φυσιολογικές 

ιδέες που περιγράφονται  στο Εγχειρίδιο της ψυχολογίας Textbook of Psychology (D. O. 

Hebb’s 1972- chapter 4)ή, πιο πρόσφατα,  στο «Προγράµµατα του εγκεφάλου» (J. Z. Young’s 

Programs of the Brain (1978). … Hebb postulates that the mechanism of excitation and 

inhibition of neurons causes activities of cell assemblies in the brain. Sensory information 

from the eyes, for instance, is conveyed both to the area of the brain which gives rise to the 

sensation of sight and also, by a network of diverging paths, to other parts of the brain, 

setting up complex neuronal excitations The stimulation of certain neurons passes messages 

to others, which excite or inhibit them, making them more or less sensitive to subsequent 

stimulation. In this way global mental activity is made up of an amalgam of local processes 

which have been selectively excited. . Faced with a novel situation the brain can only make 

sense of it by reacting with such an amalgam of mental activity from its currently available 

cognitive structure. This mental activity may be anything but logical and it is such activity, 

performed relatively quickly without analysis, which we term intuition. We may wish to 

qualify this definition by excluding logical or reflective processes, or we may wish to add 

more precise refinements such as those of Fischbein.  

Ο  Hebb αξιωµατικά δέχεται  ότι ο µηχανισµός της διέγερσης και  παρεµπόδισης των νευρώνων 

δηµιουργεί δραστηριότητες συγκεντρώσεων των   κυττάρων στον εγκέφαλο. Αισθητήριες 

πληροφορίες µέσω της οράσεως , παραδείγµατος χάριν, µεταβιβάζονται αµφότερες στην 

περιοχή του εγκεφάλου που προκαλεί την διαίσθηση και ακόµα , από ένα δίκτυο 

αποκλινόµενων πορειών , σε άλλα µέρη του εγκεφάλου, που οργανώνουν τις σύνθετες 

νευρωνικές διεγέρσεις. Η υποκίνηση ορισµένων νευρώνων περνά τα µηνύµατα σε άλλα, τα 

οποία  διεγείρει ή εµποδίζει, και   τα καθιστά  ευαίσθητα σε επόµενη υποκίνηση. Κατ' αυτό τον 

τρόπο η σφαιρική διανοητική δραστηριότητα αποτελείται από ένα αµάλγαµα από τις τοπικές 

διαδικασίες που έχουν διεγερθεί επιλεκτικά Αντιµέτωπος µε µια  νέα κατάσταση ο εγκέφαλος 

µπορεί µόνο να  τη κατανοήσει  αντιδρώντας µε τέτοιο  αµάλγαµα  διανοητικής δραστηριότητας 

από την διαθέσιµη µέχρι σήµερα  γνωστική  του δοµή Αυτή την διανοητική δραστηριότητα 

που  µπορεί να είναι οτιδήποτε παρά  λογική µε απόδοση  σχετικά γρήγορα χωρίς ανάλυση 
καλούµε διαίσθηση. Μπορούµε να επιθυµήσουµε να τροποποιήσουµε  αυτόν τον ορισµό µε τον 
αποκλεισµό  της λογικής  ή αντανακλαστικής  διαδικασίας, ή µπορούµε να προσθέσουµε 

ακριβέστερους  όπως εκείνοι του  Fischbein Προς το παρόν, εντούτοις, θα συγκεντρωθώ σε 

αυτό που θεωρώ την κεντρική ποιότητα της διαίσθησης: το σφαιρικό αµάλγαµα των τοπικών 

διαδικασιών από την τρέχουσα γνωστική δοµή που υποκινείται επιλεκτικά από µια νέα 
κατάσταση .Ο Vinner (1975) ορίζει µια µεµονωµένη "διανοητική εικόνα  µιας έννοιας για να 
είναι το σύνολο όλων των οπτικών αναπαραστάσεων  (συµπεριλαµβανοµένων των συµβόλων) 

που είναι συνδεµένες  µε εκείνη την έννοια. Καθορίζει την εικόνα  έννοιας(concept image) του 

ατόµου (Vinner, 1980) που συνίσταται από την διανοητική εικόνα    µαζί µε όλες τις ιδιότητες   

που είναι συνδεµένες µε την έννοια στο µυαλό του ατόµου (Tall & Vinner (1980) ).  

Ένας από τους λόγους που η διδασκαλία του απειροστικού λογισµού βρίσκεται σε 

αποδιοργάνωση είναι ότι οι έννοιες που έµπειροι µαθηµατικοί θεωρούν διαισθητικές δεν είναι 

για τους µαθητές . Ο λόγος είναι ότι η διαίσθηση είναι µια καθολική αντήχηση στον 
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εγκέφαλο και εξαρτάται από την γνωστική δοµή του ατόµου , που και αυτή  µε  τη σειρά της 

εξαρτάται από την προηγούµενη εµπειρία του ατόµου . Ο Tall  αναφέρεται στην διαίσθηση 

που µπορεί να αναπτυχθεί στον απειροστικό λογισµό µε την χρήση της τεχνολογίας των Η/Υ. 

Συγκεκριµένα στο άρθρο του ‘”Intuition and rigour : the role of visualization in the calculus 

(1991 σελ.8 )  αναφέρει ότι  : Αν θέλουµε να καλύψουµε το χάσµα που προκύπτει κατά την 

κατανόηση του λογισµού από τους µαθητές , πρέπει να βρούµε έναν τρόπο που να είναι 

γνωστικά ελκυστικός για τον µαθητή την στιγµή που  αρχίζει η µελέτη της έννοιας και 

ταυτόχρονα φέρει τους σπόρους για την κατανόηση των τυπικών εννοιών που εµφανίζονται 

αργότερα . Η ανάλυση µου είναι ότι δεν θα το επιτύχουµε µε το να καταστήσουµε τις 
έννοιες απλούστερες . Η εναλλακτική λύση είναι να καταστούν πιο περίπλοκες . ….Η 

απάντηση βρίσκεται στην αποτελεσµατική χρήση της νοερής οπτικής αναπαράστασης για 
να δοθεί η κατάλληλη διαίσθηση για την τυπική απόδειξη .Και στη συνέχεια : 

Οι µαθητές µπορούν να αποκτήσουν µε την βοήθεια κατάλληλου λογισµικού την οπτική 
διαίσθηση που είναι απαραίτητη για  ισχυρή τυπική ενόραση . Η διαίσθηση και η 
αυστηρότητα εποµένως δεν είναι απαραίτητο να συγκρούονται  Η διαίσθηση οδηγεί 
φυσιολογικά στην αυστηρότητα της τυπικής απόδειξης .  
Λαµβάνοντας υπόψη το υπογραµµισµένο θεωρητικό πλαίσιο οδηγούµαστε στο συµπέρασµα  

ότι υπάρχει  ανάγκη µιας µακροπρόθεσµης κατασκευής της έννοιας του ορίου που αρχίζει 

από τις  προγενέστερες εµπειρίες και τη διαίσθηση των µαθητών.  

Εποµένως συµπεραίνουµε ότι είναι απαραίτητο να ερευνήσουµε 

 ποια είδη διαισθητικών ιδεών είναι παρόντα στους µαθητές των διαφορετικών σχολικών 
επιπέδων  

 πώς η διαδικασία της διδασκαλίας µπορεί να υποστηρίξει ή να εµποδίσει την ανάπτυξή 
τους.  

 Υπάρχουν  ευνοϊκές  διαισθήσεις  για την προσέγγιση, οι οποίες παραµελούνται 
παράκαιρα από τη συχνή διδακτική πρακτική και πως µπορούν να έρθουν στη επιφάνεια , 

ώστε να έχουµε τα επιθυµητά αποτελέσµατα  

 Λαµβάνοντας υπόψη την πολυπλοκότητα και τη σηµασία τέτοιων εννοιών, µήπως θα 
πρέπει να επανεξετάσουµε  µια βαθµιαία προσέγγιση, επιδιώκοντας  να αναπτύξουµε  µια 

κατανόηση από τα πρώτα έτη στο σχολείο 

 Σε ποιο βαθµό ο Η/Υ αυξάνει την οπτική διαίσθηση  και εποµένως την  τυπική  ενόραση   

 

2.4  ∆υσκολίες συνδεδεµένες µε την έννοια του ορίου 

 
 Ο προσδιορισµός από πολλούς ερευνητές ποικίλων διαφορετικών δυσκολιών και εµποδίων 

για τη  διαδικασία της κατασκευής της έννοιας του ορίου είναι ευρέως γνωστός:    H 

M.Artigue (1998 ) επισηµαίνει στο “Teaching and Learning Elementary Analysis : What can 

we learn from didactical research and curriculum evolution ? ”την ύπαρξη ισχυρών 

δυσκολιών που συνδέονται µε την µαθηµατική πολυπλοκότητα των βασικών αντικειµένων 

των πραγµατικών αριθµών ,των  ακολουθιών ,των  συναρτήσεων , δυσκολίες στον πυρήνα 

του τοµέα που συνδέονται µε τον τυπικό ορισµό της έννοιας του ορίου κα την  πρακτική και 

τεχνική δυσκολία της εφαρµογής του. Σηµαντικές δυσκολίες στην κατανόηση  του ορίου 

εντοπίζονται από τους διάφορους ερευνητές που µοιάζουν να συµφωνούν στα εξής σηµεία . 

Η κοινή έννοια της λέξεως όριο που  εµπεριέχει την έννοια του τελευταίου όρου µιας 

διαδικασίας ,την µη δυνατότητα γενίκευσης των πεπερασµένων διεργασιών  στις άπειρες ( 

υπέρ-απλούστευση των ιδιοτήτων) , τη γεωµετρία των σχηµάτων που αποτρέπει  τον σαφή 

προσδιορισµό των µορφών  που εµπλέκονται στην διαδικασία του ορίου ( Μ.Artigue 

(Teaching and learning elementary analysis )στην µετάβαση από το πεπερασµένο στο άπειρο 

και τι συµβαίνει πέρα από το άπειρο Ακόµα σηµαντικές δυσκολίες  ενσωµατώνονται στη 

γλώσσα. Έννοιες όπως τείνει , προσεγγίζει , όριο , όσο µικρό θέλουµε είναι έννοιες που 

συγκρούονται µε τις τυπικές έννοιες . Οι λέξεις αυτές έχουν µια σηµασία για τους µαθητές 

πριν αρχίσουν οποιαδήποτε µαθήµατα και οι µαθητές συνεχίζουν να βασίζονται σ ‘ αυτές 

ακόµα και να έχει δοθεί ένα τυπικός ορισµός. 

 Η διαδικασία του ορίου δεν µπορεί να εκτελεστεί µε κανόνες της άλγεβρας και οι αυθαίρετα 

µικρές µεταβλητές ποσότητες δηµιουργούν σύγχυση και δυσκολία κατανόησης  των 
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αφαιρετικών διαδικασιών .Είναι σηµαντικό «πίσω» από µια συγκεκριµένη αλγοριθµική 

ακολουθία, να προσέξει ο µαθητής  τις αφηρηµένες έννοιες και λειτουργίες .Αν  προσπαθεί  

να µάθει  την ύλη µε  αποµνηµόνευση των µηχανικών διαδικασιών και συµβολικών 

εκφράσεων τότε χάνει το ενδιαφέρον του  «η αποµνηµόνευση δεν οδηγεί  σε γνωστικές δοµές 

και το αποτέλεσµα είναι να καταπιέζεται η επιθυµία των µαθητών να µαθαίνουν καθώς 

µεγαλώνουν. Έτσι, ο µαθητής ή η µαθήτρια παύει να δείχνει ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά» 

(Dubinsky, 1991, σελ. 120) 

Εποµένως  εδώ υπογραµµίζεται η ανάγκη µιας προσπάθειας να περιγραφούν οι δυσκολίες και 

τα εµπόδια που αντιµετωπίζουν οι µαθητές  για την κατανόηση της έννοιας. Θα 

προσπαθήσουµε να συνοψίσουµε όλα τα προβλήµατα  και να  οδηγηθούµε σε µεθόδους 

αντιµετώπισης . Τα τελευταία χρόνια µεγάλο µέρος της έρευνας  που αφορά την αντίληψη 

των µαθητών ( και φοιτητών ) στην έννοια του ορίου στηρίζεται πάνω στην µελέτη των 

εµποδίων γνωστικών και επιστηµολογικών. Η κατανόηση του ε-δ ορισµού του ορίου  

αποτελεί και τον τελικό στόχο αφού αντιπροσωπεύει την αυστηρή έκφραση  µε την οποία µε 

σαφή µαθηµατικό τρόπο διατυπώνεται η έννοια του ορίου .  

 

 

2.5 Η  έννοια του εµποδίου  

 
Ένα εµπόδιο  δεν είναι έλλειψη γνώσης αλλά γνώση που επιτρέπει στον µαθητή να παράγει 

απαντήσεις προσαρµοσµένες σε ορισµένα προβλήµατα ή κατηγορίες προβληµάτων ενώ για 

άλλους τύπους προβληµάτων οδηγεί σε λάθος απαντήσεις . Έτσι επανεµφανίζεται να κυριαρχεί 

σε ορισµένες καταστάσεις , ακόµα και αν έχει αντικατασταθεί από µια καινούργια γνώση . 

(Michel Henry -Π. Σπύρου σελ. 82  )  

Ο προσδιορισµός από πολλούς ερευνητές διαφορετικών δυσκολιών  εντοπίζεται σε 

εµπόδια(Lucia Grugnetti, και Angela Rizza(2002)) 

 επιστηµολογική φύσης  τα οποία οφείλονται σε εσωτερικές αιτίες των µαθηµατικών ( 

Brousseau , 1997, Sierpinska 1985 )  

διδακτικής φύσης, λόγω των µεθόδων διδασκαλίας που δεν είναι πάντα αποτελεσµατικές  

(Artigue 1998 ,Brousseau ,1998) 

 γνωστικής φύσης  λόγω των διαδικασιών αφαίρεσης που εµπλέκονται  

(Cornu, 1991; Dubinsky, 1991; Sfard, 1992; Tall and Vinner, 1981; Tall, 1996) και 

 µεταγνωστικής φύσης  που οφείλονται  στην γενικότερη αντιµετώπιση  της προσέγγισης 

των µαθητών στα µαθηµατικά (Zan, 2001, 2002). 

Θα αναφερθούµε σε δυο  τύπους εµποδίων . 

 

2.5.1 Επιστηµολογικά εµπόδια  
 

Σχετικά µε τα επιστηµολογικά εµπόδια πρώτος ο Gaston Bachelard (1972 ) θεωρεί ότι η 

επιστηµονική γνώση δεν δοµείται µε µια συνεχή διαδικασία αλλά προκύπτει από απόρριψη  

προηγούµενων  γνωστικών σχηµάτων που ο Bachelard ονόµασε πρωταρχικές γνώσεις 

Αποτελούν εποµένως αναπόφευκτα  στοιχεία του νέου γνωστικού σχήµατος . Κατά τον 

Bachelard  είναι έµφυτα στη ίδια την γνώση . Το πολυσύνθετο των εννοιών και των σχέσεων 

τους µέσα σε ένα εννοιολογικό πεδίο που οι µαθητές κατέχουν ελάχιστα συγκρούεται µε τις 

αυθόρµητες αντιλήψεις που τείνουν να αντιπαραθέσουν τη γνωστική εµπειρία µε την 

επιστηµονική γνώση . Παράδειγµα  επιστηµολογικού εµποδίου είναι το 0 ( µηδέν ): αν και 

εµφανίζεται στους Ινδούς για να γεµίζει κενά σε ένα θεσιακό σύστηµα αρίθµησης , έπρεπε να 

περιµένουµε τον 9ο αιώνα για να το ανακαλύψουµε στις αραβικές πραγµατείες και τον 12ο 

αιώνα για να δούµε να επεξεργάζονται τις αλγεβρικές του ιδιότητες . Η εξοµοίωση του 0 µε 

το τίποτα µετατοπίζει το επιστηµολογικό εµπόδιο προς µια ψυχολογική εκδοχή και γίνεται 

αιτία για πολλά σφάλµατα Και το άπειρο: η ιστορία του απείρου ως πηγή πολύ µεγάλων 

δυσκολιών των θεµελιώσεων είναι πλούσια σε προσπάθειες ορισµού , από τα παράδοξα του 

Ζήνωνα του Ελεάτη µέχρι του Cantor  και του  Russel .  
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Ο Brousseau (  1983 ) ορίζει το επιστηµολογικό εµπόδιο ως αντίληψη που µπορεί να λειτουργεί 

καλά στο πλαίσιο µιας γνωστικής περιοχής αλλά αποτυγχάνει να το κάνει  σε ένα άλλο πλαίσιο 

και εποµένως οδηγεί σε αντιφάσεις .  

Όσον αφορά το ζήτηµα της σχέσης των επιστηµολογικών εµποδίων µε την διδακτική µας 

αντίληψη ο Brousseau θεωρεί ότι το µοντέλο της παραδοσιακής διδασκαλίας πρέπει να 

επανεξεταστεί . Σκοπός δεν είναι µόνο η µεταβίβαση κάποιας καινούργιας γνώσης αλλά η 

συνειδητή ίσως απόρριψη  όποιας προϋπάρχουσας δεν είναι συµβατή µε την νέα γνώση. 

 

2.5.2 ∆ιδακτικά εµπόδια  

 
Είναι τα εµπόδια που δηµιουργούνται από την επιλογή  κάποιας στρατηγικής διδασκαλίας 

που διαµορφώνει κατά την µάθηση λανθασµένες ή ηµιτελείς  γνώσεις εννοιών που 

εκδηλώνονται σαν εµπόδια στην εξέλιξη της ανάπτυξης  των εννοιών .  

Παραδείγµατα διδακτικών εµποδίων είναι : Η εκµάθηση των δεκαδικών από τα µέτρα 

µεγεθών , το τετράγωνο που δεν είναι ρόµβος  κ.α  

 

Είναι τα λάθη των µαθητών σηµαντικά ; 
Μπορούν να µας οδηγήσουν σε γόνιµες ανακαλύψεις ; 

Ο µαθητής δεν γράφει στην τύχη αλλά οδηγείται πάντοτε από µια εσωτερική καθοδήγηση . Η 

ανάλυση των λαθών του µαθητή απαιτεί απ΄ τον εκπαιδευτικό µεγάλη προσοχή κα 

καλλιέργεια ιστορική , επιστηµολογική και διδακτική. Η  S. Rousset έδειξε πως οι 

αναπαραστάσεις των εκπαιδευτικών προσδιορίζουν την διαχείριση των λαθών από τους 

µαθητές τους. Όταν ένα εµπόδιο εντοπίζεται πρέπει να αρπάξουµε την ευκαιρία και να 

οδηγήσουµε τον µαθητή µας σε µια νέα  κατάσταση .Ο G .Brousseau γράφει : Ένα εµπόδιο 

εκδηλώνεται από τα λάθη αλλά αυτά τα λάθη δεν οφείλονται στην τύχη. Παροδικά και άτακτα 

αναπαράγονται επίµονα.            Επιπλέον αυτά τα λάθη στο ίδιο υποκείµενο συνδέονται µεταξύ 

τους σε µια κοινή αιτία : µια µέθοδο του γνωρίζειν , µια χαρακτηριστική αντίληψη , συνεκτική 

αν όχι γνωστή , µια παλιά γνώση και η οποία  κατάφερε να κυριαρχεί µέσα σε κάθε περιοχή 

δράσης Έτσι το λάθος  είναι  η έκφραση ή η σαφής εκδήλωση ενός συνόλου αυθόρµητων 

προκατασκευασµένων αντιλήψεων , ενταγµένων σε  ένα λογικά συνεπές δίκτυο 

γνωστικών αναπαραστάσεων που ορθώνονται ως  εµπόδια στην απόκτηση και την 

κατοχή καινούριων γνώσεων . Η υπέρβαση αυτών αποτελεί  το σχέδιο της διδακτικής 
πράξης και το λάθος είναι η υποχρεωτική της διαδροµή . 

Εποµένως σηµαντικός ρόλος του δασκάλου είναι να δηµιουργεί , να εφευρίσκει και να 

ανακαλύπτει καταστάσεις που οδηγούν σε µια σύγκρουση γνώσεων . 

Η Sierpinska (1987 ) στο Humanities students and epistemological obstacles related to limits   

γράφει : 

Αν η παρουσία ενός επιστηµολογικού  εµποδίου συνδέεται µε κάποια πεποίθηση του σπουδαστή 

, τότε η υπερπήδηση του εµποδίου δεν συνίσταται στο να αντικατασταθεί  αυτή η πεποίθηση από 

την αντίθετή της γιατί αυτό θα µας οδηγούσε σε  άλλο αντίθετο εµπόδιο ενός δίπολου . Αντίθετα 

ο σπουδαστής πρέπει να  αποκτήσει συνείδηση των ενδεχόµενα διαφορετικών υποθέσεων .  

 

 

2.6 ∆υσκολίες από την κατανόηση των δεκαδικών αριθµών 

 
Είναι υψίστης σηµασίας να γίνει αντιληπτή η έννοια τω δεκαδικών αφού σύµφωνα µε τους 

Carpenter & Moser (1984 ) οι δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές µε τους δεκαδικούς 

αριθµούς  οφείλονται κυρίως σε έλλειψη εννοιολογικής κατανόησης (Γαγάτσης ,2004 σελ. 

168 )  

Οι µαθητές αντιµετωπίζουν τους δεκαδικούς σαν κάτι που κάνει τους αριθµούς πιο 

πολύπλοκους ( Sweeney & Quinn, 2000). Σύµφωνα µε τον Vance (1986 ) µερικοί µαθητές 

δυσκολεύονται να τοποθετήσουν  σε σειρά τους δεκαδικούς αριθµούς Θεωρούν ο 

µεγαλύτερος είναι ο αριθµός που έχει τα  περισσότερα δεκαδικά ψηφία ∆υσκολίες επίσης 

παρουσιάζουν οι µαθητές όταν τους  ζητείται να βρουν έναν αριθµό µεταξύ δύο δεκαδικών 

αριθµών ( για παράδειγµα ανάµεσα στο 0,1 και 0,2 , δεν δυσκολεύονται όµως το ίδιο όταν 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο   ΟΡΙΑ ΚΑΙ  FRACTALS    
 - 37 - 

τους ζήτησαν να βρουν έναν αριθµό ανάµεσα στο 0,15 και στο 0,20 ) .( Τhomson & Walker , 

1996 )  Κατά τη διαδικασία πράξεων µε δεκαδικούς αριθµούς εντοπίστηκε µετά από έρευνες  

και η εξής  παρανόηση :  όταν βάζεις ένα 0 στο τέλος ενός δεκαδικού αριθµού τον κάνεις 

δέκα φορές µεγαλύτερο ( Bell , Swan & Taylor , 1981 ) και ότι κάνεις στη µια πλευρά το 

κάνεις απαραιτήτως και στην άλλη .  

Η έννοια του επιστηµολογικού εµποδίου αναφέρεται σε σχέση µε τις δυσκολίες των µαθητών 

µε τους δεκαδικούς αριθµούς και στα κλάσµατα .Η γνώση των φυσικών αριθµών  αν και 

λειτουργεί για έναν µεγάλο αριθµό καταστάσεων στα πρώτα χρόνια του σχολείου , γίνεται 

εµπόδιο για την εισαγωγή δεκαδικών και κλασµατικών στην διδασκαλία ( λόγω της 

επίδρασης των προηγούµενων γνώσεων )  Ο τοµέας των ρητών αριθµών ήταν πάντα 

δύσκολος για να τον χειριστούν οι µαθητές του δηµοτικού και οι έρευνες δείχνουν µια 

έλλειψη εννοιολογικής κατανόησης και θέτουν σε αµφισβήτηση τις υπάρχουσες µεθόδους 

διδασκαλίας των συµβολικών αναπαραστάσεων των ρητών αριθµών . ( Moss & Case , 1999) 

Η Confrey  (1994 ) επίσης πιστεύει ότι έχει σηµασία η σειρά των συντονισµών να παραµένει 

συγχρονισµένη µε τις αρχικές κατανοήσεις των µαθητών .( Γαγάτσης ,2004σελ .184 )  

Η πρώτη διδακτική προσέγγιση  των ρητών αριθµών  γίνεται µε χρήση του εµβαδού και µε 

χρήση της αναπαράστασης της υποέννοιας µέρος όλο .Αυτή η διδακτική προσέγγιση οδηγεί 

σε παρανοήσεις .Οι Τhomson & Walker ( 1996 )  πιστεύουν ότι οι µαθητές αναπτύσσουν 

διάφορες παρανοήσεις σχετικά µε τους δεκαδικούς αριθµούς γιατί κατά την διάρκεια της 

διδασκαλίας τους δεν γίνεται καµία σύνδεση µε άλλες µαθηµατικές έννοιες όπως κλάσµατα , 

την αξία θέσης της ψήφου , τις µετρήσεις µήκους  και αναπαραστάσεις των πιο πάνων 

εννοιών . Με βάση την έρευνα της  Ni ( 2001) οι µαθητές σηµείωσαν χαµηλά ποσοστά 

επιτυχίας στα έργα που εξέταζαν την ισοδυναµία των ρητών αριθµών είτε σε αναπαραστάσεις 

που έδιναν έµφαση στην υποέννοια µέρος- όλο όπως είναι το εµβαδά .Η ίδια ερευνήτρια είχε 

καταλήξει στο συµπέρασµα ότι η πηγή δυσκολιών για την κατανόηση της ισοδυναµίας των 

ρητών αριθµών είναι η πολλαπλασιαστική φύση της έννοιας , αλλά και η απόδοση της ίδιας 

έννοιας µε διαφορετικές αναπαραστάσεις που προσφέρουν πληροφορίες µε διαφορετικούς 

τρόπους και απαιτούν διαφορετικούς τρόπους ερµηνείας (  Γαγάτσης 2004 ,σελ. 204 )  

Οι δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές σε σχέση µε τα είδη της µετατροπής ίσως να 

οφείλονται στο γεγονός ότι δεν είναι εύκολο να οριστεί µια σηµασιολογική συµφωνία µεταξύ 

δυο µορφών του ρητού αριθµού . ( Duval 1993 ,1997 ) H σηµασιολογική ασυµφωνία 

αποτελεί παράγοντα που πιθανόν να συµβάλλει στη διαφοροποίηση των ποσοστών επιτυχίας 

στα διαφορετικά είδη  µετατροπής . Η κατανόηση της ισοδυναµίας είναι απαραίτητη 

προϋπόθεση για την επιτυχηµένη µετατροπή ανάµεσα στις µορφές του ρητού αριθµού .Οι 

µαθητές αντιµετωπίζουν αυτή την δυσκολία λόγω της διαφορετικής σηµειολογίας που 

χρησιµοποιείται , λόγω της µεµονωµένης διδασκαλίας και της µη επαρκούς επεξήγησης ότι 

αποτελούν εναλλακτικό τρόπο γραφής . Σύµφωνα µε τον Sweller (1993 )  δηµιουργούνται 

έτσι επιπρόσθετα εµπόδια στην µαθησιακή διαδικασία .Η ικανότητα αναγνώρισης και 

αναπαράστασης αφορούν την εννοιολογική γνώση ενώ η µετατροπή την διαδικαστική γνώση 

. Η µαθηµατική γνώση περιλαµβάνει σχέσεις ανάµεσα στα δυο είδη γνώσης και η σύνδεση 

τω δυο  µπορεί να συµβάλλει στην οικοδόµηση ολοκληρωµένων γνωστικών δοµών ( 

Philippou & Christou , 1994 ) Οι µαθητές µετά από αποτελέσµατα ερευνών δεν έχουν 

οικοδοµήσει συνδέσεις ανάµεσα στην εννοιολογική και διαδικαστική γνώση κάτι που 

καταδεικνύει την αποσπασµατικότητα των γνώσεων αναφορικά µε την έννοια του ρητού 

αριθµού(Γαγάτσης ,2004 σελ. 206)  

 

 

2.7 ∆υσκολίες προερχόµενες από τις αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούνται για να 

περιγράψουµε τη έννοια του ορίου  
 

Στην περίπτωση των ορίων ,πριν από οποιαδήποτε διδασκαλία ο µαθητής  έχει ήδη ορισµένες 

διαισθήσεις που προέρχονται από την καθηµερινή εµπειρία , είναι αυθόρµητες , όπως οι 

κοινές έννοιες των όρων που χρησιµοποιούµε και δεν εξαφανίζονται όταν ο µαθητής έρχεται 

σε επαφή µε την έννοια µε µαθηµατικό τρόπο . Για να λυθεί ένα πρόβληµα είναι τόσο 

σηµαντική η ανάπτυξη της επιστηµονικής θεωρίας όσο και  ο φυσιολογικός και αυθόρµητος 
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συλλογισµός που οφείλεται στις αυθόρµητες ιδέες .Οι λέξεις τείνει ή προσεγγίζει ή συγκλίνει 

είναι  λεκτικές αναπαραστάσεις που χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της  έννοιας  του 

ορίου Οι µαθηµατικές τους ερµηνείες είναι ισοδύναµες. Από έρευνες που έχουν γίνει στο 

συγκεκριµένο θέµα  οι µαθητές σχηµατίζουν αναπαραστάσεις που πιθανότατα έρχονται σε 

αντίθεση µε την πραγµατική τους ερµηνεία  και πιθανότατα να οδηγούν  σε παρανοήσεις .  

Όταν χρησιµοποιεί ο µαθητής την έννοια του προσεγγίζει  πιστεύει ότι πλησιάζει όλο και πιο 

κοντά και πιθανά αγγίζει . Προσεγγίζει µεταφράζεται εσωτερικά για τον µαθητή   ότι δεν 

µπορεί να φτάσει  ή είναι ένα όριο στο άπειρο .  

Συγκλίνει  δηλώνει κίνηση άρα η αναπαράσταση που δηµιουργείται πιθανότατα να 

δηµιουργεί εµπόδιο αφού κάτι που κινείται δεν µπορεί να συγκλίνει σε κάτι στατικό όπως το 

0 ή ένας αριθµός .  

Η οµοιότητα των λεκτικών αναπαραστάσεων για την έννοια του ορίου δηµιουργεί  µια 

σύγχυση .Η γλώσσα  και οι διαφορετικές ερµηνείες των εννοιών που αναφέραµε δηµιουργούν 

εσωτερικές αναπαραστάσεις  που δηµιουργούν εµπόδια στην εννοιολογική κατανόηση του 

ορίου . Η γλώσσα είναι ένα κρίσιµο εργαλείο  και οι ερµηνείες των µαθηµατικών εκφράσεων 

µε εσφαλµένο τρόπο µπορεί να κατευθύνει  τους µαθητές σε λάθος δρόµους .  

 Ένας από τους λόγους που η διδασκαλία του απειροστικού λογισµού είναι σε 

αποδιοργάνωση είναι ότι  έννοιες που έµπειροι µαθηµατικοί θεωρούν διαισθητικές δεν είναι 

διαισθητικές για τους µαθητές . Και  δεν υπάρχει λόγος να υποτεθεί ότι ο αρχάριος θα 

διαθέτει τις ίδιες διαισθήσεις µε τον έµπειρο , ακόµα και όταν εξετάζονται απλές οπτικές 

ενοράσεις . Σε πειράµατα που έχουν γίνει η αυθόρµητη έννοια του ορίου δεν εµφανίζεται 

στους µαθητές που δεν έχουν εµπειρία στον απειροστικό λογισµό . Η Aline Robert έχει 

µελετήσει τα διαφορετικά πρότυπα που οι µαθητές µπορούν να έχουν για την έννοια του 

ορίου µιας ακολουθίας . Παρά το γεγονός ότι τους είχε δοθεί ένας τυπικός ορισµός έχουν την 

τάση να δηµιουργούν αντιλήψεις που σχετίζονται µε διάφορες πτυχές της προηγούµενης 

εµπειρίας τους .Σοβαρά εννοιολογικά προβλήµατα παρουσιάζονται και οι µαθητές 

αντιµετωπίζουν δυσκολίες λόγω της γλώσσας που υποδηλώνει ότι ένα όριο προσεγγίζεται 

αλλά δεν µπορεί να επιτευχθεί . ∆υσκολίες µε την ατελή φύση της έννοιας που φαίνεται να 

πλησιάζει αλλά δεν φτάνει .Αν θέλουµε να καλύψουµε το χάσµα που εµφανίζεται στην 

κατανόηση του απειροστικού λογισµού από τον µαθητή πρέπει να βρούµε έναν τρόπο που να 

είναι γνωστικά ελκυστικός στον µαθητή από την στιγµή που ξεκινά η µελέτη και ταυτόχρονα 

οδηγεί στην κατανόηση των εννοιών αργότερα.  

 

 

               2.8 Συγκλίνουσα αριθµητική ακολουθία 
 

Η είσοδος στην έννοια της ακολουθίας  φέρνει για πρώτη φορά τον µαθητή αντιµέτωπο µε 

την έννοια του ορίου  και τις άπειρες διαδικασίες , που περιλαµβάνουν υπολογισµούς που δεν 

αρκεί η άλγεβρα να αντιµετωπιστούν . Αλλά παρά το γεγονός ότι οι δάσκαλοι των 

µαθηµατικών προσπαθούν να παρακάµψουν τέτοια προβλήµατα και µε όποιο τρόπο και αν 

προσεγγίζονται τα θέµατα οι έρευνες που έχουν γίνει δείχνουν ότι υπάρχουν εγγενείς 

δύσκολες έννοιες που δεν κατανοούνται επαρκώς ανεξάρτητα από τις µεθόδους που 

διδάσκονται .Τι είναι η κατανόηση των εννοιών ; Ενέργεια ή διαδικασία ;Είναι µια στιγµιαία 

ενέργεια ή οφείλεται σε συνειδητή προγενέστερη πνευµατική διεργασία µε το προς 

κατανόηση πρόβληµα ; 

Η Sierpinska προτείνει να θεωρήσουµε την κατανόηση ως µια ενέργεια η οποία όµως είναι 

άρρηκτα συνδεδεµένη µε µια διαδικασία ερµηνείας .Η κατανόηση αρχίζει µε µια εικασία την 

οποία προσπαθούµε στη συνέχεια να αξιολογήσουµε έτσι  ώστε στην πορεία η εικασία αυτή 

να βελτιωθεί ,να απορριφθεί ή να µεταβληθεί . Η διαλεκτική αυτή διαδικασία εικασιών και 

ανακατασκευών συνεχίζεται έως ότου η υπό κατασκευή έννοια θεωρηθεί ότι έχει κατανοηθεί  

Οι προγενέστερες γνώσεις παίζουν σηµαντικό ρόλο στην κατανόηση µιας έννοιας .Τo 

επιστηµολογικό εµπόδιο εµφανίζεται την στιγµή κατά την οποία ανακαλύπτουµε ότι υπάρχει 

κάτι εσφαλµένο στις µέχρι τότε γνώσεις µας. Υπέρβαση  επιστηµολογικού εµποδίου και 

κατανόηση είναι δυο συµπληρωµατικές  εικόνες του ανεξερεύνητου τρόπου που 
χρησιµοποιεί η ανθρώπινη σκέψη για να κατακτήσει την γνώση .  Για την κατανόηση 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο   ΟΡΙΑ ΚΑΙ  FRACTALS    
 - 39 - 

µιας µαθηµατικής έννοιας η Sierpinska στο Some remarks on understanding in 

mathematics(1990)καταγράφει τις ακόλουθες διανοητικές ενέργειες :  

 Αναγνώριση των αντικειµένων των συνδεδεµένων µε την έννοια  

 ∆ιάκριση µεταξύ των αντικειµένων που προηγουµένως ήταν συγκεχυµένα  

 Γενίκευση και επέκταση του εύρους των εφαρµογών της έννοιας  

 Σύνθεση δυο  η περισσοτέρων ιδιοτήτων και οργάνωσή τους σ ένα συνεπές σύστηµα  

Ο βαθµός κατανόησης της έννοιας θα µπορούσε να µετρηθεί από τον αριθµό των ενεργειών 

κατανόησης που έχει  ο µαθητής ή από τον  αριθµό των επιστηµολογικών εµποδίων που έχει 

υπερβεί .Πως όµως θα προκαλέσουµε αυτές τις ενέργειες στους µαθητές µας και πως θα 

ελέγξουµε αν αυτές έχουν υλοποιηθεί. Αυτές αποτελούν και  το βασικό στοιχείο  για την  

υπέρβαση  όλων των γνωστικών και επιστηµολογικών εµποδίων στην προσπάθεια 

κατανόησης του ορίου . 

Για την συγκλίνουσα αριθµητική ακολουθία µπορεί  κατά την ερευνήτρια να δοθεί ο 

ακόλουθος άτυπος  ορισµός «Σχεδόν όλοι οι  όροι της προσεγγίζουν όσο κοντά θέλουµε έναν 

αριθµό τον οποίο ονοµάζουµε όριό της » 

Η δοµή της πρότασης είναι :  

 

 

 

 

 

  
 

Με βάση αυτή τη δοµή η Sierpinska προτείνει τις ακόλουθες ενέργειες σε 

διαδοχικά βήµατα Στόχος των ενεργειών είναι η υπέρβαση εµποδίων που έχουν σχέση µε την 

φύση του απείρου  :  

 

 Προσδιορισµός των απείρων ακολουθιών  
Οι µαθητές πρέπει να εξοικειωθούν µε τις άπειρες  αριθµητικές ακολουθίες . Μια πρώτη 

επαφή γίνεται µε την διαδικασία της µέτρησης που οδηγεί στην ακολουθία των φυσικών 

αριθµών , Άλλα παραδείγµατα άπειρων ακολουθιών είναι οι άρτιοι , περιττοί αριθµοί , 

προσέγγιση της τετραγωνικής ρίζας του 2 ή του 3 µε άπειρες ακολουθίες ρητών 

 Προσδιορισµός των ακολουθιών οι οποίες προσεγγίζουν κάτι  
Στο βήµα αυτό πρέπει να γίνει η διάκριση των ακολουθιών που τείνουν προς κάτι από το 

σύνολο όλων των ακολουθιών που προσδιορίστηκαν στην 1
η
 ενέργεια .  

Για να φτάσουν όµως οι µαθητές να αποκτήσουν µια εξοικείωση µε   τις συγκλίνουσες 

αριθµητικές ακολουθίες είναι απαραίτητο να υπερβούν ορισµένα επιστηµολογικά εµπόδια 

όπως  

 ∆ιάκριση µεταξύ αριθµού και  του τύπου των αριθµών  
Το εµπόδιο αυτό δηµιουργείται από το γεγονός ότι  οι µαθητές εστιάζουν την προσοχή τους 

στον τύπο του αριθµού και όχι στην αξία του αριθµού . 

 ∆ιάκριση µεταξύ σύγκλισης και στρογγυλοποίησης δεκαδικών αριθµών  
Εδώ οι µαθητές θεωρούν την στρογγυλοποίηση δεκαδικών αριθµών ως σύγκλιση . Το 

εµπόδιο εµφανίζεται λόγω της υπερβολικής χρήσης των υπολογιστών  και της εξαγωγής 

δεκαδικών προσεγγίσεων σε όρους .Αναφέρεται το έξης παράδειγµα από την Sierpinska  

στην παρανόηση των µαθητών στους αριθµούς  3,999998  , 3,999999  ,3,99999999 ότι  

συγκλίνουν στα εννιάρια . 

 

ΟΡΟΙ 

 
ΟΛΟΙ ΟΙ ΟΡΟΙ         ΑΚΟΛΟΥΘΙΑ 

 

 
                 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ   ΑΠΕΙΡΗ 

 

 

ΟΣΟ ΚΟΝΤΑ ΘΕΛΟΥΜΕ ΕΝΑΝ 

ΑΡΙΘΜΟ ΚΑΛΟΥΜΕΝΟ ΟΡΙΟ 

                         

                           ΠΡΟΣΕΓΓΙΖΟΥΝ  
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 ∆ιάκριση µεταξύ ακολουθίας και του τύπου εξαγωγής των αριθµών  

Οι µαθητές  εστιάζουν την προσοχή τους στον τύπο της ακολουθίας ( ως συνάρτησης N* →R 

) και όχι στους  όρους της ακολουθίας .Έτσι δυο ίσες ακολουθίες µπορεί να ταξινοµηθούν σε 

διαφορετικές κατηγορίες επειδή φαίνεται να έχουν διαφορετικό τύπο .  

 Αναγνώριση της διάταξης των όρων  ως σηµαντικού χαρακτηριστικού των 

ακολουθιών και της σύγκλισης της  
Εµπόδιο που συνδέεται µε την δυσκολία της διάκρισης µεταξύ των τιµών των όρων µιας 

ακολουθίας  και της τάξης των όρων αυτών . Στην ακολουθία για παράδειγµα  αν =ν+1 ο 3
ος
 

όρος είναι ο 4 .  

 Ερωτήµατα που αναφύονται είναι τα ακόλουθα :  

 Τι είναι αυτό που συγκλίνει τελικά ;  

    Συγκλίνουν οι  όροι της ακολουθίας ; 

    Αν συγκλίνουν , πόσοι είναι αυτοί ; 

Το πλήθος των όρων της ακολουθίας είναι ένας βασικός παράγοντας των εµποδίων Εδώ θα 

αναφέρουµε και το παράδοξο της διχοτοµίας του Ζήνωνα .  

Κάποιος βρίσκεται στο εσωτερικό ενός δωµατίου και απέχει από την πόρτα 1 µέτρο Επιχειρεί 

να φτάσει στην πόρτα µε βήµατα που διχοτοµούν κάθε φορά το εναποµείναν διάστηµα .Έτσι 

θα διανύσει την απόσταση : 1 + 1/2 + 1/4 + …1/ 2
ν   
 

Το ερώτηµα είναι αν θα βγει ποτέ από το δωµάτιο  

Αν οι µαθητές δουν την διαδικασία ως ένα πεπερασµένο πλήθος βηµάτων τότε δεν υπάρχει 

για αυτούς παράδοξο .Για παράδειγµα πολλοί µαθητές πιστεύουν ότι έπειτα από έναν 

ορισµένο αριθµό βηµάτων η απόσταση είναι  πολύ µικρή που µπορεί να αγνοηθεί . Αν όµως 

την προσεγγίσουν σαν άπειρη σειρά βηµάτων τότε τους είναι δύσκολο να κατανοήσουν γιατί 

η σειρά που αναφέραµε προηγουµένως ισούται µε 1 . 

Η απόδειξη µέσω του ορισµού ε- δ του Weierstrass  ότι το όριο είναι ίσο µε 1 δεν λύνει  το 

πρόβληµα στους µαθητές του κατά πόσο µια ακολουθία φτάνει στο όριο της. 

Προφανώς στην κατανόηση του ορίου ένα ιδιαιτέρως επικίνδυνο σηµείο συνδεδεµένο µε το 

άπειρο είναι η πεποίθηση πως ότι είναι άπειρο είναι απαραιτήτως µη φραγµένο .Όλες όµως οι 

συγκλίνουσες ακολουθίες , µολονότι άπειρες είναι φραγµένες . 

Έτσι η υπέρβαση εµποδίων σχετικά µε το άπειρο φαίνεται να είναι µια απαραίτητη 

προϋπόθεση για µια συνειδητή κατανόηση της έννοιας του ορίου . Για τον λόγο αυτό οι 

διαφορετικές έννοιες του απείρου ( δυνητικό , πραγµατικό , αυθαίρετα µεγάλος αριθµός ) , τα 

άπειρα αλλά φραγµένα σύνολα , διαφορετικές φιλοσοφικές στάσεις απέναντι στα µαθηµατικά   

προσέγγιση του ορίου ως φιλοσοφικού προβλήµατος που αφορά την φύση των Μαθηµατικών 

και του απείρου είναι από τις ενέργειες που  υποστηρίζουν την   κατανόηση .  

 

 

2.8.1 Ο όρος  «προσεγγίζει»- Υπέρβαση εµποδίου  

 
Ο όρος προσεγγίζω εξαρτάται από το πλαίσιο στο οποίο λειτουργεί . 

Η κατανόηση γίνεται µέσω της σύνδεσης των εννοιών προσεγγίζει και απόσταση δυο 

αριθµών  ή µεταξύ των όρων και του αριθµητικού ορίου της ακολουθίας .  

Καθώς ο δείκτης ν αυξάνει οι µαθητές συλλαµβάνουν την έννοια προσεγγίζουν ως 

προσέγγιση των όρων µεταξύ τους .Η διαίσθηση των  µαθητών συνίσταται σε  µια µείωση 

της απόστασης µεταξύ των όρων της ακολουθίας Ένα εµπόδιο που πρέπει να υπερβούν οι  

µαθητές είναι η πεποίθηση ότι οι συγκλίνουσες ακολουθίες προσεγγίζουν απλώς κάτι 

Εποµένως αν υπάρχει διάκριση µεταξύ του προσεγγίζω κάτι και προσεγγίζω κάτι όσο 

κοντά θέλω που είναι απαιτούµενο για τη σύγκλιση της ακολουθίας .Έτσι η ακολουθία 0,9 ,  

0,99 …. για  παράδειγµα έχει όριο το 1 .  

Το θέµα είναι κατά πόσο οι µαθητές  

 αντιλαµβάνονται ότι όσο κοντά θέλουµε στο όριο είναι τελικά όλοι οι όροι της 

ακολουθίας  

 διακρίνουν τις έννοιες απείρως µικρή και απείρως µεγάλη ποσότητα 

 διακρίνουν τις έννοιες του ορίου και την τιµή της ακολουθίας . 
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Κάνοντας χρήση εποµένως η Sierpinska ενός λεκτικού ορισµού περιέγραψε µε σαφήνεια τα 

εµπόδια που σχετίζονται µε αντιλήψεις που  έχουν σχέση  µε την έννοια της ακολουθίας  

Εξηγεί πως ο λεκτικός ορισµός µπορεί να εκφραστεί συµβολικά και από τις µεταβλητές  της 

αυστηρής µορφής ποιες είναι ελεύθερες και ποιες δεσµευµένες ( και ποιες   συµβολίζουν 

σταθερές ) . 

Για παράδειγµα το όριο L µια ακολουθίας είναι συνάρτηση του Α όπου Α το σύµβολο της 

άπειρης αριθµητικής ακολουθίας  µε όρους α1 ,α2 , α3….. αν. Οι δείκτες της ακολουθίας ως 

φυσικοί αριθµοί σηµατοδοτούν ένα όρο της ακολουθίας . Εποµένως υπάρχει ένα ν κατάλληλο 

έτσι ώστε οι όροι της ακολουθίας προσεγγίζουν στο όριο . 

Η προσέγγιση εκφράζεται µε την έννοια της απόστασης εποµένως εκφράζεται µε την 

απόλυτη  τιµή της διαφοράς του ορίου από τις τιµές της ακολουθίας .Αυτό στην συνέχεια θα 

πρέπει να   γίνεται όλο και µικρότερο από κάποια  θετική ποσότητα ε . Αυτό είναι απολύτως 

αναγκαίο αφού πρέπει να µπορούµε να πλησιάσουµε όχι απλώς πιο κοντά  αλλά όσο κοντά 

θέλουµε .Το τελικά   όλοι οι όροι  σηµαίνει  ότι οι  όροι εκτός ίσως κάποιων πεπερασµένων 

βρίσκονται σε απόσταση µικρότερη από ε από το όριο L . O τυπικός ορισµός εκφρασµένος µε 

συµβολικό τρόπο είναι 

               ∃   L ∈  IR: ∀  ε > 0 ∃  κ ∈ΙΝ : ∀ ν >κ αν – L  < ε 

και βοηθά στην σύνθεση συζητήσεων γύρω από το όριο , οδηγεί στο συµπέρασµα ότι µια 

ακολουθία φτάνει στο όριο της  και µπορεί να οδηγήσει σε γενίκευση της εφαρµογής του . 
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3.1 Θεωρητικά  µοντέλα   κατασκευής των µαθηµατικών δοµών  

H προσέγγιση των µαθηµατικών εννοιών ως αντικείµενα ή διεργασίες  
 

. 

………το πρώτο µπορούµε να το ονοµάσουµε γνώση , το δεύτερο διάνοια , το τρίτο  πίστη το 
τέταρτο εικασία και λαµβανόµενα µαζί τα δυο τελευταία να τα λέµε γνώµη , ενώ τα δυο πρώτα 
µαζί να τα λέµε νόηση και η µεν γνώµη έχει να κάνει µε το γίγνεσθαι ενώ η νόηση έχει να 
κάνει µε την ουσία Και όπως σχετίζεται η ουσία µε το γίγνεσθαι έτσι σχετίζεται η νόηση µε τη 
γνώµη και όποια σχέση έχει η νόηση µε τη γνώµη , έχει και η γνώση µε την πίστη και η διάνοια 

µε την εικασία .  

(534 α Πλάτωνος Πολιτεία  µετάφραση Ν. Μ. Σκουτερόπουλος ) 

 

Ο Πλάτωνας εξετάζει τα µαθηµατικά  αντικείµενα ως ουσίες που υπάρχουν ανεξάρτητα από 

τον άνθρωπο, ανεξάρτητα από τον τρόπο και την δυνατότητα που µπορούν να γνωσθούν , 

αναλλοίωτα και χωρίς αλλαγές δηλ. να εµφανίζουν µια αχρονικότητα µε την έννοια να 

υπόκεινται σε χωροχρονικές µεταβολές  και να µπορούν να περιγραφούν µε ακρίβεια  

( Αναπολιτάνος σ.30 )  

Σε αντίθεση µε τον Πλάτωνα ο Αριστοτέλης δεν αποδίδει στα µαθηµατικά αντικείµενα 

κάποιον αυτόνοµο τρόπο ύπαρξης .Μελετητές του Αριστοτέλη όπως ο Hussey  (1991) 

υποστηρίζουν µε βάση τα δυο πρώτα κεφάλαια στα Μεταφυσικά ότι αυτό που ενδιαφέρει 

κυρίως τον Αριστοτέλη είναι να τονίσει την σχέση των αντικειµένων µε τον φυσικό κόσµο 

Καταλήγει ότι τα αντικείµενα των µαθηµατικών α) δεν υπάρχουν χωριστά από τα αισθητά β) 

προηγούνται από τα αισθητά σε ότι αφορά τον ορισµό και γ)έπονται των αισθητών σε ότι 

αφορά τη ύπαρξη . 

Κατά τον Hussey  τα µαθηµατικά αντικείµενα του Αριστοτέλη µπορούν να θεωρηθούν ως  

αναπαραστατικά όντα ,δηλαδή υπάρχει µια νοητική διαδικασία θεώρησης των αντικειµένων 

που µας βοηθά να αποµονώσουµε τις κοινές ιδιότητες που χαρακτηρίζουν όλα τα µέλη της 

εκάστοτε κλάσης  ( Χριστοπούλου σ.7,13  Ευκλείδης Γ΄ τεύχος 53-54 )  

Για τον φορµαλισµό τα µαθηµατικά είναι αξιώµατα , ορισµοί και θεωρήµατα .Τα 

µαθηµατικά αντικείµενα  αποκτώνται στο πλαίσιο µιας  θεωρίας αξιωµάτων και δεν έχουν 

κανένα άλλο νόηµα . Για τον κονστρουκτιβισµό τα µαθηµατικά αντικείµενα είναι 

κατασκευάσιµα σε πεπερασµένα βήµατα από κάποια αρχικά. Η κατασκευή τους µας βοηθά 

να κατανοήσουµε τον κόσµο . 

Από τα τέλη της δεκαετίας του 50 οι ψυχολογικές έρευνες άρχισαν να συγκλίνουν στην 

άποψη ότι η κατανόηση των µαθηµατικών δοµών αποτελεί προϋπόθεση για τη µάθηση  των 

µαθηµατικών εννοιών όχι στο επίπεδο της σύνθεσης µαθηµατικών αποδείξεων αλλά στο 

επίπεδο της  ανακάλυψης σχέσεων µεταξύ των επιµέρους µαθηµατικών εννοιών και 

διαδικασιών .Κατά τη διδασκαλία των µαθηµατικών πρέπει να δοθεί έµφαση στις  

µαθηµατικές δοµές ( στρουκτουραλιστική προσέγγιση ) . Ο Bruner  γράφει (1960 σελ.32 ) η 

µάθηση που υστερεί  ως προς τη σύλληψη των γενικών αρχών προκαλεί ελάχιστο νοητικό 

ενδιαφέρον για ανακάλυψη. Οι γνώσεις που αποκτήθηκαν χωρίς να είναι συνδεδεµένες στα 

πλαίσια µιας συνολικής δοµής θα ξεχαστούν γρήγορα ( Κολέζα σελ. 14 « Γνωσιολογική κα 

∆ιδακτική Προσέγγιση των στοιχειωδών µαθηµατικών εννοιών» )  

Οι δοµές στο σπειροειδές αναλυτικό πρόγραµµα παρουσιάζονται αρχικά µε τρόπους που 

διευκολύνουν τη διαισθητική κατανόηση και επαναπροσδιορίζονται µέχρι τον πλήρη 

σχηµατισµό τους  . Σύµφωνα µε την θεωρία gestalt ο ανθρώπινος νους ερµηνεύει τα 

δεδοµένα των αισθήσεων µε βάση συγκεκριµένες οργανωτικές αρχές. Αυτό σηµαίνει ότι το 

προϊόν της ανθρώπινης αντίληψης δεν µπορεί να νοηθεί ως µια απλή άθροιση ερεθισµάτων  

Σ΄αυτές τις θεωρίες υπάρχει µια πλατωνική αντίληψη ως προς την ύπαρξη και ανακάλυψη 

µαθηµατικών αληθειών .Αναπτύσσεται ένα είδος εποπτείας που βοηθά τα υποκείµενα να 

διαµορφώσουν από ένα στάδιο και πέρα την εντύπωση πως αυτή η εποπτεία αποτελεί ένα 

στοιχείο του νοητικού τους οπλισµού . Ο Gödel  (1930 )  εξέφρασε την άποψη ότι η 

µαθηµατική εποπτεία αποτελεί έναν άλλο τρόπο απόκτησης της γνώσης ως   πρόσβαση προς 

περιοχές της πραγµατικότητας που δε είναι δυνατόν να γνώσουν µε άµεσο τρόπο δηλαδή 

στην αισθητηριακή αντίληψη . Και ο  Polya επισηµαίνει την ανάγκη χρησιµοποίησης 
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διαισθητικών ευρετικών µεθόδων στην λύση προβληµάτων . Η προσπάθεια είναι να 

συλληφθεί η λύση σαν µια ολική µορφή . Η διαισθητική σκέψη, σε αντίθεση µε την 

αναλυτική, δεν προχωρά µε προσεκτικά, σαφή βήµατα. Επιτρέπει ελευθερία, µεγάλα άλµατα, 

χρήση της σύντοµης οδού και κατασκευάζει κατά κάποιο τρόπο ένα δρόµο, πάνω στον οποίο 

θα κινηθεί µε καθορισµένα, βαθµιαία βήµατα η αναλυτική σκέψη. Η διαίσθηση, εποµένως, 

είναι πολύ σηµαντική για τη µάθηση και η καλλιέργειά της θα πρέπει να είναι ένας από τους 

βασικούς σκοπούς της διδασκαλίας των Μαθηµατικών. 

Για τον  Wertheimer(1959) η επανοργάνωση των στοιχείων ενός προβλήµατος προϋποθέτει 

παραγωγική σκέψη που στηρίζεται στη σύλληψη της συνολικής δοµής του προβλήµατος 

Σύµφωνα µε τον Katona (1967 )η κατανόηση της δοµής δεν βελτιώνει απλώς την ικανότητα 

του υποκειµένου για µεταβίβαση της µάθησης σε προβλήµατα µε παρόµοια δοµή ( δοµική 

κατανόηση ) αλλά ενισχύει την ικανότητα της αποµνηµόνευσης (µια σηµασιολογική 

οργάνωση της πληροφορίας µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µέσο για µια αποτελεσµατική 

αποµνηµόνευση ) . Εξετάζοντας από κοινού την θεωρία gestalt ( σύλληψη ενός µαθηµατικού 

αντικειµένου ως συνόλου – ολότητα ) και την στρουκτουραλιστική προσέγγιση της 

διδασκαλίας (µε έµφαση στην κατανόηση της δοµής των µαθηµατικών αντικειµένων ) 

οδηγούµαστε στο συµπέρασµα ότι η πρώτη παρέχει µια επαρκή θεωρητική βάση για τη 

δεύτερη. Κατά τους   Noss –Hoyles  (1996) η κατασκευή της γνώσης είναι αποτέλεσµα της 

αλληλεπίδρασης του ατόµου µε το περιβάλλον στο οποίο δρα είτε αυτό είναι φυσικό είτε 

νοητό :Για τον  Piaget   τα µαθηµατικά αναπτύσσονται από την αλληλεπίδραση δεν είναι 

δεδοµένα στην πραγµατικότητα ούτε εγγεγραµµένα στον νου , αλλά αποτελούν µια σύνθεση της 

ανακάλυψης και της δηµιουργίας . Προσαρµόζοντας αυτή την διπλή άποψη στη  κατάσταση της 

διδασκαλίας –µάθησης των µαθηµατικών , οι δάσκαλοι πρέπει να λειτουργήσουν σαν τα 

µαθηµατικά αντικείµενα να υπάρχουν και πρέπει να ανακαλυφθούν , ενώ οι µαθητές πρέπει να 

κατασκευάσουν αυτά τα αντικείµενα για τον εαυτό τους . 

Οι διάφορες θεωρίες προτείνουν κάποιες απόψεις σχετικά µε τη δόµηση της γνώσης από τις 

γνωστικές µελέτες που έχουν γίνει σε παιδιά που µαθαίνουν στοιχειώδη µαθηµατικά .Ακόµα  

είναι βασισµένες σε  διαφορετικές απόψεις όπως η λογική δοµή της  προτασιακής σκέψης και 

της µεταφοράς από τους υπολογιστές για την δραστηριότητα του εγκεφάλου και κυρίως   

αφορούν   τη δόµηση της γνώσης και την ανάπτυξη λεπτών αφηρηµένων εννοιών µέσα από 

κατάλληλες δραστηριότητες  (Tall , 1995 ) .Αυτό θα συµβεί όταν το υποκείµενο αντιληφθεί 

τα µαθηµατικά  αντικείµενα , ενεργήσει σε αυτά και σκεφτεί σχετικά µε αυτές τις ενέργειες 

να δοµήσει τις κατάλληλες θεωρίες .   Γενικά,  η δόµηση των εννοιών  στα µαθηµατικά 

βασίζεται σε συγκεκριµένες δραστηριότητες που αναλαµβάνει ο µαθητής, καθώς και στην 

επικοινωνία µε το πολιτισµικό περιβάλλον και ειδικότερα µε τον καθηγητή και τους άλλους 

µαθητές (Aebli, 1987, Ernest, 1991). Στην παραδοσιακή διδασκαλία µαθηµατικών, η 

διαδικασία δόµησης της γνώσης από το µαθητή συνήθως βασίζεται σε µια διαδικασία 

γενίκευσης που την αποκαλούµε εµπειρική ή οριζόντια γενίκευση (βλ. Dubinsky, 1991, 

Karmiloff-Smith & Inhelder, 1974-1975, Piaget, 1978). Οι γενικεύσεις δεν βασίζονται στην 

οικοδόµηση ενός αφηρηµένου θεωρητικού µοντέλου, αλλά στις οµοιότητες των 

επιφανειακών χαρακτηριστικών µεταξύ των προβληµάτων. Με τη βοήθεια της οριζόντιας 

γενίκευσης οι µαθητές µπορούν να λύσουν τα προβλήµατα που συνήθως περιέχονται στα 

σχολικά βιβλία, αλλά δεν είναι σε θέση να οικοδοµήσουν µια επαρκή κατανόηση των 

εννοιών, επειδή τα νοητικά τους µοντέλα περιορίζονται στο επίπεδο της συµπαγούς 

µαθηµατικής γνώσης (οντότητες). Αν ο στόχος µας είναι να καλύψουµε τα βαθύτερα και πιο 

αφηρηµένα επίπεδα µαθηµατικής γνώσης, χρειάζεται ένα άλλο είδος διαδικασίας δόµησης 

της γνώσης. Σύµφωνα µε τον Piaget, αυτό το διαφορετικό τρόπο δόµησης της γνώσης 

µπορούµε να τον ονοµάσουµε στοχαστική αφαίρεση. Αυτός ο όρος αναφέρεται σε µια 

διαδικασία κατά την οποία ο µαθητής προσπαθεί να οικοδοµήσει αφηρηµένες δοµές και 

λειτουργίες σκεπτόµενος πάνω στις δικές του δραστηριότητες και στα επιχειρήµατα που 

διατυπώθηκαν στα πλαίσια της κοινωνικής αλληλεπίδρασης (Piaget, 1976, 1978). 
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Προϋποθέσεις για επαρκή στοχαστική αφαίρεση 

 
 

        Το σχήµα ( σε άλλη µορφή )  περιέχεται  ως εικόνα  11.1 στο βιβλίο(υπό έκδοση )   
«Σχεδιάζοντας Περιβάλλοντα Μάθησης υποστηριζόµενα από τις Σύγχρονες Τεχνολογίες »των  

Vosniadou, Eric De Corte , Robert Glasserν , Heinz Mandl   

 

Σύµφωνα µε τις Erno Lehtinen, Sisko Repo  στο  «Σχεδιάζοντας Περιβάλλοντα Μάθησης 

Υποστηριζόµενα από τις Σύγχρονες Τεχνολογίες »  οι  υπολειτουργίες της στοχαστικής 

αφαίρεσης έχουν συνοψιστεί από τον Dubinsky (1991, σελ. 101) και τους συνεργάτες του 

(Cottrill et al. 1996) ως εξής: 

α) Η εσωτερίκευση αναφέρεται στη µετάφραση µιας διαδοχής υλικών δράσεων σε ένα σύστηµα 

εσωτερικευµένων λειτουργιών (Beth & Piaget, 1966, σελ. 206).  

β) Ο συντονισµός δύο ή περισσότερων διαδικασιών για τη δηµιουργία µιας καινούριας. γ) Η 

ενσωµάτωση δυναµικών διαδικασιών σε ένα αντικείµενο, που σηµαίνει ότι «... οι δράσεις ή 

λειτουργίες γίνονται αντικείµενα σκέψης ή αφοµοίωσης, αναφορικά µε κάποιο θέµα» (Piaget, 

1985, σελ. 49).δ) Η γενίκευση σηµαίνει ότι ένα υποκείµενο µαθαίνει να εφαρµόζει ένα υπάρχον 

σχήµα σε ένα ευρύτερο σύνολο φαινοµένων. Για να σχεδιάσουµε τη διδασκαλία ώστε να ωθεί 

τους µαθητές στα γνωσιακά βήµατα, πρέπει να αναπτύξουµε µια ακολουθία δραστηριοτήτων 

και να δηµιουργήσουµε καταστάσεις που θα παρακινήσουν τους µαθητές να κάνουν τις 

συγκεκριµένες στοχαστικές αφαιρέσεις που απαιτούνται 

Ο Piaget από το 1972 στις «Αρχές της Γενετικής Επιστηµολογίας », είχε εκφράσει την άποψη 

ότι η κατασκευή της µαθηµατικής γνώσης δεν είναι παρά    κατασκευή δοµών , άποψη που 
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αποτέλεσε 20 χρόνια αργότερα τον πυρήνα της θεωρίας  APOS , αλλά και της έννοιας του 

procept: 

«το σύνολο των Μαθηµατικών µπορεί να εκφραστεί µε όρους κατασκευής δοµών ,…οι 

µαθηµατικές οντότητες κινούνται από το ένα επίπεδο στο άλλο. Μια «λειτουργία» (operation ) 

πάνω σ’ αυτές τις οντότητες, γίνεται µε τη σειρά της «αντικείµενο» της θεωρίας, και αυτή η 

διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι  να φτάσουµε  σε δοµές  που δοµούνται  από 

«ισχυρότερες»δοµές …(«structures, being structured by “stronger” structures») (σελ.70). 

Η θεωρία στην οποία οι ενέργειες γίνονται στη συνέχεια διαδικασίες (συµπυκνωµένη 

επεξεργασία)που  ενσωµατώνονται   ως αντικείµενα και  αργότερα οργανώνονται σε 

γνωστικά σχήµατα , (in which actions become routinized  into processes that are then 

encapsulated as objects, later to be  embedded into cognitive schemas )είναι γνωστή ως 

APOS theory (Action -Process- Object  - schema ). Το νοητικό αντικείµενο σύµφωνα µε την 

θεωρίας APOS συγκροτείται µέσα από τρία στάδια:    

 την ενέργεια(δράση- Action  )  : φυσικός ή νοητός µετασχηµατισµός  αντικειµένων, σε άλλα 

αντικείµενα  , 

 την επεξεργασία (Process): εσωτερική γνωστική κατασκευή που προκύπτει από 

εσωτερίκευση της ενέργειας 

αντικείµενο (Object ):   διαδικασία ενθυλακωµένη  σε ένα αντικείµενο process encapsulated 

into an object ) που θα αποτελέσει µέρος  ενός πληρέστερου σχήµατος  (schema ).   

 Ο στόχος της θεωρίας είναι  να βρούµε τα κρίσιµα βήµατα, κατά τη δόµησή της  

µαθηµατικής έννοιας , που είναι αναγκαία για την επαρκή κατανόηση της. Αυτά τα βήµατα 

εξαρτώνται από τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της εν λόγω έννοιας και µπορούν να 

περιγραφούν µε αναφορά στις υπολειτουργίες της στοχαστικής αφαίρεσης. Σύµφωνα µε τους 

Lakoff, G. & Nùñez, R. (2000)  εννοιολογικοί µηχανισµοί κεντρικοί για τα µαθηµατικά ( και 

ιδιαίτερα για τα ανώτερα ) είναι τα σχήµατα ή αλλιώς οι νοητικές αναπαραστάσεις , οι 

εννοιολογικές µεταφορές               ( µηχανισµός που το αφηρηµένο γίνεται αντιληπτό ) και οι 

εννοιολογικοί συνδυασµοί Ο Tall χωρίζει τα µαθηµατικά σε τρεις κόσµους : τον 

ενσωµατωµένο( που είναι ένα περιβάλλον που µέσα από πειραµατισµούς δοµούνται 

αφαιρετικές µέθοδοι)   , τον διαδικασιο-εννοιολογικό (που εµπλέκεται σε υπολογιστικές 

διαδικασίες και διαδικασίες χειρισµού συµβόλων ) και τον τυπικό –αξιωµατικό (στον οποίο 

επικρατεί πλήρως η µαθηµατική αφαίρεση ) 

Η Sfard (1991), στο έγγραφο  On the dual nature of mathematical conceptions: reflections on 

processes and objects as different sides of the same coin αποδεικνύει  ότι µια αλληλεπίδραση 

δοµικών και λειτουργικών αντιλήψεων της ίδιας έννοιας συντελεί  στη διαδικασία µάθησης 

και επίλυσης προβληµάτων στα Μαθηµατικά. Όπως γράφει συγκεκριµένα «για να  αναπτύξει   

κανείς το νόηµα για ανώτερου επιπέδου µαθηµατικές έννοιες , πρέπει να σκέφτεται συγχρόνως 

λειτουργικά και δοµικά» . Οι µαθηµατικές έννοιες σύµφωνα µε την Sfard µπορούν να 

προσεγγιστούν µε τη δοµική προσέγγιση(structural conception) ως αφηρηµένα αντικείµενα ή 

µε τη λειτουργική προσέγγιση (operational conception ) ως διεργασίες  .   

∆οµική προσέγγιση : πως αντιλαµβανόµαστε σφαιρικά την έννοια  

Λειτουργική προσέγγιση : πως µπορούµε να ερµηνεύσουµε µια διαδικασία  

Η κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών συνδέεται µε την δυνατότητα να αντιληφθούµε τις 

µαθηµατικές έννοιες ταυτόχρονα ως αντικείµενα και ως διαδικασίες. Στη διαδικασία 

σχηµατισµού µιας έννοιας η λειτουργική προσέγγιση προηγείται της δοµικής( Sfard 1991, 

σελ.10).  Κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών σύµφωνα µε τους  Sfard –Linchevski    

(1994 )είναι η  ικανότητα αντίληψης των µαθηµατικών εννοιών ταυτόχρονα ως αφηρηµένα 

αντικείµενα  και ως διεργασίες .Εποµένως στόχος της µαθηµατικής εκπαίδευσης είναι να 

αποκτήσει  ο µαθητής την ικανότητα να προσεγγίσει ένα θέµα λειτουργικά και δοµικά .Η 

δοµική προσέγγιση είναι και ο απώτερος στόχος της µαθησιακής διαδικασίας . 

Η Sfard (1992 σελ..64) στο Operational origins of mathematical objects and the quandary of 

reification the case of function,περιγράφει τη µετάβαση  από την «λειτουργική» («operational 

») στη «δοµική » («structural ») αντίληψη ως µια δοµή τριών βηµάτων: 

"A constant three step pattern can be identified in the successive transitions from operational 

to structural conceptions: first there must be a process performed on the already familiar 

objects, then the idea of turning this process into a more compact, self contained whole 
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should emerge, and finally an ability to view this new entity as a permanent object in its own 

right must be acquired. These three steps will be called interiorization , condensation and 

reification." (Sfard, 1992, σελ.64-65). 

«Ένα σταθερό σχέδιο τριών βηµάτων µπορεί να προσδιοριστεί στις διαδοχικές µεταβάσεις από 

λειτουργικές σε δοµικές συλλήψεις Πρώτα πρέπει να υπάρξει µια διαδικασία που θα εκτελεστεί 

σε ήδη οικεία αντικείµενα , έπειτα θα προκύψει η θεώρηση της µετατροπής αυτής της 

διαδικασίας σαν ένα συµπαγές  και ανεξάρτητο όλο, και τελικά θα αποκτηθεί η ικανότητα να 

αντιµετωπίσουµε ( αντιληφθούµε )  αυτή τη νέα οντότητα σαν ένα συνεχές αυτοτελές 

αντικείµενο 

δηλαδή :     Την εσωτερίκευση (interiorization), την συµπύκνωση (condensation) και την 

αντικειµενοποίηση(reification)». (Sfard, 1992, σελ.64-65). 

Εσωτερίκευση : το υποκείµενο αντιλαµβάνεται  τις λειτουργίες σε µαθηµατικά αντικείµενα 

χωρίς να πραγµατοποιήσει µια διαδικασία 

Συµπύκνωση  : το υποκείµενο συνδυάζει διαδικασίες ,συγκρίνει και γενικεύει µε ικανότητα 

παράλειψης κάποιων ενδιάµεσων  βηµάτων. 

Αντικειµενοποίηση :το υποκείµενο αντιλαµβάνεται µια µαθηµατική έννοια ως πλήρες 

αντικείµενο 

Τα τρία αυτά βήµατα θεωρούνται απαραίτητα για να ολοκληρωθεί η διαδικασία κατανόησης 

µιας µαθηµατικής έννοιας . «Χωρίς την αντικειµενοποίηση οι ικανότητες του ατόµου  

περιορίζονται σε ένα επίπεδο καθαρά λειτουργικό» («operational”) (Sfard 1992 σελ.64). Με 

άλλα λόγια :” η χαµηλότερου επιπέδου αντικειµενοποίηση και η ανώτερου επιπέδου 

εσωτερίκευση είναι προϋποθέσεις η µια της άλλης “. ( Sfard 1991 .σελ.31 )   

Το «procept», είναι  το αποτέλεσµα µιας  διαδικασίας πραγµατοποίησης  (κατά Sfard), ή µιας 

διαδικασίας ενσωµάτωσης  (κατά τη θεωρία APOS)  

Για τους Gray και Tall (1993, 1994) ένα υποκείµενο µπορεί να συνδυάσει νοητικές δοµές   

ως σύνθεση δύο συνιστωσών : µιας επεξεργασίας (process) µε σκοπό να παράγει µια 

µαθηµατική έννοια  (concept).Τότε είναι ικανό για µαθηµατικούς συλλογισµούς και ικανό να 

διαµορφώσει σχήµατα που στη συνέχεια  «συµπυκνώνονται » ως αντικείµενα . 

Γι’ αυτές τις νοητικές δοµές  που εµπεριέχουν  διαδικασία και προϊόν, ο Tall και οι 

συνεργάτες του επινόησαν  τον όρο “procept”.  

 

 

3.2 Η έννοια της αναπαράστασης  

 
Έχοντας ως βάση την θεωρία του Piaget σύµφωνα µε την οποία η ανάπτυξη συνεπάγεται 

συνεχείς αναδοµήσεις γεγονότων και σχέσεων οι οποίες απορρέουν από την αλληλεπίδραση 

του ατόµου µε το περιβάλλον του ,  ο Bruner, ερεύνησε τον τρόπο µε τον οποίο αυτές οι 

αλληλεπιδράσεις αναπαρίστανται στο νου του παιδιού . Σύµφωνα µε τον ίδιον η πιο 

σηµαντική λειτουργία σε σχέση µε την µνήµη δεν είναι η αποθήκευση της πληροφορίας αλλά 

η κατανόηση της πληροφορίας που µας χρειάζεται κάθε φορά .  

Το τελικό προϊόν της κωδικοποίησης κα επεξεργασίας   είναι αυτό που ονοµάζουµε 

αναπαράσταση (Bruner 1964 ).Ο  Bruner περιγράφει   τρεις τρόπους αναπαράστασης : την 

πραξιακή  ( αναπαράσταση µε όρους δράσης )την εικονική   (αναπαράσταση µε όρους 

στατικών αντιληπτικών εικόνων) και την συµβολική   (χρήση γλώσσας και συµβόλων ).Οι 

υπάρχουσες θεωρίες για τις αναπαραστάσεις διακρίνονται από έναν βαθµό ασυνέπειας, όχι 

µόνο στην ορολογία τους αλλά και στους ορισµούς των κύριων εννοιών. Ο  Janvier (1987) 

δηλώνει ότι η αναπαράσταση είναι υλική οργάνωση των σηµείων (όπως τα διαγράµµατα, τα 

σχέδια) που συσχετίζεται µε άλλες οντότητες ή που διαµορφώνει τις διαφορετικές 

διανοητικές διαδικασίες. Ακόµα η   αναπαράσταση είναι ορισµένη οργάνωση της γνώσης στο 

µυαλό ενός προσώπου µερικές φορές προσδιορίζεται µε την έννοια, µερικές φορές γίνεται 

κατανοητή  ως µέρος της ή , υπάρχει η έννοια σχετική µε τις διανοητικές εικόνες (είναι έτσι 

µια συγκεκριµένη περίπτωση της προηγούµενης έννοιας). 

Ο Halford (1993) µιλά για τις αναπαραστάσεις  σε σύνδεση µε την κατανόηση της έννοιας: 

"Για να καταλάβει  ο µαθητής µια έννοια συνεπάγεται µια εσωτερική, γνωστική αναπαράσταση 
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ή ένα διανοητικό πρότυπο που απεικονίζει τη δοµή εκείνης της έννοιας." Καθορίζει τις 

γνωστικές αναπαραστάσεις ως "εσωτερική δοµή που αντανακλά ένα τµήµα του 

περιβάλλοντος" και τις χαρακτηρίζει ως δοµικά σύµφωνες µε το περιβάλλον. 

Ο Palmer (1978) καθορίζει ότι ένα σύστηµα µια αναπαράστασης   περιλαµβάνει δύο 

οντότητες: τον αναπαριστώµενο(represented) κόσµο και  την  αναπαράσταση (representing)  

του κόσµου . 

Κατά τον  Kaput (1987) το σύστηµα αναπαράστασης περιλαµβάνει την οντότητα που 

αναπαρίσταται , την οντότητα που αναπαριστά και τον κανόνα αντιστοίχισης µεταξύ των δυο  

Ο Duval (1995) ισχυρίζεται  ότι ο χειρισµός των  µαθηµατικών εννοιών συντελείται  µέσω 

των συµβολικών (σηµειωτικών )αναπαραστάσεών τους  (οι αναπαραστάσεις µε χρήση 

σηµείων (signes) όπως εκφωνήσεις στη φυσική γλώσσα, αλγεβρικοί τύποι, γραφικές 

παραστάσεις, γεωµετρικά σχήµατα) ).Οι σηµειωτικές αναπαραστάσεις αποτελούν το µέσο 

που διαθέτει το άτοµο για να εξωτερικεύσει τις  νοητικές του αναπαραστάσεις και εποµένως 

ως εξαρτώµενες από αυτές δεν εξυπηρετούν παρά την ανάγκη επικοινωνίας. Χαρακτηρίζει 

τις σηµειωτικές αναπαραστάσεις ως  εκείνες που επιτρέπουν την εντόπιση ενός αντικειµένου 

µέσω της αντίληψης για το ερέθισµα (των σηµείων, των γραµµών, των ήχων) δεδοµένου ότι 

διαδραµατίζουν έναν ρόλο σηµαίνοντος όπως εκείνες που επιτρέπουν την εντόπιση ενός 

αντικειµένου όταν όλα τα αντιληπτά σηµαίνοντα είναι απόντα. Οι σηµειωτικές 

αναπαραστάσεις όπως έχουµε αναφέρει  είναι εργαλεία που εκφράζουν  τις διανοητικές 

αναπαραστάσεις (για να τους καταστήσουν ορατές ή προσιτές) εποµένως είναι αναπόφευκτες 

για την επικοινωνία και την ανάπτυξη της µαθηµατικής σκέψης.  

Σύµφωνα µε τον Duval (1995α, σελ. 3-4): 

«η νοητική επεξεργασία των µαθηµατικών αντικειµένων (εννοιών), εξαρτάται άµεσα από το 

χρησιµοποιούµενο σηµειωτικό σύστηµα αναπαράστασης. Αρκεί να εξετάσει κάποιος την 
περίπτωση της Αριθµητικής για να το καταλάβει: δεν παρατηρείται το ίδιο επίπεδο δυσκολίας 

στην περίπτωση της δεκαδικής γραφής και στη περίπτωση της κλασµατικής  γραφής ενός 

αριθµού… 

Αν δούµε το θέµα  σφαιρικά, η πρόοδος στα Μαθηµατικά συνοδεύεται πάντα από την εµφάνιση  

και εξέλιξη νέων σηµειωτικών συστηµάτων που συνυπάρχουν µε το πρώτο και   βασικότερο 

σύστηµα, εκείνο της φυσικής γλώσσας…Η ποικιλία των σηµειωτικών συστηµάτων επιτρέπει 

την ύπαρξη διαφόρων µορφών αναπαράστασης του ίδιου αντικειµένου αυξάνοντας έτσι τις 

γνωστικές δυνατότητες του υποκειµένου και κατά συνέπεια τις νοητικές του 

αναπαραστάσεις…» 

Ένα άτοµο µπορεί να έχει πρόσβαση σε µια µαθηµατική  έννοια ,µόνον  αν διαθέτει 

τουλάχιστον δύο σηµειωτικά  συστήµατα γι’ αυτή την έννοια, και αν µπορεί να περνά χωρίς 

δυσκολία από το ένα σύστηµα στο άλλο (Duval 1995α, σελ. 22). 

Η εσωτερίκευση αυτών των σηµειωτικών αναπαραστάσεων ως νοητικές αναπαραστάσεις 

δηµιουργεί νοητικές εικόνες (mental images). Εποµένως δεν µπορούµε να ισχυριστούµε 
µονοµερώς ότι οι σηµειωτικές αναπαραστάσεις είναι προϊόντα νοητικών αναπαραστάσεων. Το 

αντίστροφο ισχύει επίσης. 

Ο Vergnaud (1998) δεν καταλαβαίνει την αναπαράσταση ως στατικό φαινόµενο, αλλά ως 

δυναµική διαδικασία .Η βασική έννοια της θεωρίας του είναι βασισµένη στη 

δραστηριότητα και τη γλώσσα, σχήµα το οποίο σηµαίνει "την αµετάβλητη οργάνωση της 

συµπεριφοράς για µια ορισµένη κατηγορία καταστάσεων" Καθορίζει τις λειτουργικές σταθερές 

ως σηµαντικότερα µέρη ενός σχήµατος :µια έννοια   (εν δράσει  ) (concept-in-action) και ένα 

θεώρηµα (  εν δράσει  ) (theorem-in-action). “A theorem-in-action is a proposition which is 

held to be true. A concept-in-action is an object, a predicate, or a category which is held to 

be relevant.”( Ένα θεώρηµα (εν δράσει   ) είναι µια πρόταση που θεωρείται   ως αληθής .Μια 

έννοια (εν δράσει   ) είναι ένα αντικείµενο ένα κατηγόρηµα ή µια κατηγορία που θεωρείται 

σχετική). Σε ένα σηµειωτικό σύστηµα (οµοίως σε µια φυσική γλώσσα), διακρίνει το σηµαίνον 

(signifier) και το σηµαινόµενο (signified) . Προσδιορίζει τη λειτουργική σταθερά µε τη 

σηµαινόµενη πτυχή της γλώσσας ή ενός άλλου σηµειωτικού συστήµατος στο οποίο 

µετασχηµατίζεται.  
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                                                         ΣΗΜΑΙΝΟΜΕΝΟ                   ΣΗΜΑΙΝΟΝ                                                                                                                                              

            ΑΝΑΦΟΡΙΚΟ                                                                                                                     
 

 

 

 

 

 
Σχήµα : Τα δυο βέλη δηλώνουν αλληλεπίδραση µεταξύ των τριών εννοιολογικών πεδίων  

αναπαράστασης κατά Vergnaud υπό την έννοια της ανταλλαγής πληροφοριών και δοµών.  

 

Το αναφορικό(referent ) είναι  η πραγµατική κατάσταση , όπως εµφανίζεται στο υποκείµενο , 

σύµφωνα µε την εµπειρία που αποκτά καθώς δρα µέσα σε αυτή για να παραγάγει τα 

γεγονότα και τα αποτέλεσµα που αυτός επιθυµεί ή που είναι σύµφωνα µε τις συνειδητές ή 

ασυνείδητες προσδοκίες του  και τις προθέσεις του.  

Το σηµαινόµενο(signified)  αφορά την εσωτερική αναπαράσταση που έχει το άτοµο για τον 

κόσµο  και είναι όπου «οι σταθερές αναγνωρίζονται, τα  συµπεράσµατα σχεδιάζονται , οι 

ενέργειες παράγονται , και οι προβλέψεις κατασκευάζονται»(and it is  where invariants are 

recognized inferences drawn ,actions generated and predictions made ) (Vergnaud 1998 

σελ.229) . Είναι το επίπεδο στο οποίο αναγνωρίζει κανονικότητες , σχεδιάζει τις ενέργειες 

του , κατασκευάζει τις προβλέψεις του και εξάγει τα συµπεράσµατά του . 

Το σηµαίνον(signifier)  είναι το συµβολικό επίπεδο και αποτελείται από τα διαφορετικά 

συµβολικά συστήµατα , όπως είναι αυτά της γλώσσας και των µαθηµατικών , τα οποία 

χρησιµοποιεί για να εκφράσει τα συµπεράσµατά του  

Παραδείγµατος χάριν, η σύνταξη της άλγεβρας, οι  γραφικές παραστάσεις, οι πίνακες,  τα 

διαγράµµατα είναι διαφορετικά το ένα από το άλλο.  

Οι Sierpinska, Dreyfus and Hillel (1999) ισχυρίζονται ότι δεδοµένου ότι υπάρχουν διάφορες 

αναπαραστάσεις ενός αντικειµένου, η γνωστική ανάπτυξη ρυθµίζεται από τη δυνατότητα να 

διακριθεί το αντικείµενο σε τουλάχιστον δύο διαφορετικές αναπαραστάσεις . Αρχίζουν από 

την ιδέα του Duval να µην  θεωρηθούν τα αντικείµενα της επιστηµονικής γνώσης  ως λογικά 

ανεξάρτητα θέµατα ή ως περιεχόµενο διανοητικών αναπαραστάσεων, αλλά µάλλον ως 

σταθερές, σε σχέση µε διάφορες σηµειωτικές αναπαραστάσεις (Duval, 1998).  

 

 

3.3  Εσωτερικές –Εξωτερικές Αναπαραστάσεις  Πολλαπλές αναπαραστάσεις και η 

επίδραση τους στην οπτικοποίηση (visualization ) των εννοιών 

 
Το NCTM (2000) θεωρεί ότι αναπαράσταση  σηµαίνει την πράξη σύλληψης µιας έννοιας ή 

της σχέσης και την ίδια την σχέση . Αυτός ο ορισµός ενσωµατώνει τους ορισµούς για 

εσωτερικές και εξωτερικές αναπαραστάσεις .Οι εσωτερικές αναπαραστάσεις εµφανίζονται 

στο µυαλό του µαθητή και µπορούν  να αναφερθούν ως γνωστικά πρότυπα, σχήµατα, 

έννοιες, ή διανοητικά αντικείµενα. Οι  εξωτερικές  αναπαραστάσεις είναι ενσωµατώσεις των 

µαθηµατικών ιδεών ή εννοιών  όπως τα αλγεβρικά σύµβολα, πίνακες, γραφικές παραστάσεις, 

λεκτικές  δηλώσεις, και συγκεκριµένα υλικά (Aspinwall, 1995). Σύµφωνα µε τo NCTM 

(2000)  οι µαθητές από το προ-παιδικό σταθµό έως τη 12η βαθµίδα εκπαίδευσης πρέπει να 

είναι ικανοί να δηµιουργήσουν και χρησιµοποιήσουν τις αναπαραστάσεις για να 

οργανώσουν, να καταγράψουν και να επικοινωνήσουν τις µαθηµατικές ιδέες ,να επιλέξουν , 

να εφαρµόσουν και να µεταφράσουν µεταξύ των µαθηµατικών αναπαραστάσεων  για την 

επίλυση προβληµάτων , να χρησιµοποιήσουν τις αναπαραστάσεις για να διαµορφώσουν και 

ερµηνεύσουν φυσικά, κοινωνικά και µαθηµατικά φαινόµενα (σελ.63). Ακόµα περιλαµβάνουν 

την  “ αναγνώριση και χρησιµοποίηση των συνδέσεων µεταξύ των µαθηµατικών ιδεών και 

κατανόηση  πώς οι µαθηµατικές ιδέες διασυνδέονται  και στηρίζονται ή µια στην άλλη για  να 
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παραγάγουν έναν συνεπές σύνολο» . Ο Arnheim (1969) υποστηρίζει ότι οι εξωτερικές 

αναπαραστάσεις είναι διαφορετικές από τις εσωτερικές αναπαραστάσεις .Για παράδειγµα ότι 

ζωγραφίζουµε στο χαρτί µπορεί να είναι διαφορετικό από τις διανοητικές εικόνες και ότι 

βλέπουµε µπορεί να είναι διαφορετικό από την πραγµατική εικόνα. Οι ερευνητές Pape και  

Tchoshanov (2001).  υποστηρίζουν  ότι υπάρχει µια σε εξέλιξη αλληλεπίδραση µεταξύ των 

εσωτερικών και εξωτερικών αναπαραστάσεων µέσα στο κοινωνικό περιβάλλον. 

Κατά την Κολέζα(2003) µια αναπαράσταση δεν χαρακτηρίζεται εξωτερική ή εσωτερική 

απλά και µόνο από τη µορφή  της, αλλά από τον τρόπο που δηµιουργείται  και το ρόλο που 

καλείται να παίξει στην κατασκευή της γνώσης. Για παράδειγµα ένα σχήµα  ή ένα διάγραµµα  

δεν είναι απαραίτητα εξωτερική αναπαράσταση, αλλά µπορεί να υφίσταται και ως νοητική 

εικόνα, προϊόν εσωτερίκευσης  µιας  εξωτερικής σηµειωτικής  αναπαράστασης. Οι νοητικές 

αυτές εικόνες σε ένα δεύτερο επίπεδο αφαίρεσης µπορούν  να λειτουργήσουν ως «ευρετικό 

πεδίο» για τη σύλληψη, την κατανόηση, ή την επεξήγηση συνθετότερων εννοιών.  

Εποµένως θα µπορούσαµε να πούµε ότι προκειµένου οι  µαθητές να κατασκευάσουν τη 

µάθηση µια έννοιας µε νόηµα στην εκπαίδευση των µαθηµατικών πρέπει να 

χρησιµοποιήσουν  διαφορετικές αναπαραστάσεις συγχρόνως και να κάνουν τις µεταφράσεις 

µεταξύ τους . Στην παραδοσιακή διδασκαλία οι αναπαραστάσεις µιας έννοιας διδάσκονται 

χωριστά , σαν να ήταν χωριστές έννοιες ή τα θέµατα διδάσκονται µε µια αναπαράσταση . 

Έτσι οι µαθητές δεν καταφέρνουν να συνδέσουν τις διαφορετικές αναπαραστάσεις του ίδιου 

θέµατος . Η έρευνα τα τελευταία χρόνια µέσα στην εκπαίδευση των µαθηµατικών έχει 

αποδείξει ότι η χρήση των πολλαπλών αναπαραστάσεων ενισχύει την διαδικασία της 

µάθησης µε το να  παρέχει  πολλαπλές πηγές  πληροφοριών  για το ίδιο θέµα .   (Borba & 

Confrey, 1993; Yerushalmy, 1997;Brenner, Mayer, Moseley, Brar, Durán, Reed, & Webb, 

1997;Swafford & Langrall, 2000; Porzio, 1999). 

Οι Greeno and Hall (1997)  προτείνουν  ότι "οι µορφές της αναπαράστασης µπορούν  να 

θεωρηθούν ως χρήσιµα εργαλεία για την κατασκευή της γνώσης και για να µεταβιβάσουν τις 

πληροφορίες και την κατανόηση”(σελ.362). 

Όταν αναφερόµαστε σε πολλαπλές αναπαραστάσεις εννοούµε τις εξωτερικές 

αναπαραστάσεις  που παρέχουν τις ίδιες πληροφορίες για µια έννοια ταυτόχρονα. Αν κι όπως 

αναφέρθηκε υπάρχει µια σε εξέλιξη αλληλεπίδραση µεταξύ εσωτερικών και εξωτερικών 

αναπαραστάσεων ,  όπου  η εξωτερική αναπαράσταση δηµιουργείται από τον µαθητή µε 

προσπάθεια να καταλάβει την έννοια . Οι απόψεις των µαθηµατικών για τη σχέση µεταξύ  

της εσωτερικής και εξωτερικής αναπαράστασης ποικίλλουν. Ο McKim (1972) ισχυρίζεται 

ότι η χρησιµοποίηση  των αναπαραστάσεων για να αναπτυχθούν οι  δεξιότητες σκέψης των 

σπουδαστών είναι  σχετική  µε τη δυνατότητα των σπουδαστών να λειτουργήσουν µε τις 

διανοητικές εικόνες. Από µια πλευρά η αναπαράσταση είναι εξωτερίκευση µια εσωτερικής 

αναπαράστασης , µια διανοητική αφαίρεση , και µια διασύνδεση µεταξύ της οπτικοποίησης 

των εννοιών και της εξωτερικής αναπαράστασης .Αυτό το επιχείρηµα υποστηρίζεται και από 

την θεωρία του κονστρουκτιβισµού. Σύµφωνα µε τους κονστρουκτιβιστές η µαθηµατική 

γνώση δεν µπορεί να διαχωριστεί από τον µαθητή. Οι ερµηνείες των µαθητών από τις 

µαθηµατικές ιδέες αναπαριστώνται στα µυαλά τους σαν εσωτερικές αναπαραστάσεις και αν 

θέλουµε να έχουµε εκµάθηση µιας έννοιας οι µαθητές θα πρέπει να δηµιουργήσουν τις δικές 

τους αναπαραστάσεις. Εδώ αρχίζει να υπάρχει η µετάβαση σαν µια γέφυρα µεταξύ της 

εσωτερικής και της εξωτερικής αναπαράστασης .  Οι εξωτερικές αναπαραστάσεις που 

χρησιµοποιούνται από τα βιβλία των µαθηµατικών και από τον δάσκαλο των µαθηµατικών 

είναι πολύτιµα όταν διευκολύνουν την ανάπτυξη στην κατασκευή της γνώσης(Aspinwall, 

1995). Υπάρχουν µελέτες για την σχέση µεταξύ της µαθηµατικής ικανότητας και της 

οπτικοποίησης των εννοιών . Και είναι σηµαντικό εδώ να αναρωτηθούµε : Υπάρχουν 

σηµαντικές  διαφορές µεταξύ  της οπτικής αντίληψης (perception) και της οπτικοποίησης 

(visualization); 

Οπτική αντίληψη είναι  µια συνολική εικόνα του αντικειµένου ή της κατάστασης που 

παρατηρούµε , η οποία προφανώς δεν µπορεί παρά να είναι ατελής. Η τέλεια οπτική 

αντίληψη είναι αποτέλεσµα  εξερεύνησης µέσω κίνησης είτε του παρατηρητή, είτε του  

αντικειµένου. 
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Η οπτικοποίηση δεν στηρίζεται στην άµεση  παρατήρηση του  σχήµατος αλλά στη 

δηµιουργία  αναπαραστάσεων και στην επεξεργασία τους  .  Εποµένως στηρίζεται  σε 

ενέργειες που εκτελούνται πάνω στο σχήµα . Η δυσκολία για το υποκείµενο  έγκειται κυρίως 

στο να αποφασίσει ποιες οπτικές µονάδες  θα συνδυάσει. ( Κολέζα ,2000)  

«Το σχήµα είναι µια αναπαράσταση, δηλαδή προϋποθέτει την κατασκευή µιας εικόνας 

διαφορετικής από το προϊόν της άµεσης  αντίληψης, και τίποτα δεν αποδεικνύει ότι οι χωρικές 

σχέσεις σε αυτή την εικόνα θα είναι του ίδιου επιπέδου όπως εκείνες της αντίστοιχης 

αντιληπτικής εικόνας» (Piaget 1972, σελ. 65). Τα αποτελέσµατα  υποστηρίζουν ότι η 

οπτικοποίηση των εννοιών βελτιώνει την µαθηµατική ικανότητα . (Presmeg, 1986; Wheatley, 

1998).Oι Moreno και Mayer (1999) πραγµατοποίησαν µια ερευνητική µελέτη για να 

ανακαλύψουν πως θα επιτευχθεί καλύτερο αποτέλεσµα σε περιβάλλον µε πολλαπλές 

αναπαραστάσεις ή σε περιβάλλον µε µια αναπαράσταση. 

Η µελέτη που έγινε κρύβει αρκετό ενδιαφέρον για τα αποτελέσµατα του επιτεύγµατος  της 

οπτικοποίησης των εννοιών των µαθητών µε την χρήση πολλαπλών αναπαραστάσεων .  

 Μερικοί µαθητές δεν θέλουν  να λύσουν προβλήµατα ή να µάθουν µια νέα έννοια µε 

περισσότερες από µια αναπαραστάσεις .Αυτό µπορεί να οφείλεται  ή στο επίπεδο 

κατανόησης τους ή στο επίπεδο  οπτικό-χωρικής  ικανότητας  τους .Οι  περισσότερες από τις 

µελέτες για τη χρησιµοποίηση των πολλαπλών αναπαραστάσεων στην εκπαίδευση 

µαθηµατικών είναι ποσοτικές . (Moreno & Mayer, 1999; Brenner, Mayer, Moseley, Brar, 

Durán, Reed, & Webb, 1997; Swafford & Langrall, 2000; Porzio, 1999). Ο ερευνητής µπορεί 

να κατανοήσει ενός µαθητή την αιτιολόγηση σε βάθος µε µια κλινική συνέντευξη . 

 

 

3.4 Ανάπτυξη των γεωµετρικών εννοιών - διατύπωση θεωριών κατασκευής 

γεωµετρικών εννοιών 
 

«Στην πραγµατικότητα η σπουδή αυτή στο σύνολό της έχει αποκλειστικό αντικείµενο 
της τη γνώση ( της γεωµετρίας ) ….πρόκειται για τη γνώση εκείνου που έχει παντοτινή 
υπόσταση κι  όχι εκείνου που κάποια στιγµή αποτελεί µια επιµέρους περίπτωση γένεσης και 

φθοράς ….»(Πλάτωνος Πολιτεία 527b µετάφραση Ν.Μ. Σκουτερόπουλος ) 

 
Η  αντίληψη για τον κόσµο περιλαµβάνει την µελέτη του χώρου και των σχηµάτων 

οδηγώντας στην γεωµετρία(  όχι µόνο µε τους όρους της δισδιάστατης και τρισδιάστατης 

γεωµετρίας αλλά περιλαµβάνοντας τις µορφές της προβολικής ,  ελλειπτικής , υπερβολικής , 

διαφορικής …).Η ανάπτυξη της σκέψης  στη γεωµετρία περιλαµβάνει τις  γνωστικές 

αναδηµιουργίες σχηµάτων. Οι αναδηµιουργίες είναι απαραίτητες για να δούµε ένα σχήµα όχι 

µόνο σα φυσικό αντικείµενο αλλά ως αποτέλεσµα νοητικών ενεργειών µε τέλειες ιδιότητες . 

Η γλώσσα παίζει ένα όλο και περισσότερο  λεπτό ρόλο στην γεωµετρική ανάπτυξη και  οι 

λεκτικές διατυπώσεις οδηγούν στην ευκλείδεια απόδειξη. Οι πρωτότυπες µορφές όπως τα 

σχήµατα της ευθείας γραµµής , του τριγώνου , του κύκλου περιγράφονται προφορικά µε 

τρόπο που υποστηρίζουν την φαντασία των τέλειων πλατωνικών αναπαραστάσεων και κατά 

συνέπεια οι τέλειες γεωµετρικές οντότητες εξαρτώνται από την γλώσσα για να 

κατασκευάσουν την έννοιά τους . Η Ευκλείδεια απόδειξη οικοδοµείται µε αυτή τη χρήση της 

γλώσσας για να δώσει λεκτικά επιχειρήµατα να υποστηριχθούν οι αφαιρέσεις που είναι 

βασισµένες στις οπτικές έννοιες . Συγκεκριµένα από τη στιγµή που το υποκείµενο 

οικοδοµήσει ένα λεκτικό κώδικα επικοινωνίας αρχίζει να βλέπει το σχήµα ως σύνολο 

ιδιοτήτων ,στη συνέχεια ως στοιχείο ευρύτερου συνόλου και τελικά ως κρίκο µιας ιεραρχικής 

δοµής .( ανάλυση , αφαίρεση  και  αυστηρότητα  της θεωρίας του van Hiele ).   

Τo υποκείµενο στη διαδικασία εξέλιξης της γεωµετρικής σκέψης αναγνωρίζει αρχικά ένα  

σχήµα ως  µια ολότητα(gestalt )  , στη συνέχεια το συγκρίνει   µε γνωστά πρότυπα εικόνων 

και κατόπιν ανάλυσης που αναπτύσσεται µε  κατάλληλο λεκτικό κώδικα επικοινωνίας το 

µετατρέπει σε οπτικό αντικείµενο, σε  αντικείµενο  καθορισµένο λόγω ιδιοτήτων και σε 

ορισµένο αντικείµενο νοητικό ,περιγραφόµενο από κάποιο ορισµό (Tall ,1994 ) 
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O Bruner (1966) υποστηρίζει ότι το 

υποκείµενο στο στάδιο των εικονικών 

αναπαραστάσεων, περνά από τα 

πραγµατικά αντικείµενα µέσω 

αφαιρετικών διαδικασιών σε οπτικά 

αντικείµενα και στην περίπτωση της 

γεωµετρίας, έχει την δυνατότητα να 

εκτελεί νοητικά πειράµατα.  

Οι (Hershkowitz,Vinner, 1983 ) 

ισχυρίζονται ότι για να κατακτήσουµε  

µια γεωµετρική έννοια δεν απαιτούνται 

ορισµοί αλλά καλά συγκροτηµένες 

εικόνες της έννοιας.  

 

 
Σχήµα : Το σχήµα είναι µετάφραση του 

αντίστοιχού του  στο άρθρο των D.Tall, et al(2000) “Symbols and the bifurcation between procedural 

and conceptual thinking “ 

Ο  Fischbein (1993) στο «The Theory of Figural Concepts, Educational Studies in 

Mathematics»γράφει ότι   «το γεωµετρικό σχήµα είναι η ιδέα που αντιστοιχεί στο σχέδιο , η 

αφηρηµένη  οντότητα ( figural concept), που    καθορίζεται επακριβώς από τον ορισµό»  

Σύµφωνα µε τον Fischbein στο  γεωµετρικό  σχήµα εµπεριέχονται τρεις κατηγορίες νοητικών 

οντοτήτων ο ορισµός , η εικόνα και η σχηµατική έννοια .Ακόµα «έχει µια ιδιότητα που δεν 

έχουν οι άλλες µαθηµατικές έννοιες, συγκεκριµένα  περιέχει την νοητική αναπαράσταση των 

ιδιοτήτων του χώρου» (σελ. 141) και ο χαρακτήρας τους είναι συγχρόνως εννοιολογικός και 

σχηµατικός . Γι’ αυτό το λόγο αναφέρεται στα γεωµετρικά σχήµατα ως «σχηµατικές  

έννοιες» (figural concepts ) .Προεκτατικά η γεωµετρική σκέψη χαρακτηρίζεται από µια 

αλληλεπίδραση µεταξύ  του γεωµετρικού σχήµατος   και της αντίστοιχης γεωµετρικής  

έννοιας.(Κολέζα ,2003 )  

Οι  D. Tall et al.(1991)  γράφουν ότι η συνύπαρξη νοητικών εικόνων  δηµιουργεί µια εικόνα 

της έννοιας( concept image )  που διαφοροποιείται από τον ορισµό της έννοιας (concept 

definition ) εποµένως κάθε γεωµετρικό σχήµα έχει  συνιστώσες σχηµατικές  και λογικές  .  

Ο Duval (1995) προσδιορίζει τους εξής τύπους γνωστικής κατανόησης ενός γεωµετρικού 

σχήµατος : την αντιληπτική κατανόηση ( κατανόηση της συνολικής µορφής του σχήµατος ) , 

την σειριακή κατανόηση ( πως δοµείται ένα σχήµα ) , την λεκτική κατανόηση ( κατανόηση 

της εκφώνησης , αποδεικτικής διαδικασίας ) και την λειτουργική κατανόηση ( οργανωτική 

κατανόηση του σχήµατος )  

Ο Duval (1998 ) υποστηρίζει ότι η γεωµετρική σκέψη περιλαµβάνει τρεις γνωστικές 

διαδικασίες . 

 ∆ιαδικασίες οπτικοποίησης (ή νοερής απεικόνισης, σχετιζόµενες µε τη νοερή 

αναπαράσταση µιας γεωµετρικής  έννοιας ), διαδικασίες κατασκευής και διαδικασίες 

συλλογισµού ,ή αιτιολόγησης  (ιδιαίτερα λεκτικές),                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα : Γνωστικές αλληλεπιδράσεις που εµπλέκονται ( περιλαµβάνονται ) σε µια γεωµετρική 

δραστηριότητα (Duval (1998) σελ. .38 )Geometry from a Cognitive Point of View. Dordrecht: Kluwer. 
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Ο  Duval υποστηρίζει,  ότι, «αυτά τα τρία είδη γνωστικών διαδικασιών είναι πολύ συνδεµένα 

και η σύµπραξή τους είναι γνωστικά απαραίτητη για την ικανότητα στη γεωµετρία» 

Στο σχήµα κάθε βέλος αντιπροσωπεύει τον τρόπο µε τον οποίο ένα είδος γνωστικής 

διαδικασίας µπορεί να υποστηρίξει  ένα άλλο είδος σε οποιαδήποτε γεωµετρική 

δραστηριότητα. Το κυκλικό  «βέλος»  επεξηγεί εκείνο τον συλλογισµό που  µπορεί να 

αναπτυχθεί µε έναν τρόπο που είναι ανεξάρτητος από την κατασκευή ή  τις διαδικασίες 

οπτικοποίησης .  ∆εδοµένου ότι η σύµπραξη αυτών των τριών διαδικασιών είναι γνωστικά 

απαραίτητη για την  ικανότητα στη γεωµετρία, το ζήτηµα, όπως προσδιορίζεται από τον  

Duval, είναι πώς µπορούµε να επιτύχουµε τη επικοινωνία µεταξύ τω τριών αυτών 

διαδικασιών . 

Ο  Duval υποστηρίζει ότι, στην προσπάθεια να γίνει κατανοητή η ανάπτυξη του γεωµετρικού  

συλλογισµού , η έρευνα  του έχει παρουσιάσει τα εξής:  

1. Τα τρία είδη διαδικασιών πρέπει να αναπτυχθούν χωριστά. 

2. Απαιτείται εργασία στο πρόγραµµα σπουδών για τη διαφοροποίηση των διαδικασιών 

οπτικοποίησης  και µεταξύ  των διαφορετικών   διαδικασιών αιτιολόγησης.  

3. Ο συντονισµός αυτών των τριών ειδών διαδικασιών µπορεί πραγµατικά να εµφανιστεί 

µόνο µετά από αυτήν την εργασία για τη διαφοροποίηση. 

O D. Tall(1999),γράφει ότι : «Η Γεωµετρία περιλαµβάνει  πολλές ενέργειες εµπειρικής  

αφαίρεσης εστιάζοντας σε αντικείµενα … ξεκινά ως µια θεωρία που στηρίζεται στα 

αντικείµενα  και όχι σε ενέργειες πάνω σ΄αυτά » 

Οι επεξεργασίες ενός σχήµατος στη γεωµετρία κατά τον Tall δεν έχουν στόχο τον νοητικό 

σχηµατισµό των αντικειµένων αλλά την γνώση που θα αποκτηθεί από αυτά τα ίδια 

αντικείµενα .Στη γεωµετρία εποµένως προηγείται η δοµική αντίληψη των αντικειµένων 

της λειτουργικής αφού τα σχήµατα αναγνωρίζονται ως ολότητες (gestalt ) συνδεόµενα µε 

τα πρωτότυπα του πραγµατικού κόσµου (real-world prototypes).Εποµένως αµφισβητείται 

κατά τoν Tall η εφαρµογή της θεωρίας APOS στη  γεωµετρία . 

Σύµφωνα µε τους D.Tall et al. (2000), η γνωστική εξέλιξη στη Γεωµετρία  διαφέρει  από  την 

εξέλιξη  στους άλλους κλάδους των Μαθηµατικών. 

Η άλγεβρα , ο απειροστικός  λογισµός , η γεωµετρία έχουν αφετηρία  για την µελέτη της 

φύσης των εννοιών τον πραγµατικό κόσµο . Η γεωµετρία  βοηθά το παιδί να διαµορφώσει 

µια αντίληψη για τα αντικείµενα του περιβάλλοντος ( εµπειρική αφαίρεση ) ενώ η άλγεβρα 

τις ενέργειες που αφορούν τα συγκεκριµένα αντικείµενα ( ψευδό-εµπειρική αφαίρεση)    

Εποµένως  η ικανότητα για δοµική  αντίληψη µιας συµβολικής  έννοιας (:επίπεδο 

Πραγµατοποίησης  κατά τη Sfard, ή Ενσωµάτωσης  κατά τον Dubinsky) θεωρείται το τελικό 

στάδιο µιας  διαδικασίας - µε ενδιάµεσες  τις φάσεις της Εσωτερίκευσης και Συµπύκνωσης  

(κατά τη Sfard), ή ∆ράσης και Επεξεργασίας (κατά τον Dubinsky ) που συνεισφέρουν στη  

λειτουργική αντίληψη της έννοιας-, η δοµική  αντίληψη µιας γεωµετρικής  έννοιας είναι το 

πρώτο στάδιο µιας  διαδικασίας που- περνώντας από µια εξαιρετικά σύνθετη φάση 

οπτικοποίησης - καταλήγει στη λειτουργική αντίληψη της έννοιας.( Κολέζα ,2003 )  

3.5 Ο ρόλος τω υπολογιστών στην οπτικοποίηση των εννοιών  

Έχουµε υπογραµµίσει τον ρόλο των  σηµειωτικών αναπαραστάσεων , εικόνων και  προτύπων 

των δεδοµένων καταστάσεων, έτσι ώστε η περιγραφή των  διαδικασιών σκέψης να 

αποτελείται ουσιαστικά  από το µετασχηµατισµό και το χειρισµό των φυσικών ή  και 

γνωστικών, διανοητικών προτύπων (Dörfler, 1993). Η διάκριση µεταξύ των φυσικών και 

διανοητικών πηγών δόµησης της γνώσης και των αλληλεπιδραστικών διαδικασιών που 

αναπτύσσονται µεταξύ αυτών των πηγών  είναι µια αναπόφευκτη διάκριση, που  γίνεται στο 

πλαίσιο εξέτασης µαθηµατικών εννοιών από ένα άτοµο το οποίο προσπαθεί να συνδέσει τη 

εµπειρία µε τα µαθηµατικά Σύµφωνα µε τον Kaput (1993) αυτή η διάκριση χαρακτηρίζεται ως 

διάκριση µεταξύ του σηµαίνοντος και του σηµαινόµενου  .Οι δυο πηγές δόµησης διαφέρουν σε 

µια άλλη σηµαντική πτυχή .Το φυσικό είναι το αισθητό ενώ το διανοητικό το υποθετικό που 

συνάγεται από τις παρατηρήσεις και τη θεωρία που το συνοδεύει κάτω από µια 

αλληλεπιδραστική προοπτική . 
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 Οι υπολογιστές και το λογισµικό των  υπολογιστών παρέχουν τους τρόπους και τα πρότυπα 

για τα µαθηµατικά. Η επέκταση και η µεταβλητότητα αυτών των νέων µέσων έχει αλλάξει 

την παραδοσιακή σχέση µεταξύ των γνωστικών διαδικασιών και αναπαραστάσεων  (Dörfler, 

1993). Η επίδραση είναι τόσο ισχυρή για να οδηγήσει κάποιον  να µιλήσει για µια νέα 

εµπειρική  µαθηµατική πραγµατικότητα . Μέσα από το υπολογιστικό αντίστοιχό τους 

σύµφωνα µε την Mariotti(2000) οι αρχικά αφηρηµένες και αυστηρές έννοιες  γίνονται  όλο 

και περισσότερο κατανοητές δηλαδή επέρχεται κάποια αντικειµενοποίηση ( reification) που 

δίνει την εντύπωση ενός άµεσου χειρισµού των µαθηµατικών αντικειµένων και  σχέσεων.  

Εξετάζοντας το όλο ζήτηµα κάτω από αυτή  την προοπτική ο Kaput (1991, 1992) και έχοντας 

ως στόχο   να εστιάσει στη λειτουργία των σηµειωτικών  συστηµάτων σε σχέση  µε τα νέα 

ηλεκτρονικά µέσα ,έδωσε µια  διαφωτιστική ανάλυση  που συζητά  τις δυνατότητες του 

υπολογιστικού περιβάλλοντος  (Kaput, 1992, σελ. 522). 

Ο αντίκτυπος ο βασισµένος στην αντικειµενοποίηση  των µαθηµατικών αντικειµένων και 

των σχέσεων µπορεί να οδηγήσει σε  βαθύτερες αλλαγές στο πρόγραµµα σπουδών σχετικά 

µε το "ποια µαθηµατικά είναι αφοµοιώσιµα και από ποιους σπουδαστές" (Balacheff & Kaput, 

1996, σελ. 469) 

Όπως οι  Hoyles  και  Noss σηµειώνουν , µια  ριζική αλλαγή  πρέπει να ολοκληρωθεί " Η 

αφαίρεση πρέπει να θεωρηθεί όχι τόσο πολύ ως βήµα ανοδικό, αλλά µάλλον ως συνδυασµός 

θεωριών , εµπειριών  και  αποσυνδεµένων  τεµαχίων  της γνώσης συµπεριλαµβανοµένων των 

µαθηµατικών»  (Hoyles & Noss, 1996. σελ.  44 ).Από αυτή την άποψη οι µαθηµατικές 

έννοιες είναι αφαιρετικές   δεδοµένου ότι απεικονίζουν και αναδηµιουργούν την συστηµική 

και διασυνδεόµενη φύση των αντικειµένων. Η διαφορετική και συχνά αντιπαραβαλλόµενη 

θέση συνοψίζεται στη συζήτηση (Dubinsky, 1991; Sfard & Linchevski, 1994). Σε ένα 

περιβάλλον υπολογιστών, ο χρήστης ενεργεί και αλληλεπιδρά σε µια εικονική 

πραγµατικότητα  όπου οι δράστες είναι "αντικείµενα " στοιχεία, τα οποία µπορούν να 

αναφερθούν ως "υπολογιστικά αντικείµενα ".( Mariotti , 1997)  

Η πολυπλοκότητα στη σύγκριση των διαφορετικών περιβαλλόντων είναι ευρέως γνωστή και 

εµφανίζεται για παράδειγµα , σε σχέση µε τη γεωµετρία  στη συζήτηση  τη σχετική  µε τη 

σύγκριση µεταξύ της  Logo και ενός δυναµικού λογισµικού γεωµετρίας όπως το Cabri. 

(Laborde, 1993; Balacheff &Sutherland, 1994; Hoyles & Noss, 1996 ). 

Σε ένα περιβάλλον όπως του GSP  ή άλλων λογισµικών   χρησιµοποιούνται γραφικές 

παραστάσεις, γεωµετρικά σχήµατα και πίνακες για την κατανόηση και τη µάθηση των 

εννοιών . Σε ένα τέτοιο περιβάλλον οι µαθητές έχουν την δυνατότητα  να µεταφράζουν τις 

ενέργειές τους και τις ερµηνείες που δίνουν σ' αυτές από το ένα σύστηµα αναπαράστασης 

στο άλλο. Ορισµένοι ερευνητές έχουν καταγράψει διάφορες εκτιµήσεις για τις δυσκολίες που 

έχουν οι  µαθητές σε τέτοια περιβάλλοντα (Ainsworth, 1999) όπως  δεν µπορούν  να 

περάσουν από το ένα σύστηµα αναπαράστασης στο άλλο (conversion), δεν µπορούν  δηλαδή 

να κινητοποιήσουν πολλά συστήµατα συγχρόνως, και κυρίως δεν αναγνωρίζουν την ίδια 

έννοια µέσα  από διαφορετικές της αναπαραστάσεις σε διάφορα σηµειωτικά  συστήµατα .  

Για να υπερνικήσουν αυτές τις δυσκολίες µετάφρασης µεταξύ των αναπαραστάσεων, πολλά 

µαθησιακά περιβάλλοντα έχουν σχεδιαστεί για να εκµεταλλευτούν την αυτόµατη µετάφραση 

ή τη «δυναµική  σύνδεση». Σ' αυτή την περίπτωση, καθώς ένας µαθητής ενεργεί σε µια 

αναπαράσταση, τα αποτελέσµατα των ενεργειών του παρουσιάζονται σε άλλη, µε 

αποτέλεσµα να  µειώνεται το γνωστικό φορτίο που απαιτείται κατά την αλληλεπίδραση 

µεταξύ των δυο επιπέδων, του αναφορικού και του σηµαινόµενου. Σύµφωνα µε τον 

(Ainsworth, 1999) οι πολλαπλές αναπαραστάσεις λειτουργούν συµπληρωµατικά. ∆ηλαδή  

 παρέχουν συµπληρωµατικές διαδικασίες ή πληροφορίες που είτε αφορούν εργασίες ή 

στρατηγικές ενεργειών ή πληροφορίες (διαφορετικές ή κοινές) ή από τη µετάφραση από τη 

µια αναπαράσταση στην άλλη. 

  ενθαρρύνουν  τους µαθητές να κάνουν βαθύτερες κατανοήσεις της κατάστασης που 

µελετούν, καθώς µπορούν να κάνουν επεκτάσεις, αφαιρέσεις και συσχετίσεις. 

Η αλληλεπίδραση που αναπτύσσεται σ' ένα τέτοιο περιβάλλον πολλαπλών αναπαραστάσεων 

είναι πολυποίκιλη, ενισχύεται από τις διαφορετικές διαδικασίες και  στηρίζεται από τις 

διαφορετικές αναπαραστάσεις.  
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Όσο σηµαντική  είναι η  αναγκαιότητα πολλαπλών αναπαραστάσεων για την ενίσχυση της  

κατανόησης των µαθητών µε ταυτόχρονη χρήση και ενός κατάλληλου λογισµικού άλλο τόσο 

είναι   και η ανάπτυξη της δεξιότητας για  σχεδιασµό µε το χέρι (ανάπτυξη της ίδιας 

δεξιότητας για κατασκευή µε διαβήτη και χάρακα) .Είναι προφανές ότι οι µαθητές δεν 

µπορούν να κάνουν µαθηµατικά αν δεν θέλουν να ασχοληθούν µε αυτά .Και η χρήση των 

πολλαπλών αναπαραστάσεων µε την βοήθεια υπολογιστών βοηθά ιδιαίτερα αυτή την οµάδα 

µαθητών που έχουν µια αρνητική στάση απέναντι στα µαθηµατικά . 

 Η αλληλεπίδραση µε τον υπολογιστή έχει γίνει όλο και περισσότερο άµεση και παρόµοια µε 

την ανθρώπινη αλληλεπίδραση .Σύµφωνα µε τους Hoyles & Noss (1996) ο ρόλος του 

προγραµµατισµού στην  επικοινωνία µεταξύ του χρήστη και του  υπολογιστή   έχει ως 

αποτέλεσµα µια βαθιά αντανάκλαση στα οφέλη ενός τέτοιου συγκεκριµένου τύπου. 

Απαιτείται βέβαια  περαιτέρω έρευνα λαµβάνοντας υπόψη επίσης την εξέλιξη των γλωσσών 

προγραµµατισµού και την  πολλαπλή σχέση τους στη µαθηµατική γνώση . 

 

 

3.5.1 Η κονστρουβιστική προσέγγιση των εννοιών µέσα στο περιβάλλον ενός υπολογιστή  

 
Λαµβάνοντας ως δεδοµένο  ότι ο υπολογιστής γίνεται µέρος του περιβάλλοντος η ερώτηση 

που πρέπει να τεθεί είναι  ποιο  θα είναι το αποτέλεσµα  της αλληλεπίδρασης των µαθητών 

µε τον υπολογιστή; 

Το 1980 ο    S. Papert εισήγαγε την  ιδέα του  "µικρόκοσµου "  Τότε υπήρξε µια άνθηση "των 

µαθησιακών περιβαλλόντων",  και  οι µαθητές αναµένονταν  να κατασκευάσουν τη  

µαθηµατική   γνώση µέσα από το περιβάλλον . Η κύρια υπόθεση που εµπνέει την ιδέα του 

µικρόκοσµου είναι η δυνατότητα  της χρησιµοποίησης  δραστηριοτήτων  για την επίλυση 

προβλήµατος . 

Σε άλλο επίπεδο  (Hoyles, 1992, p. 152), ο υπολογιστής µπορεί να θεωρηθεί  ένα ισχυρό 

εργαλείο ,όχι µόνο σαν ισχυρή πηγή  για να ολοκληρώσει έναν στόχο αλλά και ικανός να 

µετασχηµατίσει τον ίδιο τον  στόχο, και συγχρόνως  να µετασχηµατίσει τη σχέση του χρήστη   

µε την υποβόσκουσα γνώση.  

Ένας µικρόκοσµος αποτελείται από τα ακόλουθα αλληλένδετα ουσιαστικά χαρακτηριστικά 

γνωρίσµατα: 

i) Ένα σύνολο πρωτότυπων ( primitive )αντικειµένων, στοιχειωδών διαδικασιών σε αυτά τα 

αντικείµενα, και έκφρασης κανόνων και  τρόπων  που οι διαδικασίες µπορούν να 

εκτελεσθούν και να συνδεθούν ,  που είναι η συνηθισµένη κατασκευή  ενός τυπικού 

συστήµατος  υπό τη µαθηµατική έννοια.  

ii) µια  περιοχή της φαινοµενολογίας που  συσχετίζει  αντικείµενα και  ενέργειες µε τα 

ελλοχεύοντα αντικείµενα  προς τα φαινόµενα στη "επιφάνεια της οθόνης". Αυτή η περιοχή 

της φαινοµενολογίας καθορίζει τον τύπο ανατροφοδότησης που ο µικρόκοσµος παράγει 

συνεπεία των ενεργειών και των αποφάσεων  των χρηστών( ii) a domain of phenomenology 

that relates objects and actions on the underlying objects to phenomena at the 'surface of the 

screen'. This domain of phenomenology determines the type of feedback the microworld 

produces as a consequence of user actions and decisions )(Balacheff &Sutherland, 1994, 

Balacheff & Kaput, 1996, σελ. 471) 

Κατά συνέπεια ένα κοµµάτι της µαθηµατικής γνώσης ενσωµατώνεται σε ένα κοµµάτι του 

λογισµικού για να   ενεργήσει και να  αλληλεπιδράσει µε τον υπολογιστή, αντιµετωπίζοντας  

τη λύση ενός προβλήµατος µέσα στο περιβάλλον του µικρόκοσµου που  ο χρήστης 

κατασκευάζει τη γνώση. Ειδικότερα, το νόηµα  µιας µαθηµατικής έννοιας προκύπτει από ένα 

σύνολο προβληµάτων το οποίο παρέχεται  µέσω της λύσης. Το κονστρουβιστικό αποτέλεσµα 

που παράγεται µέσω  της  στοχαστικής  αφαίρεσης στη δραστηριότητα επίλυσης 

προβλήµατος είναι  σύµφωνο  µε την θεωρία του εννοιολογικού πεδίου  του Vergnaud 

(Vergnaud, 1990). Αυτός  είναι  και ο βασικός ρόλος που αποδίδεται στα συστήµατα 

αναπαράστασης από πολλούς ερευνητές (Hoyles & Noss, 1996; Kaput, 1992),  

Οι  µαθηµατικοί  µικρόκοσµοι  παρέχουν µια δυναµική σηµασιολογία για ένα επίσηµο 

σύστηµα και επιτρέπουν µε αυτές τις ενέργειες στους µαθητές  να ερευνήσουν  ταυτόχρονα 
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τη δοµή των  αντικειµένων, τις σχέσεις τους και τις αναπαραστάσεις  που τις καθιστά 

προσιτές. 

Κατά συνέπεια, ένας µικρόκοσµος   προσφέρει  µεγάλες δυνατότητες εκµάθησης: η ίδια η 

φύση ενός µικρόκοσµου χαρακτηρίζεται από τη διαθεσιµότητα των "υπολογιστικών 

αντικειµένων" και οι διαδικασίες που εµφανίζονται µέσα σε αυτόν , διαδραµατίζουν έναν 

βασικό ρόλο στην αυτόνοµη κατασκευή των εννοιών από τους χρήστες . Για αυτόν  τον  λόγο 

ένας µικρόκοσµος  µπορεί να παίξει έναν ρόλο  ποιοτικά διαφορετικό από την παραδοσιακή   

διδασκαλία. 

 

 

3.5.2 Η κονστρουβιστική  προσέγγιση  µέσα από τις πολλαπλές αναπαραστάσεις 

∆ιάκριση  artefact –instrument  . 

 
Συνοψίζοντας οι µαθηµατικές έννοιες µπορούν να προκύψουν από τις διαδικασίες 

αφαίρεσης, βασισµένες στις αλληλεπιδράσεις µε τα συστήµατα. 

Όπως ο  Dreyfus λέει (1993),  ενεργώντας  σε τέτοιους τεχνητούς µαθηµατικούς κόσµους  

δεν απαιτείται µόνο   αντίληψη: η ερµηνεία των εικόνων οθόνης µπορεί να απαιτήσει εκείνη 

την µαθηµατική γνώση ώστε  η αρχή πρέπει να προκύψει µέσα από  τη βασισµένη στον  

υπολογιστή δραστηριότητα . 

Η περίπτωση των πολλαπλών αναπαραστάσεων  από µια συνάρτηση σε έναν γραφικό 

υπολογιστή είναι ίσως το καλύτερο παράδειγµα, αλλά  παρόµοια φαινόµενα  έχουν 

παρατηρηθεί επίσης και  σε άλλο περιβάλλον (Laborde, 1993; Sutherland, 1993) 

Γενικά, η ανάπτυξη των εννοιών από τους   σπουδαστές ως αποτέλεσµα της αλληλεπίδρασής 

τους µε το  µαθησιακό περιβάλλον εγείρει  ένα σηµαντικό  ζήτηµα, σχετικό µε την ερµηνεία 

των φαινοµένων που παρατηρούνται πάνω στην οθόνη.  Το πρόβληµα γίνεται ακόµη και πιο 

περίπλοκο εάν  λαµβάνει υπόψη του κάποιος τις πιθανές αποκλίσεις µεταξύ της µαθηµατικής 

γνώσης και της υπολογιστικής µετάθεσής (transposition) του σε έναν υπολογιστή(Balacheff 

& Sutherland, 1994) 

" Λόγω των χαρακτηριστικών  του  hardware και της  ιδιοσυγκρασίας του  λογισµικού, ο 

υπολογιστής εισάγει ένα νέο σηµειωτικό ζήτηµα (semiotic of mathematics) των µαθηµατικών 

(Balacheff, 1997, σελ.  113) 

Η συζήτηση για τα πιθανά επιτεύγµατα εκµάθησης που µπορούν να αναµένονται ως 

αποτελέσµατα της αλληλεπίδρασης µε έναν υπολογιστή φαίνεται να γίνεται όλο και 

περισσότερο σύνθετη εξ αιτίας των διαφορετικές πτυχών  και προοπτικών. Σε άλλο επίπεδο ,  

είναι χρήσιµο να γίνει η ακόλουθη διάκριση µεταξύ ενός   artefact και ενός εργαλείου 

(instrument) .  

Αrtefact είναι το  ιδιαίτερο αντικείµενο µε τα εγγενή χαρακτηριστικά του που σχεδιάστηκε 

και πραγµατοποιήθηκε  για το σκοπό µε έναν ιδιαίτερο στόχο και instrument είναι το  

artefact και οι µορφές της χρήσης του, όπως είναι διαµορφωµένες  από έναν ιδιαίτερο 

χρήστη.(Mariotti,2002)  

Σύµφωνα µε  την Mariotti  ένα εργαλείο  είναι η σύνδεση  µεταξύ ενός αντικειµένου (artefact 

/τεχνική συσκευή ) και η οργάνωση των πιθανών ενεργειών δηλ. των  "σχεδίων 

χρησιµοποίησης", τα οποία αποτελούν ένα δοµηµένο σύνολο σταθερών, που αντιστοιχούν  στις 

κατηγορίες πιθανών διαδικασιών. Τέτοια σχήµατα λειτουργούν σαν διοργανωτές της 

δραστηριότητας του χρήστη. Σύµφωνα µε αυτόν τον ορισµό, ένα  εργαλείο   είναι µια  

εσωτερική κατασκευή, η ανάπτυξη της οποίας είναι µια µακροπρόθεσµη διαδικασία. Όπως τα 

διαφορετικά και συντονισµένα σχέδια της χρήσης είναι διαδοχικά διαµορφωµένα , η σχέση 

µεταξύ του  χρήστη και του artefact  εξελίσσεται: αυτή η διαδικασία καλείται "εργαλειακή  

γένεση"( 'instrumental genesis'). Σε γενικές γραµµές δεν βεβαιώνεται ότι η ανάπτυξη των 
σχεδίων  που χρησιµοποιούνται  είναι σύµφωνη µε τον αρχικό σκοπό για τον οποίο το 

αντικείµενο σχεδιάστηκε.  

Η εισαγωγή µιας εργαλειακής προσέγγισης το καθιστά πιθανό να αναλύσει και να ερµηνεύσει 

τις δυσκολίες που συναντώνται από τους µαθητές στη µεταχείριση και  την πολυπλοκότητα ενός  

υπολογιστή. 
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Η τεχνολογία έχει αναγνωριστεί ευρέως ως σηµαντικό µέσο και εργαλείο στην διδασκαλία 

αφού όπως προτείνει το NCTM (2000 p.24) η  χρήση της τεχνολογίας έχει την δυνατότητα να 

ασκήσει επιρροές στα µαθηµατικά που διδάσκονται και να ενισχύσει την εκµάθηση και 

κατανόηση των εννοιών  .Ο σχεδιασµός της εκπαιδευτικής εµπειρίας , οι πηγές και  

δραστηριότητες  που θα επιτρέψουν την αύξηση των δεξιοτήτων ,  της  διαίσθησης και 

κατανόησης  των µαθητών µας ,είναι µια επινοητική τέχνη. 

Τα περιβάλλοντα δυναµικής γεωµετρίας όπως αναφέρει η Ν.Sinclair στο  άρθρο της Gaining 

Fluency and understanding with Sketchpad «προσφέρουν τρεις σηµαντικές υποστηρίξεις της 

µάθησης  στο πρόγραµµα σπουδών : συνεχή κίνηση , που τονίζει την  µαθηµατική  πίστη  , τις 
ιδιότητες και σχέσεις ,  συνδετικότητα που υποκινεί συνδέσεις µεταξύ των µαθηµατικών 
θεµάτων και των τρόπων της σκέψης και επικοινωνία που υποστηρίζει και ενισχύει  την 
ανάπτυξη και χρήση των µαθηµατικών σχέσεων συµπεριλαµβανόµενου του λεξιλογίου και των 

σηµειώσεων » 

Ο Battista (2002) υποστηρίζει ότι τέτοιοι οπτικό –κιναισθητικοί µετασχηµατισµοί είναι 

στοιχειώδεις ως  βασικά γνωστικά µέσα της κατανόησης ενός σχήµατος . Με το σύρσιµο των 

αντικειµένων , µπορούµε να τα θέσουµε  σε κίνηση και είναι στην ανθρώπινη φύση να 

προσέχει περισσότερο τα κινούµενα αντικείµενα παρά τα στατικά  .Αυτό σηµαίνει ότι είναι 

πιθανότερο να παρατηρήσουµε ιδιότητες και  σχέσεις σε περιβάλλοντα µε συνεχή κίνηση , 

ειδικά αυτές τις σχέσεις που παραµένουν αµετάβλητες . Όπως σύρουµε τις κορυφές ενός 

σχήµατος , µπορούµε να αλλάξουµε δραστικά µερικές χαρακτηριστικές ιδιότητες του 

σχήµατος Ο Battista αναφέρεται στο πως οι µαθητές που ασχολήθηκαν µε γεωµετρικά 

αντικείµενα σε περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας ανέπτυξαν σηµαντικές γεωµετρικές έννοιες 

και τρόπους κατανόησης , καθώς αλληλεπίδρασαν µε  δραστηριότητες που είχε ο ίδιος 

σχεδιάσει .  

3.6  Η  συµβολική αλληλεπίδραση στα µαθηµατικά ως προέκταση της λεκτικής  

« οι λέξεις ή η γλώσσα , όπως γράφονται ή µιλιούνται , δεν φαίνεται να διαδραµατίζουν κάποιο 

ρόλο στον µηχανισµό της σκέψης µου …»A.Einstein  

Η αλληλεπίδραση στην µάθηση  σηµαίνει τη χρήση επικοινωνίας, και η επικοινωνία σηµαίνει 

χρήση  συµβόλων µε τα οποία κάποιος µπορεί να µεταβιβάσει σε άλλους ανθρώπους την 

εµπειρία και τις σκέψεις του. Η γλώσσα είναι το αναπτυγµένο συµβολικό σύστηµά µας, και ο 

λόγος  είναι εποµένως ο κύριος τρόπος επικοινωνίας µας. Τα µαθηµατικά, µε τα ειδικά 

σύµβολά του, µπορούν να θεωρηθούν ως επέκταση του φυσικού  λόγου  . Είναι εµφανές ότι 

η γλώσσα των µαθηµατικών συµβόλων, που χρησιµοποιείται στα ανώτερα µαθηµατικά, δεν 

είναι επαρκές εργαλείο για την αλληλεπίδραση µεταξύ διδασκαλίας και µάθησης, είτε αυτή 

λαµβάνει χώρα ανάµεσα στον εκπαιδευτικό και τους µαθητές ή ανάµεσα στους µαθητές 

µόνο. Αν θέλουµε  να αυξήσουµε τις πιθανότητες για αµοιβαία κατανόηση, θα πρέπει τα 

αλληλεπιδραστικά εργαλεία  να σχετίζονται επαρκώς και µε τις νέες µαθηµατικές έννοιες, οι 

οποίες πρόκειται να διδαχθούν αλλά και µε την προϋπάρχουσα εµπειρία και γνώση των 

µαθητών. Είναι αναγκαίο διαθέσιµες ευέλικτες µέθοδοι,  να βοηθήσουν τους µαθητές να 

εξωτερικεύσουν τις προϋπάρχουσες ιδέες τους και να αποκαλύψουν τους τρόπους σκέψης 

τους στους άλλους. Τα εργαλεία που είναι διαθέσιµα σε ένα περιβάλλον δραστηριοτήτων  µε 

χρήση υπολογιστή επιτρέπουν στους µαθητές να παρακολουθήσουν ο ένας τον ειρµό της 

σκέψης του άλλου, ακόµα και σε καταστάσεις που δεν περιγράφονται µε λόγια. Έτσι το 

περιβάλλον  και οι µέθοδοι εργασίας ενθαρρύνουν τους µαθητές προς την κατεύθυνση του 

εσωτερικού και αµοιβαίου στοχασµού. Κατά συνέπεια, εάν η εκµάθηση των µαθηµατικών 

πρόκειται να πραγµατοποιηθεί µε µια διαλογική συζήτηση , η δυνατότητα των σπουδαστών 

"να µιλήσουν µαθηµατικά" πρέπει να ενθαρρυνθεί. Ο λόγος  είναι ένα "εργαλείο της σκέψης" 

και ένας φορέας για µεταφορά των σκέψεων  κάποιου σε άλλους   . Αυτό είναι  αναγκαίο  να 

συµβεί για κάποιον να  συνειδητοποιήσει  ότι τα εννοιολογικά συστήµατά µας, 

δηµιουργούνται µέσω της δραστηριότητας του λόγου  ("λόγος " µπορεί να είναι και  ένας 

"εσωτερικός διάλογος," φυσικά, και όχι µόνο µια συνοµιλία µε άλλους). Το αναπόσπαστο 

του λόγου  και της σκέψης καταδεικνύεται στην αναπτυξιακή διαλεκτική  της λέξης/ χρήσης 
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συµβόλων  και  της λέξης/ της έννοιας συµβόλων  (κατανόηση). Και δεν µπορεί να 

κατασκευάσει την έννοια µιας έννοιας πριν από την εισαγωγή µιας λέξης ή ενός συµβόλου µε 

τις οποίες κάποιος µπορεί να σκεφτεί για αυτήν την έννοια. Στα µαθηµατικά, η αναπτυξιακή 

αλληλεξάρτηση µεταξύ του λόγου  και των αντικειµένων της, καθώς επίσης και η διαλεκτική 

φύση της σχέσης µεταξύ των σηµαδιών (σύµβολα και λέξεις) και της κατανόησής τους, 

βρίσκουν τη σαφέστερη έκφρασή τους.  Εν ολίγοις, η ερώτηση δεν είναι  εάν  θα πρέπει να 

διδάξει  κάποιος µέσω της συζήτησης , αλλά µάλλον  πως δεδοµένου ότι  µαθαίνουν  

µαθηµατικά οι µαθητές  , ποιος είναι ο ειδικός τύπος συζήτησης για να ενισχύσουµε την  

κατασκευή της γνώσης  .∆εδοµένου ότι εξαρτάται κυρίως από το δάσκαλο εάν µια 

µαθηµατική συζήτηση , που σχεδιάζεται µε σκοπό την εκµάθηση, θα είναι  επιτυχηµένη  ή  

όχι  οι δάσκαλοι πρέπει να προετοιµαστούν προσεκτικά και οι  δραστηριότητες γύρω από τις 

οποίες οι µαθηµατικές συζητήσεις πρόκειται να πραγµατοποιηθούν. Μία θέση του  Bruner  

είναι ότι το γνωστικό αντικείµενο µπορεί να διδαχτεί αποτελεσµατικά στα παιδιά όλων των 

ηλικιών αρκεί να χρησιµοποιηθεί η γλώσσα που το παιδί καταλαβαίνει , ανάλογα µε το 

επίπεδο της νοητικής ανάπτυξης ,στο οποίο είναι σε θέση να λειτουργεί όσον αφορά την 

πραγµατοποίηση ενός συγκεκριµένου έργου . Σύµφωνα µε τον Vygotsky η γλώσσα δεν είναι 

απλώς έργο , έτοιµο αποτέλεσµα ,αποστεωµένη και αµετάβλητη γλωσσική δοµή ,αλλά 

ενέργεια δηµιουργική και αναπτυσσόµενη διαδικασία .  

Ο Rorty(1979)  δεν αναφέρεται απαραιτήτως στην αµεσότερη, κυριολεκτική έννοια των 

συστατικών όρων. Για αυτόν, η συνοµιλία είναι µια ευρεία µεταφορική ιδέα που 

περιλαµβάνει όλα τα είδη ανθρώπινης επικοινωνίας. Discourse είναι ένας άλλος όρος που 

χρησιµοποιείται ευρέως αυτές τις µέρες υπό παρόµοια έννοια (Foucault, 1972) η λέξη έχει 

µια πολύ ευρεία έννοια και αναφέρεται  στο σύνολο των επικοινωνιακών δραστηριοτήτων, 

όπως ασκείται από µια δεδοµένη κοινότητα  (για να αποφύγει τη σύγχυση µε την καθηµερινή 

στενή αίσθηση του όρου.  

3.7 Ο ρόλος της  κοινωνικής αλληλεπίδρασης  στη µάθηση –Οι θέσεις των Vygotsky - 

Piaget ως προς την φύση και προέλευση της ανθρώπινης γνώσης  

Ο Vygotsky όπως και ο Piaget υποστηρίζει  ότι η γνώση είναι µια ανθρώπινη κατασκευή και 

πηγή της γνώσης είναι η οι ενέργειες του υποκειµένου . Ενώ όλοι οι θεωρητικοί φαίνονται να 

συµφωνούν για την κεντρική σηµασία της ανθρώπινης ανάγκης για τη γνώση και την 

κατανόηση, ο Vygotsky υπογράµµισε   την ουσιαστική σηµασία της  κοινωνικής φύσης της 

µάθησης .  

Ο Bruner αναφέρει (1985 σελ. 25), ένα σηµείο... έχει αγνοηθεί  ή του έχει δοθεί δεύτερη 

σηµασία στον προσανατολισµένο για επιτεύγµατα δυτικό πολιτισµό µας. Είναι έµφυτο [ στην 

πεποίθηση του  Vygotsky ] ότι το πέρασµα στη γνώση είναι όπως το πέρασµα στη γλώσσα —της 

βασικής πεποίθησής του ότι η κοινωνική συναλλαγή είναι ο θεµελιώδης φορέας της 

εκπαίδευσης. (one point ... has usually been overlooked or given second billing in our own 

achievement-orientated Western culture. It is inherent in [Vygotsky’s] conviction that passing 

on knowledge is like passing on language—his basic belief that social transaction is the 

fundamental vehicle of education and not, so to speak, solo performance) .Ο ρόλος της 

κοινωνικής αλληλεπίδρασης στην εκµάθηση σήµερα  δεν έρχεται σε δεύτερη θέση . Οι 

ερευνητές της εκπαίδευσης για τα µαθηµατικά  έχουν γράψει για αυτόν εκτενώς (Cobb, 1995, 

; Lampert, 1990; Schoenfeld, 1996; O'Connor, 1996; Forman, Minick, & Stone, 1993; Cole, 

1996).Η ιστορία της συζήτησης (debate ) µε τον   Piaget και  τον Vygotsky να θεωρούνται 

σήµερα ως ηγέτες δύο αντίθετων στρατοπέδων , σχετικά µε την σηµασία του µεµονωµένου ή   

συνεργατικού  τρόπου εκµάθησης , είναι πιθανώς  όση η ιστορία της έρευνας για την 

ανθρώπινη εκµάθηση. Το πρότυπο του Piaget απεικονίζει τον µαθητή σαν να είναι  "ένας 

αποµονωµένος οργανισµός " εκτός ίσως από το άµεσο φυσικό περιβάλλον (Bruner, 1985, 

σελ. 25), ενώ ο Vygotsky  υποστηρίζει την σηµασία της κοινωνικής αλληλεπίδρασης στη 

εκµάθηση . Αυτό έχει παρερµηνευθεί ως άρνηση  του Vygotsky για τον  ρόλο της 

αλληλεπίδρασης του παιδιού µε το φυσικό περιβάλλον και  ότι υπαινίσσεται  µια απουσία 

οποιασδήποτε αναφοράς  στο κοινωνικό πλαίσιο στις γραφές  του Piaget . Σύµφωνα µε την 
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Sfard (1998) κανένας υπαινιγµός   δεν είναι αληθινός. Σύµφωνα µε τους Piaget & Inhelder(  

1969)  ο Vygotsky συµφώνησε ότι επίσης µη κοινωνικές ( nonsocial )πτυχές του κόσµου που 

ζούµε επηρεάζουν  πολύ τη σκέψη µας και  ο  Piaget δήλωσε επανειληµµένα ότι η κοινωνική 

αλληλεπίδραση είναι ένας από τους σηµαντικότερους παράγοντες στην εκµάθηση.  Για τον 

Piaget η µαθησιακή διαδικασία καθορίζεται από εσωτερικούς παράγοντες ενώ για τον 

Vygotsky από εξωτερικούς 

H θεωρία του Vygotsky επικεντρώνεται ως η εσωτερίκευση ( internalization )  που 

κατανοείται ,σε αντίθεση µε τον Piaget ως ο µετασχηµατισµός µιας διαψυχολογικής 

διαδικασίας σε ενδοψυχολογική .  

Και ο Piaget  και ο Vygotsky διαχώρισαν την άποψή τους ως προς τη φύση της ανθρώπινης 

εκµάθησης η ουσία της διαµάχης, εντούτοις, δεν βρίσκεται στο όραµα τους για τον 

µηχανισµό της µάθησης  , όσο  στην κατανόησή τους για τη  φύση και την προέλευση της 

ανθρώπινης γνώσης. Ενώ ο Piaget θεώρησε την ανθρώπινη διανοητική ανάπτυξη ως 

βιολογικά καθορισµένο φαινόµενο που µπορεί να επηρεαστεί από τον πολιτισµό µόνο 

περιθωριακά, ο Vygotsky έδωσε την πρωτοκαθεδρία στους κοινωνικοπολιτιστικούς 

παράγοντες. Επιπλέον, ενώ  ο Piaget υπονόησε ότι η γνώση που χτίζουµε είναι κυρίως µια 

λειτουργία του κόσµου γύρω από µας και κυριολεκτικά δηµιουργείται εκ νέου µε κάθε 

αρχάριο, ο Vygotsky είδε αµφότερες και την γνώση και τη σηµασία ως συλλογικές 

δηµιουργίες που συντηρούνται µέσα στον πολιτισµό και ιδιοποιούνται επανειληµµένως από 

κάθε  παιδί  στο στάδιο της εκµάθησης. Σύµφωνα µε την Sfard οι έννοιες που µαθαίνουµε 

απλά δεν προέρχονται άµεσα από τη φύση και δεν καθορίζονται µεµονωµένα από τη φύση. Η 

εννοιολογική σκέψη είναι ένα υποπροϊόν της ανθρώπινης επικοινωνίας και είναι µόνο δυνατή 

µέσα στη γλώσσα. Η γλώσσα, στη συνέχεια, είναι µια κοινωνική δηµιουργία και οι έννοιες οι 

ίδιες  είναι εποµένως ουσιαστικά κοινωνικές. 

  Η επιµονή του Vygotsky στην κοινωνική φύση της γνώσης φέρνει στο προσκήνιο τη 

σηµασία της κοινωνικής αλληλεπίδρασης στην ανθρώπινη εκµάθηση. Αντίθετα από τον 

Piaget, υπονοεί ότι χωρίς µια τέτοια αλληλεπίδραση καµία εννοιολογική εκµάθηση δεν θα 

ήταν δυνατή. Η προφανέστερη µορφή εκµάθησης της αλληλεπίδρασης είναι µια 

αλληλεπίδραση µεταξύ του δάσκαλου και των µαθητών ή των µαθητών µεταξύ τους . H 

θεωρία του Piaget διατυπώθηκε σε αντιπαράθεση µε την µπιχεβιοριστική θεωρία αλλά δεν 

ασχολήθηκε ιδιαίτερα µε θέµατα διδασκαλίας (Janvier ,1996). Για τον Vygotsky  η 

διαδικασία της µάθησης δεν διαχωρίζεται από  την διαδικασία διδασκαλίας.  Εκτός από την 

άµεση διδασκαλία, υπάρχουν ποικίλες καθηµερινές αλληλεπιδράσεις όπου η µάθηση 

εµφανίζεται. Μέσω µιας διαπραγµάτευσης της έννοιας, που είναι αναπόσπαστο µέρος 

οποιασδήποτε επικοινωνίας, τα παιδιά µαθαίνουν να καταλαβαίνουν τις νέες λέξεις, κατά 

συνέπεια τις νέες έννοιες. Ακόµη και το να µελετήσουν  ένα εγχειρίδιο µπορεί να θεωρηθεί 

ως µορφή κοινωνικής αλληλεπίδρασης. Τελικά, το κείµενο που διαβάζεται είναι ένα 

αποτέλεσµα µιας προσπάθειας να µεταβιβαστούν οι κοινωνικά κατασκευασµένες έννοιες, και 

η ανάγνωση τέτοιου κειµένου είναι εποµένως µια µορφή αλληλεπίδρασης  µε άλλους .   

Η επιµονή του Vygotsky στον ουσιαστικό ρόλο της κοινωνικής αλληλεπίδρασης και η 

συνεργατική  µάθηση  αποτελούν ένα λόγο  της γενικότερης  αναγνώρισης της ανάγκης για 

τις πολυσχιδείς µορφές  των αλληλεπιδράσεων, συµπεριλαµβανοµένων εκείνων που δεν 

χαρακτηρίζουν το δάσκαλο στον κεντρικό ρόλο (Davidson, 1990 ). Εποµένως φαίνεται ότι η 

κοινωνική αλληλεπίδραση  είναι απαραίτητη για να υπάρχει οποιαδήποτε εκµάθηση εννοιών  

 Τα  Standards ((NCTM, 1989, σελ. 10) προτείνουν  ένα ουσιαστικό βήµα προς τις αρχές του 

Vygotsky. “shift in teaching: toward questioning and listening, away from telling” (NCTM 

1995, σελ. 2).Στο έγγραφο, η κύρια σηµασία για  τον µαθητή στις διαφορετικές µορφές 

αλληλεπίδρασης είναι υπογραµµισµένη µε διάφορους τρόπους. Μεταξύ των προτεινόµενων 

πέντε τρόπων, τρεις µιλούν ρητά για τους διαφορετικούς τύπους αλληλεπιδράσεων : 1)οµάδα 

και µεµονωµένες αναθέσεις   2) συζήτηση µεταξύ του δασκάλου και των σπουδαστών και 

µεταξύ των σπουδαστών 3) έκθεση από το δάσκαλο. Είναι σηµαντικό να τονιστεί η 

ποικιλοµορφία στις συνθέσεις των οµάδων µέσα στις οποίες η αλληλεπίδραση θα 

πραγµατοποιηθεί και η ποικίλη έκταση της συµβολής του δασκάλου και των σπουδαστών 

στην ανταλλαγή.    Αυτή η τάση για οµαδική εργασία έχει τροφοδοτηθεί επίσης από τα 

αυξανόµενα συµπεράσµατα που φαίνονται να δείχνουν τα πλεονεκτήµατα της συλλογικής 
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προσπάθειας και της ευεργετικής επίδρασής του στα επιτεύγµατα των σπουδαστών (Webb , 

1991 , O’Connor  1998) Το θέµα της αλληλεπίδρασης στην εκµάθηση των µαθηµατικών 

µπορεί να είναι πιο σύνθετο . Για τις πραγµατικά αποτελεσµατικές ουσιαστικές επεµβάσεις 

εκµάθησης, η µεµονωµένη  εργασία µπορεί  να είναι τόσο ζωτικής σηµασίας όσο η οµαδική 

εργασία. Η άρνηση αυτής της ανάγκης είναι µια παρερµηνεία της θεωρίας. Για λόγους που 

εξηγήθηκαν στα προηγούµενα τµήµατα, η διαδικασία της κατασκευής της έννοιας δεν µπορεί 

να θεωρηθεί ως θέµα συλλογικής προσπάθειας .Μάλλον, πρέπει να γίνει κατανοητό ως 

περίπλοκο µίγµα κοινωνικής αλληλεπίδρασης και µεµονωµένης προσπάθειας  . Ίσως λόγω 

του κεντρικού ρόλου αυτού του τελευταίου συστατικού, οι µαθηµατικοί αναφέρονται συχνά 

ότι προτιµούν  την µεµονωµένη εργασία από τη συνεργατική  επίλυση προβλήµατος ( Sfard, 

Nesher, Streefland , Cobb, & Mason , 1998).     Η επικοινωνία µε άλλους, που είναι µια άλλη 

επίµονη δραστηριότητα, µπορεί να αποσπάσει την προσοχή του µαθητή  και να κάνει την 

επίλυση του προβλήµατός  που προσπαθεί λιγότερο αποτελεσµατική.  Η  εκµάθηση δεν είναι 

απαραίτητο να είναι διαλογική για να είναι κοινωνική. Η αλληλεπίδραση, µε τη σειρά της, 

δεν είναι απαραίτητο να είναι µεταξύ των µαθητών. Η επέµβαση του δασκάλου είναι επίσης 

µια µορφή αλληλεπίδρασης. Η αληθινή εκµάθηση επίσης  µπορεί µόνο να εµφανιστεί όταν 

τα προβλήµατα που αντιµετωπίζονται από τους σπουδαστές είναι κάπως υψηλότερα  από το 

επίπεδο της ικανότητάς τους. Όπως αναφέρει η Sfard(1998) σε αυτή την περίπτωση, δεν 

µπορεί η µάθηση να πραγµατοποιείται χωρίς τη  βοήθεια ενός πιο πεπειραµένου 

προσώπου .Ένα έµµεσο επιχείρηµα   είναι ότι δεν µπορεί να αναµένεται ότι τα παιδιά θα 

εφεύρουν ένα σώµα  γνώσης  του  οποίου  η  ιστορική κατασκευή διάρκεσε  χιλιάδες έτη 

(Sierpinska & Lerman, 1996). Αυτή η αξίωση είναι αληθινή εάν κάποιος αναφέρεται σε έναν 

µεµονωµένο µαθητή   τύπου  "Piaget" ή σε µια οµάδα "Vygotsky".  Και o Piaget και o  

Vygotsky µίλησαν εκτενώς για εκείνες τις ειδικές στιγµές όταν προκειµένου να προχωρήσει, 

πρέπει κάποιος να αναεννοιολογήσει (reconceptualize) τι ήδη ξέρει. ∆εν µπορεί να 

αναµένεται ότι ο µαθητής θα  αρχίσει να εισβάλλει σε ένα "εξωτερικό διάστηµα" πριν η  

ύπαρξη αυτού του διαστήµατος παρουσιαστεί  από κάποιον µε µεγαλύτερη εµπειρία.  

Σύµφωνα µε τον Cobb(1995,σελ.13 ) ισχυρισµοί ότι η µια άποψη ή η άλλη συλλαµβάνει την 

ουσία του χαρακτήρα του ατόµου ή του κοινωνικού πλαισίου πρέπει να απορριφθούν υπέρ 

µιας πραγµατιστικής ερµηνείας η οποία θα λαµβάνει υπόψη της τη µια ή άλλη οπτική σε 

σχέση µε το υπό διαπραγµάτευση θέµα κάθε φορά . Η αναζήτηση αυτής της 

συµπληρωµατικότητας στηρίζεται στην άποψη ότι υπάρχει και ένα ενεργητικό άτοµο και ένα 

ενεργητικό περιβάλλον .Σύγχρονες ερευνητικές προσεγγίσεις προτείνουν µια 

αλληλεπιδραστική θέση ( Bauersfeld 1994 ,σελ.139 )  
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 4.1 Μεθοδολογία της έρευνας  

……In addition to the observer writing down details in field notes, a powerful recording 
device are through audio-visual recording …. Comprehensive audio-visual recording can 

overcome the partialness of the observer’s view of a single event and can overcome the 

tendency towards only recording the frequently occurring events. Audio-visual data collection 

has the capacity for completeness of analysis and comprehensiveness of material, reducing 

both the dependence on prior interpretations by the researcher, and the possibility again of 

only recording events which happen frequently 

 “…. Εκτός από τον παρατηρητή που  καταγράφει απαριθµώντας  λεπτοµέρειες σε  σηµειώσεις, 

µια ισχυρή συσκευή καταγραφής είναι µέσω της (audio-visual )οπτικοακουστικής καταγραφής 

..... Η περιεκτική οπτικοακουστική καταγραφή µπορεί να υπερνικήσει την µεροληψία της 

άποψης του παρατηρητή ενός ενιαίου γεγονότος και µπορεί να υπερνικήσει την τάση να 

καταγράψει τα συχνά εµφανιζόµενα γεγονότα. Η οπτικοακουστική συλλογή δεδοµένων έχει την 

ικανότητα για την πληρότητα της ανάλυσης και  περιεκτικότητα του υλικού, µειώνοντας 

αµφότερα και την εξάρτηση από προγενέστερες ερµηνείες του  ερευνητή, και τη δυνατότητα να 

καταγράψουν πάλι µόνον  τα γεγονότα που συµβαίνουν συχνά……..” (Cohen, Manion  2000) 

Η έρευνα ακολούθησε την ποιοτική µεθοδολογία µε ανάλυση της συµπεριφοράς ,των 

αντιδράσεων ,του τρόπου σκέψης των παιδιών ,την εξέλιξη του τρόπου σκέψης σε 

περιβάλλον µε χρήση Η/Υ. Πραγµατοποιήθηκε στα σχολεία των παιδιών µε  καταγραφή των 

συνοµιλιών της ερευνήτριας  µε του µαθητές και των ενεργειών των παιδιών που 

συµµετείχαν  .Η συλλογή των πληροφοριών έγινε  µε χρήση συσκευής µαγνητόφωνου .Τα 

δεδοµένα της έρευνας για  ανάλυση στηρίχθηκαν σε από -µαγνητοφώνηση των συνοµιλιών 

των παιδιών και της ερευνήτριας , καθώς και σε σηµειώσεις των παιδιών. Η µελέτη των 

διαλόγων είχε στόχο την διερεύνηση 

 της κατανόησης των εννοιών από την πλευρά των  µαθητών,  
 της µεθόδου που θα οδηγούσε στην κατασκευή της γνώσης ,στηριζόµενοι στις ήδη 
υπάρχουσες γνώσεις  

 της ορθότητας  ως προς την αντιµετώπιση των νέων καταστάσεων  
 την καταλληλότητα του τρόπου προσέγγισης από την πλευρά της ερευνήτριας,  
 την καταλληλότητα του τρόπου διασύνδεσης των εννοιών του λογισµού και των 
αφηρηµένων εννοιών µέσω  της  εµπειρίας που είχε προκληθεί από τις 

δραστηριότητες    

Στην αρχή οι µαθητές δεν ήταν αρκετά  ελεύθεροι στις αντιδράσεις και στο να εκθέσουν την 

άποψή τους .Ο λόγος που συνέβαινε αυτό ήταν ότι δεν υπήρχε κάποια προηγούµενη γνωριµία 

της ερευνήτριας µε τους µαθητές , ότι δεν γνώριζαν ούτε είχαν ασχοληθεί ποτέ µε το 

συγκεκριµένο λογισµικό και ότι η συσκευή του µαγνητοφώνου λειτουργούσε  ανασταλτικά  

(δεν ήταν τουλάχιστον αρχικά αυθόρµητοι ) . Το πρόβληµα δεν ήταν τόσο έντονο στους  

µαθητές του ∆ηµοτικού και της Α΄ Γυµνασίου όσο στους µαθητές του Λυκείου . Αυτό  

βέβαια στο ξεκίνηµα της κουβέντας γιατί στην συνέχεια απέβαλλαν  το άγχος για τη “ λάθος” 

απάντηση .Ένα άλλο σηµείο που πρέπει να σηµειωθεί είναι ότι δεν  ακολούθησαν τις 

περισσότερες φορές τους κανόνες του διδακτικού συµβολαίου πιστεύοντας ότι πρέπει 

απαραιτήτως να δώσουν µια απάντηση . Οι απαντήσεις ήρθαν αυθόρµητα και τα 

συµπεράσµατα που προέκυψαν  ήταν αποτέλεσµα των αλληλεπιδράσεων των µαθητών 

µεταξύ τους ή µε την ερευνήτρια ή µε το λογισµικό και την ερευνήτρια .Στόχος της 

ερευνήτριας δεν ήταν να επαληθεύσει κάποια  θεωρία αλλά να διερευνήσει την 

καταλληλότητα ή µη της συγκεκριµένης  µεθόδου και τον καλύτερο τρόπο προσέγγισης για 

την κάθε βαθµίδα εκπαίδευσης  . Ένα άλλο σηµείο ήταν κατά πόσο τα προβλήµατα γλώσσας 

( όχι µόνο των µαθηµατικών εννοιών ) θα προκαλούσαν δυσκολία στους µαθητές του 

∆ηµοτικού ή οι παραστάσεις στον Η/Υ διευκολύνουν στην κατανόηση εννοιών ,αφού οι 

µισοί περίπου µαθητές που ασχολήθηκαν µε το λογισµικό και συµµετείχαν στην έρευνα   

ήταν παιδιά µεταναστών από χώρες της Ρωσίας ,Αλβανίας και Πολωνίας πράγµα που 

αποτελεί δεδοµένο της πραγµατικότητας των Ελληνικών δηµοσίων σχολείων. Έπρεπε λοιπόν 

να λάβουµε υπόψη µας και αυτόν τον παράγοντα . Οι παρεµβάσεις από την ερευνήτρια 

έγιναν ακολουθώντας συγκεκριµένη µέθοδο  Οι µαθητές αντιµετώπιζαν τις νέες έννοιες στις 
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δραστηριότητες  µέσα από κατάλληλες ερωτήσεις που έχουν καταγραφεί και παροτρύνθηκαν 

να λειτουργούν αυθόρµητα µε κατάλληλο τρόπο (π.χ « πως µπορούµε να σας βοηθήσουµε αν 

δεν ξέρουµε σε ποια σηµεία δυσκολεύεστε  ή κάνετε λάθη ») .Οι ορισµοί των εννοιών 

ερχόντουσαν στην συνέχεια από τους µαθητές ως αποτέλεσµα της συζήτησης και της 

κατανόησης µέσα από τις δραστηριότητες . Οι δραστηριότητες περιελάµβαναν τρόπους 

κατασκευής fractals µέσα από επαναληπτικές διαδικασίες , γενίκευση της κατασκευής µε την 

διαδικασία του iteration ( στη συνέχεια θα γίνει µια αναφορά για την συγκεκριµένη 

διαδικασία  ) , µέτρηση των εµβαδών των σχηµάτων που προέκυπταν , γενίκευση των 

µετρήσεων µε την διαδικασία του iteration και παρουσίαση των αποτελεσµάτων σε πίνακες , 

αποτύπωση (plot ) των αποτελεσµάτων του πίνακα σε γραφικές παραστάσεις και εξαγωγή 

συµπερασµάτων . Οι δραστηριότητες  ήταν έτοιµες σε συνεχόµενες σελίδες  του ιδίου 

αρχείου (ένα από τα νέα δεδοµένα του  GSP4.03) . Έτσι οι δραστηριότητες στο λογισµικό 

είχαν την εικόνα ενός ζωντανού βιβλίου . Κάθε αρχείο και µια ενότητα βιβλίου στην οποία 

οι µαθητές είχαν την δυνατότητα να κατανοήσουν την επανάληψη , την επαναληπτική 

διαδικασία ,τις έννοιες που προκύπτουν από άλλες ήδη προϋπάρχουσες , τα λάθη που 

υπήρχαν στα ήδη υπάρχοντα γνωστικά σχήµατα ,πως µπορούµε να επεκτείνουµε την 

διαδικασία .Ταυτόχρονα µπορούσαν να πειραµατιστούν σε νέες σελίδες µε τα εργαλεία του 

λογισµικού και να κατασκευάσουν µαθηµατικά αντικείµενα. Με αυτό τον τρόπο τους δινόταν 

η δυνατότητα να εικάσουν , να ερευνήσουν , να παίξουν πρωταγωνιστικό ρόλο αφού 

διαπίστωναν ότι έφτιαχναν µόνοι τους µαθηµατικά .  

 Οι µαθητές  που επιλέχθηκαν για τη έρευνα ήταν 

 Στην ΣΤ΄ ∆ηµοτικού  3 µετρίου επιπέδου και  3 πολύ καλοί  . 

 Στην Α΄ Γυµνασίου   πολύ καλοί (  η επιλογή της  µαθήτριας  µε την οποία συνεχίσαµε 
και την έρευνα σε µεµονωµένο επίπεδο έγινε τυχαία  )  

 Στην Α΄ Λυκείου µετρίου επιπέδου (στα Μαθηµατικά) και µε αµετάκλητη απόφαση να 

στραφούν προς την θεωρητική κατεύθυνση λόγω της σηµαντικής δυσκολίας 

κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών και των προβληµάτων που είχαν προκύψει 

από τα γνωστικά κενά .  

 Στην Β΄Λυκείου οι  µαθητές ήταν πολύ καλοί µε υψηλό επίπεδο ενδιαφέροντος για τα 
µαθηµατικά και προορισµό για την θετική ή τεχνολογική κατεύθυνση .  

Η έρευνα διεξήχθη, όπως αναφέραµε  στο εργαστήριο πληροφορικής του κάθε  σχολείου. 

Πραγµατοποιήθηκε σε 4-5 συναντήσεις . Στην πρώτη συνάντηση έγινε µια παρουσίαση του 

λογισµικού (του οποίου καµία οµάδα δεν είχε γνώση) και πλαισίωση του θέµατος µε ιστορικά 

στοιχεία και στοιχεία από την βιβλιοθήκη των fractal  . Τα υποκείµενα της έρευνας ,  είναι  

όπως εξηγήσαµε και προηγουµένως  αναλυτικά,  µαθητές άνω του µετρίου .Το GSP τους 

εντυπωσίασε και η παρουσίαση µε τα  έτοιµα fractals που υπάρχουν στην βιβλιοθήκη του 

λογισµικού  µε ταυτόχρονη αναφορά  σε ιστορικά στοιχεία  σχετικά µε τα fractal και τους 

αρχαίους Έλληνες φιλοσόφους  ,τους ενίσχυσε το ενδιαφέρον. 

Όταν ένας µαθητής έρχεται για πρώτη φορά σε επαφή µε ένα περιβάλλον όπως είναι  το 

περιβάλλον του λογισµικού της δυναµικής γεωµετρίας στο οποίο οι γεωµετρικές έννοιες 

παρουσιάζονται µε χρώµα και κίνηση µέσα από τα µαθηµατικά αντικείµενα, είναι 

αναµενόµενο να προκληθεί αυτό το ενδιαφέρον αφού το περιβάλλον  δίνει στο µαθητή την 

αίσθηση ότι τα γεωµετρικά  αντικείµενα γίνονται αντικείµενο παιχνιδιού  και µάλιστα σε ένα 

µάθηµα που ίσως δεν του προκαλούσε ενδιαφέρον µέχρι χθες .  

 

4.2 Στόχοι της έρευνας  

Σε αυτήν την έρευνα και ανάλυση των συµπερασµάτων , συγκεντρώνουµε την προσοχή µας  

σε έννοιες  του απειροστικού λογισµού ,όπως είναι το όριο και η  ακολουθία, έννοιες που  

περιλαµβάνουν  επιστηµολογικά εµπόδια.  Με τον  παραδοσιακό τρόπο  διδασκαλίας τα όρια 

εισάγονται συχνά µέσω φορµαλιστικών τυποποιηµένων διαδικασιών  και υπόγειων ρουτινών 

που σκοπό έχουν την επίλυση ασκήσεων .Ένας άλλος λόγος που οι έννοιες του απειροστικού 
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λογισµού γίνονται ελάχιστα κατανοητές από τους µαθητές είναι ότι  η οπτικοποίηση τους που 

επιχειρείται από τα σχήµατα του βιβλίου είναι στατική εποµένως θα µπορούσαµε να 

µιλήσουµε µόνο για οπτική αντίληψη , ενώ αυτές περιέχουν το στοιχείο της µεταβολής και 

της κίνησης .Το αποτέλεσµα είναι η µη κατανόηση σε βάθος των εννοιών  . 

Η κατασκευή παιδαγωγικών  στρατηγικών  για τους µαθητές πρέπει να λάβει υπόψη την 

ύπαρξη εµποδίων επιστηµολογικής και διδακτικής φύσης . 

Όπως αναφέρει ο  Cornu(1991, σελ. 162)«∆εν είναι ένα θέµα που πρέπει να αποφεύγουµε αλλά 

αντίθετα να οδηγήσουµε τους µαθητές µας να το συναντήσουν και να το υπερνικήσουν 

.»Συνήθως τα  λάθη δείχνουν τα εµπόδια αλλά τα εµπόδια δεν είναι µόνο λάθη ή  δυσκολίες 

 «Τα λάθη δεν είναι µόνο η επίδραση της άγνοιας από την αβεβαιότητα  όπως διατυπώνεται 

από τις θεωρίες µάθησης των µπιχεβιοριστών ή των εµπειρικιστών   αλλά η επίδραση ενός 

προηγούµενου κοµµατιού της γνώσης που ήταν  ενδιαφέρων και επιτυχής αλλά που τώρα 

αποκαλύπτεται  ότι δεν είναι αληθής  ή προσαρµοσµένος στη νέα γνώση. Λάθη αυτού του τύπου 

καλούνται  εµπόδια»(Brousseau, 1997, σελ..82).  

Θα πρέπει να πούµε ότι   τεχνολογία η ίδια δεν προωθεί την αλλαγή(Valero & Gomez, 

1996).Όπως αναφέρει η Ο.Robuti στο άρθρο της “The Role and Uses of Technologies for the 

Teaching of Calculus ”Αυτό που προωθεί την αλλαγή είναι το διδακτικό πρόγραµµα στο 

οποίο η τεχνολογία παρεµβάλλεται και ειδικότερα οι διδακτικές ακολουθίες που 
προγραµµατίζονται από τους δασκάλους προκειµένου να εισαχθούν οι έννοιες του 
λογισµού µε κατάλληλη χρήση  της τεχνολογίας ως υποστήριξη των διδακτικών µεθόδων .  
Ο προγραµµατισµός αυτής της διδακτικής ακολουθίας  υπονοεί να επανεξετάσει τις 
δραστηριότητες, µεθοδολογίες, µαθήµατα, πλαίσια εκµάθησης και όλες τις  πτυχές της 
διδασκαλίας, που σκοπό έχουν την ενσωµάτωση στην  παλαιά  γνώση της νέας .  
Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να κάνουµε  σηµαντικές επιλογές για την τεχνολογία πώς, πότε , 

γιατί, και ποιο είδος τεχνολογίας πρέπει να χρησιµοποιήσουµε. Και στην συνέχεια ανάλογα 

µε το είδος της τεχνολογίας που χρησιµοποιείται  τον τρόπο χρήσης από το δάσκαλο ώστε να  

µπορεί να µεταβιβάσει µια δεδοµένη έννοια µε έναν ιδιαίτερο τρόπο.  

Στην συγκεκριµένη έρευνα ο τρόπος που επιλέχθηκε για να διδαχθεί η έννοια του ορίου είναι  

η διαισθητική µέθοδος του «πλησιάζω πιο κοντά» στην τιµή που είναι το όριο ,µε την 

διαισθητική προσέγγιση των απειροελάχιστων,  χωρίς αυτά  να  διδαχθούν µέσα από έναν 

αφηρηµένο τρόπο.  

Σε µια πρόσφατη έρευνα για τα απειροελάχιστα οι Milani & Baldino,( 2002 .σελ 346 ) 

γράφουν «Γιατί να περιµένουµε να προκύψουν οι απειροελάχιστες ποσότητες και να µην τις 

υποκινήσουµε εµείς  ....Μια τέτοια συνειδητοποίηση θα υποκινήσει την µετάθεση του εµποδίου 

προς την κατανόηση των ορίων ή θα δηµιουργήσει νέα εµπόδια. » 

Με την τεχνολογική υποστήριξη του zoom θα διερευνήσουµε αν  οι µαθητές µπορούν να 

εισαχθούν στις βασικές ιδέες των απειροελάχιστων και της χρήσης τους στον απειροστικό 

λογισµό .Το να αναφέρουµε σε µια τάξη για τις απειροελάχιστες ποσότητες δεν βοηθάµε τους 

µαθητές να ενισχύσουν την γνώση . 

Τα ερωτήµατα που τίθενται είναι  

 Μπορεί η ερευνητική διαδικασία µε την υποστήριξη του λογισµικού και  µέσα  

από το zoom  να οδηγήσει  τους µαθητές  να διευρύνουν  αυθόρµητα τις 
εικόνες της έννοιάς  ώστε να ενσωµατώσουν τα απειροελάχιστα ;. 

 Μπορεί να επιτευχθεί  η  µετάβαση από την οπτική ερµηνεία της έννοιας του 

ορίου στον επίσηµο και αυστηρό συλλογισµό µε την χρήση των γραφικών 
παραστάσεων (Kidron, Zelavi & Openhaim ,2001) 

Το GSP µε την διαδικασία της αποτύπωσης των τιµών της γραφικής παράστασης σε µια  

ακολουθία σηµείων ενισχύει την επεξήγηση της προσεγγιστικής διαδικασίας. 

Η διαδικασία του animation  παράγει  τις αλλαγές των τιµών των πινάκων  που   επιτρέπει 

στους µαθητές  να δουν  τη δυναµική διαδικασία σε µια εικόνα. Οι  αλλαγές αυτές 

προέρχονται  από τις αυξοµειώσεις του µεγέθους ενός αντικειµένου fractal  που έχει την 

δυνατότητα να αλλάζει θέσεις . 

Έτσι οι µαθητές «πρέπει  να αλληλεπιδράσουν  µε τη δυναµική γραφική παράσταση, για  να 

έχουν τον έλεγχο της  δυναµικής αναπαράστασης» (Kidron, Zelavi & Openhaim, 2001) Η 
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εξέλιξη της διαδικασίας συντελείται σε διαφορετικές σελίδες µε σχηµατικούς  

µετασχηµατισµούς artefacts που µπορούν να ενεργοποιηθούν από τους µαθητές.  

Στο περιβάλλον του GSP κατασκευάζονται τα σχήµατα µε τη χρήση µιας σειράς επιλογών 

από το µενού του προγράµµατος ή µε τις διαδικασία του αρχείου εντολών και µπορούν να 

οδηγήσουν τους µαθητές στην διερεύνηση ανοικτών καταστάσεων  

Οι µαθητές πρέπει να διαπιστώσουν ότι µε το να σύρουν το σχήµα αυτό διατηρεί τις 

κανονικότητες της κατασκευής και τις ιδιότητες .Με το σύρσιµο των κορυφών και των 

αρχικών σηµείων µεταβάλλονται οι µετρήσεις του σχήµατος .Η διαδικασία είναι µια συνεχής 

αλληλεπίδραση µεταξύ των  τριών αλληλεπιδραστικών πεδίων  κατά Vergnaud και η 

εσωτερίκευση της διαδικασίας οδηγεί στην διατύπωση προτάσεων και συµπερασµάτων .Έτσι 

οι µαθητές οδηγούνται να αναλάβουν ενέργειες που έχουν τον χαρακτήρα της απόδειξης και 

οδηγούνται στη τυποποίηση και αυστηρό ορισµό της έννοιας . 

Όπως αναφέρει ο Κυνηγός (1995)  

Ο προγραµµατισµός σε αυτές τις περιπτώσεις υποχρεώνει τους µαθητές να τυποποιήσουν τις 

διαισθητικές τους ιδέες µε το να τις εκφράζουν µε την χρήση των συµβόλων , να τις εκτελούν 

στον υπολογιστή και ταυτόχρονα να παρατηρούν την επίδρασή τους , συγκρίνοντας ( :τα 

αποτελέσµατα ) µε αυτά που σκόπευαν πριν από την εκτέλεση . Τους επιτρέπει να 

οµαδοποιήσουν ένα σύνολο ιδεών και έπειτα είτε να το χρησιµοποιήσουν ως ονοµασµένο 

αντικείµενο σε ένα πιο υψηλό επίπεδο αφαίρεσης , είτε να απεικονίζουν µια συγκεκριµένη ιδέα 

µε αυτό το αντικείµενο . ( για να χρησιµοποιήσω την ορολογία Douady , 1985 ) Όσον αφορά 

την αναπαράσταση αυτών των ιδεών και των αντικειµένων , το περιβάλλον προγραµµατισµού 

σχεδιάζεται συχνά έτσι ώστε η εκτέλεση µιας συµβολικής έκφρασης να παράγει µια γραφική 

ανατροφοδότηση . Σε αυτές τις περιπτώσεις , οι µαθητές συµµετέχουν σε µια πλούσια 

αλληλεπίδραση µεταξύ των αναπαραστάσεων όπως η κίνηση κατά µήκος µιας enactive –

εικονικής – συµβολικής αναπαραστατικής σπείρας  

Μέσα από το  περιβάλλον της δυναµικής γεωµετρίας δηµιουργούνται δυνατότητες 

(affordances )που  δηλώνουν την συµπληρωµατικότητα του έµβιου όντος ( παιδιού –

δασκάλου ) µε το περιβάλλον( συµπεριλαµβανοµένου του Η/Υ) 

Οι δραστηριότητες που εφαρµόστηκαν στα διάφορα σχολικά επίπεδα της έρευνας µπορούν 

να χαρακτηριστούν ως δραστηριότητες προ-λογισµού που είναι χρήσιµες να εισαγάγουν τους 

µαθητές στην έννοια της ακολουθίας και του ορίου . Αυτή η µελέτη εστιάζει  

 στις απαντήσεις των µαθητών στα προβλήµατα  λαµβάνοντας υπόψη το σχολικό 
επίπεδο αλλά και 

  διερευνάται η δυνατότητα κατανόησης συνθετότερων  εννοιών ακόµα και  σε 
µικρότερες τάξεις . 

Αναλύονται οι διαφορετικές στρατηγικές που εφαρµόζονται και στο τέλος ταξινοµούνται οι 

απαντήσεις και τα συµπεράσµατα των µαθητών  

Μέσα από τις διαδικασίες οι µαθητές και κάνοντας χρήση της τεχνολογίας ελέγχουν τις 

στρατηγικές των υπολογισµών  σαν εξέλιξη µιας διαδικασίας εξέτασης των υποθέσεων  

που έχουν κάνει  
Στην εξέλιξη της διαδικασίας χρησιµοποιείται και το  Excel για να υπολογίσει το άθροισµα 

κάποιων σειρών και να επικυρώσει τις εικασίες ή τα αποτελέσµατα  που θέλουµε να 

καταλήξουµε  και απαιτούνται για την επίλυση των προβληµάτων.  

Αλλά σε έναν πιο σύνθετο στόχο, που εισάγεται µε το στόχο της κατασκευής των εννοιών , η 

τεχνολογία µπορεί να χρησιµοποιηθεί  για να ερευνήσει, για να υποθέσει, και για να εξετάσει 

τις υποθέσεις, για να επικυρώσει µια δήλωση που βρέθηκε ακριβώς και να τη  διατυπώσει  µε 

έναν κατάλληλο τρόπο . 

Εποµένως συγκεντρωτικά οι παιδαγωγικής και διδακτικής φύσεως στόχοι   που διερευνώνται 

στις δραστηριότητες είναι οι ακόλουθοι :  

 Του τρόπου σκέψης των µαθητών µέσα από το  περιβάλλον του λογισµικού και τις 
δυνατότητες  που αναπτύσσονται (affordances)( διατύπωση υποθέσεων µε ανάλυση 
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του  προβλήµατος, έλεγχος και πειραµατισµός υποθέσεων µε σκοπό την λήψη 

συµπερασµάτων .)  

 Του επιπέδου κατανόησης των  γεωµετρικών εννοιών µέσα από την οθόνη του 
ηλεκτρονικού υπολογιστή και στο περιβάλλον του λογισµικού  

 Της διαπίστωσης των εµποδίων  που συναντάµε  µε τις   γεωµετρικές ή  αλγεβρικές 
έννοιες , της υπέρβασης αυτών και της αντικατάστασης µε τη νέα γνώση . 

 Της ικανότητας για κατάλληλες συνδέσεις ανάµεσα σε  πολλαπλές αναπαραστάσεις  

 Της κατανόησης εννοιών µέσα από γραφικές παραστάσεις και το επίπεδο 

αντιληπτικότητας της διαδικασίας αποτύπωσης σηµείων στο σχήµα  

 Της προσέγγισης εννοιών όπως το άπειρο ως αποτέλεσµα µιας άπειρης διαδικασίας .  

 Την ανάπτυξη της οπτικοποίησης των εννοιών µέσα από την οθόνη του υπολογιστή  

 Την ανάπτυξη της έννοιας όταν εξελίσσεται σε ατοµικό επίπεδο  

 Τις αλληλεπιδράσεις που ασκούνται από το περιβάλλον στο υποκείµενο –µαθητή και 
την εξέλιξη των εννοιών µέσα σ’ αυτό  

 Της αναγνώρισης των ιδιαίτερων ικανοτήτων κάθε µέλους της οµάδας  

 Της αποτελεσµατικότητας της οµάδας στη συνολική  επιβράβευση( ότι καταφέρνει ο 
ένας από όλους είναι καλό για όλους ) και  της δηµιουργίας φιλικού κλίµατος και 

συνεργατικότητας .  

 Της ανάπτυξης της γνώσης σε ένα κοινωνικό πλαίσιο  

 Της  αναγκαιότητας ορισµών (όπως ο ε-δ ορισµός του ορίου) για ακριβή περιγραφή 
του αποτελέσµατος  

 Της ενίσχυσης της µάθησης µε νόηµα( learning with meaning)  και το γεφύρωµα από 

τον εµπειρικό τρόπο µάθησης στον παραγωγικό  

 Την διερεύνηση δυνατότητας µετάβασης µέσα από το περιβάλλον της δυναµικής 
γεωµετρίας από το επίπεδο αναγνώρισης και περιγραφής των σχηµάτων κατά  van 

Hiele στο επίπεδο αυστηρής διατύπωσης και συµβολικής γλώσσας . 

 Της δυνατότητας να κατανοήσουν οι (µικροί) µαθητές έννοιες όπως η ακολουθία και 
το όριο µέσα από κατάλληλες δραστηριότητες σε fractals 

Συµπληρωµατικά θα λέγαµε ότι στόχος της έρευνας η µέσα από τις δραστηριότητες αύξηση 

της φαντασίας , συµπλήρωση γνωστικών κενών και αδυναµιών ,  ανάπτυξη εννοιών. Η 

ενεργοποίηση των µαθητών   και µέσα από ένα ελκυστικό και προκλητικό µαθησιακό 

περιβάλλον η  ανάπτυξη της διερευνητικής , ενεργητικής και δηµιουργικής µάθησης . 

          

4.3 Το περιβάλλον του Geometer Sketchpad 4.03  
 

Πρόκειται για ένα δυναµικό εργαλείο παρουσίασης εννοιών µε χρήση πολλών ενισχυµένων 

δυνατοτήτων ,  σε σχέση µε την προηγούµενη έκδοση  στο animate, select ,transform  και τη 

δυνατότητα να κατασκευάζει fractals ( αυτό το είχε και η προηγούµενη έκδοση ,µέσα από τα 

αρχεία gss (αρχεία εντολών ) και τις αναδροµικές διαδικασίες) µε γενίκευση της κατασκευής 

µέσα από το µενού µε την εντολή iterate που σηµαίνει «επαναλαµβάνω» .    

Όταν ήρθα για πρώτη φορά σε επαφή µε το θέµα άρχισα να φτιάχνω fractals , 

πειραµατιζόµενη σε αρχεία εντολών (στην παλαιά έκδοση ) .Τι νόηµα όµως έχει και ποια η 

παιδαγωγική αξία ενός αντικείµένου αν δεν εξεταστεί από την παιδαγωγική του σκοπιά . 

Ποιος ο παιδαγωγικός στόχος από την κατασκευή fractal .Πέρα από το ότι αναπτύσσεται από 

περιέργεια η  ανάγκη  κατασκευής και διερεύνησης  τους , αφού µέσα από την 

προσελκυστική τους εµφάνιση προκύπτουν  γεωµετρικές ιδιότητες .Το σηµαντικό  είναι  να 

διαπιστώσουµε τι µπορούµε να κάνουµε µε την κατασκευή αυτών των  αντικείµενων και  τον 
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σχεδιασµό των δραστηριοτήτων µε fractals   ώστε  να   κατασκευάσουµε  ένα χειροπιαστό 

παιχνίδι εννοιών µέσα στα χέρια του µαθητή .  

Ένας µαθητής για να κατανοήσει την επαναληπτική διαδικασία είναι  αναγκαίο  να κάνει  

µετρήσεις και  για να οδηγηθεί στην έννοια του ορίου , του απείρου  να κατανοήσει  την 

αναγκαιότητα της επαναληπτικής διαδικασίας των µετρήσεων .Αυτό ήταν κάτι που δεν 

µπορούσε να γίνει στην προηγούµενη έκδοση του λογισµικού . Το αρχείο εντολών 

επαναλάµβανε τις µετρήσεις αλλά δεν τις τοποθετούσε σε πίνακα( στην µορφή που είναι στην 

νέα έκδοση ) .Στη νέα έκδοση οι µετρήσεις στον πίνακα προκύπτουν από τις επαναλήψεις και 

είναι ζωντανές ψηφιακές αναπαραστάσεις.  Μπορούσε να επαναλάβει τις µετρήσεις αλλά 

µετά από ένα ορισµένο σηµείο σταµατούσε και δεν είχε αρκετή µνήµη για να συνεχίσει . Και 

το σπουδαιότερο τα αντικείµενα των fractals δεν µπορούσαν να µετακινηθούν .Έτσι η 

δυναµική γεωµετρία έπαυε να είναι δυναµική και  ήταν ένας απλός ηλεκτρονικός 

αναντικατάστατης του χαρτιού και του µολυβιού .  

Η νέα έκδοση καλύπτει ακριβώς αυτά τα κενά όπως θα διαπιστώσουµε και στην συνέχεια και 

επιπλέον φτιάχνει αρχεία εντολών χωρίς να είναι απαραίτητο να κάνουµε εγγραφή όπως στη 

παλιά έκδοση αλλά µε πολύ πιο εύκολη διαδικασία. Ένα λοιπόν θέµα που ίσως θύµιζε 

δύσκολες γλώσσες προγραµµατισµού και δεν γινόταν προσιτό και διαθέσιµο για τους 

µαθητές( που  ίσως δεν  είχαν την διάθεση και τον χρόνο  να ψάξουν το θέµα σε βάθος ), 

αντικαταστάθηκε µε µια πολύ απλή διαδικασία κατασκευής αρχείων εντολών ( µε 

αποθήκευση της διαδικασίας ως αρχείο εντολών ) . Εδώ θεωρώ ότι είναι αναγκαίο  να  

αναφέρουµε κάποια πράγµατα για το αρχείο εντολών . Το αρχείο εντολών είναι ένα αρχείο 

που  έχει την δυνατότητα να καταγράψει τις εντολές κατασκευής ενός σχήµατος ,και στην 

συνέχεια να τις επαναλάβει όταν του  ζητήσουµε  να το εκτελέσει . Ακόµα έχει την 

δυνατότητα να περιγράφει βήµα , βήµα την κατασκευή και να δείχνει έτσι τον δρόµο 

κατασκευής κάποιων σχηµάτων . Έχει την δυνατότητα της αναδροµικής διαδικασίας µε 

επαναλήψεις συγκεκριµένων µετρήσεων , πινακοποίησης των µετρήσεων , επανάληψης των 

αθροιστικών διαδικασιών  και εµφάνισης των αποτελεσµάτων µε την δυνατότητα εµφάνισης  

δεκαδικών στοιχείων ( µπορεί να εµφανίσει µέχρι 6 δεκαδικά ψηφία – αυτό είναι και ένα 

σηµείο αδυναµίας του λογισµικού , αφού δεν υπάρχει δυνατότητα των µετρήσεων µε 

µεγαλύτερη λεπτοµέρεια ) .  

 

4.4  Περιγραφή των δραστηριοτήτων  

 
Οι δραστηριότητες που θα ακολουθήσουν έχουν σκοπό την αντιµετώπιση  ανοικτών 

προβληµάτων µε η βοήθεια  µαθηµατικού λογισµικού  όπως είναι το Geometer’s Sketchpad   

Θα ακολουθήσει µια περιγραφή  του σχεδιασµού και  των συζητήσεων ξεχωριστά για την 

κάθε µια τάξη   , θα διαπιστωθούν κοινά σηµεία και θα γίνουν συγκρίσεις σε σχέση µε την 

αποτελεσµατικότητα της µεθόδου ( ή όχι ) στις διαφορετικές τάξεις . Θα οδηγηθούµε σε 

συµπεράσµατα τα οποία θα αποτελέσουν και ένα αρχικό βήµα για µια περαιτέρω έρευνα µε 

εφαρµογή της ποσοτικής µεθόδου ανάλυσης  των αποτελεσµάτων σε ευρύτερη κλίµακα 

Η διδασκαλία λαµβάνει χώρα µε κατάλληλα προσχεδιασµένες διδακτικές καταστάσεις  σε και 

για περιβάλλον ηλεκτρονικού υπολογιστή . Βασικός µας στόχος είναι µέσω ενεργητικής 

µάθησης   να δηµιουργήσουµε το κατάλληλο πλαίσιο στο οποίο οι µαθητές  

 Να επισηµάνουν το κατάλληλο pattern  

 Να εικάσουν ( επαγωγική συλλογιστική )  

 Να διατυπώσουν  

 Να γενικεύσουν  

 Να αποδείξουν  ( παραγωγική συλλογιστική )  

Οι µαθητές θα οδηγηθούν µέσω του προβλήµατος και του κατάλληλου λογισµικού να 

παρατηρήσουν τα σχήµατα , να ανακαλύψουν τα εµφανή χαρακτηριστικά γνωρίσµατα του 

σχήµατος , να κατασκευάσουν τους όρους των εννοιών , να αναπτύξουν την κατάλληλη 

γλώσσα που αφορά το σχήµα , να ενσωµατώσουν την νέα γνώση στην παλαιά και να κάνουν 

διακρίσεις µεταξύ των σχηµάτων .Η  εξερεύνηση των σχεδίων επιτρέπει στους µαθητές :  

 Να λύσουν τα προβλήµατα  

 Να αναπτύξουν τους όρους των  µαθηµατικών σχέσεων και εννοιών  
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 Να εξερευνήσουν τις σχέσεις µεταξύ των ποσοτήτων σε ένα σχέδιο  

 Να γενικεύσουν τα σχήµατα που χρησιµοποιούν µε χρήση µεταβλητών  

 Να επεκτείνουν και να συνδέσουν τα σχήµατα και να κατασκευάσουν 

τους κατάλληλους όρους  

 Να κάνουν συνδέσεις µε άλλα µαθηµατικά θέµατα .  

Αυτή η µέθοδος επιτρέπει στους µαθητές να ερευνήσουν τις καταστάσεις των προβληµάτων 

και να σκεφτούν πριν από και πέρα από µια απάντηση .Σε τάξεις του ∆ηµοτικού η εµπειρία 

των µαθητών περιλαµβάνει την αναγνώριση ,ανάλυση και περιγραφή των σχεδίων καθώς και 

την αρχική  δηµιουργία  εννοιών .Η εµπειρία στο ∆ηµοτικό θέτει στερεά θεµέλια για την 

οικοδόµηση εννοιών ώστε ο µαθητής στο Γυµνάσιο να αρχίσει να γενικεύει τα σχήµατα µε 

λέξεις ή σύµβολα . 

Κατά συνέπεια στο Γυµνάσιο εξερευνούν τα σχήµατα και τους παρέχεται η δυνατότητα να 

αναπαραστήσουν τα προβλήµατα µε ποικίλους τρόπους και να µεταφράσουν τις 

αναπαραστάσεις σε εικόνες , διαγράµµατα , πίνακες , γραφικές παραστάσεις , διατυπώσεις κα 

σύµβολα. 

Οι δραστηριότητες που προτείνονται αναφέρονται σε τάξεις του Γυµνασίου  και οι 

γενικεύσεις τους σε τάξεις του Λυκείου ακολουθώντας το σπειροειδές πρόγραµµα σπουδών 

του Bruner . Σύµφωνα µε τον Somervell ,( Somervell 1975; Millington 1996 –

http://my.nctm.org/eresources ) τα παιδιά σε µικρή ηλικία µπορούν να εξοικειωθούν και 

αναπτύξουν ευχάριστα σχέδια µε κατάλληλες συνδέσεις ευθ. τµηµάτων  που παράγουν 

καµπύλες , έτσι ώστε αργότερα η µαθηµατική επεξεργασία  να θεωρείται ως αποτέλεσµα της 

εµπειρίας .  

Οι δραστηριότητες εξελίσσονται ως προς την επεξεργασία τους στην τάξη µε απλοϊκό τρόπο 

στην Στ΄ ∆ηµοτικού , Α΄ Γυµνασίου . Γενικεύσεις και επεκτάσεις των εννοιών διδάσκονται 

σαν προπαρασκευαστικό µάθηµα στις έννοιες της ακολουθίας και του ορίου στην Α΄   και  Β΄  

Λυκείου .  

Mε την βοήθεια του Η/Υ ο µαθητής ενθαρρύνεται και ενεργεί µόνος του χωρίς όµως ο ρόλος 

του καθηγητή να αντικαθιστάται.  

Το λογισµικό που προτείνεται στην δραστηριότητα δίνει  την δυνατότητα άµεσης διαχείρισης  

µαθηµατικών αντικειµένων και την επεξεργασία των  γεωµετρικών εννοιών ολιστικά και 

κάτω από διαφορετικές οπτικές γωνίες . Ο καθηγητής και οι µαθητές στο GSP µπορούν να 

µεγεθύνουν ένα σχήµα , να το µετακινήσουν , να εξετάσουν αν  συµπίπτει µε άλλο παρόµοιο  

που δεν είναι εύκολο µε τους παραδοσιακούς τρόπους διδασκαλίας .Η δυνατότητα της 

κίνησης και της ταυτόχρονης παρακολούθησης της αλλαγής τα διαφόρων στοιχείων και 

µεγεθών του σχήµατος , ζωντανεύουν το σχήµα και δίνουν την δυνατότητα του 

πειραµατισµού στην διδακτική πράξη µέσα από πολλαπλές αναπαραστάσεις . Όταν κάποιος 

πεισθεί για κάποια πρόταση ότι  πράγµατι ισχύει περνάει µε άλλη διάθεση στη φάση τη 

απόδειξης . Ο Polya ( 1954  ) υποστηρίζει : «having verified the theorem in several particular 

cases , we gathered strong inductive evidence for it . The inductive phase overcome our initial 

suspicion and gave us a strong confidence in the theorem . Without such confidence we would 
have scarcely found the courage to undertake the proof which did not look at all a routine 

job. When you have satisfied yourself that the theorem is true , you start proving it »  
Έχοντας πιστοποιήσει το θεώρηµα σε αρκετές ειδικές περιπτώσεις , συγκεντρώσαµε αρκετές 

επαγωγικές µαρτυρίες για αυτό . Η επαγωγική φάση ξεπέρασε την αρχική  µας υποψία και µας 

γέµισε αυτοπεποίθηση για το θεώρηµα . Όταν έχεις βεβαιωθεί ότι το θεώρηµα αληθεύει τότε 

αρχίζεις την απόδειξή του  
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4.4 .1  Περιγραφή της  1
ης
 δραστηριότητας  

 
Κατασκευάζουµε στο Geometer Sketchpad 4.03    

ένα ισόπλευρο τρίγωνο µε όποιο τρόπο θέλουµε :  

Κατασκευάζουµε  ευθύγραµµο τµήµα και στην 

συνέχεια  µε κέντρα τις κορυφές του τµήµατος 

κύκλους  µε ακτίνες  ίσες  µε το τµήµα   .Τα σηµεία 

τοµής των κύκλων , ορίζουν   κορυφές ισοπλεύρου 

τριγώνου(όταν ενωθούν µε το ευθύγραµµο τµήµα)  

ή 

κατασκευάζουµε κύκλο και τον διαιρούµε  σε τρία 

ίσα τόξα  

ή κατασκευάζουµε  τµήµα και στην συνέχεια µε 

κέντρο την µια κορυφή κάνουµε περιστροφή κατά 60 µοίρες  και οµοίως  ( δεν επηρεάζει ο 

αρχικός τρόπος κατασκευής την εξέλιξη της δραστηριότητας) 

Επιλέγουµε για παράδειγµα  τον πρώτο τρόπο και σώζουµε το αρχείο σαν αρχείο εντολών µε 

το όνοµα «ισόπλευρο»  

Οι µαθητές µπορούν να επιλέξουν δυο σηµεία και  να διαπιστώσουν ότι µε την εφαρµογή του 

script file το σχήµα του ισοπλεύρου τριγώνου επαναλαµβάνεται .  

Στην συνέχεια δηµιουργούµε νέα σελίδα  από  το Documents options , ανοίγουµε το αρχείο 

ισόπλευρο και κατασκευάζουµε ένα 

ισόπλευρο και στην συνέχεια τα µέσα των 

πλευρών του . Το νέο αρχείο το σώζουµε εκ 

νέου σαν αρχείο εντολών µε το όνοµα 

«µέσα πλευρών». Έτσι έχουµε την 

δυνατότητα να καλέσουµε το νέο αρχείο 

εντολών και να σχηµατίσουµε ένα άλλο 

ισόπλευρο τρίγωνο µε τα µέσα των 

πλευρών του . Οι µαθητές εδώ  µπορούν να 

διαπιστώσουν ότι :  

 Αν πάρουµε ως σηµεία δεδοµένα τα  

2 από τα µέσα των πλευρών( 

οποιασδήποτε )  του τριγώνου που βλέπουµε στο διπλανό σχήµα και καλέσουµε το 

αρχείο εντολών «ισόπλευρο» τότε το σχήµα του τριγώνου που σχηµατίζεται εκ νέου 

στο εσωτερικό του τριγώνου είναι πάλι ισόπλευρο και µάλιστα η τρίτη κορυφή 

συµπίπτει µε το τρίτο µέσο .  

 Αν επαναλάβουν την διαδικασία του αρχείου εντολών « µέσα πλευρών» σε 

οποιαδήποτε δυο σηµεία εσωτερικά  του τριγώνου  τότε µπορούµε να πάρουµε και 

άλλα εσωτερικά( ή εξωτερικά )  ,ισόπλευρα τρίγωνα που είναι  µικρότερα , αλλά έχουν 

κάποια σχέση µε το αρχικό και όλα έχουν κάποια σχέση µεταξύ τους . 

Πως θα διαπιστώσει όµως ο µαθητής ότι υπάρχει κάποια σχέση ανάµεσα στα δυο ή 

περισσότερα τρίγωνα που θα σχηµατίσει . Πρέπει να εισάγει στην όλη διαδικασία , όπως 

αναφέραµε , την διαδικασία της µέτρησης των πλευρών και εµβαδών , να σχηµατίσει τα 

αθροίσµατα των πλευρών και να διαπιστώσει ποια είναι  η σχέση µεταξύ των περιµέτρων και  

τους λόγους των  εµβαδών .  

Έχουµε υπόψη µας ότι πρέπει να οδηγήσουµε τον µαθητή στο άθροισµα των απείρων όρων 

των εµβαδών  .Αυτό θα προκύψει αν προσθέσουµε  τις µετρήσεις των εµβαδών και  

διαιρέσουµε µε το αρχικό εµβαδόν . Κατ’ αυτό τον τρόπο δεν έχουµε απλώς το άθροισµα των 

εµβαδών αλλά και τον λόγο τους µε το  εµβαδόν του αρχικού τριγώνου .   

∆ηλαδή καλούµε το αρχείο εντολών «µέσα πλευρών» και στην συνέχεια κατασκευάζουµε 

επαναλήψεις του τριγώνου που σχηµατίζεται από τα µέσα στο εσωτερικό του σχήµατος . 

Θέλουµε να υπολογίσουµε το άθροισµα των  εµβαδών των τριγώνων που σχηµατίζονται 

εσωτερικά και να δούµε σε ποιον αριθµό πλησιάζει.  

Αν θεωρήσουµε ότι το αρχικό τρίγωνο έχει εµβαδόν 1 τότε  µε τον σχηµατισµό των µέσων το 

εσωτερικό τρίγωνο έχει εµβαδόν  1/4 .Αν έχει εµβαδόν Ε εποµένως το εσωτερικό τρίγωνο θα 
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έχει εµβαδόν Ε/4 .Αν επαναλάβουµε την διαδικασία τότε το επόµενο  εσωτερικό τρίγωνο έχει 

εµβαδόν Ε/16 . Το πρόβληµα που τίθεται είναι ο υπολογισµός του αθροίσµατος  των εµβαδών 

δηλαδή  Ε+Ε/4 +Ε/16 + …Παρατηρούµε ότι οι όροι µειώνονται  µε λόγο λ=1/4 . ∆ηλαδή ο 

επόµενος προκύπτει από τον προηγούµενο όταν πολλαπλασιάσουµε µε το1/4 ( γεωµετρική 

πρόοδος ) Το άθροισµα αυτών των όρων όπως γνωρίζουµε προκύπτει ως άθροισµα απείρων 

όρων φθίνουσας γεωµετρικής προόδου από τον τύπο  

∑∞ = α1/ 1-λ  , όπου α1 είναι ίσο µε το εµβαδόν του αρχικού τριγώνου . Εποµένως θα 
µπορούσαµε να γράψουµε  τον τύπο ως εξής ∑∞ = 1.Ε / 1-λ   ή  ∑∞ / Ε = 1 / 1-λ  και στη 

συνέχεια να υπολογίσουµε τον λόγο 1 / 1-λ  δηλαδή  
1 1 4

1, 333 ...
1 3 3

1
4 4

= = =
−

 

Εποµένως ο λόγος ∑∞ / Ε πρέπει να είναι πάντοτε σταθερός για λ=1/4  , για το άθροισµα 

απείρων εµβαδών  (ως οριακή τιµή του αθροίσµατος των απείρων όρων της φθίνουσας 

γεωµετρικής προόδου ). Αυτό θα προσπαθήσουµε να αποδείξουµε εµπειρικά  δηλαδή ότι 

όσες επαναλήψεις σχηµάτων ( iterations) και να κάνουµε στο βάθος του σχήµατος ,  ο  λόγος 

του   αθροίσµατος των εµβαδών δια του αρχικού εµβαδού γίνεται σταθερός ( για τα δεκαδικά 

ψηφία που έχουµε )  . Θα προσεγγίσουµε το θέµα επαγωγικά . 

Για τον λόγο αυτό κάνουµε τις µετρήσεις των δύο αρχικών εµβαδών , τα προσθέτουµε και  

σχηµατίζουµε τον λόγο µε το  εµβαδόν του αρχικού τριγώνου και σώζουµε το συγκεκριµένο 

ως αρχείο εντολών « άθροισµα εµβαδών » 

Κατασκευάζουµε νέο αρχείο εντολών το «όριο εµβαδού» στο οποίο  ζητάµε να επαναλάβει  

την διαδικασία του αθροίσµατος των µετρήσεων  και του λόγου , όπως φαίνεται στο 

παρακάτω σχήµα   

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Αν έχουµε ενεργό  το αρχείο εντολών 

στην οθόνη του υπολογιστή και 

επιλέξουµε  δυο οποιαδήποτε σηµεία 

παρατηρούµε ότι  το αρχείο εντολών , 

όπως έχει οριστεί  επαναλαµβάνει όλη 

την διαδικασία δηλαδή κατασκευάζει το 

σχήµα , προσθέτει τα εµβαδά των  

τριγώνων που κατασκευάζονται 

εσωτερικά του  αρχικού  τριγώνου και 

σχηµατίζει τους λόγους που του έχουµε 

ζητήσει να υπολογίζει .  
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Στο συγκεκριµένο σηµείο οι µαθητές µπορούν να πειραµατιστούν ( όπως βλέπουµε στο 

σχήµα επάνω )  και να  επαναλάβουν την διαδικασία στο εσωτερικό του σχήµατος .Το αρχείο 

εντολών εποµένως θα εκτελέσει τις  ίδιες διαδικασίες και θα επαναλάβει τις  µετρήσεις και 

τους λόγους που του έχουµε ζητήσει να επαναλαµβάνει. Οι παρατηρήσεις που µπορούµε να 

κάνουµε είναι σηµαντικές αφού διαπιστώνουµε ότι όπως επαναλαµβάνονται οι µετρήσεις δεν 
εξαρτώνται από την θέση  των σηµείων και οι λόγοι που προκύπτουν  είναι σταθεροί ( όπως 

παρατηρούµε στην οθόνη 1,25 και 1,31 ) . 

Έχουµε καταλήξει σε ένα  pattern  που θέλουµε να γενικεύσουµε .Τι θα συµβεί αν 
σταµατήσουµε δώ την διαδικασία κατασκευής τριγώνων στο εσωτερικό και επαναλάβουµε τη 

διαδικασία µε µικρότερα τρίγωνα .Θα επαναλαµβάνονται τα ίδια αποτελέσµατα ανεξάρτητα 

από το µέγεθος του τριγώνου ; Πως µπορεί ένας µαθητής να διαπιστώσει καλύτερα την 

διαδικασία , όταν εξελίσσεται δοµικά και σχηµατικά στο εσωτερικό του τριγώνου ή σε ένα 

από υπόλοιπα  τρίγωνα που υπάρχουν ; 

Η γενίκευση της 

διαδικασίας όπως 

έχουµε αναφέρει 

προκύπτει µε την 

διαδικασία του 

iteration .Για τον λόγο 

αυτό επιλέγουµε τα 

σηµεία Α, Β  και από 

το µενού transform , 

την εντολή iterate. 

Στο εικονίδιο που 

βλέπουµε µας ζητά να 

θέσουµε στο first 

image τα σηµεία της 

αντιστοίχισης µε τα 

σηµεία του Α, Β . Θα 

διαπιστώσουµε ότι 

όταν τοποθετήσουµε 

το πρώτο σηµείο 

εµφανίζονται ήδη 

στην οθόνη µας 

προσχηµατισµένες  οι 

επαναλήψεις των 

σχηµάτων  που  έχουν 

δοµή  όπως το αρχικό 

σχήµα . Οι µετρήσεις 

στα σχήµατα έχουν 

σταµατήσει στα 4 

πρώτα εµβαδά  και το 

πλήθος των δεκαδικών είναι 2 , εποµένως το αποτέλεσµα είναι περίπου 1,32 .( δεν µας 

εµποδίζει να οδηγηθούµε σε κάποια συµπεράσµατα ) . 

Ακόµα εµφανίζονται όλες οι 

µετρήσεις των εµβαδών όπως 

ακριβώς τις έχουµε επαναλάβει 

στο αρχικό σχήµα και οι λόγοι 

των αθροισµάτων .  

Οι µαθητές πειραµατιζόµενοι 

µπορούν να διαπιστώσουν ότι το 

σχήµα µπορεί να γενικευτεί  και 

να επαναλάβουµε την διαδικασία 
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όπως και όπου  εµείς θέλουµε .Αυτό που έχει σηµασία είναι  πώς  θα επιλέξει τα σηµεία που 

θα επαναληφθεί η διαδικασία .  

 

      Πόσες φορές  µπορεί να επαναληφθεί η διαδικασία;  Το GSP είναι πρόθυµο να 

επαναλάβει την διαδικασία όσες φορές θέλουµε . 

Αρκεί να αυξήσουµε εµείς την διαδικασία των επαναλήψεων .Αυτόµατα εµφανίζονται και οι 

επόµενες µετρήσεις στον πίνακα . ( οι οποίες από ότι παρατηρούµε παραµένουν σταθερές ) 

Όπως είναι φυσικό η διαδικασία όταν δεν έχει νόηµα η επανάληψη της ( για παράδειγµα  αν 

είναι πολύ µικρό το σχήµα ) δεν παράγει αποτελέσµατα λογικά ή αναµενόµενα .    

 
στο σχήµα παρατηρούµε ότι  ο λόγος των εµβαδών προσεγγίζει στον αριθµό 1,3333… 

όταν εξακολουθήσουµε την διαδικασία µε  τις κατασκευές τριγώνων και τους 

υπολογισµούς  των εµβαδών  τους στο εσωτερικό του σχήµατος . 
 
 

 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο   Η ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ  
 - 73 - 

 

 

Επανάληψη της διαδικασίας ακόµα µια φορά στο εσωτερικό  τριγώνου άλλου 
σχήµατος( στο προηγούµενο σχήµα υπολογίσαµε τον λόγο του αθροίσµατος  9 τριγώνων µε 

το αρχικό ,ενώ στο σχήµα επάνω  προσθέτουµε 10 τρίγωνα )  

Στη τελευταία  σελίδα ( επαναλαµβάνουµε όλη την διαδικασία σε νέο σχήµα )   που 

παρουσιάζεται στην εικόνα πιο κάτω έχουµε ολοκληρώσει τον σχεδιασµό της 

δραστηριότητας και τα συµπεράσµατα που προκύπτουν είναι τα εξής : 

 Το αρχείο εντολών είναι το αρχικό βήµα που πρέπει να κάνει κάποιος προκειµένου να 
ορίσει τον τρόπο µε τον οποίο θέλει να επαναληφθούν  οι µετρήσεις .  

 Η διαδικασία  iteration είναι µια διαδικασία που  µπορεί να επαναλάβει µετρήσεις και 

κατασκευές σχηµάτων ( µπορεί να ανακληθεί και να την επαναλάβεις 

πειραµατιζόµενος από την αρχή ,αφού στο σχήµα εµφανίζονται οι προ-εικόνες  του 
σχήµατος που θα επιλέξουµε να προκύψει )  
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 Τα σηµεία που  κατασκευάζουν το αρχικό σχήµα είναι καθοριστικά για την διαδικασία 
του iteration .  

Επιλέγουµε τον πίνακα και από το µενού graph ,επιλέγουµε το  plot table data  και  

σχηµατίζουµε την ακολουθία των όρων  , δηλαδή  συνδέουµε τους όρους της ακολουθίας µε 

την σειρά επαναληψιµότητας .  

 

 

Όπως είναι αναµενόµενο αυτό που προκύπτει είναι ένα σύνολο σηµείων   που είναι η 

αναπαράσταση της σταθερής  ακολουθίας . 

Εποµένως το µέγεθος των τριγώνων δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα της  επαναληπτικής 

διαδικασίας το οποίο  παραµένει σταθερά ίσο µε 1,3333…. 
Το περιβάλλον που έχει ο µαθητής να κατανοήσει την έννοια του ορίου είναι πλούσιο σε 

αναπαραστάσεις αφού µέσα από την γεωµετρικοποίηση των εννοιών περνάµε στις 

διαφορετικές µορφές αναπαράστασης της ίδιας έννοιας , αλγεβρικά, µε πίνακες και µε 

γραφική παράσταση . Και εδώ  πρέπει να αναρωτηθούµε :  

Πόσο εύκολο είναι σε έναν δάσκαλο ή µαθητή που εργάζεται στον  πίνακα , ή στο χαρτί 

να δηµιουργήσει όλες αυτές τις αναπαραστάσεις µε την ακρίβεια του υπολογιστή  ή  να 

κάνει επανέλεγχο  των σχηµάτων  µε διαφορετικό τρόπο, να συνθέσει  όλα αυτά 

µαζί  µε ακρίβεια  και ταχύτητα ;  
Παρατήρηση : Για την διαδικασία υπολογίσαµε το άθροισµα των 8 αρχικών τριγώνων και το 

λογισµικό επανέλαβε την διαδικασία µε  iteration όσες  φορές θέλαµε .  

Η ακολουθία που προκύπτει  σχηµατίζεται  από τα αθροίσµατα των εµβαδών των τριγώνων 

που κατασκευάζονται  στην κάθε επανάληψη . Κάθε φορά ένα από αυτά αντικαθίσταται µε το 

αµέσως µικρότερο και έτσι έχουµε τελικά µια ακολουθία όρων ίση µε 1,33333 .Θα είχαµε 

περίπου 1,3333… αν είχαµε σχηµατίσει αριθµό τριγώνων µικρότερο από 8  στο εσωτερικό 

κάθε σχήµατος .Με τον τρόπο αυτό θέλουµε να οδηγήσουµε τον µαθητή να κατανοήσει 

ότι το µέγεθος των προστιθέµενων  τριγώνων  δεν επηρεάζει τον λόγο του αθροίσµατος  
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των εµβαδών  που  είναι περίπου ( ~ 1,33 ).(το πλήθος των τριγώνων είναι σηµαντικό για 

την ακρίβεια του αποτελέσµατος ) .Και στην συνέχεια παραµένει σταθερό ακόµα και αν 

συνεχίσουµε την διαδικασία στο εσωτερικό (για τον αριθµό δεκαδικών ψηφίων στο GSP)  .  

Επαναλαµβάνουµε εν  συντοµία  
κάνουµε χρήση της εντολής iterate από   το µενού εντολών µε το increase αυξάνουµε ή 

µειώνουµε τις επαναληπτικές κινήσεις και παρατηρούµε τις αυξήσεις των τριγώνων που 

σχηµατίζονται αλλά και των µετρήσεων που τοποθετούνται σε πίνακες .Με την εντολή plot  

έχουµε την δυνατότητα να τοποθετήσουµε τις τιµές στον άξονα .Ο πίνακας µας δίνει την 

σχέση µεταξύ της µέτρησης που θέλουµε  και της τιµής του ν ( την θέση του όρου της 

ακολουθίας των εµβαδών ) .  

Όσο αυξάνει η τιµή του ν τόσο παρατηρούµε ότι   µειώνεται η τιµή του εµβαδού  και 

προσεγγίζει στο 0  ενώ ο λόγος παραµένει σταθερός και ίσος µε το άθροισµα των απείρων 

όρων .Χρησιµοποιούµε το dilate tool  για να κάνουµε zoom και να διαπιστώσουµε   τι 

συµβαίνει στις διαφορετικές προσεγγίσεις του σχήµατος . 

 
Κατασκευή του τριγώνου Sierpinski  ακολουθώντας µια  διαδικασία βήµα –βήµα µέσα 

από τα  διαδοχικά αρχεία εντολών  
 

Εφαρµογή του αρχείου  εντολών µέσα πλευρών τρεις φορές στα  

τρίγωνα ( εκτός του µεσαίου ) και µέτρηση του ενός εµβαδού από τα 

νέα  τρίγωνα  που σχηµατίστηκαν . Την διαδικασία σώζουµε σε ένα 

νέο αρχείο 

εντολών . 

   
Το νέο αρχείο εντολών  έχει τις εξής  

βασικές ιδιότητες : 

 Να επαναλαµβάνει την 

κατασκευή που βλέπουµε  
 να κάνει την µέτρηση του 

µικρότερου τριγώνου του 

σχήµατος  
   να τοποθετεί το χρωµατισµένο 
( µαύρο )  τρίγωνο ανάλογα µε 

την επιλογή των σηµείων . 
Έτσι να διδάσκει ένα pattern επαναληψιµότητας , µέτρησης και τοποθέτησης στο 

επίπεδο . 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πρώτος τρόπος επανάληψης του σχήµατος µέσα στο σχήµα µε επανάληψη της 

εφαρµογής του αρχείου εντολών στις δυο κορυφές του µικρότερου τριγώνου  
 

 
 
 



 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4ο   Η ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ  
 - 76 - 

 
και  δεύτερος τρόπος  µε την διαδικασία  iterate . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Στο πρώτο στάδιο, του παιχνιδιού, οι µαθητές µπορούν να ασχοληθούν µε την κατασκευή του 

τριγώνου Sierpinski  .Στο δεύτερο στάδιο  µας ενδιαφέρει ο τρόπος προσέγγισης της 

ακολουθίας µέσα από το τρίγωνο του Sierpinski ,   πόσα αντικείµενα γεωµετρικά παράγονται 

και πόσα  έχουµε την δυνατότητα να παράγουµε ακόµα , και ακόµα πιο σηµαντικό να 

διαπιστώσουµε που  τείνει το εµβαδόν του µικρότερου αντικειµένου ( ή αν κάναµε την 

διαδικασία αντίστροφα που µπορεί να φτάσει το  µεγαλύτερο εµβαδόν )  

Εδώ παρατηρούµε µια προσέγγιση των εµβαδών των τριγώνων που είναι χρωµατισµένα 

µαύρα στο σχήµα  σε επανάληψη των µετρήσεων 5 φορές .  

Παρατηρούµε ότι το εµβαδόν του αρχικού τριγώνου µειώνεται και προσεγγίζει προς το 0 . 

Είναι όµως 0 ή περίπου 0 ; Προφανώς το δεύτερο  αφού δεν έχουµε την δυνατότητα 

µεγαλύτερης  ακρίβειας στις µετρήσεις . 
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4.4.2    Περιγραφή της  2ης δραστηριότητας -   Η σπείρα του Baravelle   

 
H κατασκευή είναι πολύ απλή µέσα από 

την διαδικασία  iteration Για τον λόγο 

αυτό ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα  

1) κατασκευάζουµε µε το αρχείο εντολών 

«µέσα πλευρών» το  σχήµα που υπάρχει 

αριστερά . 

2)κατασκευάζουµε το εσωτερικό των 

τριών τριγώνων µε διαφορετικά χρώµατα  

 3) µετράµε το εµβαδόν του ενός τριγώνου 

µε προτίµηση να έχει πολλά δεκαδικά 

ψηφία  

4) από το µενού transform –iterate και 

επιλογή των κατάλληλων σηµείων όπως 

βλέπουµε στην προ-εικόνα που εµφανίζεται στην οθόνη του υπολογιστή µας, 

κατασκευάζουµε τα  εσωτερικά τρίγωνα  και παίρνουµε και τον αντίστοιχο πίνακα των 

εµβαδών  

Παρατηρούµε ότι εµφανίζεται και ο πίνακας των διαδοχικών µετρήσεων των εµβαδών 

Το άθροισµα των  απείρων όρων υπολογίζεται όπως και προηγουµένως , αφού τα εµβαδά 

έχουν τιµές  Ε ,Ε 

/4 , Ε/16 , … 

όπου Ε είναι η 

µέτρηση του 

εµβαδού του 

αρχικού τριγώνου  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Παρατηρούµε ότι το 1,333… προκύπτει ως αποτέλεσµα του πηλίκου 1153,386/865,039 

δηλαδή του αθροίσµατος των εµβαδών δια της αρχικής µέτρησης  
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Εποµένως το άθροισµα των απείρων όρων της γεωµετρικής προόδου πρέπει να προκύψει 

όπως γνωρίζουµε κατά προσέγγιση ίσο µε 1,33*Ε….    ( αφού ο λόγος είναι 1/ 4)  

Αυτό όµως είναι και το αποτέλεσµα που παίρνουµε από την µεταφορά του πίνακα των τιµών 

από το GSP στο Excel , όπως βλέπουµε στην εικόνα δεξιά .  

Οι συγκεκριµένες µετρήσεις προέκυψαν µε συνεχή αύξηση του αντικειµένου ( µε dilate tool ) 

Όπως είναι φυσικό το αρχικό  τρίγωνο δεν εµφανίζεται πλέον στην οθόνη µας , αλλά 

εµφανίζονται τα εσωτερικά του τρίγωνα µε µεγέθυνση  , όπως βλέπουµε στο σχήµα επάνω .  

Στο σχήµα που βλέπουµε αριστερά έχουµε κάνει την αντίστροφη διαδικασία .∆ηλαδή 

κατασκευάζουµε  αρχείο εντολών που δίνει την σπείρα του Baravelle ξεκινώντας την 

κατασκευή από το εσωτερικό του τριγώνου και αυξάνοντας την σπείρα προς το εξωτερικό 

του τριγώνου .Το αποτέλεσµα των µετρήσεων και κάνοντας χρήση του dilate tool , 

πινακοποίησης των µετρήσεων και στην συνέχεια το πέρασµα τους ως γραφική παράσταση 

είναι αυτό που βλέπουµε στην 

εικόνα ( ένα τµήµα ) Εδώ έχει 

σηµασία να παρατηρήσουν οι 

µαθητές την αύξηση των 

τιµών   των εµβαδών και  την 
γραφική παράσταση  της                  

ακολουθίας που οι τιµές 
τείνουν στο άπειρο.  

 

 
 

 
 
 
 
 

Παρατηρούµε ότι έχουµε την δυνατότητα να πάρουµε όσες µετρήσεις θέλουµε και αυτές να 

τις περάσουµε στην γραφική παράσταση. 

Έτσι βλέπουµε τις διαφορετικές προσεγγίσεις για τις τιµές της ακολουθίας και την 

πειραµατική απόδειξη του ορίου της ακολουθίας που τείνει στο άπειρο.    

Παρατήρηση : δεν υπάρχει δυνατότητα για δυναµική αλλαγή της γραφικής παράστασης µε 

τις αλλαγές του πίνακα και των µετρήσεων .  
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4.4.3      Περιγραφή της  3ης δραστηριότητας  -Το πυθαγόρειο δένδρο   
 

Στην συγκεκριµένη δραστηριότητα 

ενισχύουµε  την όλη διαδικασία κατασκευής 

ενός fractal  µε την διαδικασία του 

animation και µέσα από µετρήσεις που 

αυξοµειώνονται στον πίνακα µε την κίνηση 

του αντικειµένου ,  έναν  άλλο τρόπο  

προσέγγισης των εννοιών του ορίου και της 

ακολουθίας .Η έµπνευση για την κατασκευή 

της δραστηριότητας προέκυψε όταν 

ασχολήθηκα µε την  αντίστοιχη σελίδα του 

Πυθαγόρειου δέντρου στην fractal gallery 

του λογισµικού .Το αντικείµενο  , ένα δέντρο  που µετακινείται ενώ αλλάζει χρώµατα , είναι 

µια αναπαράσταση του Πυθαγορείου θεωρήµατος επαναλαµβανόµενες φορές σε κάθε κλάδο , 

οδηγεί τους µαθητές µέσα από το παιχνίδι  στην σύλληψη και κατανόηση εννοιών των 

µαθηµατικών ,ενώ προκαλεί  τον θαυµασµό και την περιέργεια .Είναι όµως δύσκολο να 

µετρήσεις τα εµβαδά των σχεδιασµένων τετραγώνων και εποµένως  έπρεπε να 

κατασκευαστεί  ένα αντικείµενο από την αρχή . 

Στην πρώτη σελίδα της σχεδιασµένης δραστηριότητας περιέχεται η κατασκευή ενός 

τετραγώνου µε την διαδικασία που προτείνεται από το αρχείο εντολών  Ο τρόπος που 

προτείνεται δεν είναι και ο µοναδικός τόπος κατασκευής του τετραγώνου Μπορούµε να το 

κατασκευάσουµε και µε άλλους τρόπους (δεν θα παίξει κανένα ρόλο στην εξέλιξη της 

εφαρµογής ) 

Στη συνέχεια κατασκευάζουµε εξωτερικά του τετραγώνου ένα ορθογώνιο τρίγωνο  του 

οποίου η  υποτείνουσα είναι ίση µε την πλευρά του τετραγώνου .Για τον λόγο αυτό θα πρέπει 

να κατασκευάσουµε κύκλο µε 

διάµετρο την πλευρά του 

τετραγώνου Κάθε σηµείο του 

κύκλου όταν ενωθεί µε τα άκρα 

της διαµέτρου δίνει ορθογώνιο 

τρίγωνο  µε τις ιδιότητες που 

θέλουµε και µάλιστα έχει την 

ιδιότητα τα σηµείο της κορυφής 

της ορθής γωνίας να µετακινείται 

πάνω στον κύκλο .  

Αν κατασκευάσουµε στις κάθετες 

πλευρές και τα τετράγωνα 

εξωτερικά , το συγκεκριµένο 

σχήµα  είναι µια γεωµετρική 

αναπαράσταση του Πυθαγορείου 

θεωρήµατος. Πειραµατιζόµενοι 

στο Πυθαγόρειο θεώρηµα  

κατασκευάζουµε ένα αρχείο 

εντολών µε την ονοµασία έστω 

«111».Επαναλαµβάνουµε µε το αρχείο εντολών την διαδικασία στις κορυφές των τετραγώνου 

και θα προσπαθήσουµε να οδηγηθούµε σε συµπεράσµατα  σχετικά  µε τα  ερωτήµατα  

παρακάτω  :  

1)πως θα επαναληφθούν τα χρώµατα στα τετράγωνα ,αν ξανακάνουµε την διαδικασία  

2) τι  θα συµβεί µε τα αθροίσµατα των µετρήσεων των εµβαδών , αν κάνουµε την διαδικασία 

µέσω της εντολής iterate  

3) υπάρχει µια κανονικότητα  ή είναι τυχαίος ο τρόπος που συµβαίνουν  οι επαναλήψεις  

4) η  διαδικασία έχει µια συγκεκριµένη φορά ( από  ποια κορυφή εφαρµόζουµε το αρχείο 

εντολών έχει σηµασία  ή όχι )  
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Απαντώντας µε την σειρά τα ερωτήµατα διαπιστώνουµε ότι υπάρχει µια κανονικότητα στην 

τοποθέτηση των χρωµάτων, στα τετράγωνα  
όταν εκτελούµε την διαδικασία µε 

οποιονδήποτε  τρόπο .Ακόµα το ισχυρότερο 

χρώµα επικάθεται στο ασθενέστερο µε 

αποτέλεσµα να δηµιουργούνται οι εντυπώσεις 

ότι δεν επαναλαµβάνεται  η όλη διαδικασία 

αλλά ένα τµήµα της . 

 
 

Στην εικόνα  επάνω  έχουµε  και τους δύο τρόπους κατασκευών  µαζί , και ταυτόχρονα τις 

παρατηρήσεις  σχετικά µε τα αθροίσµατα των εµβαδών .Οι µαθητές µπορούν εύκολα να 

διαπιστώσουν την εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήµατος και ότι µε την  αύξηση του 

αριθµού  των επαναλήψεων ότι το εµβαδόν των τριάδων τείνει να γίνει σταθερό . ∆ηλαδή  , η 

τιµή του εµβαδού είναι το όριο στο οποίο τείνει  το άθροισµα των εµβαδών . 

Εποµένως είναι ώρα να 

γενικεύσουµε την διαδικασία . 

Στο σχήµα αριστερά έχουµε 

σχηµατίσει  κάποιους κλάδους 

του Πυθαγόρειου ∆έντρου , 

έχουµε χρωµατίσει τα τετράγωνα 

και  υπολογίσαµε τα εµβαδά µε 

την βοήθεια κατάλληλου αρχείου 

εντολών κατά µήκος του κάθε 

κλάδου . Ταυτόχρονα  έχουµε 

συνδέσει  µε εντολή animation τις 

κορυφές των ορθών γωνιών των 

τριγώνων. Έτσι µε τις κινήσεις 

των τετραγώνων παρατηρούµε τις 

αλλαγές των εµβαδών . 
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Στην  εικόνα επάνω έχουµε  υπολογίσει τα 3 πρώτα  εµβαδά  που παράγονται από έναν κλάδο 

και µε την διαδικασία του iteration επαναλαµβάνουµε  κατασκευή και µετρήσεις . Έχουµε 

επαναλάβει την διαδικασία π.χ 24 φορές  , και ήδη έχουµε ενδείξεις  για το όριο των τιµών 

της ακολουθίας ή των ακολουθιών των εµβαδών . Αν αποτυπώσουµε  και τα αποτελέσµατα 

σε µια γραφική παράσταση π.χ της τελευταίας στήλης των εµβαδών  ,θα έχουµε την έννοια 

της ακολουθίας των όρων και  µπορούµε να δούµε εύκολα την τιµή  που προσεγγίζει το όριο. 

Είναι µια σελίδα πολλαπλών αναπαραστάσεων που όπως είπαµε οι διαδικασίες λειτουργούν 

συµπληρωµατικά , απλουστεύονται και γίνονται διαδικασίες –παιχνίδι στα χέρια των 

µαθητών .   Εποµένως έχουµε την δυνατότητα µέσα  από κατάλληλη δραστηριότητα στο GSP 

να  δοκιµάσουµε  αν θα έχουµε την κατανόηση του ε-Ν  ορισµού του ορίου  της ακολουθίας.  

Για µια  αυστηρότερη  αντιµετώπιση του θέµατος ,σε άλλο αρχείο κατασκευάζουµε µια ζώνη 

παραλλήλων στα σηµεία  L-ε , L+ε  ( που αποτελείται από δυο παράλληλες µε 

µεσοπαράλληλο τον άξονα χχ΄, στην περίπτωση που το όριο είναι µε 0 , και µεσοπαράλληλο 

στην απόσταση L-ε , L+ε  όταν το όριο είναι το L) και διαπιστώνουµε ότι όλες οι τιµές των 

εµβαδών ,δηλαδή οι όροι της 

ακολουθίας είναι ανάµεσα στην 

συγκεκριµένη ζώνη  (  όπου ε  

είναι µια τιµή πολύ  µικρή) 

Όταν η τιµή του  ν  

µεταβάλλεται , η µεταβολή 

εµφανίζεται και στη οθόνη , ενώ 

µε κατάλληλη διαδικασία 

µπορούµε να κάνουµε zoom των 

αξόνων και να παρατηρήσουµε  

πώς οι τιµές συγκεντρώνονται 

ή απλώνονται ,πως 

αποµακρύνονται από το 0 ή 

πως πλησιάζουν στο 0 . 
 Στο σχήµα που βλέπουµε  

µπορούµε  

1) να κατασκευάσουµε και άλλα 

αντικείµενα εικόνες 2) να µετακινούµε τα αντικείµενα αυξοµειώνοντας τις τιµές στους 

πίνακες 3) να κάνουµε αποτύπωση των σηµείων  της ακολουθίας σε γραφικές παραστάσεις 

στον ίδιο πίνακα τιµών 4) να παρατηρήσουµε ότι υπάρχει τιµή του Ν τέτοια ώστε σχεδόν 
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όλοι οι όροι της ακολουθίας µε δείκτη µεγαλύτερο του Ν να είναι µέσα σε µια ζώνη 

παραλλήλων 5) να µεταβάλλουµε τις κλίµακες στους άξονες  και την τιµή του ε 6) να 

εµφανίζουµε την τιµή του ορίου 

Με κίνδυνο να θεωρηθεί ότι προτείνεται  αντικατάσταση των αποδείξεων και των 

αυστηρών ορισµών  µε απλές εικόνες ,και εδώ θα χρησιµοποιήσω την φράση του 

Mandelbrot « κάτι που απεύχοµαι »,θα τολµήσω τις ερωτήσεις : 

 Πόσο απέχει αυτή η εικόνα  από τον αυστηρό ορισµό του ορίου της ακολουθίας;   

 Μπορούν οι µαθητές να  προσεγγίσουν τον ορισµό µε ακρίβεια για τους υπαρξιακούς 

ποσοδείκτες  ,όπως αυτοί αναφέρονται αυστηρά στον ορισµό;  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στην επόµενη δραστηριότητα κατασκευάζουµε τετράγωνα ,µε παράλληλες προς τις διαγώνιές 

αρχικού τετραγώνου  του  και  γενικεύουµε    µε   επαναληπτική διαδικασία  µέσω ενός script 

file .  Αν έχουµε µετρήσει το  εµβαδόν του αρχικού τετραγώνου ,   τότε στον πίνακα 

τοποθετούνται οι µετρήσεις των επαναληπτικών τετραγώνων  . Στη συνέχεια τοποθετούµε τις 
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τιµές του ν και τις τιµές των εµβαδών σε γράφηµα στην οθόνη . Αν χρησιµοποιήσουµε το 

dilate tool ή την διαδικασία του animation iterated image παρατηρούµε ότι το εµβαδόν του 

τελικού τετραγώνου αυξάνει εκθετικά ενώ η διαδικασία της αποτύπωσης των σηµείων µας 

δίνει   σηµεία όρων της ακολουθίας των εµβαδών , αρχικά πολύ κοντά στο 0 ( µε µια νοητή 

καµπύλη εφαπτόµενη  του άξονα χχ΄) και στην συνέχεια  να τείνουν στο άπειρο .  Εδώ θα 

πρέπει να υπενθυµίσουµε ότι το λογισµικό έχει την δυνατότητα εκτέλεσης ,των 

επαναλήψεων που θέλουµε  ,αλλά οι αποτυπώσεις στην γραφική παράσταση δεν 
ακολουθούν την επόµενη  κίνηση του αντικειµένου . Η τιµή όπως διαπιστώνουµε για την 

28η µέτρηση είναι της τάξεως του 10
8 
, πράγµα που επιβεβαιώνει τους ισχυρισµούς µας ότι το 

εµβαδόν του τελικού τετραγώνου τείνει στο άπειρο .  

 

Σπείρα του Baravelle σε 

τετράγωνο 
 Στην εικόνα αριστερά   µπορούµε να 
παρατηρήσουµε τις   µετρήσεις που 

επαναλαµβάνονται  σε µια σπείρα του 

Baravelle καθώς και τις σχέσεις των 

εµβαδών . 
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Β΄  Λυκείου  

 
Οι µαθητές της Β Λυκείου,  πέντε στο σύνολό τους  ,  µε ενδιαφέρον και θετική στάση  απέναντι 

στα Μαθηµατικά, θα µπορούσαν να χαρακτηριστούν µε την πρώτη µατιά « καλού επιπέδου » . 

Η κατεύθυνσή τους είναι Θετική ή Τεχνολογική  .  Έχουµε συζητήσει για  το θέµα που θα 

ασχοληθούµε ,δηλαδή  τις ακολουθίες και τα όρια και µια εισαγωγή στις έννοιες µέσω της 

ειδικής  τεχνολογίας του GSP τους  κινεί  την περιέργεια  

 ( είναι η πρώτη φορά που έρχονται σε επαφή µε το περιβάλλον της δυναµικής γεωµετρίας και  

τους έχει εντυπωσιάσει η αρχική επαφή  όπως και οι  έτοιµες βιβλιοθήκες του λογισµικού  ).   

∆ηλώνουν το ενδιαφέρον τους και την περιέργεια  για  µαθήµατα µε  Η/Υ , που θα τους 

ενισχύσει  το ενδιαφέρον για µάθηση και ίσως   τους βοηθήσει να κλείσουν  τα γνωστικά κενά 

τους . Πιστεύουν ότι οι Η/Υ θα τους βοηθήσουν να ξεπεράσουν κάποια προβλήµατα  που ίσως 

έχουν. Παρά το γεγονός ότι προβληµατίζονται  για την απάντησή που θα  δώσουν , ( θέλουν να 

είναι σωστή ) λειτουργούν αυθόρµητα . Οι µαθητές  όπως αναφέραµε που συµµετέχουν είναι 5 ( 

στην συνέχεια ήρθαν και άλλοι σαν ακροατές ) και η συζήτηση  που ακολουθεί εξελίσσεται στις 

έτοιµες δραστηριότητες που υπάρχουν στα αρχεία του GSP .Οι µαθητές πειραµατίστηκαν και οι 

ίδιοι µε τις κατασκευές . Οι έννοιες του Πυθαγορείου θεωρήµατος ,ακολουθίας ,ορίου( κάποια 

αναφορά για το όριο έχει γίνει στις προηγούµενες τάξεις) , τους είναι  ήδη γνωστές αλλά όπως 

θα διαπιστώσουµε στην εξέλιξη της συζήτησης  υπάρχουν πάντα εκπλήξεις ….. 

Μ1 : ∆ιασπώνται σε πιο µικρά τετράγωνα , όλο και πιο µικρά τετραγωνάκια  

Ε : Σταµατάµε το animation και θα παρατηρήσουµε το σχήµα  

Μ 1: Όλα σχηµατίζουν µεταξύ τους ορθογώνια τρίγωνα  

Μ 2: Σχηµατίζουν το Πυθαγόρειο θεώρηµα  

Μ3 : Σε κάθε µια πλευρά του τριγώνου συνεχίζονται  άλλα  

Μ1 : Το τρίγωνο µετατρέπεται σε µικρότερο τρίγωνο και άρα η απόδειξη του Πυθαγορείου 

γίνεται σε όλο και πιο µικρά ορθογώνια   

Ε :Τι κάνουν συνεχώς  

Μ1 : Επαναλαµβάνονται  

Ε :Τι είναι αυτά  

Μ 1: Είναι ακολουθίες  

Ε :Τι ακολουθίες  

Μ 1: Τετραγώνων  

Μ 2 : Και τριγώνων  

Η εικόνα έννοιας της ακολουθίας είναι η πρώτη έννοια που οι µαθητές συνέδεσαν µε τον ήδη 

υπάρχοντα ορισµό της . Οι µαθητές  αλληλεπιδρούν µε το περιβάλλον του υπολογιστή  που 

σκοπό έχει µέσα από την δραστηριότητα την επίλυση ενός ανοικτού προβλήµατος .  Έτσι η 

διαδικασία ενεργοποιεί τον ορισµό έννοιας µε αποτέλεσµα  την εσωτερίκευση της έννοιας 
Αυτό όµως είναι µια επιθυµητή διαδικασία. Οι µαθητές µέσα στο πρόβληµα αντιλαµβάνονται 

την επανάληψη , τον τρόπο( διαδικασία )  της επανάληψης , τα αντικείµενα που 
επαναλαµβάνονται ,την ισχύ των θεωρηµάτων µε τις αλλαγές σχήµατος .  

Στη συνέχεια ανοίγουµε το αρχείο µε το τρίγωνο του Sierpinski  

Μ 1: Είναι ένα ισόπλευρο τρίγωνο που αποτελείται από 4 ισόπλευρα τρίγωνα  

Μ 2: Τα σχήµατα είναι συµµετρικά  

Μ 3: Στα τρίγωνα αφαιρώ το κεντρικό τρίγωνο  

Ε :Τι σχήµατα παράγονται συνεχώς  

Ε :Αν το εµβαδόν του αρχικού είναι 1 το τρίγωνο που αφαιρώ  

Μ 1: 1 / 2  όχι 1/ 4  

Ε : άρα  αυτό που είναι το εσωτερικό του εσωτερικού  

Μ 1: 1 / 16 ,   1/ 64 …. ( οι απαντήσεις έρχονται προφορικά και αµέσως –σχεδόν από όλους )  

Μ  : ή 1 / 4
2
 , 1/ 4

3
 …( όλοι )  

Ε : τι είναι αυτοί οι αριθµοί  

Μ : ακολουθία ( όλοι )  

Ε :τι ακολουθία είναι  

Μ : γεωµετρική πρόοδος ( όλοι )   
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Μ1 : πολλαπλασιάζεται το εµβαδόν  

Ε :που φτάνει το εµβαδόν  

Μ 1 : στο αρχικό µεγάλο τρίγωνο  

ο άλλος µαθητής είπε .. 

Μ3:  µειώνεται το εµβαδόν όσο …. 

Μ2 : όσο ο παρονοµαστής αυξάνει  

Ε :ο παρονοµαστής που φτάνει κάποια στιγµή  

βιάστηκε  να απαντήσει  

Μ3 :     
1/∞

 

Μ3 : είναι 0  

η µαθήτρια επιµένει  

Μ1 : µα όταν θα τείνει να γίνει 0 τότε το εµβαδόν δεν θα τείνει να γίνει 1 ( ερώτηση ) 

γιατί θα ολοκληρώσει  και θα γεµίσει όλο το αρχικό τρίγωνο  

Η απορία της µαθήτριας φανέρωνε   αναλυτική σκέψη  , από την οποία θα µπορούσαµε να 

αρχίσουµε  ολόκληρη συζήτηση ,δυστυχώς όµως θα στρεφόταν όλο το ενδιαφέρον σε άλλο 

σηµείο . 

Η µαθήτρια σκέφτηκε :  όλα τα τρίγωνα  όσο και να µικρύνουν αν προστεθούν το αποτέλεσµα 

του αθροίσµατος των εµβαδών τους θα είναι 1 δηλαδή του αρχικού τριγώνου. Στη  σκέψη της 

ήταν µια µορφή οριακής διαδικασίας  µε άθροισµα  απείρων σειρών εµβαδών τριγώνων που 

δίνουν αθροιστικά αποτέλεσµα  το  αρχικό τρίγωνο   (  η ερώτηση της ήταν :  το όριο του 

εµβαδού του µικρού τριγώνου θα τείνει να γίνει ίσο  µε 1 δηλαδή το εµβαδόν του αρχικού 

τριγώνου)  

Της εξηγώ ότι εµείς θέλουµε να δούµε πόσο θα γίνει το εµβαδόν του µικρού , µικρού τριγώνου 

που σχηµατίζεται µετά τις πολλές υποδιαιρέσεις στο τρίγωνο του Sierpinski , προσπαθώντας να 

κατευθύνω την συζήτηση  

Εξηγώ στην συνέχεια την διαδικασία του αρχείου εντολών και αφήνω τους µαθητές να 

πειραµατιστούν και να διαπιστώσουν πως κατασκευάζεται ένα σχήµα από το αρχείο εντολών . 

Ε :ποια κορυφή µετακινείται  

Μ : αυτή  

Ε :τι γωνία είναι αυτή 

Ε :γιατί είναι ορθή  

Μ : γιατί όταν βαίνει σε ηµικύκλιο …( διατυπώνουν  το θεώρηµα , δείχνοντας σωστά στο 

σχήµα ) 

Οι απαντήσεις  δηλώνουν ότι οι µαθητές έχουν υψηλό επίπεδο θεωρητικών γνώσεων ,  τους 

λείπουν όµως οι εµπειρίες των αλλαγών στις κατασκευές των  σχηµάτων  Ένα στατικό µέσο 

όπως είναι το χαρτί και ο πίνακας δεν δίνει άµεσα την δυνατότητα των συνεχών αλλαγών των 

θέσεων των κορυφών και πλευρών του σχήµατος .Στη συνέχεια το επαναλαµβάνουν και µε 

άλλη διατύπωση  πράγµα που επιβεβαιώνει ότι είχα σκεφτεί . 

αλλάζω σελίδα  στο λογισµικό  

Μ1 : µια επανάληψη  

Μ2 : έχουµε κύκλους ,µικρότερους κύκλους .. 

Μ3 : µικρότερα τρίγωνα  

πειραµατίζονται µε το νέο αρχείο εντολών που επαναλαµβάνει το Πυθαγόρειο τρίγωνο  

Ε :τι πρέπει να πάρω ακριβώς  

Μ 2: να πάρω δυο σηµεία , πρέπει να είναι µέσα στο σχήµα τα σηµεία  

Ε :να συνεχίσεις µε την λογική που είναι κατασκευασµένο αυτό  

Μ1 : εδώ το µικρότερο τετράγωνο και παίρνω τα δυο σηµεία   η µαθήτρια ( ή ίδια ) 

πειραµατίζεται µε τα πολύ µικρά τρίγωνα (από περιέργεια! ) 

 και µε έκπληξη διαπιστώνει όπως και οι άλλοι ότι η κατασκευή επαναλαµβάνεται ακόµα και αν 

το τρίγωνο είναι πολύ µικρό .  
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η κατασκευή του σχήµατος µέσα από ένα αρχείο εντολών γίνεται µε µια λογική σειρά ,µε την 

σειρά που έχει οριστεί να γίνεται το πρώτο σχήµα που κατασκευάσαµε .Όταν ο µαθητής δίνει 

την επανάληψη και αυτή η επανάληψη εµφανίζεται ξανά και ξανά στην οθόνη µε την ίδια σειρά  

αυτή η διαδικασία βοηθά από µόνη της  τον µαθητή να οργανώσει την σκέψη του, να 
επαναλάβει το  σχήµα , να κατανοήσει καλύτερα την έννοια που ίσως µόλις έµαθε 

πάµε µε το link στην επόµενη σελίδα  

Ε :ποια µέρη του σχήµατος έχω χρωµατίσει µε το ίδιο χρώµα  

Μ2 : τα τετράγωνα 

Ε :πως είναι κατασκευασµένα  

Μ 3: αυτά που είναι µε τον ίδιο τρόπο κατασκευασµένα  

Μ : είναι µια ακολουθία  

Μ : άλλη µια ακολουθία είναι αυτή  

Ε :ας παρατηρήσουµε τι γίνεται για παράδειγµα στα εµβαδά στην κίτρινη ακολουθία  

Μ 1 : αυξάνονται  και τώρα .. γίνονται 0  

Μ 1:στιγµιαία µηδενίζονται  

 Εξηγώ την διαδικασία του iteration και επαναλαµβάνουν οι µαθητές την διαδικασία στο σχήµα 

Παρατηρούν τις µηδενικές µετρήσεις του πίνακα και  τις σχέσεις µε τα εµβαδά που 

εµφανίζονται στην οθόνη .    Κάνουµε τις γραφικές παραστάσεις  

Ε :πως γίνονται οι γραφικές παραστάσεις  

Μ 1: σε κάποια τιµή του χ δίνεται κάποια τιµή του ψ  

Ε :η ακολουθία τι είναι  

Μ1 : ακριβώς το ίδιο  δεν είναι  

Ε :τι διαφορά έχει από τις συναρτήσεις  

Επιµένω στην ερώτηση  µε στόχο να συνδέσω στην γραφική παράσταση  την πρώτη στήλη του 

πίνακα µε το πεδίο ορισµού  της ακολουθίας , όπως τους είναι ήδη γνωστός  

Ε :το πεδίο ορισµού ποιο είναι  

Μ2 : θετικός αριθµός  

Μ 2: είναι οι φυσικοί  

εδώ έχουµε ακολουθία  

Μ : έχουµε , εδώ είναι οι φυσικοί  

…….. και εδώ έπρεπε να κάνουµε δυο τρεις φορές στο σχήµα τη γραφική παράσταση για να 

γίνει κατανοητό από τους µαθητές  

Μ 3: αυξάνω τις επαναλήψεις  

Μ 2: αυξάνονται τα εµβαδά  

Μ 4: κάνουµε γραφική παράσταση των εµβαδών στην ουσία  

Μ1 : δεν το είχα σκεφτεί ότι µπορεί να γίνονται έτσι γραφικές παραστάσεις των 

εµβαδών  

Η µαθήτρια εδώ εκφράζει κάτι που κανένας άλλος δεν µου είπε .Η απορία της όπως 

διατυπώνεται είναι : Τι σχέση έχουν τα εµβαδά µε τις γραφικές παραστάσεις ακολουθιών .Τι 

σχέση µπορεί να έχει η γεωµετρία µε την άλγεβρα. Μπορώ να θεωρήσω την απορία της εύλογη .  

Παρά το γεγονός ότι η γεωµετρία µας παρέχει ένα πραγµατικό περιβάλλον πλούσιο σε 

αναπαραστάσεις ,δεν υπάρχει δυνατότητα να τη συνδέσουµε µε  τις έννοιες των ακολουθιών µε 

καλύτερο τρόπο από ότι τα φράκταλ ή οι  σπείρες .   

Ε :όταν αυξάνονται οι τιµές της ακολουθίας τα εµβαδά τι κάνουν ,  

Μ4 : µικραίνουν  

Ε :µεγαλώνουµε τα εµβαδά και οι τιµές  

Μ 5:  είναι  απότοµη υπερβολή  

Μ 4: µηδενίζονται  

Μ1 : όχι , όχι µηδενίζονται  

Μ 3 : µήπως θα πάνε στο µείον άπειρο  

Ε :όχι γιατί δεν θα είχαµε γεωµετρικά σχήµατα  

Μ 2: οι τιµές τείνουν στο 0  

Μ1 : αυτό δεν έχει σχέση µε το τρίγωνο Sierpinski;  
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Μ2 : µεγεθυντικός φακός χρειαζόταν και εκεί ! 

Ε :οι τιµές τι κάνουν  

Ε :πόσες  είναι οι τιµές τις ακολουθίας τώρα  

Μ3 : ν ( δεν  είδε την τιµή στον  πίνακα , ούτε στην γραφική παράσταση !)  

Μ1 : όσο πάνε κατεβαίνουν  

( Στο σηµείο αυτό σκέφτηκα ότι  χωρίς να το θέλουµε µπορεί  να δηµιουργήσουµε σύγχυση και 

εµπόδια  στους µαθητές µας .Οι µαθητές δεν έβλεπαν στην οθόνη τον αριθµό των 
επαναλήψεων αλλά  λειτουργούσαν µε την φαντασία που απαιτείται όταν διδάσκουµε  έννοιες 

των µαθηµατικών , όπως τα όρια και οι ακολουθίες  )  

δείχνω στον πίνακα την ποσότητα (24) 

Μ : 24 ! ( όλοι µαζί )  

και το 0 , 25  

Ε :το ν=0 τι σηµαίνει  

Μ1 : η αρχική µέτρηση  

Μ 2: η επόµενη  

Ε :η επόµενη τι  

Μ2 : επανάληψη  

Ε :δηλαδή τι κάνει το σχήµα στην ουσία  

Μ4 : επαναλαµβάνει τις διαδικασίες  

Μ3 : επαναλαµβάνει µικραίνοντας το εµβαδόν  

οι µαθητές είναι λίγο επιφυλακτικοί στο τι θα πουν ,  

Μ : όσο είσαι πιο µικρός , µου απαντούν τα λες πιο εύκολα , όταν µεγαλώνεις διστάζεις  

Ε :αυξάνω τις επαναλήψεις στο 37 , τι κάνει  

Μ 3:  το εµβαδόν είναι 0 από αρκετές µετρήσεις πριν  

Ε : είναι 0 ; 

Μ 3: όχι  

Ε :γιατί  

Μ 2: γιατί έχουµε εµβαδά τετραγώνων , δεν έχουµε εµβαδόν σηµείου  

Ε :πως παρατηρείτε ότι πηγαίνουν οι µετρήσεις στην νέα γραφική  

Μ 2: αλλάζουν ανά µονάδα  

Ε :ανά µονάδα αλλάζουν γιατί αυτές είναι οι τιµές της ακολουθίας  για ν=1,2 , δεν είναι 

συνεχόµενες οι τιµές  

Μ 2: αλλάζουν και στον άλλο άξονα ταυτόχρονα  

επιµένω ότι δεν µπορούµε να ενώσουµε τα σηµεία  

Ε :δεν έχουµε ενδιάµεσες τιµές έχουµε µόνο σηµεία  

δείχνω τα σηµεία  

Μ 1: και αν είναι κοντινές οι τιµές δεν µπορώ να τις ενώσω ; 

Η µαθήτρια είχε µάθει πολύ καλά τον ορισµό της ακολουθίας , ήταν άριστη γνώστρια των 
γεωµετρικών προόδων( ήξερε όπως και οι άλλοι µαθητές ορισµούς και τυπολόγιο )  αλλά 
δεν είχε καταλάβει (όταν ασχολήθηκαν µε την έννοια της ακολουθίας στην τάξη )  ότι στη 

γραφική παράσταση δεν µπορούµε να πάρουµε και άλλες τιµές από αυτές που ανήκουν στο 
πεδίο ορισµού της ακολουθίας (το σύνολο Ν των φυσικών αριθµών) και εποµένως δεν 
µπορεί να υπάρχουν ενδιάµεσα σηµεία(πραγµατικοί αριθµοί  )  Συνεχίζουµε:   

Ε :πόσο κοντινές να είναι ; 

Ε :για ποιες τιµές έχουν προκύψει ; 

Μ 1: για ν=1,2 .. 

Ε :δεν υπάρχουν  ενδιάµεσες τιµές , θα µπορούσαµε να είχαµε άπειρες τιµές αλλά σε ποιο 

σύνολο ; 

Μ 3: στους ακεραίους , (!!)( άλλος µαθητής )  

Μ 2: στους πραγµατικούς  

Μ 1: εδώ έχει τρεις τιµές ( και δείχνει κάθετα τα σηµεία που έχουν σχηµατιστεί  για ν=2  

είναι τρεις φορές που κάναµε τις γραφικές παραστάσεις  

 Μ1 : ααα!  εγώ δεν το είχα καταλάβει ότι σε µια ακολουθία δεν µπορούµε να ενώσουµε 
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τις τιµές .  

Μ 1:  τώρα το κατάλαβα !! 

 

Επόµενη συνάντηση   
ανοίγουµε  την σελίδα που έχει την Baravelle σπείρα και αρχίζουµε να εξετάζουµε το σχήµα  

Μ1:  είναι τετράγωνα εγγεγραµµένα σε κύκλο ,τα τετράγωνα έχουν το ίδιο κέντρο  

Μ2:  αρχίζει από µικρή ακτίνα µέχρι µεγάλη  

Μ1: είναι τρίγωνα  

Μ3: έχουν κάτι διαφορετικό τα χρώµατα  

Ε: πως το κατασκευάζουµε  

Μ4: από τα µέσα των πλευρών  

κάνουµε animate για να παρατηρήσουµε  

Μ1: εγώ θέλω να πω ότι το τρίγωνο αυτό έχει την µισή πλευρά από αυτή εδώ ( δείχνει 

το µεγαλύτερο τρίγωνο )  

Ε : άρα µε ποια λογική γίνεται  

Μ 1:είναι επαναλαµβανόµενη  

Ε : τι κατασκευάσαµε αρχικά  

Μ1: ένα τετράγωνο  

Ε : και µετά  

Μ2:  τα µέσα των πλευρών  

Ε : στη συνέχεια έχουµε τα εµβαδά  

Μ3:  και κάνουµε σύνδεση των τιµών του πίνακα και του γραφήµατος  

δείχνουµε ξανά τις τιµές  

Ε : για ν=0 έχουµε τιµή 22 ,..που είναι στη οθόνη σας  

Στο ψ πρέπει να είναι  

οι µαθητές έδειχναν σε λάθος σηµείο 

Ε : πόσο είναι το εµβαδόν τώρα  

Μ4:  είναι 0  

Ε : και µε πόσα  δεκαδικά  

Μ4:  είναι 0,000000 

Ε : και σε ποια υποδιαίρεση του σχήµατος  

Μ2:  στη 30 υποδιαίρεση  

Ε : αυτό τι σηµαίνει  

Μ5:  είναι πια ένα σηµείο  

Ε : το εµβαδόν µηδενίζεται ; 

Μ2:  είναι αδύνατο ένα εµβαδόν να µηδενίζεται , δεν µπορούµε να απεικονίσουµε κάτι 

µηδενικό  

 

Αυτό που βλέπουν είναι ένα σηµείο. Όµως διαισθητικά  απαντούν ότι το σηµείο αυτό είναι ένα 

τετράγωνο . Που έχει εµβαδόν .Και το εµβαδόν του δεν είναι 0 .Εποµένως έχουν µια 

διαισθητική έννοια της απειροελάχιστης ποσότητας του εµβαδού του τετραγώνου .Αυτό είναι 
και ένα σηµείο που φαίνεται η αύξηση της διαίσθησης των µαθητών σε σχέση  µε διαπιστώσεις 

σε µικρότερη τάξη .Ένα συµπέρασµα εποµένως που θα µπορούσε να προκύψει είναι ότι η 

εµπειρία και η γνώση ενισχύουν την διαίσθηση   

Ε : γίνεται ένα σηµείο και σηµείο εστί ου µέρος ουδέν  

Ε : τι είναι  το µηδέν  

Μ1:  το µηδέν είναι µια οριακή τιµή , που ο καθένας µας ορίζει ξεχωριστά σε 

διαφορετικές περιπτώσεις π.χ σε µια συνάντηση αρχή ( 0 ) είναι η είσοδος των ατόµων 

στην αίθουσα  

Μ2:  το 0 είναι η αρχή του απείρου , ένα αρχικό σηµείο ορισµού  

Ε : εδώ στο σχήµα υπάρχουν δυο τιµές L +ε ,  L –ε   

Μ2:  είναι συµµετρικά ως προς το 0  

Μ3:  αν τα πολλαπλασιάσουµε έχουµε διαφορά τετραγώνων  
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Ε : ακριβώς έτσι το βρήκατε και στο βιβλίο  

Μ:  απόλυτες τιµές  ( όλοι )  

Ε : εδώ δηλαδή ποια τιµή είναι ανάµεσα στο  L +ε ,  L –ε  

η µαθήτρια παρατηρεί  

Μ1:  δεν πρέπει σε όλα τα µέλη να αφαιρέσουµε το L  

Ε : το L   τι είναι  

οι µαθητές κρύβουν και εµφανίζουν το όριο  

Μ1:  το όριο  

Μ2:  είναι στον άξονα χχ΄ 

Μ3:  αυτές είναι ευθείες παράλληλες στον άξονα χχ΄ 

Ε : το ε τι είναι  

Ε : οι τιµές της ακολουθίας βρίσκονται που ;  

Μ2:  ανάµεσα στις δυο αυτές παράλληλες  

M 1: όχι όλες όµως αρχίζει από εδώ ( δείχνει στην οθόνη για ποια τιµή του Ν και µετά οι 

τιµές της ακολουθίας τείνουν να γίνουν 0 )   

Ε : ποιο είναι το πεδίο ορισµού  

Μ1:  δεν είναι το Ν σύνολο των φυσικών ; 

Μ1:  ναι  αλλά µήπως υπάρχει και ένα δεύτερο σύνολο ( και δείχνει τις τιµές του Ν) από τις 

οποίες και µετά η ακολουθία µας µηδενίζεται 

Από τις οποίες και µετά H ερώτηση ήταν διατυπωµένη κατά τέτοιο τρόπο που δεν  υπήρχε 
κάποιο νόηµα .Η µαθήτρια εννοούσε- µήπως υπάρχει ένα υποσύνολο του συνόλου των φυσικών  

που οι αντιστοιχίες τους στον άξονα των ψψ΄ είναι 0;  .Οδηγήθηκε  από το σχήµα και τις 

αναπαραστάσεις σε  ένα σηµαντικό τµήµα του αυστηρού ορισµού του ορίου ακολουθίας .Ή 

ήταν η αρχή της  µετάβασης σε ένα επίπεδο αυστηρότητας που όµως προέκυψε µε την 
οικοδόµηση της έννοιας µέσα από το περιβάλλον του Η/Υ  
Επιθυµητό αποτέλεσµα  είναι οι µαθητές να φτάσουν τελικά στο σηµείο να δοµήσουν τµήµατα 

του ορισµού και στην συνέχεια να τα συνθέσουν ώστε να έχουµε τον αυστηρό ορισµό   

               ∃   L ∈  IR: ∀  ε > 0 ∃  κ ∈ΙΝ : ∀ ν >κ αν – L  < ε 

 Μ 2:   αυτός ο άξονας ο ψψ΄ 

Μ 1:  άξονας των συντεταγµένων 

Μ 3:  άξονας των εµβαδών  

Ε : αν θέλουµε να διατυπώσουµε κάπως πιο ολοκληρωµένα την σκέψη µας τι θα γράφαµε  

Μ 2:  όταν Ν=8   και ε=0,007 το όριο είναι 0 ( αυτό ειπώθηκε όπως έβλεπαν τις τιµές του 

Ν και ε που άλλαζαν στη οθόνη τους )  

Μ 3:  ανάµεσα στο L +ε ,  L –ε 

Μ4:  είναι οι τιµές των εµβαδών  

Μ2:  µεγαλώνει , αλλάζει το Ν  

Μ5:  τι είναι το ε τελικά  

Μ:  θα µείνουµε µε την απορία  

Το αποτέλεσµα της µάθησης  έρχεται ως αποτέλεσµα γνωστικής σύγκρουσης .Οι µαθητές θέτουν 

ερωτήσεις  ,αλλά κατασκευάζουν την γνώση µόνοι τους από τα προϋπάρχοντα  σχήµατα µε 

γνωστικές  συγκρούσεις .Όπως αναφέρει και η Mariotti (2001 ) «κάθε ισχυρισµός  οδηγεί 
στην θεωρητική του τεκµηρίωση και στον καθορισµό των ανάλογων σχέσεων » 
Ο υπολογιστής δεν χρησιµοποιείται ως µέσο  που µπορούµε να εικάσουµε και να 

παρατηρήσουµε αλλά και να αποδείξουµε µε παραγωγικό συλλογισµό .Από την περιγραφή οι 

µαθητές οδηγούνται να  αναπτύξουν ένα θεωρητικό τρόπο σκέψης αφού η διαδικασία όπως 

χτίζεται σταδιακά τους οδηγεί στο να εξετάσουν περισσότερες παραµέτρους  Το σηµαντικό 

στην περίπτωση αυτή είναι να  επιµείνουµε κατάλληλα  σε ένα θέµα που ίσως 

είναι δύσκολο να εννοηθεί . Ο µαθητής πρέπει να παρατηρήσει, να εικάσει σε 

δραστηριότητες  που οδηγούν στο ίδιο  αποτέλεσµα. . Έτσι  θα διαπιστώσει την 
αλήθεια των σχέσεων µέσα από επαναλήψεις των ιδίων αποτελεσµάτων και συνεχείς 

συγκρούσεις που προέρχονται µε τις προϋπάρχουσες γνώσεις    . 
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Ανοίγουµε το αρχείο που έχει την σπείρα του Baravelle  ,το σχήµα µοιάζει ίδιο µε το 

προηγούµενο που είχαν δει οι µαθητές αλλά η διαφορά σ΄αυτό είναι ο τρόπος κατασκευής του  

Ε : Τι διαφορετικό υπάρχει  

Μ3:  Εδώ ξεκινά από το 0 αλλά συνεχίζει στο 30. 

Μ5:  Είναι αύξουσα η ακολουθία  

Ε : Πως κατασκευάζεται  

Μ4:  Ανάποδα  

Μ2:  Έχει θετικό λ 

( Ο µαθητής  σκέφτηκε ότι είναι µια αύξουσα ακολουθία αλλά η σκέψη του έδωσε ένα γρήγορο 

αποτέλεσµα ότι είναι θετικό το λ. Αυτό που σκεφτόταν ήταν έχει λ>1 γιατί στην συνέχεια το 

διόρθωσε  )  

Ε : Πως γίνεται  η κατασκευή του σχήµατος  

Μ4:  Το εσωτερικό κάνουµε και πολλαπλασιάζουµε  

Μ3:  Αρχίζουµε µε ένα πολύ µικρό µέγεθος  

Μ3:  ∆ιπλασιάζουµε το εµβαδόν  

Μ2 : Φέρω παράλληλες προς τις διαγώνιες  

Ε : Τι παρατηρούµε εδώ ότι κάνουν τα σηµεία  

Ε : Αντίθετα µε το εµβαδόν που  τι κάνει  

Μ:  τείνει στο άπειρο ( όλοι ) 

Ε : που έχει φτάσει το εµβαδόν  

Μ:  2,8.10
8 

Ανοίγουµε τις σελίδες που έχουν τα fractal των τριγώνων ( που σχηµατίζονται από τα µέσα 

των πλευρών ) . 

Οι µαθητές στο σχολείο δεν έχουν ασχοληθεί µε το άθροισµα των απείρων όρων γεωµετρικής 

προόδου και αυτό γιατί είναι εκτός ύλης. Το αποτέλεσµα του αθροίσµατος είναι αποτέλεσµα 

οριακής διαδικασίας( αφού οι όροι της επαναληπτικής διαδικασίας της ακολουθίας των 

εµβαδών τείνουν στο άπειρο ) Στο παράδειγµα που θα διερευνήσουµε στην συνέχεια υπάρχει 

στην οθόνη ο αριθµός 1,33.. που εµφανίζεται  σαν επαναλαµβανόµενη τιµή στον πίνακα 

υπολογισµού του επαναληπτικού αθροίσµατος της φθίνουσας  ακολουθίας των εµβαδών. 

Σχολιάζω στους µαθητές ότι το αποτέλεσµα που προέκυψε ,  είναι το ίδιο µε το αποτέλεσµα που 

θα παίρναµε αν εφαρµόζαµε τον τύπο του αθροίσµατος των απείρων όρωντης φθίνουσας 

γεωµετρικής προόδου  . Ο τύπος  δεν περιέχει κάποια ιδιαίτερη δυσκολία σε σχέση µε τους 

υπόλοιπους τύπους των αθροισµάτων των όρων γεωµετρικής ή αριθµητικής προόδου που 

αναφέρονται στο σχολικό βιβλίο   Τα  παραδείγµατα όµως που αναφέρονται στο συγκεκριµένο 

θέµα  προκαλούν φόβο και αποστροφή στους µαθητές  .Ο λόγος που συµβαίνει αυτό είναι γιατί  

 οι µαθητές δεν µπορούν να καταλάβουν το εσωτερικό του σχήµατος ( πως συνεχίζει µε 

τις άπειρες υποδιαιρέσεις ), 

  δεν έχουν κάποια αποτελέσµατα εµβαδών( στην 30
η
 π.χ επανάληψη )  ώστε να 

καταλάβουν το θέµα πρακτικά και  

  το πιο σηµαντικό η απόδειξη του τύπου επικαλείται φορµαλιστικές διαδικασίες 

υπολογισµού ορίων που ο µαθητής τυπικά µαθαίνει στην επόµενη τάξη .  

Το άθροισµα όλων των όρων είναι ίσο προς 1,33 …όπως φαίνεται .Στην οθόνη του υπολογιστή 

το βλέπουν .Θέλουν όµως και την τυπική απόδειξη .Στο χαρτί σηµειώνουν τον τύπο. Οι σκέψεις 

τους είναι διαδοχικά οι εξής : Ο λόγος είναι  1/ 4 Άρα για να προκύπτει  ως αποτέλεσµα το 1,33 

θα πρέπει το αρχικό εµβαδόν να είναι ίσο µε την 1 .   

Μ1:  έχουµε ορίσει ως 1 το αρχικό εµβαδόν ;  

Ε : Αλλά δεν µπορεί να είναι 1 το αρχικό εµβαδόν για  αυτό και τι παίρνουµε ; 

Ε : θέλουµε το άθροισµα όλων των όρων, άρα αρκεί να διαιρέσω το Σ∞  µε το Ε του αρχικού 

τριγώνου και θα είναι το ίδιο  

Μ 1:  δεν κατάλαβα γιατί δεν  ορίσαµε σαν 1 το α1 . ∆εν είναι 1 το αρχικό εµβαδόν ; 

Ε : ωραία ας ξεκινήσουµε από την αρχή αν ήταν το εµβαδόν 1 τότε ο τύπος θα ήταν 1/ 1-λ  , 

τώρα όµως που  είναι Ε  

Μ 2:  άρα θα έπρεπε να βάλλω Ε / 1-λ  όπου Ε το εµβαδόν του αρχικού τριγώνου  και 
αυτό που θα είχα θα ήταν το άθροισµα των απείρων όρων των εµβαδών .  
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H διαδικασία στις διαδοχικές σελίδες GSP επαναλαµβάνεται κτίζοντας µε ένα βήµα 

περισσότερο.  

Μ 2:πάλι το ίδιο γίνεται  

Μ 4 :δηλαδή βγαίνει 1,33 στο περίπου   

Οι µαθητές επαναλαµβάνουν µόνοι τους µε transform –iterate  

M 2 :παίρνουµε το Β και το τοποθετούµε στο F  

Μ 5: Κάνουµε επαναλήψεις  

Μ3 : 20 επαναλήψεις  

Ε:  τι είναι δηλαδή το 1,33  

Μ 4: είναι µια σταθερά  

Μ 3: αυτό το άθροισµα δεν θα φτάσει στο άπειρο ; 

Ε :γι α πόσους όρους το πήραµε  

Μ2 : για 20  

Ε: για πόσους µπορούµε να το πάρουµε  

Μ 3: για ν  

Μ4 : δηλαδή θα έχουµε αύξηση ; 

Μ2 : συνεχίζει  

µπορεί να είναι απειροελάχιστη η αύξηση τελικά αλλά δεν θα γίνει άπειρο ; 

δηλαδή τώρα είναι στο 20 και είναι 1,33… µετά που θα φτάσει στο άπειρο θα είναι πάλι 

1,33 …; 

Ε : Στον πίνακα  τι βλέπεις , δεν φαίνεται να παραµένει 1,33…  

Μ 2: ∆ηλαδή είναι τόσο µικρή η αύξηση που παραµένει 1,33…  

Ο µαθητής  έχει παρατηρήσει στον πίνακα τις τιµές των εµβαδών που προστίθενται και 

καταλήγει στο συµπέρασµα. Είναι όπως δηλώνει τόσο 

µικρή  η αύξηση  που το τελικό αποτέλεσµα δεν αλλάζει . Από τους 9  πρώτους όρους 

ήδη το αποτέλεσµα  του αθροίσµατος είναι 1,33….  

Μ 5: ∆ηλαδή σε όλες τις ακολουθίες είναι 1,33… ( ερώτηση )  

Ε : Από τι εξαρτάται για να είναι 1,33….  

Μ 2 : Από τον λόγο λ της ακολουθίας ! 

Οι µαθητές επαναλαµβάνουν τις διαδικασίες της επανάληψης , της γραφικής παράστασης , της 

αποτύπωσης των σηµείων  

 Με τα παραδείγµατα που έχουν οι µαθητές πειραµατιστεί διαπίστωσαν ότι µια ακολουθία 

µπορεί να έχει όριο το µηδέν ή  το άπειρο , ή πραγµατικό αριθµό   . Όπως έχουµε διαπιστώσει 

από την συζήτηση οι µαθητές δεν µπορούν να καταλάβουν γιατί ένα  άπειρο άθροισµα  

σταµατάει και σταθεροποιείται στην κυριολεξία περίπου από τον  9ο όρο( στα σχήµατα που 

έχουν κατασκευαστεί )  .Οι µαθητές καταλαβαίνουν ότι είναι πολύ µικρά τα ποσά που 

προστίθενται. Αυτό που δεν µπορούν να καταλάβουν είναι το άπειρο σαν διαδικασία 
αθροιστική  τουλάχιστον αρχικά .  Αν και εδώ τα παραδείγµατα είναι πολύ περισσότερο 
χειροπιαστά από ότι στο χαρτί ή στον πίνακα. Ακόµα το zoom στο λογισµικό βοηθάει τους 

µαθητές να καταλάβουν ότι παρά την µεγέθυνση των σχηµάτων το τελικό αποτέλεσµα δεν 

αλλάζει .  Στη συνέχεια οι παρατηρήσεις τους δείχνουν ότι υπάρχει µια αρχική κατανόηση Η 

υπέρβαση αυτού του εµποδίου είναι µια διαδικασία που απαιτεί χρόνο και ίσως περισσότερες 

συναντήσεις και παραδείγµατα .Έχουµε σαν στόχο να φτάσουµε όσο γίνεται πιο κοντά στον 

τυπικό ορισµό της έννοιας του ορίου ακολουθίας Η διαδικασία που πιστεύω ότι είναι η πιο 

απλή για να πειραµατιστούµε  και να διαπιστώσουµε αν µπορούµε να προσεγγίσουµε στον 

αυστηρό ορισµό είναι όταν το όριο της ακολουθίας  είναι 0 . 

Επανέρχοµαι στην σελίδα µε την εικόνα του   ορισµού  του ορίου ακολουθίας  

Ε : Στο ν=0 πόσο είναι το εµβαδόν  

Μ 2 :0,13  

Ε : Από ποια τιµή του ν οι όροι  µηδενίζονται  

Μ 2 :Από το ν=15 περίπου  

Μικραίνω το σχήµα  

Μ :Οι τιµές των εµβαδών µικραίνουν  
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Ε:Από ποια  τιµή του ν  και µετά έχουµε τιµή εµβαδού ίση µε το 0 

Μ 2 :Από την τιµή ν=9  

Μ 1 :∆ηλαδή όσο µικραίνουµε το σχήµα οι τιµές του ν µικραίνουν  

Ε:Το σηµείο από το οποίο ξεκινούν( οι τιµές του ν )  να µας δίνουν εµβαδόν περίπου 0   

Ε:Υπάρχει τιµή να είναι ίση µε το 0  

Μ 2:Αν γίνει ένα σηµείο  

Μ 3:Τότε δεν θα είναι ένα σηµείο  για το ν  

Ε : Το ν αλλάζει  

Μ1 :Την οποιαδήποτε τιµή του ν  

Μ1 :Το L  είναι η αρχή των αξόνων ( εννοεί τον άξονα χχ΄ γιατί αυτό δείχνει ) 

Ε :Τι είναι το L  

Μ1 :Μήπως είναι η ελάχιστη τιµή που µπορεί να πάρει  

Τους παρακινώ να ασχοληθούν µε το κρύψε –εµφάνισε των action buttons και να 

διαπιστώσουν τι εµφανίζεται .  

Ε :Αν έχουµε 1,33 όπως είδαµε τότε  

Μ 3 :Είναι µια ευθεία( σηµεία ) στο 1,3 

Ε :Αν είναι 0  

Μ2 :Τότε θα είναι στον  χχ΄ 

Ε :Τα L +ε ,    L – ε τι είναι  

Μ2: Είναι πάνω στον άξονα ψψ΄, άρα είναι πολύ µικρές τιµές εµβαδού που 

προσθαφαιρούνται στο L  

Ε :Πόσο µεγάλο χρειάζεται να είναι το ε  

Μ 2:Πρέπει να είναι µεγαλύτερο του 0 ( Και οι άλλοι συµφωνούν )  

Ε :Πόσο µεγάλο όµως ή πόσο µικρό αντίστοιχα  

Ε :Από ποια τιµή του ν το L είναι =0  

Μ 3:από το ν=9 , από το ν=14 που το µεγάλωσα  

Μ 2 :άρα οι τιµές θα είναι εδώ και δείχνει το διάστηµα ( όπως  συγκλίνουν οι τιµές της 

ακολουθίας )  

Μ4 :αν είχαµε  και αρνητικές τιµές θα ήταν και εδώ και µου δείχνουν στο τέταρτο 

τεταρτηµόριο αλλά εδώ  δεν έχουµε γιατί είναι εµβαδά  

Μ1 :εδώ µου φαίνεται λίγο άτοπο γιατί ενώ λέµε όριο 0 δεν είναι 0  

Μ 2:αυτό είναι το όριο  

Μ 2:κάποια στιγµή θα είναι πολύ κοντά στο 0  

Μ 4:αν θα γίνει 0 ,θα εξαφανιστεί το εµβαδόν  

Ε :το όριο τι είναι  

Μ :µια πολύ µικρή τιµή του εµβαδού  

Μ 2 :δηλαδή αν αφαιρέσουµε από το τελικό εµβαδόν την τιµή του ορίου αυτή θα είναι 

εδώ µέσα  

Ε:Μπορείς να το γράψεις αυτό  

Μ 2 : L –ε < Ε < L +ε  άρα αν µεταφέρω το L  

E – L < ε  και το πρώτο µέρος θα είναι σε απόλυτη τιµή 

 Μ2 :Αν και µόνο αν ε> 0  

Ε :Και το ν δεν παίζει ρόλο ; 

Μ 1:Ναι παίζουν πολύ σηµαντικό ρόλο  

Ε :Τότε  όσο αυξάνει το ν τι συµβαίνει   στο εµβαδόν ; 

Μ 4:Είναι δηλαδή κάπως σαν αντιστρόφως ανάλογα ; 

Μ 5 :Όσο αυξάνει το ν µικραίνει το εµβαδόν  

Ε :∆ηλαδή από κάποια τιµή του ν και µετά  

Μ 2:Το Ε θα γίνει ίσο µε το L  

Ε : το Ε θα τείνει στο L   

Μ :Το ν τείνει στο άπειρο ( σχεδόν όλοι )  

Ε :Για ν µεγαλύτερο του πόσο ; 

Μ 2:Για ν µεγαλύτερο του 18  
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Ε :Αν θέλουµε να γενικεύσουµε ,θα είναι 18 πάντα  

Μ 2:Όχι ν=18 θα είναι στο συγκεκριµένο παράδειγµα  

Ε :Θα πρέπει να βρούµε έναν τύπο που θα  πρέπει να εκφράζει ένα ν που θα είναι πάντα 

µεγαλύτερο  

Ε :Να βάλλουµε ένα ν>ν1  

Ε : Αν µικρύνουµε το ε ; 

Μ 2:Αν µικρύνει και το ε δεν µικραίνει και το ν που θα ξεκινάει να γίνεται 0 ; ( εννοεί 

τον ν1 όρο )  

Μ1 :Το ν1 είναι ένα φυσικός αριθµός από τον οποίο ξεκινάει η διαδικασία να µηδενιστεί το 

εµβαδόν  

E : Έτσι για ν>ν1  

Μ 1:∆εν µας το δίνει  όµως το ν1 , δηλαδή για οποιαδήποτε ακολουθία δεν µας λέει ποιο είναι 

το ν1  

Ε :Αλλάζει  

Μ2 :Το βρίσκουµε εµείς  

Μ 3:Το Ε τείνει στο L  σηµαίνει ότι το Ε τείνει στο 0  

 
 

Οι µαθητές έχουν ακόµα παρατηρήσει ότι  

Ότι υπάρχουν άπειροι όροι στο διάστηµα L+ε,  L- ε   και πεπερασµένοι εκτός  
 Πρέπει  το ε   να είναι µεγαλύτερο του 0  
 Υπάρχει n1 όπως το γράφουν τέτοιο ώστε να είναι για Ν > n1  να έχουµε 

το όριο της ακολουθίας των εµβαδών που τείνουν στο 0 . 

 Ότι το L είναι το 0 στην συγκεκριµένη περίπτωση  
 Ότι υπάρχει σχέση ανάµεσα στον όρο n1 της ακολουθίας  και το ε  

Ο τύπος που σηµειώνει ο µαθητής  σε συνεργασία µε τους άλλους  µαθητές της οµάδας του 

είναι  αρκετά κοντά στον αυστηρό ορισµό αφού περιέχονται σχεδόν όλα τα τµήµατα του 

ορισµού .∆ηλαδή  το όριο των εµβαδών είναι το 0 τότε και µόνον τότε  

όταν  συµβαίνει  η απόλυτη τιµή της διαφοράς να είναι µικρότερη από το ε (στο οποίο 

έφτασαν  παρατηρώντας την ζώνη των παραλλήλων L+ε,  L- ε   ) 
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Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  
Η  σύνθεση της οµάδας της Α΄ Λυκείου συγκροτήθηκε τυχαία από 4-5   µαθητές που είχαν  φόβο  

απέναντι στα µαθηµατικά .Από την πρώτη στιγµή που ήρθαν σε επαφή µε το περιβάλλον της 

δυναµικής γεωµετρίας µέσω του   GSP  ,εξέφρασαν την άποψή τους για το ενδιαφέρον που 

µπορεί να αποκτήσει το µάθηµα   µε αυτό τον τρόπο . Πριν από την συνάντηση που 

περιγράφουµε παρακάτω αναλυτικά , είχε προηγηθεί και άλλη που σκοπό είχε την επίδειξη  του 

λογισµικού , την εισαγωγή στα fractals µέσω της έτοιµης βιβλιοθήκης ,την αλληλεπίδραση των 

µαθητών µεταξύ τους , µε τον υπολογιστή και το λογισµικό . Η έρευνα διεξήχθη στο εργαστήριο 

πληροφορικής του σχολείου Είχαµε συγκεντρωθεί σε έναν υπολογιστή και οι µαθητές που ήταν 

µπροστά στον υπολογιστή έκαναν τις κατασκευές µε την βοήθεια των υπολοίπων .Τις 

περισσότερες απαντήσεις πήρα από έναν καλό µαθητή και από  µια µαθήτρια που όπως δήλωσε 

η  βαθµολογία ήταν ένας ανασταλτικός παράγοντας που την ωθούσε στη θεωρητική  

κατεύθυνση .Οι µαθητές αντιµετώπιζαν προβλήµατα στα Μαθηµατικά  , πιστεύω όµως ότι ήταν 

σηµαντικό να αναλώσουµε χρόνο για να διερευνήσουµε πως και πόσο µπορεί να προχωρήσει 

µια οµάδα µαθητών   µε όχι ιδιαίτερη συµπάθεια στα µαθηµατικά . Ποιες έννοιες θα  

σχηµατιζόταν από την αλληλεπίδραση µε τον υπολογιστή και  ποιος θα ήταν ο καταλληλότερος 

τρόπος προσέγγισης ώστε οι µαθητές µέσα από τις δραστηριότητες να αποκτήσουν ενδιαφέρον 

για το αντικείµενο . 

Στην πρώτη συνάντηση οι µαθητές έµαθαν να κατασκευάζουν ένα αρχείο εντολών από µια 

οποιαδήποτε κατασκευή , που έκαναν και στην συνέχεια να το χρησιµοποιούν για να 

επαναλάβουν το σχήµα  . Αφού εξοικειώθηκαν µε το περιβάλλον αποφασίσαµε να 

προχωρήσουµε στη δραστηριότητα  του Πυθαγόρειου δέντρου . Παρουσίασα στην οµάδα των 

παιδιών ένα τετράγωνο που έχει κατασκευαστεί µε script file και το µετακίνησα  µεγαλώνοντας 

το ταυτόχρονα σύροντας από µια κορυφή .  

 

Μ :  Είναι ρόµβος  

Μ :  Είναι τετράγωνο  

Ε :  Όταν είναι ρόµβος είναι τετράγωνο; 

Μ :  Όχι πάντα  

Ε :   Όταν είναι τετράγωνο είναι ρόµβος ; 

Μ :  Ναι   

Ε :  Ένα παραλληλόγραµµο είναι ρόµβος;  

Μ :  Πάντα γιατί οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες  

Ε :  Τα έχετε κάνει τα παραλληλόγραµµα ; 

Μ :  Ναι  

( σκέφτηκα ότι ίσως δεν έθεσα καλά την ερώτηση και  τους το εξήγησα – υπήρχε όµως µια  

δυσκολία στην κατανόηση της ιεραρχίας των τετραπλεύρων   )  

…………………. 

Ε : Όπως βλέπετε έχω κατασκευάσει σελίδες  για να τα βρίσκουµε πιο εύκολα και έχουµε 

κάνει link ανάµεσα στις σελίδες ώστε να συνδέεται κατάλληλα η µια σελίδα µε την άλλη  

Ε : Τώρα τι  έχουµε κάνει σ’ αυτό το σχήµα  

Μ :Κάναµε ένα τετράγωνο και µετά ένα τρίγωνο και στις πλευρές αυτού του τριγώνου 

κατασκευάσαµε δυο άλλα τετράγωνα  

Ε : Τι τρίγωνο είναι αυτό  

Μ :  Ορθογώνιο  

Ε :  Πως το κατάλαβες ότι είναι ορθογώνιο  

Μ :  Από το σχήµα  

Ε :  Μετακινώ εδώ την κορυφή  

Μ :  Μένει πάντοτε ορθή  

Ε :  Τα τρία τετράγωνα έχουν κάποια σχέση   

Μ :  Πυθαγόρειο θεώρηµα  

Άρα αυτό το τετράγωνο είναι ίσο µε το άθροισµα αυτού και αυτού του τετραγώνου  

Ε : Μπορώ να ξανακατασκευάσω   εξωτερικά αυτού του τετραγώνου τρίγωνο ορθογώνιο  

Μ1 :  Ναι µε το αρχείο εντολών   
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Μ 2:  Τώρα φάνηκε ένας κύκλος  

Μ 1:  Και  κάνουµε απόκρυψη  

Μ 1:  Η κορυφή του ορθογωνίου κινείται πάνω στον κύκλο  

Μ 2:  Τα  τετράγωνα εξαρτώνται από τα ορθογώνια τρίγωνα 

Μ 1:  Το κέντρο όλων των τετραγώνων που σχηµατίζονται είναι ένα ορθογώνιο τρίγωνο  

Μ2 :  Μπορούµε να το κάνουµε άπειρες φορές  

Ε : Κι τι είναι το άπειρο  

Μ1 :  Κάτι πολύ µακρινό , το άπιαστο , κάτι που εκτείνεται και δεν σταµατάει πουθενά  

Μ 2:  Το άπειρο είναι ένας αριθµός που δεν σταµατάει να µεγαλώνει ή να µικραίνει ποτέ , 

κάτι ατελείωτο  

Ε : Και να µικραίνει  

Μ 2:  Ναι ,το µείον άπειρο  

Μ 3:  Για µένα είναι κάτι απροσδιόριστο που κάθε άνθρωπος το ορίζει σύµφωνα µε το 

πού µπορεί να φτάσει  η φαντασία του ,δηλαδή στο µυαλό του ανθρώπου υπάρχει ένα 

σηµείο που για καθέναν ξεχωριστά ξεκινάει το άπειρο αλλά δεν τελειώνει ποτέ .Κάτι 
που όσο και να προσπαθήσουµε δεν µπορούµε να το φτάσουµε . 

Ε :Να πάµε σε άλλη σελίδα ; 

Ε :Τώρα τι βλέπετε  

Μ : Έχουµε κάνει το σχήµα πολλές φορές  

Ε :και τι πήραµε  

Μ 1:Ισοσκελή τρίγωνα  

Μ2 :Είναι και ορθογώνια  

Μ 2:είναι µόνο ορθογώνια  

Ε :για να δούµε τι γίνεται αν µετακινήσουµε αυτό το σηµείο  

Επιλέγω  το σηµείο …..animation  button  

Μ1 :Μεγαλώνει το κάθε κλαδί του δέντρου και κάποιο άλλο µικραίνει  

Ε :Πόσο  µικραίνει  

Μ2 :Τελείως , γίνεται µια κουκίδα  

Ε :Το εµβαδόν του πόσο θα γίνει  

Μ 1:0  

Μ 1:θα γίνει 0  

Μ 2:όχι αν κάνουµε zoom θα δούµε ότι είναι πολύ µεγάλο  

Μ1 :όχι κα τόσο µεγάλο ( παρακολουθώντας τις αλλαγές των εµβαδών στην οθόνη )  αλλά θα 

έχει ένα εµβαδόν  

Μ3 :τίποτα δεν γίνεται 0 ,εµάς µας φαίνεται  

Μ3 :δεν µπορεί να διαιρεθεί  άλλο αλλά δεν γίνεται 0 , αφού το βλέπουµε είναι υπαρκτό 

σηµείο όταν το µεγεθύνουµε στην οθόνη µας  

Μ2 :βλέπουµε ότι αυτό το σηµείο δεν µπορεί να γίνει 0  

 Μ 1:αυτό δηλαδή πάει να γίνει 0 αλλά δεν είναι 0  

 Μ 2:όσο προσπαθούµε να φτάσουµε στο 0  

Ε :ωραία  

γιατί επέλεξα αυτά τα χρώµατα στους κλάδους  

Μ 4:χρωµατίσαµε µε το ίδιο χρώµα τα  µεγάλα τετράγωνα από το κάθε ορθογώνιο  

Ε :και τι υπολογίσαµε  

Μ3 :τα εµβαδά  

Μ 1:κάνουµε µια ταξινόµηση των εµβαδών  

Ε : animation και  κίνηση στους διαφορετικούς κλάδους  

Μ3 : υπάρχει ένα σταθερό τετράγωνο και τα υπόλοιπα αλλάζουν όπως και στο σχήµα    

Μ 4:0,50 ,….0,000 

Μ5 :ναι µπορεί να είναι 0,00000… αλλά δεν είναι 0  

Ε :το σταµατάµε  και θέλω να το παρατηρήσουµε  

Ε : αυτό εδώ , και αυτό εδώ έχουν καµία σχέση ( τους δείχνω δυο διαφορετικά σηµεία της 
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οθόνης που έχουµε κατασκευάσει δυο αντικείµενα fractal ) 

 Μ4 :∆εν έχουν το ίδιο εµβαδόν αλλά έχουν το ίδιο σχήµα  

Ε :Τα  σχήµατα είναι όµοια µεταξύ τους . 

Μ2 :Παίρνει την βάση του τετραγώνου και φτιάχνει ένα τρίγωνο µετά παίρνει  άλλη βάση και 

φτιάχνει άλλο τρίγωνο  

Μ 1:Και µετά όµοια  και όµοια  

Ε :Και αυτό το ν τι είναι  

Παρατηρήστε τον πίνακα  

Μ :Είναι τα εµβαδά αυτά και µετά τα άλλα εµβαδά  

Μ 3:Είναι οι φυσικοί αριθµοί από το nature  

 Ε : Ωραία δεν µπορούµε να έχουµε αρνητικούς αριθµούς γιατί έχουµε γεωµετρικά σχήµατα 

και εποµένως είναι θετικές ποσότητες  

Ε :Ποια εµβαδά πήραµε  

Μ :Αυτά τα πρώτα  

Ε :Και µετά … 

Παρατηρούν στην οθόνη και βλέπουν ποια εµβαδά παίρνει και µε ποια διαδικασία  παίρνει τα 

εµβαδά  

Μ 1:Μετά παίρνει τα άλλα τρία ( µε δισταγµό )  

Γυρίζω πίσω στο άλλο φύλλο και τους ξαναδείχνω πως κάνουµε το πρώτο πυθαγόρειο δέντρο 

και άρα πως ζητάµε να γίνουν οι µετρήσεις  

Ε :τι κοινό υπάρχει ανάµεσα στις µετρήσεις που εµφανίζονται για ν=0 και ν=1  

M 4:το πρώτο και το τελευταίο εµβαδόν είναι τα ίδια  

Ε :συνεχίζει και παρακάτω ; 

Μ 4:ναι πάλι το ίδιο  

Μ :σε κάθε ν γίνεται το ίδιο  

Ε :το ν τι είναι  

Μ 1:το σύνολο που έχει τα τρία τρίγωνα  

Μ2 :το 0 περιέχει ένα , δυο τρία  0  

Μ :και µετά παίρνει ένα άλλο  

Μ2 :κάθε αριθµός είναι ένα πυθαγόρειο δέντρο  

Ε :δηλαδή  

Ε :ο ν=1 είναι το επόµενο πυθαγόρειο δέντρο άρα το ν =0 τι είναι  

Μ 1:είναι το πρώτο πυθαγόρειο δέντρο  

Ε :δηλαδή το ν=0 είναι η πρώτη επαναληπτική διαδικασία  

Ε :αν στα  µαθηµατικά σας δώσω  µια συνάρτηση π.χ ν
2 
+1 και ν=1 πόσο είναι το αποτέλεσµα  

Μ :είναι 2  

Ε :αν ν=2 είναι 5  

τώρα τι κάνουµε  

Μ :κάνουµε γραφική παράσταση  

Ε : ναι αλλά πως γίνεται η γραφική παράσταση  

 Ε : που θα γίνει η γραφική παράσταση  

Μ 4: µπορεί να πάει στο 1, 2 τεταρτηµόριο ; 

Μ 2:όχι δεν θα είναι θετικό  

Μ3 :στο 1και 4 ; 

Μ 1:δεν θα είναι πάλι θετικό  

 Είναι το πρώτο σηµείο στην συζήτηση που οι µαθητές αρχίζουν να συζητούν µεταξύ τους 
και να ανταλλάσσουν τις απόψεις τους . 

Ε :  θέλουµε να κάνουµε γραφική παράσταση του  πίνακα, σωστά ;  

Ε : Έχετε δει κάπου στο βιβλίο σας  

Ναι είναι µια γραφική παράσταση  

Ε : Ποιες είναι οι τιµές που τοποθετούνται στον άξονα των χ και των ψ  

Ε : Στο χ  τοποθετεί τις τιµές της πρώτης στήλης ( επαναλαµβάνω την διαδικασία )  

Ε : Τι κάνει  
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Μ 1:Τις πέρασε στην γραφική παράσταση  

Ε : Τι σας θυµίζει αυτό  

Μ1 :Μια συνάρτηση  

Ε : Αλλά εδώ  οι τιµές του πεδίου ορισµού της συνάρτησης 

Μ 1 :Είναι οι τιµές από το σύνολο των φυσικών  

Παρατηρούµε τις τιµές  

Μ1 :Είναι τα σηµεία που φαίνονται έντονα όταν ολοκληρώνουµε την διαδικασία του plot  

Τώρα  

Μ 1:Κάνει zoom  

Ε : Εδώ υπάρχει ένα ε , τι  σηµασία έχει αυτό στο σχήµα  

Οι µαθητές πειραµατίζονται ,  κρύβουν την σκιά , εµφανίζουν την τιµή του ορίου ,  

Μεγαλώνουν και µικραίνουν την σκιά και παρατηρούν τις αλλαγές του Ν .Ο ορισµός της 

ακολουθίας έχει προκύψει ως αποτέλεσµα της αλληλεπίδρασης των µαθητών µε τα σχήµατα 

από την οθόνη του υπολογιστή .Εδώ οι µαθητές αναγνωρίζουν την ακολουθία . 

Μ1 :Η συνάρτηση είναι µια ακολουθία . Η ακολουθία τείνει στο 0  

Έχουν µάθει κάποια πράγµατα για όρια σε προηγούµενες τάξεις ,  αλλά ατυχώς οι  µαθητές 

δεν θυµούνται τίποτα  

Ε : Τι κάνουν οι τιµές  

Μ 1:Μοιάζει  µε  µια υπερβολή  

Ε : Πριν οι τιµές ήταν πάνω στον άξονα , τώρα που κάνουµε  zoom  

Μ2 :Πηγαίνουν στο άπειρο  

Ε : Οι τιµές των εµβαδών πηγαίνουν στο άπειρο;   

Μ1 :Το ν πάει στο άπειρο  

Ε : Τα σηµεία  αυτά  που  τείνουν  

Ε : Το 1ο σηµείο τι είναι  

Μ : Είναι η 1
η
 διαδικασία  ,  

Ε : Το L   τι είναι  

Μ1 :Το όριο είναι 0  

Μ2 :Το όριο τείνει να γίνει 0  

Ε : Το L +ε , L –ε   τι σας θυµίζει από το βιβλίο σας  

Μ 1:Τις απόλυτες τιµές ,την διαφορά τετραγώνων  

Μ 1:Το Ν είναι ανάµεσα στις τιµές αυτές  

Μ 1:το Ν είναι …………. 

∆είχνουµε το Ν  

Μ 1:Όχι οι τιµές του Εµβαδού είναι ανάµεσα  

Ε : Άρα πως γράφεται  

Ο µαθητής γράφει : ( µε δυσκολία )  

x l l lε ε χ ε− ≤ ⇒ − ≤ ≤ +  

όχι χ στην θέση του χ πρέπει να βάλλουµε Ε  που είναι το εµβαδόν  

l l lε ε ε− ≤ Ε ≤ + ⇒ Ε− ≤  

Ε : δηλαδή το ε τι είναι  

Μ 1:είναι πολύ µικρό , είναι περίπου 0,095  

Μ5 :όσο µεγαλώνει το Ν µικραίνει το Ε  

Μ 5:Το Ν και  η τιµή του Ε  αλλάζουν . Όσο µεγαλώνει το ένα µικραίνει το άλλο  

Μ 1:Οι τιµές είναι διαδοχικές και δεν έχει καµία σχέση η µια µε την επόµενη ή την 

προηγούµενη  
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Οι µαθητές συνεργάστηκαν ,και ο µαθητής Μ1 τους εκπροσωπεί στο γράψιµο. Θα 

προσπαθήσουµε να αναλύσουµε την σκέψη των µαθητών για να καταλήξουµε σε κάποια 

συµπεράσµατα.  

Οι  µαθητές χρησιµοποιούν την προϋπάρχουσα  γνώση περί απολύτων τιµών, για να την 

συνδέσουν  µε τις εικόνες στο λογισµικό . Εποµένως καταλαβαίνουν  ότι πρέπει να 

τοποθετήσουν  µια µεταβλητή  χ  προκειµένου να δώσουν  µια έκφραση ολοκληρωµένη που 

να περιέχει τα L+ε ,    L –ε  Στην συνέχεια  αντιλαµβάνονται ότι το χ δεν είναι τίποτα άλλο 

από  την τιµή του Ε (την τοποθετεί στην θέση του χ) .  

Προς το τέλος της  σχέσης  ο µαθητής σηµειώνει ότι η απόλυτη τιµή του εµβαδού είναι 

µικρότερη απολύτως από το ε .Αυτό  συµβαίνει γιατί έχουν καταλάβει ότι το όριο είναι το 0 , 

εποµένως δεν χρειάζεται  όπως πιστεύουν να το σηµειώσουν ξανά Άρα απλουστεύουν την 

διαδικασία , χωρίς να θεωρούν απαραίτητο να γενικεύσουν .  

 Την έκπληξη  µου τη προκάλεσε µια µαθήτρια που µέχρι εκείνη την στιγµή δε µιλούσε 

καθόλου αλλά νόµιζα ότι παρακολουθούσε παθητικά  .Ο µαθητής  κάνει λάθος στην γραπτή 

διατύπωση και γράφει αυτό που νοµίζει ότι  άκουσε από την µαθήτρια .Ο µαθητής  γράφει 

το ν και το L αλλάζουν ,όταν µεγαλώνει το ένα , µικραίνει το άλλο .Η µαθήτρια είχε πει . 

Το ν και το Ε αλλάζουν και  όσο µεγαλώνει το ν µικραίνει το Ε . Εδώ είναι και οι 

σηµειώσεις της που όπως βλέπουµε το διατυπώνει σωστά .  
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Α΄ Γυµνασίου  
 

Οι µαθήτριες της Α΄ Γυµνασίου έδειξαν ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την θεωρητική πλαισίωση των 

Fractals αντικειµένων  και τα ιστορικά στοιχεία που ανέφερα στην πρώτη συνάντηση µας .Τους 

εντυπωσίασε το GSP και όπως µου είπαν θα ήθελαν πολύ τα µαθήµατα στο σχολείο  να 

αποκτήσουν περισσότερο ενδιαφέρον( µε την χρήση Η/Υ)  . Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα δεν τους 

ήταν  γνωστό ( εισαγωγή του θεωρήµατος από την ύλη του Αναλυτικού Προγράµµατος 

προγραµµατίζεται  στη Β΄ Γυµνασίου ) ,απλά είχαν ακούσει το όνοµα του Πυθαγόρα. .Στο GSP 

το  Πυθαγόρειο θεώρηµα  υπάρχει στο Teaching Mathematics στη σελίδα του Πυθαγόρα . Το 

Πυθαγόρειο  δέντρο υπάρχει στον φάκελο  fractal gallery  . Το κλίµα ήταν ιδιαίτερα ευχάριστο 

τα παιδιά που ήταν µεταξύ τους φίλες και σχεδόν  χωρίς ανταγωνιστικές τάσεις ,άκουγαν µε 

ενδιαφέρον τις πληροφορίες για τα µαθηµατικά των  Βαβυλώνιων   και την αρχαία Ελλάδα , 

τον Πυθαγόρα  και τον Hilbert , τους Sierpinski ,Koch και Mandelbrot. Οι µαθήτριες έδειχναν 

ιδιαίτερο   ενδιαφέρον  που αυτό προκαλούσε όπως τα συγκοινωνούντα δοχεία το  αντίστοιχο 

ενθουσιασµό από την πλευρά µου . Κάποια αποσπάσµατα από την κουβέντα µας αυτή υπάρχουν  

παρακάτω                     ( αφαιρουµένων των πληροφοριακών ιστορικών στοιχείων  )  

 

Ε : Τι παρατηρείτε ότι κάνουν τα κλαδιά του δέντρου  

Μ1 : Μεταβάλλονται κάτω από την ίδια κλίµακα  

Ε : Τι παρατηρείτε στο πυθαγόρειο θεώρηµα  

Μ 1: Το άθροισµα των εµβαδών παραµένει ίδιο  

Μ 2: Το µεγάλο εµβαδόν είναι ίσο µε το άθροισµα των άλλων δυο  

Μ3 : Ακόµα και αν αλλάξουµε τις διαστάσεις   του τριγώνου  

 Ε : Να δούµε το δέντρο του Πυθαγόρα  

Μ1 : Είναι πάλι το θεώρηµα του Πυθαγόρα µόνο που είναι  πολλές φορές  

Μ2 : Είναι  σε επανάληψη  

Μ3 :  Είναι σε σµίκρυνση  

Μ3 : όσο πάνε και µικραίνουν  

Μ 1: αν κάνουµε όµως zoom µεγαλώνουν  

Μ4 : Αν βρούµε τα εµβαδά το µεγάλο εµβαδόν είναι ίσο µε το άθροισµα των άλλων δυο 

εµβαδών  

Ε : Να σύρουµε το τρίγωνο  

Μ 1: Συνεχίζει και γίνεται το ίδιο  

Μ 2:  Καθώς κινείται το δέντρο σχηµατίζεται συνεχώς το Πυθαγόρειο θεώρηµα  

Μ 3: Πάλι σχηµατίζεται το ίδιο δέντρο όπως και το αρχικό µε µικρότερη κλίµακα  

Μ1 : Πόσες φορές µπορούµε να το κάνουµε  

Μ 2: Άπειρες  

Μ 3: Το άπειρο όχι ότι δεν τελειώνει ποτέ , σαν να ανακυκλώνεται 

 Μ 1: Το άπειρο είναι σαν το σύµπαν , συνεχίζεται ή δεν τελειώνει  

Μ 3: Το 0 δεν είναι άπειρο ;  

Μ 2: Το  0 είναι το κενό  

Ε : γιατί το ν=0   

Μ3 : γιατί υπάρχει το 0 αφού  πάνω από το 0 υπάρχουν άλλοι αριθµοί που  έχουν κάποια 

έννοια , µπορείς να τους πολλαπλασιάσεις και να έχεις ένα αποτέλεσµα , κάτω από το 0 

υπάρχουν άλλοι µικρότεροι αριθµοί τότε το 0 τι νόηµα έχει ; 

Μ 4: είναι το τίποτα  το 0  

Ε : Συνεχίζουµε  µε τα χρυσά ορθογώνια;   

 Μ : Τι είναι αυτά , χρυσά ;(γέλια )  

.Μ : Τι είναι η χρυσή τοµή  

∆είχνω στο σχήµα που έχει σχηµατιστεί  η χρυσή τοµή ,και αναφέρω παραδείγµατα χρυσής 

τοµής  που υπάρχουν στην φύση, ποιοι  έχουν ασχοληθεί µε αυτό το θέµα , και λίγα για την  

αρχιτεκτονική του  Παρθενώνα  

Ε : και αυτά είναι τα χρυσά ορθογώνια  
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Ε : αυτά είναι  fractals  

Ε : αυτά είναι Μαθηµατικά  

Μ 3: και οι φλέβες µας δεν είναι  fractals  

Μ 2: ναι και οι φλέβες , και οι πνεύµονες  

Ε : να πάµε στο τρίγωνο του  Sierpinski ; 

Ε : αυτό είναι  το  εµβαδόν ενός ισοπλεύρου τριγώνου  

Μ 2: αφαιρώ το εσωτερικό  

Ε : πόσο µένει  

Μ : τα 3 / 4 ( όλες µαζί )  

Ε :  και αυτό που αφαίρεσα τι εµβαδόν έχει  

Μ : το  1 / 4  

Ε : τώρα µε το select και( +) προχωράµε στο επόµενο βήµα  

Μ : τώρα πάλι χωρίζεται το  κάθε  ένα  

Μ : τα τρία µικρά τρίγωνα µας δίνουν το κεντρικό  

Μ2 : τα τρία τρίγωνα είναι κατασκευασµένα µε τον ίδιο τρόπο που είναι κατασκευασµένο µε 

το αρχικό  

Οι µαθήτριες δοκιµάζουν τη αύξηση των τριγώνων , και την µείωση που προκύπτουν µε τη 

επιλογή του σχήµατος και του + ή – αντίστοιχα . Παρατηρούν ότι τα τρίγωνα αυξάνονται 

ακολουθώντας ένα συγκεκριµένο pattern που θέλω να ανακαλύψουν  

Μ 2 : είναι 4 τρίγωνα στο καθένα τρίγωνο  

Μ 1: έχουµε 4 τρίγωνα  

Μ : άρα συνολικά 16  

Ε : ξανακάνουµε υποδιαίρεση  

Μ 2: είναι 4  σε κάθε τέτοιο  

Μ 3: άρα  16.4 =64  

τώρα  

Μ 2: 64 . 4 =256  

Ε : πως  θα συνεχίσει  

Ε : δηλαδή πως προκύπτει κάποιος αριθµός  

Μ 1: προκύπτει από τον προηγούµενο επί 4  

Ε : τι πρώτο στοιχείο είναι 1 

το επόµενο  

Μ 1: το 4  

Ε : άρα το επόµενο στοιχείο είναι το 16  

το επόµενο  

Μ 3: το 64 ,256  

Μ : και µετά αν τα γράψουµε  υπό µορφή δυνάµεων  

4
1
 

Μ : µετά 1 εις την τετάρτη  

Μ2 : µετά 16 είναι 4.4 =4
2
  

Το 64 =4.4.4 =4
3 
 

Το 3 βήµα  

Μ : 4
3 
 

το 10 βήµα  

Μ : 4
10
     ( όλες µαζί )  

το 20 βήµα  

Μ : 4
20
  

Μ3 : τι σηµαίνει 4
20
 ;  

  

 Επόµενη συνάντηση  
Ξεκινάµε από την αρχή  πηγαίνοντας σε ένα άλλο αρχείο  που κατασκευάζει τα εσωτερικά 

τρίγωνα από τα µέσα των πλευρών ενός τριγώνου ( ισοπλεύρου κατά προτίµηση ) µε το 

κατάλληλο script  file  
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Ε:  κατασκευάζουµε τα µέσα και τι τρίγωνο σχηµατίζεται εσωτερικά  

Μ : ένα ισόπλευρο ( όλες µαζί )  

Ε: αυτά τα τρίγωνα που σχηµατίζονται  

Μ 2:µοιάζουν να είναι ίσα  

Μ 3:έχουν ίδια εµβαδά  

Ε: κάνουµε κλικ στις κορυφές και κατασκευάζουµε το εσωτερικό του σχήµατος  

και µετράµε το εµβαδόν  

είναι λοιπόν όλα τα εµβαδά ίσα  

Ε: αν το εµβαδόν όλου είναι 1 πόσο είναι το εµβαδόν του καθενός  

Μ 1:½ 

Μ 4:¼  

Ε: τι σηµαίνει ¼  

Μ 3:το ένα από τα 4 που σχηµατίζονται  

Ε: πόσα µπορώ να κατασκευάσω εσωτερικά  

Μ 3:όσα θέλω  

Μ4 :άπειρα  

Μ 5:δεν χωράνε στην οθόνη  

Μ2 :αλλά όσα µπορούν να χωρέσουν στην οθόνη  

Ε: αυτό το τρίγωνο που είναι εσωτερικά είναι το ¼ τίνος  

Μ2 : του εσωτερικού  

Ε: και τι σχέση έχει µε το εσωτερικό  

Μ2 :είναι το 1/8 ( βιαστική απάντηση )  

Ε:  να τα κατασκευάσουµε . για να δούµε .Παίρνουµε το script file και κατασκευάζουµε πάλι 

τρίγωνο µε άλλο εσωτερικό του  

πόσα έχουν κατασκευαστεί  

Μ :1,2…16  

Μ :είναι το 1/16  

Ε:  τώρα για να κατασκευάσουµε το εσωτερικό του εσωτερικού  

πόσα τέτοια εσωτερικά έχω  

Μ 2:πολλά , άπειρα  

Ε:  τι είναι το άπειρο  

Μ2 :κάτι που δεν µπορούµε να το µετρήσουµε και συνεχίζεται  

Μ 1:κάτι χωρίς όριο  

Μ 4:πάρα πολλά πράγµατα , ο υπολογιστής µπορεί να κατασκευάσει ότι θέλω  

Μ2 :κάτι που δεν τελειώνει ποτέ  

Μ 1:µπορούµε να κατασκευάσουµε όσας θέλουµε µόνο που µας δεσµεύει το µέγεθος από 

το τρίγωνό µας  

Μ 5:µπορούµε δηλαδή να κάνουµε εσωτερικά τρίγωνα αλλά τόσα που µπορούµε να 

βλέπουµε  

Μ 2:τόσο που να πιάσει την οθόνη  

Ε:  να το µεγαλώσουµε λοιπόν  

παίρνουµε το dilate tool και  το µεγαλώνουµε  

αυτό που βλέπετε είναι το κεντρικό τρίγωνο  

πόσα τρίγωνα µπορώ να  κατασκευάσω τώρα  

Μ : αααα !!!  ……άπειρα  

Ε:  γιατί  

Μ 2:γιατί και πάλι θα µεγαλώσουµε το τρίγωνο και πάλι θα κατασκευάσουµε  

εσωτερικά και άλλο  και δεν τελειώνουν  

Ε:  αν πάρω το αρχικό και  το µέσα  τρίγωνο και υπολογίσω τον λόγο µε το calculate  

Μ :παίρνω 4  

το 4 τι είναι  

Μ :το εσωτερικό είναι το ¼ του αρχικού  

και το εσωτερικό του εσωτερικού  
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Μ :1 / 4.4   

Ε:  και µετά  

1 /4.4.4 

Ε:  Πως µπορεί να γραφτεί λίγο καλύτερα  

Μ :1/4
2        

Ε:  και στη συνέχεια  

Μ :1/4
3
     

Ε:  και στο 10 βήµα  

Μ :1/4
10     

Ε:  τι είναι το 1/4
10     

Μ :το 1/4
10    

 του αρχικού εµβαδού  

 

Κατασκευή του τετραγώνου και του πυθαγόρειου δέντρου   

 

Ε :Τι έκανε µε το rotation  

Μ 1: Το γύρισε κατά 90 µοίρες  

Μ 2:∆ηλαδή είναι µια στροφή  

Ε :τι είναι αυτό που δηµιουργεί πρόβληµα κα δεν κλείνει σωστά το σχήµα ( οι µαθήτριες 

έκαναν το σχήµα  αλλά δεν µπορούσαν να σκεφτούν ότι πρέπει να αλλάξουν την γωνία 

επίσης  

Μ 2 :οι  µοίρες  

Ε :άρα πρέπει να ορίσουµε σωστά τις µοίρες  

από την αρχή  

προβληµατιστήκαµε αρκετή ώρα ,στις 90 , 180 αλλά τις 270 δεν µπορούσαν να τις 

σκεφτούν  

κατασκευάζουµε νέο εργαλείο  

εξηγώ µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια από την ΣΤ ∆ηµοτικού τι ακριβώς κάνει το αρχείο 

εντολών . Πως ακριβώς φαίνονται τα βήµατα που ακολουθήσαµε ώστε να κατασκευάσουµε 

ένα τετράγωνο  

Μ2 :είδαµε ότι το εµβαδόν του κεντρικού τετραγώνου ήταν το ίδιο αν προσθέταµε τα εµβαδά 

των δυο µικρών τετραγώνων  

Ε :που είναι τα τετράγωνα  τα µικρά εφαπτόµενα  

Μ 1:σε ένα τρίγωνο  

Ε :τι τρίγωνο  

Μ 2:ισοσκελές  

Μ 4:αµβλυγώνιο  

Μ5 :ισόπλευρο  

Μ 1:οξυγώνιο  

Ε :οι δυο οι γωνίες οξείες η  άλλη γωνία  

Μ 3:ευθεία  

µετράµε την γωνία και εµφανίζεται η µέτρηση να είναι ίση µε  90 µοίρες  

Μ 3:ορθή  

Ε :άρα το τρίγωνο  

Μ :ορθογώνιο !!( µε έκπληξη )  

Ε :τι θέλουµε να κάνουµε  

Μ :ένα ορθογώνιο που θα µετακινείται  

Ε :τι θα µετακινείται  

Μ 3:η µια κορυφή του  

Ε :ποια κορυφή  

Μ 2: αυτή  

Μ1 :η ορθή γωνία  

……….. 
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οι µαθήτριες δεν έχουν µάθει το θεώρηµα που αναφέρεται στην εγγεγραµµένη γωνία που 

βλέπει στη διάµετρο κύκλου . Αυτό σύµφωνα µε το αναλυτικό πρόγραµµα αναφέρεται στην 

Β΄ Γυµνασίου και στην συνέχεια αποδεικνύεται στην Α΄ Λυκείου.  Έτσι είναι µια γνώση που 

αποκτούν εκείνη την στιγµή. 

Κρύβουµε τον κύκλο  

Ε :Πως θα κατασκευάσουµε τετράγωνα εξωτερικά  

Μ 2:Πάλι µε το rotate  

Μ 3:Να ρωτήσω κάτι , µήπως ήδη έχουµε ένα πρόχειρο εργαλείο   

Ε :Πιο εργαλείο έχουµε  

Μ :Το tetr ( όλες µαζί )  

Μ :Κατασκευάζουµε τα τετράγωνα  

Ε :Τι κατασκευάσαµε  

Μ 3:Το πυθαγόρειο θεώρηµα  

Επιµένω µε λεπτοµέρειες στην διατύπωση του θεωρήµατος ενώ µετακινώ το σχήµα και αλλάζω 

την κορυφή του ορθογωνίου τριγώνου .Τους ζητάω να κατασκευάσουν ένα Πυθαγόρειο στην 

πλευρά του ήδη υπάρχοντος σχήµατος  

Μ : Point A , point B  

Κάνουµε αρκετές επαναλήψεις .Οι µαθήτριες δηλώνουν ενθουσιασµένες και το κάνουν 

αρκετές φορές  

Μ1 :Όσο πάει συνεχίζεται  

Από κάποια πλευρά συνεχίζει  

Ε :Όπως κάνει  animation  τι κάνει  

Ε :Τι µετακινούνται  

Μ 2:Έχει κλάδους  

Μ 1:Μεγαλώνει , ο ένας και µικραίνει ο άλλος  

Ε : Το εµβαδόν αυτού του τετραγώνου αλλάζει ( δείχνω το αρχικό τετράγωνο )  

Μ 4:Όχι  

Ε :Τι κάνουµε  

Μ 3:Οµαδοποίηση των εµβαδών  

Ε :Γιατί µικραίνουν  

Μ 2:Γιατί πρέπει να είναι µικρότερα ώστε µε το  άλλο τετράγωνο που είναι δίπλα να 

σχηµατίζουν το εµβαδόν του αρχικού  

Η µαθήτρια προφανώς εννοούσε Γιατί ενώ το ένα τετράγωνο µικραίνει στον έναν κλάδο ,   

στον άλλο κλάδο το άλλο τετράγωνο  µεγαλώνει ώστε τελικά να µας δίνουν το άθροισµα 

σταθερό ( του Πυθαγορείου θεωρήµατος )  

αλλά δεν το διατύπωσε σωστά ( ! ) 

Η  απάντηση µε εξέπληξε !!Ενώ οι µαθήτριες προχωρούν µε άλµατα στην κατανόηση ενός 

θέµατος  ,  διαισθάνοµαι ότι υπάρχουν µερικά πράγµατα που µε τον τρόπο που είµαστε 

υποχρεωµένοι να τα διδάξουµε ( µε τον στατικό τρόπο)  δηµιουργούνται  εµπόδια στην 

κατανόηση  .Εδώ θα κάνω την σύγκριση µε τα παιδιά της ΣΤ΄ ∆ηµοτικού . Οι απαντήσεις τους 

έδειχναν  χαµηλότερο επίπεδο γνώσεων  από τις απαντήσεις των παιδιών  της Α΄ Γυµνασίου .Σε 

πιο βαθµό έπαιξε ρόλο η βιολογική ωρίµανση ;  

 Ε: Κάνουµε τις µετρήσεις και παρατηρείστε τι συµβαίνει  

Μ1 :Μικραίνουν  

Μ 2:Μόλις φτάσει στο σηµείο χάνεται  

Μ 4:Χάνεται και το δέντρο , δεν υπάρχει πια δέντρο  

Ε: Τα εµβαδά  

Μ 5:Γίνονται 0  

Μ 2:Όχι , γιατί µπορούµε να το ξαναπάρουµε  

Χρησιµοποιώ το dilate tool και µικραίνω το σχήµα  

Μ 1:τα µικραίνω πάρα πολύ – το σχήµα όλο γίνεται  σχεδόν ένα σηµείο  

παρατηρούν τα εµβαδά  

Μ 1:είναι όλα 0  
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Ε : υπάρχουν;  

Μ 2:ναι  

Ε : τι κάναµε  

Μ 3:σµίκρυνση  

αλλάζουµε σελίδα  

Ε : πως συνεχίζεται  

Μ 2:µε κλάδους  

παρατηρούµε ένα εµβαδόν  

Μ 3:εµείς µπορεί να το βλέπουµε πολύ µικρό στην οθόνη µας ,αλλά αυτό υπάρχει 

Ε : τι νοµίζετε ότι είναι το ν=0  

Ε : πως  τακτοποιεί τις µετρήσεις  

Μ 4:αυτό το εµβαδόν είναι του µεγάλου , του µικρού και του µικρότερου  

 δείχνουν στον πίνακα τις µετρήσεις και στην συνέχεια στον  σχηµατισµένο δέντρο τα εµβαδά 

ανά τρία  

αλλάζω την κλίµακα µετρήσεων  στον άξονα χχ΄, και στον άξονα ψψ΄ 

Άρχισα πάλι από την αρχή .Ήµουν σίγουρη ότι δεν είχαν καταλάβει πως είχαν οριστεί τα σηµεία 

από το µενού -graph  

Ε : πάµε πάλι από την αρχή την τοποθέτηση των σηµείων  

Μ 1: αυτός δηλαδή είναι ο ν ( δείχνει τον άξονα χχ΄ ) και αυτός είναι άξονας των εµβαδών  

Ε : πάνω στον άξονα χχ΄ τι βάλαµε  

Μ2: τους φυσικούς αριθµούς  

Ε : πάνω στον άξονα ψψ΄ τι βάζουµε  

……………………………… 

αρχίζω και πάλι από  την αρχή  

Το  έδειξα  αρκετές φορές .   

• Οι µαθήτριες δεν µπορούσαν να εντοπίσουν αµέσως τα σηµεία  γιατί χρησιµοποιούσαµε 

δεκαδικούς µε πολλά δεκαδικά ψηφία για το παράδειγµά µας.  

• Θεωρώντας ότι οι µαθήτριες τα ξέρουν ήδη προχώρησα µε γρηγορότερα βήµατα από 

ότι στο ∆ηµοτικό .Το αποτέλεσµα βέβαια ήταν να αναλώσω περισσότερο χρόνο από  

όσο ανάλωσα για να το εξηγήσω στα παιδιά του ∆ηµοτικού . 

Μ3 :Στον άξονα ψψ΄ µπορώ να βάλω  µια  από τις στήλες εµβαδών  

Ε : Αν βάλω την  τρίτη στήλη  και αλλάξω το µέγεθος των τετραγώνων , τι παρατηρούµε  

Μ 2:Αλλάζουν τα εµβαδά  

Ε : Τοποθέτησε τα νέα εµβαδά στους άξονες;  

Μ 1:Όχι  

Κοιτάζουν µε προσοχή  

Ε : Ωραία!  να ζητήσουµε να τοποθετήσει τις τιµές στον άξονα  ξανά  

Μ4 : Τώρα που 

µικρύναµε τα 

τετράγωνα οι 

τιµές µίκρυναν  

Μ 3:Αρχίζουν από το 0,9 περίπου  

Και δείχνει τα σηµεία πάνω στον άξονα  

Μ 2:Τα σηµεία  αποµακρύνονται   

Για να το καταλάβουµε καλύτερα θα κάνουµε την διαδικασία από την  αρχή  

Οι µαθήτριες παρατηρούν τις επαναλήψεις που αυξάνονται στην οθόνη του υπολογιστή αλλά 

ταυτόχρονα και τις τιµές του πίνακα που αυξάνουν  
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Η έρευνα συνέχισε µε µια µαθήτρια( την Μ3 –υπήρχε δυσκολία  από το πρόγραµµα του 

σχολείου για να συνεχίσουµε µε ην υπόλοιπη οµάδα )  : 

Ε : Αν αυξήσουµε εδώ τον αριθµό ( αυξάνω τον αριθµό των επαναλήψεων ) τι παρατηρείς ότι 

κάνει στο δέντρο  

 

 

 

 

Μ 3: Αυξάνει τις  iterations  

Ε : Πόσες έχει κάνει τώρα  

M : 10  

Ε : Στον άξονα  χχ΄ τι θα βάλουµε  

Μ : Τους φυσικούς  

Ε : Στον άξονα  ψψ΄  τι θα βάλουµε  

Μ : Τα εµβαδά  

Ε : Το τελευταίο εµβαδόν  

Ε : Ποιο είναι το τελευταίο εµβαδόν , δείξε µου στην οθόνη το τετράγωνο  

Η µαθήτρια δείχνει  λάθος τετράγωνο 

Ε : Κάνουµε τις µετρήσεις των εµβαδών  

παρατηρεί ότι η µέτρηση της τελευταίας στήλης έχει σαν πρώτο εµβαδόν το εµβαδόν που 

µόλις υπολόγισε  

Μ :  είναι αυτό το εµβαδόν  

Ε : ποια είναι η τελευταία µέτρηση  που κάνει  

……………………… 

της δείχνω το σηµείο  

Ε : αυτό είναι το τελευταίο εµβαδόν  
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επαναλαµβάνω τις µετρήσεις  

Ε : ποιο είναι το τελευταίο εµβαδόν  

και πάλι κάνει λάθος  

πάλι της δείχνω  

Μ:αα συνεχίζει δηλαδή τα εµβαδά διαδοχικά  

µπορώ να αυξήσω κι άλλο τις iterations  

Properties ……………… 

Ε : τι λέει εδώ  

10 – διαγράφουµε και γράφουµε  π.χ 17  

 το διαγράφουµε  

Ε : που πήγαν οι µετρήσεις  

Ε : πόσες µετρήσεις  έχει ο πίνακας  

Μ όσες του ζητήσαµε  

Ε : και τι κάνουν τα εµβαδά  

Μ: είναι 0 το εµβαδόν  

Μ: πώς γίνεται  η 16
η
  µέτρηση να είναι ίση µε τη 17η  

Ε : πρόσεξε τις µετρήσεις της προηγούµενης σειράς είναι ίδιες;   

Μ :όχι , ούτε σε καµία άλλη  

Μ :άρα ο αριθµός του εµβαδού  έχει γίνει σχεδόν 0  

Ε : όλες οι άλλες µετρήσεις είναι διαφορετικές  

Ε : πάνω στο σχήµα ποια σχήµατα είναι τα εµβαδά  

 

 
 

Ε : ποιο σχήµα είναι σαν και  κι αυτό στην οθόνη µας που επαναλαµβάνεται όταν κάνουµε 

την κατασκευή  
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Ε : σαν θέση , σαν σχήµα , ποια εµβαδά γίνονται κατά τον ίδιο τρόπο  

ααα  αυτό , αυτό , αυτό ….. αρχίζει να τα δείχνει  

Ε : πόσα εµβαδά έχουν γίνει τέτοια  

Μ : 17 , 18 µε το αρχικό  

Ε : αυτά τα εµβαδά θέλουµε να τα περάσουµε στο γράφηµα  

το χ είναι το ν και το ψ ποιο  είναι  

Μ : πως µπορώ να κάνω αυτά πιο κοντά  

Μ : πως είναι δυνατόν τα εµβαδά να είναι στο 0 αλλά να µην είναι 0  

Ε : παίρνω το εργαλείο y-scale και παρατηρούµε τις θέσεις των σηµείων να αποµακρύνονται  

Μ : τώρα έγιναν 0  

Ε : ναι γιατί τι δεν έχει  

Μ : δεν είναι λεπτοµερειακή η κλίµακα  

Μ : αυτό είναι η ακολουθία ; 

Ε : τι νοµίζεις ότι είναι η ακολουθία ; 

Μ : είναι αριθµοί που έχουν σχέση  

E µια ακολουθία αριθµών  

Μ : 2,4 ,6,8.. 

Μ : δηλαδή είναι αριθµοί που ακολουθεί  ο ένας τον άλλον  

Ε : στον άξονα των ψ τι βάζουµε  

Μ : τα εµβαδά  

Ε : άρα στις τιµές  της ακολουθίας από ποια τιµή  του ν και µετά οι τιµές τείνουν  να 

γίνουν 0  

αλλάζουµε το ν και παρατηρεί τις αλλαγές  

Μ :  από το 8  

Ε : όλες οι τιµές µετά που περιέχονται  

Μ : είναι εδώ , µοιάζουν να είναι εδώ στον άξονα χχ΄ 

Ε : είναι ; 

Μ : πρακτικά ναι , ουσιαστικά όχι   

µικραίνουµε το  αρχικό εµβαδόν  

Ε : τι παρατηρείς στον πίνακα  

Μ : οι τιµές έγιναν 1.13…. 

Μ : γιατί δεν δίνει ακριβείς µετρήσεις , πως µπορώ να ξέρω ότι οι µετρήσεις αυτές δεν 

συνεχίζονται  

Ε : συνεχίζονται ,ακριβείς µετρήσεις δεν µπορούµε να έχουµε στην φύση πάντα  

κάνουµε plot τις καινούργιες τιµές του πίνακα  

Ε : που πήγαν οι τιµές τώρα  

Μ : εδώ  

Ε : τώρα από πιο ν και µετά οι τιµές γίνονται περίπου 0  

 

 

 

Μ : από το ν=7 ( µε   το ποντίκι µετακινεί την µπλε 

κάθετη γραµµή , παρατηρεί ότι το ν γίνεται ίσο µε  7 )  
 

 

 

 

Ε : αν µικρύνουµε  κι άλλο ( παίρνω ξανά plot  των τιµών ) 

που πήγαν οι τιµές τώρα  
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Ε :  από πού µετά οι τιµές γίνονται 0  

Μ : από το ν=6  όχι 5  

Ε : τι µπορεί να πεις δηλαδή  

 

 

 

 

 

Ε : τι κάνουν οι τιµές  

Μ : όλες οι τιµές των εµβαδών κάποια 

στιγµή και  µετά  από ένα συγκεκριµένο  

αριθµό Ν τείνουν να γίνουν 0  

 

Ε : Το L+ε , L- ε που έχει εδώ τι είναι  

Μ : Το L  είναι ο άξονας  

Ε : Κρύψε µας έλεγε την τιµή του ορίου  

Μ : Το L  είναι το όριο  

Το L+ε είναι πάνω από την τιµή του ορίου  

Το L- ε είναι κάτω από την τιµή του ορίου  

Ε : Οι τιµές όλες που βρίσκονται  

Μ : Εδώ , οι τιµές δεν γίνεται να είναι κάτω από το όριο, γιατί δεν έχουµε αρνητικούς 

αριθµούς , είναι εµβαδά  

 

Παρατηρήσεις: 
Τα αντικείµενα fractals  στην οθόνη του  υπολογιστή  οδηγούν τις  µαθήτριες να 

διασυνδέσουν  τα εξής σηµεία των µαθηµατικών :  

 Μεταβολή των αντικείµένων υπό ίδια κλίµακα .Αυτό κρύβει την έννοια της 

οµοιότητας των αντικειµένων τα οποία όπως καταλαβαίνουν οι µαθήτριες µεταβάλλονται 

κατά τον ίδιο τρόπο . 

 Οι αλλαγές του σχήµατος που  οφείλονται στο σύρσιµο των κορυφών  δεν οδηγούν 

και σε αλλαγές της ιδιότητας του εµβαδού   του τετραγώνου που είναι στην υποτείνουσα και 

το οποίο   παραµένει σταθερό ίσο µε το  άθροισµα των δυο άλλων εµβαδών των τετραγώνων 

που σχηµατίζονται στις κάθετες  . 

 Έτσι επιβεβαιώνουν την αλήθεια του Πυθαγορείου θεωρήµατος .Η επανάληψη , 

σµίκρυνση , κίνηση του σχήµατος δεν αλλάζει την εµπειρική απόδειξη  του θεωρήµατος .  

 Καταλαβαίνουν σε µια αρχική µορφή την έννοια του απείρου και προσπαθούν να 

συσχετίσουν το 0 µε το άπειρο . Ενώ τα περισσότερα παιδιά έχουν συσχετίσει το 0 µε το  

τίποτα , το «δεν υπάρχει κάτι »και µε  αυτό εννοούµε  το 0 , εδώ υπάρχει µια µαθήτρια µε  

διάθεση να φιλοσοφήσει  που προσπαθεί να εξηγήσει τη σηµασία του  0 , στην ευθεία των 

πραγµατικών αριθµών και µέσα  από αυτό το άπειρο .Όπως αναρωτάται και εκφράζει τις 

σκέψεις της µε απλό τρόπο ,    υπάρχουν αριθµοί πάνω και κάτω από το 0 , φαντάζεται 

την ευθεία των πραγµατικών αριθµών σαν κύκλο που αναγκαία έχει ένα σηµείο που 

είναι η αρχή αλλά και το τέλος   , εποµένως  το τέλος που είναι το άπειρο θα είναι και η 

αρχή που είναι το 0 .  
 Ένα άλλο σηµείο εντυπωσιακό στη συζήτηση αυτή για το άπειρο είναι η ικανότητα 

αντίληψης τους ,  της άπειρης κατασκευής µέσα  στο πεπερασµένο . Μπορούµε όπως 

ισχυρίζονται, να κάνουµε όσα τρίγωνα θέλουµε ,  µε  περιορισµό στο εσωτερικό του 
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τριγώνου  .Όταν αντιλαµβάνονται ότι  το σηµείο που έβλεπαν στο κέντρο του τριγώνου είναι 

τελικά ένα υπαρκτό τρίγωνο ( µε το dilate tool ) και ότι στο εσωτερικό του   τριγώνου 

µπορούµε να κάνουµε και άλλες υποδιαιρέσεις  , ενώ το αρχικό  τρίγωνο έχει τέτοιες  

διαστάσεις που θα µπορούσε να καταλάβει το δωµάτιο , τότε  αποκτούν µια πολύ δυνατή 

δόση διαίσθησης του απείρου .  

 Οι δεκαδικοί αριθµοί, τα κλάσµατα και οι δυνάµεις  είναι   µαθηµατικές έννοιες που  

παρουσιάζονται στη οθόνη του υπολογιστή ως αποτελέσµατα υπολογισµών στις σχέσεις των 

εµβαδών που προκύπτουν . 

 Με την ιδιότητα του zoom µπορούν να δουν τι συµβαίνει στο εσωτερικό του 

σχήµατος και να διαπιστώσουν τι συµβαίνει µε τα εµβαδά και τα σχήµατα . 

 Σηµείο αδυναµίας των µαθητών είναι οι κατασκευές των σχηµάτων .Το  τετράγωνο 

σχηµατίζεται λόγω της καθετότητας των πλευρών του  ,που όµως έχει προκύψει ως 

αποτέλεσµα κατασκευής της γωνίας που είναι ανάµεσα στις δυο πλευρές .Η καθετότητα 

εποµένως των ευθειών µπορεί να προκύψει µε άπειρους τρόπους αλλά το σηµαντικό είναι οι 

µαθητές να κατανοήσουν τους δυο αρχικούς ως αποτέλεσµα της στροφής της ευθείας κατά 

90
ο
 ή κατά 270

ο
  . 

  Ακόµα ένα σηµείο  πολύ σηµαντικό είναι η κατανόηση της ιεραρχίας των 

τετραπλεύρων .Οι µαθητές αν δεν έχουν την δυνατότητα να  µετακινήσουν το σχήµα και να 

κάνουν ελέγχους πειραµατικούς ,δύσκολα κατανοούν την ιεραρχία των τετραπλεύρων .  

 Και αυτό µπορούµε να το διαπιστώσουµε και όταν απαντούν για το  ορθογώνιο 

τρίγωνο  που έχει σχηµατιστεί το πυθαγόρειο θεώρηµα . Το σχήµα του ορθογωνίου τριγώνου 

που υπάρχει στο βιβλίο δηµιουργεί  λανθασµένες εντυπώσεις αφού οι µαθητές δεν µπορούν 

να αντιληφθούν το σχήµα ως µια οντότητα που αποτελείται από άπειρες κλάσεις ιδεατών 

αντικειµένων . Οι µαθητές δεν οδηγούνται να φανταστούν το σχήµα  σε διαφορετική θέση 

,ούτε  σκέφτονται  να πειραµατιστούν για να  το ανακαλύψουν. 

 Ένα εργαλείο όπως το αρχείο εντολών  δίνει στους µαθητές την δυνατότητα να 

παίξουν µε τα µαθηµατικά σχήµατα , αφού διαπιστώνουν πειραµατικά την επαλήθευση της 

κατασκευής , την επανάληψη των βηµάτων, την κατασκευή υπό κλίµακα . 

 Κοινό πρόβληµα(  σε όλες τις τάξεις ) είναι η κατασκευή της γραφικής παράστασης 

από τον πίνακα τιµών .Αυτό γιατί οι µαθητές έχουν µάθει να αναπαριστούν στο σύστηµα 

συντεταγµένων, ζεύγη αριθµών που είναι συνήθως ακέραιοι ή δεν έχουν τόσα δεκαδικά 

ψηφία που υπάρχουν στο πρόβληµα µας . Ακόµα το GSP  δίνει την παράσταση απευθείας 

στην οθόνη του υπολογιστή ,χωρίς να φωτίζει για παράδειγµα το κάθε σηµείο µε το 

αντίστοιχο ζεύγος του πίνακα και δεν υπάρχει δυναµική σύνδεση µε απευθείας µεταβολή των 

τιµών της γραφικής παράστασης όταν µεταβάλλονται οι τιµές του πίνακα .  

 Οι µαθητές οδηγούνται σε παρατηρήσεις για την σύνδεση της τιµής του εµβαδού µε 

το αντίστοιχο σχήµα στην οθόνη . Έτσι όταν επαναλαµβάνονται διαπιστώνουν την οµοιότητα 

των σχηµάτων ως προς τη  θέση  στο επίπεδο και ως προς το µέγεθος  . Αυτό τους βοηθά να 

αναπτύξουν την  οπτικό – χωρική τους ικανότητα ,µε ταυτόχρονη ανάπτυξη της 

οπτικοποίησης των εννοιών .  

 Μια πρώτη έννοια που οδηγούνται , άγνωστη για την τάξη τους είναι η έννοια της 

ακολουθίας και η γραφική της παράσταση . Αυτό που βλέπουν στην οθόνη τους είναι σηµεία 

, που ενώνουν τους φυσικούς αριθµούς µε το εµβαδόν  του σχήµατος που θέλουµε .Εδώ 

δηµιουργείται ένα σηµαντικό εµπόδιο . Οι µαθητές στο σχολείο έχουν µάθει να ενώνουν τα 

σηµεία ,αφού µια καµπύλη ή µια ευθεία είναι  αποτέλεσµα της συνένωσης των σηµείων που 

παίρνουµε αυθαίρετα  αλλά ανήκουν στο πεδίο ορισµού  της συνάρτησης της οποίας κάνουµε 

την γραφική παράσταση . Η γραφική παράσταση µιας ακολουθίας είναι µόνο τα σηµεία του  

συστήµατος συντεταγµένων που προκύπτουν από τον πίνακα τιµών .Οι µαθητές 

καταλαβαίνουν το πεδίο ορισµού  και το πεδίο τιµών , και µπορούν να το δουν να 

σχηµατίζεται και επαναλαµβάνεται για όσες αλλαγές πίνακα θέλουµε . 

 Το πιο σηµαντικό είναι ότι µπορούµε να αφήσουµε όλα τα αποτελέσµατα των 

γραφικών παραστάσεων στην οθόνη και  να επαναλάβουµε την µέτρηση , µε αποτέλεσµα οι 

µαθητές να διαπιστώνουν την επαγωγική προσέγγιση της ίδιας απόδειξης .  

 Οδηγούνται  έτσι στην έννοια του ορίου της ακολουθίας των εµβαδών των 

τετραγώνων διαισθητικά .Τα εµβαδά γίνονται 0 , όπως διαπιστώνουν ,όταν αυξάνει το ν ( ο 
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αριθµός των επαναλήψεων ) . Μάλιστα το βλέπουν στην εικόνα ότι υπάρχει κάποιο ν από το 

οποίο και µετά οι τιµές της ακολουθίας τείνουν να γίνουν 0.Ακόµα ότι άπειροι  όροι της 

ακολουθίας  περιέχονται από κάποιο  ν και µετά αυστηρά σε µια ζώνη παραλλήλων ευθειών .  

 

 

 

ΣΤ΄  ∆ΗΜΟΤΙΚΟΥ  
 

Οι µαθητές της ΣΤ ∆ηµοτικού είναι µια οµάδα που  είχε θετικές αντιδράσεις και 

πολύ περιέργεια ,για την εισαγωγή εννοιών των Μαθηµατικών µέσα από  λογισµικά 

υπολογιστών .Το Geometer’s Sketchpad  τους ήταν άγνωστο και  όπως είναι φυσικό 

εντυπωσιάστηκαν από τα σχήµατα και την κίνηση κατά την παρουσίαση των fractals από την 

βιβλιοθήκη fractal gallery του λογισµικού   . 

Η  πειραµατική διδασκαλία , που στόχο της είχε την κατανόηση ή µη των εννοιών 

ακολουθίας και ορίου στους µικρούς µαθητές , την διαπίστωση αν η γλώσσα που 

χρησιµοποιούµε επηρεάζει την κατανόηση των εννοιών ,και πόσο το περιβάλλον του 
λογισµικού επηρεάζει την αντίληψη των µαθητών στα µαθηµατικά , άρχισε µε µια οµάδα 

6 ατόµων , αλλά στην συνέχεια ήθελε και η υπόλοιπη τάξη !! 

Ε :Τι τρίγωνο είναι το αρχικό  

Μ1 : Είναι ισόπλευρο  

Ε :Και αυτά τι σηµεία είναι  

Μ1 : Τα µισά των πλευρών  

Ε :Τα συνδέουµε  

Ε :Τι τρίγωνο είναι πάλι αυτό  

Μ 1: Είναι ισόπλευρο  

Ε :Πως µπορούµε να ο ξέρουµε µε βεβαιότητα . 

Μ2 :  Με  τις µετρήσεις  

∆ιαισθητικά αντιλαµβάνονται  

ότι το σχήµα είναι πάλι 

ισόπλευρο που µπορούν  να το 

επιβεβαιώσουν  κάνοντας  τις 

µετρήσεις  
∆εν επαναλαµβάνουν την 

διαδικασία του αρχείου 

εντολών για το εσωτερικό 

τρίγωνο  

Το κατασκευάζω  µε το script file   

Ε :Αν πάρω τώρα αυτό το σηµείο και αυτό τι  γίνεται τώρα   

Μ2 : Άλλο ένα τρίγωνο  µέσα στο µεγαλύτερο   

Οι µαθητές δοκιµάζουν µε το έτοιµο αρχείο µέσα πλευρών 

να κατασκευάζουν  τρίγωνα  

 

Ε :Πόσα τρίγωνα µπορώ να κατασκευάσω έτσι    

Μ3 : Άπειρα   

Ε :Τι είναι όλα   

Μ3 : Ισόπλευρα   

Μ 2: Με αυτή τη διαδικασία   

Μ 1: Κάνουµε τρίγωνα µέσα   

Ε :Πόσα είναι συνολικά   

 Ε :Τώρα µπορώ να τα µετρήσω   

Πάµε σε µια νέα σελίδα και αρχίζουµε ξανά  µε το αρχείο 

εντολών  

 

Επαναλαµβάνουµε πολλές φορές Τις κατασκευές 

εσωτερικά µε το scrit file  

 

Ε :Τι σα ς θυµίζει αυτό  

Μ2 : Το Sierpinski  

Ε :Κοιτάξτε το σχήµα και πείτε µου µε ποιον τρόπο 

σκεφτήκαµε  να το κατασκευάσουµε 

Μ : Νοµίζω είναι αρχικά ένα τρίγωνο και µετά το χώρισε 

σε 4 τρίγωνα  

Μ : Και µετά βάλαµε στο καθένα από αυτά εκτός από το 

µεσαίο άλλα 4 τρίγωνα µέσα σ΄αυτά . 

Ε :Αν  πάω και ονοµάσω την διαδικασία αυτή SSS script 

Επαναλαµβάνουν µε λεκτικό 
τρόπο την διαδικασία αφού 
παρατηρήσουν την αυτό-

οµοιότητα του αντικείµενου 

fractal . 

Παρατηρούν ότι το αρχείο 

εντολών επαναλαµβάνει την 

διαδικασία µε κάποια 

συγκεκριµένη σειρά  
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µπορώ να κάνω την διαδικασία ξανά να πάρω δύο σηµεία 

µέσα σ΄αυτό το τρίγωνο  

 

Μ : Ναι   

Ε :Πως   

Μ : Παίρνω από εδώ µέχρι εδώ   

Μου δείχνει το σωστό  και το κάνουµε   

Ε :Αν ξεκινήσω από το άλλο σηµείο   

Μ : Θα προκύψει ανάποδα !!  

 

Μ : ∆εν µπορούµε όµως να πάρουµε αυτά τα δυο σηµεία όπως µου παρατηρεί ένας 

µαθητής  

Ε :Άρα πως πρέπει να είναι τα σηµεία που επιλέγουµε  

Μ : Όπως είναι η βάση  - είναι η κάτω πλευρά του 

τριγώνου  

Μ : Και να τα πάρουµε αλλιώς θα µας κάνει το 

σχήµα προς τα κάτω  

Μ : Αν το πάρουµε αλλιώς θα µας κάνει  από έξω  

Σχηµατίζουν ένα pattern που έχει 
σχέση µε τον τρόπο επανάληψης του 

σχήµατος  

 

τους εξηγώ ότι εµείς το ορίσαµε έτσι   

Ε :Βλέπετε τι κάνει όπως επαναλαµβάνει το σχήµα   

Μ : Ναι παραµένουν κάποια λευκά  

Μ : Άρα δεν µπορούµε να κάνουµε στο κεντρικό 

τρίγωνο  

 

Ε :Γιατί   

Μ : Γιατί δεν θα µείνει λευκό και δεν θα είναι ίδιο µε 

τα άλλα  

 

Ε : Αν του ζητήσω στο script file να µου δίνει και το 

εµβαδόν  

 

Οι µαθητές πειραµατίζονται µε την διαδικασία που 

έχουν µάθει  

 

 Τους δίνω χρόνο να πειραµατιστούν να δοκιµάσουν 

για τον υπολογισµό του εµβαδού. 

 

Στην αρχή κάνουν υπολογισµό της γωνίας   

Ε: Τι θέλουµε να υπολογίσουµε   

Μ : Το εµβαδόν  

Ωραία , άρα ποια σηµεία θα πάρουµε  

Μ : Τις τρεις κορυφές  

Ναι αλλά το εµβαδόν  του τριγώνου ποιο είναι  

Μ : Όλο αυτό  

Άρα πρέπει να πάρουµε το εσωτερικό  

Το λογισµικό τους βοήθησε να 

αντιληφθούν και συνειδητοποιήσουν 

κάτι που ίσως δεν είχαν καταλάβει ή 

σκεφτεί   .Ότι το εµβαδόν  

είναι η επιφάνεια που καταλαµβάνει 
το τρίγωνο  

Ε : τι βλέπουµε µε τον υπολογισµό που κάναµε  
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Μ : πόσες φορές χωράει το τρίγωνο στο πιο µεγάλο  

Ε :σε πιο δηλαδή  

Μ : σε όλο το τρίγωνο  

Ε :1,25 φορές πιο τρίγωνο θα δείξετε  

Μ : αυτό το τρίγωνο ( δείχνουν το αρχικό )  

Ε :αν πάρω την διαίρεση του µεγάλου τριγώνου µε το τρίγωνο που παράγεται  από τα µέσα  

Μ : Calculate,  4  

Ε :τι σηµαίνει αυτό  

Μ : ότι το µεγάλο τρίγωνο το χωρίσαµε σε 4 ίσα µέρη  

Μ : χωράει στο µεγάλο 4  φορές  

Μ : µπορούν να  γίνουν σαν το DEF άλλα 4 τρίγωνα µέσα στο αρχικό  

Ε :αν το πούµε µε γινόµενο .Ποιο θα  πολλαπλασιάσω και θα µου δώσει το µεγάλο  

Μ : πολλαπλασιάζω το εµβαδόν του DEF  ( µε αβεβαιότητα )  

Τα παιδιά καταλαβαίνουν ότι  υπάρχουν  4  τρίγωνα όπως το εσωτερικό τρίγωνο στο αρχικό 

αλλά δεν καταλαβαίνουν την αντίστροφη πράξη.  

Ότι 4 φορές το µικρό τρίγωνο µας κάνει το µεγάλο .Ίσως γιατί δεν έχει τονιστεί κατάλληλα µε 

εφαρµογές ή παραδείγµατα  

Η γιατί δεν έχουν κατανοήσει τον πολλαπλασιασµό σαν προέκταση της πρόσθεσης ή 

αντίστροφη πράξη της διαίρεσης  

Ε: Πήγαινε στο calculate και κάνε αυτή τη µέτρηση δια της µέτρησης που είναι κάτω και   τι 

δίνει  

Τι είναι δηλαδή αυτό το 4  

Μ :Ότι είναι 4 τρίγωνα από το µεγάλο τρίγωνο   

Ε :∆ηλαδή αν διαιρέσουµε το µεγάλο τρίγωνο δια του µικρού  έχουµε αποτέλεσµα 4 , δηλαδή  

Μ :4 φορές το µικρό , το µεγάλο είναι 4 φορές το µικρό  

το βλέπουµε και στην οθόνη µας αυτό  

Ε :∆ηλαδή το εµβαδόν του µικρού τι σχέση έχει µε το εµβαδόν του µεγάλου  

Μ: Είναι τέσσερις φορές µικρότερο  

Ε :Αν το λέγαµε µε κλάσµατα πως θα το λέγαµε αυτό  

Μ: ¼  

Ε: ωραία παιδιά τώρα για κοιτάξτε τι θα κάνω  

Επιλέγω τις κορυφές και σχηµατίζεται … 

Μ: ένα πιο µικρό τρίγωνο από µέσα  

Μ:µπορούµε να κάνουµε και πιο µικρό ακόµα  

Ε Τώρα τι παρατηρείτε  

Μ:Θα γίνουν και άλλα πιο µικρά τριγωνάκια  

Τα σµικρύνουµε  

Ε Ναι αλλά τα βλέπουµε  

Ε Πόσα τρίγωνα µπορώ να κάνω  

Μ:1,2.3,4 … 

Ε αν σύρουµε την κορυφή το µεγαλώσουµε  

πόσα θα κάνω  

Μ:θα φτάσουν στο 0 , δεν θα πηγαίνει άλλο  

Μ:δεν θα χωράει  

Ε ορίστε το µεγαλώνω το σχήµα , µπορώ να το µεγαλώσω περισσότερο   

πόσες φορές µπορώ να το µεγαλώσω  

Μ:4, 24  

Μ:άπειρες   

Έχουν παρατηρήσει ήδη χωρίς την διαδικασία των µετρήσεων ότι τα τρίγωνα που 

σχηµατίζονται το ένα µέσα στο άλλο είναι όλο και µικρότερα και ότι κάποια στιγµή δεν θα 

µπορούν να τα δουν , άρα θα γίνουν τα εµβαδά τους 0  (κάνουν αφαίρεση της λέξης εµβαδά 
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στην συζήτηση ). Ακόµα καταλαβαίνουν ότι το σχήµα µπορεί να µεγαλώσει πολλές φορές , 

άπειρες  

 

Ε άρα µπορώ να δω και τις µετρήσεις σε αυτό το πρόγραµµα .Τι παρατηρούµε  

Μ:ένα τρίγωνο και ένα άλλο τρίγωνο µέσα και όλα είναι ίσα µεταξύ τους  

Ε στη συνέχεια τι κάναµε  

Μ:µετρήσαµε τα εµβαδά προσθέτει το µεγάλο τρίγωνο µε το µικρό για να δούµε πόσο είναι 

και τα δυο τρίγωνα µαζί  

Μ:και µετά το διαιρεί µε το µεγάλο  

Ε γιατί  

Μ:το άθροισµα δηλαδή των εµβαδών  δια του εµβαδού του αρχικού τριγώνου είναι 1,25  

Ε τώρα που έγραψα αυτό το άθροισµα έτσι τι είναι  

Μ:το άθροισµα του µεγάλου δια του µικρού αφού είναι 1,25 άρα  

είναι 1,25 φορές το αρχικό τρίγωνο  

Μ:προσθέτουµε το εµβαδόν του µεγάλου  και του µικρού και του πιο µικρού και διαιρώ και  

Μ:διαιρώ µε το αρχικό  

Ε και τι προκύπτει  

Μ:1,31  

Ε τι είναι δηλαδή αυτό το 1,31  

Μ:είναι 1,31 του τριγώνου ΑΒΓ του αρχικού  

Μ:προσθέτουµε όλα τα εµβαδά  

Μ:και προκύπτει 1,39  

Ε τι είναι το 1,39  

Μ:1,39 του αρχικού  

Ε το τρίγωνο που σχηµατίζεται από το µέσα πόσο είναι  

Μ:το ¼ του αρχικού  

Ε και µετά ξανακάνω ένα άλλο εσωτερικά  

Μ και αυτό  είναι ¼   

Μ:1/8  

Μ:1/24  

Μ:µήπως είναι το ¼ του ¼  

Ε και το άλλο πόσο θα είναι  

Μ:¼ του ¼ του ¼  

Ε και αν θα ήθελα να το γράψω πιο γρήγορα πως  θα το έγραφα  

 ∆εν ήµουν ευχαριστηµένη,  είχα την εντύπωση ότι οι µαθητές αποστήθιζαν µια διαδικασία. 

∆ιαπίστωναν από την οθόνη τους υπολογισµούς των µετρήσεων αλλά δεν έβλεπαν την 

διαδικασία να εξελίσσεται µπροστά τους  Το 1/16 έπρεπε να το κατασκευάσουµε . 

 

Επόµενη συνάντηση  

Ε : Είχαµε  πει λοιπόν την προηγούµενη φορά  ότι όταν χωρίζουµε το τρίγωνο παίρνουµε 

1,2,3,4 τρίγωνα  

Είχαµε πει ότι αν  ανοίξουµε στην οθόνη µας ο script file  τότε µπορώ να ξανακάνω αµέσως 

την διαδικασία και να ξανακάνω το εσωτερικό του εσωτερικού .Τότε τι σχέση θα έχει  το 

τρίγωνο αυτό σε σχέση µε το αρχικό  

Μ:Το 1/16  

Ε :∆εν πείστηκα όµως µπορείτε να µου το δείξετε  

Ε :Γιατί είναι το 1/16  

Μ:Θα πάρουµε το ποντίκι και θα κάνουµε και άλλα εσωτερικά τρίγωνα  

Ε :Για να δω  

Μ: επιλέγω  αυτό το σηµείο  , επιλέγω και  εδώ .ορίστε  άλλο ένα εσωτερικό  

Μ:Και ‘γω ……και ακόµα ένα εσωτερικό  

Ε :Να τα µετρήσουµε  

Μ:1,2…16  
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Ε :άρα το ένα τριγωνάκι έχει  κάποια  σχέση µε τα υπόλοιπα τρίγωνα  

Μ:είναι το 1/16 

 Ε :τι είναι το 1/16  

Μ:είναι το ένα κοµµάτι από τα 16  

 Ε :και πάλι  δεν πείστηκα  

Μ:ωραία θα βρούµε το εµβαδόν του  

Ε :και µετά  

Μ:θα το συγκρίνουµε µε το εµβαδόν του µεγάλου  

 Ε :πως το βρίσκουµε το εµβαδόν  

Μ:construct ….triangle interior(  όλα µαζί )  

Μ:και µετά ….. area  

Μ:και µετά calculate αυτό το εµβαδόν δια αυτού( το µεγάλο δια του µικρού )  , ορίστε 16  

Ε :συνεχίστε τις διαιρέσεις  

……….. 

Ε :τώρα πόσα τρίγωνα έγιναν  

Μ:64  

Ε : είστε σίγουροι - µετρήστε τα  

Μ:64  

Μ:8 .8 =64  

Μ:κάνουµε πολλαπλασιασµό , από 4 το καθένα τρίγωνο και έχουµε το 64  

και µπορούµε να κάνουµε όλο και πιο µικρά τρίγωνα 

Ε :να πάµε τώρα να ανοίξουµε µια άλλη σελίδα  

Μ:προσθέτει όλα τα εµβαδά   των τριγώνων αυτό , το εσωτερικό ,τα πιο εσωτερικό  

και τα διαιρεί µε το  αρχικό  και προκύπτει 1,31  

Ε :τι είναι το 1,31  

Οι µαθητές από ότι φαίνεται µπορούν να εκφράσουν µε συµβολικό και λεκτικό τρόπο ένα 

κλάσµα .∆ιαπιστώνω την δυσκολία που αντιµετωπίζουν  ως προς την µη κατανόηση της 

ισοδυναµίας των διαφόρων τρόπων συµβολικής αναπαράστασης ενός ρητού αριθµού . 

Μ:να το δούµε εδώ στην άλλη διαίρεση που κάναµε  

Το αρχικό δια του εσωτερικού είναι 64  

Το εσωτερικό είναι 64 φορές το αρχικό  

Ε :Το 1,31 τι είναι  

Μ; Άρα είναι  1,31 φορές το αρχικό  

Ε :Συνεχίζω πάλι τι  υποδιαιρέσεις .Πόσες µπορώ να κάνω  

Μ:πάρα πολλές , άπειρες  

Μ:το κάνουµε τόσες πολλές φορές ώστε τα τρίγωνα µικραίνουν και µικραίνουν όλο και 

περισσότερο  

M: Μέχρι να µην διαιρείται άλλο να φτάσει στο 0  

Ε :Και το άπειρο τι είναι  

Οι µαθητές σηµειώνουν τις απαντήσεις τους  

M: Το άπειρο είναι κάτι που µπορούµε να κάνουµε εκατοντάδες φορές, όσες φορές 

θέλουµε χωρίς να έχουµε κάποιο συγκεκριµένο σηµείο και πρέπει να σταµατήσουµε να 

κάνουµε κάτι .Εκτός κι αν θέλουµε να το σταµατήσουµε εµείς οι ίδιοι  

M: Είναι ένας αριθµός που δεν µπορούµε να το γράψουµε γιατί δεν γνωρίζουµε το ποσόν  

M: Είναι κάτι που µπορούµε να µετρήσουµε αλλά δεν τελειώνει  

M: Κάτι που δεν τελειώνει, αλλά πάντα θα συνεχίζεται  

Ε :Και το 0  

M: Το 0 είναι η αρχή των αριθµών  

M: Το 0 είναι αριθµός που δεν δηλώνει αριθµό πραγµάτων  

M: Τίποτα δεν είναι, κάτι που δεν υπάρχει  

M: Είναι ένας αριθµός που µπορούµε να συνεχίσουµε  

Ε :Ωραία τώρα για να δούµε τι κάνουµε εδώ  

M: Έχουµε κατασκευάσει πολλά τρίγωνα  
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M: Είναι σµικρύνσεις  

M: Αυτό είναι σµίκρυνση του αρχικού  

M: Όχι του αρχικού, του εσωτερικού  

Ε :Και αυτό  

M: Και αυτό σµίκρυνση του αρχικού είναι πιο µικρή  

Ε :Πόσες φορές τα βλέπετε  

M: Μικραίνουν  

M: Και χάνονται  

M: Γίνονται 0  

M: Και µικραίνουν και τα εµβαδά  

M: Και το άθροισµα πάλι παραµένει σταθερό  

Ε :Εννοείς τον λόγο αυτό  

Ε :Ωραία , να πιάσουµε µια κορυφή και να το µικρύνουµε µε το dilate tool  

M: Μικραίνει πολύ  

M: Χάνεται  

M: Τα εµβαδά έγιναν 0  

M: Τα µικρά τρίγωνα έγιναν σηµεία  

M: Το άθροισµα πάλι παραµένει σταθερό  

Ε :Αν το µεγαλώσουµε πολύ  

M: Πόσο να το µεγαλώσουµε  

Ε :Κοιτάξτε πόσο έχει γίνει το αρχικό εµβαδόν  

M: Άαα.  1253 , 46 ….. 

Ε :Και ο λόγος  

M: Πάλι παραµένει σταθερός  

M: Παραµένει 1,32  

Ε :Βλέπετε κάτι  

M: Αρχίζει να φαίνεται το κεντρικό τρίγωνο που δεν φαινόταν  

 

∆ιαπιστώνουν ότι µε το σύρσιµο από τις κορυφές και τις αυξοµειώσεις του τριγώνου δεν 

επηρεάζει του λόγους των εµβαδών  

 

M: Όσο µεγαλώνει το τρίγωνο, τόσο µεγαλώνει και το εµβαδόν του τριγώνου  

Ε :Τώρα τι έκανα  

M:  ααα έναν πίνακα!! 

M: Υπολογίσατε όλα τα εµβαδά και τα βάλατε σε πίνακα  

Ε :Αυτά το έκανε το πρόγραµµα , πολύ εύκολα , σε µερικά δευτερόλεπτα , φτάνει να του 

µάθουµε εµείς την διαδικασία  

M: Μπορούµε να το κάνουµε πολλές φορές και άλλες ; 

M: Τι είναι 40 iterationς  

M: Σηµαίνει ότι κάνει και   άλλα τριγωνάκια; 

Ε :Έκανε 40 επαναλήψεις  

Επανάληψη τίνος να µου πείτε εσείς  

M: Του εσωτερικού και τις µετρήσεις  

Ε :Μπορείτε να το δείξετε  

M: Όλα το ένα είναι µικρότερο από το άλλο (δείχνουν στην οθόνη τα τρίγωνα)  

Ε :Τι παρατηρείτε πάλι  

M: Ο λόγος παρέµεινε σταθερός  

Ε :Το ν  τι είναι   

M: …Number  

Ε :Ωραία  

Ε :Και το 0 τι σηµαίνει  

M: Number 0  

M: είναι το µεγάλο τρίγωνο  
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M: το αρχικό εµβαδόν, η αρχική µέτρηση  

Οι µαθητές παρατηρούν  ότι οι  µετρήσεις  που έχει προκύψει στον πίνακα για τις τιµές της 

ακολουθίας των εµβαδών έχουν σχέση µε την µέτρηση των εµβαδών .Αυτό που διαπιστώνουν 

είναι η ταύτιση των δυο µετρήσεων ,της µέτρησης που είναι έξω από τον πίνακα για το αρχικό 

τρίγωνο και η µέτρηση που είναι µέσα στον πίνακα για την τιµή 0 .Έτσι το συµπέρασµα 

προκύπτει εύκολα .  

Ε : το ν=1 τι σηµαίνει  

M: αυτοί οι υπολογισµοί  

M: αυτά τα εµβαδά και αυτά που µικραίνουν και µικραίνουν (δείχνοντας τις µετρήσεις στον 

πίνακα )  

M: δηλαδή προχωράµε στην πρώτη επανάληψη  

Ε :και στο σχήµα  να  το δούµε στον υπολογιστή  

M : είναι αυτή η επανάληψη ( µε βεβαιότητα δείχνει το σωστό  - και οι  άλλοι 

συµφωνήσαν αµέσως )  

Ε :αυτό το ν=2 ποια επανάληψη είναι  

M :αυτή  

 

αρχίζω να µετράω τις επαναλήψεις µε  λάθος τρόπο ξεκινώντας µε 1  από την αρχική  

1,2,3,4  

και δείχνω τον πίνακα που είχε 5 µετρήσεις ( γιατί έχει 5 ; )  

M :   όχι  !! 0 ,1,2,3,4,5( όλοι µαζί )  µε διορθώνουν ξεκινώντας µε 0 από την αρχική 

µέτρηση  
 

Οι απαντήσεις των µαθητών µε οδήγησαν να σκεφτώ ότι :είχαν καταλάβει πως 

επαναλαµβάνονται οι µετρήσεις  ( δεν ήταν µια απλή σύµπτωση ή µια παρατήρηση )και το 

σπουδαιότερο  ότι είχαν καταλάβει πως γίνεται η  επαναληπτική διαδικασία  και στα σχήµατα . 

Ε :κοιτάξτε εδώ στην τελευταία στήλη τι βλέπετε  

M : το άθροισµα των εµβαδών είναι το ίδιο τελικά  

M : είναι το ίδιο  

M :σταθερό  

Ε :αυτά τα εµβαδά πόσο γίνονται  

M :γίνονται 0  

Ε : είναι 0;   

M :όχι δεν είναι  

M :είναι 0,000000..1  

Ε :  υπάρχει δηλαδή και άλλο µετά από αυτό 0,000000..01  

M :ναι και υπάρχει και άλλο  

M :το 0,00000000000000…1  

M :γιατί οι αριθµοί είναι άπειροι !! 

Οι µαθητές καταλαβαίνουν, όπως φαίνεται από  τις απαντήσεις τους ότι υπάρχουν άπειροι 

αριθµοί που είναι κοντά στο 0 αλλά δεν είναι 0.Είναι η πρώτη προσέγγιση των 

απειροελάχιστων και η πρώτη προσέγγιση του ορίου διαισθητικά . 
Επόµενη συνάντηση  
Είχαµε δει την προηγούµενη φορά τους πίνακες και λίγα περί γραφικών παραστάσεων .Το 

σχήµα ήταν αρκετά σύνθετο και οι µαθητές που δεν είχαν γνώση των γραφικών παραστάσεων 

δυσκολευόντουσαν να καταλάβουν τι συνέβαινε στην οθόνη . Έπρεπε να ξεκινήσω µε µια απλή 

κατασκευή . Η σπείρα του Baravelle είναι ένα θέµα που εντυπωσιάζει και δεν είναι δύσκολο 

στην κατασκευή του .  

Ε :µε ποια διαδικασία υπολογίζουµε το εµβαδόν  

….. µου εξηγούν , η διαδικασία του υπολογισµού του εµβαδού τους φαίνεται ένα παιχνίδι ! 

Ε :να δούµε πόσο είναι το εµβαδόν  

Μ :το εµβαδόν είναι 3,98  

Ε : ναι αλλά δεν θέλω µόνο 2 δεκαδικά ψηφία  
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θέλω περισσότερα  

Ε :γιατί θέλω περισσότερα τι χρειάζονται  

………….. 

Μ :για να βλέπω πιο καλά τα 0,000…. 

Μ :Για να βλέπω µεγαλύτερη αξία  

Μ :Μεγαλύτερη προσέγγιση  

Ε :Πάµε από το properties  µε δεξί κλικ  και δεν θέλουµε εκατοστά αλλά  δεκάκις χιλιοστά  

Ε :Και τώρα κάνω κλικ  στο transform  και  επιλέγω το iterate  

Ε :Τι παρατηρείτε  

 Μ :Εδώ βγάζει κι άλλους αριθµούς και εδώ  και άλλες τελίτσες 

Ε :Είναι τελίτσες ; 

Μ :Μοιάζουν τελίτσες αλλά δεν είναι  

Μ :Μοιάζουν σηµεία αλλά δεν είναι  

Τα παιδιά διαισθάνονται ότι στο σχήµα αυτό που φαίνεται σαν τελεία ή σαν σηµείο µπορεί να 

είναι κάτι άλλο .∆εν µπορούν όµως να απαντήσουν µε βεβαιότητα  

 

Ε :Τι είναι ; 

Ε :αυτά τι είναι  

Μ :είναι τρίγωνα  

Ε :τι χρώµα έχουν  

Μ :κόκκινο  

Ε :και µέσα – dilate tool και βλέπω τι είναι αυτά τα σηµεία  

Μ : έχουν χρώµα κόκκινο και είναι τρίγωνα  

Μ :είναι τρίγωνα όπως το αρχικό  

Μ :µόνο που έχουν πάρει στροφή  

Μ :και  είναι τα µισά  

Μ :και το άλλο το µισό του µισού  

Μ :και συνεχίζουν   πιο µικρά  

Μ :Μεγαλώνει ο πίνακας  

Ε :Σταµατάω  

Ε : Σύρω µια κορυφή  

Μ :το τρίγωνο µεγαλώνει αλλά µεγαλώνουν και οι αριθµοί στον πίνακα  

Ε :Στον πίνακα τι αριθµοί είναι αυτοί  

Μ :Είναι τα εµβαδά των τριγώνων  

Ε :Ποιων τριγώνων , θέλετε να δείξετε στην οθόνη ποια είναι  

Μ :Το εµβαδόν αυτό είναι το πρώτο τρίγωνο  

( Έδειχνε το µεγάλο τρίγωνο ) 

Μ :Το επόµενο είναι αυτό  

Ε :Αυτό είναι κόκκινο  το αρχικό δεν είναι όλο κόκκινο  

Μ :Ααα, άρα αυτό είναι το πρώτο τρίγωνο  

Μ :Και µετά αυτό  

Μ :Και µετά αυτό  

Μ :Αυτή αν την µικρύνετε είναι µια καµπύλη  

Μ :Ναι , είναι µια καµπύλη  

Μ :Dilate tool να το µεγαλώσουµε  

Μ :∆εν είναι καµπύλη  

 Μ :Είναι τριγωνάκι , πολύ µικρό  

Μ :Ναι , ναι είναι τρίγωνα  

Ε :Τι σηµαίνουν αυτά τα  νούµερα  

0,1,2,3,4,5…. 

Μ :Ότι είναι τα τρίγωνα  

Ε :Αυτό το 0 ποια µέτρηση είναι  

Μ :Είναι η πρώτη µέτρηση που κάναµε  
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Μ :Είναι το αρχικό κόκκινο τρίγωνο  

Ε :Και µετά η επόµενη ποια  

και γιατί δεν τα βλέπουµε  

Μ :είναι πολύ µικρά και δεν φαίνονται  

Ε :έχω το 0,0000099 και το 0,0000098 αυτό είναι εδώ  

είναι δηλαδή στρογγυλοποίηση ενός αριθµού η επόµενη µέτρηση  

Μ :δεν είναι στρογγυλοποίηση  

Μ :όχι ,όχι  

Μ :βρίσκει το µισό του µισού …. 

Ε :Τα µικρύνω και θα επιλέξω τον πίνακα  

Μ :Και θα κάνουµε τις τελίτσες ( µου είχαν πει ότι δεν καταλάβαιναν τις τελίτσες )  

( εδώ εννοούν τη γραφική παράσταση ) 

Τους εξηγώ σε ένα χαρτί ένα απλό παράδειγµα  

1κιλο φρούτα 2 ευρώ , 2 κιλά φρούτα  

4 ευρώ  

3 κιλά  

6 ευρώ  

Μ : ααα ωραία  

Ε :παίρνω δυο άξονες  

Μ :δεν τα µάθαµε αυτά  

E :θα τα µάθετε του χρόνου  

Ε :στον άξονα χχ΄( γέλια ) βάζω τα κιλά  

Ε :στον άξονα ψψ΄ βάζω τα ευρώ ( τοποθετώ ένα σηµείο στην τοµή )  

Μ :ααα αυτό είναι εύκολο  

Μ :να οι τελίτσες !! 

Μ :ααα αυτά είναι οι τελίτσες που είδαµε την προηγούµενη φορά  

Ε :να τα δούµε τώρα στο σχήµα  

κοιτάξτε τώρα τις µετρήσεις κα πείτε µου  

όταν το ν=0 η πρώτη µέτρηση είναι 19, .. 

Ε :το βλέπετε πάνω στην γραφική παράσταση  

Ε :δείξτε την επόµενη µέτρηση  

Μ :το 1 µε το 4,8  

Μ :µε τον άξονα        πως λέγεται ….. 

Μ :το  2 µε το 1,2  

Μ :αα να το λίγο πιο πάνω  

Μ :το 3 µε το 0,3  

οι µαθητές δείχνουν πάνω στον πίνακα τις µετρήσεις  

Ε :να  κάνω zoom του άξονα  

Μ :βλέπουµε πως έχουµε µεγαλύτερη µεγέθυνση της οθόνης  

Ε :και τα σηµεία που είναι  

Μ :έχουν φύγει  

Μ :έχουν αποµακρυνθεί πολύ  

Ε :τα σηµεία δηλαδή τι είναι  

Μ :είναι τα σηµεία του πίνακα  

Μ :τα εµφανίσαµε εδώ  

Μ :όταν κάνουµε µεγαλύτερες υποδιαιρέσεις τα σηµεία πηγαίνουν πιο δεξιά  

Μ :και πιο  χαµηλά , κατεβαίνουν  

Ε :που πλησιάζουν  

Μ :στο 0 ( όλα µαζί  !!) 

 Ε :όταν κάνω zoom όµως  

Μ :µεγαλώνουν  

µετά όµως  

Ε :αυτοί όλοι οι αριθµοί είναι µια ακολουθία αριθµών  
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Ε :Ξέρετε µια άλλη ακολουθία αριθµών  

Μ :∆ηλαδή σαν το 1,2 ,3   

Μ :0,1    0,2   …… 

Μ :2,4,6,8 .. 

Μ :1,3,5, 

Μ :3,6,9….. 

Μ :3,5,7,9 

Ε :ωραία  

Ε :άρα τι είναι ακολουθία , πως το καταλαβαίνετε εσείς  

Μ :είναι ένα νούµερο και µετά άλλα νούµερα  

Μ :η µεγαλώνουν  

Μ :ή µικραίνουν  

Ε :µεγαλώνουν πολύ αυτοί οι αριθµοί ; 

Μ :ναι µέχρι το άπειρο  

Μ :ναι γιατί όλο υπάρχει και ένας µεγαλύτερος  

Μ :αυτοί µπορεί και να µικραίνουν  

Ε :Θα δούµε τι είχαµε κάνει µε τα τρίγωνα την προηγούµενη φορά  

Μ :Είχαµε µετρήσει όλα τα εµβαδά και είχαµε διαιρέσει µε το αρχικό  

Ε :Είναι µια ακολουθία αυτή  

Μ :∆ηλαδή τα εµβαδά τους  

Μ :Ναι είναι .. πήραµε την ακολουθία των εµβαδών  , τον πίνακα  

Ε :Κάνουµε plot table data   

Μ :Επιλέγουµε το ν  για τον άξονα χχ΄ και το άθροισµα για τον άξονα ψψ΄ 

Ε :Και το 1,32 που βλέπουµε  

Μ :Είναι το ίδιο για αυτό και στην γραφική παράσταση  είναι σαν µια γραµµή  

Ε : Αυτό είναι  το όριο  

Ε :Ποια ακολουθία εµβαδών τριγώνων αν προσθέσουµε τα εµβαδά  µας δίνει το 1,33  

Μ :Είναι αυτό το µεγάλο µετά αυτό ( δείχνει εσωτερικά το τρίγωνο που σχηµατίζεται από τα 

µέσα ….)  

Μ :Και µετά είναι αυτό  

Μ :∆ηλαδή  η επανάληψη  

Μ : η iteration  που λέγαµε  

 

Με την οµάδα δοκιµάσαµε να  κατασκευάσουµε  τετράγωνο , και στην συνέχεια το 

Πυθαγόρειο δέντρο  

Ε : Κάνουµε  ευθύγραµµο τµήµα και µετά  επιλέγουµε  στο σηµείο  Α , mark center  

επιλογή του τµήµατος και rotate  

Μ :Α να το φαίνεται  

Ε : Τι έγινε  

Μ : Μια ορθή γωνία  

Μ :Με ίσες πλευρές  

Ε : Τι έκανε δηλαδή το σχήµα  

Μ :Πήρε το σχήµα και το γύρισε κατά 90 µοίρες  

Ε : ∆εν έγινε ακόµα τετράγωνο 

Μ :Θα στρέψουµε και την άλλη πλευρά κατά 90 µοίρες  

Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία αλλά οι µαθητές  ξεκινούν την κατασκευή από το  

άλλο σηµείο µε αποτέλεσµα  η µια πλευρά να στρέφεται προς τα κάτω  

Ε : Κάτι δεν πήγε καλά  

Ε : Τι υπάρχει στην οθόνη που αλλάζει  

Μ :Η πλευρά  

Ε : Πως  µεταφέρεται  η πλευρά  

Μ :Με το rotate  

Ε : Για να  κάνει όµως το rotate ο υπολογιστής µας   
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Μ :Ανοίγει αυτό το τετραγωνάκι   

Ε : Και τι αλλάζει στο τετραγωνάκι  

Μ :Η γωνία  

Ε : Άρα δεν είναι σωστή η γωνία 90 µοίρες  

Μ :Να το αλλάξουµε  

Μ :180  

Μ :230 ( έβλεπαν ότι στο σχήµα το ευθύγραµµο τµήµα ή συνέπιπτε ή στρεφόταν κατά 90 

µοίρες αλλά προς τα κάτω )  

Ε : πως θέλουµε να γυρίσει η πλευρά  

Μ :έτσι ( και µου δείχνουν µε το χέρι τους )  

Ε : ναι  , δηλαδή πόσες φορές θα γυρίσει  

Μ :µια , δυο , τρεις φορές  

Ε : άρα πόσες φορές θα κάνει το  90 

Μ :3 φορές ( µε αβεβαιότητα )  

Μ :3 x 90 = 270 µοίρες  

Γιατί οι µαθητές δεν σκέφτηκαν  τις  270  µοίρες ;  

Οι µαθητές έχουν σχηµατίσει εικόνες εννοιών από το περιβάλλον τους Παραδείγµατα στροφών 

γωνιών δεν συναντάµε στο ∆ηµοτικό ή δεν έχει  δοθεί η κατάλληλη προσοχή ( π.χ σε ένα ρολόι 

οι δείκτες )   µε αποτέλεσµα    η συµβολική αναπαράσταση της γωνίας των 270 µοιρών  να 

λείπει από τα παραδείγµατα που χρησιµοποιεί ένας µαθητής  προκειµένου να δώσει το µέγεθος 

µιας γωνίας - δεν θα πει για παράδειγµα αυτή είναι γωνία 270 µοιρών αλλά 90 µοιρών  . 

Ένας δεύτερος λόγος είναι ότι  δεν επισηµαίνεται  ο τρόπος µε τον οποίο κατασκευάζονται δυο 

κάθετες ευθείες µε αποτέλεσµα οι µαθητές να µην διαισθάνονται την στροφή ενός τµήµατος 

κατά 90 µοίρες ( ή κατά 270 µοίρες ). 

………………………………. 

Ε : Create new tool και ονοµάζουµε το script file tetr  

Ε : τώρα πως µπορώ να κατασκευάσω ένα άλλο τετράγωνο  

Μ :πάλι από την αρχή ένα ευθ. τµήµα και µετά rotate  

Μ :µε το script file  

 

Στη συνέχεια οι µαθητές προσπάθησαν να κατασκευάσουν µόνοι τους ένα αρχείο εντολών  

που θα κατασκεύαζε ένα 

τετράγωνο  

 η αρχική κατασκευή του 

τετραγώνου έµοιαζε σωστή 

όµως δεν ήταν έτσι .Όταν 

επανέλαβαν την διαδικασία µε 

το script file προέκυψε το σχήµα 

που βλέπουµε επιλεγµένο  

Άλλη µια σύγχυση επικράτησε  

όταν  στρέφαµε το σχήµα του 

τετραγώνου σύροντας µια 

κορυφή  .Οι µαθητές πίστευαν 

ότι τότε δεν είναι τετράγωνο 

αλλά ρόµβος .Η κατασκευή του τετραγώνου τους βοήθησε να καταλάβουν την ιεραρχία 

των σχηµάτων .   

……….. 

Ε : Μπορούµε να κατασκευάσουµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο που να έχει µια πλευρά του ίδια 

µε του τετραγώνου  

Μ :Ναι ,στο σχήµα που είχαµε δει  είχαµε κάνει έναν κύκλο  
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Οι µαθητές δοκιµάζουν να κάνουν 

κύκλους µε  διάµετρο την πλευρά 

του τετραγώνου  

η πλευρά είναι διάµετρος του 

κύκλου  άρα  το κέντρο του κύκλου 

είναι στο µέσο του τµήµατος  
  

 

 

 

Ε : Πως κατασκευάζουµε τον κύκλο  

Μ :∆εν είµαι σίγουρος .Πήραµε το midpoint  του τµήµατος  

Ε : Και ποια θέλουµε να είναι η ακτίνα του κύκλου  

Μ :Να κάνουµε τον κύκλο  

Ε : Ωραία , να τον κάνουµε  

Προσπάθησαν µερικές φορές αποτυχηµένα . Κατασκεύαζαν κύκλους αλλά δεν ήταν σταθεροί 

κύκλοι .Τους εξήγησα πως σκεφτόµαστε .  

Η µαθήτρια κατασκεύασε µε επιτυχία τον κύκλο (  πήρε σαν  κέντρο  το µέσο και µετά 

σιγά τον έσυρε µέχρι που η ακτίνα του έγινε ίση µε το µισό της πλευράς του τετραγώνου 

) Στην συνέχεια τοποθετήσαµε το σηµείο πάνω στον κύκλο . Ενώσαµε το σηµείο πάνω 

στον κύκλο µε τις κορυφές του τετραγώνου και κατασκευάσαµε το ορθογώνιο τρίγωνο  

Ε : Τι τρίγωνο είναι αυτό  

Μ :Ισοσκελές  

Μ :Αµβλυγώνιο  

Ε : Να δούµε την γωνία  

Ε : Επιλέγουµε τα  σηµεία και πόσο είναι η γωνία  

Μ :90 µοίρες !! 

Ε : αν αλλάξουµε την θέση του σηµείου  

Μ :πάλι η γωνία είναι 90 µοίρες ! 

Ε : εποµένως τι τρίγωνο είναι αυτό  

Μ :είναι ορθογώνιο  

Το ορθογώνιο τρίγωνο είχε την κορυφή της ορθής γωνίας σε διαφορετική θέση από την θέση 

που έχουν συνηθίσει οι µαθητές να το βλέπουν στα βιβλία τους Εποµένως η έκπληξη ήταν 

αναµενόµενη !! 

Μ :να κάνουµε απόκρυψη τον κύκλο  

Ε : τώρα µπορούµε να κατασκευάσουµε τα τετράγωνα  

Ε : τι θα κάνουµε  

Μ :θα κάνουµε show script view  

 Οι µαθητές κάνουν κλικ στην µια 

κορυφή και µετά στην άλλη  

το σχήµα που παράγεται στην αρχή 

είναι αυτό  
∆οκιµάζοντας ξανά παρατηρούν ότι η 

διαδικασία γίνεται  όπως την θέλουµε 

 ( το τετράγωνο προς τα έξω ) όταν  

επιλέγουν τις κορυφές από αριστερά προς 

τα δεξιά  

Μ :Γιατί έτσι το κατασκευάσαµε αρχικά  

Ε: Μετακινούµε το σηµείο πάνω στον κύκλο , και τι συµβαίνει µε τα εµβαδά  

Μ :Τα αθροίσµατα παραµένουν τα ίδια  
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Στην συνέχεια οι µαθητές κατασκεύασαν νέο αρχείο εντολών  µε το πυθαγόρειο θεώρηµα.. 

∆εν ήµουν σίγουρη  ότι είχαν καταλάβει τι κάνει το αρχείο εντολών . 

Ε: Μπορώ να κατασκευάσω τώρα ένα άλλο πυθαγόρειο θεώρηµα που όµως η πλευρά του 

αρχικού τετραγώνου θα είναι πάνω στην πλευρά του τριγώνου  

…………………………….. 

Μ: show script view  

Ε : πόσα σηµεία χρειάζονται  για να κάνουµε το πυθαγόρειο θεώρηµα  

Μ:δύο  

Ε : παίρνω ένα αυτό και ένα αυτό  και τώρα  

Μ:all steps  

και άρχισαν να το επαναλαµβάνουν .Έβλεπα την χαρά και την έκπληξη τους .Μια διαδικασία 

που κάναµε τόση ώρα να την  κατασκευάσουµε γινόταν σε δευτερόλεπτα . 

 

Μηχανικά  επαναλάµβαναν την διαδικασία . Είχαν όµως καταλάβει το νόηµα της 

διαδικασίας ;  

Ε : Τι παρατηρείτε σχετικά µε τα   σχήµατα που προκύπτουν  

Μ: Είναι ίδια µε το αρχικό  

Μ:Είναι µικρότερα  

Μ:Όσο περισσότερα γίνονται µικραίνουν  

Ε : Τι µικραίνει  

Μ:Το σχήµα τους  

Μ:∆ηλαδή οι πλευρές τους  

 

Επόµενη συνάντηση  

 

Μ : Έχουµε κατασκευάσει ένα τετράγωνο µετά ένα ορθογώνιο τρίγωνο  

E : Στο οποίο τι  ιδιότητα έχουµε  

Μ :Να το µεγαλώνουµε , να το µικραίνουµε , να το αλλάζω τις θέσεις  

E: Αυτή η κορυφή τι µπορεί να κάνει  

Μ :Μπορεί να κινείται  

Μ :Να  αλλάζει το εµβαδόν  

Μ :Να µικραίνει  

Μ :Να µετακινείται πάνω στον κύκλο  

Μ :Όλες οι κορυφές του ορθογωνίου τριγώνου  

E: Όταν µετακινείται η κορυφή τι συµβαίνει το σχήµα  

Μ :Μικραίνουν τα εµβαδά  

E :Τι είναι το script file  

Μ :Φτιάχνει όσα τετράγωνα θέλουµε  

Μ :Ίσα τετράγωνα  ,ορθές γωνίες  

 E : Πως  θα  κάνω το πυθαγόρειο  θεώρηµα  

Μ :Θα ανοίξουµε το script file  

E : Τι χρειάζεται για να κατασκευαστεί ( ίσως δεν είχα θέσει σωστά την ερώτηση )  

E : κάτι γράφει given point A , point B  

Μ :δύο σηµεία  

Μ :δυο γωνίες  

Μ :µας κατασκεύασε και ένα κύκλο  

Μ :µπορούµε να τον κάνουµε απόκρυψη  

E :ωραία  

E :σε ποια κορυφή θα το κάνει  

E: µε ποια διαδικασία σκέφτεσαι ότι πρέπει να γίνει  

Μ :να πάρω το σηµείο Α και το σηµείο Β  

E: ποια σηµεία είναι τα Α και Β  

Μ :από αριστερά προς τα δεξιά  
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E: µήπως είδατε κάτι  

Μ :τα τετράγωνα µικραίνουν  

E: τι άλλο παρακολουθήσατε ότι συµβαίνει στο script file  

Μ :Να την κάνουµε άλλη µια φορά  

E: Τι κάνουν τα δυο σηµεία  

Μ :Φωτίζονται µε γαλάζιο χρώµα  

Μ :Αν δεν φωτιστούν και τα δυο κάτι δεν πάει καλά  

Μ :All steps  

E: Τι θα κάνουµε τώρα  

Μ :Κλικ γενικά  

Μ :Πρώτα το αριστερό και µετά το δεξί  

E: Γιατί έτσι  

E: Αν το κάναµε αλλιώς τι θα γινόταν 

Μ :Θα γινόταν ανάποδα  

E: Να το µεγαλώσουµε σαν σχήµα  

Μ :Τι κατασκευάζουµε  

Μ :Τετράγωνα και ορθογώνια µε κύκλους  

E: Αυτά τα σχήµατα στην τύχη κατασκευάζονται  

E: Με ποια ιδιότητα κατασκευάζονται  

E: Τι είναι ανοικτό στην οθόνη  

Μ :Υπάρχει το script file  

E: Και τι κάνει  

Μ :Μας επαναλαµβάνει την κατασκευή  

E: Τι έχω κάνει όµως στο αρχείο εντολών .πως το έχουµε ορίσει  

Μ :Να µας κάνει από µόνο του τα σχήµατα  

Μ :Όσες φορές θέλουµε  

E: και υπάρχει σχέση ανάµεσα στο 1
ο
 σχήµα που κατασκευάσαµε και στο 2

ο
 ή στο 3

ο
  

Μ :ναι είναι ίδια  

Μ :πιο µικρό το επόµενο  

Μ :σε σµίκρυνση  

E: γιατί σε σµίκρυνση  

Μ :γιατί αυτή η  πλευρά που ξεκινά η κατασκευή είναι πιο µικρή ( και δείχνει τη 2
η
 

επανάληψη )  

Μ :άρα όλο το σχήµα είναι πιο µικρό  

 

E: Αυτό που κάνουµε πως το λέµε  

Μ :Μια παράσταση  

Μ :Μια ακολουθία  

Μ :Μια διαδικασία   

( φωνάζουν όλα δυνατά και πιστεύουν ότι είναι σωστά αυτά που  µόλις διατύπωσαν -  

µήπως δεν πρόκειται για την αναπαράσταση µιας επαναλαµβανόµενης διαδικασίας  , µιας 
ακολουθίας ;  )  

E: Τι διαδικασία όµως είναι, πως ονοµάζεται αυτή η διαδικασία  

Μ :Επανάληψη  

Μ :Iteration  

E: Με το link τι κάνουµε  

Μ :Θα ενώσει τα διαφορετικά φύλλα που έχουµε κάνει  

E: Τι έχουµε κάνει στη σελίδα αυτή  

Μ :Πολλά σχήµατα , πολλές επαναλήψεις  

E: Κάποιος µπορεί να µου πει πως κάνουµε  

Μ :Κάνουµε µια ευθεία γραµµή , κάνουµε κλικ µε ανοιχτό το αρχείο από αριστερά E :προς 

τα δεξιά ,και πατάµε all steps  

Ε : Είναι τυχαία αυτή η κατασκευή που  γίνεται  
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Μ :Όχι  δεν είναι τυχαίο  

Μ :Είναι συγκεκριµένο  

Μ :Το Πυθαγόρειο θεώρηµα  

E: Και τι λέει το πυθαγόρειο θεώρηµα  

Κάτι µε τα εµβαδά  

Μ :Τα δυο τετράγωνα µας δίνουν το τρίτο τετράγωνο  

E: Πως δηλαδή γίνεται αυτό  

Κόβουµε τα τετράγωνα και τα βάζουµε το ένα δίπλα στο άλλο ; 

Μ :Όχι τα εµβαδά  

Μ :Τα εµβαδά των δυο µικρών …… 

Μ :Μας κάνουν το εµβαδόν του µεγάλου  

E: Τι κάνει το animate ; 

Μ :Βάλατε έναν αόρατο κύκλο και όλο το σχήµα γυρίζει                                                                   

Μ :γύρω από την τελίτσα  

Μ :Γύρω απ΄ το σηµείο  

E: τι κάναµε στον κύκλο  

Μ :hide  

Link στην επόµενη σελίδα  

E: γιατί έχουµε διαφορετικούς χρωµατισµούς  

Μ :έχουµε κατασκευάσει το ίδιο χρώµα στην συνέχεια  

Μ :έχουµε χρωµατίσει µε το ίδιο χρώµα τα  µεγάλα τετράγωνα  

Μ :έχουµε χρωµατίσει µε το ίδιο χρώµα τις ακολουθίες των εµβαδών  

E: τι είναι λοιπόν αυτό  

Μ :είναι µια ακολουθία τετραγώνων  

E: και αυτό  

E: θα πάρω to dilate  

Μ :βλέπουµε τις επαναλήψεις  

Μ :αυτή είναι µια  άλλη ακολουθία τετραγώνων  

Μ :και αυτή µια άλλη  

Μ :αυτή η κίτρινη ακολουθία  

E: να κάνουµε animation, αλλά να παρατηρείστε τα συµβαίνει µε τα εµβαδά όπως 

κάνετε το animation  

Μ :µικραίνουν τα τετραγωνάκια και γίνονται τελείες  

E: άρα δεν υπάρχουν  

Μ :υπάρχουν !!!( µε έντονη διαµαρτυρία )  

Μ :είναι 0,00000000……1  

 E: υπάρχουν όµως αυτά  

E: και είναι το ένα εµβαδόν προσέγγιση του προηγουµένου  

Μ :όχι είναι µια καινούργια µέτρηση  

Μ :της επόµενης επανάληψης  

E: αυτό τι είναι  

Μ :το πινακάκι µε τις επαναλήψεις  

Μ :µεγαλώνουµε και µεγαλώνει το εµβαδόν  

Μ :κάναµε µια διαδικασία επανάληψης  

E: ποια διαδικασία  

Μ :file script file – Πυθαγόρειο θεώρηµα  

E: πόσες φορές το κάναµε  

Μ :το κατασκευάσαµε ….. µετράνε , µετά κάποια µαθήτρια  προσέχει τον πίνακα και 

φωνάζει  

Μ :24  

Μ :όχι 25 , είναι και το 0( µια άλλη µαθήτρια ) 

E : είναι µια κατασκευή που προέκυψε από πόσα εµβαδά  

E: ποια είναι τα εµβαδά που επαναλαµβάνονται και γίνεται η κατασκευή  
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Μ  (έρχεται και δείχνει τα εµβαδά)  

Μ :αυτό το τετράγωνο και αυτό και αυτό  

Μ :κατασκευάζω το πρώτο πυθαγόρειο  

E: θέλω να τα περάσω σε γράφηµα  

Μ :plot table data  

E: το ν είναι  

Μ :number  

Μ :φυσικοί αριθµοί  

E: το 0 ποια διαδικασία είναι  

Μ :η πρώτη διαδικασία  

E: τι µα ς δίνει τελικά  

Μ :την γραφική παράσταση  

 

E: θέλουµε να δείξουµε τις αντιστοιχίες του πίνακα στο γράφηµα  

το 0 που  πηγαίνει:  στο 3, 8  

τα παιδιά δυσκολεύονται να µου δείξουν τα σηµεία . Είναι µια αναµενόµενη κατάσταση  , αφού 

ακόµα και τα παιδιά της Α΄ Λυκείου έχουν δυσκολία κατανόησης στο γράφηµα της παράστασης, 

την αντιστοίχιση των τιµών του πίνακα µε τα σηµεία του γραφήµατος  

 έρχεται ένας , ένας και δείχνει τα σηµεία , νοµίζω ότι έχουν αρχίσει να το καταλαβαίνουν  

για αρκετές φορές επαναλάβαµε τα  ίδια .  
Πιστεύω ότι η γραφική παράσταση ήταν ένα θέµα που  οι µαθητές έπρεπε να κατανοήσουν ώστε 

να οδηγηθούν  σε µια βαθύτερη κατανόηση της έννοιας της ακολουθίας ως συνάρτησης µε 

πεδίο ορισµού το σύνολο Ν των φυσικών αριθµών  .Οι φυσικοί αριθµοί για τους µικρούς 

µαθητές της ΣΤ τάξης ,  τοποθετούνται πάνω στον άξονα χχ΄  και οι τιµές των εµβαδών πάνω 

στον άλλο άξονα .Έπρεπε να αναλώσω αρκετό χρόνο για να αντιληφθούν οι µαθητές απευθείας 

από την οθόνη τις αντιστοιχίσεις των σηµείων του πίνακα και της γραφικής παράστασης .Ήταν 

όµως και ένα σηµείο στην όλη διαδικασία που προκάλεσε πολύ το ενδιαφέρον τους και µε χαρά 

µου διαπίστωσα ότι  το επίπεδο κατανόησης τους  µετά την όλη διαδικασία  ήταν πολύ  καλό.  

Μια απλή ένδειξη ήταν  ότι οι µαθητές όταν περνούσαν τις τιµές οποιουδήποτε πίνακα στους 

άξονες διαπίστωναν τις συντεταγµένες των σηµείων µε µεγάλη ευκολία και τις έδειχναν µια -µια  

Οδηγήθηκα µε αυτές τις παρατηρήσεις σε κάποια  ερωτήµατα  που είχαν σχέση µε την 

αντίστοιχη έρευνα σε µεγαλύτερη τάξη  

 Πως   οι µαθητές της ΣΤ ∆ηµοτικού (χωρίς να έχουν διδαχθεί ποτέ στο σχολείο τους 
για γραφικές παραστάσεις) κατάλαβαν τα γραφήµατα των παραστάσεων τόσο καλά από 

την οθόνη ενός  ηλεκτρονικού   υπολογιστή και οι µαθητές της Α΄ Λυκείου που  είχαν 

διδαχθεί το αντίστοιχο θέµα  ακόµα έκαναν λάθη . 

 Ποια θα ήταν τα αποτελέσµατα της διδασκαλίας  στους ίδιους µαθητές του ∆ηµοτικού 
σχολείου  µετά από  x   χρόνια διδασκαλίας όταν έχουµε ήδη µετάβαση σε ανώτερο 

επίπεδο σκέψης  ; .   

E: µπορείς να µεγεθύνεις την κλίµακα  

Μ :κάνω κλικ στην οθόνη  

E: τα βλέπετε τα σηµεία  

Μ :είναι πάνω  

Μ :να ανεβούµε πιο πάνω να τα δούµε  

Μ :πήγαµε κάτω από το 0 ο µεγαλώσαµε και τα σηµεία αυτά πήγαν πιο πάνω 

E: δηλαδή ανέβηκαν τα σηµεία  

Μ :έγινε  µεγέθυνση στον χχ ΄και ψψ΄ 

Μ :έγινε zoom  

Μ :όσο πλησιάζουµε πιο κοντά οι αριθµοί µεγαλώνουν  

Μ : έχουν κατεβεί κάτω οι τελείες  

Μ :πλησιάζουν στο 0  

E: είναι 0  

Μ :γίνονται 0  
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Μ :τείνουν να γίνουν 0  

E: πως λέγεται αυτό  

Μ :όριο ακολουθίας  

Η προσέγγιση µέσω της διαδικασίας µε όριο το  0 ήταν µια προφανής πια περίπτωση για τα 

παιδιά . Ο συλλογισµός τους ήταν όπως ακριβώς περιγράφεται σε µερικές  απαντήσεις τους :  

 Τα εµβαδά γίνονται τόσο µικρά που τείνουν στο 0  
 Πηγαίνουν  πολύ κοντά στο 0 αλλά δεν είναι 0  
 Υπάρχουν πάντα  οι αριθµοί αυτοί .  
 Οι αριθµοί που είναι πριν από το 0 ( µε την έννοια ότι πλησιάζουν στο 0 ) είναι άπειροι 
αφού µπορούµε να βάλλουµε όσα µηδενικά θέλουµε µετά την υποδιαστολή ,αλλά δεν 

είναι 0 ακόµα και αν υπάρχει µια µονάδα στο τέλος . 

 Πως  θα µπορούσε να ήταν 0 αφού πρόκειται για ένα εµβαδόν ενός τριγώνου που 
πάντα υπάρχει . 

Η διαδικασία ης προσέγγισης διαισθητικά  σε ένα όριο που είναι ένας πραγµατικός αριθµός ( 

στο συγκεκριµένο θέµα έχουµε µια σειρά)  είναι ένα θέµα που δηµιουργεί ιδιαίτερη δυσκολία 

για τους παρακάτω λόγους  

 Οι µαθητές δεν έχουν  επίγνωση των αλγεβρικών παραστάσεων , πχ .τα αθροίσµατα 
των εµβαδών στον αριθµητή του κλάσµατος  

 ∆εν µπορούν να συνδέσουν τις διάφορες µορφές συµβολικής αναπαράστασης ενός 
ρητού (π.χ  ότι  το 1 /4   είναι ίσο µε το 0,25 )  

 Οι δεκαδικοί αριθµοί είναι ένα πρόσθετο εµπόδιο αφού οι µετρήσεις των σχηµάτων 
δίνουν σχεδόν πάντα αριθµούς µη φυσικούς   

 Οι δεκαδικοί αριθµοί δεν φαίνονται µε ακρίβεια στο GSP µε αποτέλεσµα ο µαθητής 
να προσπαθεί  να βρει την αντιστοιχία του πίνακα µε τα σηµεία της γραφικής 

παράστασης  

 Αν αλλάξει το σχήµα οι µετρήσεις του πίνακα  αλλάζουν αυτόµατα αλλά  οι  θέσεις 
των σηµείων που είχαµε σχεδιάσει στη γραφική παράσταση δεν αλλάζουν  , µε 

αποτέλεσµα να πρέπει να επαναλάβουµε την αποτύπωση σηµείων 
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Συµπεράσµατα  

Συγκριτικά συµπεράσµατα ως προς την κατανόηση των  εννοιών από τους µαθητές  
Έχουµε ήδη σχολιάσει και παρατηρήσει  τα  αντίστοιχα σηµεία της έρευνας   που οδηγούσαν 

στην εξαγωγή συµπερασµάτων .Θα αναφέρουµε συγκεντρωτικά τα σηµαντικότερα ώστε να 

οδηγηθούµε σε  γενικότερες συγκρίσεις και συµπεράσµατα µεταξύ των σχολικών επιπέδων . 

 

6.1 Παρατηρήσεις που προέκυψαν από την έρευνα στην  τάξη της ΣΤ΄ ∆ηµοτικού  

 
Οι µαθητές της ΣΤ΄ τάξης διαισθητικά αντιλαµβάνονται  το είδος του  σχήµατος και το 

επιβεβαιώνουν  κάνοντας  τις µετρήσεις .Η διαδικασία του αρχείου εντολών περιλαµβάνει τη 

έννοια της γενίκευσης εποµένως στο ξεκίνηµα της διαδικασίας οι µαθητές δεν έχουν την 

ικανότητα να γενικεύουν .Αυτό έρχεται στη συνέχεια ως αποτέλεσµα της συνολικής 

εµπειρίας .Το επικοινωνιακό κλίµα που αναπτύσσεται κατά την διάρκεια της κατασκευής των 

εννοιών ,τους βοηθά να επαναλάβουν µε λεκτικό τρόπο την διαδικασία αφού παρατηρήσουν 

την αυτό-οµοιότητα του αντικείµενου fractal  .Nα παρατηρήσουν τις  επαναλήψεις των 

διαδικασιών από το αρχείο  εντολών που γίνονται µε κάποια συγκεκριµένη σειρά  που τους 

οδηγεί να σχηµατίσουν ένα pattern που έχει σχέση µε τον τρόπο επανάληψης του σχήµατος 

Το λογισµικό τους βοηθά  να αντιληφθούν και συνειδητοποιήσουν κάτι που ίσως δεν είχαν 

καταλάβει ή σκεφτεί   .Ότι το εµβαδόν είναι η επιφάνεια που καταλαµβάνει το τρίγωνο 

Ακόµα να συµπληρώσουν γνωσιακά κενά   που έχουν σχέση µε την αντιστροφή των 

πράξεων του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης . 
Το σχήµα τους οδηγεί να  παρατηρήσουν ( χωρίς την διαδικασία των µετρήσεων) ότι τα 

τρίγωνα που σχηµατίζονται το ένα µέσα στο άλλο είναι όλο και µικρότερα και ότι κάποια 

στιγµή δεν θα µπορούν να τα βλέπουν σαν τρίγωνα αλλά σαν σηµεία  , άρα θα γίνουν τα 

εµβαδά τους 0  (κάνουν αφαίρεση της λέξης εµβαδά στην συζήτηση ). Ακόµα καταλαβαίνουν 

ότι το σχήµα µπορεί να µεγαλώσει άπειρες  φορές , έχουν δηλαδή αρχικές διαισθήσεις για το 

άπειρο  . Υπάρχει σε κάποιο σηµείο της έρευνας ο  προβληµατισµός µήπως οι µαθητές 

επαναλαµβάνουν αποστηθίζοντας την διαδικασία .Όπως όµως γίνεται αντιληπτό από τις 

απαντήσεις των µαθητών ,αυτό δεν συµβαίνει αφού οι µαθητές ανταποκρίνονται στην 

κατασκευή των εννοιών .  

Οι µαθητές  όπως διαπιστώνουµε από την έρευνα  µπορούν να εκφράσουν µε συµβολικό και 

λεκτικό τρόπο ένα κλάσµα .∆ιαπιστώνω την δυσκολία όµως  που αντιµετωπίζουν  ως προς 

την µη κατανόηση της ισοδυναµίας των διαφόρων τρόπων συµβολικής αναπαράστασης ενός 

ρητού αριθµού .Οι µαθητές παρατηρούν  ότι οι  µετρήσεις  που έχουν  προκύψει στον πίνακα 

για τις τιµές της ακολουθίας των εµβαδών έχουν σχέση µε την µέτρηση των εµβαδών και  ότι 

µε το σύρσιµο των  κορυφών  και τις αυξοµειώσεις του τριγώνου δεν επηρεάζεται ο λόγος  

των εµβαδών. Αυτό που παρατηρούν για την τιµή 0  είναι η ταύτιση των δυο µετρήσεων ,της 

µέτρησης που είναι έξω από τον πίνακα για το αρχικό τρίγωνο και της µέτρησης που είναι 

µέσα στον πίνακα. Έτσι τα συµπεράσµατα  προκύπτουν  εύκολα . Ένα δυνατό σηµείο στο 

οποίο οι µαθητές έδειξαν ότι κατανοούσαν την συσχέτιση των όρων της ακολουθίας µε τα 

επαναλαµβανόµενα σχήµατα στην οθόνη του υπολογιστή είναι  το παρακάτω:   

«αρχίζω να µετράω τις επαναλήψεις µε  λάθος τρόπο ξεκινώντας µε 1  από την αρχική   

1,2,3,4 …και δείχνω τον πίνακα που είχε 5 µετρήσεις ( γιατί έχει 5 ; )  

M :   όχι  !! 0 ,1,2,3,4,5 ( όλοι µαζί )  µε διορθώνουν ξεκινώντας µε 0 από την αρχική 

µέτρηση ».   

Οι απαντήσεις  όλων έδειξαν ότι  είχαν καταλάβει πως επαναλαµβάνονται οι µετρήσεις , δεν 

ήταν µια απλή σύµπτωση ή µια παρατήρηση και το σπουδαιότερο  ότι είχαν καταλάβει πως 

γίνεται και στα σχήµατα η  επαναληπτική διαδικασία  . 

Ένα θέµα πολύ σηµαντικό είναι η κατασκευή των γωνιών .Οι µαθητές δεν σκέφτηκαν ότι η 

γωνία µπορεί να είναι   270  µοιρών .  Όπως προκύπτει από την έρευνα οι µαθητές έχουν 

σχηµατίσει εικόνες εννοιών από το περιβάλλον τους Παραδείγµατα στροφών γωνιών δεν 

συναντάµε στο ∆ηµοτικό ή δεν έχει  δοθεί η κατάλληλη προσοχή ( π.χ σε ένα ρολόι οι δείκτες 

)   µε αποτέλεσµα    η συµβολική αναπαράσταση της γωνίας των 270 µοιρών  να λείπει από 

τα παραδείγµατα που χρησιµοποιεί ένας µαθητής  προκειµένου να δώσει το µέγεθος µιας 

γωνίας - δεν θα πει για παράδειγµα αυτή είναι γωνία 270 µοιρών αλλά 90 µοιρών  .Ένας 
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δεύτερος λόγος είναι ότι  δεν χρησιµοποιείται  ο τρόπος αυτός για την κατασκευή δυο 

καθέτων ευθειών µε αποτέλεσµα οι µαθητές να µην διαισθάνονται την στροφή ενός τµήµατος 

κατά 90 µοίρες ( ή κατά 270 µοίρες ) 

Τα στατικά σχήµατα  που  εισάγονται  στις σελίδες των βιβλίων µπορούν   να δηµιουργήσουν  

γνωστικά ,διδακτικά  εµπόδια και αυτό το καταλαβαίνουµε στην κατασκευή του 

ορθογώνιου  τρίγωνου . Οι κατασκευές επανάληψης στο GSP  είναι δυναµικές διαδικασίες 

που σχηµατίζονται µε τις διάφορες ενέργειες που κάνουµε .Μια διαδικασία επανάληψης µέσα 

από ένα αρχείο εντολών ή µέσα από την διαδικασία iteration  είναι µια διαδικασία που 

γίνεται µε ταχύτητα . Αυτό είναι κάτι που αρέσει πολύ στα παιδιά .Τους προκαλεί 

ενθουσιασµό , κίνητρα για ενεργοποίηση και  αυτενέργεια . Και αυτό είναι ότι 

σηµαντικότερο στην εκπαιδευτική διαδικασία . 
Τα παιδιά  έρχονται για πρώτη φορά σε επαφή µε  τις γραφικές παραστάσεις µέσα από τις 

δραστηριότητες .Στην αρχή δυσκολεύονται να  δείξουν τα σηµεία στην γραφική παράσταση  . 

Αυτό είναι µια αναµενόµενη κατάσταση  , αφού ακόµα και τα παιδιά της Α΄ Λυκείου έχουν 

δυσκολία κατανόησης στο γράφηµα της παράστασης, και της αντιστοίχισης των τιµών του 

πίνακα µε τα σηµεία του γραφήµατος .Αλλά στην συνέχεια όπως διαπιστώνουµε  κατανοούν 

το θέµα .Η  γραφική παράσταση είναι  ένα θέµα που  οι µαθητές πρέπει  να κατανοήσουν 

ώστε να οδηγηθούν  σε µια βαθύτερη κατανόηση της έννοιας της ακολουθίας ως συνάρτησης 

µε πεδίο ορισµού το σύνολο Ν των φυσικών αριθµών  Μια απλή ένδειξη της κατανόησης  

ήταν  ότι οι µαθητές όταν περνούσαν τις τιµές οποιουδήποτε πίνακα στους άξονες 

διαπίστωναν τις συντεταγµένες των σηµείων µε µεγάλη ευκολία και τις έδειχναν µια -µια . 

Οδηγήθηκα µε αυτές τις παρατηρήσεις στα παρακάτω ερωτήµατα :    

 Γιατί  οι µαθητές της ΣΤ ∆ηµοτικού χωρίς να έχουν διδαχθεί ποτέ στο σχολείο 

τους για γραφικές παραστάσεις κατάλαβαν τα γραφήµατα των παραστάσεων ; 

 Έχουµε µετάβαση σε ανώτερο επίπεδο σκέψης µέσω  κατάλληλων  

δραστηριοτήτων στο περιβάλλον του λογισµικού της δυναµικής γεωµετρίας  ; 

Η  κατανόηση της έννοιας της ακολουθίας όπως διαπιστώσαµε έρχεται διαισθητικά 
µέσα από κατάλληλη  διαδικασία . Οι µαθητές αντιλαµβάνονται ότι στο σχήµα έχουµε µια 

αναπαράσταση µιας επαναλαµβανόµενης διαδικασίας µιας ακολουθίας και το 

επαναλαµβάνουν µε λεκτικό τρόπο . 

Οι µαθητές καταλαβαίνουν, όπως φαίνεται από  τις απαντήσεις τους ότι υπάρχουν άπειροι 

αριθµοί που είναι κοντά στο 0 αλλά δεν είναι 0.Είναι η πρώτη προσέγγιση των 

απειροελάχιστων και η πρώτη προσέγγιση του ορίου διαισθητικά . 

Τα παιδιά διαισθάνονται ότι στο σχήµα αυτό που φαίνεται σαν τελεία ή σαν σηµείο µπορεί να 

είναι κάτι άλλο .∆εν µπορούν όµως να απαντήσουν µε βεβαιότητα στην αρχή .Στο σηµείο 

αυτό διαπιστώνουµε και την διαφορά µε την µεγαλύτερη τάξη (Β΄Λυκείου για παράδειγµα ) 

όπου η διαίσθηση των µαθητών είναι περισσότερο ανεπτυγµένη.( οι µαθητές της 

Β΄Λυκείου είχαν απαντήσει ότι το σχήµα που βλέπουν είναι ένα τετράγωνο ενώ βλέπουν ένα 

σηµείο ,οι µαθητές της ΣΤ΄ δίσταζαν να απαντήσουν )   

Η  έρευνα δείχνει  ότι όταν το όριο της ακολουθίας  είναι 0    οι µαθητές το προσεγγίζουν 

διαισθητικά  µε  συλλογισµούς  που περιγράφονται σε µερικές  απαντήσεις τους :  

 Τα εµβαδά γίνονται τόσο µικρά που τείνουν στο 0  

 Πηγαίνουν  πολύ κοντά στο 0 αλλά δεν είναι 0  

 Υπάρχουν πάντα  οι αριθµοί αυτοί .  

 Οι αριθµοί που είναι πριν από το 0 ( µε την έννοια ότι πλησιάζουν στο 0 ) είναι 

άπειροι αφού µπορούµε να βάλλουµε όσα µηδενικά θέλουµε µετά την υποδιαστολή 

αλλά δεν είναι 0 ακόµα και αν υπάρχει µια µονάδα στο τέλος . 

 ∆εν   θα µπορούσε να γίνει  0 αφού πρόκειται για το εµβαδόν ενός σχήµατος  που 

πάντα υπάρχει  

 Όταν γίνεται 0  τελικά είναι ένα σηµείο  . 

. 

6.2 Παρατηρήσεις που προέκυψαν από την έρευνα στην  τάξη της Α΄ Γυµνασίου  
 
Οι µαθήτριες της Α΄ Γυµνασίου έδειξαν ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την θεωρητική και 

ιστορική πλαισίωση  των Fractals. Οι µαθήτριες άκουγαν µε ενδιαφέρον τις πληροφορίες 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6ο                                                                                                                             ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  

 - 131 - 

για τα µαθηµατικά των  Βαβυλώνιων   και την αρχαία Ελλάδα , τον Πυθαγόρα  και τον 

Hilbert , τους Sierpinski ,Koch και Mandelbrot. Η βιβλιοθήκη των fractals που υπάρχει 

έτοιµη στο λογισµικό , τους βοήθησε να σχηµατίσουν κάποιες αρχικές διαισθήσεις για τα 

fractals  και  να σκεφτούν τη σχέση τους  µε το ανθρώπινο σώµα και τη φύση . 

Αυτό µας οδηγεί σε σκέψεις σχετικά µε το Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών . Μήπως θα ήταν 

καλό να εισχωρήσει στο πρόγραµµα σπουδών των Μαθηµατικών αυτών των τάξεων 

(µαθητές της ηλικίας των 11-14 δηλαδή  τέλος Α/ θµιας  και Γυµνάσιο ) περισσότερη 

ιστορία µαθηµατικών εµπλουτισµένη µε κατάλληλες εφαρµογές ; Αυτό που συµπεραίνεται 

εύκολα είναι ότι οι µαθητές θέλουν να ξέρουν γιατί  πρέπει να µάθουν αυτά τα 

µαθηµατικά που µαθαίνουν. Η Α΄ Γυµνασίου εποµένως αντί να είναι µια τάξη σχεδόν 

αδιάφορη , που επαναλαµβάνει την ύλη της ΣΤ΄ ∆ηµοτικού αποκτά ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον αφού µέσα από κατάλληλες δραστηριότητες  ο µαθητής θα  αποκτά τις 

αρχικές διαισθήσεις  για σηµαντικές έννοιες που αναφέρονται  σε µεγαλύτερες τάξεις . 
Τα αντικείµενα fractals  στην οθόνη του  υπολογιστή  οδηγούν τις  µαθήτριες να 

διασυνδέσουν  τα εξής σηµεία των µαθηµατικών :  

Μεταβολή των αντικειµένων υπό  κλίµακα .Αυτό κρύβει την έννοια της οµοιότητας των 

αντικειµένων τα οποία όπως καταλαβαίνουν οι µαθήτριες µεταβάλλονται κατά τον ίδιο 

τρόπο. Οι αλλαγές του σχήµατος που  οφείλονται στο σύρσιµο των κορυφών  δεν οδηγούν 

και σε αλλαγές της ιδιότητας του εµβαδού   του τετραγώνου που είναι στην υποτείνουσα το 

οποίο   παραµένει σταθερά  ίσο µε το  άθροισµα των δυο άλλων εµβαδών των τετραγώνων 

που σχηµατίζονται στις κάθετες  .Έτσι επιβεβαιώνουν την αλήθεια του Πυθαγορείου 

θεωρήµατος .Η επανάληψη , σµίκρυνση , κίνηση του σχήµατος δεν αλλάζει την 

εµπειρική απόδειξη  του θεωρήµατος .  
Αν και δεν έχουν διδαχτεί προηγουµένως ή ακούσει για το Πυθαγόρειο θεώρηµα ,το 

κατανοούν εµπειρικά ,  από τα αποτελέσµατα των µετρήσεων των  εµβαδών   των 

τετραγώνων που σχηµατίζονται στις πλευρές του ορθογωνίου  τριγώνου .   

Σχηµατίζουν κατασκευαστικά και αλγοριθµικά patterns , ενώ  αποκτούν µια πρώτη εικόνα 

της έννοιας της γεωµετρικής προόδου και  της ακολουθίας. Συγκεκριµένα  η µαθήτρια  λέει 

«σχηµατίζεται από τον προηγούµενο επί 4  ».Αυτό όµως αποτελεί και ένα  ορισµό σε αρχική 

µορφή της γεωµετρικής προόδου µε λόγο 4  , που µπορεί στην συνέχεια να γενικευτεί .Η 

έννοια  της επαναληψιµότητας και της γενίκευσης µιας κατασκευής έρχεται µέσα από το 

script file  . 

Ένα σηµείο που ήταν σηµαντικό στην εξέλιξη της έρευνας είναι η  λεκτική διατύπωση του 

Πυθαγορείου θεωρήµατος , µε ταυτόχρονη διαπίστωση της σταθερότητας του 

αποτελέσµατος κατά την κίνηση .Από προσωπική εµπειρία και γνωστές έρευνες ,οι µαθητές 

έχουν δυσκολία στην διατύπωση και κατανόηση ενός θεωρήµατος .Αυτό που βοήθησε τους 

µαθητές να κατανοήσουν το θεώρηµα είναι το αλληλεπιδραστικό περιβάλλον  ,  οι 

ζωντανές µετρήσεις , οι πολλαπλές αναπαραστάσεις .  

Οι απαντήσεις των παιδιών της ΣΤ΄ ∆ηµοτικού ήταν χαµηλότερου επιπέδου .Άρα έπαιξε 

ρόλο η βιολογική ωρίµανση. 
Καταλαβαίνουν σε  αρχική µορφή την έννοια του απείρου και προσπαθούν να συσχετίσουν 

το 0 µε το άπειρο . Ενώ τα περισσότερα παιδιά έχουν συσχετίσει το 0 µε το  τίποτα , το «δεν 

υπάρχει κάτι »και µε  αυτό εννοούµε  το 0 , εδώ υπάρχει µια µαθήτρια µε  διάθεση να 

φιλοσοφήσει  που προσπαθεί να εξηγήσει τη σηµασία του  0 , στην ευθεία των πραγµατικών 

αριθµών και µέσα  από αυτό το άπειρο .Όπως αναρωτάται και εκφράζει τις σκέψεις της µε 

απλό τρόπο ,    υπάρχουν αριθµοί πάνω και κάτω από το 0 , φαντάζεται την ευθεία των 

πραγµατικών αριθµών σαν κύκλο που αναγκαία έχει ένα σηµείο που είναι η αρχή αλλά και 

το τέλος   , εποµένως  το τέλος που είναι το άπειρο θα είναι και η αρχή που είναι το 0 .  

Ένα άλλο σηµείο εντυπωσιακό στη συζήτηση αυτή για το άπειρο είναι η ικανότητα 

αντίληψης τους ,  της άπειρης κατασκευής µέσα  στο πεπερασµένο . Μπορούµε όπως 

ισχυρίζονται, να κάνουµε όσα τρίγωνα θέλουµε ,  ο περιορισµός µας είναι να είναι µέσα στο 

τρίγωνο . Όταν αντιλαµβάνονται ότι  το σηµείο που έβλεπαν στο κέντρο του τριγώνου είναι 

τελικά ένα υπαρκτό τρίγωνο ( µε το dilate tool ) κα ότι στο εσωτερικό αυτό τρίγωνο 

µπορούµε να κάνουµε και άλλες υποδιαιρέσεις  , ενώ το αρχικό  τρίγωνο έχει τέτοιες  
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διαστάσεις που θα µπορούσε να καταλάβει το δωµάτιο , τότε  αποκτούν µια πολύ δυνατή 

δόση διαίσθησης του απείρου .  

Οι δεκαδικοί αριθµοί, τα κλάσµατα και οι δυνάµεις  είναι   µαθηµατικές έννοιες που  

παρουσιάζονται στη οθόνη του υπολογιστή ως αποτελέσµατα υπολογισµών στις σχέσεις των 

εµβαδών που προκύπτουν .Και στην τάξη αυτή οι µαθητές αντιµετωπίζουν τα ίδια 

προβλήµατα µε τις αναπαραστάσεις των δεκαδικών αριθµών και µάλιστα  οδηγούµαστε 

στο λάθος να θεωρούµε ότι είναι ήδη  γνωστές έννοιες  .Σηµείο αδυναµίας των µαθητών είναι 

οι κατασκευές των σχηµάτων .Το  τετράγωνο σχηµατίζεται λόγω της καθετότητας των 

πλευρών του  ,που όµως έχει προκύψει ως αποτέλεσµα κατασκευής της γωνίας που είναι 

ανάµεσα στις δυο πλευρές .Η καθετότητα εποµένως των ευθειών µπορεί να προκύψει µε x 

τρόπους αλλά το σηµαντικό είναι οι µαθητές να κατανοήσουν την κατασκευή ως αποτέλεσµα 

της στροφής της ευθείας κατά 90
ο
 ή κατά 270

ο
  . Ακόµα ένα σηµείο  πολύ σηµαντικό που σε 

σύγκριση µε την ανάλυση που έχει γίνει για  µεγαλύτερη τάξη ( Α΄ Λυκείου  ) διαπιστώνουµε 

ότι εξακολουθεί να  παραµένει µεγαλώνοντας το κενό  και δηµιουργώντας εµπόδια , είναι η 

κατανόηση της ιεραρχίας των τετραπλεύρων .Οι µαθητές αν δεν έχουν την δυνατότητα να  

µετακινήσουν το σχήµα και να κάνουν ελέγχους πειραµατικούς ,δύσκολα κατανοούν την 

ιεραρχία των τετραπλεύρων  .  

Και αυτό µπορούµε να το διαπιστώσουµε και όταν απαντούν για το  ορθογώνιο τρίγωνο  που 

έχει σχηµατιστεί το πυθαγόρειο θεώρηµα . Το σχήµα του ορθογωνίου τριγώνου που υπάρχει 

στο βιβλίο δηµιουργεί  λανθασµένες εντυπώσεις για την κατασκευή των ορθογωνίων 

τριγώνων ,  αφού οι µαθητές δεν µπορούν να αντιληφθούν το σχήµα ως µια οντότητα που 

αποτελείται από άπειρες κλάσεις ιδεατών αντικειµένων . Οι µαθητές δεν οδηγούνται να 

φανταστούν το σχήµα  σε διαφορετική θέση ,ούτε  σκέφτονται  να πειραµατιστούν για να  το 

ανακαλύψουν .Αν αλλάξει το σχήµα οι µετρήσεις του πίνακα  αλλάζουν αυτόµατα αλλά  οι  

θέσεις των σηµείων που είχαµε σχεδιάσει στη γραφική παράσταση όχι  , µε αποτέλεσµα να 

πρέπει να επαναλάβουµε την αποτύπωση σηµείων. 

Η συνέντευξη µε την µαθήτρια της Α΄ Γυµνασίου µας οδηγεί σε ενδείξεις σχετικά µε την 

κατανόηση της γενίκευσης της έννοιας του ορίου και του αυστηρού ορισµού στα παιδιά 

αυτής της τάξης .Η µαθήτρια:  

Οδηγήθηκε σε παρατηρήσεις και συσχετίσεις σχετικά µε την θέση  σχηµάτων και τα 

συνέδεσε  µε τις κατάλληλες µετρήσεις .Πιστεύει ότι αν υπήρχε δυνατότητα να αυξήσει την 

λεπτοµέρεια στην κλίµακα θα είχε καλύτερες εικόνες και συσχετίσεις των µετρήσεων µε την 

γραφική παράσταση . Συγκεκριµένα λέει « δεν είναι λεπτοµερειακή η κλίµακα 

».Καταλαβαίνει ότι υπάρχει κάποια τιµή του  Ν από την  οποία  και µετά οι τιµές της 

ακολουθίας  τείνουν να πλησιάσουν στο  0 . Συγκεκριµένα λέει ότι  

« όλες οι τιµές των εµβαδών κάποια στιγµή και  µετά  από ένα συγκεκριµένο  αριθµό Ν 

τείνουν να γίνουν 0 » 
Και σε ένα σηµείο παρακάτω «Εδώ , οι τιµές δεν γίνεται να είναι κάτω από το όριο, γιατί 

δεν έχουµε αρνητικούς αριθµούς , είναι εµβαδά» εννοώντας ότι άπειροι όροι  περιέχονται 

στην ζώνη των παραλλήλων   L+ε ,  L –ε  , αλλά είναι θετικοί  .  

Η διαδικασία της προσέγγισης διαισθητικά  σε ένα όριο που είναι ένας πραγµατικός αριθµός ( 

στο συγκεκριµένο θέµα έχουµε µια σειρά)  είναι ένα θέµα που δηµιουργεί ιδιαίτερη δυσκολία 

και στους µαθητές της Α΄ Γυµνασίου και ΣΤ’  ∆ηµοτικού για τους παρακάτω λόγους  

 Οι µαθητές δεν έχουν  επίγνωση των αλγεβρικών παραστάσεων , πχ .τα αθροίσµατα των 
εµβαδών στον αριθµητή του κλάσµατος  

 ∆εν µπορούν να συνδέσουν τις διάφορες µορφές συµβολικής αναπαράστασης ενός ρητού 
(π.χ  ότι  το 1 /4   είναι ίσο µε το 0,25 )  

 Οι δεκαδικοί αριθµοί είναι ένα πρόσθετο εµπόδιο αφού οι µετρήσεις των σχηµάτων 
δίνουν σχεδόν πάντα αριθµούς µη φυσικούς   

 Οι δεκαδικοί αριθµοί δεν φαίνονται µε ακρίβεια στο GSP µε αποτέλεσµα ο µαθητής να 
προσπαθεί  να βρει την αντιστοιχία του πίνακα µε τα σηµεία της γραφικής παράστασης  
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6.3 Παρατηρήσεις που προέκυψαν από την έρευνα στην  τάξη της Α΄  Λυκείου  
 
Οι µαθητές της Α΄ Λυκείου είναι όπως αναφέραµε και στην έρευνα µετρίου επιπέδου. Έχουν 

χάσει το ενδιαφέρον τους για τα µαθηµατικά και οι απαιτήσεις της τάξης δηµιουργούν όλο 

και µεγαλύτερα  µαθησιακά κενά.   

Το  εργαλείο του αρχείου εντολών  δίνει στους µαθητές την δυνατότητα να παίξουν µε τα 

µαθηµατικά σχήµατα , αφού διαπιστώνουν πειραµατικά την επαλήθευση της κατασκευής 

την επανάληψη των βηµάτων, την κατασκευή υπό κλίµακα . 

Υπάρχει  δυσκολία αρχικά στην  µεταξύ τους επικοινωνία .Αυτό έρχεται σχεδόν φυσικά 

όµως στη συνέχεια , που οι µαθητές αποκτούν κάποια ευχέρεια µε το λογισµικό .  

Οι µαθητές οδηγούνται σε παρατηρήσεις για την σύνδεση της τιµής του εµβαδού µε το 

αντίστοιχο σχήµα στην οθόνη . Έτσι όταν επαναλαµβάνονται διαπιστώνουν την οµοιότητα 

των σχηµάτων ως προς τη  θέση  στο επίπεδο και ως προς το µέγεθος  . Αυτό τους βοηθά 

να αναπτύξουν την  οπτικό – χωρική τους ικανότητα ,µε ταυτόχρονη ανάπτυξη της 

οπτικοποίησης των εννοιών .  

Η  έννοια της ακολουθίας  έρχεται να προστεθεί στα παλαιότερα γνωστικά σχήµατα για τις 

συναρτήσεις .Συγκεκριµένα ο µαθητής σε κάποιο σηµείο λέει « Η συνάρτηση είναι µια 

ακολουθία . Η ακολουθία τείνει στο 0 ».∆υσκολία υπάρχει σχετικά µε την γραφική 
παράσταση της έννοιας  . Αυτό που βλέπουν στην οθόνη τους είναι σηµεία , που ενώνουν 

τους φυσικούς αριθµούς µε το εµβαδόν  του σχήµατος που θέλουµε .Εδώ διαπιστώνεται η 

ύπαρξη ενός εµποδίου  . Οι µαθητές στο σχολείο έχουν µάθει να ενώνουν τα σηµεία ,αφού 

µια καµπύλη ή µια ευθεία είναι  αποτέλεσµα της συνένωσης των σηµείων που παίρνουµε 

αυθαίρετα  αλλά ανήκουν στο πεδίο ορισµού  της συνάρτησης της οποίας κάνουµε την 

γραφική παράσταση . Μια µαθήτρια λέει «Μοιάζει  µε  µια υπερβολή» 

Οι µαθητές καταλαβαίνουν το πεδίο ορισµού  και το πεδίο τιµών , και µπορούν να το δουν να 

σχηµατίζεται και να επαναλαµβάνεται για όσες αλλαγές πίνακα θέλουµε  ,δεν έχουν όµως 

από ότι φαίνεται καταλάβει την σηµασία του στην γραφική παράσταση. Κοινό πρόβληµα(  

σε όλες τις τάξεις ) είναι η κατασκευή της γραφικής παράστασης από τον πίνακα τιµών .Αυτό 

γιατί οι µαθητές έχουν µάθει να αναπαριστούν στο σύστηµα συντεταγµένων, ζεύγη αριθµών 

που είναι συνήθως ακέραιοι ή δεν έχουν τόσα δεκαδικά ψηφία που υπάρχουν στο πρόβληµα 

µας . Ακόµα το GSP  δίνει την παράσταση απευθείας στην οθόνη του υπολογιστή ,χωρίς να 

φωτίζει για παράδειγµα το κάθε σηµείο µε το αντίστοιχο ζεύγος του πίνακα και δεν υπάρχει 

δυναµική σύνδεση µε απευθείας µεταβολή των τιµών της γραφικής παράστασης όταν 

µεταβάλλονται οι τιµές του πίνακα . 

Το πιο σηµαντικό είναι ότι µπορούµε να αφήσουµε όλα τα αποτελέσµατα των γραφικών 

παραστάσεων στην οθόνη και  να επαναλάβουµε την µέτρηση , µε αποτέλεσµα οι µαθητές να 

διαπιστώνουν την επαγωγική προσέγγιση της ίδιας απόδειξης .  

Οδηγούνται  έτσι στην έννοια του ορίου της ακολουθίας των εµβαδών των τετραγώνων 

διαισθητικά .Τα εµβαδά γίνονται 0 , όπως διαπιστώνουν ,όταν αυξάνει το Ν ( ο αριθµός των 

επαναλήψεων ) . Μάλιστα το βλέπουν στην εικόνα ότι υπάρχει κάποιο Ν από το οποίο και 

µετά οι τιµές της ακολουθίας τείνουν να γίνουν 0 . .  

Αυτό είναι και το δυνατό σηµείο της µεθόδου . Ο µαθητής οπτικοποιεί τον ορισµό του 

ορίου ακολουθίας και τοποθετεί τις µεταβλητές Ν , ε  πάνω στο σχήµα , τις µετακινεί και 

παίρνει κάποια αποτελέσµατα  που είναι πολύ δύσκολο να αντιληφθεί  όταν αντιµετωπίζει το 

θέµα  µε φορµαλιστικό τρόπο .  

Οι απόλυτες τιµές είναι ένα κεφάλαιο που προκαλεί µεγάλο φόβο και αντιπάθεια για τα 

µαθηµατικά στους µαθητές .Εδώ  οι τιµές L+ε ,L –ε  οδηγούν  τους µαθητές να σκεφτούν (µε 

δυσκολία ), το συγκεκριµένο θέµα . Να συνδέσουν την σχέση που έχουν δει στο βιβλίο των 

Μαθηµατικών  µε την εικόνα και στην συνέχεια να σκεφτούν την αντικατάσταση του χ µε το 

Ε . Την έκπληξη   κάνει µια µαθήτρια που καταλαβαίνει ότι το Ν και το Ε έχουν µια σχέση 

.Συγκεκριµένα λέει : «όσο µεγαλώνει το Ν µικραίνει το Ε» και το επαναλαµβάνει και 

γραπτά . Η συγκεκριµένη µαθήτρια έµοιαζε να παρακολουθεί παθητικά , αλλά η παρέµβαση 

της στο συγκεκριµένο σηµείο έδειξε ότι είχε αρχίσει να καταλαβαίνει . Η αντίδραση της είχε 

µεγαλύτερη σηµασία γιατί πρόκειται για µαθήτρια µε ιδιαίτερο φόβο απέναντι στα 

µαθηµατικά και όπως δηλώνει η ίδια αρκετές αδυναµίες .Το συµπέρασµα που προκύπτει 
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είναι πολύ σηµαντικό γιατί η µαθήτρια οδηγήθηκε σε κατανόηση µιας έννοιας µόνο  από 

τις αναπαραστάσεις του υπολογιστή και ακόµα πιο σηµαντικό ότι  είχε λεκτική 

αλληλεπίδραση µε τα υπόλοιπα µέλη της οµάδας , εποµένως  ξεπέρασε προς στιγµήν 

τους φόβους της .  

 

 

6.4  Παρατηρήσεις που προέκυψαν από την έρευνα στην  τάξη της Β΄Λυκείου  
 
Οι µαθητές της Β΄Λυκείου έχουν υψηλό επίπεδο γνώσεων .Η εικόνα έννοιας της ακολουθίας 

είναι η πρώτη έννοια που οι µαθητές συνέδεσαν µε τον ήδη υπάρχοντα ορισµό της . Οι 

µαθητές  αλληλεπιδρούν µε το περιβάλλον του υπολογιστή  που σκοπό έχει µέσα από την 

δραστηριότητα την επίλυση ενός ανοικτού προβλήµατος .  Έτσι η διαδικασία ενεργοποιεί 

τον ορισµό έννοιας µε αποτέλεσµα  την εσωτερίκευση της έννοιας . Έχουν αναλυτική 

σκέψη ειδικά η µια µαθήτρια που οδηγείται από το artefact αντικείµενο στην σκέψη του 

αθροίσµατος   απείρων σειρών εµβαδών µε  όριο πραγµατικό αριθµό . 

Οι απαντήσεις τους δηλώνουν ότι οι µαθητές έχουν υψηλό επίπεδο θεωρητικών 

γνώσεων(επαναλαµβάνουν και µε διαφορετικές  διατυπώσεις  το ίδιο θεώρηµα )    .Η 

διερεύνηση του σχήµατος είναι κάτι που τους οδηγεί σε εκπλήξεις ( για παράδειγµα στο 

σηµείο που διαπιστώνουν  ότι η κατασκευή επαναλαµβάνεται ακόµα και αν το τρίγωνο είναι 

πολύ µικρό) . Η  διαδικασία του αρχείου εντολών  βοηθά από µόνη της  τον µαθητή να 

οργανώσει την σκέψη του, να επαναφέρει  ένα γνωστικό σχήµα, να ανασχηµατίσει µια εικόνα 

έννοιας, να κατανοήσει την κατασκευή µιας διαδικασίας   . Οι πίνακες και τα σχήµατα µέσα 

από την εικόνα  του υπολογιστή οδηγούν τους µαθητές να σκεφτούν ότι τα µαθηµατικά 

µπορούν να γίνουν ένα µάθηµα χειροπιαστό. Συγκεκριµένα  απαντούν ότι οι όροι της 

ακολουθίας είναι ν ενώ θα µπορούσαν να έχουν  το αποτέλεσµα από τον πίνακα .∆εν  

συναντούν ιδιαίτερο πρόβληµα στις γραφικές παραστάσεις .Βέβαια όπως και οι υπόλοιποι 

µαθητές οδηγούνται στην σκέψη ότι τα σηµεία ενώνονται και καταλήγουν  στο συµπέρασµα 

ότι είναι   απότοµη υπερβολή.  Σε συγκεκριµένο σηµείο της έρευνας υπάρχουν οι εξής 

παρατηρήσεις «Η µαθήτρια είχε µάθει πολύ καλά τον ορισµό της ακολουθίας , και τις 
γεωµετρικές προόδους( ήξερε όπως και οι άλλοι µαθητές ορισµούς και τυπολόγιο )  αλλά 
δεν είχε καταλάβει (όταν ασχολήθηκαν µε την έννοια της ακολουθίας στην τάξη )  ότι στη 

γραφική παράσταση δεν µπορούµε να πάρουµε και άλλες τιµές από αυτές που ανήκουν στο 
πεδίο ορισµού της ακολουθίας (το σύνολο Ν των φυσικών αριθµών) και εποµένως δεν 
µπορεί να υπάρχουν ενδιάµεσα σηµεία(πραγµατικοί αριθµοί  )  » 
Στη συνέχεια βέβαια η ίδια συνεχίζει «ααα!  εγώ δεν το είχα καταλάβει ότι σε µια 

ακολουθία δεν µπορούµε να ενώσουµε τις τιµές  τώρα το κατάλαβα !!»( εννοεί µέσα 

από την χρήση Η/Υ)  
Επιθυµητό αποτέλεσµα κατά την διάρκεια της έρευνας  είναι οι µαθητές να φτάσουν τελικά 

στο σηµείο να δοµήσουν τµήµατα του ε-δ ορισµού  του ορίου και στην συνέχεια να τα 

συνθέσουν ώστε να έχουµε τον αυστηρό ορισµό  .Αρχικά αποκτούν  µια διαισθητική έννοια 

της απειροελάχιστης ποσότητας του εµβαδού του τετραγώνου  
Οι ερωτήσεις των µαθητών µας οδηγούν να σκεφτούµε την αρχή της µετάβασης των 

µαθητών σε επίπεδο αυστηρότητας van Hiele .Σε κάποιο σηµείο της έρευνας οδηγούµαστε να 

παρατηρήσουµε τα εξής : 

«Από τις οποίες και µετά H ερώτηση ήταν διατυπωµένη κατά τέτοιο τρόπο που δεν  υπήρχε 
κάποιο νόηµα .Η µαθήτρια εννοούσε- µήπως υπάρχει ένα υποσύνολο του συνόλου των φυσικών  

που οι αντιστοιχίες τους στον άξονα των ψψ΄ είναι 0;  Οδηγήθηκε  από το σχήµα και τις 

αναπαραστάσεις σε  ένα σηµαντικό τµήµα του αυστηρού ορισµού του ορίου ακολουθίας .Ή 

ήταν η αρχή της  µετάβασης σε ένα επίπεδο αυστηρότητας που όµως προέκυψε µε την 
οικοδόµηση της έννοιας µέσα από το περιβάλλον του Η/Υ » 
Το άθροισµα των απείρων όρων γεωµετρικής προόδου είναι ένα θέµα που έρχονται για 

πρώτη φορά σε επαφή µέσα από τη δραστηριότητα .Οι λόγοι που προκαλούν ιδιαίτερο φόβο 

στην αντιµετώπιση του συγκεκριµένου θέµατος είναι οι :  
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 οι µαθητές δεν µπορούν να καταλάβουν το εσωτερικό του σχήµατος ( πως 
συνεχίζει µε τις άπειρες υποδιαιρέσεις ), 

  δεν έχουν κάποια αποτελέσµατα εµβαδών( στην 30η π.χ επανάληψη )  ώστε να 
καταλάβουν το θέµα πρακτικά και  

 το πιο σηµαντικό η απόδειξη του τύπου επικαλείται φορµαλιστικές διαδικασίες 
υπολογισµού ορίων που ο µαθητής τυπικά µαθαίνει στην επόµενη τάξη . 

Σε αντίθεση µε αυτά τα συµπεράσµατα από προηγούµενη εµπειρία που έχουµε καταλήξει 

από τα µαθήµατα µε το χαρτί και τον πίνακα , εδώ οδηγούµαστε στα εξής :  

Στην έρευνα της αντίστοιχης τάξης έχουµε διαπιστώσει ότι οι µαθητές  καταλαβαίνουν 

το σχήµα πολύ καλά , έχουν αποτελέσµατα εµβαδών που τους δίνουν να καταλάβουν ότι 

το άθροισµα αυξάνεται µε απειροελάχιστα( µπορούν να ζητήσουν την 30
η
 επανάληψη 

και να την έχουν στον πίνακα )  .Το αποτέλεσµα που βλέπουν είναι ένας αριθµός που 

παραµένει σταθερός από έναν όρο και µετά .Έτσι αποκτούν διαισθητικά την έννοια του 

ορίου ως αποτέλεσµα του αθροίσµατος των απείρων όρων της φθίνουσας ( αριθµ. 

προόδου ) ακολουθίας .Στην συγκεκριµένη έρευνα όπως διαπιστώσαµε οι µαθητές 

χρησιµοποίησαν και τις σηµειώσεις τους να το επιβεβαιώσουν φορµαλιστικά .  

 Αυτό που δεν µπορούν αρχικά να καταλάβουν είναι το άπειρο σαν διαδικασία αθροιστική 
Συγκεκριµένα σκέφτονται .Είναι άπειρο , άρα πολύ µεγάλο , πως ενώ προσθέτουµε άπειρα 
ποσά  φτάνουµε να έχουµε ένα πεπερασµένο αριθµό   Στη συνέχεια  καταλαβαίνουν ότι τα 
ποσά που προστίθενται είναι απειροελάχιστα. Η υπέρβαση αυτού του εµποδίου είναι µια 
διαδικασία που απαιτεί χρόνο και ίσως περισσότερες συναντήσεις και παραδείγµατα .  

Αντίθετα όταν οδηγούµαστε στη σελίδα που υπάρχει η εικόνα του ορισµού ακολουθίας  

που τείνει στο 0  οι µαθητές σε συνεργασία   καταλαβαίνουν τα εξής : 
 Πρέπει  το ε   να είναι µεγαλύτερο του 0  
 Υπάρχει n1 όπως το γράφουν τέτοιο ώστε να είναι για Ν > n1  να έχουµε το όριο της 

ακολουθίας των εµβαδών που τείνουν στο 0 . 

 Ότι υπάρχει εξάρτηση  ανάµεσα στον όρο n1 της ακολουθίας  και το ε  
 Ότι το L είναι το 0 στην συγκεκριµένη περίπτωση  
 Υπάρχουν άπειροι όροι µεταξύ του L+ε ,  L –ε και πεπερασµένοι εκτός  

που  είναι  αρκετά κοντά στον αυστηρό ορισµό αφού περιέχονται σχεδόν όλα τα τµήµατα του 

ορισµού .∆ηλαδή  το όριο των εµβαδών είναι το 0 τότε και µόνον τότε όταν  συµβαίνει  η 

απόλυτη τιµή της διαφοράς να είναι µικρότερη από το ε  

 

6.5 Συνολικές παρατηρήσεις  

 
Στα προγράµµατα δυναµικής γεωµετρίας οι µετρήσεις είναι ζωντανές ψηφιακές 

αναπαραστάσεις  που έχουν προκύψει από τις τιµές  των αντικειµένων και τις σχέσεις 

γωνιών ,τµηµάτων, εµβαδών υπό την έννοια ότι αλλάζουν από κοινού µε το σύρσιµο 

Προσδιορίζουν  τρία είδη πληροφοριών που οι µετρήσεις µπορούν να παρέχουν  και οδηγούν 

προς τη θεωρητική σκέψη (Oliveiro and Robutti ,2001) ∆ιχοτοµικές πληροφορίες  (για 

παράδειγµα αν µια  ποσότητα είναι µεγαλύτερη από άλλη ή όχι), ποσοτικές πληροφορίες (π.χ 

το µέτρο µιας ποσότητας όσον αφορά µια µονάδα), και συγγενική χρήση των µετρήσεων (π.χ  

συνδέοντας τις µετρήσεις δυο ή περισσοτέρων µετρήσεων)  

Η διαδικασία του animation  παράγει  τις αλλαγές των τιµών των πινάκων  που   επιτρέπει 

στους µαθητές  να δουν  τη δυναµική διαδικασία σε µια εικόνα και  τους  βοηθά να 

κατανοήσουν την έννοια του ορίου. Αυτό που οι µαθητές µπορούν να δουν στην οθόνη του 

υπολογιστή είναι ότι ένα αντικείµενο-fractal  παρά τις αλλαγές θέσεων και τις 

αυξοµειώσεις του µεγέθους του  ,δίνει κάποια τιµή εµβαδού  στον  πίνακα  που 
παραµένει   σταθερή  ενώ όλες οι υπόλοιπες αλλάζουν . 

Έτσι οι µαθητές  

«έπρεπε  να αλληλεπιδράσουν  µε τη δυναµική γραφική παράσταση, για  να έχουν τον έλεγχο 

της  δυναµικής αναπαράστασης» (Kidron, Zelavi & Openhaim, 2001) 

Η εξέλιξη της διαδικασίας συντελείται σε διαφορετικές σελίδες µε σχηµατικούς  

µετασχηµατισµούς artefacts που µπορούν να ενεργοποιηθούν από τους µαθητές.  
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Στις δραστηριότητες κατασκευάστηκαν µε την βοήθεια του λογισµικού γραφικές 

παραστάσεις µε απευθείας  αποτύπωση των σηµείων . Σύµφωνα µε τη Sfard, η «γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης προσφέρει µια δοµική αντίληψη….. ( Sfard 1991, σελ.10),Στο 

χώρο της µαθηµατικής εκπαίδευσης, η ικανότητα για δοµική προσέγγιση θεωρείται ως ο 

απώτερος στόχος της µαθησιακής διαδικασίας.» Όπως διαπιστώσαµε η διαδικασία της 

κατανόησης της γραφικής παράστασης είναι ένα από τα πιο δύσκολα και σηµαντικά σηµεία 

της έρευνας .  

Το GSP µε την διαδικασία της αποτύπωσης των τιµών της γραφικής παράστασης σε µια  

ακολουθία σηµείων ενισχύει την επεξήγηση της προσεγγιστικής διαδικασίας. 

Όπως αναφέρεται στο άρθρο της Robutti ( 2001 ) η έννοια του ορίου είναι δυνατόν να 

διδαχτεί είτε µε προσεγγιστικό τρόπο ακολουθώντας κάποια διαισθητική µέθοδο ή µε 

υπολογιστικό τρόπο (π.χ το Derive ) στην οποία οι µαθητές βλέπουν την αριθµητική τιµή του 

ορίου. Στην δεύτερη περίπτωση αποκτούν το πλεονέκτηµα να θεωρήσουν το όριο ως στατική 

αξία και να το δουν  ως αντικείµενο, αλλά χάνουν ως προς την διαισθητική προσέγγιση 

(Monaghan, Sun & Tall, 1994) . Ο υπολογισµός του ορίου δεν γίνεται τυποποιηµένα στις 

προτεινόµενες δραστηριότητες   αλλά εµφανίζεται ως αποτέλεσµα της επαναληπτικής 

διαδικασίας .Έτσι οι µαθητές   εξοικειώνονται µε την διαισθητική µέθοδο , αλλά ταυτόχρονα 

ως αποτέλεσµα αυτής της διαδικασίας βλέπουν  την αριθµητική αξία του ορίου . 

Εποµένως :  

Η  προτεινόµενη    προσέγγιση οδηγεί τους µαθητές  να θεωρήσουν  το όριο ως 

αντικείµενο χωρίς να στερηθούν την  αίσθηση της διαδικαστικής προσέγγισης .Έτσι 

όπως φαίνεται υπάρχει ένα γεφύρωµα των δυο τρόπων κατασκευής της έννοιας του 

ορίου . 

Η έρευνα στην εξέλιξη της συνεχίζει µε την ενσωµάτωση της γνωσιακής ανάλυσης για το 

άπειρο .Το άπειρο δεν εµφανίζεται στην οθόνη του υπολογιστή αλλά εννοείται σαν 

κατάληξη µιας άπειρης  διαδικασίας  ενώ µε την  δυναµική αναπαράσταση του fractal 

µπορούµε να αναπαραστήσουµε τα πραγµατικά άπειρα ποσά ως αντικείµενα.  

Ένας  άλλος τρόπος που ο µαθητής οδηγείται στην σύλληψη της έννοιας του ορίου είναι η 

χρήση των απειροελάχιστων .Οι (Milani & Baldino, 2002)υποστηρίζουν ότι «αντί να 

περιµένουµε να προκύψουν τα απειροελάχιστα θα ήταν καλό να τα υποκινήσουµε εµείς » 

Οι ίδιοι ερευνητές θέτουν ερωτήµατα µήπως η συνειδητοποίηση των απειροελάχιστων 

υποκινεί την µετάθεση του εµποδίου προς την κατανόηση των ορίων ή δηµιουργεί νέα 

εµπόδια .  

Με το zoom έχουµε την δυνατότητα να δείξουµε το απείρως κοντά και να 

χρησιµοποιήσουµε τα απειροελάχιστα .Έτσι µπορούµε να δούµε τι συµβαίνει σε ένα πολύ 

µικρό διάστηµα . Οι (Milani & Baldino, 2002) ισχυρίζονται ότι η ερευνητική διαδικασία 

οδηγεί τους µαθητές αυθόρµητα στις εικόνες της έννοιας που έχουν σχηµατίσει  για τα 

απειροελάχιστα . Όπως γράφει ο Kidron  ( 2002).  «Η παραίσθηση ότι οι άπειροι υπολογισµοί 

εκτελούνται αµέσως µπορεί να διευκολύνει τη µετάβαση από το συµβολικό χειρισµό σε ένα 

συµβολικό αντικείµενο » 

Στόχος της έρευνας ήταν  να εξετάσει  µέχρι ποιο σηµείο υπάρχει αλληλεξάρτηση µεταξύ 

των προσεγγίσεων από τις πολλαπλές αναπαραστάσεις µέσα από το λογισµικό και πως 

µπορεί να αντιληφθεί ο µαθητής το άπειρο ποσό ως όριο-αντικείµενο  µιας άπειρης 
διαδικασίας . 

Η ανάλυση της διαδικασίας εξέλιξης της γεωµετρικής  σκέψης, η περιγραφή της φύσης των 

οπτικών αναπαραστάσεων (visual representations), και ο ρόλος της διαίσθησης (intuition) και 

της φαντασίας (imagery ) στη δηµιουργία  αυτών των αναπαραστάσεων, είναι – σύµφωνα  µε 

πολλούς ερευνητές - από τα πιο δύσκολα θέµατα  στα πλαίσια της κατανόησης του µαθηµατικού  

τρόπου σκέψης  .Αυτός είναι και ο λόγος που το «εικονικό επίπεδο» αποδίδεται συχνά και ως 

«οπτικο-χωρικό επίπεδο» («visuo-spatial»).(Κολέζα ,2003 ) Σε πρόσφατη δηµοσίευσή  τους, 

οι Pinto & Tall (2002, σελ.2), αναφέρουν σχετικά: 

«Υπάρχουν µαθητές που χρησιµοποιούν  µια εντελώς διαφορετική στρατηγική…χτίζουν µε 

βάση τη φαντασία τους, δίνουν νόηµα στον ορισµό  κατασκευάζοντας µια εικόνα που 
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υποστηρίζει τους τυπικούς συλλογισµούς …εξελίσσουν τη σκέψη τους εκλεπτύνοντας και 

επανακατασκευάζοντας. 

την ήδη υπάρχουσα νοητική εικόνα µέχρι  που να φτάσει σε µια µορφή  που να µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί  για την κατασκευή της τυπικής θεωρίας».  

Ο στατικός  ε-δ ορισµός του ορίου- αντικειµένου είναι  το τελευταίο βήµα  της  διαισθητικής 

διαδικασίας. Στο GSP  αποκτά κίνηση και οι ποσότητες ε,Ν δεν είναι µεταβλητές που µπορεί 

να οδηγηθεί κάποιος µόνο µε την φαντασία του στην κατανόηση τους 

Οι δραστηριότητες που εφαρµόστηκαν στα διάφορα σχολικά επίπεδα της έρευνας µπορούν 

να χαρακτηριστούν ως δραστηριότητες προ-λογισµού που είναι χρήσιµες να εισαγάγουν τους 

µαθητές στην έννοια της ακολουθίας και του ορίου . Ένα άτοµο έχει κατασκευάσει µια 

µαθηµατική  έννοια ως νοητικό αντικείµενο, όταν έχει την ικανότητα να αντιλαµβάνεται  την 

επεξεργασία ως µια ολότητα.H εξέλιξη στην ανάπτυξη µιας µαθηµατικής γνώσης δεν έρχεται 

µε νέες κατασκευές που έχουν προκύψει ως βελτίωση των παλαιών , αλλά διαφέρουν σε 

πολυπλοκότητα αν και διατηρούν σηµεία οµοιότητας µε τις προηγούµενες .  Αυτή η ιδέα 

σχετίζεται µε την γνωστή διχοτόµηση του Piaget για την αφοµοίωση και τη συµµόρφωση . Η 

εφαρµογή αυτής της θεωρίας αποτελεί  βάση για τη σχεδίαση µιας διδασκαλίας, η οποία θα 

υποστηρίζει τη διαδικασία της στοχαστικής αφαίρεσης κατά την εκµάθηση ανώτερων 

µαθηµατικών εννοιών 

Αυτή η µελέτη εστιάζει στις απαντήσεις των σπουδαστών στα προβλήµατα  λαµβάνοντας 

υπόψη το σχολικό επίπεδο αλλά και διερευνάται η δυνατότητα κατανόησης συνθετότερων  

εννοιών και σε µικρότερες τάξεις . 

Αναλύονται οι διαφορετικές στρατηγικές που εφαρµόζονται και στο τέλος ταξινοµούνται οι 

απαντήσεις και τα συµπεράσµατα των µαθητών . 

Μέσα από τις διαδικασίες οι µαθητές και κάνοντας χρήση της τεχνολογίας ελέγχουν τις 

στρατηγικές των υπολογισµών  σαν εξέλιξη µιας διαδικασίας εξέτασης των υποθέσεων  

που έχουν κάνει  
Στην εξέλιξη της διαδικασίας χρησιµοποιείται και το  Excel για να υπολογίσει το άθροισµα 

κάποιων σειρών και να επικυρώσει τις εικασίες ή τα αποτελέσµατα  που θέλουµε να 

καταλήξουµε  και απαιτούνται για την επίλυση των προβληµάτων.  

Ο υπολογιστής δεν χρησιµοποιείται ως µέσο  που µπορούµε να εικάσουµε και να 

παρατηρήσουµε αλλά και να αποδείξουµε µε παραγωγικό συλλογισµό .Από την περιγραφή οι 

µαθητές οδηγούνται να  αναπτύξουν ένα θεωρητικό τρόπο σκέψης αφού η διαδικασία όπως 

χτίζεται σταδιακά τους οδηγεί στο να εξετάσουν περισσότερες παραµέτρους  .Το σηµαντικό 

στην περίπτωση αυτή  είναι να επιµείνουµε κατάλληλα  σε ένα θέµα που ίσως είναι 
δύσκολο να εννοηθεί . Ο µαθητής πρέπει να παρατηρήσει, να εικάσει σε παραδείγµατα που 
θα  έχουν το ίδιο αποτέλεσµα . Έτσι  θα διαπιστώσει την αλήθεια των σχέσεων µέσα από 
επαναλήψεις των ιδίων αποτελεσµάτων και συνεχείς συγκρούσεις που προέρχονται µε τις 

προϋπάρχουσες γνώσεις    . 

Το αποτέλεσµα της µάθησης  έρχεται ως αποτέλεσµα γνωστικής σύγκρουσης .Οι µαθητές 

θέτουν ερωτήσεις  ,αλλά κατασκευάζουν την γνώση µόνοι τους από τα προϋπάρχοντα  

σχήµατα µε γνωστικές  συγκρούσεις .Όπως αναφέρει και η Mariotti (2001 ) «κάθε ισχυρισµός  
οδηγεί στην θεωρητική του τεκµηρίωση και στον καθορισµό των ανάλογων σχέσεων » 
Ο J .Olive γράφει στο :  « Learning Geometry Intuitively with the aid of a new computer tool : 

The Geometer’s Sketchpad »                    

Τα πρότυπα προγράµµατος σπουδών και αξιολόγησης για τα σχολικά µαθηµατικά (Curriculum 

and Evaluation Standards for School Mathematics) (NCTM, 1989) συστήνουν ότι οι µαθητές 

στη στοιχειώδη και µέση εκπαίδευση πρέπει  να µελετήσουν  τις γεωµετρικές ιδιότητες και  

σχέσεις µέσω της πρακτικής εµπειρίας µε τα σχήµατα και  τα patterns, ενσωµατώνοντας την  

µαθηµατική εµπειρία µε τις  εργασίες τους , και µέσω της χρήσης των γεωµετρικών  

προγραµµάτων  στον υπολογιστή. 

Tα Standards δίνουν έµφαση στο γεγονός ότι «ιδέες και διαισθήσεις για δι- τρι   διαστάτα 

σχήµατα και τα χαρακτηριστικά τους, οι αλληλεπιδράσεις από τα σχήµατα και τα αποτελέσµατα 

των αλλαγών των σχηµάτων είναι σηµαντικές πτυχές της αίσθησης του χώρου” (p. 48). 

Αυτή η γεωµετρική εµπειρία είναι κρίσιµη για τους νέους  σπουδαστές. Έρευνα βασισµένη στα 

επίπεδα γεωµετρικής σκέψης του van  Hiele  (van Hiele, 1986; Fuys,Geddes & Tischler, 1988; 
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Scally, 1990) έχει   δείξει ότι οι µαθητές εισερχόµενοι στο Γυµνάσιο έχουν πολύ λίγη γνώση ή 

εµπειρία των γεωµετρικών ιδιοτήτων και σχέσεων ; οι περισσότεροι λειτουργούν στο οπτικό 

επίπεδο γεωµετρικής σκέψης σύµφωνα µε το µοντέλο του van  Hiele. 

Αυτοί οι σπουδαστές µπορούν να κάνουν κάτι περισσότερο από το αναγνωρίζουν τα γεωµετρικά 

σχήµατα .∆εν αποτελεί έκπληξη λοιπόν , ότι τα αποτελέσµατα της Fourth National Assessment 

of Educational Progress (NAEP)  δείχνουν ότι λιγότερο από το ένα τρίτο των µαθητών 7
ης
 

βαθµίδας  δεν παίρνουν γεωµετρία , και οι γνώσεις τους στον προσδιορισµό των σχηµάτων 

είναι πολύ φτωχές (Lindquist,1989).Κατά την διάρκεια των τελευταίων µηνών έχει εξεταστεί ή 

ικανότητα των µαθητών  στο Department of Mathematics Education at the University of 

Georgia µε εξερεύνηση ενός νέου προγράµµατος  του  Geometer’s Sketchpad (Jackiw, 1991). 

Αυτό το λογισµικό περιβάλλον παρέχει στους µαθητές και τους δασκάλους την δυνατότητα να 

εξερευνήσουν τις γεωµετρικές ιδιότητες και σχέσεις διαισθητικά και επαγωγικά.. Η ∆υναµική  

του  φύση το κάνει και συναρπαστικό και προσιτό  ακόµη και για στοιχειώδεις 

σπουδαστές……… 

Η γεωµετρία είναι το πλέον κατάλληλο περιβάλλον για να αρχίσουµε την προσπάθειά µας για 

την βελτίωση της µαθηµατικής εκπαίδευσης . Και αυτό γιατί µπορούµε ευκολότερα να 

δηµιουργήσουµε ανοικτά περιβάλλοντα µάθησης . Το περιβάλλον µιας γεωµετρικής 

δραστηριότητας  εκτός από τα εργαλεία περιέχει και γνώση . Όταν ο µαθητής εργάζεται σε 

ένα πρόβληµα , όπως για παράδειγµα αυτό που αφορά τα µέσα των τριών πλευρών ενός 

τριγώνου έχει µπροστά του έχει µπροστά του ένα περιβάλλον που έχει πολλές µικρές 

«µπουκιές » γνώσης   ( όπως θα έλεγε ο S.Papert ) Ένα περιβάλλον γεωµετρικής 

δραστηριότητας περιλαµβάνει ασφαλώς και τους στόχους µάθησης που θέτει είτε  ο 

εκπαιδευτικός , αφού αυτός επιλέγει το πρόβληµα στο πλαίσιο της διδασκαλίας του αλλά και 

ο µαθητής να ενσωµατώσει δικούς του στόχους και δικές του προσδοκίες . Στα πλαίσια του 

σχολικού προγράµµατος αποφεύγεται η  εµπειρική εξερεύνηση των γεωµετρικών 

συσχετίσεων επειδή οι κατασκευές µε το µολύβι στο χαρτί, όσο και οι µετρήσεις µε τα 

γεωµετρικά όργανα και τη χρήση άλλων µέσων, όπως, για παράδειγµα, διαφανούς ή 

τριγωνισµένου  χαρτιού, είναι κουραστικές, χρονοβόρες και δεν παρέχουν µεγάλη ακρίβεια. 

Η γεωµετρία ενσωµατώνει την κουλτούρα όλης της ανθρωπότητας .Επέδρασε σε σηµαντικό 

βαθµό στη επιστηµονική σκέψη , την ιδεολογία και την παιδεία .Με ποιο τρόπο  η 

διδασκαλία µπορεί να ενισχύσει την µάθηση της γεωµετρίας αποτελεσµατικά .Όπως 

αναφέρει η Κολέζα ιδιαίτερα καθοριστικό είναι το πλαίσιο στο οποίο αποκτάται η γνώση . Ο 

δάσκαλος πρέπει να είναι πολύ προσεκτικός στην επιλογή του περιβάλλοντος και των 

δραστηριοτήτων που επιλέγει . Και ακόµα η γνώση αποκτιέται µέσω κατασκευής . Όπως 

αναφέρει ο Papert : καλύτερη µάθηση δεν θα συντελεστεί µε το να βρούµε καλύτερους 

τρόπους για  τη διδασκαλία , αλλά µε το να δώσουµε καλύτερες ευκαιρίες στους µαθητές για 

κατασκευές .  

Όταν ο µαθητής καταφέρνει να λύσει ένα πρόβληµα , αυτός ο µαθητής οικοδοµεί τελικά µια 

νέα γνώση , συνδέει έννοιες µεταξύ τους , χρησιµοποιεί ποικίλες αναπαραστάσεις , αξιολογεί 

τεχνικές επίλυσης . Βασιζόµενοι στα αποτελέσµατα τόσων  εµπειρικών  ερευνών καλή 

επίδοση στα µαθηµατικά δεν συνεπάγεται και υψηλού επιπέδου κατανόηση των 

µαθηµατικών εννοιών και διαδικασιών . Οι µαθητές είναι γνωστό ότι αναπτύσσουν 

µεµονωµένες δεξιότητες , όσο αφορά την χρήση αλγορίθµων και δεν τα καταφέρνουν να 

κατανοήσουν σε ικανοποιητικό βαθµό τις αφηρηµένες έννοιες . (Μ.Artigue, 1991). Η τάση 

να αναπτύσσουν οι µαθητές επιφανειακές στρατηγικές  είναι  συνέπεια  της γενικής αρωγής 

που παρέχεται στη θεσµοθετηµένη εκπαίδευση και των ιδιαίτερων χαρακτηριστικών του 

γνωστικού τοµέα των µαθηµατικών. Η γλώσσα , το περικείµενο και οι αναπαραστάσεις των 

παραδοσιακών διδακτικών εργαλείων  δεν βοηθούν  στην ανάπτυξη και περιγραφή των 

αφηρηµένων εννοιών των µαθηµατικών  . Με βάση τη θεωρία της στοχαστικής αφαίρεσης 

του  Piaget ο υπολογιστής θεωρήθηκε ένα γνωστικό, διδακτικό και κοινωνικό εργαλείο που 

βοηθά µαθητές (και τον καθηγητή) να εξωτερικεύσουν αφηρηµένες διαδικασίες σκέψης. Η 

χρήση διαφορετικών εξωτερικών αναπαραστάσεων έχει ως στόχο να ωθήσει τους µαθητές να 

συλλογιστούν και να αλληλεπιδράσουν µεταξύ τους. Όπως αναφέρεται και στο βιβλίο 

«Σχεδιάζοντας Περιβάλλοντα Μάθησης Υποστηριζόµενα από τις Σύγχρονες Τεχνολογίες 
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»των  Vosniadou, Eric De Corte , Robert Glasserν , Heinz Mandl  οι  Erno Lehtinen, Sisko 

Repo γράφουν  : 

Η χρήση ενός προγράµµατος σε υπολογιστή µπορεί να προωθήσει ουσιαστικά την κοινωνική 

αλληλεπίδραση µεταξύ των µαθητών και επίσης, σε κάποιο βαθµό, ανάµεσα στον καθηγητή και 

στους µαθητές. Ειδικότερα η µετάβαση µε ευελιξία σε διάφορες µορφές αναπαραστάσεων 

βοηθά σε αυτό το είδος συνεργατικής σκέψης .Κατά τη διάρκεια των  δραστηριοτήτων πάνω 

στον υπολογιστή, δίνεται η δυνατότητα να εξωτερικευτεί η υπόθεση, καθώς και η διαδικασία 

της αφηρηµένης σκέψης στα πλαίσια του κοινού συλλογισµού. Ωστόσο, αυτή η αλληλεπίδραση 

δεν βασίζεται κατά κύριο λόγο σε λεκτικές διατυπώσεις, αλλά στη µη λεκτική αλληλεπίδραση 

µέσω του υπολογιστή. Αυτό το είδος επικοινωνίας προφανώς διευκολύνει τη δόµηση 

αφηρηµένων και σύνθετων µαθηµατικών εννοιών. 

Οι νέες τεχνολογίες στη εκπαίδευση δεν µπορούν παρά να αντιµετωπιστούν παρά σαν τµήµα 

της γενικότερης φιλοσοφίας που έχουµε για την εκπαίδευση και κατά προέκταση για την 

κοινωνία. Είναι σηµαντικό να υπάρξει ένας διάλογος που θα ενδιαφερθεί για τις συνθήκες 

που επικρατούν στην εκπαίδευση και για τη φιλοσοφία και προσανατολισµό στη σύνδεση 

των βαθµίδων .Πολλοί εκπαιδευτικοί αντιµετωπίζουν µε δυσπιστία ,άρνηση ή επιφύλαξη την 

εισαγωγή ηλεκτρονικού υπολογιστή σε τάξη. Καλό θα ήταν να απαντήσουµε στα ερωτήµατα  

 Τονώνεται το ενδιαφέρον του εκπαιδευτικού και των µαθητών όταν 

διαπραγµατεύεται µια έννοια µέσα από δραστηριότητες στο περιβάλλον του 

λογισµικού της δυναµικής γεωµετρίας  και γενικότερα µε  την χρήση  Η/Υ; 

 Είναι οι υπολογιστές ένα µέσο που βοηθά στην ανάπτυξη εννοιών και 
νοηµάτων και πόσο αποτελεσµατικότεροι µπορούµε να γίνουµε σαν 

εκπαιδευτικοί ; 

 Πως θα συνδυαστούν από τον  διδάσκοντα  παραδοσιακό µοντέλο και  νέες 
τεχνολογίες ; 

 Η χρήση Η/Υ βοηθά στην ανάπτυξη προβληµατισµών και εικασιών ; 
 Πως θα διαµορφωθεί η στάση εκπαιδευτικού και µαθητή στο νέο σύνθετο 
αλληλεπιδραστικό περιβάλλον ; 

 Πως θα επιλυθούν τα προβλήµατα διαχείρισης µιας τάξης κάτω από τις νέες 
συνθήκες ; 

 Πως θα επιλέξει τα κατάλληλα προγράµµατα ο κάθε εκπαιδευτικός µέσα από 
την πληθώρα της πληροφοριακής µάζας που εµφανίζεται στο διαδίκτυο ; 

Θα παραθέσω τα συµπεράσµατα και τις απόψεις µου παρακάτω σχετικά µε το τι αποκόµισα 

από την πειραµατική µελέτη µου  , συµπεράσµατα που χρειάζονται όµως πειραµατική 

επαλήθευση σε µεγάλη κλίµακα :  

Ο υπολογιστής βοηθά τον µαθητή και τον εκπαιδευτικό να υπαναχωρήσει στην απόσπαση από 

την πραγµατικότητα που πραγµατοποιείται από  την τυποποίηση και τον φορµαλισµό. Τον 

βοηθά να αντιµετωπίσει  τα µαθηµατικά κάτω από ένα πιο ρεαλιστικό πνεύµα. Βοηθά τον 

µαθητή να εξωτερικεύσει τις υποθέσεις και να εντάξει την αφηρηµένη σκέψη στα πλαίσια   του 

κοινού συλλογισµού. Η αλληλεπίδραση µε την χρήση του υπολογιστή  δεν βασίζεται κατά κύριο 

λόγο σε λεκτικές διατυπώσεις , αλλά στη µη λεκτική αλληλεπίδραση . Αυτό οδηγεί  στην δόµηση 

αφηρηµένων κι σύνθετων µαθηµατικών εννοιών. 

Όπως γράφουν οι Erno Lehtinen, Sisko Repo: 

……..είναι ακόµα ανοιχτό το ζήτηµα αν χρειαζόµαστε ακόµη καλύτερες µεθόδους για να 

βελτιώσουν οι µαθητές τις φραστικές τους διατυπώσεις κατά τη διαδικασία δόµησης της 

γνώσης.  

Το µέσο επίπεδο κατανόησης των εννοιών µπορεί να βελτιωθεί αισθητά µε τη συµµετοχή των 

µαθητών σε µια αλληλουχία δραστηριοτήτων που απαιτούν την κρίση τους και µε την αλλαγή 

του τρόπου που αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Τα αποτελέσµατα, τα οποία δείχνουν ότι η 

πλειοψηφία των µαθητών των πειραµατικών οµάδων ήταν σε θέση να πραγµατοποιήσουν από 

µόνοι τους µια διαδικασία αφαίρεσης, όσον αφορά τις έννοιες που έµαθαν, σε νέα επίπεδα, 

είναι ευοίωνα. Έτσι, φαίνεται ότι είναι δυνατό αυτό το είδος σκέψης, το οποίο είναι 

χαρακτηριστικό των µαθηµατικών, να αποκτηθεί αρκετά νωρίς, ακόµη και στη δευτεροβάθµια 

εκπαίδευση. Με βάση κάποιες παρατηρήσεις επί της διαδικασίας, µπορούµε να συµπεράνουµε 

ότι, για τους περισσότερους από τους µαθητές, η διαδικασία δόµησης της γνώσης που οδηγεί σε 
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επαρκή κατανόηση παίρνει πολύ χρόνο. Είναι εµφανές ότι, κατά τη διάρκεια των µεγάλων 

χρονικών περιόδων χωρίς εξωτερικές ενδείξεις προόδου, οι µαθητές αντιµετώπιζαν µια 

προβληµατική κατάσταση, η οποία τους προκαλούσε σύγχυση, που πήγαζε από την προσπάθειά 

τους να συνδυάσουν την οντολογικώς διαφορετική γνώση που µάθαιναν µε προηγούµενες 

γνώσεις τους στα µαθηµατικά. Μας φαίνεται ότι το περιβάλλον µάθησης, 

συµπεριλαµβανοµένων των εξερευνητικών δραστηριοτήτων, του υπολογιστή ως 

αναπαραστασιακού εργαλείου και της έντονης κοινωνικής αλληλεπίδρασης, προσέφερε 

καλύτερες δυνατότητες για την αντιµετώπιση αυτής της ασυνέχειας των επιστηµονικών 

γνώσεων απ’ ό,τι η παραδοσιακή διδασκαλία στην τάξη. Τα αποτελέσµατα τονίζουν επίσης την 

ανάγκη να δώσουµε έµφαση στην κατανόηση των εννοιών σε βάθος κατά την εκµάθηση 

πρακτικών υπολογιστικών δεξιοτήτων. Οι µαθητές που κατανόησαν τις έννοιες σε υψηλό 

επίπεδο, επέδειξαν και µεγαλύτερη µονιµότητα στη σωστή εφαρµογή αλγορίθµων. Με βάση 

αυτό, µπορεί να υποτεθεί ότι ο επιπλέον χρόνος που θα χρειαστεί για τη βαθύτερη κατανόηση 

των µαθηµατικών εννοιών µπορεί να αντισταθµιστεί από τη µειωµένη ανάγκη για 

επανειληµµένη εξάσκηση στην εφαρµογή των αλγορίθµων. 



 

 - 145 - 

 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7ο                              Η ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ ΤΩΝ FRACTALS  
 - 142 - 

7.1  Λόγοι που στηρίζουν την ένταξη των fractals στο Αναλυτικό Πρόγραµµα Σπουδών 

της Εκπαίδευσης  

 
Για να βελτιώσουµε τη µαθηµατική εκπαίδευση στα σχολεία µας σήµερα νοµίζω ότι πρέπει : να 

βρούµε τρόπους στους οποίους τα µαθηµατικά να χρησιµοποιούνται ως εργαλεία σε 

δραστηριότητες µε σηµασία ( από τη σκοπιά του µαθητή )  

Κατά τη διάρκεια αυτής της δραστηριότητας , η τυποποίηση θα αναδύεται από δυναµικές 

αλληλεπιδράσεις µε το περιεχόµενο , από απαντήσεις που προκύπτουν από µαθητές ( µε τη 

βοήθεια του καθηγητή ) . Όλα αυτά µπορούν να συµβούν µόνο µέσα από το πλαίσιο µιας 

διδασκαλίας που δεν καταπνίγει τις δηµιουργικές και ερευνητικές τάσεις των µαθητών µε το να 

επιµένει στην εκτέλεση και εφαρµογή των κανόνων , και ιδιαίτερα που είναι απελευθερωµένη 

από τους περιορισµούς του διδακτικού συµβολαίου . (C. Hoyles ( 1995 ) 

Είναι γεγονός ότι τα προγράµµατα σπουδών σε όλο το φάσµα  της εκπαίδευσης λόγω της 

συµπίεσης και του κορεσµού που έχουν υποστεί , δεν επιτρέπουν την προσθήκη νέων  

γνωστικών αντικειµένων .Η αποτυχία όµως των µαθητών σε θέµατα που αφορούν την 

κατανόηση εννοιών της γεωµετρίας  ή  του απειροστικού λογισµού επιβάλλει την 

αναπροσαρµογή  , αναθεώρηση και αναδόµησή τους .  

Η γεωµετρία των fractals είναι το πλέον κατάλληλο περιβάλλον για να αρχίσουµε την 

προσπάθειά µας για την βελτίωση της µαθηµατικής εκπαίδευσης . Και αυτό γιατί µπορούµε 

ευκολότερα να δηµιουργήσουµε  σε  ανοικτά περιβάλλοντα µάθησης δραστηριότητες  µε τις 

οποίες οι  µαθητές, ξεκινώντας από το ∆ηµοτικό και φτάνοντας στην Γ ΄Λυκείου  ,θα  

αναπτύξουν  έννοιες  από τον επαγωγικό συλλογισµό ,στον παραγωγικό, πειραµατιζόµενοι . 

Τα  fractals επιτρέπουν στους µαθητές να δουλέψουν µε τρόπο χειροπιαστό σε µοντέλα µε 

ελκυστικές οπτικές αναπαραστάσεις και να οδηγηθούν  στην ανακάλυψη  µαθηµατικών 

εννοιών . Η εκπαιδευτική τους αξία  έγκειται  στο γεγονός ότι στοχεύουν να εξωθήσουν τους 

µαθητές να σκεφτούν γύρω από στοιχειώδη πράγµατα , να συνδέσουν έννοιες , να 

προκαλέσουν , να επιφέρουν γνωστική σύγκρουση , να δοµήσουν την γνώση . Αυτό δεν 

συµβαίνει µε τα σχολικά µαθηµατικά που πολλές φορές εκφυλίζονται σε µια χωρίς νόηµα 

σειρά διαδικασιών φορµαλισµού και υπόγειων  ρουτινών , που σκοπό έχουν µόνο να κάνουν 

καλούς λύτες χωρίς να ασχοληθούν µε την κατανόηση σε βάθος των εννοιών . 

Οι έννοιες των fractals παρέχουν  ένα σχήµα µε ιδιότητες που  δεν έχουν τα απλά σχήµατα 

και ταυτόχρονα είναι   παράξενο και φαντασµαγορικό. Από τη έρευνα που έχει γίνει στα 

σχολεία ,σε όλες τις βαθµίδες εκπαίδευσης διαπιστώνουµε ότι µπορούµε να προσαρµόσουµε  

τµήµατα από τα µαθηµατικά που χρησιµοποιούµε για τα fractals ώστε  να  είναι κατάλληλα 

για τα σχολεία (αποτελεί και πρόταση των  standards N.C.T.M ) . Μερικά από τα µαθηµατικά 

που χρησιµοποιούνται θα µπορούσαν να διδαχθούν και στην στοιχειώδη εκπαίδευση , ίσως 

και σε µικρότερη τάξη από την τάξη της ΣΤ ∆ηµοτικού αφού περιέχουν έννοιες που οι 

µαθητές  ήδη γνωρίζουν . Η διδασκαλία των fractal  έχει επακόλουθο τον θαυµασµό , την 

έκπληξη , την ανάπτυξη τη φαντασίας , την περιέργεια ,στοιχεία που συνθέτουν ένα πολύ 

γόνιµο κλίµα για στήριξη και υποστήριξη της διδακτικής και µαθησιακής διαδικασίας Με  

αυτόν τον τρόπο τους δίνεται η δυνατότητα να ξεφύγουν από τον παραδοσιακό τρόπο 

εργασίας και ενασχόλησης µε ασκήσεις ρουτίνας .  

Κύριο κριτήριο  είναι η συσχέτιση τους µέσα από το κατάλληλο λογισµικό,  µε έννοιες του 

απειροστικού λογισµού .Αυτό µπορεί να αρχίσει διαισθητικά στις µικρότερες τάξεις και να 

αποκτήσει µορφή απόδειξης στις µεγαλύτερες .  Χρειάζεται βέβαια προσοχή όχι µόνο στο τι 

θα διδαχθεί αλλά και πως θα διδαχθεί .Οι έννοιες του απειροστικού λογισµού ,κρύβουν 

κίνηση πράγµα που καθιστά δύσκολη µέχρι µη εφικτή την διδασκαλία τους στον πίνακα κα 

στο χαρτί .Αυτό που είναι απαραίτητο είναι  η χρήση κατάλληλων εφαρµογών µέσα σε ένα 

περιβάλλον λογισµικού που θα ενισχύσει τις αρχικές διαισθήσεις των µαθητών και θα 

κατασκευάσει τους όρους .   

Το αντικείµενο ενός fractal  είναι στη γένεση του ,ένα αντικείµενο περιβάλλοντος  µιας 

γεωµετρικής δραστηριότητας  που εκτός από  εργαλεία περιέχει και γνώση . Όταν ο µαθητής 

εργάζεται σε ένα πρόβληµα , όπως για παράδειγµα αυτό που αφορά τα µέσα των τριών πλευρών 

ενός τριγώνου έχει µπροστά του  ένα περιβάλλον που έχει πολλές µικρές «µπουκιές » γνώσης ( 

όπως θα έλεγε ο S.Papert) 
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Το περιβάλλον των fractal στο οποίο ο µαθητής καταφέρνει να λύσει ένα πρόβληµα , και να 

οικοδοµήσει  τελικά µια νέα γνώση , συνδέει έννοιες µεταξύ τους που περιέχονται σε 

διάφορα σηµεία του αναλυτικού προγράµµατος  , χρησιµοποιεί ποικίλες αναπαραστάσεις , 

αξιολογεί τεχνικές επίλυσης .  

∆ιάφορες έρευνες δείχνουν ότι το εκπαιδευτικό σύστηµα αφήνει στους µαθητές την ευθύνη 

να αναδιοργανώσουν µόνοι τους διάφορες έννοιες µε αποτέλεσµα όταν η πλειοψηφία των 

µαθητών τελειώνει  την δευτεροβάθµια εκπαίδευση ,δεν είναι σε θέση να συνδέσει αυτές τις 

έννοιες . Έρευνες επίσης έδειξαν ότι όταν η διδασκαλία  αναλαµβάνει αυτή την ευθύνη η 

αναδιοργάνωση των εννοιών επικρατεί αποτελεσµατικά και σταθερά . 

Η επίλυση και κατασκευή µαθηµατικού προβλήµατος και η διατύπωση υποθέσεων είναι πολύ 

σηµαντικές δραστηριότητες των µαθηµατικών ( ΝCTM ,2000) Η σηµασία αυτών των 

µαθηµατικών δραστηριοτήτων τονίζεται στο αναλυτικό πρόγραµµα του NCTM «The 

Principles and Standards for School Mathematics Document ».To αναλυτικό πρόγραµµα 

παροτρύνει επίσης τους µαθητές να κατασκευάζουν δικά τους ενδιαφέροντα και ελκυστικά 

προβλήµατα βασισµένα σε µαθηµατικές καταστάσεις και καταστάσεις από τον πραγµατικό 

κόσµο . Επιπρόσθετα διατυπώνεται ότι οι µαθητές πρέπει να διατυπώνουν και διερευνούν 

µαθηµατικές υποθέσεις , να γενικεύουν τα αποτελέσµατά τους και να επεκτείνουν 

προβλήµατα µέσω της διατύπωσης περαιτέρω ερωτήσεων . 

Τα προβλήµατα µε fractals ανήκουν στην κατηγορία των πρωτότυπων προβληµάτων  

Ο Polya ( 1957 ) προβαίνει σε µια σαφή και σκόπιµη διάκριση ανάµεσα στα προβλήµατα 

ρουτίνας και στα πρωτότυπα προβλήµατα .Ενδεικτικά αναφέρει :  

Όταν ένας δάσκαλος δίνει στους µαθητές του να λύνουν προβλήµατα ρουτίνας σκοτώνει 
το ενδιαφέρον τους και παρεµποδίζει την νοητική τους ανάπτυξη .Αν όµως προκαλεί την 
περιέργειά τους δίνοντας τους προβλήµατα ανάλογα µε τις γνώσεις τους και τους βοηθά να 
λύσουν τα προβλήµατα θέτοντας τους κατάλληλες ερωτήσεις , µπορεί να τους βοηθήσει να 
αναπτύξουν αυτόνοµη κριτική σκέψη. 
 

7.2 Πως µπορούµε να κατασκευάσουµε fractals -Ποιοι διδακτικοί στόχοι περιέχονται 

στην κατασκευή ενός fractal  
 

Tα Fractals λόγω της πολυπλοκότητας του σχεδίου τους µοιάζουν δύσκολα να 

κατασκευαστούν .Πρόκειται όµως για πολύ απλές recursive διαδικασίες που 

επαναλαµβάνουν έναν αριθµό βηµάτων.  

Το αποτέλεσµα που προκύπτει είναι µια εκπληκτική, φαντασµαγορική  εικόνα ,µε χρώµατα 

και γραφικά που προσελκύει  µαθητές και  δασκάλους.  

Στα πλαίσια του σχολικού προγράµµατος η  εµπειρική εξερεύνηση των γεωµετρικών 

συσχετίσεων  είναι σχεδόν ανύπαρκτη επειδή οι κατασκευές µε το µολύβι ή την κιµωλία , 

όσο και οι µετρήσεις µε τα γεωµετρικά όργανα και τη χρήση άλλων µέσων, όπως, για 

παράδειγµα, διαφανούς ή τριγωνισµένου  χαρτιού, είναι κουραστικές ,  απαιτούν  πολύ χρόνο 

και δεν παρέχουν   µεγάλη ακρίβεια. 

Ένα Fractal  κατασκευάζεται  µε την γλώσσα Logo   ( για παράδειγµα στο Microworlds Pro ) 

,στο περιβάλλον του λογισµικού της δυναµικής γεωµετρίας για παράδειγµα Geometer ΄s 

Sketchpad ή Cabri ή Εuclidraw   ή σε περιβάλλον γλώσσας προγραµµατισµού για 

παράδειγµα Java µε κατάλληλες εντολές( για παράδειγµα   mathapplets )  . 

Η γλώσσα Logo είναι ένα παιδαγωγικά σχεδιασµένο προγραµµατιστικό περιβάλλον που έχει 

απεριόριστες δυνατότητες από την πλευρά της παιδαγωγικής αξιοποίησης του στην 

εκπαίδευση. 

Χρησιµοποιώντας την γλώσσα προγραµµατισµού Logo  µπορούµε να  δώσουµε στους 

µαθητές µας την δυνατότητα να κατασκευάσουν  fractal µέσω της αναδροµικής διαδικασίας . 

Οι µαθητές µπορούν να σκεφτούν  και να υλοποιήσουν τις σκέψεις τους µε κατάλληλες 

εντολές που θα γράψουν και θα ζητήσουν να επαναλάβει η χελώνα απευθείας στην οθόνη του 

υπολογιστή.  

H κατασκευή ενός fractal µέσω του GSP4.03 είναι µια διαδικασία που γίνεται µέσω ενός 

αρχείου εντολών ή µέσω της διαδικασίας του transform –iteration από το µενού. Ο πρώτος 

τρόπος είναι επαναληπτικός και βήµα –βήµα ενώ ο δεύτερος αυτοµατοποιεί την διαδικασία 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7ο                              Η ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ ΤΩΝ FRACTALS  
 - 144 - 

και δίνει την δυνατότητα του άµεσου αποτελέσµατος στη  οθόνη . Η συνένωση και των δυο 

µεθόδων, όπως περιγράφονται στο κεφάλαιο «Περιγραφή της µεθόδου»  δίνει ένα 

αποτέλεσµα που είναι περιεκτικό σε έννοιες και  υπολογιστικά αποτελέσµατα . Οι  

συγκεκριµένες δραστηριότητες  εισάγουν  την  έννοια της ακολουθίας αναδροµικά και 

διαισθητικά την έννοια του ορίου  σε επίπεδο προσιτό για µαθητές .Η έννοια της αναδροµής 

είναι ιδιαίτερα σηµαντική ( αφού σ’ αυτή στηρίζεται ο προγραµµατισµός των Η/Υ ). 

Από τις δυο µεθόδους που αναφέρθηκαν  µπορούµε να πούµε τα εξής :  

 ότι η επανάληψη απλών βηµάτων µιας διαδικασίας οδηγεί στην  παραγωγή µια 
πολύπλοκης δοµής  που µπορεί να προκύψει από αυτήν.   

 η µελέτη της συµπεριφοράς των µαθηµατικών αντικείµενων οδηγεί στην 
σύλληψη και γενίκευση των εννοιών 

 η επανάκληση µιας διαδικασίας συµβάλλει στην κατανόηση της έννοιας ή     
οδηγεί στον σχηµατισµό νέων εννοιών που γενικεύουν την διαδικασία  

H κατασκευή των fractal σε όλη την έκταση των υπαρχόντων αναλυτικών προγραµµάτων 

∆ηµοτικού, Γυµνασίου και Λυκείου, βοηθά τους µαθητές να αναπτύξουν λογικοµαθηµατικές 

ικανότητες ανώτερου επιπέδου Van Hiele από ότι µέσα από τα παραδοσιακά µαθηµατικά. 

Ένα θέµα  όπως τα fractal που µόνο λίγοι µπορούν να έχουν πρόσβαση γίνεται αντικείµενο 

παιχνιδιού στα χέρια των παιδιών.   

Οι µαθητές εντυπωσιάζονται από τα εντυπωσιακά σε σχέδια και χρώµατα artefacts που  

εµφανίζονται στην οθόνη τους .Αυτό ανοίγει νέους δρόµους στην εκµάθηση των εννοιών 

µέσω της κατάλληλης οπτικοποίησης τους  µε την βοήθεια  των δυναµικών ή enactive 

αναπαραστάσεων τους . 
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Σχήµατα :  
Παραδείγµατα αναδροµικών  διαδικασιών  σε γλώσσα Logo(όπως προτείνονται από την γράφουσα ) 

που   έχουν σκοπό την κατασκευή fractal ή σπειρών σε διάφορες µορφές 
 

Κατά την διαδικασία κατασκευής των βηµάτων οι µαθητές συµµετέχουν ενεργά και 

αναπτύσσουν νοητικές  ικανότητες  όπως :  

Ανάπτυξη της οπτικό-χωρικής και κατασκευαστικής( τεχνικής )  ικανότητας , αφού µέσω 

της διαδικασίας  επαναλαµβάνουν µια κατασκευή βήµα –βήµα ,στην οποία όµως η 

επανάληψη των σηµείων γίνεται κάτω από συγκεκριµένη σειρά Εποµένως  πρέπει να 

αναπτύξουν την ικανότητα κατασκευής ενός pattern που έχει σχέση µε την κατασκευή και 

την  τοποθέτηση στο επίπεδο .  

Ανάπτυξη της ικανότητας να εικάσουν για την σωστή επιλογή των σηµείων όταν πρόκειται 

για το GSP ,της σωστής επιλογής των µεταβλητών όταν πρόκειται για τη γλώσσα Logo και 

την επιλογή του  κατάλληλου σηµείου στη δραστηριότητα που ζητάµε να γίνει η αναδροµική 

διαδικασία .  

Ανάπτυξη της ικανότητας να υπολογίσουν  τα αποτελέσµατα των κατασκευών τους µε 

κατάλληλες µετρήσεις που δίνονται µέσα από το µενού εντολών του λογισµικού είτε αυτό 

αφορά µήκη πλευρών και περιµέτρους είτε υπολογισµούς εµβαδών .  

Ανάπτυξη της ικανότητας να προβλέψουν για τα αποτελέσµατα των ενεργειών τους όσον 

αφορά την κατασκευή ή τις µετρήσεις . 

Ανάπτυξη της ικανότητας να οργανώσουν τα αποτελέσµατα των υπολογισµών τους αφού 

αυτά µπορούν να εµφανιστούν σε πίνακα στην οθόνη του υπολογιστή . 
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Ανάπτυξη ικανότητας ελέγχου  των βηµάτων , των υπολογισµών και συσχέτισης µε το 

κατάλληλο σχήµα .Οι µαθητές ελέγχουν την σωστή πρόβλεψη είτε µε τη εφαρµογή , είτε µε 

την  

Ανάπτυξη αποδεικτικών διαδικασιών που προκύπτει ως αποτέλεσµα λογικών ενεργειών . 

Ανάπτυξη  λογικοµαθηµατικών ικανοτήτων ως αποτελέσµατα συσχετίσεων των εικόνων 

µε τα υπολογιστικά patterns. 

Όπως καταλαβαίνουµε ένας µαθητής εποµένως µε  την ανάπτυξη όλων αυτών των 

ικανοτήτων εµπλέκεται στη διαδικασία κατασκευής της γνώσης  µέσα από την ανάπτυξη 

αυτών  των νοητικών ικανοτήτων .  

Εκτός των νοητικών δραστηριοτήτων  οι µαθητές µπορούν να  αναπτύξουν    ικανότητες 

φιλοσοφικού περιεχοµένου    σχετικά µε έννοιες όπως το άπειρο και το 0  που είναι δύσκολο 

να συλληφθούν όταν πρόκειται για µαθηµατικά αντικείµενα που µπορούν να σχεδιαστούν ή 

κατασκευαστούν µόνο στο τετράδιο ή στον πίνακα .  

Αναπτύσσουν την φαντασία  και τις καλλιτεχνικές τους ικανότητες έτσι ένα µάθηµα που 

µπορούµε να το χαρακτηρίσουµε γκρι όπως ο Μεφιστοφελής αποκτά χρώµα και 

καλαισθησία  όπως το χρώµα της ζωής . 

Αναπτύσσουν ικανότητες αισθησιοκινητικές που έχουν σχέση µε την  κίνηση των 

αντικειµένων ,όταν αυτή παράγεται από τις κατάλληλες εντολές µέσω του  µενού εντολών  ή 

του συρσίµατος των κατασκευών ( dragging ) . 

Ανάπτυξη κινήτρων για διερεύνηση και δηµιουργικότητα . 

Ανάπτυξη της διαίσθησης  που οφείλεται στην αλληλεπίδραση µε τα  artefacts  οπτικές  

αναπαραστάσεις στην οθόνη του υπολογιστή  

Ανάπτυξη   της αξιολόγησης των αποτελεσµάτων  

Ανάπτυξη επαναληπτικών διαδικασιών και εσωτερίκευση των εννοιών µέσα από την 

κατάλληλη χρήση αναπαραστάσεων  

Ανάπτυξη της διασύνδεσης διαφορετικών κλάδων των µαθηµατικών  

Ανάπτυξη της διασύνδεσης των µαθηµατικών  µε την φυσική και µε άλλες επιστήµες  

Ανάπτυξη αυτενέργειας για τις κατασκευές 

Ανάπτυξη επαλήθευσης και γενίκευσης και εποµένως  

ανάπτυξη του επιπέδου van Hiele των µαθητών που έρχεται ως συνέπεια της  σταδιακής 

οικοδόµησης της έννοιας περνώντας µέσα από τα στάδια ωρίµανσης της σκέψης του Van 

Hiele .  

 

 

7.3  Ποια κεφάλαια µαθηµατικών εµπλέκονται στην διαδικασία κατασκευής και 

υπολογισµού ενός Fractal αντικειµένου   

 
Θα αναφερθούµε αρχικά στις µαθηµατικές έννοιες που έχουν σχέση µε την κατασκευή και 

την εξερεύνηση ενός fractal  

Α) γεωµετρικές γνώσεις που απαιτούνται για την κατασκευή του σχήµατος , την υποδιαίρεση 

του  ,την επέκτασή του  

                             Στις γεωµετρικές γνώσεις εντάσσονται τα παρακάτω  

 διερεύνηση  των  τρόπων  που οι σχέσεις διατηρούνται ή αλλάζουν καθώς ο 

αριθµός των πλευρών ή ο λόγος στον οποίον οι κορυφές του εγγεγραµµένου 

πολυγώνου διαιρεί τις πλευρές του αρχικού αλλάζει . Ακόµα συσχέτιση  των  

λόγων  των τµηµάτων που σχηµατίζονται και στη γενική και την ειδική 

περίπτωση του σχήµατος . 

 περιστροφές σχηµάτων για τον έλεγχο  ισοδυναµίας των  εµβαδών και 

επεκτατικά την απόδειξη  των τύπων εύρεσης των εµβαδών . 

 επανάληψη ή ανακάλυψη πειραµατική των  θεωρηµάτων των σχετικών µε  

1. πράξεις , υπολογισµούς  ευθ. τµηµάτων  

2. συγκρίσεις υπολογισµούς, είδη  γωνιών  

3. έννοιες σχετικές µε τον κύκλο ,υπολογισµούς τόξων   κ.α  

4. συγκρίσεις τριγώνων , πολυγώνων  

5. είδη , υπολογισµοί  και στροφές γωνιών καθώς και βασικές ιδιότητες τους  
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6. υπολογισµοί µηκών τµηµάτων ,περιµέτρων  

7. είδη και ισότητες σχηµάτων ( τριγώνων , πολυγώνων )  

8. οµοιότητες σχηµάτων  

9. ιδιότητες της  συµµετρίας των  σχηµάτων ως προς άξονα και ως προς 

σηµείο  

10. ιδιότητες  των βασικών τετραπλεύρων και του κέντρων του τριγώνου  .  
11. ιεραρχία τετραπλεύρων  
12. ιδιότητες  των αναλογιών για τον υπολογισµό των λόγων των τµηµάτων 
13.  θεωρήµατος    που αναφέρεται στην παραλληλία των τµηµάτων που 

προκύπτουν όταν ενώσουµε τα µέσα δυο πλευρών τριγώνου και του 

αντιστρόφου του  , 

14.  θεώρηµα Θαλή και αντιστρόφου  
15. του Πυθαγορείου θεωρήµατος , 
16.  θεωρηµάτων εγγεγραµµένων γωνιών , 
17.  θεωρηµάτων που αναφέρονται σε µήκη πλευρών και υψών κανονικών 

πολυγώνων  

18. τον  λόγο των εµβαδών σε σχέση µε τον  λόγο οµοιότητας των πλευρών 
……… 

∆ηλαδή όλη την ύλη της γεωµετρίας που αναφέρεται στο Αναλυτικό Πρόγραµµα 

Σπουδών   
 

Β ) από την πλευρά της άλγεβρας και του απειροστικού λογισµού  

 

1. κλίµακες µετρήσεων ,  

2. κλάσµατα  

3. δεκαδικοί αριθµοί και συσχέτιση των τριών µορφών αναπαραστάσεων 

των ρητών αριθµών  

4. στρογγυλοποίηση  δεκαδικών αριθµών  

5. λόγοι , αναλογίες  

6. υπολογισµούς αλγεβρικών παραστάσεων 

7. ακολουθίες  

8. γεωµετρική πρόοδος  

9. δυνάµεις  

10. εκθετικές συναρτήσεις  
11. αλγόριθµους υπολογιστικούς  
12. όρια  
13. σειρές  
14. υπολογισµός ορίου ακολουθίας  
15. υπολογισµός ορίου σειράς  
16. γραφικές παραστάσεις µε την διαδικασία της αποπινακοποίησης –

αποτύπωσης αποτελεσµάτων κ.α  

17. θεωρίας προσέγγισης ,  θεωρία της συνέχειας  
18. απειροελάχιστα , έννοια του απείρου και του 0 κ.α   

 

7.4 Τι  αναµένεται από την κατασκευή των fractal αντικειµένων  στον υπολογιστή και 

τη χρησιµοποίηση σχετικών ανοικτών προβληµάτων   

 
«Όταν ήµουν παιδί , συχνά µισούσα την αριθµητική και τα µαθηµατικά στο σχολείο 

.Σελίδες ασκήσεων , ανιαρές και πληκτικές ∆εν ήταν διασκεδαστικές ή προκλητικές , ήταν 

απλώς µια αγγαρεία Όποτε µπορούσα έβρισκα κάτι άλλο να ψυχαγωγηθώ .Καµιά φορά 

προσπαθούσα να βρω απάντηση σε κάποια σπαζοκεφαλιά »William Thurston ( βραβείο 

Φίλντς ) καθηγητής Princeton  
Οι εµπειρικές προσωπικές διαπιστώσεις µας αλλά και τα αποτελέσµατα πολλών 

εκπαιδευτικών ερευνών δεν αποτελούν τυχαία γεγονότα . Η επαγωγική προσέγγιση στην 
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µαθησιακή διαδικασία φαίνεται να κερδίζει όλο και περισσότερο έδαφος . Κι αυτό γιατί 

επιτρέπει στον µαθητή να αναπτύξει την ενόρασή του , να αναλάβει πρωτοβουλίες , να 

αναπτύξει την δηµιουργική του φαντασία , την ικανότητα γενίκευσης , τον αναστοχασµό και 

τέλος την κριτική και ελεύθερη σκέψη  

Όπως διαπιστώνουµε στα fractal εµπλέκονται οι  νέες θεωρίες  µε τα  παλαιά αντικείµενα της 

Ευκλείδειας γεωµετρίας  και των εννοιών της άλγεβρας και του απειροστικού λογισµού . 

Ένας νέος τοµέας , όπως είναι των fractal αντικειµένων είναι αναγκαίος για να ανανεώσει το 

πρόγραµµα σπουδών Είναι πολύ σηµαντικό το γεγονός ότι ο δάσκαλος των µαθηµατικών 

µπορεί να κάνει συνδέσεις ιστορικές, καλλιτεχνικές µε τα µαθηµατικά, αναφορές σε 

σηµαντικά θέµατα των σύγχρονων κλάδων της υδροδυναµικής , της θεωρίας του χάους ,της 

αστρονοµίας , της µετεωρολογίας . Ένα αντικείµενο fractal λόγω της πολυπλοκότητας του 

σχήµατος φαίνεται δύσκολο να κατασκευαστεί αλλά ο υπολογιστής  καταφέρνει να 

απλουστεύσει τον τρόπο κατασκευής του .Αντικείµενα που υπάρχουν στην φύση µοιάζουν µε 

τα  fractal , έτσι ώστε ο µαθητής να αισθάνεται ότι µελετώντας µαθηµατικά , µελετά την 

φύση  και το περιβάλλον που η πολυπλοκότητα των κατασκευών του σε παραπέµπει σε 

µαθηµατικές έννοιες κοντινές στα fractal .  Η εφαρµογή τους στην διδακτική πραγµατικότητα 

η ένταξή τους στην εκπαιδευτική διαδικασία και η ενσωµάτωση τους στο Αναλυτικό 

Πρόγραµµα αποτελεί  εποµένως  ένα βασικό στόχο  ώστε να ευθυγραµµιστούµε µε τις τάσεις 

του προγράµµατος που αντιστοιχούν σε σύγχρονα µοντέλα διδασκαλίας.  

Κύριο κριτήριο  η διερεύνηση του τρόπου µε τον οποίον τα λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας 

ή η γλώσσες προγραµµατισµού παρέχουν ευκαιρίες για κατασκευή νέων προβληµάτων . Η 

διερεύνηση των στόχων  έγινε µε την παραδοχή ότι το λογισµικό της δυναµικής γεωµετρίας 

συνιστά µέσο διαµεσολάβησης το οποίο µας βοηθά να κατανοήσουµε πως οι ηλεκτρονικοί 

υπολογιστές είναι δυνατόν να χρησιµοποιηθούν στην εκπαίδευση για τη διδασκαλία των 

Μαθηµατικών . Οι µαθητές σε ένα ανοικτό πρόβληµα µπορούν να υποθέσουν , να εικάσουν 

ότι  κάποιες σχέσεις ισχύουν,  να ελέγξουν την ορθότητα τους και να τις αποδείξουν στη 

συνέχεια .Η  τυπική απόδειξη   η δυνατότητα αντιστροφής του προβλήµατος  και η γενίκευση 

του  είναι ένας από τους επόµενους στόχους . Στο παραδοσιακό µάθηµα των Μαθηµατικών 

τα προβλήµατα και οι ασκήσεις είναι κλειστού τύπου . Η διαδικασία της εξερεύνησης και της 

ανακαλυπτικής προσέγγισης όµως δεν παρακινείται στις περιπτώσεις αυτές  όπου ο µαθητής 

αισθάνεται εγκλωβισµένος στη θεωρητική φορµαλιστική πλευρά του προβλήµατος . 

Προβλήµατα διατυπωµένα όπως , «Να αποδείξετε ότι….», διευθετούν  τον τρόπο σκέψης του  

µαθητή  ,εµποδίζουν  την απελευθέρωση δηµιουργικών ικανοτήτων ,λειτουργούν  σαν φρένο 

ικανότητας των µαθητών για απόδειξη. Έτσι δεν παρακινούνται οι διανοητικές λειτουργίες 

και υπονοµεύεται η ικανότητα για απόδειξη .Μια  ανοιχτή προβληµατική κατάσταση στην 

οποία ο µαθητής δεν αφήνεται µόνος αλλά ο δάσκαλος είναι παρών για να ενεργεί όταν 

απαιτείται , θα µπορούσε να προσφέρει περισσότερες ευκαιρίες  για ενεργητική συµµετοχή 

στη διαδικασία µάθησης και να τους παρακινήσει να εµπλακούν σε δραστηριότητες . Τέτοιες 

δραστηριότητες είναι και οι σχετικές µε τα fractals , οι οποίες όπως διαπιστώσαµε   

καλύπτουν όλο το φάσµα της µαθηµατικής δηµιουργίας και ανακάλυψης . Η ιδέα  αυτή 

βασίζεται στην υπόθεση ότι η απόδειξη ενός αποτελέσµατος, προξενεί µεγαλύτερη αίσθηση 

αφού  

 Είναι κάτι που δηµιουργείται από τους ίδιους και δεν τους παρέχεται έτοιµο  

 Προκύπτει από εµπειρικές παρατηρήσεις και πειραµατισµούς  

 Ευνοεί την δυναµική διερεύνηση µιας κατάστασης  

 Κατασκευάζει τα στοιχεία τα απαραίτητα για την απόδειξη  

Αυτό βέβαια είναι και γενικότερο συµπέρασµα που αφορά την διαδικασία της λύσης ενός 

προβλήµατος .Στόχος δεν είναι µόνο στο να παραχθεί το σωστό αποτέλεσµα, αλλά πώς να 

παραχθεί ένα οποιοδήποτε αποτέλεσµα. Το κίνητρο για απόδειξη, η οποία θα εξηγεί για ποιο 

λόγο συνέβη το ένα ή το άλλο γεγονός ή αποτέλεσµα, καθίσταται έτσι ισχυρό. Και δεν 

υπάρχει τίποτε άλλο ισχυρότερο στην εκπαιδευτική διαδικασία από την δηµιουργία κινήτρων  

Οι µαθηµατικές έννοιες, αν εξαιρέσουµε τις γεωµετρικές, είναι έννοιες αφηρηµένες. Οι 

ορισµοί τους δίνονται µε  µαθηµατικά σύµβολα και η κατανόηση τους από τον µαθητή είναι 

πολλές φορές ελλιπής. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την αδυναµία ή τη λανθασµένη χρήση τους 

στη λύση ασκήσεων. Η δυνατότητα ενσάρκωσης αυτών των ορισµών, δηλαδή η δυνατότητα 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7ο                              Η ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΗ ΣΗΜΑΣΙΑ ΤΩΝ FRACTALS  
 - 150 - 

αναπαράστασης τους µε τρόπο ώστε να γίνουν κατανοητοί µέσω των αισθήσεων, µπορεί να 

βοηθήσει το µαθητή να τους κατανοήσει καλύτερα και να τους χρησιµοποιεί σωστά.  

Ο τυπικός ορισµός µαθαίνεται από τους µαθητές µε έναν µάλλον µηχανιστικό τρόπο και αυτό 

πολλές φορές τους οδηγεί σε λάθη. 

Ο ρόλος των εικασιών στην ανάπτυξη της µαθηµατικής σκέψης είναι πολύ σηµαντικός. Για 

να αποδείξουµε µια µαθηµατική πρόταση πρέπει πρώτα  να προκύψει αυτή ως εικασία. 

∆ηλαδή, µετά από κατάλληλες σκέψεις να οδηγηθούµε στο συµπέρασµα ότι είναι πολύ 

πιθανόν να ισχύει η συγκεκριµένη  πρόταση.  Η δηµιουργία εικασιών απουσιάζει πλήρως από 

τη διδασκαλία των Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. ∆εν φαίνεται η διαδικασία 

µέσα από την οποία προέκυψε η διατύπωση των προτάσεων  και  των θεωρηµάτων. Με ποιο 

τρόπο όµως µπορεί να αναπτυχθεί µέσα στη τάξη ένας προβληµατισµός που θα οδηγήσει στη 

διατύπωση της εικασίας; Σε αυτό µπορεί να παίξουν σηµαντικό ρόλο οι αναπαραστάσεις .   Η 

χρήση κατάλληλων αναπαραστάσεων µπορεί να βοηθήσει ουσιαστικά τους µαθητές να 

κατανοήσουν µαθηµατικές έννοιες και διαδικασίες, να προβληµατιστούν, να σκεφτούν και να 

οδηγηθούν σε  εικασίες, να καταλάβουν ιδέες που κρύβονται µέσα σε τυπικές αποδείξεις. Για 

να µπορέσει όµως ο µαθητής να κάνει ουσιαστική χρήση αυτών των αναπαραστάσεων πρέπει 

η διδασκαλία των Μαθηµατικών στο σχολείο, ιδιαίτερα δε στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, 

να είναι τέτοια ώστε να συνδυάζει τον ενσαρκωµένο και τον διαδικασιοεννοιολογικό κόσµο 

σκέψης. Να εξασκήσει το µαθητή να χρησιµοποιεί και τους δύο κόσµους, να γνωρίζει τα όρια 

τους και να µπορεί να µεταβαίνει από τον ένα στον άλλο. Να είναι σε θέση να χρησιµοποιεί 

κάθε φορά αυτόν που είναι πιο πρόσφορος για να λύσει το πρόβληµα που αντιµετωπίζει, 

γνωρίζοντας όµως ότι η µαθηµατική αλήθεια κατοχυρώνεται µόνο µέσα από τη τυπική 

απόδειξη. Τα παραπάνω θα συντελέσουν στο να οικοδοµήσει ο µαθητής µια πραγµατικά 

µαθηµατική σκέψη  

 

7.5 Η βιβλιοθήκη των fractal   στο  Geometer SketchPad   

Η παιδαγωγική σηµασία της εξερεύνησης της  

 
Η προσέγγιση που προτάθηκε µέσα 

από την δραστηριότητες είναι η 

επαγωγική Η παραγωγική µέθοδος 

στερεύει την φαντασία και δεν 

είναι η φυσική οδός µέσα από την 

οποία οι µαθητές µας θα 

κατακτήσουν τη µαθηµατική 

γνώση . Η δραστηριότητα του 

αναστοχασµού κάποιου µαθητή 

πάνω στις νοητικές λειτουργίες του 

αρχίζει όταν έχει τη ευκαιρία να 

δράσει .Τότε αποκτά  την 

ικανότητα να αφαιρέσει  τα 

λειτουργικά  σχήµατα από τις 

αισθησιοκινητικές πράξεις .Για να 

αποκτήσει ένας µαθητής  ευκαιρίες δράσης απαιτείται αισθησιοκινητικό υλικό και καταστάσεις 

που θα εκδηλωθεί η δράση πάνω στο υλικό. 

Έχουµε εγκαταστήσει το Geometer Sketchpad στα Προγράµµατα του υπολογιστή µας .Για να 

επισκεφτούµε την έτοιµη βιβλιοθήκη των fractals ακολουθούµε τα εξής βήµατα    C:\Program 

Files\Sketchpad\Samples\Sketches\Geometry και στη συνέχεια τo  Fractal Gallery.gsp Θα 

ασχοληθούµε µε µερικές σελίδες που η αισθητική τους προκαλεί  ιδιαίτερο ενδιαφέρον στους 

µαθητές λόγω της οµοιότητας τους µε φυσικά αντικείµενα .  

Το Πυθαγόρειο δέντρο είναι η πρώτη σελίδα του αρχείου της γκαλερί των Fractal , όπως 
παρουσιάζεται από το λογισµικό . 
Πλούσιο  όχι απλώς σε χρώµατα αλλά και αλλαγές χρωµάτων παρέχει αισθησιοκινητικό 

υλικό και ευκαιρίες δράσης στους µαθητές . Ερωτήσεις που  µπορούν να βοηθήσουν τους 

µαθητές  να εξερευνήσουν  το αντικείµενο- fractal είναι   
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Τι νοµίζετε ότι είναι  η 

εικόνα που βλέπετε ;  

Ποια γεωµετρικά  σχήµατα 

παρατηρείτε στην εικόνα  

Τι σχέση έχουν µεταξύ τους 

Πως συνδέονται ;Γιατί και 

πως µετακινείται  το δέντρο 

Υπάρχουν κάποιες 

οµοιότητες µεταξύ των 

κλάδων του δέντρου ;Πως 

πιστεύετε ότι 

σχηµατίζονται οι κλάδοι 

;……..κ.α  

Οι µαθητές παρατηρούν τα 

τετράγωνα και τα τρίγωνα    

και ανακαλύπτουν ότι αυτό 

που σχηµατίζεται είναι το 

πυθαγόρειο θεώρηµα ( αν 

οι µαθητές δεν  γνωρίζουν 

το πυθαγόρειο θεώρηµα 

µπορούµε αρχικά  να εξερευνήσουµε το συγκεκριµένο 

αρχείο που υπάρχει ανεξάρτητα στη βιβλιοθήκη του 

λογισµικού  ) .Στην συνέχεια ανακαλύπτουν τις επαναλήψεις 

του θεωρήµατος , το µέγεθος των επαναλαµβανόµενων  

αντικειµένων .Το αντικείµενο όπως παρατηρούµε στην 

εικόνα αριστερά , µπορεί να µεγαλώσει ή να 

µικρύνει όσο εµείς θέλουµε , µπορούµε να  

µετακινήσουµε τους κλάδους του , οι οποίοι 

εµφανίζονται και εξαφανίζονται περιοδικά 

Έχουµε την δυνατότητα ακόµα να αυξήσουµε 

ή µειώσουµε την ταχύτητα της κίνησης 

Εποµένως έχουµε την δυνατότητα να 

συνδέσουµε το µάθηµα των  Fractals µε 

αντίστοιχα κεφάλαια της φυσικής που 

εξετάζουν περιοδικά φαινόµενα , κίνηση κ.α  

Μια  δεύτερη σελίδα που µπορούµε να 

επισκεφτούµε µε τους µαθητές µας είναι η σελίδα του golden spiral  η της σπείρας που 

σχηµατίζεται από τα χρυσά ορθογώνια στην οθόνη του υπολογιστή µας  

 
   όπως παρατηρούµε µε την επιλογή του 

σχήµατος και το (+) αυξάνει ο 

σχηµατισµός των χρυσών ορθογωνίων ή 

µε το ( -) µειώνεται αντίστοιχα .  

Το µοτίβο  που υπάρχει δεξιά προέκυψε 

από επαναλήψεις της διαδικασίας της 

σπείρας του ορθογωνίου. Στην 

συγκεκριµένη περίπτωση δηµιουργούµε 

ένα αρχείο εντολών µε την αρχική 

διαδικασία και στην συνέχεια το 

επαναλαµβάνουµε συµµετρικά . 
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Μια ακόµα ενδιαφέρουσα σελίδα που προκαλεί πολύ µεγάλο ενδιαφέρον στους µαθητές είναι 

η σελίδα probabilistic tree  

 

Οι  µετακινήσεις των κλάδων του δέντρου µπορούν να προκύψουν από την µετακίνηση του 

σηµείου Ρ ή του σηµείου G . Κάθε κλάδος του δέντρου είναι όµοιος είτε  στον LALB  ή στον 

RARB .Το σηµείο Ρ που είναι στο ευθύγραµµο τµήµα καθορίζει  την πιθανότητα µε ην οποία 

ένας κλάδος θα  µοιάζει στον LALB  αντί στον RARBΥπάρχουν ακόµα  και οι σελίδες τρίγωνο 

του Sierpinski , Hilbert variation , Space filling curve 1,2 .Στη συνέχεια θα εξετάσουµε τον 

τρόπο κατασκευής του Sierpinski  gasket µε τον τρόπο που προτείνεται από το Geometer 

Sketchpad  ∆εν θα ασχοληθούµε µε τις διαφορές που  υπάρχουν σε σχέση µε τον τρόπο  που 

αναφέρεται στην περιγραφή της µεθόδου .  

Στο GSP 4.03  προτείνεται η κατασκευή του Sierpinski τριγώνου( µέσα από το  help) 

ως εξής : Είναι µια διαδικασία τη οποία ένα τρίγωνο αντικαθίσταται από τρία µικρότερα 

εσωτερικά  τρίγωνα , µετά αντικαθιστούµε τα τρία αυτά τρίγωνα µε τρία ακόµα µικρότερα 

τρίγωνα και ούτω καθ΄ εξής .Κατασκευάζουµε αρχικά ένα τυχαίο 

τρίγωνο µε ένα ευθύγραµµο τµήµα  και στην συνέχεια τα µέσα 

των πλευρών του             ( επιλέγω όλες τις πλευρές και από το 

µενού construct –midpoints ) 

Ονοµάζω τα 

σηµεία των 

κορυφών του 

τριγώνου και τα 

µέσα των πλευρών του . 

Στην συνέχεια επιλέγω τα σηµεία Α,Β,C και 

από το µενού transform-iterate . Με την 

διαδικασία αυτή έχουµε αντιστοιχίσει τα 

αρχικό τρίγωνο µε το τρίγωνο DBF  

Χρησιµοποιώντας το Structure κατασκευάζουµε και ένα δεύτερο mapping των ίδιων σηµείων 

Και στη συνέχεια µε την πρόσθεση και άλλου mapping  

j

F

ED

A

B C
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Στην εικόνα δεξιά  βλέπουµε µια προ-εικόνα του τριγώνου του Sierpinski όπως έχει ήδη 

εµφανιστεί στην οθόνη µας .Αν επιλέξουµε το σχήµα και (+) το σχήµα αυξάνει τις 

υποδιαιρέσεις , ενώ αν επιλέξω το( –) τις µειώνει .  

 

 

 

 

 

 
 

 
Κατασκευή ( από  την γράφουσα )   µιας πυραµίδας και  εφαρµογή στην κάθε έδρα της το  script file 

«sier» που κατασκευάζουµε από την έτοιµη βιβλιοθήκη του λογισµικού.  Στην επόµενη σελίδα 

διάφορες κατασκευές  και δραστηριότητες µε fractals  
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Κατασκευή σχήµατος (διαφορετικά βήµατα του ίδιου σχήµατος ) µε πλήθος  γεωµετρικών  ιδιοτήτων   µε εφαρµογή της 

νιφάδας του Koch σε τετράγωνο  
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ  
"Philosophy is written in this grand book –I mean universe - which stands 

continuously open to our gaze, but which cannot be understood unless one first learns 

to comprehend the language in which it is written. It is written in the language of 

mathematics, and its characters are triangles, circles and other geometric figures 

without which it is humanly impossible to understand a single word of it; without 

these, one is wandering about in a dark labyrinth." - Galileo (1623) 

 
" Η φιλοσοφία γράφεται σε αυτό το µεγάλο βιβλίο- εννοώ τον κόσµο- ο όποιος στέκεται 

συνεχώς ανοιχτός στο βλέµµα µας αλλά που δεν µπορεί να είναι κατανοητός  εκτός αν 

κάποιος  µάθει   πρώτα να κατανοεί τη  γλώσσα στην οποία γράφεται . Γράφεται στη γλώσσα 

των µαθηµατικών, και οι χαρακτήρες του είναι τρίγωνα, κύκλοι και άλλα  γεωµετρικά  

σχήµατα , και είναι ανθρώπινα αδύνατο να καταλάβει µια µεµονωµένη λέξη από αυτόν χωρίς 

αυτά: χωρία αυτά   κάποιος µοιάζει να περιπλανιέται  σε έναν σκοτεινό λαβύρινθο " 

 

Όπως γράφει ο Μαυρίκιος Μπρίκας η επιστήµη ανύψωνε τον άνθρωπο από έρµαιο τω φυσικών 

φαινοµένων εις κυρίαρχο τρόπον τινά αυτών . Οι Έλληνες διαισθανόµενοι το µεγαλείο του 

έργου τους , τόλµησαν να συνοψίσουν τις δυνατότητες 

µε  χαρακτηριστικές ρήσεις του Πυθαγόρα, του 

Πλάτωνα   και του Αρχιµήδους Αεί ο  Θεός ο Μέγας  
γεωµετρεί, Μηδείς αγεωµέτρητος εισίτω   και     
∆ος µοι πα βω και κινω ταν γαν .( Η γεωµετρική 
αντίληψη κυριαρχεί σε όλες τις εκδηλώσεις της 

δηµιουργίας στο Σύµπαν )  

Η γεωµετρική δοµή της φύσης  και το γεωµετρικό 

ένστικτο του ανθρώπου κατέστησαν τη γεωµετρία και 

τις γεωµετρικές αναπαραστάσεις τον συνδετικό κρίκο 

ανάµεσα στην Ιδέα και την Μορφή . Οι άυλες ιδέες 

µέσα στο χώρο και τον χρόνο πραγµατοποιούνται 

µέσα από την 

γεωµετρία και χωρίς τη θεωρητική γνώση της γεωµετρίας 

δεν µπορούµε να προχωρήσουµε βαθιά µέσα στη Τέχνη 

Όπως αναφέρει και ο Venturi στο Storia della critica 

d’arte χωρίς την επιστήµη της γεωµετρίας δεν µπορεί 

κάποιος  να φτάσει στην τελειότητα στην Τέχνη . Η 

θεωρητική κληρονοµιά των Οπτικών του Ευκλείδη 

 ( 300π.Χ)  οδήγησε του Ιταλούς καλλιτέχνες   στην 

Αναγεννησιακή Προοπτική και πρόσφερε το θεωρητικό 

πλαίσιο για έναν καινούργιο κλάδο  της Γεωµετρίας την 

Προβολική Γεωµετρία . Ο Leonardo da Vinci (1452-

1519) µελετητής τω µαθηµατικών παραφράζοντας την 

πλατωνική απαγόρευση της Ακαδηµίας σηµειώνει στο πίσω µέρος ενός πίνακα «  µη 

µαθηµατικός να µην διαβάσει τα στοιχεία του έργου µου ». 

Εκείνο που θα άλλαζε την µορφή  στη γεωµετρία είναι η 

εισαγωγή των απειροστών , πολύ πριν την δηµιουργία του 

απειροστικού λογισµού , ο Desargues αρχίζει την εφαρµογή 

τους ως     «σύνολα τόσο µικρά που τα δύο αντίθετα άκρα 

τους βρίσκονται ενωµένα µεταξύ τους » 

Η αρµονική τετράδα γνωστή από τον  Πάππο 

χρησιµοποιείται από τους Poncelet ,Möbius(1790-1868)  

Steiner ως θεµελιώδες εργαλείο των γεωµετρίας των 

µετασχηµατισµών . Η θεωρία των οµάδων όπως 

θεµελιώθηκε από τον Galois προσφέρει στον Klein(1849-

1925)  τα ακριβή κριτήρια για την ταξινόµηση των  
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γεωµετριών  Το 1905 ο Einstein έχοντας το θεωρητικό υπόβαθρο της εργασίας του Riemann 

και του Lorentz διατυπώνει την έννοια του χωρόχρονου στην θεωρία της σχετικότητας  ενώ την 

ίδια εποχή στο Παρίσι γεννιέται η τέταρτη διάσταση µε την κίνηση . Φανταστικούς χώρους 

δηµιουργούν οι ζωγράφοι , φανταστικούς και οι µαθηµατικοί όταν ανακαλύπτουν και 

συνειδητοποιούν και αφοµοιώνουν την φράση του Cantor ότι « η ουσία των µαθηµατικών 
βρίσκεται στην ελευθέρια τους » 4 

 

Εκεί που  ο κόσµος παύει να είναι  η σκηνή για τις προσωπικές ελπίδες και επιθυµίες , 

εκεί που εµείς σαν ελεύθερα όντα , τον παρατηρούµε µε απορία , αναρωτιόµαστε για 

αυτόν και µελετάµε εκεί είναι η είσοδος στο βασίλειο της τέχνης και της επιστήµης .Εάν 

µεταφράσουµε αυτό που νιώσαµε και παρατηρήσαµε µε τη γλώσσα της λογικής , τότε 

κάνουµε επιστήµη , αν το δείξουµε µε µορφές των οποίων οι σχέσεις δεν είναι προσιτές 

στην ενσυνείδητη σκέψη αλλά αναγνωρίζονται µε τη διαίσθηση ως µεστές νοήµατος 

τότε κάνουµε τέχνη . Το κοινό στοιχείο και στην τέχνη και στην επιστήµη είναι η 

αφοσίωση σε κάτι που υπερβαίνει το προσωπικό , που κείται πέρα από την περιοχή της 

αυθαιρεσίας.  

                                                                                                                Α.Einstein  

                                                 
4
 τµήµα από τα ιστορικά  στοιχεία  του επιλόγου περιέχεται στο άρθρο της   Χριστίνας Φίλη                 

« Γεωµετρία και Τέχνη : ∆ύο παράλληλες αναζητήσεις »  

οι  εικόνες στον επίλογο  κατασκευάστηκαν από τους  Stuart Levy του Πανεπιστηµίου Urbana-

Champaign του Illinois,  και Tamara Munzer του Πανεπιστηµίου Stanford για το περιοδικό Scientific 

American και αναφέρονται στην ευκλείδεια , υπερβολική και σφαιρική γεωµετρία  του σύµπαντος σε  

συσχέτιση  µε  την πυκνότητα  του  
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ΚΑΤΑΣΚΕΥΕΣ  ΣΠΕΙΡΩΝ  

 

 
Εάν εις το επίπεδον αχθή ευθεία γραµµή και εν ω το έν άκρον αυτής µένει ακίνητο ,αφού 

περιστραφή αυτή ισοταχώς αποκατασταθη παλιν , εκει οπου εξεκίνησεν , συγχρονως δε προς 

την περιστρεφόµενην γραµµην κινηται σηµειον επ΄εαυτης ισοταχως αρχισαν την κινησιν από 

του ακινήτου άκρου , το σηµείον θα γράψει εις το επίπεδον έλικα (Ε.Σταµάτης  ,Αρχιµήδους 

Άπαντα,  σελ. 39 ) 

 

 

Σε µια σελίδα  του Geometer’s Sketchpad  κατασκευάζουµε δυο σηµεία  A, B  

Κατασκευάζουµε δύο παραµέτρους t1 ,t2  µε τιµές t1=0.99 και t2= 10 µοίρες από το µενού 

graph-new parameter .  

Καθιστούµε το σηµείο Α mark center και κάνουµε στροφή του Β κατά  t2.Το νέο σηµείο Β΄ 

που προκύπτει κάνουµε dilation κατά την παράµετρο t1 ώστε να προκύψει ένα δεύτερο 

σηµείο Β΄΄ . 

Κάνουµε απόκρυψη του σηµείου Β΄ που προέκυψε από το rotation( για τον λόγο αυτό θα 

ήταν προτιµότερο να διαφοροποιήσουµε τις τιµές των παραµέτρων ώστε να υπάρχει 

δυνατότητα να διακρίνουµε τα διαφορετικά σηµεία για παράδειγµα t1=0.50 και t2= 30 µοίρες. 

Για το σηµείο Β και το σηµείο Β΄΄ εφαρµόζουµε την ιδιότητα transform-iterate και 

αυξάνουµε τον αριθµό των επαναλήψεων στο 200 για παράδειγµα . Επαναφέρουµε τις 

αρχικές τιµές των παραµέτρων κάνοντας διπλό κλικ . 
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Ορίζουµε το animation των παραµέτρων µε τον τρόπο  που περιγράφεται µέσω των 

εικόνων και κάνουµε animation διαδοχικά στην κάθε µια παράµετρο και στην 

συνέχεια και στις δυο µαζί . Στα σχήµατα στη συνέχεια βλέπουµε κάποιες εικόνες για 

αλλαγές των παραµέτρων µε το χέρι .  

 

  
 

 

 

 

Η διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί µε αντικατάσταση του αρχικού σηµείου µε ένα 

τρίγωνο ή κύκλο . Οι  εικόνες που ακολουθούν  στην συνέχεια , είναι στιγµιαίες 

απεικονίσεις που γίνονται µε την βοήθεια του print screen,για τις διάφορες τιµές των 

παραµέτρων .Τα  µαθηµατικά αντικείµενα  διατηρούν   τις ιδιότητες των 

αντικειµένων της δυναµικής γεωµετρίας .  
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Στον πίνακα επάνω όπως παρατηρούµε επαναλαµβάνουµε την διαδικασία αλλά 

επαναλαµβάνουµε και µετρήσεις που  µας οδηγούν  να συµπεράνουµε  σχετικά µε τις 

αποστάσεις των αντικειµένων , τις σχέσεις των λόγων , τις σχέσεις των εµβαδών κ.α  
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Fibonacci   Iteration  
 

 
 

Επανάληψη της διαδικασίας που σχετίζεται µε τους 

αριθµούς Fibonacci .Για τον λόγο αυτό κατασκευάζουµε 

αρχικά δυο παραµέτρους ίσες  µε την 1 και στην 

συνέχεια  

 το άθροισµά τους  
  τον λόγο του αθροίσµατος δια της δεύτερης 
παραµέτρου  

δηλαδή τους όρους της ακολουθίας , που όπως 

παρατηρούµε  έχουν  όριο τον  αριθµό Φ  , και στην συνέχεια κατασκευάζουµε την 

διαδικασία για ακολουθίες που έχουν όρια το  Φ
3
, Φ

4
 .Παρακάτω φαίνονται η όροι από 

την αντιγραφή στο Excel .  

 
n t[1]+t[2] ((t[1]+t[2])/t[2]) (((t[1]+t[2])/t[2])^3) (((t[1]+t[2])/t[2])^4) 

0 2 2 8 16 

1 3 1,5 3,375 5,0625 

2 5 1,66667 4,62963 7,71605 

3 8 1,6 4,096 6,5536 

4 13 1,625 4,29102 6,9729 

5 21 1,61538 4,21529 6,80932 

6 34 1,61905 4,24403 6,87129 

7 55 1,61765 4,23303 6,84755 

8 89 1,61818 4,23723 6,85661 

9 144 1,61798 4,23562 6,85315 

10 233 1,61806 4,23624 6,85447 

11 377 1,61803 4,236 6,85396 

12 610 1,61804 4,23609 6,85416 

13 987 1,61803 4,23606 6,85408 

14 1597 1,61803 4,23607 6,85411 

15 2584 1,61803 4,23607 6,8541 

16 4181 1,61803 4,23607 6,8541 

 

n t1+t2

t1+t2( )
t2

0 2,00000 2,00000

1 3,00000 1,50000

2 5,00000 1,66667

3 8,00000 1,60000

4 13,00000 1,62500

5 21,00000 1,61538

6 34,00000 1,61905

7 55,00000 1,61765

8 89,00000 1,61818

9 144,00000 1,61798

10 233,00000 1,61806

11 377,00000 1,61803

12 610,00000 1,61804

13 987,00000 1,61803

14 1597,00000 1,61803

15 2584,00000 1,61803

16 4181,00000 1,61803

17 6765,00000 1,61803

18 10946,00000 1,61803

... ... ...

30 3,52458 ⋅10 6 1,61803

t1+t2( )
t2

 = 2,00000

t1+t2 = 2,00000

t2 = 1,00

t1 = 1,00
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Κατασκευή πενταγώνου από το αρχείο εντολών του σχήµατος . 

Κατασκευή των διαγωνίων του σχήµατος και µετρήσεις των µηκών , εµβαδών και γωνιών και 

των σχέσεων µεταξύ τους . Παρατηρούµε από την αντιγραφή  των στοιχείων στο Excel  τις 

σχέσεις και την εµφάνιση του αριθµού Φ όχι µόνο στις σχέσεις των πλευρών των ισοσκελών , 

αλλά και στις σχέσεις των εµβαδών  των ισοσκελών.  Γενίκευση της διαδικασίας µε iteration 

των δυο αρχικών κορυφών του σχήµατος σε δυο  τυχαίες  κορυφές του 1
ου
 εσωτερικού 

πενταγώνου , καθώς και πινακοποίηση των  µετρήσεων . (Φ = 1,61803 , Φ
2
=2,61802,…..) 
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Παρατηρούµε ότι ο λόγος των εµβαδών των δυο πενταγώνων του αρχικού και του 

πρώτου εσωτερικού είναι ίσος µε 6,8541 δηλαδή ίσος µε τον φ
4
.  

 

 

 

 
κατασκευή της σπείρας του Baravelle στο πεντάγωνο ως εξής :  

∆ιαιρώ την κάθε πλευρά   µε την χρυσή αναλογία ( κατασκευάζω  τις διαγώνιες του σχήµατος 

, και µεταφέρω την πλευρά του ισοσκελούς  ως ακτίνα κύκλου στην πλευρά του πενταγώνου 

) και µε την διαδικασία transform –iterate αντιστοιχώ τα δυο αρχικά σηµεία των κορυφών σε 

δυο σηµεία διαδοχικών πλευρών κατασκευασµένα µε τον λόγο της χρυσής τοµής όπως 

περιγράψαµε . Για να έχουµε το αποτέλεσµα  που εµφανίζεται  κατασκευάζουµε τα 

εσωτερικά των  τριγώνων και τα χρωµατίζουµε µε διαφορετικά χρώµατα .  
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 Επαναλαµβανόµενες  κατασκευές του Πυθαγόρειου δένδρου µε εφαρµογή   µιας 

διαδικασίας ενός αρχείου εντολών,  που κατασκευάζουµε από την σελίδα που υπάρχει 

στην βιβλιοθήκη του λογισµικού .Η επανάληψη της διαδικασίας γίνεται στις τέσσερις 

κορυφές του τετραγώνου( ή στις τρεις στο κάτω σχήµα )  .Oι κορυφές των 

ορθογωνίων τριγώνων που έχουν υποτείνουσα τις πλευρές του τετραγώνου 

συνδέονται µε κατάλληλο action button ( animation )  .Στο εσωτερικό του σχήµατος 

το τετράγωνο έχει την ιδιότητα να αναπαράγει αλλαγές χρωµάτων όπως έχει συνδεθεί 

µε κατάλληλο τροχό χρωµάτων. 
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Οµοίως επανάληψη του αρχείου εντολών ,όπως και προηγουµένως στην ίδια πλευρά του 

τετραγώνου αλλά µε διαφορετική κατεύθυνση  Η διαδικασία της κατασκευής είναι πολύ 

απλή. Η σύνδεση των κλάδων µε τα action buttons  δίνει  κίνηση που επαναλαµβάνεται  

περιοδικά και εποµένως µπορεί να συνδεθεί το µάθηµα των µαθηµατικών µε αντίστοιχα 

κεφάλαια περιοδικών φαινοµένων  στη φυσική µε σκοπό την κατασκευή των όρων της 

ταλάντωσης , συχνότητας κ.α .  
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Κατασκευή πυραµίδας και εφαρµογή του script file του τριγώνου του Sierpinski στις 

έδρες  της .Το αντικείµενο µπορεί να  διερευνηθεί από τους µαθητές αφού έχει την 

δυνατότητα να περιστραφεί και να µετρηθεί .  
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Κατασκευή του τριγώνου του Sierpinski στις έδρες ενός παραλληλεπιπέδου , στα 
τέσσερα τρίγωνα που έχουν βάσεις τις διαγώνιες κάθε έδρας  του  . Όλες οι εικόνες 
προέρχονται από το ίδιο αρχικό σχήµα µε select all και (-) αν αρχίσουµε την 
διαδικασία  από το  πρώτο  σχήµα  αριστερά επάνω προς τα κάτω ή (+) 
αντίστροφα .Οι ιδιότητες της αυξοµείωσης των σχηµάτων µε το select (+) ισχύουν 
και για τις προηγούµενες κατασκευές στις πυραµίδες .  
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Τα σχήµατα που έχουν παρουσιαστεί στο παράρτηµα είναι  ένα τµήµα µιας προσπάθειας που 
µου πήρε αρκετό χρόνο για τον σχεδιασµό, αλλά η οµορφιά των αντικειµένων που 
κατασκεύαζα ήταν ένα ισχυρό κίνητρο να συνεχίσω .Βεβαια το θεµα των fractals 
εξεταζόµενο από την παιδαγωγική του πλευρά δεν εξαντλείται εδώ  .Είναι όµως σηµαντικό να 
τονίσουµε ότι οφείλουµε να δείξουµε  µε κατάλληλες δραστηριότητες  στους µαθητές µας την 
οµορφιά που κρύβουν τα Μαθηµατικά Γιατί µαθηµατικά δεν είναι µόνο αλγόριθµοι.  Η οµορφιά  
στα Μαθηµατικά   βρίσκεται αν παρατηρήσουµε  την φύση και προσπαθήσουµε να την 
διερευνήσουµε και ερµηνεύσουµε  , όπως µας έδειξαν τον δρόµο και δίδαξαν  τα Μαθηµατικά 

του Πυθαγόρα , του Πλάτωνα ,του Αριστοτέλη ,  του Ευκλείδη , του Αρχιµήδη ………. 
 
 
The scientist does not study nature because it is useful; he studies it because he delights in 
it, and he delights in it because it is beautiful. If nature were not beautiful, it would not be 
worth knowing, and if nature were not worth knowing, life would not be worth living. Of 
course, I do not here speak of that beauty which strikes the senses, the beauty of qualities 
and appearances; not that I undervalue such beauty, far from it, but it has nothing to do 
with science; I mean that profounder beauty which comes from the harmonious order of 
the parts and which a pure intelligence can grasp. This it is which gives body, a structure so 
to speak, to the iridescent appearances which flatter our senses, and without this support 
the beauty of these fugitive dreams would be only imperfect, because it would be vague and 
always fleeting. 

                                                    Jules Henri Poincare 
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You may object that by speaking of simplicity and beauty I am introducing aesthetic criteria 
of truth, and I frankly admit that I am strongly attracted by the simplicity and beauty of the 
mathematical schemes which nature presents us. You must have felt this too: the almost 
frightening simplicity and wholeness of the relationship, which nature suddenly spreads 
out before us.  

Heisenberg: communication to Einstein 

 
Mathematics has beauties of its own -- a symmetry and proportion in its results, a lack of 
superfluity, an exact adaptation of means to ends, which is exceedingly remarkable and to 
be found only in the works of the greatest beauty. When this subject is properly ... 
presented, the mental emotion should be that of enjoyment of beauty, not that of repulsion 
from the ugly and the unpleasant.  
J. W. A. Young, In H. Eves Mathematical Circles Squared, Boston: Prindle, Weber and 

Schmidt, 1972 

 
It seems to me now that mathematics is capable of an artistic excellence as great as that of 
any music, perhaps greater; not because the pleasure it gives (although very pure) is 
comparable, either in intensity or in the number of people who feel it, to that of music, but 
because it gives in absolute perfection that combination, characteristic of great art, of 
godlike freedom, with the sense of inevitable destiny; because, in fact, it constructs an ideal 
world where everything is perfect but true.  

Bertrand Russell (1872-1970), Autobiography 

 
Mathematics, rightly viewed, possesses not only truth, but supreme beauty -- a beauty cold 
and austere, like that of sculpture, without appeal to any part of our weaker nature, without 
the gorgeous trappings of painting or music, yet sublimely pure, and capable of a stern 
perfection such as only the greatest art can show. 

 Bertrand Russell (1872-1970), The Study of Mathematics  

 
 

 
Αριστοτέλους Μεταφυσικά      , TLG 1078a line 30 -1078b line 16 

 


