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Πρόλογος 
 

Η παρούσα εργασία γράφτηκε στα πλαίσια του µεταπτυχιακού προγράµµατος: 

∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών, του τµήµατος Μαθηµατικών του 

Πανεπιστηµίου Αθηνών. Κύριος στόχος µου ήταν η εµπλοκή µου µε την έρευνα σε 

θέµατα σχετικά µε τη ∆ιδακτική των Μαθηµατικών και η απόλαυση των 

πνευµατικών ταξιδιών, που θα γίνονταν µε τη βοήθεια έµπειρων ∆ασκάλων. Νοµίζω 

πως τους πέτυχα και τους δυο. 

Ιδιαίτερα θερµές ευχαριστίες οφείλω στον επίκουρο καθηγητή του τµήµατος 

Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Αθηνών κ. Παναγιώτη Σπύρου, που είναι ο 

εισηγητής της εργασίας αυτής, για την άριστη συνεργασία που είχαµε, για το 

ενδιαφέρον µε το οποίο παρακολούθησε την προετοιµασία της και για τη συνεχή 

ενθάρρυνση και υποστήριξη που µου προσέφερε. Επίσης, ευχαριστώ θερµά τον κ. 

Αθανάσιο Γαγάτση, καθηγητή του Πανεπιστηµίου της Κύπρου, και τον κ. ∆ιονύσιο 

Λάππα, αναπληρωτή καθηγητή του τµήµατος Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου 

Αθηνών, για την συνεργασία τους ως µέλη της επιτροπής και τις χρήσιµες υποδείξεις 

τους. Τέλος, θα πρέπει να ευχαριστήσω για τη σηµαντική συµβολή τους στην 

υλοποίηση της έρευνας, τους συναδέλφους Χρήστο Μαυρίκιο, Γιώργο Κοσπεντάρη, 

Στέφανο Κεΐσογλου, Μιχάλη Στακιά και Χριστίνα Γαλανοπούλου.  
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Εισαγωγή 
 

Μια από τις πιο δύσκολες, αλλά ταυτόχρονα πιο χρήσιµες, µαθηµατικές 

έννοιες, είναι η έννοια του διανύσµατος. Πηγή πολλών παρερµηνειών και γνωστικών 

συγκρούσεων, αφού είναι πολυδιάστατη και εµπλέκει πολλά επίπεδα κατασκευής της 

γνώσης, «ταλαιπωρεί» κάθε χρόνο την πλειονότητα των µαθητών.    

Σε αυτήν µας την εργασία στοχεύουµε στην ανίχνευση και ανάδειξη, όσο 

αυτό είναι δυνατό στα πλαίσια µια διπλωµατικής εργασίας, όλων των σχετικών, µε 

την έννοια του διανύσµατος, θεµάτων που απασχολούν τη σύγχρονη έρευνα στη 

διδακτική των επιστηµών. 

Πιο συσκεκριµένα, εργασία αυτή απαρτίζεται από 5 κεφάλαια: 

Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τα σηµαντικότερα κατά τη γνώµη µας 

επιστηµολογικά παραδείγµατα στα οποία στηριζόµαστε για να κατανοήσουµε και να 

αναλύσουµε τα φαινόµενα που επισυµβαίνουν κατά τη διδασκαλία και τη µάθηση 

των Μαθηµατικών. 

Στόχος του δεύτερου κεφαλαίου είναι η παρουσίαση των πρώτων βηµάτων 

του διανυσµατικού λογισµού και η ανάδειξη στοιχείων χρήσιµων για τη διδακτική 

των µαθηµατικών. 

Στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται µια συνοπτική αναφορά στη θέση του 

διανύσµατος στα αναλυτικά προγράµµατα από το 1833 µέχρι σήµερα, εκτός των 

περιόδων της γερµανικής κατοχής και του εµφυλίου πολέµου, και στη συνέχεια 

γίνεται περιγραφή του τρόπου εισαγωγής της έννοιας του διανύσµατος στα σύγχρονα 

ελληνικά σχολικά βιβλία. 

Το τέταρτο κεφάλαιο ασχολείται µε την ανάλυση επιλεγµένων ερευνών από 

τη διεθνή βιβλιογραφία, και τέλος 

Στο πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζουµε τη δική µας ερευνητική προσπάθεια, η 

οποία εξετάζει το ρόλο της γωνίας στην κατανόηση της έννοιας του διανύσµατος. 
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1. Προς µια Γνωσιολογία των Μαθηµατικών 
 

 

Σηµαντικό στόχο της µαθηµατικής εκπαίδευσης αποτελεί η κατανόηση της 

σκέψης που εµπλέκεται όταν κάνουµε κι όταν µαθαίνουµε µαθηµατικά. Σε αυτό το 

πρώτο κεφάλαιο της εργασίας µας, θα παρουσιάσουµε τα επιστηµολογικά 

παραδείγµατα στα οποία στηριζόµαστε για να κατανοήσουµε και να αναλύσουµε τα 

φαινόµενα που επισυµβαίνουν κατά τη διδασκαλία και τη µάθηση των Μαθηµατικών. 

 

  

1.1. Εισαγωγή 
 

Τι ακριβώς όµως εννοούµε µε τον όρο «Γνωσιολογία» και για ποιο λόγο µας 

ενδιαφέρει;  

Η Γνωσιολογία µαζί µε την Οντολογία αποτελούν του δυο κλάδους της 

Φιλοσοφία. Πιο συγκεκριµένα σύµφωνα µε τον Ευτύχη Μπιτσάκη (Μπιτσάκης, 

1986), το οντολογικό ερώτηµα αφορά το είναι, δηλαδή τα γενικά χαρακτηριστικά και 

τους νόµους αυτού που υπάρχει, το πώς είναι η πραγµατικότητα. Από την άλλη 

πλευρά, το γνωσιολογικό ερώτηµα αφορά την ικανότητα της νόησης να γνωρίσει το 

είναι, το τι είναι η πραγµατικότητα. Τα δυο ερωτήµατα αν και είναι διαφορετικά, 

είναι αλληλένδετα: το ένα αποτελεί προϋπόθεση για το άλλο. Ουσιαστικά, αποτελούν 

όψεις ενός και µοναδικού προβλήµατος, αυτού της σχέσης ανάµεσα στο είναι και τη 

νόηση. Αυτό είναι και το βασικό πρόβληµα της Φιλοσοφίας. 

Γιατί όµως είναι σηµαντικό να απαντήσουµε σε αυτό το ερώτηµα; Αυτό θα το 

κατανοήσουµε αν ξεκαθαρίσουµε πρώτα το τι είναι η ∆ιδακτική των Μαθηµατικών. 

Σύµφωνα µε τον Michel Henry (Henry, 1999) η ∆ιδακτική των Μαθηµατικών είναι η 

µελέτη των φαινοµένων της διδασκαλίας και της µάθησης των Μαθηµατικών. Όπως 

όµως φάνηκε από τα παραπάνω, η Γνωσιολογία είναι αυτή που ασχολείται µε το 

φαινόµενο της νόησης και κατ’ επέκταση µε τη µάθηση. Οποιαδήποτε, λοιπόν, 

ερευνητική προσπάθεια στο χώρο της ∆ιδακτικής είναι καταδικασµένη σε αποτυχία, 

αν δεν ενταχθεί µέσα στον γενικότερο χώρο της Γνωσιολογίας.    
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1.2. Η ανάπτυξη της νόησης 
 

Ο άνθρωπος είναι ένα φυσικό ον που υπερβαίνει τη φυσική νοµοτέλεια, 

συνειδητοποιώντας την ύπαρξη της φύσης και τη δική του ύπαρξη, θέτοντας σκοπούς 

και µετασχηµατίζοντας συνειδητά τον κόσµο. 

Όµως ο άνθρωπος δεν ήταν πάντα έλλογο ον. Στα κατώτερα στάδια της 

ανάπτυξής του δεν διέθετε εννοιακή σκέψη. Η νόηση αναπτύχθηκε βαθµιαία µέσα 

στην κοινωνική ζωή, µε υλικό υπόβαθρο τον εγκέφαλο. Ορισµένες βιολογικές 

ιδιοµορφίες και δυνατότητες του εγκεφάλου έκαναν δυνατή την πρώτη χρήση 

εργαλείων που παρείχε άµεσα η φύση και τις πρώτες στοιχειώδεις µορφές κοινωνικής 

ζωής. Από την άλλη πλευρά, η εργασία και η κοινωνική ζωή ανέπτυξαν τις 

δεξιότητες του ανθρώπου και τη νόησή του. Από το µυαλό στο χέρι και από το χέρι 

στο µυαλό. Αλλά ποιες ιδιότητες και δυνατότητες του εγκεφάλου αποτέλεσαν 

προϋπόθεση για την εννοιακή σκέψη; 

Ο εγκέφαλος είναι µέρος του σώµατος. Είναι ωστόσο µέρος προνοµιούχο, που 

επικοινωνεί µε το περιβάλλον µε τη βοήθεια των αισθητηρίων και εξασφαλίζει τον 

κεντρικό  έλεγχο και το συντονισµό της νευροκινητικής δραστηριότητας. Ο 

εγκέφαλος δέχεται από το περιβάλλον σήµατα, µε τη µορφή φυσικών 

αλληλεπιδράσεων (χρώµατα, ήχους, οσµές κλπ.). Τα σήµατα αυτά, µέσα από µια 

σειρά µετασχηµατισµούς, εγγράφονται στον εγκέφαλο. Έτσι δηµιουργούνται οι 

παραστάσεις και οι άλλες αισθητηριακές εντυπώσεις. Τα σήµατα καταγράφονται, 

αναλύονται, φιλτράρονται, κωδικοποιούνται, ταξινοµούνται, υφίστανται επεξεργασία, 

ολοκληρώνονται και αποτελούν την πρώτη ύλη της αίσθησης και της νόησης. Χάρη 

στην επικοινωνία και στην επεξεργασία των αισθητηριακών δεδοµένων, ο εγκέφαλος 

αναγνωρίζει τα αντικείµενα, τις οµοιότητες και τις διαφορές τους, άρα την ποιότητα. 

Έτσι, προσανατολίζει τον οργανισµό στο χώρο, ελέγχει και συντονίζει τις κινήσεις 

του µε βάση περίπλοκα «προγράµµατα δράσης» που απαντούν σε καθορισµένα 

ερεθίσµατα και δηµιουργεί µε την επεξεργασία των δεδοµένων εσωτερικές 

αναπαραστάσεις του εξωτερικού κόσµου. 

Αλλά η δηµιουργία παραστάσεων, αντανακλαστικών και µηχανισµών 

νευροκινητικής δραστηριότητας δεν σηµαίνει αυτόµατα εµφάνιση της νόησης. 

Τέτοιους µηχανισµούς διαθέτουν και τα ζώα, τα οποία όµως δεν διαθέτουν εννοιακή 

σκέψη. Οι καθαυτό νοητικοί µηχανισµοί διαµορφώθηκαν µέσα στην κοινωνική ζωή 
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και ειδικά µε την εργασία, τη χρήση και την κατασκευή εργαλείων. Η νόηση είναι 

κοινωνικό δηµιούργηµα και ταυτόχρονα οργανωτής και δηµιουργός της κοινωνικής 

ζωής. 

Τα τελευταία χρόνια, έχει γίνει ευρέως αποδεκτό, και στον ερευνητικό τοµέα 

της µαθηµατικής εκπαίδευσης, ότι η µάθηση και η εφαρµογή των µαθηµατικών δεν 

είναι καθαρώς διανοητικές δραστηριότητες, αποµονωµένες από κοινωνικούς, 

πολιτιστικούς, και γενικού πλαισίου  παράγοντες. Αντ’ αυτού, έχει αναγνωριστεί ότι 

η µάθηση και η διδασκαλία πραγµατοποιούνται, και πάντα πραγµατοποιούνταν, µέσω 

της ένταξης σε κοινωνικά πλαίσια που όχι µόνο επηρεάζουν, αλλά ουσιαστικά 

καθορίζουν τα είδη γνώσης και εφαρµογής που κατασκευάζονται. Οι απόψεις που 

εστιάζουν στην κοινωνική και επηρεαζόµενη από το γενικό πλαίσιο φύση της 

γνώσης, και που καθιστούν την κατάσταση ένταξης προεξέχουσα στην ανάλυση  της 

γνωστικής λειτουργίας, έχουν χαρακτηριστεί ως «ενταγµένες σε πλαίσιο» (situated). 

Η σφραγίδα αυτής της προσέγγισης είναι ότι εξετάζει τις διαδικασίες αλληλεπίδρασης 

ως βασικές και εξηγεί τις µεµονωµένες γνωστικές λειτουργίες και άλλες 

συµπεριφορές σε σχέση µε τις συνεισφορές τους στα αλληλεπιδραστικά συστήµατα. 

Έτσι η µάθηση δεν πραγµατοποιείται µε την παθητική απόκτηση ενός σώµατος 

αντικειµενικής γνώσης του κόσµου, αλλά µάλλον µέσα από την εµπλοκή ολόκληρου 

του ατόµου σε µια δραστηριότητα µέσα και µαζί µε τον κόσµο.  

Αυτές οι προσεγγίσεις έχουν δώσει πολλά σηµαντικά αποτελέσµατα, και 

έχουν βοηθήσει στο να προχωρήσει η ανάλυση της µάθησης πέρα από µια στενή 

εστίαση στις µεµονωµένες και «εσωτερικές» γνωστικές διαδικασίες. Παρόλα αυτά, 

θα υποστηρίζαµε ότι η φύση της ενταγµένης σε πλαίσιο µάθησης και γνωστικής 

λειτουργίας δεν µπορεί να κατανοηθεί πλήρως µε την εξέταση µόνο των παραγόντων 

γενικού πλαισίου ή των κοινωνικών παραγόντων θεωρούµενων ως διαδικασιών 

µεταξύ ατόµων. Η σκέψη και η µάθηση είναι επίσης ένθετες σε βιολογικά και 

εµπειρικά πλαίσια, πλαίσια που έχουν διαµορφώσει, µ’ έναν  µη αυθαίρετο τρόπο, 

τους χαρακτηριστικούς µας τρόπους κατανόησης του κόσµου. Αυτοί οι 

χαρακτηριστικοί τρόποι κατανόησης, συζήτησης για τον κόσµο, και δράσης µέσα σ’ 

αυτόν είναι κοινοί στους ανθρώπους δυνάµει του ότι είναι αλληλεπιδρώντα µέλη του 

ίδιου είδους, που συνυπάρχουν µέσα σ’ ένα δεδοµένο φυσικό µέσο.  

 Ας δούµε τώρα κάποια, ειδικά για το γνωστικό αντικείµενο 

«Μαθηµατικά», θεωρητικά παραδείγµατα σχετικά µε την παραπάνω ανάλυση για το 

πώς επιτυγχάνεται η µάθηση και η κατανόηση. 
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1.2.1. Το παράδειγµα των Ενσωµατωµένων Μαθηµατικών 

 

Η πρώιµη παραδοσιακή γνωστική επιστήµη, που εµφανίστηκε τη δεκαετία 

του 1970, έντονα επηρεασµένη από την αντικειµενιστική παράδοση της αναλυτικής 

φιλοσοφίας και το λειτουργισµό, εστίαζε στη µάθηση ως µια διαδικασία 

µεµονωµένου συλλογισµού, που συχνά εξηγούνταν µέσω υπολογιστικών όρων. Ας 

σηµειωθεί ότι σύµφωνα µε τον αντικειµενισµό υπάρχουν υπερβατικές οντολογικές 

αλήθειες που είναι ανεξάρτητες από την ανθρώπινη κατανόηση ενώ ο λειτουργισµός 

υποστηρίζει ότι είναι δυνατό να µελετηθεί ο νους καθαρά από την άποψη των 

λειτουργιών που εκτελεί, χωρίς να εξετάζεται σοβαρά το πώς ο εγκέφαλος και το 

σώµα λειτουργούν πραγµατικά. Έτσι οι ερευνητές της παραδοσιακής γνωστικής 

επιστήµης εκείνη την περίοδο υποστήριζαν ότι στην εξήγηση της ανθρώπινης 

γνωστικής λειτουργίας, ήταν απαραίτητο (και επαρκές) να προϋποτεθεί ένα επίπεδο 

ανάλυσης εντελώς ξεχωριστό από το βιολογικό ή το νευρολογικό, αφ’ ενός, και από 

το κοινωνιολογικό ή πολιτιστικό, αφ’ ετέρου. Αυτό το ξεχωριστό επίπεδο ανάλυσης 

εστίασε στο άτοµο ως επεξεργαστή πληροφοριών, και χαρακτήρισε το συλλογισµό 

ως το ευφυή χειρισµό αυθαίρετων συµβόλων. Υπό αυτή την άποψη, τα σύµβολα 

αποκτούν σηµασία από το συσχετισµό τους µε µια αντικειµενική πραγµατικότητα, η 

οποία µοντελοποιείται στο νου από εσωτερικές αναπαραστάσεις που αντιστοιχούν, σε 

µεγαλύτερους ή µικρότερους βαθµούς ακρίβειας, σ’ εκείνη την εξωτερική 

πραγµατικότητα. Αυτή η άποψη της γνωστικής λειτουργίας κατέστη (και εξακολουθεί 

να είναι) κυρίαρχη στη γνωστική ψυχολογία και συνακολούθως υιοθετήθηκε από 

κάποιους ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης που αναζητούσαν ένα παράδειγµα 

για την κατανόηση της µαθηµατικής σκέψης.  

Στα χρόνια όµως που ακολούθησαν καταδείχθηκε η αδυναµία αυτού του 

παραδείγµατος να «σώσει τα φαινόµενα». Έτσι ήδη από τη δεκαετία του 1980, 

εµφανίστηκε µέσα στη γνωστική επιστήµη ένα πλήθος εναλλακτικών απόψεων, που 

προέρχονταν από διαφορετικές επιστήµες, αλλά είχαν την κοινή δέσµευση να 

διερευνήσουν τη γνωστική λειτουργία ως ένα φυσικά-ενσωµατωµένο φαινόµενο, 

πραγµατοποιούµενο µέσω µιας διαδικασίας συµπροσδιορισµού µεταξύ του 

οργανισµού και του µέσου στο οποίο αυτός υπάρχει. Αντί να προϋποθέτουν έναν 

παθητικό παρατηρητή που προσλαµβάνει µια προκαθορισµένη πραγµατικότητα, αυτά 

τα παραδείγµατα ισχυρίζονται ότι η πραγµατικότητα κατασκευάζεται από τον 
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παρατηρητή, στη βάση µη αυθαίρετων πολιτισµικά καθορισµένων µορφών απόδοσης 

νοήµατος που είναι τελικά θεµελιωµένες στη σωµατική εµπειρία. 

Σε αυτή την παράδοση ανήκει και το παράδειγµα των ενσωµατωµένων 

(embodied) µαθηµατικών (Lakoff και Núñez, 2000, Núñez κ.α., 1999) που 

αντιλαµβάνεται τα Μαθηµατικά ως βασισµένες στο νου, ενσωµατωµένες, ανθρώπινες 

µορφές κατανόησης. Οι βασικές µαθηµατικές ιδέες παρουσιάζουν εντυπωσιακή 

σταθερότητα για εκατοντάδες, µερικές φορές για χιλιάδες, ετών. Για να συµβεί αυτό 

απαιτείται, αφ’ ενός, ένα κοινό σύνολο νευρικών και σωµατικών δοµών µε τις οποίες 

θα κατασκευαστούν οι µαθηµατικές ιδέες. Αφ’ ετέρου, απαιτείται αυτή η 

εννοιολογική κατασκευή να χρησιµοποιήσει τον πιο κοινό τόπο των καθηµερινών 

εµπειριών, όπως η κίνηση, οι χωρικές σχέσεις, ο χειρισµός αντικειµένων, ο χώρος, 

και ο χρόνος. Αφού εµείς, τα ανθρώπινα όντα, είµαστε όλοι ζώντα φυσικά πλάσµατα, 

που δρούµε στο ίδιο µέσο και µοιραζόµαστε µια βασική βιολογική κληρονοµιά, 

έχουµε αµοιβαία την εµπειρία του κόσµου µε θεµελιωδώς παρόµοιους τρόπους. Οι 

εννοιολογικές δοµές που προκύπτουν στον ανθρώπινο νου για να κατανοηθούν οι 

σωµατικές µας εµπειρίες, παρέχουν την πρώτη ύλη για την κατασκευή της κοινής 

επικοινωνίας µέσω της γλώσσας, και, συνακολούθως, την κοινή κατασκευή 

νοηµάτων. Έτσι, από την πλευρά των ενσωµατωµένων µαθηµατικών βασικός στόχος 

της διδακτικής των µαθηµατικών θεωρείται η εξέταση του πώς η ανθρώπινη 

δηµιουργία των Μαθηµατικών προκύπτει από την απόδοση νοήµατος που δεν είναι 

αυθαίρετη, ακριβώς επειδή είναι σωµατικά θεµελιωµένη. 

Η θεωρία των ενσαρκωµένων µαθηµατικών θέτει τους ακόλουθους 

ισχυρισµούς1: 

1. Τα µαθηµατικά είναι προϊόν των ανθρώπων. Χρησιµοποιούν τα πολύ 

περιορισµένα µέσα της ανθρώπινης βιολογίας και σχηµατίζονται από 

τη φύση των εγκεφάλων µας, των σωµάτων µας, των εννοιολογικών 

µας συστηµάτων, και των ενδιαφερόντων των ανθρώπινων κοινωνιών 

και πολιτισµών. 

2. Τα τµήµατα της ανθρώπινης γνωστικής λειτουργίας που παράγουν τα 

ανώτερα µαθηµατικά είναι φυσιολογικές γνωστικές ικανότητες των 

ενηλίκων – λόγου χάρη, η ικανότητα για την εννοιολογική µεταφορά. 

Τέτοιες γνωστικές ικανότητες είναι κοινές σε όλους τους ανθρώπους. 

                                                           
1 Lakoff and Núñez σελ. 351, (µετάφραση του Κ. Γαβρά) 
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Ως τέτοια, η ικανότητα για µαθηµατικά, ακόµη και για τα ανώτερα, 

είναι καθολική σε ανθρώπινο επίπεδο. 

3. Η απλή απαρίθµηση είναι έµφυτη στον ανθρώπινο εγκέφαλο. Όπως 

πολλά άλλα θηλαστικά, οι άνθρωποι µπορούν να αναγνωρίσουν 

άµεσα και µε ακρίβεια το πλήθος κάποιων οντοτήτων ενός πολύ 

µικρού συνόλου. Τούτη είναι σαφώς µια ενσαρκωµένη ικανότητα. 

4. Οι θεµατικές περιοχές των µαθηµατικών – αριθµητική, γεωµετρία, 

πιθανότητες, απειροστικός λογισµός, θεωρία συνόλων, συνδυαστική, 

θεωρία παιγνίων, τοπολογία, κλπ –προκύπτουν από ανθρώπινα 

ενδιαφέροντα και δραστηριότητες: λόγου χάρη, την απαρίθµηση και 

τη µέτρηση, την αρχιτεκτονική, το χαρτοπαίγνιο, την κίνηση και 

άλλες µεταβολές, τη συγκέντρωση, το χειρισµό γραπτών συµβόλων, 

τα παιχνίδια, την επιµήκυνση και το λύγισµα αντικειµένων. Με άλλα 

λόγια, τα µαθηµατικά είναι θεµελιωδώς ένα ανθρώπινο εγχείρηµα που 

προκύπτει από βασικές ανθρώπινες δραστηριότητες. 

5. Η µαθηµατική πτυχή αυτών των ενδιαφερόντων είναι η ακρίβεια – 

ακριβή αθροίσµατα, µετρήσεις, γωνίες, εκτιµήσεις, ρυθµοί 

µεταβολής, κατηγοριοποιήσεις, πράξεις, κοκ. Η ακρίβεια καθίσταται 

εφικτή επειδή οι άνθρωποι µπορούν να πραγµατοποιούν πολύ σαφείς 

και ακριβείς διακρίσεις µεταξύ αντικειµένων και κατηγοριών υπό 

συγκεκριµένες συνθήκες και µπορούν να σταθεροποιήσουν στο νου 

τους  και να θυµηθούν µε συνέπεια αφηρηµένες οντότητες όπως οι 

αριθµοί και τα σχήµατα. 

6. Η ακρίβεια ενισχύεται σηµαντικά από την ανθρώπινη ικανότητα του 

συµβολισµού. Μπορούν να επινοηθούν σύµβολα για την παράσταση 

µαθηµατικών ιδεών, οντοτήτων, πράξεων και σχέσεων. Τα σύµβολα 

επιτρέπουν επίσης ακριβείς και µε δυνατότητα επανάληψης 

υπολογισµούς. 

7. Η εννοιολογική µεταφορά είναι ένας νευρικά ενσαρκωµένος 

θεµελιώδης γνωστικός µηχανισµός που µας επιτρέπει να 

χρησιµοποιούµε τη συµπερασµατολογική δοµή µιας περιοχής ώστε να 

εκτελέσουµε συλλογισµούς για µια άλλη. Επιτρέπει στους 

µαθηµατικούς να µεταφέρουν σε µια περιοχή των µαθηµατικών τις 

ιδέες και τις µεθόδους ακριβούς υπολογισµού µιας άλλης περιοχής. 
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8. Μόλις εδραιωθούν µέσα σε µια κοινότητα µαθηµατικών, τα 

µαθηµατικά συµπεράσµατα και οι υπολογισµοί για µια δεδοµένη 

θεµατική περιοχή τείνουν να µη µεταβάλλονται ούτε χρονικά ούτε 

χωρικά ούτε πολιτισµικά. Η σταθερότητα των ενσαρκωµένων 

µαθηµατικών είναι µια συνέπεια του γεγονότος ότι όλοι οι 

φυσιολογικοί άνθρωποι έχουν τις ίδιες σχετικές πτυχές εγκεφαλικής 

και σωµατικής δοµής και τις ίδιες σχετικές σχέσεις µε το περιβάλλον 

που εισέρχονται στα µαθηµατικά. 

9. Τα µαθηµατικά δεν είναι µονολιθικά στη γενική θεµατική περιοχή 

τους. ∆εν υπάρχει η γεωµετρία, η θεωρία συνόλων ή η τυπική λογική. 

Αντίθετα, υπάρχουν αµοιβαία ασυνεπείς εκδοχές γεωµετρίας, θεωρίας 

συνόλων, λογικής κοκ. Κάθε εκδοχή σχηµατίζει µια διακεκριµένη και 

εσωτερικά συνεπή θεµατική περιοχή. 

10. Τα µαθηµατικά είναι αποτελεσµατικά στο χαρακτηρισµό και την 

πραγµατοποίηση προβλέψεων για ορισµένες πτυχές του πραγµατικού 

κόσµου όπως τον βιώνουµε. Έχουµε εξελιχθεί έτσι ώστε η 

καθηµερινή γνωστική µας λειτουργία να µπορεί, γενικά, να 

εναρµονιστεί µε τον κόσµο όπως τον βιώνουµε. Τα µαθηµατικά είναι 

µια συστηµατική επέκταση των µηχανισµών της καθηµερινής 

γνωστικής λειτουργίας. Οποιαδήποτε εναρµόνιση των µαθηµατικών 

µε τον κόσµο διαµεσολαβείται και καθίσταται εφικτή από τις 

ανθρώπινες γνωστικές ικανότητες. Κάθε τέτοια «εναρµόνιση» 

εµφανίζεται στον ανθρώπινο νου, όπου γνωρίζουµε και τον κόσµο και 

τα µαθηµατικά. 

 

 

1.2.2. Η πρόταση της Sfard 
 

Η θεωρία της Anna Sfard (Sfard, 1991) για την ανάπτυξη της µαθηµατικής 

σκέψης υποστηρίζει ότι η κατανόηση των νέων εννοιών πραγµατοποιείται σε τρία 

στάδια: την εσωτερικοποίηση (interiorisation), τη συµπύκνωση (condensation) και την 

αφαίρεση (reification). Για το πέρασµα από το ένα στάδιο στο άλλο η Sfard (1991) 

αναφέρει: 
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πρώτα πρέπει να υπάρξει µια διαδικασία που εκτελείται στα ήδη γνωστά 

(µαθηµατικά) αντικείµενα, έπειτα πρέπει να προκύψει η ιδέα της µετατροπής αυτής 

της διαδικασίας σε αυτόνοµη οντότητα, και τελικά πρέπει να αποκτηθεί η 

δυνατότητα να θεωρηθεί αυτή η νέα οντότητα ως ολοκληρωµένο, µε τη µορφή 

αντικειµένου σύνολο. (σελ. 18) 
 

Αναλυτικότερα έχουµε: 
 

 Στο στάδιο της εσωτερικοποίησης µια νέα έννοια την βλέπουµε από 

την άποψη των διαδικασιών ή των πράξεων, δηλαδή έχουµε µια 

λειτουργική µόνο άποψη της έννοιας. 

 Στο στάδιο συµπύκνωσης, αντιλαµβανόµαστε τις διαδικασίες που 

οδηγούν σε µια νέα έννοια ή σε ένα νέο µαθηµατικό αντικείµενο όλο 

και περισσότερο ολιστικά. Έτσι αναπτύσσεται µια δοµική άποψη της 

έννοιας.  

  Στο στάδιο της αφαίρεσης, η νέα έννοια µπορεί να γίνει αντιληπτή 

χωριστά από τις διαδικασίες που χρησιµοποιήθηκαν για να την 

παραγάγουν, έτσι ώστε να φαίνεται δοµικά και ταυτόχρονα ως 

αυθύπαρκτη οντότητα. Επίσης, σε αυτό το στάδιο «µπορούν να 

εκτελεσθούν διαδικασίες που να έχουν ως δεδοµένο το αντικείµενο που 

µόλις δηµιουργήθηκε» (Sfard, 1991, σελ. 20). 
 

Ας σηµειωθεί όµως, πως η Sfard (1991) τονίζει ότι τα παραπάνω στάδια δεν πρέπει 

να τα δούµε ως ένα ιεραρχηµένο σχήµα τριών σταδίων. Μια τέτοια ιεράρχηση θα 

υπονοούσε ότι ένα στάδιο δεν µπορεί να επιτευχθεί αν πρώτα δεν περνάγαµε από όλα 

τα προηγούµενα, κάτι που δεν είναι αληθές. Η κατανόηση είναι πολυπλοκότερο 

φαινόµενο και δεν είναι λίγες οι φορές που αντιλαµβανόµαστε πρώτα τη δοµή µιας 

µαθηµατικής έννοιας και µετά κατανοούµε τις διάφορες διαδικασίες και πράξεις, που 

την χαρακτηρίζουν. 

 

 

1.2.3. Το παράδειγµα των Tall και Gray 

 

Οι Gray και Tall (Gray & Tall, 1994) αναφέρονται στην µαθηµατική 

κατανόηση µε όρους διαδικασιών και αποτελεσµάτων ή αντικειµένων. ∆ίνουν µεγάλη 

σηµασία στον δυϊσµό (duality) µεταξύ της διαδικασίας (process) και της έννοια 



 13

(concept) στα µαθηµατικά, και ειδικότερα στη χρησιµοποίηση του ίδιου συµβολισµού 

για την αναπαράσταση τόσο της διαδικασίας (όπως η πρόσθεση δύο αριθµών 3+2), 

όσο και του αποτελέσµατος της διαδικασίας (το άθροισµα 3+2). Η ασάφεια του 

συµβολισµού επιτρέπει στον µαθηµατικό να κινείται µε ευελιξία µεταξύ της 

διαδικασίας της εκτέλεσης ενός µαθηµατικού έργου και του χειρισµού της έννοιας 

που είναι κοµµάτι ενός µεγαλύτερου νοητικού σχήµατος. Τελικά, υποθέτουν πως για 

να είναι κάποιος επιτυχηµένος στα Μαθηµατικά θα πρέπει να χρησιµοποιεί µια 

διανοητική δοµή που είναι ένα αµάλγαµα της διαδικασίας και της έννοιας την οποία 

ονοµάζουν procept (process- concept). 

Στηριγµένοι στα παραπάνω ορίζουν δυο βασικά είδη σκέψης: 
 

1. Η διαδικαστική (procedural) σκέψη χαρακτηρίζεται από την εστίαση 

στη  διαδικασία και τα σωµατικά ή σχεδόν-σωµατικά στηρίγµατα που 

την υποστηρίζουν. Τα περιορισµένα όρια αυτού του τύπου σκέψης 

οφείλονται στην περιορισµένη άποψη που το παιδί έχει για το 

συµβολισµό: οι αριθµοί χρησιµοποιούνται µόνο ως συγκεκριµένες 

οντότητες, τις οποίες οι µαθητές χειρίζονται κατευθείαν στη 

διαδικασία της µέτρησης. Η έµφαση στη διαδικασία µειώνει την 

προσοχή στη σχέση µεταξύ των δεδοµένων και των αποτελεσµάτων, 

και συχνά οδηγεί σε ιδιοσυγκρασιακές επεκτάσεις της διαδικασίας της 

µέτρησης, οι οποίες µπορεί να µην γενικεύονται.  

2. Η proceptual σκέψη που χαρακτηρίζεται από τη δυνατότητα της 

συµπίεσης σταδίων στο χειρισµό συµβόλων µέχρι στο σηµείο όπου τα 

σύµβολα αντιµετωπίζονται ως αντικείµενα που µπορούν να 

αποσυντεθούν και επανασυντεθούν µε ευέλικτους τρόπους.  
 

Τα παραπάνω, όµως, συµπληρώνονται και µε ένα τρίτο είδος σκέψης: 

3. Η τυπική (formal) σκέψη, η οποία εστιάζει στις ίδιες της ιδιότητες 

σε αξιωµατική µορφή, ώστε να κτίσει τις τυπικές µαθηµατικές 

θεωρίες των προχωρηµένων µαθηµατικών.  

 

 Σε αυτό το σηµείο είναι χρήσιµο να παρουσιάσουµε τη διαφορά του αγγλικού 

όρου procedure (διαδικασία) µε τον οποίο εννοούµε έναν βήµα προς βήµα 

αλγόριθµο, κατά την εκτέλεση του οποίου το άτοµο πρέπει να έχει ολοκληρώσει 

κάποιο βήµα πριν πάει στο επόµενο, από τον όρο process (διαδικασία) η οποία 
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συµβαίνει όταν µια ή περισσότερες διαδικασίες (procedures), οι οποίες έχουν το ίδιο 

συνολικό αποτέλεσµα, αντιµετωπιστούν ως ένα σύνολο, χωρίς να είναι απαραίτητη η 

αναφορά σε κάθε ένα από τα βήµατα ξεχωριστά ή σε κάθε µια από τις διαδικασίες 

(procedures). Γνωρίζοντας αυτά, µπορούµε να καταλάβουµε το παρακάτω 

διάγραµµα (Tall et al., 2001) που σχηµατοποιεί την γνωστική ανάπτυξη από την 

διαδικαστική στην proceptual σκέψη: 

 

 

 Τέλος, για την καλύτερη περιγραφή των φαινοµένων, ορίστηκαν από τον Tall 

Tall (Tall, 2004) και τους συνεργάτες του οι τρεις κόσµοι των Μαθηµατικών: 

 Ο  ενσωµατωµένος (embodied) κόσµος είναι ένας κόσµος των 

αισθήσεων. Αντλεί την σιγουριά για την αλήθεια από το ότι τα 

πράγµατα συµπεριφέρονται προβλέψιµα µε έναν αναµενόµενο τρόπο. 

Για παράδειγµα, να διάνυσµα έχει µέγεθος και κατεύθυνση. Η 
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πρόσθεση των διανυσµάτων γίνεται µε την τοποθέτηση της ουράς του 

δεύτερου διανύσµατος µετά από τη µύτη του πρώτου, δηλαδή 

κάνοντάς τα διαδοχικά. Η πρόσθεση είναι αντιµεταθετική κάτι που το 

βλέπουµε γεωµετρικά. 

 Ο proceptual κόσµος είναι ένας κόσµος του υπολογισµού και του 

χειρισµός. Οι προτάσεις είναι αληθινές επειδή εκφράζονται µέσα από 

τα σύµβολα και µπορούν να ελεγχθούν µε υπολογισµούς ή 

κατάλληλους χειρισµούς. Έτσι, τα διανύσµατα µπορούν να 

εκφραστούν χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες. Η πρόσθεση των 

διανυσµάτων γίνεται µε την πρόσθεση των συντεταγµένων. Η 

πρόσθεση είναι αντιµεταθετική επειδή η πρόσθεση των 

συντεταγµένων είναι αντιµεταθετική.  

 Ο  τυπικός (formal) κόσµος είναι ένας κόσµος των αξιωµάτων, των 

ορισµών και των θεωρήµατα. Οι προτάσεις είναι αληθινές επειδή 

µπορούν να αποδειχθούν από τα αξιώµατα και τους ορισµούς από την 

τυπική απαγωγή. Τα διανύσµατα είναι στοιχεία ενός τυπικού 

συστήµατος που ονοµάζεται διανυσµατικός χώρος (δεν χρειάζονται 

πλέον να έχουν µέγεθος ή κατεύθυνση!). Η πρόσθεση των 

διανυσµάτων είναι µέρος του ορισµού του διανυσµατικού χώρου. Η 

πρόσθεση είναι αντιµεταθετική επειδή αυτό είναι, επίσης, µέρος του 

ορισµού. 
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2. Συνοπτική ιστορία του διανυσµατικού λογισµού 
 

 

Η ιστορική πορεία µιας έννοιας ενδέχεται να µας προµηθεύσει ιδέες για το 

ποιο θα  µπορούµε να είναι το πλέον κατάλληλο τυπικό παράδειγµα που θα 

αποτελέσει πυρήνα γύρω από τον οποίο θα δοµηθεί µια δραστηριότητα µέσω της 

οποίας ο µαθητής θα εµπλακεί µε την έννοια. ∆ηλαδή, η ιστορία των µαθηµατικών 

µπορεί να υποστηρίξει πιθανούς τρόπους εισαγωγής ενός µαθηµατικού αντικειµένου 

κατά ένα φυσικό τρόπο (Κεΐσογλου και Σπύρου, 2003, Πάσχος, 2003). 

Ακόµη προσανατολίζει το δάσκαλο στη δουλειά του. Είναι ένα καλό όχηµα 

για συλλογισµούς πάνω στη γνώση και στα εκπαιδευτικά προβλήµατα, για δουλειά 

πάνω στις αντιλήψεις των µαθητών για τα µαθηµατικά. Αφού οι µαθητές, σε διάφορα 

επίπεδα, βρίσκουν µαθησιακά εµπόδια τα οποία είναι ίδια µε εκείνα των 

µαθηµατικών του παρελθόντος, η ιστορία των µαθηµατικών εφοδιάζει την τάξη µε 

δασκάλους, που έχουν ένα ισχυρό εργαλείο πρόβλεψης ψυχολογικών προβληµάτων 

στη µάθηση των µαθηµατικών. 

Εξάλλου η αντίληψή µας για την γενικότερη φύση της µαθηµατικής 

επιστήµης και την εξέλιξή της µέσα στην ιστορική πορεία είναι βέβαιο ότι επηρεάζει 

άµεσα την διδακτική άποψη σχετικά µε την εξελικτική διαµόρφωση της µαθηµατικής 

γνώσης και τον τρόπο µαθηµατικού σκέπτεσθαι σε κάθε άτοµο. 

Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι η παρουσίαση των πρώτων βηµάτων του 

διανυσµατικού λογισµού και η ανάδειξη στοιχείων χρήσιµων για τη διδακτική των 

µαθηµατικών. 

 

 

2.1. Τα πρώτα ίχνη του διανύσµατος  

 

Στην προσπάθεια µας αναζήτησης των «ριζών» του διανυσµατικού λογισµού 

προσκρούσαµε σε σηµαντικά εµπόδια. Σε ποια ιστορική περίοδο θα τις 

αναζητήσουµε; Αλλά και σε ποιο µαθηµατικό χώρο θα ψάξουµε για την έννοια του 

διανύσµατος; Στην άλγεβρα, την γεωµετρία ή µήπως τον διαφορικό και 

ολοκληρωτικό λογισµό; Εξάλλου δεν µπορούµε να παραβλέψουµε και το ρόλο του 

διανύσµατος στη µηχανική.  
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 Ένα καλό σηµείο εκκίνησης για αυτήν την προς τα πίσω πορεία, θα είναι η 

διασαφήνιση της έννοιας του διανύσµατος. Σύµφωνα µε τους Moon και Spencer2 

µπορούµε να δούµε το διάνυσµα από δυο πλευρές: την αλγεβρική και την 

γεωµετρική. 

1. Η αλγεβρική φύση των διανυσµάτων 

Το διάνυσµα ανήκει στην οικογένεια των holors ή hypernumbers, ακολουθεί 

συγκεκριµένους κανόνες της άλγεβρας. Αυτοί οι hypernumbers είναι µαθηµατικές 

οντότητες κατασκευασµένες από πολλά ανεξάρτητα στοιχεία. Για παράδειγµα: 

• Στο χώρο των δύο διαστάσεων: οι µιγαδικοί αριθµοί z* = (x,y) = x+iy. 

• Στο χώρο των τριών διαστάσεων, ένα διάνυσµα έχει την µορφή: 
1 2 3( , , )iu u u u= , 

όπου οι αριθµοί καλούνται συντεταγµένες του διανύσµατος, 

και γεωµετρικά αναπαριστούν αποστάσεις πάνω στους   άξονες. 

1 2, ,u u u3

                                                          

• Σε ένα ν-διάστατο χώρο, ένα διάνυσµα είναι της µορφής: 
1 2( , ,..., )iu u u uν=  

2. Η γεωµετρική φύση των διανυσµάτων 

Σαν προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα το διάνυσµα είναι µια γεωµετρική 

οντότητα ανεξάρτητη από το σύστηµα συντεταγµένων (οι αριθµοί που 

αναπαριστούν το διάνυσµα αλλάζουν, αλλά η οντότητα διάνυσµα παραµένει η 

ίδια). Για αυτό το λόγο, ίσως η σηµαντικότερη ιδιότητα του διανύσµατος είναι το 

αµετάβλητο της γεωµετρικής του αναπαράστασης κάτω από έναν 

µετασχηµατισµό των συντεταγµένων.  

 Τα παραπάνω µπορεί να µας φανούν πολύ χρήσιµα αν αναλογιστούµε πως 

µέχρι τα τέλη του 17ου αιώνα περίπου, υπάρχουν δυο µαθηµατικές παραδόσεις, δυο 

ρεύµατα µαθηµατικής σκέψης και διαδικασίας. Η πρώτη, η µαθηµατικό-αριθµητική 

παράδοση, προέρχεται από τη εποχή των Αιγυπτίων και των Βαβυλωνίων και 

περιλαµβάνει την προοδευτική διεύρυνση της έννοιας του αριθµού. Έτσι κατά τη 

διάρκεια των ετών η έννοια του αριθµού έχει επεκταθεί ώστε να συµπεριλάβει από 

τους φυσικούς αριθµούς, τους αρνητικούς, τα κλάσµατα µέχρι τους πληθάριθµους 

του Cantor και τα quaternions του Hamilton. Όσον αφορά τη δεύτερη, τη 

γεωµετρικό-φυσική, πηγάζει από την ανάγκη του ανθρώπου να αναπαραστήσει 

 
2 βλ. Demetriadou & Gagatsis (19.. ), σελ. 372-373 
 



 18

κάποια φυσικά µεγέθη όπως µήκος, εµβαδόν, όγκος, ταχύτητα κλπ., µε τον πιο άµεσο 

και διαισθητικό τρόπο. Έτσι η φυσική πραγµατικότητα αναπαρίσταται από 

µαθηµατικά εργαλεία όπως τον κανόνα του παραλληλογράµµου. 

 Ας επιστρέψουµε όµως στην προσπάθειά µας αναζήτησης της προέλευσης του 

διανυσµατικού λογισµού. Αν θελήσουµε να διερευνήσουµε την αλγεβρική του φύση 

θα πρέπει να ψάξουµε µετά τον 16ο αιώνα, αφού αυτή την περίοδο έχουµε την 

εισαγωγή της κατάλληλης γλώσσας στην άλγεβρα (από το Viete), και τη 

χρησιµοποίηση συστηµάτων συντεταγµένων (από τους Descartes και Fermat). 

Αντίθετα τα ίχνη του διανύσµατος στη γεωµετρικο-φυσική παράδοση τα βρίσκουµε 

ήδη στην αρχαία Ελλάδα. 

 

 

2.1.1. Ο κανόνας του παραλληλογράµµου 

 

 Μια από τις βασικότερες ιδέες του διανυσµατικού λογισµού είναι ο κανόνας 

του παραλληλογράµµου για την πρόσθεση διανυσµάτων. Ήταν γνωστός τουλάχιστον 

από την εποχή του Αριστοτέλη (300 π.Χ.), ο οποίος τον χρησιµοποίησε για τον 

υπολογισµό της συνισταµένης δύναµης, δυο δυνάµεων. Ακόµη χρησιµοποιήθηκε για 

τη σύνθεση ταχυτήτων και από άλλους Έλληνες συγγραφείς3 όπως τον Αρχιµήδη 

(250 π.Χ.) και τον Ήρωνα (100 µ.Χ.). Ακόµα το συναντάµε σε πολλά γραπτά έργα 

του 16ου και 17ου αιώνα, των Simon Stevin of Bruges, Galileo Galilei και Isaac 

Newton, αλλά και του 18ου αιώνα από τους Gauss, Argand, Oersted, Ampere και 

Faraday.  

 Σε αυτό το σηµείο θα ήταν χρήσιµο να ξεκαθαρίσουµε πως οι παραπάνω 

συγγραφείς δεν φαίνεται να γνώριζαν την έννοια του διανύσµατος ή της πρόσθεσης 

διανυσµάτων. Ο κανόνας του παραλληλογράµµου ήταν για αυτούς ένα εργαλείο που 

τους βοηθούσε στην κατασκευή διαγράµµατος, µε το οποίο γινόταν εύκολος ο 

υπολογισµός της συνισταµένης δυο φυσικών οντοτήτων. Έτσι, η συνεισφορά του 

στην ανάπτυξη του διανυσµατικού λογισµού ήταν µόνο έµµεση, αλλά όχι ασήµαντη, 

αφού είναι η πρώτη φορά που χρησιµοποιούνται οι µέθοδοι των διανυσµάτων στη 

φυσική.  

 

                                                           
3 βλ. Crowe (1985) σελ. 2 
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2.1.2.  Προς µια γεωµετρία της θέσης 

 

 Ο Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) το 1679 σε ένα γράµµα του στον 

Christian Huygens, που όµως δηµοσιεύτηκε µόλις το 1833, πρότεινε τη δηµιουργία 

ενός συστήµατος γεωµετρικών οντοτήτων που θα παριστάνονταν συµβολικά µε 

χαρακτήρες και θα υπάκουαν στις πράξεις και τους κανόνες της άλγεβρας. 

Οραµατίστηκε έναν λογισµό µε τον οποίο θα εκφραζόταν η θέση, η γωνία και η 

κίνηση όπως ακριβώς µε την άλγεβρα εκφράζεται το µέγεθος. 

 ∆υστυχώς, στο σύστηµα που πρότεινε δεν κατάφερε να ορίσει πράξεις µεταξύ 

των γεωµετρικών οντοτήτων και επιπλέον απέτυχε να δει τα ΑΒ και ΒΑ ως δυο 

διαφορετικές οντότητες. Αν και η απόπειρα του Leibniz προσέγγισε την έννοια του 

διανύσµατος δεν µπορεί να θεωρηθεί ως ο δηµιουργός της.  

 

 

2.1.3. Η επίδραση της γεωµετρικής αναπαράστασης των µιγαδικών 

αριθµών. 

 

 Το ενδιαφέρον µας για του µιγαδικούς αριθµούς έγκειται σε δυο αιτίες. 

Καταρχάς δεν πρέπει να ξεχνάµε πως οι µιγαδικοί είναι ένα διδιάστατο διανυσµατικό 

σύστηµα. Επιπλέον, όπως θα δούµε αργότερα, ο Hamilton κατασκεύασε τα 

quaternions σε µια προσπάθειά του για επέκταση των µιγαδικών στις τρεις 

διαστάσεις. 

 Μέχρι το 1831, τουλάχιστον πέντε άτοµα οι Wessel, Gauss, Argard, Warren 

και Mourey, δηµοσίευσαν εργασίες τους σχετικά µε την γεωµετρική αναπαράσταση 

των µιγαδικών αριθµών, ενώ δυο ακόµα ο Wallis και o Buée έφτασαν πολύ κοντά. Ας 

σηµειωθεί, πως µέχρι τότε δεν γίνονταν ευρέως αποδεκτοί και ονοµάζονταν: χίµαιρες, 

γελοίοι, παράλογοι, φανταστικοί, ψευδείς, πνευµατικά βασανιστήρια, ενώ ο ίδιος ο 

Leibniz τους αποκαλεί “αµφίβια µεταξύ ύπαρξης και µη ύπαρξης”. 

 Θα αναφέρουµε εδώ συνοπτικά κάποια ενδιαφέροντα σηµεία από τη πορεία 

«νοµιµοποίησης» των µιγαδικών αριθµών.  Ο John Wallis (1616-1703) ήταν ο 

πρώτος που επιχείρησε να τους κατασκευάσει γεωµετρικά. Αν και απέτυχε, αξίζει να 

σηµειωθεί ότι είναι δική του η ιδέα της αναπαράστασης των µιγαδικών µε σηµεία στο 

επίπεδο. Το επόµενο βήµα θα γίνει από το Caspar Wessel (1745-1818), του οποίου ο 
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βασικός στόχος ήταν να εκφράσει την κατεύθυνση οποιασδήποτε ευθείας γραµµής µε 

αναλυτικό τρόπο. Σηµαντικά σηµεία του έργου του ήταν η εισαγωγή του άξονα των 

φανταστικών αριθµών, ο ορισµός πράξεων µεταξύ γεωµετρικών οντοτήτων και ο 

συνυπολογισµός της κατεύθυνσης των ευθειών γραµµών. Παρόµοιες ήταν και οι 

ιδέες του Argard, ο οποίος εισήγαγε τον όρο προσανατολισµένη γραµµή ή γραµµή 

κατεύθυνσης, µε µόνη διαφορά ότι  αντιµετώπισε τους µιγαδικούς περισσότερο 

αλγεβρικά. Τελικά το µιγαδικό επίπεδο, όπως το ξέρουµε σήµερα, το οφείλουµε στο 

Jean Robert Gauss (1768-1822). Αν και το σύστηµα του ήταν ανάλογο µε αυτό των 

προαναφερθέντων, η φήµη του ως µαθηµατικός έπαιξε τον κύριο λόγο στην 

επικράτηση των ιδεών του. Αντιµετώπισε όµως τους µιγαδικούς ως µετατοπίσεις: 

θεώρησε τον α + β i ως µετατόπιση α µονάδων κατά µια καθορισµένη κατεύθυνση 

που ακολουθείται από µετατόπιση β µονάδων κατά την κατακόρυφη στην 

προηγούµενη κατεύθυνση. Επιπλέον σε αντίθεση µε τους προηγούµενους, προτίµησε 

να αναπαραστήσει τους µιγαδικούς µε σηµεία στο επίπεδο και όχι µε 

προσανατολισµένα ευθύγραµµα τµήµατα. 

 Μέχρι τώρα τα προσανατολισµένα ευθύγραµµα τµήµατα χρησιµοποιήθηκαν 

σαν εργαλεία για την γεωµετρική αναπαράσταση των µιγαδικών αριθµών. Από το 

σηµείο όµως αυτό και έπειτα οι όροι αντιστράφηκαν. Με την νοµιµοποίηση των 

µιγαδικών και τον ορισµό πράξεων, µπορούσαν τώρα οι µιγαδικοί να παίξουν το 

ρόλο αναπαράστασης για τα προσανατολισµένα ευθύγραµµα τµήµατα και επιπλέον 

να χρησιµοποιηθούν για να οριστούν πράξεις µεταξύ αυτών των τµηµάτων. 

∆ηµιουργήθηκε δηλαδή ένας διανυσµατικός λογισµός του επιπέδου. 

 Τι γίνεται όµως µε τον τρισδιάστατο χώρο; Η κατασκευή ενός ανάλογου 

λογισµού για το χώρο ήταν η επόµενη πρόκληση για την µαθηµατική κοινότητα. 

Πολλοί µαθηµατικοί προσπάθησαν να το επιτύχουν, αλλά τελικά ήταν ο Hamilton 

αυτός του οποίου οι προσπάθειες απέδωσαν καρπούς.  
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2.2. Τα πρώτα διανυσµατικά συστήµατα. 
 

 

 Στις αρχές του 19ου αιώνα ήταν πια επιτακτική η ανάγκη για ένα διανυσµατικό 

λογισµό, που µε τη βοήθειά του θα µπορούσαν να εκφραστούν οι φυσικοί νόµοι και 

να ελεγχθεί η καθολικότητά τους. Σηµαντικό ρόλο σε αυτό διαδραµάτισε το έργο του 

William Rowan Hamilton (1805-1865). 

 

 

2.2.1. Hamilton 

 

 Ο Hamilton από µικρή ηλικία έδειξε πως η δίψα του για µάθηση ήταν 

ακόρεστη. Σαν έφηβος µιλάει και γράφει 13 γλώσσες ενώ ήδη πριν ασχοληθεί 

εντατικά µε τα µαθηµατικά είχε διακριθεί στην οπτική και τη µηχανική. 

 Το 1837 παρουσίασε µια άλγεβρα των µιγαδικών αριθµών, στην οποία 

παρίστανε τους µιγαδικούς α + β i µε τα διατεταγµένα ζεύγη (α, β). Πλέον οι πράξεις 

των µιγαδικών ορίζονται απόλυτα αλγεβρικά ως εξής: 

(α,β)  (γ,δ) = (α γ,β δ) ± ± ±

(α,β) · (γ,δ) = (αγ-βδ, αδ+βγ) 

2 2 2 2

( , ) ( ,
( , )
α β αγ βδ βγ αδ
γ δ γ δ γ δ

+ −
=

+ +
)  

Με τα διατεταγµένα ζεύγη κατάφερε να «εξαφανίσει» τους φανταστικούς, κάτι που 

ήταν µεγάλο επίτευγµα αφού απελευθέρωσε τους µιγαδικούς από το µυστικισµό που 

τους περιέβαλλε. Παρατηρούµε, εξάλλου, πως οι παραπάνω πράξεις ικανοποιούν την 

προσαιτεριστική, την αντιµεταθετική και την επιµεριστική ιδιότητα και ότι µε τη 

βοήθεια του Hamilton οι µιγαδικοί και τα διανύσµατα απαλλάσσονται από τη 

γεωµετρική ερµηνεία. 

 Όπως ήταν αναµενόµενο ο Hamilton έθεσε το ερώτηµα της ύπαρξης 

αντίστοιχης τρισδιάστατης άλγεβρας. Ουσιαστικά, επιζητούσε τριάδες, οι οποίες να 

ικανοποιούν την προσαιτεριστική, την αντιµεταθετική και την επιµεριστική ιδιότητα, 

αν οριστούν οι τέσσερις πράξεις όπως και στα ζεύγη.  

 Η πράξη της πρόσθεσης δεν παρουσίαζε καµία δυσκολία αλλά για δέκα 

χρόνια τον ταλαιπωρούσε ο πολλαπλασιασµός των διανυσµάτων. Τελικά, το 1843, 
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συνειδητοποίησε πως οι δυσκολίες που συναντούσε θα εξαφανίζονταν αν αντί για 

τριάδες χρησιµοποιούσε τετράδες και αν εγκατέλειπε την αντιµεταθετική ιδιότητα 

του πολλαπλασιασµού. Το αποτέλεσµα ήταν η δηµιουργία των quaternions (τετράνια) 

τα οποία ήταν τετράδες αριθµών της µορφής: 

   (w,x,y,z) ή q = w + i x + j y + k z 

όπου w, x, y, z είναι πραγµατικοί αριθµοί και i, j, k είναι τα µοναδιαία διανύσµατα 

που βρίσκονται πάνω στους άξονες x, y και z αντίστοιχα. Ακόµα, τα i, j, k 

ικανοποιούν τις συνθήκες: 

  ij = k   jk = i   ki = j    

  ji = -k   kj = -i   ik = -j 

        ii = jj = kk = -1 

Επίσης, ονόµασε το w βαθµωτό µέρος (scalar part) ενώ το υπόλοιπο διανυσµατικό 

µέρος (vector part). O Hamilton ήταν ο πρώτος που χρησιµοποίησε τους όρους 

βαθµωτό και διάνυσµα µε τη σηµερινό µαθηµατικό τους νόηµα4. 

 Στη συνέχεια παίρνοντας δυο quaternions της µορφής q = i x + j y + k z και  

q΄ = i x΄ + j y΄ + k z΄ όρισε τα: Sqq΄ = - (xx΄ + yy΄ + zz΄)    

και    Vqq΄ = i (yz΄ – zy΄) + j (zx΄ – xz΄) + k (xy΄ – yx΄) 

Αυτός ο χωρισµός του πραγµατικού µέρους Sqq΄ του γινοµένου qq΄ από το 

διανυσµατικό Vqq΄ αντιστοιχεί στο σηµερινό εξωτερικό γινόµενο και στο αντίθετο 

του εσωτερικού γινοµένου. Ακόµη απέδειξε πολλά θεωρήµατα του γνωστού µας 

διανυσµατικού λογισµού όπως το:  Sqq΄ = 0 όταν τα q και q΄ είναι παράλληλα. 

 Τα τελευταία είκοσι δυο χρόνια της ζωής του τα αφιέρωσε σχεδόν 

αποκλειστικά στην επεξεργασία των quaternions, περιλαµβανοµένων των εφαρµογών 

τους στη δυναµική, στην αστρονοµία και την κυµατική θεωρία του φωτός.  

 Σήµερα, είναι σαφές ότι δεν ήταν αυτή η συγκεκριµένη µορφή άλγεβρας που 

ήταν σηµαντική, αλλά η ανακάλυψη της τεράστιας ελευθερίας των µαθηµατικών να 

κατασκευάσουν άλγεβρες που δεν χρειάζεται να ικανοποιούν τους περιορισµούς που 

θέτουν οι νόµοι της συνήθης αριθµητικής. 

 
 

 

 

                                                           
4 βλ. Crowe σελ. 32 
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2.2.2. Grassmann 

 

 Ήδη από το 1840, τρία χρόνια πριν το Hamilton, ο Herman Günther 

Grassmann (1809-1877) σε µια εργασία του µε τίτλο: Theorie der ebbe und flut, είχε 

αναπτύξει το πρώτο σύστηµα διανυσµατικής ανάλυσης του χώρου. Η θεωρία του 

εκδόθηκε βελτιωµένη το 1844 µε τίτλο: Ausdehnungslehre, ένα χρόνο µετά την 

αναγγελία του Hamilton για την ανακάλυψη των quaternions, αλλά παρέµεινε 

άγνωστη έως και την επανέκδοσή της το 1862. Όµως ακόµα και τότε ο µυστικιστικός, 

πολύπλοκος και αφηρηµένος τρόπος παρουσίασης του έργου του συντέλεσε στο να 

µην έχει άµεσο αντίκτυπο στην εξέλιξη του διανυσµατικού λογισµού. 

 Το έργο του Ausdehnungslehre ή λογισµός της επέκτασης (calculus of 

extension) προσανατολιζόταν προς τη ν-διάστατη γεωµετρία και υπό µια έννοια 

αποτελεί µια µη-Ευκλείδεια γεωµετρία. Η βασική του ιδέα ήταν ένας τύπος 

hypernumber (υπεραριθµού) µε ν όρους που ονόµασε «επεκτεταµένη ποσότητα» 

(extensive magnitude) και ήταν της µορφής όπου τα 

είναι πραγµατικοί αριθµοί και τα πρωταρχικές µονάδες. Οι ν 

διαστάσεις του έδωσαν τη δυνατότητα σε εργασία του το 1855 µε τίτλο «Sur les 

différents genres de multiplication» να ορίσει συνολικά 16 διαφορετικά είδη 

διανυσµατικού γινοµένου. 

1 1 2 2 ...x x x xν νε ε= + + +

,..., νε

ε

3)

]

j

1 2, ,...,x x xν 1 2,ε ε

  Ειδικά για ν = 3 έχουµε µια άλγεβρα διανυσµάτων του χώρου. Αν πάρουµε 

δυο hypernumbers  και  όπου τα ,  

είναι πραγµατικοί αριθµοί και τα  αποτελούν ένα δεξιόστροφο ορθοκανονικό 

σύστηµα διανυσµάτων τότε: 

1 1 2 2 3 3α α ε α ε α ε= + +

iε

1 1 2 2 3 3β β ε β ε β ε= + + iα iβ

1 1 1 2 2 2 3 3( ) ( ) (α β α β ε α β ε α β ε± = ± + ± + ±  

ενώ για το εσωτερικό και εξωτερικό γινόµενο όρισε  

α \ β =  και 1 1 2 2 3 3α β α β α β+ +

2 3 3 2 2 3 3 1 1 3 3 1 1 2 2 1 1 2[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[αβ α β α β ε ε α β α β ε ε α β α β ε ε= − + − + −  αντίστοιχα, 

όπου = 1, = 0 για iπj και [ , [ για i, jŒ{1, 2, 3}. \i ιε ε \iε ε ] [ ]i j j iε ε ε ε= − ] 0i iε ε =

Όπως παρατηρούµε το εσωτερικό γινόµενο του Grassmann µεταξύ δυο υπεραριθµών 

ισούται µε το αντίθετο του βαθµωτού µέρους του γινοµένου δυο quaternions του 

Hamilton. Όσον αφορά το εξωτερικό γινόµενο, αν για παράδειγµα αντικαταστήσουµε 
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το  µε  θα διαπιστώσουµε πως είναι ακριβώς το ίδιο και στις δυο 

περιπτώσεις. 

2 3[ε ε ] 1ε

Επιπλέον, πρώτος ο Grassmann, εισήγαγε την έννοια της γραµµικής 

εξάρτησης κ hypernumbers, κάτι που τον βοήθησε στο να ορίσει τη διάσταση του 

χώρου, ως τον µεγαλύτερο αριθµό γραµµικώς ανεξάρτητων hypernumbers. Στην 

έκδοση του 1862 όρισε τη µετρική 2 2
1 2 ...x x xν+ + + 2  όπου  είναι µια 

επεκτεταµένη ποσότητα, µε αποτέλεσµα να µετατρέψει το χώρο σε Ευκλείδειο. 

1 2( , ,..., )x x xν

Αν και η θεωρία του Grassmann βρίσκεται πιο κοντά στη σύγχρονη θεωρία 

των διανυσµατικών χώρων και η µεθοδολογία του είναι το πρώτο βήµα για την 

µελέτη των αλγεβρικών δοµών, δεν εκτιµήθηκε στην εποχή του, όπως προείπαµε 

στην αρχή της παραγράφου. Αντίθετα µεγάλο µέρος του έργου του κατασκευάστηκε 

εκ νέου από άλλους.   

 

 

2.2.3. Άλλα διανυσµατικά συστήµατα 

 

 Εκτός από το Hamilton και το Grassmann τουλάχιστον άλλοι  πέντε 

µαθηµατικοί, οι August Ferdinad Möbius, Giusto Bellavitis, Adhémar Barré (ή Comte 

de Saint-Venant), Augustin Caushy και Reverend Matthew O’ Brien, ερευνούσαν για 

διανυσµατικά συστήµατα. Τα έργα τους είτε είχαν µικρή επίδραση στην ανάπτυξη 

του διανυσµατικού λογισµού είτε δεν είχαν καµία άµεση συµβολή. Η παρουσίασή 

τους, όµως, θα συνεισφέρει στην εξαγωγή χρήσιµων γνωσιολογικών συµπερασµάτων 

για την γένεση και ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης. 

 Ας αρχίσουµε, λοιπόν, από το Möbius (1790-1868), ο οποίος κατασκεύασε 

ένα µαθηµατικό σύστηµα, το βαρυκεντρικό λογισµό (barycentric calculus), όµοιο σε 

αρκετά σηµεία µε το διανυσµατικό λογισµό. Με σύστηµά του, ήθελε να 

αντιµετωπίσει τις γεωµετρικές οντότητες, που ήταν σηµεία, ευθέως και από 

πλεονεκτική θέση. Η πρόσθεση ορίστηκε µε τέτοιον τρόπο ώστε να λαµβάνεται 

υπόψη τόσο το µέγεθος όσο και η θέση. Η θεωρία του εκδόθηκε το 1827 στο 

Leipzing, όπου ήταν και καθηγητής. Μέχρι το τέλος της ζωής του ασχολήθηκε µε 

αυτήν, βελτιώνοντάς την, κυρίως ύστερα από την επαφή του µε το Grassmann. 

 Ο Bellavitis (1803-1880) ήταν Ιταλός µαθηµατικός και δηµιουργός του 

λογισµού των ισοδυναµιών (equipollences). Σύµφωνα µε αυτή τη θεωρία, δυο ευθείες 
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καλούνται ισοδύναµες (equipollent) αν είναι ίσες, παράλληλες και έχουν και την ίδια 

φορά. Οι οντότητες που περιγράφει ο Bellavitis συµπεριφέρονται γεωµετρικά 

ισοδύναµα µε του µιγαδικούς αριθµούς, τους οποίους όµως δεν αναγνώριζε ως 

αλγεβρικές οντότητες. Είναι σηµαντικό να αναφέρουµε πως µαζί µε τη θεωρία του 

έδωσε πολλές εφαρµογές της µεθόδου του σε προβλήµατα από τα µαθηµατικά και τη 

φυσική, κάτι που έκανε τόσο ο Hamilton όσο και ο Grassmann. Τελικά, το σύστηµά  

του δεν είχε καµία απήχηση, ύστερα και από την αποτυχία του να το επεκτείνει στον 

τρισδιάστατο χώρο. 

 Ας περάσουµε στο Saint-Venant (1797-1886) που ήταν Γάλλος µηχανικός 

γνωστός από την ερευνά του για την ελαστικότητα. Όρισε τη διανυσµατική 

πρόσθεση, αφαίρεση, διαφόριση καθώς και τον πολλαπλασιασµό όµοια µε το 

σηµερινό εξωτερικό γινόµενο. Αν και είχε επαφές µε τους Caushy και Grassmann, η 

επιρροή που άσκησε στη µαθηµατική κοινότητα, ήταν πολύ µικρή. 

 Το 1853 ο Caushy (1789-1857) εξέδωσε µια εργασία του µε τίτλο: Sur les 

clefs algébriques, η οποία περιείχε µεθόδους για την επίλυση αλγεβρικών 

προβληµάτων. Σε αυτήν εισήγαγε δυο οντότητες τις i και j που ονόµασε αλγεβρικά 

κλειδιά και για τις οποίες ίσχυε i·j=j·i=0 και i·j=-j·i. Όπως παρατηρούµε, τα κλειδιά 

του Caushy είναι αλγεβρικά ισοδύναµα µε τα επεκτεταµένα µεγέθη του Grassmann, 

όσον αφορά το εξωτερικό γινόµενο. Αυτό ανάγκασε τον δεύτερο να ζητήσει από τη 

Γαλλική Ακαδηµία το 1854 την αναγνώριση της πατρότητας της παραπάνω 

ανακάλυψης, αν και τελικά η ακαδηµία δεν κατέληξε σε κάποια απόφαση. 

 Τέλος, ο O’ Brien (1814-1855) καθηγητής στο King’s College, ασχολήθηκε 

µε τη διανυσµατική ανάλυση κυρίως τα τελευταία δέκα χρόνια της ζωής του. το 

σύστηµά που πρότεινε έχει πολλά κοινά µε το σηµερινό διανυσµατικό λογισµό, αλλά 

η µη κατανόηση από τον ίδιο της προσεταιριστικής ιδιότητας του στέρησε τον τίτλο 

του «πατέρα της διανυσµατικής ανάλυσης». 
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2.3. Από τα quaternions στο διανυσµατικό λογισµό    
 

 Όπως, ήδη έχουµε τονίσει, ήταν το σύστηµα το Hamilton που διαδραµάτισε το 

σηµαντικότερο ρόλο στην εξέλιξη του διανυσµατικού λογισµού και οδήγησε στη 

δηµιουργία της σύγχρονης διανυσµατικής ανάλυσης. 

 Ανάµεσα στους πιο ένθερµους υποστηρικτές των quaternions του Hamilton, 

ήταν ο Άγγλος Peter Guthrie Tait (1831-1901). Έγραψε πολλά βιβλία και άρθρα, στα 

οποία έδωσε έµφαση στις εφαρµογές των quaternions στη φυσική. Το έργο του: 

Elementary Treatise on Quaternions, που δηµοσιεύτηκε το 1867, έχει πολλές 

οµοιότητες µε τη σύγχρονη διανυσµατική ανάλυση.  

Ένας ακόµη από τους πρώτους υπερµάχους των quaternions ήταν ο Benjamin 

Peirce (1809-1880), ο οποίος προσπάθησε περισσότερο από οποιονδήποτε για την 

προώθηση τους στην Αµερική. Αν και δεν ανέπτυξε περαιτέρω το σύστηµα του 

Hamilton, η σπουδαία συνεισφορά του στις γραµµικές προσεταιριστικές άλγεβρες 

είναι σίγουρο πως συνδέεται στενά µε τα quaternions. 

 Όµως, το ενδιαφέρον της επιστηµονικής κοινότητας για τα quaternions 

προκλήθηκε κυρίως ύστερα από τη δηµοσίευση του βιβλίου: Treatise on Electricity 

and Magnetism το 1873, από τον James Clerk Maxwell (1831-1879). Όπως τονίζει 

στην εισαγωγή του βιβλίου του, ήθελε να αποφύγει τελείως τη χρήση καρτεσιανών 

συντεταγµένων, και να επικεντρώσει την προσοχή κατευθείαν σε ένα σηµείο του 

χώρου αντί στις τρεις συντεταγµένες, και στο µέγεθος και την κατεύθυνση της 

δύναµης αντί στις τρεις συνιστώσες της. Μαζί µε τον Tait, είχαν µελετήσει το 

σύστηµα του Hamilton, ενώ αντίθετα το έργο του Grassmann δεν το είχε δει ποτέ. 

Αναφέρεται συχνά στα quaternions, αλλά διαχωρίζει το βαθµωτό από το 

διανυσµατικό µέρος και τα χειρίζεται σα διαφορετικές οντότητες. Ο Maxwell έδειξε 

καθαρά ότι τα διανύσµατα ήταν το κατεξοχήν εργαλείο της φυσικής και όχι απλώς 

µια µέθοδος συντοµογραφίας. 

 Σε αυτό το σηµείο αξίζει να αναφερθούµε και στον William Kingdom Clifford 

(1845-1879), ο οποίος ήταν από τους λίγους µαθηµατικούς που γνώριζαν και το 

σύστηµα του Hamilton και αυτό του Grassmann. Το έργο του µπορεί να θεωρηθεί 

µεταβατικό από τα quaternions προς τη διανυσµατική ανάλυση, αλλά δεν επηρέασε 

άµεσα την εξέλιξη του διανυσµατικού λογισµού εξαιτίας κυρίως του πρόωρου 

θανάτου του. 
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 ∆υο φυσικοί, στις αρχές της δεκαετίας του 1880, ο Αµερικάνος Josiah Willard 

Gibbs (1839-1903) και ο Άγγλος Oliver Heaviside (1850-1925), ανεξάρτητα ο ένας 

από τον άλλο και επηρεασµένοι από το Maxwell δηµιούργησαν τη διανυσµατική 

ανάλυση όπως τη γνωρίζουµε σήµερα. ∆ιαπίστωσαν πως η πλήρης άλγεβρα των 

quaternions δεν ήταν απαραίτητη στις εφαρµογές της φυσικής, αλλά αρκούσε το 

εσωτερικό και το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων. Εξάλλου, στον Gibbs 

οφείλουµε το σηµερινό συµβολισµό  και .  .α β α β×

Ας σηµειωθεί εδώ, πως ξεχώρισαν το βαθµωτό µέρος των quaternions από το 

διανυσµατικό. Έτσι, γι’ αυτούς διάνυσµα v είναι: 

v ai bj ck= + +  

όπου i, j, k, είναι τα µοναδιαία διανύσµατα πάνω στους άξονες x, y, z, αντίστοιχα και 

οι πραγµατικοί αριθµοί , b, c είναι οι συνιστώσες του διανύσµατος. α

 Επιπλέον, ο Gibbs µετέτρεψε το σύστηµα αξόνων σε ορθοκανονικό σύστηµα 

και πρότεινε για τη γεωµετρική αναπαράσταση του διανύσµατος το γνωστό µας 

«βέλος». Από την άλλη πλευρά, το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του έργου του 

Heaviside ήταν µίξη των διανυσµατικών µε καρτεσιανές µεθόδους. Το έργο του 

τελευταίου, επηρέασε περισσότερο την επιστηµονική κοινότητα επειδή συνδύασε τα 

διανύσµατα µε τον ηλεκτρισµό. 

 Το έργο των Gibbs και Heaviside ήταν η αιτία για την πυροδότηση πολύ 

έντονων διαµαχών µεταξύ των επιστηµόνων που υποστήριζαν τα διανύσµατα και 

αυτών που υποστήριζαν τα quaternions. Είναι χαρακτηριστικό ότι από το 1890 έως το 

1894 γράφτηκαν 36 άρθρα  σε 8 κορυφαία επιστηµονικά περιοδικά. Τελικά, µέχρι τις 

αρχές του 20ου αιώνα η διανυσµατική ανάλυση επικράτησε σαν εργαλείο για την 

ανάπτυξη της γεωµετρίας και της θεωρητικής φυσικής.  

Σήµερα, χρησιµοποιούµε κυρίως την ανάλυση των τανυστών, η οποία είναι 

γενίκευση του διανυσµατικού λογισµού, και περιέχει το διάνυσµα σαν ειδική 

περίπτωση. 
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2.4. Συµπεράσµατα γνωσιολογικής φύσεως 
 

Όπως έχουµε ήδη τονίσει η παρουσίαση της ιστορικής εξέλιξης του 

διανυσµατικού λογισµού είχε ως βασικό στόχο την εξαγωγή χρήσιµων 

παρατηρήσεων για τη διδακτική των µαθηµατικών. Αν και δεν µπόρεσε να µας 

προµηθεύσει µε κάποιο τρόπο εισαγωγής στο µαθηµατικό αντικείµενο διάνυσµα κατά 

ένα φυσικό τρόπο ή στο εντοπισµό κάποιων επιστηµολογικών εµποδίων, εντούτοις 

είναι πλούσια σε γνωσιολογικά στοιχεία για την γένεση και ανάπτυξη της 

µαθηµατικής γνώσης. 

 

 

2.4.1. Είναι τελικά απαγωγική η δοµή των µαθηµατικών; 

 

Αν ζητηθεί η κατασκευή µιας λίστας µε τα κυριότερα χαρακτηριστικά των 

µαθηµατικών, σίγουρα η αυστηρά απαγωγική τους δοµή θα είναι ένα από 

βασικότερα. Ίσως, µάλιστα, για κάποιους αυτή να είναι και η µεγάλη διαφορά 

των µαθηµατικών από τις φυσικές επιστήµες. 

Τότε, όµως, πως θα δικαιολογούνταν οι τρεις αιώνες που χρειάστηκαν για την 

«νοµιµοποίηση» των µιγαδικών αριθµών; Και πως ήταν δυνατόν, να αποδεχτούν 

µε ζητωκραυγές τόσο τη γεωµετρική τους δικαιολόγηση,  όσο και την αλγεβρική 

τους; ∆υο διαφορετικές δικαιολογήσεις δεν ήταν πάρα πολλές; Αλλά και στην 

ανάπτυξη του διανυσµατικού λογισµού συναντήσαµε ένα γεγονός που εγείρει 

ερωτήµατα. Όπως είδαµε, η σύγχρονη διανυσµατική ανάλυση προέκυψε όταν οι 

Gibbs και Heaviside απαρνήθηκαν τµήµατα του συστήµατος των quaternions του 

Hamilton, µε κριτήρια όµως που επιβλήθηκαν από πρακτικούς λόγους και όχι από 

απαγωγικές απαιτήσεις. 

Τα παραπάνω, σίγουρα, δεν αποδεικνύουν κάτι, αλλά κάνουν και τον πιο 

δύσπιστο να αναρωτιέται µήπως τελικά έχουµε υπερεκτιµήσει την απαγωγική 

δοµή των µαθηµατικών.     
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2.4.2. Η ανάπτυξη των µαθηµατικών υπακούει σε καθαρά ορθολογικά 

κριτήρια;  

 

Αν ίσχυε η παραπάνω άποψη θα έπρεπε το µοναδικό κριτήριο για την 

αποδοχή νέων εννοιών να είναι το αν προκύπτουν απαγωγικά από το σώµα της 

µέχρι τότε αποδεκτής µαθηµατικής γνώσης. Αντίθετα όµως, η φήµη του Hamilton 

έπαιξε καθοριστικό ρόλο στην αποδοχή του συστήµατός του έναντι αυτού του 

Grassmann, ο οποίος ήταν ένας άγνωστος καθηγητής λυκείου χωρίς 

δηµοσιεύσεις. Είναι χαρακτηριστικό πως ο τελευταίος υπέγραψε το 

Ausdehnungslehre (1843) ως 
 Hermann Grassmann 

Lehrer an der Friedrich-Wilhelms-Schule zu Stettin 
 

ενώ ο Hamilton υπέγραψε το Lectures on Quaternions (1853) ως 
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SOCIETIES OF EDINBURGH AND DUBLIN; OF ΤΗΕ CAMBRIDGE PHILOSOPHICAL 

SOCIETY; ΤΗΕ NEW YORK HISTORICAL SOCIETY; ΤΗΕ SOCIETY OF NATURAL SCIENCES 

ΑΤ LAUSANNE; AND OF OTHER SCIENTIFIC SOCIETIES ΙΝ BRITISH AND FOREIGN 

COUNTRIES; ANDREWS' PROFESSOR OF ASTRONOMY ΙΝ ΤΗΕ UNIVERSITY OF DUBLIN; 

AND ROYAL ASTRONOMER OF IRELAND.
5 

 

Εξάλλου όπως παρατηρεί ο Crowe6 την ίδια τύχη µε το Grassmann είχαν και οι 

Lobachevsky και Bolyai, των οποίων οι δηµοσιεύσεις παρέµειναν στην αφάνεια 

µέχρι τη δηµοσίευση επιστολών του διάσηµου Gauss, οι οποίες ώθησαν τη 

µαθηµατική κοινότητα να ενδιαφερθεί για τις µη-Ευκλείδειες γεωµετρίες 

  

 

 

  

                                                           
5 Crowe σελ. 19 
6 Gillies σελ.18 
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2.4.3. Αναπτύσσονται αθροιστικά; 

 

Υποστηρίζεται, συχνά, ότι µια από τις διαφορές των µαθηµατικών από τις 

φυσικές επιστήµες είναι πως αυτά αναπτύσσονται αθροιστικά, και δίνεται σαν 

παράδειγµα η συνύπαρξη της Ευκλείδειας µε τις µη Ευκλείδειες γεωµετρίες. 

 Όµως, όπως διαπιστώσαµε, κατά την εξέλιξη του διανυσµατικού λογισµού 

παρατηρήθηκε µια βαθµιαία µείωση της χρήσης των quaternions, ενώ παράλληλα 

αυξανόταν ο αριθµός των επιστηµόνων που χρησιµοποιούσαν τα διανύσµατα. 

Αυτή η παρακµή τους συστήµατος των quaternions οδήγησε τελικά στην 

εγκατάλειψη τους σχεδόν από όλη τη µαθηµατική κοινότητα. Μπορεί επίσηµα να 

µην έχουν απορριφθεί, αλλά η ολοκληρωτική επικράτηση του διανυσµατικού 

λογισµού είναι πια αδιαµφισβήτητη. 

  

 

2.4.4. Μεταφυσική και Μαθηµατικά. 

 

Αν και στη πλειονότητά τους οι µαθηµατικοί είναι βέβαιοι πως τα µαθηµατικά 

είναι απαλλαγµένα από τη µεταφυσική και γενικότερα από ιδέες ανεξάρτητες από 

το περιεχόµενό τους, µια έρευνα σε βάθος ίσως αποκαλύψει µια εντελώς 

διαφορετική πραγµατικότητα.  

Ας αρχίσουµε µε το Hamilton, ο οποίος επηρεασµένος και από τον Kant 

οδηγήθηκε στο αξιοσηµείωτο συµπέρασµα πως αφού η γεωµετρία είναι η 

επιστήµη του χώρου, και αφού ο χρόνος και ο χώρος είναι «καθαρές 

αισθητηριακές µορφές της διαίσθησης», εποµένως τα υπόλοιπα µαθηµατικά θα 

πρέπει να ανήκουν στο χρόνο. Είναι αλήθεια ότι η µια διάσταση του χρόνου 

ταιριάζει µε το µονοδιάστατο αριθµητικό σύστηµα, κάτι που ίσως παρέσυρε και 

το Hamilton. Πάντως οι µεταφυσικές αιτιολογήσεις µε τις οποίες προµήθευσε το 

σύστηµά του, δε διαχωρίστηκαν από το υπόλοιπο µαθηµατικό περιεχόµενο, 

τουλάχιστον από τον ίδιο. 

Από την άλλη πλευρά η αντιµετώπιση της γνώσης, από το Grassmann, ως 

σύνολο, το οποίο περιλαµβάνει ερωτήµατα τόσο για τις βάσεις όσο και τη µορφή 

της γνώσης ταιριάζει περισσότερο µε τις απόψεις του Leibniz. Εξάλλου και οι δυο 
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είχαν σαν κύριο στόχο την κατασκευή ενός βολικού λογισµού ή µιας τέχνης 

χειρισµού συµβόλων µε καθορισµένους κανόνες και την παραγωγή αληθών 

προτάσεων για τα πράγµατα που αντιπροσωπεύουν τα σύµβολα. Κεντρικό τους 

ενδιαφέρον ήταν η επινόηση ενός λογισµού που να χρησιµοποιεί τόσο την 

ανάλυση όσο και τη σύνθεση, και ο οποίος να εφαρµόζεται απευθείας στις 

γεωµετρικές οντότητες.7 Ακόµη, ο Grassmann επηρεασµένος από την 

αποκαλούµενη «συνδυαστική σχολή» των Γερµανών µαθηµατικών στις αρχές του 

19ου αιώνα, όρισε τα µαθηµατικά ως την επιστήµη των µορφών, τονίζοντας τη 

διαφορά ανάµεσα σε αυτήν την άποψη και εκείνη που θεωρεί τα µαθηµατικά ως 

επιστήµη των µεγεθών. Έτσι για παράδειγµα, οι βασικές έννοιες της επιστήµης 

της µορφή, ισότητα και συνδυασµός,  διαδραµάτισαν κυρίαρχο ρόλο στο έργο 

του.8   

Τόσο στη θεωρία του Hamilton όσο και του Grassmann, το φιλοσοφικό 

κάλυµµα, µε το οποίο τις έντυσαν, αποτέλεσε τροχοπέδη για την εξέλιξη και 

αναγνώριση των µαθηµατικών τους εννοιών. Όµως οι ίδιοι θεωρούσαν τις 

µεταφυσικές τους ιδέες αναπόσπαστα δεµένες µε την υπόλοιπη θεωρία τους σε 

τέτοιο βαθµό που µέχρι το τέλος της ζωής τους πάσχιζαν για την εδραίωσή τους. 

 
 

 

2.4.5. Κατά πόσο η αυστηρότητα, η απόδειξη και η βεβαιότητα στα 

µαθηµατικά είναι ανεξάρτητα από το χρόνο; 

 

Τόσο η εξέλιξη των µιγαδικών αριθµών όσο και των υπόλοιπων υπεραριθµών 

(hypernumber), σηµαδεύτηκε από τη σταδιακή αλλαγή των κριτηρίων 

αυστηρότητας για το αν µπορούν να θεωρηθούν µαθηµατικές οντότητες. Και αυτό 

το στοιχείο δεν είναι το µοναδικό, όπως υποστηρίζεται από τον Crowe (1992)9, 

που µας προµηθεύει η ιστορία των µαθηµατικών για το ότι χαρακτηριστικά των 

µαθηµατικών όπως η αυστηρότητα, η απόδειξη και η βεβαιότητα υπόκεινται σε 

συνεχή αλλαγή. 

                                                           
7 Πληρέστερη και αναλυτικότερη παρουσίαση στο Otte (1989) 
8 Τόσο στο Boyer σελ. 655 όσο και στο Crowe σελ. 54-77 φαίνεται το πόσο σηµαντικό ρόλο έπαιξαν 
οι φιλοσοφικές ιδέες του στην ανάπτυξη του συστήµατός του.  
9 Gillies (1992) σελ. 15-19  
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Εδώ θα ήταν χρήσιµο να παραθέσουµε τα λόγια του Morris Kline (1993, σελ. 

89) :   
Μπορούµε να πούµε χωρίς κίνδυνο να πέσουµε έξω, ότι καµία απόδειξη που δόθηκε 

τουλάχιστον µέχρι τα 1800, σε οποιονδήποτε κλάδο των µαθηµατικών, εκτός 

ενδεχοµένως από τη θεωρία αριθµών, δεν θα µπορούσε να κριθεί επαρκής µε τα πρότυπα 

του 1900. Τα πρότυπα του 1900 πάλι δεν είναι αποδεκτά σήµερα. 
 

, που είναι χαρακτηριστικά του γεγονότος πως η αυστηρότητα, µε την οποία 

παρουσιάζονται τα µαθηµατικά αντικείµενα στα διάφορα εγχειρίδια ή σχολικά 

βιβλία, είναι καθυστερηµένο απόκτηµα στην ιστορική εξέλιξη των αντίστοιχων 

αντικειµένων.  Αυτό δε θα πρέπει να το ξεχνάει ο εκπαιδευτικός. Είναι πολύ 

σηµαντικό να δίνει µεγαλύτερη βαρύτητα στην εξοικείωση µε τις έννοιες και τη 

διαισθητική τους κατανόηση, και όχι στην αυστηρότητα, η οποία εξάλλου θα 

«επιβληθεί» µε το πέρασµα των ετών.  

 

 

2.4.6. Η ψυχολογία της δηµιουργίας  

 

Συχνά συµβαίνει να επινοούµε τις καλύτερες ιδέες µας όταν δεν 

ασχολούµαστε τυπικά µε ένα θέµα, κατά τη διάρκεια ενός περιπάτου, µετά από 

ένα καλό γεύµα ή και κάποια νύχτα που έχουµε αϋπνία10. Τη στιγµή αυτή της 

γένεσης µιας ιδέας, της δηµιουργίας, συµβαίνει ένα µικρό θαύµα «η ψυχή 

φλέγεται» όπως έλεγε ο Μότσαρτ. Η΄ σύµφωνα µε το βιολόγο Nicolle «Μέσα στη 

λάµψη µιας αστραπής, το µέχρι εκείνη τη στιγµή σκοτεινό πρόβληµα … λούζεται 

στο φως»11.  

 Μια τέτοια στιγµή αιφνίδιας φώτισης χαρακτηρίζει και ο Hamilton την 

επινόηση των quaternions. Μια µέρα του 1843 , καθώς περπατούσε µε τη γυναίκα 

του κατά µήκος του Royal Canal, «… ένα υπόγειο ρεύµα της σκέψης πήγαινε στο 

µυαλό µου, το οποίο έδωσε επιτέλους ένα αποτέλεσµα, περί του οποίου δεν είναι 

υπερβολικό να πω ότι αισθάνθηκα αµέσως τη σηµασία. Ένα ηλεκτρικό κύκλωµα 

                                                           
10 Hadamard (1991)  
11 ibid σελ. 31 
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φάνηκε να κλείνει: και ένας σπινθήρας έλαµψε εµπρός,…  »12, όπως το διηγείται 

ο ίδιος στο γιο του. 

 

2.4.7. Ο µύθος της ευφυίας 

 

Πόσες φορές έχουν ειπωθεί άραγε οι φράσεις : είναι χαζός µαθητής, δεν 

«παίρνει» τα γράµµατα! Αν και το µεγαλύτερο τµήµα, τουλάχιστον, των 

ερευνητών στο χώρο της διδακτικής, κατακρίνουν αυτές τις απόψεις, η 

συντριπτική πλειονότητα των εκπαιδευτικών λίγο ως πολύ χρησιµοποιούν 

«µεταφυσικές» θεωρίες περί ταλέντων για την περιγραφή των φαινοµένων. Οι πιο 

µετριοπαθείς από αυτούς υποστηρίζουν πως ναι µεν όλοι  οι µαθητές είναι ικανοί 

να κατανοήσουν τα µαθηµατικά του λυκείου ή και του πανεπιστηµίου, αλλά µια 

πολύ µικρή µειονότητα ανθρώπων έχουν το χάρισµα, ταλέντο να δηµιουργήσουν 

στο χώρο των µαθηµατικών.  Τελικά, όµως, αυτές οι θεωρήσεις σώζουν τα 

φαινόµενα; 

 Όπως διαπιστώσαµε ο Hamilton ήταν ένα παιδί που θα µπορούσε να το 

χαρακτηρίσει κάποιος χαρισµατικό ή ταλαντούχο. Ήδη σε ηλικία δεκατριών ετών 

γνώριζε σε κάποιο βαθµό δεκατρείς γλώσσες, στα δεκάξι του εντόπισε ένα λάθος 

στη Mécanique Céleste του Laplace, ενώ πριν ακόµα τελειώσει τις σπουδές του 

διορίστηκε Βασιλικός Αστρονόµος της Ιρλανδίας, διευθυντής του 

Αστεροσκοπείου Dunsink και καθηγητής Αστρονοµίας στο πανεπιστήµιο του 

Dublin. Από την άλλη πλευρά όµως, ο Grassmann ακολούθησε µια εντελώς 

διαφορετική διαδροµή. Τόσο στα πρώτα χρόνια των σπουδών του όσο και κατά 

τη διάρκεια των πανεπιστηµιακών του σπουδών, στη φιλοσοφία και θεολογία, δεν 

έδειξε καµία ιδιαίτερη πνευµατική ικανότητα, ούτε πρωτοτυπία σκέψης. Είναι 

χαρακτηριστικό πως ο πατέρας του, καθηγητής λυκείου στις φυσικές επιστήµες 

και τα µαθηµατικά, δήλωνε πως θα ήταν ευχαριστηµένος αν ο γιος του γινόταν 

κηπουρός ή τεχνίτης. Εύλογα γεννάται το ερώτηµα πως ο «ατάλαντος» 

Grassmann κατάφερε να δηµιουργήσει ένα σύστηµα εξίσου καλό ή και καλύτερο 

από αυτό που κατασκεύασε µια ιδιοφυία σα το Hamilton; Μήπως το φαινόµενο 

                                                           
12 …an under-current of thought was going in my mind, which gave at last a result, whereof it is not to 
much to say that I felt at once the importance. An electric circuit seemed to close: and a spark flashed 
forth,… (Crowe σελ. 29) 
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της δηµιουργίας είναι πολυπλοκότερο από αυτό που αντιλαµβάνονται οι 

υποστηριχτές των θεωριών περί «ταλέντων»;  

Πιο αποκαλυπτικός είναι όµως ο Papert, ο οποίος χαρακτηρίζει τις θεωρίες για 

τα ταλέντα ως «µορφωτικές τοξίνες», οι οποίες µολύνουν την εικόνα του µαθητή, 

που σχηµατίζουν οι άνθρωποι για τους εαυτούς τους. Όλα είναι κανονισµένα 

ώστε να αποδώσουν τα παιδιά τις πρώτες τους αποτυχίες ή δυσάρεστες εµπειρίες 

στη µάθηση, στις ανικανότητές τους. Σαν αποτέλεσµα τα παιδιά αντιλαµβάνονται 

την αποτυχία ως παραποµπή τους στην οµάδα των «χαζών ανθρώπων», ή πιο 

συχνά, στην οµάδα των ανθρώπων που είναι «χαζοί στο χ» (όπου ο άγνωστος χ 

είναι συχνά τα µαθηµατικά). Μέσα σ’ αυτό το πλαίσιο, τα παιδιά θα ορίζουν τους 

εαυτούς τους µε τους περιορισµούς τους και αυτός ο ορισµός θα εδραιώνεται και 

θα ενισχύεται σ’ όλη τους τη ζωή.13 

 Ίσως το σηµαντικότερο µήνυµα που θα µπορούσε να βγει από τα παραπάνω 

είναι πως όλοι έχουν δικαίωµα στη δηµιουργία, αρκεί να το διεκδικήσουν.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
13 Papert σελ. 22,23,62,64 
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3.  Η θέση του διανύσµατος στο ελληνικό σχολείο 
 
  
 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα προσπαθήσουµε πρώτα-πρώτα να παρουσιάσουµε 

συνοπτικά τη θέση του διανύσµατος στα αναλυτικά προγράµµατα από το 1833 µέχρι 

σήµερα, εκτός των περιόδων της γερµανικής κατοχής και του εµφυλίου πολέµου, και 

στη συνέχεια να περιγράψουµε τον τρόπο εισαγωγής της έννοιας του διανύσµατος 

που ακολουθείται από τα σύγχρονα ελληνικά σχολικά βιβλία. 

 

 

3.1.  Η θέση του διανύσµατος στα αναλυτικά προγράµµατα14 
 

Από το πρώτο αναλυτικό πρόγραµµα του 1833 µέχρι αυτό του 1966, µε το 

οποίο τα διανύσµατα καθιερώνονται στη ∆ευτεροβάθµια Εκπαίδευση, τα διανύσµατα 

δεν περιλαµβάνονται στην διδακτέα ύλη. Μόνη εξαίρεση αποτελεί το αναλυτικό 

πρόγραµµα του 1922, το οποίο ανέφερε τα διανύσµατα για τις ανάγκες της 

Τριγωνοµετρίας στο Λύκειο. 

Από το 1966 µέχρι σήµερα έχουν εκδοθεί τέσσερις διαφορετικές σειρές 

σχολικών βιβλίων µαθηµατικών και σε κάθε µια από τις οποίες επιφυλασσόταν 

διαφορετική προσέγγιση στην έννοια του διανύσµατος. 

Καταρχάς, την περίοδο 1967-1969, η Ελλάδα ακολούθησε τη 

µεταρρυθµιστική κίνηση των «αυστηρών» µοντέρνων Μαθηµατικών. Εθνικές 

αντιδράσεις εναντίον της αντι-Ευκλείδεια κίνησης είχαν ως αποτέλεσµα από το ένα 

µέρος την εκλογή αυστηρής, αξιωµατικής θεµελίωσης και φορµαλισµού του Hilbert, 

και από το άλλο µέρος την εισαγωγή ενός αξιοσηµείωτα νέου υλικού από την 

διανυσµατική ανάλυση και από τους γεωµετρικούς µετασχηµατισµούς. Τα 

διανύσµατα εισάγονται και στις τρεις τάξεις του Γυµνασίου καθώς και στο Λύκειο, 

για την µελέτη των γεωµετρικών µετασχηµατισµών και των πραγµατικών αριθµών. 

Τα εφαρµοστά και ελεύθερα διανύσµατα ορίζονται βάσει της έννοιας των κλάσεων 

ισοδυναµίας. 

Από το 1969 έως το 1977 περάσαµε στη φάση των µετριασµένων µοντέρνων 

Μαθηµατικών, µε κύριο χαρακτηριστικό την απλοποίηση της µορφής και την 

                                                           
14  Γαγάτσης & ∆ηµητριάδου (1995) και Βαϊνάς (2000) 
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απουσία οποιουδήποτε αξιώµατος. Έτσι, έννοιες όπως αυτές των ίσων και ελεύθερων 

διανυσµάτων δίνεται µε ένα απλό τρόπο, ενώ ο όρος «κλάση ισοδυναµίας» δεν 

αναφέρεται. Παραδείγµατα από τη Φυσική (κίνηση αυτοκινήτου) χρησιµοποιούνται 

για την εισαγωγή των νέων εννοιών. Ακόµη, το διάνυσµα χρησιµοποιείται για την 

µελέτη των ρητών αριθµών. 

Στο τέλος της δεκαετίας του εβδοµήντα (1977-1988) µια νέα µεταρρύθµιση 

έλαβε χώρα στα Ελληνικά σχολικά Μαθηµατικά, η οποία ήταν στο πνεύµα των νέων 

Μαθηµατικών και έγιναν σοβαρές προσπάθειες για να απελευθερωθούν τα σχολικά 

Μαθηµατικά από την παράδοση. Αξίζει να σηµειωθεί το ευρύτερο άνοιγµα σε θέµατα 

εκτός Μαθηµατικών. Έτσι, για παράδειγµα από την Γεωµετρία, Φυσική, Ιστορία και 

την καθηµερινή ζωή χρησιµοποιούνται για την µελέτη των διανυσµάτων. Τα 

διανύσµατα χρησιµοποιούνται για την µελέτη των ακεραίων και των γεωµετρικών 

µετασχηµατισµών στο επίπεδο και στον τρισδιάστατο χώρο. 

Περί το 1987 άρχισε µια καινούρια φάση για την ελληνική µαθηµατική 

εκπαίδευση µε µια φανερή αποµάκρυνση από τις αρχές των νέων Μαθηµατικών. Τα 

νέα βιβλία έχουν απαλλαχθεί από την υπερβολική χρήση της θεωρίας και τον 

υπερβολικό συµβολισµό. ∆ίνεται έµφαση στη σύνδεση των Μαθηµατικών µε τις 

άλλες επιστήµες και την καθηµερινή ζωή. Όροι όπως εφαρµοστό διάνυσµα, κλάση 

ισοδυναµίας και ιδιότητες ισότητας παραλείπονται. Αντί αυτών, εισάγονται οι 

συντεταγµένες του διανύσµατος.  

 

 

3.2.  ∆ιάφορες προσεγγίσεις της έννοιας του διανύσµατος 
  

Αλλά τι είναι διάνυσµα; Φαίνεται ότι δεν υπάρχει µοναδική απάντηση σε αυτήν 

την ερώτηση. Έτσι, συναντάµε τις ακόλουθες προσεγγίσεις ορισµού της έννοιας του 

διανύσµατος: 

 φυσική: τα διανύσµατα είναι έννοιες οι οποίες α) έχουν µέτρο και 

κατεύθυνση και β) προστίθενται σύµφωνα µε τον κανόνα των 

µετατοπίσεων (∆απόντες & Κασσέτας, 1999), 

 γεωµετρική: το διάνυσµα ορίζεται ως ένα προσανατολισµένο 

ευθύγραµµο τµήµα , δηλαδή ως ένα ευθύγραµµο τµήµα του οποίου τα 

άκρα θεωρούνται διατεταγµένα (Αδαµόπουλος κ.α., 2003), 
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 αναλυτική: κάθε διάνυσµα  του επιπέδου γράφεται κατά µοναδικό 

τρόπο στη µορφή  … και θα το συµβολίζουµε µε το 

διατεταγµένο ζεύγος (x,y) (Αδαµόπουλος & αλ., 2003), 

α

yxi jα = +

 αξιωµατική: διανύσµατα ονοµάζονται οι κλάσεις ισοδυναµίας µιας 

σχέσης, ή τα στοιχεία διανυσµατικού χώρου (Μποζαπαλίδης, 1994), 

 σχετική µε την κίνηση: ως µια παράλληλη µεταφορά όλου του χώρου, ή 

µια κλάση ισοδύναµων µετατοπίσεων (Marjoram15). 

 

Επίσης αναφέρονται16 ειδικοί τύποι διανυσµάτων όσον αφορά τα χαρακτηριστικά 

τα οποία είναι απαραίτητα για τον προσδιορισµό τους: 

• Το ολισθαίνον διάνυσµα είναι ένα µέγεθος στο οποίο η ευθεία 

ενέργειας, όπως επίσης το µέτρο και η κατεύθυνση πρέπει να 

προσδιορίζονται. 

• Το εφαρµοστό διάνυσµα είναι ένα ειδικό διάνυσµα που τοποθετείται σε 

ένα σηµείο. 

• Το ελεύθερο διάνυσµα είναι µια ποσότητα που προσδιορίζεται πλήρως 

µόνο από το µέτρο και την κατεύθυνση. 

 

 

3.3. Πως εισάγεται η έννοια του διανύσµατος στα διδακτικά 

συγγράµµατα; 
 

Το µόνο σχολικό σύγγραµµα του Γυµνασίου όπου τα διανύσµατα διδάσκονται 

σαν αυτοδύναµη ενότητα, είναι τα Μαθηµατικά της Γ΄ τάξης (Αλιµπινίσης κ.α., 

1989). Χρησιµοποιούνται παραδείγµατα από τη Φυσική για την εισαγωγή των 

εννοιών που σχετίζονται µε το διάνυσµα και για την παρουσίαση ιδιοτήτων και 

πράξεων µε διανύσµατα. Ακόµη, γίνεται διάκριση ανάµεσα στα αριθµητικά και 

διανυσµατικά µεγέθη. Αλλά εδώ πρέπει να τονιστεί πως το συγκεκριµένο κεφάλαιο 

είναι εκτός ύλης, µε αποτέλεσµα να µην διαδραµατίζει κάποιο ρόλο στην γνωστική 

ανάπτυξη των µαθητών. 

                                                           
15 στο Γαγάτσης & ∆ηµητριάδου, 1995 
16 στο ίδιο 
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Ουσιαστικά η πρώτη επαφή των µαθητών µε την µαθηµατική έννοια 

«διάνυσµα» γίνεται στην Β΄ Λυκείου. Εισάγεται ως ένα προσανατολισµένο 

ευθύγραµµο τµήµα του οποίου τα άκρα θεωρούνται διατεταγµένα, και δεν γίνεται 

καµία αναφορά στα ελεύθερα ή στα εφαρµοστά. Όµως, µε την εισαγωγή της έννοιας 

της ισότητας των διανυσµάτων, κάθε διάνυσµα παραµένει «αναλλοίωτο» αν 

µετακινηθεί παράλληλα προς την αρχική του θέση.  Έτσι, κάθε διάνυσµα του χώρου 

είναι ίσο µε ένα µοναδικό διάνυσµα που έχει αρχή ένα σταθερό σηµείο Ο (σηµείο 

αναφοράς). 

Ως γωνία δυο διανυσµάτων  και  ορίζεται η κυρτή γωνία 

. Εποµένως, αν θ = , τότε 0 ≤ θ π. Σύµφωνα µε το αναλυτικό πρόγραµµα, 

η επιλογή αυτή διευκολύνει το διανυσµατικό λογισµό και δεν επιβαρύνει τους 

µαθητές µε νέο συµβολισµό. 

αΟΑ =

≤

βΟΒ =

∧

ΑΟΒ
∧

ΑΟΒ

Οι πράξεις της πρόσθεσης διανυσµάτων και του πολλαπλασιασµού 

διανυσµάτων µε αριθµό, καθώς και οι βασικές τους ιδιότητες, παρουσιάζονται µε τη 

βοήθεια της γεωµετρικής εποπτείας και τονίζεται ιδιαίτερα ότι ένα οποιοδήποτε 

διάνυσµα  µπορεί να γραφτεί ως διαφορά  όπου Ο είναι ένα 

οποιοδήποτε σηµείο του χώρου. Όσον αφορά τη τριγωνική ανισότητα 

AB OB OA−

α β β α β− ≤ ≤ +

//α β λβ

α +

α⇔ =

 τονίζεται ότι η αριστερή ισότητα ισχύει όταν τα 

διανύσµατα είναι αντίρροπα, ενώ η δεξιά ισότητα όταν τα διανύσµατα είναι 

οµόρροπα. Η ικανή και αναγκαία συνθήκη παραλληλίας δυο διανυσµάτων: 

, όταν 0 , χρησιµοποιείται για την απόδειξη της 

συγγραµµικότητας τριών σηµείων. 

β ≠

Στη συνέχεια, µε τη βοήθεια ενός ορθοκανονικού συστήµατος ένα διάνυσµα 

συµβολίζεται ως ένα διατεταγµένο ζεύγος µε στοιχεία τις συντεταγµένες του και έτσι 

διευκολύνεται ο λογισµός των διανυσµάτων. Με αφορµή την απόδειξη της ικανής και 

αναγκαίας συνθήκης παραλληλίας δυο διανυσµάτων =(xα 1,y1) και =(xβ 2,y2): 

1 1

2 2

//
x y
x y

α β = , εισάγεται ο συµβολισµός det( ) = ,α β 1

2 2

x y
x y

1  ο οποίος θα 

χρησιµοποιηθεί και για την έκφραση του εµβαδού τριγώνου. 

Τέλος, ορίζεται το εσωτερικό γινόµενο δυο διανυσµάτων και αποδεικνύονται 

οι βασικές του ιδιότητες. Το εσωτερικό γινόµενο αποτελεί τη σηµαντικότερη ενότητα 
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του κεφαλαίου των διανυσµάτων και αυτό φαίνεται από την ποικιλία των εφαρµογών 

του. Οι διάφορες εκφράσεις του εσωτερικού γινοµένου, επιτρέπουν τον υπολογισµό 

του µέτρου ενός διανύσµατος και της γωνίας δυο διανυσµάτων, καθώς και τη 

ευκολότερη απόδειξη πολλών προτάσεων της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. 

Συνοπτικά, σύµφωνα µε το αναλυτικό πρόγραµµα, µε τη διδασκαλία του 

κεφαλαίου που περιέχει το διανυσµατικό λογισµό, επιδιώκεται: 

 Να εξοικειωθούν οι µαθητές µε το λογισµό των διανυσµάτων, ώστε να 

ανταποκρίνονται επιτυχώς στις απαιτήσεις άλλων κλάδων που 

χρησιµοποιούν διανύσµατα (Κινηµατική, Ηλεκτρισµός κτλ.) 

 Να προσεγγίσουν οι µαθητές γεωµετρικά θέµατα µέσω των 

διανυσµάτων, µια προσέγγιση που σε πολλές περιπτώσεις διευκολύνει 

τη µελέτη και την εξαγωγή των συµπερασµάτων. 

 Να µπορούν οι µαθητές να χρησιµοποιούν τα διανύσµατα στη µελέτη 

θεµάτων της Αναλυτικής Γεωµετρίας και των µιγαδικών αριθµών.   
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4.  Παρουσίαση επιλεγµένων ερευνών  
 

 

Η έννοια του διανύσµατος είναι πολυδιάστατη και εµπλέκει πολλά επίπεδα 

κατασκευής της γνώσης. Αυτά σε συνδυασµό µε τα πολλά πλαίσια εµφάνισή της – 

αλγεβρικό, γεωµετρικό και φυσικό, δηµιουργούν πολλά προβλήµατα τόσο στην 

διδασκαλία της όσο και στην κατανόησή της. 

Στην έρευνα για τα διανύσµατα στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση υπάρχουν 

πολύ λίγες αναφορές στην ανάπτυξη της εννοιολογικής σκέψης από την πλευρά των 

µαθηµατικών. Κυρίως συναντάµε την έννοια του διανύσµατος σε εργασίες σχετικές 

µε τη µηχανική.  

 

 

4.1.  Οι πρώτες έρευνες από τους Aguirre και Erickson 
 

Οι Jose Aguirre και Gaalen Erickson (1984) ερευνούν την  κατανόηση του 

διανύσµατος στο πλαίσιο της φυσικής και αντιµετωπίζουν τις ιδέες των µαθητών στις 

οποίες η µαθηµατική έννοια εµπλέκεται µε φυσικές έννοιες, όπως η θέση, η 

µετατόπιση και η ταχύτητα. Προτείνουν  ότι “οι δάσκαλοι θα µπορούσαν [...] να 

χτίσουν επάνω στις διαισθήσεις των σπουδαστών (που αναπτύσσονται µέσω της 

καθηµερινής εµπειρίας) συσχετίζοντας αυτές τις διαισθήσεις µε τα πιο τυπικά πλαίσια 

προβλήµατος στην επιστηµονική περιοχή.” (σελ. 440). Όπου µε τον όρο διαισθήσεις 

εννοούν τις αντιλήψεις των µαθητών για τον φυσικό κόσµο πριν την τυπική 

διδασκαλία. 

Εντούτοις τα δίκτυα των διανυσµατικών εννοιών που παράγουν µετά από την 

έρευνα τους δεν παρουσιάζουν οποιαδήποτε ένδειξη της µαθηµατικής έννοιας του 

διανύσµατος. Κατά την άποψή τους το διάνυσµα συνδυάζεται µε τα διανυσµατικά 

µεγέθη, τα οποία είναι δυσκολότερο να γίνουν κατανοητά από τους µαθητές παρά την 

εµπειρία που έχουν από αυτά στη ζωή τους, όπως φαίνεται και από τις απόµενες 

έρευνες.  
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4.2.  Οι προσπάθειες των Graham, Berry και Rowlands 
 

Στην ίδια κατεύθυνση κινήθηκαν και οι Ted Graham, John Berry και Stuart 

Rowlands, οι οποίοι µελέτησαν την έννοια του διανύσµατος µέσα από την κατανόηση 

των διανυσµατικών µεγεθών της µηχανικής.  

Αρχικά (Graham & Berry, 1990) θέλησαν να ερευνήσουν το πώς οι µαθητές 

αντιλαµβάνονται τις έννοιες της Μηχανικής, πριν ακόµα τις διδαχθούν σε σχολικά 

µάθηµα φυσικής ή µαθηµατικών, δηλαδή προσπάθησαν να εντοπίσουν τις 

διαισθητικές τους ιδέες και τυχόν παρανοήσεις τους. Στους στόχους τους 

συµπεριλαµβανόταν και η βοήθεια στους καθηγητές των µαθηµατικών, αφού θα 

αποκαλυπτόταν το γνωστικό υπόβαθρο των µαθητών τους. Έτσι θα µπορούσαν να 

καθοδηγήσουν τους µαθητές στην ουσιαστική µάθηση, εκτοπίζοντας τις 

προηγούµενες λανθασµένες τους ιδέες.  

Στη συνέχεια της ερευνάς τους (Graham & Berry, 1991), προσπάθησαν να 

αναπτύξουν στρατηγικές διδασκαλίας µε τις οποίες θα µπορούσαν να διορθώσουν τις 

παρανοήσεις των µαθητών στις έννοιες της µηχανικής ώστε να µην µεταφερθούν 

αυτές αργότερα στο µάθηµα των µαθηµατικών. Ας σηµειωθεί εδώ πως στο αναλυτικό 

πρόγραµµα της Αγγλίας η µηχανική επιτελούσε εισαγωγικό και υποβοηθητικό ρόλο 

στην κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών, στη µοντελοποίηση και στην επίλυση 

προβλήµατος, τουλάχιστον το διάστηµα που γινόταν η έρευνα.   

Ακολούθησαν αρκετά άρθρα (Graham & Berry, 1992, Graham & Berry, 1993, 

Graham & Berry, 1996, Graham & Berry, 1997, Rowlands, Graham & Berry, 1998) 

µε στόχο τον προσδιορισµό των δυσκολιών που συναντούν οι µαθητές, δίνοντας 

προοδευτικά όλο και περισσότερη έµφαση στην κατασκευή µοντέλων για το πώς 

αναπτύσσεται η κατανόηση των εννοιών. Αντιµετώπισαν όµως κάθε διανυσµατικό 

µέγεθος µεµονωµένα, χωρίς να προσπαθούν να εντοπίσουν τα κοινά τους στοιχεία, τα 

κοινά τους προβλήµατα στην κατανόηση και τελικά την κοινή τους µαθηµατική 

δοµή. Κατά την άποψή τους το διάνυσµα συνδυάζεται µε τα διανυσµατικά µεγέθη, τα 

οποία είναι δυσκολότερο να γίνουν κατανοητά από τους µαθητές παρά την εµπειρία 

που έχουν από αυτά στη ζωή τους. Οι Rowlands, Graham & Berry (1999) 

παρατήρησαν ότι «οι διάφορες προσπάθειες για την ταξινόµηση των εννοιολογικών 

κατασκευών των σπουδαστών ήταν µη επιτυχηµένες[... ]. Μια ταξινόµηση τους µπορεί 

να είναι αδύνατη επειδή οι εκτιµήσεις των παρερµηνειών απαιτούν να λάβουµε υπόψη 
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το συγκεκριµένο πλαίσιο µέσα στο οποίο η παρερµηνεία εµφανίζεται [... ] και πώς η 

παρερµηνεία συνδέεται µε τις άλλες µορφές συλλογισµού» (σελ. 247). Η βασικότερη 

αιτία που µπορεί να παραγάγει πολλές παρανοήσεις είναι ξεχασµένη, και αυτή είναι η 

µη σαφής µαθηµατική γνώση του διανύσµατος. 

 

 

4.3.  Η συνεισφορά της Forster 
 

Οι Patricia Forster και Peter Taylor προσπάθησαν να ερευνήσουν την εξέλιξη 

της κατανόησης της έννοιας του διανύσµατος από τους µαθητές. Ενδιαφέρθηκαν για 

το µαθηµατικό περιεχόµενο της έννοιας, αλλά η εισαγωγή στο διάνυσµα έγινε µέσα 

από έργα που αφορούσαν πραγµατικές καταστάσεις και µε τη διαµεσολάβηση 

υπολογιστών τσέπης µε γραφικά (graphics calculators). 

Για να µπορέσουν να µελετήσουν την ανάπτυξη της γνώσης βασίστηκαν τόσο 

στις κατηγορίες της µαθηµατικής κατανόησης των Gray και Tall (1994), όσο και στις 

θεωρίες των Hiebert και Carpenter (1992), Sfard (1991). Ειδικότερα ενδιαφέρθηκαν 

να εντοπίσουν πότε ο µαθητής, κατά την εκπαιδευτική διαδικασία, χρησιµοποιεί τις 

συµβολικές εκφράσεις διαδικαστικά και πότε ως αντικείµενα. 

∆υστυχώς, κατά τη γνώµη µας, οι ερευνητές «χάνονται» στην παρουσίαση 

παρατηρήσεων, που αφορούν τον κοινωνικό κονστρουκτιβισµό, τους υπολογιστές 

τσέπης µε γραφικά, τον αναστοχασµό, την ανάπτυξη της γνώσης, χωρίς να 

εµβαθύνουν στην κατανόηση της έννοιας του διανύσµατος. Παρόλα αυτά, η ερευνά 

τους παρουσιάζει για µας ιδιαίτερο ενδιαφέρον  αφού συνδυάζοντας τη θεωρία των 

δικτύων των Hiebert και Carpenter και τη θεωρία των σταδίων της Sfard, διαχώρισαν 

το µέτρο του διανύσµατος από την κατεύθυνσή του, προτείνοντας (Forster και Taylor, 

2000) το παρακάτω σχήµα: 
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Όπως βλέπουµε θεώρησαν το µέτρο (ABS) ως έναν κόµβο του δικτύου και τη 

κατεύθυνση (ARG) ως άλλο, οι οποίοι βέβαια συνδέονται µεταξύ τους. Εδώ ίσως να 

πρέπει να σηµειώσουµε πως αυτός ο διαχωρισµός σχεδόν «επιβλήθηκε» από τη 

χρήση των υπολογιστών τσέπης µε γραφικά, αφού ο υπολογισµός του µέτρου ενός 

διανύσµατος γίνεται µε διαφορετικό τρόπο (µε τη συνάρτηση ABS) από τον 

υπολογισµό της γωνίας (µε τη συνάρτηση ARG). 

 

 

4.4. Οι έρευνες των ∆ηµητριάδου, Γαγάτση και Τζανάκη  
 

Οι αντιλήψεις των µαθητών για το διάνυσµα, ως µαθηµατικό αντικείµενο και 

εργαλείο, αποτέλεσαν το  πεδίο συστηµατικής έρευνας από τους Ελένη ∆ηµητριάδου, 

Αθανάσιο Γαγάτση και Κωνσταντίνο Τζανάκη. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η καταγραφή των προβληµάτων και των 

παρανοήσεων (Γαγάτσης & ∆ηµητριάδου, 1995, ∆ηµητριάδου & Γαγάτσης, 199?,  

∆ηµητριάδου & Τζανάκης, 2003, Demetriadou & Tzanakis, 2003) που προκύπτουν 

από τις εσφαλµένες αντιλήψεις των µαθητών. Συνοπτικά τους µαθητές δυσκολεύει: 
 

1. Η έννοια της φοράς του διανύσµατος. Οι περισσότεροι µαθητές 

συγχέουν το µαθηµατικό της περιεχόµενο µε αντιλήψεις και σηµασίες 

από την καθηµερινή ζωή και τη Φυσική. Έτσι δεν αναγνωρίζουν τη 

φορά ως κύριο χαρακτηριστικό του διανύσµατος και την αγνοούν 

στους συλλογισµούς τους. 

2. Η έννοια της διεύθυνσης, η οποία όµως φαίνεται να προκαλεί λιγότερα 

προβλήµατα και µε ασθενέστερη ένταση. Κυρίως παρουσιάστηκε 

σύγχυση µεταξύ διεύθυνσης και φοράς, έννοιες που οι µαθητές δεν 

µπορούσαν να διαχωρίσουν εύκολα, κάτι που αποτέλεσε πηγή πολλών 

λαθών. 

3. Ο χειρισµός του συµβολισµού των διανυσµάτων όταν 

χρησιµοποιούνται κεφαλαία γράµµατα (εφαρµοστά διανύσµατα) σε 

αντίθεση µε τα µικρά (ελεύθερα διανύσµατα). Αυτό οφείλεται κυρίως 

στο ότι τα κεφαλαία γράµµατα ενσωµατώνουν και τη φορά των 

διανυσµάτων. Εκεί που εµφανίστηκαν τα µεγαλύτερα προβλήµατα ήταν 

στο συµβολισµό των οριζοντίων διανυσµάτων µε φορά από δεξιά προς 
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τα αριστερά, άθροισµα µη συγγραµµικών διανυσµάτων, αφαίρεση και 

σύγκριση διανυσµάτων. 

4. Η χρήση του όρου «αντίθετος». Αυτός ο όρος χρησιµοποιείται στον 

προφορικό λόγο µε διαφορετική σηµασία, σε διαφορετικές περιστάσεις, 

συνδέεται δηλαδή µε προηγούµενες καθηµερινές εµπειρίες. Εποµένως, 

πρόκειται για µια αυθόρµητη έννοια η οποία δεν έχει αναπτυχθεί σε 

σηµείο που να διαφοροποιηθεί επαρκώς από το παρελθόν και να 

µετατραπεί σε επιστηµονική. Σε τέτοιες περιπτώσεις η λέξη σηµαίνει 

διαφορετικός ή άνισος ακόµη και όταν οι σχέσεις δεν είναι δυαδικές 

και χρησιµοποιείται για τη διάκριση διανυσµάτων διαφορετικής φοράς 

ή διεύθυνσης και σε µεµονωµένες περιπτώσεις διαφορετικού µέτρου. 

5. Το τρισυπόστατο, συγκεκριµένο µέτρο, φορά και διεύθυνση, της 

έννοιας. Συνήθως επικρατεί το µέτρο µε αποτέλεσµα το διάνυσµα να 

αντιµετωπίζεται ως ευθύγραµµο τµήµα.  

6. Η πρόσθεση διανυσµάτων. Πολλές φορές οι µαθητές θεωρούν πως το 

µέτρο του αθροίσµατος δυο µη συγγραµµικών διανυσµάτων είναι ίσο 

µε το άθροισµα των δυο επί µέρους µέτρων. Αυτό είναι στενά 

συνδεδεµένο µε τη χρήση των συµβόλων «+», «-», και «=» τα οποία 

για λόγους οικονοµίας της σκέψης και για να υπενθυµίζεται πως οι 

διανυσµατικές πράξεις γενικεύουν τις αριθµητικές πράξεις είναι τα ίδια 

µε αυτά που χρησιµοποιούµε στην αριθµητική και την άλγεβρα, αλλά 

που τώρα έχουν ένα διαφορετικό, πιο γενικό νόηµα. Επίσης, πολλά 

είναι και τα λάθη που γίνονται κατά την εφαρµογή του κανόνα του 

τριγώνου και του κανόνα του παραλληλογράµµου. Αρκετοί µαθητές 

δηµιουργούν κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας δικούς τους κανόνες, 

παραλλαγές, ή απλουστεύσεις του τυπικού κανόνα, τους οποίους 

θεωρούν πιο απλούς και κατανοητούς.  
 

Επίσης, σε µια πρωτότυπη έρευνα (Gagatsis & Demetriadou, 2001) οι Α. 

Γαγάτσης και Ε. ∆ηµητριάδου ασχολήθηκαν µε τη σύγκριση των διανυσµατικών 

µεθόδων  σε σχέση µε τις µεθόδους της κλασσικής γεωµετρίας, όσον αφορά την 

επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων. Η ανάλυση των γραπτών των µαθητών 

κατέδειξε πως οι µαθητές προτιµούν τις µεθόδους της Ευκλείδειας γεωµετρίας και 
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µάλιστα κάνουν λιγότερα λάθη όταν τις χρησιµοποιούν, σε σχέση µε τις 

διανυσµατικές µεθόδους.  

Τέλος, ένα σηµαντικότατο στοιχείο προέκυψε από τη συγκριτική µελέτη των 

προβληµάτων διδασκαλίας και µάθησης της έννοιας του διανύσµατος στην ελληνική 

και την κυπριακή δευτεροβάθµια εκπαίδευση (Γαγάτσης και ∆ηµητριάδου, 1995). 

Όπως προαναφέρθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο, οι Έλληνες µαθητές πρώτα 

γνωρίζουν το διάνυσµα µέσα από τα µαθήµατα της Φυσικής. Αντίθετα, η κατάσταση 

στην Κύπρο είναι καλύτερη, αφού η έννοια του διανύσµατος εισάγεται στα 

Μαθηµατικά (Β΄ Γυµνασίου) ένα χρόνο πριν οι µαθητές ακούσουν για τα 

διανυσµατικά µεγέθη στη Φυσική (Γ΄ Γυµνασίου). Αυτός είναι ίσως ο 

σηµαντικότερος λόγος για τον οποίο οι Κύπριοι µαθητές έκαναν λιγότερα λάθη από 

τους µαθητές των ελληνικών σχολείων. Μια µη-σαφή, ελλιπή και µονοµερή αντίληψη 

για τη µαθηµατική ιδέα του διανύσµατος, που µπορεί να δώσει το µάθηµα της 

Φυσικής, δεν είναι διαθέσιµη σε οποιαδήποτε αφαίρεση, επειδή δεν στρέφεται στις 

συγκεκριµένες ιδιότητες της καθαρής µαθηµατικής έννοιας του διανύσµατος. 

 

 

4.5.  Η πρόταση των Watson, Spyrou και Tall 
 

Στην ερευνά τους οι Αnna Watson, Panayotis Spyrou και David Tall (Watson, 

2002, Watson κ.α., 2002) εξετάζoυν τη σχέση µεταξύ του αντιληπτικού κόσµου της 

ενσωµάτωσης και του εννοιολογικού κόσµου του µαθηµατικού συµβολισµού, 

ειδικότερα σχετικά µε την έννοια του διανύσµατος. ∆είχνουν ότι ο ενσωµατωµένος 

κόσµος έχει ποικίλες διαφορετικές έννοιες εξαρτώµενες από το πλαίσιο στο οποίο η 

έννοια εµφανίζεται και εξετάζουν τον τρόπο µε τον οποίο αυτές συνδέονται µε το 

µαθηµατικό συµβολισµό. Η εκµάθηση των διανυσµάτων τοποθετείται στη τοµή της 

θεωρίας ενσωµατωµένων µαθηµατικών σχετικά µε τα φυσικά φαινόµενα, και της 

διαδικασίας-αντικειµένου συµπύκνωσης των δράσεων ως µαθηµατικές έννοιες. 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα πορίσµατά τους, που αφορούν την 

πρόσθεση διανυσµάτων. Από την έρευνα φαίνεται πως ο κανόνας του 

παραλληλογράµµου και ο κανόνας του τριγώνου ναι µεν είναι από µαθηµατική 

άποψη ισοδύναµοι, αλλά δεν είναι γνωστικά ισοδύναµοι, ιδιαίτερα όταν οι µαθητές 

τους συναντούν για πρώτη φορά. Αναλυτικότερα διαπίστωσαν ότι αντιλήψεις των 
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µαθητών για τις δυνάµεις που ενεργούν στα σώµατά τους, τους αναγκάζουν να 

αισθανθούν το συνδυασµό δύο δυνάµεων ως ενιαία δύναµη ενδιάµεσα των δυο 

αρχικών. Το τράβηγµα προς τα εµπρός ενός ατόµου ύστερα από την επίδραση δυο 

δυνάµεων στα χέρια του, το αναγκάζει να κινηθεί σε µια προς τα µπρος κατεύθυνση 

που αντιπροσωπεύει το συνδυασµό των δύο δυνάµεων. Αυτό οδηγεί στη φυσική 

ερµηνεία της διανυσµατικής πρόσθεσης µε τη χρησιµοποίηση του κανόνα του  

παραλληλογράµµου. Από την άλλη πλευρά, όταν ο µαθητής συναντήσει τα 

διανύσµατα στο πλαίσιο των διαδοχικών µετατοπίσεων, τότε οδηγείται φυσικότερα 

στη σύνθεση των διανυσµάτων χρησιµοποιώντας τον κανόνα τριγώνων. 

Αυτές όµως οι λεπτές διαφορές στην κατανόηση του διανυσµατικού λογισµού 

πολλές φορές οδηγούν σε λάθη, όπως κατά τη µοντελοποίηση φυσικών φαινοµένων. 

Για παράδειγµα, όταν ζητήθηκε από τους µαθητές να αναλύσουν τις δυνάµεις που 

ασκούνται σε ένα σώµα που βρίσκεται σε κεκλιµένο επίπεδο κάποιοι µαθητές έδωσαν 

την παρακάτω απάντηση:  

 

 

Οι µαθητές ανέλυσαν τη δύναµη, που οφείλεται στη βαρύτητα 

χρησιµοποιώντας τον κανόνα του τριγώνου. Αυτό όµως οδήγησε στην εντύπωση ότι 

η οριζόντια συνιστώσα της δύναµης της βαρύτητας (gravity) δεν ενεργεί στο σώµα, 

αφού είναι µακριά του. 

Συνοπτικά, η ενσωµάτωση του διανύσµατος ως ταξίδι οδηγεί φυσικότερα στη 

χρήση του κανόνα του τριγώνου, ενώ η ενσωµάτωση του διανύσµατος ως δύναµη 

οδηγεί φυσικότερα στον κανόνα του παραλληλογράµµου. Αυτό µπορεί να οδηγήσει 

πολλούς µαθητές, που βρίσκονται στα πρώτα στάδια µάθησης, σε σηµαντικές 

παρερµηνείες, ειδικά στη Μηχανική. Εποµένως η ενσωµάτωση έχει τις δικές της 

ιδιαιτερότητες, που απαιτούν ιδιαίτερη προσοχή.  
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5.  Ο ρόλος της γωνίας στην κατανόηση της έννοιας του 

διανύσµατος 

 

 

5.1. Εισαγωγή 
 

Η έννοια του διανύσµατος είναι πολυδιάστατη και εµπλέκει πολλά επίπεδα 

κατασκευής της γνώσης. Αυτά σε συνδυασµό µε τα πολλά πλαίσια εµφάνισή της – 

αλγεβρικό, γεωµετρικό και φυσικό, δηµιουργούν πολλά προβλήµατα τόσο στην 

διδασκαλία της, όσο και στην κατανόησή της. 

Στην έρευνα για τα διανύσµατα στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση υπάρχουν 

πολύ λίγες αναφορές στην ανάπτυξη της εννοιολογικής σκέψης από την πλευρά των 

µαθηµατικών. Κυρίως συναντάµε την έννοια του διανύσµατος σε εργασίες στο πεδίο 

των φυσικών επιστηµών, π.χ. σχετικές µε τη µηχανική (Aguirre & Erickson,1984, 

Graham & Berry, 1990, 1991, 1992, 1993, 1996, 1997, Rowlands, Graham & Berry, 

1998 ), χωρίς όµως να ερευνώνται αποκλειστικά τα διανυσµατικά. Αντιµετώπισαν 

όµως κάθε διανυσµατικό µέγεθος µεµονωµένα και δεν προσπάθησαν να εντοπίσουν 

τα κοινά τους στοιχεία, τα κοινά τους προβλήµατα στην κατανόηση και τελικά την 

κοινή τους µαθηµατική δοµή.  

Τα τελευταία χρόνια, όµως, έγιναν ενδιαφέρουσες προσπάθειες για µια 

συστηµατική έρευνα της έννοιας του διανύσµατος στην µαθηµατική εκπαίδευση 

(Forster,2000,  Forster και Taylor 2000, Γαγάτσης & ∆ηµητριάδου, 1995, 2001, 

∆ηµητριάδου & Τζανάκης, 2003, Watson, 2002, Watson, Spyrou &Tall., 2002). Πιο 

συγκεκριµένα ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει ο διαχωρισµός, κατά την εκτέλεση 

της έρευνας, του µέτρου του διανύσµατος από την κατεύθυνσή του, που έγινε από την 

Forster, αν και τα αποτελέσµατά της δεν µας έδωσαν κάποιο σηµαντικό στοιχείο. Πιο 

ολοκληρωµένη και συστηµατική ήταν η έρευνα των Α. Γαγάτση, Ε. ∆ηµητριάδου και 

Κ. Τζανάκη, η οποία είναι πλούσια σε διαπιστώσεις σχετικά µε τη διδασκαλία και την 

µάθηση του διανυσµατικού λογισµού. Για παράδειγµα παρουσιάζονται στοιχεία, που 

συνηγορούν, υπέρ της άποψης πως µια µη-σαφή, ελλιπή και µονοµερή αντίληψη για 

τη µαθηµατική ιδέα του διανύσµατος, που µπορεί να δώσει το µάθηµα της Φυσικής, 

δεν είναι διαθέσιµη σε οποιαδήποτε αφαίρεση, επειδή δεν στρέφεται στις 

συγκεκριµένες ιδιότητες της καθαρής µαθηµατικής έννοιας του διανύσµατος.  
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Τέλος, στην ερευνά τους οι Α. Watson, P. Spyrou και D. Tall εξετάζoυν τη 

σχέση µεταξύ του αντιληπτικού κόσµου της ενσωµάτωσης και του εννοιολογικού 

κόσµου του µαθηµατικού συµβολισµού, ειδικότερα σχετικά µε την έννοια του 

διανύσµατος. Φαίνεται ότι η ενσωµάτωση του διανύσµατος ως ταξίδι οδηγεί 

φυσικότερα στη χρήση του κανόνα του τριγώνου, ενώ η ενσωµάτωση του 

διανύσµατος ως δύναµη οδηγεί φυσικότερα στον κανόνα του παραλληλογράµµου. 

Αυτό µπορεί να οδηγήσει πολλούς µαθητές, που βρίσκονται στα πρώτα στάδια 

µάθησης, σε σηµαντικές παρερµηνείες, ειδικά στη Μηχανική. 

Αυτή η αναγωγή των προβληµάτων σε εµπειρίες και δράσεις από την 

καθηµερινή ζωή,  την οποία κάνει  η τελευταία έρευνα, αποτέλεσε την αφορµή για 

την δικιά µας ερευνητική προσπάθεια. Η µέχρι τώρα έρευνα στη διδακτική των 

επιστηµών έχει δείξει πως οι µαθητές έχουν µια δέσµη ιδεών σχετικά µε την 

επιστηµονική γνώση ήδη πριν από την επίσηµη διδασκαλία στο σχολείο, πολλές από 

τις οποίες είναι λανθασµένες. Σε αυτό το πλαίσιο έγιναν πολλές έρευνες µε στόχο την 

εύρεση, καταγραφή και κατηγοριοποίηση αυτών των παρανοήσεων  και εσφαλµένων 

αντιλήψεων, ώστε να διορθωθούν ύστερα από την κατάλληλη διδασκαλία. Οι 

ερευνητές έδωσαν κάποιες αιτίες για τα προβλήµατα, που αντιµετωπίζουν οι µαθητές, 

αλλά η σταθερότητα των παρανοήσεων ακόµη και µετά τη διδασκαλία, είναι 

δηλωτικό στοιχείο του γεγονότος πως ακόµα δεν έχουµε φτάσει στην καρδιά του 

προβλήµατος. Ίσως, τελικά, αυτό που λείπει να είναι η σε βάθος ανάλυση των 

γνωστικών λίθων που είναι απαραίτητοι για την κατασκευή της µαθηµατικής έννοιας 

του διανύσµατος, καθώς και του τρόπου που συνδυάζονται αυτοί οι λίθοι. 

Πιστεύουµε στην αποτελεσµατικότητα του εγχειρήµατός µας, επειδή η σκέψη και η 

µάθηση είναι ένθετες σε βιολογικά και εµπειρικά πλαίσια, πλαίσια που έχουν 

διαµορφώσει, µ’ έναν  µη αυθαίρετο τρόπο, τους χαρακτηριστικούς µας τρόπους 

κατανόησης του κόσµου. Αυτοί οι χαρακτηριστικοί τρόποι κατανόησης, συζήτησης 

για τον κόσµο, και δράσης µέσα σ’ αυτόν είναι κοινοί στους ανθρώπους δυνάµει του 

ότι είναι αλληλεπιδρώντα µέλη του ίδιου είδους, που συνυπάρχουν µέσα σ’ ένα 

δεδοµένο φυσικό µέσο.  
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5.2.  Η έρευνά µας 
 

5.2.1.  Ερευνητικές υποθέσεις 

 

Όπως είδαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο το διάνυσµα εισάγεται, στο σχολικό 

βιβλίο, ως ένα προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα του οποίου τα άκρα 

θεωρούνται διατεταγµένα. Το ευθύγραµµο τµήµα ως αρχική ιδέα του µεγέθους και η 

σύνδεσή του µε τους αριθµούς και το χειρισµός των αριθµών υπάρχει στα στοιχεία 

του Ευκλείδη, όπου ο αριθµός αντιπροσωπεύεται από ένα ευθύγραµµο τµήµα και 

όλες οι πράξεις στους αριθµούς αντιπροσωπεύονται από τις πράξεις στα ευθύγραµµα 

τµήµατα.  

Σε αυτό το σηµείο, όµως, µπορούµε να κάνουµε την παρατήρηση πως η ιδέα 

του ταξιδιού προηγείται αυτής του τµήµατος17. Το ταξίδι έχει την έναρξη και το τέλος 

του και εν πάση περιπτώσει όταν επισηµαίνω ένα τµήµα, πρέπει να αρχίσω από ένα 

σηµείο. Υπάρχουν πολλές πιθανές διαδικασίες για να επισηµάνουν ένα ταξίδι από το 

Α στο Β. Μπορούµε να πάµε από το Α στο Β, αλλά µπορούµε να κάνουµε το ταξίδι 

ΑΒ µέσω ενός άλλου σηµείου Σ, δηλαδή µπορούµε να κάνουµε πρώτα το ταξίδι ΑΣ 

και µετά το ΣΒ. Αυτές οι δύο διαφορετικές διαδικασίες είναι ισοδύναµες ως προς το 

αποτέλεσµά τους. Συνοψίζονται σε µια διαδικασία που παράγει το ταξίδι που αρχίζει 

στο Α και που τελειώνει στο Β, το οποίο ας συµβολίσουµε ΑΒ. Εναλλακτικά µπορώ 

να επισηµάνω ένα ταξίδι που αρχίζει από ένα τυχαίο σηµείο και να του δώσω το 

όνοµα «Α» και να τελειώνει σε ένα σηµείο το οποίο ονοµάζω «Β». Το σύνολο 

τέτοιων ισοδύναµων διαδικασιών αποτελεί τη διαδικασία που «συµπυκνώνει» το 

συγκεκριµένο αντικείµενο – ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ. Έτσι το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ 

δεν έχει στον εγκέφαλό µου µια αποµονωµένη θέση ως πλατωνικό άκαµπτο 

αντικείµενο, αλλά αντιπροσωπεύει µια οντότητα, που έχω κατασκευάσει ως 

αποτέλεσµα της δράσης µου στον κόσµο. 

Στο µυαλό µου µπορώ να ενεργήσω µε πολλές διαδικασίες δοκιµάζοντας τους 

διαφορετικούς συνδυασµούς για να εκτελέσω ταξίδια του τύπου ΑΒ. Μπορώ να 

επεκτείνω το ταξίδι ΑΒ µε BΓ. Μπορώ να κατασκευάσω τη γωνία ABΓ να είναι 

µεταξύ 0° και 360° µοίρες, όπως έχω αποφασίσει για τους κανόνες της λογιστικής 

                                                           
17 Ο Piaget (1966, σελ. 157) περιγράφει την κατανόηση της απόστασης χρησιµοποιώντας την ιδέα του 
ταξιδιού του παιδιού από το Α στο Β ως ΑΒ. 
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των γωνιών. Μπορώ να συνεχίσω από τις 360° σε 400° ή 3x360° κ.λ.π. Ακόµη µπορώ 

να παρατηρήσω την ισοδυναµία µεταξύ των γωνιών 30° και 360°+ 30°. 

  Όλες αυτές οι πιθανές διαδικασίες δίνονται µε την κατανόηση της έννοιας του 

διανύσµατος και είναι κρυµµένες κάτω από το σύµβολο ΑΒ µε ένα βέλος.  

Καταλαβαίνουµε το διάνυσµα σαν µια έννοια που προέρχεται από τη δράση και η 

οποία έχει ενσωµατώσει τις πιθανές ενέργειες που µπορούµε να κάνουµε στα 

ευθύγραµµα τµήµατα και στις γωνίες.  

 Συνυπολογίζοντας τα παραπάνω µαζί µε το παράδειγµα των Gray και Tall, 

µπορούµε να υποθέσουµε πως κατά την κατανόηση του διανύσµατος και σε ένα 

πρώτο επίπεδο έχουµε την procept ενός ταξιδιού, που συµπυκνώνει όλες τις πιθανές 

ενέργειες κατά τη διαδροµή του ταξιδιού, µε τις οποίες καταλαβαίνω την έννοια ενός 

ταξιδιού µε ένα σταθερό µήκος, κατεύθυνση και αφετηρία. Σε ένα δεύτερο επίπεδο η 

έννοια του ταξιδιού αποτελεί ένα αντικείµενο κάτω από την πιθανή αφαίρεση 

(reification) µου µε την έννοια της Sfard (1991). Τώρα µπορούµε να δούµε ένα 

σύνολο διανυσµάτων, στο οποίο µπορούµε να εφαρµόσουµε την πράξη της 

πρόσθεσης µε πολλές διαφορετικές διαδικασίες και µπορούµε κατασκευάσουµε την 

προσθετική οµάδα διανυσµάτων. Η πρόσθεση των διανυσµάτων χρειάζεται το νόµο 

του παραλληλογράµµου, πράξεις µε τις γωνίες και όλες τις έννοιες που 

χρησιµοποιούµε στην τριγωνοµετρία. Οι τριγωνοµετρικές έννοιες και οι πράξεις µε 

αυτές είναι µια άλλη procept που πρέπει να συµπυκνωθεί στο άθροισµα των 

διανυσµάτων. Έτσι τροποποιώντας το διάγραµµα των Tall κ.α. (2001) παίρνουµε το 

διάγραµµα18: 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
18 Πρόταση του κ. Π. Σπύρου 
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Μέσα σε αυτό το πλαίσιο υποθέτουµε πως παρανοήσεις όπως οι: 

 Το άθροισµα δυο διανυσµάτων είναι πάντα µεγαλύτερο από αυτά τα 

διανύσµατα. 

 Το µέτρο του αθροίσµατος δυο µη συγγραµµικών διανυσµάτων είναι ίσο 

µε το άθροισµα των δυο επί µέρους µέτρων. 

 Η γωνία δυο αντίρροπων διανυσµάτων είναι µηδέν. 

καθώς και οι παρερµηνείες σχετικά µε τη φορά, τη διεύθυνση, τα αντίθετα 

διανύσµατα κ.τ.λ., οφείλονται και στη µη σαφή και ελλιπή κατανόηση της έννοιας 

της γωνίας, έννοια που προκαλεί πολλές δυσκολίες στους µαθητές, όπως φαίνεται 

από σχετικές έρευνες (Fischbein, 1999, Μitchelmore & White, 2000, Τζανάκης,199 ).  

Συνοψίζοντας, η έννοια της γωνία αποτελεί τον ένα από τους δυο βασικούς 

γνωστικούς λίθους µε τους οποίους κατασκευάζεται η έννοια του διανύσµατος. 

Παίρνοντας αυτό υπόψη, προσπαθήσαµε µε την παρούσα εργασία να διερευνήσουµε 

και να αναδείξουµε τις πιθανές συνδέσεις της έννοιας της γωνία µε την έννοια του 

διανύσµατος.   
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5.2.2.  Μεθοδολογία 

 

Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε τον Απρίλιο του 2004. Συµµετείχαν 100 µαθητές της Β΄ 

τάξης 7 Λυκείων της Αθήνας και της επαρχίας. Μοιράστηκε στα παιδιά ένα 

ερωτηµατολόγιο (παράρτηµα 1), το οποίο έπρεπε να απαντήσουν κατά τη διάρκεια 

µισής ώρας. 

 

5.2.2.1.  Παρουσίαση του ερωτηµατολογίου 

 

Το ερωτηµατολόγιο µας αποτελείται από τριών ειδών έργα. Πιο συγκεκριµένα: 
 

 Το πρώτο έργο έχει σα στόχο να ελέγξει το αν οι µαθητές είναι 

εξοικειωµένοι µε τα διάφορα είδη γωνιών, αν τις αναγνωρίζουν και κατά 

πόσο τις επιβάλλουν στις εικόνες, που τους παρουσιάζουµε. Ακόµη, θα 

διαπιστώσουµε και θα εντοπίσουµε τυχόν συνδέσεις µεταξύ γωνιών και 

των υπόλοιπων έργων που σχετίζονται µε τα διανύσµατα.  

 Το τρίτο έργο είναι το µόνο που δεν αφορά άµεσα τη γωνία. Έτσι θα 

χρησιµεύσει για να βεβαιωθούµε για το αν τα συµπεράσµατα που θα 

βγάλουµε από τα υπόλοιπα έργα οφείλονται όντως στην εισαγωγή της 

γωνίας ή είναι αποτέλεσµα γενικότερης άγνοιας των διανυσµάτων και του 

λογισµού τους. 

 Στα υπόλοιπα έργα η γωνία δυο διανυσµάτων διαδραµατίζει κεντρικό 

ρόλο, και συνδέεται κυρίως µε το άθροισµά τους. Με αυτά θέλουµε να 

διερευνήσουµε πιθανές παρανοήσεις που προέρχονται από αυτή τη 

σύνδεση.  

 

 

 

 

5.2.2.2.  Οι µεταβλητές της έρευνας 

 

Ο παρακάτω πίνακας περιέχει τις µεταβλητές που ορίστηκαν για την ανάλυση των 

δεδοµένων της έρευνάς µας. 
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Ria Αναγνώριση οξείας (acute) γωνίας στην i εικόνα  

Rir Αναγνώριση ορθής (right) γωνίας στην i εικόνα 

Rio Αναγνώριση αµβλείας (obtuse) γωνίας στην i εικόνα 

Ris Αναγνώριση ευθείας (straight) γωνίας στην i εικόνα 

V2 2ο έργο 

V3a 3ο έργο, α υποερώτηµα 

V3b 3ο έργο, β υποερώτηµα 

V3c 3ο έργο, γ υποερώτηµα 

V4 4ο έργο 

V5 5ο έργο 

V6 6ο έργο 

V6p Προσπάθεια αντιµετώπισης του 6ου έργου µε τον 

κανόνα του παραλληλογράµµου 

V6t Προσπάθεια αντιµετώπισης του 6ου έργου µε τον 

κανόνα του τριγώνου 

V7 7ο έργο 

 

 

5.2.2.3.  Κριτήρια βαθµολόγησης 

 

Οι µεταβλητές που αφορούν την αναγνώριση γωνίας παίρνουν την τιµή 1 αν 

αναγνωρίστηκε η γωνία στην αντίστοιχη εικόνα ή 0 αν αυτό δεν συνέβη. Οι 

µεταβλητές που αφορούν τα υπόλοιπα έργα, εκτός από τη V5, παίρνουν την τιµή 1 αν 

απαντήθηκαν σωστά τα αντίστοιχα έργα και 0 αν απαντήθηκαν λανθασµένα ή δεν 

δόθηκε απάντηση. Ειδικά η V5 πήρε την τιµή 1 αν στην δικαιολόγηση αναφέρθηκε η 

ύπαρξη της αµβλείας, 0,66 αν δόθηκε άλλη σωστή αιτιολόγηση, 0,33 αν η απάντηση 

ήταν σωστή αλλά δεν υπήρχε δικαιολόγηση και 0 αν απαντήθηκε λανθασµένα ή δεν 

δόθηκε απάντηση. Τέλος, οι µεταβλητές V6p και V6t βαθµολογήθηκαν µε 1 αν έγινε 

προσπάθεια απάντησης µε χρήση του αντίστοιχου κανόνα και 0 σε κάθε άλλη 

περίπτωση. 
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5.2.2.4.  Στατιστικές τεχνικές 

 

Πέρα από την περιγραφική και ποιοτική επεξεργασία των δεδοµένων µας, 

εφαρµόστηκε και το Συνεπαγωγικό Στατιστικό Μοντέλο του Gras. Με τη χρήση του 

λογισµικού προγράµµατος CHIC, η συνεπαγωγική ανάλυση των δεδοµένων κατέληξε 

σε δύο διαγράµµατα: 

1. ∆ιάγραµµα Οµοιότητας (Similarity Tree), στο οποίο οι µεταβλητές συνδέονται 

µεταξύ τους ανάλογα µε την οµοιότητα ή µη που παρουσιάζουν. 

2. Συνεπαγωγικό ∆ιάγραµµα (Implicative Tree), στο οποίο φαίνονται οι 

συνεπαγωγικές σχέσεις που υπάρχουν ανάµεσα στις µεταβλητές. 
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5.3.  Αποτελέσµατα της έρευνας  

 

5.3.1.  Περιγραφική και ποιοτική ανάλυση 

 
Στα πλαίσια της περιγραφικής ανάλυσης των δεδοµένων της έρευνας, 

παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την οµάδα των µαθητών, που 

συµµετείχαν στην έρευνα. Στα παρακάτω διαγράµµατα παρουσιάζονται τα ποσοστά 

αναγνώρισης των οξειών, ορθών, αµβλειών και ευθειών γωνιών αντίστοιχα, για κάθε 

µια από τις εικόνες που δόθηκαν στους µαθητές. 

 
∆ιάγραµµα 1 

οξείες γωνίες

0.42

0.72

0.34
0.49

0.88
0.82

0.12

0.74

0.55
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0.4
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1

R1a R2a R3a R4a R5a R6a R7a R8a R9a

γωνία

 

ορθές γωνίες

0.09
0.2

0.58

0.16
0.01

0.62
0.75

0.18

0.8

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R1r R2r R3r R4r R5r R6r R7r R8r R9r

γωνίες

∆ιάγραµµα 2 
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αµβλείες γωνίες

0.29

0.49 0.44

0.28

0.55

0.37

0.21

0.65

0.33

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

R1o R2o R3o R4o R5o R6o R7o R8o R9o

γωνίες

∆ιάγραµµα 3 
 

 

ευθείες γωνίες

0.31

0.03
0.14

0.38

0

0.22

0.02
0.14

0.03
0

R1s R2s R3s R4s R5s R6s R7s R8s R9s

γωνίες

∆ιάγραµµα 4 
 

 

Φαίνεται ότι οι µαθητές αναγνωρίζουν, όπως φαίνεται και από το κυκλικό 

διάγραµµα, πιο εύκολα τις οξείες, έπειτα τις ορθές και τις αµβλείες, και τέλος τις 

ευθείες. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι δεν υπήρξε παιδί το οποίο 

να αναγνωρίσει τη µηδενική ή την πλήρη γωνία, παρόλο την µεγάλη ηλικία τους (17 

χρονών) και τη συνακόλουθη µαθηµατική τους ωριµότητα. 
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Αυτό θα µπορούσε να εξηγηθεί από το ότι ιδιαίτερα η οξεία γωνία αποτελεί 

πρωτοτυπικό είδος γωνίας (prototype). Εξάλλου, δεν είναι δύσκολο να διαπιστώσει 

κανείς πως τα σχολικά εγχειρίδια των µαθηµατικών κυριαρχούνται από οξείες µε 

αµέσως επόµενα είδη γωνιών τις ορθές και τις αµβλείες. Το τελευταίο πιθανότητα να 

έχει επιπτώσεις και στη γνωστική ανάπτυξη της έννοιας της γωνίας από τα παιδιά.  

οξεί α

ορθή

αµβλεί α

ευθεί α

Κυκλικό διάγραµµα για την αναγνώριση των γωνιών στο σύνολο των εικόνων 

 

Ας περάσουµε τώρα στο παρακάτω διάγραµµα, στο οποίο φαίνεται ο µέσος 

όρος κάθε µεταβλητής, που αφορά τα υπόλοιπα έργα 

 
∆ιάγραµµα 5 
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Όπως παρατηρούµε η πιο εύκολη άσκηση είναι η 4η, κάτι που µπορεί να 

οφείλεται στο ότι η σωστή απάντηση προϋποθέτει γνώση της βασικής θεωρίας και 

δεν απαιτεί κάποιο πολύπλοκο συλλογισµό.     

Ακολουθεί το γ υποερώτηµα της 3ης άσκησης µε 78% και τα α, β µε 59% και 

58% αντίστοιχα.  Είναι εδώ αναγκαίο να εξηγηθεί το γιατί τα δυο πρώτα 

υποερωτήµατα παρουσίασαν τόσο µικρότερα ποσοστά επιτυχίας από το τρίτο. 

Ιδιαίτερα το α, δηλ. , φαίνεται να είναι ακριβώς το ίδιο µε το γ, δηλ. 

. Η ειδοποιός διαφορά είναι πως η ύπαρξη του συµβόλου “–” στην 

εκφώνηση του 3γ ωθεί τον µαθητή να µετατρέψει το  σε  και έπειτα να το 

αντιστοιχίσει µε το . Αντίθετα στα 3α και 3β, για να απαντηθούν σωστά, πρέπει ο 

µαθητής να διερευνήσει όλους τους πιθανούς συνδυασµούς, κάτι που απαιτεί 

επιπλέον γνωστική προσπάθεια. Συµπερασµατικά, ναι µεν τα δυο υποερωτήµατα 

είναι µαθηµατικά ισοδύναµα, αλλά δεν είναι γνωστικά. 

OA OB= −

−Ο∆ = ΟΓ

−Ο∆ ∆Ο

ΟΓ

Η άσκηση 6 είναι η επόµενη µε 38% ποσοστό επιτυχίας. Κάποιοι µαθητές 

θεώρησαν πως τα διανύσµατα είναι αντίθετα, αλλά τη µεγαλύτερη δυσκολία 

αντιµετώπισαν στον προσδιορισµό της γωνίας των δυο διανυσµάτων. Γι’ αυτό αν και 

δεν συµφώνησαν πως το άθροισµα των διανυσµάτων είναι 0 , εντούτοις έκαναν 

πολλά λάθη στην προσπάθεια σχεδιασµού του αθροίσµατος. 

Αυτοί που επιχείρησαν να χρησιµοποιήσουν τον κανόνα του παραλληλογράµµου 

έδωσαν απαντήσεις όπως οι : 

  

και τις λανθασµένες 
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Από την άλλη πλευρά όσοι θέλησαν να υπολογίσουν το άθροισµα µε τον κανόνα του 

τριγώνου έδωσαν απαντήσεις όπως : 

 

Πολλοί από τους µαθητές που προσπάθησαν να χρησιµοποιήσουν αυτόν τον 

κανόνα για τον υπολογισµό του αθροίσµατος απέτυχαν, γιατί δεν µπορούσαν να 

καταλάβουν τη µαθηµατικό περιεχόµενο του έργου. Εξέφραζαν τη θέλησή τους να τα 

µετατρέψουν σε διαδοχικά, αλλά δεν κατάφερναν να την υλοποιήσουν. Ουσιαστικά, 

αποτύγχαναν να εφαρµόσουν µια διαδικασία που είχαν µάθει, κάτι που µπορεί να 

οφείλεται στη πρωτοτυπία του έργου, το οποίο απαιτούσε κάτι παραπάνω από την 

απλή εφαρµογή ενός αλγόριθµου. Ήταν απαραίτητη η κατανόηση της µαθηµατικής 

δοµής του έργου.   

 

Τέλος, δυο µαθητές, που µοιάζει να χρησιµοποίησαν την διαίσθησή τους,  

έδωσαν την απάντηση : 

 

Ίσως αυτοί οι µαθητές να αντιλήφθηκαν τα δυο διανύσµατα σα δυνάµεις και να 

σχεδίασαν το διάνυσµα της δύναµης που επιφέρει το ίδιο αποτέλεσµα µε τα δυο 

αρχικά. Πάντως επειδή, δεν έδειξαν ότι γνωρίζουν το µαθηµατικό περιεχόµενο, 

εκλάβαµε την απάντησή τους ως λανθασµένη. 
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Το ποσοστό 34% που αντιστοιχεί στην 5η  άσκηση δεν αντιπροσωπεύει τις 

σωστές απαντήσεις, οι οποίες έφτασαν το 49%. Η πλειονότητα των µαθητών που 

απάντησαν σωστά δεν δικαιολόγησαν την απάντησή τους ή έδωσαν αιτιολογήσεις 

όπως : 

 «Σωστό. Έφερε παραλλήλους για να προσθέσει», 
 

«∆εν έχει κάνει λάθος. Όταν προσθέτουµε διανύσµατα, δεν 

προσθέτουµε τα µέτρα», 
 

«Είναι σωστό από τον κανόνα του παραλληλογράµµου». 
 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η προσπάθεια ενός παιδιού να δικαιολογήσει αυτό 

που έβλεπε: «Έχει κάνει λάθος, έχει µακρύνει τα διανύσµατα  και  και έχει 

µικρύνει το διάνυσµα , που έπρεπε να είναι πιο µακρύ από τα άλλα δυο». Αυτός 

ο µαθητής δείχνει να µην εµπιστεύεται τις αισθήσεις του. Μη µπορώντας, µε 

µαθηµατικό τρόπο να δικαιολογήσει το αποτέλεσµα, προσπάθησε να βρει κάποιο 

τρόπο ώστε να αποφύγει την επερχόµενη γνωστική σύγκρουση.  

α β

α β+

Στη 2η άσκηση οι µαθητές αντιµετώπισαν πολλές δυσκολίες. Από αυτό σε 

συνδυασµό µε τα αποτελέσµατα της προηγούµενης φάνηκε πως οι µαθητές δεν 

µπορούν να κάνουν υποθέσεις για το άθροισµα δυο διανυσµάτων, όταν αλλάζει η 

γωνία µεταξύ τους. Εδώ είναι σηµαντικό να τονιστεί πως ένα χρόνο πριν έχουν µάθει 

στο µάθηµα της Φυσική πως µόνο όταν η γωνία είναι 0ο ισχύει Fολ = F1 + F2 . Όµως, 

όπως ήδη έχουµε αναλύσει, για να είναι διαθέσιµη για αφαίρεση η έννοια του 

διανύσµατος, θα πρέπει να παρουσιαστεί η µαθηµατική της δοµή, κάτι που προφανώς 

δεν γίνεται στο µάθηµα της Φυσικής. 

Τέλος, η 7η άσκηση απαιτούσε από τους µαθητές να έχουν κατανοήσει καλά 

τόσο τα προηγούµενα όσο και την έννοια του ελεύθερου διανύσµατος και της 

παράλληλης µεταφορά του. Έτσι, δεν µας εξέπληξε το ότι παρουσίασε το χαµηλότερο 

ποσοστό επιτυχίας.    
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5.3.2.  Στατιστική συνεπαγωγική ανάλυση του R .Gras 
 

5.3.2.1. Σχέσεις οµοιότητας ανάµεσα στα έργα 

 
Το ∆ιάγραµµα Οµοιότητας (∆ιάγραµµα 6) παρουσιάζει τις οµαδοποιήσεις 

έργων ανάλογα µε τη συµπεριφορά των υποκειµένων κατά την επίλυσή τους. Στο 

παρακάτω διάγραµµα υπάρχουν µόνο οι µεταβλητές που αφορούν έργα, τα οποία 

σχετίζονται µε τα διανύσµατα. Όπως παρατηρούµε, σχηµατίζονται δυο κύριες οµάδες 

οµοιότητας, οι οποίες σχετίζονται µεταξύ τους σε επίπεδο 99%.   

 

∆ιάγραµµα 7 

 

Η πρώτη οµάδα περιλαµβάνει τις µεταβλητές V2, V4, V5, V6, V6p, και V7. 

Πρόκειται για µεταβλητές που αφορούν έργα στα οποία η γωνία δυο διανυσµάτων 

παίζει τον βασικό ρόλο. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι υποοµάδες που 

περιλαµβάνουν τις µεταβλητές (V4, V7) και (V6, V6p). Η πρώτη υποοµάδα σχετίζει 

έργα που αφορούν την ευθεία γωνία. Η δεύτερη υποοµάδα είναι ακόµα πιο 

ενδιαφέρουσα αφού συνδέει τη σωστή αντιµετώπιση του 6ου έργου µε την 

προσπάθεια χρησιµοποίησης του κανόνα του παραλληλογράµµου. Το φαινόµενο 

αυτό ίσως να οφείλεται στο γεγονός ότι όσοι προσπάθησαν να εφαρµόσουν τον 

κανόνα του παραλληλογράµµου, έπρεπε να εντοπίσουν την γωνία των δυο 

διανυσµάτων κάτι που τους ωθούσε στο να ξεπεράσουν το πρόβληµα του 

πρωτότυπου του έργου και να κατανοήσουν τη µαθηµατική του δοµή. Έτσι, ήταν πιο 

πιθανό να επιτύχουν σε σχέση µε αυτούς που θέλησαν να εφαρµόσουν τον κανόνα 
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του τριγώνου, στον οποίο δεν απαιτείται προσδιορισµός της γωνία των διανυσµάτων, 

παρά µόνο η µετατροπή τους σε διαδοχικά, δηλαδή η εφαρµογή µιας διαδικασίας.   

Η δεύτερη οµάδα οµοιότητας περιλαµβάνει τις µεταβλητές V3a, V3b, V3c 

καιV6t, οι οποίες δεν σχετίζονται άµεσα µε τον προσδιορισµό κάποιας γωνίας. Όλες 

οι συνδέσεις µεταξύ αυτών των µεταβλητών είναι στατιστικά σηµαντικές σε επίπεδο 

99%. Το ότι τα υποερωτήµατα που αφορούν την άσκηση 3 παρουσιάζουν οµοιότητα 

ως προς τον τρόπο αντιµετώπισής τους, και ιδιαίτερα η οµαδοποίηση των 3a και 3c 

που απλά επαληθεύει την µαθηµατική τους οµοιότητα, ίσως να µην αποτελεί 

έκπληξη, αλλά παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον να εξηγήσουµε την σύνδεσή τους 

µε την  V6t. Όπως προαναφέραµε ο κανόνας του τριγώνου δεν απαιτεί τον εντοπισµό 

της γωνία των δυο διανυσµάτων και αυτό πρέπει να είναι το κλειδί για αυτήν την 

οµοιότητα των έργων. Πολλοί µαθητές εξέφραζαν την θέλησή τους να µετατρέψουν 

τα διανύσµατα σε διαδοχικά αλλά µη µπορώντας να κατανοήσουν το µαθηµατικό 

περιεχόµενο του έργου αποτύγχαναν. 

 

5.3.2.2.  Σχέσεις συνεπαγωγής ανάµεσα στα έργα 

 

Το Συνεπαγωγικό ∆ιάγραµµα (∆ιάγραµµα 7) δείχνει µόνο τις συνεπαγωγές που 

προέκυψαν ανάµεσα στις µεταβλητές που αφορούν αναγνώριση γωνιών και στα έργα 

που σχετίζονται µε τα διανύσµατα. Τα βέλη µε κόκκινο χρώµα αφορούν συνεπαγωγές 

σηµαντικές σε επίπεδο 99% ενώ τα µπλε σε επίπεδο 95%. 

 

∆ιάγραµµα 7 
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι συνεπαγωγικές σχέσεις (R8s V4), 

(R3s V4), (R6s V4). Ας σηµειωθεί εδώ στην ανάλυση που κάναµε δεν 

συµµετείχαν οι µεταβλητές R2s, R5s, R7s και R9s λόγω του πολύ χαµηλού τους 

µέσου όρου. Εποµένως είναι πραγµατικά εκπληκτικό το ότι οι τρεις από τις πέντε 

µεταβλητές, που συµµετέχουν στην έρευνα, και αφορούν αναγνώριση ευθείας γωνίας 

συνδέονται µε το έργο το οποίο αφορά τον προσδιορισµό της γωνίας των αντίθετων 

διανυσµάτων και µάλιστα η συνεπαγωγή (R6s V4) είναι στατιστικά σηµαντική σε 

επίπεδο 99%. Εδώ, ίσως θα µπορούσαµε να κάνουµε και µια άλλη σύνδεση, αν και 

παρακινδυνευµένη. Η 6

→

→ →

→

η εικόνα του ερωτηµατολογίου:  

παρουσιάζει οµοιότητα µε την αναπαράσταση των αντίθετων διανυσµάτων, µε τα 

οποία ασχολείται το 4ο έργο: 

 

 

Τέλος, η συνεπαγωγή (V7 V4) συνδέει δυο έργα που σχετίζονται µε τα 

αντίθετα διανύσµατα, µε την V4 να είναι ο δεύτερος όρος της συνεπαγωγής γιατί το 

4

→

ο έργο έχει λιγότερες γνωστικές απαιτήσεις σε σχέση µε το 7ο έργο.   
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5.4. Συµπεράσµατα 
 

 

Γενικά, από τα αποτελέσµατα της παρούσας εργασίας προέκυψαν σηµαντικές 

ενδείξεις υπέρ της άποψης πως πολλές παρερµηνείες σχετικά µε την πρόσθετη των 

διανυσµάτων δεν οφείλονται για παράδειγµα απλά στο ότι οι µαθητές έχοντας 

συνηθίσει στο χειρισµό των πραγµατικών αριθµών, αποτυγχάνουν να 

συνειδητοποιήσουν ότι τα διανύσµατα είναι διαφορετικά µαθηµατικά αντικείµενα µε 

τη δική τους πρόσθεση και πολλαπλασιασµό. Σε αυτού του είδους την 

επιχειρηµατολογία παραγνωρίζεται ο ρόλος της γωνίας στις γνωστικές διεργασίες που 

αφορούν τα διανύσµατα, τον οποίο και προσπαθήσαµε να αναδείξουµε στην έρευνά 

µας. 

Πιο συγκεκριµένα, παρατηρήθηκε ότι οι µαθητές αντιµετωπίζουν τα έργα που 

σχετίζονται άµεσα µε κάποια γωνία διαφορετικά από αυτά στα οποία ο ρόλος της 

γωνίας είναι µόνο έµµεσος. Επίσης, προέκυψαν συνεπαγωγικές συνδέσεις µεταξύ 

µεταβλητών που συνδέουν την αναγνώριση ευθειών γωνιών και έργων που 

εµπλέκουν την ευθεία γωνία, ακόµα και σε επίπεδο σηµαντικότητας 99%. Από την 

άλλη πλευρά ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν και οι συνεπαγωγές µεταξύ 

µεταβλητών που αφορούν έργα τα οποία εµπλέκουν το ίδιο είδος γωνίας.   

Επιπλέον, θα ήταν χρήσιµο να τονίσουµε τα χαµηλά ποσοστά αναγνώρισης 

είδη γωνιών όπως οι ευθείες και οι αµβλείες καθώς και την µη αναγνώριση της 

µηδενικής ή της πλήρης γωνίας. ∆εν πρέπει να είναι τυχαίο το γεγονός ότι στα έργα 

που εµπλέκονται αυτά τα είδη γωνιών, οι µαθητές συναντούν τις µεγαλύτερες 

δυσκολίες και κάνουν πολλά λάθη.    

Θα είναι ενδιαφέρον να διερευνηθούν παρόµοια ερωτήµατα και σε µαθητές 

µικρότερης ηλικίας τόσο µέσα σε ένα µαθηµατικό περιβάλλον όσο και µέσα στο 

πλαίσιο της Φυσικής. Αυτό όµως που πρέπει να τονιστεί, είναι πως οποιαδήποτε 

ερευνητική προσπάθεια θα πρέπει να εστιάζει στην µαθηµατική δοµή του 

διανύσµατος, για να µη χαθεί στο λαβύρινθο των διανυσµατικών µεγεθών  

Θα ήταν, τέλος, πολύ ενδιαφέρον να γίνει µια πιο αναλυτική µελέτη του 

ρόλου της γωνία στην κατανόηση της µαθηµατικής έννοιας του διανύσµατος. Θα 

πρέπει να περιλαµβάνει πειραµατική διδασκαλία  της διδακτικής ενότητας των 

διανυσµάτων, µε τη σχεδίαση και χρήση κατάλληλων  έργων, τα οποία θα βοηθήσουν 
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τα παιδιά στην ανάδειξη του µαθηµατικού περιεχοµένου του µεγέθους, της γωνίας 

και στην συµπύκνωσή τους σε ένα νέο µαθηµατικό αντικείµενο το διάνυσµα. 
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