
  

 

ΕΘΝΙΚΟ ΚΑΙ ΚΑΠΟ∆ΙΣΤΡΙΑΚΟ  
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 

 
 

ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ 
ΚΥΠΡΟΥ 

ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ 

ΤΜΗΜΑ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑΣ ΙΣΤΟΡΙΑΣ ΚΑΙ ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΗΣ ΕΠΙΣΤΗΜΗΣ  ΤΜΗΜΑ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ ΑΓΩΓΗΣ 

ΤΜΗΜΑ ΦΙΛΟΣΟΦΙΑΣ - ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΩΝ - ΨΥΧΟΛΟΓΙΑΣ   
 

∆ΙΑΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΑΚΟ - ∆ΙΑΤΜΗΜΑΤΙΚΟ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑ ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΩΝ ΣΠΟΥ∆ΩΝ 

"∆Ι∆ΑΚΤΙΚΗ ΚΑΙ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ" 
 

 

 

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ  

 

Η έννοια της εξαντικειµενίκευσης στη δόµηση  

µιας διδασκαλίας του Πυθαγορείου Θεωρήµατος:  

Μια εµπειρική µελέτη 

 

 

ΠΕΤΕΙΝΑΡΑ ΑΛΕΞΑΝ∆ΡΑ 

∆ 200818 

 

 

ΕΠΙΒΛΕΠΩΝ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ: ΣΠΥΡΟΥ ΠΑΝΑΓΙΩΤΗΣ 

 

ΑΘΗΝΑ 

ΜΑΡΤΙΟΣ 2012 



-ii- 

 

 

 

 

 

Η παρούσα ∆ιπλωµατική Εργασία 

εκπονήθηκε στα πλαίσια των σπουδών 

για την απόκτηση του 

Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος ΕιδίκευσηςΜεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος Ειδίκευσης    

που απονέµει το  

∆ιαπανεπιστηµι∆ιαπανεπιστηµι∆ιαπανεπιστηµι∆ιαπανεπιστηµιακό ακό ακό ακό –––– ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Με ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Με ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Με ∆ιατµηµατικό Πρόγραµµα Μεταπτυχιακών Σπουδώνταπτυχιακών Σπουδώνταπτυχιακών Σπουδώνταπτυχιακών Σπουδών    

    «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών» «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των Μαθηµατικών»     

Εγκρίθηκε την 21/03/2012 από Εξεταστική Επιτροπή αποτελούµενη από τους : 

 

 

 

Ονοµατεπώνυµο Βαθµίδα Υπογραφή 

1) Παναγιώτης Σπύρου (επιβλέπων Καθηγητής) Επίκουρος 

Καθηγητής 

 

……………. 

2) Ανδρέας Μούτσιος-Ρέντζος ∆ιδάκτωρ ∆ιδακτικής 

Μαθηµατικών 

 

………..… 

3) ∆ιονύσιος Λάππας Αναπληρωτής 

Καθηγητής 

 

………...… 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



-iii- 

 

 

 

  

 

 

 Στη µνήµη των γονιών µου  

 & 

 στην αδελφή µου Χαρά 

 για τη συµπαράσταση και υποµονή  

 που έδειξε σε όλη τη διάρκεια  

 των σπουδών µου 



-iv- 

 
 

Θέλω να ευχαριστήσω θερµά: 

 

 

• Τον επιβλέποντα της διπλωµατικής µου εργασίας κ. 

Παναγιώτη Σπύρου για την καθοδήγηση, τις πολύτιµες 

συµβουλές, τις χρήσιµες υποδείξεις του και τη βοήθειά 

του σε όλη τη διάρκεια της εκπόνησής της, αλλά και στη 

διάρκεια των σπουδών µου. 

• Τον δόκτορα κ. Ανδρέα Μούτσιο-Ρέντζο του οποίου η 

συµβολή ήταν πολύτιµη τόσο στο σχεδιασµό όσο και 

στην εκτέλεση της έρευνας πάνω στην οποία στηρίχτηκε 

η διπλωµατική µου εργασία. Η ερευνητική του εµπειρία 

και οι γνώσεις του στη στατιστική ανάλυση µε βοήθησαν 

σηµαντικά στην ανάλυση της δικής µου εµπειρικής 

µελέτης. Τον ευχαριστώ για τη στενή παρακολούθηση 

και καθοδήγησή του σε όλα τα στάδια αυτής της 

διπλωµατικής εργασίας. 

• Τον Αναπληρωτή Καθηγητή κ. ∆. Λάππα που µε τίµησε 

µε τη συµµετοχή του στην τριµελή επιτροπή.  

• Τους συναδέλφους καθηγητές ∆ευτεροβάθµιας 

Εκπαίδευσης κα Ρ. Γαβριήλογλου και κ. Α. Βλάχο που 

χωρίς τη βοήθειά τους δεν θα µπορούσε να 

πραγµατοποιηθεί η συγκεκριµένη έρευνα.  

 ΠΕΤΕΙΝΑΡΑ Γ. ΑΛΕΞΑΝ∆ΡΑ 

 ΑΘΗΝΑ ΜΑΡΤΙΟΣ 2012 

 



-v- 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ .............................................................................................................. v 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ΠΙΝΑΚΩΝ ......................................................................................... viii 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ΕΙΚΟΝΩΝ ........................................................................................... ix 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ .................................................................................................................. - 1 - 

ABSTRACT................................................................................................................. - 1 - 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ ................................................................................................................... - 2 - 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο :  Ιστορικά στοιχεία .......................................................................... - 4 - 

1.1 Αναφορά στις πρώτες Γεωµετρικές θεωρίες ............................................................ - 4 - 

1.1.1 H πινακίδα «YBC 7289» ............................................................................. - 5 - 

1.1.2 Η πινακίδα Plimpton.................................................................................... - 6 - 

1.1.3 Ο πάπυρος του Rhind ................................................................................. - 7 - 

1.2 Οι πρώτες προσπάθειες συστηµατοποίησης της Γεωµετρίας ................................. - 8 - 

1.2.1 Πυθαγόρειοι & πυθαγόρεια σχολή .............................................................. - 9 - 

1.2.2 Πυθαγόρειες τριάδες ................................................................................. - 14 - 

1.3 Η συστηµατοποίηση της γνώσης ........................................................................... - 16 - 

1.4 Η Πρόταση Ι47 των Στοιχείων του Ευκλείδη .......................................................... - 18 - 

1.4.1 Η απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήµατος στο σχολικό βιβλίο της 

Γεωµετρίας της Β΄ Λυκείου ........................................................................ - 19 - 

1.5 Κύρια σηµεία του 1ου κεφαλαίου............................................................................. - 20 - 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο :  Θεωρητικό & διδακτικό πλαίσιο................................................ - 21 - 

Α΄ ΜΕΡΟΣ ................................................................................................................. - 21 - 

2.1 Ο όρος objectification (εξαντικειµενίκευση) ............................................................ - 21 - 

2.2 Ο Radford και οι αναπαραστάσεις ......................................................................... - 22 - 

2.3 Ο Duval και οι αναπαραστάσεις ............................................................................. - 24 - 

2.4 Σύγκριση των θεωριών Duval και Radford............................................................. - 25 - 

2.5 Η υποκειµενική κατασκευή των ιδεατοτήτων: Εξαντικειµενίκευση ......................... - 27 - 

2.6 Ιστορία και εξαντικειµενίκευση................................................................................ - 28 - 

2.7 Βαρύτητα και ανθρώπινο σώµα ............................................................................. - 29 - 

2.8 Σύνδεση ιστορικότητας και ενσωµάτωσης στη γεωµετρία ..................................... - 29 - 

Β΄ ΜΕΡΟΣ ................................................................................................................. - 31 - 

2.9 Φαινοµενολογικές ιδέες στη διδακτική των µαθηµατικών ...................................... - 31 - 

2.10 Γενίκευση................................................................................................................ - 33 - 

2.11 Αφαίρεση ................................................................................................................ - 34 - 

2.12 Πρότυπα ................................................................................................................. - 36 - 

2.12.1 Το σηµείο, η ευθεία γραµµή και το επίπεδο .............................................. - 37 - 

2.12.2 Η γωνία - ένα σύνθετο πρότυπο ............................................................... - 38 - 

2.12.3 Το τρίγωνο - Γεωµετρικές κανονικότητες .................................................. - 39 - 

2.12.4 Από τα αρχέτυπα αποτελέσµατα σε µια λογική θεωρία ............................ - 40 - 

2.12.5 Η περίπτωση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος ........................................... - 41 - 

2.13 Μαθηµατική και αναστοχαστική δράση .................................................................. - 43 - 

2.14 Κύρια σηµεία του 2ου κεφαλαίου............................................................................. - 44 - 

2.14.1 Α΄ Μέρος ................................................................................................... - 44 - 



-vi- 

2.14.2 Β΄ Μέρος ................................................................................................... - 45 - 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο :  Μεθοδολογία ............................................................................... - 46 - 

3.1 Ερευνητικό ερώτηµα............................................................................................... - 46 - 

3.2 Γενικές µεθοδολογικές αποφάσεις ......................................................................... - 46 - 

3.3 Ειδικές µεθοδολογικές αποφάσεις.......................................................................... - 47 - 

3.4 Η διδασκαλία του Πυθαγορείου θεωρήµατος στη Β΄ Γυµνασίου ........................... - 49 - 

3.5 Προϋπάρχουσες έρευνες - Πιλοτική έρευνα........................................................... - 50 - 

3.6 Μεθοδολογικό σχέδιο της έρευνας ......................................................................... - 53 - 

3.7 Εργαλεία ................................................................................................................. - 54 - 

3.7.1 Τετράγωνοι αριθµοί (φύλλο εργασίας) ...................................................... - 54 - 

3.7.2 ∆ιδασκαλία (χειραπτικά υλικά, φύλλο εργασίας) ....................................... - 55 - 

3.7.2.1 1η ενότητα (νήµα της στάθµης, ξύλινες ράβδοι, φύλλο εργασίας) .... - 56 - 

3.7.2.2 2η ενότητα (ξυλάκια, φύλλο εργασίας) .............................................. - 56 - 

3.7.2.3 3η ενότητα (φύλλο εργασίας) ............................................................ - 57 - 

3.7.3 Αξιολόγηση (Ερωτηµατολόγιο αξιολόγησης) ............................................ - 59 - 

3.7.3.1 1η οµάδα ερωτήσεων........................................................................ - 59 - 

3.7.3.2 2η οµάδα ερωτήσεων........................................................................ - 60 - 

3.7.3.3 3η οµάδα ερωτήσεων........................................................................ - 60 - 

3.7.3.4 4η οµάδα ερωτήσεων........................................................................ - 61 - 

3.7.3.5 5η οµάδα ερωτήσεων........................................................................ - 61 - 

3.7.4 Συνεντεύξεις (φύλλα δραστηριοτήτων, βέργες)......................................... - 62 - 

3.7.4.1 1η δραστηριότητα (διερευνητική άσκηση) ......................................... - 62 - 

3.7.4.2 2η δραστηριότητα (διερευνητική άσκηση) ......................................... - 63 - 

3.7.4.3 3η & 4η δραστηριότητα (βέργες)........................................................ - 63 - 

3.8 Κύρια έρευνα .......................................................................................................... - 64 - 

3.8.1 Τετράγωνοι αριθµοί ................................................................................... - 65 - 

3.8.2 ∆ιδασκαλία ................................................................................................ - 66 - 

3.8.2.1 1η ενότητα (ποιοτική αναγνώριση της καθετότητας)......................... - 67 - 

3.8.2.2 2η ενότητα (ποσοτικοποίηση των σχέσεων της 1ης ενότητας) .......... - 69 - 

3.8.2.3 3η ενότητα (κανόνας παραγωγής τριάδων) ...................................... - 69 - 

3.8.3 Αξιολόγηση ................................................................................................ - 70 - 

3.8.4 Συνεντεύξεις .............................................................................................. - 71 - 

3.9 Μέθοδος ανάλυσης της έρευνας ............................................................................ - 73 - 

3.9.1 ∆ιδασκαλία ................................................................................................ - 73 - 

3.9.2 Αξιολόγηση ................................................................................................ - 74 - 

3.9.3 4η φάση - Συνεντεύξεις .............................................................................. - 75 - 

3.10 Κύρια σηµεία του 3ου κεφαλαίου............................................................................. - 76 - 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο :  Αποτελέσµατα ............................................................................. - 77 - 

4.1 ∆ιδασκαλία ................................................................................................ - 77 - 

4.2 Αξιολόγηση ................................................................................................ - 89 - 

4.3 Συνεντεύξεις .............................................................................................. - 94 - 

4.3.1 1η δραστηριότητα....................................................................................... - 94 - 

Οµάδα Α ................................................................................................................. - 94 - 



-vii- 

Οµάδα Β ................................................................................................................. - 96 - 

Οµάδα Γ ................................................................................................................. - 97 - 

4.3.2 2η δραστηριότητα....................................................................................... - 99 - 

Οµάδα Α ................................................................................................................. - 99 - 

Οµάδα Β ............................................................................................................... - 102 - 

Οµάδα Γ ............................................................................................................... - 105 - 

4.3.3 3η δραστηριότητα..................................................................................... - 107 - 

Οµάδα Α ............................................................................................................... - 107 - 

Οµάδα Β ............................................................................................................... - 109 - 

Οµάδα Γ ............................................................................................................... - 111 - 

4.3.4 4η δραστηριότητα..................................................................................... - 114 - 

Οµάδα Α ............................................................................................................... - 114 - 

Οµάδα Β ............................................................................................................... - 116 - 

Οµάδα Γ ............................................................................................................... - 119 - 

4.4 Κύρια σηµεία του 4ου κεφαλαίου........................................................................... - 121 - 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο :  Συζήτηση & συµπεράσµατα .................................................... - 122 - 

5.1 Συζήτηση .............................................................................................................. - 122 - 

5.2 Συµπερασµατικά σχόλια....................................................................................... - 130 - 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ....................................................................................................... - 132 - 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ ............................................................................................... - 136 - 

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Α ........................................................................................... - 137 - 

Σ χ η µ α τ ι κ ο ί  α ρ ι θ µ ο ί ..................................................................................... - 137 - 

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Β ........................................................................................... - 138 - 

Φ Υ Λ Λ Ο  Ε Ρ Γ Α Σ Ι Α Σ ........................................................................................ - 138 - 

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Γ ........................................................................................... - 142 - 

Ε Ρ Ω Τ Η Μ Α Τ Ο Λ Ο Γ Ι Ο  Α Ξ Ι Ο Λ Ο Γ Η Σ Η Σ .............................................. - 142 - 

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  ∆ ........................................................................................... - 144 - 

∆ Ρ Α Σ Τ Η Ρ Ι Ο Τ Η Τ Ε Σ ....................................................................................... - 144 - 

∆ Ρ Α Σ Τ Η Ρ Ι Ο Τ Η Τ Α  1 η ............................................................................. - 144 - 

∆ Ρ Α Σ Τ Η Ρ Ι Ο Τ Η Τ Α  2 η ............................................................................. - 145 - 

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Ε ........................................................................................... - 146 - 

ΒΑΘΜΟΛΟΓΙΕΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΚΑΙ ΣΤΟ 

ΤΕΣΤ ΤΟΥ ΣΧΟΛΕΙΟΥ......................................................................................... - 146 - 

ΤΟ ΤΜΗΜΑ ΠΑΡΕΜΒΑΣΗΣ..................................................................................... - 146 - 

ΤΟ ΤΜΗΜΑ ΕΛΕΓΧΟΥ............................................................................................. - 147 - 

Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Σ Τ ........................................................................................ - 148 - 

ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΙΣ ........................................................................................................... - 148 - 

1η ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ (ΟΜΑ∆Α Α - τµήµα παρέµβασης) ............................................... - 148 - 

5η ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ (ΟΜΑ∆Α Β - τµήµα ελέγχου)....................................................... - 154 - 



-viii- 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ΠΙΝΑΚΩΝ 

Πίνακας 3. 1: Οι προηγούµενες έρευνες .............................................................................- 51 - 

Πίνακας 3. 2: Μεθοδολογικό σχέδιο της έρευνας ................................................................- 53 - 

Πίνακας 3. 3: Ερωτήσεις διερεύνησης της απάντησης κλιµακούµενες ...............................- 64 - 

Πίνακας 3. 4: Οι συµµετέχοντες στην έρευνα......................................................................- 64 - 

Πίνακας 4. 1: Οι απαντήσεις στην 2η ερώτηση....................................................................- 89 - 

Πίνακας 4. 2: Οι απαντήσεις στην 10η ερώτηση..................................................................- 90 - 

Πίνακας 4. 3: Οι απαντήσεις στη 12η ερώτηση ...................................................................- 90 - 

Πίνακας 4. 4: Οι απαντήσεις στην 11η ερώτηση..................................................................- 92 - 

Πίνακας 4. 5: Συγκρίσεις µε τον έλεγχο Mann Whitney.......................................................- 93 - 

 

 

 
 



-ix- 

ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ΕΙΚΟΝΩΝ 

Σχ.1. 1: Η πινακίδα «YBC 7289» ..........................................................................................- 5 - 

Σχ.1. 2: Η πινακίδα Plimpton 322..........................................................................................- 6 - 

Σχ.1. 3: Ο πάπυρος του Rhind..............................................................................................- 7 - 

Σχ.1. 4: Ο σχηµατισµός των περιττών και άρτιων µε  γνώµονες. .......................................- 10 - 

Σχ.1. 5: Οι τριγωνικοί αριθµοί..............................................................................................- 10 - 

Σχ.1. 6: Οι τετράγωνοι αριθµοί ............................................................................................- 10 - 

Σχ.1. 7: Οι πενταγωνικοί αριθµοί.........................................................................................- 11 - 

Σχ.1. 8: Το τριπλούν τρίγωνο ..............................................................................................- 12 - 

Σχ.1. 9: Το σχήµα στην απόδειξη που εικάζεται των  Πυθαγορείων...................................- 17 - 

Σχ.1. 10: Η Πρόταση Ι47 και η απόδειξή της.......................................................................- 18 - 

Σχ.1. 11: Σελ. 183-184 του σχολικού βιβλίου της Γεωµετρίας της Β΄ Λυκείου ....................- 19 - 

Σχ.3. 1: Τα σχήµατα του σχολικού βιβλίου της Β΄ Γυµνασίου (σελ. 127)............................- 49 - 

Σχ.3. 2: Η 1η δραστηριότητα του φύλλου εργασίας που αφορά τους σχηµατικούς  

αριθµούς..............................................................................................................- 54 - 

Σχ.3. 3: Η 2η δραστηριότητα του φύλλου εργασίας που αφορά τους σχηµατικούς    

αριθµούς..............................................................................................................- 55 - 

Σχ.3. 4: Το βαρίδι κρεµασµένο από το νήµα πάνω από την  επιφάνεια του  

χρωµατισµένου υγρού.........................................................................................- 55 - 

Σχ.3. 5: Οι χρωµατισµένες ράβδοι σε 3, 4  και 5 κοµµάτια. ................................................- 55 - 

Σχ.3. 6: Οι 2 πρώτες δραστηριότητες του φύλλου εργασίας ...............................................- 56 - 

Σχ.3. 7: Τα ξυλάκια που µοιράσαµε  στους µαθητές ...........................................................- 57 - 

Σχ.3. 8: Η 3η δραστηριότητα του φύλλου εργασίας και το σχήµα στο οποίο θα  

δοκιµάσουν τις τριάδες που προτείνουν. ............................................................- 57 - 

Σχ.3. 9: Η 4η δραστηριότητα του φύλλου εργασίας .............................................................- 58 - 

Σχ.3. 10: Οι δύο τελευταίες δραστηριότητες του φύλλου εργασίας.....................................- 59 - 

Σχ.3. 11: 1η οµάδα ερωτήσεων ...........................................................................................- 59 - 

Σχ.3. 12: 2η οµάδα ερωτήσεων ...........................................................................................- 60 - 

Σχ.3. 13: 3η οµάδα ερωτήσεων ...........................................................................................- 60 - 

Σχ.3. 14: 4η οµάδα ερωτήσεων ...........................................................................................- 61 - 

Σχ.3. 15: 5η οµάδα ερωτήσεων ...........................................................................................- 61 - 

Σχ.3. 16: Η 1η δραστηριότητα που δόθηκε στις συνεντεύξεις .............................................- 62 - 

Σχ.3. 17: Η 2η δραστηριότητα που δόθηκε στις συνεντεύξεις .............................................- 63 - 

Σχ.3. 18: Οι µαθητές κατασκευάζουν τρίγωνα µε ξυλάκια στα θρανία τους. - 68 - 

Σχ.4. 12: Οι δραστηριότητες των παιδιών µε τις ξύλινες ράβδους ......................................- 78 - 

Σχ.4. 13: Τα παιδιά δοκιµάζουν...........................................................................................- 80 - 

Σχ.4. 14: Η µαθήτρια ενισχύει την υπόθεσή της µε χειρονοµίες .........................................- 81 - 

Σχ.4. 15: Τα τρίγωνα µε τα ξυλάκια 2-3-4 και 6-8-10 ..........................................................- 82 - 

Σχ.4. 16: ∆οκιµές για το αν το τρίγωνο 6-8-10 είναι ορθογώνιο..........................................- 82 - 

Σχ.4. 17: Τα παιδιά σχηµατίζουν τα τρίγωνα 9-12-15 και 5-12-13 στο σχήµα του   

φύλλου εργασίας .................................................................................................- 83 - 

Σχ.4. 18: Οι πρώτοι τετράγωνοι αριθµοί όπως γράφτηκαν στον πίνακα µε την  υπόδειξη  

των µαθητών. ......................................................................................................- 84 - 



-x- 

Σχ.4. 19: Οι τετράγωνοι αριθµοί όπως συµπληρώθηκαν στο φύλλο εργασίας των  

µαθητών ..............................................................................................................- 86 - 

Σχ.4. 20: Η πρόταση που συµπλήρωσε µία µαθήτρια ........................................................- 88 - 

Σχ.4. 21: Η επαγωγική σχέση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος ...........................................- 88 - 

Σχ.4. 22: Το διάγραµµα της 2ης ερώτησης ..........................................................................- 89 - 

Σχ.4. 23: Το διάγραµµα της 10ης ερώτησης ........................................................................- 90 - 

Σχ.4. 24: Το διάγραµµα της 12ης ερώτησης ........................................................................- 91 - 

Σχ.4. 25: Το διάγραµµα της 11ης ερώτησης ........................................................................- 92 - 

Σχ.4. 26: Το κορίτσι κλείνει τα χέρια όπως «κλείνει» η γωνία .............................................- 97 - 

Σχ.4. 27: Τα παιδιά ενισχύουν τους ισχυρισµούς τους µε κινήσεις .....................................- 98 - 

Σχ.4. 28: ∆είχνει µε τα χέρια ότι είναι µεγαλύτερο. ..............................................................- 99 - 

Σχ.4. 29: Το αγόρι προβληµατίζεται µε το σχήµα .............................................................- 100 - 

Σχ.4. 30: Το 2ο κορίτσι προβληµατίζεται από το σχήµα. ...................................................- 102 - 

Σχ.4. 31: Το κορίτσι σχηµατίζει την ορθή γωνία................................................................- 103 - 

Σχ.4. 32: Τα παιδιά αρχίζουν να αµφιβάλλουν για το σχήµα. ...........................................- 104 - 

Σχ.4. 33: Το αγόρι εξηγεί ότι η υποτείνουσα πρέπει να είναι η .........................................- 107 - 

Σχ.4. 34: Τα κορίτσια βρήκαν τη βέργα «15» µε το Πυθαγόρειο θεώρηµα. ......................- 108 - 

Σχ.4. 35: Η πλευρά 15 δεν φαίνεται να τους ταιριάζει ακριβώς ........................................- 110 - 

Σχ.4. 36: Μετράνε την τρίτη πλευρά..................................................................................- 111 - 

Σχ.4. 37: Το κορίτσι διάλεξε µε το µάτι µία «µεγάλη» βέργα.............................................- 112 - 

Σχ.4. 38: Φτιάχνουν το τρίγωνο 9-12-14. ..........................................................................- 113 - 

Σχ.4. 39: Εξετάζουν αν ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα. .................................................. - 114 - 

Σχ.4. 40: Κάνουν πράξεις για να ελέγξουν αν ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα. ...............- 115 - 

Σχ.4. 41: Τα παιδιά αναρωτιούνται αν το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. .................................- 116 - 

Σχ.4. 42: Εξετάζουν αν ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα. .................................................. - 118 - 

 Σχ.4. 43: Η πλευρά «7» δείχνει να περισσεύει.................................................................- 119 - 

Σχ.4. 44: Το τρίγωνο που έφτιαξαν µε πλευρές 3-6 και 7. ................................................ - 120 - 

Σχ.5. 1: Ο τρόπος που χρησιµοποιούν τα ξυλάκια  οι µαθητές για να σχηµατίσουν  

το τρίγωνο....................................................................................................- 125 - 

 



-- 1 -- 

ΠΕΡΙΛΗΨΗ  

Η παρούσα διπλωµατική εργασία εκπονήθηκε για την απόδοση 

Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος από το ∆ιαπανεπιστηµιακό-∆ιατµηµατικό 

Πρόγραµµα «∆ιδακτικής και Μεθοδολογίας των Μαθηµατικών».  

Παρουσιάζεται µία εµπειρική µελέτη που βασίζεται στην φαινοµενολογική ιδέα 

της εξαντικειµενίκευσης του ορθογωνίου τριγώνου µέσω µιας διδασκαλίας του 

Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Στην έρευνα συµµετείχαν 36 µαθητές της Β΄ 

Γυµνασίου, ενός δηµόσιου σχολείου της Α΄ Αθήνας. Η αξιολόγηση της 

διδασκαλίας βασίστηκε στη σύγκριση του τµήµατος παρέµβασης που έγινε η 

διδασκαλία µε το τµήµα ελέγχου, σε ένα ερωτηµατολόγιο αξιολόγησης που 

κατασκευάστηκε για την παρούσα έρευνα. Από τα αποτελέσµατα της έρευνας 

έγινε φανερό ότι οι µαθητές για να αποκτήσουν ποιοτικές συνδέσεις µε τις 

έννοιες που διαπραγµατεύονται χρειάζονται µια διδασκαλία και ένα τρόπο 

προσέγγισης αυτών των εννοιών πιο κοντά στη δική τους καταρχήν 

πραγµατικότητα. Το κατά πόσο ο αριθµός θα αποτελέσει ισχυρότερο 

επιχείρηµα αλήθειας από ότι η εικόνα είναι αποτέλεσµα του επιπέδου 

εξαντικειµενίκευσης που θα προσεγγίσουν οι µαθητές. 

Λέξεις κλειδιά: Εξαντικειµενίκευση, αναπαραστάσεις, πρότυπα,  

αφαίρεση, γενίκευση. 

ABSTRACT 

This research study was carried out in order to lead to the award of a 

Postgraduate Diploma in “Didactics and Methodology in Mathematics.” We 

present an empirical study based on the phenomenological concept of 

“objectification” of the right triangle through a teaching of the Pythagorean 

Theorem. Participants were 36 students of a public school of Athens. The 

assessment of teaching based on the comparison between the intervened 

and control party in an evaluation questionnaire constructed for this 

investigation. From the results of the investigation it became apparent that the 

students in order to gain quality links to the concepts negotiated, a teaching 

and a way to approach these concepts closer to their own reality principle is 

needed. Whether the number will be a stronger truth argument than the 

image, is the result of the level of objectification that students will reach. 

Key words: Objectification, representations, prototypes, abstract, 

generalization. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Στην παρούσα έρευνα προτείνεται µια διδασκαλία του Πυθαγορείου 

Θεωρήµατος που βασίζεται στη φαινοµενολογική ιδέα της εξαντικειµενίκευσης 

(objectification). Επιχειρήθηκε να µπουν οι µαθητές σε ένα ρόλο όπου θα 

αξιοποιήσουν τις άµεσες βιωµατικές τους εµπειρίες, ώστε να καταλάβουν από 

µόνοι τους τον τρόπο που λειτουργούν τα µαθηµατικά. Υποστηρίζουµε ότι το 

ανθρώπινο σώµα έχει αίσθηση της βαρύτητας κατά τον ίδιο τρόπο σε κάθε 

εποχή, εποµένως σχεδιάζουµε µια διδασκαλία βασιζόµενη στη διαχρονικά 

αυτή αµετάβλητη αισθητηριακή αντίληψη, µε στόχο την εξαντικειµενίκευση 

(“objectification”) του ορθογωνίου τριγώνου. Υιοθετούµε στο σηµείο αυτό την 

άποψη του  Husserl για τη γνώση που πρέπει να συνδέεται µε τον κόσµο που 

οι άνθρωποι βιώνουν και ότι αντιµετωπίζοντας έτοιµες έννοιες και προτάσεις 

χωρίς τη χρήση προεπιστηµονικών υλικών, αφαιρείται από τη γεωµετρία το 

αληθινό της νόηµα. Με µια ειδικά σχεδιασµένη διδασκαλία κατάλληλων 

προοδευτικών µαθηµατικοποιήσεων και καθοδηγούµενης επανεπινόησης, ο 

µαθητής µπορεί να ανακατασκευάσει την ήδη αντικειµενική µαθηµατική 

έννοια, βιώνοντας µ’ αυτό τον τρόπο την επαναδραστηριοποίηση της 

εξαντικειµενίκευσής του. Ενσωµατώνουµε στο σχεδιασµό της διδασκαλίας 

µας εργαλεία από τον πραγµατικό κόσµο και στοχεύουµε να συνδεθούν 

σταδιακά η βαρύτητα και η αίσθηση της κατακορύφου, µε την καθετότητα, τις 

Τριάδες και το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. Υιοθετούµε τον όρο πρότυπο 

(prototype) θεωρώντας ότι ένα πρότυπο είναι το αντιπροσωπευτικότερο 

παράδειγµα για µια έννοια.  Τα πραξιακά πρότυπα (enactive prototypes) 

προερχόµενα από τον πραγµατικό κόσµο (world of life)  του Husserl και τον 

ενσώµατο κόσµο, τα γεωµετρικά και αριθµητικά πρότυπα που προέρχονται 

από το κόσµο των µαθηµατικών. Τα µαθηµατικά αντικείµενα, σύµφωνα µε τον 

Duval, δεν είναι αντικείµενα που αντιλαµβάνονται ευθέως ή παρατηρούνται µε 

τη βοήθεια κάποιων οργάνων (µικροσκόπια, τηλεσκόπια, συσκευές 

µέτρησης), όπως αντίθετα συµβαίνει µε τα φαινόµενα της αστρονοµίας, της 

φυσικής, της χηµείας, της βιολογίας κλπ.  Η πρόσβαση σ’  αυτά συνδέεται µε 

τη χρήση ενός συστήµατος αναπαραστάσεων που τους επιτρέπει να 

υποδειχθούν. Η γνώση προκύπτει από την ικανότητα των µαθητών να 

µεταφράζουν µεταξύ των διαφορετικών σηµειωτικών συστηµάτων που 

συνδέονται µε την κάθε αναπαράσταση.  
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Η εργασία αποτελείται από πέντε (5) κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο, 

γίνεται µια αναφορά στην ιστορική πορεία γέννησης και ανάπτυξης του 

Πυθαγορείου Θεωρήµατος, που θεωρούµε ότι ταιριάζει στην πορεία που θα 

ακολουθήσουµε στη διδακτική µας παρέµβαση. Στο δεύτερο κεφάλαιο, 

παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της βιβλιογραφικής µελέτης στο θεωρητικό 

πλαίσιο που δοµήθηκε η έρευνά µας και στο διδακτικό πλαίσιο που 

σχεδιάστηκε η πραγµατοποίησή της. Στο τρίτο κεφάλαιο, αναλύεται διεξοδικά 

η µεθοδολογία της έρευνας, τα εργαλεία που χρησιµοποιήθηκαν, γίνεται 

αναφορά σε προηγούµενες έρευνες και αναλύονται τα στάδια της παρούσας 

έρευνας. Στο τέταρτο κεφάλαιο,  παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα 

της διδακτικής παρέµβασης, η στατιστική ανάλυση µε την οποία αξιολογήθηκε 

ποσοτικά η παρούσα έρευνα, καθώς επίσης και τα αποτελέσµατα των 

συνεντεύξεων  που πραγµατοποιήθηκαν. Τέλος στο πέµπτο και τελευταίο 

κεφάλαιο, γίνεται συζήτηση πάνω στα αποτελέσµατα και επιχειρούµε κάποια 

συµπεράσµατα. 

Ακολουθεί παράρτηµα µε τα φύλλα εργασίας, το Ερωτηµατολόγιο 

αξιολόγησης και τις δραστηριότητες που προτάθηκαν στους µαθητές. Ένα 

αρχείο excel µε τις βαθµολογίες των 2 τµηµάτων στο τεστ του σχολείου και 

στο ερωτηµατολόγιο αξιολόγησης του οποίου τα δεδοµένα εισήχθησαν στο 

SPSS και έγινε η στατιστική ανάλυση και τέλος, οι διάλογοι του ερευνητή µε 

τους µαθητές στις  συνεντεύξεις. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο :  Ιστορικά στοιχεία 
 

 

Στο κεφάλαιο αυτό δεν είναι πρόθεσή µας να κάνουµε µια ιστορική 

ανασκόπηση της Γεωµετρίας. Άλλωστε υπάρχει µια πλούσια βιβλιογραφία 

στην οποία µπορεί κανείς να βρει σηµαντικά στοιχεία γι’ αυτό. Σκοπός µας 

είναι να κάνουµε µία σύνδεση µε την πορεία που ακολούθησε η εξέλιξη της 

γεωµετρίας και κυρίως το Πυθαγόρειο θεώρηµα, σε σχέση µε την προσέγγιση 

που επιθυµούµε να έχουν οι µαθητές µας,  στη διδακτική µας παρέµβαση.  

 

1.1 Αναφορά στις πρώτες Γεωµετρικές θεωρίες 

Στους αρχαίους χρόνους, όταν η γνώση ήταν συγκεντρωµένη στα χέρια 

λίγων, πολλές φορές αυτοί ήταν ιερείς, η επιστήµη ταυτιζόταν µε τη θρησκεία 

ή ακόµη και τη µαγεία. Τα µαθηµατικά της εποχής (αριθµητική και γεωµετρία) 

ήταν µέρος της µυστικής γνώσης και συχνά συνδέονταν µε µυστικισµό.  

Οι πρώτες γραπτές µαρτυρίες γεωµετρικών γνώσεων ανάγονται στην 

τρίτη µε δεύτερη χιλιετία π.Χ. και προέρχονται από τους λαούς της αρχαίας 

Αιγύπτου και της Μεσοποταµίας. Οι γεωµετρικές γνώσεις αυτών των λαών, 

συνίστανται κυρίως στον υπολογισµό επιφανειών και όγκων ακολουθώντας 

µια «αλγοριθµική» διαδικασία, έναν κανόνα, ο οποίος εφαρµόζεται για 

συγκεκριµένες αριθµητικές τιµές. Τα προβλήµατα που αντιµετωπίζονται είναι 

κυρίως εµπειρικής προέλευσης και η λύση τους δε συνιστά λογική απόδειξη. 

Από τα µαθηµατικά των λαών που αναφέραµε, τα Βαβυλωνιακά 

υπήρξαν τα πιο αξιόλογα και τα πιο περίπλοκα απ’ όλα όσων προηγήθηκαν 

των ελληνικών µαθηµατικών. Οι Βαβυλώνιοι εισήγαγαν την ιδέα ενός 

αριθµητικού συστήµατος θέσης (το εξηκονταδικό), µε το οποίο είχαν µια σαφή 

αναπαράσταση των αριθµών, χωρίς περιορισµό µεγέθους. Είχαν επίσης ένα 

συµβολισµό για τους ακέραιους και τα κλάσµατα που τους επέτρεπε τον 

εύκολο λογισµό. Στη γεωµετρία υπολόγιζαν εµβαδά ορθογωνίων τριγώνων, 

παραλληλογράµµων και τραπεζίων. Επίσης υπολόγιζαν όγκους πρισµάτων 

και κυλίνδρων (Γιαννακούλιας, 2007). 

Ο Αιγυπτιακός πολιτισµός αναπτύχθηκε σε µια χρονική περίοδο 2000 

περίπου χρόνων, από το 3000 έως το 1100 π.Χ. Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη 

οι µαθηµατικές τέχνες γεννήθηκαν πρώτα στην Αίγυπτο. Τα µαθηµατικά όµως 
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των Αιγυπτίων δεν είχαν επιστηµονική µορφή αλλά τα ασκούσαν 

επαγγελµατικά οι Αιγύπτιοι γραφείς. Σ’ αυτά ήταν ενοποιηµένα αριθµητική και 

γεωµετρία και ασχολούνταν κυρίως µε προβλήµατα υπολογισµού εµβαδών 

και όγκων (Van der Waerden, 2000).  

Λέγεται ότι στην αρχαία Αίγυπτο η γεωµετρία χρησιµοποιήθηκε στην 

οριοθέτηση και τη µέτρηση των γαιών, απ' όπου και ο όρος "γεωµετρία". 

Ανάγκη που δηµιουργήθηκε από τις πληµµύρες του ποταµού Νείλου και την 

επαναπόδοση των ιδιοκτησιών στους κατόχους τους. Αργότερα πιο 

προχωρηµένοι υπολογισµοί, εµπειρικοί και πρακτικοί χρησιµοποιήθηκαν στην 

οικοδόµηση των πυραµίδων (Βασιλείου, 2009). 

Μαρτυρίες για όλα τα παραπάνω έχουµε από πήλινες πινακίδες 

σφηνοειδούς γραφής που ανακαλύφθηκαν τον εικοστό αιώνα στη 

Μεσοποταµία, όπως είναι η πινακίδα «YBC 7289», η πινακίδα «Plimpton 

322» και ο πάπυρος του Rhind. 

1.1.1 H πινακίδα «YBC 7289» 

   
   Σχ.1. 1: Η πινακίδα «YBC 7289» 

 

Το όνοµα της συγκεκριµένης πινακίδας σηµαίνει ότι πρόκειται για την 

πινακίδα µε αύξοντα αριθµό 7289 στη Βαβυλωνιακή Συλλογή του 

Πανεπιστηµίου Yale. Χρονολογείται περίπου το 1800 µε 1600 π.Χ. και 

απεικονίζει ένα τετράγωνο υπό κλίση και τις δύο διαγώνιές του, µε κάποια 

σύµβολα χαραγµένα κατά µήκος της µιας πλευράς και κάτω από την 

οριζόντια διαγώνιο. Προκύπτει ότι πρόκειται για αριθµούς γραµµένους στο 

βαβυλωνιακό σύστηµα αρίθµησης που χρησιµοποιούσε ως βάση τον αριθµό 

60. Οι ειδικοί που προσπαθούν να αποκωδικοποιήσουν τα αρχαία έγγραφα, 

βρήκαν πως στην περίπτωση της εν λόγω πινακίδας ο αριθµός που είναι 

γραµµένος κατά µήκος της πάνω αριστερής πλευράς αναγνωρίζεται εύκολα 
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ως ο 30. Κάτω από την οριζόντια διαγώνιο είναι µε σύγχρονο συµβολισµό, η 

δεκαδική τιµή του 2 , µε ακρίβεια εκατοστού του χιλιοστού. Το συµπέρασµα 

που προκύπτει είναι ότι οι Βαβυλώνιοι γνώριζαν τη σχέση µεταξύ του µήκους 

της διαγωνίου ενός τετραγώνου και της πλευράς του, 2ad = . Όµως αυτό 

µπορεί να σηµαίνει ότι γνώριζαν το πυθαγόρειο θεώρηµα, ή τουλάχιστον την 

ειδική περίπτωσή του για τη διαγώνιο ενός τετραγώνου, τουλάχιστον 1000 

χρόνια πριν από τον Πυθαγόρα από όπου πήρε και το όνοµά του (Maor, 

2008). 

1.1.2 Η πινακίδα Plimpton 

 
Σχ.1. 2: Η πινακίδα Plimpton 322 

Η πινακίδα Plimpton είναι µια πήλινη πινακίδα των Βαβυλωνίων από την 

ίδια περίοδο που αποδεικνύει ότι οι Βαβυλώνιοι ήταν επίσης γνώστες 

αλγεβρικών διαδικασιών. Έχει την παραπάνω ονοµασία γιατί κατέχει τον 

αύξοντα αριθµό 322 στη συλλογή του G.A. Plimpton  στο Πανεπιστήµιο 

Columbia, στη Νέα Υόρκη. Πρόκειται για ένα πίνακα µε τέσσερις στήλες, οι 

οποίες µε µια πρώτη µατιά φαίνεται να αποτελούν καταγραφές εµπορικών 

συναλλαγών. Η προσεκτική ανάλυση, ωστόσο, αποκάλυψε ότι η πινακίδα 

ασχολείται µε πυθαγόρειες τριάδες - δηλαδή ακέραιους αριθµούς α, β, γ που 

ικανοποιούν τη σχέση α2=β2+γ2. ∆υστυχώς στο αριστερό µέρος της πινακίδας 

λείπει ένα τµήµα της, αλλά ίχνη σύγχρονης κόλλας που βρέθηκαν στην άκρη 

του αποδεικνύουν ότι το χαµένο τµήµα έσπασε µετά την ανακάλυψη της 

πινακίδας, οπότε µπορεί κάποια µέρα να βρεθεί. Το χαµένο τµήµα έχει 

µερικώς αποκατασταθεί µετά από προσπάθεια και έρευνες των επιστηµόνων 

και η πινακίδα µπορεί να διαβαστεί µε µια σχετική άνεση. Η ερµηνεία αυτών 

που αναγράφονται οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι Βαβυλώνιοι πρέπει να 

γνώριζαν τον αλγόριθµο παραγωγής τέτοιων τριάδων, ο οποίος θα 

τυποποιούνταν 1500 χρόνια µετά, στα στοιχεία του Ευκλείδη. Στο σηµείο αυτό 

ο Maor (2008) κάνει τα εξής σχόλια για την πινακίδα Plimpton: 
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Για τα αρχαία βαβυλωνιακά κείµενα - και ειδικά για την πινακίδα Plimpton 322 -  έχουν 

προταθεί πολλές και αντικρουόµενες θεωρίες. Υπάρχουν αρκετές πινακίδες που 

συνηγορούν υπέρ της θέσης ότι οι αρχαίοι Βαβυλώνιοι γνώριζαν το πυθαγόρειο 

θεώρηµα, τουλάχιστον εµπειρικά.  

Η άποψη ότι η Plimpton 322  περιέχει πυθαγόρειες τριάδες ήταν, τουλάχιστον µέχρι 

πρόσφατα, η επικρατέστερη. Προτάθηκε από τους πρωτοπόρους στα βαβυλωνιακά 

µαθηµατικά  Otto Neugebauer και Abraham Sachs στο Mathematische Kleinschrift 

Texte (1935-1937). Μια πιο πρόσφατη θεωρία, η οποία προτάθηκε από την Eleanor 

Robson, ειδική στα βαβυλωνιακά µαθηµατικά, δίνει µία άλλη ερµηνεία που βρίσκεται 

στα άρθρα της στο American Mathematical Monthly, 109 (2002), 105-120.  

(Maor, 2008, σελ. 29). 

1.1.3 Ο πάπυρος του Rhind 

 
Σχ.1. 3: Ο πάπυρος του Rhind 

Οι περισσότερες πληροφορίες για τα αρχαία Αιγυπτιακά µαθηµατικά 

προέρχονται από τον πάπυρο Rhind, µια συλλογή από ογδόντα τέσσερα 

προβλήµατα που ασχολούνται µε την αριθµητική, τη γεωµετρία, και τη 

στοιχειώδη άλγεβρα. Ο πάπυρος Rhind τον οποίο αντέγραψε από το 

πρωτότυπο, το 1650 π.Χ. κάποιος ονοµαζόµενος Ahmose (ή Ahmes), 

αγοράστηκε το 1858 από το Σκοτσέζο Αιγυπτιολόγο Α. Henry Rhind στο 

Λούξορ (Luxor) της Αιγύπτου και µάλλον βρέθηκε κατά την διάρκεια 

παράνοµων ανασκαφών κοντά στην περιοχή Ramesseum και στη συνέχεια 

αγοράστηκε από το Βρετανικό Μουσείο το 1865. Έχει 18 πόδια µήκος και 13 

ίντσες πλάτος. Επέζησε κάτω από εντυπωσιακά καλές συνθήκες και είναι το 

παλαιότερο εγχειρίδιο µαθηµατικών που έφθασε σε µας σχεδόν άθικτο. 

Ο πάπυρος είναι πιθανώς ένα βιβλίο µαθηµατικών, που 

χρησιµοποιούνται από γραφείς (το κύριο εγγράµµατο τµήµα του πληθυσµού) 

για εκµάθηση και επίλυση ειδικών µαθηµατικών προβληµάτων µε την 

παράθεση κατάλληλων παραδειγµάτων. Το κείµενο περιλαµβάνει ογδόντα 
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τέσσερα προβλήµατα: πίνακες διαιρέσεων, πολλαπλασιασµούς, πράξεις µε 

κλάσµατα και γεωµετρικά προβλήµατα συµπεριλαµβανοµένων όγκων και 

εµβαδών. 

Στον πάπυρο του Rhind το πυθαγόρειο θεώρηµα δεν αναφέρεται ούτε 

µία φορά. Αυτό όµως σηµαίνει ότι οι Αιγύπτιοι δεν το γνώριζαν; Λέγεται ότι 

χρησιµοποιούσαν ένα σχοινί που έφερε κόµπους σε ίσες αποστάσεις µεταξύ 

τους προκειµένου να µετρούν αποστάσεις. Το σχοινί που έφερε τρεις, κατόπιν 

τέσσερις και τέλος πέντε διαδοχικούς κόµπους, θα πρέπει, να οδήγησε τους 

Αιγύπτιους στην ανακάλυψη ότι ένα τρίγωνο µε πλευρές 3, 4 και 5 είναι 

ορθογώνιο τρίγωνο και κατ’ επέκταση στη σχέση 32+42=52. 

1.2 Οι πρώτες προσπάθειες συστηµατοποίησης της Γεωµετρίας 

Η µελέτη της γεωµετρίας και των µαθηµατικών γενικότερα, πέρα από τις 

πρακτικές ανάγκες, ως πνευµατική αναζήτηση, ως θεωρητικό περίβληµα, 

είναι κατάκτηση του αρχαίου ελληνικού πνεύµατος.  

Κατ' αρχήν πρέπει να αναφερθεί πρώτα το όνοµα του γεωµέτρη και 

φιλοσόφου Θαλή, ενός εκ των επτά Σοφών της αρχαίας Ελλάδας. Θεωρείται 

ότι είναι ο πρώτος που συνέλαβε και εφάρµοσε την ιδέα της απόδειξης. Η 

φιλοσοφική του άποψη ήταν ότι η φύση έχει νόµους, τους οποίους µπορούµε 

να ανακαλύψουµε, ενώ µπορούµε να εξηγήσουµε τα φαινόµενα µέσω της 

παρατήρησης και της λογικής.  

Ο Θαλής, γόνος πλούσιας οικογένειας και έµπορος ο ίδιος, θεµελίωσε 

γύρω στο 600 π.Χ. την «Ιωνική Σχολή», την πρώτη φιλοσοφική σχολή της 

αρχαίας Ελλάδας. Κατά τον νεοπλατωνικό φιλόσοφο Πρόκλο (410-485 µ.Χ.), 

ο Θαλής επισκέφθηκε την Αίγυπτο από όπου και επανέφερε στην Ελλάδα τις 

γνώσεις της Γεωµετρίας. Η γεωµετρία των Αιγυπτίων στα χρόνια του Θαλή 

ήταν στο στάδιο της γεωµέτρησης, δηλαδή ήταν ένα σύνολο από εµπειρικούς 

κανόνες για τη µέτρηση των εκτάσεων του εδάφους. Οι Έλληνες έµαθαν από 

τους Αιγύπτιους τους κανόνες υπολογισµού εµβαδών και όγκων, αλλά ήταν οι 

πρώτοι που σκέφθηκαν να τους αποδείξουν.  

Με χρήση των οµοίων τριγώνων υπολόγισε ακριβώς το ύψος των 

πυραµίδων, κάτι που προηγουµένως γινόταν µόνο εµπειρικά. Η πρόβλεψη 

της έκλειψης του ήλιου το 585 π. Χ. τον κατέστησε πρόσωπο µυθικό. Για να 

κάνει την πρόβλεψη αυτή, πιθανόν να χρησιµοποίησε τις πολυάριθµες 

αστρονοµικές παρατηρήσεις που είχαν κάνει οι Βαβυλώνιοι επί σειρά αιώνων. 

Ο Θαλής ήταν ο πρώτος που θέλησε να στηρίξει τη γεωµετρία σε νόµους 
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σκέψης καθολικής αποδοχής και εφαρµογής. Έτσι οι βάσεις της θεωρητικής 

γεωµετρίας, κατά γενική παραδοχή, τέθηκαν από αυτόν (Γιαννακούλιας, 

2007).  

Στο Θαλή αποδίδονται, από τον Πρόκλο, η πατρότητα των προτάσεων:  

• Κάθε εγγεγραµµένη σε ηµικύκλιο γωνία είναι ορθή. 

• Οι παρά την βάση γωνίες ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσες. 

• ∆ύο τρίγωνα που έχουν µία πλευρά ίση και τις προσκείµενες σ’ αυτή 

γωνίες ίσες είναι ίσα.  

Γεγονός είναι ότι ο Θαλής προετοίµασε τους Πυθαγόρειους και απέδειξε 

πολλά θεωρήµατα που συµπεριέλαβε στα Στοιχεία του ο Ευκλείδης.  

1.2.1 Πυθαγόρειοι & πυθαγόρεια σχολή 

Ο Πυθαγόρας (περίπου 570-500 π.Χ.) γεννήθηκε στη Σάµο. Αν και 

υπήρξε σύγχρονος του Θαλή, η άποψη ότι υπήρξε µαθητής του δεν φαίνεται 

να αληθεύει λόγω της διαφοράς ηλικίας των πενήντα περίπου ετών µεταξύ 

τους. Λέγεται ότι όπως ο Θαλής έτσι και ο Πυθαγόρας ταξίδευσε στην 

Αίγυπτο, τη Μεσοποταµία και την Ινδία, σύµφωνα µε αρχαίες ιστορικές πηγές 

(Ιάµβλιχος 300 µ.Χ., Πορφύριος 232-304 µ.Χ., ∆ιογένης ο Λαέρτιος 2ος 

αιώνας µ.Χ.). Ο Πυθαγόρας φέρεται επίσης ότι µαθήτευσε κοντά στους ιερείς 

του Πέρση νοµοµαθούς Ζωροάστρη, υπήρξε δε σύγχρονος του Βούδα, του 

Κοµφούκιου και του κινέζου φιλόσοφου Λάο Τσε. Κατά το 525 π.Χ. περίπου, 

ο Πυθαγόρας µετανάστευσε στον Κρότωνα της Νοτίου Ιταλίας, όπου ίδρυσε 

τη γνωστή "Πυθαγόρεια Αδελφότητα", ένα κοινωνικό σύνολο, κάτι µεταξύ 

πολιτικού κόµµατος και θρησκευτικής οργάνωσης. Ουσιαστικά ο Πυθαγόρας 

υπήρξε φιλόσοφος και ηθικοδιδάσκαλος, η φιλοσοφία του όµως στηρίζονταν 

σε µαθηµατική βάση. (Αρτεµιάδης, 2000). Πέθανε, σύµφωνα µε ένα θρύλο, 

µέσα στις φλόγες που πυρπόλησαν το σχολείο του - έργο πολιτικών και 

θρησκευτικών µισαλλόδοξων που ξεσήκωναν τις µάζες εναντίον της 

διαφώτισης που ο Πυθαγόρας ήθελε να φέρει. Sic transit gloria mundi. (Bell, 

1995) 

Οι Πυθαγόρειοι ήταν οι πρώτοι που ασχολήθηκαν µε τους αριθµούς και 

τους ανακήρυξαν ως τα «φυσικά» δοµικά υλικά της φύσης. Οι Πυθαγόρειοι 

ισχυρίζονταν ότι τα πάντα γύρω µας µπορούν να εκφραστούν µε τη βοήθεια 

των αριθµών. Από τα Μαθηµατικά οι πιο βασικοί αριθµοί είναι οι πρώτοι, οι 

οποίοι αποτελούν την κορωνίδα της Αριθµητικής και των άλλων επιστηµών, 

ενώ ότι βρίσκεται στη φύση αποτελεί µίµηση αριθµών. Οι Πυθαγόρειοι όταν 
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ήθελαν να εκφράσουν έναν περιττό αριθµό, π.χ. το 7, χρησιµοποιούσαν 

χαλίκια και γνώµονες. ∆ηλαδή τοποθετούσαν ένα χαλίκι, µετά ένα γνώµονα, 

κατόπιν ένα χαλίκι στη µία πλευρά του γνώµονα, ένα στην κορυφή και ένα 

στην άλλη πλευρά του γνώµονα. Η διαδικασία αυτή συνεχιζόταν διαρκώς 

µέχρις ότου να εµφανιστεί ο επιθυµητός περιττός. Με αντίστοιχο τρόπο 

αναπαριστούσαν και τους άρτιους. Ξεκινώντας από δύο χαλίκια, 

τοποθετούσαν γνώµονα, κατόπιν ένα χαλίκι στη µία πλευρά του, ένα στην 

κορυφή και άλλα δύο στην άλλη πλευρά του γνώµονα. Η διαδικασία πάλι 

συνεχιζόταν µέχρι να εµφανιστεί ο επιθυµητός άρτιος. (βλ. Σχ. 1.4) 

 
Σχ.1. 4: Ο σχηµατισµός των περιττών και άρτιων µε  

γνώµονες. 

Στους πυθαγόρειους οφείλεται η ανακάλυψη των λεγόµενων 

πολυγωνικών ή σχηµατικών αριθµών. Οι αριθµοί αυτοί θεωρούµενοι ως το 

πλήθος των σηµείων ορισµένων γεωµετρικών σχηµάτων, αποτελούν το 

συνδετικό κρίκο της γεωµετρίας µε την αριθµητική. 

 
Σχ.1. 5: Οι τριγωνικοί αριθµοί 

 

 
Σχ.1. 6: Οι τετράγωνοι αριθµοί 
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Σχ.1. 7: Οι πενταγωνικοί αριθµοί 
 

Οι µαθητές της Πυθαγόρειας σχολής που παρακολουθούσαν τα 

µαθήµατα, χωρίζονταν σε δύο κλάσεις: τους "πυθαγόρειους", οι οποίοι ήταν 

απλοί ακροατές, και τους "πυθαγορικούς" οι οποίοι ήταν επιπλέον και 

µαθηµατικοί. Άλλοι µελετητές ισχυρίζονται ότι, οι Πυθαγόρειοι αποτελούσαν 

µια κλειστή κοινωνία που έβλεπαν τον εαυτό τους: "εµείς - οι Πυθαγόρειοι - 

και οι άλλοι" (Νεγρεπόντης, 2009). Οι Πυθαγόρειοι ("άξιοι", ενώ οι άλλοι 

"ανάξιοι") χωρίζονταν σε ακουσµατικούς και µαθηµατικούς. Στους 

ακουσµατικούς η περιγραφή της πυθαγόρειας γνώσης γίνονταν µε συµβολικό 

τρόπο, οι οποίοι δέχονταν τα συµπεράσµατα των µαθηµατικών που είχαν τη 

γνώση. Οι µαθηµατικοί είχαν αποκτήσει µεγάλη γνώση των πραγµάτων την 

οποία όµως κρατούσαν µυστική. 

Η πιο σαφής ιστορία από όλες αυτές που περιγράφονται είναι αυτή από 

τον Πάππο. Αυτός που θα παραβεί την υποχρέωση για µυστικότητα θα χαθεί 

ή θα πνιγεί στη θάλασσα (από τη θεία δίκη). 

Οι Πυθαγόρειοι δεν πίστευαν ότι το κέντρο του κόσµου είναι η γη. 

Πίστευαν ότι το κέντρο του κόσµου είναι το «εν» και γύρω από αυτά γύριζαν 

τα πάντα ακόµα και η γη. Συγκεκριµένα ο Αριστοτέλης περιγράφει ότι 

οµοιώµατα των αριθµών είναι το πυρ, η γη και το ύδωρ, ενώ δεν παύει να 

τονίζει ότι οι αριθµοί περιέγραφαν τη δικαιοσύνη, την ψυχή, το νου ακόµα και 

το πότε είναι η κατάλληλη στιγµή να προβεί κάποιος σε συγκεκριµένες 

ενέργειες.  

Ένα από τα σύµβολα αναγνωρίσεως µεταξύ των πυθαγορείων ήταν και 

το «τριπλούν τρίγωνον» (πεντάγραµµο ή αστεροειδές πεντάγωνο ή 

πυθαγόρειο άστρο (βλ. Σχ.1.8). Εθεωρείτο ότι συµβολίζει την υγεία και στις 

γωνίες του ήταν γραµµένα τα γράµµατα της λέξης «υγεία» µε τη διαφορά ότι ο 

δίφθογγος ει, έχει αντικατασταθεί µε το γράµµα θ. Ο αριθµός 10 ονοµαζόταν 

«θείος αριθµός». Στο σχήµα του τριπλού τριγώνου διακρίνουµε 10 κορυφές 

και ότι ο αριθµός 10 είναι «τριγωνικός» αριθµός, δηλαδή µπορεί να γραφεί µε 
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τη µορφή: ν+(ν-1)+...+2+1, όπου ν ακέραιος και θετικός. (Στην περίπτωση του 

10, είναι ν=4). 

 
Σχ.1. 8: Το τριπλούν τρίγωνο 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει να µελετήσουµε µία από τις βασικότερες 

Πυθαγόρειες δοξασίες ότι ο κόσµος βασίζεται σε δέκα αρχές οι οποίες έχουν 

τη µορφή διπόλου. Η πιο βασική είναι το δίπολο «πέρας και άπειρο» µε τη 

βοήθεια της οποίας είναι συνδεδεµένα και όλα τα υπόλοιπα. Ο κόσµος των 

Πυθαγορείων ήταν δοµηµένος µε βάση τους αριθµούς και επειδή αριθµοί για 

αυτούς ήταν οι ακέραιοι, ήταν δοµηµένος κατά τρόπο ρητό. Οι ακέραιοι 

αριθµοί ήταν αυτοί που ρύθµιζαν το σύµπαν ποιοτικά και ποσοτικά. 

Μελετώντας λοιπόν τους αριθµούς πίστευαν ότι αποκαλύπτοντας τις 

εσωτερικές τους ιδιότητες, ίσως µπορούσαν σε κάποιο βαθµό να καθορίσουν 

ή να βελτιώσουν το πεπρωµένο τους (Γιαννακούλιας, 2007). 

Ο Αριστοτέλης στα Μεταφυσικά κάνει κάποια σχόλια για τους αριθµούς 

που όπως αναφέρει γεννιούνται από το «εν». Ωστόσο δεν είναι ο πρώτος που 

κάνει σχόλια για τους αριθµούς. Ο Πλάτων σε χωρία στην Πολιτεία (522-526) 

και στο Φίληβο, επισηµαίνει ότι οι αριθµοί δεν χρησιµοποιούνται σωστά από 

τους περισσότερους ανθρώπους και αυτό για τον εξής λόγο. Λένε για 

παράδειγµα «2 άνθρωποι», κάτι που δεν είναι σωστό. Οι αριθµοί πρέπει να 

έχουν ίσες µονάδες.  

Σύµφωνα µε τον Πρόκλο (Πρόκλος εις Ευκλείδην 35,21 – 36,3), για τους 

Πυθαγόρειους, η Μαθηµατική Επιστήµη χωρίζονταν σε δύο µεγάλες 

κατηγορίες. Η πρώτη ήταν εκείνη που ασχολείται µε το ΠΟΣΟΝ, σ’ αυτήν 

ανήκουν η αριθµητική και η µουσική. Η δεύτερη κατηγορία ασχολείται µε το 

ΠΗΛΙΚΟΝ, σ’ αυτήν υπάγονταν η γεωµετρία και η αστρονοµία.  

Ο «µυστικισµός» που κυριαρχούσε στην Πυθαγόρεια σχολή συνδεόταν 

και µε δοξασίες που (όπως συµβαίνει συχνά) δεν ήταν πάντα σωστές. 

Σύµφωνα µε µία από αυτές, «τα µεγέθη είναι σύµµετρα», δηλαδή το 



-- 13 -- 

αποτέλεσµα της µέτρησης ενός ευθυγράµµου τµήµατος ως προς 

οποιαδήποτε µονάδα πρέπει να είναι ρητός αριθµός. Αρχικά οι Πυθαγόρειοι 

πίστευαν ότι ο λόγος οποιωνδήποτε (φυσικών ή γεωµετρικών) µεγεθών 

µπορεί να εκφραστεί ως λόγος φυσικών αριθµών. Ειδικότερα, θεωρούσαν ότι 

όλα τα τµήµατα είναι σύµµετρα, δηλαδή για οποιαδήποτε δύο τµήµατα ΑΒ και 

Γ∆ υπάρχει τµήµα ΕΖ που περιέχεται ακέραιο αριθµό φορών τόσο στο ΑΒ, 

όσο και στο Γ∆. Όµως σύντοµα έκαναν µια ανακάλυψη που έµελλε να 

κλονίσει την πεποίθησή τους αυτή. Βρήκαν ότι υπάρχουν µεγέθη που δεν 

είναι σύµµετρα. ∆εν γνωρίζουµε µε βεβαιότητα ποιό ακριβώς πρόβληµα 

οδήγησε τους Πυθαγόρειους στην ανακάλυψη αυτή. Οι ιστορικοί έχουν 

προτείνει κατά καιρούς πολλές εκδοχές. Η ανακάλυψη αυτή µπορεί να είχε 

γίνει π.χ. στη Γεωµετρία, στο πρόβληµα της εύρεσης του κοινού µέτρου της 

διαγωνίου προς την πλευρά του τετραγώνου, ή κατά τη µελέτη του κανονικού 

δωδεκαέδρου, ή στη θεωρία της µουσικής, στο πρόβληµα της διαίρεσης της 

οκτάβας, που ανάγεται στην εύρεση του γεωµετρικού µέσου των αριθµών 1 

και 2, ή στην αριθµητική, στο πρόβληµα του ορισµού του λόγου, που το 

τετράγωνό του είναι ίσο µε 2.  

Η πρώτη µαρτυρία για την απόδειξη της ασυµµετρίας (αλλά όχι κατ’ 

ανάγκη και ιστορικά πρώτη απόδειξη) συναντάται στα «Αναλυτικά Ύστερα» 

του Αριστοτέλη, ο οποίος αναφέρει ότι η απόδειξη της ασυµµετρίας της 

διαγωνίου µε την πλευρά του τετραγώνου γίνεται µε την εις άτοπο απαγωγή, 

γιατί αν υποτεθεί ότι η διαγώνιος είναι σύµµετρη µε την πλευρά, τότε ο άρτιος 

θα ισούται µε τον περιττό (Αργυρόπουλος, Βλάµος, Κατσούλης, Μαρκάτης & 

Σιδέρης, 2001).  

Η κατάρριψη αυτής της δοξασίας συγκλόνισε τους Πυθαγόρειους, όχι 

µόνο επειδή ανέτρεπε ένα από τα θεµελιώδη στοιχεία των απόψεών τους, 

αλλά και γιατί δηµιούργησε σοβαρότατες δυσκολίες στις "συλλογιστικές", και, 

ίσως αποδεικτικές διαδικασίες που οι Πυθαγόρειοι είχαν προωθήσει αισθητά 

τόσο ως προς την ποιότητα, όσο και ως προς την κοµψότητα. ∆ιαβάζουµε 

στον Στράντζαλο (1989) ότι: 

Η ανακάλυψη των «αρρήτων» θεωρείται σήµερα µια από τις ιδιαίτερα σηµαντικές 

κατακτήσεις της αρχαιότητας. Επηρέασε καίρια την επιστηµονική σκέψη της εποχής και 

το συγκεκριµένο τρόπο ανάπτυξης της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, πιθανόν γιατί: 

• επέτεινε την «αντιπάθεια» των αρχαίων Ελλήνων προς τους υπολογισµούς, αφού 

θα είχαν αυξηµένες δυσκολίες µε υπολογισµούς όπου θα υπεισέρχονταν άρρητοι 

αριθµοί, αφού δεν είχαν κατανοήσει καλά την έννοια του «αρρήτου» και 
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• έγινε µία από τις κύριες αιτίες για τη διατύπωση του γενικού προβλήµατος της 

Γεωµετρίας της εποχής, που απαιτούσε «κατασκευές σχηµάτων µόνο µε κανόνα και 

διαβήτη», κάτι που διευκόλυνε χειρισµούς ακόµα και µε «άρρητα µεγέθη». 

Ο Πλάτων (≅427-347 π.Χ.) φαίνεται να προβληµατίστηκε περισσότερο στις αντιφάσεις 

που έβγαλε στην επιφάνεια η ανακάλυψη των «αρρήτων». Πολλοί υποστηρίζουν ότι 

διατύπωσε την εικασία ότι: τα προβλήµατα των κατασκευών µόνο µε κανόνα και 

διαβήτη είναι η "κορυφή του παγόβουνου" στην προσπάθειά του να συµβιβάσει τη 

θέση των Πυθαγορείων, ότι οι ακέραιοι αριθµοί παίζουν θεµελιακό ρόλο για τα πάντα, 

µε την άποψη που κέρδιζε συνεχώς έδαφος για τον κυρίαρχο ρόλο της γεωµετρίας, η 

οποία έδινε διεξόδους όσον αφορά τους "αρρήτους". Για το λόγο αυτό οι ίδιοι 

ερµηνεύουν και την επιγραφή της Ακαδηµίας του Πλάτωνα «µηδείς αγεωµέτρητος 

εισίτω».      (Στράντζαλος, 1989, σελ. 15)  

1.2.2 Πυθαγόρειες τριάδες 

Στη σχολή του Πυθαγόρα εκτός από τη φιλοσοφία, τη µουσική και την 

αριθµητική καλλιεργείται και η γεωµετρία. Η απόδειξη του Πυθαγόρειου 

θεωρήµατος είναι η πιο γνωστή παγκοσµίως από τις γεωµετρικές 

ενασχολήσεις της σχολής. Προέκυψε από αριθµητικές θεωρήσεις, δηλαδή 

από τη µελέτη τριάδων αριθµών (α,β,γ) που ικανοποιούν τη σχέση  

222 γβα += . Τριάδες τέτοιων αριθµών έχουν καταγράψει και οι Βαβυλώνιοι, 

όπως και οι Αιγύπτιοι γνώριζαν τη σχέση 222 γβα += , µε εµπειρικό τρόπο, 

αλλά δεν ενδιαφέρονταν να αναζητήσουν το γιατί είναι αληθινή. Ορισµένοι 

διανοητές ισχυρίζονται ότι πρόκειται για το πιο ονοµαστό αλλά και το πιο 

σηµαντικό θεώρηµα στη ιστορία των Μαθηµατικών. επειδή δίνει µια τόσο 

βασική, όµορφη και µη προφανή συσχέτιση µεταξύ γεωµετρίας και αριθµών 

(Davis, 2007). 

Πυθαγόρεια τριάδα είναι µία τριάδα ακεραίων (α, β, γ) τέτοια ώστε  

222 γβα += .  Με απλή άλγεβρα δείχνεται ότι για κάθε θετικούς ακέραιους  

µ, ν, η τριάδα ( )2222  ,2 , νµµννµ +−  (1) είναι Πυθαγόρεια τριάδα. Για 

παράδειγµα θέτοντας µ=2 και ν=1 παίρνουµε την τριάδα (3, 4, 5). Κάθε 

πολλαπλάσιο Πυθαγόρειας τριάδας είναι επίσης Πυθαγόρεια τριάδα. Για 

παράδειγµα οι τριάδες (6, 8, 10), (9, 12, 15) είναι Πυθαγόρειες ως 

πολλαπλάσια της (3, 4, 5), πράγµα που δεν είναι και πολύ ενδιαφέρον. Πιο 

ενδιαφέρουσα είναι η εύρεση βασικών Πυθαγόρειων τριάδων, που, ενώ είναι 

Πυθαγόρειες τριάδες δεν είναι πολλαπλάσια καµίας άλλης τέτοιας. Άρα µια 

Πυθαγόρεια τριάδα είναι βασική ή πρωταρχική αν οι α, β, γ δεν έχουν κοινούς 

διαιρέτες ≠ 1. ∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι η Πυθαγόρεια τριάδα του τύπου 
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(1) είναι βασική αν και µόνο αν οι µ και ν δεν έχουν κοινούς διαιρέτες και 

έχουν αντίθετη ισοτιµία mod2. (Αυτό σηµαίνει, ο ένας είναι άρτιος και ο άλλος 

περιττός). ∆εν είναι πολύ πιο δύσκολο να δειχθεί ότι όλες οι βασικές 

Πυθαγόρειες τριάδες προέρχονται από τον τύπο (1) (Davis, 2007). 

Οι Πυθαγόρειοι είχαν ανακαλύψει τον ακόλουθο τύπο που δίνει τριάδες 

πλευρών µε µήκη ακέραια: 






 +−
2

1
,

2

1
,

22 µµ
µ , όπου µ περιττός ακέραιος. 

Αναφέρεται ότι ο φιλόσοφος Πλάτωνας (5ος π.Χ. αιώνας) ανακάλυψε έναν 

άλλον τύπο που δίνει ορθογώνια τρίγωνα µε ακέραιο µήκος πλευρών για µ 

άρτιο αριθµό. Ο τύπος αυτός είναι: 







+− 1

4
,1

4
,

22 µµ
µ . Αργότερα ο 

µαθηµατικός ∆ιόφαντος (µέσα του 3ου µ.Χ. αιώνα) βρήκε όλους τους τύπους 

που δίνουν πλευρές ορθογωνίων τριγώνων µε ακέραιο µήκος, δηλαδή έλυσε 

την εξίσωση 222 ωψχ =+  µε χ, ψ, ω ακέραιους αριθµούς και έτσι ανακάλυψε 

όλες τις Πυθαγόρειες τριάδες. Η κεντρική ιδέα του ∆ιόφαντου ήταν η 

αξιοποίηση της ταυτότητας ( ) ( )2222222)2( νµνµµν +=−+ , η οποία ήταν 

γνωστή στους Πυθαγόρειους. Η λύση της εξίσωσης 222 ωψχ =+  είναι ειδική 

περίπτωση της γενικής εξίσωσης ννν ωψχ =+ , όπου ν φυσικός αριθµός, για 

την οποία ο Γάλλος Pierre de Fermat (1601-1665) είχε διατυπώσει την 

εικασία ότι δεν είχε άλλες λύσεις εκτός από αυτές που βρήκε ο ∆ιόφαντος. Η 

πλήρης απόδειξη της εικασίας του Fermat, ένα δύσκολο πρόβληµα που 

βασάνισε τους µαθηµατικούς για περισσότερο από 300 χρόνια, 

πραγµατοποιήθηκε µόλις το 1995 από το µαθηµατικό Andrew Wiles. 

Το πρόβληµα της ύπαρξης ορθογωνίων τριγώνων µε πλευρές ακέραιες 

σχετίζεται µε ένα άλλο ερώτηµα: όλα τα ορθογώνια τρίγωνα έχουν πλευρές µε 

µήκος ρητό; ∆ηλαδή, µήπως υπάρχουν ορθογώνια τρίγωνα, που η µια 

τουλάχιστον πλευρά τους έχει µήκος άρρητο αριθµό; Τη απάντηση και στο 

ερώτηµα αυτό βρήκε ο ίδιος ο Πυθαγόρας, αφού αναγκάστηκε να 

αναθεωρήσει µια βασική αρχή της φιλοσοφίας του, σύµφωνα µε την οποία το 

υπέρτατο Όν είχε οικοδοµήσει το Σύµπαν µε τέτοιον τρόπο, ώστε οι σχέσεις 

των αντικειµένων να εκφράζονται µε αριθµούς ακέραιους ή κλασµατικούς. 

(Θωµαΐδης, Ξένος, Παντελίδης, Πούλος & Στάµου, 1999).  
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1.3 Η συστηµατοποίηση της γνώσης 

Η επίπεδη Γεωµετρία που διδάσκουµε και διδαχθήκαµε στο Γυµνάσιο 

και στο Λύκειο στηρίζεται στα Στοιχεία του Ευκλείδη που γράφτηκαν γύρω 

στο 300 π.Χ.. Επικρατεί η άποψη ότι ο Ευκλείδης συµπλήρωσε ουσιαστικά τις 

προϋπάρχουσες γνώσεις και κυρίως τις προσπάθειες αξιωµατικοποίησης, 

που φαίνεται ότι δεν άρχισαν µε τα «Στοιχεία». Λέγεται ότι αυτό το βιβλίο είναι 

το πιο πολυδιαβασµένο µετά τη Βίβλο και έχει θεωρηθεί από πολλούς ως το 

αρχέτυπο ενός αυστηρού συµπερασµατικού συστήµατος. Τα «Στοιχεία» είναι 

το βιβλίο µε τις περισσότερες µεταφράσεις µετά τη Βίβλο και δηµοσιεύτηκαν 

για πρώτη φορά τυπωµένα στη Βενετία το 1482 στη λατινική γλώσσα, ενώ η 

πρώτη εκτύπωση στα ελληνικά έγινε στη Βασιλεία το 1533.  

∆εν έχει διασωθεί η πρωτότυπη γραφή των «Στοιχείων» και ότι έφτασε 

σ’ εµάς είναι το αποτέλεσµα αλλεπάλληλων αντιγραφών (Στράντζαλος, 1998). 

∆εν είναι γνωστό πόσα από τα θεωρήµατα αυτά ανήκουν αποκλειστικά 

στον ίδιο, συνήθως αποκαλούνται απλώς θεωρήµατα του Ευκλείδη, εκτός 

από λίγες ειδικές περιπτώσεις, όπως το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. 

Το βιβλίο Ι των Στοιχείων περιέχει 48 προτάσεις. Στο 3ο και τελευταίο 

µέρος του, που µπορεί να χαρακτηριστεί η Γεωµετρία των εµβαδών, 

περιλαµβάνονται οι Προτάσεις 35 έως 47 µε επιστέγασµα την Πρόταση Ι.47, 

το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. Κατά άλλους περιέχεται και η Πρόταση 48, που 

είναι το αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήµατος.    

Επικεντρωνόµαστε στο τελευταίο αυτό µέρος του Βιβλίου Ι, όπου το 

Πυθαγόρειο Θεώρηµα παρουσιάζεται από τον Ευκλείδη στη θεωρία εµβαδών. 

Παρατηρούµε ότι η πορεία του Πυθαγορείου θεωρήµατος ξεκινάει από τους 

αρχαιότατους χρόνους (Βαβυλώνιοι, Αιγύπτιοι) από εµπειρικά στοιχεία, 

κατόπιν παίρνει µια πιο αλγοριθµική µορφή µε τις τριάδες (Πυθαγόρειοι, 

ακέραιες τριάδες) και καταλήγει σε σχέση εµβαδών. Ακολουθεί θα λέγαµε µια 

συνεχόµενη γενίκευση, που ταιριάζει µε τη δοµή που σκοπεύουµε να 

ακολουθήσουµε στην έρευνά µας. Η πειραµατική διδακτική παρέµβαση του 

Πυθαγορείου θεωρήµατος µε σκοπό την εξαντικειµενίκευση του ορθογωνίου 

τριγώνου που σχεδιάζουµε και περιγράφουµε αναλυτικά στο επόµενο 

κεφάλαιο, ακολουθεί µια σταδιακή γενίκευση που ξεκινάει από εµπειρικά 

βιώµατα των µαθητών, ποσοτικοποιείται από τις τριάδες για να οδηγήσει στην 

επαγωγική αλήθεια της σχέσης α2=β2+γ2.   
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Ολοκληρώνοντας τις αναφορές µας στα ιστορικά στοιχεία σηµειώνουµε 

ότι, οι αρχαίοι Έλληνες σε αντίθεση µε τους προγενέστερους τους, δεν 

ενδιαφέρονταν για τον αριθµητικό υπολογισµό των εµβαδών. Πολύ 

περισσότερο τους ενδιέφερε η «αναγωγή» των εµβαδών σε εµβαδά γνωστών 

σχηµάτων, π.χ. σε εµβαδά τετραγώνων, από όπου και προέκυψε ο όρος 

«τετραγωνισµός» ενός σχήµατος. Η «αναγωγή» αυτή γινόταν µε «σύγκριση» 

των εµβαδών µεταξύ τους.  

Ο Πρόκλος αναφέρει ότι (αναφερόµενος στον Εύδηµο) η πρόταση 47 

είναι του Πυθαγόρα και µάλιστα, ότι ο Πυθαγόρας θυσίασε ένα βόδι για να 

ευχαριστήσει τους θεούς για την ανακάλυψη αυτή. Λέει επίσης, ότι αν και 

θαυµάζω αυτόν που ανακάλυψε την πρόταση, θαυµάζω περισσότερο τον 

συγγραφέα των Στοιχείων, όχι µόνο γιατί απέδειξε απλούστερα µε ένα 

λαµπρό τρόπο το θεώρηµα, αλλά γιατί βρήκε και περισσότερα γενικά 

θεωρήµατα.  

Μια πιο εποπτική απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήµατος που για 

άλλους εικάζεται ότι οφείλεται στους πυθαγόρειους µοιάζει µε την παρακάτω:  

 

 
Σχ.1. 9: Το σχήµα στην απόδειξη που εικάζεται των  

Πυθαγορείων 

Τα δύο µεγάλα τετράγωνα έχουν το ίδιο εµβαδόν και τα δύο περιέχουν 

τέσσερα ορθογώνια τρίγωνα α-b-c. Το ένα έχει εµβαδόν 22 ba +  ενώ το άλλο 

2c . Άρα 222 cba =+ . Στην απόδειξη αυτή υποκρύπτει η Πρόταση 32. που 

λέει ότι οι δύο µη ορθές γωνίες των τριγώνων α-b-c έχουν άθροισµα 90°. 

Αυτό είναι αναγκαίο προκειµένου να σχηµατιστούν και τα δύο σχέδια του 

Σχ.1.9. Στο αριστερό χρειάζεται για να είναι τα τρίγωνα ταιριαστά µεταξύ τους 

ώστε να σχηµατίζουν ορθογώνιο, ενώ στο δεξιό διάγραµµα χρειάζεται για να 

είναι η γραµµή της βάσης ευθεία. (Davis, 2007). 

Υπάρχουν πολλές αποδείξεις του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Το 1819 ο 

Γερµανός µαθηµατικός J. W. Múller δηµοσίευσε ένα βιβλίο µε τις πιο 

ενδιαφέρουσες αποδείξεις του Πυθαγορείου θεωρήµατος. Στην έκδοση του 
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1821, το βιβλίο περιείχε 32 αποδείξεις, µεταξύ των οποίων και µία του 

Leonardo da Vinci. Το 1927 ο Αµερικανός µαθηµατικός Elisha Scott Loomis 

δηµοσίευσε ένα βιβλίο µε 370 αποδείξεις του Πυθαγορείου θεωρήµατος. 

Σήµερα ο αριθµός των γνωστών αποδείξεων είναι πολύ µεγαλύτερος των 

1000 και συνεχώς  µεγαλώνει. Για παράδειγµα, µπορούµε να δηµιουργούµε 

συνεχώς αποδείξεις γενικεύοντας παλαιότερες. Μία µάλιστα απόδειξη 

αποδίδεται στον Πρόεδρο των Η.Π.Α. James A. Garfield (1831-1881), 

(Εξαρχάκος, 2001). 

1.4 Η Πρόταση Ι47 των Στοιχείων του Ευκλείδη  

Τελειώνοντας, έχοντας ολοκληρώσει τη σύντοµη αναφορά µας στην 

εξέλιξη και πορεία του Πυθαγορείου θεωρήµατος, παρουσιάζουµε την τελική 

και γενικευµένη µορφή µε την οποία αυτό, παρουσιάζεται από τον Ευκλείδη. 

Αποδεικνύεται µε τη βοήθεια των εµβαδών, αφού ανήκει άλλωστε και στην 

τελευταία ενότητα που όπως αναφέραµε µπορεί να θεωρηθεί η Γεωµετρία 

των εµβαδών. Οµοίως και στα µαθηµατικά της Β΄ Γυµνασίου, η διδασκαλία 

του Πυθαγορείου θεωρήµατος στηρίζεται στην έννοια του εµβαδού αφού 

εισάγεται ακριβώς µετά από αυτή την έννοια και περιγράφεται αναλυτικά στην 

§3.4.  

 
Σχ.1. 10: Η Πρόταση Ι47 και η απόδειξή της. 
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1.4.1 Η απόδειξη του Πυθαγορείου θεωρήµατος στο σχολικό βιβλίο της 

Γεωµετρίας της Β΄ Λυκείου 

 

 
Σχ.1. 11: Σελ. 183-184 του σχολικού βιβλίου της Γεωµετρίας της Β΄ Λυκείου  
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1.5 Κύρια σηµεία του 1ου κεφαλαίου 

Στο κεφάλαιο αυτό, µέσα από τις αναφορές των πρώτων θεωριών που 

χρησιµοποιούνται στα µαθηµατικά των αρχαίων χρόνων, παρουσιάζουµε την 

πορεία του Πυθαγορείου θεωρήµατος. Τη γνώση που πιθανόν είχαν γι’ αυτό, 

αρχαίοι λαοί όπως οι Βαβυλώνιοι ή οι Αιγύπτιοι. Η χρήση των Πυθαγορείων 

Τριάδων µε ακέραιους από τους Πυθαγόρειους και η απόδειξη του 

θεωρήµατος που εικάζεται ότι οφείλεται σ’ αυτούς. Η Πρόταση Ι47 του 

Ευκλείδη και η παρουσίασή του από αυτόν µε τη Γεωµετρία των εµβαδών. 

Συνοπτικά: 

• Γίνεται µια αναφορά στην αρχή της Γεωµετρίας η οποία 

δηµιουργήθηκε από την ανάγκη επίλυσης πρακτικών ζητηµάτων και 

αντιµετωπιζόταν µε έναν αλγοριθµικό τρόπο και αναφέρονται οι 

πινακίδες YBC 7289, Plimpton και ο πάπυρος του Rhind, από όπου 

πληροφορούµαστε για τις γεωµετρικές γνώσεις των Βαβυλωνίων και 

των Αιγυπτίων.  

• Ο Θαλής συστηµατοποιεί τις γνώσεις που αποκόµισε από την 

παραµονή του στην Αίγυπτο και δηµιουργεί τις  βάσεις της 

θεωρητικής γεωµετρίας. Αναφερόµαστε στους Πυθαγόρειους και στις 

Πυθαγόρειες τριάδες, όπου αρχίζει µια προσπάθεια ενοποίησης της 

αριθµητικής µε τη γεωµετρία. 

• Στα Στοιχεία του Ευκλείδη συγκεντρώνεται και συστηµατοποιείται όλη 

η προηγούµενη γνώση, αλλά κυρίως αναφερόµαστε στο πως 

παρουσιάζεται το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. 

• Τέλος, δίνουµε τον τρόπο που παρουσιάζεται το συγκεκριµένο 

θεώρηµα στο σχολικό βιβλίο της Β΄ Λυκείου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο :  Θεωρητικό & διδακτικό 

πλαίσιο 
 

 

Το κεφάλαιο αυτό χωρίζεται σε δύο µέρη. Στο Α΄ µέρος αναφέρουµε το 

θεωρητικό πλαίσιο στο οποίο οικοδοµείται ο σχεδιασµός της διδασκαλίας µας. 

Συζητάµε για τη φύση των µαθηµατικών αντικειµένων, την αντικειµενικότητα 

των µαθηµατικών εννοιών και τη δυνατότητα προσέγγισής τους.  

Στο Β΄ µέρος παρουσιάζουµε τις διδακτικές αρχές που στηρίζουν τη 

διδασκαλία µας µε βάση αυτά που υποστηρίζουµε στο θεωρητικό πλαίσιο. 

Βασιζόµαστε σε γενικεύσεις και αφαιρέσεις οι οποίες στηρίζονται σε 

διδακτικές αρχές και πρότυπα. 

 

 

Α΄ ΜΕΡΟΣ  

 

2.1 Ο όρος objectification (εξαντικειµενίκευση) 

Ο όρος objectification, σύµφωνα µε το Radford, έχει τις ρίζες του στη 

λέξη object η οποία παράγεται πρωταρχικά από το λατινικό ρήµα obiectare 

που σηµαίνει βγάζω κάτι προς τα έξω (Charleton στο Radford, 2003). Η 

κατάληξη -tification προέρχεται από το ρήµα facere που σηµαίνει κάνω ή 

φτιάχνω (Charleton στο Radford, 2003). Ετυµολογικά λοιπόν, η 

εξαντικειµενίκευση (objectification) σχετίζεται µε εκείνες τις ενέργειες που 

στοχεύουν στο να φέρουν ή να βγάλουν κάτι µπροστά σε κάποιον, να κάνουν 

κάτι ορατό. Κατ’ αυτή την έννοια ένα σηµείο ή ένα σηµάδι που τοποθετούµε 

κάπου για να µας υπενθυµίζει ένα άλλο αντικείµενο ή µια ενέργεια που πρέπει 

να κάνουµε εξαντικειµενικεύει το αντικείµενο ή την ενέργεια που θέλουµε. Σε 

άλλες περιπτώσεις µπορεί να είναι η σχέση του σώµατός µας στο χώρο που 

παίζει το ρόλο της εξαντικειµενίκευσης. Τι γίνεται όµως µε τη διαδικασία 

προσέγγισης των µαθηµατικών αντικειµένων στα οποία δεν έχουµε άµεση 

πρόσβαση, δεν µπορούν να καταδειχθούν; Σ’ αυτό το σηµείο είναι χρήσιµη η 

έννοια της αναπαράστασης. 
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2.2 Ο Radford και οι αναπαραστάσεις 

Ο Radford (2003) επηρεασµένος από την εργασία του Vygotsky και από 

τη φαινοµενολογία, αποδίδει στην αντανακλαστική διαµεσολαβηµένη 

δραστηριότητα, ένα κεντρικό ρόλο τόσο στη γνωστική διαδικασία όσο και στην 

εµφάνιση των µαθηµατικών αντικειµένων. Υποστηρίζει ότι, σύµφωνα µε τον 

Kant (1781/1996) ο µόνος τρόπος που ένα αντικείµενο δίνεται σε µας είναι µε 

το µυαλό, γίνεται αντιληπτό µε ένα συγκεκριµένο τρόπο µέσα από τις 

αισθήσεις, από την αναπαράσταση του αντικειµένου. Ο Husserl (1859/1938) 

ο ιδρυτής της φαινοµενολογίας, έχει επίσης µια παρόµοια θέση. Υπέθετε ότι οι 

έννοιες δίνονται σε µας µε έναν αισθητηριακό τρόπο, για παράδειγµα, µέσω 

των αναπαραστάσεων, όπως οι µαθηµατικές παραστάσεις, τα σχήµατα κλπ. 

Η µάθηση κατά τον Radford (2003), θεωρείται µια διαδικασία 

εξαντικειµενίκευσης (objectification) που επιτυγχάνεται µέσα από µια 

αντανακλαστική δραστηριότητα, µια διαδικασία λήψης σηµασίας που 

επιτρέπει στο µαθητή να λάβει γνώση του µαθηµατικού αντικειµένου που 

υπάρχει πολιτισµικά, αλλά αυτός δεν αναγνωρίζει. H εξαντικειµενίκευση 

επίσης, συνεπάγεται µια άλλη διαδικασία, τη διαδικασία της 

αποϋποκειµενοποίησης (desubjectification) - δηλαδή, το να καταστεί κάτι 

απρόσωπο. Η εξαντικειµενίκευση και η αποϋποκειµενοποίηση πρέπει στην 

πραγµατικότητα να θεωρηθούν ως δύο αµοιβαία αποτελούµενες διαδικασίες 

στην καθοδήγηση της εµπλοκής των µαθητών µε πολιτισµικές µορφές σκέψης 

και µια αίσθηση των θεµάτων από την διαπροσωπική άποψη της 

πολυφωνίας, της ένταξης και άλλων κύριων χαρακτηριστικών του 

κοινοτιστικού εαυτού (Radford, 2006a). 

Οι διαδικασίες δηµιουργίας γνώσης είναι ενσωµατωµένες σε συστήµατα 

δραστηριοτήτων που περικλείουν και άλλα φυσικά και αισθητηριακά µέσα 

εξαντικειµενίκευσης εκτός της οµιλίας για παράδειγµα, που δίνουν µια 

σωµατική και χειροπιαστή µορφή της γνώσης επίσης. Η εξαντικειµενίκευση 

των µαθηµατικών αντικειµένων φαίνεται να συνδέεται µε τις διαµεσολαβητικές 

και αντανακλαστικές προσπάθειες του ατόµου που σκοπό έχουν την 

κατάκτηση της επιτυχίας της ενέργειάς του. Για να το καταφέρει αυτό µπορεί 

να χειρίζεται αντικείµενα (πλαστικά µπλοκ ή χρονόµετρα), να σχεδιάζει, να 

κάνει χειρονοµίες, να γράφει σηµειώσεις ή να κάνει αναλογίες, µεταφορές, 

µετονοµασίες κ.λπ. Mε άλλα λόγια χρησιµοποιεί σηµεία και γλωσσικά 

εργαλεία µέσω των οποίων οργανώνει τις δράσεις του χωροχρονικά. Όλα τα 
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παραπάνω, που χρησιµοποιεί κανείς για την επίτευξη µιας σταθερής µορφής 

συνειδητοποίησης, για να κάνει εµφανείς τις προθέσεις του, τα ονοµάζει ο 

Radford, σηµειωτικά µέσα εξαντικειµενίκευσης (semiotic means of 

objectification). Κατά µία έννοια, τα σηµειωτικά µέσα εξαντικειµενίκευσης είναι 

προφανώς κοινωνικές πρακτικές. Αυτό ισχύει, για παράδειγµα, για τη γλώσσα 

που από µόνη της είναι µια κοινωνική πρακτική. Κάποιες άλλες πρακτικές 

σχετίζονται µε την πολιτισµική και κοινωνική ανάπτυξή τους. Τα σηµειωτικά 

µέσα εξαντικειµενίκευσης που βρίσκουν τα άτοµα στον πολιτισµό τους (της 

γλώσσας συµπεριλαµβανοµένης), παράγονται για κάποιο σκοπό. Θα έλεγε 

κανείς ότι είναι σαν µακροεντολές (macros) για εξοικονόµηση δράσεων, αλλά 

το πιο σηµαντικό είναι κυρίως η ιστορική τους διάσταση που τα κάνει φορείς 

µιας «ενσώµατης ευφυΐας», δηλαδή µεταφέρουν κανόνες προηγούµενων 

συλλογισµών. Σε ένα ευρύτερο πλαίσιο, ο Radford καλεί σηµειωτικά µέσα 

εξαντικειµενίκευσης το όλο οπλοστάσιο των αποβλεπτικών πόρων που 

κινητοποιεί το άτοµο στην άσκηση των δραστηριοτήτων του και υπογραµµίζει 

την κοινωνική τους φύση: Τα σηµειωτικά µέσα εξαντικειµενίκευσης 

εµφανίζονται ενσωµατωµένα σε κοινωνικό - ψυχό - σηµειωτικές διαδικασίες 

απόδοσης νοήµατος, πλαισιωµένες από πολιτισµικούς κανόνες γνώσης που 

ενθαρρύνουν και νοµιµοποιούν ιδιαίτερους τρόπους του σηµείου και του 

εργαλείου, ενώ απορρίπτουν άλλους. 

Τα σηµειωτικά µέσα εξαντικειµενίκευσης (Santi, 2006) διαχωρίζουν τα 

µαθηµατικά αντικείµενα, σε επίπεδα γενίκευσης σύµφωνα µε την 

αντανακλαστική δραστηριότητα στην οποία µεσολαβούν. Η σηµασία δεν είναι 

πλέον µια απλή σχέση σηµείου - αντικειµένου, αλλά µια διπλής όψης 

κατασκευή µε µια προσωπική µια πολιτισµική διάσταση. Η προσωπική 

διάσταση αναφέρεται στις αποβλεπτικές πράξεις του ατόµου κατευθυνόµενες 

προς ένα ενιαίο πολιτισµικό αντικείµενο. Η πολιτισµική διάσταση αναφέρεται 

στα συνοπτικά πολιτισµικά και ιστορικά χαρακτηριστικά ενός γενικού και 

διαπροσωπικού µαθηµατικού αντικειµένου που παρουσιάζεται στο άτοµο µε 

διδακτικές δραστηριότητες. Το αναµενόµενο αποτέλεσµα της µάθησης ως µια 

διαδικασία εξαντικειµενίκευσης, είναι η ευθυγράµµιση της προσωπικής µε την 

πολιτισµική σηµασία. 
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2.3 Ο Duval και οι αναπαραστάσεις 

Ο Duval (2006) προκειµένου να ερευνήσει την παρανόηση 

(incomprehension) των µαθητών σε σχέση µε τα µαθηµατικά αντικείµενα 

επιχειρεί να καθορίσει τις γνωστικές συνθήκες που κάνουν δυνατή την 

κατανόησή τους. ∆ιερωτάται λοιπόν ποιά γνωστικά συστήµατα απαιτούνται 

και κινητοποιούνται στην πρόσβαση ενός µαθηµατικού αντικειµένου και αν ο 

τρόπος σκέψης είναι ο ίδιος στα µαθηµατικά όπως και στις άλλες γνωστικές 

περιοχές. Θεωρεί πως η διαφορά δεν έγκειται στις έννοιες, περισσότερο ή 

λιγότερο πολύπλοκες στους διάφορους τοµείς της γνώσης, αλλά στα 

παρακάτω τρία βασικά χαρακτηριστικά των µαθηµατικών: 

α) την κυρίαρχη σηµασία των σηµειωτικών αναπαραστάσεων 

β) το γνωστικό παράδοξο της πρόσβασης στο γνωστικό αντικείµενο και 

γ) τη µεγάλη ποικιλία σηµειωτικών αναπαραστάσεων που 

χρησιµοποιούνται σ’ αυτά. Πιο συγκεκριµένα: 

Τα µαθηµατικά αντικείµενα, ξεκινώντας από τους αριθµούς, δεν είναι 

αντικείµενα που παρατηρούνται, για παράδειγµα µε τη βοήθεια κάποιων 

οργάνων. Η πρόσβαση στους αριθµούς συνδέεται µε τη χρήση ενός 

συστήµατος αναπαραστάσεων που τους επιτρέπει να υποδειχθούν, όχι όµως 

µόνο για να υποδείξουν τα µαθηµατικά αντικείµενα αλλά για να δουλεύουν 

πάνω σ’ αυτά και µαζί µε αυτά. Ο ρόλος των σηµείων στα µαθηµατικά δεν 

είναι για να συσταθούν για αυτά τα αντικείµενα, αλλά για άλλα σηµεία. Ο 

µόνος τρόπος λοιπόν να τα αντιληφθούµε και να επικοινωνήσουµε µε αυτά 

είναι µε τη χρήση σηµειωτικών αναπαραστάσεων. Και ενώ για να γίνει 

οποιαδήποτε µαθηµατική δραστηριότητα, πρέπει αναγκαστικά να 

χρησιµοποιηθούν οι σηµειωτικές αναπαραστάσεις, τα µαθηµατικά αντικείµενα 

δεν πρέπει να συγχέονται µε τη σηµειωτική αναπαράσταση στην οποία 

χρησιµοποιούνται ακόµη και αν υπάρχει επιλογή για το είδος της. 

Προκειµένου λοιπόν οι µαθητές να διακρίνουν το αναπαριστώµενο 

αντικείµενο από τη σηµειωτική αναπαράσταση που χρησιµοποιήθηκε, πρέπει 

να υπάρχει η δυνατότητα αλλαγής από το ένα αναπαραστασιακό σύστηµα σε 

ένα άλλο που πολύ συχνά αποτελεί το κρίσιµο κατώφλι για την πρόοδο στη 

µάθηση και στην επίλυση του προβλήµατος. Επιπλέον η µαθηµατική 

δραστηριότητα χρειάζεται να έχει διαφορετικά αναπαραστασιακά συστήµατα 

τα οποία να χρησιµοποιούνται ελεύθερα ανάλογα το σκοπό που έχουν να 

επιτύχουν, ή σύµφωνα µε το ερώτηµα που τίθεται. Κάποιες διαδικασίες είναι 
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πιο εύκολες σε ένα σηµειωτικό σύστηµα από ένα άλλο, ή ακόµη µπορούν να 

γίνουν σε ένα µόνο τέτοιο σύστηµα. Σε αρκετές όµως περιπτώσεις 

χρησιµοποιούνται τουλάχιστον δύο τέτοια συστήµατα.  

Στη γεωµετρία είναι απαραίτητο να συνδεθεί η χρήση τουλάχιστον δύο 

αναπαραστασιακών συστηµάτων, ένα για λεκτικές εκφράσεις των ιδιοτήτων ή 

για αριθµητικές εκφράσεις µεγέθους και ένα άλλο για την οπτικοποίηση 

(visualization). Αυτό που ονοµάζεται «γεωµετρικό σχήµα» συνδέει πάντα 

τόσο τις λεκτικές (discursive) όσο και τις οπτικές αναπαραστάσεις ακόµη και 

αν µόνο µία από αυτές µπορεί να τονισθεί ρητά σύµφωνα µε τη µαθηµατική 

δραστηριότητα που απαιτείται. Επιπλέον στη στοιχειώδη γεωµετρία, ο τρόπος 

µε τον οποίο η µαθηµατική απόδειξη δουλεύει στη φυσική γλώσσα δεν µπορεί 

να τυποποιηθεί παρά µόνο µε τη χρήση συµβολικών συστηµάτων. Στην τάξη 

µιλάµε τη φυσική γλώσσα ενώ γράφουµε µε συµβολικές εκφράσεις σαν να 

µπορούν οι λεκτικές εξηγήσεις να κάνουν οποιαδήποτε συµβολική 

επεξεργασία διαφανή (Duval, 2000b). 

Προκειµένου να επιτευχθεί τελικά η κατανόηση στα µαθηµατικά, ο Duval 

(2006) προϋποθέτει το συντονισµό τουλάχιστον δύο σηµειωτικών 

αναπαραστάσεων. Κατ’ αρχήν η καλή εννοιολογική κατανόηση των 

µαθηµατικών ιδιοτήτων οφείλει να οδηγήσει το µαθητή να δει σε ένα σχήµα 

αυτά που πρέπει να δει ώστε να βρει εκείνα τα στοιχεία που θα τον 

οδηγήσουν στη λύση του προβλήµατος. Κατόπιν µπορεί να χρειάζεται να 

µετασχηµατιστούν οι αναπαραστάσεις, χωρίς όµως να αλλάξουν τα 

σηµαίνοντα αντικείµενα. ∆ηλαδή απαιτείται αναγνώριση του ίδιου 

αναπαριστώµενου αντικειµένου µεταξύ δύο αναπαραστάσεων, των οποίων τα 

περιεχόµενα πολύ συχνά δεν έχουν τίποτα κοινό. Αυτό που βλέπει κάποιος 

σε ένα σχήµα εξαρτάται από παράγοντες οπτικής αναγνώρισης. Αυτοί ο 

παράγοντες είναι, που αναγνωρίζουν και διαχωρίζουν κάποιους τύπους σε 

ένα σχήµα και εξαιρούν από το διαχωρισµό άλλους δυνατούς 

µετασχηµατισµούς ή κρυµµένα σχήµατα στο ίδιο σχήµα. 

2.4 Σύγκριση των θεωριών Duval και Radford 

Ο Santi (2006) επιχειρώντας να συγκρίνει την προσέγγιση του 

µαθηµατικού αντικειµένου µέσα από τη δοµική και λειτουργική προσέγγιση 

του Duval και την πολιτισµική-σηµειολογική προσέγγιση του Radford, 

σηµειώνει ότι, µολονότι και οι δύο θεωρίες συνδέονται από σηµειωτική 

προοπτική σε σχέση µε τη γνωστική λειτουργία, η σηµειωτική έχει διαφορετική 
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ιεραρχική θέση στο αντίστοιχο σύστηµα αρχών. Στην προσέγγιση του Duval, 

η σηµειωτική παίζει αναπαραστασιακό ρόλο και είναι η ίδια η φύση της 

γνωστικής λειτουργίας που ταυτίζεται µε το συντονισµό των σηµειωτικών 

συστηµάτων. Στην προοπτική του Radford, η γνωστική λειτουργία θεωρείται 

µια διαδικασία εξαντικειµενίκευσης στην οποία το σηµείο διαµεσολαβεί σε µια 

αντανακλαστική δραστηριότητα. Τα σηµεία επίσης χρησιµοποιούνται µε 

διαφορετικό τρόπο. Στην προοπτική του Duval, οι σηµειωτικές 

αναπαραστάσεις χρησιµοποιούνται διαχρονικά µέσα από την επεξεργασία και 

τη µετατροπή των µετασχηµατισµών. Ενώ, στην προοπτική του Radford, η 

έννοια του σηµείου διευρύνεται ώστε να συµπεριλάβει χειρονοµίες, 

αντικείµενα,  ρυθµό, κιναισθητικές δραστηριότητες κ.λπ., κάτι που ο Duval δεν 

θα εξέταζε ποτέ σηµειωτικά. 

Οι δύο θεωρίες όµως παρά τις διαφορές τους δεν συνεπάγουν την 

αντίθεση µεταξύ των δύο προοπτικών. Η ανάπτυξη των µαθηµατικών 

αντικειµένων χαρακτηρίζεται από δύο συµπληρωµατικές λειτουργίες: τη φάση 

λειτουργίας και την αναφορική φάση (Ullmann, 1962). Από τη µια µεριά τα 

µαθηµατικά αντικείµενα και η σηµασία τους αναδύονται και 

εξαντικειµενικεύονται από µια αντανακλαστική δραστηριότητα, από την άλλη 

πλευρά, είναι απαραίτητο να αναφέρονται λεκτικά στις οντότητες που 

προκύπτουν από αυτές τις πρακτικές. Η διττή φύση των µαθηµατικών 

αντικειµένων - σαν κανονικότητες της δραστηριότητας και σαν «υπαρκτές» 

ιδεατές πολιτισµικές οντότητες - συνεπάγεται επίσης ότι η σηµασία και η 

σηµειωτική έχουν διττή φύση. Ο συντονισµός των δύο θεωριών είναι σε θέση 

να επιτευχθεί από τη διπλή φύση της σηµειωτικής. Ο Santi (2006) καταλήγει 

ότι, αν παραβλέψουµε τα σηµεία ως σηµειωτικά µέσα εξαντικειµενίκευσης, η 

µάθηση είναι ένας κενός και χωρίς νόηµα χειρισµός των σηµείων, αν 

παραβλέψουµε επίσης, ότι τα σηµεία ανήκουν στο σηµειωτικό σύστηµα, τα 

µαθηµατικά αντικείµενα δεν θα είχαν εξελιχθεί στην ορθολογιστική µορφή που 

γνωρίζουµε σήµερα και η εννοιολογική τους απόκτησή θα ήταν αδύνατη. Αν 

αγνοήσουµε µία από αυτές τις πτυχές η κατανόηση της σηµασίας και οι 

διαδικασίες µάθησης είναι αναπόφευκτα ελλιπείς. 
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2.5 Η υποκειµενική κατασκευή των ιδεατοτήτων: Εξαντικειµενίκευση 

Ένα κεντρικό ερώτηµα που απασχόλησε τον Husserl ήταν, ποιά είναι η 

σχέση ανάµεσα στην υποκειµενικότητα της γνώσης και στην αντικειµενικότητα 

του περιεχοµένου της γνώσης. Ο Σπύρου (2006) ερµηνεύει το ερώτηµα αυτό 

λέγοντας, «πώς δηλαδή συγκροτείται µέσα στο υποκείµενο ο αντικειµενικός 

διϋποκειµενικός κόσµος και πώς παράγονται οι καθολικές αλήθειες» 

(σελ.149). 

Στο έργο του «Origin of Geometry» ο Husserl έθεσε το πρόβληµα της 

διόδου από την υποκειµενική αισθητηριακή εµπειρία των αντικειµένων στην 

αντικειµενικότητα µιας ιδεατότητας, διαχρονικό αντικείµενο µε τους 

ακόλουθους όρους: 

«Το πρόβληµα µας τώρα αφορά ακριβώς τα ιδεατά αντικείµενα που είναι στη 

γεωµετρία: πως αυτή η γεωµετρική ιδεατότητα (όπως και ότι όλες οι επιστήµες) 

µεταβαίνει από την πρωτογενή ενδοπροσωπική προέλευση στην ιδεατή της 

αντικειµενικότητα ;» (Husserl 1989, σελ.161) 

Ο Derrida (1989) σηµειώνει ότι οι ιδεατότητες του Husserl θα έπρεπε να 

διαφοροποιηθούν από τα Πλατωνικά ιδεώδη, γιατί αυτά δεν προϋπάρχουν 

οποιασδήποτε υποκειµενικής δράσης και έχουν µία ιστορία στην οποία 

πρέπει να αναφέρονται. Πρέπει να αναπτύχθηκαν σε πρωτο-ιδεατότητες στη 

βάση ενός πραγµατικά αντιληπτού πραγµατικού κόσµου. Παρ’ όλα αυτά, οι 

ιδεατότητες του Husserl, άπαξ και κατασκευαστούν υποκειµενικά σε ένα 

συγκεκριµένο χώρο και µια συγκεκριµένη στιγµή, µοιάζουν στα Πλατωνικά 

ιδεώδη ως προς την αντικειµενικότητά τους. Στην περίπτωση αυτή, η 

αντικειµενικότητα επιτυγχάνεται όντας µέλος µιας άµεσης και έµµεσης 

γλωσσικής κοινότητας. Μέσω του προφορικού λόγου, η ιδεατότητα 

απελευθερώνεται από την έµµεση γλωσσική κοινότητα, αλλά συνδέεται µε το 

ξεκίνηµά της και το συγχρονισµό µιας αλλαγής µέσα στην ιδρυτική κοινότητα. 

Μέσω του γραπτού λόγου, η ιδεατότητα αποκτά την απόλυτα ιδεατή 

αντικειµενικότητα, όπου κάθε υποκείµενο εµφανίζεται µε την απουσία του. 

Έτσι, η εξαντικειµενίκευση µιας ιδεατότητας εµφανίζεται µέσα σε ένα 

σηµειωτικό σύστηµα (συµπεριλαµβανοµένων των σηµείων και των ρόλων 

που αυτά χρησιµοποιούν) που καλείται να περιγράψει και να παρουσιάσει εκ 

νέου το σηµαινόµενο της ιδεατότητας αυτής (Husserl, 2001). 

Οι Lappas και Spyrou (2006) αναγνωρίζουν δύο επίπεδα 

εξαντικειµενίκευσης των γεωµετρικών εννοιών, εξαρτώµενα από το 

σηµειωτικό σύστηµα µέσα στο οποίο εµφανίζεται η εξαντικειµενίκευση. Στο 
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πρώτο επίπεδο, τα αρχέτυπα αποτελέσµατα που πηγάζουν από την εµπειρία 

εξαντικειµενικεύονται µέσω των αριθµητικών τους αναπαραστάσεων, µιας και 

οι αριθµοί χρησιµοποιούνται για την εγκαθίδρυση της οµογένειας των 

εµπειριών σε κοινωνικές µορφές και στις εφαρµογές τους. Στο δεύτερο 

επίπεδο, τα υπάρχοντα αρχέτυπα αποτελέσµατα ενσωµατώνονται στη 

θεωρία, η οποία βασίζεται στο λογικό και παραγωγικό τρόπο σκέψης. 

2.6 Ιστορία και εξαντικειµενίκευση 

Η µελέτη της ιστορικής ανάπτυξης µιας µαθηµατικής έννοιας µπορεί να 

βοηθήσει τους καθηγητές των µαθηµατικών στον παιδαγωγικό σχεδιασµό 

που θα διευκολύνει τους µαθητές στη µάθηση αυτής της έννοιας (Fauvel & 

van Maanen, 2000). Όµως η αναπαραγωγή της ιστορίας στην τάξη είναι 

ουσιαστικά αδύνατη (Radford, 1997), λαµβάνοντας υπόψη τις διαφορετικές 

κοινωνικές και πολιτισµικές παραµέτρους που κάθε εποχή συνεπάγεται. Κατά 

συνέπεια, οι δάσκαλοι πρέπει να γνωρίζουν τα «γιατί» και «πώς» µιας 

επιτυχηµένης εφαρµογής της ιστορίας στους σχεδιασµούς τους (Arcavi & 

Isoda, 2007· Furinghetti, 2007· Jankvist, 2009). H Furinghetti (2007),  στην 

έρευνά της µε µελλοντικούς καθηγητές, πρότεινε µια µη γραµµική διαδικασία 

που µπορεί να οδηγήσει στο σχεδιασµό µιας κατάλληλης διδακτικής 

ακολουθίας, που βασίζεται την ιστορία. Η γνώση του προγράµµατος 

σπουδών από τους εκπαιδευτικούς, η ιστορία και η γνωστική ανάπτυξη 

φαίνονται να είναι κρίσιµες για έναν τέτοιο σχεδιασµό. 

Από µια φαινοµενολογική προοπτική, ο Husserl (1999) σηµείωσε ότι 

στην παραδοσιακή, λογικό-παραγωγική διδασκαλία της γεωµετρίας οι 

µαθητές «έρχονται αντιµέτωποι µε έτοιµες ιδέες και προτάσεις µε ένα 

αυστηρά συστηµατικό τρόπο» χωρίς κανένα «προεπιστηµονικό εργαλείο», 

αφαιρώντας µ’ αυτόν τον τρόπο από τη γεωµετρία το «αληθινό της νόηµα». 

Ως εκ τούτου, ο Husserl εµµένει στη σηµασία της σύνδεσης του «πραγµατικού 

κόσµου» µε τη διδασκαλία µιας µαθηµατικής έννοιας. Ο Radford (1997) 

συµφωνεί, ότι µια αρχαία ιδέα «µέσω ενός προσαρµοσµένου διδακτικού 

έργου, µπορεί πιθανώς να ξανασχεδιαστεί και να συµβαδίζει µε τα σύγχρονα 

προγράµµατα σπουδών. Η παρέµβαση του δασκάλου είναι αποφασιστικής 

σηµασίας για να οδηγήσει την αλληλεπίδραση δασκάλου - µαθητή προς «την 

κατεύθυνση του πολιτισµικού εννοιολογικού αντικειµένου» (Radford, 2006). 
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2.7 Βαρύτητα και ανθρώπινο σώµα 

Τα ανθρώπινα όντα έχουν ζήσει σε ένα περιβάλλον που διαµορφώνεται 

και καθορίζεται από τους νόµους της βαρύτητας, οι οποίοι επέδρασαν στην 

ανάπτυξη της εσωτερικής εξέλιξης των σωµάτων τους, ιδιαίτερα στην αίσθηση 

της ικανότητας του ανθρώπου να αναγνωρίζει την κατακόρυφο. Για 

παράδειγµα, η βαρύτητα παίζει καθοριστικό ρόλο στη λειτουργία της 

(equlilibrial triad) τριαδικής ισορροπίας (οπτικά, ιδιοδεκτικά και προθαλαµιαία 

συστήµατα· Noback, Strominger, Demarest & Ruggiero, 2005), η εισαγωγή 

της οποίας αξιολογείται από τον ανθρώπινο εγκέφαλο προκειµένου να 

επιτευχθεί η βέλτιστη ισορροπία, ο µηχανικός προγραµµατισµός και ο 

χωρικός προσανατολισµός. Επιπλέον, η ανάγκη να επιζήσει κάποιος σε ένα 

τρισδιάστατο χώρο φαίνεται να είναι σύµφωνη µε τη δοµή της τριαδικής 

ισορροπίας. Παραδείγµατος χάριν, τα ηµικυκλικά κανάλια µέσα στο αυτί 

διαµορφώνουν ένα σύστηµα αναφοράς τριών αξόνων (παρόµοιο µε αυτά που 

χρησιµοποιούνται στα µαθηµατικά· βλ. Manno, 2006). Επιπλέον, η 

περιβαλλοντική επίπτωση στις λειτουργίες του εγκεφάλου εµφανίζεται να είναι 

τόσο στα αισθητηριακά συστήµατα όσο και στα εσωτερικά µοντέλα, που 

µπορούν «να οριστούν ως τα νευρωνικά συστήµατα που µιµούνται τις 

φυσικές αρχές» (Merfeld, Zupan & Peterka, 1999, σελ. 615). Για παράδειγµα, 

ο ανθρώπινος εγκέφαλος εµφανίζεται να προσλαµβάνει ένα εσωτερικό 

µοντέλο της βαρύτητας που συµπληρώνει τις πληροφορίες που λαµβάνει από 

τις αισθήσεις (McIntyre, Zago, Berthoz & Lacquaniti, 2001). Συνολικά, η 

βαρύτητα φαίνεται να είναι κεντρική στη δοµή και τη λειτουργία του 

ανθρώπινου σώµατος και του εγκεφάλου. Μια ποικιλία σωµατικών και 

νευρικών µηχανισµών έχει αναπτυχθεί, προκειµένου να προσδιοριστεί η 

κατακόρυφος και ο άνθρωπος να επιζήσει σε έναν κόσµο που κυβερνάται 

από τη βαρύτητα. Επιπλέον, αυτοί οι µηχανισµοί µπορούν να συνδεθούν µε 

τις θεµελιώδεις γεωµετρικές έννοιες, όπως η καθετότητα και άλλες 

γενικότερες µαθηµατικές έννοιες. 

2.8 Σύνδεση ιστορικότητας και ενσωµάτωσης στη γεωµετρία 

Η ισχυρή επίδραση της βαρύτητας στον ανθρώπινο εγκέφαλο 

υποστηρίζεται στη διατριβή  ενσώµατος νους· (embodied mind) (Varela, 

Thompson & Rosch, 1991). Οι Lappas και Spyrou (2006) ανέπτυξαν ένα 

θεωρητικό µοντέλο το οποίο επιχειρεί να συνδέσει ιδέες από την παραπάνω 
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διατριβή µε το ιστορικό πλαίσιο εντός του οποίου χτίζεται µια µαθηµατική ιδέα. 

Τόνισαν ότι τα άτοµα χτίζουν τη «διανοητική τους αναπαράσταση του κόσµου, 

µέσω µιας προοδευτικής αναδιοργάνωσης των προγενέστερών τους ενεργών 

χειρισµών του περιβάλλοντος» (σελ. 12-13). Συγχρόνως, υποστήριξαν ότι, 

προκειµένου να επιτευχθεί η βαθύτερη κατανόηση όσον αφορά τους τρόπους 

που η ανθρώπινη εµπειρία θα µπορούσε να µετασχηµατιστεί στις 

µαθηµατικές έννοιες, είναι λογικό να εξεταστούν τόσο οι σωµατικές 

λειτουργίες όσο και το ιστορικό πλαίσιο.  

Οι Lappas και Spyrou (2006) προϋπέθεσαν ότι τα κύρια θεωρητικά 

εργαλεία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας προέρχονται από την αντίληψη της 

κατακορύφου, την οριζοντιότητας και της γεωµετρικής οµοιότητας ((verticality, 

horizontality and geometric similarity), αντίστοιχα V, H και S). Η ανάγκη να 

επικοινωνηθούν οι εντυπώσεις και οι εσωτερικές αναπαραστάσεις, οδήγησε 

στα πρώτα αποτελέσµατα της γεωµετρίας, µέσω της αντικειµενικής απόδοσης 

και της εκπραγµάτωσης (reification) των λειτουργιών που συνδέονται µε τις 

µορφές V, H και S, πρωτίστως, µέσω των αριθµών και ακολούθως µέσω της 

λογικής. Τα «αρχέτυπα» αποτελέσµατα, όπως οι Πυθαγόρειες τριάδες, 

αποτέλεσαν µία πρωτόγονη υποκειµενική - οµοιογενή και διϋποκειµενική - 

γνώση, πριν από την εµφάνιση οποιασδήποτε συνεπούς λογικής 

παραγωγικής θεωρίας στη γεωµετρία. 
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Β΄ ΜΕΡΟΣ  

 

2.9 Φαινοµενολογικές ιδέες στη διδακτική των µαθηµατικών 

Στη διδασκαλία των µαθηµατικών, ένα θέµα που έχει συζητηθεί από 

διάφορες οπτικές γωνίες, είναι η φύση των µαθηµατικών αντικειµένων. 

∆ιάφοροι ερευνητές της διδακτικής των µαθηµατικών, επισηµαίνουν ότι τα 

παιδιά για να αναπτύξουν µαθηµατικές ιδέες χρειάζεται να διαχειριστούν και 

να µελετήσουν καταστάσεις µε περιεχόµενο και νόηµα γι’ αυτούς. Οι 

καταστάσεις όµως αυτές αν και ξεκινάνε από πρακτικούς χειρισµούς 

χρειάζεται να οδηγήσουν τους µαθητές να µετασχηµατίσουν τα πραγµατικά 

αντικείµενα που χειρίζονται, σε νοερά και έτσι να τα αντιληφθούν σε ένα 

ανώτερο επίπεδο (Freudenthal, 1983). Στη διδακτική φαινοµενολογία του ο 

Freudenthal (1983) βλέπει τα µαθηµατικά σαν µια δραστηριότητα και θεωρεί 

ότι οι µαθητές θα πρέπει να καθοδηγούνται έτσι ώστε, να επανεπινοήσουν 

(guided reinvention) τις έννοιες που τίθενται υπό συζήτηση, χρησιµοποιώντας 

τη γνώση που ήδη έχουν. 

Ο Freudenthal (1983) αντιµετωπίζει τις µαθηµατικές έννοιες ως εργαλεία 

οργάνωσης των πραγµατικών φαινοµένων. Αντί να παρουσιαστούν στο 

µαθητή οργανωµένα φαινόµενα, µε στόχο την ανακάλυψη κοινών δοµών, 

προτείνεται ο µαθητής να ξεκινήσει από τα ίδια τα φαινόµενα που ζητούν 

οργάνωση και µε αφετηρία αυτά, να διδαχθεί πώς να χειρίζεται τις µαθησιακές 

έννοιες και δοµές. Υποστηρίζει επίσης ότι ο µαθητής έχει το δικαίωµα να 

ακολουθήσει τη µαθησιακή πορεία που ακολούθησε το ανθρώπινο είδος, 

χωρίς αυτό βέβαια, να σηµαίνει ότι θα αναπαραχθεί βήµα προς βήµα η 

ιστορική εξέλιξη µιας έννοιας.  

Παρόµοιες φαινοµενολογικές ιδέες έχουν εφαρµοστεί σε διάφορες 

έρευνες των µαθηµατικών. Για παράδειγµα, στον τοµέα των ρεαλιστικών 

µαθηµατικών (Gravemeijer, 1994), που σχετίζονται κατ’ ουσία µε ρεαλιστικά 

προβλήµατα, έχουµε παρόµοιες διδακτικές προσεγγίσεις µε τις 

φαινοµενολογικές ιδέες του Freudenthal. Οι Brown και Haywood (2011) σε µία 

έρευνα που στόχο είχε την ικανότητα των µαθητών όσον αφορά τα 

µαθηµατικά µοντέλα του ηλιακού συστήµατος, oι µαθητές κλήθηκαν να 

διερευνήσουν πώς φαντάζονται τη µέρα και τη νύχτα, ή τις 4 εποχές του 

χρόνου, συζητώντας, σχεδιάζοντας και παίζοντας και να εξηγήσουν όλα αυτά, 

µε βάση τις πλανητικές κινήσεις. Τους ζητήθηκε δηλαδή να διαπραγµατευτούν 
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φαινόµενα που ήταν «γνωστά» εκ των προτέρων, αλλά καλούνταν να τα 

µάθουν µε νέους τρόπους µέσω κάποιων δραστηριοτήτων. 

Ο Radford (2003) σε µία άλλη διδασκαλία που αφορούσε τη 

συµπλήρωση µιας ακολουθίας σχηµάτων, όπου οι µαθητές έπρεπε να βρουν 

το πλήθος των οδοντογλυφίδων που χρειαζόταν, για παράδειγµα το 25ο 

σχήµα µετά από 3 διαδοχικά σχήµατα που τους εµφανιζόταν, σηµειώνει ότι, οι 

µαθητές µέσα από τη χρήση ενός ευρέος συνόλου µέσων, όπως οι γλωσσικές 

µεταφορές, παροµοιώσεις, διάφορες κινήσεις και χειρονοµίες, κατάφεραν να 

οδηγηθούν σε ένα επιθυµητό επίπεδο κατανόησης και κατάκτησης των 

στόχων της δραστηριότητας. 

Η Fynn (2007) σε µία έρευνα για το πώς αντιλαµβάνονται οι µαθητές τις 

γωνίες, προτείνει µια διδακτική στρατηγική κατά την οποία οι µαθητές µέσω 

«αληθινών» γι’ αυτούς δραστηριοτήτων, (ένα αναρριχητικό παιγνίδι) 

καθοδηγούνται στην επανεπινόηση µαθηµατικών εννοιών. 

Στην παρούσα έρευνα υιοθετούµε την άποψη ότι η εξαντικειµενίκευση 

περιγράφει τη διαδικασία της υποκειµενικά κατασκευασµένης ιδεατότητας η 

οποία µπορεί να συµβεί µόνο µια φορά για κάθε µαθηµατικό αντικείµενο. 

Βιώνοντας την επανενεργοποίηση της εξαντικειµενίκευσης, ο µαθητής 

κατορθώνει να αναδηµιουργήσει την ήδη - σε µια συγκεκριµένη εποχή - 

κατασκευασµένη ιδεατότητα  και όχι µία άλλη διαφορετική. Σε ένα 

συγκεκριµένο σχέδιο διδασκαλίας, αποτελούµενο από κατάλληλα 

προοδευτικές µαθηµατικοποιήσεις και την καθοδηγούµενη επανεπινόηση, ο 

µαθητής µπορεί να ανακατασκευάσει την ήδη εξαντικειµενοποιηµένη 

µαθηµατική έννοια, δοκιµάζοντας κατά συνέπεια την επανενεργοποίηση της 

εξαντικειµενίκευσής του. Σύµφωνα µε αυτές τις θέσεις, στο σχέδιο 

διδασκαλίας µας, προσπαθήσαµε να εφαρµόσουµε τις ιδέες από ένα 

θεωρητικό πλαίσιο που συνδέει ρητά ιδέες από την ιστορία, τη 

φαινοµενολογία και τη διατριβή «ενσώµατος νους» µε παιδαγωγικές αρχές 

που προτείνονται από τους Harel και Tall (1991). 

Βασιζόµαστε σε γενικεύσεις και αφαιρέσεις οι οποίες για να γίνουν 

βασίζονται σε διδακτικές αρχές και πρότυπα. Επιπλέον στο σχεδιασµό της 

διδασκαλίας ενσωµατώνεται η έννοια του αναστοχασµού των µαθητών στη 

σκέψη τους και στη δράση τους («αναστοχαστική δράση»· Τζεκάκη, 2011), 

όπως επίσης και η συµφωνία µε το υπάρχον αναλυτικό πρόγραµµα.  
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2.10 Γενίκευση 

Οι Harel & Tall (1991) αναγνωρίζουν τρεις τύπους γενίκευσης που 

µπορούν να προκύψουν όταν οι σπουδαστές διαπραγµατεύονται µε µία 

καινούργια έννοια. Την διευρύνουσα γενίκευση (expansive generalization) 

στην οποία γίνεται διεύρυνση ενός υπάρχοντος σχήµατος χωρίς την 

ανακατασκευή του. Την αναδιαρθρωτική γενίκευση (reconstructive 

generalization) στην οποία γίνεται ανακατασκευή ενός υπάρχοντος σχήµατος 

προκειµένου να διευρυνθεί το εύρος εφαρµογής του. Την αποκοµµένη 

γενίκευση (disjunctive generalization) στην οποία για τη µετάβαση από ένα 

οικείο πλαίσιο σε ένα άλλο, κατασκευάζεται ένα νέο µη σχετιζόµενο (disjoint) 

σχήµα για να διαπραγµατευτεί κανείς τη νέα έννοια και αυτό το νέο σχήµα 

προστίθεται στο φάσµα των διαθέσιµων σχηµάτων.  

Αναλύοντας αυτούς τους τύπους γενίκευσης, οι Harel & Tall (1991) 

σηµειώνουν ότι µια πραγµατική γενίκευση είναι η επεκτατική, µε την έννοια ότι 

τα προηγούµενα σχήµατα περιλαµβάνονται άµεσα ως ειδικές περιπτώσεις 

στο τελικό σχήµα. ∆ιαφέρει από την επανορθωτική γενίκευση στο ότι στην 

τελευταία, το παλιό σχήµα αλλάζει, εµπλουτίζεται πριν να ενσωµατωθεί στο 

γενικότερο σχήµα, αλλά στη συνέχεια παρέχει µια πραγµατική γενίκευση του 

εµπλουτισµένου σχήµατος. Μια επιτυχηµένη περίπτωση γενίκευσης φαίνεται 

να είναι η διαζευκτική γενίκευση. Επιτρέπει σίγουρα στο µαθητή να 

αντιµετωπίσει ένα ευρύτερο φάσµα από µαθηµατικά παραδείγµατα, αλλά 

αποτυγχάνει να είναι µια γνωστική γενίκευση. Με την έννοια ότι, µπορεί να 

µην είναι αντιληπτά από το µαθητή, κάποια παραδείγµατα ως ειδικές 

περιπτώσεις της γενικής διαδικασίας. Μακροπρόθεσµα, η επανορθωτική και η 

επεκτατική γενίκευση είναι πολύ πιο κατάλληλες για τη γνωστική ανάπτυξη 

και, από αυτές, η επεκτατική γενίκευση είναι γνωστικά πιο εύκολη από ότι η 

επανορθωτική. Ωστόσο, αν και η επεκτατική γενίκευση µπορεί να είναι 

ευκολότερη βραχυπρόθεσµα, σε µακροπρόθεσµο ορίζοντα, υπάρχουν φορές 

που η αναδιοργάνωση της γνώσης καθίσταται πλέον αποφασιστικής 

σηµασίας και εκεί, η επανορθωτική γενίκευση είναι πολύ πιο κατάλληλη. 

Σύµφωνα µε τους Harel & Tall (1991) η πιο επιθυµητή προσέγγιση 

γενίκευσης, είναι να παραχθούν οι εµπειρίες που οδηγούν σε µια ουσιαστική 

κατανόηση της τρέχουσας κατάστασης, να επιτραπεί η µετάβαση σε µια πιο 

γενική περίπτωση που εµφανίζεται µε την επεκτατική γενίκευση, αλλά σε 

εκείνες τις περιπτώσεις, που η κατάσταση απαιτεί ανακατασκευή, είναι 
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αναγκαίο να δηµιουργηθούν στους µαθητές, οι κατάλληλες συνθήκες µέσα 

στις οποίες, θα συντελεστεί η συγκεκριµένη ανακατασκευή. Υποστηρίζουν 

επίσης ότι η διαδικασία απόκτησης γνώσης ενός µαθηµατικού αντικειµένου 

από τους µαθητές, βασίζεται σε µια σειρά κατάλληλων γενικεύσεων και 

χαρακτηρίζεται από την έννοια της τυπικής αφαίρεσης (formal abstraction), 

παραπέµποντας, είτε στην αφαίρεση συγκεκριµένων ιδιοτήτων ενός ή 

περισσοτέρων µαθηµατικών αντικειµένων για το σχηµατισµό της βάσης του 

ορισµού του, είτε στη διαδικασία κατασκευής της αφηρηµένης έννοιας µέσω 

του λογικού παραγωγικού τρόπου σκέψης που προέρχεται από τον ορισµό.  

2.11 Αφαίρεση 

Μια διαδικασία αφαίρεσης συµβαίνει όταν το υποκείµενο εστιάζει την 

προσοχή του στις συγκεκριµένες ιδιότητες ενός δεδοµένου αντικειµένου και 

στη συνέχεια, εξετάζει αυτές τις ιδιότητες αποµονώνοντάς το από το 

πρωτότυπο. Αυτό µπορεί να γίνει, για παράδειγµα, όταν οι µαθητές 

κατανοήσουν την ουσία ενός συγκεκριµένου φαινοµένου, να είναι σε θέση 

αργότερα, να εφαρµόσουν την ίδια θεωρία, σε άλλες περιπτώσεις στις οποίες 

εφαρµόζεται. Μια τέτοια εφαρµογή της θεωρίας αφαίρεσης, θα ήταν µια 

περίπτωση επανορθωτικής γενίκευσης - γιατί οι αφαιρούµενες ιδιότητες είναι 

ανακατασκευές των αρχικών ιδιοτήτων, που τώρα εφαρµόζονται σε έναν 

ευρύτερο τοµέα. Ωστόσο, µόλις η επανορθωτική γενίκευση έχει συµβεί, τότε 

είναι δυνατόν να µπορούν να επεκτείνουν το εύρος των παραδειγµάτων στα 

οποία αυτά τα επιχειρήµατα εφαρµόζονται, µέσα από την πιο απλή 

διαδικασία της επεκτατικής γενίκευσης. 

Η τυπική αφαίρεση είναι πολύτιµη για έναν ειδικό αλλά είναι δύσκολο να 

επιτευχθεί από τους µαθητές. Πώς µπορούν όµως οι µαθητές να επιτύχουν 

την επανορθωτική γενίκευση που απαιτείται για την τυπική αφαίρεση; 

Οι Harel & Tall (1991) προτείνουν ότι η µετάβαση από αυτή τη δύσκολη 

µεταβατική περίοδο µπορεί να πραγµατοποιηθεί αποτελεσµατικά µε µια 

ενδιάµεση πορεία την οποία ονοµάζουν γενική αφαίρεση (generic 

abstraction). 

Πιο συγκεκριµένα, ο δάσκαλος θεωρεί ένα συγκεκριµένο παράδειγµα ως 

αντιπροσωπευτικό της αφηρηµένης έννοιας, το οποίο το ορίζουν ως γενικό 

παράδειγµα. Παρουσιάζεται στο µαθητή ένα ή περισσότερα πρότυπα για την 

αφηρηµένη έννοια. Στην παρούσα έρευνα, υιοθετούµε τον όρο πρότυπο για 

την αναγνώριση τέτοιων παραδειγµάτων. (βλ. επόµενη παράγραφο 
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«πρότυπα»). Για το δάσκαλο αυτές οι ιδέες αποτελούν στιγµιότυπα 

(instantiations) της αφηρηµένης έννοιας, αλλά ο µαθητής δεν έχει κάνει ακόµη 

την αφαίρεση, και έτσι αυτά τα πρότυπα µπορεί να λειτουργήσουν σε 

σηµαντικό βαθµό, µε λάθος τρόπο, ώστε ο µαθητής να αφαιρεί τις λάθος 

ιδιότητες. Ωστόσο, αν η διαδικασία είναι επιτυχής και ο µαθητής βλέπει ένα ή 

περισσότερα συγκεκριµένα παραδείγµατα που θα συγκεκριµενοποιούν µία 

αφηρηµένη έννοια, τότε αυτό είναι µια (σχετικά ανώδυνη) µορφή αφαίρεσης 

που την ονοµάζουν γενική αφαίρεση. Αυτή η διαδικασία περιλαµβάνει σαφώς 

τη γενίκευση (επειδή ενσωµατώνει τα παραδείγµατα σε µια ευρύτερη 

κατηγορία παραδειγµάτων ενσωµατωµένων από τη γενική αφαίρεση). Αλλά 

είναι επίσης µια ήπια µορφή αφαίρεσης, επειδή ανεβάζει σε ένα υψηλότερο 

επίπεδο τη γνωστική συνείδηση του µαθητή, στο οποίο η πιο γενική έννοια 

γίνεται αντιληπτή και αυτό γίνεται, τουλάχιστον σιωπηρά, από τα γενικά 

παραδείγµατα. Συµφωνούν ότι µια γενική αφαίρεση για µια µαθηµατική έννοια 

δίνει στο µαθητή µια αίσθηση της έννοιας ότι είναι λειτουργική. Προκειµένου 

να επιτευχθεί η τυπική αφαίρεση, ο µαθητής χρειάζεται να οικοδοµήσει εκ 

νέου τις αντιλήψεις του σε ένα αφηρηµένο πλαίσιο, ένα πλαίσιο όπου το 

άτοµο ξέρει ότι οι συγκεκριµένες ιδιότητες είναι αληθινές σε όλα τα γνωστά 

παραδείγµατα, αλλά πρέπει να συναχθούν µε επιφύλαξη µέσα στην 

αφηρηµένη έννοια. Επιπλέον, προϋποθέτουν, ότι ακολουθώντας αυτή την 

αλληλουχία, η επανορθωτική γενίκευση των σπουδαστών, που απαιτείται για 

την τυπική γενίκευση, µπορεί να προκύψει µε δυνητικά λιγότερο γνωστικό 

κόπο. 

Οι Harel & Tall (1991) αναγνωρίζουν τρείς παιδαγωγικές αρχές που είναι 

κρίσιµες για τη γενική αφαίρεση των µαθηµατικών αντικειµένων: 

H αρχή της συγκρότησης (the entification principle).  

Ο µαθητής έχει τέτοιες διαδικασίες που µπορεί να θεωρεί τα µαθηµατικά 

αντικείµενα ως δεδοµένα. ∆ηλαδή µπορεί να δει ένα µαθηµατικό αντικείµενο 

σαν µια νέα εννοιολογική οντότητα στην οποία µπορεί να δράσει, σαν ένα 

δεδοµένο για υπολογιστικές διαδικασίες που κατέχει ήδη.  

Η αρχή της αναγκαιότητας (the necessity principle). 

Ο µαθητής βλέπει την αναγκαιότητα κατασκευής του µαθηµατικού 

αντικειµένου. ∆ηλαδή αυτό το αντικείµενο πρέπει να παρουσιάζεται µε τέτοιο 

τρόπο σ’ αυτόν, ώστε να µπορεί να δει την αναγκαιότητά του. Αν οι µαθητές 

δεν βλέπουν το λόγο για µια ιδέα (π.χ. έναν ορισµό ή έναν συµβολισµό µίας 

έννοιας) µπορεί να τους φαίνεται ότι η ιδέα έρχεται αυθαίρετα και δεν µπορεί 
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να γίνει κατανοητή από αυτούς. Με την αρχή της αναγκαιότητας οι µαθητές 

ανακατασκευάζουν τις αντιλήψεις τους, ώστε να ενσωµατώσουν τη νέα 

γνώση. Έτσι επιτυγχάνουν ένα υψηλότερο επίπεδο αφαίρεσης, η οποία παρά 

του ότι δεν µπορεί να περιγραφεί ως τυπική αφαίρεση, µπορεί να θεωρηθεί 

ότι είναι ένα βήµα πριν από αυτή.  

Η αρχή της παραλληλίας (the parallel principle). 

Οι απαιτούµενες διαδικασίες της entification αρχής πρέπει να 

παραλληλίσουν τις διαδικασίες που θα εφαρµοστούν αργότερα εντός της 

αφηρηµένης δοµής. Με τις διαδικασίες της παράλληλης αρχής, οι µαθητές 

µπορεί να αναγνωρίζουν τα παραδείγµατα που βρίσκουν σε ένα νέο 

µαθηµατικό αντικείµενο, σαν στοιχεία ενός ευρύτερου συνόλου που ανήκει σε 

ένα αφηρηµένο αντικείµενο και έτσι να φτάσουν στη γενική αφαίρεση της 

συγκεκριµένης µαθηµατικής έννοιας. 

2.12 Πρότυπα  

Ένα πρότυπο είναι ένα αντιπροσωπευτικό παράδειγµα µιας έννοιας. 

Στην παρούσα έρευνα διακρίνουµε τρεις κατηγορίες προτύπων, ανάλογα τον 

«κόσµο» από τον οποίο προέρχονται: «Πραξιακά» (από τον «πραγµατικό 

κόσµο» του Husserl και τον ενσώµατο κόσµο, «γεωµετρικά» (από τον κόσµο 

των γεωµετρικών αναπαραστάσεων) και «αριθµητικά» (από τον κόσµο των 

αριθµητικών αναπαραστάσεων). Ο Tall (2004) διακρίνει τρεις κόσµους των 

µαθηµατικών µε διακριτές αλλά αλληλεπιδραστικές εξελίξεις στη γνωστική 

ανάπτυξη. Ο «ενσώµατος κόσµος» (embodied world) που περιλαµβάνει όχι 

µόνο τις νοητικές µας αντιλήψεις των πραγµατικών αντικειµένων στον κόσµο, 

αλλά και εσωτερικές αντιλήψεις µας, που περιλαµβάνουν οπτικό-χωρική 

εικόνα (visuo-spatial imagery). Αυτό ισχύει για παράδειγµα στην εννοιολογική 

ανάπτυξη της Ευκλείδειας γεωµετρίας, αλλά και σε κάθε άλλη µαθηµατική 

έννοια που γίνεται αντιληπτή µε οπτικό-χωρικούς και άλλους αισθητηριακούς 

τρόπους. Ο δεύτερος κόσµος είναι ο κόσµος των συµβόλων που 

χρησιµοποιούµε για τον υπολογισµό και τη χρήση στην αριθµητική, στην 

άλγεβρα, στο λογισµό και ούτω καθεξής. Αυτά ξεκινούν µε δράσεις (όπως το 

µέτρηµα) που είναι ενσώµατες ως έννοιες, χρησιµοποιώντας το σύµβολο που 

µας επιτρέπει να µεταβούµε εύκολα από τις διαδικασίες για να κάνουµε 

µαθηµατικά, στις έννοιες για να σκεφτούµε. Αυτό το δεύτερο κόσµο, τον 

αποκαλεί το συµβολικό κόσµο της διεργέννοιας (proceptual-symbolic world) ή 

απλώς κόσµο της διεργέννοιας (proceptual world). Ο τρίτος κόσµος 
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καθορίζεται µε βάση τις ιδιότητες, που εκφράζονται µε όρους των τυπικών 

ορισµών που χρησιµοποιούνται ως αξιώµατα για να καθορίσουν µαθηµατικές 

δοµές π.χ. «πεδίο», «διανυσµατικός χώρος», «τοπολογικός χώρος» κ.λπ. 

Αυτός αποκαλείται ο «τυπικό-αξιωµατικός κόσµος» (formal-axiomatic world) ή 

«τυπικός κόσµος» (formal world), για συντοµία. Γυρίζει τις προηγούµενες 

εµπειρίες στις πηγές τους, δεν εργάζεται µε οικεία αντικείµενα της εµπειρίας, 

αλλά µε αξιώµατα που είναι προσεκτικά διατυπωµένα για να καθορίσουν 

µαθηµατικές δοµές όσον αφορά καθορισµένες ιδιότητες. Άλλες ιδιότητες τότε 

ανάγονται από την επίσηµη απόδειξη για την οικοδόµηση µια σειράς 

θεωρηµάτων. Εντός του αξιωµατικού συστήµατος, νέες έννοιες µπορούν να 

οριστούν και οι ιδιότητες τους συνάγονται για την οικοδόµηση µιας συνεκτικά  

λογικής θεωρίας. Παρά το ότι ο διαχωρισµός των 3 κόσµων που 

χρησιµοποιούµε συνδέεται στενά µε τους τρεις κόσµους του Tall, 

υπενθυµίζουµε ότι η δική µας ταξινόµηση προκύπτει από µια 

φαινοµενολογική οπτική γωνία των µαθηµατικών αντικειµένων εστιασµένη 

στην επαναδραστηριοποίηση της εξαντικειµενίκευσης. 

Οι Lappas και Spyrou ταξινοµούν τα γεωµετρικά πρότυπα µε βάση την 

πολυπλοκότητα των γεωµετρικών αντικειµένων στα οποία αναφέρονται. 

Ισχυρίζονται ότι τα «στοιχειώδη» πρότυπα εξαρτώνται µόνο από λεκτικές 

περιγραφές, ενώ τα πιο σύνθετα χρειάζονται επιπλέον, µια επιπρόσθετη δοµή 

ώστε να γίνουν κατανοητά. Η πρότασή τους είναι ότι τα σηµεία, οι γραµµές και 

τα επίπεδα, στην ιδεατή τους χρήση εξυπηρετούν ως τα κύρια παραδείγµατά 

µας για τα «στοιχειώδη» πρότυπα στη Γεωµετρία, ενώ η γωνία αποτελεί ένα 

σύνθετο πρότυπο. 

2.12.1 Το σηµείο, η ευθεία γραµµή και το επίπεδο 

Οι Lappas και Spyrou (2006) ερευνούν αυτές τις έννοιες ως έννοιες 

διαµορφωµένες από την ανάπτυξη των γλωσσικών µεταφορών. Σύµφωνα µε 

τον Piaget, η ευθεία γραµµή εµφανίζεται να µην είναι τίποτα παραπάνω από 

την ενθυλάκωση της µεταφοράς από το ένα σηµείο στο άλλο (του traveling). 

Οι Lakoff & Nunez (2000) κάνουν κάποιους υπαινιγµούς για την έννοια του 

σηµείου, της γραµµής και του επιπέδου και τα συνδέουν µε τη Βασική 

Μεταφορά του Απείρου, υποθέτοντας µια ευφυή κατασκευή. 

Από την ιστορία των µαθηµατικών, κάνουν επίσης κάποιες 

παρατηρήσεις. Στον Ευκλείδη, το σηµείο όπως επίσης και η ευθεία γραµµή, 

περιέχονται στους Όρους. Η ορολογία που χρησιµοποιείται ζητά την προσοχή 
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µας ως γλωσσική µεταφορά, δεδοµένου ότι συνθέτει κάτι ευρύτερο από τους 

απλούς ορισµούς εφόσον έχουν την έννοια της πρόσβασης µιας έννοιας σε 

µια κατηγορία. 

Το σηµείο στον Ευκλείδη προκύπτει ως ένα πρότυπο (υπόδειγµα) µε 

διαφορετικές µορφές. Τα άκρα µιας γραµµής είναι σηµεία, η τοµή δύο ευθειών 

είναι ένα σηµείο, κλπ. (Ζερβός, 1972). Το σηµείο είναι µια (εφεύρεση) 

ανακάλυψη που κρατά τη συζήτηση και την περιγραφή ενός προβλήµατος 

στο χώρο. Εκφράσεις όπως «Αφήστε ένα σηµείο», είναι µία πρόταση για να 

γίνει κάτι αποδεκτό και να θεωρηθεί σαν νοητικό αντικείµενο σε µια συζήτηση.  

Προκειµένου να ενισχυθούν τα παραπάνω επιχειρήµατα αναφέρονται 

στη νύξη του Tall: 

Η γλώσσα παίζει έναν όλο και περισσότερο λεπτό τρόπο σ’ αυτή τη γεωµετρική 

ανάπτυξη. Πρωτότυπες µορφές όπως η ευθεία γραµµή, ένα τρίγωνο, ένας 

κύκλος περιγράφονται προφορικά µε τρόπους που υποστηρίζουν την ικανότητα 

απόδοσης εικόνας (imagination) των τέλειων πλατωνικών αναπαραστάσεων, 

όπως µια τέλεια ευθεία γραµµή χωρίς πλάτος που µπορεί να εκτείνεται 

απεριόριστα σε κάθε κατεύθυνση, ή ο τέλειος κύκλος, το τέλειο τετράγωνο. Έτσι, 

παραδόξως, οι τέλειες γεωµετρικές οντότητες εξαρτώνται από τη γλώσσα για την 

κατασκευή της σηµασίας τους.     D. Tall et al (2000) 

2.12.2 Η γωνία - ένα σύνθετο πρότυπο 

Η έννοια της «γωνίας» συµµετέχει ζωτικά στις θεµελιώδεις αντιληπτικές 

κατηγορίες δεδοµένου ότι µεσολαβεί προφανώς στη σχηµατική αναγνώριση. 

Στα Στοιχεία του Ευκλείδη, η γωνία ορίζεται ως εξής: 

Η επίπεδη γωνία είναι η κλίση µεταξύ δύο ευθειών γραµµών του επιπέδου που 

τέµνονται και δεν βρίσκονται σε ευθεία γραµµή.  

Και όταν οι ευθείες που περιέχουν τη γωνία αποτελούν ευθεία, η γωνία αυτή 

ονοµάζεται ευθύγραµµη (ευθεία).    (Εξαρχάκος, 2001) 

Εποµένως µέσα από την επιστηµονική σκοπιά, η γωνία δεν δίνεται ως 

µετρήσιµο µέγεθος. Εµφανίζεται µάλλον ως ένα σύνθετο πρότυπο, δοσµένο 

µε λεκτικές περιγραφές και αναφέρεται στα απλούστερα βασικά πρότυπα των 

σηµείων, της ευθείας γραµµής και του επιπέδου συν την Ευκλείδεια επινόηση 

του γλωσσικού όρου κλίση. Τα σύνθετα πρότυπα εξετάζονται από τη θεωρία 

των προτύπων.  

Ένας ορισµός δεν είναι για να δώσει κάποια σταθερά σύνολα ικανών και 

αναγκαίων συνθηκών για την εφαρµογή µιας έννοιας, αντίθετα, οι έννοιες 

ορίζονται από πρότυπα και από τα είδη των σχέσεων των προτύπων. Αντί να 
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είναι αυστηρά καθορισµένες, οι έννοιες προκύπτουν από την εµπειρία µας, είναι 

χωρίς τελειωµό.  Lakoff & Johnson (1980, σ. 125). 

Οι γωνίες επιδέχονται µόνο απλούς χειρισµούς, όπως η υπέρθεση 

(superposition) και η ταύτιση, µε τον ίδιο τρόπο που αυτό εµφανίζεται σε όλα 

τα σχήµατα στην Ευκλείδεια Γεωµετρία. Αυτές οι συνθετικές συνθήκες (µε την 

έννοια του man-made) δεν συνθέτουν αντικειµενικά κριτήρια για τις γωνίες, 

ανεξάρτητα από υποκειµενικές εµπειρίες, όπως αυτά που προκύπτουν από 

τη µέτρηση. Εξάλλου δύο γωνίες είναι ίσες αν και µόνο αν ταυτίζονται. Κατά 

συνέπεια, η γωνία γίνεται ένα αντικείµενο που εγγενώς συµµετέχει στον 

προσδιορισµό του σχήµατος. Ωστόσο παρά την εξεζητηµένη επεξεργασία στα 

Στοιχεία του Ευκλείδη, οι γωνίες υπόκεινται σε πραξιακούς χειρισµούς χωρίς 

τη διαµεσολάβηση της µέτρησης. 

Στην περίπτωση των κάθετων και των παράλληλων ευθειών, ακόµη και 

οι ορισµοί, ή οι επαληθεύσεις τους ανάγονται σε πιστοποιήσεις που αφορούν 

πρωτότυπα σχήµατα, όπως τα σηµεία, οι ευθείες και οι γωνίες.  

Ειδικότερα: «µια ευθεία γραµµή συναντά µια άλλη ευθεία κάθετα, όταν οι 

γωνίες που σχηµατίζονται είναι ίσες - τότε οι γωνίες ονοµάζονται ορθές» - 

«Όλες οι ορθές γωνίες είναι ίσες», (Στοιχεία, Βιβλίο Ι, Ορισµός 10 και 4ο 

Αίτηµα). Στις παραπάνω δηλώσεις ένας διπλός σκοπός επιτυγχάνεται. Από 

τη µια πλευρά έχουµε µια κατάσταση αναγνώρισης της καθετότητας, µέσω 

των ορθών γωνιών, από την άλλη πλευρά, µέσω της χρήσης «Όλες» στο 

παραπάνω ισχυρισµό, ένας υπονοούµενος υπερβατικός ορισµός  

διατυπώνεται.  

Οι Lappas και Spyrou (2006), θεωρούν όλα τα παραπάνω ως ενδεικτικές 

και υποδειγµατικές περιπτώσεις της αναγωγής στα πρότυπα. 

2.12.3 Το τρίγωνο - Γεωµετρικές κανονικότητες 

Όταν οι Lappas και Spyrou (2006) αναφέρονται όµως σε γεωµετρικές 

έννοιες αυξανοµένης πολυπλοκότητας, χρησιµοποιούν τον όρο κανονικότητα. 

Για τη Γεωµετρία, η κανονικότητα ενός τριγώνου φαίνεται να περιέχει τα 

ελάχιστα δεδοµένα από το σύστηµα των προτύπων (όπως είναι το σηµείο, 

ευθεία, επίπεδο και γωνία) µε ένα ενιαίο τρόπο σε µία συνεκτική δοµή. Στη 

µελέτη της Στερεοµετρίας, δίπλα σε αυτή την κατάταξη, θα µπορούσε να είναι 

το τετράεδρο, µια σαφής χωρική κανονικότητα. 

Σαν κανονικότητα, το τρίγωνο είναι το πρώτο βήµα για την ανάλυση ενός 

σχήµατος και την αναγωγή του σε πρότυπο. Σε ένα τρίγωνο, οι ευρύτερες 
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γεωµετρικές σχέσεις της ισότητας, της οµοιότητας και του εµβαδού παρέχουν 

µια ποιότητα πρόσθετων δοµών και δηµιουργούν περισσότερες συνδέσεις 

στην επίπεδη γεωµετρία. Έτσι, η κανονικότητα ενός τριγώνου είναι 

θεµελιώδης και γίνεται το πρωτεύον εργαλείο, που µεσολαβεί σε όλες τις 

αποδείξεις ακόµη και στα πιο πολύπλοκα σχήµατα. Σύµφωνα µε αυτή την 

άποψη, η κανονικότητα του τριγώνου είναι αναγκαίος και αποφασιστικός 

παράγοντας για την µετέπειτα εξέλιξη της Γεωµετρίας. 

Το τρίγωνο δεν εισάγεται µόνο ως σχήµα, αλλά επίσης και σαν δοµή 

(κατασκευή) που υποστηρίζει ένα σύνολο σχέσεων και οδηγεί στις συνθήκες 

της ταυτοποίησης και της διαφοράς που θα το καθορίσουν. Στη συνέχεια, ένα 

τρίγωνο - και κατά συνέπεια οποιοδήποτε πολύπλοκο γεωµετρικό αντικείµενο 

- θα είναι αποδεκτό αν και µόνο αν έχουµε αυστηρά κριτήρια που θα µπορούν 

να το κάνουν µία αναγνωρίσιµη δοµή (κατασκευή) σε όλες τις πιθανές µορφές 

και τους επιτρεπόµενους µετασχηµατισµούς του. 

2.12.4 Από τα αρχέτυπα αποτελέσµατα σε µια λογική θεωρία 

Όµως τα υπάρχοντα αρχέτυπα αποτελέσµατα αποτέλεσαν µια 

πρωτόγονη υποκειµενική γνώση, στην προϊστορική περίοδο της Γεωµετρίας, 

πριν την εµφάνιση οποιασδήποτε λογικής επαγωγικής θεωρίας. Άλλωστε στα 

Ελληνικά Μαθηµατικά, βασικό αίτηµα για τις γεωµετρικές ανακαλύψεις ήταν η 

ανάγκη της αντι-οπτικής θεµελίωσης (κυρίως πλατωνικής) όπως έχει τονίσει 

και ο Szabo: 

Φαίνεται πως τα νέα είδη απόδειξης εµφανίστηκαν την στιγµή που τα Ελληνικά 

µαθηµατικά έγιναν αντί-εµπειρικά και αντί-οπτικά.        Szabo (1978, σελ.197) 

Η συγκρότηση µιας θεωρίας για τη Γεωµετρία και η ιδιαίτερη ανάγκη να 

ενσωµατωθούν σ’ αυτή, τα ήδη υπάρχοντα αρχέτυπα αποτελέσµατα, 

συνίσταται από µία εννοιολογική αλλαγή. Εκτός κάποιων συγκεκριµένων 

µεθοδολογικών προβληµάτων που τίθενται σ’ αυτό το πλαίσιο, οι ακόλουθοι 

γνωστικοί παράγοντες που προκύπτουν είναι: 

• η απαίτηση τυπικών περιγραφών εντός της Θεωρίας όπως επίσης 

και επαγωγικές αποδείξεις. 

• η πρόσθετη παραγωγή αφηρηµένων εργαλείων (όπως το επίπεδο, 

η γωνία, το εµβαδόν και η κατασκευή), δεδοµένου ότι η  

συσσωρευµένη εµπειρική γνώση δεν αρκεί. 

• Κάποιες τεχνικές κατασκευής και απόδειξης. 
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Το επίπεδο βρίσκεται ενδιάµεσα της αισθητηριακής διαίσθησης και της 

συστηµατικής προβολής της θεωρίας. Τα επίπεδα σχήµατα, ακόµη και στην 

περίπτωση που δεν ταυτίζονται, µπορούν να συγκριθούν, όσον αφορά το 

εµβαδόν του χωρίου που περικλείουν. Οι κατασκευές που γίνονται στο 

επίπεδο, είναι µη αυθαίρετες νοητές οντότητες. Στο πρώτο στάδιο, οι 

κατασκευές που γίνονται είναι ενέργειες. Η θεωρία απαιτεί την υπέρβαση των 

επιµέρους (ενεργειών) δράσεων, µέσα από λεκτικές περιγραφές και την 

αντικατάστασή τους, από νοητικούς χειρισµούς. Η µερική πρότυπη ενέργεια 

µετατράπηκε σε αξιώµατα ή τεχνικές διαδικασίες, εκεί όπου χρειάζεται η 

κατασκευή ενός αντικειµένου. Για παράδειγµα, το πρώτο αξίωµα ορίζει, την 

ενσώµατη ενέργεια της κατασκευής του τµήµατος µιας γραµµής που γίνεται 

µε τη χρήση µολυβιού και χάρακα. Η κατασκευή ενός τέτοιου νοητικού 

αντικειµένου όπως το ορθογώνιο ή το τετράγωνο καθορίζεται και αιτιολογείται 

επίσης, από την ανάκληση των επιµέρους δράσεων. Από την άλλη πλευρά η 

απόδειξη µε την υπέρθεση εµφανίζεται ως πρότυπη (Tall, 1995b). 

2.12.5 Η περίπτωση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος 

Στην περίπτωση του Πυθαγορείου θεωρήµατος, η απλοϊκή (primitive) 

µέθοδος παρουσίασής και εξήγησής του µέσω των ιδιοτήτων των τριάδων (οι 

οποίες µπορούν να αφορούν είτε αριθµούς είτε πλευρές τριγώνων και τις 

σχέσεις µεταξύ τους) ήταν κατάλληλη σε εφαρµογές πρακτικών προβληµάτων 

και σε προ-επιστηµονικές θεωρήσεις. ∆εν ήταν αρκετή για τη λογική 

επιχειρηµατολογία, η οποία αναδύθηκε στο πλαίσιο της Γεωµετρίας. Στα 

σχόλια του Πρόκλου σχετικά µε αυτό το αποτέλεσµα, βρίσκουµε επιχειρήµατα 

που τεκµηριώνουν την άποψη ότι η γενική απόδειξη του Πυθαγορείου 

θεωρήµατος ήρθε µετά το πέρασµα από τους σχηµατικούς αριθµούς, ένα 

νοητικό εργαλείο που εφευρέθηκε. Αυτή η νέα αντίληψη για το τετράγωνο 

προτείνει έµµεσα: µία ένα προς ένα αντιστοιχία µεταξύ των τµηµάτων και των 

τετραγώνων που θα µπορούσε να χρησιµεύσει ως τρόπος µέτρησης εµβαδού 

και να επιτρέπει τον πολλαπλασιασµό τµηµάτων, «ιδωµένα ως µεγέθη» 

προκειµένου να επιτευχθεί αυτός ο σκοπός. 

Αυτή η κατάσταση µπορεί να θεωρηθεί σαν µια πρώιµη διττή 

αναπαράσταση, τόσο αριθµητικής όσο και γεωµετρικής φύσης, σχετικά µε 

δισδιάστατα αντικείµενα. Οι πτυχές αυτές αποκτούν κυρίαρχη θέση στη 

νεώτερους καιρούς και οδηγούν στην αλγεβρική αναπαράσταση του 

Θεωρήµατος µέσω του τύπου α2 = β2 + γ2. 
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Τα παραπάνω υποδηλώνουν ότι η µετάβαση από την αρχέτυπη 

διατύπωση σε µια πιο αυστηρή γεωµετρική παρουσίαση απαιτούσε όχι µόνο 

ένα υψηλό βαθµό αφαίρεσης, διαίσθησης και εφεύρεσης, αλλά και µια 

επιτυχηµένη θεµελιώδη εργασία. Οι Lappas και Spyrou (2006), λαµβάνοντας 

υπόψη τον επιστηµολογικό χαρακτήρα του συγκεκριµένου αποτελέσµατος, 

παρατηρούν ότι µια καθαρά αντιληπτική κατηγορία, όπως η καθετότητα: 

 (i) Έχει αντικειµενοποιηθεί σε πρώιµο στάδιο, µέσω αριθµητικών 

σχέσεων. Στο ορθογώνιο τρίγωνο η ανακάλυψη των τριάδων θα µπορούσε 

να τεθεί παρατηρώντας πώς η βαρύτητα τραβά ένα βάρος δεµένο σε ένα 

νήµα. Η αντίστροφη επίπτωση (δηλ. έχοντας µια τριάδα πώς µπορούµε να 

κατασκευάσουµε ορθή γωνία σε ένα επίπεδο), δίνει την εξαντικειµενίκευση 

της ιδέας της ορθής γωνίας ανεξάρτητα από την αίσθηση της βαρύτητας. 

Έχουµε εδώ µια αναγκαία και ικανή συνθήκη για τον προσδιορισµό ενός 

αντικειµένου.  

 (ii) Έχει περιγραφεί πλήρως και µε ακρίβεια από µια γενική µαθηµατική 

διατύπωση (Πυθαγόρειο Θεώρηµα), αποκτώντας καθολική θεωρητική ισχύ. 

Στην παρούσα έρευνα η επιλογή διαφόρων προτύπων και η συχνότητα 

µε την οποία αυτά παρουσιάζονται στους µαθητές, συµφωνούν µε το 

θεωρητικό µας πλαίσιο που ενσωµατώνει στοιχεία από την ιστορία και τη 

νευροφυσιολογία. Συνολικά στο σχεδιασµό µας, τα πρότυπα λειτουργούν σαν 

µέσα για τη διευκόλυνση της γενικής αφαίρεσης των µαθητών και της 

εµπειρίας της επανενεργοποίησης της εξαντικειµενίκευσης.  

Ιδιαίτερα κρίσιµο σ’ αυτή τη διαδικασία είναι η σύνδεση των διάφορων 

αναπαραστάσεων του θεωρήµατος. ∆εδοµένου ότι, ένα µαθηµατικό 

αντικείµενο δεν οριοθετείται µόνο σε µία αναπαράστασή του, αλλά είναι η 

σχέση ανάµεσα στις διάφορες αναπαραστάσεις του, που πηγάζουν από 

διαφορετικά σηµειωτικά συστήµατα και η ικανότητα των σπουδαστών να 

µεταφράζουν ανάµεσα σ’ αυτά, τη σηµασία του µαθηµατικού αντικειµένου 

(Duval, 2006).  
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2.13 Μαθηµατική και αναστοχαστική δράση 

Τα µαθηµατικά όπως και κάθε µορφής γνώση δεν µεταδίδεται µε την 

απλή παρουσίαση, αλλά αναπτύσσεται µε την ενεργό δραστηριοποίηση των 

µαθητών, µε πειραµατισµό, δηµιουργία, ανταλλαγή και επικοινωνία. Η 

διδασκαλία επίσης των Μαθηµατικών δεν πρέπει να περιορίζεται στην 

ανάπτυξη µαθηµατικών ιδεών, εννοιών και διαδικασιών, αλλά να ενθαρρύνει 

την ανάπτυξη δραστηριοτήτων µέσα σε συγκεκριµένες καταστάσεις. 

Μια µαθηµατική δραστηριότητα είναι καταρχήν µια δραστηριότητα που 

επιδιώκει τη νοητική ενεργοποίηση του µαθητή για την αντιµετώπιση µιας 

κατάστασης, ενός προβλήµατος κλπ. Μπορεί να πρέπει οι µαθητές να τη 

διαχειριστούν ατοµικά ή οµαδικά, να πραγµατοποιείται σε διάφορα επίπεδα, 

αλλά δεν µπορεί να είναι ένας απλός χειρισµός αντικειµένων. Πρέπει να 

περιλαµβάνει πολλαπλές ενέργειες και να στηρίζεται στη σκέψη. Πρέπει 

δηλαδή να περιλαµβάνει δράση µαθηµατική, να καταλήγει δηλαδή σε 

αναγνώριση οµοιοτήτων και διαφορών, σε εντοπισµό ιδιοτήτων και σχέσεων 

και να οδηγεί σε γενικεύσεις που δηµιουργούν ή κατευθύνονται προς µια 

µαθηµατική ιδέα. Μάλιστα οι µαθηµατικές δραστηριότητες δεν µπορεί να είναι 

ποτέ µεµονωµένες. Θα ακολουθούνται και από άλλες δραστηριότητες ώστε οι 

ιδιότητες που εντόπισαν οι µαθητές να συστηµατοποιηθούν στο µυαλό τους 

και να αρχίσουν να παίρνουν νόηµα ώστε να βοηθήσουν στη διαδικασία 

γενικεύσεων. 

 Σύµφωνα µε την Τζεκάκη (2011), η µαθηµατική δραστηριότητα αποτελεί 

ένα σύνολο µαθηµατικών δράσεων όπως:  

αναζήτηση ιδιοτήτων και σχέσεων, κανονικοτήτων και κοινών δοµών, ανάλυση και 

σύνθεση σε µέρη, δηµιουργία συνδέσεων, σύνδεση µε παραστάσεις, σήµατα και 

σύµβολα, εξήγηση, αναστοχαστική δράση και δράση γενίκευσης. (σελ. 58) 

Ο σχηµατισµός όµως µαθηµατικών εννοιών περιλαµβάνει τον 

αναστοχασµό πάνω στη δράση. Εννοώντας ότι, για την ανάπτυξη κάθε 

στοιχείου µαθηµατικής γνώσης στο επίπεδο που το προσεγγίζουµε, είναι 

απαραίτητη η δηµιουργία ενός ολοκληρωµένου σχεδίου που περιλαµβάνει 

µαθηµατική δράση αλλά και συστηµατική σκέψη των παιδιών πάνω στη 

δράση αυτή. Έτσι χρειαζόµαστε διδακτικές προσεγγίσεις που να 

ενσωµατώνουν κάποια συγκεκριµένα χαρακτηριστικά. Αυτά µπορεί να είναι, 

δραστηριότητες τις οποίες οι µαθητές αντιµετωπίζουν µόνοι τους ή σε 

συνεργασία µεταξύ τους. Καταστάσεις που συνδέονται µε την εµπειρία και την 
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πραγµατικότητα, αλληλεπιδρούν και τεκµηριώνουν τη δράση τους, συζητούν 

για να εµβαθύνουν τη δράση αυτή και να οδηγηθούν  σε υψηλότερα επίπεδα 

αφαίρεσης, γενίκευσης αλλά και κατανόησης της πραγµατικότητας. ∆ηλαδή οι 

διδακτικές αυτές προσεγγίσεις να γίνονται µε σχεδιασµό κατάλληλων δοµών 

και κατάλληλη χρήση εργαλείων τα οποία από τη µια να οδηγούν στην 

ανάπτυξη µαθηµατικής δραστηριότητας και από την άλλη να συνδυάζουν 

στοιχεία που να οδηγούν τους µαθητές στο µαθηµατικό νόηµα και να τους 

ασκούν στη µαθηµατική λειτουργία (Τζεκάκη, 2011). 

Στο σχεδιασµό λοιπόν της διδασκαλίας µας, επιλέγουµε να 

ενσωµατώσουµε τον αναστοχασµό των µαθητών πάνω στη σκέψη τους και 

στη δράση τους. Η χρήση των πραξιακών προτύπων, η αλληλουχία 

διαφορετικών προτύπων, η δηµιουργία πολλών αναπαραστάσεων και µια 

σειρά δραστηριοτήτων που υποστηρίζουν όλα τα παραπάνω, σκοπό έχουν 

να δηµιουργηθεί ένα κατάλληλο περιβάλλον στην τάξη που θα βοηθήσει τους 

µαθητές να δράσουν, να σκεφτούν και να αναδειχθούν τα µαθηµατικά 

νοήµατα που επιδιώκουµε.  

2.14 Κύρια σηµεία του 2ου κεφαλαίου 

2.14.1 Α΄ Μέρος 

Τα θέµατα που συζητήσαµε στο Α΄ µέρος του θεωρητικού πλαισίου 

συνοπτικά είναι:  

• Η έννοια της εξαντικειµενίκευσης (ετυµολογικά) και η θέση του 

Radford για τη διαδικασία εξαντικειµενίκευσης (Radford, 2003). 

• Τα µαθηµατικά ως ιδεατότητες και η δυνατότητα προσέγγισής τους 

µέσω των αναπαραστάσεων (Duval, 2006)  

• Η σύγκριση των δύο θεωριών Radford και Duval. 

• Οι υποκειµενικά κατασκευασµένες ιδεατότητες σύµφωνα µε το 

Husserl. 

• Η σύνδεση του πραγµατικού κόσµου µε τη διδασκαλία µιας 

µαθηµατικής έννοιας. 

• Σύνδεση της βαρύτητας µε την καθετότητα. 

Ο µετασχηµατισµός της εµπειρικής έννοιας της βαρύτητας σε 

µαθηµατική έννοια σε συνδυασµό µε το ιστορικό πλαίσιο. 
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2.14.2 Β΄ Μέρος 

Τα θέµατα που συζητήσαµε στο Β΄ µέρος του διδακτικού πλαισίου 

συνοπτικά είναι:  

• Οι τρείς τύποι γενίκευσης που αναγνωρίζουν οι Harel και Tall (1991) 

στη διαπραγµάτευση των µαθητών µε µία καινούργια έννοια. 

• Πώς πραγµατοποιείται η διαδικασία της τυπικής αφαίρεσης και οι 

αρχές στις οποίες στηρίζεται. 

• Η έννοια των προτύπων και η κατάλληλη διδακτική αλληλουχία τους 

µε σκοπό να βοηθήσουν τους µαθητές στη µετάβασή τους στην 

τυπική αφαίρεση. 

• Τα στοιχειώδη και τα σύνθετα πρότυπα στην Ευκλείδεια Γεωµετρία 

σύµφωνα µε την πρόταση των Lappas και Spyrou (2006) και το 

τρίγωνο ως κανονικότητα. 

• Η µετάβαση από την πρωτόγονη υποκειµενική γνώση στην 

προϊστορική περίοδο της Γεωµετρίας σε µια λογική θεωρία και η 

περίπτωση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. 

• Τέλος η µαθηµατική δραστηριότητα και η αναστοχαστική δράση 

σύµφωνα µε τη Τζεκάκη (2011) και ο λόγος που τα ενσωµατώνουµε 

στο σχεδιασµό της διδασκαλίας µας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο :  Μεθοδολογία 
 
 
 

3.1 Ερευνητικό ερώτηµα 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται και αιτιολογείται η µεθοδολογία µε την 

οποία σχεδιάστηκε η έρευνα ώστε να διερευνηθεί και να απαντηθεί το 

ερευνητικό ερώτηµα. Σκοπός µας είναι µια διδασκαλία συµπληρωµατική και 

εφαρµόσιµη στην υπάρχουσα ελληνική εκπαιδευτική πραγµατικότητα που 

βασίζεται στη φαινοµενολογική ιδέα της εξαντικειµενίκευσης. Ο ισχυρισµός 

είναι ότι η διδακτική µας παρέµβαση µπορεί να διευκολύνει τους µαθητές και 

τις µαθήτριες να βιώσουν την «µεταµόρφωση» της υποκειµενικής εµπειρίας 

της καθετότητας στην αντικειµενική µαθηµατική ιδέα του ορθογωνίου 

τριγώνου. Θυµίζουµε ότι το αντικείµενο της εµπειρικής αυτής µελέτης είναι:  

«Η έννοια της εξαντικειµενίκευσης στη δόµηση µια διδασκαλίας του  

Πυθαγορείου Θεωρήµατος: Μια εµπειρική µελέτη».  

3.2 Γενικές µεθοδολογικές αποφάσεις 

Σε διάφορες έρευνες της διδακτικής των µαθηµατικών, ένα θέµα που έχει 

απασχολήσει τους ερευνητές είναι η φύση των µαθηµατικών αντικειµένων και 

µε ποιό τρόπο θα προσεγγίσουν οι µαθητές τις έννοιες που 

διαπραγµατεύονται. Για παράδειγµα ο Freudental (1983) στη διδακτική 

φαινοµενολογία του, προτείνει προβλήµατα ή καταστάσεις που εκτός από το 

γεγονός ότι συνδέονται µε την πραγµατική ζωή και έχουν νόηµα και 

ενδιαφέρον για τα παιδιά, τους φέρνουν σε επαφή µε εκείνα τα φαινόµενα, για 

τα οποία οι µαθηµατικές έννοιες και δοµές που επιδιώκουµε να αναπτύξουµε 

αποτελούν τα οργανωτικά εργαλεία. Κατανοεί τη µαθηµατική δραστηριότητα 

ως ένα τρόπο δηµιουργίας µοντέλων για την αντιµετώπιση και κατανόηση των 

πραγµατικών καταστάσεων επιδιώκοντας να δηµιουργήσει πλαίσια και έργα η 

διαπραγµάτευση των οποίων θα οδηγήσει στην προσέγγιση αυτών των 

εννοιών. Επίσης, η ρεαλιστική µαθηµατική εκπαίδευση (Fynn, 2007) προτείνει 

µια διδακτική στρατηγική στην οποία οι µαθητές µέσω αληθινών 

δραστηριοτήτων, καθοδηγούνται στην επανεπινόηση (reinvention) 

µαθηµατικών εννοιών. 

Στην παρούσα έρευνα επιχειρήθηκε να µπουν οι µαθητές σε ένα ρόλο 

όπου θα αξιοποιήσουν τις άµεσες βιωµατικές τους εµπειρίες, ώστε να 
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καταλάβουν από µόνοι τους τον τρόπο που λειτουργούν τα µαθηµατικά. 

Εποµένως υπάρχουν εννοιολογικές προσεγγίσεις από αυτή τη 

φαινοµενολογική σκοπιά.  

Λαµβάνουµε επιπλέον υπ’ όψη τους Lappas & Spyrou (2006) οι οποίοι 

όταν µιλούν για την αντικειµενικότητα των µαθηµατικών εννοιών αναφέρονται 

στην ιδεατότητά τους (ως µαθηµατικά αντικείµενα) και σε κοινωνικές 

συµφωνίες που εξετάζονται στα πλαίσια της ανθρώπινης εµπειρίας. Ως εκ 

τούτου, οι µαθηµατικές έννοιες σε οποιοδήποτε πολιτισµό, αντιπροσωπεύουν 

τη διϋποκειµενική γνώση και τις εκφράσεις της. Επειδή λοιπόν υποστηρίζουµε 

ότι το ανθρώπινο σώµα έχει αίσθηση της βαρύτητας κατά τον ίδιο τρόπο σε 

κάθε εποχή, σχεδιάζουµε µια  διδασκαλία βασιζόµενη στη διαχρονικά αυτή 

αµετάβλητη αισθητηριακή αντίληψη, µε στόχο την εξαντικειµενίκευση 

(“objectification” Husserl, 1989) του ορθογωνίου τριγώνου. Στη γεωµετρία, 

σύµφωνα µε τους Lappas & Spyrou (2006), η εξαντικειµενίκευση 

επιτυγχάνεται σε δύο επίπεδα: µέσω των αριθµών (1ο επίπεδο) ή µέσω της 

λογικής και της απόδειξης (2ο επίπεδο). 

Επιπλέον, συµφωνούµε ότι ο πραγµατικός κόσµος (world of life) του 

Husserl (Derrida, 1989), στην προκειµένη περίπτωση ο κόσµος που 

καθορίζεται από τη βαρύτητα, διαµόρφωσε το ανθρώπινο σώµα, το οποίο µε 

τη σειρά του προσδιόρισε τον κόσµο των φαινοµένων (world of appearances) 

και µέσω της εξαντικειµενίκευσης οδηγεί τελικά, στον κόσµο των µαθηµατικών 

(world of mathematics). Την ίδια όµως στιγµή, ο κόσµος των µαθηµατικών 

αποτελείται από ιδεατά αντικείµενα που δεν έχουν υλική υπόσταση και δεν 

είναι παρατηρήσιµα, εποµένως µπορούν να επικοινωνηθούν µέσω 

διαφορετικών αναπαραστάσεων (Duval, 2006). 

3.3 Ειδικές µεθοδολογικές αποφάσεις  

Η εξαντικειµενίκευση περιγράφει τη διαδικασία µε την οποία 

κατασκευάζεται υποκειµενικά µια ιδεατότητα, η οποία µπορεί να συµβεί µία 

µόνο φορά για κάθε µαθηµατικό αντικείµενο. Βιώνοντας την 

επανενεργοποίηση της εξαντικειµενίκευσης, ο µαθητής επιτυγχάνει να 

ανοικοδοµήσει όχι µία διαφορετική ιδεατότητα, αλλά την ήδη 

κατασκευασµένη. Με µια ειδικά σχεδιασµένη διδασκαλία κατάλληλων 

προοδευτικών µαθηµατικοποιήσεων και καθοδηγούµενης επανεπινόησης, ο 

µαθητής µπορεί να ανακατασκευάσει την ήδη αντικειµενική µαθηµατική 



-- 48 -- 

έννοια, βιώνοντας µ’ αυτό τον τρόπο την επαναδραστηριοποίηση της 

εξαντικειµενίκευσής του. 

Ενσωµατώνουµε στο σχεδιασµό της διδασκαλίας µας εργαλεία από τον 

πραγµατικό κόσµο, υιοθετώντας την άποψη του Husserl (1989) που τονίζει τη 

σηµασία της σύνδεσης του πραγµατικού κόσµου µε τη διδασκαλία µιας 

µαθηµατικής έννοιας. Στοχεύουµε να συνδεθούν σταδιακά η βαρύτητα και η 

αίσθηση της κατακορύφου, µε την καθετότητα, τις Τριάδες και το Πυθαγόρειο 

Θεώρηµα, στηριζόµενοι στον ισχυρισµό των Lappas και Spyrou (2006) ότι οι 

Πυθαγόρειες Τριάδες µπορεί να βοηθήσουν στη σύνδεση κιναισθητικών 

δράσεων µε µαθηµατικές ιδέες σχετικές µε το Θεώρηµα. Οι Harel and Tall 

(1991) προτείνουν µια διδακτική αλληλουχία που µπορεί να βοηθήσει τους 

µαθητές στη µετάβασή τους στην τυπική αφαίρεση, µέσω γενικών 

παραδειγµάτων. Υιοθετούµε τον όρο πρότυπο (prototype) για την αναγνώριση 

αυτών των παραδειγµάτων, θεωρώντας ότι ένα πρότυπο είναι το 

αντιπροσωπευτικότερο παράδειγµα για µια έννοια. ∆ιακρίνουµε τρείς 

κατηγορίες προτύπων ανάλογα µε τον κόσµο από τον οποίο προέρχονται και 

τα οποία συνδέονται µε διαφορετικά αναπαραστασιακά συστήµατα («τρεις 

κόσµοι των µαθηµατικών», Tall, 2004). Τα πραξιακά πρότυπα (enactive 

prototypes) προερχόµενα από τον πραγµατικό κόσµο (world of life)  του 

Husserl και τον ενσώµατο κόσµο και τέτοια είναι η φυσική καθετότητα που 

δηµιουργεί ο ορίζοντας και η κατακόρυφος ή η γωνία που σχηµατίζει το νήµα 

της στάθµης µε την επιφάνεια ενός χρωµατισµένου υγρού. Τα γεωµετρικά και 

αριθµητικά πρότυπα που προέρχονται από το κόσµο των µαθηµατικών. 

Ειδικότερα, θεωρούµε ότι οι σχηµατικοί αριθµοί είναι κατάλληλα γεωµετρικά 

πρότυπα αφού είναι µια γεωµετρική αναπαράσταση των φυσικών αριθµών 

που συνδέονται µε την έννοια του εµβαδού και τέλος οι Τριάδες που τις 

συναντάµε σε διάφορους πολιτισµούς, αποτελούν τα  αριθµητικά πρότυπα, 

προερχόµενα από τον κόσµο των αριθµητικών αναπαραστάσεων. 

Συµπεριλάβαµε επίσης, στο σχεδιασµό της διδασκαλίας την άποψη ότι 

οι µαθητές πρέπει να αναστοχάζονται πάνω στη σκέψη τους και στη δράση 

τους («αναστοχαστική δράση», Τζεκάκη, 2011), να έχουν τη δυνατότητα 

συζήτησης και τεκµηρίωσης των απόψεων τους, αφού η εξαντικειµενίκευση 

συµβαίνει µέσω του λόγου (προφορικού ή γραπτού) καθώς επίσης να 

µπορούν να ελέγχουν οι ίδιοι τις σκέψεις τους και τις δράσεις τους. 

Ισχυριζόµαστε ότι, όλα τα παραπάνω µαζί µε την καθοδήγηση του δασκάλου 

και στηριζόµενα σε παιδαγωγικές αρχές βοηθούν τους µαθητές να 
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εισχωρήσουν στον «κόσµο των µαθηµατικών» διευκολύνοντας την τυπική 

αφαίρεσή τους (formal abstraction), µέσω µιας σειράς γενικεύσεων. Την ίδια 

στιγµή, αυτή η διαδικασία ωθεί την επαναδραστηριοποίηση της 

εξαντικειµενίκευσης των µαθητών µέσω της συνειδητοποίησης από αυτούς 

της σχέσης µεταξύ των διαφορετικών αναπαραστάσεων του θεωρήµατος.  

Μια αρχαία ιδέα δηλαδή µαζί µε το κατάλληλο διδακτικό έργο προσαρµογής, 

που σκοπό έχει να οδηγήσει τους µαθητές στη γενική αφαίρεση (generic 

abstraction). 

3.4 Η διδασκαλία του Πυθαγορείου θεωρήµατος στη Β΄ Γυµνασίου 

Στο ελληνικό εκπαιδευτικό σύστηµα οι µαθητές διδάσκονται πρώτη φορά 

το θεώρηµα στην Β΄ Γυµνασίου. Ο προτεινόµενος χρόνος από το 

Παιδαγωγικό Ινστιτούτο είναι 3 διδακτικές ώρες. ∆ύο ώρες για την κατανόηση, 

τη γεωµετρική ερµηνεία και το αντίστροφο του θεωρήµατος και µία ώρα για 

προβλήµατα και εφαρµογές του Πυθαγορείου θεωρήµατος. 

Η διδασκαλία ξεκινάει µε µια δραστηριότητα στην οποία ζητείται από 

τους µαθητές να υπολογίσουν τα εµβαδά 8 ίσων ορθογωνίων τριγώνων (µε 

κάθετες πλευρές β και γ και υποτείνουσες α και 3 τετραγώνων µε πλευρές 

αντίστοιχα α, β και γ. Επιπλέον ζητείται να τοποθετήσουν οι µαθητές τα 

τρίγωνα και τα τετράγωνα κατάλληλα, ώστε να σχηµατιστούν δύο νέα 

τετράγωνα πλευράς (β+γ).  

       

 

  

Σχ.3. 1: Τα σχήµατα του σχολικού βιβλίου της Β΄ Γυµνασίου (σελ. 127) 
 

Στη συνέχεια διατυπώνεται το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. Γίνεται αναφορά 

ότι στην αρχαία Αίγυπτο χρησιµοποιούσαν ένα σκοινί µε 13 κόµπους σε ίσες 

αποστάσεις µεταξύ τους ώστε να σχηµατίζουν µε αυτό ένα τρίγωνο  το οποίο 

πίστευαν ότι είναι ορθογώνιο, ενώ οι αρχαίοι Έλληνες επαλήθευσαν τον 
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ισχυρισµό αυτό αποδεικνύοντάς τον µε την πρόταση που είναι γνωστή ως το 

αντίστροφο του Πυθαγορείου θεωρήµατος.  

Ακολουθεί µία σειρά δραστηριοτήτων και ερωτήσεων κατανόησης, εννέα 

ασκήσεις, µία δραστηριότητα «για διασκέδαση» και ένα σύντοµο ιστορικό 

σηµείωµα για τον Πυθαγόρα και το Πυθαγόρειο θεώρηµα. (Βλάµος, 

∆ρούτσας, Πρέσβης & Ρεκούµης, 2007)      

Στις οδηγίες στο βιβλίου του καθηγητή, προτείνεται στο διδάσκοντα να 

επιµείνει καταρχάς στη γεωµετρική «ανακάλυψη» και κατανόηση του 

Πυθαγορείου θεωρήµατος και κατόπιν να ενθαρρύνει τους µαθητές να 

µετατρέψουν τη σχέση των εµβαδών σε αλγεβρική σχέση µεταξύ των 

πλευρών. Αιτιολογείται για ποιό λόγο το Πυθαγόρειο θεώρηµα εισάγεται µετά 

την έννοια του εµβαδού, αφού έτσι αναπτύσσεται µέσα στο σωστό 

µαθηµατικό πλαίσιο. Πρέπει ωστόσο, να εφαρµοστεί µόνο σε προβλήµατα µε 

ρητούς, γιατί θα χρησιµοποιηθεί αργότερα για την εισαγωγή στους άρρητους. 

(Βλάµος, ∆ρούτσας, Πρέσβης & Ρεκούµης, 2007) 

3.5 Προϋπάρχουσες έρευνες - Πιλοτική έρευνα  

Η διδασκαλία του Πυθαγορείου Θεωρήµατος σε σχολική τάξη βασισµένη 

στη φαινοµενολογική ιδέα της εξαντικειµενίκευσης του ορθογωνίου τριγώνου 

και η διερεύνηση της αποτελεσµατικότητάς της, έχει παρουσιαστεί και σε 

προηγούµενες έρευνες. Συγκεκριµένα  από τον Οκτώβριο του 2007 έως το 

Φεβρουάριο του 2008, πραγµατοποιήθηκε µία έρευνα, την οποία καλούµε 

«ΕΡΕΥΝΑ 1», σε µαθητές Γυµνασίου µε σκοπό να διερευνηθεί η 

επανενεργοποίηση της πράξης της εξαντικειµενίκευσης στα µαθηµατικά και 

αν αυτή, µπορεί να συµβάλλει σε µια διδασκαλία του Πυθαγορείου 

Θεωρήµατος βασισµένη στη σωµατική εµπειρία των µαθητών. 

(Τριανταφύλλου, 2008). Στην παραπάνω έρευνα υιοθετήθηκε η µέθοδος της 

ποιοτικής έρευνας. Από τον  Οκτώβριο του 2009 έως το Φεβρουάριο του 

2010 µία αντίστοιχη  έρευνα, την οποία καλούµε «ΕΡΕΥΝΑ 2», 

πραγµατοποιήθηκε από τους Μούτσιο-Ρέντζο και Σπύρου, σε δύο τµήµατα 

της Β΄ Γυµνασίου (τµήµα ελέγχου & τµήµα παρέµβασης) και υιοθετήθηκε η 

µέθοδος της ποσοτικής έρευνας (Σπύρου και Μούτσιος-Ρέντζος, 2011) 

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται συνοπτικά οι δύο 

προηγούµενες έρευνες και το µεθοδολογικό σχέδιο που ακολουθήθηκε σε 

κάθε µία. 
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ΕΡΕΥΝΑ 

(τύπος) 
ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΚΟ ΣΧΕ∆ΙΟ 

ΕΡΕΥΝΑ 1 

(ποιοτική) 

• διδασκαλία του Πυθαγορείου θεωρήµατος σε 

διάφορα ζεύγη µαθητών στο χώρο του σχολείου 

• θεατή µη συµµετοχική παρατήρηση από τον 

ερευνητή (όταν δίδασκε ο καθηγητής της τάξης) 

ώστε µέσα από τις παρατηρήσεις του να δοµηθούν 

οι ερωτήσεις των συνεντεύξεων 

• συνεντεύξεις στα ίδια ζεύγη µαθητών, µετά τη 

διδασκαλία του Πυθαγορείου θεωρήµατος στην 

τάξη, που περιελάµβαναν 17 ερωτήσεις ανοικτού 

και κλειστού τύπου 

Π
Ρ
Ο
Υ
Π
Α
Ρ
Χ
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Σ
Ε
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 Ε
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Ε
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ΕΡΕΥΝΑ 2 

(ποσοτική) 

• ίσος αριθµός διδακτικών ωρών και στα δύο 

τµήµατα 

• διδακτική παρέµβαση 

• σχολικό τεστ από τον καθηγητή του σχολείου 

ανεξάρτητο από τη διδακτική παρέµβαση 

• ένα ερωτηµατολόγιο αξιολόγησης 11 ερωτηµάτων 

πολλαπλής επιλογής 

Πίνακας 3. 1: Οι προηγούµενες έρευνες 

Η παρούσα έρευνα είναι µία εξέλιξη της «ΕΡΕΥΝΑΣ 2» µε αρκετές 

διαφορές και τροποποιήσεις από τις δύο προηγούµενες. Πραγµατοποιείται σε 

4 στάδια τα οποία περιγράφονται συνοπτικά στον Πίνακα 3.2 της ενότητας 

§3.6. Οι διαφορές και τροποποιήσεις µε κάθε µία από τις παραπάνω έρευνες, 

αναφέρονται αναλυτικά στην §3.8. Ενδεικτικά επισηµαίνεται ότι εκτός από τη 

µέθοδο της ποσοτικής έρευνας, εισάγεται και η µέθοδος της ποιοτικής 

έρευνας µε στόχο να διερευνηθεί η κατανόηση των µαθητών στα διάφορα 

στάδια της έρευνας. 

Πραγµατοποιήθηκε επίσης πιλοτική έρευνα σε δύο τµήµατα 30 µαθητών 

(τµήµα ελέγχου & τµήµα παρέµβασης) της Β΄ Γυµνασίου ενός δηµόσιου 

σχολείου της ∆΄ Αθήνας. Η διδακτική παρέµβαση (2η φάση) που σχεδιάσαµε, 
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έγινε από τον διδάσκοντα, η οποία και βιντεοσκοπήθηκε. ∆εδοµένης της 

ανάλυσης των ευρηµάτων (αποµαγνητοφώνηση της διδασκαλίας, 

παρακολούθηση των χρόνων, έλεγχος των εργαλείων που προτείνουµε) 

παρέµεινε η βασική δοµή της έρευνάς µας στις 4 φάσεις που αυτή χωρίζεται. 

Έγινε µία µεθοδολογική αλλαγή στο τελευταίο στάδιο της έρευνας (4η φάση) 

το στάδιο των Συνεντεύξεων. Στην πιλοτική έρευνα, στη διαδικασία των 

συνεντεύξεων, δώσαµε ένα φύλλο δραστηριοτήτων στα ζεύγη των παιδιών, 

Παρά το γεγονός ότι η επικοινωνία και η αλληλεπίδραση των µαθητών 

(προφορικός, γραπτός λόγος) σύµφωνα µε το Radford (2003), συµβάλλει στη 

διαδικασία εξαντικειµενίκευσης, διαπιστώσαµε στη παρακολούθηση των 

βίντεο, ότι οι µαθητές µε µεσαία έως άριστη επίδοση «παρέσυραν» στις 

απαντήσεις τους και στην επιχειρηµατολογία το άλλο µέλος του ζεύγους. Οι 

κοινές αποφάσεις στην τεκµηρίωση και επιχειρηµατολογία, στις 

δραστηριότητες που προτείναµε, είχαν θετικό αποτέλεσµα, στα ζεύγη µε 

χαµηλή επίδοση. Συνεπώς, σε αντίθεση µε την πιλοτική έρευνα, στην κύρια 

έρευνα επιλέξαµε να δώσουµε από ένα φύλλο δραστηριοτήτων και στα 2 

παιδιά για να διερευνήσουµε τη σκέψη του καθένα χωριστά. 
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3.6 Μεθοδολογικό σχέδιο της έρευνας 

Στην έρευνα αυτή επιλέχτηκε να συµµετέχουν 2 τµήµατα της Β΄ 

Γυµνασίου (τµήµα παρέµβασης και τµήµα ελέγχου), ενός δηµόσιου σχολείου 

της Α΄ Αθήνας και να πραγµατοποιηθεί σε 4 φάσεις. Τα δύο τµήµατα, 

επιλέχτηκαν να διδάσκονται από τον ίδιο καθηγητή, ώστε να υπάρχει όµοια 

διδασκαλία και αξιολόγηση.  Οι 4 φάσεις της έρευνας περιγράφονται 

συνοπτικά στον παρακάτω Πίνακα 3.2.  

Πίνακας 3. 2: Μεθοδολογικό σχέδιο της έρευνας 

 * Οι µαθητές του τµήµατος παρέµβασης ήταν αρχικά 20, αλλά στη 2η φάση, στη 
διάρκεια της διδασκαλίας απουσίαζαν τρεις µαθητές, οπότε και στη φάση της 
αξιολόγησης δεν συµπεριλήφθηκαν αυτά τα 3 άτοµα. Τα 3 ζεύγη των µαθητών στις 
συνεντεύξεις ήταν επίσης από τα 17 άτοµα που ήταν παρόντα στη διδασκαλία µας. 

 ∆είγµα Μέθοδος 

 Μέγεθος Τµήµατα 
Στόχοι 

Εργαλεία Ανάλυση 
Καταγραφή 

1η
 φ
ά
σ
η

 
(Τ
ετ
ρ
ά
γ
ω
ν
ο
ι 

α
ρ
ιθ
µ
ο
ί)

 20 
Τµήµα  

παρέµβασης 

Γνωριµία µε 

τετράγωνους 

αριθµούς 

Φύλλο  

εργασίας 
  

2η
 φ
ά
σ
η

 
(δ
ιδ
α
σ
κ
α
λ
ία

) 

17 
Τµήµα  

παρέµβασης 
∆ιδασκαλία 

Ξυλάκια 

Φύλλο  

εργασίας 

Ποιοτική Βίντεο 

3η
 φ
ά
σ
η

 
(α
ξι
ο
λ
ό
γ
η
σ
η

)  

17 

20 

 

Τµήµα  

ελέγχου  

Τµήµα  

παρέµβασης 

Αξιολόγηση 

Σχολικό τεστ  

Ερωτηµατολόγιο 

Αξιολόγησης 

Ποσοτική 
Βαθµοί 

Ερωτηµατολόγιο 

4η
 φ
ά
σ
η

 
(σ
υ
ν
ε
ν
τε
ύ
ξε
ις

) 

3 ζεύγη 

3 ζεύγη 

Τµήµα 

ελέγχου  

Τµήµα 

παρέµβασης 

Ποιοτική 

διερεύνηση 

Ηµιδοµηµένες 

συνεντεύξεις 
Ποιοτική 

Βίντεο  

Φύλλα  

δραστηριοτήτων 
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3.7 Εργαλεία  

Στην ενότητα αυτή περιγράφονται αναλυτικά τα εργαλεία που 

χρησιµοποιήθηκαν σε κάθε φάση. Οι φάσεις της έρευνας περιγράφονται στις 

§3.8.1 έως και §3.8.4.  

3.7.1 Τετράγωνοι αριθµοί (φύλλο εργασίας) 

Συντάχθηκε από τους ερευνητές ένα φύλλο εργασίας µε δύο 

δραστηριότητες. Στην πρώτη δραστηριότητα ζητάµε από τους µαθητές αν 

µπορούν να βρουν τους δύο επόµενους φυσικούς αριθµούς που µπορούν να 

παρασταθούν µε τη βοήθεια τετραγωνικών αριθµών και να συµπληρώσουν 

έναν πίνακα.  

 
Σχ.3. 2: Η 1η δραστηριότητα του φύλλου εργασίας που αφορά τους σχηµατικούς 
αριθµούς 

Στη συνέχεια επειδή ισχυριζόµαστε ότι, οι σχηµατικοί τετράγωνοι αριθµοί 

θα βοηθήσουν στη σύνδεση των Τριάδων και της αριθµητικής έκφρασης του 

Θεωρήµατος (που εντάσσονται στο αριθµητικό αναπαραστασιακό πλαίσιο) µε 

το γεωµετρικό σχήµα του ορθογωνίου τριγώνου (που εντάσσεται στο 

γεωµετρικό αναπαραστασιακό πλαίσιο), τους ζητάµε να ολοκληρώσουν µία 

έκφραση συµπληρώνοντας τα κενά σε µία πρόταση. 
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Σχ.3. 3: Η 2η δραστηριότητα του φύλλου εργασίας που αφορά τους σχηµατικούς   

αριθµούς 
 

3.7.2 ∆ιδασκαλία (χειραπτικά υλικά, φύλλο εργασίας) 

Χρησιµοποιούµε απλά χειραπτικά υλικά και ένα φύλλο εργασίας 

αποτελούµενο συνολικά από 6 δραστηριότητες. Τα χειραπτικά υλικά είναι ένα 

βαρίδι κρεµασµένο από ένα σχοινί που ισορροπεί πάνω από την επιφάνεια 

ενός χρωµατισµένου υγρού και 3 ράβδοι µήκους 90, 120 και 150 εκατοστά 

αντίστοιχα, χρωµατισµένες ανά ίσα τµήµατα σε 3, 4 και 5 κοµµάτια, που 

χρησιµοποιεί ο ερευνητής. 

 
Σχ.3. 4: Το βαρίδι κρεµασµένο από το νήµα πάνω από την  

επιφάνεια του χρωµατισµένου υγρού. 
 

 
Σχ.3. 5: Οι χρωµατισµένες ράβδοι σε 3, 4  

και 5 κοµµάτια. 
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3.7.2.1 1η ενότητα (νήµα της στάθµης, ξύλινες ράβδοι, φύλλο εργασίας) 

Στην πρώτη ενότητα η διδασκαλία γίνεται µέσω επίδειξης προς όλη την 

τάξη µε χρήση των χειραπτικών υλικών που αναφέραµε παραπάνω. Στο 

τέλος αυτής της ενότητας οι µαθητές καλούνται, να καταγράψουν σε 

ερωτήσεις συµπλήρωσης κενού, τα ποιοτικά συµπεράσµατα στα οποία 

κατέληξε η κοινότητα της τάξης µε τη βοήθεια των χειραπτικών υλικών, ώστε 

να εδραιωθεί αυτή η εµπειρική γνώση που απέκτησαν. 

 
Σχ.3. 6: Οι 2 πρώτες δραστηριότητες του φύλλου εργασίας 

 

3.7.2.2 2η ενότητα (ξυλάκια, φύλλο εργασίας) 

Στη δεύτερη ενότητα, στοχεύουµε στην εύρεση Πυθαγορείων Τριάδων. 

Σε κάθε θρανίο υπάρχει ένα σακουλάκι µε ξύλινες ράβδους χωρισµένες ανά 3 

εκατοστά παριστάνοντας τα µήκη από το 1 έως το 10 και ένας χάρακας. Οι 

µαθητές καλούνται να προτείνουν Τριάδες, να διατυπώσουν υποθέσεις και να 

ελέγξουν τις υποθέσεις τους αυτές. Ο έλεγχος των υποθέσεων τους µπορεί 

να γίνει µε τη βοήθεια χειραπτικών εργαλείων και αν αυτά δεν αρκούν, µε µία 

δραστηριότητα στην οποία έχουµε σχεδιάσει δύο κάθετες ευθείες και τους 

ζητάµε να δοκιµάσουν πάνω σ’ αυτό το σχέδιο τις τριάδες που προτείνουν. 
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Σχ.3. 7: Τα ξυλάκια που µοιράσαµε  

στους µαθητές 
 

 

 

 
 
Σχ.3. 8: Η 3η δραστηριότητα του φύλλου εργασίας και το σχήµα στο οποίο θα 

δοκιµάσουν τις τριάδες που προτείνουν. 
 

3.7.2.3 3η ενότητα (φύλλο εργασίας) 

Στην τελευταία αυτή ενότητα όπου δηµιουργείται η ανάγκη εύρεσης 

τρόπου παραγωγής τέτοιων τριάδων, είναι καθοριστική η γνώση των 

τετράγωνων αριθµών. Να θυµίσουµε ότι  στην «ΕΡΕΥΝΑ 2» (βλ. §3.5), η 

εισαγωγή της έννοιας των τετράγωνων αριθµών που ήταν ενσωµατωµένη στη 
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διάρκεια της διδακτικής παρέµβασης, γινόταν µε τη χρήση ψηφίδων. ∆ηλαδή 

είχε  µοιραστεί στους µαθητές ένα σακουλάκι µε ψηφίδες µε τη βοήθεια των 

οποίων οι µαθητές εξοικειώνονταν µε τους σχηµατικούς αριθµούς και 

προτρέπονταν στη διατύπωση µιας σχέση µεταξύ του πλήθους των ψηφίδων 

και του αντίστοιχου σχηµατικού αριθµού.  

Με την δραστηριότητα που έχει πραγµατοποιηθεί στα εισαγωγικά 

µαθήµατα και τη βοήθεια του φύλλου εργασίας (βλ. Σχ.3.2, §3.7.1) που 

ζητήσαµε από το διδάσκοντα να συµπεριλάβει στο τµήµα παρέµβασης, οι 

τετράγωνοι αριθµοί αποτελούν προϋπάρχουσα γνώση για τους µαθητές. 

Οπότε τους ζητάµε να θυµηθούν έναν άλλο τρόπο αναπαράστασης των 

φυσικών αριθµών, ώστε να προχωρήσουµε στην επόµενη δραστηριότητα. 

 
Σχ.3. 9: Η 4η δραστηριότητα του φύλλου εργασίας 

 
Μέσα από τη συµπλήρωση αυτού του πίνακα στοχεύουµε οι µαθητές να 

βρουν τη σχέση που συνδέει τις ψηφίδες των τετραγωνικών αριθµών των 

πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου µε τα δύο πρώτα παραδείγµατα και να 

επιβεβαιώσουν την εικασία τους µε τα δύο επόµενα. Κατόπιν να 
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διατυπώσουν και να καταγράψουν έναν κανόνα και να καταλήξουν στην 

αριθµητική έκφραση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος, συµπληρώνοντας τις δύο 

τελευταίες δραστηριότητες: 

 
Σχ.3. 10: Οι δύο τελευταίες δραστηριότητες του φύλλου εργασίας 

3.7.3 Αξιολόγηση (Ερωτηµατολόγιο αξιολόγησης) 

Το ερωτηµατολόγιο αποτελείται από 13 ερωτήµατα πολλαπλής επιλογής 

µε διαφορετικούς διερευνητικούς στόχους στις πέντε (5) οµάδες ερωτήσεων. 

3.7.3.1 1η οµάδα ερωτήσεων 

Χαρακτηρισµός ενός τριγώνου (ορθογωνίου, οξυγωνίου, αµβλυγωνίου) 

του οποίου οι πλευρές είναι είτε οι γνωστές Πυθαγόρειες Τριάδες είτε όχι αλλά 

µπορεί να δηµιουργείται «οπτική απάτη» στη θέση της ορθής. 

 
Σχ.3. 11: 1η οµάδα ερωτήσεων 
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3.7.3.2 2η οµάδα ερωτήσεων 

Χαρακτηρισµός µιας γωνίας (ορθή, οξεία, αµβλεία), που είτε είναι η ορθή 

γωνία ενός τριγώνου µε πλευρές τις Πυθαγόρειες Τριάδες είτε όχι. 

 
Σχ.3. 12: 2η οµάδα ερωτήσεων 
 

3.7.3.3 3η οµάδα ερωτήσεων 

Χαρακτηρισµός µιας πλευράς ενός µη ορθογωνίου τριγώνου σε σχέση 

µε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε δύο πλευρές ίσες µε τις δύο πλευρές αυτού του 

τριγώνου. 

 
Σχ.3. 13: 3η οµάδα ερωτήσεων 
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3.7.3.4 4η οµάδα ερωτήσεων 

Αναγνώριση της Πυθαγόρειας Τριάδας που υλοποιεί ένα ορθογώνιο 

τρίγωνο και ποιά η σχέση της τρίτης πλευράς ενός τριγώνου που έχει δύο 

πλευρές ίσες µε τις κάθετες πλευρές του ορθογωνίου και η περιεχόµενη 

γωνία των πλευρών αυτών είναι είτε αµβλεία, είτε οξεία. 

 
Σχ.3. 14: 4η οµάδα ερωτήσεων 
 

3.7.3.5 5η οµάδα ερωτήσεων 

Κριτήριο χαρακτηρισµού µιας γωνίας (ορθή, οξεία ή αµβλεία) και ενός 

ορθογωνίου τριγώνου, βάσει οπτικού ή αριθµητικού ερεθίσµατος, ή βάσει 

αυθεντίας) 

 
Σχ.3. 15: 5η οµάδα ερωτήσεων 
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3.7.4 Συνεντεύξεις (φύλλα δραστηριοτήτων, βέργες) 

∆ίνονται σε κάθε παιδί ξεχωριστά από τα ζεύγη των µαθητών, δύο 

φύλλα µε δύο δραστηριότητες στις οποίες καλούνται να επιλέξουν τη σωστή 

απάντηση. Θέλουµε να καταγράψουµε τον τρόπο σκέψης τους και την άποψή 

τους καθώς επίσης και τον τρόπο µε τον οποίο τεκµηριώνουν την επιλογή 

τους. Υπάρχουν επίσης βέργες (µε διαβάθµιση ανά 3 cm) από «1» έως και 

«15» βαµµένες µε ακρυλικό σπρέι µαύρο, τις οποίες δίνουµε όλες µαζί στα 

παιδιά µετά τις 2 δραστηριότητες και τους κάνουµε διάφορες διερευνητικές 

ερωτήσεις. 

3.7.4.1 1η δραστηριότητα (διερευνητική άσκηση) 

∆ιερεύνηση της ερώτησης 10 από την 4η οµάδα ερωτήσεων (βλ. 

Σχ.3.14, §3.7.3.4) όπως προέκυψε από τη στατιστική ανάλυση του 

Ερωτηµατολογίου Αξιολόγησης που υιοθετήθηκε στην κύρια έρευνα και 

περιγράφεται αναλυτικά στην §3.9.2. Στην 1η δραστηριότητα υπάρχει µία 

«οπτική απάτη» στο µέγεθος έτσι όπως δίνεται στους µαθητές. Υπάρχουν 

δύο τρίγωνα που διαφέρουν στο µέγεθος, µε ίσες τις δύο πλευρές τους εκ των 

οποίων το ένα είναι ορθογώνιο µε τις πλευρές του να αποτελούν Πυθαγόρεια 

Τριάδα. ∆ιερευνούµε αν αναγνωρίζουν την Πυθαγόρεια Τριάδα καθώς επίσης 

και την ποιοτική σχέση της τρίτης πλευράς µε την περιεχόµενη γωνία των δύο 

ίσων πλευρών. 

 
Σχ.3. 16: Η 1η δραστηριότητα που δόθηκε στις συνεντεύξεις 
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3.7.4.2 2η δραστηριότητα (διερευνητική άσκηση) 

∆ιερεύνηση της ερώτησης 2 από την 1η οµάδα ερωτήσεων (βλ. Σχ.3.11, 

§3.7.3.1) όπως προέκυψε επίσης από τη στατιστική ανάλυση. Εξετάζουµε αν 

οι µαθητές αναγνωρίζουν την Πυθαγόρεια Τριάδα που υλοποιεί ένα 

ορθογώνιο τρίγωνο και αν επιλέγουν να χαρακτηρίσουν µια γωνία αυτού του 

τριγώνου, βάσει οπτικού ή αριθµητικού ερεθίσµατος. 

 
Σχ.3. 17: Η 2η δραστηριότητα που δόθηκε στις συνεντεύξεις 

 

3.7.4.3 3η & 4η δραστηριότητα (βέργες) 

Παρουσιάζουµε στους µαθητές τις βέργες όλες µαζί. Τους δίνουµε δύο 

βέργες που να αποτελούν τις κάθετες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου και 

τους ζητάµε να βρουν ποιά βέργα χρειαζόµαστε για να φτιάξουµε το τρίγωνο, 

υπενθυµίζοντάς τους να µας λένε τι σκέφτονται. Κατόπιν τους δίνουµε τρεις 

βέργες που δεν αποτελούν πλευρές ορθογωνίου τριγώνου και τους ζητάµε να 

σχηµατίσουν µε αυτές, αν µπορούν, ένα ορθογώνιο τρίγωνο.  

Θέλουµε να διερευνήσουµε και στις δύο αυτές κατασκευές, ποιά είναι τα 

κριτήρια και το πλαίσιο επιλογής τους. ∆ηλαδή, αν είναι οι αριθµοί, το 

θεώρηµα ή οι ίδιες οι βέργες. Ένα βασικό πρωτόκολλο κλιµακούµενων 
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ερωτήσεων, διερεύνησης της απάντησής τους παρουσιάζεται στον παρακάτω 

πίνακα. 

3η
 δ
ρ
α
σ
τη
ρ
ιό
τη
τα

 

• Πώς διαλέξατε αυτή τη βέργα; 

• Πόσα κοµµάτια είναι η βέργα που διαλέξατε; 

• Πώς είµαστε σίγουροι ότι είναι ορθογώνιο το τρίγωνο που σχηµατίσατε; 

• Χρειαζόµαστε το Πυθαγόρειο θεώρηµα για να είµαστε 100% σίγουροι ή όχι; 

4η
 δ
ρ
α
σ
τη
ρ
ιό
τη
τα

 

• Πώς σκέφτεστε να το κάνετε; 

• Είναι ορθογώνιο το τρίγωνο που φτιάξατε; 

• Ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα σ’ αυτό το τρίγωνο; 

• Υπάρχει περίπτωση κάποιος να καταφέρει να φτιάξει ορθογώνιο τρίγωνο µ’ αυτά; 

Πίνακας 3. 3: Ερωτήσεις διερεύνησης της απάντησης κλιµακούµενες 

 

3.8 Κύρια έρευνα  

Η έρευνα διεξήχθη από τον Οκτώβριο του 2011 έως και τον Ιανουάριο 

του 2012. Συµµετείχαν σ’ αυτήν δύο τµήµατα της Β΄ Γυµνασίου.  

 Τµήµα παρέµβασης Τµήµα ελέγχου 

Αγόρια 7 7 

Κορίτσια 10 12 

ΣΥΝΟΛΟ 17 19 

Πίνακας 3. 4: Οι συµµετέχοντες στην έρευνα 

Στην έρευνα, συµµετείχε το σύνολο των µαθητών του τµήµατος, εκτός 

από την τελευταία (4η) φάση που πραγµατοποιήθηκαν οι συνεντεύξεις σε 

επιλεγµένα ζεύγη µαθητών. Στο τµήµα παρέµβασης την ηµέρα που 

πραγµατοποιήθηκε η διδασκαλία µας,  απουσίαζαν 3 µαθητές, 1 αγόρι και 2 

κορίτσια γι’ αυτό και δεν έχουν συνυπολογιστεί στις επόµενες φάσεις. Η 

διδασκαλία έγινε σε ζεύγη των µαθητών, η επιλογή των οποίων έγινε από την 

καθηγήτριά τους, µε σκοπό να µην διαταραχθεί η καθηµερινότητά τους στην 

τάξη και να είναι δυνατή η συνεργασία ανάµεσά τους µε βάση τη φιλία που 

έχουν αναπτύξει µεταξύ τους. Το µάθηµα βιντεοσκοπήθηκε και η 

βιντεοσκόπηση έγινε από µία σταθερή κάµερα τοποθετηµένη σε µία 

ντουλάπα της αίθουσας σε σηµείο που να καταγράφει όλη την αίθουσα και το 
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σηµείο που πραγµατοποιήθηκαν οι 2 πρώτες δραστηριότητες και από µία 

φορητή κάµερα που χρησιµοποιούσε ο ένας ερευνητής κατά τη διάρκεια της 

διδασκαλίας. Στις επόµενες παραγράφους §3.8.1 έως §3.8.4 περιγράφουµε 

αναλυτικά τους στόχους και τις διαδικασίες κάθε φάσης της έρευνας όπως 

φαίνονται συνοπτικά στον Πίνακα 3.2 της §3.6. 

3.8.1 Τετράγωνοι αριθµοί  

Μία διαφορά µε την «ΕΡΕΥΝΑ 2» (βλ. Πίνακας 3.1 της §3.5) είναι ότι δεν 

υπήρχε στο σχεδιασµό της προηγούµενης αυτής έρευνας, η συγκεκριµένη 

φάση. Η έννοια των τετράγωνων αριθµών και ο τρόπος µε τον οποίο βοηθούν 

στη σύνδεση των  Τριάδων µε την αριθµητική έκφραση του Πυθαγορείου 

θεωρήµατος ήταν ενσωµατωµένη στη διάρκεια της διδακτικής παρέµβασης. 

Το αποτέλεσµα ήταν ότι, αφενός ο χρόνος ήταν ασφυκτικός, αφετέρου δεν 

γινόταν οµαλά η σύνδεση αυτής της έννοιας µε τις υπόλοιπες δραστηριότητες, 

γιατί δεν προϋπήρχε σα γνώση στους µαθητές αυτή η µορφή γεωµετρικής 

αναπαράστασης των φυσικών αριθµών. 

∆εδοµένου ότι η διδασκαλία του Θεωρήµατος στο σχολείο βασίζεται 

στην έννοια του εµβαδού, ισχυριζόµαστε ότι οι Τριάδες είναι κατάλληλο 

αριθµητικό πρότυπο για τους σκοπούς της διδακτικής µας παρέµβασης. 

Επιπλέον οι σχηµατικοί τετράγωνοι αριθµοί µπορούν να βοηθήσουν στη 

σύνδεση των Τριάδων και της αριθµητικής έκφρασης του θεωρήµατος µε το 

γεωµετρικό σχήµα ορθογώνιο τρίγωνο. Για το λόγο αυτό οι µαθητές πρέπει να 

γνωρίζουν το γεωµετρικό τρόπο αναπαράστασης κάποιων φυσικών αριθµών 

µε τη µορφή των  τετράγωνων αριθµών.  

Στα πρώτα µαθήµατα που γίνονται µε την έναρξη της σχολικής χρονιάς 

οι µαθητές της Β΄ Γυµνασίου ολοκληρώνουν την ύλη της Α΄ Γυµνασίου, αν δεν 

ολοκληρώθηκε την προηγούµενη χρονιά και κατόπιν ξεκινούν από το βιβλίο 

της Β΄ Γυµνασίου. Στα µαθήµατα αυτά γίνεται επίσης επανάληψη των 

ιδιοτήτων των φυσικών και ρητών αριθµών. Επιλέξαµε στο τµήµα 

παρέµβασης κατά τη διάρκεια των πρώτων επαναληπτικών µαθηµάτων στην 

ενότητα των φυσικών αριθµών να εισάγει ο διδάσκων του τµήµατος, το φύλλο 

εργασίας µε την ολιγόλεπτη δραστηριότητα που αφορά τους σχηµατικούς 

αριθµούς (βλ.  Σχ.3.2,  §3.7.1).  

Σκοπός µας είναι, οι τετράγωνοι αριθµοί και οι σχέσεις τους µε τις 

αντίστοιχες πλευρές τους, να αποτελούν µέρος της γνώσης της κοινότητας 

µάθησης, όταν αργότερα γίνει η παρέµβαση στο Πυθαγόρειο θεώρηµα. Στα 
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πλαίσια των ιδιοτήτων των φυσικών αριθµών, να δουν ότι κάποιοι από 

αυτούς µπορούν να αναπαρασταθούν µε τη µορφή κάποιου γεωµετρικού 

σχήµατος. Στη δραστηριότητα αυτή είχαµε σχηµατίσει το 4 και το 9 µε 

ψηφίδες, αναγράφοντας το πλήθος των ψηφίδων τους και την αλγεβρική 

µορφή που έχει ένας τετραγωνικός αριθµός, πχ. 22, 32 κ.ο.κ. και ζητήσαµε 

από τους µαθητές να βρουν τους επόµενους δύο τετράγωνους αριθµούς.  

3.8.2 ∆ιδασκαλία 

Γίνεται στο τµήµα παρέµβασης, είναι διάρκειας µιας σχολικής ώρας και 

συµπληρωµατική στη προβλεπόµενη διδασκαλία τους Θεωρήµατος στη Β΄ 

Γυµνασίου. Στο τµήµα ελέγχου γίνεται µια επιπλέον ώρα διδασκαλίας στο 

Πυθαγόρειο Θεώρηµα από τον διδάσκοντα, ώστε να υπάρχει ίσος αριθµός 

διδακτικών ωρών στη συγκεκριµένη ενότητα και στα δύο τµήµατα.  

Χωρίζεται σε 3 ενότητες και σκοπός µας είναι οι µαθητές να βιώσουν την 

«µεταµόρφωση» της υποκειµενικής εµπειρίας της καθετότητας στην 

αντικειµενική µαθηµατική ιδέα του ορθογωνίου τριγώνου. Σύµφωνα µε τους 

Lappas και Spyrou (2006) υπάρχουν δύο επίπεδα εξαντικειµενίκευσης του 

ορθογωνίου τριγώνου. Το 1ο επίπεδο µπορεί να επιτευχθεί µέσω της 

αριθµητικής έκφρασης του Πυθαγορείου Θεωρήµατος «α2=β2+γ2» (µε α, β, γ 

τα µήκη πλευρών ενός συγκεκριµένου ορθογωνίου τριγώνου), που είναι µία 

αντικειµενική επαγωγική περιγραφή. Κατόπιν στο 2ο επίπεδο όπου η  

αλγεβρική έκφραση «α2=β2+γ2» προκύπτει από παραγωγικούς 

συλλογισµούς, γίνεται µια αντικειµενική παραγωγική αλήθεια. Στην παρούσα 

έρευνα και στη διδακτική παρέµβαση που σχεδιάζουµε, στόχος µας είναι η 

επίτευξη του 1ου επιπέδου εξαντικειµενίκευσης, αφού σύµφωνα µε τους 

Lappas και Spyrou (2006), τα αρχέτυπα αποτελέσµατα που πηγάζουν από 

την εµπειρία εξαντικειµενικεύονται µέσω των αριθµητικών τους 

αναπαραστάσεων. 

Στη 2η αυτή φάση γίνεται ποιοτική ανάλυση των αποτελεσµάτων, µε τη 

βοήθεια των βίντεο που τραβήχτηκαν κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας  και 

στόχος µας είναι να µελετήσουµε τη συλλογιστική πορεία που ακολούθησαν 

οι µαθητές κατά τη διάρκεια αυτής της διδακτικής µας παρέµβασης. Η 

ανάλυση αυτής της φάσης περιγράφεται αναλυτικά στην §3.9.1. 

Σε κάθε θρανίο υπήρχε το φύλλο εργασίας µε τις τρεις ενότητες 

δραστηριοτήτων, το σακουλάκι µε τις ξύλινες ράβδους χωρισµένες ανά 3 

εκατοστά παριστάνοντας τα µήκη από το 1 έως το 10 και ένας χάρακας (βλ. 
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§3.7.2.1 έως και §3.7.2.3). Η διδακτική παρέµβαση χωρίζεται σε τρεις 

ενότητες.  

Στην πρώτη ενότητα, η διδασκαλία γίνεται µέσω επίδειξης προς όλη την 

τάξη, ενώ στις επόµενες οι µαθητές λειτουργούν οµαδοσυνεργατικά ανά 

δυάδες στο θρανίο. 

3.8.2.1 1η ενότητα (ποιοτική αναγνώριση της καθετότητας) 

Στην πρώτη ενότητα παρουσιάζουµε στους µαθητές ένα βαρίδι 

κρεµασµένο από ένα σκοινί που ισορροπεί πάνω από την επιφάνεια ενός 

χρωµατισµένου υγρού. Ζητάµε  από αυτούς να µας πουν τη γωνία που 

σχηµατίζει το σκοινί µε το υγρό, αναγνωρίζοντας έτσι τη φυσική καθετότητα 

που δηµιουργεί η βαρύτητα. Κατόπιν τους παρουσιάζουµε 3 ξύλινες ράβδους, 

παρόµοιες µε τις ράβδους που έχουν στα θρανία τους αλλά µεγαλύτερες, 

χρωµατισµένες ανά ίσα τµήµατα σε 3, 4 και 5 κοµµάτια και τους ζητάµε να 

φτιάξουν µε αυτά µία γωνία που να ταιριάζει µε τη γωνία που σχηµατίζει το 

σκοινί µε το υγρό και κατόπιν ένα τρίγωνο. Συνδέεται έτσι οπτικά η «φυσική» 

καθετότητα µεταξύ του νήµατος της στάθµης µε την επιφάνεια χρωµατισµένου 

υγρού που ηρεµεί, µε το τριγωνικό πλαίσιο που σχηµατίζουν οι τρεις ράβδοι. 

Για να σχηµατίζεται το τρίγωνο θα πρέπει να τοποθετήσουν στις κάθετες 

τα ξύλα 3-4 ή 4-3, οπότε το τρίτο ξύλο (5) θα κλείνει το τρίγωνο. Στην 

περίπτωση αυτή τους ρωτάµε αν δοκιµάσουν αλλιώς τις πλευρές, τι θα 

συµβεί. Αν η προσπάθεια γίνει µε τα ξύλα 4-5, οπότε το ξύλο (3) που 

αποµένει δεν «φτάνει» για να σχηµατιστεί το τρίγωνο, τους ρωτάµε αν κάποια 

από αυτές τις πλευρές έχει συγκεκριµένη θέση όπως και στην περίπτωση 

που τους ζητάµε να δοκιµάσουν αλλιώς τις πλευρές. ∆ιαπιστώνουν έτσι ότι το 

ξύλο µε µήκος 5, έχει συγκεκριµένη θέση και έτσι επιτυγχάνεται µια πρώτη 

ποιοτική σχέση ορθής γωνίας - υποτείνουσας, και υποτείνουσας - καθέτων 

πλευρών. Κατόπιν ζητάµε από τους µαθητές να σχηµατίσουν ένα παρόµοιο 

τρίγωνο στο δάπεδο που να έχει την ίδια γωνία µε τη «γωνία που 

σχηµατίζεται µεταξύ της επιφάνειας του υγρού και του νήµατος», καθώς και 

να προσδιορίσουν τη γωνία αυτή και να ονοµάσουν τις πλευρές του τριγώνου. 

Ελέγχεται ο ισχυρισµός αυτός, µεταφέροντας το τρίγωνο από το πάτωµα στον 

τοίχο, διαπιστώνοντας έτσι ότι η ορθή γωνία µπορεί να φτιαχτεί πάνω σε 

οποιαδήποτε επιφάνεια και µάλιστα να σχηµατιστεί ανεξάρτητα από τη 

φυσική καθετότητα που δηµιουργεί η βαρύτητα.  Ρωτάµε να µας πουν σε 

πόσα κοµµάτια είναι χωρισµένη κάθε ράβδος, ώστε να εστιάσουν στην 
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ποσότητα 3-4-5 και κατόπιν τους ζητάµε να βρουν τα αντίστοιχα ξυλάκια που 

έχουν στα θρανία τους και να κατασκευάσουν µε αυτά ένα τέτοιο τρίγωνο. Με 

τον τρόπο αυτό επιδιώκουµε να δοκιµάσουν, να ελέγξουν και να 

επιβεβαιώσουν τον ισχυρισµό τους µε χειραπτικά εργαλεία.  

 
Σχ.3. 18: Οι µαθητές κατασκευάζουν τρίγωνα µε ξυλάκια στα θρανία τους. 
 

Κατόπιν µεταβάλουµε τη γωνία µεταξύ των ράβδων «3» και «4» (σε 

άµεση οπτική αντιδιαστολή µε τη φυσική καθετότητα της επιφάνειας του 

υγρού και του νήµατος) µε ερωτήσεις που απαιτούν τη σύνδεση του µήκους 

της ράβδου «5» µε το χαρακτηρισµό της γωνίας: ορθή (ίση µε 5), οξείας 

(µικρότερης από 5) και αµβλείας (µεγαλύτερης από 5). Τους παρακινούµε να 

κάνουν το ίδιο και στα τρίγωνα που έχουν σχηµατίσει στα θρανία τους για να 

αποκτήσουν µια οπτική δυναµική εικόνα της αλλαγής που συµβαίνει, ότι 

δηλαδή «περισσεύει» το µήκος «5» στην οξεία και δε «φτάνει» στην αµβλεία 

γωνία. Στο τέλος της πρώτης αυτής ενότητας συµπληρώνουν στο φύλλο 

εργασίας τις 2 πρώτες ερωτήσεις που στοχεύουν στις ίδιες ποιοτικές 

συνδέσεις µεταξύ της πλευράς µήκους 5 και της απέναντι γωνίας, µε τις 

κατάλληλες εκφράσεις («ίση µε», «µικρότερη από» και «µεγαλύτερη από»). 

Επιπλέον, σε τρίγωνο πλευρών µήκους 3, 4 και 5, ζητείται να καταγραφεί ο 

ποιοτικός κανόνας που συνδέει το µήκος της πλευράς µήκους 5 µε τη γωνία 

µεταξύ των πλευρών µήκους 3 και 4 και η σχέση της πλευράς µήκους 5 µε τις 

άλλες πλευρές του τριγώνου. 
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3.8.2.2 2η ενότητα (ποσοτικοποίηση των σχέσεων της 1ης ενότητας) 

Στη δεύτερη ενότητα, µε τη χρήση αριθµητικών προτύπων στοχεύουµε  

στην εύρεση Πυθαγορείων Τριάδων. Οι µαθητές καλούνται να προτείνουν 

Τριάδες, να διατυπώσουν υποθέσεις και κανόνες παραγωγής τέτοιων 

Τριάδων και να ελέγξουν µόνοι τους τις υποθέσεις αυτές. 

Επειδή οι µαθητές προτείνουν συνήθως τις τριάδες 6-7-8 και 6-8-10, 

όπως και έγινε στην πιλοτική διδασκαλία, βάζουµε τους µισούς µαθητές να 

βρουν τα ξυλάκια 6-7-8 και τους άλλους µισούς τα ξυλάκια 6-8-10 και να 

δοκιµάσουν να φτιάξουν ένα τρίγωνο µε αυτά τα µήκη για να δουν αν είναι 

ορθογώνιο. Στην περίπτωση που κάποιος προτείνει την τριάδα 9-12-15, δεν 

έχουµε κατασκευάσει µεγαλύτερα ξυλάκια από το 10, οπότε υπάρχει η 

αναγκαιότητα της µέτρησης και συνεχίζουµε στην επόµενη δραστηριότητα στο 

φύλλο εργασίας.  

Έχουµε σχεδιάσει δύο κάθετες ευθείες µε διαγραµµίσεις ανά εκατοστό 

µέχρι το 15 και ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες πλευρές 3 και 4 και 

υποτείνουσα 5. Τους ζητάµε να δοκιµάσουν να φτιάξουν στο σχήµα αυτό, το 

τρίγωνο 9-12-15, χρησιµοποιώντας τις διαγραµµίσεις στις κάθετες πλευρές 

και να µετρήσουν µε τους χάρακές τους την τρίτη πλευρά για να δουν αν είναι 

πράγµατι 15. Μετά τον έλεγχο και τη διατύπωση ότι τα πολλαπλάσια της 

τριάδας 3-4-5, δηµιουργούν επίσης ορθογώνιο τρίγωνο, τους ζητάµε να 

σχεδιάσουν το τρίγωνο µε πλευρές 5-12-13, του οποίου οι πλευρές δεν είναι 

πολλαπλάσια των 3-4-5. Οπότε δηµιουργείται η ανάγκη να βρεθεί ένας 

τρόπος που να «παράγει» τριάδες πλευρών ορθογωνίων τριγώνων, χωρίς 

αυτές να είναι πολλαπλάσια των αριθµών 3-4-5. 

3.8.2.3 3η ενότητα (κανόνας παραγωγής τριάδων) 

Στην τρίτη ενότητα ζητάµε από τους µαθητές να µας πουν µια άλλη 

αναπαράσταση των φυσικών αριθµών. Στο σηµείο αυτό είναι καθοριστική η 

εισαγωγική φάση στην οποία οι µαθητές έχουν ακούσει για τους τετράγωνους 

αριθµούς. Γράφουµε στον πίνακα τους τετράγωνους αριθµούς 4, 9, 16, 25 και 

36 και ζητάµε να µας πουν κάθε πλευρά του ορθογωνίου τριγώνου 3-4-5 µε 

ποιόν τετράγωνο αριθµό ταιριάζει και γιατί. Στην επόµενη δραστηριότητα του 

φύλλου εργασίας έχουµε σχεδιάσει ένα πίνακα µε τα τρίγωνα 3-4-5, 6-8-10, 9-

12-15 και 5-12-13, όπου σε κάθε πλευρά πρέπει να συµπληρώσουν, τον 

τετραγωνικό αριθµό που ταιριάζει, σχεδιάζοντας συγχρόνως τους 
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τετράγωνους αριθµούς στο 1ο τρίγωνο και το πλήθος των ψηφίδων του 

αντίστοιχου τετραγωνικού αριθµού. Η ερώτηση είναι αν µπορούν να βρουν 

κάποια σύνδεση µεταξύ των 3 αυτών αριθµών. Αν δεν απαντήσουν ποιά 

σχέση συνδέει τους αριθµούς 9, 16 και 25, επαναλαµβάνουµε την ερώτηση 

για τους αριθµούς 36, 64 και 100. Πάλι από την πιλοτική έρευνα είδαµε ότι 

εύκολα διαπιστώνουν ότι 36+64=100, οπότε επιβεβαιώνουµε το ίδιο 

συµπέρασµα και µε τις τριάδες, 9-12-15 και 5-12-13. Στη ενότητα αυτή στόχος 

είναι η διατύπωση του κανόνα «52=32+42» ή της επαγωγικής αριθµητικής 

έκφρασης «α2=β2+γ2». 

3.8.3 Αξιολόγηση  

Πραγµατοποιείται στο τµήµα ελέγχου και στο τµήµα παρέµβασης. Μετά 

την ολοκλήρωση των ωρών διδασκαλίας στο Πυθαγόρειο θεώρηµα, δίνεται 

ένα τεστ αξιολόγησης των γνώσεών τους, σχεδιασµένο από το διδάσκοντα 

στο θεώρηµα και ακολουθεί και στα δύο τµήµατα ένα Ερωτηµατολόγιο 

Αξιολόγησης σχεδιασµένο από τους ερευνητές. Με τα δύο αυτά εργαλεία 

επιδιώκεται µια ποσοτική ανάλυση της κατανόησης του Πυθαγορείου 

θεωρήµατος. 

Το ερωτηµατολόγιο αξιολόγησης αποτελείται από 13 ερωτήµατα 

πολλαπλής επιλογής, ο στόχος των οποίων είναι να διερευνήσει τη γνώση 

των µαθητών για:  

α) το χαρακτηρισµό ενός τριγώνου (ορθογωνίου, οξυγωνίου, 

αµβλυγωνίου). Συγκεκριµένα, δίνουµε τρία τρίγωνα που «φαίνονται» 

ορθογώνια, µε µήκη πλευρών τους αριθµούς 3-4-5, 4-5-3 και 6-8-11  

(«κάθετη» - «κάθετη» - «υποτείνουσα») και τους ζητάµε να τα χαρακτηρίσουν 

ως προς τις γωνίες τους. ∆ιερευνούµε αν αναγνωρίζουν τις Πυθαγόρειες ή µη 

τριάδες και ειδικά στη 2η ερώτηση αν το οπτικό ερέθισµα είναι πιο ισχυρό από 

το αριθµητικό, (βλ. Σχ.3.11,  § 3.7.3.1). 

β) το χαρακτηρισµό µιας γωνίας (ορθή, οξεία, αµβλεία). Συγκεκριµένα, 

δίνουµε τέσσερα τρίγωνα που «φαίνονται» ορθογώνια, µε µήκη πλευρών 

τους αριθµούς 6-8-10, 5-12-13, 4-3-6 και 5-3-4  («κάθετη» - «κάθετη» - 

«υποτείνουσα») και τους ζητάµε να χαρακτηρίσουν τη γωνία που περιέχεται 

στις πλευρές 6-8, 5-12, 4-3 και 5-3. ∆ιερευνούµε αν αναγνωρίζουν  πρώτα το 

είδος του τριγώνου και κατόπιν την ποιοτική σχέση πλευράς και απέναντι 

γωνίας, (βλ. Σχ.3.12,  § 3.7.3.2). 
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γ) το χαρακτηρισµό µιας πλευράς ενός µη ορθογωνίου τριγώνου σε 

σχέση µε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε δύο πλευρές ίσες µε τις δύο πλευρές 

αυτού του τριγώνου. ∆ίνουµε δύο ορθογώνια τρίγωνα µε πλευρές 3-4-5 και 4-

3-5 («κάθετη» - «κάθετη» - «υποτείνουσα»)  και δύο άλλα τρίγωνα µε την 

περιεχόµενη γωνία των πλευρών 3-4 και 4-3, οξεία και αµβλεία αντίστοιχα. 

Ζητάµε να χαρακτηρίσουν την τρίτη πλευρά ΛΜ σε σχέση µε την υποτείνουσα 

του ορθογωνίου τριγώνου. ∆ιερευνούµε αν συνδέουν το µήκος της τρίτης 

πλευράς µε το είδος της απέναντι γωνίας, (βλ. Σχ.3.13,  § 3.7.3.3). 

δ) αναγνώριση της Βασικής Πυθαγόρειας Τριάδας. Όπως και στις δύο 

προηγούµενες ερωτήσεις ζητάµε να χαρακτηρίσουν την τρίτη πλευρά «x» 

ενός τριγώνου που έχει δύο πλευρές ίσες µε ένα άλλο τρίγωνο που όµως 

πρέπει να το αναγνωρίσουν ότι είναι ορθογώνιο. ∆ηλαδή να αναγνωρίσουν 

µία Πυθαγόρεια τριάδα αρχικά και κατόπιν να επιλέξουν την απάντησή τους, 

(βλ. Σχ.3.14,  § 3.7.3.4). 

ε) κριτήριο επιλογής χαρακτηρισµού, βάσει οπτικού ή αριθµητικού 

ερεθίσµατος. ∆ίνουµε ένα τρίγωνο µε πλευρές 9-12-15 και ζητάµε να 

χαρακτηρίσουν µε σωστό ή λάθος την υπόθεσή µας ότι η γωνία που είναι 

απέναντι από την πλευρά 15 είναι οξεία, στηριζόµενοι, στο  οπτικό τους 

ερέθισµα, σε αριθµητικό ερέθισµα ή στην αυθεντία του δασκάλου. Και τέλος 

τους ζητάµε να διαλέξουν µεταξύ τριών επιλογών ένα σίγουρο τρόπο 

χαρακτηρισµού ενός τριγώνου ως ορθογώνιο. Οι επιλογές είναι «φαίνεται να 

είναι», «µετράω τις γωνίες µε µοιρογνωµόνιο» και «µετράω τις πλευρές και 

ελέγχω αν ισχύει το Πυθαγόρειο Θεώρηµα», (βλ. Σχ.3.15,  § 3.7.3.5). 

3.8.4 Συνεντεύξεις 

Οι συνεντεύξεις των µαθητών επιλέγουµε να πραγµατοποιηθούν µία 

περίπου εβδοµάδα µετά το Ερωτηµατολόγιο Αξιολόγησης. 

Πραγµατοποιούνται στο σχολείο των µαθητών και η διάρκειά τους είναι 

περίπου 20 λεπτά. Αρχικά η επιλογή των µαθητών γίνεται έτσι ώστε να 

έχουµε ζεύγη µαθητών µε άριστη, µεσαία και χαµηλή επίδοση στο τεστ του 

διδάσκοντα. Στη συνέχεια, λάβαµε υπόψη µας το ερωτηµατολόγιο 

αξιολόγησης και τις απαντήσεις σε ερωτήσεις που η στατιστική ανάλυση 

υπέδειξε ότι έχουν στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση.  

Στο θρανίο υπάρχουν εκτυπωµένες οι δύο δραστηριότητες σε δύο 

φύλλα, ένα για το κάθε παιδί, βέργες από το «1» ως και το «15», χαρτί, 
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µολύβι, γοµολάστιχα. Απέναντι από το σηµείο που κάθονται οι µαθητές είναι 

τοποθετηµένη σταθερή κάµερα ώστε όλες οι συνεντεύξεις να 

βιντεοσκοπηθούν για να αναλυθούν αργότερα. 

Στο εισαγωγικό µέρος παρουσιάζεται ο ερευνητής στους µαθητές και 

τους ενηµερώνει για το σκοπό αυτών των συνεντεύξεων.  

Τους ρωτάµε για τις απόψεις τους για τα τρίγωνα και για κάποια στοιχεία 

τους, όπως οι γωνίες τους και οι πλευρές τους. Τους διαβεβαιώνουµε ότι δεν 

είναι κάποιο τεστ γνώσεων, αλλά µας ενδιαφέρει η άποψή τους και τους 

τονίζουµε ότι δεν θα πάρουν κάποιο βαθµό. Τους ζητάµε να προσπαθήσουν 

να µας δίνουν όσο πιο αναλυτικές απαντήσεις µπορούν για να µπορέσουµε 

να καταλάβουµε καλύτερα τις σκέψεις τους και την άποψή τους. 

Τους ρωτάµε αν θυµούνται πώς έγινε η διδασκαλία του Πυθαγορείου 

Θεωρήµατος στο σχολείο και στα παιδιά του τµήµατος παρέµβασης τι 

θυµούνται από τη διδασκαλία που κάναµε εµείς, τι τους άρεσε ή δεν τους 

άρεσε. 

Προχωρώντας στις 2 πρώτες δραστηριότητες, τους ζητάµε αφού 

διαβάσουν προσεκτικά την κάθε ερώτηση να µας πουν ποιά ή ποιές 

απαντήσεις νοµίζουν ότι είναι σωστές ή λάθος και γιατί. Τους υπενθυµίζουµε 

να προσπαθούν να µας δίνουν όσο πιο αναλυτικές απαντήσεις µπορούν και 

ότι δεν κρίνονται, ούτε βαθµολογούνται.  

Στην πρώτη δραστηριότητα (βλ. Σχ.3.16,  §3.7.4.1), διερευνούµε την 

ερώτηση 10 του Ερωτηµατολογίου Αξιολόγησης. Σ’ αυτή τη δραστηριότητα 

υπάρχει µία «οπτική απάτη» στο µέγεθος έτσι όπως δίνεται στους µαθητές. 

Υπάρχει ένα τρίγωνο που δεν αναφέρεται ότι είναι ορθογώνιο, µε πλευρές 

5,12 και 13 και ένα άλλο τρίγωνο µε δύο πλευρές 5 και 12 και την 

περιεχόµενη γωνία οξεία, µεγαλύτερο σε µέγεθος. Τους ζητάµε να επιλέξουν 

αν η τρίτη πλευρά αυτού του τριγώνου είναι µικρότερη, µεγαλύτερη ή ίση µε 

13. Θέλουµε να διερευνήσουµε αν οι µαθητές αναγνωρίζουν την Πυθαγόρεια 

Τριάδα 5-12-13, όπως επίσης την ποιοτική σχέση της τρίτης πλευράς µε την 

απέναντι γωνία.  

Στη δεύτερη δραστηριότητα (βλ. Σχ.3.17, §3.7.4.2), διερευνούµε την 

ερώτηση 2 του Ερωτηµατολογίου Αξιολόγησης. Σ’ αυτή τη δραστηριότητα 

υπάρχει ένα τρίγωνο µε πλευρές 6, 8 και 10 που «µοιάζει» ορθογώνιο. Οι 

πλευρές που φαίνονται να είναι οι κάθετες  πλευρές του, έχουν µήκος 8 και 10 

και η πλευρά που φαίνεται να είναι η υποτείνουσα, έχει µήκος 6. Ζητάµε να 

επιλέξουν, αν η γωνία που περιέχεται στις πλευρές 8 και 10, είναι οξεία, ορθή, 
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αµβλεία, ίση µε την περιεχόµενη γωνία των πλευρών 6 και 8 ή αν δεν 

µπορούν να απαντήσουν. ∆ιερευνούµε αν αναγνωρίζουν την Πυθαγόρεια 

Τριάδα και αν η επιλογή της απάντησής τους βασίζεται στο σχήµα που 

βλέπουν ή χρησιµοποιούν τα αριθµητικά δεδοµένα. Αν δηλαδή το οπτικό 

ερέθισµα είναι πιο ισχυρό από το αριθµητικό.  

Στις επόµενες δύο δραστηριότητες (3η & 4η )  (βλ. §3.7.4.3), δίνουµε 

στους µαθητές τις βέργες «9» και «12» που θέλουµε να αποτελούν τις 

κάθετες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου και τους ζητάµε να βρουν ποιά 

βέργα χρειαζόµαστε για να φτιάξουµε αυτό το τρίγωνο. Κατόπιν τους δίνουµε 

τις βέργες «3», «6» και «7» και τους ζητάµε να σχηµατίσουν µε αυτές, αν 

µπορούν, ένα ορθογώνιο τρίγωνο. Τους ρωτάµε, αν είναι σίγουροι ότι το 

τρίγωνο που κατασκευάζουν είναι ορθογώνιο, αν όχι πώς µπορούν να 

σιγουρευτούν, πώς θα µπορούσαν να πείσουν κάποιον ότι κάνουν ή δεν 

κάνουν λάθος, διερευνώντας τον τρόπο που σκέφτονται, που 

επιχειρηµατολογούν και αν χρησιµοποιούν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα ή 

αρκούνται στο οπτικό αποτέλεσµα. 

3.9 Μέθοδος ανάλυσης της έρευνας 

Στην παρούσα έρευνα χρησιµοποιήθηκε τόσο η ποιοτική όσο και η 

ποσοτική ανάλυση των δεδοµένων (βλ. Πίνακας 3.2, §3.6). Η ποιοτική 

ανάλυση χρησιµοποιήθηκε στη φάση της διδακτικής παρέµβασης (2η φάση) 

και των συνεντεύξεων (4η φάση), ενώ η ποσοτική, στη φάση του 

ερωτηµατολογίου (3η φάση). Παρακάτω περιγράφουµε αναλυτικά τον τρόπο 

και το στόχο µε τον οποίον έγινε η επιµέρους ανάλυση κάθε φάσης. 

3.9.1 ∆ιδασκαλία 

Η διδασκαλία που έγινε στο τµήµα παρέµβασης βιντεοσκοπήθηκε  από 

δύο κάµερες όπως αναφέρουµε και στην §3.8. Όταν αποµαγνητοφωνήθηκαν 

τα βίντεο που τραβήχτηκαν και µε τις δύο κάµερες, αρχικά εξετάστηκαν στην 

ολότητά τους. Ο λόγος ήταν για να διαπιστώσουµε αν η διδασκαλία 

ακολούθησε τη ροή του σχεδιασµού µας, αν δούλεψαν τα εργαλεία που 

χρησιµοποιήσαµε και αν οι µαθητές είχαν µια ενεργή συµµετοχή, δεδοµένου 

ότι δεν γνώριζαν τον ερευνητή και επιθυµούσαµε µια οµαδοσυνεργατική 

διδασκαλία. Κατόπιν µέσα από µια συστηµατική παρακολούθηση και 

καταγραφή των διαλόγων έγινε η ποιοτική ανάλυση κάθε ενότητας.  
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Παρακολουθώντας τα πλάνα από το βίντεο που κατέγραφε η φορητή 

κάµερα, εξετάσαµε αν οι µαθητές συµµετείχαν ενεργά στη χρήση των 

χειραπτικών υλικών που χρησιµοποιούµε στις δύο πρώτες ενότητες της 

διδασκαλίας µας (βλ. §3.8.2.1 & §3.8.2.2), αφού µέσα από τη χρήση αυτών 

των υλικών θέλαµε να οδηγηθούν οι µαθητές σε κάποια πρωταρχικά 

συµπεράσµατα. Επίσης παρατηρήσαµε τη λεκτική και σωµατική εµπλοκή των 

µαθητών (χειρονοµίες, λέξεις, κινήσεις) που αφορούσαν τα αναδυόµενα 

µαθηµατικά νοήµατα που προέκυψαν µε τη χρήση των διαφόρων 

µεθοδολογικών εργαλείων. 

Στόχος µας είναι µέσα από την παρακολούθηση των διαλόγων των 

µαθητών µε τον ερευνητή, να µελετήσουµε τη συλλογιστική πορεία των 

µαθητών σε σχέση µε τις επιµέρους δραστηριότητες σε κάθε στάδιο της 

διδακτικής µας παρέµβασης και να εξεταστεί αν αυτή η πορεία 

ανταποκρίνονταν στους στόχους που είχαµε θέσει στα τρία στάδια της 

διδασκαλίας µας.  

3.9.2 Αξιολόγηση 

Τα αποτελέσµατα του ερωτηµατολογίου σε συνδυασµό µε το βαθµό των 

µαθητών στο τεστ του σχολείου τους, εξετάστηκαν µε τη µέθοδο της 

ποσοτικής ανάλυσης  Οι απαντήσεις των µαθητών από τα δύο τµήµατα 

(τµήµα παρέµβασης, τµήµα ελέγχου) στο ερωτηµατολόγιο που σχεδιάσαµε 

(βλ. §3.7.3) κωδικοποιήθηκαν και η ανάλυση των δεδοµένων διεξήχθη µε το 

πρόγραµµα IBM SPSS Statistics 20. Αρχικά ταξινοµήσαµε τα 13 ερωτήµατα 

σε σωστές και λάθος απαντήσεις των µαθητών και στα δύο τµήµατα. 

Εξετάσαµε αν υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση των δύο 

τµηµάτων στις απαντήσεις του Ερωτηµατολογίου αξιολόγησης, µε τον ακριβή 

έλεγχο Fisher exact test. Επίσης µε τον ακριβή έλεγχο Fisher εξετάσαµε αν 

υπάρχει στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση του pattern των απαντήσεων. 

∆ηλαδή αν έχουν διαφορετικού τύπου λάθος στις απαντήσεις τους οι µαθητές 

των δύο τµηµάτων. Τέλος µε τον έλεγχο Mann-Whitney εξετάσαµε αν υπάρχει 

στατιστικώς σηµαντική διαφορά των δύο τµηµάτων στο τεστ του σχολείου 

τους και στις απαντήσεις τους στο σύνολο των 11 ερωτηµάτων του 

Ερωτηµατολογίου αξιολόγησης. Οι δύο τελευταίες ερωτήσεις εξαιρέθηκαν 

από το Ερωτηµατολόγιο στον τελευταίο αυτό έλεγχο, γιατί το περιεχόµενό 

τους δεν αφορά τόσο το γνωστικό αντικείµενο, όσο τη γενικότερη στάση των 

µαθητών σε αυτό.  



-- 75 -- 

Η παραπάνω στατιστική ανάλυση πραγµατοποιήθηκε ακριβώς µετά τη 

διεξαγωγή του τεστ στο σχολείο και τη συµπλήρωση του Ερωτηµατολογίου 

από τους µαθητές. Τα αποτελέσµατα αυτής της ανάλυσης (βλ. §4.2), µας 

οδήγησαν στο σχεδιασµό των αντίστοιχων δραστηριοτήτων στις συνεντεύξεις.  

3.9.3 4η φάση - Συνεντεύξεις 

Όπως περιγράψαµε στην §3.8.4 όλες οι συνεντεύξεις των µαθητών 

βιντεοσκοπήθηκαν και αρχικά το αποµαγνητοφωνηµένο κείµενο κάθε 

συνέντευξης εξετάστηκε συνολικά. Όπως ήταν αναµενόµενο πολλοί από τους 

διαλόγους µεταξύ του ερευνητή και των συµµετεχόντων περιείχαν 

επισηµάνσεις και διευκρινίσεις που δεν είχαν άµεση σχέση µε τις 

δραστηριότητες ή κάλυπταν γνωστικά κενά των µαθητών απαραίτητα όµως 

για τη συνέχιση της διαδικασίας.  

Στη συνέχεια, παρακολουθήσαµε διεξοδικά τους διαλόγους και 

αναλύθηκε η επιχειρηµατολογία των µαθητών και η δυνατότητα ευελιξίας στις 

απαντήσεις τους. Εξετάσαµε πόσο επηρεάζει ένα σχήµα στη εξαγωγή 

συµπερασµάτων, αν δηλαδή το οπτικό ερέθισµα αποτελεί ισχυρό κριτήριο 

απόφανσης ακόµη και αν υπάρχουν αριθµητικά δεδοµένα. Τέλος µελετήσαµε 

τη συνολική εµπλοκή των µαθητών στις δραστηριότητες που 

διαπραγµατεύτηκαν σαν αποτέλεσµα του συνδυασµού, της δικής µας 

διδακτικής παρέµβασης και του µαθήµατος που έγινε στο σχολείο.   

Στόχος των συνεντεύξεων ήταν να αποκτήσουµε µια πληρέστερη εικόνα 

του επιπέδου  κατανόησης των µαθητών και µε την ανάλυση που αναφέραµε 

εξήχθησαν τα αποτελέσµατα της έρευνας. 
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3.10 Κύρια σηµεία του 3ου κεφαλαίου 

Στο κεφάλαιο αυτό συζητήθηκε η µεθοδολογία µε την οποία σχεδιάστηκε 

η παρούσα έρευνα µε σκοπό να υποστηρίξει και να απαντήσει το ερευνητικό 

ερώτηµα.  Συνοπτικά: 

• Υπενθυµίσαµε το θεωρητικό πλαίσιο στο  οποίο στηρίχτηκε η 

διδακτική µας παρέµβαση, όπως περιγράφηκε στο προηγούµενο 

κεφάλαιο. 

• Επισηµάναµε ξανά τις παιδαγωγικές αρχές µε τις οποίες σχεδιάσαµε 

τη διδασκαλία µας και τους στόχους που θέλουµε να επιτύχουµε. 

• Αναφέραµε τον τρόπο µε τον οποίο γίνεται η διδασκαλία του 

Πυθαγορείου θεωρήµατος, στο υπάρχον αναλυτικό πρόγραµµα του 

σχολείου. Τις προϋπάρχουσες έρευνες που έχουν προηγηθεί αυτής 

της έρευνας, την πιλοτική έρευνα που εφαρµόσαµε και µας οδήγησε 

στον τελικό σχεδιασµό και στην επιλογή των εργαλείων. 

• Το µεθοδολογικό σχέδιο της έρευνας και τα µεθοδολογικά εργαλεία 

που χρησιµοποιήσαµε στις φάσεις της έρευνας. 

• Παρουσιάσαµε τους σκοπούς και τις διαδικασίες κάθε φάσης της 

έρευνας αναλυτικά. 

• Στην παρούσα έρευνα υιοθετήθηκε τόσο η ποιοτική όσο και η 

ποσοτική ανάλυση των αποτελεσµάτων και η οποία παρουσιάζεται 

στην τελευταία ενότητα.  

Στο επόµενο κεφάλαιο παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα των 

3 φάσεων της έρευνας (διδασκαλία, αξιολόγηση, συνεντεύξεις) µε σκοπό να 

συζητήσουµε και να επιχειρήσουµε κάποια συµπεράσµατα στο τελευταίο 

κεφάλαιο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο :  Αποτελέσµατα 
 

 

Στο κεφάλαιο αυτό αναφέρουµε τα αποτελέσµατα της έρευνάς µας στις 

τρείς φάσεις της, τη διδασκαλία, την αξιολόγηση και τις συνεντεύξεις. Στο 

πρώτο µέρος παρουσιάζουµε χαρακτηριστικά κοµµάτια που συλλέξαµε από 

την αποµαγνητοφώνηση της διδασκαλίας µας. Στο δεύτερο µέρος 

παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα της αξιολόγησης όπως µας τα έδωσε η 

στατιστική ανάλυση µε πίνακες και διαγράµµατα. Στο τελευταίο µέρος 

παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα των συνεντεύξεων ανά δραστηριότητα, για 

τις τρείς οµάδες που χωρίσαµε τους µαθητές και από τα δύο τµήµατα. 

 

 

4.1 ∆ιδασκαλία 

Στην 1η ενότητα επιτεύχθηκαν ο στόχοι της παρέµβασής µας στην τάξη, 

που ήταν σε πρώτο στάδιο, να αναγνωρίσουν και να ονοµάσουν οι µαθητές, 

τη γωνία που σχηµατίζει το νήµα της στάθµης µε την επιφάνεια του 

χρωµατισµένου υγρού, να µεταφέρουν αυτή τη φυσική καθετότητα σε ένα 

τριγωνικό πλαίσιο που σχηµατίζεται από ξύλινες ράβδους και να επιτύχουν 

µια πρώτη ποιοτική σχέση υποτείνουσας - καθέτων πλευρών. Παρακάτω 

έχουµε το απόσπασµα: 

Ερευνητής:  Έχουµε κρεµάσει µε ένα νήµα ένα βαρίδι και από κάτω 

υπάρχει ένα χρωµατισµένο υγρό. Μπορεί κάποιος να µου βρει τι 

γωνία σχηµατίζει το νήµα που κρέµεται το βαρίδι µε την επιφάνεια του 

υγρού;  

Μαθητής: Ορθή 

Ε.: Ορθή! γωνία. Μάλιστα. Ποιές θα είναι οι πλευρές αυτής της 

γωνίας;  

Μ.: Είναι το νήµα [δείχνει µε το χέρι κατακόρυφα] και η επιφάνεια του 

νερού και µία που δεν .... 

Ε.: Ποιά είναι η .....Πώς λέγεται η γωνία που σχηµάτισες; Ποιά είναι 

εδώ η γωνία; 

[∆είχνει] 

Ε.: Και είναι; 

Μ.: Ορθή 
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Ε.: Ορθή! Για να δούµε, κλείνει το τρίγωνο; [κρατάει στο χέρι του το 

ξύλο 4]. ∆ε φτάνει ε; Αυτό το ξυλάκι δε φτάνει για να κλείσει το 

τρίγωνο. Μήπως πρέπει να το αλλάξουµε; 

[το κορίτσι παίρνει το ξύλο 5 και το δοκιµάζει για τρίτη πλευρά για να 

σιγουρευτεί ότι κλείνει το τρίγωνο, οπότε το βάζει στη θέση της 

υποτείνουσας και το αγόρι βάζει το ξύλο 4 παράλληλα στον τοίχο]. 

 
Σχ.4. 12: Οι δραστηριότητες των παιδιών µε τις ξύλινες ράβδους 

 

Ε.: Μάλιστα. Κλείνει το τρίγωνο.  Πώς λέγεται αυτό το τρίγωνο; 

Μ.: Ορθογώνιο τρίγωνο. 

Ε.: Γιατί; 

Μ.: Γιατί έχει ορθή γωνία. 

Ε.: Έχει µια ορθή γωνία, η οποία είναι ποιά; 

[δείχνει τη γωνία τοίχος-δάπεδο] 

Ε.: Αυτή! Ωραία! Αυτό το ... αυτή η πλευρά που βρίσκεται απέναντι 

από την ορθή γωνία, πώς λέγεται; 

Μ.: Υποτείνουσα; 

Ε.: Υποτείνουσα! Και οι πλευρές της ορθής γωνίας, πώς λέγονται; 

Μ.: Κάθετες 

Ε.: Ωραία! Για να δούµε τώρα. Προφανώς προηγουµένως που δεν 

έκλεινε το τριγωνάκι, σηµαίνει ότι κάποιο ξύλο έχει συγκεκριµένη 

θέση; από αυτά τα τρία. 

Μ.: Ναι 

Ε.: Ποιά είναι αυτή η θέση που πρέπει να έχει δηλαδή; 

Μ.: Ήταν µεγαλύτερο από την πλευρά, δηλαδή η υποτείνουσα πρέπει 

να είναι µεγαλύτερη από τις άλλες 

Μ.: Και πρέπει να είναι απέναντι από την ορθή γωνία.  

Στο επόµενο στάδιο, σκοπεύουµε να συνδέσουν το µήκος της ράβδου 5 

µε το είδος της περιεχόµενης γωνίας των πλευρών 3 και 4 όταν αυτή γίνεται 
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οξεία και αµβλεία αντίστοιχα και να δοκιµάζουν αυτή την αλλαγή στα τρίγωνα 

που έχουν φτιάξει στα θρανία τους. Εύκολα διαπιστώνουν µε τη βοήθεια 

αυτών των  χειραπτικών υλικών τι συµβαίνει σε κάθε περίπτωση. Έτσι 

επιτυγχάνεται και εδώ ο στόχος που έχουµε, τα ξυλάκια να αποτελέσουν τα 

πραξιακά πρότυπα από τον «πραγµατικό κόσµο» του Husserl και να δώσουν 

νόηµα στην έννοια που διαπραγµατεύονται οι µαθητές. Έχουµε το 

απόσπασµα: 

Ερευνητής: Βλέπουµε το τρίγωνο που έφτιαξαν εδώ πριν, οι 

συµµαθητές σας. Να χαλάσουµε λίγο την ορθή γωνία. Τι εννοώ να τη 

χαλάσουµε; Να την κάνουµε ή πιο κλειστή ή πιο ανοικτή. Και να το 

δοκιµάσετε κι εσείς στο δικό σας τρίγωνο. Να την κλείσουµε! Την 

κλείνω τη γωνία. Τι γωνία σχηµατίζεται; 

Μαθητής: Οξεία 

Ε.: Οξεία! Να δοκιµάσουµε το τρίτο ξυλάκι για το αν κλείνει την 3η 

πλευρά. ... Τι παρατηρούµε; 

Μ.: ∆εν κλείνει 

Ε.: Τι είναι το ξύλο αυτό; 

.... 

Ε.: Μεγαλύτερο. Περισσεύει δηλαδή. Η πλευρά λοιπόν αυτού του 

τριγώνου, σε σχέση µε το 5, τι θα ήταν; 

.... 

Ε.: Αυτό είναι 5! [το δείχνει] Η πλευρά λοιπόν αυτού του τριγώνου σε 

σχέση µε το 5 τί θα ήταν; 

Μ.: Μικρότερη 

Ε.: Μικρότερη! Ωραία, δείτε το κι εσείς στα τριγωνάκια που έχετε 

φτιάξει. Κλείστε τη γωνία σας ....  

[∆οκιµάζουν] 

Ε.: και βλέπετε ότι το ξυλάκι 5 περισσεύει; 

Ε.: Ωραία! Ανοίγω τη γωνία. Θα το πάµε πιο µπροστά για να 

µπορούµε να την ανοίξουµε αρκετά. [ένας µαθητής δοκιµάζει ήδη και 

ανοίγει τη γωνία]. Την ανοίγω τη γωνία! Το βλέπουµε όλοι; Τι γωνία 

σχηµατίζεται; 

Μ.: Αµβλεία 

Ε.: Αµβλεία! ∆οκιµάζω πάλι το τρίτο ξύλο, να δούµε αν κλείνει το 

τρίγωνο. Τι βλέπω; 

Μ.: Είναι µικρότερο από την αµβλεία γωνία.....την πλευρά της 

αµβλείας γωνίας 
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Ε.: ∆εν φτάνει για να κλείσει το τρίγωνο.  Άρα η πλευρά αυτού του 

τριγώνου, αν θέλαµε να το σχηµατίσουµε, σε σχέση µε το 5 τί είναι; 

Μ.: Μεγαλύτερη 

Ε.: Μεγαλύτερη! Πολύ ωραία! Το βλέπετε και εσείς στα δικά σας 

τριγωνάκια; Για δοκιµάστε το και εκεί να το δείτε όλοι πιο κοντά και 

καλά.  Ανοίξτε τη γωνία για να δείτε ότι το 5 δεν φτάνει τώρα.  

 
Σχ.4. 13: Τα παιδιά δοκιµάζουν 

Στην επόµενη ενότητα στόχος µας είναι οι µαθητές να προτείνουν 

τριάδες και να δοκιµάσουν τις εικασίες τους. Είχαµε υποθέσει, από τα 

ευρήµατα της πιλοτικής διδασκαλίας, ότι οι µαθητές θα προτείνουν τις τριάδες 

6-7-8, 6-8-10 ή κάτι παρόµοιο. Στην περίπτωσή µας οι µαθητές πρότειναν την 

τριάδα 2-3-4 (βλ. παρακάτω στο απόσπασµα) και την τριάδα 12-16-20, 

επειδή κάποιοι είχαν ήδη φτιάξει µε τα ξυλάκια στο θρανίο τους το τρίγωνο 6-

8-10. Κατόπιν πρότειναν και την τριάδα 9-12-15. 

Στο σηµείο αυτό να υπενθυµίσουµε τον ισχυρισµό των Lappas και 

Spyrou (2006) ότι η αντίληψη της κατακορύφου, του ορίζοντα και της 

οµοιότητας και οι λειτουργίες που συνδέονται µε αυτές τις µορφές, πρωτίστως 

µέσω των αριθµών και κατόπιν µέσω της λογικής, οδήγησαν στα πρώτα 

αποτελέσµατα της γεωµετρίας. 

Οι µαθητές δοκίµασαν τις εικασίες τους χρησιµοποιώντας τα ξυλάκια 

που είχαν στα θρανία τους και κατόπιν στο σχήµα που υπήρχε στο φύλλο 

εργασίας (βλ. Σχ.3.8, §3.7.2.2). Μ’ αυτόν τον τρόπο η διαδικασία της 

καθετότητας «πέρασε» στο χαρτί και στη διαδικασία της µέτρησης, 

µετατρέποντας τις ποιοτικές ανακαλύψεις της προηγούµενης ενότητας σε 

ποσοτικές. Η διαδοχική µετάβαση από τη χρήση των πραξιακών προτύπων 

στη χρήση των αριθµητικών προτύπων όπως είναι οι τριάδες  είναι σύµφωνη 

µε τις παιδαγωγικές αρχές των  Harel και Tall (1991) που ισχυρίζονται ότι µια 

διδακτική αλληλουχία κατάλληλων προτύπων µπορεί να βοηθήσει τους 

µαθητές στη µετάβασή τους στην τυπική αφαίρεση. 
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Ένα χαρακτηριστικό απόσπασµα της διδασκαλίας σ’ αυτή την ενότητα 

είναι: 

Ερευνητής: Αν έχω λοιπόν ένα τρίγωνο µε πλευρές 3, 4 και 5 , αυτό 

είναι ορθογώνιο. Ωραία! Μπορούµε να βρούµε άλλους 3 ακέραιους 

που τα µήκη, να είναι µήκη πλευρών τριγώνου και να είναι κι αυτό 

ορθογώνιο; Για πες µου! 

Μαθητής: 2-3-4 

Ε.: 2-3-4; Πώς το σκέφτηκες; 

Μ.: Επειδή είπαµε ότι κατ’ αρχήν η υποτείνουσα είναι µεγαλύτερη, ... 

Ε.: Ναι! 

Μ.: και βρίσκεται στη σειρά, 3-4-5 

Ε.: Όπως είναι το 3-4-5, είναι το 2-3-4. Έεε.. άλλος θέλει να πει κάτι 

άλλο;  

Μ.: Θα µπορούσαµε να πούµε και 6-7-8. 

Ε.: Για ποιό λόγο; 

Μ.: Επειδή όπως είπαµε η υποτείνουσα θα’ ναι η µεγαλύτερη, άρα το 

8, και οι άλλες δύο θα σχηµατίζουν την ορθή γωνία, εφόσον είναι στη 

σειρά. [σχηµατίζει µε τα χέρια της την ορθή γωνία] 

 
Σχ.4. 14: Η µαθήτρια ενισχύει την υπόθεσή της µε χειρονοµίες 

 
Ε.: Και τα πάµε πάλι µε την ίδια σειρά, απλώς εσύ πήγες παραπάνω, 

ενώ εσύ πήγες πιο κάτω. Κάποιοι δοκιµάσανε και κάτι πριν µε τα 

ξυλάκια. Κάποιος µου είπε πριν ότι έφτιαξε το 6-8-10. Κάποιος δεν το 

έφτιαξε; 

Μ.: Εγώ! 

Ε.: Ωραία! Λοιπόν οι µισοί θα δοκιµάσετε να φτιάξετε µε τα ξυλάκια το 

2-3-4, και οι άλλοι µισοί το 6,8, και 10.  

[∆οκιµάζουν] 

Μ.: ∆ε βγαίνει! 

Μ.: ∆ε βγαίνει! 
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Μ.: ∆ε βγαίνει! 

 
Σχ.4. 15: Τα τρίγωνα µε τα ξυλάκια 2-3-4 και 6-8-10 
 

Ε.: Εδώ; το φτιάξατε; Το 6-8-10, σχηµατίζεται ακριβώς; [το έχουν 

φτιάξει]. Ποιό λέτε να είναι; Το 2-3-4 αποτελούν πλευρές ορθογωνίου 

τριγώνου; 

Μ.: Όχι  

Ε.: Όχι!, το 6-8-10; 

Μ.: Ναι 

Ε.: Μπορούµε να το διαπιστώσουµε και µε κάποιο άλλο τρόπο να 

είµαστε ακόµα πιο σίγουροι, µε βάση αυτά που κάναµε 

προηγουµένως; 

Μ.: Για το 6-8-10 είµαστε πιο σίγουροι επειδή από αυτούς τους 

αριθµούς που µας έχετε δώσει πριν, αυτά είναι το διπλάσιο. [και µε τα 

χέρια δείχνει να µεγαλώνει] 

Τότε τους προτείναµε είτε να πάρουµε το τρίγωνο που είχαν 

κατασκευάσει και να το τοποθετήσουµε δίπλα στο βαρίδι που ισορροπεί, 

πράγµα που κάναµε, είτε να δοκιµάσουν να τοποθετήσουν το ξυλάκι 5 µέσα 

σ’ αυτό το τρίγωνο και να δουν αν ταιριάζει. Πράγµατι δύο από τα παιδιά το 

δοκίµασαν φτιάχνοντας µάλιστα το τρίγωνο 3-4-5 «µέσα» στο τρίγωνο 6-8-10. 

 
Σχ.4. 16: ∆οκιµές για το αν το τρίγωνο 6-8-10 είναι ορθογώνιο. 
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Κατόπιν τους ζητήσαµε να δοκιµάσουν να σχεδιάσουν στην 

δραστηριότητα του φύλλου εργασίας τα τρίγωνα µε κάθετες πλευρές 9-12 και 

έπειτα 5-12 χρησιµοποιώντας τους βαθµολογηµένους άξονες που είχαµε 

σχεδιάσει για αυτό το λόγο και να µετρήσουν µε τους χάρακες τις τρίτες 

πλευρές τους. Το αποτέλεσµα ήταν να  διαπιστώνουν µόνοι τους,  ότι αυτές 

έχουν πράγµατι µήκος 15 και 13 αντίστοιχα µε τη διαδικασία της µέτρησης. 

 
Σχ.4. 17: Τα παιδιά σχηµατίζουν τα τρίγωνα 9-12-15 και 5-12-13 στο σχήµα του  

φύλλου εργασίας 

Τέλος στην τελευταία ενότητα θέλουµε µε τη βοήθεια των τετράγωνων 

αριθµών που τους θεωρούµε κατάλληλο γεωµετρικό πρότυπο αφού συνδέουν 

µια γεωµετρική αναπαράσταση των φυσικών αριθµών µε την έννοια του 

εµβαδού, να οδηγηθούν οι µαθητές στη διατύπωση της επαγωγικής αλήθειας 

α2 = β2 + γ2 . Μ’ αυτόν τον τρόπο οι µαθητές θα έχουν µετατρέψει σταδιακά, 

την υποκειµενική εµπειρία της καθετότητας στην αντικειµενική µαθηµατική 

ιδέα του ορθογωνίου τριγώνου επαναδραστηριοποιώντας την 

εξαντικειµενίκευσή του. 

Έχοντας ακούσει οι µαθητές του τµήµατος παρέµβασης την έννοια των 

τετράγωνων αριθµών στην εισαγωγική φάσης της έρευνας (βλ. §3.7.1), η 

έννοια και ο τρόπος παραγωγής αυτών των αριθµών ενσωµατώθηκε οµαλά 

στη διερεύνηση που κάναµε µε τη δραστηριότητα 4 του φύλλου εργασίας (βλ. 

Σχ.3.8, §3.7.2.2) Χαρακτηριστικό είναι το παρακάτω απόσπασµα διαλόγων: 

Ερευνητής: Θυµάται κανείς, έχει ακούσει πώς µπορούµε να 

αναπαριστούµε τους φυσικούς αριθµούς µε έναν άλλο τρόπο;  

... 

Ε.: Κάτι είχατε πει µε την καθηγήτριά σας, στις επαναλήψεις στην 

αρχή...., µε σχήµατα .... Σας είχε πει κάτι.... 

Μαθητής: Μήπως εννοείται µε τους τετραγωνικούς αριθµούς; 

Ε.: ∆ηλαδή...Για πες µου, αν κάνω αυτό το τετραγωνάκι, αυτός είναι 

ποιός αριθµός;  
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Μ.: Το 4 

Ε.: Ο 4! Τι παρατηρώ; Αυτό είναι ένα τετραγωνάκι που η πλευρά του 

είναι; 

Μ.: Η πλευρά του είναι 2. 

Ε.: Αυτή και αυτή είναι 2. Ποιόν επόµενο τετραγωνικό µπορώ να 

φτιάξω; το ...; 

Μ.: Το 9 

Ε.: Πώς το βρίσκουµε; 

Μ.: Λέµε είναι 23 ...... 

Ε.: Είναι, πόσο είναι η πλευρά του; 3. 

Μ.: Ο 8, δηλαδή ... 

Ε.: Με 4 ψηφίδες; ∆ε πρέπει να έχει παντού 4; Και είναι ποιός 

αριθµός; 

Μ.: Το 16 

Ε.: Πόσο είναι η πλευρά αυτού; 

Μ.: 4 

Ε.: Ο επόµενος θα είναι;  

Μ.: 25. Είναι 5 και είναι ο 25.  

Ε.: Είναι 5 και είναι ο αριθµός 25, ας φτιάξουµε και έναν ακόµα. Θα 

είναι ... 

Μ.: 36 

 
Σχ.4. 18: Οι πρώτοι τετράγωνοι αριθµοί όπως γράφτηκαν στον πίνακα µε την  

υπόδειξη των µαθητών. 

Αφού γράψαµε στον πίνακα τους πρώτους τετράγωνους αριθµούς ώστε 

να θυµηθούν όλοι οι µαθητές τον τρόπο παραγωγής τους, τους ζητήσαµε να 

αντιστοιχίσουν σε κάθε µία από τις πλευρές 3, 4 και 5 του ορθογωνίου 

τριγώνου τον κατάλληλο τετράγωνο αριθµό και να συµπληρώσουν έναν 

πίνακα στο φύλλο εργασίας. Έχουµε ισχυριστεί στο σχεδιασµό της 

διδασκαλίας µας, ότι οι τετράγωνοι αριθµοί ενσωµατώνουν τόσο την 

αριθµητική όσο και τη γεωµετρική αναπαράσταση των Τριάδων. Εποµένως, 
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µε τη συγκεκριµένη δραστηριότητα επιδιώκαµε, οι µαθητές µέσω της διπλής 

αυτής αναπαράστασης των τετράγωνων αριθµών, κατ’ αρχήν να συνδέσουν 

µε κάποιο τρόπο το µαθηµατικό αντικείµενο «ορθογώνιο τρίγωνο» µε τη 

µαθηµατική έννοια «τετράγωνοι αριθµοί».  

Ερευνητής: Λοιπόν βλέπουµε ότι έχουµε το τρίγωνο µε πλευρές 3-4 

και 5, πείτε µου, στον αριθµό 3, στην πλευρά 3, ποιός από τους 

τετραγωνικούς που έχουµε γράψει, ταιριάζει; 

Μαθητής: Το 9; 

Ε.: Το 9! Γιατί; 

Μ.: Γιατί είναι τρείς, τρείς εννιά, .. 

Ε.: Ή για ποιό λόγο; 

Μ.: 23 

Ε.: Όχι 23 , 23 κάνει 8. Η πλευρά του τετραγωνικού αριθµού είναι 3.  

Ε.: Ωραία κάντε κι εσείς µε τελίτσες αυτούς τους αριθµούς και γράψτε 

δίπλα τις ψηφίδες που χρειαζόµαστε, τις τελείες που χρειαζόµαστε.  

Στο 4 ποιός τετραγωνικός αριθµός ταιριάζει; 

Μ.: 16 

Ε.: Και στο 5; 

Μ.: 25 

Ε.: Ωραία! Φτιάξτε τους,  τους τετραγωνικούς αριθµούς, και δίπλα 

γράφουµε και τον αριθµό των ψηφίδων, αυτό που είπατε, το 9, 16 και 

25. 
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Σχ.4. 19: Οι τετράγωνοι αριθµοί όπως συµπληρώθηκαν στο φύλλο εργασίας των 

µαθητών 

Στη συνέχεια ανακαλύπτοντας µε ποιόν τρόπο συνδέονται οι σχηµατικοί 

αριθµοί µε τις τριάδες και τα µήκη των πλευρών ενός τριγώνου, θέλουµε οι 

µαθητές, να καταλήξουν σε έναν κανόνα που να ισχύει στο συγκεκριµένο ή 

στα συγκεκριµένα τρίγωνα και τελικά να γενικεύεται σε όλα τα ορθογώνια 

τρίγωνα. Όπως φαίνεται από το παρακάτω απόσπασµα, οι µαθητές 

κατάφεραν να βρουν τη σχέση που ζητούσαµε και να διατυπώσουν έναν 

λεκτικό κανόνα. 

Ερευνητής: Μπορείτε να βρείτε τώρα τί, ποιά σύνδεση µπορεί να 

έχει, να υπάρχει ανάµεσα στους αριθµούς 9, 16 και 25; Βλέπετε να 

υπάρχει κάποια σχέση;  

Μαθητής: Αν προσθέσουµε το 9 και το 16 θα µας βγάλει 25. 

Ε.: 9 λες συν 16 ίσον 25. Μάλιστα! Να το γράψουµε να το δούµε. Να 

το δούµε και στα υπόλοιπα τριγωνάκια χωρίς να κάνουµε τελείες πάλι. 

Στο 6 ποιός αριθµός ταιριάζει; 

Μ.: 36  

Ε.: Στο 8; 

Μ.: Το 64. 

Ε.: Ωραία! στο 10; 
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Μ.: Το 100 

Ε.: Μ’ αυτούς τους αριθµούς, ποιά σχέση, ποιά σχέση τους συνδέει;  

Μ.: Αν προσθέσουµε το 36 και το 64 µας κάνει 100. 

Ε.: Πάλι 36+64=100, επιβεβαιώνεται αυτό που βρήκαµε. Εεε, το ίδιο 

και στα επόµενα; 

Ε.: 9! στο 9 ποιός ταιριάζει; 

Μ.: το 81 

Ε.: Στο 12; 

... 

Ε.: 144, θα το πω εγώ, δεν πειράζει. 

Ε.: Στο 15;  

.... 

Ε.: 225. Ισχύει το ίδιο; 

Μ.:...Ναι 

Ε.: Και στο 5-12-13, µια τελευταία επαλήθευση. Στο 5 

Μ.: Το 25 [όλοι µαζί] 

Ε.: Στο 12 

Μ.: Το 144  

Ε.: Στο 13; 

Ε.: 169!, δεν πειράζει, τα λέω εγώ. Ωραία! ισχύει πάλι; 

Μ.: 25+144, 169; 

Ε.: Μπορεί λοιπόν κάποιος, αυτό που διαπιστώσαµε, να το πει µε 

λόγια για να γυρίσουµε και στην επόµενη σελίδα και να το 

συµπληρώσουµε µε λόγια;  

Μ.: Το πλήθος των ψηφίδων  

..... 

Ε.: ναι!  

Μ.: της υποτείνουσας; 

Ε.: ναι!  

Μ.: άρα .. αν λέγαµε ότι, αν οι κάθετες πλευρές εε στο τετράγωνο µας 

δίνουν το πλήθος των ψηφίδων της υποτείνουσας. 

Ε.: Ναι. Θα το φτιάξετε λίγο ακόµα;  

Μ.: στο τετράγωνο [συµπληρώνει η µαθήτρια που µίλησε 

προηγουµένως] 

Ε.: για να το γράψουµε;...Ωραία! Γυρίστε λοιπόν σελίδα να το 

συµπληρώσετε... 
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Σχ.4. 20: Η πρόταση που συµπλήρωσε µία µαθήτρια 
 

Στο τέλος αφού γράψαµε στον πίνακα τα συµπεράσµατα στα οποία είχε 

καταλήξει η κοινότητα της τάξης, για να γενικεύσουµε τα συµπεράσµατα αυτά, 

σχηµατίσαµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες πλευρές «β» και «γ» και 

υποτείνουσα «α» και ζητήσαµε από τους µαθητές να µετατρέψουν το λεκτικό 

κανόνα που είχαν βρει προηγουµένως σε µια σχέση µε µαθηµατικά σύµβολα. 

Ερευνητής: Να το δούµε και µε µαθηµατικά σύµβολα γενικά; Αυτό 

που είπαµε µε λόγια; Για να δούµε και αυτό. 

Ε.: Αν έχω ένα ορθογώνιο τρίγωνο και στην υποτείνουσα βάλουµε α, 

στις κάθετες πλευρές β και γ, αυτό που βρήκαµε πριν µε τους 

συγκεκριµένους αριθµούς και είπαµε µε λόγια, πώς θα το πούµε; 

Μαθητής: α στη δευτέρα 

Ε.: Ναι!  

Μ.: ίσον β στη δευτέρα και γ στη δευτέρα!. 

Ε.: Πες το να το ακούσουνε πάλι όλοι! 

Μ.: α2=β2+γ2 

Ε.: Συµπληρώστε το και αυτό στην τελευταία ερώτηση. 

 
Σχ.4. 21: Η επαγωγική σχέση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος 
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4.2 Αξιολόγηση 

Τα αποτελέσµατα των απαντήσεων των µαθητών στο Ερωτηµατολόγιο 

αξιολόγησης, εξετάστηκαν σε συνδυασµό µε το βαθµό που πήραν οι µαθητές 

στο σχεδιασµένο από την καθηγήτριά τους τεστ του σχολείου τους και ήταν 

ανεξάρτητο από τη δική µας διδακτική παρέµβαση. Η σύγκριση των δύο 

τµηµάτων έγινε σε 3 επίπεδα. 

Στο 1ο επίπεδο συγκρίναµε τα δύο τµήµατα µε τον ακριβή έλεγχο Fisher, 

ως προς τις απαντήσεις τους σε σωστές και λάθος. Βρέθηκε στατιστικά 

σηµαντική διαφοροποίηση υπέρ του τµήµατος ελέγχου στην ερώτηση 2 

(p=0.001, phi=0.574), στην ερώτηση 10 (p=0.023, phi=0.398) και υπέρ του 

τµήµατος παρέµβασης στην ερώτηση 12 (p=0.031, phi=-0.386) του 

Ερωτηµατολογίου αξιολόγησης. Παρακάτω βλέπουµε σε πίνακες τις 

απαντήσεις αναλυτικά των 2 τµηµάτων στις συγκεκριµένες ερωτήσεις και τα 

σχετικά διαγράµµατα.  

 

Question 2 * Class Crosstabulation 

Count 

Class  

τµήµα 

παρέµβασης 

τµήµα  

ελέγχου 

Total 

A 5 4 9 

B 2 13 15 

C 6 0 6 
Question 2 

D 4 2 6 

Total 17 19 36 

Πίνακας 4. 1: Οι απαντήσεις στην 2η ερώτηση 
 

 
Σχ.4. 22: Το διάγραµµα της 2ης ερώτησης 
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Question 10 * Class Crosstabulation 

Count 

Class  

τµήµα 

παρέµβασης 

τµήµα  

ελέγχου 

Total 

A 10 3 13 

B 4 12 16 

C 2 1 3 
Question 10 

D 1 3 4 

Total 17 19 36 

Πίνακας 4. 2: Οι απαντήσεις στην 10η ερώτηση 
 
 
 

 
Σχ.4. 23: Το διάγραµµα της 10ης ερώτησης 
 
 
 

Question 12 * Class Crosstabulation 

Count 

Class  

τµήµα 

παρέµβασης 

τµήµα  

ελέγχου 

Total 

B 1 5 6 

C 1 3 4 

D 0 1 1 
Question 12 

E 15 10 25 

Total 17 19 36 

Πίνακας 4. 3: Οι απαντήσεις στη 12η ερώτηση 
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Σχ.4. 24: Το διάγραµµα της 12ης ερώτησης 
 

Η 12η ερώτηση (βλ. §3.7.3.5) αφορά το χαρακτηρισµό µιας γωνίας βάσει 

οπτικού ή αριθµητικού ερεθίσµατος ή βάσει της αυθεντίας του δασκάλου. Οι 

µαθητές του τµήµατος παρέµβασης επέλεξαν σωστά την «Ε» επιλογή 

εφαρµόζοντας Πυθαγόρειο θεώρηµα, ενώ οι µαθητές του τµήµατος ελέγχου 

έδωσαν 5 απαντήσεις (επιλογή «Α») βάσει του σχήµατος. 

Τα αποτελέσµατα της παραπάνω ανάλυσης µας οδήγησαν στο να 

επιλέξουµε τις συγκεκριµένες δραστηριότητες στη διαδικασία των 

συνεντεύξεων όπως αναφέραµε και στην §3.8.4.  

Σε 2ο επίπεδο, έγινε σύγκριση των τµηµάτων, πάλι µε τον έλεγχο Fisher 

ως προς το µοτίβο των απαντήσεών τους. ∆ηλαδή, στα ερωτήµατα που οι 

απαντήσεις ήταν λάθος, αν ήταν λάθος διαφορετικού τύπου ή όχι. ∆εν 

προέκυψε καµία στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση των δύο τµηµάτων στο 

σύνολο των απαντήσεων, παρά µόνο στην ερώτηση 11 (p=0.042, phi=0.507), 

υπέρ του τµήµατος ελέγχου. 

Παρακάτω έχουµε τον πίνακα µε τις απαντήσεις αναλυτικά των δύο 

τµηµάτων στην συγκεκριµένη ερώτηση και το διάγραµµα από όπου φαίνεται 

ότι οι µαθητές του τµήµατος παρέµβασης στις λάθος απαντήσεις τους 

επιλέγουν µόνο τις επιλογές Α και Β, ενώ στο τµήµα ελέγχου έχουν ένα 

µεγαλύτερο εύρος απαντήσεων. 



-- 92 -- 

 

Question 11 * Class Crosstabulation 

Count 

Class  

τµήµα 

παρέµβασης 

τµήµα  

ελέγχου 

Total 

A 4 5 9 

B 5 0 5 

C 8 10 18 

D 0 2 2 

Question 11 

E 0 2 2 

Total 17 19 36 

Πίνακας 4. 4: Οι απαντήσεις στην 11η ερώτηση 
 

 

 
Σχ.4. 25: Το διάγραµµα της 11ης ερώτησης 
 

Τέλος στο 3ο και τελευταίο επίπεδο, έγινε σύγκριση των δύο τάξεων µε 

τον έλεγχο Mann-Whitney και ελέγξαµε (βλ. Πίνακας 4.5), αν υπάρχει 

συσχέτιση: 

α) της συνολικής επίδοσης στο ερωτηµατολόγιο αξιολόγησης και στο 

σχολικό τεστ, από την οποία δεν προέκυψε στατιστικά σηµαντική 

διαφοροποίηση (U=135, p>0.05, r=0.14). 

β) της επίδοσης συνολικά στα 11 ερωτήµατα του Ερωτηµατολογίου 

αξιολόγησης. Εδώ υπήρξε µια στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση υπέρ του 

τµήµατος ελέγχου και αυτό εξηγείται από τη στατιστικά σηµαντική διαφορά 

που εµφάνισαν τα δύο τµήµατα περισσότερο στην ερώτηση Q2 και λιγότερο 

στην ερώτηση Q10 (U=97, p=0.037, r=0.35). 
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γ) της επίδοσης των δύο τµηµάτων στο τεστ του σχολείου τους από 

όπου επίσης δεν προέκυψε στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση (U=129, 

p>0.05, r=0.13). 

 
Τµήµα ελέγχου Τµήµα παρέµβασης 

Mean 6.59 7.05 
Median 6 7 
Mode 6 7 
Min 5 4 
Max 12 12 

α) Συνολική 
επίδοση 

Inter a (U = 135, ns, r = 0.14)b 
Mean 4.76 5.68 
Median 4 6 
Mode 4 6 
Min 3 3 
Max 10 10 

β) Επίδοση στα 11  
ερωτήµατα 

Inter (U = 97, p = 0.037, r = 0.35) 
 a: Inter-group comparisons 

b :Mann Whitney U test 
Mean 14.16 12.39 
Median 15 15 
Mode 20 15 
Min 5 2 
Max 20 20 

γ) Τεστ του 
σχολείου 

Inter a (U = 129, ns, r = 0.13)b 
 

a: Inter-group comparisons 
b :Mann Whitney U test 

Πίνακας 4. 5: Συγκρίσεις µε τον έλεγχο Mann Whitney 
 

Ερµηνεύοντας τα παραπάνω αποτελέσµατα βλέπουµε ότι τα δύο 

τµήµατα διαφέρουν, αλλά όχι στατιστικά σηµαντικά (U=129, ns, r=0.13)  στο 

βαθµό που πήραν στο τεστ του σχολείου (µέσες βαθµολογίες 14.16 και 12.39 

αντίστοιχα, επικρατούσα τιµή 20 και 15 αντίστοιχα), όµως η συνολική επίδοση 

στο τεστ του σχολείου (U=135, ns, r=0.14) και στο ερωτηµατολόγιο 

αξιολόγησης (U=97, p=0.037, r=0.35) δεν φαίνεται να επηρεάζεται από αυτό. 

Ενδεχοµένως το τµήµα ελέγχου εµφανίζεται καλύτερο στο ερωτηµατολόγιο 

αξιολόγησης και η διαφοροποίηση αυτή προέρχεται περισσότερο από την 

ερώτηση Q2 και λιγότερο από την Q10. Φαίνεται πώς οι µαθητές του 

τµήµατος ελέγχου, έχουν πιο αλγοριθµική εικόνα σε σχέση µε τους αριθµούς, 

ενώ οι µαθητές του τµήµατος παρέµβασης κέρδισαν την ποιοτική σύνδεση 

πλευρών και γωνιών ενός ορθογωνίου τριγώνου, αλλά στις αριθµητικές 

σχέσεις είχαν µια γνωστική σύγκρουση. 
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4.3 Συνεντεύξεις 

Οι συνεντεύξεις ήταν ηµιδοµηµένες και διεξήχθηκαν ανά ζευγάρια. 

Αποτελούνταν από 4 δραστηριότητες εκ των οποίων, οι 2 πρώτες ήταν 

ερωτήσεις κλειστού τύπου (τύπου πολλαπλής επιλογής) τυπωµένες σε ένα 

φύλλο χαρτί για το κάθε παιδί του ζεύγους. Οι άλλες 2 δραστηριότητες 

απαιτούσαν τη συνεργασία των µαθητών για τη δηµιουργία ορθογωνίων 

τριγώνων µε ειδικά κατασκευασµένα ξυλάκια (βλ. § 3.7.4.3).  

Χωρίζουµε τα ζεύγη των µαθητών σε 3 οµάδες, τις Α, Β και Γ, ανάλογα 

µε το βαθµό που πήραν στο τεστ του σχολείου τους. Οµάδα Α είναι οι 

µαθητές µε άριστη επίδοση, οµάδα Β οι µαθητές µε µεσαία και οµάδα Γ, οι 

µαθητές µε χαµηλή επίδοση. Παρακάτω περιγράφουµε τα αποτελέσµατα ανά 

δραστηριότητα και ανά οµάδα.  

4.3.1 1η δραστηριότητα 

Στην 1η δραστηριότητα να θυµίσουµε ότι διερευνούµε την ερώτηση 10 

του ερωτηµατολογίου αξιολόγησης (βλ. §3.7.3.4), την οποία µας υπέδειξε η 

στατιστική ανάλυση.  

Οµάδα Α 

Με τα ζεύγη των µαθητών της οµάδας Α, το αποτέλεσµα της 1ης 

δραστηριότητας ήταν περίπου αναµενόµενο. ∆ηλαδή εύκολα βρήκαν τη 

σωστή απάντηση και ακολούθησαν το ίδιο σκεπτικό περίπου στην 

αιτιολόγησή τους. Η διαφορά όµως µε τα παιδιά του τιµήµατος παρέµβασης 

σε σχέση µε τα άλλα δύο ήταν, ότι οι πρώτοι, εύκολα αναγνώρισαν την 

Πυθαγόρεια τριάδα 5-12-13 καθώς επίσης ήταν από την αρχή της συζήτησης 

σίγουροι και οι δύο για την απάντησή τους. Εδώ βέβαια πρέπει να τονίσουµε 

ότι κατά τη διάρκεια της διδακτικής µας επέµβασης είχε γίνει µια παρόµοια 

δραστηριότητα µε τα ξυλάκια 3-4-5 από τους µαθητές στα θρανία τους. 

Εποµένως όπως αναφέρουµε και παραπάνω, στα αποτελέσµατα της 

διδασκαλίας µας, οι µαθητές φαίνεται πώς αναγνώρισαν την ποιοτική σχέση 

της τρίτης πλευράς µε την περιεχόµενη γωνία των  δύο πλευρών που είναι 

ίσες και στα δύο τρίγωνα. Παρακάτω έχουµε το απόσπασµα διαλόγων: 

Κορίτσι: Θέλετε να κυκλώσουµε κάτι; 

Ερευνητής: Ναι, ότι θέλετε. [Το κορίτσι κυκλώνει και µετά από λίγο 

και το αγόρι] 

Ε.: Ωραία. Ποιός θέλει να µου πει; Τι πιστεύετε ότι είναι αυτή η γωνία; 
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Αγόρι:  Είναι µικρότερη από 90 µοίρες. [Το κορίτσι συµφωνεί] 

Ε.: Ωραία. Γιατί το λέτε αυτό; 

Α.: Επειδή απέναντι από την ορθογώνια [εννοεί υποτείνουσα] και η 

υποτείνουσα πρέπει να είναι µικρότερη από 13 επειδή η κάθετη 

πλευρά από κάτω είναι 12.  

Ε.: Εεε, εσύ; 

Κ.:  Εγώ σκέφτηκα ότι εφόσον έχουµε δίπλα ορθογώνιο τρίγωνο που 

είναι 90 µοίρες η κάθετη, η ορθή γωνία και έχουµε την υποτείνουσα 

13, άρα εδώ εφόσον είναι οξεία γωνία σηµαίνει θα είναι κάτω από 90 

µοίρες άρα και η γωνία υποτείνουσα θα είναι µικρότερη από την 

αρχική, από τη 13 δηλαδή.  

Ε.: Αυτό λες και εσύ; 

Α.: Εεε ναι και µπορούµε ακόµα να κάνουµε µια πράξη που είναι 5 και 

12 δεν θα βγει 13, είναι µικρότερη. 

Ε.: Το θέµα είναι µου είπατε και οι δύο ότι είναι ορθογώνιο το τρίγωνο, 

το αριστερό. Πώς το ξέρετε; Γιατί το είπατε; Αυτό θέλω να καταλάβω. 

[Γέλια]  

Κ.:  Γιατί µπορούµε να το κάνουµε και µε την πράξη. Αν δηλαδή 

πάρουµε την υποτείνουσα και την υψώσουµε στη δευτέρα, θα µας 

βγάλει, είναι ίση µε το άθροισµα των δύο τετραγώνων. 

Ε.: Όταν είπατε πριν ότι είναι ορθογώνιο, είχατε κάνει την πράξη ή 

επειδή το είδατε ας πούµε ορθογώνιο, είπατε θα είναι εντάξει, οπότε 

συνεχίζω. 

Κ.:  Έχουµε κάνει αυτό το παράδειγµα στο µάθηµα. 

Ε.: Α! οπότε ξέρετε. 

Α.: Ναι 

Αντίθετα στο τµήµα ελέγχου, η µία µαθήτρια δεν απάντησε σωστά από 

την αρχή και χρησιµοποίησε λάθος συλλογιστική, ενώ βέβαια µετά 

συµφώνησε µε τη συµµαθήτριά της που της εξήγησε το συλλογισµό της. Οι 

µαθήτριες επίσης, χρειάστηκε να κάνουν το Πυθαγόρειο θεώρηµα για να 

διαπιστώσουν ότι το πρώτο τρίγωνο είναι ορθογώνιο µη αναγνωρίζοντας 

αµέσως την Πυθαγόρεια τριάδα 5-12-13. Παρακάτω έχουµε δύο 

χαρακτηριστικά αποσπάσµατα διαλόγων από τα δύο ζεύγη: 

Κορίτσι 1: να το κυκλώσουµε; 

Ερευνητής: ωραία, θέλω να µου πείτε τι απαντήσατε, πως το 

σκεφτήκατε. 

Κορίτσι 2: αν αυτή εδώ στο τρίγωνο είναι 13 η πλευρά αυτή, αν ήταν 

αυτή η γωνία Α, θα ....ήταν σαν να το έβλεπα λίγο.... 
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Ε.: ∆εν άκουσα τι είπες 

κ2.: µια στιγµή... αν έκλεινα αυτή την πλευρά θα µίκραινε η ... 

Ε.: άρα λες ότι είναι µικρότερη, αν κατάλαβα καλά ε; 

κ2.: ναι 

κ1.: εγώ θα απαντήσω µε διαφορετική λογική . ∆ηλαδή άµα αυτή είναι 

οξεία, αυτή πρέπει να είναι η υποτείνουσα, άρα θα είναι µεγαλύτερη 

από 13. 

Ε.: Για ποιό λόγο ... τώρα που άκουσες και την άποψη, άλλαξες 

γνώµη, εσύ άλλαξες γνώµη; 

κ1.: εγώ άλλαξα  

Ε.: εσύ, παραµένεις; 

κ2.: ναι 

Ε.: µάλιστα, εε, αν κατάλαβα καλά η γωνία είναι µικρότερη από τι, η 

άλλη τί είναι; είναι οξεία, είναι ορθή δεν κατάλαβα. 

κ2.: εγώ νοµίζω πώς η γωνία Α είναι 90 µοίρες. 

κ1.:  είναι ορθή 

Ε.: σίγουρα; πώς το βλέπουµε αυτό; πού το ξέρουµε; 

κ2.: να σηµειώσω κάτι; [παίρνει το µολύβι να γράψει κάτι] 

κ1.: µπορούµε να κάνουµε πυθαγόρειο θεώρηµα, ας πούµε 

132=52+122, θα δούµε αν τα αποτελέσµατα θα βγαίνουν ίδια τότε θα 

καταλάβουµε αν είναι ορθή και µετά θα δούµε και το άλλο τρίγωνο και 

θα καταλάβουµε. 

Ε.: Πριν που το σκεφτήκατε και απαντήσατε, είχατε κάνει πυθαγόρειο 

θεώρηµα; ή το κάνατε στο µυαλό σας, ή το σχήµα µοιάζει µε 

ορθογώνιο; 

κ2.: εντάξει 

κ1.: εγώ το έκανα µε το .. βλέποντάς το. 

Ε.: Με το µάτι! 

κ1.: ναι 

Οµάδα Β 

Στα παιδιά της οµάδας Β, το έντονο χαρακτηριστικό ήταν ότι τα παιδιά 

από το τµήµα παρέµβασης, έκαναν την ίδια κίνηση µε τα χέρια τους και το 

σώµα τους για να δείξουν ότι όταν «κλείνει» η γωνία και από ορθή γίνεται 

οξεία, η απέναντι πλευρά µικραίνει σε σχέση µε το µήκος που θα είχε σαν 

υποτείνουσα στο αντίστοιχο ορθογώνιο τρίγωνο. 



-- 97 -- 

 
Σχ.4. 26: Το κορίτσι κλείνει τα χέρια όπως «κλείνει» η γωνία 

Κ.1:  Εγώ αυτό που σκέφτοµαι είναι ότι αφού η Κ είναι οξεία , εε είναι 

µικρότερη από 90 µοίρες είναι πιο µέσα ας πούµε [κλείνει µε τα χέρια 

της], άρα η ΛΜ πρέπει να είναι µικρότερη από 13. 

Στο τµήµα ελέγχου, στο ζεύγος των µαθητών µε µεσαία επίδοση, το 

αγόρι απάντησε σωστά, αλλά δεν µπορούσε να δικαιολογήσει την απάντησή 

του µε λογικά επιχειρήµατα, όπως φαίνεται στον παρακάτω διάλογο: 

α.: ότι άµα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και η υποτείνουσα είναι 

13, αυτό λογικά θα είναι µικρότερο από το 13. 

Ε.: Λογικά πώς το σκέφτηκες; Γιατί το λες; 

α.: επειδή αυτή εδώ είναι οξεία και η άλλη είναι 180 

Ε.: έχεις κάποια εικόνα στο µυαλό σου, έχεις κάποιο σχήµα ή το 

ξέρεις ότι.. 

α.: όχι έτσι όπως το βλέπω 

Ε.: µµµ, άρα λες η απάντηση είναι; 

α.: µικρότερη από 13 

Οµάδα Γ 

Τα παιδιά της οµάδας Γ του τµήµατος παρέµβασης απάντησαν σωστά 

ότι η πλευρά θα είναι µικρότερη από 13, αλλά δεν µπορούσαν να το 

δικαιολογήσουν λόγω γνωστικών αδυναµιών. Έκαναν επίσης έντονες κινήσεις 

µε τα χέρια τους για να δείξουν ότι «κλείνει» η γωνία, άρα µικραίνει και η 

απέναντι πλευρά. 

κ.: Εεε ότι αυτό είναι 13, αυτή είναι λογικά µικρότερη από 13 

Ε.: Λογικά, γιατί το λες; 
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κ.:  Γιατί είναι ορθή η ΚΛ ενώ κλείνει (και δείχνει µε τα χέρια της) 

Ε.: Εσύ; τι λες γι’ αυτό; 

α.: µήπως είναι µακρύτερο; όχι εντάξει 

Ε.: Μακρύτερο, πες µου  

α.: είναι µικρότερη από αυτό. 

Ε.: Γιατί; για τον ίδιο λόγο; 

α.: γιατί γέρνει (και δείχνει µε το χέρι του) 

 
Σχ.4. 27: Τα παιδιά ενισχύουν τους ισχυρισµούς τους µε κινήσεις 

Ε.: κι αυτό που είπες για το µακρύτερο πριν σε τι αναφερότανε; 

α.: ότι πως η γωνία ΚΛ θα είναι µακρύτερα από το ΑΒ οπότε αυτή 

πάει πιο ψηλά .. 

Ε.: άρα λες πάλι ότι θα είναι µικρότερη; 

α.: ναι. 

Τέλος τα παιδιά του τµήµατος ελέγχου, παρασυρθήκανε και τα δύο από 

το σχήµα και είπαν: 

κ.:  το ΛΜ είναι ίσο µε το 13 

Ε.: πώς το σκέφτηκες αυτό; 

κ.:  απλά σκέφτηκα ότι το σχήµα απλά εδώ το έχουνε κάνει πιο 

µεγαλύτερο και.... όµως είναι το ίδιο ..... οπότε πρέπει να είναι το ίδιο. 
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Σχ.4. 28: ∆είχνει µε τα χέρια ότι είναι µεγαλύτερο. 
 

Ε.: Εσύ; είπες ότι θα είναι µεγαλύτερη; 

α.: ναι 

Ε.: Γιατί πώς το σκέφτηκες; 

α.: γιατί, φαίνεται µεγαλύτερη  

4.3.2 2η δραστηριότητα 

Στη 2η δραστηριότητα διερευνούµε την ερώτηση 2 του ερωτηµατολογίου 

αξιολόγησης (βλ. §3.7.3.1) στην οποία η στατιστική ανάλυση έδειξε ότι οι 

µαθητές του τµήµατος παρέµβασης είχαν απαντήσει λάθος. ∆εδοµένου ότι τα 

παιδιά του τµήµατος ελέγχου φαίνεται να είναι καλύτερα σε αυτό το ερώτηµα, 

διερευνούµε µήπως οι απαντήσεις τους είναι πιο µηχανιστικές. 

Οµάδα Α 

Στο τµήµα ελέγχου τα παιδιά απάντησαν σωστά ότι η ζητούµενη γωνία 

είναι οξεία, χωρίς όµως να αναγνωρίσουν την Πυθαγόρεια τριάδα 6-8-10. 

Είναι γεγονός ότι προβληµατίστηκαν από το σχήµα (οπτική απάτη µε τα 

µεγέθη των πλευρών), αλλά φαίνεται από τις απαντήσεις τους και την 

επιχειρηµατολογία τους ότι έχουν κατοχυρώσει τη σχέση «υποτείνουσα - 

µεγαλύτερη πλευρά - απέναντι γωνία ορθή».  
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Σχ.4. 29: Το αγόρι προβληµατίζεται µε το σχήµα 

Κορίτσι:  Να σας πω εγώ τι σκέφτοµαι. Εεε. Εγώ σκέφτοµαι ένα προς 

το παρόν πράγµα από εδώ που έχετε βάλει. Ότι είναι οξεία η γωνία. 

Τώρα θα το δω. 

Ερευνητής: Εσύ; 

Αγόρι: Το ίδιο µάλλον επειδή η υποτείνουσα 6 δεν µπορεί να είναι  

Κ.: ορθή ούτε αµβλεία. 

Ε.: Ωραία. Πείτε µου ξανά, πες µου το σκεπτικό σου και µετά µου λες 

κι εσύ ξανά για να το καταλάβω. Επιλέξατε την πρώτη επιλογή ότι η Β 

είναι οξεία, µε ποιό σκεπτικό; 

Α.: Επειδή η πλευρά που είναι από κάτω από ύψος είναι µεγαλύτερη 

από την υποτείνουσα γι αυτό µάλλον το τρίγωνο δεν είναι ορθογώνιο 

και η Β είναι οξεία. 

Ε.: Ωραία. Αν σας έλεγα δίνεται ένα τρίγωνο µε πλευρές 6,8 και 10, να 

δείτε αν είναι ορθογώνιο, τί θα λέγατε; 

Α.: Ναι, µπορούµε να βάλουµε αριθµούς, επειδή η υποτείνουσα 

πρέπει να είναι η µεγαλύτερη από τις άλλες 10 πρέπει να είναι.. 

Ε.: Ναι! Σας φαίνεται αυτό το σχήµα, σας ενόχλησε καθόλου έτσι 

όπως είναι ή δεν έχετε πρόβληµα µ’ αυτό το σχήµα; 

Α.: Εγώ όταν είδα αριθµούς δεν πίστευα ότι είναι έτσι. 

Στο τµήµα ελέγχου η µία µαθήτρια έκανε το Πυθαγόρειο θεώρηµα, είδε 

ότι ισχύει και απάντησε ότι η γωνία που θέλαµε να χαρακτηρίσουν είναι ορθή, 

χωρίς να σκεφτεί περισσότερο ότι αυτή η γωνία δεν ήταν απέναντι από την 

µεγαλύτερη πλευρά. Βλέπουµε δηλαδή εδώ µια µηχανιστική απάντηση: 
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«ισχύει το πυθαγόρειο θεώρηµα, το τρίγωνο είναι ορθογώνιο, άρα η - 

οποιαδήποτε - γωνία είναι ορθή».  

Ερευνητής: εσύ; έκανες κι εσύ πυθαγόρειο θεώρηµα 

Κορίτσι 1: ναι  

Ε.: βρήκες ότι ισχύει αν κατάλαβα καλά, 100=100, ωραία; 

Κ1.: ότι η Β είναι ορθή γωνία , έκανα το πυθαγόρειο, αα δεν είδα 

πόσο µακρύ είναι η κάθε µια δηλαδή µε αριθµούς, έκανα το 

πυθαγόρειο και βρήκα. 

Ε.: και άρα λες είναι ορθογώνιο το τρίγωνο 

Κ1.: ναι  

Ε.: και η ορθή είναι η Β; 

Κ1.: ναι 

Η δεύτερη µαθήτρια του ζεύγους διαπίστωσε επίσης ότι ισχύει το 

πυθαγόρειο θεώρηµα, αλλά απάντησε ότι η γωνία είναι οξεία γιατί δεν µπορεί 

η υποτείνουσα να είναι 6. Στο σηµείο αυτό, να πούµε ότι προβληµατίστηκε και 

αυτή ιδιαίτερα από το σχήµα, κοιτάζοντάς το ξανά και ξανά και δίσταζε να 

δώσει την τελική της απάντηση. Αυτό φαίνεται και από το παρακάτω 

απόσπασµα διαλόγων: 

Κορίτσι 2: Αν η Β είναι ορθή, θα έπρεπε αυτή εδώ η γωνία η ΑΓ να 

είναι 10 και η ΒΓ να είναι 6. 

Ε.: Και πως το σκέφτηκες αυτό τί έκανες; 

Κ2.: µε το πυθαγόρειο θεώρηµα 

Ε.: οπότε έχεις γράψει εκεί το πυθαγόρειο θεώρηµα στο χαρτί. 

Κ2.: ναι... στην περίπτωση.... κανονικά η Α θα έπρεπε να είναι ορθή. 

Ε.: Πώς το σκέφτεσαι αυτό; 

Κ2.: ∆ιότι 82+62 κάνει 102 και όχι 82+102. 

Ε.: άρα τι απάντησες; 

Κ2.: το Α. [δηλ. ότι είναι οξεία] 

Ε.: ενώ εσύ, λες ότι είναι ορθογώνιο το τρίγωνο; 

Κ2.: λέω πως η Β είναι οξεία 

Ε.: Ωραία αλλά είναι ορθογώνιο το τρίγωνο; ή όχι τι λες; 

Κ2.: Για να ήταν ορθογώνιο θα έπρεπε η Α να ήταν .... άρα δεν είναι 

ορθογώνιο 

Ε.: Λες η Β είναι οξεία λοιπόν,  

Κ2.: ναι 

Κ2.: εγώ λέω πώς στο πυθαγόρειο θεώρηµα θα έπρεπε να 

χρησιµοποιήσουµε το 8 στη δευτέρα και το 6 στη δευτέρα, αλλά το 6 
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είναι υποτείνουσα γιατί αν η Β είναι ορθή η ΑΓ θα ήταν η απέναντι άρα 

η υποτείνουσα. Η ΒΓ αφού είναι µεγαλύτερη από την ΑΓ δεν γίνεται 

να είναι µεγαλύτερη από την ΑΓ, νοµίζω. 

 
Σχ.4. 30: Το 2ο κορίτσι προβληµατίζεται από το σχήµα. 

Ε.: Ωραία, εντάξει νοµίζω ότι κατάλαβα, εεε, η ερώτηση η τελική είναι 

άµα ισχύει το πυθαγόρειο θεώρηµα είναι ορθογώνιο το τρίγωνο ναι ή 

όχι; 

Κ1.: ναι  

Ε.: εσύ; 

Κ2.: µια στιγµή...µπορώ να το δω λίγο ακόµα; 

Κ2.: όχι αν η Β είναι ορθή το πυθαγόρειο θα πήγαινε µε τους 

αριθµούς 8 και 10 και 82+62 δεν κάνει 62. 

Ε.: Ο.κ. ωραία 

Κ2.: Αν η Α ήταν ορθή θα µπορούσε να βγαίνει πυθαγόρειο θεώρηµα 

να ισχύει, αλλά δεν είναι, όπως φαίνεται είναι οξεία. 

Ε.: κατάλαβα από το σχήµα φαίνεται ότι δεν είναι  

Κ2.: από το σχήµα φαίνεται ότι δεν είναι αλλά κανονικά για να ισχύουν 

αυτά τα νούµερα θα έπρεπε να’ ναι. 

Οµάδα Β 

Στο τµήµα παρέµβασης το ένα κορίτσι αρχικά είπε ότι η γωνία είναι οξεία 

γιατί εφάρµοσε το πυθαγόρειο θεώρηµα και δεν ίσχυε µε τις πλευρές όπως 

ήταν στο σχήµα. Κατόπιν όµως παρασύρθηκε από τη συµµαθήτριά της που 

έκανε το πυθαγόρειο χωρίς να αντιστοιχίζει στους αριθµούς τις συγκεκριµένες 

πλευρές, είδε ότι ισχύει και έτσι απάντησε ότι η γωνία είναι ορθή. 

Κορίτσι 2: ∆εν µπορώ να καταλάβω αν είναι οξεία ή αν είναι ορθή. 
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Ερευνητής: Πώς προσπαθείς να το καταλάβεις; Τί έχεις στο µυαλό 

σου;  

Κ2.: Βασικά δεν είναι µε τα νούµερα. Με το µάτι. Αυτό δεν µπορώ να 

καταλάβω.  

Ε.: Μ’ αυτό που βλέπεις στο σχήµα ή µε κάποιο άλλο σχήµα που 

έχεις φτιάξει στο µυαλό σου. 

Κ2.: Μ’ αυτό το σχήµα. 

 
Σχ.4. 31: Το κορίτσι σχηµατίζει την ορθή γωνία 

 
[το άλλο κορίτσι σβήνει] 

Ε.: Γιατί το σβήνεις; τι είχες γράψει; 

Κ1.: είχα βάλει µπροστά την υποτείνουσα. δηλαδή ΑΓ=..., τώρα  

Κ1.: το βρήκα. 

Ε.: τι εννοείς; 

Κ1.: Λοιπόν, η απάντηση νοµίζω πως είναι η Β επειδή... 

Ε.: ∆ηλαδή ότι η Β είναι ορθή. 

Κ1.: έκανα το πυθαγόρειο και βγήκε, 100 = 100, άρα εφόσον είναι ίσα 

είναι ορθογώνιο. 

Ε.: εσύ τις λες γι’ αυτό;  

Κ2.: Συµφωνώ 

Στο τµήµα ελέγχου στην αρχή είπαν και τα δύο παιδιά ότι είναι ορθή η 

γωνία. Μάλιστα το αγόρι είπε ότι το βλέπουµε και από το σχήµα αλλά και αν 

κάνουµε το Πυθαγόρειο θεώρηµα, θα το διαπιστώσουµε. Όµως το κορίτσι στο 

σηµείο αυτό πρόσεξε ότι η υποτείνουσα είναι πάντα η µεγαλύτερη και στο 

σχήµα συµβαίνει κάτι παράδοξο, είναι 6 και δεν είναι η µεγαλύτερη. 
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Κορίτσι:  από το σχήµα το καταλαβαίνουµε, αλλά και άµα κάνω το 

πυθαγόρειο δηλαδή  

Αγόρι:  82επί102=6 

Κ.: αφού η υποτείνουσα είναι πάντα η µεγαλύτερη, αυτό γιατί είναι 10; 

Είναι 10 αυτό! 

Α.: εγώ λέω ότι είναι ορθή και κυκλώνει την απάντηση 

Ερευνητής: εσύ; 

Κ.: ναι κι εγώ αυτό αλλά είναι περίεργο γιατί αυτή είναι 6, η 

υποτείνουσα πιστεύω έπρεπε να είναι πάνω από 10. 

Σχ.4. 32: Τα παιδιά αρχίζουν να αµφιβάλλουν για το σχήµα. 
 

Ε.: Και τώρα τι γίνεται; 

Κ.: ίσως πρέπει να κάνουµε 62=102+82 και άµα µας βγούνε ίδια τότε 

σηµαίνει ότι είναι ορθογώνιο αλλά έτσι όπως το βλέπω δεν θα βγούνε. 

Ε.: ∆εν είναι, το ένα είναι 36 και το άλλο κάνει 164, το 82+102. 

Α.: οπότε δεν είναι ορθή 

Κ.: οπότε δεν είναι ορθογώνιο  

Ε.: εσύ τι λες; το αλλάζεις τώρα; 

Α.: για να είναι η µια 100, πόσο είπατε 116; το 82 µε 102 

Ε.: 82 κάνει 64, 102 κάνει 100, 100 και 64 κάνει 164. Το άλλο είναι 62 

36. 

Κ.: άρα δεν είναι ορθογώνιο, είναι αµβλεία; 

Α.: ναι και εγώ αυτό σκεφτόµουνα, άµα είναι µεγαλύτερες αυτές οι δύο  

Κ.: ναι, ίσως είναι αµβλεία 

Α.: εγώ βάζω αµβλεία και εντάξει, δεν αλλάζω 

Ε.: µε το σκεπτικό ότι...επειδή είναι µεγαλύτερες πλευρές; 

Α.: ναι 

Κ.: ναι 
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Ε.: αυτό; 

Κ.: και ότι δεν είναι ορθογώνιο, δεν πρέπει να είναι έτσι κι αλλιώς 

Οµάδα Γ 

Στο τµήµα παρέµβασης αρχικά τα δύο παιδιά απάντησαν λάθος ότι η 

γωνία που ψάχνουµε είναι ορθή. Να τονίσουµε εδώ ότι λόγω των γνωστικών 

ελλείψεων που έχουν τα παιδιά, στηρίζονται συνήθως στο σχήµα και 

αδυνατούν να διερευνήσουν τι µπορεί πραγµατικά να ισχύει, επειδή υπάρχει 

µια αδυναµία αιτιολόγησης.  

Ερευνητής: τι σκέφτηκες (στο κορίτσι) 

Κορίτσι:  νοµίζω ότι είναι ορθή 

Ε.: πώς το σκέφτηκες αυτό;  

Κ.:  Εεε γιατί σχηµατίζει ορθή γωνία. 

Ε.: Α! από το σχήµα το βλέπεις ότι είναι ορθή. Εσύ; 

Αγόρι:  κι εγώ το ίδιο, εντάξει. 

Στη συγκεκριµένη περίπτωση όµως, όταν ο ερευνητής εισήγαγε ένα 

είδος αµφιβολίας στην απάντησή τους, πρόσεξαν τους αριθµούς και αφού 

είδαν ότι δεν µπορεί η πλευρά «6» να είναι υποτείνουσα γιατί δεν είναι η 

µεγαλύτερη πλευρά, διόρθωσαν τελικά την απάντησή τους. Ας 

παρακολουθήσουµε το απόσπασµα: 

Ε.: Συµφωνείς δεν σε βλέπω να πείθεσαι και τόσο. Απ’ το σχήµα κι 

εσύ ή ... 

Α.:  από το σχήµα 

Ε.: δεν έχεις κάτι άλλο στο µυαλό σου; 

Κ.:  από τα νούµερα. Α! όχι, πρέπει να είναι λάθος τα νούµερα. 

Ε.: Γιατί; 

Κ.:  γιατί δεν γίνεται η πιο µεγάλη να είναι 6 και η σχετικά πιο µικρή να 

είναι 10.  

Ε.: Οπότε .. 

Α.:  οπότε είναι οξεία 

Κ.:  δε µπορώ να απαντήσω 

Ε.: εσύ γιατί λες ότι είναι οξεία, πώς το σκέφτηκες; «οπότε είναι 

οξεία». 

Α.:  αφού άµα είναι µικρότερη έτσι θα γέρνει το σχήµα. 

Ε.: Κατάλαβα έχεις µια εικόνα στο µυαλό σου ότι θα είναι έτσι. Εσύ; 

Α.:  να το κυκλώσω 

Ε.: αποφάσισες, είσαι σίγουρος τώρα; 
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Α.:  ναι 

Ε.: δεν είναι ορθή είναι οξεία 

Α.:  ναι! ναι! 

Ε.: εσύ; 

Κ.:  οξεία κι εγώ. 

Κ.:  ναι! 

Ε.: αµβλεία δεν µπορεί να είναι 

Κ.:  όχι, η Β; 

Ε.: ναι για τη Β µιλάµε 

Κ.:  όχι οξεία. 

Στο τµήµα ελέγχου και τα δύο παιδιά αρκέστηκαν στο σχήµα και είπαν 

ότι η γωνία είναι ορθή.  

Ερευνητής: Τί σκέφτεστε; Εσύ απάντησες [στο αγόρι] 

Αγόρι:  ότι είναι ορθή 

Ε.: Πώς το σκέφτηκες; 

Α.:  λέει εδώ πέρα ότι είναι οξεία, µετά επειδή τα άλλα δεν είναι γι’ 

αυτό. Ίση µε την Α δεν είναι, ούτε αµβλεία. 

Ε.: Πώς το ξέρεις ότι είναι ορθή; πώς σκέφτηκες να πεις ότι είναι 

ορθή; 

Α.:  γιατί φαίνεται  

Ε.: από το σχήµα φαίνεται; 

Α.:  από το σχήµα 

Ε.: εσύ; 

Κορίτσι:  κι εγώ το β γιατί κάθε τρίγωνο έχει µια ορθή γωνία. 

Ε.: Κάθε τρίγωνο έχει µία ορθή γωνία οπότε λες αυτή θα είναι η ορθή. 

Κ.:  ναι 

Σε µια προσπάθεια κινητοποίησής τους από τη µεριά του ερευνητή για 

να θυµηθούν το Πυθαγόρειο θεώρηµα, η απάντησή τους παρέµεινε ίδια γιατί 

δεν το θυµότανε αλλά δεν είχαν και ιδιαίτερη επιθυµία συνεργασίας. 

Ε.: κάτι άλλο κάποια άλλη σκέψη, θυµάστε καθόλου το πυθαγόρειο 

θεώρηµα τί έλεγε; 

Α.:  εγώ δεν το θυµάµαι 

Ε.: εσύ; 

Κ.:  δεν τα πάω καλά µε τα µαθηµατικά. 

Ε.: Άρα λες εσύ ότι φαίνεται από το σχήµα, εσύ λες ότι κάθε τρίγωνο 

έχει µια ορθή, οπότε θα είναι αυτή. 

Κ.:  ναι 
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4.3.3 3η δραστηριότητα 

Στην 3η δραστηριότητα δίνουµε στους µαθητές τα ξυλάκια «9» και «12» 

οι οποίες αποτελούν πλευρές ορθογωνίου τριγώνου και τους ζητάµε να βρουν 

ένα τρίτο ξυλάκι που θα αποτελεί την υποτείνουσα αυτού του τριγώνου.  

Οµάδα Α 

Τα παιδιά της οµάδας Α και στα δύο τµήµατα βρήκαν σωστά την βέργα 

µε µήκος «15» και µάλιστα κατοχύρωσαν την απάντησή τους εφαρµόζοντας 

το Πυθαγόρειο θεώρηµα. Στο τµήµα παρέµβασης επειδή τα ξυλάκια ήταν για 

αυτούς οικεία εργαλεία, πρώτα διάλεξαν τη βέργα και µετά διαπίστωσαν ότι 

ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα.  

[Το κορίτσι διαλέγει τη 15, την τοποθετεί και περιµένει]. 

Ερευνητής: Πώς τη διάλεξες; 

Κορίτσι:  Εε σκέφτηκα , κάτσε γιατί δεν τη µέτρησα κιόλας. Να σας 

πω την αλήθεια. Την πρώτη φορά την είδα λίγο µε το µάτι και την 

υπολόγισα. Αλλά .. υπέθεσα ότι θα είναι µεγαλύτερη από αυτές τις 

δύο, την είδα και τη διάλεξα. 

Ε.: Εσύ; 

Αγόρι:  Εγώ λίγο δεν πρόλαβα, αλλά ναι το ίδιο, επειδή πρέπει να 

είναι η µεγαλύτερη και µπορούµε να βρούµε από µεγαλύτερο. 

 
Σχ.4. 33: Το αγόρι εξηγεί ότι η υποτείνουσα πρέπει να είναι η  

µεγαλύτερη πλευρά. 
 

Ε.: Και γιατί να είναι αυτή και όχι µια άλλη µεγαλύτερη; 

Κ.:  Γιατί αν πάρουµε µία άλλη µεγαλύτερη µπορεί να βγει κιόλας έξω, 

το τρίγωνό µας να γίνει αµβλυγώνιο, δε θα είναι ίσο για να βγει 

ορθογώνιο. 
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Ε.: Αυτό το τρίγωνο που φτιάξατε εδώ, είµαστε σίγουροι ότι είναι 

ορθογώνιο; 

Α.: Επειδή οι πλευρές ταιριάζουν ακριβώς. Εδώ είναι 90 µοίρες κι 

αυτό είναι ... 

Ε.: Αν για παράδειγµα τα µετράγαµε πόσα κοµµάτια είναι η καθεµία, 

είναι 9, 12 κι αυτή η τρίτη που βάλατε, πόσα κοµµάτια είναι; 

Α.: 14 πρέπει να είναι. 

Κ.:  15 

Ε.: 15! Για να είναι ορθογώνιο τρίγωνο τι θα έπρεπε να ισχύει; 

Α.: Πυθαγόρειο θεώρηµα. ∆ηλαδή 15 στο τετράγωνο, 9 στο 

τετράγωνο και 12 στο τετράγωνο.  

Ε.: Το χρειάζεστε αυτό για να πείτε ότι είναι ορθογώνιο, ή είστε 

σίγουρο ότι είναι ορθογώνιο χωρίς να κάνετε το πυθαγόρειο θεώρηµα.  

Κ.:  Το χρειαζόµαστε [συµφωνεί και το αγόρι]. Για να σιγουρευτούµε. 

Ε.: Πριν δεν το ζητήσατε όµως, ήσασταν σίγουροι. 

Κ.:  Ναι, εντάξει. 

Αντίθετα στο τµήµα ελέγχου, βρήκαν ποιά βέργα έπρεπε να ψάξουν, 

αφού εφάρµοσαν πρώτα το θεώρηµα. 

[το 2ο κορίτσι κάνει πράξεις, ακούγεται κάτι σαν 144] 

Ερευνητής: Πώς το σκέφτεστε; 

Κορίτσι 2: Λοιπόν, 12 στη δευτέρα, 144, 9 στη δευτέρα κάνει 81, 

144+81 κάνει 225; και αυτό στο τετρά.... και η ρίζα του 225 είναι το.... 

Ε.: 15 σας το λέω εγώ. 

Κ.2:  οπότε θέλουµε το 15 [ψάχνουν τη βέργα 15] 

 
Σχ.4. 34: Τα κορίτσια βρήκαν τη βέργα «15» µε το Πυθαγόρειο θεώρηµα. 
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Ε.: Άρα αυτό που σκεφτήκατε είναι, κάνατε το πυθαγόρειο θεώρηµα 

και ψάχνετε να βρείτε τώρα τη βέργα που είναι 15. Και οι δύο το ίδιο 

κάνατε ε;  

Κορίτσι 1:  ναι  

Ε.: και λέτε αυτό θα είναι 

Κ.2:  ναι 

Ε.: σίγουρα 100%; 

[Ναι και οι δύο] 

Οµάδα Β 

Τα παιδιά της οµάδας Β και στα δύο τµήµατα ξεκίνησαν να ψάχνουν για 

µία βέργα «µεγάλη» όπως είπαν χαρακτηριστικά. Και τα δύο ζευγάρια είπαν 

ότι η τρίτη πλευρά θα πρέπει να είναι µεγαλύτερη από την «9» και από την 

«12». Τα παιδιά του τµήµατος παρέµβασης παρέµειναν στην οπτική λύση. 

∆ηλαδή δοκιµάσανε τη βέργα «14», δεν έκλεινε ακριβώς το τρίγωνο και είπαν 

ότι οι βέργες που διαθέταµε δεν ταιριάζανε. ∆εν επιχείρησαν να δοκιµάσουν 

το Πυθαγόρειο θεώρηµα. 

Ερευνητής: Πώς ψάχνετε να τη βρείτε; 

Κορίτσι 2: µετρώντας τα .... 

Κορίτσι 1: θα είναι σίγουρα µεγαλύτερη και από τις δύο πλευρές. Άρα 

θα είναι πάνω από 12, 13 εεε θα ψάξουµε.  

[το κορίτσι 1 παίρνει µία βέργα τη µετράει, 14 τη δοκιµάζει στο 

τρίγωνο, δεν κλείνει, το άλλο κορίτσι βάζει τη βέργα] 

Κ1.: ααα η 14  

Ε.: Τι λέτε; 

Κ1.: η 14 δεν ... αυτή είναι η 13; 

Ε.: Προσπαθήστε, αν κατάλαβα καλά προσπαθείτε να βρείτε κάποια 

µεγαλύτερη 

Κ1.: ναι 

Ε.: και µε το µάτι, µετά τη βάζετε πάνω να δείτε αν κάνει ορθογώνιο. 

Και δεν κάνει καµία λέτε; απ΄ αυτές που υπάρχουν εδώ; 

Κ1.: αυτή δεν κάνει ακριβώς. 

Ε.: άρα λέτε όχι µάλλον εε; ή µήπως γίνεται; 

Κ1.: ναι γίνεται σίγουρα, αλλά εντάξει 

Ε.: δεν είναι εδώ αυτές οι βέργες. 

Κ1.: ναι  
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Σχ.4. 35: Η πλευρά 15 δεν φαίνεται να τους ταιριάζει ακριβώς 

Στο τµήµα ελέγχου είπαν ότι θα ψάξουµε για µία βέργα σίγουρα 

µεγαλύτερη από 9 και 12 και ίσως επειδή στην προηγούµενη δραστηριότητα 

δοκίµασαν το Πυθαγόρειο θεώρηµα, το αγόρι πρότεινε πάλι πώς ίσως θα 

χρειαζόταν να δοκιµάσουµε και σ’ αυτή την περίπτωση. 

Ερευνητής Τί θα κάνετε; πώς το σκέφτεστε; 

Κορίτσι:  κατ’ αρχήν να είναι µεγάλο για να είναι ορθογώνιο 

Αγόρι:  το ένα 9 το άλλο 12, εγώ πιστεύω είναι το 14 µέχρι και 

µεγαλύτερο 

Ε.: Πώς το λες το πιστεύω; πώς το σκέφτεσαι;  

Α.: επειδή δεν µπορεί να είναι ας πούµε, 10 ή 11 

Κ.: ίσως πρέπει να κάνουµε χ στο τετράγωνο άµα ήτανε σα χαρτί, = 

92+122 και θα το βρίσκαµε. 

Ε.: Ααα! Ποιά είναι αυτή τώρα που βρήκατε, πόσο είναι; 

[µετράνε] 15!  [και οι δύο µαζί] 
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Σχ.4. 36: Μετράνε την τρίτη πλευρά. 
 

Ε.: 15. άρα αυτή η πλευρά τώρα είναι  

Α.: αυτή είναι 14 είπαµε;  

Ε.: 12 

Α.: 122; 

Ε.: 144 

Α.: 92, ίσον 81. 144 και 81; 

Ε.: 225 κάνουν και τα δύο 

Α.: και 152; 

Ε.: 225 

Α.: ναι οπότε αυτό είναι 

Ε.: Είστε σίγουροι ότι... 

Α.: σίγουροι, σίγουροι 

Οµάδα Γ 

Στην οµάδα Γ τα παιδιά του τµήµατος παρέµβασης έψαξαν και αυτά για 

µια µεγάλη βέργα και βρήκαν τη σωστή «15». Το αγόρι είπε ότι στο 

συγκεκριµένο τρίγωνο δεν χρειάζεται να εφαρµόσουν το Πυθαγόρειο 

θεώρηµα, γιατί είναι «σίγουρα» ορθογώνιο. Το κορίτσι είπε ότι αν κάνουµε 

πράξεις θα είµαστε πιο σίγουροι. 

[το κορίτσι παίρνει µία βέργα τη βάζει στο τρίγωνο, είναι η 15] 

Ερευνητής: Πώς τη διάλεξες; 

Κορίτσι:  γιατί ήταν µεγάλη 

Αγόρι:  µε το µάτι 
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Ε.: και; µας κάνει; 

Α.: ναι 

Ε.: είναι ορθογώνιο τρίγωνο αυτό; 

 
Σχ.4. 37: Το κορίτσι διάλεξε µε το µάτι µία «µεγάλη» βέργα. 
 

Α.: Οοοο [παίρνει τις βέργες και τις βάζει 12-9, 12 δηλ η κατακόρυφη] 

Ε.: γιατί του άλλαξες θέση; 

Α.: τώρα είναι ορθογώνιο 

Ε.: γιατί του άλλαξες θέση; 

Α.: για να είµαι σίγουρος 

Ε.: εσύ είσαι σίγουρη; είναι ορθογώνιο σίγουρα; 

Κ.: ναι  

Ε.: 100%; αυτός είναι ο πιο σίγουρος τρόπος; 

Α.: ναι 

Κ.: δεν είναι ο πιο σίγουρος τρόπος, αλλά ... 

Ε.: ποιός είναι ο πιο σίγουρος τρόπος; 

Κ.: να κάνουµε πράξεις 

Ε.: δηλαδή; 

Κ.: εε! αφού αυτή είναι 12, αυτή 9, αυτή πόσο είναι; [µετράει], 15. 

Ε.: Οπότε να κάνεις πράξεις, λες το πυθαγόρειο θεώρηµα 

Κ.: ναι  

Ε.: εσύ τι λες; χρειάζεται το πυθαγόρειο θεώρηµα ή είναι σίγουρα 

ορθογώνιο; 
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Α.: αυτό είναι σίγουρο. Σ’ αυτό εδώ είναι σίγουρο [δείχνοντας το 

τρίγωνο] 

Ε.: Εσύ λες χρειάζεται το θεώρηµα ή είναι σίγουρο; 

Κ.: εεε χρειάζεται το πυθαγόρειο θεώρηµα 

Ε.: θα αλλάξει η σιγουριά µας; 

Κ.: θα επιβεβαιωθεί 

Στο τµήµα ελέγχου τα παιδιά διατήρησαν και σ’ αυτή τη δραστηριότητα 

µία άρνηση συνεργασίας. Το κορίτσι δοκίµασε δύο βέργες που δεν ταίριαζαν, 

κατόπιν δοκίµασε την 14 που σχεδόν έκλεινε το τρίγωνο και είπε «εντάξει, 

αυτή». 

[το κορίτσι διαλέγει µία, δεν κάνει, διαλέγει άλλη επίσης]  

Κορίτσι:  ούτε αυτή 

[διαλέγει µία άλλη, σχεδόν κλείνει, εντάξει] 

Ερευνητής: Αυτή είναι; Πόσα κοµµάτια είναι αυτή; [µετράνε] 

Κ.: 14 

14; 

Κ.: ναι 

 
Σχ.4. 38: Φτιάχνουν το τρίγωνο 9-12-14. 
 

Ε.: άρα είναι σίγουρα αυτό; είναι ορθογώνιο τρίγωνο τώρα αυτό που 

φτιάξατε; τί λέτε; 

Κ.: ναι 

Ε.: επειδή φαίνεται; απλά ρωτάω δεν είναι ...εσύ τι λες; 

Αγόρι:  είναι 
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4.3.4 4η δραστηριότητα 

Στην 4η δραστηριότητα δίνουµε στα παιδιά τα ξυλάκια 3, 6 και 7 και τους 

ζητάµε να φτιάξουν αν µπορούν µε αυτά τα µήκη, ορθογώνιο τρίγωνο. Τα 

αποτελέσµατα ανά οµάδα είναι: 

Οµάδα Α 

Τα παιδιά της οµάδας Α διαπίστωσαν εύκολα ότι τα µήκη 3, 6 και 7 δεν 

αποτελούν πλευρές ορθογωνίου τριγώνου, αφού κατοχύρωσαν τον ισχυρισµό 

τους εφαρµόζοντας το Πυθαγόρειο θεώρηµα. 

[Το κορίτσι δίνει τα ξυλάκια στο αγόρι. Το αγόρι δηµιουργεί την ορθή 

γωνία, βάζει το µεγαλύτερο ξυλάκι στη θέση της υποτείνουσας αλλά 

περισσεύει] 

Ερευνητής: Είναι ορθογώνιο τρίγωνο αυτό; 

Αγόρι:  Άµα θα κάνουµε πράξεις, θα ξέρουµε πιο σωστά. 

Ε.: Τί λες; 

Κορίτσι:  Μάλλον  

Ε.: Ωραία. Πώς µπορείτε να το ελέγξετε αν είναι ορθογώνιο τρίγωνο 

σίγουρα; 

Κ.:  Θα κάνουµε το πυθαγόρειο 

Ε.: Και; 

Κ.:  τις πλευρές 

Σχ.4. 39: Εξετάζουν αν ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα. 
 

Ε.: Είναι; 

Α.: Είναι 7, 6 και 3. 9, 6 τετράγωνο... ναι! όχι! ∆εν είναι. 
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Ε.: Τελικά είναι ή δεν είναι; 

Α.: Όχι. Είναι 49 και 36 και 9. 

Ε.: ∆ηλαδή παρόλο που το βλέπετε ότι είναι, λέτε δεν είναι; 

Ναι [και οι δύο] 

Στο τµήµα ελέγχου το ένα κορίτσι µάλιστα, είπε στο τέλος της 

δραστηριότητας αυτής ότι η περιεχόµενη γωνία των πλευρών 3 και 6 είναι 

µάλλον αµβλεία. 

Κορίτσι 2:  έτσι δεν νοµίζω [βάζει 3-6 και µετά την 7] 

Κορίτσι 1: δεν βγαίνει  

[κάνουν πράξεις] 

Σχ.4. 40: Κάνουν πράξεις για να ελέγξουν αν ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα. 
 

Κ.2:  [προς το κορίτσι 1] Το 45 δεν ισχύει µε το 49, άρα όχι. 

Ερευνητής: όχι ε; ακόµη και αν τα βάλετε έτσι να ακουµπάνε κλπ, δεν 

είναι ορθογώνιο; 

Κ.1:  όχι 

Κ.2:  όχι 

Ε.: όχι έτσι; µάλιστα! 

Κ.2:  νοµίζω πως αυτή είναι αµβλεία [και δείχνει την περιεχόµενη 

γωνία] 

Ε.: τί λέτε τελικά; 

Κ.2:  αυτή είναι αµβλεία 

Κ.1:   ότι δεν είναι ορθή 

Κ.2:  ναι δεν γίνεται ορθογώνιο µε τίποτα 

Ε.: σίγουρα; 

Κ.2:  ναι [και οι δύο] 
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Οµάδα Β 

Στο τµήµα παρέµβασης το ένα κορίτσι διόρθωσε το άλλο για το πως 

πρέπει να βάλει την βέργα µε το µεγαλύτερο µήκος στη θέση της 

υποτιθέµενης υποτείνουσας. Τα κορίτσια στην αρχή ήταν πεπεισµένα ότι το 

τρίγωνο που φτιάξανε ήταν ορθογώνιο. 

[το κορίτσι 2 βάζει για κάθετες πλευρές την 7 και 6 αλλά το κορίτσι 1 

παίρνει και βάζει για κάθετες τις 3 και 6]. 

Ερευνητής: Γιατί το λες αυτό; 

Κορίτσι 1: Γιατί πιστεύω πως η 7 που είναι η µεγαλύτερη πρέπει να 

είναι στο έτσι [δείχνοντας πως θα είναι η υποτείνουσα]. 

Ε.: Εσύ συµφωνείς µ’ αυτό; Τι λέτε είναι ορθογώνιο αυτό το τρίγωνο; 

που φτιάξατε; 

Κορίτσι 2: ναι 

Ε.: Είµαστε σίγουροι γι’ αυτό; 

Κ.1:  Όταν το στερεώσω θα είναι. 

 
Σχ.4. 41: Τα παιδιά αναρωτιούνται αν το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. 
 

Ε.: άρα µε τις πλευρές 3,6,7 µπορούµε να φτιάξουµε ορθογώνιο 

τρίγωνο ναι ή όχι τι λέτε; 

Κ.1:  ναι. 

Ε.: Σίγουρα; 100% 

Κ.1:  100% 
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Όταν όµως ο ερευνητής ρώτησε αν ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα, ενώ 

η πρώτη τους απάντηση είναι ότι ισχύει, όταν δοκίµασαν µε τους αριθµούς 

διαπίστωσαν ότι δεν ισχύει και έτσι άλλαξαν την απάντησή τους. 

Ε.: Ισχύει το πυθαγόρειο θεώρηµα σ’ αυτό το τρίγωνο; στο 3-6-7; 

Κ.1:  ναι 

Κ.2:  ναι 

Ε.: τι θα έπρεπε να ισχύει λοιπόν, τι ισχύει; 72 αυτό λέµε; 

Κ.1:  ότι το 72 ισούται µε το 62 και το 32. 

Ε.: 72 κάνει 49, 62 και 32 κάνει 45. 

Κ.1:  δεν είναι 

Ε.: τελικά είναι ορθογώνιο τρίγωνο ή δεν είναι; 

Κ.1:  δεν είναι 

Κ.2:  δεν είναι 

Ε.: παρ’ όλο που ήµασταν σίγουροι 100% πριν; 

Κ.2:  ναι 

Ε.: τώρα αλλάζουµε; 

ναι [και οι δύο]. 

Στο τµήµα ελέγχου δοκιµάζουν και αυτά τα παιδιά να φτιάξουν τις 

κάθετες µε τα µήκη «3» και «6» και να αφήσουν το µεγαλύτερο ξυλάκι το «7» 

για τη θέση της υποτείνουσας. Ενώ δεν τους πείθει το σχήµα ότι είναι 

πράγµατι ορθογώνιο, στην αρχή λένε ότι αυτό µπορεί να συµβαίνει. 

Ερευνητής: Πώς τα βάζετε, µε ποιό τρόπο; 

Κορίτσι:  ε! το µεγαλύτερο να είναι η υποτείνουσα 

[δεν βγαίνει οπότε το αγόρι αλλάζει τα ξυλάκια] 

Κ.:  όχι έτσι αυτό πρέπει να είναι 

Ε.: Γιατί; 

Κ.:  γιατί είναι το µεγαλύτερο 

Αγόρι:  ναι αλλά δεν χωράει 

Κ.:  δεν είναι ακριβώς, γιατί αυτό είναι µικρό. 

Α.: πειράζει να µη βγαίνει ακριβώς; 

Ε.: ∆εν ξέρω εγώ θέλω να µου πείτε αν µπορούν αυτά τα κοµµάτια να 

κάνουν ορθογώνιο τρίγωνο. Πειράζει λέτε; 
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Σχ.4. 42: Εξετάζουν αν ισχύει το Πυθαγόρειο θεώρηµα. 
 

Κ.:  µµµ όχι, πολύ λίγο 

Α.: µια χαρά είναι 

Κ.:  ναι δεν πρέπει να είναι ορθογώνιο 

Ε.: Εσύ λες µια χαρά, εσύ λες δεν πρέπει να είναι, τελικά τι ισχύει είναι 

ή δεν είναι ορθογώνιο τρίγωνο; 

Α.: εγώ πιστεύω ότι είναι 

Κ.:  ναι  

Ε.: Σίγουρα; Τελική απόφαση είναι αυτή; 

Όµως υποψιασµένοι και από τις προηγούµενες δραστηριότητες που 

χρειάστηκε να εφαρµόσουν το Πυθαγόρειο θεώρηµα για να αποφασίσουν, 

δοκιµάζουν και εδώ το ίδιο. 

Α.: 3, 6 και 7 

Ε.: Ναι 3, 6, 7 

Α.: λοιπόν, 62 36, 3⋅3 9 

Ε.: Εσύ τι σκέφτεσαι; 

Κ.:  αυτό που σκέφτεται 

Α.: 41 δεν είναι 7⋅7; 

Ε.: 49 

Α.: 49 και αυτό πόσο βγαίνει; 36 και όχι µισό µπερδεύτηκα τώρα. 

Λοιπόν είπαµε 7 

Ε.: 49 κάνει αυτό 

Α.: 49 είπαµε, 6⋅6 36 και 9 

Κ.:  45 νοµίζω κάνει 
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Ε.: Ναι 45 

Α.: 49 όχι δεν είναι 

Κ.:  ναι 

Ε.: ∆εν είναι τελικά. άρα τελική απόφαση; 

Κ.:  δεν είναι  

Ε.: Υπάρχει περίπτωση κάποιος να καταφέρει να φτιάξει ορθογώνιο 

τρίγωνο µ’ αυτά; 

Α.: όχι 

Κ.:  άµα δεν έχουνε το ίδιο.... 

Ε.: µε τίποτα; 

Κ.:  άµα δεν έχουν το ίδιο άθροισµα, το τετράγωνο δεν γίνεται. 

Οµάδα Γ 

Στο τµήµα παρέµβασης έχοντας εδραιώσει τη γνώση ότι αν το τρίγωνο 

είναι ορθογώνιο, η µεγαλύτερη πλευρά του θα είναι η υποτείνουσα, ξεκινάνε 

και βάζουν για κάθετες πλευρές τα µήκη «3» και «6». Βλέπουν όµως ότι δεν 

µπορεί να σχηµατιστεί ορθογώνιο τρίγωνο και απαντάνε ανάλογα. Θεωρούν 

δε ότι δεν χρειάζεται να δοκιµάσουν το Πυθαγόρειο θεώρηµα γιατί «φαίνεται» 

καθαρά από την κατασκευή τους. 

Ερευνητής: Πώς το σκέφτεσαι; 

[το κορίτσι βάζει τις 3-6 για κάθετες, βάζει την 7 για υποτείνουσα και 

περισσεύει] 

 
Σχ.4. 43: Η πλευρά «7» δείχνει να περισσεύει. 
 

Κορίτσι:  είναι ελάχιστα πιο µεγάλο 
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[το αγόρι αλλάζει τις κάθετες 6-3] 

Ε.: Μπορούµε; είναι ορθογώνιο τρίγωνο; Βάζεις τη µεγάλη, τι κάνεις; 

Περισσεύει; 

Αγόρι:  ναι 

Ε.: δεν µπορεί να είναι ορθογώνιο τρίγωνο. 

Α.: όχι 

Ε.: µε τίποτα;  

Α.: µε τίποτα 

Ε.: είναι σίγουρο αυτό; δεν χρειαζόµαστε να ελέγξουµε το πυθαγόρειο 

θεώρηµα ή κάτι τέτοιο; 

Α.: όχι 

Ε.: εσύ τι λες; [στο κορίτσι] 

Κ.:  όχι αφού περισσεύει. 

Στο τµήµα ελέγχου είναι η µόνη δραστηριότητα που απάντησαν σωστά 

ότι πράγµατι δεν κατασκευάζεται ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3, 6 και 7, 

αλλά, σε συνδυασµό και µε όλη τη στάση τους στη διάρκεια της συνέντευξης, 

αρκέστηκαν σε αυτό που κατασκεύασαν.  

Ερευνητής: Πως θα το κάνετε; 

Ε.: Τί λέτε; είναι ορθογώνιο τρίγωνο αυτό; 

Αγόρι:  όχι 

Ε.: Γιατί; 

Κορίτσι:  ξεφεύγει λίγο 

Ε.: Επειδή ξεφεύγει λίγο; Άρα δεν είναι; 

Α.: όχι 

Κ.: όχι 

 
Σχ.4. 44: Το τρίγωνο που έφτιαξαν µε πλευρές 3-6 και 7.  
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4.4 Κύρια σηµεία του 4ου κεφαλαίου 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάσαµε τα αποτελέσµατα της έρευνάς µας 

στις τρείς φάσεις της. Τα δεδοµένα της διδακτικής µας παρέµβασης και των 

συνεντεύξεων συλλέχθηκαν µε βιντεοσκόπηση, και τα αποτελέσµατά τους 

προκύπτουν από τις  αποµαγνητοφωνήσεις των παραπάνω βίντεο. 

Συνοψίζοντας, παρουσιάσαµε: 

• χαρακτηριστικά αποσπάσµατα διαλόγων του ερευνητή µε τους 

µαθητές κατά τη διάρκεια της διδακτικής µας παρέµβασης στις 3 

ενότητες που αυτή αποτελείται και έχει περιγραφεί στις παραγράφους 

§3.8.2.1 έως και §3.8.2.3 του προηγούµενου κεφαλαίου. 

• µε πίνακες και διαγράµµατα τα αποτελέσµατα της στατιστικής 

ανάλυσης που πήραµε από τα Ερωτηµατολόγια αξιολόγησης των 

δύο τµηµάτων. 

• τα αποτελέσµατα των συνεντεύξεων ανά δραστηριότητα για τις τρείς 

οµάδες των µαθητών όπως χωρίστηκαν ανάλογα µε την επίδοσή 

τους στο τεστ του σχολείου τους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο :  Συζήτηση & 

συµπεράσµατα 
 

 

Στο κεφάλαιο αυτό συζητάµε την ερευνητική προσπάθεια µέσα από τα 

αποτελέσµατα όλων των φάσεων όπως περιγράφηκαν στο προηγούµενο 

κεφάλαιο. Γίνεται µια διεξοδική συζήτηση για το κύριο µέρος της έρευνάς µας 

που ήταν η διδακτική παρέµβαση και για την τελευταία φάση των 

συνεντεύξεων. Για την τελευταία, η συζήτηση είναι βασισµένη στην 

κατηγοριοποίηση των µαθητών στις 3 οµάδες ανάλογα µε την επίδοσή τους, 

όπως προέκυψε από την ανάλυση των αποτελεσµάτων.  

Τα ευρήµατα της στατιστικής ανάλυσης του Ερωτηµατολογίου 

αξιολόγησης, συζητούνται τελευταία έχοντας µια σφαιρική εικόνα για τη στάση 

των µαθητών σε όλες τις φάσεις που προηγήθηκαν. Όλα τα παραπάνω µας 

οδηγούν σε συµπερασµατικά σχόλια που τα παρουσιάζουµε στην τελευταία 

ενότητα. Τα σχόλια αυτά αφορούν το ερευνητικό ερώτηµα και γίνονται 

αφορµή για εισηγήσεις, για µελλοντικές εφαρµογές και προεκτάσεις.  

 

5.1 Συζήτηση 

Από τα ευρήµατα της έρευνας υποθέτουµε σε γενικές γραµµές, ότι το 

ερευνητικό εγχείρηµά µας πέτυχε τους στόχους του. 

Ξεκινώντας από τη φάση «Τετράγωνοι αριθµοί» αποδείχθηκε ότι καλώς 

εντάξαµε στο σχεδιασµό της έρευνας τη φάση αυτή. Το ζητούµενο ήταν, να 

γνωρίζουν οι µαθητές τον τρόπο που «παράγονται» αυτοί οι αριθµοί ώστε η 

προσοχή τους να επικεντρωθεί στη σχέση που µπορεί να έχουν µε τις 

πλευρές του ορθογωνίου τριγώνου και όχι στον τρόπο που αυτοί 

κατασκευάζονται. ∆ευτερευόντως θέλαµε στην ερώτησή µας «πώς αλλιώς 

µπορούµε να αναπαραστήσουµε τους φυσικούς αριθµούς;» να δώσει την 

απάντηση κάποιος από τους µαθητές και όχι εµείς. Πράγµατι, υπήρξε µια 

µαθήτρια που τους θυµήθηκε και έτσι αυτή η έννοια εισήχθη στη διαδικασία 

της διδασκαλίας µας οµαλά.  

Στο κύριο µέρος της έρευνας που ήταν η διδακτική µας παρέµβαση, 

όπως περιγράφηκε και στο προηγούµενο κεφάλαιο, φαίνεται πως οι µαθητές 

ακολούθησαν την επιθυµητή διαδικασία. Η διδακτική παρέµβαση ήταν 
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χωρισµένη σε 3 στάδια (βλ §3.8.2.1 - §3.8.2.3) και σε κάθε στάδιο υπήρχε 

ένας βασικός στόχος. Παρακάτω θα συζητήσουµε διεξοδικά αν επιτεύχθηκε 

και πώς αυτός ο στόχος σε κάθε µια ενότητα. Πρέπει να τονίσουµε όµως ότι 

παρακολουθώντας τις συνεντεύξεις των µαθητών στο τελευταίο στάδιο της 

έρευνας, ανακαλύψαµε και επιµέρους στόχους που επετεύχθησαν από τους 

µαθητές της τµήµατος παρέµβασης, σε σχέση µε τους µαθητές του τµήµατος 

ελέγχου. 

Στην 1η ενότητα αρχικά παρουσιάσαµε στους µαθητές το νήµα της 

στάθµης που ισορροπεί πάνω από την επιφάνεια ενός χρωµατισµένου 

υγρού. Μέσα από τον χαρακτηρισµό αυτής της γωνίας (ορθή) και 

ονοµάζοντας τις πλευρές της, κανένας µαθητής δεν είχε δυσκολία να 

αναγνωρίσει ποιές λέγονται κάθετες πλευρές µιας ορθής γωνίας. Σε αντίθεση 

µε το τµήµα ελέγχου, ένα ζευγάρι µαθητών σε µία δραστηριότητα που τους 

δόθηκε στις συνεντεύξεις (4η φάση), δυσκολεύτηκε να σχηµατίσει ορθή γωνία 

µε κάποιες ράβδους που τους προτείναµε. Βλέπουµε λοιπόν ότι επαληθεύεται 

ο ισχυρισµός µας ότι, το µοντέλο της βαρύτητας και οι µηχανισµοί 

αναγνώρισής της, µπορούν να συνδεθούν µε µια θεµελιώδη γεωµετρική 

έννοια όπως είναι η καθετότητα 

Με τη χρήση των ράβδων που είχε στη διάθεσή του ο ερευνητής οι 

µαθητές κατάφεραν να µεταφέρουν τη φυσική καθετότητα που προκαλεί η 

κατακόρυφος µε τον ορίζοντα, σε ένα τριγωνικό πλαίσιο και να αντιληφθούν 

µε αυτό τον τρόπο ότι η ορθή γωνία µπορεί να σχηµατιστεί οπουδήποτε. 

Μάλιστα όταν προσπάθησαν να «κλείσουν» το τρίγωνο στην πρώτη 

προσπάθεια, διαπίστωσαν ότι για να συµβεί αυτό, χρειάζεται στη θέση της 

υποτείνουσας να τοποθετηθεί η µεγαλύτερη ράβδος. Η πρώτη λοιπόν αυτή 

ποιοτική σχέση της υποτείνουσας µε τις κάθετες πλευρές επετεύχθη από τους 

µαθητές, όπως φάνηκε αργότερα και στις συνεντεύξεις, µε τις δραστηριότητες 

που είχαν να διαπραγµατευθούν. Ακόµη και στις περιπτώσεις που ο 

µετέπειτα συλλογισµός τους ήταν λάθος, αυτό που παρατήρησαν όλοι, ήταν 

ότι αν υπάρχει ορθογώνιο τρίγωνο, η υποτείνουσα είναι πάντα η µεγαλύτερη 

πλευρά του. 

Στο επόµενο στάδιο γίνεται για πρώτη φορά χρήση των απλών 

χειραπτικών υλικών (ξύλινες βέργες) που έχουµε σχεδιάσει για τις επόµενες 

δραστηριότητες. Σκοπός µας ήταν τα συγκεκριµένα εργαλεία να 

λειτουργήσουν ως πραξιακά πρότυπα και να βοηθήσουν τους µαθητές να 

αντιληφθούν τις έννοιες που θέλαµε, µε την δική τους ενεργή συµµετοχή. 
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Θέλαµε τα πρότυπα αυτά να λειτουργήσουν σαν πρότυπα από τον 

«πραγµατικό κόσµο» του Husserl, από τον κόσµο που οι άνθρωποι βιώνουν 

και οι µαθητές να ανακαλύψουν τις έννοιες που θέλαµε µε τη χρήση προ-

επιστηµονικών υλικών (prescientific materials). Τους ζητήσαµε να βρουν τα 

ξυλάκια 3, 4 και 5 και να φτιάξουν ένα ορθογώνιο τρίγωνο στο θρανίο τους και 

κατόπιν να µεταβάλλουν την περιεχόµενη γωνία των πλευρών 3 και 4, ώστε 

να συνδέσουν το µήκος «5» µε την απέναντι γωνία. Χαρακτηριστικό είναι ότι 

κατάφεραν να εµπεδώσουν ότι, όταν η περιεχόµενη γωνία των πλευρών 3 και 

4 γίνεται οξεία, η απέναντι πλευρά είναι µικρότερη από 5, ενώ όταν είναι 

αµβλεία είναι µεγαλύτερη από 5. Αυτό επιβεβαιώθηκε και στις συνεντεύξεις, 

όταν στην 1η δραστηριότητα, οι µαθητές και των τριών οµάδων (άριστη, 

µεσαία και χαµηλή επίδοση) του τµήµατος παρέµβασης, απάντησαν σωστά, 

ανεξαρτήτως αν µπορούσαν κατόπιν να επιχειρηµατολογήσουν µε 

ικανοποιητικό τρόπο ή όχι. 

Στη 2η ενότητα θέλαµε καταρχήν οι µαθητές να βρουν τριάδες αριθµών 

που να µπορούν να αποτελούν πλευρές ορθογωνίου τριγώνου. Να 

δοκιµάσουν µε τη βοήθεια των χειραπτικών εργαλείων τις εικασίες τους και να 

τις ελέγξουν ποιοτικά µε οπτικό τρόπο. Όταν τα χειραπτικά εργαλεία δεν 

επαρκούσαν γι’ αυτόν τον έλεγχο, χρειάστηκε οι µαθητές να δοκιµάσουν τις 

υποθέσεις τους σε φύλλο εργασίας µε τη διαδικασία της µέτρησης. Με τον 

τρόπο αυτό έγινε οµαλά η µετάβαση από τη χρήση των πραξιακών 

προτύπων στη χρήση των αριθµητικών προτύπων µε σκοπό να επιτευχθεί 

σταδιακά η αφαιρετική διαδικασία των µαθητών και να οδηγηθούν στη γενική 

αφαίρεση σύµφωνα µε τους  Harel και Tall (1991). 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να κάνουµε δύο σηµαντικές παρατηρήσεις. 

Ζητήσαµε από τους µαθητές να κατασκευάσουν το τρίγωνο µε πλευρές τα 

ξυλάκια µε µήκη 2, 3 και 4 και να διαπιστώσουν αν αυτό είναι ορθογώνιο. Οι 

µαθητές σχηµάτισαν πρώτα µια ορθή γωνία µε τα ξυλάκια 2 και 3, κρατώντας 

για τρίτη πλευρά το ξυλάκι µε το µεγαλύτερο µήκος και κατόπιν το 

τοποθέτησαν στη θέση της υποτείνουσας και είδαν ότι περίσσευε.  
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Σχ.5. 1: Ο τρόπος που χρησιµοποιούν τα ξυλάκια  

οι µαθητές για να σχηµατίσουν το τρίγωνο.  

Βλέπουµε δηλαδή ότι έχουν έντονα εδραιωµένη την εικόνα της ορθής 

γωνίας και µάλιστα µε τη διεύθυνση κατακόρυφος-ορίζοντας. Την ίδια 

διαπίστωση κάναµε παρατηρώντας και τα βίντεο από τις συνεντεύξεις στην 4η 

δραστηριότητα των συνεντεύξεων. 

Η επόµενη παρατήρηση είναι ότι τα πραξιακά πρότυπα που 

ενσωµατώσαµε στη διδασκαλία µας κινητοποίησαν τους µαθητές στο να 

δοκιµάζουν τις εικασίες και τις υποθέσεις που έκαναν. Τους προτείναµε να 

τοποθετήσουν µέσα στο τρίγωνο 6-8-10 που είχαν κατασκευάσει, το ξυλάκι 5 

για να δουν αν ταιριάζει και να σιγουρευτούν µ’ αυτόν τον τρόπο ότι το 

τρίγωνο είναι ορθογώνιο. ∆ύο παιδιά δοκίµασαν αυτό τον τρόπο 

επιβεβαίωσης της κατασκευής τους. Το ένα παιδί τοποθέτησε το τρίγωνο 3-4-

5 µέσα στο τρίγωνο 6-8-10 έτσι ώστε τα δύο τρίγωνα να έχουν παράλληλες 

τις κάθετες πλευρές τους 4 και 8 (µε κατακόρυφο προσανατολισµό). Το άλλο 

παιδί τα τοποθέτησε έτσι ώστε τα τρίγωνα να έχουν παράλληλες τις 

υποτείνουσές τους 5 και 10.   

Στην 3η ενότητα στόχος µας είναι η χρήση των τετράγωνων αριθµών να 

αποτελέσει τη σύνδεση των αριθµητικών µε τα γεωµετρικά πρότυπα µε 

σκοπό οι µαθητές να διατυπώσουν τελικά, τη σχέση  α2 = β2 + γ2  και να 

επιτύχουν την εξαντικειµενίκευση του ορθογωνίου τριγώνου. 

Αναγράφοντας στον πίνακα τους πρώτους τετράγωνους αριθµούς µέχρι 

το 36, εύκολα οι µαθητές αντιστοίχισαν στην κάθε πλευρά του τριγώνου 3-4-5 

τον κατάλληλο τετράγωνο αριθµό. Μέσα από τη δραστηριότητα που είχαν να 

συµπληρώσουν στο φύλλο εργασίας τους, µία µαθήτρια είπε ότι «αν 

προσθέσουµε το 9 και το 16 µας κάνει 25». Έτσι ακολούθησε όλη η τάξη αυτό 

το συλλογισµό και κατέληξαν ότι το ίδιο ίσχυε και στα υπόλοιπα τρίγωνα που 

είχαµε σχεδιάσει. Οπότε δεν ήταν ιδιαίτερα δύσκολο κατόπιν να διατυπώσουν 

ένα λεκτικό κανόνα για τη σχέση που συνδέει το πλήθος των ψηφίδων των 

κάθετων πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου µε το πλήθος των ψηφίδων της 
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υποτείνουσας. Να σηµειώσουµε στο σηµείο αυτό, ότι ο ερευνητής βοήθησε 

στη διατύπωση του λεκτικού κανόνα αφού τα παιδιά είχαν µια δυσκολία στη 

διατύπωση µε σχετική σαφήνεια του νοήµατος που αντιλήφθηκαν, σε 

αντίθεση µε την µετέπειτα διατύπωση από αυτούς ότι 32+42=52. Τέλος 

γενικεύοντας τα συµπεράσµατα στα οποία είχε καταλήξει η κοινότητα της 

τάξης, σχηµατίσαµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές α, β και γ και 

γράψαµε την επαγωγική αλήθεια «β2+γ2=α2». Βλέπουµε λοιπόν ότι η επιλογή 

µας να χρησιµοποιήσουµε τους τετράγωνους αριθµούς σαν αριθµητικό και 

γεωµετρικό πρότυπο συγχρόνως, ικανοποίησε το στόχο που είχαµε θέσει. Η 

διττή αυτή αναπαράσταση των τετράγωνων αριθµών που ενσωµατώνουν 

τόσο την αριθµητική όσο και τη γεωµετρική αναπαράσταση, βοήθησε τους 

µαθητές να βιώσουν την επαναδραστηριοποίηση του 1ου επιπέδου 

εξαντικειµενίκευσης του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Άλλωστε, σύµφωνα µε 

τον Duval (2006) η διπλή µετάβαση από τη µία σηµειωτική αναπαράσταση 

στην άλλη µπορεί τελικά να συντελέσει στην κατανόηση στα µαθηµατικά. 

Επιπλέον η χρήση και αλληλουχία των προτύπων που επιλέξαµε να 

εισάγουµε στη διδακτική µας παρέµβαση (πραξιακά, αριθµητικά και 

γεωµετρικά) δηµιούργησαν στους µαθητές, σύµφωνα µε τους Harel και Tall 

(1991), τις εµπειρίες που τους οδήγησαν σε µια ουσιαστική κατανόηση της 

κατάστασης που βιώσανε και τους οδήγησε σταδιακά σε γενικεύσεις µε στόχο 

την γενική αφαίρεση. 

Στο τελευταίο µέρος της έρευνάς µας που ήταν το στάδιο των 

συνεντεύξεων, προέκυψαν επίσης ενδιαφέροντα αποτελέσµατα πάνω στα 

οποία ακολουθεί η παρακάτω συζήτηση. 

Όπως έχουµε αναφέρει και στην §4.3, χωρίσαµε τα ζεύγη των µαθητών 

σε 3 οµάδες ανάλογα µε την επίδοση των µαθητών στο τεστ του σχολείου,  τις 

οµάδες Α, Β και Γ (άριστη, µεσαία και χαµηλή επίδοση). 

Τα παιδιά της οµάδας Α και των δύο τµηµάτων (παρέµβασης και 

ελέγχου), είχαν περίπου την αναµενόµενη αντίδραση στις δραστηριότητες 

που τους προτείναµε µε επιµέρους διαφορές τις οποίες αναλύουµε 

παρακάτω. Να σηµειώσουµε όµως ότι, στην οµάδα Α του τµήµατος 

παρέµβασης, που αποτελούνταν από ένα αγόρι και ένα κορίτσι, το αγόρι ήταν 

αλλοδαπός µε λίγα χρόνια στην Ελλάδα, δεν µιλούσε µε µεγάλη ευχέρεια τη 

γλώσσα, µε αποτέλεσµα να έχει µια δυσκολία στη διατύπωση των 

συµπερασµάτων του. ∆ηλαδή ενώ φαινόταν ότι γνώριζε πως να 

δικαιολογήσει τις επιλογές του, η συµµαθήτριά του τον προλάβαινε µε τις 
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απαντήσεις της και κάποια φορά τον «παρέσυρε» κιόλας µε τη δική της 

αιτιολόγηση. 

Η στατιστική ανάλυση (§4.2), µας έδειξε ότι οι µαθητές των δύο 

τµηµάτων είχαν µια στατιστικά σηµαντική διαφοροποίηση υπέρ του τµήµατος 

ελέγχου, στις ερωτήσεις 2 και 10 του Ερωτηµατολογίου αξιολόγησης. Στις δύο 

πρώτες δραστηριότητες των συνεντεύξεων που διερευνούµε το επίπεδο 

κατανόησης των µαθητών σε σχέση µε τις δύο αυτές ερωτήσεις, έχουµε να 

παρατηρήσουµε τα εξής: 

Στην οµάδα Α, τα παιδιά απάντησαν σωστά στην 1η δραστηριότητα, ότι 

αφού η περιεχόµενη γωνία των πλευρών 5 και 12 είναι οξεία, η τρίτη πλευρά 

του τριγώνου θα είναι µικρότερη από 13. Η διαφορά στα δύο τµήµατα ήταν ότι 

τα παιδιά της οµάδας παρέµβασης αναγνώρισαν την Πυθαγόρεια τριάδα 5-

12-13, ενώ τα παιδιά του τµήµατος ελέγχου χρειάστηκε να εφαρµόσουν το 

Πυθαγόρειο θεώρηµα. Είχε γίνει άλλωστε παρόµοια δραστηριότητα στη 

διδασκαλία µας στην τάξη και είχαν αναγνωρίσει την ποιοτική σχέση πλευράς 

και απέναντι γωνίας. Στη 2η δραστηριότητα όµως, ενώ από τις απαντήσεις 

τους φάνηκε ότι έχουν κατοχυρώσει τη σχέση «υποτείνουσα → µεγαλύτερη 

πλευρά → απέναντι γωνία ορθή» και ενώ απάντησαν σωστά, ότι η ζητούµενη 

γωνία είναι οξεία, είπαν τελικά ότι στο συγκεκριµένο τρίγωνο δεν ισχύει το 

Πυθαγόρειο θεώρηµα. Αντίθετα στο τµήµα ελέγχου, η µία από τις δύο 

µαθήτριες εφάρµοσε το Πυθαγόρειο θεώρηµα, είδε ότι ισχύει και είπε ότι η 

γωνία είναι ορθή. Βλέπουµε δηλαδή µια µηχανιστική απάντηση ότι αφού 

ισχύει το θεώρηµα, το τρίγωνο είναι ορθογώνιο, άρα η οποιαδήποτε γωνία 

είναι ορθή. Η συµµαθήτριά της εφάρµοσε και εκείνη το θεώρηµα, αλλά έβλεπε 

ότι η υποτείνουσα δεν µπορεί να ήταν η πλευρά µε µήκος «6». 

Αµφιταλαντεύτηκε αρκετές φορές µε την απάντησή της γιατί την 

παραπλανούσε το σχήµα, αλλά τελικά από τις απαντήσεις της φαίνεται ότι 

καταλάβαινε την οπτική απάτη, απλώς δεν µπορούσε να διατυπώσει µε 

σαφήνεια τα επιχειρήµατά της. Και αυτό ενισχύεται από το ότι χρησιµοποίησε 

πολλές φορές στις απαντήσεις της, την έκφραση «αν ήταν ορθογώνιο, θα 

έπρεπε....., οπότε θα ήταν .....». 

Στις επόµενες δύο δραστηριότητες που έπρεπε τα παιδιά να 

κατασκευάσουν µε χειραπτικά υλικά κάποια τρίγωνα, οι µαθητές του τµήµατος 

παρέµβασης ήταν σαφώς πιο εξοικειωµένοι µε τη χρήση τους αφού τα είχαν 

χρησιµοποιήσει και κατά τη διάρκεια της διδακτικής µας παρέµβασης. Το 
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γεγονός αυτό βέβαια, τους έκανε να προτρέξουν στη χρήση τους στην 3η 

δραστηριότητα και κατόπιν να εφαρµόσουν το Πυθαγόρειο θεώρηµα για να 

σιγουρέψουν την επιλογή τους. Αντίθετα τα κορίτσια του άλλου τµήµατος, 

πρώτα βρήκαν µε το Πυθαγόρειο θεώρηµα το µήκος της τρίτης πλευράς και 

µετά διάλεξαν την αντίστοιχη βέργα.  

Στην τελευταία δραστηριότητα επίσης που τους ζητήσαµε να 

κατασκευάσουν, αν γίνεται, ορθογώνιο τρίγωνο µε τα µήκη 3,6 και 7, όλοι οι 

µαθητές σε όλες τις οµάδες σχηµάτισαν πρώτα την ορθή γωνία µε τα ξυλάκια 

3 και 6 και µετά τοποθέτησαν τη βέργα µε µήκος 7. Οπότε σε όλες αυτές τις 

κατασκευές το µήκος 7 «περίσσευε». Μόνο το κορίτσι της οµάδας Α του 

τµήµατος ελέγχου που προβληµατίστηκε ιδιαίτερα στη 2η δραστηριότητα, 

σχηµάτισε τελικά το τρίγωνο χρησιµοποιώντας ολόκληρο το µήκος από τα 

ξυλάκια και είπε ότι µάλλον αυτό το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο. 

Στην οµάδα Β, τα παιδιά του τµήµατος παρέµβασης απάντησαν σωστά 

στην 1η και 4η δραστηριότητα, ενώ του τµήµατος ελέγχου στην 1η, 3η και 4η. 

Στην 1η δραστηριότητα η απάντησή τους ήταν διαισθητική και µάλιστα το 

κορίτσι από το τµήµα παρέµβασης έκανε την κίνηση µε τα χέρια της όταν 

µικραίνει η γωνία µεταξύ δύο πλευρών. Στη 2η δραστηριότητα τα παιδιά του 

τµήµατος παρέµβασης εφαρµόζοντας µηχανιστικά και αυτά το Πυθαγόρειο 

θεώρηµα, είπαν ότι αφού ισχύει τελικά το θεώρηµα, η γωνία θα είναι ορθή. Τα 

παιδιά του τµήµατος ελέγχου ασχολήθηκαν πιο διεξοδικά µε το Πυθαγόρειο 

θεώρηµα και τους παραξένεψε το γεγονός ότι η υποτείνουσα δεν θα 

µπορούσε να έχει µήκος 6, αλλά τελικά είπαν πως η γωνία θα είναι αµβλεία. 

Στις δραστηριότητες µε τα ξυλάκια ξεκίνησαν όλοι ψάχνοντας ένα 

«µεγάλο» ξυλάκι όπως χαρακτηριστικά είπαν. Τα κορίτσια του τµήµατος 

παρέµβασης ενώ είχαν τοποθετήσει το ξυλάκι µήκους 15, είπαν ότι δεν 

ταιριάζει ακριβώς αλλά δεν δοκίµασαν το Πυθαγόρειο θεώρηµα για να το 

ελέγξουν. Στο τµήµα ελέγχου, ίσως γιατί η εµπλοκή τους µε τα ξυλάκια, τους 

κινητοποίησε να ψάξουν και να µετρήσουν, εφάρµοσαν το θεώρηµα και  

επιβεβαίωσαν την απάντησή τους. Στην τελευταία δραστηριότητα 

χρησιµοποίησαν όλοι τελικά το Πυθαγόρειο θεώρηµα και διαπίστωσαν 

σωστά, ότι τα µήκη 3,6 και 7 δεν µπορούν να αποτελούν πλευρές 

ορθογωνίου τριγώνου. Στο σηµείο αυτό να πούµε ότι η χρήση αυτών των 

απλών χειραπτικών υλικών ώθησε τα παιδιά του τµήµατος ελέγχου να 

περάσουν από την ποιοτική στην ποσοτική επαλήθευση µέσω των αριθµών 

και της χρήσης του θεωρήµατος. Αντίθετα τα παιδιά του τµήµατος 
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παρέµβασης ενώ φαίνεται πως έχουν κατοχυρώσει τις ποιοτικές συσχετίσεις 

πλευρών γωνιών ενός ορθογωνίου τριγώνου, αρκέστηκαν και παρέµειναν σ’ 

αυτό το επίπεδο κατανόησης.  

Παρόµοια συµπεράσµατα, αλλά διαφοροποιηµένα ως προς τα τµήµατα, 

προκύπτουν και από τις συνεντεύξεις των παιδιών της οµάδας Γ.  

Στο τµήµα παρέµβασης τα παιδιά απάντησαν σωστά και στις 4 

δραστηριότητες. Ακόµη και στη 2η δραστηριότητα που τα περισσότερα παιδιά 

προβληµατίστηκαν, το αγόρι ήταν σίγουρο ότι η γωνία που ζητούσαµε να 

χαρακτηρίσουν, ήταν οξεία. Οι απαντήσεις τους ήταν περισσότερο 

διαισθητικές αν και δύο φορές το κορίτσι είπε ότι αν κάνουµε πράξεις, 

εννοώντας το Πυθαγόρειο θεώρηµα, θα επιβεβαιώσουµε τους ισχυρισµούς 

µας. Παρ’ όλα αυτά δεν έκαναν πράξεις αλλά από τις απαντήσεις τους, 

φαίνεται ότι έχουν αντιληφθεί τις ποιοτικές σχέσεις που συνδέουν τις πλευρές 

και τις γωνίες ενός ορθογωνίου τριγώνου. Η ουσιαστικότερη όµως κατανόηση 

και εµπέδωση αυτών των εννοιών προϋποθέτει µια πιο συστηµατική δουλειά 

από τη µεριά τους, που µάλλον δεν έχει γίνει, για αυτό και εµφανίζουν χαµηλή 

επίδοση στο τεστ του σχολείου τους. 

Στο τµήµα ελέγχου αυτής της οµάδας, τα αποτελέσµατα ήταν µάλλον 

απογοητευτικά και φαίνεται πώς ούτε η χρήση των χειραπτικών εργαλείων 

µπόρεσε να τους κινητοποιήσει. Η συµµετοχή τους ήταν κάτω του µετρίου και 

δεν είχαν κάποιου είδους επικοινωνία µεταξύ τους. Οι απαντήσεις τους 

αρκέστηκαν στην πρώτη εντύπωση που τους δηµιουργούσε κάθε φορά το 

σχήµα και απάντησαν σωστά µόνο στην τελευταία δραστηριότητα. Πιο 

συγκεκριµένα, στην 1η δραστηριότητα το κορίτσι είπε ότι αφού τα δύο τρίγωνα 

έχουν δύο πλευρές ίσες θα έχουν ίσες και τις τρίτες τους πλευρές. Εποµένως 

η ζητούµενη πλευρά είναι 13 και στο συγκεκριµένο σχήµα έχει γίνει 

µεγέθυνση. Το αγόρι αντιθέτως είπε ότι θα είναι µεγαλύτερη από 13 αφού έτσι 

φαίνεται από το σχήµα. Στη 2η δραστηριότητα το αγόρι είπε ξανά πως 

φαίνεται από το σχήµα ότι η γωνία που ζητάµε είναι ορθή, ενώ το κορίτσι είπε 

ότι, αφού κάθε τρίγωνο έχει µία ορθή γωνία, η απάντηση είναι ορθή. Στην 3η 

δραστηριότητα, κατ’ αρχήν δεν µπορούσαν να τοποθετήσουν τις βέργες 9 και 

12 κάθετα µεταξύ τους και τους βοήθησε ο ερευνητής. Να πούµε εδώ, ότι 

ήταν τα µόνα από τα παιδιά που δεν αναγνώριζαν τις κάθετες πλευρές µιας 

ορθής γωνίας, οπότε συµπεραίνουµε ότι οι µαθητές αυτοί είχαν πολλά 

γνωστικά κενά. Ίσως αν ήταν στο τµήµα παρέµβασης κατά τη διάρκεια της 

διδασκαλίας, να είχαν καταφέρει να καλύψουν αυτά τα στοιχειώδη γνωστικά  
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κενά και να ήταν πιο συµµετοχική η παρουσία τους. Όσον αφορά τη 

δραστηριότητα τώρα, αφού δοκίµασαν 2-3 βέργες κατέληξαν στη βέργα 

µήκους 14, η οποία ταίριαζε περίπου και απάντησαν ότι αυτή είναι που 

σχηµατίζει το τρίγωνο. Στην ερώτησή µας, αν θυµούνται τι λέει το Πυθαγόρειο 

θεώρηµα, η απάντησή τους ήταν αρνητική. Τέλος στην 4η δραστηριότητα 

τοποθέτησαν τα ξυλάκια όπως και όλα τα προηγούµενα παιδιά µε κάθετες τις 

πλευρές 3 και 6, το ξυλάκι µήκους 7 περίσσευε, οπότε είπαν ότι πράγµατι δεν 

µπορούµε να κατασκευάσουµε ορθογώνιο τρίγωνο µε αυτά τα ξυλάκια. 

Πάντως βλέποντας την προηγούµενη παρέµβαση του ερευνητή, που τους 

βοήθησε να «στήσουν» αρχικά την ορθή γωνία, «αντέγραψαν» την κίνησή του 

σ’ αυτή την τελευταία δραστηριότητα και µπόρεσαν να έχουν µια πιο ενεργή 

συµµετοχή στο σηµείο αυτό. Για το λόγο αυτό ενισχύεται η υπόθεση που 

κάναµε προηγουµένως ότι αν τα παιδιά αυτά είχαν, είτε λίγο περισσότερο 

χρόνο, είτε είχαν µια πρώτη επαφή πιο χειραπτική µε τις έννοιες που 

διαπραγµατεύτηκαν, θα είχαν καλύτερη απόδοση και ίσως περισσότερη 

αυτοπεποίθηση. 

5.2 Συµπερασµατικά σχόλια 

Στην παρούσα έρευνα προσπαθήσαµε να δηµιουργήσουµε και να 

εφαρµόσουµε ένα ολοκληρωµένο µαθησιακό περιβάλλον σχεδιασµένο έτσι 

ώστε, να λειτουργεί συµπληρωµατικά στο υπάρχον αναλυτικό πρόγραµµα 

στη διδασκαλία του Πυθαγορείου θεωρήµατος. 

Οι µαθητές εισήχθησαν στο Πυθαγόρειο θεώρηµα µέσα από ιδέες, 

έννοιες και παραδείγµατα που συνδέονται µε τον «πραγµατικό κόσµο». Η 

εµπειρική αντίληψη της βαρύτητας οδηγεί σε γεωµετρικές εικόνες και 

προτάσεις και οι µαθητές οδηγούνται στον αντικειµενικό προσδιορισµό αυτών 

των εννοιών µέσα από τη χρήση αριθµητικών και γεωµετρικών προτύπων. Μ’ 

αυτόν τον τρόπο, οι µαθητές συµµετέχουν στη σταδιακή αυτή κατασκευή της 

νέας γνώσης και εισάγονται στον «κόσµο των µαθηµατικών» όχι µε έναν 

αυθαίρετο τρόπο, αλλά έτσι ώστε οι γεωµετρικές αυτές έννοιες να έχουν 

νόηµα για αυτούς.  

Προσπαθήσαµε να ακολουθήσουµε στην εισαγωγή των µαθητών στο 

Πυθαγόρειο θεώρηµα, την εξελικτική πορεία του έτσι όπως την 

πληροφορούµαστε από τα ιστορικά στοιχεία. Οι πρώτες γεωµετρικές ιδέες 

δηµιουργούνται από την ανάγκη αντιµετώπισης πρακτικών και καθηµερινών 

καταστάσεων. Οι πρωτο-µαθηµατικές αυτές ιδέες αρχίζουν να παίρνουν µια 
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πιο αντικειµενική µορφή, µέσα από τη χρήση αλγοριθµικών διαδικασιών και 

αριθµητικών προτύπων για να καταλήξουν σε µια πιο αυστηρή γεωµετρική 

παρουσίαση µέσα από υψηλό βαθµό αφαίρεσης και γενίκευσης.   

Συµπερασµατικά, να πούµε πως οι µαθητές µας φαίνεται πως 

ανέπτυξαν τις ποιοτικές συνδέσεις στις οποίες στοχεύαµε. Στην ποιοτική 

σχέση δηλαδή, των αριθµών µε τα µήκη των πλευρών ενός ορθογωνίου 

τριγώνου και στο χαρακτηρισµό ενός τριγώνου ως ορθογώνιο. Και ενώ η 

στατιστική ανάλυση µας έδειξε ότι σε δύο ερωτήσεις εµφανίζεται καλύτερο το 

τµήµα ελέγχου, παρακολουθώντας τις συνεντεύξεις των µαθητών, 

παρατηρούµε ότι η διδακτική µας παρέµβαση κινητοποίησε τους µέτριους ή 

και αδύνατους µαθητές. Για µας αυτό θεωρείται επιτυχία, αφού οι µαθητές µε 

άριστη ή πολύ καλή επίδοση, σε γενικές γραµµές θα συνεχίσουν να είναι έτσι. 

Ενώ, για παράδειγµα η οµάδα των µαθητών µε χαµηλή επίδοση του τµήµατος 

παρέµβασης, απάντησε σωστά και στις 4 δραστηριότητες των συνεντεύξεων. 

Για κάποιες µάλιστα απαντήσεις τους ήταν απόλυτα πεπεισµένοι ότι η 

απάντησή τους ήταν σωστή, αλλά είχαν βέβαια µια αδυναµία 

επιχειρηµατολογίας. Αντίθετα οι µαθητές της ίδιας οµάδας του τµήµατος 

ελέγχου, πέραν των γνωστικών κενών που είχαν, διαπιστώσαµε ότι η 

απροθυµία τους να συµµετέχουν περισσότερο ενεργά στις δραστηριότητες, 

οφειλόταν περισσότερο στην αδυναµία κατανόησης απλών γεωµετρικών 

εννοιών και στη συνέχεια στη χρήση των απλών χειραπτικών υλικών  που 

τους προτείναµε. Με αφορµή µάλιστα το συγκεκριµένο ζεύγος µαθητών, θα 

ήταν ενδιαφέρον, παρότι αυτό δεν αποτελεί µέρος της δικής µας έρευνας, να 

µελετηθούν οι συναισθηµατικές στάσεις των µαθητών στον τοµέα του 

µαθήµατος, όπως επίσης και ο τρόπος δηµιουργίας κινήτρων. 

Κλείνοντας, θα λέγαµε ότι θα ήταν επίσης ενδιαφέρον να µπορούσαµε 

να παρακολουθήσουµε την πορεία αυτών των µαθητών ή κάποιων από 

αυτούς, στις επόµενες τάξεις του σχολείου και ιδιαίτερα, να δούµε πώς θα 

αντιµετωπίσουν το Πυθαγόρειο θεώρηµα και τη γενίκευσή του, στη 

διδασκαλία της Γεωµετρίας της Β΄ Λυκείου. ∆υστυχώς αυτό είναι δύσκολο να 

γίνει γιατί οι µαθητές αλλάζουν σχολείο ή τµήµα στο Λύκειο. Παρ’ όλα αυτά, η 

συντάκτρια της παρούσας διπλωµατικής, θα προσπαθήσει τον επόµενο 

χρόνο, να δοκιµάσει µε µια τροποποιηµένη µορφή την συγκεκριµένη 

διδασκαλία του Πυθαγορείου θεωρήµατος, στο Λύκειο που διδάσκει. 
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Α  

Σ χ η µ α τ ι κ ο ί  α ρ ι θ µ ο ί  

(κατά τη διάρκεια της φάσης «Τετράγωνοι αριθµοί») 

Με την ευκαιρία της επανάληψης στους ακέραιους και ρητούς αριθµούς, ας 

επιστρέψουµε στους φυσικούς αριθµούς και σε κάποιες αναπαραστάσεις τους. Οι 

Πυθαγόρειοι παρατήρησαν ότι κάποιοι φυσικοί αριθµοί µπορούν να 

αναπαρασταθούν µε τη µορφή κάποιου γνωστού γεωµετρικού σχήµατος, καθώς και 

ότι κάποια γνωστά γεωµετρικά σχήµατα αναπαριστούν κάποιους αριθµούς. Αυτή την 

γεωµετρική παράσταση των φυσικών αριθµών την ονόµασαν ‘σχηµατικούς 

αριθµούς’. 

Για παράδειγµα, ο αριθµός 3 µπορεί να παρασταθεί ως ένα τρίγωνο που 

σχηµατίζεται µε 3 ψηφίδες. Έτσι, ο αριθµός 3 µπορεί να παρασταθεί ως 

ένας τριγωνικός αριθµός.  

Με τον ίδιο τρόπο, ο αριθµός 4 µπορεί να παρασταθεί ως ένα τετράγωνο 

που σχηµατίζεται µε 4 ψηφίδες. Έτσι, ο αριθµός 4 µπορεί να παρασταθεί 

ως ένας τετραγωνικός αριθµός (πλευράς 2 ψηφίδων). 

∆ραστηριότητα 

1. Μπορείτε να βρείτε τους δύο επόµενους φυσικούς αριθµούς που µπορούν να 

παρασταθούν µε τη βοήθεια τετραγωνικών αριθµών και να συµπληρώσετε τον 

παρακάτω πίνακα; 

Φυσικός αριθµός 
που µπορεί να 
παρασταθεί ως 
τετραγωνικός 

αριθµός 

4 9   

Τετραγωνικός 
αριθµός 

 
 

  

  

Πλήθος ψηφίδων 
πλευράς 

τετραγωνικού 
αριθµού 

2 3   

Πλήθος ψηφίδων 
τετραγωνικού 

αριθµού 

4 9   

Σχέση τετραγωνικού 
αριθµού µε το 

πλήθος ψηφίδων 

22    

2. Μπορείτε να συµπληρώσετε την παρακάτω πρόταση; 

«Για να βρω το πλήθος των ψηφίδων ενός τετραγωνικού αριθµού βρίσκω το 

…….. ψηφίδων της πλευράς του τετραγωνικού αριθµού και την ………… στο 

………….»
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Β  

Φ Υ Λ Λ Ο  Ε Ρ Γ Α Σ Ι Α Σ   

(στη διάρκεια της διδακτικής παρέµβασης) 

 

1. Με βάση αυτά που συζητήσαµε, να συµπληρώσετε τις παρακάτω φράσεις 

µε τις λέξεις:  «ΙΣΗ µε», «ΜΕΓΑΛΥΤΕΡΗ από», «ΜΙΚΡΟΤΕΡΗ από», 

Αν έχω τρίγωνο µε δύο πλευρές µε µήκος 3 και 4 και την περιεχόµενη 

γωνία ΟΡΘΗ, τότε η τρίτη πλευρά είναι        

Αν έχω τρίγωνο µε δύο πλευρές µε µήκος 3 και 4 και την περιεχόµενη 

γωνία ΟΞΕΙΑ, τότε η τρίτη πλευρά είναι         

Αν έχω τρίγωνο µε δύο πλευρές µε µήκος 3 και 4 και την περιεχόµενη 

γωνία ΑΜΒΛΕΙΑ, τότε η τρίτη πλευρά είναι   

 

 

2. Αν έχεις ένα τρίγωνο και οι πλευρές του έχουν µήκος 3, 4 και 5, τότε το 

τρίγωνο είναι   ....................................... και η ορθή γωνία βρίσκεται 

............................. από την πλευρά µήκους 5, που είναι η 

................................. πλευρά του τριγώνου.  

 

 

 

3. ∆ιαπιστώσαµε ότι ένα τρίγωνο µε πλευρές (3, 4, 5) είναι ορθογώνιο 

τρίγωνο.  

Μπορείς να µαντέψεις άλλη τριάδα µηκών που να σχηµατίζουν ορθογώνιο 

τρίγωνο; Ποιά; 

Πώς το σκέφτηκες; 

Απέναντι από ποιά πλευρά θα είναι η ορθή γωνία; 

....................................5 

....................................5 
 

.....................................5 
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4. Συµπληρώστε τον παρακάτω πίνακα. 

Τρίγωνο 
Πλευρά 

τριγώνου 

Τετραγωνικός αριθµός που 
ταιριάζει µε την πλευρά του 

τριγώνου  

Πλήθος 
ψηφίδων 

τετραγωνικού 
αριθµού 

 

3    

4    

 

5    

6    

8    

 
10    

9    

12    

 
15    

5    

12    

 

13    
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5. Μπορείς να διατυπώσεις µε λέξεις τη σχέση που συνδέει τις τριάδες µηκών 

ενός ορθογωνίου τριγώνου; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Μπορείς να διατυπώσεις αυτή τη σχέση µε µαθηµατικά σύµβολα; 
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Γ  

Ε Ρ Ω Τ Η Μ Α Τ Ο Λ Ο Γ Ι Ο  Α Ξ Ι Ο Λ Ο Γ Η Σ Η Σ  

(στη διάρκεια της αξιολόγησης) 
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  ∆  

∆ Ρ Α Σ Τ Η Ρ Ι Ο Τ Η Τ Ε Σ  

(στη διάρκεια των συνεντεύξεων) 

 

∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ  1η  

∆ίνονται τα παρακάτω τα τρίγωνα. 

 

 

       Β       

         
     Α                                       Γ 

                Λ       

   
 Κ                                                          Μ 

 

 

Γνωρίζουµε ότι η γωνία Κ είναι οξεία. 

 

Ποια από τις παρακάτω προτάσεις είναι σωστή; 

1. Η ΛΜ είναι μικρότερη από 13. 

2. Η ΛΜ είναι μεγαλύτερη από 13. 

3. Η ΛΜ είναι ίση με 13. 

13 5 

12 
5 

12 
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∆ΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ  2η  

Στο παρακάτω τρίγωνο ΑΒΓ γνωρίζουµε ότι ΑΒ = 8, ΒΓ = 10 και ΑΓ = 6. 
 

 

       Α       

         
      Β                                                                                               Γ 
 
 
 
 
 

Ποια από τις παρακάτω προτάσεις είναι κατά τη γνώµη σου η σωστή; 

Α.   Στο τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Β είναι οξεία. 

Β.   Στο τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Β είναι ορθή. 

Γ.   Στο τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Β είναι αµβλεία. 

∆.   ∆εν µπορώ να απαντήσω. 

Ε.   Στο τρίγωνο ΑΒΓ η γωνία Β είναι ίση µε την Α. 

 

6 8 

10 
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Ε  

ΒΑΘΜΟΛΟΓΙΕΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΚΑΙ ΣΤΟ ΤΕΣΤ ΤΟΥ ΣΧΟΛΕΙΟΥ 

ΤΟ ΤΜΗΜΑ ΠΑΡΕΜΒΑΣΗΣ 

 
ΒΑΘΜΟΛΟΓΙΑ ΜΑΘΗΤΩΝ ΤΟΥ ΤΜΗΜΑΤΟΣ ΠΑΡΕΜΒΑΣΗΣ ΣΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΚΑΙ ΣΤΟ ΤΕΣΤ ΤΟΥ ΣΧΟΛΕΙΟΥ 

code q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12 q13 GRADE TEST 
Παρόντες 

στη διδακτική 
παρέµβαση 

101 2 1 3 1 1 2 3 5 2 2 3 5 2 20 � 

102 2 4 4 1 1 4 4 1 2 1 2 5 2 απών � 

103 2 4 4 1 1 4 1 1 2 1 2 5 2 10 � 

104 2 4 4 1 1 1 2 1 2 1 2 5 3 12 $ 

105 2 3 1 1 1 1 1 1 1 1 3 5 2 5 � 

106 2 1 1 1 1 3 3 1 1 4 3 2 1 10 � 

107 2 3 1 1 1 3 3 1 2 1 2 5 2 12 � 

108 2 2 1 2 1 3 2 5 3 2 4 2 3 5 $ 

109 1 3 1 1 2 3 1 5 2 2 3 5 2 14 � 

110 2 3 1 1 1 3 2 1 2 1 2 5 2 20 � 

111 2 3 1 1 1 1 1 5 5 2 5 3 2 9 $ 

112 2 3 1 1 1 3 2 2 3 1 2 5 2 15 � 

113 2 1 1 1 1 3 2 1 1 1 1 5 2 20 � 

114 2 4 1 2 1 3 2 5 2 2 3 5 2 6 � 

115 2 3 1 1 1 3 2 2 1 3 3 5 2 19,5 � 

116 2 1 1 1 5 2 1 1 1 1 1 5 2 17 � 

117 2 2 4 1 1 4 1 2 1 1 1 3 2 8 � 

118 2 4 2 1 1 1 1 5 2 2 3 5 2 20 � 

119 2 2 5 1 1 1 1 1 1 1 1 5 2 15 � 

120 2 1 1 1 1 3 3 1 2 3 3 5 2 15 � 
πίνακας excel 1: Πίνακας στο excel για τους βαθµούς των µαθητών του τµήµατος παρέµβασης. 

 
Οι κωδικοί 101 έως 120 είναι οι µαθητές του τµήµατος παρέµβασης όπως κωδικοποιήθηκαν για να εισαχθούν οι 

βαθµοί τους στο SPSS και να γίνει η στατιστική ανάλυση.  “Grade test” είναι ο βαθµός που πήραν οι µαθητές στο 

τεστ του σχολείου τους. Στη στήλη µε τους παρόντες είναι (γκρι) σκιασµένα 3 κελιά µε τους 3 µαθητές που 

απουσίαζαν την ηµέρα της διδακτικής µας παρέµβασης. 

Τα σκιασµένα κίτρινα κελιά είναι οι σωστές απαντήσεις σε κάθε ερώτηση. 
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ΤΟ ΤΜΗΜΑ ΕΛΕΓΧΟΥ  

ΒΑΘΜΟΛΟΓΙΑ ΜΑΘΗΤΩΝ ΤΟΥ ΤΜΗΜΑΤΟΣ ΕΛΕΓΧΟΥ ΣΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΚΑΙ ΣΤΟ 
ΤΕΣΤ ΤΟΥ ΣΧΟΛΕΙΟΥ 

code q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12 q13 GRADE TEST 
201 2 2 4 1 1 3 1 1 1 2 3 2 2 17 
202 2 4 1 1 1 3 4 1 2 2 1 5 2 20 
203 2 2 1 1 1 3 1 5 2 2 4 5 2 15 
204 2 2 4 4 1 4 1 1 1 4 3 2 2 15 
205 2 2 1 1 1 3 1 5 2 4 1 5 2 10 
206 2 2 1 1 1 3 1 1 1 2 3 3 2 5 
207 2 2 1 1 1 3 1 1 2 3 3 5 2 20 
208 2 2 1 1 2 3 1 4 2 1 3 2 1 5 
209 2 2 1 1 1 3 1 1 2 2 3 5 2 20 
210 2 2   1 1 1 1 5 2 2 3 5 2 2 
211 3 4 5 1 1 5 5 5 1 1 5 3 2 3 
212 2 2 1 1 1 3 1 1 1 2 3 3 2 15 
213 2 1 1 1 2 3 4 5 5 2 5 2 2 18 
214 2 1 1 1 2 3 4 5 5 2 4 2 2 16 
215 2 2 3 1 3 1 2 2 2 2 1 5 1 8 
216 2 2 2 1 1 1 5 2 2 1 1 5 2 5 
217 2 1 3 1 1 2 3 5 2 2 3 5 2 19,5 
218 2 2 2 2 3 2 1 2 2 2 1 5 2 7 
219 2 1 1 1 2 1 2 5 2 4 3 4 1 15 

πίνακας excel 2: Πίνακας στο excel για τους βαθµούς των µαθητών του τµήµατος ελέγχου. 
 

Οι κωδικοί 201 έως 219 είναι οι µαθητές του τµήµατος ελέγχου όπως κωδικοποιήθηκαν για να εισαχθούν οι 

βαθµοί τους στο SPSS και να γίνει η στατιστική ανάλυση. “Grade test” είναι ο βαθµός που πήραν οι µαθητές στο 

τεστ του σχολείου τους. Το κελί 210-q3 είναι σκιασµένο (ροζ) γιατί δεν υπήρχε απάντηση σ’ αυτή την ερώτηση 

(missing value). 

Τα σκιασµένα κίτρινα κελιά είναι οι σωστές απαντήσεις σε κάθε ερώτηση. 
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Π Α Ρ Α Ρ Τ Η Μ Α  Σ Τ  

ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΙΣ  

(Πλήρεις αποµαγνητοφωνήσεις των διαλόγων του ερευνητή µε τους µαθητές 

σε δύο επιλεγµένες συνεντεύξεις) 

 

1η ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ (ΟΜΑ∆Α Α - τµήµα παρέµβασης) 

Ερευνητής: Θυµάστε πώς έγινε η διδασκαλία του Πυθαγορείου στην τάξη, 

όχι από εµάς, πώς το έκανε η καθηγήτρια. Μπορείτε να µου πείτε 2-3 λόγια 

πώς το είχε κάνει; 

Κορίτσι: Να σας πω... 

Ε.: Πείτε µου 

Κ.:  Μας είχε σχεδιάσει ένα ορθογώνιο τρίγωνο και ένα τετράγωνο και µας 

βοήθησε να βρούµε τη σχέση της κάθετης πλευράς, των κάθετων πλευρών µε 

την υποτείνουσα. Μας έγραψε δηλαδή, για να σας δώσω ένα παράδειγµα ότι 

β2+γ2=α2 [και το γράφει νοητά µε το χέρι της στο θρανίο]. 

Ε.: Ναι 

Κ.:  Εεε και από κει κάναµε την, βάλαµε αριθµούς και µπορέσαµε και κάναµε 

µια κανονική άσκηση. 

Ε.: Ωραία. Από τη διδασκαλία που κάναµε εµείς τι θυµάστε; 

Αγόρι:  Εγώ θυµάµαι ότι είχαµε δηµιουργήσει µε τα ξυλάκια τα τρίγωνα και 

από χρώµατα εµείς κάπως εµείς ξέρετε πως θα γίνουν. 

Ε.: Ωραία. Υπήρχε κάτι που σας άρεσε ή δεν σας άρεσε σ’ αυτό που κάναµε 

εµείς; 

Κ.:  Εγώ βρήκα πολύ ενδιαφέρον αυτό που µας δείξατε στον τοίχο που 

σχεδιάσαµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, µας είπατε δηλαδή ότι η υποτείνουσα 

πρέπει να είναι πιο µεγάλη αλλά να µην ξεπερνάει κιόλας το τρίγωνο και 

βγαίνει αµβλυγώνιο.  

Ε.:  Α! εννοείς µε τα ξυλάκια που κάναµε. Το σχέδιο ή αυτό που κάναµε µε τα 

ξύλα τα ίδια; 

Κ.:  το’ χαµε κάνει αυτό που λέτε µε τα ξύλα και στον τοίχο µας είχατε δείξει 

και το βρήκα ενδιαφέρον γιατί µπορούσαµε να δούµε όλοι από κοντά πώς το 

εφαρµόζαµε. 

Ε.: Κάτι που δεν σας άρεσε; 
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Κ.:  Εεεε, εντάξει δεν θα το λέγαµε, όχι. Το αγόρι συµφωνεί. 

Ε.: Εσύ κάτι που σου άρεσε περισσότερο; (απευθυνόµενος στο αγόρι) 

Α.: Μου άρεσε το παράδειγµα µε τα ξυλάκια επειδή ήταν πιο εύκολο και όλοι 

µπορούσαν να δουν πώς σχεδιάζουµε. 

Ε.: Ωραία. Λοιπόν αυτά έτσι σαν πρώτη συζήτηση. Τώρα θα σας δώσω 

κάποιες έτσι µικρές δραστηριότητες, επιµένω εµένα µ’ ενδιαφέρει να µου λέτε 

συνέχεια πώς σκέφτεστε να τις αντιµετωπίσετε. ∆ηλαδή δεν µ’ ενδιαφέρει να 

µου πείτε αυτό είναι. Απλά να µου πείτε τι νοµίζετε ότι αυτό είναι σωστό ή 

λάθος αλλά γιατί. Το γιατί µ’ ενδιαφέρει. Εντάξει; Η ίδια δραστηριότητα είναι, 

απλά ρίξτε µια µατιά έτσι ένα λεπτάκι ο καθένας µόνος του. 

[∆ιαβάζουν] 

Κ.:  Θέλετε να κυκλώσουµε κάτι; 

Ε.: Ναι, ότι θέλετε. 

[Το κορίτσι κυκλώνει και µετά από λίγο και το αγόρι.] 

Ε.: Ωραία. Ποιός θέλει να µου πει; Τι πιστεύετε ότι είναι αυτή η γωνία; 

Α.: Είναι µικρότερη από 90 µοίρες. Το κορίτσι συµφωνεί. 

Ε.: Ωραία. Γιατί το λέτε αυτό; 

Α.: Επειδή απέναντι από την ορθογώνια (εννοεί υποτείνουσα) και η 

υποτείνουσα πρέπει να είναι µικρότερη από 13 επειδή η κάθετη πλευρά από 

κάτω είναι 12.  

Ε.: Εεε, εσύ; 

Κ.:  Εγώ σκέφτηκα ότι εφόσον έχουµε δίπλα ορθογώνιο τρίγωνο που είναι 90 

µοίρες η κάθετη, η ορθή γωνία και έχουµε την υποτείνουσα 13, άρα εδώ 

εφόσον είναι οξεία γωνία σηµαίνει θα είναι κάτω από 90 µοίρες άρα και η 

γωνία υποτείνουσα θα είναι µικρότερη από την αρχική, από τη 13 δηλαδή.  

Ε.: Αυτό λες και εσύ; 

Α.: Εεε ναι και µπορούµε ακόµα να κάνουµε µια πράξη που είναι 5 και 12 δεν 

θα βγει 13, είναι µικρότερη. 

Ε.: Το θέµα είναι µου είπατε και οι δύο ότι είναι ορθογώνιο το τρίγωνο, το 

αριστερό. Πώς το ξέρετε; 

[Γέλια.] 

Ε.: Γιατί το είπατε; Αυτό θέλω να καταλάβω. 
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Κ.:  Γιατί µπορούµε να το κάνουµε και µε την πράξη. Αν δηλαδή πάρουµε την 

υποτείνουσα και την υψώσουµε στη δευτέρα, θα µας βγάλει, είναι ίση µε το 

άθροισµα των δύο τετραγώνων. 

Ε.: Όταν είπατε πριν ότι είναι ορθογώνιο, είχατε κάνει την πράξη ή επειδή το 

είδατε ας πούµε ορθογώνιο, είπατε θα είναι εντάξει, οπότε συνεχίζω. 

Κ.:  Έχουµε κάνει αυτό το παράδειγµα στο µάθηµα. 

Ε.: Α! οπότε ξέρετε. 

Α.: Ναι 

Ε.: Μάλιστα. Ωραία. Αυτό για αυτή τη δραστηριότητα, πάµε τώρα στην 

επόµενη. ∆ώστε τα µου τα χαρτιά. Πάλι από ένα φύλλο. 

[∆ιαβάζουν. Προβληµατίζονται.] 

Ε.: Τι σκέφτεστε; 

Κ.:  Να σας πω εγώ τι σκέφτοµαι. Εεε. Εγώ σκέφτοµαι ένα προς το παρόν 

πράγµα από εδώ που έχετε βάλει. Ότι είναι οξεία η γωνία. Τώρα θα το δω. 

Ε.: Εσύ; 

Α.: Το ίδιο µάλλον επειδή η υποτείνουσα 6 δεν µπορεί να είναι  

Κ.:  ορθή ούτε αµβλεία. 

Ε.: Ωραία. Πείτε µου ξανά, πες µου το σκεπτικό σου και µετά µου λες κι εσύ 

ξανά για να το καταλάβω. Επιλέξατε την πρώτη επιλογή ότι η Β είναι οξεία, µε 

ποιό σκεπτικό; 

Α.: Επειδή η πλευρά που είναι από κάτω από ύψος είναι µεγαλύτερη από την 

υποτείνουσα γι αυτό µάλλον το τρίγωνο δεν είναι ορθογώνιο και η Β είναι 

οξεία. 

Ε.: Αν κατάλαβα καλά. Λες, δεν είναι ορθογώνιο τελικά το τρίγωνο παρόλο 

που µοιάζει, αυτό λέµε; και άρα θα είναι οξεία. Εσύ; [στο κορίτσι] 

Κ.:  Συµφωνώ. 

Ε.: Τι ίδιο επιχείρηµα. έτσι; 

Κ.:  Ναι. 

Ε.: Ωραία. Αν σας έλεγα δίνεται ένα τρίγωνο µε πλευρές 6,8 και 10, να δείτε 

αν είναι ορθογώνιο, τί θα λέγατε; 

Κ.:  Υπάρχουν πολλές περιπτώσεις. 

Α.: Ναι, µπορούµε να βάλουµε αριθµούς 

Κ.:  Να σας πω. Κατ’ αρχήν µπορούµε να ονοµάσουµε 6 τη µία 

Ε.: Όχι σ’ αυτό σε άλλο τρίγωνο. 



-- 151 -- 

Κ.:  Ναι, όχι γιατί το έχω µπροστά µου. Τη µία πλευρά, την άλλη 8 και την 

υποτείνουσα 10, οπότε εκεί µάλλον θα βγει ορθογώνιο το τρίγωνο. Άλλη 

περίπτωση είναι να πούµε 8 τη µία κάθετη, εεε, όχι συγνώµη, 10 την άλλη 

πλευρά και 6. Εκεί δεν θα βγει ορθογώνιο. Υπάρχουν πολλές περιπτώσεις γι 

το τρίγωνο.  

Α.: Εεε το ίδιο επειδή η υποτείνουσα πρέπει να είναι η µεγαλύτερη από τις 

άλλες 10 πρέπει να είναι.. 

Ε.: Ναι! Σας φαίνεται αυτό το σχήµα, σας ενόχλησε καθόλου έτσι όπως είναι ή 

δεν έχετε πρόβληµα µ’ αυτό το σχήµα; 

Α.: Εγώ όταν είδα αριθµούς δεν πίστευα ότι είναι έτσι. 

Κ.:  Εγώ κοιτάω πάντα όταν συναντάω σε µια άσκηση ένα ορθογώνιο 

τρίγωνο η πρώτη µου σκέψη είναι δεν κοιτάω τους αριθµούς κοιτάω το 

ορθογώνιο. Αλλά µετά αν κοιτάξεις και τους αριθµούς και κάνεις τις πράξεις 

µπορεί και να µην βγει αυτό που έχει εδώ πέρα.  

Ε.: Ωραία. Άρα τελικά αυτό το τρίγωνο το ΑΒΓ, τι λέτε είναι ορθογώνιο ή δεν 

είναι ορθογώνιο; 

Α.: ∆εν είναι [συµφωνούν και οι δύο] 

Ε.: Άµα ισχύει το πυθαγόρειο θεώρηµα σ’ ένα τρίγωνο είναι ορθογώνιο ή όχι, 

τί λέτε; 

Κ.:  Είναι ορθογώνιο. 

Ε.: Εσύ; [στο αγόρι] 

Α.: Ναι 

Ε.: Σ’ αυτό ισχύει το πυθαγόρειο θεώρηµα; 

Κ.:  Όχι! 

Α.: Όχι. 

Ε.: Ωραία. Πάει και αυτό, οπότε πάµε στην τελευταία δραστηριότητα.  

Κ.:  Ελπίζω να µην σας σοκάραµε! 

Ε.: Λοιπόν, παίρνετε δύο βέργες, αυτή που είναι 9 και αυτή που είναι 12. 

Θυµάστε τι εννοούµε 12; Βρείτε και την 9. Ωραία. Έχετε λοιπόν τις βέργες 9 

και 12 και σας λέει κάποιος: αν αυτές είναι πλευρές, κάθετες πλευρές ενός 

ορθογωνίου τριγώνου, ποιά βέργα θα χρειαζόµαστε για να κάνουµε ένα 

ορθογώνιο τρίγωνο από τις υπόλοιπες που υπάρχουν εκεί; 

[Το κορίτσι διαλέγει τη 15, την τοποθετεί και περιµένει.] 

Ε.: Πώς τη διάλεξες; 
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Κ.:  Εε σκέφτηκα , κάτσε γιατί δεν τη µέτρησα κιόλας. Να σας πω την 

αλήθεια. Την πρώτη φορά την είδα λίγο µε το µάτι και την υπολόγισα. Αλλά .. 

υπέθεσα ότι θα είναι µεγαλύτερη από αυτές τις δύο, την είδα και τη διάλεξα. 

Ε.: Εσύ; 

Α.: Εγώ λίγο δεν πρόλαβα, αλλά ναι το ίδιο, επειδή πρέπει να είναι η 

µεγαλύτερη και µπορούµε να βρούµε από µεγαλύτερο. 

Ε.: Και γιατί να είναι αυτή και όχι µια άλλη µεγαλύτερη; 

Κ.:  Γιατί αν πάρουµε µία άλλη µεγαλύτερη µπορεί να βγει κιόλας έξω, το 

τρίγωνό µας να γίνει αµβλυγώνιο, δε θα είναι ίσο για να βγει ορθογώνιο. 

Ε.: Αυτό το τρίγωνο που φτιάξατε εδώ, είµαστε σίγουροι ότι είναι ορθογώνιο; 

Α.: Επειδή οι πλευρές ταιριάζουν ακριβώς. Εδώ είναι 90 µοίρες κι αυτό είναι 

... 

Ε.: Αν για παράδειγµα τα µετράγαµε πόσα κοµµάτια είναι η καθεµία, είναι 9, 

12 κι αυτή η τρίτη που βάλατε, πόσα κοµµάτια είναι; 

Α.: 14 πρέπει να είναι. 

Κ.:  15 

Ε.: 15! Για να είναι ορθογώνιο τρίγωνο τι θα έπρεπε να ισχύει; 

Α.: Πυθαγόρειο θεώρηµα. ∆ηλαδή 15 στο τετράγωνο, 9 στο τετράγωνο και 12 

στο τετράγωνο. 

Ε.: Το χρειάζεστε αυτό για να πείτε ότι είναι ορθογώνιο, ή είστε σίγουρο ότι 

είναι ορθογώνιο χωρίς να κάνετε το πυθαγόρειο θεώρηµα.  

Κ.:  Το χρειαζόµαστε [συµφωνεί και το αγόρι] 

Κ.:  Για να σιγουρευτούµε. 

Ε.: Πριν δεν το ζητήσατε όµως, ήσασταν σίγουροι. 

Κ.:  Ναι, εντάξει. 

Ε.: Ωραία. Λοιπόν και η τελευταία δραστηριότητα πάλι µε τις βέργες. Έχετε τις 

βέργες που είναι 3, 6 και 7.Με αυτές τις 3 βέργες µπορείτε να φτιάξετε ένα 

ορθογώνιο τρίγωνο; 

[Το κορίτσι δίνει τα ξυλάκια στο αγόρι. Το αγόρι δηµιουργεί την ορθή γωνία, 

βάζει το µεγαλύτερο ξυλάκι στη θέση της υποτείνουσας αλλά περισσεύει.] 

Ε.: Είναι ορθογώνιο τρίγωνο αυτό; 

Α.: Άµα θα κάνουµε πράξεις, θα ξέρουµε πιο σωστά. 

Ε.: Τί λες; 

Κ.: Μάλλον  
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Ε.: Ωραία. Πώς µπορείτε να το ελέγξετε αν είναι ορθογώνιο τρίγωνο σίγουρα; 

Κ.:  Θα κάνουµε το πυθαγόρειο 

Ε.: Και; 

Κ.:  τις πλευρές 

Ε.: Είναι; 

Α.: Είναι 7, 6 και 3. 9, 6 τετράγωνο... ναι! όχι! 

Α.: ∆εν είναι. 

Ε.: Τελικά είναι ή δεν είναι; 

Α.: Όχι. Είναι 49 και 36 και 9. 

Ε.: ∆ηλαδή παρόλο που το βλέπετε ότι είναι, λέτε δεν είναι; 

Α.: Ναι. 

Ε.: Ωραία. αυτό! τέλος, ευχαριστώ πολύ. 

Κ.:  Κι εµείς ευχαριστούµε. 
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5η ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ (ΟΜΑ∆Α Β - τµήµα ελέγχου) 

Ερευνητής: Λοιπόν κάποια εισαγωγικά. Θυµάστε πώς έγινε η διδασκαλία του 

Πυθαγορείου στην τάξη;  

Αγόρι:  ναι πώς µας έκανε µάθηµα; 

Ε.: δηλαδή πώς ξεκίνησε θυµάστε; 

Α.:  µας είπε κάτι από το βιβλίο και µας το εξήγησε.   

Κορίτσι:  µας είπε κατ’ αρχήν γιατί λέγεται πυθαγόρειο και µετά άρχισε να 

µας το εξηγεί µε βάση το βιβλίο πιο πολύ. 

Ε.: όπως ήτανε στη σειρά του βιβλίου δηλαδή, έτσι; 

Κ.:  ναι 

Ε.: Ωραία, εγώ τώρα θα σας δώσω από µία δραστηριότητα, υπενθυµίζω ότι 

δεν µ’ ενδιαφέρει αν είναι σωστό ή λάθος αλλά µ’ ενδιαφέρει πάρα πολύ να 

µου λέτε τί σκέφτεστε για να την απαντήσετε την ερώτηση. εντάξει; Είναι το 

ίδιο πράγµα και για τους δύο, ρίξτε µια µατιά και µετά µου λέτε τι σκέφτεστε. 

Άµα θέλετε να γράψετε κάτι το χαρτί δικό σας είναι. 

Κ.:  πρέπει να βρούµε τη σωστή απάντηση; 

Ε.: ναι, να επιλέξετε κάτι, όποιο νοµίζετε εσείς αλλά εµένα µε ενδιαφέρει να 

µου λέτε πώς το σκέφτεστε έτσι; 

Κ.:  να ρωτήσω κάτι; 

Ε.: ναι 

Κ.:  η ΛΜ είναι υποτείνουσα; 

Ε.: Η γωνία Κ τί γωνία είναι; 

Κ.:  οξεία 

Ε.: άρα τί λέτε; είναι υποτείνουσα; 

Κ.:  όχι 

Ε.: εσύ; Γιατί το ρώτησες αν είναι υποτείνουσα; 

Κ.:  γιατί η υποτείνουσα είναι πάντα µεγαλύτερη από τις άλλες 

Α.:  ναι, οπότε είναι υποτείνουσα; 

Ε.: Για να είναι υποτείνουσα τί τρίγωνο πρέπει να είναι; 

Κ.:  ορθογώνιο; 

Ε.: Είναι ορθογώνιο αυτό το τρίγωνο; 

Κ.:  όχι 

Ε.: τί σκέφτεστε; 
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Α.:  ότι άµα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο και η υποτείνουσα είναι 13, αυτό 

λογικά θα είναι µικρότερο από το 13. 

Ε.: Λογικά πώς το σκέφτηκες; Γιατί το λες; 

Α.:  επειδή αυτή εδώ είναι οξεία και η άλλη είναι 180 

Ε.: έχεις κάποια εικόνα στο µυαλό σου, έχεις κάποιο σχήµα ή το ξέρεις ότι.. 

Α.:  όχι έτσι όπως το βλέπω 

Ε.: µµµ, άρα λες η απάντηση είναι; 

Α.:  µικρότερη από 13 

Ε.: εσύ τι λες, συµφωνείς, διαφωνείς; σκέφτεσαι κάτι άλλο; 

Κ.:  αφού η ΛΚ είναι 5, είναι όπως αυτό και η 12 είναι όπως αυτό έ; Νοµίζω 

είναι ίση. 

Ε.: Γιατί; 

Κ.:  γιατί έτσι είναι και στο πρώτο. 

Ε.: µµµ! εσύ λες όχι 

Α.:  ναι  

Ε.: τι λες γι αυτό που λέει ο συµµαθητής σου; Λέει ότι είναι ορθή η αριστερή 

γωνία, εδώ είναι οξεία,  

Κ.:  άρα είναι µικρότερη 

Ε.: ναι  

Κ.:  σωστό µου ακούγεται και αυτό, ναι , ίσως είναι µικρότερη. 

Ε.: Τι θα απαντούσες τελικά; Στην αρχή από ότι κατάλαβα θα απαντούσες 

ίση. 

Κ.:  µµµ ναι 

Ε.: εσύ δεν αλλάζεις γνώµη; 

Α.:  όχι 

Ε.: εσύ; 

Κ.:  µικρότερη 

Ε.: µικρότερη; το αλλάζεις δηλαδή την απόφασή σου; σε έπεισε; 

Κ.:  ναι 

Ε.: µάλιστα, ωραία, µου δίνετε αυτό, να σας δώσω το επόµενο, δείτε και αυτό 

το τρίγωνο. 

Κ.:  είναι το β. Γιατί είναι ορθογώνιο τρίγωνο 

Α.:  ναι κι εγώ αυτό λέω 

Κ.:  άρα η Β είναι ορθή. 
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Ε.: Γιατί είναι ορθογώνιο το τρίγωνο; 

Κ.:  γιατί η Β είναι ορθή; 

Ε.: ναι εννοώ πού το ξέρουµε; το βλέπουµε από το σχήµα, το .... 

Κ.:  από το σχήµα το καταλαβαίνουµε, αλλά και άµα κάνω το πυθαγόρειο 

δηλαδή  

Α.:  82επί102=6 

Κ.:  αφού η υποτείνουσα είναι πάντα η µεγαλύτερη, αυτό γιατί είναι 10; 

Ε.: Μµµµ 

Κ.:  είναι 10 αυτό! 

Ε.: άρα; 

Α.:  δεν έχει σηµασία η υποτείνουσα 

Κ.:  όχι η υποτείνουσα 

Α.:  η Β να΄ ναι ορθή 

Κ.:  ναι αλλά η Β µπορεί να µην είναι ορθή άµα το τρίγωνο δεν είναι 

ορθογώνιο. 

[το αγόρι κάτι δείχνει] 

Ε.: Τί εννοείς µε αυτό που έκανες; 

Α.:  δηλαδή δεν έχει σηµασία πόσο θα είναι η 10, 10 να’ ναι, 2 να’ ναι , άµα 

είναι η  Β ορθή όλο το τρίγωνο 

Ε.: εσύ τι λες; 

Α.:  εγώ λέω ότι είναι ορθή και κυκλώνει την απάντηση 

Ε.: από το σχήµα; 

Α.:  ναι 

Ε.: εσύ; 

Κ.:  ναι κι εγώ αυτό αλλά είναι περίεργο γιατί αυτή είναι 6, η υποτείνουσα 

πιστεύω έπρεπε να είναι πάνω από 10. 

Ε.: Και τώρα τι γίνεται; 

Κ.:  ίσως πρέπει να κάνουµε 62=102+82 και άµα µας βγούνε ίδια τότε σηµαίνει 

ότι είναι ορθογώνιο αλλά έτσι όπως το βλέπω δεν θα βγούνε. 

Ε.: ∆εν είναι, το ένα είναι 36 και το άλλο κάνει 164, το 82+102. 

Α.:  οπότε δεν είναι ορθή 

Κ.:  οπότε δεν είναι ορθογώνιο  

Ε.: εσύ τι λες; το αλλάζεις τώρα; 
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Α.:  για να είναι η µια 100, πόσο είπατε 116; το 82 µε 102, 82 κάνει 64, 102 

κάνει 100, 100 και 64 κάνει 164. Το άλλο είναι 62 36. 

Κ.:  άρα δεν είναι ορθογώνιο, είναι αµβλεία; 

Α.:  ναι και εγώ αυτό σκεφτόµουνα, άµα είναι µεγαλύτερες αυτές οι δύο  

Κ.:  ναι, ίσως είναι αµβλεία 

Α.:  εγώ βάζω αµβλεία και εντάξει, δεν αλλάζω 

Ε.: µε το σκεπτικό ότι...επειδή είναι µεγαλύτερες πλευρές; 

Α.:  ναι 

Κ.:  ναι 

Ε.: αυτό; 

Κ.:  και ότι δεν είναι ορθογώνιο, δεν πρέπει να είναι έτσι κι αλλιώς 

Ε.: ωραία, δώστε τα µου αυτά, λοιπόν µπροστά σας έχετε κάποια ξυλάκια, 

που είναι χωρισµένα σε κοµµατάκια άσπρο µαύρο, ωραία; Σας λένε τώρα 

βρείτε κάποια ξυλάκια τα οποία να είναι 9 και 12 κοµµάτια. Βρείτε τα αυτά... 

Ε.: Βρήκες το 12 και το 9, ωραία! Λοιπόν αυτές σου λένε ότι είναι οι κάθετες 

πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου. Βάλτε τες κάθετες πλευρές, κάτω στο 

τραπέζι, ωραία. Θέλετε τώρα, να βρείτε ένα τρίτο ξυλάκι που να κλείνει το 

ορθογώνιο τρίγωνο δηλαδή να βρείτε την υποτείνουσα.  Τί θα κάνετε; πώς το 

σκέφτεστε; 

Κ.:  κατ’ αρχήν να είναι µεγάλο για να είναι ορθογώνιο 

Α.:  το ένα 9 το άλλο 12, εγώ πιστεύω είναι το 14 µέχρι και µεγαλύτερο 

Ε.: Πώς το λες το πιστεύω; πώς το σκέφτεσαι; 

Α.:  επειδή δεν µπορεί να είναι ας πούµε, 10 ή 11 

Κ.:  ίσως πρέπει να κάνουµε χ στο τετράγωνο άµα ήτανε σα χαρτί, = 92+122 

και θα το βρίσκαµε. 

Ε.: Ααα! Ποιά είναι αυτή τώρα που βρήκατε, πόσο είναι; 

[µετράνε] 15 και οι δύο µαζί. 

Ε.: 15. άρα αυτή η πλευρά τώρα είναι  

Α.:  αυτή είναι 14 είπαµε;  

Ε.: 12 

Α.:  122 

Ε.: 144 

Α.:  92, ίσον 81. 144 και 81 

Ε.: 225 κάνουν και τα δύο 
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Α.:  και 152 

Ε.: 225 

Α.:  ναι οπότε αυτό είναι 

Ε.: Είστε σίγουροι ότι... 

Α.:  σίγουροι, σίγουροι 

Ε.: 100% έτσι; Ωραία δεν το χρειαζόµαστε πια αυτό το τρίγωνο, Μετά σας 

λένε, έστω ότι παίρνετε τα ξυλάκια που έχουν 3, 6 και 7 κοµµάτια. Λοιπόν µ’ 

αυτά τα τρία ξυλάκια πώς θα φτιάξετε, συγνώµη µπορείτε να φτιάξετε ένα 

ορθογώνιο τρίγωνο; 

Πώς τα βάζετε, µε ποιό τρόπο; 

Κ.:  ε! το µεγαλύτερο να είναι η υποτείνουσα 

[δεν βγαίνει οπότε το αγόρι αλλάζει τα ξυλάκια] 

Κ.:  όχι έτσι αυτό πρέπει να είναι 

Ε.: Γιατί; 

Κ.:  γιατί είναι το µεγαλύτερο 

Α.:  ναι αλλά δεν χωράει 

Κ.:  δεν είναι ακριβώς, γιατί αυτό είναι µικρό. 

Α.:  πειράζει να µη βγαίνει ακριβώς; 

Ε.: ∆εν ξέρω εγώ θέλω να µου πείτε αν µπορούν αυτά τα κοµµάτια να κάνουν 

ορθογώνιο τρίγωνο. Πειράζει λέτε; 

Κ.:  µµµ όχι, πολύ λίγο 

Α.:  µια χαρά είναι 

Κ.:  ναι δεν πρέπει να είναι ορθογώνιο 

Ε.: Εσύ λες µια χαρά, εσύ λες δεν πρέπει να είναι, τελικά τι ισχύει είναι ή δεν 

είναι ορθογώνιο τρίγωνο; 

Α.:  εγώ πιστεύω ότι είναι 

Κ.:  ναι  

Ε.: Σίγουρα; Τελική απόφαση είναι αυτή; 

Α.:  3, 6 και 7 

Ε.: Ναι 3, 6, 7 

Α.:  λοιπόν, 62 36, 3⋅3 9 

Ε.: Εσύ τι σκέφτεσαι; 

Κ.:  αυτό που σκέφτεται 
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Ε.: 41 δεν είναι 7⋅7, 49 

Α.:  49 και αυτό πόσο βγαίνει; 36 και όχι µισό µπερδεύτηκα τώρα. Λοιπόν 

είπαµε 7 

Ε.: 49 κάνει αυτό 

Α.:  49 είπαµε, 6⋅6 36 και 9 

Κ.:  45 νοµίζω κάνει 

Ε.: Ναι 45 

Α.:  49 όχι δεν είναι 

Κ.:  ναι 

Ε.: ∆εν είναι τελικά. άρα τελική απόφαση; 

Κ.:  δεν είναι  

Ε.: Υπάρχει περίπτωση κάποιος να καταφέρει να φτιάξει ορθογώνιο τρίγωνο 

µ’ 

 αυτά; 

Α.:  όχι 

Κ.:  άµα δεν έχουνε το ίδιο.... 

Ε.: µε τίποτα; 

Κ.:  άµα δεν έχουν το ίδιο άθροισµα, το τετράγωνο δεν γίνεται 

Ε.: ωραία, αυτό τελειώσαµε.  


