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Πεξίιεςε 

Οη πξψηνη αξηζκνί πξνζέιθπζαλ λσξίο ην ελδηαθέξνλ θαη απνηέιεζαλ 

ηδηαίηεξε ζεσξεηηθή ελφηεηα ήδε απφ ηηο απαξρέο ησλ Μαζεκαηηθψλ ζηελ 

Αξραία Διιάδα. ηελ παξνχζα εξγαζία επηρεηξείηαη λα παξνπζηαζζνχλ 

ηζηνξηθά θνκβηθά απνηειέζκαηα ηεο Θεσξίαο, απφ φιε ηε δηαδξνκή. Γίλεηαη 

έκθαζε ζηε ρξήζε ζηνηρείσλ ηεο ζεσξίαο ησλ πξψησλ αξηζκψλ ζε θιάδνπο 

φπσο ε Κξππηνγξαθία, ζε ζρέζε πάληα κε ηε κειέηε θαζαξά αιγεβξηθψλ 

δνκψλ. 

 

Λέμεηο-θιεηδηά: πξψηνη αξηζκνί, ηέιεηνη αξηζκνί, Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο    

                          Αξηζκεηηθήο, ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ, Κξππηνγξαθία 

 

 

 

Abstract 

Prime numbers have early attracted attention and have constituted a special 

theoretical unity since the beginnings of Mathematics in Ancient Greece. This 

paper attempts to present historical key results of the Theory from the entire 

route. Emphasis is given on the use of elements of the theory of prime 

numbers in sectors such as Cryptography, always in relation to the study of 

purely algebraic structures. 

 

 

Keywords: prime numbers, perfect numbers, Fundamental Theorem of      

                   Arithmetic, history of Mathematics, Cryptography 
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‘..ν     είλαη πξψηνο φρη επεηδή ην πηζηεχνπκε ή επεηδή ηα κπαιά καο είλαη δηακνξθσκέλα 

κε ηνλ έλα ή ηνλ άιιν ηξφπν, αιιά γηαηί έηζη είλαη, γηαηί ε καζεκαηηθή πξαγκαηηθφηεηα 

είλαη δνκεκέλε κε απηφ ηνλ ηξφπν’ 

 

G.H.Hardy 

‘Απνινγία ελφο καζεκαηηθνχ’ 
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Δηζαγσγή 
 

Πξψηνη ιέγνληαη νη θπζηθνί αξηζκνί πνπ είλαη κεγαιχηεξνη ηεο κνλάδαο θαη έρνπλ 

κφλν δχν θπζηθνχο δηαηξέηεο. Σν 1 θαη ηνλ εαπηφ ηνπο. Παξά ηε θαηλνκεληθή απιφηεηα ηνπ 

νξηζκνχ ηνπο θαη ην ζηνηρεηψδεο ραξαθηήξα ηνπο παξακέλνπλ απφ ηα πην κπζηεξηψδε 

αληηθείκελα ζηα Μαζεκαηηθά.  

ην πξψην κέξνο ηεο εξγαζίαο απηήο εμεηάδεηαη ε αλαγθαηφηεηα ησλ πνιηηηζκψλ 

γηα αξίζκεζε πνπ ζα νδεγήζεη ζηελ έλλνηα ηνπ αξηζκνχ. Αθνχ αλαθεξζνχλ νη ελδείμεηο 

γηα ηε ζχιιεςε ησλ πξψησλ αξηζκψλ ζε πξντζηνξηθά ρξφληα, αλαιχνληαη ζε βάζνο φια ηα 

θιαζηθά ζεσξήκαηα ησλ Αξραίσλ Διιήλσλ ζε ζρέζε κε απηνχο. Γίλεηαη ηδηαίηεξε έκθαζε 

ζην Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο Αξηζκεηηθήο θαη εμεηάδεηαη ε καζεκαηηθή απζηεξφηεηα θαη 

πιεξφηεηα ησλ ζρεηηθψλ απνδείμεσλ. Αλαθέξνληαη φια ηα ελδηάκεζα ζηάδηα ηεο 

καθξαίσλεο έξεπλαο ζρεηηθά κε ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο κέρξη ηα ζπνπδαία απνηειέζκαηα 

πνπ έθηαζαλ θπξίσο νη Pierre de Fermat, Leonhard Euler, Carl Friedrich Gauss θαη 

Bernhard Riemann. Σέινο, γίλεηαη κηα επηζθφπεζε ηεο έξεπλαο ζηνλ εηθνζηφ αηψλα. 

ην δεχηεξν κέξνο αλαθέξνληαη δπν ζχγρξνλεο εθαξκνγέο ησλ πξψησλ αξηζκψλ. 

Γίλεηαη κηα ηζηνξηθή αλαδξνκή ηεο Κξππηνγξαθίαο κέρξη ηηο κέξεο καο νπνπ 

αλαδεηθλχεηαη ε αλαγθαηφηεηα αιιά θαη ε ρξήζε ηεο ζεσξίαο ησλ πξψησλ ζηνλ θιάδν 

απηφ ηα ηειεπηαία ρξφληα. Δπίζεο, αλαθέξνληαη νη βαζηθέο αξρέο ηεο Αιγεβξηθήο Θεσξίαο 

Κσδίθσλ θαη ν ξφινο ησλ πξψησλ αξηζκψλ ζε απηή.  
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Πξώην κέξνο: Η ηζηνξία ησλ πξώησλ αξηζκώλ 

 

 

1.Αξίζκεζε θαη αξηζκνί 

 

Οη αλζξσπνιφγνη έρνπλ αλαθαιχςεη φηη φινη νη πνιηηηζκνί είραλ αλαπηχμεη θάπνηα 

κνξθή αξίζκεζεο. Αθφκα θαη ζηνπο πην πξσηφγνλνπο απφ απηνχο έρνπλ παξαηεξεζεί 

ζηνηρεηψδεηο αξηζκεηηθέο ιέμεηο. Ζ ρξήζε αξηζκεηηθψλ ζπκβφισλ είλαη έλα απφ ηα 

νιηγάξηζκα ζηνηρεία πνπ παξαηεξνχληαη ζε φινπο ηνπο πνιηηηζκνχο πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ 

ηζηνξία. Απηέο νη παξαηεξήζεηο έρνπλ νδεγήζεη ηνπο κειεηεηέο λα αλαθέξνληαη ζηε 

κέηξεζε σο πνιηηηζηηθή αλαγθαηφηεηα. Ζ δηαδηθαζία ηεο κέηξεζεο, έλλνηα πνπ εκπεξηέρεη 

ηελ έλλνηα ηνπ θπζηθνχ αξηζκνχ θαη ηνπ ηξφπνπ ζπκβνιηθήο αλαπαξάζηαζήο ηνπ, 

ζεσξείηαη ην εγθπξφηεξν πνιηηηζηηθφ ζηνηρείν. Γελ είλαη ιίγνη εθείλνη πνπ πηζηεχνπλ φηη ε 

αλαγθαηφηεηα ησλ πνιηηηζκψλ γηα αξίζκεζε μεπεξλά ηα φξηα ηνπ πιαλήηε καο.  

Δίλαη ζρεδφλ βέβαην φηη ε κέηξεζε ζηα πξψηα ηεο βήκαηα ήηαλ δπαδηθή. 

Υξεζηκνπνηνχληαλ, δειαδή, ιέμεηο γηα ην έλα θαη ην δχν ελψ δελ ππήξραλ αληίζηνηρεο γηα 

ην ηξία, ην ηέζζεξα θηι. Γηα κεγαιχηεξνπο αξηζκνχο ππήξρε είηε ην ‘πνιιά’ είηε ην ‘δχν-

έλα’ γηα ην ηξία, ην ‘δχν-δχν’ γηα ην ηέζζεξα, ην ‘δχν –δχν –έλα’ γηα ην πέληε θνθ. Μία 

γισζζνινγηθή καξηπξία ζε απηή ηε θαηεχζπλζε είλαη φηη πνιιέο γιψζζεο (Αηγππηηαθή, 

Αξαβηθή, Δβξατθή, αλζθξηηηθή, Διιεληθή θαη Γνηζηθή) ρξεζηκνπνίεζαλ γηα ηα 

νπζηαζηηθά εληθφ αξηζκφ (γηα έλα), δπτθφ αξηζκφ (γηα δχν) θαη πιεζπληηθφ αξηζκφ (γηα 

πεξηζζφηεξα απφ δχν). Μπνξνχκε επίζεο λα παξαηεξήζνπκε φηη αθφκα θαη ζήκεξα 

ππάξρνπλ εηδηθνί ηχπνη ιέμεσλ γηα ην πξψηνο (έλα), ην δεχηεξνο (δχν) ελψ ζπλαθείο κε ην 

απφιπην αξηζκεηηθφ γηα ην ηξίηνο (ηξία), ηέηαξηνο (ηέζζεξα), πέκπηνο (πέληε) θηι. Απηφ 

ζπκβαίλεη ζηηο πεξηζζφηεξεο γιψζζεο. Δίλαη αμηνζεκείσην φηη νη ιέμεηο γηα ην   (ηξία, 

trois, drei, tres,tri ) έρνπλ ηελ ίδηα ξίδα κε ην ιαηηληθφ trans πνπ ζεκαίλεη ‘πέξα’. 

Χο πξνο ην ζπκβνιηζκφ, είλαη ζρεδφλ ζίγνπξν φηη ζε πξψηκν ζηάδην πεξηειάκβαλε 

ράξαμε εγθνπψλ πάλσ ζε μχιν. ηελ αξρή ππήξρε ε αίζζεζε ηεο αληηζηνίρεζεο έλα πξνο 

έλα. Γηα ην έλα ρξεζηκνπνηήζεθε ην ׀, γηα ην δχν ην ׀ ׀ θνθ. Ζ κέζνδνο απηή 

ρξεζηκνπνηήζεθε ήδε απφ ηε Παιαηνιηζηθή Δπνρή. Άιια επξήκαηα ππνδεηθλχνπλ 

δεκηνπξγία θφκπσλ ζε ζθνηληά ή ζρεδίαζε πάλσ ζε πειφ ή πάππξνπο. ηελ ίδηα ινγηθή ηεο 

έλα πξνο έλα αληηζηνίρηζεο θαη ζε θάπνην θαηνπηλφ ζηάδην, ην κάηη θαη ην απηί ζήκαηλε 

δχν, ην ρέξη ζήκαηλε πέληε, ηα δχν ρέξηα δέθα θαη ν άλζξσπνο είθνζη. Οη πην δηαδεδνκέλεο 
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βάζεηο αξίζκεζεο είλαη ην πέληε, ην δέθα θαη ην είθνζη πνπ είλαη βέβαην φηη 

ππαγνξεχηεθαλ απφ ηε ρξήζε ηνπ ρεξηνχ ζηε κέηξεζε. Ζ κεγάιε πξφνδνο, σζηφζν, ζηελ 

εμέιημε ηνπ αξηζκνχ ζπληειέζηεθε κε ηελ εηζαγσγή ηδενγξακκάησλ. Ζ αξηζκεηηθή, 

άιισζηε, δε ζα κπνξνχζε λα αλαπηπρηεί ρσξίο απηά ηα ζχκβνια. 

Γηάθνξνη πνιηηηζκνί αλέπηπμαλ αξηζκεηηθά ζπζηήκαηα πνπ έπαημαλ ζεκαληηθφ 

ξφιν ζηε δηακφξθσζε ηεο εμέιημεο ηνπ αξηζκνχ φπσο ηνλ αληηιακβαλφκαζηε ζήκεξα. Οη 

νπκέξηνη ρξεζηκνπνηνχζαλ ζαλ βάζε ηνπ αξηζκεηηθνχ ηνπο ζπζηήκαηνο ην    ελψ νη 

Αθθάδηνη, νη θαηαθηεηέο ηνπο, ην   . Σν ζχζηεκα πνπ πξφεθπςε είρε ζηνηρεία θαη απφ ηα 

δχν. Οη Βαβπιψληνη είραλ γηα βάζε ην    ρξεζηκνπνηψληαο, φκσο, κφλν δχν ζχκβνια, έλα 

γηα ηε κνλάδα θαη έλα γηα ηε δεθάδα. Οη Μάγηα αλέπηπμαλ έλα ζχζηεκα αξίζκεζεο κε 

βάζε ην    έρνληαο επίζεο δχν ζχκβνια, έλα γηα ηε κνλάδα θαη έλα γηα ηε πεληάδα. Οη 

Αηγχπηηνη ρξεζηκνπνίεζαλ δεθαδηθφ ζχζηεκα αξίζκεζεο ελψ νη Έιιελεο ρξεζηκνπνίεζαλ 

γξάκκαηα πνπ ζπκβφιηδαλ αξηζκνχο. Κάζε έλα απφ απηά έρεη πιενλεθηήκαηα θαη 

κεηνλεθηήκαηα θαη ραξαθηεξηζηηθά πνπ, ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο, ην έλα θιεξνδφηεζε ζην 

άιιν. 

 Έλα ραξαθηεξηζηηθφ, πάλησο, ην νπνίν δελ ρξεζηκνπνηήζεθε ζε φινπο ηνπο 

πνιηηηζκνχο είλαη ην ζχζηεκα φπνπ ην ίδην ζχκβνιν έρεη δηαθνξεηηθή αμία αλάινγα κε ηε 

ζέζε ζηελ νπνία βξίζθεηαη. Σν ζχζηεκα ζέζεο, φπσο νλνκάδεηαη, ήηαλ ζπνπδαία επηλφεζε 

θαη ζεσξείηαη απφ ηηο γνληκφηεξεο ζηελ εμέιημε ησλ αξηζκεηηθψλ ζπζηεκάησλ. Ζ αμία ηνπ 

έγθεηηαη ζηε δπλαηφηεηα λα εθθξαζηνχλ απεξηφξηζηα κεγάινη ή κηθξνί αξηζκνί 

ρξεζηκνπνηψληαο ηα ίδηα βαζηθά ςεθία. χζηεκα ζέζεο ρξεζηκνπνίεζαλ ηφζν νη 

Βαβπιψληνη φζν θαη νη Μάγηα. Απηφο, άιισζηε, ήηαλ ν ιφγνο πνπ θαη νη δχν πνιηηηζκνί 

αλέπηπμαλ ηελ αξηζκεηηθή θάλνληαο ρξήζε κφλν δχν ζπκβφισλ. Δληνχηνηο, 

κεηαγελέζηεξνη πνιηηηζκνί φπσο ν αηγππηηαθφο, ν ειιεληθφο θαη ν ξσκατθφο δε ην 

ρξεζηκνπνίεζαλ. Φαίλεηαη φηη ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο θαη εηδηθφηεξα φηαλ έρνπκε λα 

θάλνπκε κε κηθξνχο αξηζκνχο ην ζχζηεκα ζέζεο έρεη κεηνλεθηήκαηα. Γηα παξάδεηγκα, 

απαηηεί ηε ρξήζε ελφο ζχκβνινπ γηα ην 0, θάηη πνπ πξνβιεκάηηζε ηνπο πνιηηηζκνχο πνπ ην 

πηνζέηεζαλ. 

Τπάξρεη κία δηαθνξνπνίεζε ζρεηηθά κε ην πψο ρξεζηκνπνηνχζαλ ηα Μαζεκαηηθά 

νη δηάθνξνη πνιηηηζκνί. Οη Αηγχπηηνη, εθηφο απφ ηε Γεσκεηξία, έθαλαλ πνιιαπιαζηαζκνχο, 

δηαηξέζεηο, ινγηζκνχο κε θιάζκαηα θαη εθαξκνζκέλνπο ππνινγηζκνχο. Οη Βαβπιψληνη 

έιπλαλ γξακκηθά ή κε γξακκηθά ζπζηήκαηα κε δχν ή ηξεηο αγλψζηνπο θαη θάπνηεο κνξθέο 

εμηζψζεσλ ηξίηνπ θαη ηέηαξηνπ βαζκνχ. Τπήξρε φκσο κία ζεκαληηθή δηαθνξά ζε ζρέζε κε 
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ηνπο Έιιελεο. ε απηνχο ηνπο ιανχο ήηαλ γλσζηέο νη γεληθέο ηδηφηεηεο θαη νη θαλφλεο 

αιιά δελ θαηαγξάθνληαλ απνηειέζκαηα ζαλ γεληθέο αιήζεηεο. Γλψξηδαλ φηη 

ρξεζηκνπνηψληαο γλσζηέο δηαδηθαζίεο ζα έθηαλαλ ζε ζπγθεθξηκέλα απνηειέζκαηα αιιά 

δε δηαηχπσλαλ γεληθέο πξνηάζεηο. Παξέζεηαλ γηα θάπνην θαλφλα πνιιά παξαδείγκαηα, ην 

έλα κεηά ην άιιν, πνπ νδεγνχζε ζηελ αίζζεζε φηη ζα ηζρχεη ππφ νπνηεζδήπνηε ζπλζήθεο. 

Γελ έθηαζαλ φκσο πνηέ ζηελ ειιεληθή απφδεημε. 

Σνλ έθην αηψλα π.Υ. ηδξχζεθε απφ ηνλ Ππζαγφξα ε νκψλπκνο ζρνιή ζηνλ 

Κξφησλα ηεο ζεκεξηλήο Νφηηαο Ηηαιίαο. Ήδε, απφ ηελ επνρή ησλ Βαβπισλίσλ είρε αξρίζεη 

λα εξεπλάηαη ε έλλνηα ηνπ αξηζκνχ φπσο καξηπξνχλ νη αξηζκνινγηθέο ηνπο ελαζρνιήζεηο. 

ηελ ππζαγφξεηα ζρνιή, φκσο, θπξηαξρνχζε ε ηδέα φηη ‘ηα πάληα είλαη αξηζκνί’. Οη 

αξηζκνί αληηζηνηρήζεθαλ κε αθεξεκέλεο έλλνηεο φπσο αξζεληθφ, ζειπθφ, δηθαηνζχλε, 

γάκνο θ.α. Έγηλαλ κειέηεο κε βάζε ηε δηάθξηζε ησλ αξηζκψλ ζε άξηηνπο θαη πεξηηηνχο ελψ 

θάπνηνη απφ απηνχο ραξαθηεξίζηεθαλ σο θίινη ή ηέιεηνη. Απηφο ν αξηζκεηηθφο 

κπζηηθηζκφο πνπ αλαπηχρηεθε ζηνπο ππζαγνξείνπο ήηαλ θαζνξηζηηθφο ηφζν γηα ηελ 

εμέιημε ηεο έλλνηαο ηνπ αξηζκνχ φζν θαη γηα ηε ζχιιεςε απηνχ πνπ νλνκάδνπκε ζήκεξα 

Θεσξία Αξηζκψλ. Αξγφηεξα ε αξηζκνινγία θαη ε Θεσξία Αξηζκψλ δηαρσξίζηεθαλ.  

 

 

2.Πξντζηνξία θαη πξώηνη αξηζκνί 

 

 Οη πξψηεο ελδείμεηο πνπ έρνπκε γηα ηε ζχιιεςε ηεο έλλνηαο ησλ πξψησλ 

αξηζκψλ ρξνλνινγνχληαη πνιιέο ρηιηάδεο ρξφληα πξν Υξηζηνχ. Σν ‘θφθαιν ηνπ Ηλζάγθν’ 

αλαθαιχθζεθε ζην νκψλπκν ρσξηφ ζηα ζχλνξα Οπγθάληαο θαη Εαΐξ ην      θαη 

θπιάζζεηαη ζήκεξα ζην Βαζηιηθφ Ηλζηηηνχην Φπζηθψλ Δπηζηήκσλ ζηηο Βξπμέιιεο. 

χκθσλα κε ηηο πξψηεο εθηηκήζεηο ρξνλνινγνχληαλ ην      π.Υ. αιιά κεηαγελέζηεξεο 

κειέηεο ην θαηαηάζζνπλ ζηε Παιαηνιηζηθή Δπνρή θαη ηνπιάρηζηνλ πξηλ ην       π.Υ. 

Δίλαη έλα θφθαιν πεξίπνπ    εθαηνζηψλ πνπ θέξεη ηξεηο ζεηξέο απφ ραξαθηέο ζηελ ζρεδφλ 

θπιηλδξηθή επηθάλεηά ηνπ. Αληίζηνηρεο ή κεγαιχηεξεο ειηθίαο έρνπλ βξεζεί ζηηο γχξσ ή 

θαη ζε άιιεο πεξηνρέο, εληνχηνηο, είλαη ην πξψην πνπ ζηε κία ηνπ πιεπξά είλαη ραξαγκέλνη 

κφλν πξψηνη αξηζκνί θαη ζπγθεθξηκέλα νη          θαη   . Σν άζξνηζκα απηήο ηεο ζεηξάο 

είλαη 60 θαη ην ίδην ηζρχεη θαη γηα ηε δεχηεξε ελψ ε ηξίηε έρεη άζξνηζκα    δπζθνιεχνληαο 

ηελ εξκελεία ηνπ καζεκαηηθνχ ππφβαζξνπ θαη ηε ρξήζε απηνχ ηνπ θφθαινπ. Έρνπλ 



13 

 

13 

 

πξνηαζεί δηάθνξεο ρξήζεηο φπσο ζειεληαθφ εκεξνιφγην ή ελδείμεηο αξηζκεηηθνχ 

ζπζηήκαηνο κε βάζε ην   θαη ην  . Καλείο δε κπνξεί λα βεβαηψζεη αλ νη ραξαθηέο ήηαλ 

ηπραίεο ή νη ρξήζηεο είραλ ζπιιάβεη ηελ έλλνηα ησλ πξψησλ αξηζκψλ. Αλ ην είραλ θάλεη 

πάλησο, ζα ήηαλ νη πξψηνη. 

 

 

3.Οη Αξραίνη Έιιελεο  

 

α) Σα ‘ηνηρεία’ 

 

Οη Αξραίνη Έιιελεο ήηαλ νη πξψηνη πνπ αληηιήθζεθαλ ηε ζεκαζία ησλ πξψησλ 

αξηζκψλ θαη ηε δπλακηθή πνπ θξχβνπλ θαη έθηαζαλ ζε ζπνπδαία ζπκπεξάζκαηα ζρεηηθά 

κε ηε θχζε ηνπο. Σα ζπκπεξάζκαηα απηά εκπινπηίζηεθαλ κε ηηο ηζρπξέο καζεκαηηθέο 

απνδείμεηο πνπ πξσηνεκθαλίζηεθαλ ζηα Αξραία Διιεληθά Μαζεκαηηθά θαη απνηεινχλ 

αθφκα θαη ζηηο κέξεο καο αξηζηνπξγήκαηα ηεο αλζξψπηλεο δηαλφεζεο. 

Ο Δπθιείδεο ζπλέιεμε ηα ζεκαληηθφηεξα Μαζεκαηηθά κέρξη ηελ επνρή ηνπ ζην 

κλεκεηψδεο έξγν ηνπ ‘ηνηρεία’. Σα ‘ηνηρεία’ γξάθηεθαλ πεξί ην     π.Υ. ζηελ 

Αιεμάλδξεηα θαη απνηεινχλ ίζσο ην ζεκαληηθφηεξν καζεκαηηθφ ζχγγξακκα φισλ ησλ 

επνρψλ. Δθηφπηζαλ γξήγνξα θαη νινθιεξσηηθά φιεο ηηο πξνγελέζηεξεο εξγαζίεο αλάινγνπ 

πεξηερνκέλνπ κε απνηέιεζκα λα γλσξίδνπκε γηα ηελ χπαξμή ηνπο κφλν απφ 

κεηαγελέζηεξνπο ζπγγξαθείο. Με ην έξγν απηφ εηζάγεηαη ε ‘αμησκαηηθή κέζνδνο’, ν 

ηξφπνο θαηαζθεπήο, δειαδή, κηαο επηζηεκνληθήο ζεσξίαο θαηά ηνλ νπνίν νξηζκέλεο 

πξνηάζεηο (αμηψκαηα) ιακβάλνληαη σο αξρή θαη απφ απηά ζπλάγνληαη κία αθνινπζία 

ζεσξεκάησλ κε κία αθνινπζία ζπιινγηζκψλ, ηελ απφδεημε.  

 Σα βηβιία    ,         απφ ηα ‘ηνηρεία’ ηνπ Δπθιείδε ζεσξνχληαη ζήκεξα ηα 

αξραηφηεξα βηβιία Θεσξίαο Αξηζκψλ. ε απηά αλαιχνληαη ηα ηξία ζπνπδαία 

ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία έθηαζαλ νη Αξραίνη Έιιελεο καζεκαηηθνί ζρεηηθά κε ηνπο 

πξψηνπο αξηζκνχο. 
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β) Η απεηξία ησλ πξώησλ αξηζκώλ 

 

Σν πξψην έρεη λα θάλεη κε ηελ εξψηεζε ‘Πφζνη είλαη νη πξψηνη αξηζκνί;’. Ο 

Δπθιείδεο απνδεηθλχεη φηη νη πξψηνη αξηζκνί είλαη άπεηξνη ζην βηβιίν   . 

Πξόηαζε ΙΧ.20 

Οη πξώηνη αξηζκνί είλαη πεξηζζόηεξνη από θάζε δεδνκέλν ζύλνιν πξώηωλ 

αξηζκώλ. 

Απφδεημε 

Έζησ ηξεηο δνζκέλνη πξψηνη αξηζκνί α, β, γ. Θα απνδείμνπκε φηη ππάξρνπλ 

πεξηζζφηεξνη πξψηνη αξηζκνί απφ ηνπο α, β, γ. Έζησ φηη ν ε είλαη ν ειάρηζηνο 

αξηζκφο ν νπνίνο κεηξηέηαη απφ ηνπο α, β, γ (ή ηζνδχλακα δηαηξείηαη κε ηνπο α, β, 

γ). Πξνζζέηνπκε ζηνλ ε ηελ κνλάδα κ. Πξνθχπηεη ν αξηζκφο δ = ε + κ. Αλ ν δ είλαη 

πξψηνο ε πξφηαζε απνδείρηεθε. Αλ δελ είλαη πξψηνο ηφηε δηαηξείηαη απφ έλαλ άιιν 

αξηζκφ έζησ ηνλ δ. Θα δείμνπκε φηη ν δ δελ είλαη έλαο απφ ηνπο α, β, γ. Έζησ φηη 

είλαη έλαο απφ απηνχο, ηφηε ζα κεηξάεη ηνλ δ θαη αθνχ ζα κεηξάεη θαη ηνλ ε ζα 

κεηξάεη θαη ηε δηαθνξά ηνπο, δειαδή ηελ κνλάδα κ. Άηνπν. 

ε ζχγρξνλε κνξθή ζα ιέγακε φηη απνδείρηεθε ην εμήο Θεψξεκα: 

Έζηω n δνζκέλνη πξώηνη p1, p2 , p3… pn ηόηε ν αξηζκόο p1∙p2∙p3∙∙∙pn + 1 είλαη πξώηνο. 

Άξα, νη πξψηνη είλαη άπεηξνη. Ζ απφδεημε απηή ηνπ Δπθιείδε απνηειεί έλα πξαγκαηηθφ 

θφζκεκα ζηελ ηζηνξία φισλ ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη είλαη έλα απφ ηα θιαζηθά 

παξαδείγκαηα πνπ απνδεηθλχνπλ φηη ηα θξηηήξηα ηεο νξζφηεηαο θαη ηεο αηζζεηηθήο ζηα 

Μαζεκαηηθά ζπκπίπηνπλ. Γελ είλαη ηπραίν φηη πεξηιακβάλεηαη ζρεδφλ απηνχζηα ζε 

νπνηνδήπνηε ζχγρξνλν βηβιίν Θεσξίαο Αξηζκψλ πάλσ απφ       ρξφληα κεηά ηε πξψηε 

ηεο εκθάληζε. 

 

γ) Οη ηέιεηνη αξηζκνί 

 

Σν δεχηεξν ζπνπδαίν ζπκπέξαζκα έρεη λα θάλεη κε ηνπο ηέιεηνπο αξηζκνχο. 

Παξαζέηνπκε ηνλ νξηζκφ ησλ ‘ηνηρείσλ’. 
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Οξηζκόο VII.23 

Τέιεηνο αξηζκόο είλαη ν ίζνο κε ην άζξνηζκα ηωλ αξηζκώλ πνπ ν θαζέλαο απνηειεί 

κέξνο ηνπ. 

ήκεξα ζα ιέγακε φηη ηέιεηνο είλαη ν αξηζκφο πνπ είλαη ίζνο κε ην άζξνηζκα ησλ γλήζησλ 

δηαηξεηψλ ηνπ. Σέιεηνη αξηζκνί είλαη, γηα παξάδεηγκα, νη   θαη   . ηελ πνξεία ηεο κειέηεο 

ησλ ηέιεησλ αξηζκψλ ν Δπθιείδεο παξνπζηάδεη ηελ εμήο πξφηαζε. 

Πξόηαζε ΙΧ.35 

 Αλ ππάξρνπλ νζνηδήπνηε αξηζκνί ζε ζπλερή αλαινγία θαη αθαηξεζεί από ην 

δεύηεξν θαη ηνλ ηειεπηαίν ν πξώηνο αξηζκόο ηεο ζπλερνύο αλαινγίαο, ηόηε ν ιόγνο 

ηωλ δηαθνξώλ πνπ πξνθύπηνπλ είλαη ίζνο κε ην ιόγν ηνπ πξώηνπ αξηζκνύ ηεο 

ζπλερνύο αλαινγίαο πξνο ην άζξνηζκα όιωλ ηωλ δνζκέλωλ αξηζκώλ, εθηόο ηνπ 

ηειεπηαίνπ. 

Απόδεημε 

 Έζησ φηη έρνπκε ηέζζεξηο αξηζκνχο             ζε ζπλερή αλαινγία. Θα δείμνπκε 

φηη ν ιφγνο ηεο δηαθνξάο ησλ     πξνο ηε δηαθνξά ησλ     είλαη ίζνο κε ην ιφγν 

ηνπ   πξνο ην άζξνηζκα ησλ          . Αθνχ νη αξηζκνί βξίζθνληαη ζε ζπλερή 

αλαινγία, ηζρχεη φηη ν ιφγνο ηνπ α πξνο ηνλ   είλαη ίζνο κε ηνλ ιφγν ηνπ   πξνο 

ηνλ   θαη ην ιφγν ηνπ   πξνο ηνλ  . Με ελαιιαγή έρνπκε φηη ν ιφγνο ηνπ δ πξνο 

ηνλ γ είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηνπ   πξνο ην   θαη ίζνο κε ην ιφγν ηνπ   πξνο ην  . 

Αθαηξψληαο ηνπο παξαλνκαζηέο απφ ηνπο αξηζκεηέο ησλ παξαπάλσ ιφγσλ έρνπκε 

φηη ν ιφγνο ηνπ     πξνο ηνλ   είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηνπ     πξνο ηνλ   θαη 

ίζνο κε ην ιφγν ηνπ     πξνο ηνλ  . Δπεηδή ν ιφγνο ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ 

αξηζκεηψλ πξνο ην άζξνηζκα ησλ παξαλνκαζηψλ ηζνχηαη κε νπνηνδήπνηε απφ ηνπο 

ιφγνπο ηεο πξνεγνχκελεο αλαινγίαο, ν ιφγνο ηεο δηαθνξάο ησλ     πξνο ηνλ   ζα 

ηζνχηαη κε ην ιφγν ηεο δηαθνξάο ησλ     πξνο ην άζξνηζκα ησλ        Αλ 

ελαιιάμνπκε ηνπο φξνπο έρνπκε ην δεηνχκελν.  

Αιγεβξηθά ε ζπιινγηζηηθή ηεο απφδεημεο είλαη ε εμήο: 
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Δλαιιάζζνληαο ηνπο φξνπο ζηνλ πξψην θαη ηνλ ηειεπηαίν ιφγν έρνπκε 
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ε ζχγρξνλε κνξθή ζα ιέγακε φηη ζηε πξφηαζε απηή εμεηάδεηαη ην άζξνηζκα ησλ   

πξψησλ φξσλ ηεο γεσκεηξηθήο πξνφδνπ               
αθνχ εθθξάδεη φηη  

    

     
 

 

                    
 

                 ή αιιηψο                        
    

   
  

Με βάζε ηε ζχγρξνλε αιγεβξηθή νξνινγία ε απφδεημε είλαη ε αθφινπζε. 

Αλ                   είλαη φξνη γεσκεηξηθήο πξνφδνπ κε ιφγν ι ηφηε ζα 

έρνπκε 
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 Άξα  ∑   
 
  

       

   
 

   
    

   
 

    
    

   
 

Ζ ζπζρέηηζε ησλ ηέιεησλ αξηζκψλ κε ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο εξεπλήζεθε ζηε 

πξφηαζε ΗΥ.36. 

Πξόηαζε ΙΧ.36 

Αλ ην άζξνηζκα ελόο δνζκέλνπ πιήζνπο αξηζκώλ πνπ βξίζθνληαη ζε ζπλερή 

αλαινγία, ε νπνία μεθηλά από ηε κνλάδα θαη έρεη ιόγν ηνλ 2, είλαη πξώηνο 

αξηζκόο, ηόηε ην γηλόκελν ηνπ αζξνίζκαηνο κε ηνλ ηειεπηαίν αξηζκό ηεο ζπλερνύο 

αλαινγίαο ζα είλαη ηέιεηνο αξηζκόο. 

Απόδεημε 

Αο ζεσξήζνπκε φηη γηα ηέζζεξηο αξηζκνχο κεηά ηελ κνλάδα, ηνπο α, β, γ θαη δ 

έρνπκε φηη ην άζξνηζκά ηνπο ε είλαη πξψηνο αξηζκφο. Έζησ φηη ην γηλφκελν ηνπ ε 

κε ηνλ δ φηη είλαη δ. Θα απνδείμνπκε φηη ν δ είλαη ηέιεηνο αξηζκφο. Αο 

ζεσξήζνπκε ηέζζεξηο αξηζκνχο ζε ζπλερή αλαινγία κε ιφγν  , μεθηλψληαο απφ 

ηνλ ε: ε, ζ, ι, θ. Σφηε ν ιφγνο ηνπ α πξνο ην δ είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηνπ ε πξνο ην 
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θ. Άξα ην γηλφκελν ησλ α, θ είλαη ίζν κε δ. Δπνκέλσο ν θ κεηξάεη ηνλ δ θαηά α 

κνλάδεο. Όκσο ν α είλαη ν  , επνκέλσο ν δ είλαη δηπιάζηνο ηνπ θ, νπφηε νη ε, ζ, ι, 

θ, δ βξίζθνληαη ζε ζπλερή αλαινγία κε ιφγν  . Αο αθαηξέζνπκε απφ ην ζ (πνπ 

είλαη δεχηεξνο ζηε ζπλερή αλαινγία) θαη απφ ηνλ δ (πνπ είλαη ηειεπηαίνο) ηνλ ε, 

νπφηε πξνθχπηνπλ νη δηαθνξέο ζ-ε θαη δ-ε, ησλ νπνίσλ ν ιφγνο είλαη ίζνο κε ηνλ 

ιφγν ηνπ πξψηνπ ε πξνο ην άζξνηζκα φισλ ησλ αξηζκψλ πνπ βξίζθνληαη ζε 

ζπλερή αλαινγία εθηφο ηνπ ηειεπηαίνπ (δειαδή ησλ ε, ζ, ι, θ). Αθνχ φκσο ν ζ-ε 

είλαη ίζνο κε ηνλ ε, ν δ-ε ζα είλαη ίζνο κε ην άζξνηζκα ησλ ε, ζ, ι, θ. Δπνκέλσο ν δ 

ζα είλαη ίζνο κε ην άζξνηζκα ησλ ε, ζ, ι, θ, α, β, γ, δ θαη ηεο κνλάδαο θαη 

κεηξηέηαη απφ απηνχο. Θα απνδείμνπκε φηη ν δ δελ κεηξηέηαη απφ θαλέλαλ άιιν 

αξηζκφ. Έζησ φηη ν δ κεηξηέηαη απφ ηνλ μ θαηά π κνλάδεο θαη φηη ν μ είλαη 

δηαθνξεηηθφο απφ ηνπο α, β, γ, δ, ε, ζ, ι, θ. Αθνχ ν δ είλαη ην γηλφκελν ησλ ε, δ ζα 

έρνπκε φηη ν ιφγνο ηνπ ε πξνο ηνλ π είλαη ίζνο κε ηνλ ιφγν ηνπ μ πξνο ην δ. Όκσο 

ν δ δε κεηξηέηαη παξά κφλν απφ ηνπο α, β, γ. Ο μ είλαη δηαθνξεηηθφο απφ ηνπο α, β, 

γ άξα δε κεηξάεη ην δ. Δπνκέλσο, νχηε θαη ν ε κεηξάεη ηνλ π. Ο ε φκσο είλαη 

πξψηνο, νπφηε νη ε, π ζα είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο, νπφηε ν ε κεηξά ηνλ μ θαη ν π 

ηνλ δ. Αθνχ ν π κεηξάεη ηνλ δ, ζα ηαπηίδεηαη κε θάπνηνλ απφ ηνπο α, β, γ. Έζησ 

φηη ν π ηαπηίδεηαη κε ηνλ β. Σφηε, αθνχ ην γηλφκελν ησλ β, ι είλαη ίζν κε ην 

γηλφκελν ησλ δ, ε, ην νπνίν είλαη ίζν κε ην γηλφκελν ησλ π, μ ζα έρνπκε φηη ν 

ιφγνο ηνπ π πξνο ην β, είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηνπ ι πξνο ην μ. Όκσο ν π ηαπηίδεηαη 

κε ηνλ β, νπφηε ν ι ζα είλαη ίζνο κε ηνλ μ, πνπ είλαη άηνπν. Δπνκέλσο, ν δ 

κεηξηέηαη κφλν απφ ηνπο αξηζκνχο 1, α, β, γ, δ, ε, ζ, ι, θ θαη ηζνχηαη κε ην 

άζξνηζκά ηνπο. Άξα είλαη ηέιεηνο. 

Ζ απφδεημε ζε ζχγρξνλε αιγεβξηθή κνξθή είλαη ε εμήο. 

 Έζησ νη αξηζκνί                    θαη ην άζξνηζκά ηνπο     . 

Θα απνδείμνπκε φηη ην γηλφκελν               είλαη ηέιεηνο. Θεσξνχκε 

ηε γεσκεηξηθή πξφνδν                        Έρνπκε 
 

 
 

 

 
  

 

  
 

  

   
 , άξα         . Όκσο ν        είλαη ν επφκελνο φξνο ηεο 

πξνφδνπ         νπφηε 
   

   
 

 

       
 φκσο       άξα         

    ή                              . Με 
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απαγσγή ζε άηνπν απνδεηθλχεηαη φηη ν δ δε δηαηξείηαη απφ θαλέλαλ άιιν παξά 

κφλν απφ ηνπο                   άξα είλαη ηέιεηνο. 

ήκεξα ζα ιέγακε ‘Αλ ην άζξνηζκα ησλ   πξψησλ φξσλ ηεο γεσκεηξηθήο πξνφδνπ 

            , δειαδή ν     , είλαη πξψηνο αξηζκφο ηφηε ν            είλαη ηέιεηνο’. 

Ζ ζεκαζία απηήο ηεο πξφηαζεο είλαη ηεξάζηηα αθνχ γηα πξψηε θνξά ζπλδένληαη νη ηέιεηνη 

κε ηνπο πξψηνπο. Όπσο ζα αλαθεξζεί ζηε ζπλέρεηα, ε ζπζρέηηζε απηή ζα δηαδξακαηίζεη 

ζπνπδαίν ξφιν ζηελ εχξεζε πξψησλ αξηζκψλ. 

 

δ) Σν Θεκειηώδεο Θεώξεκα ηεο Αξηζκεηηθήο 

 

Σν ηξίην ζπνπδαίν ζπκπέξαζκα έρεη λα θάλεη κε ην ξφιν ησλ πξψησλ αξηζκψλ ζηε 

δνκή ησλ θπζηθψλ. Σα απνηειέζκαηα ησλ Αξραίσλ Διιήλσλ ζε απηφ ην ηνκέα έθηαζαλ ζε 

απηφ πνπ νλνκάδνπκε ζήκεξα Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο Αξηζκεηηθήο. Καη κφλν ην φλνκά 

ηνπ είλαη ηθαλφ γηα λα αληηιεθζεί θαλείο ζε πφζν πςειφ επίπεδν αζρνιήζεθαλ κε ηηο 

έλλνηεο απηέο.  

χκθσλα κε ην Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο Αξηζκεηηθήο, θάζε θπζηθφο αξηζκφο 

γξάθεηαη θαηά κνλαδηθφ ηξφπν (αλ δε ιάβνπκε ππφςε ηε ζεηξά ησλ παξαγφλησλ) ζαλ 

γηλφκελν πξψησλ αξηζκψλ. 

       Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο Αξηζκεηηθήο 

                                

                                                

                 
     

         
   

Οη πξψηνη αξηζκνί, δειαδή, είλαη νη δνκηθνί ιίζνη κε ηνπο νπνίνπο θαηαζθεπάδνληαη φινη 

νη αξηζκνί. Ο Davis (    ) αλαθέξεη φηη ‘ελδεηθηηθφ ηεο ηδηνθπΐαο ησλ Διιήλσλ είλαη ην 

γεγνλφο φηη είραλ ζπλεηδεηνπνηήζεη πσο ε κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο είλαη έλα 

απνηέιεζκα πνπ ρξεηαδφηαλ απφδεημε’. Ο Δπθιείδεο έθηαζε πνιχ θνληά ζηελ απφδεημε, 

φπσο ζα ηελ δηαβάδακε ζήκεξα ζε έλα βηβιίν Θεσξίαο Αξηζκψλ, ζην έλαην βηβιίν ησλ 

‘ηνηρείσλ’. Γηα λα θηάζεη εθεί, βέβαηα, ρξεζηκνπνίεζε ηε ζεσξία πνπ είρε αλαπηχμεη ζηα 
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βηβιία     θαη     . Αο δνχκε πεξηιεπηηθά πσο ν Δπθιείδεο θηάλεη ζε απηφ ην 

κεγαιεηψδεο απνηέιεζκα. 

ηνπο νξηζκνχο ηνπ βηβιίνπ     νξίδεη, κεηαμχ άιισλ, ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο, 

ηνπο άξηηνπο, ηνπο πεξηηηνχο, ηνπο πξψηνπο θαη ζχλζεηνπο αξηζκνχο, ηνπο πξψηνπο θαη 

ζχλζεηνπο κεηαμχ ηνπο θ.α. Αο ζηαζνχκε ζηνπο νξηζκνχο     θαη   . 

Οξηζκόο VII.3 

Έλαο αξηζκόο ιέγεηαη κέξνο ελόο κεγαιύηεξνύ ηνπ αξηζκνύ αλ κπνξνύκε λα 

κεηξήζνπκε ηνλ δεύηεξν κε κνλάδα κέηξεζεο ηνλ πξώην. 

Οξηζκόο VII.4 

Έλαο αξηζκόο ιέγεηαη κέξε ελόο κεγαιύηεξνύ ηνπ αξηζκνύ αλ δε κπνξνύκε λα 

κεηξήζνπκε ηνλ δεύηεξν κε κνλάδα κέηξεζεο ηνλ πξώην. 

Γηα δχν θπζηθνχο αξηζκνχο α, β κε α > β, ινηπόλ, αλ ππάξρεη έλαο θπζηθφο θ ηέηνηνο ψζηε 

α = θβ ηφηε ν β είλαη κέξνο ηνπ α, ελψ αλ δελ ππάξρεη ηέηνηνο ηφηε ν β ιέγεηαη κέξε ηνπ α. 

Οξηζκόο VII.21 (αλάινγνη αξηζκνί)
1
 

Αλάινγνη είλαη απηνί πνπ ν πξώηνο απνηειεί γηα ηνλ δεύηεξν ην ίδην πνιιαπιάζην ή 

ην ίδην κέξνο ή ηα ίδηα κέξε, όπωο απνηειεί ν ηξίηνο γηα ηνλ ηέηαξην. 

ην εμήο ζα ζπκβνιίδνπκε ηελ αλαινγία ησλ αξηζκψλ α, β, γ, δ θαηά ηνλ νξηζκφ    κε      

α : β = γ : δ.  

Δδψ θαίλεηαη φηη ν Δπθιείδεο, κε ηελ επηκνλή ηνπ λα δίλεη ηνπο νξηζκνχο ζηελ αξρή ησλ 

βηβιίσλ, πεξηπιέθεη ηα πξάγκαηα. Αληηιακβαλφκαζηε εχθνια ηηο δχν απφ ηηο ηξεηο 

πεξηπηψζεηο πνπ δχν αξηζκνί νξίδνληαη σο αλάινγνη φρη φκσο θαη ηε ηξίηε. Ζ θξάζε ‘ηα 

ίδηα κέξε’ δελ έρεη νξηζηεί θαη δελ γίλεηαη αληηιεπηφ ηη ελλνεί, αιιά ζα ην εξεπλήζνπκε 

ζηε ζπλέρεηα. 

Οη πξνηάζεηο ηνπ βηβιίνπ     μεθηλνχλ κε ην πεξίθεκν αιγφξηζκν πνπ πήξε ην 

φλνκά ηνπ απφ ηνλ Δπθιείδε θαη καο δίλεη ηειηθά ην Μέγηζην Κνηλφ Γηαηξέηε (ΜΚΓ) δχν 

αξηζκψλ (πξνηάζεηο       θαη      ). 

                                                   
1 Γηάζεκνη κειεηεηέο θαη ζρνιηαζηέο ησλ ηνηρείσλ ηνπ Δπθιείδε (Heath,van der Waerden θ.α) αλαθέξνπλ 

απηφ ηνλ νξηζκφ σο νξηζκφ    (definition   ). Απηφο πνπ δελ ππνινγίδνπλ, γηαηί ηνλ ζεσξνχλ 

κεηαγελέζηεξε πξνζζήθε, είλαη ν νξηζκφο   . 
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Ο Δπθιείδεηνο Αιγφξηζκνο 

Γίλνληαη νη αξηζκνί α, β κε α > β. Αο ζπκβνιίζνπκε κε (α, β) ην Μέγηζην Κνηλφ 

Γηαηξέηε ησλ α, β. Αλ ν β δηαηξεί ηνλ α ηφηε (α, β) = β. Αλ ν α δελ δηαηξεί ηνλ β ηφηε 

ππάξρνπλ αθέξαηνη π1, π1 ηέηνηνη ψζηε α = βπ1 + π1 κε π1< β. Σφηε απνδεηθλχεηαη φηη 

(α, β) = (β, π1). Αλ ν π1 δηαηξεί ηνλ β ηφηε (α, β) = (β, π1) = π1, αλ φρη ηφηε ε δηαδηθαζία 

ζπλερίδεηαη. 

Ο Δπθιείδεο απνδεηθλχεη ζηηο πξνηάζεηο       θαη       φηη ε δηαδηθαζία απηή 

νδεγεί ζηελ εχξεζε ηνπ (α, β). Καηά ηελ απφδεημε θηάλεη ζε έλα ζπκπέξαζκα 

πνιχ ζεκαληηθφ πνπ φκσο δε θαίλεηαη λα ηνλίδεη ηδηαίηεξα ζηε ζπλέρεηα.  

Πόξηζκα 

Αλ έλαο αξηζκόο δηαηξεί δύν αξηζκνύο ηόηε δηαηξεί θαη ηνλ 

Μέγηζην Κνηλό Δηαηξέηε ηνπο. 

 ηε πξφηαζε       ιχλεη ην πξφβιεκα εχξεζεο ηνπ ΜΚΓ ηξηψλ αξηζκψλ θαη ζηε 

πξφηαζε      , αλαπάληερα, νπζηαζηηθά απνδεηθλχεη ηνλ νξηζκφ 4. Δπηπρψο γηα καο, γηαηί 

έηζη καο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα αληηιεθζνχκε θαιχηεξα ηη αθξηβψο θξχβεηαη πίζσ απφ 

απηφλ ην λεθειψδε νξηζκφ. Ζ πξφηαζε       είλαη κία πξφηαζε θιεηδί 

Πξόηαζε VII.6 

Αλ α : β = γ : δ ηόηε α : β = (α + γ) : (β + δ) 

Ζ πξφηαζε        είλαη επίζεο πνιχ ζεκαληηθή 

Πξόηαζε VII.13 (ελαιιάμ) 

Αλ α : β = γ : δ ηόηε α : γ = β : δ 

Καη βάζεη απηψλ θηάλνπκε ζηε πξφηαζε         

Πξόηαζε 20 

Αλ θ, ι είλαη νη κηθξόηεξνη αξηζκνί ηέηνηνη ώζηε θ : ι = γ : δ ηόηε ν θ δηαηξεί ηνλ γ 

θαη ν ι δηαηξεί ηνλ δ. 

ε νπνία ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ απφδεημε ηεο πξφηαζεο 30, ην επθιείδεην ιήκκα. 
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Πξόηαζε VII.30 (επθιείδεην ιήκκα) 

Αλ έλαο πξώηνο δηαηξεί έλα γηλόκελν αξηζκώλ ηόηε δηαηξεί έλαλ από ηνπο 

παξάγνληεο. 

Με ηε βνήζεηα απηνχ ηνπ ιήκκαηνο ν Δπθιείδεο απνδεηθλχεη ηε πξφηαζε        

Πξόηαζε IΧ.14 

Αλ δίλνληαη θάπνηνη πξώηνη αξηζκνί ηόηε ν ειάρηζηνο πνπ δηαηξείηαη από απηνύο, δε 

δηαηξείηαη από θαλέλα άιιν πξώην. 

θαη θηάλεη ζε κία ηζνδχλακε κνξθή απηνχ πνπ νλνκάδνπκε ζήκεξα Θεκειηψδεο Θεψξεκα 

ηεο Αξηζκεηηθήο. 

 

 

4.Η απόδεημε ηνπ Θεκειηώδνπο Θεσξήκαηνο ηεο Αξηζκεηηθήο  

 

α) ρεηηθά κε ηελ απόδεημή ηνπ 

 

  Πνιιή θνπβέληα έρεη γίλεη γηα ην αλ ε ζπιινγηζηηθή ηνπ Δπθιείδε ζηα βηβιία 

         θαη    είλαη καζεκαηηθά άξηηα. Θεσξείηαη δεδνκέλν φηη πξφθεηηαη γηα ηεξάζηην 

καζεκαηηθφ επίηεπγκα θαη κφλν ε πξνζέγγηζε ηνπ Θεκειηψδνπο Θεσξήκαηνο ηεο 

Αξηζκεηηθήο. Δληνχηνηο, ππάξρνπλ θάπνηα ‘ζνιά’ ζεκεία ηα νπνία ζα κειεηήζνπκε γηα λα 

κπνξνχκε λα ηεθκεξηψζνπκε ην θαηά πφζν νη Αξραίνη Έιιελεο είραλ θηάζεη κε 

καζεκαηηθή απζηεξφηεηα ζηα ζπκπεξάζκαηα πνπ παξνπζηάδνπλ θαη θαηά πφζν είραλ 

ζπιιάβεη δηαηζζεηηθά ή θαηά νπζηψδε ηξφπν ηα κεγαιεηψδε απνηειέζκαηά ηνπο ζηε 

Θεσξία Αξηζκψλ. 

Αθνινπζψληαο, ινηπφλ, ηε ζπιινγηζηηθή ηνπ Δπθιείδε αο μεθηλήζνπκε απφ ηελ απφδεημε 

ηεο πξφηαζεο VII.20. 

 Απόδεημε πξόηαζεο VII.20 

Σύκθωλα κε ηε πξόηαζε 4 ν θ ή είλαη κέξνο ηνπ γ δειαδή   
 

 
 γηα θάπνην 

ζεηηθό αθέξαην n ή είλαη κέξε ηνπ γ (ζύκθωλα κε ηνλ νξηζκό 4) δειαδή 
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 όπνπ m > 1. Επίζεο    

 

 
 αθνύ ζύκθωλα κε ηνλ νξηζκό 21 ην ι 

είλαη ηα ίδηα κέξε ηνπ δ όπωο ην θ ηνπ γ. Τόηε όκωο 
 

 
   

 

 
   θαη 

ζύκθωλα κε ηε πξόηαζε 13 (αλ α : β = γ : δ ηόηε α : γ = β: δ) ηζρύεη 

 

 
 
 

 
    . Πξνθαλώο 

 

 
   θαη 

 

 
   άξα νη θ θαη ι δελ είλαη νη 

κηθξόηεξνη κε ηελ ηδηόηεηα ηεο ππόζεζεο. Άηνπν, άξα ν θ δηαηξεί ηνλ γ θαη 

άξα ν ι δηαηξεί ηνλ δ. 

Τπάξρεη έλα πξφβιεκα κε ηελ απφδεημε. Γλσξίδνπκε φηη ν n δηαηξεί ηνλ γ γηαηί έηζη ηνλ 

επηιέμακε, γηαηί φκσο ν n λα δηαηξεί θαη ηνλ δ; Οη Pengelley & Richman (    ) αλαθέξνπλ 

φηη απηή ε παξαηήξεζε νδήγεζε ηνλ H.G.Zeuthen λα κηιήζεη γηα απφδεημε άλεπ αμίαο θαη 

ιάζνο ζην ζπιινγηζκφ ηνπ Δπθιείδε. 

 Πξέπεη φκσο λα είκαζηε πνιχ πξνζεθηηθνί φηαλ κηιάκε γηα ηνλ ζπγγξαθέα ηνπ 

δηαζεκφηεξνπ καζεκαηηθνχ θεηκέλνπ φισλ ησλ επνρψλ, ζην φλνκα ηνπ νπνίνπ 

αληηθαηνπηξίδνληαη νη ζεκαληηθφηεξνη Αξραίνη Έιιελεο καζεκαηηθνί. Σν ιάζνο πνπ 

θάλνπκε είλαη ε αθειήο δηαπίζησζε φηη ε αλαινγία κε βάζε ηνλ νξηζκφ    δειαδή α : β = 

γ : δ είλαη θαη ηζφηεηα θιαζκάησλ 
 

 
 

 

 
. Όηαλ ν Δπθιείδεο γξάθεη ‘φηη είλαη ν α γηα ηνλ β 

είλαη θαη ν γ γηα ηνλ δ’ ζίγνπξα δελ ελλνεί 
 

 
 

 

 
 ή ηζνδχλακα αδ = βγ. Γηα λα γίλεη 

αξηηφηεξε αλάγλσζε ηνπ νξηζκνχ λα ζεκεηψζνπκε φηη θιάζκαηα δελ ζπλαληψληαη ζηα 

επίζεκα ειιεληθά Μαζεκαηηθά πξηλ ηνλ Αξρηκήδε αλ θαη ζηε πξάμε ζηνπο εκπνξηθνχο 

ππνινγηζκνχο πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνχληαλ. Ο Van Der Waerden        αλαθέξεη φηη ν 

ιφγνο γηα ηνλ νπνίν ηα θιάζκαηα είραλ απνθιεηζηεί ήηαλ ε πιαησληθή ζεσξεηηθή ζέζε 

πεξί κε δηαηξεηφηεηαο ηεο κνλάδαο πνπ αλαθέξεηαη ζηε ‘Πνιηηεία’ (   ε) ηνπ Πιάησλα.  

Αο δνχκε φκσο ηη ελλνεί ν Δπθιείδεο. Απηφ πνπ είρε ζην κπαιφ ηνπ γηα ην α : β 

είλαη απηφ πνπ έβαιε ζηνλ νξηζκφ   . Γπζηπρψο, ν νξηζκφο απηφο φπσο αλαθέξζεθε 

παξαπάλσ είλαη αξθεηά αζαθήο, ηνπιάρηζηνλ αλ ηνλ δεη θαλείο απνκνλσκέλν θαη δε ηνλ 

ζπλδπάζεη κε ηε πξφηαζε   φπνπ ν Δπθιείδεο ζπζρεηίδεη ηνλ νξηζκφ ησλ αλάινγσλ 

αξηζκψλ κε ην κέγηζην θνηλφ ηνπο δηαηξέηε. Ζ κήπσο φρη; 

Γχν εξκελείεο έρνπλ επηθξαηήζεη γηα ην ηη αθξηβψο ελλνείηαη ζηνλ νξηζκφ   . Θα 

ηηο κειεηήζνπκε αλαιπηηθά γηαηί απφ ηνλ νξηζκφ απηφ εμαξηάηαη ην θαηά πφζν ν 

Δπθιείδεο έρεη θάπνηα έιιεηςε ή ιάζνο ζην ζπιινγηζκφ ηνπ. 
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β) Η πξώηε εξκελεία 

 

εξκελεία Α ηνπ νξηζκνχ    

Ηζρχεη φηη α : β = γ : δ αλ ππάξρνπλ αθέξαηνη x, y, m, n ηέηνηνη ψζηε. 

α = mx, β = nx 

γ = my, δ = ny 

χκθσλα κε απηή ηε εξκελεία πάλησο ε αμηνπηζηία ηνπ Δπθιείδε απνθαζίζηαηαη. ηελ 

απφδεημε ηεο πξφηαζεο    έρνπκε φηη α : β = γ : δ, πνπ ιφγσ ηεο πξφηαζεο    γίλεηαη α : γ 

= β : δ δειαδή ππάξρνπλ αθέξαηνη x, y, m, n ηέηνηνη ψζηε. 

α = mx, γ = nx 

β = my, δ = ny 

Γε ρξεηάδεηαη λα απνδείμεη θαλείο φηη αλ ν αλ ν n δηαηξεί ηνλ γ ηφηε δηαηξεί θαη ηνλ δ. Ηζρχεη 

εμ νξηζκνχ. Τπάξρεη, φκσο, άιιν έλα πξνβιεκαηηθφ ζεκείν. Αο θάλνπκε πξψηα κία 

παξαηήξεζε. 

Με βάζε ηελ εξκελεία Α απφ ηελ αλαινγία α : β = γ : δ κπνξνχκε λα ζπλάγνπκε 

φηη 
 

 
 

 

 
. Σν αληίζηξνθν, φκσο, αλ θαη ηζρχεη γηα θπζηθνχο αξηζκνχο δελ ηζρχεη γεληθά 

παξά κφλν ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ηζρχεη ε κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο. 

ρεκαηηθά έρνπκε 

 

  

φκσο γηα ην αληίζηξνθν έρνπκε  
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 Έλα παξάδεηγκα πνπ κπνξνχκε λα δψζνπκε είλαη ην πνιιαπιαζηαζηηθφ κνλνεηδέο 

ησλ ζεηηθψλ αθέξαησλ πνπ είλαη ηζνδχλακνη κε      . Μέζα ζε απηφ ην κνλνεηδέο ηα 

ζηνηρεία                     είλαη πξψηνη θη φκσο                 

                , δειαδή δελ ηζρχεη ε κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο. Δδψ 

κπνξεί λα δεη θάπνηνο φηη ελψ  
     

      
 

      

      
  δελ ηζρχεη φηη                

                γηαηί φινη νη αξηζκνί πνπ εκπιέθνληαη είλαη πξψηνη. Αο επαλέιζνπκε 

ηψξα ζηε πξφηαζε   . Γηα ηελ απφδεημή ηεο, ν Δπθιείδεο ρξεηάδεηαη ηελ 

πξόηαζε VII.19 

α : β = γ : δ αλ θαη κόλν αλ 
 

 
 

 

 
  (θαη ηζνδύλακα αδ = βγ) 

Δίλαη ινγηθφ ινηπφλ αθνχ ην επζχ ηζρχεη γεληθά αιιά ην αληίζηξνθν κφλν ζε πεξηπηψζεηο 

φπνπ ηζρχεη ε κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο, ζε θάπνην ζηάδην ηεο απφδεημεο ηεο 

πξφηαζεο 19, ν Δπθιείδεο λα ρξεζηκνπνηήζεη ηνλ Δπθιείδεην Αιγφξηζκν ή ην πφξηζκα. Ζ 

απφδεημή ηνπ φκσο είλαη ε εμήο. 

Αλ αδ= βγ ηφηε ζίγνπξα αγ : αδ = αγ : βγ. Απφ ηνλ νξηζκφ 21 πξνθχπηεη 

άκεζα φηη αγ : αδ = γ : δ άξα αγ : βγ = γ : δ θαη αγ : βγ = α : β. Έηζη, αθνχ 

ηα πξψηα κέιε είλαη ίζα ζα είλαη θαη ηα δεχηεξα άξα α : β = γ : δ. 

Φαίλεηαη απίζηεπην αιιά ε απφδεημε νινθιεξψζεθε ρσξίο θακία αλαθνξά ζηνλ 

Δπθιείδεην Αιγφξηζκν ή ηζνδχλακα ζην πφξηζκα. Πσο έγηλε απηφ; Ζ ηζνδπλακία δελ 

ηζρχεη γεληθά, εληνχηνηο, θαλέλα απφ ηα επηρεηξήκαηα ηνπ Δπθιείδε δελ αλαθέξεηαη ζε 

κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο ή θάηη ηζνδχλακν.  

Σν κπζηηθφ βξίζθεηαη ζηελ θξάζε ‘αθνχ ηα πξψηα κέιε είλαη ίζα ζα είλαη θαη ηα 

δεχηεξα’. Δίλαη ε ιεγφκελε κεηαβαηηθή ηδηφηεηα. Φαίλεηαη πξνθαλήο αιιά δελ είλαη. Γηα 
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ηελ αθξίβεηα, δελ ηζρχεη ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, παξά κφλν αλ ζεσξήζνπκε ζα 

δεδνκέλν ην πφξηζκα. Δίλαη δχζθνιν λα πεηζηνχκε γηαηί έρνπκε εζσηεξηθεχζεη ηε 

κεηαβαηηθή ηδηφηεηα ζαλ αμίσκα αιιά είλαη γεγνλφο φηη δελ ηζρχεη πάληα! αλ παξάδεηγκα 

πξνηείλνπκε ηε πνιιαπιαζηαζηηθή νκάδα πνπ ρξεζηκνπνηήζακε πξνεγνπκέλσο. 

Έρνπκε                                                  

Όκσο                                  

Καη αληηθαζηζηψληαο έρνπκε  

                                                       ( ) 

Οκνίσο έρνπκε 

                                                      ( ) 

Σα δεχηεξα κειή ζηηο         είλαη ίζα αιιά ηα πξψηα δελ είλαη. Ζ κεηαβαηηθή ηδηφηεηα 

δελ ηζρχεη, γηαηί δελ ηζρχεη ε κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο. 

Έηζη, ε απφδεημε ηεο πξφηαζεο VII.19 ρξεηάδεηαη ηε κεηαβαηηθή ηδηφηεηα άξα 

ρξεηάδεηαη λα θάλεη ρξήζε ηνπ πνξίζκαηνο ηνπ Δπθιείδεηνπ Αιγφξηζκνπ θαη άξα ε 

εμαξηψκελε πξφηαζε VII.20 θαη ηειηθά ην επθιείδεην ιήκκα απαηηνχλ ηε ρξήζε ηνπ 

πνξίζκαηνο. Μάιηζηα ν Δπθιείδεο ζηε ζεσξία αλαινγηψλ ηνπ βηβιίνπ V απνδεηθλχεη, κε 

βάζε ηνλ νξηζκφ ηεο αλαινγίαο ζε εθείλν ην βηβιίν, ηελ κεηαβαηηθή ηδηφηεηα ελψ εδψ, αλ 

θαη ηε ρξεηάδεηαη θαη γηα ηελ απφδεημε άιισλ πξνηάζεσλ, δε ην θάλεη.  

Καηαιήγνπκε ινηπφλ ζην ζπκπέξαζκα φηη κε βάζε ηελ εξκελεία Α ππάξρεη έλα 

κηθξφ θελφ ζηελ απφδεημε ηεο πξφηαζεο    θαη θαηά ζπλέπεηα ηνπ ιήκκαηνο πνπ νδεγεί 

ζηελ κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο. Πσο κπνξεί απηφ λα δηνξζσζεί; Οη Pengelley 

& Richman (    ) πξνηείλνπλ ηελ εμήο πξφηαζε-δηφξζσζε, φπσο ηελ νλνκάδνπλ, πνπ 

αλαθέξνπλ φηη πξνήιζε απφ ηνλ C.M.Taisbak.  

Πξόηαζε - δηόξζωζε 

Έζηω α : β = γ : δ.  

Αλ α = p(α, β) θαη β = q(α, β)  

ηόηε γ = p(γ, δ) θαη δ = q(γ, δ).  

(φπνπ (α, β) ν κέγηζηνο θνηλφο δηαηξέηεο ησλ α, β) 



26 

 

26 

 

Απηή ε πξφηαζε απνδεηθλχεηαη εχθνια βάζεη ηεο εξκελείαο Α ηνπ νξηζκνχ θαη θπζηθά 

έρνληαο σο ππφζεζε ην πφξηζκα. Με βάζε απηή ηε πξφηαζε κπνξνχκε λα δείμνπκε ηελ 

κεηαβαηηθφηεηα.  

Αλαθεθαιαηψλνληαο, γηα λα θηάζεη ν Δπθιείδεο ζην Λήκκα πνπ ζα 

ρξεζηκνπνηήζεη ζηε πξφηαζε       πνπ νδεγεί ζην Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο 

Αξηζκεηηθήο ρξεηάδεηαη αξρηθά ηελ πξφηαζε VII.20. Ζ πξφηαζε απηή βαζίδεηαη ζηε 

πξφηαζε VII.19 ε νπνία ηζρχεη κφλν ζε πεξηπηψζεηο φπνπ ηζρχεη ε κνλαδηθφηεηα ηεο 

παξαγνληνπνίεζεο. Άξα, ζηελ απφδεημή ηεο αλακέλνπκε λα δνχκε κία έθθιεζε ζηνλ 

Δπθιείδεην Αιγφξηζκν ή ζην πφξηζκα. Κακία ηέηνηα έθθιεζε φκσο δελ γίλεηαη άξα ε 

απφδεημε πξέπεη λα ζεσξείηαη ειιηπήο. Βαζχηεξε κειέηε δείρλεη φηη πξάγκαηη είλαη ειιηπήο 

αθνχ ρξεζηκνπνηείηαη ε κεηαβαηηθή ηδηφηεηα ε νπνία δελ ηζρχεη παξά κφλν ζε πεξηπηψζεηο 

φπνπ ηζρχεη ε κνλαδηθφηεηα ηεο παξαγνληνπνίεζεο. Με ηε βνήζεηα ηεο πξφηαζεο-

δηφξζσζε πνπ πξνηείλεηαη, απνδεηθλχεηαη εχθνια ε κεηαβαηηθή ηδηφηεηα άξα ην θελφ 

ζπκπιεξψλεηαη. Όπσο ήηαλ αλακελφκελν, ε δηφξζσζε θάλεη ρξήζε ηνπ πνξίζκαηνο. Όπσο 

θαη λα έρεη, ε απφδεημε ηνπ ιήκκαηνο απαηηεί ηε ρξήζε ηνπ πνξίζκαηνο. 

 

γ) Η δεύηεξε εξκελεία 

 

Τπάξρεη φκσο θαη ε άιιε εξκελεία ηνπ νξηζκνχ πνπ αιιάδεη θαηά πνιχ φια ηα 

παξαπάλσ. 

εξκελεία Β ηνπ νξηζκνχ    

Ηζρχεη φηη α : β = γ : δ αλ ππάξρνπλ αθέξαηνη x, y, m, n ηέηνηνη ψζηε. 

α = mx, β = nx 

γ = my, δ = ny  

φπνπ x = (α, β) θαη y = (γ, δ). 

Απηή ε εξκελεία θαίλεηαη πεξηζζφηεξν πηζαλή θαη ζηεξίδεηαη ζηελ απνδεηθηηθή 

δηαδηθαζία ηεο πξφηαζεο  . Φπζηθά, έρεη άκεζε ζρέζε κε ηε πξφηαζε-δηφξζσζε πνπ 

πξνηάζεθε παξαπάλσ. 
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 Τπφ απηή ηελ εξκελεία, ε κεηαβαηηθή ηδηφηεηα απνδεηθλχεηαη εχθνια. 

Δπνκέλσο, ε απφδεημε ηεο πξφηαζεο    εμαθνινπζεί λα κελ είλαη πιήξεο, αιιά ηψξα ηεο 

ιείπεη θάηη πνπ κπνξεί λα ζεσξεζεί πξνθαλέο. Σν πξφβιεκα κε απηή ηελ εξκελεία είλαη 

ζηε πξφηαζε    ε νπνία βαζίδεηαη ζηελ πξφηαζε  . Αο επηθεληξσζνχκε ζε απηή 

ζεκεηψλνληαο φηη νη πξνηάζεηο   θαη    δελ παξνπζίαδαλ πξφβιεκα κε βάζε ηελ εξκελεία 

Α. 

Πξόηαζε VII.6 

Αλ α : β = γ : δ ηόηε α : β =(α + γ) : (β + δ) 

Απόδεημε 

Έρνπκε α = mx, β = nx 

γ =my θαη δ = ny 

όπνπ x =(α, β) θαη y = (γ, δ) 

ηόηε α + γ= m(x + y) θαη β + δ = n(x + y) 

γηα λα ζεσξεζεί ε απφδεημε πιήξεο πξέπεη λα επηβεβαηψζνπκε φηη x + y = (α + β, γ + δ) 

θάηη πνπ ν Δπθιείδεο δελ αλαθέξεη. Απηφ πάλησο πξνθχπηεη εχθνια απφ ηε πξφηαζε-

δηφξζσζε. Έηζη ε απφδεημε ηεο πξφηαζεο    έρεη ειιείςεηο κε βάζε ηελ εξκελεία Α θαη ε 

απφδεημε ηεο πξφηαζεο   έρεη ειιείςεηο κε βάζε ηελ εξκελεία Β. Ζ πξφηαζε-δηφξζσζε 

πνπ πξνηείλνπλ νη Pengelley & Richman δηνξζψλεη θαη ηηο δχν, άξα είλαη απαξαίηεηε γηα 

λα δηθαηνινγεζεί ε ζπιινγηζηηθή ηνπ Δπθιείδε νπνηαδήπνηε εξκελεία θαη αλ δερηνχκε. 

 

δ) Μία ελαιιαθηηθή πξνζέγγηζε 

 

Δίλαη γεγνλφο φηη ν Δπθιείδεο άθεζε θάπνηα κηθξά θελά ζηηο απνδείμεηο ή, 

ζέηνληαο ην δηαθνξεηηθά, ρξεζηκνπνίεζε πεξηζζφηεξα απφ απηά πνπ είρε απνδείμεη. Αλ 

φκσο αζπαζηνχκε ηε δεχηεξε εξκελεία, πνπ ζεσξνχκε φηη είλαη θαη ε πην πηζαλή, ηφηε ε 

πξφηαζε    δελ έρεη νπζηαζηηθή παξάιεηςε (ε κεηαβαηηθή ηδηφηεηα κπνξεί αθφκα θαη λα 

ζεσξεζεί πξνθαλήο ππφ απηή ηελ εξκελεία) θαη ε απφδεημε ηεο πξφηαζεο 6 κπνξεί λα γίλεη 

κε ηε βνήζεηα ηεο εμήο βνεζεηηθήο πξφηαζεο. 
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Βνεζεηηθή πξφηαζε 

Έζησ α : β = γ : δ κε α = κx, β = λx θαη γ = κy θαη δ = λy. 

Ηζρχεη φηη x = (α, β) θαη y = (γ, δ) αλ θαη κφλν αλ (κ, λ)=1. 

Απφδεημε 

(=>) 

Θα δείμνπκε φηη (κ, λ) = 1. Έζησ (κ, λ ) = η,  η  > 1 ηφηε βάζεη ηνπ 

πνξίζκαηνο ππάξρνπλ αθέξαηνη θ, ι ηέηνηνη ψζηε κ = θη θαη λ = ιη. Σφηε 

φκσο α = θηx θαη β = ιηx δειαδή ν ηx δηαηξεί ηνπο α, β θαη ηx > x. Άηνπν 

αθνχ x = (α, β). Άξα (κ, λ) = 1. 

(<=) 

Έζησ x’ = (α, β). 

Σφηε ππάξρνπλ θ, ι ηέηνηνη ψζηε θα + ιβ = x’. Όκσο o x δηαηξεί ηνλ α άξα 

δηαηξεί θαη ηνλ θα, νκνίσο ν x δηαηξεί ηνλ β άξα δηαηξεί θαη ηνλ ιβ. Σειηθά ν x 

δηαηξεί θαη ηνλ θα + ιβ, δειαδή ν x δηαηξεί ηνλ x’. 

Αθνχ (κ, λ)=1 ππάξρνπλ ξ, ζ αθέξαηνη ηέηνηνη ψζηε ξκ + ζλ=1 θαη αλ 

πνιιαπιαζηάζνπκε κε x έρνπκε ξκx + ζλx = x δειαδή ξα + ζβ = x. Όκσο ν 

x’ δηαηξεί ηνλ α άξα δηαηξεί θαη ηνλ ξα, επίζεο δηαηξεί θαη ηνλ β άξα δηαηξεί 

θαη ηνλ ζβ. Σειηθά ν x’ δηαηξεί θαη ηνλ ξα + ζβ δειαδή ν x’ δηαηξεί ηνλ x. 

Σειηθά x = x’, θαη ε απφδεημε είλαη πιήξεο. 

Υξεζηκνπνηψληαο απηή ηε πξφηαζε, ην θελφ ζηελ απφδεημε ηεο πξφηαζεο 6 θαιχπηεηαη 

πιήξσο. 

 

ε) πκπεξάζκαηα 

 

πκπεξαζκαηηθά, είλαη πνιιέο νη παξαλνήζεηο πνπ έρνπλ γίλεη ζηελ κειέηε ησλ 

‘ηνηρείσλ’ νη νπνίεο έρνπλ νδεγήζεη ζε απζαίξεηεο γεληθεχζεηο ή, θαη, ιάζνο 
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ζπκπεξάζκαηα. Ζ εκπεηξία έρεη δείμεη φηη είλαη αξθεηά επίπνλν λα αλαγλψζνπκε ζήκεξα 

έλα θείκελν       ρξνλψλ. Πξέπεη λα είκαζηε πνιχ πξνζεθηηθνί κε ηηο εξκελείεο πνπ 

δίλνπκε. Ο ηξφπνο πνπ ζεσξνχκε ζήκεξα ηνπο αξηζκνχο θαη ηα ζεκεία, ηα δνκηθά ζηνηρεία 

ηεο Αξηζκεηηθήο θαη ηεο Γεσκεηξίαο δειαδή, είλαη ζίγνπξα δηαθνξεηηθφο απφ ηνλ ηξφπν 

πνπ ηα ζεσξνχζε ν Δπθιείδεο φηαλ ζπλέιεγε ηα ‘ηνηρεία’. Δίλαη δχζθνιν λα 

αληηιεθζνχκε ηελ έλλνηα ηεο αλαινγίαο ρσξίο λα ηε ηαπηίδνπκε κε ηελ ηζφηεηα 

θιαζκάησλ, απηφ φκσο πξέπεη λα θάλνπκε αλ ζέινπκε λα θαηαλνήζνπκε πιήξσο ηε 

Θεσξία Αξηζκψλ ηνπ βηβιίνπ      

Αλεμάξηεηα απφ ην πνηα εξκελεία ηνπ νξηζκνχ    ζεσξνχκε, θαηαιήγνπκε ζην φηη 

ν Δπθιείδεο ρξεηαδφηαλ ηνλ Δπθιείδεην Αιγφξηζκν γηα λα θηάζεη ζηε κνλαδηθφηεηα ηεο 

παξαγνληνπνίεζεο. ηελ απνδεηθηηθή δηαδηθαζία ησλ ‘ηνηρείσλ’ απηφ είλαη θάζε άιιν 

παξά πξνθαλέο. Ο Δπθιείδεο θαίλεηαη λα απνδεηθλχεη ηε κία πξφηαζε κεηά ηελ άιιε θαη 

λα θηάλεη ζην ιήκκα πνπ κε ηε ζεηξά ηνπ νδεγεί ζην Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο 

Αξηζκεηηθήο, ρσξίο λα θάλεη ρξήζε ηνπ δηθνχ ηνπ αιγφξηζκνπ. Τπάξρνπλ φκσο θελά ζηε 

ζπιινγηζηηθή ηνπ πνπ ε αλάιπζε παξαπάλσ έδεημε φηη, κε φπνηνλ ηξφπν θαη αλ 

πξνζπαζήζακε λα ηα ζπκπιεξψζνπκε, επηθαιεζηήθακε ην πφξηζκα ηνπ Δπθιείδεηνπ 

Αιγφξηζκνπ. Ο Δπθιείδεο γλσξίδεη φηη φια ηα ζπκπεξάζκαηα ζην βηβιίν απηφ ζηεξίδνληαη 

θαηά νπζηαζηηθφ ηξφπν ζηνλ Δπθιείδεην Αιγφξηζκν ή ην πφξηζκά ηνπ θαη γη απηφ ην 

επηιεγεί σο εηζαγσγηθφ ζηηο πξνηάζεηο ηνπ βηβιίνπ      

Ζ ζεσξία ησλ αλαινγηψλ πνπ αλαπηχζζεη ν Δπθιείδεο ζην βηβιίν     είλαη ζαθψο 

πην απιή απφ απηή ηνπ βηβιίνπ   . Ο νξηζκφο ηεο αλαινγίαο ζην βηβιίν   είλαη 

κεηαγελέζηεξνο θαη παξνπζηάδεηαη ζαλ ηειεηφηεξνο απφ απηφλ ζην βηβιίν    .
 2

 Πξφθεηηαη 

βέβαηα γηα αλαινγία κεγεζψλ θαη είλαη ζαθέο φηη ν νξηζκφο ηνπ βηβιίνπ   εμππεξεηεί 

θαιχηεξα ηηο αλάγθεο ηνπ βηβιίνπ απηνχ πνπ έρεη λα θάλεη θαη κε αζχκκεηξα κεγέζε ζε 

αληίζεζε κε ην βηβιίν     πνπ έρεη λα θάλεη κφλν κε ζχκκεηξνπο αξηζκνχο. Παξφια απηά, 

ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί ν θαηλνχξηνο νξηζκφο. Γηαηί ν Δπθιείδεο δελ ην 

ρξεζηκνπνίεζε; Ο Van der Waerden (    ) αλαθέξεη φηη ν Δπθιείδεο θξάηεζε ηνλ παιηφ 

νξηζκφ δηφηη αιιηψο ζα ήηαλ ππνρξεσκέλνο λα αλαπιάζεη νιφθιεξν ην βηβιίν, 

πξνθεηκέλνπ λα ην πξνζαξκφζεη ζην λέν νξηζκφ. Ζ αλάιπζε παξαπάλσ έδεημε φηη κπνξεί 

θαη λα κελ ήηαλ απηφο ν ιφγνο. Ο νξηζκφο πνπ ρξεζηκνπνηεί ζην βηβιίν     ν Δπθιείδεο 

είλαη αθξηβψο απηφ πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα θηάζεη ζηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ. Οχηε 

                                                   
2 Ο νξηζκφο ηεο αλαινγίαο ζην βηβιίν V ζεσξήζεθε θαη απηφο αξθεηά αζαθήο έσο πξνβιεκαηηθφο γηα πνιιά 

ρξφληα κέρξη πνπ έγηλε αληηιεπηφ φηη έρεη κεγάιεο νκνηφηεηεο κε ηε ζχγρξνλε άπνςε γηα ηε ζεκειίσζε ησλ 

πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη ηηο ηνκέο Dedekind. 
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πεξηζζφηεξν αιιά νχηε θαη ιηγφηεξν. Με βάζε ηα παξαπάλσ, ε επηινγή ηνπ φρη κφλν δελ 

απνηειεί κεηνλέθηεκα αιιά αληίζεηα απνδεηθλχεηαη κεγαιεηψδεο. Ο Δπθιείδεο 

ρξεζηκνπνίεζε έλαλ νξηζκφ αλαινγίαο πνπ ηνπ πξνζέθεξε αθξηβψο απηά πνπ ρξεηαδφηαλ 

θαη κφλν. Έλαλ νξηζκφ πξνζαξκνζκέλν ζηε κειέηε ηνπ Δπθιείδεηνπ Αιγφξηζκνπ πνπ 

εκθαλίδεηαη πιενλεθηηθφο φηαλ έρνπκε λα θάλνπκε κε δηαηξεηφηεηα θαη κνλαδηθφηεηα ηεο 

παξαγνληνπνίεζεο κφλν. Τπέξ απηψλ ζπλεγνξεί θαη ην γεγνλφο φηη ην έβδνκν βηβιίν είλαη 

έλα νινθιεξσκέλν ζχλνιν ρσξίο ίρλε κεηαγελέζηεξσλ αλαζεσξήζεσλ, φπσο ζπκβαίλεη ζε 

άιια βηβιία ησλ ‘ηνηρείσλ’. Ο Van der Waerden        κάιηζηα, αλαθέξεη φηη ‘ην 

έβδνκν βηβιίν ήηαλ έλα εγρεηξίδην γηα ηα ζηνηρεία ηεο Θεσξίαο ησλ Αξηζκψλ πνπ ην 

ρξεζηκνπνηνχζαλ ζηε ζρνιή ησλ ππζαγνξείσλ. Γελ είλαη ηπραίν πνπ απηφ ην βηβιίν 

δηαζψζεθε, ηνχην νθείιεηαη ζηελ απζηεξή ινγηθή δνκή ηνπ. Ο Δπθιείδεο δελ βξήθε 

ηίπνηα λα δηνξζψζεη νχηε κπνξνχζε λα θάλεη θάπνηα αιιαγή, εθηφο απφ ην λα ην ηεκαρίζεη 

θαη λα ην αλαζπγθξνηήζεη-έλδεημε ηεο απζηεξήο δνκήο ηνπ’ 

Απφ φια ηα παξαπάλσ ζπκπεξαίλνπκε φηη ηα ‘ηνηρεία’ είλαη έλα έξγν κε ην νπνίν 

απνδεηθλχεηαη φηη νη Αξραίνη Έιιελεο είραλ ζπλεηδεηνπνηήζεη ζε βάζνο φια απηά πνπ 

θαηέγξαςαλ ηνπιάρηζηνλ σο πξνο ην Θεκειηψδεο Θεψξεκα ηεο Αξηζκεηηθήο. Απηφ πνπ κε 

κία πξψηε αλάγλσζε θαίλεηαη ζαλ δηαίζζεζε, απνδεηθλχεηαη, κεηά ηελ αλάιπζε, ζαλ 

επηινγή πνπ πεγάδεη απφ βαζηά γλψζε ησλ εκπιεθφκελσλ ελλνηψλ. Δίλαη γεγνλφο φηη 

θάπνηα απφ ηα επηρεηξήκαηα ζηα ‘ηνηρεία’ δε θαιχπηνπλ ηα πξφηππα ηεο επηζηεκνληθήο 

αθξίβεηαο φπσο απηά θαζνξίδνληαη ζήκεξα αιιά θαλέλα απφ ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπ δελ 

είλαη ιαλζαζκέλν. Σα βηβιία          θαη    απφ ηα ‘ηνηρεία’ είλαη αζθαιέζηαηα βηβιία 

Θεσξίαο Αξηζκψλ γηα λα δηαβάζεη θαλείο αθφκα θαη ζήκεξα. Σα επφκελα ζπνπδαία 

απνηειέζκαηα, ηνπιάρηζηνλ σο πξνο ηε ζεσξεηηθή αλάιπζε, γηα ηνπο πξψηνπο ήξζαλ 

πνιινχο αηψλεο αξγφηεξα. 

 

 

5.Νεόηεξα ρξόληα 

 

α) Πίλαθεο πξώησλ 

 

Σν πφζν κεγάια ήηαλ ηα βήκαηα πξνφδνπ ζρεηηθά κε ηε γλψζε καο γηα ηνπο 

πξψηνπο αξηζκνχο ζηελ Αξραία Διιάδα ππεξηνλίδεηαη θαη απφ ηε δπζαλάινγε ζπλέρεηα. 
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Δθηφο απφ θάπνηεο κεκνλσκέλεο πξνζπάζεηεο πνπ ζπλεηζθέξνπλ θπξίσο ζην πξαθηηθφ 

κέξνο ηεο κειέηεο ησλ πξψησλ, έπξεπε λα θηάζνπκε ζηνλ   ν
 αηψλα γηα λα πξνρσξήζεη ε 

ζεσξεηηθή ηνπο κειέηε θαη λα απνθαιπθζνχλ ιίγα πεξηζζφηεξα απφ ηα κπζηηθά πνπ 

θξχβνπλ. Απηφ βέβαηα ζπλέβε θαη κε πνιιέο άιιεο έλλνηεο θαη θιάδνπο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ, εδψ φκσο ππήξρε θαη έλαο επηπιένλ ιφγνο: ην πνιχπινθν ξσκατθφ 

ζχζηεκα αξίζκεζεο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε απφ ηνπο Δπξσπαίνπο έσο ην      κ.Υ. 

πεξίπνπ.  

Οη πξψηνη αξηζκνί, ινηπφλ, είλαη άπεηξνη αιιά αθνχ δελ ππάξρεη θαη ηξφπνο λα ηνπο 

βξίζθνπκε, πνηνη είλαη; ηε γεληθή πεξίπησζε ην εξψηεκα δε κπνξεί λα απαληεζεί άκεζα. 

Γηα ηελ αθξίβεηα κεξηθέο θνξέο είλαη εμαηξεηηθά δχζθνιν λα απνθαζίζνπκε αλ έλαο 

ηπραίνο αξηζκφο είλαη πξψηνο ή ζχλζεηνο. Γηα ην ιφγν απηφ, ήδε απφ ηελ επνρή ησλ 

Αξραίσλ Διιήλσλ, θαηαζθεπάδνληαλ πίλαθεο πνπ δηαρψξηδαλ δεδνκέλνπο θπζηθνχο ζε 

πξψηνπο θαη ζχλζεηνπο. Οη πίλαθεο απηνί νλνκάδνληαη πίλαθεο πξψησλ (prime tables) ή 

πίλαθεο παξαγφλησλ (factor tables). Απ’ φζν γλσξίδνπκε ν πξψηνο πνπ εθήπξε κέζνδν 

θαηαζθεπήο πίλαθα πξψησλ αξηζκψλ ήηαλ ν Δξαηνζζέλεο (πεξίπνπ         π.Υ.). Ο 

Δξαηνζζέλεο ήηαλ Αιεμαλδξηλφο ιφγηνο θαη δηαηέιεζε δηεπζπληήο ηεο κεγάιεο 

βηβιηνζήθεο ηεο Αιεμάλδξεηαο απφ ην     π.Υ. θαη γηα πεξίπνπ 40 ρξφληα. Δίλαη δηάζεκνο 

γηα ηελ θαηά     πξνζέγγηζή ηνπ ζηνλ ππνινγηζκφ ηεο πεξηθέξεηαο ηεο Γεο ζην έξγν ηνπ 

‘Γεσγξαθηθά’. Δίλαη έλα γεγνλφο ηδηαίηεξα εληππσζηαθφ αλ αλαινγηζηεί θαλείο φηη ε 

πξνζέγγηζε απηή δε βειηηψζεθε γηα ζρεδφλ κία ρηιηεηία ελψ ε παγθφζκηα θνηλή γλψκε δελ 

είρε απνδερηεί φηη ε Γε δελ είλαη επίπεδε γηα ηνπιάρηζηνλ δεθαπέληε αηψλεο κεηά απφ 

εθείλνλ. Μέρξη ηελ επνρή ηνπ, αλ ήζειε θάπνηνο λα ειέγμεη αλ έλαο θπζηθφο αξηζκφο είλαη 

πξψηνο ή ζχλζεηνο έπξεπε λα θάλεη δηαηξέζεηο κε φινπο ηνπο πξνεγνχκελνχο ηνπ. Οη 

Αξραίνη Έιιελεο φκσο είραλ έλα πνιχπινθν ζπκβνιηζκφ γηα ηνπο αξηζκνχο πνπ 

θαζηζηνχζε ηε δηαίξεζε αξθεηά επίπνλε. Ζ κέζνδνο ηνπ Δξαηνζζέλε δελ απαηηεί θακηά 

δηαίξεζε. Δίλαη δε ζε ζέζε λα δψζεη ην ζχλνιν ησλ πξψησλ αξηζκψλ (ή αιιηψο λα 

δηαρσξίζεη ηνπο αξηζκνχο ζε πξψηνπο θαη ζχλζεηνπο) πνπ είλαη κηθξφηεξνη απφ έλαλ 

δνζκέλν. Ζ δηαδηθαζία είλαη ε αθφινπζε. 

Γξάθνπκε φινπο ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο πνπ ζέινπκε λα δηαρσξίζνπκε ζε 

πξψηνπο θαη ζχλζεηνπο μεθηλψληαο απφ ην  . Αθήλνπκε ην   αλέπαθν θαη δηαγξάθνπκε 

θάζε δεχηεξν αξηζκφ κεηά ην  , δειαδή ηα πνιιαπιάζηά ηνπ. Ο ακέζσο επφκελνο πνπ 

κέλεη κεηά απφ απηή ηε δηαδηθαζία είλαη ν  . Σνλ αθήλνπκε αλέπαθν θαη δηαγξάθνπκε 

κεηά απφ απηφλ θάζε ηξίην αξηζκφ αλεμαξηήησο αλ έρεη ήδε δηαγξαθεί ή φρη. Ο ακέζσο 
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επφκελνο πνπ κέλεη είλαη ν  . Σνλ αθήλνπκε αλέπαθν θαη δηαγξάθνπκε θάζε πέκπην 

αξηζκφ κεηά απφ απηφλ αλεμαξηήησο αλ έρεη ήδε δηαγξαθεί ή φρη. πλερίδνληαο ηε 

δηαδηθαζία φζν πάεη, νη αξηζκνί πνπ ζα κείλνπλ ζα είλαη πξψηνη. Γηα ηελ αθξίβεηα ε 

δηαδηθαζία νπζηαζηηθά ηειεηψλεη κφιηο θηάζνπκε ζηνλ πξψην αθέξαην πνπ είλαη 

κηθξφηεξνο απφ ηε ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ κεγαιχηεξνπ αξηζκνχ ζηνλ πίλαθα, φπσο εχθνια 

κπνξεί λα απνδεηρηεί. Ζ δηαδηθαζία απηή νλνκάδεηαη θφζθηλν ηνπ Δξαηνζζέλε. 

 Οη πξψηνη πίλαθεο πξψησλ θαη παξαγφλησλ θαίλεηαη φηη θαηαζθεπάζηεθαλ ζαλ 

απαληήζεηο ζε πξνβιήκαηα δηνθαληηθήο αλάιπζεο. Ζ αλάπηπμε ηεο ηππνγξαθίαο βνήζεζε 

ζηελ δηάδνζε πηλάθσλ πξψησλ. Ο Frans van Schooten εμέδσζε ην      έλα θαηάινγν κε 

ηνπο πξψηνπο σο ην     . Σν     , ν T. Brancker θαηαζθεχαζε έλα θαηάινγν κε ηνπο 

κηθξφηεξνπο δηαηξέηεο ησλ αξηζκψλ πνπ δελ δηαηξνχληαη κε ην   ή ην   έσο ην       . Ο 

J.Harris δεκνζίεπζε ην      κία ιίζηα κε ιάζε ζηνλ πίλαθα ηνπ Brancker, 

νινθιεξψλνληαο ην έξγν ηνπ. Απηή ηε κνξθή είρε ε εμέιημε ηεο αλαδήηεζεο ησλ πξψησλ 

αξηζκψλ. Ο έλαο εξεπλεηήο κεηά ηνλ άιιν θαηαζθεχαδαλ φιν θαη κεγαιχηεξνπο πίλαθεο 

πξψησλ αξηζκψλ ή πίλαθεο παξαγφλησλ πνπ νη ππφινηπνη έιεγραλ γηα ηελ νξζφηεηά ηνπο 

θαη ηνπο ζπκπιήξσλαλ.  

Οη κέζνδνη παξαγνληνπνίεζεο πνπ ρξεζηκνπνηνχζαλ είραλ αξρίζεη λα 

εμειίζζνληαη. Μία δηάζεκε κέζνδνο πνπ ρξνλνινγείηαη απφ ην      νθείιεηαη ζηνλ 

Fermat θαη θέξεη ην φλνκά ηνπ. ήκεξα ζα ιέγακε φηη φιε ε ηδέα βαζίδεηαη ζηε ζρέζε  

     (
   

 
)
 

 (
   

 
)
 

 

Αο παξαγνληνπνηήζνπκε ην     . Παξαηεξνχκε φηη    √        θαη έηζη 

αλαδεηνχκε έλα ηέιεην ηεηξάγσλν σο εμήο 

           

             

             

                 

Έηζη                                    
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Ζ κέζνδνο απηή δελ έρεη πνιιά πεξηζψξηα βειηίσζεο. Σν βαζηθφ ηεο κεηνλέθηεκα είλαη φηη 

ίζσο απαηηνχληαη πνιιέο δνθηκέο κέρξη λα βξνχκε έλαλ αξηζκφ πνπ λα είλαη ηέιεην 

ηεηξάγσλν. Θεσξείηαη θαιή κέζνδνο κφλν αλ γλσξίδνπκε φηη ν αξηζκφο πξνο 

παξαγνληνπνίεζε έρεη δχν παξάγνληεο παξφκνηνπ κεγέζνπο. Ο Μ.Mersenne πξψηνο 

παξαηήξεζε φηη αλ έλαο αξηζκφο γξάθεηαη ζαλ άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ κε δχν 

δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο ηφηε είλαη ζχλζεηνο. Ο L.Euler απέδεημε φηη αλ έλαο αξηζκφο ηεο 

κνξθήο      γξάθεηαη ζαλ άζξνηζκα ηεηξαγψλσλ δχν ζρεηηθά πξψησλ κε έλαλ κφλν 

ηξφπν ηφηε είλαη πξψηνο. Έδσζε γηα παξάδεηγκα ηνλ                        . 

Αξγφηεξα απνδείρζεθε φηη έλαο πξψηνο δε κπνξεί λα γξαθηεί ζηε κνξθή         κε 

δχν δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο αλ νη     είλαη ζρεηηθά πξψηνη. Ζ κέζνδνο, φκσο, πνπ 

αλαπηχρζεθε θαη ρξεζηκνπνηήζεθε επξέσο ήηαλ απηή ησλ ηεηξαγσληθψλ ππνινίπσλ. 

Οθείιεηαη ζηνπο L.Euler θαη A.M.Legendre θαη βαζίδεηαη ζην γεγνλφο φηη φινη νη αξηζκνί 

κε έλα ζπγθεθξηκέλν ηεηξαγσληθφ ππφινηπν
3
 έρνπλ πξψηνπο δηαηξέηεο πνπ αλήθνπλ ζε κία 

ζπγθεθξηκέλε γξακκηθή κνξθή. Γηα παξάδεηγκα αλ ην    είλαη ην ηεηξαγσληθφ ππφινηπν 

ελφο αξηζκνχ, νη πξψηνη δηαηξέηεο ηνπ ζα είλαη ηεο κνξθήο      φπνπ ν   είλαη θπζηθφο 

αξηζκφο θαη έηζη απνθιείνπκε ηνπο           θηι. Δπίζεο αλ ην   είλαη ηεηξαγσληθφ 

ππφινηπφ ηνπ, ηφηε έρεη ηε κνξθή       Γεληθά, ε εμίζσζε           ιχλεηαη αλ 

θαη κφλν αλ          θαη ε εμίζσζε           ιχλεηαη αλ θαη κφλν αλ    

       . 

Σν       ν A.F. Marci εμέδσζε έλαλ πίλαθα κε ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο σο ην 

       . Σέζζεξα ρξφληα αξγφηεξα, ν Απζηξηαθφο καζεκαηηθφο Α. Felkel εθδίδεη έλαλ 

πίλαθα κε φινπο ηνπο πξψηνπο παξάγνληεο ησλ αξηζκψλ πνπ δελ δηαηξνχληαη κε ην  , ην   

ή ην   κέρξη ην        . Ο ηειεπηαίνο είρε θαηαζθεπαζηεί κε ηε βνήζεηα κηαο πξσηφηππεο 

ζπζθεπήο απνηεινχκελεο απφ ξάβδνπο πνπ ππνιφγηδαλ κεραληθά ηνπο δηαηξέηεο. ην 

ρεηξφγξαθν ν πίλαθαο έθηαλε κέρξη ην           αιιά κηα θαη δελ ππήξραλ αγνξαζηέο γηα 

ην εθδνζέλ κέξνο, νιφθιεξε ε έθδνζε, εθηφο απφ κεξηθά αληίηππα, ρξεζηκνπνηήζεθε ζηε 

θαηαζθεπή βιεκάησλ ζην πφιεκν ησλ Απζηξηαθψλ θαηά ησλ Οζσκαλψλ. Λίγα ρξφληα 

αξγφηεξα, ζην πξφινγν ηεο Λαηηληθήο κεηάθξαζεο ηνπ έξγνπ ηνπ J.H.Lambert ‘Zusatze zu 

den logarithmischen und trig. Tabellen’, ν Felkel αλαθέξεη φηη δελ θαηάθεξε λα αλαθηήζεη 

ην εθηεηακέλν ηνπ ρεηξφγξαθν θαη έηζη ππνιφγηζε ην      εθ λένπ φινπο ηνπο πξψηνπο 

παξάγνληεο ησλ αξηζκψλ απφ ην         έσο ην          . ηελ πεξίθεκε 

                                                   
3 Έλαο αθέξαηνο αξηζκφο   ιέγεηαη ηεηξαγσληθφ ππφινηπν      αλ θαη κφλν αλ ππάξρεη θπζηθφο αξηζκφο   

ηέηνηνο ψζηε          
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‘Encyclopedie’ ηνπ d’Alembert        ππήξρε, ζην ηέινο ηνπ δεπηέξνπ ηφκνπ, έλαο 

πίλαθαο παξαγφλησλ κέρξη ην        . Οη κεραληθέο κέζνδνη ηνπ Felkel είραλ πιένλ 

εμειηρηεί. Με ηε κέζνδν ησλ ζηέλζηι, πνπ βαζίδεηαη ζε θάξηεο κε έηνηκεο ηξχπεο, ην 

     ν J.C. Burckhardt εθδίδεη έλαλ ηφκν κε ηνπο κηθξφηεξνπο παξάγνληεο ησλ αξηζκψλ 

κέρξη ην          . 

 Ο J.P.Kulik αθηέξσζε είθνζη ρξφληα ζηε θαηαζθεπή ελφο πίλαθα παξαγφλησλ 

κέρξη ην            . Σν ρεηξφγξαθν βξίζθεηαη ζηελ βηβιηνζήθε ηεο Βαζηιηθήο 

Αθαδεκίαο ηεο Βηέλλεο απφ ην     . Ζ εξγαζία ηνπ θξίζεθε αξθεηά αλαθξηβήο γηα 

δεκνζίεπζε θαη δελ εθδφζεθε πνηέ αθνχ ζηνλ έιεγρν πνπ έγηλε ην      απφ ηνλ D.N. 

Lehmer βξέζεθαλ     ιάζε ζηε πξψηε δεθάδα εθαηνκκπξίσλ ησλ αξηζκψλ. Αξγφηεξα ν 

δεχηεξνο ηφκνο ηνπ έξγνπ πνπ πεξηείρε ηνπο αξηζκνχο απφ ην            κέρξη ηνλ 

           ράζεθε. Σν ζπλνιηθφ έξγν απνηεινχηαλ απφ νθηψ ηφκνπο θαη       ζειίδεο. 

 Ο Z.Dase βαζηδφκελνο ζε έλα γξάκκα ηνπ C.F.Gauss θαη ζηε δηαβεβαίσζή ηνπ 

φηη έλα ρεηξφγξαθν κε πίλαθεο παξαγφλησλ γηα ην ηέηαξην, ην πέκπην θαη ην έθην 

εθαηνκκχξην αξηζκψλ ζα εθδνζεί, απνθάζηζε λα θαηαζθεπάζεη πίλαθα παξαγφλησλ γηα ην 

πξψην έβδνκν εθαηνκκχξην ησλ αξηζκψλ. Σν      πέζαλε αθήλνληαο έλα εθπιεθηηθά 

αθξηβέο πίλαθα παξαγφλησλ γηα ην έβδνκν, έλα ζρεδφλ ηειεησκέλν γηα ην φγδνν θαη 

κεγάιν κέξνο γηα ην έλαην θαη ην δέθαην εθαηνκκχξην αξηζκψλ. Έηζη δεκηνπξγήζεθε έλα 

θελφ ζηε βηβιηνγξαθία φζνλ αθνξά ηνπο αξηζκνχο απφ ην           έσο θαη          . 

Σν θελφ θαιχθζεθε απφ ηνλ James Whitbread Lee Glaisher ηo      ζην έξγν ‘Factor 

tables for the fourth, fifth and sixth millions’. Σν      ν D.N. Lehmer δεκνζίεπζε έλαλ 

πίλαθα παξαγφλησλ κέρξη ην            δηνξζψλνληαο φια ηα ιάζε ησλ πξνεγνχκελσλ. 

Ζ γλψζε γηα ηε δηαζπνξά ησλ πξψησλ ζην ζχλνιν ησλ θπζηθψλ βειηηψλνληαλ θαζψο νη 

πίλαθεο πξψησλ θαη παξαγφλησλ γίλνληαλ φιν θαη πινπζηφηεξνη θαη είλαη αλακθηζβήηεην 

φηη ε ζπκβνιή ηνπο ζηε παξάγσγε θιαζηθψλ ζεσξεκάησλ ηεο Θεσξίαο Αξηζκψλ ππήξμε 

θαζνξηζηηθή. 

 

β) Pierre de Fermat 

 

  Ο Pierre de Fermat γελλήζεθε ην      ζε κία κηθξή πφιε ηεο Ννηηνδπηηθήο 

Γαιιίαο, ηελ Beaumont-de-Lomange θνληά ζηε Toulouse. Ήηαλ λνκηθφο θαη εξγαδφηαλ σο 

βαζηιηθφο ζχκβνπινο ζην ηνπηθφ θνηλνβνχιην. Με ηα Μαζεκαηηθά αζρνιήζεθε 
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εξαζηηερληθά, αλ θαη ε πξνζθνξά ηνπ ήηαλ ηεξάζηηα θαζνξίδνληαο ζε κεγάιν βαζκφ ηηο 

γλψζεηο ηεο επνρήο θαη ραξάζζνληαο λέεο πνξείεο ζε δηάθνξνπο θιάδνπο φπσο Γηαθνξηθφο 

Λνγηζκφο, Πηζαλφηεηεο θαη Αλαιπηηθή Γεσκεηξία. Γηάζεκνο, φκσο, έγηλε ράξε ζηηο 

εξγαζίεο ηνπ ζηε Θεσξία Αξηζκψλ. Αλ θαη ηζρπξηδφηαλ φηη είρε απνδείμεηο γηα ηηο 

καζεκαηηθέο ηνπ αλαθαιχςεηο πνιχ ζπάληα ηηο θνηλνπνηνχζε. Μεηά ην ζάλαηφ ηνπ, ην 

    , ζε κία ιαηηληθή κεηάθξαζε απφ ηα ‘Αξηζκεηηθά’ ηνπ Γηφθαληνπ αλαθαιχθζεθε φηη 

είρε γξάςεη ηε πην δηάζεκε ζεκείσζε ζηελ ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ.  

‘Δίλαη αδχλαην γηα έλα θχβν λα γξαθεί ζαλ άζξνηζκα δχν θχβσλ κία ηέηαξηε 

δχλακε σο άζξνηζκα δχν ηέηαξησλ δπλάκεσλ ή γεληθφηεξα γηα θάπνηνλ αξηζκφ 

πςσκέλν ζε δχλακε κεγαιχηεξε απφ ην δχν λα γξαθεί σο άζξνηζκα δχν φκνησλ 

δπλάκεσλ. Έρσ κία πξαγκαηηθά ππέξνρε απφδεημε γη’ απηφ αιιά ην πεξηζψξην 

είλαη ζηελφ γηα λα ηε ρσξέζεη.’. 

Σν αλ είρε πξάγκαηη ηελ απφδεημε παξακέλεη άγλσζην αλ θαη ζήκεξα ζεσξείηαη εμαηξεηηθά 

απίζαλν. Ζ εηθαζία απηή, πνπ νλνκάζηεθε ην ‘ηειεπηαίν’ Θεψξεκα ηνπ Fermat, 

απνδείρηεθε, δειαδή πξάγκαηη έγηλε Θεψξεκα, κφιηο ην      απφ ηνλ Andrew Wiles, 

πάλσ απφ     ρξφληα κεηά ηε δηαηχπσζή ηνπ. 

Σν ηειεπηαίν Θεψξεκα ηνπ Fermat 

Αλ   είλαη θπζηθφο κε     ηφηε ε εμίζσζε            δελ έρεη ζεηηθέο, 

αθέξαηεο ιχζεηο 

  Οη αξηζκνί Fermat είλαη νη       
   φπνπ   θπζηθφο αξηζκφο. O Fermat 

πίζηεπε φηη είλαη φινη πξψηνη γηα θάζε   θαη φηη απηφ ζα κπνξνχζε λα απνδεηρζεί κε 

επαγσγή αιιά δελ είρε ηελ απφδεημε. Οη M.Mersenne θαη C.Goldbach είραλ ηελ ίδηα 

άπνςε κέρξη πνπ ν L.Euler ην      αλαθάιπςε φηη                       . ηελ 

νπζία απέδεημε φηη αλ νη α θαη β είλαη ζρεηηθά πξψηνη, θάζε παξάγνληαο ηνπ    
 

   
είλαη ή   ή ηεο κνξθήο          Γηα      ζηε πεξίπησζε ηνπ    έρνπκε ην    . 

Αξγφηεξα ν C.F.Gauss ην      βξήθε κία απξφζκελε ζρέζε αλάκεζα ζηνπο πξψηνπο ηνπ 

Fermat θαη ηε θαηαζθεπή θαλνληθψλ πνιπγψλσλ κε θαλφλα θαη δηαβήηε. Πξψηα, ζε ειηθία 

   εηψλ, έδσζε κία κέζνδν θαηαζθεπήο θαλνληθνχ δεθαεπηάγσλνπ. Αξγφηεξα, ζην 

πεξίθεκν έξγν ηνπ ‘Disquisitiones Arithmeticae’ πνπ εμέδσζε ζε ειηθία    εηψλ, απέδεημε 

φηη έλα θαλνληθφ πνιχγσλν κε   πιεπξέο κπνξεί λα θαηαζθεπαζηεί κε θαλφλα θαη δηαβήηε 
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κφλν αλ ν   είλαη γηλφκελν κε παξάγνληεο δπλάκεηο ηνπ   θαη δηαθξηηνχο πξψηνπο ηνπ 

Fermat.  

H έξεπλα γηα ηνπο αξηζκνχο Fermat ζπλερίζηεθε κε ακείσην ελδηαθέξνλ. Χζηφζν, 

γηα λα απαληεζεί αλ ν   , έλαο αξηζκφο    ςεθίσλ, είλαη πξψηνο ή ζχλζεηνο ήηαλ αξθεηά 

δχζθνιν εγρείξεκα γηα ηελ επνρή. Ο Ρψζνο I.Μ.Pervushin ην         έδεημε φηη νη     

θαη     δελ είλαη πξψηνη. Ο Fermat θαη φζνη πίζηεπαλ φηη είραλ βξεη κέζσ ησλ νκψλπκσλ 

αξηζκψλ κία κεραλή παξαγσγήο πξψησλ έθαλαλ ιάζνο. Λίγν αξγφηεξα ν F. Landry κεηά 

απφ επίπνλε εξγαζία θαη ζε ειηθία    ρξνλψλ αλαθνίλσλε ηε πιήξε παξαγνληνπνίεζε ηνπ 

  . Σν      αλαθαιχθζεθε έλαο παξάγνληαο ηνπ    , ην      έλαο ηνπ    , ην      ηνπ 

   θαη ηνπ     θαη ην      ηνπ   , ην      ηνπ    , ην      ηνπ   . Σν εξψηεκα αλ φινη 

νη αξηζκνί απηνχ ηνπ είδνπο είλαη πξψηνη είρε απαληεζεί. Σν λέν εξψηεκα ήηαλ αλ 

ππάξρνπλ θαη άιινη πξψηνη ηνπ Fermat. 

 

γ) Leonhard Euler 

 

O Euler γελλήζεθε ζηε Βαζηιεία ηεο Διβεηίαο ην      αιιά έδεζε ηα πεξηζζφηεξα 

ρξφληα ηνπ ζηελ Άγηα Πεηξνχπνιε θαη ην Βεξνιίλν. Σα ηειεπηαία δεθαεπηά ρξφληα ηεο 

δσήο ηνπ ήηαλ ηπθιφο αιιά απηφ δελ επεξέαζε θαζφινπ ηε παξαγσγηθφηεηά ηνπ. 

Γεκνζίεπζε πνιιέο εθαηνληάδεο εξγαζίεο θαη βηβιία. Ζ ζπλεηζθνξά ηνπ είλαη κεγάιε ζε 

πνιινχο θιάδνπο ησλ Μαζεκαηηθψλ. Πέζαλε ζηελ Άγηα Πεηξνχπνιε ην     . 

Πνιινί καζεκαηηθνί ηεο γεληάο ησλ Fermat θαη Mersenne αζρνιήζεθαλ κε ηηο 

ηδηφηεηεο ησλ πξψησλ ρσξίο φκσο νη κέζνδνί ηνπο λα ηαηξηάδνπλ κε ηελ αξραία ειιεληθή 

απφδεημε. ηηο πεξηζζφηεξεο ησλ πεξηπηψζεσλ νη καζεκαηηθνί δήισλαλ, παξαηεξνχζαλ ή 

είθαδαλ ζπάληα φκσο απνδείθλπαλ απηά πνπ ππνζηήξηδαλ. Απηφ εμεγεί κεξηθψο γηαηί 

ζπρλά ν Fermat δελ έδηλε ιεπηνκέξεηεο γηα ηηο απνδείμεηο πνπ ηζρπξηδφηαλ φηη βξήθε. Οη 

καζεκαηηθνί αξθνχληαλ ζε πεξηζζφηεξν πεηξακαηηθέο πξνζεγγίζεηο ησλ ζεκάησλ. Διπίδα 

πξνο ηελ αληίζεηε θαηεχζπλζε θαη αλαβάζκηζε ηεο ζεκαζίαο ηεο απφδεημεο έδσζε ν Euler. 

O Euler θαηάθεξε λα απνδείμεη πνιιέο απφ ηηο παξαηεξήζεηο ησλ Fermat θαη Mersenne θαη 

εκπινχηηζε ηε γλψζε ζρεηηθά κε ηε ζεσξία ησλ πξψησλ θαη ησλ ηέιεησλ αξηζκψλ. Σν 

πάζνο ηνπ Euler γηα ηε Θεσξία Αξηζκψλ ελεξγνπνηήζεθε απφ ηελ αιιεινγξαθία ηνπ κε 

ηνλ εξαζηηέρλε Γεξκαλφ καζεκαηηθφ Christian Goldbach. Όπσο θαη ν Mersenne, ν 

Goldbach, έθηαζε ζε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα θαη έθαλε ππνζέζεηο πνπ φκσο δελ θαηάθεξε 
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λα απνδείμεη. χκθσλα κε ηε πην δηάζεκε, αλαπφδεηθηε έσο ζήκεξα, εηθαζία πνπ πήξε θαη 

ην φλνκά ηνπ ‘θάζε άξηηνο κπνξεί λα γξαθηεί ζαλ άζξνηζκα δχν πξψησλ’.  

Παξφια απηά ζε θακία πεξίπησζε ν Euler δελ ζα ραξαθηεξηδφηαλ σο θνξκαιηζηήο. 

Βαζηά κέζα ηνπ ήηαλ πεηξακαηηθφο καζεκαηηθφο. Σνπ άξεζε λα θάλεη ππνινγηζκνχο θαη ην 

κεγάιν ηνπ παζφο ήηαλ νη πξψηνη αξηζκνί. Πξνζπάζεζε λα βξεη φζνπο πεξηζζφηεξνπο 

γίλεηαη θαη έθαλε αμηνζεκείσηεο απφπεηξεο λα αλαθαιχςεη ην πνιππφζεην θαλφλα-ηχπν 

πνπ ζα παξήγαγε πξψηνπο. ηε πξνζπάζεηά ηνπ απηή, αλαθάιπςε φηη ην πνιπψλπκν 

        δίλεη πξψηνπο γηα           θαη φηη ην         δίλεη παξαδφμσο 

επίζεο πξψηνπο γηα           φρη φκσο γηα     . Μειέηεζε ηα παξαπάλσ 

πνιπψλπκα θαη γηα άιινπο πξψηνπο ζηε ζέζε ηνπ    θαη έβγαιε παξφκνηα ζπκπεξάζκαηα. 

Πξνζπάζεζε λα εθκεηαιιεπηεί απηέο ηηο αλαθαιχςεηο θαη λα παξάγεη έζησ θαη κε 

πεξηνξηζκνχο έλαλ απιφ ηχπν πνπ ζα ‘γελλνχζε’ πξψηνπο. Απηφ φκσο θαίλεηαη φηη ήηαλ 

πάλσ απφ ηηο δπλαηφηεηεο αθφκα θαη ηνπ ηαιέληνπ ηνπ Euler. Πνιινί κεηαγελέζηεξνί ηνπ 

πξνζπάζεζαλ λα ζπλερίζνπλ ην έξγν ηνπ, δνχιεςαλ πάλσ ζηηο ζηέξεεο βάζεηο πνπ 

θαζηέξσζε εθείλνο μαλααλαθαιχπηνληαο ηελ αμία ηεο απφδεημεο. 

 

δ) Σέιεηνη αξηζκνί 

 

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε, νη Αξραίνη Έιιελεο είραλ δψζεη κέζσ ηεο πξφηαζεο       

ζηα ‘ηνηρεία’ ηνπ Δπθιείδε κία κέζνδν εχξεζεο ηέιεησλ αξηζκψλ. Οη καζεκαηηθνί κεηά 

ηνπο Αξραίνπο Έιιελεο αλέιαβαλ ην δχζθνιν έξγν ηεο επέθηαζεο ηνπ πίλαθά ηνπο. 

Φαίλεηαη φκσο φηη δελ ήηαλ νη κφλνη πνπ ελδηαθέξνληαλ ηδηαίηεξα γηα απηνχο. Ο 

Απγνπζηίλνο (πεξίπνπ     κ Υ) αλαθέξεη φηη ν Θεφο έθηηαμε ηνλ θφζκν ζε έμη κέξεο κία 

θαη ε ηειεηφηεηα ηεο εξγαζίαο απηήο ζεκαηνδνηείηαη απφ ηνλ αξηζκφ 6, δξνκνινγψληαο 

έηζη κία ζεηξά απφ ζξεζθεπηηθέο αλαθνξέο ζηνπο ηέιεηνπο αξηζκνχο 

 Ο Νηθφκαρνο ν Γεξαζελφο (πεξίπνπ     κ.Υ.) αλαθέξεη ηνπο ηέιεηνπο 

         θαη     . Ο L.Fibonacci κειέηεζε ηνπο ηέιεηνπο αξηζκνχο θαη δηαηχπσζε ηελ 

εηθαζία φηη είλαη άπεηξνη. ε έλα ρεηξφγξαθν πνπ ρξνλνινγείηαη ζηα κέζα ηνπ   νπ
 αηψλα 

δίλεηαη ν πέκπηνο ηέιεηνο αξηζκφο:           . Πνιινί εξεπλεηέο ηεο επνρήο πίζηεπαλ φηη 

νη αξηζκνί      είλαη πξψηνη γηα θάζε πεξηηηφ  . Οη πξψηνη απηήο ηεο κνξθήο ζα έδηλαλ 

ζίγνπξα έλαλ ηέιεην αξηζκφ ζπκθψλα κε ην Θεψξεκα ηνπ Δπθιείδε. Σν      φκσο ν 

H.Regius παξαηεξεί φηη               θαη                 . Ο 
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A.Cataldi, έλαο καζεκαηηθφο απφ ηε Μπνιφληα απέδεημε φηη ν έθηνο ηέιεηνο είλαη ν 

              θαη ν έβδνκνο o                 δηαςεχδνληαο αξθεηνχο πνπ πίζηεπαλ 

φηη ηα ηειεπηαία ςεθία ησλ δηαδνρηθψλ ηέιεησλ αξηζκψλ ελαιιάζζνληαη κεηαμχ   θαη    

Δπίζεο, αθνχ ζεκείσζε φηη ν      είλαη ζχλζεηνο αλ ν   είλαη ζχλζεηνο, δηαηχπσζε ηελ 

εηθαζία φηη νη αξηζκνί απηήο ηεο κνξθήο είλαη πξψηνη γηα                        . Ο 

P.Bungus δίλεη (    ) έλαλ πίλαθα κε    ηέιεηνπο αξηζκνχο. Αξγφηεξα ν Fermat δειψλεη 

ηε πίζηε ηνπ φηη νη ηέιεηνη αξηζκνί είλαη πην ζπάληνη απφ φζν γεληθά πίζηεπαλ νη ζχγρξνλνί 

ηνπ. Γειψλεη φηη δελ ππάξρνπλ ηέιεηνη κε    ή    ςεθία θαη γεληθά δελ ππάξρεη έλαο 

ηέιεηνο αξηζκφο αλάκεζα ζε δχν δηαδνρηθέο δπλάκεηο ηνπ     φπσο είρε αξρίζεη λα 

θαζηεξψλεηαη ζαλ άπνςε. Σν      ζηέιλεη έλα γξάκκα ζηνλ Μarin Μersenne, έλαλ Γάιιν 

κνλαρφ πνπ εθηφο απφ ηα ζξεζθεπηηθά ηνπ θαζήθνληα αζρνιήζεθε ηδηαίηεξα κε ηα 

Μαζεκαηηθά θαη ηε Μνπζηθή θαη κε ηνλ νπνίν αιιεινγξαθνχζε ζπρλά θνηλνπνηψληαο ηηο 

καζεκαηηθέο ηνπ αλαθαιχςεηο. ην γξάκκα απηφ ν Fermat αλέθεξε φηη απέδεημε ηξεηο 

πξνηάζεηο πνπ απνθάιεζε ηε βάζε ηεο αλαθάιπςεο ηέιεησλ αξηζκψλ. Αλ ν   είλαη 

ζχλζεηνο ηφηε ν      είλαη ζχλζεηνο, αλ ν   είλαη πξψηνο ηφηε ν      δηαηξείηαη απφ ην 

   θαη φηη ν      δηαηξείηαη κφλν απφ πξψηνπο ηεο κνξθήο      . Σελ ίδηα πεξίνδν 

δείρλεη φηη ν    είλαη παξάγνληαο ηνπ       θαη ν     ηνπ       θαηαξξίπηνληαο ηελ 

εηθαζία ηνπ Α.Cataldi. Ο Μ.Mersenne αζρνιήζεθε επίζεο εθηελψο κε ηνπο αξηζκνχο ηεο 

κνξθήο     . Δίλαη ζίγνπξα ζχλζεηνη αλ ν   είλαη ζχλζεηνο αιιά αλ ν   είλαη πξψηνο 

είλαη πηζαλφ λα είλαη πξψηνη. Οη πξψηνη απηήο ηεο κνξθήο είλαη κία εηδηθή θαηεγνξία 

πξψησλ αξηζκψλ πνπ νλνκάδνληαη ζήκεξα πξψηνη ηνπ Mersenne. Σν      αλαθνηλψζε φηη 

κφλν   απφ ηνπο    ηνπ P.Bungus είλαη πξάγκαηη ηέιεηνη θαη δηαηχπσζε ηελ εηθαζία φηη ν 

     είλαη πξψηνο αλ θαη κφλν αλ ν  είλαη έλαο απφ ηνπο 

                             . Έθαλε ιάζνο γηα                        αιιά ε 

δηαηψληζε ηνπ νλφκαηφο ηνπ εχθνια δηθαηνινγείηαη αλ αλαινγηζηνχκε φηη ζσζηά 

ραξαθηήξηζε σο πξψηνπο ή κε ηνπο αξηζκνχο ηεο κνξθήο      κε ιηγφηεξα απφ 19 

ςεθία. Μεγάιε εληχπσζε πξνθαιεί ε εηθαζία ηνπ ραξαθηεξηζκνχ σο πξψησλ γηα ηνπο 

αξηζκνχο        θαη       . Ο πξψηνο έρεη    ςεθία θαη ν δεχηεξνο   . Ζ 

επηβεβαίσζε γηα ηνλ πξψην απφ ηνπο δχν ήξζε πεξίπνπ     ρξφληα αξγφηεξα ελψ ε 

δηάςεπζε γηα ην δεχηεξν πήξε αθφκα πεξηζζφηεξν. Γηα λα αλαδείμνπκε ηε ζεκαζία ησλ 

πξψησλ ηνπ Μersenne αξθεί λα αλαθέξνπκε φηη ζήκεξα ε εχξεζε πξψησλ αξηζκψλ 

πεξλάεη ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο κέζα απφ ηελ εχξεζε πξψησλ απηνχ ηνπ είδνπο.  
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ε έλα γξάκκα ηνπ ζηνλ Goldbach ην     , ν Euler, αλαθνηλψλεη φηη γλσξίδεη κφλν 

εθηά ηέιεηνπο αξηζκνχο ηεο κνξθήο            , ζπγθεθξηκέλα γηα                    

ελψ δειψλεη αβέβαηνο γηα     . Σν      φκσο, ζε έλα γξάκκα ηνπ ζηνλ D.Bernoulli 

δειψλεη πσο έρεη επαιεζεχζεη φηη ν       είλαη πξψηνο δίλνληαο νπζηαζηηθά ηνλ φγδνν 

ηέιεην. Δπηπιένλ ν Euler έδσζε ηνπο κηθξφηεξνπο παξάγνληεο ησλ      γηα   

                απνθιείνληάο ηνπο απφ ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο θαη γιηηψλνληαο απφ 

κεγάιν ππνινγηζηηθφ θφπν ηνπο κεηαγελέζηεξνπο καζεκαηηθνχο θαη εξεπλεηέο. Ζ πην 

ζεκαληηθή πξνζθνξά ηνπ φκσο ζην θπλήγη ησλ ηέιεησλ ήηαλ ε απφδεημε ηεο εμήο 

πξφηαζεο: 

Οη κφλνη άξηηνη ηέιεηνη αξηζκνί είλαη ηεο κνξθήο              φπνπ ν      

είλαη πξψηνο. 

Απφδεημε 

Έζησ      ε ζπλάξηεζε πνπ νξίδεηαη σο ην άζξνηζκα φισλ ησλ δηαηξεηψλ ηνπ   

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ ίδηνπ. Άξα ν   ζα είλαη ηέιεηνο αλ θαη κφλν αλ 

       . Δχθνια δείρλνπκε φηη αλ ν    είλαη πξψηνο ηφηε       
      

   
 

θαζψο επίζεο θαη φηη                φπνπ     ζρεηηθά πξψηνη. 

Έζησ ηψξα   έλαο άξηηνο θαη ηέιεηνο αξηζκφο. Σφηε       κε     θαη   

πεξηηηφ, θαη έηζη                           ). Απφ ηελ άιιε, αθνχ ν 

  είλαη ηέιεηνο ζα έρνπκε              . Δμηζψλνληαο παίξλνπκε φηη  

                   

Απηφ ζεκαίλεη φηη ν        πξέπεη λα είλαη δηαηξέηεο ηνπ   αθνχ δελ έρεη 

θνηλφ παξάγνληα κε ηνλ     . Άξα             γηα θάπνηνλ αθέξαην    Με 

αληηθαηάζηαζε ζηε παξαπάλσ ζρέζε θαη κε απαινηθή ηνπ         πξνθχπηεη 

φ                             . Δπεηδή νη   θαη   είλαη θαη νη 

δχν δηαηξέηεο ηνπ   θαη αζξνίδνληαη ζην      πξέπεη λα είλαη νη κφλνη δηαηξέηεο 

ηνπ  . Δπεηδή φκσο θαη ν   είλαη δηαηξέηεο ηνπ  , πξέπεη λα έρνπκε    θαη 

άξα  =        θαη πξψηνο. 

Μεηά απφ απηφ ην Θεψξεκα αλ ζέινπκε λα αλαδεηήζνπκε πεξηηηνχο ηέιεηνπο πξέπεη λα 

ςάρλνπκε απνθιεηζηηθά ζε αξηζκνχο ηεο κνξθήο              φπνπ νη        είλαη 

πξψηνη. 
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Θα πξέπεη βέβαηα λα αλαθέξνπκε φηη ε πξφηαζε απηή δελ άιιαμε θαη πνιχ ηηο 

κεζφδνπο αλαδήηεζεο ηέιεησλ αξηζκψλ ησλ ζχγρξνλσλ καζεκαηηθψλ. Οχησο ή άιισο εθεί 

ζηφρεπαλ φηαλ ηνπο αλαδεηνχζαλ θαη ήηαλ πνιινί εθείλνη πνπ είθαδαλ ηελ ηζρχ ηεο 

παξαπάλσ πξφηαζεο. Ζ απφδεημε, φκσο, νξηζηηθνπνίεζε ηε θαηάζηαζε. Δπίζεο 

παξαηεξνχκε φηη κε ηα παξαπάλσ θαιχπηνπκε ηνπο άξηηνπο ηέιεηνπο. Γηα ηνπο πεξηηηνχο; 

Μέρξη ζήκεξα δελ έρεη βξεζεί πεξηηηφο ηέιεηνο θαη είλαη έλα αλνηρηφ εξψηεκα αλ ππάξρεη. 

Αλ ππάξρεη πάλησο πξέπεη λα έρεη ηνπιάρηζηνλ    δηαθξηηνχο παξάγνληεο ελψ ζα είλαη 

ζίγνπξα κεγαιχηεξνο απφ      .  

Σν θπλήγη ησλ ηέιεησλ ζπλερίζηεθε. Πνιινί δήισλαλ φηη βξήθαλ ηνλ έλαην ηέιεην 

αιιά ήηαλ πνιχ δχζθνιν λα ην απνδείμνπλ θαζψο νη ζεσξεηηθέο γλψζεηο ηεο επνρήο θαη ε 

αδπλακία ππνινγηζηηθήο ηζρχνο δελ έδηλαλ ηηο απαξαίηεηεο πξνυπνζέζεηο. Άιισζηε πήξε 

πεξίπνπ     ρξφληα ε εχξεζε ελφο κφλν ηέιεηνπ. Σν      o O.Terquem θαηέγξαςε ηνλ 

                σο πξψηνπο θαη άξα πηζαλνιφγεζε φηη βξήθε δχν θαηλνχξηνπο 

ηέιεηνπο. Σν      φκσο απνθαιχθζεθε φηη                      . Μεγάιε 

πξφνδνο ππήξμε απφ ηνλ F.Landry ν νπνίνο ην 1867 δήισζε φηη θαηέρεη κία πιήξε 

παξαγνληνπνίεζε ησλ αξηζκψλ             εθηφο απφ ηνπο            . Γχν 

ρξφληα αξγφηεξα εμέδσζε ηνλ πίλαθά ηνπ. Σνλ πίλαθα απηφλ επεμεξγάζηεθε θαη ν Δ.Lucas 

θαη έδσζε πνιιέο πηζαλφηεηεο ζην       γηα ηνλ επφκελν πξψην πνπ νδεγεί ζε ηέιεην. 

Οη αξηζκνί απηνί φκσο, έρνπλ πνιιά ςεθία θαη νη καζεκαηηθνί γλσξίδνπλ φηη γηα λα 

ζπλερίζνπλ ηελ έξεπλα πξέπεη λα εθκεηαιιεπηνχλ θπξίσο ζεσξεηηθέο πξνηάζεηο γηα ηνπο 

πξψηνπο αξηζκνχο. Απηφ θάλεη ν Δ.Lucas θαη ην      απνδεηθλχεη φηη ν       , έλαο 

αξηζκφο κε    ςεθία, είλαη πξψηνο. Μφιηο είρε αλαθαιπθζεί ν έλαηνο ηέιεηνο αξηζκφο. 

Έρεη    ςεθία. Ο Mersenne επηβεβαηψλεηαη. Οη εηθαζίεο ηνπ αληέρνπλ πεξηζζφηεξν απφ 

    ρξφληα φκσο ην πξψην ηνπ ιάζνο απνθαιχπηεηαη ην      φπνπ θαη απνδεηθλχεηαη φηη 

ν       είλαη πξψηνο απφ ηνλ I.M.Pervushin. O αξηζκφο απηφο δίλεη ηνλ δέθαην ηζηνξηθά 

αλ θαη έλαην ζηε ζεηξά ηέιεην αξηζκφ. Σν      βξέζεθε φηη                

            . Απηφ ήηαλ ην δεχηεξν ιάζνο ηνπ Merssene πνπ απνθαιχθζεθε. Σν      

θαη ην      ν R.E. Powers αλαθαιχπηεη ηνπο δχν επφκελνπο πξψηνπο,       θαη 

      , πνπ δίλνπλ αληίζηνηρα ηνπο δχν λένπο ηέιεηνπο αξηζκνχο. πλνιηθά πιένλ ήηαλ 

γλσζηνί    ηέιεηνη αξηζκνί. 
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ε) Φίινη αξηζκνί 

 

 Γχν αξηζκνί ιέγνληαη θίινη αλ ν θαζέλαο είλαη ίζνο κε ην άζξνηζκα ησλ γλήζησλ 

δηαηξεηψλ ηνπ αιινχ. Οη ππζαγφξεηνη ήμεξαλ ην δεχγνο     θαη    . Όηαλ θάπνηε ν 

Ππζαγφξαο ξσηήζεθε ‘ηη εζηί θίινο’ απάληεζε ‘έηεξνο εγψ’ θαη αλέθεξε ηνπο αξηζκνχο 

απηνχο. Σνλ έλαην αηψλα ν Άξαβαο Σhabit ben Korrah έδσζε έλαλ θαλφλα εχξεζεο θίισλ 

αξηζκψλ: 

Γηα έλαλ θπζηθφ αξηζκφ     αλ νη 

                                    

είλαη φινη πξψηνη, ηφηε ην δεπγάξη ησλ αξηζκψλ 

              είλαη θίινη. 

Γηα     παίξλνπκε ηνπο        . Παξφια απηά, ν ίδηνο ν Korrah δελ έδσζε θάπνην 

θαηλνχξην δεπγάξη νχηε θαη θαλέλαο άιινο κεηά απφ απηφλ κέρξη ηνλ Fermat πνπ, θαηά 

δήισζε ηνπ Mersenne, βξήθε ην δεχηεξν δεπγάξη        θαη        θαη έδσζε έλαλ 

γεληθφ θαλφλα εχξεζεο θίισλ αξηζκψλ. Ο R.Descartes έδσζε ηελ ίδηα επνρή έλαλ 

ηζνδχλακν θαλφλα θαη ην ηξίην δεπγάξη           θαη          . Απηφο φκσο πνπ θαη 

πάιη έδσζε άιιε ψζεζε ζην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα δελ ήηαλ άιινο απφ ηνλ Euler. 

Καηεγνξηνπνίεζε ην πξφβιεκα εχξεζεο θίισλ αξηζκψλ, έδσζε θαηλνχξηνπο θαλφλεο θαη 

θαηέιεμε ζε    θαηλνχξηα δεπγάξηα. Πνιινί απφ απηνχο ηνπο αξηζκνχο είραλ πάλσ απφ    

ςεθία. 

παξαδείγκαηα θίισλ αξηζκψλ απφ ηε ιίζηα ηνπ Euler 

                                  ,  

 (                                     ),  

                                         ,  

                                     

Δληνχηνηο, ην      ν Ν.Η.Paganini ζε ειηθία κφιηο    εηψλ έδσζε ην δεχηεξν κηθξφηεξν 

δεπγάξη             πνπ είρε δηαθχγεη ηφζν ζηνλ Euler φζν θαη ζε φινπο ηνπο 

πξνγελέζηεξνπο. Ο ίδηνο πάλησο δελ εμήγεζε ηε κέζνδν πνπ αθνινχζεζε. Οη 

κεηαγελέζηεξνη καζεκαηηθνί ζηεξηρηήθαλ ζηηο κεζφδνπο ηνπ Euler θαη βξήθαλ πνιιά λέα 

δεπγάξηα. Σν αλ ππάξρνπλ άπεηξνη θίινη αξηζκνί είλαη έλα αλνηρηφ πξφβιεκα. 
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ζη) Θεσξήκαηα ησλ Fermat θαη Wilson  

 

 Ζ ελαζρφιεζή ηνπ κε ηνπο ηέιεηνπο αξηζκνχο ηνλ νδήγεζε ζηελ αλαθάιπςε 

απηνχ πνπ νλνκάδνπκε ζήκεξα ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ Fermat. Ο ραξαθηεξηζκφο ‘κηθξφ’ 

θαζηεξψζεθε γηα λα κελ ππάξρεη ζχγρπζε κε ην δηάζεκν ‘ηειεπηαίν’ Θεψξεκά ηνπ. 

 

Σν ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ Fermat 

Έζησ   πξψηνο. Γηα θάζε αθέξαην   ηζρχεη φηη ν      δηαηξείηαη απφ ηνλ   ή 

αιιηψο         . 

Ηζνδχλακα, αλ ν   δελ είλαη πνιιαπιάζην ηνπ   ηφηε ν        δηαηξείηαη απφ 

ηνλ   ή           . 

Γηαηππψζεθε απφ ηνλ Fermat γηα πξψηε θνξά ζε έλα απφ ηα γξάκκαηά ηνπ ζηνλ Mersenne 

ρσξίο, θαηά ηε πξνζθηιή ηνπ ζπλήζεηα, λα αλαθέξεη ηελ απφδεημε. ε αληίζεζε βέβαηα κε 

ην ‘ηειεπηαίν’ νκψλπκν Θεψξεκά ηνπ, νη καζεκαηηθνί δελ άξγεζαλ λα ηε βξνπλ. Ο Euler 

ην      έδσζε κία πξψηε απφδεημε, ην      έδσζε κία δεχηεξε θαη ην      κία ηξίηε. 

Απφ ηφηε κέρξη ζήκεξα έρνπλ πξνηαζεί πνιιέο δηαθνξεηηθέο απνδείμεηο. Θα 

παξνπζηάζνπκε κία πνπ ζρεηίδεηαη κε ηνλ Euler. 

Απφδεημε 

Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ αξρή ηεο Μαζεκαηηθήο Δπαγσγήο. Ζ πξφηαζε 

  ≡      είλαη πξνθαλψο αιεζήο γηα    . Θα ππνζέζνπκε φηη ηζρχεη γηα 

  θαη κεηά ζα δείμνπκε φηη ηζρχεη γηα    . Έζησ ινηπφλ φηη ηζρχεη    

     . Θα δείμνπκε φηη ηζρχεη                 . Όκσο 

      =  +(
 

   )     +(
 

   )      (
 
 
)   (

 
 
)    . 

Απφ απηνχο ηνπο φξνπο ν ηειεπηαίνο είλαη ν   θαη ν πξψηνο ν    πνπ είλαη εμ 

ππνζέζεσο ηζφηηκνο πξνο ηνλ       ελψ φινη νη ελδηάκεζνη είλαη ηεο κνξθήο 

(
 
 
)   φπνπ i είλαη έλαο θπζηθφο αλάκεζα ζηνλ   θαη ηνλ    . Γηα θάζε ηηκή 

ηνπ   ν ζπληειεζηήο είλαη πνιιαπιάζην ηνπ  , επεηδή (
 
 
)=

  

        
 .  

Άξα φινη νη ελδηάκεζνη φξνη είλαη ηζφηηκνη πξνο      . Σειηθά 
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Λίγν αξγφηεξα o Euler παξνπζίαζε θαη ηε γελίθεπζε  

Θεψξεκα Euler 

Έζησ      ν αξηζκφο ησλ ζεηηθψλ δηαηξεηψλ πνπ δελ μεπεξλάλε ην n θαη είλαη 

ζρεηηθά πξψηνη πξνο απηφ, m έλαο ζεηηθφο αθέξαηνο θαη α έλαο άιινο έηζη ψζηε 

        ηφηε ν         δηαηξείηαη απφ ην   ή             . 

Πξνθαλψο αλ ν   είλαη πξψηνο ηφηε ηζρχεη          θαη πξνθχπηεη ην ‘κηθξφ’ 

Θεψξεκα ηνπ Fermat. 

Σν ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ Fermat είλαη κεηαμχ άιισλ έλα θξηηήξην γηα ην αλ έλαο 

αξηζκφο είλαη ζχλζεηνο. Γηα παξάδεηγκα ν    δελ είλαη πξψηνο αθνχ  

                                      θαη φρη        

Θα ήηαλ ίζσο αθφκα πην ρξήζηκν αλ κπνξνχζακε λα δείμνπκε κε ηε βνήζεηά ηνπ, φηη έλαο 

αξηζκφο είλαη πξψηνο. Οη Αξραίνη Κηλέδνη ήμεξαλ φηη αλ o   είλαη πξψηνο ηφηε δηαηξεί ηνλ 

    . Πίζηεπαλ φκσο φηη αλ ν      δηαηξείηαη απφ ην   ηφηε απηφο είλαη πξψηνο. 

Γπζηπρψο, ην αληίζηξνθν ηνπ Θεσξήκαηνο δελ ηζρχεη φπσο δείρλεη ην παξαθάησ 

παξάδεηγκα. Οη Κηλέδνη έπξεπε λα θηάζνπλ ζηνλ       γηα λα δηαπηζηψζνπλ φηη έθαλαλ 

ιάζνο. 

Έζησ            . Απφ ην ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ Fermat έρνπκε φηη            

έηζη                      . Δπίζεο                           . Κη έηζη ζα 

έρνπκε φηη               θαη πνιιαπιαζηάδνληαο κε   έρνπκε               αλ 

θαη ν     δελ είλαη πξψηνο.  

 Τπάξρνπλ, δειαδή, θπζηθνί αξηζκνί πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζπλζήθε ηνπ 

Θεσξήκαηνο γηα θάπνην   αιιά δελ είλαη πξψηνη. Γεληθά αλ γηα έλαλ ζχλζεην αξηζκφ 

ηζρχεη              γηα θάπνηνλ αξηζκφ   πνπ είλαη πξψηνο πξνο ηνλ    ηφηε απηφο 

ιέγεηαη ςεπδνπξψηνο σο πξνο ηε βάζε  . πγθεθξηκέλα ν     ηνπ παξαδείγκαηνο είλαη 

ςεπδνπξψηνο σο πξνο ηε βάζε  . Σν φηη είλαη ςεπδνπξψηνο σο πξνο ηε βάζε   βέβαηα, δε 

ζεκαίλεη φηη ζα ηζρχεη ην ίδην θαη γηα άιιεο βάζεηο. Μήπσο αλ γηα έλαλ αξηζκφ n βξίζθακε 

κία βάζε   γηα ηελ νπνία δε ζα ίζρπε ην θξηηήξην              ζα ζήκαηλε φηη ν 

αξηζκφο   είλαη πξψηνο; Αλ ε πξνεγνχκελε πξφηαζε ήηαλ αιεζήο ζα είρακε έλα πνιχ 
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απιφ θαη γξήγνξν θξηηήξην γηα λα ειέγμνπκε αλ έλαο αξηζκφο είλαη πξψηνο. Γπζηπρψο 

ππάξρνπλ ζχλζεηνη αξηζκνί   πνπ ηθαλνπνηνχλ ην παξαπάλσ θξηηήξην γηα νπνηαδήπνηε 

βάζε  , φπνπ   ζρεηηθά πξψηνο πξνο ηνλ  . Απηνί νη αξηζκνί ιέγνληαη αξηζκνί Carmichael. 

O κηθξφηεξνο απφ απηνχο είλαη ν    . Πξάγκαηη              Αλ           ηφηε 

                     . Απφ ην ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ Fermat έρνπκε    

                                 . Δπνκέλσο,                    , 

                                           . Άξα                γηα 

θάζε βάζε   κε          . O αξηζκφο     , ν κηθξφηεξνο πνπ κπνξεί λα γξαθηεί ζαλ 

άζξνηζκα δχν θχβσλ κε δχν δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο                       , 

είλαη αξηζκφο Carmichael. Οη αξηζκνί απηνί είλαη πνιχ ζπάληνη. Μέρξη ην               

ππάξρνπλ κφλν    . Παξφια απηά απνδείρηεθε, κφιηο ην     , φηη νη αξηζκνί Carmichael 

είλαη άπεηξνη.  

 Με ηε βνήζεηα ηνπ κηθξνχ ζεσξήκαηνο ηνπ Fermat απνδεηθλχεηαη κία πνιχ 

ζπνπδαία πξφηαζε. 

Πξφηαζε 

Ο      φπνπ ν   είλαη πξψηνο κε       δηαηξείηαη κφλν απφ ηνπο αξηζκνχο 

ηεο κνξθήο         γηα θάπνηνλ αθέξαην  . 

Απφδεημε 

Αξθεί λα δείμνπκε φηη νη πξψηνη δηαηξέηεο ηνπ      είλαη ηεο κνξθήο      . 

Έζησ   έλαο ηέηνηνο. Ηζρπξηζκφο: ν   δηαηξεί ηνλ    . Πξάγκαηη, αλ ν   δελ 

δηαηξεί ηνλ     ηφηε αθνχ ν   είλαη πξψηνο ζα είλαη πξψηνη κεηαμχ ηνπο άξα ζα 

ππάξρνπλ     ηέηνηνη ψζηε                . Σφηε ή ν   ή o   είλαη 

αξλεηηθφο, έζησ ν  , άξα ν –  είλαη ζεηηθφο. Απφ ηελ ππφζεζε έρνπκε φηη 

         άξα           . Απφ ην ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ Fermat 

πξνθχπηεη φηη            θαη επνκέλσο [    ]       . Σειηθά, 

                                  πνπ είλαη άηνπν. Άξα ν   

δηαηξεί ηνλ    .Δπίζεο, ν   είλαη πεξηηηφο αθνχ δηαηξεί ηνλ      , άξα ν 

    είλαη άξηηνο θη έηζη ν   είλαη δηαηξέηεο ηνπ    . Σειηθά ν    είλαη 

δηαηξέηεο ηνπ    . Γειαδή         ή         γηα θάπνηνλ αθέξαην 

k. 
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 Ζ πξφηαζε αχηε γιχησζε ηνπο καζεκαηηθνχο απφ πνιινχο ππνινγηζκνχο ηελ 

επνρή πνπ απηνί ζπλαγσλίδνληαλ γηα ηελ εχξεζε ηνπ κεγαιχηεξνπ πξψηνπ ή ελφο ηέιεηνπ 

αξηζκνχ. Με απηή ηε πξφηαζε, γηα παξάδεηγκα, εχθνια απνδεηθλχεηαη πσο ν       είλαη 

πξψηνο. Πξάγκαηη, έρνπκε φηη              . Δπεηδή √              αξθεί λα 

εμεηάζνπκε αλ ν         δελ έρεη πξψηνπο δηαηξέηεο κηθξφηεξνπο ηνπ    . πκθψλα κε 

ηα παξαπάλσ νη κφλνη δπλαηνί δηαηξέηεο ηνπ       είλαη ηεο κνξθήο      . Οη δέθα 

αξηζκνί απηήο ηεο κνξθήο είλαη νη                                          . Απφ 

απηνχο πξψηνη είλαη νη                     θαη κε έλαλ απιφ έιεγρν επαιεζεχεηαη φηη 

θαλείο απφ απηνχο δε δηαηξεί ηνλ        . Άξα ν       είλαη πξψηνο θη έηζη 

νδεγνχκαζηε θαη ζηνλ έθην ηέιεην αξηζκφ. 

 Έλα άιιν ζεκαληηθφ Θεψξεκα πνπ βνήζεζε απηή ηελ επνρή ήηαλ απηφ πνπ 

πήξε ην φλνκά ηνπ απφ ηνλ Άγγιν καζεκαηηθφ John Wilson.  

Θεψξεκα Wilson 

Αλ ν p είλαη πξψηνο ηφηε ν           δηαηξείηαη απφ ηνλ p. 

(ηζνδχλακα: αλ ν   είλαη πξψηνο ηφηε              ) 

 

Ο Wilson δηαηχπσζε ηελ εηθαζία γηα ηελ ηζρχ ηνπ Θεσξήκαηνο αιιά ηελ απφδεημε έδσζε 

ν Joseph Lagrange to       Σν ζεκαληηθφηεξν ζην Θεψξεκα Wilson είλαη φηη ηζρχεη θαη 

ην αληίζηξνθφ ηνπ. 

αληίζηξνθν ηνπ Θεσξήκαηνο Wilson 

Αλ ν   είλαη έλαο ζεηηθφο αθέξαηνο ηέηνηνο ψζηε                

                ηφηε ν λ είλαη πξψηνο. 

 

Γηα παξάδεηγκα                                 άξα ν 12 είλαη ζχλζεηνο 

ελψ (                                δειαδή ν 13 είλαη πξψηνο. Έηζη, ην 

Θεψξεκα Wilson καο δίλεη θαη έλα θξηηήξην γηα ην αλ έλαο αξηζκφο είλαη πξψηνο ή φρη.  
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6.Η αλαδήηεζε πξώησλ αιιάδεη κνξθή 

 

 

α) Carl Friedrich Gauss 

 

Ο Gauss γελλήζεθε ην      ζην Μπξάνπλζβατγθ ηεο Γεξκαλίαο. Υαξαθηεξίζηεθε 

απφ κηθξφο σο παηδί ζαχκα. πνχδαζε ζην Göttingen φπνπ θαη δηνξίζηεθε δηεπζπληήο ηνπ 

ηνπηθνχ αζηεξνζθνπείνπ, κία ζέζε πνπ θξάηεζε σο ην ζάλαηφ ηνπ ην     . Θεσξείηαη 

απφ ηνπο κεγαιχηεξνπο καζεκαηηθνχο φισλ ησλ επνρψλ. Αζρνιήζεθε κε πνιινχο ηνκείο 

ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη ηεο Φπζηθήο δηακνξθψλνληαο ξηδηθά αξθεηνχο απφ απηνχο.  

 Σελ επνρή ηνπ Gauss νη ινγάξηζκνη ήηαλ έλα πνιχ ρξήζηκν ππνινγηζηηθφ 

εξγαιείν. Σξαπεδίηεο, έκπνξνη, ζαιαζζνπφξνη θαη φρη κφλν ηνπο ρξεζηκνπνηνχζαλ γηα λα 

κεηαηξέςνπλ ηνπο δχζθνινπο πνιιαπιαζηαζκνχο ζε πξνζζέζεηο, κε βάζε ηνλ θαλφλα 

                        θαη ηε βνήζεηα εθηελψλ πηλάθσλ πνπ επέηξεπαλ, έζησ θαη 

πξνζεγγηζηηθά, λα βξεη θάπνηνο ην ινγάξηζκν ελφο αξηζκνχ θαη αληίζηξνθα λα βξεη ηνλ 

αξηζκφ αλ γλσξίδεη ην ινγάξηζκφ ηνπ. Έλα θαζαξά ηερληθφ ηέηνην βηβιίν γεκάην κε 

ινγαξηζκηθνχο πίλαθεο έπεζε ζηα ρέξηα ηνπ δεθαπεληάρξνλνπ Gauss. Σα ζηνηρεία ησλ 

πηλάθσλ απηψλ ήηαλ ηειείσο πξνβιέςηκα ζε αληίζεζε κε απηά ησλ πηλάθσλ πξψησλ πνπ 

θαίλνληαλ ηειείσο ηπραία. Γηα ηελ αθξίβεηα θαίλνληαλ ζε φινπο ηειείσο ηπραία εθηφο απφ 

εθείλνλ. Σν θξίζηκν βήκα ζηελ αλαθάιπςή ηνπ ήηαλ φηη έζεζε έλα ηειείσο δηαθνξεηηθφ 

εξψηεκα ζρεηηθά κε ηελ εκθάληζε ησλ πξψησλ. Γελ πξνζπάζεζε λα πξνβιέςεη ζε πνηα 

ζέζε ζα εκθαληζηεί ν επφκελνο πξψηνο αιιά εμέηαζε αλ ππήξρε ηξφπνο λα πξνβιέςεη 

πφζνη πξψηνη ππάξρνπλ κηθξφηεξνη απφ έλα δεδνκέλν αξηζκφ. Γεληθφηεξα αλ ζεσξήζνπκε 

έλα θπζηθφ αξηζκφ  , αλαξσηήζεθε αλ ππάξρεη ηξφπνο λα εθηηκήζνπκε πφζνη πξψηνη 

ππάξρνπλ κεηαμχ ησλ 1 θαη Ν. Να ζεκεηψζνπκε φηη ηελ επνρή εθείλε θαηαζθεπάδνληαλ 

ηεξάζηηνη πίλαθεο κε πξψηνπο αξηζκνχο πνπ δελ παξνπζίαδαλ κεγάιν ελδηαθέξνλ, φρη κφλν 

γηαηί ζπρλά πεξηείραλ ιάζε αιιά γηαηί ε ρξεζηκφηεηά ηνπο ήηαλ πεξηνξηζκέλε. Σν ηαιέλην 

θαη ε κεγάιε ηνπ αγάπε γηα ηνπο αξηζκνχο ήηαλ απηά πνπ ηνλ νδήγεζαλ ζηε παξαηήξεζε 

φηη ε θαηαλνκή ησλ πξψησλ κπνξεί λα αθνινπζεί θάπνηνπο πεξηνξηζκνχο. Παξαηήξεζε, 

ινηπφλ, φηη ζηνπο πξψηνπο δέθα θπζηθνχο ππάξρνπλ   πξψηνη, ζηνπο πξψηνπο εθαηφ 

ππάξρνπλ    πξψηνη, ζηνπο πξψηνπο ρηιίνπο     θαη ζηνπο πξψηνπο δέθα ρηιηάδεο     . 

Έηζη, ε κέζε απφζηαζε αλάκεζα ζε δχν πξψηνπο αξηζκνχο ζηε πξψηε δεθάδα ήηαλ     

ζηε πξψηε εθαηνληάδα ήηαλ   θαη φπσο θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα ε κέζε απφζηαζε 
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αλάκεζα ζε δχν πξψηνπο απμάλεηαη πξννδεπηηθά θαηά έλαλ ζπληειεζηή πεξίπνπ ίζν κε     

γηα ηηο δηάθνξεο δπλάκεηο ηνπ     

      Πίλαθαο 1 

Ν 
Πιήζνο πξψησλ απφ ην 1 

σο ην Ν 

Μέζε απφζηαζε αλάκεζα 

ζε δχν πξψηνπο 

         

         

           

               

                 

                   

                   

     

Ο Gauss ππέζεζε φηη ν αξηζκφο απηφο είλαη ν      δίλνληαο κία αηζζεηηθά ηέιεηα κνξθή 

ζηελ εηθαζία ηνπ. Αλ ζπκβνιίζνπκε κε π(Ν) ην πιήζνο ησλ πξψησλ αξηζκψλ απφ ην   σο 

ην Ν ηφηε 

     
 

   
 

Σν ζχκβνιν   δειψλεη φηη ε ζπλάξηεζε π(Ν) είλαη πξνζεγγηζηηθά ίζε κε N/lnN. Ζ 

πξνζέγγηζε απηή θαηλφηαλ πνιχ θαιή εθείλε ηελ επνρή εηδηθά αθνχ ην δείγκα ησλ 

γλσζηψλ πξψησλ δελ ήηαλ θαη ηδηαίηεξα κεγάιν. Ο ίδηνο δελ ηζρπξίζηεθε φηη αλαθάιπςε 

ηνλ ηχπν πνπ έδηλε ην πιήζνο ησλ πξψησλ αξηζκψλ αιιά κία θαιή πξνζέγγηζε. Ζ εηθαζία 

απηή είλαη γλσζηή πιένλ σο ‘Θεψξεκα ησλ Πξψησλ Αξηζκψλ’. Καη κφλν ην φλνκά ηνπ 

είλαη αληηπξνζσπεπηηθφ ηνπ πφζν ζεκαληηθφ είλαη ζε απηφ ην θιάδν ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

Σν Θεψξεκα απηφ, αθφκα θαη ζήκεξα, θαίλεηαη απξφβιεπην αθνχ ζπζρεηίδεη δχν 

θαηλνκεληθά αζχλδεηεο έλλνηεο ησλ Μαζεκαηηθψλ, ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο θαη ηνπο 

ινγάξηζκνπο. Ζ αλαθάιπςε φηη ε αχμεζε ηνπ πιήζνπο ησλ πξψησλ ζε ζρέζε κε ην πιήζνο 

ησλ θπζηθψλ κνηάδεη λα είλαη ηφζν νκαιή αλ θαη εθείλνη εκθαλίδνληαη ηφζν ηπραία 

ζπγθαηαιέγεηαη ζηα ζαχκαηα ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη απνηειεί έλα απφ ηα πην θξίζηκα 

ζεκεία ζηελ ηζηνξία ηεο ζεσξίαο ησλ πξψησλ. Ζ νκαιφηεηα απηή θαίλεηαη ζηα παξαθάησ 

δηαγξάκκαηα. Γηα ηνπο πξψηνπο     θπζηθνχο ζην πξψην, γηα ηνπο πξψηνπο       ζην 

δεχηεξν θαη γηα ηνπο πξψηνπο        ζην ηξίην. 
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Δηάγξακκα αζξνηζηηθήο ζπρλόηεηαο πξώηωλ ζηνπο θπζηθνύο 1-100 

       

 

 

Δηάγξακκα αζξνηζηηθήο ζπρλόηεηαο πξώηωλ ζηνπο θπζηθνύο 1-1.000 
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Δηάγξακκα αζξνηζηηθήο ζπρλόηεηαο πξώηωλ ζηνπο θπζηθνύο 1-10.000 

 

 Ο Gauss δελ ελεκέξσζε θαλέλαλ γη απηή ηνπ ηελ αλαθάιπςε γηα ιφγνπο πνπ 

αθφκα θαη ζήκεξα απνηεινχλ κπζηήξην. Βέβαηα, δελ είρε βξεη παξά κφλν ελδείμεηο γηα ηελ 

ηζρχ ησλ παξαηεξήζεψλ ηνπ, δελ είρε απφδεημε γηα ηνπο ηζρπξηζκνχο ηνπ νχηε θάπνηα 

εμήγεζε γηαηί ζπλέβαηλε απηφ. Απνδείμεηο φκσο, δελ είραλ θαη πνιινί ζπλάδειθνί ηνπ πνπ, 

αληίζεηα απφ εθείλνλ, δεκνζηνπνηνχζαλ αβίαζηα ηηο παξαηεξήζεηο ηνπο θαη νδεγνχζαλ ζε 

ζπιινγηθέο ζεσξήζεηο ησλ ηδεψλ ηνπο. Ο Gauss δε ιεηηνχξγεζε έηζη κφλν ζε απηή 

πεξίπησζε. Γεληθά θνηλνπνηνχζε κφλν απνδεδεηγκέλα απνηειέζκαηα γεγνλφο πνπ, θαηά 

πνιινχο, έπαημε ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ ηζηνξία ησλ Μαζεκαηηθψλ. Ζ πξνζσπηθή ηνπ 

ζθξαγίδα ήηαλ δηαθνζκεκέλε κε ην ξεηφ ‘Pauca Sed Matura’ (ιίγα αιιά ψξηκα) θαη 

παξίζηαλε έλα δέληξν κε ειάρηζηνπο θαξπνχο ζηα θιαδηά ηνπ, αληηπξνζσπεχνληαο 

απφιπηα ηε θηινζνθία ηνπ ζρεηηθά κε ηε παξάγσγε ησλ Μαζεκαηηθψλ. Αλ θάπνην 

απνηέιεζκα δελ έθηαλε ζην επίπεδν σξηκφηεηαο πνπ εθείλνο ζεσξνχζε ηθαλφ πξνο 

δεκνζίεπζε, αξθνχληαλ ζε κία ζεκείσζε ζην πεξίθεκν Notizenjournal (εκεξνιφγην 

ζεκεηψζεσλ), έλα πξνζσπηθφ εκεξνιφγην κε ηηο καζεκαηηθέο ηνπ αλαθαιχςεηο. Πνιιέο 

θνξέο κάιηζηα, αθφκα θαη απηέο νη ζεκεηψζεηο ήηαλ θσδηθνπνηεκέλεο, γεγνλφο πνπ 

δπζθνιεχεη αθφκα θαη ζήκεξα ηελ εξκελεία θάπνησλ απφ ηα καζεκαηηθά ηνπ 

απνηειέζκαηα.  

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000



50 

 

50 

 

 Σν     , έμη ρξφληα κεηά ηελ κπζηηθή αλαθάιπςε ηνπ Gauss, ν Adrian Marie 

Legendre αλαθνηλψλεη ηε πεηξακαηηθή αλαθάιπςε ηεο ζρέζεο αλάκεζα ζηνπο πξψηνπο θαη 

ηνπο ινγάξηζκνπο. Ζ δηρνγλσκία ζρεηηθά κε ηε παηξφηεηα ηεο πξψηεο αλαθάιπςεο ηεο 

ζρέζεο κεηαμχ πξψησλ θαη ινγάξηζκσλ νδήγεζε ζε κία νμπηάηε αληηπαξάζεζε. Ο 

Legendre πάλησο ήηαλ απηφο πνπ δεκνζίεπζε πξψηνο ηηο παξαηεξήζεηο ηνπ ην 1808 ζην 

‘Theories des Nombres’.  

πκθψλα κε ηνλ Legendre έρνπκε  

       
 

           
 

Ο ηχπνο ηνπ Legendre θαηλφηαλ φηη έδηλε θαιχηεξε πξνζέγγηζε ηνπ πιήζνπο ησλ πξψησλ. 

Θα ιέγακε φηη είλαη κία ειαθξψο ηξνπνπνηεκέλε εθδνρή ηνπ ηχπνπ ηνπ Gauss πνπ ηαίξηαδε 

θαιχηεξα ζηα επξήκαηα ηεο επνρήο ζρεηηθά κε ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο. ε κία επηζηνιή 

ηνπ πξνο ηνλ Johann Encke πνπ έρεη εκεξνκελία    Γεθεκβξίνπ     , ππάξρνπλ φιεο νη 

ελδείμεηο φηη ε ζρεηηθή αλαθάιπςε ηνπ Gauss είρε πξνεγεζεί ρξνληθά ηνπ Legendre. ε 

απηή ηελ επηζηνιή, ν Gauss, εμεηάδεη θξηηηθά ηνλ πεξίεξγν αξηζκφ         ηνπ Legendre 

γηα ηνλ νπνίν γξάθεη φηη πξάγκαηη πξνζδίδεη κεγαιχηεξε αθξίβεηα ζηε δηθή ηνπ 

πξνζέγγηζε γηα ην πιήζνο ησλ πξψησλ γηα ζρεηηθά κηθξέο ηηκέο ηνπ Ν. Δληνχηνηο, 

εθθξάδεη ην θφβν φηη πηζαλψο λα κε ζπκβαίλεη ην ίδην γηα κεγαιχηεξεο ηηκέο. Θα πξέπεη λα 

αλαθέξνπκε φηη ν Gauss δελ εκπηζηεπφηαλ ηα έηνηκα απνηειέζκαηα πνπ έδηλαλ νη ηφηε 

γλσζηνί πίλαθεο πξψησλ αιιά έθηηαρλε ηνπο δηθνχο ηνπ. ηελ ίδηα επηζηνιή αλαθέξεη φηη 

ζπρλά αθηέξσλε έλα ηέηαξην ηεο ψξαο γηα λα βξεη ηνπο πξψηνπο ζε κία ρηιηάδα αξηζκψλ 

ελψ δίλεη θαη δηνξζψζεηο ζηνπο πίλαθεο ηνπ Lambert. 

 Με ηε πάξνδν ησλ ρξφλσλ θαηαζθεπάζηεθαλ θαιχηεξνη πίλαθεο πξψησλ νπφηε 

νη ηχπνη ησλ Gauss θαη Legendre κπνξνχζαλ λα ζπλαγσληζηνχλ ζε κεγαιχηεξν δείγκα 

πξψησλ. Ο ηχπνο ηνπ Gauss θέξδηζε. Ο αληηαηζζεηηθφο αξηζκφο         ηνπ Legendre 

θαηαξξίθζεθε. Ήηαλ βαικέλνο γηα λα δηνξζψλεη ην ζθάικα ζηελ εθηίκεζε ηνπ Gauss γηα 

κηθξά ζρεηηθά Ν αιιά έθαλε ηα πξάγκαηα πνιχ ρεηξφηεξα ζηε ζπλέρεηα ζε κεγαιχηεξα Ν. 

H ζεσξεηηθή αλάιπζε αιιά θαη ε δηαίζζεζε ηνπ Gauss είρε ληθήζεη ηελ πξνζπάζεηα ηνπ 

Legendre λα ηξνπνπνηήζεη ηνλ ηχπν ψζηε λα ηαηξηάδεη ζηα δηαζέζηκα ζηνηρεία. Ο Gauss 

φκσο δε ζηακάηεζε εθεί.  
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 Βαζηδφκελνο ζε λέεο παξαηεξήζεηο φξηζε κία θαηλνχξηα ζπλάξηεζε πνπ, αλ θαη 

ζηεξείηαη ηεο εμαηξεηηθήο απιφηεηαο ηεο πξψηεο ηνπ πξνζπάζεηαο, είλαη αθξηβέζηεξε. Ζ 

λέα απηή ζπλάξηεζε νλνκάζηεθε ινγαξηζκηθφ νινθιήξσκα ηνπ x: 

      ∫
 

   
   

 

 

 

Σν πφζν εκπλεπζκέλε ήηαλ θαη απηή ε εθηίκεζή ηνπ θαίλεηαη απφ ηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

     Πίλαθαο 2 

Ν π(Ν) Ν/lnN-π(Ν) Li(N)-π(Ν) 

           

               

                   

                      

                          

                              

                                   

                                          

                                             

                                                  

                                                       

 

Σν κφλν πνπ έκελε πιένλ ήηαλ λα δνζεί κία απφδεημε γηα ηελ εηθαζία απηή ψζηε λα 

κπνξέζεη λα βαθηηζηεί Θεψξεκα. Απηφ φκσο ζα γηλφηαλ αξθεηά ρξφληα αξγφηεξα. 

 

β) Bernhard Riemann 

 

O Bernhard Riemann γελλήζεθε ζην Αλλφβεξν ην     . Αξρηθά, βηνπνξηζηηθνί 

ιφγνη ηνλ νδήγεζαλ λα επηιέμεη ζενινγηθέο ζπνπδέο. Σειηθά φκσο, επηθξάηεζε ην πάζνο 

ηνπ γηα ηα Μαζεκαηηθά. πνχδαζε ζην Βεξνιίλν θαη ην Göttingen φπνπ δίδαζθε ν Gauss. 

Ζ πξνζθνξά ηνπ ζηελ Αλάιπζε, ζηε Γηαθνξηθή Γεσκεηξία, ζηε Θεσξία Αξηζκψλ αθφκα 
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θαη ζηελ κεηαγελέζηεξε Θεσξία ηεο ρεηηθφηεηαο ζεσξείηαη θνκβηθή. Πέζαλε απφ 

θπκαηίσζε ζε ειηθία    ρξνλψλ ζηελ Ηηαιία. 

 To      o Riemann δηνξίζηεθε αληεπηζηέιινλ κέινο ηεο αθαδεκίαο ηνπ 

Βεξνιίλνπ πνπ ήηαλ κία πνιχ κεγάιε ηηκή γηα έλαλ καζεκαηηθφ. Κάζε ηέηνηνο δηνξηζκφο 

ζπλνδεπφηαλ απφ κία πξσηφηππε εξγαζία ηνπ λένπ κέινπο. Ο Riemann ππέβαιε κία 

εξγαζία ηνπ κε ηίηιν ‘Der die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse’ 

(‘ρεηηθά κε ην πιήζνο ησλ αξηζκψλ πνπ είλαη κηθξφηεξνη απφ θάπνηνλ δεδνκέλν αξηζκφ’). 

Ζ εξγαζία απηή ήηαλ ην επφκελν κεγάιν βήκα ζηε θαηαλφεζε ηεο θαηαλνκήο ησλ πξψησλ 

αξηζκψλ. Παξαδφμσο ήηαλ ε κνλαδηθή ηνπ εξγαζία ζηε Θεσξία Αξηζκψλ. Κνκβηθφ ξφιν 

ζηελ κειέηε ηνπ Riemann έπαημε ε ζπλάξηεζε  . Ζ ζπλάξηεζε απηή νξίδεηαη σο εμήο 

       
 

  
 

 

  
 

 

  
   

ή ζπλεπηπγκέλα 

     ∑   

 

 

φπνπ     θαη     . Ο ξφινο ηνπ   ζηε ζέζε ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο θαζψο θαη ε 

νλνκαζία ηεο ζπλάξηεζεο σο   είλαη κία επηινγή ηνπ ίδηνπ θαη έρεη πηνζεηεζεί απφ φινπο 

ηνπο κεηαγελέζηεξνπο καζεκαηηθνχο. 

Γεγνλφο είλαη, πάλησο, φηη ν Riemann δελ ήηαλ ν πξψηνο πνπ αζρνιήζεθε κε 

αζξνίζκαηα απηνχ ηνπ είδνπο. Σν ‘Πξφβιεκα ηεο Βαζηιείαο’ πήξε ην φλνκά ηνπ απφ ηε 

πφιε ζηελ νπνία δηαηέιεζε θαζεγεηήο Μαζεκαηηθψλ ν Jacob Bernoulli (         ). 

Αλ θαη δελ δηαηππψζεθε αξρηθά απφ εθείλνλ ήηαλ απηφο πνπ ην δηέδσζε ζε επξχ 

αθξναηήξην. 

Σν πξφβιεκα ηεο Βαζηιείαο 

Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα 

  
 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
   

Λίγε ψξα επεμεξγαζίαο ηνπ αζξνίζκαηνο είλαη αξθεηή γηα λα ππνζέζεη θαλείο φηη ε ζεηξά 

ζπγθιίλεη θαη κάιηζηα ζε έλαλ αξηζκφ πεξίπνπ ίζν κε       αιιά πνηνλ; Σν πξφβιεκα 
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ηειηθά πξνζεγγίζηεθε απφ ηνλ Euler ην     , πεξίπνπ    ρξφληα κεηά ηε δηαηχπσζή ηνπ. 

Ζ ζπιινγηζηηθή ηνπ ήηαλ ε εμήο. 

      
  

  
 

  

  
 

  

  
   

δηαηξψληαο κε ην   έρνπκε 

   

 
   

  

  
 

  

  
 

  

  
   

Όπνπ θπζηθά                         . Ο Euler ππέζεζε φηη κπνξεί λα εθθξάζεη 

έλα άπεηξν άζξνηζκα ζαλ γηλφκελν παξαγφλησλ πνπ νξίδνληαη απφ ηηο ιχζεηο ηνπ φπσο 

αθξηβψο θάλνπκε γηα ηα πεπεξαζκέλα πνιπψλπκα.  

  
  

  
 

  

  
 

  

  
      

 

 
    

 

 
    

 

  
    

 

  
    

 

  
    

 

  
    

Ηζνδχλακα κπνξνχκε λα γξάςνπκε 

  
  

  
 

  

  
 

  

  
      

  

  
    

  

   
    

  

   
    

Αλ ηψξα πνιιαπιαζηάζνπκε φινπο ηνπο φξνπο ζην δεχηεξν κέινο ζα παξαηεξήζνπκε φηη ν 

ζπληειεζηήο ηνπ    είλαη ν  (
 

  
 

 

  
 

 

  
  )   

 

  
∑

 

  
 
   . ηελ αξρηθή 

κνξθή φκσο ν ζπληειεζηήο ηνπ    είλαη ν  
 

  
  

 

 
 άξα έρνπκε  

 

  
∑

 

  
 
     

 

 
 

ή αιιηψο ∑
 

  
 
    

  

 
. 

Ζ απάληεζε ινηπφλ είλαη 
  

 
. Ζ απάληεζε απηή εηδηθά εθείλε ηελ επνρή ήηαλ ηειείσο 

απξφζκελε. Γε θαηλφηαλ πσο ζρεηίδεηαη ν αξηζκφο π, ν ιφγνο πεξηθέξεηαο πξνο δηάκεηξν 

θχθινπ, κε έλα άπεηξν άζξνηζκα. Σν απνηέιεζκα φκσο ήηαλ αθξηβέο θαη ε κέζνδνο πνπ 

εθάξκνζε ν Euler γηα λα ην ιχζεη ήηαλ αξθεηά γεληθή έηζη ψζηε θαηάθεξε λα ππνινγίζεη 

θαη άιια αζξνίζκαηα απηήο ηεο κνξθήο φπσο γηα παξάδεηγκα   
 

   
 

   
 

   
 

      

κε ηελ απάληεζε λα είλαη 
  

  
 ή   

 

   
 

   
 

   
 

     πνπ είλαη ίζν κε 
  

   
 . Γηα ηελ 

αθξίβεηα ε κέζνδνο απηή κπνξεί λα δψζεη ηελ απάληεζε γηα θάζε ζεηξά ηεο κνξθήο 

  
 

   
 

   
 

    . φπνπ λ άξηηνο. Γπζηπρψο δελ ππάξρεη θακηά γλσζηή κέζνδνο γηα 
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  πεξηηηφ κεγαιχηεξν ηνπ 1. (Γηα     ην άζξνηζκα είλαη ε αξκνληθή ζεηξά πνπ 

απνθιίλεη). Ο ίδηνο ν Euler ππνιφγηζε κέρξη θαη γηα     . 

  Δίλαη ζαθέο φηη ζην πξφβιεκα ηεο Βαζηιείαο δεηείηαη ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 

  γηα     θαη έηζη έρνπκε      
  

 
. Με βάζε ηε ζπλάξηεζε   ν Riemann δηαηχπσζε 

ίζσο ηε πην δηάζεκε εηθαζία φισλ ησλ επνρψλ κεηά απφ ην ‘ηειεπηαίν’ Θεψξεκα ηνπ 

Fermat, πζηεξψληαο κφλν ζε απιφηεηα δηαηχπσζεο. Ζ ‘ππφζεζε Riemann’, φπσο έρεη 

θαζηεξσζεί, είλαη ζαθψο πην ζεκαληηθή θαη αλ απνδεηρζεί ζα έρεη ηεξάζηηεο ζπλέπεηεο ζηε 

Θεσξία Αξηζκψλ. χκθσλα κε ηελ ππφζεζε Riemann, νη κε ηεηξηκκέλεο ξίδεο ηεο 

κηγαδηθήο ζπλάξηεζεο   έρνπλ πξαγκαηηθφ κέξνο ίζν κε  . Μεηά θαη ηελ απφδεημε ηνπ 

‘ηειεπηαίνπ’ Θεσξήκαηνο ηνπ Fermat ην     , κπνξνχκε λα πνχκε κε ζηγνπξηά φηη απηφ 

είλαη ην ηεξφ δηζθνπφηεξν ησλ Μαζεκαηηθψλ. 

 Αο δνχκε φκσο πσο ζρεηίδεηαη ε ζπλάξηεζε   ηνπ Riemann κε ηνπο πξψηνπο. 

Έρνπκε  

       
 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
   

 αλ πνιιαπιαζηάζνπκε θαη ηα δχν κειή κε  
 

    ζα έρνπκε 

 

  
     

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

   
   

Αθαηξψληαο ηψξα θαηά κέιε 

(  
 

  
)        

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

  
 

 

   
   

Αλ πνιιαπιαζηάζνπκε ηψξα κε  
 

   θαη αθαηξέζνπκε απφ ηε παξαπάλσ ζρέζε παίξλνπκε 

(  
 

  
) (  

 

  
)        

 

  
 

 

  
 

 

   
 

 

   
 

 

   
   

πλερίδνληαο πνιιαπιαζηάδνπκε κε  
 

   θαη αθαηξνχκε απφ ηε παξαπάλσ ζρέζε, κεηά κε  
 

   

θνθ 

ην πξψην βήκα απαιείςακε φια ηα θιάζκαηα πνπ είραλ γηα παξαλνκαζηή δχλακε κε 

βάζε ηηο δπλάκεηο ηνπο  , ζην δεχηεξν ηα αληίζηνηρα κε  , κεηά κε    θνθ. Ζ φιε 
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δηαδηθαζία είλαη πξνθαλψο έλα επηθαηξνπνηεκέλν θφζθηλν ηνπ Δξαηνζζέλε. Αλ ε 

δηαδηθαζία ζπλερηζηεί γηα φινπο ηνπο πξψηνπο ηειηθά πξνθχπηεη ε ηζφηεηα 

 (  
 

  
) (  

 

  
) (  

 

  
) (  

 

  
)        

ή πην ζπλεπηπγκέλα 

∏        

 

       

Σειηθά 

     ∑   

 

 ∏         

 

 

φπνπ ν n είλαη θπζηθφο αξηζκφο θαη ν p είλαη πξψηνο.  

 Ζ ζπλάξηεζε   ινηπφλ είλαη ίζε κε έλα γηλφκελν πνπ εκπιέθνληαη κφλν νη 

πξψηνη αξηζκνί. ηε πξαγκαηηθφηεηα ε ζρέζε απηή είλαη άιιε κία απφδεημε φηη νη πξψηνη 

αξηζκνί είλαη άπεηξνη. Πξάγκαηη, αλ ζέζνπκε     ην αξηζηεξφ κέινο είλαη ε αξκνληθή 

ζεηξά πνπ απνθιίλεη άξα θαη ην δεμί κέινο είλαη άπεηξν πνπ ζπκβαίλεη κφλν αλ νη 

παξάγνληεο ηνπ δεμηνχ γηλνκέλνπ είλαη άπεηξνη. Άξα νη πξψηνη είλαη άπεηξνη. Ζ αλαθάιπςε 

απηή αιιά θαη ε θνκςή απφδεημε είλαη ηνπ Euler. 

 Ο Riemann ζε απηή ηε κλεκεηψδε εξγαζία ηνπ, έδσζε έλαλ ηχπν πνπ δίλεη κε πνιχ 

θαιχηεξε πξνζέγγηζε ην πιήζνο ησλ πξψησλ αξηζκψλ απφ ην   σο ην Ν αιιά επίζεο θαη 

έλα ηξφπν, κέζσ ησλ ξηδψλ ηεο ζπλάξηεζεο  , λα απαιιαγνχκε απφ νπνηνδήπνηε ζθάικα 

θαη λα ην ππνινγίδνπκε αθξηβψο. Οπζηαζηηθά, ν Riemann θαηάθεξε λα ζρεδηάζεη έλαλ 

ηχπν πνπ δίλεη αθξηβψο ην πιήζνο ησλ πξψησλ κεηαμχ   θαη Ν. Σν ππθλνγξακκέλν 

θείκελν ησλ   ζειίδσλ, παξαδφμσο έδηλε κία νξηζηηθή απάληεζε ζην πξφβιεκα πνπ είρε 

δηαηππψζεη ν Gauss, φκσο δελ έδηλε θαλ ηελ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ησλ Πξψησλ 

Αξηζκψλ.  

 Πξνο απηή ηε θαηεχζπλζε δνχιεςαλ πνιινί καζεκαηηθνί φπσο ν Ρψζνο 

P.Chebyshev πνπ έδεημε φηη αλ  
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φπνπ   έλαο ζηαζεξφο αξηζκφο ηφηε αλαγθαζηηθά     ελψ ιίγν αξγφηεξα θαηάθεξε λα 

βξεη θάπνηα φξηα ζην ιφγν      . Ζ εξγαζία ηνπ απηή, κάιηζηα, ήηαλ πνιχ ζεκαληηθή 

γηαηί πηζαλφ λα ελέπλεπζε ηε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο   απφ ηνλ Riemann. Σν      θαη ελψ 

νη ζπλζήθεο είραλ σξηκάζεη κεηά απφ ηελ εξγαζία ηνπ Riemann αιιά θαη ηε γλψζε απφ 

ηνπο πιεξέζηεξνπο πιένλ πίλαθεο πξψησλ, ν Γάιινο Jacques Hadamard θαη ν Βέιγνο Jean 

de la Vallee Poussin δεκνζίεπζαλ ζρεδφλ ηαπηφρξνλα αιιά αλεμάξηεηα ν έλαο απφ ηνλ 

άιιν ηελ απφδεημε ηνπ Θεσξήκαηνο ησλ Πξψησλ Αξηζκψλ. 

 

 

7. Δηθνζηόο αηώλαο 

 

α) Δμειίμεηο ζηελ ππόζεζε Riemann 

 

Σν δηεζλέο ζπλέδξην ησλ Μαζεκαηηθψλ ζην Παξίζη ην      ζα κείλεη αηψληα 

ζπλδεδεκέλν κε ην Γεξκαλφ καζεκαηηθφ David Hilbert. Ο Hilbert απφ ην παλεπηζηήκην ηνπ 

Göttingen, ηνπ ίδηνπ δειαδή πνπ αλαδείρηεθαλ νη Gauss θαη Riemann, έδσζε κία δηάιεμε 

πνιχ δηαθνξεηηθή απφ απηέο πνπ ζπλεζίδνληαη. Αληί λα αλαθέξεη θαη λα αλαιχζεη 

απνηειέζκαηα καζεκαηηθψλ εξεπλψλ, φπσο ζπλήζσο γίλεηαη, αλαθέξζεθε ζε απηά πνπ δελ 

έρνπλ απνδεηρηεί. Ο Hilbert ήηαλ θάζεηα αληίζεηνο ζηηο θηινζνθηθέο ηάζεηο ηεο επνρήο 

πεξί πεξηνξηζκνχ ηεο γλψζεο καο πάλσ ζηα ζέκαηα. Γελ πίζηεπε φηη ππάξρνπλ 

πξνβιήκαηα πνπ δε κπνξνχκε λα επηιχζνπκε. Πξνζπάζεζε κε φπιν ηελ ελζάξξπλζε λα 

πνιεκήζεη φιεο απηέο ηηο απαηζηφδνμεο απφςεηο πεξί καζεκαηηθήο άγλνηαο. πλέιεμε ηα 

ζεκαληηθφηεξα απφ ηα πξνβιήκαηα ησλ Μαζεκαηηθψλ ηεο επνρήο θαη εθκεηαιιεπφκελνο 

ηε ρξνληθή ζπγθπξία ηνπ ζπλεδξίνπ, ηελ απγή ηνπ λένπ αηψλα, έθαλε κία κλεκεηψδε 

εκςπρσηηθή νκηιία απεπζπλφκελνο ζηνπο καζεκαηηθνχο ηεο επνρήο πξνζθαιψληαο ηνπο λα 

ηα αληηκεησπίζνπλ. Ο θαηάινγνο ηνπ Hilbert είρε    πξνβιήκαηα απφ δηάθνξνπο θιάδνπο 

ησλ Μαζεκαηηθψλ. Χο πξνο ηε Θεσξία Αξηζκψλ ην, ήδε αξθεηά δηάζεκν ηφηε, ‘ηειεπηαίν’ 

Θεψξεκα ηνπ Fermat δελ πεξηιακβαλφηαλ. Ο Hilbert ην ζεψξεζε εμαηξεηηθά εηδηθφ θαη 

θαηλνκεληθά αδηάθνξν. Αληίζεηα, κε ηηο πξφζθαηεο απνδείμεηο ησλ Hadamard θαη de la 

Vallee Poussin γηα ην Θεψξεκα ησλ Πξψησλ Αξηζκψλ, ε ππφζεζε Riemann ήηαλ πιένλ ην 

ζεκαληηθφηεξν πξφβιεκα ηνπ θιάδνπ. Ήηαλ ην φγδνν πξφβιεκα ζην θαηάινγν ηνπ 

Hilbert.  
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 Ζ απφδεημε ηεο ππφζεζεο Riemann ήηαλ ην επφκελν βήκα ζηε καθξαίσλε 

αλαδήηεζε κνηίβσλ ζηελ εκθάληζε ησλ πξψησλ αξηζκψλ. Μηα ζεηξά απφ ζπνπδαίνπο 

καζεκαηηθνχο ξηρηήθαλ ζηε κάρε ηεο απφδεημήο ηεο. Ο Γεξκαλφο Edmund Landau 

ζπλέρηζε ηε κεγάιε παξάδνζε ησλ καζεκαηηθψλ ηνπ Gottingen θαη καδί κε ηνλ Γαλφ 

Herald Bohr θαηάθεξαλ λα απνδείμνπλ φηη νη πεξηζζφηεξεο ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο δ ήηαλ 

ζπγθεληξσκέλεο γχξσ απφ ηελ επζεία κε πξαγκαηηθφ κέξνο    Ζ ππφζεζε Riemann 

βέβαηα απαηηεί φιεο νη ξίδεο λα έρνπλ πξαγκαηηθφ κέξνο ίζν κε   νπφηε ην ζπκπέξαζκα 

ησλ Landau θαη Bohr δελ πιεζίαδε ζηελ απφδεημε ήηαλ φκσο έλα απφ ηα πξψηα κεγάια 

βήκαηα πνπ ζα γίλνληαλ ηνλ   ν αηψλα πξνο απηή ηε θαηεχζπλζε. Να ζεκεησζεί φηη ηελ 

επνρή εθείλε ειάρηζηεο απφ ηηο ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο   ήηαλ γλσζηέο. Σε ζθπηάιε πήξαλ 

ζηε ζπλέρεηα νη Άγγινη καζεκαηηθνί Thomas Hardy θαη John Littlewood. Ο Hardy έθηαζε 

ζε έλα ζπνπδαίν ζπκπέξαζκα. Απέδεημε φηη άπεηξεο ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο    έρνπλ 

πξαγκαηηθφ κέξνο ίζν κε  . Ζ πξφηαζε απηή ιεηηνχξγεζε πνιχ ζεηηθά ζηε ςπρνινγία ησλ 

καζεκαηηθψλ. Φαηλφηαλ πξάγκαηη έλα ηεξάζηην βήκα πξνο ηε ηειηθή επζεία. Άπεηξεο, 

βέβαηα, δε ζεκαίλεη φιεο αιιά φια έδεηρλαλ φηη ε ππφζεζε Riemann ζχληνκα ζα ππέθππηε 

ζηηο πξνζπάζεηεο ησλ καζεκαηηθψλ. Λίγν αξγφηεξα ν Littlewood ζα έθαλε δχν άιιεο 

ζπνπδαίεο αλαθαιχςεηο. Όπσο θαίλεηαη ζην πίλαθα   ε ζπλάξηεζε Li(N) πνπ 

ρξεζηκνπνίεζε ν Gauss θαίλεηαη λα έρεη πάληα κεγαιχηεξεο ηηκέο απφ ην πξαγκαηηθφ 

πιήζνο ησλ πξψησλ π(Ν). Ο ίδηνο ν Gauss θαίλεηαη λα είρε θάλεη ηελ εηθαζία φηη απηφ ζα 

ζπκβαίλεη γηα θάζε Ν. Δπίζεο, ήηαλ ζαθέο φηη ε βειηησκέλε εθηίκεζε ηνπ Riemann έδηλε 

θαιχηεξα απνηειέζκαηα ζρεηηθά κε ην πιήζνο ησλ πξψησλ απφ φηη απηή ηνπ Gauss. Ο 

Littlewood μάθληαζε πνιχ θφζκν φηαλ αλαθνίλσλε, έρνληαο θαηάιιειεο απνδείμεηο, φηη ε 

ζπλάξηεζε Li(N) ηνπ Gauss γηα πνιχ κεγάιεο ηηκέο ηνπ Ν, γίλεηαη κηθξφηεξε απφ ηελ π(Ν) 

θαη φηη ε βειηησκέλε ζπλάξηεζε ηνπ Riemann δελ δίλεη πάληα θαιχηεξε εθηίκεζε απφ φηη 

απηή ηνπ Gauss. Οη δχν απηέο πξνηάζεηο έγηλαλ δέθηεο κε αλάκεηθηα ζπλαηζζήκαηα. Δίραλ 

έλα απαηζηφδνμν κήλπκα αθνχ θαηλφηαλ φηη νη πξψηνη αξηζκνί έθξπβαλ πνιχ θαιά ηα 

κπζηηθά ηνπο θαη νη πξνζεγγίζεηο καο κάιινλ θαίλνληαλ αξθεηά αλίζρπξεο πξνο ην παξφλ. 

Ζ ζπλάξηεζε Li(N) μεγέιαζε κέρξη θαη ηνλ ίδην ηνλ εκπλεπζηή ηεο. Απφ ηελ άιιε κεξηά 

έδσζε έλα θαιφ κάζεκα ζηνπο καζεκαηηθνχο. Απέδεημε πεξίηξαλα φηη απηά πνπ θαίλνληαη 

λα ηζρχνπλ ζηα Μαζεκαηηθά δελ ηζρχνπλ πάληα. Πξέπεη λα είκαζηε πνιχ πην πξνζεθηηθνί 

κε ηηο εηθαζίεο καο. Ο εκπεηξηζκφο θαη ε πεηξακαηηθή κέζνδνο δελ έρνπλ ζρέζε κε ηε 

παξάγσγε απνηειεζκάησλ ζηα Μαζεκαηηθά. Μπνξεί ζε άιινπο θιάδνπο επηζηήκσλ 

κεξηθέο ρηιηάδεο ή θαη εθαηνκκχξηα παξαηεξήζεσλ λα είλαη αξθεηά γηα ηε δηαηχπσζε κηαο 

ζεσξίαο φρη φκσο ζηα Μαζεκαηηθά. Ζ αηζηφδνμε λφηα, παξφια απηά, ήηαλ φηη έρνπκε ηε 
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δπλαηφηεηα κέζα απφ ηε ζεσξεηηθή αλάιπζε θαη ηε καζεκαηηθή απφδεημε λα εληνπίδνπκε 

ηέηνηεο δπζθνιίεο θαη λα ηηο αληηκεησπίδνπκε. 

 Οη πξνζπάζεηεο γηα ηελ απφδεημε ηεο ππφζεζεο Riemann ζπλερίζηεθαλ ελψ ήδε 

άξρηζαλ λα δεκνζηεχνληαη απνδείμεηο πξνηάζεσλ πνπ μεθηλνχλ κε ηε θξάζε ‘αο 

ππνζέζνπκε φηη ε ππφζεζε Riemann είλαη αιεζήο’. Παξφια απηά δελ θαηλφηαλ θαζφινπ 

βέβαην νχηε φηη ήηαλ αιεζήο νχηε φηη ζα θηάλακε ζε κία απφδεημε. Οη Ζardy θαη 

Littlewννd άξρηζαλ λα θάλνπλ έξεπλα πξνο ηελ δηάςεπζή ηεο. Υξεηάδεηαη λα βξεζεί κφλν 

κία ξίδα εθηφο ηεο θξίζηκεο επζείαο (ε επζεία πνπ νξίδνπλ νη κηγαδηθνί αξηζκνί κε 

πξαγκαηηθφ κέξνο    θαη ε ππφζεζε Riemann απνξξίπηεηαη. Οχηε απηφ θαηάθεξαλ φκσο 

αλ θαη πξνζπάζεζαλ πνιχ θαη πξνο απηή ηε θαηεχζπλζε. 

Δλησκεηαμχ, είρε αξρίζεη λα εδξαηψλεηαη ε εληχπσζε φηη ε πξφνδνο ζηε ζεσξία 

πξψησλ ζα εξρφηαλ κφλν απφ ηηο κεζφδνπο ηνπ Riemann θαη ηε ζπλάξηεζε  . Ζ πξννπηηθή 

απηή ήηαλ αλεζπρεηηθή αθνχ ε ζπλάξηεζε απηή είρε απνδεηρηεί εμαηξεηηθά πνιχπινθε 

ζηε κειέηε ηεο. Έλα απνθαζηζηηθφ βήκα έγηλε απφ ηνλ Ννξβεγφ Atle Selberg ην     . Ο 

Selberg απέδεημε ην Θεψξεκα ησλ Πξψησλ Αξηζκψλ ρσξίο ηε ρξήζε ηεο ζπλάξηεζεο    

Πάλσ απφ    ρξφληα κεηά ηελ πξψηε απφδεημε ησλ Hadamard θαη de la Vallee Poussin 

βξέζεθε κία απφδεημε κε ζηνηρεηψδεηο κεζφδνπο. Απηφ είρε κεγάιε επίδξαζε ζηε 

ςπρνινγία ησλ εξεπλεηψλ αθνχ θαηέξξηςε ην κχζν φηη ε πξφνδνο ζηε ζεσξία ησλ πξψησλ 

αξηζκψλ πεξλάεη απφ ηηο πνιχπινθεο κεζφδνπο ηνπ Riemann. Κάπνηνη κάιηζηα κεηά απφ 

απηφ πίζηεςαλ φηη άλνημε ν δξφκνο λα βξεζεί κε απηέο ηηο ζηνηρεηψδεηο κεζφδνπο ε 

απφδεημε ηεο ππφζεζεο Riemann.  

Σν      ν εηθνζηπεληάρξνλνο Απζηξηαθφο Kurt Gödel δεκνζίεπζε κία αλαθάιπςε 

πνπ αλεζχρεζε φζν θακία άιιε ηε καζεκαηηθή θνηλφηεηα. Πην πνιχ ίζσο έζημε ηε 

θηινζνθία πνπ πξέζβεπε ν Ζilbert πεξί κε χπαξμεο νξίσλ ζην ηη κπνξνχκε λα κάζνπκε. Ο 

Gödel απέδεημε φηη κπνξνχκε λα έρνπκε έλα ηππηθφ αμησκαηηθφ ζχζηεκα ρσξίο αληηθάζεηο 

αιιά δε κπνξνχκε λα απνδείμνπκε ζηα πιαίζηα απηνχ ηνπ ζπζηήκαηνο φηη δελ ππάξρνπλ 

αληηθάζεηο. Δπηπιένλ, φηη φζα αμηψκαηα θαη λα επηζπλάςνπκε ζε κία ζεσξία ζα ππάξρνπλ 

πάληα κε απνδείμηκεο πξνηάζεηο, πξνηάζεηο δειαδή, πνπ ελψ δηαηππψλνληαη ζην πιαίζην 

ηνπ ζπζηήκαηνο, δε κπνξνχλ νχηε λα απνδεηρηνχλ νχηε λα θαηαξξηθζνχλ. Σν παξάδνμν 

ηνπ Θεσξήκαηνο ηεο κε πιεξφηεηαο ηνπ Gödel είλαη φηη νπζηαζηηθά ρξεζηκνπνηείηαη ε 

καζεκαηηθή απφδεημε γηα λα δείμεη φηη ε ίδηα έρεη πεξηνξηζκέλεο δπλαηφηεηεο. Σα 

Θεσξήκαηα ηνπ Gödel πξνέβιεπαλ φηη ππάξρνπλ κε απνδείμηκεο πξνηάζεηο. Αμίδεη λα 

αλαθεξζεί φηη γηα ηελ αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο ηνπ ρξεζηκνπνίεζε ηνπο πξψηνπο αξηζκνχο. 
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πγθεθξηκέλα, εθήπξε κία εηδηθή αξίζκεζε πνπ πήξε ην φλνκά ηνπ θαη κέζσ απηήο 

αληηζηνίρεζε θάζε καζεκαηηθή πξφηαζε ζε έλαλ αξηζκφ. Αλαιχνληαο απηνχο ηνπο 

αξηζκνχο απέδεημε πσο γηα θάζε επηινγή αμησκάησλ ζα ππάξρνπλ πάληα κε απνδείμηκεο 

πξνηάζεηο. Οη ζπλεηξκνί δελ άξγεζαλ λα γίλνπλ. Μήπσο ε εηθαζία ηνπ Goldbach, ε 

εηθαζία ησλ δίδπκσλ πξψησλ
4
 θαη ε ππφζεζε Riemann είλαη κε απνδείμηκεο πξνηάζεηο ζηα 

πιαίζηα ηνπ αμησκαηηθνχ ζπζηήκαηνο ηεο Αξηζκεηηθήο; Σν φηη νη καζεκαηηθνί δελ είραλ 

θαηαθέξεη λα ηα ιχζνπλ ζαθψο θαη δε ζήκαηλε φηη ήηαλ κε απνδείμηκεο πξνηάζεηο αιιά 

κεηά απφ απηή ηελ αλαθάιπςε ππάξρεη πιένλ θαη απηφ ην ελδερφκελν. ηνπο θχθινπο ησλ 

καζεκαηηθψλ επήιζε κία αλεζπρία. Φπζηθά, ην Θεψξεκα ηεο κε πιεξφηεηαο ηνπ Gödel 

είρε θάλεη απιά ηε πξφβιεςε φηη ππάξρνπλ ηέηνηεο πξνηάζεηο αιιά δελ ππήξρε θαλέλα 

ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα κε απνδείμηκεο πξφηαζεο. Θα κπνξνχζε απηέο λα είλαη 

ζθνηεηλά, κπζηήξηα αληηθείκελα πνπ δε ζα καο απαζρνινχζαλ πνηέ. Σν      φκσο o Paul 

Cohen έκεηλε ζηελ ηζηνξία αθνχ απέδεημε φηη ην πξψην απφ ηα πξνβιήκαηα ζηε ιίζηα ηνπ 

Hilbert ήηαλ κε απνδείμηκν. Σν πξφβιεκα είρε ζρέζε κε απεηξνζχλνια θαη ζπγθεθξηκέλα 

κε ην αλ ππάξρεη ζχλνιν κεγαιχηεξν απφ απηφ ησλ ξεηψλ θαη κηθξφηεξν απφ απηφ ησλ 

αξξήησλ. Ο Cohen έδεημε φηη δελ είλαη δπλαηφλ λα δείμνπκε αλ έλα ηέηνην ζχλνιν ππάξρεη 

θαη παξάιιεια δελ είλαη δπλαηφλ λα δείμνπκε φηη δελ ππάξρεη. Ζ πξψηε κε απνδείμηκε 

πξφηαζε ήηαλ γεγνλφο. Μήπσο ε επνκέλε ήηαλ ε ππφζεζε Riemann; 

 Ζ επφκελε δελ ήηαλ ε ππφζεζε Riemann. Γπζηπρψο νχηε ηέηνηα απφδεημε αιιά 

νχηε θαη νπνηαζδήπνηε άιιεο κνξθήο έρεη βξεζεί. Μέρξη ζήκεξα δελ είλαη γλσζηφ αλ ε 

ππφζεζε Riemann είλαη αιεζήο. Πνιιέο πξνζπάζεηεο γίλνληαη γηα ηελ εχξεζε ή ηελ 

πξνζέγγηζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ ξηδψλ αιιά ε θαηάζηαζε δελ είλαη θαζφινπ εχθνιε. Οη 

ξίδεο είλαη άπεηξεο θαη δε κπνξεί θαλείο λα ηηο βξεη φιεο. Σα πξνεγνχκελα ρξφληα θαη κε 

ηελ εμέιημε ησλ ηερληθψλ κέζσλ έρεη βξεζεί φηη πεξίπνπ νη κηζέο ξίδεο ηεο ζπλάξηεζεο 

βξίζθνληαη πάλσ ζηε θξίζηκε επζεία θαη πηζαλφλ ε έξεπλα αλ ζπλερηζηεί λα βξεζεί φηη θαη 

ην     ησλ ξηδψλ ή αθφκα θαη ην      ησλ ξηδψλ ηθαλνπνηνχλ ηελ ππφζεζε Riemann 

φκσο θαη απηφ λα γίλεη δε ζα ζεκαίλεη ηίπνηε. Σν      δελ ηζνδπλακεί κε ην ζχλνιν ησλ 

ξηδψλ αθνχ είλαη άπεηξεο νπφηε ε ππφζεζε ζα παξακέλεη αλαπφδεηθηε. Αληίζεηα, κφλν κία 

ξίδα εθηφο ηεο θξίζηκεο επζείαο είλαη αξθεηή γηα λα απνδεηρηεί φηη είλαη ςεπδήο. Ζ 

πξφνδνο ησλ ηερληθψλ κέζσλ είλαη πηζαλφ λα κε κπνξεί λα βνεζήζεη ζε απηφ ην 

πξφβιεκα. Θα ρξεηαζηεί ίζσο κία θαηλνχξηα ηδέα πνπ ζα πεξηνξίζεη ή ζα αλαθαηεπζχλεη ην 

πξφβιεκα ζε πην πξφζθνξν έδαθνο. 

                                                   
4 Γίδπκνη πξψηνη νλνκάδνληαη δχν πξψηνη p,q ηέηνηνη ψζηε      , πρ    θαη   . χκθσλα κε ηελ 

‘εηθαζία ησλ δίδπκσλ πξψησλ’, ππάξρνπλ άπεηξα ηέηνηα δεπγάξηα. 
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β) Μεραλέο θαη ππνινγηζηέο 

 

ηνλ εηθνζηφ αηψλα είρακε κεγάιε πξφνδν ζηε ζεσξία ησλ πξψησλ αξηζκψλ. Πνιχ 

κεγαιχηεξε πξφνδν φκσο είρακε ζηελ εχξεζε θαηλνχξησλ πξψησλ αξηζκψλ αιιά θαη ζηηο 

ηερληθέο ηεο ζπγθεθξηκέλεο έξεπλαο. Δίδακε φηη απφ ην   ν
 αηψλα ν Felkel είρε θαηαθχγεη 

ζηε κεραληθή ππνζηήξημε γηα ηνλ ραξαθηεξηζκφ αξηζκψλ ζε πξψηνπο ή ζχλζεηνπο. Απηή ε 

ηδέα άξρηζε λα εμειίζζεηαη αθνχ νη απαηηήζεηο ηεο επνρήο πιένλ ήηαλ κεγάιεο. Καλείο δε 

κπνξνχζε ρσξίο κεραληθή βνήζεηα λα θάλεη ηφζν νγθψδεηο ππνινγηζκνχο κε ηφζα πνιιά 

ςεθία γηα λα απνθαζίζεη αλ έλαο αξηζκφο είλαη πξψηνο ή φρη. Ζ πξφνδνο ζε απηφ ην ηνκέα 

ζα εξρφηαλ είηε απφ θάπνην ζπνπδαίν ζεσξεηηθφ απνηέιεζκα πνπ ζα πεξηφξηδε ηνλ έιεγρν 

ή απφ θάπνηα κεραλή πνπ ζα αλαιάκβαλε ηνλ ηεξάζηην φγθν εξγαζίαο. Ο ζπλδπαζκφο ησλ 

δχν ζα είρε ζίγνπξα ζεακαηηθά απνηειέζκαηα. 

Ο πξψηεο ηδέεο γηα ππνινγηζηηθέο κεραλέο θαίλεηαη λα αλήθνπλ ζηνλ Άγγιν 

Charles Babatz ηνλ   ν
 αηψλα. Ήδε απφ ην      είρε ζρεδηάζεη ηε θαηαζθεπή κηαο 

κεραλήο πνπ ζα ππνιφγηδε ινγάξηζκνπο. Αξγφηεξα εκπλεχζηεθε κία άιιε πνπ ζα είρε πην 

επξχ θάζκα ππνινγηζκψλ αιιά νχηε θαη απηή θαηάθεξε λα θαηαζθεπαζηεί. Σηο ηδέεο απηέο 

αιιά θαη ηηο ζεσξεηηθέο ηνπ γλψζεηο εθκεηαιιεχηεθε γηα λα ζρεδηάζεη ηε δηθηά ηνπ κεραλή 

ν Alan Turing γχξσ ζην     . Ο Turing ζθέθηεθε λα αληηκεησπίζεη ηα ηεξάζηηα 

ππνινγηζηηθά πξνβιήκαηα πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο δ κε κία 

κεραλή πνπ ζα απνηεινχληαλ απφ βίδεο θαη γξαλάδηα. Γπζηπρψο, είρακε θηάζεη ζηηο 

παξακνλέο ηνπ δεπηέξνπ παγθνζκίνπ πνιέκνπ. Όιεο νη ζρεηηθέο επηζηεκνληθέο 

δξαζηεξηφηεηεο έπξεπε λα αλαζηαινχλ. Κη ελψ πνιινί επηζηήκνλεο κεηαλάζηεπζαλ απφ 

ηελ Δπξψπε ζηελ Ακεξηθή φπνπ βξήθαλ άλεζε θαη ζηήξημε ζρεηηθά κε ηελ έξεπλά ηνπο, ν 

Turing έκεηλε ζηελ Αγγιία θαη έζεζε ηνλ εαπηφ ηνπ ζηελ ππεξεζία ηεο θαηαζθνπίαο. Μεηά 

ην πφιεκν, πάλησο, ε κεραλή ηνπ ιεηηνχξγεζε θαη ππνιφγηζε πάλσ απφ       ξίδεο ηεο 

ζπλάξηεζεο   επεθηείλνληαο έζησ θαη γηα ιίγν ηνλ κέρξη ηφηε θαηάινγν κε ηηο γλσζηέο 

ξίδεο. Παξφια απηά, ε κεραλή ηνπ δελ απέδσζε πεξηζζφηεξα. Ο ίδηνο ν Turing πέζαλε ιίγν 

αξγφηεξα. 

 Σε ζθπηάιε πήξαλ oη Ακεξηθαλνί Derrick Norman Lehmer θαη ν γηνο ηνπ Derrick 

Henry Lehmer πνπ θαηαζθεχαζε κία κεραλή πνπ ππνιφγηζε πάλσ απφ        ξίδεο ηεο 

ζπλάξηεζεο    ηνπ Riemann. Παξάιιεια θαηεχζπλε ηηο, πην ζχγρξνλεο πιένλ, 

ππνινγηζηηθέο κεραλέο ηνπ θαη ζηελ εχξεζε πξψησλ. Κη αθνχ ηχπνο πνπ λα δίλεη ηνπο 
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πξψηνπο δελ αλαθαιχθζεθε πνηέ, έπξεπε ε κεραλή ηνπ απιά λα θάλεη δνθηκέο. ηα ηέιε 

ηνπ δεπηέξνπ παγθνζκίνπ πνιέκνπ ν κεγαιχηεξνο γλσζηφο πξψηνο ήηαλ ν        κε ην 

ξεθφξ λα θξαηάεη απφ ην     . Ο αξηζκφο απηφο είρε 39 ςεθία. Όπνηνο ζα πξνζπαζνχζε 

λα ζπάζεη ην ξεθφξ έπξεπε ε κεραλή ηνπ λα ειέγμεη πνιχ κεγάινπο αξηζκνχο πνπ θπζηθά 

ζεκαίλεη πάξα πνιινχο ππνινγηζκνχο. Οη ππνινγηζκνί γίλνληαη ζαθψο πην εχθνια απφ κία 

κεραλή, αιιά αλ ν φγθνο είλαη ηεξάζηηνο, ηφηε νχηε απηή ζα έρεη γξήγνξα απνηειέζκαηα. 

Έπξεπε νη δνθηκέο λα πεξηνξηζηνχλ. Ο Lehmer, πνπ είρε ζπλεηδεηνπνηήζεη ζρεηηθά 

γξήγνξα ηα παξαπάλσ, ζηξάθεθε πξψηα ζηα απνηειέζκαηα ηεο Θεσξίαο Αξηζκψλ πξηλ 

ζηξέςεη ηηο κεραλέο ηνπ ζε ηπθιή αλαδήηεζε. Ο Γάιινο καζεκαηηθφο Edouard Lucas είρε 

επηλνήζεη κία κέζνδν πνπ απινπνηεί ην πξφβιεκα ηεο απφθαζεο ηνπ αλ έλαο αξηζκφο ηεο 

κνξθήο      είλαη πξψηνο. Σν ηεζη ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα απνθαιπθζεί φηη ν        

είλαη πξψηνο. Ο επφκελνο πηζαλφο πξψηνο απφ ηελ εηθαζία ηνπ Mersenne ήηαλ ν        . 

Ο Lucas δελ θαηάθεξε λα απαληήζεη. Ζ κέζνδφο ηνπ πεξηφξηδε θαηά πνιχ ηηο αλαγθαίεο 

δνθηκέο αιιά νη εκπιεθφκελνη αξηζκνί είραλ πάξα πνιιά ςεθία θαη ν φγθνο ησλ 

ππνινγηζκψλ ήηαλ ηεξάζηηνο αθφκα θαη γηα ηηο πεξηνξηζκέλεο δνθηκέο. Υξεηαδφηαλ κία 

βειηίσζε. Απηή ήξζε ην      απφ ηνλ D.H.Lehmer θη έηζη ην δηάζεκν ηεζη πνπ πξφεθπςε 

πήξε ην φλνκα Lucas-Lehmer. 

Σεζη Lucas-Lehmer 

Έζησ   έλαο πξψηνο αξηζκφο θαη         o  -νζηφο πξψηνο ηνπ 

Mersenne. Οξίδνπκε αλαδξνκηθά κία αθνινπζία αθέξαησλ ζέηνληαο      θαη 

γηα   θπζηθφ κε       σο εμήο 

        
                  

Σφηε, ν    είλαη πξψηνο αλ θαη κφλν αλ               . 

Αο ζεσξήζνπκε γηα παξάδεηγκα ηνλ           . Σφηε     ,  

      
                                

      
                                         

      
                                     άξα ν    είλαη 

πξψηνο. 
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Ο ππνινγηζηήο πνπ ζρεδηάζηεθε ην      έδσζε άκεζα απνηειέζκαηα εθηειψληαο 

έλα πξφγξακκα εχξεζεο πξψησλ ηνπ Mersenne κε βάζε ην ηεζη Lucas-Lehmer πνπ έγξαςε 

ν Raphael Robinson. Έζπαζε ην ξεθφξ πνπ θξαηνχζε    ρξφληα απνθαιχπηνληαο φηη 

       είλαη ζχλζεηνο ελψ ν επφκελνο πξψηνο είλαη ν        θαη κέζα ζε ιίγεο ψξεο 

ην έζπαζε εθ λένπ δίλνληαο ηνλ       . Ο ππνινγηζηήο έδσζε κέζα ζην      άιινπο 

ηξεηο πξψηνπο ηνπ Mersenne θηάλνληαο κέρξη ηνλ        . Ήηαλ μεθάζαξν. Μφλν κε ηε 

βνήζεηα ππνινγηζηή πιένλ ζα βξίζθακε πξψηνπο αξηζκνχο. Ζ ηζηνξία απφ εθεί θαη πέξα 

κνηάδεη κνλφηνλε. Ο έλαο ππνινγηζηήο κεηά ηνλ άιιν πξνγξακκαηίδεηαη γηα λα 

θαηαξξίπηεη ην ξεθφξ ηνπ πξνεγνχκελνπ. Ζ κέζνδνο, σζηφζν, παξακέλεη ε ίδηα απφ ην 

    . Όινη νη ππνινγηζηέο πνπ αλαδεηνχλ πξψηνπο εθηεινχλ ην ηεζη Lucas-Lehmer. Ζ 

κάρε έρεη εληαζεί ηα ηειεπηαία ρξφληα κε ηελ αχμεζε ηεο ηζρχνο ησλ ππνινγηζηψλ. Ο 

κεγαιχηεξνο γλσζηφο πξψηνο πξηλ ην      είρε    ςεθία, ην       είρε        ςεθία 

ελψ ηνλ Ηνχλην ηνπ      αλαθαιχθζεθε ν πξψηνο απφ ηνπο γλσζηνχο πξψηνπο ηνπ 

Mersenne πνπ έρεη πάλσ απφ έλα εθαηνκκχξην ςεθία. Δίλαη ν           .  

 Απφ φια ηα παξαπάλσ θαίλεηαη ε ζπνπδαηφηεηα ηνπ ηεζη Lucas-Lehmer. Σν 

ηεζη απηφ βέβαηα έρεη ρξήζε κφλν ζηελ εχξεζε πξψησλ ηεο κνξθήο       Έλα άιιν 

δηάζεκν ηεζη έρεη ην φλνκα ηνπ G.L.Miller θαη πξνηάζεθε ην     . Σν ηεζη Miller δίλεη 

κε κεγάιε ηαρχηεηα αξηζκνχο πνπ έρνπλ κεγάιε πηζαλφηεηα λα είλαη πξψηνη. 

Σν ηεζη Miller 

Αλ ν   είλαη πεξηηηφο κε         φπνπ   πεξηηηφο, ηφηε ιέκε φηη ν   

πεξλάεη ην ηεζη ηνπ Miller σο πξνο ηε βάζε   αλ, 

i.          

ii.              γηα θάπνηνλ            

     Θεψξεκα 1 

Αλ ν   είλαη πξψηνο θαη ν   δελ είλαη πνιιαπιάζηφ ηνπ, ηφηε ν   πεξλάεη ην 

ηεζη Miller γηα ηε βάζε  . 

Απφδεημε 

Έζησ         φπνπ ν s είλαη έλαο κε αξλεηηθφο αθέξαηνο θαη ν    

πεξηηηφο. Έζησ     
   

           γηα              Αθνχ o   είλαη 
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πξψηνο, απφ ην ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ Fermat έρνπκε                  

χκθσλα φκσο κε ην ιήκκα παξαθάησ γηα ην   
    

   

               

ηζρχεη            ή            . Όκσο αλ   

          ηφηε   
             άξα            ή    

        . πλερίδνληαο απηή ηε δηαδηθαζία γηα            βξίζθνπκε 

φηη            ή             θαη άξα ν n πεξλάεη ην ηεζη Miller γηα 

ηε βάζε b. 

Λήκκα 

Έζησ p πξψηνο. Αλ             ηφηε           . 

Απφδεημε ιήκκαηνο 

           άξα o   δηαηξεί ηνλ                 άξα ν   δηαηξεί 

είηε ηνλ     είηε ηνλ     δειαδή            ή            . 

Γηα παξάδεηγκα ν    πεξλάεη ην ηεζη Miller κε βάζε ην  . Πξάγκαηη έρνπκε          

άξα     θαη    . Έρνπκε                άξα γηα     απνηπγράλνπλ ηα      

ηνπ θξηηεξίνπ φκσο γηα     έρνπκε                . 

Απηφ πνπ θάλεη ην θξηηήξην Miller απνηειεζκαηηθφ είλαη ην παξαθάησ Θεψξεκα. 

Θεψξεκα   

 Αλ ν   είλαη πεξηηηφο θαη ζχλζεηνο, ηφηε ν   πεξλάεη ην ηεζη Miller γηα, ην 

πνιχ,           βάζεηο   κε        . 

Με ην Θεψξεκα απηφ εμαζθαιίδνπκε φηη ηειηθά ζα αληρλεχζνπκε θάζε ζχλζεην αξηζκφ. 

Έλαο πξψηνο ζα πεξάζεη ην ηεζη Μiller γηα θάζε βάζε   ελψ έλαο ζχλζεηνο ζα απνηχρεη 

γηα ηηο πεξηζζφηεξεο βάζεηο. Άξα, αλ ζέινπκε λα εμεηάζνπκε αλ έλαο αξηζκφο είλαη 

πξψηνο, ηφηε δνθηκάδνπκε ην θξηηήξην Μiller γηα δηάθνξεο βάζεηο  . Αλ απνηχρεη έζησ θαη 

ζε κία είλαη ζχλζεηνο. Αλ πεξάζεη φκσο γηα φιεο ηηο βάζεηο πνπ δνθηκάζακε ηφηε κπνξεί 

λα είλαη πξψηνο. Απηφ πνπ θάλνπκε ζηε πξάμε είλαη φηη επηιεγνχκε ηπραία   βάζεηο νπφηε 

αθνχ γηα ηε θάζε βάζε ε πηζαλφηεηα λα πεξάζεη ην ηεζη είλαη  , γηα   βάζεηο ε 

πηζαλφηεηα ζα είλαη     . Αλ ν   γηα παξάδεηγκα είλαη    ηφηε ε πηζαλφηεηα λα είλαη 

ζχλζεηνο είλαη πεξίπνπ ίζε κε      . Γελ εμαζθαιίδνπκε φηη ν αξηζκφο είλαη πξψηνο αιιά 

είλαη εμαηξεηηθά απίζαλν λα κελ είλαη. Παξφια απηά ππάξρεη θαη έλα Θεψξεκα ην νπνίν 
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δίλεη κε βεβαηφηεηα ηελ απάληεζε ζην εξψηεκα αλ έλαο αξηζκφο είλαη πξψηνο αιιά 

δπζηπρψο ε απφδεημή ηνπ βαζίδεηαη ζηε Γεληθεπκέλε Τπφζεζε Riemann, κία ππφζεζε ζηε 

Μηγαδηθή Αλάιπζε, δειαδή, πνπ ζρεηίδεηαη άκεζα κε ηελ ππφζεζε Riemann. 

Θεψξεκα   

Αλ ε Γεληθεπκέλε ππφζεζε Riemann είλαη αιεζήο, ηφηε, γηα θάζε ζχλζεην 

αθέξαην  , ππάξρεη   πξψηνο κε            ηέηνηνο ψζηε ν   απνηπγράλεη 

ζην ηεζη Miller γηα ηε βάζε    

Σν απνηέιεζκα απηφ πεξηνξίδεη θαηά πνιχ ηηο ηηκέο πνπ πξέπεη λα ειέγμνπκε θαη δίλεη κε 

βεβαηφηεηα ην απνηέιεζκα αξθεί λα είλαη αιεζήο ε γεληθεπκέλε ππφζεζε Riemann. 

 

γ) ύγρξνλνη θαηξνί 

 

 Οη ππνινγηζηηθέο ηερληθέο εμειηρηήθαλ κε ηελ επξεία δηάδνζε ηνπ δηαδηθηχνπ. 

Μέρξη ην      παλίζρπξνη ππνινγηζηέο εηδηθά ζρεδηαζκέλνη θαη πξνζαλαηνιηζκέλνη ζην 

ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα έδηλαλ θαηλνχξηνπο πξψηνπο ηνπ Mersenne. Σα ηειεπηαία ρξφληα 

ηα πξάγκαηα άιιαμαλ. Σηο αλαθαιχςεηο πιένλ δε ηηο θάλνπλ ππεξππνινγηζηέο αιιά απινί 

επηηξαπέδηνη ππνινγηζηέο πνπ απφ δηάθνξα κέξε ηνπ θφζκνπ κπνξνχλ λα ζπληνληζηνχλ 

απφ θάπνην πξφγξακκα θαη λα ζηξέςνπλ ηελ αλαδήηεζή ηνπο ζε ζπγθεθξηκέλα ζχλνια 

αξηζκψλ. Έηζη γίλεηαη θαηακεξηζκφο εξγαζίαο θαη κε απηφ ην ηξφπν έλαο απιφο νηθηαθφο 

ππνινγηζηήο ζπλδεδεκέλνο κέζσ δηαδηθηχνπ κε έλαλ ππνινγηζηή-ζπληνληζηή κπνξεί λα 

αλαθαιχςεη έλαλ πξψην πνπ ζα κπεη ζηνλ κηθξφ, ηνπιάρηζηνλ πξνο ην παξφλ, θαηάινγν 

ησλ πξψησλ ηνπ Mersenne. Ζ παγθφζκηα απηή ζπλεξγαζία έρεη ηίηιν Μεγάιε Γηαδηθηπαθή 

Έξεπλα Πξψησλ ηνπ Mersenne (Great Internet Mersenne Prime Search). Ο πίλαθαο πνπ 

αθνινπζεί απεηθνλίδεη ηνπο κέρξη ηψξα γλσζηνχο πξψηνπο ηνπ Mersenne. Σα ζηνηρεία ησλ 

ηειεπηαίσλ γξακκψλ έρνπλ αληιεζεί απφ ηελ ηζηνζειίδα πνπ ζπληνλίδεη ηελ αλαδήηεζε 

(www.mersenne.org). 

Οη πξψηνη ηεο κνξθήο      

N πιήζνο ςεθίσλ ρξνλνινγία αλαθάιπςεο 

2 1 π.Υ. 

3 1 π.Υ. 

5 2 π.Υ. 

7 3 π.Υ. 

http://www.mersenne.org/
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13 4 1456 

17 6 1588 

19 6 1588 

31 10 1772 

61 19 1883 

89 27 1911 

107 33 1914 

127 39 1876 

521 157 1952 

607 183 1952 

1.279 386 1952 

2.203 664 1952 

2.281 687 1952 

3.217 969 1957 

4.253 1.281 1961 

4.423 1.332 1961 

9.689 2.917 1963 

9.941 2.993 1963 

11.213 3.376 1963 

19.937 6.002 1971 

21.701 6.533 1978 

23.209 6.987 1979 

44.497 13.395 1979 

86.243 25.962 1983 

110.503 33.265 1988 

132.049 39.751 1983 

216.091 65.050 1985 

756.839 227.832 1992 

859.433 258.716 1994 

1.257.787 378.632 1996 

1.398.269 420.921 1996 

2.976.221 895.932 1997 

3.021.377 909.526 1998 

6.972.593 2.098.960 1999 

13.466.917 4.053.946 2001 

20.996.011 6.320.430 2003 

24.036.583 7.235.733 2004 

25.964.951 7.816.230 2005 

30.402.457 9.152.052 2005 

32.582.657 9.808.358 2006 

37.156.667 11.185.272 2008 

42.643.801 12.837.064 2009 

43.112.609 12.978.189 2008 
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 Να ζεκεηψζνπκε φηη ηα ηειεπηαία ρξφληα νη πξψηνη απηνχ ηνπ είδνπο είλαη θαη νη 

κεγαιχηεξνη πξψηνη πνπ γλσξίδνπκε. Δπίζεο, ζπκθψλα κε ηα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα 

ηνπ Δπθιείδε θαη ηνπ Euler, καδί κε θάζε πξψην πνπ καο δίλεη ην ηεζη Lucas-Lehmer 

καζαίλνπκε θαη έλαλ λέν ηέιεην αξηζκφ.  

Οη ζχγρξνλνη πξψηνη πνπ θαηέρνπλ ην ξεθφξ ησλ κεγαιπηέξσλ πξψησλ έρνπλ πάλσ 

απφ            ςεθία θαη ε αλαδήηεζε ζπλερίδεηαη. Οη ππνινγηζηέο γίλνληαη φιν θαη 

ηζρπξφηεξνη αιιά νη ππνινγηζκνί γίλνληαη κε φιν θαη κεγαιχηεξνπο αξηζκνχο. Μέρξη απηή 

ηε ζηηγκή νη ππνινγηζηέο αληαπνθξίλνληαη. Έλαο θαηλνχξηνο πξψηνο-γίγαληαο 

αλαθαιχπηεηαη ζρεδφλ θάζε ρξφλν. Μέρξη πφηε φκσο ζα ζπκβαίλεη απηφ; Θα ππεξηζρχζεη ε 

ππνινγηζηηθή ηζρχο θαη νη πξψηνη ηνπ Mersenne, πνπ καο δίλνπλ ηαπηφρξνλα ηνλ 

κεγαιχηεξν γλσζηφ πξψην θαη έλαλ θαηλνχξην ηέιεην ζα αλαθαιχπηνληαη φιν θαη πην 

ζπρλά ή ζα ππεξηζρχζεη ν φγθνο ησλ ππνινγηζκψλ θαη ζα αλαθαιχπηνπκε ζηαδηαθά φιν 

θαη πην ζπάληα ηνπο κεγαιχηεξνπο πξψηνπο. Σν εξψηεκα απηφ κάιινλ δε κπνξεί λα 

απαληεζεί ηψξα. Σν ζίγνπξν είλαη φηη αλ βξεζεί έλα θαηλνχξην ηεζη πνπ λα βειηηψλεη απηφ 

ησλ Lucas-Lehmer θαη κε ηε βεβαηφηεηα φηη ε ππνινγηζηηθή ηζρχο ζπλερψο ζα κεγαιψλεη 

ην ξεθφξ ηνπ κεγαιχηεξνπ πξψηνπ ζα ζπάεη πην ζπρλά.  

πκπεξαζκαηηθά, θαίλεηαη φηη ηα ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα ησλ εξεπλεηψλ θαη νη 

ππνινγηζηέο βξίζθνληαη ζε κία ηδαληθή ζπλεξγαζία. Ζ ζεσξία ππνδεηθλχεη ζηνπο 

ππνινγηζηέο πσο λα θάλνπλ επθνιφηεξα ηνπο νγθψδεηο ππνινγηζκνχο πνπ απαηηνχληαη θαη 

απηνί κε ηε ζεηξά ηνπο δίλνπλ ζηνηρεία πνπ αλαηξνθνδνηνχλ ηελ ζεσξία. Οη ππνινγηζηέο 

είλαη απηνί πνπ βξίζθνπλ πξψηνπο κε εθαηνκκχξηα ςεθία αιιά ζίγνπξα δε ζα είλαη απηνί 

πνπ ζα απαληήζνπλ ζηα κεγάια εξσηήκαηα πνπ ππάξρνπλ ζρεηηθά κε ηνπο πξψηνπο 

αξηζκνχο. 
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Γεύηεξν κέξνο: Δθαξκνγέο 

 

Κξππηνγξαθία 

 

α) Δηζαγσγή 

 

  Κξππηνγξαθία είλαη ε κειέηε κεζφδσλ θσδηθνπνίεζεο κπζηηθψλ κελπκάησλ 

ψζηε ε απνθσδηθνπνίεζή ηνπο (ή απνθξππηνγξάθεζή ηνπο) λα κπνξεί λα γίλεη απφ ηνλ 

επηζπκεηφ παξαιήπηε θαη φρη απφ άιινπο πνπ είλαη πηζαλφλ λα ηα ππνθιέςνπλ. 

Κξππηαλάιπζε νλνκάδεηαη ε κειέηε ηξφπσλ απνθσδηθνπνίεζεο ππνθιαπέλησλ 

κελπκάησλ γηα ηα νπνία δελ είλαη γλσζηφ ην θιεηδί. Με ηνλ φξν θιεηδί δειψλεηαη ε 

ζπγθεθξηκέλε πιεξνθνξία ζρεηηθά κε ηελ θσδηθνπνίεζε ηνπ κελχκαηνο, δειαδή ην πψο 

γίλεηαη ε απνθσδηθνπνίεζή ηνπ. Ο φξνο Κξππηνινγία πεξηθιείεη ηφζν ηελ Κξππηνγξαθία 

φζν θαη ηελ Κξππηαλάιπζε. 

 Απηέο νη επηζηήκεο ήηαλ αλέθαζελ πνιχ ζεκαληηθέο ζε ζηξαηησηηθά ζέκαηα 

αθνχ ζπληεινχζαλ ζηελ αζθαιή δηαθίλεζε ησλ πιεξνθνξηψλ. ηελ επνρή καο, φκσο, 

παίδνπλ πνιχ ζεκαληηθφ ξφιν θαη ζε πνιιέο απφ ηηο εθθάλζεηο ηεο θαζεκεξηλήο δσήο. Οη 

ζχγρξνλεο επηθνηλσλίεο απαηηνχλ εκπηζηεπηηθφηεηα, πηζηνπνίεζε ηεο ηαπηφηεηαο ηνπ 

απνζηνιέα αιιά θαη αθεξαηφηεηα ηνπ κελχκαηνο. Πνιιά δεδνκέλα γχξσ καο είλαη 

θξππηνγξαθεκέλα. Οη θιήζεηο ζε θηλεηφ ηειέθσλν, ε ρξήζε πξνζσπηθνχ θσδηθνχ γηα 

ηξαπεδηθέο ζπλαιιαγέο κέζσ απηφκαησλ κεραλψλ αιιά θαη νπνηαδήπνηε άιιε ρξήζε 

πξνζσπηθνχ θσδηθνχ. Δπίζεο, νη βάζεηο δεδνκέλσλ κε ζηνηρεία ηξαπεδηθψλ ινγαξηαζκψλ 

θξππηνγξαθνχληαη γηα λα εμαζθαιίδνληαη ηα αηνκηθά δηθαηψκαηα ησλ πνιηηψλ. Ζ αλάγθε 

γηα κπζηηθφηεηα, βέβαηα, δελ είλαη θαηλφκελν ηεο επνρήο. Δδψ θαη ηνπιάρηζηνλ       

ρξφληα θψδηθεο θαη θξππηνγξάκκαηα έρνπλ δηαδξακαηίζεη θαζνξηζηηθφ ξφιν ζηηο 

πνιεκηθέο επηρεηξήζεηο, ζηε πνιηηηθή θαη ζηε θαηαπνιέκεζε ηνπ εγθιήκαηνο. 

 Ζ Κξππηνγξαθία δελ είλαη ε κνλαδηθή κνξθή ‘κπζηηθήο’ γξαθήο. Απφ ηελ 

επνρή ησλ πεξζηθψλ πνιέκσλ είρε ρξεζηκνπνηεζεί ε κέζνδνο ηεο ζηεγαλνγξαθίαο, ηεο 

κπζηηθήο επηθνηλσλίαο, δειαδή, πνπ επηηπγράλεηαη κε ηελ απφθξπςε ηνπ ίδηνπ ηνπ 

κελχκαηνο. Απηφ γηλφηαλ κε ηε ζπγγξαθή ηνπ θεηκέλνπ ζε μχιν θαη ηελ επηθάιπςε κε 

θεξί. Ζ μχιηλε πηλαθίδα ζα πεξλνχζε νπνηνδήπνηε έιεγρν απφ απηνχο πνπ δελ ζα ζέιακε 

λα κάζνπλ ηε κπζηηθή πιεξνθνξία, αιιά ζα απνθαιππηφηαλ εχθνια ζε νπνίνλ γλψξηδε φηη 

θάησ απφ ην θεξί ππήξρε κήλπκα θαη απιά έμπλε ην θεξί. Ο Ζξφδνηνο αλαθέξεη φηη κε 
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απηφ ην ηξφπν ν Γεκάξαηνο, έλαο Έιιελαο πνπ είρε εμνξηζηεί ζηε Πεξζία, έζηεηιε κήλπκα 

ζηνπο παξηηάηεο πνπ πεξηείρε πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηε καδηθή ζπιινγή ζηξαηησηηθψλ 

δπλάκεσλ θαη ηελ επηθείκελε επίζεζε ζηνλ ειιαδηθφ ρψξν. Ο Ξέξμεο είρε ράζεη ην, 

πςίζηεο ζεκαζίαο ζε πνιεκηθέο ζπξξάμεηο, πιενλέθηεκα ηνπ αηθληδηαζκνχ. Οη Έιιελεο 

είραλ πξνεηνηκαζηεί γηα ηελ επίζεζε θαη αληηκεηψπηζαλ επηηπρψο ηελ πεξζηθή εηζβνιή 

δηακνξθψλνληαο ζε κεγάιν βαζκφ ηελ ηζηνξία ηεο πεξηνρήο. Μία άιιε κέζνδνο 

ζηεγαλνγξαθίαο βαζηδφηαλ ζηα ηαηνπάδ κελπκάησλ ζηα μπξηζκέλα θεθάιηα 

αγγειηνθφξσλ. Μφιηο ηα καιιηά ηνπ θνξέα ηνπ κελχκαηνο κάθξαηλαλ ζα πήγαηλε, 

πεξλψληαο εχθνια απφ νπνηνδήπνηε έιεγρν ελδηάκεζα, λα παξαδψζεη ην κήλπκα 

απηνπξνζψπσο. Σν κφλν πνπ ζα είρε λα θάλεη ν παξαιήπηεο ζα ήηαλ λα μπξίζεη ην θεθάιη 

ηνπ αγγειηνθφξνπ θαη λα δηαβάζεη ην κήλπκα. Ζ κέζνδνο ηεο γξαθήο κε αφξαην κειάλη 

είλαη επίζεο κία δηαδεδνκέλε κέζνδνο ζηεγαλνγξαθίαο. Ο ζπληάθηεο γξαθεί ζε ιεπθφ 

ραξηί ρξεζηκνπνηψληαο έλα πινχζην ζε άλζξαθα πγξφ πνπ κφιηο ζηεγλψζεη γίλεηαη αφξαην. 

Αλ δεζηαζεί ειαθξά, φκσο, ν άλζξαθαο θαίγεηαη, κε απνηέιεζκα λα παίξλεη έλα ζθνχξν 

ρξψκα πνπ δηαθνξνπνηείηαη έληνλα απφ ην ιεπθφ ηνπ ραξηηνχ θαη έηζη ην κήλπκα 

απνθαιχπηεηαη. Γηάθνξεο εμειηγκέλεο κνξθέο ηεο ζηεγαλνγξαθίαο ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα 

πνιινχο αηψλεο κέρξη θαη ηελ επνρή καο. ην δεχηεξν παγθφζκην πφιεκν πνιιέο 

πιεξνθνξίεο γξάθνληαλ ζε θείκελν θαη ζπξξηθλψλνληαλ θσηνγξαθηθά ζε κέγεζνο 

ρηιηνζηνχ πνπ ην θαζηζηά αφξαην ζην γπκλφ κάηη. Ζ καθξαίσλε ρξήζε ηεο 

ζηεγαλνγξαθίαο ππνδεηθλχεη φηη είλαη απνηειεζκαηηθή, παξέρεη δειαδή κία ζρεηηθή 

αζθάιεηα ζηε κεηάδνζε κελπκάησλ, έρεη φκσο ζεκαληηθά κεηνλεθηήκαηα. Αλ απηφο απφ 

ηνλ νπνίν ζέινπκε λα θξχςνπκε ην κήλπκα γλσξίδεη ηε κέζνδν πνπ έρεη ρξεζηκνπνηεζεί, 

κπνξεί εχθνια λα ην απνθαιχςεη. Έλαο ζρνιαζηηθφο θξνπξφο ή θάπνηνο πνπ είλαη 

ελήκεξνο γηα ηηο κεζφδνπο ηεο επνρήο κπνξεί λα ιηψζεη ην θεξί, λα μπξίζεη ηνλ 

αγγειηνθφξν, λα δεζηάλεη ην ραξηί ή λα κεγεζχλεη ην κηθξνθίικ θαη λα δηαβάζεη ην θξπθφ 

κήλπκα. Έηζη παξάιιεια κε ηε ζηεγαλνγξαθία αλαπηχρηεθε θαη ε Κξππηνγξαθία. Ζ 

εηδνπνηφο δηαθνξά είλαη φηη αθφκα θαη αλ ην θξππηνγξαθεκέλν κήλπκα ππνθιαπεί 

παξακέλεη δίρσο λφεκα ζε θάπνηνλ πνπ δελ κπνξεί λα ην απνθξππηνγξαθήζεη. Σν ζέκα ηεο 

αζθάιεηαο, ινηπφλ, έγθεηηαη πιένλ ζην αλ ν ππνθινπέαο κπνξεί λα απνθξππηνγξαθήζεη ην 

κήλπκα. 

 Τπάξρνπλ δχν θχξηεο κέζνδνη θξππηνγξάθεζεο, ε κεηάζεζε θαη ε 

αληηθαηάζηαζε. Καηά ηε θξππηνγξάθεζε κε κεηάζεζε βάδνπκε νξηζκέλα γξάκκαηα ζηε 

ζέζε γξακκάησλ ηνπ κελχκαηνο κε βάζε θάπνην ζπγθεθξηκέλν θαλφλα. Καηά ηελ 

αληηθαηάζηαζε αληηθαζηζηνχκε γξάκκαηα, ιέμεηο ή θξάζεηο ηνπ κελχκαηνο κε άιια 
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γξάκκαηα ή ζχκβνια. Όπσο ζα δνχκε ζηε ζπλέρεηα, αθφκα θαη αλ ν ππνθινπέαο γλσξίδεη 

πνηα απφ ηηο κεζφδνπο ρξεζηκνπνηήζεθε δελ είλαη βέβαην φηη κπνξεί λα θάλεη ηελ πιήξε 

απνθξππηνγξάθεζε. 

 

β) Κξππηνγξάθεζε κε κεηάζεζε 

 

 Ο νπεηψληνο αλαθέξεη φηη ν Ηνχιηνο Καίζαξαο ρξεζηκνπνηνχζε κία ηέηνηνπ 

είδνπο θξππηνγξάθεζε. Ήηαλ ηέηνηα ε ζέζε ηνπ Ρσκαίνπ απηνθξάηνξα πνπ απαηηνχληαλ 

δηαζθάιηζε ηνπ απφξξεηνπ ζηηο επηθνηλσλίεο ηνπ κε ηνπο ζπκβνχινπο θαη ηνπο 

ζηξαηεγνχο ηνπ. Ζ κέζνδνο πνπ εθάξκνδε ζηεξηδφηαλ ζηελ αληηθαηάζηαζε θάζε 

γξάκκαηνο ηνπ αιθάβεηνπ κε εθείλν πνπ βξίζθεηαη ηξεηο ζέζεηο κεηά. Ο παξαθάησ 

θαλφλαο κεηάζεζεο πξνθχπηεη κε απηή ηε ηερληθή θαη βαζίδεηαη ζην ειιεληθφ αιθάβεην. 

ηε πάλσ ζεηξά είλαη ην θαλνληθφ αιθάβεην θαη ζηε θάησ ην θξππηνγξαθηθφ. 

Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ 

Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ 

 

                         

                          
 

                         

                          

Γηα παξάδεηγκα ην κήλπκα ‘ΟΗ ΠΡΧΣΟΗ ΑΡΗΘΜΟΗ ΔΗΝΑΗ ΑΠΔΗΡΟΗ’ ζα γηλφηαλ ‘Μ 

ΣΤΦΣΜ ΘΜΠΓΜ ΓΣΘΜΤΜ’. Αλ κάιηζηα ζέιακε λα ην θάλνπκε ιίγν πην δχζθνιν 

γηα ηνλ ππνθινπέα, ζα ζβήλακε θαη ηα θελά ελδηάκεζα νπφηε ην θξππηνγξαθεκέλν κήλπκα 

ζα ήηαλ ‘ΜΣΤΦΣΜΘΜΠΓΜΓΣΘΜΤΜ’. Ο παξαιήπηεο πνπ ζα γλψξηδε ηε κέζνδν 

ηεο θξππηνγξάθεζεο ζα εθάξκνδε ηελ αληίζηξνθε δηαδηθαζία θαη απιά ζα πξνζέζεηε ηα 

θελά ψζηε λα βγάδνπλ λφεκα νη ιέμεηο. Ζ κεηάζεζε ηνπ Καίζαξα, φπσο νλνκάδεηαη, 

απνδίδεηαη κε ηνλ ηχπν  

               

φπνπ   είλαη ην θξππηνγξαθεκέλν γξάκκα θαη   ην αξρηθφ γξάκκα ζπκθψλα κε ηνλ 

θαλφλα 

Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
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Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ 

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
 

                         
 

                          

Δίλαη πξνθαλέο φηη δελ ππάξρεη θαλέλαο ζπγθεθξηκέλνο ιφγνο λα δεζκεπζνχκε ζε κία 

κεηάζεζε ησλ γξακκάησλ θαηά ηξεηο κφλν ζέζεηο. Θα κπνξνχζε λα γίλεη θαη κε 

νπνηνδήπνηε άιιν θπζηθφ αξηζκφ κηθξφηεξν ηνπ   . Έηζη ν γεληθφο θαλφλαο ησλ 

κεηαζέζεσλ απηνχ ηνπ είδνπο είλαη                φπνπ   είλαη έλαο ζπκθσλεκέλνο 

αξηζκφο κε     . 

 Ζ θξππηνγξάθεζε κε απηή ηε κέζνδν πάλησο δελ παξέρεη κεγάιε αζθάιεηα. Αλ 

ν ππνθινπέαο γλσξίδεη φηη ρξεζηκνπνηήζεθε απιή κεηάζεζε γξακκάησλ δελ έρεη παξά λα 

θάλεη δνθηκέο βάδνληαο ζηε ζέζε ηνπ   ηνπο αθέξαηνπο   σο   . ε θάπνηα απφ απηέο ηηο 

δνθηκέο ην κήλπκα κεηά ηελ επεμεξγαζία ζα απνθαιπθζεί. Σν κέγεζνο ηνπ 

θξππηνγξαθεκέλνπ θεηκέλνπ δελ έρεη θακία ζεκαζία. Αλ γλσξίδνπκε (θαη δελ έρνπκε 

παξά λα δνθηκάζνπκε) φηη έρεη γίλεη απιή κεηάζεζε, δνθηκάδνπκε λα 

απνθξππηνγξαθήζνπκε κφλν ηε πξψηε γξακκή κέρξη λα βξνχκε ην  . Γεληθά ρξεηάδεηαη 

ειάρηζηνο ρξφλνο γηα λα επηηεζνχκε ζε απηή ηε κέζνδν. Δίλαη ζαλ λα ιχλνπκε κία εμίζσζε 

κε    κφλν πηζαλέο ιχζεηο. 

 

γ) Κξππηνγξάθεζε κε αληηθαηάζηαζε 

 

 Αλ ν απνζηνιέαο ηνπ κελχκαηνο δε ρξεζηκνπνηήζεη κεηάζεζε αιιά αλαδηάηαμε 

ησλ γξακκάησλ ηφηε ε αζθάιεηα γίλεηαη ζρεηηθά κεγάιε. Πξάγκαηη αλ ρξεζηκνπνηεζεί 

γεληθφηεξνο αιγφξηζκνο αληηθαηάζηαζεο πνπ επηηξέπεη ηελ νπνηαδήπνηε αλαδηάηαμε ηνπ 

αιθάβεηνπ ηφηε νη πηζαλέο ιχζεηο απμάλνληαη απφ    ζε     ηνπιάρηζηνλ. Ο ηειεπηαίνο 

αξηζκφο έρεη πάλσ απφ    ςεθία. Αλ ν ερζξφο ππνθιέςεη ην κήλπκα ηφηε πξέπεη λα θάλεη 

πάλσ απφ                                δνθηκέο. Αθφκα θαη αλ ππνζέζνπκε φηη 

ρξεηάδεηαη έλα δεπηεξφιεπην γηα θάζε δνθηκή, ηφηε ζα ρξεηαζηεί πάλσ απφ έλα 

δηζεθαηνκκχξην θνξέο ηελ ειηθία ηνπ ζχκπαληνο γηα λα θάλεη πιήξε έιεγρν θαη λα θηάζεη 

ζηελ απνθξππηνγξάθεζε. Θεσξεηηθά, ινηπφλ, κπνξεί κε δνθηκέο λα ζπάζεη ην θψδηθα. 

ηε πξάμε θαίλεηαη αδχλαην. Γηα ηε ρξήζε απηήο ηεο κνξθήο θξππηνγξάθεζεο ρξεηάδεηαη 

θπζηθά θαη πάιη απνζηνιέαο θαη παξαιήπηεο λα ζπκθσλήζνπλ ζην θιεηδί, δειαδή ηε 

ζεηξά ησλ αλαδηαηεηαγκέλσλ γξακκάησλ ζην θξππηνγξαθηθφ αιθάβεην. ηελ 
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πξαγκαηηθφηεηα κπνξεί απηή ε ζπλελλφεζε λα γίλεη πνιχ εχθνια κε ηε ρξήζε κηαο ιέμεο-

θιεηδί ή θξάζεο-θιεηδί. Αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε, γηα παξάδεηγκα, ηε θξάζε ‘ΘΔΧΡΗΑ 

ΑΡΗΘΜΧΝ’ ζαλ θξάζε-θιεηδί αθνινπζνχκε ηελ αθφινπζε δηαδηθαζία. Αθαηξνχκε φια ηα 

δηαζηήκαηα θαη ηα επαλαιακβαλφκελα γξάκκαηα (ΘΔΧΡΗΑΜΝ) θαη κεηά ρξεζηκνπνηνχκε 

ην απνηέιεζκα σο αξρή ηνπ αλαδηαηεηαγκέλνπ αιθάβεηνπ. Σν ππφινηπν θξππηνγξαθηθφ 

αιθάβεην είλαη ηα ελαπνκείλαληα γξάκκαηα ηνπ θαλνληθνχ αιθάβεηνπ ζηε ζσζηή ηνπο 

ζεηξά. ηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ζα είρακε 

Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ 

Θ Δ Χ Ρ Η Α Μ Ν Β Γ Γ Ε Ζ Κ Λ Ξ Ο Π  Σ Τ Φ Υ Φ 

Δίλαη πνιχ εχθνιν λα απνκλεκνλεπηεί κία ιέμε ή κία θξάζε θιεηδί ηφζν απφ ηνλ 

απνζηνιέα φζν θαη απφ ηνλ παξαιήπηε ηνπ κελχκαηνο. Αληίζεηα, έλα θξππηνγξαθηθφ 

αιθάβεην πνπ δελ βαζίδεηαη ζε θιεηδί δελ κπνξεί λα απνκλεκνλεπηεί, άξα πξέπεη ηφζν ν 

απνζηνιέαο φζν θαη παξαιήπηεο λα ην έρνπλ γξακκέλν θαη πάληα καδί ηνπο. Έηζη φκσο 

απμάλεηαη ε πηζαλφηεηα λα πέζεη ζηα ρέξηα ηνπ ππνθινπέα. 

 Ζ ζεκαζία ηνπ θιεηδηνχ είλαη έλα απφ ηα θχξηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο 

θξππηνινγίαο. Ο Οιιαλδφο γισζζνιφγνο Auguste Kerckhoffs δηαηχπσζε ζε έλα θιαζζηθφ 

έξγν ηνπ, ην ‘La cryptographie militaire’, ηηο βαζηθέο αξρέο ηεο Κξππηνγξαθίαο. Δθεί 

αλαθέξεηαη, κεηαμχ άιισλ, ε ιεγφκελε ‘αξρή ηνπ Kerckhoffs’ πνπ ππνδεηθλχεη φηη ε 

αζθάιεηα ελφο θξππηνγξαθήκαηνο δελ εμαξηάηαη απφ ηε κπζηηθφηεηα ηνπ αιγφξηζκνπ πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη, αιιά κφλν απφ ηε κπζηηθφηεηα ηνπ θιεηδηνχ. Γεδνκέλνπ φηη ε θξάζε-

θιεηδί κπνξεί λα είλαη νπνηαδήπνηε, νη ππνθινπείο δελ θαίλεηαη λα έρνπλ πνιιέο ειπίδεο 

λα ην βξνπλ θαη έηζη λα δηαβάζνπλ ην θαλνληθφ θείκελν. Γηα αξθεηά ρξφληα, ινηπφλ, 

θαηλφηαλ φηη νη θξππηνγξάθνη είραλ θεξδίζεη ηνπο θξππηαλαιπηέο. Αλ θάπνηνο δε γλσξίδεη 

ηε ιέμε ή θξάζε-θιεηδί είλαη αδχλαην λα ζπάζεη ην θψδηθα. Ζ κήπσο φρη; 

 Πξψηνη νη Άξαβεο παξαηήξεζαλ φηη ηα γξάκκαηα εκθαλίδνληαη κε κία αμηφπηζηε 

ζπρλφηεηα. Γηα ηελ αθξίβεηα απηφ ζπκβαίλεη ζε φιεο ηηο γιψζζεο. Ζ γλψζε απηήο ηεο 

ζπρλφηεηαο κπνξεί λα αμηνπνηεζεί γηα ην ζπάζηκν θξππηνγξαθεκάησλ. Ζ ηερληθή απηή 

είλαη γλσζηή ζαλ ‘αλάιπζε ζπρλνηήησλ’. Ζ πξψηε γλσζηή θαηαγεγξακκέλε παξνπζίαζε 

απηήο ηεο ηερληθήο δφζεθε απφ ην Άξαβα Al Kindi ηνλ  ν
 αηψλα ζε κία πξαγκαηεία ηνπ κε 

ηίηιν ‘Δγρεηξίδην πεξί ηεο απνθξππηνγξάθεζεο θξππηνγξαθηθψλ θεηκέλσλ’. Γηα θάζε 
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γιψζζα ππάξρεη έλαο θαηάινγνο πνπ ππνδειψλεη πφζν ζπρλά εκθαλίδεηαη θάζε γξάκκα. 

Γηα ηελ ειιεληθή γιψζζα ν πίλαθαο είλαη ν αθφινπζνο. 

γξάκκα ζπρλφηεηα εκθάληζεο % 

 

γξάκκα ζπρλφηεηα εκθάληζεο % 

Α     Ν     

Β      Ξ     

Γ    Ο     

Γ      Π       

Δ    Ρ       

Ε           

Ζ      Σ     

Θ      Τ     

Η      Φ     

Κ      Υ     

Λ      Φ     

Μ      Χ     
 

 Ζ δηαδηθαζία απαηηεί λα θάλνπκε κία αλάιπζε ζπρλνηήησλ γηα ηα γξάκκαηα ζην 

θξππηνγξαθηθφ θείκελν. Έπεηηα κπνξνχκε ζπγθξίλνληαο ηνπο δχν πίλαθεο λα 

απνθαζίζνπκε πνην γξάκκα ππνθαζηζηά πνην. Φπζηθά, ζα ιάβνπκε ππφςε καο θαη άιινπο 

θαλφλεο φπσο γηα παξάδεηγκα φηη θάπνηα γξάκκαηα δε είλαη πνηέ ηειεπηαία ζε κία ιέμε, 

φηη θάπνηα γξάκκαηα ζπλήζσο πάλε δίπια κε θάπνηα άιια, φηη κπνξνχκε λα καληέςνπκε 

ηηο ζπρλέο ιέμεηο κε δχν ή ηξία γξάκκαηα θ.α. Όζν πεξηζζφηεξν πξνρσξάεη ε δηαδηθαζία 

ηφζν πην εχθνιν είλαη λα θάλνπκε θαηλνχξηεο εηθαζίεο. Δηδηθά αλ ην θείκελν είλαη ζρεηηθά 

κεγάιν ε επηηπρία ηνπ θξππηαλαιπηή είλαη ζρεδφλ βέβαηε. Ζ ζσζηή απνθσδηθνπνίεζε 

ελφο θαη κφλνπ γξάκκαηνο θαζηζηά ηε δηαδηθαζία πνιιέο θνξέο επθνιφηεξε. Ζ κέζνδνο 

δελ είλαη ηφζν αζθαιήο φζν θαηλφηαλ αξρηθά.  

 Να ζεκεηψζνπκε φηη ε δηαδηθαζία πνπ ζηεξίδεηαη ζηελ αλάιπζε ζπρλνηήησλ 

κπνξεί λα δψζεη ηελ ιχζε αθφκα θαη ζε θψδηθεο πνπ ηα γξάκκαηα έρνπλ αληηθαηαζηαζεί 

κε ζχκβνια. Έλαο απφ ηνπο πην δηάζεκνπο ηέηνηνπο θψδηθεο είλαη απηφο πνπ 

ρξεζηκνπνίεζε ε βαζίιηζζα ηεο θσηίαο ην   ν
 αηψλα. Ζ Μαξία ηηνχαξη είρε απνδερηεί 

ην θαζνιηθηζκφ θαη απηφο ήηαλ έλαο απφ ηνπο ιφγνπο πνπ θαηέιεμε λα είλαη θπιαθηζκέλε 

απφ ηελ ίδηα ηεο ηελ μαδέξθε Διηζάβεη Α’, βαζίιηζζαο ηεο Αγγιίαο. Μέζα ζηε θπιαθή 

άξρηζε λα ιακβάλεη επηζηνιέο απφ θαζνιηθνχο ππνζηεξηθηέο ηεο ζηελ επεηξσηηθή 

Δπξψπε. Ο ζξεζθεπηηθφο θαλαηηζκφο δεκηνπξγνχζε επαίζζεηεο ηζνξξνπίεο. Αλ ε Μαξία 

δξαπέηεπε θαη εθζξφληδε ηελ Διηζάβεη ηφηε ζα άιιαδε ν ζξεζθεπηηθφο ράξηεο ζε φιε ηελ 

Δπξψπε. Έπξεπε κε νπνηνδήπνηε ηξφπν λα δηαζθαιηζηεί ε επηθνηλσλία πνπ ζα επέηξεπε 
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ηελ απφδξαζε. Ζ θξππηνγξάθεζε ήηαλ επηηαθηηθή. Ζ κέζνδνο πνπ εθαξκφζηεθε ήηαλ 

απηή ηεο αληηθαηάζηαζεο γξακκάησλ κε ζπγθεθξηκέλα ζχκβνια ελψ, γηα κεγαιχηεξε 

αθφκα αζθάιεηα, ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη ζχκβνια πνπ αληηπξνζψπεπαλ νιφθιεξεο ιέμεηο. 

Δπίζεο ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζχκβνια πνπ δελ δήισλαλ απνιχησο ηίπνηα αιιά είραλ ζέζε 

κφλν γηα λα δπζθνιέςνπλ ην έξγν ηνπ πηζαλνχ θξππηαλαιπηή. χληνκα αλαθαιχθζεθαλ 

ηα κελχκαηα πνπ πεξλνχζαλ θξπκκέλα ζηε θπιαθή. Ζ απφθξπςε ηνπ κελχκαηνο δε 

βνήζεζε ζρεδφλ θαζφινπ. Έπξεπε φκσο λα ζπάζεη θαη ν θψδηθαο. Γηα ηελ 

απνθξππηνγξάθεζε επηζηξαηεχηεθε έλαο δηάζεκνο γισζζνιφγνο ηεο επνρήο, ν Thomas 

Phelippes. Ο Phelippes απνδείρηεθε δεμηνηέρλεο ζηελ αλάιπζε ζπρλνηήησλ. Δπηηέζεθε 

ζην θψδηθα κε κεγάιν δήιν θαη θαηάθεξε λα ηνλ ζπάζεη. Ζ ελνρή ηεο Μαξίαο ηηνχαξη 

απνδείρηεθε. Μία ζεηξά απφ, αθαηάιεπηα ζε πνιινχο, ζχκβνια πνπ είρε γξάςεη 

απνηεινχζαλ νπζηαζηηθά αθξάδαληα ζηνηρεία γηα ηελ ελνρή ηεο. Ζ βαζίιηζζα δηθάζηεθε 

θαη ζαλαηψζεθε. 

 

δ) Πνιπαιθαβεηηθή αληηθαηάζηαζε  

 

 Γηα πνιινχο αηψλεο ε θξππηνγξάθεζε γηλφηαλ κε ηε κέζνδν ηεο 

αληηθαηάζηαζεο θαη παξείρε ζρεηηθή αζθάιεηα. Απηφ, φκσο, άιιαμε νξηζηηθά ηνλ 16
ν
 

αηψλα. Ζ πιάζηηγγα είρε αξρίζεη λα γέξλεη ππέξ ησλ θξππηαλαιπηψλ. Οη πξφζθαηεο 

εμειίμεηο κε απνθνξχθσκα ηελ εθηέιεζε ηεο βαζίιηζζαο ηεο θσηίαο έδεηρλαλ φηη νη 

θξππηνγξάθνη έπξεπε λα βξνπλ κία θαηλνχξηα κέζνδν πξνζηαζίαο ησλ κελπκάησλ. Ζ 

ηζρπξφηαηε αλάιπζε ζπρλνηήησλ είρε θαηαζηήζεη ηελ παιηά νπζηαζηηθά άρξεζηε. Σν 

επφκελν βήκα έγηλε απφ ηνλ Blaise de Vigenere, έλαλ Γάιιν δηπισκάηε, αλ θαη βαζίζηεθε 

ζε ηδέεο ηνπ Ηηαινχ Leon Battista Alberti θαη ηνπ Γεξκαλνχ Johannes Trithemius. Ο 

Vigenere ζηάιζεθε ζηε Ρψκε ζε δηπισκαηηθή απνζηνιή φπνπ θαη ήξζε ζε επαθή κε ηε 

κέζνδν ηεο ιεγφκελεο πνιπαιθαβεηηθήο αληηθαηάζηαζεο πνπ, ηειηθά, πήξε θαη ην φλνκά 

ηνπ. Ζ θαηλνηνκία αιιά θαη ε ηζρχο απηνχ ηνπ θξππηνγξαθήκαηνο έγθεηηαη ζην φηη δελ 

ρξεζηκνπνηεί έλα αιιά είθνζη ηέζζεξα θξππηνγξαθηθά αιθάβεηα (νπζηαζηηθά φζα θαη ην 

πιήζνο ησλ γξακκάησλ ηεο γιψζζαο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη). Ζ ιεηηνπξγία ηνπ βαζίδεηαη 

ζην ιεγφκελν ηεηξάγσλν Vigenere:  
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α β Γ δ ε δ ε ζ Η θ ι κ λ μ ν π ξ ζ η π θ ρ ς σ 

1 Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α 

2 Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β 

3 Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ 

4 Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ 

5 Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ 

6 Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε 

7 Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ 

8 Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ 

9 Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η 

10 Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ 

11 Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ 

12 Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ 

13 Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν 

14 Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ 

15 Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο 

16 Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π 

17  Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ 

18 Σ Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  

19 Τ Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ 

20 Φ Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ 

21 Υ Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ 

22 Φ Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ 

23 Χ Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ 

24 Α Β Γ Γ Δ Ε Ζ Θ Η Κ Λ Μ Ν Ξ Ο Π Ρ  Σ Τ Φ Υ Φ Χ 

 

 Ζ πάλσ γξακκή (κε ηα κηθξά γξάκκαηα) είλαη ηα γξάκκαηα ηνπ θαλνληθνχ 

θεηκέλνπ θαη νη γξακκέο θάησ απφ απηή απνηεινχλ ηηο ζεηξέο κε ηα θξππηνγξαθηθά 

αιθάβεηα. Παξαηεξνχκε φηη ε πξψηε ζεηξά παξηζηάλεη κία κεηάζεζε ηχπνπ Καίζαξα θαηά 

κία ζέζε αθνχ ην α αληηζηνηρεί ζην Β, ην β ζην Γ θνθ. Ζ επνκέλε ζεηξά είλαη κία κεηάζεζε 

θαηά δχν ζέζεηο αθνχ ην α αληηζηνηρεί ζην Γ, ην γ ζην Δ θνθ. Αλ ν απνζηνιέαο 

ρξεζηκνπνηήζεη κφλν κία ζεηξά απφ ην παξαπάλσ ηεηξάγσλν ζα έθαλε κία κεηάζεζε ηχπνπ 

Καίζαξα πνπ απνηειεί πιένλ κία αζζελέζηαηε κνξθή θξππηνγξάθεζεο. Αλ φκσο 

ρξεζηκνπνηεί δηαθνξεηηθή ζεηξά θάζε θνξά ηφηε φια αιιάδνπλ. Γηα ηε θξππηνγξάθεζε κε 

απηή ηε κέζνδν ν απνζηνιέαο ρξεζηκνπνηεί, γηα παξάδεηγκα, ηε πέκπηε ζεηξά γηα ην 

πξψην γξάκκα, ηελ εβδφκε γηα ην δεχηεξν γξάκκα, ηελ δέθαηε πέκπηε γηα ην ηξίην γξάκκα 

θνθ. Ο παξαιήπηεο κπνξεί εχθνια λα θάλεη ηελ αληίζηξνθε δηαδηθαζία αξθεί λα γλσξίδεη 

κε πνηα αθνινπζία επηιερηήθαλ νη ζεηξέο. Απαηηείηαη ινηπφλ λα ππάξρεη έλα ζπκθσλεκέλν 

ζχζηεκα ελαιιαγήο ζεηξψλ. Απηφ επηηπγράλεηαη γηα άιιε κία θνξά κε ηε ρξήζε κηαο 

ιέμεο- θιεηδηνχ. Αο δνχκε, γηα παξάδεηγκα, πσο θξππηνγξαθείηαη ε θξάζε ‘Μαζεκαηηθά 
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θαη Κξππηνγξαθία’ ρξεζηκνπνηψληαο ηε ιέμε θιεηδί ‘ΠΡΧΣΟ’. Πξψηα γξάθνπκε ην 

θαλνληθφ θείκελν θαη απφ πάλσ ηνπ ηε ιέμε-θιεηδί επαλαιακβάλνληαο ηε φζεο θνξέο 

ρξεηαζηεί φπσο ζην ζρήκα παξαθάησ. Μεηά, γηα λα θξππηνγξαθήζνπκε ην πξψην γξάκκα 

Κ, βξίζθνπκε ην γξάκκα-θιεηδί απφ πάλσ ηνπ, ην Π. Σν Π πξνζδηνξίδεη ηε ζεηξά ζην 

ηεηξάγσλν Vigenere πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηε θξππηνγξάθεζε. Δίλαη ε ζεηξά πνπ 

αξρίδεη κε Π δειαδή ε δέθαηε πέκπηε, ζηελ νπνία ην Κ αληηζηνηρεί ζην Α. Σν δεχηεξν 

γξάκκα πνπ ζέινπκε λα θξππηνγξαθήζνπκε είλαη ην Ρ. Σν γξάκκα-θιεηδί απφ πάλσ ηνπ 

είλαη ην Ρ άξα επηθεληξσλφκαζηε ζηε δέθαηε έθηε ζεηξά φπνπ ην Ρ αληηζηνηρεί ζην Η θνθ 

Λέμε θιεηδί Π Ρ Χ Σ Ο  Π Ρ Χ Σ Ο  Π Ρ Χ Σ Ο  Π Ρ Χ Σ Ο  Π 
Καλνληθφ 

θείκελν Κ Ρ Τ Π Σ Ο Γ Ρ Α Φ Η Α Κ Α Η Μ Α Θ Ζ Μ Α Σ Η Κ Α 
Κξππηνγξαθηθφ 

θείκελν Α Η Σ Κ Η Θ  Ε Χ Ο Φ  Α Ρ Θ Ε Ο Α Υ Γ Χ Ν Φ Γ Π 

 

Οπζηαζηηθά ρξεζηκνπνηήζεθαλ ελαιιαθηηθά νη   ε,   ε,   ε,   ε,   ε θαη   ε ζεηξέο, 

απηέο, δειαδή, πνπ μεθηλνχλ κε ηα γξάκκαηα Π, Ρ, Χ, Σ, Ο θαη . Σν ηεξάζηην 

πιενλέθηεκα ηνπ θξππηνγξαθήκαηνο Vigenere είλαη φηη είλαη απξφζβιεην απφ ηελ 

αλάιπζε ζπρλνηήησλ. Με απηή ηε κέζνδν ην ίδην γξάκκα ηνπ θαλνληθνχ θεηκέλνπ κπνξεί 

λα ππνθαηαζηαζεί απφ δηαθνξεηηθά γξάκκαηα ηνπ θξππηνγξαθηθνχ θεηκέλνπ. Σν Α ζην 

παξάδεηγκα παξαπάλσ έγηλε δχν θνξέο Χ, κία , κία Ο θαη κία Π. Αλ ππνινγίζεη θάπνηνο 

ηελ ζπρλφηεηα ηεο εκθάληζεο ησλ γξακκάησλ ζην θξππηνγξαθηθφ θείκελν κφλν λα 

πεξηπιέμεη ηε θαηάζηαζε ζα θαηαθέξεη. Σν ίδην γξάκκα κπνξεί λα αληηζηνηρεί ζε ηφζα 

άιια δηαθνξεηηθά φζν θαη ην πιήζνο ησλ γξακκάησλ ηεο ιέμεο-θιεηδί. Έλα αθφκα 

πιενλέθηεκα ηεο κεζφδνπ είλαη ε κεγάιε πνηθηιία ζηελ επηινγή θιεηδηνχ. Μπνξεί λα είλαη 

φζν κεγάιν ζε κήθνο επηιέμνπλ ν απνζηνιέαο θαη ν παξαιήπηεο θαζηζηψληαο ηηο επηινγέο 

πξαθηηθά απεξηφξηζηεο. Σε κέζνδν ηνπ απηή ν Vigenere ηελ αλέιπζε ζην βηβιίν ηνπ κε 

ηίηιν ‘Traicte des Chiffres’ πνπ θπθινθφξεζε ην     , αιιάδνληαο ηηο κεζφδνπο 

θξππηνγξάθεζεο θαη δίλνληαο εθ λένπ πξνβάδηζκα ζηνπο θξππηνγξάθνπο έλαληη ησλ 

θξππηαλαιπηψλ. 

 Παξφια απηά νη θξππηαλαιπηέο πξνζπάζεζαλ λα αληεπηηεζνχλ. Πσο φκσο ζα 

έζπαδαλ απηφ ην θψδηθα; Αο ππνζέζνπκε φηη ην θξππηνγξαθηθφ θείκελν έρεη ππνθιαπεί. 

Σν πξψην πνπ ζα θάλεη ν θξππηαλαιπηήο είλαη έλα δηάγξακκα ζπρλνηήησλ ησλ 

εκθαληδφκελσλ γξακκάησλ. Αλ πξφθεηηαη γηα κνλναιθαβεηηθή αληηθαηάζηαζε ε δηαζπνξά 

είλαη ζρεηηθά κεγάιε αθνχ θάπνηα γξάκκαηα εκθαλίδνληαη ζαθψο πην ζπρλά απφ φηη 

θάπνηα αιιά. Αλ φκσο ε δηαζπνξά είλαη κηθξή ηφηε κάιινλ πξφθεηηαη γηα πνιπαιθαβεηηθή 
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αληηθαηάζηαζε. Ζ νκαιφηεηα ζηηο ζπρλφηεηεο είλαη έλδεημε φηη δηαθνξεηηθά γξάκκαηα ζην 

θξππηνγξαθηθφ θείκελν ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ην ίδην γξάκκα ηνπ θαλνληθνχ θεηκέλνπ. Με 

απηφ ην ηξφπν απνθαιχπηεηαη ε κέζνδνο. Βέβαηα, ζπκθψλα κε ηελ αξρή ηνπ Kerckhoffs 

απηφ δε ζεκαίλεη ηίπνηα. Πξέπεη λα βξεζεί ην θιεηδί. Σελ επίζεζε ζε απηφ ην θαηλνκεληθά 

άζξαπζην θψδηθα έθαλε ν Charles Babatz πνπ, φπσο αλαθέξζεθε, είρε θαη ηηο πξψηεο ηδέεο 

γηα ηηο ππνινγηζηηθέο κεραλέο. Ο Babatz πξνζπάζεζε λα εληνπίζεη θαη λα εθκεηαιιεπηεί 

ηηο αδπλακίεο ηνπ θξππηνγξαθήκαηνο Vigenere. Μία απφ απηέο θαίλεηαη ζην αθφινπζν 

παξάδεηγκα φπνπ ε ιέμε–θιεηδί είλαη ε ΠΟΣΔ θαη ην θαλνληθφ θείκελν ην ‘Διάηε θαη νη 

δχν κφλνη ζηηο δχν’ 

Λέμε θιεηδί Π Ο Σ Δ Π Ο Σ Δ Π Ο Σ Δ Π Ο Σ Δ Π Ο Σ Δ Π Ο Σ Δ Π 

Καλνληθφ 

θείκελν Δ Λ Α Σ Δ Κ Α Η Ο Η Γ Τ Ο Μ Ο Ν Ο Η  Σ Η  Γ Τ Ο 
Κξππηνγξαθη

θφ θείκελν Τ Α Σ Φ Τ Χ Σ Ν Ε Φ Υ Χ Ε Β Η Ρ Ε Φ Μ Φ Χ Θ Υ Χ Ε 

  

 Παξαηεξνχκε φηη ππάξρεη ε επαλαιακβαλνκέλε αθνινπζία γξακκάησλ ΥΧΕ. 

Σέηνηεο επαλαιακβαλφκελεο αθνινπζίεο έρνπκε φηαλ ε ίδηα αθνινπζία γξακκάησλ είλαη 

ηνπνζεηεκέλε ζηελ ίδηα ζέζε ηεο ιέμεο θιεηδηνχ, φπσο αθξηβψο ζπκβαίλεη εδψ κε ην ΓΤΟ. 

Τπάξρεη, βέβαηα, πεξίπησζε λα ζπκβεί απηφ θαη αλ δχν δηαθνξεηηθέο αθνινπζίεο 

γξακκάησλ ηνπ θαλνληθνχ θεηκέλνπ θξππηνγξαθεζνχλ ρξεζηκνπνηψληαο δηαθνξεηηθά 

ηκήκαηα ηνπ θιεηδηνχ αιιά είλαη πνιχ ιηγφηεξν πηζαλφ. Αλ ινηπφλ ζε έλα θξππηφγξακκα 

Vigenere βξνχκε ηέηνηεο αθνινπζίεο είλαη πηζαλέο ελδείμεηο φηη πξφθεηηαη γηα 

επαλαιακβαλφκελεο ιέμεηο θαη έηζη κεηξψληαο ηα γξάκκαηα αλάκεζα ζηηο επαλαιήςεηο 

κπνξνχκε λα θάλνπκε θάπνηεο εηθαζίεο θαη γηα ην κήθνο ηνπ θιεηδηνχ. Έλαο 

θξππηαλαιπηήο ειέγρνληαο ηα δχν ΕΧΥ θαη κεηξψληαο δψδεθα ζέζεηο αλάκεζα ζηα δχν 

δηαδνρηθά Ε κπνξεί λα ζπκπεξάλεη φηη ην θιεηδί έρεη κήθνο           ή    γξάκκαηα, 

φζνη δειαδή θαη νη δηαηξέηεο ηεο απφζηαζεο. Αλ ε απφζηαζε αλάκεζα ζηηο 

επαλαιακβαλφκελεο αθνινπζίεο είλαη πξψηνο αξηζκφο, ηα πηζαλά κήθε ηνπ θιεηδηνχ είλαη 

κφλν δχν. Αλ βξεζνχλ δχν, ηξεηο ή πεξηζζφηεξεο επαλαιακβαλφκελεο αθνινπζίεο ηα 

πξάγκαηα γίλνληαη πνιχ πην άπια αθνχ ηα πηζαλά κήθε ηνπ θιεηδηνχ πεξηνξίδνληαη. Αλ 

ζην παξαπάλσ παξάδεηγκα εθηφο απφ ην ΕΧΥ είρακε άιιε κία επαλάιεςε κε απφζηαζε 8 

ηφηε ηα πηζαλά κήθε ηνπ θιεηδηνχ ζα ήηαλ       ή  . πλδπάδνληαο ηηο δχν πιεξνθνξίεο 

ζπκπεξαίλνπκε φηη ην θιεηδί έρεη κήθνο     ή  . Αλ ηψξα ν θξππηαλαιπηήο δελ έρεη άιιεο 

πιεξνθνξίεο γηα ην θιεηδί ηφηε ζε πξψηε θάζε ππνζέηεη φηη ην κήθνο ηνπ είλαη, αο πνχκε, 

 . Απηφ ζεκαίλεη φηη ην πξψην γξάκκα ηνπ θαλνληθνχ θεηκέλνπ θξππηνγξαθήζεθε κε βάζε 
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ην πξψην γξάκκα ηνπ θιεηδηνχ, ην δεχηεξν κε βάζε ην δεχηεξν γξάκκα ηνπ θιεηδηνχ, ην 

ηξίην κε βάζε ην ηξίην , ην ηέηαξην κε βάζε ην ηέηαξην, ην πέκπην κε βάζε ην πξψην θνθ 

Γειαδή ην πξψην, ην πέκπην, ην έλαην, ην δέθαην ηξίην θνθ γξάκκαηα ηνπ θαλνληθνχ 

θεηκέλνπ έρνπλ θξππηνγξαθεζεί κε βάζε ηελ ίδηα ζεηξά ζην ηεηξάγσλν Vigenere. Όκσο 

κία ζεηξά ζε απηφ ηεηξάγσλν δελ είλαη παξά κία κεηάζεζε ηνπ Καίζαξα πνπ κπνξεί πνιχ 

εχθνια λα απνθσδηθνπνηεζεί. Σν ίδην θαη κε ηηο άιιεο ζεηξέο. Με ιίγεο δνθηκέο νιφθιεξν 

ην θείκελν κπνξεί λα απνθαιπθζεί. ε γεληθέο γξακκέο ζα ιέγακε φηη ε πην ζεκαληηθή 

πιεξνθνξία είλαη ην κήθνο ηνπ θιεηδηνχ. Απηή ε γλψζε αλάγεη ην πξφβιεκα ηεο 

απνθσδηθνπνίεζεο ζε πξνγελέζηεξα θαη επθνιφηεξα φπσο απηά ηεο κεηάζεζεο ηνπ 

Καίζαξα θαη ηεο κνλναιθαβεηηθήο αληηθαηάζηαζεο. Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία πνπ έρεη 

κείλεη ζηελ ηζηνξία σο ‘ηεζη Kasiski’ έρεη πάξεη ην φλνκά ηεο απφ ηνλ Πξψζν αμησκαηηθφ 

Friedrich W. Kasiski πνπ ζην βηβιίν ηνπ ‘Die Geheimschriften und die Dechiffrirkunst’ (Ζ 

κπζηηθή γξαθή θαη ε ηέρλε ηεο απνθξππηνγξάθεζεο) ηελ αλαιχεη δηεμνδηθά. Άιιε κία 

κέζνδνο, πνπ αξρηθά θαηλφηαλ άηξσηε, πξνβιεκάηηζε ηνπο θξππηαλαιπηέο αιιά ηειηθά 

βξέζεθε ηξφπνο λα αληηκεησπηζηεί.  

 Σν θξππηφγξακκα Vigenere κεηά ηελ δεκνζηνπνίεζε ηνπ ηεζη Kasiski θάζε 

άιιν παξά παξείρε αζθάιεηα. Έγηλαλ βέβαηα θαη πξνζπάζεηεο λα αληηκεησπηζηεί ην ηεζη 

Kasiski. Σν ηεζη βαζίδεηαη ζηελ εχξεζε ηνπ κήθνπο ηεο ιέμεο-θιεηδηνχ. Αλ ην θιεηδί είλαη 

ηφζν κεγάιν φζν είλαη θαη ην θείκελν πνπ ζέινπκε λα θξππηνγξαθήζνπκε ή θαη 

κεγαιχηεξν ηφηε ην ηεζη δελ κπνξεί λα βνεζήζεη. Μήπσο απηή ήηαλ ε ιχζε; Αλ, γηα 

παξάδεηγκα, γλσξίδνπκε φηη ζην παξαθάησ θξππηνγξαθηθφ θείκελν κε ηε κέζνδν Vigenere 

έρεη ρξεζηκνπνηεζεί θιεηδί κε κήθνο φζν ην ίδην ην θείκελν κπνξνχκε λα ην 

απνθξππηνγξαθήζνπκε;  

Ο Δ Μ Η Υ Δ Ζ Δ  Γ Σ Κ Θ 

 

Ζ απάληεζε είλαη θαη πάιη λαη. Γηα λα είκαζηε αθξηβείο, κπνξνχκε ηνπιάρηζηνλ λα 

πξνζπαζήζνπκε κε αξθεηέο πηζαλφηεηεο. Αθφκα θαη αλ ην θιεηδί είλαη κεγάιν φπσο νη 

ζηίρνη ελφο πνηήκαηνο, έλαο θαηάινγνο θπηψλ ή ηα νλφκαηα ησλ Ρσκαίσλ απηνθξαηφξσλ 

έρεη πάληα κία αδπλακία: φηη έρεη λφεκα. Ο επίδνμνο θξππηαλαιπηήο ην κφλν πνπ έρεη λα 

θάλεη είλαη δνθηκέο πνπ ζηεξίδνληαη ζε ραξαθηεξηζηηθά ηεο γιψζζαο. Αλ ην 

θξππηνγξαθηθφ θείκελν έρεη έθηαζε κηαο ζειίδαο ζεσξείηαη βέβαην φηη ζα πεξηέρεη ηηο 

ιέμεηο θαη, ζην, ζηα, ην, ηα θηι. Γνθηκάδνληαο ζε θάπνηεο ηπραίεο ζέζεηο θαη εξγαδφκελνη 

ππνκνλεηηθά κπνξνχκε λα δνχκε αλ νη δίθζνγγνη ή ηξίθζνγγνη πνπ αληηζηνηρνχλ ζην θιεηδί 
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έρνπλ λφεκα. ην παξαπάλσ παξάδεηγκα αλ ππνζέζνπκε φηη ην ΚΑΗ θξχβεηαη ζην ΟΔΜ 

ηφηε παξαηεξψληαο ην ηεηξάγσλν Vigenere έρνπκε φηη ην αληίζηνηρν ηκήκα ηνπ θιεηδηνχ 

είλαη ΦΔΛ, αλ ππνζέζνπκε φηη θξχβεηαη ζην ΥΔΖ ηφηε ην ηκήκα ηνπ θιεηδηνχ είλαη ΤΑΤ 

πνπ επίζεο δε θαίλεηαη ζπλδπαζκφο γξακκάησλ κε λφεκα ζηα ειιεληθά. Αλ φκσο 

ζπλερίδνληαο δνθηκάζνπκε ζην ΔΓ ηφηε ην ηκήκα ηνπ θιεηδηνχ είλαη ην ΤΣ. Έηζη 

κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη κία ιέμε απφ ην θιεηδί είλαη ΜΤΣΗΚΟ, ΔΤΣΑΘΖ ή 

θάπνην παξάγσγφ ηνπο. πλερίδνληαο έηζη κπνξνχκε λα βξνχκε κία ιέμε απφ ην θιεηδί 

κφλν θαη κφλν επεηδή μέξνπκε φηη ζαλ αθνινπζία γξακκάησλ ζα ζρεκαηίδεη ιέμεηο κε 

λφεκα. 

Λέμε θιεηδί Μ Δ Γ Α Λ Α Μ Τ  Σ Η Κ Α 

Καλνληθφ θείκελν Γ Ο Κ Η Μ Δ  Κ Α Η Λ Α Θ 

Κξππηνγξαθηθφ θείκελν Ο Δ Μ Η Υ Δ Ζ Δ  Γ Σ Κ Θ 

 

 Ξεθηλήζακε κε ηε ιέμε ΚΑΗ. Πξνθαλψο ε πξφνδνο είλαη πνιχ κεγαιχηεξε αλ 

απνθαιπθζεί ε ζσζηή ζέζε κηαο κεγαιχηεξεο ιέμεο. Αλ θάπνηνο θιέςεη έλα ζηξαηησηηθφ 

κήλπκα αμίδεη λα δνθηκάζεη λα βξεη ηελ αθξηβή ζέζε ζρεηηθψλ ιέμεσλ φπσο γηα 

παξάδεηγκα ΔΦΟΓΟ, ΑΡΜΑ, ΔΠΗΘΔΖ θηι. Αλ, κάιηζηα, έρεη ζρεηηθή εκπεηξία ζηε 

δηαδηθαζία έρεη ζίγνπξα πνιιέο πηζαλφηεηεο λα ηα θαηαθέξεη.  

 Απηφ πνπ ζα κπνξνχζε ίζσο λα έρεη θαιπηέξα απνηειέζκαηα είλαη νη θξάζεηο-

θιεηδηά λα κελ έρνπλ λφεκα αιιά λα είλαη ηπραίεο αθνινπζίεο γξακκάησλ. Σφηε ν 

θξππηαλαιπηήο δε ζα κπνξεί λα αθνινπζήζεη ηε παξαπάλσ κέζνδν αθνχ θαη λα πεηχρεη ηε 

πξαγκαηηθή ζέζε θάπνησλ ιέμεσλ δε ζα ην αληηιεθζεί αλ ην θιεηδί πνπ ζρεκαηίδεηαη είλαη 

ηπραίεο αθνινπζίεο γξακκάησλ. Απηφ ζα είλαη κία πνιχ αζθαιή κέζνδνο. Έρεη φκσο θαη 

απηή έλα ζπνπδαίν κεηνλέθηεκα. Δλψ ζε φιεο ηηο πξνεγνχκελεο κεζφδνπο ηα θιεηδηά ήηαλ 

εχθνιν λα ζπκθσλεζνχλ θαη λα απνκλεκνλεπζνχλ απφ απηνχο πνπ επηθνηλσλνχλ, ηψξα 

δελ είλαη, αθνχ πξφθεηηαη γηα ηπραίεο αθνινπζίεο γξακκάησλ. Σφζν ν απνζηνιέαο φζν θαη 

ν παξαιήπηεο πξέπεη λα έρνπλ θάπνπ γξακκέλν ην θιεηδί γηα λα κπνξνχλ λα θσδηθνπνηνχλ 

ή λα απνθσδηθνπνηνχλ αληίζηνηρα ην κήλπκα. Αλ, φκσο, ην θιεηδί είλαη ζε έλα θνκκάηη 

ραξηί θαη πάληα ζηε θαηνρή φζσλ επηθνηλσλνχλ, ηφηε είλαη πνιχ εχθνιν λα θιαπεί. Όιε ε 

κπζηηθφηεηα ηεο αληαιιαγήο κελπκάησλ ζηεξίδεηαη ζε έλα ραξηί πνπ δελ είλαη δχζθνιν λα 

πέζεη ζηα ρέξηα θάπνηνπ ππνθινπέα.  

 Δπηπιένλ, αλ φλησο ζπκβεί απηφ ηφηε ζα κπνξεί λα ππνθιέπηεη ηα κελχκαηα γηα 

πάληα. Γελ ππάξρεη θαλέλαο ιφγνο λα απνθαιχςεη θάπνηνο φηη έρεη ζπάζεη θάπνην θψδηθα. 
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Σν λα θξαηήζεη κπζηηθή ηελ αλαθάιπςή ηνπ ζα ηνπ εμαζθαιίζεη ηελ απνθσδηθνπνίεζε 

φισλ ησλ επφκελσλ κελπκάησλ. Απηφ βέβαηα δε ζρεηίδεηαη ηφζν κε ηε ζπγθεθξηκέλε 

κέζνδν αιιά κε ηηο αξρέο ηεο Κξππηαλάιπζεο γεληθφηεξα. Ζ πξνζηαζία ησλ 

θξππηνγξάθσλ απέλαληη ζε απηφ ην ελδερφκελν είλαη ε ζπρλή αιιαγή θιεηδηψλ. Να 

ππάξρεη έλα δηαθνξεηηθφ θιεηδί γηα θάζε κέξα ίζσο. Κιεηδηά κηαο ρξήζεο ζα ιέγακε. ηηο 

πξνεγνχκελεο κεζφδνπο πνπ αλαιχζακε απηφ πξαγκαηνπνηείηαη ζρεηηθά εχθνια. ε απηή, 

φκσο, πνπ ηα θιεηδηά είλαη ηπραίεο αθνινπζίεο γξακκάησλ, δελ είλαη. Οη απνζηνιείο θαη νη 

παξαιήπηεο ζα έπξεπε λα έρνπλ ζηε θαηνρή ηνπο έλα νιφθιεξν ηφκν κε ζειίδεο πνπ έρνπλ 

θιεηδηά κηαο ρξήζεο. Αλ ζεσξήζακε φκσο επίθνβε ηε θαηνρή ελφο θεηκέλνπ κε ην θιεηδί, 

ηφηε είλαη ζαθέο φηη ε θαηνρή νινθιήξνπ ηφκνπ είλαη εληειψο επηζθαιήο. 

 

 ε) H κεραλή Enigma 

 

 Δίλαη αλακθηζβήηεην φηη ζηα ηέιε ηνπ δέθαηνπ έλαηνπ αηψλα ην πξνβάδηζκα ην 

είραλ νη θξππηαλαιπηέο έλαληη ησλ θξππηνγξάθσλ. ην κεηαμχ νη θπβεξλήζεηο είραλ 

αξρίζεη λα πείζνληαη γηα ηελ ζπνπδαηφηεηα ηεο Κξππηαλάιπζεο. Γηα ην ζθνπφ απηφ ζε 

πνιιέο επξσπατθέο πξσηεχνπζεο είραλ ζπζηαζεί ηα ιεγφκελα ‘καχξα δσκάηηα’ πνπ ήηαλ 

θέληξα απνθξππηνγξάθεζεο κελπκάησλ θαη ζπιινγήο πιεξνθνξηψλ. ηα καχξα δσκάηηα 

ππεξεηνχζαλ γισζζνιφγνη, θξππηαλαιπηέο θαη ζηελνγξάθνη γηα ηηο αληηγξαθέο ησλ 

κελπκάησλ. Σν πην δηάζεκν απφ απηά ήηαλ ην καχξν δσκάηην ηεο Βηέλλεο. Λεηηνπξγνχζε 

κε απζηεξφ σξνιφγην πξφγξακκα. Οη επηζηνιέο πνπ πξννξίδνληαλ γηα ηηο δηάθνξεο 

πξεζβείεο έθηαλαλ ζηηο  πκ. Οη ππάιιεινη έιησλαλ ηηο ζθξαγίδεο θαη έλαο γξακκαηέαο 

απνθάζηδε γηα ηε ζπνπδαηφηεηα ηνπ πεξηερφκελνπ δίλνληαο αλαιφγσο εληνιέο ζηνπο 

ζηελνγξάθνπο γηα ηελ αληηγξαθή. Μεξηθέο θνξέο κέρξη θαη ηέζζεξηο ζηελνγξάθνη 

ρξεζηκνπνηνχληαλ γηα ηελ αληηγξαθή ελφο θεηκέλνπ. Μεηά ηελ αληηγξαθή ηα γξάκκαηα 

έκπαηλαλ μαλά ζην θάθειφ ηνπο θαη επηζηξέθνληαλ ζην ηαρπδξνκείν ζηηο 9.30πκ νπφηε θαη 

μεθηλνχζε ε εζσηεξηθή δηαθίλεζε. Σα αληίγξαθα πξνσζνχληαλ ζηνπο θξππηαλαιπηέο πνπ 

εξγάδνληαλ ζε εηδηθά δσκάηηα έηνηκνη λα απνθξππηνγξαθήζνπλ ηα κελχκαηα. Οη 

απηνθξάηνξεο ηεο Απζηξίαο κε απηφ ηνλ ηξφπν, φρη κφλν είραλ πάληα φιεο ηηο θξίζηκεο 

πιεξνθνξίεο ζηα ρέξηα ηνπο αιιά, παξάιιεια, ηηο πνπινχζαλ θαη ζε άιιεο επξσπατθέο 

δπλάκεηο. Έρνληαο λα αληηκεησπίζνπλ κία ηφζν επαγγεικαηηθή νκάδα θξππηαλάιπζεο, νη 

θξππηνγξάθνη αληηθαηέζηεζαλ ζχληνκα ηηο κνλναιθαβεηηθέο αληηθαηαζηάζεηο θαη 

πηνζέηεζαλ ην θξππηφγξακκα Vigenere πνπ ήηαλ ζαθψο πην αζθαιέο αιιά φρη θαη άηξσην. 
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Ζ αλάγθε γηα πνηνηηθφηεξε θξππηνγξάθεζε είρε παξνπζηαζηεί. Δπηπιένλ, νη εθεπξέζεηο 

ηνπ ηειέγξαθνπ θαη ηνπ αζχξκαηνπ έθαλαλ αθφκα κεγαιχηεξε απηή ηελ αλάγθε. Απηέο νη 

ζπζθεπέο επέηξεπαλ επρέξεηα ζηελ επηθνηλσλία αιιά θαη επθνιία ζηελ ππνθινπή. Δηδηθά 

κε ηελ έλαξμε ηνπ πξψηνπ παγθνζκίνπ πνιέκνπ φιεο νη αληηκαρφκελεο πιεπξέο ήζειαλ λα 

εθκεηαιιεπηνχλ ηα πιενλεθηήκαηα πνπ παξέρεη ε αζχξκαηε επηθνηλσλία αιιά παξάιιεια 

θαη λα πξνζηαηεπηνχλ απφ ην κεγάιν ηεο κεηνλέθηεκα. Παξφια απηά, ζηηο αξρέο ηνπ 

εηθνζηνχ αηψλα, ε έιιεηςε κηαο λέαο, αζθαινχο κεζφδνπ θξππηνγξάθεζεο ήηαλ εκθαλήο. 

Ζ θσδηθνπνηεκέλε αληαιιαγή κελπκάησλ ρξεζηκνπνηήζεθε πάξα πνιχ θαηά ηε δηάξθεηα 

ηνπ πφιεκνπ αιιά ζε θακηά πεξίπησζε δε ραξαθηεξίζηεθε κε επηηπρία. Δίλαη πνιιά ηα 

παξαδείγκαηα θξππηνγξαθηθψλ απνηπρηψλ εθείλεο ηεο πεξηφδνπ.  

 Ο Γεξκαλφο εθεπξέηεο Arthur Scherbius εξγάζηεθε πάλσ ζηε θαηαζθεπή ελφο 

ζπζηήκαηνο θξππηνγξάθεζεο πνπ ζα εθκεηαιιεπφηαλ ηε λέα ηερλνινγία θαη ζα 

αληηθαζηζηνχζε ηηο παξσρεκέλεο κεζφδνπο ηεο κνλναιθαβεηηθήο θαη ηεο 

πνιπαιθαβεηηθήο αληηθαηάζηαζεο. Σν απνηέιεζκα ήηαλ κία θνξεηή θξππηνγξαθηθή 

κεραλή βάξνπο    πεξίπνπ θηιψλ θαη δηαζηάζεσλ          πεξίπνπ εθαηνζηψλ πνπ ηνπ 

εμαζθάιηζε ηελ πξψηε ηνπ επξεζηηερλία ην     . Ζ κεραλή απηή νλνκάζηεθε Enigma θαη 

απνηεινχηαλ απφ κία ζεηξά εμαξηεκάησλ πνπ θαηάιιεια ηνπνζεηεκέλα δεκηνπξγνχζαλ 

έλα πεξίπινθν ζχλνιν. Χζηφζν ε ιεηηνπξγία ηεο βαζηδφηαλ ζηηο ζεκειηψδεηο αξρέο ηεο 

κεηάζεζεο θαη αληηθαηάζηαζεο γξακκάησλ. Απνηεινχληαλ απφ ηξία θχξηα ζηνηρεία. Έλα 

πιεθηξνιφγην, πνπ επέηξεπε ηελ εηζαγσγή γξακκάησλ ζηνλ κεραληζκφ, κία αλαδηαηαθηηθή 

κνλάδα φπνπ αληηζηνηρνχζε θάζε γξάκκα ηνπ θαλνληθνχ κελχκαηνο ζε γξάκκα 

θξππηνγξαθηθνχ θεηκέλνπ θαη έλαλ πίλαθα απφ δηάθνξνπο ιακπηήξεο πνπ ππνδείθλπαλ ην 

γξάκκα ηνπ θξππηνγξαθηθνχ θεηκέλνπ. Ο απνζηνιέαο γηα λα θξππηνγξαθήζεη ην κήλπκά 

ηνπ, πιεθηξνινγνχζε έλα έλα ηα γξάκκαηα ηνπ θαλνληθνχ θεηκέλνπ. Απηά έζηειλαλ έλαλ 

ειεθηξηθφ παικφ, κέζσ ηεο αλαδηαηαθηηθήο κνλάδαο, ζηνλ πίλαθα φπνπ άλαβε ν 

ιακπηήξαο ππνδειψλνληαο ην αληίζηνηρν γξάκκα ηνπ θξππηνγξαθηθνχ θεηκέλνπ. Έπεηηα 

ζεκείσλε κία κία ηηο θσηεηλέο ελδείμεηο ηνπ πίλαθα θαη ηηο απέζηεηιε. Ο παξαιήπηεο πνπ 

είρε κία παλνκνηφηππε κεραλή Enigma, πιεθηξνινγνχζε ην θξππηνγξαθηθφ θείκελν 

γξάκκα – γξάκκα θαη ζηνλ πίλαθα ηεο δηθηάο ηνπ κεραλήο άλαβαλ νη ιακπηήξεο ησλ 

γξακκάησλ ηνπ θαλνληθνχ θεηκέλνπ. 

  Ζ αλαδηαηαθηηθή κνλάδα ήηαλ ην ζεκαληηθφηεξν ηκήκα ηεο κεραλήο. 

Απνηεινχληαλ απφ ηξία ζηξνθεία (πεξηζηξεθφκελα κέξε). Σν θάζε ζηξνθείν ήηαλ έλαο 

παρχο ιαζηηρέληνο δίζθνο πνπ είρε    ειεθηξηθέο επαθέο (φζα θαη ηα γξάκκαηα ηνπ 
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ιαηηληθνχ αιθάβεηνπ) ζηε κία ηνπ κεξηά θαη    ζηελ άιιε. ην εζσηεξηθφ ηνπ ππήξραλ 

θαιψδηα πνπ ζπλέδεαλ ηε θάζε επαθή ηεο κίαο κεξηάο κε κία επαθή απφ ηελ άιιε. Απηέο 

νη εζσηεξηθέο θαισδηψζεηο νπζηαζηηθά θαζφξηδαλ πσο ζα θξππηνγξαθεζεί ην θάζε 

γξάκκα. Μία απινπνηεκέλε εθδνρή κε πέληε γξάκκαηα θαίλεηαη ζην ζρήκα πνπ 

αθνινπζεί. 

 

 

 

 

 

      

 

 

 

 

 Παξαηεξνχκε φηη πιεθηξνινγψληαο ην Α αλάβεη ην Δ, δειαδή ην Α 

θξππηνγξαθείηαη ζαλ Δ, ην Β ζαλ Α, ην C ζαλ D θνθ. Σν κήλπκα CAB ζα θξππηνγξαθεζεί 

σο DEA. Μέρξη εδψ θαίλεηαη λα γίλεηαη κφλν κία απιή αληηθαηάζηαζε. Ζ επθπήο ηδέα ηνπ 

Scherbius, φκσο, ήηαλ ε πεξηζηξνθή. Μεηά απφ θάζε πιεθηξνιφγεζε ν δίζθνο 

πεξηζηξεθφηαλ θαηά ην έλα εηθνζηφ έθην, έηζη ψζηε λα κε δίλεη θάζε θνξά ην ίδην 

απνηέιεζκα. ην απινπνηεκέλν παξάδεηγκά καο, ην Β κέζσ ηεο επαθήο   δίλεη ην Α. Ζ 

δεχηεξε πιεθηξνιφγεζε φκσο έρεη σο απνηέιεζκα κία πεξηζηξνθή ηνπ ζηξνθείνπ θαηά ην 

έλα πέκπην (επεηδή εδψ έρνπκε κφλν πέληε γξάκκαηα) έηζη ψζηε ην Β αληηζηνηρεί πιένλ 

ζηελ επαθή 1 θαη έηζη δίλεη ην D. Αλ ν δίζθνο ήηαλ ζηαζεξφο ζα έδηλε θαη πάιη ην Α. Ζ 

πιεθηξνιφγεζε, ζην παξάδεηγκα, ηνπ Β πέληε θνξέο ζηε ζεηξά ζα έδηλε πέληε δηαθνξεηηθά 

γξάκκαηα. Έηζη θαη ε πιεθηξνιφγεζε ελφο γξάκκαηνο ζην ζηξνθείν ηνπ Enigma ζα έδηλε 

γηα    θνξέο δηαθνξεηηθφ απνηέιεζκα. Παξφια απηά ηελ εηθνζηή εβδφκε θνξά ζα έδηλε 

φηη έδσζε θαη ηε πξψηε. Γεκηνπξγείηαη δειαδή κία επαλάιεςε πνπ νδεγεί ζε 

θαλνληθφηεηα. Σηο θαλνληθφηεηεο φινη νη θξππηνγξάθνη ζέινπλ λα ηηο απνθεχγνπλ αθνχ 
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αλαδεηθλχνληαη ζε αδπλακίεο. Αλ κπεη φκσο θαη έλα δεχηεξν ζηξνθείν ζε ζεηξά κε ην 

πξψην ηφηε ηα πξάγκαηα αιιάδνπλ. Ζ πεξηζηξνθή ηνπ δεπηέξνπ κάιηζηα γίλεηαη θαηά κία 

ζέζε κφλν φηαλ ην πξψην ζηξνθείν νινθιεξψζεη κία πιήξε ζηξνθή. ην απινπνηεκέλν 

παξάδεηγκα κε δχν ζηξνθεία ησλ πέληε επαθψλ, κεηά απφ θάζε πιεθηξνιφγεζε ην πξψην 

ζηξνθείν γπξίδεη θαηά κία ζέζε ελψ ην δεχηεξν γπξίδεη κία ζέζε θάζε πέληε 

πιεθηξνινγήζεηο. Ζ ηδέα ήηαλ ζπνπδαία. Σα ζηξνθεία ηνπ παξαδείγκαηνο ζα έξρνληαλ 

ζηελ αξρηθή ηνπο ζέζε κεηά απφ    πιεθηξνινγήζεηο ελψ απηά κηαο κεραλήο κε ζηξνθεία 

   επαθψλ κεηά απφ         πιεθηξνινγήζεηο. Όια απηά κπνξνχζαλ λα γίλνπλ 

απηφκαηα κε κεγάιε απνηειεζκαηηθφηεηα θαη αθξίβεηα, ράξε ζηελ ηαρχηεηα ηνπ 

ειεθηξηζκνχ. ηε πξαγκαηηθφηεηα ην Enigma είρε ηξία ζηξνθεία πνπ ζεκαίλεη     

       πηζαλνί ζπλδπαζκνί ή αιιηψο        θξππηνγξαθηθά αιθάβεηα. ηε δηάηαμε ηεο 

κεραλήο ζην εζσηεξηθφ ηεο, ακέζσο κεηά ηα ηξία ζηξνθεία ππήξρε θαη έλαο αλαθιαζηήο. 

Ζ ιεηηνπξγία ηνπ αλαθιαζηή ήηαλ δηηηή. Αθελφο ήηαλ απηφο πνπ αλαθινχζε ηνλ 

ειεθηξηθφ παικφ αλαθπθιψλνληαο ηνλ θαη ζηέιλνληαο ηνλ πίζσ ζηνπο ιακπηήξεο κέζσ 

ησλ ίδησλ θαισδηψζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαλ ζην εζσηεξηθφ ησλ ζηξνθείσλ. Αθεηέξνπ 

ήηαλ ε βάζε ηνπ ζπζηήκαηνο απνθξππηνγξάθεζεο. Οπζηαζηηθά απηφο θξφληηδε έηζη ψζηε 

αλ κε θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο ζπλζήθεο (ζέζεηο ησλ ζηξνθείσλ) ην Α θξππηνγξαθνχληαλ 

σο D κε ηηο ίδηεο ζπλζήθεο αλ πιεθηξνινγνχζε ν απνθξππηνγξάθνο ην D λα έπαηξλε ην Α. 

Ζ κφλε πξνυπφζεζε γηα ην ζσζηφ ζπγρξνληζκφ ησλ δχν κεραλψλ Enigma πνπ απαηηνχληαη 

γηα ηελ αζθαιή κεηάδνζε κελπκάησλ ήηαλ νη κεραλέο λα έρνπλ ηηο ίδηεο αξρηθέο 

ξπζκίζεηο. Απηέο είλαη ζηε πεξίπησζή καο ην θιεηδί. Σν θιεηδί άιιαδε θάζε κέξα θαη ήηαλ 

γξακκέλν ζε έλα βηβιίν πνπ δελ έπξεπε πνηέ λα πέζεη ζηα ρέξηα ηνπ ερζξνχ. Αληίζεηα ε 

θαηνρή ηεο ίδηαο ηεο κεραλήο δελ ήηαλ ηφζεο δσηηθήο ζεκαζίαο. Αθφκα θη αλ ν 

ππνθινπέαο ηνπ θξππηνγξαθεκέλνπ κελχκαηνο έρεη κία κεραλή Enigma ζηα ρέξηα ηνπ, νη 

       πηζαλνί ζπλδπαζκνί είλαη αξθεηνί γηα λα παξέρνπλ αζθάιεηα. Θα δνθηκάζεη 

πιεθηξνινγψληαο έλα κηθξφ ηκήκα ηνπ θξππηνγξαθεκέλνπ θεηκέλνπ θαη αλ δε βγάδεη 

λφεκα ζα αιιάμεη ζεηξά ζηα ζηξνθεία θαη ζα ειέγμεη μαλά. Οη πηζαλνί ζπλδπαζκνί φκσο 

είλαη πνιινί. Αθφκα θη αλ δνθίκαδε έλαλ θάζε δχν ιεπηά θαη εξγαδφηαλ αζηακάηεηα ζα 

ρξεηαδφηαλ πεξίπνπ έλα κήλα γηα λα ειέγμεη φιεο ηηο ξπζκίζεηο. Δίλαη ζρεηηθά θαιφ επίπεδν 

αζθάιεηαο αιιά δελ είλαη αξθεηφ φηαλ πξφθεηηαη, γηα παξάδεηγκα, γηα ζηξαηησηηθέο 

επηρεηξήζεηο. Αλ ν ερζξφο είρε κία νκάδα    αηφκσλ λα δνθηκάδεη δηαθνξεηηθέο ξπζκίζεηο 

ζε ηξηάληα κεραλέο ζα απνθξππηνγξαθνχζε ην κήλπκα κέζα ζε κία κέξα. Υξεηαδφηαλ λα 

απμεζνχλ νη πηζαλνί ζπλδπαζκνί. Απηφ ζα κπνξνχζε λα γίλεη κε ηε πξνζζήθε ζηξνθείσλ 

φκσο απηφ ζα επηδξνχζε ζην κέγεζνο, ζην βάξνο θαη ζηε θνξεηφηεηα ηνπ Enigma. Αλη’ 
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απηνχ ν Scherbius πξφζζεζε δχν άιια ραξαθηεξηζηηθά. Έθαλε ηα ζηξνθεία θηλεηά θαη 

αληηθαηαζηάζηκα. Έηζη ν πξψηνο δίζθνο κπνξνχζε λα κπεη ζηε ζέζε ηνπ δεπηέξνπ, ν 

δεχηεξνο ζηε ζέζε ηνπ ηξίηνπ θαη ν ηξίηνο ζηε ζέζε ηνπ δεχηεξνπ ή κε νπνηνδήπνηε άιινλ 

απφ ηνπο έμη πηζαλνχο ζπλδπαζκνχο. Απηή ε επρέξεηα επεξεάδεη ηνλ αξηζκφ ησλ πηζαλψλ 

ζπλδπαζκψλ πνιιαπιαζηάδνληάο ηνλ θαηά  . Σν δεχηεξν ραξαθηεξηζηηθφ φκσο είρε πνιχ 

ζπνπδαηφηεξα απνηειέζκαηα. Αλάκεζα ζην πιεθηξνιφγην θαη ηελ αλαδηαηαθηηθή κνλάδα 

κε ηα ζηξνθεία πξνζηέζεθε έλαο πίλαθαο βπζκάησλ πνπ επέηξεπε ζηνλ ρεηξηζηή λα 

ελαιιάζζεη κέρξη έμη γξάκκαηα πξηλ κπνπλ ζηελ δηαδηθαζία ηεο αλαδηάηαμεο. Αλ, γηα 

παξάδεηγκα, ν ρεηξίζηεο ρξεζηκνπνηνχζε έλα θαιψδην γηα λα ζπλδέζεη ην Α κε ην Β 

ελαιιάζζνληάο ηα, ηφηε κε ηε πιεθηξνιφγεζε ηνπ Β ην ειεθηξηθφ ζήκα ζηε κεραλή ζα 

αθνινπζνχζε ηε πνξεία πνπ ζα είρε ην Α αλ δελ ππήξρε ε ζχλδεζή ηνπο. Απηή ε 

ιεηηνπξγία νπζηαζηηθά έθαλε ηε ρξήζε ηεο κεραλήο Enigma πξαγκαηηθά αζθαιή κέζνδν 

θξππηνγξάθεζεο. Ο πίλαθαο βπζκάησλ πξφζζεζε 
             

  
 

 

  
 =                 

πεξηζζφηεξεο επηινγέο γηα ηηο αξρηθέο ξπζκίζεηο πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ αξηζκφ ησλ ηξφπσλ 

κε ηνπο νπνίνπο κπνξνχλ λα ζπλδεζνχλ θαη λα ελαιιάζζνληαη αλά δχν ηα έμη απφ ηα 

είθνζη έμη γξάκκαηα. Οη πηζαλνί ζπλδπαζκνί πιένλ ήηαλ 

                                                     . Αλ ην θιεηδί, δειαδή νη 

αξρηθέο ξπζκίζεηο, παξέκελε θξπθφ ν ππνθινπέαο δελ είρε θακηά ειπίδα λα 

απνθξππηνγξαθήζεη ην κήλπκα θάλνληαο δνθηκέο.  

 Ο Scherbius ήηαλ έηνηκνο λα βάιεη ηε κεραλή ζηε γξακκή παξάγσγεο αιιά δελ 

έβξηζθε πειάηεο. Απεπζχλζεθε ηφζν ζε ζηξαηησηηθνχο φζν θαη ζε επηρεηξεκαηηθνχο 

θνξείο. Σειηθά, κεηά απφ θάπνηα ρξφληα αβεβαηφηεηαο, βξέζεθε αγνξαζηήο: ν γεξκαληθφο 

ζηξαηφο. Κάλνληαο κία απνηίκεζε γηα ηηο δεκηέο πνπ είρε πάζεη θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ 

πξψηνπ παγθνζκίνπ πνιέκνπ, ιφγσ δηαξξνήο πιεξνθνξηψλ, ε γεξκαληθή θπβέξλεζε 

απνθάζηζε λα επελδχζεη ζηελ αζθάιεηα πνπ παξείρε ην Enigma. Έηζη πάλσ απφ 30.000 

κεραλέο εθνδίαζαλ ρεξζαίεο, λαπηηθέο θαη αεξνπνξηθέο γεξκαληθέο δπλάκεηο. Οη Γεξκαλνί 

πιένλ δηέζεηαλ ηηο αζθαιέζηεξεο επηθνηλσλίεο ζην θφζκν. Αξγφηεξα πξφζζεζαλ ζηνλ 

εμνπιηζκφ ησλ ρεηξίζησλ πέληε αθφκα ζηξνθεία έηζη ψζηε λα γίλεηαη κία επηινγή ηξηψλ 

απφ ηα νθηψ πιένλ ζπλνιηθά. Οη ζπλνιηθέο επηινγέο ήηαλ   
  

    
      Δπηπιένλ, ηα 

θαιψδηα πνπ έθαλαλ ηελ ελαιιαγή αλάκεζα ζηα γξάκκαηα πξηλ εηζέιζνπλ ζηελ 

αλαδηαηαθηηθή κνλάδα απμήζεθαλ απφ   ζε   . Οη πηζαλνί ζπλδπαζκνί πιένλ ήηαλ 

            

   
 

 

   
                      Σειηθά ηα πηζαλά θιεηδηά ήηαλ 
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                                                                   Φαηλφηαλ 

απαξαβίαζην. 

 Οη Βξεηαλνί φκσο είραλ δηαθνξεηηθή άπνςε. Αξρηθά εθνδηαζηήθαλ κε κία 

κεραλή Enigma πνπ ζπλαξκνινγήζεθε κε βάζε πιεξνθνξίεο πνπ είραλ απφ θάπνην κέινο 

ηεο πνισληθήο αληίζηαζεο. Έπεηηα ηδξχζαλ έλαλ νιφθιεξν θξππηαλαιπηηθφ νξγαληζκφ 

εθνδηαζκέλν κε πνιππιεζέο πξνζσπηθφ. Μεηαμχ απηψλ ήηαλ θαη πνιινί καζεκαηηθνί ελψ 

ε παξνπζία πνπ μερψξηδε ήηαλ απηή ηνπ Alan Turing. Ο Turing ζχληνκα βξήθε θάπνηεο 

αδπλακίεο ηνπ Enigma αιιά θαη νιφθιεξεο ηεο δηαδηθαζίαο επηθνηλσλίαο, βαζηδφκελνο 

θπξίσο ζε θάπνηεο επαλαιακβαλφκελεο ιέμεηο ζηα απνζηειιφκελα κελχκαηα. Πεξηφξηζε 

ζεκαληηθά ηηο αλαγθαίεο δνθηκέο πνπ απαηηνχληαη γηα ηελ απνθάιπςε ησλ θιεηδηψλ αιιά 

φρη ζε βαζκφ πνπ ζα κπνξνχζαλ λα εθηειεζηνχλ απφ θάπνηνλ ή θάπνηνπο απφ ηνπο 

ζπλεξγάηεο ηνπ. Πνιχ γξήγνξα ζπλεηδεηνπνίεζε φηη ν κφλνο ηξφπνο λα ληθήζεη ην Enigma 

ζα ήηαλ λα θαηαζθεπάζεη ν ίδηνο κία ή πεξηζζφηεξεο κεραλέο πνπ ζα εθηεινχλ 

πξνζαλαηνιηζκέλεο δνθηκέο. Με απηφ ην ηξφπν θαη κε θάπνηεο άιιεο επθπείο ηδέεο θαη 

θαηαζθεπέο θαηάθεξε ηειηθά κε ηελ νκάδα ηνπ λα ‘ζπάζεη’ ην Enigma. Υηιηάδεο 

θξππηνγξαθεκέλα κελχκαηα θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ δεπηέξνπ παγθνζκίνπ πνιέκνπ 

ππνθιαπήθαλ θαη απνθξππηνγξαθήζεθαλ απφ ηνπο Άγγινπο. Σν γεγνλφο απηφ είρε 

θαζνξηζηηθή ζεκαζία γηα ηελ έθβαζε ηνπ πνιέκνπ. Όια απηά ηα γεγνλφηα, κάιηζηα, 

θξαηεζήθαλ θξπθά θαη απνθαιχθζεθαλ πνιιά ρξφληα κεηά ηελ εγθαηάιεηςε ηεο ρξήζεο 

ηνπ Enigma. Γηα άιιε κία θνξά ζηελ ηζηνξία, έλα, εθ πξψηεο φςεσο απφξζεην ζχζηεκα 

αζθαιείαο, παξαβηάζηεθε. 

 

ζη) Κξππηνγξάθεζε κε δεκόζην θιεηδί, νη κέζνδνη Γπιηνύ θαη RSA. 

 

 Ζ Κξππηαλάιπζε πάληα αθνινπζεί ηελ Κξππηνγξαθία. Απφ ηε ζηηγκή πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ κεραλέο γηα θξππηνγξάθεζε ήηαλ δεδνκέλν φηη ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ 

κεραλέο θαη γηα ηελ θξππηαλάιπζε. Ήδε, απφ ηελ επνρή ηνπ Turing ην κέιινλ είρε 

πξνδηαγξαθεί. H νκάδα ηνπ δελ θαηαζθεχαζε κεραλέο κφλν γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ 

Enigma, αιιά θαη γηα άιινπ είδνπο θψδηθεο. Με ην πέξαζκα ησλ ρξφλσλ θαη ηελ έιεπζε 

ησλ ππνινγηζηψλ δελ ήηαλ δχζθνιν λα πξνβιέςεη θαλείο ηε ζπλέρεηα. Οη θξππηνγξάθνη 

πιένλ έγξαθαλ πξνγξάκκαηα γηα ππνινγηζηέο πνπ θάλνπλ ηε θξππηνγξάθεζε θαη νη 

θξππηαλαιπηέο έγξαθαλ πξνγξάκκαηα γηα ππνινγηζηέο πνπ θάλνπλ ηελ θξππηαλάιπζε. Σν 
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κέζν άιιαμε νξηζηηθά. Ο ππνινγηζηήο έρεη ζαθψο πεξηζζφηεξεο δπλαηφηεηεο. Μπνξεί λα 

πξνγξακκαηηζηεί λα ιεηηνπξγεί φπσο κία κεραλή Enigma κε    ή     ή       εηθνληθά 

ζηξνθεία ρσξίο θακηά νπζηαζηηθή επίπησζε ζην θφζηνο ή ηε δπλαηφηεηα θαηαζθεπήο. 

Δπίζεο είλαη εκθαλψο πην γξήγνξνο. Γελ ππάξρεη πιένλ θαλέλαο ιφγνο ε θξππηνγξάθεζε 

λα γίλεηαη γξάκκα γξάκκα. Βέβαηα, φιε ε δηαδηθαζία πιένλ γίλεηαη ζηε γιψζζα ηνπ 

κέζνπ, πνπ ζεκαίλεη φηη ηα γξάκκαηα κεηαηξέπνληαη ζε αξηζκνχο ηνπ δπαδηθνχ 

ζπζηήκαηνο, θξππηνγξαθνχληαη θαη κεηαηξέπνληαη ζε γξάκκαηα πνπ εκθαλίδνληαη ζηελ 

νζφλε ηνπ ππνινγηζηή. Καηά ηα άιια φκσο, νη βαζηθέο αξρέο ηεο Κξππηνγξαθίαο δελ 

επεξεάζηεθαλ.  

 Οη πεξηζζφηεξνη θψδηθεο ήηαλ ζπλδπαζκνί κεηαζέζεσλ θαη αληηθαηαζηάζεσλ 

θαη ε κεγάιε ζεκαζία ηνπ θιεηδηνχ παξέκεηλε σο είρε. Με ηελ εμέιημε ηεο ηερλνινγίαο θαη 

ησλ επηθνηλσληψλ παξνπζηαζηήθαλ πνιιέο θαηλνχξηεο εθαξκνγέο αιιά θαη θαηλνχξηεο 

αλάγθεο. Αο ππνζέζνπκε φηη έλα θπβεξλεηηθφ ζηέιερνο, έλαο ηξαπεδηθφο ππάιιεινο ή έλαο 

ζηξαηησηηθφο ζέιεη λα ζηείιεη έλα παθέην εκπηζηεπηηθψλ δεδνκέλσλ ζε θάπνην ζπλάδειθφ 

ηνπ. Δίλαη ζαθέο φηη ηα δεδνκέλα πξέπεη λα είλαη θξππηνγξαθεκέλα θαηά ηε κεηαθνξά 

ηνπο. Ο απνζηνιέαο ζα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζεη έλα πξφγξακκα θξππηνγξάθεζεο ζηνλ 

ππνινγηζηή ηνπ θαη ν παξαιήπηεο ην ίδην γηα ηελ απνθξππηνγξάθεζε ζηνλ δηθφ ηνπ 

ππνινγηζηή. Καη πάιη φκσο ππεηζέξρεηαη ν θαζνξηζηηθφο παξάγνληαο ηνπ θιεηδηνχ. Πσο ζα 

δηαλεκεζεί ην θιεηδί; Αλ απνξξίςνπκε ηελ ππαγφξεπζή ηνπ ηειεθσληθά σο κε αζθαιή 

ηφηε ην θιεηδί πξέπεη λα θηάζεη ζηνλ παξαιήπηε κε θπζηθφ ηξφπν. Απηφ φκσο είλαη 

πξνβιεκαηηθφ. Ο απνζηνιέαο πξέπεη λα ζηείιεη θιεηδί ζε θάζε έλαλ απφ ηνπο παξαιήπηεο 

ησλ κελπκάησλ ηνπ. Σν θιεηδί κάιηζηα πξέπεη λα είλαη δηαθνξεηηθφ γηα ηνλ θαζέλα αλ 

επηζπκνχκε λα κελ δηαβάζεη ν έλαο παξαιήπηεο ηα κελχκαηα πνπ πξννξίδνληαη γηα ηνλ 

άιιν, φπσο, γηα παξάδεηγκα, ζπκβαίλεη κε ηνπο πειάηεο κηαο ηξάπεδαο. Άξα, ρξεηάδεηαη 

κία κεγάιε πνζφηεηα θιεηδηψλ. Αλ κάιηζηα ζπλππνινγίζνπκε φηη ηα θιεηδηά πξέπεη λα 

αιιάδνπλ πνιχ ζπρλά ηφηε ην ζχζηεκα γίλεηαη πξνβιεκαηηθφ. Σν πιήζνο ησλ θιεηδηψλ 

είλαη έλαο θξίζηκνο παξάγνληαο πνπ επεξεάδεη ηελ αζθάιεηα ελφο θξππηνγξαθήκαηνο. Σν 

πξφβιεκα ηεο δηαλνκήο ησλ θιεηδηψλ ήξζε πνιχ γξήγνξα ζην επίθεληξν. Σν πξφβιεκα 

απηφ, βέβαηα, θάζε άιιν παξά θαηλνχξην ήηαλ, αιιά ηα ηειεπηαία ρξφληα ε αλάγθε γηα 

επίιπζή ηνπ έγηλε ζρεδφλ επηηαθηηθή.  

 Ζ πξψηε επαλαζηαηηθή ζθέςε έγηλε ζην παλεπηζηήκην ηνπ Stanford απφ ηνπο 

Ralph Merkle θαη Martin Hellman. Οη πξνζπάζεηέο ηνπο επηθεληξσζήθαλ ζε κία πνιχ 

θηιφδνμε γηα ηελ επνρή ηδέα. Να βξνπλ έλα ζεσξεηηθφ ηξφπν λα αληαιιάμνπλ δχν άηνκα 
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έλα θξππηνγξαθεκέλν κήλπκα ρσξίο λα έρνπλ πξνεγνπκέλσο ζπκθσλήζεη γηα ην θιεηδί. 

ε γεληθέο γξακκέο ε ηδέα είλαη ε αθφινπζε. 

 Απνζηνιέαο θαη παξαιήπηεο επηιέγνπλ απφ έλα κπζηηθφ θπζηθφ αξηζκφ   θαη 

  αληίζηνηρα θαη ηξνθνδνηνχλ κε απηφλ ηελ ζπλάξηεζε        φπνπ     είλαη 

ζπκθσλεκέλνη αξηζκνί κεηαμχ ηνπο, φρη φκσο θαη’ αλάγθε κπζηηθνί. Ο απνζηνιέαο 

παίξλεη ζαλ απνηέιεζκα ην           θαη ν παξαιήπηεο ην          . 

Αληαιιάζζνπλ ηα απνηειέζκαηα θαη θαηφπηλ εθηεινχλ ηε πξάμε        θαη        

αληίζηνηρα. Σν απνηέιεζκα είλαη ην ίδην θαη απηφ είλαη ην θνηλφ ηνπο θιεηδί. Αθφκα θαη αλ 

θάπνηνο ππνθιέςεη ηνπο     αλ δε γλσξίδεη ηνπο     αληίζηνηρα δε κπνξεί λα βξεη ηνλ 

αξηζκφ- θιεηδί. Έηζη ε κέζνδνο είλαη δηαζθαιηζκέλε απφ πηζαλή ππνθινπή θαη ε κάζηηγα 

φισλ ησλ θξππηνγξαθηθψλ κεζφδσλ, ε δηαλνκή ησλ θιεηδηψλ, είρε ληθεζεί. Γηα ηε 

ηεθκεξίσζε ηεο κεζφδνπ άπια λα αλαθέξνπκε φηη  

   (      )
 
                              

 Παξφια απηά ππήξρε έλα ζεκαληηθφ πξφβιεκα. Γηα λα ιεηηνπξγήζεη ζηε πξάμε 

απηή ε κέζνδνο πξέπεη ν απνζηνιέαο θαη ν παξαιήπηεο λα πεξηκέλνπλ ν έλαο ηνλ άιιν γηα 

λα πξνρσξήζνπλ ηα ζηάδηα ηεο δηαδηθαζίαο. Γε κπνξεί ν απνζηνιέαο λα ππνινγίζεη ην 

θιεηδί πξηλ ηνπ δψζεη έλα ζηνηρείν ν παξαιήπηεο θαη αληίζηξνθα. Οη δπν ηνπο πξέπεη λα 

εξγάδνληαη ηαπηφρξνλα. Ζ κέζνδνο δε πξνζθέξεηαη γηα αζχγρξνλε επηθνηλσλία θαη απηφ 

είλαη κεγάιν κεηνλέθηεκα. Αλ νη Merkle θαη Ζellman ηα θαηάθεξλαλ ζην λα 

αληηκεησπίζνπλ απηφ ην κεηνλέθηεκα ηφηε ζα είρακε κία θαηλνχξηα πξννπηηθή ζηελ 

θξππηνγξάθεζε. Σα θαηάθεξαλ ην      αιιάδνληαο γηα πάληα ηα δεδνκέλα ηεο 

Κξππηνγξαθίαο. Ζ βαζηθή ηδέα πάλσ ζηελ νπνία βαζίζηεθαλ είλαη ην θνηλνπνηεκέλν ή 

δεκφζην θιεηδί. Ο παξαιήπηεο θνηλνπνηεί ζηνλ απνζηνιέα ή ζηνπο απνζηνιείο κία ζεηξά 

απφ αξηζκνχο, ην θιεηδί. Με ρξήζε απηψλ ησλ αξηζκψλ θαη κε θάπνηα ηππνπνηεκέλε 

δηαδηθαζία, ν απνζηνιέαο θσδηθνπνηεί ην κήλπκά ηνπ θαη ην απνζηέιιεη. Ο παξαιήπηεο 

ιακβάλεη ην θσδηθνπνηεκέλν κήλπκα θαη γλσξίδνληαο, κφλν εθείλνο, θάπνηνλ κπζηηθφ 

αξηζκφ θάλεη ηελ απνθσδηθνπνίεζε. Γελ ππάξρεη θαλέλα πξφβιεκα αλ νη αξηζκνί πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηε θσδηθνπνίεζε πέζνπλ ζε ιάζνο ρέξηα. Οη αξηζκνί απηνί είλαη 

ρξήζηκνη κφλν γηα ηε θσδηθνπνίεζε ελψ δελ πξνδίδνπλ ζε θακηά πεξίπησζε ηνλ κπζηηθφ 

αξηζκφ πνπ απαηηείηαη γηα ηελ απνθσδηθνπνίεζε. Ο παξαιήπηεο άθνβα δεκνζηνπνηεί ην 

θιεηδί. Ζ πξψηε νινθιεξσκέλε κέζνδνο πνπ παξνπζηάζηεθε απφ ηνπο Merkle θαη 

Hellman ήηαλ ε κέζνδνο ηνπ Γπιηνχ. 
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 Να ζεκεηψζνπκε φηη ε κέζνδνο ηνπ Γπιηνχ (The Knapsack Method) έρεη 

ζρεδηαζηεί ψζηε λα απνζηέιινληαη κελχκαηα ζε γιψζζα ππνινγηζηή, δειαδή αξηζκνχο 

ηνπ δπαδηθνχ ζπζηήκαηνο. Κάζε γξάκκα θαη επνκέλσο θάζε θείκελν κπνξεί λα κεηαηξαπεί 

κνλνζήκαληα ζε κία αθνινπζία ςεθίσλ ηνπ δπαδηθνχ ζπζηήκαηνο. Ξεθηλάκε κε κία 

αθνινπζία αξηζκψλ    φπνπ θάζε αξηζκφο είλαη κεγαιχηεξνο απφ ην άζξνηζκα ησλ 

πξνεγνχκελψλ ηνπ. Γηα παξάδεηγκα, κπνξνχκε λα επηιέμνπκε ηνπο          , 

    ,      ,      ,      . ηε ζπλέρεηα επηιέγνπκε έλαλ αξηζκφ m ηέηνηνλ 

ψζηε       θαη έλα δεπγάξη ζεηηθψλ αθέξαησλ     ηέηνηνπο ψζηε           κε 

ηνπο     κηθξφηεξνπο ηνπ m. Αλ επηιέμνπκε, γηα παξάδεηγκα, γηα   ηνλ     θαη γηα   ηνλ 

   ηφηε ν   πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ εμίζσζε           ή             θαη 

είλαη ιχζε ηεο δηνθαληηθήο εμίζσζεο            φπνπ r αθέξαηνο. Απφ ηνλ 

Δπθιείδεην Αιγφξηζκν έρνπκε 

            

          

         

        

Άξα, πεγαίλνληαο αληίζηξνθα,                            

                                                    . 

Δπνκέλσο ν αθέξαηνο   πνπ αλαδεηάκε είλαη ν   . Οξίδνπκε ηψξα κία αθνινπζία 

αθέξαησλ    φπνπ νη φξνη ηεο είλαη ηα ειάρηζηα κε αξλεηηθά ππφινηπα ησλ          

Έρνπκε 

                    ,                  ,                    , 

                   ,                      θαη        

             .  

Απηνί νη αξηζκνί είλαη νπζηαζηηθά ην δεκφζην θιεηδί. Δίλαη απηνί πνπ ν παξαιήπηεο ζα 

θνηλνπνηήζεη ζε φπνηνλ ζέιεη λα ηνπ απνζηείιεη κήλπκα ελψ νη αξηζκνί   θαη   είλαη νη 

κπζηηθνί πνπ δελ ζα θνηλνπνηεζνχλ θαη ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηελ απνθσδηθνπνίεζε. Ο 

απνζηνιέαο απφ ηε κεξηά ηνπ, αξρηθά ηεκαρίδεη ην κήλπκά ηνπ ζε ηκήκαηα κήθνπο   φπνπ 

  είλαη ην πιήζνο ησλ αξηζκψλ ηεο αθνινπζίαο-θιεηδί. ηελ πεξίπησζή καο είλαη  . Αλ 
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          είλαη έλα ηέηνην ηκήκα ηφηε έρνληαο ζηε θαηνρή ηνπ ηελ αθνινπζία           

απνζηέιιεη κφλν ηνλ εμήο αξηζκφ 

                  

Αλ ππνζέζνπκε φηη έλα ηκήκα ηνπ κελχκαηνο είλαη ην       , ηφηε απνζηέιιεη ηνλ 

                                     . Δάλ θάπνηνο πνπ 

γλσξίδεη ηνπο           ππνθιέςεη ηνλ αξηζκφ    , δε κπνξεί λα ζπλάγεη ην αξρηθφ 

κήλπκα γηαηί δελ κπνξεί λα ππνινγίζεη πνηνη είλαη απηνί νη αξηζκνί πνπ πξνζηηζέκελνη καο 

δίλνπλ ηνλ    . ηελ πξαγκαηηθφηεηα ην θιεηδί έρεη πνιχ πεξηζζφηεξνπο απφ   αξηζκνχο 

θαη ην κήλπκα απνηειείηαη απφ πνιιά ηέηνηα αζξνίζκαηα.  

Ο παξαιήπηεο πνπ είλαη ν κφλνο πνπ γλσξίδεη ηνλ αξηζκφ   ιακβάλνληαο ην    ηνπο 

πνιιαπιαζηάδεη θαη εξγάδεηαη ζε ηζνηηκία      . ην παξάδεηγκά καο έρνπκε 

                  ή                            άξα 

                                 φκσο          άξα  

                         

Άξα ν παξαιήπηεο πνιιαπιαζηάδεη ην   κε ην   θαη εξγάδεηαη κε ηζνηηκίεο       γηα λα 

θηάζεη ζε κία απιή εμίζσζε. ηελ πεξίπησζή καο 

                                           

Αιιά                      άξα                              . 

Σν κφλν πνπ πξέπεη πιένλ λα θάλεη είλαη λα ιχζεη απηή ηελ εμίζσζε. Μπνξεί ζηε γεληθή 

ηεο κνξθή λα είλαη δχζθνιε αιιά δεδνκέλνπ φηη    ϵ {0,1} θαη φηη θάζε    είλαη 

κηθξφηεξνο απφ ην άζξνηζκα ησλ πξνεγνχκελψλ ηνπ γίλεηαη εχθνιν. Πξέπεη λα βξνχκε 

πνηνο ζπλδπαζκφο ησλ                έρεη άζξνηζκα   . Γελ επηιεγνχκε ηνπο        

αθνχ είλαη κεγαιχηεξνη ηνπ   , επηιεγνχκε φκσο ηνλ 17 θαη έηζη κέλνπλ   . Δξγαδφκελνη 

κε ηνλ    θαη ηνπο ελαπνκείλαληεο επηιεγνχκε ηνλ   νπφηε κέλνπλ   άξα επηιεγνχκε θαη 

ηνλ   θαη έρνπκε ηε ιχζε. Δίλαη νη      θαη  . Γειαδή                        

           επνκέλσο ην αξρηθφ κήλπκα ήηαλ ην       . 

 Ζ κέζνδνο ηνπ Γπιηνχ εθηφο απφ πξσηνπφξνο ζην είδνο ηεο ζεσξήζεθε θαη 

ηδηαίηεξα αζθαιήο. Μέζα ζε κία πεληαεηία, φκσο, απφ ηελ επηλφεζή ηεο ν Adi Shamir 

αλαθάιπςε θαη δεκνζηνπνίεζε κία απνηειεζκαηηθή κέζνδν θξππηαλάιπζεο. Σν γεγνλφο 
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απηφ δελ είρε δξακαηηθέο επηπηψζεηο γηαηί ήδε είρε αξρίζεη λα ρξεζηκνπνηείηαη κία άιιε 

κέζνδνο θξππηνγξάθεζεο, κεηαγελέζηεξε απηήο ηνπ Γπιηνχ αιιά θαηά πνιχ αζθαιέζηεξε 

θαη νηθνλνκηθφηεξε απφ πιεπξάο πνιππινθφηεηαο. 

  Ζ κέζνδνο RSA πήξε ην φλνκά ηεο απφ ηνλ Shamir, ηνλ Ron Rivest θαη ηνλ 

Leonard Adelman πνπ ηελ επηλφεζαλ ην      ζην Massachusetts Institute of Technology. 

Οη ηξεηο επηζηήκνλεο βαζίζηεθαλ ζηε Θεσξία Αξηζκψλ θαη ρξεζηκνπνίεζαλ έλα απφ ηα 

πξνβιήκαηα ησλ Μαζεκαηηθψλ ζαλ φπιν ηεο κεζφδνπ ηνπο. Σελ παξαγνληνπνίεζε ζε 

γηλφκελν πξψησλ. Δίλαη πνιχ εχθνιν λα δηαπηζηψζεη θαλείο φηη νη αξηζκνί     θαη     

είλαη πξψηνη. Αλ φκσο δνζεί ην γηλφκελν        είλαη πνιχ δχζθνιν λα γξαθεί σο 

       . Απηή είλαη θάξδηα ηεο κεζφδνπ RSA. Σν κπζηηθφ ηνπ παξαιήπηε είλαη ν 

ηξφπνο πνπ παξαγνληνπνηείηαη θάπνηνο επηιεγκέλνο κεγάινο αξηζκφο. 

 Θα απνδείμνπκε πξψηα ηε πξφηαζε πάλσ ζηελ νπνία βαζίδεηαη ε κέζνδνο RSA. 

Πξφηαζε 

Αλ     δηαθεθξηκέλνη πξψηνη θαη                  ,  

ηφηε              

Απφδεημε 

Αθνχ                  , ππάξρεη k ηέηνηνο ψζηε        

          άξα                                   . Απηφ πνπ πξέπεη 

λα δείμνπκε είλαη φηη                      . Τπάξρνπλ ηξεηο πεξηπηψζεηο. 

α) Αλ ν   δηαηξείηαη θαη απφ ην   θαη απφ ην   ηφηε πξνθαλψο ηζρχεη. 

β) Ο   δηαηξείηαη κε έλαλ κφλν απφ ηνπο      Έζησ φηη δηαηξείηαη απφ ην   αιιά 

φρη απφ ην  . Απφ ην ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ Fermat έρνπκε φηη              

       θαη πνιιαπιαζηάδνληαο κε   παίξλνπκε                      . 

Όκσο ην   είλαη πνιιαπιάζην ηνπ   άξα      γηα θάπνηνλ αθέξαην  . 

Πνιιαπιαζηάδνληαο ηψξα κε   έρνπκε  

                        ή                       δειαδή ην 

δεηνχκελν. 
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γ) Ο   δε δηαηξείηαη νχηε απφ ην   νχηε απφ ην  . Απφ ην ‘κηθξφ’ Θεψξεκα ηνπ 

Fermat έρνπκε                     θαη επίζεο                     

αθνχ θαη ν   είλαη πξψηνο. Απφ απηέο ηηο δχν ζρέζεηο ζπλάγεηαη φηη ην 

               είλαη πνιιαπιάζην ηφζν ηνπ   φζν θαη ηνπ   θαη αθνχ είλαη 

δηαθεθξηκέλνη πξψηνη ζα είλαη θαη ηνπ γηλφκελνχ ηνπο. Γειαδή              

        , θη έηζη πνιιαπιαζηάδνληαο κε  ,                   

       ή                      . 

 Ο παξαιήπηεο επηιέγεη δχν κεγάινπο πξψηνπο αξηζκνχο ηνπο     θαη έλα 

αξηζκφ   ν νπνίoο είλαη ζρεηηθά πξψηνο κε ην γηλφκελν           . Oη αξηζκνί πνπ 

θνηλνπνηεί είλαη νη    θαη έλαο ζεηηθφο αξηζκφο   ηέηνηνο ψζηε                

  . Παξφια απηά νη     παξακέλνπλ κπζηηθνί ζην θνηλφ. Όπνηνο ζέιεη λα ζηείιεη θάπνην 

κήλπκα ζε απηφλ ηνλ παξαιήπηε πξέπεη αξρηθά λα κεηαηξέςεη ην θείκελφ ηνπ ζηνλ αξηζκφ 

  θαη κεηά λα δηαβηβάζεη ηνλ          . Oη αξηζκνί   θαη   πξέπεη λα είλαη ζεηηθνί 

θαη κηθξφηεξνη απφ ηνλ   . Ο παξαιήπηεο κφιηο πάξεη ην κήλπκα ζα ππνινγίζεη ην 

       . Απηφο ζα είλαη ν  . 

Παξάδεηγκα  

Αο ππνζέζνπκε φηη θάπνηνο ζέιεη λα ιάβεη έλα θξππηνγξαθεκέλν κήλπκα κε ηε κέζνδν 

RSA. Έζησ φηη έρεη επηιέμεη     ,      θαη     . Σφηε έρνπκε            

    θαη ν    είλαη πξψηνο πξνο ην    . Ο αξηζκφο   δίλεηαη απφ ηε ζρέζε    

               ή            . Με ηνλ αιγφξηζκν ηνπ Δπθιείδε κπνξεί λα 

ππνινγηζηεί ν ειάρηζηνο   πνπ ηθαλνπνηεί απηήλ ηελ ζρέζε. Έρνπκε     . Ο 

παξαιήπηεο δίλεη ζηνλ απνζηνιέα ηνπο αξηζκνχο        θαη     . Αλ ππνζέζνπκε 

φηη ν απνζηνιέαο ζέιεη λα ζηείιεη ην κήλπκα CODE, ηφηε πξψηα ζα θσδηθνπνηήζεη ηα 

γξάκκαηα ζχκθσλα κε ηνλ παξαθάησ πίλαθα. 

A B C D E F G H I J K L M 

 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 

 

              N O P Q R S T U V W X Y Z ΚΔΝΟ 

14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 00 

 

Άξα ην κήλπκα πξνο απνζηνιή είλαη ην            . Έπεηηα πξέπεη λα ππνινγίζεη ηνπο 

αξηζκνχο          ,           ,                     . Δίλαη αληίζηνηρα νη 
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           θαη    . Ο απνζηνιέαο ηνπο δηαβηβάδεη. Ο παξαιήπηεο ηνπο παξαιακβάλεη 

θαη θάλεη ηνπο ππνινγηζκνχο            ,                            

                   Δίλαη νη αξηζκνί          πνπ θπζηθά αληηζηνηρνχλ ζηα C, O, D, E. 

Να ζεκεηψζνπκε φηη ν απνζηνιέαο έρεη ηε δπλαηφηεηα λα κελ ηεκαρίζεη ην κήλπκά ηνπ ζε 

γξάκκαηα πνπ αληηζηνηρνχλ ζε κεκνλσκέλνπο αξηζκνχο αιιά λα ζηείιεη έλαλ αξηζκφ γηα 

φιν ηνπ ην κήλπκα. ηε πεξίπησζή καο, ην CODE ζα αληηζηνηρνχζε ζην          θαη 

απηφο ζα ήηαλ ν αξηζκφο πνπ ζα έβξηζθε ν παξαιήπηεο κεηά ηελ απνθξππηνγξάθεζε.  

  Ζ αζθάιεηα ηεο κεζφδνπ έγθεηηαη ζηελ δπζθνιία ηεο παξαγνληνπνίεζεο ηνπ   . 

Αλ θάπνηνο ζέιεη λα απνθξππηνγξαθήζεη ην κήλπκα ζην παξάδεηγκα παξαπάλσ πξέπεη λα 

παξαγνληνπνηήζεη ην    . Αλ ην θάλεη,            ζα έρεη      θαη     . Σφηε 

       θαη       . Γλσξίδνληαο επίζεο ηνλ αξηζκφ     , πνπ έρεη 

θνηλνπνηεζεί απφ ηνλ παξαιήπηε, κπνξεί λα βξεη ηνλ κπζηηθφ εθζέηε   εθαξκφδνληαο ηελ 

ζρέζε                   ή            . Απηή ε εμίζσζε ιχλεηαη εχθνια 

κε ηε βνήζεηα ηνπ Δπθιείδεηνπ Αιγφξηζκνπ θαη δίλεη, θπζηθά,     , ηνλ κπζηηθφ 

αξηζκφ. ηελ πξαγκαηηθφηεηα βέβαηα είλαη εμαηξεηηθά απίζαλν λα βξεη θαλείο πσο 

παξαγνληνπνηείηαη ν αξηζκφο   . Οη αξηζκνί     πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ είραλ πάλσ απφ 

   ςεθία ηε ζηηγκή πνπ παξνπζηάζηεθε ε κέζνδνο. Δίλαη πνιχ δχζθνιν αθφκα θαη ζε 

ππνινγηζηέο λα θάλνπλ ηηο δνθηκέο πνπ απαηηνχληαη ζε ινγηθφ ρξφλν. Όηαλ νη Rivest, 

Shamir θαη Adleman παξνπζίαζαλ ηε κέζνδν, έδσζαλ ζηε δεκνζηφηεηα κία 

θξππηνγξαθεκέλε θξάζε θαη ηνπο αξηζκνχο 

                                                                         

                                                              
 
 

θαη       . Ζ θξππηνγξαθεκέλε θξάζε ήηαλ ε 

                                                                 

                                                                 

Μάιηζηα, αλαθνίλσζαλ θαη έλα ζπκβνιηθφ ρξεκαηηθφ έπαζιν ζε φπνηνλ θαηάθεξλε λα ην 

απνθξππηνγξαθήζεη. Ο επίδνμνο θξππηαλαιπηήο είρε έλα εμαηξεηηθά θαηαλνεηφ αιιά θαη 

εμαηξεηηθά δχζθνιν έξγν. Να παξαγνληνπνηήζεη ηνλ    έλαλ αξηζκφ     ςεθίσλ. Σν 

πξφβιεκα ιχζεθε κεηά απφ    ρξφληα, ην     . Οη αξηζκνί ήηαλ ν 64ςήθηνο  
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θαη ν   ςήθηνο  

                                                                     

 

H θξάζε ήηαλ ε ‘The Magic Words are Squeamish Ossifrage’. Οη ππνινγηζκνί ήηαλ 

εμαηξεηηθά νγθψδεηο θαη ζπλεξγάζηεθαλ     εζεινληέο ζε      ζηαζκνχο εξγαζίαο πνπ 

επηθνηλσλνχζαλ κεηαμχ ηνπο κέζσ ηνπ δηαδηθηχνπ γηα     κέξεο. Σν φηη ρξεηάζηεθαλ    

ρξφληα είλαη κία έκκεζε επηβεβαίσζε ηεο αζθάιεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. Παξακέλεη φκσο 

πεηζηηθή. Οη ππνινγηζηέο είλαη ζαθψο ηθαλφηεξνη ηψξα αιιά θαη νη αξηζκνί     πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη είλαη πνιχ κεγαιχηεξνη. Οη αξηζκνί πνπ πξνθχπηνπλ απφ ην 

πνιιαπιαζηαζκφ δχν πξψησλ (αλαθέξνληαη θαη σο εκηπξψηνη) είλαη απηνί αθξηβψο πνπ 

ρξεηάδεηαη ε κέζνδνο θαη γηα απηφ ην ιφγν παξνπζηάδνπλ κεγάιν ελδηαθέξνλ. Ο 

   ςήθηνο αξηζκφο πνπ παξαγνληνπνηήζεθε έρεη ην φλνκα RSA     θαη είλαη έλαο απφ 

ηνπο ηεξάζηηνπο αξηζκνχο πνπ είραλ δνζεί ζηε δεκνζηφηεηα πξνθαιψληαο ηνπο εξεπλεηέο 

λα ηνπο παξαγνληνπνηήζνπλ. Θα ιέγακε φηη νη αξηζκνί απηνί είραλ πξνβιεζεί γηα λα 

αμηνινγεζεί ε πξφνδνο ζηελ παξαγνληνπνίεζε θαη ζπλεπψο ε αμηνπηζηία ηεο κεζφδνπ. Ο 

κεγαιχηεξνο απφ απηνχο ήηαλ ν RSA      έλαο αξηζκφο-γίγαληαο      ςεθίσλ.  

   

 

2.Αιγεβξηθή Θεσξία Κσδίθσλ 

 

α) Δηζαγσγή 

 

 Όινη ρξεζηκνπνηνχκε θψδηθεο ζηε θαζεκεξηλή καο δσή. Ο πην ζπρλά 

ρξεζηκνπνηεκέλνο απφ απηνχο είλαη ε γιψζζα. Ζ επηζπκία γηα πξνθνξηθή ή γξαπηή 

έθθξαζε θσδηθνπνηείηαη ζε κία αθνινπζία ιέμεσλ. Οη ιέμεηο θαηαζθεπάδνληαη κε ηε 

βνήζεηα ελφο αιθάβεηνπ κε βάζε ην νπνίν κπνξνχκε λα θαηαζθεπάζνπκε άπεηξεο ιέμεηο, 

αιιά κφλν ιίγεο απφ απηέο έρνπλ πξαγκαηηθφ λφεκα κε βάζε ηνπο νξζνγξαθηθνχο, 

ζπληαθηηθνχο θαη γξακκαηηθνχο θαλφλεο θάζε γιψζζαο. Σν κήλπκα πνπ απνηειείηαη απφ 

θσδηθνπνηεκέλεο ιέμεηο κεηαδίδεηαη απφ ηνλ απνζηνιέα ζηνλ παξαιήπηε θαη απηφο θάλεη 

ηελ απνθσδηθνπνίεζε. Σν κέγεζνο ηνπ κελχκαηνο ζρεηίδεηαη κε ηε πνηφηεηα αιιά θαη κε 

ην ηξφπν κεηάδνζεο. Ζ έλλνηα ηεο νηθνλνκίαο θαηά ηε κεηάδνζε ππεηζέξρεηαη ζε απηφ ην 

ζηάδην επίζεο. Καηά ηε κεηάδνζε, είλαη πηζαλφ ην κήλπκα λα αιινησζεί νπφηε ν 
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παξαιήπηεο ίζσο ρξεηαζηεί λα θάλεη θάπνηεο εηθαζίεο γηα ην πεξηερφκελν ηνπ κελχκαηνο. 

Όια ηα παξαπάλσ δίλνπλ ζε αδξέο γξακκέο ηηο βαζηθέο αξρέο ελφο θψδηθα επηθνηλσλίαο. 

 ηελ Αιγεβξηθή Θεσξία Κσδίθσλ έλα κε θελφ ηπραίν πεπεξαζκέλν ζχλνιν 

νλνκάδεηαη αιθάβεην. Σα ζηνηρεία ηνπ νλνκάδνληαη γξάκκαηα ή ραξαθηήξεο ελψ κία 

πεπεξαζκέλε αθνινπζία ραξαθηήξσλ νλνκάδεηαη ζηνηρεηνζεηξά ή ιέμε. Σν ζχλνιν φισλ 

ησλ ιέμεσλ πνπ κπνξνχκε λα ζρεκαηίζνπκε απφ έλα νπνηνδήπνηε αιθάβεην είλαη άπεηξν. 

Κάζε κε θελφ ππνζχλνιν απηνχ ηνπ ζπλφινπ νλνκάδεηαη θψδηθαο. Γηα παξάδεηγκα ην 

ζχλνιν           απνηειεί έλα αιθάβεην κε ηξία γξάκκαηα ελψ νη    ,         

είλαη κεξηθέο ιέμεηο πνπ είλαη δπλαηφ λα αλήθνπλ ζε θάπνην θψδηθα κε απηφ ην αιθάβεην. 

 Οη δηάθνξνη θψδηθεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη έρνπλ ηδηφηεηεο πνπ καο επηηξέπνπλ 

λα ηνπο θαηαηάμνπκε αλάινγα κε ην πφζν βνιηθνί είλαη ζηε ρξήζε. Τπάξρνπλ θψδηθεο πνπ 

έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα αληρλεχνπλ έλα ή θαη πεξηζζφηεξα ιάζε θαηά ηε κεηάδνζε ησλ 

ιέμεσλ. Άιινη θψδηθεο έρνπλ ηε δπλαηφηεηα κέρξη θαη λα δηνξζψλνπλ πηζαλά ιάζε κεηά 

ηελ αλίρλεπζή ηνπο. Αλ, δειαδή, θαηά ηε κεηάδνζε κηαο ιέμεο έρεη επέιζεη αιινίσζε ή 

αιινηψζεηο (αλάινγα κε ην πφζα ιάζε δηνξζψλεη φ θψδηθαο) ηφηε ν παξαιήπηεο θαηά ηελ 

απνθσδηθνπνίεζε ζα ιάβεη ηε ιέμε πνπ έρεη ζηαιεί ρσξίο επηπιένλ πιεξνθνξίεο γηα ηελ 

αιινίσζε. Έλα αθφκα ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ελφο θψδηθα είλαη ην πιήζνο ησλ 

πιεξνθνξηψλ πνπ κπνξεί λα κεηαδψζεη. Σέινο, κία πνιχ ζεκαληηθή ηδηφηεηα είλαη ε 

επθνιία κε ηελ νπνία γίλεηαη ε θσδηθνπνίεζε θαη ε απνθσδηθνπνίεζε. Σα θξηηήξηα 

επηινγήο ελφο θψδηθα πνηθίιινπλ αλάινγα κε ηε θχζε ηνπ κελχκαηνο θαη ηνπ ηξφπνπ 

κεηάδνζεο. 

 Ζ επηινγή ηνπ αιθάβεηνπ είλαη θαζνξηζηηθήο ζεκαζίαο γηα ηελ πνηφηεηα ηνπ 

θψδηθα. Ζ πην ζπλεζηζκέλε επηινγή αιθάβεηνπ είλαη ε    φπνπ   πξψηνο αξηζκφο. Σν    

απνηειείηαη απφ φινπο ηνπο αθέξαηνπο      θαη είλαη ζψκα σο πξνο ηε πξφζζεζε θαη ην 

πνιιαπιαζηαζκφ. Μάιηζηα απνδεηθλχεηαη φηη ν    είλαη ζψκα αλ θαη κφλν αλ ν   είλαη 

πξψηνο. Απηφ καο επηηξέπεη λα εθκεηαιιεπηνχκε ηηο ηδηφηεηεο ηνπ ζψκαηνο θαη λα 

θαηαζθεπάζνπκε έλαλ θψδηθα πξνζαξκνζκέλν ζηα ραξαθηεξηζηηθά πνπ επηζπκνχκε. 

 

 β) Δθαξκνγέο  

 

  Ο θψδηθαο ASCII (American Standard Code for Information Interchange- 

Ακεξηθαληθφο Πξφηππνο Κψδηθαο γηα Αληαιιαγή Πιεξνθνξηψλ) είλαη θψδηθαο πνπ 
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ρξεζηκνπνηείηαη ζήκεξα ζε δηάθνξεο γιψζζεο γηα αλαπαξάζηαζε θεηκέλνπ ζε ππνινγηζηέο 

θαη ζπζθεπέο ηειεπηθνηλσλίαο. Δίλαη έλαο δπαδηθφο θψδηθαο πνπ πεξηιακβάλεη ηνπο 

αξηζκνχο απφ ην   κέρξη ην    . Υξεζηκνπνηεί, δειαδή, γηα αιθάβεην ην    θαη ιέμεηο κε 

κήθνο   ραξαθηήξεο. Ζ ρξήζε ηνπ βαζίδεηαη ζε κία έλα πξνο έλα θαη επί ζπλάξηεζε (γηα 

λα είλαη κνλνζήκαληε ε απνθσδηθνπνίεζε) πνπ εθηειεί ηελ αληηζηνηρία πνπ θαίλεηαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα.  

ΛΔΞΖ ΣΗΜΖ  ΛΔΞΖ ΣΗΜΖ  ΛΔΞΖ ΣΗΜΖ 

                                   

                                   

                                   

                                   

                                   

                                   

                                   

                                   

                                   

                                   

                                   

                                   

                                      

  

 Μηα πνιχ δεκνθηιήο εθαξκνγή πνπ έρνπλ νη θψδηθεο κε αιθάβεην ην    είλαη ν 

αξηζκφο ISBN (International Standard Book Number - Γηεζλήο Πξφηππνο Αξηζκφο 

Βηβιίνπ). Ο αξηζκφο απηφο απνηειεί ηελ ηαπηφηεηα ελφο βηβιίνπ θαη πεξηέρεη βαζηθέο 

πιεξνθνξίεο γηα απηφ. Απνηειείηαη απφ δέθα ςεθία απφ ηα νπνία ηα πξψηα ελλέα 

παξέρνπλ πιεξνθνξίεο ζρεηηθά κε ηε γισζζά ζπγγξαθήο θαη ηνλ εθδνηηθφ νίθν θαη ην 

ηειεπηαίν είλαη έλα ςεθίν έιεγρνπ. Σα πξψηα ελλέα ςεθία παίξλνπλ ηηκέο απφ ην ζχλνιν 

                       Αο ππνζέζνπκε φηη ν αξηζκφο είλαη ν                      . Γηα 

ην δέθαην ςεθίν απαηηνχκε λα ηζρχεη     ∑             
   . Γηα λα βξνχκε ην δέθαην 

ςεθίν, δειαδή, πνιιαπιαζηάδνπκε θάζε ςεθίν κε ηνλ θπζηθφ πνπ αληηζηνηρεί ζηε ζέζε 

ηνπ, αζξνίδνπκε θαη ππνινγίδνπκε ην ππφινηπν ηεο δηαίξεζήο ηνπ κε ην   . Φπζηθά, 

ππάξρνπλ    δηαθνξεηηθά πηζαλά ππφινηπα. Γηα ηα πξψηα    ρξεζηκνπνηνχληαη ηα ζπλήζε 

ςεθία   έσο   ελψ γηα ην   , ην γξάκκα  . Δπνκέλσο, ην δέθαην ςεθίν παίξλεη ηηκέο απφ 

ην ζχλνιν                        . Σν ζχλνιν ησλ δεθαςήθησλ ‘ιέμεσλ’ πνπ 

θαηαζθεπάδνληαη κε ην παξαπάλσ θαλφλα απνηεινχλ ην θψδηθα ISBN. 
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 Ο θψδηθαο απηφο κε ην ηξφπν πνπ έρεη θαηαζθεπαζηεί κπνξεί λα αληρλεχεη έλα 

ιάζνο. Πξάγκαηη, αο ππνζέζνπκε φηη έρεη απνζηαιεί ε ιέμε 

                        θαη έρεη ιεθζεί ε ιέμε                         πνπ 

ζπκθσλεί ζε φινπο ηνπο ραξαθηήξεο κε ηελ   εθηφο απφ ηνλ ραξαθηήξα    κε 

             φπνπ αληί απηνχ έρνπκε ηνλ ραξαθηήξα            . Απφ ην ηξφπν 

ηνπ νξηζκνχ ηνπ θψδηθα έρνπκε ∑               
    αθνχ 

 ∑     
  
                                              

                                      (∑           

 

   

)   

                                                     

                                             

        

Γηα ηε ιέμε   ζα έρνπκε ∑     
  
     ∑     

  
      . Οη αξηζκνί r θαη e είλαη αθέξαηνη θαη 

κηθξφηεξνη ή ίζνη ηνπ 10 θαη επεηδή ν πνιιαπιαζηαζκφο ηνπο γίλεηαη ζην ζψκα     ην 

γηλφκελφ ηνπο δελ είλαη ίζν κε       . Με βάζε απηή ηε παξαηήξεζε κπνξνχκε λα 

ζπκπεξάλνπκε φηη ∑     
  
     ∑     

  
             .  

 Όπσο αλαθέξζεθε, θάπνηνη θψδηθεο έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα δηνξζψλνπλ ην ιάζνο 

πνπ έρνπλ αληρλεχζεη. Ο ISBN δε κπνξεί, παξά κφλν αλ γλσξίδνπκε ζε πνηα ζέζε   έρεη γίλεη 

ην ιάζνο. Σφηε απφ ηε ζρέζε          κπνξνχκε λα βξνχκε ην   θαη λα δηνξζψζνπκε ηε 

ηηκή ηνπ ραξαθηήξα    αληί ηνπ      πνπ ιάβακε. Αληίζηξνθα αλ γλσξίδνπκε ηνλ αξηζκφ 

  πνπ έρεη πξνθαιέζεη ηελ αιινίσζε κπνξνχκε λα βξνχκε ηε ζέζε πνπ έγηλε ην ιάζνο θαη λα 

ην δηνξζψζνπκε. 

 Έλα πνιχ ζεκαληηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ θψδηθα ISBN είλαη φηη κπνξεί λα 

αληρλεχεη ηνλ ‘αλαγξακκαηηζκφ’ ζε κία ιέμε. Πξάγκαηη αο ππνζέζνπκε φηη έρεη απνζηαιεί ε 

ιέμε                         θαη έρεη ιεθζεί ε ιέμε                         

φπνπ φινη νη ραξαθηήξεο ηεο   ζπκθσλνχλ κε ηεο   εθηφο απφ ηηο ζέζεηο   θαη   φπνπ νη 

ραξαθηήξεο έρνπλ αληηκεηαηεζεί, δειαδή       θαη      . Σφηε ζα έρνπκε  

∑    

  

   

 ∑    

  

   

                 [               ]      
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ηελ ηειεπηαία ζρέζε έρνπκε φηη αλ     θαη       ηφηε                          

           θη έηζη ην ιάζνο αληρλεχεηαη. Αλ     ηφηε ζα είρακε            . Ο 

αλαγξακκαηηζκφο ζε απηή ηε πεξίπησζε δε ζα αληρλεπφηαλ γηαηί ζηελ νπζία δε ζα ήηαλ 

αλαγξακκαηηζκφο. 

 Απφ ην      ν θψδηθαο ISBN αληηθαηαζηάζεθε απφ ηνλ ISBN   . O θαηλνχξηνο 

θψδηθαο έρεη    ραξαθηήξεο. Ο ηειεπηαίνο απφ απηνχο είλαη θαη πάιη ςεθίν έιεγρνπ αιιά 

πιένλ παίξλεη ηηκέο ζην    . Σα δέθα ςεθία ηνπ δεθαδηθνχ ζπζηήκαηνο είλαη πιένλ αξθεηά θαη 

έηζη εγθαηαιείπεηαη ε ρξήζε ηνπ ραξαθηήξα  . Ο δέθαηνο ηξίηνο ραξαθηήξαο δίλεηαη απφ ην 

ηχπν  

    [                                            

                 ] 

Ο λένο θψδηθαο αληηθαζηζηά πιενλεθηηθά ηνλ παιηφ αθνχ απμάλεη θαηά πνιχ ηνπο πηζαλνχο ηίηινπο 

βηβιίσλ πνπ κπνξεί λα θσδηθνπνηήζεη αιιά θαη γηαηί πξνζθέξεη ζηε θαηεχζπλζε ηνπ ζπζηήκαηνο 

πνπ παγηνπνηείηαη θαη απαηηεί έλα   ςήθην αξηζκφ ζαλ θσδηθφ γηα φια ηα πξντφληα. Παξφια απηά, 

έρεη θαη κεηνλεθηήκαηα αθνχ δε κπνξεί λα αληρλεχζεη αλαγξακκαηηζκφ δχν δηαδνρηθψλ 

ραξαθηήξσλ ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο.  
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