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Περίληψη 

 Στα τέλη της δεκαετίας του 50 οι Van Hiele διατύπωσαν τη 
θεωρία των πέντε επιπέδων κατανόησης για τη γεωµετρία. Η θεωρία 
συνοδευόταν από άλλα δύο µέρη. Τα µέρη αυτά ήταν η ανάγκη για 
ενόραση και οι φάσεις της µάθησης, µε τη βοήθεια των οποίων ο 
µαθητής µπορεί να περάσει από ένα επίπεδο στο επόµενο. Η θεωρία 
έγινε γρήγορα γνωστή στην πρώην  Σοβιετική Ένωση και στις 
Ηνωµένες Πολιτείες της Αµερικής και µια πληθώρα ερευνών 
απέδειξαν όχι µόνο την ισχύ της αλλά και τα πολυάριθµα προβλήµατα 
που εµφανίζονται κατά τη διδασκαλία της γεωµετρίας. Παρόµοιες 
έρευνες έχουν γίνει και στην Ελλάδα.   

 Τα επίπεδα Van Hiele δεν έχουν εφαρµογή µόνο στη 
γεωµετρία. Αν τα δούµε σαν κατηγορίες, µπορούµε να τα 
εφαρµόσουµε σε οποιοδήποτε κλάδο των Μαθηµατικών. Αποτελούν 
συνεπώς µια µέθοδο οικουµενικής προσέγγισης των Μαθηµατικών. 
Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η κατανόηση των γεωµετρικών 
µετασχηµατισµών πάνω στους οποίους στηρίζεται ο ορισµός της 
γεωµετρίας κατά Klein.  

Μπορούµε επίσης να δούµε τα επίπεδα Van Hiele σαν ιεραρχία 
και να τα χρησιµοποιήσουµε για να διαρθρώσουµε τη αναλυτικό 
πρόγραµµα είτε της γεωµετρίας είτε οποιουδήποτε άλλου 
αντικειµένου. Η ιεραρχική άποψη είναι επίσης µια οικουµενική 
προσέγγιση των Μαθηµατικών. 

Τέλος µια τρίτη οικουµενική µέθοδος είναι το χαοτικό µοντέλο 
λυτικής προβλήµατος, που προτείνει ο Torre, και µας βοηθάει να 
κατανοήσουµε τον τρόπο λειτουργίας του εγκεφάλου όταν προσπαθεί 
να λύσει ένα πρόβληµα είτε αυτό αφορά τα µαθηµατικά είτε όχι. 

Η γνώση αυτών των οικουµενικών µεθόδων είναι πολύ 
σηµαντική για το σχεδιασµό οποιασδήποτε διδασκαλίας. 
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Abstract 

 At the end of the 50’s Van Hieles formulated the theory of the 
five levels of understanding for geometry. This theory had also two 
other parts. These parts were the need for insight and the five phases 
of learning that would help the students to pass from one level to the 
next. The theory was soon spread in the former Soviet Union and the 
United States of America and numerous researches confirmed not 
only its validity but also the problems that appear in the teaching of 
geometry. Similar researches took place in Greece. 

 The Van Hiele’s levels do not apply only in geometry. If we see 
them as categories, we can adapt them in any branch of Mathematics. 
Therefore they constitute a universal method of approach for 
Mathematics. The understanding of geometric transformations upon 
which is based Klein’s definition of geometry, is a characteristic 
example.  

 We can also see the Van Hiele’s levels as a classification 
(hierarchy) and use them to construct the curriculum either of 
geometry, or of any other discipline. This perspective is also a 
universal approach of Mathematics. 

 A third universal approach is Torre’s chaotic model of problem 
solving that helps us to understand the way in which human brain 
operates when we try to solve a problem either in mathematics, or in 
any other domain. 

 The knowledge of these universal methods is very important for 
the planning of any teaching. 
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Κεφάλαιο 1 

Η θεωρία των Van Hiele 
 

 Στα τέλη της δεκαετίας του 50 στην Ολλανδία οι Pierre Van 
Hiele  και η σύζυγός του Dina Van Hiele-Geldof, καθηγητές στη µέση 
εκπαίδευση, προβληµατίζονταν µε τις δυσκολίες των µαθητών τους 
στην γεωµετρία. Μελετώντας τις εργασίες του Piaget ο Pierre Van 
Hiele συνειδητοποίησε ότι, όπως ακριβώς συµβαίνει µε τα γνωστικά 
στάδια του Piaget, τα προβλήµατα ή οι εργασίες που ζητούνται από 
τους µαθητές   απαιτούν λεξιλόγιο ή ιδιότητες που  βρίσκονται πάνω 
από το επίπεδο της σκέψης τους.  

Αν η διδασκαλία λαµβάνει χώρα σε επίπεδο πάνω από αυτό του 
µαθητή, τότε η διδασκόµενη ύλη δεν αφοµοιώνεται σωστά και δεν 
συγκρατείται µακροπρόθεσµα. Όπως είπε και ο Freudental όσο το 
παιδί δεν µπορεί να αναλογιστεί πάνω στις ίδιες του τις 
δραστηριότητες, δεν µπορεί να φτάσει στο επόµενο επίπεδο. Το 
ανώτερο αυτό επίπεδο µπορεί τότε να διδαχθεί µόνο σαν τυπικός 
αλγόριθµος αλλά χωρίς πραγµατική κατανόηση δεν µπορεί να 
κατακτηθεί µόνιµα.  

Η ίδια ιδέα εµφανίζεται και στο έργο του σοβιετικού Vygotsky 
µε τη Ζώνη Επικείµενης Ανάπτυξης ( ΖΕΑ ). Η ΖΕΑ είναι  η 
απόσταση ανάµεσα σε αυτά που ο µαθητής είναι ικανός να καταφέρει 
µόνος του χωρίς καµία εξωτερική βοήθεια, από αυτά που µπορεί να 
εκτελέσει µε τη βοήθεια ενός ενηλίκου ή µιας οµάδας συνοµηλίκων 
του. Καθήκον του δασκάλου είναι να βοηθήσει το µαθητή να 
διασχίσει τη ΖΕΑ έτσι ώστε να µπορεί να κάνει µόνος του αυτά για τα 
οποία προηγουµένως χρειαζόταν κάποια βοήθεια. Με τον τρόπο αυτό 
διευρύνεται η κατακτηµένη γνώση και γύρω από αυτήν σχηµατίζεται 
µια καινούργια ΖΕΑ η οποία µε τη σειρά της πρέπει να ξεπεραστεί. 
Αν η διδασκαλία γίνεται εκτός της ΖΕΑ, τότε ο µαθητής δεν έχει 
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καµία επαφή µε αυτήν, νιώθει αποκοµµένος και αποθαρρύνεται από 
οποιαδήποτε προσπάθεια βελτίωσης. 

Οι Van Hiele δεν διατύπωσαν µόνο τα γνωστά πέντε επίπεδα 
κατανόησης στα οποία θα αναφερθούµε αναλυτικά παρακάτω. Αυτή 
είναι µία από τις τρεις συνιστώσες του µοντέλου των Van Hiele. Οι 
άλλες δύο είναι οι φάσεις της µάθησης και η ενόραση. 

Στις συναφείς διδακτορικές τους εργασίες στο πανεπιστήµιο 
της Ουτρέχτης το 1957, οι Van Hiele µελέτησαν τη δοµή των 
επιπέδων κατανόησης και πειραµατίστηκαν µε αυτά για να 
βελτιώσουν την ενόραση των µαθητών στη γεωµετρία. Ο P. Van 
Hiele διαµόρφωσε το σχήµα και τις ψυχολογικές αρχές ενώ η D. Van 
Hiele-Geldof εστίασε τη δουλειά της στα διδακτικά πειράµατα για να 
ανυψώσει το επίπεδο κατανόησης των µαθητών. Περίπου το ήµισυ 
της διδακτορικής θέσης της D. Van Hiele-Geldof αποτελείται από το 
λεπτοµερές και εξαιρετικά ενδιαφέρον ηµερολόγιο των διδακτικών 
πειραµάτων της. 

 

1.1 Τα επίπεδα κατανόησης 

 Ο P. Van Hiele (1959)  κατέληξε στη διατύπωση των πέντε 
επιπέδων κατανόησης και των φάσεων της µάθησης, που τράβηξαν 
αµέσως τη προσοχή της παγκόσµιας επιστηµονικής κοινότητας. Τα 
επίπεδα αυτά όσον αφορά τη σχολική γεωµετρία είναι τα εξής : 

 

• Επίπεδο 0 :  

Οι µαθητές αναγνωρίζουν σχήµατα από τη συνολική µορφή 
τους, σαν µια ολότητα. Μπορούν να τα κατονοµάσουν π.χ. ως 
τρίγωνα, τετράγωνα ή κύβους αλλά δεν µπορούν να 
διατυπώσουν τις ιδιότητές τους. Για την περιγραφή τους 
χρησιµοποιούν οπτικά πρότυπα π.χ. ένα σχήµα είναι ορθογώνιο 
όταν µοιάζει µε πόρτα κ.λ.π. 

 

  



 11

• Επίπεδο 1 :  

Οι µαθητές µπορούν να αναγνωρίσουν ένα σχήµα από τις 
ιδιότητές του π.χ. ένα σχήµα είναι ορθογώνιο γιατί έχει 
τέσσερις ορθές γωνίες. Μπορούν επίσης να αναφέρουν άλλες 
ιδιότητες των σχηµάτων π.χ. «τα ορθογώνια έχουν ίσες 
διαγώνιες» ή «ένας ρόµβος έχει τις διαγώνιες κάθετες» αλλά 
δεν µπορούν να τα ορίσουν τυπικά ή να αποδείξουν τις 
ιδιότητες. 

• Επίπεδο 2 :  

Οι µαθητές συνδέουν τα σχήµατα µε βάση τις ιδιότητές τους 
και τα ταξινοµούν σε κατηγορίες π.χ. «κάθε τετράγωνο είναι 
ορθογώνιο». Αρχίζουν να κατανοούν το ρόλο του ορισµού. 
Μπορούν να κάνουν απλούς παραγωγικούς συλλογισµούς αλλά 
δεν µπορούν να κατανοήσουν ή να συνθέσουν πλήρεις 
αποδείξεις των ισχυρισµών τους. 

• Επίπεδο 3 :  

Οι µαθητές αναπτύσσουν συλλογισµούς για να αποδείξουν µια 
πρόταση χρησιµοποιώντας δεδοµένα π.χ. πώς το αξίωµα της 
παραλληλίας συνεπάγεται ότι το άθροισµα γωνιών τριγώνου 
είναι 180ο. ∆εν αναγνωρίζουν όµως την ανάγκη για 
αυστηρότητα στην απόδειξη και δεν κατανοούν τις σχέσεις 
µεταξύ διαφόρων αξιωµατικών συστηµάτων. Στο Λύκειο η 
µελέτη της Γεωµετρίας ξεκινάει από αυτό το επίπεδο. 

• Επίπεδο 4 :  

Οι µαθητές είναι σε θέση να αναλύσουν διάφορα αξιωµατικά 
συστήµατα µε µεγάλη αυστηρότητα συγκρίσιµη µε την 
προσέγγιση του Hilbert στη θεµελίωση της γεωµετρίας. 
Γνωρίζουν την ύπαρξη και άλλων αξιωµατικών θεµελιώσεων 
για την Ευκλείδεια Γεωµετρία εκτός από αυτή του Hilbert. 
Κατανοούν ιδιότητες όπως η συνέπεια, η ανεξαρτησία και η 
πληρότητα των αξιωµάτων. Μπορούν για παράδειγµα να 
συγκρίνουν την Ευκλείδεια και τις µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες. 
Μία µειοψηφία µαθητών φτάνει στο επίπεδο αυτό κατά τη 

  



 12 

διάρκεια της τριτοβάθµιας εκπαίδευσης. Οι περισσότεροι δεν 
φτάνουν ποτέ.  

 
Συνοπτικός πίνακας των επιπέδων κατανόησης 

 Επίπεδο 0       Αναγνώριση ή Οπτικοποίηση 

 Επίπεδο 1       Περιγραφή ή Ανάλυση ιδιοτήτων 

 Επίπεδο 2       Σύνδεση ή Άτυπη παραγωγή 

 Επίπεδο 3       Απόδειξη ή Τυπική παραγωγή 

 Επίπεδο 4       Αυστηρότητα ή Αξιωµατικοποίηση 

 

 Ας δούµε πώς διαµορφώνεται σταδιακά στο νου του µαθητή η 
έννοια του ρόµβου ανάλογα µε το επίπεδο που βρίσκεται. Στο επίπεδο 
0 (τρίτη ή τετάρτη ∆ηµοτικού) η έκφραση «αυτό το σχήµα είναι 
ρόµβος» σηµαίνει «µου θυµίζει το σχήµα που το βιβλίο ονοµάζει 
ρόµβο». Η αναγνώριση στηρίζεται σ΄ ένα οπτικό πρότυπο. Αυτό 
σηµαίνει ότι αν αλλάξει ο προσανατολισµός µπορεί να µην είναι πια 
ρόµβος ή ότι ένα τετράγωνο αποκλείεται να είναι ρόµβος. Στο επίπεδο 
1 (έκτη ∆ηµοτικού) σηµαίνει ότι έχει µια σειρά από ιδιότητες όπως 
πλευρές ίσες, διαγώνιες κάθετες κ.λ.π. Η αναγνώριση βασίζεται σ΄ 
ένα δίκτυο σχέσεων. Ακόµα και αν το σχήµα δεν είναι 
κατασκευασµένο µε ακρίβεια, ο µαθητής µπορεί να αποφανθεί αν 
είναι ρόµβος ή όχι. Στο επίπεδο 2 (Β΄ Γυµνασίου) συνειδητοποιεί ότι 
το σχήµα είναι ρόµβος αν ικανοποιεί τον ορισµό (έχει τέσσερις 
πλευρές ίσες) και ότι οι ιδιότητές του είναι συνέπεια του γεγονότος 
ότι έχει άξονες συµµετρίας. Μπορεί επίσης να τον «ταξινοµήσει» 
µέσα στο σύνολο των τετραπλεύρων. Στο επίπεδο 3 (Α’ Λυκείου) 
µπορεί µε βάση τον ορισµό και άλλες γνωστές προτάσεις να αποδείξει 
πλήρως τις ιδιότητές του αλλά και να διατυπώσει κριτήρια ικανά να 
χαρακτηρίσουν ένα τετράπλευρο ως ρόµβο. Στο επίπεδο 4 (όπως 
αναφέραµε παραπάνω µάλλον θα είναι ήδη φοιτητής!) µπορεί να 
αναγνωρίσει αν ένα σχήµα είναι ρόµβος ή όχι σε άλλα αξιωµατικά 
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συστήµατα π.χ. αν υπάρχουν ρόµβοι στην επιφάνεια µιας σφαίρας 
(Van Hiele 1986). 

Τα επίπεδα κατανόησης ενός συγκεκριµένου θέµατος είναι εκ 
φύσεως επαγωγικά. Στο επίπεδο ν µελετώνται περιορισµένες εκδοχές 
των αντικειµένων. Κάποιες από τις µεταξύ τους σχέσεις 
διατυπώνονται κατηγορηµατικά ενώ άλλες, αν και προσιτές, δεν 
εκφράζονται ρητά αλλά υπάρχουν σε λανθάνουσα κατάσταση. Στο 
επίπεδο ν+1 µελετώνται οι σχέσεις των αντικειµένων  που είχαν 
διαπιστωθεί µε σιγουριά στο επίπεδο ν ενώ διατυπώνονται ρητά αυτές 
που ήταν απλώς υπονοούµενες στο προηγούµενο επίπεδο. Στην 
πραγµατικότητα τα αντικείµενα του επιπέδου ν+1 είναι προεκτάσεις 
των αντικειµένων του επιπέδου  ν.  

 ∆εν είναι δυνατόν να περάσει κανείς κατευθείαν από το επίπεδο 
ν στο επίπεδο ν+2 οποιαδήποτε εκπαίδευση και να λάβει. Το πέρασµα 
από όλα τα επίπεδα διαδοχικά είναι υποχρεωτικό. Εκείνο που µπορεί 
να µειωθεί είναι ο χρόνος της παραµονής σε κάθε επίπεδο. Ο κύριος 
τρόπος για να διακρίνει κανείς το επίπεδο που βρίσκονται οι µαθητές  
είναι να αναγνωρίζει τα γνωστικά εµπόδια που συναντούν. Κάθε 
επίπεδο έχει τα δικά του γλωσσικά σύµβολα και το δικό του δίκτυο 
σχέσεων που συνδέουν τα σύµβολα αυτά. Αν ένας µαθητής που 
βρίσκεται στο επίπεδο ν συναντήσει ένα πρόβληµα που απαιτεί 
λεξιλόγιο, έννοιες και συλλογισµούς του επιπέδου ν+1, δεν µπορεί να 
προχωρήσει στην επεξεργασία του, µε αποτέλεσµα να νιώθει άγχος, 
απογοήτευση ακόµα και θυµό. Η διδασκαλία λοιπόν πρέπει πάντα να 
είναι προσαρµοσµένη στο επίπεδο που βρίσκονται οι µαθητές και όχι 
σε αυτό που ο δάσκαλος νοµίζει ή επιθυµεί να βρίσκονται. 

 Η µετάβαση από το ένα επίπεδο στο άλλο δεν γίνεται αυτόµατα 
µε την πάροδο του χρόνου αλλά κάτω από την επίδραση 
συγκεκριµένου προγράµµατος διδασκαλίας-µάθησης. Το επίπεδο 
λοιπόν που βρίσκεται ο καθένας δεν έχει άµεση σχέση µε την ηλικία 
του (Κολέζα 2000) 
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1.2 Οι φάσεις της µάθησης 

 Για να βοηθήσει τους µαθητές να µεταπηδήσουν από ένα 
επίπεδο κατανόησης στο επόµενο µέσα σε ένα γνωστικό αντικείµενο, 
ο Van Hiele (1959) πρότεινε µία ακολουθία πέντε φάσεων για τη 
µάθηση, κατά κάποιο τρόπο µια συνταγή για τη διδασκαλία. Οι 
φάσεις αυτές της µάθησης εκτείνονται από πολύ συγκεκριµένες 
οδηγίες προς τους µαθητές µέχρι την πλήρη ανεξαρτησία τους από 
τον δάσκαλο και είναι οι εξής : 

 

• Φάση 1 : Πληροφόρηση 

Ο δάσκαλος συζητά ( αµφίδροµα! ) µε τους µαθητές για το 
αντικείµενο της µελέτης, ανταλλάσσει δηλαδή πληροφορίες 
µαζί τους. Μαθαίνει πώς οι µαθητές ερµηνεύουν το σχετικό 
λεξιλόγιο και τους δίνει οδηγίες για το θέµα που θα 
µελετήσουν. Προκύπτουν ερωτήµατα και γίνονται 
παρατηρήσεις που χρησιµοποιούν τη σχετική ορολογία και 
καθορίζουν το πλαίσιο µέσα στο οποίο θα γίνει η µελέτη. Έτσι 
οι µαθητές εξοικειώνονται µε το αντικείµενο.  

• Φάση 2 : Καθοδηγούµενος προσανατολισµός. 

Ο δάσκαλος οργανώνει προσεκτικά µια ακολουθία 
δραστηριοτήτων µε την οποία οι µαθητές αρχίζουν να 
συνειδητοποιούν την κατεύθυνση που παίρνει η µελέτη και να 
εξοικειώνονται µε τις σχετικές δοµές. Πολλές από τις 
δραστηριότητες της φάσης αυτής είναι απλά βήµατα που 
απαιτούν συγκεκριµένη απάντηση. 

• Φάση 3 : Έκφραση-Ανάλυση 

Οι µαθητές, βασιζόµενοι στις προηγούµενες εµπειρίες τους,  µε 
την ελάχιστη δυνατή παρακίνηση από το δάσκαλο, 
ξεκαθαρίζουν τη χρήση της ορολογίας και εκφράζουν τη γνώµη 
τους για τις δοµές που υπεισέρχονται στη µελέτη. Οι µαθητές 
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κατά τη διάρκεια της φάσης αυτής αρχίζουν να διαµορφώνουν 
το σύστηµα των σχέσεων ανάµεσα στις υπό µελέτη έννοιες. 
Από κάποιους συγγραφείς η φάση αυτή ονοµάστηκε επεξήγηση. 
Είναι όµως βασικό οι µαθητές να κάνουν µόνοι τους 
παρατηρήσεις και όχι να δέχονται επεξηγήσεις από το δάσκαλο. 

• Φάση 4 : Ελεύθερος προσανατολισµός. 

Οι µαθητές τώρα συναντούν εργασίες µε πολλά βήµατα ή 
εργασίες που µπορούν να ολοκληρωθούν µε περισσότερους από 
έναν τρόπους. Αποκτούν εµπειρία στο να βρίσκουν µόνοι τους 
τον τρόπο εκτέλεσης της εργασίας. Με το να 
προσανατολίζονται µόνοι τους στο πεδίο της έρευνας, 
αποσαφηνίζουν πολλές από τις σχέσεις µεταξύ των υπό µελέτη 
αντικειµένων. 

• Φάση 5 : Αφοµοίωση. 

Οι µαθητές επαναλαµβάνουν τις µεθόδους που έχουν τώρα στη 
διάθεσή τους και κάνουν µία σύνοψη. Τα αντικείµενα και οι 
σχέσεις συνενώνονται και ενσωµατώνονται σε ένα γνωστικό 
σχήµα. Ο δάσκαλος βοηθάει αυτή τη διαδικασία παρέχοντας 
σφαιρικές απόψεις των γνώσεων που έχουν ήδη οι µαθητές, 
προσέχοντας να µην παρουσιάσει νέες ή άσχετες ιδέες. 

 
Συνοπτικός πίνακας των φάσεων της µάθησης 

 Φάση 1       Πληροφόρηση 

 Φάση 2       Καθοδηγούµενος προσανατολισµός 

 Φάση 3       Έκφραση-Ανάλυση 

 Φάση 4       Ελεύθερος προσανατολισµός 

 Φάση 5       Αφοµοίωση 
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 Για να περάσει ο µαθητής από το ένα επίπεδο στο άλλο πρέπει 
να παρακολουθήσει µία διδασκαλία που περνάει διαδοχικά από αυτές 
τις πέντε φάσεις. Ακολουθούν δύο παραδείγµατα προτάσεων 
διδασκαλίας για την έννοια του ρόµβου. 

Πρόταση 1 

− Φάση 1 : Επιδεικνύονται διάφορα σχήµατα στους µαθητές και 
ακολουθεί συζήτηση ποια είναι ρόµβοι και ποια όχι. 

− Φάση 2 : Ο ρόµβος διπλώνεται για την ανακάλυψη των αξόνων 
συµµετρίας και γίνονται κάποιες παρατηρήσεις για τις 
διαγώνιες και τις γωνίες. 

− Φάση 3 : Οι µαθητές διατυπώνουν ιδέες για τις 
χαρακτηριστικές ιδιότητες του. 

− Φάση 4 : Ζητείται από τους µαθητές η κατασκευή ενός ρόµβου 
από ορισµένα στοιχεία του. 

− Φάση 5 : Οι ιδιότητες ανακεφαλαιώνονται και εντάσσεται 
λειτουργικά µέσα στην οικογένεια των υπολοίπων 
τετραπλεύρων ιδιαίτερα σε σχέση µε τα υπόλοιπα είδη 
παραλληλογράµµων. 

Πρόταση 2 

− Φάση 1 : Σε ένα φύλλο τετραγωνισµένο χαρτί και µε τη 
βοήθεια δίπλωσης υποδεικνύεται ο τρόπος εύρεσης του 
συµµετρικού Α΄ ενός σηµείου Α ως προς ευθεία ε. 

− Φάση 2 : ∆ίνονται στους µαθητές διάφορα σχήµατα και τους 
ζητείται να βρουν τα συµµετρικά τους. Προκαλείται συζήτηση 
για το σχήµα που προκύπτει από την εύρεση του συµµετρικού 
ισοσκελούς τριγώνου ως προς τη βάση του. 

− Φάση 3 : Συζητούνται διάφοροι τρόποι αναγνώρισης 
γεωµετρικών σχηµάτων µε κριτήριο τους άξονες συµµετρίας 
τους. Οι µαθητές εξοικειώνονται µε τις µεθόδους και το 
λεξιλόγιο. 

− Φάση 4 : ∆ίνονται στους µαθητές ασκήσεις πάνω σε σχήµατα 
µε άξονα συµµετρίας π.χ. να συµπληρώσουν την τέταρτη 
κορυφή ισοσκελούς τραπεζίου. Οι µαθητές µπορούν να 
επιλέξουν µόνοι τους την κατάλληλη προσέγγιση. 
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− Φάση 5 : Ανακεφαλαίωση των ιδιοτήτων των σχηµάτων µε 
άξονα συµµετρίας, Εφαρµογή στο ρόµβο και τελική διατύπωση 
των ιδιοτήτων. 

Οι φάσεις της διδασκαλίας κατά Van Hiele µπορούν να 
συγκριθούν µε την αρχή των διαδοχικών φάσεων του Polya που 
αποτελείται από την εξερεύνηση, την τυποποίηση και την αφοµοίωση. 
Μπορούν επίσης να συγκριθούν µε τους κύκλους µάθησης του Dienes. 
Κοινό στοιχείο όλων αυτών των προσεγγίσεων είναι ο συνεχής 
τρόπος µε τον οποίο οι ιδέες γεννιούνται, ξεκαθαρίζονται και 
επεκτείνονται.  

 

1.3 Η ενόραση 

Οι Van Hiele θεωρούσαν πολύ σηµαντική την ανάπτυξη της 
ενόρασης στους µαθητές τους. Οι ίδιοι οι Van Hiele ορίζουν την 
ενόραση (insight) ως εξής : Ένα άτοµο δείχνει ενόραση αν (α) είναι 
ικανό να λειτουργήσει σε µία κατάσταση µε την οποία δεν είναι 
εξοικειωµένο· (β) εκτελεί ικανοποιητικά ( σωστά και µε ακρίβεια ) τις 
ενέργειες που απαιτεί η κατάσταση αυτή· και (γ) εκτελεί συνειδητά 
και µετά από σκέψη µία διαδικασία που επιλύει το πρόβληµα.  

Ένας µαθητής δείχνει ενόραση αν καταλαβαίνει τι ακριβώς 
κάνει, γιατί το κάνει και πότε το κάνει. Μπορεί να εφαρµόσει τις 
γνώσεις του ώστε να λύσει προβλήµατα. Είναι προφανές ότι ο 
δάσκαλος πρέπει να προσπαθεί να διευρύνει τη ενόραση των µαθητών 
του αλλά πώς µπορεί να το πετύχει αυτό; Το ερώτηµα απαντήθηκε εν 
µέρει από τους Van Hiele µε την εισαγωγή των φάσεων της µάθησης. 
Εξακολουθεί όµως να είναι το κύριο ζητούµενο σε όλες τις έρευνες 
γύρω από τη διδακτική είτε αυτές αφορούν τα µαθηµατικά είτε όχι 
(Hoffer 1983) 

 O P. Van Hiele συνέχισε τις έρευνες ακόµα και µετά το θάνατο 
της συζύγου του. Ασχολήθηκε ιδιαίτερα µε τις δοµές που κατά τον 
ίδιο δεν περιορίζονται σε αλγεβρικές ή γεωµετρικές. Τον ενδιέφεραν 
οι δοµές που έχουν  βαθιά σχέση µε τη διδασκαλία και τη µάθηση και 
σχηµατίζουν µια βάση για την επίλυση προβληµάτων. Για παράδειγµα 
ένα φύλλο τετραγωνισµένο χαρτί προσφέρει την υποδοµή για να 
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ασχοληθούµε µε επίπεδα και στερεά σχήµατα αλλά και για να 
δουλέψουµε µε κλάσµατα, εµβαδά κ.λ.π. Οι έρευνές του είχαν µεγάλη 
επίδραση στη διδακτική των µαθηµατικών αλλά και άλλων 
επιστηµών. 

 

1.4 Η επίδραση της θεωρίας Van Hiele στη Σοβιετική 
Ένωση. 

 Στην πρώην Σοβιετική Ένωση οι ψυχολόγοι και οι 
εκπαιδευτικοί ασχολήθηκαν πολύ µε τη βελτίωση των σχολικών 
προγραµµάτων και των µεθόδων διδασκαλίας. Υιοθέτησαν γρήγορα 
τις ιδέες των Van Hiele γιατί οι δυσκολίες των µαθητών µε τη 
γεωµετρία ήταν ίδιες στη Σοβιετική Ένωση όπως και στον υπόλοιπο 
κόσµο. Ο σοβιετικός Α. Μ. Pyshkalo αναρωτιέται το 1968 «Γιατί 
τόσο πολλά παιδιά, που τα καταφέρνουν καλά σε άλλα σχολικά 
µαθήµατα, δεν µπορούν να προχωρήσουν στη µελέτη της  
Γεωµετρίας; »  

Ο Pyshkalo προσπαθεί να δώσει µια απάντηση στο θέµα αυτό. 
«Η διδασκαλία της γεωµετρίας στα σχολεία αρχίζει αργά και ασχολείται 
σχεδόν αµέσως µε µετρήσεις προσπερνώντας την ποιοτική φάση του 
µετασχηµατισµού των χωροταξικών λειτουργιών σε λογικές. Είναι 
όµως γνωστό ότι η ανάπτυξη των γεωµετρικών χειρισµών στα παιδιά 
γίνεται ανάποδα, δηλαδή οι πρώτες τους γεωµετρικές πράξεις είναι 
ποιοτικές και όχι ποσοτικές. Γι΄ αυτό, στο σύστηµα που προτείνουµε, η 
εξοικείωση των µαθητών µε τα γεωµετρικά αντικείµενα αρχίζει µε το 
σχηµατισµό των ποιοτικών εννοιών όπως τη µελέτη των σχηµάτων, 
των σχετικών θέσεων και των συσχετισµών µεταξύ τους. Αργότερα 
εισάγονται σταδιακά οι ποσοτικές σχέσεις όπως οι µετρήσεις. Μια 
τέτοια προσέγγιση επιτρέπει να ξεκινήσει νωρίτερα η µελέτη της 
γεωµετρίας». 

Ο Pyshkalo χρησιµοποιεί µε µικρές τροποποιήσεις τα επίπεδα 
Van Hiele ( για παράδειγµα τα αριθµεί από 1 µέχρι 5 αντί για 0-4 ) για 
να διαµορφώσει το σχολικό πρόγραµµα της γεωµετρίας για παιδιά 
από 7 µέχρι 15 ετών. Οι έρευνές του κατά τη δεκαετία του 60 έδειξαν 
τα εξής : 
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1. Μέχρι την ηλικία των 12 ετών ένας σηµαντικός αριθµός 
παιδιών βλέπουν τα σχήµατα σαν «ολότητες». 

2. Οι µαθητές παραµένουν στο πρώτο επίπεδο για µεγάλο χρονικό 
διάστηµα. Στην ηλικία των 12 ετών µόνο ένα 10-15% έχουν 
περάσει στο δεύτερο επίπεδο ( το επίπεδο 1 κατά Van Hiele ) που 
είναι απαραίτητο για την παραπέρα µελέτη της γεωµετρίας. 

3. Όσον αφορά τα στερεά σχήµατα η καθυστέρηση είναι ακόµα 
µεγαλύτερη, δηλαδή φτάνει µέχρι και τα 14 χρόνια. 

4. Η ανάπτυξη των παιδιών µπορεί να επηρεαστεί µε τη µελέτη 
κατάλληλου γεωµετρικού υλικού. Μαθητές 8 ετών που έχουν 
εξοικειωθεί µε τα στερεά µπορούν να φτάσουν στο δεύτερο 
επίπεδο προσπερνώντας παιδιά µεγαλύτερης ηλικίας. 

Σαν αποτέλεσµα αυτών των ερευνών οι σοβιετικοί σχεδίασαν 
γεωµετρικό υλικό που επέτρεπε στους µαθητές να περάσουν στο 
δεύτερο επίπεδο στην ηλικία των 9 ετών έχοντας κατακτήσει ένα 
σηµαντικό αριθµό γεωµετρικών εννοιών. Ο Pyshkalo αναφέρει 
«∆είξαµε ότι η ικανότητα των µαθητών του δηµοτικού για 
συγκεκριµένους συλλογισµούς είναι µεγαλύτερη από ότι πιστεύαµε 
µέχρι τώρα και πάνω από το επίπεδο που αρχίζει συνήθως η 
παραδοσιακή διδασκαλία». 

 

1.5 Η επίδραση της θεωρίας Van Hiele στις Ηνωµένες 
Πολιτείες. 

Οι ιδέες των Van Hiele έφτασαν στην Αµερική στα µέσα της 
δεκαετίας του 70 µε τα έργα των Η. Freudental (1973) και Ι. Wirszup 
(1976). Ο πρώτος έδωσε ένα παράδειγµα των επιπέδων κατανόησης 
στην περίπτωση της µαθηµατικής επαγωγής και επιβεβαίωσε ότι αυτή 
πράγµατι αναπτύσσεται ακολουθώντας τα. Ο δεύτερος παρουσίασε τις 
πρωτότυπες έρευνες των Van Hiele και ανέφερε τα αποτελέσµατα των 
σοβιετικών που είχαν προηγηθεί. Έτσι τράβηξε την προσοχή των 
αµερικανών εκπαιδευτικών και πολλοί από αυτούς ενθουσιάστηκαν 
µε την απλότητα των ιδεών αυτών.  

Είναι συνηθισµένο το φαινόµενο, όταν δουλεύει κανείς µε τη 
δοµή των επιπέδων, να φτιάχνει µια συλλογή ερωτήσεων και 
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προβληµάτων και να προσπαθεί να προσδιορίσει το ελάχιστο επίπεδο 
που απαιτείται για να απαντήσει κάποιος µία ερώτηση ή να λύσει ένα 
πρόβληµα. Κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας είναι απογοητευτικό 
πόσο συχνά υπερεκτιµά κανείς το επίπεδο αυτό. Στις περισσότερες 
περιπτώσεις οι µαθητές βρίσκονται σε χαµηλότερο επίπεδο από αυτό 
που αναµένει ο καθηγητής. Είναι χαρακτηριστικό ότι πολλοί µαθητές 
γυµνασίου βρίσκονται ακόµα στο πρώτο επίπεδο, αντίθετα µε ότι 
περιµένει κανείς ανάλογα µε την ηλικία τους. Πόσες φορές δεν 
έχουµε ακούσει την ερώτηση « το τετράγωνο είναι ορθογώνιο 
παραλληλόγραµµο; » Λίγοι µαθητές σ΄ αυτή την ηλικία 
καταλαβαίνουν τη διαφορά ανάµεσα σε έναν ορισµό, ένα αξίωµα και 
ένα θεώρηµα. ∆υστυχώς δεν µπορούµε να είµαστε σίγουροι ότι και οι 
διδάσκοντες κατανοούν τις έννοιες  αυτές. Επιβάλλεται όµως να τις 
γνωρίζουν για να τις µεταδώσουν σωστά στους µαθητές τους.  

Αν εξετάσει κανείς τα σχολικά βιβλία θα διαπιστώσει την 
ασυνέπεια ανάµεσα στα επίπεδα κατανόησης των ερωτήσεων και των 
µαθητών στους οποίους απευθύνονται. Υπάρχουν δηλαδή ερωτήσεις 
πολύ χαµηλότερου επιπέδου από αυτό που υποτίθεται ότι βρίσκεται η 
πλειοψηφία των µαθητών της τάξης ή σπανιότερα ερωτήσεις 
υψηλότερου επιπέδου. Μετά τη δηµοσίευση του έργου του Wirszup 
στην Αµερική έγινε µια προσπάθεια συγγραφής βιβλίων γεωµετρίας 
που θα λάµβαναν υπόψη τα επίπεδα Van Hiele αλλά χωρίς να 
αποµακρύνονται δραστικά από το υπάρχον σχολικό πρόγραµµα. Για 
παράδειγµα το βιβλίο του Hoffer (1979) αφιέρωνε το πρώτο µισό του 
χρόνου σε δραστηριότητες και εξερευνητικές εργασίες που 
προετοίµαζαν τους µαθητές να δουλέψουν σε αφαιρετικό επίπεδο ( 
Van Hiele επίπεδο 3 ). Οι τυπικές αποδείξεις εµφανίζονται στο 
δεύτερο µισό του βιβλίου. Το υλικό διδάχτηκε πειραµατικά και στο 
τέλος του χρόνου ένα ειδικό τεστ δόθηκε στους µαθητές των 
πειραµατικών τµηµάτων και παράλληλα σε µαθητές που είχαν 
ακολουθήσει τον παραδοσιακό τρόπο διδασκαλίας. Τα αποτελέσµατα 
έδειξαν ότι οι µαθητές στα πειραµατικά τµήµατα µπορούσαν να 
διατυπώσουν αποδείξεις τουλάχιστον το ίδιο καλά µε αυτούς των 
παραδοσιακών αλλά οι καθηγητές των πρώτων πίστευαν ότι οι 
µαθητές τους ήξεραν «περισσότερη γεωµετρία» ιδιαίτερα όσον αφορά 
τα εµβαδά, τους όγκους και τους µετασχηµατισµούς (Hoffer 1983). 
Κάποιοι καθηγητές, που αρχικά ήταν διστακτικοί, έγιναν 
ενθουσιώδεις υποστηρικτές. Την επόµενη χρονιά υπήρξαν µαρτυρίες 
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ότι οι µαθητές που χρησιµοποιούσαν το καινούργιο βιβλίο ήταν πιο 
ικανοί στη λύση προβληµάτων από τους υπόλοιπους. 

Ένα πλήθος άλλων ερευνών έγιναν στην Αµερική µε βάση τα 
επίπεδα Van Hiele. Τα αποτελέσµατά τους σήµερα είναι πάρα πολύ 
γνωστά. Το σχέδιο Oregon είχε στόχο να διερευνήσει κατά πόσο τα 
επίπεδα Van Hiele µπορούν να χρησιµεύσουν σαν µοντέλο για να 
προσεγγίσει κανείς την κατανόηση της γεωµετρίας. Αποτελείτο από 
δύο σειρές δραστηριοτήτων και ερωτήσεων που δόθηκαν σε 70 
µαθητές από 6 µέχρι 12 ετών. Οι ερευνητές πήραν προφορική 
συνέντευξη από κάθε µαθητή µαγνητοφωνώντας τις απαντήσεις. 
Ακολουθούσαν τη σειρά των ερωτήσεων όσο ο µαθητής µπορούσε να 
ανταποκριθεί. Οι αρχικές ερωτήσεις κάθε σειράς ήταν ανοικτής και 
διερευνητικής φύσης ενώ οι τελικές ήταν πιο εξειδικευµένες και 
απαιτούσαν υψηλότερο επίπεδο σκέψης. Για παράδειγµα στη σειρά 
του τετραπλεύρου ζητήθηκε αρχικά από τους µαθητές να σχεδιάσουν 
µερικά τετράπλευρα που να διαφέρουν σε κάτι µεταξύ τους. Προς το 
τέλος της σειράς τους ζητήθηκε να εξηγήσουν (να αποδείξουν) γιατί 
οι απέναντι πλευρές ενός παραλληλογράµµου είναι ίσες και αν 
µπορούν να εξηγήσουν τη διαφορά ανάµεσα σε έναν ορισµό, ένα 
αξίωµα και ένα θεώρηµα. Υπήρχε µία ανάλογη σειρά για τα τρίγωνα. 
Οι ερευνητές προσπάθησαν να κατανοήσουν τις αντιλήψεις των 
υποκειµένων της έρευνας όπως επίσης και να τοποθετήσουν τις 
απαντήσεις τους στο κατάλληλο επίπεδο κατανόησης. 

Το σχέδιο Brooklyn είχε σαν στόχο να διερευνήσει αν το 
µοντέλο Van Hiele περιγράφει τον τρόπο που οι µαθητές µαθαίνουν 
γεωµετρία. Επικεντρώθηκε στην επίδραση του αστικού και ιδιαίτερα 
του µειονοτικού περιβάλλοντος. Το σχέδιο αξιολόγησε τα σχολικά 
βιβλία ανάλογα µε το επίπεδο των δραστηριοτήτων κατά Van Hiele. 
Περιελάµβανε ατοµικές συνεντεύξεις που βιντεοσκοπήθηκαν και 
αναλύθηκαν µε σκοπό να διαπιστωθεί κατά πόσο συγκεκριµένα 
βοηθήµατα βελτίωναν το επίπεδο των µαθητών. 

Ο στόχος του σχεδίου Chicago που έγινε από τον καθηγητή 
Usiskin την τριετία 1979-1982 ήταν να διαπιστώσει την επίδραση του 
γνωστικού και λειτουργικού επιπέδου των µαθητών σε ένα τεστ 
προαπαιτούµενων για την επιτυχία στις τυπικές γεωµετρικές έννοιες 
και αποδείξεις. ∆όθηκε σε 2900 µαθητές Λυκείου και αποτελείτο από 
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τέσσερα τεστ. Το πρώτο ήταν ένα τεστ πολλαπλών απαντήσεων (Ρ) 
πάνω στις προαπαιτούµενες γνώσεις για τη µελέτη της γεωµετρίας 
στο Λύκειο. Το δεύτερο, επίσης πολλαπλών απαντήσεων (V), συνέδεε 
κατευθείαν κάθε ερώτηση µε το αντίστοιχο ελάχιστο επίπεδο Van 
Hiele που ήταν απαραίτητο για να απαντηθεί. Το τρίτο τεστ (Pr) είχε 
να κάνει µε την ικανότητα απόδειξης. Κάθε µαθητής έπρεπε να λύσει 
δύο προβλήµατα που απαιτούσαν να συµπληρώσει µέρη αποδείξεων 
και τέσσερις τυπικές αποδείξεις. Τέλος το τέταρτο ήταν ένα 
συνηθισµένο τεστ (Α) που αξιολογούσε την επίδοση των µαθητών 
στη γεωµετρία. Τα τεστ P και V δόθηκαν στην αρχή της χρονιάς και 
στο τέλος της ξαναδόθηκαν µαζί µε τα τεστ Pr και A.  

Η έρευνα προσπάθησε να απαντήσει σε ερωτήµατα όπως : Πώς 
κατανέµονται οι µαθητές που ξεκινούν το µάθηµα της γεωµετρίας σε 
σχέση µε τα επίπεδα στο σχήµα Van Hiele; Ποιες αλλαγές λαµβάνουν 
χώρα στα επίπεδα Van Hiele µετά από ένα σχολικό έτος σπουδής της 
γεωµετρίας; Σε ποια έκταση σχετίζονται τα επίπεδα Van Hiele µε την 
τρέχουσα επίδοση στη γεωµετρία; Σε ποια έκταση προβλέπουν τα 
επίπεδα Van Hiele την επίδοση στη γεωµετρία µετά από µαθήµατα 
ενός έτους; Σε ποια έκταση είναι η γεωµετρία που διδάσκεται στους 
µαθητές κατάλληλη για το δικό τους επίπεδο Van Hiele; Σε ποια 
έκταση διαφέρουν οι τάξεις της γεωµετρίας σε διαφορετικά σχολεία 
και κοινωνικο-οικονοµικά περιβάλλοντα ως προς την καταλληλότητα 
της ύλης του µαθήµατος στο επίπεδο Van Hiele του µαθητή; 

  

1.6 Η επίδραση της θεωρίας Van Hiele στην Ελλάδα. 

 Η διδασκαλία της Γεωµετρίας στην Ελλάδα, για ιστορικούς 
κυρίως λόγους, ήταν πάντα στενά συνδεδεµένη µε το αξιωµατικό 
σύστηµα του Ευκλείδη. Στη χώρα µας κατά τη δεκαετία του 80 έγινε 
µια προσπάθεια εισαγωγής των νέων µαθηµατικών της σχολής των 
Bourbaki αλλά η µεταρρύθµιση αυτή δεν επηρέασε ποτέ τη 
διδασκαλία της γεωµετρίας δηλαδή δεν εφαρµόστηκε ποτέ η 
περίφηµη ρήση του J. Dieudonne «Καταργήστε τον Ευκλείδη». 
Αντίθετα υπερίσχυσε η άποψη που διατυπώθηκε ρητά από τον 
Βαρουχάκη, συµβούλο του Π.Ι., ότι  «δεν θα γίνουµε ποτέ εθνικοί 
µειοδότες καταργώντας την Ευκλείδεια γεωµετρία». Ανεξάρτητα όµως 
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από το περιεχόµενο της διδακτέας ύλης, ο καθηγητής πρέπει να 
γνωρίζει την ύπαρξη και το περιεχόµενο και άλλων αξιωµατικών 
θεµελιώσεων. Για παράδειγµα το γαλλικό κράτος απαιτεί από τους 
καθηγητές, που θα διδάξουν  γεωµετρία, να γνωρίζουν τουλάχιστον 
δύο αξιωµατικές θεµελιώσεις της Ευκλείδειας Γεωµετρίας.   

Στη χώρα µας η διδασκαλία παρέµεινε παραδοσιακή και δεν 
έλαβε ποτέ υπόψη τα επίπεδα Van Hiele. Το αποτέλεσµα είναι να 
παρουσιάζονται και στη χώρα µας οι ίδιες δυσκολίες στην κατανόηση 
της γεωµετρίας που εµφανίζονται και διεθνώς. Το πρόβληµα 
εµφανίζεται αρχικά στην Γ΄ Γυµνασίου όταν οι µαθητές έρχονται σε 
επαφή µε τις αυστηρές αποδεικτικές διαδικασίες και γίνεται ιδιαίτερα 
έντονο στην Α΄ Λυκείου όπου η γεωµετρία είναι ανεξάρτητο µάθηµα 
και θεµελιώνεται αξιωµατικά. Πολλοί µαθητές προτιµούν να 
ασχοληθούν µε µια αρκετά δύσκολη άσκηση άλγεβρας παρά µε µια 
σχετικά απλούστερη άσκηση γεωµετρίας. Φυσικό επακόλουθο είναι 
να αναπτύσσεται µια σχετική απέχθεια για το µάθηµα αυτό και οι 
επιδόσεις των µαθητών να είναι χαµηλότερες. Η πίεση της κοινής 
γνώµης έχει αναγκάσει τους υπευθύνους να µειώσουν τη έκταση τις 
διδακτέας ύλης της γεωµετρίας και τη γενικότερη σπουδαιότητά της 
µέσα στο σύστηµα. Εδώ και πάρα πολλά χρόνια δεν εξετάζεται στις 
εισαγωγικές εξετάσεις των Ανωτέρων και Ανωτάτων Σχολών. 

Το αναλυτικό πρόγραµµα υποχρεώνει τους διδάσκοντες να 
λειτουργήσουν σε ένα επίπεδο διαφορετικό από αυτό των µαθητών. 
Οι περισσότεροι περιορίζουν αυτόβουλα τις απαιτήσεις τους σε 
χαµηλότερο επίπεδο για να µπορέσουν να επικοινωνήσουν µε τους 
µαθητές τους. Υπάρχουν όµως και ορισµένοι που για να δείξουν ότι 
παράγουν έργο ή για να αυξήσουν τη «φήµη» τους επιβάλουν 
συνειδητά στους µαθητές τους ασκήσεις που βρίσκονται πάνω από το 
επίπεδο κατανόησης των τελευταίων. Επιβάλλεται λοιπόν µία έρευνα 
για το επίπεδο στο οποίο βρίσκονται οι µαθητές και ενδεχοµένως µία 
προσαρµογή του αναλυτικού προγράµµατος. 

Τα τελευταία χρόνια παρατηρείται µια σχετική κινητικότητα µε 
άρθρα και έρευνες που ασχολούνται µε το θέµα. Ο Ζάχος το 2000 
έθεσε δύο ερευνητικά ερωτήµατα που είχαν θεωρητικό, αλλά και 
πρακτικό ενδιαφέρον. Βρίσκονται τα τέσσερα επίπεδα Van Hiele σε 
γραµµική διάταξη µεταξύ τους; ∆ηλαδή το πρώτο επίπεδο κατακτάται 
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πριν από το δεύτερο, το δεύτερο πριν από το τρίτο, κ.λ.π. ; Ποια είναι 
η κατανοµή των µαθητών στα τέσσερα επίπεδα; Με βάση τη θεωρία 
Van Hiele, είναι σε θέση οι µαθητές να παρακολουθήσουν µαθήµατα 
θεωρητικής Γεωµετρίας; Το δείγµα του αποτέλεσαν 458 µαθητές της 
δευτέρας Λυκείου τεσσάρων Γενικών Λυκείων της Αθήνας. Το 
πειραµατικό του υλικό ήταν ένα ερωτηµατολόγιο πολλαπλών 
επιλογών βασισµένο στο ερωτηµατολόγιο του καθηγητή Usiskin. 

Οι Β. Ντζιαχρήστος και Ν. Ζαράνης το 2001 προσπάθησαν να 
διερευνήσουν αν η χρήση κατάλληλου εκπαιδευτικού λογισµικού σε 
Η/Υ  βοηθάει τη µετάβαση στο επόµενο επίπεδο Van Hiele 
περισσότερο από ότι η παραδοσιακή διδασκαλία. Το δείγµα της 
έρευνας τους αποτέλεσαν µαθητές στης Α΄ τάξης του 5ου Γυµνασίου 
Αµαρουσίου. Τα αποτελέσµατα της έρευνας ήταν θετικά. 

Έρευνα για τα επίπεδα Van Hiele έγινε και από τον Ν. Τζίφα το 
2005 στα πλαίσια της διπλωµατικής του εργασίας για το 
µεταπτυχιακό δίπλωµα στη «∆ιδακτική και Μεθοδολογία των 
Μαθηµατικών». Το δείγµα της έρευνας αποτέλεσαν 1838 µαθητές 
που φοιτούσαν στις τάξεις Γ΄ Γυµνασίου, Α΄ και Β΄ Λυκείου 45 
Γυµνασίων και Λυκείων από διάφορες περιοχές της Ελλάδας. Για τον 
εντοπισµό του επιπέδου γεωµετρικής σκέψης κάθε µαθητή 
χρησιµοποιήθηκε ένα ερωτηµατολόγιο πολλαπλών επιλογών (Test 
Van Hiele). Το ερωτηµατολόγιο αυτό ήταν του καθηγητή του 
πανεπιστηµίου του Σικάγο των ΗΠΑ Usiskin (1982) και 
µεταφράστηκε στα ελληνικά από τον ερευνητή. Στην έρευνα έγινε 
προσπάθεια κατάταξης των µαθητών στα τέσσερα πρώτα επίπεδα Van 
Hiele γιατί η κατάκτηση του πέµπτου επιπέδου είναι δύσκολο να 
ελεγχθεί και σε κάθε περίπτωση δεν αφορά τους µαθητές της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Εξετάστηκαν ακόµα τα ερωτήµατα αν 
υπάρχουν διαφορές λόγω φύλου, αν υπάρχει βελτίωση των επιπέδων 
van Hiele στις µεταβάσεις από τάξη σε τάξη και αν υπάρχει διαφορά 
µεταξύ δηµοσίων και ιδιωτικών σχολείων.  
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1.7 Μερικά αποτελέσµατα των ερευνών. 

Τα σχέδια Oregon και Brooklyn διαπίστωσαν ότι ακόµα και οι 
µαθητές του δηµοτικού είναι εξοικειωµένοι µε λέξεις όπως τετράγωνο, 
τρίγωνο, ορθογώνιο και κύκλος. Οι µαθητές του γυµνασίου επίσης 
ήταν συνηθισµένοι σε εκφράσεις όπως ορθές γωνίες και παράλληλες 
ευθείες. Όµως ένας αρκετά µεγάλος αριθµός συγχέει σχήµατα όπως το 
ρόµβο και το ισοσκελές τραπέζιο. Το σχέδιο Chicago βρήκε ότι 
αρκετοί µαθητές φτάνουν στο Λύκειο και δεν µπορούν να διακρίνουν 
απλά σχήµατα όπως τρίγωνα, τετράγωνα, ορθογώνια και 
παραλληλόγραµµα. Οι µαθητές µπορεί να γνωρίζουν τις λέξεις αλλά 
έχουν µεγάλες παρανοήσεις ή εντελώς λανθασµένες αντιλήψεις για το 
νόηµά τους.  

Για παράδειγµα πολλοί µαθητές αποδέχονται σαν τρίγωνο µόνο 
ένα ισόπλευρο τρίγωνο µε την κάτω πλευρά οριζόντια. Στην 
πραγµατικότητα αρκετοί µαθητές περιστρέφουν το χαρτί ή το 
αντικείµενο για να βλέπουν το τρίγωνο σε µια θέση που θα 
µπορούσαµε να περιγράψουµε σαν τη «θέση του βιβλίου». Άλλοι 
µαθητές στις πρώτες τάξεις του Λυκείου δέχονται σαν τρίγωνα και 
όσα έχουν καµπύλες πλευρές. Φαίνεται να θεωρούν σηµαντικότερη 
την ύπαρξη τριών κορυφών από την ύπαρξη τριών ευθύγραµµων 
πλευρών. Πολλοί µαθητές Λυκείου διστάζουν ή αρνούνται να 
αναγνωρίσουν σαν τρίγωνα αυτά που έχουν µία πλευρά σηµαντικά 
µεγαλύτερη από το αντίστοιχο ύψος ή αντιστρόφως. Τα θεωρούν 
πολύ «λοξά» ή πολύ «στενά» για να είναι τρίγωνα. Παρόµοιες 
παρανοήσεις υπάρχουν και για τα τετράπλευρα. 

 

 

 

 

 

Μη αποδεκτά τρίγωνα 
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Οι µαθητές χρησιµοποιούν διάφορες καθηµερινές εκφράσεις 
για να περιγράψουν τα σχήµατα. Λένε ότι ένα ισόπλευρο τρίγωνο 
είναι «τέλειο». Άλλα τρίγωνα είναι «πατηµένα»,  «µακρουλά», 
«µυτερά», «σχεδόν ισοσκελή». Ένα µη κυρτό τετράπλευρο 
περιγράφεται σαν «µύτη βέλους». Επίσης ορισµένοι, ενώ 
καταλαβαίνουν µια έννοια, την περιγράφουν µε αντισυµβατικό 
λεξιλόγιο όπως αναφέρονται σε παράλληλες γραµµές σαν «τελείως 
ίσιες» ή περιγράφουν τις κάθετες ευθείες σαν κατακόρυφες. Για το 
θέµα αυτό είναι χαρακτηριστική η ερώτηση 6 από το τεστ της έρευνας 
Τζίφα (2006). 

6. Το ΚΛΜΝ είναι τετράγωνο. Ποια σχέση είναι αληθής 
σε όλα τα τετράγωνα ; 

    Κ          Λ 

 

 

    Ν          Μ 

 
α. Τα ΚΜ και ΜΝ έχουν το ίδιο µήκος 
β. Τα ΚΜ και ΛΝ είναι κάθετα 
γ. Τα ΚΝ και ΛΜ είναι κάθετα 
δ. Τα ΚΝ και ΚΜ έχουν το ίδιο µήκος 
ε. Η γωνία Λ είναι µεγαλύτερη από τη γωνία Μ 

Στην ερώτηση αυτή απαντάει σωστά (δηλαδή το β) το 46,9% 
αλλά ένα ποσοστό 33% επιλέγει την απάντηση γ µπερδεύοντας 
εµφανώς τις εκφράσεις «κατακόρυφος» και «κάθετος». Η σύγχυση 
ανάµεσα στις δύο αυτές λέξεις είναι γνωστή αλλά αυτό δεν µειώνει 
την ευθύνη των διδασκόντων για τη σωστή χρήση της ορολογίας. Θα 
πρέπει πάντα να δίνεται µεγάλη έµφαση στην επιλογή των σωστών 
λέξεων για την περιγραφή κάθε έννοιας ώστε να διαλύονται 
παρανοήσεις όπως η παραπάνω. 
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Το λεξιλόγιο των µαθητών δείχνει πώς οι µαθητές χρησιµοποιούν 
οπτικά στοιχεία για να αναγνωρίσουν σχήµατα. Είτε αποκλείουν 
αναγκαίες ιδιότητες π.χ. δεν θεωρούν το ευθύγραµµο των πλευρών 
απαραίτητη προϋπόθεση για τον χαρακτηρισµό του τριγώνου, είτε 
προσθέτουν άλλες µη απαραίτητες όπως ότι οι πλευρές του τριγώνου 
πρέπει να είναι ίσες. Αρκετοί µαθητές που δεν έχουν πάει στο Λύκειο 
δεν θεωρούν τρίγωνα όσα δεν είναι ισόπλευρα. Κάποιος µαθητής 
επέµενε ότι υπάρχουν τεσσάρων ειδών τρίγωνα, αυτά που 
«κοιτάζουν» πάνω, αυτά που «κοιτάζουν» κάτω αυτά που 
«κοιτάζουν» αριστερά και αυτά που «κοιτάζουν» δεξιά. Επιπλέον όλα 
τα τρίγωνα που σχεδίασε ήταν ισόπλευρα.  

Ένα µεγάλο ποσοστό µαθητών επηρεάζεται από τον 
προσανατολισµό των σχηµάτων χαρακτηρίζοντας για παράδειγµα σαν 
τρίγωνα µόνο όσα έχουν την τυπική θέση που έχουν συνήθως τα 
τρίγωνα στα σχολικά βιβλία. Οι απέναντι πλευρές ενός τετραπλεύρου 
είναι παράλληλες σε µία τοποθέτηση του σχήµατος ενώ δεν είναι σε 
µία άλλη. Ένα τετράπλευρο είναι ρόµβος όταν έχει µια διαγώνιο 
κατακόρυφη αλλά δεν είναι όταν έχει µια πλευρά οριζόντια. Σε ένα 
ροµβοειδές οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες και οι απέναντι 
γωνίες ίσες. Ακόµα και ενήλικες επιµένουν ότι ένα ορθογώνιο δεν 
είναι παραλληλόγραµµο και ένα τετράγωνο δεν είναι ορθογώνιο. Η 
πιο περίεργη άποψη είναι ότι ένα ορθογώνιο έχει µόνο µία ορθή 
γωνία, την κάτω αριστερά, ίσως γιατί αυτή συνήθως σηµειώνεται σαν 
ορθή στα σχολικά βιβλία.  

 

 

 

 

 

      Eίναι ρόµβος        ∆εν είναι ρόµβος !  ροµβοϊδές 
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Από τον τρόπο  που οι µαθητές απαντούν τις ερωτήσεις ή 
εκτελούν τις εργασίες, µπορούµε να αναλύσουµε τα βήµατα του 
συλλογισµού τους µε βάση τα επίπεδα. Τα προαναφερόµενα 
παραδείγµατα δείχνουν ως επί το πλείστον σκέψη επιπέδου 0. Ακόµα 
και όταν οι µαθητές αναλύουν ιδιότητες των σχηµάτων ( δηλαδή 
σκέφτονται στο επίπεδο 1 ) και διατυπώνουν  τις απόψεις τους, 
επιτρέπουν σε µία καθαρά οπτική αντίληψη του σχήµατος να 
επηρεάζει την περιγραφή τους, όπως στο παρακάτω παράδειγµα. 
«Ένα παραλληλόγραµµο έχει τις απέναντι πλευρές ίσες και 
παράλληλες αλλά οι δύο από αυτές πρέπει να είναι µακρύτερες από 
τις άλλες ( … για να µην είναι ρόµβος ! ) και δεν έχει καµία ορθή 
γωνία ( … γιατί αλλιώς θα ήταν ορθογώνιο ! ) Ένας συγκεκριµένος 
µαθητής Λυκείου ( που θα έπρεπε να βρίσκεται τουλάχιστον στο 
επίπεδο 3 ) όρισε το παραλληλόγραµµο σαν «τετράπλευρο που έχει 
τις απέναντι πλευρές παράλληλες και δεν έχει ορθές γωνίες». Στη 
συνέντευξη ο µαθητής αναγνώρισε ότι αυτός είναι «κακός ορισµός» 
γιατί δεν ταυτίζεται µε αυτόν του βιβλίου αλλά παρόλα αυτά ήταν 
σαφές ότι δεν θεωρούσε τα ορθογώνια σαν παραλληλόγραµµα. 
(Hoffer 1983) 

Μαθητές όλων των ηλικιών έχουν την τάση να αντιστρέφουν 
κατά κάποιο τρόπο τους συλλογισµούς µετατρέποντας τις αναγκαίες 
συνθήκες σε ικανές. Ο συλλογισµός µοιάζει να είναι κάπως έτσι : 
Αφού τα σχήµατα τύπου Χ έχουν αυτές τις ιδιότητες, τότε ένα σχήµα που 
έχει αυτές τις ιδιότητες είναι αναγκαστικά του τύπου Χ. Για παράδειγµα 
στο σχέδιο Oregon σε µία δραστηριότητα µε τίτλο «Ποιο είναι το 
σχήµα;» οι µαθητές έπαιρναν µια διαδοχή πληροφοριών και συνέχιζαν 
να ζητούν στοιχεία µέχρι να βεβαιωθούν για ποιο σχήµα πρόκειται. Σε 
µια τέτοια διαδοχή το πρώτο στοιχείο ήταν «Έχει τέσσερις πλευρές.». 
Η αυθόρµητη απάντηση αρκετών µαθητών ήταν «Είναι τετράγωνο.» 
µε προφανή συλλογισµό «αφού το τετράγωνο έχει τέσσερις πλευρές , 
τότε ένα σχήµα µε τέσσερις πλευρές είναι τετράγωνο.» Σε άλλες 
παρόµοιες περιπτώσεις οι µαθητές θεώρησαν τα τετράπλευρα µε δύο 
πλευρές παράλληλες σαν παραλληλόγραµµα και αυτά µε ίσες 
διαγώνιες σαν ορθογώνια. Χαρακτηριστικές είναι απαντήσεις στην 
ερώτηση 15 του τεστ Τζίφα (2006). 
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15. Τι ισχύει σε όλα τα ορθογώνια ενώ δεν ισχύει σε 
όλα τα παραλληλόγραµµα ; 

α. Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες 
β. Οι διαγώνιες είναι ίσες 
γ. Οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες 
δ. Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες 
ε. Τίποτα από τα παραπάνω 

Μόνο ένα 36,6% επιλέγει τη σωστή απάντηση β. Από τους 
υπόλοιπους ένα 30,1% επιλέγει την απάντηση ε. Είναι φανερό ότι οι 
περισσότεροι δεν κατανοούν το ερώτηµα. 

Ακόµα και οι λεπτοµερείς εξηγήσεις ή οι κανόνες της λογικής 
δεν πείθουν πάντα τους µαθητές. Για παράδειγµα ένας µαθητής, που 
είχε χαρακτηριστεί από τους δασκάλους του σαν ένας από τους 
καλύτερους της τάξης, δεν αναγνώριζε σαν τραπέζια όσα δεν 
έµοιαζαν µε ισοσκελή. Όταν του έδειξαν ένα ορθογώνιο τραπέζιο 
επέµενε ότι δεν ήταν τραπέζιο. Ο διάλογος είναι χαρακτηριστικός ( Ε 
ο ερευνητής, Μ ο µαθητής ) 

 
Ε – Είναι αυτό ένα τραπέζιο ; (δείχνει ένα ορθογώνιο τραπέζιο) 
Μ – Όχι. 
Ε – Γιατί δεν είναι ; 
Μ – Επειδή δεν είναι. 
Ε – Τι είναι ένα τραπέζιο ; 
Μ – Είναι ένα τετράπλευρο που έχει µόνο δύο πλευρές 

παράλληλες. 
Ε – Και γι΄ αυτό το τετράπλευρο τι λες ; (ξαναδείχνει το ίδιο 

σχήµα ) 
Μ – Αυτό έχει δύο πλευρές παράλληλες ενώ οι άλλες δύο δεν 

είναι. 
Ε – Λοιπόν είναι ένα τραπέζιο ; 
Μ – Όχι δεν είναι. 

Ο µαθητής υποτίθεται ότι λειτουργούσε σε περιβάλλον 
επιπέδου 3 αλλά στην πραγµατικότητα βρισκόταν το πολύ στο 
επίπεδο 1 και αναγνώριζε τα σχήµατα καθαρά οπτικά. Έτσι αν και 
µπορούσε να διατυπώσει τον ορισµό και να ελέγξει αν ένα σχήµα τον 
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ικανοποιούσε, δεν αποδεχόταν κάτι σαν τραπέζιο αν δεν του θύµιζε το 
πρότυπο τραπέζιο που είχε στο µυαλό του. 

Είναι επίσης πολύ γνωστή η σύγχυση ανάµεσα σε ορισµούς, 
αξιώµατα και θεωρήµατα. Οι µαθητές λένε χαρακτηριστικά : 

− «Ποτέ δεν µπόρεσα να καταλάβω τι διαφορά ανάµεσα σε ένα 
θεώρηµα και ένα αξίωµα» 

− «νοµίζω ότι αξίωµα είναι κάτι που αποδεικνύεται από τους 
ορισµούς» 

− «κάτι έχω ακούσει σχετικά αλλά δεν θυµάµαι ακριβώς» 
− «θεώρηµα είναι η απόδειξη ενός αξιώµατος» 
− «τα θεωρήµατα είναι αποδειγµένα αξιώµατα που προέρχονται 

από τους ορισµούς» 
− «αξίωµα είναι ένας κανόνας που µπορεί να είναι αληθινός» 

Αν ένας µαθητής, ακόµα και στο τέλος του Λυκείου, κληθεί να 
αναφέρει ένα αξίωµα είναι πιθανότερο να αναφέρει ένα αξίωµα της 
Άλγεβρας όπως την προσεταιριστική ή την αντιµεταθετική ιδιότητα ή 
ακόµα συχνότερα µια αλγεβρική ταυτότητα όπως (α+β)2=α2+β2+2αβ. 
Ελάχιστοι µαθητές, τελειώνοντας τη δευτεροβάθµια εκπαίδευση,  
έχουν κατανοήσει  πραγµατικά τι είναι ένα επαγωγικό σύστηµα, 
δηλαδή έχουν κατακτήσει πλήρως το επίπεδο 3. 

 Ένα βασικό συµπέρασµα για τη γεωµετρία ήταν ότι οι µαθητές 
πιστεύουν αυτό που βλέπουν  σε ένα βιβλίο και  όχι αυτό που 
διαβάζουν. Θυµίζουµε το παράδειγµα του µαθητή που γνώριζε ότι ο 
ορισµός που έδωσε για το παραλληλόγραµµο ήταν «κακός», αφού 
διέφερε από το κείµενο του βιβλίου, αλλά απέρριπτε αυτό το γραπτό 
ορισµό γιατί ερχόταν σε σύγκρουση µε το οπτικό πρότυπο που είχε 
για το παραλληλόγραµµο. Είδαµε επίσης το παράδειγµα όπου ο 
µαθητής µπορούσε να αναπαράγει σωστά τον ορισµό του τραπεζίου 
αλλά αρνιόταν να δεχτεί τραπέζιο µε ορθή γωνία, επειδή πάλι δεν 
συµφωνούσε µε την εικόνα που είχε συνηθίσει (Hoffer 1983). 

 Οι ισχυρισµοί του Pyshkalo ότι οι κατάλληλες εκπαιδευτικές 
δραστηριότητες αυξάνουν το επίπεδο κατανόησης των παιδιών 
επιβεβαιώνονται από αµερικανικές έρευνες. Τα εκπαιδευτικά 
βοηθήµατα που αναπτύχθηκαν από το σχέδιο Brooklyn όντως 
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συνέβαλαν στη βελτίωση των επιπέδων των µαθητών ιδιαίτερα στα 
χαµηλά επίπεδα. Επίσης στη διάρκεια των συνεντεύξεων του σχεδίου 
Oregon µερικοί µαθητές άρχισαν να σκέφτονται στο επόµενο επίπεδο 
αναλογιζόµενοι τις ίδιες τους τις απαντήσεις. Για παράδειγµα µια 
µαθήτρια δεν αναγνώριζε τα τετράγωνα ως ορθογώνια. Όταν όµως τις 
ζητήθηκε να περιγράψει τα σχήµατα το έκανε µε τέτοιο τρόπο ώστε 
όταν ξανασκέφτηκε τις απαντήσεις της δέχθηκε ότι τα τετράγωνα 
είναι ορθογώνια και τα ορθογώνια είναι παραλληλόγραµµα. Αυτό 
είναι ένα πολύ καλό παράδειγµα που η ρητή και κατηγορηµατική 
διατύπωση κάποιων προτάσεων βοηθάει στην κατανόησή τους. Στην 
έρευνα του Σικάγου (Usiskin 1982) εµφανίστηκε µετρήσιµη βελτίωση 
του επιπέδου των µαθητών µετά από ένα χρόνο διδασκαλίας. 

 Άλλα αποτελέσµατα από τις έρευνες στην Αµερική 
αναφέρουν τα εξής. «Τα επίπεδα που αντιστοιχίζονται στους µαθητές 
είναι ένας καλός προγνώστης της τρέχουσας απόδοσης του µαθητή στη 
γεωµετρία και ένας αρκετά καλός προγνώστης της µετέπειτα απόδοσής 
του. Η χαµηλή απόδοση πολλών µαθητών είτε σε ένα τεστ στην ύλη της 
γεωµετρίας ή στη γραφή αποδείξεων σχετίζεται στενά µε την κατάταξη 
στα χαµηλότερα επίπεδα Van Hiele. Συνεπώς αυτή η µελέτη 
επιβεβαιώνει τη χρήση της θεωρίας των επιπέδων Van Hiele για να 
εξηγήσει γιατί πολλοί µαθητές έχουν πρόβληµα µάθησης και απόδοσης 
στο µάθηµα της γεωµετρίας. Το µάθηµα της γεωµετρίας δεν είναι 
ωφέλιµο για πολλούς µαθητές. Στο τέλος του έτους σπουδής της 
γεωµετρίας πολλοί µαθητές δεν κατέχουν ούτε καν τετριµµένες 
πληροφορίες για την ορολογία της γεωµετρίας και τη µέτρηση. Οι 
ερωτήσεις που αφορούν στα µαθηµατικά συστήµατα απαντώνται µε 
ουσιαστικά τυχαίο τρόπο. Οι µισοί µαθητές που εγγράφονται σε ένα 
µάθηµα προσανατολισµένο στην απόδειξη βιώνουν πολύ µικρή ή καµιά 
επιτυχία στην απόδειξη. Ο µείζων λόγος φαίνεται να είναι η έλλειψη 
γνώσης στην έναρξη του έτους. Αυτή η µελέτη επιβεβαιώνει την ανάγκη 
για συστηµατική διδασκαλία της γεωµετρίας πριν το Λύκειο αν 
επιθυµούµε µεγαλύτερη γεωµετρική γνώση και επιτυχία στη γραφή 
αποδείξεων για τους µαθητές µας (Usiskin 1982).» 

Στην Ελλάδα βρέθηκε ότι «το 75% των µαθητών του δείγµατος 
ήταν κάτω από το επίπεδο 3 που σύµφωνα µε την θεωρία Van Hiele 
είναι απαραίτητο για να είναι σε θέση ένας µαθητής να 
παρακολουθήσει µαθήµατα θεωρητικής γεωµετρίας (γεωµετρικές 
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αποδείξεις θεµελιωµένες σε ένα αξιωµατικό σύστηµα), άρα δεν 
µπορούσαν αυτοί οι µαθητές να παρακολουθήσουν µε ευκολία τη 
διδασκαλία της Γεωµετρίας στο Λύκειο (Ζάχος 2000).» 

 Τα συνοπτικά αποτελέσµατα της έρευνας του Τζίφα (2006) 
έχουν ως εξής. 

 

ΤΑΞΗ ν % ν % ν % ν %
Γ΄Γυµν. 259 61,8 90 21,5 70 16,7 419 100,0

Α΄Λυκ 365 47,8 285 37,3 114 14,9 764 100,0

Β΄Λυκ 269 41,1 282 43,1 104 15,8 655 100,0

Γ΄Γυµν. 284 67,8 93 22,2 42 10,0 419 100,0

Α΄Λυκ 480 62,8 202 26,4 82 10,7 764 100,0

Β΄Λυκ 350 53,4 212 32,4 93 14,2 655 100,0

Ν=1838

Ελαστικό
κριτήριο

Αυστηρό
κριτήριο

Σύνολο
επίπεδο       
0 και 1

άλλα
επίπεδα

µη 
κατηγοριοποιήσιµοι

 

Το ελαστικό κριτήριο σηµαίνει ότι απάντησαν 3 στις 5 
ερωτήσεις του αντίστοιχου επιπέδου ενώ το αυστηρό ότι απάντησαν 4 
στις 5. Παρατηρούµε ότι το 41,1% των µαθητών της Β΄ Λυκείου µε το 
ελαστικό κριτήριο ή το 53,4% µε το αυστηρό βρίσκονται στα δύο 
πρώτα επίπεδα. Η διαπίστωση είναι πραγµατικά απογοητευτική. 
Επιπλέον το 60,6% των µαθητών δηλαδή 1114 από τους 1838 
µαθητές, βρίσκονται στα επίπεδα 0 και 1 µε το αυστηρό κριτήριο και 
το 48,6% δηλαδή 893 µαθητές µε το ελαστικό κριτήριο. Αυτό 
σηµαίνει ότι σε µεγάλο ποσοστό δεν είναι σε θέση να κατανοήσουν 
την Ευκλείδεια Γεωµετρία στο επίπεδο που διδάσκεται στο Λύκειο. 
Αυτό εξηγεί γιατί οι µαθητές συναντούν τόσα εµπόδια στη µελέτη 
της.  

Στην έρευνα αυτή δεν βρέθηκε σχέση ανάµεσα στο φύλο και 
στο επίπεδο που βρίσκονται. Βρέθηκε όµως ότι οι µαθητές των 
ιδιωτικών σχολείων υπερέχουν απέναντι στους συµµαθητές τους των 
δηµοσίων. Όσον αφορά τη σχέση επιπέδων και τάξης φοίτησης 
βρέθηκε ότι µε την µετάβαση των µαθητών σε µεγαλύτερες τάξεις 
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υπάρχει µια µεταβολή των επιπέδων Van Hiele των µαθητών προς τα 
πάνω. Η διδασκαλία λοιπόν βελτιώνει το επίπεδο των µαθητών έστω 
και αν δεν είναι προσαρµοσµένη στο πνεύµα των επιπέδων αυτών 
(Τζίφας 2006). 

Βέβαια σε όλες αυτές τις έρευνες υπάρχει πάντα ένα 
ερωτηµατικό για τη σοβαρότητα µε την οποία οι µαθητές 
συµπληρώνουν τα ερωτηµατολόγια. Η εµπειρία µας λέει ότι σε 
αρκετές περιπτώσεις οι µαθητές αντιµετωπίζουν το θέµα επιπόλαια 
και απαντούν βιαστικά ή στην τύχη, αφού ξέρουν ότι το τεστ δεν θα 
επηρεάσει τη βαθµολογία τους. Το φαινόµενο ενισχύεται αν το 
ερωτηµατολόγιο είναι ανώνυµο. Ο ερευνητής πρέπει λοιπόν να 
καταβάλει ιδιαίτερη προσπάθεια για να πείσει τους µαθητές να 
βάλουν τα δυνατά τους. 

 Το µοντέλο Van Hiele αποκαλύπτει µια ανησυχητική 
δυσαρµονία ανάµεσα στη διδασκαλία και στη µάθηση. Τα παιδιά 
σκέφτονται το καθένα σε διαφορετικό επίπεδο από τα άλλα και από 
τον καθηγητή. Λέξεις και αντικείµενα χρησιµοποιούνται από τα 
παιδιά µε διαφορετικό τρόπο από αυτόν που εµφανίζεται στα βιβλία ή 
από αυτόν που χρησιµοποιούν οι καθηγητές όπως είδαµε µε το 
παράδειγµα του τριγώνου προηγουµένως. Τέτοια προβλήµατα 
βεβαίως δεν εµφανίζονται µόνο στη γεωµετρία. Ορίστε ένα άλλο 
παράδειγµα από τη διδασκαλία των κλασµάτων στο ∆ηµοτικό. Ο 
δάσκαλος ζητάει από τα παιδιά να φανταστούν ότι κόβουν ένα πεπόνι 
στα δύο και στη συνέχεια το ένα από τα δύο µισά πάλι στα δύο. Τι 
τµήµα το πεπονιού έχουν τώρα ; Η ερώτηση µπερδεύει τους µαθητές 
µέχρις ότου κάποιος προτείνει να κόψουν και το άλλο µισό στα δύο 
οπότε έχουν ένα τέταρτο. Οι µαθητές ένοιωθαν την ανάγκη να έχουν 
τέσσερα κοµµάτια για να µιλήσουν για «τέταρτο». Άλλη παρεξήγηση 
που εµφανίζεται στο Γυµνάσιο είναι ότι ο µαθητής πιστεύει ότι η 
τετραγωνική ρίζα του 2 είναι 1,4 ή 1,414 ενώ ο καθηγητής θεωρεί ότι 
είναι ένας αριθµός που όταν υψωθεί στο τετράγωνο δίνει 2. 

 Φαίνεται να υπάρχουν πάρα πολλές ενοχλητικές παρεµβολές 
στη διαδικασία της µάθησης. Μπορεί κανείς να τις διαπιστώσει από 
τα λάθη των µαθητών. Παρακάτω φαίνονται τρία χαρακτηριστικά 
παραδείγµατα. 
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(α)  
114

23-
147

 κρατούµενο εκεί που δεν χρειάζεται 

(β)  
y
x

=
7+y
7+x  απλοποίηση εκεί που δεν επιτρέπεται 

(γ) 2=
xηµ
x2ηµ   µη κατανόηση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

Αυτή η έλλειψη κατανόησης µπορεί να οφείλεται στην έλλειψη 
ή στην λανθασµένη επιλογή παραδειγµάτων στα βιβλία, στις 
ανεπαρκείς εξηγήσεις του δασκάλου, στην προβληµατική διαδοχή του 
εκπαιδευτικού υλικού ή σε πολλούς άλλους λόγους. Οι λανθασµένες 
αντιλήψεις από τη στιγµή που θα εγκατασταθούν είναι πολύ δύσκολο 
να ξεριζωθούν και γι΄ αυτό διατηρούνται και στην ενήλικη ζωή. Με 
την πάροδο της ηλικίας δηλαδή δεν περνάει κανείς αυτόµατα στο 
επόµενο επίπεδο κατανόησης (Hoffer 1983). Αν µάλιστα το 
υποκείµενο έχει και άλλα µαθησιακά προβλήµατα όπως δυσλεξία ή 
δυσαριθµησία, η κατάστασή του θα επιδεινωθεί αν ο διδάσκων δεν 
είναι επαρκώς ενηµερωµένος για τις µαθηµατικές αρχές και τον τρόπο 
διδασκαλίας τους. 

Συνοψίζοντας µπορούµε να πούµε ότι το µοντέλο Van Hiele 
δεν είναι παρά µία «χαραµάδα» µέσα από την οποία µπορούµε να 
ρίξουµε µια κλεφτή µατιά στην αλληλεπίδραση των παιδιών µε τα 
Μαθηµατικά. Η γενικότητα και η σφαιρικότητα του µοντέλου 
µπορούν να θεωρηθούν ταυτόχρονα σαν τα πλεονεκτήµατα και τα 
µειονεκτήµατά του. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 35

 

Κεφάλαιο 2 

Η κατηγορική άποψη 

 
 Η δοµή των επιπέδων Van Hiele µπορεί να ερµηνευθεί και στα 
πλαίσια της θεωρίας κατηγοριών. Η θεωρία αυτή ασχολείται 
ακριβώς µε τη µελέτη της δοµής κάποιων συνόλων. Μία κατηγορία 
συνίσταται από µία συλλογή στοιχειωδών αντικειµένων που 
καλούνται αντικείµενα  και από µία συλλογή σχέσεων ανάµεσα στα 
αντικείµενα που καλούνται µορφισµοί και ικανοποιούν κάποια 
αξιώµατα. Για παράδειγµα σε µία κατηγορία τα αντικείµενα µπορεί να 
είναι σύνολα και οι µορφισµοί να είναι συναρτήσεις ανάµεσα στα 
σύνολα. Σε µία άλλη κατηγορία τα αντικείµενα µπορεί να είναι 
οµάδες και οι µορφισµοί να είναι οι οµοιοµορφισµοί µεταξύ των 
οµάδων. Περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τη θεωρία 
κατηγοριών θα βρείτε στο παράρτηµα Ι. 

  

2.1 Τα επίπεδα κατανόησης σαν κατηγορίες 

 Θα µπορούσαµε να δούµε τα επίπεδα Van Hiele σαν 
κατηγορίες και στη συνέχεια να εφαρµόσουµε τη δοµή αυτή και σε 
άλλες περιοχές εκτός της γεωµετρίας. Τα αντικείµενα για κάθε ένα 
από τα επίπεδα µπορεί να είναι τα εξής : 

− Επίπεδο 0 : Τα αντικείµενα είναι τα βασικά στοιχεία της 
περιοχής που µελετάµε. 

− Επίπεδο 1 : Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες που αναφέρονται 
στα βασικά στοιχεία. 

− Επίπεδο 2 : Τα αντικείµενα είναι οι κανόνες που συνδέουν τις 
προηγούµενες ιδιότητες. 

  



 36 

− Επίπεδο 3 : Τα αντικείµενα είναι οι µερικές ταξινοµήσεις των 
κανόνων. 

− Επίπεδο 4 : Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες που αναφέρονται 
στις µερικές ταξινοµήσεις. 

Είναι αξιοσηµείωτη η οµοιότητα και η αναδροµικότητα του 
συστήµατος στις περιγραφές των επιπέδων 1 και 4. 
Καθορίζοντας µόνο τα αντικείµενα και όχι τους µορφισµούς, 
δεν έχουµε καθορίσει πλήρως κάθε κατηγορία αλλά αυτό 
µπορούµε να το παραβλέψουµε προς το παρόν.  

Είναι γεγονός ότι τα επίπεδα επιβάλλουν ένα οργανωτικό 
σχήµα για το υλικό που πρέπει να µάθουν οι µαθητές. Οι στόχοι και οι 
µαθηµατικές προσδοκίες για τη µάθηση ενυπάρχουν µέσα στην ίδια 
τη δοµή των επιπέδων. Για παράδειγµα τα επίπεδα στη γεωµετρία, 
έτσι όπως περιγράφηκαν νωρίτερα, στοχεύουν στην ανάπτυξη της 
σκέψης για τα σχήµατα µε απώτερο σκοπό την απόδειξη των 
προτάσεων που εµφανίζονται µέσα στα διάφορα αξιωµατικά 
συστήµατα (επίπεδο 4). Αν και οι συλλογισµοί γίνονται όλο και πιο 
αφηρηµένοι όσο ανεβαίνουµε στα επίπεδα, ακολουθούµε ένα 
συγκεκριµένο πρότυπο που υπαγορεύεται από την τρέχουσα αντίληψη 
που έχουµε για τα µαθηµατικά ή για οποιαδήποτε άλλη επιστήµη. 
Στην Ολλανδία τα επίπεδα χρησιµοποιήθηκαν για να υλοποιηθούν 
µαθήµατα στη Χηµεία και στα Οικονοµικά (Hoffer 1983).  

Με τον τρόπο αυτό, έχοντας ορίσει καθαρά τους στόχους, 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις παραπάνω περιγραφές των 
επιπέδων, που είναι ανεξάρτητες από οποιαδήποτε επιστηµονική 
περιοχή, για να οργανώσουµε τουλάχιστον τα αντικείµενα σε ένα 
συγκεκριµένο τοµέα. Υπενθυµίζουµε όµως και πάλι ότι για να 
καθορίσουµε πλήρως µία κατηγορία, πρέπει να ορίσουµε και τους 
κατάλληλους µορφισµούς. Ακολουθούν τρία παραδείγµατα. 

Λογική 

Επίπεδο 0 : Τα αντικείµενα είναι προτάσεις και οι συµβολικές 
αναπαραστάσεις τους. 
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Επίπεδο 1 : Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες των προτάσεων όπως 
αν είναι αληθείς ή όχι και αν αναλύονται σε 
απλούστερες µέσω της σύζευξης, της διάζευξης και 
της άρνησης. 

Επίπεδο 2 : Τα αντικείµενα είναι οι κανόνες που συνδέουν τις 
προτάσεις όπως ο κανόνας της αλυσίδας, ο modus 
ponens, o modus tolens και η λογική ισοδυναµία.  

Επίπεδο 3 : Τα αντικείµενα είναι ακολουθίες προτάσεων όπως οι 
αποδείξεις που στηρίζονται σε κάποιο σύνολο 
αξιωµάτων. 

Επίπεδο 4 : Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες που αναλύουν το 
λογικό σύστηµα συγκρίνοντάς το µε άλλες λογικές. 

Για περισσότερες λεπτοµέρειες σχετικά µε τη λογική 
και τους όρους που αναφέρονται παραπάνω παραπέµπουµε 

στο βιβλίο του Μυτιληναίου (2004). 

Πραγµατικοί αριθµοί 

Επίπεδο 0 : Τα αντικείµενα είναι σύµβολα που αναπαριστούν για 
παράδειγµα προσανατολισµένα ευθύγραµµα τµήµατα 
πάνω σε έναν άξονα. 

Επίπεδο 1 : Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες αυτών των 
συµβόλων όπως είναι η διάταξη, η προσέγγιση από 
ρητούς και το πεπερασµένο ή άπειρο δεκαδικό 
ανάπτυγµα. 

Επίπεδο 2 : Τα αντικείµενα είναι οι κανόνες που συνδέουν τις 
ιδιότητες όπως η ύψωση σε δύναµη, η εξαγωγή ρίζας 
και οι βασικές συνέπειες των αξιωµάτων ενός 
σώµατος. 

Επίπεδο 3 : Τα αντικείµενα είναι ακολουθίες δηλώσεων στο 
εσωτερικό ενός συστήµατος όπως η θεώρηση των 
πραγµατικών σαν τοµές Dedekind ή όρια ρητών 
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ακολουθιών και η συνεπαγωγή κανόνων όπως (-α)(-β) 
= αβ. 

Επίπεδο 4 : Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες ενός πλήρους 
διατεταγµένου σώµατος συγκρινόµενες µε αυτές ενός 
σώµατος γενικά. 

 Μία αξιωµατική θεµελίωση των πραγµατικών  αριθµών 
και αναλυτική παρουσίαση των ιδιοτήτων τους υπάρχει στο 
βιβλίο των Νεγρεπόντη – Γιωτόπουλου – Γιαννακούλια 
(1999). 

Γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί 

Επίπεδο 0 : Τα αντικείµενα είναι οι µετασχηµατισµοί των 
σχηµάτων όπως µεταφορά, κατοπτρισµός, στροφή, 
κάµψη, έκταση, διαστολή κ.λ.π. 

Επίπεδο 1 : Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες των 
µετασχηµατισµών όσον αφορά την επίδρασή τους στο 
σχήµα δηλαδή αν διατηρούν τις αποστάσεις, αν 
αλλάζουν τον προσανατολισµό, αν στρεβλώνουν τη 
µορφή κ.λ.π. 

Επίπεδο 2 : Τα αντικείµενα είναι οι κανόνες που συνδέουν τις 
ιδιότητες των µετασχηµατισµών όπως ότι η σύνθεση 
δύο κατοπτρισµών ισοδυναµεί µε µια στροφή ή µια 
µεταφορά. 

Επίπεδο 3 : Τα αντικείµενα είναι ακολουθίες προτάσεων όπως οι 
αποδείξεις ότι οι κατοπτρισµοί παράγουν τις 
ισοµετρίες και ότι οι κατοπτρισµοί και οι διαστολές 
παράγουν τις οµοιότητες. 

Επίπεδο 4 : Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες που αναλύουν τις 
οµάδες των µετασχηµατισµών στο πνεύµα του 
προγράµµατος Klein-Erlangen. 
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 Στη θεωρία κατηγοριών (βλέπε παράρτηµα Ι) ένας συναρτητής 
(functor) αντιστοιχεί τα αντικείµενα και τους µορφισµούς µιας 
κατηγορίας στα αντικείµενα και τους µορφισµούς µιας άλλης έτσι 
ώστε να ικανοποιούνται ορισµένα αξιώµατα. Οι φάσεις της µάθησης 
κατά Van Hiele διαµορφώνουν ένα συναρτητή. Ο σκοπός είναι να 
µεταφερθεί ο µαθητής από την κατηγορία (επίπεδο) Εν-1 στην 
κατηγορία Εν µε τέτοιο τρόπο ώστε τα αντικείµενα και οι µορφισµοί 
(σχέσεις) του επιπέδου ν-1, µετά τη φάση 5 της αφοµοίωσης, να 
ερµηνεύονται και να γίνονται αντιληπτά σαν τα αντικείµενα και οι 
µορφισµοί του επιπέδου ν. Έτσι οι αρχικές απλοϊκές ερµηνείες που 
δίνουν οι µαθητές στις λέξεις και στις σχέσεις στο επίπεδο ν-1 
γίνονται πιο πολύπλοκες και εµβαθύνονται στο υψηλότερο επίπεδο. 
Ας θυµηθούµε ότι αυτό που διακρίνει ένα επίπεδο από το επόµενό του 
είναι ότι αυτά που είναι υπονοούµενα στο επίπεδο ν-1 
αποσαφηνίζονται και εκφράζονται κατηγορηµατικά στο επίπεδο ν. 

Αν πρόκειται να δούµε τα επίπεδα Van Hiele σαν κατηγορίες 
δεν αρκεί να καθορίσουµε τα αντικείµενα όπως περιγράψαµε 
παραπάνω αλλά πρέπει να καθορίσουµε και τους µορφισµούς. Στο 
θέµα αυτό έχουµε µια σχετική ελευθερία κινήσεων γιατί υπάρχουν 
περισσότερες από µια επιλογές. Με τον καθορισµό διαφορετικών 
συνόλων µορφισµών τεχνικά ορίζουµε διαφορετικές κατηγορίες που 
µπορεί να συνδέονται µε ένα συναρτητή. Στις περισσότερες 
περιπτώσεις οι µορφισµοί επιλέγονται µε το πιο «φυσικό» τρόπο όπως 
αναφέρει και ο MacLane (1971). Αν θεωρήσουµε σαν αντικείµενα 
του πρώτου επιπέδου τα γεωµετρικά σχήµατα όπως εµφανίζονται στη 
επίπεδη σχολική γεωµετρία, τότε στο πνεύµα του προγράµµατος 
Klein-Erlangen, οι µορφισµοί θα µπορούσαν να είναι οι 
µετασχηµατισµοί του επιπέδου. Παρατηρείστε ότι οι µετασχηµατισµοί 
που είναι µορφισµοί στις γεωµετρικές κατηγορίες είναι αντικείµενα 
στις κατηγορίες µετασχηµατισµών. Επίσης οι µετασχηµατισµοί 
χρησιµοποιούνται διαφορετικά σε κάθε επίπεδο. 

 Ας δούµε πιο αναλυτικά τα επίπεδα των γεωµετρικών 
µετασχηµατισµών σαν κατηγορίες. 
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2.2 Τα επίπεδα κατανόησης των γεωµετρικών 
µετασχηµατισµών 

 Όταν µιλάµε για γεωµετρία του επιπέδου συνήθως εννοούµε 
την Ευκλείδεια γεωµετρία η οποία θεµελιώθηκε για πρώτη φορά από 
τον συγκεκριµένο µαθηµατικό και καταγράφηκε στα Στοιχεία του 
περί το 300 π.Χ. Το βιβλίο αυτό είναι το ευρύτερα διαδεδοµένο 
επιστηµονικό σύγγραµµα στην ιστορία και χρησιµοποιείται ακόµα και 
σήµερα. Με την πάροδο του χρόνου ανακαλύφθηκαν και ορισµένες 
ατέλειες που χρειάστηκε να διορθωθούν και να συµπληρωθούν όπως 
έγινε από τον Hilbert στην αρχή του προηγούµενου αιώνα. Σήµερα θα 
ήταν πιο σωστό να µιλάµε για τη γεωµετρία του επιπέδου όπως 
διαµορφώθηκε από τους Ευκλείδη-Hilbert. Το αξιωµατικό σύστηµα 
του Hilbert αναφέρεται στο παράρτηµα IV. Σήµερα επίσης 
γνωρίζουµε ότι αυτή δεν είναι η µοναδική γεωµετρία, υπάρχουν και οι 
µη Ευκλείδειες γεωµετρίες όπως είναι η υπερβολική γεωµετρία που 
θεµελιώθηκε από τους Bolyai-Lobatsefski-Gauss και η ελλειπτική 
γεωµετρία που θεµελιώθηκε από το Riemman.  

H γεωµετρία των Ευκλείδη-Hilbert όµως εξακολουθεί να 
κυριαρχεί στην καθηµερινή ζωή και στην πρωτοβάθµια και 
δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Στην ιστορία είναι γνωστή η απάντηση 
του Ευκλείδη στο βασιλιά Πτολεµαίο όταν τον ρώτησε αν υπάρχει πιο 
εύκολος τρόπος για την κατανόηση της γεωµετρίας. Η απάντηση ήταν 
«∆εν υπάρχει βασιλική οδός για τη γεωµετρία !» και εννοούσε ότι δεν 
υπάρχει πιο εύκολος τρόπος κατανόησης από την αξιωµατική 
θεµελίωση που χρησιµοποιείται στα Στοιχεία. Αν ζούσε όµως σήµερα 
ο Ευκλείδης ίσως να αναθεωρούσε την απάντησή του. Η µελέτη της 
γεωµετρίας µέσω των µετασχηµατισµών µπορεί να είναι µία 
«βασιλική οδός» δηλαδή ένας τρόπος προσέγγισης ευκολότερος από 
τον παραδοσιακό (Martin 1982). 

Ένας µετασχηµατισµός ( transformation ) του επιπέδου είναι 
µία 1-1 και επί απεικόνιση των σηµείων του επιπέδου στον εαυτό του. 
Αυτό σηµαίνει ότι αν f είναι ένας µετασχηµατισµός, τότε για κάθε 
σηµείο Α του επιπέδου υπάρχει ένα µοναδικό σηµείο Β ώστε f(Α)=Β 
και αντίστοιχα για κάθε σηµείο ∆ του επιπέδου υπάρχει ένα µοναδικό 
σηµείο Γ ώστε f(Γ)=∆. Για να καταλάβει κανείς ένα µαθηµατικό 
σύστηµα πρέπει να καταλάβει τους µετασχηµατισµούς του 
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συστήµατος και πιο συγκεκριµένα αυτούς που αφήνουν κάποια 
στοιχεία ή ιδιότητες αναλλοίωτες. Το σύνολο όλων των 
µετασχηµατισµών του επιπέδου είναι πολύ ευρύ για να παρουσιάζει 
ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Αντίθετα παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον το 
σύνολο των µετασχηµατισµών που έχουν την ιδιότητα να 
απεικονίζουν τις ευθείες σε ευθείες δηλαδή αν ε είναι µία ευθεία, τότε 
και το f(ε) να είναι µία ευθεία. Ένας τέτοιος µετασχηµατισµός 
ονοµάζεται συγγραµµικότητα ( collineation ) και η συνήθης 
γεωµετρία βασίζεται σε τέτοιου είδους µετασχηµατισµούς.  

Ας εξετάσουµε τώρα πιο αναλυτικά τους γεωµετρικούς 
µετασχηµατισµούς του επιπέδου και την κατανόησή τους από την 
κατηγορική άποψη των επιπέδων Van Hiele που αναφέραµε 
παραπάνω. 

 

2.2.1 Επίπεδο 0 
«Τα αντικείµενα είναι οι µετασχηµατισµοί των σχηµάτων όπως 
µεταφορά, κατοπτρισµός, στροφή, κάµψη, έκταση, διαστολή κ.λ.π.» 

 Αν α
r

(xο,yο) ένα διάνυσµα του επιπέδου, τότε µεταφορά 
(translation) κατά α

r
 είναι ο ετασχηµατισµός που απεικονίζει κάθε 

σηµείο Α στο Α΄ ώστε 
µ

'AA =α
r

. Θα συµβολίζουµε τη µεταφορά αυτή 
µε τα . 

        Α΄ 

                α
r

          Α 

Αν Α(x,y) και Α΄(x΄,y΄) τότε : 

x΄=x+xο

y΄=y+yο 
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 ή = +  ⎟
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Αν α
r

= τότε η τ0
r

α είναι η ταυτοτική απεικόνιση ι. Αν α
r
≠ τότε η τ0
r

α 
δεν αφήνει σταθερό κανένα σηµείο του επιπέδου και αφήνει σταθερές 
όλες τις ευθείες που είναι παράλληλες µε το α

r
. Η µεταφορά δεν είναι 

γραµµικός µετασχηµατισµός. 

 

 Αν ε είναι µία ευθεία του επιπέδου, τότε κατοπτρισµός 
(reflection) ως προς ε είναι ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει κάθε 
σηµείο Α στο Α΄ ώστε η ε να είναι µεσοκάθετη του ΑΑ΄. Τον 
κατοπτρισµό αυτόν θα τον συµβολίζουµε µε σε . 

       Α 

     

   ε   Α΄ 

 

Οι εξισώσεις που περιγράφουν τον κατοπτρισµό ως προς την ευθεία 
ε:Αx+Βy+Γ=0 είναι : 

  x΄ = x - 22 Β+Α
)Γ+By+Ax(A2  

  y΄ = y - 22 Β+Α
)Γ+By+Ax(Β2  

 ή ⎜⎜
⎛ =⎟⎟

⎠

⎞

⎝
'

'

y
x

22 BA
1
+ ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Γ−
Γ−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−−
−−

B2
A2

y
x

BAAB2
AB2AB

22

22

 

Αν η ευθεία ε ταυτίζεται µε τον άξονα x΄x, τότε οι εξισώσεις γίνονται 

  x΄ = x 

  y΄ = -y  
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 ή =  ⎟
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και αν η ευθεία ε ταυτίζεται µε τον y΄y, τότε γίνονται 

  x΄ = -x 

  y΄ = y  

 ή =  ⎟
⎟
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⎞
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⎛
'
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x
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Ο κατοπτρισµός αφήνει σταθερά όλα τα σηµεία της ευθείας ε. Επίσης 
αφήνει σταθερές την ίδια την ευθεία ε και όλες όσες είναι κάθετες σ΄ 
αυτήν. Ο κατοπτρισµός είναι γραµµικός µετασχηµατισµός. 

 

 Αν Κ(xο,yο) είναι ένα σηµείο του επιπέδου και θ µία γωνία, τότε 
στροφή (rotation) γύρω από το Α κατά γωνία θ είναι ο 
µετασχηµατισµός που απεικονίζει το Α στο Α΄ ώστε το ΑΑ΄ να είναι 
τόξο ανοίγµατος θ του κύκλου (Κ,ΚΑ). Τη στροφή αυτή θα τη 
συµβολίζουµε µε ρΚ,θ . 

     Α΄ 

 

                 Α 

                θ 

            Κ 

Οι εξισώσεις που περιγράφουν την στροφή αυτή είναι : 

  x΄= (x-xο)συνθ - (y-yο)ηµθ + xο

  y΄= (x-xο)ηµθ + (y-yο)συνθ + yο 
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Αν θ=2κπ τότε η στροφή ρΚ,2κπ είναι η ταυτοτική απεικόνιση ι. Αν 
θ≠2κπ τότε η στροφή αφήνει σταθερό µόνο το σηµείο Κ. Αν επιπλέον 
θ≠κπ δεν αφήνει σταθερή καµία ευθεία του επιπέδου. 

Όταν το Κ είναι το Ο(0,0) τότε οι εξισώσεις αυτές γίνονται : 

  x΄= xσυνθ - yηµθ 

  y΄= xηµθ + yσυνθ 
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Η στροφή µε κέντρο το Ο(0,0) είναι προφανώς γραµµικός 
µετασχηµατισµός. 

Αν Κ(xο,yο) και θ=(2κ+1)π, τότε έχουµε την ειδική περίπτωση της 
ηµιπεριστροφής (halfturn) ή όπως είναι πιο γνωστή της κεντρικής 
συµµετρίας.  

          Α    
     Κ 

   Α΄ 

Οι εξισώσεις που την περιγράφουν είναι : 

   x΄= - x+2xo 

  y΄= - y+2yo 
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Η ηµιπεριστροφή αφήνει σταθερό το σηµείο Κ και οποιαδήποτε 
ευθεία περνάει από αυτό. 
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 Αν Κ(xο,yο) είναι σηµείο του επιπέδου και λ∈R (λ≠0) τότε 
διαστολή (dilation) µε λόγο λ και κέντρο Κ είναι ο µετασχηµατισµός 
που απεικονίζει το σηµείο Α στο Α΄ ώστε 'KA = λKA . Η διαστολή 
αυτή συµβολίζεται µε δΚ,λ . Αν ⏐λ⏐<1 τότε στην πραγµατικότητα δεν 
έχουµε διαστολή αλλά συστολή αφού το µέγεθος των εικόνων θα 
είναι µικρότερο του αρχικού. Για ευκολία στην ορολογία όµως 
χρησιµοποιούµε τον όρο διαστολή ∀λ≠0. 

        Α΄   
     Α 

   Κ 

 

Οι εξισώσεις που την περιγράφουν είναι : 

  x΄= λ(x-xο) + xo 

  y΄= λ(y-yο) + yo 
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Αν λ=1 τότε η διαστολή είναι η ταυτοτική απεικόνιση ενώ αν λ=-1 η 
διαστολή είναι ηµιπεριστροφή. Για όλες τις άλλες τιµές του λ η 
διαστολή αφήνει σταθερό το Κ και τις ευθείες που περνούν από αυτό. 

Αν το Κ είναι το Ο(0,0) τότε οι εξισώσεις απλοποιούνται σηµαντικά 
και γίνονται : 

  x΄= λx

  y΄= λy

 ή =λ   ⎟
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 Αν λ∈R (λ≠0) τότε έκταση (strain) µε λόγο λ κατά τον άξονα 
x΄x είναι ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το σηµείο Α(x,y) στο 
σηµείο Α΄(x΄,y΄) ώστε να ισχύουν οι εξισώσεις : 

  x΄= x

  y΄= λy 
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   σχήµα (α)          σχήµα (β) 

 
Το σχήµα (β) είναι ο µετασχηµατισµός του σχήµατος (α) µετά από 

µία τέτοια έκταση. Για λ=1 η έκταση είναι ο ταυτοτικός 

µετασχηµατισµός ι. Για λ=-1 η έκταση είναι κατοπτρισµός ως προς 

τον άξονα x΄x. Για λ≠±1 η έκταση αφήνει σταθερά τα σηµεία του 

άξονα x΄x, τον ίδιο τον x΄x και τις ευθείες που είναι κάθετες σ΄ αυτόν. 

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε έκταση µε λόγο λ κατά τον 
άξονα y΄y τον µετασχηµατισµό που απεικονίζει το σηµείο Α(x,y) στο 
σηµείο Α΄(x΄,y΄) ώστε να ισχύουν οι εξισώσεις : 

  x΄= λx

  y΄= y 
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         σχήµα (α)                       σχήµα (β) 

 
Το σχήµα (β) είναι ο µετασχηµατισµός του σχήµατος (α) µετά από 

µία τέτοια έκταση. Για λ=1 η έκταση είναι ο ταυτοτικός 

µετασχηµατισµός ι. Για λ=-1 η έκταση είναι κατοπτρισµός ως προς 

τον άξονα y΄y. Για λ≠±1 η έκταση αφήνει σταθερά τα σηµεία του 

άξονα y΄y, τον ίδιο τον y΄y και τις ευθείες που είναι κάθετες σ΄ αυτόν.  

  

Αν λ∈R τότε κάµψη (shear) µε λόγο λ κατά τον άξονα x΄x 
είναι ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει το σηµείο Α(x,y) στο 
σηµείο Α΄(x΄,y΄) ώστε να ισχύουν οι εξισώσεις : 

  x΄= x + λy

  y΄= y 

 ή =   ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
'

'

y
x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ λ
10

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
y
x

 

 

 

  

σχήµα (α)                 σχήµα (β) 
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Το σχήµα (β) είναι ο µετασχηµατισµός του σχήµατος (α) µετά από µία 
τέτοια κάµψη. Για λ=0 η κάµψη είναι ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός 
ι. Για λ≠0 η έκταση αφήνει σταθερά τα σηµεία του άξονα x΄x, τον ίδιο 
τον x΄x και τις ευθείες που είναι παράλληλες σ΄ αυτόν. 

Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να ορίσουµε κάµψη µε λόγο λ 
κατά τον άξονα y΄y. 

 

2.2.2 Επίπεδο 1  
«Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες των µετασχηµατισµών όσον αφορά 
την επίδρασή τους στο σχήµα δηλαδή αν διατηρούν τις αποστάσεις, 
αν αλλάζουν τον προσανατολισµό, αν στρεβλώνουν τη µορφή κ.λ.π.» 

 Ένας µετασχηµατισµός f καλείται ισοµετρία (isometry) αν για 
κάθε Α,Β, και Α΄,Β΄ µε f(Α)=Α΄ και f(Β)=Β΄ ισχύει (Α΄Β΄)=(ΑΒ). Με 
(ΑΒ) συµβολίζουµε το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ που 
υπολογίζεται µε το γνωστό τύπο της απόστασης δύο σηµείων δηλαδή 
αν Α(x1,y1) και Β(x2,y2) τότε (ΑΒ) = ( ) ( )2

21
2

21 y-y+x-x . Μια 
ισοµετρία είναι εξ ορισµού 1-1. Αν ο χώρος είναι πεπερασµένης 
διάστασης, τότε η ισοµετρία είναι και επί. Ο χώρος που εξετάζουµε 
είναι το ευκλείδειο επίπεδο µε διάσταση 2, άρα οι ισοµετρίες είναι 1-1 
και επί. Η µεταφορά, ο κατοπτρισµός και η στροφή είναι ισοµετρίες. 

 Για τη µεταφορά θα το αποδείξουµε και γεωµετρικά και 
αλγεβρικά. 

     Α΄         Β΄ 

           α
r

 

   Α     Β 

Επειδή από τον ορισµό της µεταφοράς 'ΒΒ='ΑΑ  το σχήµα ΑΒΒ΄Α΄ 
είναι παραλληλόγραµµο άρα ΑΒ=Α΄Β΄. 
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Αλγεβρικά από τους τύπους της µεταφοράς έχουµε  

x1΄-x2΄ = (x1-xο)-( x2-xο)  = x1-x2 και y1΄-y2΄ = (y1-yο)-( y2-yο)  = y1-y2  
και συνεπώς ( ) ( )2

21
2

21 ''-yy+''-xx ( ) ( )2
21

2
21 y-y+x-x=  

Για τον κατοπτρισµό η αλγεβρική απόδειξη λόγω της µορφής 
των τύπων είναι µακροσκελής. Παραθέτουµε την γεωµετρική 
απόδειξη. 

Αν το ένα άκρο Α του ΑΒ βρίσκεται πάνω στη ε τότε ΑΒ=ΑΒ΄ αφού 
η ε είναι µεσοκάθετος του ΒΒ΄. 

       Β 

            ε      Α 

 

       Β΄ 

 
Αν η προέκταση του ΑΒ τέµνει την ε  στο Γ  τότε  Α΄Β΄ = ΓΒ΄ - ΓΑ΄ 

= ΓΒ - ΓΑ=ΑΒ. 
      Β 

 

                           Α 

  ε  Γ 

                          Α΄    

       Β΄ 

 
Αν το ΑΒ τέµνει την ε στο Γ τότε Α΄Β΄ = ΓΒ΄ + ΓΑ΄ = ΓΒ + ΓΑ=ΑΒ. 
 

            Α              Β΄ 

  ε        Γ 

 

            Α΄                         Β 
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Αν το ΑΒ ανήκει στην ε ή είναι παράλληλο ή κάθετο σ΄ αυτήν, η 

απόδειξη είναι τετριµµένη. 

 Για τη στροφή η γεωµετρική απόδειξη είναι επίσης πολύ 

ευκολότερη από την αλγεβρική. Αν ο φορέας του ΑΒ δεν περνάει από 

το Κ, τότε τα τρίγωνα ΚΑΒ και ΚΑ΄Β΄ είναι ίσα γιατί έχουν 

ΚΑ=ΚΑ΄, ΚΒ=ΚΒ΄ και ∠ΑΚΒ = ∠Α΄ΚΒ΄ = θ-∠ΒΚΑ΄. 

   Β΄       Β 

          Α΄ 

          

Α 

             Κ 
Αν ο φορέας της ΑΒ περνάει από το Κ, η απόδειξη είναι τετριµµένη. 

Μια ισοµετρία διατηρεί τη διάταξη µε την έννοια ότι αν Β 
βρίσκεται µεταξύ των Α και Γ, τότε ΑΒ+ΒΓ=ΑΓ άρα 
Α΄Β΄+Β΄Γ΄=Α΄Γ΄ άρα Β΄ βρίσκεται µεταξύ των Α΄ και Γ΄.  Αυτό 
σηµαίνει ότι µία ισοµετρία απεικονίζει το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ στο 
Α΄Β΄ και την ευθεία ΑΒ στην Α΄Β΄ είναι δηλαδή συγγραµµικότητα.  
Όταν µάλιστα Β µέσο του ΑΓ τότε Β΄ µέσο του Α΄Γ΄. Επίσης µια 
ισοµετρία απεικονίζει το τρίγωνο ΑΒΓ στο Α΄Β΄Γ΄ που έχει ίσες 
πλευρές µε το αρχικό και συνεπώς και ίσες γωνίες. Άρα µια ισοµετρία 
διατηρεί το άνοιγµα των γωνιών, συνεπώς διατηρεί την καθετότητα. 
Τέλος µια  ισοµετρία διατηρεί την παραλληλία αφού αν ε//ζ υπάρχει 
ευθεία η ώστε ε⊥η⊥ζ άρα ε΄⊥η΄⊥ζ΄ δηλαδή ε΄//ζ΄. 

Ένας µετασχηµατισµός f καλείται οµοιότητα (similarity) µε 
λόγο λ>0, αν για κάθε Α,Β, και Α΄,Β΄ µε f(Α)=Α΄ και f(Β)=Β΄ ισχύει 
(Α΄Β΄)=λ(ΑΒ). Μια ισοµετρία είναι οµοιότητα µε λ=1. 

Μια διαστολή µε λόγο λ είναι οµοιότητα µε λόγο ⏐λ⏐. 
Πράγµατι  'B'A  = K'A + 'KB  = λAK +λKB =λ( AK + KB) = λAB 
άρα  
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⏐ 'B'A ⏐= ⏐ λAB⏐=⏐λ⏐⏐AB⏐ δηλαδή (Α΄Β΄)=⏐λ⏐(ΑΒ). 

Μια οµοιότητα δεν διατηρεί τις αποστάσεις. Όµως όπως και η 
ισοµετρία διατηρεί τη διάταξη µε την έννοια ότι αν Β βρίσκεται 
µεταξύ των Α και Γ, τότε ΑΒ+ΒΓ=ΑΓ άρα λΑΒ+λΒΓ=λΑΓ άρα 
Α΄Β΄+Β΄Γ΄=Α΄Γ΄ άρα Β΄ βρίσκεται µεταξύ των Α΄ και Γ΄.  Αυτό 
σηµαίνει ότι µία οµοιότητα απεικονίζει το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ στο 
Α΄Β΄ και την ευθεία ΑΒ στην Α΄Β΄ δηλαδή είναι επίσης 
συγγραµµικότητα.  Όταν µάλιστα Β µέσο του ΑΓ τότε Β΄ µέσο του 
Α΄Γ΄. Επίσης µια οµοιότητα απεικονίζει το τρίγωνο ΑΒΓ στο Α΄Β΄Γ΄ 
που έχει πλευρές ανάλογες µε το αρχικό και συνεπώς ίσες γωνίες µε 
αυτό . Άρα µια οµοιότητα διατηρεί το άνοιγµα των γωνιών, συνεπώς 
διατηρεί την καθετότητα και την παραλληλία. 

Μία έκταση µε λόγο λ κατά τον άξονα x΄x δεν διατηρεί ούτε τις 
αποστάσεις ούτε το άνοιγµα των γωνιών. Απεικονίζει όµως τις ευθείες 
σε ευθείες και πιο συγκεκριµένα την ευθεία Αx+Βy+Γ=0 στην 

Αx+
λ
B y+Γ=0 γιατί Αx΄+

λ
B y΄+Γ = Αx+

λ
B λy+Γ = Αx+Βy+Γ = 0 

δηλαδή είναι συγγραµµικότητα. Επίσης αν Β µέσο του ΑΓ, τότε Β΄ 

µέσο του Α΄Γ΄ γιατί xB΄ = xΒ = 
2

x+x ΓA =
2

'x+'x ΓA  και yB΄ = λyΒ = 

λ
2

y+y ΓA =λ
2

y+y ΓA =
2

'y+'y ΓA . Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να 

δείξουµε ότι αν Β εσωτερικό του ΑΓ τότε Β΄ εσωτερικό του Α΄Γ΄ και 
συνεπώς απεικονίζει τα ευθύγραµµα τµήµατα σε ευθύγραµµα 
τµήµατα. ∆ιατηρεί επίσης την παραλληλία γιατί αν ε//ζ και ε΄ δεν 
ήταν παράλληλη της ζ΄ τότε θα υπήρχε σηµείο Α΄=ε΄∩ζ΄ άρα θα 
υπήρχε Α=ε∩ζ άτοπο. Τα συµπεράσµατα είναι ίδια για την έκταση 
κατά τον άξονα y΄y. 

Μία κάµψη µε λόγο λ κατά τον άξονα x΄x δεν διατηρεί επίσης 
ούτε τις αποστάσεις ούτε το άνοιγµα των γωνιών. Απεικονίζει όµως 
τις ευθείες σε  ευθείες  και  πιο  συγκεκριµένα  την ευθεία 
Αx+Βy+Γ=0 στην Αx+(Β-λΑ)y+Γ=0 γιατί Αx΄+(Β-λΑ)y΄+Γ = 
Α(x+λy)+(Β-λΑ)y+Γ = Αx+λΑy+Βy-λΑy+Γ = Αx+Βy+Γ = 0 άρα 
είναι συγγραµµικότητα. Ακόµα αν Β µέσο του ΑΓ, τότε Β΄ µέσο του 

Α΄Γ΄ γιατί xB΄ = xΒ+λyΒ = 
2

x+x ΓA +λ
2

y+y ΓA  = 
2

yλ+x+yλ+x ΓΓΑA  =  
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2
'x+'x ΓA  και yB΄ = yΒ = 

2
y+y ΓA  = 

2
'y+'y ΓA . Όµοια µπορούµε να 

δείξουµε ότι αν Β εσωτερικό του ΑΓ τότε Β΄ εσωτερικό του Α΄Γ΄ 
δηλαδή η κάµψη απεικονίζει τα ευθύγραµµα τµήµατα σε ευθύγραµµα 
τµήµατα. ∆ιατηρεί επίσης την παραλληλία µε τον ίδιο τρόπο όπως η 
έκταση. 

 

2.2.3 Επίπεδο 2  
«Τα αντικείµενα είναι οι κανόνες που συνδέουν τις ιδιότητες των 
µετασχηµατισµών όπως ότι η σύνθεση δύο κατοπτρισµών ισοδυναµεί 
µε µια στροφή ή µια µεταφορά.» 

 Το σύνολο Μ των µετασχηµατισµών του επιπέδου 
αποδεικνύεται ότι είναι οµάδα µε πράξη τη σύνθεση συναρτήσεων και 
ουδέτερο στοιχείο την ταυτοτική απεικόνιση ι.  

• Αν α,β είναι δύο τέτοιοι µετασχηµατισµοί τότε α(β(Α))=α(β(Β)) 
⇔ β(Α) = β(Β) ⇔ Α=Β άρα η αοβ είναι 1-1. Επίσης για κάθε Α 
στο επίπεδο υπάρχει Β ώστε α(Β) = Α και συνεπώς υπάρχει Γ 
ώστε β(Γ) = Β δηλαδή α(β(Γ)) = α(Β) = Α άρα η αοβ είναι επί. 
Έτσι η αοβ είναι µετασχηµατισµός και το σύνολο Μ είναι 
κλειστό ως προς τη σύνθεση.  

• Γνωρίζουµε ότι για τη σύνθεση ισχύει η προσεταιριστική 
δηλαδή αο(βογ)= (αοβ)ογ. 

• Για την ταυτοτική απεικόνιση ι ισχύει αοι = ιοα = α 

• Εφόσον α είναι 1-1 και επί υπάρχει α-1 που είναι επίσης 1-1 και 
επί άρα ανήκει στο Μ, ώστε αοα-1 = α-1

οα = ι. 

Μέσα στην οµάδα αυτή µπορούµε να διακρίνουµε διάφορες 
υποοµάδες. Μπορούµε ακόµα να βγάλουµε αρκετά χαρακτηριστικά 
συµπεράσµατα για τη σύνθεση συγκεκριµένων µετασχηµατισµών. 
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Παράδειγµα 1 : Η σύνθεση δύο κατοπτρισµών ως προς ευθείες 
παράλληλες είναι µια µεταφορά 
Έστω δύο παράλληλες ευθείες ε,ζ και τυχαίο σηµείο Α. Αν σε(Α)=Α΄ 
και σζ(Α΄)=Α΄΄ τότε ''AA = 'AA + ''A'A =2 'EA +2 Z'A =2 EZ   άρα 

(σζοσε)(Α) = Α΄΄ = τ2ΕΖ(Α) όπου EZ  είναι το κάθετο διάνυσµα από 
την ε προς τη ζ. 

 

   ε      ζ 

 

       Α           Ε       Α΄          Ζ   Α΄΄ 

 

 

Η πρόταση ισχύει και αντίστροφα δηλαδή αν τ είναι µία µεταφορά 
τότε αν επιλέξουµε οποιαδήποτε ευθεία ε κάθετη στο α

r
 και στη 

συνέχεια µία δεύτερη ευθεία ζ που να απέχει από την πρώτη 

προσανατολισµένη απόσταση ίση µε 
2
αr , τότε η τ γράφεται σζοσε. 

Παράδειγµα 2 : Η σύνθεση δύο κατοπτρισµών ως προς ευθείες 
τεµνόµενες είναι µια στροφή. 

Έστω δύο ευθείες ε,ζ που τέµνονται στο Κ και τυχαίο σηµείο του 
επιπέδου Α. Αν σε(Α)=Α΄ και σζ(Α΄)=Α΄΄ τότε ΚΑ = ΚΑ΄=ΚΑ΄΄ και 
∠ΑΚΑ΄΄ = ∠ΑΚΑ΄+∠Α΄ΚΑ΄΄ = 2∠ΕΚΑ΄+2∠Α΄ΚΖ = 2∠ΕΚΖ 
δηλαδή (σζοσε)(Α) = Α΄΄ = ρΚ,2ΕΚΖ όπου ∠ΕΚΖ η γωνία των δύο 
ευθειών ( όλες οι παραπάνω γωνίες θεωρούνται προσανατολισµένες ) 

            ζ 

           Α΄΄         Ζ   Α΄        ε 

        Ε 

                 Α 

      Κ 
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Η πρόταση ισχύει και αντίστροφα δηλαδή αν ρ είναι µία στροφή τότε 
αν επιλέξουµε οποιαδήποτε ευθεία ε που να περνάει από το κέντρο Κ 
της στροφής και στη συνέχεια µία δεύτερη ευθεία ζ που να περνάει 
επίσης από το Κ και να σχηµατίζει µε την ε προσανατολισµένη γωνία 
θ/2, τότε η ρ γράφεται σζοσε. 

Άµεσο συµπέρασµα αυτού είναι ότι δύο διαδοχικές ανακλάσεις 
κατά ευθείες κάθετες µεταξύ τους είναι µια στροφή µε κέντρο το 
σηµείο τοµής τους και γωνία  π, δηλαδή είναι µια ηµιπεριστροφή ή 
κεντρική συµµετρία. 

 Η σύνθεση µιας µεταφοράς και ενός κατοπτρισµού κατά ευθεία 
ε  παράλληλη µε το διάνυσµα α

r
 της µεταφοράς είναι ένας 

κατοπτρισµός µε ολίσθηση (glide reflection). Ένας κατοπτρισµός 
µε ολίσθηση δεν αφήνει σταθερό κανένα σηµείο, αφήνει όµως 
σταθερή την ευθεία ε. Επίσης σαν σύνθεση ισοµετριών είναι 
ισοµετρία. 

     αr   

               Α            Α΄ 

              ε 

 

               Α1           Α΄΄ 

 

Όπως φαίνεται από το σχήµα στην περίπτωση αυτή σεοτα = ταοσε. 
Αποδεικνύεται επίσης ότι µία µεταφορά µε ολίσθηση είναι σύνθεση 
µίας ανάκλασης και µιας ηµιπεριστροφής. 

 Η σύνθεση µιας έκτασης µε λόγο λ κατά τον άξονα x΄x µε µία 
έκταση µε τον ίδιο λόγο κατά τον άξονα y΄y είναι µία διαστολή µε 
κέντρο το Ο(0,0) και λόγο λ. 

 x΄΄= x΄   x΄= λx   x΄΄= λx

y΄΄= λy΄ και  y΄= y       σηµαίνει  y΄΄= λy
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2.2.4 Επίπεδο 3 
 
«Τα αντικείµενα είναι ακολουθίες προτάσεων όπως οι αποδείξεις ότι 

οι κατοπτρισµοί δηµιουργούν τις ισοµετρίες και ότι οι κατοπτρισµοί και 

οι διαστολές δηµιουργούν τις οµοιότητες.» 

 Μέσα στην οµάδα των µετασχηµατισµών υπάρχουν πολλές 
υποοµάδες. Η µελέτη των υποοµάδων αυτών µας βοηθάει να 
κατανοήσουµε τη δοµή της οµάδας των µετασχηµατισµών. Οι 
µεταφορές αποτελούν οµάδα αφού τα ο τβ  = τα+β και µάλιστα αβελιανή. 
Οι στροφές γύρω  από  συγκεκριµένο  σηµείο  είναι  οµάδα  αφού   
ρΚ,φ ο ρΚ,ω = ρΚ,φ+ω. Οι ισοµετρίες αποτελούν οµάδα αφού η σύνθεση 
ισοµετριών αποδεικνύεται εύκολα ότι είναι ισοµετρία. Ας 
συµβολίσουµε µε Ι την οµάδα αυτή των ισοµετριών.  

Στο επίπεδο ισχύει το θεώρηµα Cartan-Dieudonne που λέει ότι 
κάθε ισοµετρία µπορεί να γραφεί σαν σύνθεση το πολύ τριών 
κατοπτρισµών. Σύµφωνα µε όσα έχουµε αναφέρει παραπάνω αν µια 
ισοµετρία αφήνει σταθερά δύο διαφορετικά σηµεία Α,Β, αφήνει 
σταθερά και όλα τα σηµεία της ευθείας ΑΒ. Αυτό συµβαίνει γιατί αν 
Γ είναι ένα σηµείο της ΑΒ και Γ΄ η εικόνα του, πρέπει το Γ΄ να ανήκει 
στην ΑΒ αφού οι ισοµετρίες είναι συγγραµµικότητες και ΑΓ=ΑΓ΄, 
ΒΓ=ΒΓ΄ άρα Γ=Γ΄.  

Αν τώρα µια ισοµετρία αφήνει σταθερά τρία µη συγγραµµικά 
σηµεία, τότε είναι η ταυτοτική. Αν Α,Β,Γ σταθερά τότε και όλα τα 
σηµεία των ευθειών ΑΒ,ΒΓ,ΑΓ είναι σταθερά. 

 

 

           Α      Σ 

                      

           Β               ∆        Γ 

             ε           Ε 
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Αν τώρα Σ τυχαίο σηµείο του επιπέδου µπορώ να φέρω ευθεία 
ε που να περνάει από το Σ και να τέµνει τις πλευρές του τριγώνου 
ΑΒΓ στα σηµεία ∆,Ε που είναι σταθερά άρα και όλα τα σηµεία της ε 
(συµπεριλαµβανοµένου του Σ) είναι σταθερά.  

Στη συνέχεια αν α,β  είναι δύο ισοµετρίες που απεικονίζουν 
τρία µη συγγραµµικά σηµεία Α,Β,Γ ώστε α(Α)=β(Α), α(Β)=β(Β), 
α(Γ)=β(Γ) τότε η β-1οα αφήνει τα τρία αυτά σηµεία σταθερά και 
συνεπώς β-1οα=ι άρα α=β.  

Μπορούµε τώρα να δείξουµε ότι αν µια ισοµετρία α αφήνει δύο 
σηµεία Α,Β σταθερά τότε είναι η ταυτοτική ή ένας κατοπτρισµός.  

 

    Γ 

         Β     

          ε              Α             

               Γ΄ 

Αν δεν είναι η ταυτοτική, τότε υπάρχει σηµείο Γ ώστε α(Γ)≠Γ 
δηλαδή το Γ δεν ανήκει στην ευθεία ΑΒ. Έστω α(Γ)=Γ΄. Τότε 
ΑΓ=ΑΓ΄ και ΒΓ=ΒΓ΄ δηλαδή τα Α,Β βρίσκονται στην µεσοκάθετο ε 
του ΓΓ΄. Τότε όµως α(Α)=σε(Α)=Α, α(Β)=σε(Β)=Β και α(Γ)=σε(Γ)=Γ΄. 
Σύµφωνα όµως µε τα προηγούµενα αφού οι α και σε απεικονίζουν 
τρία µη συγγραµµικά σηµεία στην ίδια θέση, τότε α=σε. 

Αν µια ισοµετρία  α αφήνει σταθερό µόνο ένα σηµείο Α, τότε 
είναι γινόµενο δύο κατοπτρισµών. Έστω σηµείο Β≠Α και α(Β)=Β΄ και 
ε η µεσοκάθετος του ΒΒ΄.  

    Β 

     ε 

          Α 

        Β΄ 
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Τότε σεα(Α)=σε(Α)=Α και σεα(Β)=σε(Β΄)=Β δηλαδή η σεα 
αφήνει σταθερά τα Α και Β άρα είναι η ταυτοτική ή ένας 
κατοπτρισµός σΑΒ. Αν όµως σεα=ι τότε α=σε και θα άφηνε όλα τα 
σηµεία της ε σταθερά. Έτσι σεα= σΑΒ ⇔ α=σεσΑΒ δηλαδή γινόµενο 
δύο κατοπτρισµών. 

Συνέπεια όλων των παραπάνω είναι ότι αν µια ισοµετρία 
αφήνει τουλάχιστον ένα σηµείο σταθερό, τότε είναι γινόµενο το πολύ 
δύο κατοπτρισµών, γιατί αν το σηµείο είναι ακριβώς ένα τότε είναι 
γινόµενο ακριβώς δύο κατοπτρισµών (αποδεικνύεται ότι είναι 
στροφή), αν είναι δύο τότε είναι ένας κατοπτρισµός (και αφήνει 
αµετάβλητα και όλα τα συγγραµµικά τους) και αν είναι τρία ή 
παραπάνω µη συγγραµµικά τότε είναι η ταυτοτική που είναι σύνθεση 
δύο οποιονδήποτε ίδιων κατοπτρισµών. 

Έστω τώρα ισοµετρία α. Αν α είναι η ταυτοτική τότε είναι 
γινόµενο δύο ισοµετριών. Αν α δεν είναι η ταυτοτική, τότε υπάρχει 
σηµείο Α ώστε α(Α)=Β≠Α. Έστω ε η µεσοκάθετος του ΑΒ. Τότε 
σεα(Α)=Α δηλαδή η σεα αφήνει σταθερό το Α και συνεπώς είναι ίση 
µε µια ισοµετρία β που είναι γινόµενο το πολύ δύο κατοπτρισµών. 
Όµως σεα=β ⇔ α=σεβ δηλαδή καταλήξαµε ότι κάθε ισοµετρία α είναι 
γινόµενο το πολύ τριών κατοπτρισµών. 

Από όλα τα προηγούµενα µπορούµε να συµπεράνουµε ότι 
µια ισοµετρία είναι σύνθεση ενός, δύο ή τριών κατοπτρισµών. Στη 
δεύτερη περίπτωση είναι στροφή ή µεταφορά και στην τρίτη 
κατοπτρισµός ή κατοπτρισµός µε ολίσθηση. Έτσι  καταλήγουµε  στο 
γνωστό συµπέρασµα είναι ότι η οµάδα των ισοµετριών αποτελείται 
από τους κατοπτρισµούς, τις µεταθέσεις, τις στροφές και τους 
κατοπτρισµούς µε ολίσθηση. Ουσιαστικά δηλαδή παράγεται από τους 
κατοπτρισµούς αφού όλοι οι προαναφερόµενοι µετασχηµατισµοί είναι 
κατοπτρισµοί ή σύνθεση κατοπτρισµών. 

 Ας δούµε τώρα το σύνολο Ο των οµοιοτήτων. Εύκολα 
µπορούµε να αποδείξουµε ότι είναι υποοµάδα των µετασχηµατισµών 
Μ. Αν α,β οµοιότητες µε λόγους κ,λ αντίστοιχα, για κάθε Α,Β σηµεία 
του επιπέδου β(Α)=Α΄, β(Β)=Β΄, (Α΄Β΄)=λ(ΑΒ), α(Α΄)=Α΄΄, 
α(Β΄)=Β΄΄, (Α΄΄Β΄΄)=κ(Α΄Β΄). Τότε (αοβ)(Α)=Α΄΄, (αοβ)(Β)=Β΄΄ και 
(Α΄΄Β΄΄)=κλ(ΑΒ) συνεπώς αοβ είναι οµοιότητα και µάλιστα µε λόγο 
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ίσο µε κλ. Το σύνολο Ο  είναι κλειστό. Επίσης για κάθε α∈Ο µε λόγο 

λ, ο µετασχηµατισµός  α-1 είναι επίσης οµοιότητα µε  λόγο  
λ
1   γιατί  

α-1(Α΄)=Α, α-1(Β΄)=Β και (ΑΒ)=
λ
1 (Α΄Β΄). Έτσι το σύνολο Ο  των 

οµοιοτήτων είναι υποοµάδα του Μ. Εφόσον δε κάθε ισοµετρία είναι 
οµοιότητα το σύνολο Ι των ισοµετριών είναι υποοµάδα της Ο.  

 Κάθε οµοιότητα είναι σύνθεση µιας ισοµετρίας και µιας 
διαστολής. Ας υποθέσουµε ότι α είναι µια οµοιότητα µε λόγο λ. Τότε 
για οποιοδήποτε σηµείο Κ του επιπέδου µπορούµε να ορίσουµε τη 
διαστολή δΚ,λ  και στη συνέχεια την αντίστροφή της τη διαστολή δΚ,λ

-1 

= δΚ,1/λ. Τότε έχουµε α = αοι = αο(δ-1
οδ) = (αοδ-1)οδ. Αλλά α,δ-1 είναι 

οµοιότητες µε λόγους λ και 1/λ αντίστοιχα άρα η αοδ-1 είναι οµοιότητα 
µε λόγο 1 δηλαδή ισοµετρία. 

 Μπορούµε επίσης να αποδείξουµε ότι µια οµοιότητα που δεν 
έχει κανένα σταθερό σηµείο είναι ισοµετρία. Στηριζόµενοι σ΄ αυτήν 
µπορούµε να βρούµε τα είδη των µετασχηµατισµών από τα οποία  
αποτελείται το σύνολο Ο  των οµοιοτήτων. Αν α είναι µια οµοιότητα 
τότε ή είναι ισοµετρία ή όχι. Αν δεν είναι ισοµετρία, τότε έχει 
τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο Κ. Παίρνοντας αυτό ακριβώς το 
σηµείο σαν κέντρο µιας διαστολής δ έχουµε α=βοδ όπου β ισοµετρία. 
Τότε Κ = α(Κ) = (βοδ)(Κ) = β(δ(Κ)) = β(Κ) άρα β είναι µια ισοµετρία 
που έχει σταθερό το Κ δηλαδή η ταυτοτική ή ένας κατοπτρισµός ή µια 
στροφή. Έτσι καταλήγουµε ότι µια οποιαδήποτε οµοιότητα είναι 
ισοµετρία ή διαστολή ή διαστολή µε κατοπτρισµό ή διαστολή µε 
στροφή. Το τελικό συµπέρασµα είναι ότι αφού οι ισοµετρίες 
παράγονται από τους κατοπτρισµούς, τότε οι οµοιότητες 
παράγονται από τους κατοπτρισµούς και τις διαστολές. 

 

2.2.5 Επίπεδο 4  

«Τα αντικείµενα είναι οι ιδιότητες που αναλύουν τις οµάδες των 
µετασχηµατισµών στο πνεύµα του προγράµµατος Klein-Erlangen και 
ιδιαίτερα αυτών που ορίζουν γεωµετρίες διάφορες της ευκλείδειας.» 
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 Ο ορισµός της δράσης µιας οµάδας G επί ενός συνόλου Χ και ο 
αντίστοιχος ορισµός µιας γεωµετρίας Klein αναφέρονται στο 
παράρτηµα ΙΙΙ. Ας δούµε κάποια παραδείγµατα µη ευκλείδειων 
γεωµετριών. 

 

2.2.51 Η γεωµετρία της χελώνας 

 Είναι σε όλους γνωστή η γλώσσα LOGO που χρησιµοποιούµε 
για να διδάξουµε στοιχειώδη προγραµµατισµό και βασικές 
µαθηµατικές έννοιες σε µικρούς µαθητές. Στη γλώσσα αυτή ο 
«κέρσορας» της οθόνης έχει τη µορφή µιας χελώνας η οποία µπορεί 
να κινηθεί εµπρός-πίσω και να στρίψει δεξιά-αριστερά ακολουθώντας 
συγκεκριµένες οδηγίες του προγραµµατιστή. Κατά την κίνησή της 
αφήνει πίσω της ένα ίχνος και έτσι σχεδιάζει διάφορα σχήµατα. 

 Η θέση και ο προσανατολισµός της χελώνας καθορίζονται από 
µια τριάδα (x,y,α) όπου x,y είναι οι συνήθεις καρτεσιανές 
συντεταγµένες µε αρχή το κέντρο της οθόνης και α η γωνία που 
σχηµατίζει ο προσανατολισµός της χελώνας µε το «Βορρά» δηλαδή 
το πάνω µέρος της οθόνης. Η µονάδα µέτρησης για τους άξονες x και 
y είναι το pixel δηλαδή η στοιχειώδης κουκίδα που µπορεί να 
απεικονιστεί στην οθόνη. Η µονάδα µέτρησης γωνιών είναι η µοίρα 
και οι γωνίες υπολογίζονται κατά τη συνήθη θετική φορά. Η γωνία α 
θα πρέπει προφανώς να θεωρηθεί σαν α mod 360. 

 Για τη κίνηση της χελώνας αρκούν δύο µόνο µετασχηµατισµοί. 
Ο ένας είναι ο µετασχηµατισµός «µπροστά», ας τον συµβολίσουµε µε 
φ, που δίνει εντολή στη χελώνα να προχωρήσει κατά ένα pixel προς 
την κατεύθυνση που είναι προσανατολισµένη. Ο µετασχηµατισµός 
αυτός έχει τύπο 

  φ (x , y , α) = (x+ηµα , y+συνα , α) 

και είναι 1-1 και επί. Στην πράξη βέβαια η οθόνη δεν έχει άπειρα 
σηµεία και συνεπώς πρέπει να γίνονται διάφορες προσεγγίσεις κατά 
τον υπολογισµό της θέσης της χελώνας. Ας υποθέσουµε όµως ότι δεν 
έχουµε τέτοιους περιορισµούς δηλαδή εργαζόµαστε σε µία οθόνη µε 
άπειρες διαστάσεις και άπειρη ανάλυση. Αν θέλουµε η χελώνα να 
διανύσει µεγαλύτερη απόσταση, χρησιµοποιούµε το µετασχηµατισµό 
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περισσότερες από µια φορές. Για παράδειγµα για να κινηθεί η χελώνα 
κατά 10 pixel µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον φ10=φοφοφο…οφ 
που έχει τύπο 

  φ10 (x , y , α) = (x+10ηµα , y+10συνα , α) 

 Ο άλλος µετασχηµατισµός που µας χρειάζεται είναι ο 
µετασχηµατισµός «αριστερά», ας τον συµβολίσουµε ρ, που δίνει 
εντολή στη χελώνα να στρίψει αριστερά κατά µια µοίρα και έχει τύπο 

  ρ (x , y , α) = (x, y, α+1) 

και επίσης είναι 1-1 και επί. Αν θέλουµε η χελώνα να στρίψει 
αριστερά κατά 10 µοίρες, χρησιµοποιούµε το µετασχηµατισµό ρ10 = 
ρορορο…ορ που έχει τύπο 

  ρ (x , y , α) = (x, y, α+10) 

Για να δώσουµε εντολή στη χελώνα να στρίψει δεξιά κατά µια µοίρα 
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον ρ359 και για να στρίψει δεξιά 
κατά µ µοίρες τον ρ360-µ. 

 Από τους παραπάνω ορισµούς είναι φανερό ότι ρ360 = ι (η 
ταυτοτική συνάρτηση). Ακόµα αφού ο ρ είναι 1-1 και επί, τότε είναι 
αντιστρέψιµος και αφού ρ359ορ = ρορ359 = ρ360 = ι έχουµε ρ-1 = ρ359. Με 
τον ίδιο τρόπο ο φ είναι 1-1 και επί άρα είναι και αυτός αντιστρέψιµος 
και ισχύει  (ρ180φ ρ180) φ = φ (ρ180φ ρ180) = ι  άρα  φ-1 = ρ180φ ρ180. 

 Σύµφωνα µε τα παραπάνω µπορούµε να περιγράψουµε 
οποιαδήποτε κίνηση στην οθόνη µε τη βοήθεια των µετασχηµατισµών 
φ και ρ και των συνδυασµών τους. Έστω λοιπόν Χ το σύνολο των 
µετασχηµατισµών που γράφονται σαν σύνθεση πεπερασµένου 
πλήθους φ και ρ. Το σύνολο αυτό είναι οµάδα µε τη συνήθη πράξη 
της σύνθεσης συναρτήσεων γιατί : 

i) Είναι κλειστό ως προς τη σύνθεση συναρτήσεων εξ 
ορισµού. 

ii) Η σύνθεση συναρτήσεων έχει την προσεταιριστική ιδιότητα 

iii) Το σύνολο Χ  περιέχει την ταυτοτική ι = ρ360. 
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iv) Κάθε µετασχηµατισµός f∈Χ είναι 1-1 και επί (αφού είναι 
σύνθεση µετασχηµατισµών που είναι 1-1 και επί), υπάρχει ο 
αντίστροφός του και ανήκει και αυτός στο Χ. Για 
παράδειγµα αν f = φνρµ τότε f-1 = (φνρµ)-1 = (ρ-1)µ(φ-1)ν . 

Καταλήγουµε συνεπώς ότι η «γεωµετρία της χελώνας» δηλαδή 
αυτή που περιγράφει την κίνηση της χελώνας στη γλώσσα LOGO 
καθορίζεται από τη δράση της οµάδας Χ που παράγεται από τους 
µετασχηµατισµούς φ και ρ. 

 

2.2.52 Οι συγγραµµικότητες της προβολικής γεωµετρίας 

 Η προβολική γεωµετρία είναι από τις πιο γνωστές µη 
ευκλείδειες γεωµετρίες. Ποια είναι η οµάδα που όταν δρα στο 
προβολικό επίπεδο καθορίζει την προβολική γεωµετρία ; 

 Καλούµε µορφισµό µεταξύ δύο προβολικών επιπέδων (P,L,I) 
και (P’,L’,I’) ένα ζεύγος απεικονίσεων (φ,ψ) όπου φ:P→P’ , ψ:L→L’ 
και αν (P,l)∈I ⇒ (φ(Ρ),ψ(l))∈I’ δηλαδή απεικονίζει τα συγγραµµικά 
σηµεία σε συγγραµµικά σηµεία. Ένας µορφισµός που είναι 1-1 και επί 
ονοµάζεται ισοµορφισµός. Εύκολα µπορούµε να δείξουµε ότι αν 
(φ,ψ) είναι ισοµορφισµός τότε και η αντίστροφη απεικόνιση (φ-1,ψ-1) 
είναι ισοµορφισµός. Αν τα δύο προβολικά επίπεδα ταυτίζονται, τότε 
έχουµε ένα αυτοµορφισµό του P που τον ονοµάζουµε 
συγγραµµικότητα. 

 Το σύνολο των συγγραµµικοτήτων ενός προβολικού επιπέδου 
είναι οµάδα µε πράξη τη σύνθεση γιατί : 

• Είναι κλειστό ως προς τη σύνθεση  

• Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα 

• Περιέχει την ταυτοτική απεικόνιση 

• Περιέχει τις αντίστροφες απεικονίσεις 

Την οµάδα αυτή θα την συµβολίζουµε µε Aut(P). Είναι όµως πολύ 
µεγάλη και πολύ «γενική» για να µας βοηθήσει να βγάλουµε 
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συµπεράσµατα για το προβολικό επίπεδο και γι΄ αυτό πρέπει να 
αναζητήσουµε κατάλληλες υποοµάδες που θα είναι πιο εύκολες στη 
µελέτη. 

 Μια συγγραµµικότητα καλείται κεντρική αν υπάρχει σηµείο Α, 
το κέντρο, έτσι ώστε : [ ∀κ∈L : Α∈κ ] ⇒ [ ψ(κ)=κ ] δηλαδή όλες οι 
ευθείες που διέρχονται από το κέντρο Α να µένουν σταθερές. 
Αντίστοιχα µια συγγραµµικότητα καλείται αξονική αν υπάρχει ευθεία 
l, ο άξονας, έτσι ώστε : [ ∀Ρ∈P : P∈l ] ⇒ [ φ(P)=P ] δηλαδή όλα τα 
σηµεία της ευθείας l να µένουν σταθερά. Είναι προφανές ότι το 
κέντρο και ο άξονας είναι σταθερά στοιχεία. Αποδεικνύεται ότι µια 
κεντρική συγγραµµικότητα είναι και αξονική και αντίστροφα άρα δεν 
έχει νόηµα η διάκριση µεταξύ τους.  

 Συµβολίζουµε µε L(A,l) το σύνολο των συγγραµµικοτήτων µε 
κέντρο Α και άξονα l. Aν Α∉l, τότε ονοµάζουµε την κεντρική 
συγγραµµικότητα οµολογία (homology) και αν Α∈l, τότε την 
ονοµάζουµε έπαρση (elation). Το σύνολο των οµολογιών µε κέντρο 
Α και άξονα l το συµβολίζουµε µε Η(Α,l) και αντίστοιχα το σύνολο 
των επάρσεων µε E(A,l). Επιπλέον συµβολίζουµε µε  Ε(l) το σύνολο 
των επάρσεων µε κοινό άξονα l και οποιοδήποτε κέντρο Α, µε L(l) το 
σύνολο των αξονικών συγγραµµικοτήτων µε κοινό άξονα l και µε 
L(P) το σύνολο όλων των αξονικών συγγραµµµικοτήτων του 
προβολικού επιπέδου ανεξαρτήτως άξονα. Τότε ισχύουν τα εξής (◄ 
το σύµβολο της υποοµάδας) : 

Η(Α,l)                      ◄ L(l) ◄ L(P) ◄ Aut(P) 

E(A,l) ◄ Ε(l )                                   (Stevenson 1972)  

 Σε ένα προβολικό επίπεδο P , µε Α,Χ,Χ΄ σηµεία 
του  P  και l ευθεία του P , θα λέµε ότι η τετράδα (Α,l,Χ,Χ΄) είναι µια 
προσδιοριστική τετράδα αν α) τα Α,Χ,Χ΄ είναι συγγραµµικά και 
διάφορα µεταξύ τους και β) τα Χ και Χ΄ δεν ανήκουν στην l. Ένα 
προβολικό επίπεδο λέγεται επίπεδο του Desargues αν για κάθε 
προσδιοριστική τετράδα (Α,l,Χ,Χ΄) του P  µε Α∉l, υπάρχει µια 
(µοναδική) (φ,ψ)∈Η(Α,l) ώστε φ(Χ)=Χ΄, υπάρχουν δηλαδή όλες οι 
δυνατές οµολογίες. Αποδεικνύεται ότι σε κάθε προβολικό επίπεδο του 
Desargues υπάρχουν επίσης όλες οι δυνατές επάρσεις. Τέλος ισχύει 
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ότι σε ένα επίπεδο του Desargues η οµάδα Ε(l)  είναι αβελιανή. Αυτό 
προφανώς σηµαίνει ότι και κάθε οµάδα E(A,l) είναι αβελιανή. 

 Ένα προβολικό επίπεδο P  λέγεται επίπεδο του Πάππου αν είναι 
επίπεδο Desargues και επιπλέον για κάθε (A,l) ∈ (P,L) µε Α∉l, η 
οµάδα των οµολογιών Η(Α,l) είναι αβελιανή. 

 Από τα παραπάνω παρατηρούµε λοιπόν ότι η δοµή ενός 
προβολικού επιπέδου καθορίζεται από τη δοµή των οµάδων των 
οµολογιών και των επάρσεων.  

 Η ανάγκη για τη µελέτη της προβολικής γεωµετρίας 
δηµιουργήθηκε κατά την Αναγέννηση όταν οι ζωγράφοι και οι 
σχεδιαστές προσπάθησαν να απεικονίσουν στον δισδιάστατο καµβά 
τους τρισδιάστατα αντικείµενα µε ρεαλιστικό τρόπο. Οι µελέτες τους 
έθεσαν τις βάσεις του κλάδου της προβολικής γεωµετρίας. Μερικές 
λεπτοµέρειες αναφέρονται στο Παράρτηµα V. Ο Κlein εφάρµοσε τη 
θεωρία του πρώτα στην προβολική γεωµετρία και µετά στην 
Ευκλείδεια. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



 64 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  



 65

 

Κεφάλαιο 3 

Η ιεραρχική άποψη 

 
 Ένας άλλος τρόπος µε τον οποίο µπορούµε να εξετάσουµε τα 
επίπεδα Van Hiele είναι η  ιεραρχική  άποψη. Μια ιεραρχία  είναι µια 
σειρά διαδοχικών καλύψεων ενός συνόλου Χ. Με τον όρο κάλυψη 
εννοούµε ένα υποσύνολο Υ του δυναµοσυνόλου Ρ(Χ) τέτοιο ώστε αν 
Υ={ Υi / i∈I } µε Υi≠Ø, να ισχύει Χ= . Σύµφωνα µε τον ορισµό 

της ιεραρχίας αν το επίπεδο ν αντιστοιχεί στο σύνολο Χ={α

U
I�Έi

iY

1,α2,α3,…} 
τότε το επίπεδο ν+1 θα αντιστοιχεί σε µία κάλυψη του , το επίπεδο 
ν+2 θα αντιστοιχεί σε µια κάλυψη της κάλυψης κ.ο.κ. 
Κατασκευάζοντας µια ιεραρχία πετυχαίνουµε µια ιεραρχική ανάλυση 
του συνόλου που µας ενδιαφέρει.  Περισσότερες λεπτοµέρειες για την 
έννοια της ιεραρχίας υπάρχουν στο παράρτηµα ΙΙ. 

 Κατά τη διδασκαλία της γεωµετρίας αλλά και πολλών άλλων 
µαθηµάτων είναι λογικό να σκεφτόµαστε τα επίπεδα κατανόησης σαν 
µία ιεραρχία. Στο πρώτο επίπεδο θα βρίσκονται τα απλούστερα 
σχήµατα και  έννοιες και όσο ανεβαίνουµε προς τα πάνω θα 
συναντάµε πιο γενικά σχήµατα και πιο πολύπλοκες έννοιες. Βέβαια 
από τη µια µεριά δεν είναι πάντα δυνατόν να κατασκευαστεί µε 
µαθηµατική ακρίβεια µια ιεραρχία που να καλύπτει το σύνολο των 
γεωµετρικών σχηµάτων και εννοιών και ταυτόχρονα να εξυπηρετεί τις 
εκπαιδευτικές ανάγκες και να πληρεί όλες τις απαιτήσεις  µιας 
θεωρίας µάθησης. Από την άλλη όµως σύµφωνα µε την 
κονστρουκτιβιστική άποψη, ο κάθε µαθητής οικοδοµεί σταδιακά τη 
γνώση ξεκινώντας από τις απλούστερες έννοιες και κατασκευάζοντας 
διαδοχικά τις πιο σύνθετες, ακολουθεί δηλαδή κάποια ιεραρχία. Η 
µάθηση δηλαδή θα διευκολυνθεί αν ακολουθήσουµε κατά τη 
διδασκαλία µία «φυσιολογική» ιεραρχία. Αντίθετα θα προκαλέσουµε 
σύγχυση στο µαθητή αν η ιεραρχία που θα του προτείνουµε αντίκειται 
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στη λογική του ή αν ακολουθήσουµε µια χαοτική πορεία χωρίς 
εµφανή ιεραρχία. 

  Ας δούµε τι ισχύει αυτή τη στιγµή στη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση. 

 
3.1 Η γεωµετρία στο Γυµνάσιο 

 Στο Γυµνάσιο η έµφαση δίνεται στην πρακτική χρησιµοποίηση 
µεθόδων και τύπων και όχι στη θεωρητική θεµελίωση. Θα µπορούσε 
να πει κανείς ότι αυτό θα διευκόλυνε τη σωστή ιεράρχηση των 
διδασκοµένων εννοιών. Από την άλλη στο Γυµνάσιο η γεωµετρία δεν 
είναι ανεξάρτητο µάθηµα αλλά διδάσκεται µέσα στο πλαίσια των 
µαθηµατικών που αντιµετωπίζονται σαν ενιαίο µάθηµα. Αυτό έχει 
σαν αποτέλεσµα την εξάρτηση των κεφαλαίων της γεωµετρίας από τα 
υπόλοιπα κεφάλαια της άλγεβρας και συνεπώς τον περιορισµό  της 
ελευθερίας οργάνωσής τους. Επίσης έχει σαν αποτέλεσµα µια 
ορισµένη υποβάθµιση και εκ µέρους των µαθητών και εκ µέρους των 
καθηγητών. Για τους καθηγητές ο κυριότερος λόγος της υποτίµησης 
αυτής είναι η σκέψη ότι οι µαθητές θα ξαναδιδαχθούν τη γεωµετρία 
στο Λύκειο «από την αρχή» χωρίς να προαπαιτούνται γνώσεις του 
γυµνασίου. Αντίθετα κατά τη διδασκαλία της άλγεβρας στο Λύκειο 
θεωρούνται γνωστές όλες οι έννοιες που έχουν διδαχθεί στο Γυµνάσιο 
και µόνο σύντοµες επαναλήψεις επί αυτών µπορούν να γίνουν.  

Ας δούµε τη διάρθρωση της διδακτέας ύλης. Μία λογική 
ιεράρχηση είναι να θεωρήσουµε ότι  ένα επίπεδο κατανόησης 
αντιστοιχεί σε κάθε τάξη. Έτσι έχουµε  

 
Επίπεδο 1 : Ευθύγραµµο τµήµα, ευθεία, κύκλος, γωνία, τρίγωνο,  

παραλληλόγραµµο, τραπέζιο. 
 
Οι µαθητές στην Α΄ Γυµνασίου διδάσκονται τις βασικές έννοιες 
δηλαδή σηµείο, ευθύγραµµο τµήµα, ευθεία, την έννοια της 
απόστασης, της παραλληλίας και της καθετότητας, τον κύκλο, τη 
γωνία και τις σχετικές ιδιότητες, την ισότητα τριγώνων αλλά µόνο το 
κριτήριο ΠΠΠ (τρεις πλευρές ίσες), τα παραλληλόγραµµα, τους 
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τύπους των εµβαδών τριγώνων, παραλληλογράµµων και τραπεζίων 
και τον τύπο του όγκου ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου. 

 
Επίπεδο 2 : Συµµετρικά σχήµατα, εγγεγραµµένα σχήµατα, κανονικά 

πολύγωνα, µέτρηση κύκλου, πρίσµατα, κύλινδρος, 
πυραµίδα, κώνος, σφαίρα. 

 
Οι µαθητές στη Β΄ Γυµνασίου διδάσκονται το πυθαγόρειο θεώρηµα, 
αξονική και κεντρική συµµετρία, εγγεγραµµένες γωνίες, 
υπολογισµούς σε κανονικά πολύγωνα αλλά µέσω τριγωνοµετρίας, 
µέτρηση του κύκλου και τµηµάτων αυτού και τύπους για τον όγκο και 
την επιφάνεια των βασικών στερεών χωρίς αποδείξεις. Συνήθως λόγω 
έλλειψης χρόνου η στερεοµετρία δεν διδάσκεται.  

 
Επίπεδο 3 : Τρίγωνα, οµοιότητα, σφαίρα. 
 
Οι µαθητές στην Γ΄ Γυµνασίου διδάσκονται ισότητα τριγώνων, το 
θεώρηµα του Θαλή, οµοιότητα τριγώνων και πολυγώνων ( παραδόξως 
µόνο τα δύο από τα τρία κριτήρια οµοιότητας τριγώνων ), τη σχέση 
των εµβαδών και των όγκων οµοίων σχηµάτων και σφαιρικές 
συντεταγµένες. Το τελευταίο αυτό κεφάλαιο περί σφαίρας δεν 
διδάσκεται ποτέ λόγω έλλειψης χρόνου.  

 Παρατηρούµε ότι το επίπεδο 2 θα µπορούσε να θεωρηθεί µια 
κάλυψη του επιπέδου 1 αφού περιέχει ευρύτερα σύνολα γεωµετρικών 
σχηµάτων και πιο προχωρηµένες έννοιες. Αντίθετα το επίπεδο 3 δεν 
µπορεί να θεωρηθεί σαν κάλυψη του επιπέδου 2. Το επίπεδο 3 είναι 
φανερά υποβαθµισµένο σε σχέση µα τα άλλα δύο. Η ισότητα 
τριγώνων έχει ξαναδιδαχθεί στο επίπεδο 1 ( εδώ προστίθενται απλά τα 
άλλα δύο κριτήρια ισότητας ). Η σφαιρική γεωµετρία στην πράξη δεν 
διδάσκεται και η µόνη καινούργια έννοια είναι αυτή της οµοιότητας.  

 Το τελικό συµπέρασµα είναι ότι δεν έχουµε µια ιεραρχική δοµή 
στη διδακτέα ύλη της γεωµετρίας του Γυµνασίου. 
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3.2 Η γεωµετρία στο Λύκειο 

 Στο Λύκειο η έµφαση δίνεται στην αξιωµατική θεµελίωση και 
στη λογική οικοδόµηση της γεωµετρίας. Πρακτικές εφαρµογές 
υπάρχουν αλλά δεν είναι ο κύριος στόχος. Η γεωµετρία είναι 
ανεξάρτητο µάθηµα και αυτό είναι σαφώς ένα πλεονέκτηµα. Οι 
µαθητές όµως καλούνται να ξεχάσουν όποια γεωµετρική έννοια έχουν 
µάθει στο γυµνάσιο και να ξαναρχίσουν από την αρχή. Αυτό 
δηµιουργεί αρκετή σύγχυση. Πως να πείσεις ένα µαθητή ότι δεν 
ξέρουµε πόσο είναι το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου ή το 
πυθαγόρειο θεώρηµα; Στο Λύκειο η γεωµετρία είναι υποβαθµισµένη 
γιατί µαθητές και καθηγητές γνωρίζουν ότι δεν διδάσκεται στη Γ΄ 
Λυκείου, συνεπώς δεν εξετάζεται στις πανελλαδικές εξετάσεις και δεν 
µετράει για την εισαγωγή των µαθητών στην τριτοβάθµια εκπαίδευση. 
Το αποτέλεσµα είναι οι περισσότεροι να θεωρούν το µάθηµα 
αγγαρεία που πρέπει να περιµένουν απλά να τελειώσει.  

 Πέρα από αυτές τις διαπιστώσεις ας δούµε τη διάρθρωση της 
διδακτέας ύλης. Επειδή όπως είδαµε διδάσκεται µόνο στις δύο πρώτες 
τάξεις του Λυκείου και για να µην έχουµε µόνο δύο επίπεδα, ας 
θεωρήσουµε ότι η ύλη κάθε τετραµήνου αποτελεί ένα επίπεδο. 

 
Επίπεδο 1 : Οι βασικές έννοιες, ευθύγραµµο τµήµα, γωνία, κύκλος, 

τρίγωνα, παραλληλία, παραλληλόγραµµα, τραπέζια. 
 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές διδάσκονται πράξεις µε ευθύγραµµα 
τµήµατα και γωνίες, τις βασικές γνώσεις για τον κύκλο και τα τόξα, 
την ισότητα τριγώνων, τις βασικές ιδιότητες των τριγώνων, τις 
συµµετρίες, την παραλληλία και τις ιδιότητες των 
παραλληλογράµµων και των τραπεζίων. 
 
Επίπεδο 2 : Εγγεγραµµένα σχήµατα, αναλογίες, οµοιότητα. 
 
Σ΄ αυτό το επίπεδο οι µαθητές διδάσκονται τις ιδιότητες των 
εγγεγραµµένων σχηµάτων, τα θεωρήµατα του Θαλή και των 
διχοτόµων και την οµοιότητα τριγώνων και πολυγώνων. 
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Επίπεδο 3 : Μετρικές σχέσεις, εµβαδά, κανονικά πολύγωνα, κύκλος. 
 
Στο  επίπεδο αυτό οι µαθητές διδάσκονται τις µετρικές σχέσεις στα 
τρίγωνα και στον κύκλο, την έννοια και τους τύπους του εµβαδού, τις 
ιδιότητες των κανονικών πολυγώνων και τη µέτρηση του κύκλου και 
των τµηµάτων του. 
 
Επίπεδο 4 : Ευθείες και επίπεδα στο χώρο, πρίσµατα, πυραµίδες, 

κύλινδρος, κώνος, σφαίρα, κανονικά πολύεδρα. 
 

Οι µαθητές στο επίπεδο αυτό θα έπρεπε να διδάσκονται ( στην πράξη 
δεν φτάνουν ποτέ στο επίπεδο αυτό ) τις σχετικές θέσεις ευθειών και 
επιπέδων στο χώρο, τις ιδιότητες και τους τύπους των επιφανειών και 
των όγκων των βασικών στερεών σχηµάτων και τις ιδιότητες των 
κανονικών πολυέδρων. 

 Όπως είναι αναµενόµενο παρατηρούµε ότι η διδακτέα ύλη του 
Λυκείου έχει µία αρκετά καλή ιεραρχική δοµή. Σε κάθε επίπεδο 
συναντάµε πιο σύνθετα σχήµατα και έννοιες από το προηγούµενο. Τα 
τρία πρώτα µάλιστα θα µπορούσαµε να πούµε ότι αποτελούν µια 
ιεραρχία µε την αυστηρή µαθηµατική έννοια του όρου. Οι ενστάσεις 
είναι ελάχιστες όπως για παράδειγµα ότι τα κανονικά πολύγωνα θα 
µπορούσαν να είναι πιο χαµηλά στην ιεραρχία. Το επίπεδο 4 δηλαδή 
η στερεοµετρία θα µπορούσε να είναι µια ξεχωριστή ιεραρχία 
παράλληλη µε την προηγούµενη.  

 Το σηµαντικότερο µειονέκτηµα της διάρθρωσης αυτής είναι ότι 
δεν µπορεί να διδαχθεί ολόκληρη λόγω έλλειψης χρόνου. Η ύλη των 
δύο πρώτων επιπέδων δεν είναι εφικτό να ολοκληρωθεί µέσα σε ένα 
σχολικό έτος µε τις προβλεπόµενες 21/2 ώρες εβδοµαδιαίως. Ένα 
µέρος της ολοκληρώνεται στη Β’ Λυκείου. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα 
η ολοκλήρωση των δύο τελευταίων επιπέδων, µε  2 ώρες 
εβδοµαδιαίως που προβλέπονται για  την τάξη αυτή, να γίνεται 
εξωπραγµατική. Η κατάσταση αυτή αναγνωρίζεται ευθέως από το 
Υπουργείο και το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο που έχουν θέσει το 
επίπεδο 4 εκτός εξεταστέας ( και συνεπώς και διδακτέας ) ύλης. Έτσι 
ένας µαθητής όταν ολοκληρώσει το Λύκειο γνωρίζει από 
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στερεοµετρία µόνο ότι έχει ενδεχοµένως διδαχτεί βιαστικά στο τέλος 
της Β΄ Γυµνασίου δηλαδή δεν θυµάται σχεδόν τίποτα!  
 
 
 
3.3 Μια άλλη διδακτική πρόταση 

 Μπορούµε να φτιάξουµε µια καλύτερη ιεραρχική ανάλυση της 
Ευκλείδειας Γεωµετρίας ; Η ανάλυση αυτή θα ανταποκρίνεται στις 
διδακτικές ανάγκες της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης ; Θα βοηθούσε 
τους µαθητές στη κατανόηση των γεωµετρικών εννοιών περισσότερο 
από την υπάρχουσα ; 

 Η απάντηση στο πρώτο ερώτηµα είναι καταφατική. Στη 
συνέχεια προτείνουµε µία δοµή της επιπεδοµετρίας που είναι πολύ 
κοντά στην αυστηρή µαθηµατική ιδέα της ιεραρχίας καθώς κάθε 
επίπεδο είναι µια κάλυψη του προηγούµενου. 
 
 
Επίπεδο 1 : Σηµείο, ευθεία, ευθύγραµµο τµήµα, γωνία 
 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές πρέπει να κατανοήσουν τις αρχικές 
έννοιες του σηµείου και της ευθείας, το ευθύγραµµο τµήµα και τις 
αντίστοιχες πράξεις, τη γωνία και τις αντίστοιχες πράξεις, την 
παραλληλία και τις ιδιότητές της, την καθετότητα, την απόσταση και 
την ισότητα σχηµάτων, ιδιαίτερα των τριγώνων. 
 
 
 
Επίπεδο 2 : Κύκλος, τρίγωνο, παραλληλόγραµµο, τραπέζιο. 
 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές πρέπει να µελετήσουν τον κύκλο και τα 
τµήµατά του, τα τρίγωνα µε έµφαση στις ιδιότητες του ισοσκελούς, 
τις ανισοτικές σχέσεις, τα διάφορα είδη παραλληλογράµµων και τις 
ιδιότητές τους και τέλος το τραπέζιο. 
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Επίπεδο 3 : Εγγεγραµµένα σχήµατα, περιγεγραµµένα σχήµατα, όµοια 
σχήµατα, κανονικά πολύγωνα. 

 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές πρέπει να µελετήσουν τα εγγεγραµµένα 
και περιγεγραµµένα σχήµατα και ιδιαίτερα τους χαρακτηριστικούς 
κύκλους του τριγώνου, το θεώρηµα του Θαλή, την οµοιότητα 
τριγώνων και πολυγώνων, τις µετρικές σχέσεις στο τρίγωνο και στον 
κύκλο και τις ιδιότητες των κανονικών πολυγώνων. 
 
 
Επίπεδο 4 : Εµβαδά επιπέδων σχηµάτων. 
 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές πρέπει να ασχοληθούν µε τον 
υπολογισµό και τις ιδιότητες των εµβαδών πολυγωνικών, 
καµπυλόγραµµων και µεικτόγραµµων χωρίων.  
 
 Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να φτιάξουµε µια ιεραρχική 
ανάλυση της στερεοµετρίας. Η δοµή της µπορεί να είναι η εξής : 
 
 
Επίπεδο 1 : Ευθείες και επίπεδα στο χώρο 
 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές πρέπει να κατανοήσουν τη σχετική θέση 
ευθειών και επιπέδων στο χώρο καθώς και την έννοια της στερεάς 
γωνίας. 
 
Επίπεδο 2 : Πρίσµατα, πυραµίδες, κύλινδρος, κώνος.  
 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές πρέπει να γνωρίσουν τα βασικά στερεά 
σχήµατα και τις ιδιότητές τους.  
 
Επίπεδο 3 : Σφαίρα, κανονικά πολύεδρα. 
 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές πρέπει να γνωρίσουν τη σφαίρα 
(ενδεχοµένως να διδαχθούν και στοιχειώδη σφαιρική γεωµετρία) και 
τα κανονικά πολύεδρα. 
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 Επίπεδο 4 : Επιφάνειες και όγκοι στερεών σχηµάτων 
 
Στο επίπεδο αυτό οι µαθητές πρέπει να ασχοληθούν µε τον 
υπολογισµό επιφανειών και όγκων διαφόρων στερεών σχηµάτων. 
 
 Η ιεραρχική αυτή ανάλυση πιστεύουµε ότι εξυπηρετεί πολύ 
καλά τις διδακτικές ανάγκες τις γεωµετρίας. Ίσως δεν διαφέρει και 
τόσο πολύ από την υπάρχουσα κατάσταση. Αυτό είναι αλήθεια γιατί 
δεν µπορούµε να αποµακρυνθούµε τελείως από την αξιωµατική 
θεµελίωση και την λογική οικοδόµηση που τόσο σοφά διατύπωσε ο 
Ευκλείδης πριν από 2.300 χρόνια. Όµως περιέχει και κάποιες 
καινοτοµίες όπως τη µελέτη των κανονικών πολυγώνων πριν τα 
εµβαδά και την αυστηρότερη κατηγοριοποίηση των διαφόρων 
σχηµάτων. 
 
 Για να είναι πιο αποδοτική θα πρέπει να συνοδευτεί και από 
ορισµένα άλλα µέτρα όπως : 
 

− Ενιαίο αναλυτικό πρόγραµµα γεωµετρίας σε Γυµνάσιο-Λύκειο 
στα πρότυπα της Άλγεβρας ώστε να µην ξαναρχίζουµε από την 
αρχή στο Λύκειο όπως γίνεται σήµερα. 

− Παράλληλη διδασκαλία επιπεδοµετρίας και στερεοµετρίας 
ώστε να µην υποβαθµίζεται ή να παραλείπεται η δεύτερη. 

− ∆ιάθεση των αναγκαίων ωρών διδασκαλίας που να καλύπτουν 
την έκταση της διδακτέας ύλης. 
 
Όσον  αφορά το τρίτο ερώτηµα, αν δηλαδή η ιεραρχική αυτή 

ανάλυση θα βοηθούσε τους µαθητές στη κατανόηση των γεωµετρικών 
εννοιών περισσότερο από την υπάρχουσα, η απάντηση µπορεί να 
δοθεί µόνο µετά από εκτεταµένες δοκιµές, έρευνες και πιλοτικές 
εφαρµογές. Το ερώτηµα συνεπώς παραµένει ανοικτό και προσφέρεται 
για παραπέρα διερεύνηση. Είναι όµως σίγουρο ότι όλα τα στοιχεία 
µας δείχνουν ότι σήµερα η διδασκαλία της γεωµετρίας έχει 
προβλήµατα και χρειάζεται επειγόντως βελτίωση. 
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Κεφάλαιο 4 

Το χαοτικό δυναµικό µοντέλο λυτικής 
προβλήµατος 

  

Μέχρι τώρα είδαµε ότι η κατηγορική και η ιεραρχική άποψη 
των επιπέδων Van Hiele µπορούν να αντιµετωπιστούν σαν 
οικουµενικές µέθοδοι προσέγγισης των Μαθηµατικών, δηλαδή σαν 
µέθοδοι που είναι ανεξάρτητες από το αντικείµενο που θέλουµε να 
διδάξουµε και συνεπώς µπορούν να εφαρµοστούν στη διδασκαλία  
οποιουδήποτε θέµατος. Μια άλλη τέτοια οικουµενική µέθοδος είναι 
το δυναµικό µοντέλο λυτικής προβλήµατος που προτάθηκε από τον 
C.A.Torre το 1994. 

 

4.1 Fractals και χάος 

Η πρόταση του Torre είναι µια εφαρµογή της χαοτικής 
δυναµικής και των fractals, στη Λυτική Προβλήµατος. Μια απόδοση 
της λέξης fractal στα ελληνικά θα µπορούσε να είναι κλασµοειδές. 
∆εν υπάρχει ορισµός για το fractal. Οι δύο πιο γνωστές ιδιότητες που 
µπορεί να έχει ένα fractal σύνολο είναι η µη ακέραια διάσταση 
(ρητή ή άρρητη) και η αυτοοµοιότητα (αυτό σηµαίνει ότι 
οποιοδήποτε τµήµα του συνόλου είναι όµοιο µε το αρχικό). Υπάρχουν 
όµως και σύνολα που δηµιουργούνται µε επαναληπτικές µεθόδους 
ανάλογες µε αυτές που κατασκευάζονται τα fractals και δεν έχουν τις 
παραπάνω ιδιότητες. 

Πολλοί έχουν προτείνει µεθόδους για την επίλυση 
προβληµάτων µε συγκεκριµένα βήµατα. Ίσως  ο πιο γνωστός από 
όλους να είναι ο Polya. Όµως ένα χαοτικό µοντέλο για την επίλυση 
προβληµάτων έχει πολλές πιθανότητες να είναι πιο κοντά στην 
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πραγµατικότητα αφού πολλοί υποστηρίζουν ότι η λειτουργία του 
εγκεφάλου µας είναι χαοτική. Ο Ilya Prigogine ( βραβείο Nobel ) 
επισηµαίνει µε έµφαση « … ο εγκέφαλος πρέπει να είναι σε µεγάλο 
βαθµό µη κανονικός … η µη κανονικότητα, το χάος, οδηγεί σε 
πολύπλοκα συστήµατα. ∆εν πρόκειται για τέλεια αταξία, το αντίθετο … 
το χάος καθιστά δυνατή τη ζωή και τη νοηµοσύνη. Ο εγκέφαλος έχει 
επιλεγεί να γίνει τόσο ασταθής, ώστε η παραµικρή επίδραση να µπορεί 
να  οδηγεί σε σχηµατισµό τάξης». 

Πριν ασχοληθούµε µε το χαοτικό µοντέλο, ας προσπαθήσουµε 
να µιλήσουµε για το «χάος». ∆εν υπάρχει ορισµός του ίδιου του 
χάους, που να είναι αποδεκτός από όλους. Μπορούµε όµως να 
περιγράψουµε τι είναι ένα χαοτικό δυναµικό σύστηµα. Σύµφωνα µε 
την ελληνική έκδοση της ηλεκτρονικής εγκυκλοπαίδειας wikipedia 
ένα τέτοιο σύστηµα παρουσιάζει χαοτική συµπεριφορά αν : 

α) είναι τοπολογικά µεταβατικό 

β) οι περιοδικές τροχιές του είναι πυκνές 

γ) παρουσιάζει ευαίσθητη εξάρτηση από τις αρχικές συνθήκες 

Τελευταία έχει αποδειχθεί ότι οι δύο πρώτες συνθήκες συνεπάγονται 
την τρίτη (wikipedia 2006).  

Το χάος είναι απρόβλεπτο αλλά δεν παρουσιάζει τυχαιότητα. 
Είναι όπως όταν λέµε : «είναι τόσο απρόβλεπτος που δεν ξέρω αν την 
άλλη βδοµάδα θα είναι  στην Αθήνα, στη Ρώµη ή στο Παρίσι» αντί να 
πούµε «δεν ξέρω που θα βρίσκεται την άλλη βδοµάδα». Ένα δέντρο 
όταν το κοιτάµε από πάνω φαίνεται σαν ένα χάος από κλαδιά. Αυτό 
το χάος όµως έχει προκύψει µε ένα πολύ τακτικό τρόπο, πρόκειται για 
µια συνεχή διαδοχή από διχάλες. Όσο για το σχηµατισµό τάξης από 
το χάος, που υποστηρίζει για τον εγκέφαλο ο Prigogine, δεν είναι κάτι 
αδύνατο ή πρωτοφανές. Αν για παράδειγµα ξεκινήσουµε µε ένα 
τυχαίο πολύγωνο ( δεν είναι καν ανάγκη να είναι κυρτό ), 
κατασκευάσουµε το πολύγωνο που έχει κορυφές τα µέσα των 
πλευρών του προηγούµενου και συνεχίσουµε τη διαδικασία, 
εµφανίζεται πάντοτε ένα κυρτό σχήµα που µοιάζει όλο και 
περισσότερο µε µια έλλειψη. Η διαδικασία φαίνεται στα επόµενα 
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σχήµατα. Έτσι βλέπουµε ότι από την τυχαιότητα µπορεί να προκύψει 
τάξη. 
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4.2 Οι διανοητικές διαδικασίες 

Το Χαοτικό ∆υναµικό Μοντέλο για τη Λυτική Προβλήµατος 
στηρίζεται στην τριαδική θεωρία για τη διανοητική λειτουργία. 
Κατά τη θεωρία αυτή υπάρχει µια αλληλεπίδραση ανάµεσα στη 
γνωστική, στη συγκινησιακή / αντιληπτική και στη πραγµατιστική 
διανοητική διαδικασία. Κάθε µια από αυτές τις διαδικασίες είναι 
εφοδιασµένη µε το δικό της τρόπο γνώσης και επαλήθευσης αυτού 
που µαθαίνεται. 
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I. Οι γνωστικές διαδικασίες : Οι γνώσεις αποκτώνται 
µε πείραµα, παρατήρηση, εφαρµογή της λογικής και µε αναγωγή 
του όλου στα µέρη του. Με τις γνωστικές διαδικασίες ο σκοπός 
προσεγγίζεται βήµα-βήµα σχεδόν γραµµικά. Κατηγοριοποιούν 
τις έννοιες, αφού τους δώσουν νόηµα, ώστε να µπορούν να 
εξηγηθούν και να περιγραφούν. Οι γνωστικές διαδικασίες στη 
Λυτική Προβλήµατος προϋποθέτουν 3 επιµέρους εργασίες α) 
∆ιατύπωση του Προβλήµατος β) Συλλογή πληροφοριών και γ) 
∆ιάγνωση από την ανάλυση των πληροφοριών. 

II. Οι συγκινησιακές/αντιληπτικές διαδικασίες 
συνεπάγονται συναισθηµατικό τρόπο σκέψης όπου επεµβαίνει η 
αγάπη, το µίσος, ο φόβος, η ανασφάλεια, η αµφιβολία καθώς 
επίσης και η διαισθητική αντίληψη ακόµα και µέσω 
προαισθηµάτων. Οι διαδικασίες αυτές προϋποθέτουν 3 επιµέρους 
εργασίες α) Πρόγνωση β) Παραγωγή λύσεων για ανεπιθύµητες 
καταστάσεις και γ) Λήψη απόφασης για την καλύτερη λύση. 

III. Οι πραγµατιστικές διαδικασίες αποτελούν 
πειραµατικούς ή παρατηρησιακούς τρόπους µάθησης όπως για 
παράδειγµα να µαθαίνεις χορό παρατηρώντας τους άλλους και 
δοκιµάζοντας να τους µιµηθείς και όχι κάνοντας επίσηµα 
µαθήµατα. Προϋποθέτουν 3 επιµέρους εργασίες α) Σχεδιασµό για 
την επίτευξη των επιθυµητών αποτελεσµάτων και τον καθορισµό 
των προσόντων και των ικανοτήτων αυτού που θα αναλάβει β) 
Εκτέλεση των εργασιών που σχεδιάστηκαν και γ) Εκτίµηση των 
αποτελεσµάτων. 

Οι τρεις αυτές διανοητικές διαδικασίες χρησιµοποιούνται όλες 
για διδασκαλία και µάθηση αλλά σε διαφορετικές περιπτώσεις και µε 
διαφορετικό τρόπο. Οι διαδικασίες της οµάδας Ι χρησιµοποιούν σαν 
εργαλεία τα Μαθηµατικά, τις Θετικές Επιστήµες, τη Λογική κ.λ.π. Οι 
διαδικασίες της οµάδας ΙΙ έχουν να κάνουν µε τις ιδιαίτερες 
ανθρώπινες εµπειρίες και βοηθούν κάποιον να διδάξει και να µάθει 
σχέσεις και αναλογίες µεταξύ πραγµάτων και κοινωνικές δεξιότητες. 
Τέλος οι διαδικασίες της οµάδας ΙΙΙ βοηθούν κάποιον να διδάξει και 
να µάθει επιδεξιότητες, επάρκειες, ικανότητες, εµπειρικές γνώσεις 
κ.λ.π. Έτσι για παράδειγµα στη µελέτη των Θετικών Επιστηµών 
δίνουµε έµφαση στην οµάδα Ι και ειδικότερα στους γραµµικούς 
συλλογισµούς (αίτιο – αποτέλεσµα), στις τέχνες η έµφαση είναι στην 
οµάδα ΙΙ σαν πηγή έµπνευσης και δηµιουργίας ενώ στις επιχειρήσεις 
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το βάρος δίνεται στην οµάδα ΙΙΙ και στην εµπειρία του παρελθόντος 
(Αραχωβίτης 2001). 

Αυτές οι διαδικασίες επιδρούν µεταξύ τους κατά 3 τρόπους : 
ενεργοποίηση, περιορισµός  και ολοκλήρωση.  Η ολοκλήρωση 
προσπαθεί να συµβιβάσει τις δύο αντίθετες δυνάµεις της 
ενεργοποίησης και του περιορισµού έτσι ώστε να επιτευχθεί ο στόχος.  

Η ενεργοποίηση σηµαίνει ότι κάποια από τις τρεις διανοητικές 
διαδικασίες επιδρά ώστε να παρακινηθεί η σκέψη και η συµπεριφορά 
προς κάποιο συγκεκριµένο σκοπό. Για παράδειγµα η 
αντιληπτική/συγκινησιακή διαδικασία δηµιουργεί σε ένα κοινωνικό 
λειτουργό την επιθυµία να συγκεντρώσει ένα µεγάλο ποσό χρηµάτων 
που απαιτείται για την θεραπεία ενός άρρωστου παιδιού.  

Ο περιορισµός αντιδρά στην ενεργοποίηση και συγκρατεί το 
άτοµο από το να ενεργήσει αυθόρµητα για την επίτευξη του σκοπού. 
Προκαλείται έτσι µία αµφιβολία, ένας δισταγµός για την κατεύθυνση 
που πρέπει να ακολουθηθεί (µία διχάλωση στην ορολογία της Μη 
Γραµµικής ∆υναµικής). Στο παράδειγµα ο κοινωνικός λειτουργός 
σκέφτεται ότι θα είναι εξαιρετικά δύσκολο να συγκεντρώσει ένα τόσο 
µεγάλο ποσό στη µικρή επαρχιακή πόλη όπου ζει. Εδώ έχουµε 
επίδραση της πραγµατιστικής διανοητικής λειτουργίας.  

Η ολοκλήρωση ρυθµίζει τις δύο αντιτιθέµενες δυνάµεις 
ενεργοποίησης – περιορισµού ώστε να παρθεί µια απόφαση και να 
υπάρξει κάποιο αποτέλεσµα. Ο κοινωνικός λειτουργός πριν 
αποφασίσει αν θα υλοποιήσει ή θα εγκαταλείψει το σχέδιό του κάνει 
έναν υπολογισµό (γνωστική διαδικασία). Πόσους κατοίκους έχει η 
πόλη; Μπορούν οι µισοί να συνεισφέρουν και µε ποιο ποσό; Αν 
συµβεί αυτό πλησιάζει το στόχο ή όχι; Παρόλα αυτά οι απόπειρες 
ολοκλήρωσης και συµβιβασµού των αντιθέτων τάσεων µπορούν να 
αποτύχουν και να οδηγήσουν σε χάος αν δεν υπάρχουν επαρκείς 
ικανότητες αντιµετώπισης της κατάστασης. Η υπερβολική 
ενεργοποίηση µπορεί να οδηγήσει σε λανθασµένες αποφάσεις, χαµένο 
κόπο και χρόνο και καταστροφικά αποτελέσµατα. Ο ανυπέρβλητος 
περιορισµός από την άλλη µπορεί να οδηγήσει σε 
αποπροσανατολισµό, απάθεια, χαµηλή αυτοεκτίµηση, αποµόνωση 
που µπορεί να φτάσει µέχρι την κατάθλιψη.  
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Η αλληλεπίδραση των τριών διανοητικών λειτουργιών µοιάζει 
µε αυτή ενός ιστιοφόρου µε τον αέρα και τη θάλασσα. Ο αέρας 
ενεργοποιεί το ιστιοφόρο και το σπρώχνει σε µια κατεύθυνση. Η 
θάλασσα και η αδράνεια του σκάφους περιορίζουν αυτή την 
ενεργοποίηση. Ο χειρισµός των πανιών και του πηδαλίου συµβιβάζει 
τα πράγµατα και ολοκληρώνει την προσπάθεια να κινηθεί το πλοίο 
προς την επιθυµητή κατεύθυνση. Σε κάθε άτοµο η αλληλεπίδραση 
των τριών αυτών διανοητικών διαδικασιών καθορίζει την κλίµακα της 
συµπεριφοράς του, από τη στατικότητα (σταθερό σηµείο) στην 
κυκλικότητα (περιοδικότητα) και στη χαοτική κίνηση µέσα από τις 
παρεµβαλλόµενες διχαλώσεις, καθώς κάθε µία ενεργεί σαν ελκυστής 
που προσπαθεί να οδηγήσει το άτοµο σε µια συγκεκριµένη 
κατεύθυνση. 

 

 

4.3 Το Μοντέλο της ∆υναµικής Λυτικής Προβλήµατος 

Όπως αναφέρθηκε προηγούµενα κάθε µια από τις τρεις 
διανοητικές διαδικασίες παραπέµπει σε τρεις επιµέρους εργασίες στη 
Λυτική Προβλήµατος. Αυτές οι 9 εργασίες συναποτελούν το 
δυναµικό µοντέλο της Λυτικής Προβλήµατος. ∆ηλαδή το µοντέλο 
αυτό συµπεριλαµβάνει τη διατύπωση του προβλήµατος, τη συλλογή 
πληροφοριών, τη διάγνωση, την πρόγνωση, την παραγωγή λύσεων, τη 
λήψη απόφασης, το σχεδιασµό, την εκτέλεση και την εκτίµηση. Αυτές 
οι 9 εργασίες µπορούν να εµφανιστούν σαν περιοχές σ΄ έναν χώρο, 
που αλληλεπιδρούν µεταξύ τους αλλά οι ακολουθούµενες διαδροµές 
δεν παρουσιάζουν γραµµική διάταξη. Εµφανίζονται σαν τυχαίες 
διαδροµές µε την πρόθεση να αναδείξουν τον ιδιαίτερο σκοπό της 
διαδικασίας της οποίας αποτελούν µέρος. Για παράδειγµα για να 
διατυπώσει κανείς ένα πρόβληµα µπορεί να συγκεντρώσει 
πληροφορίες ή να κάνει διάγνωση µε βάσει τις υπάρχουσες. Ο λύτης 
λοιπόν µπορεί να επισκεφθεί οποιαδήποτε από τις παραπάνω περιοχές 
ανεξαρτήτως σειράς. Η τροχιές που δηµιουργούνται από τη σκέψη 
του λύτη, δεν ακολουθούν µια γραµµική αλλά µια χαοτική διαδικασία 
καθώς οι τρεις διανοητικές λειτουργίες αλληλεπιδρούν.  
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Αυτό φαίνεται στο απλουστευµένο σχέδιο ∆1 όπου φαίνονται 
οι διάφορες τροχιές που µπορούν να προκύψουν µεταξύ των 9 
εργασιών. Οι εργασίες αυτού του µοντέλου παρουσιάζουν αναδροµή 
και επαναληπτικότητα δηλαδή κάθε εργασία συνδέεται µε 
οποιαδήποτε άλλη µε µια διαδικασία επανατοφοδότησης. Για την 
πραγµάτωση του σκοπού κάθε εργασίας µπορεί να παρεµβληθεί 
οποιαδήποτε από τις υπόλοιπες. Αν µπορούσαµε λοιπόν να 
µεγεθύνουµε  µια εργασία από τις 9 του µοντέλου θα φαινόταν σαν 
µία µικρογραφία ολόκληρου του µοντέλου και αν συνεχίζαµε τη 
µεγέθυνση θα παρατηρούσαµε το ίδιο πράγµα. Συνεπώς το µοντέλο 
παρουσιάζει αυτοοµοιότητα δηλαδή µπορεί να χαρακτηριστεί ως 
fractal (Αραχωβίτης 2001).  

 

Ο Stewart περιγράφει τη Λυτική προβλήµατος ως εξής : «Ένας 
µαθηµατικός ασχολούµενος µε ένα πρόβληµα παραδέρνει σε ένα 
κυκεώνα από απλά παραδείγµατα, µέχρι να αποφασίσει να µπει σε ένα 
δρόµο και να ακολουθήσει ένα χνάρι και σε λίγο θα στραφεί σε µια πιο 
γενική άποψη και θα ασχοληθεί λίγο µε αυτή αλλά και πάλι θα 
αναζητήσει κάποια άλλα, λίγο διαφορετικά παραδείγµατα και θα θέσει 
κάποιες άλλες λίγο διαφορετικές ερωτήσεις. Μετά θα αρχίσει να 
ενοχλεί όλους τους άλλους συναδέλφους µαθηµατικούς αναζητώντας 
βοήθεια. Αν βρεθεί πραγµατικά σε αδιέξοδο, τότε θα τα παρατήσει και 
θα ασχοληθεί µε κάτι άλλο άσχετο αλλά συχνά την τελευταία στιγµή θα 
έχει µία έµπνευση που θα τον βοηθήσει να συνεχίσει τη διαδικασία» 
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Αυτό το χαοτικό δυναµικό µοντέλο παρουσιάζει την εικόνα που 
φαίνεται στο σχήµα ∆2, όπου οι τρεις διανοητικές διαδικασίες 
συµβολίζονται η γνωστική µε C, η συγκινησιακή / αντιληπτική µε Α/Ρ 
και η πραγµατιστική µε Ρ. Σε κάθε κοµβικό σηµείο επιλέγεται µία από 
τις τρεις. Φαίνεται επίσης η αλληλεπίδρασή τους και οι τρόποι µε 
τους οποίους οι διάφορες περιοχές εναρµονίζονται (ενεργοποίηση), 
ανταγωνίζονται (περιορισµός) και συµβιβάζονται (ολοκλήρωση). Η 
σκέψη ακολουθεί µια τυχαία πορεία ακολουθώντας τις διχαλώσεις 
του διαγράµµατος και το σχήµα που προκύπτει είναι πάλι ένα fractal.  

 

Η εικόνα του διαγράµµατος ∆2 µπορεί να προκύψει και ως το 
συµπληρωµένο (filled) σύνολο Julia της µιγαδικής επαναληπτικής 
εξίσωσης c+zb+z=z 1-n1-nn

2 . Οι αριθµοί b,c είναι σταθεροί µιγαδικοί 
και ένας αριθµός zo=xo+iyo ανήκει στο σύνολο Julia αν η ακολουθία 
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zn που προκύπτει από αυτόν είναι φραγµένη. Το σχήµα ∆2 έχει 
προκύψει µε b=1+0,2i και c=0 (Αραχωβίτης 2001). 

Μελετώντας τη λυτική προβλήµατος προσπαθούµε να µάθουµε 
πως λειτουργεί το µυαλό για να λύνει προβλήµατα, ώστε να το 
µιµηθούµε είτε εκπαιδεύοντας άλλους να σκέφτονται µε τον ίδιο 
τρόπο, είτε δηµιουργώντας τεχνητή νοηµοσύνη που θα λειτουργεί 
παρόµοια. Το τελικό συµπέρασµα είναι ότι η λυτική προβλήµατος 
πρέπει να διδάσκεται από τα πρώτα χρόνια της εκπαίδευσης των 
παιδιών αλλιώς οι αποσπασµατικές στρατηγικές που ακολουθεί το 
κάθε παιδί γίνονται σταθερές συµπεριφορές (belief systems) και 
λειτουργούν σαν ελκυστές. Έτσι δεν του επιτρέπουν στη συνέχεια να 
αποκλίνει από αυτές, δηλαδή να δηµιουργήσει µία διχάλωση. Η εκ 
των υστέρων διαπίστωση της αναποτελεσµατικότητας των 
στρατηγικών αυτών σε µεγαλύτερη ηλικία δηµιουργεί φόβους και 
αβεβαιότητες. Τα προβλήµατα αυτά µπορεί  να είναι ανυπέρβλητα ή 
να απαιτούν εξαιρετικά υψηλό κόστος για να ξεπεραστούν. 
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Επίλογος 
 Η κατηγορική άποψη των επιπέδων Van Hiele, η ιεραρχική 
άποψη και το ∆υναµικό Μοντέλο Λυτικής Προβλήµατος του Torre, 
µαζί µε την αξιωµατική θεµελίωση υπάγονται στις Οικουµενικές  
Μεθόδους προσέγγισης των Μαθηµατικών. Είναι δηλαδή µέθοδοι 
ελεύθερες αντικειµένου (topic free) δηλαδή ανεξάρτητες του 
θέµατος. Μπορούν να εφαρµοστούν ακόµα και εκτός Μαθηµατικών. 
Μπορούν να εφαρµοστούν σε αντικείµενα τόσο της δευτεροβάθµιας, 
όσο και της τριτοβάθµιας εκπαίδευσης. Αυτό είναι πολύ σηµαντικό 
αφού τελευταία γίνεται προσπάθεια να ανέβει το επίπεδο της 
δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης µε τη µετακύλιση ύλης από την 
τριτοβάθµια. και αποτελούν εργαλείο κοινό για την προετοιµασία των 
καθηγητών τόσο της Μέσης όσο και της Ανώτατης εκπαίδευσης.  

 Η γνώση αυτών ή οποιωνδήποτε άλλων οικουµενικών µεθόδων 
για την προσέγγιση των µαθηµατικών είναι πολύ σηµαντική για το 
σχεδιασµό κατάλληλης διδασκαλίας που θα επιτύχει τους διδακτικούς 
στόχους σε οποιαδήποτε βαθµίδα της εκπαίδευσης. Αποτελούν 
συνεπώς ένα εργαλείο κοινό για την προετοιµασία των εκπαιδευτικών 
τόσο της  Κατώτερης όσο και της Μέσης αλλά και της Ανώτατης 
εκπαίδευσης.  

 Το να διαθέτουµε εργαλεία οικουµενικής χρήσης είναι θείο 
δώρο αφού όπως είπε και ο A.J. Mandell στο συµπόσιο του 1991 στο 
United Nations University : 

“God is ready to accept the idea of universality” 
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Παράρτηµα Ι 

Η θεωρία κατηγοριών 
 

Εισαγωγή 

Η θεωρία Κατηγοριών είναι µια σύγχρονη µαθηµατική θεωρία που 
αναπτύχθηκε τα τελευταία πενήντα χρόνια µε σκοπό να λύσει προβλήµατα 
άλλων θεωριών ή να θέσει κάποια συµπεράσµατα τους σε ένα γενικότερο 
πλαίσιο. Ξεκίνησε λίγο πολύ σαν µια γλώσσα για τα Μαθηµατικά, αλλά 
σύντοµα πήρε το δρόµο της σαν µια ανεξάρτητη µαθηµατική θεωρία.  

Η θεωρία Κατηγοριών ασχολείται µε ιδιότητες των µορφισµών 
(των "καλών" απεικονίσεων) κάθε άλλης µαθηµατικής θεωρίας. Καταρχήν 
έχουµε τα σύνολα και τις απεικονίσεις µεταξύ τους. Αν όµως θεωρήσουµε 
σύνολα µε κάποια συγκεκριµένη δοµή ( για παράδειγµα τους 
διανυσµατικούς χώρους ή τους τοπολογικούς χώρους ), τότε δεν µας 
ενδιαφέρουν όλες οι απεικονίσεις µεταξύ των συνόλων, αλλά µόνο αυτές 
που "σέβονται", που διατηρούν τη δεδοµένη δοµή (για παράδειγµα οι 
γραµµικές απεικονίσεις ή οι συνεχείς απεικονίσεις αντίστοιχα). Η θεωρία 
Κατηγοριών µελετά ακριβώς αυτή τη συλλογή όλων των αντικειµένων µε 
µια συγκεκριµένη δοµή και των απεικονίσεων που διατηρούν τη δοµή 
αυτή, των λεγόµενων µορφισµών. Όλη αυτή η συλλογή (µαζί µε την 
οριζόµενη φυσιολογικά πράξη σύνθεσης) καλείται µια κατηγορία. Έτσι 
για παράδειγµα έχουµε την κατηγορία των οµάδων µε τους αντίστοιχους 
µορφισµούς οµάδων, την κατηγορία των διανυσµατικών χώρων µε τους 
αντίστοιχους µορφισµούς τους, τις γραµµικές απεικονίσεις, και ούτω 
καθεξής (Σκιαδάς 2005). 

 Η θεωρία κατηγοριών ασχολείται λοιπόν µε αφηρηµένο τρόπο 
µε τις µαθηµατικές δοµές και τις σχέσεις µεταξύ τους. Επειδή δε οι 
ίδιες οι κατηγορίες είναι ένα είδος µαθηµατικής δοµής, µας 
ενδιαφέρουν οι διαδικασίες που διατηρούν µε κάποιο τρόπο αυτή τη 
δοµή. Μια τέτοια διαδικασία καλείται συναρτητής (functor) και 
συνδέει κάθε αντικείµενο µιας κατηγορίας µε ένα αντικείµενο µιας 
άλλης και κάθε µορφισµό της πρώτης µε ένα µορφισµό της δεύτερης. 
Μελετώντας τις κατηγορίες και τους συναρτητές δεν µελετάµε µόνο 
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µία κλάση µαθηµατικών δοµών και τους µορφισµούς της αλλά 
µελετάµε γενικότερα τις σχέσεις ανάµεσα σε διάφορες κλάσεις 
µαθηµατικών δοµών. 

 Πολλοί µαθηµατική κλάδοι µελετούν µια συγκεκριµένη δοµή 
συνδέοντάς την µε µια άλλη απλούστερη και συνεπώς πιο 
ευκολονόητη. Για παράδειγµα στην Αλγεβρική Τοπολογία πολύ 
δύσκολα τοπολογικά ερωτήµατα µπορούν να µετασχηµατιστούν σε 
αλγεβρικά ερωτήµατα που επιλύονται ευκολότερα. Ορισµένες 
«φυσικές κατασκευές» όπως η βασική οµάδα ενός τοπολογικού 
χώρου µπορούν να εκφραστούν µε αυτόν τον τρόπο σαν συναρτητές. 
∆ιαφορετικές τέτοιες κατασκευές συχνά «συνδέονται φυσιολογικά» 
και αυτό µας οδηγεί στην ιδέα του φυσιολογικού µετασχηµατισµού, 
ένα τρόπο να απεικονίσουµε ένα συναρτητή σε έναν άλλο. Σε όλη την 
έκταση τω µαθηµατικών συναντάµε «φυσιολογικούς 
ισοµορφισµούς», πράγµατα που ουσιαστικά ταυτίζονται µε «κανονικό 
τρόπο». Πολλές σηµαντικές µαθηµατικές κατασκευές µπορούν να 
µελετηθούν σε αυτό το πλαίσιο. 

 Η θεωρία κατηγοριών διατυπώθηκε για πρώτη φορά το 1945 
από τους Samuel Eilenberg και Saunders MacLane. Οι ίδιοι είπαν ότι 
σκοπός τους ήταν να µελετήσουν τους φυσιολογικούς 
µετασχηµατισµούς. Για να το κάνουν αυτό χρειάστηκαν να ορίσουν 
συναρτητές και συνεπώς χρειάστηκε να ορίσουν κατηγορίες. Αρχικά 
οι έννοιες αυτές εφαρµόστηκαν στην τοπολογία και πιο συγκεκριµένα 
στην αλγεβρική τοπολογία. Στη συνέχεια όµως βρήκαν εφαρµογές σε 
πολλούς άλλους κλάδους των µαθηµατικών. Σήµερα ειδικές 
κατηγορίες που ονοµάζονται τόποι µπορούν ακόµα και να 
αντικαταστήσουν την αξιωµατική θεωρία συνόλων στη θεµελίωση 
των µαθηµατικών (Wikipedia 2005). 

 

Κατηγορίες, αντικείµενα και µορφισµοί. 

 Ας δούµε τώρα τι ακριβώς είναι µία κατηγορία (C). 
Αποτελείται από : 

 Ένα σύνολο ob(C) από αντικείµένα (objects). 
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 Ένα σύνολο hom(C) από µορφισµούς (morphisms). Κάθε 
µορφισµός f απεικονίζει ένα µοναδικό αντικείµενο a σε ένα 
αντικείµενο b. Γράφουµε f:a→b και λέµε ότι f είναι ένας 
µορφισµός από το a στο b. Συµβολίζουµε µε hom(a,b) το 
σύνολο όλων των µορφισµών από το a στο b. 

 Μια διµελή πράξη hom(a,b)×hom(b,c)→hom(a,c) που ορίζεται 
για κάθε τριάδα αντικειµένων  a,b,c, καλείται σύνθεση 
µορφισµών και ταυτίζεται µε τη συνήθη σύνθεση 
απεικονίσεων. Αν f:a→b και g:b→c τότε η σύνθεσή τους 
συµβολίζεται µε gof ή gf. 

έτσι ώστε να ισχύουν τα παρακάτω αξιώµατα : 

 Η προσεταιριστική ιδιότητα της σύνθεσης δηλαδή αν f:a→b, 
g:b→c και h:c→d τότε ho(gof) = (hog)of. 

 Το ουδέτερο στοιχείο της σύνθεσης δηλαδή ∀x∈ob(C), 
∃1x:x→x που καλείται ταυτοτικός µορφισµός του x, τέτοιος 
ώστε ∀ f:a→b να έχουµε 1bof = f = fo1a. 

Αποδεικνύεται ότι ο ταυτοτικός µορφισµός για κάθε αντικείµενο x 
είναι µοναδικός. Οι σχέσεις µεταξύ των µορφισµών π.χ. fg=h µπορούν 
να παρασταθούν µε µεταβατικά διαγράµµατα όπου τα αντικείµενα 
είναι σηµεία και οι µορφισµοί είναι βέλη. Για το λόγο αυτό µερικές 
φορές οι µορφισµοί µιας κατηγορίας καλούνται και βέλη. 

 

Ένας µορφισµός f:a→b καλείται  

− Μονοµορφισµός (1-1) αν ∀g,h:x→a έχουµε fg = fh ⇒ g = h. 
− Επιµορφισµός (επί) αν ∀g,h:x→a έχουµε gf = hf ⇒ g = h. 
− Ισοµορφισµός αν ∃g:b→a ώστε fg=1b και gf=1a. 
− Ενδοµορφισµός αν a=b. 
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− Αυτοµορφισµός αν είναι ταυτόχρονα ισοµορφισµός και 
ενδοµορφισµός. 

Σηµείωση : Ένας µορφισµός που είναι 1-1 και επί, ∆ΕΝ είναι 
αναγκαστικά ισοµορφισµός. Για παράδειγµα στην κατηγορία που 
αποτελείται από δύο αντικείµενα a,b, τους ταυτοτικούς µορφισµούς 
και ένα µοναδικό f:a→b, o f είναι 1-1 και επί αλλά δεν είναι 
ισοµορφισµός. 

Συναρτητές 

 Οι συναρτητές είναι απεικονίσεις µεταξύ κατηγοριών που 
διατηρούν τη δοµή τους, δηλαδή ένας συναρτητής F από την 
κατηγορία C στην κατηγορία D έχει τις παρακάτω ιδιότητες : 

 σε κάθε αντικείµενο x της C αντιστοιχεί ένα αντικείµενο της 
F(x) της D. 

 σε κάθε µορφισµό f:x→y αντιστοιχεί ένα µορφισµό 
F(f):F(x)→F(y) έτσι ώστε F(1x)=1F(x), ∀x∈C και 
F(gof)=F(g)oF(f), ∀f:x→y,g:y→z. 

  x  f     y 

 

    F(x)         F(f)     F(y) 
Παραδείγµατα κατηγοριών 

 Η κατηγορία S όλων των συνόλων έχει ως αντικείµενα όλα τα 
σύνολα και ως µορφισµούς όλες τις απεικονίσεις µεταξύ των 
συνόλων. 

 Η κατηγορία Grp όλων των οµάδων έχει ως αντικείµενα όλες 
τις οµάδες (δηλαδή όλα τα σύνολα που είναι εφοδιασµένα µε µια 
διµελή πράξη που ικανοποιεί τα αξιώµατα της οµάδας) και ως 
µορφισµούς όλους τους οµοµορφισµούς µεταξύ των οµάδων δηλαδή 
τις απεικονίσεις που «µεταφέρουν» τη δοµή της µιας οµάδας στην 
άλλη. 
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 Η κατηγορία Top όλων των τοπολογικών χώρων έχει ως 
αντικείµενα τους τοπολογικούς χώρους και ως µορφισµούς τις 
συνεχείς απεικονίσεις µεταξύ τους. 

 Η κατηγορία Vec όλων των διανυσµατικών χώρων έχει ως 
αντικείµενα όλους τους διανυσµατικούς χώρους και ως µορφισµούς 
όλες τις γραµµικές απεικονίσεις µεταξύ τους (Αν U,V διανυσµατικοί 
χώροι τότε συνήθως αντί για hom(U,V) γράφουµε L(U,V). 

 Η θεωρία κατηγοριών έχει εξελιχθεί σε ένα ισχυρότατο 
εργαλείο για τη µελέτη των Μαθηµατικών ∆οµών. 
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Παράρτηµα ΙI 

Η ιεραρχία 
 

 
Κάλυψη – ∆ιαµέριση 

 Μία διµελής σχέση R ανάµεσα σε δύο σύνολα Χ,Υ είναι ένα 
υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου Χ×Υ. Αν Χ={x1,x2,…,xm} και 
Υ={y1,y2,…,yn} µια σχέση R περιγράφεται από τον πίνακα 
πρόσπτωσης (incidence matrix) 

 
R y1 y2 … yn

x1 0 1 … 0 
x2 1 0 … 1 
… … … … … 
xm 1 0 … 0 

     

όπου σηµειώνουµε 1 αν (xi,yj)∈R και 0 αν (xi,yj)∉R. Έστω P(X) είναι 
το δυναµοσύνολο του Χ≠∅ και Υ={ Υi≠∅ / i∈I } είναι µια οικογένεια 
µη κενών υποσυνόλων του Χ δηλαδή Υi∈P(X), ∀i∈I. Λέµε ότι το Υ 
καλύπτει το Χ ή το Υ είναι µια κάλυψη του Χ αν Χ=U . Αν 

επιπλέον για ∀j≠k ισχύει Υ
I�Έi

iY

j∩Yk=∅, τότε η κάλυψη ονοµάζεται 
διαµέριση  του Χ. Αυτό σηµαίνει ότι ∀x∈Χ ∃! Υi : x∈Yi. Προφανώς 
κάθε κάλυψη δεν είναι διαµέριση. 

Από τον πίνακα πρόσπτωσης µπορούµε να διακρίνουµε αν µία 
σχέση είναι κάλυψη αν σε κάθε γραµµή και σε κάθε στήλη υπάρχει 
τουλάχιστον µία µονάδα. Στη συνέχεια µπορούµε να διακρίνουµε αν 
µία κάλυψη είναι διαµέριση εξετάζοντας αν σε κάθε γραµµή υπάρχει 
ακριβώς µία µονάδα. 
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Ιεραρχία 

 Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι ένα σύνολο Χ βρίσκεται στο 
επίπεδο ν∈Ν ( ν αυθαίρετο ) και ότι µια κάλυψη Υ του Χ βρίσκεται 
στο επίπεδο ν+1. Αν κατασκευάσουµε τώρα µία κάλυψη Ζ του Υ (µια 
κάλυψη της κάλυψης δηλαδή), τότε αυτή θα βρίσκεται στο επίπεδο 
ν+2 κ.ο.κ. Η σειρά αυτή των διαδοχικών καλύψεων ( επιπέδων ) 
ονοµάζεται ιεραρχία. Η κατασκευή µιας ιεραρχίας ονοµάζεται 
ιεραρχική ανάλυση. Το πλήθος των καλύψεων ( επιπέδων ) που 
µπορούν να κατασκευαστούν µε τον τρόπο αυτό εξαρτάται από το 
πλήθος των στοιχείων του αρχικού συνόλου Χ αλλά µια ιεραρχία µε 
πολύ µεγάλο πλήθος επιπέδων δεν έχει πρακτική χρησιµότητα. Για 
την καλύτερη κατανόηση της έννοιας της ιεραρχίας παραθέτουµε δύο 
παραδείγµατα. 

 
 
Παράδειγµα 1 
 
Έστω Χ={τριαντάφυλλο, γαρύφαλλο, τουλίπα, πανσές, ορχιδέα, 
ασφόδελος}, Ι={κόκκινο, κίτρινο, πράσινο, µπλε, άσπρο} και Υ={Υi / 
i∈I} είναι µια οικογένεια υποσυνόλων του Χ ώστε x∈Yi αν το 
λουλούδι x έχει χρώµα i. Αν η σχέση R⊆Χ×Υ είναι η συνήθης σχέση 
του «ανήκει», τότε ο πίνακας πρόσπτωσης είναι : 
 
 

R Υκόκκινο Υκίτρινο Υπράσινο Υµπλε Υάσπρο

τριαντάφυλλο 1 1 0 0 1 
γαρύφαλλο 1 0 0 0 1 
τουλίπα 1 1 0 0 1 
πανσές 0 1 0 1 1 
ορχιδέα 1 0 0 1 1 

ασφόδελος 0 1 0 0 0 
 
 
 
Το Υ δεν είναι κάλυψη γιατί Υπράσινο  είναι κενό. Αν αφαιρέσουµε το 
χρώµα αυτό από το Ι δηλαδή Ι={κόκκινο, κίτρινο, µπλε, άσπρο} 
έχουµε αντίστοιχα τον πίνακα : 
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R Υκόκκινο Υκίτρινο Υµπλε Υάσπρο

τριαντάφυλλο 1 1 0 1 
γαρύφαλλο 1 0 0 1 
τουλίπα 1 1 0 1 
πανσές 0 1 1 1 
ορχιδέα 1 0 1 1 

ασφόδελος 0 1 0 0 
 
 
Τότε το Υ={Υκόκκινο, Υκίτρινο, Υµπλε, Υάσπρο } είναι µία κάλυψη του Χ 
αφού Χ=∪Υi , Yi≠∅ αλλά δεν είναι διαµέριση αφού το τριαντάφυλλο 
ανήκει και στο Υκόκκινο και στο  Υκίτρινο και στο Υάσπρο.  
 
Αν θεωρήσουµε Ζ1={τριαντάφυλλο, γαρύφαλλο, ασφόδελος}, 
Ζ2={τουλίπα}, Ζ3={πανσές, ορχιδέα} και Ζ={Ζ1,Ζ2,Ζ3}, τότε ο 
πίνακας πρόσπτωσης είναι 
 
 

R Ζ1 Ζ2 Ζ3

τριαντάφυλλο 1 0 0 
γαρύφαλλο 1 0 0 
τουλίπα 0 1 0 
πανσές 0 0 1 
ορχιδέα 0 0 1 

ασφόδελος 1 0 0 
 
Το σύνολο Ζ είναι µία κάλυψη αφού Χ=∪Ζi , Ζi≠∅ και είναι και 
διαµέριση αφού Ζj∩Zk=∅, ∀j,k j≠k. 
 
 
 Παράδειγµα 2 
 
Η ιεραρχική ανάλυση µπορεί να εφαρµοστεί σε πολύ διαφορετικούς 
τοµείς. Ας δούµε ένα παράδειγµα από τη φιλολογία. Παρατίθεται ένα 
απόσπασµα του Shakespeare 
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(1) Shall I compare thee to a summer' s day?        
Thou art more lovely and more temperate:  
Rough winds do shake the darling buds of May,  
And summer's lease hath all too short a date: 

(5) Sometime too hot the eye of heaven shines, 
And often is his gold complexion dimm'd;          
And every fair from fair sometime declines 
By chance, or nature's changing course, untrimm'd:  
But thy eternal summer shall not fade,  

(10) Nor lose possession of that fair thorn owest;     
Nor shall Death brag thou wander'st in his shade,  
When in eternal lines to time thou growest.  
So long as men can breathe, or eyes can see,  
So long lives this, and this gives life to thee. 
 

Έστω Χ το σύνολο των ονοµάτων που εµφανίζονται στο 
κείµενο αυτό δηλαδή Χ={Thee, Buds of May, Sun, Fair, Thy 
Summer} όπου Thee είναι η αγαπηµένη, Fair είναι η οµορφιά, Thy 
Summer είναι η στιγµή που ανθίζει η οµορφιά. Για να φτιάξουµε µια 
κάλυψη του Χ κατασκευάζουµε τα υποσύνολα Υi του Χ τα στοιχεία 
των οποίων εµφανίζουν µια συγκεκριµένη ιδιότητα όπως  

 

 Υ1 = { x∈Χ / x είναι αγαπηµένος } 

 Υ2 = { x∈Χ / x είναι εγκρατής } 

 Υ3 = { x∈Χ / x είναι θερµός } 

 Υ4 = { x∈Χ / x αυξάνεται ή µειώνεται } 

Έτσι έχουµε 
 
 Υ1 = { Thee, Bud of May }  

αναφέρονται ως lovely (2), darling (3) 

 Υ2 = { Thee } temperate (2) 

 Υ3 = { Sun } hot (5) 

 Υ4 = { Fair, Sun, Thee, Thy Summer } 

  declines (7), dimm’d (6), growest (12), fade (9) 

  



 94 

Έτσι έχουµε µια κάλυψη αφού Χ=U , Υ
4

1=i
iY i≠∅ και ο πίνακας 

πρόσπτωσης είναι : 
 

R Υ1 Υ2 Υ3 Υ4

Thee 1 1 0 1 
Buds of May 1 0 0 0 

Sun 0 0 1 1 
Fair 0 0 0 1 

Thy Summer 0 0 0 1 
 

 
Θεωρώντας µια ιεραρχική ανάλυση σ΄ ένα ποίηµα ή κείµενο 

µπορούµε να εµβαθύνουµε στη δοµή του και στο σκεπτικό του 
συγγραφέα. Θα µπορούσαµε ας πούµε να αναλύσουµε µε τον τρόπο 
αυτό κείµενα της Αρχαίας Ελληνικής Λογοτεχνίας και Φιλοσοφίας. 
Εννοείται ότι µια ιεραρχική ανάλυση δεν είναι µονοσήµαντα 
ορισµένη γιατί για κάθε σύνολο Χ µπορούµε να κατασκευάσουµε 
πολλές διαφορετικές καλύψεις ανάλογα µε το χαρακτηριστικό που 
θέλουµε να διερευνήσουµε. 
 
 
Παρατήρηση 
 

 Αν Υi∈P(X), i=1,2,…,n και ≠Χ, τότε µπορούµε να 

ορίσουµε Υ

U
n

1=i
iY

n+1 = Χ -U . Έτσι Υ={Υ
n

1=i
iY i / i=1,2,…,n+1} είναι µία 

κάλυψη του Χ δηλαδή µε τον τρόπο αυτό µπορούµε να ορίσουµε µια 
κάλυψη βασιζόµενοι σε οποιοδήποτε υποσύνολο του P(X). Για 
παράδειγµα αν Χ είναι το σύνολο των επίπεδων γεωµετρικών 
σχηµάτων, Υ1={τα τρίγωνα}, Υ2={τα τετράπλευρα}, Υ3={τα 
πολύγωνα} και Υ4={οι κύκλοι} µπορούµε να ορίσουµε Υ5={όλα τα 
υπόλοιπα σχήµατα} και έτσι να έχουµε Υ={Υi / i=1,2,3,4,5} µια 
κάλυψη του Χ. 
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Παράρτηµα ΙII 

Η γεωµετρία κατά KLEIN 
 
 Αν G είναι µία οµάδα και Χ ένα σύνολο µε Χ≠∅, ονοµάζουµε 
δράση της οµάδας G στο σύνολο Χ µια απεικόνιση δ: GxΧ→Χ τέτοια 
ώστε ∀x∈Χ και ∀γ1,γ2∈ G να έχουµε : 
 

i) δ(γ2 , δ(γ1,x)) = δ(γ2ογ1 , x)              
(µε ο συµβολίζουµε την πράξη της οµάδας) 

ii) δ(e , x) = x              
(µε e συµβολίζουµε το ουδέτερο στοιχείο της οµάδας) 

 
 Έστω S ένα σύνολο εφοδιασµένο µε µια δοµή και Aut(S) η 
οµάδα των αυτοµορφισµών του S δηλαδή η οµάδα των 1-1 και επί 
απεικονίσεων από το S στον εαυτό του που διατηρούν τη δοµή του S. 
Η οµάδα αυτή συνήθως είναι πολύ µεγάλη και η µελέτη της δεν είναι 
εύκολη και δεν  µας βοηθάει να βγάλουµε συµπεράσµατα για τη δοµή 
του S. Αν όµως επιλέξουµε κατάλληλη υποοµάδα G της Aut(S) η 
µελέτη της είναι ευλότερη. Η δράση της υποοµάδς G επί του S 
αποτελεί µια γεωµετρία Klein. Για παράδειγµα η συνήθης Ευκλείδεια 
Γεωµετρία του επιπέδου ορίζεται από τη δράση της οµάδας των 
οµοιοτήτων επί του συνόλου των σηµείων του επιπέδου. Με τον ίδιο 
τρόπο η προβολική γεωµετρία του επιπέδου ορίζεται από τη δράση 
της οµάδας των συγγραµµικοτήτων επί του συνόλου των σηµείων του 
προβολικού επιπέδου. 
 
 Η µελέτη της οµάδας των αυτοµορφισµών ενός συνόλου Χ και 
των διαφόρων υποοµάδων της είναι αποκαλυπτική για τη δοµή του 
ίδιου του Χ και της αντίστοιχης γεωµετρίας. Για το ευκλείδειο 
επίπεδο η πιο χαρακτηριστικές είναι οι υποοµάδες των ισοµετριών και 
των οµοιοτήτων. Για το προβολικό επίπεδο ενδιαφέρον παρουσιάζουν 
οι υποοµάδες των οµολογιών ( των συγγραµµικοτήτων που το κέντρο 
τους δεν ανήκει στον άξονά τους ) και των επάρσεων ( των 
συγγραµµικοτήτων που το κέντρο τους ανήκει στον άξονά τους ). 
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Παράρτηµα IV 

Το αξιωµατικό σύστηµα του Hilbert 
 
 
 Στα τέλη  του 19ου αιώνα είχε γίνει φανερό ότι το αξιωµατικό 
σύστηµα του Ευκλείδη είχε προβλήµατα. Τα 5 αξιώµατα ήταν πολύ 
λίγα για να καθορίσουν πλήρως τη γεωµετρία. Ακόµα και αν 
θεωρήσουµε σαν αξιώµατα αυτά που ο Ευκλείδης αποκαλούσε κοινές 
έννοιες (τα περισσότερα είναι αξιώµατα της λογικής και όχι της 
γεωµετρίας) πάλι το σύστηµα δεν είναι πλήρες. Υπάρχουν έννοιες 
όπως η έννοια της διάταξης, που ο Ευκλείδης θεωρούσε αυτονόητες, 
αλλά δεν τις ανέφερε ρητά. Σε µια αυστηρή αξιωµατική θεµελίωση 
όµως τίποτα δεν είναι αυτονόητο. 
 Ο Hilbert προσπάθησε να συµπληρώσει το αξιωµατικό 
σύστηµα του Ευκλείδη ώστε να αποκτήσει την επιθυµητή µαθηµατική 
αυστηρότητα και τα κατάφερε τόσο καλά ώστε από τότε αυτό είναι 
γνωστό σαν αξιωµατικό σύστηµα των Ευκλείδη-Hilbert. Παρόλο που 
έχουν προταθεί και άλλα αξιωµατικά συστήµατα ισοδύναµα µε αυτό 
(ενδεικτικά αναφέρουµε τα συστήµατα των Pasch, Peano, Pierri, 
Forder, Birkoff, Blumental) το σύστηµα Ευκλείδη-Hilbert δεν έχει 
χάσει τη σηµασία του και ίσως είναι το ευρύτερα χρησιµοποιούµενο. 
 Ο Hilbert δεν προσπάθησε να ορίσει τις αρχικές έννοιες 
«σηµείο», «ευθεία», «επίπεδο» ούτε τις αρχικές σχέσεις µεταξύ τους 
όπως τις εκφράσεις «περνάει», «ανήκει», «µεταξύ», «ίσο». Στη 
συνέχεια χώρισε τα αξιώµατα σε πέντε οµάδες : 
 

I. Αξιώµατα σύνδεσης (οκτώ) 
II. Αξιώµατα διάταξης (τέσσερα) 
III. Αξιώµατα σύµπτωσης (πέντε) 
IV. Αξίωµα παραλληλίας (ένα) 
V. Αξιώµατα συνέχειας (δύο) 
 

Τα αξιώµατα αυτά είναι τα εξής : 
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I. Αξιώµατα σύνδεσης 
 
Ι1 : Από δύο σηµεία περνάει πάντοτε τουλάχιστον µια ευθεία. 
Ι2 : Από δύο σηµεία περνάει το πολύ µια ευθεία. 
Ι3 : Σε µία ευθεία υπάρχουν τουλάχιστον δύο σηµεία. Υπάρχουν τρία 

σηµεία που δε ανήκουν στην ίδια ευθεία. 
Ι4 : Από τρία σηµεία που δεν ανήκουν στην ίδια ευθεία περνάει 

τουλάχιστον ένα επίπεδο. Σε κάθε επίπεδο υπάρχει τουλάχιστον 
ένα σηµείο. 

Ι5 : Από τρία σηµεία που δεν ανήκουν στην ίδια ευθεία περνάει το 
πολύ ένα επίπεδο. 

Ι6 : Αν δύο σηµεία µιας ευθείας ανήκουν σε ένα επίπεδο, τότε κάθε 
σηµείο της ευθείας ανήκει στο επίπεδο αυτό. 

Ι7 : Αν δύο επίπεδα έχουν ένα κοινό σηµείο, τότε έχουν και ένα 
δεύτερο κοινό σηµείο. 

Ι8 : Υπάρχουν τουλάχιστον τέσσερα σηµεία που δεν ανήκουν όλα στο 
ίδιο επίπεδο. 

 
II. Αξιώµατα διάταξης 
 
ΙΙ1 : Αν το σηµείο Γ είναι µεταξύ των σηµείων Α και Β, τότε τα 

σηµεία Α,Β,Γ ανήκουν στην ίδια ευθεία και τo Γ είναι µεταξύ 
των Β και Α. 

ΙΙ2 : Για οποιαδήποτε σηµεία Α,Β υπάρχει πάντα ένα τουλάχιστον 
σηµείο Γ που βρίσκεται µεταξύ τους. 

ΙΙ3 : Αν Α,Β,Γ είναι τρία σηµεία µιας ευθείας, τότε ένα και µόνο ένα 
από αυτά βρίσκεται µεταξύ των δύο άλλων. 

II4 : Αν Α,Β,Γ είναι τρία µη συνευθειακά σηµεία και α µια ευθεία του 
επιπέδου που δεν περνά από κανένα από τα Α,Β,Γ και τέµνει το 
ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, τότε τέµνει και ένα από τα ΑΓ,ΒΓ ( αυτό 
είναι το γνωστό αξίωµα του Pasch ). 
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III. Αξιώµατα σύµπτωσης 
 
ΙΙΙ1 : Αν Α,Β είναι δύο σηµεία µιας ευθείας α και Α΄ ένα σηµείο της 

ίδιας ή µιας άλλης ευθείας α΄, τότε σε µια καθορισµένη µεριά της 
α΄ ως προς το Α΄ µπορούµε να προσδιορίσουµε ένα µόνο σηµείο 
Β΄ ώστε ΑΒ=Α΄Β΄. 

ΙΙΙ2 : Αν δύο ευθύγραµµα τµήµατα είναι ίσα µε ένα τρίτο, τότε είναι 
ίσα και µεταξύ τους. 

ΙΙΙ3 : Αν ΑΒ και ΒΓ είναι δύο ευθύγραµµα τµήµατα πάνω σε µια 
ευθεία χωρίς κοινά εσωτερικά σηµεία και Α΄Β΄ και Β΄Γ΄ είναι 
επίσης δύο ευθύγραµµα τµήµατα πάνω στην ίδια ή σε µια άλλη 
ευθεία επίσης χωρίς κοινά εσωτερικά σηµεία και ΑΒ=Α΄Β΄ και 
ΒΓ=Β΄Γ΄, τότε και ΑΓ=Α΄Γ΄. 

ΙΙΙ4 : Αν χOψ δοσµένη γωνία και Ο΄χ΄ δοσµένη ηµιευθεία στο ίδιο ή 
σε άλλο επίπεδο, τότε σε κάθε ηµιεπίπεδο που ορίζεται από την 
προέκταση της Ο΄χ΄ υπάρχει µοναδική ηµιευθεία Ο΄ψ΄ ώστε 
χ ψ=χ΄

ˆ

Ô O�ˆ ψ΄. 
ΙΙΙ5 : Αν δύο τρίγωνα έχουν δύο πλευρές και τις περιεχόµενες γωνίες 

αντίστοιχα ίσες, τότε έχουν και τις άλλες γωνίες αντίστοιχα ίσες. 
 
 
IV. Αξίωµα παραλληλίας 

 
Από σηµείο που βρίσκεται εκτός ευθείας µπορούµε να φέρουµε 
το πολύ µία ευθεία παράλληλη µε αυτήν. (αυτή είναι η 
διατύπωση του Playfair για το 5ο αξίωµα του Ευκλείδη) 
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V. Αξιώµατα συνέχειας 
 
V1 : Αν ΑΒ και Γ∆ είναι δύο ευθύγραµµα τµήµατα, τότε υπάρχει 

πεπερασµένο πλήθος σηµείων Α1,Α2, … , Αν ώστε ΑΑ1, Α1Α2,…, 
Αν-1Αν να είναι ίσα µε το Γ∆ και το Β να βρίσκεται µεταξύ των 
Αν-1 και του  Αν. (το αξίωµα αυτό είναι ισοδύναµο µε την αρχή 
Αρχιµήδους-Ευδόξου) 

V2 : Τα σηµεία µιας ευθείας συγκροτούν ένα σύστηµα τέτοιο ώστε µε 
τη διατήρηση της γραµµικής διάταξης, του πρώτου αξιώµατος 
σύµπτωσης και του πρώτου αξιώµατος συνέχειας (δηλαδή των 
αξιωµάτων Ι1-2, ΙΙ1-3, ΙΙΙ1 και V1) δεν είναι επιδεκτικό καµιάς 
περαιτέρω επέκτασης. Αυτό σηµαίνει ότι σε µια ευθεία δεν 
µπορούµε να προσθέσουµε άλλα σηµεία έτσι ώστε το 
παραγόµενο σύστηµα να ικανοποιεί τα προαναφερθέντα 
αξιώµατα. (αυτό είναι το αξίωµα της πληρότητας) 

 Στην αρχή ο Hilbert είχε προτείνει και άλλα αξιώµατα αλλά 
στην πορεία αποδείχτηκε ότι αυτά δεν ήταν ανεξάρτητα από τα 
υπόλοιπα και συνεπώς ήταν απλές προτάσεις. Υπάρχει επίσης 
διαφωνία σχετικά µε τον ακριβή αριθµό των αξιωµάτων ιδιαίτερα της 
πρώτης οµάδας γιατί ορισµένοι συνενώνουν δύο αξιώµατα σε ένα ή 
αντίστοιχα διαχωρίζουν ένα σε δύο άλλα.  
 Τα αξιώµατα µπορούµε να τα χωρίσουµε σε οµάδες και µε 
άλλο τρόπο. Υπάρχουν αξιώµατα που καθορίζουν τις ιδιότητες της 
ευθείας γραµµής όπως είναι τα ΙΙ1-3, ΙΙΙ1-3, V1-2. Τα αξιώµατα αυτά τα 
ονοµάζουµε γραµµικά αξιώµατα. Υπάρχουν αξιώµατα που ορίζουν 
τις ιδιότητες του επιπέδου όπως είναι τα Ι1-3, ΙΙ4, ΙΙΙ4-5, IV. Τα 
αξιώµατα αυτά µπορούµε να τα ονοµάσουµε επιπεδικά αξιώµατα. 
Τέλος υπάρχουν τα αξιώµατα που καθορίζουν τις ιδιότητες του χώρου 
όπως είναι τα Ι4-8. Αυτά τα ονοµάζουµε χωρητικά αξιώµατα.  
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Παράρτηµα V 
Η προοπτική στη ζωγραφική 

 

 
 Ένα από τα κυριότερα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν οι 
ζωγράφοι είναι πως θα απεικονίσουν τον τρισδιάστατο χώρο σε µια 
επιφάνεια που έχει µόνο δύο διαστάσεις. Για να λύσουν το πρόβληµα 
αυτό αναγκάστηκαν να µελετήσουν τις προοπτικότητες και τις 
προβολικότητες. Η µελέτη αυτή πρέπει να είχε γίνει ήδη από τους 
αρχαίους Έλληνες γιατί έχουµε γραπτές µαρτυρίες ότι στην αρχαία 
Ελλάδα υπήρχαν ζωγραφικοί πίνακες που απεικόνιζαν την 
πραγµατικότητα µε τρόπο απόλυτα ρεαλιστικό. ∆υστυχώς λόγω της 
φύσης των υλικών δεν έχουν διασωθεί τέτοιοι πίνακες. Τελευταία 
πήραµε µια ιδέα για τα επιτεύγµατα των µεγάλων αυτών ζωγράφων 
από κάποιες τοιχογραφίες που βρέθηκαν σε µακεδονικούς τάφους της 
κλασικής εποχής. 
 Η τεχνική της προοπτικής στη συνέχεια ξεχάστηκε και 
ξαναανακαλύφτηκε στην Ιταλία κατά την περίοδο της Αναγέννησης 
µε τις εργασίες κυρίως των Alberti, Brunelleschi και Da Vinci και στη 
Γερµανία µε τα έργα του Dürer. Με αφορµή αυτές τις ανάγκες της 
ζωγραφικής οι µαθηµατικοί αναγκάστηκαν να µελετήσουν το θέµα 
και να δηµιουργήσουν την προβολική γεωµετρία. 
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Στην αρχή οι καλλιτέχνες χρησιµοποιούσαν κατάλληλες 
µηχανικές κατασκευές για να µπορέσουν να ζωγραφίσουν το θέµα 
τους µε σωστή προοπτική. Τέτοιες κατασκευές φαίνονται στα 
παρακάτω χαρακτικά του Dürer. 
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Αργότερα όταν οι επιστήµονες µελέτησαν τους κανόνες της 

προοπτικής από µαθηµατική σκοπιά, οι ζωγράφοι έµαθαν να τους 
ελέγχουν και να τους χρησιµοποιούν. Μερικές φορές δεν δίσταζαν να 
ξεφεύγουν από τους κανόνες υπερτονίζοντας την προοπτική για να 
τραβήξουν την προσοχή του θεατή. Αυτό φαίνεται πολύ καθαρά στο 
παρακάτω έργο του Montegna που απεικονίζει την αποκαθήλωση 
τους σώµατος του Χριστού. Η προσεκτικά υπερτονισµένη προοπτική 
εστιάζει την προσοχή στο πρόσωπο του Χριστού και στις 
χαρακτηριστικές πληγές του. 
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 Βέβαια η γνώση των κανόνων της προοπτικής επιτρέπει στον 
καλλιτέχνη να «ξεπεράσει» την πραγµατικότητα δηλαδή να ξεγελάσει 
το ανθρώπινο µάτι, να δηµιουργήσει δηλαδή µια οφθαλµαπάτη. Στον 
παρακάτω πίνακα ο Hogarth µας δείχνει πως µπορεί να παραπλανήσει 
το θεατή. Ο πίνακας είναι γεµάτος από εσκεµµένα προοπτικά λάθη. 
 

 
 

 Βλέπουµε ότι η γνώση των κανόνων είναι απαραίτητη είτε 
θέλουµε να απεικονίσουµε πιστά την πραγµατικότητα είτε θέλουµε να 
την διαστρεβλώσουµε. Σήµερα έχει εκλείψει η ανάγκη της απόλυτα 
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πιστής ζωγραφικής αναπαράστασης γιατί αυτή καλύπτεται από τη 
φωτογραφία. Οι ζωγράφοι δίνουν έµφαση σε άλλα στοιχεία. 
 Η ιδέα αυτή έχει το αντίστοιχό της στη διδασκαλία. Ο 
δάσκαλος δηλαδή πρέπει όχι µόνο να είναι τέλειος γνώστης του 
αντικειµένου που θα διδάξει αλλά πρέπει να είναι σε θέση να 
χρησιµοποιήσει κατάλληλα παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα γιατί 
µόνο έτσι ο µαθητής µπορεί να κατανοήσει πραγµατικά µια έννοια.  
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