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Περίληψη: Ξεκινάµε µε την αναζήτηση και ταξινόµηση των ισοµετριών του ℝ . 

Συνεχίζουµε µε τις ισοµετρίες του επιπέδου. Αποδεικνύουµε ότι µία ισοµετρία που 

διατηρεί σηµείο είναι γραµµική και οδηγούµαστε σε ένα πρώτο συµπέρασµα για τα 

συστατικά µέρη µία τυχαίας  ισοµετρίας του επιπέδου. Κατόπιν µε τα εργαλεία που 

µας παρέχει το σύνολο ℂ  προσεγγίζουµε αλγεβρικά και γεωµετρικά όλες τις δυνατές 

ισοµετρίες που υλοποιούνται σε αυτό. Κλείνουµε το 1ο κεφάλαιο µε εφαρµογές και 

παραδείγµατα που έχουν στόχο την καλύτερη κατανόηση των εννοιών. Στο 2ο 

κεφάλαιο γενικεύουµε τον ορισµό µίας ισοµετρίας σε Ευκλείδειο χώρο nℝ  και 

αποδεικνύουµε τις προτάσεις και τα θεωρήµατα εκείνα, που θα µας οδηγήσουν στην 

ταυτοποίηση (ποιοτικά) των ισοµετριών αυτών. Στο τελευταίο µέρος του κεφαλαίου 

αυτού αναφέρουµε κάποια παραδείγµατα οµάδων συµµετρίας. Συγκεκριµένα 

παραθέτουµε τον πίνακα πολλαπλασιασµού τόσο της διεδρικής οµάδας του  

ισόπλευρου τριγώνου όσο και αυτής του τετραγώνου µαζί µε τα δικτυωτά τους 

διαγράµµατα, οι οποίες αποτελούν υποοµάδες της ( )2

0
,Isom�ℝ � . Κατόπιν 

αναφέρουµε περιγραφικά τις οµάδες συµµετρίας των πέντε Πλατωνικών στερεών  οι 

οποίες αποτελούν υποοµάδες της ( )3

0
,Isom�ℝ � . Τέλος αναφέρουµε σύντοµα κάποια 

παραδείγµατα  διασύνδεσης της έννοιας της Συµµετρίας µε τη φύση και την τέχνη.      
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Οι ισοµετρίες στο ℝ  

Θα αναζητήσουµε  τις ισοµετρίες της ευθείας των πραγµατικών αριθµών. 

Ορισµός  1 

Μια ισοµετρία των πραγµατικών αριθµών ℝ  είναι µία συνάρτηση µε πεδίο 
ορισµού και σύνολο τιµών το ℝ  που διατηρεί τις αποστάσεις. ∆ηλαδή: 

 :f →ℝ ℝ  ώστε ( ) ( ) ,  ,f x f y x y x y− = − ∀ ∈ℝ . 

(Υπενθύµιση:  
,  αν 0

,  αν 0

x x
x

x x

≥ 
=  

− < 
, όπου x x= −  αντιπροσωπεύει την απόσταση, 

κατά µήκος της ευθείας των πραγµατικών, του x±  από το 0.) 
 

Ένα απλό παράδειγµα ισοµετρίας είναι η: ( ) ,   I x x x= ∀ ∈ℝ . 

Αλλά και η ( ) ,  xp x x= − ∀ ∈ℝ  είναι επίσης ισοµετρία αφού 

( ) ( ) ( )p x p y x y x y x y− = − − − = − + = − . 

 
Γεωµετρικά θα µπορούσαµε να πούµε ότι η p αντανακλά το ℝ  µε κέντρο το Ο και 
ονοµάζεται κατοπτρισµός. 
 

Ένα ακόµη  παράδειγµα ισοµετρίας είναι και η ( ) 1,  xt x x= + ∀ ∈ℝ , διότι 

( ) ( ) 1 1 ,  xt x t y x y x y− = + − − = − ∀ ∈ℝ . 

 
Θα αναζητήσουµε όλες τις ισοµετρίες του ℝ . Ξεκινάµε από τις ισοµετρίες που 
διατηρούν το Ο. 
 
Πρόταση 1 

Αν :f →ℝ ℝ  ισοµετρία και ( )0 0f = , τότε ( ) ,  xf x x= ∀ ∈ℝ  ή 

( ) ,  xf x x= − ∀ ∈ℝ  

Απόδειξη 

:f →ℝ ℝ  ισοµετρία ( ) ( ) ,  x,yf x f y x y⇔ − = − ∀ ∈ℝ  και αν θέσουµε 0y =  

έχουµε ( ) ( )f x x f x x= ⇒ =  ή ( )f x x= −  

Θα θέλαµε να αποκλείσουµε την περίπτωση η f να είναι δίκλαδη,  (π.χ. 

( )
,  αν 0

,  αν 0

x x
f x

x x

≥ 
=  

− < 
 ) να υπάρχουν δηλαδή ,x y ∗∈ℝ µε ( ) ( ) και f x x f y y= = − . 

Κεφάλαιο 1ο : Οι ισοµετρίες στα σύνολα ,ℝ ℂ  
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Τότε όµως: ( ) ( )f x f y x y− = − , ορισµός ισοµετρίας και  

        ( ) ( )f x f y x y− = +  , από την προηγούµενη υπόθεση άρα: 

x y x y− = +  x y x y⇔ − = +  ή x y x y− = − −  y y⇔ − =  ή x x= −  ⇔ 0x =  ή 

0y = . Άτοπο αφού έχουµε  ,x y ∗∈ℝ . 

Ή ισοδύναµα το x  ισαπέχει από το y και το –y , άρα x=0. Άτοπο. □  
 
Πρόταση 2 
Αν η :f →ℝ ℝ , ισοµετρία. Τότε για οποιοδήποτε a∈ℝ  η f  θα έχει την εξής 

µορφή : ( )f x x a= + , x∀ ∈ℝ  είτε ( )f x x a= − + , x∀ ∈ℝ . 

Απόδειξη 

Αν υποθέσουµε ότι ( )0 ,  f a a= ∈ℝ , τότε ορίζουµε την ( ) ( ) ,g x f x a= −  η 

οποία είναι ισοµετρία, διότι: 

( ) ( ) ( ) ( )g x g y f x a f y a− = − − + ( ) ( )f x f y x y= − = −  και ακόµη 

διατηρεί το 0 αφού ( ) ( )0 0 0g f a a a= − = − = . Άρα από την πρόταση 1 

λαµβάνουµε ότι ( ) ,  xg x x= ∀ ∈ℝ  είτε ( ) ,  xg x x= − ∀ ∈ℝ , όπου 

( ) ( ) ,g x f x a= − οπότε ( ) ,  xf x a x− = ∀ ∈ℝ  είτε 

( ) ,  xf x a x− = − ∀ ∈ℝ .□  

 

Ονοµάζουµε το y∈ℝ  σταθερό σηµείο της ( )f f y y⇔ =  

Σηµείωση: 

Αν ( )f x x a= + , η f  αντιπροσωπεύει µετατόπιση της ταυτοτικής κατά α µονάδες 

δεξιά και προφανώς δεν διατηρεί κανένα σηµείο σταθερό. 

Αν όµως ( )f x x a= − + , τότε παρατηρούµε: 
2 2 2 2

a a a a
f a f   = − + ⇒ =   
   

. 

∆ηλαδή η f  διατηρεί το 
2

a
 . Έστω ( ) ( )1

2 2

a a
t x x t x x−= + ⇒ = −  και ακόµη 

( )p x x= − ( κατοπτρισµός ως πρός Ο). 

Τότε µπορούµε να γράψουµε: ( )
2 2

a a
f x x a x = − + = − − 

 
. ∆ηλαδή 

( ) ( )( )1f x t p t x−= � � . Λεκτικά θα µπορούσαµε να πούµε ότι η f  είναι η 

σύνθεση µιας µετατόπισης 
2

a
 µονάδες αριστερά, ενός κατοπτρισµού ως προς Ο και 
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µιας µετατόπισης  
2

a
 µονάδες δεξιά. Έχουµε δηλαδή µετατόπιση του σταθερού 

σηµείου ανάκλασης από το 0 στο 
2

a
. 

 
Συνοπτικά έχουµε την παρακάτω κατάταξη των ισοµετριών στο ℝ : 
 
Σύνολο σταθερών σηµείων Γεωµετρική περιγραφή ισοµετρίας 
Κανένα Μετατόπιση    ( )f x x a= +  

Σηµείο   i) το 0 

              ii) το 
2

a
 

Κατοπτρισµός  i) ( )p x x= −  

                          ii) ( )f x x a= − +  

Όλα  Ταυτοτική ( )I x x=  

 
 
Η έννοια του γεωµετρικού µετασχηµατισµού (όπως αυτή εισάγεται  στη Γ Λυκείου) 
Αν :f A B→  είναι µία συνάρτηση. Θα ασχοληθούµε µε συναρτήσεις για τις 

οποίες τα Α,Β συµπίπτουν µε το σύνολο (Ε) των σηµείων ενός καρτεσιανού 

επιπέδου Oxy. Ή πιο απλά τα Α, Β συµπίπτουν µε το 2ℝ .  
Οι συναρτήσεις αυτές λέγονται γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί (γ.µ) στο επίπεδο. 

∆ηλαδή  γεωµετρικός  µετασχηµατισµός είναι οποιαδήποτε συνάρτηση 2 2:T →ℝ ℝ . 

Ως προς τη συνάρτηση αυτή η εικόνα, ( )T M  του σηµείου ( ),M x y  θα συµβολίζεται 

( )' ', 'M x y . Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι η 2 2:γ →ℝ ℝ  µε ( ) ( ), ' ,M x y M x y→ −  η 

οποία αντιστοιχίζει κάθε σηµείο Μ στο συµµετρικό του Μ’, ως προς τον οριζόντιο 
άξονα. 
 
Στη συνέχεια ασχολούµαστε µόνο µε τους γεωµετρικούς µετασχηµατισµούς που 

απεικονίζουν τα σηµεία ( ),M x y  στα ( )' ', 'M x y  των οποίων οι συντεταγµένες 

δίνονται από ένα σύστηµα της µορφής: 

( )
' '

   1
' '

x ax by m x a b x m

y cx dy n y c d y n

= + +         
⇔ = ⋅ +         = + +         

, µε , , , , ,a b c d m n∈ℝ . Ιδιαίτερα 

δε, αν 0 και n 0m = =  η (1) παίρνει τη µορφή  ( )
'

  2
'

x a b x

y c d y

     
= ⋅     

     
. 

Στην περίπτωση αυτή ο γεωµετρικός µετασχηµατισµός καλείται γραµµικός 

µετασχηµατισµός και ο πίνακας 
a b

c d

 
 
 

 λέγεται πίνακας του γραµµικού 
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µετασχηµατισµού. Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι ο µετασχηµατισµός 2 2:T →ℝ ℝ  

µε ( ),
a b x

T x y
c d y

   
= ⋅   

   
 είναι γραµµικός, δηλαδή ικανοποιεί τις δύο συνθήκες: 

• ( ) ( ) ( ) 2, ,T u v T u T v u v+ = + ∀ ∈ℝ  

• ( ) ( ) 2,  και T m u m T u m u⋅ = ⋅ ∈ ∈ℝ ℝ .  

Αν θεωρήσουµε το γραµµικό µετασχηµατισµό: 

'
:

'

x a b x
T

y c d y

     
= ⋅     

     
 τότε για το ( )

1
(1,0),  

0

a b a
A T A

c d c

     
= ⋅ =     

     
, δηλαδή η 

εικόνα του ( )1,0i
�

είναι η πρώτη στήλη του πίνακα του Τ. Αντίστοιχα για το Β(0,1),  

( )
0

1

a b b
T B

c d d

     
= ⋅ =     

     
 ,  δηλαδή η εικόνα του ( )0,1j

�
είναι η δεύτερη στήλη του 

πίνακα του Τ. Προφανώς ο γραµµικός µετασχηµατισµός αφήνει αναλλοίωτο το 
Ο(0,0). 
Σχόλιο: Αποδεικνύεται ότι κάθε γραµµικός µετασχηµατισµός του οποίου ο πίνακας 
αντιστρέφεται, απεικονίζει: 

• Ευθείες σε ευθείες 
• Ευθύγραµµα τµήµατα σε ευθύγραµµα τµήµατα µε άκρες τις εικόνες των 

άκρων. 

• Πολύγωνα σε πολύγωνα µε κορυφές τις εικόνες των κορυφών. 
 

Οι ισοµετρίες στο 2ℝ  

Επειδή το σύνολο ℂ  είναι ισόµορφο µε το 2ℝ , κάποια κεντρικά ζητήµατα που 

αφορούν στις ισοµετρίες τα διαπραγµατευόµαστε αρχικά στο 2ℝ . Με τη βοήθεια 
ενός χρήσιµου εργαλείου, του εσωτερικού γινοµένου και των ιδιοτήτων του όπως 

αυτό έχει οριστεί στον 2ℝ . 
 
Ορισµός 2  

Μία απεικόνιση 2 2:f →ℝ ℝ , ονοµάζεται ισοµετρία αν (αν και µόνο αν): 

( ) ( )f x f y x y− = −
� �� � ��

, 2 ,x y∀ ∈
� ��

ℝ          (3) 

όπου  είναι η συνηθισµένη νόρµα στο 2ℝ . 

Με άλλα λόγια, ισοµετρία είναι µια απεικόνιση µε πεδίο ορισµού και σύνολο τιµών 

το 2ℝ ,που διατηρεί τις αποστάσεις. 

Παρακάτω αναφέρουµε µερικά παραδείγµατα ισοµετριών στο 2ℝ  
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i) Παράλληλη µεταφορά 2 2:uµ →ℝ ℝ   

 

 
 
 

Έστω ( ),u m n=
�

 ένα διάνυσµα του Oxy. Καλούµε παράλληλη µεταφορά 
u

µ�  κατά 

διάνυσµα u
�

, το γεωµετρικό µετασχηµατισµό µε τον οποίο κάθε σηµείο ( ) 2,A x y ∈ℝ  

αντιστοιχίζεται στο σηµείο ( )' ', 'A x y          

 ( ( ) ( ) ( )' , ,
u u

A A x y x m y nµ µ= ⇔ = + +� � )  που ορίζεται από την 

ισότητα: 'AA u=
���� �

 οπότε ισοδύναµα έχουµε:  

' ' ' 1 0

' ' ' 0 1

x x m x x m x x m

y y n y y n y y n

− +               
= ⇔ = ⇔ = ⋅ +               − +               

 

Άρα η παράλληλη µεταφορά δεν είναι γραµµικός µετασχηµατισµός. 
 

 Είναι όµως ισοµετρία. Άρα 2 2:
u

µ →� ℝ ℝ  θα είναι 1-1 και επι και γι’αυτό θα 

ορίζεται η αντίστροφη απεικόνιση ( ) ( )2 2:  µε , ,
u u

x y x m y nµ µ
− −

→ = − −� �ℝ ℝ  

Απόδειξη 

Έστω ( ) ( )1 1,  και ' ,A x y AA u m n= =
���� �

 

         ( ) ( )2 2,  και ' ,B x y BB u m n= =
���� �

      

Τότε 1 1 1

1 1 1

' 1 0
' :

' 0 1

x x x mm
A

y y y nn

+        
= ⋅ + =         +        

 και 
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         2 2 2

2 2 2

' 1 0
' :

' 0 1

x x x mm
B

y y y nn

+        
= ⋅ + =         +        

   

( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 2', 'd A B x m x m y n y n= + − − + + − −

( ) ( ) ( )2 2

1 2 1 2 ,x x y y d A B= − + − =  

Άρα πράγµατι διατηρεί τις αποστάσεις, άρα είναι ισοµετρία. 
 

ii)  Στροφή µε κέντρο Ο και γωνία θ  2 2:Rθ →ℝ ℝ  

 
 
 
Καλούµε στροφή µε κέντρο Ο και γωνία θ (θετική φορά= αντίστροφη του ρολογιού) 

το γεωµετρικό  µετασχηµατισµό Rθ  όπου κάθε ( ) 2,A x y ∈ℝ αντιστοιχίζεται στο 

πέρας ( )' ', 'A x y ∈ℂ  του διανύσµατος 'OA
����

 που είναι η τελική θέση του διανύσµατος 

OA
����

 αν αυτό στραφεί γύρω από το Ο κατά γωνία θ. Αν φ είναι η γωνία του OA
����

 µε τον 

οριζόντιο άξονα και r OA=
����

, τότε ισχύουν: 

( )
( )

' coscos
     και      

' sinsin

x rx r

y ry r

ϕ θϕ
ϕ θϕ

= + =   
   = +=     

 

 
Όπου αν προχωρήσουµε τη δεύτερη σχέση  λαµβάνουµε: 
 

' cos cos sin sin ' cos sin
 

' sin cos sin cos ' cos sin

x r r x x y

y r r y y x

ϕ θ ϕ θ θ θ
ϕ θ θ ϕ θ θ

= − = −   
⇒   

= − = +   
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' cos sin

' sin cos

x x

y y

θ θ
θ θ

−     
⇔ = ⋅     

     
. Άρα η στροφή  µε κέντρο Ο και γωνία θ είναι 

γεωµετρικός µετασχηµατισµός µε πίνακα 
cos sin

sin cos
Rθ

θ θ
θ θ

− 
=  

 
. Εύκολα 

αποδεικνύεται ότι η στροφή αυτή είναι ισοµετρία. Πράγµατι: 

( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2cos sin cos sinOA x y r r r rϕ ϕ ϕ ϕ= + = + = + =
����

  και 

( ) ( )2 22 2' ' ' cos sinOA x y r r rϕ θ ϕ θ= + = + + + =      
����

 

Άρα η στροφή κατά γωνία θ, είναι γεωµετρικός µετασχηµατισµός που διατηρεί τις 
αποστάσεις, άρα είναι ισοµετρία. 
 
Αναφέρουµε κάποιες ιδιότητες που αφορούν τον γεωµετρικό µετασχηµατισµό και τον 
ισοδύναµο πίνακα. 
 
Εύκολα διαπιστώνουµε ότι  
 

cos sin cos sin

sin cos sin cos
R Rϕ θ

ϕ ϕ θ θ
ϕ ϕ θ θ

− −   
⋅ = ⋅   

   
=

( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos

ϕ θ ϕ θ
ϕ θ ϕ θ

+ − + 
 + + 

= R Rθ ϕ⋅  

όπου είναι προφανές ότι ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα. 
 

Και επαγωγικά µπορούµε να αποδείξουµε ότι: 
 

( )
( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos
n n n

R
n nθ

θ θ
θ θ

− 
=  

 
:   ( )P n  

Απόδειξη 

• Αποδεικνύω την ( )P n  για n=1. Προφανώς ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 cos 1 sin 1

sin 1 cos 1
Rθ

θ θ
θ θ

− 
=  

 
, 

ισχύει. 

• ∆έχοµαι την ( )P n , δηλαδή ότι ισχύει: ( )
( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos
n n n

R
n nθ

θ θ
θ θ

− 
=  

 
 

• Θα δείξω ότι ισχύει η ( )1P n + , δηλαδή: 

( )
( ) ( )
( ) ( )

1 cos 1 sin 1

sin 1 cos 1

n n n
R

n n
θ

θ θ

θ θ
+  + − +      =  

+ +        
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Είναι  ( ) ( )1n n
R R Rθ θ θ

+
= ⋅ =

( ) ( )
( ) ( )

cos sin

sin cos

n n

n n

θ θ
θ θ

− 
 
 

cos sin

sin cos

θ θ
θ θ

− 
⋅  
 

= 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

cos cos sin sin sin cos sin cos

sin cos cos sin cos cos sin sin

n n n n

n n n n

θ θ θ θ θ θ θ θ
θ θ θ θ θ θ θ

⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ 
 ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ Θ 

= 

( ) ( )
( ) ( )

cos 1 sin 1

sin 1 cos 1

n n

n n

θ θ

θ θ

 + − +       
+ +        

  το οποίο και κλείνει την απόδειξη. 

Τέλος είναι προφανές ότι 1 cos sin

sin cos
R Rθ θ

θ θ
θ θ

−
−

 
= = − 

 

ΜΝΗΜΟΝΙΚΟΣ ΚΑΝΟΝΑΣ 
Για να θυµόµαστε τον πίνακα των παραπάνω γεωµετρικών µετασχηµατισµών, αρκεί 
να θυµόµαστε ότι η πρώτη στήλη είναι οι συντεταγµένες της εικόνας του σηµείου 
Α(1,0). Ενώ η δεύτερη στήλη είναι η εικόνα του Β(0,1). 
 

Συνεχίζουµε, αφού νωρίτερα ορίσαµε την ισοµετρία στο 2ℝ   

• Υποθέτουµε ότι διατηρεί το 0
�

, δηλαδή ( )0 0f =
� �

     (4) 

• Σχόλιο: Ξέρουµε ακόµη ότι 
2 2

a a=
� �

      (5) 

Από τα παραπάνω και εάν θέσουµε 0y =
�� �

, λαµβάνουµε  

( ) ( )f x f y x y− = −
� �� � ��

( ) ( ) ( )0 0f x f x f x x⇔ − = − ⇔ =
� � � � � �

    (6) 

 
Από την προηγούµενη σχέση λαµβάνουµε: 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 22f x x f x f x x x f x x= ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ =

� � � � � � � �
       (7) 

 

Αλλά και ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
22 22

f x f y x y f x f y x y− = − ⇔ − = −
� �� � �� � �� � ��

 ⇔                          

{και επειδή στο 2ℝ ισχύουν, η αντιµεταθετική και η επιµεριστική 
ιδιότητα}

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2f x f y f x f y x y x y f x f y x y⇔ + − ⋅ = + − ⋅ ⇔ − ⋅ = − ⋅
� �� � �� � �� � �� � �� � ��

 

⇔ ( ) ( )f x f y x y⋅ = ⋅
� �� � ��

         (8) 

Βλέπουµε ότι η ισοµετρία µε την υπόθεση να διατηρεί το  0
�

, διατηρεί και το 
εσωτερικό γινόµενο. 
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Πρόταση 3 
 Μία απεικόνιση µε τις παρακάτω υποθέσεις: 

• 2 2:f →ℝ ℝ , ισοµετρία. 

• ( )0 0f =
� �

 

Θα είναι γραµµική. 
Απόδειξη 

Για να είναι η f γραµµική, αρκεί να αποδείξω τις παρακάτω δύο σχέσεις: 

• ( ) ( ) ( ) 2,  ,f x y f x f y x y+ = + ∀ ∈
� �� � �� � ��

ℝ  

• ( ) ( ) 2,  m  και f m x m f x x⋅ = ⋅ ∀ ∈ ∈
� � �

ℝ ℝ  

Για το πρώτο, θεωρούµε την παράσταση ( ) ( ) ( )A f x y f x f y= + − −
� �� � ��

 και εξετάζουµε 

το ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2A A A f x y f x f y f x y f x f y   = ⋅ = + − − ⋅ + − − =   

� �� � �� � �� � ��
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2f x y f x f y f x y f x f x y f y f x f y+ + + − + ⋅ − + ⋅ + ⋅
� �� � �� � �� � � �� �� � �� (7),(8)

=
( ) ( ) ( )2 2 2

2 2 2x y x y x x y y x y x y+ + + − ⋅ + − ⋅ + + ⋅
� �� � �� � � �� �� � �� � ��

 = 

2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2x y x y x y x x y x y y x y+ + ⋅ + + − − ⋅ − ⋅ − + ⋅

� �� � �� � �� � � �� � �� �� � ��
 = 0  

 

Άρα είναι 2 0 0A A= ⇒ =
�

. Εποµένως 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0f x y f x f y f x y f x f y+ − − = ⇒ + = +
� �� � �� � � �� � ��

 

 
Για τη δεύτερη συνθήκη εργαζόµαστε όµοια. Θεωρούµε την παράσταση: 

( ) ( )B f m x m f x= ⋅ − ⋅
� �

 και εξετάζουµε το 

( ) ( ) ( ) ( )2B B B f m x m f x f m x m f x   = ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅   

� � � �
= 

( ) ( ) ( ) ( )
(7)

2 2 2

(8)

2f mx m f x mf mx f x+ − ⋅ =
� � � �

 

( )2 2 2 22 2 22 2 0mx m x mmx x m x m x mmx x+ − ⋅ = + − ⋅ =
� � � � � � � �

. Άρα 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0B B f mx mf x f mx mf x= ⇒ = ⇒ − = ⇒ =
� � � � � �

.□  

 
Αφού η f (ισοµετρία) ικανοποιεί τις προηγούµενες συνθήκες, άρα θα είναι 
γραµµική απεικόνιση και ως τέτοια θα έχει έναν αντίστοιχο πίνακα. 
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Ανακεφαλαιώνοντας έχουµε, EAΝ: 

• 2 2:f →ℝ ℝ , ( ) ( )f x f y x y− = −
� �� � ��

, 2 ,x y∀ ∈
� ��

ℝ   ισοµετρία  και 

• ( )0 0f =
� �

 

ΤΟΤΕ η f διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο και είναι γραµµική, δηλ: 

• ( ) ( )f x f y x y⋅ = ⋅
� �� � ��

 

• ( ) ( ) ( ) 2,  ,f x y f x f y x y+ = + ∀ ∈
� �� � �� � ��

ℝ  και  

( ) ( ) 2,  m  και f m x m f x x⋅ = ⋅ ∀ ∈ ∈
� � �

ℝ ℝ  

 

Η 2 2:f →ℝ ℝ  που ορίστηκε ως ισοµετρία θα είναι 1-1,διότι αν 

( ) ( ) ( ) ( ) 0f x f y f x f y= ⇒ − =
� �� � ��

και επίσης ξέρουµε ότι 

( ) ( )f x f y x y− = −
� �� � ��

 άρα 0 0x y x y x y− = ⇒ − = ⇒ =
� �� � �� � � ��

 

Επίσης επειδή 2 2:f →ℝ ℝ , 1-1 και το 2ℝ  είναι συµπαγές  άρα η f  θα είναι και 

επί. 

Εποµένως  η 2 2:f →ℝ ℝ  θα είναι αυτοµορφισµός του 2ℝ ,  ( )2f Aut∈ ℝ .  

Πρόταση 4 

Η σύνθεση ισοµετριών είναι ισοµετρία και η σύνθεση γραµµικών απεικονίσεων 
είναι γραµµική απεικόνιση επίσης. 

Απόδειξη 

Έστω 2 2, :f g →ℝ ℝ  ισοµετρίες, τότε 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )f g u f g v f g u f g v− = −
� � � �

� �  ( ) ( )
f g

ί ί

g u g v u v
ισοµετρ α ισοµετρ α

− −= =
� � � �

, 

άρα η f g�  είναι ισοµετρία. 

 

Έστω 2 2, :f g →ℝ ℝ  γραµµικές απεικονίσεις τότε 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
g

ή

f g m u n v f g m u n v f m g u n g v
γραµµικ

⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅=
� � � � � �

�

( )( ) ( )( )
f

ή

m f g u n f g v
γραµµικ

⋅ + ⋅=
� �

= ( )( ) ( )( )m f g u n f g v⋅ + ⋅
� �

� � .□  
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∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ  ΙΣΟΜΕΤΡΙΩΝ ΤΟΥ 2ℝ  
 
Θεώρηµα 1  

Εάν 2 2:f →ℝ ℝ  ισοµετρία µε 

( )0 0f =
� �

 και 

( ) ( )1,0 1,0f =    

Τότε η  f διατηρεί όλα τα σηµεία του xx’ και αυτή προσδιορίζεται, είτε ως η 
ταυτοτική, είτε ως ο κατοπτρισµός ως προς τον οριζόντιο άξονα. 

Απόδειξη 

Έστω ( ) 2,0x ∈ℝ , τότε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 γραµµική

,0 1,0 1,0 1,0 ,0
f

f x f x x f x x= ⋅ ⋅ = ⋅ =          = . 

 Άρα ( ) ( ),0 ,0 ,f x x x= ∀ ∈   ℝ , δηλαδή η f διατηρεί τα σηµεία του οριζόντιου 

άξονα. 

Έστω ( ) 2,  µε y 0u x y= ∈ ≠
�

ℝ και 0x ≠ .  

(Αν 0y =  έχουµε την τετριµµένη περίπτωση όπου ( ),0 'u x xx= ∈
�

 και 

( ) ( ),0 ,0f x x=   , οπότε λαµβάνουµε την ταυτοτική απεικόνιση). 

 

Τότε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 γραµµική

, ,0 0, ,0 0,
f

f x y f x y f x f y= + +              = = 

( ) ( ),0 0,x f y+ =   ( ) ( ),0 0,1x y f+ ⋅     

Από την σχέση (4) έχουµε:  

( ) ( ) ( )
2 2

, ,f u u f x y x y= ⇔ =  
� �

⇔ ( ) ( ){ } ( )
2 2

,0 0, ,x f y x y+ =  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2,0 2 ,0 0, 0,x x f y f y x y⇔ + + = +        

( )

( ) ( ) ( )
6

22 2 22 1,0 0,1 0,x x y f y x y+ ⋅ + = +  =  

( ) ( ) ( ) ( )2 1,0 0,1 0 1,0 0,1 0xy f f⇔ ⋅ ⋅ = ⇔ ⋅ =        και από τον τρόπο που 

έχουµε ορίσει το εσωτερικό γινόµενο ( ) ( )1,0 0,1f⊥    . Άρα, επειδή η f είναι 

ισοµετρία, έχουµε δύο επιλογές:  

• ( ) ( )1,0 1,0f =   , οπότε µιλάµε για την ταυτοτική απεικόνιση 

2 2:I →ℝ ℝ  µε ( ) 2,I u u u= ∀ ∈
� � �

ℝ . 
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• ( ) ( )1,0 0, 1f = −   , οπότε µιλάµε για τον κατοπτρισµό ως προς τον 

οριζόντιο άξονα xx’. □  
 
Οπότε για να βρούµε τον τύπο της f εργαζόµαστε ως εξής: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,0 0, ,0 0,
f

f x y f x y f x f y
γραµµικη

= + +              ⇔ = 

( ) ( ),0 0,1x y f+ ⋅    = ( ) ( ) ( )1,0 0, 1 ,x y x y+ − = −  

( ) ( ), ,f x y x y= −   . Για να βρούµε τον πίνακα αυτής της γραµµικής απεικόνισης, 

βρίσκουµε πως αυτή επιδρά στα στοιχεία της βάσης του 

( ) ( )2
1 2, 1,0 , 0,1e e= =ℝ . 

( ) ( ) 1 21,0 1,0 1 0f e e= = ⋅ + ⋅    και  

( ) ( ) 1 20,1 0, 1 0 1f e e= − = ⋅ − ⋅    

Άρα 
1 0

0 1
matrixf

 
=  − 

. 

Εποµένως για µία ισοµετρία του επιπέδου που διατηρεί το Ο(0,0) και το (1,0) 
καταλήγουµε ότι θα είναι, είτε η ταυτοτική, είτε ο κατοπτρισµός ως προς τον 
οριζόντιο άξονα.  
 

Έστω τώρα µία 2 2:h →ℝ ℝ  ισοµετρία µε ( ) ( )0,0 0,0h =    που διατηρεί το 

Ο(0,0), τότε ( ) ( ) 21,0 ,h m n= ∈   ℝ και ( ), 1m n = . 

Μπορούµε να κατασκευάσουµε την ισοµετρία στροφή που µελετήσαµε νωρίτερα: 

( ) ( )1,0 ,R m nθ =    (ανεξάρτητα από την ισοµετρία h ). Επειδή όµως η Rθ  είναι 

ισοµετρία, θα είναι 1-1 και θα υπάρχει η αντίστροφη, η 1R Rθ θ
−

−= . Με την ιδιότητα 

( ) ( )1 , 1,0R m nθ
− =   . 

Τότε ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 10,0 0,0 0,0 0,0R h R h Rθ θ θ
− − −= = =      � , δηλ. διατηρεί το 

Ο(0,0) και επιπλέον 

( )( ) ( )
( )

( ) ( )1 1 1

 0,0

1,0 1,0 , 1,0
h

ί

R h R h R m nθ θ θ
διατηρε

− − −= =      ⇔� . 

 

Άρα διαπιστώνουµε ότι η 
1R hθ

− �  είναι µία ισοµετρία του επιπέδου που διατηρεί το 

Ο(0,0) και το (1,0). Άρα µε την προηγούµενη µελέτη που κάναµε θα έχουµε δύο 
επιλογές για την h:  
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• 1 1R h I R R h R Iθ θ θ θ
− −= ⇔ =� � � � I h R Iθ⇔ =� � h Rθ⇔ = . 

• 1R h fθ
− =� , µε τη συγκεκριµένη f  να είναι ο κατοπτρισµός ως προς xx’. Θα 

έχουµε 1R R h R f I R f hh R fθθ θ θ θ
− = ⇔ = =⇔� � � � �� . 

Εποµένως η τυχαία ισοµετρία του επιπέδου που διατηρεί το Ο(0,0) είναι, είτε 
στροφή, είτε σύνθεση κατοπτρισµού µε στροφή.  
 
Εάν εργαστούµε τώρα µε µία τυχαία ισοµετρία του επιπιπέδου που δεν διατηρεί 

αναγκαστικά το Ο(0,0). ∆ηλαδή ( ) ( )0,0 ,F m n u= =  
�

 

Τότε µπορούµε (ανεξάρτητα από το πως ορίστηκε η F ) να θεωρήσουµε την 
u

µ
−
�  

ισοµετρία µετατόπιση, οπότε θα έχουµε: 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0,0 0,0 , , 0,0
u u u

F F m n m m n nµ µ µ
− − −

= = = − − =� � ��  

Άρα η ισοµετρία  
u

Fµ
−
� �  που εισήχθη µε τον πιο πάνω τρόπο, διατηρεί το Ο(0,0). 

Άρα από την προηγούµενη ανάλυση οι επιλογές για την άνωθεν ισοµετρία θα είναι: 

• ( )u u u u
F R F Rθ θµ µ µ µ

− −
= ⇒ =� � � �� � � �

( )u uu u u
F R I F R F Rθθ θµ µ µ µ µ

−
⇒ = =⇒ = ⇒ �� � � �� � � �� �  

• ( ) ( )u u u u
F R f F R fθ θµ µ µ µ

− −
= ⇒ = ⇒� � � �� � � � � �  

( )u
F R fθµ⇒ = � � �

u
F R fθµ=⇒ � � �  

 
Άρα οι ισοµετρίες του επιπέδου που µπορούν να υλοποιηθούν είναι, είτε στροφές 
σύνθεση µε µετατόπιση, είτε κατοπτρισµός ως προς χχ’, σύνθεση στροφή, 
σύνθεση µετατόπιση.  
 
Συνεχίζουµε τη διαπραγµάτευση των ισοµετριών στο ℂ  αναφέροντας τρία 
παραδείγµατα. Τα παραδείγµατα αυτά εθίγησαν νωρίτερα, τώρα όµως θα 
περιοριστούµε σε συµβολισµό στο ℂ  χρησιµοποιόντας  κάποια ιδιαίτερα ευέλικτα 
εργαλεία που προσφέρει το σύνολο αυτό. 
 
Ορισµός 3 

Μία ισοµετρία του ℂ  είναι µια απεικόνιση :f →ℂ ℂ  που διατηρεί τις 

αποστάσεις, δηλαδή: ( ) ( ) ,  ,f z f w z w z w− = − ∀ ∈ℂ . 

 

• Μετατόπιση κατά c∈ℂ : ( ) ,  t z z c z= + ∀ ∈ℂ . 

Είναι: ( ) ( )t z t w z c z w z w− = + − − = −  
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• Συζυγία: ( ) ,  z z zγ = ∈ℂ  η οποία είναι προφανώς ισοµετρία αφού 

( ) ( )z w z w z w z wγ γ− = − = − = − . 

• Στροφή  Rθ  κατά γωνία θ  γύρω από το Ο(0,0). 

∆ηλώνουµε αρχικά το cos sinie iθζ θ θ= = +  και ορίζουµε: ( )R z zθ ζ= ⋅ , το 

οποίο δίνει την επιθυµιτή στροφή. ( Το γνωρίζουµε από τις ιδιότητες 
πολλαπλασιασµού µιγαδικών σε πολική µορφή ). 

Η Rθ  είναι ισοµετρία αφού ( ) ( )R z R w z w z w z wθ θ ζ ζ ζ− = − = − = − . 

Επίσης:  

• ( ) ( ) ( ) ( )R z w z w z w R z R wθ θ θζ ζ ζ+ = + = + = + , ,z w∈ℂ  

• ( ) ( ) ( )R k z k z k z k R zθ θζ ζ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ , ,  k z∈ ∈ℝ ℂ  

Άρα η Rθ  είναι γραµµική απεικόνιση και ως τέτοια θα έχει έναν αντίστοιχο πίνακα. 

Μία βάση του ℂ  είναι ( ) ( )1 2, 1,0 , 0,e e i= , οπότε ας δούµε πως η Rθ  επιδρά 

στα στοιχεία της βάσης. 

( ) ( ) 1 21,0 1,0 cos sin cos siniR e i e eθ
θ θ θ θ θ= ⋅ = + = ⋅ + ⋅  

( ) ( ) 1 20, 0, cos sin sin cosiR i e i i e eθ
θ θ θ θ θ= ⋅ = − = − ⋅ + ⋅   

∆ηλαδή ο πίνακάς της είναι 
cos sin

sin cos
matrixRθ

θ θ
θ θ

− 
=  
 

 

∆ίνουµε ένα περιγραφικό σχήµα για τη µετατόπιση κατά c και τη συζυγία                     

( ( )z zγ = ): 
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και ένα σχήµα που περιγράφει τη στροφή ενός µιγαδικού z∈ℂ  κατά γωνία θ γύρω 
από το Ο(0,0). 
 

 
 

Πρόταση 5 
Έστω :f →ℂ ℂ  ισοµετρία. Τότε η f  απεικονίζει ένα κύκλο µε ακτίνα r και 

κέντρο το a∈ℂ  σε ένα κύκλο µε την ίδια ακτίνα και κέντρο το ( )f a ∈ℂ  

Απόδειξη 

Έστω κύκλος µε ακτίνα r ∗
+∈ℝ  και κέντρο a∈ℂ  µε εξίσωση ,  z a r z− = ∈ℂ . 
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Τότε όµως ( ) ( )f z f a z a r− = − =  ( Αφού :f →ℂ ℂ  ισοµετρία). Άρα οι 

εικόνες ( )f z  ανήκουν σε κύκλο µε κέντρο ( )f a  και ακτίνα r. □  

 
Πρόταση 6 

Έστω :f →ℂ ℂ  µια ισοµετρία που ικανοποιεί τις εξής συνθήκες: ( )0 0f =  

και ( )1 1f = ∈ℂ . Τότε ( ) ,  f z z z= ∀ ∈ℂ  είτε ( ) ,  f z z z= ∀ ∈ℂ . 

Απόδειξη 

Αφού ( )0 0f =  και ( )1 1f =  ( διατηρεί δηλαδή τα 0,1∈ℂ ) τότε από την πρόταση 

5 θα διατηρεί οποιονδήποτε κύκλο µε κέντρο το 0∈ℂ  και οποιονδήποτε κύκλο µε 

κέντρο το 1∈ℂ . ∆οθέντος ενός z∈ℂ , αυτός θα βρίσκεται σε µοναδικό κύκλο µε 

κέντρο το 0∈ℂ  και σε µοναδικό κύκλο µε κέντρο το 1∈ℂ . Άρα το ( )f z  θα 

πρέπει να ανήκει ταυτόχρονα και στου δύο προαναφερθέντες κύκλους. Άρα θα είναι 

( )f z z=  είτε ( )f z z= . Το παρακάτω σχήµα περιγράφει την κατάσταση: 

 
 

Έστω τώρα ότι υπάρχουν κάποια ,z w∈ℂ  τέτοια ώστε ( )f z z z= ≠  και 

( )f w w w= ≠ . Τότε επειδή  f ισοµετρία: ( ) ( )f z f w z w− = −  και από την 

υπόθεση που κάναµε µόλις τώρα: ( ) ( )f z f w z w− = − ,οπότε z w z w− = −  

άρα είτε w w=  το οποίο απορρίπτεται είτε το z  ισαπέχει από τα  διαφορετικά ,w w  
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και άρα z∈ℝ  το οποίο επίσης απορίπτεται. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξή µας. 

Είτε ( ) ,  f z z z= ∀ ∈ℂ  (ταυτοτική), είτε ( ) ( ),  f z z z zγ= = ∀ ∈ℂ  (συζυγία ). 

□  
 
Πρόταση 7 
Έστω :f →ℂ ℂ  ισοµετρία. Τότε για κάποια c∈ℂ  και cos siniζ θ θ= +  η 

f  θα έχει την εξής µορφή: είτε ( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ , είτε 

( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ . 

Απόδειξη 

Έστω f µια οποιαδήποτε ισοµετρία  :f →ℂ ℂ  µε την ιδιότητα ( )0 ,f c=  

θεωρούµε τότε την  :g →ℂ ℂ   µε ( ) ( ) ,  g z f z c z= − ∀ ∈ℂ  όπου 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )g z g w f z c f w c f z f w− = − − + = −
 ισοµετρίαf
= z w−  άρα 

και η g  είναι ισοµετρία. Και µάλιστα ( ) ( )0 0 0g f c c c= − = − = . Άρα η g 

διατηρεί το 0∈ℂ . Τώρα αφού η g είναι ισοµετρία, ο κύκλος κέντρου Ο και ακτίνας 

1 διατηρείται και έστω ( )1 cos sing iζ θ θ= = + . Τότε υπάρχει το 

( ) ( )1 cos siniζ θ θ− = − + −  και ορίζουµε  την  ( ) ( )1 ,  h z g z zζ −= ⋅ ∀ ∈ℂ  για 

την οποία έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1h z h w g z g w g z g wζ ζ ζ− − −− = − = ⋅ −
 isomg
= z w−  και 

( ) ( )10 0 0h gζ −= =  και  ( ) ( )1 11 1 1h gζ ζ ζ− −= = ⋅ =  

Άρα η h είναι ισοµετρία και διατηρεί τόσο το 0 όσο και το 1 ( στο C), εποµένως από 

την πρόταση 6: είτε ( ) ,  h z z z= ∀ ∈ℂ , είτε ( ) ,  h z z z= ∀ ∈ℂ . 

Άρα είτε ( ) ( ) ( )1 ,  g z z z g z z f z c zζ ζ ζ− ⋅ = ∀ ∈ ⇔ = ⇔ − =ℂ , z∀ ∈ℂ  

( ) ,  f z z c zζ⇔ = + ∀ ∈ℂ  

Είτε 

( ) ( ) ( )1 ,  g z z z g z z f z c zζ ζ ζ− ⋅ = ∀ ∈ ⇔ = ⇔ − =ℂ

( ) ,  f z z c zζ⇔ = + ∀ ∈ℂ .□  

 
Θα θέλαµε να έχουµε µια γεωµετρική προσέγγιση των ισοµετριών του ℂ . 

 Ας δούµε πρώτα τη µορφή  ( )f z z cζ= +  την οποία θα αποκαλούµε 

κανονική ισοµετρία (proper isometry) διότι δεν µεταβάλλει τον 
προσανατολισµό. 
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Εάν 1ζ = , δηλαδή 0θ = � , πρόκειται για µετατόπιση , ( )f z z c= +   και δεν 

υπάρχουν σταθερά σηµεία. Για την παραπέρα διερεύνηση της  ( )f z z cζ= +  

θα χρειαστούµε την: 
 
Πρόταση 8 

Εάν ( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ  µε cos sin 1ie iθζ θ θ= = + ≠ , τότε 

i) Το 
1

c
p

ζ
= ∈

−
ℂ , είναι σταθερό σηµείο της  f , δηλαδή ισχύει 

( )f p p= . 

ii)  Ισχύει  ( ) ( ),  f z p z p zζ− = − ∀ ∈ℂ  και η f  όπως ορίστηκε 

αντιπροσωπεύει στροφή του z∈ℂ  γύρω από το p∈ℂ  κατά γωνία θ. 

Απόδειξη 

i) ( )
1 1 1

c c c c c
f p p c c p

ζ ζ
ζ ζ

ζ ζ ζ
+ −

= + = ⋅ + = = =
− − −

. Άρα 

( )f p p= , δηλαδή η f  έχει το p ως σταθερό σηµείο (διατηρεί το p). 

ii) Είναι: 

( ) ( )f z p z p z c p z pζ ζ ζ ζ− = − ⇔ + − = −

( )1c p p c pζ ζ⇔ − = − ⇔ = −
1

c
p

p
⇔ =

−
  το οποίο και ισχύει, άρα 

ισχύει και η αρχική µας υπόθεση. □  

Τι αντιπροσωπεύει όµως  η f ; 

 Είναι: ( ) ( ) ( )f z p z p z p f z p z pζ ζ− = − = − ⇔ − = −  

Ξέρουµε ακόµη ότι το z p−  αντιπροσωπεύει διάνυσµα µε κορυφές στα 

,z p∈ℂ  και κατεύθυνση από το p  προς το z . 

Επίσης το ( )f z p−  αντιπροσωπεύει διάνυσµα µε κορυφές στα ( ),f z p∈ℂ  

και κατεύθυνση από το p  προς το ( )f z . 

Τέλος το ie θζ =  προκαλεί περιστροφή κατά γωνία θ στο διάνυσµα που 

πολλαπλασιάζει. Άρα τα ( ),z f z  ανήκουν σε κύκλο κέντρου p  και ακτίνας 

z p− . Άρα το ( )f z  αντιπροσωπεύει τη στροφή του z∈ℂ  γύρω από το p  

κατά γωνία θ. □  
Σχηµατικά έχουµε: 
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Συµπέρασµα, για την ισοµετρία µε τη µορφή  ( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ , γνωρίζουµε 

ότι: 

• Εάν ζ=1 είναι µετατόπιση στο επίπεδο κατά διάνυσµα c∈ℂ  . 

• Εάν ζ≠ 1, τότε η f  διατηρεί σηµείο το 
1

c
p

ζ
= ∈

−
ℂ  και αντιπροσωπεύει 

στροφή γύρω από το p κατά γωνία θ. 
 

 Ας εξετάσουµε τώρα τη µορφή ( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ . Την οποία θα 

αποκαλούµε µη κανονική ισοµετρία (improper isometry) διότι 
αντιστρέφει τον προσανατολισµό. 

 
Ας ξεκινήσουµε µε ένα παράδειγµα:  

Έστω η ( ) 1
,  

2

i
f z iz z

+
= + ∈ℂ , που όπως είδαµε είναι µια ισοµετρία του ℂ . 

Αν θεωρήσουµε z a bi= +  τότε z a bi= −  και i z ia b b ai= + = + , µε άλλα 

λόγια η απεικόνιση z iz→  , ( ) ( ){ }, ,a b b a→  είναι ο κατοπτρισµός 

(συµµετρία) ως προς την ευθεία µε εξίσωση y x= . Για την ( )f z  επιπλέον 

έχουµε ότι ο προηγούµενος µετασχηµατισµός ακολουθείται από µετατόπιση κατά 

1 1

2 2
c i= +  το οποίο είναι διάνυσµα παράλληλο στην εν λόγο ευθεία. 
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Μία ισοµετρία αυτής της µορφής θα την ονοµάζουµε ολισθαίνουσα ανάκλαση  
(glide reflection).  

 

Μια πρώτη προσέγγιση της µορφής  ( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ , θα µπορούσε να 

είναι: 

• Εάν 1ζ =  και 0c = , τότε λαµβάνουµε την ( ) ( ),  f z z z zγ= = ∀ ∈ℂ ,  

η οποία διατηρεί όλα τα σηµεία του άξονα 'xx και αντιπροσωπεύει 
κατοπτρισµό γύρω από αυτόν 

• Εάν 1ζ ≠  και 0c = , τότε λαµβάνουµε τη µορφή ( ) ,  f z z zζ= ∀ ∈ℂ , 

και αν θέσουµε 2 cos sin
2 2

i

w e i
θ θ θ

= = + , έχουµε ότι 

2w wζ ζ= ⇔ = . Οπότε παρατηρούµε: 

( ) ( )2f z z w z wwz w wzζ= = = = ( )
2 2

R R zθ θγ
−

 
=  
 
� �  και 

εποµένως φαίνεται ότι η απεικόνιση f  (ισοµετρία) διατηρεί όλα τα 

σηµεία µιας ευθείας µε κλίση tan
2

θ
 και πρόκειται για έναν κατοπτρισµό 

µε άξονα την εν λόγο ευθεία (να προσέξουµε πχ, ότι ένα σηµείο της 
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προαναφερθείσας ευθείας µε την εφαρµογή της 
2

R θ
−

 καταλήγει στον 'xx , 

όπου µε την συζυγία ( )zγ  µένει αναλλοίωτο και επιστρέφει στην αρχική 

ευθεία µε την εφαρµογή της 
2

Rθ  ). 

Για µια πιο µεθοδική και σε βάθος διερεύνηση της µορφής ( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ  

θα χρειαστούµε την ακόλουθη  πρόταση. 
 

Πρόταση 9 

Εάν δούµε το ℂ   ως ισόµορφο µε το 2ℝ  τότε µπορούµε να προσδιορίσουµε τους 

µιγαδικούς  ,  z a bi w c di= + = +  µε τα διανύσµατα ( ) ( ),  και ,a b c d  

αντίστοιχα. Κατόπιν να σχηµατίσουµε το εσωτερικό τους γινόµενο 

( ) ( ), ,a b c d ac bd⋅ = + . Να αποδειχτεί ότι : 

i) ( )Re zw ac bd= +  και συνεπώς  

( ) ( ) ( ), , 0 Re 0a b c d z w ac bd zw⊥ ⇔ ⊥ ⇔ + = ⇔ =  

ii)  0c cζ + = ⇔ το c ζ⊥ . 

Απόδειξη 

i) Αν ,  z a bi w c di= + = +  τότε ( ) ( )zw ac bd bc ad i= + + − , οπότε αν 

( ) ( ), , 0z w a b c d ac bd⊥ ⇔ ⊥ ⇔ + = ( )Re 0zw⇔ = , άρα αποκτήσαµε 

ένα  αλγεβρικό εργαλείο ώστε να αναγνωρίζουµε πότε τα διανύσµατα που 
αντιπροσωπεύουν δύο µιγαδικοί είναι κάθετα. 

ii)  Έχοντας  υπόψη ότι  2w wζ ζ= ⇔ =  τότε: 

20 0c c w c wwcζ + = ⇔ + = ( ) ( )0 0w wc wc wc wc⇔ + = ⇔ + =

( ) ( ) ( ) ( )Re 0 Re Re 0 2Re 0wc wc wc wc wc⇒ + = ⇔ + = ⇔ =

( )Re 0wc⇔ = w c⇔ ⊥ , άρα από το προηγούµενο σκέλος το w ζ=  θα 

είναι ορθογώνιο στο c. Το αντίστροφο είναι προφανές. 
 

Τώρα είµαστε έτοιµοι να δούµε το κεντρικό θεώρηµα αυτής της παραγράφου που 
διαπραγµατεύεται τη γεωµετρική υπόσταση των ισοµετριών µε µορφή 

( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ . 
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Θεώρηµα 2 

Έστω ( ) ,  f z z c zζ= + ∀ ∈ℂ  µε ie θζ =  και c κάποιος µιγαδικός. Τότε η f 

είναι ένας από τους δύο παρακάτω γεωµετρικούς τύπους: 

i) Αν  0c cζ + = , η f είναι κατοπτρισµός  (reflection) γύρω από την ευθεία 

που περνάει από το 
2

c
∈ℂ  , µε κλίση tan

2

θ
. 

ii)  Αν  0c cζ + ≠ , η f είναι ολισθαίνουσα ανάκλαση (glide reflection), γύρω 

από τον προηγούµενο άξονα µε διάνυσµα µετατόπισης ( )1

2
c cζ + . 

Απόδειξη 
i) Το σηµαντικό είναι να αποφανθούµε πότε η f έχει σταθερό σηµείο, αν έχει, θα 

πρέπει όπως είδαµε πριν, να είναι κατοπτρισµός ως προς ευθεία που 
διέρχεται από το εν λόγο σηµείο. 
 

Ισχυρισµός 1: 

 f  έχει σταθερό σηµείο 0c cζ⇔ + = . 

Απόδειξη 
Έστω a∈ℂ , να είναι το σταθερό σηµείο της f ,τότε: 

( ) ( ) ( )f a a a c a a c a a c a a c c a cζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ= ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + + = +

( ) 0a c c f a a a c c a c cζ ζ ζ ζ ζ⇒ + + = = ⇒ + + = ⇒ + = . 

Από την άλλη αν: 0c cζ + =  είναι πολύ εύκολο να επιβεβαιώσουµε ότι 

2 2

c c
f
  = 
 

 διότι ισοδύναµα έχουµε 2 0
2 2

c c
c c c c c cζ ζ ζ

 
+ = ⇔ + = ⇔ + = 

 
 το 

οποίο και ισχύει. 

Άρα η ( )f z z cζ= + ,  {έχει σταθερό σηµείο το 
2

c
} ⇔ { 0c cζ + = }. 

Ισχυρισµός 2: 

Έστω ευθεία µε κλίση tan
2

θ
 που διέρχεται από το 

2

c
∈ℂ , τότε κάθε σηµείο 

της διατηρείται από την f. 
Απόδειξη 

Έστω cos sin
2 2

w i
θ θ

ζ= = + ,τότε είναι εύκολο να δούµε ότι: 

 Παρατήρηση 1  



ΔΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕΤ/ΚΟΥ ΦΟΙΤΗΤΗ ΣΑΝΙΔΑ ΑΛΕΞΑΝΔΡΟΥ 

 

25 

 

Ισχύει: ( ) 22w w w w ww w w wζ = = ⋅ = ⋅ =   και η ευθεία µε κλίση tan
2

θ
 που 

διέρχεται από το 
2

c
∈ℂ  θα συµβολίζεται µε ,  

2

c
z t w t= ⋅ + ∈ℝ . Υπολογίζοντας 

το ( )f z  θα έχουµε 

( ) 0.5
2 2 2

c c c
f z f tw tw c t w c tw c c

παρατηρ

ζ ζ ζ ζ
  = + = + + = + + + +  

   
=

2 2

c c c c
tw c tw

ζ =−

− + = += .  

Άρα 
2 2

c c
f tw tw
 + = + 
 

, άρα η συγκεκριµένη ισοµετρία διατηρεί τα σηµεία της 

παραπάνω ευθείας. 
  Ισχυρισµός 3 

Η ισοµετρία f µε τις παραπάνω υποθέσεις ( ( )f z z cζ= +  και 0c cζ + = ) 

είναι κατοπτρισµός του z ∈ℂ  µε άξονα την προαναφερθείσα  ευθεία  που θα 

συµβολίζουµε  µε ℓ  (τηνℓ  : ,
2

c
z t w t= ⋅ + ∈ℝ ) . 

Απόδειξη   
Εάν πάρουµε ένα z ∈ℂ  µε z ∉ℓ , τότε το µέσον του τµήµατος µε άκρα τα 

( ),z f z  θα είναι το  
( )

2 2

z f z z z cζ+ + +
=  . Ελέγχουµε το 

( )
2 2 2 2

z f z z z c z z c z z c
f f c c

ζ ζ ζ
ζ ζ

  +  + + + + + +
 = = + = +         

( ) ( ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

z f zc z z c
z z c c z z c c z z

ζ
ζ ζ ζ ζ ζ ζ

++ +
= + + + = + − + = + + = =

 

Άρα 
( ) ( )

2 2

z f z z f z
f

+ + 
= 

 
, δηλαδή η f διατηρεί το µέσον του τµήµατος µε 

άκρα τα ( ),z f z . Οπότε η ℓ  διέρχεται από τα µέσα του συγκεκριµένου 

τµήµατος. 

Αρκεί τώρα να είναι και ( )( )f z z w− ⊥  (το w αντιπροσωπεύει την κλίση της ℓ ). 

Είναι ( )f z z z c zζ− = + − . Για την καθετότητα εξετάζουµε το ( )( )Re w f z z −
 

   

Είναι ( ) ( )
1

w z c z w z c z w z wc wz wz wc wz
παρατ

ζ ζ ζ+ − = + − = + − + −= . Άρα 

παίρνοντας  το ( )( ) ( ) ( ) ( )Re Re Re Re 0w f z z wz wc wz − = + − =
 

.  Αφού όπως 
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έχουµε αποδείξει τα ,c w ζ=  ορθογώνια 0c cζ⇔ + =  και ακόµη οι µιγαδικοί 

,wz wz  έχουν το ίδιο πραγµατικό µέρος. Άρα αν φανταστούµε τους µιγαδικούς 

( ),w f z z−  ως διανύσµατα µε τις υπάρχουσες υποθέσεις, θα είναι κάθετα. 

Άρα η ( )f z z cζ= +  µε 0c cζ + =  εκφράζει τον κατοπτρισµό του z ως προς 

ευθεία µε κλίση tan
2

θ
 που διέρχεται από το σταθερό σηµείο 

2

c
. 

Σχηµατικά θα έχουµε το εξής: 
 

 
ii)  Ολοκληρώνουµε τη διαπραγµάτευσή µας µε την υποπερίπτωση 0z cζ + ≠  

και θα προσπαθήσουµε να αποδείξουµε ότι πρόκειται για ολισθαίνουσα 
ανάκλαση (glide reflection). 

Ισχυρισµός 4 

Το c cζ +  είναι πραγµατικό πολλαπλάσιο του w ζ=  και το c cζ− +  είναι 

φανταστικό πολλαπλάσιο του w ζ= . 

Απόδειξη 

Είναι ( ) ( )2 2Rec c w c wwc w wc wc wc wζ + = + = + = ⋅  όµοια  εργαζόµαστε και 

( ) ( )2 2Imc c w c wwc w wc wc wc i wζ− + = − + = − = ⋅ . Οπότε ορίζουµε:  

( ) ( )/ / 1
Re

2
c c c wc wζ= + = ⋅  το οποίο είναι προφανώς  παράλληλο στο w (ως 

πραγµατικό του πολλαπλάσιο). 

( ) ( )1
Im

2
c c c wc i wζ⊥ = − + = ⋅  το οποίο είναι προφανώς κάθετο στο w αφού ο 

πολλαπλασιασµός µε το i προκαλεί στροφή  90�  κατά τη θετική φορά. 
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Παρατηρούµε ότι : ( ) ( ) / /1 1

2 2
c c c c c c cζ ζ ⊥= + + − + = + . Άρα για την υπό 

διερεύνηση απεικόνιση  ( )f z z cζ= +  µε 0z cζ + ≠  έχουµε: 

( ) / /f z z c z c cζ ζ ⊥= + = + +  . Ονοµάζουµε ( )g z z cζ ⊥= +  , από την 

προηγούµενη υποπερίπτωση του θεωρήµατος 2 {c⊥  ορθογώνιο στο ζ } 

0c cζ ⊥ ⊥⇔ + = ,  η ( )g z  θα αντιπροσωπεύει κατοπτρισµό ως προς ευθεία 

παράλληλη στο ζ  που διέρχεται από το µέσον του c⊥  ακολουθούµενο από 

µετατόπιση ( )/ / 1

2
c c cζ= +  η οποία είναι παράλληλη στο wζ =  και άρα 

στον άξονα κατοπτρισµού. Η τελευταία επισήµανση κλείνει ουσιαστικά την 
απόδειξή µας.□  
 

 
Συνοπτικά έχουµε την παρακάτω κατάταξη των ισοµετριών στο ℂ : 
 
Σύνολο σταθερών 

σηµείων 
Κανονική ισοµετρία  
(proper isometry) 

Μη κανονική ισοµετρία 
(improper isometry) 

Κανένα Μετατόπιση (translation) 

( )f z z c= +  

Ολισθαίνουσα ανάκλαση  
(glide reflection) 

( ) ,   0f z z c c cζ ζ= + + ≠  

σηµείο Στροφή κατά γωνία θ, γύρω 

από 
1

c
p

ζ
=

−
 (rotation) 

( ) ,  1f z z cζ ζ= + ≠  

 

Ευθεία  Κατοπτρισµός (reflection) 

( ) ,   0f z z c c cζ ζ= + + =  

όλα Ταυτοτική (identity) 

( )I z z=  

 

 
 
Θα αναφερθούµε τώρα σε µερικά χρήσιµα αλλά και σηµαντικά αποτελέσµατα της 
µελέτης των ισοµετριών του επιπέδου. 
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Εφαρµογή 1 
Έστω :f →ℂ ℂ  µία ισοµετρία. Να δειχθεί ότι ,z w∀ ∈ℂ , η f  µεταφέρει το 

ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει τα ,z w∈ℂ  σε ένα ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει 

τα ( ) ( ),f z f w . 

Απόδειξη 
Θα δώσουµε µία γεωµετρική απόδειξη: 
Ας υποθέσουµε ότι y είναι ένα οποιοδήποτε εσωτερικό σηµείο του ευθύγραµµου 
τµήµατος µε άκρα τα  ,z w . Θεωρούµε δύο κύκλους µε κέντρο τα z και w αντίστοιχα 

οι οποίοι να διέρχονται από το y. Τότε από την πρόταση 5, το y θα απεικονίζεται στο 

( )f y  και το τελευταίο θα απέχει από το ( )f z  απόσταση ίση µε αυτή που απέχει 

το  y από το z. Αντίστοιχα το ( )f y  θα απέχει από το ( )f w  απόσταση ίση µε αυτή 

που απέχει το y από το w. Επειδή η f  διατηρεί το µήκος του τµήµατος µε άκρα ,z w  

και αν σκεφτούµε πότε ισχύει η ισότητα στην τριγωνική ανισότητα αυτό 
ολοκληρώνει την απόδειξή µας. 
 
Σχηµατικά έχουµε: 

 
 
Εφαρµογή 2 
Να δειχθεί ότι µία :f →ℂ ℂ  ισοµετρία διατηρεί το µέτρο των γωνιών 

(ανεξάρτητα από τον προσανατολισµό της γωνίας). 
Απόδειξη 
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Είναι άµεση από την εφαρµογή 1, θεωρώντας τρία σηµεία: την κορυφή της γωνίας  Ο 
και δύο σηµεία επιλεχθέντα εκατέρωθεν του Ο στις πλευρές της γωνίας.  
 
Εφαρµογή 3 
Να δειχθεί ότι η στροφή στο επίπεδο ℂ  γύρω από ένα σηµείο Σ κατά γωνία θ 
µπορεί να επιτευχθεί µέσω δύο διαδοχικών κατοπτρισµών ως προς ευθείες που 
διέρχονται από το Σ και σχηµατίζουν µεταξύ τους γωνία θ/2. 

Απόδειξη 
Για µία αλγεβρική επίλυση µπορούµε να επιλέξουµε η πρώτη ευθεία ως προς την 
οποία γίνεται ο πρώτος κατοπτρισµός να είναι η χχ’ (στην ουσία δηλαδή πρόκειται 
για την συζυγία). 

Έστω ( ) ,f z z z= ∈ℂ  και ( )g z zζ=  µε  cos siniζ θ θ= + , δηλαδή η δεύτερη 

απεικόνιση είναι  κατοπτρισµός γύρω από ευθεία µε κλίση tan / 2θ  που διέρχεται 

από το Ο.  Τότε ( )( ) ( )g f z z zζ ζ= = , η οποία έχει σταθερό σηµείο το Ο και 

αντιπροσωπεύει στροφή του επιπέδου ℂ  κατά γωνία θ γύρω από το Ο. 
Ή για µία καθαρά γεωµετρική απόδειξη µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το 
παρακάτω σχήµα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εφαρµογή 4 

I.  Να αποδειχθεί ότι µια µετατόπιση του ℂ  είναι η σύνθεση δύο διαδοχικών 
κατοπτρισµών. 

II.  Χρησιµοποιώντας την εφαρµογή 3 και τη συνολική διαπραγµάτευση των 
ισοµετριών του  ℂ  να αποδειχθεί ότι οποιαδήποτε ισοµετρία του 
επιπέδου είναι σύνθεση (κάποιου αριθµού) κατοπτρισµών. 

Απόδειξη 
I. Θεωρούµε δύο διαδοχικούς κατοπτρισµούς ως προς παράλληλες ευθείες. 
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Έστω ότι ο πρώτος κατοπτρισµός είναι: 

( ) ,   ζ 0  f z z c c cζ µε= + + = και c  ορθογώνιο στο ζ   και c/2 

απόσταση από το Ο.             
Έστω ότι ο δεύτερος κατοπτρισµός είναι:  

( ) ,  µε ζ 0g z z d d dζ= + + =  και d ορθογώνιο στο ζ  και d/2 

απόσταση από το Ο. Τότε: 

( )( ) ( ) ( ) 2
g f z z c d z c d z c d z c dζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ= + + = + + = + + = + +

c cζ =−

= z d c+ − . (Να σηµειώσουµε ότι η απόσταση των ευθειών ήταν d/2-c/2) 

Άρα η σύνθεση δύο κατοπτρισµών ως προς παράλληλες ευθείες δίνει 
µετατόπιση κατά διάνυσµα διπλάσιο της απόστασης των δύο ευθειών. 

 
 

 
 

II.  Τέλος επειδή είδαµε ότι οποιαδήποτε ισοµετρία του 2ℝ  γράφεται στη µορφή: 

u
F R kθµ= � � �   όπου k: κατοπτρισµός, Rθ : στροφή κατά θ, 

u
µ�  : 

µετατόπιση. Τότε, άµεσα από τα προηγούµενα είναι φανερό ότι κάθε 
ισοµετρία F γράφεται ως σύνθεση (κάποιου αριθµού) κατοπτρισµών. 
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Εφαρµογή 5 
Στο διπλανό σχήµα τα D, E 

και F είναι τα µέσα των 

αντίστοιχων πλευρών του 

τριγώνου ABC. Ποια σχέση 

υπάρχει µεταξύ των δυο 

τριγώνων που σχηµατίζονται 

από τα ορθόκεντρα G, H, J 

και τα κέντρα Κ, L, M των 

περιγεγραµµένων κύκλων των 

τριγώνων BDΕ, EFC και DAF, αντίστοιχα; 

Υπόδειξη: Επειδή = = =
���� ���� ���� �
BE DF EC u , η µεταφορά κατά το διάνυσµα u

�
 

απεικονίζει το τρίγωνο BDE στο EFC και, επειδή η µεταφορά είναι ισοµετρία, 

απεικονίζει τα σηµεία του ενός στα αντίστοιχα σηµεία του άλλου. Ιδιαιτέρως, 

απεικονίζει το G στο H και το Κ στο L, αφού τα σηµεία αυτά προσδιορίζονται µέσω 

συγκεκριµένων µετρικών σχέσεων από τις πλευρές των αντίστοιχων τριγώνων, οπότε 

= = =
�

2

BC
GH KL u . Ανάλογα, αξιοποιώντας τα διανύσµατα v

�
 και w

��
 που 

υποδεικνύονται στο σχήµα, αποδεικνύονται οι = = =
�

2

CA
HJ LM v  και 

= = =
��

2

AB
JG MK w  απ’ όπου προκύπτει ότι τα τρίγωνα είναι ίσα. 

Εφαρµογή 6 

∆υο τρίγωνα είναι ίσα, αν και µόνον αν µπορούν να ταυτισθούν µε µια σύνθεση 

το πολύ τριών κατοπτρισµών. Για τρίγωνα ίδιου προσανατολισµού αρκούν δυο 

κατοπτρισµοί. 

Υπόδειξη: Τα τρίγωνα ΑΒC και DEF 

του σχήµατος είναι ίσα, δηλαδή έχουν 

ίσες τις αντίστοιχες πλευρές τους, και 

έχουν τον ίδιο προσανατολισµό. Για 

να µεταφέρουµε το ένα “πάνω” στο 

 

K1(E) 

D A=K1(D) 

 

E 

C 

F K1(F) 

ε1 

ε2 

Β 
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άλλο, αρκεί να εφαρµόσουµε πρώτα τον κατοπτρισµό Κ1, µε άξονα τη µεσοκάθετη ε1 

του ευθύγραµµου τµήµατος AD, οπότε το σηµείο D θα ταυτισθεί µε το Α, και, 

κατόπιν, τον κατοπτρισµό Κ2, µε άξονα τη µεσοκάθετη ε2 του ευθύγραµµου τµήµατος 

BK1(E). Ο τελευταίος κατοπτρισµός θα ταυτίσει το Β µε το Κ1(Ε) και το C µε το 

Κ1(F). Αν τα τρίγωνα δεν έχουν τον ίδιο προσανατολισµό, τότε µπορούµε να 

αλλάξουµε τον προσανατολισµό του ενός µέσω οποιουδήποτε κατοπτρισµού και να 

αναχθούµε στην προηγούµενη περίπτωση. 

Εφαρµογή 7 

Ευθειοποίηση της περιµέτρου τριγώνου: Ζητείται να βρεθεί το τρίγωνο 

ελαχίστης περιµέτρου που είναι εγγεγραµµένο σε οξυγώνιο τρίγωνο ABC και έχει 

κορυφή το δεδοµένο σηµείο D. 

Υπόδειξη: Τα σηµεία D΄ και D΄΄ 

που είναι κατοπτρικές εικόνες του 

D ως προς τις ευθείες των ΑΒ και 

ΑC, αντίστοιχα, είναι δεδοµένα 

και η περίµετρος του τριγώνου 

DEF θα ισούται µε το µήκος της 

τεθλασµένης γραµµής D΄EFD΄΄, 

που είναι µεγαλύτερο από το 

µήκος του D΄D΄΄. Συνεπώς, το 

εγγεγραµµένο τρίγωνο µε κορυφή το D και ελάχιστη περίµετρο είναι το GDH, όπως 

στο σχήµα.  

Εφαρµογή 8 

Να αναλυθούν οι ακόλουθες ισοµετρίες: 

I. ( ) 2f z iz= − +  

II.  ( ) 1f z z= +  

III.  ( ) 1f z iz= +  

IV.  ( ) ( )1
2 1

2

i
f z z i

+ 
= + − + 
 

 

Λύση 
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Η λύση είναι άµεση χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα της όγδοης πρότασης και του 

δεύτερου θεωρήµατος.  

Επίσης εάν η µορφή του ( )f z z cζ= +  επιτρέπει εύκολο προσδιορισµό του 

w ζ=  µπορούµε να αναλύσουµε το c σε δύο διανύσµατα. Το ένα παράλληλο στο 

w και το άλλο κάθετο σε αυτό χρησιµοποιώντας τον τύπο προβολής διανύσµατος σε 

διάνυσµα ( / /
2

u c
c u

u

⋅
= ⋅

� �
�

� ) 

Στο τέταρτο ερώτηµα πχ. θα λάβουµε ολισθαίνουσα ανάκλαση µε:  

( )

/ /

1 2 2 2 2 2 2

2 2 2 22

c c

i
f z z i i

⊥

   + − − 
= + + + +    
     

�		
		� �		
		�
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ΟΙ ΙΣΟΜΕΤΡΙΕΣ ΣΤΟ 3ℝ  
Αρχικά θα αναφερθούµε στις ισοµετρίες σε ένα γενικότερο πλαίσιο, εργαζόµενοι 

στον ευκλείδειο χώρο nℝ , κατόπιν θα εστιάσουµε το ενδιαφέρον µας στις κινήσεις 

που διατηρούν τις αποστάσεις στο χώρο (δηλ. στο 3ℝ ). 
Θυµόµαστε πως το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων χρησιµοποιείται για να 

καθορίζει µέτρα και γωνίες στον nℝ . 

Αν ( ) ( )1 1,..., ,  ,..., ,n
n nx x x y y y= = ∈

� ��
ℝ  τότε ορίζουµε: 

1

n

i i
i

x y x y
=

⋅ =∑
� ��

 και 

1/2

2

1

n

i
i

x x x x
=

 
= ⋅ =  

 
∑

� � �
. 

Η γωνία των διανυσµάτων ,x y
� ��

 υπολογίζεται από τον τύπο cos
x y

w
x y

⋅
=

⋅

� ��

� �� . 

 
Ορισµός 1 

Μιά ισοµετρία του nℝ  είναι µία συνάρτηση που διατηρεί τις αποστάσεις , 

δηλαδή : n nf →ℝ ℝ  µε την ισιότητα ( ) ( ) , , nf x f y x y x y− = − ∀ ∈
� �� � �� � ��

ℝ . 

 

Πρώτα παρατηρούµε ότι το σύνολο όλων των ισοµετρών του nℝ  σχηµατίζει µία 
οµάδα (µε πράξη τη σύνθεση απεικονίσεων) την οποία και δηλώνουµε 

( )( ),nIsom ℝ � . Η απόδειξη είναι απλή αφού το παραπάνω σύνολο είναι µη κενό, 

είναι κλειστό ως προς την πράξη που το εφοδιάσαµε, η πράξη είναι προσεταιριστική  
υπάρχει ταυτοτικό στοιχείο και για κάθε ισοµετρία υπάρχει η αντίστροφή της. 
Επίσης υπενθυµίζουµε ότι: 
 
Ορισµός 2 

Ένας πίνακας n n×  καλείται ορθογώνιος T T
nA A A A I⇔ ⋅ = ⋅ =  όπου TA  

είναι ο ανάστροφος πίνακας του A (δηλ κάθε ija  στοχείο του TA  είναι το jia  

στοιχείο του A ). 
 

∆ηλώνουµε µε ( )O n (orthogonal group) το σύνολο όλων των n n×  ορθογωνίων 

πινάκων και µε ( )SO n (special orthogonal group) το σύνολο όλων των n n×  

Κεφάλαιο 2ο : Οι ισοµετρίες στο σύνολο 
3ℝ  
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ορθογωνίων πινάκων µε ορίζουσα  +1. Τέλος µε ( ),GL n ℝ (general linear group) 

δηλώνουµε το σύνολο των n n×  αντιστρέψιµων πινάκων. Τα παραπάνω σύνολα 
εφοδιασµένα µε τον πολλαπλασιασµό πινάκων αποτελούν οµάδες και µάλιστα: 

( )( ) ( )( ) ( )( ), , ,SO n O n GL n⋅ < ⋅ < ℝ  

Παράδειγµα: 
Ο πίνακας που αντιστοιχεί σε στροφή κατά γωνία θ, στο µιγαδικό επίπεδο είναι:  

cos sin

sin cos
matrixRθ

θ θ
θ θ

− 
=  
 

 ο οποίος είναι ορθογώνιος. 

Η ουσιαστική παρατήρηση είναι η εξής: 
 
Λήµµα 1 

Έστω Α ένας ορθογώνιος n n×  πίνακας. Η γραµµική απεικόνιση : n nT →ℝ ℝ  

που δίνεται από τη σχέση ( )T x A x= ⋅
� �

 είναι ισοµετρία. 

Απόδειξη 
Θα χρησιµοποιήσουµε ενδιάµεσα µία ιδιότητα του εσωτερικού γινοµένου: 

( )A O n∀ ∈  και , nx y∀ ∈
� ��

ℝ  ισχύει: Tx Ay A x y⋅ = ⋅
� �� � ��

. 

Έστω Τ γραµµική απεικόνιση µε τις παραπάνω υποθέσεις τότε: 

( ) ( )( ) ( )
22 2 2 2 2ό

T
nT x T x Ax Ax Ax AA x I x x

ιδι τητα

= = = ⋅ = = =
� � � � � � � � 2

x=
�

. 

 Οπότε  ( )T x x=
� �

 

Αλλά : n nT →ℝ ℝ  είναι γραµµική, εποµένως : 

( ) ( ) ( )T x T y T x y x y− = − = −
� �� � �� � ��

 η Τ είναι ισοµετρία. 

 
Μία τέτοια γραµµική απεικόνιση την καλούµε ορθογώνια γραµµική απεικόνιση. 

Είναι ενδιαφέρον ότι οποιαδήποτε ισοµετρία διατηρεί το 0
�

, πρέπει να είναι 
ορθογώνια γραµµική απεικόνιση. 
 
Πρόταση  1 

Αν ( )nf Isom∈ ℝ  µε ( )0 0f =
� �

 (δηλ 3

0
f Isom∈ �ℝ ) τότε υπάρχει ένας 

ορθογώνιος πίνακας Α: ( )f x A x= ⋅
� �

 

Απόδειξη 

Βήµα 1ο :Μία ισοµετρία που διατηρεί το 0
�

, διατηρεί το εσωτερικό γινόµενο. 
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∆εδοµένου ότι η f  είναι µία ισοµετρία που διατηρεί το 0
�

, έχουµε: 

( ) ( ) ( )0 0f x f x x f x x− = − = ⇔ =
� � � � � � �

. Είναι: 

( ) ( )
2 2 2 2

2f x f y x y x x y y− = − = − ⋅ +
� �� � �� � � �� ��

 και  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

2f x f y f x f x f y f y− = − ⋅ +
� �� � � �� ��

 

 και αν εξισώσουµε τις δύο προηγούµενες σχέσεις µε τη βοήθεια της ( )f x x=
� �

, 

λαµβάνουµε ότι ( ) ( )f x f y x y⋅ = ⋅
� �� � ��

 

Βήµα 2ο: Θα δείξουµε ότι η f  όπως την ορίσαµε είναι γραµµική. 

Έστω 1 2, ,..., ne e e
�� �� ��

 η συνήθης ορθοκανονική βάση του nℝ  και 

( ) , 1,2,...j jf e v j n= =
�� ���

,  επειδή 0,i je e i j⋅ = ∀ ≠
�� ��

 και από το 1ο βήµα 

( ) ( ) 0,i j i jf e f e e e i j⋅ = ⋅ = ≠
�� �� �� ��

, επίσης είναι: ( )i i iv f e e= =
�� �� ��

 εποµένως 

προκύπτει ότι και τα 1 2, ,..., nv v v
�� ��� ���

 είναι επίσης µία ορθοκανονική βάση του nℝ . 

Έστω ένα τυχαίο διάνυσµα nx∈
�
ℝ , τότε αυτό θα γράφεται ως γραµµικός 

συνδυασµός της συνήθους ορθοκανονικής βάσης, δηλαδή 
1

n

i i
i

x x e
=

=∑
� ��

 και ακόµη 

( ) nf x ∈
�
ℝ  άρα µπορεί να γραφτεί ώς γραµµικός συνδυασµός της της δεύτερης 

ορθοκανονικής βάσης που αναφέρθηκε. ( )
1

n

j j
j

f x a v
=

=∑
� ���

 Τότε όµως θα έχουµε: 

( ) ( ) ( )
0

11

i jv vnή

i i i i j j i
i jj

x x e f x f e f x v a v v
ο

β µα ⋅ =

≠=

 
= ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ 

 
∑= =

� �� � �� � ��� ��

2

i i i i i iv v a v a a⋅ = =
�� �� ��

. ∆ηλαδή i ix a= , οπότε: 

( ) ( )
1 1 1 1

n n n nό

i i j j i i i i
i j i i

f x f x e a v x v x f e
υπ θεση

= = = =

 
= = = 

 
∑ ∑ ∑ ∑=

� �� ��� �� ��
 και άρα η f  είναι 

γραµµική. 

Βήµα 3ο : Ξέρουµε ότι η f  είναι γραµµική απεικόνιση που µεταφέρει τη συνήθη 

ορθοκανονική βάση 1 2, ,..., n
ne e e ∈

�� �� ��
ℝ  σε µία άλλη ορθοκανονική βάση 

1 2, ,..., n
nv v v ∈

�� ��� ���
ℝ  
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Έστω Α ο πίνακας της f ως προς την κανονική βάση. Τότε η j  στήλη του Α είναι 

( )j j jA e f e v⋅ = =
�� �� ���

 

Και αφού οι στήλες σχηµατίζουν µια ορθοκανονική βάση του nℝ , έχουµε 
T

nA A I= . Το οποίο και ολοκληρώνει την απόδειξή µας.□  

 
Πόρισµα 1 

Η υποοµάδα των ισοµετριών που αφήνουν αναλλοίωτο το 0
�

 είναι ισόµορφη 
κατά φυσικό τρόπο µε την οµάδα των ορθογώνιων πινάκων n n× . Και θα 

συµβολίζουµε: ( )( ) ( )( ) ( )( )0
, , ,n nO n Isom Isom⋅ ≅ ≤� ℝ � ℝ �  

 
Τώρα έχουµε τα εφόδια να εξάγουµε ένα αποτέλεσµα που θα µας φανεί ιδιαίτερα 

χρήσιµο στη συνέχεια της διερεύνησης των ισοµετριών: κάθε ισοµετρία του nℝ  
µπορεί να γραφτεί ως γινόµενο (σύνθεση) µιας µετατόπισης και ενός στοιχείου 

( ) 0
O n Isom≅ � . 

Υπενθυµίζουµε ότι: 
 
Ορισµός  

Μετατόπιση (translation) στον nℝ  είναι µία απεικόνιση της µορφής 

( ):  µε n n

c c
t t t x x c= → = +� �

� � �
ℝ ℝ  για κάποιο διάνυσµα nc∈

�
ℝ . 

 
Να σηµειώσουµε ότι όλες οι µετατοπίσεις είναι ισοµετρίες και το σύνολο όλων των 

ισοµετριών σχηµατίζει µία υποοµάδα: ( )( ) ( )( ), ,n nTrans Isom<ℝ � ℝ �  

 
Πρόταση 2 

Κάθε ισοµετρία ( )nf Isom∈ ℝ  µπορεί να γραφτεί µε µοναδικό τρόπο στη 

µορφή f t Y= � , t  κάποια µετατόπιση  και Y  στοιχείο του ( )O n  

Απόδειξη 

Έστω f  µία οποιαδήποτε ισοµετρία του nℝ  και ( )0 nc f= ∈
� �

ℝ . Έστω 
c

t t= � . 

Τότε ( )1 0 0t f− =
� �

, οπότε η ισοµετρία 1t f−  διατηρεί το 0
�

 και άρα 

( )1t f Y O n f tY− = ∈ ⇔ =  

Η µοναδικότητα είναι προφανής, αφού το t  είναι καθορισµένο µοναδικά και 
1Y t f−= , µε f  καθορισµένη ισοµετρία. 
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Μία άλλη απόδειξη για τη µοναδικότητα έχει ως εξής:  

Έστω ' 'f tY t Y= =  µε ( ), ' nt t Trans∈ ℝ  και ( ), 'Y Y O n∈ , τότε θα ισχύει 

1 1' 't t Y Y− −= . Αλλά η τοµή της οµάδας µετατοπίσεων του nℝ  και της οµάδας 

ισοµετριών που αφήνουν αναλλοίωτο το 0
�

 είναι η ταυτοτική, δηλαδή: 

( )( ) ( )( ), , n

n nTrans Isom Id∩ =
ℝ

ℝ � ℝ �  Εποµένως 1' 't t Id t t− = ⇔ =  και 

1' 'Y Y Id Y Y− = ⇔ = , άρα f tY=  γράφεται κατά µοναδικό τρόπο. □  

 
Θεώρηµα 1 

Η οµάδα των µετατοπίσεων του nℝ  είναι κανονική υποοµάδα του συνόλου των 

ισοµετριών του  nℝ  και συµβολικά γράφουµε: 

( )( ) ( )( ), ,n nTrans Isomℝ � ⊲ ℝ �  

Ακόµη ισχύει: ( ) ( ) ( ) ( )0
/n n nIsom Trans Isom O n≅ ≅�ℝ ℝ ℝ  

Απόδειξη 

Έστω ( )nf Isom∈ ℝ  µια τυχαία ισοµετρία και έστω ( )n

c
t t Trans= ∈� ℝ  µια 

µετατόπιση. 

Το ότι ( )( ) ( )( ), ,n nTrans Isom<ℝ � ℝ �  είναι απλό διότι: 

( )nId Trans∈ ≠ ∅ℝ  

( )1 2 1 2, ,nt t Trans t t∈ ∀� ℝ ( κλειστότητα) 

( )1 ,nt Trans t− ∈ ∀ℝ  (προφανώς) 

Πρέπει µόνο να ελέγξουµε ότι το ( ) ( )1 ,n nftf Trans f Isom− ∈ ∀ ∈ℝ ℝ  

Χρησιµοποιώντας την πρόταση 2 µπορούµε να γράψουµε 'f t Y=  µε 

( )' nt Trans∈ ℝ  και ( )Y O n∈ . Τότε ( ) ( )11 1 1' ' ' 'ftf t Yt t Y t YtY t
−− − −= =  

Τώρα αφού ( )Y O n∈  είναι γραµµική ( ( ) ( )0

nY Isom Y x Ax∈ ⇔ =�

� �
ℝ , άρα 

γραµµική) 

Έχουµε: ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1YtY x Y t Y x Y Y x c x Y c t x− − − = = + = + =
 

� � � � � � �
ɶ  όπου 

προφανώς το ( ) ( )n
Y ct t Trans= ∈ɶ ℝ , είναι δηλαδή και αυτό µία µετατόπιση. 

Άρα το στοιχείο που είχαµε προς έλεγχο ( )1 1' ' nftf t tt Trans− −= ∈ɶ ℝ , άρα 

πράγµατι ( )( ) ( )( ), ,n nTrans Isomℝ � ⊲ ℝ �  
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Υπενθυµίζουµε το θεµελιώδες θεώρηµα Οµοµορφισµών:  

Έστω ( ) ( ),  και ',G G ∗�  οµάδες και  : 'g G G→  ένας οµοµορφισµός 

( ( ) ( ) ( )g a b g a g b= ∗� ) Τότε: / ker 'G g G≅  

Για τη δική µας περίπτωση ορίζουµε: 

( ) ( ): nh Isom O n→ℝ ,  

εφαρµόζοντας την πρόταση 2 που λέει ότι αν µας δοθεί µία ( )nf Isom∈ ℝ  

γράφεται κατά µοναδικό τρόπο ως f tY=  και συµφωνούµε να είναι 

( )h f Y=  

Η h  όπως ορίστηκε είναι οµοµορφισµός διότι: 

Αν πάρουµε την ( )ng Isom∈ ℝ  µε ' 'g t Y=  τότε 

( )( ) ( )' ' ' 'fg tY t Y t Yt Y= =  

Από την κανονικότητα της οµάδας ( )nTrans ℝ   και την προηγούµενη εργασία µας 

1' 't Yt Y tY Yt−= ⇔ =ɶ ɶ  

Άρα ( ) ' 'fg t tY Y ttYY= =ɶ ɶ   οπότε  

( ) ( ) ( )'h fg YY h f h g= =  

Προφανώς αφού ορίσαµε ( )h f Y=  θα είναι ( )ker nh Trans= ℝ  οπότε  

( ) ( ) ( ) ( )0
/n n nIsom Trans Isom O n≅ ≅�ℝ ℝ ℝ .□  

 
 

Τι περισσότερο µπορούµε να πούµε για τις ισοµετρίες του 3ℝ  που διατηρούν το 0
�

; 

∆ηλαδή την οµάδα των ορθογώνιων πινάκων ( )( )3 ,O ⋅  που όπως είδαµε πριν είναι 

ισόµορφη µε το σύνολο των ισοµετριών του 3ℝ  που διατηρούν το 0
�

 δηλ: 

( )( )3

0
,Isom� ℝ �  

Αν ( )3A O∈  τότε 3
TA A I⋅ =  και άρα 

( ) ( )2
det det det det 1 det 1T TA A A A A A⋅ = ⋅ = = ⇔ = ±  

 

Εστιάζουµε τώρα στην περίπτωση όπου det 1A =  
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Πρόταση 3 

Έστω ( )3A SO∈ . Τότε υπάρχει ένα µη µηδενικό διάνυσµα 3 :v A v v∈ ⋅ =
� � �
ℝ  

(καλείται ιδιοδιάνυσµα του Α) και η γραµµική απεικόνιση ( )f x A x= ⋅
� �

 είναι 

στροφή κατά γωνία θ επί ενός επιπέδου κάθετου στον άξονα που καθορίζεται από 

το v
�

. 
Απόδειξη 

Ενδιάµεσα θα χρειαστούµε τον παρακάτω ισχυρισµό: 

 Έστω n nA ×∈ℝ  και TA  ο ανάστροφος του. Τότε οι πίνακες αυτοί έχουν το ίδιο 
χαρακτηριστικό πολυώνυµο. 
Λύση 

Έστω ( )1 np x xI A= −  και ( )2
T

np x xI A= −  τα χαρακτηριστικά τους 

πολυώνυµα. 

Ξέρουµε ότι: ( ) ( )T T T T T T
n n n nxI A xI A xI A xI A− = − = − = −  

Οπότε:  

 ( ) ( ) ( )1 2

T T
n n np x xI A xI A xI A p x= − = − = − =  

Επιστρέφουµε στην απόδειξη της κυρίως πρότασης. 

Υπάρχει ένα τέτοιο ιδιοδιάνυσµα αν και µόνο αν ( )3det 0A I− = , αλλά αφού 

( )3A SO∈  είναι: 

( ) ( ) ( )3 3det det det det
ό

T TA I A A A A I A
ισχυρισµ ς

− = − ⋅ = ⋅ − =

( ) ( ) ( ) ( )3

3 3 3det 1 det det 0I A A I A I− = − − ⇒ − =  

Επιλέγουµε ένα ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1. ∆ηλαδή 

A v v A v vλ⋅ = ⇔ ⋅ =
� � � �

 και ( )f v A v v= ⋅ =
� � �

 (αφήνει αναλλοίωτο το v
�

) 

Τώρα επιλέγουµε µία ορθοκανονική βάση 3
1 2 3, ,v v v ∈
�� ��� ��

ℝ  µε 1v v=
�� �

 και αφού 

( )1 1f v v=
�� ��

 αυτό σηµαίνει  ότι η f  πρέπει να απεικονίζει τα διανύσµατα 2 3,v v
��� ��

 σε 

αµοιβαία ορθογώνια µοναδιαία διανύσµατα οµοίως ορθογώνια ως προς το 1v
��

 

(πρόταση 1). 

∆ηλαδή η f  πρέπει να δίνει µια ορθογώνια γραµµική απεικόνιση από το επίπεδο που 

καθορίζουν τα 2 3,v v
��� ��

 στον εαυτό του, δηλαδή είτε στροφή του επιπέδου είτε γινόµενο 

(σύνθεση) στροφής µε κατοπτρισµό . 

Αλλά αφού det 1A =  το τελευταίο απορρίπτεται.□  
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Εξηγούµε το προηγούµενο µε την παράθεση ενός ενδιάµεσου (ακόµη) ισχυρισµού 

που έχει να κάνει µε το γνώριµο χώρο των ισοµετριών του 2 =ℝ ℂ : 
 

Α) Αποδεικνύουµε ότι κάθε ορθογώνιος πίνακας 2 2×  µπορεί να γραφτεί είτε ως 

cos sin

sin cos

w w

w w

− 
 
 

 ή 
cos sin

sin cos

w w

w w

 
 − 

 για κάποιο w∈ℝ  

Β) Ακόµη ο δεύτερος πίνακας που αναφέραµε είναι το γινόµενο µίας στροφής και 

ενός κατοπτρισµού. Επιπλέον αν ( )2A SO∈  πρόκειται αναγκαστικά για 

στροφή: 
Λύση 

Α) Έστω 2a b
A

c d

 
= ∈ 
 

ℝ  τότε έχουµε:  

Α ορθογώνιος 2 2
T a b a c

AA I I
c d b d

   
⇔ = ⇔ ⋅ =   

   
 

2 2

2 2
2 2

2 2

1
1 0

1
0 1

0

a b
a b ac bd

c d
ac bd c d

ac bd

 + =
 + +    

⇔ = ⇔ + =    + +     + = 

 

Επίσης από τη γνωστή ταυτότητα ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2ad bc ac bd a b c d− + + = + + , 

οπότε από τα δεδοµένα που έχουµε ( )2
0 1 1ad bc− + = ⋅  και έτσι προκύπτει: 

1ad bc− = ±  

• Για 1ad bc− = , θεωρούµε το σύστηµα 
0

1

ac bd

ad bc

+ = 
 

− = 
 µε αγνώστους τους 

,a b . Είναι 2 2 1
c d

D c d
d c

= = − − = −
−

  και 
0

1a

d
D d

c
= = −

−
, 

0

1b

c
D c

d
= = . Άρα a d=  και b c= − . Παίρνουµε το διάνυσµα 

( ),x a b=
�

 οπότε 2 2 1x a b= + =
�

 και αν w  η γωνία που σχηµατίζει το x
�

 

µε τον χχ’ τότε προφανώς cosa w=  και sinb w= , οπότε  

cos sin

sin cos

w w
A

w w

− 
=  
 
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• Αντίστοιχα εργαζόµενοι για 1ad bc− = −  θεωρούµε το σύστηµα 

0

1

ac bd

ad bc

+ = 
 

− = − 
 και επιλύοντάς το µε αγνώστους ,a b  βρίσκουµε d a= −  

και c b=  και αν w  η γωνία που σχηµατίζει το x
�

 µε τον χχ’ τότε προφανώς 

cosa w=  και sinb w c= =  και cosd w= − , οπότε :  

cos sin

sin cos

w w
A

w w

 
=  − 

. 

Β) Στην τελευταία περίπτωση µάλιστα παρατηρούµε ότι 

1 0 cos sin cos sin

0 1 sin cos sin cos

w w w w
A

w w w w

−    
= =    − −    

 ο πίνακάς µας, γράφεται 

ως γινόµενο στροφής µε κατοπτρισµό και αν det 1A =  ο πίνακας που 
λαµβάνουµε είναι αποκλειστικά στροφή. 
 

Για να επεκτείνουµε τη διερεύνηση που προηγήθηκε, σε όλο το ( )3O  µπορούµε 

να ελέγξουµε την περίπτωση det 1A = −  τότε υπάρχει ιδιοδιάνυσµα: Av v= −
� �

 
(δηλαδή υπάρχει ιδιοτιµή  -1) 
Έλεγχος: 

( ) ( ) ( )3 3det det det detT TA I A AA A I A+ = + = ⋅ + = ( )31 det TI A− ⋅ +

( ) ( )3 3det 2det 0I A I A= − + ⇒ + = , οπότε πράγµατι υπάρχει ιδιοτιµή -1 και 

θα είναι: ( )f v Av v= = −
� � �

 

Επιλέγουµε µε το ίδιο σκεπτικό όπως πριν ένα µοναδιαίο ιδιοδιάνυσµα 1v v=
�� �

 και 

επιλέγουµε µία ορθοκανονική βάση 3
1 2 3, ,v v v ∈
�� ��� ��

ℝ  και αφού ( )1 1f v v= −
�� ��

 θα 

πρέπει από την πρόταση 1 να απεικονίζει τα διανύσµατα 2 3,v v
��� ��

 σε αµοιβαία 

ορθογώνια µοναδιαία διανύσµατα οµοίως ορθογώνια ως προς το 1v
��

. ∆ηλαδή η f  

πρέπει να δίνει µία ορθογώνια γραµµική απεικόνιση από το επίπεδο που 

καθορίζουν τα 2 3,v v
��� ��

 στον εαυτό του, δηλαδή είτε στροφή του επιπέδου είτε 

κατοπτρισµό είτε σύνθεση αυτών. 
 
Μπορούµε τώρα να προχωρήσουµε σε µία πλήρη ταξινόµηση των ισοµετριών του 

3ℝ , ανάλογη µε εκείνη που είχαµε στον 2ℝ . 
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Προφανή παραδείγµατα ισοµετριών του 3ℝ  είναι: 

1. Μετατόπιση (translation): ∆οσµένου διανύσµατος 3c∈
�
ℝ  έστω 

3 3:
c

t →� ℝ ℝ  µε ( )c
t x x c= +�

� � �
. 

2. Στροφή (rotation): Είδαµε ότι αν ( )3A SO∈  τότε η γραµµική 

απεικόνιση ( )T x Ax=
� �

 αντιστοιχεί σε µία στροφή γύρω από άξονα 

3l ⊆ ℝ  (άξονας που αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσµα µε ιδιοτιµή 1). 

3. Κατοπτρισµός (reflection): Η απεικόνιση ( ) ( ), , , ,R x y z x y z= −  είναι 

ένας κατοπτρισµός στο xy επίπεδο. Με την ορολογία που αναπτύξαµε 
είναι µη κανονική ισοµετρία (improper isometry) αφού αντιστρέφει τον 
προσανατολισµό. 

Σηµειώνουµε ότι µε τον όρο ‘κατοπτρισµός’ εννοούµε πάντα ανάκλαση ως 
προς επίπεδο. 
Τώρα όταν εξετάζουµε τη σύνθεση αυτών των τριών τυπικών απεικονίσεων, 
οδηγούµαστε στο να ορίσουµε τρεις επιπλέον τύπους ισοµετρίας. 
 
4. Ολισθαίνουσα ανάκλαση (glide reflection): Κατοπτρισµός ως προς ένα 

επίπεδο και κατόπιν µετατόπιση κατά ένα διάνυσµα που βρίσκεται στο 

αυτό επίπεδο. Παράδειγµα: ( ) ( ), , 1, ,T x y z x y z= + − . 

5. Περιστροφικός κατοπτρισµός (rotatory reflection) : Κατοπτρισµός ως 
προς ένα επίπεδο και κατόπιν στροφή γύρω από ένα άξονα κάθετο σε αυτό 

το επίπεδο. Παράδειγµα: ( ) ( ), , , 1,T x y z y x z= − + − . 

6. Ελικοειδής (screw): Στροφή γύρω από ένα άξονα l  και κατόπιν 
µετατόπιση κατά ένα διάνυσµα παράλληλο σε αυτόν τον άξονα. 

Παράδειγµα:  ( ) ( ), , , , 1T x y z y x z= − + . 

 

Αυτό που µένει τώρα είναι να δείξουµε ότι κάθε ισοµετρία του 3ℝ  είναι µία 
µορφή εκ των προηγούµενων έξι τύπων. Η ιδέα είναι να χρησιµοποιήσουµε 
την πρόταση 2 για να αναλύσουµε όλους τους δυνατούς τύπους ισοµετριών. 
Ως πρώτο βήµα εξάγουµε το ακόλουθο συµπέρασµα από την πρόταση. 

 
Πόρισµα 2  

Αν ( )3 ,A O∈ τότε η γραµµική απεικόνιση ( )f x Ax=
� �

  είναι µία εκ των 

παρακάτω µορφών: ταυτότητα, στροφή, κατοπτρισµός ή το γινόµενο (σύνθεση) 
στροφής  µε κατοπτρισµό. 

Απόδειξη 
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Εάν det 1A = +  τότε από την πρόταση 3 η f  αντιπροσωπεύει στροφή γύρω από 

ιδιοδιάνυσµα v
�

,  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1, κατά γωνία θ (αν µάλιστα θ=0 
λαµβάνουµε την ταυτοτική). 

Έστω ( ) ( ), , , ,r x y z x y z= −  ο κατοπτρισµός  ως προς επίπεδο xy τότε είναι 

det 1r = − , αν τώρα έχουµε και det 1A = − , από τον κανόνα του γινοµένου για τις 
ορίζουσες  det det 1r A⋅ = +  και άρα r f�  θα είναι στροφή σύµφωνα µε τα 

προηγούµενα (πρόταση 2). Οπότε µπορούµε να γράψουµε: 
1r f R f r R r R−= ⇔ = =� � �  ( 2 1r Id rr Id r r−= ⇔ = ⇔ = , ο 

κατοπτρισµός είναι τάξεως 2). 
Άρα η f  γράφεται ως γινόµενο στροφής µε κατοπτρισµό. □  

 

Αν έχουµε την περίπτωση det 1A = − , το πότε η ( )f x Ax=
� �

 είναι είτε απλά 

κατοπτρισµός είτε περιστροφικός κατοπτρισµός  το ξεκαθαρίζουµε µε το παρακάτω: 
 
Λήµµα 2 
Έστω ,Hℓ  µία ευθεία και ένα επίπεδο αντίστοιχα που διέρχονται από την αρχή 

των αξόνων. Έστω Hr  ο κατοπτρισµός ως προς επίπεδο Η, και έστω Rℓ  η 

στροφή  περί τον άξονα ℓ . Έστω  Hf r R= ℓ� . Τότε αν ,H⊂ℓ  η f  είναι 

κατοπτρισµός ως προς επίπεδο (θα δούµε ποιό), διαφορετικά η f  θα είναι 

περιστροφικός κατοπτρισµός. 
Απόδειξη 

Έστω ότι αρχικά υποθέσουµε H⊂ℓ  ( η ευθεία κείνται επί του επιπέδου) και έστω 

v∈
�
ℓ , µη µηδενικό. Θυµόµαστε ότι ( )f v v= −

� �
 και θεωρούµε τη δράση της f  σε 

επίπεδο Π, ορθογώνιο στην ℓ . Είναι προφανές ότι  |R Πℓ  είναι στροφή του Π και |Hr Π  

είναι  κατοπτρισµός (ως προς το Η, αλλά περιοριζόµαστε στα σηµεία του Π). Οπότε 
πρόκειται  για  κατοπτρισµό ως προς ευθεία ' = Π ∩Ηℓ . Ακολούθως από την 
εργασία µας στο ℂ , βρισκόµενοι επί του Π έχουµε στροφή και κατοπτρισµό, δηλαδή 

η σύνθεση ( ) |Hr R Πℓ�  είναι κατοπτρισµός ως προς '⊂ Πℓ . Άρα για αυτό 

πρόκειται για κατοπτρισµό του 3ℝ  ως προς επίπεδο που εκτείνεται από τις , 'ℓ ℓ  . 

Θεωρούµε τώρα τη γενική περίπτωση όπου Hℓ�  και Hf r R= ℓ�  . Αντίστοιχα µε 

το  ℂ ,  η στροφή και στο 3ℝ  επιτυγχάνεται µε διαδοχικό κατοπτρισµό σε δύο 

επίπεδα που σχηµατίζουν µεταξύ του γωνία θ/2, οπότε έχουµε 
1 2

r r rΗ Η=
ℓ

� . 

Τώρα είναι εύκολο να δούµε ότι αν επιλέξουµε 1H H⊥  , 3H H⊥  και 
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 3 1H H⊥  είναι: 
1 3

r r r IdΗ Η Η = −� �  οπότε: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 1 3 3 2Hf r R r r r r r r r r r r rΗ Η Η Η Η Η Η Η Η Η Η= = = =ℓ� � � � � � � � �  

=( ) ( )
1 3 3 2 3 2 'r r r r r r r RΗ Η Η Η Η Η Η= − = − ℓ� � � � �  , όπου 3 2' H H= ∩ℓ . Αυτό που 

µένει είναι να παρατηρήσουµε ότι η 'R− ℓ  είναι περιστροφικός κατοπτρισµός. □  

 
Όταν εισάγουµε µετατοπίσεις προκύπτουν ανάλογα ερωτήµατα: η σύνθεση 
µετατόπισης και κατοπτρισµού είναι πάντα ένας κατοπτρισµός ή ολισθαίνουσα 
ανάκλαση;  
Η σύνθεση µετατόπισης και στροφής είναι πάντα στροφή ή ελικοειδής µετατόπιση; 
 
Λήµµα 3 

Έστω 
c

t�  µετατόπιση και Hr  κατοπτρισµός ως προς επίπεδο Η (δεν χρειάζεται να 

διέρχεται από την αρχή). Αν το c
�

 είναι ορθογώνιο στο Η, τότε η Hc
t r� � είναι 

κατοπτρισµός (ως προς επίπεδο παράλληλο στο Η). ∆ιαφορετικά η Hc
t r� �  είναι 

ολισθαίνουσα ανάκλαση (ως προς επίπεδο παράλληλο στο Η). 
 
Λήµµα 4 

Έστω 
c

t�  µετατόπιση  και Rℓ  στροφή γύρω από άξονα ℓ (δεν χρειάζεται να 

διέρχεται από την αρχή). Αν c
�

 είναι ορθογώνιο στον ℓ , τότε η 
c

t R�
ℓ

�  είναι 

στροφή γύρω από άξονα 'ℓ  παράλληλο στον ℓ . ∆ιαφορετικά η 
c

t R�
ℓ

�  

ελικοειδής µετατόπιση 
Απόδειξη 

Αν c
�

 είναι ορθογώνιο στον ℓ , τότε έστω Π το επίπεδο που περιέχει το σηµείο 

αναφοράς και είναι ορθογώνιο στο ℓ . Τότε το 
|c

t
Π
��  είναι µετατόπιση κατά διάνυσµα 

c
�
∈Π και |R Πℓ  είναι στροφή του Π. Τότε όµως η 

c
t R�

ℓ
�  θεωρούµενη επί του 

επιπέδου Π είναι στροφή σύνθεση µετατόπιση που µελετήθηκε διεξοδικά στο 

ℂ (µορφή ( )f z z cζ= + ) και βρέθηκε να διατηρεί σταθερό σηµείο, έστω Σ, και 

ακολούθως να αποτελεί στροφή γύρω από το εν λόγο σηµείο. Άρα πράγµατι η 
c

t R�
ℓ

�  

είναι στροφή γύρω από τον '/ /ℓ ℓ  που διέρχεται από το Σ. 

Αν το c
�

 δεν είναι ορθογώνιο στον ℓ , το γράφουµε: 
/ /

c c c
⊥

= +
� � �

, µε  
/ /

/ /c
�

ℓ   και 

c
⊥�

 ορθογώνιο στον ℓ . Άρα θα έχουµε  / /c c c
t t t ⊥= +� , οπότε: 

( )/ /c c c
t R t t R⊥=�

ℓ ℓ� � �  όπου το 'c
t R R=�

ℓ ℓ
�  είναι στροφή γύρω από τον '/ /ℓ ℓ . 
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Άρα τότε άµεσα η / / 'c c
t R t R=� �ℓ ℓ� �  είναι ελικοειδής µετατόπιση αφού πήραµε 

/ /
/ /c

�
ℓ .□  

 

Θεώρηµα 2 

Κάθε ισοµετρία του 3ℝ  είναι µία εκ των παρακάτω µορφών: 
1. Η ταυτοτική, (identity). 
2. Μετατόπιση, (translation) 
3. Περιστροφή, (rotation) 
4. Κατοπτρισµός, (reflection)  
5. Ολισθαίνουσα ανάκλαση, (glide reflection) 
6. Περιστροφικός κατοπτρισµός, (rotatory  reflection) 
7. Ελικοειδής µετατόπιση, (screw). 

Από αυτές τις κινήσεις οι (1), (2), (3), (7) καλούνται κανονικές (proper) διότι 
διατηρούν τον προσανατολισµό. Ενώ οι (4), (5), (6) καλούνται µη κανονικές 
(improper) διότι αντιστρέφουν τον προσανατολισµό. 

Απόδειξη 

Από την πρόταση 2, κάθε ισοµετρία του 3ℝ  µπορεί να γραφτεί κατά µοναδικό τρόπο 

στη µορφή t Y�  όπου t  είναι µία µετατόπιση και ( ) 3

0
3Y O Isom∈ ≅ �ℝ . Αφού το 

Y είναι στροφή, ανάκλαση ή περιστροφικός κατοπτρισµός (πόρισµα 2- Λήµµα 2), αν 

η t Id= , δεν έχουµε τίποτα να ελέγξουµε. 

Ας δούµε τώρα τι συµβαίνει αν µία κίνηση στον 3ℝ του  τύπου Y ακολουθείται από 
µία µετατόπιση t . 

• Αν Y Id= , λαµβάνουµε µετατόπιση. 

• Όταν το Y είναι στροφή, από το Λήµµα 4 λαµβάνουµε είτε ελικοειδή 
µετατόπιση είτε στροφή. 

• Όταν  το Y είναι κατοπτρισµός, από το Λήµµα 3, το t Y� θα είναι είτε ένας 
άλλος κατοπτρισµός είτε ολισθαίνουσα ανάκλαση (glide reflection) 

• Όταν το Υ είναι περιστροφικός κατοπτρισµός, το t Y� θα είναι περιστροφικός 
κατοπτρισµός. 

Για να στηρίξουµε τον τελευταίο ισχυρισµό, έστω ct t=  και HY r R= ℓ�  µε 

H⊥ℓ . ∆εδοµένου ότι, ( )c Ht Y t r R= ℓ� � �  υπάρχουν δύο περιπτώσεις 

προς εξέταση. Αν c ορθογώνιο στο Η το c Ht r�  αντιπροσωπεύει κατοπτρισµό 

'Hr  ως προς ένα επίπεδο Η’//Η, οπότε 'Ht Y r R= ℓ� �  είναι προφανώς 

περιστροφικός κατοπτρισµός. 

Αν το c δεν είναι ορθογώνιο στο Η, το c Ht r�  είναι ολισθαίνουσα ανάκλαση 

και είναι ' 'c H c Ht r t r=� �  όπου Η’//Η και c’ παράλληλο στο Η’. Επιπλέον 

είναι και µεταθετές οι συγκεκριµένες απεικονίσεις. Εποµένως  
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( )' ' ' 'H c Ht Y r t R r R= =ℓ ℓ� � � �  (Λήµµα 4) µε / / 'ℓ ℓ  και αφού 'ℓ  είναι και 

αυτό κάθετο στο Η’, έχουµε πάλι περιστροφικό κατοπτρισµό (rotatory 
reflection). □  

 
Συνοπτικά έχουµε τον ακόλουθο πίνακα: 
 
Σύνολο Σταθερών 

σηµείων 
Κανονική ισοµετρία 
(improper isometry) 

Μη κανονική ισοµετρία 
(improper isometry) 

Κανένα Μετατόπιση ή Ελικοειδής 
µετατόπιση 

(translation or screw) 

Ολισθαίνουσα ανάκλαση 
(glide reflection) 

Ένα  Περιστροφικός 
κατοπτρισµός 

(rotatory reflection) 
Ευθεία Στροφή 

(rotation) 
 

επίπεδο  Κατοπτρισµός 
(reflection) 

Όλα Ταυτότητα 
(identity) 

 

 
Για να φτάσουµε σε αυτές τις αυστηρά ορισµένες φόρµες συµµετριών, που έχουν 
θεµελιωθεί µε τη βοήθεια εργαλείων που προσφέρθηκαν από τα νεώτερα 
µαθηµατικά, η ανθρώπινη διανόηση άγγιξε την έννοια της συµµετρίας πολύπλευρα 
µέσα από πολλά και διαφορετικά µοτίβα και ερεθίσµατα. Θα αναφερθούµε σε 
µερικές τέτοιες περιπτώσεις: 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΟΜΑ∆ΩΝ ΣΥΜΜΕΤΡΙΩΝ ΤΩΝ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΩΝ ΧΩΡΩΝ 

 
∆ΥΟ ΣΗΜΑΝΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ: Οι συµµετρίες του ισόπλευρου τριγώνου 
και του τετραγώνου. 
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1. Έστω ένα ισόπλευρο τρίγωνο µε κορυφές 1,2 και 3 τότε οι δυνατές 
διευθετήσεις του επί του επίπέδου ώστε να διατηρούνται οι αποστάσεις των 
κορυφών του είναι οι ακόλουθες:  

  0

1 2 3

1 2 3
ρ

 
=  
 

    1

1 2 3

2 3 1
ρ

 
=  
 

     2

1 2 3

3 1 2
ρ

 
=  
 

 

 

 1

1 2 3

1 3 2
µ

 
=  
 

    2

1 2 3

3 2 1
µ

 
=  
 

    3

1 2 3

2 1 3
µ

 
=  
 

 

   όπου µε 0ρ  δηλώνουµε τον ταυτοτικό µετασχηµατισµό και µε 2 3,ρ ρ    

δηλώνουµε τη στροφή κατά 120�  και 240�  αντίστοιχα του ισόπλευρου   

τριγώνου. Τέλος µε 1 2 3, ,µ µ µ  ορίζουµε τις συµµετρίες του τριγώνου ως προς 

την αντίστοιχη κάθε φορά διχοτόµο. Είναι προφανές ότι τα προαναφερθέντα 

στοιχεία είναι οι µεταθέσεις του συνόλου { }1,2,3A =  και απαρτίζουν την 

οµάδα 3S . 

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι το σύνολο { }3 0 1 2 1 2 3, , , , ,D ρ ρ ρ µ µ µ=  

εφοδιασµένο µε τη σύνθεση απεικονίσεων έχει δοµή οµάδας µε πίνακα:  
 
 

 
0ρ  1ρ  2ρ  

1µ  2µ  3µ  

0ρ  0ρ  1ρ  2ρ  

1µ  2µ  3µ  

1ρ  1ρ  2ρ
 0ρ  

3µ  1µ  2µ  

2ρ  2ρ  

0ρ  1ρ  
2µ  3µ  

1µ  

1µ  1µ  2µ  3µ  0ρ  1ρ  2ρ  

2µ  2µ  3µ  1µ  2ρ  

0ρ  1ρ  

3µ  3µ  1µ  2µ  1ρ  2ρ
 0ρ  

 

Και λέγεται η οµάδα 3D  των συµµετριών του ισόπλευρου τριγώνου. Ο συµβολισµός 

3D  προκύπτει από τον όρο ‘τρίτη διεδρική οµάδα’. Η n-στη διεδρική οµάδα nD  είναι 

η οµάδα των συµµετριών του κανονικού n-γώνου. 

∆ίνουµε το δικτυωτό διάγραµµα των υποοµάδων της 3D . 
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{ }3 0 1 2 1 2 3, , , , ,D ρ ρ ρ µ µ µ=  

 

{ }0 1 2, ,ρ ρ ρ  

 
 

{ }0 1,ρ µ                                  { }0 2,ρ µ  { }0 3,ρ µ  

 

{ }0ρ  

 

2. Θα σχηµατίσουµε τώρα τη διεδρική οµάδα 4D  των µεταθέσεων που 

αντιστοιχεί στους τρόπους µε τους οποίους δύο αντίγραφα ενός τετραγώνου 
µε κορυφές: 1,2,3 και 4 µπορούν να τοποθετηθούν ώστε το ένα να καλύπτει το 

άλλο. Η 4D  θα λέγεται η οµάδα των συµµετριών του τετραγώνου (κάποιες 

φορές αναφέρεται και ως οκτική οµάδα). Χρησιµοποιούµε το iρ  για τις 

στροφές και το iµ  για τους κατοπτρισµούς ως προς τις µεσοκαθέτους των 

πλευρών και το iδ  για τους κατοπτρισµούς ως προς τις διαγώνιες. Υπάρχουν 

οκτώ µεταθέσεις που εµφανίζονται εδώ. Θέτουµε:  

0

1 2 3 4

1 2 3 4
ρ

 
=  
 

,  1

1 2 3 4

2 3 4 1
ρ

 
=  
 

, 2

1 2 3 4

3 4 1 2
ρ

 
=  
 

, 

3

1 2 3 4

4 1 2 3
ρ

 
=  
 

 και  

 

     1

1 2 3 4

2 1 4 3
µ

 
=  
 

,   2

1 2 3 4

4 3 2 1
µ

 
=  
 

,  

                                                                                                        

   1

1 2 3 4

3 2 1 4
δ

 
=  
 

, 2

1 2 3 4

1 4 3 2
δ

 
=  
 

 

 
 
 

Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι ο πίνακας της 4D  είναι:  
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0ρ  1ρ  2ρ  3ρ  1µ  2µ  1δ  2δ  

0ρ  0ρ  1ρ  2ρ  3ρ  1µ  2µ  1δ  2δ  

1ρ  1ρ  2ρ  3ρ  0ρ  1δ  2δ  2µ  1µ  

2ρ  2ρ  3ρ  0ρ  1ρ  2µ  1µ  2δ  1δ  

3ρ  3ρ  0ρ  1ρ  2ρ  2δ  1δ  1µ  2µ  

1µ  1µ  2δ  2µ  1δ  0ρ  2ρ  3ρ  1ρ  

2µ  2µ  1δ  1µ  2δ  2ρ  0ρ  1ρ  3ρ  

1δ  1δ  1µ  2δ  2µ  1ρ  3ρ  0ρ  2ρ  

2δ  2δ  2µ  1δ  1µ  3ρ  1ρ  2ρ  0ρ  

 

Τέλος δίνουµε το δικτυωτό διάγραµµα των υποοµάδων της  4D . 

4D  

 

 

{ }0 2 1 2, , ,ρ ρ µ µ     { }0 1 2 3, , ,ρ ρ ρ ρ     { }0 2 1 2, , ,ρ ρ δ δ  

 

 

 

{ }0 1,ρ µ    { }0 2,ρ µ    { }0 2,ρ ρ    { }0 1,ρ δ     { }0 2,ρ δ  

 

 

{ }0ρ  

Τόσο η ( )3,D �  όσο και η  ( )4,D �  είναι υποοµάδες της οµάδας ισοµετριών του 

επιπέδου ( )2,Isomℝ � . Μας φάνηκαν ιδιαίτερα χρήσιµες ως προς τη µελέτη της 

ίδιας της δοµής τους και τις εφαρµογές που έχουν. (π.χ. οµάδες αυτοµορφισµών 
των ριζών µίας πολυωνυµικής  εξίσωσης µε ρητούς συντελεστές). 
 
Επίσης  θα παρατηρήσουµε ότι σε ένα ισοσκελές τρίγωνο η οµάδα συµµετριών 
του, απαρτίζεται από την ταυτοτική και την ανάκλαση  ως προς  τη διχοτόµο της 
κορυφής. Ενώ σε ένα σκαληνό τρίγωνο ο µόνος µετασχηµατισµός που αφήνει 
αναλλοίωτες τις αποστάσεις είναι ο ταυτοτικός. Οδηγούµαστε δηλαδή στη σκέψη 
ότι σε ένα δεδοµένο τύπο σχήµατος (τρίγωνο) όσο µεγαλύτερη είναι η 
συµµετρική του οµάδα τόσο µεγαλύτερη είναι η κανονικότητα που παρουσιάζει.  
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Οι συµµετρίες των πέντε πλατωνικών στερεών (περιγραφικά) 
    Υπάρχουν πέντε µόνο διαφορετικά είδη κανονικών πολυέδρων, το κανονικό 
τετράεδρο, ο κύβος, το οκτάεδρο, το δωδεκάεδρο και το εικοσάεδρο. Τα κανονικά 
πολύεδρα είναι συνδεδεµένα µε το όνοµα του Πλάτωνα (Πλατωνικά στερεά), γιατί 
αυτός αναπτύσσοντας το κοσµογονικό του σύστηµα στο διάλογο ‘Τίµαιος’, κάνει 
αναφορά σε αυτά. Ο Θεαίτητος, που ήταν µέλος της Πλατωνικής σχολής, θεωρείται 
κατά γενική οµολογία ο πρώτος που απέδειξε ότι τα πέντε αυτά πολύεδρα είναι και τα 
µόνα δυνατά κανονικά πολύεδρα. Η θεωρία της κατασκευής των πέντε κανονικών  
πολυέδρων περιγράφεται στο βιβλίο XIII των ‘Στοιχείων’ του Ευκλείδη, από τις 
προτάσεις 13 µέχρι και 17. 
Τα κανονικά στερεά κατατάσσονται βάσει της οµάδας συµµετριών τους. Οι οµάδες 
συµµετριών των πέντε πλατωνικών στερεών είναι από τις βασικές υποοµάδες των 
ισοµετριών στον τρισδιάστατο χώρο.   
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

κανονικό τετράεδρο 

 

 κανονικό εξάεδρο  

 

κανονικό οκτάεδρο 
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Συµµετρίες Τετραέδρου (Τετραεδρική οµάδα) 
Αποδεικνύεται ότι η οµάδα των συµµετριών του κανονικού τετραέδρου είναι 

ισόµορφη µε την οµάδα των µεταθέσεων τεσσάρων αντικειµένων 4S . 

Περιγραφικά, την οµάδα συµµετριών του τετραέδρου αποτελούν οι ακόλουθες είκοσι 
τέσσερις συµµετρίες:  

• Η  ταυτοτική της 4S που αφήνει τις τέσσερις κορυφές του τετραέδρου 

σταθερές. 

• Οι οκτώ περιστροφές  κατά 120�  µε άξονες 
περιστροφής τους τρεις άξονες που διέρχονται 
από τις κορυφές και το κέντρο της απέναντι έδρας 
του κανονικού τετραέδρου. 
 

 

• Οι τρεις περιστροφές κατά 180�  µε άξονες περιστροφής τις ευθείες που 
διέρχονται από τα µέσα ακµών του τετραέδρου. 
 

 
 
 
 
 

• Οι κατοπτρισµοί ως προς επίπεδα που διέρχονται από µία ακµή του 
τετραέδρου και το µέσον της απέναντι ακµής και οι συνθέσεις τους. 

Οι συµµετρίες του τετραέδρου που διατηρούν τον προσανατολισµό είναι 12 (οι 3 
πρώτες κατηγορίες που αναφέραµε) και έχουν τη δοµή οµάδας που είναι ισόµορφη µε 

την 4A (άρτιες µεταθέσεις τεσσάρων αντικειµένων). 

 

 

κανονικό εικοσάεδρο 

 

κανονικό δωδεκάεδρο 
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Συµµετρίες Κύβου-οκταέδρου (Οκταεδρική οµάδα) 
 

 
Το κανονικό οκτάεδρο και ο κύβος είναι δυικά κανονικά πολύεδρα, που σηµαίνει 
γεωµετρικά ότι το ένα εγγράφεται στο άλλο, δηλαδή τα κέντρα των εδρών του κύβου 
είναι κορυφές του οκταέδρου και το αντίστροφο. Με βάση αυτή την ιδιότητα, τα 
δυικά πολύεδρα έχουν τον ίδιο αριθµό συµµετριών, αφού κάθε µετασχηµατισµός που 
αφήνει αναλλοίωτο ένα πολύεδρο, θα κάνει το ίδιο και για το δυικό του. Εποµένως, 
το οκτάεδρο θα έχει τις ίδιες συµµετρίες µε τον κύβο ποιοτικά και ποσοτικά, που 
σηµαίνει ότι θα έχει την ίδια οµάδα συµµετρίας, την οποία ονοµάζουµε οκταεδρική. 
Αποδεικνύεται ότι η οµάδα των συµµετριών του κανονικού τετραέδρου είναι 

ισόµορφη µε την οµάδα 4 2S ×ℤ . 

Περιγραφικά, την οµάδα συµµετριών του εξαέδρου αποτελούν οι ακόλουθες σαράντα 
οκτώ συµµετρίες:  

•   Η ταυτοτική της 8S που αφήνει τις οκτώ κορυφές του κύβου σταθερές. 

• Οι εννέα περιστροφές κατά 90�  µε άξονες περιστροφής τους τρεις άξονες που 
διέρχονται από τα κέντρα των απέναντι εδρών 
του κύβου, και οι οποίες αντιστοιχούν στις εννέα 
περιστροφές του εγγεγραµµένου οκταέδρου στον 

κύβο κατά 90� , µε άξονες περιστροφής τους 
τρεις άξονες που διέρχονται από τις απέναντι 
κορυφές του οκταέδρου. 

 

• Οι οκτώ  περιστροφές κατά 120�  µε άξονες περιστροφής τους τέσσερις 
άξονες που διέρχονται από τις απέναντι κορυφές  
του κύβου, και οι οποίες αντιστοιχούν στις οκτώ 
περιστροφές του εγγεγραµµένου στον κύβο 

οκταέδρου κατά 120� , µε άξονες περιστροφής 
τους τέσσερις  άξονες που διέρχονται από τα 
κέντρα των απέναντι εδρών του οκταέδρου. 
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• Οι έξι περιστροφές κατά 180�  µε άξονες περιστροφής τους έξι άξονες που 
διέρχονται από τα µέσα των απέναντι ακµών του 
κύβου, οι οποίες αντιστοιχούν στις έξι περιστροφές 
του εγγεγραµµένου στον κύβο οκταέδρου κατά 

180� , µε άξονες περιστροφής τους έξι άξονες που 
διέρχονται από τα µέσα των απέναντι ακµών του 
οκταέδρου. 

 
• Οι δώδεκα κατοπτρισµοί στα τρία επίπεδα που διέρχονται από τα µέσα των 

απέναντι πλευρών του κύβου, οι οποίοι αντιστοιχούν σε κατοπτρισµούς του 
εγγεγραµµένου στον κύβο οκταέδρου, στα τρία επίπεδα που διέρχονται από 
τις τέσσερις απέναντι ακµές του οκταέδρου. 

• Οι δώδεκα κατοπτρισµοί στα έξι επίπεδα που ορίζονται στις απέναντι πλευρές 
του κύβου, οι οποίοι αντιστοιχούν σε κατοπτρισµούς του εγγεγραµµένου 
στον κύβο οκταέδρου, στα έξι επίπεδα που διέρχονται από δύο απέναντι 
κορυφές και τα µέσα των απέναντι ακµών του οκταέδρου. 

 
Συµµετρίες ∆ωδεκαέδρου-Εικοσαέδρου (Εικοσαεδρική οµάδα): 

 
Το κανονικό εικοσάεδρο και το δωδεκάεδρο είναι δυικά κανονικά πολύεδρα.  
Συνεπώς, το εικοσάεδρο και το δωδεκάεδρο έχουν την ίδια οµάδα συµµετριών η 
οποία ονοµάζεται εικοσαεδρική. 
Αποδεικνύεται ότι η οµάδα των συµµετριών του κανονικού δωδεκαέδρου είναι 

ισόµορφη µε την οµάδα 5 2A ×ℤ  

Την εικοσαεδρική οµάδα αποτελούν εκατόν είκοσι συµµετρίες: 
• Η ταυτοτική απεικόνιση που αφήνει τις δώδεκα κορυφές του δωδεκαέδρου 

σταθερές. 

• Οι είκοσι τέσσερις περιστροφές κατά 72�  µε 
άξονες περιστροφής τους έξι άξονες που 
διέρχονται από τα κέντρα των απέναντι εδρών 
του δωδεκαέδρου, και οι οποίοι αντιστοιχούν 
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στις περιστροφές κατά  72�  του εγγεγραµµένου στο δωδεκάεδρο 
εικοσαέδρου, µε άξονες περιστροφής τους έξι άξονες που διέρχονται από τις 
απέναντι κορυφές του εικοσαέδρου. 

• Οι είκοσι περιστροφές κατά 120�  µε άξονες περιστροφής τους δέκα άξονες 
που διέρχονται από τις απέναντι κορυφές του 
δωδεκαέδρου, οι οποίες αντιστοιχούν στις 

περιστροφές κατά  120� του εγγεγραµµένου στο 
δωδεκάεδρο εικοσαέδρου, µε άξονες 
περιστροφής τους δέκα άξονες που διέρχονται 
από τα κέντρα των απέναντι εδρών του 
εικοσαέδρου. 

• Οι δεκαπέντε περιστροφές κατά 180� µε άξονες περιστροφής τους  άξονες 
που διέρχονται από τα µέσα των απέναντι ακµών του δωδεκαέδρου, οι οποίες 

αντιστοιχούν στις περιστροφές κατά 180�  του 
εγγεγραµµένου στο δωδεκάεδρο εικοσαέδρου, 
µε άξονες περιστροφής τους άξονες που 
διέρχονται από τα µέσα των απέναντι ακµών του 
εικοσαέδρου.  

 

• Οι 60 µετασχηµατισµοί που δεν διατηρούν 
προσανατολισµό είναι η  συµµετρία ως προς κέντρο την αρχή των αξόνων και 
αυτοί που προκύπτουν από τη σύνθεση της συµµετρίας ως προς κέντρο µε τις 
προηγούµενες συµµετρίες. 

Στο δωδεκάεδρο κατάλληλες συνδέσεις των απέναντι κορυφών σχηµατίζουν ανά 8 
κορυφές  5 κύβους. Στις συµµετρίες του δωδεκαέδρου µετατίθενται οι 5 κύβοι µεταξύ 
τους. 
Σε κάθε έδρα του δωδεκαέδρου (κανονικό πεντάγωνο) κάθε διαγώνιος αντιστοιχεί σε 
ένα µόνο κύβο από τους προαναφερθέντες. Οι µεταθέσεις των 5 κύβων αντιστοιχούν 
στις µεταθέσεις των αντίστοιχων 5 διαγωνίων. Για το λόγο αυτό µελετάµε τις 
συµµετρίες του δωδεκαέδρου στο σύνολο των µεταθέσεων των διαγωνίων του 
κανονικού πενταγώνου. 
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Η Συµµετρία στην τέχνη 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η λέξη «συµµετρία» γενικά µεταφέρει δύο κύρια νοήµατα. Το πρώτο είναι µία χωρίς 
απόλυτο τρόπο ορισµένη αίσθηση αρµονίας ή αισθητικά ευχάριστης αναλογίας και 
ισορροπίας, ώστε να αντανακλά οµορφιά ή τελειότητα. Το δεύτερο νόηµα είναι η 
ακριβής και καλά ορισµένη έννοια της ισορροπίας ή της «αυτοοµοιότητας του 
µοτίβου» ("patterned self-similarity") η οποία µπορεί να περιγραφεί ή να αποδειχθεί 
σύµφωνα µε τους κανόνες ενός τυπικού συστήµατος όπως π.χ. η γεωµετρία. 

Παρότι τα νοήµατα αυτά είναι ευδιάκριτα σε κάποια πλαίσια, και τα δύο αυτά 
περιεχόµενα του όρου «συµµετρία» σχετίζονται και θίγονται παράλληλα.  

 

Leonardo da Vinci's Vitruvian Man  

  

Ο ΠΥΡΓΟΣ ΤΗΣ ΠΙΖΑΣ 

 

Διακοσμητική ζωγραφική, Nineveh, 

Assyria 

 

Ζωγραφική σε πορσελάνη, Κίνα 
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Έτσι τα διάφορα ήδη ισοµετριών που εντοπίσαµε, µαζί µε µορφές συµµετρίας που 
δεν διατηρούν απαραίτητα τις αποστάσεις, συντιθέµενα µεταξύ τους έχουν κάνει την 
εµφάνισή τους στις µορφές της τέχνες όπως είναι: η ζωγραφική, η γλυπτική, η 
αγγειοπλαστική, η επικάλυψη δαπέδων, η αρχιτεκτονική κλπ.  

 

Η Συµµετρία στη Φύση 

Η περίπτωση των µελισσών: 

 

 

Ας δούµε λίγο το διακοσµητικό µοτίβο σε δύο διαστάσεις, το οποίο πιθανώς 
εµφανίζεται πιο συχνά από οποιοδήποτε άλλο, τόσο στη φύση όσο και στην τέχνη: 
αυτό που δηµιουργείται από το κανονικό εξάγωνο. Το βλέπουµε εδώ να υλοποιείται 
κατά το χτίσιµο µιας κηρήθρας από τις κοινές µέλισσες. Τα κελιά των µελισσών 
έχουν µορφή πρίσµατος και η φωτογραφία έχει ληφθεί κατά τη διεύθυνση αυτών των 
πρισµάτων. Όταν ξεκινά η διαδικασία, οι µέλισσες δηµιουργούν κυλινδρικά κελιά 
όπου η κάτοψη στο σκίτσο δείχνει πως θα προέκυπταν χάσµατα µεταξύ τους. Κάθε 
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κύκλος εφάπτεται εξωτερικά µε έξι γειτονικούς, όπου αν σε κάθε σηµείο επαφής 
φέρουµε τις εφαπτόµενες κατασκευάζουµε το περιγεγραµµένο κανονικό εξάγωνο του 
κύκλου. Αν στη συνέχεια αντικαταστήσουµε κάθε κύκλο µε αυτό το κανονικό 
εξάγωνο λαµβάνουµε τη διαµόρφωση από κανονικά εξάγωνα που καλύπτουν το 
επίπεδο. Γνωρίζουµε ότι στις τρεις διαστάσεις µία σαπουνόφουσκα λαµβάνει τελικά 
σφαιρικό σχήµα διότι αυτή περιβάλει το δεδοµένο όγκο αέρα µε την ελάχιστη 
επιφάνεια. Γι αυτό δεν προκαλεί έκπληξη το γεγονός ότι, στη δισδιάστατη εκδοχή του 
προηγούµενου προβλήµατος, η πυκνή διάταξη ισοδύναµων κύκλων επί του επιπέδου 
θα καταλήξει στο µοτίβο µε τα κανονικά εξάγωνα. Αφού από όλες τις διαιρέσεις του 
επιπέδου σε ισοδύναµες επιφάνειες  η συγκεκριµένη είναι που η περιφέρεια του 
πλέγµατος είναι ελάχιστη. Το αποτέλεσµα αυτό επιτυγχάνεται από τις τριχοειδείς 
δυνάµεις (συνοχής και συνάφειας) παρά από τις δυνάµεις που ασκούν οι εργαζόµενες 
µέλισσες. Κατά τη διάρκεια της κατασκευής το κερί είναι περίπου σε υγρή µορφή 
οπότε η αρχή του ελαχίστου που αναφέραµε πριν, υλοποιεί το τελικό σχήµα των 
κελιών. Προηγούµενες απόψεις που απέδιδαν είτε ‘θεία καθοδήγηση’, είτε τις 
συνέπειες του νόµου της φυσικής επιλογής αντιµετωπίστηκαν µε σκεπτικισµό και 
χιούµορ από τον Hermann Weyl. 

Οι σκελετοί θαλάσσιων πρωτόζωων που µελέτησε ο γερµανός βιολόγος Haeckel 
παρουσιάζουν κάποιες αξιοπρόσεκτες µορφές συµµετρίας:  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

Αν τώρα περάσουµε στους φυσικούς νόµους, τους διέπει µία γενική αρχή που αξίζει 
ένα σύντοµο σχολιασµό. Εάν συνθήκες που καθορίζουν µοναδικά το αποτέλεσµά 
τους διαθέτουν προκαθορισµένες συµµετρίες, τότε το αποτέλεσµα θα 
παρουσιάζει τις ίδιες συµµετρίες (ή πιο απλά: οι συµµετρίες του αιτίου καθορίζουν 

 

Haeckel_Discoidea 

 

Haeckel_Phaeodaria 
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τις συµµετρίες του αποτελέσµατος). Γι αυτό το λόγο ο Αρχιµήδης συµπέρανε ‘a 
priori’ ότι ίδια βάρη θα ισορροπούν σε ένα ζυγό ακριβείας. Ρίχνοντας ένα 
αµερόληπτο ζάρι αναµένουµε µε πιθανότητα 1/6 την εµφάνιση της εκάστοτε έδρας 
του. Η αρχή της διατήρησης της ορµής κατά τις κρούσεις, τις συσσωµατώσεις κλπ 
ακολουθεί συµµετρικά µοτίβα. «Γενικά, από όσο γνωρίζω όλες οι ‘a priori’ προτάσεις 
στη Φυσική οφείλουν την προέλευσή τους στη συµµετρία» (Hermann Weyl). Σε αυτή 
την επιστηµολογική παρατήρηση προστίθεται το γεγονός ότι οι µορφολογικοί νόµοι 
της κρυσταλλοποίησης γίνονται σήµερα κατανοητοί ως προς τη δυναµική µεταξύ των 
ατόµων. ∆ηλαδή εάν όµοια άτοµα ασκούν µεταξύ τους τέτοιες δυνάµεις που κάνουν 
εφικτή µία καθορισµένη κατάσταση ισορροπίας για ολόκληρο το ατοµικό σύνολο, 
τότε αναγκαία αυτά θα διευθετηθούν σε ένα κανονικό σύστηµα σηµείων. 

 

anatase crystal TiO2 (διοξείδιο Τιτανίου) 

Θα κλείσουµε παραθέτοντας τα λόγια του Weyl: «όποτε έχετε να κάνετε µε µία 
οντότητα  Σ που είναι προικισµένη µε τα χαρακτηριστικά µίας δοµής, 
προσπαθήστε να καθορίσετε την οµάδα των αυτοµορφισµών της. Την οµάδα που 
έχει ως  στοιχεία τους µετασχηµατισµούς που αφήνουν αναλλοίωτες όλες τις δοµικές 
σχέσεις της οντότητας Σ. Να περιµένετε ότι µε αυτό τον τρόπο θα κερδίσετε βαθιά 
γνώση για την σύστασή της. Κατόπιν µπορείτε να ξεκινήσετε τη διερεύνηση 
συµµετρικών σχηµατισµών, δηλαδή σχηµατισµών που µένουν αναλλοίωτοι από την 
εφαρµογή µίας υποοµάδας της οµάδας αυτοµορφισµών. Επίσης θα ήταν χρήσιµο, 
πριν αναζητήσετε τέτοιους σχηµατισµούς να µελετήσετε τις υποοµάδες καθαυτές… 
Η συµµετρία είναι ένα αχανές πεδίο, σηµαντικό για την φύση και την τέχνη. Τα 
µαθηµατικά βρίσκονται στις ρίζες του και θα ήταν δύσκολο να βρούµε ένα καλύτερο 
πεδίο προκειµένου να καταδείξουµε πως λειτουργεί η µαθηµατική διανόηση ». 
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