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Πρόλογος 

Είναι ευρέως γνωστό, όχι µόνο από τις έρευνες αλλά και από τη σχολική 

πρακτική, ότι η διδασκαλία και η εκµάθηση της απόδειξης συναντά σηµαντικές 

δυσκολίες και εµφανίζει προβλήµατα. Τα προβλήµατα κυρίως έχουν να κάνουν µε τη 

φύση της απόδειξης και το πώς οι µαθητές αντιλαµβάνονται την ανάγκη για απόδειξη, τα 

οποία είναι ευρέως γνωστά στους διδάσκοντες όλων των βαθµίδων της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης. Ποιος δάσκαλος των µαθητικών δεν έχει δοκιµάσει απογοήτευση όταν 

έρχεται αντιµέτωπος µε την απορία των µαθητών του «γιατί πρέπει να κάνω απόδειξη;». 

Το «πρόβληµα» της απόδειξης, και ιδιαίτερα της γεωµετρικής, γίνεται πιο 

ενδιαφέρον όταν οι νέες τεχνολογίες και ιδιαίτερα λογισµικά ∆υναµικής Γεωµετρίας 

(Cabri, Sketchpad, EucliDraw κ.ά.), χρησιµοποιούνται στην τάξη ως εργαλεία 

οπτικοποίησης για την διδασκαλία και εκµάθηση της γεωµετρίας µε στόχους τη 

βελτίωση της κατανόησης του ρόλου της γεωµετρικής απόδειξης από τους µαθητές. 

Η λειτουργική ενσωµάτωση των νέων τεχνολογιών στη διδασκαλία και εκµάθηση 

της απόδειξης τίθεται υπό αµφισβήτηση και εκφράζονται φόβοι κατά πόσο η παρουσία 

και η χρήση ενός λογισµικού ∆υναµικής Γεωµετρίας µπορεί να µειώσει ή ακόµα και να 

εξαφανίζει την ήδη προβληµατική ανάγκη για απόδειξη. Η πρόκληση της λειτουργικής 

ενσωµάτωσης είναι µεγάλη για τους δασκάλους των µαθηµατικών. Ένα πολιτισµικό 

εργαλείο δεν µπορεί να αντικαταστήσει τον άνθρωπο· απλώς, µέσω της 

εσωτερικοποίησης του από «εργαλείο ολοκλήρωσης µιας δράσης» µπορεί να γίνει 

«εργαλείο ελέγχου της δράσης». 
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∆οµή 

Η εργασία είναι κυρίως θεωρητική και αναπτύσσεται σε έξι κεφάλαια. 

Στο πρώτο κεφάλαιο συζητείται γενικά το πρόβληµα της διδασκαλίας και 

εκµάθησης της απόδειξης στα µαθηµατικά - και ειδικότερα στα σχολικά µαθηµατικά - 

και τίθεται το θέµα της µελέτης για το εάν η χρήση λογισµικών ∆υναµικής Γεωµετρίας 

µπορεί να αµβλύνει ή όχι το «πρόβληµα» της απόδειξης στη σχολική πρακτική. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα κυριότερα θεωρητικά εργαλεία που οι 

ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης χρησιµοποιούν για να αναλύσουν τα 

αποτελέσµατα των ερευνών τους για τη συµβολή του λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας 

στο «πρόβληµα» της απόδειξης. 

Στο τρίτο κεφάλαιο συζητούνται οι λειτουργίες του λογισµικού δυναµικής 

γεωµετρίας και ο τρόπος µε τον οποίον αυτές µεσολαβούν στη συνεργασία των 

γνωστικών διαδικασιών του γεωµετρικού συλλογισµού, της οπτικοποίησης και της 

διερεύνησης πριν τη φάση της παρουσίασης µιας γραπτής απόδειξης. 

Στο τέταρτο κεφάλαιο αναλύονται οι λειτουργίες που η απόδειξη µπορεί και 

πρέπει να εµφανίζει στη σχολική πρακτική σε ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας και 

που µπορούν ενδεχοµένως να την κάνουν να έχει νόηµα, να είναι µια σηµαντική 

δραστηριότητα. 

Στο πέµπτο κεφάλαιο γίνεται µια αναφορά στις έρευνες για το «πρόβληµα» της 

απόδειξης, όπως αυτές καταγράφονται σε ένα µικρό µέρος της ερευνητικής 

βιβλιογραφίας µε ή χωρίς την παρουσία λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας. 

Στο έκτο κεφάλαιο προτείνεται η χρήση ανοιχτών προβληµάτων ως µια 

εναλλακτική προσέγγιση για τη διδασκαλία και εκµάθηση της γεωµετρικής απόδειξης 
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και για την εισαγωγή των µαθητών στη γεωµετρική θεωρία και τη γεωµετρική σκέψη µε 

τη ∆υναµική Γεωµετρία. 

Η εργασία συµπληρώνεται µε την κατάθεση συµπερασµάτων, παρατηρήσεων και 

προβληµατισµών. 
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Περίληψη 

Αυτή η εργασία είναι µια µελέτη για το ρόλο της ∆υναµικής Γεωµετρίας (∆Γ) 

στην αποδεικτική διαδικασία κυρίως από µια θεωρητική αλλά, και από γνωστική σκοπιά. 

Ο γνωστικός στόχος είναι να διερευνηθεί πώς και µε ποιους τρόπους ένα λογισµικό 

∆υναµικής Γεωµετρίας µπορεί να συµβάλλει στις διαδικασίες παρουσίασης γεωµετρικών 

αποδείξεων και, γενικότερα στην εκµάθηση της σχολικής Γεωµετρικής θεωρίας. Ο 

θεωρητικός στόχος, που είναι κεντρικός για την ολοκλήρωση του γνωστικού, είναι µια 

επισκόπηση τµήµατος της ερευνητικής βιβλιογραφίας για το πώς αυτή η συµβολή µπορεί 

να επιτευχθεί. Πιο συγκεκριµένα, µέσω ποιών χαρακτηριστικών του περιβάλλοντος 

∆υναµικής Γεωµετρίας µπορεί να επιτευχθεί ο στόχος της διαδικασίας παρουσίασης 

αποδείξεων. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι 
 

ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Εισαγωγή 

Η απόδειξη και η λογική επιχειρηµατολογία είναι ιδιαίτερα σηµαντικά θέµατα 

του τοµέα της επιστήµης των µαθηµατικών. Επιστηµολογικά ο συλλογισµός είναι το 

θεµέλιο των µαθηµατικών, η δε ουσία των µαθηµατικών βρίσκεται στις αποδείξεις. Για 

γενιές οι αποδείξεις έχουν θεωρηθεί ως εργαλεία, αφενός για την επιβεβαίωση και 

αποκάλυψη της καθολικότητας της αλήθειας των µαθηµατικών προτάσεων και αφετέρου 

για τη διδασκαλία του παραγωγικού συλλογισµού ως τµήµα του ανθρώπινου πολιτισµού. 

Η απόδειξη, ως κεντρικό και αναπόσπαστο µέρος των µαθηµατικών, αποτελεί 

βασικό συστατικό της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Στο µαθηµατικό πολιτισµό µας, η 

Γεωµετρία είναι το πλαίσιο στο οποίο η µαθηµατική απόδειξη διδάσκεται και το οποίο 

θεωρείται ως το καλύτερο για την εκµάθησή της. Η Γεωµετρία έχει τις ρίζες της στην 

κοινή εµπειρία και βασίζεται σε εµπειρικά στοιχεία. Όµως, δεν είναι µόνο µια απλή 

συλλογή εµπειρικών δεδοµένων, αλλά η µελέτη της εµπεριέχει τριών ειδών γνωστικές 

διαδικασίες, οπτικοποίησης, κατασκευής και συλλογισµού. Αν και κάθε µια από αυτές 

τις διαδικασίες µπορεί να εκτελεστεί ανεξάρτητα η µια από την άλλη, η γνωστική 

συνεργασία τους είναι απαραίτητη για τη γεωµετρική σκέψη (Κολέζα, 2000, σελ. 258-

259). Κοινό συµπέρασµα όλων των ερευνητών είναι ότι, για να κατανοηθούν οι 

παραγωγικές αποδείξεις της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, απαιτείται αρµονικός συνδυασµός 

µεταξύ της «εµπειρικής» γεωµετρίας και της «θεωρητικής» γεωµετρίας των αποδείξεων 

(Leung & Lopez-Real, 2002). 
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Είναι σαφές ότι οι µαθητές θα πρέπει να διδαχθούν τη φύση και τα πρότυπα του 

παραγωγικού συλλογισµού και να κατανοήσουν το ρόλο και τη φύση της απόδειξης 

(σηµασία, σκοπό και χρησιµότητα). Αλλά στην τάξη ο βασικός ρόλος της απόδειξης 

είναι η προώθηση της µαθηµατικής κατανόησης και συνεπώς η σηµαντικότερη 

πρόκληση είναι να βρεθούν οι αποτελεσµατικότεροι τρόποι χρήσης της απόδειξης για 

αυτόν το σκοπό (Hanna, 2000). Ενδεχοµένως, ένας από τους αποτελεσµατικούς τρόπους 

είναι να χρησιµοποιηθεί ένα δυναµικό λογισµικό, το οποίο ανοίγει εξ ολοκλήρου νέες 

προσεγγίσεις στη διδασκαλία της απόδειξης και κυρίως της γεωµετρικής. 

 

Το Πρόβληµα 

Ο όρος «απόδειξη» σε διαφορετικά πλαίσια σηµαίνει διαφορετικά πράγµατα και 

χρησιµοποιείται µε διαφορετικά νοήµατα. Στην καθηµερινή γλώσσα ο όρος «απόδειξη» 

συνδέεται µε την επιβεβαίωση (Tall, 1989)· µε καταστάσεις επικύρωσης και απόφασης· 

µε τα προϊόντα που προκύπτουν από ακολουθούµενες αποδεικτικές πρακτικές· µε 

επιχειρήµατα που γίνονται αποδεκτά από µια κοινότητα ή από ένα πρόσωπο (Godino & 

Recio, 1997). Τα διάφορα νοήµατα αναγνωρίζονται µέσω των όρων «επεξήγηση-

explanation», «επιχειρηµατολογία-argumentation», «επίδειξη-demostration». Εντούτοις, 

σε όλες τις περιπτώσεις υπάρχει µια κοινή ιδέα, αυτή της αιτιολόγησης (justifying) ή της 

επικύρωσης (validating) ενός ισχυρισµού µε την παροχή των λόγων ή των 

επιχειρηµάτων. 

Στη βιβλιογραφία για την έρευνα της µαθηµατικής απόδειξης ο όρος «τυπική 

απόδειξη» (formal proof) χρησιµοποιείται για εκείνο τον τύπο αιτιολόγησης, που 

συστατικά της είναι η αφαίρεση, η τυποποίηση, η αξιωµατικοποίηση, και η παραγωγή, η 
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δε γλώσσα της έχει µια τυπική και αυστηρά ορισµένη ποιότητα, είναι γλώσσα που έχει 

οξυνθεί και έχει εκλεπτυνθεί ώστε να εξυπηρετεί τις ακριβείς ανάγκες για έναν ακριβή 

αλλά περιορισµένο διανοητικό στόχο (Davis & Hersh, 1981, σελ. 157). 

Πολλοί εκπαιδευτικοί των µαθηµατικών, αλλά και αρκετοί µαθηµατικοί, θεωρούν 

τις αποδείξεις όχι µόνο ως συντακτικές παραγωγές. Στη βιβλιογραφία της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης µια απόδειξη έχει οριστεί ως ένα επιχείρηµα που πείθει έναν µαθηµατικό ο 

οποίος γνωρίζει το θέµα (Davis & Hersh, 1981), ή ένα επιχείρηµα που µπορεί κάποιος να 

χρησιµοποιήσει για να πειστεί ο ίδιος, να πείσει έναν φίλο, να πείσει έναν εχθρό (Tall, 

1989). 

Το ποιος όµως τύπος επιχειρήµατος µπορεί να γίνει αποδεκτός ως έγκυρη 

απόδειξη από τη µαθηµατική κοινότητα είναι πιθανώς αδύνατο να οριστεί (Davis & 

Hersh, 1981). Μερικοί εκπαιδευτικοί των µαθηµατικών υποστηρίζουν ότι εάν ένα 

επιχείρηµα γίνεται αποδεκτό ή όχι ως απόδειξη εξαρτάται όχι µόνο από τη λογική δοµή 

του, αλλά και από τον τρόπο µε τον οποίο αυτό το επιχείρηµα µπορεί να γίνει πειστικό 

(Hanna, 2000). Άλλοι, εστιαζόµενοι στην κοινωνική φύση της απόδειξης, ορίζουν την 

απόδειξη ως την επεξήγηση που γίνεται αποδεκτή από µια δεδοµένη κοινότητα σε µια 

δεδοµένη στιγµή (Balacheff, 1987 ·αναφορά στο Jones, 2000). 

Η Απόδειξη στη Σχολική Τάξη 

Η διδασκαλία και η εκµάθηση της απόδειξης συναντά σηµαντικές δυσκολίες και 

προβλήµατα. Έρευνες παρέχουν στοιχεία ότι οι µαθητές σε όλες τις εκπαιδευτικές 

βαθµίδες συναντούν δυσκολίες στην κατανόηση και την παραγωγή των µαθηµατικών 

αποδείξεων (Healy & Hoyles, 1998, 2001· Recio & Godino, 2001)· είναι ανίκανοι να 

κάνουν αποδείξεις σε διάφορες περιοχές των µαθηµατικών πέρα από τις πολύ 
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τετριµµένες (Weber, 2001)· δεν µπορούν να κατανοήσουν τη σπουδαιότητά της και να 

εκτιµήσουν εάν η απόδειξη µιας µαθηµατικής πρότασης που έτοιµη τους παρουσιάζεται 

είναι σωστή ή όχι (Selden & Selden 2003). Το µαθηµατικό περιεχόµενο (άλγεβρα - 

γεωµετρία) έχει λίγη συµβολή στη ικανότητα για την παραγωγή µαθηµατικής απόδειξης 

(Recio & Godino, 2001). Ακόµα και αν οι µαθητές έχουν εγκαταλείψει την εµπειρική 

τοποθέτηση µε επιτυχία, υπάρχουν στοιχεία ότι η εξέλιξη µιας αιτιολόγησης σε µια 

παραγωγική µαθηµατική απόδειξη παρουσιάζει δυσκολίες και δεν αναµένεται να είναι 

απλή και αυθόρµητη σε όλες τις βαθµίδες της µαθηµατικής εκπαίδευσης (Marrioti, 2001, 

1997· Recio & Godino, 2001). Μια σειρά ερευνών έχει τεκµηριώσει ότι, ακόµα και µετά 

από µια εισαγωγική διδασκαλία, πολλοί µαθητές αποτυγχάνουν να «δουν» την ανάγκη 

παρουσίασης παραγωγικών αποδείξεων, ή είναι ανίκανοι να διακρίνουν µεταξύ των 

διαφορετικών µορφών µαθηµατικού συλλογισµού, όπως η επεξήγηση και η επαλήθευση 

(Hanna & Jahnke,1996· Dreyfus, 1999· Hoyles, 1997· de Villiers, 1998 αναφορά στο 

Jones, 2000). Ακόµα κι εκείνοι οι µαθητές που πετυχαίνουν το στόχο της παρουσίασης 

τυπικής απόδειξης, δε «βλέπουν» οποιονδήποτε λόγο ή δεν αισθάνονται οποιαδήποτε 

ανάγκη να κάνουν απόδειξη, ειδικά όταν η προς απόδειξη πρόταση έχει οπτικά προφανή 

χαρακτήρα, ή δίνεται σαν έτοιµο γεγονός χωρίς στοιχεία ανακάλυψης από τους ίδιους, ή 

όταν ήδη ξέρουν ότι είναι αληθής (de Villiers, 1999· Hadas et al., 2000· Reid, 1998). 

Επιπλέον, οι προσπάθειες να διδαχθεί η λογική σε σπουδαστές συχνά δεν παρέχουν 

καµία στατιστικά σηµαντική διαφορά στην απόδοση και την αναγνώριση της αξίας της 

απόδειξης από τους ίδιους (Deer, 1969· Walter, 1972· Mueller,1975· αναφορά στο de 

Villiers, 1999). Εν ολίγοις, η αποτυχία να διδαχθεί η µαθηµατική απόδειξη εµφανίζεται 

να είναι καθολική (Hadas et al., 2000). 

 15



Τα προβλήµατα, που οι µαθητές αντιµετωπίζουν µε την απόδειξη, δεν πρέπει να 

αποδίδονται κυρίως σε ανικανότητα ανάπτυξης λογικών συλλογισµών. Μελέτες έχουν 

δείξει, σε αντίθεση µε την θεωρία του Piaget, ότι και τα πολύ µικρά παιδιά είναι ικανά 

στο να αναπτύσσουν λογικούς συλλογισµούς στις καταστάσεις που είναι για αυτά 

σηµαντικές (Donaldon, 1978· στο Η Σκέψη των Παιδιών, 2001). Τα προβλήµατα έχουν 

να κάνουν κυρίως µε τη φύση της απόδειξης και την αντίληψη της ανάγκης για απόδειξη 

που έχουν οι µαθητές, τα οποία είναι ευρέως γνωστά σε όλους τους διδάσκοντες, κυρίως 

στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση, και προσδιορίζονται χωρίς εξαίρεση σε όλη την 

εκπαιδευτική έρευνα ως σηµαντικά προβλήµατα στη διδασκαλία της απόδειξης (de 

Villiers, 1999). Το λεξιλόγιο της µαθηµατικής αλήθειας, η ακαµψία και η βεβαιότητα δεν 

είναι οικεία για τους περισσότερους µαθητές, ο κόσµος των οποίων είναι περισσότερο 

εµπειρικός, στηριζόµενος στο παράδειγµα, στην παρατήρηση και στις εφαρµογές. 

Η µαθηµατική απόδειξη είναι µια δύσκολη έννοια για τους µαθητές, επειδή η 

αποδεικτική λειτουργία είναι σύνθετη και εµπλέκει πολλές διαφορετικές διαδικασίες και 

πτυχές (Laborde, 2000): εξαρτάται από µια ευρείας έκτασης περιοχή αντιλήψεων, 

γνώσης και γνωστικών δεξιοτήτων, διαµορφώνεται από το κοινωνικό πλαίσιο στο οποίο 

η εκµάθησή της εµφανίζεται (Stylianou & Blanton, 2003) και δεν µπορεί να αναχθεί 

απλά και µόνο στη σωστή χρήση της παραγωγικής επιχειρηµατολογίας (Reiss & Renkl, 

2002). 

Η έννοια της γεωµετρικής απόδειξης είναι δεµένη µε την έννοια της γεωµετρικής 

θεωρίας, της «θεωρίας» από την άποψη της «συστηµατικής δοµής» (Hanna & Janke, 

2002)· στηρίζεται σε µια σειρά µη τετριµµένων «συνηθειών του µυαλού» (Ball et al., 

2002), συνδυάζοντας διαδικασίες λογικής επιχειρηµατολογίας µε ευρετικές διαδικασίες 
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παραγωγής υποθέσεων και αναζήτησης ευλόγων επιχειρηµάτων για την υποστήριξή τους 

(Reiss & Renkl, 2002). Αυτές οι νοητικές διαδικασίες πρέπει να συντονιστούν µε οπτικά 

ή εµπειρικά (visual or empirical) αποδεικτικά στοιχεία, µε µαθηµατικά αποτελέσµατα και 

γεγονότα. Επιπλέον, οι διαδικασίες αυτές επηρεάζονται από τη διαίσθηση (intuition) και 

την πεποίθηση (belief), από αντιλήψεις αυθεντίας (perceptions of authority) και 

προσωπικής βεβαιότητας (personal conviction) και από κοινωνικούς κανόνες, οι οποίοι 

ρυθµίζουν εκείνο το οποίο απαιτείται για την κοινοποίηση µιας απόδειξης. Το προϊόν 

αυτών των διαδικασιών – που είναι η απόδειξη η οποία παρουσιάζεται γραπτώς - 

απεικονίζει µόνο συγκεκριµένα µέρη της πραγµατικής διαδικασίας της παρουσίασης 

αποδείξεων. Η πραγµατική διαδικασία είναι πολύ πιθανόν να παραµένει µη ευδιάκριτη 

στους µαθητές που µαθαίνουν τη µαθηµατική απόδειξη στην τάξη (Reiss & Renkl, 

2002). 

Νέες Τεχνολογίες και Απόδειξη 

Στην ερευνητική βιβλιογραφία πολύ συχνά αναφέρεται ότι η παραγωγική φάση 

µιας γεωµετρικής απόδειξης ριζοβολεί σε δραστηριότητες παραγωγής και διερεύνησης 

υποθέσεων συνολικά (Boero et al., 1996· Mariotti et al., 1997 κ.ά.). ∆ιαδικασίες 

οπτικοποίησης όπως, η κατασκευή ενός γεωµετρικού σχήµατος, ο πειραµατισµός, η 

διερεύνηση, η διατύπωση, ο έλεγχος και η επαλήθευση µιας υπόθεσης, η επιλογή και ο 

συνδυασµός λογικών επιχειρηµάτων σε µια παραγωγική αλυσίδα, η οργάνωση των 

επιχειρηµάτων σύµφωνα µε τα µαθηµατικά πρότυπα και τελικά ένα προτεινόµενο σχέδιο 

µιας τυπικής απόδειξης περιλαµβάνονται σε µια πετυχηµένη διαδικασία παρουσίασης 

γεωµετρικής απόδειξης (Boero et al., 1996· Olivero & Robutti, 2001). 
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Ο ρόλος των ευρετικών, των διερευνήσεων και των υποθέσεων στη γεωµετρική 

απόδειξη αποτελεί θέµα συζήτησης µεταξύ των ερευνητών της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης. Έχει διατυπωθεί ένα ευρύ φάσµα απόψεων σχετικά µε το θέµα αυτό. 

Κάποιοι ερευνητές υπογραµµίζουν τον κεντρικό ρόλο των τυπικών αποδείξεων, σε 

αντίθεση µε τις ευρετικές που χρησιµοποιούνται σε διαδικασίες ανακάλυψης. Μερικοί 

άλλοι τονίζουν το θεµελιώδη ρόλο των ευρετικών έναντι των τυπικών αποδείξεων 

(Hanna, 2000). Πειράµατα τάξεων παρέχουν στοιχεία ότι οι µαθητές που ασχολούνται µε 

δραστηριότητες που απαιτούν ευρετικές διαδικασίες ανακάλυψης, διερεύνησης και 

παραγωγής υποθέσεων, είναι πιο πιθανό να είναι σε θέση να οργανώσουν µια απόδειξη 

στο τέλος, από το εάν τους παρουσιάζεται µια συγκεκριµένη πρόταση η οποία τους 

ζητείται να αποδειχθεί (Olivero, 1999). 

Το θέµα γίνεται πιο ενδιαφέρον όταν οι νέες τεχνολογίες (Cabri, Sketchpad, 

Excel κ.ά.), και ιδιαίτερα τα λογισµικά πακέτα, γνωστά γενικά ως Περιβάλλοντα 

∆υναµικής Γεωµετρίας, χρησιµοποιούνται στην τάξη ως εργαλεία οπτικοποίησης για την 

διδασκαλία και εκµάθηση της γεωµετρίας και την ανάπτυξη των αποδεικτικών 

δεξιοτήτων των µαθητών (de Villers, 2003· Hanna, 2000). Στο επίπεδο της έρευνας για 

τη µαθηµατική εκπαίδευση, το θέµα της χρήσης των νέων τεχνολογιών έχει 

αντιµετωπιστεί από διαφορετικές απόψεις. Έχουν πραγµατοποιηθεί µελέτες για τον 

τρόπο µε τον οποίο η εισαγωγή των νέων τεχνολογιών αλλάζει την εκµάθηση στη 

σχολική τάξη, αλλά και για τον τρόπο µε τον οποίο οι νέες τεχνολογίες µπορούν να 

ενσωµατωθούν στη σχολική πρακτική (Laborde, 2001· Healy, 2000· Mariotti & Bartolini 

Bussi, 1998 κ.ά.). 
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Εµπειρικές µελέτες διατυπώνουν την άποψη ότι το λογισµικό µε τα διαθέσιµά του 

«αντικείµενα», εντολές και εργαλεία γεωµετρικών κατασκευών και υπολογισµών, 

µεσολαβεί στην εκµάθηση της Γεωµετρικής θεωρίας, αλλά και στις διαδικασίες 

παρουσίασης γεωµετρικής απόδειξης. Οι παρεχόµενες από το δυναµικό λογισµικό 

δυνατότητες για ευρετικές διαδικασίες και διερεύνηση το καθιστούν ικανό να ενθαρρύνει 

την ανάγκη για απόδειξη, να µεσολαβεί στην µετάβαση από το διαισθητικό στο 

θεωρητικό επίπεδο, και εν γένει, στην εισαγωγή των µαθητών στη θεωρητική σκέψη 

(Hadas et al., 2000· Jones, 2000· Marrades & Gutierrez, 2000 κ.ά.). 

Όµως, οι διαπιστώσεις των ερευνών για τη χρήση των λογισµικών δυναµικής 

γεωµετρίας στη διδασκαλία και την εκµάθηση των µαθηµατικών συγκλίνουν στην άποψη 

ότι τα λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας δεν µπορούν να παράσχουν ένα ανεξάρτητο 

περιβάλλον, µέσα στο οποίο οι µαθητές θα µάθουν τη θεωρία της γεωµετρίας (de 

Villiers, 2002), και διατυπώνεται έντονα ο ακόλουθος προβληµατισµός: 

Οι οπτικές και οι ευρετικές δυνατότητες που προσφέρονται από τα περιβάλλοντα 

λογισµικών δυναµικής γεωµετρίας στο να «φαίνονται» τόσο εύκολα οι µαθηµατικές 

ιδιότητες, µπορούν να µειώσουν ή ακόµα και να εξαφανίσουν οποιαδήποτε ανάγκη για 

να κάνουν και για να µάθουν πώς να κάνουν απόδειξη οι µαθητές (Laborde, 2000· 

Hoyles & Jones, 1998 κ.ά). Ή αντίθετα, µια τέτοια παρεχόµενη δυνατότητα ανοίγει νέους 

δρόµους σηµαντικών τρόπων προσέγγισης στην απόδειξη, οι οποίοι µπορούν να 

συµβάλουν στην πρόοδο της κατανόησης από τους µαθητές του ρόλου της απόδειξης και 

ενισχύουν την ανάγκη τους για να κάνουν απόδειξη (Jones, 2000· Hadas et al., 2000 κ.ά). 
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Ο Σκοπός της Μελέτης 

Ο σκοπός της µελέτης είναι να διερευνηθεί η χρήση του λογισµικού ∆υναµικής 

Γεωµετρίας ως µια εναλλακτική προσέγγιση στη διδασκαλία και στην εκµάθηση της 

γεωµετρικής απόδειξης. Θα εξεταστεί ο ρόλος του περιβάλλοντος ∆υναµικής Γεωµετρίας 

στις διαδικασίες παρουσίασης γεωµετρικών αποδείξεων και στην κατανόηση της φύσης 

της γεωµετρικής απόδειξης. 

Ο σκοπός της µελέτης είναι κοινωνικός, γνωστικός και διδακτικός.  

Ο κοινωνικός σκοπός της µελέτης είναι να επιδειχθούν τα θεωρητικά εργαλεία, 

που οι ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης έχουν κατασκευάσει και που 

χρησιµοποιούν για να ερµηνεύσουν και να αναλύσουν τα αποτελέσµατα των εµπειρικών 

ερευνών τους για το ρόλο της ∆υναµικής Γεωµετρίας στις αποδεικτικές διαδικασίες. Ο 

στόχος είναι να επεξηγηθεί η µεσολάβηση της ∆υναµικής Γεωµετρίας στη µετάβαση από 

τη διαίσθηση στη θεωρία, από τη διερευνητική φάση επίλυσης προβλήµατος στην 

παραγωγή µιας απόδειξης µε την ανάδειξη της ανάγκης για απόδειξη. Ο κοινωνικός 

στόχος της µελέτης θεωρούµε ότι συµπληρώνεται µε την έκθεση µέρους των θεµάτων 

της έρευνας για την απόδειξη.  

Ο γνωστικός σκοπός είναι να περιγράψει και να αναλύσει τις λειτουργίες που η 

απόδειξη πρέπει να εµφανίζει στη σχολική τάξη, καθώς και τις λειτουργίες λογισµικού 

∆υναµικής Γεωµετρίας που µεσολαβούν στις αποδεικτικές διαδικασίες της γεωµετρικής 

απόδειξης. Ο στόχος είναι να αναδειχθεί ο ρόλος της µεσολάβησης της ∆υναµικής 

Γεωµετρίας στις αποδεικτικές διαδικασίες.  

Ο διδακτικός σκοπός είναι να προβληµατίσει µε στόχο να φανεί ότι ένα 

λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την ανάπτυξη του 
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εσωτερικού πλαισίου των µαθητών µέσα από κατάλληλα σχεδιασµένες δραστηριότητες 

που όµως αναδεικνύουν την ανάγκη για απόδειξη. Ο σκοπός θα αναδειχθεί µε την 

παράθεση δυο δραστηριοτήτων επίλυσης προβλήµατος. 

 

Η Σηµασία της Μελέτης 

Η σηµασία της µελέτης είναι να προσεγγίσει το ρόλο της ∆υναµικής Γεωµετρίας 

στη διδασκαλία και εκµάθηση της γεωµετρικής απόδειξης και της θεωρίας της σχολικής 

Γεωµετρίας, να επισηµάνει τη µεσολάβηση των λογισµικών ∆υναµικής Γεωµετρίας στις 

αποδεικτικές διαδικασίες, και να θέσει προβληµατισµούς για τη χρήση της ∆υναµικής 

Γεωµετρίας ως ενός µέσου εναλλακτικής προσέγγισης στη διδασκαλία και εκµάθηση της 

γεωµετρικής απόδειξης και της σχολικής Γεωµετρικής Θεωρίας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙ 
 

ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 

 

Οι θεωρητικές έννοιες όργανα σηµειολογικής µεσολάβησης - instruments of 

semiotic mediation (Vygotsky, 1978) και περιβάλλον – milieu (Brousseau, 1997), τα 

θεωρητικά εργαλεία της γνωστικής ενότητας – cognitive unity (Boero et al., 1996) και του 

µαθηµατικού θεωρήµατος (Mariotti et al., 1997), ο τοµέας της εµπειρίας – field of 

experience (Boero et al., 1995), ο µετασχηµατιστικός συλλογισµός – transformation 

reasoning (Simon, 1996) και οι γνωστικές διαδικασίες ανόδου και καθόδου - ascending 

processes & descending processes (Arzarello et al., 2002· Olivero, 1999) σε ένα 

δυναµικό περιβάλλον αποτελούν το θεωρητικό πλαίσιο που χρησιµοποιείται ως εργαλείο 

για να εξηγηθούν οι καταστάσεις και να αναλυθούν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν 

από την έρευνα της µαθηµατικής εκπαίδευσης για τη συµβολή του λογισµικού δυναµικής 

γεωµετρίας στην ανάπτυξη δεξιοτήτων απόδειξης και κατανόησης της φύσης της 

γεωµετρικής απόδειξης. 

Η θεωρία των σχηµατοποιηµένων εννοιών - figural concepts του Fischbein, 

(1993), η οποία παρέχει ένα κατάλληλο θεωρητικό πλαίσιο για την ανάλυση των 

αποτελεσµάτων των ερευνών, και η θεωρία των επιπέδων γεωµετρικής σκέψης των Van 

Hiele (1986), η οποία χρησιµοποιείται ως εργαλείο ανάλυσης των εµπειρικών 

παρατηρήσεων, συµπληρώνουν το ανωτέρω θεωρητικό πλαίσιο της έρευνας για το ρόλο 

της ∆υναµική Γεωµετρία στην αποδεικτική διαδικασία. 
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Όργανα Σηµειολογικής Μεσολάβησης - Instruments of Semiotic Mediation 

Η παραγωγική αλληλεπίδραση µεταξύ της θεωρίας και της πράξης στην 

ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης επιβεβαιώνεται από την ιστορική και την 

επιστηµολογική ανάλυση (Bartolini Bussi & Mariotti, 1999). Ένα κρίσιµο σηµείο της 

συζήτησης για τη σχέση µεταξύ της θεωρίας και της πρακτικής αφορά το ρόλο των 

τεχνικών εργαλείων - technical tools. 

Τα εργαλεία έχουν µια διπλή λειτουργία: αφενός, προσανατολισµένα εξωτερικά 

στοχεύουν στην ολοκλήρωση µιας δράσης, και αφετέρου, προσανατολισµένα εσωτερικά 

στοχεύουν στον έλεγχο της δράσης. Η διάκριση αυτή, η οποία χρησιµοποιείται στις 

µελέτες για τη χρήση και την ανάπτυξη των τεχνολογιών, αρχικά διαµορφώθηκε από τον 

Vygotsky (1978) στη θεωρία του της σηµειολογικής (δια)µεσολάβησης - semiotic 

mediation (αναφορά στο Mariotti, 2000). 

Ο Vygotsky στην ίδια κατηγορία µεσολαβητών τοποθετεί αυτά που καλεί 

εργαλεία (tools) και σηµεία (signs), ή όργανα σηµειολογικής µεσολάβησης (instruments 

of semiotic mediation). Αν και τα δυο είδη (εργαλεία και σηµεία) παράγονται και 

χρησιµοποιούνται από τον άνθρωπο και είναι µέρος της πολιτιστικής κληρονοµιάς της 

ανθρωπότητας, κατά τον Vygotsky, διαφέρουν ως προς τη λειτουργία µεσολάβησής τους. 

Η διαφορά τους στηρίζεται στο διαφορετικό τρόπο που ορίζουν την ανθρώπινη 

συµπεριφορά. Η λειτουργία των εργαλείων, προσανατολισµένη εξωτερικά, χρησιµεύει 

ως αρωγός της ανθρώπινης δραστηριότητας που έχει ως στόχο την κυριαρχία του 

φυσικού περιβάλλοντος. Η λειτουργία των σηµείων, προσανατολισµένη εσωτερικά, είναι 

ένα µέσο της εσωτερικής δραστηριότητας που έχει ως στόχο την αυτοκυριαρχία και τον 

αυτοέλεγχο. 
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Για τα σηµεία, τα προσανατολισµένα εσωτερικά, χρησιµοποιείται και ο όρος 

ψυχολογικά εργαλεία (psychological tools), ο οποίος βασίζεται στην αναλογία µεταξύ των 

εργαλείων και των σηµείων, αλλά και στη σχέση που συνδέει τα συγκεκριµένα εργαλεία 

και την εξωτερικά προσανατολισµένη χρήση τους µε την αντίστοιχη εσωτερικά 

προσανατολισµένη χρήση τους. Τα εργαλεία µπορούν να µετασχηµατιστούν σε 

ψυχολογικά εργαλεία µέσω της διαδικασίας της εσωτερικοποίησης. Κατά τη διαδικασία 

της εσωτερικοποίησης ένα εργαλείο µετατρέπεται σε ένα εσωτερικά προσανατολισµένο 

εργαλείο (ψυχολογικό εργαλείο) και παρέχει δυνατότητες να διαµορφωθούν νέες έννοιες, 

και ως εκ τούτου λειτουργεί ως ένας σηµειολογικός µεσολαβητής (Mariotti, 2000) 

(Σχήµα 2. 1). 

 

Σχήµα 2.1: Σχηµατική παράσταση της Λειτουργίας και των χαρακτηριστικών Οργάνων 

της Σηµειολογικής Μεσολάβησης 
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Ένα παράδειγµα µιας τέτοιας διαδικασίας εσωτερικοποίησης είναι ο γεωµετρικός 

διαβήτης. Το µεταλλικό εργαλείο που αποθηκεύεται στην κασετίνα του µαθητή δεν είναι 

µόνο ένα υλικό εργαλείο, έχει γίνει ένα νοητικό αντικείµενο το οποίο µόλις εφαρµοστεί 

παρέχει τη δυνατότητα να διαµορφωθούν νέες έννοιες και µπορεί να αντικατασταθεί ή να 

ζωντανέψει από µια σωµατική χειρονοµία, για παράδειγµα µε την περιστροφή χεριών 

(Mariotti, 2000, 2001). 

Εµπειρικές µελέτες έχουν εστιάσει στην ανάλυση συγκεκριµένων στοιχείων του 

µικρόκοσµου (ο έλεγχος µε το «σύρσιµο», διαθέσιµες εντολές, µακρο-εντολές κτλ.) ως 

όργανα της σηµειολογικής µεσολάβησης που ο δάσκαλος των µαθηµατικών µπορεί να 

χρησιµοποιήσει προκειµένου να εισαχθούν οι µαθητές στη γεωµετρική θεωρία (Bartolini 

Bussi & Mariotti, 1999· Arzarello et al., 2002· Mariotti, 2000, 2001· Cerulli & Mariotti, 

2003). 

 

Περιβάλλον – Milieu 

Ο Brousseau (1997, αναφορά στο Laborde, 2000) προκειµένου να ερµηνεύσει τις 

στρατηγικές επίλυσης που ένας µαθητής εφαρµόζει σε ένα έργο έχει εισάγει την έννοια 

περιβάλλον (milieu). Υποστηρίζει ότι οι στρατηγικές επίλυσης είναι το αποτέλεσµα 

αλληλεπιδράσεων µεταξύ: µαθητή και περιβάλλοντος. Το περιβάλλον είναι ένα σύστηµα 

αλληλεπίδρασης µεταξύ µαθητών και µέσων µάθησης, προσφέρει δυνατότητες για 

δράσεις του µαθητή µε τα µέσα µάθησης και αναδράσεις ανάλογα µε την 

ανατροφοδότηση από τα µέσα αυτά. ∆εδοµένου ότι οι στρατηγικές των σπουδαστών 

επηρεάζονται από το πλαίσιο, είναι φανερό ότι το πλαίσιο και το περιβάλλον 

συσχετίζονται. Η έννοια του πλαισίου αναφέρεται σε όλα τα υποκείµενα στην αντίληψη 
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στοιχεία, ενώ στην έννοια του περιβάλλοντος προσµετρώνται ένα σύνολο από διαθέσιµα 

µέσα και διαδικασίες τα οποία έχουν είτε υλική υπόσταση (elements of material) - χαρτί, 

µολύβι, γεωµετρικά όργανα, εκπαιδευτικό λογισµικό και άλλα διαθέσιµα υλικά - είτε 

νοητική υπόσταση (intellectual nature) – παιδαγωγικοί στόχοι, µαθησιακές προσδοκίες, 

διδακτικές προθέσεις, εννοιολογικές συµβάσεις και κανόνες χρήσης των εργαλείων από 

µαθητές και καθηγητές στην τάξη- τα οποία µεσολαβούν στις µαθηµατικές συµπεριφορές 

του µαθητή σε ένα έργο. 

 

Γνωστική Ενότητα (Cognitive Unity) και Μαθηµατικό Θεώρηµα 

Οι ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης (Mariotti, 2001· Mariotti, 2000· 

Mariotti et al., 1997· Garutti et al., 1998· Boero et al., 1996) προκειµένου να αναλύσουν 

τις δυσκολίες που οι µαθητές συναντούν µε τη διδασκαλία και εκµάθηση της 

γεωµετρικής απόδειξης, εισάγουν δυο θεωρητικά εργαλεία, τη γνωστική ενότητα και το 

µαθηµατικό θεώρηµα. Υποστηρίζουν ότι αυτά µπορούν να βοηθήσουν στη διαχείριση της 

εργασίας της τάξης µε τα γεωµετρικά θεωρήµατα, στις ερµηνείες της συµπεριφοράς των 

µαθητών στη σύνδεση µεταξύ της διαδικασίας παρουσίασης µιας υπόθεσης (διατύπωση-

έλεγχος) και της διαδικασίας παρουσίασης της αντίστοιχής τους απόδειξης των 

γεωµετρικών θεωρηµάτων. 

Γνωστική Ενότητα 

Η γνωστική ενότητα είναι ένα θεωρητικό εργαλείο που αρχικά είχε προταθεί για 

να ερµηνεύσει τη συµπεριφορά των µαθητών κατά τη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος 

και στη συνέχεια µετασχηµατίστηκε σε εργαλείο που µπορεί να φανεί χρήσιµο για την 
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πρόβλεψη και την ερµηνεία των δυσκολιών που οι µαθητές συναντούν όταν πρέπει να 

παρουσιάσουν µια απόδειξη µιας πρότασης. 

Από την επιστηµολογική ανάλυση της εργασίας προηγούµενων αλλά και 

σηµερινών γεωµετρών αποκαλύπτεται µια συνέχεια µεταξύ δυο διαδικασιών, αυτής της 

διατύπωσης µιας υπόθεσης (πρότασης) και της απόδειξής της (Garutti et al., 1998). Αυτή 

η συνοχή δεν είναι φανερή στη θεωρητική συστηµατοποίηση των αρχαίων κλασσικών 

γεωµετρών, όπως ο Ευκλείδης και ο Απολλώνιος, αλλά υπογραµµίζεται από τον 17ο 

αιώνα, σε έγραφα που αποκαλύπτουν τη διαδικασία µέσα από την οποία ένα αποτέλεσµα 

µπορεί να επιτευχθεί (Bardin, 1988, αναφορά στο Mariotti et al., 1997) Αυτό που 

υπάρχει είναι µια σχέση µεταξύ της υπόθεσης και της έρευνας για µια απόδειξη. 

Η συνοχή µεταξύ των διαδικασιών της διατύπωσης µιας υπόθεσης και της 

κατασκευής της απόδειξής της, εκφράζει ένα γνωστικό φαινόµενο το οποίο αναφέρεται ως 

γνωστική ενότητα. Οι Boero et al. (1996) και Garutti et al. (1998) 1998) περιγράφουν τη 

γνωστική ενότητα ως εξής: Κατά τη διάρκεια της παραγωγής µιας υπόθεσης ο µαθητής 

προοδευτικά επεξεργάζεται τη διατύπωση της υπόθεσής του αναπτύσσοντας µια λογική 

επιχειρηµατολογία η οποία αναµιγνύεται λειτουργικά µε την προσπάθεια αιτιολόγησης 

της ευλογοφάνειας των επιλογών του. Κατά τη διάρκεια του επόµενου σταδίου της 

παρουσίασης αποδείξεων, ο µαθητής συνδέει πάνω σε αυτή τη διαδικασία µε ένα συνεπή 

τρόπο µερικά από τα προηγούµενα παραχθέντα επιχειρήµατα οργανώνοντάς τα σε µια 

λογική αλυσίδα, η οποία και παρουσιάζεται µε το γράψιµο µιας απόδειξης (Σχήµα 2.2). 

Ειδικότερα, οι Boero et al. (αναφορά στο Leung & Lopez-Real, 2002) προτείνουν 

µια υπόθεση για τη διαδικασία παραγωγής υποθέσεων: Η διαδικασία παραγωγής µιας 

υπόθεσης µπορεί να είναι το προϊόν µιας δυναµικής διερεύνησης κατά την επίλυση 
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προβλήµατος, κατά τη διάρκεια της οποίας συµβαίνει, κάποια χρονική στιγµή, η 

αναγνώριση µιας χαρακτηριστικής κανονικότητας ή λογικής συνέπειας, η οποία στη 

συνέχεια θα αποκοπεί από τη φάση της διερεύνησης και θα πάρει την µορφή µιας υπόθεσης 

από µια λογική σκοπιά (εάν…..τότε). 

 

Σχήµα 2.2: Σχηµατική Παράσταση της Λειτουργίας της Γνωστικής Ενότητας 

Πειράµατα τάξεων δείχνουν ότι η φτωχή επιχειρηµατολογία κατά τη φάση 

παραγωγής µιας υπόθεσης αντιστοιχεί στην έλλειψη επιχειρηµάτων κατά τη φάση 

κατασκευής της αντίστοιχης απόδειξης. Αυτή η παρατήρηση φαίνεται να επιβεβαιώνει τη 

στενή επαφή που υπάρχει µεταξύ των διαδικασιών παραγωγής µιας υπόθεσης και της 

αντίστοιχης απόδειξής της (Garutti et al., 1998). Πειραµατικές έρευνες παρέχουν 

στοιχεία για το γεγονός ότι η γνωστική ενότητα µπορεί να «κατασκευαστεί» πάνω στη 

βάση της παραγωγής υποθέσεων σε ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας (Mariotti, 

2000· Mariotti et al, 1997· Olivero, 1999). 
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Μαθηµατικό θεώρηµα 

Στα µαθηµατικά που κάνουν ή χρησιµοποιούν οι µαθηµατικοί η προαναφερθείσα 

συνοχή µεταξύ της πρότασης και της απόδειξης εξετάζεται πάντα σε ένα θεωρητικό 

πλαίσιο. Ακόµα και αν το πλαίσιο αλλάξει µε το χρόνο η ύπαρξη µιας θεωρίας αναφοράς 

ως ένα σύστηµα αρχών και κανόνων αφαίρεσης απαιτείται. Οποιοδήποτε µαθηµατικό 

θεώρηµα χαρακτηρίζεται από µια πρόταση και µια απόδειξη, η δε σχέση µεταξύ της 

πρότασης και της απόδειξης έχει νόηµα µέσα σε ένα θεωρητικό πλαίσιο (Mariotti et al., 

1997· Mariotti, 2000). Κατά συνέπεια ένα µαθηµατικό θεώρηµα θα θεωρείται ένα 

σύστηµα που αποτελείται από µια πρόταση, µια απόδειξη και µια θεωρία αναφοράς 

(Σχήµα 2.3). 

 

Σχήµα 2.3: Μαθηµατικό Θεώρηµα 

Ένα θεώρηµα περιλαµβάνει αφενός την εισαγωγή της ιδέας της επικύρωσης και 

αφετέρου την ανάπτυξη των κανόνων µιας τέτοιας επικύρωσης. Η αποδοχή της 

επικύρωσης (απόδειξη) εξαρτάται από τους κανόνες και τις έννοιες που αυτό το σύστηµα 

επιβάλλει (Mariotti, 2001). Η πρόταση εκφράζει τις υπονοούµενες σχέσεις µεταξύ των 

αρχών µιας θεωρίας και του θέµατος της προς συζήτηση πρότασης και της απόδειξής 
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της, µε όρους που δηλώνονται από τις υποθέσεις (Mariotti et al., 1997). Με το να γίνουν 

αυτές οι σχέσεις φανερές, που αρχικά είναι υπονοούµενες στο διαισθητικό επίπεδο, 

αποτελεί ένα πρώτο βήµα προς την κατασκευή µιας επιχειρηµατολογίας, η οποία στο 

πλαίσιο µιας θεωρίας µπορεί να γίνει απόδειξη. Το θεώρηµα αντιπροσωπεύει ένα 

κοµµάτι της γνώσης και πρέπει να ιδιοποιηθεί από το µαθητή· δηλαδή, για να µπορεί ένα 

θεώρηµα να χρησιµοποιηθεί στον παραγωγικό συλλογισµό πρέπει να αποκτήσει τα 

χαρακτηριστικά µιας διαίσθησης. Για να γίνει όµως αυτό, απαιτείται η σύνδεση της 

πρότασης και της απόδειξής της. 

Η ιστορική- επιστηµολογική ανάλυση δίνει έµφαση στις σηµαντικές πτυχές αυτής 

της σύνθετης σχέσης και παρουσιάζει πώς έχει εξελιχθεί κατά τη διάρκεια των αιώνων. 

Το γεγονός ότι η θεωρία αναφοράς παραµένει συχνά υπονοούµενη οδηγεί κάποιον συχνά 

να ξεχνά ή να και να υποτιµά το ρόλο της στην κατασκευή της έννοιας της απόδειξης 

(Mariotti, 2000). 

Σε ένα δυναµικό περιβάλλον η αφθονία των διαθέσιµων γεωµετρικών εργαλείων 

από το περιβάλλον, µπορεί να επιτείνει την ασάφεια για διαισθητικά γεγονότα και 

θεωρήµατα, και µπορεί να αποτελέσει ένα εµπόδιο στην επιλογή των σωστών στοιχείων 

της παραγωγικής αλυσίδας µιας απόδειξης (είναι δύσκολο να δηλωθεί τι δίνεται - 

αξιώµατα ή «παλιά» θεωρήµατα, και τι πρέπει να αποδειχθεί – «νέα» θεωρήµατα) 

(Mariotti, 2001). 

 

Μετασχηµατιστικός Συλλογισµός - Transformation Reasoning 

Σε ένα δυναµικό περιβάλλον οι δραστηριότητες διατύπωσης υπόθεσης 

περιλαµβάνουν την αλληλεπίδραση µεταξύ των µαθητών και του οπτικού µικρόκοσµου. 
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Εποµένως, απαιτείται ο σχεδιασµός κατάλληλων δραστηριοτήτων που να µπορούν να 

οδηγήσουν στο σχηµατισµό υποθέσεων και να έχουν τη δυνατότητα να οδηγήσουν στην 

ενόραση και την κατανόηση, και όχι οπτικές δραστηριότητες που εστιάζουν στην 

εµπειρική επαλήθευση. Αυτές οι κατάλληλα δοµηµένες δραστηριότητες υπόθεσης πρέπει 

να παράγουν µια αποδεικτική διαδικασία συλλογισµού που ο Simon (1996) ονοµάζει 

µετασχηµατιστικό συλλογισµό (Σχήµα 2.4). 

 

Σχήµα 2.4: Σχηµατική παράσταση της Λειτουργίας του Μετασχηµατιστικού 

Συλλογισµού 

Ο µετασχηµατιστικός συλλογισµός είναι η νοητική ή σωµατική καθιέρωση µιας 

δράσης ή ενός συνόλου δράσεων σε ένα αντικείµενο ή σε ένα σύνολο αντικειµένων που 

επιτρέπουν σε κάποιον να προβλέψει τόσο τους µετασχηµατισµούς που τα αντικείµενα 

υφίστανται όσο και το σύνολο των αποτελεσµάτων αυτών των δράσεων. Στο 

µετασχηµατιστικό συλλογισµό η δυνατότητα να εξεταστεί, όχι µια στατική κατάσταση, 

αλλά µια δυναµική µεταβολή από την οποία µια νέα κατάσταση ή µια συνέχεια της ήδη 

υπάρχουσας προκύπτει, είναι κεντρική. 
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Κατά τον Simon αυτό το είδος του συλλογισµού µεσολαβεί µεταξύ του 

επαγωγικού και του παραγωγικού συλλογισµού και ως εκ τούτου µπορεί όχι µόνο να 

παράγει ένα διαφορετικό τρόπο σκέψης, αλλά µπορεί να εµπλέξει και ένα διαφορετικό 

σύνολο ερωτήσεων. Η µαθηµατική κατανόηση µπορεί να επιτευχθεί όταν ο 

µαθητευόµενος οικειοποιηθεί την αποδεικτική διαδικασία (επιχειρηµατολογία), η οποία 

καθοδηγείται από τον µετασχηµατιστικό συλλογισµό, της κατάλληλης σε ένα ιδιαίτερο 

γεωµετρικό πλαίσιο. 

Ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας είναι κατάλληλο στο µετασχηµατιστικό 

συλλογισµό, επειδή µέσα σε αυτό µια σχηµατική συνέχεια των γεωµετρικών 

καταστάσεων µπορεί να προκύψει οπτικά. Σε ένα τέτοιο περιβάλλον ο 

µετασχηµατιστικός συλλογισµός εφαρµόζεται στα αντικείµενα της οθόνης του 

υπολογιστή µε τη χρήση των διαθέσιµων κατασκευαστικών εργαλείων. 

 

Ο «Τοµέας της Εµπειρίας» - Field of Experience 

Ο Τοµέας της Εµπειρίας είναι ένας θεωρητικός όρος που οι Boero et al., (1995) 

εισήγαγαν αναφερόµενοι σε ένα τοµέα του ανθρώπινου πολιτισµού, που ο δάσκαλος και 

ο µαθητής µπορούν να αναγνωρίσουν και να θεωρήσουν ως ενωτικό και οµοιογενή 

(αναφορά στους Mariotti, 2000· Olivero, 2003). Ορίζεται ως ένα εξελικτικό σύστηµα 

τριών συστατικών: εξωτερικό πλαίσιο, εσωτερικό πλαίσιο µαθητή, εσωτερικό πλαίσιο 

δασκάλου. 

Η έννοια των εσωτερικών και εξωτερικών πλαισίων αφορά την κατασκευή ενός 

κοινού χώρου εργασίας. Το εσωτερικό πλαίσιο αναφέρεται στο τι υπάρχει και τι 

συµβαίνει στο µυαλό των µαθητή-δασκάλου, και το εξωτερικό πλαίσιο στο τι παράγεται 
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και τι είναι ορατό και αναγνωρίσιµο (για παράδειγµα, υπολογιστής, λογισµικό δυναµικής 

γεωµετρίας, σχήµατα, σχέδια, προτάσεις, γεωµετρικά εργαλεία, χειρονοµίες, κείµενα, 

διάλογοι κτλ.). Μάθηση µπορεί να επιτευχθεί εφόσον τα πλαίσια είναι σαφή και είναι σε 

θέση να επικοινωνήσουν. Η ανάπτυξη του τοµέα της εµπειρίας είναι αποτέλεσµα 

αλληλεπιδράσεων µεταξύ αυτών των πλαισίων και πραγµατοποιείται µέσω 

δραστηριοτήτων που στοχεύουν στην κοινωνική κατασκευή της γνώσης. Οι 

δραστηριότητες µέσα σε οποιονδήποτε τοµέα της εµπειρίας µπορούν να έχουν 

διαφορετικούς στόχους, για παράδειγµα, στόχους σχετικούς µε την προσέγγιση 

γεωµετρικών θεωρηµάτων ή την παραγωγή εννοιών. Αυτό απαιτεί την ύπαρξη 

χαρακτηριστικών γνωρισµάτων του συγκεκριµένου τοµέα της εµπειρίας. Όπως, η 

παρουσία συγκεκριµένου εξωτερικού πλαισίου για την εκτέλεση συγκεκριµένων 

ενεργειών που επιτρέπουν την εσωτερικοποίηση του οπτικού πεδίου όπου 

πραγµατοποιούνται τα νοητικά πειράµατα· η παρουσία εργαλείων σηµειολογικής 

(δια)µεσολάβησης που επιλέγονται από το δάσκαλο και αποτελούν µέρος της 

πολιτιστικής κληρονοµιάς προκειµένου να επιτευχθεί ο επιλεγόµενος στόχος και η 

κατασκευή ενός εξελισσόµενου εσωτερικού πλαισίου, που εξελίσσεται µέσα από τη 

δυναµική διερεύνηση (Mariotti et al., 1997˙ Mariotti, 2000). 

 

Γνωστικές διαδικασίες «Ανόδου» και «Καθόδου» 

Έχει υποστηριχθεί ότι περιβάλλοντα δυναµικής γεωµετρίας τείνουν να 

ενισχύσουν και να αναδείξουν κάποιους τύπους εµπειρικών αιτιολογιών και να 

εµποδίσουν τις τυπικές αιτιολογίες (Healy, 2000). Οι διάφορες ταξινοµήσεις των 

αιτιολογιών των µαθητών από διάφορους ερευνητές υποθέτουν σιωπηρά ότι οι µαθητές 
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εργάζονται µε ένα συγκεκριµένο γραµµικό τρόπο από την αρχή µέχρι το τέλος της λύσης 

ενός προβλήµατος (Marrades & Gutierrez, 2000). Εντούτοις, η πραγµατικότητα είναι σε 

πολλές περιπτώσεις διαφορετική. Πολλοί µαθητές αρχίζουν µε έναν εµπειρικό έλεγχο και 

όταν καταλάβουν το πρόβληµα και τον τρόπο µε τον οποίο µπορεί να δικαιολογηθεί η 

υπόθεση, συνεχίζουν µε µια παραγωγική αιτιολόγηση. Είναι επίσης συνηθισµένο να 

γίνονται διάφορα άλµατα µεταξύ των εµπειρικών και παραγωγικών µεθόδων κατά τη 

διάρκεια της λύσης ενός προβλήµατος. 

Οι Arzarello et al. (2002) και Olivero (1999), από την εξέταση αυτών των 

περιπτώσεων, διατύπωσαν την ύπαρξη γνωστικών διαδικασιών οι οποίες 

αποκαλύπτονται µε τις στρατηγικές συρσίµατος που ακολουθούν οι µαθητές σε 

δραστηριότητες µέσα σε ένα δυναµικό περιβάλλον, και οι οποίες φανερώνουν την 

ύπαρξη γνωστικών µετατοπίσεων από το εµπειρικό- αντιληπτικό επίπεδο σε ένα 

θεωρητικό και τανάπαλι στις δραστηριότητες των µαθητών: 

 ∆ιαδικασίες Ανόδου (ascending processes), από τα σχέδια στη θεωρία, 

προκειµένου να κατανοηθεί το πρόβληµα, να παραχθεί µια υπόθεση ή να ελεγχθεί, να 

αναζητηθούν οι κανονικότητες, οι σταθερές, κλπ. Οι διαδικασίες ανόδου χαρακτηρίζουν 

µια εµπειρική δραστηριότητα και συγκεκριµένα τη φάση διερεύνησης που υποστηρίζεται 

από τον επαγωγικό συλλογισµό. 

 ∆ιαδικασίες Καθόδου (descending processes,) από τη θεωρία στα σχέδια, 

προκειµένου να επικυρωθούν ή να αντικρουστούν οι υποθέσεις, να ελεγχθούν οι 

ιδιότητες, να παραχθεί µια παραγωγική αιτιολόγηση. 

Οι µορφές ανόδου και καθόδου: 

 ποικίλλουν κατά τη διάρκεια της λειτουργίας συρσίµατος, 
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 χαρακτηρίζουν τον τρόπο µε τον οποίο οι µαθητές εξετάζουν αυτό που 

θεωρείται ως δοθέν και αυτό που εικάζεται να βρεθεί, και 

 αποτελούν ένα λεπτό γνωστικό σηµείο. 

Είναι ακριβώς σε αυτές τις δύο διαδικασίες που κάποιος µπορεί να παρατηρήσει τις 

διαφορετικές δυναµικές µεταξύ του περιβάλλοντος της γεωµετρίας µε χαρτί και µολύβι 

και της δυναµικής γεωµετρίας. 

Η µετάβαση από τις διαισθητικές- εµπειρικές πτυχές στις θεωρητικές µέσω των 

µορφών ανόδου και καθόδου δεν συµβαίνει αυτόµατα, δεν είναι ούτε απλή ούτε 

αυθόρµητη, αλλά είναι συνέπεια συγκεκριµένων διδακτικών επεµβάσεων του δασκάλου 

προκειµένου να βοηθήσει τους µαθητές σε µια τέτοια διαδικασία µέσα στα δυναµικά 

περιβάλλοντα γεωµετρίας (Arzarrelo et al., 2002· Mariotti & Bartolini Bussi, 1998). 

 

Η Θεωρία των Σχηµατοποιηµένων Εννοιών - Figural Concepts 

Στο γεωµετρικό συλλογισµό περιλαµβάνεται ένα ιδιαίτερο είδος νοητικού 

αντικειµένου (mental object), το γεωµετρικό σχήµα. Ένα γεωµετρικό σχήµα, στο 

γεωµετρικό συλλογισµό, δεν είναι ούτε µια καθαρή εικόνα ούτε µια καθαρή έννοια 

(Mariotti, 1997). Είναι µια νοητική κατασκευή η οποία χειραγωγείται από το γεωµετρικό 

συλλογισµό και στερείται συγκεκριµένων αισθητηριακών ιδιοτήτων (Κολέζα, 2000, σελ. 

261). Για το γεωµέτρη, τα γεωµετρικά αντικείµενα θεωρούνται αµιγείς (pure) νοητικές 

οντότητες και αντιµετωπίζονται σε αµιγώς νοητικό επίπεδο και µια υλική διερεύνηση δεν 

είναι αυστηρά απαραίτητη, για να αυξηθεί και να αναπτυχθεί η γεωµετρική γνώση. 

Παρόλα αυτά η γεωµετρία διατηρεί την ιδιοµορφία της και συντηρεί στη διαδικασία 
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συλλογισµού µια εικονική αναπαράσταση της πραγµατικότητας του χώρου (Mariotti, 

1997). 

Ο Fischbein (1993,αναφορά στο Mariotti, 1997) εισάγει την έννοια των 

σχηµατοποιηµένων εννοιών (figural concepts), που αναφέρονται στα γεωµετρικά 

σχήµατα ως νοητικές οντότητες που κατέχουν, ταυτόχρονα, και εννοιολογικές και 

σχηµατικές ιδιότητες. Η έννοια του γεωµετρικού σχήµατος κατά τον Fischbein (1993, 

αναφορά στο Κολέζα, 2000, σελ. 261) εµπεριέχει τρεις κατηγορίες νοητικών οντοτήτων : 

τον ορισµό (the definition), την εικόνα (the image) που στηρίζεται στην 

αισθησιοαντιληπτική εµπειρία και τη σχηµατική έννοια (the figural concept) (Σχήµα 2.5). 

 

Σχήµα 2.5:  Σχήµα και Νοητικές Οντότητες 

Ένα σχέδιο δεν είναι αυτό το ίδιο το γεωµετρικό σχήµα, αλλά µια γραφική, υλική 

παρουσίασή του. Το γεωµετρικό σχήµα είναι η ιδέα που αντιστοιχεί στο σχέδιο που 

καθορίζεται επακριβώς από τον ορισµό του. Ένα γεωµετρικό σχήµα, όµως, ως 

αντικείµενο της Γεωµετρίας εµπίπτει και σε µια ιδιαίτερη κατηγορία εννοιών, τις 

λογικοµαθηµατικές έννοιες. Αυτές οι έννοιες δεν έχουν σχηµατική µορφή, δεν είναι 
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ασαφείς και αφορούν πράξεις, σχέσεις και τελεστές που δεν υπάρχουν αυτούσια στο 

περιβάλλον και για το λόγο αυτό οι αναπαραστάσεις τους δεν µπορεί να θεωρηθούν 

προϊόντα της εµπειρίας (Κωσταρίδου- Ευκλείδη, 1992). Για παράδειγµα, ένα τρίγωνο 

είναι µια αφηρηµένη, ιδεατή και τυπικά καθορισµένη οντότητα, είναι µια έννοια. 

Συγχρόνως όµως είναι και µια οπτική εικόνα, έχει συγκεκριµένες σχηµατικές ιδιότητες 

και συνοδεύεται από τον ορισµό του. Η συνιστώσα της εικόνας παρακινεί τη σκέψη προς 

νέες κατευθύνσεις. Οποιοσδήποτε γεωµετρικός συλλογισµός εξετάζει ένα µίγµα δυο 

ανεξάρτητων, καθορισµένων οντοτήτων που είναι, αφ’ ενός, αφηρηµένες ιδέες (έννοιες) 

και αφ’ ετέρου, αναπαραστάσεις που αντανακλούν µερικές συγκεκριµένες διαδικασίες. 

Για παράδειγµα, ο γεωµετρικός συλλογισµός στην ισότητα δυο τριγώνων αναφέρεται 

στις έννοιες της γωνίας, πλευράς, σηµείο, τρίγωνο, αλλά και στις σχηµατικές 

πληροφορίες και στις σχηµατικά αναπαριστώµενες διαδικασίες, όπως η επίθεση δυο 

γωνιών ή των πλευρών που οριοθετούν τη γωνία, και επίσης στη µεταξύ τους σχέση 

ισότητας (λογικοµαθηµατική έννοια). 

Σε ένα περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας τα αντικείµενα στην οθόνη του 

υπολογιστή, όταν έχουν κατασκευαστεί κατάλληλα, έχουν µια διπλή φύση, σχηµατική 

και εννοιολογική· είναι σχήµατα αλλά και ιδεατές γεωµετρικές έννοιες, οι οποίες 

περιορίζονται τυπικά στο πλαίσιο ενός αξιωµατικού συστήµατος. Αυτή τη συµβίωση 

µεταξύ της έννοιας και του σχήµατος είναι το συστατικό που υποκινεί σε νέες 

κατευθύνσεις τη σκέψη, αλλά δεν παύει να υπάρχουν εννοιολογικοί περιορισµοί οι 

οποίοι και ελέγχουν την τυπική αυστηρότητα της διαδικασίας (Fischbein, 1993· 

εισαγωγή στο Mariotti et al., 1997). Ενδεχοµένως ο µετασχηµατιστικός συλλογισµός, 

που παρακινείται από κατάλληλα διαµορφωµένες δραστηριότητες διατύπωσης 
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υποθέσεων σε ένα δυναµικό περιβάλλον, να επιτρέπει τη διαδικασία παραγωγής και 

απόδειξης ενός θεωρήµατος να συγκλίνει προς τις σχηµατοποιηµένες έννοιες, οι οποίες 

µε τη σειρά τους θα µπορούσαν να οδηγήσουν στις τυπικές µαθηµατικές αποδείξεις 

(Leung & Lopez-Real, 2002). 

 

Επίπεδα Γεωµετρικής Σκέψης Van Hiele 

Πολλές φορές οι δάσκαλοι των µαθηµατικών βρίσκονται µπροστά σε ένα 

αδιέξοδο, όταν ζητούν από τους µαθητές τους να σκεφτούν «γεωµετρικά» µε τις 

δραστηριότητες στις οποίες εµπλέκονται. Αυτό περιλαµβάνει την ικανότητα να δοθεί ή 

να κατανοηθεί ένας τυπικός ορισµός ενός γεωµετρικού αντικειµένου, να κατασκευαστεί 

ή να ακολουθηθεί µια τυπική απόδειξη, και να αντιµετωπιστούν τα προβλήµατα που 

πιθανόν να προκύψουν. ∆εν είναι µόνο ότι οι µαθητές δυσκολεύονται, αλλά είναι σαν να 

λειτουργούν σε ένα διαφορετικό στόχο από αυτόν που τους τίθεται. Τα αντικείµενα, οι 

χρησιµοποιούµενοι συλλογισµοί και η χρησιµοποιούµενη γλώσσα είναι διαφορετικά. 

Υπάρχει µια απόκλιση µεταξύ των αναµενόµενων αποδόσεων στη γεωµετρία και του 

επιπέδου της γεωµετρικής σκέψης των µαθητών. 

Οι.van Hiele (1986) προσπάθησαν να εξηγήσουν γιατί οι µαθητές συναντούν 

προβλήµατα στην εκµάθηση της ευκλείδειας γεωµετρίας και πρότειναν έναν κύκλο 

εκµάθησης, γνωστό ως επίπεδα van Hiele. Κατά τους van Hiele οι δυσκολίες που οι 

µαθητές συναντούν στην εκµάθηση της ευκλείδειας οφείλονται στο γεγονός ότι τα 

προγράµµατα σπουδών της γεωµετρίας παρουσιάζονται σε επίπεδο υψηλότερο από 

εκείνο των µαθητών. Με άλλα λόγια, οι µαθητές δεν µπορούν να καταλάβουν το 

δάσκαλο, αλλά και ο δάσκαλος δεν µπορεί να καταλάβει γιατί οι µαθητές δεν 
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καταλαβαίνουν. Οι µαθητές στερούνται απλά της απαραίτητης γεωµετρικής εµπειρίας. 

Οι έρευνες του Senk (1989, αναφορά στο Weber, 2003) επιβεβαίωσαν τον παραπάνω 

ισχυρισµό των van Hiele, ότι, δηλαδή, οι πιο πολλοί µαθητές βρίσκονται σε χαµηλότερο 

επίπεδο κατανόησης van Hiele από αυτό που απαιτείται από το πρόγραµµα σπουδών. 

Οι van Hiele διέκριναν πέντε ιδιαίτερα επίπεδα σκέψης όσον αφορά την 

ανάπτυξη της κατανόησης των µαθητών στη γεωµετρία. Τα γενικά χαρακτηριστικά κάθε 

επιπέδου µπορούν να περιγραφούν ως εξής (αναφορά στα Κολέζα Ε., 2000 & de Villiers 

1996): 

 Πρώτο επίπεδο: Επίπεδο Αναγνώρισης (Recognition) ή Οπτικοποίησης  

(Visualization). Οι µαθητές αναγνωρίζουν οπτικά τα σχήµατα ως µια ολότητα µε βάση τη 

µορφή τους και όχι σε σχέση µε τις ιδιότητές τους. Αναγνωρίζουν τα τρίγωνα, τα 

τετράγωνα, τα παραλληλόγραµµα, και ούτω καθ' εξής από τη µορφή τους, αλλά δεν 

µπορούν να προσδιορίσουν τις ιδιότητες αυτών των σχηµάτων. 

 ∆εύτερο επίπεδο: Περιγραφικό επίπεδο (Descriptive) ή Ανάλυσης (Analysis). Σε 

αυτό το επίπεδο τα σχήµατα αναγνωρίζονται από τις ιδιότητές τους. Οι µαθητές είναι 

ικανοί να ανακαλύπτουν και να περιγράφουν τις ιδιότητες των σχηµάτων και µαθαίνουν 

την κατάλληλη τεχνική ορολογία για την περιγραφή τους, αλλά δεν µπορούν να 

συσχετίζουν τα σχήµατα ή τις ιδιότητες των σχηµάτων. 

 Τρίτο επίπεδο: Θεωρητικό επίπεδο (Theoretical level) ή επίπεδο Άτυπης 

Παραγωγής ( Informal deduction) ή ∆ιάταξης (Ordering). Οι µαθητές µπορούν να 

διατάζουν λογικά τα σχήµατα και τις ιδιότητές τους, αρχίζουν να αντιλαµβάνονται το 

ρόλο του ορισµού και µπορούν να ακολουθήσουν απλές παραγωγικές συλλογιστικές 

διαδικασίες, αλλά δεν µπορούν ακόµη να κατανοήσουν ή να συνθέσουν µια πλήρη 
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απόδειξη. Μπορούν για παράδειγµα να επιλέξουν από την πλήρη λίστα των ιδιοτήτων 

του τετραγώνου τις ικανές συνθήκες για τον προσδιορισµό του και είναι ικανοί να 

αναγνωρίσουν ιδιότητες εγκλεισµού ( τα τετράγωνα είναι ορθογώνια). 

 Τέταρτο επίπεδο: Επίπεδο Τυπικής λογικής (Formal logic) ή Τυπικής Παραγωγής. 

Οι µαθητές αντιλαµβάνονται τη σηµασία της παραγωγικής διαδικασίας ως ένα µέσο 

κατασκευής και ανάπτυξης της γεωµετρικής θεωρίας. Αρχίζουν να καταλαβαίνουν τη 

σηµασία της αφαίρεσης, το ρόλο των αξιωµάτων, των θεωρηµάτων στην κατασκευή 

αποδείξεων, και ως εκ τούτου είναι ικανοί να αναπαράγουν ή να συνθέτουν αποδείξεις. 

Σε πολλά προγράµµατα σπουδών η ουσιαστική µελέτη της γεωµετρίας ξεκινά από αυτό 

το επίπεδο. 

 Πέµπτο επίπεδο: Επίπεδο Αυστηρότητας (Rigor). Οι µαθητές µπορούν να 

εργαστούν µε µια ποικιλία αξιωµατικών συστηµάτων και είναι ικανοί για αφηρηµένους 

συλλογισµούς και πλήρεις αποδείξεις. Η γεωµετρία αναγνωρίζεται ως αφηρηµένος 

αυστηρός κλάδος. 

Η θεωρία των van Hiele θέτει ως χαρακτηριστικά των επιπέδων γεωµετρικής σκέψης τα 

εξής: 
 Η σειρά µε την οποία οι µαθητές περνούν από το ένα επίπεδο στο άλλο 

είναι αµετάβλητη. Με άλλα λόγια, ένας µαθητής δεν µπορεί να είναι σε επίπεδο 

χωρίς να περάσει από το προηγούµενό του. 

 ∆ύο µαθητές που βρίσκονται σε διαφορετικά επίπεδα δεν µπορούν να 

επικοινωνήσουν µεταξύ τους.  

 Τα επίπεδα είναι διακριτά και σφαιρικά. Σε κάθε επίπεδο σκέψης αυτό 

που ήταν εγγενές στο προηγούµενο επίπεδο γίνεται εξωγενές στο τρέχον επίπεδο.  
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 Κάθε επίπεδο έχει τα ιδιαίτερά του γλωσσικά σύµβολα και το δίκτυο 

σχέσεών του που συνδέουν εκείνα τα σύµβολα. 

Η µετακίνηση από το ένα επίπεδο στο άλλο απαιτεί χρόνο και εµπειρία για την ανάπτυξη 

του λεξιλογίου, τη χρήση των κατάλληλων τύπων συλλογισµού για το νέο επίπεδο. Αυτή 

η µετάβαση από το ένα επίπεδο στο άλλο δεν είναι µια φυσική διαδικασία, αλλά 

αποτέλεσµα ενός προγράµµατος διδασκαλίας – µάθησης. 

Σήµερα το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας αναγνωρίζεται ευρέως ως εργαλείο 

οπτικοποίησης. Πρόσφατες εµπειρικές µελέτες παρέχουν στοιχεία ότι τα περιβάλλοντα 

δυναµικής γεωµετρίας συµβάλλουν στην ανάπτυξη της γεωµετρικής σκέψης των 

µαθητών και ότι η χρήση ενός τέτοιου λογισµικού, και ιδιαίτερα ο δυναµικός χειρισµός 

των γεωµετρικών σχηµάτων µε το «σύρσιµο», µπορεί να βοηθήσει στη µετάβαση από το 

ένα επίπεδο van Hiele στο άλλο µέσα από κατάλληλα σχεδιασµένες δραστηριότητες και 

µε την καθοδήγηση του δασκάλου (Jones, 2000· Gawlick, 2004). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙΙ  
 

ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΕΣ ΛΟΓΙΣΜΙΚΟΥ ∆ΥΝΑΜΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

 

Στα πλαίσια του τι µαθαίνεται και πώς µαθαίνεται, από την προοπτική της 

κοινωνικο-πολιτισµικής θεωρίας (Sierpinska & Kilpatrick, 1998) η υπόθεση είναι ότι η 

χρήση ενός εργαλείου όπως ένα λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας δε χρησιµεύει απλά 

στο να διευκολύνει τις νοητικές διαδικασίες· αντί αυτού, η χρήση του θεωρείται ότι 

διαµορφώνει και µετασχηµατίζει πλήρως τις νοητικές διαδικασίες των χρηστών (Jones, 

2000· Bartollini Bussi & Mariotti 1999). 

Ο όρος λειτουργίες του λογισµικού ∆υναµικής Γεωµετρίας αναφέρεται στο 

σύνολο των «σηµείων» του λογισµικού και των «δράσεων» που αυτά υποστηρίζουν 

µέσω των οποίων επιτυγχάνεται η παροχή κινήτρων για απόδειξη και η εισαγωγή των 

µαθητών στην αποδεικτική διαδικασία. 

Οι λειτουργίες του περιβάλλοντος ενός λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας και ο 

τρόπος µε τον οποίον αυτές µεσολαβούν στη συνεργασία των γνωστικών διαδικασιών 

του γεωµετρικού συλλογισµού (παραγωγή υποθέσεων και γεωµετρικών αποδείξεων) και 

οι λειτουργίες των γνωστικών διαδικασιών της οπτικοποίησης και της διερεύνησης, όπως 

διαµορφώνονται από την παραπάνω µεσολάβηση, συζητούνται στη συνέχεια. 

 

Η Μεσολάβηση των «Αντικειµένων» του Μικρόκοσµου ∆υναµικής Γεωµετρίας 

Κατά τους Mariotti (2000, 2001) και Cerulli και Mariotti (2003), από την άποψη 

της θεωρίας του Vygotsky, τα σχήµατα, τα εργαλεία και οι εντολές σε ένα περιβάλλον 

δυναµικής γεωµετρίας µπορούν να θεωρηθούν ως εξωτερικά σηµάδια της γεωµετρικής 
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θεωρίας και υπό αυτή τη µορφή µπορεί να γίνουν όργανα της σηµειολογικής 

µεσολάβησης τα οποία µπορούν να εισάγουν τους µαθητές στη θεωρητική σκέψη. 

Μια αντιστοιχία µεταξύ του κόσµου των εργαλείων σε ένα δυναµικό περιβάλλον 

και του θεωρητικού κόσµου της ευκλείδειας γεωµετρίας φαίνεται να υπάρχει (Mariotti, 

2000, 2001). Ένας µικρόκοσµος, Cabri, Sketchpad, Euclidraw κ.α., ενσωµατώνει τη 

σχολική Ευκλείδεια Γεωµετρία µε τα στοιχεία της και τις ιδιότητές τους, όπως σηµεία, 

ευθεία, κύκλοι, µέσο τµήµατος, διχοτόµος γωνίας, κάθετος, παραλληλία. Τα βασικά 

εργαλεία είναι «αντικείµενα» που αναπαριστάνουν απλά ή και σύνθετα γεωµετρικά 

σχήµατα και είναι σηµάδια των αξιωµάτων, ορισµών και θεωρηµάτων. 

Τα διαθέσιµα από το µικρόκοσµο «αντικείµενα» χαρακτηρίζονται τόσο από την 

υπολογιστική φύσης τους, όσο και από τη δύναµή τους η οποία πηγάζει από τη σχέση 

τους µε τη γεωµετρική γνώση (Mariotti, 2000): 

 Τα γεωµετρικά σχήµατα καθίστανται ρεαλιστικά από τα σχήµατα της οθόνης του 

υπολογιστή. 

 Οποιοδήποτε σχήµα στην οθόνη είναι το αποτέλεσµα µιας διαδικασίας 

κατασκευής που λαµβάνεται µετά από επαναλαµβανόµενη χρήση εργαλείων που 

επιλέγονται µεταξύ εκείνων που είναι διαθέσιµα, µέσα από επιλογή µιας σειράς εντολών 

από το menu εντολών, όπως για παράδειγµα η εντολή «κατασκευή»- «διχοτόµος γωνίας» 

(Cabri, Sketchpad). 

 Οι σχέσεις µεταξύ των γεωµετρικών σχηµάτων καθίστανται ρεαλιστικές από τις 

δυναµικές σχέσεις των σχηµάτων της οθόνης. 

 Η λειτουργία της «δοκιµής µε το σύρσιµο» (dragging test) παρέχει έναν 

αντιληπτικό έλεγχο της ορθότητας της κατασκευής. 
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 Νέα εργαλεία µπορούν να εισαχθούν χρησιµοποιώντας µια συγκεκριµένη εντολή 

(macro construction για παράδειγµα στο λογισµικό Cabri II). Τέτοιες νέες εντολές 

γίνονται σηµάδια νέων θεωρηµάτων. 

 

Το Σχήµα 

Η γεωµετρία που διδάσκεται στο σχολείο φαίνεται να µην αλλάζει ουσιαστικά τη 

σχέση µεταξύ ενός σχεδίου και ενός γεωµετρικού σχήµατος. Ένα σχέδιο είναι σίγουρα 

περιορισµένο στον κόσµο της εµπειρίας και η σύνδεση µεταξύ της θεωρίας και του 

σχεδίου ελέγχεται από τα πρότυπα µέσω των εµπειρικών επαληθεύσεων (Mariotti, 1997). 

Στην πραγµατικότητα τα γεωµετρικά σχήµατα διαδραµατίζουν ένα διφορούµενο ρόλο: 

Αφενός αναφέρονται σε θεωρητικά αντικείµενα, και αφετέρου διαθέτουν γραφικές και 

χωρικές (graphical-spatial) ιδιότητες, οι οποίες µπορεί να δώσουν αφορµή για µια µε το 

«µάτι» δραστηριότητα του ατόµου (Laborde, 2000). 

Τα σχήµατα στην οθόνη ενός µικρόκοσµου δεν µπορούν να θεωρηθούν ως 

γνήσιοι αντιπρόσωποι στο διαισθητικό επίπεδο· είναι σχέδια που έχουν µια εγγενή 

λογική ανάλογα µε τη διαδικασία που έχει χρησιµοποιηθεί προκειµένου να εµφανιστούν 

στην οθόνη του υπολογιστή. Η λογική της «µηχανής» γίνεται η λογική του σχεδίου. Η 

κατανόηση και η διαχείριση αυτής της λογικής είναι απαραίτητες για µια παραγωγική 

αλληλεπίδραση µε τα σχέδια στην οθόνη (Mariotti, 1997). 

Όσον αφορά τη γεωµετρία ο ρόλος µεσολάβησης των σχεδίων της οθόνης είναι 

περίπλοκος. Εξαρτάται τόσο από τη διαίσθηση και την αντίληψη έννοιας 

(conseptualisation), όσο και από την αλληλεπίδρασή τους. Οι εικόνες στην οθόνη ενός 

µικρόκοσµου είναι εξωτερικές αναπαραστάσεις αυτού που ο Fischbein (1993, αναφορά 
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στη Mariotti, 1997) αποκαλεί σχηµατοποιηµένες έννοιες (figural concept) στο νοητικό 

επίπεδο, οντότητες µε εννοιολογικές ιδιότητες. Εποµένως για να διευθετηθούν οι εικόνες 

της οθόνης, και το σχηµατικό (figural) και το εννοιολογικό (conceptual) συστατικό 

πρέπει να ληφθεί υπόψη. Ένας οποιοδήποτε στόχος κατασκευής πρέπει να ερµηνευθεί 

και στο σχηµατικό και στο εννοιολογικό επίπεδο. Οι εµπλεκόµενες έννοιες γίνονται 

συγκεκριµένες από τη σειρά των διαφορετικών εντολών που χρησιµοποιούνται στη 

διαδικασία κατασκευής τους. Οι µαθητές πρέπει να επιτύχουν τον εννοιολογικό έλεγχο 

αυτού που βλέπουν στην οθόνη του υπολογιστή (Mariotti et al., 1997). Οι 

δραστηριότητες σε ένα δυναµικό περιβάλλον είναι χρήσιµες εφόσον αναπτυχθεί η σωστή 

αλληλεπίδραση µεταξύ των σχηµατοποιηµένων και εννοιολογικών συστατικών του 

γεωµετρικού συλλογισµού. 

 

Οι Κατασκευές 

Μια γεωµετρική κατασκευή αποτελείται από µια διαδικασία η οποία, µέσω της 

χρήσης συγκεκριµένων εργαλείων και σύµφωνα µε συγκεκριµένους κανόνες, παράγει 

ένα σχέδιο. Μια κατασκευή θεωρείται σωστή, αν τα εργαλεία έχουν χρησιµοποιηθεί 

σύµφωνα µε καθορισµένους κανόνες. Η ιδέα της κατασκευής και η εξέλιξή της από το 

εµπειρικό στο θεωρητικό επίπεδο αποτελεί το κλειδί στην πρόσβαση της ιδέας του 

«µαθηµατικού θεωρήµατος», κινούµενη από µια γενική ιδέα της αιτιολόγησης προς την 

ιδέα της επικύρωσης– την ιδέα της απόδειξης- µέσα σε ένα γεωµετρικό σύστηµα 

(Mariotti, 2001). 
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Οι Κατασκευές στο Πλαίσιο της Σχολικής Γεωµετρίας 

Από την αρχαιότητα οι γεωµετρικές κατασκευές είχαν θεµελιώδη θεωρητική 

σηµασία (Heath, 1956 σελ. 124), η οποία εµφανίζεται σαφώς στην ιστορία των κλασικών 

αδύνατων προβληµάτων. Στο πλαίσιο της ευκλείδειας γεωµετρίας τα σχεδιαστικά 

εργαλεία διαβήτης και χάρακας, παρά την εµπειρική τους προέλευση, µπορούν να 

συλληφθούν ως θεωρητικά εργαλεία τα οποία καθορίζουν µια ιδιαίτερη γεωµετρία 

(Mariotti, 2001). Τα εργαλεία και οι κανόνες χρήσεις τους αντιστοιχούν στα αξιώµατα 

και τα θεωρήµατα ενός θεωρητικού συστήµατος, έτσι ώστε οποιαδήποτε κατασκευή 

αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριµένο θεώρηµα (Mariotti, 1997). Μέσα σε ένα τέτοιο 

σύστηµα, ένα θεώρηµα επικυρώνει την ακρίβεια της κατασκευής. Οι σχέσεις µεταξύ των 

στοιχείων του σχεδίου που παράγεται από την κατασκευή δηλώνονται από ένα θεώρηµα 

σχετικό µε το γεωµετρικό σχήµα που παρουσιάζεται από το σχέδιο (Mariotti, 2001, 

2000,1997· Mariotti et al., 1997). 

Η σχέση µεταξύ µιας γεωµετρικής κατασκευής, µε χαρτί και µολύβι, και του 

θεωρήµατος που την επικυρώνει δεν φαίνεται να είναι άµεση στους µαθητές. Η προσοχή 

εστιάζεται στην άµεση αντίληψη πάνω στο σχέδιο το ίδιο και η ακρίβειά του ελέγχεται 

από µια εµπειρική αξιολόγηση. Η θεωρητική επικύρωση του σχεδίου αφορά τη 

διαδικασία κατασκευής παρά το παραγόµενο σχέδιο και δεν επιτυγχάνεται αυθόρµητα, 

αλλά µπορεί να προκύψει µέσα από επιλεγµένες αναφορές και δράσεις των µαθητών από 

τον τοµέα της εµπειρίας τους (Mariotti et al., 1997). 

Οι Κατασκευές στο Μικρόκοσµο της ∆υναµικής Γεωµετρίας 

Παρά τη θεµελιώδη θεωρητική τους αξία, οι γεωµετρικές κατασκευές φαίνεται να 

χάνουν την κεντρική τους θέση στο αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών της γεωµετρίας 
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(Mariotti, 2001). Εντούτοις, η εµφάνιση των λογισµικών πακέτων της δυναµικής 

γεωµετρίας ανανεώνει το ενδιαφέρον για τις κατασκευές. 

Η δυναµική γεωµετρία παρέχει έναν κατασκευαστή ακριβείας για: 

 Οποιαδήποτε Ευκλείδεια κατασκευή µε χάρακα και διαβήτη. 

 Οποιοδήποτε σχήµα που µπορεί να προκύψει εφαρµόζοντας σχετικούς 

µετασχηµατισµούς (ισοµετρίες, περιστροφές, ανακλάσεις, οµοιοθεσίες) σε µια 

Ευκλείδεια κατασκευή, 

 Οποιοδήποτε γεωµετρικό τόπο ενός ή πλήθους αντικειµένων που προκύπτει όταν 

µέρος της κατασκευής µεταφέρεται στο χώρο. 

Η εµπιστοσύνη στην ακρίβεια των γεωµετρικών σκίτσων και των µετρήσεων του 

λογισµικού είναι τόσο βασική και, παρόλο που δεν συζητείται, εννοείται σε κάθε 

συζήτηση επιχειρηµατολογίας. Βέβαια, η ακρίβεια περιορίζεται από τις 

προγραµµατισµένες δυνατότητες του δυναµικού λογισµικού, της ακρίβειας της οθόνης 

και της αξιοπιστίας του εκτυπωτή, και µπορεί να µειωθεί από την επιλογή ευρετικών για 

ένα αλγόριθµο ή από αδυναµίες που ένα τέτοιο πολύπλοκο λογισµικό µπορεί να 

παρουσιάσει. 

Η επίδραση των περισσότερων από τα διαθέσιµα εργαλεία ενός λογισµικού 

δυναµικής γεωµετρίας αντιστοιχεί µε την έννοια των κλασσικών γεωµετρικών 

εργαλείων, αφού ένα σχήµα στο µικρόκοσµο λαµβάνεται µε την τοµή γραµµών και 

κύκλων, µε την κατασκευή καθέτων και παράλληλων γραµµών. 

Στο πλαίσιο των γεωµετρικών κατασκευών οι παρεχόµενες δυνατότητες από τη 

δυναµική γεωµετρία για γεωµετρικές κατασκευές επιβάλλουν τη διερεύνηση της σχέσης 
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µεταξύ της γεωµετρίας που ενσωµατώνεται σε ένα δυναµικό περιβάλλον και της 

γεωµετρίας µε χαρτί και µολύβι. 

Ένα γεωµετρικό σχήµα στον κόσµο της σχολικής γεωµετρίας µε χαρτί και µολύβι 

είναι η σύνθεση εκείνων των στοιχείων που ενσωµατώνουν τις διάφορες σχέσεις οι 

οποίες αφορούν τους διάφορους ορισµούς και θεωρήµατα της γεωµετρίας. Στον κόσµο 

της δυναµικής γεωµετρίας τα στοιχεία ενός γεωµετρικού σχήµατος σχετίζονται µε µια 

ιεραρχία σχέσεων και ιδιοτήτων που αντιστοιχούν στη διαδικασία κατασκευής τους, µια 

διαδικασία τήρησης ορισµένων προϋποθέσεων λογικής και χρήσης συγκεκριµένων 

εργαλείων. Η κατασκευή ενός γεωµετρικού σχήµατος στον κόσµο της δυναµικής 

γεωµετρίας είναι κατασκευή µιας «ιδιαίτερης» περίπτωσης, ενώ σε περιβάλλον µε χαρτί 

και µολύβι είναι η κατασκευή µιας «γενικής» περίπτωσης (Sanchez & Sacristan, 2003). 

Και στους δυο κόσµους, οι γεωµετρικές κατασκευές πρέπει να είναι έγκυρες. Το 

κριτήριο επικύρωσης της εγκυρότητας της κατασκευής στους δυο κόσµους είναι 

διαφορετικό: Στον κόσµο της κλασικής ευκλείδειας γεωµετρίας µια κατασκευή είναι 

αποδεκτή αν και µόνο αν έχει γίνει µε τη χρήση του χάρακα και του διαβήτη, ενώ στον 

κόσµο της δυναµικής γεωµετρίας µια κατασκευή είναι αποδεκτή αν και µόνο εάν περνά 

τη «δοκιµή συρσίµατος – dragging test» (Jones, 2000· Mariotti, 2001), αν και µόνο αν 

δεν είναι δυνατόν να γίνει «άνω κάτω» µε το σύρσιµο (Healy et al., 1994· αναφορά στο 

Jones, 2000). Η δοκιµή συρσίµατος που αρχικά προσανατολίζεται εξωτερικά, στοχεύει 

να εξετάσει µε έναν αντιληπτό τρόπο την ακρίβεια του σχεδίου η οποία, κάτω από τις 

αλληλεπιδραστικές συζητήσεις µεταξύ δασκάλων και µαθητών, αλλάζει τη λειτουργία 

του και γίνεται ένα σηµάδι που αναφέρεται σε µια έννοια, στην έννοια της θεωρητικής 

ακρίβειας του σχήµατος. 
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Ο Γνωστικός Ρόλος των ∆υναµικών Κατασκευών 

Όταν ένα πρόβληµα κατασκευής παρουσιάζεται σε περιβάλλον δυναµικής 

γεωµετρίας, η ανάγκη µιας αιτιολόγησης της ακρίβειας της κατασκευής του 

παραγόµενου σχήµατος στην οθόνη απαιτεί µια επεξήγηση γιατί µερικές κατασκευές 

λειτουργούν και άλλες όχι. Το περιβάλλον αλληλεπιδρά µεταξύ της γεωµετρικής 

κατασκευής και της διαδικασίας απόδειξης. Η ακρίβεια των σχεδίων και των 

γεωµετρικών αµετάβλητων γεγονότων, κάνουν τους µαθητές περισσότερο 

επιφυλακτικούς στο τι υπονοείται και που πρέπει να αποδειχθεί (Gravina, 2000). Το 

ειδικό κριτήριο επικύρωσης της λύσης των προβληµάτων κατασκευής που εισάγει η 

δοκιµή συρσίµατος υπονοεί µια µετατόπιση της προσοχής από το παραγόµενο σχέδιο 

στη διαδικασία που το παρήγαγε (Mariotti, 2000). Για να περάσει το σχήµα τη δοκιµή 

συρσίµατος πρέπει να έχει κατασκευαστεί κατά τέτοιο τρόπο, ώστε να είναι σύµφωνος 

µε τη γεωµετρική θεωρία (Jones, 2000). 

Συνεπώς, το σύρσιµο γίνεται αποδεκτό ως εργαλείο επικύρωσης, αλλά το 

πρόβληµα πρέπει να µετατοπιστεί από την επικύρωση µε το σύρσιµο στην επεξήγηση της 

απόδειξης µε το σύρσιµο, (Mariotti 1997). Κατά συνέπεια, αν ένα σχήµα στην οθόνη 

περνά επιτυχώς την δοκιµή συρσίµατος, ένα θεώρηµα µπορεί να αποδειχθεί από τη 

γεωµετρική κατασκευή. Η επίλυση των προβληµάτων κατασκευής σε ένα περιβάλλον 

δυναµικής γεωµετρίας σηµαίνει αποδοχή όχι µόνο όλων των γραφικών ευκολιών του 

λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας, αλλά και αποδοχή ενός συστήµατος λογικής στο 

οποίο τα παρατηρούµενα φαινόµενά του έχουν νόηµα (Mariotti, 2000, 2001). 

Κατά τη Mariotti (2000), ο δάσκαλος σε ένα δυναµικό περιβάλλον µπορεί να βρει 

εκείνα τα συγκεκριµένα εργαλεία της σηµειωτικής µεσολάβησης που συµβάλλουν στην 
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ανάπτυξη της έννοιας της γεωµετρικής κατασκευής. Οι εντολές σε ένα δυναµικό 

περιβάλλον µπορούν να λειτουργήσουν ως εξωτερικά σηµάδια του θεωρητικού ελέγχου, 

ο οποίος αντιστοιχεί στη χρησιµοποίηση των αξιωµάτων, θεωρηµάτων και ορισµών. Το 

γεγονός ότι οι διαθέσιµες εντολές από τις υπάρχουσες επιλογές αναγνωρίζονται ως 

διαθέσιµες θεωρητικές ιδιότητες, κάνει την ίδια τη διαδικασία κατασκευής ένα 

εξωτερικό σηµάδι ενός θεωρήµατος της γεωµετρικής θεωρίας (Mariotti, 2000). Για 

παράδειγµα, η εντολή «διχοτόµος γωνίας» ή «µεσοκάθετος» στους µικρόκοσµους της 

δυναµικής γεωµετρίας, αναφέρεται σε µια κατασκευή που µπορεί ο χρήστης εύκολα να 

πραγµατοποιήσει, και αντιστοιχεί σε ένα θεώρηµα που περιλαµβάνεται στη διαθέσιµη 

από το δυναµικό λογισµικό θεωρία. Η διαδικασία της εσωτερικοποίησης τέτοιων 

σηµαδιών καθορίζει την κατασκευή της θεωρητικής έννοιας των προβληµάτων 

κατασκευής και κάνει διαθέσιµη τη θεωρητική πλευρά των γεωµετρικών προβληµάτων 

γενικά (Mariotti, 2000). 

 

To «Σύρσιµo – Dragging» 

Το «σύρσιµο» είναι ένα µοναδικό χαρακτηριστικό γνώρισµα της δυναµικής 

γεωµετρίας το οποίο καθιστά τα περιβάλλοντα δυναµικής γεωµετρίας ισχυρότερα από 

αυτά µε χαρτί και µε µολύβι (Marrades & Gutierrez, 2000). Η Laborde (2000, 2001) 

τονίζει τη σηµασία της λειτουργίας συρσίµατος προκειµένου να γίνει κατανοητή η σχέση 

µεταξύ των εννοιών «σχήµα» και «σχέδιο». Ένα σχέδιο είναι η υλοποιηµένη 

αναπαράσταση ενός ιδανικού σχήµατος, το οποίο αναγνωρίζεται µόνο από τις ιδιαίτερες 

ιδιότητές του.  
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Οι Λειτουργίες του «Συρσίµατος» 

Το «σύρσιµο» είναι ένα εργαλείο για τη δηµιουργία διαφορετικών 

αναπαραστάσεων ενός και του αυτού σχήµατος µε τη συνεχή µεταβολή του. Επειδή το 

σύρσιµο ενεργεί σε ένα σχέδιο κάτω από την επίδραση του υπάρχοντος σχεδίου, 

προκύπτει µια λειτουργία µεσολάβησης. Αυτή η µεσολαβούσα λειτουργία µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί µε τουλάχιστον δυο τρόπους (Holzl, 2001). 

 ως τρόπος δοκιµής – ελέγχου, αν µια κατασκευή έχει τις επιθυµητές ιδιότητες, 

 ως τρόπος αναζήτησης και αναγνώρισης νέων ιδιοτήτων. 

Οι Arzarello et al. (2002) και Olivero (1999) παρατηρώντας πώς οι σπουδαστές 

χρησιµοποιούν το ποντίκι λύνοντας ένα πρόβληµα σε περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας 

έχουν βρει τις ακόλουθες µορφές: 

1. Σύρσιµο περιπλάνησης (wandering dragging): κίνηση των βασικών σηµείων στην 

οθόνη τυχαία, χωρίς κάποιο σχέδιο, προκειµένου να ανακαλυφθούν ενδιαφέρουσες 

µορφές ή κανονικότητες στα σχέδια. 

2. ∆εσµευµένο σύρσιµο (bound dragging): κίνηση ενός ηµι- συρόµενου σηµείου 

(semi- dragable) (σηµείο που συνδέεται µε ένα αντικείµενο, που µπορεί να κινηθεί αλλά 

µόνο στο αντικείµενο που ανήκει). 

3. Καθοδηγηµένο σύρσιµο (guided dragging): σύρσιµο των βασικών σηµείων ενός 

σχεδίου προκειµένου να του δοθεί µια ιδιαίτερη µορφή. 

4. Σύρσιµο εικονικού γεωµετρικού τόπου (dummy locus dragging): κίνηση ενός 

βασικού σηµείου έτσι ώστε το σχέδιο να διατηρεί µια αποκαλυφθείσα ιδιότητα. Το 

κινούµενο σηµείο ακολουθεί µια πορεία, οι χρήστες δεν την αντιλαµβάνονται, ο 
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γεωµετρικός τόπος δεν είναι ορατός και «δεν µιλά» στους σπουδαστές, οι οποίοι δεν 

συνειδητοποιούν πάντα ότι σέρνουν κατά µήκος ενός γεωµετρικού τόπου. 

5. Σύρσιµο γραµµών (line dragging): έλξη νέων σηµείων κατά µήκος µιας γραµµής 

προκειµένου να διατηρηθεί η κανονικότητα του σχήµατος. 

6. Συνδεµένο σύρσιµο (linked dragging): σύνδεση της κίνησης ενός σηµείου µε την 

κίνηση ενός άλλου γεωµετρικού αντικειµένου. 

7. ∆οκιµή συρσίµατος (dragging test): κίνηση των συρόµενων ή ηµι- συρόµενων 

σηµείων προκειµένου να φανεί εάν το σχέδιο διατηρεί ή όχι τις ιδιότητες µε βάση των 

οποίων κατασκευάστηκε: αν περνά τη δοκιµή τότε κατασκευάστηκε σύµφωνα µε τις 

επιθυµητές γεωµετρικές ιδιότητες, διαφορετικά όχι. 

Οι ίδιοι οι ερευνητές παρατηρούν µια ιεράρχηση στη χρήση αυτών των µορφών 

συρσίµατος, δεδοµένου ότι η διαδικασία λύσης αναπτύσσεται µέσω µιας σειράς 

διαφορετικών µορφών. Η ιεράρχηση, όµως, αυτή δεν είναι καθοδηγούµενη, δεδοµένου 

ότι δεν θα την ακολουθήσουν όλοι οι λύτες. Επισηµαίνουν ότι οι µαθητές δεν 

χρησιµοποιούν ιεραρχηµένο σύρσιµο πάρα πολύ. Χρειάζεται να µάθουν πρώτα να κινούν 

τα σχήµατα προτού αρχίσουν να χρησιµοποιούν το σύρσιµο µε κάποια ιεράρχηση. Μια 

υπόθεση είναι ότι οι µαθητές πρέπει πρώτα να «εσωτερικοποιήσουν» τη λειτουργία 

συρσίµατος προκειµένου να είναι σε θέση να την χρησιµοποιήσουν µε έναν παραγωγικό 

τρόπο. ∆ηλαδή, το πρώτο σύρσιµο θα µπορούσε ακόµη και να θεωρηθεί ως στοιχείο που 

παρεµβαίνει και αποσπά την προσοχή, δεδοµένου ότι δεν χρησιµοποιείται από κάποιον 

για να δει τα κινούµενα αντικείµενα σε χαρτί. Στη συνέχεια αρχίζει ο πειραµατισµός µε 

το σύρσιµο. Αλλά µέχρις ότου να επιτευχθεί µια συνειδητή χρήση, είναι απίθανο ότι 
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µπορούν οι µαθητές πραγµατικά να χρησιµοποιήσουν το σύρσιµο µε έναν παραγωγικό 

και επωφελή για αυτούς τρόπο. 

Ο Γνωστικός Ρόλος του «Συρσίµατος» 

Το σύρσιµο µπορεί να είναι αξιωµατικά ουδέτερο, αλλά βέβαια όχι και ευρετικά 

ουδέτερο (Leung & Lopez-Real, 2002). Ο τρόπος έλξης στη δυναµική γεωµετρία 

φαίνεται να είναι ένας ισχυρός πυρήνας µε πλούσιες διδακτικές προεκτάσεις· 

υποδηλώνει νέες µορφές σκέψης και συλλογισµού που κατά κάποιο τρόπο είναι 

χαρακτηριστικές της δυναµικής γεωµετρίας όχι από µια αξιωµατική αντίληψη αλλά από 

µια διδακτική. Ο τρόπος µε τον οποίο οι µορφές του συρσίµατος στη δυναµική 

γεωµετρία χρησιµοποιούνται (Marrades & Gutierrez, 2000), 

 καθορίζει τους τύπους των επεξηγήσεων και τις φάσεις λύσης των προβληµάτων 

απόδειξης, των οποίων η ποιότητα βελτιώνεται µε το χρόνο και το κατάλληλο διδακτικό 

συµβόλαιο µεταξύ δασκάλου και µαθητών όσον αφορά τα είδη των αποδεκτών 

επεξηγήσεων, και  

 µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να αντιληφθούν την ανάγκη για τυπικές 

αιτιολογήσεις και αποδείξεις στα µαθηµατικά, εφόσον υπάρχει παράλληλη εκµάθηση 

των µαθηµατικών εννοιών και ιδιοτήτων των σχετικών µε το θέµα που µελετάται. 

Κατά τους Arzarello et al. (2002), το σύρσιµο αποκαλύπτεται κρίσιµο στη 

συζήτηση για τη σχέση µεταξύ των διαισθητικών (perceptual) και των θεωρητικών 

πτυχών οι οποίες χαρακτηρίζουν ολόκληρο το γεωµετρικό συλλογισµό. Πρακτικές, όπως 

το σύρσιµο, µπορεί να µεσολαβήσουν στη σχέση µεταξύ της διαίσθησης και της θεωρίας, 

της εµπειρικής και θεωρητικής προσέγγισης, δηµιουργώντας οντότητες µε νέα 

χαρακτηριστικά, οι οποίες προκύπτουν από την επίλυση προβλήµατος και έχουν 
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καθιερωµένα (institutional) και προσωπικά (personal) χαρακτηριστικά γνωρίσµατα 

(Mariotti, 2001). Η λειτουργία συρσίµατος παρέχει έναν οπτικό έλεγχο της ακρίβειας της 

κατασκευής και της επικύρωσής της, που αντιστοιχεί στο θεωρητικό έλεγχο – απόδειξη 

και ορισµός - το συνεπή µε την ευκλείδεια γεωµετρική θεωρία (Mariotti, 2000). Η 

διαδικασία συρσίµατος ισχυροποιεί την υπόθεση (Hanna, 2000· Arzarello et al., 2002· de 

Villiers, 1998), αφού αυτή επιβεβαιώνεται από την εξερεύνηση των σχεδίων µε την 

κίνησή τους και των τρόπων µε τους οποίους αλλάζουν οι µορφές τους (ή δεν αλλάζουν). 

Αυτό βοηθά τους µαθητές να διαµορφώσουν µια νοητική εικόνα και να ανακαλύψουν 

αµετάβλητες ή νέες ιδιότητες και προτάσεις (Hanna, 2000). Το σύρσιµο προσφέρει µια 

ανατροφοδότηση στη φάση της ανακάλυψης, δεδοµένου ότι επιτρέπει την 

αλληλεπίδραση µεταξύ των αντιληπτικών και θεωρητικών πτυχών της γεωµετρίας 

(Laborde, 2001). Με αυτό τον τρόπο παρέχει τη δυνατότητα και ενθαρρύνει τη 

διερεύνηση (ψάξιµο για ιδιότητες, ειδικές περιπτώσεις, αντιπαραδείγµατα κτλ., που θα 

µπορούσαν να συνδεθούν για να διαµορφώσουν µια υπόθεση ή µια αιτιολόγηση)· 

ενισχύει την πεποίθηση των µαθητών για την ορθότητα των εικασιών τους· υποστηρίζει 

το ρόλο των αποδείξεων ως «πραγµατικές επεξηγήσεις» των υποθέσεων ή των ιδιοτήτων 

(Arzarello et al., 2002). 

Η χρήση των διαφορετικών µορφών συρσίµατος πιθανόν να οδηγεί σε 

διαφορετικές προσεγγίσεις στη λύση ενός προβλήµατος και σε διαφορετικά 

αποτελέσµατα από το στόχο της λύσης του προβλήµατος (Arzarello et al., 2002), και οι 

οποίες (µορφές συρσίµατος) είναι κρίσιµες κατά τη µετατόπιση από τη διατύπωση µιας 

υπόθεσης στην παρουσίαση της απόδειξής της (Olivero, 1999· Marrades & Gutierrez, 

2000). 
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Οι Arzarello et al (2002) υποστηρίζουν ότι οι µορφές συρσίµατος σε ένα 

δυναµικό περιβάλλον συνδέονται µε τις φάσεις ανόδου και καθόδου και µε τις γνωστικές 

διαδικασίες των µαθητών σε δραστηριότητες που έχουν ως στόχους την διερεύνηση 

(σύρσιµο περιπλάνησης, δεσµευµένο και καθοδηγηµένο), την ανακάλυψη και τη 

διατύπωση υπόθεσης (σύρσιµο εικονικού γεωµετρικού τόπου), τον έλεγχο της υπόθεσης 

(συνδεµένο σύρσιµο), την επικύρωση της υπόθεσης (δοκιµή συρσίµατος) (Σχήµα 3.1).  

 

Σχήµα 3.1 Σχηµατική σύνδεση των Μορφών Συρσίµατος µε τις Φάσεις Μετάβασης από 

τη ∆ιαίσθηση στη Θεωρία κατά τους Arzarello et al. (2002) 

Το σύρσιµο περιπλάνησης, το δεσµευµένο, και το καθοδηγούµενο είναι µέρος της φάσης 

ανόδου. Το σύρσιµο εικονικού γεωµετρικού τόπου, µπορεί να θεωρηθεί ως σύρσιµο 
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περιπλάνησης που έχει βρει την πορεία του, και µπορεί να ενεργήσει και ως παραγωγός 

νέων ισχυρών ευρετικών και ως λογικός αναδιοργανωτής προηγούµενων ερευνών (Rea, 

1987, αναφορά στο Arzarello et al., 2002). Αυτή η µορφή συρσίµατος αποκαλύπτει την 

αρχή της µετατόπισης από τη διαδικασία ανόδου στη διαδικασία καθόδου. Το σύρσιµο 

γραµµών, ακολουθεί το σύρσιµο του πλαστού γεωµετρικού τόπου και είναι µέρος της 

διαδικασίας µετάβασης προς τη φάση καθόδου 

Οι Leung και Lopez-Real (2002) µετά από πειραµατικές µελέτες διατυπώνουν 

την άποψη ότι, σε ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας οι δραστηριότητες συρσίµατος 

λειτουργούν ως καταλύτες που προωθούν οπτικά το µετασχηµατιστικό συλλογισµό, ο 

οποίος παρακινούµενος από κατάλληλα διαµορφωµένες δραστηριότητες διατύπωσης 

υποθέσεων επιτρέπει τη διαδικασία παραγωγής και απόδειξης ενός θεωρήµατος να 

συγκλίνει προς τις ενσωµατωµένες σχηµατοποιηµένες έννοιες (figural concept), οι οποίες 

θα µπορούσαν να οδηγήσουν στις τυπικές µαθηµατικές αποδείξεις. 
 

Η Μέτρηση 

Η χρήση της µέτρησης για την αξιολόγηση της ακρίβειας των γεωµετρικών 

προτάσεων (υποθέσεις), προτού γίνουν οι αποδείξεις, θεωρείται ως µια κοινή πρακτική 

από τους ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης (de Villiers, 2002). Ένα σύστηµα 

µέτρησης, κατά την άποψη του Vygotsky, που παράγεται και που χρησιµοποιείται για να 

αξιολογήσει µια ποσότητα µπορεί να εσωτερικοποιηθεί και να λειτουργήσει στην 

επίλυση προβλήµατος (Mariotti, 2000). 
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Οι Λειτουργίες της Μέτρησης 

Από τις παρατηρήσεις τάξεων προκύπτει ότι οι τρόποι που οι µετρήσεις 

χρησιµοποιούνται µπορούν να ταξινοµηθούν σε δυο τύπους (Olivero & Robutti, 2001, 

2002): 

 Χρήση των µετρήσεων ως ευρετικό εργαλείο µέσα σε µια ανοδική διαδικασία 

(από το σχέδιο στη θεωρία) προκειµένου να ερευνηθεί µια κατάσταση. Τα σχέδια 

θεωρούνται ως πηγή διερεύνησης και ανακάλυψης και οι µετρήσεις παρέχουν κυρίως 

πληροφορίες στο αντιληπτικό επίπεδο. Στην περίπτωση αυτή οι µαθητές χρησιµοποιούν 

τις µετρήσεις: 

i. Όταν δεν έχουν συγκεκριµένες ιδέες και ερευνούν την κατάσταση τυχαία 

(δράση παρόµοια µε το σύρσιµο περιπλάνησης). Οι µαθητές παίρνουν τις 

µετρήσεις µερικών στοιχείων του σχήµατος τυχαία και τις ‘διαβάζουν’ 

προκειµένου να αποκτήσουν ιδέες για τις ιδιότητες, τις σταθερές και τις σχέσεις 

σε ένα σχήµα. 

ii. Όταν κάνουν µια καθοδηγηµένη διερεύνηση του σχήµατος (δράση 

παρόµοια µε το καθοδηγηµένο σύρσιµο). Οι µαθητές παίρνουν συγκεκριµένες 

µετρήσεις µε στόχο τον προσδιορισµό των ιδιοτήτων µιας ιδιαίτερης σχηµατικής 

µορφής, µέσω της διερεύνησης. Οι µετρήσεις αυτές µπορεί να µεταφερθούν για 

να χρησιµοποιηθούν σε ένα στατικό σχήµα σε χαρτί (αν και δεν είναι πολύ 

συνηθισµένο). ∆ιαφορετικά, οι µετρήσεις µπορεί να χρησιµοποιηθούν µαζί µε το 

σύρσιµο προκειµένου να παρατηρηθεί πως οι ιδιότητες ενός σχήµατος αλλάζουν, 

ή για να προσδιοριστούν οι σχέσεις για µια συγκεκριµένη µορφή του σχήµατος, ή 

για να ανακαλυφθούν σταθερές (είναι το πιο συνηθισµένο). 
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iii. Ως µέσο ελέγχου της ισχύος µιας αντίληψης. Οι µαθητές ‘βλέπουν’ 

µερικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα του σχήµατος, αλλά δεν είναι σίγουροι, και 

έτσι χρησιµοποιούν τις µετρήσεις προκειµένου να επικυρώσουν αυτή τους τη 

διαίσθηση, παραµένοντας όµως στο ιδιαίτερο σχέδιο της οθόνης. 

 Χρήση των µετρήσεων ως εργαλείο ελέγχου µέσα σε µια καθοδική διαδικασία 

ανόδου (από τη θεωρία στα σχέδια) προκειµένου να επικυρωθούν ή να αντικρουστούν 

υποθέσεις, ή να βρεθούν οι λογικές σχέσεις που µπορεί να συµβάλλουν στην κατασκευή 

µιας απόδειξης. Τα σχέδια εκλαµβάνονται ως πηγή επικύρωσης και υπό αυτή τη µορφή 

ενσωµατώνουν τις ήδη ανακαλυµµένες γεωµετρικές ιδιότητες που είναι κοµµάτια µιας 

θεωρίας. Στην περίπτωση αυτή οι µαθητές χρησιµοποιούν τις µετρήσεις προκειµένου: 

i. Nα ελέγξουν µια εικασία τους· για παράδειγµα, αν αντιλαµβάνονται µια 

λογική συνέπεια, αλλά δεν µπορούν να κρίνουν εάν είναι πραγµατικά µια 

ιδιότητα του σχήµατος, τότε χρησιµοποιούν τις µετρήσεις για να την ελέγξουν. 

ii. Nα απορρίψουν ή να επικυρώσουν πειραµατικά µια διατυπωµένη από 

τους ίδιους πρόταση. 

iii. Nα γίνει µια απόδειξη που έχουν κάνει περισσότερο κατανοητή και να 

πετύχουν µια καλύτερη εξήγηση. 

Ο Γνωστικός Ρόλος της Μέτρησης 

Εµπειρικές µελέτες διατυπώνουν την άποψη ότι οι µετρήσεις αποτελούν µια 

γέφυρα µεταξύ του αντιληπτικού και του θεωρητικού επιπέδου και µπορούν να παρέχουν 

µια υποστήριξη σε µια παραγωγική αλληλεπίδραση µεταξύ των δύο επιπέδων (Olivero & 

Robutti, 2001, 2002). 
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Μια δραστηριότητα επίλυσης προβλήµατος σε δυναµικό περιβάλλον 

περιλαµβάνει τη χρήση των µετρήσεων στις διάφορες φάσεις της διαδικασίας και µε 

διαφορετικούς σκοπούς. Η ανάγκη για µετρήσεις προέρχεται από το αντιληπτικό 

επίπεδο, στις περιπτώσεις που οι µαθητές έχουν τη διαίσθηση ότι, παραδείγµατος χάριν, 

µια γωνία ενός τριγώνου είναι διπλάσια µε µια άλλη γωνία του. Όταν όµως «διαβάζουν» 

τις µετρήσεις στην οθόνη δεν λειτουργούν πλέον µόνο σε ένα καθαρώς αντιληπτικό 

επίπεδο αλλά σε ένα υψηλότερο, επειδή ψάχνουν µια απάντηση στο εάν η διαίσθησή τους  

είναι αληθής ή λαθεµένη. 

Οι µετρήσεις, επειδή ενθαρρύνουν και την αντίληψη αλλά συγχρόνως δείχνουν 

και το δρόµο προς τη θεωρία, λειτουργούν ως ένα εργαλείο το οποίο µπορεί να παρέχει 

διαφορετικά είδη απαντήσεων (Olivero & Robutti, 2001) µέσω: 

 Της ποιοτικής απάντησης ναι ή όχι (γνωρίζοντας πια αν δυο ποσότητες είναι ίσες 

ή άνισες). 

 Των ποσοτικών πληροφοριών (ένας αριθµός, ο οποίος πληροφορεί για το µέτρο 

µιας ποσότητας όσον αφορά µια µονάδα µέτρησης). 

 Μιας απάντησης συσχετισµού (π.χ. αυτή η γωνία είναι ίση µε το διπλάσιο της 

άλλης). 

Μια δραστηριότητα µέτρησης αποκαλύπτει δυο τύπους γνωστικών µετατοπίσεων, 

ανάλογες µε αυτές που αποκαλύπτονται επίσης µε το σύρσιµο: µια µετάβαση από το 

αντιληπτικό στο θεωρητικό επίπεδο (διαδικασία ανόδου), και µια µετάβαση από το 

θεωρητικό στο αντιληπτικό επίπεδο (διαδικασία καθόδου) (Σχήµα 3.2).  

Εάν οι µαθητές εµπιστεύονται τις µετρήσεις και τις θεωρούν απολύτως ακριβείς, 

µένουν στο αντιληπτικό επίπεδο. Εάν όµως χρησιµοποιούν τις πληροφορίες που 
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παρέχονται από την ανατροφοδότηση των µετρήσεων µε το σύρσιµο για να διατυπώσουν 

µια υπόθεση µε τη µορφή «εάν.. τότε» και για να θεωρήσουν το σχήµα ως γενικό 

παράδειγµα - generic example (Balacheff, 1999, αναφορά στο Olivero & Robutti, 2001), 

τότε περνούν στο θεωρητικό επίπεδο. 

 

Σχήµα 3.2: Σχηµατική παράσταση του Ρόλου των Μετρήσεων στη Μετάβαση από τη 

∆ιαίσθηση στη Θεωρία των Olivero & Robutti (2001) 

Οπτικοποίηση 

Το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας ως εργαλείο επίδειξης (demonstration tool) 

στην τάξη, βοηθά τους µαθητές να «δουν τι µπορεί να υπονοείται σε µια γεωµετρική 

κατάσταση. Ο Morrow (1997, αναφορά στο Hanna, 2000) υποστηρίζει ότι η 

οπτικοποίηση είναι ένα ισχυρό εργαλείο για τη λύση γεωµετρικών προβληµάτων και το 
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λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας µπορεί να βοηθήσει στη διαδικασία οπτικοποίησης σε 

όλες τις τάξεις των µαθηµατικών και όχι µόνο στη µελέτη της γεωµετρίας. Οι µαθητές 

µπορούν να χρησιµοποιήσουν τα εργαλεία του δυναµικού λογισµικού για να 

κατασκευάσουν, να διορθώσουν την κατασκευή τους, να την επανεξετάσουν και να 

βλέπουν συνεχώς ποικίλα γεωµετρικά σχεδιαγράµµατα. Η παρεχόµενη δυνατότητα στους 

µαθητές να µπορούν να µετασχηµατίζουν τις δικές τους οπτικές αναπαραστάσεις µε το 

σύρσιµό τους, προσθέτει µια νέα δυναµική διάσταση της οποίας οι εφαρµογές µπορούν 

να κατανοηθούν. Έννοιες, όπως της µεταβλητής, της συνάρτησης και της σταθερότητας 

έχουν νόηµα µέσω της οπτικοποίησης. 

Οι Cuoco & Goldenbrerg (1997) υποστηρίζουν ότι τα δυναµικά περιβάλλοντα, 

επιτρέποντας στους µαθητές να διερευνούν άµεσα τις σχηµατικές παραλλαγές, µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν για να βοηθήσουν τους µαθητές να αποκτήσουν την ικανότητα 

νοερών κατασκευών, που είναι χρήσιµη ικανότητα για την αναλυτική σκέψη. 

Τα συµπεράσµατα των Healy και Hoyles (1998, 2001) έδειξαν ότι ο οπτικός 

συλλογισµός µέσω της εύρωστης και εύκαµπτης κατασκευής δεν είναι σίγουρο ότι 

µπορεί να παρακινήσει τους µαθητές να επεξηγήσουν τις εµπειρικές υποθέσεις τους 

χρησιµοποιώντας την τυπική απόδειξη. Η οπτικοποίηση βοηθά τους µαθητές στον 

προσδιορισµό των γεωµετρικών ιδιοτήτων, αλλά όχι πάντα και στην παρουσίαση 

αποδείξεων· µόλις αρχίζουν το γράψιµο της απόδειξης, οι αλληλεπιδράσεις µε τον 

υπολογιστή αναστέλλονται (Healy, 2000). 

Οπτικοποίηση και Απόδειξη 

Τα τελευταία χρόνια, λόγω του ότι οι υπολογιστές έχουν αυξήσει τις δυνατότητες 

για απεικόνιση, η έρευνα έχει στραφεί στη διερεύνηση της πιθανής συµβολής των 
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οπτικών αναπαραστάσεων στις µαθηµατικές αποδείξεις (µέχρι ποιο σηµείο οι οπτικές 

αναπαραστάσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν όχι µόνο ως στοιχεία για µια µαθηµατική 

πρόταση, αλλά και στην αιτιολόγησή της), και το ρόλο της οπτικοποίησης στη 

διαδικασία εκµάθησης και παραγωγής αποδείξεων (Hanna, 2000). Ερευνητές που 

προτείνουν τη χρήση των οπτικών αναπαραστάσεων στα µαθηµατικά και στη διδασκαλία 

των µαθηµατικών επισηµαίνουν ότι οι οπτικές αναπαραστάσεις, που µπορεί να 

παραπλανήσουν και να οδηγήσουν σε λάθη, αφθονούν (Brown, 1999, αναφορά από 

Hanna, 2000). 

Όλοι οι δάσκαλοι των µαθηµατικών αναγνωρίζουν τα διαγράµµατα και τις 

οπτικές αναπαραστάσεις ότι είναι απαραίτητα συστατικά µιας επιτυχηµένης διδασκαλίας 

ή ενός µαθηµατικού επιχειρήµατος, ότι µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να 

διευκολύνουν τη φάση της απόδειξης, και ότι είναι ικανά να µεταβιβάσουν τη 

διορατικότητα και τη γνώση (Hanna, 2000). Όµως, τουλάχιστον µέχρι σήµερα, δεν 

θεωρούνται υποκατάστατα της παραδοσιακής απόδειξης. 

Είναι ενδιαφέρον το πώς η Hanna (2000) καταγράφει τις απόψεις των ερευνητών 

για το ρόλο της οπτικοποίησης και των οπτικών αποδείξεων στο χώρο της έρευνας για 

την απόδειξη, το συλλογισµό και για τα ίδια τα µαθηµατικά. 

 Ο Francis (1996) επισηµαίνει ότι η επανάσταση των τεχνολογιών θα κινήσει τους 

µαθηµατικούς µακριά από το φορµαλισµό της δεκαετίας των Bourbaki που εξουσιάζει 

ακόµα τα ακαδηµαϊκά µαθηµατικά. Προσθέτει ότι είναι παράλογο να αναµένεται ο 

πειραµατισµός µε τους υπολογιστές να αντικαταστήσει την αυστηρότητα των 

µαθηµατικών. Ο οπτικός συλλογισµός δεν µπορεί να αναγνωρίζεται ως ίσης αξίας µε τον 

προτασιακό. 
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 Ο Palais (1999) παρατηρεί ότι η χρήση των υπολογιστών στη µοντελοποίηση των 

µαθηµατικών αντικειµένων επιτρέπει όχι µόνο το µετασχηµατισµό των δεδοµένων, την 

αλλαγή των εικόνων, αλλά και την εξέταση χαρακτηριστικών γνωρισµάτων τους που 

ήταν απρόσιτα χωρίς τους υπολογιστές. Η οπτικοποίηση µπορεί άµεσα να ανοίξει το 

δρόµο για αυστηρές αποδείξεις, αλλά οι οπτικές αναπαραστάσεις δεν θα µπορούσαν να 

γίνουν αποδεκτές ως νόµιµες αυταπόδεικτες αποδείξεις. 

 Οι Borwein και Jorgenson (1997) υποστηρίζουν ότι η οπτικοποίηση µπορεί να 

συµβάλει άµεσα στο σώµα της µαθηµατικής γνώσης και µια εικόνα µπορεί να παίξει το 

ρόλο µιας οπτικής απόδειξης. Αναγνωρίζουν όµως ότι µια οπτική αναπαράσταση συναντά 

περιορισµούς εάν πρόκειται να γίνει αποδεκτή ως απόδειξη. Επισηµαίνουν διαφορές 

µεταξύ οπτικών και λογικών µεθόδων παρουσίασης αποδείξεων. Ενώ µια µαθηµατική 

πρόταση παραδοσιακά παρουσιάζεται µε τον προτασιακό τρόπο (ως ακολουθία έγκυρων 

συµπερασµάτων), µια οπτική αναπαράσταση ως οπτική απόδειξη δεν θα ήταν κάτι 

περισσότερο από µια στατική εικόνα. Μια τέτοια εικόνα µπορεί να παρέχει τις ίδιες 

πληροφορίες µε την προτασιακή διαδικασία απόδειξης, αλλά δεν θα φανερώνει σαφώς 

την πορεία και αφήνει τον θεατή να βγάλει το συµπέρασµα τι είναι σηµαντικό και τι δεν 

είναι και µε ποια σειρά οι συνδέσεις πρέπει να αξιολογηθούν. Οι ερευνητές αυτοί 

θεωρούν ότι οι επιτυχείς οπτικές αποδείξεις είναι λίγες. Οι Borwein και Jorgenson 

προτείνουν τρεις απαραίτητους, αλλά όχι ικανούς, όρους για µια αποδεκτή οπτική 

απόδειξη: 

i. Αξιοπιστία (reliability), όταν τα µέσα που χρησιµοποιούνται σε µια 

απόδειξη είναι αξιόπιστα και το συµπέρασµα είναι αµετάβλητο σε κάθε αυστηρό 

έλεγχο. 
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ii. Συνέπεια (consistency), όταν τα µέσα και το συµπέρασµα είναι συνεπή µε 

άλλες γνωστές ήδη γνώσεις, πεποιθήσεις και αποδείξεις. 

iii. Επαναληπτικότητα (repeatability), όταν η απόδειξη µπορεί να 

επιβεβαιωθεί από άλλους ή να επιδειχθεί σε άλλους και να έχει το ίδιο 

αποτέλεσµα όσες φορές και αν επαναληφθεί. 

Η Hanna (2000) θεωρεί ότι τα τρία κριτήρια θα µπορούσαν να ισχύουν σε κάθε τύπο 

απόδειξης και όχι µόνο στις οπτικές. Παρατηρεί ότι το πρώτο κριτήριο δεν παρέχει 

συγκεκριµένες ικανοποιητικές οδηγίες για το χωρισµό των αποδεκτών από τις µη 

αποδεκτές οπτικές αποδείξεις. Η Laborde (2000) επισηµαίνει ότι η κατανόηση δεν 

µπορεί να επιτευχθεί µόνο µέσω της οπτικής ένδειξης, δεδοµένου ότι η κατανόηση 

απαιτεί αναδόµηση του αντιληπτικού συστήµατος και των εννοιών, και µόνο η απόδειξη 

η βασισµένη στα θεωρητικά επιχειρήµατα αποτελεί µέσο κατανόησης. 

Άλλοι ερευνητές υποστηρίζουν την αλλαγή της αντίληψης ότι οι οπτικές 

αναπαραστάσεις δεν είναι τίποτε περισσότερο από ένα ευρετικό εργαλείο. Οι Barwise 

και Etchemendy (1991,1996) αναζητούν τρόπους για να τυποποιηθεί ο διαγραµµατικός 

συλλογισµός (diagrammatic reasoning) και να γίνει όχι λιγότερο ακριβής από τον 

παραδοσιακό παραγωγικό συλλογισµό. Αναγνωρίζουν την ιστορική έννοια της 

απόδειξης ως παραγωγή. Επισηµαίνουν όµως ότι η εστίαση στις λογικές δοµές και τον 

προτασιακό συλλογισµό έχει παραµελήσει πολλές άλλες µορφές της µαθηµατικής 

σκέψης, όπως το διαγραµµατικό τρόπος σκέψης, τους χάρτες, τα δίκτυα και τις εικόνες, 

µε το σκεπτικό ότι δεν είναι κατάλληλα στο καθιερωµένο συµπερασµατικό πρότυπο 

(inferential model).Υποστηρίζουν ότι, όποτε υπάρχει δοµή, υπάρχουν και πληροφορίες, 

και ότι µια οπτική αναπαράσταση µπορεί να φέρει έναν πλούτο πληροφοριών πολύ 
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αποτελεσµατικών. Επειδή οι πληροφορίες µπορούν να παρουσιάζονται και µε 

γλωσσικούς αλλά και µη γλωσσικούς τρόπους, καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι η 

ακριβής εµµονή στο συµπέρασµα µέσω της προτασιακής λογικής είναι πάρα πολύ 

περιοριστική, δεδοµένου ότι η προτασιακή λογική ισχύει απλώς για γλωσσικές 

αναπαραστάσεις. Αν και η άποψη αυτών των ερευνητών είναι ότι η απόδειξη δεν 

εξαρτάται µόνο από την προτασιακή αναπαράσταση, δεν θεωρούν ότι ο οπτικός και 

προτασιακός συλλογισµός αποκλείουν ο ένας τον άλλο. 

Οι Barwise και Etchemendy (1991) οικοδοµώντας πάνω στην έννοια της 

έτερογενούς απόδειξης (heterogeneous proof) έχουν αναπτύξει ένα αλληλεπιδρών 

πρόγραµµα, το Hyperproof, το οποίο διευκολύνει το συλλογισµό µε οπτικά αντικείµενα. 

Έχει ως σκοπό να κατευθύνει την προσοχή των µαθητών στο περιεχόµενο µιας 

απόδειξης, και όχι στη συντακτική δοµή µιας πρότασης. ∆ιδάσκει το λογικό συλλογισµό 

και την κατασκευή απόδειξης µέσω του χειρισµού των ενσωµατωµένων και οπτικών και 

προτασιακών συλλογισµών. Μια απόδειξη µε αυτό το πρόγραµµα, δεν είναι ένα απλό 

διάγραµµα, αλλά µια παραγωγή στη βάση σαφώς διατυπωµένων κανόνων που ισχύουν 

και για τις προτασιακές και τις οπτικές αποδείξεις. 

 

∆υναµική Πειραµατική ∆ιερεύνηση 

Ο ρόλος των ευρετικών τεχνικών, µέθοδοι και κανόνες ανακάλυψης και 

εφεύρεσης, και του «ευρετικού συλλογισµού» στη διαδικασία παρουσίασης µιας 

απόδειξης έχει αποτελέσει αντικείµενο συζήτησης µεταξύ εκπαιδευτικών και ερευνητών 

της µαθηµατικής απόδειξης (Hanna, 2000). Ο «ευρετικός συλλογισµός», είναι ένα είδος 

συλλογισµού που δε θεωρείται τελικός και αυστηρός, αλλά µόνο προσωρινός και 
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εύλογος· σκοπός του είναι η ανακάλυψη της λύσης ενός προβλήµατος· χρησιµοποιεί την 

αφαίρεση µε επιπρόσθετα βοηθητικά επαγωγικά και στατιστικά στοιχεία και βασίζεται 

συνήθως στην επαγωγή και την αναλογία (Polya,1957, σελ 132, 133). 

Η δυναµική γεωµετρία υποστηρίζει την ευρετική φάση επίλυσης προβλήµατος 

(Holzl, 2001). Η πιο καλοδεχούµενη δυνατότητα της δυναµικής γεωµετρίας είναι το ότι 

εισάγει τους µαθητές από νωρίς σε διαδικασίες επίλυσης προβλήµατος. Ένα λογισµικό 

δυναµικής γεωµετρίας ενθαρρύνει τον επαγωγικό συλλογισµό (συλλογισµός 

ευλογοφανής, πειραµατικός και ευρετικός) και είναι ισχυρό εργαλείο, όχι µόνο για τις 

αληθείς προτάσεις, αλλά και εξαιρετικά πολύτιµο εργαλείο στην κατασκευή 

αντιπαραδειγµάτων για αναληθείς υποθέσεις. 

Η διερεύνηση (exploration) είναι µια σηµαντική δραστηριότητα στη µαθηµατική 

πρακτική, πολύ πριν εφευρεθούν οι υπολογιστές, και δεν θεωρήθηκε ασυµβίβαστη µε 

την άποψη των µαθηµατικών ως αναλυτική επιστήµη ή µε τον κεντρικό ρόλο της 

απόδειξης στα µαθηµατικά. Η Hanna (2000) τονίζει ότι η διερεύνηση, µε ή χωρίς χρήση 

του υπολογιστή, χρησιµοποιεί τον παραγωγικό συλλογισµό, το θεµέλιο της απόδειξης. 

Ο Polya (1957, αναφορά στη Hanna, 2000) έχει συζητήσει το ρόλο του 

παραγωγικού συλλογισµού στην διερεύνηση και την επίλυση του προβλήµατος. 

Επισηµαίνει ότι η επίλυση προβλήµατος συνίσταται στην εύρεση σύνδεσης µεταξύ 

δεδοµένων στοιχείων και του αγνώστου. Αυτό γίνεται µέσω του ευρετικού συλλογισµού: 

«Χρειαζόµαστε ευρετικό συλλογισµό όταν θέλουµε να κάνουµε µια αυστηρή απόδειξη, 

όπως χρειαζόµαστε σκαλωσιά όταν χτίζουµε µια οικοδοµή» (Polya,1957, σελ 133). 

Η διαθεσιµότητα στη σχολική τάξη του λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας έχει 

δώσει µια νέα ώθηση στη µαθηµατική διερεύνηση (Hanna, 2000) και έχει τη δυνατότητα 
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να ενθαρρύνει και τη διερεύνηση και την απόδειξη. Οι δυναµικοί γεωµετρικοί 

µικρόκοσµοι επιτρέπουν τους µαθητές να κάνουν γεωµετρικές κατασκευές µε σχετικά 

µεγάλη ακρίβεια· να διατυπώσουν τις υποθέσεις τους και να τις ελέγξουν εύκολα για ένα 

µεγάλο αριθµό περιπτώσεων µε το να διερευνήσουν τις δεδοµένες ιδιότητες των 

κατασκευών τους ή ακόµα και να ανακαλύψουν νέες. 

Τα λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας σχεδιάστηκαν µε την προϋπόθεση να 

παρέχουν ένα περιβάλλον για την πειραµατική – εµπειρική διερεύνηση της γεωµετρίας 

του επιπέδου. Σε ένα δυναµικό λογισµικό τα γεωµετρικά σχήµατα µπορούν να 

κατασκευαστούν µε ακρίβεια, γρήγορα και εύκολα, µέσω ενεργειών και σε µια γλώσσα 

πολύ οικεία. Μόλις σχεδιαστεί ένα σχήµα η δυνατότητα του δυναµικού 

µετασχηµατισµού του µέσω της «έλξης», δίνει την ευκαιρία στο µαθητή να επαναλάβει 

ένα µεγάλο αριθµό πειραµάτων και να παρατηρήσει σταθερές ή µεταβλητές ιδιότητες 

του σχήµατος. Εποµένως, η πιο ευπρόσδεκτη δυνατότητα της δυναµικής γεωµετρίας 

είναι να ενθαρρύνει ή να επανεισάγει τον πειραµατισµό και ένα είδος 

προσανατολισµένης διερεύνησης στη γεωµετρία στο µαθητή. 

Ο όρος δυναµική πειραµατική διερεύνηση αναφέρεται σε όλες τις µη 

παραγωγικές µεθόδους, συµπεριλαµβανοµένων του διαισθητικού, επαγωγικού ή 

αναλογικού συλλογισµού, οι οποίες υποστηρίζονται από ένα λογισµικό δυναµικής 

γεωµετρίας. Με άλλα λόγια, η δυναµική πειραµατική διερεύνηση, που υποστηρίζεται 

από ένα λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας, υιοθετείται όταν: α) οι µαθηµατικές υποθέσεις 

ή προτάσεις αξιολογούνται αριθµητικά ή οπτικά, µέσω της µελέτης ειδικών 

περιπτώσεων, µέσω ακριβών γεωµετρικών κατασκευών, µέσω µετρήσεων κτλ., και όταν 
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β) οι υποθέσεις, οι γενικεύσεις ή τα συµπεράσµατα συνάγονται διαισθητικά, επαγωγικά ή 

εµπειρικά. 

Οι Λειτουργίες της ∆υναµικής Πειραµατικής ∆ιερεύνησης 

Οι σηµαντικότερες λειτουργίες της πειραµατικής διερεύνησης στη δυναµική 

γεωµετρία, µπορούν να διακριθούν ως ακολούθως (de Villiers, 2003· Hadas et al., 2000) 

(Σχήµα 3.3): διατύπωση υπόθεσης, επαλήθευση, σφαιρική ανασκευή, ευρετική ανασκευή, 

κατανόηση. 

 

Σχήµα 3.3: Λειτουργίες της ∆υναµικής Πειραµατικής ∆ιερεύνησης (De Villiers, 1999· 

Hadas et. al., 2000) 
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 ∆ιατύπωση υπόθεσης, ψάξιµο ενός επαγωγικού σχεδίου: Η ιστορία των 

µαθηµατικών είναι γεµάτη µε αρκετά παραδείγµατα όπου οι εικασίες έγιναν µε βάση τη 

διαίσθηση, την αριθµητική διερεύνηση, ή την κατασκευή και τη µέτρηση. Οι 

µαθηµατικοί µερικές φορές, από την έλλειψη αυστηρών αποδείξεων, µπορούν να 

δεχτούν ορισµένες επαγωγικά επιβεβαιωµένες εικασίες ως «θεωρήµατα», ειδικά αν 

σχετίζονται µε έναν τοµέα της εµπειρίας τους. Το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας 

παρέχει µια µοναδική ευκαιρία για τη διατύπωση ενός µεγάλου αριθµού υποθέσεων και 

επιτρέπει την άµεση εξέταση µιας ιδιαίτερης κατάστασης. 

 Επαλήθευση, απόκτηση της βεβαιότητας για την αλήθεια ή την ισχύ µιας 

πρότασης ή µιας υπόθεσης: Η βεβαιότητα, στη µαθηµατική έρευνα, εξαρτάται συνήθως 

από έναν συνδυασµό πειραµατισµού (διαίσθησης και εµπειρικής επαλήθευσης) και της 

ύπαρξης µιας λογικής, όχι απαραίτητα άκαµπτης, απόδειξης. Στην πράξη, ένα υψηλό 

επίπεδο βεβαιότητας µπορεί µερικές φορές να επιτευχθεί ακόµα και ελλείψει µιας 

απόδειξης. Ακόµα και αν λογικά απαιτούµε κάποια µορφή παραγωγικής απόδειξης, 

υποσυνείδητα φαίνεται ότι χρειαζόµαστε επίσης κάποια πειραµατική εξερεύνηση ή 

διαισθητική κατανόηση (de Villiers, 2003). 

 Σφαιρική ανασκευή, ανασκευή µιας αναληθούς πρότασης µε την παραγωγή ενός 

αντιπαραδείγµατος: Στην καθηµερινή ζωή οι άνθρωποι συχνά θεωρούν ότι ορισµένα 

πράγµατα είναι αληθινά, αγνοώντας απλά τις περιπτώσεις όπου δεν είναι αληθινά. 

Αντίθετα µε την καθηµερινή ζωή, στα µαθηµατικά θεωρήµατα µόνο ένα αντιπαράδειγµα 

είναι αρκετό να ανασκευάσει µια µαθηµατική πρόταση. Με τον όρο σφαιρική ανασκευή ο 

de Villies (2003) αναφέρεται στην παραγωγή ενός λογικού αντιπαραδείγµατος που 

ικανοποιεί τις προϋποθέσεις µιας πρότασης, αλλά αντικρούει το συµπέρασµα, και κατά 
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συνέπεια την ισχύ της πρότασης. Στα µαθηµατικά τα σφαιρικά αντιπαραδείγµατα 

παράγονται συνήθως µε την εµπειρική δοκιµή και όχι µε τον παραγωγικό συλλογισµό Αν 

κάποιος θέλει να εξετάσει την αλήθεια ή µη της πρότασης «ένα τετράπλευρο µε κάθετες 

τις διαγώνιούς του είναι ρόµβος», είναι αρκετό να ελέγξει πειραµατικά αν οι παρεχόµενες 

πληροφορίες είναι αρκετές για την κατασκευή ενός ρόµβου. Εύκολα χωρίς να 

χρησιµοποιήσει την αφαίρεση µπορεί να σχεδιάσει ένα τετράπλευρο µε κάθετες 

διαγώνιες που δεν είναι ρόµβος (Σχήµα 3.4). 

 

Σχήµα 3.4 

 Ευρετική ανασκευή (heuristic refutation), διατύπωση µιας νέας υπόθεσης ή ενός 

ευρετικού αντιπαραδείγµατος: Η ευρετική ανασκευή υιοθετείται στην περίπτωση όπου η 

αρχική υπόθεση ούτε αντικρούεται, ούτε επιβεβαιώνεται και ταιριάζει σε καταστάσεις 

αβεβαιότητας (Hadas et al., 2000). Τα ευρετικά αντιπαραδείγµατα δεν είναι συνήθως 

αυστηρά λογικά αντιπαραδείγµατα, δεδοµένου ότι δεν είναι ασυµβίβαστα µε την αρχική 

εικασία, αλλά αντιπαραδείγµατα που κεντρίζουν την αύξηση της γνώσης Η πρόσθετη 

δυναµική εµπειρική δοκιµή µιας ήδη αποδεδειγµένης πρότασης µπορεί να βοηθήσει 

µερικές φορές στην εύρεση κενών σε µια απόδειξη ή στη διατύπωση µιας υπόθεσης. 

 Κατανόηση (understanding), παροχή πρόσθετων πηγών εξήγησης και 

κατανόησης: Η λειτουργία της κατανόησης αφορά την κατανόηση της σηµασίας µιας  
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πρότασης, µιας έννοιας, ενός ορισµού (de Villies, 2003). Η εµπειρική έρευνα και η 

αξιολόγηση των ήδη αποδεδειγµένων συµπερασµάτων, µπορούν µερικές φορές να 

οδηγήσουν σε νέες προοπτικές και σε µια βαθύτερη κατανόηση ή επέκταση των 

προηγούµενων εννοιών και ορισµών µε την παροχή πρόσθετων πηγών εξήγησης ή µε την 

ανακάλυψη µιας απόδειξης. Μια κοινή πρακτική µεταξύ των µαθηµατικών είναι η 

έρευνα για ειδικές ή οριακές περιπτώσεις µιας µαθηµατικής κατάστασης, προκειµένου να 

καταλάβουν όχι µόνο τα αποτελέσµατα, αλλά και τις αποδείξεις. Μια τέτοια έρευνα 

µπορεί να βοηθήσει να καθοριστούν πιο αυστηρά οι διαισθητικές έννοιες, οι οποίες 

µπορούν στη συνέχεια να οδηγήσουν σε νέες έρευνες σε έως τώρα ανεξερεύνητες 

περιοχές. 

Παραδείγµατος χάριν, η πρόταση «κάθε σηµείο της διχοτόµου µιας γωνίας 

ισαπέχει από τις πλευρές της και αντιστρόφως κάθε εσωτερικό σηµείο της γωνίας που 

ισαπέχει από της πλευρές της είναι σηµείο της διχοτόµου της» (Αργυρόπουλος και λοιποί, 

2004, σελ. 16) δεν είναι τόσο διαισθητικά προφανής όσο φαίνεται, κατά τη διάρκεια µιας 

πειραµατικής διερεύνησης. Πράγµατι, τα ίχνη των αποστάσεων ενός σηµείου της 

διχοτόµου στις περιπτώσεις της πλήρους γωνίας, και γενικά των µη κυρτών γωνιών δεν 

βρίσκονται πάνω στις πλευρές της γωνίας (Σχήµα 3.5). 

 

Σχήµα 3.5 
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Αυτή η διαφορετική µε τη διαίσθηση παρατήρηση πιθανώς δεν είναι δυνατή χωρίς τη 

δυναµική πειραµατική διερεύνηση. Αυτό βοηθά να επαναπροσεγγιστεί η ιδιότητα αυτή 

των σηµείων της διχοτόµου και όχι να αµφισβητηθεί, είναι αναµφισβήτητη. Από 

µαθηµατική άποψη η κατάσταση εύκολα µπορεί να επιλυθεί είτε µε την επισήµανση ότι 

η ιδιότητα αυτή είναι ιδιότητα των σηµείων της διχοτόµου κυρτής γωνίας, είτε µε την 

επαναδιατύπωσή της «κάθε σηµείο της διχοτόµου µιας γωνίας ισαπέχει από τους φορείς 

των πλευρών της και αντιστρόφως κάθε εσωτερικό σηµείο της γωνίας που ισαπέχει από 

τους φορείς των πλευρών της είναι σηµείο της διχοτόµου της» (Σχήµα 3.6). 

 

Σχήµα 3.6 

 ∆υναµική ∆ιερεύνηση και Απόδειξη 

Η διερεύνηση και η απόδειξη είναι διαφορετικές δραστηριότητες, αλλά όµως 

συµπληρωµατικές· όχι µόνο και οι δυο είναι µέρος της διαδικασίας λύσης ενός 

προβλήµατος, αλλά απαιτούνται και οι δυο για την επιτυχία στα µαθηµατικά, η 

διερεύνηση οδηγεί στην ανακάλυψη και η απόδειξη είναι η επιβεβαίωσή της (Hanna, 

2000).  

Η επιτυχής χρήση του λογισµικού στη διερεύνηση, πρόσφερε σε κάποιους 

εκπαιδευτικούς στήριγµα στην άποψή τους ότι η παραγωγική απόδειξη στη γεωµετρία θα 

πρέπει να εγκαταλειφθεί για λογαριασµό µιας εξ ολοκλήρου εµπειρικής προσέγγισης στη 
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µαθηµατική αιτιολόγηση, και εποµένως µια παραγωγική απόδειξη δεν είναι αναγκαία 

(Hanna, 2000). 

Υπάρχουν αρκετά παραδείγµατα που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν για 

υποστηρίξουν την άποψη ότι οι προσφερόµενες δυνατότητες ενός µικρόκοσµου 

δυναµικής γεωµετρίας για διερεύνηση µπορεί να οδηγήσει αρκετούς µαθητές στην 

ανάγκη για µια παραγωγική απόδειξη. 

Έστω ότι ένας µαθητής πρέπει να αποδείξει το θεώρηµα ότι «οι τρεις διχοτόµοι 

ενός τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο». Σε ένα χαρτί θα µπορούσε να σχεδιάσει 

ένα τρίγωνο και κατά προσέγγιση τις τρεις διχοτόµους των γωνιών του και να αποδείξει 

ότι πράγµατι το θεώρηµα ισχύει. Αν έκανε την κατασκευή του τριγώνου και των 

διχοτόµων του σε ένα δυναµικό περιβάλλον θα είχε τη δυνατότητα να «σύρει» το 

τρίγωνο στην οθόνη µε έναν τέτοιο τρόπο ώστε να αλλάζει συνεχώς η µορφή του. Με 

δεδοµένο ότι οι διχοτόµοι επανασχεδιάζονται συνεχώς, ο µαθητής θα «έβλεπε» ότι 

πάντοτε οι τρεις διχοτόµοι διέρχονται από το ίδιο σηµείο ανεξάρτητα από τη µορφή του 

τριγώνου (Σχήµα 3.7). Αυτή η διαδικασία είναι ισοδύναµη µε το σχεδιασµό ενός πολύ 

µεγάλου αριθµού τριγώνων σε χαρτί ή στη φαντασία του µαθητή. 

 

Σχήµα 3.7 

Η δυναµική διερεύνηση βοηθά τους µαθητές να διαµορφώσουν µια νοητική 

εικόνα (Mason, 1991, αναφορά στο Hanna, 2000). Αυτό το χαρακτηριστικό γνώρισµα 
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παρέχει τα στοιχεία στο µαθητή ότι το θεώρηµα είναι αληθινό και ενισχύει την αξία της 

διερεύνησης. Εποµένως θα ήταν πολύ φυσικό ο µαθητής να βγάλει βιαστικά το 

συµπέρασµα ότι η διερεύνηση είναι επαρκής για τον καθορισµό ότι οι διχοτόµοι 

διέρχονται από το ίδιο σηµείο. Η ανάγκη όµως για µια επεξήγηση ακολουθεί µετά την 

υποβολή του ερωτήµατος «γιατί συµβαίνει αυτό». 

Η δυναµική διερεύνηση ενός προβλήµατος µπορεί να οδηγήσει κάποιον στο να 

αντιληφθεί τη δοµή και τις συνδέσεις του, χωρίς όµως να µπορεί να αποδώσει µε 

σαφήνεια την κάθε σύνδεση. Συνεπώς, η διερεύνηση ενός προβλήµατος µπορεί να 

οδηγήσει στη διατύπωση συµπερασµάτων, τα οποία όµως πρέπει να παραµείνουν 

δοκιµαστικά. Αν και η αλήθεια µιας πρότασης µπορεί να φανεί προφανής από τη 

διερεύνηση, χρειάζεται η ευαπόδεικτη αιτιολόγηση - demonstrable justification 

(Giaquinto, 1994 αναφορά στο Hanna, 2000), κάτι που µόνο η απόδειξη µέσω µιας 

παραγωγικής διαδικασίας από αποδεκτές προτάσεις µπορεί να κάνει. 

Γενικά, όπως η Hanna (2000) επισηµαίνει, γίνεται αποδεκτό ότι η διαίσθηση, ο 

επαγωγικός συλλογισµός, οι ευρετικές διαδικασίες, ο πειραµατισµός, η διερεύνηση και η 

οπτικοποίηση, είναι χρήσιµα στα προκαταρκτικά στάδια της επίτευξης των µαθηµατικών 

συµπερασµάτων, και είναι µια πιθανή πρόκληση για τη σηµασία της απόδειξης στο 

αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών στα µαθηµατικά. 

Το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας συµβάλει στην κατανόηση της 

«θεωρητικής» γεωµετρίας µέσω της διαδικασίας της σηµειωτικής µεσολάβησης, η οποία 

βοηθάει τους µαθητές να κατανοήσουν τη διαδικασία της διερεύνησης, της διατύπωσης 

εικασίας και της συζήτησης µε κάποιο τρόπο ώστε να φτάσουν σε µια έγκυρη απόδειξη 

(Mariotti, 2000). Επιβάλλεται όµως, να γίνει διάκριση µεταξύ µιας απόδειξης και ενός 
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ευρετικού επιχειρήµατος και να γίνει σαφές ότι η ισχύς των µαθηµατικών στηρίζεται 

στην απόδειξη. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV 
 

ΟΙ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΕΣ ΤΗΣ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗΣ  

 

Παραδοσιακά, οι δάσκαλοι των µαθηµατικών προσπαθούν να δηµιουργήσουν 

αµφιβολίες στους µαθητές τους για την εγκυρότητα των εµπειρικών παρατηρήσεών τους, 

ώστε να αισθανθούν την ανάγκη για απόδειξη ως µέσο «σιγουριάς» (de Villiers, 2004). 

Αυτή η προσέγγιση προέρχεται ενδεχοµένως από µια στενή φορµαλιστική άποψη, ότι η 

κύρια λειτουργία της απόδειξης είναι αυτή της επαλήθευσης και επικύρωσης της 

ακρίβειας των µαθηµατικών προτάσεων. Σαφώς, οι µαθητές πρέπει να είναι σε θέση να 

πουν πότε ένα αποτέλεσµα έχει επιτευχθεί ή όχι και να κατασκευάζουν αποδείξεις, όχι 

επειδή το απαιτεί ο δάσκαλος, αλλά επειδή οφείλουν να αναγνωρίζουν ότι είναι 

απαραίτητες. Η απόδειξη όµως έχει και άλλες σηµαντικές λειτουργίες στα µαθηµατικά, 

ίσης ή και µεγαλύτερης σπουδαιότητας ίσως από αυτές της επαλήθευσης και της 

επικύρωσης. 

Οι λειτουργίες της απόδειξης αναφέρονται στο σύνολο των δραστηριοτήτων της 

απόδειξης που συνδέονται µε τη σηµασία, τη χρησιµότητα και το σκοπό της, µέσω των 

οποίων επιτυγχάνεται ο κύριος σκοπός της που είναι η καθιέρωση της εγκυρότητας ή µη 

µιας πρότασης και η διασάφηση των λόγων αποδοχής ή απόρριψής της. 

Η ανάπτυξη της δυναµικής γεωµετρίας και η εφαρµογή της στις τάξεις των 

µαθηµατικών, απαιτεί µια ριζική αλλαγή στη διδασκαλία της απόδειξης. Συνεπώς, κατά 

την προσπάθεια καθορισµού του ρόλου της απόδειξης στην τάξη, είναι χρήσιµο να 

αναζητηθούν οι λειτουργίες που η απόδειξη µπορεί και πρέπει να εµφανίζει στη σχολική 
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πρακτική σε ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας και που µπορούν ενδεχοµένως να 

κάνουν την απόδειξη να έχει νόηµα, να είναι µια σηµαντική δραστηριότητα. 

 

Πρότυπο Λειτουργιών της Απόδειξης 

Οι ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης έχουν επεκτείνει αρκετά τους 

στόχους που πρέπει να πληρούνται κατά τη διδασκαλία της εκµάθησης της απόδειξης 

(Hadas et al, 2000). Ως κύριοι στόχοι της διδασκαλίας προτείνονται η επαλήθευση ή 

αιτιολόγηση της ορθότητας µιας πρότασης, η επεξήγηση του γιατί µια πρόταση είναι 

αληθής, η συστηµατοποίηση των συµπερασµάτων σε ένα παραγωγικό σύστηµα (ένα 

σύστηµα αξιωµάτων, ορισµών, αποδεκτών θεωρηµάτων κτλ.), η ανακάλυψη νέων 

θεωρηµάτων, η κοινοποίηση ή µετάδοση της µαθηµατικής γνώσης και η πνευµατική 

πρόκληση (Bell, 1976α· de Villiers, 1996 αναφορά στο Marrades et al., 2000). Οι στόχοι 

βρίσκονται σε αντιστοιχία µε µια σειρά λειτουργιών που η απόδειξη αναµένεται να 

εµφανίζει στη σχολική πρακτική. 

Πολλοί ερευνητές παρέχουν το ακόλουθο πρότυπο των λειτουργιών της 

απόδειξης (Bell, 1976· de Villiers 1999· Hadas et al., 2000): 

● Επαλήθευση – αιτιολόγηση (verification - justification), 

● Επεξήγηση (explanation),  

● Συστηµατοποίηση (systemization), 

● Ανακάλυψη (discovery),  

● Επικοινωνία (communication),  

● Πνευµατική πρόκληση (intellectual challenge).  

Τον προηγούµενο κατάλογο συµπληρώνει η Hanna (2000) µε τις λειτουργίες: 
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● ∆ιερεύνηση (exploration) της έννοιας ενός ορισµού ή των συνεπειών µιας υπόθεσης. 

● Κατασκευή (construction) µιας εµπειρικής θεωρίας.  

● Ενσωµάτωση (incorporation) γνώσης σε ένα νέο πλαίσιο και την εξέτασή της από µια 

νέα προοπτική. 

Οι λειτουργίες της απόδειξης για τους µαθηµατικούς δεν είναι όλες στον ίδιο 

βαθµό συναφείς µε την εκµάθηση των µαθηµατικών, και κατά συνέπεια δεν προσδίδουν 

σε αυτές την ίδια βαρύτητα στη διδασκαλία (Hanna, 2000). Οι δυο πρώτες λειτουργίες, η 

επαλήθευση - αιτιολόγηση και η επεξήγηση, που προτείνονται από τους ερευνητές, 

σχετίζονται µε τους κύριους ρόλους της απόδειξης στα µαθηµατικά. Η επαλήθευση είναι 

συνώνυµη µε την εγκυρότητα µιας πρότασης και η επεξήγηση µε τη διασάφηση των 

λόγων αποδοχής ή απόρριψής της. Η Hanna (2000) θεωρεί την επαλήθευση και την 

επεξήγηση ως τις θεµελιώδεις λειτουργίες της απόδειξης, µε τις οποίες πρέπει να αρχίζει 

κάθε σπουδαστής µόλις µπαίνει στον κόσµο των µαθηµατικών, γιατί είναι προϊόν της 

µακροχρόνιας ιστορικής ανάπτυξης της µαθηµατικής σκέψης. Όµως, οι εκπαιδευτικοί 

των µαθηµατικών, προκειµένου να κάνουν την απόδειξη µια σηµαντική δραστηριότητα 

για τους µαθητές τους, πρέπει µε τη διδασκαλία τους να προσπαθήσουν να αναπτύξουν 

οι µαθητές τους την κατανόηση και την εκτίµηση και των άλλων λειτουργιών της 

απόδειξης. 

Ο de Villiers (2002, 2003) επισηµαίνει ότι οι λειτουργίες της επεξήγησης και της 

ανακάλυψης είναι αναγκαίο να χρησιµοποιηθούν αρχικά προκειµένου να εισαγάγουν την 

απόδειξη ως σηµαντική δραστηριότητα στους µαθητές, η δε εισαγωγή των µαθητών στην 

απόδειξη ως επεξήγηση είναι σηµαντικό να µην καθυστερεί αδικαιολόγητα. Προτείνεται 

µια σπειροειδής προσέγγιση στην εισαγωγή των διάφορων λειτουργιών της απόδειξης 
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(Σχήµα 4.1). Αυτό απαιτεί αφενός, τη διαπραγµάτευση του δασκάλου µε τους µαθητές 

των κριτηρίων για τα αποδεκτά στοιχεία, τις επεξηγήσεις και τα επιχειρήµατα και 

αφετέρου, την εισαγωγή από νωρίς των µαθητών σε ευρετικές διαδικασίες επίλυσης 

προβλήµατος και διαδικασίες διερεύνησης (διατύπωσης υπόθεσης, ελέγχου, 

επιβεβαίωσης της υπόθεσης ή απόρριψη και επαναδιατύπωσής της). 

 

Σχήµα 4.1: Σπειροειδής προσέγγιση των Λειτουργιών της Απόδειξης (De Villiers, 1999) 

Επαλήθευση – Αιτιολόγηση 

Ο όρος επαλήθευση αναφέρεται στη λειτουργία της απόδειξης που έχει ως στόχο 

την εξακρίβωση ή την επιβεβαίωση µε έλεγχο της αλήθειας ή µη µιας πρότασης και την 

ενίσχυση της βεβαιότητας για την αλήθειά της ή την επιβεβαίωση της αλήθειας της µε 

ανακατασκευασµένες ή νέες αποδείξεις. 

Παραδοσιακά, η λειτουργία της απόδειξης κατανοείται σχεδόν αποκλειστικά ως η 

διαδικασία που χρησιµοποιείται για να επιβεβαιωθεί η ορθότητα των µαθηµατικών 
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προτάσεων. Κατά κύριο λόγο, στην πράξη της διδασκαλίας, στις περισσότερες 

συζητήσεις και στην έρευνα για τη διδασκαλία της απόδειξης, επικρατεί η άποψη ότι η 

απόδειξη, ως επαλήθευση, χρησιµοποιείται κυρίως για να εξαλειφθεί η αµφιβολία και η 

αβεβαιότητα για την αλήθεια των µαθηµατικών προτάσεων είτε του ίδιου του λύτη, είτε 

ενός συνοµιλητή του, όταν γίνεται προσπάθεια να αποδειχθεί κάτι που δεν είναι 

προφανές (de Villiers, 1999, 2002) και αρµόζει σε καταστάσεις όπου αναζητείται ένα 

πειστικό επιχείρηµα αναγκαίο για την επικύρωση µιας µαθηµατικής πρότασης. 

Επαλήθευση και ∆υναµική Γεωµετρία 

Με πολύ λίγες εξαιρέσεις, οι δάσκαλοι των µαθηµατικών φαίνονται να θεωρούν 

ότι µόνο η απόδειξη παρέχει τη βεβαιότητα για το µαθηµατικό και ότι είναι η µόνη αρχή 

για την καθιέρωση της ισχύος µιας πρότασης (de Villiers, 1999). Το γεγονός ότι οι 

µαθητές σε ένα πλαίσιο δυναµικής γεωµετρίας µεταβάλλοντας πολύ λίγο τις γεωµετρικές 

µορφές µπορούν να επιβεβαιώσουν εµπειρικά (επαγωγική επαλήθευση) τις διατυπωµένες 

εικασίες τους, είναι πρόβληµα, γιατί αποκτούν ένα υψηλό επίπεδο βεβαιότητας, µε 

αποτέλεσµα να αισθάνονται λίγο ή και καθόλου την ανάγκη για περαιτέρω επιβεβαίωση 

ή επαλήθευση (de Villiers, 2000). Συνεπώς, η εµπειρική επαλήθευση µε χρήση του 

δυναµικού λογισµικού ίσως όχι µόνο παρέχει ελάχιστο ή κανένα κίνητρο για απόδειξη 

(de Villiers, 2002), αλλά φαίνεται να εµποδίζει και την ανάπτυξη µιας ήδη 

προβληµατικής ανάγκης για απόδειξη (Holzl, 2001). Από µαθηµατική σκοπιά στο 

πλαίσιο της δυναµικής γεωµετρίας, προβληµατική φαίνεται να είναι και η άποψη του 

Polya (1954, σελ. 83-84), ότι µόνο αφού κάποιος είναι βέβαιος ότι ένα αποτέλεσµα είναι 

αληθινό θα προσπαθήσει να το αποδείξει. Προβληµατική επίσης φαίνεται να είναι και η 

άποψη του de Villiers (1999, 2002) ότι η απόδειξη δεν είναι απαραίτητα µια προϋπόθεση 
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για τη βεβαιότητα. το αντίθετο, η βεβαιότητα πριν από την απόδειξη είναι συχνά µια 

προϋπόθεση για την εύρεση µιας απόδειξης. 

Ένα λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας είναι ακριβές και εξαιρετικά χρήσιµο για 

τον εµπειρικό έλεγχο µιας διατυπωµένης εικασίας. Όµως, δεν παρέχει τη απόλυτη 

βεβαιότητα ότι µια εικασία είναι αληθής, αν κάποιος δεν είναι πολύ προσεκτικός. 

Επίσης, το πλαίσιο στο οποίο το λογισµικό είναι µέρος της διδασκαλίας και εκµάθησης, 

επηρεάζει έντονα τους τρόπους µε τους οποίους η ανάγκη για απόδειξη, ως επαλήθευση, 

προκύπτει ή όχι (Holzl, 2001). Για παράδειγµα, το πρόβληµα που ακολουθεί φαίνεται να 

επιβεβαιώνει τους προηγούµενους ισχυρισµούς. Η αφορµή γι’ αυτό το παράδειγµα 

πάρθηκε από τα βιβλία, Geometry Turned On (1997) όπου ο συντάκτης Keyton Michael, 

της ενότητας Students Discovering Geometry Using Dynamic Geometry Software, 

σχολιάζει τις ανακαλύψεις µαθητών µε τη χρήση λογισµικού ∆υναµικής Γεωµετρίας, και 

Rethinking Proof (2004), αλλά και από το άρθρο του De Villiers (2002), Developing 

Understanding For Different Roles of Proof in Dynamic Geometry.  

Πρόβληµα 1: Σχεδιάστε ένα τετράπλευρο ΑΒΓ∆ και τα Ε,Ζ,Η,Θ µέσα των πλευρών του 

ΑΒ, ΒΓ, Γ∆, ∆Α αντίστοιχα. Ενώστε την κάθε κορυφή µε το µέσο της απέναντί της 

πλευράς, για παράδειγµα όπως στο σχήµα 4.2. Βρείτε το λόγο του εµβαδού του 

εξωτερικού τετράπλευρου προς το εµβαδόν του εσωτερικού τετράπλευρου. Σύρετε µια 

οποιαδήποτε κορυφή του εξωτερικού τετράπλευρου σε διάφορες θέσεις στην επιφάνεια 

σχεδίασης. Προσπαθήστε να διατυπώσετε µια εικασία και ελέγξτε την. Είστε βέβαιοι ότι 

η εικασία σας είναι πάντα αληθής για το τυχαίο τετράπλευρο; Αν είστε βέβαιοι ότι είναι 

αληθής, υποστηρίξτε την µε λογική εξήγηση ή µια πειστική αιτιολόγηση. ∆ιαφορετικά 

δοκιµάστε να βρείτε ένα αντιπαράδειγµα και προσπαθήστε να δώσε µια αιτιολόγηση. 
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Σχήµα 4.2  

Αν σκόπιµα, πριν από τη δραστηριότητα, η µέτρηση και η ακρίβεια των 

υπολογισµών επιλεγεί να είναι µόνο ένα δεκαδικό ψηφίο και οι µαθητές πειραµατιστούν 

µε το σύρσιµο, θα είναι βέβαιοι ότι η υπόθεσή τους «ο λόγος των εµβαδόν είναι ίσος µε 

5», είναι αληθής σε τυχαίο τετράπλευρο (Σχήµα 4.3). 

 

Σχήµα 4.3 

Αν στη συνέχεια τους ζητηθεί να αυξήσουν την ακρίβεια των υπολογισµών τους 

στα δύο ή τρία δεκαδικά ψηφία, θα βρεθούν µπροστά σε µεγάλη έκπληξη, αφού ο λόγος 

τώρα δεν θα είναι ίσος µε 5 (Σχήµα 4.4). Η εικασία τους καταρρίπτεται και κατά 

συνέπεια φαίνεται να εµφανίζεται η ανάγκη να εξηγηθεί, γιατί δεν είναι αληθής. Η 

αβεβαιότητα για ένα αποτέλεσµα οδηγεί συνήθως στην αναζήτηση ενός 
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αντιπαραδείγµατος και όχι σε µια απόδειξη (de Villiers, 2003). Εποµένως η προτροπή για 

αναζήτηση ενός αντιπαραδείγµατος είναι επιβεβληµένη. 

 

Σχήµα 4.4 

Αυτό το παράδειγµα λειτουργεί καλά για δύο λόγους. Αφενός, για να 

ευαισθητοποιήσει τους µαθητές ότι η µέτρηση µε το λογισµικό δεν µπορεί να παρέχει 

την απόλυτη βεβαιότητα για την αλήθεια της εικασίας τους και δεν είναι βέβαιο ότι δεν 

θα υπάρξει και πάλι αλλαγή και για τα επόµενα δεκαδικά ψηφία. Εποµένως µια λογική 

εξήγηση, µια πειστική αιτιολόγηση είναι απαραίτητη για την απόλυτη βεβαιότητα. 

Αφετέρου, σε περιπτώσεις όπου η εύρεση µιας λογικής εξήγησης για µια υπόθεση που δε 

«φαίνεται» να είναι αληθής, η ύπαρξη ενός αντιπαραδείγµατος είναι µια αποδεκτή 

αιτιολόγηση. 

Οποτεδήποτε διεξάγεται µια έρευνα για την ισχύ µιας νέας, άγνωστης υπόθεσης, 

οι µαθηµατικοί συνήθως δεν ψάχνουν µόνο για αποδείξεις, αλλά προσπαθούν να 

κατασκευάσουν αντιπαραδείγµατα µε τη βοήθεια µιας ηµιεµπειρικής δοκιµής, δεδοµένου 

ότι µια τέτοια δοκιµή µπορεί να αποκαλύψει αντιφάσεις, λάθη ή αοριστίες. Κατά 

συνέπεια τα αντιπαραδείγµατα παράγονται µερικές φορές από την απαίτηση των 
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µαθηµατικών να ανασκευάσουν τις παλιές αποδείξεις ή να κατασκευάσουν νέες (de 

Villiers, 2003). 

Συνεπώς, προτρέποντας τους µαθητές να δοκιµάσουν να γενικεύσουν το 

συµπέρασµά τους πειραµατιζόµενοι και µε άλλα τετράπλευρα, θα ανακαλύψουν ότι στην 

περίπτωση των παραλληλογράµµων η αρχική τους εικασία αληθεύει, ο λόγος των 

εµβαδών είναι πάντα ίσος µε 5 (Σχήµα 4.5, 4.6, 4.7, 4.8), αλλά όχι και στις περιπτώσεις 

του τραπεζίου, ισοσκελούς ή µη (Σχήµα 4.9, 4.10) και του ροµβοειδούς (Σχήµα 4.11), 

και δεν υφίσταται στα µη κυρτά τετράπλευρα. 

 

Σχήµα 4.5 

 

Σχήµα 4.6 
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Σχήµα 4.7 

 

Σχήµα 4.8 

 

Σχήµα 4.9 

 

Σχήµα 4.10 
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Σχήµα 4.11 

Η βεβαιότητα ότι η εικασία τους δεν µπορεί να είναι γενικά αληθής είναι ισχυρή. 

Η απόδειξη, ως επαλήθευση και επιβεβαίωση µε έλεγχο, προέκυψε µέσα από ένα 

αντιπαράδειγµα. Συνεπώς, οι απόψεις των Polya και de Villiers δεν είναι προβληµατικές 

στο πλαίσιο της δυναµικής γεωµετρίας. Το ίδιο το πλαίσιο επηρεάζει έντονα τους 

τρόπους µε τους οποίους η ανάγκη για απόδειξη-µέσω ενός αντιπαραδείγµατος- 

προκύπτει. Το πλαίσιο, βοηθώντας τους µαθητές να λειτουργήσουν µέσω ευρετικών 

στρατηγικών, διερευνήσεων και οπτικών επιχειρηµάτων, τους επιτρέπει µέσα από ένα 

αντιπαράδειγµα να επινοήσουν ένα σχέδιο λύσης (Hadas et al., 2000). 

Ακόµα και αν η λειτουργία της απόδειξης ως επαλήθευση δεν θεωρηθεί ότι 

πρέπει να είναι η αφετηρία για την εισαγωγή των αρχαρίων στην απόδειξη σε ένα 

πλαίσιο δυναµικής γεωµετρίας, µπορεί και πρέπει να αναπτυχθεί αργότερα, ώστε να 

επιτρέψει στους µαθητές να πετύχουν µια βαθύτερη κατανόηση της αξίας και της φύσης 

της παραγωγικής απόδειξης (Villiers, 2002). 
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Επεξήγηση 

Ο όρος επεξήγηση αναφέρεται στη λειτουργία της απόδειξης που έχει ως στόχο τη 

λεπτοµερή εξήγηση, διασάφηση γιατί η επιβεβαιωµένη ορθότητα µε έλεγχο µιας 

διατυπωµένης εικασίας ή µιας πρότασης ή ιδιότητας µιας έννοιας είναι αληθής. Η 

επεξήγηση είναι συνώνυµη µε την επίγνωση γιατί κάτι είναι αληθινό (Hadas et al., 2000), 

αλλά και µε τη διορατικότητα πώς µπορεί να συµβεί αυτό. Η επεξήγηση προεικονίζει την 

απόδειξη, υπό την έννοια ότι συνδέεται µε τη διατύπωση µαθηµατικών όρων που 

προκύπτουν ως συµπεράσµατα από µια σειρά ιδιοτήτων, κάτι που είναι απαραίτητο, για 

να γίνει αντιληπτό πώς λειτουργεί η απόδειξη (Laborde, 2000). Για τους µαθηµατικούς, η 

µαθηµατική επεξήγηση, λαµβάνεται ως η συνοµιλία ενός ατόµου που έχει ως σκοπό να 

εδραιώσει σε κάποιον άλλο την εγκυρότητα µιας µαθηµατικής πρότασης (Balacheff, 

1988a, αναφορά στο Jones, 2000). 

Η απόδειξη ως επεξήγηση δίνει εγκυρότητα στα διατυπωµένα συµπεράσµατα 

(Laborde, 2000), παρέχει την µεγαλύτερη δυνατή αιτιολόγηση ενός µαθηµατικού 

συλλογισµού και τη µεγαλύτερη δυνατή εµπιστοσύνη στην αλήθεια των µαθηµατικών 

προτάσεων, συστηµατοποιεί τα αποτελέσµατα, συµβάλει στην ανακάλυψη και άλλων 

προτάσεων και στη διάχυση της µαθηµατικής γνώσης (de Villers, 2002, 2004). 

Η εµπειρική επαλήθευση µιας υπόθεσης (π.χ. µε το διαβήτη, το χάρακα ή τον 

υπολογιστή) είναι δυνατόν να παράσχει ένα ισχυρό αίσθηµα βεβαιότητας για την 

εγκυρότητα της υπόθεσης, αλλά δεν παρέχει καµιά ικανοποιητική εξήγηση γιατί η 

υπόθεση µπορεί να είναι αληθής. Ακόµα και αν η εξέταση πολλών παραδειγµάτων 

µπορεί να αυξήσει την σιγουριά για την αλήθεια µιας εικασίας ακόµα περισσότερο, δεν 
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παρέχει καµιά ικανοποιητική επίγνωση ή κατανόηση στο πώς η υπόθεση είναι συνέπεια 

άλλων γνωστών αποτελεσµάτων (de Villiers, 2002). 

Συνεπώς, σε καταστάσεις όπου τα ευρετικά αποτελέσµατα είναι διαισθητικά 

αυτονόητα ή υποστηρίζονται από πειστικά ηµιεµπειρικά στοιχεία, η κύρια λειτουργία της 

απόδειξης δεν είναι αυτή της επαλήθευσης, αλλά µάλλον αυτή της επεξήγησης (de 

Villiers, 1999), και η ανάγκη για απόδειξη ως τρόπος διασάφησης του πώς και 

κατανόησης του γιατί η εικασία είναι αληθής κάνει την εµφάνισή της. Η αναζήτηση του 

πώς και του γιατί συνδέεται και µε την ενδεχόµενη κατασκευή παραγωγικών αποδείξεων 

ως νοητική πρόκληση (µπορώ να το αποδείξω;) και την ικανοποίηση µιας βαθύτερης 

ανάγκης για την καθιέρωση της αλήθειάς τους. 

Μερικές αποδείξεις είναι από τη φύση τους πιο επεξηγηµατικές από άλλες και 

αυτό που τις διακρίνει είναι η δυνατότητά τους να παραπέµπουν σε µια χαρακτηριστική 

ιδιότητα µιας οντότητας ή µιας δοµής που αναφέρεται στο υπό εξέταση θεώρηµα, έτσι 

ώστε από την απόδειξη να είναι φανερό ότι τα αποτελέσµατα εξαρτώνται από την 

ιδιότητα (Steiner,1978 αναφορά στη Hanna, 2000). Η επιλογή επεξηγηµατικών 

αποδείξεων από τους δασκάλους παρέχει πλεονεκτήµατα. Παρόλα αυτά δεν είναι πάντα 

δυνατή η εύρεση µιας επεξηγηµατικής απόδειξης για κάθε υπό συζήτηση θεώρηµα, αφού 

στα µαθηµατικά µερικά θεωρήµατα πρέπει να αποδειχθούν χρησιµοποιώντας την εις 

άτοπο απαγωγή, την µαθηµατική επαγωγή ή κάποια άλλη µη επεξηγηµατική µέθοδο 

(Hanna, 2000). 

Επεξήγηση και ∆υναµική Γεωµετρία 

Στη διεθνή βιβλιογραφία παρέχονται πολυάριθµα παραδείγµατα για το πώς η 

∆υναµική Γεωµετρία µπορεί να υποστηρίξει την ευρετική φάση επίλυσης γεωµετρικού 
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προβλήµατος. Ένα πιο προσεκτικό βλέµµα στα διάφορα παραδείγµατα µπορεί να θέσει 

υπό αµφισβήτηση την υπόθεση ότι το δυναµικό λογισµικό χρησιµοποιείται 

αποτελεσµατικά, για να υποστηρίξει ένα συστηµατικό και ενεργό τρόπο απόκτησης 

γνώσης (Holzl, 2001). 

Μια λογική επεξήγηση είναι αναγκαία σε ένα δυναµικό περιβάλλον γεωµετρίας, 

δεδοµένου ότι κάποιος µπορεί να οδηγηθεί στην αποδοχή µη αληθών προτάσεων, εάν 

δεν είναι πολύ προσεκτικός (δείτε παράδειγµα 1 ανωτέρω). Ο τρόπος που τίθεται ένα 

πρόβληµα, αν οδηγεί σε µια περιορισµένη διαδικασία αναζήτησης και αν ο διδακτικός 

στόχος είναι αυτός της αναγνώρισης µιας ιδιότητας ή µιας σχέσης, τότε δεν µπορεί να 

αναµένεται να παραχθεί τίποτε περισσότερο από την εµπειρική επιβεβαίωση και είναι 

απίθανο να αφυπνιστεί οποιοδήποτε συναίσθηµα διασάφησης, κάτι που θα βοηθούσε 

στην αναζήτηση µιας επεξήγησης (Holzl, 2001). 

Σε καταστάσεις όπως αυτές που διαµορφώνονται σε ένα δυναµικό περιβάλλον, η 

λειτουργία της απόδειξης δεν µπορεί να είναι σαφώς µόνο αυτή της επαλήθευσης, της 

λήψης της βεβαιότητας µε έλεγχο, αλλά πρέπει να αναζητηθούν και άλλες λειτουργίες 

της απόδειξης όπως η επεξήγηση, η διανοητική πρόκληση κ. ά. 

Προκειµένου να µη χρησιµοποιείται η δυναµική γεωµετρία µόνο για την 

πειραµατική επαλήθευση γεωµετρικών γεγονότων, είναι αναγκαίο να δηµιουργείται ένα 

κατάλληλο ευρετικό πλαίσιο για µια συγκεκριµένη γεωµετρική κατάσταση µε την 

ενσωµάτωση, για παράδειγµα, µιας ερώτησης σε γενικότερες ή συγκεκριµένες 

καταστάσεις. 

Επιστρέφοντας στο παράδειγµα 1, η ερώτηση «είστε βέβαιοι ότι η εικασία σας 

είναι πάντα αληθής για οποιοδήποτε είδος τετράπλευρου;» δηµιουργεί το κατάλληλο 
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ευρετικό πλαίσιο, ώστε µια ανάγκη για επεξήγηση, γιατί ο λόγος των εµβαδών είναι ίσος 

µε 5 µόνο στα παραλληλόγραµµα, φαίνεται να προκύπτει. Στην περίπτωση των 

παραλληλογράµµων οι κοινές τους ιδιότητες, της παραλληλίας και της ισότητας των 

απέναντι πλευρών, «φαίνεται» να είναι η αναγκαία συνθήκη για να είναι ο λόγος των 

εµβαδών 5:1. Μια επεξήγηση µε µαθηµατικούς όρους είναι άµεση και εφικτή. Με τη 

µεταφορά (σύγκριση) τριγώνων σε ίσα τους τρίγωνα στις εξωτερικές πλευρές των 

τεσσάρων εσωτερικών κυρτών τετράπλευρων και από την παραλληλία των πλευρών 

τους, άµεσα προκύπτει η επεξήγηση πώς και γιατί ό λόγος είναι 5: το εµβαδόν του 

εξωτερικού παραλληλογράµµου ισούται µε το άθροισµα των εµβαδών των πέντε (5) 

επιµέρους ίσων παραλληλογράµµων (Σχήµα 4.12). 

 

Σχήµα 4.12 

Ο de Villiers (2003) επισηµαίνει, ότι η εισαγωγή στην απόδειξη µε την 

επεξήγηση είναι σηµαντικό να µη καθυστερεί αδικαιολόγητα. Για παράδειγµα, ακόµα 

και οι µαθητές που αντιλαµβάνονται τα σχήµατα ως µια ολότητα µε βάση τη µορφή τους 

(οπτικό επίπεδο), και όχι σε σχέση µε τις ιδιότητές τους (περιγραφικό επίπεδο), θα 

µπορούσαν εύκολα να χρησιµοποιήσουν τη συµµετρία για να επεξηγήσουν γιατί 
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ορισµένα αποτελέσµατα είναι αληθή (π.χ. γιατί στο ισοσκελές τρίγωνο οι γωνίες της 

βάσης του είναι ίσες, σχήµα 4.13). 

 

Σχήµα 4.13 

Ερευνητικά αποτελέσµατα δείχνουν ότι, η απόδειξη ως επεξήγηση σε περιβάλλον 

δυναµικής γεωµετρίας αποτελεί µια εναλλακτική λύση στην παραδοσιακή προσέγγιση. 

Οι de Villiers (2000) και Jones (2000) επισηµαίνουν ότι και οι αρχάριοι στην απόδειξη 

µαθητές, ανεξάρτητα από την ανάγκη τους για τη βεβαιότητα η οποία ικανοποιείται 

πλήρως από τη διερεύνηση σε περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας, στην πλειοψηφία τους 

επιδεικνύουν µια ανάγκη, για να επεξηγήσουν. Η διατύπωση µαθηµατικών ιδιοτήτων στη 

µαθηµατική γλώσσα, µέσα από την επεξήγηση του τι παρατηρείται στο σχέδιο στην 

οθόνη, προεικονίζει την απόδειξη. Το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας µεσολαβεί στις 

µαθηµατικές επεξηγήσεις και τα επιχειρήµατα και προωθεί την προοδευτική αφαίρεση. 

Η δυναµική φύση του λογισµικού επηρεάζει τη µορφή των επεξηγήσεών τους. 

∆ιατυπώνουν επιχειρήµατα τα οποία εξηγούν ικανοποιητικά, γιατί το αποτέλεσµα είναι 

αληθές και δεν επιβεβαιώνουν απλά ένα αποτέλεσµα. Οι µαθηµατικές επεξηγήσεις 

εξελίσσονται από «καθηµερινές» εκφράσεις µέσω του συλλογισµού σε µαθηµατικές 

επεξηγήσεις της γεωµετρικής κατάστασης, καθώς οι µαθητές γίνονται πιο πεπειραµένοι 

και µε τη γεωµετρία και µε το λογισµικό (Jones, 2000). 
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Ανακάλυψη 

Η απόδειξη ως ανακάλυψη στη γεωµετρία είναι συνώνυµη µε την εφεύρεση ή την 

επινόηση νέων γεωµετρικών αποτελεσµάτων, ιδιοτήτων και σχέσεων των γεωµετρικών 

σχηµάτων και εννοιών. Οι κριτικοί της παραδοσιακής προσέγγισης συχνά υποστηρίζουν 

ότι τα θεωρήµατα πρώτα εφευρίσκονται (κατασκευάζονται) µε τη βοήθεια της 

διαίσθησης ή µέσω ηµιεµπειρικών µεθόδων και στη συνέχεια ελέγχονται µέσω µιας 

παραγωγικής απόδειξης. Εντούτοις, υπάρχουν πολυάριθµα παραδείγµατα στην ιστορία 

των µαθηµατικών όπου τα νέα αποτελέσµατα ανακαλύφθηκαν ή εφευρέθηκαν κατά 

τρόπο καθαρώς παραγωγικό (µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες κτλ.). Ακόµα και µέσα σε ένα 

πλαίσιο παραγωγικών διαδικασιών, όπως η αξιωµατικοποίηση και οι ορισµοί, η απόδειξη 

δεν είναι µόνο ένας τρόπος αιτιολόγησης και επεξήγησης, αλλά και ένας τρόπος για 

διερεύνηση, ανακάλυψη, εφεύρεση και γενίκευση νέων αποτελεσµάτων (de Villiers, 

1999, 2002). 

Ανακάλυψη και ∆υναµική Γεωµετρία 

Ένας από τους στόχους της µαθηµατικής εκπαίδευσης είναι να παρασχεθούν 

ευκαιρίες στους µαθητές να χρησιµοποιήσουν την προηγούµενη εµπειρία και γνώση τους 

αλλά και τη φαντασία τους, για να ανακαλύψουν νέες ιδέες. Το πλαίσιο της δυναµικής 

γεωµετρίας προσφέρει σηµαντικές ευκαιρίες για ανακάλυψη, επιτρέποντας στους 

µαθητές να εξετάσουν καταστάσεις που αντιπαραβάλλουν η µία την άλλη (Holzl, 2001). 

Πράγµατι, αρκετά συχνά η προσπάθεια επεξήγησης γιατί ένα αποτέλεσµα είναι 

αληθές, επιτρέπει την περαιτέρω γενίκευση και την ανακάλυψη νέων συµπερασµάτων, 

όπως παρουσιάζεται ακολούθως, ως συνέχεια του παραδείγµατος 1: Στην προσπάθειά 

τους οι µαθητές να αναζητήσουν µια λογική επεξήγηση γιατί ο λόγος των εµβαδών του 
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εξωτερικού τετράπλευρου προς το εσωτερικό τετράπλευρο δεν είναι σταθερός, µπορούν 

να διαπιστώνουν ότι για κάθε κορυφή του τετράπλευρου αντιστοιχούν δυο απέναντι 

πλευρές και κατά συνέπεια σχεδιάζονται δυο εσωτερικά τετράπλευρα (µεσοδιαγώνια) 

(Σχήµα 4.14).  

 

Σχήµα 4.14 

Ένας στόχος ανακάλυψης των ιδιοτήτων των δυο εσωτερικών τετράπλευρων µπορεί 

άµεσα να τεθεί. Οι µαθητές διερευνώντας το σχήµα µε τη βοήθεια των µετρήσεων του 

λογισµικού µπορούν να διαπιστώνουν ότι τα δυο εσωτερικά τετράπλευρα δεν είναι ίσα, 

αλλά και δεν έχουν τον ίδιο λόγο εµβαδών ως προς το εξωτερικό τετράπλευρο (Σχήµα 

4.15). 

Αυτή η παρατήρηση µπορεί να οδηγήσει τους µαθητές να αναρωτηθούν αν 

υπάρχει περίπτωση τα δυο εσωτερικά τετράπλευρα να είναι ίσα. Με τη µέτρηση µπορούν 

να διαπιστώσουν ότι µπορεί να είναι ισεµβαδικά αλλά όχι ίσα γενικά. Συνεπώς, µπορεί 
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να τεθεί ο προβληµατισµός, «κάτω από ποιες προϋποθέσεις τα δυο εσωτερικά 

τετράπλευρα είναι ίσα και κάτω από ποιες προϋποθέσεις είναι ισεµβαδικά». 

 

Σχήµα 4.15 

Για να κάνουν τη γενίκευση θα πρέπει να συνειδητοποιήσουν ότι η ύπαρξη ενός 

τουλάχιστον άξονα συµµετρίας στο εξωτερικό τετράπλευρο (η µεσοκάθετος δυο απέναντι 

πλευρών ή µια διαγώνιος του τετραπλεύρου) είναι αναγκαία συνθήκη, η οποία τους 

επιτρέπει να δώσουν µια επεξήγηση γιατί µπορεί τα δυο εσωτερικά τετράπλευρα να είναι 

ίσα και κατ’ επέκταση και ισεµβαδικά. Μόνο για την ισεµβαδικότητα των δύο 

εσωτερικών τετράπλευρων η ύπαρξη ενός τουλάχιστον ζεύγους παράλληλων πλευρών 

φαίνεται να είναι αναγκαία αλλά όχι και ικανή συνθήκη. Με την έρευνα µπορούν να 

ανακαλύψουν ενδιαφέρουσες ιδιότητες µεταξύ του εξωτερικού τετράπλευρου και των 

δυο εσωτερικών τετράπλευρων, των οποίων οι στρατηγικές επίλυσής τους µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν και σε άλλα γεωµετρικά προβλήµατα αλλά και ενδιαφέρουσες 

γενικεύσεις: 
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Γενίκευση 1η: αν το εξωτερικό τετράπλευρο έχει έναν τουλάχιστο άξονα συµµετρίας, 

τότε τα δυο εσωτερικά τετράπλευρα είναι ίσα (ορθογώνιο, τετράγωνο, ρόµβος, ισοσκελές 

τραπέζιο, τετράπλευρο µε δύο ζεύγη ίσων διαδοχικών πλευρών- ροµβοειδές · Σχήµα 

4.16, 4.17, 4.18, 4.19, 4.20, 4.22). 

 Γενίκευση 2η: αν το εξωτερικό τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο, τότε και τα 

δυο εσωτερικά τετράπλευρα είναι παραλληλόγραµµα (ορθογώνιο, τετράγωνο, ρόµβος, 

παραλληλόγραµµο ·Σχήµα 4.16, 4.17, 4.18, 4.21). 

 Γενίκευση 3η: αν το εξωτερικό τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο (πλάγιο), 

τότε και τα δυο εσωτερικά τετράπλευρα είναι ισεµβαδικά αλλά όχι ίσα (Σχήµα 4.21). 

 Γενίκευση 4η: αν το εξωτερικό τετράπλευρο είναι τραπέζιο, τότε τα τµήµατα που 

ορίζονται από τις αντίστοιχες κορυφές, µία προς µια, των εσωτερικών τετράπλευρων, 

είναι παράλληλα µε τις παράλληλες πλευρές του τραπεζίου (αναγκαία συνθήκη η 

παραλληλία των απέναντι πλευρών, Σχήµα 4.19). 

 Γενίκευση 5η: αν το εξωτερικό τετράπλευρο είναι τετράγωνο, τότε και τα 

εσωτερικά είναι τετράγωνα (Σχήµα 4.17). 

 Γενίκευση 6η: αν το εξωτερικό τετράπλευρο είναι παραλληλόγραµµο, τότε το 

εµβαδόν του είναι πέντε φορές µεγαλύτερο από το εµβαδόν του καθενός από τα δυο 

εσωτερικά τετράπλευρα (γενικά δεν ισχύει η αναλογία 5:1). 

Επίσης οι µαθητές µπορούν να ανακαλύψουν και να διατυπώσουν µια υπόθεση, που δεν 

µπορούν να την αποδείξουν, αλλά και δυο άλυτα προβλήµατα (Geometry Turned On, 

1997, σελ. 67) 

 Υπόθεση 1η: το εµβαδόν του εξωτερικού τετράπλευρου είναι τουλάχιστον πέντε 

φορές µεγαλύτερο από το εµβαδόν του καθενός από τα εσωτερικά τετράπλευρα. 
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 Άλυτο πρόβληµα 1: κάτω από ποιες (κοινές) προϋποθέσεις θα µπορούσε τα 

εσωτερικά τετράπλευρα να είναι ισεµβαδικά για οποιοδήποτε τετράπλευρο.  

 Άλυτο πρόβληµα 2: κάτω από ποιες (κοινές) προϋποθέσεις θα µπορούσε τα 

εσωτερικά τετράπλευρα να είναι ίσα για οποιοδήποτε τετράπλευρο. 

 

Σχήµα 4.16 
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Σχήµα 4.17 

 

Σχήµα 4.18 
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Σχήµα 4.19 

 

Σχήµα 4.20 
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Σχήµα 4.21 

 

Σχήµα 4.22  

 

Πνευµατική Πρόκληση 

Η απόδειξη ως πνευµατική πρόκληση είναι συνώνυµη µε την αυτοπραγµάτωση, 

την εσωτερική ικανοποίηση που προέρχεται από την κατασκευή µιας απόδειξης. Οι 

µαθηµατικοί αντιλαµβάνονται την απόδειξη ως µια γοητευτική πνευµατική πρόκληση, 

ένα ευχάριστο χόµπι. Κατά τον de Villiers (2002), το να µπορεί κάποιος να κάνει 
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αποδείξεις στα µαθηµατικά θα µπορούσε ίσως να συγκριθεί µε την ικανοποίηση που 

ακολουθεί τον τερµατισµό σε έναν αγώνα µαραθώνιου ή του τριάθλου. Από αυτή την 

άποψη, η απόδειξη εξυπηρετεί τη λειτουργία της αυτοπραγµάτωσης και της εσωτερικής 

ευχαρίστησης, και προσφέρεται ως γόνιµο έδαφος, για να εξεταστεί η διανοητική αντοχή 

και η ευστροφία του µαθηµατικού (de Villiers, 1999). 

Πνευµατική Πρόκληση και ∆υναµική Γεωµετρία 

Αφενός, σε ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας η διερεύνηση µε το σύρσιµο 

µιας διατυπωµένης υπόθεσης εύκολα µπορεί να παράγει συναισθήµατα βεβαιότητας ή 

και αβεβαιότητας και να δηµιουργήσει προσδοκίες. Αφετέρου, οι καλοσχεδιασµένοι 

διδακτικοί στόχοι δηµιουργούν µια γνωστική σύγκρουση και µια πνευµατική περιέργεια 

για να κατανοηθεί γιατί η αναµενόµενη ιδιότητα δεν είναι αληθής (δείτε πρόβληµα 1 

ανωτέρω). 

Στο πλαίσιο της δυναµικής γεωµετρίας η ακρίβεια της κατασκευής των 

γεωµετρικών σχηµάτων και η προσέγγιση των πολλαπλάσιων µορφών τους µε το 

σύρσιµο, παρέχουν ευκαιρίες στους µαθητές, ώστε µέσα από το ‘παιχνίδι’ και την 

εξερεύνηση (Papert, 1980), να κάνουν συνδέσεις µε την προηγούµενη γνώση τους, και 

ένα κίνητρο για οδηγήσουν τη σκέψη τους σε περιοχές που η µαθηµατική φαντασία µόνη 

της δεν µπορεί να φτάσει. Η αµεσότητα των µαθητών µε το αντικείµενο έχει επιπτώσεις 

στη γνωστική και στη συναισθηµατική τους ανάπτυξη και αναπτερώνει το ενδιαφέρον 

τους για τη µαθηµατική κατάσταση (Sinclair, 2002). Η δυναµική φύση του λογισµικού 

µπορεί να επιτρέψει στους µαθητές να οδηγηθούν σε εντυπωσιακά αποτελέσµατα 

(διατύπωση γενικεύσεων ανωτέρω) και µπορεί να οδηγήσει στην ανακάλυψη και 
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απόδειξη προβληµάτων, ανεξάρτητων από το αρχικό, αλλά και στην εφαρµογή τους σε 

άλλα παρόµοια. 

Όπως παρατηρεί η Sinclair (2002), η ελκυστικότητα της γεωµετρικής µορφής 

στην οθόνη του υπολογιστή εκπλήσσει και ευχαριστεί και µπορεί να οδηγήσει σε 

απαντήσεις που είναι, όχι µόνο, χρήσιµες για τη σηµασία ή την αξία ενός µαθηµατικού 

αποτελέσµατος, αλλά µπορεί να καθοδηγήσει τη µαθηµατική έρευνα και να συµβάλλει 

στα συναισθήµατα προσωπικής ικανοποίησης και ευχαρίστησης. 

 

Συστηµατοποίηση 

Η λειτουργία της απόδειξης ως συστηµατοποίηση αναφέρεται στην κατάταξη ή 

οργάνωση διάφορων αποτελεσµάτων σε ένα παραγωγικό σύστηµα αξιωµάτων, ορισµών 

και θεωρηµάτων. Η απόδειξη ως συστηµατοποίηση, είναι ένα αναγκαίο εργαλείο για τη 

οργάνωση της αποκτηθείσας γνώσης σε ένα παραγωγικό σύστηµα αξιωµάτων, ορισµών 

και θεωρηµάτων, αφού αποκαλύπτει τις υφιστάµενες σχέσεις µεταξύ των γεωµετρικών 

προτάσεων µε τρόπους που η εµπειρική δοκιµή και η καθαρή διαίσθηση δεν µπορεί. 

Ο de Villiers (1999, 2002) υποστηρίζει ότι η παραγωγική συστηµατοποίηση: 

 Βοηθά στην αναγνώριση αντιφάσεων µεταξύ φανερών και µη σαφώς 

διατυπωµένων υποθέσεων. 

 Ενώνει και απλοποιεί τις µαθηµατικές θεωρίες µε την ενσωµάτωση ανεξάρτητων 

προτάσεων, θεωρηµάτων και εννοιών, πετυχαίνοντας µε αυτόν τον τρόπο µια οικονοµική 

παρουσίαση αποτελεσµάτων. 
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 Παρέχει µια χρήσιµη σφαιρική προοπτική ενός θέµατος µε την έκθεση της 

υφιστάµενης αξιωµατικής δοµής εκείνου του θέµατος από το οποίο όλες οι άλλες 

ιδιότητες µπορούν να προέλθουν. 

 Είναι χρήσιµη για εφαρµογές τόσο µέσα όσο και έξω από τα µαθηµατικά και 

 οδηγεί συχνά σε εναλλακτικά παραγωγικά συστήµατα που παρέχουν νέες 

προοπτικές ή είναι πιο οικονοµικά και ισχυρά από τα ήδη υπάρχοντα. 

Μερικά στοιχεία της επαλήθευσης είναι παρόντα στις λειτουργίες της 

συστηµατοποίησης. Όµως, ο κύριος στόχος της δεν είναι να ελεγχθούν αν οι προτάσεις 

είναι πραγµατικά αληθείς, αλλά να οργανωθούν λογικά οι ανεξάρτητες µεµονωµένες 

προτάσεις που ήδη είναι γνωστές ώστε να είναι αληθείς σε ένα συνεπές ενοποιηµένο 

σύνολο. 

Με δεδοµένο ότι καθένας µε λίγη εµπειρία στην απόδειξη µπορεί να 

επαληθεύσει, στα πραγµατικά µαθηµατικά η καθαρή λειτουργία της απόδειξης ως 

συστηµατοποίησης έρχεται στην επιφάνεια µόνο σε ένα πολύ προχωρηµένο επίπεδο. 

Καθώς η γεωµετρική σκέψη των µαθητών εξελίσσεται από το διαισθητικό επίπεδο στο 

θεωρητικό και οι άλλες λειτουργίες της απόδειξης µπορούν να εισαχθούν βαθµιαία, αλλά 

η λειτουργία της συστηµατοποίησης πρέπει να καθυστερήσει έως ότου οι µαθητές 

φτάσουν στα ανώτερα επίπεδα γεωµετρικής σκέψης (3ο και 4ο επίπεδα van Hiele) (de 

Villiers,1999). 

Συστηµατοποίηση και ∆υναµική Γεωµετρία 

Ερευνητικές µελέτες έδειξαν ότι η λειτουργία της συστηµατοποίησης σπάνια 

επιτυγχάνεται στις σχολικές τάξεις και ότι ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας, µέσα 

 102



από κατάλληλα σχεδιασµένες δραστηριότητες µπορεί να ωθήσει τους µαθητές στη 

συστηµατοποίηση των συµπερασµάτων τους (Villiers 1999, 2002· Handas et al., 2000). 

Η λειτουργία της απόδειξης ως συστηµατοποίηση µπορεί να κάνει την εµφάνισή 

της και στο αρχικό µας πρόβληµα 1. Μια διάκριση των κυρτών τετράπλευρων του 

προβλήµατος 1 ως προς την έννοια της ισεµβαδικότητας και κατ’ επέκταση την έννοια 

της ισότητας των µεσοδιαγώνιων τετράπλευρων µε κριτήρια την παραλληλία των 

απέναντι πλευρών και την ύπαρξη ή µη άξονα συµµετρίας στα κυρτά τετράπλευρα, όπως 

προκύπτει από τις ανωτέρω διατυπωµένες γενικεύσεις, µπορεί να είναι η ακόλουθη 

(Σχήµα 4.23). 

 

Επικοινωνία 

Η απόδειξη ως επικοινωνία αναφέρεται στη λειτουργία της µεταβίβασης ή της 

ανταλλαγής της µαθηµατικής γνώσης µεταξύ των µελών µιας µαθηµατικής κοινότητας, 

επιστηµονικής ή σχολικής τάξης των µαθηµατικών. Η επικοινωνία κατά τον Vygotsky 

(1987) είναι ένα πολιτισµικό γεγονός και η γλώσσα είναι πρωτίστως ένα εργαλείο 

επικοινωνίας. Η απόδειξη από την ίδια της τη φύση είναι µια µορφή επικοινωνίας, αφού 

χρησιµοποιεί το λόγο, γραπτό ή προφορικό, για την ανακοίνωση ενός µαθηµατικού 

επιχειρήµατος. Η απόδειξη είναι ένας µοναδικός τρόπος µετάδοσης και κοινοποίησης 

των µαθηµατικών αποτελεσµάτων µεταξύ των επιστηµόνων, µεταξύ δασκάλων των 

µαθηµατικών και των µαθητών και µεταξύ των ίδιων των µαθητών. 

Κατά τους Davis και Hersh (1981) όταν η απόδειξη εκτίθεται στην εξονυχιστική 

έρευνα και την κρίση ενός νέου ακροατηρίου, υπόκειται σε µια διαρκή διαδικασία 

κριτικής και επανεξέτασης. Η έκθεση της απόδειξης ενός γεγονότος διασαφηνίζει 
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σφάλµατα, αµφιβολίες και παρανοήσεις και αποκαλύπτει τη ουσία του, µε αποτέλεσµα 

να αποτελέσει έναυσµα για νέα µαθηµατικά. 

Επικοινωνία και ∆υναµική Γεωµετρία 

Η λειτουργία της επικοινωνίας είναι παρούσα σε όλη τη διάρκεια της µαθησιακής 

διαδικασίας σε ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας. Αφενός ο δάσκαλος 

διαπραγµατεύεται µε τους µαθητές συνεχώς τα κριτήρια για το τι αποτελεί απόδειξη, και 

αφετέρου οι µαθητές πρέπει να ανακοινώσουν τους ισχυρισµούς τους, προκειµένου να 

γίνουν πιστευτοί για την αλήθεια των ισχυρισµών τους. 

Κατά τον de Villiers (1999, 2002), η απόδειξη ως µορφή αλληλεπίδρασης, 

περιλαµβάνει υποκειµενικά τη διαπραγµάτευση, όχι µόνο των σηµασιών των 

εµπλεκόµενων εννοιών, αλλά κάνει σαφή και τα κριτήρια για ένα αποδεκτό επιχείρηµα. 

Στη συνέχεια ένα τέτοιο κοινωνικό φιλτράρισµα µιας απόδειξης µέσα από συζητήσεις 

συµβάλλει στον προσδιορισµό των λαθών ή στην απόρριψη της προς απόδειξη πρότασης 

µε την ανακάλυψη ενός αντιπαραδείγµατος. 
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Σχήµα 4.23 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ V 
 

ΕΡΕΥΝΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 

 

Η αποτυχία να διδαχθούν οι αποδείξεις, η αναγνώριση ότι η δραστηριότητα 

της παρουσίασης αποδείξεων οφείλει να συµµορφωθεί µε τα κίνητρα του µαθητή και 

η εµφάνιση των δυναµικών εργαλείων (Hadas et al., 2000) έχουν κάνει το 

συλλογισµό, την απόδειξη και την επιχειρηµατολογία σηµαντικά ζητήµατα 

εµπειρικής έρευνας για τα σχολικά µαθηµατικά, µέσα στο ευρύτερο πλαίσιο 

συζητήσεων για το ρόλο της απόδειξης στα µαθηµατικά και ειδικότερα στα σχολικά 

µαθηµατικά. 

 

Ο Ρόλος της Απόδειξης 

Υπήρξαν και ακόµη υπάρχουν συγκρουόµενες απόψεις µεταξύ των 

µαθηµατικών, των ιστορικών των µαθηµατικών, των φιλοσόφων των µαθηµατικών 

και των εκπαιδευτικών µαθηµατικών για το τι πραγµατικά είναι η απόδειξη, ποιος 

είναι ο ρόλος της στα µαθηµατικά και τι είναι αυτό που καθιστά µια απόδειξη 

αποδεκτή (Hanna, 2000). Όµως µια αυστηρή απόδειξη, µε δεδοµένη την εγκυρότητά 

της από την άποψη της τυπικής προέλευσης, γίνεται πραγµατικά πειστική, νόµιµη και 

πολυτιµότερη µόνο αν οδηγεί στην πραγµατική µαθηµατική κατανόηση (Hanna, 

2000). 

Ο ρόλος της απόδειξης στα µαθηµατικά έχει συνέπειες για τη διδασκαλία της 

στα σχολικά µαθηµατικά. Αφενός, η κοινή βάση γνώσης των σπουδαστών διαφέρει 

από αυτήν της µαθηµατικής κοινότητας. Εποµένως, κάποιος πρέπει να δεχθεί και 

άλλα είδη αποδείξεων στην τάξη των µαθηµατικών. Αφετέρου, οι µαθητές πρέπει να 
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γνωρίσουν την ακριβή εικόνα των µαθηµατικών και ειδικότερα στο Λύκειο πρέπει να 

προετοιµαστούν για τα επιστηµονικά µαθηµατικά, τα οποία διαδραµατίζουν έναν 

ουσιαστικό ρόλο σε πολλές περιοχές στο πανεπιστηµιακό επίπεδο. Συνεπώς, η 

απόδειξη στη σχολική τάξη θα πρέπει να στοχεύει στη συναίνεση της µαθητικής 

κοινότητας, να είναι πιθανώς λιγότερο αυστηρής φύσης (Heinze & Reiss, 2003) και 

να λειτουργεί ως ένα επεξηγηµατικό εργαλείο, ώστε να ασκήσει το ρόλο της ως 

µορφή µαθηµατικής αιτιολόγησης (Hanna, 2000). 

Παρά το γεγονός ότι τα µαθηµατικά θεωρούνται ως η επιστήµη των 

αποδείξεων, ο ρόλος της απόδειξης στο σχολικό πρόγραµµα σπουδών δεν απεικονίζει 

πάντα αυτή τη σηµασία και είναι ένα σηµαντικό αντικείµενο συζήτησης σε διάφορες 

χώρες κατά την διάρκεια των τελευταίων είκοσι και πλέον ετών (Hanna, 2000). Οι 

συζητήσεις για το ρόλο της απόδειξης στα σχολικά µαθηµατικά διχάζουν τους 

ερευνητές και τους εκπαιδευτικούς των µαθηµατικών, υπάρχει πολύ λίγη οµοφωνία 

για τη µέθοδο µε την οποία, πότε, γιατί, σε ποιον ή ποιους να διδαχθεί, η δε 

καταλληλότητά της για τα σχολικά µαθηµατικά τίθεται υπό συζήτηση (Steen, 1999). 

Έχουν υπάρξει αµφισβητήσεις για τη θέση της απόδειξης στα ίδια τα µαθηµατικά, 

συµπεριλαµβανοµένων των προβλέψεων «θάνατος της απόδειξης» (Horgan 1993, 

αναφορά στο Hoyles et al., 2002). Η κίνηση των νέων µαθηµατικών στις δεκαετίες 

του ’50 και του ’60 προς µια απόδειξη που δίνει έµφαση στην αυστηρότητα και την 

ακαµψία, οι εντατικές συζητήσεις στις δεκαετίες του ’70 και του ’80 ως προς το εάν 

οι αποδείξεις πρέπει να είναι ακόµα µέρος του προγράµµατος σπουδών των 

µαθηµατικών στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση (Reiss & Renkl, 2002) και οι νεότερες 

εξελίξεις και στα µαθηµατικά και στη µαθηµατική εκπαίδευση έχουν θέσει υπό 

αµφισβήτηση το ρόλο της απόδειξης στα µαθηµατικά και ειδικότερα αυτό που 
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καθιστά µια απόδειξη αποδεκτή (Hanna, 2000). Οι παρεχόµενες από τους 

υπολογιστές δυνατότητες για δηµιουργία και επαλήθευση εξαιρετικά πολύπλοκων 

αποδείξεων οδήγησε στην ανάπτυξη νέων τύπων αποδείξεων και όχι µόνο προσέδωσε 

στον πειραµατισµό χαρακτηριστικά µαθηµατικής δραστηριότητας, αλλά προτάθηκε 

ως µια εναλλακτική λύση στην απόδειξη, ως µια εξίσου έγκυρη µορφή µαθηµατικής 

επικύρωσης (Hanna, 1996). Η επιρροή αυτών των εξελίξεων στα µαθηµατικά 

ενισχύθηκε και από τις αντιλήψεις µερικών εκπαιδευτικών των µαθηµατικών, 

εµπνεόµενων από την άποψη του Lakatos (1976) για το ρόλο της απόδειξης. Ότι 

δηλαδή, ο ρόλος της απόδειξης συνίσταται στην κριτική των µαθηµατικών 

συµπερασµάτων και όχι στην καθιέρωση της αλήθειάς τους, και ως τέτοια αποτελεί 

την κινητήρια δύναµη στην αύξηση της µαθηµατικής γνώσης, η δε παραγωγική 

απόδειξη δεν είναι κεντρική στη µαθηµατική ανακάλυψη, αλλά µπορεί και να 

εµποδίσει ακόµα και την εκµάθηση µεταξύ ορισµένων πολιτισµικών µονάδων 

(αναφορά στους Reid, 2002 και Hanna, 1996). 

Η Hanna (2000) επισηµαίνει ότι καµιά από τις εξελίξεις δεν υπονοµεύει τη 

σηµασία ή την αξία της απόδειξης και ότι πολλοί από τους διατυπωµένους 

ισχυρισµούς είναι είτε λανθασµένοι, είτε βασίζονται σε παρανοήσεις. Η απόδειξη 

αξίζει να έχει µια προεξέχουσα θέση στο πρόγραµµα σπουδών, επειδή συνεχίζει να 

είναι χαρακτηριστικό γνώρισµα των ίδιων των µαθηµατικών, ως η µόνη συνιστώµενη 

µέθοδος επαλήθευσης, και επειδή είναι ένα πολύτιµο εργαλείο για τη µαθηµατική 

κατανόηση. 

Τα τελευταία χρόνια γίνεται µια προσπάθεια επαναπροσδιορισµού της φύσης 

των σχολικών µαθηµατικών, τι σηµαίνει κάνω µαθηµατικά στο σχολείο, πώς οι 

µαθηµατικές έννοιες µαθαίνονται και πώς µπορούν να διδαχθούν. Η νέα έκδοση των 
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NCTM (2000) συστήνει το συλλογισµό και την απόδειξη ως απαραίτητο µέρος του 

αναλυτικού προγράµµατος της διδασκαλίας των µαθηµατικών σε όλες τις βαθµίδες 

εκπαίδευσης. Οι στόχοι που θέτει είναι ότι οι µαθητές πρέπει να είναι σε θέση να 

αναγνωρίζουν το συλλογισµό και την απόδειξη ως θεµελιώδεις πτυχές των 

µαθηµατικών, να κάνουν και να ερευνούν µαθηµατικές υποθέσεις, να αναπτύσσουν 

και να αξιολογούν µαθηµατικά επιχειρήµατα και αποδείξεις, να επιλέγουν και να 

χρησιµοποιούν τους διαφόρους τύπους συλλογισµών και µεθόδων απόδειξης. 

 

Κατηγορίες Ερευνητικών Προσεγγίσεων 

Στην έρευνα για τη διδασκαλία και την εκµάθηση της απόδειξης στα σχολικά 

µαθηµατικά, και ιδιαίτερα στη γεωµετρία, διακρίνονται οι ακόλουθες βασικές 

προσεγγίσεις (Hershkowitz, 1989· αναφορά στο Κολέζα, 2000, σελ.266-267). Σε µια 

πρώτη προσέγγιση ο στόχος είναι η διατύπωση µιας θεωρίας και στη συνέχεια η 

επιβεβαίωσή της ή απόρριψή της µε βάση τα ερευνητικά δεδοµένα (top-down). 

Χαρακτηριστικό αυτής της προσέγγισης στο πλαίσιο των σχολικών µαθηµατικών, και 

ιδιαίτερα στη γεωµετρία, είναι η επιλογή κατάλληλων δραστηριοτήτων που να 

ταιριάζουν στη διατυπωµένη θεωρία και που δεν αντανακλούν απαραίτητα την 

πραγµατικότητα των µαθητών. Στόχος της δεύτερης προσέγγισης (bottom-up), η 

οποία είναι και η επικρατέστερη, είναι η κατανόηση και η ερµηνεία των δυνατοτήτων 

των µαθητών και των διαδικασιών που αυτοί ακολουθούν. Κατά την προσέγγιση 

αυτή χρησιµοποιείται µια ήδη διατυπωµένη θεωρία ως εργαλείο για να εξηγηθούν οι 

καταστάσεις και να αναλυθούν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από την έρευνα, 

προκειµένου να διατυπωθούν συµπεράσµατα που οδηγούν στη βελτίωση των ήδη 

υπαρχόντων θεωριών ή στη διατύπωση νέων. 
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Σε κάθε µια από τις παραπάνω προσεγγίσεις εξετάζονται από την ερευνητική 

κοινότητα των µαθηµατικών ερωτήµατα για τις δυσκολίες που παρουσιάζουν οι 

µαθητές όλων των βαθµίδων εκπαίδευσης µε τη διδασκαλία της µαθηµατικής 

απόδειξης, την παραγωγή και την κατανόηση της φύσης της από διαφορετικές 

σκοπιές: ιστορικά, επιστηµολογικά, γνωστικά και διδακτικά (Olivero, 2000). Οι 

δυσκολίες αυτές προκύπτουν από τη συνύπαρξη συγκεκριµένων διαδικασιών, 

σχετικών µε το πλαίσιο - ιστορικό, επιστηµολογικό, γνωστικό και διδακτικό - των 

σχολικών µαθηµατικών γενικά ή των επιµέρους πλαισίων τους (άλγεβρα ή 

γεωµετρία). Τα µεν συµπεράσµατα από τις ιστορικές και επιστηµολογικές µελέτες 

έχουν δείξει ότι η απόδειξη είναι σηµαντική για τα µαθηµατικά, τα δε, από τις 

γνωστικές και διδακτικές µελέτες, µπορούν να φανούν χρήσιµα εργαλεία για τη 

διαµόρφωση νέων διδακτικών προτάσεων (Recio & Godino, 2001), µε στόχο την 

επιτυχή διδασκαλία και εκµάθηση της απόδειξης από τους µαθητές (Olivero, 2000). 

 

Περιοχές Ερευνητικών Προσεγγίσεων 

Στη έρευνα της µαθηµατικής εκπαίδευσης υπάρχει ένα αυξανόµενο 

ενδιαφέρον για τα προβλήµατα διδασκαλίας και εκµάθησης της απόδειξης στη 

σχολική τάξη (Hanna, 2000). Αναζητούνται εναλλακτικές ερµηνείες των δυσκολιών 

που οι µαθητές αντιµετωπίζουν µε τη διδασκαλία και εκµάθηση της απόδειξης (Recio 

& Godino, 2001). Στόχος των ερευνών δεν είναι µόνο να βρεθούν οι τρόποι µέσω των 

οποίων θα βελτιωθεί η ικανότητα των µαθητών στην παρουσίαση µιας τυπικής 

µαθηµατικής απόδειξης. Σκοπός είναι να µελετηθεί η εξέλιξη της κατανόησης από 

τους µαθητές της φύσης της µαθηµατικής απόδειξης (γνωστικός χαρακτήρας της 
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απόδειξης), ώστε να ανακαλυφθεί µε ποιον τρόπο θα µπορούσε αυτή η κατανόηση να 

βελτιωθεί µε παράλληλη ανάπτυξη των αποδεικτικών τους δεξιοτήτων. 

Μια πλήρης αξιολόγηση των αποδεικτικών δεξιοτήτων έχει να κάνει τόσο µε 

τις παραγόµενες εκτιµήσεις (δηλαδή τις δικαιολογίες ή τα επιχειρήµατα που 

παράγονται από τους µαθητές), όσο και µε τις διαδικασίες (δηλαδή τους τρόπους µε 

τους οποίους οι µαθητές χρησιµοποιούν τα όποια επιχειρήµατά τους για να παράγουν 

τις αιτιολογίες τους και να κάνουν αποδείξεις) προκειµένου να βρεθούν τα στοιχεία 

που είναι ικανά να οδηγήσουν στην απόδειξη (Marrades & Gutierrez, 2000). Αυτή η 

αλλαγή των στόχων της έρευνας προέκυψε εν µέρει από την πεποίθηση ότι οι 

µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης δεν είναι ικανοί να αρχίσουν να µαθαίνουν 

τις µεθόδους της τυπικής απόδειξης ξαφνικά, αλλά χρειάζεται χρόνος και εµπειρία 

(Mariotti, 2001, 1997). 

Πιο συγκεκριµένα, οι ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης θέλουν να 

γνωρίζουν πώς αναπτύσσονται οι αποδεικτικές ικανότητες των µαθητών και ποιες είναι 

οι πεποιθήσεις και αντιλήψεις των µαθητών για την έννοια της απόδειξης. ∆ηλαδή, 

ποιο είδος συλλογισµού και ποια είδη επιχειρηµάτων και αποδείξεων βοηθούν στην 

ανάπτυξη των δεξιοτήτων απόδειξης των µαθητών (Balacheff, 1988· Harel & 

Sowder, 1998· Mariotti, 1997· Marrades & Gutierrez, 2000· Recio & Godino, 2001· 

Simon, 1996). Mέσω ποιων διαδικασιών µπορεί να υπάρξει σύνδεση µεταξύ της 

διερευνητικής φάσης επίλυσης προβλήµατος και της επόµενης φάσης, στην οποία 

όλα τα κοµµάτια που ανεπίσηµα ανακαλύπτονται αναδιοργανώνονται σε 

επικυρωµένες προτάσεις (Arzarello et al.,2002· Boero et al., 1996· Olivero, 1999· 

Simon, 1996). Ποιος ο ρόλος της διαίσθησης στη µετάβαση από την πράξη στη 

θεωρία, από την επιχειρηµατολογία στην απόδειξη (Hanna, 2000· Mariotti 1998). Τι 
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σηµαίνει για τους µαθητές η έννοια της απόδειξης και πώς ερµηνεύουν την έκφραση 

‘κάνω απόδειξη’ (Reid, 2002). Πότε πείθονται οι µαθητές ότι µια πρόταση είναι 

αληθής (Sowder & Harel, 1998). 

Μια άλλη πιο σύγχρονη προσέγγιση αφορά τη διερεύνηση του ρόλου του 

κοινωνικού πλαισίου στην κατανόηση της φύσης της απόδειξης από τους µαθητές 

(κοινωνικός χαρακτήρας της απόδειξης) και στην ανάπτυξη των δεξιοτήτων απόδειξης 

απ’ αυτούς (Stylianou & Blanton, 2003· Harel & Sowder, 1998· Laborde, 2000· 

Gerulli & Mariotti, 2003 κ.ά.). Αφορά την εξέταση των διαδικασιών µέσα από τις 

οποίες αναπτύσσεται γενικά η µαθηµατική γνώση από µια κοινωνικοπολιτιστική 

άποψη και την ερµηνεία των µαθηµατικών αντικειµένων ως πολιτισµικών οντοτήτων 

κοινών για τα µέλη µιας κοινωνίας (Recio & Godino, 2001). Η βασική ιδέα είναι ότι 

οι άνθρωποι µαθαίνουν και χτίζουν τη γνώση αλληλεπιδρώντας ο ένας µε τον άλλο 

και ως εκ τούτου οι ατοµικές και κοινωνικές πτυχές της µαθηµατικής γνώσης είναι 

αλληλένδετες. Στην προσέγγιση αυτή διερευνώνται ερωτήµατα που προκύπτουν από 

τη συνύπαρξη του εξωτερικού πλαισίου (περιβάλλον και διαθέσιµα πολιτισµικά 

εργαλεία) και των εσωτερικών πλαισίων του δασκάλου και του µαθητή (Mariotti, 

2000). Υποστηρίζεται η άποψη ότι η κοινωνική αλληλεπίδραση µεταξύ των ανωτέρω 

πλαισίων µπορεί να οδηγήσει στην ανάπτυξη της επιχειρηµατολογίας και των 

αποδεικτικών δεξιοτήτων µεταξύ των µαθητών (Douek & Pichat, 2003). 

Συγκεκριµένα, διερευνώνται ποια χαρακτηριστικά πρέπει να έχουν µαθησιακά 

περιβάλλοντα ώστε να είναι ικανά να συµβάλουν θετικά στην αποδεικτική διαδικασία 

(Laborde, 2000). Με ποιον τρόπο τα µαθησιακά περιβάλλοντα µπορούν να 

υποστηρίξουν τους µαθητές στη µετάβαση από τη διερεύνηση στον πιο τυπικό 

συλλογισµό και τις αποδείξεις, στη διάκριση µεταξύ εµπειρικών στοιχείων και 
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αναλυτικού επιχειρήµατος και στην παροχή κινήτρου για απόδειξη (Healy, 2000· 

Mariotti & Bartolini Bussi, 1998 κ.ά.). Ποιος είναι ο ρόλος που τα δυναµικά 

περιβάλλοντα διαδραµατίζουν στα στάδια ανάπτυξης µιας απόδειξης (de Villiers, 

1998, 2002· Jones, 2000· Marrades & Gutierrez, 2000· Mariotti, 2000· Hadas et al., 

2000). 

 

Ο Ρόλος της ∆ιαίσθησης στην Αποδεικτική ∆ιαδικασία 

Ένα προσφιλές θέµα της έρευνας για την απόδειξη στα σχολικά µαθηµατικά 

είναι η σχέση µεταξύ των εµπειρικών και παραγωγικών επιχειρηµάτων. ∆ιάφορα 

θεωρητικά πλαίσια έχουν διατυπωθεί, στην προσπάθεια να διερευνηθεί κατά πόσο 

υπάρχει µια συνέχεια και µια σύνδεση µεταξύ των φάσεων της απόδειξης που 

χρησιµοποιούν τη διαίσθηση και εκείνων που χρησιµοποιούν τη θεωρία. 

Συγκεκριµένα, από τη φάση της διερεύνησης στον πιο τυπικό συλλογισµό και τις 

αποδείξεις, από την επιχειρηµατολογία στην απόδειξη, από τη συλλογή εµπειρικών 

στοιχείων στο αναλυτικό επιχείρηµα. Πρόσφατες µελέτες στη διεθνή βιβλιογραφία 

έχουν τονίσει την ύπαρξη συνδέσεων µεταξύ των διαφορετικών πτυχών της 

διαδικασίας παρουσίασης απόδειξης (Mariotti, 2001, 2000, 1998· Harel & Sowder, 

1998· Simon, 1996· κ.ά.). Άλλοι ερευνητές υπογραµµίζουν το γνωστικό και 

επιστηµολογικό χάσµα µεταξύ της επιχειρηµατολογίας και απόδειξης (Duval, 1991, 

στο Healy, 2000). Σε µια ενδιάµεση θέση βρίσκεται η ανάλυση των φάσεων 

µετάβασης στην απόδειξη από τους Balacheff, (1988), Bell, (1976a,b) και Marrades 

& Gutierrez, (2000) µε την ταξινόµηση των τύπων συλλογισµού και επιχειρηµάτων 

(αιτιολογίες). 
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Από πολλούς ερευνητές επισηµαίνεται ο κρίσιµος ρόλος της διαίσθησης στη 

µαθηµατική ανακάλυψη και εφεύρεση (Mariotti, 1998). Οι περισσότεροι ερευνητές 

έντονα υπογραµµίζουν ότι η διαίσθηση εξαρτάται από την εµπειρία και δεν είναι 

απλά µια έµφυτη, φυσική δραστηριότητα, αλλά αναπτύσσεται συνήθως από τη 

διερεύνηση και τον επιδέξιο χειρισµό των µαθηµατικών αντικειµένων (de Villiers, 

2002). Τέτοια εµπειρία όχι µόνο παραπέµπει στον τυπικό λογικό χειρισµό, αλλά και 

στην πειραµατική διερεύνηση των µαθηµατικών αντικειµένων. 

Η κρίσιµη για τα µαθηµατικά σχέση µεταξύ της εµπειρικής αλήθειας και της 

λογικής εγκυρότητας είναι σύνθετη και λεπτή, είναι µια σχέση µεταξύ διαισθητικής 

και θεωρητικής προσέγγισης των µαθηµατικών γενικά. Η σχέση αυτή θεωρείται 

προβληµατική, µε την πλειοψηφία των µαθητών να µην µπορούν να διακρίνουν 

µεταξύ του επαγωγικού και παραγωγικού συλλογισµού και κατά συνέπεια µεταξύ 

εµπειρικών και παραγωγικών αποδείξεων (Healy, 2000). Κάποιοι ερευνητές 

παραλληλίζουν το γνωστικό χάσµα µεταξύ των διαφορετικών τρόπων συλλογισµού 

µε το επιστηµολογικό χάσµα µεταξύ της συνηθισµένης επιχειρηµατολογίας – στην 

οποία οι αναφορές στα εµπειρικά στοιχεία γίνονται κοινά αποδεκτές – και της 

µαθηµατικής απόδειξης (Balacheff, 1988· Duval, 1991· αναφορά στο Healy, 2000). 

Με τον ίδιο τρόπο µε τον οποίο είναι αδύνατο να συλληφθεί µια θεωρία που 

είναι άδεια από διαισθητικά νοήµατα, έτσι και τα µαθηµατικά δε νοούνται 

αποκοµµένα από τη θεωρητική τους οργάνωση, που είναι τα αξιώµατα, τα 

θεωρήµατα και οι ορισµοί. Τα θεωρήµατα είναι βασικά στοιχεία της µαθηµατικής 

γνώσης, οργανώνονται σε µια συγκεκριµένη θεωρία και µπορούν να εκληφθούν ως 

προϊόν της διαδικασίας απόκτησης γνώσης. Αποκτώνται είτε άµεσα, µέσω της 
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εµπειρίας µε στοιχεία από τον πραγµατικό κόσµο, είτε έµµεσα, µε τη µεσολάβηση 

µέσων όπως η γλώσσα, η λογική και ο συλλογισµός (Σχήµα 5.1). 

 

Σχήµα 5.1 

Η Mariotti (1998) επισηµαίνει ότι, λόγω αυτής της µεσολάβησης, είναι 

δύσκολη η δοµική ενότητα µεταξύ της γνώσης και των αντιδράσεων προσαρµογής. Η 

γνώση µέσω του συλλογισµού γίνεται ένα αυτόνοµο είδος δραστηριότητας και δεν 

υπόκειται σε περιορισµούς προσαρµογής της στη συµπεριφορά των ανθρώπινων 

όντων (Fichbein, 1982· αναφορά στο Mariotti, 1998). Μια κρίσιµη διαφοροποίηση 

εµφανίζεται µεταξύ της εµπειρικής επαλήθευσης και της τυπικής αφαίρεσης, µε 

αποτέλεσµα η σχέσης τους να γίνεται προβληµατική. Κατά συνέπεια, η απόκλιση 

µεταξύ της εµπειρικής επαλήθευσης (χαρακτηριστικό της ευρέως διαδεδοµένης 

συµπεριφοράς) και του παραγωγικού συλλογισµού (χαρακτηριστικό της θεωρητικής 

συµπεριφοράς) είναι µια πηγή δυσκολιών, ένα εµπόδιο στην εκτίµηση της αίσθησης 

της αιτιολόγησης. 

Οι Επιπτώσεις σε ∆ιδακτικό Επίπεδο 

Η Γεωµετρία είναι ένας τοµέας των µαθηµατικών που στηρίζεται στη 

διαίσθηση. Οι απόψεις, εντούτοις, ποικίλλουν για το πώς η γεωµετρική διαίσθηση 
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µπορεί να βοηθήσει ή να εµποδίσει στην εκµάθηση της γεωµετρίας (αλλά και άλλων 

τοµέων των µαθηµατικών). Οι Piaget και Van Hiele θεώρησαν τη «διαισθητική 

σκέψη» σηµαντική στα αρχικά στάδια των προτύπων τους· άλλοι γεωµέτρες τείνουν 

να αναγνωρίσουν τη σηµασία της γεωµετρικής διαίσθησης και στα τελευταία στάδια 

των προτύπων των Piaget και Van Hiele (Fujita et al., 2004). 

Η παραγωγική γεωµετρία είναι ένα αυστηρά δοµηµένο σύστηµα από 

αξιώµατα, θεωρήµατα και ορισµούς τα οποία καθορίζουν τις σχέσεις µεταξύ των 

γεωµετρικών αντικειµένων της. Στο πλαίσιό της κάθε ισχυρισµός είναι είτε 

δεδοµένος, είτε µπορεί να παραχθεί από τα δεδοµένα µέσω λογικών συλλογισµών. 

Εποµένως, η παραγωγική γεωµετρία διαφέρει από τη γεωµετρία των παρατηρήσεων, 

η οποία δεν είναι καν δοµηµένο σύστηµα και της οποίας στοιχεία είναι οπτικά 

αντικείµενα και κάθε ισχυρισµός που προκύπτει από την παρατήρηση µπορεί να γίνει 

αποδεκτός ως δεδοµένο. Ως εκ τούτου, όπως επισηµαίνει η Laborde (2000), φαίνεται 

να υπάρχει µια αλλαγή στα χαρακτηριστικά των αντικειµένων κατά τη µετάβαση από 

τη γεωµετρία της παρατήρησης και των οπτικών αποδεικτικών στοιχείων στη 

γεωµετρία των γεωµετρικών αντικειµένων και των µεταξύ τους σχέσεων. Αυτή η 

εννοιολογική µετατόπιση δεν υπονοεί ούτε ότι η διαισθητική- εµπειρική γνώση των 

µαθητών δεν είναι χρήσιµη όταν βρίσκονται αντιµέτωποι µε ένα στόχο παρουσίασης 

αποδείξεων, ούτε ότι οι διαδικασίες επίλυσης που εφαρµόζονται κατά την απόδειξη 

ενός προβλήµατος είναι καθαρά παραγωγικές. Η διαχείριση αυτής της σύνθετης 

σχέσης µεταξύ της διαίσθησης και της θεωρίας αποτελεί µια από τις κύριες δυσκολίες 

της διδασκαλίας και εκµάθησης της γεωµετρία, και η σχολική πρακτική φαίνεται να 

παραµελεί ή και να υποτιµά τουλάχιστον τις δυσκολίες τις σχετικές µε την 
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ασυµφωνία µεταξύ της πρακτικής και της θεωρητικής πλευράς της γεωµετρίας 

(Mariotti, 1997). 

Εκτός από τις πιθανές αποκλίσεις µεταξύ της διαισθητικής και της θεωρητικής 

προσέγγισης, η διαίσθηση µπορεί να αποτελέσει εµπόδιο στην πορεία προς την 

απόδειξη. Όταν η αλήθεια µιας προς απόδειξη πρότασης είναι προφανής, εµποδίζεται 

η διαδικασία της ανάλυσης των υπονοούµενων θεωρητικών συνδέσεων και κατά 

συνέπεια η κατασκευή της αναλυτικής δοµής που αποτελεί µια απόδειξη δεν 

πραγµατοποιείται. Σ’ αυτή την περίπτωση δεν είναι δυνατό να γίνει κατανοητή η 

έννοια της απόδειξης, επειδή τα αυτονόητα στοιχεία, η αµεσότητα και το συναίσθηµα 

βεβαιότητας, που χαρακτηρίζουν την πρόταση, µπορούν να εµποδίσουν οποιοδήποτε 

είδος επιχειρηµατολογίας. 

Στη σχολική πρακτική, η εµπειρική επαλήθευση και ο παραγωγικός 

συλλογισµός δεν είναι ξεκάθαρες διαδικασίες για τους µαθητές και δηµιουργούν 

σύγχυση. Οι µαθητές µαθαίνουν, παραδείγµατος χάριν, ότι η πρόταση «σε 

οποιοδήποτε τρίγωνο το άθροισµα των γωνιών του είναι 1800» είναι αληθής, επειδή 

έχει αποδειχθεί από µαθηµατική άποψη. Οι ίδιοι, όµως, έρχονται στην τάξη µε την 

πεποίθηση ότι η γεωµετρία έχει κάτι να πει για τα τρίγωνα που βρίσκονται γύρω του, 

και συνήθως παρερµηνεύουν τον ισχυρισµό του δασκάλου τους ότι η τυπική 

αφαίρεση µπορεί να προσεγγιστεί από την εµπειρική αλήθεια (Hanna, 2000). Αλλά 

µια σχολική πρακτική, περιορισµένη στην επανάληψη αποδείξεων που άλλοι έχουν 

παραγάγει, και κάνοντας το ίδιο για προτάσεις, των οποίων η αλήθεια είναι 

αυτονόητη και δεν εµφανίζεται καµιά ανάγκη για αιτιολόγησή τους, είναι σίγουρο ότι 

θα εµποδίσει τους µαθητές να οικοδοµήσουν τη σύνθετη σχέση µεταξύ της 

διαισθητικής και παραγωγικής προσέγγισης (Mariotti, 1998). 
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Οι Marrades & Guttierez (2000) συνηγορούν ότι η µετάβαση από τη 

διαίσθηση στη θεωρία είναι µακροχρόνια και αργή, η δε παραγωγική φάση δεν 

εµφανίζεται στην αρχή της διαδικασίας επίλυσης, αλλά µετά από διάφορες εµπειρικές 

προσεγγίσεις και, όταν εµφανίζεται, σχετίζεται και πάλι µε εµπειρικές προσεγγίσεις. 

Έχει παρατηρηθεί ότι οι µαθητές, ακόµα και αν υποστηρίζουν ότι καταλαβαίνουν την 

απόδειξη, όταν τους παρουσιάζεται η απόδειξη ενός θεωρήµατος πολύ συχνά 

αναζητούν την εµπειρική δοκιµή (Hanna, 2000· Mariotti, 1998). Εµπειρικές µελέτες 

επιβεβαιώνουν ότι η παραγωγή ενός κατάλληλου συνόλου γεωµετρικών 

παραδειγµάτων δε παρακινεί απαραίτητα τους µαθητές στην ανάγκη για µια 

παραγωγική αιτιολόγηση, δεν φαίνεται να υπάρχει καµιά φυσική πρόοδος από τον 

επαγωγικό στον παραγωγικό συλλογισµό (Healy, 2000). 

 

∆υναµική Γεωµετρία και ∆ιαίσθηση 

Η φύση της σχέσης µεταξύ του διαισθητικού (perceptive) και του θεωρητικού 

επιπέδου είναι σύνθετη και απαιτεί µια ανάλυση από διαφορετικές προσεγγίσεις: 

επιστηµολογικές, γνωστικές, διδακτικές Οι διαισθητικές πτυχές που πρέπει να 

αναλυθούν αφορούν πολλά συστατικά: οπτικά φαινόµενα, κίνηση (motion), 

kinaesthesia, εσωτερικός χρόνος (inner time). Από την άλλη πλευρά, τα πιο 

θεωρητικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα είναι τα δοµηµένα µαθηµατικά αντικείµενα, 

οι αµετάβλητες ιδιότητές τους, οι υποθέσεις, τα θεωρήµατα, οι αποδείξεις (Arzarello et 

al., 2002). 

Μέσα σε ένα δυναµικό περιβάλλον γεωµετρίας η αλληλεπίδραση αφορά 

έντονα τις διαισθητικές πτυχές, οι οποίες περιλαµβάνουν όχι µόνο τα µαθηµατικά 

αντικείµενα (π.χ. σχέδια), αλλά και τις φυσικές διαισθήσεις των µαθητών: ενέργειες, 
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χειρονοµίες, γλώσσα και τα πολιτισµικά αντικείµενα που χρησιµοποιούνται ως 

όργανα µεσολάβησης (Arzarello et al., 2002) (Σχήµα 5.2). 

 

Σχήµα 5.2 

Η µετάβαση από τη «διαισθητική» γεωµετρία στη «θεωρητική» γεωµετρία δεν 

είναι ούτε απλή, ούτε αυθόρµητη. Η δυνατότητα τροποποίησης του συστήµατος των 

σχέσεων µεταξύ των προτάσεων σε γεωµετρική γνώση από τη µεσολάβηση ενός 

περιβάλλοντος δυναµικής γεωµετρίας ερευνάται από τους ερευνητές της µαθηµατικής 

εκπαίδευσης (Mariotti, 1997). Όταν η εµπειρική και η επαγωγική διάσταση πρόκειται 

να προστεθεί σε µια προσέγγιση που παραδοσιακά ριζοβολεί στην παραγωγική 

λογική, απαιτείται προσεκτική εξέταση στο πώς να συνδυαστούν αυτές οι δυο 

φαινοµενικά αντίθετες απόψεις, πώς να αντιµετωπιστεί µε τον καλύτερο δυνατό 

τρόπο η κτήση και η αιτιολόγηση (απόδειξη) της γεωµετρικής γνώσης σε µια 

ενσωµατωµένη σε περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας γεωµετρική κατάσταση (Leung 

& Lopez- Real, 2002). Η ιδιοµορφία του περιβάλλοντος είναι καθοριστική 

προκειµένου να εξελιχθεί η αιτιολόγηση από µια εµπειρική επαλήθευση προς µια 

θεωρητική απόδειξη (Mariotti, 1997). 
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Οι Επιπτώσεις σε ∆ιδακτικό Επίπεδο 

Εµπειρικές έρευνες δείχνουν ότι η αλληλεπίδραση των µαθητών µε τα 

εργαλεία δυναµικής γεωµετρίας δεν είναι σίγουρο ότι θα µπορέσει να τους ωθήσει να 

αναπτύξουν µια ποικιλοµορφία προσεγγίσεων του συλλογισµού και να τους 

διευκολύνει σε σκέψεις µέσω της κατασκευής και του χειρισµού των σχεδίων της 

οθόνης του υπολογιστή (Healy, 2000). Πειραµατικές µελέτες παρατηρούν ότι το ίδιο 

το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας δε χορηγεί τη µετάβαση από το διαισθητικό σε 

ένα θεωρητικό επίπεδο· η τεχνολογία η ίδια δεν µπορεί να επιφέρει µια εκπαιδευτική 

αλλαγή (Arzarello, 2002). Οι Healy & Hoyles (2001) κατέδειξαν ότι υπάρχει µια 

διαφορά στην αντίληψη που έχουν οι µαθητές µεταξύ των δυναµικών κατασκευών 

και των τυπικών ευκλείδειων αποδείξεων· ο µη κατάλληλος προγραµµατισµός της 

χρήσης των εργαλείων του λογισµικού µπορεί να αποτρέψει τους µαθητές από 

σωστές µαθηµατικές ιδέες και να εµποδίσει ακόµα και τη λύση του προβλήµατος. Το 

δυναµικό περιβάλλον βοηθά τους µαθητές στο να καθορίσουν και να προσδιορίσουν 

τις γεωµετρικές ιδιότητες και τις µεταξύ τους εξαρτήσεις, αλλά δεν τους βοηθά στην 

παρουσίαση αποδείξεων· η παραγωγή ενός κατάλληλου συνόλου παραδειγµάτων δεν 

παρακινεί τους µαθητές στην ανάγκη για µια παραγωγική απόδειξη· δε φαίνεται να 

υπάρχει καµιά πρόοδος για τη µετάβαση από τον εµπειρικό στον παραγωγικό 

συλλογισµό (Healy, 2000). 

 

Από την Επιχειρηµατολογία στην Απόδειξη 

Από τα ανωτέρω φαίνεται να απουσιάζει µια σχέση που να γεφυρώνει τις 

εµπειρικές και γνωστικές περιοχές. Η έλλειψη αυτής της απαραίτητης σχέσης για το 

γεφύρωµα των δυο πτυχών έχει να κάνει µε δυο κρίσιµα σηµεία που συζητούνται 
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στην τρέχουσα βιβλιογραφία: αφενός, το πρόβληµα της ύπαρξης κινήτρου για 

απόδειξη, και αφετέρου, η διάκριση µεταξύ επιχειρηµατολογίας και απόδειξης 

(Mariotti, 1997). 

Η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη συνδέονται το ένα µε το άλλο µε ένα 

σύνθετο τρόπο. Όταν εισάγεται µια παραγωγική προσέγγιση, ένα κρίσιµο σηµείο 

είναι αυτό της αλλαγής της θέσης της αιτιολόγησης. Η απόδειξη συνίσταται αφενός 

στην παροχή λογικά συνδεδεµένων επιχειρηµάτων που αναφέρονται σε µια θεωρία, 

και αφετέρου στην παροχή µιας επιχειρηµατολογίας η οποία µπορεί να αποµακρύνει 

τις αµφιβολίες για την αλήθεια ενός γεγονότος. Αυτή η διπλή έννοια της απόδειξης 

είναι αναπόφευκτη και παιδαγωγικά συνεπής (Hanna, 2000). Κοινά γίνεται αποδεκτό 

ότι η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη δεν έχουν την ίδια φύση. Η 

επιχειρηµατολογία έχει στόχο να πείσει, αλλά η ανάγκη πειθούς κάποιου δε συµπίπτει 

πάντα µε την ανάγκη να καταγραφεί και η θεωρητική αλήθεια µιας πρότασης 

(Mariotti, 2000). 

Στην παραδοσιακή διδασκαλία δίνεται έµφαση στο ότι κάτι ισχύει, είναι 

αληθινό (Τ) αν µπορεί (συµπερασµατικά) να αποδειχθεί (Ρ), δηλαδή η συνεπαγωγή 

Ρ→Τ (Leung & Lopez- Real, 2002). Λογικά, τα µαθηµατικά θεωρείται ότι βασίζονται 

στο αξίωµα: κάτι είναι αληθινό (Τ) εάν και µόνο εάν µπορεί να αποδειχθεί (Ρ), δηλαδή 

στην ισοδυναµία Ρ↔Τ. Αυτή η µορφή λογικής, κατά τον de Villiers, (1997), 

παριστάνεται µε τις ακόλουθες µορφές: 

 Τ→Ρ, εάν κάτι ισχύει τότε µπορεί να αποδειχθεί 

 Ρ→Τ, εάν κάτι µπορεί να αποδειχθεί τότε ισχύει 

 Τ΄→Ρ΄, εάν κάτι δεν ισχύει τότε δεν µπορεί να αποδειχθεί 

 Ρ΄→Τ΄, εάν κάτι δεν µπορεί να αποδειχθεί τότε δεν ισχύει 
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Οι µαθητές στην παραδοσιακή διδασκαλία µπορούν να δουν την απόδειξη ενός 

θεωρήµατος και ως εκ τούτου να δεχτούν την αλήθειά του, ως ανεξάρτητη από 

διερευνητικές δραστηριότητες στις οποίες το περιεχόµενο του θεωρήµατος µπορεί να 

ελεγχθεί πειραµατικά. Στην πραγµατική µαθηµατική έρευνα, όπως ο de Villiers 

υποστηρίζει, όλες οι άλλες λογικές συνεπαγωγές συχνά παίζουν σηµαντικότερο ρόλο 

(στην υπόθεση και την απόδειξη) στην παροχή κινήτρου και στην καθοδήγηση των 

πράξεών µας (de Villiers, 1997· στο Geometry Turned On, 1997, σελ. 20). 

Εποµένως, αν το συµπέρασµα δεν υποστηρίζεται σε κάποιες περιπτώσεις, 

τότε το απορρίπτουµε ως αναληθές και δεν επιχειρούµε να το αποδείξουµε (Τ΄→Ρ΄). 

Αν όµως υποστηρίζεται από τις περιπτώσεις, µπορούµε να πιστέψουµε ότι ισχύει και 

αυτό µας ωθεί να ψάξουµε για την απόδειξή του (Τ→Ρ). Αν αποτύχουµε να βρούµε 

την απόδειξη, θα αρχίσουµε να αµφιβάλουµε για την εγκυρότητα της υπόθεσης και 

του συµπεράσµατος, οπότε θα σκεφτούµε άλλες περιπτώσεις (Ρ΄→Τ΄). Αυτή η 

διαδικασία συµπεράσµατος, ελέγχου, ανασκευής ή αναίρεσης, απόδειξης και 

απόρριψης µπορεί πολλές φορές να κάνει τον ίδιο κύκλο, που αναπαρίσταται στο 

σχήµα 5.3: 

 

Σχήµα 5.3 
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Για παράδειγµα, έστω ότι ζητείται να εξαχθεί από µια δραστηριότητα το 

συµπέρασµα «ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο, αν οι απέναντι γωνίες του 

είναι παραπληρωµατικές» (Αργυρόπουλος και λοιποί, 2004, σελ 131).Το 

συγκεκριµένο θεώρηµα καθορίζει τις προϋποθέσεις κάτω από τις οποίες ένα 

τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο (κριτήριο), και είναι το αντίστροφο του 

θεωρήµατος «αν ένα τετράπλευρο είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο τότε οι απέναντι γωνίες 

του είναι παραπληρωµατικές», του οποίου η διατύπωση και η απόδειξη έχει 

προηγηθεί. 

Το κίνητρο για επικύρωση του γεγονότος (απόδειξη) µπορεί να εκφραστεί σε 

διαφορετικά επίπεδα. Στο πρώτο επίπεδο η αναζήτηση της αλήθειας του γεγονότος 

είναι κεντρική (είναι το γεγονός αληθινό;). Στο δεύτερο επίπεδο, η αλήθεια δεν 

µπορεί πλέον να είναι το ζητούµενο, αλλά απαιτείται η θεµελίωσή της (γιατί είναι 

πράγµατι αληθινό το γεγονός;). Εποµένως, η αίσθηση και η ανάγκη για επικύρωση 

αποδεσµεύονται από την αλήθεια του γεγονότος. Στο πρώτο επίπεδο η αλήθεια του 

γεγονότος είναι αβέβαιη, ενώ στο δεύτερο επίπεδο η αλήθεια του γεγονότος είναι 

σίγουρη. Η αβεβαιότητα για την αλήθεια µιας πρότασης µπορεί να προκαλέσει 

αναζήτηση κινήτρων και να αρχίσει µια διαδικασία επιχειρηµατολογίας (Mariotti, 

1998). Η αβεβαιότητα είναι κρίσιµη στην αρχική κατασκευή της έννοιας της 

απόδειξης και απαιτεί προσεκτική επιλογή καταστάσεων επίλυσης προβλήµατος, 

όπου απαιτείται η παραγωγή µιας υπόθεσης (Mariotti, 1997). Το κλίµα αβεβαιότητας 

που δηµιουργείται από τη γνωστική σύγκρουση από µια λάθος εικασία και η διανοητική 

πρόκληση να καταλάβουν και όχι απλά να ελέγξουν το λάθος χάρη στην 

ανατροφοδότηση του περιβάλλοντος, είναι το πλαίσιο που δίνει νόηµα στην απόδειξη 

(Hadas et al., 2000). Ένα τρίτο επίπεδο αφορά την αποδέσµευση των θεωρηµάτων 
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από το ζήτηµα της αναζήτησης της αλήθειας, δηλαδή των τυπικών αποδείξεων, οι 

οποίες σε περιβάλλοντα δυναµικής γεωµετρίας δεν εξετάζονται. 

Σε ένα δυναµικό περιβάλλον γεωµετρίας η προσπάθεια προσέγγισης της 

αλήθειας του προαναφερθέντος θεωρήµατος θα ακολουθούσε οπτικά πιθανώς τις 

παρακάτω φάσεις (Σχήµα 5.4). 

 

Σχήµα 5.4 

Ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας παρέχει το κίνητρο για απόδειξη, 

όπως φαίνεται και από το προηγούµενο παράδειγµα. Η βεβαιότητα δεν έρχεται µε την 

απόδειξη, αλλά συχνά προηγείται από αυτήν (de Villiers, 2002). Καθώς τα 

αντικείµενα υποβάλλονται σε συνεχή µετασχηµατισµό στην οθόνη του υπολογιστή σε 

ένα δυναµικό περιβάλλον, φαίνεται η εγκυρότητα της υπόθεσης. Αυτό όµως δεν 

παρέχει καµιά ικανοποιητική επεξήγηση γιατί µπορεί η υπόθεση να είναι αληθινή, 

δεν παρέχει καµιά διορατικότητα ή κατανόηση στο πώς είναι συνέπεια άλλων 

γνωστών αποτελεσµάτων. Απλά επιβεβαιώνει την ισχύ της (de Villiers, 2002).Η 

απόδειξη έρχεται ως ανάγκη για την αναζήτηση γιατί είναι αληθινό το γεγονός, γιατί 

αν κάτι ισχύει και δεν µπορούµε να το συναγάγουµε, αυτό είναι σηµάδι ότι υπάρχει 

έλλειψη κατανόησης από µέρους µας (Davis & Hersh, 1983, σελ. 368). 
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Ο Ρόλος του Περιβάλλοντος ∆υναµικής Γεωµετρίας 

Ο ρόλος του περιβάλλοντος σε διαδικασίες εκµάθησης της απόδειξης 

(παραγωγή υπόθεσης και κατασκευή απόδειξης) αποτελεί αντικείµενο συζήτησης 

στους χώρους της έρευνας των µαθηµατικών (Laborde, 2000) και ερευνάται η 

συµβολή του. 

Στην ερευνητική βιβλιογραφία της µαθηµατικής εκπαίδευσης επισηµαίνεται 

ότι η εµπλοκή των µαθητών σε διαδικασίες απόδειξης πρέπει να γίνεται σε ένα 

κατάλληλο µαθησιακό περιβάλλον για την απόδειξη και την επιχειρηµατολογία, το 

οποίο να υποστηρίζει ευρετικές διαδικασίες επίλυσης και µε το οποίο ο µαθητής να 

µπορεί να αλληλεπιδρά κατά τη διάρκεια της διαδικασίας επίλυσης και παραγωγής 

µιας απόδειξης (Reiss & Renkl, 2002· Olivero, 1999· Laborde, 2000). Όµως, η 

οργάνωση ενός κατάλληλου για την απόδειξη περιβάλλοντος απαιτεί να ληφθεί 

υπόψη η διπλή φύση της απόδειξης, γνωστική και κοινωνική (Laborde, 2000). Αφού, 

η απόδειξη στα µαθηµατικά είναι ένα είδος «οµιλίας» που χρησιµοποιεί τη «γλώσσα» 

για «επικοινωνία» (γλώσσα µαθηµατική αλλά και γλώσσα για την επικοινωνία των 

µαθηµατικών ιδεών), βασίζεται σε ένα σύστηµα κανόνων και πρακτικών που αυτή η 

επικοινωνία επιβάλλει, και ισοδυναµεί: 

 µε την επικύρωση της αλήθειας µιας πρότασης µέσω συστήµατος κανόνων 

µιας θεωρίας (γνωστική), 

 µε το να πειστούν οι άλλοι για την ισχύ του ισχυρισµού µέσω κοινωνικών 

κανόνων µιας συλλογικής συζήτησης (κοινωνική). 

Η οργάνωση κατάλληλα επιλεγµένου µαθησιακού περιβάλλοντος, το οποίο να 

παρέχει ευκαιρίες για την ανάπτυξη του τοµέα της εµπειρίας, αποτελεί έναν από τους 

στόχους των ερευνητών της απόδειξης στη ∆υναµικής Γεωµετρία. Η σωστή 

 125



οργάνωση ενός δυναµικού περιβάλλοντος µπορεί να επιτευχθεί µε δυο διαφορετικούς 

τρόπους, ένα γνωστικό και έναν κοινωνικό (Laborde, 2000): 

 ο γνωστικός αποτελείται από µια προοδευτική κατασκευή µαθηµατικών 

προτάσεων µε τη βοήθεια διδακτικών στόχων,  

 ο κοινωνικός αποτελείται από την κατασκευή των κοινωνικών κανόνων 

της αποδοχής των αποτελεσµάτων στην τάξη. 

Ένα περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρία φαίνεται ότι µπορεί να ικανοποιεί τους 

στόχους της απόδειξης, γνωστικό και κοινωνικό, εφόσον η οργάνωσή του αποσκοπεί 

στην ανάπτυξη του τοµέα της εµπειρίας µε τη µεσολάβηση του δασκάλου και των 

εργαλείων του δυναµικού περιβάλλοντος. 

Περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας και ο «Τοµέας της Εµπειρίας» 

Ένας µικρόκοσµος ∆υναµικής Γεωµετρίας (Cabri, Sketchpad, Euclidraw κ.α.) 

είναι µια ιδιαίτερη περίπτωση πολιτισµικού µέσου διαµεσολάβησης (cultural 

artefact), το οποίο χαρακτηρίζεται από την παρουσία (Mariotti, 2000, 2001): 

 Ενός αντικειµένου που κατασκευάστηκε µε σκοπό να πετυχαίνει ένα 

αποτέλεσµα (να ζωγραφίζει σχέδια στην οθόνη). Για το λόγο αυτό σχεδιάστηκε, για 

να ενσωµατώνει µια ορισµένη µαθηµατική γνώση προσιτή για χρήση από το µαθητή,  

 Συγκεκριµένων σχηµάτων χρήσης (utilisation schemes), δηλαδή µορφές 

δράσης που ολοκληρώνονται µε τη χρήση του πολιτισµικού εργαλείου σύµφωνα µε 

ένα συγκεκριµένο στόχο (να ζωγραφίζει µια εικόνα στην οθόνη η οποία θα περάσει 

τη δοκιµή συρσίµατος). 

Η µεσολάβηση του περιβάλλοντος στην εξέλιξη του τοµέα της εµπειρίας 

προϋποθέτει την ύπαρξη µιας µορφής καλής επικοινωνίας µεταξύ των συστατικών 

του πεδίου της εµπειρίας. Το πώς αυτή η µορφή επικοινωνίας οδηγεί στην εξέλιξη 
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του τοµέα της εµπειρίας µπορεί να περιγραφεί λαµβάνοντας υπόψη τη διαδικασία της 

σηµειωτικής µεσολάβησης που αναπτύσσεται σε διαφορετικά επίπεδα (Σχήµα 5.5) 

(Cerulli & Mariotti, 2003). 

 Ο δάσκαλος χρησιµοποιεί το πολιτισµικό αντικείµενο σύµφωνα µε 

συγκεκριµένα σχέδια ενεργειών που σχετίζονται µε συγκεκριµένους 

διδακτικούς στόχους και κίνητρα, για να κατευθύνει την ανάπτυξη εννοιών, 

συνεπών από µαθηµατική άποψη. Τα δε λειτουργικά σχέδια των ενεργειών 

µπορούν να συνίστανται από ιδιαίτερες στρατηγικές επικοινωνίας που 

κεντροθετούνται πάνω στο πολιτισµικό αντικείµενο. 

 Ο µαθητής χρησιµοποιεί το πολιτισµικό αντικείµενο σύµφωνα µε 

συγκεκριµένα σχέδια ενεργειών, προκειµένου να ολοκληρωθεί το αποτέλεσµα 

που ορίζεται από το διδακτικό στόχο. Με αυτές τις ενέργειες το πολιτισµικό 

αντικείµενο µπορεί να λειτουργήσει ως σηµειωτικός µεσολαβητής όπου η 

έννοια προκύπτει από τη συµµετοχή του µαθητή στη δραστηριότητα. 

 Οι έννοιες είναι ριζωµένες στη φαινοµενολογική εµπειρία – δράσεις του 

χρήστη και αναδράσεις από το περιβάλλον, του οποίου το πολιτισµικό 

εργαλείο είναι συστατικό του-, αλλά η ανάπτυξή τους επιτυγχάνεται µε την 

κοινωνική κατασκευή της γνώσης στην τάξη κάτω από την καθοδήγηση του 

δασκάλου (Cerulli & Mariotti, 2003). 

 

 127



 

Σχήµα 5.5: Σχηµατική παράσταση της Λειτουργίας της Επικοινωνίας του Τοµέα της 

Εµπειρίας σε ένα Περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας 

Ο ρόλος του δασκάλου στη λειτουργία της ‘επικοινωνίας’ του τοµέα της 

εµπειρίας είναι καθοριστικός αφού αυτός φέρει την αποκλειστική ευθύνη για το 

σχεδιασµό του κατάλληλου για τη µάθηση γνωστικού πλαισίου (δραστηριότητες) και 

την επιλογή των εργαλείων µεσολάβησης για τον σκοπό αυτό. Οι ρόλοι του πλαισίου 

µάθησης, του δασκάλου και των εργαλείων στην εξέλιξη του τοµέα της εµπειρίας και 

ειδικότερα του εσωτερικού πλαισίου συζητούνται στη συνέχεια. 

Ο Ρόλος των ∆ραστηριοτήτων Μάθησης 

Ο τοµέας της εµπειρίας, και ιδιαίτερα του εσωτερικού πλαισίου µπορεί να 

εξελιχθεί και αυτή η εξέλιξη µπορεί να είναι ένας καταλύτης για την απόδειξη µόνο 

µέσω κατάλληλα σχεδιασµένων κοινωνικών και γνωστικών δραστηριοτήτων, οι 

οποίες θα αναδεικνύουν την ανάγκη για απόδειξη για κοινωνικούς και γνωστικούς 

λόγους (Laborde, 2000, Mariotti, 2000). Οι δραστηριότητες που ταιριάζουν σε ένα 

δυναµικό περιβάλλον γεωµετρίας και που συµβάλλουν στην ανάπτυξη του τοµέα της 
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εµπειρίας και του εσωτερικού πλαισίου ειδικότερα είναι δραστηριότητες επίλυσης 

προβλήµατος και δραστηριότητες διατύπωσης (Cerulli & Mariotti, 2003). 

 ∆ραστηριότητες επίλυσης προβλήµατος: Οι δραστηριότητες επίλυσης 

προβλήµατος (προβλήµατα κατασκευής και υπόθεσης) σε ένα δυναµικό περιβάλλον, 

που εµπλέκονται µε διαδικασίες παρουσίασης αποδείξεων, περιέχουν στόχους 

κατασκευής, ερµηνείας, µαντέµατος που αναφέρονται στον τοµέα της 

φαινοµενολογικής ερµηνείας. Σε µια δραστηριότητα επίλυσης προβλήµατος σε ένα 

δυναµικό περιβάλλον γεωµετρίας οι λειτουργίες της απόδειξης - επαλήθευση, 

επεξήγηση, διανοητική πρόκληση και επικοινωνία - κατά κύριο λόγο είναι παρούσες. 

∆ραστηριότητες κατασκευής: Κατά τη Mariotti (2000) ένας στόχος κατασκευής µπορεί 

να χρησιµεύσει ως ένα κλειδί για την πρόσβαση στην έννοια της απόδειξης. Σε ένα 

στόχο κατασκευής δυο διαδικασίες απαιτούνται: 

 διαδικασία κατασκευής ενός υπαρκτού γεωµετρικού σχήµατος, 

 διαδικασία αιτιολόγησης των λόγων της ακρίβειας της κατασκευής 

Η δραστηριότητα κατασκευής πραγµατοποιείται µέσω των διαθέσιµων εντολών από 

το menu του λογισµικού. Η ιδέα της γεωµετρικής κατασκευής είναι συνδεδεµένη µε 

την ιδέα του θεωρήµατος (Mariotti, 1999, 2000), αφού κάτω από µια κατασκευή 

υπάρχει ένα θεώρηµα που την επικυρώνει (γνωστικός στόχος). Η λειτουργία 

συρσίµατος µεσολαβεί ως εργαλείο ελέγχου της ακρίβειας της κατασκευής: αν το 

σχήµα στην οθόνη περνά τη δοκιµή συρσίµατος, ο στόχος κατασκευής επιτεύχθηκε. 

Η ανάγκη για απόδειξη εµφανίζεται ως το εργαλείο που επικυρώνει την ύπαρξη της 

γεωµετρικής κατασκευής και ως εργαλείο που επεξηγεί γιατί η κατασκευή λειτουργεί 

ή προβλέπεται ότι θα λειτουργήσει (κοινωνικός στόχος). Το πλαίσιο που δίνει νόηµα 

στην απόδειξη ως επεξήγηση είναι η ευρωστία – αντοχή ενός σχήµατος µε το σύρσιµο 
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(Laborde, 2000). Οι επεξηγήσεις δίνουν τους µαθηµατικούς λόγους για το γεγονός ότι 

ένα σχήµα αντέχει µε το σύρσιµο. Η ανάγκη να παραχθούν σχήµατα που 

αντιστέκονται στη δυναµική διερεύνηση (έλξη) είναι η κατευθυντήρια δύναµη πίσω 

από την παραγωγή αποδεκτών κατασκευών και την απόδειξη της ισχύος τους 

(Mariotti et al., 1997). 

∆ραστηριότητες υπόθεσης: Σε δραστηριότητες υπόθεσης η ισχύς της υπόθεσης µπορεί 

να είναι το προϊόν µιας δυναµικής διερεύνησης της κατάστασης του προβλήµατος, 

κατά τη διάρκεια της οποίας η αναγνώριση µιας ανάγκης για απόδειξη προέρχεται 

από τη βεβαιότητα για την ισχύ της υπόθεσης (Boero et al., 1999). H απόδειξη 

εµφανίζεται ως το εργαλείο που αποκαλύπτει την καθολικότητα της υπόθεσης και ως 

εργαλείο επεξήγησης (Hadas et al., 2000). Η λειτουργία συρσίµατος επιτρέπει στους 

µαθητές να αντιληφθούν µια ολόκληρη κατηγορία αντικειµένων στην οποία η 

ιδιότητα της υπόθεσης είναι αµετάβλητη. 

 ∆ραστηριότητες διατύπωσης. Στη βιβλιογραφία ο ρόλος της συζήτησης στην 

εισαγωγή της έννοιας της απόδειξης έχει αναλυθεί και η διαφορά µεταξύ 

επιχειρηµατολογίας και απόδειξης έχει περιγραφεί (Balacheff, 1987· Duval, 1992-

1993, αναφορά στο Mariotti, 2001). Η ανάγκη µιας αιτιολόγησης σε καταστάσεις 

επίλυσης προβλήµατος ενισχύεται κατά τη διάρκεια δραστηριοτήτων διατύπωσης 

µέσα από τη σύγκριση διαφορετικών λύσεων στο πλαίσιο των κοινά αποδεκτών 

κανόνων αποδοχής. 

Στον όρο δραστηριότητες διατύπωσης οι Cerulli & Mariotti, (2003) 

περιλαµβάνουν όλες τις µορφές επικοινωνίας κατά τη διάρκεια δραστηριοτήτων 

επίλυσης προβλήµατος, όπως συλλογικές συζητήσεις (collective discussions), 

σηµειωµατάριο αποδεκτών συµπερασµάτων (edition of notebook) (Laborde, 2000), 
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προκειµένου να τις διακρίνουν από τις «πρακτικές» δραστηριότητες που 

πραγµατοποιούνται µε το λογισµικό. Οι έννοιες που δηµιουργούνται από τη 

φαινοµενολογική εµπειρία µοιράζονται µέσα από µια συλλογική συζήτηση (Cerulli & 

Mariotti, 2003)(Σχήµα 5.6). 

 

Σχήµα 5.6: Η κύρια δοµή των ∆ραστηριοτήτων ∆ιατύπωσης κατά τους  

 Gerulli & Mariotti (2003) 

Συλλογικές συζητήσεις: Κατά τη Marrioti (2001, 2000, 1997), οι συλλογικές 

συζητήσεις διαδραµατίζουν κρίσιµο ρόλο στην εξελικτική πορεία από την έννοια της 

αιτιολόγηση προς την έννοια της επικύρωσης µέσα σε ένα θεωρητικό σύστηµα, 

δηλαδή της απόδειξης. Αυτή η εξέλιξη µπορεί να αρθρωθεί από µια σειρά τριών 

βηµάτων: 

 Περιγραφή, γραπτώς, της διαδικασίας λύσης: Ο κύριος στόχος της 

γραπτής έκθεσης είναι η κατανόηση, αφού συνίσταται στη διαβίβαση του 

συλλογισµού κάποιου και στο δάσκαλο και στους συµµαθητές του. 
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 Αιτιολόγηση της λύσης: Οι λύσεις που παράγονται, κοινοποιούνται 

και αποτελούν τη βάση µιας συλλογικής συζήτησης. Ένας νέος στόχος 

προκύπτει: οι αναφορές πρέπει να παρέχουν µια σαφή περιγραφή της 

διαδικασίας που ακολουθήθηκε, αλλά και µια αιτιολόγηση, έτσι ώστε αυτή να 

περάσει τη συλλογική δοκιµή, και αυτό σηµαίνει να παραχθούν καλά 

επιχειρήµατα που µπορούν να καταστήσουν τη λύση αποδεκτή. 

 Αιτιολόγηση σύµφωνα µε κοινούς και καθορισµένους κανόνες: Στις 

συλλογικές συζητήσεις ο κύριος στόχος είναι η υπεράσπιση της λύσης 

κάποιου µέσα σε ένα πλαίσιο συµφωνηµένων διαδικασιών και κανόνων. Η 

αιτιολόγηση µιας λύσης, µέσα σε ένα σύστηµα κοινώς αποδεκτών κανόνων, 

εισάγει τους µαθητές σε µια θεωρητική πτυχή της λύσης. 

 

Από τις συλλογικές συζητήσεις οι µαθηµατικές συζητήσεις λαµβάνουν ένα 

ουσιαστικό µέρος στην εκπαιδευτική διαδικασία, µε συγκεκριµένους στόχους, οι 

οποίοι είναι γνωστικοί (κατασκευή γνώσης) και µεταγνωστικοί (κατασκευή στάσης 

απέναντι στην εκµάθηση των µαθηµατικών (Mariotti, 2000). Σύµφωνα µε τη γενικά 

αποδεκτή παραδοχή για την κοινωνική κατασκευή της γνώσης, η µαθηµατική 

συζήτηση είναι ουσιαστικό µέρος των δραστηριοτήτων της τάξης (Mariotti, 1997). 

Η µαθηµατική συζήτηση ορίζεται ως η πολυφωνία έναρθρων φωνών για ένα 

µαθηµατικό αντικείµενο, η οποία είναι ένα από τα κίνητρα της δραστηριότητας 

εκµάθησης (Bartolini Bussi, 1996· αναφορά στο Mariotti, 2000) και η οποία δεν είναι 

µια απλή σύγκριση διαφορετικών απόψεων, ούτε µια αντιπαράθεση επιχειρηµάτων. 

Είναι γνωστικές διαλεκτικές αντιπαραθέσεις διαφορετικών προσωπικών αντιλήψεων 

και της γενικής έννοιας της µαθηµατικής απόδειξης που εισάγεται και προωθείται 
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από το δάσκαλο (Mariotti, 2001). Οι διαφορετικές αντιλήψεις της αιτιολόγησης 

αντιστοιχούν σε δυο διαφορετικούς στόχους της συζήτησης. Ο προσδιορισµός της 

εγκυρότητας ενός ορισµένου γεγονότος (γιατί;) και ο καθορισµός της ακρίβειας µιας 

επιχειρηµατολογίας σύµφωνα µε σαφή κριτήρια (ποιο το σχετικό θεώρηµα;) 

αντιστοιχούν στην εξέλιξη της έννοιας της αιτιολόγησης, η οποία είναι και το κύριο 

κίνητρο της συζήτησης (Mariotti, 2000). Ο δεύτερος στόχος σχετίζεται µε τη 

συνειδητοποίηση της θεωρητικής θέσης ορισµένων προτάσεων στα πλαίσια µιας 

θεωρίας. Η ανάπτυξη από τον πρώτο στο δεύτερο µπορεί να περιγραφεί ως εξής 

(Mariotti, 1997) (Σχήµα 5.7): 

 

Σχήµα 5.7 

 
Το Σηµειωµατάριο αποδεκτών συµπερασµάτων: Το σηµειωµατάριο (προσωπικό, αλλά 

βασισµένο στις κοινές παραγωγές) µαζί µε το σύνολο των εντολών του δυναµικού 

λογισµικού αντιπροσωπεύουν τον «πολιτισµό» και την «ιστορία» της τάξης. Κατά 

συνέπεια η ενηµέρωση και η αναθεώρησή του σηµαίνει την ενηµέρωση του 

πολιτισµού της τάξης. Η αναθεώρηση του σηµειωµατάριου πρέπει να ερµηνευτεί ως 

φαινοµενολογική εµπειρία που αυξάνει τις έννοιες, οι οποίες στη συνέχεια θα 

αναπτυχθούν κάτω από την καθοδήγηση του δασκάλου (Cerulli &Mariotti, 2003). 
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Οι δραστηριότητες διατύπωσης κατά τους Cerulli & Mariotti (2003) 

διευκολύνουν την παραγωγή νέων σηµείων που χρησιµοποιούνται και µοιράζονται µε 

την κοινωνική οµιλία, η οποία οδηγεί στην εξέλιξη και την παραγωγή των 

γεωµετρικών αντικειµένων. Γιατί, όπως επισηµαίνουν, η επικοινωνία µόνο µεταξύ 

του χρήστη και του δυναµικού λογισµικού - δεδοµένου ότι περιορίζει τις ενέργειες 

του χρήστη και ως εκ τούτου και τις δυνατότητες έκφρασης του ίδιου του χρήστη - θα 

µπορούσε να είναι ένα εµπόδιο κατά την άποψη του Vygotsky, όπου η παραγωγή των 

νέων σηµαδιών διαδραµατίζει ένα βασικό ρόλο στην παραγωγή και εξέλιξη των 

εννοιών. Επιπλέον, οι δραστηριότητες διατύπωσης δίνουν τη δυνατότητα να φανούν 

οι σχέσεις µεταξύ της θεωρίας (αξιώµατα, θεωρήµατα, ορισµοί) και των εργαλείων 

του δυναµικού λογισµικού (Mariotti, 2000) 

Ερευνητικά συµπεράσµατα επισηµαίνουν το ρόλο των δραστηριοτήτων 

διατύπωσης σε περιβάλλοντα δυναµικής γεωµετρίας, τονίζοντας ότι οι βασισµένες 

στο λογισµικό διερευνήσεις, χωρίς συγκεκριµένες συµπληρωµατικές δραστηριότητες 

για την ανάπτυξη της γλώσσας, δεν παρέχουν πολλές ευκαιρίες για την ανάπτυξη 

πρώτα µιας περιγραφικής γλώσσας και έπειτα µιας λειτουργικής (Sanchez & 

Sacristan, 2003). Οι συλλογικές συζητήσεις, και ιδιαίτερα το σηµειωµατάριο των 

κοινά αποδεκτών συµπερασµάτων (αξιώµατα, θεωρήµατα, ορισµοί), ενισχύουν την 

παραγωγή των αιτιολογήσεων, παρέχοντας στους µαθητές µια έτοιµη και εύκολη 

πρόσβαση σε όλα τα αποδεκτά αποτελέσµατα (Marrades & Gutierrez, 2000). 

Ο Ρόλος του ∆ασκάλου 

Η παρουσία του υπολογιστή και ιδιαίτερα του δυναµικού λογισµικού είναι ένα 

σηµείο διαταραχής στο εσωτερικό πλαίσιο του δασκάλου. Ο ρόλος του δασκάλου 

είναι διπλός. Αφενός, πρέπει να διαµορφώσει µια νέα σχέση µε τη µαθηµατική 

γνώση, η οποία φαίνεται να µεταβάλλεται από την παρουσία του δυναµικού 
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λογισµικού. Αφετέρου, πρέπει να επαναπροσδιορίσει το ρόλο του ως µεσολαβητή, 

λαµβάνοντας υπόψη τα νέα στοιχεία που προσφέρονται από το λογισµικό. Ο ρόλος 

του δασκάλου δεν περιορίζεται µόνο στην οργάνωση της διδασκαλίας (επιλογή 

διδακτικών στόχων)· οι δραστηριότητες του δασκάλου είναι κεντρικές, δεδοµένου ότι 

είναι αυτός ο υπεύθυνος για τη δόµηση δραστηριοτήτων σύµφωνων µε τους 

διδακτικούς στόχους, έτσι ώστε µια «εσωτερικοποίηση» να πραγµατοποιείται και να 

γίνεται µέρος του πολιτισµού τάξεων (Arzarello et al., 2002). 

Σε κάθε φάση των δραστηριοτήτων διατύπωσης ο ρόλος του δασκάλου 

θεωρείται θεµελιώδης. Αφενός, να κατευθύνει την συζήτηση στο στόχο (απόδειξη) 

και αφετέρου, να καθοδηγήσει την εξέλιξη των προσωπικών αντιλήψεων προς την 

ερµηνεία. Μέσα σε ένα δυναµικό περιβάλλον ο δάσκαλος µπορεί να βρει τα 

συγκεκριµένα εργαλεία της σηµειωτικής µεσολάβησης, τα οποία µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν στη συζήτηση, προκειµένου να καθοδηγηθούν οι προσωπικές 

αντιλήψεις των µαθητών προς την εξέλιξη της έννοιας της αιτιολόγησης· προς την 

έννοια της απόδειξης, ως αιτιολόγηση σύµφωνα µε τους κοινά αποδεκτούς κανόνες 

(Mariotti, 2000). Η συµφωνηθείσα διδακτική σύµβαση µεταξύ δασκάλου και 

µαθητών, όσον αφορά ποια είδη αιτιολογήσεων γίνονται αποδεκτά – αιτιολόγηση µε 

τη χρησιµοποίηση ορισµών και θεωρηµάτων που ήδη είναι γνωστά - είναι ένα 

σηµαντικό στοιχείο στην επιτυχία της προώθησης της προόδου των µαθητών 

(Marrades & Gutierrez, 2000). 

Με δεδοµένο ότι η τεχνολογία είναι όχι µόνο ένα πρόσθετο στοιχείο στο 

σύστηµα δάσκαλος – µαθητής – γνώση, αλλά αλληλεπιδρά µε τα άλλα συστατικά του 

συστήµατος, εµπειρικές µελέτες εξετάζουν τον τρόπο µε τον οποίο οι δάσκαλοι 

χρησιµοποιούν τα πολιτισµικά εργαλεία σε δραστηριότητες επίλυσης προβλήµατος 
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(Laborde, 2001). Οι µη έµπειροι στη διδασκαλία ή τη χρήση της τεχνολογίας στην 

τάξη δάσκαλοι βλέπουν την τεχνολογία ως ένα πρόσθετο συστατικό του συστήµατος 

διδασκαλίας, αλλά εξωτερική στις διαδικασίες εκµάθησης. Τη χρησιµοποιούν για 

στόχους παρατήρησης και κατασκευής παράλληλα µε τη χρήση χαρτιού και 

µολυβιού. Οι έµπειροι στη διδασκαλία ή τη χρήση της τεχνολογίας στην τάξη 

δάσκαλοι παρέχουν δραστηριότητες διερεύνησης, µε το σύρσιµο να είναι κεντρικό σε 

στόχους παρατήρησης και σε ανοιχτά προβλήµατα προκειµένου να εξαχθούν 

ιδιότητες, ώστε µέσω της οπτικοποίησης να φτάσουν στη λύση. Εν κατακλείδι, η 

διαχείριση της ενσωµάτωσης της τεχνολογίας στους διδακτικούς στόχους απαιτεί από 

τους δασκάλους να γνωρίζουν ακόµα και τις πιθανές στρατηγικές της χρήσης της 

τεχνολογίας από τους µαθητές. 

Ο Ρόλος των Εργαλείων 

Εµπειρικές έρευνες εξετάζουν τις αλληλεπιδράσεις που πραγµατοποιούνται 

κατά τη διαδικασία παρουσίασης αποδείξεων µεταξύ των σπουδαστών και των 

χρησιµοποιούµενων εργαλείων (Olivero, 2003). Όταν δυο ή περισσότεροι µαθητές 

λύνουν ένα πρόβληµα στον υπολογιστή, ο καθένας έχει το δικό του εσωτερικό 

πλαίσιο, το οποίο και προβάλλεται στην κατάσταση επίλυσης του προβλήµατος. 

Υπάρχουν στιγµές στη διαδικασία στην οποία οι µαθητές σκέφτονται και κάνουν 

διαφορετικά πράγµατα και στιγµές στις οποίες έχουν µια καλή επικοινωνία και 

στιγµές που εργάζονται πραγµατικά στο ίδιο πρόβληµα. Κατά τη συνεργασία υπάρχει 

µια συνεχής ανατροφοδότηση από το εξωτερικό πλαίσιο στις ενέργειες των µαθητών, 

µε αποτέλεσµα το εσωτερικό πλαίσιο συνεχώς να τροποποιείται και από την 

ανατροφοδότηση από το περιβάλλον και από την αλληλεπίδραση µε τον άλλο 

µαθητή. Μια διαδικασία εσωτερικοποίησης πραγµατοποιείται, έτσι ώστε τα 
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εξωτερικά εργαλεία µπορούν να εσωτερικοποιηθούν ως ψυχολογικά εργαλεία που 

κατευθύνουν τη συµπεριφορά των σπουδαστών στην επίλυση προβλήµατος. 

Στιγµές όπου υπάρχει τοµή, υπάρχει και η κατασκευή της κοινής κατανόησης 

και γνώσης, οι οποίες µπορούν να υποστηρίξουν την παραγωγή των υποθέσεων και 

των αποδείξεων. Οι στιγµές του συγχρονισµού δε συµπίπτουν µε την ανάπτυξη των 

καλοσχεδιασµένων λογικών προτάσεων. Όταν υπάρχει ένας συγχρονισµός µεταξύ 

των µαθητών καταλαβαίνουν ο ένας τον άλλο χωρίς να υπάρχει η ανάγκη µιας 

καλοσχεδιασµένης λογικής γλώσσας. 

 

Τύποι Συλλογισµού και Επιχειρηµάτων 

Η ανάλυση των φάσεων µετάβασης στην απόδειξη και η ταξινόµηση των 

τύπων συλλογισµού και επιχειρηµάτων, που οι µαθητές χρησιµοποιούν κατά την 

επίλυση ενός προβλήµατος, αποτελεί αντικείµενο πειραµατικών ερευνών, 

προκειµένου να κατανοηθεί πώς γίνεται η µετάβαση από την εµπειρική στην 

παραγωγική φάση της εργασίας των µαθητών. Από πολλούς ερευνητές τα 

επιχειρήµατα που χρησιµοποιούνται από τους λύτες κατά τη λύση (απόδειξη) 

µαθηµατικών προβληµάτων καλούνται συχνά και σχέδια απόδειξης. 

Ο Bell (1976a,b) προσδιόρισε δυο κατηγορίες επιχειρηµάτων που οι µαθητές 

χρησιµοποιούν όταν λύνουν προβλήµατα απόδειξης, ανάλογα µε το αν 

χρησιµοποιούν ή όχι παραδείγµατα προκειµένου να πείσουν. Στην πρώτη κατηγορία 

περιλαµβάνεται η εµπειρική αιτιολόγηση, αν χρησιµοποιούν παραδείγµατα ως ένα 

µέσο πειθούς. Στη δεύτερη κατηγορία περιλαµβάνεται η παραγωγική αιτιολόγηση, αν 

χρησιµοποιούν την αφαίρεση για να συνδέσουν τα δεδοµένα µε τα συµπεράσµατα. Σε 

κάθε κατηγορία προσδιόρισε και άλλους τύπους, ανάλογα µε τους βαθµούς 
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πληρότητας- ολοκλήρωσης του ελέγχου της πρότασης στο σύνολο των πιθανών 

παραδειγµάτων ή της κατασκευής των παραγωγικών επιχειρηµάτων (Bell 1976a & 

b,αναφορά στο Marrades & Gutierrez, 2000). 

Κατά την εξέταση του παραγωγικού συλλογισµού και των διαδικασιών που 

λαµβάνουν χώρα κατά τη διάρκεια της παρουσίασης αποδείξεων των µαθητών, ο 

Balacheff (1987,1999 αναφορά στο Jones, 2000· Sanchez & Sacristan, 2003· 

Marrades & Gutierrez, 2000) βρήκε χρήσιµο να κάνει µια διάκριση µεταξύ δύο 

κατηγοριών αιτιολογιών: των πραγµατικών - ρεαλιστικών (pragmatic) και των 

νοητικών ή εννοιολογικών (intellectual or conceptual), υπογραµµίζοντας το ρόλο της 

γλώσσας στη µετάβαση από την πρώτη κατηγορία στη δεύτερη. 

 Πραγµατικές αιτιολογίες, όταν στηρίζονται πάνω στα ίδια τα µαθηµατικά ή 

γεωµετρικά αντικείµενα και βασίζονται στη χρήση παραδειγµάτων, ή των ενεργειών 

πάνω στις αναπαραστάσεις αυτών των αντικειµένων, ή στην επίδειξή τους. Οδηγούν 

στην ρεαλιστική- πρακτική γνώση που κάποιος µπορεί να τη χρησιµοποιήσει 

προκειµένου να πείσει κάποιον άλλο για την ισχύ µιας πρότασης. Η κατηγορία των 

πραγµατικών αιτιολογιών περιλαµβάνει τρεις τύπους αιτιολογιών (Σχήµα 5.8). 

i. Απλός εµπειρισµός (naive empiricism): Μια πρόταση που 

αποδεικνύεται, ελέγχεται µε µερικά, κάπως τυχαία επιλεγµένα, παραδείγµατα.  

ii. Κρίσιµο πείραµα (crucial experiment): Μια πρόταση ελέγχεται µε ένα 

προσεκτικά επιλεγµένο παράδειγµα.  

iii. Γενικό παράδειγµα (generic example): Η αιτιολόγηση βασίζεται στις 

διαδικασίες ή τους µετασχηµατισµούς σε ένα παράδειγµα, το οποίο έχει 

επιλεγεί ως χαρακτηριστικός αντιπρόσωπος µιας κατηγορίας. Σε αυτή την 
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περίπτωση, οι διαδικασίες ή οι µετασχηµατισµοί στο παράδειγµα 

προορίζονται να γίνουν σε ολόκληρη την κατηγορία. 

 Οι Εννοιολογικές αιτιολογίες δεν περιλαµβάνουν ενέργειες, αλλά στηρίζονται 

στις διατυπώσεις των ιδιοτήτων των µαθηµατικών αντικειµένων και των µεταξύ τους 

σχέσεων. ∆ηλαδή, οι εννοιολογικές απαιτούν την ύπαρξη και της ρεαλιστικής γνώσης 

ως βάση για την εµφάνισή τους και τη χρήση της γλώσσας, η οποία - αποσυνδεµένη 

από τις ενέργειες - εκφράζει τα αντικείµενα, τις ιδιότητές τους και τις σχέσεις τους, 

και η οποία είναι απαραίτητη για την παραγωγή τους. Με άλλα λόγια, οι ρεαλιστικές 

είναι βασισµένες στη δράση- επενέργεια, ενώ η χρήση µιας λειτουργικής γλώσσας 

(functional language), η οποία περιλαµβάνει ένα συγκεκριµένο λεξιλόγιο και έναν 

συµβολισµό, και η ύπαρξη µιας διανοητικής εµπειρίας (mental experience), όπου οι 

επενέργειες- οι δράσεις είναι εσωτερικοποιηµένες, χαρακτηρίζουν τη µετάβαση στις 

εννοιολογικές. Η κατηγορία των εννοιολογικών αιτιολογιών περιλαµβάνει δύο 

τύπους αιτιολογιών: 

i. Πείραµα σκέψης (thought experiment): Η αιτιολόγηση στηρίζεται σε 

εσωτερικοποιηµένες ενέργειες και όχι στα συγκεκριµένα εξεταζόµενα 

παραδείγµατα.  

ii. Συµβολικοί υπολογισµοί ή συµβολικές εκτιµήσεις (symbolic 

calculations): Η αιτιολόγηση βασίζεται στη χρήση και το µετασχηµατισµό 

των τυποποιηµένων συµβολικών εκφράσεων της πρότασης. 

Η µετάβαση από τις ρεαλιστικές στις εννοιολογικές- διανοητικές αιτιολογήσεις, οι 

οποίες καταλήγουν στη µαθηµατική απόδειξη, περιλαµβάνει τρία συστατικά: 
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 Γνώση (knowledge) ή επίπεδα συνιστώσας δράσης (levels- of- action 

component): Η φύση της γνώσης είναι γνώση από την άποψη των εµπειριών, 

αντικειµενική γνώση (knowledge as object) και θεωρητική γνώση.  

 Γλώσσα (language) ή συνιστώσα διατύπωση (formulation component): 

γλώσσα για επίδειξη, οικεία γλώσσα (familiar language), λειτουργική γλώσσα, τυπική 

γλώσσα (formal language). 

 Συστατικό επικύρωσης (validation component): Οι τύποι ή οι λογικές 

επεξηγήσεις που κρύβονται κάτω από τις παραγόµενες αιτιολογήσεις, τις ρεαλιστικές, 

τις εννοιολογικές, τις µαθηµατικές. Μαθηµατική αιτιολόγηση είναι µια αιτιολόγηση 

που γίνεται αποδεκτή από τους µαθηµατικούς (Balacheff, 1988,αναφορά στο Jones, 

2000). 

Η ανάπτυξη µιας λειτουργικής γλώσσας περιλαµβάνει τις διαδικασίες του 

«detemporalization» και του «decontextualization». ∆ηλαδή πρέπει να είναι µια 

γλώσσα για τα µαθηµατικά και γλώσσα για την επικοινωνία των ιδεών των σχετικών 

µε αυτά, ανεξάρτητα από την κατάσταση, του σχολικού πλαισίου, ή από τα πρόσωπα 

µε τα οποία η επικοινωνία πραγµατοποιείται (π.χ. ο δάσκαλος). Η ανάπτυξη µιας 

λειτουργικής γλώσσας απαραίτητης για τη µετάβαση από την ρεαλιστική στην 

εννοιολογική αιτιολόγηση είναι δύσκολη (Sanchez & Sacristan, 2003). 

 140



 

Σχήµα 5.8: Ενδεικτικό σχεδιάγραµµα µετάβασης από τα Μαθηµατικά Αντικείµενα 

µέσω δύο τύπων αιτιολόγησης στη Μαθηµατική Απόδειξη του Balacheff. 

Οι Harel & Sowder ερεύνησαν τα σχέδια απόδειξης µαθητών κολεγίων και 

προσδιόρισαν επτά σηµαντικούς τύπους σχεδίων απόδειξης τους οποίους κατέταξαν 

σε τρεις κατηγορίες: εξωτερικής πεποίθησης (external conviction proof scheme), 

εµπειρικά και αναλυτικά (empirical ή analytical proof scheme) (Σχήµα 5.9). Ορίζουν 

ως σχέδιο απόδειξης (proof scheme) τα επιχειρήµατα που υιοθετούνται από ένα 

πρόσωπο, προκειµένου να πειστεί ο ίδιος ή να πείσει τους άλλους για την αλήθεια ή 

το ψέµα µιας µαθηµατικής πρότασης. Η λέξη «απόδειξη» στο σχέδιο απόδειξης 
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χρησιµοποιείται υπό την ευρεία ψυχολογική έννοια της αιτιολόγησης παρά υπό τη 

στενότερη έννοια της µαθηµατικής απόδειξης. 

Οι Harel & Sowder ερεύνησαν τα σχέδια απόδειξης µαθητών κολεγίων και 

προσδιόρισαν επτά σηµαντικούς τύπους σχεδίων απόδειξης τους οποίους κατέταξαν 

σε τρεις κατηγορίες: εξωτερικής πεποίθησης (external conviction proof scheme), 

εµπειρικά και αναλυτικά (empirical ή analytical proof scheme) (Σχήµα 5.9). 

 Εξωτερικής πεποίθησης. Υπάρχουν τρεις τύποι σχεδίων απόδειξης  

εξωτερικής πεποίθησης: τελετουργικό (ritual), αυθεντίας ή αρχής (authoritarian), 

συµβολικό (symbolic) σχέδιο και στον καθένα οι µαθητές πείθονται οι ίδιοι ή πείθουν 

τους άλλους χρησιµοποιώντας κάτι εξωτερικό σε αυτούς. Στο τελετουργικό η πειθώ 

οφείλεται στη µορφή της απόδειξης και όχι στο περιεχόµενό της. Στο αυθεντίας ή 

αρχής η πειθώ οφείλεται στο γεγονός το οποίο ο δάσκαλος ή το βιβλίο ή κάποια άλλη 

αρχή είπαν ότι ήταν έτσι. Στο συµβολικό η πειθώ προέρχεται από το συµβολικό 

χειρισµό, πίσω από τον οποίο ίσως να υπάρχει ή όχι σηµασία.  

 Εµπειρικά. Τα εµπειρικά σχέδια απόδειξης µπορεί να είναι είτε επαγωγικά  

(inductive) είτε αντιληπτικά- αισθητά (perceptual) επιχειρήµατα, πειράµατα και 

παραδείγµατα. Ένας µαθητής µε ένα επαγωγικό σχέδιο απόδειξης θεωρεί ένα ή 

περισσότερα παραδείγµατα ως πειστικά στοιχεία της αλήθειας µιας γενικής 

περίπτωσης. Σε ένα αντιληπτικό σχέδιο απόδειξης, ο µαθητής βγάζει συµπεράσµατα 

βασισµένα σε στοιχειώδεις διανοητικές εικόνες, τα οποία δεν υποστηρίζονται πλήρως 

από την αφαίρεση και τα οποία θεωρούνται πειστικά για τον ίδιο ή για τους άλλους. 

 Αναλυτικά. Τα αναλυτικά σχέδια απόδειξης, αποδεκτά από τους 

µαθηµατικούς, µπορεί να είναι µετασχηµατιστικά (transformational) και αξιωµατικά 

(axiomatic) σχέδια απόδειξης. Σε ένα µετασχηµατιστικό σχέδιο απόδειξης, ο µαθητής 
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πείθει τους άλλους ή πείθεται ο ίδιος από µια παραγωγική εργασία στην οποία 

εξετάζει γενικές πτυχές, εφαρµόζει στόχους προσανατολισµένους σε συγκεκριµένες 

διανοητικές διαδικασίες και µετασχηµατίζει τις εικόνες. Ένα αξιωµατικό σχέδιο 

απόδειξης υπερβαίνει το µετασχηµατιστικό, δεδοµένου ότι ο µαθητής αναγνωρίζει 

επίσης ότι τα µαθηµατικά συστήµατα στηρίζονται στις, ενδεχοµένως αυθαίρετες, 

προτάσεις οι οποίες γίνονται αποδεκτές χωρίς απόδειξη, και κατά συνέπεια οι 

παραγωγικές αλυσίδες βασίζονται στα στοιχεία του αξιωµατικού συστήµατος. 

 

Σχήµα 5.9: Κατηγορίες Σχεδίων Απόδειξης κατά τους Harel & Sowder (1998) 

Κατά τον Reid (2000) οι µαθητές θα µπορούσαν να καθοδηγηθούν από τις 

εξωτερικές αποδείξεις, τις υποκείµενες σε άµεση αίσθηση (από λέξεις), στις 

εµπειρικές (πειράµατα και παραδείγµατα) και στη συνέχεια στις αναλυτικές, στις 

αποδεκτές από τους µαθηµατικούς. Ένα πρόβληµα µε αυτή την άποψη είναι ότι για 
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τα µαθηµατικά µόνο ορισµένοι τρόποι γίνονται αποδεκτοί ως παρουσίαση 

αποδείξεων. Η παροχή κινήτρου για αναλυτικές αποδείξεις γίνεται δύσκολη, εάν η 

παρουσίαση αποδείξεων χαρακτηρίζεται ως επαλήθευση (Villiers, 1999). 

Οι Marrades & Gutierrez (2000) αναφερόµενοι στις κατηγοριοποιήσεις των 

επιχειρηµάτων των Bell , Balacheff, Sowder και Harel, παρατηρούν ότι όλες οι 

κατηγορίες περιγράφουν τα επιχειρήµατα των µαθητών και δεν εξετάζουν τη 

διαδικασία παραγωγής τους. Επίσης, η εστίαση της κάθε µελέτης είναι διαφορετική 

και µερική. Ο Bell ανέλυσε το σύνολο των χρησιµοποιούµενων παραδειγµάτων από 

τους µαθητές. Ο Balacheff εστίασε στις αιτιολογίες των µαθητών για την επιλογή των 

παραδειγµάτων και στον τρόπο µε τον οποίο τα χρησιµοποίησαν. Οι Harel & Sowder 

έκαναν διάκριση ανάµεσα στις αιτιολογίες τις βασισµένες µόνο στην όραση ή στη 

διαίσθηση (perception). Επίσης, µεταξύ των κατηγοριών παραγωγικές - εννοιολογικές 

- αναλυτικές, εκείνες που ορίζονται από τον Bell διαφέρουν στη µαθηµατική 

ποιότητα των παραγωγικών δεσµών. Οι Harel και Sowder περιγράφουν δυο τύπους 

αναλυτικών αιτιολογήσεων, ο ένας βασίζεται στο µετασχηµατισµό των δεδοµένων 

του προβλήµατος και ο άλλος στη χρήση των στοιχείων ενός αξιωµατικού 

συστήµατος. Ο Balacheff προσδιόρισε δυο τύπους εννοιολογικών, στον ένα 

λαµβάνονται υπόψη τα συγκεκριµένα παραδείγµατα, αλλά οι αιτιολογίες 

δενβασίζονται σε αυτά, και στον άλλο οι αιτιολογίες βασίζονται στους συµβολικούς 

υπολογισµούς. 

Οι Marrades & Gutierrez (2000) επεκτείνουν και ενσωµατώνουν τα 

προηγούµενα πλαίσια αιτιολογιών των µαθητών σε ένα πιο αναλυτικό, στο οποίο 

εξετάζεται όλη η ενεργητικότητα του µαθητή – η παραγωγή µιας υπόθεσης (αν 

απαιτείται), η επινόηση µιας αιτιολόγησης και αυτή καθ’ αυτή η ίδια η αιτιολόγηση. 

Το σχέδιο ταξινόµησης των αιτιολογιών – επιχειρηµάτων είναι ένας συγκερασµός 
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των προτεινόµενων επιχειρηµάτων από τους Bell, Balacheff, Sowder και Harel. 

Υποστηρίζουν ότι το σχέδιο ταξινόµησης που προτείνουν, εκτός από την ταξινόµηση 

των απαντήσεων των µαθητών, είναι χρήσιµο για να αξιολογηθεί η βελτίωση των 

δεξιοτήτων αιτιολόγησης ενός µαθητή σε µια περίοδο εκµάθησης. Αρχικά γίνεται 

διάκριση µεταξύ δυο κύριων αιτιολογιών, εµπειρικών και παραγωγικών, ανάλογα µε 

το εάν η αιτιολόγηση συνίσταται από έλεγχο ή όχι παραδειγµάτων (βλέπε συγκριτικός 

πίνακας). 

1. Εµπειρικές αιτιολογίες, οι οποίες χαρακτηρίζονται από τη χρήση κυρίως 

παραδειγµάτων ως βασικό στοιχείο της βεβαιότητας. Οι µαθητές, παρατηρώντας 

σχέσεις σε ένα ή περισσότερα παραδείγµατα, διατυπώνουν υποθέσεις και 

χρησιµοποιούν τα παραδείγµατα ή τις σχέσεις σε αυτά για να δικαιολογήσουν την 

αλήθεια της υπόθεσής τους. Αν η υπόθεση περιλαµβάνεται στη διατύπωση του 

προβλήµατος, τότε οι µαθητές κατασκευάζουν παραδείγµατα για να ελέγξουν την 

υπόθεση και να τη δικαιολογήσουν. Οι εµπειρικές χωρίζονται σε τρεις 

υποκατηγορίες, που εξαρτώνται από τους τρόπους που οι µαθητές χρησιµοποιούν τα 

επιλεγµένα παραδείγµατα, και κάθε υποκατηγορία έχει διαφορετικούς τύπους που 

αντιστοιχούν στους συγκεκριµένους τρόπους µε τους οποίους τα επιλεγµένα 

παραδείγµατα χρησιµοποιούνται.  

Συγκεκριµένα:  

 Απλός εµπειρισµός (naive empiricism), όταν δικαιολογείται η υπόθεση µε το 

να δειχθεί ότι είναι αληθής σε ένα ή περισσότερα παραδείγµατα, τα οποία επιλέγονται 

συνήθως χωρίς ένα ειδικό κριτήριο. Ο έλεγχος µπορεί να περιλάβει την οπτική ή 

χειροπιαστή διαίσθηση για τα παραδείγµατα µόνο, αντιληπτικός τύπος, ή µπορεί 

επίσης να περιλάβει τα µαθηµατικά στοιχεία ή τις σχέσεις που βρίσκονται στα 

παραδείγµατα , επαγωγικός  τύπος. 
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 Κρίσιµο πείραµα, όταν δικαιολογείται η υπόθεση αποδεικνυόµενη ότι είναι 

αληθής σε έναν συγκεκριµένο, προσεκτικά επιλεγµένο, παράδειγµα. ∆ιακρίνονται 

διάφοροι τύποι αιτιολόγησης από το κρίσιµο πείραµα, ανάλογα µε το πώς το κρίσιµο 

παράδειγµα χρησιµοποιείται: 

i. example- based, όταν η αιτιολόγηση παρουσιάζει µόνο την ύπαρξη 

ενός παραδείγµατος ή την έλλειψη αντιπαραδειγµάτων, 

ii. constructive, στο οποίο η αιτιολόγηση εστιάζεται στον τρόπο µε τον 

οποίον παίρνεται το παράδειγµα,  

iii. αναλυτικό, στο οποίο η αιτιολόγηση είναι βασισµένη στις ιδιότητες 

που παρατηρούνται εµπειρικά στο παράδειγµα ή στα βοηθητικά στοιχεία, 

iv. διανοητικό, όταν η αιτιολόγηση βασίζεται στην εµπειρική παρατήρηση 

του παραδείγµατος, αλλά χρησιµοποιεί κυρίως τις αποδεκτές ιδιότητες ή τις 

σχέσεις µεταξύ των στοιχείων του παραδείγµατος.  

 Γενικό παράδειγµα, όταν η αιτιολόγηση βασίζεται σε ένα συγκεκριµένο  

παράδειγµα, το οποίο θεωρείται ως χαρακτηριστικός αντιπρόσωπος της κατηγορίας 

του, και περιλαµβάνει την παραγωγή συγκεκριµένων αφηρηµένων λόγων για την 

αλήθεια µιας υπόθεσης µε τη βοήθεια των διαδικασιών ή των µετασχηµατισµών στο 

παράδειγµα. Η αιτιολόγηση αναφέρεται στις αφηρηµένες ιδιότητες και τα στοιχεία 

µιας οικογένειας, αλλά είναι σαφώς βασισµένη στο παράδειγµα. Οι τέσσερις τύποι 

δικαιολογιών (example- based, constructive, αναλυτικών και διανοητικών) που 

καθορίζονται για το κρίσιµο πείραµα βρίσκονται εδώ επίσης, στις περιγραφές για το 

πώς το γενικό παράδειγµα χρησιµοποιείται στην αιτιολόγηση. 

● Αποτυχηµένη απάντηση, όταν χρησιµοποιούν οι σπουδαστές τις εµπειρικές 
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στρατηγικές για να λύσουν ένα πρόβληµα απόδειξης, αλλά δεν πετυχαίνουν στη 

διαµόρφωση µιας σωστής υπόθεσης, ή δηλώνουν µια σωστή υπόθεση αλλά δεν 

πετυχαίνουν την εξασφάλιση-παροχής οποιασδήποτε αιτιολόγησης. 

2. Οι Παραγωγικές αιτιολογίες χωρίζονται σε δυο υποκατηγορίες, ανάλογα µε το 

εάν οι µαθητές επιλέγουν ένα συγκεκριµένο παράδειγµα ή όχι για να βοηθηθούν να 

οργανώσουν την αιτιολόγησή τους, και κάθε υποκατηγορία διαιρείται σε δυο τύπους 

ανάλογα µε τις µορφές της αφαίρεσης που γίνονται για την οργάνωση των 

αιτιολογιών. Οι παραγωγικές αιτιολογίες, που χαρακτηρίζονται από το 

decontextualization των χρησιµοποιούµενων επιχειρηµάτων, είναι βασισµένες στις 

γενικές πτυχές του προβλήµατος, των διανοητικών διαδικασιών και των λογικών 

αφαιρέσεων, οι οποίες στοχεύουν να επικυρώσουν την υπόθεση µε ένα γενικό τρόπο. 

Τα παραδείγµατα, όταν χρησιµοποιούνται, είναι µια βοήθεια για να οργανωθούν τα 

επιχειρήµατα, αλλά τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά ενός παραδείγµατος δεν εξετάζονται 

στην αιτιολόγηση. Μέσα στις παραγωγικές δικαιολογίες διακρίνουµε τρεις 

κατηγορίες: 

 Πείραµα σκέψης, όταν χρησιµοποιείται ένα συγκεκριµένο παράδειγµα για να  

βοηθήσει στην οργάνωση της αιτιολόγησης. Αναδεικνύονται δύο τύποι πειραµάτων 

σκέψης, ανάλογα µε το ύφος της αιτιολόγησης:  

i. Μετασχηµατιστικές  αιτιολογίες, οι οποίες είναι βασισµένες στις 

διανοητικές  διαδικασίες που παράγουν ένα µετασχηµατισµό από το αρχικό 

πρόβληµα σε έναν άλλο ισοδύναµό του. Ο ρόλος των παραδειγµάτων είναι να 

βοηθήσουν στην πρόβλεψη ποιοι µετασχηµατισµοί είναι κατάλληλοι. Οι 

µετασχηµατισµοί µπορούν να βασιστούν στις χωρικές διανοητικές εικόνες, 

στους συµβολικούς χειρισµούς ή την κατασκευή των αντικειµένων. 
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ii. ∆οµικές αιτιολογίες, οι οποίες είναι ακολουθίες λογικών αφαιρέσεων 

που προέρχονται από τα στοιχεία του προβλήµατος και των αξιωµάτων, των 

ορισµών ή των αποδεκτών θεωρηµάτων. Ο ρόλος των παραδειγµάτων 

συνίσταται στη βοήθεια της οργάνωσης των βηµάτων στις αφαιρέσεις. 

 Τυπική αφαίρεση, όταν η αιτιολόγηση βασίζεται στις διανοητικές διαδικασίες  

χωρίς τη βοήθεια των συγκεκριµένων παραδειγµάτων. Σε µια τυπική αφαίρεση µόνο 

οι γενικές πτυχές του συζητηµένου προβλήµατος αναφέρονται. Είναι εποµένως το 

είδος της τυπικής µαθηµατικής απόδειξης που βρίσκεται στον κόσµο των ερευνητών 

µαθηµατικών. Οι δύο τύποι αιτιολογιών (µετασχηµατιστικών και δοµικών) που 

καθορίζονται στο πείραµα σκέψης βρίσκονται εδώ επίσης. 

 Αποτυχηµένες, όταν οι σπουδαστές χρησιµοποιούν τις παραγωγικές 

στρατηγικές για να λύσουν τα προβλήµατα απόδειξης αλλά δεν πετυχαίνουν στη 

διαµόρφωση µιας σωστής υπόθεσης ή διαµορφώνουν µια σωστή υπόθεση αλλά 

αποτυγχάνουν στην παροχή µιας αιτιολόγησης. 

Οι Recio & Godino (2001) υιοθετούν την άποψη ότι η µαθηµατική γνώση 

είναι κοινωνικοπολιτισµικό προϊόν, το οποίο αναπτύσσεται µέσα στα εκπαιδευτικά 

ιδρύµατα, και τα άτοµα ως µέλη τέτοιων ιδρυµάτων µοιράζονται µε συλλογικούς 

τρόπους τη σκέψη και το συλλογισµό τους, η δε εµπειρία τους ρυθµίζεται από το 

θεσµικό πλαίσιο, τη γλώσσα και τον τύπο των κοινωνικών αλληλεπιδράσεων. 

Υποστηρίζουν ότι µέσα σε ένα τέτοιο πλαίσιο τα κύρια χαρακτηριστικά γνωρίσµατα 

των σχεδίων απόδειξης των µαθητών και σπουδαστών µπορούν να σχετίζονται µε τις 

έννοιες της απόδειξης στα διάφορα καθιερωµένα πλαίσια και ότι τέτοιες 

καθιερωµένες έννοιες θα µπορούσαν να προσφέρουν εξηγήσεις των προσωπικών 

σχεδίων απόδειξης. 
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Οι Recio & Godino (2001) καλούν προσωπικά σχέδια απόδειξης τα 

επιχειρήµατα που οι µαθητές υιοθετούν όταν λύνουν προβλήµατα άλγεβρας ή 

γεωµετρίας και τα ταξινοµούν σε τέσσερις κατηγορίες: επεξηγηµατικά 

επιχειρηµατολογικά, εµπειρικά – επαγωγικά, άτυπα παραγωγικά και τυπικά 

παραγωγικά σχέδια απόδειξης (Σχήµα 5.10). 

● Επεξηγηµατικά σχέδια επιχειρηµατολογίας (explanatory argumentative proof 

schemes). Τα επεξηγηµατικά σχέδια επιχειρηµατολογίας θεωρούν ότι µπορούν να 

αντιστοιχηθούν µε τις άτυπες επιχειρηµατολογίες που οι άνθρωποι χρησιµοποιούν 

στην καθηµερινή ζωή τους, που είναι περιστασιακές ανάλογα µε το πλαίσιο και τη 

συναισθηµατική τους κατάσταση. Αυτός ο τύπος επιχειρηµατολογίας δεν παράγει 

απαραίτητα την αλήθεια, δεδοµένου ότι βασίζεται σε περιστασιακές εκτιµήσεις, οι 

οποίες στερούνται των αντικειµενικών χαρακτηριστικών της απόδειξης. 

● Εµπειρικά –επαγωγικά σχέδια (empirical-inductive proof schemes). Τα 

εµπειρικά –επαγωγικά σχέδια θα µπορούσαν να αφορούν την έννοια της µαθηµατικής 

απόδειξης στις πειραµατικές επιστήµες. Η επιστηµονική επιχειρηµατολογία 

διακρίνεται από την επιχειρηµατολογία της καθηµερινής ζωής από την ανάγκη για 

επικύρωση, για πειραµατική απόδειξη και η οποία οδηγεί στην παραγωγή 

επιστηµονικής γνώσης, δηλαδή λογικής και αντικειµενικής γνώση. Αυτά τα σχέδια 

βασίζονται στην προσωπική πεποίθηση και εµφανίζονται µε τη διαδικασία 

επαλήθευσης µιας πρότασης. 

● Άτυπα παραγωγικά σχέδια (informal deductive proof schemes). Τα άτυπα 

παραγωγικά σχέδια θα µπορούσαν να αφορούν τις όχι περίπλοκες µορφές 

µαθηµατικών αποδείξεων που οι δάσκαλοι των µαθηµατικών χρησιµοποιούν συχνά 

στην τάξη. Είναι επιχειρηµατολογίες µε ένα ισχυρό διαισθητικό συστατικό, 
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συµπεριλαµβανοµένης της οπτικοποίησης (για παράδειγµα, αποδείξεις βασισµένες σε 

γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων ή σε ένα δυναµικό γεωµετρικό σχήµα). 

● Τυπικά παραγωγικά σχέδια (formal deductive proof schemes). Τα τυπικά 

παραγωγικά σχέδια θα µπορούσαν να αφορούν τους συνηθισµένους τρόπους που οι 

µαθηµατικοί και οι δάσκαλοι των µαθηµατικών χρησιµοποιούν για αποδείξεις µε 

έναν αυστηρό, φορµαλιστικό τρόπο. 

 

Σχήµα 5.10: Προσωπικά σχέδια απόδειξης των Recio & Godino (2001) 

Υποστηρίζεται ότι η κατανόηση και η κατοχή της παραγωγικής 

επιχειρηµατολογίας από τους µαθητές και σπουδαστές απαιτούν την ανάπτυξη µιας 

ορθολογιστικής ικανότητας και ένα συγκεκριµένο επίπεδο γνώσης (Recio & Godino, 

2001). Τα άτυπα σχέδια απόδειξης δεν πρέπει να θεωρούνται ως ανακριβή, 

µπερδεµένα ή ανεπαρκή, αλλά µάλλον ως απαραίτητες εκφράσεις του µαθηµατικού 

συλλογισµού για να επιτύχουν και να κυριαρχήσουν µαθηµατικές αποδεικτικές 

πρακτικές. Τα αναλυτικά επιχειρήµατα, που είναι χαρακτηριστικά των µαθηµατικών 

αποδείξεων, δεν είναι οι µόνες πρακτικές επιχειρηµατολογίας που οι µαθηµατικοί 
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χρησιµοποιούν για να πείσουν για την αλήθεια των υποθέσεών τους. Αυτές οι 

διαδικασίες συλλογισµού είναι συχνά άκαρπες ή ακόµα και ένα εµπόδιο στη 

δηµιουργία και την ανακάλυψη στα στάδια των διαδικασιών επίλυσης προβλήµατος. 

 

Αίτια ∆υσκολιών της Απόδειξης 

Η αναζήτηση των αιτίων, τα οποία κάνουν τους µαθητές να δυσκολεύονται µε 

την κατανόηση και την παραγωγή της µαθηµατικής απόδειξης, έχει αποτελέσει 

αντικείµενο έρευνας της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Οι δυσκολίες αυτές έχουν να 

κάνουν τόσο µε τις αντιλήψεις των µαθητών που σχετίζονται µε τη φύση της 

απόδειξης όσο και µε εξωγενείς αλλά και ενδογενείς παράγοντες που επηρεάζουν την 

κατανόηση και την βελτίωση των αποδεικτικών διαδικασιών. 

Αντιλήψεις των Μαθητών για την Απόδειξη 

Για τους ερευνητές που εξετάζουν την εκµάθηση της απόδειξης από µια 

κουνστρουκτιβιστική άποψη, µια ενδιαφέρουσα ερώτηση είναι τι καταλαβαίνουν οι 

µαθητές από τις λέξεις «απόδειξη» και «αποδεικνύω» (Reid, 2002). 

Στα σχολικά µαθηµατικά ο στόχος της διαδικασίας απόδειξης είναι να 

πειστούν οι ίδιοι οι µαθητές για την καθολική αλήθεια των µαθηµατικών 

θεωρηµάτων και να πείσουν το δάσκαλο ότι είναι ικανοί να πραγµατοποιούν και να 

κατανοούν τις µαθηµατικές αποδείξεις, Αλλά ο συλλογισµός που οι µαθητές 

χρησιµοποιούν ποικίλλει και έχει σχέση µε τις προσωπικές έννοιες της απόδειξης 

(Godino & Recio, 1997). 

Ο Reid (2002), από τις ερµηνείες που έδωσαν οι µαθητές για τις έννοιες 

«απόδειξη» και «αποδεικνύω» σε ένα ερωτηµατολόγιο, χωρίς η πλειοψηφία τους να 

γνωρίζει τι σηµαίνουν αυτές οι έννοιες για τα µαθηµατικά, καταλήγει στο 
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συµπέρασµα ότι οι µαθητές δίνουν ερµηνείες που είναι συγκρίσιµες µε τις έννοιες της 

«απόδειξης» και «αποδεικνύω» στη βιβλιογραφία της µαθηµατικής εκπαίδευσης. 

Κοινό στοιχείο των ορισµών των µαθητών για την έννοια της απόδειξης ήταν ο 

χαρακτηρισµός της ως επαλήθευση, έλεγχος, αιτιολόγηση, πειθώ, καθιέρωση κτλ., 

χαρακτηρισµοί πολύ κοινοί και στην καθηµερινή οµιλία και στην έρευνα της 

µαθηµατικής εκπαίδευσης. Οι µαθητές τρεις ανάγκες αναγνώρισαν στη χρήση της 

λέξης «αποδεικνύω»: για επαλήθευση, για επεξήγηση του γιατί και για επεξήγηση του 

πώς. 
Οι αντιλήψεις των µαθητών για το τι αποτελεί µια απόδειξη σχετίζονται και 

µε τη δυνατότητα κατασκευής έγκυρης µαθηµατικής απόδειξης. Μια περιεκτική 

ταξινόµηση αυτών των αντιλήψεων των µαθητών, αλλά και των σπουδαστών, δίνεται 

από τους Harel και Sowder (1998). Μια απόδειξη είναι:  

 Ένα επιχείρηµα σύµφωνο µε µια συγκεκριµένη µαθηµατική σύµβαση, εφόσον 

ακολουθεί ένα παραδοσιακό ή τελετουργικό σχήµα, όπως οι αποδείξεις δυο 

στηλών (δεδοµένα – ζητούµενα) που διδάσκονται στη γεωµετρία. 

 Ένα επιχείρηµα που εγκρίνεται από µια αρχή, όπως ο δάσκαλος ή ένας 

επιστήµονας των µαθηµατικών. 

 Ο έλεγχος ότι µια πρόταση – ένα θεώρηµα - ισχύει για ένα παράδειγµα ή ίσως 

και για διάφορα παραδείγµατα. 

 Η οπτική ένδειξη ότι µια ορισµένη ιδιότητα διατηρείται. 

Κοινωνικοµαθηµατικά Πρότυπα (Sociomathematical norms) 

Ο όρος κοινωνικοµαθηµατικά πρότυπα αναφέρεται στις περιβαλλοντικές 

επιρροές, οι οποίες καθορίζουν τις µαθηµατικές αντιλήψεις και τις αναµενόµενες 

συµπεριφορές των µαθητών, όπως τα µαθητικά εγχειρίδια, τα παρεχόµενα εργαλεία, 
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τα σχόλια και οι παρατηρήσεις των δασκάλων καθώς και οι ανατροφοδοτήσεις τους 

(Yackel & Cobb, 1996 ·αναφορά στο Weber, 2003). 

Οι διαφορετικές βαθµίδες εκπαίδευσης απαιτούν διαφορετικούς τύπους 

αιτιολόγησης από το µαθητή, χωρίς να εξηγείται συνήθως ποιος τύπος απαιτείται, µε 

αποτέλεσµα πολύ συχνά ο µαθητής να λαµβάνει διαφορετικά και µικτά µηνύµατα 

(Weber, 2003). Πολλά σχολικά εγχειρίδια προσφέρουν µια διαισθητική επεξήγηση 

µιας πρότασης ή ένα παράδειγµα για να δικαιολογήσουν µια άλλη, παράλληλα µε µια 

αυστηρή (τυπική) απόδειξη, χωρίς όµως η µετάβαση της σκέψης από τη διαισθητική 

και την εµπειρική εµπειρική στην τυπική να εξηγείται ρητά. Οι ερευνητές 

συµπεραίνουν ότι αυτό µπορεί να οδηγήσει τους µαθητές να αποκτήσουν 

ανεπιθύµητες αντιλήψεις για τη µαθηµατική αυστηρότητα, την επεξήγηση και την 

απόδειξη. Παράλληλα, µπορεί αυτό µερικώς να εξηγήσει γιατί οι µαθητές 

διατυπώνουν άτυπα επιχειρήµατα ως αποδείξεις ακόµα και σε ανώτερα επίπεδα 

εκπαίδευσης (Raman, 2000). 

Ανεπαρκής Εννοιολογική Κατανόηση 

Η έρευνα έχει αποκαλύψει ότι η µη κατανόηση ενός θεωρήµατος ή µιας 

έννοιας οδηγεί τους µαθητές στο να εκτελούν ασύνδετες διαδικασίες, όπως 

χειρισµούς τύπων χωρίς να σκέφτονται λογικά για το τι τα σύµβολα 

αντιπροσωπεύουν.  
Κατά τον Weber (2003, 2001), ακόµα και αν φαίνεται ότι οι µαθητές – και οι 

σπουδαστές - είναι «λογικά» ικανοί, δηλαδή ξέρουν τι αποτελεί µια απόδειξη και 

µπορούν να σκέφτονται αφαιρετικά, να διατυπώνουν και να εφαρµόζουν τους 

ορισµούς, τις έννοιες, τα θεωρήµατα µιας µαθηµατικής περιοχής και να χειρίζονται 

τα λογικά συµπεράσµατα, αυτό δεν αποτελεί εγγύηση ότι µπορούν να 

κατασκευάσουν και αποδείξεις πέρα από τις πολύ τετριµµένες. Συχνά αποτυγχάνουν 
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επειδή φτάνουν σε αδιέξοδο, όπου απλά δεν ξέρουν τι να κάνουν. Κατά το γράψιµο 

µιας απόδειξης υπάρχουν πολλά έγκυρα συµπεράσµατα που κάποιος µπορεί να 

ανασύρει από τη µνήµη του για µια µαθηµατική περιοχή, όµως δεν είναι σίγουρο ότι 

θα είναι σε θέση να χρησιµοποιήσει εκείνη τη γνώση κατάλληλα για να 

κατασκευάσει αποδείξεις σ’ εκείνη την περιοχή. Η γνώση του ορισµού µιας έννοιας 

δεν εξασφαλίζει ότι οι µαθητές µπορεί να σκεφτούν λογικά για εκείνη την έννοια 

(More, 1994· αναφορά στο Weber, 2003). Ερευνητικά αποτελέσµατα, τα οποία 

βασίζονται στην ανάλυση των αποδείξεων των µαθητών, καταλήγουν στο 

συµπέρασµα ότι η γνώση των εννοιών και των θεωρηµάτων δεν είναι ικανοποιητική 

για την εκτέλεση µαθηµατικών αποδείξεων (Reiss, Klieme & Heinze, 2001).Οι 

µαθητές έχουν ανάγκη συχνά από µια διαισθητική κατανόηση της έννοιας ότι αυτή 

λειτουργεί, πριν µπορέσουν να κατασκευάσουν αποδείξεις που τη χρησιµοποιούν 

(Weber, 2003).  

Σε µια µελέτη του ο Weber (2001) παρατήρησε ότι η κατανόηση της 

µαθηµατικής απόδειξης και η ύπαρξη συντακτικής γνώσης δεν είναι αρκετές για την 

κατασκευή µιας επιτυχηµένης απόδειξης από προπτυχιακούς φοιτητές. Σαφώς, είναι 

απίθανο κάποιος να κατασκευάσει µια απόδειξη µε παραγωγή συµπερασµάτων κατά 

τρόπο τυχαίο. Οι µαθητές χρειάζονται στρατηγικές και ευρετικές οι οποίες θα τους 

βοηθήσουν να αντιµετωπίσουν µια µαθηµατική κατάσταση. 

Ατελέσφορες Στρατηγικές της Απόδειξης 

Η έκφραση ή η αναδιατύπωση των εννοιών µε διαφορετικούς τρόπους (µε 

εικόνες, µε σύµβολα, ή µε λέξεις διαφορετικές από τον ορισµό τους), η εύρεση 

παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων µιας έννοιας (παραγωγή ενός ή περισσότερων 

παραδειγµάτων σχετικών µε την έννοια) ή µιας πρότασης, η χρησιµοποίηση των 

παραδειγµάτων για την ανάπτυξη υποθέσεων και τον έλεγχο της ισχύος τους (χρήση 
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αντιπαραδείγµατος) είναι τρεις στρατηγικές της απόδειξης κατά τους Housman & 

Porter (2003). Οι ερευνητές αυτοί υποστηρίζουν ότι αυτές οι στρατηγικές της 

απόδειξης βοηθούν στην εννοιολογική κατανόηση, η δε χρήση τους από ένα µαθητή 

µπορεί να αφορά και την επιλογή εκείνων των επιχειρηµάτων που κρίνονται 

απαραίτητα από τον ίδιο, προκειµένου να αποδειχθούν ή να ανασκευαστούν οι 

υποθέσεις. Οι Housman & Porter (2003), αναλύοντας τα αποτελέσµατα µιας έρευνας 

µε σπουδαστές, κατέληξαν στα ακόλουθα συµπεράσµατα.  

 Η προγενέστερη εµπειρία απόδειξης βοηθά στην υιοθέτηση πετυχηµένων 

στρατηγικών απόδειξης.  

 Σπουδαστές µε ελλιπή ενασχόληση µε στρατηγικές απόδειξης στηρίζονται 

περισσότερο στις εξωτερικές πηγές για να πειστούν οι ίδιοι και να πείσουν για 

την ισχύ των υποθέσεών τους.  

 Η καθοδήγηση των σπουδαστών στη χρήση της στρατηγικής της παραγωγής 

παραδείγµατος ή αντιπαραδείγµατος µπορεί να τους βοηθήσει στην κίνηση 

από ένα σχέδιο εξωτερικής πεποίθησης προς ένα εµπειρικό σχέδιο απόδειξης, 

η δε καθοδήγησή τους στη χρήση και των τριών στρατηγικών απόδειξης θα 

τους βοηθήσει να αναπτύξουν ένα αναλυτικό σχέδιο απόδειξης. 

Ελλιπής Στρατηγική και Μεθοδολογική Γνώση 

Κατά τον Weber (2001), είναι απαραίτητο οι σπουδαστές να κατέχουν τη 

στρατηγική γνώση. Προσδιόρισε τέσσερις τύπους στρατηγικής γνώσης: γνώση των 

τεχνικών απόδειξης της συγκεκριµένης περιοχής, γνώση εκείνων των θεωρηµάτων 

που είναι σηµαντικά και θα τους είναι χρήσιµα, γνώση του πότε θα χρησιµοποιηθεί η 

συντακτική στρατηγική και γνώση του πότε να µη χρησιµοποιηθεί. Ορίζει τη 

συντακτική στρατηγική ως την απόδειξη που αποτελείται εξ’ ολοκλήρου από το 
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χειρισµό συµβόλων ή την απόδειξη όπου µόνο η διαδικαστική, σε αντιδιαστολή µε 

την εννοιολογική ή τη σηµασιολογική γνώση απαιτείται. 

Οι Heinze A. και Reiss K. (2002) εισάγουν τον όρο µεθοδολογική γνώση και 

ισχυρίζονται ότι αυτή η γνώση είναι απαραίτητο συστατικό της ικανότητας 

απόδειξης. Η µεθοδολογική γνώση αποτελείται από τρεις πτυχές: σχέδιο απόδειξης 

(proof scheme), δοµή απόδειξης (proof structure) και λογική αλυσίδα (logical chain). 

Αυτές οι τρεις πτυχές, ναι µεν είναι ανεξάρτητες η µία από την άλλη, αλλά 

συνδέονται µεταξύ τους. Για παράδειγµα, αν ένας σπουδαστής χρησιµοποιεί ένα 

κυκλικό επιχείρηµα (circular argument), έρχεται σε αντίθεση µε τη δεύτερη πτυχή 

(δοµή απόδειξης), αλλά όχι απαραίτητα µε την πρώτη και τρίτη (σχέδιο απόδειξης, 

λογική αλυσίδα) 

 Σχέδιο απόδειξης (proof scheme): Μια απόδειξη είναι ένα σχέδιο 

συλλογισµού που αποτελείται από παραγωγικά επιχειρήµατα. Άλλα είδη 

επιχειρηµάτων, όπως εµπειρικά, επαγωγικά, διαισθητικά ή αναφοράς σε µια 

αρχή δεν είναι συνήθως επαρκή για µια µαθηµατική απόδειξη,  

 ∆οµή απόδειξης (proof structure): Η απόδειξη αρχίζει από τις δεδοµένες 

προκείµενες και τελειώνει σε ένα συγκεκριµένο ισχυρισµό, 

 Λογική αλυσίδα (logical chain): Κάθε βήµα µιας απόδειξης µπορεί να 

συµπεραίνεται από το προηγούµενο βήµα. 
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Συγκριτικός Πίνακας Αιτιολογιών και Επιχειρηµάτων των Bell, Balacheff, Sowder & 

Harel, Recio & Godino, Marrades & Gutierrez 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ VI 
 

ΜΙΑ ΠΡΟΤΑΣΗ ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΜΕ ΤΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ  

Τα «Ανοιχτά» Γεωµετρικά Προβλήµατα 

Από τη συζήτηση που προηγήθηκε φαίνεται να προκύπτει ότι η χρήση ενός 

λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας µπορεί να παρέχει ευκαιρίες για να βελτιωθεί η 

διδασκαλία και η εκµάθηση της µαθηµατικής απόδειξης µέσα στο πλαίσιο της 

σχολικής γεωµετρίας. Το γεγονός όµως ότι σε περιβάλλοντα δυναµικής γεωµετρίας οι 

µαθητές µπορούν να πειστούν για την ισχύ µιας πρότασης άµεσα µε τη χρήση του 

συρσίµατος, µέσω του οποίου παράγονται πολλές περιπτώσεις της ίδιας γεωµετρικής 

κατάστασης, απαιτεί από τους δασκάλους των µαθηµατικών να βρουν εκείνους τους 

τρόπους µε τους οποίους η γεωµετρική απόδειξη να εµφανίζει στη σχολική πρακτική 

και άλλες λειτουργίες (επεξήγηση, διερεύνηση, διανοητική πρόκληση, 

συστηµατοποίηση και επικοινωνία) παράλληλα µε εκείνες της αιτιολόγησης και της 

επαλήθευσης (de Villiers, 2003· Hoyles & Jones, 1998). Συνεπώς, ο στόχος είναι να 

βρεθούν και να τεθούν προβλήµατα ή δραστηριότητες, στα οποία η όποια απόδειξη 

να είναι µέσο παροχής ενόρασης και έµπνευσης στο γιατί ένα αποτέλεσµα που 

«φαίνεται» στην οθόνη του υπολογιστή µπορεί να είναι αληθές. Η ενόραση και η 

κατανόηση θα µπορούσαν να αναπτυχθούν µέσω ανοιχτής διερεύνησης και 

πειραµατισµού (Leung & Lopez-Real, 2002). Για αυτό το σκοπό προτείνουµε τα 

ανοιχτά προβλήµατα ως µια εναλλακτική προσέγγιση για τη διδασκαλία και 

εκµάθηση της γεωµετρικής απόδειξης και για την εισαγωγή των µαθητών στη 

γεωµετρική θεωρία και τη γεωµετρική σκέψη.  

Η έννοια των ανοιχτών προβληµάτων στα µαθηµατικά πρωτοπαρουσιάστηκε 

από τους Arsac et al., (1988) για να χαρακτηρίσουν µια δραστηριότητα διδασκαλίας 
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και εκµάθησης που επιτρέπει στους µαθητές να «κάνουν» µαθηµατικά (αναφορά στο 

Mogetta et al., 1999). Τα ανοιχτά προβλήµατα φαίνεται να προωθούν τη µετάβαση 

της ευθύνης από το δάσκαλο στους µαθητές, ακόµα και αν οι µαθητές συµµετέχουν 

στις «συλλογικές συζητήσεις» τάξεων (Gerulli & Mariotti, 2003· Furinghetti, 2003). 

Η δοµή των ανοιχτών προβληµάτων έχει τα εξής χαρακτηριστικά (Mogetta et 

al., 1999· Furinghtti, 2003): 

● Η πρόταση του προβλήµατος είναι σύντοµη και αποτελείται συνήθως 

από µια απλή περιγραφή µιας κατάστασης και ένα γενικό αίτηµα για τις 

σχέσεις µεταξύ των στοιχείων ή των ιδιοτήτων της κατάστασης. 

● Η πρόταση του προβλήµατος δεν προτείνει τη µέθοδο λύσης, ούτε την 

ίδια τη λύση, αλλά δηµιουργεί µια κατάσταση που υποκινεί την παραγωγή 

των υποθέσεων. 

● Οι ερωτήσεις είναι διατυπωµένες µε τη µορφή «ποια σχέση µπορεί να 

βρείτε µεταξύ…..;», «ποιο είδος σχήµατος µπορεί να (προκύψει ή έχει την 

ιδιότητα….)……αν …..:», ή «πώς η µορφή (αλλάζει)…υποθέτοντας ότι…..».  

Το πρόβληµα τίθεται σε µε εννοιολογική περιοχή µε την οποία οι µαθητές είναι 

εξοικειωµένοι, κάτι που τους διευκολύνει να αναµιχθούν άµεσα σε προσπάθειες 

παραγωγής µιας υπόθεσης σε ένα λογικό χρόνο. 

Ο Στόχος των Ανοιχτών Προβληµάτων στο Πλαίσιο της Απόδειξης 

Ένα πρόβληµα που παρουσιάζεται σε µια ανοιχτή µορφή δεν µπορεί να 

περιοριστεί στην εφαρµογή µιας διαδικασίας που πρέπει να αναφερθεί µε 

αποστήθιση. Αλλά, οι ίδιοι οι µαθητές πρέπει να αποφασίσουν για την επιλογή µιας 

πορείας λύσης. Συνεπώς, τίθενται αντιµέτωποι µε µια κατάσταση στην οποία πρέπει 

να ανακαλύψουν ένα αποτέλεσµα, το οποίο µπορεί και να µην είναι το µοναδικό. Ένα 
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ανοιχτό πρόβληµα επιτρέπει την ελευθερία στην παραγωγή των υποθέσεων. Απαιτεί 

από τους µαθητές να θέσουν οι ίδιοι ερωτήµατα και όχι να απαντήσουν στα 

προκαθορισµένα. Για να λυθεί ένα ανοιχτό πρόβληµα οι µαθητές πρέπει να 

υποβληθούν στην ακόλουθη διαδικασία: να αναπαραστήσουν σχηµατικά την 

κατάσταση που περιγράφει το πρόβληµα (αλλαγή πλαισίου), να διερευνήσουν τη 

γεωµετρική κατάσταση του προβλήµατος, να κάνουν υποθέσεις, να επικυρώσουν τις 

υποθέσεις και στο τέλος να παρουσιάσουν µια γραπτή απόδειξη του προβλήµατος. 

Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα η προσοχή να στρέφεται όχι µόνο στην «παραγωγή της 

λύσης» αλλά στη «διαδικασία» που την παράγει. Από αυτή την άποψη, τα ανοιχτά 

προβλήµατα φαίνονται να είναι κατάλληλα να υποκινήσουν τη σκέψη σε 

παραγωγικές διαδικασίες (Mogetta et al., 1999).  

Από τους ερευνητές της µαθηµατικής εκπαίδευσης (πχ. Arzarello et al., 2002) 

τονίζεται ότι παρέχοντας στους µαθητές στόχους που δηλώνουν «αποδείξτε ότι…» 

µπορεί να εµποδίσει τη βελτίωση των αποδεικτικών δεξιοτήτων των µαθητών. 

Αντίθετα, οι ανοιχτοί στόχοι οι οποίοι ευνοούν και τη δυναµική πειραµατική 

διερεύνηση µιας πρότασης και το µετασχηµατιστικό συλλογισµό (Simon, 1996) 

µπορεί να επιτρέψουν στους µαθητές να ανοικοδοµήσουν, από την άποψη των 

ιδιοτήτων και των σχέσεων, όλα τα στοιχεία που απαιτούνται για µια απόδειξη 

(Mogetta et al., 1999). 

Ο Στόχος των Ανοιχτών Προβληµάτων στο Πλαίσιο της Απόδειξης µε τη ∆υναµική 

Γεωµετρία 

Ένα περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας παρέχει νέα εργαλεία και είναι ένα 

νέο σύστηµα µεσολάβησης για τη λύση των γεωµετρικών προβληµάτων. Αυτό 

απαιτεί ένα προσεκτικό σχέδιο δραστηριοτήτων, οι οποίες θα πρέπει να λαµβάνουν 
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υπόψη την αλληλεπίδραση τριών στοιχείων: το δυναµικό λογισµικό, ως περιβάλλον, 

το πρόβληµα και µια κατάσταση, µέσω της οποίας πραγµατοποιείται η µεταβίβαση 

του προβλήµατος (Mogetta et al., 1999). Το πρόβληµα θα πρέπει να παρουσιαστεί 

µέσα σε µια κατάσταση η οποία καθορίζεται από το πλαίσιο των µαθησιακών στόχων 

και υπακούει στους ιδιαίτερους περιορισµούς του περιβάλλοντος (Σχήµα 6.1).  

Οι Mogetta et al., (1999) επισηµαίνουν ότι η διατύπωση του γεωµετρικού 

προβλήµατος σε ένα τέτοιο πλαίσιο είναι ένα σηµαντικό θέµα συζήτησης και την 

ευθύνη φέρει ο εκπαιδευτικός, ο οποίος πρέπει µε τη διατύπωση του προβλήµατος να 

θέσει στόχους που ενθαρρύνουν την παραγωγική σκέψη και αποκαλύπτουν πτυχές 

µιας µαθηµατικής δραστηριότητας, οι οποίες στα σχολικά µαθηµατικά δεν είναι 

συνηθισµένες. 

 

Σχήµα 6.1: Σχηµατική απεικόνιση του Πλαισίου στήριξης µιας ∆ραστηριότητας 

Επίλυσης προβλήµατος σε Περιβάλλον ∆υναµικής Γεωµετρίας 

Ένα λογισµικό ∆υναµικής Γεωµετρίας, όπως ήδη έχει αναφερθεί, φαίνεται να 

δίνει έµφαση στις διερευνητικές και επεξηγηµατικές λειτουργίες της απόδειξης (de 

Villiers, 2003· Hadas et al., 2000), οι οποίες είναι ένα σηµαντικό στοιχείο στην 
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εισαγωγή των µαθητών στα «θεωρήµατα» -όπου ένα θεώρηµα είναι µια «γνωστική 

ενότητα» µιας πρότασης, της απόδειξής της και µιας θεωρίας αναφοράς (Mariotti, 

2000). Η εισαγωγή των µαθητών στο «παιχνίδι» της παραγωγής των θεωρηµάτων 

σηµαίνει και την εισαγωγή τους στους «κανόνες» του, οι οποίοι ορίζουν ότι τα 

επιχειρήµατα θα πρέπει να είναι συλλογισµοί που θα στηρίζονται σε κοινά αποδεκτές 

αλήθειες και στα όσα µέχρι τώρα ήδη έχουν ληφθεί µέσω των λογικών συλλογισµών 

(Gravina, 2000). 

Το Πρόβληµα 

Στα µαθηµατικά προβλήµατα ή ασκήσεις, που περιλαµβάνονται στα σχολικά 

βιβλία γεωµετρίας, οι ερωτήσεις είναι εκφράσεις κλειστού τύπου, όπως «αποδείξτε 

ότι…». Τα προβλήµατα αυτά περιγράφουν µια κατάσταση, η οποία οδηγεί στο 

σχηµατισµό ενός γεωµετρικού σχήµατος και ζητείται από τους µαθητές να 

αποδείξουν κάποιες ιδιότητες που αναφέρονται στο συγκεκριµένο σχεδιασµό. Η 

διατύπωση του προβλήµατος δεν αφήνει περιθώρια στους µαθητές για δηµιουργική 

εργασία (πειραµατισµός, διερεύνηση, ανακάλυψη, διατύπωση και έλεγχο 

υποθέσεων), η οποία θα καταλήγει φυσιολογικά στην απόδειξη µιας πρότασης. Το 

αποτέλεσµα είναι προκαθορισµένο να είναι αληθές και απλώς οι µαθητές είναι 

αναγκασµένοι να το αποδείξουν, χωρίς να τους προσφέρεται κανένα κίνητρο (Jones, 

2000). 

Η εξέταση της σχολικής πρακτικής αποκαλύπτει ότι όταν οι µαθητές 

καλούνται να σχεδιάσουν τις ευθείες του τριγώνου (ύψη, διάµεσοι, µεσοκάθετοι) σε 

περιβάλλον µε χαρτί και µολύβι, οι απαντήσεις στο ερώτηµα «τι παρατηρούν» δεν 

είναι οι αναµενόµενες. Τα προβλήµατα ξεκινούν µε το σχεδιασµό των ευθειών του 

τριγώνου, ιδιαίτερα στις περιπτώσεις του ορθογώνιου ή του αµβλυγώνιου τριγώνου. 
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Ακόµα και αν ο σχεδιασµός των ευθειών είναι επιτυχής, µπορεί να µην αναγνωριστεί 

ότι και οι τρεις ευθείες του τριγώνου (π.χ οι µεσοκάθετοι) διέρχονται από το ίδιο 

σηµείο, ή, και αν εντοπιστεί το σηµείο τοµής των, συνήθως δε δίνεται έµφαση στην 

εξάρτηση του σηµείου τοµής από την ιδιότητα της σύγκλισης των ευθειών, ειδικά στις 

περιπτώσεις που το σχέδιο κατευθύνει την προσοχή των µαθητών. Για παράδειγµα, 

στην περίπτωση του σηµείου τοµής των µεσοκαθέτων, το σχέδιο µπορεί να οδηγήσει 

στην παρατήρηση ότι «οι µεσοκάθετοι συναντιούνται κάπου στη µέση» και όχι ότι «οι 

µεσοκάθετοι πάντα τέµνονται (συντρέχουν) σε ένα σηµείο». (Σχήµα 6.2) 

 

Σχήµα 6.2 

 

Η χρήση ενός λογισµικού ∆υναµικής Γεωµετρίας στη σχολική τάξη σε 

ανάλογες δραστηριότητες επιτρέπει να ξεπεραστούν οι δυσκολίες σχεδιασµού των 

ευθειών του τριγώνου, αλλά δεν είναι σίγουρο ότι θα προκαλέσει παρατηρήσεις 

διαφορετικές από εκείνες σε περιβάλλον µε χαρτί και µολύβι. Για παράδειγµα, το 

σύρσιµο των κορυφών ενός δυναµικού τριγώνου µπορεί να οδηγήσει σε 

παρατηρήσεις όπως ότι το σηµείο τοµής των µεσοκαθέτων των πλευρών είναι έξω ή 

µέσα στο τρίγωνο, ή οι µεσοκάθετοι γίνονται παράλληλοι, όταν το τρίγωνο καταρρέει 

σε τµήµα (Σχήµα 6.3) και όχι ότι οι «µεσοκάθετοι των πλευρών του τριγώνου πάντα 

συντρέχουν». 
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Σχήµα 6.3 

 

Μια εύλογη εξήγηση αυτής της συµπεριφοράς, ότι δηλαδή οι µαθητές 

δυσκολεύονται να αναγνωρίσουν τις συντρέχουσες ευθείες του τριγώνου ως κάτι το 

ιδιαίτερο για το τρίγωνο, είναι ότι στερούνται της γνώσης για τη συχνότητα 

εµφάνισης αυτής της ιδιότητας και στα άλλα πολύγωνα. Τίθεται το ερώτηµα µε ποιον 

τρόπο, για παράδειγµα στην περίπτωση των µεσοκαθέτων, θα µπορούσαν να 

δηµιουργηθούν ευκαιρίες οι οποίες πιθανόν να οδηγήσουν σε σηµαντικές 

δραστηριότητες. Επειδή ακριβώς αναζητείται η σύγκλιση των ευθειών του τριγώνου 

να αναγνωρίζεται ως κάτι το ιδιαίτερο για τα τρίγωνα, προτείνεται το ακόλουθο 

πρόβληµα των µεσοκαθέτων, ως παράδειγµα µε χαρακτηριστικά των ανοιχτών 

προβληµάτων όπου µια τέτοια ιδιότητα δεν µπορεί να ληφθεί ως δεδοµένη. 

 

∆ραστηριότητα των «Μεσοκαθέτων 

Όταν ανοιχτά προβλήµατα τίθενται για να λυθούν µέσα σε ένα δυναµικό 

περιβάλλον, οι διαδικασίες που εκτελούνται, λόγω της µεσολάβησης του λογισµικού 

δυναµικής γεωµετρίας, διαφέρουν πολύ από τις καθιερωµένες στο περιβάλλον µε 

χαρτί και µολύβι. Εκτιµούµε ότι το πρόβληµα αυτό, ή και παρόµοιά του, µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί ως έναυσµα για την εισαγωγή των µαθητών στις διάφορες φάσεις της 

αποδεικτικής διαδικασίας (παρατήρηση, διερεύνηση, διατύπωση και έλεγχος 

εικασίας, αιτιολόγηση) και στις λειτουργίες της απόδειξης (επαλήθευση, επεξήγηση, 
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ανακάλυψη και συστηµατοποίηση). Η λειτουργία της διανοητικής πρόκλησης είναι 

παρούσα σε όλες τις φάσεις της διερεύνησης. Η λειτουργικότητα των εργαλείων 

κατασκευής, των µετρήσεων και το σύρσιµο γίνεται αισθητή και αποκαλύπτεται 

κρίσιµη στις διάφορες φάσεις της διερεύνησης. Οι επεµβάσεις του δασκάλου, για να 

υποδείξει τη λειτουργία και τη χρήση εργαλείων - που µπορεί να χρειαστούν, για να 

καθοδηγήσει την αναζήτηση στοιχείων, για να υποδείξει στρατηγικές επίλυσης και 

για να συντονίσει τις συζητήσεις για την ανακεφαλαίωση των συµπερασµάτων και 

τον προσδιορισµό νέων στόχων, είναι απαραίτητες για µια επιτυχηµένη αποδεικτική 

διαδικασία. 

Πρόβληµα: Να διερευνήσετε αν υπάρχει ένα σηµείο το οποίο να ισαπέχει από τις 

κορυφές ενός τετράπλευρου ΑΒΓ∆.  

Ο Σκοπός του προβλήµατος είναι να ανακαλύψουν οι µαθητές ότι:  

● η ιδιότητα της σύγκλισης των µεσοκαθέτων των πλευρών στα 

πολύγωνα δεν µπορεί να ληφθεί ως δεδοµένη, παρά µόνο στα τρίγωνα, 

● η ύπαρξη του σηµείου τοµής των µεσοκαθέτων των πλευρών 

πολυγώνου συνδέεται µε την ύπαρξη ή µη του περιγεγραµµένου κύκλου, 

● το κριτήριο της σύγκλισης των µεσοκαθέτων των πλευρών 

τετράπλευρου είναι η παραπληρωµατικότητα των απέναντι γωνιών του.  

Προσδοκούµε οι µαθητές να δοκιµάσουν έκπληξη όταν θα ανακαλύψουν ότι πάντοτε 

οι µεσοκάθετοι σε ένα τρίγωνο, ανεξάρτητα από τη µορφή του, συντρέχουν και όχι 

πάντοτε στα τετράπλευρα. Αυτή η έκπληξη ελπίζουµε ότι µπορεί να τους κάνει να 

αισθανθούν την ανάγκη να αναζητήσουν και να γενικεύσουν τις προϋποθέσεις κάτω 

από τις οποίες οι µεσοκάθετοι θα µπορούσαν να συντρέχουν σε ένα σηµείο σε τυχαίο 

τετράπλευρο, αλλά και στα ήδη γνωστά τους τετράπλευρα. 
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Το πρόβληµα αυτό µπορεί να τεθεί σε µαθητές οι οποίοι γνωρίζουν ήδη τις 

έννοιες τις σχετικές µε τα βασικά γεωµετρικά σχήµατα και τα σχετικά θεωρήµατα, τα 

συνδεόµενα µε αυτές. Συγκριµένα, πρέπει να γνωρίζουν την έννοια της µεσοκαθέτου 

(ως της κάθετης στο µέσο ευθυγράµµου τµήµατος, αλλά και ως άξονα συµµετρίας 

του ευθυγράµµου τµήµατος)· την έννοια του κύκλου (ως του σχήµατος του οποίου  

όλα τα σηµεία απέχουν από ένα σταθερό σηµείο - το κέντρο του - σταθερή απόσταση, 

ίση µε την ακτίνα του), την έννοια της ισότητας δυο τριγώνων αλλά και τα κριτήρια 

ισότητας, τα οποία και να µπορούν να χρησιµοποιούν σε απλές εφαρµογές. Επίσης, 

πρέπει να µπορούν να αναγνωρίζουν την ύπαρξη ή µη άξονα ή κέντρου συµµετρίας 

στα γνωστά τους πολύγωνα.  

Οι διδακτικοί στόχοι: Το πρόβληµα θα χρησιµοποιηθεί ώστε οι µαθητές  

να ανακαλύψουν και να επεξηγήσουν τις ιδιότητες της µεσοκαθέτου ευθυγράµµου 

τµήµατος, 

● να ανακαλύψουν ότι οι µεσοκάθετοι των πλευρών οποιουδήποτε 

τριγώνου πάντοτε συντρέχουν, να δώσουν µια επεξήγηση της σύγκλισης και 

να διερευνήσουν τη θέση του σηµείου σύγκλισης για τις διάφορες µορφές του 

τριγώνου, 

● να εισαχθούν στην έννοια του περιγεγραµµένου κύκλου και του 

περίκεντρου του τριγώνου (ως του σηµείου τοµής των µεσοκαθέτων των 

πλευρών του), αλλά και στην έννοια του εγγεγραµµένου σε κύκλο τριγώνου ή 

πολυγώνου, 

● να ανακαλύψουν ότι οι µεσοκάθετοι των πλευρών οποιουδήποτε 

τετράπλευρου δε συντρέχουν και συνεπώς δεν υπάρχει περιγεγραµµένος 
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κύκλος σε ένα τετράπλευρο και δεν είναι κάθε τετράπλευρο εγγράψιµο σε 

κύκλο, σε αντίθεση µε το τρίγωνο. 

Η ανάπτυξη της διαδικασίας επίλυσης του προβλήµατος προτείνεται να ολοκληρωθεί 

στις ακόλουθες φάσεις. Η πρώτη φάση θα ολοκληρωθεί µε την ανακάλυψη των 

ιδιοτήτων της µεσοκαθέτου και την αναδιατύπωση του αρχικού προβλήµατος ως: 

«ποιες είναι οι προϋποθέσεις που πρέπει να ικανοποιούνται ώστε οι µεσοκάθετοι των 

πλευρών ενός τυχαίου τετράπλευρου να διέρχονται από το ίδιο σηµείο». Η δεύτερη 

φάση θα ολοκληρωθεί µε την ανακάλυψη της ιδιότητας της σύγκλισης των 

µεσοκαθέτων των πλευρών ενός τριγώνου, την εισαγωγή της έννοιας του 

περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου και τη διατύπωση και επεξήγηση του 

ισχυρισµού : «ένα τετράπλευρο είναι εγγεγραµµένο σε κύκλο εάν και µόνο εάν οι 

µεσοκάθετοί του συντρέχουν». 

Περιγραφή της ∆ιδακτικής Προσέγγισης 

Ακολούθως  θα περιγράψουµε τις διάφορες φάσεις της αποδεικτικής 

διαδικασίας που ακολουθούνται και στα τρία µέρη της διδακτικής µας προσέγγισης 

για την ύπαρξη ή µη σηµείου τοµής που να ισαπέχει από τις κορυφές τυχαίου 

τετράπλευρου. Οι φάσεις της αποδεικτικής διαδικασίας κάθε µέρους έχουν παρόµοιο 

πλαίσιο και εµφανίζουν παρόµοιες λειτουργίες και στρατηγικές επίλυσης. Για το λόγο 

αυτό η περιγραφή αναλύεται συνολικά και για τα τρία µέρη. 

Οι υποθέσεις µας είναι ότι: Η λειτουργία της οπτικοποίησης υποστηρίζεται 

από την αντίληψη για τη γεωµετρική κατάσταση του προβλήµατος, η οποία 

ενισχύεται από τα σχήµατα στην οθόνη του υπολογιστή. Ο απαιτούµενος 

συλλογισµός είναι και στα µέρη της προτεινόµενης προσέγγισης ίδιου τύπου, 

ευρετικός και επαγωγικός, ο οποίος υποστηρίζεται από τις µετρήσεις, τις κατασκευές 
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και το σύρσιµο. Εκτιµούµε ότι η χρήση ενός λογισµικού δυναµικής γεωµετρίας 

βοηθά στο να αναπτυχθούν µετασχηµατιστικές διαδικασίες συλλογισµού, οι οποίες 

θα ενισχύονται στις διάφορες φάσεις της διαδικασίας επίλυσης (ιδιαίτερα της 

διερεύνησης,) και οι οποίες θα οδηγήσουν στην παραγωγή θεωρηµάτων. Πιστεύουµε 

ότι η αίσθηση και η ανάγκη για επικύρωση των διατυπωµένων υποθέσεων θα 

προκύψει από την αβεβαιότητα για την αλήθεια των υποθέσεων, µέσα από την 

ύπαρξη αντιπαραδειγµάτων, η οποία µπορεί να προκαλέσει αναζήτηση κινήτρων και 

να αρχίσει µια διαδικασία επιχειρηµατολογίας. 

● Φάση της κατανόησης: Στη φάση αυτή πρέπει να γίνει κατανοητή η διατύπωση 

του προβλήµατος, να αποσαφηνιστούν τα κύρια µέρη του (δεδοµένα, ζητούµενα, 

συνθήκη), ώστε να κατανοηθεί και να οικειοποιηθεί η κατάσταση που περιγράφεται 

και να εντυπωθεί ο σκοπός . Στη φάση αυτή ο µαθητής µπορεί εργαστεί σε 

περιβάλλον µε χαρτί και µολύβι για να σχεδιάσει και να δείξει πάνω στο σχέδιο τα 

δεδοµένα και τα ζητούµενα, να χρησιµοποιήσει τον κατάλληλο συµβολισµό για να 

δώσει ονόµατα και να ερευνήσει τα στοιχεία (σύγκριση αποστάσεων) για τα οποία 

πρέπει να επιλέξει και κατάλληλα σύµβολα (π.χ το σύµβολο της ισότητας - 

µαθηµατικοποίηση της συνθήκης). Η κατανόηση του προβλήµατος υποστηρίζει την 

αρχική φάση της διαδικασίας επίλυσης του προβλήµατος. Αυτή η φάση 

επαναλαµβάνεται στις περιπτώσεις που απαιτείται να τεθεί προς διερεύνηση κάθε νέα 

γεωµετρική κατάσταση, που προκύπτει όταν επιλέγεται η στρατηγική ενός 

απλούστερου προβλήµατος, ή όταν επαναπροσδιορίζεται το αρχικό πρόβληµα, 

σύµφωνα µε τα νέα συµπληρωµατικά στοιχεία που µπορεί να προκύψουν από τη 

φάση της διερεύνησης του προβλήµατος. 
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● Φάση της κατασκευής: Η αναπαράσταση (κατασκευή) του προβλήµατος µε 

µορφή δυναµικού γεωµετρικού µοντέλου απαιτεί την επιλογή των κατάλληλων 

εργαλείων για σχεδίαση και συµβολισµό. Τα παρεχόµενα εργαλεία από το λογισµικό 

µπορούν να διευκολύνουν τους µαθητές στην κατασκευή του δυναµικού γεωµετρικού 

µοντέλου. Η επιλογή των εργαλείων προϋποθέτει την εννοιολογική κατανόηση των 

κύριων µερών του προβλήµατος (φάση κατανόησης), καθώς επίσης και του τρόπου 

που αυτά µπορούν να αντιπροσωπευθούν µε τη βοήθεια των διαθέσιµων εντολών 

(εσωτερικοποίηση των εργαλείων). Ο σχεδιασµός ενός γεωµετρικού σχήµατος και η 

προσεκτική εξέτασή του µε το σύρσιµο µπορούν να δώσουν το έναυσµα για 

µετασχηµατιστικές διαδικασίες συλλογισµού, για να «συλληφθούν» λογικές 

συνδέσεις που γίνονται φανερές από το σύρσιµο, για να φανεί το πώς τα συστατικά 

του σχήµατος βρίσκονται σε µια σχέση λειτουργικής εξάρτησης τα ένα µε το άλλο 

και για να ανακαλυφθεί κάτω από ποιες προϋποθέσεις µια ορισµένη µορφή έχει 

ορισµένες ιδιότητες. Όταν η κατάσταση του προβλήµατος το επιβάλει, η επέµβαση 

του δασκάλου για να υποδείξει τη διαδικασία επιλογής και χρήσης συγκεκριµένων 

εργαλείων του λογισµικού θεωρείται επιβεβληµένη. 

● Φάσεις της διερεύνησης – παραγωγής και ελέγχου υποθέσεων: Οι 

δραστηριότητες διερεύνησης, οι οποίες υποστηρίζονται από ένα δυναµικό 

περιβάλλον, έχουν δυο κύριους στόχους (Mogetta et al., 1999), όσον αφορά: 

● το περιεχόµενο, δεδοµένου ότι ευνοούν την εµφάνιση των ιδιοτήτων 

µε τη µορφή θεωρηµάτων 

● τη µέθοδο, δεδοµένου ότι αναγκάζουν το µαθητή να υποβάλει 

ερωτήσεις και να κάνει υποθέσεις.  
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Κάθε µέρος της διδακτικής προσέγγισης που προτείνουµε επιβάλλει τη διερεύνηση 

του αρχικού προβλήµατος, ή µιας διατυπωµένης υπόθεσης, µε στόχο την επαλήθευση 

ή την αναζήτηση λογικών συνδέσεων των στοιχείων του σχήµατος στην οθόνη του 

υπολογιστή ή την εύρεση αντιπαραδειγµάτων στις περιπτώσεις που µια υπόθεση δεν 

µπορεί να επικυρωθεί. Στις φάσεις διερεύνησης των µερών της διδακτικής 

προσέγγισης, που προτείνουµε για το πρόβληµα των «µεσοκαθέτων», η διαδικασία 

του µετασχηµατιστικού συλλογισµού είναι αυτή που µπορεί να αναπτυχθεί και να 

οδηγήσει στον προσδιορισµό των λογικών συνδέσεων και στις πιθανές γενικεύσεις 

των υποθέσεων που έχουν παραχθεί. 

Η φάση της διερεύνησης της µορφής του σχήµατος είναι κρίσιµη. Το σύρσιµο του 

ζητούµενου σηµείου µε τις παράλληλες µεταβολές των µέτρων των αποστάσεων δε 

φαίνεται να αποκαλύπτει κάτι (Σχήµα 6.4). 

 

Σχήµα 6.4 

 
Στην επίλυση προβλήµατος είναι συχνά χρήσιµο να εξετάζεται µια 

απλούστερη περίπτωση. Μια απλούστερη περίπτωση θα ήταν να αναζητηθεί ένα 

σηµείο (ή σηµεία) που να ισαπέχει/ουν µόνο από δυο κορυφές του τετράπλευρου. Η 

στρατηγική αυτή µπορεί να επιλεγεί από τους µαθητές. ∆ιαφορετικά η ευθύνη 
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µετατίθεται στο δάσκαλο να τους οδηγήσει να την ανακαλύψουν και να την 

εφαρµόσουν.  

Στη νέα κατάσταση που διαµορφώνεται, η επέµβαση του δασκάλου για να 

υποδείξει τη διαδικασία επιλογής και χρήσης συγκεκριµένων εργαλείων του 

λογισµικού θεωρείται επιβεβληµένη. Ο στόχος της φάσης αυτής είναι να 

διατυπωθούν εικασίες, οι οποίες θα ελεγχθούν µε το σύρσιµο ώστε να αναπτυχθεί η 

ιδέα ότι η µεσοκάθετος είναι ένα σύνολο σηµείων που ισαπέχουν από τα άκρα ενός 

ευθυγράµµου τµήµατος (Σχήµα 6.5). Στη συνέχεια µια λογική εξήγηση µπορεί να 

παραχθεί µε εφαρµογή των κριτηρίων ισότητας τριγώνων (αιτιολόγηση 1). 

 

Σχήµα 6.5 

 
Η ανακάλυψη των ιδιοτήτων της µεσοκαθέτου οδηγεί στη συµπλήρωση του 

σχήµατος µε τις µεσοκαθέτους των πλευρών του πολυγώνου (σχήµα 6.6).  
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Σχήµα 6.6 

 
Το σύρσιµο του σηµείου σε οριακές θέσεις (θέσεις των σηµείων τοµής ανά 

δύο των µεσοκαθέτων) µε παράλληλη παρατήρηση των µετρήσεων δε φαίνεται να 

αποκαλύπτει κάτι ενδιαφέρον. Το σύρσιµο όµως των κορυφών φαίνεται να 

αποκαλύπτει ότι: οι αποστάσεις του σηµείου από τις κορυφές είναι ίσες όταν οι 

µεσοκάθετοι διέρχονται από το σηµείο (σχήµα 6.7). 

 

Σχήµα 6.7 

 
Μια πρώτη υπόθεση παράγεται: «Στο τετράπλευρο υπάρχει ένα σηµείο που ισαπέχει 

από τις κορυφές του». 

Στο σηµείο αυτό ο ρόλος του δασκάλου είναι σηµαντικός. Προτρέποντας τους 

µαθητές να δοκιµάσουν να γενικεύσουν το συµπέρασµά τους, πειραµατιζόµενοι και 

µε άλλα τετράπλευρα, θα ανακαλύψουν ότι στις περιπτώσεις του ορθογωνίου, 

 172



τετραγώνου, ισοσκελούς τραπεζίου η εικασία τους είναι αληθής, και στις άλλες όχι. 

Συνεπώς η εικασία τους δεν µπορεί να γενικευθεί. Όπως έχει αναφερθεί, η αναζήτηση 

αντιπαραδειγµάτων στις περιπτώσεις που η εικασία δεν µπορεί εύκολα να ελεγχθεί 

είναι µια αποδεκτή στρατηγική, και συνηθίζεται µεταξύ των µαθηµατικών (απόδειξη 

ως επαλήθευση και επιβεβαίωση µε τον έλεγχο) (Σχήµα 6.8). 

 

Σχήµα 6.8 

 
Η γνωστική σύγκρουση από τη λάθος εικασία δηµιουργεί ένα αίσθηµα αβεβαιότητας, 

χάρη στην ανατροφοδότηση του περιβάλλοντος, και είναι το πλαίσιο που δίνει νόηµα 

στην ανάγκη για αναζήτηση µιας απόδειξης (Laborde, 2000). Μια ανάγκη 

αναζήτησης γιατί η εικασία δεν είναι αληθής προκύπτει. Φαίνεται ότι απαιτείται µια 

αναδιάρθρωση του προβλήµατος σύµφωνα µε τα νέα στοιχεία που προέκυψαν (φάση 

επινόησης νέου σχεδίου). Η επέµβαση του δασκάλου στο συντονισµό της συζήτησης 

για τον προσδιορισµό του νέου στόχου είναι απαραίτητη.  

Αναδιάρθρωση του προβλήµατος: «Ποιες είναι οι προϋποθέσεις που πρέπει να 

ικανοποιούνται ώστε οι µεσοκάθετοι των πλευρών ενός τυχαίου τετράπλευρου να 

διέρχονται από το ίδιο σηµείο;». 
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Η στρατηγική της αναζήτησης µιας απλούστερης περίπτωσης µπορεί να 

επιλεγεί από τους µαθητές (π.χ σε ένα τρίγωνο). ∆ιαφορετικά ο δάσκαλος θα πρέπει 

να αναλάβει την καθοδήγησή τους, απευθύνοντας κατάλληλα ερωτήµατα, για να 

ανακαλύψουν την πορεία που είναι αναγκαία. Ο στόχος της φάσης αυτής είναι να 

διατυπωθούν εικασίες, οι οποίες θα ελεγχθούν µε το σύρσιµο ώστε να αναπτυχθεί η 

ιδέα ότι οι µεσοκάθετοι του τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο, ανεξάρτητα από 

τη µορφή του τριγώνου (Σχήµα 6.9). Μια παραγωγική εξήγηση µπορεί να παραχθεί, 

ως απάντηση στην ερώτηση από το δάσκαλο γιατί συµβαίνει αυτό (αιτιολόγηση 2). Η 

ανακάλυψη της ιδιότητας σύγκλισης των µεσοκαθέτων των πλευρών τριγώνου θα 

χρησιµοποιηθεί για να εισαχθεί η έννοια του περιγεγραµµένου κύκλου σε τρίγωνο και 

η σχετική µε αυτήν έννοια του εγγεγραµµένου πολυγώνου σε κύκλο (Σχήµα 6.10). 

 

Σχήµα 6.9 – Σχήµα 6.10  

 
Προτρέποντας τους µαθητές να συνδυάσουν την ιδιότητα της σύγκλισης των 

µεσοκαθέτων των πλευρών του τριγώνου µε την έννοια του περιγεγραµµένου κύκλου 

του τριγώνου, µπορεί να οδηγηθούν στην υπόθεση: αν το τετράπλευρο είναι 

εγγεγραµµένο σε κύκλο, τότε οι µεσοκάθετοι των πλευρών του διέρχονται από το ίδιο 
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σηµείο (γενίκευση). Η προσπάθεια προσέγγισης της επαλήθευσης της διατυπωµένης 

εικασίας οπτικά θα ακολουθούσε πιθανώς τις παρακάτω φάσεις (Σχήµα 6.11): 

 

Σχήµα 6.11 

 
Το γεγονός ότι, καθώς τα αντικείµενα µπορούν µε το σύρσιµο να υποβάλλονται σε 

συνεχή µετασχηµατισµό στην οθόνη του υπολογιστή, παρέχει τη βεβαιότητα ότι η 

υπόθεση είναι αληθής (Villiers, 2002), αυτό δεν παρέχει καµιά ικανοποιητική 

εξήγηση για το πώς µπορεί να συµβαίνει αυτό. Η ανάγκη για να γίνει φανερό το πώς 

και το γιατί η υπόθεση είναι αληθής πρέπει να επισηµανθεί και να τονιστεί από το 

δάσκαλο (αιτιολόγηση 3). Την κατάσταση αυτή πρέπει ο δάσκαλος να εκµεταλλευθεί 

ώστε να αναζητηθούν εκείνες οι ιδιότητες (εκτός της σύγκλισης των µεσοκαθέτων) 

που κάνουν τα γνωστά τους τετράπλευρα εγγεγραµµένα (ύπαρξη άξονα συµµετρίας η 

κοινή µεσοκάθετος δύο τουλάχιστον απέναντι παράλληλων πλευρών).  

 Φάση αιτιολόγησης: Αρχικά, θα πρέπει να δοθεί η ευκαιρία στους µαθητές να 

δοκιµάσουν να αναπτύξουν επιχειρήµατα, για να εξηγήσουν τα αποτελέσµατα πριν 

από την παραγωγή µιας γραπτής απόδειξης. Τα επιχειρήµατα αυτά στη συνέχεια θα 

πρέπει να τα οργανώσουν σε µια παραγωγική αλυσίδα µέσα στα πλαίσια της θεωρίας 

που ήδη έχουν µάθει. Η σύγκλιση των µεσοκαθέτων των πλευρών τριγώνου και η 

ύπαρξη του περίκεντρου αποδεικνύονται και µε τα κριτήρια ισότητας τριγώνων, αλλά 

και µε απλές συνεπαγωγές ισότητας τµηµάτων. 
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Αιτιολόγηση 1 

 

 

Αιτιολόγηση 2 
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Αιτιολόγηση 3 

 
Περισσότερη ∆ιερεύνηση: Το πλαίσιο που διαµορφώνεται από το γεγονός ότι η 

σύγκλιση των µεσοκαθέτων των πλευρών τετράπλευρου δε µπορεί να γενικευτεί για 

κάθε τετράπλευρο- συνεπώς και η ιδιότητα της εγγραψιµµότητας- µπορεί να 

παράσχει το κίνητρο για την αναζήτηση της ύπαρξης κριτηρίου για την 

εγγραψιµµότητα τυχαίου τετράπλευρου (γενίκευση). Αυτό βέβαια προϋποθέτει οι 

µαθητές να γνωρίζουν τις έννοιες εγγεγραµµένη και επίκεντρη γωνία, και τη µεταξύ 

τους σχέση. 

Το αρχικό πρόβληµα θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί σαν αφετηρία για 

διερευνηθούν και να ανακαλυφθούν και νέα θεωρήµατα, νέες ιδιότητες ή έννοιες, 

ανάλογα µε το γνωστικό επίπεδο των µαθητών και τους διδακτικούς στόχους, για 

παράδειγµα:  
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1. ∆ιερευνήστε τις ιδιότητες του τετράπλευρου που ορίζουν ανά δύο οι 

µεσοκάθετοι των διαδοχικών πλευρών του. 

E

F

G

H

I

J

K
L

M

 

2. Κατασκευάστε ένα τετράπλευρο και τις µεσοκαθέτους τριών οποιονδήποτε 

πλευρών του. Κατασκευάστε το σηµείο τοµής των δύο από αυτών των µεσοκαθέτων 

και χρησιµοποιείστε το σηµείο αυτό ως κέντρο για να κατασκευάσετε τον κύκλο που 

διέρχεται από τρεις κορυφές του. Σύρετε τις κορυφές του τετράπλευρου έτσι ώστε και 

οι τρεις µεσοκάθετοι να συντρέχουν. Τι παρατηρείτε; Ακολούθως, µε βάση την 

παρατήρησή σας, διατυπώστε τον ισχυρισµό σας. Μπορείτε να δώσετε µια λογική 

εξήγηση γιατί είναι αληθής; Μπορείτε να γενικεύσετε τον ισχυρισµό σας περαιτέρω 

για το πεντάγωνο, το εξάγωνο κ.ό.κ. (Γενίκευση: αν σε ένα ν-γωνο οι µεσοκάθετοι 

των ν-1 πλευρών του συντρέχουν, τότε όλες θα συντρέχουν και το ν-γωνο θα είναι 

εγγεγραµµένο σε κύκλο). 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ – ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΣΜΟΙ 

Με την εργασία αυτή επιχειρήθηκε µια προσέγγιση του ρόλου της ∆υναµικής 

Γεωµετρίας στην αποδεικτική διαδικασία της γεωµετρικής απόδειξης. Αναζητήθηκαν και 

παρουσιάστηκαν οι λειτουργίες που υποστηρίζονται από τα δυναµικά λογισµικά και που, 

ενδεχοµένως, µεσολαβούν στην εκµάθηση της γεωµετρικής απόδειξης και της θεωρίας 

της σχολικής Γεωµετρίας. Συζητήθηκαν οι λειτουργίες της απόδειξης, οι οποίες 

αναδεικνύονται µε τη χρήση των λογισµικών ∆υναµικής Γεωµετρίας και παρουσιάστηκε 

το θεωρητικό πλαίσιο των ερευνών της µαθηµατικής εκπαίδευσης για τη συµβολή της 

∆υναµικής Γεωµετρίας στις αποδεικτικές διαδικασίες. Στο πλαίσιο αυτής της 

προσέγγισης, αναπτύχθηκαν παραδείγµατα που σχετίζονται µε τη συµβολή της 

∆υναµικής Γεωµετρίας σε διαδικασίες γεωµετρικής απόδειξης. 

Η επαφή, η ενασχόληση και η εφαρµογή από τους µαθητές µοντέλων ∆υναµικής 

Γεωµετρίας φαίνεται ότι µπορεί να τους παράσχει µια βάση πάνω στην οποία µπορούν 

να οικοδοµήσουν παραγωγικές αποδείξεις βοηθώντας τους να διερευνήσουν, να 

υποθέσουν, να κατασκευάσουν και να εξηγήσουν τις παρατηρούµενες σχέσεις µεταξύ 

των γεωµετρικών αντικειµένων. Το λογισµικό δυναµικής γεωµετρίας φαίνεται ότι 

διευκολύνει µερικούς τύπους γνωστικών διαδικασιών, όπως η οπτικοποίηση και η 

διερεύνηση, και ενισχύει λειτουργίες τις απόδειξης, όπως η επεξήγηση, η ανακάλυψη, η 

διανοητική πρόκληση και η συστηµατοποίηση. Η χρήση λογισµικών δυναµικής 

γεωµετρίας στη διερεύνηση εννοιών φαίνεται ότι µπορεί να οδηγήσει στη βελτίωση της 

κατανόησης των εννοιών από τους µαθητές· ότι µπορεί να επηρεάσει τη µορφή των 

επιχειρηµάτων που οι µαθητές δίνουν κατά τη διάρκεια της αποδεικτικής διαδικασίας· 

ότι µπορεί να τους βοηθήσει να αισθανθούν την ανάγκη να παρέχουν αναλυτικά 
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επιχειρήµατα και τυπικές αποδείξεις, αφού προηγουµένως έχουν απολέσει τη βεβαιότητα 

του αυταπόδεικτου και της δεδοµένης αλήθειας των γεωµετρικών προτάσεων. 

Όµως, αναπτύσσονται προβληµατισµοί που αφορούν τους τρόπους µε τους 

οποίους οι δάσκαλοι των µαθηµατικών µπορούν να χρησιµοποιήσουν τις δυνατότητες 

των λογισµικών ∆υναµικής Γεωµετρίας για την επιτυχία των διδακτικών στόχων, το 

κατά πόσο η γνώση που οικοδοµείται µε τη χρήση λογισµικών ∆υναµικής Γεωµετρίας 

ταιριάζει µε τις µαθηµατικές δοµές των διδακτικών στόχων, και δε συνδέεται 

αποκλειστικά µε το συγκεκριµένο περιβάλλον στο οποίο αυτή η γνώση αναπτύχθηκε. 

Αυτός ο προβληµατισµός ενισχύεται και από την άποψη που πολύ συχνά επικρατεί για το 

ρόλο των νέων τεχνολογιών στις µαθησιακές διαδικασίες, ότι δηλαδή, εάν η 

χρησιµοποιούµενη τεχνολογία είναι καλή, τότε η διδακτική βεβαίως θα βελτιωθεί. Αυτή 

η υπόθεση δε φαίνεται να λαµβάνει υπόψη της ότι ένα βασισµένο σε υπολογιστή 

µαθησιακό περιβάλλον µπορεί να είναι πολύ σύνθετο, και ότι πρέπει να χρησιµοποιείται 

ωφέλιµα (και από το δάσκαλο και από τους σπουδαστές), σύµφωνα µε συνολικούς 

στόχους εκµάθησης. Το να καταστεί ένα λογισµικό απλά διαθέσιµο δεν σηµαίνει ότι οι 

άνθρωποι λίγο πολύ αυτόµατα θα εκµεταλλευθούν τις ευκαιρίες που τους παρέχει 

(Laborde, 2000).  

Απαιτείται, λοιπόν, επαναπροσδιορισµός του περιεχοµένου διδασκαλίας, των 

µεθόδων διδασκαλίας, του χρόνου της διδασκαλίας και του ρόλου του δασκάλου. 

 Φυσικά δεν υποστηρίζεται ότι απαιτείται η αλλαγή του περιεχοµένου 

διδασκαλίας, το οποίο άλλωστε ανταποκρίνεται σε αντίστοιχες νοητικές και µαθηµατικές 

δοµές της σκέψης των µαθητών, αλλά διαφορετικός σχεδιασµός και οπτική, µε βάση τις 

δυνατότητες που παρέχει το περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας.  
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Αν ένα λογισµικό δε χρησιµοποιείται ενσωµατωµένο έξυπνα στο αναλυτικό 

πρόγραµµα σπουδών, παρά µόνο ως εργαλείο για επαλήθευση, δεν µπορεί να παράσχει 

καµιά σηµαντική διαφορά στην εκµάθηση της απόδειξης και –αντίθετα-µπορεί να 

επιτείνει τις δυσκολίες που ήδη έχουν οι µαθητές µε την αποδεικτική διαδικασία. Οι 

λειτουργίες του δυναµικού λογισµικού µεσολαβούν στην πρόσβαση των µαθητών στον 

κόσµο των γεωµετρικών θεωρηµάτων, αλλά απαιτούνται προσεκτικά σχεδιασµένοι 

στόχοι, έµπειροι δάσκαλοι µαθηµατικών, και ένα περιβάλλον το οποίο να ενθαρρύνει την 

παραγωγή υποθέσεων και τη διατύπωση µαθηµατικών εξηγήσεων. 

 Η προσέγγιση των διδακτικών στόχων –όπως καθορίζονται στο αναλυτικό 

πρόγραµµα- δεν µπορεί να εξυπηρετηθεί πλήρως από τις παραδοσιακές µεθόδους 

διδασκαλίας, αφού αυτές αποκλείουν τον πειραµατισµό, τη διερεύνηση και την 

ευχαρίστηση της ανακάλυψης (µαθησιακές προσδοκίες) και αποκόβουν το µαθητή από 

την παραγωγή γνώσης.  

Ο µαθητής σ’ ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµετρίας γίνεται ενεργό µέλος της 

µαθησιακής διαδικασίας. Η ίδια η γεωµετρία σ’ ένα δυναµικό περιβάλλον γίνεται 

πειραµατική επιστήµη, η οποία απαιτεί την έρευνα για τα γεωµετρικά αντικείµενα και τις 

γεωµετρικές καταστάσεις. Ο ρόλος του µαθητή είναι ο ρόλος του επιστήµονα που µέσα 

από την κατασκευή, την παρατήρηση, την καταγραφή, την πρόβλεψη, τη διατύπωσης 

υπόθεσης και το έλεγχό της, οδηγείται σε συµπεράσµατα που µπορούν να δοµήσουν µια 

θεωρία. 

 Χρόνος της διδασκαλίας και εκµάθησης της απόδειξης σε περιβάλλον δυναµικής 

γεωµετρίας σηµαίνει να ληφθούν σοβαρά υπόψη παράγοντες όπως η κατακτηµένη 

γνώση από τους µαθητές, η εξοικείωση ή µη µε υπολογιστικά περιβάλλοντα, το 
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πολιτιστικό και πολιτισµικό περιβάλλον των µαθητών, η συνοχή, η οµοιοµορφία και η 

οµοιογένεια της τάξης.  

Όσο πιο νωρίς ο µαθητής έρχεται σε επαφή µε ένα υπολογιστικό περιβάλλον, 

τόσο πιο γρήγορα και στέρεα ‘µαθηµατικοποιείται’ η σκέψη του, της οποίας 

χαρακτηριστικά είναι η ικανότητα να γίνονται αντιληπτές οι σχέσεις, οι εικόνες να 

µετασχηµατίζονται σε έννοιες, να εσωτερικοποιούνται οι ενέργειες ώστε να µπορούν να 

διατυπώνονται ερωτήµατα «τι θα µπορούσε να συµβεί εάν…».Αυτό δε σηµαίνει την 

ανάπτυξη αναλυτικών επιχειρηµάτων και την παρουσίαση αυστηρών αποδείξεων, αλλά 

την εξοικείωση µε τη γλώσσα για την «επικοινωνία των µαθηµατικών ιδεών», την 

ανάπτυξη της περιγραφικής γλώσσας που χρησιµοποιεί µαθηµατικούς όρους και έννοιες 

και χρησιµοποιείται στην παραγωγή λογικών εξηγήσεων. Σε οποιαδήποτε ηλικία πάντως, 

η διδασκαλία σε δυναµικό περιβάλλον δεν πρέπει να αγνοεί την εµπειρία των µαθητών 

συνολικά.  

 Ο νέος ρόλος του δασκάλου που χρησιµοποιεί περιβάλλοντα δυναµικής 

γεωµετρίας για τη διδασκαλία της λειτουργίας της απόδειξης είναι διπλός: να 

διαµορφώσει ο ίδιος µια νέα σχέση µε τη µαθηµατική γνώση, η οποία φαίνεται να 

µεταβάλλεται από την παρουσία του λογισµικού και να επαναπροσδιορίσει το ρόλο του 

ως µεσολαβητή, λαµβάνοντας υπόψη τα νέα στοιχεία που αυτό προσφέρει.  

Στη νέα αυτή σχέση µε τη µαθηµατική γνώση ο δάσκαλος καλείται να 

αντιµετωπίσει εδραιωµένες αντιλήψεις για την ενσωµάτωση των νέων τεχνολογιών στη 

διδασκαλία γενικότερα και τους δικούς του φόβους: την αµφισβήτηση ή κατάρρευση της 

‘αυθεντίας’ του, την απεξάρτηση των µαθητών από την πηγή της γνώσης, τη συµµετοχή 

των µαθητών στην παραγωγή της και εποµένως στην αποδυνάµωση του ρόλου του. 
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Από την άλλη πλευρά, η υπερεκτίµηση για τις δυνατότητες που προσφέρει η 

χρήση δυναµικών λογισµικών στη διδασκαλία, µπορεί να οδηγήσει το δάσκαλο στον 

εφησυχασµό και στην αντίληψη ότι αυτή η χρήση µπορεί αυτοµάτως να βελτιώσει τη 

διδακτική προσέγγιση. 

Ο επαναπροσδιορισµός του ρόλου του δασκάλου είναι καθοριστικός, αφού είναι 

υπεύθυνος και για τον προσδιορισµό των διδακτικών στόχων και για το σχεδιασµό των 

δραστηριοτήτων µάθησης και για την επιλογή των µέσων-εργαλείων, που υπηρετούν 

αυτούς τους στόχους. 

Το γεγονός ότι το λογισµικό το ίδιο δε χορηγεί τη µετάβαση από το αντιληπτικό 

στο θεωρητικό επίπεδο, καθιστά το ρόλο του δασκάλου ως µεσολαβητή και καθοδηγητή 

ιδιαίτερα σηµαντικό και σύνθετο, αφού καλείται να αξιοποιήσει και να ενσωµατώσει τη 

δυναµική γεωµετρία σε άλλες δραστηριότητες µάθησης (δραστηριότητες διατύπωσης), 

που ικανοποιούν τον κοινωνικό στόχο της απόδειξη. 
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Σηµειώσεις 

Λογισµικό ∆υναµικής Γεωµετρίας: Ο όρος Λογισµικό ∆υναµικής Γεωµετρίας 

(Dynamic Geometry Software-DGS) χρησιµοποιείται ως γενικός όρος για να περιγράψει 

ένα ορισµένο τύπο λογισµικού που συνήθως χρησιµοποιείται για την κατασκευή και την 

ανάλυση των θεµάτων και προβληµάτων της σχολικής Γεωµετρίας. Το πρώτο δείγµα 

λογισµικού αυτού του τύπου (Cabri-Geometre) παρουσιάστηκε στην 6η ICME διάσκεψη 

στη Βουδαπέστη το 1988. Από τότε µια µεγάλη ποικιλία λογισµικών ανάλογου τύπου, 

όπως GEOLOG, Geometry Inventor, Geometer’s Sketchpad, Thalis και το ελληνικό 

EucliDraw) παρουσιάστηκαν στην αγορά και έχουν εισαχθεί και χρησιµοποιούνται 

ευρύτατα στα σχολεία δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης σε όλο τον κόσµο (υπάρχουν 

εκδόσεις τους στα γαλλικά, γερµανικά, ιαπωνικά, ισπανικά, σουηδικά και ελληνικά). Οι 

απόψεις πολλών ερευνητών της µαθηµατικής εκπαίδευσης συγκλίνουν στο ότι τα 

λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας µπορούν να είναι από τα καλύτερα, αν όχι τα καλύτερα, 

λογισµικά που µπορούν να χρησιµοποιηθούν στην έρευνα για τη διδασκαλία και την 

εκµάθηση της θεωρίας της γεωµετρίας. Εφόσον τα λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας 

επιτρέπουν το µετασχηµατισµό των γεωµετρικών αντικειµένων σε υπολογιστικά 

αντικείµενα, η γεωµετρία πλέον αλλάζει αφού πλέον είναι µια ανθρώπινη δραστηριότητα 

µε ενσωµατωµένη χρήση γεωµετρικών εργαλείων (για παράδειγµα Jones, 2000·, 

Mariotti, 2000· Sträßer, 2001 κ.ά.).  

 

Μεσοδιαγώνιο τετράπλευρο: Με τον όρο µεσοδιαγώνιο τετράπλευρο (midvexogram) 

στη βιβλιογραφία (Rethinking Proof with the Geometer’s Sketchpad, 2004 και Geometry 

Turned On, 1997) αποκαλείται το εσωτερικό τετράπλευρο που για κορυφές του έχει τα 
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σηµεία τοµής των τµηµάτων που ορίζονται από κάθε κορυφή ενός κυρτού τετράπλευρου 

και το αντίστοιχο µέσο της απέναντί της πλευράς κινούµενα δεξιόστροφα, αλλά και αυτό 

που ορίζεται µε ανάλογο τρόπο κινούµενα αριστερόστροφα. Τα δυο αυτά µεσοδιαγώνια 

τετράπλευρα αυτά εµφανίζουν ιδιαιτερότητες όταν προκύπτουν από τυχαία κυρτά 

τετράπλευρα. Συγκεκριµένα δεν είναι ισεµβαδικά και συνεπώς δεν έχουν το ίδιο λόγο 

εµβαδών ως προς το εξωτερικό τετράπλευρο. Η διερεύνηση του σχήµατος µε ένα 

λογισµικό ∆υναµικής Γεωµετρίας, για παράδειγµα το Geometers Sketchpad, οδηγεί στη 

διατύπωση µιας υπόθεσης ότι, το εµβαδόν του εξωτερικού τετράπλευρου είναι 

τουλάχιστον πέντε φορές µεγαλύτερο από το εµβαδόν του καθενός από τα εσωτερικά 

τετράπλευρα. Αυτή η υπόθεση δεν έχει γεωµετρική λύση, αλλά µπορεί να δεχθεί µια 

αναλυτική λύση. Μια τέτοια λύση παρουσιάζεται στην ηλεκτρονική διεύθυνση 

http://www.ms.uky.edu/~carl/coleman/coleman2.html.  

Χωρίς να κινδυνεύει να χαθεί η γενίκευση το τετράπλευρο τοποθετείται σε ένα 

ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων υποθέτοντας ότι τρεις κορυφές του έχουν 

συντεταγµένες (0,1), (0,0), (1,0) και η τέταρτη (α,β) µε την παραδοχή ότι α+β>1, και α,β 

θετικοί. Μπορούµε να αναχθούµε στο σχήµα που προκύπτει από αυτήν την τοποθέτηση, 

χωρίς να χάνεται η αναλογία. Ο λόγος του εµβαδού του εσωτερικού προς το εµβαδόν του 

εξωτερικού µετασχηµατίζεται σε µια συνάρτηση δυο µεταβλητών η οποία δεν 

παραγοντοποιείται. Με τη χρήση για παράδειγµα του Maple, παραγοντοποιείται οπότε 

υπολογίζεται το κάτω φράγµα και όµοια το άνω. Αυτή η προσέγγιση προϋποθέτει µια 

καλή εξοικείωση µε την άλγεβρα και µε συναρτήσεις πολλών µεταβλητών, αλλά και µε 
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υπολογιστικά εργαλεία. Συµπερασµατικά, η απάντηση στην παραπάνω υπόθεση µπορεί 

να δοθεί αλγεβρικά και µε τη βοήθεια ενός υπολογιστικού εργαλείου και όχι γεωµετρικά. 

 

http://www.ms.uky.edu/~carl/coleman/coleman2.html
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