
 1 

 
ΔΘΝΗΚΟ ΚΑΗ ΚΑΠΟΓΗ΢ΣΡΗΑΚΟ  ΠΑΝΔΠΗ΢ΣΖΜΗΟ ΑΘΖΝΧΝ 

ΜΔΣΑΠΣΤΥΗΑΚΟ ΣΜΖΜΑ ΓΗΓΑΚΣΗΚΖ΢ ΚΑΗ ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΗΑ΢  ΣΧΝ 

ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΧΝ 

 

 

 

 

 

 

 
ΓΙΠΛΩΜΑΣΙΚΗ ΔΡΓΑ΢ΙΑ 

ΜΔ ΘΔΜΑ 

 

ΣΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ 
ΣΩΝ  

ΣΕ΢΢ΑΡΩΝ ΧΡΩΜΑΣΩΝ 
 

ΜΙΑ ΔΙΗΓΗ΢Η ΜΕ ΕΜΦΑ΢Η ΢ΣΟ ΓΕΩΜΕΣΡΙΚΟ ΧΑΡΑΚΣΗΡΑ 
 

ΗΟΤΝΗΟ΢ 2007 

 

 

 

 
 

 
Δπηβιέπσλ θαζεγεηήο: Γηνλχζηνο Λάππαο, 

 Αλαπιεξσηήο Καζεγεηήο ΔΚΠΑ.  

 

Φνηηήηξηα: ΢νπξή Μπξηψ 

 
 



 2 

 

ΠΗΝΑΚΑ΢ ΠΔΡΗΔΥΟΜΔΝΧΝ 

 

ΠΗΝΑΚΑ΢ ΠΔΡΗΔΥΟΜΔΝΧΝ ............................................................................................................ 2 

ΠΡΟΛΟΓΟ΢ ........................................................................................................................................... 4 

1. H Η΢ΣΟΡΗΑ ΞΔΚΗΝΑ… .................................................................................................................... 6 

1Α. ΓΗΑΣΤΠΧ΢Ζ, ΥΡΖ΢ΗΜΟΣΖΣΑ ΚΑΗ ΠΔΡΗΟΡΗ΢ΜΟΗ ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ΢. ........................................ 8 
1Β. ΜΗΑ ΜΗΚΡΖ ΠΑΡΔΞΖΓΖ΢Ζ. .......................................................................................................... 14 

2. ΚΤΚΛΟΗ ΣΟΤ HAMILTON… Ή ΜΖΠΧ΢ ΚΤΚΛΟΗ ΣΟΤ KIRKMAN ................................. 21 

3. O CAYLEY ΑΝΑΕΧΠΤΡΧΝΔΗ ΣΟ ΠΡΟΒΛΖΜΑ ..................................................................... 24 

3Α. ΣΟ ΔΡΧΣΖΜΑ ΣΟΤ CAYLEY ........................................................................................................ 24 
3Β. ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΖ ΔΠΑΓΧΓΖ ΢ΣΟ ΠΡΟΒΛΖΜΑ ΣΧΝ ΣΔ΢΢ΑΡΧΝ ΥΡΧΜΑΣΧΝ. .................................. 27 
3Γ. EΛΑΥΗ΢ΣΟΗ ΔΓΚΛΖΜΑΣΗΔ΢. ......................................................................................................... 29 

4. Α΢ ΓΗΝΟΤΜΔ ΑΤ΢ΣΖΡΟΗ… ........................................................................................................ 32 

5. Ο ΠΔΡΗΦΖΜΟ΢ ΣΤΠΟ΢ ΣΟΤ EULER. ...................................................................................... 34 

5Α. Ο EULER, Ο GOLDBACH ΚΑΗ Ο ΠΛΑΣΧΝΑ΢. ............................................................................... 34 
5Β. Ζ ΢ΥΔ΢Ζ ΜΔΣΑΞΤ ΣΧΝ ΠΟΛΤΔΓΡΧΝ ΚΑΗ ΣΧΝ ΥΑΡΣΧΝ. ............................................................. 46 
5Γ. Ο ΣΤΠΟ΢ ΣΟΤ EULER ΓΗΑ ΥΑΡΣΔ΢ ΢ΣΟ ΔΠΗΠΔΓΟ. ...................................................................... 48 
5Γ. Ο ΣΤΠΟ΢ ΣΟΤ EULER ΓΗΑ ΣΟΝ ΣΟΡΟ (΢ΠΔΗΡΑ). .......................................................................... 49 
5Δ. ΢ΤΝΔΠΔΗΔ΢ ΑΠΟ ΣΟΝ ΣΤΠΟ ΣΟΤ EULER. ................................................................................... 52 
5Ε. ΣΟ ΘΔΧΡΖΜΑ ΣΧΝ ΔΞΗ ΥΡΧΜΑΣΧΝ. ............................................................................................ 56 

6. … ΚΑΗ Ο KEMPE ΣΟ ‘ΛΤΝΔΗ’; ................................................................................................... 58 

6Α. ΣΟ ΑΡΘΡΟ ΣΟΤ ΚEMPE. .............................................................................................................. 58 
6Β. Ζ ΑΠΟΓΔΗΞΖ ΣΟΤ KEMPE. .......................................................................................................... 61 
6Γ. ΑΛΓΔΒΡΗΚΖ ΔΚΦΡΑ΢Ζ ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ΢ ΣΧΝ ΣΔ΢΢ΑΡΧΝ ΥΡΧΜΑΣΧΝ. ................................ 67 

7. Ζ ΠΡΟ΢ΔΓΓΗ΢Ζ ΣΟΤ PETER GUTHRIE TAIT. ...................................................................... 69 

7Α. Ζ ΑΝΑΓΚΖ ΔΤΡΔ΢Ζ΢ ΜΗΑ΢ ΠΗΟ «ΚΟΜΦΖ΢ ΑΠΟΓΔΗΞΖ΢» ........................................................... 69 
7Β. ΥΡΧΜΑΣΗ΢ΜΟ΢ ΑΚΜΧΝ ΚΑΗ ΠΟΛΤΔΓΡΑ. .................................................................................... 74 
7Γ. TΟ ΚΑΣΑ΢ΣΡΟΦΗΚΟ ΣΡΗΓΧΝΟ ΣΟΤ ΣUTTE. ................................................................................. 76 

8. Ο ΔΞΣΡΔΜΗ΢ΣΖ΢ HEAWOOD. ................................................................................................... 81 

8Α. TO ΑΝΣΗΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ ΣΟΤ HEAWOOD. ...................................................................................... 81 
8Β. TO ΘΔΧΡΖΜΑ ΣΧΝ ΠΔΝΣΔ ΥΡΧΜΑΣΧΝ. ...................................................................................... 86 
8Γ. TO ΠΡΟΒΛΖΜΑ ΣΧΝ ΑΠΟΗΚΗΧΝ. .................................................................................................. 90 
8Γ. TΟ ΘΔΧΡΖΜΑ ΣΧΝ ΔΞΗ ΓΔΗΣΟΝΧΝ ΓΗΑ ΣΟΝ ΣΟΡΟ. ...................................................................... 91 
8Δ. ΚΑΗ ΑΛΛΑ ΑΠΟΣΔΛΔ΢ΜΑΣΑ ΑΠΟ ΣΟΝ HEAWOOD. ..................................................................... 96 

9. ΑΝΑΓΧΓΗΜΔ΢ ΓΗΑΣΑΞΔΗ΢ ΚΑΗ ΑΝΑΠΟΦΔΤΚΣΑ ΢ΤΝΟΛΑ. ............................................. 99 

9Α. ΣΗ ΔΗΝΑΗ ΟΗ ΑΝΑΓΧΓΗΜΔ΢ ΓΗΑΣΑΞΔΗ΢ ΚΑΗ ΣΑ ΑΝΑΠΟΦΔΤΚΣΑ ΢ΤΝΟΛΑ. .................................... 99 
9Β. ΒΡΗ΢ΚΟΝΣΑ΢ ΑΝΑΓΧΓΗΜΔ΢ ΓΗΑΣΑΞΔΗ΢. Ζ ΢ΤΜΒΟΛΖ ΣΟΤ BIRKHOFF. ................................... 101 
9Γ. ΣΟ ΓΗΑΜΑΝΣΗ ΣΟΤ BIRKHOFF ΔΗΝΑΗ ΑΝΑΓΧΓΗΜΟ. ................................................................... 106 
9Γ. XΡΧΜΑΣΗΚΑ ΠΟΛΤΧΝΤΜΑ. ....................................................................................................... 108 
9Δ. ΒΡΗ΢ΚΟΝΣΑ΢ ΑΝΑΠΟΦΔΤΚΣΑ ΢ΤΝΟΛΑ..................................................................................... 111 

10. ΚΑΗΝΟΤΡΗΑ ΔΠΟΥΖ. ................................................................................................................ 113 

10Α. HEINRICH HEESCH. ................................................................................................................ 113 
10Β. ΓΤΗΚΑ ΓΡΑΦΖΜΑΣΑ ΚΑΗ ΔΜΠΟΓΗΑ ΑΝΑΓΧΓΖ΢. ...................................................................... 114 
10Γ. Ζ ΜΔΘΟΓΟ΢ ΣΖ΢ ΑΠΟΦΟΡΣΗ΢Ζ΢. ........................................................................................... 116 
10Γ. WOLFGANG HAKEN. ............................................................................................................... 118 
10Δ. O ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΣΖ΢ ΞΔΚΗΝΑ ΣΖΝ ΔΠΗΘΔ΢Ζ. ................................................................................ 121 



 3 

10Ε. TO ΠΔΣΑΛΟ ΣΟΤ SHIMAMOTO. ............................................................................................... 124 

11. ΣΟ ΣΔΡΑ΢ ΚΑΣΑΣΡΟΠΧΝΔΣΑΗ............................................................................................. 127 

11Α. ΝΔΑ ΜΔΘΟΓΟ΢ ΑΠΟΦΟΡΣΗ΢Ζ΢. .............................................................................................. 127 
11Β. Ζ ΢ΤΝΔΡΓΑ΢ΗΑ ΣΧΝ HEESCH ΚΑΗ HAKEN. ............................................................................. 128 
11Γ. ΢ΣΖ ΢ΤΝΣΡΟΦΗΑ ΚΑΗ Ο KENNETH APPEL. .............................................................................. 130 
11Γ. Ο ΠΟΛΔΜΟ΢ ΞΔΚΗΝΑ… ΢ΤΝΣΡΟΦΗΑ VS ΠΡΟΒΛΖΜΑ ΣΔ΢΢ΑΡΧΝ ΥΡΧΜΑΣΧΝ ..................... 131 
11Δ. ΣΔ΢΢ΔΡΑ ΥΡΧΜΑΣΑ ΑΡΚΟΤΝ. ................................................................................................. 134 
11Ε. ΜΗΑ ΚΟΤΡ΢Α ΜΔ ΠΟΛΛΟΤ΢ ΓΚΑΝΗΑΝ. .................................................................................... 137 
11Ζ. ΠΑΓΚΟ΢ΜΗΑ ΓΖΜΟ΢ΗΟΠΟΗΖ΢Ζ. ............................................................................................. 140 

12. ΑΛΛΑ ΔΗΝΑΗ ΑΠΟΓΔΗΞΖ; ........................................................................................................ 142 

12Α. Ζ ΟΜΗΛΗΑ ΣΟΤ HAKEN. ........................................................................................................... 142 
12Β. ΑΝΖΚΔΗ Ζ ΑΠΟΓΔΗΞΖ ΣΟΤ ΠΡΟΒΛΖΜΑΣΟ΢ ΣΧΝ ΣΔ΢΢ΑΡΧΝ ΥΡΧΜΑΣΧΝ ΢ΣΟ ΢ΤΝΟΛΟ ΣΧΝ 

ΔΓΚΤΡΧΝ ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΧΝ ΑΠΟΓΔΗΞΔΧΝ; ....................................................................................... 144 
12Γ. ΔΤΡΧ-ΑΜΔΡΗΚΑΝΗΚΖ ΠΔΡΗΟΓΔΗΑ ΚΑΗ ΠΔΡΑΗΣΔΡΧ ΑΝΣΗΓΡΑ΢ΔΗ΢. .......................................... 149 
12Γ. ΜΗΑ ΝΔΑ ΑΠΟΓΔΗΞΖ................................................................................................................. 152 

ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ .................................................................................................................................... 154 

Α. ΔΝ ΑΡΥΖ ΔΗΝΑΗ… ΟΗ ΟΡΗ΢ΜΟΗ ...................................................................................................... 154 
Β. Ο ΣΤΠΟ΢ ΣΟΤ EULER ................................................................................................................... 158 
Γ. ΣΟ ΘΔΩΡΖΜΑ ΣΩΝ ΠΔΝΣΔ ΥΡΩΜΑΣΩΝ ΚΑΗ ΟΗ ΑΛΤ΢ΗΓΔ΢ ΣΟΤ KEMPE ........................................... 159 
Γ. ΣΡΗΓΩΝΟΠΟΗΖ΢Ζ, ΚΑΝΟΝΗΚΟΠΟΗΖ΢Ζ ΚΑΗ ΔΛΑΥΗ΢ΣΑ ΓΡΑΦΖΜΑΣΑ .............................................. 162 
Δ. ΑΝΑΓΩΓΗΜΔ΢ ΓΗΑΣΑΞΔΗ΢ .............................................................................................................. 167 
Ε. ΑΠΟΦΟΡΣΗ΢Ζ ΚΑΗ ΑΝΑΠΟΦΔΤΚΣΑ ΢ΤΝΟΛΑ .................................................................................. 173 

ΣΑ ΢ΖΜΑΝΣΗΚΟΣΔΡΑ ΓΔΓΟΝΟΣΑ ΢Δ ΥΡΟΝΟΛΟΓΗΚΖ ΢ΔΗΡΑ ......................................... 175 

ΒΗΒΛΗΟΓΡΑΦΗΑ ................................................................................................................................ 177 

 



 4 

ΠΡΟΛΟΓΟ΢ 

 

Πάληα κνπ άξεζαλ ηα παηρλίδηα θαη πάληα κνπ άξεζαλ ηα καζεκαηηθά. Έβξηζθα ηα 

καζεκαηηθά ηφζν δηαζθεδαζηηθά θαη πνηέ δελ θαηαιάβαηλα γηαηί νη πεξηζζφηεξνη απφ 

ηνπο ζπκκαζεηέο κνπ ζην ζρνιείν ηα απερζάλνληαλ.  

Σελ πξψηε θνξά πνπ άθνπζα γηα ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ απφ ηνλ θ. 

Λάππα, ζθέθηεθα: «Να κηα θαιή επθαηξία λα απνδείμσ ζε φινπο εθείλνπο πνπ ιέλε 

φηη ηα καζεκαηηθά είλαη δχζθνια θαη αθαηαλφεηα φηη θάηη ηέηνην δελ ηζρχεη.» Σν 

πξφβιεκα απηφ είλαη ηφζν απιά δηαηππσκέλν, ε ιχζε ζα πεξηείρε ζρήκαηα, φια ήηαλ 

ηδαληθά. Μέρξη… πνπ άξρηζα λα δηαβάδσ γηα ην πξφβιεκα θαη άξρηζα λα 

ζπλεηδεηνπνηψ φηη κάιινλ ηα πξάγκαηα δελ ήηαλ ηφζν εχθνια φζν πεξίκελα. Μήπσο 

ηειηθά δελ ήηαλ απηή ε επθαηξία κνπ; Γξήγνξα νη θαθέο ζθέςεηο έθπγαλ απφ ην 

κπαιφ κνπ. Ξεθίλεζα λα θάλσ απηφ πνπ θάλσ πάληα…ηελ εμεξεπλήηξηα. Άξρηζα 

δειαδή λα θάλσ έλα ηαμίδη ζην καγηθφ θφζκν ησλ καζεκαηηθψλ, απνιακβάλνληαο 

φκνξθεο ζηηγκέο αλαθάιπςεο ηδεψλ, γλσξίδνληαο ελδηαθέξνληεο αλζξψπνπο αιιά 

θαη αληηκεησπίδνληαο εκπφδηα πνπ σζηφζν μεπεξάζηεθαλ. ΢ε απηφ ην φκνξθν ηαμίδη 

πεξηκέλσ λα έρσ θαη ζπληαμηδηψηεο…εζάο. 

 

Η παξνχζα δηπισκαηηθή βαζίζηεθε θπξίσο ζην εμαίζην αθεγεκαηηθφ βηβιίν ηνπ θ. 

Robin Wilson, Four Colors Suffice. Ννεηηθά ρσξίδεηαη ζε δπν θχξηα κέξε. Σν έλα 

μεθηλά κε ηε πξψηε δηαηχπσζε ηεο Δηθαζίαο ησλ Σεζζάξσλ Υξσκάησλ απφ ηνλ 

Francis Guthrie ην έηνο 1852 θαη θηάλεη πεξίπνπ κέρξη ην 1935. ΢ηε δηάξθεηα ησλ 83 

ρξφλσλ πνπ κεζνιαβνχλ ππήξμαλ αξθεηέο δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο ηνπ 

πξνβιήκαηνο θαη πνιιέο ιαλζαζκέλεο απνδείμεηο κε πην ζεκαληηθή ηελ απφδεημε ηνπ 

Alfred Kempe. Ωζηφζν, αλ θαη δελ ππήξμε ζεκαληηθή πξφνδνο είλαη ε πεξίνδνο πνπ 

αλαθαιχθζεθαλ νη πεξηζζφηεξεο αλ φρη φιεο νη ηδέεο πνπ ζα νδεγνχζαλ αηζίσο ζηελ 

απφδεημε ηνπ πξνβιήκαηνο. 

΢ην δεχηεξν κέξνο ππεηζέξρνληαη ν  ειεθηξνληθφο ππνινγηζηήο θαη ηα δπηθά 

γξαθήκαηα, δπν εξγαιεία πνπ ζηα ρέξηα ησλ Heesch, Haken θαη Appel έγηλαλ 

παλίζρπξα φπια γηα λα θαηαθέξνπλ λα εμνινζξεχζνπλ ην ηέξαο ησλ 124 εηψλ, ην 

1976. Ωζηφζν, εμαηηίαο ηεο θχζεο ηεο απφδεημεο ππήξμαλ αληηδξάζεηο πνπ 

θαηαγξάθεθαλ είηε ζηνλ ηχπν εθείλεο ηεο επνρήο είηε κέζσ επηζηεκνληθψλ 

θηινζνθηθψλ άξζξσλ.  
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΢ην ηέινο, ππάξρεη θαη έλα παξάξηεκα. Δθεί παξνπζηάδνληαη κε θάπσο πην απζηεξά 

καζεκαηηθά ηα θπξηφηεξα ζεσξήκαηα πνπ απνηεινχλ ηελ απφδεημε ηνπ Πξνβιήκαηνο 

ησλ Σεζζάξσλ Υξσκάησλ. 

 

Κιείλνληαο, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ θαηαξρήλ ηνλ θ. Γηνλχζην Λάππα πνπ κνπ 

έδσζε ηελ επθαηξία λα αζρνιεζψ κε απηφ ην ζπλαξπαζηηθφ ζέκα θαη ζηάζεθε 

πνιχηηκνο αξσγφο ζηελ εθπφλεζε ηεο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο θαζψο θαη ηνλ πνιχ 

θαιφ κνπ θίιν ΢ηξάην Μαληηάξνπ γηα ηελ αληδηνηειή βνήζεηα ηνπ. Έπεηηα λα 

επραξηζηήζσ ηελ νηθνγέλεηα κνπ γηα φιε ηελ ζπκπαξάζηαζε θαη ππνκνλή φισλ 

απηψλ ησλ ρξφλσλ. Σέινο, επραξηζηψ ηα άιια δπν κέιε ηεο ηξηκεινχο επηηξνπήο ηνλ 

θ. ΢πχξνπ Παλαγηψηε θαη ηνλ θ. Γηαλλαθνχιηα Δπζηάζην.  

 

Αζήλα, Ινχληνο 2007 
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TΟ ΠΡΟΒΛΖΜΑ ΣΧΝ ΣΔ΢΢ΑΡΡΧΝ ΥΡΧΜΑΣΧΝ: 

ΜΗΑ ΓΗΖΓΖ΢Ζ ΜΔ ΔΜΦΑ΢Ζ ΢ΣΟΝ ΓΔΧΜΔΣΡΗΚΟ 

ΥΑΡΑΚΣΖΡΑ 

 

 

 

1. H Η΢ΣΟΡΗΑ ΞΔΚΗΝΑ… 

 

Η ηζηνξία καο μεθηλά ην1852. Δθείλε ηελ ρξνληά, ν Francis Guthrie, ν νπνίνο 

θνηηνχζε ζην Λνλδίλν καδί κε ηνλ αδεξθφ ηνπ Frederick, έγξαςε ζην Frederick γηα 

λα ηνπ πεη πσο ήηαλ πηζαλφ νη ρψξεο νπνηνπδήπνηε ράξηε πάληα λα ρξσκαηίδνληαη κε 

κφλν ηέζζεξα ρξψκαηα κε ηξφπν ηέηνην ψζηε νη γεηηνληθέο ρψξεο λα είλαη 

ρξσκαηηζκέλεο δηαθνξεηηθά. Ο Francis ξψηεζε ηνλ Frederick αλ ππήξρε ηξφπνο λα 

απνδεηρηεί καζεκαηηθά φηη απηή ε «εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ» ήηαλ αιεζήο ή 

φρη. Ο Frederick Guthrie ήηαλ ηφηε ζην University College ηνπ Λνλδίλνπ, φπνπ θαη ηα 

δπν αδέξθηα παξαθνινχζεζαλ ηηο δηαιέμεηο ηνπ Augustus De Morgan, ελφο απφ ηνπο 

κεγαιχηεξνπο καζεκαηηθνχο ηεο επνρήο ηνπ. Ο Frederick κε κπνξψληαο λα 

απαληήζεη ηελ εξψηεζε ηνπ αδεξθνχ ηνπ, ξψηεζε ην De Morgan, ν νπνίνο δελ 

κπφξεζε λα βξεη θάπνηα κέζνδν γηα λα θαζνξίζεη ηελ αιήζεηα ή ην ςεχδνο ηεο 

εηθαζίαο. Ο Augustus De Morgan, ζηηο 23 Οθησβξίνπ ηνπ ίδηνπ έηνπο, έγξαςε έλα 

γξάκκα ζηνλ δηαθεθξηκέλν Ιξιαλδφ καζεκαηηθφ, θπζηθφ θαη θίιν ηνπ Sir William 

Rowan Hamilton. Απηφ δελ ήηαλ θάηη αζπλήζηζην. Οη δχν άληξεο αιιεινγξαθνχζαλ 

ζπρλά, αληαιιάζζνληαο νηθνγελεηαθά θαη καζεκαηηθά λέα. Καλέλαο φκσο απφ ηνπο 

δχν δελ κπνξνχζε λα θαληαζηεί φηη ην πεξηερφκελν ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ γξάκκαηνο ζα 

δεκηνπξγνχζε κηα καζεκαηηθή ηζηνξία πνπ ζα δηαξθνχζε πεξηζζφηεξν απφ έλαλ 

αηψλα.  
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Αγαπεηέ κνπ Hamilton,… 

Έλαο καζεηήο κνπ, κνπ δήηεζε ζήκεξα λα ηνπ αηηηνινγήζσ έλα γεγνλόο ην νπνίν δελ 

γλώξηδα όηη ήηαλ γεγνλόο – θαη δελ ην γλσξίδσ αθόκα. Λέεη όηη αλ έλα ζρήκα δηαηξεζεί 

θαηά νπνηνλδήπνηε ηξόπν θαη ηα θνκκάηηα ρξσκαηηζηνύλ δηαθνξεηηθά ώζηε ηα κέξε κε 

νπνηνλδήπνηε ιόγν θνηλώλ ζπλνξηαθώλ γξακκώλ είλαη ρξσκαηηζκέλα δηαθνξεηηθά – 

κπνξεί λα ρξεηαζηνύλ ηέζζεξα ρξώκαηα, αιιά όρη πεξηζζόηεξα. Σν παξαθάησ είλαη ε 

πεξίπησζε ηνπ ζηελ νπνία ρξεηάδνληαη ηέζζεξα.  

 

 Απνξία: Γελ κπνξεί λα εθεπξεζεί κηα αλάγθε γηα πέληε ή πεξηζζόηεξα; Όζν κπνξώ λα 

δσ απηή ηε ζηηγκή, αλ ηέζζεξα βαζηθά δηακεξίζκαηα έρνπλ ην θαζέλα κηα ζπλνξηαθή 

γξακκή κε θαζέλα από ηα άιια, ηξία από απηά πεξηθιείνπλ έλα ηέηαξην, θαη εκπνδίδνπλ 

νπνηνδήπνηε πέκπην λα ζπλδεζεί κε απηό. Αλ απηό είλαη αιήζεηα, ηέζζεξα ρξώκαηα 

ρξσκαηίδνπλ νπνηνλδήπνηε ράξηε, ρσξίο θακία αλάγθε ην ρξώκα λα ζπλαληά ην ρξώκα 

έθηνο από έλα ζεκείν. 

Σώξα, πξάγκαηη κνηάδεη όηη ρξσκαηίδνληαο ηξία δηακεξίζκαηα κε θνηλό ζύλνξν, δπν 

θαη δπν δελ κπνξείο λα θάλεηο ην ηέηαξην λα ζπλνξεύεη κε όια, εθηόο αλ εκπεξηέρεη έλα. 

Αιιά απηή είλαη κηα δύζθνιή δνπιεηά θαη δελ είκαη ζίγνπξνο γηα όιεο ηηο επηπινθέο. 

Δζύ ηη λνκίδεηο; Aλ είλαη αιήζεηα, έρεη παξαηεξεζεί; Ο καζεηήο κνπ ιέεη όηη ην 

κάληεςε ρξσκαηίδνληαο έλα ράξηε ηεο Αγγιίαο…Όζν πην πνιύ ην ζθέθηνκαη ηόζν πην 

πξνθαλέο κνπ θαίλεηαη. Αλ κνπ απαληήζεηο κε κηα απιή πεξίπησζε πνπ ζα κε θάλεη λα 

αηζζάλνκαη έλα ραδό δών, λνκίδσ όηη πξέπεη λα θάλσ όηη έθαλε θαη ε ΢θίγγα…  
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1α. Γηαηύπσζε, ρξεζηκόηεηα θαη πεξηνξηζκνί ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

Μπνξεί θάζε ράξηεο λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξώκαηα ην πνιύ ώζηε νη γεηηνληθέο 

ρώξεο λα είλαη ρξσκαηηζκέλεο δηαθνξεηηθά;  

 

Σν παξαπάλσ απνηειεί ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Η δηαηχπσζε ηνπ 

είλαη πνιχ απιή θαη αξρηθά θαίλεηαη φηη φζν πην πεξίπινθνο είλαη έλαο ράξηεο ηφζν 

πεξηζζφηεξα ρξψκαηα απαηηεί – αιιά παξαδφμσο απηφ δελ ηζρχεη. 

Δπίζεο, φζν παξάμελν θαη αλ αθνχγεηαη απηφ ην πξφβιεκα δελ είρε ηδηαίηεξε 

ζεκαζία γηα ηνπο ραξηνγξάθνπο. ΢ε έλα άξζξν ζρεηηθά κε ηελ πξνέιεπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο, γξακκέλν ην 1965, ν καζεκαηηθφο ηζηνξηθφο Kenneth May 

παξαηήξεζε:  

 

Έλα δείγκα αηιάλησλ ζηελ κεγάιε ζπιινγή ηεο Βηβιηνζήθεο ηνπ Κνγθξέζνπ δελ έρεη 

θακία δηάζεζε λα ειαηηώζεη ησλ αξηζκό ησλ ρξσκάησλ πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη. Οη 

ράξηεο πνπ ρξεζηκνπνηνύλ κόλν ηέζζεξα ρξώκαηα είλαη ζπάληνη θαη απηνί πνπ ην 

θάλνπλ ζπλήζσο απαηηνύλ κόλν ηξία. Βηβιία ζηελ ραξηνγξαθία θαη ζηελ ηζηνξία 

θαηαζθεπήο ραξηώλ δελ αλαθέξνπλ ηελ ηδηόηεηα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, αλ θαη 

ζπρλά ζπδεηνύλ πνηθίια άιια πξνβιήκαηα πνπ ζρεηίδνληαη κε ηνλ ρξσκαηηζκό 

ραξηώλ… Ζ εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ δελ αμηώλεηαη ηελ πξνέιεπζή ηεο νύηε 

ηελ εθαξκνγή ηεο ζηελ ραξηνγξαθία. 

 

Καη ηφηε γηαηί έρεη ηφζν ελδηαθέξνλ αθνχ κνηάδεη λα κελ έρεη θάπνηα ηδηαίηεξε 

ρξεζηκφηεηα; ΋πσο θάζε είδνο ζπαδνθεθαιηάο έηζη θαη ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ κπνξεί λα πξνζθέξεη πνιιέο ψξεο δηαζθέδαζεο γηα πνιινχο αλζξψπνπο. 

Δπηπιένλ, κπνξεί θαλείο λα ην δεη θαη σο πξφθιεζε. Δίλαη ηφζν απιά δηαηππσκέλν 

αιιά ηφζν δχζθνιν λα ιπζεί θαη απνηειεί γηα ηνπο καζεκαηηθνχο κηα πλεπκαηηθή 

πξφθιεζε κε ηεξάζηηα πνιππινθφηεηα. 
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Αιιά ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είλαη θάηη πεξηζζφηεξν απφ απιή 

πεξηέξγεηα. Οη δηάθνξεο πξνζπάζεηεο επίιπζεο ηνπ έγηλαλ ε απαξρή γηα ηελ αλάπηπμε 

πνιιψλ ζπλαξπαζηηθψλ καζεκαηηθψλ κε πνιιέο πξαθηηθέο εθαξκνγέο ζε ζεκαληηθά 

πξνβιήκαηα ηνπ πξαγκαηηθνχ θφζκνπ. Γηα παξάδεηγκα ζε πξνβιήκαηα ηνπ νδηθνχ ή 

ζηδεξνδξνκηθνχ δηθηχνπ ή ζε πξνβιήκαηα δηθηχσλ επηθνηλσληψλ. Πξάγκαηη, 

νιφθιεξε ε αλάπηπμε ηνπ αληηθεηκέλνπ κπνξεί λα αληρλεπηεί ζηηο πξνζπάζεηεο 

επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. ΢ηελ ζεσξία ησλ ππνινγηζηψλ, 

πξφζθαηεο αλαθαιχςεηο ζηνπο αιγφξηζκνχο ζρεηίδνληαη κε πξνβιήκαηα 

ρξσκαηηζκνχ. 

Πέξα φκσο απφ ηα παξαπάλσ, ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ κπνξεί λα 

πξνζθέξεη ηελ θηινζνθία πάλσ ζηελ νπνία ζα ζηεξηρζεί κηα δηδαθηηθή κεζνδνινγία 

ησλ καζεκαηηθψλ, πνπ ζα αθνινπζεί ηελ ηζηνξηθή πνξεία ηεο επίιπζεο ηνπ θαη ζα 

είλαη γεκάηε εηθαζίεο, ιάζε, δηνξζψζεηο, παξαιιαγέο θαη ζπλεηζθνξέο απφ έλα 

πιήζνο δηαθεθξηκέλσλ καζεκαηηθψλ κπαιψλ θαη φρη κφλν.  

 

Πξηλ ζπλερίζνπκε παξαθάησ, πξέπεη λα πνχκε θάηη γηα ην ηη είλαη ράξηεο, δηφηη ρσξίο 

πεξηνξηζκνχο, ε εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαίλεηαη φηη είλαη ιαλζαζκέλε. 

Πξνο ην παξφλ, δελ ζα δνζεί απζηεξφο νξηζκφο ηνπ ράξηε. ΢ε απηφ ην πξψηκν ζηάδην 

ζα πξνρσξήζνπκε ζε έλα πην δηαηζζεηηθφ επίπεδν. 

1. Θα ζεσξνχκε φηη νη ράξηεο καο είλαη ζρεδηαζκέλνη πάλσ ζε έλα άπεηξν 

επίπεδν ή ζηελ επηθάλεηα κηαο ζθαίξαο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα ν ζρεδηαζκφο 

ελφο ράξηε πάλσ ζην επίπεδν είλαη ηζνδχλακνο κε ην ζρεδηαζκφ ηνπ πάλσ 

ζηελ επηθάλεηα κηαο ζθαίξαο. Απηφ κπνξεί λα ην δεη θάπνηνο, αλ θάλεη 

ζηεξενγξαθηθή πξνβνιή, απφ ηε ζθαίξα πάλσ ζην επίπεδν ζην νπνίν είλαη 

ηνπνζεηεκέλε. Ξεθηλψληαο απφ νπνηνλδήπνηε ράξηε πάλσ ζηε ζθαίξα, ηελ 

πξνβάιινπκε απφ ην βφξεην πφιν γηα λα καο δψζεη έλα ράξηε πάλσ ζην 

επίπεδν.  
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Φαληαζηείηε κηα δηαθαλή ζθαίξα πνπ πάλσ ηεο έρεη ζρεδηαζκέλν έλα ράξηε 

θαη ε νπνία έρεη ζην βφξεην πφιν ηεο κηα θσηεηλή πεγή. Η ζθηά ηνπ ράξηε 

πάλσ ζην επίπεδν ζην νπνίν αθνπκπάεη ε ζθαίξα είλαη ε πξνβνιή ηεο ζην 

επίπεδν. Αληίζηξνθα, δνζέληνο ελφο ράξηε ζην επίπεδν, κπνξνχκε λα ηνλ 

πξνβάιινπκε πάλσ ζηε ζθαίξα. Απηέο νη πξνβνιέο δελ επεξεάδνπλ ηνλ 

ρξσκαηηζκφ ηνπ ράξηε. Έηζη, αλ κπνξνχκε λα ιχζνπκε ην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ πάλσ ζηε ζθαίξα, ηφηε άκεζα έρνπκε κηα ιχζε γηα 

ράξηεο ζην επίπεδν. Ιζρχεη θαη ην αληίζηξνθν, δειαδή, αλ κπνξνχκε λα 

ιχζνπκε ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ πάλσ ζην επίπεδν, ηφηε 

άκεζα έρνπκε κηα ιχζε γηα ράξηεο ζηε ζθαίξα. 

To πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ δελ θαίλεηαη λα έρεη ελδηαθέξνπζεο 

πξνεθηάζεηο ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο. Απηφ ήηαλ θάηη πνπ πξψηνο παξαηήξεζε ν 

Frederick Guthrie. Αλ επηηξέςνπκε ηξηζδηάζηαηεο ρψξεο, ηφηε κπνξνχκε λα 

θαηαζθεπάζνπκε ράξηεο πνπ απαηηνχλ ηφζα ρξψκαηα φζα εκείο επηζπκνχκε. 

Έλα παξάδεηγκα, πνπ ζπκπεξηιακβαλφηαλ ζην ζεκείσκα γηα ηνλ αδεξθφ ηνπ, 

έρεη έλα ζχλνιν απφ θνκκάηηα ρξσκαηηζηψλ θνξδνληψλ πνπ αγγίδεη ην έλα ην 

άιιν. Αθνχ θάζε θνξδφλη πξέπεη λα έρεη δηαθνξεηηθφ ρξψκα απφ φια εθείλα 

ζηα νπνία αθνπκπά, ρξεηάδνληαη ηφζα ρξψκαηα φζα είλαη θαη ηα θνξδφληα. 

Έλα άιιν ηξηζδηάζηαην παξάδεηγκα, πνπ παξνπζηάζηεθε απφ ηνλ Απζηξηαθφ 

καζεκαηηθφ Heinrich Tietze, ρξεζηκνπνηεί έλα πιήζνο απφ μχιηλα πιαθάθηα 

(ηνπβιάθηα) πνπ είλαη αξηζκεκέλα απφ ην 1 σο ην n θαη πάλσ ηνπο 

ηνπνζεηνχκε n θάζεηα ηνπβιάθηα πνπ είλαη επίζεο αξηζκεκέλα απφ ην 1 σο 

ην n θαη κεηά ζπλδένπκε θάζε δεπγάξη απφ νξηδφληηα θαη θάζεηα ηνπβιάθηα 

κε ηνλ ίδην αξηζκφ. Απνθηάκε έηζη n ηξηζδηάζηαηεο ρψξεο, πνπ φιεο 

αθνπκπνχλ ε κηα ηελ άιιε, θαη γηα απηφ απαηηνχληαη n ρξψκαηα. Θπκίδεη 

ζηελ θαηαζθεπή ηνπ ην παηρλίδη Jenga. Δδψ ην n είλαη φζν κεγάιν ζέινπκε. 

Σν επφκελν ζρήκα δείρλεη ηελ θαηαζθεπή κηαο ηέηνηαο ρψξαο. 
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2. ΋ηαλ ιέκε φηη δπν ρψξεο έρνπλ έλα θνηλφ ζχλνξν, απαηηνχκε απηφ ην θνηλφ 

ζχλνξν λα πεξηέρεη έλα ηκήκα ή έλα ηφμν, θαη λα κελ είλαη απιά έλα ζεκείν ή 

κηα ζπιινγή απφ κεκνλσκέλα ζεκεία. Υσξίο απηφλ ηνλ πεξηνξηζκφ, ν 

παξαθάησ ράξηεο ζα απαηηνχζε νθηψ ρξψκαηα. Αιιά, αθνχ νη ρψξεο πνπ 

ζπλαληηνχληαη κφλν ζε έλα ζεκείν δελ ζεσξνχκε φηη έρνπλ θνηλφ ζχλνξν, 

κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε απηφλ ηνλ ράξηε κε δχν κφλν ρξψκαηα. Έλαο 

παξφκνηνο ράξηεο είλαη ε «ζθαθηέξα». 

 

3. Έλαο αθφκα πεξηνξηζκφο πνπ πξέπεη λα έρνπκε είλαη φηη θακία ρψξα δελ 

πξέπεη λα απνηειείηαη απφ δχν ή πεξηζζφηεξα μερσξηζηά θνκκάηηα. Υσξίο 

απηφλ ηνλ πεξηνξηζκφ ν παξαθάησ ράξηεο ζα ρξεηαδφηαλ πέληε ρξψκαηα. 

Απαηηψληαο νη δχν πεξηνρέο κε ην Α λα έρνπλ ην ίδην ρξψκα, θαη φκνηα νη δπν 

πεξηνρέο κε ην Β λα έρνπλ ην ίδην ρξψκα, είκαζηε αλαγθαζκέλνη λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε πέληε ρξψκαηα, δηαθνξεηηθά ηα ηέζζεξα ρξψκαηα 

αξθνχλ.  
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Τπάξρνπλ θαη θάπνηνη πεξηνξηζκνί πνπ δελ επεξεάδνπλ ην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, αιιά καο βνεζνχλ λα απινπνηήζνπκε ηελ αηηηνιφγεζε 

καο: 

4. Θα ζπκπεξηιακβάλνπκε ηελ «εμσηεξηθή πεξηνρή» ζηνλ ρξσκαηηζκφ. Γεληθά 

κηιψληαο φκσο, δελ έρεη ζεκαζία αλ ην θάλνπκε ή φρη, αθνχ κπνξνχκε λα 

ζεσξήζνπκε απηή ηελ εμσηεξηθή πεξηνρή ζαλ κηα επηπιένλ δαθηπιηνεηδή 

ρψξα.  

 

5.  Κάζε ράξηεο πνπ ζεσξνχκε βξίζθεηαη ζε έλα θνκκάηη, εθφζνλ ζα 

κπνξνχζακε λα ρεηξηζηνχκε ηα δηάθνξα θνκκάηηα σο μερσξηζηνχο ράξηεο ην 

θαζέλα θαη λα ηα ρξσκαηίζνπκε μερσξηζηά ην θαζέλα. ΋κνηα, ζα 

κπνξνχζακε λα ρξσκαηίζνπκε νπνηνλδήπνηε ράξηε πνπ απνηειείηαη απφ 

πνιιά θνκκάηηα ηα νπνία ελψλνληαη ζε έλα κφλν ζεκείν, αθνχ μαλά 

κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε ηα δηάθνξα θνκκάηηα μερσξηζηά. Πην 

ζπγθεθξηκέλα , κπνξνχκε λα αγλνήζνπκε ρψξεο κε κηα κφλν ζπλνξηαθή 

γξακκή.  
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6. Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο ππάξρνπλ 

ηνπιάρηζηνλ ηξεηο ζπλνξηαθέο γξακκέο. Αλ ππήξραλ κφλν δχν ζπλνξηαθέο 

γξακκέο ζε έλα ζεκείν ζπλάληεζεο , ηφηε απιά ζα κπνξνχζακε λα 

αθαηξέζνπκε ην ζεκείν ρσξίο λα επεξεαζηεί ν ρξσκαηηζκφο. Μάιηζηα, ζηελ 

πξνζπάζεηα λα ιχζνπκε ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζα 

πεξηνξηζηνχκε ζε ράξηεο ζηνπο νπνίνπο ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο 

ππάξρνπλ αθξηβψο ηξεηο ζπλνξηαθέο γξακκέο. Απηνί νη ράξηεο είλαη πνιχ 

ζπλεζηζκέλνη θαη ηνπο νλνκάδνπκε κςβικούρ σάπηερ. 
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1β. Μηα κηθξή παξεμήγεζε. 

 

Ο Guthrie θαη ν De Morgan ζαθψο ζπλεδεηηνπνίεζαλ φηη ν ράξηεο ζην γξάκκα 

απαηηεί ηέζζεξα ρξψκαηα εθφζνλ θαζεκία απφ ηηο ρψξεο γεηηνλεχεη κε ηηο άιιεο 

ηξεηο. Απηφ ζεκαίλεη φηη κηα «εηθαζία ησλ ηξηψλ ρξσκάησλ» είλαη ιαλζαζκέλε, ηξία 

ρξψκαηα δελ αξθνχλ γηα λα ρξσκαηηζηνχλ φινη νη ράξηεο. Δπηπιένλ ν De Morgan 

απφδεημε φηη δελ κπνξνχλ λα ππάξρνπλ πέληε ρψξεο ψζηε θαζεκία απφ απηέο λα 

κνηξάδεηαη απφ έλα ζχλνξν κε ηηο άιιεο ηέζζεξηο. Απηφ ην απνηέιεζκα ηνλ έθαλε λα 

πηζηεχεη φηη δελ ζα ρξεηαδφηαλ λα ρξεζηκνπνηήζεη πέληε ρξψκαηα θαη άξα ην 

ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είλαη αιεζέο. Γειαδή, πίζηεπε φηη ν αξηζκφο ησλ 

ρξσκάησλ πνπ ρξεηάδνληαη γηα ηνλ ρξσκαηηζκφ ησλ ραξηψλ είλαη ν ίδηνο κε ην 

κέγηζην αξηζκφ απφ ακνηβαία γεηηνληθέο ρψξεο. Σν παξαθάησ ζρήκα απνηειεί έλα 

αληηπαξάδεηγκα ζηελ ιαλζαζκέλε απηή αληίιεςε. Αλάκεζα ζηηο έμη ρψξεο ηνπ ράξηε 

δελ ππάξρεη ζχλνιν απφ ηέζζεξηο ρψξεο ηνπ νπνίνπ θάζε κέινο λα γεηηνλεχεη κε ηα 

άιια ηξία , σζηφζν ν ράξηεο απαηηεί ηέζζεξα ρξψκαηα – ηξία γηα ηηο ρψξεο ζηνλ 

εμσηεξηθφ δαθηχιην θαη έλα ηέηαξην γηα ηε ρψξα ζην εζσηεξηθφ. 

 

Δίλαη πνιχ πηζαλφ φηη θαη o ίδηνο ν Guthrie είρε απηή ηε ιαλζαζκέλε αληίιεςε. ΢ε 

κηα ζεκείσζε ηνπ Francis Guthrie ζηα πξαθηηθά ηνπ Royal Society of Edinburgh, ην 

1880 - ζηελ νπνία αλαγλσξίδεη ηνλ εαπηφ ηνπ σο ηνλ θνηηεηή πνπ πιεζίαζε ην De 

Morgan θαη ηνλ αδεξθφ ηνπ σο ηνλ άλζξσπν πνπ εκπλεχζηεθε ην πξφβιεκα - γξάθεη: 

 

D 

B 

B 

C 

A 

A 
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Πεξίπνπ ηξηάληα ρξόληα πξηλ, όηαλ παξαθνινπζνύζα ηελ ηάμε ηνπ θαζεγεηή De 

Morgan, o αδεξθόο κνπ, Francis Guthrie, ν νπνίνο πξόζθαηα ζηακάηεζε λα ηελ 

παξαθνινπζεί (θαη πνπ ηώξα είλαη θαζεγεηήο καζεκαηηθώλ ζην South Africa 

University, ζην Cape Town) κνπ έδεημε όηη ν κεγαιύηεξνο απαξαίηεηνο αξηζκόο 

ρξσκάησλ πνπ ρξεηάδεηαη γηα ηνλ ρξσκαηηζκό ελόο ράξηε ώζηε λα απνθεπρζεί ηαύηηζε 

ρξώκαηνο ζε παξαθείκελεο πεξηνρέο είλαη ηέζζεξα. Γελ ζα επηβεβαησζώ, κεηά από 

ηόζν πέξαζκα ρξόλνπ, πξνζπαζώληαο λα δώζσ κηα απόδεημε, αιιά ην θύξην 

δηάγξακκα ήηαλ όπσο ζην πεξηζώξην. 

 

 

Με ηελ άδεηα ηνπ αδεξθνύ κνπ, θαηέζεζα ην ζεώξεκα ζηνλ θαζεγεηή De Morgan, o 

νπνίνο επραξηζηήζεθε πνιύ κε απηό, αλαγλσξίδνληαο ην σο λέν, θαη όπσο 

πιεξνθνξνύκαη από εθείλνπο πνπ κεηαγελέζηεξα παξαθνινύζεζαλ ηα καζήκαηα ηνπ, 

είρε ηε ζπλήζεηα λα ελεκεξώλεη από πνύ έιαβε ηηο πιεξνθνξίεο ηνπ. 

  

Σν πξφβιεκα ησλ πέληε ακνηβαία γεηηνληθψλ ρσξψλ, είλαη παιαηφηεξν απφ ην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ , δηφηη παξνπζηάζηεθε ζε κηα δηάιεμε ηνπ 

Γεξκαλνχ καζεκαηηθνχ θαη αζηξνλφκνπ August Ferdinand Mobius
1
 ην 1840. Σν 

πξφβιεκα ησλ πέληε πξηγθίπσλ πνπ έζεζε ν Mobius είλαη επηθαλεηαθά φκνην κε ην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

΢ε κηα απφ ηηο δηαιέμεηο ηνπ ζηε γεσκεηξία ν Mobius έθαλε ηελ επφκελε εξψηεζε: 

                                                 
1
 Ο Mobius ήηαλ θαζεγεηήο αζηξνλνκίαο ζην Leipzig θαη δηεπζπληήο ηνπ παξαηεξεηήξηνπ Leipzig 

A 

C 

D 

B 
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Σν πξόβιεκα ησλ πέληε πξηγθίπσλ 

Ενύζε θάπνηε έλαο βαζηιηάο ζηελ Ηλδία πνπ είρε έλα ηεξάζηην βαζίιεην θαη πέληε γηνπο. 

΢αλ ηειεπηαία ηνπ επηζπκία, ν βαζηιηάο δήηεζε κεηά ην ζάλαην ηνπ νη γηνί λα κνηξάζνπλ 

ην βαζίιεην κεηαμύ ηνπο κε ηέηνην ηξόπν ώζηε ην θνκκάηη πνπ αλήθεη ζε θάζε γην λα 

έρεη έλα ζύλνξν (όρη απιά έλα ζεκείν) θνηλό κε ηα ππόινηπα ηέζζεξα θνκκάηηα. Πώο 

έπξεπε λα κνηξαζηεί ην βαζίιεην; 

 

΢ηελ επφκελε δηάιεμε, νη καζεηέο ηνπ Mobius παξαδέρηεθαλ φηη αλ θαη 

πξνζπάζεζαλ ζθιεξά λα ιχζνπλ ην πξφβιεκα δελ ηα θαηάθεξαλ. Ο Mobius γέιαζε 

θαη ηνπο είπε φηη ιππφηαλ πνπ είραλ αζρνιεζεί κάηαηα, θαζψο κηα ηέηνηα κνηξαζηά 

είλαη αδχλαηε. 

 

 

 

 

Δίλαη εχθνιν λα δνχκε δηαηζζεηηθά γηαηί δελ έρεη ιχζε ην πξφβιεκα ηνπ Mobius. 

Τπνζέηνπκε φηη νη πεξηνρέο πνπ αλήθνπλ ζηνπο ηξεηο γηνπο νλνκάδνληαη Α, Β, C. 

Απηέο νη ηξεηο πξέπεη φιεο λα ζπλνξεχνπλ κεηαμχ ηνπο, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα (α). 

Η πεξηνρή D πνπ αλήθεη ζηνλ ηέηαξην γην πξέπεη λα βξίζθεηαη νινθιεξσηηθά κέζα 

ζηελ πεξηνρή πνπ θαιχπηεηαη απφ ηηο Α, Β θαη C, ή νινθιεξσηηθά εθηφο απηήο, απηέο 

νη δπν πεξηπηψζεηο θαίλνληαη ζηα ζρήκαηα (β) θαη (γ). ΢ε θαζεκία απφ απηέο ηηο 

θαηαζηάζεηο, είλαη αδχλαην λα ηνπνζεηεζεί ε πεξηνρή Δ πνπ αλήθεη ζηνλ πέκπην γην 

ψζηε λα ζπλνξεχεη θαη κε ηηο άιιεο ηέζζεξηο πεξηνρέο Α, Β, C θαη D. 

 

΢ρήκα (α)   ΢ρήκα (β)   ΢ρήκα (γ) 

A 

B C 

A 

B C 
D 

A 

B C D 
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Αλ θαη ε ηδέα θαίλεηαη ζρεδφλ πξνθαλήο, εληνχηνηο δελ αιεζεχεη γηα θάζε επηθάλεηα, 

φπσο γηα παξάδεηγκα ζηελ επηθάλεηα ελφο ηφξνπ. 

 

Πνηα είλαη ε ζρέζε κεηαμχ ηνπ πξνβιήκαηνο ηνπ Μνbius θαη ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαη γηαηί ηα κπεξδεχνπλ;  

Σελ απάληεζε δίλεη κηα πεξηνρή ησλ καζεκαηηθψλ πνπ νλνκάδεηαη Λνγηθή. ΢χκθσλα 

ινηπφλ κε ηελ ζεσξία ηεο Μαζεκαηηθήο Λνγηθήο αλ P θαη Q είλαη δπν πξνηάζεηο 

ηφηε: 

Αλ Ρ είλαη αιήζεηα, ηόηε Q είλαη αιήζεηα - ηζνδύλακα, Ρ ζπλεπάγεηαη Q. 

 

Αληηζηξέθνληαο ην, παίξλνπκε: 

 

Αλ Q είλαη ςεπδήο, ηόηε Ρ είλαη ςεπδήο – όρη Q ζπλεπάγεηαη όρη Ρ. 

 

Αιιά απηφ πνπ δελ κπνξνχκε λα πνχκε είλαη: 

 

Αλ Ρ είλαη ςεπδήο, ηόηε Q είλαη ςεπδήο – όρη Ρ ζπλεπάγεηαη όρη Q. 

 

Αο επηζηξέςνπκε ηψξα ζην πξφβιεκα ησλ πέληε πξηγθίπσλ ηνπ Mobius. Τπνζέζηε 

φηη νη φξνη ηεο επηζπκίαο ηνπ βαζηιηά κπνξνχζαλ λα ηθαλνπνηεζνχλ. Σφηε ε πεξηνρή 

πνπ αλήθεη ζε θαζέλαλ απφ ηνπο πέληε γηνπο κνηξάδεηαη ζπλνξηαθέο γξακκέο κε ηηο 

πεξηνρέο πνπ αλήθνπλ ζηνπο ηέζζεξηο άιινπο. Γειαδή, ζα ππήξρνπλ πέληε γεηηνληθέο 

πεξηνρέο, πνπ ε θαζεκία πεξηβάιιεη ηηο άιιεο ηέζζεξηο. Αλ ζέιακε λα ρξσκαηίζνπκε 

απηέο ηηο πέληε γεηηνληθέο πεξηνρέο κε δηαθνξεηηθά ρξψκαηα, ζα ρξεηαδφκαζηαλ πέληε 

ρξψκαηα (έλα γηα θάζε πεξηνρή). Έηζη ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζα ήηαλ 

ιαλζαζκέλν. 

Σν παξαπάλσ επηρείξεκα καο ιέεη φηη 

 

Αλ ππάξρεη έλαο ράξηεο κε πέληε γεηηνληθέο πεξηνρέο, ηόηε ην ζεώξεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ είλαη ιαλζαζκέλν.  

 

(Δδψ Ρ είλαη ε πξφηαζε ππάξρεη έλαο ράξηεο κε πέληε γεηηνληθέο πεξηνρέο», θαη Q 

είλαη ε πξφηαζε «ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είλαη ιαλζαζκέλν».) 
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Αληηζηξέθνληαο ην απηφ, φπσο θάλακε πξνεγνπκέλσο, έρνπκε 

 

Αλ ην πξόβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είλαη αιεζέο, ηόηε δελ ππάξρεη ράξηεο κε 

πέληε γεηηνληθέο πεξηνρέο. 

 

Απηφ πνπ δελ κπνξνχκε λα πνχκε είλαη: 

 

Αλ δελ ππάξρεη ράξηεο κε πέληε γεηηνληθέο πεξηνρέο, ηόηε ην πξόβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ είλαη αιεζέο. 

 

Έηζη, ινηπφλ, ην επηρείξεκα καο δείρλεη φηη ιχλνληαο ην πξφβιεκα ηνπ Mobius, δελ 

απνδεηθλχεηαη ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

 

Πνιινί άλζξσπνη πξνζπάζεζαλ λα απνδείμνπλ ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ 

δείρλνληαο φηη θαλέλαο ράξηεο δελ κπνξεί λα έρεη πέληε γεηηνληθέο πεξηνρέο. Αιιά, 

φπσο κφιηο είδακε, απηφ δελ απνδεηθλχεη ην επηζπκεηφ απνηέιεζκα. Η ινγηθή ηνπο 

βξηζθφηαλ ζε ιάζνο δξφκν. Έλα άηνκν πνπ έπεζε ζηελ παγίδα ήηαλ ν Γεξκαλφο 

γεσκέηξεο Richard Baltzer, πνπ ππήξμε καζεηήο ηνπ Mobius. ΢ηηο 12 Ιαλνπαξίνπ 

1885 έδσζε κηα δηάιεμε ζην Leipzig Scientific Society ζηελ νπνία πεξηέγξαςε ην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ (ην νπνίν είρε αλαθαιχςεη ζηα ελαπνκείλαληα 

ραξηηά ηνπ Mobius) θαη κεηά εμήγεζε γηαηί δελ κπνξνχλ λα ππάξρνπλ πέληε 

γεηηνληθέο πεξηνρέο. Ο Baltzer δεκνζίεπζε ηα απνηειέζκαηα απφ ηελ δηάιεμε ηνπ, 

δειψλνληαο ιαλζαζκέλα φηη ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ έπεηαη άκεζα απφ 

ηελ απφδεημε. H Ιsabel Maddison απφ ην Bryn Mawr College δηάβαζε ην 

δεκνζηεπκέλν άξζξν ηνπ Baltzer θαη ην 1897 έγξαςε «έλα ζεκείσκα ζηελ ηζηνξία ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ» ζην American Mathematical Monthly, 

αλαθέξνληαο ην άξζξν ηνπ Baltzer θαη παξαηήξεζε φηη «δελ θαίλεηαη λα είλαη γεληθά 

γλσζηφ φηη ν Μobius έζεζε ηελ εξψηεζε, ζε κηα ειαθξψο δηαθνξεηηθή κνξθή, ζηηο 

δηαιέμεηο ηνπ ην 1840». 

Aπφ ηφηε εμαπιψζεθε ε θήκε φηη ν Mobius ήηαλ εθείλνο πνπ έζεζε ην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Απηφ γηλφηαλ κέρξη ην 1959 πνπ ν γεσκέηξεο H. S. M. Coxeter 

έβαιε ηα πξάγκαηα ζηε ζέζε ηνπο θαη απφ ηφηε ν Francis Guthrie αλαγλσξίζηεθε 

παγθνζκίσο σο ν εκπλεπζηήο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 
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1γ. Iζηνξίαο ζπλέρεηα… 

 

΋ηαλ ν De Morgan έγξαςε ζηνλ Hamilton γηα ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ, ρσξίο ακθηβνιία ήιπηδε φηη ν Hamilton ζα ελδηαθεξφηαλ γηα απηφ. 

Δμάιινπ, ν De Morgan είρε δείμεη ελδηαθέξνλ γηα ηηο έξεπλεο ηνπ Hamilton, 

ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηηο ξηδνζπαζηηθήο δνπιεηάο ηνπ Sir William ζηνπο 

ππεξκηγαδηθνχο αξηζκνχο. Σειηθά, ν De Morgan έιαβε κηα ιαθσληθή θαη ηδηφηππε 

απάληεζε: «Γελ πξνηίζεκαη λα πξνζπαζήζσ ηνλ «ππεξκηγαδηθφ» ησλ ρξσκάησλ ζνπ 

ζχληνκα.» Υσξίο λα πηνεζεί, ν De Morgan έγξαςε ζε άιινπο καζεκαηηθνχο θίινπο 

ηνπ πξνζπαζψληαο λα ηνπο θηλήζεη ην ελδηαθέξνλ γηα ην πξφβιεκα. Ωζηφζν, είρε 

εγθισβηζηεί ζηελ ηδέα φηη ιχλνληαο ην «πξφβιεκα ηνπ Mobius» ζα απνδείθλπε ην 

ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Απηφ ζχληνκα ηνπ έγηλε εκκνλή. Δθφζνλ δελ 

κπνξνχζε λα ην απνδείμεη, πξφηεηλε λα ζεσξήζνπλ ηελ αιήζεηα ηνπ σο αμίσκα, ην 

νπνίν φξηζε σο «κηα πξφηαζε ε νπνία δελ κπνξεί λα εμαξηεζεί απφ πην απιέο». 

Σν Γεθέκβξην ηνπ 1853, ν De Morgan έγξαςε ζηνλ δηαθεθξηκέλν θηιφζνθν William 

Whewell, Γηεπζπληή ηνπ Trinity College, Cambridge, πεξηγξάθνληαο ηελ 

παξαηήξεζε ηνπ σο έλα καζεκαηηθφ αμίσκα ην νπνίν ήηαλ «απφιπηα ελεξγφ» κέρξη 

πνπ ζπλδέζεθε κε ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ: 

 

΢ύληνκα δηαπίζησζα ην εμήο – πνπ ζηελ αξρή ήηαλ απίζηεπην – κεηά βέβαηα αιεζέο – 

κεηά αμησκαηηθό – δηόηη δελ κπνξώ λα ην θάλσ λα εμαξηάηαη ζε θάηη ην νπνίν είλαη πην 

πξνθαλέο. 

Αλ ηέζζεξα δηακεξίζκαηα (θνκκάηηα)έρνπλ ην θαζέλα θνηλή ζπλνξηαθή γξακκή κε ηα 

άιια ηξία – ηνπιάρηζηνλ έλα από ηα ηέζζεξα πξέπεη λα εζσθιείεηαη από ηα άιια ηξία – 

ή από ιηγόηεξα… 
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Η πξψηε γλσζηή έληππε εκθάληζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ 

επίζεο ζπλδέεηαη κε ηνλ William Whewell. ΢ηηο 14 Απξηιίνπ 1860, κηα καθξνζθειήο 

αλππφγξαθε αλαζθφπεζε ηνπ βηβιίνπ The philosophy of Discovery, Chapters 

Historical and Critical ηνπ Whewell, εκθαλίζηεθε ζην Athenaeum, έλα δηάζεκν 

πεξηνδηθφ εθείλεο ηεο επνρήο. ΢ηελ αλαζθφπεζε ηνπ, ν ζπγγξαθέαο αλάθεξε ην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, δειψλνληαο φηη ήηαλ έλα πξφβιεκα γλσζηφ 

ζηνπο ραξηνγξάθνπο. Σελ πεξηγξαθή ηνπ αθνινχζεζε κηα πνιχ δπζλφεηε 

παξάγξαθνο. Ο ζπγγξαθέαο ππνζηεξίδε φηη αλ ηέζζεξηο πεξηνρέο ζε έλαλ ράξηε 

έρνπλ φιεο έλα θνηλφ ζχλνξν κε ηηο άιιεο ηξεηο, ηφηε κηα πεξηνρή πξέπεη λα 

πεξηηξηγπξίδεηαη απφ ηηο άιιεο, θαη απηφ ην θνκκάηη πξνζδηνξίδεη ην De Morgan σο 

ηνλ ζπγγξαθέα ηεο αλαζθφπεζεο. Ωο κηα ζπλέπεηα ηεο αλαζθφπεζεο ηνπ De Morgan 

ζην Athenaeum, ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ δηέζρηζε ηνλ Αηιαληηθφ πξνο 

ηηο Η.Π.Α. Δθεί ην δηάβαζε ν Ακεξηθαλφο καζεκαηηθφο, θηιφζνθνο θαη ινγηθηζηήο 

Charles Sanders Peirce. O Peirce ην ζεψξεζε «κνκθή ζηε ινγηθή θαη ζηα καζεκαηηθά 

πνπ δελ είρε βξεζεί απφδεημε κηαο πξφηαζεο ηφζν απιήο», θαη θαηά ζπλέπεηα 

παξνπζίαζε κηα ιχζε ζην Harvard University πνπ φκσο ήηαλ ιαλζαζκέλε.  

΢ηηο 18 Μαξηίνπ 1871, ν Augustus De Morgan πέζαλε ζηελ Αγγιία, έρνληαο θάλεη 

κηθξή πξφνδν ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαη κε γλσξίδνληαο φηη ζα 

πεξλνχζε πεξηζζφηεξν απφ έλαο αηψλαο πξηλ βξεζεί ε ιχζε. 
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2. ΚΤΚΛΟΗ ΣΟΤ HAMILTON… 

Ή ΜΖΠΧ΢ ΚΤΚΛΟΗ ΣΟΤ KIRKMAN 

 

Πξηλ αθφκα ηελ πξψηε έληππε εκθάληζε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ 

θαη ελψ ιίγνη αζρνινχληαλ κε ηε ιχζε ηνπ, ππήξμαλ θάπνηα ελδηαθέξνληα 

απνηειέζκαηα πάλσ ζηα πνιχεδξα. 

Ο Thomas Kirkman ήηαλ πξντζηάκελνο θιεξηθφο ζηελ κηθξή ελνξία ηνπ Croft-with-

Southworth, θνληά ζην Warrington ζην Lancashire. O Κirkman ελζνπζηαδφηαλ κε ηα 

πνιχεδξα θαη πξνζπαζνχζε λα βξεη έλα θιεηζηφ θχθιν πνπ λα δηέξρεηαη αθξηβψο κηα 

θνξά απφ θάζε θνξπθή ελφο δνζκέλνπ πνιπέδξνπ. Γπζηπρψο, ηα έγγξαθα ηνπ δελ 

είλαη εχθνια λα δηαβαζηνχλ αθνχ εθεχξε ηελ δηθή ηνπ νξνινγία, φπσο έλα p-εδξηθφ 

q-αθξν γηα έλα πνιχεδξν κε p έδξεο θαη q θνξπθέο, θαη έλα ηξηεδξηθφ άζξνηζκα γηα 

κηα θνξπθή ζηελ νπνία ζπλαληηφληαη ηξεηο έδξεο.  

Σν 1855, ν Kirkman βξήθε έλα πνιχεδξν πνπ δελ έρεη ηέηνην θχθιν. Με δηθά ηνπ 

ιφγηα: 

 

Αλ θόςνπκε ζηα δπν ην θειί κηαο κέιηζζαο κε κηα ηνκή ησλ έμη παξάιιεισλ αθκώλ ηνπ, 

έρνπκε έλα 13-αθξν, ηνπ νπνίνπ νη έδξεο είλαη έλα εμάγσλν θαη ελλέα ηεηξάπιεπξα. Σν 

θιεηζηό 13-αθξν δελ κπνξεί λα ζρεδηαζηεί. 

 

Απηφ ην πνιχεδξν κπνξεί λα πξνβιεζεί πάλσ ζην επίπεδν φπσο θαίλεηαη παξαθάησ: 
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Γηα λα δνχκε φηη δελ ππάξρεη θχθινο πνπ λα πεξλάεη θαη απφ ηηο δεθαηξείο θνξπθέο, 

ρξσκαηίζακε ηηο θνξπθέο θφθθηλεο θαη καχξεο κε ηέηνην ηξφπν ψζηε θάζε αθκή λα 

έρεη κηα καχξε θαη κηα θφθθηλε άθξε. Ο θχθινο ηφηε πξέπεη λα ελαιιάζζεηαη κεηαμχ 

θφθθηλσλ θνξπθψλ θαη καχξσλ, θαη απηφ είλαη δπλαηφ κφλν αλ ν αξηζκφο ησλ 

καχξσλ θαη ησλ άζπξσλ θνξπθψλ είλαη ν ίδηνο. Αιιά ππάξρνπλ εθηά καχξεο θαη έμη 

θφθθηλεο θνξπθέο, έηζη δελ ππάξρεη ηέηνηνο θχθινο. Ωζηφζν, φπσο παξαηήξεζε ν 

Kirkman, αλ ελψζνπκε ηελ θεληξηθή θνξπθή κε απηήλ ζηα αξηζηεξά ηεο, ηφηε 

κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε ηνλ θχθιν πνπ ςάρλνπκε. 

Σνλ επφκελν ρξφλν, ν William Rowan Hamilton ελδηαθέξζεθε γηα ηνλ ζρεδηαζκφ 

θχθισλ πάλσ ζε έλα δσδεθάεδξν σο ζπλέπεηα ηνπ έξγνπ ηνπ ζηνπο ππεξκηγαδηθνχο 

αξηζκνχο ηεζζάξσλ ζπληεηαγκέλσλ. Πην ζπγθεθξηκέλα, ζεψξεζε ηξεηο πνζφηεηεο, 

πνπ αλαπαξέζηεζε κε ηα ειιεληθά ζχκβνια η, θ, ι πνπ ηθαλνπνηνχζαλ ηηο ζρέζεηο 

2 1  , 3 1   θαη 5 1  , φπνπ   . 

Γξάθνληαο 2  , ν Hamilton έδεημε φηη 5 1  . Δπηπιένλ, πήξε ηελ καθξνζθειή 

έθθξαζε 

3 3 3 3 1       

Σελ νπνία ζπλέρηζε γηα λα ηελ αλαπαξαζηήζεη κε φξνπο ησλ θχθισλ πάλσ ζε έλα 

δσδεθάεδξν: 

Αλ μεθηλήζνπκε από ηελ θνξπθή Β, ζπλερίζνπκε πξνο ηελ C θαη ζε θάζε δηαθιάδσζε 

ζεσξήζνπκε ην ι σο δεμηά ζηξνθή θαη ην κ σο αξηζηεξή ζηξνθή, ηόηε παίξλνπκε ηνλ 

θύθιν πνπ ζέινπκε κε ηα γξάκκαηα ζηελ αιθαβεηηθή ζεηξά: 

BCDFGHJKLMNPQRSTVWXZ 

Καηαιήγνληαο πάιη ζην Β. 

 

R 

S 
Z 

X 

H 

J 

P 

Q 

V T 

 

B 

K 
L 

M 

N 

F 
G D 

C 

W 
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O Hamilton ήηαλ ηφζν πεξήθαλνο γηα ηνλ ηδηφηππν ινγηζκφ ηνπ πνπ ην κεηέηξεςε ζε 

έλα Tαμίδη Γχξσ Απφ Σνλ Κφζκν, έλα λέν θαη ηδηαίηεξα δηαζθεδαζηηθφ παηρλίδη, ζην 

νπνίν νη θνξπθέο πνπ ραξαθηεξίδνληαη απφ ηα γξάκκαηα Β,C,…,X,Z αλαπαξηζηνχλ 

ηηο ηνπνζεζίεο Brussels, Canton, Delhi,…, Xerez, Zanzibar. To αληηθείκελν είλαη λα 

«ηαμηδέςεηο ζε φινλ ηνλ θφζκν», λα επηζθεθζείο απηέο ηηο ρψξεο ζην δξφκν ζνπ θαη 

λα επηζηξέςεηο ζην αξρηθφ ζεκείν.  

 

Σέηνηα ήηαλ ή ζεκαζία θαη ε επηξξνή ηνπ Sir William πνπ ηψξα απηνί νη θχθινη 

νλνκάδνληαη θύθινη ηνπ Hamilton, θαη δελ απνδφζεθαλ ζηνλ Kirkman, o νπνίνο 

θέξδηζε ηνλ Hamilton ζε απηφ πνιινχο κήλεο θαη είρε εξεπλήζεη ηνπο θχθινπο γεληθά 

ζηα πνιχεδξα- θαη φρη κφλν ζην δσδεθάεδξν.  
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3. O CAYLEY ΑΝΑΕΧΠΤΡΧΝΔΗ ΣΟ ΠΡΟΒΛΖΜΑ 

 

Μεηά ην ζάλαην ηνπ Augustus De Morgan ην 1871, ην πξφβιεκα ηνπ ρξσκαηηζκνχ 

ραξηψλ έκεηλε ζην πεξηζψξην. Αλ θαη ν Charles Sanders Peirce ζηηο Ηλσκέλεο 

Πνιηηείεο ζπλέρηζε ηηο πξνζπάζεηεο επίιπζήο ηνπ, θαλέλαο απφ ηνπο Βξεηαλνχο 

θίινπο ηνπ De Morgan δελ ην αλέθεξε. Ωζηφζν ην πξφβιεκα δελ είρε μεραζηεί 

εληειψο, ζίγνπξα ζπλέρηζε λα ππάξρεη ζηε ζθέςε ηνπ Arthur Cayley
2
 ζην 

Παλεπηζηήκην ηνπ Cambridge. 

 

3α. Σν εξώηεκα ηνπ Cayley 

 

΢ηηο 13 Ινπλίνπ 1878 ν Αrthur Cayley παξαθνινχζεζε έλα ζπλέδξην ηεο Λνλδξέδηθεο 

Μαζεκαηηθήο Κνηλφηεηαο ( London Mathematical Society, LMS). ΢ε απηή ηελ 

ζπλάληεζε έλαο πξψελ πξφεδξνο, ν Καζεγεηήο Smith ηνπ παλεπηζηεκίνπ Oxford, 

ήηαλ ζπληνληζηήο. ΋πσο θαηαγξάθεθε ζηα πξαθηηθά ηνπ ζπλεδξίνπ, ν Cayley έζεζε 

έλα εξψηεκα: 

 

Δξσηήκαηα πνπ ηέζεθαλ από ηνλ Καζεγεηή Cayley, F.R.S. : έρεη δνζεί ιύζε ζηνλ 

ηζρπξηζκό όηη γηα ηνλ ρξσκαηηζκό ελόο ράξηε, πνπ δηαηξείηαη ζε ρώξεο, απαηηνύληαη 

κόλν ηέζζεξα ρξώκαηα, έηζη ώζηε δπν γεηηνληθέο ρώξεο λα κελ έρνπλ ην ίδην ρξώκα; 

 

΢ηηο 11 Ινπιίνπ, ην ζπλέδξην απάληεζε ζηελ απνξία ηνπ Cayley κε κηα αλαθνξά ζην 

Nature.  

Γηα ζρεδφλ έλαλ αηψλα, απφ ηφηε κέρξη ην 1976 πνπ ηνπνζεηείηαη ε αλαζθφπεζε ηνπ 

De Morgan ζην Athenaeum ηνπ The Philosophy of Discovery ηνπ Whewell, απηέο νη 

αλαθνξέο πίζηεπαλ φηη ήηαλ νη πην πξφζθαηα ηππσκέλεο αλαθνξέο γηα ην πξφβιεκα 

ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ.  

                                                 
2
 Ο Arthur Cayley, αληςηφο ηνπ εθεπξέηε θαη πξσηνπφξνπ αεξνπφξνπ Sir George Cayley, ήηαλ έλαο 

εμέρσλ καζεηήο ηνπ θνιεγίνπ Trinity, ηνπ Cambridge. Απνθνίηεζε σο Senior Wrangler (θαιχηεξνο 

ηεο ρξνληάο) ην 1842, θαη ηνλ Οθηψβξην ηνπ ίδηνπ έηνπο εθιέρζεθε πθεγεηήο ηνπ Trinity, ην λεφηεξν 

άηνκν πνπ ζπκκεηείρε ζηελ πθεγεζία ηνπ Cambridge ηνλ δέθαην έλαην αηψλα. 
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Σνλ Cayley πξαγκαηηθά ηνλ ελδηέθεξε ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαη 

ζχληνκα κεηά ην εξψηεκά ηνπ δεκνζίεπζε έλα ζεκείσκα πάλσ ζην ζέκα ζε έλα 

θαηλνχξγην γεσγξαθηθφ πεξηνδηθφ. Σνλ Απξίιην ηνπ 1879 ζε ζέκα ησλ Πξαθηηθψλ 

ηεο Βαζηιηθήο Γεσγξαθηθήο Δηαηξίαο, παξαδέρηεθε φηη: «δελ έρσ θαηαθέξεη λα βξσ 

κηα γεληθή απφδεημε, θαη αμίδεη ηνλ θφπν λα εμεγήζσ πνπ βξίζθεηαη ε δπζθνιία.» 

Ο Cayley μεθίλεζε αλαθέξνληαο φηη ην απνηέιεζκα «αλαθέξεηαη θάπνπ απφ ηνλ 

πξψελ Καζεγεηή De Morgan, ν νπνίνο αλαθέξεηαη ζε απηφ ζαλ έλα ζεψξεκα γλσζηφ 

ζηνπο ραξηνγξάθνπο». Ο Cayley ζηε ζπλέρεηα έζεζε ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ θαη παξνπζίαζε ην ζχλεζεο παξάδεηγκα ησλ ηεζζάξσλ ρσξψλ γηα λα 

δείμεη φηη κπνξνχλ λα ρξεηαζηνχλ ηέζζεξα ρξψκαηα. Μεηά παξαηήξεζε φηη  

  

Αλ έλα ζύζηεκα από έλα απζαίξεην αξηζκό n πεξηνρώλ έρεη ήδε ρξσκαηηζηεί κε 

ηέζζεξα ρξώκαηα, θαη πξνζηεζεί κηα αθόκα πεξηνρή, κε θαλέλα ηξόπν δελ πξνθύπηεη 

όηη κπνξνύκε λα ρξσκαηίζνπκε ηελ λέα πεξηνρή κε έλα από ηα ηέζζεξα ρξώκαηα, ρσξίο 

λα ηξνπνπνηήζνπκε ηνλ αξρηθό ρξσκαηηζκό.  

 

Γηα παξάδεηγκα, είπε, αλ ν αξρηθφο ρξσκαηηζκφο έρεη θαη ηα ηέζζεξα ρξψκαηα ζην 

ζχλνξν, θαη αλ ε λέα πεξηνρή ηηο πεξηθιείεη φιεο , ηφηε δελ ππάξρεη δηαζέζηκν ρξψκα 

γηα ηε λέα πεξηνρή θαη απαηηείηαη έλαο λένο ρξσκαηηζκφο. 

 

 

  

 

Ο Cayley έπεηηα έθαλε ηε ρξήζηκε παξαηήξεζε φηη, πξνζπαζψληαο λα απνδείμνπκε 

φηη ηα ηέζζεξα ρξψκαηα είλαη πάληα αξθεηά, θάπνηνο κπνξεί λα ζέζεη πην απζηεξέο 

ππνζέζεηο ζηνπο ράξηεο καο.  

 

Δηδηθόηεξα, κπνξνύκε λα πεξηνξηζηνύκε ζηνπο θπβηθνύο ράξηεο, δειαδή ζε εθείλνπο 

πνπ ππάξρνπλ αθξηβώο ηξεηο ρώξεο ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο.  

 

 Υξσκαηηζκόο n πεξηνρώλ  Αλαρξσκαηηζκόο  Υξσκαηηζκόο n +1 πεξηνρώλ  
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Γηα λα δνχκε γηαηί απηφ αιεζεχεη, ππνζέηνπκε φηη ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο απφ ηξεηο 

ρψξεο ζε κεξηθά ζεκεία ζπλάληεζεο ζην ράξηε. Πάλσ ζε θάζε ηέηνην ζεκείν ζα 

κπνξνχζακε λα θνιιήζνπκε έλα κηθξφ θπθιηθφ «κπάισκα», παξάγνληαο έηζη έλαλ 

λέν ράξηε ζηνλ νπνίν ππάξρνπλ αθξηβψο ηξεηο ρψξεο ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο. Αλ 

κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε απηφλ ην λέν ράξηε κε ηέζζεξα ρξψκαηα, φπσο 

ππνζέζακε, ηφηε εχθνια απνθηάκε έλαλ ρξσκαηηζκφ ηνπ αξρηθνχ καο ράξηε 

«ζπξξηθλψλνληαο» θάζε «κπάισκα», κεηαηξέπνληαο ην ζε ζεκείν. Η δηαδηθαζία 

απηή απεηθνλίδεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα:  

 

 

 

 

Με παξφκνην ηξφπν, κπνξνχκε λα ζέζνπκε άιιεο πεξηνξηζηηθέο ππνζέζεηο – γηα 

παξάδεηγκα, φπσο παξαηήξεζε ν Cayley, αλ κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε φινπο ηνπο 

ράξηεο κε ηέζζεξα ρξψκαηα, ηφηε κπνξνχκε λα ην θάλνπκε κε ηέηνην ηξφπν ψζηε 

κφλν ηξία ρξψκαηα λα εκθαλίδνληαη ζην εμσηεξηθφ ζχλνξν ηνπ ράξηε. Απηφ 

ζπκβαίλεη επεηδή πάληα κπνξνχκε λα πξνζζέζνπκε κηα λέα, ζε ζρήκα δαρηπιηδηνχ, 

ρψξα πνπ πεξηβάιιεη ην ράξηε. Ο ρξσκαηηζκφο ηνπ λένπ ράξηε κε ηέζζεξα ρξψκαηα 

άκεζα καο δίλεη έλαλ ρξσκαηηζκφ ηνπ αξρηθνχ ράξηε κε κφλν ηξία ρξψκαηα ηνπ 

εμσηεξηθνχ ζπλφξνπ, φπσο παξαθάησ: 

 

1 

1 

2 

2 
3 

4 

1 
1 

2 

2 
3 
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3β. Μαζεκαηηθή επαγσγή ζην πξόβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

 

Η παξαηήξεζε ηνπ Cayley γηα ηελ πξνζζήθε κηαο ρψξαο ζε έλα ρξσκαηηζκέλν ράξηε 

κε n ρψξεο θαη ηελ πξνζπάζεηα επέθηαζεο ηνπ ρξσκαηηζκνχ ζε απηή ηε λέα ρψξα, 

νδεγεί ζηε κέζνδν ηεο καζεκαηηθήο επαγσγήο γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο.  

΢ην πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, ε κέζνδνο ηεο καζεκαηηθήο 

επαγσγήο παίξλεη ηελ παξαθάησ κνξθή. Τπνζέηνπκε φηη κπνξνχκε λα απνδείμνπκε, 

γηα έλαλ απζαίξεην αξηζκφ n, φηη 

 

Αλ φινη νη ράξηεο κε n ρψξεο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα ηφηε 

θαη φινη νη ράξηεο κε n+1 ρψξεο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα.. 

 

΢ίγνπξα γλσξίδνπκε φηη φινη νη ράξηεο πνπ έρνπλ κέρξη ηέζζεξηο ρψξεο κπνξνχλ λα 

ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα. θαη έηζη  

 

Θέηνληαο n=4, έρνπκε φηη φινη νη ράξηεο κε 5 ρψξεο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε 

ηέζζεξα ρξψκαηα. 

Θέηνληαο n=5, έρνπκε φηη φινη νη ράξηεο κε 6 ρψξεο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε 

ηέζζεξα ρξψκαηα. 

Θέηνληαο n=6, έρνπκε φηη φινη νη ράξηεο κε 7 ρψξεο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε 

ηέζζεξα ρξψκαηα. 

θ.η.ι. 

 

1 

1 

2 

2 
3 

4 4 

1 

1 

2 

2 
3 

4 
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΢πλερίδνληαο κε απηφλ ηνλ ηξφπν, θαηαιήγνπκε ζην φηη φινη νη ράξηεο κπνξνχλ λα 

ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 

 

Αιιά πψο κπνξνχκε λα επεθηείλνπκε ηνλ ρξσκαηηζκφ ελφο ράξηε κε n ρψξεο ζην 

ρξσκαηηζκφ ελφο ράξηε κε n+1 ρψξεο; ΢ε κεξηθέο πεξηπηψζεηο απηφ είλαη εχθνιν. Ο 

επφκελνο ρξσκαηηζκφο γίλεηαη άκεζα, ρσξίο λα ρξεηαζηεί αλαρξσκαηηζκφο, θαη 

κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε ηελ επηπιένλ ρψξα θφθθηλε. 

 

Κάπνηεο θνξέο δελ κπνξνχκε λα θάλνπκε άκεζα ησλ ρξσκαηηζκφ, φπσο ζπκβαίλεη 

ζην επφκελν παξάδεηγκα φπνπ ηέζζεξα δηαθνξεηηθά ρξψκαηα εκθαλίδνληαη ζην 

εμσηεξηθφ ζχλνξν. Αιιά, αλ ζηα αξηζηεξά ηνπ ράξηε, ρξσκαηίζνπκε ηελ θφθθηλε 

ρψξα πξάζηλε θαη ηελ πξάζηλε ρψξα θφθθηλε, ηφηε κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε ηελ 

επηπιένλ ρψξα θφθθηλε. 

 

΢ε ηέηνηεο πεξηπηψζεηο κπνξνχκε λα επεθηείλνπκε ηνλ ρξσκαηηζκφ ζε απηφλ κε κηα 

επηπιένλ ρψξα ρσξίο ηδηαίηεξε δπζθνιία, αιιά θαζψο νη ράξηεο καο γίλνληαη νινέλα 

πην πνιχπινθνη, κπνξεί λα ρξεηαζηεί λα θάλνπκε έλαλ ζεκαληηθφ αξηζκφ 

αλαρξσκαηηζκψλ πξηλ κπνξέζνπκε λα ρξσκαηίζνπκε ηελ επηπιένλ ρψξα. 

 

Δίλαη μεθάζαξν φηη ε εχξεζε κηαο γεληθήο κεζφδνπ γηα ηελ επέθηαζε ελφο 

ρξσκαηηζκνχ είλαη δχζθνιν λα βξεζεί, θαη εθεί ελαπφθεηηαη ε θχξηα δπζθνιία ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 
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3γ. Eιάρηζηνη εγθιεκαηίεο.  

 

Φαληαζηείηε φηη ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είλαη ιαλζαζκέλν θαη φηη 

ππάξρνπλ κεξηθνί ράξηεο πνπ δελ κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 

Αλάκεζα ζε απηνχο ηνπο ράξηεο πνπ ρξεηάδνληαη πέληε ή πεξηζζφηεξα ρξψκαηα, ζα 

ππάξρνπλ θάπνηνη κε ηνλ κηθξφηεξν δπλαηφ αξηζκφ ρσξψλ. Καινχκε απηνχο ηνπο 

ράξηεο ειάρηζηνχο εγθιεκαηίεο. Παξνπζηάδνπλ «εγθιεκαηηθή» ζπκπεξηθνξά γηαηί 

δελ κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα θαη είλαη «ειάρηζηνη» , σο πξνο 

απηήλ ηε ζπλζήθε, γηαηί έρνπλ ηηο ιηγφηεξεο δπλαηφλ ρψξεο. 

 

Έλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο δελ κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξώκαηα, αιιά 

θάζε ράξηεο κε ιηγόηεξεο ρώξεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξώκαηα. 

 

Γηα λα απνδείμνπκε φηη ηα ηέζζεξα ρξψκαηα αξθνχλ, πξέπεη λα απνδείμνπκε φηη νη 

ειάρηζηνη εγθιεκαηίεο δελ κπνξνχλ λα ππάξρνπλ, θαη απηφ πξνζπαζνχκε λα ην 

θάλνπκε βξίζθνληαο αθφκα πην απζηεξέο ζπλζήθεο γηα απηνχο. ΢ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα, πξνζπαζνχκε λα ηνπο θάλνπκε ηε δσή ηφζν δχζθνιε ψζηε λα κελ 

κπνξνχλ λα ππάξρνπλ!!! 

Ωο παξάδεηγκα, κπνξνχκε εχθνια λα δείμνπκε φηη έλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο δελ 

κπνξεί λα πεξηέρεη κηα ρψξα κε δπν πιεπξέο (έλα δίγσλν). Γηαηί, ππνζέζηε φηη 

ππάξρεη έλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο πνπ πεξηέρεη έλα δίγσλν, φπσο θαίλεηαη 

παξαθάησ. Αλ αθαηξέζνπκε κηα ζπλνξηαθή γξακκή απφ ην δίγσλν, ελζσκαηψλνληαο 

ην δίγσλν κε έλαλ απφ ηνπο γείηνλεο ηνπ, παίξλνπκε έλα ράξηε κε ιηγφηεξεο ρψξεο. 

Απφ ηελ ππφζεζε καο , κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε απηφλ ην λέν ράξηε κε ηέζζεξα 

ρξψκαηα. 

 

 

R 

B 
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Σψξα μαλαδεκηνπξγνχκε ην δίγσλν επαλαθέξνληαο ηε γξακκή πνπ είρακε αθαηξέζεη. 

Αθνχ ηέζζεξα ρξψκαηα είλαη δηαζέζηκα, θαη εθφζνλ νη ρψξεο δίπια ζην δίγσλν 

ρξεζηκνπνηνχλ κφλν δχν απφ απηά, πξέπεη λα πεξηζζεχεη έλα ρξψκα γηα ην δίγσλν. 

Έηζη, κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε ηνλ ειάρηζην εγθιεκαηία κε ηέζζεξα ρξψκαηα, ην 

νπνίν έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηνλ ηζρπξηζκφ καο. Απηφ δείρλεη φηη έλαο ειάρηζηνο 

εγθιεκαηίαο δελ κπνξεί λα πεξηέρεη έλα δίγσλν. 

Με φκνην ηξφπν, κπνξνχκε λα δείμνπκε φηη έλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο δελ κπνξεί 

λα πεξηέρεη κηα ρψξα κε ηξεηο πιεπξέο (έλα ηξίγσλν). Τπνζέζηε φηη κπνξνχζε, φπσο 

θάλακε παξαπάλσ. Αθαηξνχκε κηα ζπλνξηαθή γξακκή, ζπγρσλεχνληαο ην ηξίγσλν κε 

έλαλ απφ ηνπο γείηνλέο ηνπ. Απνθηάκε έηζη έλα ράξηε κε ιηγφηεξεο ρψξεο πνπ κπνξεί 

λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα, φπσο πξνεγνπκέλσο. 

Σψξα επαλαηνπνζεηνχκε ην ηξίγσλν. Δθφζνλ νη ρψξεο δίπια απφ ην ηξίγσλν 

ρξεζηκνπνηνχλ κφλν ηξία ρξψκαηα, κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην ηέηαξην γηα 

λα ρξσκαηίζνπκε ην ηξίγσλν. Υξσκαηίζακε, έηζη, ηνλ ειάρηζην εγθιεκαηία κε 

ηέζζεξα ρξψκαηα, , θάηη ην νπνίν αληηηίζεηαη ζηελ ππφζεζε καο. Έηζη έλαο ειάρηζηνο 

εγθιεκαηίαο δελ κπνξεί λα πεξηέρεη έλα ηξίγσλν.  

 

Ση ζπκβαίλεη αλ πξνζπαζήζνπκε λα επεθηείλνπκε απηέο ηηο ηδέεο ζε ειάρηζηνπο 

εγθιεκαηίεο πνπ πεξηέρνπλ κηα ρψξα κε ηέζζεξηο πιεπξέο (έλα ηεηξάγσλν); ΋πσο 

πξνεγνπκέλσο, αθαηξνχκε κηα ζπλνξηαθή γξακκή, ζπγρσλεχνληαο ην ηεηξάγσλν κε 

έλαλ απφ ηνπο γείηνλέο ηνπ θαη απνθηψληαο έλα ράξηε κε ιηγφηεξεο ρψξεο. Ξαλά, 

κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε ην λέν ράξηε κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 
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Αιιά φηαλ επαλαηνπνζεηνχκε ην ηεηξάγσλν, νη ρψξεο δίπια ζε απηφ κπνξεί ήδε λα 

ρξεζηκνπνηνχλ θαη ηα ηέζζεξα ρξψκαηα, θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε δελ ππάξρεη 

δηαζέζηκν ρξψκα γηα ην ρξσκαηηζκφ ηνπ ηεηξαγψλνπ θαη ε απφδεημε δελ κπνξεί λα 

ζπλερηζηεί φπσο πξηλ. 

΋κνηα ζπκβαίλεη αλ πξνζπαζήζνπκε λα επεθηείλνπκε απηέο ηηο ηδέεο ζε έλαλ 

ειάρηζην εγθιεκαηία πνπ πεξηέρεη κηα ρψξα κε πέληε πιεπξέο (έλα πεληάγσλν). ΋πσο 

πξηλ, αθαηξνχκε κηα ζπλνξηαθή γξακκή, ελζσκαηψλνληαο ην πεληάγσλν κε έλαλ απφ 

ηνπο γείηνλεο ηνπ θαη απνθηάκε έλα ράξηε κε ιηγφηεξεο ρψξεο. ΋πσο θαη ζηηο 

πξνεγνχκελεο πεξηπηψζεηο, απηφο ν λένο ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα 

ρξψκαηα. 

 

΋ηαλ επαλαηνπνζεηνχκε ην πεληάγσλν, νη ρψξεο δίπια ζην πεληάγσλν κπνξεί ήδε λα 

ρξεζηκνπνηνχλ θαη ηα ηέζζεξα ρξψκαηα θαη λα κελ επηηξέπνπλ άιιν ρξψκα γηα ην 

πεληάγσλν. Πάιη ε απφδεημε δελ κπνξεί λα ζπλερηζηεί. 

΢ε επφκελν θεθάιαην ζα δνχκε πψο ν Alfred Kempe μεπέξαζε απηήλ ηελ δπζθνιία 

φηαλ ν ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο πεξηέρεη έλα ηεηξάγσλν, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κέζνδν 

ησλ αιπζίδσλ ηνπ Kempe θαη κεηά πψο πξνζπάζεζε λα επεθηείλεη ηηο ηδέεο ηνπ ζε 

ειάρηζηνπο εγθιεκαηίεο πνπ πεξηέρνπλ πεληάγσλν. 
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4. Α΢ ΓΗΝΟΤΜΔ ΑΤ΢ΣΖΡΟΗ… 

 

Έθηαζε ε ζηηγκή γηα λα γίλνπκε πην αθξηβήο ζηελ νξνινγία καο. Υξεηάδεηαη λα 

γλσξίδνπκε ηη είλαη θαη ηη δελ είλαη έλαο ράξηεο. Θα μεθηλήζνπκε θνηηάδνληαο έλα 

γεληθφηεξν είδνο δνκήο πνπ θαιείηαη γξάθεκα. Έλα γξάθεκα είλαη έλα πεπεξαζκέλν 

ζχλνιν ζεκείσλ κε πνιιά δεχγε ζεκείσλ πνπ ελψλνληαη κε κηα πεπεξαζκέλε 

ζπιινγή απφ ηφμα. Σα ζεκεία θαινχληαη θνξπθέο ηνπ γξαθήκαηνο θαη ηα ηφμα 

θαινχληαη αθκέο ηνπ. Γελ είλαη απαξαίηεην θάζε θνξπθή λα ζπλδέεηαη κε άιιε 

θνξπθή, κπνξνχλ λα ππάξρνπλ απνκνλσκέλεο θνξπθέο. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, θαλείο 

κπνξεί λα έρεη έλα γξάθεκα ρσξίο θαζφινπ αθκέο αιιά κε πνιιέο θνξπθέο. Απφ ηελ 

άιιε πιεπξά , θαλείο κπνξεί λα έρεη έλα γξάθεκα ζην νπνίν θάζε αθκή ζπλδέεηαη κε 

ηηο ππφινηπεο. Έλα ηέηνην γξάθεκα θαιείηαη πιήξεο γξάθεκα. Γπν θνξπθέο 

κπνξνχλ λα ζπλδένληαη κε πεξηζζφηεξεο απφ κηα αθκέο. Σέηνηεο αθκέο νλνκάδνληαη 

παξάιιειέο αθκέο.  

΢ε έλα γξάθεκα είλαη πηζαλφ κηα αθκή λα έρεη θαη ηα δπν άθξα ηεο ζηελ ίδηα θνξπθή. 

Απηφ θαιείηαη βξόρνο. Γελ είλαη απαξαίηεην νη αθκέο ελφο γξαθήκαηνο λα είλαη 

επζείεο. Απηφ πνπ είλαη ζεκαληηθφ είλαη πνηα δεχγε θνξπθψλ ζπλδένληαη αιιά φρη κε 

ηη κνηάδνπλ νη αθκέο πνπ ηηο ζπλδένπλ.  

Κάπνηα γξαθήκαηα κπνξνχλ λα ζρεδηαζηνχλ ζην επίπεδν έηζη ψζηε νη αθκέο ηνπο λα 

κελ ηέκλνληαη (εθηφο απφ ηηο θνξπθέο). Απηά ηα γξαθήκαηα νλνκάδνληαη επίπεδα 

γξαθήκαηα. Έλα επίπεδν γξάθεκα ρσξίδεη ην επίπεδν ζε πνιιέο ζπλεθηηθέο πεξηνρέο 

πνπ θαινχληαη έδξεο ηνπ γξαθήκαηνο. Οη έδξεο είλαη ην ίδην κε ηηο ρψξεο φηαλ δνχκε 

ην γξάθεκα σο ράξηε. 

Γελ απαηηνχκε απφ έλα γξάθεκα λα είλαη εληαίν, δειαδή, κπνξεί λα ζπληίζεηαη απφ 

πνιιά δηαθνξεηηθά θνκκάηηα. Αλ είλαη δπλαηφ λα κεηαθηλεζνχκε απφ θάζε θνξπθή 

ηνπ γξαθήκαηνο ζε νπνηαδήπνηε άιιε θνξπθή ηνπ αθνινπζψληαο ηηο αθκέο, ιέκε φηη 

ην γξάθεκα είλαη ζπλεθηηθό. ζα ιέκε φηη κηα θνξπθή έρεη βαζκφ m αλ m είλαη 

αθξηβψο ν αξηζκφο ησλ αθκψλ πνπ πξνζπίπηνπλ ζε απηήλ ηελ θνξπθή (ν ίδηνο 

νξηζκφο ηζρχεη θαη ζηνπο ράξηεο). Αλ κηα αθκή ζε κηα θνξπθή είλαη βξφρνο ηφηε απηή 

ε θνξπθή κεηξηέηαη δηπιά ζην βαζκφ ηεο θνξπθήο. 

Πξνθαλψο, θάζε ράξηεο είλαη έλα επίπεδν γξάθεκα. Ωζηφζν, δελ αιεζεχεη φηη θάζε 

επίπεδν γξάθεκα είλαη ράξηεο. Γείηε, γηα παξάδεηγκα ην παξαθάησ ζρήκα.  
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To γξάθεκα απηφ έρεη θαη ζηα δπν κέξε ηεο αθκήο κε άθξα ηηο θνξπθέο x θαη y ηελ 

ίδηα έδξα. Απηφ δελ ζα ζπλέβαηλε ζε έλα ράξηε επεηδή νη αθκέο είλαη ζχλνξα κεηαμχ 

δηαθνξεηηθψλ ρσξψλ. Κακία ρψξα δελ ζα είρε έλα άζρεην εζσηεξηθφ ζχλνξν. Σν 

παξαθάησ γξάθεκα έρεη θνξπθέο κε βαζκφ 2. 

 

Απηφ δελ ζα ζπλέβαηλε νχηε ζε έλα ράξηε, γηαηί ζε έλα ράξηε ζηηο θνξπθέο 

ζπλαληηνχληαη ηξεηο ή πεξηζζφηεξεο αθκέο. 

Οξίδνπκε έλαο ράξηεο λα είλαη έλα επίπεδν γξάθεκα ηνπ νπνίνπ νη θνξπθέο έρνπλ 

βαζκφ ηνπιάρηζηνλ ηξία θαη ηνπ νπνίνπ νη έδξεο έρνπλ ζχλνξα πνπ είλαη απιέο 

θιεηζηέο θακπχιεο. Οη έδξεο ελφο ράξηε ζα νλνκάδνληαη νη ρψξεο ηνπ. Η ηδηφηεηα 

φιεο νη έδξεο λα πεξηθιείνληαη απφ απιέο θιεηζηέο θακπχιεο ζαθψο απνθιείεη ηελ 

πηζαλφηεηα κηα αθκή λα έρεη ηελ ίδηα ρψξα θαη απφ ηηο δπν πιεπξέο. 

Πνηνο είλαη φκσο ν ηξφπνο γηα λα γλσξίδνπκε πφηε έλα γξάθεκα είλαη επίπεδν θαη 

επνκέλσο λα αληηζηνηρεί ζε έλα ράξηε; Η απάληεζε πξνθχπηεη κέζα απφ ηελ έξεπλα 

πνπ έθαλε ν Euler ζε κηα πεξηνρή δηαθνξεηηθή απφ ηα γξαθήκαηα θαη ηνπο ράξηεο 

αξθεηά ρξφληα πξηλ, θαη αθνξά ζηα πνιχεδξα 
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5. Ο ΠΔΡΗΦΖΜΟ΢ ΣΤΠΟ΢ ΣΟΤ EULER. 

 

5α. Ο Euler, ν Goldbach θαη ν Πιάησλαο. 

 

΢ηηο 14 Ννεκβξίνπ 1750, ελψ ήηαλ ζην Βεξνιίλν, ν Leonhard Euler γξάθεη έλα 

γξάκκα ζηνλ Christian Goldbach
3
, έλαλ παιαηφ ζπλάδειθν ζην St Petersburg θαη 

έλαλ ηαιαληνχρν θαη ελζνπζηψδε καζεκαηηθφ.  

 

Σν γξάκκα ηνπ Δuler αθνξνχζε πνιχεδξα ζηεξεά ζρήκαηα πνπ πεξηθιείνληαη απφ 

επίπεδεο επηθάλεηεο, φπσο ν θχβνο (πεξηθιείεηαη απφ έμη ηεηξάγσλα) ή κηα ηεηξάγσλε 

ππξακίδα (πεξηθιείεηαη απφ έλα ηεηξάγσλν θαη ηέζζεξα ηξίγσλα). 

Οη Έιιελεο έδεημαλ ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ γηα ηα θαλνληθά πνιχεδξα, φπσο είλαη ν 

θχβνο, ζηα νπνία νη έδξεο είλαη φιεο θαλνληθά πνιχγσλα ηνπ ίδηνπ ηχπνπ (φπσο 

ηεηξάγσλα) θαη νη γσλίεο έρνπλ ηελ ίδηα δηεπζέηεζε πνιπγψλσλ γχξσ ηνπο. Σα 

θαλνληθά πνιχεδξα, ηψξα ζπρλά θαινχληαη Πιαησληθά ζηεξεά, αλαθέξνληαη απφ ηνλ 

Πιάησλα ζην δηάινγφ ηνπ Σηκαίνο , 52d,4- 57c,7 (400 π.Υ.): 

 

t¾n d• d¾ genšsewj 

tiq»nhn Øgrainomšnhn ka• puroumšnhn 

ka• t¦j gÁj te ka• 

¢šroj morf¦j decomšnhn, ka• Ósa ¥lla 

toÚtoij p£qh sun- 

špetai p£scousan, pantodap¾n m�n „de‹n 

fa…nesqai, di¦ d• 

tÕ m»q' Ðmo…wn dun£mewn m»te „sorrÒpwn 

™mp…mplasqai kat' 

oÙd�n aÙtÁj „sorrope‹n, ¢ll' ¢nwm£lwj 

p£ntV talantou- 

mšnhn se…esqai m�n Øp' ™ke…nwn aÙt»n, 

kinoumšnhn d' aâ 

Η τροφός του γίγνεσθαι 

υγραίνεται, πυρώνεται δέχεται τις 

μορφές της γης και του αέρα και 

υφίσταται όλα τα συνεπόμενα πάθη 

τους, και έτσι εμφανίζει κάθε δυνατή 

όψη. Επιπλέον, καθώς οι δυνάμεις 

που την κατακλύζουν δεν είναι ούτε 

ομοιόμορφες ούτε ισόρροπες , δεν 

ισορροπεί κατά κανέναν τρόπο αλλά 

αναδεύεται ολόκληρη, χωρίς τον 

παραμικρό ρυθμό σείεται από τα 

εισερχόμενα, αλλά και αυτή με τη 

κίνηση της τους ανταποδίδει τις 

ωθήσεις. Αυτά πάλι, καθώς κινούνται 

οδηγούνται διαρκώς προς διαφορετικές 

διευθύνσεις και διαχωρίζονται μεταξύ 

                                                 
3
 Ο Goldbach είλαη ηψξα θπξίσο γλσζηφο επεηδή έζεζε κηα εηθαζία πνπ κέρξη θαη ζήκεξα παξακέλεη 

άιπηε: «Κάζε δπγόο αξηζκόο κεγαιύηεξνο ηνπ 2 κπνξεί λα γξαθηεί σο άζξνηζκα δπν πξώησλ αξηζκώλ» 
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p£lin ™ke‹na se…ein· t¦ d• kinoÚmena 

¥lla ¥llose ¢e• 

fšresqai diakrinÒmena, ésper t¦ ØpÕ 

tîn plok£nwn te ka• 

Ñrg£nwn tîn per• t¾n toà s…tou 

k£qarsin seiÒmena ka• 

¢nikmèmena t¦ m�n pukn¦ ka• barša 

¥llV, t¦ d• man¦ 

ka• koàfa e„j ˜tšran †zei ferÒmena 

›dran· tÒte oÛtw t¦ 

tšttara gšnh seiÒmena ØpÕ tÁj 

dexamenÁj, kinoumšnhj aÙtÁj 

oŒon Ñrg£nou seismÕn paršcontoj, t¦ m•n 

¢nomoiÒtata ple‹- 

ston aÙt¦ ¢f' aØtîn Ðr…zein, t¦ d• 

ÐmoiÒtata m£lista 

e„j taÙtÕn sunwqe‹n, diÕ d¾ ka• cèran 

taàta ¥lla ¥llhn 

‡scein, pr•n ka• tÕ p©n ™x aÙtîn 

diakosmhq�n genšsqai. ka• 

tÕ m•n d¾ prÕ toÚtou p£nta taàt' e•cen 

¢lÒgwj ka• ¢mštrwj· 

Óte d' ™peceire‹to kosme‹sqai tÕ p©n, pàr 

prîton ka• Ûdwr 

ka• gÁn ka• ¢šra, ‡cnh m�n œconta aØtîn 

¥tta, pant£pas… 

ge m¾n diake…mena ésper e„kÕj œcein 

¤pan Ótan ¢pÍ tinoj 

qeÒj, oÛtw d¾ tÒte pefukÒta taàta 

prîton dieschmat…sato 

e‡des… te ka• ¢riqmo‹j. tÕ d• Î dunatÕn 

æj k£llista 

¥rist£ te ™x oÙc oÛtwj ™cÒntwn tÕn qeÕn 

τους — συμβαίνει δηλαδή κάτι 

ανάλογο με το λίχνισμα των σιτηρών 

όπου ειδικά πλεκτά καλάθια σείονται 

και αναδεύονται και έτσι διαχωρίζουν 

τους μεγάλους και βαρείς σπόρους 

από τους λεπτούς και ελαφρούς 

συσσωρεύοντας τους σε διαφορετικές 

περιοχές. Κατά τον ίδιο λοιπόν τρόπο 

και τότε, τα τέσσερα στοιχεία 

δονούνταν από τη δεξαμενή, που με 

την κίνηση της θύμιζε αναδευόμενη 

συσκευή λιχνίσματος και όσο πιο 

ανόμοιο ήταν μεταξύ τους, τόσο πιο 

μακριά τα κρατούσε, ενώ συνωθούσε 

μαζί τα παρόμοια, με αποτέλεσμα τα 

στοιχεία να έχουν ήδη καταλάβει 

διαφορετικούς χώρους πριν ακόμη 

κληθούν να διακοσμήσουν το σύμπαν 

που έμελλε να γεννηθεί. Ως τότε όλα 

βρίσκονταν σε κατάσταση άλογη και 

άμετρη. Τον καιρό που ξεκινούσε η 

διακόσμηση του σύμπαντος, η φωτιά, 

το νερό, η γη και ο αέρας αρχικά 

παρουσίαζαν ίχνη μόνο της φύσης 

τους, δίνοντας την εντύπωση 

πραγμάτων που έχουν ολοκληρωτικά 

εγκαταλειφθεί από τον θεό. Το πρώτο 

λοιπόν βήμα του Θεού ήταν να τα 

παραλάβει όπως ήταν τότε και να τα 

ανασχηματίσει μέσω συγκεκριμένων 

μορφών και αριθμών. Ότι ο Θεός τα 

παρέλαβε ατελή και τα ανασυγκρότησε 

προσδίδοντας τους την ύψιστη δυνατή 

τελειότητα, είναι κάτι  

 

που, όπως πάντοτε λέμε, πρέπει να το 

δεχθούμε ως πρωταρχικό δεδομένο. 

Εκείνο όμως που τώρα θα επιχειρήσω 

να σας περιγράψω είναι η διάταξη και 
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aÙt¦ sunist£nai, 

par¦ p£nta ¹m‹n æj ¢e• toàto legÒmenon 

Øparcštw· nàn 

d' oân t¾n di£taxin aÙtîn ™piceirhtšon 

˜k£stwn ka• gšnesin 

¢»qei lÒgJ prÕj Øm©j dhloàn, ¢ll¦ g¦r 

™pe• metšcete tîn 

kat¦ pa…deusin Ðdîn di' ïn ™nde…knusqai 

t¦ legÒmena 

¢n£gkh, sunšyesqe. 

Prîton m�n d¾ pàr ka• gÁ ka• Ûdwr ka• 

¢¾r Óti sèmat£ 

™sti, dÁlÒn pou ka• pant…· tÕ d• toà 

sèmatoj e•doj p©n 

ka• b£qoj œcei. tÕ d• b£qoj aâ p©sa 

¢n£gkh t¾n ™p…pedon 

perieilhfšnai fÚsin· ¹ d• Ñrq¾ tÁj 

™pipšdou b£sewj ™k 

trigènwn sunšsthken. t¦ d� tr…gwna 

p£nta ™k duo‹n ¥r- 

cetai trigènoin, m…an m�n Ñrq¾n œcontoj 

˜katšrou gwn…an, 

t¦j d� Ñxe…aj· ïn tÕ m�n ›teron 

˜katšrwqen œcei mšroj 

gwn…aj ÑrqÁj pleura‹j ‡saij diVrhmšnhj, 

tÕ d' ›teron ¢n…soij 

¥nisa mšrh nenemhmšnhj. taÚthn d¾ 

purÕj ¢rc¾n ka• tîn 

¥llwn swm£twn Øpotiqšmeqa kat¦ tÕn 

met' ¢n£gkhj e„kÒta 

lÒgon poreuÒmenoi· t¦j d' œti toÚtwn 

¢rc¦j ¥nwqen qeÕj 

o•den ka• ¢ndrîn Öj ¨n ™ke…nJ f…loj Ï. 

η προέλευση του καθενός. Η εξήγηση 

μου θα είναι ασυνήθιστη, αλλά 

πιστεύω ότι θα με παρακολουθήσετε, 

καθώς είστε όλοι εξοικειωμένοι με 

εκείνους τους δρόμους της μάθησης 

που είμαι αναγκασμένος να 

ακολουθήσω για να στηρίξω τους 

ισχυρισμούς μου. 

Κατ' αρχάς, χωρίς καμία 

αμφιβολία είναι σε όλους φανερό ότι η 

φωτιά, το νερό, η γη και ο αέρας είναι 

σώματα. Και ακόμη, ότι κάθε σώμα 

έχει και τη διάσταση βάθους. Το 

βάθος, πάλι, περικλείεται κατ' 

ανάγκην από επιφάνειες και όσες από 

τις επιφάνειες είναι επίπεδες 

αποτελούνται από τρίγωνα.  

Όλα όμως τα τρίγωνα προέρχονται από 

δυο είδη τριγώνων, το καθένα από τα 

οποία έχει μία ορθή και δύο οξείες 

γωνίες. Από τα δύο αυτά ορθογώνια 

τρίγωνα, το ένα έχει εκατέρωθεν της 

ορθής γωνίας ίσες πλευρές που 

αντιστοιχούν σε ίσες γωνίες, ενώ το 

άλλο έχει άνισες πλευρές απέναντι σε 

άνισες γωνίες. Αυτήν λοιπόν 

αποδεχόμαστε ως πρώτη αρχή της 

φωτιάς και των άλλων σωμάτων, 

ακολουθώντας την εξήγηση μας που 

συνδυάζει το εύλογο με το αναγκαίο. 

Αρχές πιο πρωταρχικές από αυτές 

γνωρίζει μόνον ο θεός 

 

 

 

  

και όποιος είναι φίλος του θεού. 

Πρέπει τώρα να προσδιορίσουμε ποια 

είναι τα τέσσερα τελειότερα σώματα 
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de‹ d¾ lšgein po‹a 

k£llista sèmata gšnoit' ¨n tšttara, 

¢nÒmoia m�n ˜auto‹j, 

dunat¦ d� ™x ¢ll»lwn aÙtîn ¥tta 

dialuÒmena g…gnesqai· 

toÚtou g¦r tucÒntej œcomen t¾n 

¢l»qeian genšsewj pšri 

gÁj te ka• purÕj tîn te ¢n¦ lÒgon ™n 

mšsJ. tÒde g¦r 

oÙden• sugcwrhsÒmeqa, kall…w toÚtwn 

Ðrèmena sèmata 

e�na… pou kaq' ž n gšnoj ›kaston Ôn. 

toàt' oân proqumhtšon, 

t¦ diafšronta k£llei swm£twn tšttara 

gšnh sunarmÒ- 

sasqai ka• f£nai t¾n toÚtwn ¹m©j 

fÚsin ƒkanîj e„lhfšnai. 

to‹n d¾ duo‹n trigènoin tÕ m�n „soskel�j 

m…an e‡lhcen 

fÚsin, tÕ d• prÒmhkej ¢per£ntouj· 

proairetšon oân aâ tîn 

¢pe…rwn tÕ k£lliston, e„ mšllomen 

¥rxesqai kat¦ trÒpon. 

¨n oân tij œcV k£llion ™klex£menoj 

e„pe‹n e„j t¾n toÚtwn 

sÚstasin, ™ke‹noj oÙk ™cqrÕj ín ¢ll¦ 

f…loj krate‹· tiqš- 

meqa d' oân tîn pollîn trigènwn 

k£lliston ›n, Øperb£ntej 

t«lla, ™x oá tÕ „sÒpleuron tr…gwnon ™k 

tr…tou sunšsthken. 

diÒti dš, lÒgoj ple…wn· ¢ll¦ tù toàto 

™lšgxanti ka• ¢neu- 

που μπορούν να κατασκευαστούν, 

ανόμοια μεταξύ τους, ικανά όμως, 

τουλάχιστον κάποια από αυτά, να 

αποσυντίθενται και να προκύπτουν το 

ένα από το άλλο. Αν πετύχουμε τη 

σωστή απάντηση, θα έχουμε 

αυτομάτως και την αλήθεια για την 

προέλευση της γης και της φωτιάς, 

καθώς και των δύο άλλων σωμάτων 

που παίζουν τον ρόλο των γεωμετρικών 

τους μέσων. Γιατί δεν θα 

παραδεχθούμε ποτέ ότι υπάρχουν 

τελειότερα ορατά σώματα από αυτά τα 

τέσσερα, καθένα από τα οποία 

αποτελεί ξεχωριστό είδος. Οι 

προσπάθειες μας πρέπει επομένως να 

κατατείνουν αφ' ενός στην ορθή 

συναρμογή των τεσσάρων στοιχείων —

που ξεχωρίζουν ως προς την τελειότητα 

από όλα τα άλλα σώματα — και αφ' 

ετέρου στην ικανοποιητική κατανόηση 

της φύσης τους . 

Από τα δύο τρίγωνα που 

απομονώσαμε, το ισοσκελές είναι ένα 

και μοναδικό, ενώ τα σκαληνά είναι 

απειράριθμα. Πρέπει λοιπόν να 

επιλέξουμε το τελειότερο από τα 

άπειρα, αν θέλουμε να ξεκινήσουμε 

σωστά. Αν βέβαια έρθει κάποιος και 

μας υποδείξει μια καλύτερη επιλογή 

για τη συναρμογή αυτών των σωμάτων, 

θα γίνει δεκτός όχι ως εχθρός αλλά ως 

φίλος, και η συμβουλή του θα γίνει 

αποδεκτή. Η δική μας απόφαση είναι 

να παραμερίσουμε όλα τα άλλα 

τρίγωνα και να προκρίνουμε ως 

τελειότερο ένα — από δύο τέτοια 

τρίγωνα συντίθεται το ισόπλευρο 

τρίγωνο. Το γιατί είναι πολύ μεγάλη 
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rÒnti d¾ oÛtwj œcon ke‹tai f…lia t¦ 

«qla. proVr»sqw 

d¾ dÚo tr…gwna ™x ïn tÒ te toà purÕj ka• 

t¦ tîn ¥llwn 

sèmata memhc£nhtai, tÕ m�n „soskelšj, 

tÕ d• triplÁn kat¦ 

dÚnamin œcon tÁj ™l£ttonoj t¾n me…zw 

pleur¦n ¢e…. tÕ 

d¾ prÒsqen ¢safîj ·hq•n nàn m©llon 

dioristšon. t¦ g¦r 

tšttara gšnh di' ¢ll»lwn e„j ¥llhla 

™fa…neto p£nta gš- 

nesin œcein, oÙk Ñrqîj fantazÒmena· 

g…gnetai m�n g¦r ™k 

tîn trigènwn ïn proVr»meqa gšnh 

tšttara, tr…a m�n ™x 

˜nÕj toà t¦j pleur¦j ¢n…souj œcontoj, 

tÕ d� tštarton ž n 

mÒnon ™k toà „soskeloàj trigènou 

sunarmosqšn. oÜkoun 

dunat¦ p£nta e„j ¥llhla dialuÒmena ™k 

pollîn smikrîn 

Ñl…ga meg£la ka• toÙnant…on g…gnesqai, 

t¦ d� tr…a oŒÒn te· 

™k g¦r ˜nÕj ¤panta pefukÒta luqšntwn 

te tîn meizÒnwn 

poll¦ smikr¦ ™k tîn aÙtîn sust»setai, 

decÒmena t¦ pros- 

»konta ˜auto‹j sc»mata, ka• smikr¦ 

Ótan aâ poll¦ kat¦ 

t¦ tr…gwna diasparÍ, genÒmenoj eŒj 

¢riqmÕj ˜nÕj Ôgkou 

mšga ¢potelšseien ¨n ¥llo e�doj ›n. 

ιστορία, είμαι ωστόσο πρόθυμος να 

επιβραβεύσω όποιον θα έθετε 

αυτήν την υπόθεση σε λογικό 

έλεγχο και θα αποδείκνυε ότι ισχύει. 

Καταλήγουμε λοιπόν στην επιλογή δύο 

τριγώνων, από τα οποία έχουν 

κατασκευαστεί τα σώματα της φωτιάς 

και των άλλων στοιχείων. Το ένα είναι 

ισοσκελές ενώ το άλλο έχει πάντοτε το 

τετράγωνο της μεγαλύτερης κάθετης 

πλευράς του τριπλάσιο από το 

τετράγωνο της μικρότερης πλευράς. 

Πρέπει τώρα να διευκρινίσουμε 

ένα σημείο που έμεινε πριν ασαφές. 

Δόθηκε η εντύπωση ότι και τα τέσσερα 

είδη σωμάτων μπορούν να προκύψουν 

το ένα από το άλλο. Η εντύπωση όμως 

αυτή είναι λανθασμένη γιατί ενώ και 

τα τέσσερα είδη προέρχονται από τα 

τρίγωνα που μόλις επιλέξαμε τρία από 

αυτά κατασκευάζονται από το ίδιο 

τρίγωνο, το σκαληνό, και μόνο το 

τέταρτο από το ισοσκελές. Άρα δεν 

έχουν όλα τη δυνατότητα να 

αποσυντεθούν και να σχηματίσουν τα 

άλλα, συμφωνά με μια διαδικασία 

όπου πολλά μικρά σώματα συνθέτουν 

λίγα μεγάλα, και αντιστρόφως. Τα τρία 

όμως από αυτά έχουν πράγματι αυτήν 

τη δυνατότητα. Γιατί, καθώς 

προέρχονται από ένα τρίγωνο, όταν τα 

μεγαλύτερα αποσυντεθούν, από τα ίδια 

τρίγωνα δημιουργούνται πολλά μικρά, 

παίρνοντας το νέο σχήμα που τους 

αρμόζει. Και αντιστρόφως, όταν πολλά 

μικρά σώματα διασπαστούν στα 

συστατικά τους τρίγωνα, 

συσσωρεύονται αρκετά τρίγωνα που θα 

μπορούσαν να αποτελέσουν ένα 
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taàta m�n oân lelšcqw 

per• tÁj e„j ¥llhla genšsewj· oŒon d� 

›kaston aÙtîn 

gšgonen e�doj ka• ™x Óswn sumpesÒntwn 

¢riqmîn, lšgein 

¨n ˜pÒmenon e‡h. ¥rxei d¾ tÒ te prîton 

e�doj ka• smikrÒ- 

taton sunist£menon, stoice‹on d' aÙtoà 

tÕ t¾n Øpote…nousan 

tÁj ™l£ttonoj pleur©j diplas…an œcon 

m»kei· sÚnduo d• 

toioÚtwn kat¦ di£metron suntiqemšnwn 

ka• tr•j toÚtou 

genomšnou, t¦j diamštrouj ka• t¦j 

brace…aj pleur¦j e„j 

taÙtÕn æj kšntron ™reis£ntwn, ž n 

„sÒpleuron tr…gwnon ™x ž x 

tÕn ¢riqmÕn Ôntwn gšgonen. tr…gwna d� 

„sÒpleura sunist£- 

mena tšttara kat¦ sÚntreij ™pipšdouj 

gwn…aj m…an stere¦n 

gwn…an poie‹, tÁj ¢mblut£thj tîn 

™pipšdwn gwniîn ™fexÁj 

gegonu‹an· toioÚtwn d• ¢potelesqeisîn 

tett£rwn prîton 

e•doj stereÒn, Ólou periferoàj 

dianemhtikÕn e„j ‡sa mšrh 

ka• Ómoia, sun…statai. deÚteron d� ™k 

m•n tîn aÙtîn 

trigènwn, kat¦ d� „sÒpleura tr…gwna 

Ñktë sust£ntwn, 

m…an ¢pergasamšnwn stere¦n gwn…an ™k 

tett£rwn ™pipšdwn· 

μεγάλο σώμα άλλου είδους. 

Αρκετά όμως έχουν ειπωθεί για 

τον αμοιβαίο μετασχηματισμό τους. 

Εκείνο που λογικά ακολουθεί είναι να 

προσδιορίσουμε τι μορφή παίρνει το 

κάθε σώμα και πόσοι αριθμοί 

συμμετέχουν στην κατασκευή του. 

Θα αρχίσουμε από την 

κατασκευή του πρώτου και πιο μικρού 

στερεού, συστατική του μονάδα είναι 

το τρίγωνο που έχει υποτείνουσα 

διπλάσια από τη μικρότερη του 

πλευρά. Αν συνενώσουμε δύο τέτοια 

τρίγωνα στην υποτείνουσα 

τους,επαναλάβουμε το ίδιο τρεις φορές 

και τα συνθέσουμε όλα έτσι ώστε οι 

υποτείνουσες και οι μικρότερες 

πλευρές να ενωθούν στο ίδιο κεντρικό 

σημείο, τότε δημιουργείται ένα 

ισόπλευρο τρίγωνο που αποτελείται 

από έξι αρχικά τρίγωνα. Παίρνουμε 

τώρα τέσσερα ισόπλευρα τρίγωνα και 

τα συνθέτουμε με τέτοιο τρόπο ώστε οι 

επίπεδες γωνίες τους να σχηματίζουν 

ανά τρεις μία στερεά γωνία, το μέγεθος 

της οποίας προσεγγίζει οριακά την 

αμβλύτερη επίπεδη γωνία. Όταν 

δημιουργηθούν τέσσερις τέτοιες 

στερεές γωνίες, έχουμε κατασκευάσει 

το πρώτο είδος στερεού, αυτό που 

διαιρεί την περιγεγραμμένη σφαίρα σε 

τέσσερα ίσα και όμοια μέρη [το 

κανονικό τετράεδρο]. 

Το δεύτερο στερεό προέρχεται 

από τα ίδια αρχικά τρίγωνα, και 

προκύπτει όταν συντεθούν οκτώ 

ισόπλευρα τρίγωνα με τέτοιο τρόπο 

ώστε μία στερεά γωνία να σχηματίζεται 

από τέσσερις επίπεδες. Με τον 
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ka• genomšnwn ž x toioÚtwn tÕ deÚteron 

aâ sîma oÛtwj œscen 

tšloj. tÕ d� tr…ton ™k d•j ˜x»konta tîn 

stoice…wn sum- 

pagšntwn, stereîn d• gwniîn dèdeka, 

ØpÕ pšnte ™pipšdwn 

trigènwn „sopleÚrwn periecomšnhj 

˜k£sthj, e‡kosi b£seij 

œcon „sopleÚrouj trigènouj gšgonen. ka• 

tÕ m�n ›teron 

¢p»llakto tîn stoice…wn taàta 

gennÁsan, tÕ d� „soskel�j 

tr…gwnon ™gšnna t¾n toà tet£rtou fÚsin, 

kat¦ tšttara 

sunist£menon, e„j tÕ kšntron t¦j Ñrq¦j 

gwn…aj sun£gon, 

ž n „sÒpleuron tetr£gwnon 

¢pergas£menon· ž x d• toiaàta 

sumpagšnta gwn…aj Ñktë stere¦j 

¢petšlesen, kat¦ tre‹j 

™pipšdouj Ñrq¦j sunarmosqe…shj 

˜k£sthj· tÕ d• scÁma toà 

sust£ntoj sèmatoj gšgonen kubikÒn, ž x 

™pipšdouj tetra- 

gènouj „sopleÚrouj b£seij œcon. œti d� 

oÜshj sust£sewj 

mi©j pšmpthj, ™p• tÕ p©n Ð qeÕj aÙtÍ 

katecr»sato ™ke‹no 

diazwgrafîn. 

•A d» tij e„ p£nta logizÒmenoj ™mmelîj 

¢poro‹ pÒteron 

¢pe…rouj cr¾ kÒsmouj e�nai lšgein À 

pšraj œcontaj, tÕ m•n 

σχηματισμό έξι τέτοιων στερεών γωνιών 

το δεύτερο σώμα έχει ολοκληρωθεί [το 

κανονικό οκτάεδρο]. 

Το τρίτο προκύπτει από τη 

σύνθεση εκατόν είκοσι στοιχειωδών 

τριγώνων και δώδεκα στερεών γωνιών, 

η καθεμία από τις οποίες ορίζεται από 

πέντε επίπεδες γωνίες ισοπλεύρων 

τριγώνων. Διαθέτει είκοσι ισόπλευρες 

τριγωνικές έδρες [το κανονικό 

εικοσάεδρο]. 

Με τη δημιουργία των τριών 

στερεών ολοκληρώθηκε το έργο του 

ενός τριγώνου. Την γέννηση του 

τέταρτου στερεού ανέλαβε το ισοσκελές 

τρίγωνο. 

Τέσσερα ισοσκελή τρίγωνα 

συνενώθηκαν φέρνοντας τις ορθές τους 

γωνίες στο κέντρο και σχημάτισαν ένα 

ισόπλευρο τετράγωνο.  

 

Η σύνθεση έξι τέτοιων 

τετραγώνων απέδωσε οκτώ στερεές 

γωνίες που αποτελούνται από τρεις 

επίπεδες ορθές γωνίες. Το σχήμα του 

σώματος που προέκυψε έγινε κυβικό 

με έξι ισόπλευρες τετραγωνικές έδρες 

[το κανονικό εξάεδρο ή κύβος]. 

Έμεινε ακόμη μία κατασκευή, 

η πέμπτη. Αυτή την κατασκευή ο Θεός 

την προέβαλε στο σύμπαν, και το 

διακόσμησε περιχαράσσοντας το με 

αυτήν. 

Στο σημείο αυτό, μπορεί 

κανείς να σταθμίσει όλα όσα 

προηγήθηκαν και να θέσει το ερώτημα 

αν πρέπει να λέμε ότι το πλήθος των 

κόσμων είναι άπειρο ή πεπερασμένο. 

Όποιος βέβαια υποστηρίξει ότι 
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¢pe…rouj ¹g»sait' ¨n Ôntwj ¢pe…rou 

tinÕj e•nai dÒgma ïn 

œmpeiron creën e�nai, pÒteron d� ›na À 

pšnte aÙtoÝj ¢lhqe…v 

pefukÒtaj lšgein pot� pros»kei, m©llon 

¨n taÚtV st¦j 

e„kÒtwj diapor»sai. tÕ m•n oân d¾ par' 

¹mîn ›na aÙtÕn 

kat¦ tÕn e„kÒta lÒgon pefukÒta mhnÚei 

qeÒn, ¥lloj d� e„j 

¥lla pV blšyaj ›tera dox£sei. ka• 

toàton m�n meqetšon, 

t¦ d� gegonÒta nàn tù lÒgJ gšnh 

diane…mwmen e„j pàr ka• 

gÁn ka• Ûdwr ka• ¢šra. gÍ m•n d¾ tÕ 

kubikÕn e•doj dîmen· 

¢kinhtot£th g¦r tîn tett£rwn genîn gÁ 

ka• tîn swm£twn 

plastikwt£th, m£lista d• ¢n£gkh 

gegonšnai toioàton tÕ t¦j 

b£seij ¢sfalest£taj œcon· b£sij d• ¼ te 

tîn kat' ¢rc¦j 

trigènwn Øpoteqšntwn ¢sfalestšra 

kat¦ fÚsin ¹ tîn ‡swn 

pleurîn tÁj tîn ¢n…swn, tÒ te ™x 

˜katšrou sunteq�n ™p…- 

pedon „sÒpleuron „sopleÚrou 

tetr£gwnon trigènou kat£ te 

mšrh ka• kaq' Ólon stasimwtšrwj ™x 

¢n£gkhj bšbhken. diÕ 

gÍ m�n toàto ¢ponšmontej tÕn e„kÒta 

lÒgon diasózomen, 

Ûdati d' aâ tîn loipîn tÕ 

υπάρχουν άπειροι κόσμοι, θα 

αποδειχθεί στην πραγματικότητα ο 

ίδιος άπειρος, εκεί που θα έπρεπε να 

είναι έμπειρος! Ποια είναι όμως η 

αλήθεια; Έχει υπάρξει μόνον ένας 

κόσμος ή μήπως πέντε; Αν περιοριστεί 

κανείς σε αυτό το δίλημμα, τότε 

μάλλον έχει διατυπώσει μια εύλογη 

απορία. Η δική μας θέση, όπως 

προκύπτει από τις εύλογες εξηγήσεις 

που προηγήθηκαν, είναι ότι έχει 

γεννηθεί μόνον ένας θεός. Κάποιος 

άλλος όμως μπορεί να στηριχθεί σε 

διαφορετικές θεωρήσεις και να 

ισχυριστεί κάτι άλλο. 

Αλλά ας αφήσουμε καλύτερα 

αυτό το ζήτημα και ας επιστρέψουμε 

στα στερεά, που μόλις προέκυψαν από 

τη διήγηση μας. Θα προχωρήσουμε 

στη διανομή τους στη φωτιά, τη γη, το 

νερό και τον αέρα. Στη γη, ας δώσουμε 

τη μορφή του κύβου. Γιατί είναι η πιο 

δυσκίνητη και η πιο εύπλαστη από τα 

τέσσερα σώματα, άρα πρέπει να πάρει 

τη μορφή εκείνου του στερεού που 

έχει τις σταθερότερες βάσεις. Και αν 

συγκρίνουμε τα αρχικά τρίγωνα, 

σταθερότερη από τη φύση της είναι 

εκείνη η βάση που αποτελείται από 

ισοσκελή παρά από σκαληνά τρίγωνα· 

αν πάλι εξετάσουμε την επίπεδη έδρα 

που συνθέτουν τα δύο είδη τριγώνων, 

τότε το τετράγωνο, ως όλο και κατά 

μέρη, στηρίζεται σταθερότερα από το 

ισόπλευρο τρίγωνο. Αποδίδοντας 

λοιπόν τον κύβο στη γη διασώζουμε 

τον εύλογο χαρακτήρα της διήγησης 

μας. Αντιστοίχως θα αποδώσουμε στο 

νερό το πιο δυσκίνητο από τα στερεά 
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duskinhtÒtaton e•doj, tÕ d' 

eÙkinhtÒtaton pur…, tÕ d� mšson ¢šri· 

ka• tÕ m�n smikrÒ- 

taton sîma pur…, tÕ d' aâ mšgiston 

Ûdati, tÕ d� mšson 

¢šri· ka• tÕ m�n ÑxÚtaton aâ pur…, tÕ d• 

deÚteron ¢šri, tÕ 

d� tr…ton Ûdati. taàt' oân d¾ p£nta, tÕ 

m�n œcon Ñlig…staj 

b£seij eÙkinhtÒtaton ¢n£gkh pefukšnai, 

tmhtikètatÒn te 

ka• ÑxÚtaton ×n p£ntV p£ntwn, œti te 

™lafrÒtaton, ™x 

Ñlig…stwn sunestÕj tîn aÙtîn merîn· tÕ 

d• deÚteron 

deutšrwj t¦ aÙt¦ taàt' œcein, tr…twj d� 

tÕ tr…ton. œstw d¾ 

kat¦ tÕn ÑrqÕn lÒgon ka• kat¦ tÕn 

e„kÒta tÕ m�n tÁj pura- 

m…doj stereÕn gegonÕj e�doj purÕj 

stoice‹on ka• spšrma· tÕ 

d• deÚteron kat¦ gšnesin e‡pwmen ¢šroj, 

tÕ d� tr…ton Ûdatoj. 

p£nta oân d¾ taàta de‹ dianoe‹sqai 

smikr¦ oÛtwj, æj kaq' 

ž n ›kaston m�n toà gšnouj ˜k£stou di¦ 

smikrÒthta oÙd•n 

Ðrèmenon Øf' ¹mîn, sunaqroisqšntwn d� 

pollîn toÝj Ôgkouj 

aÙtîn Ðr©sqai· ka• d¾ ka• tÕ tîn 

¢nalogiîn per… te t¦ 

pl»qh ka• t¦j kin»seij ka• t¦j ¥llaj 

dun£meij pantacÍ 

που έχουν απομείνει, στη φωτιά το πιο 

ευκίνητο και στον αέρα το ενδιάμεσο· 

το μικρότερο στη φωτιά, το μεγαλύτερο 

στο νερό και το ενδιάμεσο στον αέρα· 

το λιγότερο οξύ στο νερό, το 

περισσότερο οξύ στη φωτιά και το 

ενδιάμεσο στον αέρα. 

Από τα τρία στερεά, αυτό που 

έχει τις λιγότερες έδρες είναι κατ’ 

ανάγκην και το πιο ευκίνητο, το πιο 

κοφτερό και οξύ προς κάθε 

κατεύθυνση και επί πλέον το πιο 

ελαφρό, αφού αποτελείται από τον 

μικρότερο αριθμό ίσων μερών. Σε 

μικρότερο βαθμό έχει αυτές τις 

ιδιότητες το δεύτερο στερεό και σε 

ακόμη μικρότερο το τρίτο. Ο ορθός 

λοιπόν αλλά και ο εύλογος συλλογι-

σμός μάς οδηγεί να αποδώσουμε στο 

στοιχείο ή σπέρμα της φωτιάς τη στε-

ρεά κατασκευή που έχει τη μορφή της 

πυραμίδας· στον αέρα θα αποδώσουμε 

τη δεύτερη στη σειρά κατασκευή [το 

οκτάεδρο] και στο νερό την τρίτη [το 

εικοσάεδρο]. 

Όλα αυτά τα στερεά πρέπει να 

φανταστούμε ότι είναι τόσο μικρά, 

ώστε τελικά οι επιμέρους μονάδες του 

κάθε στοιχείου μένουν αόρατες 

εξαιτίας του μικρού μεγέθους τους· 

ορατός γίνεται μόνον ο όγκος που 

προκύπτει από τη συνάθροιση πολλών 

μονάδων.  

 

 

 

Πρέπει ακόμη να 

αντιληφθούμε ότι ο Θεός, εφόσον η 
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tÕn qeÒn, ÓpVper ¹ tÁj ¢n£gkhj ˜koàsa 

peisqe‹s£ te fÚsij 

Øpe‹ken, taÚtV p£ntV di' ¢kribe…aj 

¢potelesqeisîn Øp' aÙtoà 

sunhrmÒsqai taàta ¢n¦ lÒgon. 

Ανάγκη πειθόταν να υποχωρήσει με τη 

θέληση της, καθόριζε επακριβώς τις 

αναλογίες που διέπουν το πλήθος, τις 

κινήσεις και τις άλλες δυνάμεις των 

στοιχείων, και έτσι προχωρούσε στην 

αρμονική συναρμογή τους. 

 

 

 

Σα ΢ηνηρεία ηνπ Δπθιείδε (300 π.Υ.), ην πην πνιπδηαβαζκέλν καζεκαηηθφ βηβιίν 

φισλ ησλ επνρψλ, δείρλεη πψο θαηαζθεπάδνληαη, θαη νινθιεξψλεη κε κηα απφδεημε 

φηη ππάξρνπλ κφλν πέληε θαλνληθά πνιχεδξα: 

1. ην ηεηξάεδξν, πεξηθιείεηαη απφ ηέζζεξα ηζφπιεπξα ηξίγσλα 

2. ν θύβνο, πεξηθιείεηαη απφ έμη ηεηξάγσλα  

3. ην νθηάεδξν, πεξηθιείεηαη απφ νρηψ ηζφπιεπξα ηξίγσλα 

4. ην δσδεθάεδξν, πεξηθιείεηαη απφ δψδεθα θαλνληθά πεληάγσλα 

5. ην εηθνζάεδξν, πεξηθιείεηαη απφ είθνζη ηζφπιεπξα ηξίγσλα. 

Οη Έιιελεο ζπζρέηηδαλ απηά ηα πνιχεδξα κε ηα αξραία ζηνηρεία: θσηηά (ηεηξάεδξν), 

γε (θχβνο), αέξαο (νθηάεδξν) θαη λεξφ (εηθνζάεδξν). Σν δσδεθάεδξν ζρεηίδεηαη κε 

ηνλ θφζκν.  

Αλ ηψξα ραιαξψζνπκε ηε ζπλζήθε φιεο νη πιεπξέο λα είλαη ηνπ ίδηνπ ηχπνπ, αιιά λα 

δηαηεξήζνπκε νη γσλίεο λα έρνπλ ηελ ίδηα δηεπζέηεζε ησλ θαλνληθψλ πνιπγψλσλ 

γχξσ ηνπο, ηφηε απνθηάκε ηα εκηθαλνληθά (ή Αξρηκήδεηα) πνιύεδξα. Τπάξρνπλ δχν 

άπεηξεο νηθνγέλεηεο απηψλ, ηα πξίζκαηα θαη ηα αληηπξίζκαηα, πνπ απνηεινχληαη απφ 

έλα δεπγάξη ίζσλ πνιπγψλσλ ζηελ θνξπθή θαη ζηνλ πάην, κε κηα ισξίδα απφ 

ηεηξάγσλα ή ίζα ηξίγσλα γχξσ απφ ηε κέζε. 

Τπάξρνπλ αθφκα δεθαηξία άιια εκηθαλνληθά πνιχεδξα, κεξηθά κε ππέξνρα νλφκαηα, 

γηα παξάδεηγκα, ην κεγαινπξεπέο ξνκβνεηθνζάεδξν. 

Αλ θαη νη Έιιελεο θαη άιινη είραλ αζρνιεζεί κε ηελ θαηαζθεπή πνιπέδξσλ, θαλείο 

πξηλ ηνλ Euler δελ θαίλεηαη λα ελδηαθέξζεθε λα εμεηάζεη ην πηζαλφ αξηζκφ εδξψλ, 

αθκψλ θαη θνξπθψλ ελφο πνιπέδξνπ. Πξψηνο ν Euler εηζήγαγε ηηο έλλνηεο ησλ 

αθκψλ θαη ησλ θνξπθψλ. 

΢ην γξάκκα ηνπ πξνο ην Goldbach, ν Euler γξάθεη, ζην πεξίεξγν κίγκα Λαηηληθψλ 

θαη Γεξκαληθψλ πνπ κεξηθέο θνξέο ρξεζηκνπνηνχζε: 
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Πξόζθαηα κε απαζρόιεζε λα θαζνξίζσ ηηο γεληθέο ηδηόηεηεο ησλ ζηεξεώλ πνπ 

πεξηθιείνληαη από επίπεδεο έδξεο, δηόηη ρσξίο ακθηβνιία πξέπεη λα βξεζνύλ γεληθά 

ζεσξήκαηα γηα απηά… 

 

Έζησ H  ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ εδξψλ, S  ν αξηζκφο ησλ θνξπθψλ θαη A  ν 

αξηζκφο ησλ αθκψλ, ν Euler έθαλε έλα πιήζνο ππνζέζεσλ. Απηέο νδήγεζαλ ζε έλα 

πιήζνο πξνηάζεσλ, εθ ησλ νπνίσλ ε έθηε ηνπ πξνθάιεζε θάπνηα δπζθνιία: 

 

Αιιά δελ κπνξώ αθόκε λα δώζσ κηα απόιπηα ηθαλνπνηεηηθή απόδεημε ηεο αθόινπζεο 

πξόηαζεο: 

6. ΢ε θάζε ζηεξεό πνπ πεξηθιείεηαη από επίπεδεο έδξεο ην ζύλνιν ηνπ αξηζκνύ ησλ 

εδξώλ θαη ηνπ αξηζκνύ ησλ ζηεξεώλ γσληώλ (θνξπθώλ) ππεξηεξνύλ θαηά δύν ηνλ 

αξηζκό ησλ αθκώλ, ή H+S=A+2... 

 

Ο Δuler ζεκείσζε φηη «απηφ ην γεληθφ απνηέιεζκα ζηελ γεσκεηξία ησλ ζηεξεψλ δελ 

ην είρε παξαηεξήζεη θαλείο πξηλ, απφ φζν γλσξίδσ». Σψξα είλαη γλσζηφ σο ν ηύπνο 

ηνπ Euler γηα ηα πνιύεδξα θαη κπνξεί λα εθθξαζηεί σο: 

 

Γηα θάζε πνιύεδξν, 

(αξηζκόο ησλ εδξώλ)+(αξηζκόο ησλ θνξπθώλ)=(αξηζκόο ησλ αθκώλ)+2 

ή ηζνδύλακα, 

(αξηζκόο ησλ εδξώλ)+(αξηζκόο ησλ θνξπθώλ)-(αξηζκόο ησλ αθκώλ)=2. 

 

Αληί λα ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ζπκβνιηζκφ ηνπ Euler, ζα γξάθνπκε 

 ηα ηνλ αξηζκφ ησλ εδξψλ, F   θαη Δ γηα ηνλ αξηζκφ ησλ αθκψλ . Ο ηχπνο ηνπ Euler 

ηφηε γξάθεηαη F-E+V=2 . Μπνξνχκε λα θαηαλνήζνπκε θαιχηεξα απηφλ ηνλ ηχπν αλ 

μαλαδνχκε ηνπιάρηζηνλ έλα απφ ηα πέληε θαλνληθά πνιχεδξα. 

Έλαο θχβνο έρεη έμη ηεηξάγσλεο έδξεο, δψδεθα αθκέο θαη νρηψ θνξπθέο, έηζη 

F=6, E=12, V=8, θαη ν ηχπνο ηνπ Euler πξνθχπηεη 6 12 8 2F E V      , φπσο 

αλακέλακε. 
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Αλ θαη ν Leonhard Euler δελ ήηαλ αξρηθά ηθαλφο λα «δψζεη κηα απφιπηα 

ηθαλνπνηεηηθή απφδεημε» ηνπ ηχπνπ, ηειηθά έδσζε κηα «απφδεημε κε θαηαηεκαρηζκφ» 

ζηελ νπνία δηαδνρηθά αθαηξνχζε ηεηξαεδξνεηδή ζρήκαηα απφ ην πνιχεδξν κε ηέηνην 

ηξφπν ψζηε ε πνζφηεηα F-E+V  λα κέλεη αλεπεξέαζηε ζε θάζε ζηάδην. ΢πλερίδνληαο 

κε απηφλ ηνλ ηξφπν, ηειηθά έθηαζε ζε έλα κφλν ηεηξάεδξν, γηα ην νπνίν ηζρχεη 

F-E+V=2 , φπσο είδακε παξαπάλσ. Δθφζνλ ε ηηκή ηνπ F-E+V  παξακέλεη ε ίδηα ζε 

θάζε ζηάδην ηεο δηαδηθαζίαο, πξέπεη λα είλαη ίζε κε 2 γηα ην πνιχεδξν απφ ην νπνίν 

μεθίλεζε. O Euler παξνπζίαζε ηελ απφδεημή ηνπ ζηελ Αθαδεκία Δπηζηεκψλ ηνπ St 

Petersburg ζηηο 9 ΢επηεκβξίνπ 1751, αθνινχζεζαλ δπν ζεκαληηθά άξζξα γηα ηα 

πνιχεδξα ζηα πξαθηηθά ηεο Αθαδεκίαο, πνπ γξάθηεθαλ ην 1752 αιιά δελ 

δεκνζηεχηεθαλ κέρξη ην 1756. 

Γπζηπρψο γηα ηνλ Euler, δελ είλαη δηφινπ πξνθαλέο φηη απηή ε δηαδηθαζία 

θαηαηεκαρηζκνχ κπνξεί πάληα λα πξαγκαηνπνηεζεί, έηζη ε απφδεημε ηνπ πξέπεη λα 

ζεσξεζεί ειιηπήο. Πξάγκαηη, ε πξψηε ζσζηή απφδεημε δελ δφζεθε κέρξη ην 1794, 

απφ ηνλ Γάιιν αξηζκν-ζεσξεηηθφ, αζηξνλφκν θαη ζπγγξαθέα εγρεηξηδίσλ Adrien-

Marie Legendre.  
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5β. Ζ ζρέζε κεηαμύ ησλ πνιπέδξσλ θαη ησλ ραξηώλ. 

 

Μπνξνχκε λα δνχκε ηε ζρέζε κεηαμχ πνιπέδξσλ θαη ραξηψλ πξνβάιινληαο ην 

πνιχεδξν απφ έλα κφλν ζεκείν πάλσ ζηελ ζθαίξα. Γηα λα ην θάλνπκε απηφ, πξψηα 

θνπζθψλνπκε ην πνιχεδξν λα εθαξκφζεη κέζα ζε ζθαίξα θαη κεηά πξνβάιινπκε ηηο 

αθκέο θαη ηηο θνξπθέο πάλσ ζηε ζθαίξα. Απηφ κπνξείηε λα ην θαληαζηείηε 

ηνπνζεηψληαο έλα κηθξφ θσο κέζα ζην πνιχεδξν θαη λα πάξεηε ηε ζθηά απφ ηηο 

θνξπθέο θαη ηηο αθκέο πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηεο ζθαίξαο. ΢ηε ζπλέρεηα πξνβάιιεηαη 

ηνλ ράξηε ηεο ζθαίξαο ζην επίπεδν φπσο έρνπκε παξνπζηάζεη ζε πξνεγνχκελε 

παξάγξαθν.  

 

Μπνξνχκε λα απνθηήζνπκε κηα επίπεδε κνξθή νπνηνπδήπνηε πνιχεδξνπ κε απηφλ 

ηνλ ηξφπν. Σα παξαθάησ δηαγξάκκαηα δείρλνπλ έλα δσδεθάεδξν ζηε ζηεξεή θαη ζηε 

πξνβνιηθή ηνπ κνξθή. 

 

 

Ωζηφζν, δελ ζα πξέπεη θαλείο λα έρεη ηελ εληχπσζε φηη κπνξνχκε λα μεθηλήζνπκε κε 

έλα ράξηε ζην επίπεδν θαη λα πάξνπκε ην αληίζηνηρν πνιχεδξν. Δλψ ππάξρεη ηξφπνο 

λα πξνβάινπκε ην ράξηε απφ ην επίπεδν πάλσ ζηε ζθαίξα, δελ ππάξρεη δηαδηθαζία 

γηα λα πάξνπκε ζην εζσηεξηθφ ηεο ην πνιχεδξν.  
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Σν 1813, ν Augustin-Louis Cauchy ελδηαθέξζεθε γηα ηα πνιχεδξα. Ο Cauchy ήηαλ ν 

επηθεθαιήο καζεκαηηθφο ζηε Γαιιία ην πξψην κηζφ ηνπ δέθαηνπ ελάηνπ αηψλα, 

δίλνληαο ηελ πξψηε απζηεξή κνξθή ηνπ ινγηζκνχ θαη βνεζψληαο ζην μεθίλεκα κηαο 

ζπνπδαίαο πεξηνρήο ηεο άιγεβξαο, γλσζηήο σο ζεσξία νκάδσλ. Ο Cauchy απφδεημε 

πξψηα πξνβάιινληαο ην πνιχεδξν πάλσ ζε κηα επίπεδε επηθάλεηα, φπσο 

πεξηγξάςακε παξαπάλσ. Ο ηχπνο ηζρχεη θαη γηα απηά ηα επίπεδα ζρήκαηα, κε ηελ 

πξνυπφζεζε φηη είκαζηε πξνζεθηηθνί κε ην πψο ζεσξνχκε ηελ εμσηεξηθή πεξηνρή. Ο 

Cauchy πξνηίκεζε λα αγλνήζεη ηελ εμσηεξηθή πεξηνρή (ε νπνία εκθαλίδεηαη φηαλ 

θάλνπκε επίπεδν ην πνιχεδξν), έηζη φκσο είρε κηα πεξηνρή ιηγφηεξε απφ πξηλ. Έηζη ε 

δηαηχπσζε ηνπ γηα ηνλ ηχπν ηνπ Euler έγηλε 1F E V   . Γηα παξάδεηγκα, ν 

επίπεδνο θχβνο έρεη 5 «εζσηεξηθέο» πεξηνρέο, 12 αθκέο θαη 8 θνξπθέο, έηζη 

5 12 8 1F E V      . Ωζηφζν, αλ ζπκπεξηιάβνπκε ηελ εμσηεξηθή πεξηνρή, φπσο 

θάλνπκε ζπλήζσο φηαλ εξγαδφκαζηε κε πξνβνιέο πνιπέδξσλ, ηφηε 

F=6, θαη F-E+V=6-12+8=2 , φπσο πξηλ. 

Καη εδψ είλαη ε ζχλδεζε. Μπνξνχκε αθφκα λα ζθεθηνχκε απηά ηα επίπεδα ζρέδηα σο 

ράξηεο – νη έδξεο αληηζηνηρνχλ ζε ρψξεο, νη αθκέο αληηζηνηρνχλ ζε ζχλνξα θαη νη 

θνξπθέο αληηζηνηρνχλ ζε ζεκεία ζπλάληεζεο. 
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5γ. Ο ηύπνο ηνπ Euler γηα ράξηεο ζην επίπεδν. 

 

Αλ ζπκπεξηιάβνπκε ηελ εμσηεξηθή πεξηνρή, ηφηε  

 

(αξηζκφο ησλ ρσξψλ)-(αξηζκφο ησλ ζπλνξηαθψλ γξακκψλ)+(αξηζκφο ζεκείσλ ζπλάληεζεο)=2  

 

Γηαηί απηφο ν ηχπνο ηνπ Euler είλαη αιεζήο; Η κηα εμήγεζε έρεη θάπνηα θνηλά 

ζηνηρεία κε ηελ πξνζπάζεηα απφδεημεο ηνπ Euler κε θαηαηεκαρηζκφ. ΢ρεδηάδνπκε κηα 

εηθφλα ηνπ πνιχεδξνπ (ή ράξηε) ζην επίπεδν θαη κεηά αθαηξνχκε ηηο αθκέο ηνπ θαηά 

κία θάζε θνξά, δηαηεξψληαο ην δηάγξακκα ζε έλα θνκκάηη θαη βιέπνπκε ηη ζπκβαίλεη 

ζην F-E+V  ζε θάζε ζηάδην. 

Πψο αθαηξνχκε ηηο αθκέο; Τπάξρνπλ δπν πεξηπηψζεηο: 

1. Η αθκή πνπ αθαηξείηαη κπνξεί λα δηαρσξίδεη δπν δηαθνξεηηθέο έδξεο. 

Μεηαθηλψληαο κηα ηέηνηα αθκή κεηψλεηαη ν αξηζκφο ησλ αθκψλ θαηά 1, ν 

αξηζκφο ησλ θνξπθψλ παξακέλεη ίδηνο θαη κεηψλεηαη ν αξηζκφο ησλ εδξψλ 

θαηά 1 (αθνχ νη δχν έδξεο γίλνληαη κία). Έηζη, Δ θαη F κεηψλνληαη θαηά 1 θαη 

ην V παξακέλεη ακεηάβιεην, ψζηε F-E+V  παξακέλεη ην ίδην. 

 

2. Η αθκή πνπ αθαηξείηαη είλαη κηα «ειεχζεξε» αθκή 

Μεηαθηλψληαο κηα ηέηνηα αθκή (θαη ηελ «ειεχζεξε» θνξπθή πνπ πξφζθεηηαη 

ζε απηή) κεηψλεηαη ν αξηζκφο ησλ θνξπθψλ θαηά 1, κεηψλεηαη ν αξηζκφο ησλ 

θνξπθψλ θαηά 1θαη ν αξηζκφο ησλ εδξψλ κέλεη ίδηνο. Έηζη, Δ θαη V 

κεηψλνληαη θαηά 1 θαη ην F κέλεη ακεηάβιεην, θαη μαλά ην F-E+V  κέλεη ίδην. 
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Δίλαη ζεκαληηθφ φηη ην F-E+Vέρεη ηελ ίδηα ηηκή γηα θάζε ζπλεθηηθφ ράξηε ζην 

επίπεδν ή ζηε ζθαίξα. Αθφκα πην ζεκαληηθφ είλαη φηη θαη ζε άιιεο επηθάλεηεο έρεη 

επίζεο ζηαζεξή ηηκή – αλ θαη φρη ηελ ίδηα κε απηή ηνπ επηπέδνπ. Απηή ε ζηαζεξή ηηκή 

θαιείηαη ραξαθηεξηζηηθή ηνπ Euler γηα ηελ επηθάλεηα. Έηζη, ε ραξαθηεξηζηηθή ηνπ 

Euler γηα ην επίπεδν θαη ηε ζθαίξα είλαη 2. 

 

5δ. Ο ηύπνο ηνπ Euler γηα ηνλ ηόξν (ζπείξα). 

 

Ίζσο ε επφκελε πην απιή επηθάλεηα κεηά ην επίπεδν θαη ηε ζθαίξα είλαη ν ηφξνο. Η 

ραξαθηεξηζηηθή ηνπ Euler γηα ηνλ ηφξν είλαη εχθνιν λα ππνινγηζηεί εθφζνλ μέξνπκε 

φηη ε F-E+V  έρεη ηελ ίδηα ηηκή γηα θάζε ράξηε. Μπνξνχκε λα ηελ ππνινγίζνπκε 

ρξεζηκνπνηψληαο νπνηνλδήπνηε βνιηθφ ράξηε. Η ραξαθηεξηζηηθή ηνπ Euler γηα ηνλ 

ηφξν είλαη ίζε κε 0. Θα ζθηαγξαθήζνπκε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν απνδεηθλχεηαη ην 

παξαπάλσ απνηέιεζκα γηα ηνλ ηφξν. Τπάξρνπλ σζηφζν, θάπνηεο δπζθνιίεο πνπ 

ππνθξχπηνληαη ζην παξαθάησ επηρείξεκα, ηηο νπνίεο ζα πνχκε, αιιά δελ ζα κπνχκε 

ζε ιεπηνκέξεηεο γηα λα θάλνπκε κηα απζηεξή απφδεημε. 

Θα μεθηλήζνπκε κε έλα ράξηε πάλσ ζηνλ ηφξν, γηα λα ηνλ ηξνπνπνηήζνπκε ψζηε λα 

πάξνπκε έλα γξάθεκα ζην επίπεδν θαη κεηά ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν ηνπ Euler γηα 

ην επίπεδν λα θαζνξίζνπκε ηελ ραξαθηεξηζηηθή ηνπ Euler γηα ηνλ αξρηθφ ράξηε πάλσ 

ζηνλ ηφξν. 

Σν επφκελν ζρήκα δείρλεη πψο κπνξνχκε λα θάλνπκε κηα θπθιηθή ηνκή ζηνλ ηφξν, λα 

ην ηζηψζνπκε ζε θχιηλδξν θαη κεηά λα ην θάλνπκε επίπεδν ζε δαθηχιην.  
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Απηφ είλαη εχθνιν λα ην θαληαζηείηε αλ ζθεθηείηε φηη ν ηφξνο είλαη θηηαγκέλνο απφ 

πιαζηειίλε. Τπνζέζηε φηη έρνπκε έλα ράξηε πάλσ ζηνλ ηφξν. Κφβνπκε ηνλ ηφξν θαη 

ηνλ θάλνπκε επίπεδν ζαλ δαρηπιίδη. ΋ηαλ θάλνπκε ηε ηνκή ηελ θάλνπκε ψζηε λα κελ 

πεξάζεη απφ θάπνηα θνξπθή ηνπ ράξηε. Δπνκέλσο, ε ηνκή ζα πεξάζεη θαηά κήθνο 

θάπνησλ αθκψλ θαη θάπνησλ ρσξψλ. Αθαηξνχκε ηηο θνκκέλεο αθκέο απφ ην γξάθεκα, 

αιιά αθήλνπκε ηηο θνξπθέο απηψλ ησλ αθκψλ. ΋ηαλ ν ηφξνο γίλεηαη έλαο επίπεδνο 

δαθηχιηνο, ην γξάθεκα ηνπ δαθηπιίνπ πνπ πξνθχπηεη είλαη έλα επίπεδν γξάθεκα 

γηαηί ν δαθηχιηνο κπνξεί λα εηζαρζεί ζην επίπεδν. Οη πεξηζζφηεξεο απφ ηηο έδξεο 

απηνχ ηνπ γξαθήκαηνο ήηαλ ρψξεο ηνπ ράξηε πάλσ ζηνλ ηφξν. Θα ππάξρνπλ φκσο 

θαη δπν έδξεο πνπ δελ πξνέξρνληαη απφ ηέηνηεο ρψξεο. Η κηα ζα πεξηέρεη ηελ πεξηνρή 

ηνπ επηπέδνπ πνπ πεξηέρεηαη απφ ην δαθηχιην. Καη ε άιιε ζα είλαη ε έδξα γχξσ απφ 

ηνλ δαθηχιην. 

Αο εμεηάζνπκε πσο ζρεηίδεηαη ε πνζφηεηα F-E+V  γηα ην ράξηε πάλσ ζηνλ ηφξν θαη 

ζην επίπεδν γξάθεκα. Σν επίπεδν γξάθεκα έρεη ηφζεο θνξπθέο φζεο θαη ν ράξηεο 

πάλσ ζηνλ ηφξν. Έλαο ζπγθεθξηκέλνο αξηζκφο αθκψλ θαη ρσξψλ ράζεθε φηαλ 

θφςακε ηνλ ηφξν. Δθφζνλ ε ηνκή πέξαζε απφ αθκέο θαη θνξπθέο ελαιιάμ, ράζεθε ν 

ίδηνο αξηζκφο απφ θαζεκία. Δπηπιένλ δελ μερλάκε ηηο δπν πξναλαθεξζείζεο ρψξεο. 

΢αλ απνηέιεζκα, ε πνζφηεηα F-E+V  έρεη κηα ηηκή ζην επίπεδν πνπ ππεξηεξεί ηεο 

ηηκήο ηεο ζηνλ ηφξν θαηά δχν. ΢πκπεξαίλνπκε φηη, γηα ηνλ απζαίξεην ράξηε ζηνλ 

ηφξν, F-E+V=0 .  

Πξνρσξήζακε κέρξη ηψξα κε έλα εύινγν επηρείξεκα. ΢ίγνπξα καο θάλεη λα 

πηζηεχνπκε φηη F-E+V=0  γηα φινπο ηνπο ράξηεο πάλσ ζηνλ ηφξν, αιιά ππάξρνπλ 

θάπνηεο δπζθνιίεο. Πξψηνλ, ην γξάθεκα ζην δαθηχιην κπνξεί λα κελ είλαη 

ζπλεθηηθφ, θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε δελ ηθαλνπνηεί ηνλ ηχπν ηνπ Euler γηα ην 

επίπεδν. Μηα άιιε δπζθνιία είλαη φηη νη δπν λέεο ρψξεο, απηή πνπ πεξηθιείεηαη απφ 

ηνλ δαθηχιην θαη εθείλε πνπ ηνλ πεξηθιείεη, κπνξεί λα είλαη ή ίδηα ρψξα. Απηά ηα δπν 

πξνβιήκαηα πξνθχπηνπλ, γηα παξάδεηγκα, φηαλ παίξλνπκε ην ράξηε πάλσ ζηνλ ηφξν 

(βι. ζρήκα α) θαη θάλνπκε ηελ θπθιηθή ηνκή φπσο δείρλνπλ νη γξακκέο.  
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΢ρήκα (α) 

 

Γελ καο εθπιήζζεη φηη ν «ράξηεο» ζην πξνεγνχκελν ζρήκα δελ ηθαλνπνηεί ηνλ ηχπν 

ηνπ Euler γηα ηνλ ηφξν. Βάδνπκε ηελ ιέμε «ράξηεο» ζε εηζαγσγηθά δηφηη δελ 

ηθαλνπνηεί ηνλ νξηζκφ πνπ ζα δψζνπκε γηα ηνπο ράξηεο ζηνλ ηφξν.  

Γηα λα θαηαιάβνπκε ηνλ νξηζκφ ρξεηάδεηαη λα μέξνπκε ηη είλαη έλαο ηνπνινγηθφο 

δίζθνο. Τπνζέζηε φηη παίξλνπκε έλα ζπλεζηζκέλν θπθιηθφ δίζθν ζρεδηαζκέλν πάλσ 

ζε έλα θχιιν πιαζηειίλεο. Παξακνξθψλνληαο ηελ πιαζηειίλε κπνξνχκε λα θάλνπκε 

ην δίζθν λα πάξεη δηάθνξα ζρήκαηα. Κάζε ζρήκα πνπ παίξλεη ν δίζθνο ρσξίο λα 

θφβεηαη ε πιαζηειίλε ή λα θνιιηνχληαη θνκκάηηα ηεο πιαζηειίλεο καδί, θαιείηαη 

ηνπνινγηθφο δίζθνο. Θα ιέκε φηη έλα γξάθεκα πάλσ ζηνλ ηφξν είλαη έλαο ράξηεο αλ 

θάζε θνξπθή έρεη βαζκφ ηνπιάρηζηνλ ηξία θαη ην γξάθεκα ρσξίδεη ηνλ ηφξν ζε ρψξεο 

πνπ είλαη ηνπνινγηθνί δίζθνη. Γελ ζα ην απνδείμνπκε εδψ, αιιά νη δπν δπζθνιίεο πνπ 

αλαθέξακε δελ πθίζηαληαη φηαλ φιεο νη ρψξεο είλαη ηνπνινγηθνί δίζθνη. 

 

Πεξίπνπ ηελ ίδηα επνρή πνπ ν Cauchy έθδσζε ην άξζξν ηνπ, έλαο ΢νπεδφο 

καζεκαηηθφο κε ην φλνκα Simon-Antoine-Jean Lhuilier έδεημε φηη ν ηχπνο ηνπ Euler 

δελ ηζρχεη γηα πνιχεδξα κε ζπγθεθξηκέλεο πεξίεξγεο ηδηφηεηεο. O Lhuilier 

θαηεγνξηνπνίεζε ηξεηο ηχπνπο πεξίεξγσλ πνιπέδξσλ, απφ ηηο νπνίεο ζα αζρνιεζνχκε 

κφλν κε ηε κία. Αλ έρνπκε έλα πνιχεδξν κε έλα ή πεξηζζφηεξα ηνχλει λα ην 

δηαπεξλνχλ, έρνπκε κηα πεξίπησζε φπνπ ν ηχπνο ηνπ Euler δελ ηζρχεη. Γηα 

παξάδεηγκα, ν Lhuilier ζεψξεζε έλα θχβν κε έλα κφλν ηνχλει λα ην δηαπεξλά, θαη 

πξφζζεζε επηπιένλ αθκέο ψζηε θάζε έδξα λα πεξηθπθιψλεηαη απφ έλα πνιχγσλν. Σν 

πνιχγσλν πνπ πξνθχπηεη έρεη 16 έδξεο, 32 αθκέο θαη 16 θνξπθέο, έηζη 

16 32 16 0F E V      . 
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Πξνθχπηεη φηη 16 32 16 0F E V       γηα θάζε πνιχεδξν κε έλα κφλν ηνχλει λα 

ην δηαπεξλά. Γεληθφηεξα, ν Lhuilier απφδεημε φηη φπνηε αλνίγνπκε έλα επηπιένλ 

ηνχλει ζην ζηεξεφ, κεηψλνπκε ην δεμηφ κέινο ηνπ ηχπνπ ηνπ Euler θαηά 2. Γηα έλα 

πνιχεδξν κε δπν ηνχλει 2F E V     θαη πην γεληθά, γηα έλα πνιχεδξν κε k 

ηνχλει,  

2 2F E V k    . 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα δνχκε δπν εθαξκνγέο ηνπ ηχπνπ ηνπ Euler. 

 

5ε. ΢πλέπεηεο από ηνλ ηύπν ηνπ Euler. 

 

΋ια ηα πνιχεδξα πνπ έρνπκε ζπλαληήζεη πεξηέρνπλ ηνπιάρηζηνλ έλα ηξίγσλν, 

ηεηξάγσλν ή πεληάγσλν, θαη απηφ είλαη πξάγκαηη αιήζεηα γηα φια ηα πνιχεδξα. Σν 

αληίζηνηρν απνηέιεζκα γηα ηνπο ράξηεο ζην επίπεδν ή ζηε ζθαίξα είλαη: 

 

Σν ζεώξεκα «πέληε γείηνλεο κόλν» 

Κάθε σάπηηρ έσει ηοςλάσιζηον μία σώπα με πένηε ή λιγόηεποςρ γείηονερ. 

 

Απηφ ην απνηέιεζκα είλαη πνιχ ζεκαληηθφ- είλαη θεληξηθφ ζε θάζε απφδεημε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Αθνχ έρνπκε απνθιείζεη ηηο 1-πιεπξεο 

ρψξεο, καο ιέεη φηη θάζε ράξηεο πξέπεη λα πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ κηα 2-πιεπξε ρψξα 

(έλα δίγσλν), 3-πιεπξε ρψξα (ηξίγσλν), 4-πιεπξε ρψξα (ηεηξάγσλν) ή 5-πιεπξε 

ρψξα (πεληάγσλν). 
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Γηα λα απνδείμνπκε ην ζεψξεκα «πέληε γείηνλεο κφλν», ζεσξνχκε έλα ράξηε κε F 

ρψξεο, Δ ζπλνξηαθέο γξακκέο θαη V ζεκεία ζπλάληεζεο, θαη ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ 

ηχπν ηνπ Euler. Μπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη ζηνλ ράξηε καο ππάξρνπλ 

ηνπιάρηζηνλ ηξεηο ζπλνξηαθέο γξακκέο ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο. 

΢ηε ζπλέρεηα, κεηξάκε φιεο ηηο ζπλνξηαθέο αθκέο πνπ μεθηλνχλ απφ φια ηα ζεκεία 

ζπλάληεζεο. Φαίλεηαη λα έρνπκε ηνπιάρηζηνλ 3V ζπλνξηαθέο γξακκέο ζπλνιηθά, 

δηφηη ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ ηξεηο ζπλνξηαθέο γξακκέο ζε θαζέλα απφ ηα V ζεκεία 

ζπλάληεζεο. Αιιά θάζε ζπλνξηαθή γξακκή έρεη έλα ζεκείν ζπλάληεζεο ζε θάζε 

άθξν, θαη έηζη κεηξηέηαη δχν θνξέο – πξέπεη ινηπφλ λα δηαηξέζνπκε κε 2. Έηζη, ην Δ, 

ν ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ ζπλνξηαθψλ γξακκψλ, είλαη ηνπιάρηζηνλ 
3

2
V . Με 

ζχκβνια, 
3

2
E V , ην νπνίν κπνξεί λα γξαθεί θαη σο 

2

3
V E . 

Απνδεηθλχνπκε φηη ν ράξηεο έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ρψξα κε πέληε ή ιηγφηεξνπο 

γείηνλεο ζεσξψληαο ην αληίζεην θαη δείρλνπκε φηη απηή ε ππφζεζε νδεγεί ζε άηνπν. 

Έζησ φηη ν ράξηεο καο δελ έρεη ηέηνηα ρψξα, πξνθχπηεη έηζη φηη θάζε ρψξα 

πεξηβάιιεηαη απφ ηνπιάρηζηνλ έμη γείηνλεο.  

Τπνινγίδνληαο ηηο ζπλνξηαθέο γξακκέο γχξσ απφ φιεο ηηο ρψξεο θαίλεηαη λα έρνπκε 

ηνπιάρηζηνλ 6F  ζπλνξηαθέο γξακκέο ζπλνιηθά, δηφηη θαζεκηά απφ ηηο F  ρψξεο 

πεξηβάιιεηαη απφ ηνπιάρηζηνλ έμη ζπλνξηαθέο γξακκέο. Αιιά πάιη, θάζε γξακκή έρεη 

κεηξεζεί δχν θνξέο, γηαηί έρεη κηα ρψξα ζε θάζε πιεπξά, έηζη πξέπεη λα δηαηξέζνπκε 

κε 2. Έηζη ην E  είλαη ηνπιάρηζηνλ 
6

2
F . Με ζχκβνια, 3E F , πνπ κπνξεί λα 

μαλαγξαθηεί σο 
1

3
F E . 

Σψξα, βάδνπκε απηέο ηηο δχν αληζφηεηεο 
1

3
F E  θαη 

2

3
V E  ζηνλ ηχπν ηνπ Euler 

θαη έρνπκε: 
1 2

3 3
F E V E E E     , ην νπνίν είλαη 0. 

΋κσο απφ ηνλ ηχπν ηνπ Euler, F-E+V=2 , έηζη θαηαθέξακε λα απνδείμνπκε φηη 0=2. 

Απηφ είλαη πξνθαλψο άηνπν. Σν ιάζνο καο πξνέθπςε επεηδή ζεσξήζακε φηη θάζε 

ρψξα έρεη ηνπιάρηζηνλ έμη γείηνλεο – έηζη απηή ε ππφζεζε κέλεη αλεπηβεβαίσηε. 

Πξνθχπηεη φηη ηνπιάρηζηνλ κηα ρψξα έρεη πέληε ή ιηγφηεξνπο γείηνλεο – ην νπνίν 

είλαη απηφ πνπ ζέιακε λα απνδείμνπκε. 
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Η δεχηεξε εθαξκνγή καο ηνπ ηχπνπ ηνπ Euler είλαη έλα απνηέιεζκα πνπ έρεη 

ελδηαθέξνπζεο ζπλέπεηεο ζηα πνιχεδξα, θαη ζα νλνκάζνπκε ηύπν κέηξεζεο. Γηα 

επθνιία (θαη επεηδή απηή ε πεξίπησζε καο ελδηαθέξεη), ζα πεξηνξηζηνχκε ζε 

θπβηθνχο ράξηεο, ράξηεο ζηνπο νπνίνπο ππάξρνπλ αθξηβψο ηξεηο ζπλνξηαθέο γξακκέο 

ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο. 

Θεσξνχκε φηη ν ράξηεο έρεη 2c  δίπιεπξεο ρψξεο (δίγσλεο), 3c  ηξίπιεπξεο ρψξεο 

(ηξίγσλεο), 4c  ηεηξάπιεπξεο ρψξεο (ηεηξάγσλεο), θ.η.ι. Σφηε ην F , ν ζπλνιηθφο 

αξηζκφο ησλ ρσξψλ (ζπκπεξηιακβαλνκέλεο ηεο εμσηεξηθήο πεξηνρήο), είλαη ην 

άζξνηζκα φισλ απηψλ ησλ αξηζκψλ: 

2 3 4 5 6 7 ...F c c c c c c        

Υξεηάδεηαη λα κεηξήζνπκε φιεο ηηο ζπλνξηαθέο γξακκέο ζην ράξηε καο, κε ηε 

βνήζεηα απηψλ ησλ αξηζκψλ: 

Δθφζνλ θάζε δίγσλν έρεη δπν ζπλνξηαθέο γξακκέο, ηα 2c  δίγσλα πεξηβάιινληαη απφ 

ζπλνιηθά 2 2c  γξακκέο. 

Δθφζνλ θάζε ηξίγσλν έρεη ηξεηο ζπλνξηαθέο γξακκέο, ηα 3c  ηξίγσλα πεξηβάιινληαη 

απφ ζπλνιηθά 3 3c  γξακκέο. 

Δθφζνλ θάζε ηεηξάγσλν έρεη ηέζζεξηο ζπλνξηαθέο γξακκέο, ηα 4c  ηξίγσλα 

πεξηβάιινληαη απφ ζπλνιηθά 4 4c  γξακκέο, θ.η.ι. 

Αζξνίδνληαο απηνχο ηνπο αξηζκνχο, θαίλεηαη λα παίξλνπκε ην E , ην ζπλνιηθφ 

αξηζκφ ησλ ζπλνξηαθψλ γξακκψλ. ΢ηε πξαγκαηηθφηεηα παίξλνπκε ην 2 E , ηνλ 

δηπιάζην αξηζκφ ησλ ζπλνξηαθψλ γξακκψλ , δηφηη θάζε ζπλνξηαθή γξακκή βξίζθεηαη 

ζηα ζχλνξα δπν ρσξψλ- δειαδή, 

2 3 4 5 6 73 2 3 4 5 6 7 ...V c c c c c c        

Πνπ κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο  

3 5 7
2 3 4 5 6 72 2 2

2 3 ...E c c c c c c        

΋κνηα, κπνξνχκε λα βξνχκε ηνλ αξηζκφ ησλ ζεκείσλ ζπλάληεζεο ζην ράξηε καο. 

Αθνχ είλαη έλαο θπβηθφο ράξηεο, ππάξρνπλ αθξηβψο ηξεηο ζπλνξηαθέο γξακκέο ζε 

θάζε έλα απφ ηα E ζεκεία ζπλάληεζεο, πνπ δίλνπλ φιεο καδί ζπλνιηθά 3V  γξακκέο. 

Αιιά αθνχ θάζε γξακκή ζπλδέεη δχν ζεκεία, έρνπκε κεηξήζεη θάζε γξακκή δηπιή 

θνξά. Έηζη 3V =2 E  θαη κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ παξαπάλσ έθθξαζε γηα 

ην 2 E  γηα λα πάξνπκε: 
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2 3 4 5 6 73 2 3 4 5 6 7 ...V c c c c c c        

Πνπ κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο  

5 72 4
2 3 4 5 6 73 3 3 3

2 ...V c c c c c c        

Έηζη εθθξάζακε ηα F , E ,V  ζε ζρέζε κε ηνπο αξηζκνχο 2c , 3c , 4c ,… 

Ση ζπκβαίλεη φηαλ αληηθαηαζηήζνπκε ηνπο πξνεγνχκελνπο ηχπνπο ζηνλ ηχπν ηνπ 

Euler; Έρνπκε: 

2 3 4 5 6 7

3 5 7
2 3 4 5 6 72 2 2

5 72 4
2 3 4 5 6 73 3 3 3

2

( ...)

( 2 3 ...)

( 2 ...)

F E V

c c c c c c

c c c c c c

c c c c c c

  

      

      

      

 

Απφ ην νπνίν ηειηθά θαηαιήγνπκε ζηνλ: 

  

Σύπορ μέηπηζηρ για ηοςρ κςβικούρ σάπηερ 

2 3 4 5 7 8 94 3 2 2 3 ... 12c c c c c c c         

 

Παξαηεξήζηε φηη νη ζπληειεζηέο (νη αξηζκνί 4,3,2,… κπξνζηά απφ ηα c )δηαδνρηθά 

κεηψλνληαη θαηά 1 θαη φηη ην 6c  (ν αξηζκφο ησλ εμάπιεπξσλ ρσξψλ) δελ εκθαλίδεηαη, 

αθνχ ν ζπληειεζηήο ηνπ είλαη 0. 

Δπηπιένλ, ζηνλ ηχπν κέηξεζεο, δελ κπνξνχλ ηαπηφρξνλα ηα 2 3 4 5c , ,  θαη c c c  λα είλαη 

0, δηφηη δηαθνξεηηθά νη ηέζζεξηο πξψηνη φξνη ηνπ αξηζηεξνχ κέξνπο ηεο ηζφηεηαο ζα 

εμαθαλίδνληαλ, θάλνληαο ην δεμηφ κέξνο κηα αξλεηηθή πνζφηεηα. ΋κσο απηφ είλαη 

αδχλαην, αθνχ ην δεμηφ κέινο είλαη 12, έλαο ζεηηθφο αξηζκφο. Έπεηαη φηη ηνπιάρηζηνλ 

έλαο απφ ηνπο αξηζκνχο 2 3 4 5c , ,  θαη c c c  πξέπεη λα είλαη ζεηηθφο, θαη έηζη πξέπεη λα 

ππάξρεη ηνπιάρηζηνλ έλα δίγσλν, ηξίγσλν, ηεηξάγσλν ή πεληάγσλν ζην ράξηε. Γηα 

ηνπο θπβηθνχο ράξηεο απηφ καο δίλεη κηα ελαιιαθηηθή απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο 

«πέληε γείηνλεο κφλν», φηη θάζε ράξηεο έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ρψξα κε πέληε ή 

ιηγφηεξνπο γείηνλεο.  

Δπίζεο, αλ ν ράξηεο καο δελ πεξηέρεη θαλέλα δίγσλν, ηξίγσλν ή ηεηξάγσλν, ν ηχπνο 

κέηξεζεο αλάγεηαη ζην 

5 7 8 92 3 ... 12c c c c      

Δθφζνλ ν κφλνο ζεηηθφο φξνο ηνπ αξηζηεξνχ κέξνπο είλαη ν πξψηνο, ν 5c πξέπεη λα 

είλαη ηνπιάρηζηνλ 12. Έρνπκε ινηπφλ: 
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Κάζε θπβηθόο ράξηεο πνπ δελ πεξηέρεη θαλέλα δίγσλν, ηξίγσλν ή ηεηξάγσλν πξέπεη λα 

πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ δώδεθα πεληάγσλα. 

 

 

5δ. Σν ζεώξεκα ησλ έμη ρξσκάησλ. 

 

Η ηδέα ηνπ ειάρηζηνπ εγθιεκαηία καδί κε ην ζεψξεκα «πέληε γείηνλεο κφλν» κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα απνδείμνπκε φηη θάζε ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε έμη 

ρξψκαηα. Αλ θαη απηφ είλαη πην αζζελέο απφ ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, 

εληνχηνηο είλαη έλα αμηνζεκείσην απνηέιεζκα.  

 

Θεώξεκα έμη ρξσκάησλ 

Κάζε ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε έμη ρξώκαηα κε ηέηνην ηξόπν ώζηε 

γεηηνληθέο ρώξεο λα είλαη ρξσκαηηζκέλεο δηαθνξεηηθά. 

 

Γηα λα απνδείμνπκε ην ζεψξεκα ησλ έμη ρξσκάησλ, ζα ζεσξήζνπκε φηη είλαη 

ιαλζαζκέλν θαη ζα ςάμνπκε γηα άηνπν. Απφ ηελ ππφζεζή καο ππάξρνπλ ράξηεο νη 

νπνίνη δελ κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε έμη ρξψκαηα. Αλάκεζα ζε απηνχο ηνπο 

ράξηεο πνπ απαηηνχλ εθηά ρξψκαηα ή πεξηζζφηεξα, ζεσξνχκε έλαλ ειάρηζην 

εγθιεκαηία, έλαλ κε ην κηθξφηεξν δπλαηφ αξηζκφ ρσξψλ. Απηφο ν ράξηεο δελ κπνξεί 

λα ρξσκαηηζηεί κε έμη ρξψκαηα, αιιά νπνηνζδήπνηε ράξηεο κε ιηγφηεξεο ρψξεο 

κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε έμη ρξψκαηα. 

Σψξα ρξεζηκνπνηνχκε ην ζεψξεκα «πέληε γείηνλεο κφλν». Απηφ ην ζεψξεκα ιέεη φηη 

ν ράξηεο καο πεξηέρεη κηα ρψξα C κε πέληε ή ιηγφηεξνπο γείηνλεο. Σψξα αθαηξνχκε 

κηα ζπλνξηαθή γξακκή απφ ηε ρψξα C, ελζσκαηψλνληαο ηελ ρψξα κε έλαλ απφ ηνπο 

πξνεγνχκελνπο γείηνλέο ηεο. Σφηε απνθηάκε έλα ράξηε κε ιηγφηεξεο ρψξεο, ν νπνίνο 

απφ ηελ ππφζεζή καο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε έμη ρξψκαηα, θφθθηλν (r), πξάζηλν 

(g), κπιε (b), θίηξηλν (y), κσβ (p) θαη άζπξν (w). 

 
r 

b 

g 

b 

γ 

r 

g γ 

b b 
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Σψξα επαλαηνπνζεηνχκε ηε ρψξα C. Δθφζνλ έμη ρξψκαηα είλαη δηαζέζηκα, θαη 

εθφζνλ νη ρψξεο δίπια ζηε C ρξεζηκνπνηνχλ ην πνιχ πέληε απφ απηά, ζα ππάξρεη έλα 

πεξίζζην ρξψκα γηα ηνλ ρξσκαηηζκφ ηεο C. Έηζη, κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε 

νιφθιεξν ην ράξηε κε έμη ρξψκαηα, πνπ είλαη άηνπν. Απηφ ην άηνπν δείρλεη φηη δελ 

ππάξρεη θαλέλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο, θαη απνδεηθλχεη ην ζεψξεκα ησλ έμη 

ρξσκάησλ. 
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6. … ΚΑΗ Ο KEMPE ΣΟ ‘ΛΤΝΔΗ’; 

 

Σψξα εξρφκαζηε ζηελ πην γλσζηή εζθαικέλε απφδεημε ζηελ ηζηνξία ησλ 

καζεκαηηθψλ – ηελ ππνηηζέκελε απφδεημε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ απφ ηνλ Λνλδξέδν δηθεγφξν θαη εξαζηηέρλε καζεκαηηθφ Alfred Bray 

Kempe. Δίλαη άδηθν πνπ ηψξα είλαη γλσζηφο θπξίσο γηα ηελ εζθαικέλε ηνπ 

απφδεημε, αθνχ ππήξμε έλαο ππέξνρνο καζεκαηηθφο, πνπ ηνλ εθηηκνχζαλ ηδηαίηεξα νη 

ζχγρξνλνί ηνπ. Πξνο ππεξάζπηζε ηνπ Kempe, ην ιάζνο ηνπ ήηαλ ηφζν ιεπηφ πνπ δελ 

εληνπίζηεθε γηα έληεθα ρξφληα, θαη ε «επίιπζε» ηνπ εκπεξηέρεη έλα πιήζνο απφ 

απζεληηθέο ηδέεο πνπ απνδείρηεθε φηη είραλ ηεξάζηηα ζεκαζία ζηελ κεηέπεηηα 

δνπιεηά πάλσ ζην πξφβιεκα. Σν δηάζεκν άξζξν ηνπ Kempe εκθαλίζηεθε ζην 

American Journal of Mathematics, απ’ φπνπ ζπλερίδνπκε ηελ εμηζηφξεζε. 

 

 

6α. Σν άξζξν ηνπ Κempe. 

 

To ελδηαθέξνλ ηνπ Κempe
4
 γηα ηνλ ρξσκαηηζκφ ραξηψλ πξνέθπςε απφ ηελ απνξία 

ηνπ Cayley ζην ζπλέδξην ηνπ London Mathematical Society – παξαθνινπζνχζε θαη ν 

Kempe ην ζπλέδξην- θαη απφ ην κεηαγελέζηεξν κλεκφλην ηνπ Cayley ζηα πξαθηηθά 

ηνπ Royal Geographical Society ην 1879. Μέρξη ηνλ Ινχλην απηνχ ηνπ ρξφλνπ, ν 

Kempe είρε ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαη ζηηο 17 Ινπιίνπ 

δεκνζίεπζε κηα πεξίιεςε απηήο ζην Nature. Η πιήξεο απφδεημε εκθαλίζηεθε ζην 

ηέινο ηνπ έηνπο, ζην δεχηεξν ηφκν ηνπ American Journal of Mathematics. ΢ηηο 26 

Φεβξνπαξίνπ 1880 ν Kempe δεκνζίεπζε απινπνηεκέλεο εθδνρέο ηεο απφδεημήο ηνπ 

ζην Nature θαη ζηα πξαθηηθά ηνπ London Mathematical Society, ηα νπνία δηφξζσζαλ 

θάπνηα κηθξά ιάζε ηνπ αξρηθνχ άξζξνπ αιιά άθεζαλ άζηθην ην νιέζξην ςεγάδη. 

                                                 
4
 ΢ε φιε ηνπ ηε δσή, ν Alfred Bray Kempe ελδηαθεξφηαλ γηα ηα καζεκαηηθά κε πάζνο. ΢ην Cambridge 

καζήηεπζε ζηνλ Cayley ζην Trinity College, απνθνηηψληαο ην 1872, πξηλ μεθηλήζεη κηα επηηπρεκέλε 

λνκηθή θαξηέξα. O Kempe πξνηάζεθε σο κέινο ηεο Royal Society ζηηο 24 Ννεκβξίνπ 1879 θαη 

εθιέρζεθε ζηηο 2 Ινπλίνπ 1881. 
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΢ην άξζξν ηνπ ζην American Journal of Mathematics, o Kempe μεθίλεζε 

παξνπζηάδνληαο ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαη παξαηεξψληαο, φπσο είρε 

θάλεη θαη ν Cayley, φηη ν De Morgan «είρε αλαθέξεη θάπνπ» φηη ην πξφβιεκα ήηαλ 

πνιχ γλσζηφ ζηνπο ραξηνγξάθνπο θαη κεηά αλάθεξε ηηο ζπλεηζθνξέο ηνπ Cayley. 

To ππφινηπν άξζξν ρσξίδεηαη ζε ηξία θχξηα θνκκάηηα, πνπ ζπλνδεχνληαη απφ πνιιά 

κηθξά ζρφιηα. ΢ε έλα θνκκάηη ν Kempe παίξλεη κηα πξνέθηαζε ηνπ ηχπνπ ηνπ Euler 

γηα ηνπο ράξηεο, παξαζέηνληαο ηελ αληίζηνηρε επίπεδε εθδνρή απφ ηνλ Cauchy. To 

έζεζε έηζη: 

 

΢ε θάζε ράξηε πνπ είλαη ζρεδηαζκέλνο ζε κηα απιή ζπλεθηηθή επηθάλεηα, ν αξηζκόο ησλ 

ζεκείσλ ζπλάληεζεο θαη ν αξηζκόο ησλ πεξηνρώλ είλαη καδί κεγαιύηεξνο θαηά 1 από 

ηνλ αξηζκό ησλ ζπλόξσλ 

(δειαδή, 1V F E   ).  

 

Απφ απηφ πήξε ηνλ ηχπν 

1 2 3 4 55 4 3 2 ..... 0d d d d d       

΋πνπ θάζε kd ζπκβνιίδεη ηνλ αξηζκφ ησλ πεξηνρψλ κε k ζχλνξα. 

Απηφ είλαη φκνην κε ηνλ ηχπν κέηξεζεο πνπ πήξακε ζην θεθάιαην 3, κφλν πνπ ν 

Kempe επέηξεςε θαη κνλφπιεπξεο πεξηνρέο. Δθφζνλ νη πέληε πξψηνη φξνη είλαη νη 

κφλνη ζεηηθνί, ζπλάγαγε φηη δελ κπνξνχλ φια ηα 1 2 3 4 5, , , ,d d d d d λα είλαη 0- κε δηθά 

ηνπ ιφγηα, «θάζε ράξηεο πνπ είλαη ζρεδηαζκέλνο ζε κηα απιή ζπλεθηηθή επηθάλεηα 

πξέπεη λα έρεη κηα πεξηνρή κε ιηγφηεξα απφ έμη ζχλνξα». Απηφ είλαη ην απνηέιεζκα 

πνπ έρνπκε θαιέζεη «ζεψξεκα ησλ πέληε γεηηφλσλ κφλν». 

Υξεζηκνπνηψληαο απηφ ην απνηέιεζκα, ν Kempe πεξίγξαςε κηα κέζνδν γηα ηνλ 

ρξσκαηηζκφ νπνηνπδήπνηε ράξηε. Μπνξνχκε λα ηνλ ζπλνςίζνπκε ζε έμη βήκαηα: 

1. Δληνπίζηε κηα ρψξα κε πέληε ή ιηγφηεξνπο γείηνλεο (κηα ηέηνηα ρψξα ππάξρεη, 

απφ ην παξαπάλσ απνηέιεζκα). 

2. Καιχςηε απηή ηε ρψξα κε έλα θελφ θνκκάηη ραξηί (έλα θάιπκκα) ζην ίδην 

ζρήκα άιια ιίγν κεγαιχηεξν. 

3. Δπεθηείλεηε φια ηα ζχλνξα πνπ ζπλαληνχλ απηφ ην θνκκάηη θαη ελψζηε ηηο ζε 

έλα κφλν ζεκείν κέζα ζην θάιπκκα, φπσο παξαθάησ, ην νπνίν έρεη ζθνπφ λα 

ζπξξηθλψζεη ηε ρψξα ζε έλα ζεκείν. Έρεη σο απνηέιεζκα λα κεηψζεη ηνλ 

αξηζκφ ησλ ρσξψλ θαηά 1. 
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4. Δπαλαιάβεηε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία κε ηνλ λέν ράξηε, ζπλερίδνληαο κέρξη 

λα κείλεη κφλν κηα ρψξα. Οιφθιεξνο ν ράξηεο ιέκε ηψξα φηη έρεη θαιπθζεί. 

5. Υξσκαηίζηε ηελ ελαπνκείλαζα ρψξα κε νπνηνδήπνηε απφ ηα ηέζζεξα 

ρξψκαηα. 

6. Αληηζηξέςηε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, αθαηξψληαο ηα θαιχκκαηα κε 

αληίζηξνθε ζεηξά, κέρξη λα απνθηήζεηε ηνλ αξρηθφ ράξηε. ΢ε θάζε ζηάδην, 

ρξσκαηίζηε ηελ αλαθηψκελε ρψξα κε θάζε δηαζέζηκν ρξψκα κέρξη νιφθιεξνο 

ν ράξηεο λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 

 

 

 

Η κέζνδνο ηνπ Kempe γηα ηε κείσζε ηνπ αξηζκνχ ησλ ρσξψλ ζε έλα ράξηε ιέγεηαη 

επηθάιπςε. Κάιππηε δειαδή κηα ρψξα Α (ζβήλνληαο ηηο πιεπξέο ηεο) θαη έθεξλε 

λέεο αθκέο ζην θάιπκκα, νπφηε έπαηξλε έλα λέν ράξηε κε κηα ρψξα ιηγφηεξε . ΋ηαλ 

έθαλε ηελ αληίζηξνθε εξγαζία, έρνληαο ρξσκαηίζεη ηνλ λέν ράξηε, έβγαδε απιψο ην 

θάιπκκα, νπφηε πξνέθππηε έλαο ρξσκαηηζκφο ηνπ αξρηθνχ ράξηε κε ηελ Α ρψξα 

αρξσκάηηζηε.  

Ήηαλ ζηελ πξνζπάζεηά ηνπ λα θηάζεη ζε απηφ ην ηειεπηαίν ζηάδην πνπ ν Kempe 

έθαλε ηελ πην ζεκαληηθή ηνπ ζπλεηζθνξά ζηνλ ρξσκαηηζκφ ραξηψλ. Γηφηη πξνθχπηεη 

έλα πξφβιεκα: πψο κπνξνχκε λα είκαζηε ζίγνπξνη φηη είλαη δηαζέζηκν έλα απφ ηα 

ηέζζεξα ρξψκαηα φηαλ αλαθηάηαη κηα ρψξα; ΋πσο είδακε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην, 

δελ ππάξρεη δπζθνιία αλ νη αλαθηψκελε ρψξα έρεη ην πνιχ ηξεηο ζπλνξηαθέο 

γξακκέο. Γηα παξάδεηγκα, εάλ ππάξρεη κηα ηξηγσληθή ρψξα, ηφηε πεξηβάιιεηαη απφ 

ηξεηο ρψξεο πνπ ρξσκαηίδνληαη κε αθξηβψο ηξία ρξψκαηα. Τπάξρεη ηφηε έλα ηέηαξην 

ρξψκα δηαζέζηκν γηα λα ρξσκαηηζηεί ην ηξίγσλν. Με ηελ νξνινγία ηνπ 

πξνεγνχκελνπ θεθαιαίνπ απηφ δείρλεη φηη θαλέλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο δελ κπνξεί 

λα πεξηέρεη ηξίγσλν. 
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Αιιά ηη θάλνπκε φηαλ ε αλαθηεκέλε ρψξα έρεη ηέζζεξηο ή πέληε ζπλνξηαθέο γξακκέο 

– αλ είλαη έλα ηεηξάγσλν ή έλα πεληάγσλν; ΢ε θάζε πεξίπησζε, ε αλαθηεκέλε ρψξα 

κπνξεί λα πεξηηξηγπξίδεηαη απφ ρψξεο πνπ ρξεζηκνπνηνχλ θαη ηα ηέζζεξα ρξψκαηα; 

Σφηε δελ ππάξρεη δηαζέζηκν ρξψκα γηα ηνλ ρξσκαηηζκφ ηνπ ηεηξαγψλνπ ή ηνπ 

πεληαγψλνπ.  

 

 

6β. Ζ απόδεημε ηνπ Kempe.  

 

Γηα λα μεπεξάζεη απηή ηελ δπζθνιία, ν Kempe εηζήγαγε κηα κέζνδν πνπ ηψξα είλαη 

γλσζηή σο ε κέζνδνο ησλ αιπζίδσλ ηνπ Kempe.  

΢ε απηήλ ηε κέζνδν, ζεσξνχκε έλα ράξηε ρξσκαηηζκέλν κε ηέζζεξα ρξψκαηα α, β, γ, 

δ. Αλ μεθηλήζνπκε απφ ρψξα ρξψκαηνο α θαη πάκε απφ ρψξα ζε ρψξα πεξλψληαο 

κφλν απφ ρψξεο ρξψκαηνο α ή β (πνηέ απφ κηα ρψξα ζε άιιε πεξλψληαο απφ 

θνξπθή), ην ηαμίδη καο ζα πεξηνξηζηεί ζε κηα πεξηνρή απφ α θαη β ρξσκαηηζκέλεο 

ρψξεο θη απηή ε πεξηνρή ζα ζπλνξεχεη κφλν κε ρψξεο γ ή δ ρξψκαηνο. Μηα ηέηνηα 

αιπζίδα ιέγεηαη α-β αιπζίδα Kempe. Αλ ζε κηα αιπζίδα Kempe, έζησ α-β αιπζίδα, 

έρνπκε αληαιιαγή ρξσκάησλ ψζηε νη ρψξεο κε α ρξψκα λα απνθηήζνπλ β ρξψκα θαη 

αληίζηξνθα, ζα πξνθχςεη έλαο απνδεθηφο λένο ρξσκαηηζκφο κε ηέζζεξα ρξψκαηα 

ελφο ράξηε απφ έλαλ παιαηφ πνπ επίζεο ήηαλ ρξσκαηηζκέλνο κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 

Γείρλνπκε ηε κέζνδν ηνπ Kempe , δείρλνληαο πξψηα πψο γίλεηαη κε έλα ηεηξάγσλν, 

ην νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε S, πνπ πεξηηξηγπξίδεηαη απφ ηέζζεξηο ρψξεο κε 

δηαθνξεηηθά ρξψκαηα. Απηφ αληηζηνηρεί ζηελ πεξίπησζε πνπ ν ειάρηζηνο 

εγθιεκαηίαο πεξηέρεη έλα ηεηξάγσλν. ΢ην εμήο ζα ρξεζηκνπνηείηαη o αθφινπζνο 

ζπκβνιηζκφο ρξσκάησλ ζηα ζρήκαηα:θφθθηλν – r, πξάζηλν – g, θίηξηλν – y, κπιε – b. 

Πξψηα θνηηάκε ζηνπο θφθθηλνπο θαη πξάζηλνπο γείηνλεο ηνπ ηεηξαγψλνπ S. Καζέλαο 

απφ απηνχο απνηειεί ζεκείν έλαξμεο γηα κηα θφθθηλε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe – 

(αλ θαη θαινχληαη αιπζίδεο ηνπ Kempe, ζπλήζσο δελ είλαη αιπζίδεο, αιιά πηζαλφλ 

πεξηέρνπλ «θιαδηά», φπσο ζηα δηαγξάκκαηα πνπ αθνινπζνχλ. Απηά ηα θιαδηά κπνξεί 

λα πεξηέρνπλ απζαίξεηεο ζπλζέζεηο ρσξψλ. ΋ζν απηέο είλαη λφκηκα ρξσκαηηζκέλεο, ε 

παξνπζία ηνπο δελ πξνθαιεί πξφβιεκα ζην ρξσκαηηζκφ ηνπ S). 

Σψξα ξσηάκε αλ απηέο νη δπν θφθθηλεο-πξάζηλεο αιπζίδεο ηνπ Kempe είλαη 

μερσξηζηέο ή πφηε ζπλδένληαη. Τπάξρνπλ δχν πεξηπηψζεηο. 
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Πεξίπησζε 1 

Δδψ ε θφθθηλε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe πάλσ απφ ην S πνπ μεθηλά απφ ηνλ 

θφθθηλν γείηνλα ηνπ S δελ ζπλδέεηαη κε ηελ θφθθηλε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe 

θάησ απφ ην S ε νπνία μεθηλά απφ ηνλ πξάζηλν γείηνλα ηνπ S. Γη’ απηφ κπνξνχκε λα 

αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα ησλ θφθθηλσλ θαη πξάζηλσλ ρσξψλ πάλσ απφ ην S, φπσο 

θαίλεηαη παξαπάλσ, ρσξίο λα επεξεαζηεί ν ρξσκαηηζκφο ησλ θφθθηλσλ θαη πξάζηλσλ 

ρσξψλ θάησ απφ ην S. Σν ηεηξάγσλν S ηφηε πεξηβάιιεηαη κφλν απφ ηα ρξψκαηα 

πξάζηλν, κπιε θαη θίηξηλν, έηζη ην S κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί θφθθηλν. Απηφ 

νινθιεξψλεη ην ρξσκαηηζκφ ηνπ ράξηε.  

 

Πεξίπησζε 2 

Δδψ ε θφθθηλε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe πάλσ απφ ην S ζπλδέεηαη κε ηελ 

θφθθηλε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe θάησ απφ ην S. Απηφ θάλεη ηα πξάγκαηα ιίγν 

πην δχζθνια, αθνχ δελ ππάξρεη ψθεινο αληαιιάζνληαο ηα ρξψκαηα θφθθηλν θαη 

πξάζηλν. Ο θφθθηλνο γείηνλαο ηνπ S γίλεηαη πξάζηλνο θαη ν πξάζηλνο γείηνλαο ηνπ S 

γίλεηαη θφθθηλνο θαη δελ είκαζηε ζε θαιχηεξε ζέζε απφ πξηλ. 

΢ηξέθνπκε ηελ πξνζνρή καο ζηελ κπιε-θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe ζην δεμί θαη ζην 

αξηζηεξφ κέξνο ηνπ S. Δδψ, ε κπιε-θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe ζηα δεμηά ηνπ S 

απνθφπηεηαη απφ ηελ κπιε-θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe ζηα αξηζηεξά ηνπ S, δηφηη ε 

θφθθηλε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe κπιέθεηαη. 

 



 63 

 

 

Έηζη, κπνξνχκε λα αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα ησλ κπιε θαη θίηξηλσλ ρσξψλ ζηα 

δεμηά ηνπ S ρσξίο λα επεξεαζηεί ν ρξσκαηηζκφο ησλ κπιε θαη θίηξηλσλ ρσξψλ ζηα 

αξηζηεξά ηνπ S. Σν ηεηξάγσλν S ηφηε, πεξηβάιιεηαη κφλν απφ ηα ρξψκαηα θίηξηλν, 

θφθθηλν θαη πξάζηλν, θαη έηζη ην S κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κπιε. 

 

Απηφ νινθιεξψλεη ηνλ ρξσκαηηζκφ ηνπ ράξηε φηαλ ε αλαθηεκέλε ρψξα είλαη 

ηεηξάγσλν, θαη δείμακε φηη θαλέλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο δελ κπνξεί λα πεξηέρεη 

έλα ηεηξάγσλν. 

 

Ο Kempe έπεηηα έζηξεςε ην ελδηαθέξνλ ηνπ ζηελ πεξίπησζε πνπ ε αλαθηεζείζα 

ρψξα είλαη έλα πεληάγσλν, ην νπνίν ζπκβνιίδνπκε κε P, πνπ πεξηβάιιεηαη απφ πέληε 

ρψξεο νη νπνίεο είλαη ρξσκαηηζκέλεο κε ηέζζεξα δηαθνξεηηθά ρξψκαηα. (Απηφ είλαη 

ην θνκκάηη ηεο απφδεημεο πεξηέρεη ην ζεκειηψδεο ιάζνο, φπσο ζα εμεγήζνπκε ζε 

επφκελν θεθάιαην). 

Δπέιεμε πάιη δχν απφ ηα πεξηβάιινληα ρξψκαηα πνπ δελ είλαη γεηηνληθά. Πξψηα 

ζεψξεζε ηηο κε-γεηηνληθέο θίηξηλεο θαη θφθθηλεο ρψξεο πάλσ θαη θάησ απφ ην P. Αλ ε 

θφθθηλε-θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe πάλσ απφ ην P δελ ζπλδέεηαη κε ηελ θφθθηλε-

θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe θάησ απφ ην Ρ , ηφηε κπνξνχκε λα αληαιιάμνπκε ηα 

ρξψκαηα ησλ θφθθηλσλ θαη θίηξηλσλ ρσξψλ πάλσ απφ ην Ρ δίρσο λα επεξεαζηεί ν 

ρξσκαηηζκφο εθείλσλ θάησ απφ ην Ρ. 

Σφηε, ην πεληάγσλν Ρ πεξηβάιιεηαη κφλν απφ ηα ρξψκαηα θφθθηλν, πξάζηλν θαη κπιε, 

έηζη ην Ρ κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε θίηξηλν, νινθιεξψλνληαο έηζη ηνλ ρξσκαηηζκφ 

ηνπ ράξηε ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε. Μαο έκεηλε ινηπφλ ε πεξίπησζε φπνπ ε θφθθηλε-

θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe πάλσ απφ ην P ζπλδέεηαη κε ηελ θφθθηλε-θίηξηλε 

αιπζίδα ηνπ Kempe θάησ απφ ην Ρ. 
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΢ηε ζπλέρεηα ν Kempe ζεψξεζε ηηο κε-γεηηνληθέο πξάζηλεο θαη θφθθηλεο ρψξεο πάλσ 

θαη θάησ απφ ην Ρ. Αλ ε πξάζηλε-θφθθηλε αιπζίδα ηνπ Kempe πάλσ απφ ην Ρ δελ 

ζπλδέεηαη κε ηε πξάζηλε-θφθθηλε αιπζίδα ηνπ Kempe θάησ απφ ην Ρ, ηφηε κπνξνχκε 

λα αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα ησλ πξάζηλσλ θαη θφθθηλσλ ρσξψλ πάλσ απφ ην Ρ 

ρσξίο λα επεξεαζηεί o ρξσκαηηζκφο εθείλσλ θάησ απφ ην Ρ.  

 

Σν πεληάγσλν Ρ πεξηβάιιεηαη ηφηε κφλν απφ ηα ρξψκαηα θφθθηλν, θίηξηλν θαη κπιε, 

ψζηε ην Ρ λα κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί πξάζηλν, νινθιεξψλνληαο ην ρξσκαηηζκφ ηνπ 

ράξηε ζε απηή ηε πεξίπησζε. Έηζη, καο έκεηλε ε πεξίπησζε φπνπ ε πξάζηλε-θφθθηλε 

αιπζίδα ηνπ Kempe πάλσ απφ ην Ρ ζπλδέεηαη κε ηε πξάζηλε-θφθθηλε αιπζίδα ηνπ 

Kempe θάησ απφ ην Ρ. ΢πλδπάδνληαο απηήλ κε ηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε, έρνπκε: 

 

Παξαηεξήζηε φηη ε κπιε-θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe ζηα δεμηά ηνπ Ρ δηαρσξίδεηαη 

απφ ηε κπιε-θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe ζηα αξηζηεξά ηνπ Ρ, επεηδή ε θφθθηλε-

πξάζηλε αιπζίδα ησλ ρσξψλ κπαίλεη ζηε κέζε. Μπνξνχκε έηζη λα αληαιιάμνπκε ηα 

ρξψκαηα ηεο κπιε-θίηξηλεο αιπζίδαο ζηα δεμηά ηνπ Ρ δίρσο λα επεξεαζηεί ν 

ρξσκαηηζκφο ηεο κπιε-θίηξηλεο αιπζίδαο ηνπ Κempe ζηα αξηζηεξά ηνπ Ρ. 
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΋κνηα, ε κπιε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe ζηα αξηζηεξά ηνπ Ρ δηαρσξίδεηαη απφ ην 

κπιε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe δεμηά ηνπ Ρ, επεηδή ε θφθθηλε-θίηξηλε αιπζίδα 

ησλ ρσξψλ κπαίλεη ζηε κέζε. Μπνξνχκε έηζη λα αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα ηεο 

κπιε-πξάζηλεο αιπζίδαο ηνπ Kempe ζηα αξηζηεξά ηνπ Ρ ρσξίο λα επεξεαζηεί ν 

ρξσκαηηζκφο ηεο κπιε-πξάζηλεο αιπζίδαο ηνπ Kempe ζηα δεμηά ηνπ Ρ. 

 

 

Αλ πξαγκαηνπνηήζνπκε θαη ηηο δχν απηέο αιιαγέο, ηφηε ην πεληάγσλν Ρ πεξηβάιιεηαη 

κφλν απφ ηα ρξψκαηα θίηξηλν, θφθθηλν θαη πξάζηλν, έηζη ην Ρ κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί 

κπιε. 
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Απηφ νινθιεξψλεη ην ρξσκαηηζκφ ηνπ ράξηε φηαλ ε αλαθηψκελε ρψξα είλαη έλα 

πεληάγσλν, θαη απνδεηθλχεη φηη δελ ππάξρεη ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο πνπ λα πεξηέρεη 

θάπνην πεληάγσλν.  

Αθνχ εμεηάζακε φιεο ηηο πηζαλέο πεξηπηψζεηο, απνδείμακε ην ζεψξεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

 

Αλ θαη ε απφδεημε ηνπ Kempe ήηαλ ιαλζαζκέλε, φπσο ζα εμεγήζνπκε , ην άξζξν ηνπ 

πεξηείρε έλα πιήζνο παξαηεξήζεσλ. Γπν απφ απηέο αθνξνχλ εηδηθέο πεξηπηψζεηο πνπ 

δελ είραλ αλαθεξζεί απφ πξνεγνχκελνπο ζπγγξαθείο: 

 

1. Αλ θάζε πεξηνρή ελόο θπβηθνύ ράξηε βξίζθεηαη ζε επαθή κε άξηην αξηζκό 

άιισλ πεξηνρώλ θαηά κήθνο θάζε θπθιώκαηνο πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα ζύλνξά ηνπ, 

ηξία ρξώκαηα είλαη αξθεηά γηα λα ρξσκαηηζηεί ν ράξηεο. 

. 

 

2. Αλ θάζε άξηην πιήζνο ζπλόξσλ ζπλαληηόληαη ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο ,δπν 

ρξώκαηα είλαη αξθεηά.  

 

Πξηλ αθήζνπκε ηνλ Κempe, ζα πξέπεη λα αλαθέξνπκε κηα ζεκαληηθή ζχλδεζε 

κεηαμχ ηνπ ρξσκαηηζκνχ ραξηψλ θαη ηεο εξγαζίαο ηνπ ζηνπο ζπλδέζκνπο, ζηνπο 

νπνίνπο έρεη λα επηδείμεη ζπνπδαίν έξγν. ΋πσο παξαηήξεζε ν ίδηνο: 
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Αλ απιώζνπκε έλα ραξηί ηρλειαζίαο πάλσ ζε έλα ράξηε θαη ζεκεηώζνπκε έλα ζεκείν 

πάλσ ζε απηό κέζα ζε θάζε πεξηνρή θαη ζπλδέζνπκε ηα ζεκεία πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο 

πεξηνρέο πνπ έρνπλ έλα θνηλό ζύλνξν, έρνπκε πάλσ ζην ραξηί ηρλειαζίαο έλα 

δηάγξακκα ελόο «ζπλδέζκνπ», θαη έρνπκε ην αθξηβέο αλάινγν ηεο εξώηεζεο πνπ 

ζεσξήζακε, απηήο ηεο επηγξαθήο ησλ ζεκείσλ ηνπ ζπλδέζκνπ κε όζν ην δπλαηόλ 

ιηγόηεξα γξάκκαηα, έηζη ώζηε δύν άκεζα ζπλδεδεκέλα ζεκεία λα κελ έρνπλ ην ίδην 

γξάκκα. 

 

Σψξα αλαθεξφκαζηε ζε έλαλ ηέηνην ζχλδεζκν σο γξάθεκα θαη ζηελ παξαπάλσ 

δηαδηθαζία σο ηνλ ζρεκαηηζκφ ηνπ δπηθνχ γξαθήκαηνο ηνπ ράξηε. Απηφο ν 

αλαζρεκαηηζκφο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ σο έλα πξφβιεκα πνπ 

πεξηιακβάλεη ηελ επηγξαθή ησλ ζεκείσλ επαλεκθαλίζηεθε γηα κηθξφ ρξνληθφ 

δηάζηεκα ζηα 1880 θαη εηζήρζε μαλά ζηα 1930 θαη ρξεζηκνπνηήζεθε ζε φιεο ηηο 

κεηέπεηηα πξνζπάζεηεο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο φπσο ζα δνχκε ζηε ζπλέρεηα..  

 

 

6γ. Αιγεβξηθή έθθξαζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

 

΢ην κεηαμχ, πίζσ ζην Johns Hopkins University, ην άξζξν ηνπ Κempe είρε 

πξνθαιέζεη κεγάιν ελδηαθέξνλ. ΢ηηο 5 Ννεκβξίνπ 1879, ν William Story παξνπζίαζε 

ηηο θεληξηθέο ηδέεο ηεο απφδεημεο ηνπ Kempe ζε έλα αθξναηήξην δεθανρηψ αηφκσλ 

ζε κηα ζπλάληεζε ζην Johns Hopkins Scientific Association.  

Παξψλ ζηελ ζπγθέληξσζε ηνπ Ννεκβξίνπ ήηαλ ν Charles Sanders Peirce, κέρξη ηψξα 

έλαο κεξηθήο απαζρφιεζεο ιέθηνξαο ζηελ Λνγηθή ζην Johns Hopkins University, 

ελψ παξάιιεια εξγαδφηαλ θαη γηα ηελ U.S. Coastal Survey. Έρνληαο παξαθηλεζεί 

δίρσο ακθηβνιία απφ ην εγρεηξίδην ηνπ Kempe, ν Peirce έγξαςε ζηνλ Story ζηηο 17 

Απγνχζηνπ αλαθέξνληαο φηη κφιηο είρε βξεη ηελ παιηά ηνπ ιχζε ζην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ – πηζαλφλ ηελ απφδεημε πνπ είρε παξνπζηάζεη ζην Harvard 

University ζηα 1860. ΢ηε ζπλάληεζε ηεο 5
εο

 Ννεκβξίνπ, ζηελ νπνία ζπδεηήζεθε ε 

απφδεημε ηνπ Kempe, «έγηλαλ παξαηεξήζεηο ζε απηφ ην άξζξν απφ ηνλ Mr. C. S. 

Peirce» θαη ζηελ επφκελε ζπλάληεζε ζηηο 3 Γεθεκβξίνπ, ν Peirce: 
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΢πδεηώληαο έλα λέν ζεκείν ζε ζρέζε κε ην Γεσγξαθηθό Πξόβιεκα ησλ Σεζζάξσλ 

Υξσκάησλ, θαίλεηαη κε ινγηθά επηρεηξήκαηα όηη ππάξρεη κηα θαιύηεξε απόδεημε ηνπ 

πξνβιήκαηνο από εθείλε ηνπ θ. Kempe. 

 

 Oη ιεπηνκέξεηεο ηεο «θαιχηεξεο απφδεημεο» ηνπ Peirce δελ έρνπλ ζσζεί αιιά ε εθ 

λένπ δηαηχπσζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ κε αιγεβξηθνχο φξνπο 

παξαηίζεηαη παξαθάησ. Δδψ, ηα , ,  θαη A B C D  αληηζηνηρνχλ ζε ρξψκαηα θαη νη 

1, 2 θαη 3  είλαη ρψξεο. Έλα ζχκβνιν φπσο 2C  ζεκαίλεη φηη ην ρξψκα C δίλεηαη ζηε 

ρψξα 2, θαη έγξαςε ηελ «εμίζσζε» 2 1C   αλ ε ρψξα 2 είλαη ρξσκαηηζκέλε κε ην 

ρξψκα 1 θαη 2 0C   αλ δελ είλαη. Ο Peirce αλαδηαηχπσζε ην πξφβιεκα φπσο 

παξαθάησ (ην ζχκβνιν i αλαθέξεηαη ζε νπνηαδήπνηε απφ ηηο ρψξεο 1, 2 θαη 3 ). Μηα 

επεμήγεζε δίλεηαη ακέζσο κεηά απφ απηφ. 

 

2 0, φκνηα γηα ηα B, C, Di iA A  . 

0, φκνηα γηα φια ηα δεχγε ησλ Α, Β, C, Di iA B  . 

Δπίζεο, 1i i i iA B C D    . 

Καη αλ  θαη  i j  είλαη νη αξηζκνί δχν πεξηνρψλ πνπ έρνπλ έλα θνηλφ ζχλνξν, 0i jA A   

φπσο θαη ην γηλφκελν απφ θάζε φκνην δεπγάξη ησλ , ,B C D . 

 

΢ηελ πξψηε γξακκή, ε εμίζσζε 
2 0i iA A  , κπνξεί λα ιπζεί δίλνληαο 0iA   ή 1 – 

δειαδή, ε ρψξα i  είηε δελ έρεη ην ρξψκα A , είηε ην έρεη- θαη φκνηα γηα θαζεκία απφ 

ηηο ρψξεο ,  θαη B C D . Η δεχηεξε γξακκή αλαθέξεη πσο ε ρψξα i  δελ κπνξεί λα έρεη 

καδί ηα ρξψκαηα  θαη A   θαη φκνηα γηα θάζε δεχγνο ρξσκάησλ. Η ηξίηε γξακκή 

ζεκαίλεη φηη ε ρψξα i  πξέπεη λα έρεη θάπνην απφ ηα ρξψκαηα , ,  θαη A B C D . Η 

ηέηαξηε γξακκή καο ιέεη φηη αλ νη ρψξεο  θαη  i j  έρνπλ έλα θνηλφ ζχλνξν, ηφηε δελ 

κπνξνχλ λα έρνπλ θαη νη δπν ην ρξψκα A , θαη φκνηα γηα ηα ρξψκαηα ,  θαη B C D . 

Ο Peirce θαη ν Story ζπλέρηζαλ λα ελδηαθέξνληαη γηα ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ γηα ην ππφινηπν ησλ δσψλ ηνπο.  
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7. Ζ ΠΡΟ΢ΔΓΓΗ΢Ζ ΣΟΤ PETER GUTHRIE TAIT. 

 

H απφδεημε ηνπ Kempe γηα ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ έγηλε θνηλά 

απνδεθηή, θαη γξήγνξα έγηλε θνκκάηη ησλ ιατθψλ καζεκαηηθψλ. Έγηλε θαζνιηθά 

απνδεθηή θαη απφ ηνπο Άγγινπο καζεκαηηθνχο, πεξηιακβαλνκέλσλ ησλ Arthur 

Cayley θαη Peter Guthrie Tait.  

 

 

7α. Ζ αλάγθε εύξεζεο κηαο πην «θνκςήο απόδεημεο» 

 

Έλαο άιινο άλζξσπνο ν νπνίνο ήηαλ επηξξεπήο ζην ιάζνο ήηαλ ν Peter Guthrie Tait, 

θαζεγεηήο ηεο θπζηθήο θηινζνθίαο ζην Edinburgh. Ο Tait ελδηαθεξφηαλ ηδηαίηεξα 

γηα ην ζεκείσκα ηνπ Kempe ζην Nature ηεο 26
εο

 Φεβξνπαξίνπ 1880 γηα ηε ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Ο Tait είρε κάζεη γηα ην πξφβιεκα απφ ηνλ 

Cayley κεξηθά ρξφληα πξηλ, ελψ εξγαδφηαλ ζε θάπνηα καζεκαηηθά πξνβιήκαηα κε 

θφκπνπο, θαη είρε αλεμάξηεηα απνθηήζεη ην απνηέιεζκα ηνπ Kempe φηη αλ ππάξρεη 

έλα δπγφ πιήζνο απφ ζπλνξηαθέο γξακκέο ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο ζε έλα ράξηε 

ηφηε αξθνχλ δπν ρξψκαηα (αλ θαη, φπσο παξαηήξεζε, «ηα ζχλνξα ζπλήζσο 

ζπλαληηνχληαη αλά ηξία»). 

Ο Tait ζεψξεζε φηη ε απφδεημε ηνπ Κempe ήηαλ αδηθαηνιφγεηα καθξνζθειήο, 

«δίλνληαο ειάρηζηε ηδέα γηα ηελ πξαγκαηηθή ηεο θχζε θαη ηα πξντφληα ηεο» θαη ζε 

ιηγφηεξν απφ ηξεηο εβδνκάδεο έθαλε ηέζζεξηο ή πέληε απινχζηεξεο δηθέο ηνπ 

απνδείμεηο –θακία απφ ηηο νπνίεο δελ ήηαλ ζσζηή. Απηέο παξνπζίαζε κε ζηγνπξηά ζην 

Royal Society ηνπ Edinburgh ζηηο 15 Μαξηίνπ, δεκνζηεχνληαο ηα απνηειέζκαηα ηνπ 

ζε έλα άξζξν ζηα πξαθηηθά ηνπ.  

Η πξψηε αλεπηηπρήο πξνζέγγηζε ζην πξφβιεκα ρξεζηκνπνηνχζε ηα ζπλδεηηθά 

δηαγξάκκαηα ηνπ Kempe, ζηα νπνία ηα ζεκεία αλαπαξηζηνχλ ηηο ρψξεο θαη νη 

γξακκέο πνπ ζχλδενπλ ηα ζεκεία αληηζηνηρνχλ ζε γεηηνληθέο ρψξεο. Πξφζζεζε 

επηπιένλ γξακκέο γηα λα ρσξίζεη ην δηάγξακκα ζε ηξίγσλα- γηαηί αλ ηα ζεκεία ηνπ 

«ηξηγσλνπνηεκέλνπ» δηαγξάκκαηνο κπνξνχλ λα ραξαθηεξηζηνχλ κε ηέζζεξα 

γξάκκαηα ψζηε δπν ζπλδεδεκέλα ζεκεία λα κελ έρνπλ ην ίδην γξάκκα, ηφηε 

(αθαηξψληαο ηηο γξακκέο πνπ πξφζζεζε) ην ίδην ζα ζπκβαίλεη θαη γηα ηα ζεκεία ηνπ 

αξρηθνχ δηαγξάκκαηνο. 
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Ο Tait ηψξα πξφζζεζε ζεκεία ψζηε λα θάλεη φιεο ηηο ηξηγσληθέο ρψξεο λα έρνπλ 

ηέζζεξηο πιεπξέο. Σφηε φια ηα ζεκεία ζα κπνξνχλ ελαιιαθηηθά λα ραξαθηεξίδνληαη 

Α θαη Β. Σφηε, ιέεη ν Tait, «θάλε ην ίδην πξάγκα κε άιινλ ηξφπν», δίλνληαο έλαλ 

δεχηεξν ραξαθηεξηζκφ. ΢ην ηέινο ππέξζεζε απηνχο ηνπο δπν ράξηεο , παξαιείπνληαο 

φια ηα ζεκεία πνπ είραλ πξνζηεζεί. 

 

Ο Tait ηζρπξίζηεθε φηη, γηα θάζε ράξηε, απηφ ην ηειεπηαίν δηάγξακκα δίλεη έλα 

ραξαθηεξηζκφ ησλ ζεκείσλ κε ηέζζεξα «ζχλζεηα» γξάκκαηα ΑΑ, ΑΒ, ΒΑ, ΒΒ, ζην 

νπνίν θάζε δπν ζπλδεδεκέλα ζεκεία ραξαθηεξίδνληαη δηαθνξεηηθά. Ωζηφζν, δελ 

είλαη θαζφινπ ζίγνπξν αλ ν ραξαθηεξηζκφο κπνξεί λα γίλεη πάληνηε. Ο Tait 

παξαδέρηεθε ζε έλα γξάκκα πξνο ηνλ Kempe ζηηο 13 Απξηιίνπ 1880: 

 

 ΢ηελ αξρή ππάξρεη κηα κηθξή ζπαδνθεθαιηά ζρεηηθά κε ηνπο δπν δηαθνξεηηθνύο 

ηξόπνπο ηνπ ραξαθηεξηζκνύ ηνπ δηαγξάκκαηνο – ώζηε ηα δπν αληίγξαθα λα είλαη 

δηαθνξεηηθά – αιιά δελ είλαη δύζθνιν λα ηελ μεπεξάζεηο κε ηε βνήζεηα κεξηθώλ απιώλ 

θαλόλσλ. 

 

Δθφζνλ δελ εμήγεζε ηνπο «κεξηθνχο απινχο θαλφλεο ηνπ» ή γηαηί πξάγκαηη ε 

κέζνδνο ηνπ έρεη απνηέιεζκα, ε πξνζπάζεηα ηνπ δελ είλαη κηα ηθαλνπνηεηηθή ιχζε 

ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

Αξγφηεξα ζην 1880, ν Tait παξνπζίαζε ηελ δηθή ηνπ πξαγκαηηθά ρξήζηκε θαη 

πξαγκαηηθή ηδέα ζην ζέκα, ε νπνία πίζηεπε φηη ζα ζπλεπαγφηαλ κηα ιχζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ.  
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Ξεθηλψληαο κε έλαλ θπβηθφ ράξηε, ρξσκάηηζε φρη ηηο ρψξεο ηνπ αιιά ηηο ζπλνξηαθέο 

γξακκέο ηνπ: 

 

΢ε έλα ράξηε ζηνλ νπνίν κόλν ηξία ζύλνξα ζπλαληηνύληαη ζε θάζε ζεκείν, ηα ζύλνξα 

κπνξνύλ λα ρξσκαηηζηνύλ κε ηξία ρξώκαηα, ώζηε δπν κε ην ίδην ρξώκα λα κελ 

κνηξάδνληαη ην ίδην ζύλνξν. 

 

Γηα παξάδεηγκα, ζεσξήζηε νπνηνλδήπνηε θπβηθφ ράξηε, νη ρψξεο ηνπ νπνίνπ 

ρξσκαηίδνληαη κε A, B, C, D. Μπνξνχκε ηφηε λα ρξσκαηίζνπκε ηηο ζπλνξηαθέο 

γξακκέο κε ηα ηξία ρξψκαηα α, β, γ φπσο παξαθάησ: 

 

Υξεζηκνπνηήζηε ην ρξψκα α κεηαμχ ησλ δεπγαξηψλ ησλ ρσξψλ πνπ ρξσκαηίδνληαη 

κε Α θαη Β, ή κεηαμχ ησλ δεπγαξηψλ ησλ ρσξψλ πνπ ρξσκαηίδνληαη κε C θαη D.  

Υξεζηκνπνηήζηε ην ρξψκα β κεηαμχ ησλ δεπγαξηψλ ησλ ρσξψλ πνπ ρξσκαηίδνληαη 

κε Α θαη C, ή κεηαμχ ησλ δεπγαξηψλ ησλ ρσξψλ πνπ ρξσκαηίδνληαη κε B θαη D.  

Υξεζηκνπνηήζηε ην ρξψκα γ κεηαμχ ησλ δεπγαξηψλ ησλ ρσξψλ πνπ ρξσκαηίδνληαη κε 

Α θαη D, ή κεηαμχ ησλ δεπγαξηψλ ησλ ρσξψλ πνπ ρξσκαηίδνληαη κε B θαη C.  

 

Aπηή ε δηαδηθαζία θαίλεηαη παξαθάησ: 

 

Απηή ε δηαδηθαζία κπνξεί πάληνηε λα δηαηεξεζεί. Τπνζέζηε φηη καο δίλεηαη έλαο 

θπβηθφο ράξηεο ζηνλ νπνίν νη ζπλνξηαθέο γξακκέο είλαη ρξσκαηηζκέλεο κε ηέηνην 

ηξφπν ψζηε θαη ηα ηξία ρξψκαηα λα εκθαλίδνληαη ζε θάζε ζεκείν ζπλάληεζεο. 

Δπηιέμηε νπνηαδήπνηε ρψξα θαη ρξσκαηίζηε ηελ κε ην ρξψκα Α. Η παξαπάλσ 

κέζνδνο ηφηε καο ιέεη ηα ρξψκαηα ησλ ακέζσο γεηηνληθψλ ρσξψλ: γηα παξάδεηγκα, 

αλ ε ζπλνξηαθή γξακκή κεηαμχ ηεο αξρηθήο ρψξαο θαη κηαο γεηηνληθήο είλαη 

ρξσκαηηζκέλε β, ηφηε ε γεηηνληθή ρψξα πξέπεη λα ρξσκαηηζηεί C. ΢πλερίδνληαο θαηά 

απηφλ ηνλ ηξφπν, κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε φιεο ηηο ρψξεο ηνπ ράξηε. 
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Έλαο ελαιιαθηηθφο ηξφπνο λα αληηζηξέςνπκε ηελ δηαδηθαζία, ν νπνίνο ζα έρεη 

ζεκαζία αξγφηεξα, είλαη λα δηαιέμνπκε κφλν δχν απφ ηα ρξψκαηα θαη λα δνχκε πνηεο 

ζπλνξηαθέο γξακκέο έρνπλ απηά ηα ρξψκαηα: απηέο πάληα ζρεκαηίδνπλ έλαλ ή 

πεξηζζφηεξνπο θιεηζηνχο θχθινπο.  

 

Σψξα παίξλνπκε ην πξψην απφ απηά ηα ζχλνια ησλ θχθισλ θαη γξάθνπκε 1 γηα φιεο 

ηηο ρψξεο κέζα ζηνπο θχθινπο, θαη 0 γηα φιεο ηηο ρψξεο πνπ βξίζθνληαη έμσ. 

Δπαλαιακβάλνπκε γηα ην δεχηεξν ζχλνιν ησλ θχθισλ θαη ππεξζέηνπκε ηα 

απνηειέζκαηα: 

 

 

Απηφ πάληα παξάγεη έλα ρξσκαηηζκφ ησλ ρσξψλ κε ηα ηέζζεξα «ρξψκαηα» 

00,01,10,11. 

Δπηπιένλ, ν Tait, απφδεημε φηη θαζέλαο απφ ηνπο θχθινπο ζα έρεη δπγφ αξηζκφ αθκψλ. 

Απηφ είλαη εχθνιν λα ην δεη θαλείο, αθνχ ηα ρξψκαηα ελαιιάζζνληαη ζηηο αθκέο 

θάζε θχθινπ. 
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Ο Tait ζσζηά ζπλεηδεηνπνίεζε ηελ ζεκαζία ηνπ ρξσκαηηζκνχ ησλ ζπλνξηαθψλ 

γξακκψλ ελφο ράξηε, θαη έγξαςε πάιη έλα γξάκκα ζηνλ Kempe. Θεψξεζε ην 

πξνεγνχκελν ηνπ απνηέιεζκα, φηη νη ζπλνξηαθέο γξακκέο ελφο θπβηθνχ ράξηε 

κπνξνχλ πάληα λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηξία ρξψκαηα, γηα λα είλαη 

 

Πξαγκαηηθά ην θαηάιιειν πξάγκα γηα λα μεθηλήζεη θαλείο, έλα ιήκκα πνπ 

απνδεηθλύεηαη εύθνια. 

Έηζη απέζπξα ην καθξνζθειέο άξζξν κνπ θαη δηάβαζα έλα πνιύ κηθξόηεξν θαη 

απινύζηεξν (βαζηζκέλν ζην παξαπάλσ Λήκκα) ζηελ ηειεπηαία ζπλάληεζε ηνπ R.S.E. 

Ννκίδσ όηη ηώξα βιέπσ ηελ απιή αξρή πάλσ ζηελ νπνία βαζίδνληαη όια. 

 

Ο Tait παξνπζίαζε απηφ ην απνηέιεζκα ζην Royal Society ηνπ Edinburgh, ζηηο 19 

Ινπιίνπ 1880, θαη κηα πεξίιεςε εκθαλίζηεθε ζηα πξαθηηθά ηνπ Society. Ο Tait 

πίζηεπε φηη «ην Λήκκα πνπ απνδεηθλχεηαη εχθνια», απνδεηθλχεηαη εχθνια κε 

καζεκαηηθή επαγσγή, θαη φηη κηα ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ 

ζα παξαγφηαλ απφ απηφ, φπσο παξαπάλσ. Γπζηπρψο, ην εχθνια απνδείμηκν Λήκκα 

ηνπ είλαη ηφζν δχζθνιν λα απνδεηρζεί φζν θαη ην αξρηθφ πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ. 

Τπάξρεη θαη έλα πζηεξφγξαθν ζηα πην πξφζθαηα έγγξαθα ηνπ Tait γηα ην πξφβιεκα 

ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Σν πξψην ηνπ άξζξν ελέπλεπζε θαη έλα «΢εκείσκα ζηνλ 

ρξσκαηηζκφ ησλ ραξηψλ» ζηα πξαθηηθά ηνπ Royal Society ηνπ Edinburgh. Ξεθηλνχζε 

σο εμήο: 

 

Από ηα πξαθηηθά ηνπ Royal Society of Edinburgh, No. 106, ζει. 501,θαίλεηαη όηη ν 

ρξσκαηηζκόο ραξηώλ πξνζειθύεη ηελ πξνζνρή. Απηή ε ζεκείσζε ζπλέβαιε ηα κέγηζηα 

πάλσ ζηελ ηζηνξία ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 

O ζπγγξαθέαο ήηαλ ν Frederick Guthrie, θαη απηή ήηαλ ε ζεκείσζε ζηελ νπνία 

αλαγλσξίδεη ηνλ αδεξθφ ηνπ Francis σο ηνλ γελλήηνξα ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ.  
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7β. Υξσκαηηζκόο αθκώλ θαη πνιύεδξα. 

 

Η πεξίιεςε ηνπ Tait ζηα πξαθηηθά ηνπ Royal Society ηνπ Edinburgh γξήγνξα 

επεθηάζεθε ζε έλα άξζξν πνπ εκθαλίζηεθε ζηα πεπξαγκέλα ηνπ Society. ΢ε απηφ ην 

«΢εκείσκα ζε έλα ζεψξεκα ζηε γεσκεηξία ηεο ζέζεο», επέζηξεςε ζηνλ ρξσκαηηζκφ 

ησλ ζπλνξηαθψλ γξακκψλ ελφο θπβηθνχ ράξηε. 

 

Αλ 2n  ζεκεία ζπλδένληαη από 3n  γξακκέο ώζηε ηξεηο γξακκέο, θαη ηξεηο γξακκέο κόλν, 

λα ζπλαληηνύληαη ζε θάζε ζεκείν, απηέο νη γξακκέο κπνξνύλ λα δηαηξεζνύλ (ζπλήζσο 

κε πνιινύο δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο) ζε ηξεηο νκάδεο από n  ε θαζεκία, ώζηε θάζε κηα 

από θάζε νκάδα λα θαηαιήγεη ζε θαζέλα από ηα ζεκεία. 

 

Γηα παξάδεηγκα, ζην παξαθάησ ρξσκαηηζκέλν δηάγξακκα κε 8 ζεκεία θαη 12 

γξακκέο (πνπ αληηζηνηρεί ζε 4n  ), νη γξακκέο ρξσκαηηζκέλεο κε α ζρεκαηίδνπλ κηα 

απφ ηηο ηξεηο νκάδεο, νη γξακκέο ρξσκαηηζκέλεο κε β ζρεκαηίδνπλ ηε δεχηεξε, θαη νη 

γξακκέο ρξσκαηηζκέλεο κε γ ζρεκαηίδνπλ ηελ ηξίηε. 

 

Ο Tait κεηά πήγε λα ηζρπξηζηεί φηη: 

 

Ζ δπζθνιία λα απνθηήζνπκε κηα απιή απόδεημε απηνύ ηνπ ζεσξήκαηνο πξνέξρεηαη από 

ην γεγνλόο όηη δελ είλαη αιεζέο ρσξίο πεξηνξηζκνύο. 

 

Σν παξάδεηγκά ηνπ γηα ην πνπ απνηπγράλεη ην απνηέιεζκα ήηαλ ην αθφινπζν 

δηάγξακκα κε 14 ζεκεία θαη 21 γξακκέο (αληηζηνηρεί ζην 7n  ). Ωζηφζν, απηφ ην 

δηάγξακκα δελ κπνξεί λα αληηζηνηρεί ζε ράξηε, δηφηη ε γξακκή ζηε κέζε δελ 

δηαρσξίδεη δπν δηαθνξεηηθέο ρψξεο.  
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Ο Tait απέθιεηζε θάπνηεο αλεπηζχκεηεο θαηαζηάζεηο επηθεληξψλνληαο ζε θπβηθνχο 

ράξηεο πνπ κπνξνχλ λα απνθηεζνχλ πξνβάιινληαο έλα πνιχεδξν πάλσ ζην επίπεδν. 

Γηαηί γηα λα πξνβιεζεί έλα πνιχεδξν ζε έλα θπβηθφ ράξηε πξέπεη λα είλαη έλα θπβηθφ 

πνιχεδξν, φπσο ην ηεηξάεδξν,o θχβνο ή ην δσδεθάεδξν, ζηα νπνία αθξηβψο ηξεηο 

αθκέο (ή έδξεο) ζπλαληηφληαη ζε θάζε θνξπθή. Σν νθηάεδξν θαη ην εηθνζάεδξν δελ 

είλαη θπβηθά πνιχεδξα, αθνχ πεξηζζφηεξεο απφ ηξεηο αθκέο (ή έδξεο) ζπλαληηφληαη 

ζε θάζε θνξπθή. O Tait πίζηεπε φηη ην απνηέιεζκα ηνπ ήηαλ απφιπηα βέβαην γηα φια 

ηα θπβηθά πνιχεδξα, ηζρπξηδφκελνο φηη: 

 

Σν πξόβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ παξάγεη θαη παξάγεηαη από ηνλ ηζρπξηζκό όηη νη 

ζπλνξηαθέο γξακκέο απηώλ ησλ πνιπεδξηθώλ ραξηώλ κπνξνύλ λα ρξσκαηηζηνύλ κε 

ηξία ρξώκαηα έηζη ώζηε θαη ηα ηξία ρξώκαηα λα εκθαλίδνληαη ζε θάζε ζεκείν ηνκήο. 

 

Γηα λα επηηεζεί ζε απηφ ην πεξηνξηζηηθφ πξφβιεκα , ν Tait έθαλε ηελ αθφινπζε 

εξψηεζε: 

 

Γηα θάζε θπβηθό πνιύεδξν, ππάξρεη πάληα έλαο κνλαδηθόο θιεηζηόο θύθινο πνπ πεξλάεη 

από όιεο ηηο θνξπθέο αθξηβώο κηα θνξά; 

(Γειαδή ππάξρεη θχθινο Hamilton γηα θάζε θπβηθφ πνιχεδξν;) 

 

Σν ελδηαθέξνλ ηνπ Tait γηα απηνχο ηνπο θχθινπο πξνέθπςε απφ ην γεγνλφο φηη: 

 

αλ έλα θπβηθφ πνιχεδξν έρεη έλαλ ηέηνην θχθιν, ηφηε κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε ηηο 

αθκέο ηνπ κε ηξία ρξψκαηα αληαιιάζζνληαο ηα ρξψκαηα θφθθηλν θαη πξάζηλν θαηά 

κήθνο ηνπ θχθινπ θαη ρξσκαηίδνληαο ηηο ππφινηπεο αθκέο κε κπιε.  
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Γηα παξάδεηγκα, παίξλνπκε ηνλ παξαθάησ ρξσκαηηζκφ ησλ αθκψλ ελφο 

θχβνπ:

 

Ωζηφζν, φπσο είδακε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην ην εξψηεκα ηεο εχξεζεο ελφο 

θχθινπ πνπ πεξλά απφ φιεο ηηο θνξπθέο ελφο πνιπέδξνπ είρε κειεηεζεί πεξηζζφηεξα 

απφ είθνζη ρξφληα πξηλ απφ ηνλ Reverend Thomas Penyngton Κirkman θαη ηνλ Sir 

William Rowan Hamilton θαη ηέηνηνη θχθινη είλαη γλσζηνί σο θχθινη ηνπ Hamilton. 

 

 

7γ. Tν θαηαζηξνθηθό ηξίγσλν ηνπ Σutte. 

 

Ο Tait ελδηαθεξφηαλ γηα ηνπο θχθινπο ηνπ Hamilton ζηα θπβηθά πνιχεδξα γηαηί ηνπ 

επέηξεπαλ λα ρξσκαηίδεη ηηο αθκέο ηνπο κε ηξία ρξψκαηα, θαη έηζη λα ρξσκαηίδεη ηηο 

έδξεο κε ηέζζεξα ρξψκαηα. ΢ην άξζξν ηνπ ηνλ Ννέκβξην ηνπ 1880, ν Tait ζπδήηεζε 

ην «ζεψξεκα» ηνπ φηη θάζε θπβηθφ πνιχεδξν έρεη έλαλ θχθιν Hamilton θαη 

παξαηήξεζε φηη: 

 

Σν Icosian Game ηνπ Hamilton είλαη κηα εηδηθή εθαξκνγή απηνύ ηνπ ζεσξήκαηνο, ην 

αληίζηνηρν ζρήκα είλαη ε πξνβνιή ελόο πεληαγσληθνύ δσδεθαέδξνπ. Σνπ πξνηάζεθε 

από ηελ παξαηήξεζε, ζην άξζξν ηνπ Kirkman ζηα Πνιύεδξα, όηη έλαο θαζαξόο 

«θύθινο αθκώλ» ελόο κνλαδηθνύ ηύπνπ δηέξρεηαη από όιεο ηηο θνξπθέο απηνύ ηνπ 

πνιπέδξνπ. 

 

Ο Σait έθαλε ιάζνο ιέγνληαο φηη ν Kirkman έδσζε ηελ ηδέα ζηνλ Hamilton γηα ην 

Icosian Game. 

Σξία ρξφληα αξγφηεξα, ν Tait αθνινχζεζε ην άξζξν απηφ κε κηα νκηιία ζην 

Edinburgh Mathematical Society θαη έλα επηπιένλ άξζξν, ζην Philosophical 

Magazine, ζην νπνίν επηβεβαίσζε ηελ άπνςε ηνπ φηη φινη ηα θπβηθά πνιχεδξα έρνπλ 

θχθινπο ηνπ Hamilton, παξαηεξψληαο: 
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Πηζαλόλ ε απόδεημε απηήο ηεο πεξίεξγεο πξόηαζεο λα έρεη κέρξη ηνύδε μεθύγεη ηεο 

αλαθάιπςεο εμαηηίαο ηεο πιήξνπο απιόηεηαο ηεο. Οη ζπλεζηζκέλνη αηζεξνβάκκνλεο 

έρνπλ ηελ ηάζε λα ράλνπλ ηηο νκνξθηέο ησλ πην ηαπεηλώλ γήηλσλ αληηθεηκέλσλ.  

 

Ο Kirkman ζην κεηαμχ επέζηξεςε ζην αληηθείκελν ησλ θχθισλ ζηα πνιχεδξα ην 

1881, πηζαλφηαηα έρνληαο ελζαξξπλζεί απφ ην ελδηαθέξνλ ηνπ Tait γηα ηελ δνπιεηά 

ηνπ. Γηαηχπσζε εθ λένπ ην πξφβιεκα ησλ θχθισλ ηνπ Hamilton ζηα θπβηθά 

πνιχεδξα κε αληίζηξνθε κνξθή θαη ην έζηεηιε ζην Mathematical Questions and 

Solutions of the Educational Times.  

To θειί ηεο κέιηζζαο-πνιχεδξν ηνπ Kirkman δελ έρεη θχθιν Hamilton, αιιά δελ 

απνηειεί έλα παξάδεηγκα εδψ γηαηί δελ είλαη έλα θπβηθφ πνιχεδξν. 

Ο Kirkman πξνζπάζεζε λα δψζεη κηα επθνινθαλή απφδεημε ηνπ ηζρπξηζκνχ, 

ζπκπεξαίλνληαο φηη: 

 

Απηή είλαη ε κνλαδηθή πξνζπάζεηα λα απνδεηρζεί ην γεληθό ζεώξεκα πνπ επηζπκώ 

ηώξα λα δώζσ. Γελ πξόθεηηαη γηα απόδεημε. Αιιά είλαη πηζαλόλ κηα ηζρπξή έλδεημε 

κέρξη λα βξεζεί έλα p-εδξν, ζην νπνίν δελ κπνξεί λα βξεζεί ν θύθινο (Hamilton). Μηα 

απζηεξή απόδεημε είλαη πνιύ γηα λα ηελ επηζπκνύκε, απνξξένληαο από ηνλ απιό νξηζκό 

ηνπ p-εδξνπ κε ηξηεδξηθέο θνξπθέο. Αιιά ζπκθσλώ κε ηελ άπνςε ηνπ θαζεγεηή P. G. 

Tait, όηη ε δηθή καο πξννπηηθή ηεο ύπαξμεο κηαο ηέηνηαο απόδεημεο είλαη κεδακηλή. 

Δίλαη δηθή κνπ εληύπσζε όηη γλσξίδεη πεξηζζόηεξα από νπνηνλδήπνηε άιιν γηα απηνύο 

ηνπο θύθινπο. 

 

H «εηθαζία» ηνπ Tait απνθηά ζεκαζία αλ ζπλεηδεηνπνηήζνπκε φηη έλαο θχθινο ηνπ 

Hamilton καο δίλεη έλαλ εχθνιν ηξφπν λα ρξσκαηίζνπκε κε ηέζζεξα ρξψκαηα έλαλ 

ράξηε. Κάπνηνο απιά ρξσκαηίδεη ηηο εζσηεξηθέο ρψξεο κε δπν ρξψκαηα κε ελαιιαγέο 

θαη ηηο εμσηεξηθέο ρψξεο κε δπν άιια ρξψκαηα κε ελαιιαγέο. 

 

Με ηελ εχξεζε ηνπ ιάζνπο ζηελ απφδεημε ηνπ Kempe απφ ηνλ Heawood, φπσο ζα 

δνχκε ζην επφκελν θεθάιαην, θαη ηελ αλεπάξθεηα ηεο απφδεημεο ηνπ Tait, ην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ήηαλ πάιη αλνηθηφ, θαη πεξηζζφηεξν ειθπζηηθφ 

απφ πνηέ. Η ρξήζε ησλ θχθισλ ηνπ Hamilton έκνηαδε λα είλαη έλαο γεκάηνο 

ππνζρέζεηο ηξφπνο γηα ηελ αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο.  
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Σν 1932, ν J. Chuard κπήθε ζηε ιίζηα κε ηνπο «ιχηεο» ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ φηαλ δεκνζίεπζε ηελ «απφδεημε» ηνπ ππνζηεξίδνληαο φηη θάζε 

θπβηθφο πνιπεδξηθφο ράξηεο έρεη θχθιν ηνπ Hamilton. Με ηνλ φξν πνιπεδξηθφ ράξηε 

ελλννχκε θάζε ράξηε ηνπ νπνίνπ φζεο ρψξεο ζπλαληηνχληαη, ζπλαληηνχληαη κφλν κε 

δχν ηξφπνπο: θαηά κήθνο κηαο θνηλήο αθκήο, ή ζε κηα κφλν θνξπθή. Ο πξψηνο απφ 

ηνπο παξαθάησ ράξηεο δελ είλαη πνιπεδξηθφο ελψ ν δεχηεξνο είλαη: 

 

H απφδεημε σζηφζν δελ ήηαλ πεηζηηθή θαη ακθηζβεηήζεθε απφ ηνλ θξηηηθφ, Δ. 

Pannwitz. 

Έλα ζχλλεθν ακθηβνιίαο θξεκφηαλ πάλσ απφ ηελ απφδεημε ηνπ Chuard κέρξη ην 

1946, φηαλ ν W. T. Tutte βξήθε έλαλ θπβηθφ πνιπεδξηθφ ράξηε (βι. παξαθάησ) πνπ 

δελ είρε θχθιν Hamilton. Γελ απνηειεί έθπιεμε φηη θαλέλαο δελ ηνλ βξήθε πξηλ, αλ 

θαη δελ είλαη δχζθνιν λα δνχκε γηαηί απνηειεί αληηπαξάδεηγκα. 

 

Θεσξήζηε ηελ παξαθάησ δηάηαμε , ε νπνία θαιείηαη ηξίγσλν Tutte.  

Κάζε κνλνπάηη πνπ πεξλάεη απφ φιεο ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ Tutte δελ κπνξεί λα 

εηζέιζεη θαη λα αθήλεη ην ηξίγσλν πάλσ ζηηο δπν πιάγηεο αθκέο. Απηφ απνδείρηεθε 

πξνζεθηηθά απφ ηνλ Tutte, αιιά είλαη εχθνιν λα ην δεη θαλείο κε δνθηκέο. Αθνχ 

πεηζηείηε γηα απηήλ ηελ ηδηφηεηα, ηα ππφινηπα είλαη εχθνια. 
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΢ηνλ ράξηε ηνπ Tutte, έλαο θχθινο ηνπ Hamilton πξέπεη λα εηζέξρεηαη θαη λα αθήλεη 

ηξία ηξίγσλα Tutte, θάζε θνξά ρξεζηκνπνηψληαο κηα απφ ηηο θεληξηθέο αθκέο ηνπ 

δηαγξάκκαηνο. Απηφ ζπλεπάγεηαη φηη θάζε θεληξηθή θνξπθή αλήθεη ζε ηξεηο αθκέο 

ηνπ θχθινπ. Απηφ είλαη αδχλαην, γηαηί έλαο θχθινο πάληα ρξεζηκνπνηεί αθξηβψο δχν 

αθκέο ζε θάζε θνξπθή. 

Ο ράξηεο ηνπ Tutte είλαη εχθνιν λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα. Έηζη, αλ θαη 

ήηαλ ην ηέινο ηεο εηθαζίαο ηνπ Tait, δελ ήηαλ ην ηέινο ηεο εηθαζίαο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ. Γελ ήηαλ θαλ ην ηέινο ησλ πξνζπαζεηψλ λα ιπζεί ην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ κε ηε ρξήζε ησλ θχθισλ ηνπ Hamilton.  

Δλψ θάπνηνη άλζξσπνη αζρνινχληαλ κε ηελ εχξεζε θχθισλ ηνπ Hamilton ζε 

θπβηθνχο πνιπεδξηθνχο ράξηεο, θάπνηνη άιινη αλήγαγαλ ηελ εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ ζε άιιεο θιάζεηο ραξηψλ. Γείρλνληαο φηη φινη νη ράξηεο ζε νπνηαδήπνηε 

απφ απηέο ηηο θιάζεηο έρνπλ θχθινπο Hamilton ζα ιπλφηαλ ην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ.  

Απηέο νη αλαγσγέο ζρεηίδνληαη κε απηφ πνπ θαιείηαη θπθιηθή ζπλεθηηθόηεηα ελφο 

ράξηε. Καζνξίδνπκε ηελ θπθιηθή ζπλεθηηθφηεηα ελφο θπβηθνχ ράξηε εμεηάδνληαο 

ηνπο ηξφπνπο πνπ κπνξνχκε λα δηαρσξίζνπκε ηηο ρψξεο θφβνληαο αθκέο. Γεληθά, 

ιέκε φηη έλαο ράξηεο είλαη θπθιηθά n-ζπλεθηηθόο κε ηελ πξνυπφζεζε φηη είλαη 

δπλαηφ λα δηαρσξίζνπκε δπν ρψξεο θφβνληαο αθκέο, θαη γηα λα ην θάλνπκε πξέπεη λα 

θφςνπκε ηνπιάρηζηνλ n αθκέο. 

Πξηλ αθφκα ν Tutte βξεη ηνλ ράξηε ηνπ, ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είρε 

αλαρζεί ζην λα δεηρζεί φηη φινη νη θπθιηθά 4-ζπλεθηηθνί ράξηεο κπνξνχλ λα 

ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα, έηζη ππήξρε αθφκα ειπίδα. Ίζσο, φινη νη 

θπθιηθνί 4-ζπλεθηηθνί ράξηεο λα έρνπλ θχθινπο ηνπ Hamilton. ν ράξηεο ηνπ Tutte 

δελ είλαη έλα αληηπαξάδεηγκα επεηδή νη ρψξεο ηνπ κπνξνχλ λα δηαρσξηζηνχλ 

θφβνληαο νπνηεζδήπνηε ηξεηο αθκέο νδεγνχλ ζε έλα ηξίγσλν Tutte. 
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Καη πάιη ν Tutte ήηαλ ν «θαηαζηξνθέαο». Σν 1960, βξήθε έλαλ θπθιηθά 4-ζπλεθηηθφ 

ράξηε ρσξίο θχθιν ηνπ Hamilton. σζηφζν, απηφ δελ ήηαλ ην ηέινο. Αθφκα ππήξρε 

ειπίδα. Σν πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είρε επίζεο αλαρζεί ζην λα δεηρζεί φηη 

φινη νη θπθιηθά 5-ζπλεθηηθνί ράξηεο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 

Πηζαλφλ απηνί λα έρνπλ θχθινπο ηνπ Hamilton.  

Σν 1965, ν Walter βξήθε έλα αληηπαξάδεηγκα. 

Τπάξρεη αθφκα ειπίδα; Ση γίλεηαη κε ηνπο θπθιηθά 6-ζπλεθηηθνχο ράξηεο; Πφζνπο 

ηέηνηνπο κπνξείηε λα ζθεθηείηε; Θπκεζείηε φηη θάζε ράξηεο πξέπεη λα πεξηέρεη κηα 

ρψξα κε πέληε νη ιηγφηεξνπο γείηνλεο. Αλ επηιέμεηε κηα ηέηνηα ρψξα ζε έλα θπβηθφ 

ράξηε θαη θφςεηε ηηο αθκέο πνπ ηελ απνκαθξχλνπλ απφ απηφλ, ζηηο πεξηζζφηεξεο 

πεξηπηψζεηο ζα δηαρσξίζεηε ηελ επηιεγκέλε ρψξα απφ θάπνηα άιιε ρψξα. Οη 

πεξηπηψζεηο πνπ δελ δηαρσξίδεηε ρψξεο είλαη εθείλεο φπνπ ε επηιεγκέλε ρψξα 

ζπλαληά φιεο ηηο άιιεο ρψξεο. Απηφ ζπκβαίλεη κφλν ζηνπο παξαθάησ ηξεηο ράξηεο. 

 

 

O πξψηνο δελ έρεη θπθιηθή ζπλεθηηθφηεηα γηαηί νη ρψξεο δελ κπνξνχλ λα 

δηαρσξηζηνχλ. Οη άιινη δχν είλαη θπθιηθά ηξη-ζπλεθηηθνί. Βιέπεηε ινηπφλ, φηη δελ 

ππάξρνπλ θπθιηθά 6-ζπλεθηηθνί ράξηεο. Απηφ ήηαλ θαη ην ηέινο ηεο πνξείαο ηέηνηνπ 

είδνπο έξεπλαο. 
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8. Ο ΔΞΣΡΔΜΗ΢ΣΖ΢ HEAWOOD. 

 

Η απφδεημε ηνπ Kempe γηα ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ήηαλ πάξα πνιχ 

θαιή. Ήηαλ ιαλζαζκέλε, αιιά ήηαλ κηα πνιχ θαιή ιαλζαζκέλε απφδεημε. ΋ρη κφλν 

έπεηζε ηνπο Βηθησξηαλνχο καζεκαηηθνχο γηα έληεθα ρξφληα, αιιά νη πεξηζζφηεξεο 

απφ ηηο ηδέεο πνπ πεξηείρε ήηαλ δπλαηέο θαη ζα ζρεκάηηδαλ ηελ βάζε γηα επφκελεο 

επηζέζεηο ζην πξφβιεκα, ζπκπεξηιακβαλνκέλεο εθείλεο πνπ ηειηθά ζα 

απνδεηθλπφηαλ επηηπρήο. Η εχξεζε ηνπ ιάζνπο ζην άξζξν ηνπ Kempe νθείιεηαη ζηνλ 

Percy Heawood, έλαλ ιέθηνξα ησλ καζεκαηηθψλ ζην Durham College. 

 

 

8α. To αληηπαξάδεηγκα ηνπ Heawood. 

 

Σν ελδηαθέξνλ ηνπ Percy Ηeawood
5
 γηα ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ 

μεθηλά απφ ηελ πξψηε ηνπ πεξίνδν ζην Oxford University. ΢ε έλα γξάκκα ζην Βέιγν 

καζεκαηηθφ Alfred Errera ζηα 1920, αλαθέξεη φηη: 

 

Όηαλ πήγα σο καζεηήο ζηελ Ομθόξδε ην 1880, ν H. J. S. Smith ήηαλ ν θαζεγεηήο ηεο 

Γεσκεηξίαο. Έλαο θαζαξόο θαη ελδηαθέξσλ νκηιεηήο, πξηλ κπεη ζην θύξην κέξνο ηνπ 

καζήκαηόο ηνπ μεθηλνύζε ρσξίδνληαο ηηο γεσκεηξηθέο ηδηόηεηεο ζε 

1. ηδηόηεηεο ηεο ζέζεο 

2. πεξηγξαθηθέο ηδηόηεηεο 

3. κεηξηθέο ηδηόηεηεο. 

Καη αλάκεζα ζε έλα-δύν παξαδείγκαηα ηεο πξώηεο θαηεγνξίαο έζεζε ην ζεώξεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ σο κάιινλ αιεζέο αιιά αλαπόδεηθην. Από ηόηε, απηό ην 

πξόβιεκα κε ζπλαξπάδεη. 

 

                                                 
5
 Ο Percy John Heawood ζπνχδαζε ζην Exeter College, ζηελ Oxford, θεξδίδνληαο βαζκνχο θαη ζηα 

καζεκαηηθά θαη ζηα θιαζζηθά, θεξδίδνληαο θαη Παλεπηζηεκηαθά καζεκαηηθά βξαβεία. Σν 1887 

δηνξίζζεθε «καζεκαηηθφο ιέθηνξαο» ζην Durham, φπνπ πέξαζε ηελ ππφινηπε δσή ηνπ, έγηλε 

θαζεγεηήο θαη ηειηθά πξχηαλεο θαη ζπληαμηνδνηήζεθε ζε ειηθία εβδνκήληα νρηψ εηψλ ην 1939. 
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Δίδακε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην φηη ν Henry Smith πξνέδξεπε ζην ζπλέδξην ηνπ 

London Mathematical Society ζην νπνίν ν Cayley ξψηεζε ηελ απνξία ηνπ γηα ηνλ 

ρξσκαηηζκφ ραξηψλ, αιιά ν Smith δελ ήηαλ ελεκεξσκέλνο γηα ηελ πξφζθαηε 

απφδεημε ηνπ Kempe. Σν γξάκκα ηνπ Heawood ζπλέρηδε: 

 

Έηζη, ζηξάθεθα θπζηθά, όηαλ άθνπζα γηα απηό, ζηελ απνθαινύκελε απόδεημε ηνπ 

Kempe θαη κεηά από κηα θξηηηθή εμέηαζε, αλαθάιπςα ην ιάζνο πνπ επηζεκαίλσ ζηελ 

ζεκείσζε κνπ. Γελ έρσ πνηέ αθνύζεη γηα ακθηβνιίεο πεξί ηεο ηζρύνο ηνπ πξηλ από ην 

άξζξν κνπ ζην Quarterly Journal. 

 

Ο Heawood έγξαςε ην πεξίθεκν άξζξν ηνπ «Θεψξεκα ρξσκαηηζκνχ ραξηψλ» ηνλ 

Ινχλην ηνπ 1889 θαη εκθαλίζηεθε ζην Quarterly Journal of Mathematics ηνλ Ινχλην 

ηνπ επφκελνπ ρξφλνπ. ΢ηελ εηζαγσγή ηνπ, ν Heawood ζρεδφλ απνινγείηαη γηα ηελ 

απνθάιπςε ηνπ ιάζνπο ζην άξζξν ηνπ Kempe: 

 

To παξόλ άξζξν δελ πξνηίζεηαη λα δώζεη κηα απόδεημε ηνπ αξρηθνύ ζεσξήκαηνο. ΢ηελ 

πξαγκαηηθόηεηα είλαη πην πνιύ θαηαζηξνθηθό παξά νηθνδνκεηηθό, γηαηί ζα δείμεη όηη 

ππάξρεη κηα αηέιεηα ζηελ σο ηώξα αλαγλσξηζκέλε απόδεημε… 
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Η θαηεδάθηζε ηεο απφδεημεο ηνπ Kempe απφ ην Heawood εζηηάδεηαη ζην επηρείξεκα 

πνπ ρξεζηκνπνίεζε ν Kempe ζηελ πεξίπησζε ηνπ πεληαγψλνπ. ΋πσο είδακε ν 

Kempe ζεψξεζε κηα δηεπζέηεζε ησλ ρσξψλ σο εμήο: 

 

(Δδψ ηα ρξψκαηα πνπ πεξηβάιινπλ ην πεληάγσλν έρνπλ αιιαρζεί ψζηε λα 

ζπκθσλνχλ κε ην παξάδεηγκα ζε απηφ ην θεθάιαην). O Kempe ηφηε ρξεζηκνπνίεζε 

δπν ηαπηφρξνλεο αληαιιαγέο ρξσκάησλ γηα ηνλ αλαρξσκαηηζκφ ησλ ρσξψλ ζε θάζε 

πιεπξά ηνπ πεληαγψλνπ ψζηε ην πεληάγσλν ην ίδην λα κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί. 

Καζεκία απφ ηηο αληαιιαγέο είλαη απφιπηα έγθπξε, αιιά θαη νη δπν καδί δελ είλαη 

επηηξεπηέο.  

Γηα λα ην δείμεη απηφ ν Heawood εηζήγαγε ηνλ ράξηε ζηε πξνεγνχκελε ζειίδα. ΢ε 

απηφλ ηνλ ράξηε, θάζε κία απφ ηηο είθνζη πέληε ρψξεο έρεη ρξσκαηηζηεί θφθθηλε, 

κπιε, θίηξηλε ή πξάζηλε, εθηφο απφ ην πεληάγσλν (πνπ ζα θαινχκε P) ζηε κέζε. 

Απηφο ν ράξηεο ζίγνπξα κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα αιιά απηφ πνπ 

ήζειε λα δείμεη ν Heawood κε ην παξάδεηγκα ηνπ είλαη φηη ε κέζνδνο απφδεημεο ηνπ 

Kempe ήηαλ ιαλζαζκέλε. 

Αθνινπζψληαο ηνλ Kempe, πξνζπαζνχκε λα μαλαρξσκαηίζνπκε δχν απφ ηνπο 

γείηνλεο ηνπ πεληαγψλνπ κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα ππάξρεη έλα δηαζέζηκν ρξψκα γηα 

ην Ρ. Πξψηα παξαηεξνχκε φηη νη κπιε θαη θίηξηλνη γείηνλεο ηνπ Ρ ζπλδένληαη κε κηα 

κπιε-θίηξηλε αιπζίδα ρσξψλ πνπ ρσξίδεη ην θφθθηλν-πξάζηλν κέξνο πάλσ απφ ην Ρ 

απφ ην θφθθηλν-πξάζηλν κέξνο θάησ απφ ην Ρ, φπσο δείρλεη ην ζρήκα (α). Μπνξνχκε, 

ινηπφλ, λα αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα ηεο θφθθηλεο-πξάζηλεο αιπζίδαο ηνπ Kempe 

πάλσ απφ ην Ρ ρσξίο λα επεξεαζηεί ε θφθθηλε-πξάζηλε αιπζίδα ηνπ Kempe θάησ 

απφ ην Ρ, φπσο ζην ζρήκα (b). 
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Δλαιιαθηηθά, ζα κπνξνχζακε λα είρακε πξαγκαηνπνηήζεη κηα δηαθνξεηηθή 

αληαιιαγή ρξσκάησλ. Ο κπιε γείηνλαο θαη o πξάζηλνο γείηνλαο ηνπ Ρ ζπλδένληαη κε 

κηα κπιε-πξάζηλε αιπζίδα ρσξψλ πνπ ρσξίδεη ην θφθθηλν-θίηξηλν κέξνο πάλσ απφ ην 

Ρ απφ ην θφθθηλν-θίηξηλν κέξνο θάησ απφ ην Ρ, φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα (c). Έηζη, 

ινηπφλ, κπνξνχκε λα αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα ηεο θφθθηλεο-θίηξηλεο αιπζίδαο ηνπ 

Kempe θάησ απφ ην Ρ ρσξίο λα επεξεαζηεί ε θφθθηλε-θίηξηλε αιπζίδα ηνπ Kempe 

πάλσ απφ ην Ρ, φπσο ζην ζρήκα (d). 

 

Καζεκία απφ απηέο ηηο ρξσκαηηθέο αληαιιαγέο είλαη επηηξεπηή απφ κφλε ηεο αιιά ην 

ιάζνο ηνπ Kempe ήηαλ ζηελ πξνζπάζεηά ηνπ λα ηηο θάλεη ηαπηφρξνλα. Γηφηη, αλ 

αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα καδί θαη ζηε θφθθηλε-πξάζηλε αιπζίδα πάλσ απφ ην Ρ θαη 

ζηε θφθθηλε-θίηξηλε αιπζίδα θάησ απφ ην Ρ, ηφηε ε πξάζηλε ρψξα Α θαη ε θίηξηλε 

ρψξα Β γίλνληαη καδί θφθθηλεο, θάηη ηέηνην φκσο δελ επηηξέπεηαη. 
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Έηζη ε απφδεημε ηνπ Kempe πνπ επηηξέπεη ηελ πηζαλφηεηα ηέηνησλ ηαπηφρξνλσλ 

αιιαγψλ είλαη εζθαικέλε. Σν ιάζνο ζην επηρείξεκα ηνπ Kempe απνδείρηεθε φηη 

ήηαλ ζνβαξφ. O Alfred Kempe παξαδέρηεθε ην ιάζνο ηνπ ζηηο ζηήιεο ησλ 

Πξαθηηθψλ ηνπ London Mathematical Society θαη ζηηο 9 Απξηιίνπ 1891 ζπδήηεζε 

ηελ δπζθνιία ζε κηα ζπλάληεζε ηνπ: 

 

 Ζ απόδεημή κνπ απνηεινύηαλ από κηα κέζνδν κε ηελ νπνία θάζε ράξηεο κπνξνύζε λα 

ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξώκαηα. Ο θ. Heawood παξνπζίαζε κηα πεξίπησζε ζηελ 

νπνία ε κέζνδνο απνηπγράλεη θαη έηζη δείρλεη όηη ε απόδεημε είλαη εζθαικέλε. Γελ έρσ 

θαηαθέξεη λα δηνξζώζσ ηελ αηέιεηα, παξόιν πνπ κπνξεί λα δεηρζεί όηη ν ράξηεο πνπ 

έδσζε ν θ. Heawood κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξώκαηα, θαη έηζη ε θξηηηθή 

αλαθέξεηαη κόλν ζηελ απόδεημε κνπ θαη όρη ζην ίδην ην ζεώξεκα. 

 

 ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, ν ράξηεο ηνπ Heawood δελ είλαη ν πην απιφο ράξηεο πνπ ζα 

κπνξνχζε λα δνζεί, φπσο έδεημαλ δπν Βέιγνη καζεκαηηθνί. Έλα πην ειθπζηηθφ 

παξάδεηγκα πεξηέγξαςε ν Alfred Errera ην 1921. Μηα εθδνρή απηνχ εκθαλίδεηαη 

παξαθάησ. Νσξίηεξα, ην 1896, ν Charles-Jean-Gustave-Nicolas de la Vallee Poussin, 

είρε παξνπζηάζεη θη εθείλνο έλα παξάδεηγκα. 
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 Ο δεχηεξνο είρε δηαβάζεη ηελ κεηάθξαζε ηεο απφδεημεο ηνπ Kempe απφ ηνλ Γάιιν 

Edouard Lucas ζην Recreations Mathematiques, αγλνψληαο ην άξζξν ηνπ Heawood, 

θαη είρε εληνπίζεη ην ιάζνο. Δδψ ην πεληάγσλν εκθαλίδεηαη σο έλα κφλν ζεκείν θαη 

κπνξνχκε λα αληαιιάμνπκε είηε ηηο ρψξεο πνπ είλαη ρξσκαηηζκέλεο bleu (b) θαη 

jaune (j) ζηα αξηζηεξά, είηε εθείλεο πνπ είλαη ρξσκαηηζκέλεο bleu (b) θαη vert (v) ζηα 

δεμηά, αιιά αλ ην θάλνπκε καδί, ηφηε νη δχν ζθηαζκέλεο ρψξεο γίλνληαη θαη νη δχν 

bleu. 

 

 

8β. To ζεώξεκα ησλ πέληε ρξσκάησλ. 

 

Αλ θαη ν Heawood δελ ήηαλ ηθαλφο λα δηνξζψζεη ην ιάζνο ζηελ απφδεημε ηνπ 

Kempe, δηέζσζε αξθεηέο απφ ηηο ηδέεο ηνπ Kempe γηα λα απνδείμεη ην ζεψξεκα ησλ 

πέληε ρξσκάησλ. Αλ θαη ιηγφηεξν ηζρπξφ απφ ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, 

εληνχηνηο είλαη έλα αμηνζεκείσην απνηέιεζκα. 

 

Θεώξεκα ησλ πέληε ρξσκάησλ 

Κάζε ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ην πνιχ πέληε ρξψκαηα έηζη ψζηε νη 

γεηηνληθέο ρψξεο λα είλαη ρξσκαηηζκέλεο δηαθνξεηηθά. 

 

g 

g 

g 

g 

y 

y 
y 

y 
b 

b 

b 

b 
r 

r 

r r 

Errera 

r r 

r 

r 

j 

j 

j 

v 

v 

b b 

De la Vallee Pousin 

v 



 87 

Γηα λα απνδείμνπκε ην ζεψξεκα ησλ πέληε ρξσκάησλ, ζα κηκεζνχκε ηελ πξνζέγγηζε 

ηνπ Cayley θαη ηνπ Κempe γηα ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Γειαδή, 

μεθηλάκε, ζεσξψληαο φηη ην ζεψξεκα ησλ πέληε ρξσκάησλ δελ ηζρχεη, έηζη ππάξρνπλ 

θάπνηνη ράξηεο πνπ δελ κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε κφλν πέληε ρξψκαηα θαη 

αλάκεζα ζε απηνχο ηνπο εηδηθνχο ράξηεο πνπ ρξεηάδνληαη πέληε ρξψκαηα ή 

πεξηζζφηεξα, ζεσξνχκε έλαλ ειάρηζην εγθιεκαηία – έλαο κε ηνλ κηθξφηεξν δπλαηφ 

αξηζκφ ρσξψλ. Απηφο ν ράξηεο δελ κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε πέληε ρξψκαηα, αιιά 

νπνηνζδήπνηε άιινο ράξηεο κε ιηγφηεξεο ρψξεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε πέληε 

ρξψκαηα. 

Σψξα ρξεζηκνπνηνχκε ην ζεψξεκα «ησλ πέληε γεηηφλσλ κφλν». Απηφ ην ζεψξεκα 

καο ιέεη φηη ν ράξηεο καο πξέπεη λα πεξηέρεη κηα ρψξα κε ην πνιχ πέληε γείηνλεο – 

έλα δίγσλν, ηξίγσλν, ηεηξάγσλν ή πεληάγσλν. Αλ ππάξρεη έλα δίγσλν, ηξίγσλν ή 

ηεηξάγσλν ε απφδεημε είλαη απιή.  

Αλ ν ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο καο πεξηέρεη έλα πεληάγσλν, ηφηε, αθαηξνχκε κηα 

ζπλνξηαθή γξακκή θαη ελζσκαηψλνπκε ην πεληάγσλν κε έλαλ απφ ηνπο 

πξνεγνχκελνπο γείηνλέο ηνπ, δίλνληαο καο έλαλ ράξηε κε ιηγφηεξεο ρψξεο. ΢χκθσλα 

κε ηελ ππφζεζε καο, κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε απηφλ ηνλ λέν ράξηε κε πέληε 

ρξψκαηα. 

Δπαλαηνπνζεηνχκε ην πεληάγσλν. Αιιά ηψξα νη ρψξεο δίπια ζην πεληάγσλν κπνξεί 

λα ρξεζηκνπνηνχλ θαη ηα πέληε ρξψκαηα, έηζη δελ ππάξρεη δηαζέζηκν ρξψκα γηα λα 

ρξσκαηηζηεί ην πεληάγσλν.  

Γηα λα ζψζνπκε απηήλ ηελ θαηάζηαζε ρξεζηκνπνηνχκε ηηο αιπζίδεο ηνπ 

Κempe.Δπηιέγνπκε δχν απφ ηα ρξψκαηα ησλ γεηηνληθψλ ρσξψλ ζην πεληάγσλν πνπ 

δελ είλαη δηαδνρηθά – έζησ, θφθθηλν θαη πξάζηλν – θαη θνηηάκε κφλν απηέο ηηο ρψξεο 

πνπ είλαη ρξσκαηηζκέλεο κε απηά ηα ρξψκαηα. (Απφ εδψ θαη πέξα ε απφδεημε είλαη 

ζρεδφλ ηαπηφζεκε κε ηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ γηα 

έλα ράξηε πνπ πεξηέρεη έλα ηεηξάγσλν). 

Πξψηα θνηηάκε γηα ηνπο θφθθηλνπο θαη πξάζηλνπο γείηνλεο ηνπ πεληαγψλνπ Ρ. Κάζε 

κηα απφ απηέο είλαη ην ελαξθηήξην ζεκείν γηα κηα αιπζίδα ηνπ ράξηε πνπ απνηειείηαη 

νινθιεξσηηθά απφ ρψξεο ρξσκαηηζκέλεο κε θφθθηλν θαη πξάζηλν. Σψξα, είλαη απηέο 

νη δχν θφθθηλεο-πξάζηλεο αιπζίδεο μερσξηζηέο ε κία απφ ηελ άιιε, ή ζπλδένληαη; 

Γπν πεξηπηψζεηο πξνθχπηνπλ: 



 88 

 

 

Πεξίπησζε 1 

 

΢ηελ πξψηε πεξίπησζε, νη θφθθηλεο θαη πξάζηλεο ρψξεο πάλσ απφ ην Ρ νη νπνίεο 

κπνξνχλ λα πξνζεγγηζηνχλ απφ ηνλ θφθθηλν γείηνλα ηνπ Ρ δελ ζπλδένληαη κε ηηο 

θφθθηλεο θαη ηηο πξάζηλεο ρψξεο θάησ απφ ην Ρ νη νπνίεο κπνξνχλ λα πξνζεγγηζηνχλ 

απφ ηνλ πξάζηλν γείηνλα ηνπ Ρ. Γηα απηφ κπνξνχκε λα αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα ηεο 

θφθθηλεο-πξάζηλεο αιπζίδαο πάλσ απφ ην Ρ, φπσο θαίλεηαη παξαθάησ, ρσξίο λα 

επεξεαζηεί ν ρξσκαηηζκφο ηεο θφθθηλεο-πξάζηλεο αιπζίδαο θάησ απφ ην Ρ. Σν 

πεληάγσλν Ρ ηφηε πεξηβάιιεηαη κφλν απφ ηα ρξψκαηα πξάζηλν, κπιε, θίηξηλν θαη 

πνξηνθαιί, έηζη ην Ρ κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί θφθθηλν. Απηφ νινθιεξψλεη ηνλ 

ρξσκαηηζκφ ηνπ ράξηε. 
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Πεξίπησζε 2 

 

΢ε απηήλ ηελ πεξίπησζε, φπνπ ην θφθθηλν-πξάζηλν κέξνο πάλσ απφ ην Ρ ζπλδέεηαη 

κε ην θφθθηλν-πξάζηλν κέξνο θάησ απφ ην Ρ, δελ θεξδίδνπκε ηίπνηα αληαιιάζζνληαο 

ηα ρξψκαηα. Έηζη ζηξέθνπκε ηελ πξνζνρή καο ζηηο κπιε θαη θίηξηλεο ρψξεο, θαη ζηηο 

κπιε-θίηξηλεο αιπζίδεο ηνπ ράξηε ζηα αξηζηεξά θαη ζηα δεμηά ηνπ πεληαγψλνπ. Δδψ, 

ε κπιε-θίηξηλε αιπζίδα ζηα δεμηά ηνπ Ρ απνθφπηεηαη απφ ηε κπιε-θίηξηλε αιπζίδα 

ζηα αξηζηεξά ηνπ Ρ δηφηη ε αιπζίδα ησλ θφθθηλσλ θαη πξάζηλσλ ρσξψλ κπαίλεη ζηε 

κέζε, φπσο θαίλεηαη παξαθάησ. Μπνξνχκε , ινηπφλ, λα αληαιιάμνπκε ηα ρξψκαηα 

ησλ κπιε θαη θίηξηλσλ ρσξψλ ζηα δεμηά ηνπ Ρ ρσξίο λα επεξεάδεηαη ν ρξσκαηηζκφο 

ησλ κπιε θαη θίηξηλσλ ρσξψλ ζηα αξηζηεξά ηνπ Ρ. Σν πεληάγσλν Ρ ηφηε 

πεξηβάιιεηαη κφλν απφ ηα ρξψκαηα θίηξηλν, θφθθηλν, πξάζηλν θαη πνξηνθαιί, θαη ην 

Ρ κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κπιε. Απηφ νινθιεξψλεη ηνλ ρξσκαηηζκφ ζηε δεχηεξε 

πεξίπησζε. 

 

 

Έηζη ζε θάζε πεξίπησζε, ν ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε πέληε 

ρξψκαηα, ην νπνίν αληηηίζεηαη ζηελ ππφζεζε καο. Απηφ δείρλεη φηη θαλέλαο ειάρηζηνο 

εγθιεκαηίαο δελ κπνξεί λα πεξηέρεη πεληάγσλν θαη απηφ νινθιεξψλεη ηελ απφδεημε 

ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ πέληε ρξσκάησλ. 
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8γ. To πξόβιεκα ησλ απνηθηώλ. 

 

Ο Percy Heawood ελδηαθεξφηαλ έληνλα λα επεθηείλεη ηελ ηδέα ηνπ ρξσκαηηζκνχ 

ραξηψλ πέξα απφ ην αξρηθφ πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. ΢ηελ εηζαγσγή ηνπ 

άξζξνπ ηνπ ζην Quarterly Journal of Mathematics, ππέδεημε φηη ην θχξην κέιεκα ηνπ 

δελ ήηαλ λα ηξαβήμεη ηελ πξνζνρή ζην ιάζνο ηεο απφδεημεο ηνπ Kempe, νχηε λα 

απνδείμεη ην ζεψξεκα ησλ πέληε ρξσκάησλ. Ήζειε πεξηζζφηεξν λα αληηπαξαζέζεη κε 

ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ «θάπνηεο αμηνζεκείσηεο γεληθεχζεηο απηνχ, 

ζηηο νπνίεο παξαδφμσο ε απζηεξή απφδεημε είλαη πνιχ πην εχθνιε». Μηα απφ απηέο 

ήηαλ ην πξφβιεκα ησλ απηνθξαηνξηψλ. Μπνξεί λα ζεσξεζεί σο έλα πξφβιεκα 

ρξσκαηηζκνχ ραξηψλ κε πνιιέο απηνθξαηνξίεο. Κάζε κηα απηνθξαηνξία απνηειείηαη 

απφ κηα κεηξηθή ρψξα θαη έλα πιήζνο απνηθηψλ πνπ πξέπεη φιεο λα έρνπλ ην ίδην 

ρξψκα κε ηελ κεηξηθή ρψξα. Γεληθά, γηα θάζε αξηζκφ r κεγαιχηεξν απφ 1, αλ θάζε 

απηνθξαηνξία απνηειείηαη απφ r δηαθξηηά θνκκάηηα, ηφηε ρξεηάδνληαη ην πνιχ 6r 

ρξψκαηα. Ο Heawood, σζηφζν, εθηφο απφ ηελ πεξίπησζε r=2, δελ κπφξεζε λα βξεη 

ράξηεο γηα ηνπο νπνίνπο επηηπγράλνληαη απηά ηα φξηα. 

Ήηαλ πεξηζζφηεξα απφ ελελήληα ρξφληα πξηλ γίλεη θάπνηα πξφνδνο ζηελ επίιπζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ απηνθξαηνξηψλ. Σν 1981, ε πεξίπησζε r=3 ιχζεθε απφ ηνλ Herbert 

Taylor, o νπνίνο θαηαζθεχαζε ηνλ δεθανρηψ- ρξσκαηηζκέλν ράξηε παξαθάησ.  

 Η ιχζε γηα ηελ γεληθή ηηκή ηνπ r βξέζεθε ηξία ρξφληα αξγφηεξα απφ ηνπο Brad 

Jackson θαη Gerhard Ringel. 
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8δ. Tν ζεώξεκα ησλ έμη γεηηόλσλ γηα ηνλ ηόξν. 

 

O Ηeawood επίζεο εμέηαζε ηνλ ρξσκαηηζκφ ραξηψλ θαη ζε άιιεο επηθάλεηεο εθηφο 

ηεο ζθαίξαο. ΢ην άξζξν ηνπ ην 1890 παξνπζίαζε έλα παξάδεηγκα ελφο ράξηε 

ζρεδηαζκέλνπ ζηε επηθάλεηα ελφο ηφξνπ ζηελ νπνία θάζε ρψξα γεηηνλεχεη κε θάζε 

άιιε ρψξα. έλαο ηέηνηνο ράξηεο πάλσ ζε ηφξν, φκνηνο κε ηνπ Heawood, θαίλεηαη 

παξαθάησ. 

 

Απηφο ν ράξηεο έρεη επηά ακνηβαία γεηηνληθέο ρψξεο , θαη γη’ απηφ ν ρξσκαηηζκφο 

απαηηεί εθηά ρξψκαηα. Αιιά κπνξνχλ φινη νη ράξηεο πάλσ ζε ηφξν λα ρξσκαηηζηνχλ 

κε επηά ρξψκαηα; 

Γηα λα απαληήζνπκε ζε απηφ, ρξεηαδφκαζηε ηελ εθδνρή ηνπ ηχπνπ ηνπ Δuler πνπ 

εθαξκφδεηαη ζε ράξηεο ζρεδηαζκέλνπο πάλσ ζε ηφξν 

Ο ηύπνο ηνπ Euler γηα ηνλ ηόξν 

(αξηζκόο ησλ ρσξώλ) – (αξηζκόο ησλ ζπλνξηαθώλ γξακκώλ)  

+ (αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ζπλάληεζεο) = 0 

Ή, κε ζύκβνια,  

0F E V    

 

Ωο παξάδεηγκα, ν παξαπάλσ ράξηεο πάλσ ζηνλ ηφξν έρεη εθηά ρψξεο, 21 ζπλνξηαθέο 

γξακκέο θαη 14 ζεκεία ζπλάληεζεο, έηζη 7, 21, 14F E V    θαη ν ηχπνο ηνπ Euler 

γίλεηαη 7 21 14 0F E V      . 

Αθξηβψο φπσο θάζε ράξηεο ζην επίπεδν ή ζηελ ζθαίξα έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ρψξα κε 

πέληε ή ιηγφηεξνπο γείηνλεο, έηζη έρνπκε ην παξαθάησ απνηέιεζκα γηα ηνλ ηφξν: 

 

Σο θεώπημα ηων «έξι γειηόνων μόνο» για ηον ηόπο. 

 Κάζε ράξηεο πάλσ ζε έλα ηόξν έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ρώξα κε έμη ή ιηγόηεξνπο 

γείηνλεο. 

2 

1 
2 

3 

4 

1 

7 

6 

5 

7 

6 

5 

4 
3 
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Γηα λα ην απνδείμνπκε απηφ, κηκνχκαζηε ηελ απφδεημε πνπ δψζακε ζε πξνεγνχκελν 

θεθάιαην,φπσο παξαθάησ. Θεσξνχκε έλα ράξηε πάλσ ζηνλ ηφξν κε F ρψξεο, 

E ζπλνξηαθέο γξακκέο θαη V ζεκεία ζπλάληεζεο. ΋πσο θάλακε πξηλ, κπνξνχκε λα 

ζεσξήζνπκε φηη ππάξρνπλ ηνπιάρηζηνλ ηξεηο ζπλνξηαθέο γξακκέο ζε θάζε ζεκείν 

ζπλάληεζεο, θαη παίξλνπκε πάιη ηελ αληζφηεηα 
2

3
V E . 

Γηα λα απνδείμνπκε φηη ν ράξηεο έρεη ηνπιάρηζηνλ κηα ρψξα κε έμη ή ιηγφηεξνπο 

γείηνλεο, ζεσξνχκε ην αληίζεην – φηη ν ράξηεο καο δελ έρεη ηέηνηα ρψξα. Αθνινπζεί 

απφ απηφλ ηνλ ηζρπξηζκφ φηη θάζε ρψξα πεξηβάιιεηαη απφ ηνπιάρηζηνλ εθηά 

γείηνλεο. Σφηε, θαηακεηξψληαο ηηο ζπλνξηαθέο γξακκέο γχξσ απφ φιεο ηηο ρψξεο, 

θαίλεηαη φηη παίξλνπκε ηνπιάρηζηνλ 7F  γξακκέο δηφηη θάζε κηα απφ ηηο F  ρψξεο 

πεξηβάιιεηαη απφ ηνπιάρηζηνλ 7 γξακκέο. Αιιά θάζε γξακκή έρεη κεηξεζεί δηπιά, 

δηφηη έρεη κηα ρψξα ζε θάζε πιεπξά, έηζη πξέπεη λα δηαηξέζνπκε κε 2. Έηζη ην E είλαη 

ηνπιάρηζηνλ 
7

2
F . Με ζχκβνια, 

7

2
E F , ην νπνίν κπνξεί λα γξαθηεί θαη σο 

2

7
F E .  

Αλ ηψξα βάινπκε απηέο ηηο αληζφηεηεο 
2

7
F E θαη 

2

3
V E  ζηνλ ηχπν ηνπ Euler γηα 

ηνλ ηφξν, παίξλνπκε 

2 2 1

7 3 21
F E V E E E E       

Αιιά απφ ηνλ ηχπν ηνπ Euler, 0F E V   . Πξνθχπηεη φηη 
1

0
21

E  , ην νπνίν 

είλαη πξνθαλψο ιαλζαζκέλν. Σν ιάζνο καο πξνέθπςε απφ ηνλ ηζρπξηζκφ καο φηη 

θάζε ρψξα έρεη ηνπιάρηζηνλ εθηά γείηνλεο- έηζη απηφο ν ηζρπξηζκφο δελ 

επηβεβαηψλεηαη. Πξνθχπηεη φηη ηνπιάρηζηνλ κηα ρψξα έρεη έμη ή ιηγφηεξνπο γείηνλεο. 
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Υξεζηκνπνηψληαο ην ζεψξεκα ησλ «έμη γεηηφλσλ κφλν», κπνξνχκε ηψξα λα 

απνδείμνπκε ην θχξην απνηέιεζκα – φηη θάζε ράξηεο πάλσ ζε ηφξν κπνξεί λα 

ρξσκαηηζηεί κε εθηά ρξψκαηα. Γηα λα ην θάλνπκε απηφ, ζεσξνχκε φηη έρνπκε έλαλ 

ειάρηζην εγθιεκαηία. Έλαο ηέηνηνο ράξηεο δελ κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε εθηά 

ρξψκαηα , αιιά νπνηνζδήπνηε ράξηεο κε ιηγφηεξεο ρψξεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε 

εθηά ρξψκαηα. Απφ ην παξαπάλσ απνηέιεζκα, απηφο ν ράξηεο έρεη κηα ρψξα C κε έμη 

ή ιηγφηεξνπο γείηνλεο. Αλ ηψξα αθαηξέζνπκε κηα ζπλνξηαθή γξακκή απφ ηε ρψξα C, 

ελζσκαηψλνληαο ηε C κε θάπνηνλ απφ ηνπο γείηνλεο ηεο, ηφηε παίξλνπκε κηα ρψξα κε 

ιηγφηεξεο ρψξεο. Απφ ηελ ππφζεζε καο , κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε απηφλ ηνλ λέν 

ράξηε κε εθηά ρξψκαηα, ηα νπνία επηιέγνπκε λα είλαη θφθθηλν, κπιε, πξάζηλν, 

θίηξηλν, πνξηνθαιί, άζπξν θαη κσβ.  

Σψξα επαλαηνπνζεηνχκε ηελ ρψξα C αληηθαζηζηψληαο ηελ γξακκή πνπ είρε 

αθαηξεζεί. Δθφζνλ εθηά ρξψκαηα είλαη δηαζέζηκα, θαη αθνχ νη ρψξεο πνπ είλαη δίπια 

ζηε C ρξεζηκνπνηνχλ ην πνιχ έμη απφ απηά, πξέπεη λα ππάξρεη έλα πεξίζζην ρξψκα 

πνπ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα λα ρξσκαηηζηεί ε C. Μπνξνχκε επνκέλσο λα 

ρξσκαηίζνπκε ηνλ ειάρηζην εγθιεκαηία κε εθηά ρξψκαηα, ην νπνίν αληηηίζεηαη ζηελ 

ππφζεζε καο. Απηφ δείρλεη φηη θάζε ράξηεο πάλσ ζε ηφξν κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε 

εθηά ρξψκαηα. Μπνξνχκε λα ζπλνςίζνπκε ηελ παξαπάλσ ζπδήηεζε: 

 

Κάζε ράξηεο πάλσ ζε ηφξν κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε εθηά ρξψκαηα – θαη ππάξρνπλ 

ράξηεο πάλσ ζε ηφξν πνπ ρξεηάδνληαη εθηά ρξψκαηα.  

 

Ο Heawood απφδεημε απηά ηα απνηειέζκαηα ζην άξζξν ηνπ θαη κεηά πξνζπάζεζε λα 

ηα επεθηείλεη ζε ηφξνπο κε πεξηζζφηεξεο απφ κηα ηξχπεο.  

 

Γηα ράξηεο πάλσ ζε ηφξν κε απζαίξεην αξηζκφ ηξππψλ, ν Heawood ρξεζηκνπνίεζε 

ηελ εθδνρή ηνπ Lhuilier γηα ηνλ ηχπν ηνπ Δuler: 

 (αξηζκόο ησλ ρσξώλ) – (αξηζκόο ησλ ζπλνξηαθώλ γξακκώλ) 

+ (αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ζπλάληεζεο)=2-2h, 

Ή κε ζύκβνια, 

2 2F E V h    . 

 

Απηφ δίλεη αθνξκή γηα έλα πην αμηνπεξίεξγν απνηέιεζκα: 
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Κάζε ράξηεο πάλσ ζε ηφξν κε h ηξχπεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε H(h) ρξψκαηα, 

φπνπ H(h) είλαη ν αξηζκφο: 

1
(7 1 48

2
h

 
  

 
. 

 

 

Δδψ, νη αγθχιεο ζεκαίλνπλ ηελ αθέξαηα ηηκή ηνπ αξηζκνχ, γηα παξάδεηγκα: 

[13]=13 θαη [2.13]=2. 

Ο αξηζκφο Η(h) κεξηθέο θνξέο θαιείηαη ν αξηζκφο ηνπ Heawood γηα ηνλ ηφξν κε h 

ηξχπεο. Έλαο πίλαθαο ηηκψλ ηνπ H(h) γηα κηθξέο ηηκέο ηνπ h είλαη ν αθφινπζνο: 

 

αξηζκφο ηξππψλ, h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

αξηζκφο ρξσκάησλ, H(h) 7 8 9 10 11 12 12 13 13 14
 

 

O Heawood ηζρπξίζηεθε φηη ππάξρνπλ ράξηεο πνπ απαηηνχλ απηφλ ηνλ αξηζκφ 

ρξσκάησλ ρσξίο φκσο λα ηνπο βξεη. H παξάιεηςε ηνπ Heawood ήηαλ έλα ηεξάζηην 

ιάζνο. Παξαηεξήζεθε πξψηα ην 1891, έλα ρξφλν κεηά ηελ δεκνζίεπζε ηνπ άξζξνπ 

ηνπ Heawood, απφ ηνλ Lothar Heffter ζην Giessen ζηε Γεξκαλία. Ο Heffter θαηάθεξε 

λα δείμεη φηη πξάγκαηη ππάξρνπλ ράξηεο πνπ απαηηνχλ 
1

( ) (7 1 48
2

h h
 

    
 

 

ρξψκαηα φηαλ , 2,3,4,5,6h   θαη κεξηθέο αθφκε ηηκέο. Αιιά δελ κπφξεζε λα 

απνδείμεη ην απνηέιεζκα γεληθά. Σν 1952, ν Ringel ην απφδεημε γηα 13h   θαη ην 

1954 γηα θάζε h ηεο κνξθήο 12 5k  . Σν 1961, ν Ringel ην απφδεημε γηα φια ηα h ηεο 

κνξθήο 12k j  γηα 7,10,3j  . Σν 1963, ν G. Gustin ην απφδεημε γηα12 4k  . Σν 

1963, νη C. M. Terry, L.R. Welch θαη J. W. T. Youngs ην έιπζαλ γηα ηελ 

πεξίπησζε12k . Μεηαμχ ηνπ 1963 θαη ηνπ 1965, ν Gustin θαη ν Youngs απνδείμαλ ηηο 

πεξηπηψζεηο 12 1k   θαη 12 9k  . Σν 1966, ν Youngs έθαλε ηελ πεξίπησζε 12 6k  . 

Σν 1967, νη Ringel θαη Youngs έιπζαλ ηηο ππφινηπεο πεξηπηψζεηο: 12k j  γηα 

2,8,11j  . 
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Αιιά δελ ηειεηψλεη εδψ. Τπάξρνπλ θάπνηεο πεξηπηψζεηο πνπ δελ 

ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηηο πξνεγνχκελεο. Τπάξρνπλ αθφκα νη πεξηπηψζεηο 

18,20,23,30,47h   θαη 59. Οη πεξηπηψζεηο 18, 20 θαη 23 ιχζεθαλ ην 1967 απφ ηνλ 

Jean Mayer , έλαλ θαζεγεηή Γαιιηθήο Φηινινγίαο. Σν 1968, νη Ringel θαη Youngs 

έδσζαλ κηα δηάιεμε πάλσ ζην ζέκα ζην ζπλέδξην ησλ επηζηεκφλσλ ηεο ζεσξίαο 

γξαθεκάησλ ζην Michigan. Έλαο απφ εθείλνπο πνπ παξαθνινπζνχζαλ, ν Richard 

Guy, απφδεημε ηελ πεξίπησζε 59h   ηε λχρηα κεηά ηε δηάιεμε. Οη πεξηπηψζεηο 

35n   θαη 47 έγηλαλ αξγφηεξα απφ ηνπο Ringel θαη Youngs. Η ηειεπηαία πεξίπησζε, 

30h  ιχζεθε αλεμάξηεηα απφ ηνλ Μayer θαη ηνλ Youngs ην 1968. 

Πέξαζαλ ινηπφλ εβδνκήληα εθηά ρξφληα κέρξη λα απνδεηρηεί ηειηθά απηφ πνπ έγηλε 

γλσζηφ σο ε εηθαζία ηνπ Heawood: 

 

Ζ εικαζία ηος Heawood 

Γηα θάζε ζεηηθό αξηζκό h, ππάξρεη έλαο ράξηεο ζηελ επηθάλεηα ελόο ηόξνπ κε h ηξύπεο 

πνπ απαηηεί 
1

( ) (7 1 48
2

h h
 

    
 

 ρξψκαηα.  

 

Παξαηεξήζηε φηη ν Heawood κπνξνχζε απφ ηελ παξαπάλσ «εηθαζία» λα πάξεη έλα 

εθιεπηπζκέλν επηρείξεκα, εθαξκφζηκν ζε φιεο ηηο επηθάλεηεο εθηφο απφ ηε ζθαίξα 

θαη ην επίπεδν, πνπ έδηλε έλα άλσ θξάγκα γηα ηνλ αξηζκφ ησλ ρξσκάησλ πνπ 

απαηηνχληαλ γηα ηνλ ρξσκαηηζκφ ησλ ραξηψλ πάλσ ζε απηέο ηηο επηθάλεηεο. Αλ ε 

κέζνδνο πνπ ρξεζηκνπνίεζε ήηαλ εθαξκφζηκε θαη ζηε ζθαίξα, δειαδή αλ κπνξνχζε 

ην h λα πάξεη ηελ ηηκή 0 ηφηε ζα είρακε κηα απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ. 
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8ε. Καη άιια απνηειέζκαηα από ηνλ Heawood. 

 

΢ηα 1898-9, ν Γαλφο καζεκαηηθφο Julius Petersen έγξαςε δπν ζχληνκεο ζεκεηψζεηο, 

ζρνιηάδνληαο ηηο ζπλδέζεηο κεηαμχ ηεο δνπιεηάο ηνπ Tait θαη ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαη παξαηήξεζε φηη «ν Μ. Kempe απιά πέξαζε μπζηά πάλσ 

απφ ην πξφβιεκα, δηέπξαμε ην ιάζνο ηνπ εθεί αθξηβψο πνπ μεθηλνχλ νη δπζθνιίεο. » 

Ο Petersen νινθιήξσζε κε κηα εθπιεθηηθή άπνςε: «δελ μέξσ ηίπνηα κε βεβαηφηεηα, 

αιιά αλ έβαδα ζηνίρεκα ζα επέκελα φηη ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ δελ 

είλαη ζσζηφ.» 

΢ήκεξα, ν Petersen είλαη θπξίσο γλσζηφο γηα ην γξάθεκα Petersen. Μπνξεί λα δεηρζεί 

φηη ην γξάθεκα ηνπ Petersen δελ έρεη θχθιν Hamilton, θαη φηη δελ πξνθχπηεη απφ 

θάπνην πνιχεδξν. 

 

 

Ο Heawood ζπλέρηζε λα αζρνιείηαη κε ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ γηα ηα 

επφκελα εμήληα ρξφληα. Σν 1898 έγξαςε έλα ηδηαίηεξα ρξήζηκν αλάπηπγκα γηα ηελ 

ζχλδεζε ηνπ Tait κεηαμχ ηνπ ρξσκαηηζκνχ ησλ ζπλνξηαθψλ γξακκψλ ελφο θπβηθνχ 

ράξηε κε ηξία ρξψκαηα θαη ηνπ ρξσκαηηζκνχ ησλ ρσξψλ ηνπ κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 
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Ο Heawood ηψξα είρε εζηηάζεη ζηα ζεκεία ζπλάληεζεο, ζηα νπνία απέδσζε ηελ ηηκή 

1 αλ ηα ρξψκαηα α, β,γ δελ είραλ ζεηηθή θνξά, δειαδή αλ είραλ αξλεηηθή θνξά (θνξά 

ίδηα κε ηνπ ξνινγηνχ) θαη -1 αλ είραλ ζεηηθή θνξά (θνξά αληίζεηε ηνπ ξνινγηνχ). Γηα 

παξάδεηγκα, ην ζεκείν πνπ βξίζθεηαη ζηελ θνξπθή ηνπ παξαπάλσ δηαγξάκκαηνο έρεη 

ηελ ηηκή 1, δηφηη ηα ρξψκαηα α, β, γ έρνπλ αξλεηηθή θνξά. Απηφ δίλεη ηελ παξαθάησ 

δηεπζέηεζε ησλ 1 θαη -1. 

 

 

Ο Heawood έδεημε φηη ην άζξνηζκα ησλ αξηζκψλ γχξσ απφ θάζε ρψξα ελφο ράξηε 

πξέπεη πάληα λα δηαηξείηαη απφ ην 3: εδψ ην άζξνηζκα είλαη 3 γηα ηελ κεζαία ρψξα, 0 

γηα θάζε ρψξα ζην δαθηχιην θαη -3 γηα ηελ εμσηεξηθή ρψξα. Αληηζηξέθνληαο ηψξα ην 

επηρείξεκα, έδεημε φηη: 

 

Αλ κπνξνύκε λα βάινπκε ηνπο αξηζκνύο 1 θαη -1 ζηα ζεκεία ζπλάληεζεο ελόο θπβηθνύ 

ράξηε ώζηε ην άζξνηζκα ησλ αξηζκώλ γύξσ από θάζε ράξηε λα δηαηξείηαη κε ην 3, ηόηε 

κπνξνύκε λα ρξσκαηίδνπκε ηηο ζπλνξηαθέο γξακκέο κε ηξία ρξώκαηα θαη ηηο ρώξεο κε 

ηέζζεξα ρξώκαηα. 

 

Τπάξρεη κηα απιή ζπλέπεηα απφ ην απνηέιεζκα ηνπ Heawood, πνπ ν ίδηνο ν 

Heawood θαίλεηαη λα είρε πξνζέμεη πξψηνο. ΋πσο παξαηήξεζε ζην άξζξν ηνπ ην 

1898: «αλ ν αξηζκφο ησλ γεηηφλσλ θάζε ρψξαο δηαηξείηαη κε ην 3, ηφηε ν ράξηεο 

κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα». 
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Σειεηψλνπκε κε έλα αθφκα απνηέιεζκα ηνπ Heawood. ΢ε έλα άξζξν ηνπ 1963, 

πξνζπάζεζε λα εθηηκήζεη ηελ πηζαλφηεηα ην λα είλαη αιεζέο ην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ – ή, πην ζπγθεθξηκέλα έλαο ηπραίνο ράξηεο κε n  ρψξεο λα 

κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα. Σα επηρεηξήκαηα ηνπ ήηαλ θαηά θάπνηνλ 

ηξφπν γεληθά, αιιά έδεηρλαλ φηη ε πηζαλφηεηα απνηπρίαο δελ μεπεξλνχζε πεξίπνπ ην 

4 3ne , φπνπ e είλαη ν εθζεηηθφο αξηζκφο 2.71828 … θαη ην n είλαη αξθεηά κεγάιν. 

Μέρξη ην 1936 ήηαλ γλσζηή ε αιήζεηα ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ γηα 

φινπο ηνπο ράξηεο κε 27n  ρψξεο. Πξνθχπηεη ινηπφλ φηη αλ δελ ίζρπε ην ζεψξεκα 

ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ , ηφηε ζα ήηαλ πνιχ δχζθνιν λα βξεζεί έλαο ειάρηζηνο 

εγθιεκαηίαο.  
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9. ΑΝΑΓΧΓΗΜΔ΢ ΓΗΑΣΑΞΔΗ΢ ΚΑΗ ΑΝΑΠΟΦΔΤΚΣΑ ΢ΤΝΟΛΑ. 

 

Σν ηέινο ηνπ 19
νπ

 αηψλα ζεκαδεχεη έλα ζηαπξνδξφκη ζηελ ηχρε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Η απφδεημε ηνπ Κempe απνδείρζεθε ιαλζαζκέλε, θαη δελ 

βξέζεθε ηίπνηα λα ηελ αληηθαηαζηήζεη. Ήηαλ ψξα λα βξεζνχλ λέεο ηδέεο. 

Με ηελ αιιαγή ηνπ αηψλα, άξρηζαλ λα αιιάδνπλ θαη ηα πξάγκαηα. Πξνέθπςαλ δχν 

ηδέεο, πνπ απνδείρηεθαλ θαζνξηζηηθέο. Καη νη δπν ηδέεο ππφβνζθαλ ζην άξζξν ηνπ 

Kempe – oη έλλνηεο ελφο αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ θαη κηαο αλαγψγηκεο δηάηαμεο.  

 

 

9α. Ση είλαη νη αλαγώγηκεο δηαηάμεηο θαη ηα αλαπόθεπθηα ζύλνια. 

 

΢ε πξνεγνχκελν θεθάιαην απνδείμακε ην ζεψξεκα «ησλ πέληε γεηηφλσλ κφλν». 

Δπάγεηαη, πην ζπγθεθξηκέλα, φηη θάζε θπβηθφο ράξηεο πξέπεη λα πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ 

έλα απφ ηα παξαθάησ: 

 

Έηζη, φπνηε ζρεδηάδνπκε έλαλ θπβηθφ ράξηε, πξέπεη λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηνπιάρηζηνλ κηα ρψξα απφ ηελ παξαπάλσ ζπιινγή. Πεξηγξάθνπκε κηα ηέηνηα 

ζπιινγή ρσξψλ σο έλα αλαπόθεπθην ζύλνιν, γηαηί δελ κπνξνχκε λα ην απνθχγνπκε 

– ζε θάζε θπβηθφ ράξηε ηνπιάρηζηνλ έλα απφ απηά πξέπεη λα εκθαλίδεηαη θάπνπ. 

΋πσο ζα δνχκε ζηε ζπλέρεηα, έλα άιιν αλαπφθεπθην ζχλνιν είλαη απηφ: 
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Έηζη, αλ έλαο θπβηθφο ράξηεο δελ πεξηέρεη έλα δίγσλν, ηξίγσλν ή ηεηξάγσλν, ηφηε φρη 

κφλν πξέπεη λα πεξηέρεη έλα πεληάγσλν, πξέπεη λα πεξηέρεη είηε δπν δηαδνρηθά 

πεληάγσλα είηε έλα πεληάγσλν δίπια ζε έλα εμάγσλν.  

Έηζη, ε κηθξφηεξε ρψξα πνπ κπνξεί λα είλαη ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο είλαη έλα 

εμάγσλν. Δπηπξφζζεηα, φπσο είδακε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην, ν ράξηεο πξέπεη λα 

πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ δψδεθα πεληάγσλα. Πξνθχπηεη φηη έλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο 

πξέπεη λα έρεη ηνπιάρηζηνλ δψδεθα ρψξεο. Ωζηφζν, αλ έλαο θπβηθφο ράξηεο έρεη 

αθξηβψο δψδεθα ρψξεο, ηφηε πξέπεη λα είλαη φιεο πεληάγσλα, θαη παίξλνπκε ηνλ 

ράξηε ηνπ δσδεθάεδξνπ. Αιιά απηφο ν ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα 

ρξψκαηα, φπσο θαίλεηαη παξαθάησ, θαη άξα δελ κπνξεί λα είλαη ειάρηζηνο 

εγθιεκαηίαο. Πξνθχπηεη φηη θάζε ράξηεο κε ην πνιχ δψδεθα ρψξεο κπνξεί λα 

ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα, θαη έηζη φηη έλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο πξέπεη λα 

έρεη ηνπιάρηζηνλ δεθαηξείο ρψξεο. 

 

 

Μηα αλαγώγηκε δηάηαμε είλαη νπνηαδήπνηε δηεπζέηεζε ρσξψλ πνπ δελ κπνξεί λα 

ππάξρεη ζε έλαλ ειάρηζην εγθιεκαηία – έηζη έλα δίγσλν, έλα ηξίγσλν θαη έλα 

ηεηξάγσλν είλαη φια αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. Αλ έλαο ράξηεο πεξηέρεη κηα αλαγψγηκε 

δηάηαμε, ηφηε νπνηνζδήπνηε ρξσκαηηζκφο ηνπ ππφινηπνπ ράξηε κε ηέζζεξα ρξψκαηα 

κπνξεί λα επεθηαζεί, κεηά απφ ηνλ απαξαίηεην αλαρξσκαηηζκφ, ζε έλαλ ρξσκαηηζκφ 

νιφθιεξνπ ηνπ ράξηε. Aλ ν Kempe κπνξνχζε λα απνδείμεη φηη ην πεληάγσλν είλαη 

αλαγψγηκν, ηφηε ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζα είρε ιπζεί.  
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Η εχξεζε ελφο ηέηνηνπ ζπλφινπ απνδεηθλχεη ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ: 

εθφζνλ ην ζχλνιν είλαη αλαπφθεπθην, θάζε ράξηεο πξέπεη νπσζδήπνηε λα πεξηέρεη 

θάπνηα απφ ηηο δηαηάμεηο, αιιά θάζε δηάηαμε είλαη αλαγψγηκε θαη επνκέλσο δελ 

κπνξεί λα πεξηέρεηαη ζε έλαλ ειάρηζην εγθιεκαηία. Άξα, δελ κπνξεί λα ππάξρεη 

ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο. Αιιά, πψο βξίζθνπκε αλαπφθεπθηα ζχλνια θαη πψο 

βξίζθνπκε αλαγψγηκεο δηαηάμεηο; 

 

 

9β. Βξίζθνληαο αλαγώγηκεο δηαηάμεηο. Ζ ζπκβνιή ηνπ Birkhoff. 

Δίδακε πξνεγνπκέλσο φηη ην δίγσλν, ην ηξίγσλν θαη ην ηεηξάγσλν είλαη φια 

παξαδείγκαηα αλαγψγηκσλ δηαηάμεσλ – αλ εκθαλίδνληαη ζε έλαλ ράξηε, ηφηε 

νπνηνζδήπνηε ρξσκαηηζκφο ηνπ ππφινηπνπ ράξηε κε ηέζζεξα ρξψκαηα κπνξεί λα 

επεθηαζεί, πηζαλφλ κεηά απφ θάπνηνλ αλαρξσκαηηζκφ, γηα λα ηα ζπκπεξηιάβεη. Αιιά 

κέρξη ηψξα ε πξνκήζεηα καο ζε αλαγψγηκεο δηαηάμεηο ήηαλ πνιχ πεξηνξηζκέλε. Απηή 

ε θαηάζηαζε αιιάδεη δξακαηηθά ην 1913 κε ηε δεκνζίεπζε έλνο άξζξνπ απφ ηνλ 

George David Birkhoff
6
. 

Δλψ ήηαλ ζην Princeton, o Βirkhoff παξαθνινχζεζε ζεκηλάξηα απφ ηνλ νλνκαζηφ 

γεσκέηξε Oswald Veblen, o νπνίνο είρε ηεξάζηην ελδηαθέξνλ γηα ην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Ο Birkhoff ζεψξεζε ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ σο κηα απφ ηηο κεγαιχηεξεο θηινδνμίεο ηνπ, αλ θαη αξγφηεξα κεηάλησζε ην 

ρξφλν πνπ ζπαηάιεζε ζε απηφ. Σν 1913, δεκνζίεπζε ην θαηλνηφκν άξζξν ηνπ ζην 

American Journal of Mathematics, ην πεξηνδηθφ ζην νπνίν είρε δεκνζηεπζεί ε 

πεξίθεκε απφδεημε ηνπ Kempe πεξηζζφηεξα απφ ηξηάληα ρξφληα πξηλ. Απηφ ην άξζξν 

« Η αλαγσγηκφηεηα ησλ ραξηψλ», πνπ γξάθηεθε ελψ ν Birkhoff ήηαλ αθφκα ζην 

Princeton, έδσζε κηα ζπζηεκαηηθή δηαρείξηζε ησλ επηρεηξεκάησλ ησλ αιπζίδσλ ηνπ 

Kempe θαη έζεζε ηηο βάζεηο γηα επφκελεο εμειίμεηο πξνο απηήλ ηελ θαηεχζπλζε. 

                                                 
6
 O Birkhoff, έλαο απφ ηνπο εμέρνληεο Ακεξηθαλνχο επηζηήκνλεο ηνπ 20

νπ
 αηψλα, έθαλε νπζηψδεηο 

ζπλεηζθνξέο ζε πνιιέο πεξηνρέο ησλ καζεκαηηθψλ. ΢πνχδαζε ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Chicago θαη ζην 

Harvard University, απνθηψληαο αξγφηεξα ζέζεηο ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Wisconsin θαη ζην Princeton 

University πξηλ επηζηξέςεη ζην Harvard ην 1912 γηα λα πεξάζεη ην ππφινηπν ηεο δεκηνπξγηθήο ηνπ 

δσήο. 
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Ο Birkhoff ζεψξεζε δαθηπιίνπο ρσξψλ κέζα ζε ειάρηζηνπο εγθιεκαηίεο. Γηα λα 

δείηε ηη ζπκβαίλεη, ππνζέζηε φηη ν ράξηεο πεξηέρεη έλαλ δαθηχιην απφ ηξεηο ρψξεο, κε 

ηνπιάρηζηνλ κηα άιιε ρψξα κέζα ζηνλ δαθηχιην θαη ηνπιάρηζηνλ κηα άιιε ρψξα 

εθηφο απηνχ: 

 

Δθφζνλ νιφθιεξνο ν ράξηεο είλαη έλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο, κπνξνχκε λα 

ρξσκαηίζνπκε ηνλ δαθηχιην θαη ην εζσηεξηθφ ηνπ κε ηέζζεξα ρξψκαηα, θαη 

κπνξνχκε επίζεο λα ρξσκαηίζνπκε κε ηέζζεξα ρξψκαηα ηνλ δαθηχιην θαη ην 

εμσηεξηθφ ηνπ. Μπνξνχκε, κεηά, λα ζπλδπάζνπκε ηα ηξία ρξψκαηα ζην δαθηχιην 

(αιιάδνληαο νλφκαηα ζηα ρξψκαηα, αλ είλαη αλαγθαίν) θαη επνκέλσο λα 

απνθηήζνπκε έλαλ ρξσκαηηζκφ νιφθιεξνπ ηνπ ράξηε. 

 

 

Έπεηαη φηη νη δαθηχιηνη ηξηψλ ρσξψλ είλαη αλαγψγηκνη, θαη άξα δελ κπνξνχλ λα 

εκθαληζηνχλ ζε έλαλ ειάρηζην εγθιεκαηία. 
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Παξαηεξήζηε φηη απηή ε κέζνδνο γεληθεχεη ηηο ηδέεο ηνπ Kempe. Αληί λα αθαηξνχκε 

απιά κηα ρψξα θαη λα ρξσκαηίδνπκε ηνλ ππφινηπν ράξηε κε ηέζζεξα ρξψκαηα, ηψξα 

αθαηξνχκε πνιιέο ρψξεο θάζε θνξά – ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε, ηηο ρψξεο κέζα ή έμσ 

απφ ηνλ δαθηχιην. ΢ηε ζπλέρεηα, ρξσκαηίδνπκε ηνλ ππφινηπν ράξηε κε ηέζζεξα 

ρξψκαηα θαη ζπλδπάδνπκε ηνπο μερσξηζηνχο ρξσκαηηζκνχο πάλσ ζηνλ δαθηχιην γηα 

λα ρξσκαηίζνπκε νιφθιεξν ηνλ ράξηε. 

Σν αληίζηνηρν πξφβιεκα γηα δαθηπιίνπο κε ηέζζεξηο ρψξεο είλαη ιίγν πην δχζθνιν 

δηφηη έλαο ηέηνηνο δαθηχιηνο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε δχν, ηξία ή ηέζζεξα ρξψκαηα, 

θαη δελ είλαη εχθνιν λα ζπλδπάζνπκε ηνπο ρξσκαηηζκνχο. Σα παξαθάησ 

δηαγξάκκαηα δείρλνπλ ρξσκαηηζκνχο δαθηπιίσλ κε δχν θαη ηξία ρξψκαηα πνπ δελ 

κπνξνχλ λα ζπλδπαζηνχλ άκεζα: 

 

Ωζηφζν, αιιάδνληαο ηα ρξψκαηα κε θαηάιιειεο δίρξσκεο αιπζίδεο ηνπ Kempe, o 

Birkhoff έδεημε φηη απηέο νη δπζθνιίεο κπνξνχλ πάληνηε λα μεπεξαζηνχλ. ΢πκπέξαλε 

φηη νη δαθηχιηνη ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είλαη αλαγψγηκνη, θαη επνκέλσο δελ κπνξνχλ λα 

πεξηέρνληαη ζε έλαλ ειάρηζην εγθιεκαηία. 

Ο Βirkhoff κεηά επέθηεηλε ηα επηρεηξήκαηα ηνπ ζε δαθηπιίνπο πέληε ρσξψλ θαη 

πέηπρε ζε θάζε πεξίπησζε εθηφο απφ κηα: έλα κφλν πεληάγσλν πεξηηξηγπξηζκέλν απφ 

έλαλ δαθηχιην πέληε ρσξψλ – ηελ πεξίπησζε πνπ είρε ληθήζεη ηνλ Kempe. Tα 

επηρεηξήκαηα ηνπ Birkhoff επεθηάζεθαλ επίζεο θαη ζε ζπγθεθξηκέλνπο δαθηπιίνπο 

έμη ρσξψλ, αιιά απηνί απνδείρηεθαλ λα είλαη αθφκα πην πξνβιεκαηηθνί. Αλαιχνληαο 

ηνπο πξνζεθηηθά, ν Birkhoff γηλφηαλ νινέλα πην αβέβαηνο γηα ηελ ηζρχ ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, θαη ζην άξζξν ηνπ ζπκπεξαίλεη φηη 

νπνηαδήπνηε απφ ηηο παξαθάησ πηζαλφηεηεο θαίλεηαη ινγηθή: 
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1. Τπάξρνπλ ράξηεο πνπ δελ κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα, 

έλαο απφ ηνπο πην απινχο πηζαλφλ λα είλαη έλαο δαθηχιηνο κε έμη πεξηνρέο κε 

πεξηζζφηεξεο απφ ηξεηο πεξηνρέο ζε θάζε πιεπξά. Με ηελ κέζνδν ηεο 

αλαγσγήο θαλείο νδεγείηαη πάληα είηε ζε έλαλ ρξσκαηηζκφ ηνπ δνζέληνο 

ράξηε, ή ζε έλαλ ή ζε πεξηζζφηεξνπο ράξηεο πνπ δελ κπνξνχλ λα 

ρξσκαηηζηνχλ. 

2. ΋ινη νη ράξηεο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα θαη έλα 

ζχλνιν απφ αλαγψγηκνπο δαθηπιίνπο κπνξεί λα βξεζεί, έλαο απφ ηνπο 

νπνίνπο ππάξρεη ζε θάζε ράξηε. 

3. ΋ινη νη ράξηεο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα αιιά κφλν κε 

ηε βνήζεηα αλαγσγψλ ελφο πην εθηεηακέλνπ ραξαθηήξα, εθαξκφζηκνπ ζε 

ζχλνια πεξηνρψλ θξαγκέλα απφ νπνηνδήπνηε αξηζκφ δαθηπιίσλ. 

 

Πεξηζζφηεξα απφ ηξηάληα ρξφληα κεηά, ζε έλα ζεκαληηθφ αιιά πςειά ηερληθφ άξζξν, 

ν Arthur Bernhart ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηεο Oklahoma θαηάθεξε λα ζπκπιεξψζεη ηε 

δνπιεηά ηνπ Birkhoff ζηνπο δαθηπιίνπο ησλ έμη ρσξψλ.  

΢ην επφκελν θνκκάηη ζα πεξηγξάςνπκε ην επηρείξεκα ηνπ Birkhoff γηα λα δείμεη φηη 

κηα εμα-δαθηπινεηδήο δηάηαμε ρσξψλ – ην δηακάληη ηνπ Birkhoff – είλαη αλαγψγηκε.. 

Mεηά απφ απηφ ηα θξάγκαηα ήηαλ αλνηρηά, θαη νη καζεκαηηθνί θαη απφ ηηο δπν 

πιεπξέο ηνπ Αηιαληηθνχ άξρηζαλ λα αλαπηχζζνπλ ηηο ηδέεο ηνπ Birkhoff, παξάγνληαο 

αλαγψγηκεο δηαηάμεηο ζε αθζνλία. 

Ο Philip Franklin, ζηε δηπισκαηηθή ηνπ ζην Princeton «Γηα ην πξφβιεκα ηνπ 

ρξσκαηηζκνχ ραξηψλ» έδεημε φηη θαζεκία απφ ηηο παξαθάησ δηαηάμεηο είλαη 

αλαγψγηκε, θαη επνκέλσο δελ κπνξεί λα εκθαληζηεί ζε έλαλ ειάρηζην εγθιεκαηία: 

 

1. Έλα πεληάγσλν ζε επαθή κε ηξία πεληάγσλα θαη έλα εμάγσλν 

2. Έλα πεληάγσλν πεξηηξηγπξηζκέλν απφ δπν πεληάγσλα θαη ηξία εμάγσλα 

3. Έλα εμάγσλν πεξηηξηγπξηζκέλν απφ ηέζζεξα πεληάγσλα θαη δπν εμάγσλα 

4. Καη θάζε λ-γσλν ζε επαθή κε λ-1 πεληάγσλα. 
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Δθαξκφδνληαο ηνλ ηχπν κέηξεζεο, κπφξεζε λα ζπλάγεη φηη θάζε ράξηεο κέρξη 25 

ρψξεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα, θαη επνκέλσο έλαο ειάρηζηνο 

εγθιεκαηίαο πξέπεη λα έρεη ηνπιάρηζηνλ 26 ρψξεο. 

Αθφκα έλαο λεαξφο εξεπλεηήο ήηαλ ν Alfred Errera, ν νπνίνο έγξαςε ηε δηαηξηβή ηνπ 

‘Du coloriage des cartes’ ζην παλεπηζηήκην ησλ Brussels. Ο Δrrera επέθηεηλε ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ Franklin, απνδεηθλχνληαο πην ζπγθεθξηκέλα φηη έλαο ειάρηζηνο 

εγθιεκαηίαο πξέπεη λα πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ δεθαηξία πεληάγσλα θαη φηη δελ κπνξεί 

λα πεξηέρεη κφλν πεληάγσλα θαη εμάγσλα. 

Αξγφηεξα, καζεκαηηθνί ζπλέρηζαλ απηή ηε δνπιεηά, παξάγνληαο πεξηζζφηεξεο 

αλαγψγηκεο δηαηάμεηο θαη ρξεζηκνπνηψληαο ην ηχπν κέηξεζεο γηα λα απνδείμνπλ ην 

ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ γηα φιν θαη κεγαιχηεξνπο ράξηεο. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, ν Clarence Reynolds απφ ηελ West Virginia έδεημε ην 1926 φηη ηα 

ηέζζεξα ρξψκαηα είλαη αξθεηά γηα φινπο ηνπο ράξηεο κέρξη 27 ρψξεο. Ο Franklin 

αχμεζε κεηά απηφλ ηνλ αξηζκφ ζε 31 ην 1938, θαη δπν ρξφληα αξγφηεξα ν C. E. Winn 

ηνπ Egyptian University ζην Κάηξν, ην αχμεζε ζηηο 35, φπνπ θφιιεζε γηα έλα 

ηέηαξην ηνπ αηψλα. Έηζη, εθαηφ ρξφληα κεηά ην αξρηθφ γξάκκα ηνπ De Morgan ην 

1852, είρε απνδεηρζεί φηη φινη νη ράξηεο πνπ έρνπλ κέρξη 35 ρψξεο κπνξνχλ λα 

ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα – αιιά ν δξφκνο ήηαλ αθφκα καθξχο. 
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9γ. Σν δηακάληη ηνπ Birkhoff είλαη αλαγώγηκν. 

 

΢ε απηφ ην θνκκάηη παξνπζηάδνπκε ηηο κεζφδνπο ηνπ Birkhoff απνδεηθλχνληαο φηη ην 

απνθαινχκελν δηακάληη ηνπ Birkhoff ησλ ηεζζάξσλ πεληαγψλσλ είλαη αλαγψγηκν, 

θαη επνκέλσο δελ κπνξεί λα εκθαλίδεηαη ζε έλα ειάρηζην εγθιεκαηία. 

 

Τπνζέηνπκε φηη ππάξρεη έλαο ειάρηζηνο εγθιεκαηίαο πνπ πεξηέρεη ην δηακάληη ηνπ 

Birkhoff. Aθαηξψληαο ην δηακάληη δεκηνπξγείηαη έλαο θαηλνχξγηνο ράξηεο κε 

ιηγφηεξεο ρψξεο. Θεσξνχκε φηη απηφο φ λένο ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε 

ηέζζεξα ρξψκαηα θαη πξνζπαζνχκε λα επεθηείλνπκε ην ρξσκαηηζκφ ζηα πεληάγσλα 

ηνπ δηακαληηνχ. 

Αλ νη ρψξεο ζηνλ δαθηχιην πνπ πεξηβάιινπλ ην δηακάληη αξηζκεζνχλ κε 1, 2, 3, 4, 5 

θαη 6, φπσο θαίλεηαη, πξνθχπηεη φηη ππάξρνπλ βαζηθά 31 δηαθνξεηηθνί ηξφπνη κε ηνπο 

νπνίνπο κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηα ηέζζεξα ρξψκαηα θφθθηλν (r), πξάζηλν (g), 

κπιε (b) θαη θίηξηλν (y). Απηνί νη ρξσκαηηζκνί είλαη νη αθφινπζνη (ε αηηία γηα ηνπο 

αζηεξίζθνπο δίλεηαη παξαθάησ): 

 

rgrgrg rgrbrg rgrbgy rgbrgy rgbryb rgbgbg rgbyrg rgbygy

rgrgrb rgrbrb rgrbyg rgbrbg rgbgrg rgbgby rgbyrb rgbybg

rgrgbg rgrbry rgrbyb rgbrby rgbgrb rgbgyg rgbyry rgbyby

rgrgby rgrbgb rgbrgb rgbryg rgbgry rgbgyb rgby

   

    

   

  gb

 

 

Παξαηεξήζηε φηη δελ κπνξνχκε λα ζπκπεξηιάβνπκε ρξσκαηηζκνχο φπσο rgygbr 

ζηνπο νπνίνπο νη δχν ρξσκαηηζκέλεο θφθθηλεο ρψξεο εκθαλίδνληαη καδί, θαη επίζεο 

έρνπκε παξαιείςεη ρξσκαηηζκνχο φπσο rgrgry, γηαηί είλαη νπζηαζηηθά ν ίδηνο 

ρξσκαηηζκφο κε ηνλ rgrgrb (αλαρξσκαηίδνληαο ην ηειεπηαίν θίηξηλν κε κπιε). 

1 2 

3 

4 5 

6 
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Θεσξήζηε ηνλ ρξσκαηηζκφ rgrgrb. Απηφο κπνξεί λα επεθηαζεί ακέζσο ζην δηακάληη, 

φπσο παξαθάησ, θαη γηα απηφλ ην ιφγν θαιείηαη έλαο θαιφο ρξσκαηηζκφο. Με ηνλ 

ίδην ηξφπν, φινη νη ρξσκαηηζκνί κε αζηεξίζθν είλαη θαινί ρξσκαηηζκνί. 

 

 

Πξνθχπηεη φηη θαζέλαο απφ ηνπο ηξηάληα έλαλ πηζαλνχο ρξσκαηηζκνχο ηνπ δαθηπιίνπ 

είλαη είηε έλαο θαιφο ρξσκαηηζκφο, είηε κπνξεί λα κεηαηξαπεί ζε έλαλ θαιφ 

ρξσκαηηζκφ κε θαηάιιειεο αιιαγέο ρξσκάησλ κε αιπζίδεο ηνπ Kempe. Άξα, θαη νη 

ηξηάληα έλαο ρξσκαηηζκνί ηνπ δαθηπιίνπ κπνξνχλ λα επεθηαζνχλ ζην δηακάληη, έηζη 

ην δηακάληη ηνπ Birkhoff είλαη αλαγψγηκν. 

΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, δελ πξέπεη λα ζεσξήζνπκε θαη ηνπο ηξηάληα έλαλ 

ρξσκαηηζκνχο. Αλ ηξνπνπνηήζνπκε ηνλ ράξηε αθαηξψληαο πέληε απφ ηηο ζπλνξηαθέο 

γξακκέο, φπσο θαίλεηαη παξαθάησ, ηφηε παίξλνπκε έλαλ λέν ράξηε κε ιηγφηεξεο 

ρψξεο πνπ κπνξεί επνκέλσο λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα: 

 

Απηή ε ηξνπνπνίεζε αληηζηνηρεί ζηελ εμάιεηςε φισλ εθείλσλ ησλ ρξσκαηηζκψλ 

ζηνπο νπνίνπο νη ρψξεο 1 θαη 3 έρνπλ δηαθνξεηηθά ρξψκαηα ή νη ρψξεο 4 θαη 6 έρνπλ 

ην ίδην ρξψκα. Σν απνηέιεζκα απηνχ είλαη ε εμάιεηςε φισλ ησλ ηξηάληα έλα 

ρξσκαηηζκψλ εθηφο απφ ησλ rgrgrb, rgrgby, rgrbrg, rgrbgy, rgrbyg, θαη rgrbry. Σα 

πέληε πξψηα απφ απηά είλαη θαινί ρξσκαηηζκνί, θαη ν ηειεπηαίνο κπνξεί λα 

κεηαηξαπεί ζε έλαλ θαιφ ρξσκαηηζκφ. Έηζη, κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε ην λέν 

ράξηε κε ηέζζεξα ρξψκαηα, θαη έηζη ε δηάηαμε είλαη αλαγψγηκε. 
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Ο Heinrich Heesch εηζήγαγε ηνλ φξν D-αλαγώγηκε γηα δηαηάμεηο ρσξψλ γηα ηηο 

νπνίεο θάζε ρξσκαηηζκφο ηνπ πεξηβάιινληα δαθηπιίνπ ρσξψλ είλαη έλαο θαιφο 

ρξσκαηηζκφο, ή κπνξεί λα κεηαηξαπεί ζε θαιφ ρξσκαηηζκφ κε δηαδνρηθέο αιιαγέο 

ησλ ρξσκάησλ κε ηηο αιπζίδεο ηνπ Kempe. Έηζη, έλα δίγσλν, έλα ηξίγσλν θαη έλα 

ηεηξάγσλν είλαη D-αλαγψγηκεο δηαηάμεηο, φπσο έδεημε ν Kempe, φπσο αλαγψγηκε 

δηάηαμε είλαη θαη ην δηακάληη ηνπ Birkhoff, φπσο κφιηο είδακε. O Heesch επηπιένλ 

ρξεζηκνπνίεζε ηνλ φξν C-αλαγώγηκε γηα δηαηάμεηο πνπ κπνξνχλ λα απνδεηρηνχλ 

αλαγψγηκεο αθνχ ηξνπνπνηεζνχλ κε θάπνηνλ ηξφπν. 

 

9δ. Xξσκαηηθά πνιπώλπκα. 

 

Ο Birkhoff θάπνηε παξαηήξεζε φηη ζρεδφλ θάζε κεγάινο καζεκαηηθφο έρεη εξγαζζεί 

πάλσ ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζε θάπνηα ζηηγκή θαη ζε έλα απφ ηα 

ηειεπηαία άξζξα ηνπ , κηα 97-ζέιηδε κειέηε ηνπ ρξσκαηηζκνχ ραξηψλ, γξακκέλε κε 

ηνλ D. C. Lewis, θαηεγνξηνπνίεζε φιεο ηηο πξνεγνχκελεο αλαθαιχςεηο ζε δπν 

ηχπνπο: πνηνηηθέο πξνζεγγίζεηο θαη πνζνηηθέο πξνζεγγίζεηο. 

΢ηελ πνηνηηθή πξνζέγγηζε, ν ζθνπφο είλαη λα δείμνπκε φηη φινη νη ράξηεο ελφο 

ζπγθεθξηκέλνπ ηχπνπ κπνξνχλ λα ρξσκαηηζηνχλ κε ηέζζεξα ρξψκαηα. Δδψ, νη 

αιπζίδεο ηνπ Kempe παίδνπλ έλαλ ζεκαληηθφ ξφιν, θαη ηα απνηειέζκαηα γηα 

αλαγψγηκεο δηαηάμεηο πνπ πήξακε απφ ηνπο Birkhoff, Franklin, Errera, Reynolds θαη 

Winn κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ αλάκεζα ζηηο επηηπρίεο απηήο ηεο πξνζέγγηζεο. ΢ηελ 

πνζνηηθή πξνζέγγηζε κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε νπνηνλδήπνηε αξηζκφ 

ρξσκάησλ, θαη ζέινπκε λα βξνχκε ην πιήζνο ησλ ηξφπσλ κε ηνπο νπνίνπο έλαο 

δνζκέλνο ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε απηά ηα ρξψκαηα. Σν αληηθείκελν καο 

είλαη λα δείμνπκε φηη αλ είλαη δηαζέζηκα ηέζζεξα ρξψκαηα, ηφηε ν αξηζκφο ησλ 

ηξφπσλ κε ηνπο νπνίνπο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί ν ράξηεο είλαη έλαο ζεηηθφο αξηζκφο. 

Η πνζνηηθή πξνζέγγηζε εηζήρζε απφ ηνλ Birkhoff ελψ ήηαλ αθφκα ζην Princeton 

University, θαη ην άξζξν ηνπ δεκνζηεχζεθε ζην Annals of Mathematics ην 1912, έλα 

ρξφλν πξηλ δεκνζηεπζεί ην άξζξν ηνπ γηα ηηο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο θαη ην δηακάληη 

ηνπ Birkhoff. 

Γηα λα δείηε ηη ζπκβαίλεη, μεθηλάκε κε ηνλ απιφ ράξηε: 
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O Birkhoff πήξε ηνλ αξηζκφ ησλ ρξσκάησλ λα είλαη ι, φπνπ ι είλαη νπνηνζδήπνηε 

αξηζκφο κεγαιχηεξνο ηνπ 2. ηφηε ε ρψξα Α κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε θαζέλα απφ 

απηά ηα ι ρξψκαηα. Δθφζνλ ε ρψξα Β είλαη γείηνλαο ηεο ρψξαο Α, κπνξεί λα 

ρξσκαηηζηεί κε θαζέλα απφ ηα ι-1 ρξψκαηα πνπ απέκεηλαλ. Σειηθά, εθφζνλ νη ρψξεο 

C θαη D είλαη θαη νη δχν γείηνλεο ησλ ρσξψλ Α θαη Β, αιιά φρη κεηαμχ ηνπο, κπνξεί ε 

θαζεκηά λα ρξσκαηηζηεί κε νπνηνδήπνηε απφ ηα ππφινηπα ι-2 ρξψκαηα. Άξα, ν 

ζπλνιηθφο αξηζκφο ησλ ηξφπσλ ηνπ ρξσκαηηζκνχ φισλ ησλ ρσξψλ ηνπ ράξηε είλαη: 

2( 1) ( 2)        

Γηα παξάδεηγκα, αλ έρνπκε ηέζζεξα ρξψκαηα (ι=4), ηφηε ν αξηζκφο ησλ ηξφπσλ 

ρξσκαηηζκνχ απηνχ ηνπ ράξηε είλαη 24 3 2 48   , θαη αλ είρακε δέθα ρξψκαηα 

(ι=10) ηφηε ν αξηζκφο ησλ ηξφπσλ ρξσκαηηζκνχ είλαη 210 9 8 5760   . 

Ο Birkhoff ρξεζηκνπνίεζε ην ζχκβνιν ( )P   γηα λα ζπκβνιίζεη ηνλ αξηζκφ ησλ 

ηξφπσλ ρξσκαηηζκνχ ηνπ ράξηε κε ι ρξψκαηα. Έηζη, γηα ηνλ παξαπάλσ ράξηε, 

2( ) ( 1) ( 2)P          

΢ην νπνίν αλ θάλνπκε ηηο επηκεξηζηηθέο παίξλνπκε  

4 3 2( ) 5 8 4P         . 

Ο Birkhoff απφδεημε φηη ν αξηζκφο ησλ ηξφπσλ ρξσκαηηζκνχ ελφο ράξηε κε ι 

ρξψκαηα είλαη πάληα έλα πνιπψλπκν ηνπ ι, ην νπνίν θαινχκε ρξσκαηηθό 

πνιπώλπκν ηνπ ράξηε θαη πήξε εθθξάζεηο γηα ηνπο ζπληειεζηέο ηνπ κε ηε βνήζεηα 

ηδηνηήησλ ηνπ ράξηε. Παξαηεξήζηε φηη αλ ην (4)P  είλαη έλαο ζεηηθφο αξηζκφο, ηφηε ν 

ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα.  

Α 

D 

B 

C 
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 Δπηπιένλ απνδεηθλχεηαη φηη γηα θάζε ράξηε, νη ζπληειεζηέο ηνπ ρξσκαηηθνχ 

πνιπσλχκνπ ελαιιάζζνληαη ζε πξφζεκν. 

 

Ο Birkhoff πάληα ήιπηδε φηη ζα κπνξνχζε λα ιχζεη ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ εξεπλψληαο ηηο ηδηφηεηεο απηψλ ησλ ρξσκαηηθψλ πνιπσλχκσλ, ( )P  . 

Έγξαςε ηέζζεξα άξζξα γηα απηφ, πεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ καθξνζθεινχο θαη πνιχ 

ηερληθνχ άξζξνπ κε ηνλ Lewis, πνπ αλαθέξζεθε πξνεγνπκέλσο. Αλάκεζα ζε απηά ηα 

απνηειέζκαηα πνπ πήξε ήηαλ θαη ε αληζφηεηα 

 

3( ) ( 1) ( 2) ( 3)nP              

 

Η νπνία είλαη αιεζήο γηα θάζε ράξηε κε n ρψξεο, θαη φπνπ ι είλαη νπνηνζδήπνηε 

ζεηηθφο αξηζκφο εθηφο απφ ην 4. αλ κπνξνχζε επίζεο λα απνδείμεη απηφ ην 

απνηέιεζκα γηα ι=4, ηφηε ζα είρε επίζεο δείμεη φηη 

 

3(4) 4 3 2 1 24nP       

ην νπνίν είλαη έλαο ζεηηθφο αξηζκφο. Θα είρε επνκέλσο απνδείμεη φηη θάζε ράξηεο 

κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα (κε ηνπιάρηζηνλ 24 ηξφπνπο, ζηελ 

πξαγκαηηθφηεηα), θαη άξα ζα είρε ιχζεη ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 
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9ε. Βξίζθνληαο αλαπόθεπθηα ζύλνια. 

 

Έρνπκε δεη, πσο απέηπρε ν Kempe κε ην πεληάγσλν. Μπνξνχκε λα 

αληηθαηαζηήζνπκε ην πεληάγσλν κε θάπνηεο άιιεο δηεπζεηήζεηο ρσξψλ πνπ 

κπνξνχκε λα ηηο ρεηξηζηνχκε πην επηηπρεκέλα; Οη πξψηεο πξνζπάζεηεο γηα λα γίλεη 

απηφ έγηλαλ απφ ηνλ Paul Wernicke, έλαλ Γεξκαλφ καζεκαηηθφ. Σνλ Αχγνπζην ηνπ 

1897 ν Wernicke παξνπζίαζε έλα άξζξν κε ηίηιν «Γηα ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ» ζην Σέηαξην Καινθαηξηλφ ΢πλέδξην ηεο American 

Mathematical Society, πνπ έγηλε ζηνλ Καλαδά ζην παλεπηζηήκην ηνπ Toronto. ΢ην 

δειηίν πεξηιακβαλφηαλ κηα ζχληνκε πεξίιεςε ηνπ άξζξνπ ηνπ, απφ ηελ νπνία 

θαίλεηαη φηη ελδηαθεξφηαλ γηα ηελ αλάπηπμε ηεο ζχλδεζεο ηνπ Tait κεηαμχ ηνπ 

ρξσκαηηζκνχ ησλ ζπλνξηαθψλ γξακκψλ ελφο θπβηθνχ ράξηε κε ηξία ρξψκαηα θαη ηνπ 

ρξσκαηηζκνχ ησλ ρσξψλ ηνπ κε ηέζζεξα ρξψκαηα. Η ηδέα ηνπ Wernicke θαίλεηαη λα 

ήηαλ ε πξνζζήθε λέσλ ρσξψλ ζην ράξηε ψζηε λα ην κεηαηξέςεη ζε θάηη πνπ ζα 

κπνξνχζε λα ρεηξηζηεί: 

Ωζηφζν, είλαη ακθίβνιν φηη ε απφδεημε ηνπ Wernicke ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ ήηαλ πην επηηπρεκέλε απφ εθείλε ηνπ Kempe δεθαεθηά ρξφληα λσξίηεξα. 

Οη επφκελεο πξνζπάζεηεο ηνπ Wernicke ήηαλ πνιχ πεξηζζφηεξν παξαγσγηθέο. ΢ε έλα 

καθξνζθειέο άξζξν γξακκέλν ζην Gottingen ην Μάην ηνπ 1903, απφδεημε φηη έλαο 

θπβηθφο ράξηεο πνπ δελ πεξηέρεη δίγσλν, ηξίγσλν ή ηεηξάγσλν πξέπεη λα πεξηέρεη είηε 

δπν δηαδνρηθά πεληάγσλα, είηε έλα πεληάγσλν δίπια ζε έλα εμάγσλν. Έηζη, φπσο 

είδακε παξαπάλσ, νη αθφινπζεο δηαηάμεηο ρσξψλ ζρεκαηίδνπλ έλα αλαπφθεπθην 

ζχλνιν. 
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Η ηδέα ελφο αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ αξγφηεξα αλαπηχρζεθε απφ δπν άιινπο 

καζεκαηηθνχο. Ο πξψηνο ήηαλ ν Philip Franklin, πνπ έγξαςε κηα δηδαθηνξηθή 

δηαηξηβή ζηνλ ρξσκαηηζκφ ραξηψλ ζην Princeton University. Σν 1920 ν Franklin 

παξνπζίαζε κέξνο ηεο δηαηξηβήο ηνπ ζην National Academy of Sciences. Η 

παξνπζίαζε ηνπ πεξηιάκβαλε ην απνηέιεζκα, ην νπνίν άληιεζε απφ ηνλ ηχπν 

κέηξεζεο, φηη θάζε θπβηθφο ράξηεο πξέπεη λα πεξηέρεη ηνπιάρηζηνλ έλα δίγσλν, 

ηξίγσλν, ηεηξάγσλν, ή ηνπιάρηζηνλ έλα απφ ηα αθφινπζα: 

 

1. Έλα πεληάγσλν δίπια ζε άιια δχν πεληάγσλα 

2. Έλα πεληάγσλν δίπια ζε έλα πεληάγσλν θαη έλα εμάγσλν 

3. Έλα πεληάγσλν δίπια ζε δχν εμάγσλα. 

 

Απηφ νδεγεί ζην αλαπφθεπθην ζχλνιν κε ελλέα δηαηάμεηο πνπ θαίλεηαη παξαθάησ. 

 

 

Ο άιινο πξνκεζεπηήο αλαπφθεπθησλ ζπλφισλ ήηαλ ν Γάιινο καζεκαηηθφο Henry 

Lebesgue. 

 

Καζψο ν 20
νο

 αηψλαο πξνρσξνχζε , θαηαζθεπάδνληαλ αλαπφθεπθηα ζχλνια κε 

εθαηνληάδεο δηαηάμεηο. Γηα λα ηα θαηαθέξνπκε κε ηφζν ηεξάζηηα ζχλνια 

απνδείρζεθε αλαγθαίν λα εθεχξνπκε κηα δηαδηθαζία , πην απνδνηηθή θαη ιηγφηεξν 

ρξνλνβφξα. Σελ ιχζε ηελ έδσζαλ ηειηθά έλαο άλζξσπνο θαη έλα κεράλεκα. Ο 

άκζξσπνο άθνπγε ζην φλνκα Heinrich Heesch θαη ην κεράλεκα δελ ήηαλ άιιν απφ 

ηνλ ειεθηξνληθφ ππνινγηζηή.  
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10. ΚΑΗΝΟΤΡΗΑ ΔΠΟΥΖ. 

 

 

10α. Heinrich Heesch. 

 

΢ηα 1960, πνιιή απφ ηελ δνπιεηά πάλσ ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ήηαλ 

αθφκα απνζπαζκαηηθή. Οη πξνζπάζεηεο λα βξεζνχλ αλαπφθεπθηα ζχλνια θαη 

αλαγψγηκεο δηαηάμεηο ήηαλ αξθεηά αλεμάξηεηεο ε κηα απφ ηελ άιιε, θαη ε 

ζπληνληζκέλε έξεπλα γηα «ην άγην δηζθνπφηεξν» ελφο αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ απφ 

αλαγψγηκεο δηαηάμεηο δελ είρε αθφκε ζηεθεί απφ επηηπρία. Η ζχζηαζε απηήο ηεο 

έξεπλαο νθείιεηαη ζηνλ Heinrich Heesch, ηνπ νπνίνπ νη ζπλεηζθνξέο ζα άλνηγαλ ηνλ 

δξφκν γηα ηελ ηειηθή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο απφ ηνπο Kenneth Appel θαη Wolfgang 

Haken ζηα 1970. 

Η πξνεγνχκελε θαξηέξα ηνπ Heesch ήηαλ εθπιεθηηθή. Δλψ βξηζθφηαλ ζην Gottingen, 

απέθηεζε θάπνηα δηαζεκφηεηα γηα ηε ζπλεηζθνξά ηνπ ζηελ ιχζε ελφο απφ ηα 

νλνκαζηά πξνβιήκαηα ηνπ Hilbert. 

Σν πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, πνπ βξηζθφηαλ εθηφο ηεο δεζπφδνπζαο ηάζεο 

ησλ καζεκαηηθψλ, δελ ήηαλ έλα απφ απηά ηα είθνζη ηξία πξνβιήκαηα, αιιά ην 

θαλνληθφ παξθέ πξφβιεκα, πάλσ ζηελ θαηαζθεπή ελφο εηδηθνχ ηχπνπ θάιπςεο ελφο 

επηπέδνπ, ήηαλ κέξνο ηνπ 18
νπ

 πξνβιήκαηνο ηνπ Hilbert. Ο Ηeesch έιπζε απηφ ην 

πξφβιεκα ην 1932 θαηαζθεπάδνληαο έλαλ αξηζκφ απφ πιαθάθηα πνπ κπνξνχλ λα 

ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα λα θαιχςνπλ ην επίπεδν ζχκθσλα κε ηνπο θαλφλεο πνπ έζεηε 

ην πξφβιεκα.. 

Σν ελδηαθέξνλ ηνπ Heesch γηα ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ μεθηλά πεξίπνπ 

ην 1935. 

 Δλψ ήδε δνχιεπε πάλσ ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, ν Heesch ηειηθά 

άξρηζε λα πηζηεχεη φηη ε ζσζηή πξνζέγγηζε ήηαλ ε εχξεζε ελφο αλαπφθεπθηνπ 

ζπλφινπ απφ αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. Αιιά θνβφηαλ πσο έλα ηέηνην ζχλνιν ζα ήηαλ 

πνιχ κεγάιν, πηζαλφλ λα πεξηείρε κέρξη θαη δέθα ρηιηάδεο δηαηάμεηο. 

Δπίζεο, αλέπηπμε ηελ ηθαλφηεηα λα κπνξεί λα θνηηάμεη κηα δηάηαμε θαη λα 

απνθαίλεηαη αλ είλαη αλαγψγηκε – κε αθξίβεηα πεξίπνπ 80 ηνηο εθαηφ. ΋πσο ν 

Wolfgang Haken παξαηήξεζε αξγφηεξα: 
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Απηό πνπ κε ζπλάξπαδε πεξηζζόηεξν ήηαλ όηη ν Heesch θνίηαδε ηελ δηάηαμε , θαη είηε 

έιεγε, «Όρη, δελ ππάξρεη πεξίπησζε. Απηή δελ κπνξεί λα είλαη αλαγώγηκε», ή έιεγε, 

«Μα απηή, απηή είλαη ζίγνπξα αλαγώγηκε». Καη ηνλ ξώηεζα, «Πώο ην μέξεηο; Πώο 

κπνξείο θαη ην ιεο;» «Λνηπόλ, ρξεηάδνκαη ππνινγηζηηθό ρξόλν δύν σξώλ…». 

 

 

10β. Γπηθά γξαθήκαηα θαη εκπόδηα αλαγσγήο. 

 

Ο Heesch πεξηέγξαςε ηηο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο κε έλαλ θάπσο πην βνιηθφ ηξφπν απφ 

ηνπο πξνεγνχκελνπο. Ξεθίλεζε μαλαθνξκάξνληαο ηνλ αξρηθφ ράξηε ζε απηφ πνπ νη 

καζεκαηηθνί θαινχλ δπηθή κνξθή. Απηή ηε κέζνδν ηελ είρε ρξεζηκνπνηήζεη ν Κempe 

φηαλ εξγαδφηαλ ζηνπο ζπλδέζκνπο. Γηα λα γίλεη απηφ, ζεκεηψζηε ηελ «πξσηεχνπζα» 

θάζε ρψξαο θαη κεηά, φπνηε δπν ρψξεο είλαη γεηηνληθέο, ελψζηε ηηο πξσηεχνπζεο κε 

έλα δξφκν θαηά κήθνο ηνπ θνηλνχ ζπλφξνπ. Σψξα δηαγξάςηε νηηδήπνηε εθηφο απφ ηηο 

πξσηεχνπζεο (πνπ θαινχληαη θνξπθέο) θαη ηνπο δξφκνπο (πνπ θαινχληαη ηφμα ή 

αθκέο) πνπ έρεηε ζρεδηάζεη. Απηφ πνπ απνκέλεη είλαη γλσζηφ σο ην δπηθό γξάθεκα 

ηνπ αξρηθνχ ράξηε. Δίλαη πηζαλφ θαη ζπρλά βνιηθφ, λα ζρεδηάδεηαη μαλά ην δπηθφ 

ψζηε ηα ηφμα λα είλαη ηκήκαηα επζεηψλ. ΢πγθεθξηκέλα, ν Heesch ζθέθηεθε έλαλ 

ρξήζηκν ζπκβνιηζκφ, ν νπνίνο ζχληνκα ρξεζηκνπνηήζεθε επξέσο, αλαπαξηζηψληαο 

θάζε ζεκείν κε έλα θαηάιιειν «ζηάμηκν» γηα λα θάλεη εχθνια αλαγλσξίζηκν. Δδψ 

είλαη ηέζζεξα απφ ηα ζχκβνια ηνπ Heesch, έλα παξάδεηγκα ησλ ζρεδίσλ ηνπ Heesch 

θαη κηα αληίζηνηρε δηάηαμε ρσξψλ. 

 

 

 

 

Οη θνξπθέο ελφο γξαθήκαηνο ρσξίδνπλ ην επίπεδν ζε κέξε πνπ ζπλήζσο θαινχληαη 

έδξεο. Αλ μεθηλήζνπκε κε έλαλ θπβηθφ ράξηε, φιεο απηέο νη έδξεο είλαη ηξίγσλα, γηαηί 

. 
πεληάγσλν εμάγσλν επηάγσλν νθηάγσλν 
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νη έδξεο ζην δπηθφ γξάθεκα αληηζηνηρνχλ ζε θνξπθέο ηνπ αξρηθνχ ράξηε θαη ζε έλαλ 

ηξηγσληθφ ράξηε ζε θάζε θνξπθή ζπλαληηνχληαη αθξηβψο ηξεηο αθκέο. ΢ε απηή ηελ 

πεξίπησζε, νιφθιεξν ην δπηθφ γξάθεκα θαιείηαη κηα ηξηγσλνπνίεζε. Ο αξηζκφο 

ησλ αθκψλ πνπ θαηαιήγνπλ ζε κηα ζπγθεθξηκέλε θνξπθή (ηνπ δπηθνχ γξαθήκαηνο) 

θαιείηαη βαζκφο απηήο ηεο θνξπθήο θαη ηζνδπλακεί ζηνπο γείηνλεο απηήο ηεο ρψξαο 

(ζηνλ αξρηθφ ράξηε) πνπ αληηπξνζσπεχεηαη απφ απηή ηελ θνξπθή. Έλα κνλνπάηη απφ 

αθκέο πνπ μεθηλάεη θαη ηειεηψλεη ζηελ ίδηα θνξπθή θαη δελ ηέκλεη ηνλ εαπηφ ηεο 

ρσξίδεη ην γξάθεκα ζε δχν κέξε: ην εζσηεξηθφ θαη ην εμσηεξηθφ ηνπ. Έλα ηέηνην 

κνλνπάηη θαιείηαη θχθισκα. Σν παξαθάησ ζρήκα δείρλεη ην δπηθφ ηνπ δηακαληηνχ 

ηνπ Birkhoff. Παξαηεξήζηε φηη ν δαθηχιηνο ησλ έμη ρσξψλ ζηνλ αξρηθφ ράξηε 

αληηθαζίζηαηαη απφ έλα θχθισκα κε έμη θνξπθέο θαη έμη αθκέο ζηνλ δπηθφ 

ζρεκαηηζκφ. 

 

΢ην ιεμηιφγην ησλ δπηθψλ γξαθεκάησλ, κηα δηάηαμε είλαη κέξνο κηαο ηξηγσλνπνίεζεο 

πνπ απνηειείηαη απφ έλα ζχλνιν θνξπθψλ καδί κε φιεο ηηο αθκέο πνπ ηηο ζπλδένπλ. 

Σν ζπλνξηαθφ θχθισκα θαιείηαη δαθηύιηνο ηεο δηάηαμεο.  

Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ ειέγρνπ ησλ δηαηάμεσλ γηα αλαγσγηκφηεηα, ν Heesch 

παξαηήξεζε έλα πιήζνο απφ δηαθξηηά θαηλφκελα πνπ εμαζθαιίδνπλ ζπκπεξάζκαηα 

γηα ηελ πηζαλφηεηα επηηπρνχο αλαγσγήο. Γηα παξάδεηγκα, ππήξραλ ζπγθεθξηκέλεο 

πξνυπνζέζεηο πνπ πεξηιάκβαλαλ ηελ γεηηνλία θνξπθψλ ηεο δηάηαμεο ππφ ηηο νπνίεο 

δελ έρνπλ πνηέ βξεζεί κε αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. Αλ θαη δελ έρεη βξεζεί απφδεημε γηα 

ην φηη απηέο νη αλαγψγηκεο δηαηάμεηο κε απηά ηα «εκπφδηα αλαγσγηκφηεηαο» δελ 

κπνξνχλ λα ππάξμνπλ, θαίλεηαη ζπλεηφ λα ζεσξήζνπκε φηη αλ θαλείο ήζειε 

αλαγψγηκεο δηαηάμεηο ζα έπξεπε λα απνθχγεη απηέο ηηο δηαηάμεηο. Ο Heesch βξήθε 

ηξηα θχξηα εκπφδηα αλαγσγηκφηεηαο, ηα νπνία ήηαλ εχθνια αλαγλσξίζηκα. Κακία 

δηάηαμε πνπ πεξηέρεη θάπνην απφ απηά δελ έρεη απνδεηρζεί φηη είλαη αλαγψγηκε. 

Σα ηξία εκπφδηα ηνπ Heesch είλαη: 
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Σν πξψην είλαη κηα ρψξα C πνπ ζπλδέεη ηέζζεξηο ζπλερείο ρψξεο (κε ηα άζηξα) ηνπ 

δαθηπιίνπ πνπ πεξηβάιιεη ηελ ρψξα. Σν δεχηεξν είλαη κηα ρψξα C πνπ ζπλδέεη ηξεηο 

ρψξεο ηνπ δαθηπιίνπ πνπ ηελ πεξηβάιιεη πνπ δελ είλαη ακνηβαία γείηνλεο. Σν ηξίην 

είλαη, έλα δεχγνο απφ γεηηνληθά πεληάγσλα πνπ ηα ζπλδέεη κηα ρψξα C κέζα ζηνλ 

δαθηχιην πνπ ηελ πεξηβάιιεη. 

 

 

10γ. Ζ κέζνδνο ηεο απνθόξηηζεο. 

 

Με ηε δνπιεηά ηνπ Heesch, ε ζεσξία ησλ αλαγψγηκσλ δηαηάμεσλ θαηλφηαλ πνιχ 

θαιά αλαπηπγκέλε. Αλ θαη έγηλαλ θάπνηεο βειηηψζεηο απφ ηφηε, φιεο νη ηδέεο πάλσ 

ζηελ αλαγσγηκφηεηα πνπ ρξεηάδνληαλ γηα ηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είραλ γίλεη θαηαλνεηέο κέρξη ηα ηέιε ηνπ 1960. δελ είρε γίλεη 

φκσο αλάινγε πξφνδνο ζηελ εχξεζε αλαπφθεπθησλ ζπλφισλ ησλ δηαηάμεσλ. Ο 

Heesch εηζήγαγε κηα κέζνδν ε νπνία ήηαλ αλάινγε κε ηελ κεηαθίλεζε θνξηίνπ ζε 

έλα ειεθηξηθφ δίθηπν γηα ηελ εχξεζε ελφο αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ απφ δηαηάμεηο (φρη 

φιεο αλαγψγηκεο), αιιά δελ αζρνιήζεθε κε ηελ ηδέα ηνπ αλαπφθεπθηνπ κε ηφζν 

ελζνπζηαζκφ φζν κε ηελ ηδέα ηεο αλαγσγηκφηεηαο. Η κέζνδνο ηεο «απνθφξηηζεο», 

φπσο ηελ νλφκαζε ν Haken, πνπ πξψηα εκθαλίζηεθε κε κάιινλ ππνηππψδε κνξθή 

ζην έξγν ηνπ Heesch ππήξμε θχξηα ζε νιφθιεξε ηελ επφκελε δνπιεηά πάλσ ζηα 

αλαπφθεπθηα ζχλνια. ΢ε κηα πην ζνθηζηηθή κνξθή έγηλε ην θχξην ζηνηρείν ζηελ 

απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, έηζη ζα ηελ εμεγήζνπκε κε 

πεξηζζφηεξε ιεπηνκέξεηα. 

Μηα ηξηγσλνπνίεζε πνπ αλαπαξηζηά έλαλ ειάρηζηα πεληαρξσκαηίζηκν ράξηε, απφ ην 

ζσζηφ κέξνο ηεο απφδεημεο ηνπ Kempe, δελ κπνξεί λα έρεη θακία θνξπθή κε 
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ιηγφηεξνπο απφ πέληε γείηνλεο. Έηζη, ζηε ζπλέρεηα, γηα επθνιία, ζα ρξεζηκνπνηνχκε 

ηε ιέμε ηξηγσλνπνίεζε θαη ζα ελλννχκε εθείλεο ηηο ηξηγσλνπνηήζεηο πνπ δελ έρνπλ 

θακία θνξπθή κε βαζκφ κηθξφηεξν απφ πέληε. Πξνθχπηεη απφ ηελ δνπιεηά ηνπ 

Kempe φηη αλ ζέζνπκε ηνλ αξηζκφ 6-k ζε θάζε ρψξα θνξπθή κε βαζκφ k ηφηε ην 

άζξνηζκα ησλ αξηζκψλ πνπ ζέζακε είλαη αθξηβψο 12. Απηφ είλαη ν ηχπνο κέηξεζεο 

γηα ηνπο θπβηθνχο ράξηεο πνπ πήξακε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην. Σν ζπγθεθξηκέλν 

άζξνηζκα δελ είλαη πνιχ ζεκαληηθφ. Απηφ πνπ είλαη ζεκαληηθφ είλαη φηη γηα θάζε 

επίπεδε ηξηγσλνπνίεζε απηφ ην άζξνηζκα θνξηίσλ είλαη ζεηηθφ. Δίλαη επίζεο 

ζεκαληηθφ λα παξαηεξήζεηε φηη εθφζνλ νη θνξπθέο κε βαζκφ k έρνπλ θνξίν 6-k, νη 

θνξπθέο κε βαζκφ κεγαιχηεξν απφ έμη (απηέο ηηο θνξπθέο ζα ηηο θαινχκε κείδνλεο 

θνξπθέο) έρνπλ αξλεηηθφ θνξηίν θαη κφλν ζηηο θνξπθέο κε βαζκφ πέληε δίλνπκε 

ζεηηθφ θνξηίν.  

Σψξα ππνζέζηε φηη ηα θνξηία ζε κηα ηέηνηα ηξηγσλνπνίεζε θηλνχληαη ρσξίο λα ράλεη 

ή λα θεξδίδεη θνξηίν νιφθιεξν ην ζχζηεκα. ΢πγθεθξηκέλα, ην ζεηηθφ θνξηίν θηλείηαη 

απφ νξηζκέλεο ζεηηθά θνξηηζκέλεο (βαζκνχ πέληε) θνξπθέο ζε θάπνηεο αξλεηηθά 

θνξηηζκέλεο (κείδνλεο) θνξπθέο. Αλ θαη είλαη βέβαηα αδχλαην λα αιιάμνπκε ην 

άζξνηζκα ησλ θνξηίσλ κε απηέο ηηο πξάμεηο, νη θνξπθέο πνπ έρνπλ ζεηηθφ θνξηίν 

κπνξνχλ λα αιιάμνπλ. Γηα παξάδεηγκα, θάπνηεο θνξπθέο κε βαζκφ πέληε κπνξνχλ λα 

ράζνπλ φιν ην ζεηηθφ θνξηίν (λα απνθνξηηζηνχλ), ελψ θάπνηεο κείδνλεο θνξπθέο 

κπνξνχλ λα θεξδίζνπλ ηφζν πνιχ ψζηε λα θαηαιήμνπλ κε ζεηηθφ θνξηίν (λα 

ππεξθνξηηζηνχλ). 

΢θνπφο απηήο ηεο απνθφξηηζεο ησλ ζεηηθψλ θνξπθψλ είλαη λα βξεζεί κηα αθξηβήο 

δηαδηθαζία πνπ λα πεξηγξάθεη πιήξσο πψο λα κεηαθηλείηαη θνξηίν κε ηέηνην ηξφπν 

ψζηε λα δηαζθαιίδεηαη φηη θάζε θνξπθή πνπ απνκέλεη ζηελ ηειηθή θαηαλνκή λα 

αλήθεη ζε κηα αλαγψγηκε δηάηαμε. Μεηά, εθφζνλ θάζε ηξηγσλνπνίεζε πξέπεη λα έρεη 

θνξπθέο κε ζεηηθφ θνξηίν, νη δηαηάμεηο πνπ ζεκαίλνληαη απφ απηή ηε δηαδηθαζία 

πξέπεη λα είλαη αλαπφθεπθηεο. Έηζη, αλ φιεο απηέο νη δηαηάμεηο είλαη επίζεο 

αλαγψγηκεο, ηφηε ε εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ έρεη απνδεηρηεί. Βεβαίσο, αλ 

δελ είλαη φιεο νη ηειηθέο δηαηάμεηο αλαγψγηκεο, ηφηε δελ έρεη γίλεη πξαγκαηηθή 

πξφνδνο, αθνπ ε θαηάζηαζε δελ ζα ήηαλ θαιχηεξε απφ εθείλε πνπ βξέζεθε ν 

Kempe. ΢ηελ νπζία, θαλείο κπνξεί λα ζεσξήζεη ην αλαπφθεπθην ζχλνιν ηνπ Kempe 

σο ην απνηέιεζκα ηεο δηαδηθαζίαο ηεο κε κεηαθίλεζεο θαλελφο θνξηίνπ. 
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10δ. Wolfgang Haken. 

 

΢ην ηέινο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1940, ν Heesch παξνπζίαζε ηα επξήκαηα ηνπ δεκφζηα 

ζην θνηλφ γηα πξψηε θνξά, ζε δηαιέμεηο ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Hamburg θαη ζηελ 

γελεηήζηα πφιε ηνπ ην Kiel, ζην Schleswig-Holstein. ΢ε απηέο ηηο δηαιέμεηο ν Heesch 

εμέζεζε ηελ πίζηε ηνπ φηη ππάξρεη έλα αλαπφθεπθην ζχλνιν απφ αλαγψγηκεο 

δηαηάμεηο, φηη απηέο νη δηαηάμεηο δελ πξέπεη λα ήηαλ ηδηαίηεξα κεγάιεο, αιιά φηη είλαη 

πηζαλφ λα ππάξρεη έλαλ κεγάινο αξηζκφο απηψλ.  

Έλαο καζεηήο πνπ παξαθνινχζεζε ηελ δηάιεμε ηνπ Heesch ην 1948 ζην 

Παλεπηζηήκην ηνπ Kiel ήηαλ ν λεαξφο Wolfgang Haken. Ο Haken ζπκάηαη λα αθνχεη 

ηα ιφγηα ηνπ Heesch, πνιιά απφ ηα νπνία δελ θαηαιάβαηλε εθείλε ηε ζηηγκή, αιιά 

ζπκάηαη ην Heesch λα αλαθέξεη φηη κπνξεί λα ππάξρνπλ πεξίπνπ δέθα ρηιηάδεο 

πεξηπηψζεηο λα εξεπλεζνχλ, θαη φηη πεληαθφζηεο δηαηάμεηο έρνπλ ήδε ειεγρζεί – κε 

κέζν φξν πεξίπνπ κία ηελ εκέξα. Ο Heesch ήηαλ αηζηφδνμνο κε ηηο ππφινηπεο ελλέα 

θαη κηζφ ρηιηάδεο. 

Μεξηθέο απφ ηηο πην ελζαξξπληηθέο δηαιέμεηο πνπ παξαθνινχζεζε ν Haken ζην Kiel 

ήηαλ εθείλεο ζηελ ηνπνινγία πνπ δίλνληαλ απφ ηνλ κνλαδηθφ θαζεγεηή καζεκαηηθψλ, 

Karl Heinrich Weise, ν νπνίνο είρε εξγαζηεί πάλσ ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ. ΢ε απηέο ηηο δηαιέμεηο ν Weise πεξίγξαςε ηξία επί καθξψλ άιπηα 

πξνβιήκαηα. Πξψην ήηαλ ην πξφβιεκα ηνπ θφκπνπ, λα θαζνξηζηεί πφηε έλα 

κπεξδεκέλν θνξδφλη ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο πεξηέρεη θφκπν. 

 

Σν δεχηεξν πξφβιεκα ήηαλ ε εηθαζία ηνπ Poincare, ε νπνία παξακέλεη άιπηε κέρξη 

θαη ζήκεξα, θαη αθνξά ζηελ ηαμηλφκεζε ησλ ζθαηξψλ ζηηο ηέζζεξηο δηαζηάζεηο. Σν 

ηξίην ήηαλ ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

΋πσο ν Γαβίδ αληηκεηψπηζε ηνλ Γνιηάζ, ν Haken αληηκεηψπηζε θαη ηα ηξία 

πξνβιήκαηα, ζε θάζε πεξίπησζε ρξεζηκνπνίεζε «πνιχ πξσηεχνληα κέζα ζηα νπνία 

φινη είραλ απνηχρεη». Ο πξψηνο Γνιηάζ μεγιίζηξεζε Ο δεχηεξνο ηνπ επηηέζεθε κε 

δχλακε, αληαπνδίδνληαο ζηνλ γίγαληα 99 ηνηο εθαηφ ηνλ θαηαηξφπσζε, αιιά ην ζχκα 

ηνπ αλάθακςε. Ο ηξίηνο Γνιηάζ πάιεςε καδί ηνπ γηα πνιιά ρξφληα, ηειηθά φκσο ηνλ 

ζθφησζε, φπσο ζα δνχκε ζηε ζπλέρεηα. 

΢ηελ δηδαθηνξηθή δηαηξηβή ηνπ, πνπ γξάθηεθε ππφ ηελ επίβιεςε ηνπ Καζεγεηή 

Weise, ν Haken εξγάζζεθε πάλσ ζηελ ηξηζδηάζηαηε ηνπνινγία θαη πήξε θάπνηα 

απνζπαζκαηηθά απνηειέζκαηα πάλσ ζην πξφβιεκα ηνπ θφκπνπ. Σειηθά πέηπρε ηε 



 119 

πιήξε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο – έλα ζπνπδαίν θαηφξζσκα – θαη αλαθνίλσζε ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ ην 1954 ζην International Congress of Mathematicians ζην 

Amsterdam, φπνπ πηέζηεθε λα θαηαγξάςεη φιεο ηηο ιεπηνκέξεηεο ηεο απφδεημεο. 

Αιιά κέρξη εθείλε ηε ζηηγκή, δελ κπνξνχζε λα δηαζθαιίζεη κηα παλεπηζηεκηαθή ζέζε 

ζην Kiel ή νπνπδήπνηε αιινχ, εξγαδφηαλ ζην Munich σο θπζηθφο ζηελ Siemens, ηελ 

ειεθηξηθή κεραληθή εηαηξία. ΢ηνλ Haken πήξε ηέζζεξα ρξφληα γηα λα βξεη ην ρξφλν 

γηα λα γξάςεη ηηο δηαθφζηεο ζειίδεο ηεο απφδεημεο ηνπ κε πεξίπινθεο ιεπηνκέξεηεο, 

θαη πήξε άιια ηξία ρξφληα πξηλ δεκνζηεπζεί ε απφδεημε ηνπ. Δκθαλίζηεθε ζην 

πεξηνδηθφ Acta Mathematica ην 1961. 

Η δνπιεηά ηνπ Haken ζην πξφβιεκα ηνπ θφκπνπ εληππσζίαζε ηφζν ηνλ Bill Boone, 

έλαλ ινγηθηζηή ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Illinois ζην Urbana –Champaign , ψζηε 

πξνζθάιεζε ηνλ Haken σο επηζθέπηε θαζεγεηή. Σν ελδηαθέξνλ ηνπ Boone ζην 

πξφβιεκα μεθίλεζε απφ ην ζεψξεκα ηεο κε πιεξφηεηαο ηνπ Kurt Godel, πνπ 

δεκνζηεχζεθε ην 1931, ην νπνίν ιέεη φηη ζε θάζε καζεκαηηθφ ζχζηεκα, φζν 

πνιχπινθν θαη αλ είλαη, ππάξρνπλ θάπνηα πξνβιήκαηα πνπ δελ κπνξνχλ λα ιπζνχλ 

κέζα ζην ζχζηεκα. Δπεηδή ην πξφβιεκα ηνπ θφκπνπ θαη ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ αληηζηέθνληαλ επίκνλα ζε θάζε πξνζπάζεηα ιχζεο, ππήξρε έλα ζπλερψο 

απμαλφκελν ζπλαίζζεκα φηη θαη ηα δχν πξνβιήκαηα ήηαλ «άιπηα», θαη φηη θαλείο 

πνηέ δελ ζα κπνξνχζε λα μέξεη αλ είλαη αιεζή ή ςεπδή. Σειηθά, ν Haken έιπζε ην 

πξψην απφ απηά ηα πξνβιήκαηα θαη καδί κε ηνλ Appel θαη άιινπο, έιπζε ην δεχηεξν. 

΢χληνκα κεηά ηελ άθημε ηνπ ζην Illinois, o Haken έδσζε αξθεηέο δηαιέμεηο γηα ηηο 

έξεπλεο ηνπ ζην πξφβιεκα ηνπ θφκπνπ. Η επηκειήο πξνζέγγηζε ηνπ ζηελ επίιπζε 

καζεκαηηθψλ πξνβιεκάησλ ψζεζε έλαλ απφ ηνπο ζπλαδέιθνπο ηνπ λα παξαηεξήζεη: 

 

Οη καζεκαηηθνί ζπλήζσο γλσξίδνπλ πφηε έρνπλ πάεη πνιχ βαζηά κέζα ζην δάζνο γηα 

λα πξνρσξήζνπλ πεξηζζφηεξν. Απηή είλαη ε ζηηγκή πνπ ν Haken βγάδεη ηνλ ζνπγηά 

ηνπ θαη ξίρλεη θάησ ηα δέληξα έλα έλα. 

 

Αθνχ πέξαζε δχν ρξφληα ζην Institute for Advanced Study ζην Princeton, o Haken 

επέζηξεςε γηα λα αλαιάβεη κηα κφληκε ζέζε ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Illinois. Δθεί 

κπνξνχζε λα ζπλερίζεη ην έξγν ηνπ ζηελ εηθαζία ηνπ Poincare, ηελ νπνία κείσζε 

ζηελ ζεψξεζε 200 ηδηαίηεξσλ πεξηπηψζεσλ. ΋πσο ζπκάηαη, ηφηε δνχιεπε 

ζπζηεκαηηθά θαη επίκνλα ζε απηέο ηηο πεξηπηψζεηο κέρξη πνπ φρη ιηγφηεξεο απφ 198 

είραλ νινθιεξσζεί επηηπρψο. Γηα δεθαηξία ρξφληα θαηαπηάζηεθε κε ηηο δπν 
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ηειεπηαίεο πεξηπηψζεηο απηνχ ηνπ αλζξσπνθάγνπ πξνβιήκαηνο, πξηλ ηηο 

εγθαηαιείςεη γηα λα δνπιέςεη πάλσ ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 
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10ε. O ππνινγηζηήο μεθηλά ηελ επίζεζε. 

 

Σν 1967 ν Haken επηθνηλψλεζε κε ηνλ Heesch. Ο Heesch αθφκα δνχιεπε πάλσ ζην 

πξφβιεκα, θαη κέρξη εθείλε ηε ζηηγκή είρε εθεχξεη ηελ κέζνδν ηεο απνθφξηηζεο θαη 

είρε αλαθαιχςεη ρηιηάδεο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. 

Η βνήζεηα ηνπ Heesch ήηαλ λα ζπζηεκαηνπνηήζεη ηηο ηδέεο ζην άξζξν ηνπ Birkhoff 

ην 1913 αλαπηχζζνληαο κηα πξνζέγγηζε γηα ηελ παξαγσγή αλαγψγηκσλ δηαηάμεσλ. 

Πξψηα έςαμε ζηνλ πην απιφ ηχπν αλαγψγηκσλ δηαηάμεσλ, πνπ θάιεζε D-αλαγψγηκεο 

Αλ κηα δηάηαμε δελ ήηαλ D-αλαγψγηκε, ν Heesch κπνξνχζε ζπρλά λα δεη πψο λα ηελ 

ηξνπνπνηήζεη ψζηε λα θαζνξίζεη αλ ήηαλ C-αλαγψγηκε. Με απηφλ ηνλ ηξφπν ήηαλ 

ηθαλφο λα πεξηθφπηεη ην πξφβιεκα ζε έλα κηθξφηεξν αξηζκφ απφ πηζαλνχο 

ρξσκαηηζκνχο.  

O Haken πξνζθάιεζε ηνλ Heesch ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Illinois γηα λα δψζεη κηα 

δηάιεμε, θαη έζεζε ηελ εξψηεζε αλ νη ππνινγηζηέο κπνξνχλ λα θαλνχλ ρξήζηκνη ζηνλ 

έιεγρν κεγάισλ αξηζκψλ δηαηάμεσλ. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα, απηή ε ζθέςε είρε 

απαζρνιήζεη ηνλ Heesch, θαη ζηα κέζα ηεο δεθαεηίαο ηνπ 60 είρε εμαζθαιίζεη ηε 

βνήζεηα ηνπ Karl Durre. Ο Durre κπνξνχζε λα αλαπηχμεη κηα κέζνδν γηα ηνλ έιεγρν 

ηεο D-αλαγσγηκφηεηαο ε νπνία ήηαλ ηθαλνπνηεηηθά ζπλεζηζκέλε θαη αιγνξηζκηθή γηα 

λα εθαξκνζηεί ζε ππνινγηζηή, αλ θαη κπνξεί λα έπαηξλε αξθεηφ ρξφλν. Σν Ννέκβξην 

ηνπ 1965, ρξεζηκνπνηψληαο ηελ γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ Algol 60 ζηνλ 

ππνινγηζηή CDC 1604A ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηνπ Illinois, ν Durre κπφξεζε λα 

επηβεβαηψζεη φηη ην δηακάληη ηνπ Birkhoff είλαη D-αλαγψγηκν θαη ζχληνκα απφδεημε 

ηελ D-αλαγσγηκφηεηα πνιιψλ δηαηάμεσλ απμαλφκελεο πνιππινθφηεηαο.  

Η πνιππινθφηεηα κηαο δηάηαμεο κεηξηέηαη απφ ην κέγεζνο ηνπ δαθηπιίνπ, πνπ είλαη ν 

αξηζκφο ησλ ρσξψλ πνπ πεξηβάιινπλ ηελ δηάηαμε. 

Γηα ην δηακάληη ηνπ Birkhoff , ην νπνίν έρεη κέγεζνο δαθηπιίνπ 6, ππάξρνπλ 31 

νπζηαζηηθά δηαθνξεηηθνί ρξσκαηηζκνί ησλ ρσξψλ ζηνλ δαθηχιην πνπ πεξηβάιιεη ηηο 

έμη ρψξεο φπσο είδακε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

Γπζηπρψο, ν αξηζκφο ησλ δηαθνξεηηθψλ ρξσκαηηζκψλ απμάλεηαη ηαρχηαηα θαζψο 

κεγαιψλεη ην κέγεζνο ηνπ δαθηπιίνπ: 

 
κέγεζνο δαθηπιίνπ 6 7 8 9 10 11 12 13 14

ρξσκαηηζκνί 31 91 274 820 2461 7381 22144 64430 199291
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Πξφρεηξνη ππνινγηζκνί δείρλνπλ φηη γηα λα ιπζεί ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ απαηηείηαη ν έιεγρνο δηαηάμεσλ κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 18, γηα ηηο νπνίεο ν 

αξηζκφο ησλ ρξσκαηηζκψλ ηνπ δαθηπιίνπ πνπ ηηο πεξηβάιιεη μεπεξλά ηα 16 

εθαηνκκχξηα.  

Ο Heesch θαη ν Durre βξήθαλ φηη ν ρξφλνο πνπ απαηηείηαη γηα ηελ αλάιπζε κηαο 

δηάηαμεο απμάλεηαη ξαγδαία θαζψο απμάλεηαη ην κέγεζνο ηνπ δαθηπιίνπ. ΢ηνλ 

ππνινγηζηή ηνπο κηα ζπλεζηζκέλε δηάηαμε κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 12 κπνξεί λα 

έπαηξλε έμη ψξεο λα αλαιπζεί, ελψ θάπνηεο δηαηάμεηο κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 13 

έπαηξλαλ απφ δεθαέμη σο εμήληα κία ψξεο, θαη απηέο κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 14 

έπαηξλαλ αηειείσηεο ψξεο. Πξάγκαηη, εθηίκεζαλ φηη γηα λα επηβεβαηψζνπλ θαη ηηο 

δέθα ρηιίαδεο πεξηπηψζεηο κπνξεί λα ρξεηάδνληαλ απφ ηξεηο ρηιηάδεο σο πελήληα 

ρηιηάδεο ψξεο ππνινγηζηηθνχ ρξφλνπ, ην νπνίν δελ ήηαλ ξεαιηζηηθφ ζηνλ ππνινγηζηή 

ηνπ Hanover – ή ζε νπνηνλδήπνηε ππνινγηζηή εθείλεο ηεο επνρήο. 

Μηα ρξήζηκε απινπνίεζε πνπ αλαθάιπςε ν Durre ήηαλ έλαο πην έμππλνο ηξφπνο 

απνζήθεπζεο ησλ ρξσκαηηζκψλ ηνπ δαθηπιίνπ πνπ πεξηβάιιεη ηηο δηαηάμεηο. O Durre 

αλάπηπμε κηα ζαπκάζηα ηερληθή πνπ ηνπ επέηξεπε λα δηαζέηεη έλα κφλν bit ζε θάζε 

ρξσκαηηζκφ, κεηψλνληαο έηζη ην ζπλνιηθφ ππνινγηζηηθφ ρξφλν γηα θάζε δηάηαμε 

θαηά έλαλ παξάγνληα 28. Αλ θαη νη πεξηζζφηεξεο δηαηάμεηο κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 13 

ήηαλ αθφκα πνιχ κεγάιεο γηα λα ηηο ρεηξηζηνχλ, πνιιέο κηθξφηεξεο δηαηάμεηο 

κπνξνχζαλ ηψξα λα ειεγρζνχλ γηα πξψηε θνξά. 

Μέζα ζηε δεθαεηία ηνπ 1960, ν Edward F. Moore ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηνπ Wisconsin 

αλάπηπμε κηα αμηνζεκείσηε ηθαλφηεηα λα θαηαζθεπάδεη ηεξάζηηνπο θαη πνιχπινθνπο 

ράξηεο πνπ δελ πεξηείραλ γλσζηέο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο, θαη γηα απηφ έιπηδε φηη ζα 

έβξηζθε έλα ράξηε πνπ ζα ρξεηαδφηαλ πέληε ρξψκαηα. Σν επφκελν δηάγξακκα δείρλεη 

θνκκάηη ελφο ράξηε πνπ ζθέθηεθε πνπ δελ πεξηέρεη αλαγψγηκεο δηαηάμεηο κε κέγεζνο 

δαθηπιίνπ κηθξφηεξν ηνπ 11. Η χπαξμε απηνχ ηνπ ράξηε δείρλεί φηη θάζε 

αλαπφθεπθην ζχλνιν απφ αλαγψγηκεο δηαηάμεηο πξέπεη απαξαίηεηα λα πεξηέρεη 

ηνπιάρηζηνλ κηα αλαγψγηκε δηάηαμε κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 12 ή κεγαιχηεξν. 

Αλ θαη έκνηαδε ζαλ νη δηαηάμεηο κε κέγεζνο δαθηπιίνπ κεγαιχηεξν ηνπ 18 λα είλαη 

απαξαίηεηεο, ε ιχζε ησλ Appel θαη Ηaken ηειηθά ζα βαζηδφηαλ ζε δηαηάμεηο κε 

κέγεζνο δαθηπιίνπ 14 θαη κηθξφηεξν. Αλ απαηηνχληαλ δηαηάμεηο κε κέγεζνο 

δαθηπιίνπ 15, νη Appel θαη Haken ζρεδφλ βέβαηα δελ ζα κπνξνχζαλ λα 

νινθιεξψζνπλ ηελ απφδεημε ηνπο ηε ζηηγκή πνπ ην έθαλαλ. 
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10δ. To πέηαιν ηνπ Shimamoto. 

 

΢χληνκα έγηλε ζαθέο φηη ν ππνινγηζηήο ηνπ Hanνver δελ ήηαλ αξθεηά ηζρπξφο γηα λα 

πξαγκαηνπνηήζεη φιε ηε δνπιεηά. Ο Haken πξνζπάζεζε λα βνεζήζεη ηνπο Heesch 

θαη Durre απαηηψληαο ρξφλν ζηνλ λέν κεγάιν παξάιιειν ππεξππνινγηζηή ζην 

Παλεπηζηήκην ηνπ Illinois, ηνλ ILLIAC-IV, ηνπ νπνίνπ ε νινθιήξσζε ηεο 

θαηαζθεπήο πιεζίαδε, αιιά δελ ήηαλ αθφκα έηνηκνο γηα ρξήζε. Σειηθά, ν John Pasta, 

επηθεθαιήο ηνπ ηκήκαηνο ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηεο ππνινγηζηηθήο επηζηήκεο, αλάθεξε 

ηνπο Heesch θαη Durre ζηνλ θίιν ηνπ Yoshio Shimamoto, δηεπζπληή ηνπ Computer 

Center at the Atomic Energy Commission’s Brookhaven Laboratory ζην Upton, Long 

Island. ΢ε απηφ ην εξγαζηήξην ήηαλ ν Cray Control Data 6600, ν πην ηζρπξφο 

ππνινγηζηήο ηεο επνρήο ηνπ. 

Δπηπρψο, ν Shimamoto ήηαλ πάληα ιάηξεο ηνπο πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ, θαη σο δηεπζπληήο ηνπ επηηξεπφηαλ λα ρξεζηκνπνηεί πεξηζζφηεξν απφ 10 

ηνηο εθαηφ ηνπ ρξφλνπ ηνπ ζηνλ ππνινγηζηή γηα δηθνχο ηνπ ζθνπνχο. Τπνζηήξηδε 

απφιπηα ηελ πξνζέγγηζε ηνπ Heesch ζην πξφβιεκα θαη γελλαηφδσξα πξνζθάιεζε 

ηνπο Heesch θαη Durre λα επηζθεθηνχλ ην Brookhaven θαη ζπλέρηζε ηνπο ειέγρνπο 

αλαγσγηκφηεηαο ζην κεράλεκα Cray.  

΢ην Brookhaven , o Durre πξψηα είρε λα κεηαηξέςεη ηα πξνγξάκκαηα ηνπ απφ ηελ 

Algol ζηε Fortran, αιιά κφιηο έγηλε απηφ έγηλε γξήγνξα κεγάιε πξφνδνο. Μηα 

δηάηαμε κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 13, κε 66430 ρξσκαηηζκνχο λα ειεγρζνχλ, δελ ήηαλ 

ππεξβνιηθά κεγάιε γηα ηνλ ππνινγηζηή Cray, θαη νη δηαηάμεηο κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 

14 κπνξνχζαλ λα ειεγρζνχλ γηα πξψηε θνξά. Ο Heesch θαη ν Durre κπφξεζαλ λα 

επηβεβαηψζνπλ ηελ D-αλαγσγηκφηεηα πεξηζζφηεξσλ απφ ρίιησλ δηαηάμεσλ κε 

κέγεζνο δαθηπιίνπ 14 ή ιηγφηεξν.  

Αξθεηά λσξίο ζηε δηαδηθαζία, ν Durre αλαθάιπςε έλα κηθξφ ιάζνο ζην πξφγξακκα, 

πνπ ζήκαηλε φηη νη πξψηεο ιίγεο δηαηάμεηο ζηελ ιίζηα δελ ήηαλ απφιπηα αμηφπηζηεο. 

Δθφζνλ, θαζεκία απφ απηέο ηηο δηαηάμεηο ζα ρξεηαδφηαλ πνιιέο ψξεο γηα λα 

ειεγρζνχλ μαλά, καηαίσζε ηελ εξγαζία. ΢ην κεηαμχ δηφξζσζε ην ιάζνο, αθήλνληαο 

ζθιεξέο πξνεηδνπνηήζεηο ζρεηηθά κε απηέο ηηο πξψηκεο δηαηάμεηο – αιιά απηέο νη 

πξνεηδνπνηήζεηο ράζεθαλ. 

Δλ ησ κεηαμχ, ν Shimamoto ζπλέρηζε ηηο δηθέο ηνπ έξεπλεο ζην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, ρξεζηκνπνηψληαο κηα δηαθνξεηηθή αιιά ζρεηηθή πξνζέγγηζε. 

΋ζν παξάμελν θαη αλ θαίλεηαη, κπφξεζε λα δείμεη φηη αλ κπνξνχζε λα βξεη κηα κφλν 
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δηάηαμε κε ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο, θαη αλ ε δηάηαμε ηνπ ήηαλ D-αλαγψγηκε, ηφηε ζα 

ιπλφηαλ ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ: νιφθιεξε ε απφδεημε ζα βαζηδφηαλ 

ζε κηα κφλν δηάηαμε!!! 

Ξαθληθά, ζηηο 30 ΢επηεκβξίνπ 1971, βξήθε απηφ πνπ αλαδεηνχζε, ηελ αθφινπζε 

δηάηαμε: κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 14 

πνπ έγηλε γλσζηή σο ην πέηαιν ηνπ 

Shimamoto.Ο Shimamoto είρε 

απνδείμεη φηη αλ απηφ ην πέηαιν 

ήηαλ D-αλαγψγηκν, ηφηε ην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ είρε ιπζεί. 

Ο Heesch αλαγλψξηζε ην πέηαιν 

σο κηα D-αλαγψγηκε δηάηαμε απφ 

ηε ιίζηα ηνπ. Ο Shimamoto, αλ θαη ήηαλ πξνθαλψο ελζνπζηαζκέλνο, ήηαλ 

επηθπιαθηηθφο θαη δήηεζε ε δηάηαμε λα ειεγρζεί μαλά γηα D-αλαγσγηκφηεηα. Ο Durre 

επέζηξεςε απφ ηελ Γεξκαλία γηα λα θάλεη ηνλ επαλέιεγρν, αιιά νη πξσηφηππεο 

εθηππψζεηο δελ ήηαλ πιένλ δηαζέζηκεο θαη έηζη ε δηαδηθαζία έπξεπε λα γίλεη απφ ηελ 

αξρή. 

Ο ελζνπζηαζκφο ήηαλ αλεμέιεγθηνο. Φήκεο γηα ηε ιχζε ηνπ Shimamoto 

εμαπιψζεθαλ ήδε ζε φιν ηνλ θφζκν. Σελ εκέξα κεηά ηελ αλαθάιπςε ηνπ πεηάινπ, ν 

Haken ζα επηζθεπηφηαλ ην Princeton Institute for Advanced Study πξηλ λα επηζηξέςεη 

ζην Illinois θαη ξψηεζε ην Shimamoto αλ κπνξνχζε λα πεη ζηνλ θφζκν γηα ην 

απνηέιεζκα. ΢χκθσλα κε ην Haken, ν Shimamoto είπε «Ναη», ελψ αξγφηεξα ν 

Shimamoto αξλήζεθε φηη ην έθαλε θαη θάλεθε ελνριεκέλνο απφ ηελ δήισζε ηνπ 

Haken θαη παξαπνλέζεθε φηη: 

 

Γέρνκαη έλα θαηαθιπζκφ απφ εξσηήζεηο απφ πνιινχο αλζξψπνπο θαη αλαξσηηέκαη 

ηψξα αλ ήηαλ ζνθφ πνπ κίιεζεο ζην Princeton θαη ηελ Urbana πξηλ εηνηκαζηεί έλα 

ζαθέο θείκελν. 

 

΢ηελ πξάμε, ηα πξάγκαηα δελ πήγαλ φπσο ήιπηδαλ. ΢ην πξψην ηξέμηκν ηνπ 

ππνινγηζηή, ν ρξφλνο πνπ ρξεηάζηεθε μεπέξαζε ηνλ αξρηθφ ρξφλν ηξεμίκαηνο 

πεξηζζφηεξν απφ κηα ψξα θαη ηειηθά ηεξκαηίζηεθε. Σν δεχηεξν ηξέμηκν ρξεηάζηεθε 

αθφκα πεξηζζφηεξν. Σειηθά, ζε κηα ηξίηε πξνζπάζεηα, επηηξαπεί ζηνλ ππέξ-γξήγνξν 
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ππνινγηζηή Cray λα ηξέμεη γηα έλα νιφθιεξν ζαββαηνθχξηαθν, θαη επηβεβαίσζε φηη 

ην πέηαιν δελ ήηαλ D-αλαγψγηκν. Αλ ην πέηαιν ήηαλ κηα απφ ηηο ιαλζαζκέλεο 

δηαηάμεηο ηνπ Durre δελ είλαη ζαθέο, αιιά ζίγνπξα ππήξρε έλα κεγάιν ζπλαίζζεκα 

απνγνήηεπζεο παληνχ. 

Ο Haken θνίηαμε μαλά ηα ζεσξεηηθά επηρεηξήκαηα ηνπ Shimamoto θαη ηα βξήθε 

απνιχησο ζσζηά. Ο Hassler Whitney θαη ν Βill Tutte, νη πην δηαθεθξηκέλνη 

γξαθνζεσξεηηθνί ησλ εκεξψλ ηνπο, επίζεο αλαιχζαλε ηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

Shimamotν ιεπηνκεξψο, θαη έγξαςαλ έλα καθξνζθειέο θαη ζεκαληηθφ άξζξν πνπ 

μεθηλνχζε: 

 

Σνλ Οθηψβξην ηνπ 1971 ν θφζκνο ζπγθινλίζηεθε απφ ηηο θήκεο φηη ην πεξηβφεην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είρε επηηέινπο ιπζεί… κε ηε βνήζεηα ελφο 

ππνινγηζηή. 

 

Γελ βξήθαλ θάπνην νπζηαζηηθφ ιάζνο ζηελ αηηηνιφγεζε ηνπ Shimamoto θαη 

ζπκπέξαλαλ φηη ην απνηέιεζκα ηνπ ππνινγηζηή πξέπεη λα είλαη ιαλζαζκέλν. Αθφκα 

πεξηζζφηεξν, απέδεημαλ φηη φρη κφλν ην πέηαιν δελ ήηαλ D-αλαγψγηκν, αιιά θαη 

θάζε δηάηαμε πνπ παξαγφηαλ απφ ηε κέζνδν ηνπ Shimamoto.  

Έκνηαδε ζαλ ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ γηα άιιε κηα θνξά λα είρε 

θηάζεη ζε αδηέμνδν.  
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11. ΣΟ ΣΔΡΑ΢ ΚΑΣΑΣΡΟΠΧΝΔΣΑΗ. 

 

11α. Νέα κέζνδνο απνθόξηηζεο. 

 

΢ε αληίζεζε κε ην επεηζφδην κε ην πέηαιν, ππήξραλ ιφγνη αηζηνδνμίαο. Η πξνζέγγηζε 

ηνπ Heesch ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ άξρηζε λα απνθέξεη θέξδε, θαη 

ζηα ρέξηα ησλ Appel θαη Haken ζα είρε ην πξνζδνθνχκελν ζηφρν ελφο αλαπφθεπθηνπ 

ζπλφινπ απφ αλαγψγηκεο δηαηάμεηο κέζα ζηα επφκελα πέληε ρξφληα. 

΢ε πξνεγνχκελν θεθάιαην είδακε ηελ κέζνδν απνθφξηηζεο ηνπ Heintrich Heesch. Σν 

1970 ν Heesch έζηεηιε ζηνλ Haken έλα λέν πείξακα απνθφξηηζεο ζην νπνίν ην 

ζεηηθφ θνξηίν ηνπ θάζε πεληαγψλνπ κνηξαδφηαλ εμίζνπ αλάκεζα ζε φιεο ηηο 

γεηηνληθέο ρψξεο κε αξλεηηθφ θνξηίν. Σν απνηέιεζκα απηνχ ηνπ πεηξάκαηνο, αλ 

εθαξκνζηεί ζε έλαλ ηπραίν ράξηε, ζα δίλεη πεξίπνπ 8900 «θαθέο» δηαηάμεηο κε 

κέγεζνο δαθηπιίνπ κέρξη θαη 18, ζηηο νπνίεο θάπνηεο ρψξεο ζα ζπλέρηδαλ λα έρνπλ 

ζεηηθφ θνξηίν. Απηή ε πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, 

κεηψλεη ην πξφβιεκα ζηελ ζεψξεζε απηψλ ησλ 8900 δηαηάμεσλ, ηηο νπνίεο πξφηεηλε 

ν Heesch λα δνπιεχνπλ κηα θάζε θνξά. 

Ο Wolfgang Haken, σζηφζν, ήηαλ βαζηά πεζηκηζηήο έρνληαο λα ρεηξηζηεί έλαλ ηφζν 

κεγάιν αξηζκφ δηαηάμεσλ, ηδηαίηεξα εθφζνλ θάπνηεο απφ απηέο ήηαλ αξθεηά κεγάιεο. 

Δθείλε ηε ζηηγκή είρε γίλεη εχθνιε ππφζεζε ν έιεγρνο δηαηάμεσλ κε κέγεζνο 

δαθηπιίνπ 11, αιιά θάζε θνξά πνπ ην κέγεζνο ηνπ δαθηπιίνπ αχμαλε θαηά έλα, ν 

ππνινγηζηηθφο ρξφλνο πνπ ρξεηαδφηαλ θαίλεηαη λα απμαλφηαλ θαηά έλαλ παξάγνληα 

ηέζζεξα, κε κηα αληίζηνηρε αχμεζε ζηελ απαίηεζε απνζήθεπζεο. Αλαθαιψληαο φηη ε 

δχζθνιε δηάηαμε ηνπ πεηάινπ ηνπ Shimamoto κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 14 είρε 

ρξεηαζηεί λα ηξέμεη πνιιέο ψξεο, νη Appel θαη Haken παξαηήξεζαλ αξγφηεξα: 
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 Αλ θαη ν κέζνο ρξόλνο πνπ ρξεηαδόηαλ γηα ηνλ έιεγρν δηαηάμεσλ κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 

14 ήηαλ κόιηο είθνζη πέληε ιεπηά, ν παξάγνληαο 4 ζηελ ηέηαξηε δύλακε από ην πέξαζκα 

από δαθηπιίνπο κε κέγεζνο 14 ζε δαθηπιίνπο κε κέγεζνο 18 είρε ζαλ απνηέιεζκα όηη 

κηα κέζε δηάηαμε κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 18 απαηηνύζε πεξηζζόηεξεο από εθαηό ώξεο θαη 

πνιύ πεξηζζόηεξν ρώξν γηα απνζήθεπζε από όζνο ήηαλ δηαζέζηκνο ζε νπνηνλδήπνηε 

ππνινγηζηή. Αλ ππήξραλ ρίιηεο δηαηάμεηο κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 18, ηόηε όιε ε 

δηαδηθαζία ζα έπαηξλε πεξηζζόηεξεο από εθαηό ρηιηάδεο ώξεο ή πεξίπνπ έληεθα ρξόληα, 

ζε έλαλ γξήγνξν ππνινγηζηή.  

 

11β. Ζ ζπλεξγαζία ησλ Heesch θαη Haken. 

 

Γηα θάπνηνλ θαηξφ, ν Haken αηζζάλζεθε φηη νη πνιππινθφηεηα ηνπ πξνβιήκαηνο ζα 

κεησλφηαλ ζεκαληηθά αλ κπνξνχζε λα βξεζεί κηα θαιχηεξε κέζνδνο απνθφξηηζεο. 

Δπηθεληξψζεθε ζε ράξηεο ρσξίο εμάγσλα ή επηάγσλα θαη θαηάθεξε λα βξεη κηα 

απινχζηεξε δηαδηθαζία. Δλζαξξπκέλνο απφ απηφ, πξνρψξεζε ζε γεληθνχο ράξηεο, θαη 

έζηεηιε θάπνηα απφ ηα απνηειέζκαηα ηνπ ζηνλ Heesch. O Heesch εληππσζηάζηεθε, 

θαη πξνζθάιεζε ηνλ Haken λα ζπλεξγαζηεί καδί ηνπ. 

Σν 1971 ν Heesch έζηεηιε ζηνλ Haken πνιιά απφ ηα αδεκνζίεπηα απνηειέζκαηα ηνπ 

πάλσ ζηηο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. Απηά πεξηιάκβαλαλ ηα ηξία «εκπφδηα ζηελ 

αλαγσγηκφηεηα» πνπ έρνπκε ήδε αλαθέξεη. Η γεληθή κειέηε απηψλ ησλ εκπνδίσλ 

ζχληνκα αλαπηχρζεθε απφ ηνπο Whitney θαη Tutte ζην άξζξν ηνπο πάλσ ζηε δνπιεηά 

ηνπ Shimamoto, θαη αξγφηεξα απφ ηνλ Walter Stromquist, έλαλ απφθνηην θνηηεηή ηνπ 

Harvard University, ν νπνίνο έδεημε φηη ε ηξηάδα ηνπ Heesch είλαη ηα πην ζεκαληηθά 

εκπφδηα. O Stromquist ζχληνκα ζα γηλφηαλ δηάζεκνο ζηνλ θφζκν ηνπ ρξσκαηηζκνχ 

ραξηψλ απνδεηθλχνληαο φηη ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ αιεζεχεη γηα φινπο 

ηνπο ράξηεο πνπ έρνπλ κέρξη θαη 51 ρψξεο. 
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Αιιά εθείλε ηε ζηηγκή, ν Haken άξρηδε λα αιιάδεη ηελ πξνζέγγηζε ηνπ ζην 

πξφβιεκα. Αληίζεηα κε φινπο ηνπο άιινπο, νη νπνίνη είραλ σο αληηθείκελν λα 

ζπιιέγνπλ αλαγψγηκεο δηαηάμεηο θαηά εθαηνληάδεο θαη λα ηηο παθεηάξνπλ ζε έλα 

αλαπφθεπθην ζχλνιν, ε θχξηα γξακκή επίζεζεο ηνπ Haken ήηαλ λα ζηνρεχζεη 

θαηεπζείαλ ζε έλα αλαπφθεπθην ζχλνιν (ην νπνίν έθαλε αξγφηεξα κε ηνλ Appel). 

Απηφ ην ζχλνιν έπξεπε λα πεξηέρεη δηαηάμεηο πνπ ήηαλ πνιχ πηζαλφ λα είλαη 

αλαγψγηκεο – εηδηθφηεξα, δελ έπξεπε λα πεξηέρνπλ θαλέλα απφ ηα εκπφδηα αλαγσγήο 

– πξνθεηκέλνπ λα απνθχγνπλ ρακέλν ρξφλν ειέγρνληαο δηαηάμεηο πνπ ηειηθά δελ ζα 

είραλ θαλέλα ελδηαθέξνλ. Οπνηαδήπνηε δηάηαμε πνπ αξγφηεξα απνδεηθλπφηαλ φηη δελ 

είλαη αλαγψγηκε κπνξνχζε κεηά λα αληηκεησπηζηεί κε ηδηαηηεξφηεηα. ΋πσο ζρνιίαζε 

αξγφηεξα ν Haken: 

 

Αλ ζέιεηο λα βειηηώζεηο θάηη, δελ ζα πξέπεη λα βειηηώζεηο απηό πνπ ήδε είλαη θαιό. Σν 

πην αδύλακν ζεκείν είλαη πάληα απηό πνπ πξέπεη λα βειηηώζεηο. Απηή είλαη ε πνιιή 

απιή απάληεζε ζην γηαηί πήξακε απηό θαη όρη ηα άιια. 

 

Δπίζεο, αηζζάλζεθε φηη ήηαλ αθαηάιιειν λα μνδέςεη πνιχ αθξηβφ ππνινγηζηηθφ 

ρξφλν ζηνλ έιεγρν ηεο αλαγσγηκφηεηαο δηαηάμεσλ πνπ είλαη πηζαλφ λα κελ 

εκθαλίδνληαη ζην ηειηθφ αλαπφθεπθην ζχλνιν. 

Απφ απηφ ην ζεκείν θαη κεηά, ν Haken έγηλε επηθεθαιήο ζε κηα δηαθνξεηηθή 

θαηεχζπλζε απφ νπνηνλδήπνηε άιιν, επηθεληξψλνληαο ζην αλαπφθεπθην ζχλνιν 

αθήλνληαο ηηο ιεπηνκέξεηεο ηνπ ειέγρνπ αλαγσγηκφηεηαο γηα πνιχ αξγφηεξα. Ο 

Heesch αλ θαη αξρηθά ζπκθσλνχζε κε απηέο ηηο ηδέεο, ζχληνκα απέξξηςε ηελ ηδέα 

κηαο «πνιχ πηζαλφλ λα είλαη αλαγψγηκε» δηάηαμεο. Η εξγαζηαθή ηνπο ζρέζε πξέπεη 

λα θαηαζηξάθεθε πεξηζζφηεξν απφ ην επεηζφδην κε ην πέηαιν, θαη ν Shimamoto γηα 

επλφεηνπο ιφγνπο απνθάζηζε φηη δελ επηζπκνχζε λα ζπλεξγαζηνχλ πεξεηαίξσ.  

Πίζσ ζηε Γεξκαλία, o Heesch είρε ζνβαξά πξνβιήκαηα ζην λα βξεη ρξήκαηα γηα ηελ 

ρξήζε ελφο ηζρπξνχ ππνινγηζηή.  
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11γ. ΢ηε ζπληξνθηά θαη ν Kenneth Appel. 

 

Δλ ησ κεηαμχ, ν Haken, έρνληαο ιίγεο γλψζεηο πάλσ ζηνπο ππνινγηζηέο θαη δίρσο λα 

έρεη πηα ηνλ ππνινγηζηή ηνπ Brookhaven δηαζέζηκν, ζεψξεζε θαιχηεξν λα βάιεη ην 

πξφβιεκα ζηελ άθξε γηα κεξηθά ρξφληα κέρξη πην ηζρπξνί ππνινγηζηέο λα είλαη 

δηαζέζηκνη γηα λα ρεηξηζηνχλ ηνπο νγθψδεηο ππνινγηζκνχο πνπ ζίγνπξα ήηαλ 

απαξαίηεηνη. Δίρε κηιήζεη κε εηδηθνχο ζηνπο ππνινγηζηέο νη νπνίνη ηνπ είπαλ φηη νη 

ηδέεο ηνπ δελ κπνξνχζαλ λα πξνγξακκαηηζηνχλ, θαη θαηά ηε δηάξθεηα κηαο δηάιεμεο 

πνπ έδσζε ζην Illinois γηα ην επεηζφδην κε ην πέηαιν αλαθψλεζε: 

 

Οη εηδηθνί ησλ ππνινγηζηώλ κνπ είπαλ όηη δελ είλαη δπλαηόλ λα ζπλερίζσ έηζη. Αιιά 

απηή ηε ζηηγκή ηα παξαηάσ. Θεσξώ όηη απηό είλαη ην ζεκείν πέξα από ην νπνίν δελ 

κπνξεί λα πάεη θαλείο ρσξίο έλαλ ππνινγηζηή. 

 

Παξψλ ζε απηή ηε δηάιεμε ήηαλ ν Kenneth Appel. Ήηαλ έλαο έκπεηξνο 

πξνγξακκαηηζηήο ππνινγηζηψλ: είρε κάζεη πξνγξακκαηηζκφ ζην Παλεπηζηήκην ηνπ 

Michigan, θαη απέθηεζε πεξηζζφηεξε εκπεηξία ζηνπο ππνινγηζηέο θαηά ηελ δηάξθεηα 

κηαο θαινθαηξηλήο ηνπνζέηεζεο κε ην Douglas Aircraft. 

Οη ηθαλφηεηεο ηνπ Appel ζηνπο ππνινγηζηέο ζα απνδεηθλχνληαλ αλεθηίκεηεο ζηε 

ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ.  

Μεηά ηε δηάιεμε, ν Appel είπε ζην Haken φηη νη εηδηθνί έιεγαλ αλνεζίεο – ε άπνςε 

ηνπο πηζαλφλ αληαλαθινχζε ηελ απξνζπκία ηνπο λα επελδχζνπλ πνιχ ρξφλν ζε θάηη 

ηνπ νπνίνπ ην απνηέιεζκα ήηαλ αβέβαην. O Appel πξνζθέξζεθε λα εξγαζζεί ζην 

πξφβιεκα ηεο εθαξκνγήο ησλ δηαδηθαζηψλ απνθφξηηζεο ιέγνληαο, « δελ γλσξίδσ 

ηίπνηα πνπ λα εκπιέθεη ππνινγηζηέο θαη πνπ δελ κπνξεί λα γίλεη. Κάπνηα πξάγκαηα 

απιά ρξεηάδνληαη πεξηζζφηεξν ρξφλν απφ άιια. Γηαηί δελ δνθηκάδνπκε;».  

Ο Haken δέρηεθε κε ραξά ηελ πξνζθνξά ηνπ Appel λα θξνληίζεη ην θνκκάηη ηνπ 

ππνινγηζηή. Απνθάζηζαλ λα επηθεληξψζνπλ ηελ έξεπλα ηνπο ζηα αλαπφθεπθηα 

ζχλνια, ρσξίο λα ράζνπλ ρξφλν γηα λα ειέγμνπλ ηελ αλαγσγηκφηεηα ησλ δηαηάμεσλ. 

Αληίζεηα, εζηίαζαλ ζηηο γεσγξαθηθά θαιέο δηαηάμεηο – δηαηάμεηο πνπ δελ πεξηείραλ 

θαλέλα απφ ηα δχν πξψηα εκπφδηα αλαγσγηκφηεηαο ηνπ Heesch. Απηέο νη δηαηάμεηο 

κπνξνχλ εχθνια λα αλαγλσξηζηνχλ απφ έλαλ ππνινγηζηή – ή κε ην ρέξη. Μεηά ζα 

έιεγραλ ηηο δηαηάμεηο γηα αλαγσγηκφηεηα αθνχ πξψηα είρε θαηαζθεπαζηεί ην ζχλνιν. 
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Έλαο άιινο άηππνο θαλφλαο πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ γηα λα αλαγλσξίζνπλ θαηάιιειεο 

δηαηάμεηο πνπ ζα ζπκπεξηειάκβαλαλ ήηαλ ν m-θαη-n θαλφλαο. Αλ n είλαη ην κέγεζνο 

δαθηπιίνπ κηαο δηάηαμεο ρσξίο εκπφδην, θαη m είλαη νη ρψξεο κέζα ζην δαθηχιην, 

ηφηε ε πηζαλφηεηα ηεο αλαγσγηκφηεηαο εμαξηάηαη απφ ηα ζρεηηθά κεγέζε ησλ m θαη 

n. ΢πγθεθξηκέλα, αλ ην m είλαη κεγαιχηεξν απφ 3
2

6n   , ηφηε ε δηάηαμε είλαη ζρεδφλ 

βέβαηα αλαγψγηκε. Γηα παξάδεηγκα ην αλαγψγηκν δηακάληη ηνπ Birkhoff έρεη κέγεζνο 

δαθηπιίνπ 6 θαη 4 εζσηεξηθέο ρψξεο, θαη ην 4 είλαη κεγαιχηεξν απφ ην 3
2

( 6) 6 3   . 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ην πέηαιν ηνπ Shimamoto, πνπ δελ είλαη αλαγψγηκν, έρεη 

κέγεζνο δαθηπιίνπ 14 θαη 10 εζσηεξηθέο ρψξεο, θαη ην 10 είλαη κηθξφηεξν απφ 

3
2

( 14) 6 15   .  

 

 

11δ. Ο πόιεκνο μεθηλά… ΢πληξνθηά VS Πξόβιεκα Σεζζάξσλ Υξσκάησλ 

 

΋ηαλ μεθίλεζαλ ηε δνπιεηά ην 1972, ν Appel θαη ν Haken δελ είραλ ζαθή ηδέα πνπ 

ζα νδεγνχληαλ. ΋πσο ζπκάηαη ν Appel, «μεθηλήζακε κε ζπγθεθξηκέλεο ηδέεο θαη 

ζπλερίζακε λα αλαθαιχπηνπκε φηη έπξεπε λα γίλνπκε πην εθιεθηηθνί γηα λα 

απνθχγνπκε λα πληγνχκε κέζα ζε άρξεζηα ή επαλαιακβαλφκελα δεδνκέλα.» 

Ωζηφζν, ηα πξψηα αλαγλσξηζηηθά ηξεμίκαηα ηνπ ππνινγηζηή είραλ παξέρεη πνιιέο 

ρξήζηκεο πιεξνθνξίεο – ζπγθεθξηκέλα, απηέο νη γεσγξαθηθά θαιέο δηαηάμεηο κε 

ινγηθφ κέγεζνο (κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 16 ή ιηγφηεξν) έηεηλαλ λα εκθαληζηνχλ θνληά 

ζηηο πεξηζζφηεξεο ρψξεο πνπ θαηέιεγαλ (κεηά ηελ απνθφξηηζε) κε ζεηηθφ θνξηίν. 

Ωζηφζν, ηα απνηειέζκαηα ηνπ ππνινγηζηή ήηαλ ηεξάζηηα, κε πνιιέο δηαηάμεηο λα 

εκθαλίδνληαη μαλά θαη μαλά. Θα ήηαλ αλαγθαίν λα ζέζνπλ ππφ έιεγρν απηέο ηηο 

επαλαιήςεηο αλ ήζειαλ λα κπνξνχλ λα δηαρεηξηζηνχλ ηελ ηειηθή ιίζηα. Δπηπρψο, 

αθνχ ηα ηξεμίκαηα ηνπ ππνινγηζηή είραλ δηαξθέζεη κφλν ιίγεο ψξεο, ν Haken θαη ν 

Appel ζπλεηδεηνπνίεζαλ φηη κπνξνχζαλ λα πεηξακαηηζηνχλ φζν ζπρλά ρξεηαδφηαλ. 

Οη απαξαίηεηεο αιιαγέο ζην πξφγξακκα ήηαλ εχθνιεο θαη ην δεχηεξν κέξνο ησλ 

ηξεμηκάησλ, έλα κήλα αξγφηεξα, έδεημε κηα απφιπηε βειηίσζε. Η εθηχπσζε επίζεο 

κεηψζεθε ζε πάρνο, θαη ηειηθά ζα κεησλφηαλ ζε έλα θιάζκα ηεο κηαο ίληζαο. Καη φζν 

ηα κεγαιχηεξα πξνβιήκαηα μεπεξληφληαλ, ηφζν κηθξφηεξα άξρηζαλ λα εκθαλίδνληαη. 
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΢ην εμήο, θάζε δχν εβδνκάδεο ή πεξίπνπ θάζε δπν εβδνκάδεο ηξνπνπνηνχζαλ ηνλ 

αιγφξηζκν ηεο απνθφξηηζεο ή ην πξφγξακκα ζηνλ ππνινγηζηή ψζηε ην πξφγξακκα λα 

κεγαιψλεη ελψ ην απνηέιεζκα λα ζπξξηθλψλεηαη. Απηφο ν δηπιφο δηάινγνο κε ηνλ 

ππνινγηζηή ζπλερίζηεθε θαζψο θάζε δηαδνρηθφ πξφβιεκα ιπλφηαλ θαη λέα 

εκθαλίδνληαλ. Έμη κήλεο πεηξακαηηζκνχ θαη βειηίσζεο ησλ δηαδηθαζηψλ ηνπο έδεημαλ 

φηη ε κέζνδνο ηνπο γηα ηελ παξαγσγή ελφο πεπεξαζκέλνπ αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ 

απφ γεσγξαθηθά θαιέο δηαηάμεηο ζε έλα ινγηθά ρξνληθφ δηάζηεκα ήηαλ πξάγκαηη 

εθηθηφ. 

΢ε απηφ ην ζηάδην, άιιαμαλ ηαθηηθή. Απνθάζηζαλ λα απνδείμνπλ θαη ζεσξεηηθά φηη ε 

κέζνδνο ηνπο ζα ηνπο παξείρε έλα ηέηνην αλαπφθεπθην ζχλνιν. Γηα λα ην θάλνπλ 

απηφ ζα έπξεπε λα ζπκπεξηιάβνπλ θάζε πηζαλή πεξίπησζε, αθφκα θαη αλ ήηαλ 

ζρεδφλ απίζαλν λα ζπκβαίλεη ζηελ πξαγκαηηθφηεηα. Απηφ απνδείρηεθε λα είλαη πνιχ 

πην πνιχπινθν απφ φηη αλάκελαλ, ηνπο πήξε πεξηζζφηεξν απφ έλα ρξφλν γηα λα ην 

νινθιεξψζνπλ. Αιιά ην ηειηθφ απνηέιεζκα, ην θζηλφπσξν ηνπ 1974, ήηαλ κηα 

καθξνζθειήο απφδεημε φηη έλα αλαπφθεπθην ζχλνιν απφ γεσγξαθηθά θαιέο 

δηαηάμεηο ππάξρεη, καδί κε κηα κέζνδν θαηαζθεπήο ελφο ηέηνηνπ ζπλφινπ. ΢χληνκα 

κεηά, ν Walter Stromquist, παξήγαγε κηα πην ζχληνκε θαη πην θνκςή απφδεημε ελφο 

ηέηνηνπ ζπλφινπ. 

Ο επφκελνο ζηφρνο ηνπ Appel θαη ηνπ Haken ήηαλ λα απνθαζίζνπλ πφζν πεξίπινθε 

ζα ήηαλ ε φιε δηαδηθαζία. Απνθάζηζαλ λα πεηξακαηηζηνχλ κε κηα ζπγθεθξηκέλε 

πεξίπησζε – ράξηεο πνπ δελ πεξηέρνπλ δπν γεηηνληθά πεληάγσλα. Απηφ ήηαλ πνιχ πην 

απιφ απφ ηε γεληθή πεξίπησζε, θαη παξήγαγε έλα ζχλνιν απφ κφλν 47 γεσγξαθηθά 

θαιέο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 16 ή κηθξφηεξν. Απηφ ην πείξακα 

ηνπο επέηξεςε λα εθηηκήζνπλ φηη ην γεληθφ πξφβιεκα ζα ήηαλ πεξίπνπ πελήληα 

θνξέο θαθφ ζαλ απηφ, θαη ζε απηή ηε βάζε απνθάζηζαλ λα ζπλερίζνπλ. ΢ην ηέινο, νη 

πξνβιέςεηο ηνπο απνδείρηεθαλ ππεξ- αηζηφδνμεο. 

΢ηηο αξρέο ηνπ 1975 εηζήγαγαλ ην ηξίην απφ ηα εκπφδηα ηνπ Heesch. Αλαπφθεπθηα, 

απηφ απαηηνχζε πεξαηηέξσ αιιαγέο ζηελ δηαδηθαζία, αιιά πξαγκαηνπνηήζεθε 

επηηπρψο κε κφλν έλα δηπιαζηαζκφ ζην κέγεζνο ηνπ αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ. Δπίζεο, 

πξνγξακκάηηζαλ ηνλ ππνινγηζηή λα ςάμεη γηα ζχλνια δηαηάμεσλ κε ζρεηηθά κηθξφ 

κέγεζνο δαθηπιίνπ. 

΢ε απηφ ην ζηάδην ν ππνινγηζηήο άξρηζε λα ζθέθηεηαη γηα ηνλ ίδην ηνπ ηνλ εαπηφ ηνπ, 

φπσο αξγφηεξα ζπκνχληαη ν Haken θαη ν Appel: 
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Θα επεμεξγαδόηαλ πεξίπινθεο ζηξαηεγηθέο βαζηζκέλεο ζε όια ηα θόιπα πνπ είρε 

«δηδαρζεί» θαη ζπρλά απηέο νη πξνζεγγίζεηο ήηαλ πνιύ πην έμππλεο από απηέο πνπ 

είρακε δνθηκάζεη. Άξρηζε λα καο δηδάζθεη πξάγκαηα ζρεηηθά κε ην πώο λα ζπλερίζνπκε 

πνπ πνηέ δελ πεξηκέλακε. Με κηα έλλνηα μεπέξαζε ηνπο δεκηνπξγνύο ηνπ από θάπνηεο 

απόςεηο ηνπ «δηαλνεηηθνύ» θαζώο θαη ηνπ κεραληθνύ κέξνπο ηνπ έξγνπ. 

 

Mφιηο θάλεθε πηζαλφ φηη νη Appel θαη Haken ήηαλ ηθαλνί λα βξνπλ έλα αλαπφθεπθην 

ζχλνιν δηαηάμεσλ απνδεζκεπκέλν απφ εκπφδηα, πνπ γη’ απηφ ζα ήηαλ πηζαλφ λα είλαη 

αλαγψγηκεο, ήηαλ ψξα λα μεθηλήζεη ν νγθψδεο έιεγρνο ηεο αλαγσγηκφηεηαο. ΢ηα 

κέζα ηνπ 1974, ν Appel θαη ν Haken ήμεξαλ φηη ζα ρξεηάδνληαλ βνήζεηα κε ηα 

πξνγξάκκαηα αλαγσγηκφηεηαο. Ο Appel επηζθέθζεθε ην Παλεπηζηήκην ηνπ Illinois ην 

ηκήκα ηεο επηζηήκεο ησλ ππνινγηζηψλ λα ξσηήζεη αλ θάπνηνο απφθνηηνο 

ελδηαθεξφηαλ λα γξάςεη κηα δηαηξηβή ζηελ πεξηνρή ηνπ πξνγξακκαηηζκνχ. 

΢πκπησκαηηθά, ν John Koch είρε κφιηο επηηχρεη δεκνζηνγξαθηθά κε έλα άξζξν πνπ 

έιπλε ην πξφβιεκα ηεο δηαηξηβήο πάλσ ζην νπνίν εξγαδφηαλ γηα έλαλ ρξφλν, θαη 

έςαρλε γηα έλα λέν ζέκα. Σν ζρέδην ηεο δηαηξηβήο ηνπ Koch έγηλε ψζηε ε 

νινθιήξσζε ηνπ λα κελ εμαξηάηαη απφ ην απνηέιεζκα ηεο επίζεζεο ησλ Appel θαη 

Haken ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

Ο Koch αλέιαβε ηε δνπιεηά γηα ηε C-αλαγσγηκφηεηα ησλ δηαηάμεσλ κε κέγεζνο 

δαθηπιίνπ 11. Οη Appel θαη Haken ελδηαθέξνληαλ ηδηαίηεξα γηα δπν ηχπνπο 

ηξνπνπνίεζεο πνπ ήηαλ ζρεηηθά εχθνινη ζηελ εθαξκνγή, θαη ν Koch αλαθάιπςε φηη 

90 ηνηο εθαηφ ησλ δηαηάμεσλ κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 11 ήηαλ απηψλ ησλ ηχπσλ. 

΢πκθσλψληαο, φηη δελ ζα θέξδηδαλ πνιιά ζπκπεξηιακβάλνληαο ην ππφινηπν δέθα 

ηνηο εθαηφ, πνπ ζα απαηηνχζε θάπνην δχζθνιν πξνγξακκαηηζκφ, απνθάζηζαλ λα 

επηθεληξσζνχλ απνθιεηζηηθά ζηηο απιέο ηξνπνπνηήζεηο. Ο Koch επηλφεζε κηα 

εθιεπηπζκέλε θαη πςειά απνδνηηθή κέζνδν γηα λα ειέγμεη ηελ C-αλαγσγηκφηεηα 

απηψλ ησλ δηαηάμεσλ κε κέγεζνο δαθηπιίνπ 11, θαη ν Appel ζηε ζπλέρεηα ηελ 

επέθηεηλε ζε δηαηάμεηο κε κέγεζνο δαθηπιίσλ 12, 13 θαη 14. 

Μέρξη ην ηέινο ηνπ 1975, ε δνπιεηά ηνπο πάλσ ζηε κέζνδν απνθφξηηζεο είρε 

πξνβιήκαηα. Αιιαγέο ζηε δνκή ήηαλ απαξαίηεηεο θαη απαηηνχζαλ ζεκαληηθέο 

ηξνπνπνηήζεηο ζην πξφγξακκα. Σν πξφβιεκα ήηαλ φηη, ελψ πξνζπαζνχζαλ λα 

δηαζθνξπίζνπλ ην ζεηηθφ θνξηίν ηνπ θάζε πεληαγψλνπ ζηνπο άκεζνπο γείηνλεο ηνπ, 

ήξζαλ ζπρλά αληηκέησπνη κε εκπφδηα εμαγψλσλ, φια κε κεδεληθφ θνξηίν.  
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Ο Wolfgang Haken αλαξσηήζεθε γηαηί ην ζεηηθφ θνξηίν ησλ πεληαγψλσλ δελ έπξεπε 

λα επηηξέπεηαη λα πεξάζεη πάλσ απφ ηα εμάγσλα εκπφδηα. Απηφ ζα αξθνχζε γηα κηα 

πην απνδνηηθή δηαδηθαζία, αιιά ζα άθελε ηνλ Appel θαη ηνλ Haken κε έλα δίιιεκα: 

Θα έπξεπε λα μαλαγξάςνπλ ην πξφγξακκα απφ ηελ αξρή, ή ζα έπξεπε λα 

πηνζεηήζνπλ κηα πην ad hoc πξνζέγγηζε; Αθνχ ην πξψην ζα ήηαλ κηα ηξνκεξή 

δνπιεηά, επέιεμαλ ην δεχηεξν, εθαξκφδνληαο ηελ ηειηθή έθδνζε ηεο δηαδηθαζίαο 

απνθφξηηζεο κε ην ρέξη. Απηφ πξνθαλψο απαηηνχζε πεξηζζφηεξε δνπιεηά, αιιά ζα 

ηνπο έδηλε πεξηζζφηεξε επειημία αθήλνληαο ηνπο λα θάλνπλ κηθξέο αιιαγέο φπνηε 

ήηαλ απαξαίηεην. ΋πσο απνδείρζεθε, απηφ νδήγεζε ζε ηφζεο πνιιέο βειηηψζεηο πνπ 

κπφξεζαλ λα πεξηνξίζνπλ φιεο ηηο δηαηάμεηο ζε κέγεζνο δαθηπιίνπ 14 ή ιηγφηεξν. 

 

 

11ε. Σέζζεξα ρξώκαηα αξθνύλ. 

 

Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ πξψηνπ εμακήλνπ ηνπ 1976, ν Appel θαη ν Haken δνχιεπαλ ηηο 

ηειεπηαίεο ιεπηνκέξεηεο ηεο δηαδηθαζίαο απνθφξηηζεο πνπ ζα ηνπο έδηλε ην 

αλαπφθεπθην ζχλνιν απφ αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. Γηα λα ην θάλνπλ απηφ, έςαμαλ θαη 

βξήθαλ πξνβιεκαηηθέο δηαηάμεηο πνπ ζα απαηηνχζαλ πεξαηηέξσ αιιαγέο ζηελ 

δηαδηθαζία απνθφξηηζεο. ΋πνηε έβξηζθαλ κηα ηέηνηα δηάηαμε, ακέζσο ηελ έιεγραλ 

γηα αλαγσγηκφηεηα – ην νπνίν ζπλήζσο γηλφηαλ ζρεηηθά γξήγνξα – θαη κε απηφλ ηνλ 

ηξφπν, ν έιεγρνο ηεο αλαγσγηκφηεηαο κε ππνινγηζηή κπνξνχζε λα ζπκβαδίζεη κε ηελ 

θαηαζθεπή κε ην ρέξη ηεο δηαδηθαζίαο απνθφξηηζεο. Σειηθά, ε ηειηθή δηαδηθαζία 

ρξεζηκνπνίεζε 487 θαλφλεο απνθφξηηζεο, απαηηψληαο ηελ έξεπλα κε ην ρέξη δέθα 

ρηιηάδσλ γεηηνληθψλ ρσξψλ κε ζεηηθφ θνξηίν, θαη ηνλ έιεγρν αλαγσγηκφηεηαο κε 

ππνινγηζηή πεξίπνπ δπν ρηιηάδσλ δηαηάμεσλ. 
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Δπεηδή ε αλαγσγηκφηεηα κηαο δχζθνιεο δηάηαμεο κεξηθέο θνξέο παίξλεη πνιχ ρξφλν 

λα ειεγρζεί, θαη κε ηε ζχκεζε ηνπ κε αλαγψγηκνπ πέηαινπ ηνπ Shimamoto (ην νπνίν 

πήξε είθνζη έμη ψξεο), ζεψξεζαλ βνιηθφ λα ζέζνπλ ζε θάζε δηάηαμε έλα ηερλεηφ 

ρξνληθφ φξην ειέγρνπ ελελήληα ιεπηψλ ζε έλαλ ππνινγηζηή IBM370-158, ή ηξηάληα 

ιεπηά ζε έλαλ ππνινγηζηή ΙΒΜ370-168. Αλ κηα δηάηαμε δελ κπνξνχζε λα απνδεηρηεί 

φηη ήηαλ αλαγψγηκε κέζα ζε απηφ ην ρξφλν, ηελ εγθαηέιεηπαλ θαη ηελ 

αληηθαζηζηνχζαλ κε άιιεο δηαηάμεηο: ην λα βξεζνχλ ηέηνηεο ελαιιαθηηθέο δηαηάμεηο 

ήηαλ ζπλήζσο άκεζν. Οη ηειεπηαίνη ιίγνη κήλεο ήηαλ πξαγκαηηθά πνιχ βαξηνί ζε 

ππνινγηζηηθφ ρξφλν αιιά εδψ νη Haken, Appel θαη Coch ήηαλ πνιχ ηπρεξνί. Πηζαλφλ 

θαλέλα άιιν ίδξπκα δελ ζα ηνπο επέηξεπε ρίιηεο δηαθφζηεο ππνινγηζηηθέο ψξεο, 

εηδηθά αθνχ ην απνηέιεζκα ηεο φιεο δηαδηθαζίαο δελ ήηαλ βέβαην. Αιιά ην 

ππνινγηζηηθφ θέληξν ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηνπ Illinois ηνπο ππνζηήξημε θαζφιε ηελ 

δηάξθεηα. Γηλφηαλ ρξήζε θαη ηνπ ππνινγηζηή ζηελ Παλεπηζηεκηνχπνιε ηνπ Chicago: 

΢ηέιλνληαλ πξνγξάκκαηα ζην Chicago ην βξάδπ θαη επέζηξεθαλ έηνηκα κέρξη ην 

επφκελν πξσί. 

Σνλ Μάξηην ηνπ 1976, ε δηνηθεηηθή κνλάδα ηνπ Παλεπηζηεκίνπ δήηεζε έλαλ 

παλίζρπξν λέν ππνινγηζηή. 

Σειηθά, ν θαηλνχξγηνο ππνινγηζηήο απνδείρηεθε ηφζν ηζρπξφο ψζηε φια πξνρψξεζαλ 

πνιχ πην γξήγνξα απφ φηη αλέκελαλ, ζψδνληαο ηνπο Appel θαη Haken, απφ ηελ ίδηα 

ηνπο ηελ εθηίκεζε, ηνπιάρηζηνλ δχν ρξφληα πάλσ ζηνλ έιεγρν αλαγσγηκφηεηαο. Δλ 

ησ κεηαμχ, κε ηε βνήζεηα ηεο θφξεο ηνπ Haken Dorothea, μεθίλεζαλ κηα εμαηξεηηθά 

εμνπζελσηηθή θαη αγρψδε δνπιεηά πάλσ ζηηο δπν ρηιηάδεο ή πεξίπνπ ηφζεο δηαηάμεηο 

πνπ ηειηθά ζα ζρεκάηηδαλ ην αλαπφθεπθην ζχλνιν: 

 

Έλαο από εκάο έγξαθε έλα θνκκάηη, θαη κεηά ν άιινο ην μαλαδηάβαδε, ειέγρνληαο γηα 

ιάζε, θαη ελεκεξώλνληαο ηνλ άιιν πνπ ην είρε γξάςεη γηα απηά ηα ιάζε, θαη κεηά ην 

ηξίην άηνκν ην δηάβαδε γηα ηξίηε θνξά. Σν λα δηαβαζηεί μαλά ήηαλ πην επίπνλν από ην 

λα γξαθηεί, δηόηη ήηαλ πην γξήγνξν θαη ήηαλ πην εμνπζελσηηθό. Ήηαλ κηα ηξνκαθηηθά 

κεγάιε πνζόηεηα δνπιεηάο γηα ηξία άηνκα.  
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Ξαθληθά, ζην ηέινο Ινπλίνπ, πξηλ αθφκα θαηαιάβνπλ ηη ζπκβαίλεη, φιε ε δνπιεηά έηρε 

ηειεηψζεη. Οη Haken είραλ νινθιεξψζεη ηε δνπιεηά ηνπ αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ θαη 

κέζα ζε δπν κέξεο ν Appel κπφξεζε λα ειέγμεη ηελ ηειηθή δηάηαμε γηα 

αλαγσγηκφηεηα. Γηφξηαζε ην επίηεπγκα ηνπο ηνπνζεηψληαο κηα αλαθνίλσζε ζηνλ 

πίλαθα ηνπ ηκήκαηνο: 

 

 

Απηή ε θξάζε, «ηέζζεξα ρξψκαηα αξθνχλ» έγηλε ην ηαρπδξνκηθφ ζιφγθαλ ηνπ 

καζεκαηηθνχ ηκήκαηνο: 
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11δ. Μηα θνύξζα κε πνιινύο γθαληάλ. 

 

Απηφ πνπ απέκελε ήηαλ ν ιεπηνκεξήο έιεγρνο, ν νπνίνο έπξεπε λα γίλεη γξήγνξα. O 

Appel έπξεπε λα θχγεη ζην ηέινο ηνπ Ινπιίνπ. «Έρνπκε πέληε εβδνκάδεο», είπε. 

«Δίηε αλαθνηλψλνπκε ην απνηέιεζκα καο ζε πέληε εβδνκάδεο, είηε πξέπεη λα 

πεξηκέλνπκε πέληε κήλεο.» 

Ο ρξφλνο πξάγκαηη είρε ζεκαζία. Άγλσζην ζε απηνχο, πνιινί άιινη ρξσκαηηζηέο – 

ραξηψλ ήηαλ θνληά ζηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο. ΢ην Παλεπηζηήκην ηνπ Waterllo ζην 

Ontario, o Frank Allaire είρε ηηο θαιχηεξεο κεζφδνπο αλαγσγηκφηεηαο απφ φινπο. 

Τηνζεηήζεθαλ απφ ηνλ Jean Mayer θαη ήηαλ, κε ιφγηα απφ ηνλ ίδην ηνλ Haken, 

«αθφκα θαιχηεξεο απφ ηνπ Heesch θαη πνιχ θαιχηεξεο απφ ηηο δηθέο καο». O Appel 

θαη ν Haken ήηαλ ελήκεξνη γηα ηηο αλψηεξεο κεζφδνπο ηνπ Allaire θαη ζε κηα 

πεξίπησζε ν Appel έγξαςε ζε εθείλνλ γηα ην αλ κηα δχζθνιε δηάηαμε ήηαλ πξάγκαηη 

αλαγψγηκε. Απηή ήηαλ ε κνλαδηθή πεξίπησζε πνπ δήηεζαλ ηελ βνήζεηα ηνπ Allaire. 

Μέρξη ην 1976, ν Allaire ήηαλ πνιινχο κήλεο κπξνζηά απφ εθείλνπο ζηηο έξεπλεο ηνπ 

γηα ηελ αλαγσγηκφηεηα, θαη αλακελφηαλ φηη ζα νινθιήξσλε ηε ιχζε ηνπ κέζα ζε 

ιίγνπο κήλεο. 

Δλ ησ κεηαμχ, ζην Παλεπηζηήκην ηεο Rhodesia (ηψξα Zimbabwe) ήηαλ έλαο παιαηφο 

ρεκηθφο, ν Ted Swart εξγαδφηαλ αλεμάξηεηα πάλσ ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ, θαη έθαλε εμαηξεηηθή πξφνδν. Ο Allaire θαη ν Swan ζπγθέληξσζαλ ηα 

απνηειέζκαηα ηνπο θαη θαηέζεζαλ έλα λέν άξζξν κφιηο πξηλ αλαθνηλσζεί νη απφδεημε 

ησλ Appel θαη Haken Καη ππήξραλ θαη άιινη αληαγσληζηέο. Ο δηδαθηνξηθφο θνηηεηήο 

ηνπ Harvard Walter Stromquist είρε αλαπηχμεη θάπνηεο ηζρπξέο λέεο κεζφδνπο γηα λα 

μεπεξάζεη ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, θαη αλακελφηαλ λα νινθιεξψζεη 

ηελ ιχζε ηνπ κέζα ζε έλα ρξφλν, ελψ ν Frank Bernhart είρε επίζεο ζπλεηζθέξεη 

θάπνηα εληππσζηαθή δνπιεηά ζηα επηρεηξήκαηα ηεο αλαγσγηκφηεηαο. Αλ θαη θαλείο 

δελ γλψξηδε πφζν θνληά ήηαλ νη ππφινηπνη ζηελ νινθιήξσζε ησλ ιχζεσλ ηνπο, νη 

Appel θαη Haken ππνπηεχζεθαλ φηη ζα ήηαλ ξηςνθίλδπλν λα πεξηκέλνπλ πέληε κήλεο, 

εηδηθά αλ δηέξξεε θάπνηα θήκε φηη έηραλ ζρεδφλ πεηχρεη ην ζηφρν ηνπο. Μάληεςαλ φηη 

ν Allaire, κε ηηο αλψηεξεο κεζφδνπο ηνπ ζηελ αλαγσγηκφηεηα, ήηαλ κπξνζηά απφ 

απηνχο, αιιά είραλ απηνπεπνίζεζε φηη ε ζηξαηεγηθή ηνπο λα μνδέςνπλ ηα ελλέα 

δέθαηα ηνπ ρξφλνπ ηνπο ζηα αλαπφθεπθηα ζχλνια θαη κφλν ην έλα δέθαην ζηηο 

αλαγψγηκεο δηαηάμεηο, ελψ νη ππφινηπνη δξνχζαλ κε ηνλ αληίζεην ηξφπν, ηνπο έδηλε 

έλα πξνβάδηζκα. 
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Παξφιν απηά, δελ είραλ ρξφλν γηα ράζηκν. Καηαθεχγνληαο ζηα πέληε ηνπο παηδηά γηα 

βνήζεηα – Dorothea θαη Armin Haken, θαη Laurel, Peter θαη Andrew Appel, ακέζσο 

ζηξψζεθαλ ζηε δνπιεηά. Δίραλ πςειέο πξνζδνθίεο φηη, παξφιν ν έιεγρνο κπνξνχζε 

λα εκθαλίζεη θάπνηα ηππνγξαθηθά ιάζε θαη ε ζπκπησκαηηθή θαθή δηάηαμε ζα 

ρξεηαδφηαλ αληηθαηάζηαζε, δελ ζα ππήξραλ κεγάιεο θαηαζηξνθέο. 

Ο Appel θαη ν Haken ήμεξαλ ζε απηφ ην ζηάδην φηη ήηαλ αζθαιείο. Αθφκα θαη αλ 

θάπνηεο δηαηάμεηο απνδεηθλχνληαλ φηη δελ ήηαλ αλαγψγηκέο ηειηθά, ππήξρε ηφζε 

πνιιή απηφ-δηφξζσζε ζε φιν ην ζχζηεκα γηα απηέο ηηο δηαηάμεηο ψζηε λα κπνξνχλ λα 

αληηθαηαζηαζνχλ εχθνια θαη γξήγνξα. Γελ ήηαλ εχθνιν γηα κηα κφλν ιαλζαζκέλε 

δηάηαμε, αλ ππήξρε θάπνηα, λα πξνθαιέζεη ηελ θαηάξξεπζε νινθιήξνπ ηνπ 

νηθνδνκήκαηνο. Πνιχ πεξηζζφηεξν, εθφζνλ κπνξνχζαλ λα πξνζαξκφζνπλ ηε ιίζηα 

ηνπο γηα λα παξάγνπλ πνιιέο εθαηνληάδεο απφ αλαπφθεπθηα ζχλνια, δελ είραλ απιά 

κηα απφδεημε, αιιά εθαηνληάδεο απνδείμεσλ ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ!!! 

Αθνχ είραλ απηνπεπνίζεζε, απνθάζηζαλ λα δεκνζηνπνηήζνπλ. ΢ηηο 22 Ινπιίνπ 1976, 

ιίγεο κέξεο πξηλ ν Appel λα θχγεη γηα ηελ Γαιιία, ην αλαθνίλσζαλ επίζεκα ζηνπο 

ζπλαδέιθνπο ηνπο θαη ηνπο απέζηεηιαλ αληίγξαθα ζε πεξίπησζε πνπ ηνπο πιεζίαδαλ 

άιινη καζεκαηηθνί ή ν ηχπνο γηα ζρφιηα.  

‘Έλαο απνδέθηεο ηνπ αληίγξαθνπ ήηαλ ν Bill Tutte. Γπν ρξφληα λσξίηεξα είρε γξάςεη 

έλα άξζξν ζην American Scientific ηζρπξηδφκελνο φηη νη άλζξσπνη πνπ 

ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ πξνζέγγηζε ηνπο ήηαλ πξαγκαηηθά νπηηκηζηέο αθνχ ε κέζνδνο 

ήηαλ πνιχ πηζαλφ φηη δελ ζα δνχιεπε. Αιιά, φηαλ ν Tutte άθνπζε ηα λέα ράξεθε, θαη 

ζχγθξηλε ην θαηφξζσκα ηνπο κε ηελ εμνιφζξεπζε ελφο κπζηθνχ Ννξβεγηθνχ 

ζαιάζζηνπ ηέξαηνο: 

 

O Wolfgang Haken 

Καηαηξόπσζε ην Kraken 

Έλα, δύν, ηξία, ηέζζεξα!! 

Δίπε: «Γελ ππάξρεη ηέξαο πηα.» 
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Καη φηαλ ν ηχπνο πήξε ζπλέληεπμε απφ ηνλ Tutte, ηνπο είπε, «αλ εθείλνη ιέλε φηη ην 

έρνπλ θάλεη, δελ έρσ θακία ακθηβνιία φηη ην έρνπλ θάλεη.» 

Ο Appel θαη ν Haken ήηαλ θαηαραξνχκελνη πνπ έλαο καζεκαηηθφο κε ην θχξνο ηνπ 

Tutte έδεημε ηελ ζεηηθή ηνπ ππνζηήξημε ηφζν γξήγνξα.  
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11ε. Παγθόζκηα δεκνζηνπνίεζε. 

 

Μεηά ηελ αλαθνίλσζε ζηνλ πίλαθα ζηηο αξρέο Ινπιίνπ, ν Andrew Ortoni, έλαο 

αληαπνθξηηήο ησλ Times ηνπ Λνλδίλνπ πνπ εξγαδφηαλ ζην Παλεπηζηήκην ηνπ Illinois, 

δήηεζε ηελ άδεηα ησλ Appel θαη Ηaken γηα ηελ απνθάιπςε ηεο είδεζεο. Σνπ δήηεζαλ 

λα πεξηκέλεη κέρξη λα νινθιεξσζεί ν έιεγρνο, αιιά ηνπ ππνζρέζεθαλ λα ηνλ 

ελεκεξψζνπλ κφιηο ζα ήηαλ έηνηκνη λα ην αλαθνηλψζνπλ. ΢ηηο 23 Ινπιίνπ 1976 ε 

παξαθάησ είδεζε εκθαλίζηεθε ζηνπο Times: 

 

Γπν Ακεξηθαλνί καζεκαηηθνί κόιηο αλαθνίλσζαλ πσο κόιηο έιπζαλ κηα πξόηαζε πνπ 

βαζάληδε ην είδνο ηνπο γηα πεξηζζόηεξα από εθαηό ρξόληα… Ζ απόδεημή ηνπο, 

δεκνζηεύζεθε ζήκεξα, έρεη εθαηό ζειίδεο πεξίιεςε, εθαηό ζειίδεο κε ηηο ιεπηνκέξεηεο 

θαη εθηαθόζηεο ζειίδεο κε back up εξγαζία. Πήξε ζε θαζέλαλ από απηνύο ζαξάληα 

ώξεο έξεπλαο ηελ εβδνκάδα θαη ρίιηεο ώξεο ρξόλν ζηνλ ππνινγηζηή. Ζ απόδεημε ηνπο 

πεξηέρεη δέθα ρηιηάδεο δηαγξάκκαηα θαη νη εθηππσκέλεο ζειίδεο ηνπ ππνινγηζηή έρνπλ 

ύςνο ηεζζάξσλ πνδηώλ. 

 

Άιια άξζξα ζε φιν ηνλ θφζκν, απφ ην Ιαπσληθφ Asahi Shinbun κέρξη ην Γεξκαληθφ 

Neue Zurcher Zeitung, θφιιεζαλ ζηελ ηζηνξία θαη ππήξρε κεγάινο ελζνπζηαζκφ. Η 

ιχζε παξνπζηάζηεθε ζηα Time θαη Scientific American, θαη θάπνηεο απφ ηηο 

δηαηάμεηο εκθαλίζηεθαλ ζην εμψθπιιν ηνπ New Scientist. Μφλν νη New York Times 

θαίλεηαη φηη είραλ ηελ πνιηηηθή λα κελ δεκνζηεχνπλ αλαθνηλψζεηο απνδείμεσλ ηνπ 

ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, «γηαηί έηζη θαη αιιηψο ήηαλ φιεο 

ιαλζαζκέλεο». Σνλ ΢επηέκβξην, ζχκθσλα κε ηνλ Appel, o Lipton Bers, Πξφεδξνο ηεο 

American Mathematical Society, πξνζέγγηζε ην άξζξν, ιέγνληαο: 

 

«Κνηηάμηε, μέξεηε, πνηέ δελ δεκνζηεύζαηε απηό ην πξάγκα. Δίλαη γεληθά απνδεθηό». Καη 

απηνί είπαλ: «Δίλαη πνιύ αξγά γηα εκάο λα δεκνζηεύζνπκε κηα είδεζε.» Καη είπαλ: «ζα 

ηελ γξάςεηο;» Καη έηζη ν Bers έγξαςε έλα θύξην άξζξν ζηνπο Times πνπ ελεκέξσλε θαη 

καο έδηλε ζπγραξεηήξηα. 

Η American Mathematical Society επίζεο δεκνζίεπζε θαη κηα δηζέιηδε εξεπλεηηθή 

αλαθνίλσζε απφ ηνπο Appel θαη Haken, ζην ζέκα ηνπ ΢επηεκβξίνπ 1976 ηνπ Bulletin 

ηνπο, ππνγξακκίδνληαο ηηο θχξηεο ηδέεο ηεο απφδεημεο. 



 141 

Οη Appel θαη Haken απνθάζηζαλ λα θαηαζέζνπλ ηελ πιήξε ιχζε ζην Illinois Journal 

of Mathematics.  

΢πκθψλεζαλ κε ηνλ ζπληάθηε ηνπ Journal φηη ζα επηιέγνληαλ σο ειεγθηέο νη 

θαιχηεξνη ζηνλ θφζκν – ν Frank Allaire γηα ην θνκκάηη ηεο αλαγσγηκφηεηαο θαη ν 

Jean Mayer γηα ηα επηρεηξήκαηα ζηελ απνθφξηηζε. 

Σν δεκνζηεπκέλν άξζξν ησλ Haken θαη Appel ήηαλ κηα ζεκαληηθή βειηίσζε ηεο 

πξψηεο βηαζηεθα ηππσκέλεο χιεο πνπ είραλ κνηξάζεη ηνλ Ινχιην ηνπ 1976. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, αλαθάιπςαλ φηη ε πξψηε χιε πεξηείρε πνιιέο επαλαιήςεηο δηαηάμεσλ. 

Δπίζεο βξήθαλ πνιιά παξαδείγκαηα κηα δηάηαμεο πνπ εκθαληδφηαλ κέζα ζε άιιε, 

έηζη ψζηε ζε θάζε πεξίπησζε κπνξνχζαλ λα παξαιέηςνπλ ηελ κεγαιχηεξε δηάηαμε. 

Ξεζθαξηάξνληαο απηέο ηηο πεξηηηέο δηαηάμεηο θαηάθεξαλ λα κεηψζνπλ ηελ αξρηθή 

ιίζηα απφ 1936 αλαγψγηκεο δηαηάμεηο ζηηο 1482 δηαηάμεηο ηεο έθδνζεο πνπ 

δεκνζηεχζεθε. Αξγφηεξα, κείσζαλ απηψλ ην αξηζκφ αθφκα πεξηζζφηεξν ζηηο 1405. 

Ωζηφζν, δελ είδαλ θάπνην λφεκα ζηελ αλαδήηεζε ηνπ ειάρηζηα δπλαηνχ αξηζκνχ αλ 

απηφ αχμαλε ηξνκεξά ηνλ ζπλνιηθφ ρξφλν ηνπ ππνινγηζηή. ΋πσο αλάθεξε ν Appel: 

 

Αλ κηα δηάηαμε αληηθαζηζηά 12, αιιά απηή ε κηα δηάηαμε παίξλεη δπν ώξεο θαη νη 

δώδεθα παίξλνπλ πέληε ιεπηά, απηό δελ έρεη ινγηθή. 

 

Η ιχζε ησλ Appel θαη Haken παξνπζηαζηεθε ζε δπν κέξε, ζην ηεχρνο Γεθεκβξίνπ 

ηνπ 1977 ζην Illinois Journal of Mathematics. To Part I ήηαλ ε «Απνθφξηηζε», 

γξακκέλν θαη απφ ηνπο δπν. Τπνγξάκκηδαλ ηελ ζηξαηεγηθή ηεο απφδεημεο ηνπο θαη 

πεξηέγξαθαλ ηηο κεζφδνπο απνθφξηηζεο γηα ηελ θαηαζθεπή ηνπ αλαπφθεπθηνπ 

ζπλφινπ. Σν Part II, ε «Αλαγσγηκφηεηα», ήηαλ γξακκέλε καδί κε ηνλ John Koch. 

Πεξηέγξαθε ηελ εθαξκνγή ζηνλ ππνινγηζηή θαη θαηέγξαθε νιφθιεξν ην 

αλαπφθεπθην ζχλνιν ησλ αλαγψγηκσλ δηαηάμεσλ. Σα δπν άξζξα ζπλνδεχνληαλ απφ 

έλα microfiche πνπ πεξηείρε 450 ζειίδεο κε επηπιένλ δηαγξάκκαηα θαη ιεπηνκεξείο 

επεμεγήζεηο.  

Οη Appel θαη Haken είραλ επηηχρεη ηνλ ζθνπφ ηνπο: Σν ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ απνδείρζεθε. 
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12. ΑΛΛΑ ΔΗΝΑΗ ΑΠΟΓΔΗΞΖ; 

 

Η απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ησλ Appel-Haken έγηλε δεθηή 

κε κεγάιν ελζνπζηαζκφ. Έπεηηα απφ 124 ρξφληα, έλα απφ ηα πην γλσζηά πξνβιήκαηα 

ησλ καζεκαηηθψλ είρε επηηέινπο ιπζεί. Δπίζεο, έγηλε δεθηή κε ζθεπηηθηζκφ: 

 

Έρνπκε βξεζεί εδψ ηφζεο πνιιέο θνξέο – ζπκεζείηε ην πέηαιν ηνπ Shimamoto. 

 

Έγηλε δεθηή κε απφιπηε απφξξηςε: 

 

Καηά ηελ άπνςε κνπ κηα ηέηνηα ιχζε δελ αλήθεη ζηε καζεκαηηθή επηζηήκε. 

 

Αιιά πεξηζζφηεξν απφ νηηδήπνηε άιιν, έγηλε δεθηή κε κεγάιε απνγνήηεπζε: 

 

Ο Θεόο δελ ζα επέηξεπε λα απνδεηρζεί ην ζεώξεκα κε κηα κέζνδν ηόζν απαίζηα όζν 

απηή!!! 

 

 

12α. Ζ νκηιία ηνπ Haken. 

 

Σνλ Αχγνπζην ηνπ 1976 ε American Society of Mathematics θαη ε Mathematical 

Association of America δηνξγάλσζαλ έλα θνηλφ θαινθαηξηλφ ζπλέδξην ζην 

Παλεπηζηήκην ηνπ Toronto, θαη ν Wolfgang Haken ήηαλ έλαο απφ ηνπο νκηιεηέο.  

Οη αληηδξάζεηο ζηελ νκηιία ηνπ Haken ήηαλ ζαθψο αλάκηθηεο. Ο Ted Swart, ν νπνίνο 

είρε επηζθεθηεί ην Waterloo εθείλε ηελ επνρή, παξαθνινχζεζε ην ζπλέδξην θαη 

επαίλεζε ηελ πνηφηεηα ηεο παξνπζίαζεο ηνπ Haken, αλαθαιψληαο φηη ην 

ρεηξνθξφηεκα ήηαλ ιίγν πεξηζζφηεξν απφ απιά επγεληθφ. Μαδί ηνπ 

παξαθνινπζνχζαλ νη Frank Allaire, Frank Bernhart θαη Bill Tutte. ΋πσο ζπκάηαη ν 

Swart: 
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Όηαλ όια ηειείσζα, νη δπν Frank θαη εγώ καδεπηήθακε θαη ζπκθσλήζακε κεηαμύ καο 

όηη νη Haken et al. «ηα είραλ θαηαθέξεη». 

 

...θαη πνιινί ηνπο ξψηαγαλ γηα ηελ απφδεημε: 

 

Ση ζθεθηόκαζηαλ; Πηζηεύακε όηη πξάγκαηη ηα είραλ θαηαθέξεη; Καη εγώ κπνξώ κόλν λα 

ζαο πσ όηη ήκαζηαλ νκόθσλνη ζηελ άπνςή καο όηη ηα είραλ θαηαθέξεη. Οκόθσλνη. 

 

Αιιά ζε θακηά πεξίπησζε δελ ήηαλ απηή ε γεληθή αληίδξαζε. Η απνδνρή ηνπ κέξνπο 

κε ηνλ ππνινγηζηή θαίλεηαη φηη βαζηδφηαλ ελ κέξεη ζηελ ειηθία. Ο γηνο ηνπ Haken, 

Armin, κέρξη ηφηε απφθνηηνο θνηηεηήο ηνπ Παλεπηζηεκίνπ ηεο California ζην 

Berkeley, έδσζε κηα δηάιεμε γηα ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαη ηε 

ζπλεηζθνξά ηνπ ζηε ιχζε. ΢ην ηέινο, ην αθξναηήξην ρσξίζηεθε ζε δχν νκάδεο: νη 

άλσ ησλ ζαξάληα εηψλ δελ κπνξνχζαλ λα πεηζηνχλ φηη κηα απφδεημε κε ππνινγηζηή 

ήηαλ ζσζηή, ελψ νη θάησ ησλ ζαξάληα δελ κπνξνχζαλ λα πεηζηνχλ φηη κηα απφδεημε 

πνπ πεξηείρε 700 ζειίδεο κε ππνινγηζκνχο ρεηξφο κπνξνχζε λα είλαη ζσζηή. 

Ήηαλ μεθάζαξν φηη ε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ησλ Appel θαη 

Haken είρε δεκηνπξγήζεη θάηη λέν ζηα καζεκαηηθά. Δίλαη κηα απφδεημε; Καη αλ λαη, 

πσο μέξνπκε φηη είλαη απφδεημε;  

 

Φαίλεηαη όηη ε δνπιεηά πάλσ ζην παζίγλσζην πξόβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ησλ 

Appel, Haken θαη Koch πνπ βαζίζηεθε ζηνλ ππνινγηζηή κπνξεί λα αληηπξνζσπεύεη έλα 

ζηαπξνδξόκη ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ. Ζ δνπιεηά ηνπο ήηαλ αμηνζεκείσηα 

επηηπρήο θαη καο αλαγθάδεη λα δηεξσηεζνύκε Ση είλαη Απόδεημε ΢ήκεξα; 
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12β. Αλήθεη ε απόδεημε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζην ζύλνιν 

ησλ έγθπξσλ καζεκαηηθώλ απνδείμεσλ; 

 

Οη αλεζπρίεο γηα ηελ απφδεημε ησλ Appel θαη Haken, θαη εηδηθφηεξα ζρεηηθά κε ηε 

ρξήζε ηνπ ππνινγηζηή, ζπλέρηζαλ λα ππάξρνπλ γηα πνιχ θαηξφ – θαη αθφκα 

ππάξρνπλ. Μπνξεί κηα απφδεημε λα ζεσξεζεί έγθπξε αλ δελ κπνξεί λα ειεγρζεί κε ην 

ρέξη; Σνλ Φεβξνπάξην ηνπ 1979 έλαο θηιφζνθνο, ν Thomas Tymoczko έγξαςε έλα 

άξζξν γηα ην The Journal of Philosophy κε ηίηιν «Σν πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ θαη ε θηινζνθηθή ηνπ ζεκαζία». ΢ε απηφ ην άξζξν, θαη ζε άιια πνπ 

γξάθηεθαλ πεξίπνπ ηελ ίδηα επνρή, αλαξσηηφηαλ αλ ε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ κπνξνχζε λα ζεσξεζεί έγθπξε, κε δεδνκέλν φηη έθαλε επξεία 

ρξήζε ελφο ππνινγηζηή. Απνδέρηεθε πιήξσο φηη νη Appel θαη Haken είραλ απνδείμεη 

φηη ηα ηέζζεξα ρξψκαηα αξθνχλ γηα φινπο ηνπο ράξηεο, αιιά αηζζαλφηαλ φηη δελ 

ήηαλ κηα απφδεημε κε ηελ έλλνηα πνπ νη καζεκαηηθέο απνδείμεηο γίλνληαλ ζπλήζσο 

θαηαλνεηέο. 

Αλάκεζα ζηα θξηηήξηα πνπ ν Tymoczko έζεζε γηα λα είλαη κηα απφδεημε έγθπξε ήηαλ 

λα είλαη καδί πεηζηηθή θαη λα κπνξεί λα ειεγρζεί κε ιεπηνκέξεηα. Με ην πξψην δελ 

είρε θακία δηαθσλία: 

Οη πεξηζζόηεξνη καζεκαηηθνί έρνπλ απνδερηεί ην ζεώξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, 

θαη θαλέλαο, από όζν γλσξίδσ, δελ έρεη δηαθσλήζεη κε απηό. 

 

Ήηαλ κε ην δεχηεξν θξηηήξην πνπ δεκηνπξγνχζε ζέκα, ππνζηεξίδνληαο κε φιν ηνπ ην 

ζζέλνο θαη κε κεγάιε ιεπηνκέξεηα φηη ε απφδεημε ησλ Appel θαη Haken δελ κπνξεί 

λα ειεγρζεί: 

 

Καλέλαο καζεκαηηθόο δελ έρεη δεη ηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ, νύηε έρεη δεη ηελ απόδεημε όηη είλαη απόδεημε. Πνιύ πεξηζζόηεξν, είλαη πνιύ 

απίζαλν θάπνηνο καζεκαηηθόο λα δεη πνηέ ηελ απόδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ. 
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Ο Tymoczko δελ είρε θαλέλα πξφβιεκα κε ηελ δηαδηθαζία ηεο απνθφξηηζεο γηα ηνλ 

ζρεκαηηζκφ ηνπ αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ. Απηφ είρε γίλεη κε ην ρέξη γηα ηνλ 

ζρεκαηηζκφ ηνπ αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ ησλ δηαηάμεσλ θαη νη Appel θαη Haken είραλ 

δψζεη κηα απζηεξή θαη ειέγμηκε απφδεημε φηη παξαγφηαλ έλα αλαπφθεπθην ζχλνιν. 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά, θαλέλαο καζεκαηηθφο δελ κπνξνχζε λα εξεπλήζεη ην θνκκάηη 

ηεο αλαγσγηκφηεηαο ηεο απφδεημεο, επεηδή νη ιεπηνκέξεηεο ηεο κεζφδνπ απφδεημεο 

είλαη θξπκκέλεο κέζα ζηνλ ππνινγηζηή. Κακία πξνζθπγή ζηνπο ππνινγηζηέο δελ 

κπνξεί λα ζεσξεζεί σο έγθπξε κέζνδνο απφδεημεο – ζπγθεθξηκέλα, νη ππνινγηζηέο 

κπνξνχλ λα θάλνπλ ιάζε. Μπνξεί λα δπζιεηηνπξγήζνπλ ή λα κελ πξνγξακκαηηζηνχλ 

ζσζηά, ην απνηέιεζκα ηνπο κπνξεί λα είλαη δπζαλάγλσζην, ή ηα πξνγξάκκαηα 

κπνξεί λα κελ ηθαλνπνηνχλ ηελ καζεκαηηθή πξφζεζε – ην πεξηζηαηηθφ κε ηνλ 

Shimamoto είλαη έλα παξάδεηγκα πνπ νη ππνινγηζηέο δελ ηα πήγαλ θαιά. Αλ 

επηηξέπνληαη ηέηνηα πεηξάκαηα κε ππνινγηζηέο, ηφηε ηα καζεκαηηθά είλαη επηθίλδπλν 

λα γίλνπλ κηα εκπεηξηθή επηζηήκε, ηφζν ππνθείκελε ζε ζθάικαηα φζν ε θπζηθή. Ο 

Tymoczko θαηέιεμε φηη αλ ε απφδεημε ησλ Appel θαη Haken ζεσξεζεί έγθπξε, ηφηε 

πξέπεη λα ηξνπνπνηήζνπκε ηελ έλλνηα ηεο απφδεημεο ψζηε λα επηηξαπεί ν 

πεηξακαηηζκφο κε ηνλ ππνινγηζηή σο κηα λέα κέζνδνο γηα ηελ παξαγσγή ελφο 

καζεκαηηθνχ απνηειέζκαηνο. 

Σν άξζξν ηνπ Tymoczko πξνθάιεζε έλα θαηαηγηζκφ αληηδξάζεσλ, κέζα απφ ηηο 

ζηήιεο ηνπ The Journal of Philosophy θαη αιινχ. Έλα άηνκν πνπ ήηαλ ηδηαίηεξα 

εμνξγηζκέλν απφ ηηο απφςεηο ηνπ ήηαλ ν Ted Swart, πνπ πίζηεπε φηη ν Tymoczko 

ήηαλ εληειψο ιάζνο. Μέζα ζε δηάζηεκα ιίγσλ εκεξψλ έγξαςε κηα καθξνζθειή 

αληαπάληεζε, πνπ απέζηεηιε ζην The Journal of Philosophy, αιιά ρσξίο επηηπρία: 

 

Δίηε γηα ιόγνπο επαγγεικαηηθνύ θζόλνπ ή γηα νπνηνλδήπνηε άιιν ιόγν, ν ζπληάθηεο 

κνπ έθαλε ηελ απξέπεηα λα ην απνξξίςεη ηειείσο ρσξίο λα ην θαηαζέζεη ζηνπο ειεγθηέο. 

Δπηπρώο, έζηεηια έλα αληίγξαθν ζηνλ Martin Gardner πνπ αληαπνθξίζεθε άκεζα θαη 

είπε όηη ζα ήηαλ κηα ηξαγσδία αλ δελ δεκνζηεπόηαλ ην εμαίξεην άξζξν. Μνπ πξόηεηλε 

λα ην θαηαζέζσ ζην American Mathematical Monthly. 
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΢ην άξζξν ηνπ, ν Swart πξψηα αλάθεξε φηη φινη εθείλνη πνπ δνχιεπαλ ζηνλ έιεγρν 

ηεο αλαγσγηκφηεηαο ήηαλ ραξνχκελνη κε ηα αλαγσγηθά απνηειέζκαηα ησλ Appel, 

Haken θαη Koch, γηαηί είραλ ζε έλα κεγάιν εχξνο ειεγρζεί αλεμάξηεηα απφ ηε ρξήζε 

δηαθνξεηηθψλ πξνγξακκάησλ ειέγρνπ ηεο αλαγσγηκφηεηαο ζε δηαθνξεηηθνχο 

ππνινγηζηέο. ΢ηε γεληθή εξψηεζε γηα ηε ρξήζε ηνπ ππνινγηζηή, αξγφηεξα ζρνιίαζε 

φηη: 

 

Γηα ην κεγαιύηεξν κέξνο ζεσξώ ηελ βαζηζκέλε ζηνλ ππνινγηζηή απόδεημε απιά σο 

πξνέθηαζε ηνπ ραξηηνύ θαη ηνπ κνιπβηνύ. Γελ λνκίδσ όηη ππάξρεη θάπνηνο κεγάινο 

δηαρσξηζκόο πνπ λα ιέεη Ο.Κ, επηηξέπεηαη λα ρξεζηκνπνηείηε ραξηί θαη κνιύβη αιιά δελ 

επηηξέπεηαη λα ρξεζηκνπνηείηε έλαλ ππνινγηζηή επεηδή απηό αιιάδεη ηνλ ραξαθηήξα ηεο 

απόδεημεο. Γελ ην βιέπσ έηζη εγώ. Βξίζθσ απηό ην επηρείξεκα πεξίεξγν. 

 

Πξάγκαηη, αλ ν Swart είρε αλεζπρία γηα ηελ απφδεημε ησλ Appel θαη Haken, απηή 

βξηζθφηαλ ζην θνκκάηη ηεο απνθφξηηζεο, φπνπ δελ είρε ρξεζηκνπνηεζεί ππνινγηζηήο: 

 

Γελ είλαη εύθνιε ππόζεζε λα ειεγρζεί όηη ε ηειηθή ιίζηα ησλ 1482 αλαπόθεπθησλ 

δηαηάμεσλ πεξηιακβάλεη όιεο ηηο αλαπόθεπθηεο δηαηάμεηο πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ 

δηαδηθαζία ηεο απνθόξηηζεο. Έηζη, ε απόδεημε ησλ Appel θαη Haken ππόθεηηαη ζε 

θάπνην βαζκό αβεβαηόηεηαο, θαη ν Tymoczko έρεη απόιπην ιάζνο όηαλ ιέεη όηη θαλέλαο 

καζεκαηηθόο «δελ έρεη δηαθσλήζεη κε απηό».  

 

Καζψο νη καζεκαηηθέο απνδείμεηο ζα γίλνληαη κεγαιχηεξεο θαη νη ππνινγηζηέο ζα 

ρξεζηκνπνηνχληαη πεξηζζφηεξν, νιφθιεξε ε εξψηεζε γηα ηνλ ιεπηνκεξή έιεγρν ηεο 

απφδεημεο γεκίδεη κε δπζθνιίεο. Έλαο ππνινγηζηήο πνπ εθηειεί εθηελή αιιά απφιπηα 

επαλαιακβαλφκελα θαζήθνληα κπνξεί βέβαηα λα ζεσξεζεί ηνπιάρηζηνλ ηφζν 

αμηφπηζηνο φζν έλαο άλζξσπνο πνπ ειέγρεη κε ην ρέξη κηα απφδεημε πνπ είλαη κεγάιε 

θαη πεξίπινθε ή δηαζπάηαη ζε έλα κεγάιν αξηζκφ απφ εηδηθέο πεξηπηψζεηο. Με ηα 

ιφγηα ηνπ Ted Swart « Σα αλζξψπηλα φληα θνπξάδνληαη, θαη ε πξνζνρή ηνπο 

πεξηθέξεηαη, θαη είλαη πνιχ επηξξεπείο ζε χπλνπο δηαθφξσλ εηδψλ… Έλαο απφ ηνπο 

πξσηνπφξνπο ζηελ ηαμηλφκεζε ησλ πεπεξαζκέλσλ απιψλ νκάδσλ ν Daniel 

Gorenstein –πξφβιεκα ζην νπνίν έγηλε ρξήζε ησλ ππνινγηζηψλ- έγξαςε ην 1979 φηη: 

 



 147 

Απηή είλαη θαηάιιειε ζηηγκή λα πξνζζέζσ κηα πξνεηδνπνηεηηθή ιέμε ζρεηηθά κε ηελ 

ζεκαζία ηεο «απόδεημεο» ζην παξόλ πιαίζην. Γηαηί θαίλεηαη πέξα από ηελ αλζξώπηλε 

ηθαλόηεηα λα παξνπζηάζεη έλα θαζαξά-αηηηνινγεκέλν πνιιώλ- εθαηνληάδσλ- ζειίδσλ 

επηρείξεκα κε απόιπηε αθξίβεηα … δελ ππάξρνπλ εγγπεηέο – θαλείο πξέπεη λα δήζεη κε 

απηή ηελ πξαγκαηηθόηεηα. 

 

Παξά απηή ηελ πξνεηδνπνίεζε, νη πεξηζζφηεξνη καζεκαηηθνί ήηαλ επηπρείο λα 

απνδέρνληαη απηή ηελ ηαμηλφκεζε σο πιήξσο απνδεδεηγκέλε. 

Αιιά ν ιεπηνκεξήο έιεγρνο δελ είλαη ε κφλε εξψηεζε πνπ πιαλάηε πάλσ απφ ηελ 

απφδεημε ησλ Appel θαη Haken. Πνιινί καζεκαηηθνί έρνπλ παξαπνλεζεί φηη ε 

απφδεημε δελ είλαη ηθαλνπνηεηηθά πξνθαλήο. Αλάκεζα ηνπο ήηαλ θαη ν Ian Stewart, ν 

γλσζηφο ζπγγξαθέαο θαη παξνπζηαζηήο ησλ καζεκαηηθψλ, πνπ παξαπνλέζεθε φηη δελ 

εμεγνχζε γηαηί ην ζεψξεκα είλαη αιεζέο – ελ κέξεη επεηδή ήηαλ ηφζν κεγάιε γηα 

θάπνηνλ λα θαηαλνήζεη φιεο ηηο ιεπηνκέξεηεο, θαη επεηδή έκνηαδε λα κελ έρεη δνκή: 

 

Ζ απάληεζε εκθαλίδεηαη σο έλα είδνο ηεξαηώδνπο ζύκπησζεο. Γηαηί ππάξρεη έλα 

αλαπόθεπθην ζύλνιν από αλαγώγηκεο δηαηάμεηο; Ζ θαιύηεξε απάληεζε κέρξη ηώξα 

είλαη: απιά ππάξρεη. Ζ απόδεημε: Νάηε, δεο θαη κόλνο ζνπ. Οη καζεκαηηθνί ςάρλνπλ 

γηα θξπκκέλεο δνκέο, ην δεζκεπκέλν ζε κνηίβα πάζνο ηνπ, πξνθαιεί ζύγρπζε.  

 

Αθφκα πην δπλακηθφο ήηαλ ν Daniel Cohen, πνπ θαη ν ίδηνο είρε δνπιέςεη πάλσ ζην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ: 

 

΢ηελ αλάιπζε ηεο θάζε πεξίπησζεο ην πξόγξακκα κόλν αλαθνίλσλε αλ ε δηαδηθαζία 

νινθιεξσλόηαλ επηηπρώο. Οιόθιεξν ην απνηέιεζκα από ην κεράλεκα ήηαλ κηα 

αθνινπζία από θαηαθάζεηο. Απηό πξέπεη λα δηαρσξηζηεί από έλα πξόγξακκα πνπ 

παξάγεη σο απνηέιεζκα κηα πνζόηεηα ε νπνία κπνξεί αξγόηεξα λα πηζηνπνηεζεί από 

ηνπο αλζξώπνπο όηη είλαη ε ζσζηή…Ζ πξαγκαηηθή ζπγθίλεζε ησλ καζεκαηηθώλ είλαη 

λα δεηρζεί όηη σο έλα θαηόξζσκα κηαο θαζαξήο αηηηνιόγεζεο κπνξεί λα θαηαλνεζεί 

γηαηί ηα ηέζζεξα ρξώκαηα αξθνύλ. Σν λα παξαδερηνύκε ηε ζθαλδαιώδε ρξήζε ηνπ 

ππνινγηζηή ησλ Appel θαη Haken ζηελ ηάμε ησλ καζεκαηηθώλ ζα καο αθήζεη κόλν, 

δηαλνεηηθά κε πιήξεηο. 
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Ο H.S. M. Coxeter απνδέρηεθε: 

 

Πάληα κνπ θαηλόηαλ έλα δηαθνξεηηθό είδνο ζεσξήκαηνο από ηα άιια είδε 

ζεσξεκάησλ. Όηαλ ε απόδεημε ηνπ ππνινγηζηή έρεη ειεγρζεί από αξθεηνύο αλζξώπνπο, 

θαη είλαη όινη ηθαλνπνηεκέλνη από απηή, ηόηε πξέπεη λα ηε δερηνύκε. Αιιά κνπ θαίλεηαη 

πνιύ απίζαλν όηη θάπνηνο κπνξεί λα ζπάζεη απηή ηελ απόδεημε ζε θάηη πνπ θαλείο λα 

κπνξνύζε λα ζεσξήζεη ηππηθή απόδεημε. Έηζη είλαη πεξηζζόηεξν ζε κηα δηαθνξεηηθή 

θαηεγνξία από όια ηα άιια ζεσξήκαηα. 

 

Απφ ηελ άιιε πιεπξά, ν George Spencer-Brown, αξλήζεθε λα πηζηέςεη φηη νη Appel 

θαη Haken έρνπλ απνδείμεη νηηδήπνηε: 

 

Πνπζελά ζηνλ κεγάιν θαη ζπρλά άζρεην ινγαξηαζκό ηνπο δελ εμαζθαιίδνπλ ηελ 

απόδεημε πνπ ζα έθαλε ηνλ αλαγλώζηε ηθαλό λα ειέγμεη απηά πνπ ιέλε. Μπνξεί, κπνξεί 

θαη όρη, λα είλαη «πηζαλό» λα απνδεηρζεί ην ζεώξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ κε ηνλ 

ηξόπν πνπ ππνζηεξίδνπλ. Απηό πνπ είλαη ζίγνπξν ηώξα είλαη όηη δελ ην θάλνπλ… όρη 

κόλν δελ κπνξεί λα βξεζεί απόδεημε ζε απηό πνπ δεκνζίεπζαλ , αιιά δελ ππάξρεη 

ηίπνηα πνπ λα κνηάδεη κε απόδεημε. Δίλαη ε πην γεινία πεξίπησζε ησλ «Καηλνύξγησλ 

Ρνύρσλ ηνπ Βαζηιηά» πνπ έρεη πνηέ ληξνπηάζεη ηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθώλ. 

 

΢ε απηφ πάλησο πνπ ζπκθσλνχλ φινη είλαη φηη ε απφδεημε ησλ Appel θαη Haken δελ 

κπνξεί λα ζεσξεζεί καζεκαηηθά φκνξθε ή θνκςή. ΢ην γλσζηφ βηβιίν « A 

Mathematician’s Apology», o Άγγινο καζεκαηηθφο G. H. Hardy είρε ππνζηεξίμεη φηη 

«δελ ππάξρεη δηαρξνληθφ κέξνο ζην θφζκν γηα άζρεκα καζεκαηηθά» θαη αθφκα θαη ν 

Ken Appel δελ αληηηέζεθε απφ απηφ βιέπνληαο ηελ δηθή ηνπ απφδεημε: 

 

Τπήξραλ άλζξσπνη νη νπνίνη έιεγαλ, «απηά είλαη απαίζηα καζεκαηηθά, δηόηη ηα 

καζεκαηηθά πξέπεη λα είλαη θαζαξά θαη θνκςά», θαη ζπκθσλώ. Θα ήηαλ πην όκνξθν 

λα έρνπκε θαζαξέο θαη θνκςέο απνδείμεηο. 
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Δλψ φινη ζα επηζπκνχζαλ λα δνπλ κηα ιχζε πνπ λα κελ βαζίδεηαη ζηνλ ππνινγηζηή, 

κηα ηέηνηα ιχζε κέζα ηελ απφδεημε ησλ Appel θαη Haken δελ είλαη εθηθηή ζρεδφλ 

βέβαηα – φρη ηνπιάρηζηνλ επεηδή ην παξάδεηγκα ηνπ E. F. Moore δείρλεη φηη θάζε 

αλαπφθεπθην ζχλνιν απφ αλαγψγηκεο δηαηάμεηο πξέπεη λα πεξηέρεη δηαηάμεηο κε 

κέγεζνο δαθηπιίνπ 12 ή κεγαιχηεξν. Γηα κηα απφδεημε πνπ δελ ρξεζηκνπνηεί ηνλ 

ππνινγηζηή, ρξεηάδνληαη λέεο ηδέεο, θαη ηέηνηεο ηδέεο δελ ππάξρνπλ αθφκα. 

 

12γ. Δπξσ-ακεξηθαληθή πεξηνδεία θαη πεξαηηέξσ αληηδξάζεηο. 

 

Μεηά ηε ζπλάληεζε ζην Toronto, ν Wolfgang Haken έθαλε κηα πεξηνδεία ζηηο 

Ηλσκέλεο Πνιηηείεο δίλνληαο δηαιέμεηο πξνθεηκέλνπ λα εμεγήζεη ηηο ιεπηνκέξεηεο 

ηεο ιχζεο. Ο Ken Appel έθαλε ην ίδην ζηελ Δπξψπε, δίλνληαο δηαιέμεηο ζηε Γαιιία 

φπνπ βξηζθφηαλ καδί κε ηνλ Jean Mayer θαη ηέζζεξηο δηαιέμεηο ζην παλεπηζηήκην ηνπ 

Bristol, φπνπ είρε πεξάζεη θάπνην δηάζηεκα πξηλ. Απηέο νη δηαιέμεηο ήηαλ 

ελεκεξσηηθέο θαη έπεηζαλ φζνπο ηηο παξαθνινχζεζαλ αιιά νη άιιεο ζηελ Αγγιία 

πήξαλ κηα πνιχ δηαθνξεηηθή ηξνπή. 

Λίγν πξηλ ηα Υξηζηνχγελλα, ν Spencer-Brown
7
 έδσζε κηα δηάιεμε ζην London 

University’s Institute of Education ζηελ νπνία εμέθξαζε ηελ ακθηβνιία ηνπ γηα ηελ 

ιχζε ησλ Appel-Haken, ππνζηεξίδνληαο φηη δελ κπνξεί αθφκα λα ζεσξεζεί σο 

απφδεημε εθφζνλ δελ έρνπλ δεκνζηεπζεί νη ιεπηνκέξεηέο ηεο. Η εκθάληζε ηεο 

απφδεημεο ησλ Αppel θαη Haken ηνλ παξαθίλεζε λα δνπιεχεη κέξα θαη λχρηα γηα λα 

βξεη κηα ιχζε πνπ δελ ζα βαζηδφηαλ ζηνλ ππνινγηζηή.  

΢ηε δηάιεμε ηνπ παξνπζίαζε απηή ηελ απφδεημε θαη ηα ΜΜΔ ηελ θαηέγξαςαλ ψζηε 

λα είλαη ε πξψηε δεκνζηεπκέλε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο. Η ιχζε πνπ πξφηεηλε ν 

Spencer-Brown βαζηδφηαλ ζε επηρεηξήκαηα κε ηηο αιπζίδεο ηνπ Kempe κε κηα έμππλε 

αιιαγή. Σν γεγνλφο απηφ ην αθνινχζεζε κηα πξφζθιεζε ηνπ Spencer-Brown απφ ην 

Stanford University γηα πνιινχο κήλεο. Δθεί ε απφδεημε ηνπ εμεηαδφηαλ πξνζεθηηθά, 

βξηζθφηαλ ειιηπήο, δηνξζσλφηαλ ζπλερψο θαη μαλαεμεηαδφηαλ.  

                                                 
7
 Ο Spencer-Brown είρε ν ίδηνο εξγαζζεί πάλσ ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ κέρξη ην 1964, 

ηε ρξνληά πνπ εμέδσζε ην Laws of Form, έλα βηβιίν ινγηθήο πνπ ν θίινο ηνπ Bertrand Russel αλάθεξε 

ζηελ απηνβηνγξαθία ηνπ θαη πνπ πνιιέο θνξέο ην είρε πεξηγξάςεη σο «ηδηνθπέο έξγν» . 
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Σν 1977 ν Frank Allaire παξαθνινχζεζε ην Seventh Manitoba Conference on 

Numerical Mathematics and Computing, θαη παξνπζίαζε ηελ απφδεημε ηνπ ζην 

ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Δμαηηίαο ηεο δηαθνξεηηθήο κεζφδνπ απνθφξηηζεο 

θαη ησλ αλψηεξσλ κεζφδσλ γηα ηελ αλαγσγηκφηεηα, ε ιχζε ηνπ απαηηνχζε κφλν 

πελήληα ψξεο ππνινγηζηηθνχ ρξφλνπ. Αιιά αλ θαη έδσζε έλα καθξνζθειέο θείκελν 

ζηα πξαθηηθά ηνπ ζπλεδξίνπ, πνπ πεξηείρε πνιιέο απφ ηηο θχξηεο ηδέεο ηεο απφδεημεο 

ηνπ, πνηέ δελ δεκνζηεχζεθε θάηη ζε πεξηνδηθφ. Αλ είρε δεκνζηεπζεί ζε πεξηνδηθφ , ζα 

κπνξνχζε λα είρε δψζεη κηα αλεμάξηεηε επηβεβαίσζε ηεο απφδεημεο ησλ Appel-

Haken. 

Γπν αθφκα δεκνζηεχζεηο έγηλαλ ην 1977. Γηα ηνπο αλαγλψζηεο ηνπ Scientific 

American, νη Appel θαη Ηaken έγξαςαλ ‘The solution of the four-color-map 

problem’, κέρξη θαη ηψξα κηα απφ ηηο πην θαζαξέο πεξηγξαθέο ηεο πξνζέγγηζεο ηνπο. 

Πεξίπνπ ην ίδην δηάζηεκα, δεκνζηεχζεθε έλα δεχηεξν βηβιίν γηα ην πξφβιεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ, ‘The four –color problem: Assaults and Conquests’ απφ ηνπο 

Thomas Saaty θαη Paul Kainen. H πξψηε δεκνζίεπζε ηνπ βηβιίνπ, φπσο αλαθέξνπλ 

νη ζπγγξαθείο, δηαθφπεθε: 

 

Έλα παξάμελν πξάγκα ζπλέβε ζε απηό ην βηβιίν ηνπ ζην δξόκν πξνο ηνλ εθδόηε. 

Πεξηζζόηεξν από δπν ρξόληα πξηλ, είρακε νινθιεξώζεη ην ρεηξόγξαθν ελόο βηβιίνπ κε 

ηίηιν Assaults on the Four Color Conjecture … Σν αξρηθό καο βηβιίν 

πξνζαλαηνιηδόηαλ ζηελ πνηθηιία ησλ πξνζεγγίζεσλ κε ηηο νπνίεο είρε εξεπλεζεί ε 

εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Ο αλαγλώζηεο κπνξεί λα θαληαζηεί ηηο κπεξδεκέλεο 

καο αληηδξάζεηο ζηελ αλαθνίλσζε, ην θαινθαίξη ηνπ 1976, όηη ην ζεώξεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ απνδείρζεθε- από έλαλ ππνινγηζηή...  

……………………. 
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Ζ ζνθηζηηθή ηερληθή ησλ Appel θαη Haken θαίλεηαη λα έρεη επηηύρεη λα απνδείμεη όηη ε 

εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είλαη αιεζήο. Καη ιέκε «θαίλεηαη λα έρεη 

επηηύρεη»αθνύ ε απόδεημή ηνπο πεξηιακβάλεη ηελ αλάιπζε από ηνλ ππνινγηζηή 1936 

εηδηθώλ πεξηπηώζεσλ, θαη πνπ ζα ρξεηαδόηαλ πνιιά ρξόληα γηα ηνλ δηεμνδηθό έιεγρν. 

Αθόκα θαη ηόηε, πηζαλόλ λα ππήξρε κηα επίκνλε ακθηβνιία αλάκεζα ζε πνιινύο 

επηζηήκνλεο εμαηηίαο ηεο πεξηπινθόηεηαο ηνπ επηρεηξήκαηνο. Ωζηόζν, κε ηελ επηηπρία 

ηεο εμαληιεηηθήο ηνπο κεζόδνπ, έρνπλ ηδξύζεη κηα λέα ζέζε γηα ηνλ ππνινγηζηή ζηα 

πιαίζηα ηεο καζεκαηηθήο απόδεημεο. Δπίζεο, έρνπλ απνδείμεη ζηνπο καζεκαηηθνύο, όηη 

ππάξρεη έλα παλίζρπξν εξγαιείν πνπ κπνξεί λα ζπκπιεξώζεη ηελ επίζεζε ζηα 

πξνβιήκαηα ηνπο, όρη απιά θαηαζθεπάδνληαο παξαδείγκαηα ή αληηπαξαδείγκαηα αιιά 

επηηξέπνληαο ηνπο έλα πην πινύζην ζπλδπαζηηθό ξεπεξηόξην πνπ πεξηιακβάλεη, γηα 

παξάδεηγκα, έλαλ νιόθιεξν θαηάινγν ησλ ιύζεσλ γηα όιεο ηηο εηδηθέο πεξηπηώζεηο ησλ 

πξνβιεκάησλ ηνπο. Απηό πξαγκαηηθά πεξηιακβάλεη κηα αμηνζεκείσηε παξέθθιηζε από 

ηνλ παξαδνζηαθό ηξόπν ζθέςεο κε ηε ρξήζε απιώλ θαη εθιεπηπζκέλσλ απνδείμεσλ. 

 

΢ηηο αξρέο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 80, άξρηζαλ λα δηαδίδνληαη θήκεο φηη ππήξρε έλα 

ηεξάζηην ιάζνο ζηελ απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ απφ ηνλ 

Appel θαη ηνλ Haken. Δμαηηίαο ηεο πνιππινθφηεηαο ηνπ, αλακελφηαλ λα εκθαληζηνχλ 

πνιιά ιάζε, αιιά απηφ δελ ζπλέβε. Σν κφλν ζεκαληηθφ, πνπ ίζσο πξνθάιεζε ηηο 

θήκεο, αλαθαιχθζεθε ην 1981 απφ ηνλ Ulrich Schmidt. Γηα ηε δηφξζσζε απηνχ ηνπ 

ιάζνπο ν Haken ρξεηάζηεθε δπν εβδνκάδεο. Σν 1985 βξέζεθε έλα αθφκα ιάζνο – έλα 

κηθξφ ζρεδηαζηηθφ ιάζνο ζε κηα δηάηαμε, απφ ηνλ S. Saeki. Δθηφο απφ απηά, θαη 

κεξηθά ηππνγξαθηθά ιάζε, δελ έρεη βξεζεί άιιν ζεκαληηθφ ιάζνο ζηελ απφδεημε ησλ 

Appel-Haken. 

To 1986. νη Appel θαη Haken έιαβαλ έλα γξάκκα απφ ηνλ ζπληάθηε ηνπ 

Mathematical Intelligencer, πνπ άθνπζε ηηο θήκεο φηη θάηη δελ πήγαηλε θαιά κε ηελ 

απφδεημε, θαη ηνπο θαινχζε λα βάινπλ ηα πξάγκαηα ζηε ζέζε ηνπο. Καισζνξίδνληαο 

κηα ηέηνηα επθαηξία, απάληεζαλ: 
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Με απηή ηελ επγεληθή πξνζθνξά δελ κπνξνύκε παξά λα ζπκθσλήζνπκε , αλ θαη είλαη 

ιππεξό λα θαηαζηξέςνπκε κηα ηέηνηα θήκε. Οη καζεκαηηθέο θήκεο πξαγκαηηθά 

πξνζζέηνπλ ελδηαθέξνλ θαη ζπγθίλεζε ζηελ ζπδήηεζε ζηα καζεκαηηθά ζπλέδξηα. 

Ωζηόζν, νη θήκεο γηα ην ζεώξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ θαίλεηαη λα βαζίδνληαη 

ζηελ ιαλζαζκέλε εξκελεία ησλ απνηειεζκάησλ από ηνλ αλεμάξηεην έιεγρν ησλ 

ιεπηνκεξεηώλ ηεο απόδεημεο από ηνλ U. Schmidt. 

 

Σν απνηέιεζκα ήηαλ ‘Σhe four color proof suffices’, έλα αζχγθξηην άξζξν πνπ 

πεξηγξάθεη ηηο κεζφδνπο ηνπο κε θάπνηα ιεπηνκέξεηα θαη ζπδεηά πσο δηφξζσζαλ ην 

ιάζνο πνπ εληφπηζε ν Schmidt. Σν 1989 παξνπζίαζαλ ηελ ηειεπηαία ηνπο ιέμε ζην 

ζέκα, έλαλ ηφκν κε ηίηιν ‘ Every Planar Map is Four Colorable’, («θάζε επίπεδνο 

ράξηεο είλαη ηεηξαρξσκαηίζηκνο»), ν νπνίνο πεξηέρεη πνιχ πεξηζζφηεξεο 

ιεπηνκέξεηεο ηεο απφδεημεο, απνδεηθλχεη θάπνηα ζρεηηθά απνηειέζκαηα θαη δηφξζσζε 

φπνηα ιάζε είραλ αλαθαιπθζεί. 

 

 

12δ. Μηα λέα απόδεημε 

 

Σν 1994, ηέζζεξηο Ακεξηθάλνη νη Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour θαη 

Robin Thomas πξφζζεζαλ έλα ζπλαξπαζηηθφ λέν θεθάιαην. Σα πξνεγνχκελα δέθα 

ρξφληα είραλ απνθηήζεη θάπνηα ζπνπδαία απνηειέζκαηα ζηελ ζεσξία γξαθεκάησλ 

θαη ηψξα επέζηξεςαλ ζην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ γηαηί ζρεηηδφηαλ κε 

θάπνηα πξάγκαηα κε ηα νπνία αζρνινχληαλ. Σνπο αλεζπρνχζε πνπ ε απφδεημε ησλ 

Appel θαη Haken δελ ήηαλ πιήξσο απνδεθηή, θαη πίζηεπαλ φηη αθφκα ππήξρε 

ακθηβνιία γηα ηελ εγθπξφηεηα ηεο. Ο θχξηνο ιφγνο δελ ήηαλ επεηδή ρξεζηκνπνηνχζε 

ηνλ ππνινγηζηή αλ θαη έλαο πιήξεο έιεγρνο ηνπ κέξνπο ηεο αλαγσγηκφηεηαο ζα 

πεξηιάκβαλε ηελ εηζαγσγή 1482 δηαηάμεσλ κε ην ρέξη ζηνλ ππνινγηζηή θαη πνιχ 

πξνγξακκαηηζκφ γηα ηνλ έιεγρν θαζεκίαο απφ απηέο γηα αλαγσγηκφηεηα. Ήηαλ ηα 

επηρεηξήκαηα ηεο αλαγσγηκφηεηαο πνπ ηνπο πξνθαινχζαλ πεξηζζφηεξε αλεζπρία. Ο 

αιγφξηζκνο ηεο απνθφξηηζεο πνπ ρξεζηκνπνηνχζαλ νη Appel θαη Haken ήηαλ πνιχ 

πνιχπινθνο θαη θαλέλαο δελ ηνλ είρε ειέγμεη πνηέ αλεμάξηεηα νιφθιεξν. 

Υξεηάζηεθαλ έλαλ νιφθιεξν ρξφλν γηα λα νινθιεξψζνπλ ηελ δνπιεηά ηνπο θαη ε 

ηειηθή απφδεημε ήηαλ πην ζχληνκε απφ ηελ πξνεγνχκελε ηεο. 
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Σν αλαπφθεπθην ζχλνιν πνπ απφθηεζαλ πεξηέρεη κφλν 633 αλαγψγηκεο δηαηάμεηο θαη 

ζα κπνξνχζαλ λα ηηο κεηψζνπλ πεξηζζφηεξν ζηηο 591 αιιά εηο βάξνο ηνπ 

ππνινγηζηηθνχ ρξφλνπ. Δπηπιένλ, ε δηαδηθαζία απνθφξηηζεο ηνπο είρε κφλν 32 

θαλφλεο απνθφξηηζεο, ζε αληίζεζε κε ηνπο 487 πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ νη Appel θαη 

Haken. Δπεηδή ζεψξεζαλ φηη νη απνδείμεηο ηνπ ππνινγηζηή ησλ καθξψλ θαη 

πεξίπινθσλ απνηειεζκάησλ είλαη πεξηζζφηεξν αμηφπηζηεο απφ εθείλεο πνπ έρνπλ 

ειεγρζεί κε ην ρέξη, ρξεζηκνπνίεζαλ ηνλ ππνινγηζηή θαη γηα ηα αλαπφθεπθηα ζχλνια 

θαη γηα ηηο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. ΋ια ηα βήκαηα ηεο απφδεημεο ηνπο κπνξνχλ λα 

επηβεβαησζνχλ απφ νπνηνλδήπνηε ζηνλ πξνζσπηθφ ηνπ ππνινγηζηή κέζα ζε πεξίπνπ 

ηξεηο ψξεο. 

 



 154 

ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ 

 

 

΢ε απηφ ην παξάξηεκα ζα παξνπζηαζηνχλ ηα θπξηφηεξα ζεσξήκαηα θαη εθείλεο νη 

καζεκαηηθέο έλλνηεο πνπ νδήγεζαλ ζηε απφδεημε ηνπ ζεσξήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ 

ρξσκάησλ. 

 

Α. Δν απσή είναι… οι οπιζμοί 

 

Αλ ην S  είλαη έλα ζχλνιν, γξάθνπκε S  γηα ηελ πιεζηθφηεηα ηνπ S . ΢πγθεθξηκέλα, 

S   ζεκαίλεη φηη ην S  είλαη πεπεξαζκέλν. 

Έλα γξάθεκα G , είλαη κηα ηξηάδα ( , , )V E   φπνπ V  κε 0 V   θαιείηαη ε 

ηάμε ηνπ γξαθήκαηνο, E  , θαη : &E V V   (φπνπ &V V  είλαη ην κε 

δηαηεηαγκέλν γηλφκελν ηνπ V  κε ηνλ εαπηφ ηνπ) είλαη κηα ζπλάξηεζε. 

Kαινχκε ην v V  κηα θνξπθή ή ζεκείν, e E  κηα αθκή ή γξακκή, θαη   ηελ 

ζπλάξηεζε πξόζπησζεο. 

Αλ  (e) ,v w  , ιέκε φηη ε e  είλαη πξνζθείκελε ζηα v θαη w θαη φηη ηα v θαη w 

είλαη γεηηνληθά. Σα v  θαη w  θαινχληαη επίζεο ηα άθξα ηεο e . 

Μεξηθέο θνξέο γξάθνπκε ( )V G  ή ( )E G  γηα ηα ζχλνια ησλ θνξπθψλ ή ησλ αθκψλ 

ηνπ γξαθήκαηνο G . 

Aλ νη γξακκέο e  θαη e  έρνπλ έλα θνηλφ άθξν θαινχληαη γεηηνληθέο. Αλ έρνπλ δπν 

θνηλά άθξα, είλαη παξάιιειεο αθκέο. 

Μηα αθκή κε έλα κφλν άθξν θαιείηαη βξόρνο. 

Έλα γξάθεκα είλαη απιό αλ δελ έρεη βξφρνπο θαη παξάιιειεο αθκέο. 

Αλ ( , , )G V E   είλαη έλα απιφ γξάθεκα, ηφηε ε   είλαη κηα έλα-πξνο-έλα 

ζπλάξηεζε θαη κπνξνχκε λα ηαπηίζνπκε ην E  κε έλα ππνζχλνιν ηνπ &V V . Έηζη ην 

G  θαζνξίδεηαη απφ ην δεχγνο ( , )V E  κφλν θαη γξάθνπκε ( , )G V E .  

Έζησ ( , , )G V E   έλα γξάθεκα θαη ζεσξνχκε ππνζχλνια W V  θαη F E  φπνπ 

W  . Αλ ( ) &F W W  , ηφηε ε ηξηάδα ( , , / )W F F  θαιείηαη ππνγξάθεκα ηνπ 

G . Έλα ππνγξάθεκα ' ( ', ', )G V E   ηνπ G  θαζνξίδεηαη απφ έλα κε θελφ 
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ππνζχλνιν V   ηνπ V θαη έλα ππνζχλνιν E  ηνπ E , πξνυπνζέηνληαο φηη αλ v  είλαη 

νπνηαδήπνηε θνξπθή ζην V  θαη είλαη άθξν κηαο αθκήο ζην E  ηφηε 'v V . 

Η ζπλάξηεζε '  είλαη απιά / E . 

Αλ V V   ην ππνγξάθεκα θαιείηαη παξάγνληαο. 

Έλα ππνγξάθεκα θαιείηαη ηκεκαηηθό (πξνεξρφκελν, πιήξεο) γξάθεκα αλ θάζε δχν 

θνξπθέο ζην ππνγξάθεκα ζπλδένληαη απφ φιεο ηηο αθκέο (ζην ππνγξάθεκα) φζεο θαη 

ζην κεγαιχηεξν γξάθεκα. 

  

Mηα αθνινπζία απφ n αθκέο 1,..., ne e  ζε έλα γξάθεκα G  θαιείηαη κνλνπάηη αλ 

ππάξρεη κηα θαηάιιειε αθνινπζία απφ 1n  (φρη απαξαίηεηα δηαθνξεηηθέο ) θνξπθέο 

0 1, ,..., nu u u  ψζηε ie  λα πξνζπίπηεη ζηηο 1iu   θαη , 1,...,iu i n . Έλα κνλνπάηη είλαη 

θιεηζηό αλ 0 nu u  θαη αλνηθηό δηαθνξεηηθά. Αλ i je e  γηα θάζε i θαη j , i j , ην 

κνλνπάηη θαιείηαη αιπζίδα. Μηα θιεηζηή αιπζίδα θαιείηαη θύθισκα.  

Αλ φιεο νη θνξπθέο είλαη δηαθνξεηηθέο, έλα κνλνπάηη θαιείηαη απιή αιπζίδα ελψ αλ 

0 nu u  θαη φιεο νη άιιεο θνξπθέο είλαη δηαθνξεηηθέο, έρνπκε έλα απιό θύθισκα, κε 

δεδνκέλν φηη 3n . 

Ο βαζκόο κηαο θνξπθήο u  είλαη ν αξηζκφο ησλ αθκψλ πνπ πξνζπίπηνπλ ζηελ 

θνξπθή θαη ζπκβνιίδεηαη κε deg( )u . Έλαο βξφρνο κεηξάεη δηπιά ζην βαζκφ κηαο 

θνξπθήο. 

 Γξάθνπκε ( )G γηα 
( )

min deg( )
u V G

u


 θαη ( )G  γηα 
( )

max deg( )
u V G

u


. 

Έλα γξάθεκα είλαη επίπεδν αλ κπνξεί λα ζρεδηαζηεί ζην επίπεδν έηζη ψζηε θάζε δχν 

αθκέο λα ζπλαληηφληαη κεηαμχ ηνπο κφλν ζηελ θνξπθή (ή ηηο θνξπθέο) κε ηελ νπνία 

νη αθκέο απηέο είλαη πξνζθείκελεο. Γειαδή λα κελ δηαζηαπξψλνληαη νη αθκέο κεηαμχ 

ηνπο.  

Έλα γξάθεκα κπνξεί λα είλαη ζε έλα ή πεξηζζφηεξα θνκκάηηα πνπ θαινχληαη 

ζπληζηώζεο. 

Δίλαη έλα θνκκάηη ή ζπλεθηηθό αλ θάζε δεπγάξη θνξπθψλ κπνξεί λα ζπλδεζεί κε έλα 

κνλνπάηη. 

Γειαδή ζπλεθηηθή ζπληζηψζα είλαη ην θάζε ζπλεθηηθφ θνκκάηη ελφο κε ζπλεθηηθνχ 

γξαθήκαηνο. 

Έλα γξάθεκα είλαη πιήξεο αλ είλαη απιφ θαη θάζε δεπγάξη δηαθεθξηκέλσλ θνξπθψλ 

είλαη δηαδνρηθέο. Έλα πιήξεο γξάθεκα κε n  θνξπθέο ζπκβνιίδεηαη κε nK . 
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Έλα γξάθεκα είλαη Κ-κεξέο αλ ην ζχλνιν ησλ θνξπθψλ ηνπ κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε Κ 

ππνζχλνια ψζηε δχν θνξπθέο πνπ βξίζθνληαη ζην ίδην ζχλνιν λα κελ είλαη 

γεηηνληθέο. Αλ Κ=2 ηφηε ην γξάθεκα θαιείηαη δηκεξέο θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε ,p qK  

φπνπ p θαη q είλαη ην πιήζνο ησλ θνξπθψλ ησλ δχν ζπλφισλ. 

Έλαο ράξηεο ή επίπεδνο ράξηεο Μ απνηειείηαη απφ έλα ζπλεθηηθφ επίπεδν γξάθεκα 

καδί κε έλα ηδηαίηεξν ζρεδηαζκφ ή αλαγσγή ηνπ G ζην επίπεδν. Καινχκε G ην 

βαζχηεξν γξάθεκα ηνπ Μ θαη γξάθνπκε G=U(M). Ο ράξηεο Μ ρσξίδεη ην επίπεδν ζε 

ζπλεθηηθέο ζπληζηψζεο πνπ θαινχκε πεξηνρέο ή ρψξεο ηνπ ράξηε. Γπν πεξηνρέο είλαη 

γεηηνληθέο αλ ηα ζχλνξά ηνπο έρνπλ ηνπιάρηζηνλ κηα θνηλή αθκή, θαη φρη απιά κηα 

θνηλή θνξπθή. 

 

Παξαηήξεζε: Έλα γξάθεκα κπνξεί ζην επίπεδν λα παξάγεη πνιινχο ράξηεο. 

 

Ο θ-ρξσκαηηζκόο ελφο ράξηε είλαη ε ρξεζηκνπνίεζε θ ρξσκάησλ ζηηο πεξηνρέο ηνπ 

ράξηε ψζηε δπν γεηηνληθέο πεξηνρέο λα κελ έρνπλ ην ίδην ρξψκα. 

 

Έζησ φηη ( , , )G V E   θαη ( , , )G V E     είλαη γξαθήκαηα. Έλαο νκνκνξθηζκόο 

:G G   είλαη έλα δεχγνο ζπλαξηήζεσλ :V V   θαη : E E   ψζηε αλ 

[ , ] ( )u w e , ηφηε [ , ] ( ( ))u w e    . 

Έλαο νκνκνξθηζκφο :G G   είλαη έλαο ηζνκνξθηζκόο αλ νη   θαη   είλαη θαη 

νη δπν έλα πξνο έλα θαη επί. Δπίζεο ιέκε φηη ηα G  θαη G  είλαη ηζνκνξθηθά.  

Έζησ ( , , )G V E   έλα γξάθεκα. Μηα ζηνηρεηώδεο ππνδηαίξεζε ηνπ G  απνθηάηαη 

αληηθαζηζηψληαο κηα αθκή e , ηεο νπνίαο ηα άθξα είλαη ,u w, κε ηηο αθκέο e  θαη e , 

φπνπ ε e έρεη άθξα ηα u  θαη ex  θαη ε e  έρεη άθξα ηα ex θαη w . 

Σν Gείλαη κηα ππνδηαίξεζε ηνπ G  αλ ππάξρεη κηα πεπεξαζκέλε αθνινπζία απφ 

γξαθήκαηα 1,..., kG G  φπνπ 1iG   είλαη κηα ζηνηρεηψδεο ππνδηαίξεζε ηνπ 

(1 1)iG i k    θαη 1 , kG G G G  . Γχν γξαθήκαηα G  θαη H  είλαη νκνηνκνξθηθά 

αλ ππάξρνπλ ππνδηαηξέζεηο G  ηνπ G  θαη H  ηνπ H  ψζηε ηα G  θαη H  λα είλαη 

ηζνκνξθηθά. 

Γπν ράξηεο είλαη ηζνκνξθηθνί αλ ππάξρεη ζπλερήο δηακφξθσζε ηνπ επηπέδνπ ζηνλ 

εαπηφ ηνπ κεηαθέξνληαο ηηο θνξπθέο, αθκέο θαη πεξηνρέο ηνπ ελφο ράξηε ζηηο 

θνξπθέο, αθκέο θαη πεξηνρέο ηνπ άιινπ. 
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Οη ηζνκνξθηθνί ράξηεο έρνπλ ηζνκνξθηθά αληίζηνηρα γξαθήκαηα. 

 

Σν δπηθφ γξάθεκα ( )D M  ελφο ράξηε Μ θαηαζθεπάδεηαη σο εμήο: 

Καηαζθεπή δπηθνύ γξαθήκαηνο: Σν ζχλνιν ησλ θνξπθψλ ηνπ ( )D M  βξίζθνληαη 

ζε έλα πξνο έλα αληηζηνηρία κε ην ζχλνιν ησλ πεξηνρψλ ηνπ M . Αο ζπκβνιίζνπκε 

ηελ αληηζηνηρία απφ ηηο πεξηνρέο ζηηο θνξπθέο κε R R . Αλ R  θαη S  είλαη 

πεξηνρέο ηνπ M , ηφηε ελψλνπκε ηα R  θαη S  κε κηα αθκή e  γηα θάζε αθκή e  πνπ 

βξίζθεηαη ζην θνηλφ ζχλνξν ησλ R  θαη S . Η αθκή e  θαιείηαη νξζνγώληα αθκή 

ζηελ e  θαη ην γξάθεκα ( )D M  δπηθφ ηνπ ράξηε M  . 

 

Απνδεηθλχεηαη απφ ηελ θαηαζθεπή ηνπ φηη ην δπηθφ γξάθεκα ελφο ράξηε είλαη 

επίπεδν.  

 

Η εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ φηη θάζε ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε 

ηέζζεξα ρξψκαηα είλαη ηζνδχλακε κε ηελ εηθαζία φηη θάζε επίπεδν γξάθεκα κπνξεί 

λα ρξσκαηηζηεί κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 

 

Γέληξν είλαη έλα ζπλεθηηθφ γξάθεκα ρσξίο θπθιψκαηα 

Κιαδί δέληξνπ είλαη κηα αθκή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ αλήθεη ζην δέληξν 

Υνξδή δέληξνπ θαιείηαη κηα αθκή ηνπ γξαθήκαηνο πνπ δελ αλήθεη ζην δέληξν. 

Γέθπξα ζε έλα ζπλεθηηθφ γξάθεκα νλνκάδεηαη κηα αθκή αλ ε αθαίξεζε ηεο έρεη ζαλ 

απνηέιεζκα ην γξάθεκα λα κελ είλαη ζπλεθηηθφ. 
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Β. Ο ηύπορ ηος Euler 

 

Θεώξεκα 1 

Αλ G είλαη έλα δέληξν κε n  θνξπθέο θαη m  αθκέο. Σφηε 1n m  . 

 

Λήκκα 1 

Έζησ e κηα αθκή ελφο ζπλεθηηθνχ γξαθήκαηνο G . Σφηε ε e  είλαη γέθπξα αλ θαη 

κφλν αλ ε e  δελ πεξηέρεηαη ζε θχθισκα. 

 

Λήκκα 2 

Έζησ M έλαο ράξηεο θαη έζησ e  κηα αθκή ηνπ G . Σφηε ε e  είλαη γέθπξα αλ θαη 

κφλν αλ ε e  βξίζθεηαη ζην ζχλνξν κηαο κφλν πεξηνρήο. 

 

Θεώξεκα 2 – Σύπνο ηνπ Euler 

Έζησ M έλαο ράξηεο ηνπ νπνίνπ ην γξάθεκα G  έρεη n  θνξπθέο θαη m  αθκέο θαη 

έζησ φηη ν M  έρεη r  πεξηνρέο. Σφηε 2n m r   . 

Απόδεημε: Kάλνπκε επαγσγή ζην m . 

Αλ 0m  , ν ηχπνο ηζρχεη αθνχ ηφηε 1n   θαη 1r  . 

Έζησ φηη ν ηχπνο αιεζεχεη γηα 1m . Θα πξνζπαζήζνπκε λα ην απνδείμνπκε γηα m . 

Τπάξρνπλ δπν πεξηπηψζεηο: είηε ν M  πεξηέρεη κηα αθκή πνπ δελ είλαη γέθπξα είηε 

φρη. 

΢ηελ δεχηεξε πεξίπησζε , ην G  είλαη έλα δέληξν 

Aιιά ηφηε 1r   αθνχ ην G δελ έρεη θπθιψκαηα θαη, απφ ην ζεψξεκα 1, έρνπκε 

1n m   θαη ν ηχπνο ηζρχεη. 

Έζησ φηη ππάξρεη κηα αθκή e πνπ δελ είλαη γέθπξα. Έζησ φηη ην G  είλαη ην γξάθεκα 

πνπ πξνθχπηεη απφ ην G  αθαηξψληαο ηελ e  θαη έζησ M  λα είλαη ν αληίζηνηρνο 

ράξηεο. 

Σφηε ην G  είλαη ζπλεθηηθφ θαη έρεη 1m  αθκέο έηζη, κε επαγσγή, ( 1) 2n m r     

φπνπ r είλαη ν αξηζκφο ησλ πεξηνρψλ ηνπ M .  

΋κσο, αθνχ ε e  δελ είλαη γέθπξα, πξέπεη λα ρσξίδεη δπν δηαθνξεηηθέο πεξηνρέο θαη 

έηζη 1r r   . 

Σψξα, ( 1) ( 1) ( 1)n m r n m r n m r           , ην νπνίν νινθιεξψλεη ηελ 

απφδεημε. 
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Γ. Σο θεώπημα ηων πένηε σπωμάηων και οι αλςζίδερ ηος Kempe 

 

Πόξηζκα 2-1 

Έζησ G  έλα απιφ ζπλεθηηθφ επίπεδν γξάθεκα κε n  θνξπθέο θαη m αθκέο. Σφηε 

3 6m n  . 

 

Έλαο ράξηεο θαιείηαη θπβηθόο αλ θάζε θνξπθή ηνπ έρεη βαζκφ 3. 

Έλαο ράξηεο είλαη ηξηγσληθόο αλ θάζε πεξηνρή έρεη ηξεηο πιεπξέο. 

Υξσκαηηθόο αξηζκόο ( )G  ελφο γξαθήκαηνο G  είλαη ν κηθξφηεξνο αθέξαηνο k  γηα 

ηνλ νπνίν ην G  είλαη k -ρξσκαηίζηκν. 

Έζησ ( )sw G  = max{ ( ), }H H G  . (Σν H είλαη ππνγξάθεκα ηνπ G , 

H G ζεκαίλεη φηη ( ) ( )V H V G θαη [ , ]u w  ζην H  ζπλεπάγεηαη [ , ]u w  ζην G .) 

 

Θεώξεκα 3 

( ) 1 ( )G sw G    

Απόδεημε: Με επαγσγή ζην n . 

Απνδεηθλχνπκε φηη ( ) 1 ( )G sw G     γηα θάζε ππνγξάθεκα G  ηνπ G . 

Έζησ n  ν αξηζκφο ησλ θνξπθψλ ζην G . 

Αλ 1n  , ην απνηέιεζκα είλαη πξνθαλέο. 

Έζησ φηη ηζρχεη γηα 1n k    θαη έζησ φηη ην G  έρεη 1k  θνξπθέο.  

Απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ ( )sw G , ππάξρεη κηα θνξπθή u ζην Gκε βαζκφ ην πνιχ ( )sw G . 

Απφ ηελ ππφζεζε ηεο επαγσγήο , ην G u  κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε ην πνιχ 

1 ( )sw G ρξψκαηα θαη νη γείηνλεο ηεο u κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ην πνιχ 

( )sw G απφ απηά ηα ρξψκαηα, αθήλνληαο έλα δηαζέζηκν γηα ηελ u . Έηζη 

( ) 1 ( )G sw G   . 

 

Θεώξεκα 4 

Έζησ G  έλα επίπεδν γξάθεκα. Σφηε ( ) 5G  . 

Απόδεημε: Έζησ 
deg( )

( )
u

d d G
n

 


 ν κέζνο βαζκφο κηαο θνξπθήο ηνπ G . 
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Δθφζνλ 2 deg( )m u , φπνπ u  είλαη κηα θνξπθή ηνπ G , έρνπκε φηη 2dn m . 

Αιιά 3 6m n  , έηζη 6 (12/ ) 6d n   . Γειαδή deg( ) 5u   γηα θάπνηα θνξπθή u  

ηνπ G , δηαθνξεηηθά ν κέζνο βαζκφο ζα ήηαλ ηνπιάρηζηνλ 6. 

 

Πόξηζκα 4-1 

Αλ ην G  είλαη επίπεδν, ηφηε ( ) 5sw G  . 

 

Πόξηζκα 4-2 

Κάζε ράξηεο έρεη κηα πεξηνρή κε ην πνιχ πέληε πιεπξέο. 

 

Θεώξεκα 5 – Θεώξεκα ησλ έμη ρξσκάησλ 

Έζησ G  έλα επίπεδν γξάθεκα. Σφηε ην G  κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε έμη ρξψκαηα. 

Απόδεημε: Άκεζε ζπλέπεηα ησλ ζεσξεκάησλ 3 θαη 4. 

 

Πόξηζκα 5-1 

Κάζε ράξηεο κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε έμη ρξψκαηα. 

 

Θεώξεκα 6 – Θεώξεκα ησλ πέληε ρξσκάησλ 

Κάζε επίπεδν γξάθεκα κπνξεί λα ρξσκαηηζηεί κε πέληε ρξψκαηα. 

Απόδεημε: Με επαγσγή ζηνλ αξηζκφ n ησλ θνξπθψλ. 

Αλ 5n  ην απνηέιεζκα είλαη ηεηξηκκέλν. 

Τπνζέηνπκε φηη ηζρχεη γηα 1n , θαη έζησ G  έλα ηπραίν επίπεδν γξάθεκα κε n  

θνξπθέο. 

Απφ ην ζεψξεκα 4, επηιέγνπκε κηα θνξπθή u κε βαζκφ 5  θαη έζησ φηη G G u   . 

Σψξα ην G  έρεη 1n  θνξπθέο θαη έηζη απφ ηελ επαγσγηθή ππφζεζε , ην G  έρεη 

έλαλ πεληαρξσκαηηζκφ C . 

Αλ ε u έρεη ιηγφηεξεο απφ πέληε πξνζθείκελεο θνξπθέο ζην G , ηφηε ν C  κπνξεί λα 

επεθηαζεί ζε έλαλ πεληαρξσκαηηζκφ C ηνπ G  βάδνληαο ζηε u έλα απφ ηα ρξψκαηα 

πνπ δελ έρεη ρξεζηκνπνηεζεί απφ ηηο γεηηνληθέο θνξπθέο. Μπνξνχκε ηψξα λα 

ππνζέζνπκε φηη ε u έρεη αθξηβψο πέληε γείηνλεο, 1 2 3 4 5, , , ,u u u u u  ζε θπθιηθή ζεηξά θαη 

φηη ηα ρξψκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχλ απηέο νη θνξπθέο είλαη φια δηαθνξεηηθά. 
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Αλ ηα x  θαη y  είλαη ρξψκαηα, ζπκβνιίδνπκε κε ( , )G x y  ην πιήξεο ππνγξάθεκα ηνπ 

G  πνπ παξάγεηαη απφ φιεο ηηο θνξπθέο πνπ είλαη ρξσκαηηζκέλεο κε x  θαη y . Μηα 

ζπληζηψζα ηνπ ( , )G x y  θαιείηαη θαη x y  ζπληζηψζα.  

Σψξα ζα δείμνπκε πσο ζα κεηαηξέςνπκε ηνλ ρξσκαηηζκφ C  ψζηε θαη ηα πέληε 

ρξψκαηα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ απφ ηνπο γείηνλεο ηεο u  λα κελ είλαη δηαθνξεηηθά , 

θαη έηζη λα κπνξνχκε λα ρξσκαηίζνπκε ηελ u  κε θάπνην απφ ηα ρξψκαηα πνπ 

πεξηζζεχεη. 

Θεσξνχκε ηηο 1u θαη 3u . Δίηε αλήθνπλ ζηελ ίδηα r g ζπληζηψζα είηε φρη. Αλ φρη, 

ηφηε κπνξνχκε λα αιιάμνπκε ζηνλ ρξσκαηηζκφ C  ηα ρξψκαηα r  θαη g  ζηελ 

r g ζπληζηψζα πνπ πεξηέρεη ηελ 1u . Σφηε νη 1u θαη 3u  είλαη θαη νη δχν 

ρξσκαηηζκέλεο κε g , ελψ ηα ρξψκαηα ησλ 2 4,u u  θαη 5u  δελ αιιάδνπλ. 

Αλ νη 1u θαη 3u αλήθνπλ ζηελ ίδηα r g ζπληζηψζα, ηφηε ππάξρεη κηα αιπζίδα ζην 

( , )G r g , θαη απηή ε αιπζίδα καδί κε δχν αθκέο 1,u u  θαη 3 ,u u  ζην G  ζρεκαηίδνπλ 

έλα θχθισκα πνπ ρσξίδεη ηελ 2u  απφ ηελ 4u . Άξα δελ κπνξεί λα ππάξρεη κηα 

αιπζίδα ζην ( , )G b y  απφ ηε 2u  ζηελ 4u  ψζηε ε b y  ζπληζηψζα ηεο 2u  λα κελ 

πεξηιακβάλεη ηελ 4u . Έηζη, κπνξνχκε λα αληηζηξέςνπκε ηα ρξψκαηα b  θαη y  ζε 

απηή ηελ ζπληζηψζα, ψζηε νη 2u  θαη 4u  λα είλαη ρξσκαηηζκέλεο y . Απηνχ ηνπ ηχπνπ 

ην επηρείξεκα θαιείηαη επηρείξεκα ησλ αιπζίδσλ ηνπ Kempe θαη νη ζπληζηψζεο 

θαινχληαη αιπζίδεο ηνπ Kempe. 

 

 

p u5 

r u1 y u4 

b u2 g u3 
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Γ. Σπιγωνοποίηζη, κανονικοποίηζη και ελάσιζηα γπαθήμαηα 

 

Έζησ M έλαο ράξηεο θαη ( )G D M . Αλ κηα αθκή ζηνλ M  είλαη γέθπξα, βξίζθεηαη 

ζην ζχλνξν κηαο κφλν πεξηνρήο θαη έηζη ζην ( )D M  είλαη έλαο βξφρνο. Αλ νη R θαη 

S είλαη πεξηνρέο ηνπ M , ηφηε ιέκε φηη νη R  θαη S  είλαη πνιιαπιά γεηηνληθέο αλ νη 

R θαη S έρνπλ πεξηζζφηεξεο απφ κηα θνηλέο αθκέο ζηα ζχλνξα ηνπο. Σν ( )D M  έρεη 

παξάιιειεο αθκέο αλ θαη κφλν αλ ν M  έρεη πνιιαπιέο γεηηνλεχζεηο. 

Δίλαη πξνθαλέο φηη ε χπαξμε βξφρσλ θαη παξάιιεισλ αθκψλ δελ επεξεάδεη ηνλ 

ηεηξαρξσκαηηζκφ ελφο ράξηε. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ινηπφλ ηελ πξάμε ηεο 

ζπξξίθλσζεο γηα λα εμαιείςνπκε ζπγθεθξηκέλεο αθκέο. Τπνζέζηε φηη e  είλαη ε 

αθκή ελφο ράξηε M . Έζησ φηη ην /M e  ζπκβνιίδεη ην ράξηε πνπ παίξλνπκε απφ ηνλ 

M  αλ ζπξξηθλψζνπκε ηελ e  ζε έλα ζεκείν. Σφηε ( / ) ( )D M e D M e  , φπνπ ε e  

είλαη ε δπηθή αθκή ηεο e . Έηζη, κε κηα αθνινπζία απφ ζπξξηθλψζεηο αθκψλ 

κπνξνχκε λα απαιιαρζνχκε απφ φιεο ηηο γέθπξεο θαη ηηο πνιιαπιέο γεηηνλεχζεηο. 

Απηή ε δηαδηθαζία αληηζηνηρεί αθξηβψο ζηελ αθαίξεζε ησλ βξφρσλ θαη ησλ 

παξάιιεισλ αθκψλ ηνπ ( )D M . 

Άξα γηα λα ρξσκαηίζνπκε έλα γξάθεκα αξθεί λα ρξσκαηίζνπκε ην απινπνηεκέλν 

γξάθεκα πνπ παίξλνπκε απφ απηφ αθαηξψληαο ηνπο βξφρνπο θαη ηηο παξάιιειεο 

αθκέο. Αληίζηνηρα, γηα λα ρξσκαηίζνπκε έλαλ ράξηε M  αξθεί λα ρξσκαηίζνπκε ηνλ 

ράξηε πνπ πξνθχπηεη απφ ηνλ M  αλ ζπξξηθλψζνπκε ηηο αθκέο γηα λα απαιιαρζνχκε 

απφ ηηο γέθπξεο θαη ηηο πνιιαπιέο γεηηνλεχζεηο. 

 

Έλα κέγηζην επίπεδν γξάθεκα είλαη έλα επίπεδν γξάθεκα ζην νπνίν δελ κπνξνχλ 

λα πξνζηεζνχλ λέεο αθκέο ρσξίο λα πάςεη λα είλαη επίπεδν. 

 

Λήκκα 3 

Αλ ην G  είλαη έλα επίπεδν γξάθεκα ζην νπνίν θάπνηα πεξηνρή R  έρεη ζην ζχλνξν 

ηεο ηέζζεξηο ή πεξηζζφηεξεο αθκέο, θάπνηα δεχγε απηψλ ησλ θνξπθψλ δελ κπνξνχλ 

λα είλαη γεηηνληθέο. 

 



 163 

Θεώξεκα 7 

Έζησ G  έλα επίπεδν γξάθεκα . Σν G  είλαη έλα κέγηζην επίπεδν γξάθεκα αλ θαη 

κφλν αλ θάζε πεξηνρή (πεξηιακβάλνληαο θαη εθείλε πνπ δελ είλαη θξαγκέλε) έρεη 

ηξεηο πιεπξέο. 

Απόδεημε: Έζησ G  έλα κέγηζην επίπεδν γξάθεκα θαη έζησ φηη θάπνηα πεξηνρή R  

ηνπ G  έρεη ηέζζεξηο ή πεξηζζφηεξεο θνξπθέο ζην ζχλνξν ηεο. Απφ ην Λήκκα 3, 

θάπνηεο θνξπθέο δελ ζα είλαη γεηηνληθέο. Μπνξνχκε επνκέλσο απηέο λα ηηο 

ζπλδέζνπκε κε κηα αθκή ζην G  θαη ην γξάθεκα πνπ ζα πξνθχςεη λα είλαη επίπεδν. 

Απηφ φκσο είλαη άηνπν, αθνχ ην G  είλαη κέγηζην. 

Αληηζηξφθσο, αλ θάζε πεξηνρή ελφο επίπεδνπ γξαθήκαηνο G πεξηέρεηαη ζε ηξεηο 

πιεπξέο, δειαδή 3 6m n  , ην G  πξέπεη λα είλαη κέγηζην επίπεδν γξάθεκα. 

 

Σξηγσλνπνίεζε είλαη έλα επίπεδν γξάθεκα ζην νπνίν θάζε πεξηνρή πεξηθιείεηαη απφ 

ηξεηο πιεπξέο.  

Σεηξηκκέλν είλαη ην γξάθεκα G  πνπ απνηειείηαη απφ κηα κφλν θνξπθή. 

Έλα ζπλεθηηθφ γξάθεκα είλαη (ηνπιάρηζηνλ) k -ζπλεθηηθό αλ δελ ππάξρεη ζχλνιν 

απφ 1k  θνξπθέο ησλ νπνίσλ ε αθαίξεζε λα θάλεη ην G  κε-ζπλεθηηθφ ή ηεηξηκκέλν. 

Έλα ζχλνιν S  απφ θνξπθέο ησλ νπνίσλ ε αθαίξεζε θάλεη ην G  κε-ζπλεθηηθφ θαη 

1S k   , είλαη έλα ειάρηζην κε-ζπλεθηηθό ζύλνιν ελφο k ζπλεθηηθνχ γξαθήκαηνο 

G . Γηαηί, γηα κηα ηξηγσλνπνίεζε G  απνδεηθλχεηαη φηη γηα έλα ειάρηζηα κε-

ζπλεθηηθφ ζχλνιν S  ην ππνγξάθεκα ( )G S  ηνπ G  πνπ παξάγεηαη απφ ην S  πξέπεη 

λα απνηειείηαη απφ έλα θχθισκα. Απηφ ζπλεπάγεηαη άκεζα φηη θάζε ηξηγσλνπνίεζε 

πξέπεη λα είλαη 3-ζπλεθηηθή.  

 

Απφ ην ζεψξεκα 7, ε ηξηγσλνπνίεζε είλαη ηζνδχλακε κε ην κέγηζην επίπεδν γξάθεκα 

θαη κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί αληί απηνχ. 

Έζησ, ηψξα, G  έλα απιφ επίπεδν γξάθεκα. Σφηε ην G  είλαη ππνγξάθεκα ελφο 

κέγηζηνπ επίπεδνπ γξαθήκαηνο G , πνπ παίξλνπκε απφ ην G  κε πξνζζήθε αθκψλ, 

θαη ν ηεηξαρξσκαηηζκφο ηνπ G , ηεηξαρξσκαηίδεη ην G . 

Κάζε κέγηζην επίπεδν γξάθεκα ην νπνίν παίξλνπκε απφ έλα επίπεδν γξάθεκα G  

αθνχ πξψηα απαιείςνπκε ηνπο βξφρνπο θαη ηηο παξάιιειεο αθκέο θαη κεηά 

πξνζζέζνπκε λέεο αθκέο θαιείηαη κηα θαλνληθνπνίεζε ηνπ G . 
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Έηζη, γηα λα απνδείμνπκε ηελ εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ αξθεί λα κπνξέζνπκε 

λα ρξσκαηίζνπκε κε ηέζζεξα ρξψκαηα θάζε κέγηζην επίπεδν γξάθεκα. Γειαδή, 

πξέπεη πξψηα λα θαλνληθνπνηήζνπκε ην γξάθεκα πξηλ πξνζπαζήζνπκε λα ην 

ρξσκαηίζνπκε κε ηέζζεξα ρξψκαηα. 

 

Τπνζέζηε φηη ε εηθαζία ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ δελ είλαη αιεζήο. Σφηε ππάξρεη έλα 

επίπεδν γξάθεκα G  κε ( ) 5G  . Αλάκεζα ζε απηά ηα 5-ρξσκαηηθά επίπεδα 

γξαθήκαηα απηφ κε ην κηθξφηεξν αξηζκφ θνξπθψλ θαιείηαη ειάρηζην γξάθεκα. Έλα 

επίπεδν γξάθεκα είλαη ειάρηζην αλ ( ) 5G   αιιά ( ) 4H   νπνηεδήπνηε ην H  

είλαη επίπεδν θαη έρεη ιηγφηεξεο θνξπθέο απφ ην G . 

 

Θεώξεκα 8 

Αλ G  είλαη έλα ειάρηζην γξάθεκα ηφηε ην G  πξέπεη λα είλαη κηα ηξηγσλνπνίεζε. 

Απόδεημε: Έζησ φηη ην G  δελ είλαη ηξηγσλνπνίεζε, δειαδή ππάξρεη κηα πεξηνρή ηνπ 

G  ε νπνία έρεη πεξηζζφηεξεο απφ ηξεηο πιεπξέο. Δπηιέγνπκε δπν θνξπθέο u  θαη w  

ζην ζχλνξν ηεο πεξηνρήο πνπ δελ είλαη γεηηνληθέο. Πξνζζέηνπκε κηα λέα αθκή [ , ]u w  

θαη ηελ ζπλαηξνχκε. Σν γξάθεκα πνπ πξνθχπηεη κπνξεί λα 4-ρξσκαηηζηεί αθνχ έρεη 

ιηγφηεξεο θνξπθέο απφ ην G . Αιιά απηφ ζπλεπάγεηαη φηη κπνξνχκε λα 4-

ρξσκαηίζνπκε ην G (ζην νπνίν νη θνξπθέο u  θαη w  παίξλνπλ ην ίδην ρξψκα). 

 

Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ ζεσξήκαηνο 8 είλαη ην: 

Θεώξεκα 9 

Αλ ην G  είλαη ειάρηζην, ηφηε ην G  είλαη κέγηζην επίπεδν. 

 

Θεώξεκα 10 

Έζησ G  έλα κέγηζην επίπεδν γξάθεκα πνπ είλαη ζρεδηαζκέλν ζην επίπεδν γηα λα 

παξάγεη έλα ράξηε M  θαη έζησ S έλα κε-ζπλεθηηθφ ζχλνιν. (ζεσξνχκε φηη ην G  

έρεη ηνπιάρηζηνλ ηέζζεξηο θνξπθέο ή δηαθνξεηηθά φηη δελ έρεη θαλέλα κε-ζπλεθηηθφ 

ζχλνιν). Έζησ 1G  θαη 2G  δχν ζπληζηψζεο ηνπ G S . Σφηε ην ( )G S  πεξηέρεη έλα 

θχθισκα Z  πνπ δηαρσξίδεη ηα 1G  θαη 2G  

 

΢πκβνιίδνπκε κε uG  ην ζπκπιήξσκα G u  ηεο u ζην G . 
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Πόξηζκα 10-1 

Έζησ S έλα ειάρηζην ζπλεθηηθφ ζχλνιν γηα έλα κέγηζην επίπεδν γξάθεκα uG . Σφηε 

ην ( )G S  είλαη θχθισκα. 

 

Θεώξεκα 11 

Αλ ην G  είλαη ειάρηζην, ηφηε είλαη 5-ζπλεθηηθφ. 

Απόδεημε: Έζησ S έλα ειάρηζην ζπλεθηηθφ ζχλνιν ζην G . Πξέπεη λα δείμνπκε φηη 

5S  . Απφ ην πφξηζκα 10-1 μέξνπκε φηη ην ( )G S  είλαη θχθισκα. Αλ 3S  , ην 

( )G S  είλαη ηξίγσλν. ΢ρεδηάδνπκε ην G  ζην επίπεδν. Με A  ζπκβνιίδνπκε ην 

θνκκάηη ηνπ G  πνπ είλαη εζσηεξηθά ζην ( )G S  καδί κε ην ( )G S  θαη κε B  

ζπκβνιίδνπκε ην αληίζηνηρν εμσηεξηθφ θνκκάηη ηνπ G πνπ επίζεο πεξηιακβάλεη ην 

( )G S  . Δπεηδή ην G  είλαη ειάρηζην, ηα A  θαη B κπνξνχλ λα 4-ρξσκαηηζηνχλ. Έζησ 

a  έλαο 4-ρξσκαηηζκφο ηνπ A  θαη b  έλαο 4-ρξσκαηηζκφο ηνπ B , φπνπ νη a  θαη b  

ρξεζηκνπνηνχλ ην ίδην ζχλνιν ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Οη ηξεηο θνξπθέο 1 2 3, ,u u u ζην S  

έρνπλ αληίζηνηρα ηα ρξψκαηα 1 2 3( ), ( ), ( )a u a u a u  θαη 1 2 3( ), ( ), ( )b u b u b u . Σψξα, 

κεηαζέηνληαο ηα ρξψκαηα ζην b , αλ είλαη απαξαίηεην, κπνξνχκε λα εμαζθαιίζνπκε 

φηη ( ) ( ), 1,2,3i ia u b u i  . Απηφ δίλεη έλαλ 4-ρξσκαηηζκφ ηνπ G , ην νπνίν είλαη 

αδχλαην. 

Έζησ φηη 4S  . Σφηε ην ( )G S  είλαη νξζνγψλην κε θνξπθέο , , ,x y w z  (ζε θπθιηθή 

ζεηξά). Έζησ φηη ηα A  θαη B  έρνπλ ηελ ίδηα έλλνηα κε πξηλ. 

Δθφζνλ ην [ , ]A c z  είλαη επίπεδν θαη έρεη ιηγφηεξεο θνξπθέο απφ ηα G  θαη A  έρεη 

έλαλ 4-ρξσκαηηζκφ 1a  ψζηε 1 1( ) ( )a y a z . ΋κνηα, ην B  έρεη έλαλ 4-ρξσκαηηζκφ 1b  

ψζηε 1 1( ) ( )b y b z . Μεηαζέηνληαο, αλ είλαη αλαγθαίν, έζησ 

1 1 1 1( ) ( ), ( ) ( )a y b y a z b z      θαη 1 1( ) ( )a x b x   . Αλ 1 1( ) ( )a w b w  

ηειεηψζακε. Γηαθνξεηηθά, ππνζέηνπκε 1( )a w   θαη 1( )b w  . Αλ δελ ππάξρεη 

   κνλνπάηη ζην B  απφ ηελ x  ζηε w , ηφηε κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα 

επηρείξεκα Kempe γηα λα αιιάμνπκε ηνλ ρξσκαηηζκφ 1b  ζε έλαλ ρξσκαηηζκφ 2b  κε 

2 ( )b w   ψζηε νη 1a  θαη 2b  λα ζπκθσλνχλ ζηνλ ρξσκαηηζκφ. Τπνζέηνπκε φηη 

ππάξρεη έλα    κνλνπάηη ζην B  απφ ηελ x  ζηε w . Σφηε ην B  δελ έρεη    
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κνλνπάηη απφ ηε y ζηε z , έηζη κπνξνχκε λα αιιάμνπκε ηνλ ρξσκαηηζκφ 1b  ζε έλαλ 

ρξσκαηηζκφ 3b  κε 3 3 3( ) ( ), ( )b y b z b x     θαη 3( )b w  . 

Σψξα επηζηξέθνπκε ζην A . Δπεηδή ην [ , ]A x w  είλαη επίζεο επίπεδν, κπνξνχκε λα 

βξνχκε έλαλ 4-ρξσκαηηζκφ 2a  ηνπ A  κε 2 2( ) , ( )a x a w    θαη 2 ( )a y  . Αλ 

2 ( )a z  , ην 2a  ηαηξηάδεη κε ην 3b  ζην S . Αλ 2 ( )a z  , ην 2a  ηαηξηάδεη κε ην 1b  

ζην S . Απηφ νινθιεξψλεη ηελ απφδεημε. 

 

Οη ειάρηζηνη ράξηεο νξίδνληαη κε φκνην ηξφπν κε ηα ειάρηζηα γξαθήκαηα θαη έρνπλ 

ηηο θαηάιιειεο (δπηθέο) ηδηφηεηεο. Γηα παξάδεηγκα, ε έλλνηα ηνπ «δηαρσξηζηηθνχ 

θπθιψκαηνο» ζε έλα γξάθεκα G  γίλεηαη δαθηύιηνο ζε έλα ράξηε M  ηνπ νπνίνπ 

είλαη δπηθφ. Αλ S  είλαη έλα ειάρηζηα δηαρσξηζηηθφ ζχλνιν ζην G , ηφηε ν δαθηχιηνο 

πνπ αληηζηνηρεί ζην ( )G S  θαιείηαη γλήζηνο, θαη απφ ην ζεψξεκα 11 έρνπκε φηη έλαο 

ειάρηζηνο ράξηεο δελ έρεη γλήζην k -δαθηχιην γηα 5k  . 

Δπηπξφζζεηα, έλαο ειάρηζηνο ράξηεο M δελ έρεη ρψξεο κε ιηγφηεξεο απφ πέληε 

πιεπξέο θαη είλαη θπβηθφο ρσξίο γέθπξεο. 
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Δ. Αναγώγιμερ διαηάξειρ  

 

Η ηδέα ηεο αλαγσγηκφηεηαο ζε ράξηεο θαη γξαθήκαηα ε νπνία έπαημε έλα θεληξηθφ 

ξφιν ζηελ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ βαζηθά αθαηξεί έλα 

ππνγξάθεκα απφ έλα γξάθεκα G , ηεηξαρξσκαηίδεη ην ππφινηπν γξάθεκα (ή 

ηξνπνπνηήζεηο απηνχ) , επαλαηνπνζεηεί ην ππνγξάθεκα , θαη ηεηξαρξσκαηίδεη ην G . 

Αλ φια ηα γξαθήκαηα πεξηέρνπλ ππνγξαθήκαηα πνπ έρνπλ απηή ηε δπλαηφηεηα, ηφηε 

ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ είλαη αιεζέο. Ωζηφζν, έλα πξφβιεκα πνπ 

ππάξρεη είλαη φηη ην ππνγξάθεκα κπνξεί λα βξίζθεηαη ζην γξάθεκα ηνπ κε πνιινχο 

δηαθνξεηηθνχο ηξφπνπο. Γηα λα απινπνηήζνπκε ηα πξάγκαηα θαη ρσξίο βιάβε ηεο 

γεληθφηεηαο ζα ζεσξνχκε κφλν επίπεδα γξαθήκαηα ζηα νπνία θάζε πεξηνρή έρεη 

ηξεηο πιεπξέο. Έλα ηέηνην γξάθεκα κπνξνχκε λα ην πάξνπκε ζπλδένληαο ηα δεχγε 

ησλ θνξπθψλ ζην ζχλνξν θάζε πεξηνρήο ψζηε λα κελ κπνξνχλ λα ζρεδηαζηνχλ άιιεο 

αθκέο ρσξίο λα ηκεζνχλ. Αλ κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε ηέηνηεο ηξηγσλνπνηήζεηο, 

κπνξνχκε λα ηεηξαρξσκαηίζνπκε θαη ην επίπεδν γξάθεκα απφ ην νπνίν πξνήιζαλ. 

Απηέο νη ηξηγσλνπνηήζεηο πεξηνξίδνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ ηξφπσλ κε ηνπο νπνίνπο 

κπνξεί λα πεξηέρεηαη έλα ππνγξάθεκα. 

 Μηα δηάηαμε απνηειείηαη απφ έλα ππνγξάθεκα κε πξνζδηνξηζκφ ηνπ βαζκνχ ησλ 

θνξπθψλ ηνπ θαη ηνλ ηξφπν πνπ ελππάξρνπλ ζε κηα επίπεδε ηξηγσλνπνίεζε. Μηα 

δηάηαμε R  είλαη αλαγώγηκε αλ ε ηεηξαρξσκαηηζηκφηεηα θάζε επίπεδνπ γξαθήκαηνο 

G  πνπ πεξηέρεη ην R  κπνξεί λα αλαρζεί απφ ηελ ηεηξαρξσκαηηζηκφηεηα επίπεδσλ 

γξαθεκάησλ G  κε ιηγφηεξεο θνξπθέο. 

Έλα γξάθεκα θαιείηαη κε-αλαγώγηκν αλ δελ πεξηέρεη αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. 

Γειαδή, αλ ρξεηάδεηαη ηνπιάρηζηνλ πέληε ρξψκαηα θη φια ηα γξαθήκαηα κε 

ιηγφηεξεο θνξπθέο είλαη ηεηξαρξσκαηίζηκα. 

Γηα λα δείμνπκε φηη ε ηεηξαρξσκαηηζηκφηεηα ελφο επίπεδνπ εμαξηάηαη απφ ηελ 

ηεηεξαρξσκαηηζηκφηεηα ελφο κηθξφηεξνπ γξαθήκαηνο G , ρξεηάδεηαη κφλν λα 

βξνχκε κηα αλαγψγηκε δηάηαμε ζην G . Γνζέλησλ κηαο δηάηαμεο R  θαη έλνο ηπραίνπ 

επίπεδνπ γξάθεκαηνο G  πνπ λα ηελ πεξηέρεη, αλ ην G  πεξηέρεη θαη θάπνηα άιιε 

γλσζηή αλαγψγηκε δηάηαμε, ηφηε ε ηεηξαρξσκαηηζηκφηεηα ηνπ G  ζίγνπξα εμαξηάηαη 

απφ ηελ ηεηξαρξσκαηηζηκφηεηα ελφο κηθξφηεξνπ γξαθήκαηνο G . Άξα γηα λα 

απνδείμνπκε φηη ε R  είλαη αλαγψγηκε, κπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη ε ην γξάθεκα 

G  πνπ ηελ πεξηέρεη δελ έρεη άιιεο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. ΢χκθσλα κε απηά πνπ 
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έρνπκε απνδείμεη κέρξη ηψξα, απηφ ζεκαίλεη φηη κπνξνχκε λα ζεσξήζνπκε φηη ην G  

είλαη κηα ηξηγσλνπνίεζε θαη δελ έρεη θνξπθή κε βαζκφ κηθξφηεξν ηνπ 5. 

 

Έλα θχθισκα Q  ζε έλα επίπεδν γξάθεκα G  είλαη έλα δηαρσξηζηηθό θύθισκα αλ 

αθαηξψληαο ην Q  (θαη ηηο θνξπθέο ηνπ θαη ηηο αθκέο ηνπ) απφ ην G  παξάγνληαη δπν 

κε θελέο ζπληζηψζεο 1G  θαη 2G . Σν Q  είλαη κε-δηαρσξηζηηθφ αλ θαη κφλν αλ είλαη ην 

ζχλνξν κηαο πεξηνρήο. Έλα δηαρσξηζηηθφ θχθισκα είλαη άρνξδν αλ δπν κε 

δηαδνρηθέο θνξπθέο δελ ζπλδένληαη απφ κηα αθκή (ή ρνξδή) ζην γξάθεκα. 

Έλαο k -γείηνλαο ηεο θνξπθήο u  είλαη κηα θνξπθή w  κε βαζκφ k  πνπ είλαη 

δηαδνρηθή ηεο u . 

Μηα θνξπθή u  είλαη ειάρηζηε αλ deg 6u   θαη κέγηζηε (κείδνλα) αλ deg 7u  . 

 

 

 

Απνδεηθλχεηαη φηη νη επφκελεο δηαηάμεηο ζε έλα επίπεδν γξάθεκα είλαη αλαγψγηκεο: 

1. Μηα θνξπθή κε βαζκφ κηθξφηεξν απφ πέληε. 

2. Μηα πεξηνρή κε κήθνο ζπλφξνπ κεγαιχηεξν απφ ηξία. 

3. Έλα δηαρσξηζηηθφ θχθισκα κε κήθνο κηθξφηεξν απφ πέληε. 

4. Έλα θχθισκα κε κήθνο πέληε πνπ δηαρσξίδεη δπν κε ηεηξηκκέλεο ζπληζηψζεο. 

(Birkhoff, 1913) 

5. Μηα θνξπθή κε βαζκφ πέληε κε ηξεηο δηαδνρηθνχο 5-γείηνλεο. (Birkhoff , 

1913) 

6. Μηα θνξπθή κε βαζκφ έμη κε ηξεηο δηαδνρηθνχο 5-γείηνλεο. 

(Franklin, 1922) 

7. Μηα θνξπθή κε βαζκφ πέληε φηαλ φινη νη γείηνλεο ηεο είλαη ειάρηζηνη. 

8.  Μηα θνξπθή κε βαζκφ έμη φηαλ φινη νη γείηνλεο ηεο είλαη ειάρηζηνη 

9.  Μηα θνξπθή κε βαζκφ επηά κε ηέζζεξηο δηαδνρηθνχο 5-γείηνλεο. 

(Winn, 1938) 

10.  Μηα θνξπθή κε βαζκφ επηά κε πέληε 5-γείηνλεο εθηφο αλ νη άιινη δπν 

γείηνλεο είλαη κέγηζηεο θνξπθέο. 

11.  Έλα άρνξδν δηαρσξηζηηθφ θχθισκα αλ απνηειείηαη απφ κηα αθνινπζία κε 

δπγφ κήθνο απφ 5-γείηνλεο θαη κία (ή δχν) επηπξφζζεηεο θνξπθέο. 
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Θα απνδείμνπκε φηη ε πέκπηε απφ ηηο παξαπάλσ δηαηάμεηο είλαη αλαγψγηκε. Απηή ε 

δηάηαμε απνηειεί κέξνο ηεο δηάηαμεο πνπ είλαη γλσζηή σο ην δηακάληη ηνπ Βirkhoff. 

Έζησ ινηπφλ ε δηάηαμε C  πνπ απνηειείηαη απφ κηα θνξπθή κε πέληε πξνζθείκελεο 

αθκέο κε ηξεηο δηαδνρηθνχο πέληε-γείηνλεο, φπσο θαίλεηαη παξαθάησ.  

 

 

Σψξα ππνζέηνπκε φηη ε C  πεξηέρεηαη ζε έλα γξάθεκα G . Δθφζνλ ην G  είλαη κηα 

ηξηγσλνπνίεζε ρσξίο δηαρσξηζηηθά ηξη-θπθιψκαηα, ε C  ζα πξέπεη λα πεξηέρεη δπν 

επηπιένλ γξακκέο γηα λα παξάγεη ηε δηάηαμε ζηελ νπνία θαζέλα απφ ηα ηξίγσλα είλαη 

ηα ζχλνξα ησλ πεξηνρψλ. ΢ην επφκελν ζρήκα θαίλεηαη απηή ε εθηεηακέλε δηάηαμε. 

Οη δηαθεθνκκέλεο γξακκέο (θαινχληαη πφδηα) αλαπαξηζηνχλ ηηο άιιεο αθκέο πνπ 

πξέπεη λα ππάξρνπλ εμαηηίαο ησλ πεξηνξηζκψλ πνπ ππάξρνπλ γηα ηνπο βαζκνχο ησλ 

ζπλνξηαθψλ θνξπθψλ. 

 

 

 

 

Δθφζνλ ην G  είλαη ηξηγσλνπνίεζε, ηα δχν πφδηα πνπ πξνέξρνληαη απφ ηα άθξα κηαο 

αθκήο ζην C  πξέπεη λα έρνπλ έλα θνηλφ άθξν, ην νπνίν δελ βξίζθεηαη ζηε C , φπσο 

θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

 

 

Δπηπιένλ , ηα πφδηα θαζελφο απφ ηα άιια δπν άθξα, πνπ δελ ζρεκαηίδνπλ ηξίγσλν κε 

κηα αθκή ηεο C , πξέπεη λα είλαη δηαθνξεηηθά ή ην G  ζα πεξηέρεη έλα δηαρσξηζηηθφ 

ηξη-θχθισκα. 
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Πξνζζέηνληαο κεξηθέο αθφκα αθκέο γηα λα ηξηγσλνπνηεζεί ην G , θαη 

μαλαζρεδηάδνληαο ην C  γηα λα απνθηήζεη πην ζπκκεηξηθή κνξθή, παίξλνπκε κηα 

νινθιεξσκέλε εηθφλα φισλ ησλ γεηηνληθψλ θνξπθψλ ηνπ C , φπσο θαίλεηαη 

παξαθάησ: 

 

 

 

Τπάξρνπλ πεξηζζφηεξνη απφ έλαο ηξφπνη γηα λα δεηρζεί φηη απηή ε δηάηαμε είλαη 

αλαγψγηκε. Ωζηφζν εδψ αξθεί λα δείμνπκε φηη ππάξρεη έλαο ρξσκαηηζκφο ηνπ 

εμσηεξηθνχ εμαγψλνπ, ψζηε αλ κπνξέζνπκε λα αιιάμνπκε ηνλ ρξσκαηηζκφ κε ηέηνην 

ηξφπν ψζηε λα ην θάλνπκε λα έρεη ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο, ηφηε ζα κπνξέζνπκε λα 

ην επεθηείλνπκε ζην εζσηεξηθφ ηνπ.  

Φαληαζηείηε ινηπφλ, φηη ε δηάηαμε εκθαλίδεηαη ζε κηα ηξηγσλνπνίεζε G . 

΢ρεδηάδνπκε έλα λέν γξάθεκα G  αθαηξψληαο ηηο ηέζζεξηο θεληξηθέο θνξπθέο ηεο 

δηάηαμεο, αθήλνληαο κφλν ηηο ζπλνξηαθέο θνξπθέο 1 2 6, ,...,w w w , ησλ νπνίσλ ηνλ 

βαζκφ δελ γλσξίδνπκε . Σξνπνπνηνχκε πεξαηηέξσ ην G  πξνζζέηνληαο λέεο αθκέο 

κεηαμχ ησλ 2w  θαη 6w  θαη κεηαμχ ησλ 4w  θαη 6w , θαη ηαπηίδνληαο ηελ 2w  κε ηελ 4w . 

Σν εμσηεξηθφ ηνπ εμαγψλνπ δελ έρεη αιιάμεη θαη ην G  παξακέλεη επίπεδν. Γείηε ην 

παξαθάησ ζρήκα. Οη κνλέο γξακκέο είλαη νη αθκέο θαη νη δηπιέο γξακκέο δείρλνπλ 

ηελ ηαπηνπνίεζε ησλ θνξπθψλ. 

w1 w2 

w3 

w4 w5 

w6 

u1 

u2 

u3 

u4 
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Απηφ πνπ πξνζπαζήζακε λα θάλνπκε είλαη ηψξα πξνθαλέο. Κάζε ηεηξαρξσκαηηζκφο 

ηνπ G  πξέπεη λα δίλεη ην ίδην ρξψκα ζηηο 2w  θαη 4w  (αθνχ ηαπηίδνληαη ζην G ) θαη 

έλα δηαθνξεηηθφ ρξψκα ζην 6w . Οπνηνζδήπνηε ηεηξαρξσκαηηζκφο ηνπ G  πξέπεη λα 

δίλεη έλα ρξσκαηηζκφ ηνπ ηχπνπ ( , , , , , )r b x b y g  ζην 1 2 3 4 5 6( , , , , , )w w w w w w , φπνπ ηα 

,x y  δελ είλαη ζπγθεθξηκέλα. Δχθνια βιέπεη θαλείο φηη ηέηνηνη ρξσκαηηζκνί κπνξνχλ 

λα επεθηαζνχλ ζηηο ηέζζεξηο εζσηεξηθέο θνξπθέο εθηφο απφ ηνλ ( , , , , , )r b r b r g . Ο 

ρξσκαηηζκφο ( , , , , , )r b r b r g  δελ επεθηείλεηαη , αθνχ νη 1u  θαη 3u  πξέπεη λα 

ρξσκαηηζηνπλ ( , )y g  ή ( , )g y . Γηα απηφ ε 2u  είλαη γεηηνληθή κε θνξπθέο θαη ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε φκσο κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

έλα επηρείξεκα Kempe. Δίηε ηα 1 3,w w  θαη 5w  αλήθνπλ ζηελ ίδηα r y  αιπζίδα ( 

νπφηε ζα κπνξνχζακε λα αιιάμνπκε ην ρξψκα ηεο 4w  απφ b  ζε g  θαη λα 

επεθηείλνπκε ηνλ ρξσκαηηζκφ ζε φιν ην G , φπσο θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα),  

 

δηαθνξεηηθά νη 1 3 5, ,w w w  δελ αλήθνπλ φιεο ζηελ ίδηα r y  αιπζίδα θαη έηζη θάπνηα 

απφ ηηο άιιεο ηξεηο θνξπθέο αλήθεη ζηελ r y  αιπζίδα πνπ δελ πεξηέρεη ηηο άιιεο 

δπν θνξπθέο. Αλ απηή ε θνξπθή είλαη ε 3w , κπνξνχκε λα αιιάμνπκε ηα ρξψκαηα 

r b
b 
r 
 

r 

b 

r g 

g 

g 

y 

y 

w2 

w3 

w4 w5 

w6 

w1 
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ησλ 1w  θαη 5w . Αλ ε απνκνλσκέλε θνξπθή είλαη ε 5w  (ή ε 1w ) κπνξνχκε λα 

αιιάμνπκε ην δηθφ ηεο ρξψκα. Καζέλαο απφ ηνπο ηξνπνπνηεκέλνπο ρξσκαηηζκνχο 

κπνξεί λα επεθηαζεί, φπσο δείρλεη ην ζρήκα: 

 

 

Κη εδψ νινθιεξψλεηαη ε απφδεημε. 

r b

b 
r 
 

y 

r 

r g 

b 

g 

b 

y 

y b

b 
r 
 

y 

r 

r g 

b 

g 

b 

y 
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Ε. Αποθόπηιζη και αναπόθεςκηα ζύνολα 

 

΢ηε ζπλέρεηα ζα αλαθεξζνχκε ζηελ ηδέα ηεο απνθφξηηζεο θαη ζα δείμνπκε πψο 

παξάγεη έλα «αλαπφθεπθην» ζχλνιν απφ δηαηάμεηο, κία απφ ηηο νπνίεο πξέπεη λα 

πεξηέρεηαη ζε θάζε ηξηγσλνπνίεζε. 

Γηα λα απνθνξηίζνπκε πξψηα κηα ηξηγσλνπνίεζε πξέπεη πξψηα λα ηελ θνξηίζνπκε. 

Δθρσξνχκε έλαλ αξηζκφ ζε θάζε θνξπθή u , έηζη ψζηε ην άζξνηζκα ησλ θνξηίσλ λα 

είλαη 12. Ξεθηλψληαο κε έλα αξρηθφ θνξηίν, κπνξνχκε λα κεηαθηλνχκε ζεηηθφ θνξηίν 

απφ κηα θνξπθή ζε άιιε έηζη ψζηε ε λέα θαηαλνκή λα έρεη πάιη άζξνηζκα 12. Η 

απνθόξηηζε ζεκαίλεη ηε κεηαθίλεζε ησλ θνξηίσλ κε ηέηνην ηξφπν ψζηε θακία 

θνξπθή λα κελ έρεη ζεηηθφ θνξηίν. Αιιά απηφ είλαη δνλθηρσηηθφ. Δθφζνλ ε λέα 

θαηαλνκή έρεη θνξηία ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα είλαη 12. 

Απηφ είλαη αθξηβψο πνπ επηδηψθνπκε. Κάζε ηνπηθή πξνζπάζεηα λα κεηαθηλήζνπκε 

φιν ην ζεηηθφ θνξηίν αληηκεησπίδεη θάπνηα παξεκπνδηζηηθή δηάηαμε. Δπηπιένλ, 

θαλείο κπνξεί λα απαξηζκήζεη ην ζχλνιν φισλ απηψλ ησλ παξεκπνδηζηηθψλ 

δηαηάμεσλ πνπ πξνθχπηνπλ φηαλ εθαξκφδεηαη ν αιγφξηζκνο. Σν ζχλνιν ησλ 

παξεκπνδηζηηθψλ δηαηάμεσλ είλαη αλαπφθεπθην. Κάζε κέγηζην επίπεδν γξάθεκα 

πξέπεη λα πεξηέρεη κηα δηαθνξεηηθά ζα κπνξνχζε λα απνθνξηηζηεί απφ ηνλ 

αιγφξηζκν. 

Σν αξρηθφ θνξηίν ζρεηίδεη ζε θάζε θνξπθή u  ζε κηα ηξηγσλνπνίεζε ηνλ αθέξαην 

0 ( ) 6 deg( )u u   . 

 

Λήκκα 4 

Σν άζξνηζκα ησλ αξρηθψλ θνξηίσλ είλαη 12. 

Απόδεημε: Έζησ p  ν αξηζκφο ησλ θνξπθψλ θαη q ν αξηζκφο ησλ αθκψλ ηεο 

ηξηγσλνπνίεζεο. Σφηε, 

(6 deg( )) 6 deg( ) 6 2
u u

u p u p q      . 

Απφ ηνλ ηχπν ηνπ Euler γηα ηξηγσλνπνηήζεηο έρνπκε 3 6q p   θαη έηζη 

6 2 12p q  . 

 

Απνδεηθλχεηαη ρξεζηκνπνηψληαο έλαλ αιγφξηζκν φηη κηα ηξηγσλνπνίεζε G  κπνξεί 

λα απνθνξηηζηεί εθφζνλ δελ πεξηέρεη θάπνηεο απφ ηηο αθφινπζεο δηαηάμεηο: 
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1. Μηα θνξπθή κε βαζκφ 6 

2. κηα θνξπθή κε βαζκφ 7 

3. Μηα θνξπθή κε βαζκφ 5 κε ηξεηο δηαδνρηθνχο 5-γείηνλεο. 

4. Μηα θνξπθή κε βαζκφ 8 κε πέληε δηαδνρηθνχο 5-γείηνλεο. 

5. Μηα θνξπθή κε βαζκφ j=9, 10 ή 11 κε j-1 δηαδνρηθνχο 5-γείηνλεο. 

Οη δηαηάμεηο απηέο απνδεηθλχεηαη φηη είλαη αλαγψγηκεο. Πξνθχπηεη ινηπφλ φηη έλα 

ειάρηζην αληηπαξάδεηγκα γηα ην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζα πεξηείρε κηα 

θνξπθή κε βαζκφ 6 ή 7. 

 

Η αξρή ηεο απνθόξηηζεο (Heesch, 1969) παίξλεη έλα κέγηζην επίπεδν γξάθεκα T  

πνπ δελ πεξηέρεη θαλέλα ζηνηρείν ελφο πεπεξαζκέλνπ ζπλφινπ L  πνπ πεξηέρεη ηηο 

πξνεγνχκελεο δηαηάμεηο θαη απιά αλαθαηαλέκεη ηα θνξηία, δηαηεξψληαο ηνλ 

πεξηνξηζκφ φηη ην άζξνηζκα ησλ θνξηίσλ είλαη 12 έηζη ψζηε: (α) φια ηα ζεηηθά 

θνξηία λα εμαθαλίδνληαη, ηνπ νπνίνπ ε άξλεζε δείρλεη φηη έλα γξάθεκα T  (α) δελ 

κπνξεί λα ππάξρεη, ή (β) θαλέλα ζεηηθφ θνξηίν δελ ππεξβαίλεη ην 1s  απφ ην νπνίν 

πξνθχπηεη φηη ην T  πξέπεη λα έρεη ηνπιάρηζηνλ 112s  θνξπθέο. Γηα λα δηαρσξίζνπκε 

ηηο παξφκνηεο αιιά φρη ηαπηφζεκεο απηέο έλλνηεο, ζα ηηο θαινχκε (α) απνθφξηηζε θαη 

(β) δηαξξνή θνξηίνπ. 

O Heesch θαιεί έλα ζχλνιν απφ δηαηάμεηο αλαπόθεπθην αλ θάζε επίπεδν γξάθεκα 

G  πξέπεη λα πεξηέρεη θάπνην ζηνηρείν ηνπ L . Έλα ηέηνην αλαπφθεπθην ζχλνιν γηα 

παξάδεηγκα πεξηέρεη θνξπθέο πνπ έρνπλ βαζκφ κφλν 4 θαη 5. Αλ ην γξάθεκα G  είλαη 

γλσζηφ φηη δελ έρεη βαζηθέο αλαγψγηκεο δηαηάμεηο φπσο θνξπθέο κε βαζκφ κηθξφηεξν 

ηνπ 5, ηφηε ην L  απνηειείηαη απφ κηα κφλν δηάηαμε, κηα θνξπθή κε βαζκφ 5. 

Ο Heesch ήιπηδε φηη γηα λα απνδείμεη ην πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζα 

απνδεηθλπφηαλ αλ έβξηζθε έλα αλαπφθεπθην ζχλνιν ζην νπνίν θάζε δηάηαμε είλαη 

αλαγψγηκε. 

Αλ ην L  απνηειείηαη απφ δηαηάμεηο πνπ είλαη γλσζηφ φηη δελ ππάξρνπλ ζε έλα 

ειάρηζην 5-ρξσκαηηθφ γξάθεκα G , ρξεζηκνπνηψληαο ηε δηαξξνή θνξηίνπ γηα ην G  

παξάγεη ρακειφηεξα φξηα γηα ηνλ αξηζκφ ησλ θνξπθψλ ηνπ G . ΋ζν κεγαιχηεξε είλαη 

ε ιίζηα ησλ δηαηάμεσλ ηνπ L , ηφζν κπνξνχκε λα απμήζνπκε ηνλ αξηζκφ ησλ 

θνξπθψλ ηνπ G . 
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ΣΑ ΢ΖΜΑΝΣΗΚΟΣΔΡΑ ΓΔΓΟΝΟΣΑ ΢Δ ΥΡΟΝΟΛΟΓΗΚΖ ΢ΔΗΡΑ 

 

 

 1750 Ο Leonhard Euler δηαηππψλεη ηνλ ηχπν γηα ηα πνιχεδξα ζε έλα γξάκκα 

πξνο ηνλ Christian Goldbach, αιιά δελ κπνξεί λα ηνλ απνδείμεη. 

 1794 Ο Andrien- Marie Legendre δίλεη ηε ζσζηή απφδεημε γηα ηνλ ηχπν ησλ  

πνιπέδξσλ. 

 1811-1813 Ο Simon- Antoine –Jean Lhuilier παίξλεη κηα εθδνρή ηνπ ηχπνπ 

γηα ηα πνιχεδξα κε ηνχλει θαη ν Augustin-Louis Cauchy απνδεηθλχεη ηνλ 

ηχπν γηα πξνβνιέο ησλ πνιπέδξσλ ζην επίπεδν. 

 1840 Ο  August Ferdinand Moebius ζέηεη ην πξφβιεκα ησλ πέληε πξηγθίπσλ. 

 1852 Ο Francis Guthrie βξίζθεη φηη αξθνχλ ηέζζεξα ρξψκαηα γηα λα 

ρξσκαηηζηεί έλαο ράξηεο ηεο Αγγιίαο θαη ν Augustus De Morgan γξάθεη γηα 

ην πξφβιεκα ησλ Σεζζάξσλ Υξσκάησλ ζηνλ Sir William Rowan Hamilton. 

 1855 O Thomas Penyngton Kirkman εξεπλά θχθινπο ζηα πνιχεδξα. 

 1856 Ο Sir William Rowan Hamilton παξνπζηάδεη ηνλ ηδηφηππν ινγηζκφ ηνπ 

θαη ηνλ ζπλδέεη κε θχθινπο ζην δσδεθάεδξν. 

 1860 Σν Πξφβιεκα ησλ Σεζζάξσλ Υξσκάησλ παξνπζηάδεηαη γηα πξψηε 

θνξά ζε έληππε κνξθή, ζε κηα αλαζθφπεζε ζην Athenaeum. 

 1878 Ο Arthur Cayley ξσηάεη γηα ην Πξφβιεκα ησλ Σεζζάξσλ Υξσκάησλ ζε 

έλα ζπλέδξην ηνπ London Mathematical Society. 

 1879 O Arthur Cayley γξάθεη κηα ζεκείσζε δείρλνληαο φηη αξθεί λα 

ζεσξήζνπκε θπβηθνχο ράξηεο. 

 1879 Ο Alfred Bray Kempe δεκνζηεχεη ηελ απφδεημε ηνπ γηα ην ζεψξεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζην American Journal of Mathematics. 

 1880 O Peter Guthrie Tait δείρλεη φηη ν ρξσκαηηζκφο ησλ ραξηψλ κε ηέζζεξα 

ρξψκαηα είλαη ηζνδχλακνο κε ηνλ ρξσκαηηζκφ ησλ ζπλνξηαθψλ γξακκψλ κε 

ηξία ρξψκαηα θαη εηθάδεη φηη θάζε θπβηθφ πνιχεδξν έρεη θχθιν ηνπ Hamilton. 

 1890 O Percy Heawood ππνδεηθλχεη ην ιάζνο ζηελ απφδεημε ηνπ Kempe, 

απνδεηθλχεη ην ζεψξεκα ησλ πέληε ρξσκάησλ θαη πξνζπαζεί λα επεθηείλεη ην 

πξφβιεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζε απηνθξαηνξίεο θαη ζε ράξηεο ζηελ 

επηθάλεηα ηφξσλ. 

 1912 Ο George Birkhoff εηζάγεη ηελ έλλνηα ηνπ ρξσκαηηθνχ πνιπσλχκνπ. 
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 1913 Ο Birkhoff πξσηνπνξεί ζηε κειέηε ησλ αλαγψγηκσλ δηαηάμεσλ, 

απνδεηθλχνληαο φηη ην δηακάληη ηνπ Birkhoff είλαη αλαγψγηκν. 

 1948 ν Heinrich Heesch πξνηείλεη λα ςάμνπλ γηα έλα αλαπφθεπθην ζχλνιν 

απφ αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. 

 1965 Οη  Heinrich Heesch θαη Karl Durre ρξεζηκνπνηνχλ έλαλ ππνινγηζηή γηα 

λα ειέγμνπλ ηελ αλαγσγηκφηεηα ησλ δηαηάμεσλ. 

 1970 Ο Heinrich Heesch θαη o Wolfgang Haken ζπλεξγάδνληαη γηα ηε ιχζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. 

 1971 O Heesch παξνπζηάδεη ηα ηξία εκπφδηα αλαγσγηκφηεηαο. 

 1971 Ο Yoshio Shimamoto παξνπζηάδεη ηελ πεηαινεηδή δηάηαμε, πνπ 

απνδεηθλχεηαη φηη δελ είλαη αλαγψγηκε. 

 1972 Ο Kenneth Appel μεθηλά ηε ζπλεξγαζία ηνπ κε ηνλ Wolfgang Haken. 

 1974 Ο John Koch ζπλεξγάδεηαη κε ηνπο Appel θαη Haken. 

 1977 Oη Kenneth Appel, Wolfgang Haken θαη John Koch δεκνζηεχνπλ ηελ 

απφδεημε ηνπο ζην ζεψξεκα ησλ ηεζζάξσλ ρξσκάησλ ζην Illinois Journal of 

Mathematics, πνπ βαζίδεηαη ζηελ θαηαζθεπή ελφο αλαπφθεπθηνπ ζπλφινπ 

απφ 1482 αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. 

 1994 Οη Neil Robertson, Daniel Sanders, Paul Seymour θαη Robin Thomas 

παξνπζηάδνπλ κηα αλαλεσκέλε εθδνρή ηεο απφδεημεο γηα ην ζεψξεκα ησλ 

ηεζζάξσλ ρξσκάησλ. Καηαζθεχαζαλ έλα αλαπφθεπθην ζχλνιν απφ 633 

αλαγψγηκεο δηαηάμεηο. 
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