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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

    Η εργασία αυτή αποτελεί τη διπλωµατική µου εργασία στα πλαίσια του 

διαπανεπιστηµιακού  µεταπτυχιακού προγράµµατος σπουδών: ∆ιδακτική και 

Μεθοδολογία των Μαθηµατικών. 

     Αφορµή για την ύπαρξή της αποτέλεσε ένα πρόβληµα λίγο – πολύ γνωστό σε όλους 

µας. Οι µαθητές τελειώνουν το Λύκειο και οι φωνές γύρω πληθαίνουν δηλώνοντας 

κάθε φορά πως η γνώση τους είναι υποβαθµισµένη, πως δεν καταλαβαίνουν 

στοιχειώδεις έννοιες και άλλα τέτοια συναφή. 

     Είναι γενικώς αποδεκτό ότι η γνώση δοµείται µε καθαρά προσωπικές διαδικασίες. 

Πολλές φορές αυτό που αντιλαµβανόµαστε ως αληθές, δεν συµφωνεί κατ’ ανάγκη µε 

αυτό που γενικά είναι αποδεκτό ως σωστό και αληθές. Οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου στη 

χώρα µας έρχονται αντιµέτωποι, ίσως για πρώτη φορά κατά τη διάρκεια των 

µαθητικών σπουδών τους, µε µαθηµατικές έννοιες που απαιτούν εµβάθυνση, 

αναπτυγµένη κρίση, διαίσθηση και οξυδέρκεια. Η παρούσα εργασία στοχεύει να 

ερευνήσει την κατανόηση από τη µεριά των µαθητών κάποιων εννοιών του 

Απειροστικού Λογισµού. Θέλουµε να ελέγξουµε κατά πόσο ενυπάρχουν στους µαθητές 

γεωµετρικές αναπαραστάσεις στη σκέψη τους και κατά πόσο µπορούν να 

εκµεταλλευτούν και αποκωδικοποιήσουν τις διάφορες πληροφορίες που τους 

παρουσιάζονται µέσα από τις γραφικές παραστάσεις. Θέλουµε επίσης να ελέγξουµε τι 

είδους εννοιολογικές διασυνδέσεις σχηµατίζουν, µέσα από τις δικές τους 

αναπαραστάσεις. Η έρευνα έγινε µε τη βοήθεια ερωτηµατολογίου, σε δείγµα 85 

µαθητών της Γ΄ Λυκείου, θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης, τη σχολική χρονιά 

2004 – 2005.   

     Αισθάνοµαι την ανάγκη να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή κ. Παναγιώτη 

Σπύρου καθώς και τους δύο άλλους καθηγητές συµµετέχοντες στην τριµελή µου 

επιτροπή κ.κ. Αθανάσιο Γαγάτση και Ευστάθιο Γιαννακούλια για την βοήθειά τους 

κατά την εκπόνηση αυτής της διπλωµατικής και τις χρησιµότατες συµβουλές και 

παρατηρήσεις τους. 

     Επίσης, θα ήθελα να ευχαριστήσω το φροντιστήριο Ι.Π.Α.Σ., το οποίο προσέφερε 

όλον τον οργανωτικό µηχανισµό του για τη διεξαγωγή του ερωτηµατολογίου υπό τη 

µορφή διαγνωστικού τεστ, ώστε να εξασφαλιστεί το αδιάβλητο της εξέτασης και κατά 

συνέπεια η εγκυρότητα των συµπερασµάτων.  
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     Θα ήθελα ακόµη να ευχαριστήσω τους καθηγητές µαθηµατικών του 3ου Λυκείου 

Αιγάλεω για την προθυµία τους να διεξάγουν το τεστ στα τµήµατά τους και ειδικότερα 

τον κ. Μηνά Κ. Κωνσταντίνου, ο οποίος ανέλαβε και την ευθύνη για την όλη διανοµή, 

επιτήρηση κατά την εξέταση και συλλογή των γραπτών.  

     Λίγο πριν το τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω και όλους τους υπόλοιπους 

συναδέλφους, µε ιδιαίτερη αναφορά στον κ. Χαράλαµπο Κ. Κωνσταντίνου, που 

βοήθησαν αγόγγυστα στη διακίνηση και συλλογή των γραπτών του ερωτηµατολογίου σε 

διάφορους άλλους µαθητές. 

     Θα ήταν µεγάλη παράληψη από µέρους µου αν δεν εξέφραζα και τις ευχαριστίες µου 

στην οικογένειά µου. Ευχαριστώ  τη γυναίκα µου και τα παιδιά µου για την αγόγγυστη 

υποµονή και την αµέριστη συµπαράσταση που έδειξαν καθ’ όλη τη διάρκεια των 

σπουδών µου και κυρίως κατά την εκπόνηση αυτής της εργασίας. Τους ευχαριστώ για 

την υποστήριξή τους στις δύσκολες στιγµές που παρουσιάστηκαν, οι οποίες δεν ήταν 

λίγες. Και είναι ακριβώς σ’ αυτούς που θέλω να αφιερώσω αυτή την προσπάθεια.  

     Σε κάθε χτίσιµο µπαίνουν πολλοί µαστόροι. Ο καθένας βάζει το δικό του λιθαράκι 

µέχρι να τελειώσει το έργο. Χωρίς τη βοήθεια όλων των παραπάνω η παρούσα εργασία 

δε θα µπορούσε να πραγµατοποιηθεί. Ξανά λοιπόν ένα µεγάλο ευχαριστώ σε όλους. 

 

                                                                                                        Μάριος Σπάθης    

Αθήνα, Οκτώβριος 2005 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
      

     Στην τελευταία τάξη του Λυκείου οι µαθητές, στα σχολεία της Ελλάδας, 

εισάγονται στον Απειροστικό Λογισµό. Οι εξετάσεις που θα δώσουν στο τέλος της 

χρονιάς αυτής είναι καθοριστικές για την εισαγωγή τους στα Ανώτατα και Ανώτερα 

(Τεχνολογικά) Εκπαιδευτικά ιδρύµατα της χώρας µας (Α.Ε.Ι. και Τ.Ε.Ι.). 

     Κατά γενική οµολογία τα θέµατα που καλούνται να αντιµετωπίσουν σε αυτές τις 

τελικές εξετάσεις είναι θέµατα που απαιτούν ένα αναπτυγµένο µαθηµατικό υπόβαθρο 

για την αξιοπρεπή αντιµετώπισή τους. Απαιτούν, θα λέγαµε, έναν καθαρό 

µαθηµατικό τρόπο σκέψης, τρόπο όµως που όπως εκτιµά ο γράφων αλλά και οι 

περισσότεροι καθηγητές της Μέσης Εκπαίδευσης, δεν  έχουν αποκοµίσει από τη 

διδασκαλία των Μαθηµατικών στα προηγούµενα χρόνια. 

     Επιπροσθέτως κατά την εισαγωγή τους σε κάποιο Α.Ε.Ι. ή Τ.Ε.Ι. θα διδαχτούν 

πάλι, από το πρώτο κιόλας έτος σπουδών τους, µε εξαίρεση τις σχολές των 

θεωρητικών κατευθύνσεων, Απειροστικό Λογισµό, ο οποίος µπορεί, ανάλογα µε τη 

σχολή, να φέρει κι άλλα ονόµατα, όπως: Ανάλυση ή Μαθηµατικά και το επίπεδο 

διδασκαλίας του να είναι διαφορετικό σε κάθε σχολή, σίγουρα όµως πιο 

αναβαθµισµένο από το Λύκειο, σε κάποιες σχολές  στο επίπεδο της αυστηρής 

µαθηµατικής θεµελίωσης και σε κάποιες άλλες στο επίπεδο της εφαρµογής. 

     Με την παρούσα έρευνα δε θέλουµε να κατατάξουµε τους µαθητές σε καλούς ή 

κακούς, σε έτοιµους ή ανέτοιµους για τις τελικές εξετάσεις, αλλά θέλουµε να 

ελέγξουµε κατά πόσο κάποιες έννοιες και κάποια εργαλεία του                                                         

Απειροστικού Λογισµού έχουν κατανοηθεί και σε ποιο βαθµό από τους υποψηφίους 

των ανωτέρων και ανωτάτων σχολών. 

     Θέλουµε να δούµε αν υπάρχουν γεωµετρικές διασυνδέσεις, αν ένα λεκτικό 

πρόβληµα µπορεί να µπερδέψει τους υποψηφίους κι αν µπορούν να δώσουν µια 

΄΄φυσική΄΄ ερµηνεία στα αποτελέσµατά τους και αν ακόµα υπάρχει ή όχι η 

δυνατότητα χειρισµού γραφικών παραστάσεων ως ένα εργαλείο για την εξαγωγή 

συµπερασµάτων ή αν η παρουσία αυτών δηµιουργεί  κάποιο εµπόδιο. 

     ∆εν θα πρέπει να παραγνωρίσουµε ότι αρκετά νωρίτερα προτού  οι µαθητές 

εισαχθούν στις παραγώγους  από τα µαθήµατα της  κατεύθυνσης έχουν ήδη διδαχτεί 

µια στοιχειώδη σειρά µαθηµάτων Απειροστικού Λογισµού από τα µαθηµατικά 

γενικής παιδείας.  Τα µαθήµατα   προσφέρονται για το σύνολο των µαθητών, δηλαδή 
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συµπεριλαµβανοµένων και αυτών της θεωρητικής κατεύθυνσης, κατά συνέπεια δεν 

δίνεται ιδιαίτερη έµφαση στη θεωρία, αλλά ακολουθείται µια διδασκαλική πρακτική 

που στοχεύει περισσότερο στο χειρισµό και τη λειτουργικότητα των εννοιών και των 

συµβόλων. Να σηµειώσουµε ακόµη ότι η αντίστοιχη εφαρµογή του σχολικού βιβλίου 

που προσπαθεί και κατά τη γνώµη µας το καταφέρνει µε αρκετή επιτυχία, να 

συνδέσει την έννοια της µέσης ταχύτητας, της στιγµιαίας ταχύτητας, της παραγώγου 

και της εφαπτοµένης της καµπύλης, αποφεύγεται να διδάσκεται από µεγάλη µερίδα 

των εκπαιδευτικών της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Έτσι λοιπόν το σύνολο των 

µαθητών εισάγεται στον Απειροστικό Λογισµό έχοντας περισσότερο µια σιωπηρή 

ιδέα για τις έννοιές του, παρά µια σαφή κατανόηση αυτών, έχοντας διδαχτεί – 

εκπαιδευτεί στις λειτουργικές διαδικασίες και στη µετάφραση αυτών, αποφεύγοντας 

όµως την περαιτέρω εντρύφηση.  

     Επίσης σε πολλές χώρες, θέση που θα αναπτύξουµε και αργότερα, η διδασκαλία 

του Απειροστικού που πραγµατοποιείται στο τελευταίο ή στα δύο τελευταία έτη 

σπουδών στο Λύκειο στηρίζεται περισσότερο σε διαδικασίες και λιγότερο σε έννοιες.  

     Οι καθηγητές των πανεπιστηµίων από την άλλη µεριά, διαµαρτύρονται συνεχώς 

για την έλλειψη κατανόησης από τους φοιτητές τους και για την προσκόλλησή τους 

σε καταστάσεις απλών διαδικασιών. 

     Στη συνέχεια της εργασίας µας θα προσπαθήσουµε να δούµε κάποιες πτυχές από 

αυτό το πολυσύνθετο θέµα που ονοµάζεται γνωστικό οικοδόµηµα του µαθητή. 

     Θα µπορούσαµε να πούµε ότι η εργασία µας χωρίζεται σε δύο µέρη. Στο πρώτο 

µέρος (Κεφάλαια 1, 2, 3) παρουσιάζουµε εν συντοµία την ανάπτυξη και εξέλιξη της 

διδασκαλίας του Απειροστικού Λογισµού. Παρουσιάζουµε επίσης αυτό που 

συνηθίζουµε να ονοµάζουµε θεωρητικό υπόβαθρο. Στηριχτήκαµε  στη θεωρία των 

διαισθήσεων και των σχηµάτων, στο γνωστικό µοντέλο των Tall & Vinner για τη 

συσχέτιση της εικόνας µιας έννοιας και του αντίστοιχου ορισµού της, καθώς και στη 

θεωρία των αναπαραστάσεων. Το κοµµάτι αυτό τελειώνει µε αναφορές σε κάποιες 

επιλεγµένες έρευνες από την Ελληνική και ξένη βιβλιογραφία. 

     Το δεύτερο µέρος (Κεφάλαια 4, 5) αποτελεί το βασικό κοµµάτι της εργασίας µας, 

όπου εκεί παρουσιάζονται αναλυτικά η έρευνά µας και τα συµπεράσµατα που 

απορρέουν από αυτή. 

     Τέλος στο παράρτηµα επισυνάπτονται το ερωτηµατολόγιο και οι στατιστικοί 

πίνακες που προέκυψαν. 
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1. ΟΙ ΑΠΑΡΧΕΣ ΚΑΙ Η ΕΞΕΛΙΞΗ ΤΗΣ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ ΤΟΥ 
ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 

      

     Στα µαθηµατικά, ένα εκπληκτικό φαινόµενο συµβαίνει ξανά και ξανά. Κάποιος 

θέτει ένα ερώτηµα, που φαίνεται τόσο απλό, που από την απάντηση του οποίου 

φαίνεται πως δε µπορεί να προκύψει κανένα χρήσιµο, υπό την έννοια του 

γενικεύσιµου, αποτέλεσµα. Κι όµως, η απάντηση του ερωτήµατος µπορεί να ανοίξει 

την πόρτα σε κάθε ενδιαφέρουσα εξέλιξη και εφοδιάζει µε µεγάλη δύναµη όποιον την 

κατανοεί πλήρως. 

     Ο Απειροστικός Λογισµός στηρίζεται σε ένα απλούστατο ερώτηµα: «Τι είναι  

ταχύτητα και πως  µπορούµε να την υπολογίσουµε ; ». Το πρόβληµα αυτό 

γεννήθηκε, πολύ φυσικά θα έλεγε κανείς, γύρω στο 1600, όταν µελετήθηκαν κάθε 

είδους κινούµενα αντικείµενα, από τους πλανήτες ως το εκκρεµές. Κάποιος ίσως θα 

περίµενε  ότι η µελέτη της ταχύτητας θα είχε πολύ περιορισµένες εφαρµογές – στις 

µηχανές, στην πτώση αντικειµένων, στις κινήσεις ουρανίων σωµάτων. Αλλά δεν ήταν 

καθόλου έτσι. Πρακτικά, κάθε ανάπτυξη, στην επιστήµη γενικότερα και στα 

µαθηµατικά ειδικότερα, από το 1600 έως το 1900 µ.Χ., συνδέθηκε µε τον 

Απειροστικό Λογισµό. Από αυτή τη φαινοµενικά απλή ρίζα της αρχικής ερώτησης, 

µε τον πιο απρόσµενο τρόπο, η γνώση εκτείνεται προς όλες τις κατευθύνσεις. 

Εφαρµογές του Απειροστικού Λογισµού µπορεί να βρει κανείς στη θεωρία της 

βαρύτητας, της θερµότητας, του φωτός, του ήχου, του ηλεκτρισµού και του 

µαγνητισµού. Είναι ο Απειροστικός Λογισµός που επέτρεψε στον Maxwell να 

επινοήσει το ραδιόφωνο είκοσι χρόνια προτού οι φυσικοί µπορέσουν να το 

κατασκευάσουν! Επίσης, ο Απειροστικός Λογισµός παίζει ζωτικής σηµασίας ρόλο 

στη θεωρία του Einstein καθώς και στις νέες ατοµικές θεωρίες του 19ου και του 20ου 

αιώνα. Εκτός των φυσικών επιστηµών, ο Απειροστικός Λογισµός βρήκε εφαρµογή σε 

πλήθος άλλων επιστηµών, σε σηµείο που δε µπορούµε να βρούµε επιστήµη εκτός 

ίσως κάποιων καθαρά θεωρητικών – φιλολογικών που να µην απαιτούν τουλάχιστον 

κάποιες στοιχειώδεις έννοιες από αυτόν. 

     Στο παρελθόν, ο Απειροστικός Λογισµός θεωρείτο υπερβολικά δύσκολο θέµα. 

Τότε, ειδικά στην Αγγλία, οι δάσκαλοι άρχισαν να αντιλαµβάνονται ότι πολλά 

πράγµατα µπορούσαν να γίνουν µε τη βοήθειά του και µάλιστα µε απλούστερο τρόπο 

και µε περισσότερο ενδιαφέρον από οτιδήποτε άλλο στην άλγεβρα.  
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     Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι στα αγγλικά λύκεια ένας µαθητής µπορεί να 

µελετά Απειροστικό Λογισµό για δύο ή και τρία χρόνια. ∆εδοµένου του ότι αρκετοί 

από τους εκεί καθηγητές διαφωνούν µε τη διδασκαλία µε αυτόν τον τρόπο και 

υποστηρίζουν ότι ο Απειροστικός Λογισµός είναι πιο πολύπλοκος και απαιτεί τη 

διδασκαλία από εξειδικευµένους µαθηµατικούς, ο W. W. Sawyer (1993) 

αντιπαραθέτει ένα φαινοµενικά απλό παράδειγµα, το οποίο αναφέρουµε και θα το 

σχολιάσουµε ευθύς αµέσως µετά. 

     ́ ΄Μια ηλικιωµένη κυρία που ζει σε ένα µικρό χωριό, πηγαίνει κάθε Κυριακή στην 

εκκλησία µε το αυτοκίνητό της. Την ρωτάει κάποιος αν είναι εύκολο γι’ αυτή να οδηγεί 

το αυτοκίνητο. «Φυσικά», απαντά αυτή.  «∆εν έχω καµία γνώση µηχανικής, αλλά 

βρίσκω αρκετά εύκολη την οδήγηση».Ίσως επίσης αυτή η κυρία να θεωρεί αρκετά απλό 

να οδηγήσει το αυτοκίνητό της, είτε σε έναν πολυσύχναστο δρόµο, είτε σε έναν αγροτικό 

χωµατόδροµο. Αν κάποτε µάλιστα έπεφτε σε µεγάλη κυκλοφοριακή κίνηση, η εµπειρία 

της να οδηγεί αυτοκίνητο θα µπορούσε να της φανεί ιδιαίτερα χρήσιµη. Η κυρία δεν θα 

ήταν αβοήθητη, όπως κάποιος που δεν είχε οδηγήσει ποτέ. ́ ΄  

     Μ’ αυτό το παράδειγµα, θέλει βέβαια ο συγγραφέας να τονίσει τη σηµασία κατ’ 

αρχήν της χρηστικότητας ενός αντικειµένου και της λειτουργικότητάς του σε απλές 

καταστάσεις, δηλώνοντας έτσι ότι δε χρειάζεται µια αυστηρή εισαγωγή στις έννοιες 

του Απειροστικού, αλλά µάλλον µια προσέγγιση περισσότερο ΄΄λειτουργική΄΄, 

θέλοντας να µιλήσει για αυτό που θα µπορούσαµε να ονοµάσουµε, αν είναι δόκιµος 

ένας τέτοιος όρος, στοιχειώδη  Απειροστικό Λογισµό, άποψη που δεν είναι του 

παρόντος να σχολιαστεί.  

     Εδώ, θα θέλαµε από τη µεριά µας να τονίσουµε ότι, ασχέτως των οδηγιών για τη 

διδασκαλία του Απειροστικού Λογισµού, όπως αυτές αναφέρονται στο αναλυτικό µας 

πρόγραµµα σπουδών, ένα µεγάλο µέρος των µαθητών προσκολλάται σε αυτό 

ακριβώς το σηµείο, στη χρηστικότητα δηλαδή του αντικειµένου, αλλά για να πάµε 

και παραπέρα, αυτή η χρηστικότητα δε γίνεται αντιληπτή ως εργαλείο καθηµερινής 

ζωής – άλλωστε από την ίδια την πρακτική της καθηµερινής διδασκαλίας δεν ορίζεται 

άµεσα ως κάτι τέτοιο – , αλλά περιορίζεται στη χρησιµοποίηση των συµβόλων, σε 

µια µάλλον ρουτινιάρικη επαναληπτική εργασία, στερούµενη αρκετές φορές 

νοήµατος. Βέβαια, το να αναφέρουµε απλά στους µαθητές τις ποικίλες εφαρµογές του 

Απειροστικού, θα δηµιουργούσε µάλλον µια ασαφή εικόνα στη σφαίρα της 

φαντασίας του καθενός, σύµφωνα µε την οποία κάποια στιγµή, κάποιος θα µπορούσε 

να κάνει κάτι µε αυτό το εργαλείο. 
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     Ποιος όµως τρόπος µπορεί να θεωρηθεί ως καταλληλότερος για µια πρώτη 

προσέγγιση και για τη διδασκαλία γενικότερα του Απειροστικού; Ποιοι είναι οι 

διαφορετικοί τρόποι σκέψης που αναπτύχθηκαν ταυτόχρονα µε την εξέλιξη του 

Απειροστικού Λογισµού; Ιδέες και έννοιες που χρησιµοποιούµε από την καθηµερινή 

ζωή (κινούµενα αντικείµενα, ταχύτητα, επιτάχυνση, κλίση, εµβαδόν κ.α.) για να 

ορίσουµε άλλες έννοιες του Απειροστικού, δεν ορίζονται αυστηρά αλλά 

στηριζόµαστε στη θέση ότι λίγο – πολύ όλοι καταλαβαίνουν αυτά τα πράγµατα χωρίς 

περισσότερη αποσαφήνιση. 

     Η προσέγγιση αυτή είναι αυτή πού ονοµάζουµε διαισθητική  προσέγγιση. Στην 

καθηµερινή µας ζωή, η σκέψη µας είναι σχεδόν πάντοτε διαισθητική. Ίσως ελάχιστοι 

από εµάς να µπορούν να δώσουν τον ακριβή ορισµό της λέξης «σκύλος» κι όµως όλοι 

µπορούν να αναγνωρίσουν αν ένα ζώο είναι σκύλος ή όχι. ∆εν θέλουµε να 

επεκταθούµε σε µια τέτοιου είδους κουβέντα. Με τέτοιο τρόπο σκέψης τα 

καταφέρνουµε αρκετά καλά στην πράξη, εποµένως σίγουρα κάτι σωστό υπάρχει σ’ 

αυτόν. 

     Ας θυµηθούµε ότι τον 17ο και 18ο αιώνα οι µαθηµατικοί συγκεντρώθηκαν στα 

επιστηµονικά προβλήµατα του καθορισµού της τροχιάς της Γης γύρω από τον Ήλιο 

και του υπολογισµού της µεταβολής της ταχύτητάς της καθώς αυτή περιστρέφεται. 

Όντας βέβαιοι ότι η Γη έχει κάποια ταχύτητα, δεν άφηναν περιθώρια για φιλοσοφική 

συζήτηση όσον αφορά στην ταχύτητα και απλά αναζητούσαν έναν τύπο γι’ αυτήν. Οι 

αναζητήσεις τους λοιπόν ήταν επί του πρακτέου, θεωρώντας δεδοµένο αυτό που 

µάλλον διαισθητικά αντιλαµβάνονταν.  

     Ο W. W. Sawyer (1993) διακρίνει τρία στάδια ανάπτυξης του Απειροστικού 

Λογισµού, που συµπίπτουν µε τις αλλαγές των αιώνων. 

1) 1600 – 1800: Το στάδιο της ξένοιαστης επιτυχίας. ∆ίνεται έµφαση στους 

τύπους και στα αποτελέσµατα. 

2) 1800 – 1900: Η ανάλυση ή το έψιλον – δέλτα στάδιο. 

3) 1900 – σήµερα: Το στάδιο των αφηρηµένων εννοιών και της ακραίας 

γενίκευσης. 

     Περνώντας λοιπόν από το ένα στάδιο στο άλλο, είναι σαφές ότι θα πρέπει να 

γνωρίσουµε νέες ιδέες και νέο τρόπο σκέψης. Ο µαθητής, όµως, ίσως περάσει κάποια 

κρίση όταν αρχίσει να µελετά Απειροστικό Λογισµό. 

     Πριν από το 1900, πίστευαν γενικά ότι ο Απειροστικός Λογισµός ήταν πολύ 

δύσκολο να διδαχθεί σε νέους µαθηµατικούς. Πολλά αποτελέσµατα που προκύπτουν 
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εύκολα µε τη χρήση του  Απειροστικού, χρειαζόταν επίπονη εργασία µε την Άλγεβρα. 

Αυτή η διαδικασία ήταν γνωστή ως «τέχνασµα του Απειροστικού Λογισµού». Γύρω 

στο 1900, ο John Perry και άλλοι µαθηµατικοί στην Αγγλία συµφώνησαν ότι οι 

βασικές ιδέες και µέθοδοι του Απειροστικού είναι απλές, εποµένως ήταν δυνατόν να 

διδαχθούν στα σχολεία. Ο E. H. Moore, καθηγητής των µαθηµατικών στο Σικάγο και 

πατέρας των σύγχρονων αµερικάνικων µαθηµατικών, συγκατατέθηκε1 κι ένας 

µαθητής του, ο F. L. Griffin, εισήγαγε τη διδασκαλία του Απειροστικού Λογισµού σε 

φοιτητές του πρώτου έτους του κολεγίου. Αυτή η ενέργεια θεωρήθηκε τολµηρή. Ο 

Griffin, στο περίφηµο βιβλίο του Εισαγωγή στη Μαθηµατική Ανάλυση, δείχνει πώς το 

κατάφερε. 

     Η φράση «Απειροστικός Λογισµός» δεν έγινε τίτλος του βιβλίου για να µην 

τροµοκρατηθούν οι µαθητές! Το βιβλίο πραγµατεύεται την τριγωνοµετρία και τον 

απειροστικό λογισµό, δίνοντας έµφαση στη σχέση του απειροστικού µε τη µηχανική. 

Μπορεί, µάλιστα, να χαρακτηριστεί ως εισαγωγή στον Απειροστικό Λογισµό. 

     Σύµφωνα πάντα µε τον Sawyer (1993), τα παλαιότερα µαθηµατικά είχαν ως επί το 

πλείστον συγκεκριµένο αντικείµενο. Έπρεπε κάποιος να λύσει µια συγκεκριµένη 

εξίσωση ή να αποδείξει ένα θεώρηµα για ένα συγκεκριµένο γεωµετρικό σχήµα ή να 

µελετήσεις τις δονήσεις ειδικών µηχανικών συστηµάτων. Με την πάροδο του χρόνου, 

συγκεντρώθηκαν όλο και περισσότερα ειδικά θέµατα και οι µαθηµατικοί άρχισαν να 

αναζητούν έναν τρόπο για να κάνουν πιο συστηµατική τη µελέτη τους. Τότε, άρχισαν 

να παρατηρούν ότι, συχνά, οι λεπτοµέρειες αυτές έριχναν σκιά στην ουσία. Από όλες 

τις διαθέσιµες πληροφορίες για κάποιο αντικείµενο µελέτης ίσως µόνον ελάχιστες να 

ήταν απαραίτητες για τη λύση του προβλήµατος. Οι υπόλοιπες απλώς αποσπούσαν 

την προσοχή. 

     Στη σχολική πρακτική τα πράγµατα ακολουθούσαν ανάλογη πορεία. Ο 

Απειροστικός κατέβηκε στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, δειλά στη αρχή και σε πιο 

αυστηρό επίπεδο στη συνέχεια, για να καταλήξει µε τη σύµφωνη γνώµη σχεδόν όλων 

των εµπλεκόµενων σε µια εισαγωγή που στηρίζεται κατά κύριο λόγο στην εποπτεία 

και στη µελέτη ιδιοτήτων των συναρτήσεων κατ’ αρχήν µέσω των γραφικών 

παραστάσεων.  

     Αναφερόµενοι στη δική µας πραγµατικότητα θα θυµηθούµε ότι πριν από µερικές 

δεκαετίες οι πρωτοετείς φοιτητές του µαθηµατικού τµήµατος εισέρχονταν στο πρώτο 

                                                 
1 Βλέπε την πρώτη επετηρίδα (National Council of Teachers of Mathematics, USA) του Αµερικάνικου 
Συµβουλίου των Μαθηµατικών. 
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έτος σπουδών τους έχοντας γνώση µέχρι και τη θεωρία των λογαρίθµων. Αργότερα 

όταν ο Απειροστικός Λογισµός µπήκε στα λύκεια, στα πρώτα βήµατα της 

διδασκαλίας του έφτανε µέχρι απλούς υπολογισµούς ορίων. Και ήταν γύρω στο 1968 

όταν εµφανίστηκαν τα πρώτα βιβλία που είχαν ως βάση τις ακολουθίες και τους 

έψιλον – δέλτα ορισµούς Η. Ντζιώρας, Β. Στάικος). Η περίοδος αυτή χαρακτηρίστηκε 

στη χώρα µας ως η ΄΄περίοδος των µοντέρνων µαθηµατικών΄΄. Λίγα χρόνια πιο 

µετά υπήρχαν στην εξεταστέα ύλη προβλήµατα µεγιστοποίησης – ελαχιστοποίησης, 

τα οποία όµως δε διδάσκονταν κατά κανόνα στα σχολεία και δεν ζητιόνταν στις 

εξετάσεις. Έκτοτε βέβαια αρκετά πράγµατα έχουν αλλάξει, για να φτάσουµε στη 

σηµερινή κατάσταση, όπου, όπως όλοι γνωρίζουµε, ένας στοιχειώδης Απειροστικός 

Λογισµός µε έκταση έως και απλές εφαρµογές των παραγώγων, διδάσκεται πλέον ως 

ένα τµήµα των µαθηµατικών Γενικής παιδείας. 
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2. ΓΝΩΣΤΙΚΕΣ ∆ΟΜΕΣ 
 

2.1. ∆ΙΑΙΣΘΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΣΧΗΜΑΤΑ – ΣΤΟΧΑΣΤΙΚΗ ΑΦΑΙΡΕΣΗ 
     

      Όταν πρόκειται να διδάξει κανείς ένα κεφάλαιο στα Μαθηµατικά (ή και σε άλλες 

επιστήµες), συνήθως ανακαλύπτει πως ό,τι έχει ήδη γίνει σαφές και κατανοητό σ’ 

αυτόν – µετά από µακρά περίοδο πανεπιστηµιακών σπουδών – εξακολουθεί να 

εµπεριέχει γνωστικά εµπόδια στην κατανόηση από τους µαθητές. Ως καθηγητές 

αισθανόµαστε ότι ο µαθητής – συχνά έτοιµος να αποστηθίσει ότι του διδάσκεται −  

στην πραγµατικότητα δεν αντιλαµβάνεται τι του διδάσκεται και απλά αποστηθίζει την 

αντίστοιχη ΄΄γνώση΄΄. Η διαισθητική του αντίληψη για ένα φαινόµενο είναι συχνά 

διαφορετική από την επιστηµονική ερµηνεία. 

     Όπως παρατήρησε ο Fischbein (1978), υπάρχει ποικιλία περιγραφών για την 

έννοια της διαίσθησης. Ο Bruner (1966) αντιπαραθέτει τη διαίσθηση µε την 

αναλυτική σκέψη. Ο Poincare (1913) αντιπαραθέτει τη διαίσθηση µε τη λογική και το 

ίδιο και ο Hadamard (1945) διαφοροποιούµενος από τον Poincare σε κάποιες 

σηµαντικές λεπτοµέρειες. Ο Skemp (1971) αντιπαραθέτει τη διαισθητική µε τη 

συνεπαγωγική σκέψη ως δύο διαφορετικές µεθόδους της νοητικής δραστηριότητας 

και της  επακόλουθης εργασίας, διαφοροποιούµενος αρκετά σηµαντικά από την 

περιγραφή του Poincare. Εν τω µεταξύ, ο Fischbein (1978) περιγράφει τη διαίσθηση 

ως ΄΄άµεση γνώση΄΄ που χαρακτηρίζεται από της ιδιότητες του αυταπόδεικτου, του 

καταναγκαστικού νοήµατος, της ικανότητας extrapolative και της γενικότητας. 

     Όπως αναφέρει ο Fischbein (1999) οι διαισθήσεις γενικά αποτελούν  στιγµές, 

φάσεις µετάφρασης διανοητικών σχηµάτων (τα οποία είναι από τη φύση τους 

ακολουθιακές διαδικασίες) σε προσαρµοστικές αντιδράσεις. Θα πρέπει να 

ξεκαθαρίσουµε ότι η ακολουθιακή φύση των σχηµάτων αναφέρεται σε σχήµατα που 

έχουν ήδη κτισθεί  και όχι στη διαδικασία παραγωγής σχηµάτων, η οποία δεν είναι 

ακολουθιακή αλλά σύνθετη και διστακτική. Η στιγµή της µετάφρασης συντηρεί και 

εκφράζει την κτήση που έχει αποθηκευτεί σε συναφή σχήµατα. Επιπροσθέτως,  

κατέχει τις ιδιότητες του ξαφνικού, της ολότητας, της υπέρ-προσθετικότητας2 (υπό 

την έννοια της αέναης αύξησης, της αέναης συµπλήρωσης στοιχείων) που είναι 
                                                 
2 Με τη φράση υπέρ-προσθετικότητα, προσπαθήσαµε να αποδώσουµε όσο πιο πιστά εκτιµούσαµε κατά 
τη γνώµη µας την αντίστοιχη αγγλική λέξη extrapolativeness) 
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άµεση απαίτηση, της επάρκειας για τις συµπεριφοριστικά προσαρµοσµένες 

αντιδράσεις. Το να εξηγήσουµε µια διαίσθηση θα απαιτούσε, πρώτα απ’ όλα, τη 

δυνατότητα να αναγνωρίσουµε τη σχηµατική δοµή πάνω στην οποία βασίζεται η 

αντίστοιχη διαίσθηση και επιπροσθέτως, τις έννοιες µε τις οποίες µια ακολουθιακή 

οργάνωση ενός σχήµατος µετατρέπεται σε µια προφανή συνολικότητα, σε µια 

προφανώς αυταπόδεικτη γνώση, που οδηγεί και ελέγχει την αντίστοιχη 

προσαρµοστική αντίδραση. 

     Πάντα κατά τον ίδιο, υπάρχουν οι διαβεβαιωτικές  και οι προβλεπτικές  

διαισθήσεις. Όταν προσπαθούµε να λύσουµε ένα πρόβληµα του οποίου η λύση δεν 

είναι άµεση, η προσπάθεια εύρεσης αυτής περνά από τα εξής στάδια: 

i. Κατ’ αρχήν κάποιος προσπαθεί να αρπαχτεί νοηµατικά, κατευθύνοντας την 

ερώτηση, χρησιµοποιώντας τις πληροφορίες που παρατίθενται  στο κείµενο του 

προβλήµατος. Ο λύτης πρέπει να καταλάβει σαφώς και να διακρίνει τα δεδοµένα 

από τα ζητούµενα. 

ii.  ∆ευτερευόντως, ο λύτης πρέπει να κινητοποιήσει διάφορες πληροφορίες και 

συσχετισµούς που έχει αποκτήσει από προηγούµενα, κατά τρόπο ώστε να 

γεφυρώσει το χάσµα µεταξύ δεδοµένων και ζητούµενων. Τέτοια νοητική 

προσπάθεια είναι κάποιες φορές υπονοούµενη και κάποιες συνειδητή και ακριβής. 

iii.  Όταν αυτή η προσπάθεια φτάσει σε ένα καλά δοµηµένο τέλος, τότε ο λύτης 

αισθάνεται ότι έχει φτάσει στην απάντηση. 

     Εν συντοµία µιλώντας, αυτά που χαρακτηρίζουν τις προβλεπτικές διαισθήσεις 

είναι τα ακόλουθα: 

i. Εµφανίζονται κατά τη διάρκεια µιας προσπάθειας λύσης, συνήθως ξαφνικά, µετά 

από µια φάση εντατικού ψαξίµατος. 

ii.  Παρουσιάζουν έναν συνολικό χαρακτήρα. 

iii.  Σε αντίθεση µε µια συνηθισµένη µαντεψιά ή υπόθεση, αυτές οι διαισθήσεις 

σχετίζονται µε ένα αίσθηµα βεβαιότητας, αν και η λεπτοµερής δικαιολόγηση δεν 

έχει ακόµη βρεθεί. 

     Οι διαισθήσεις και τα σχήµατα είναι δύο διαφορετικοί τύποι γνωστικών 

κατηγοριών. Οι διαισθήσεις είναι αντιλήψεις που χαρακτηρίζονται κυρίως από 

γενικότητα και από το υποκειµενικό αίσθηµα του προφανούς. Τα σχήµατα είναι 

προγράµµατα επεξηγήσεων και αντιδράσεων. Το κοινό στις δύο αυτές κατηγορίες 

είναι ο βασικός τους ρόλος στην προσαρµοστική διαδικασία και οι βαθυστόχαστες 

συνδέσεις τους µε τις αντιλήψεις του ατόµου.  
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     Σχηµατικά θα µπορούσαµε να περιγράψουµε την παραπάνω διαδικασία ως 

ακολούθως: 

 

     

      ∆οµεί λοιπόν το άτοµο σύµφωνα µε την παραπάνω διαδικασία, τις αντιλήψεις του 

και τον τρόπο στάσης του απέναντι σε διάφορες (οµοειδείς, κατά κύριο λόγο) 

καταστάσεις, µ’ άλλα λόγια δοµεί τη ΄΄γνώση΄΄ του για κάτι συγκεκριµένο. Ένα 

πρώτο ερώτηµα φαίνεται να εγείρεται άµεσα: «Τι θα χαρακτηρίσουµε ως  

γνώση ; » . 

     Σύµφωνα µε τον Dubinsky (1991) η γνώση της έννοιας είναι η κλίση και η τάση 

του ατόµου να ανακαλεί ένα (νοητικό) σχήµα ώστε να µπορεί να χειριστεί, οργανώσει 

και δώσει νόηµα σε µια προβληµατική κατάσταση. Είναι δύσκολο να κρατήσουµε τη 

µαθηµατική γνώση ξέχωρα από τη µαθηµατική δοµή. Μια προσπάθεια για να 

επιτευχθεί αυτό οδηγεί στην παρατήρηση των ατόµων όταν λύνουν προβλήµατα. Οι 

τρόποι που ακολουθούν µπορεί να µην αποκαλύψουν ακριβώς τα αντικείµενα – 

στόχους, τις διαδικασίες και τα σχήµατα, αλλά µπορούν να υποδείξουν πως 

δηµιουργείται η γνώση. Ένα άτοµο µπορεί να αποκρίνεται µε τον ίδιο τρόπο κάθε 

φορά που αντιµετωπίζει ένα είδος προβληµάτων. Αυτό µπορεί να εκφραστεί µε 

σχήµατα. Αν το άτοµο πετύχει στη λύση, τότε τα προβλήµατα έχουν αφοµοιωθεί σε 

ένα σχήµα. Αν όχι, τότε το υπάρχον σχήµα θα πρέπει να συµµορφωθεί – 

τροποποιηθεί ώστε να µπορεί να αντιµετωπίσει τη νέα κατάσταση. Ή επίσης µπορεί 

να µη συµβεί τίποτε. 

∆ιαισθήσεις 
(Φάσεις µετάφρασης 

διανοητικών σχηµάτων. 
Χαρακτηρίζονται από 

υποκειµενικές αντιλήψεις 
µε το αίσθηµα του 

προφανούς) 

Σχήµατα 
(προγράµµατα επεξηγήσεων 

και αντιδράσεων) 

Άτοµο 
(προσαρµοστική διαδικασία 

και αντιλήψεις) 
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     Ένα µέρος της µάθησης, σύµφωνα πάντα µε τον Dubinsky (1991), είναι η 

εφαρµογή της αναστοχαστικής αφαίρεσης στα υπάρχοντα σχήµατα, ώστε να 

δηµιουργηθούν νέα που θα προσδώσουν µια κατανόηση των εννοιών που υπάρχουν 

στην ερώτηση ή στο πρόβληµα. Αυτό υπαινίσσεται ότι η µάθηση δε µπορεί να λάβει 

χώρα, εκτός εάν αρχικά δηµιουργηθούν σχήµατα, τουλάχιστον πολύ απλουστευτικά. 

Αλλιώς το αποτέλεσµα µπορεί να είναι ότι οι µαθητές θα ξέρουν να λύνουν µόνο 

εργασίες  ρουτίνας και θα είναι ανίδεοι για το πραγµατικό εύρος της έννοιας. 

Μπορούν επίσης να δηµιουργούν ασύνδετα και λανθασµένα σχήµατα.  

     Εδώ θα θέλαµε να σηµειώσουµε ότι, κατά την άποψή µας, η ύπαρξη λανθασµένων 

σχηµάτων στο νου του µαθητή ή η αποτυχία της αναστοχαστικής αφαίρεσης που θα 

προσπαθήσει να κάνει σε ένα ήδη υπάρχον σχήµα, έχουν το ίδιο αποτέλεσµα κι αυτό 

δεν είναι άλλο από το να στραφεί πάλι ο µαθητής σε εργασίες ρουτίνας, βλέποντας 

την αδυναµία του να συλλάβει και να επεξεργαστεί συνθετότερες καταστάσεις.     

     Βέβαια, οι περίοδοι της σύγχυσης και της αβεβαιότητας, της γνωστικής 

σύγκρουσης γενικότερα, είναι αναγκαίες όταν η νέα γνώση προσπαθεί να 

συνεργαστεί µε την υπάρχουσα και είναι µέρος της µαθησιακής διαδικασίας (Cornu, 

1991). Είναι αυτή ακριβώς η σύγχυση που θα δηµιουργήσει στους µαθητές την 

ανάγκη για τακτοποίηση κι έτσι αυτοί αρχίζουν να προσαρµόζουν τα σχήµατά τους. 

     Αν τώρα θελήσουµε να επικεντρωθούµε στην κατανόηση µαθηµατικών εννοιών 

θα πρέπει να ανατρέξουµε στους  James Hilbert και Thomas P. Carpenter (1992) οι 

οποίοι ορίζουν την κατανόηση µιας µαθηµατικής έννοιας να είναι κάτι που το άτοµο 

έχει καταφέρει όταν µπορεί να χειριστεί την έννοια ως µέρος µιας νοητικής εργασίας. 

Ο βαθµός κατανόησης αποφασίζεται, σύµφωνα µε τους ίδιους, από τη δύναµη των 

συνδέσεων στο πλέγµα καθώς επίσης και από τον αριθµό των συνδέσεων.      

     Έτσι λοιπόν µπορούµε σχηµατικά να έχουµε τώρα την ακόλουθη µορφή: 
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∆ιαισθήσεις Σχήµατα 
 

Άτοµο 
(προσαρµοστική διαδικασία 

και αντιλήψεις) 

Νέο σχήµα 
Νέες 

διαισθήσεις 

Στοχαστική αφαίρεση 

Ύπαρξη αρχικού σχήµατος 

Άτοµο 
(Λύνει µόνο εργασίες 
ρουτίνας. Ανίδεο για το 
πραγµατικό εύρος της 

έννοιας) 

Ναι Όχι 

Επιτυχής Ανεπιτυχής 



ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΕΝΝΟΙΟΛΟΓΙΚΕΣ ∆ΙΑΣΥΝ∆ΕΣΕΙΣ ΣΥΝ∆Ε∆ΕΜΕΝΕΣ 
ΜΕ ΤΗ  ΜΕΛΕΤΗ ΚΑΙ ΧΡΗΣΗ  ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟΝ ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟ ΛΟΓΙΣΜΟ 

 - 20 - 

2.2. ΕΙΚΟΝΑ ΤΗΣ ΈΝΝΟΙΑΣ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΈΝΝΟΙΑΣ – 

ΓΝΩΣΤΙΚΕΣ ΣΥΓΚΡΟΥΣΕΙΣ 
      

     Όπως είδαµε, είναι απαραίτητη η ύπαρξη ενός αρχικού νοητικού σχήµατος, έστω 

και υπέρ-απλουστευµένου, για να µπορέσουµε µε αφετηρία αυτό, να δοµήσουµε – αν 

καταφέρουµε να δοµήσουµε – µια ευρεία και όσο γίνεται ολοκληρωµένη αντίληψη 

για µια έννοια, για µια κατάσταση. Πώς  όµως  δοµείται ένα  πρωτόλειο  σχήµα ; 

Πώς  αυτό  επεκτείνεται ; Πώς  γενικεύεται και πώς  εφαρµόζεται ;  Αυτό είναι 

ένα σύνθετο ερώτηµα που θα προσπαθήσουµε να απαντήσουµε στη συνέχεια.  

     Νοµίζουµε ότι δεν θα βρούµε διαφωνούντες, αν ισχυριστούµε ότι τα µαθηµατικά 

συγκρινόµενα µε άλλους τοµείς της ανθρώπινης προσπάθειας, θεωρούνται ως το 

κοµµάτι µε τη µεγαλύτερη ακρίβεια όπου οι έννοιες ορίζονται επακριβώς και µε 

αυστηρότητα για να προσδώσουν µια σταθερή βάση στη µαθηµατική θεωρία. 

     Η ανθρώπινη πραγµατικότητα, η από την ψυχολογική πλευρά εννοούµενη  

πραγµατικότητα, είναι όµως κάπως διαφορετική. Αρκετά στοιχεία που συναντάµε στα 

µαθηµατικά τα έχουµε ήδη συναντήσει νωρίτερα και για να πάµε πάρα πέρα το θέµα, 

και αρκετά στοιχεία, για να µην πούµε τα περισσότερα,  που συναντάµε κάποια 

στιγµή µε τον αυστηρό τους ορισµό και την αυστηρή τους σηµασία στα µαθηµατικά, 

τα έχουµε διδαχτεί σε κάποιες προηγούµενες φάσεις των σπουδών µας µε έναν τρόπο 

όχι αυστηρό, µε µια εισαγωγή που έχει ως στόχο να µας φέρει σε κάποια πρώτη 

επαφή µε τις αντίστοιχες έννοιες. Τα στοιχεία λοιπόν αυτά έχουν καταγραφεί µέσα 

µας µε τον άλφα ή βήτα τρόπο προτού οριστούν τυπικά κι έτσι ένα σύνθετο γνωστικό 

κατασκεύασµα υπάρχει στο µυαλό του κάθε ατόµου, αποδίδοντας µια ποικιλία 

διανοητικών εικόνων όταν µια έννοια έρθει στην επιφάνεια. 

     Σύµφωνα µε τους Tall & Vinner (1981), ο ανθρώπινος εγκέφαλος δεν είναι µια 

ξεκάθαρα λογική οντότητα. Ο σύνθετος τρόπος µε τον οποίο λειτουργεί έρχεται 

συχνά σε διάσταση µε τη λογική των µαθηµατικών. Και δεν είναι πάντα η καθαρή 

λογική που θα µας δώσει τη διορατικότητα, ούτε είναι η τύχη που µας κάνει και 

κάνουµε λάθη. Για να καταλάβουµε πως εµφανίζονται αυτές οι διαδικασίες, την ίδια 

στιγµή επιτυχείς όσο και ανεπιτυχείς θα πρέπει να τυποποιήσουµε µια διάκριση 

ανάµεσα στις µαθηµατικές έννοιες όπως αυτές ορίζονται τυπικά και στη γνωστική 

διαδικασία µε την οποία αυτές προσλαµβάνονται από το άτοµο. 
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     Ας προσέξουµε ότι υπάρχουν πολλές έννοιες και διαδικασίες στον καθένα µας, τις 

οποίες χρησιµοποιούµε απροβληµάτιστα και οι οποίες δεν έχουν οριστεί καθόλου. Τις 

αναγνωρίζουµε διαµέσου της εµπειρίας µας και της χρήσης τους σε ανάλογα πλαίσια 

και εργαζόµαστε µε αυτές αρκούντως ικανοποιητικά. Ίσως αργότερα επέλθει η 

κατανόηση αυτών των εννοιών, µε αποσαφήνιση αρκετών λεπτοµερειών και µε ή 

χωρίς την πολυτέλεια ενός ακριβούς ορισµού. Συνήθως σ’ αυτή τη διαδικασία 

δίνουµε στην έννοια ένα σύµβολο ή ένα όνοµα το οποίο την καθιστά ικανή να 

επικοινωνεί µε τον περίγυρό της και βοηθά στο διανοητικό χειρισµό της. Θα πρέπει 

να σηµειώσουµε βέβαια ότι η ανάκληση την οποία εισπράττουµε από το σύµβολο ή 

το όνοµα που έχουµε δώσει, δε µπορεί να αντιπροσωπεύει το ολικό γνωστικό 

οικοδόµηµα το οποίο χρωµατίζει τη σηµασία της έννοιας και είναι ως εκ τούτου, 

κατά πολύ µεγαλύτερο. Είναι µάλιστα αυτό το γνωστικό οικοδόµηµα πολύ 

περισσότερο από οποιαδήποτε νοητική – νοηµατική εικόνα. Είναι ένα εικονογράφηµα 

είτε µε συµβολικό τρόπο είτε µε άλλον τρόπο. Κατά τη διάρκεια της διανοητικής 

διαδικασίας της ανάκλησης και του χειρισµού µιας έννοιας, πολλές συσχετιζόµενες 

διαδικασίες µπαίνουν στο παιχνίδι, είτε συνειδητά είτε ασυνείδητα, επηρεάζοντας 

τόσο τη σηµασία όσο και τη χρήση της έννοιας. 

     Καθώς το άτοµο έρχεται σε επαφή µε µια καινούργια έννοια και καθώς κατά τη 

διάρκεια του χρόνου, δουλεύει µ’ αυτήν, τη χειρίζεται, την εφαρµόζει σε διάφορες 

καταστάσεις και προσλαµβάνει νέα στοιχεία και ιδιότητες σχετικά µε αυτήν, χτίζει – 

όχι χωρίς κόπο – το δικό του γνωστικό οικοδόµηµα για αυτή την έννοια. Μέσα σε 

όλη αυτή την πορεία, περνά από αντιφάσεις, συγκρούσεις, συµπληρώµατα και 

αναδιοργανώσεις της σκέψης του. Κατά κύριο λόγο, αυτό που συµβαίνει σε όλη αυτή 

την πορεία συγκρότησης και ανασυγκρότησης είναι το φαινόµενο της γνωστικής 

σύγκρουσης. Το άτοµο στοχάζεται, εφαρµόζει, αφαιρεί και γενικεύει µέχρι να 

µπορέσει – αν µπορέσει – να έρθει σε εσωτερική ισορροπία. 

     Η αναστοχαστική αφαίρεση (Dubinsky, 1991) έχει να κάνει µε τα νοητικά 

αντικείµενα και τις ενέργειες επάνω σ’ αυτά. Αυτές οι ενέργειες γίνονται διαδικασίες 

µέσω της εσωτερικοποίησης. Τα αντικείµενα – στόχοι δηµιουργούνται µε την 

ενθυλάκωση των διαδικασιών. Μια έννοια µπορεί να θεωρηθεί τόσο ως στόχος – 

αντικείµενο όσο και ως µια διαδικασία, ανάλογα µε το υπάρχον πλαίσιο. Τα σχήµατα 

υπερκαλύπτονται και σχηµατίζουν έναν µεγάλο σύνθετο ιστό. 

     Γνωστικά, υπάρχουν διάφορα είδη γενικεύσεων που µπορούµε να κάνουµε. Ο Tall 

περιγράφει τρία από αυτά. Η επεκτατική  γενίκευση , όταν οι υπάρχουσες νοητικές 
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αναπαραστάσεις παραµένουν αναλλοίωτες και η νέα γνώση επικολλάται ως 

συµπλήρωµα. Η αναδοµιστική  γενίκευση , όταν η υπάρχουσα νοητική 

αναπαράσταση πρέπει να αλλάξει ώστε να δίνει νόηµα. Η διαζευκτική  γενίκευση  

όπου το άτοµο µαθαίνει κυκλοτροπικά κοµµάτια που θα έπρεπε να µάθει και απλά τα 

προσθέτει σε ότι ήδη έχει στο νου του. Καµία σύνθεση δε λαµβάνει χώρα. Είναι 

αδύνατο να έχουµε µια κοντινή επισκόπηση της αντίληψης. 

     Σηµαντικό ρόλο φαίνεται να παίζουν σε αυτές τις γενικεύσεις και οι 

αναπαραστάσεις, τις οποίες θα αναλύσουµε εκτενέστερα στην επόµενη ενότητα. 

Προς το παρόν µας αρκεί να γνωρίζουµε ότι όταν παρατηρείται µια διαδικασία ή ένα 

αντικείµενο, αναφερόµαστε σε αυτό µε τη νοητική του αναπαράσταση (Dreyfus, 

1991). Μερικοί µαθητές προτιµούν την οπτική θεώρηση και έχουν εικόνες στις 

νοητικές τους αναπαραστάσεις, ενώ άλλοι έχουν σύµβολα ή παραδείγµατα ώστε να 

είναι ικανοί να σκέφτονται τις ιδέες. Μια έννοια µπορεί να αναπαριστάνεται µε 

περισσότερους του ενός τρόπους και επίσης µπορεί να υπάρχουν συγκρουόµενες 

αναπαραστάσεις που προξενούνται σε διαφορετικές στιγµές, ανάλογα µε το πλαίσιο 

εργασίας. Αν οι αναπαραστάσεις δεν αντιφάσκουν, τότε µπορούν να συγχωνευτούν 

σε µια, αν το άτοµο µπορεί να δει τις υπάρχουσες συνδέσεις. Το αποτέλεσµα µπορεί 

να είναι ένας συντονισµός ή µια σύνθεση. Αν οι αναπαραστάσεις είναι ασταθείς, τότε 

µπορεί να εµφανιστεί µια γνωστική σύγκρουση.  

     Είναι προφανές και θεωρείται από όλους ως τέτοιο, ότι όσο περισσότερες 

συνδέσεις υπάρχουν ανάµεσα στις νοητικές αναπαραστάσεις, τόσο καλύτερα 

κατανοεί το άτοµο την εκάστοτε έννοια. Τότε µπορεί να µεταβεί αβίαστα από τη µια 

αναπαράσταση στην άλλη, ανάλογα µε τις απαιτήσεις της εργασίας του. 

     Ο Piaget εισήγαγε και καθιέρωσε τους όρους αφοµοίωση  (assimilation) και 

προσαρµογή  – συµµόρφωση  (accommodation) για να περιγράψει τα ακόλουθα: 

• Αφοµοίωση  είναι η διαδικασία απόκτησης νέων δεδοµένων. 

• Προσαρµογή  – συµµόρφωση  είναι η διαδικασία επαναδιευθέτησης παλαιών 

δεδοµένων ώστε να ενοποιηθούν µε τα νέα (δεδοµένα).  

     Αυτές οι δύο έννοιες είναι συµπληρωµατικές. Αν η συµµόρφωση δεν εκτελεστεί 

ικανοποιητικά µπορεί τα νέα δεδοµένα να έρθουν σε σύγκρουση µε τα παλιά, αλλά 

και οι δύο κατηγορίες αναπαραστάσεων (παλιές και νέες) µπορεί να είναι συγχρόνως 

παρούσες. 



                                                                                                                                   ΜΑΡΙΟΣ  ΣΠΑΘΗΣ 

 - 23 - 

     Οι Tall & Vinner (1981) έδωσαν τη δικιά τους (πολύ καλή, κατά τη γνώµη µας) 

εξήγηση για την εµφάνιση της γνωστικής σύγκρουσης εισάγοντας τον όρο εικόνα  

της  έννοιας  (concept image) σε αντιπαράθεση ή και συµπλήρωση του ορισµού  

της  έννοιας  (concept definition). 

     Οι ορισµοί που εισήγαγαν (και που κάποιους θα χρησιµοποιήσουµε στην εργασία 

µας) είναι οι ακόλουθοι: 

• Εικόνα της έννοιας (concept image): Είναι το όλο γνωστικό οικοδόµηµα που 

σχετίζεται µε την έννοια και το οποίο περιέχει όλες τις διανοητικές εικόνες και τις 

σχετικές ιδιότητες και διαδικασίες. Έχει χτιστεί κατά τη διάρκεια των χρόνων, 

διαµέσου εµπειριών οποιουδήποτε είδους, αλλάζοντας καθώς το άτοµο συναντά 

νέα ερεθίσµατα και ωριµάνσεις.   

• Προκληθείσα εικόνα της έννοιας (evoked concept image): Είναι το µέρος της 

εικόνας που ενεργοποιείται µια συγκεκριµένη στιγµή (µόνο όταν οι 

αντιµαχόµενες θεωρήσεις προκληθούν ταυτόχρονα θα δηµιουργηθεί η αίσθηση 

της αντιπαράθεσης ή της σύγχυσης) 

• (Τυπικός) Ορισµός της έννοιας (concept definition): Είναι ένας τύπος από λέξεις 

που χρησιµοποιούνται για να καθορίσουν αυτή την έννοια (µπορεί να µαθευτεί 

είτε αποµνηµονεύοντάς τον είτε κατανοώντας τον).  

• Προσωπική έννοια του ορισµού: Είναι η προσωπική ανακατασκευή του ορισµού, 

ώστε αυτός να ταιριάζει στην εικόνα της έννοιας που έχει το άτοµο και σαφώς 

µπορεί να διαφέρει από τον τυπικό ορισµό. 

• Εικόνα του ορισµού της έννοιας (concept definition image): είναι η εικόνα που 

γεννά σε κάθε άτοµο ο ορισµός της έννοιας . 

• Ενδεχόµενος παράγοντας σύγκρουσης (potential conflict factor): Είναι ένα µέρος 

της εικόνας ή του ορισµού της έννοιας, που µπορεί να συγκρούεται µε κάποιο 

άλλο. Ένας σοβαρότερος τύπος του ενδεχόµενου παράγοντα σύγκρουσης είναι 

εκείνος στην εικόνα της έννοιας ο οποίος έρχεται σε διάσταση όχι µε ένα άλλο 

µέρος της εικόνας, αλλά µε τον τυπικό ορισµό της έννοιας 

• Γνωστικός παράγοντας σύγκρουσης (cognitive conflict factor): Είναι ένας 

ενδεχόµενος παράγοντας σύγκρουσης ο οποίος έχει προκληθεί µια συγκεκριµένη 

στιγµή (δεν είναι απαραίτητο ότι θα προκαλείται πάντα σε αντίστοιχο 

περιβάλλον) και δηµιουργεί πραγµατική γνωστική σύγκρουση. 
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     Θα εξηγήσουµε αναλυτικότερα τους ανωτέρω όρους στη συνέχεια, δανειζόµενοι 

κάποια στοιχεία από το αντίστοιχο άρθρο των Tall & Vinner (1981). 

     Ο όρος εικόνα της  έννοιας  (concept image) είναι όπως προαναφέραµε, το 

όλο γνωστικό οικοδόµηµα που σχετίζεται µε την έννοια και το οποίο περιέχει όλες τις 

διανοητικές εικόνες και τις σχετικές ιδιότητες και διαδικασίες. Κατά κανόνα, το κάθε 

άτοµο χτίζει τη δική του εικόνα, διαµέσου των εµπειριών του κατά τη διάρκεια των 

χρόνων. Είναι λοιπόν ένα καθαρά γνωστικό, εξατοµικευµένο οικοδόµηµα το οποίο 

µπορεί να είναι µια οπτικοποίηση της έννοιας ή εµπειρίες που απορρέουν από αυτή ή 

και τα δύο. Η εικόνα αυτή δεν παραµένει σταθερά αναλλοίωτη, αλλά µεταβάλλεται 

καθώς το άτοµο συναντά νέες εµπειρίες και ερεθίσµατα. 

     Ως παράδειγµα µπορούµε να αναφέρουµε την έννοια της αφαίρεσης, η οποία κατά 

αρχήν ορίζεται ως µια διαδικασία ανάµεσα σε θετικούς ακεραίους, όπου από τον 

µεγαλύτερο αφαιρούµε τον µικρότερο και έχουµε πάντα ως αποτέλεσµα έναν θετικό 

ακέραιο, µικρότερο από τον αφαιρετέο. Για κάποιο παιδί αυτή η παρατήρηση είναι 

µέρος της εικόνας της έννοιας που έχει σχηµατίσει και αργότερα µπορεί να 

προκαλέσει προβλήµατα, όταν η έννοια της αφαίρεσης επεκταθεί κατ’ αρχήν σε 

όλους τους ακεραίους. Γι’ αυτό το λόγο όλες οι νοητικές αποδόσεις που σχετίζονται 

µε την έννοια, είτε συνειδητά είτε ασυνείδητα, θα πρέπει να συµπεριληφθούν στην 

εικόνα της έννοιας και θα πρέπει να θεωρηθούν ως φυτώρια ενδεχόµενων 

µελλοντικών συγκρούσεων. 

     Καθώς η έννοια αναπτύσσεται, δε χρειάζεται να είναι λογική και σταθερή κάθε 

φορά. Ο εγκέφαλός µας δε δουλεύει πάντα έτσι. Οι αισθητήρες εισόδου διεγείρουν 

συγκεκριµένα νευρωνικά µονοπάτια και παρεµποδίζουν άλλα. Κατ’ αυτόν τον τρόπο, 

διαφορετικά ερεθίσµατα µπορούν να ενεργοποιήσουν διαφορετικά µέρη της εικόνας 

της έννοιας, αναπτύσσοντάς τα κατά τρόπο που δε χρειάζεται να είναι καθόλου 

λογικός. 

     Το µέρος της εικόνας της έννοιας που ενεργοποιείται κάποια συγκεκριµένη 

στιγµή, είναι αυτό που θα ονοµάζεται προκληθείσα έννοια της  εικόνας  (evoked 

concept image). Εικόνες που µπορεί να φαίνεται ότι συγκρούονται µεταξύ τους, 

µπορεί να προκληθούν σε διαφορετικές στιγµές. Παρεµπιπτόντως το άτοµο µπορεί να 

µην ενοχλείται καθόλου από αυτές τις αντιφάσεις. Μόνο όταν οι αντιµαχόµενες 

θεωρήσεις προκληθούν ταυτόχρονα θα δηµιουργηθεί η αίσθηση της αντιπαράθεσης  

και της σύγχυσης, αυτή που θα οδηγήσει στη γνωστική σύγκρουση. Ο Fischbein 

(1978) παρατηρεί ότι ΄΄δύο αντίθετες ερµηνείες µπορούν να συνυπάρχουν για µεγάλο 
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διάστηµα, χωρίς το υποκείµενο να φοβάται την αντιπαράθεση΄΄. Τα παιδιά που 

κάνουν µαθηµατικά συνήθως χρησιµοποιούν διαφορετικές διαδικασίες, σύµφωνα µε 

το πλαίσιο στο οποίο εργάζονται και κάνουν διαφορετικά λάθη, που βασίζονται στη 

θεώρηση του συγκεκριµένου προβλήµατος το οποίο αντιµετωπίζουν. Για παράδειγµα, 

η πρόσθεση  
4

1

2

1
+  µπορεί να γίνει επιτυχώς, αλλά όταν έρθει σε αντιπαράθεση µε 

την πρόσθεση 
3

1

2

1
+ , είναι πιθανό να εµφανιστεί µια λανθασµένη µέθοδος 

αντιµετώπισης. Ένα τέτοιο παιδί δε βλέπει καµιά σύγκρουση στις δύο διαφορετικές 

µεθόδους, απλά χρησιµοποιεί τη µέθοδο που του φαίνεται ότι ταιριάζει µε την κάθε 

περίπτωση. 

     Ο ορισµός  της  έννοιας , αν υπάρχει τέτοιος, είναι κάτι διαφορετικό. Είναι όπως 

προαναφέραµε, ένας τύπος από λέξεις που χρησιµοποιείται για να καθορίσει πλήρως 

την έννοια, που µαθαίνεται ατοµικά είτε µε αποστήθιση, κατά κάποιον τρόπο 

παπαγαλία, είτε συνδεόµενος νοηµατικά και συσχετιζόµενος µε έναν µεγαλύτερο ή 

µικρότερο βαθµό µε την έννοια ως µια ολότητα. Επίσης µπορεί να υπάρξει 

προσωπική ανακατασκευή του ορισµού από τον µαθητή. Τότε ο µαθητής 

χρησιµοποιεί αυτόν τον τύπο των λέξεων που βλέπει, για να δώσει τη δικιά του 

εξήγηση για την (προκληθείσα) εικόνα της έννοιας που έχει. Είτε ο ορισµός του έχει 

δοθεί είτε έχει κατασκευαστεί από τον ίδιο, ο µαθητής έχει τη δυνατότητα να τον 

διαφοροποιεί από καιρό σε καιρό. Κατ’ αυτόν τον τρόπο µια προσωπική  έννοια του 

ορισµού µπορεί να διαφέρει από τον τυπικό ορισµό της έννοιας που είναι αποδεκτός 

από σύνολο της µαθηµατικής κοινότητας. 

     Για κάθε άτοµο ο ορισµός της έννοιας γεννά την αντίστοιχη δικιά του εικόνα της 

έννοιας, η οποία θα µπορούσε να λεχθεί, ως εικόνα του ορισµού της  έννοιας . 

Αυτό φυσικά είναι µέρος της εικόνας της έννοιας.. Σε κάποια άτοµα µπορεί να είναι 

κενό ή κατ’ ουσία µη υπαρκτό, ανενεργό. Σε άλλα άτοµα µπορεί να είναι ή να µην 

είναι λογικά συνδεδεµένο µε άλλα µέρη της εικόνας της έννοιας. Για παράδειγµα ο 

ορισµός της συνάρτησης µπορεί να ληφθεί ως ΄΄µια σχέση µεταξύ δύο συνόλων Α και 

Β, στην οποία κάθε στοιχείο του Α σχετίζεται µε ακριβώς ένα στοιχείο του Β.΄΄ Αλλά 

τα άτοµα που έχουν µελετήσει συναρτήσεις µπορεί να θυµηθούν ή όχι τον ορισµό της 

έννοιας σε κάποιο πρόβληµα, όπως επίσης και η εικόνα του της έννοιας µπορεί να 

περιέχει κι άλλες παραδοχές όπως το ότι η συνάρτηση δίνεται µέσω ενός κανόνα ή 

ενός τύπου ή ίσως ότι διαφορετικοί τύποι µπορούν να εφαρµοστούν σε διαφορετικά 
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τµήµατα του πεδίου ορισµού Α. Ίσως ακόµη να υπάρχουν κι άλλες παρατηρήσεις 

όπως το ότι µια συνάρτηση µπορεί να θεωρηθεί ως µια ενέργεια που απεικονίζει το α 

από το Α στο f(α) από το Β, ή ως ένα γράφηµα ή ως ένας πίνακας τιµών. Όλες ή και 

καµία από αυτές τις παραδοχές µπορεί να αποτελούν την εικόνα την έννοιας που έχει 

σχηµατίσει το άτοµο. Ο δάσκαλος από την άλλη µεριά, µπορεί να δώσει τον τυπικό 

ορισµό και να δουλέψει για λίγο µε γενικές αντιλήψεις, περνώντας στη συνέχεια σε 

µια µακρά περίοδο όπου όλα τα παραδείγµατα θα δίνονται µέσω τύπων. Σε µια τέτοια 

περίπτωση η εικόνα της έννοιας µπορεί να αναπτυχθεί σε µια πιο περιοριστική 

αντίληψη, που θα περιέχει µόνο τύπους, ενώ ο ορισµός της έννοιας είναι σε µεγάλο 

βαθµό ανενεργός στο γνωστικό οικοδόµηµα. Αρχικά ο µαθητής ο ευρισκόµενος σε 

αυτή τη θέση µπορεί να λειτουργήσει χωρίς ιδιαίτερους προβληµατισµούς µε την 

περιορισµένη αντίληψή του µέσα στο περιορισµένο πλαίσιό του. Ίσως ακόµη να έχει 

διδαχτεί να ανταποκρίνεται µε το σωστό τυπικό ορισµό, ενώ έχει µια αταίριαστη 

εικόνα της έννοιας. Αργότερα όταν θα συναντήσει συναρτήσεις που θα ορίζονται σε 

ένα ευρύτερο πλαίσιο ίσως είναι ανίκανος να τα βγάλει πέρα. 

     Το τµήµα της εικόνας της έννοιας ή του ορισµού της έννοιας το οποίο µπορεί να 

συγκρούεται µε ένα µέρος της εικόνας ή του ορισµού της έννοιας, θα ονοµάζεται 

ενδεχόµενος  παράγοντας  σύγκρουσης  (potential confl ict factor). Τέτοιοι 

παράγοντες δε χρειάζεται να προκαλούνται σε περιπτώσεις που προκαλούν γνωστική 

σύγκρουση, αλλά αν γίνει κάτι τέτοιο, τότε αυτοί θα ονοµάζονται γνωστικοί  

παράγοντες  σύγκρουσης  (cognit ive confl ict factors). Για παράδειγµα ο 

ορισµός ενός µιγαδικού x iy+  ως ένα διατεταγµένο ζεύγος πραγµατικών αριθµών 

(x, y)  και η ταύτιση x i0 (x,0)+ =  ως πραγµατικού αριθµού είναι ένας ενδεχόµενος 

παράγοντας σύγκρουσης στο πλαίσιο των µιγαδικών αριθµών κι αυτό διότι περιέχει 

µια ενδεχόµενη γνωστική σύγκρουση µε τη συνολοθεωρητική αντίληψη, όπου βέβαια 

το στοιχείο x είναι διακεκριµένο από το διατεταγµένο ζεύγος (x, 0). Η θεώρηση του 

2  ως πραγµατικού και του 2 i0+  ως µιγαδικού, είναι κάτι το οποίο δε φαίνεται 

να δηµιουργεί πρόβληµα στους χειρισµούς των µαθητών, αντίθετα µάλιστα οι δύο 

προηγούµενες παραστάσεις θεωρούνται, πολύ βολικά, ως διακεκριµένες οντότητες 

του ιδίου, εµφανιζόµενες και βασιζόµενες στις περιστάσεις, χωρίς να δηµιουργείται 

καµία γνωστική διαµάχη. Γίνονται γνωστικοί παράγοντες σύγκρουσης µόνο όταν 

προκαλούνται ταυτόχρονα. 



                                                                                                                                   ΜΑΡΙΟΣ  ΣΠΑΘΗΣ 

 - 27 - 

     Οι γνωστικοί παράγοντες σύγκρουσης µπορεί να προκληθούν υποσυνείδητα σε 

συγκεκριµένες καταστάσεις µε τη σύγκρουση να εκδηλώνεται µέσω µιας ασαφούς 

έννοιας του ΄΄µη εύκολου΄΄. Σύµφωνα µε τους Tall & Vinner (1981) αυτή φαίνεται να 

είναι και η αιτία για τέτοιου είδους αισθήµατα που παρουσιάζονται κατά τη διάρκεια 

της λύσης ενός προβλήµατος, όταν το άτοµο αισθάνεται κάπου, κάτι λανθασµένο. 

     Ένας σοβαρότερος τύπος του ενδεχόµενου παράγοντα σύγκρουσης είναι εκείνος 

στην εικόνα της έννοιας ο οποίος δεν έρχεται σε αντίφαση µε ένα άλλο µέρος της 

εικόνας της έννοιας, αλλά µε τον ίδιο τον ορισµό. Τέτοιοι παράγοντες µπορούν να 

δυσχεράνουν σοβαρά τη µάθηση της τυπικής θεωρίας  διότι µπορούν να γίνουν 

γνωστικοί παράγοντες σύγκρουσης όταν ο τυπικός ορισµός της έννοιας αναπτύξει µε 

τη σειρά του µια εικόνα της έννοιας. Οι µαθητές που έχουν έναν τέτοιο παράγοντα 

σύγκρουσης στην εικόνα της έννοιας που έχουν, µπορεί να αισθάνονται ασφαλείς 

στις δικές τους ερµηνείες και απλά να θεωρούν την τυπική θεωρία ως µη λειτουργική 

και περιττή. 

     Ο Tall (1991) δηλώνει ότι υπάρχουν πολλά είδη µυαλών. Μάλιστα χρειάζονται 

διαφορετικά είδη µυαλών για την ανάπτυξη των µαθηµατικών και κανένα δεν 

υπερτερεί πάντοτε του άλλου. Εδώ µάλλον θα πρέπει να κάνουµε και έναν 

παραλληλισµό µε τη διάκριση των σταδίων ανάπτυξης του Απειροστικού Λογισµού, 

όπως αναφέρονται από τον W. W. Sawyer. Σύµφωνα πάντα µε τον Tall, ένας τρόπος 

για να διακρίνουµε αυτά τα διαφορετικά µυαλά είναι να κοιτάξουµε τον τρόπο µε τον 

οποίο οι µαθητές σκέφτονται για µια έννοια και τον τυπικό ορισµό της. 

     Από τη µεριά του, ο Vinner (1989) περιγράφει ένα γνωστικό µοντέλο που 

απαρτίζεται από δυο ΄΄κελιά΄΄. Το ένα περιέχει τον (ή τους) ορισµό της έννοιας και 

το άλλο την εικόνα της. Το κελί που περιέχει την εικόνα της έννοιας συνήθως 

απαρτίζεται από διάφορα υπο – κελιά.  Εάν ένας ορισµός έχει αποθηκευτεί χωρίς 

κανένα νόηµα, τότε το αντίστοιχο κελί της εικόνας είναι άδειο. Μια έννοια µπορεί να 

έχει αρκετές εικόνες που προξενούνται σε διαφορετικές σε διαφορετικές στιγµές και 

είναι αυτές που θα δηµιουργήσουν τα διαφορετικά υπο – κελιά. Είναι δυνατόν, µετά 

από κάποιο καιρό, δύο ή περισσότερα κελιά (υπο – κελιά) εικόνας να συγχωνευθούν 

όταν ο µαθητής καταλάβει τη σχέση µεταξύ των αναπαραστάσεων που αυτές οι 

εικόνες µεταφέρουν. Είναι όµως επίσης δυνατόν ο χρόνος να φέρει το αντίθετο 

αποτέλεσµα. Ο µαθητής προσκολλάται στην εικόνα της έννοιας και ξεχνά όλα τα 

υπόλοιπα ή έχει πρόσβαση µόνο σε µερικές εικόνες σε συγκεκριµένες καταστάσεις. 

Αυτό µπορεί να οφείλεται στο ότι το άτοµο πρώτα προσλαµβάνει την εικόνα και µετά 
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τον ορισµό για να λύσει το πρόβληµα ή ακόµη µπορεί να οφείλεται στο ότι γίνονται 

αρκετές αλλαγές στα κελιά. Μια άλλη εκδοχή  είναι ότι µπορεί να προσλαµβάνεται 

ένα µόνο κελί. Αν αυτό το µοναδικό κελί είναι το κελί της εικόνας, αυτό µπορεί να 

οφείλεται στο ότι το άτοµο παραπλανιέται από τις εµπειρίες της καθηµερινής ζωής 

του. Τότε είναι η έλλειψη του τυπικού ορισµού που µπορεί να είναι η αιτία για την 

αποτυχία. 

     Θα µπορούσαµε να αποδώσουµε σχηµατικά τα παραπάνω, ως ακολούθως: 

 

 

Εικόνα της έννοιας 
Γνωστικό οικοδόµηµα. 

Χτίζεται εξατοµικευµένα, 
διαµέσου των εµπειριών, 

κατά τη διάρκεια του χρόνου 

Τυπικός 
ορισµός 
της έννοιας 

Προσωπική 
έννοια του 
ορισµού 

Εικόνα του 
ορισµού 

Προκληθείσα 
εικόνα 

Προκληθείσα 
εικόνα 

Ενδεχόµενος 
παράγοντας 
σύγκρουσης 

Προκληθείσα 
εικόνα 

Ενδεχόµενος 
παράγοντας 
σύγκρουσης 

Αντίφαση 

Αντίφαση 

Γνωστικός 
παράγοντας 
σύγκρουσης 

 

Ισορροπία 

Εικόνα της έννοιας 
& 

Τυπικός ορισµός της 
έννοιας 

Γνωστική 
σύγκρουση 

Ανισορροπία 

Εικόνα  
της έννοιας 

Ορισµός  
της έννοιας 
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2.3. ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ  
 

     Όπως είδαµε στην προηγούµενη ενότητα, η εικόνα της έννοιας είναι ένα 

εξατοµικευµένο γνωστικό οικοδόµηµα, που το άτοµο το χτίζει διαµέσου των 

εµπειριών του κατά την διάρκεια του χρόνου. Αυτό σηµαίνει ότι, µε κάποιον τρόπο, 

το άτοµο έχει δηµιουργήσει τη δική του άποψη για µια συγκεκριµένη έννοια ή και για 

µια συγκεκριµένη διαδικασία.  

     Θα δώσουµε τον ακόλουθο, δικό µας ορισµό για την αναπαράσταση: 

     Εκτιµούµε ότι η δηµιουργία αυτής της άποψης, αυτής της ΄΄εικόνας΄΄ , σύµφωνα 

µε τους Tall & Vinner, δε µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε άλλον τρόπο, παρά µόνο 

µέσω των ατοµικών εµπειριών, είτε αυτές είναι επίκτητες είτε εγγενείς, και των 

εσωτερικεύσεών τους µέσω µιας διαδικασίας το αποτέλεσµα της οποίας ονοµάζουµε 

αναπαράσταση.  

     Είναι σαφές, εκτιµούµε, ότι δε µπορεί κανείς να γνωρίζει το σύνολο των 

αναπαραστάσεων που δηµιουργούνται στο µυαλό ενός άλλου ατόµου. Μάλιστα 

κάποιες φορές αδυνατεί κανείς να γνωρίζει και το σύνολο των δικών του 

αναπαραστάσεων, όταν αυτές έχουν δηµιουργηθεί ασυνείδητα. 

     Μας ενδιαφέρει στην παρούσα φάση η έννοια των µαθηµατικών 

αναπαραστάσεων. Οι Confrey & Smith (1991) έδωσαν τον ακόλουθο ορισµό: 

«Με τον όρο αναπαράσταση εννοούµε µια νοητική δοµή η οποία 

αποτελείται από διάφορα εργαλεία, όπως πίνακες, σχήµατα, εξισώσεις και 

γραφικές παραστάσεις και τον τρόπο που αυτά χρησιµοποιούνται για την 

παρουσίαση µαθηµατικών ιδεών και εννοιών». 

     Είναι βασική θεώρηση του συνόλου της µαθηµατικής κοινότητας ότι οι πολλαπλές 

αναπαραστάσεις συναρτήσεων διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο στη µαθηµατική 

ανάπτυξη των µαθητών. Το National Council of Teachers of Mathematics τονίζει ότι 

οι µαθητές πρέπει να είναι ικανοί να µεταφράζουν µεταξύ της συµβολικής, της 

γραφικής και της αναπαράστασης σε πίνακα µιας συνάρτησης (NCTM, 1989, p.154). 

     Η σηµασία του ρόλου των αναπαραστάσεων στη διδασκαλία σηµαντικών εννοιών 

των µαθηµατικών είναι καταλυτική. Οι µαθητές µπορούν να έχουν σηµαντικά οφέλη 

όταν οι εκπαιδευτικοί χρησιµοποιούν κατάλληλες και πολλαπλές αναπαραστάσεις 

στη διδασκαλία τους. Οι αναπαραστάσεις πρέπει να αντιµετωπίζονται ως 

εποικοδοµητικά εργαλεία για τη δόµηση της κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών 

και της δεξιότητας της επικοινωνίας και µάθησης (Greeno & Hall, 1997). Όταν η 
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διδασκαλία εννοιών γίνεται µε τη χρήση πολλαπλών αναπαραστάσεων, οι µαθητές 

χρησιµοποιούν τις συνδέσεις µεταξύ των διαφόρων αναπαραστάσεων και έτσι 

µπορούν να κατανοήσουν και να διακρίνουν µεταξύ τους τις µαθηµατικές έννοιες 

(Gagatsis & Christou, 2002). Επίσης µπορεί να βοηθήσει τους µαθητές να 

οργανώσουν τις ιδέες τους και να αναδοµήσουν εποικοδοµητικά τις δικές τους 

αναπαραστάσεις (Yerushalmy & Schwartz, 1993). 

     Ο ρόλος που διαδραµατίζουν οι πολλαπλές αναπαραστάσεις των συναρτήσεων 

στη µαθηµατική ανάπτυξη των µαθητών, οδήγησε τους ερευνητές τις διδακτικής των 

µαθηµατικών να θεωρήσουν τις αναπαραστάσεις αυτές ως µια από τις «µεγάλες  

ιδέες» στην άλγεβρα (Lacampagne, Blair & Kaput, 1995). Σύµφωνα µάλιστα µε το 

National Council of Teachers of Mathematics (1997, 2000) η χρήση των πολλαπλών 

αναπαραστάσεων στη διδασκαλία των συναρτήσεων πρέπει να γίνει πιο ουσιαστική 

και αποτελεσµατική. Η εισαγωγή των αλγεβρικών και γραφικών – γεωµετρικών 

αναπαραστάσεων των συναρτήσεων είναι ένα κοµβικό σηµείο της διδασκαλίας των 

µαθηµατικών και αποτελεί ένα πρώιµο στάδιο στο οποίο οι µαθητές  χρησιµοποιούν 

ένα συµβολικό σύστηµα για να αναπτύξουν και να κατανοήσουν κάποιο άλλο 

(Zaslavsky & Stein, 1990). Μέσα όµως από τα αναλυτικά προγράµµατα των 

µαθηµατικών, δεν αναπτύσσονται σε ικανοποιητικό βαθµό οι µεταφράσεις αυτές, µε 

αποτέλεσµα οι µαθητές να ολοκληρώνουν τις σπουδές τους στο Λύκειο µε 

σηµαντικές ελλείψεις στην κατανόηση της έννοιας της συνάρτησης  (Schoenfeld et 

al., 1993).  

     Οι µαθηµατικοί έχουν συνηθίσει από την εκπαίδευσή τους σε έναν εντελώς 

παραγωγικό τρόπο σκέψης, που παράγει το ειδικό από το γενικό κι αυτό φαίνεται 

συχνά. Ο Tall et al. (2000), αναφέρει ότι η πανεπιστηµιακή εκπαίδευση προχωρά από 

τους ορισµούς στα αντικείµενα, τα αντικείµενα συγκροτούνται µέσα στους ορισµούς, 

ενώ στη µέση εκπαίδευση το αντικείµενο εµφανίζεται πρώτα στην εποπτεία και µετά 

αποδίδεται µε ορισµούς. (Σπύρου, 2004).  

     Τα µαθηµατικά όµως δεν αναπτύχθηκαν µε τον παραγωγικό  τρόπο. Ακολούθησαν 

τον επαγωγικό τρόπο και από το µέρος πήγαν στο όλο. Σ’ αυτό το σηµείο βέβαια 

σηµαντικό ρόλο έπαιξε η διαίσθηση και κατά σειρά το νοητικό σχήµα, ο 

εµπλουτισµός του µέσω διαφόρων αναπαραστάσεων, η δηµιουργία νέων σχηµάτων 

γενικότερων του αρχικού και τέλος η δηµιουργία ενός υπέρ-σχήµατος µε τη 

διαδικασία της αφαίρεσης. Θα µπορούσαµε λοιπόν να πούµε ότι η διδασκαλία των 

µαθηµατικών στη µέση εκπαίδευση ακολουθεί, ή τουλάχιστον προσπαθεί να 



                                                                                                                                   ΜΑΡΙΟΣ  ΣΠΑΘΗΣ 

 - 31 - 

ακολουθήσει, σε µεγάλο βαθµό τον επαγωγικό τρόπο σκέψης. Παρ’ όλα αυτά δε 

µπορούµε να παραγνωρίσουµε το φαινόµενο ότι ο κύριος όγκος των µαθητών τείνει 

να παραγνωρίζει αυτόν τον τρόπο και να εργάζεται συµπεριφοριστικά και 

περιοριστικά όσον αφορά στο ευρύτερο πλαίσιο της κατανόησης της έννοιας της 

συνάρτησης και των εφαρµογών της, τείνοντας να αναγάγει σε µείζον θέµα τη 

διαδικασία απόκτησης δεξιοτήτων και ενός τουλάχιστον στοιχειωδώς καλού 

χειρισµού των εργαλείων του Απειροστικού σε θέµατα κατά κύριο λόγο τετριµµένα.  

     Όπως λέχθηκε από τους Schwartz & Dreyfus (1995): 

΄΄Το να µαθαίνεις στα µαθηµατικά, περιορίζεται στο να απεικονίζεις  

µεταξύ αρκετών σηµειογραφικών συστηµάτων, υποδηλώνοντας  

το ίδιο αφηρηµένο αντικείµενο.΄΄ 

     Στο ίδιο άρθρο οι συγγραφείς καταδεικνύουν το γεγονός ότι η έρευνα σχετικά µε 

τη µάθηση συναρτήσεων και γραφηµάτων δείχνει επίµονες δυσκολίες στη σύνδεση 

αυτών των διαφορετικών σηµειογραφικών συστηµάτων. Τονίζουν ότι οι µαθητές δεν 

πετυχαίνουν σε εργασίες που συνδέουν πληροφορίες από διαφορετικά σκηνικά (από 

τύπο σε γράφηµα ή από γράφηµα σε γράφηµα). Η γνώση τους είναι ΄΄αποσπασµατικά 

διανοητικοποιηµένη΄΄ (compartmentalized). Καθώς έχουν µεγάλες δυσκολίες στην 

κατασκευή γραφηµάτων, πινάκων ή τύπων από µόνοι τους, οι καθηγητές συνήθως 

τους βάζουν να δουλέψουν  σε δεδοµένα σηµειογραφικά συστήµατα και αποφεύγουν 

εργασίες που αφορούν στην κατασκευή. Όπως επισηµαίνεται από τους ίδιους (τους 

συγγραφείς) υπάρχει ασάφεια (αοριστία) σε όλες τις αναπαραστάσεις (γραφικές, 

αλγεβρικές, πίνακες τιµών) των συναρτήσεων και αυτή η ασάφεια συχνά δεν 

καταδεικνύεται σαφώς από τη διδασκαλία. Μόνο οι αλγεβρικές ασάφειες 

αντιµετωπίζονται διότι είναι στη φύση της αλγεβρικής δουλειάς να διαπιστώσει αν 

δύο τύποι παριστάνουν την ίδια συνάρτηση ή όχι. Αλλά ο χειρισµός των ασαφειών 

των σχετικών µε γραφήµατα ή πίνακες τιµών εξαρτάται από εξωτερικούς παράγοντες, 

όπως οι στόχοι του εκπαιδευτικού συστήµατος, το επίπεδο της βαθµίδας ή ακόµη και 

οι ιδιαιτερότητες του προβλήµατος καθεαυτού. Αυτές οι ασάφειες χειρίζονται σα να 

ανήκαν στο διδακτικό συµβόλαιο. Για παράδειγµα, ανάλογα µε το πλαίσιο, θεωρείται 

προφανές ή όχι ότι ένας πίνακας (κάποιοι αριθµοί και οι εικόνες τους) είναι µια 

αναπαράσταση µιας γραµµικής συνάρτησης ή ότι κάποιο γράφηµα θα µπορούσε να 

αποτελέσει το γράφηµα µιας τετραγωνικής συνάρτησης. 

     Την ίδια περίοδο µε τους Schwartz & Dreyfus, ο Duval (1993, 1996) µελέτησε την 

ανολοκληρωσιµότητα και την ασάφεια των αναπαραστάσεων. Κάθε αναπαράσταση 
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είναι µέρος αυτού που αντιπροσωπεύει και εν µέρει οδηγεί στην ασάφεια. 

Περιλαµβάνει αυτά που πρέπει να θεωρούµε ως αλληλεπιδράσεις µεταξύ διαφόρων 

αναπαραστάσεων ενός µαθηµατικού αντικειµένου, ως απολύτως αναγκαία συστατικά 

για να δοµηθεί η έννοια. 

     Αλλά ενώ ΄΄η απεικόνιση µεταξύ διαφόρων σηµειογραφικών συστηµάτων 

υποδηλώνοντας το ίδιο αφηρηµένο αντικείµενο΄΄ είναι αναγκαία για την κατασκευή 

της έννοιας της συνάρτησης, οι δυσκολίες των µαθητών σ’ αυτό το σηµείο δεν 

διευκολύνουν καθόλου την οργάνωση της δουλειάς διαµέσου διαφορετικών 

αναπαραστάσεων της συνάρτησης, ώστε να µπορούν να συνδεθούν οι διαφορετικές 

θεωρήσεις. ∆οθέντων δύο διαφορετικών αναπαραστάσεων, πώς θα µπορούσε κανείς 

να είναι σίγουρος ότι υποδηλώνουν το ίδιο πράγµα για τους µαθητές ή ακόµα ότι 

απλά υποδηλώνουν κάτι; Αυτός βεβαίως ο προβληµατισµός θα πρέπει να συσχετισθεί 

άµεσα µε αυτό που όρισαν οι Tall & Vinner ως ΄΄εικόνα της έννοιας΄΄, καθώς επίσης 

και µε τα ΄΄κελιά΄΄ που όρισε ο Vinner. 

     Στην κλασσική διδακτική προσέγγιση των συναρτήσεων και των ιδιοτήτων τους 

χρησιµοποιούνται τα γραφήµατα διότι θεωρούνται ως ένας εύκολος τρόπος για να 

παρουσιάσουµε τη συνάρτηση, γλιτώνοντας χρόνο και αποφεύγοντας την ανιαρότητα 

– ίσως και την κούραση – των υπολογισµών. Ανατρέχοντας στα σχολικά µας βιβλία 

(αυτά που αφορούν στη διδασκαλία του Απειροστικού Λογισµού στη Γ΄ Λυκείου) θα 

παρατηρήσουµε τη διαισθητική εισαγωγή της έννοιας του ορίου καθώς και της 

έννοιας της συνέχειας µέσω των γραφικών παραστάσεων επιλεγµένων συναρτήσεων. 

Αναµένεται γενικά ότι οι µαθητές θα µπορούν έτσι να δουν τις συναρτήσεις και τις 

ιδιότητές τους µέσω των γραφηµάτων τους. Παρ’ όλα αυτά έχει διαπιστωθεί ότι ο 

συνήθης χειρισµός των γραφηµάτων δε δείχνει ο κατάλληλος για τους 

επιδιωκόµενους στόχους. 
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2.4. ΕΙΚΟΝΟΠΟΙΗΣΗ: ΑΡΩΓΟΣ Η ΠΡΟΒΛΗΜΑ; −−−− Η 

ΚΑΤΗΓΟΡΙΟΠΟΙΗΣΗ ΤΟΥ KRUTETSKII      

 

     Μας φαίνεται ειλικρινά δύσκολο το να φανταστούµε οποιοδήποτε είδος 

αναπαράστασης, χωρίς την ύπαρξη εικόνας. Ακόµη και καθαρά συµβολική να είναι η 

αναπαράσταση, εκτιµούµε ότι το άτοµο οπτικοποιεί εκείνη τη στιγµή το σύµβολο. 

Και βέβαια το κλασσικό παράδειγµα οπτικοποίησης για τη συνάρτηση, αποτελεί η 

γραφική της παράσταση, όταν και εφόσον µπορεί να γίνει. 

     Όπως αναφέρει η Leslie Aspinwall (1997) είναι πολλές οι φωνές για αλλαγές στις 

οδηγίες των αναλυτικών προγραµµάτων για τη διδασκαλία του Απειροστικού 

Λογισµού (Douglas, 1986, Tucker, 1988, Steen, 1989, Vinner, 1989, Tall, 1991, 

Zimmermann, 1991) συζητώντας για τον αυξανόµενο ρόλο που θα πρέπει να παίξει η 

οπτική σκέψη στο αναλυτικό πρόγραµµα, παρουσιάζοντας µια πειστική θέση ότι η 

µαθηµατική οπτικοποίηση είναι το κεντρικό κοµµάτι γι’ αυτή την ανανεωτική 

κίνηση. 

     Εννοιολογικά, ο ρόλος της οπτικής σκέψης είναι τόσο θεµελιώδης στην 

κατανόηση του Απειροστικού Λογισµού, ώστε είναι δύσκολο να φανταστούµε µια 

επιτυχηµένη σειρά µαθηµάτων που δε θα δίνει έµφαση στην οπτική σκέψη του 

αντικειµένου. Αυτό είναι ιδιαίτερα αληθές αν η εν λόγω σειρά µαθηµάτων επιχειρεί 

να δώσει έµφαση στην εννοιολογική κατανόηση, το οποίο ευρέως αναγνωρίζεται ότι 

διαφεύγει από πολλές σειρές µαθηµάτων που διδάσκονται. 

     Αν και η οπτικοποίηση θεωρείται ουσιώδης στην κατανόηση, µελέτες (Tall, 1991, 

Vinner, 1989) έχουν σταθερά δείξει ότι η κατανόηση των µαθητών είναι τυπικά 

αλγεβρική και όχι οπτική. Πολλοί είναι οι λόγοι που θα µπορούσε να επικαλεστεί 

κάποιος γι’ αυτό, αλλά σίγουρα µέσα σ’ αυτούς περιλαµβάνονται και οι ακόλουθοι: 

1. Η πεποίθηση ότι µια οπτική απόδειξη δεν είναι ΄΄πραγµατική΄΄ απόδειξη 

(Eisenberg & Dreyfus, 1991). 

2. Η αλγεβρική µέθοδος, σε αντίθεση µε το γράφηµα ή µια οπτική µέθοδο, 

χρησιµοποιείται συχνότερα όταν λύνουµε προβλήµατα ρουτίνας που είναι 

τυπικά σχεδόν σε κάθε τεστ Απειροστικού Λογισµού (Vinner, 1989). 

3. Οι πεποιθήσεις µαθητών και καθηγητών ότι το να κάνουµε Απειροστικό 

Λογισµό είναι να χειριζόµαστε επιδέξια σύµβολα και αριθµούς  (Hallet, 1991). 
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     ∆εν ξέρουµε αν πρέπει να ενστερνιστούµε πλήρως τα λόγια του συγγραφέα: 

΄΄To know is nothing, to imagine is everything΄΄ 

Anatole France 

     Το σίγουρο είναι ότι αρκετές φορές ΄΄απαιτούµε΄΄, ως διδάσκοντες, από τους 

µαθητές και επικαλούµαστε τη διαισθητική τους ικανότητα και την εικονοποίηση από 

αυτούς διαφόρων καταστάσεων, για να κατανοήσουν καλύτερα – κατά την άποψη 

των διδασκόντων, τουλάχιστον – τις όποιες έννοιες προσπαθούµε να τους διδάξουµε. 

     Η αντίληψη ότι η εικόνα του ατόµου, ιδιαίτερα µια εικόνα σταθερού τύπου, 

δηλαδή µια εικόνα µη ευµετάβλητη, µπορεί να είναι αποφασιστική σε συγκεκριµένες 

εργασίες, δεν είναι καινούργια. Ήταν πίσω στο 1880, όταν  ο Galton έγραφε: 

΄΄Μια υπερβολική επιθυµία ώστε να λάβουµε µια καθαρή νοητική εικόνα 

είναι ανταγωνιστική της απόκτησης των συνηθειών της υψηλής γενίκευσης 

και της αναστοχαστικής αφαίρεσης και, αν και η ικανότητα να παράγει 

κανείς τέτοιες (γενικεύσεις και αφαιρέσεις) ήταν ανέκαθεν κτήµα των 

ανθρώπων µε δυνατή σκέψη, είναι πολύ επιρρεπής στο να χαθεί από την 

αχρησία. Οι περισσότερο νοήµονες άνθρωποι είναι πιθανόν εκείνοι που δεν 

έχουν χάσει αυτή την ικανότητα, αλλά παραµένει σ’ αυτούς υφιστάµενη και 

έτοιµη για χρήση σε κατάλληλες περιπτώσεις.΄΄ (Presmeg, 1986, p.42)   

 

     Η διεισδυτικότητα της οπτικής διαδικασίας έχει σηµειωθεί από πολλούς 

ερευνητές, όπως ο Ian MacFarlane Smith (1964), ο οποίος έδειξε πως η µαθηµατική 

συζήτηση συνήθως συνοδεύεται από τη βοήθεια του µαυροπίνακα, µε συχνές 

αναφορές στα διαγράµµατα. Έγραψε µεταξύ άλλων: 

΄΄Λέγεται ότι οι πιο ικανοί µαθηµατικοί µπορούν να σκεφτούν εξ 

ολοκλήρου µε αφαίρεση και δε χρειάζονται τις διαγραµµατικές 

υποστηρίξεις. Αυτό µπορεί να γίνεται διότι αυτά τα χαρισµατικά άτοµα 

έχουν τους δικούς εσωτερικούς ΄΄µαυροπίνακες΄΄ και µπορούν να 

οπτικοποιούν περίπλοκες δοµές, χωρίς να συνειδητοποιούν ότι κάνουν κάτι 

τέτοιο.΄΄ (MacFarlane Smith, 1964, p.132) 

     Είτε είναι έτσι είτε όχι, η µελέτη του Krutetskii (1976) για τη δοµή των 

µαθηµατικών ικανοτήτων, επιβεβαιώνει ότι οι επιδεξιότητες µε χωρικές έννοιες και 

που αφορούν στην οπτικοποίηση αφηρηµένων µαθηµατικών σχέσεων και 

εξαρτήσεων δεν είναι απαραίτητα συστατικά αυτών των ικανοτήτων, αν και µπορεί 
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να είναι χρήσιµες. Η θεωρία του Krutetskii  προσδίδει βαρύτητα στα συµπεράσµατα 

ερευνητών όπως ο Hollenberg, που δηλώνουν ότι ΄΄τα παιδιά που επιτυγχάνουν 

υψηλές αποδόσεις στα τεστ ικανότητας να φαντάζονται, µπορεί να έχουν µεγαλύτερη 

δυσκολία σε κάποια είδη εννοιολογικής µάθησης σε σύγκριση µε αυτά (τα παιδιά) 

που πετυχαίνουν χαµηλές αποδόσεις΄΄ (Mandler, 1976, p.888). Παρόµοια, ο Radatz 

(1979) έγραψε ότι οι εικονικές, δηλαδή οι οπτικές, αναπαραστάσεις µπορούν να 

προκαλέσουν γνωστικές δυσκολίες και ότι ΄΄η αντιληπτική ανάλυση και σύνθεση 

πληροφοριών που παρουσιάζονται σιωπηρά σε ένα γράφηµα, συχνά έχει µεγαλύτερες 

απαιτήσεις από έναν µαθητή, από οποιαδήποτε άλλη όψη ενός προβλήµατος (Lean & 

Clements, 1981, p.277). Οι Lean & Clements ισχυρίζονται ότι ένα άτοµο µε 

προτιµήσεις στις οπτικές διαδικασίες, δηλαδή µε προτίµηση στο να σκέφτεται µε 

νοητικές εικόνες, θα έρεπε στο να διατηρεί, ως µέρος της σκέψης του, περιττές 

συγκεκριµένες λεπτοµέρειες (p.295). 

     Μ’ αυτές τις αντικρουόµενες απόψεις για τα οφέλη της οπτικοποίησης στη 

βιβλιογραφία, ένα πράγµα είναι βέβαιο. Υπερβολική ποικιλία υπάρχει όχι µόνο στην 

ικανότητα ενός ατόµου να σχηµατίζει εικόνες (Barlett, 1977, Kosslyn, 1980), αλλά 

επίσης και στη χρήση των οπτικών εικόνων που γίνεται όταν διάφορα άτοµα κάνουν 

µαθηµατικά (Presmeg, 1985). 

     Μια όψη αυτών των ατοµικών διαφορών είναι η ελεγξιµότητα των εικόνων που 

χρησιµοποιούν τα άτοµα. Ο Richardson (1969) πρότεινε το ότι για να είναι µια εικόνα 

χρήσιµη για τη λύση ενός προβλήµατος, πρέπει να είναι ελέγξιµη. Η Presmeg (1992) 

περιέγραψε αρκετές περιπτώσεις όπου έντονες, ζωηρές εικόνες δε βοηθούσαν αλλά 

αποτελούσαν εµπόδιο όταν οι µαθητές έλυναν προβλήµατα. Τέτοιες εικόνες είναι 

ανεξέλεγκτες τόσο υπό την έννοια του ότι φαίνεται να ξεπετάγονται αυτόβουλες, όσο 

και για την αντοχή τους, ακόµη  κι όταν αντιµετωπίζουν αντίθετα συµπεράσµατα. 

Μια ανεξέλεγκτη εικόνα είναι πάντα πέρα από τη βούληση της ατοµικής γνώση.  

     Μια πολύ ΄΄φυσική ερώτηση΄΄ ετέθη από τον  Krutetskii (1976) ως ακολούθως: 

΄΄Αν η ικανότητα και η ανάγκη να γενικεύουµε το µαθηµατικό υλικό, µια 

γενικευµένη θύµηση, είναι στη φύση των µαθηµατικά ικανών µαθητών, τότε 

άραγε µπορεί να είναι εµπόδιο για αναπαραστάσεις των ΄΄µυαλών΄΄ 

γεωµετρικού τύπου, να είναι ΄΄προσηλωµένοι΄΄ σε οπτικό – εικονογραφηµένα 

σχήµατα, να τείνουν να σκέφτονται χρησιµοποιώντας οπτικό – 

εικονογραφηµένα σχέδια;΄΄ (p.325) 
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     Ο γεωµετρικός τύπος µυαλού που αναφέρθηκε πιο πάνω είναι ένας από τους τρεις 

τύπους λυτών µαθηµατικών προβληµάτων στο µοντέλο του Krutetskii.  

     Η διαίρεση των µαθητών  σε τύπους µε βάση τις µαθηµατικές τους ικανότητες  

προχρονολογείται των ερευνών του Krutetskii στη Ρωσία για δύο χρόνια, µε τη 

µέθοδο της µελέτης  περίπτωσης . Οπωσδήποτε, η σηµασία της έρευνάς του 

έγκειται στη διάκριση µεταξύ επιπέδων µαθηµατικών ικανοτήτων που καθορίζονται 

κυρίως από τα γλωσσικό – λογικά συστατικά της σκέψης και τύπων που καθορίζονται 

από τα οπτικό − εικονογραφηµένα συστατικά. Στην περίπτωση των οπτικό – εικονο-

γραφηµένων συστατικών, δεν είναι µόνο η ικανότητα να τα χρησιµοποιεί κάποιος, 

αλλά και η προτίµηση που δείχνει στη χρήση τους, το οποίο χαρακτηρίζει και τον 

τύπο του ατόµου. 

     Οι τρεις τύποι (µυαλών) σύµφωνα µε την παραπάνω κατηγοριοποίηση είναι: 

I.  Ο Αναλυτικός: Πολύ δυνατά γλωσσικό − λογικά συστατικά που υπερισχύουν 

έναντι των αδύναµων οπτικό − εικονογραφηµένων συστατικών. Χωρικά στοιχεία 

αδύναµα. ∆ε µπορεί να χρησιµοποιεί οπτικά βοηθήµατα στην επίλυση 

προβληµάτων και δεν αισθάνεται την ανάγκη να χρησιµοποιήσει τέτοια οπτική 

υποστήριξη. 

II.  Ο Γεωµετρικός: Πολύ δυνατά οπτικό − εικονογραφηµένα συστατικά, που 

υπερτερούν έναντι των γλωσσικό − λογικών συστατικών, µολονότι αυτά είναι 

πάνω από το µέσο όρο. Χωρικά στοιχεία πολύ καλά. Μπορεί να χρησιµοποιεί 

οπτικά υποστηρίγµατα στην επίλυση προβληµάτων και αισθάνεται την ανάγκη να 

κάνει έτσι. 

III.  Ο Αρµονικός: ∆υνατά γλωσσικό − λογικά και δυνατά οπτικό-εικονογραφηµένα 

συστατικά σε ισορροπία. Χωρικές έννοιες καλές. 

a) Υποτύπος (α) Αφηρηµένος αρµονικός: Μπορεί να χρησιµοποιεί οπτικά 

βοηθήµατα στην επίλυση προβληµάτων, αλλά δεν το προτιµά. 

b) Υποτύπος (β) Εικονογραφηµένος αρµονικός: Μπορεί να χρησιµοποιεί 

οπτικά βοηθήµατα στην επίλυση προβληµάτων και προτιµά αυτόν τον τρόπο 

εργασίας. 

     Θα πρέπει να προσέξουµε ότι σε όλους τους παραπάνω τύπους τα γλωσσικό − 

λογικά συστατικά ενυπάρχουν και είναι τουλάχιστον πάνω από το µέσο όρο. 

     Ο Krutetskii (1969) πρότεινε παρ’ όλα αυτά, ότι η κατηγοριοποίησή του θα έπρεπε 

να επεκταθεί σε όλα τα επίπεδα δυνατοτήτων µε τη δύναµη των γλωσσικό – λογικών 
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συστατικών να καθορίζει το επίπεδο. Να σηµειώσουµε εδώ ότι αυτή η πρόταση 

επιβεβαιώθηκε στην έρευνα της Presmeg (1985).  
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3. ΣΥΝΑΦΕΙΣ ΈΡΕΥΝΕΣ ΚΑΙ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ 
ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ 

 

     Είναι γενικώς αποδεκτό ότι η ίδια η πρωταρχική έννοια της συνάρτησης γεννά 

αρκετές δυσκολίες στους µαθητές. Ιστορικά κοιτώντας θα δούµε ότι χρειάστηκαν 

αρκετοί αιώνες για να απεγκλωβιστεί η ανεξάρτητη µεταβλητή x από τη θεώρησή της 

ως χρονική µεταβλητή και δεν ήταν παρά µετά τον Hausdorff (1914) που έδωσε τον 

ορισµό του διατεταγµένου ζεύγους και αργότερα µε τον Kuratowski που έδωσε πιο 

αυστηρό ορισµό για το διατεταγµένο ζεύγος απαλλάσσοντάς τον από την όποια 

χρονική διάταξη του πρώτου στοιχείου από το δεύτερο { }( )(α,β) α,{α,β}= , όταν 

ορισµός της συνάρτησης κατάφερε να πάρει τη σηµερινή συνολοθεωρητική µορφή 

του που όλοι γνωρίζουµε.  

     Όπως αναφέρεται από τους Σπύρου και Γαγάτση (Η συνάρτηση και η διδασκαλία 

της, 2004): 

΄΄Η συνάρτηση ως τυπική µαθηµατική έννοια αποτελεί µια νοητική 

κατασκευή που ολοκληρώθηκε σχετικώς πρόσφατα µέσα στην επιστήµη. 

Πρόκειται για µια σύνοψη και ενοποίηση πολλών εν πρώτοις 

διαφορετικών εµπειριών και νοητικών εργαλείων που µαθηµατικοί και 

επιστήµονες εν γένει χρησιµοποίησαν για να λύσουν προβλήµατα και να 

συγκροτήσουν. Η λιτότητα του σηµερινού συνολοθεωρητικού ορισµού, 

όπως τον ξέρουµε, δεν αποτελεί για τους µαθητές απλά ένα ξυράφι του 

Ochkam αλλά την έρηµη ψυχρή κορυφή ενός παγόβουνου που κρύβει 

βαθιά την ιστορική πρακτική και εµπειρία που την διαµόρφωσε.΄΄ 

 

      Κατά την άποψή µας, µέρος αυτών των προβληµάτων κληροδοτείται και σε αυτό 

που η συνάρτηση ΄΄παράγει΄΄ δηλαδή στην παράγωγό της, όπου εκτιµούµε ότι η 

αντιµετώπισή της από τους µαθητές περιστρέφεται γύρω από τη χρήση της ως 

εργαλείο µε διαδικασίες που αφορούν στη χρηστικότητά της. Εννοούµε µ’ αυτό, ότι 

αφού η έννοια της συνάρτησης είναι τόσο προβληµατική για τον µαθητή είναι κατά 

τη γνώµη µας φυσικό να µην προσπαθήσει καν να εµβαθύνει σε οποιαδήποτε 

παραγόµενη από αυτήν έννοια. Ή ακόµη, αν έχει συνηθίσει να βλέπει τη συνάρτηση 

µόνο µέσω του τύπου της, µε τις υπόλοιπες αναπαραστάσεις της ιδωµένες ως απλές 
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ετικέτες, τότε πολύ φυσιολογικά θα συνεχίσει να βλέπει έτσι και την παράγωγό της 

και µάλιστα θα περιµένει να του εµφανίζεται έτσι. 

     Ο περιορισµός αυτός του πλαισίου εργασίας δεν είναι, κατά τη γνώµη µας, κατ’ 

ανάγκην κακός. Μπορούµε να διακρίνουµε τη γνώση, σε γνώση που απλά 

χρησιµοποιείται για να αποδειχθεί µια ιδιότητα και σε γνώση που είναι αναγκαία για 

την κατανόηση και επιπλέον για την παραγωγή µιας απόδειξης. Θα λέγαµε λοιπόν ότι 

είναι (ο περιορισµός) απλά και σαφώς ελλιπής. Αυτό που φαίνεται να είναι κακό, 

είναι η «αφαίρεση» που κάνουν οι µαθητές και στην οποία θα αναφερθούµε στην 

επόµενη ενότητα. Να σηµειώσουµε ακόµη ότι στα Μαθηµατικά Κατεύθυνσης που 

διδάσκονται στην Γ΄ Λυκείου στα σχολεία µας και ειδικότερα στον Απειροστικό 

Λογισµό, που είναι το θέµα που µας αφορά, είναι απαιτητοί και οι δύο τύποι των 

γνώσεων που προαναφέραµε, καθώς επίσης και η µετάβαση από τη µία γνώση στην 

άλλη. 

 

     Αρκετές είναι οι έρευνες που αφορούν στο πως οι µαθητές αντιλαµβάνονται και 

χειρίζονται γραφικές παραστάσεις και στο πως αυτοί (οι µαθητές) κατανοούν έννοιες 

του Απειροστικού Λογισµού. Ενδεικτικά θα αναφέρουµε κάποιες από αυτές στη 

συνέχεια. 

 

     Όπως αναφέρει η  I. Block σε αρκετές χώρες τα πρώτα στοιχεία του Απειροστικού 

Λογισµού διδάσκονται ξεκοµµένα από προβλήµατα και χωρίς όλα τα εργαλεία της 

τυποποίησης. Μια τυπική εισαγωγή στις τελευταίες τάξεις του Λυκείου απαρτίζεται 

από παρατήρηση µερικών παραδειγµάτων συναρτήσεων, παρατηρώντας τις ιδιότητές 

τους και συµπερασµατικά καταλήγοντας σε µια γενίκευση µε κάποιους 

΄΄εννοούµενους΄΄ τρόπους. Αυτό υποτίθεται ότι είναι αρκετό για µια πρώτη 

προσέγγιση στα στοιχεία της Ανάλυσης, υποθέτοντας ότι αργότερα στο 

Πανεπιστήµιο, οι µαθητές θα µάθουν να αποδεικνύουν και να τεκµηριώνουν τις 

ιδιότητες που παρουσιάζονται στα συγκεκριµένα σηµεία. 

     Στην Ελληνική πραγµατικότητα θα λέγαµε ότι τα πράγµατα είναι λιγάκι πιο 

διαφορετικά. Στα Μαθηµατικά της Γενικής Παιδείας, όπου τα πράγµατα είναι πιο 

΄΄χαλαρά΄΄, µετά από µια σύντοµη εισαγωγή στα όρια, παρουσιάζεται η παράγωγος 

συνάρτηση ως το κύριο εργαλείο για την εύρεση της εφαπτοµένης µιας συνάρτησης 

σε κάποιο σηµείο της καθώς και για την εύρεση της µονοτονίας της συνάρτησης και 

δίνεται και κάποια σχετική έµφαση στα προβλήµατα. Επίσης στις ερωτήσεις 
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κατανόησης υπάρχουν αρκετές πους προσπαθούν να συνδέσουν τη συνάρτηση µε την 

παράγωγό της µέσω γραφηµάτων. Απουσιάζουν θεωρήµατα όπως του Rolle, του 

Fermat κ.α. και η όλη προσπάθεια στρέφεται στον καλό χειρισµό της παραγώγου ως 

εργαλείο για την εξαγωγή συµπερασµάτων για τη συνάρτηση και στην εφαρµογή της 

σε σχετικά απλά προβλήµατα. Στα Μαθηµατικά Κατεύθυνσης τα πράγµατα είναι 

σαφώς πιο αυστηρά θεµελιωµένα και η ύλη της Ανάλυσης εµπλουτίζεται µε διάφορα 

θεωρήµατα όπως αυτά που προαναφέραµε. Η ύπαρξη µιας αυστηρής και 

τεκµηριωµένης απόδειξης είναι σαφώς απαιτητή. 

     Είτε όµως µε µια παρουσίαση στοιχείων της Ανάλυσης ΄΄εξ απαλών ονύχων΄΄ είτε 

µε µια αυστηρότερη παρουσίαση, τα πράγµατα στα Πανεπιστήµια φαίνεται να είναι 

τα ίδια. Οι καθηγητές συχνά διαµαρτύρονται ότι οι φοιτητές δε δείχνουν τις 

κατάλληλες ικανότητες για απόδειξη και ότι χρησιµοποιούν τα γραφήµατα και τις 

εξισώσεις σα να ήταν κάποιο είδος ΄΄ετικέτας΄΄ για τις συναρτήσεις, παρά σαν ένα 

νοηµατικό υλικό για να εκφράσουν έννοιες και σαν εργαλείο απόδειξης.  

 

     Οι Ν. Μουσουλίδης & Α. Γαγάτσης (2003) ασχολήθηκαν µε τη γεωµετρική και 

αλγεβρική προσέγγιση επίλυσης σε αναπαραστάσεις συναρτήσεων. Επίσης 

διερεύνησαν, χρησιµοποιώντας ένα υπό – δείγµα του αρχικού, την επίδραση της 

χρήσης εκπαιδευτικού λογισµικού στην ικανότητα των φοιτητών να επιλύουν µε 

γεωµετρικό τρόπο προβλήµατα συναρτήσεων. Το αρχικό τους δείγµα, του οποίου τα 

αποτελέσµατα που εξήχθησαν αφορούν και στην εργασία µας, αποτελείτο από  95 

δευτεροετείς φοιτητές του τµήµατος Επιστηµών της Αγωγής, του Πανεπιστηµίου της 

Κύπρου, οι οποίοι είχαν παρακολουθήσει σειρά µαθηµάτων για την έννοια της 

συνάρτησης και τις γραφικές παραστάσεις τόσο σε λυκειακό όσο και σε 

πανεπιστηµιακό επίπεδο. 

     Με την ανάλυση της συνεπαγωγής που πραγµατοποίησαν οι ερευνητές, 

διακρίνονται µε εντελώς σαφή τρόπο δύο κατηγορίες φοιτητών : (α) Οι φοιτητές που 

σκέφτονται και δρουν στα διάφορα έργα αλγεβρικά και (β) οι φοιτητές που 

σκέφτονται και δρουν στα διάφορα έργα γεωµετρικά. Αξιοσηµείωτο είναι ότι οι 

φοιτητές διατηρούν τον τρόπο (αλγεβρικό ή γεωµετρικό) µε τον οποίο προσπαθούν 

να κατασκευάσουν τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης ή να επιλύσουν ένα 

γεωµετρικό πρόβληµα, ανεξάρτητα από τα δεδοµένα του προβλήµατος ή το είδος της 

συνάρτησης. Ο αλγεβρικός τρόπος επίλυσης των διαφόρων έργων προτιµάται έναντι 

του γεωµετρικού τρόπου, από σηµαντικά υψηλότερο ποσοστό φοιτητών (60% 
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αλγεβρικά). Φάνηκε επίσης, ότι οι φοιτητές που χρησιµοποιούν γεωµετρική 

προσέγγιση επίλυσης έχουν καλύτερη επίδοση στα ερωτήµατα µετάφρασης που 

υπήρχαν στα δοκίµια της εξέτασης. 

 

     Η Isabelle Bloch (2003) ερεύνησε τη διδασκαλία συναρτήσεων σε ένα γραφικό 

περιβάλλον. Σύµφωνα µε την ταξινόµησή της τα σκηνικά που εµφανίζονται όταν 

δουλεύουµε µε συναρτήσεις είναι τα ακόλουθα: 

• Αριθµητικά: πίνακες τιµών 

• Αλγεβρικά: τύποι εξισώσεις 

• Γεωµετρικά: διάφορα γεωµετρικά µεγέθη 

• Γραφικά: ευθείες, καµπύλες, άξονες συντεταγµένων 

• Τυπικά: σύµβολα όπως  f, 1f , f g− �  κ.τ.λ. 

• Αναλυτικά: µε σύµβολα όπως το ∞  ή άλλα που σχετίζονται µε διατάξεις 

µεγεθών. Χρησιµοποιούνται για ευρετικούς σκοπούς, αλλ’ όχι για την 

εγκυρότητα, στις ανώτερες τάξεις του Λυκείου. 

     Όπως αναφέρει η συγγραφέας, τα παραπάνω σκηνικά έχουν διαφορετικές 

ιδιότητες για τη µαθηµατική δουλειά µε συναρτήσεις. ∆ύο αναπαραστάσεις σε µερικά 

σκηνικά δεν εµφανίζουν την ίδια εγκυρότητα για τα ίδια προβλήµατα και δεν 

παρουσιάζουν τις ιδιότητες συναρτήσεων. Είναι σηµαντικό πρώτα να γνωρίζουµε τις 

ιδιότητες κάθε σκηνικού, µε ποιον δηλαδή τρόπο είναι τµήµατα από τα αντικείµενα 

που αναπαριστούν και κατόπιν να γίνει σχεδιασµός και οργάνωση των έργων που θα 

δοθούν στους µαθητές. 

     Μια τέτοια οργάνωση αποτελεί πρόβληµα είτε για την τελευταία τάξη του 

Λυκείου, είτε για το πρώτο έτος του Πανεπιστηµίου, δεδοµένου ότι οι µαθητές – 

φοιτητές δεν έχουν θεωρητικό υπόβαθρο για να κατασκευάζουν αποδείξεις. Η Bloch 

χρησιµοποιώντας τη ΄΄θεωρία  των καταστάσεων΄΄, όπως αυτή προτάθηκε από τον 

Brousseau (1977), αναπτύσσει µια θεωρητική προσέγγιση µέσα σ’ ένα γραφικό 

περιβάλλον για 17χρονους µαθητές. 

     Σύµφωνα µε τον Brousseau (1997, p.30) ́΄ο µαθητής  µαθαίνει 

προσαρµόζοντας  τον  εαυτό του  σε  ένα  περιβάλλον το οποίο γεννά  

αντιφάσεις , δυσκολίες  και ανισορροπίες΄΄.  

     Η Bloch στήριξε το σχεδιασµό του εγχειρήµατός της, δανειζόµενη την προσέγγιση 

του Pedro Alson ο οποίος διδάσκει µαθηµατικά στο Central University της 
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Βενεζουέλας. Ο ανωτέρω καθηγητής, διαπιστώνοντας ότι οι φοιτητές του είχαν πολύ 

φτωχές ικανότητες στην άλγεβρα, προσπάθησε να βρει έναν άλλο τρόπο προσέγγισης 

ώστε να γίνει αντιληπτή από αυτούς η έννοια της συνάρτησης και επιπλέον να 

αντιληφθούν πως µπορούν να δουλεύουν µε τις συναρτήσεις χωρίς να έχουν κατ’ 

ανάγκην τον τύπο τους. Η διδασκαλία του προσαρµόστηκε κατάλληλα από την Bloch 

σε περιβάλλον για 17χρονους µαθητές, ΄΄θετικής΄΄ − σύµφωνα µε τη δική µας 

ορολογία – κατεύθυνσης  και διδάχτηκε σε µια ολόκληρη τάξη (35 µαθητές) για έναν 

χρόνο, το 1998. 

     Στο τέλος της χρονιάς, δόθηκε ένα τεστ σε τέσσερις τάξεις (140 µαθητές το 

σύνολο) της ίδιας κατεύθυνσης. Εν συντοµία περιγράφοντας, το τεστ περιείχε: (α) 

ερωτήσεις που αφορούσαν στην αναγνώριση συνάρτησης από σηµεία ή στην εύρεση 

σηµείων σε δοσµένη γραφική παράσταση, αναγνώριση ασύµπτωτων, (β) τρεις 

ερωτήσεις που αφορούσαν στην αναγνώριση ριζών συνάρτησης και στη µεταβολή 

συνάρτησης, (γ) τρεις ερωτήσεις που αφορούσαν στα όρια και στις παραγώγους µέσα 

από γραφική παράσταση, οι οποίες ξέφευγαν από την έννοια του κλασσικού, και (δ) 

έξη κλασσικές ερωτήσεις και έξη µη κλασσικές ερωτήσεις όπου παρουσιάζονταν  οι 

διφορούµενες έννοιες, οι συναρτήσεις ως αντικείµενα και οι συνδέσεις µεταξύ 

διαφόρων σκηνικών. 

     Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι η πειραµατική οµάδα είχε καλύτερη κατανόηση και 

χειρισµό µε αφηρηµένες συναρτήσεις και συνδέσεις µεταξύ διαφόρων σκηνικών και 

γραφηµάτων. Μπορούσαν να µεταβούν από το γράφηµα στην εξίσωση, να συνδέουν 

κοµµάτια από διάφορες αναπαραστάσεις και να αναγνωρίζουν µια συνάρτηση, ενώ οι 

λοιποί µαθητές εύκολα αποσυντονίζονταν σε τέτοιου είδους θέµατα. Επίσης οι 

µαθητές της πειραµατικής οµάδας µπορούσαν εύκολα να περάσουν από το µερικό 

στο ολικό µέρος θέασης, µιλώντας για το ίδιο αντικείµενο για ένα σηµείο της 

γραφικής παράστασης και την αντίστοιχη συνάρτηση µε γραφικούς ή αλγεβρικούς 

όρους. Πλεονέκτηµα της πειραµατικής προσέγγισης, σε κάθε περίπτωση, ήταν ότι 

επέτρεπε στους µαθητές να προσµετρήσουν πάρα πολλές διαφορετικές 

αναπαραστάσεις σε µεγαλύτερη ποικιλία συναρτήσεων απ’ ότι συνήθως γίνεται µε 

την κλασσική οργάνωση.  

     Μια σηµαντικότερη παρατήρηση ήταν ότι οι µαθητές της πειραµατικής τάξης 

έδειξαν περισσότερη ακανόνιστη επιτυχία, αλλά προσπάθησαν να λύσουν 

περισσότερες ερωτήσεις. Φάνηκε ότι η γνώση σ’ αυτή την τάξη ήταν περισσότερο 
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διάχυτη, συµπέρασµα το οποίο επιβεβαιώθηκε από το γεγονός ότι στις µη 

πειραµατικές τάξεις µπορούσε κανείς να διακρίνει τα γραπτά των µαθητών που 

συνήθως επιτυγχάνουν καλά στα µαθηµατικά, απ’ τα υπόλοιπα γραπτά, πράγµα το 

οποίο δεν ήταν δυνατόν να γίνει στην πειραµατική τάξη, διότι όλοι οι µαθητές 

ενεπλάκησαν σε µία ευρετική εργασία, που σηµαίνει ότι όλοι προσπαθούσαν να 

απαντήσουν στις ερωτήσεις µε διάφορους τρόπους και ενδεχόµενα να έκαναν κάποια 

λάθη, αλλά κανείς τους δεν αισθάνθηκε αβοήθητος και ανίκανος να απαντήσει. 

     Εν κατακλείδι, τα συµπεράσµατα θα µπορούσαν να συνοψιστούν στα ακόλουθα: 

1. Οι µαθητές της πειραµατικής τάξης ΄΄τυποποίησαν΄΄ περισσότερη µαθηµατική 

γνώση και ήταν ικανοί να συζητήσουν τη σχετική γνώση, επικοινωνώντας την 

µε τις πρέπουσες αποδείξεις. 

2. Οι απαντήσεις στο ερωτηµατολόγιο έδειξαν ότι οι µαθητές της πειραµατικής 

τάξης είχαν περισσότερο ποικίλους και συσχετισµένους τρόπους έρευνας για 

τα προβλήµατα και είχαν περισσότερη πρωτοβουλία. 

3. Όπως και να ’χει, οι καλοί µαθητές από οποιαδήποτε τάξη θα µπορούσαν να 

πιστωθούν µε τις ίδιες ικανότητες. Η διαφοροποίηση που προαναφέρθηκε, 

ήταν εξ αιτίας τους µέσου όρου. Έτσι θα µπορούσε κάποιος να πει ότι οι καλοί 

µαθητές επιτυγχάνουν την επιθυµητή γνώση χωρίς ιδιαίτερη εκπαίδευση και 

επιτυγχάνουν µε οποιαδήποτε διδακτική προσέγγιση. 

4. Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι υπάρχει η δυνατότητα να διευρυνθεί ο ρόλος 

των γραφικών σκηνικών (αναλογιζόµενοι πάντα του τι θα χρειαστεί αργότερα) 

στην επίλυση προβληµάτων στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 

    

     Τα όρια θεωρούνται ο ακρογωνιαίος λίθος της Ανάλυσης. Αν και δεν αποτελούν 

άµεσο στόχο της έρευνάς µας, εν τούτοις θεωρούµε ότι θα πρέπει να αναφερθούµε 

έστω και εν συντοµία στα προβλήµατα που έχει παρατηρηθεί ότι δηµιουργούν, 

θεωρώντας – όπως και µε τη βασική έννοια της συνάρτησης – ότι κάποια από αυτά 

(τα προβλήµατα) µπορεί να κληροδοτούνται στις έννοιες που έπονται των ορίων    

 

     Η Kristina Juter, όπως και αρκετοί άλλοι,  ερεύνησε το χειρισµό των ορίων από 

τους µαθητές. Η έρευνά της πραγµατοποιήθηκε σε πανεπιστήµιο της Σουηδίας. Οι 

φοιτητές ήταν περίπου εκατό (µε το ένα τέταρτο απ’ αυτούς γυναίκες), ηλικίας 19 

ετών και άνω, οι οποίοι και παρακολουθούσαν την πρώτη σειρά µαθηµάτων στα 

µαθηµατικά. Στο άρθρο της: Limits of functions – How do students handle them? 
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παρουσιάζει τέσσερις περιπτώσεις από αυτό το σύνολο, οι οποίες ήταν κατά τη 

γνώµη της, αντιπροσωπευτικές. Οι περιπτώσεις αυτές επιλέχθηκαν από το σύνολο 

των εµπλεκοµένων υποκειµένων. Όλοι οι φοιτητές παρακολούθησαν µια σειρά 

µαθηµάτων η οποία αποτελείτο από δύο υπό – σειρές, συνολικής διάρκειας είκοσι 

(20) εβδοµάδων, από τρεις 45λεπτες διαλέξεις κάθε εβδοµάδα. Η έννοια των ορίων 

παρουσιάστηκε στην πρώτη σειρά, πριν από τις παραγώγους και ξαναδιδάχτηκε στη 

δεύτερη σειρά σε διαφορετικά σκηνικά, όπως τα ολοκληρώµατα και οι σειρές.  

     Τα βασικά ερωτήµατα της έρευνάς της είναι: (α) Πώς οι µαθητές δηµιουργούν τις 

νοητικές τους αναπαραστάσεις για τα όρια συναρτήσεων; (β) Αλλάζουν αυτές οι 

αναπαραστάσεις κατά τη διάρκεια των σπουδών τους; (γ) Τι αλλάζει, αν αλλάζει 

κάτι; (δ) ∆ιαφέρουν οι αναπαραστάσεις αυτών που τα καταφέρνουν πολύ καλά απ’ 

των υπολοίπων; 

     Τα συµπεράσµατα έδειξαν ότι οι µαθητές αποδεικνύονται πολύ ΄΄πραγµατιστές΄΄ 

όταν µαθαίνουν τα όρια. Εστιάζονται στην επίλυση των προβληµάτων κι όχι τόσο στη 

θεωρία. Μετά τη σειρά των µαθηµάτων, όλοι πλην ενός ήταν ανήµποροι να 

εξηγήσουν το νόηµα του τυπικού ορισµού των ορίων. Παρ’ όλα αυτά, όλοι είναι 

πεπεισµένοι για την ικανότητά τους να αδράξουν την έννοια. Αυτή η έλλειψη 

επίγνωσης µπορεί ίσως να τους καταστεί σαφής, µόνο αν εµπλακούν σε προκλήσεις 

και ερευνητικές καταστάσεις περισσότερο συχνά. Οι αναπαραστάσεις  που 

σχηµατίζουν οι µαθητές αλλάζουν κατά τη διάρκεια της σειράς των µαθηµάτων. 

Κάποιες αλλαγές επαναδιευθετούν ολόκληρα µέρη της εικόνας της έννοιας. Κάποιες 

αλλαγές είναι απλά µικρότερες τροποποιήσεις ή επικολλήσεις στις εικόνες της 

έννοιας. Επίσης υπάρχουν τµήµατα που αν και είναι λανθασµένα, αφήνονται 

αναλλοίωτα. Η περισσότερη και ουσιαστικότερη αλλαγή έγινε στη µαθήτρια (από 

τους τέσσερις µαθητές που συµµετείχαν στην έρευνα) που ήταν υψηλών επιδόσεων. 

 

     Οι Lucia Grugnetti & Angela Rizza ερεύνησαν την επιρροή της φυσικής γλώσσας 

στην κατανόηση της έννοιας του ορίου. Ξεχώρισαν τα εµπόδια που είναι ικανά να 

παρεµποδίσουν τη διαδικασία της κατασκευής του ορίου, σε: 

• Επιστηµολογικής φύσης, βασιζόµενα σε εσωτερικές αιτίες των ίδιων των 

µαθηµατικών (Brousseau, 1998, Sierpinska, 1985). 
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• ∆ιδακτικής φύσης, βασιζόµενα στις µεθόδους διδασκαλίας, οι οποίες δεν είναι 

πάντα αποτελεσµατικές (Brousseau, 1998, CREM, 1995, Groupe AHA, 1999, 

Artigue, 1998). 

• Γνωστικής φύσης, βασιζόµενα στις διαδικασίες της αφαίρεσης και της 

εννοιολογικοποίησης που εµπλέκονται (Cornu, 1991, Dubinsky, 1991, Sfard, 

1992, Tall & Vinner, 1981, Tall, 1996). 

• Μεταγνωστικής φύσης, βασιζόµενα στη συνολική συµπεριφορά, σύµφωνα µε την 

οποία η µαθητές ρέπουν να προσεγγίζουν τα µαθηµατικά (Zan 2001, 2002). 

     Η αρχική υπόθεση των συγγραφέων είναι ότι η φυσική γλώσσα δεν είναι χρήσιµη 

στη ΄΄µαθηµατική καταχώρηση΄΄ στην περίπτωση του ορίου. Η έρευνα που 

διεξήγαγαν αφορούσε στη ΄΄γλωσσολογική΄΄ ερµηνεία που δίνεται στους όρους 

΄΄όριο΄΄ και ΄΄άπειρο΄΄ και επιπροσθέτως στη χρήση µερικών συχνά 

χρησιµοποιούµενων εκφράσεων, όπως ΄΄εντός ορίων΄΄ κ.τ.λ. Βασικό χαρακτηριστικό 

της έρευνας είναι ότι διεξήχθη σε διάφορα ηλικιακά στάδια (6 – 10, 11 – 13, 14 – 19 

και >19, σε ποσοστό 10%). 

     Παρουσιάστηκαν οι εξής δυσκολίες: 

• ∆υσκολία στο να συσχετισθεί το όριο µε την ιδέα µιας επαναλαµβανόµενης 

διαδικασίας ( και ως εκ τούτου µε µια διαδικασία που συνεχίζεται έπ’ άπειρον.  

• ∆υσκολία στην αποδοχή της δυνατότητας ενός άπειρου ορίου. 

     Ως ένα χαρακτηριστικό αποτέλεσµα των παραπάνω είναι ότι εµφανίστηκε η 

παρουσία ενός είδους αντίθεσης µεταξύ της ιδέας του ορίου και του απείρου, όταν η 

απάντηση που δόθηκε στην ερώτηση ΄΄Εξηγείστε τι σηµαίνει για σας η λέξη 

«άπειρο»΄΄, ήταν ‘’ Είναι κάτι που δεν έχει όρια’’.  

     Ο Fischbein (1973) έγραψε: ΄΄Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η διδασκαλία ενός 

θέµατος, για να είναι αποτελεσµατική, θα έπρεπε να προηγείται αυτής µια εξερεύνηση 

στη διαισθητική γνώση των µαθητών΄΄.  

     Με αφετηρία τις απόψεις και τα αποτελέσµατα του Fischbein, οι συγγραφείς 

προσπάθησαν να αναλύσουν την επιρροή των συνήθων σχολικών πρακτικών πάνω 

στις διαισθήσεις των µαθητών.  

     Αναλύοντας τις εργασίες των µαθητών, φάνηκε ότι όντως οι διαισθήσεις που 

υπάρχουν για το άπειρο, υπάρχουν σε οποιοδήποτε σχολικό επίπεδο, ιδίως στο 

δηµοτικό. ∆εν παρατηρήθηκε όµως κάποια εξέλιξη αυτών των ιδεών, ούτε µε 

ποσοτικό τρόπο ούτε µε ποιοτικό τρόπο. Αν και το δείγµα της έρευνας δεν θεωρείται 
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αντιπροσωπευτικό, φαίνεται να επιβεβαιώνεται η υπόθεση των συγγραφέων, ότι 

αυτές οι διαισθήσεις, στη διδακτική πρακτική δεν έχουν την ευκαιρία να αναπτυχθούν 

και να παγιωθούν. Τα αποτελέσµατα της έρευνας έδειξαν επίσης ότι µια διδασκαλία 

υπερβολικά βασισµένη στον αυτοµατισµό µπορεί να παρεµποδίσει την παραγωγή 

΄΄φυσικών΄΄ και καλών διαισθήσεων.  

     Φαίνεται λοιπόν για τους συγγραφείς ότι σχηµατικά έχουµε µια µορφή ως 

ακολούθως: 

 

 

 

        Οι Θ. Ζαχαριάδης, Ε. Μπιζά & Α. Σογιούλ (2004) εξέτασαν την έννοια της 

εφαπτοµένης στους πρωτοετείς φοιτητές του µαθηµατικού τµήµατος του 

Πανεπιστηµίου Αθηνών. 

     Οι ερευνητές στηρίχτηκαν στη θεωρία της εννοιολογικής  αλλαγής . Η θεωρία 

αυτή µελετάει τη διαδικασία απόκτησης της γνώσης και ειδικότερα όταν η 

προϋπάρχουσα γνώση δεν είναι συµβατή µε τη νέα. Στην περίπτωση αυτή, συχνά 

παρατηρούνται λάθη που οφείλονται σε συστηµατικές παρανοήσεις (Vosniadou, 

1994). Αρκετές µελέτες έχουν ασχοληθεί µε την εννοιολογική αλλαγή στην 

περίπτωση των µαθηµατικών εννοιών (Merenluoto & Lehtinen, 2002, Vamvakoussi 

& Vosniadou, 2002).  Είναι γνωστή η εννοιολογική αλλαγή που αντιµετωπίζουν οι 

µαθητές, όταν από την πρωταρχική έννοια της εφαπτοµένης του κύκλου, περνούν 

σταδιακά στην εφαπτοµένη καµπύλης κωνικής τοµής, για να καταλήξουν στη Γ΄ 

Λυκείου να λάβουν τον ορισµό της εφαπτοµένης µέσω παραγώγων και να είναι 

ουσιαστικά αναγκασµένοι να ΄΄αναιρέσουν΄΄ πολλά από τα τµήµατα των εικόνων που 

έχουν σχηµατίσει για την έννοια της εφαπτοµένης. 

     Με τους όρους της θεωρίας της εννοιολογικής αλλαγής που προτείνει η 

Βοσνιάδου (1994), οι ερευνητές ισχυρίζονται ότι οι εικόνες που συνδέονται µε την 

έννοια της εφαπτοµένης του κύκλου είναι προϋποθέσεις, που λειτουργούν ως εµπόδιο 

στη βαθύτερη κατανόηση της έννοιας της εφαπτοµένης της καµπύλης. Συχνά οι 

µαθητές δηµιουργούν συνθετικά µοντέλα, στην προσπάθειά τους να προσαρµόσουν 

Σωστές 
διαισθήσεις 

Συνήθης σχολική 
πρακτική 

Λανθασµένες 
πεποιθήσεις 
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τη νέα γνώση, που αφορά στην εφαπτοµένη της καµπύλης, στις προηγούµενες 

γνώσεις τους για τον κύκλο και τις κωνικές τοµές. 

     Η έρευνα διεξήχθη σε 19 φοιτητές, οι οποίοι είχαν διδαχτεί ένα εισαγωγικό 

µάθηµα Απειροστικού Λογισµού στο Λύκειο, αλλά δεν είχαν ακόµη παρακολουθήσει 

αντίστοιχο µάθηµα στο Πανεπιστήµιο. Οι φοιτητές απάντησαν σε ένα 

ερωτηµατολόγιο αποτελούµενο από έξη ερωτήσεις και στη συνέχεια συµµετείχαν σε 

προσωπικές συνεντεύξεις, όπου συζητήθηκαν οι απαντήσεις τους. Οι έξη αυτές 

ερωτήσεις παρουσίαζαν γραφικές παραστάσεις και σχεδιασµένες ευθείες και οι 

φοιτητές καλούνταν να απαντήσουν ποια ευθεία ήταν εφαπτοµένη στο σηµείο µε 

τετµηµένη 00 =x .  

     Με βάση µε τις απαντήσεις τους οι φοιτητές χωρίστηκαν σε τρεις οµάδες, ανάλογα 

µε το βαθµό που οι ιδιότητες του ΄΄ακριβώς ενός κοινού σηµείου΄΄ και της 

΄΄διατήρησης στο ίδιο ηµιεπίπεδο΄΄ επηρεάζουν την εικόνα τους για την έννοια της 

εφαπτοµένης. Στην α΄ οµάδα ανήκουν 5 άτοµα όπου η εικόνα του ΄΄ακριβώς ενός 

κοινού σηµείου΄΄ αποτελεί το κύριο κριτήριό τους, για να αναγνωρίσουν αν µια 

ευθεία είναι εφαπτοµένη ή όχι. Στη β΄ οµάδα ανήκουν 7 φοιτητές µε συνθετότερα 

κριτήρια για την ύπαρξη εφαπτοµένης, εξετάζοντας τοπικά την ισχύ ή όχι και των δύο 

προαναφερθέντων ιδιοτήτων. Γι’ αυτούς τους φοιτητές η έννοια της εφαπτοµένης έχει 

συνδεθεί τοπικά άµεσα µε την έννοια της εφαπτοµένης του κύκλου. Τέλος στη γ΄ 

οµάδα οι φοιτητές έχουν δοµήσει σωστά την έννοια της εφαπτοµένης σε οποιαδήποτε 

καµπύλη. 

     Τα συµπεράσµατα που απορρέουν, παρ’ όλο που η παραπάνω έρευνα είναι 

πιλοτική, είναι ότι υπάρχουν σοβαρές ενδείξεις ότι η µετάβαση από την εφαπτοµένη 

του κύκλου και των κωνικών τοµών στην εφαπτοµένη καµπύλης, εντάσσεται στις 

περιπτώσεις που ερµηνεύονται µε τη θεωρία της εννοιολογικής αλλαγής. 

 

     Οι Leslie Aspinwall, Kenneth L. Shaw & Norma C. Presmeg (1997) ερεύνησαν τις 

γραφικές συνδέσεις µεταξύ µιας συνάρτησης και της παραγώγου της και τις 

δυσκολίες που µπορούν να παρουσιαστούν από ανεξέλεγκτες νοητικές εικόνες. 

Ακολούθησαν τη µεθοδολογία της µελέτης περίπτωσης µε υποκείµενο έναν φοιτητή ο 

οποίος είχε ήδη συµπληρώσει ένα έτος σπουδών στοιχειώδους απειροστικού 

Λογισµού που αποτελείτο από δύο σειρές µαθηµάτων και χρειαζόταν µόνο µια τρίτη 

και τελευταία σειρά για να ολοκληρώσει τις σπουδές του στο αντικείµενο αυτό. Ο εν 
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λόγω φοιτητής ήταν την περίοδο της έρευνας 28 χρονών και παρακολουθούσε το 

τµήµα µηχανικών συστηµάτων. 

     Συνολικά φτιάχτηκαν είκοσι έργα για να παρακολουθήσουν την κατανόηση του 

φοιτητή σε ότι αφορά την παράγωγο της συνάρτησης. Τα τέσσερα πρώτα φτιάχτηκαν 

βασιζόµενα στην ύλη των µαθηµάτων και τα υπόλοιπα αναλύοντας τις συνεντεύξεις 

από τα προηγούµενα έργα του φοιτητή. Τα περισσότερα από αυτά περιείχαν µη − 

κλασσικά προβλήµατα. 

     Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι ο φοιτητής µπορούσε εν γένει να ανταποκριθεί 

ικανοποιητικά σε απλές ασκήσεις αλγεβρικού τύπου, κάνοντας κάποιες φορές κάποια 

λάθη, τα οποία όµως εύκολα αναγνώριζε ως τέτοια όταν του εξηγούνταν, αλλά 

παρουσιάστηκε σηµαντικότατο πρόβληµα όταν του παρουσιάστηκε µέσω 

γραφήµατος µια παραβολή (και µάλιστα της απλούστατης µορφής  2y x= ) και του 

ζητήθηκε το γράφηµα της παραγώγου της, όπου εκεί παρουσίασε ως απάντηση το 

γράφηµα µιας κυβικής συνάρτησης. Αυτό που φάνηκε να τον µπερδεύει ιδιαίτερα 

ήταν η εντύπωση που του έδινε το γράφηµα της παραβολής και το οποίο κατά τη 

γνώµη του φαινόταν σα να έχει κατακόρυφες ασύµπτωτες. Βέβαια και το γράφηµα 

που παρουσίαζε ως γράφηµα παραγώγου δε µπορούσε να δικαιολογήσει αυτόν τον 

ισχυρισµό του. Η εικόνα αυτή παρέµεινε για πολύ καιρό ενεργή και αντιµαχόµενη 

των οποιωνδήποτε άλλων λογικών συµπερασµάτων που έβγαζε ο φοιτητής, είτε 

µόνος του, είτε µε την βοήθεια των ερευνητών, όπως ας πούµε ότι δε µπορούσε να 

βρει κάποιο σηµείο όπου εκεί κοντά η συνάρτηση θα απειριζόταν. Όταν του 

παρουσιάστηκε η εναλλακτική άποψη, ότι δηλαδή το γράφηµα που του 

παρουσιαζόταν ήταν το γράφηµα της παραβολής, αµέσως έδωσε τη σωστή απάντηση, 

ότι δηλαδή η παράγωγος είναι µια ευθεία γραµµή, τονίζοντας µάλιστα ότι «έπρεπε 

να έχει σκεφτεί από την αρχή  αλγεβρικά». Και πάλι όµως υπαναχώρησε στις 

αρχικές του σκέψεις περί κατακόρυφης ασύµπτωτης της παραβολής µη µπορώντας να 

συνταιριάξει τα, δεδοµένα πλέον γι’ αυτόν, συµπεράσµατα που πηγάζουν από τη 

θεωρία, µε τις εικόνες που αυτός µε κάποιον τρόπο έχει σχηµατίσει. ∆υσκολίες αυτής 

της φύσης έχουν ονοµαστεί, όπως έχουµε αναφέρει  και νωρίτερα, από τους Tall & 

Vinner, ως γνωστικοί παράγοντες  σύγκρουσης . Σύµφωνα µε τους συγγραφείς, σ’ 

αυτήν την περίπτωση ίσως είναι η εικόνα  της  έννοιας  του απείρου που µπορεί 

να διαφέρει από τον τυπικό ορισµό της αντίστοιχης έννοιας. Η εικόνα της έννοιας 

όπως την κατέχει ο εν λόγω φοιτητής είναι το όλο γνωστικό οικοδόµηµά του, που 
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σχετίζεται µε την έννοια του απείρου και το οποίο περιέχει όλες τις νοητικές εικόνες 

και έννοιες των σχετικών ιδιοτήτων και διαδικασιών. ∆όµησε αυτήν την κατασκευή  

διαµέσου εµπειριών χρόνων. Η εικόνα του µπορεί να του προκαλεί σύγχυση καθώς 

προσπαθεί να την συνταιριάξει µε την τυπική θεωρία. Αυτά τα δεδοµένα σαφώς 

υποδεικνύουν ότι η εικόνα του φοιτητή για το άπειρο παρακινώντας του την 

αντίληψη ότι οι µεγάλοι αριθµοί είναι ένας ΄΄τρόπος πρόσβασης στο άπειρο΄΄. 

     Όταν τελικά ο φοιτητής κατάφερε να συνταιριάξει τις εικόνες του µε τη θεωρία, 

έφτασε δηλαδή στο στάδιο της ΄΄συµµόρφωσης΄΄ φάνηκε να καταλαβαίνει και την 

αιτία που του δηµιούργησε αυτό το πρόβληµα, ότι ήταν δηλαδή µια εικόνα που δεν 

µπορούσε να ελέγξει. Την αποκάλεσε µάλιστα «οπτική παραίσθηση». 

     Ο φοιτητής είχε παραπλανηθεί διότι νόµιζε ότι ήξερε γι’ αυτό που έβλεπε (Lakoff, 

1987, Wheatly, 1991). 

     Οι συγγραφείς µε αυτό το άρθρο έδειξαν  την ανάγκη περισσότερης προσοχής σε 

τέτοιου είδους προβλήµατα που µπορεί να δηµιουργηθούν από τη χρήση των 

εικονικών αναπαραστάσεων. Και αν και όλες οι σύγχρονες οδηγίες και εγχειρίδια 

προτείνουν περισσότερες γραφικές παραστάσεις στις οδηγίες του Απειροστικού, 

πηγάζοντας από την άποψη ότι οι εννοιολογική αντίληψη των µαθητών αυξάνει όποτε 

χρησιµοποιούνται γραφικές παραστάσεις και προκαλούνται συνοδεύουσες εικόνες, 

φαίνεται ότι αυτή η άποψη, ότι δηλαδή µόνο οφέλη προκαλούν, τελικά δεν είναι 

πανάκεια.  
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4. Η ΕΡΕΥΝΑ ΜΑΣ 
 

4.1. ΣΚΟΠΟΣ  ΤΗΣ  ΈΡΕΥΝΑΣ 
      

     Θεωρούµε ότι οι µαθητές της Γ΄ Λυκείου είναι στο σύνολο τους αντιµέτωποι µε 

µια σχεδόν πρωτόγνωρη γι’ αυτούς κατάσταση στα µαθηµατικά. Οι απαιτήσεις της 

τάξης αυτής είναι κατά πολύ µεγαλύτερες από τις απαιτήσεις των προηγούµενων 

τάξεων. Επιπροσθέτως, µιας και ο βαθµός της Γ΄ Λυκείου ήταν µέχρι πρότινος ο 

κύριος και αποφασιστικός παράγοντας για την επιτυχία ενός µαθητή και από τον 

τελευταίο χρόνο είναι ο µοναδικός παράγοντας, θα πρέπει να προσµετρήσουµε στην 

όλη προσπάθεια των µαθητών και το άγχος που στην τελευταία τάξη φαίνεται να 

βαραίνει πολύ τα πόδια τους. 

     Παρ’ όλα αυτά εκτιµούµε ότι ένα µεγάλο µέρος της µαθητικής νεολαίας 

καταβάλλει φιλότιµες προσπάθειες για να ανταποκριθεί µε συνέπεια στα καθήκοντά 

του. Έχουµε αναφέρει ήδη πως υπάρχουν πολλές διαµαρτυρίες από τους 

Πανεπιστηµιακούς καθηγητές για την ποιότητα των φοιτητών που έρχονται στο 

πρώτο έτος σπουδών τους και για να χρησιµοποιήσουµε και βαρύτερα λόγια, για την 

άγνοιά τους. 

     Εκτιµούµε συγχρόνως, ότι οι µαθητές κάνουν «αφαιρέσεις». Όχι µε την έννοια 

της αναστοχαστικής αφαίρεσης, αλλά µε την έννοια της «έκπτωσης». Έχοντας 

εκπαιδευτεί τα προηγούµενα χρόνια σε διαδικασίες ρουτίνας και έχοντας συνηθίσει 

σε έργα που δε χρειάζονται ιδιαίτερη µαθηµατική σκέψη, αφαιρούν πολλά, ή έστω 

κάποια, περιττά κατά τη γνώµη τους στοιχεία από την ύλη που θα εξεταστούν. Αυτή 

η πρακτική δεν είναι καινούργια. Εκτιµούµε ότι ανέκαθεν γινόταν. Η διαφοροποίηση 

που νοµίζουµε ότι υπάρχει, είναι ότι σε παλαιότερα χρόνια υπήρχε επίγνωση του 

κόστους που θα µπορούσε να αποφέρει µια τέτοια επιλογή και γινόταν συνειδητά, 

ενώ τώρα δεν υπάρχει τέτοια επίγνωση. Κατά συνέπεια, οι εκπτώσεις  που 

αποφασίζουν να κάνουν οι µαθητές, µπορούν να γίνουν µε ΄΄ελαφρά τη καρδία΄΄, µη 

γνωρίζοντας ουσιαστικά τι είναι αυτό που αποφασίζουν να παρατήσουν στην άκρη. 

     Έχοντας ως βασική θεώρηση ότι οι πολλών ειδών αναπαραστάσεις σε κάποιο 

αντικείµενο συµβάλλουν σαφώς στην πληρέστερη κατανόησή του, θελήσαµε να 

δούµε τι συµβαίνει στους µαθητές σε κάποια κοµµάτια από την ύλη του 



ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΕΝΝΟΙΟΛΟΓΙΚΕΣ ∆ΙΑΣΥΝ∆ΕΣΕΙΣ ΣΥΝ∆Ε∆ΕΜΕΝΕΣ 
ΜΕ ΤΗ  ΜΕΛΕΤΗ ΚΑΙ ΧΡΗΣΗ  ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟΝ ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟ ΛΟΓΙΣΜΟ 

 - 52 - 

Απειροστικού Λογισµού. Περιοριστήκαµε κατά κύριο λόγο, στις γεωµετρικές 

αναπαραστάσεις, διότι εκτιµούµε ότι οι γεωµετρικές  αναπαραστάσεις και κατ’ 

επέκταση οι γραφικές αναπαραστάσεις, µε ότι κρυφά νοήµατα και διασυνδέσεις 

µπορεί αυτές να µεταφέρουν, είναι ένα απαραίτητο συστατικό από τις 

αναπαραστάσεις εν γένει, που είναι ιδιαίτερα χρήσιµο και για τη διδασκαλία αλλά και 

για την κατανόηση των εννοιών του Απειροστικού Λογισµού. 

     Ήδη αναφέραµε προηγούµενα στην παρούσα εργασία µας έρευνες (Leslie 

Aspinwall et al., 1997) που έχουν δείξει ότι η οπτικοποίηση µπορεί κάποιες φορές να 

αποτελέσει σοβαρό εµπόδιο, εκτιµούµε όµως ότι η υπερπήδηση αυτού του εµποδίου 

συµβάλλει ουσιαστικότατα στην κατανόηση και αποσαφήνιση των εννοιών από τη 

µεριά του µαθητή. 

     Λόγω της ιδιαιτερότητας που έχει η Γ΄ Λυκείου, το ερωτηµατολόγιό µας 

προσανατολίστηκε σε θέµατα που βασανίζουν άµεσα τους µαθητές και είναι 

απαραίτητα κατά τη γνώµη µας συστατικά εν όψει των επικείµενων εξετάσεών τους. 

     Τα ερευνητικά µας ερωτήµατα θα µπορούσαν να συνοψισθούν στα ακόλουθα: 

1. Τι είδους γεωµετρικές διασυνδέσεις παρουσιάζουν οι µαθητές σχετικά µε την 

εφαπτοµένη καµπύλης. 

2. Τι είδους διαισθητικές αντιλήψεις έχουν (π.χ., όταν πρόκειται να 

αναγνωρίσουν ή όχι µια εφαπτοµένη). 

3. Σε ποιο βαθµό προσέχουν και κατανοούν τη θεωρία σε απλά βασικά θέµατα 

όπως αυτό της µονοτονίας µιας συνάρτησης ή στην περίπτωση των 

ακροτάτων. 

4. Πώς µπορούν να συλλέξουν αλγεβρικές πληροφορίες από ένα γράφηµα. 

5. Πώς µπορούν να χειριστούν ένα απλό, αλλά ρεαλιστικό πρόβληµα και τι 

ερµηνεία µπορούν να δώσουν στα αποτελέσµατά τους. 

6. Πως µπορούν να χειριστούν τις γραφικές παραστάσεις όταν από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης τους ζητηθεί η γραφική παράσταση της 

παραγώγου αλλά και αντίστροφα. 

7. Αν µπορούν να διαβάσουν, να αναγνωρίσουν δηλαδή, τις αλγεβρικές 

πληροφορίες που τους δίνονται συµβολικά, σε ένα γράφηµα. 

8. Τα ερωτήµατα 4, 6 και 7 µπορούν να συντεθούν σε ένα γενικότερο: Τι είδους 

γεωµετρικές αναπαραστάσεις και εννοιολογικές διασυνδέσεις και σε τι βαθµό, 

µπορούν να αναπτύξουν σε ανάλογα έργα 



                                                                                                                                   ΜΑΡΙΟΣ  ΣΠΑΘΗΣ 

 - 53 - 

4.2. Ο ΤΡΟΠΟΣ ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗΣ ΤΗΣ  ΈΡΕΥΝΑΣ 
      

     Η έρευνά µας έγινε κατά κύριο λόγο, µέσω ερωτηµατολογίου, το οποίο 

παρατίθεται στο παράρτηµα. Κάποιοι από τους µαθητές συµµετείχαν και σε 

προσωπικές συνεντεύξεις, κάποιες από τις οποίες θα αναφερθούν στη συνέχεια. 

     Τα υποκείµενά µας ήταν 85 µαθητές και µαθήτριες της Γ΄ Λυκείου, τη σχολική 

χρονιά 2004 – 2005 θετικής και τεχνολογικής κατεύθυνσης. Το ερωτηµατολόγιο 

µοιράστηκε υπό τον τίτλο και τη µορφή διαγνωστικού τεστ. Ο λόγος που επιλέχτηκε 

να γίνει κάτι τέτοιο ήταν καθαρά για να δώσουν οι µαθητές όλη την απαιτούµενη 

προσοχή και σοβαρότητα και να µην απαντήσουν επιπόλαια. Το ερωτηµατολόγιο 

διανεµήθηκε στους µαθητές, όταν όλοι είχαν τελειώσει τη διδασκαλία και του 2ου 

κεφάλαιου της Ανάλυσης. 

     Από τους 85 µαθητές, οι 44 ήταν µαθητές σε ένα συγκεκριµένο φροντιστήριο, οι 

οποίοι και έγραψαν το τεστ κάτω από αυστηρή επιτήρηση µε µέγιστη χρονική 

διάρκεια 1 ώρα και 45 λεπτά. 25 ήταν µαθητές (και µάλιστα ήταν το σύνολο των 

µαθητών της θετικής και της τεχνολογικής κατεύθυνσης) από ένα συγκεκριµένο 

Λύκειο όπου και εκεί έγραψαν κάτω από την επιτήρηση των καθηγητών τους για δύο 

διδακτικές ώρες συν το διάλειµµα. Οι υπόλοιποι 16 µαθητές ήταν από άλλο Λύκειο. 

Αυτοί οι τελευταίοι  έγραψαν το τεστ στο σπίτι τους, άρα δε µπορούµε να έχουµε 

στοιχεία για τον ακριβή χρόνο τους. 

     Όλα τα γραπτά διορθώθηκαν από δυο φορές, σηµειώθηκαν τα λάθη και 

κοινοποιήθηκαν στους µαθητές που έλαβαν µέρος στην εξέταση, υπό µορφή 

έγγραφων σχολίων σχετικά µε το τι πρέπει να προσέξουν περισσότερο και να 

βελτιώσουν ενδεχοµένως. Στους µαθητές που έγραψαν το τεστ στο σπίτι τους, η 

κοινοποίηση των όποιων παρατηρήσεων έγινε µέσω τον καθηγητών τους. Με 

κάποιους από τους µαθητές του φροντιστηρίου, προχωρήσαµε σε προσωπικές 

συνεντεύξεις, τις χαρακτηριστικότερες των οποίων αναφέρω, µετά την παράθεση των 

στατιστικών στοιχείων και αποτελεσµάτων. 

     Τα λάθη κωδικοποιήθηκαν δύο φορές. Πρώτα συντάχτηκε ένας πίνακας λαθών, ο 

οποίος είχε στόχο να βοηθήσει στην καταγραφή των λαθών του εκάστοτε µαθητή και 

στα κατάλληλα από τη µεριά µας, ως διορθωτές, σχόλια. Να σηµειώσουµε εδώ ότι τα 

σχόλια τα οποία δόθηκαν στους µαθητές, δεν είχαν τη µορφή του ξερού – 

τηλεγραφικού τύπου που µπορεί να δει κανείς στην τελευταία στήλη, αλλά είχαν τη 
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µορφή νύξεων και παροτρύνσεων του στυλ: «πρόσεχε τη γεωµετρική ερµηνεία της 

παραγώγου» ή «ξαναδιάβασε το χαρακτηρισµό ολικών και τοπικών ακροτάτων» 

κ.τ.λ. 

     Ο πίνακας αυτός είναι ο ακόλουθος: 

 

Πίνακας Ι : Ταξινόµηση λαθών 
 

Θ
έµ
α

 

Ε
ρ
ώ
τ
η
µ
α

 

Απάντηση Σχόλιο – πιθανές αιτίες 

i. Λανθασµένο 
Μη κατανόηση του προβλήµατος ή / και της 
συνάρτησης 

ii.  ∆εν απαντά ή απαντά 
λανθασµένα Έλλειψη γεωµετρικής ερµηνείας 1ο 

iii.  Λανθασµένο Χρησιµοποίησε την εφαπτοµένη 

Λάθος εφαπτοµένη 
Αδυναµία αναγνώρισης ή απουσία διαισθητικής 
αναγνώρισης 

Περισσότερες από 
µία εφαπτοµένες ∆ε γνωρίζει το µονοσήµαντο 

Εφαπτοµένη σε 
γωνιακό σηµείο ∆ε γνωρίζει τι γίνεται στο γωνιακό σηµείο 

∆εν αναφέρει τον x΄x 
Ή δεν βλέπει τον άξονα ως εφαπτοµένη  ή 
µπερδεύεται µε το σηµείο τοµής 

Μη αναγνώριση 
εφαπτοµένης Μπερδεύεται µε τα περισσότερα σηµεία τοµής 

2ο  

Μη αναγνώριση 
ύπαρξης 

Απουσία διαισθητικής αναγνώρισης ή δε 
γνωρίζει τι γίνεται στο σηµείο καµπής 

Π.Ο. Λανθασµένο Πρόβληµα στις πράξεις και στους περιορισµούς 

Λανθασµένες πράξεις.  
Μον. Λανθασµένο 

Μη γνώση της y=1/x 
Έλλειψη θεωρίας 

3ο 

1-1 Λανθασµένο 
Μη γνώση της y=1/x 

Έχει διαβάσει λάθος γράφηµα, δηλαδή νοµίζει 
ότι έχει τη συνάρτηση κι όχι την παράγωγό της 
Εµφανίζει ακρότατα αναφερόµενος στον y΄y  

Λανθασµένα σηµεία 
ακροτάτων 

∆εν ξέρει τη θεωρία. ∆ίνει ακρότατο και στο 
άπειρο 

∆εν ξεχωρίζει τα ολικά από τα τοπικά 

4ο 

 
Λανθασµένος 
χαρακτηρισµός Έχει διαβάσει το γράφηµα λανθασµένα, δηλαδή 

δίνει µέγιστο στο ελάχιστο και ανάποδα 

5ο  Μη αντιµετώπιση Αδυναµία σύλληψης του προβλήµατος 



                                                                                                                                   ΜΑΡΙΟΣ  ΣΠΑΘΗΣ 

 - 55 - 

Θ
έµ
α

 

Ε
ρ
ώ
τ
η
µ
α

 

Απάντηση Σχόλιο – πιθανές αιτίες 

 
Λανθασµένη ή 
ελλιπής 
αντιµετώπιση 

Αδυναµία κατάρτισης ή / και χειρισµού της 
εξίσωσης 

 Λανθασµένο Π.Ο. ∆εν προσέχει τα δεδοµένα 

 Λανθασµένες πράξεις  

 

 
∆ε δίνει σωστή ή 
ολοκληρωµένη 
απάντηση 

Αδυναµία φυσιολογικής ερµηνείας 

 ∆εν απαντά σε 
κανένα γράφηµα ∆εν υπάρχει επαφή µε τις γραφικές παραστάσεις 

 Απαντά στα 4 πρώτα 
γραφήµατα 

Υπάρχουν αλγοριθµικές διαδικασίες, αλλά όχι 
γεωµετρικές διασυνδέσεις 

 Απαντά ηµιτελώς στα 
4 πρώτα 

Υπάρχουν αλγοριθµικές διαδικασίες, όχι ικανές 
να οδηγήσουν σε περάτωση 
Τα λάθη είναι επιπόλαια 

6ο 

 Απαντά και στα έξη 
µε λάθη ∆εν µπορεί να συνδέσει την καµπύλη µε την 

παράγωγο καµπύλη 
∆εν απαντά σε 
κανένα γράφηµα ∆εν υπάρχει επαφή µε τις γραφικές παραστάσεις 

Απαντά ηµιτελώς σε 
κάποια γραφήµατα 

Υπάρχουν αλγοριθµικές διαδικασίες, όχι ικανές 
να οδηγήσουν σε περάτωση 
∆ιαβάζει το γράφηµα της f΄ σα να ήταν το 
γράφηµα της f 

7ο  

Απαντά λανθασµένα 
στα ακρότατα ∆εν ξεχωρίζει τα ολικά από τα τοπικά ή / και τα 

µέγιστα από τα ελάχιστα 

∆εν απαντά 
∆ε γνωρίζει πώς να εφαρµόζει τα συµπεράσµατα 
που απορρέουν από τις παραγώγους 

∆ίνει άλλα 
γραφήµατα ως 
απάντηση 

∆ε γνωρίζει τα συµπεράσµατα που απορρέουν 
από τη χρήση των παραγώγων 

∆ίνει ένα µόνο από 
τα δύο γραφήµατα Έλλειψη προσοχής 

8ο  

∆ίνει ένα µόνο από 
τα δύο γραφήµατα 
καθώς και κάποιο 
άλλο 

Συνδυασµός των ανωτέρω 

 

     Στη συνέχεια, τα λάθη κωδικοποιήθηκαν εκ νέου για να µπορέσουν να υποστούν 

στατιστική επεξεργασία. Στην κωδικοποίηση αυτή δεν έλαβε µέρος η ερώτηση 3iii, 

που αφορούσε στις 1 – 1 συναρτήσεις, διότι τελικά εκτιµήθηκε ως µη κατάλληλη. Η  

κωδικοποίηση αυτή αναφέρεται στη συνέχεια. 
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Πίνακας Ι Ι :Εξήγηση των κωδικών στις ερωτήσεις και στα λάθη 
 

Ε
ρ
ώ
τ
η
µ
α

 

Υ
π
ο
ερ
ώ
τ
η
µ
α

 

Κ
ω
δ
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ό
ς 

λ
ά
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υ
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Επεξήγηση 

GA1  
 

Er1 
Απαντά λανθασµένα κάνοντας χρήση της υπάρχουσας 
εφαπτοµένης GA2 

Er2 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 
Er1 Απαντά λανθασµένα 

1.  

GA3 
Er2 ∆εν απαντά 

Er1 ∆ίνει την ε1 
Er2 Απαντά: ∆εν είναι καµία ή δεν υπάρχει GT1 
Er3 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 
Er1 ∆ίνει δύο εφαπτόµενες  
Er2 Απαντά: ∆εν υπάρχει GT2 
Er3 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 
Er1 ∆ίνει κάποια ή και τις δύο από τις ε1, ε2 
Er2 Απαντά: ∆εν είναι καµία από αυτές που παρουσιάζονται GT3 
Er3 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 
Er1 Απαντά: ∆εν υπάρχει  
Er2 Απαντά: ∆εν είναι καµία από αυτές που παρουσιάζονται GT4 
Er3 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 
Er1 Απαντά: ∆εν είναι καµία από αυτές που παρουσιάζονται 
Er2 Απαντά: ∆εν υπάρχει GT5 
Er3 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 
Er1 Απαντά: ∆εν υπάρχει 
Er2 ∆ίνει την ε1 

2.  

GT6 
Er3 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 

Er1 Απαντά λανθασµένα στη µονοτονία Α1-6, 
m Er2 ∆εν απαντά 

Er1 Απαντά λανθασµένα στο πεδίο ορισµού 
3. 3 

A1-6, 
d Er2 ∆εν απαντά 

Er1 ∆ίνει ακρότατο της συνάρτησης στο +∞  

Er2 
Απαντά λανθασµένα είτε διαβάζοντας το γράφηµα σα να 
ήταν γράφηµα συνάρτησης κι όχι παραγώγου είτε 
δίνοντας ανάποδους χαρακτηρισµούς 

Er3 ∆ίνει το σηµείο ακρότατου στον y΄y 

4.  

VGa1 

Εr4 ∆εν απαντά 

                                                 
3 Το ερώτηµα για τις ΄΄1 – 1́ ΄ συναρτήσεις δεν συµπεριλήφθηκε τελικά στη διόρθωση 
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α

 

Υ
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Κ
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λ
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ο
υ
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Επεξήγηση 

Er1 Απαντά λανθασµένα (όπως στο Εr2 πριν) 
Er2 ∆ίνει το σηµείο ακρότατου στον y΄y VGa2 
Er3 ∆εν απαντά 
Er1 Απαντά λανθασµένα 

 

VGa3 
Er2 ∆εν απαντά 

Er1 Λανθασµένη ή ελλιπής ερµηνεία 

Er2 Λανθασµένο Π. Ο. 

Er3 Λανθασµένες πράξεις 

Εr4 Αδυναµία κατάστρωσης της εξίσωσης 

5.  P 

Εr5 Άλλα λάθη ή δεν απαντά4 

Er1 Απαντά λανθασµένα GDg1 
Er2 ∆εν απαντά 
Er1 Απαντά λανθασµένα 

GDg2 
Er2 ∆εν απαντά 

Er1 
Απαντά λανθασµένα µε ασυµφωνία στα σηµεία 
µηδενισµού της f ′  και στο πρόσηµό της µε τα ακρότατα 
και τη µονοτονία της f 

GDg3 

Er2 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 

Er1 
Απαντά λανθασµένα µε ασυµφωνία στα σηµεία 
µηδενισµού της f ′  και στο πρόσηµό της µε τα ακρότατα 
και τη µονοτονία της f 

GDg4 

Er2 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 

Er15 
Απαντά λανθασµένα µε ασυµφωνία στα σηµεία 
µηδενισµού της f ′  και στο πρόσηµό της µε τα ακρότατα 
και τη µονοτονία της f 

GDg5 

Er2 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 

Er1 
Απαντά λανθασµένα µε ασυµφωνία στα σηµεία 
µηδενισµού της f ′  και στο πρόσηµό της µε τα ακρότατα 
και τη µονοτονία της f 

6.  

GDg6 

Er2 Άλλα λάθη ή δεν απαντά 

Er1 Λανθασµένα σηµεία Dga1 
−  e1  Er2 ∆εν απαντά 

Er1 Λανθασµένος χαρακτηρισµός 

7.  

Dga2 
−  e2 Er2 ∆εν απαντά 

                                                 
4 Στο αρχείο µε τα στατιστικά στοιχεία, όπου υπάρχει το Er5 µαζί µε άλλους χαρακτηρισµούς λαθών 
δίνεται η ερµηνεία ότι ο µαθητής έχει κάνει άλλα λάθη. Όπου υπάρχει µόνο του σηµαίνει ότι ο 
µαθητής δεν έχει απαντήσει. 
5 Από το αρχείο µε τα στατιστικά στοιχεία που διαθέτουµε, µπορούµε να βεβαιώσουµε ότι 
παρουσιάστηκαν 8 συνολικά; Μαθητές, οι οποίοι  έδωσαν για απάντηση ευθείες ή ευθύγραµµα 
τµήµατα που κατά τ’ άλλα συµφωνούσαν µε σηµεία µηδενισµού, πρόσηµα κ.τ.λ. 
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Επεξήγηση 

Er1 Λανθασµένο γράφηµα  Dgafg 
−  efg Er2 ∆εν απαντά 

Er1 ∆ίνει µόνο ένα από τα δύο σωστά γραφήµατα 
Er2 ∆ίνει κάποιο άλλο γράφηµα 8.  IG 

Er3 ∆εν απαντά 
 
 
     Κάθε ερώτηση έπαιρνε σ’ αυτή την κωδικοποίηση την ένδειξη 1 αν είχε απαντηθεί 

σωστά ή 0 αν είχε απαντηθεί λανθασµένα, οπότε και σηµειωνόταν αντίστοιχα στις 

επόµενες στήλες το λάθος ή τα λάθη που είχαν γίνει.  

     Εξαίρεση αποτελεί η βασική στήλη της ερώτησης 5 (του προβλήµατος) όπου  εκεί 

χρησιµοποιήθηκε και η ένδειξη 0,5 για κάποιους που κατάφεραν να δώσουν την 

απάντηση έχοντας αρκετές ελλείψεις στην πορεία προς την εύρεσή της. Τα λάθη που 

έκανε κάποιος µαθητής σε αυτή την ερώτηση σηµειώνονται στις διπλανές στήλες 

κατά το γνωστό τρόπο. Επίσης, εδώ υπάρχει και κάτι που ίσως στην αρχή φανεί 

παράξενο. Υπάρχουν κάποιοι µαθητές µε 1 στη βασική στήλη και επίσης στις 

διπλανές στήλες είναι σηµειωµένα κάποια λάθη που έκαναν. Αυτό δεν έγινε από 

αβλεψία. Είναι µαθητές που είχαν αρκετά έως πολύ πιο ολοκληρωµένη αντιµετώπιση 

στο θέµα και που έπρεπε µε κάποιον τρόπο να ξεχωριστούν από τους υπόλοιπους που 

χαρακτηρίστηκαν µε 0,5. 
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4.3. ΟΙ ΕΠΙΜΕΡΟΥΣ ΣΤΟΧΟΙ – Η ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ &  ΤΑ 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΠΟΥ ΑΠΟΡΡΕΟΥΝ 
      

     Τα αποτελέσµατά µας υπέστησαν δύο διαφορετικές στατιστικές επεξεργασίες. 

     Η πρώτη µέσω XL µας πληροφορεί για τα ποσοστά των ορθών απαντήσεων σε 

κάθε ερώτηση, καθώς και για τα συνηθέστερα λάθη. Μέσω αυτών των 

αποτελεσµάτων γίνεται και µια πρώτη – ποιοτική, θα την χαρακτηρίζαµε – ανάλυση 

και εξάγονται κάποια χρήσιµα συµπεράσµατα. Για κάθε ερώτηση δηµιουργήθηκαν 

τέσσερις πίνακες που αφορούν στην απόδοση των µαθητών του φροντιστηρίου, του 

Λυκείου, αυτών που συµπλήρωσαν το τεστ στο σπίτι και ένας γενικός πίνακας που 

συµπεριλαµβάνει τα αποτελέσµατα όλων των µαθητών. Στην παρούσα ενότητα θα 

παραθέσουµε µόνο τους γενικούς πίνακες, εκτός αν υπάρχει µεγάλη διαφορά µε τους 

επιµέρους πίνακες ή υπάρχει ανάγκη σχολιασµού αυτών. 

     Η δεύτερη επεξεργασία στηρίζεται στην στατιστική ανάλυση του R.Gras και 

ουσιαστικά αποτελείται από δύο µέρη. Το πρώτο είναι οι σχέσεις οµοιότητας, όπου 

εδώ αναδεικνύονται οι τυχούσες διαφορές ή οµοιότητες που υπάρχουν ανάµεσα στα 

έργα. Το δεύτερο µέρος είναι η συνεπαγωγική ανάλυση, όπου εδώ αναδεικνύονται οι 

δεσµοί συνεπαγωγής, ασθενείς ή ισχυροί, ανάµεσα στα έργα. 

          Όλοι οι πίνακες παρατίθενται αναλυτικά στο παράρτηµα. Στη συνέχεια θα 

παραθέσουµε κάποιους από αυτούς, σχολιάζοντάς τους συγχρόνως µε τους επιµέρους 

υποσκοπούς που εξυπηρετεί κάθε ερώτηση. 

 

4.3.1. Η ΠΕΡΙΓΡΑΦΙΚΗ – ΠΟΙΟΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΕΣΩ XL 

4.3.1.1.   Η ερώτηση 1  
     Οι ερωτήσεις 1 και 2 αναφέρονται στις εφαπτόµενες γραφικής παράστασης σε 

κάποιο σηµείο της. Στην ερώτηση 1 ζητάµε αλγεβρικές πληροφορίες όταν 

παρουσιάζεται το γράφηµα της συνάρτησης. Εδώ απαιτείται βέβαια ο µαθητής να 

ξέρει τη γεωµετρική ερµηνεία της παραγώγου, όχι απλά παπαγαλίζοντάς την, αλλά να 

την έχει κατανοήσει. 

 

 

 

     .. 
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     Το διάγραµµα που αφορά σε όλους τους µαθητές έχει ως ακολούθως: 

Ερώτηση 1

0,00%

50,00%

100,00%

150,00%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 100,00% 78,95% 78,95%

Τεχνολογική 89,36% 46,81% 74,47%

1 2 3

 

     Αυτό που σε πρώτη φάση µας έκανε εντύπωση είναι ότι ακόµη και στην 

απλούστατη ερώτηση: ΄΄Πόσο είναι το f(3);΄΄, πληροφορία που παρουσιάζεται µε 

δύο τρόπους στην ερώτηση, δηλαδή και γραφικά και λεκτικά (ή συµβολικά, αν 

προτιµάτε), υπήρξε ποσοστό µαθητών που έκανε λάθος. 

     Επίσης βλέπουµε ότι, αν και οι µαθητές είναι σχεδόν πάντα έτοιµοι να 

απαντήσουν στην ερώτηση τι σηµαίνει γεωµετρικά η παράγωγος µιας συνάρτησης σε 

ένα σηµείο, ένα ποσοστό περίπου 21% για τη θετική κατεύθυνση και 25% για την 

τεχνολογική δε µπόρεσε να το εφαρµόσει σε ένα γράφηµα. Τον ισχυρισµό µας ότι οι 

µαθητές µπορούν να απαντήσουν στην ερώτηση περί γεωµετρικής ερµηνείας της 

παραγώγου, τον επιβεβαιώσαµε και µέσω των συνεντεύξεων αυτών. 

     Να σηµειώσουµε ακόµη ότι τα ποσοστά αυτά διαφοροποιούνται αυξητικά, αν 

κάνουµε την ίδια επεξεργασία στο υπό-δείγµα των µαθητών του φροντιστηρίου, όπως 

φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα. 

Ερώτηση 1, Φροντιστήριο

0%

50%

100%

150%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 100% 76,47% 70,59%

Τεχνολογική 85,19% 37,04% 62,96%

1 2 3
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     Τα λάθη σε ποσοστιαία έκφραση φαίνονται στον επόµενο πίνακα. Θα πρέπει να 

σηµειώσουµε ότι οι στήλες 1 και 2 αναφέρονται στα λάθη που έγιναν στα 

υποερωτήµατα 2 και 3, µιας και στο πρώτο ερώτηµα το ποσοστό επιτυχούς 

απάντησης  ήταν 100% για τη θετική κατεύθυνση και 89,36 για την τεχνολογική, 

αλλά η απόκλιση αυτή της τεχνολογικής κατεύθυνσης δε µπορούσε να είναι 

εκµεταλλεύσιµη για παραπέρα επεξεργασία. Αποδώσαµε αυτό το λάθος σε λόγους  

απροσεξίας. 

Ερώτηση 1, Λάθη

0,00%

10,00%

20,00%

30,00%

40,00%

50,00%

Θ1

Τ1

Θ2

Τ2

Θ1 7,89% 21,05%

Τ1 19,15% 14,89%

Θ2 13,16% 0,00%

Τ2 34,04% 10,64%

1 2

 

     Εδώ θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι από τους µαθητές που έκαναν το δεύτερο 

λάθος (Er2GA2) στη δεύτερη ερώτηση, αυτή δηλαδή που αφορούσε στη γεωµετρική 

ερµηνεία της παραγώγου, πάνω από τους µισούς απάντησαν ότι f (3) 0′ = , αφού «η 

παράγωγος ενός αριθµού είναι ίση µε 0» 

 

4.3.1.2.   Η ερώτηση 2 
     Όσον αφορά στη δεύτερη ερώτηση, εδώ τα πράγµατα είναι λίγο 

συνθετότερα
6.Είναι αληθές ότι η έννοια της εφαπτοµένης φαίνεται να είναι αρκετά 

προβληµατική στους µαθητές της Γ’ Λυκείου, όπως ορίζεται στα πλαίσια της 

Ανάλυσης. Η έννοια της εφαπτοµένης πρωτοδιδάσκεται στους µαθητές µέσω του 

κύκλου. Η πρώτη λοιπόν εικόνα που σχηµατίζεται είναι αυτή που η εφαπτοµένη έχει 

ένα µόνο κοινό σηµείο µε την καµπύλη (τον κύκλο) κι αυτή η εικόνα παραµένει 

σταθερή και αναλλοίωτη στα γυµνασιακά χρόνια και στην Α΄ Λυκείου. Στη Β΄ 

Λυκείου και στα µαθηµατικά κατεύθυνσης, στο κοµµάτι της Αναλυτικής Γεωµετρίας 

                                                 
6 Μέρος αυτής της ερώτησης το δανειστήκαµε από την έρευνα και το ερωτηµατολόγιο των Ζαχαριάδη 
κ.α.  
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η εφαπτοµένη παρουσιάζεται κάπως πιο σύνθετα. ∆εν αρκεί πλέον τώρα να έχει ένα 

µόνο κοινό σηµείο µε την καµπύλη (π.χ. παραβολή). Παραµένει όµως σε ισχύ ένα 

τµήµα της εικόνας που έχει δηµιουργηθεί, αυτό που η εφαπτοµένη αφήνει από τη µια 

µεριά ολόκληρη την καµπύλη. Ακόµη και στην περίπτωση της υπερβολής αυτό 

φαίνεται να είναι αληθές για τους µαθητές, εργαζόµενοι κατά κλάδους. Τα πράγµατα 

διαφοροποιούνται δραµατικά στη Γ΄ Λυκείου όπου πλέον η εφαπτοµένη µπορεί να 

έχει και άλλα κοινά σηµεία µε την καµπύλη ή ακόµη, µπορεί να διαπερνά την 

καµπύλη στο σηµείο επαφής, όπως συµβαίνει µε τα σηµεία καµπής µιας γραφικής 

παράστασης. Ο ορισµός ως γνωστόν δίνεται µέσω παραγώγων, παρ’ όλα αυτά 

παραµένει ισχυρή σε αρκετούς µαθητές µια λανθάνουσα ε ι κόνα  της  έ ννο ιας  

όπως αυτή ορίστηκε από τους Tall & Vinner (1981). Σε σχετική έρευνα που 

προαναφέραµε (Ζαχαριάδης κ.α.), οι ερευνητές στηρίχτηκαν στη θεωρία της 

εννοιολογικής αλλαγής. Εµείς από τη µεριά µας θα προτιµούσαµε ως καταλληλότερο 

τον όρο της  ε ννο ιολο γ ι κής  προσθήκης . 

     Θέλουµε λοιπόν να ελέγξουµε αν έχει τελικά τροποποιηθεί η έννοια της 

εφαπτοµένης στους µαθητές κι ακόµη θέλουµε να δούµε αν µπορούν διαισθητικά να 

αναγνωρίσουν την ύπαρξη ή όχι της εφαπτοµένης σε κάποιο σηµείο 

     Στη δεύτερη ερώτηση διαπιστώνουµε τη µεγαλύτερη αποτυχία σε δυο ερωτήµατα 

που εν πρώτοις φαίνονται ασύνδετα. Το ένα είναι όταν ζητάµε ποια είναι η 

εφαπτοµένη στην  2f (x) x=  στο σηµείο Ο(0, 0) (γράφηµα 2) και το άλλο είναι αν σε 

µία τυχαία συνάρτηση η ευθεία που παρουσιάζεται είναι εφαπτοµένη (γράφηµα 5). 

Στην πρώτη περίπτωση δεν αναγνωρίστηκε ο άξονας x΄x, ενώ σε άλλο ερώτηµα 

(γράφηµα 4), όπου παρουσιαζόταν µόνος του τα ποσοστά επιτυχίας ήταν σαφώς 

µεγαλύτερα. Στη δεύτερη περίπτωση δε µπορέσαµε να βρούµε κάποια λογικοφανή 

εξήγηση. Θα µπορούσε να µπερδέψει τους µαθητές ότι η εφαπτοµένη τέµνει τη 

γραφική παράσταση σε κάποιο ή σε κάποια άλλα σηµεία, η υπόθεση αυτή όµως δε 

φαίνεται να επιβεβαιώνεται, δεδοµένου ότι ήταν υψηλότερο το ποσοστό µε επιτυχείς 

απαντήσεις στο γράφηµα 4, όπου η εφαπτοµένη διαπερνούσε κι αυτήν ακόµα τη ίδια 

τη γραφική παράσταση. 

     Το µόνο που µας φαίνεται λογικό, και που ίσως στηρίζει τα παραπάνω, είναι ότι οι 

µαθητές ξέρουν ότι η 3f (x) x=  έχει στο Ο(0, 0) εφαπτοµένη τον άξονα x΄x  αλλά 

µάλλον το αντιµετωπίζουν ως παράδοξο, που τελικά αναγκάζονται να το δεχτούν. 
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∆εν θα πρέπει νοµίζω να ξεχνάµε ότι οι µαθητές είναι µια ΄΄περίεργη ράτσα΄΄ οι οποίοι 

είναι στο σύνολό τους πρόθυµοι να αποδεχτούν αυτό που λέει ο δάσκαλος.  

     Το να ρίξουµε µια µατιά στον πίνακα επιτυχιών που ακολουθεί, ίσως δε µας βοηθά 

τόσο, όσο µας βοηθά η ανάγνωση του πίνακα λαθών. 

Ερώτηση 2

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 81,58% 47,37% 86,84% 65,79% 44,74% 63,16%

Τεχνολογική 82,98% 38,30% 74,47% 42,55% 36,17% 68,09%

1 2 3 4 5 6

 

 

Ερώτηση 2, Λάθη

0,00%

10,00%

20,00%

30,00%

40,00%

50,00%

Θ1

Τ1

Θ2

Τ2

Θ3

Τ3

Θ1 2,63% 10,53% 2,63% 18,42% 34,21% 10,53%

Τ1 0,00% 34,04% 8,51% 34,04% 38,30% 17,02%

Θ2 2,63% 10,53% 5,26% 15,79% 7,89% 10,53%

Τ2 14,89% 8,51% 12,77% 17,02% 17,02% 6,38%

Θ3 5,26% 31,58% 5,26% 0,00% 13,16% 15,79%

Τ3 2,13% 23,40% 4,26% 6,38% 8,51% 8,51%

1 2 3 4 5 6

 

     Αναφερόµενοι στο υποερώτηµα 2 θα διαπιστώσουµε ότι οι µαθητές της θετικής 

κατεύθυνσης έδωσαν το µεγαλύτερο ποσοστό τους στο ΄΄λάθος 3΄΄ (Er3GT2), 

προτίµησαν δηλαδή να µην απαντήσουν σε ποσοστό 31,58%, έναντι του 23,4% της 

τεχνολογικής κατεύθυνσης. Από τη άλλη µεριά οι µαθητές της τεχνολογικής 

κατεύθυνσης έδωσαν µεγάλο ποσοστό στο ΄΄λάθος 1΄΄ (Er1GT2), δηλαδή έδωσαν δύο 

εφαπτοµένες. Φαίνεται πως γι’ αυτούς τους µαθητές η εφαπτοµένη είναι απλά µια 

έννοια ακόµη µέσα σε όλες που πρέπει να µάθουν. Η γεωµετρική ερµηνεία της 
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παραγώγου, καθώς και το µονοσήµαντο ενός ορίου, µπορεί να ενυπάρχει σε αυτούς, 

µπορεί και όχι, πάντως σε αυτό το σηµείο δε φαίνεται να την χρησιµοποιούν, Κι εδώ 

βλέπουµε αυτό που αναφέρεται στην θεωρητική αντιµετώπιση των Tall & Vinner, 

περί συνύπαρξης διαφόρων εικόνων της έννοιας, χωρίς κατ’ ανάγκην να εµφανίζεται 

γνωστική σύγκρουση. Ο χρόνος του ΄΄διαγνωστικού τεστ΄΄ ήταν περιορισµένος και 

υπ’ αυτήν την έννοια οι µαθητές δεν είχαν το χρόνο να ανακαλέσουν στη µνήµη τους 

όλα τα γνωστικά σχήµατα που µπορεί να είχαν δηµιουργήσει και τα οποία 

ενδεχόµενα να οδηγούσαν στη γνωστική σύγκρουση. Ή από την άλλη µεριά, ίσως δεν 

είχαν και τη διάθεση να κάνουν κάτι τέτοιο. 

     Όσον αφορά στο υποερώτηµα 5, θετική και τεχνολογική κατεύθυνση προτίµησαν 

µε παραπλήσιο ποσοστό να κάνουν το ΄΄λάθος 1΄΄  (Er1GT5), δηλαδή, ότι δεν είναι 

καµία από αυτές που παρουσιάζονται. ∆εν µπορέσαµε να βγάλουµε κάποιο 

συµπέρασµα από τη στατιστική επεξεργασία. Ίσως θα έπρεπε το υποερώτηµα αυτό να 

τεθεί σε αντιπαράθεση µε κάποιο άλλο κατάλληλο. 

4.3.1.3.   Η ερώτηση 3 
     Η ερώτηση 3 µπήκε στο ερωτηµατολόγιο για να ελέγξει την ικανότητα των 

µαθητών στις αλγοριθµικές διαδικασίες καθώς επίσης και για την προσοχή που αυτοί 

δίνουν στη θεωρία. Ζητήσαµε να µας απαντήσουν ποιες συναρτήσεις είναι γνησίως 

µονότονες σε όλο το πεδίο ορισµού τους καθώς και το πεδίο ορισµού των 

συναρτήσεων που παρουσιάζονται.. 

     ∆ιαπιστώσαµε µεγάλη επιτυχία στην εύρεση του πεδίου ορισµού. 

Ερώτηση 3, πεδίο ορισµού

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 97,37% 94,74% 97,37% 86,84% 81,58% 76,32%

Τεχνολογική 100,00% 91,49% 95,74% 68,09% 80,85% 76,60%

1 2 3 4 5 6

 

     Η τεχνολογική κατεύθυνση υστέρησε λιγάκι στο υποερώτηµα 4, όπου εµπλεκόταν 

και το ηµx , δίνοντας, οι περισσότεροι από τους αντίστοιχους µαθητές, ως πεδίο 

ορισµού το [ 1,1]− . Το θέµα όµως αυτό θα το αντιµετωπίσουµε και πιο µετά στην 
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εργασία µας, στην ανάλυση της 7ης ερώτησης. Κατά τα άλλα, τα ποσοστά είναι 

σχεδόν τα ίδια, παρουσιάζοντας ύφεση στα τελευταία ερωτήµατα, όπου και φαίνεται 

να δυσκόλεψαν ελαφρά τους µαθητές  ο σύνθετος παρονοµαστής και το υπόριζο 

     Όσον αφορά όµως στη µονοτονία, τα πράγµατα αλλάζουν. Ο µηχανιστικός 

κανόνας: «Αν η παράγωγος είναι θετική, τότε η f είναι γνησίως αύξουσα κι αν η 

παράγωγος είναι αρνητική, τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα», φαίνεται να παίζει 

πρωταρχικό ρόλο στις αντιλήψεις των µαθητών. Γι’ αυτό και ένα πραγµατικά µεγάλο 

ποσοστό, περίπου 84%, έδωσε την 
1

φ(x)
x

= , ως συνάρτηση γνησίως φθίνουσα στο 

πεδίο ορισµού της και λίγο µικρότερο ποσοστό ΄΄κατάφερε΄΄ να βγάλει µονοτονία σε 

όλο το πεδίο ορισµού της για τη συνάρτηση 
2

x
s(x)

1 x
=

−
. 

Ερώτηση 3, µονοτονία

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 84,21% 15,79% 92,11% 92,11% 23,68% 78,95%

Τεχνολογική 65,96% 14,89% 82,98% 78,72% 31,91% 61,70%

1 2 3 4 5 6

 

     Στα συγκεκριµένα υποερωτήµατα βλέπουµε την ακόλουθη κατανοµή λαθών, 

πάντα αναφερόµενοι στη µονοτονία της συνάρτησης.  

Ερώτηση 3, Μονοτονία, Λάθη

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Θ1

Τ1

Θ2

Τ2

Θ1 15,79% 84,21% 7,89% 5,26% 73,68% 13,16%

Τ1 31,91% 78,72% 8,51% 10,64% 61,70% 23,40%

Θ2 0,00% 0,00% 0,00% 2,63% 2,63% 7,89%

Τ2 2,13% 8,51% 8,51% 10,64% 6,38% 14,89%

1 2 3 4 5 6
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4.3.1.4.   Η ερώτηση 4 
     Παρ’ όλο που όλο το ερωτηµατολόγιο παρατίθεται στο παράρτηµα, κρίνουµε 

σκόπιµο, για την αναφορά και συζήτηση των συµπερασµάτων που κατ’ αρχήν 

εξήχθησαν, να αναφέρουµε κι εδώ την εκφώνηση της 4ης ερώτησης. 

Ερώτηση 4η 
Η παρακάτω γραφική παράσταση παρουσιάζει την πρώτη παράγωγο 
της διαφοράς δύο συναρτήσεων f, g. 

i. Σε ποιο σηµείο η διαφορά αυτή γίνεται µέγιστη; 
……………………………... 

ii.  Σε ποιο σηµείο γίνεται ελάχιστη; 
……………………………………………... 

iii.  Τα παραπάνω ακρότατα είναι ολικά ή τοπικά; 
………………………………... 

x

y

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
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     Η ερώτηση 4 έχει δύο πράµατα ως στόχους. Το πρώτο είναι να διερευνήσει αν οι 

µαθητές διαβάζουν προσεκτικά την εκφώνηση και αν αυτή µπορεί να εκτιµηθεί και 

να ΄΄αποκωδικοποιηθεί΄΄ κατάλληλα από τους µαθητές. Το δεύτερο είναι, αν οι 

µαθητές καταφέρουν να ανταποκριθούν ικανοποιητικά στον πρώτο στόχο, να 

ελέγξουµε αν µπορούν να µεταφέρουν γεωµετρικές πληροφορίες σε αλγεβρικά 

αποτελέσµατα. Η ερώτηση αυτή θα µπορούσε – και ένας από τους λόγους που µπήκε 

είναι αυτός που τώρα αναφέρουµε – να συνδυαστεί µε κάποια ερωτήµατα από την 7η 

ερώτηση, που θα συζητήσουµε αργότερα. Η ερευνητική µας υπόθεση ήταν ότι η 

εκφώνηση σε συνδυασµό µε το σχήµα θα αποτελούσε ένα εµπόδιο στους µαθητές. Θα 

µπορούσαµε να τονίσουµε την εκφώνηση βάζοντας µεγαλύτερα ή έντονα γράµµατα. 

Προτιµήσαµε την παρουσίασή της όπως τελικά τη δώσαµε, για να µπορέσουµε να 

ελέγξουµε αυτόν τον ισχυρισµό µας και τα αποτελέσµατα, όπως θα δούµε στη 

συνέχεια, δικαίωσαν αυτήν την αρχική µας σκέψη και προβληµατισµό. 
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     Γενικότερα, χαρακτηρίσαµε αυτήν την ερώτηση ως λεκτικό – γραφική, αφού οι 

µαθητές θα έπρεπε να δώσουν προσοχή κατ’ αρχήν στην εκφώνηση της ερώτησης και 

µετά να µεταφράσουν τις όποιες πληροφορίες συλλέγουν γραφικά σε αλγεβρική 

µετάφραση. Κοντολογίς, οι µαθητές εδώ θα πρέπει να αναγνωρίσουν ότι αυτό που 

τους παρουσιάζεται είναι η παράγωγος της διαφοράς δύο συναρτήσεων, δηλαδή η 

γραφική παράσταση της  f g′ ′−  και µέσω αυτού του γραφήµατος να βγάλουν τα 

συµπεράσµατά τους. Ουσιαστικά δηλαδή τους ζητάµε, αφού κατανοήσουν ότι 

πρόκειται για τη γραφική παράσταση της f g′ ′− , να σχηµατίσουν, έστω στο µυαλό 

τους – δεν είναι ανάγκη να τον παρουσιάσουν – έναν πίνακα της µορφής 

x −∞  1−   3 +∞  

f g′ ′−  + 0 − 0 + 

f – g       

 

     Κατόπιν θα έπρεπε να συµπληρώσουν την τελευταία σειρά του παραπάνω πίνακα, 

βγάζοντας τα κατάλληλα συµπεράσµατα για τα ακρότατα. 

     Το ένα και µοναδικό σχήµα που παρουσιάστηκε εδώ (εν αντιθέσει µε την 7η 

ερώτηση), αλλά και η δοµή της εκφώνησης που επιλέχτηκε για να ελέγξει την 

αντίδραση των µαθητών, φάνηκε πολύ ισχυρό, καταφέρνοντας να αποσπάσει την 

προσοχή πολλών µαθητών από την εκφώνηση του ερωτήµατος, ώστε αυτοί τελικά να 

απαντούν για ακρότατα που βλέπουν στο σχήµα σα να ήταν αυτό το γράφηµα της 

συνάρτησης της οποίας έπρεπε να βρουν τα ακρότατα και όχι το γράφηµα της 

παραγώγου της. 

     Ο πίνακας επιτυχιών που ακολουθεί είναι χαρακτηριστικός της κατάστασης που 

παρουσιάστηκε. 
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Ερώτηση 4, µέγιστο, ελάχιστο, χαρακτηρισµός

0,00%
20,00%
40,00%
60,00%
80,00%

100,00%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 42,11% 42,11% 31,58%

Τεχνολογική 23,40% 23,40% 17,02%

1 2 3

 

     Η τεχνολογική κατεύθυνση φαίνεται να υστέρησε σηµαντικά σε αυτό το κοµµάτι, 

αφού τα ποσοστά της κυµάνθηκαν περίπου στο µισό ή λίγο πιο πάνω από αυτά της 

θετικής κατεύθυνσης και βέβαια ένα ποσοστό επιτυχίας της τάξης του 23% δε µπορεί 

να χαρακτηριστεί ως ικανοποιητική επίδοση. 

     Ακόµα πιο ενδεικτικός, φαίνεται ο πίνακας των λαθών που έκαναν οι µαθητές. 

Ερώτηση 4,  Λάθη

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Θ1

Τ1

Θ2

Τ2

Θ3

Τ3

Θ4

Τ4

Θ1 15,79% 34,21% 65,79%

Τ1 8,51% 38,30% 76,60%

Θ2 31,58% 15,79% 2,63%

Τ2 34,04% 25,53% 6,38%

Θ3 0,00% 10,53%

Τ3 0,00% 17,02%

Θ4 10,53%

1 2 3

 

     Αξίζει να προσέξουµε την οµοιοµορφία που παρουσιάζεται και στις δύο 

κατευθύνσεις στα λάθη Θ2, Τ2 της 1ης στήλης και Θ1, Τ1 της δεύτερης στήλης που 

είναι τα αντίστοιχα που είναι τα αντίστοιχα Er2VGa1 και Er1VGa2 και που 
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ουσιαστικά δηλώνουν ότι οι µαθητές απάντησαν διαβάζοντας το γράφηµα σα να ήταν 

το γράφηµα της συνάρτησης f g−  και όχι το γράφηµα της f g′ ′− . 

     Επίσης ένα όχι ευκαταφρόνητο ποσοστό (15,79%) µαθητών της θετικής 

κατεύθυνσης δε φάνηκε να έχει κανένα πρόβληµα δίνοντας στο πρώτο υποερώτηµα, 

ακρότατο της συνάρτησης στο ∞ . Εδώ βέβαια δε θα σχολιάσουµε τη λανθασµένη 

ανάγνωση του γραφήµατος, η οποία είναι πλέον προφανής σε όλους, αλλά την 

αντίληψη που δηµιουργείται σε αυτή τη µερίδα µαθητών τόσο όσον αφορά στη 

έννοια του απείρου, όσο και στην έννοια του ακροτάτου µιας συνάρτησης. Αν 

δεχτούµε ότι η έννοια του ακρότατου διαµορφώνεται ως κάτι συγκεκριµένο στους 

µαθητές, τότε θα πρέπει να δεχτούµε ότι αυτή η µερίδα των µαθητών προσδίδει στο 

άπειρο (∞ )  συγκεκριµένο χαρακτηρισµό και οντότητα. Νοµίζουµε όµως ότι η έννοια 

του απείρου κατέχει µια µάλλον ασαφή θέση στο µυαλό των µαθητών (αλλά και 

γενικότερα, όλων των ανθρώπων), πράγµα που µας οδηγεί στο να θεωρήσουµε ότι η 

έννοια των ακροτάτων, τουλάχιστον από αυτή τη µερίδα των µαθητών που 

αναφέραµε, δεν είναι τίποτε άλλο παρά µια ακόµη έννοια µέσα στις τόσες που 

µαθαίνουν, επισυνάπτεται και προσκολλάται στο σύνολο όλων αυτών που έχουν να 

µάθουν, κενή νοήµατος και αναπαραστάσεων. 

     Ας προσέξουµε επίσης τον εσφαλµένο χαρακτηρισµό των ακροτάτων (ολικά, αντί 

για το σωστό, τοπικά) και το ποσοστό που αυτός παρουσιάζεται (65,79% για την 

θετική και 76,6% για την τεχνολογική κατεύθυνση), πράγµα το οποίο όµως εδώ ήταν 

µάλλον αναµενόµενο, αφού παρουσιάστηκε µεγάλη αστοχία στην ανάγνωση του 

γραφήµατος καθώς επίσης και λόγω της ασαφούς έννοιας των ακροτάτων που 

παρουσιάζεται σε κάποιους µαθητές, όπως εξηγήσαµε παραπάνω.  

     Η χρήση των ακροτάτων µιας συνάρτησης, ή για να το θέσουµε σαφέστερα, η  

υπόθεσή µας (η οποία έχει διαµορφωθεί από τη διδασκαλία µας στην τάξη) ότι τα 

ακρότατα θα είναι ένα µελανό σηµείο στη σκέψη των µαθητών, µαζί µε άλλους 

παράγοντες, µας οδήγησε στο να φτιάξουµε την ερώτηση 5, µε την οποία θα 

ασχοληθούµε αµέσως στη συνέχεια, καθώς και την ερώτηση 7. 

 

4.3.1.5.   Η ερώτηση 5 
     Η ερώτηση 5 είναι ένα απλό πρόβληµα, ένα ρεαλιστικό πρόβληµα. Αντίστοιχο 

υπάρχει στα µαθηµατικά γενικής παιδείας. ∆ιαλέξαµε τα νούµερα έτσι, ώστε η 

παράγωγος συνάρτηση που θα βγαίνει να προσοµοιάζει σχεδόν πλήρως µε το 
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γράφηµα που παρουσιάστηκε στην ερώτηση 4. Η ουσιαστική θα λέγαµε 

διαφοροποίηση, είναι ότι σύµφωνα µε τα δεδοµένα του προβλήµατος, το ακρότατο 

που παρουσιάζεται εδώ είναι ολικό και όχι τοπικό. Θελήσαµε να ελέγξουµε την 

ικανότητα των µαθητών στο σχηµατισµό µιας κατάλληλης για τα δεδοµένα του 

προβλήµατος εξίσωσης, όπως επίσης του χειρισµού αυτής, καθώς και της 

φυσιολογικής ερµηνείας που µπορεί να δώσουν στα αποτελέσµατά τους. 

     Η ερώτηση αυτή βαθµολογήθηκε µε 0, αν υπήρχε αστοχία στην αντιµετώπιση, µε 

0,5,  αν ο µαθητής κατάφερνε να δώσει απάντηση έχοντας αρκετές ελλείψεις στην 

πορεία προς την εύρεσή της και µε 1, αν ο µαθητής απαντούσε ολοκληρωµένα ή 

έκανε κάποια επουσιώδη λάθη. Στις στήλες των λαθών σηµειώσαµε τα λάθη που 

έκανε ο κάθε µαθητής, ασχέτως αν είχε πάρει ακόµη και 1 στη βασική βαθµολόγηση. 

Αυτό βέβαια έχει ως αποτέλεσµα να µην υπάρχει συµφωνία στα αθροιστικά ποσοστά 

της σωστής απάντησης και των λαθών και να εµφανίζεται έτσι ποσοστό µεγαλύτερο 

του 100%. Αυτό δε µας ενόχλησε ιδιαίτερα στη στατιστική µας επεξεργασία, αφού 

κύριο µέληµά µας είναι η πληρέστερη και ακριβέστερη αναγνώριση των λαθών. 

     Επειδή οι ελλείψεις που παρουσίασαν οι µαθητές που βαθµολογήθηκαν µε 0,5 δεν 

ήταν ίδιες σε όλους, συγχωνεύσαµε τις βαθµολογίες τους, θεωρώντας ως σωστή 

απάντηση, άρα 1 για τη βαθµολόγηση, το αποτέλεσµα που προκύπτει από δύο 

ηµιτελείς απαντήσεις (0,5+0,5). Έτσι έχουµε τον ακόλουθο πίνακα: 

Ερώτηση 5

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 57,89%

Τεχνολογική 37,23%

1

 

     Όπως βλέπουµε η θετική κατεύθυνση κατάφερε να ΄΄επιπλεύσει΄΄ σ’ αυτή την 

ερώτηση µε ποσοστό λίγο πάνω από το 50%. Αντίθετα η τεχνολογική συρρικνώθηκε 

κάτω από το 40%. Να υπενθυµίσουµε ότι το πρόβληµα που βάλαµε στην ερώτηση 
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αυτή είναι πρόβληµα που υπάρχει παρόµοιο στο βιβλίο των µαθηµατικών της Γενικής 

Παιδείας. 

     Ο πίνακας λαθών είναι πιο διαφωτιστικός σ’ αυτή την περίπτωση. 

Ερώτηση 5, Λάθη

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Λάθη θετικής

Λάθη τεχνολογικής

Λάθη θετικής 36,84% 23,68% 10,53% 18,42% 23,68%

Λάθη τεχνολογικής 57,45% 36,17% 10,64% 17,02% 44,68%

1 2 3 4 5

 

     Τα σηµαντικά λάθη είναι τα 1, 5 και 2 (αντίστοιχα των Er1P, Er5P και Er2P)  µε 

την τεχνολογική κατεύθυνση να προηγείται µε σηµαντική διαφορά σε καθένα από 

αυτά τα λάθη. Ας θυµηθούµε ότι αυτά τα λάθη είναι, µε τη σειρά που τα αναφέραµε, 

τα ακόλουθα: 

• Λάθος 1: Λανθασµένη ή ελλιπής ερµηνεία 

• Λάθος 5: Άλλα λάθη ή δεν απαντά 

• Λάθος 2: Λανθασµένο Π. Ο. 

 

4.3.1.6.   Η ερώτηση 6 
     Στην ερώτηση 6 ζητήσαµε από τους µαθητές να σχεδιάσουν το γράφηµα της 

πρώτης παραγώγου µιας συνάρτησης, όταν τους παρουσιάζεται το γράφηµα της 

συνάρτησης. Στην ουσία θα µπορούσε κανείς να πει ότι ζητάµε την ανάποδη 

συµπλήρωση ενός  πίνακα της παρακάτω µορφής: 

x −∞  1x   
2x  +∞  

f ′       

f   ր   ց   ր  
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     Βέβαια, δεν είναι σε κάθε ερώτηµα η ίδια µορφή του πίνακα. Επίσης εδώ θα 

µπορούσε κάποιος να αντιτάξει ότι ζητάµε την αντιστροφή του αντίστοιχου 

θεωρήµατος. ∆εν θα φέρουµε καµία αντίρρηση σε αυτό. Πράγµατι αυτό ζητάµε, αν 

το θέσουµε σε µια απλουστευµένη βάση. Όµως εκτιµούµε ότι θα πρέπει να πάµε λίγο 

βαθύτερα. Θα πρέπει νοµίζω να συµφωνήσουµε στο ότι οι µαθητές δεν έχουν διδαχτεί 

και ούτε έχουν εκπαιδευτεί στην έννοια της ισοδυναµίας και της συνεπαγωγής. Κατά 

συνέπεια, µε µεγάλη ευκολία, µπορούν να αντιστρέψουν µαθηµατικές προτάσεις. 

Εκτός αυτού, επειδή είναι στη φύση του ανθρώπου η γενίκευση, θεωρούµε ότι µια 

προφανής, έστω κι αν είναι λανθασµένη, γενίκευση που θα µπορούσε να κάνει κανείς 

είναι η γενίκευση στο ευθύ και το αντίστροφο µιας πρότασης. Στηριχτήκαµε επάνω 

σε αυτό και στηριχτήκαµε και στη διαισθητική αντίληψη των µαθητών για να 

διαµορφώσουµε αυτή την ερώτηση. Επιπλέον, επειδή θέλουµε να διαπιστώσουµε την 

ύπαρξη ή όχι γεωµετρικών αναπαραστάσεων και διασυνδέσεων σε οποιαδήποτε 

µορφή κι αν αυτές εµφανίζονται, τα υποερωτήµατα 5 και 6 παρουσίασαν µια 

τροποποιηµένη – σε σχέση µε την απλή – κυβική συνάρτηση. Τα υποερωτήµατα 3 

και 4 παρουσίασαν µια παραβολή, και τα 1 και 2 µια ευθεία και τη συνάρτηση – 

απόλυτο. Να σηµειώσουµε ακόµη ότι τα υποερωτήµατα 4 και 6 µπορούν να 

απαντηθούν άµεσα, αν ο µαθητής αναπτύξει γεωµετρικές διαδικασίες και 

διασυνδέσεις, συνεπικουρούµενες από αλγεβρικές, δεδοµένου του ότι οι συναρτήσεις 

που παρουσιάζονται σ’ αυτά είναι οι αντίθετες των συναρτήσεων που παρουσιάζονται 

στα υποερωτήµατα 3 και 5, άρα, κατά συνέπεια, οι γραφικές παραστάσεις των 

παραγώγων αυτών των συναρτήσεων (στα υποερωτήµατα 4 και 6, δηλαδή) είναι 

απλά συµµετρικές ως προς x΄x των γραφικών παραστάσεων που προκύπτουν από τα 

υποερωτήµατα 3 και 5. Αν ο µαθητής µπορούσε να το αντιληφθεί αυτό, τότε είχε 

γλιτώσει πολύτιµο χρόνο επεξεργασίας. 

     Όµως, θα πρέπει ίσως να σταθούµε σε κάτι βαθύτερο. Αυτό που παρουσιάστηκε 

στους µαθητές είναι το γράφηµα µιας συνάρτησης. Από αυτό θα έπρεπε να 

αντλήσουν αλγεβρικές πληροφορίες, να κάνουν διαισθητική αντιστροφή των 

αντίστοιχων θεωρηµάτων, να συµπληρώσουν, έστω και νοητά, την πρώτη γραµµή 

του πίνακα που παρουσιάσαµε στη προηγούµενη σελίδα και κατόπιν να κάνουν 

γεωµετρική µετάφραση και να παρουσιάσουν το γράφηµα µας πρώτης παραγώγου. 

     Οι µαθητές έχουν λοιπόν σ’ αυτό το ερώτηµα, την ΄΄υποχρέωση΄΄ να κινηθούν 

µεταξύ διαφορετικών αναπαραστάσεων, µεταξύ διαφορετικών σηµειογραφικών 

ενδείξεων, να µεταφράσουν κατάλληλα αυτές και να βγάλουν τα συµπεράσµατά τους. 
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Επειδή οι µαθητές µε κανέναν τρόπο δεν έχουν εκπαιδευτεί στην κλίση της 

παραγώγου σε σχέση µε το γράφηµα της f, ή το ανάποδο, κάναµε δεκτές όλες τις 

απαντήσεις που συµφωνούσαν κατά κύριο λόγο στην αλγεβρική αντιµετώπιση του 

κάθε υποερωτήµατος, εννοώντας µ’ αυτό ότι κάναµε δεκτές τις υπαινισσόµενες 

απαντήσεις (υπό την έννοια ότι δεν αναφέρθηκαν ρητά στο γραπτό) όπως π.χ., «η 

συνάρτηση η παρουσιάζει ακρότατο στο τάδε σηµείο, άρα η παράγωγος, εφόσον 

υπάρχει σε αυτό το σηµείο (δηλαδή, δεν έχουµε γωνιακό σηµείο), θα πρέπει να είναι 

ίση µε 0» και άρα ο µαθητής σε εκείνο το σηµείο εµφανίζει την παράγωγο να τέµνει 

τον x΄x και δεν απορρίψαµε απαντήσεις που δεν εµφάνιζαν καλά την κλίση µας 

παραγώγου, εκτός κι αν ήταν υπερβολικά λανθασµένες. 

    Προτού προχωρήσουµε, είναι χρήσιµο να δούµε αυτή την πορεία που αναµέναµε 

να ακολουθήσουν οι µαθητές, µέσα από τη σχηµατική αναπαράσταση που ακολουθεί. 

 

 

Γραφική αναπαράσταση 
της  f 

Γραφική αναπαράσταση 
της  f ′  

• ∆ιαµόρφωση εικόνας 
για τη µονοτονία της f 

• ∆ιαµόρφωση εικόνας για το 
πρόσηµο της  f ′ . 

• Ενδεχόµενα και διαµόρφωση 
εικόνας για την κλίση της  f ′  

Μετάφραση από γεωµετρική 
αναπαράσταση σε αλγεβρική − 
συµβολική 

Αντιστροφή θεωρηµάτων µέσω 
διαισθητικής αντίληψης 

Μετάφραση από αλγεβρική − 
συµβολική αναπαράσταση σε 
γεωµετρική 
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     Αυτές είναι οι εκτιµήσεις που κάναµε εµείς για µια κάποια φυσιολογική πορεία 

των µαθητών. ∆εν πάει να πει αυτό όµως ότι θα είναι και τέτοια τα αποτελέσµατα που 

θα πάρουµε. Θα πρέπει να θυµηθούµε σ’ αυτό το σηµείο, τις έρευνες που έχουµε 

αναφέρει στα προηγούµενα µας εργασίας µας (αλλά και πόσες όσες άλλες υπάρχουν) 

οι οποίες αναδεικνύουν τον αλγεβρικό τρόπο σκέψης των µαθητών, µε σηµαντική 

µάλιστα υπεροχή σε αρκετές περιπτώσεις, έναντι του γεωµετρικού. Για το λόγο αυτό,  

τα υποερωτήµατα 1 έως και 4 επιλέχτηκαν µε τρόπο ώστε να µπορούν να απαντηθούν 

και αλγεβρικά, εκτός από γεωµετρικά. Και εννοούµε µε αυτό ότι οι µαθητές µπορούν 

να αναγνωρίσουν οικείες συναρτήσεις, ευθεία και παραβολή, να θεωρήσουν τους 

γενικούς τύπους αυτών των συναρτήσεων µέσω των γραφηµάτων που τους 

παρουσιάζουµε και στη συνέχεια να βρουν τους αντίστοιχους τύπους, επιλέγοντας 

κατάλληλα σηµεία  (κυρίως σηµεία ακροτάτων). Τέλος µε µια απλά αλγοριθµική έως 

ρουτινιάρικη εργασία θα βρουν τις παραγώγους τους και θα τις σχεδιάσουν. Τα 

υποερωτήµατα 5 και 6 (ή, έστω µόνο το 5, µιας και όπως προαναφέραµε, το 6 

αποτελεί το συµµετρικό του ως προς x΄x) επιλέχτηκαν ώστε να µην µπορούν να 

αναγνωριστούν ευδιάκριτα σηµεία µέσω µας γραφικής παράστασης µας f, ακόµη κι 

αν ο µαθητής µπορούσε να αναγνωρίσει ότι τα γραφήµατα που του παρουσιάζονται 

είναι µας γενικής µορφής 3 2f (x) αx βx γx δ= + + + . Ο µαθητής που θα απαντήσει σε 

αυτό το ερώτηµα θα πρέπει οπωσδήποτε να αναπτύξει γεωµετρικές διαδικασίες εκτός 

κι αν είναι υπερβολικά καλός χρήστης των αλγεβρικών διαδικασιών, οι οποίες όµως, 

κατά την εκτίµησή µας, για να µπορέσουν να δώσουν απάντηση στα υποερωτήµατα 

αυτά θα πρέπει να εµφανιστούν σε ένα υψηλότατο επίπεδο ενεργειών. 

     Θεωρούµε ότι αν δώσουµε σε έναν µέσο µαθητή µας Γ΄ Λυκείου  τον τύπο µιας 

συνάρτησης και του ζητήσουµε χωρίς περιστροφές να βρει µονοτονία και ακρότατα, 

θα τα καταφέρει αρκετά καλά (ιδίως αν πρόκειται για συναρτήσεις όπως αυτές που 

χρησιµοποιήσαµε στο ερώτηµά µας εδώ). Αυτή είναι µια αλγοριθµική διαδικασία που 

µπορεί να ενταχθεί µέσα στο γενικό σχήµα περί µονοτονίας συνάρτησης και τρόπων 

εύρεσής της που έχει δοµήσει ο εκάστοτε µαθητής. Ο πίνακας µονοτονίας που 

παρουσιάσαµε στη σελίδα 71, έστω κι αν απαιτεί αντιστροφή µας κατάστασης για να 

συµπληρωθεί, είναι µέρος αυτής της διαδικασίας. Η δυσκολία λοιπόν του ερωτήµατος 

δεν είναι, θεωρούµε, στη συµπλήρωση αυτού του πίνακα, αλλά στο ότι πρέπει ο 

µαθητής να σκεφτεί να δηµιουργήσει έναν τέτοιο, όταν οι πληροφορίες που του 

δίνονται είναι σιωπηρές και υπονοούµενες, όπως αυτές που δίνει ένα γράφηµα. Αυτό 
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µπορεί να γίνει µόνο αν ο µαθητής κατέχει γεωµετρικές διασυνδέσεις και αν έχει 

ισχυρούς δεσµούς στο πλέγµα του σχήµατός του.   

     Έτσι, αν και τελικά θα πρέπει να είναι αναµενόµενη για τα τέσσερα πρώτα 

υποερωτήµατα µια σειρά ενεργειών όπως φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα, τα δύο 

τελευταία υποερωτήµατα θα αναδείξουν, αν υπάρχουν, γεωµετρικές διασυνδέσεις 

στους µαθητές και η αντιµετώπιση του όλου θέµατος, αν υπάρχουν µεταφράσεις.  

 

 

 

     Όπως βλέπουµε στον ακόλουθο πίνακα, υπάρχει φθίνουσα πορεία επιτυχιών από 

το πρώτο έως το έκτο υποερώτηµα µε την τεχνολογική κατεύθυνση να υστερεί 

σηµαντικά έναντι της θεωρητικής, ακόµη και στις απλές περιπτώσεις. 

Γραφική αναπαράσταση 
της  f 

Γραφική αναπαράσταση 
της  f ′  

• Εύρεση του τύπου της f 

• Εύρεση του τύπου της  
f ′ . 

Μετάφραση από γεωµετρική 
αναπαράσταση σε αλγεβρική 
– συµβολική 

Μετάφραση από αλγεβρική – 
συµβολική αναπαράσταση σε 
γεωµετρική 
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Ερώτηση 6

0,00%

20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 76,32% 55,26% 47,37% 39,47% 18,42% 18,42%

Τεχνολογική 46,81% 31,91% 29,79% 21,28% 12,77% 14,89%

1 2 3 4 5 6

 

     Εµφανώς λοιπόν παρουσιάστηκε απουσία γεωµετρικών αναπαραστάσεων και 

διασυνδέσεων. Μάλλον το όποιο νοητικό σχήµα έχει δοµηθεί στο µυαλό του 

εκάστοτε µαθητή περί συνάρτησης και παραγώγου φαίνεται να είναι ασθενές και να 

περιορίζεται µόνο σε αλγοριθµικές διαδικασίες  µέσω συµβόλων. 

     Στον πίνακα λαθών βλέπουµε ότι οι µαθητές προτίµησαν κατά κύριο λόγο να µην 

απαντήσουν στα υποερωτήµατα. 

Ερώτηση 6, Λάθη

0,00%

10,00%

20,00%

30,00%

40,00%

50,00%

60,00%

70,00%

80,00%

90,00%

Θ1

Τ1

Θ2

Τ2

Θ1 13,16% 23,68% 15,79% 18,42% 23,68% 23,68%

Τ1 21,28% 14,89% 12,77% 12,77% 10,64% 10,64%

Θ2 10,53% 21,05% 36,84% 44,74% 57,89% 57,89%

Τ2 34,04% 53,19% 57,45% 65,96% 76,60% 74,47%

1 2 3 4 5 6

 

     Εδώ παρουσιάστηκε κι ένα ιδιαίτερα ενδιαφέρον κατά τη γνώµη µας εύρηµα. Στο 

5ο και 6ο υποερώτηµα (αυτό µε την κυβική συνάρτηση) εµφανίστηκαν 8 µαθητές οι 

οποίοι έδωσαν για γράφηµα παραγώγου τµήµατα ευθείας! Θα συζητήσουµε αυτό το 

θέµα στην ενότητα των συνεντεύξεων. 
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4.3.1.7.   Η ερώτηση 7 
     Στην ερώτηση 7 παρουσιάσαµε τα γραφήµατα κάποιων παραγώγων και ζητήσαµε 

ξεκάθαρα τρία πράγµατα: 

• Σηµεία ακροτάτων 

• Χαρακτηρισµό Ακροτάτων 

• Γράφηµα της f 

     Εδώ αναµένουµε πλέον ευθέως, ως έναν εύκολο κατά τη γνώµη µας τρόπο 

αντιµετώπισης του ερωτήµατος, τη δηµιουργία δηλαδή ενός πίνακα µονοτονίας, της 

µορφής π.χ.  

x −∞     +∞  

f ′  + 0 − 0 + 

f       

 

     Η δυσκολία που υπάρχει είναι ότι στο σχεδιασµό της γραφικής παράστασης της f, 

ουσιαστικά ζητάµε έναν αντιπρόσωπο από το αόριστο ολοκλήρωµα της f. 

     Το υποερώτηµα 2 παρουσιάζει µια παραβολή, όπως και η 4η ερώτηση 

προηγουµένως, προσπαθώντας να ελέγξουµε αν επηρεάζει τους µαθητές η εκφώνηση 

ή αν η παρουσία ενός σχήµατος επισκιάζει τον περίγυρο. 

     Στην εύρεση σηµείων ακροτάτων έχουµε τον ακόλουθο πίνακα επιτυχιών: 

Ερώτηση 7, Εύρεση σηµείων ακροτάτων
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20,00%

40,00%

60,00%

80,00%

100,00%

Θετική

Τεχνολογική

Θετική 63,16% 47,37% 44,74% 15,79% 52,63%

Τεχνολογική 38,30% 27,66% 34,04% 6,38% 29,79%

1 2 3 4 5

 

     Με προφανή αποτυχία στο 4ο υποερώτηµα, το άµεσο που µπορούµε να συνάγουµε 

είναι ότι οι τριγωνοµετρικές και γενικότερα οι περιοδικές συναρτήσεις αποτελούν 
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σοβαρό εµπόδιο για τους µαθητές, µε το κύριο πρόβληµα εστιαζόµενο στο πεδίο 

ορισµού των συναρτήσεων αυτών, ιδίως των ηµιτονοειδών, αφού για τους 

περισσότερους  µαθητές αυτό φαίνεται να είναι το [ 1,1]− . ∆εν µπορούµε να µην 

κάνουµε τον παραλληλισµό µε τις αντιλήψεις των Tall & Vinner, σύµφωνα µε τις 

οποίες, διαφορετικές εικόνες για µια έννοια µπορούν να συνυπάρχουν στο µυαλό του 

ατόµου, χωρίς να δηµιουργείται κανένα πρόβληµα στη λειτουργία του σε διάφορες 

καταστάσεις. Είναι αυτό που οι ανωτέρω συγγραφείς ονόµασαν ενδεχόµενο 

παράγοντα σύγκρουσης . Γιατί πως αλλιώς να ερµηνεύσει κανείς το φαινόµενο να 

µπορούν να απαντούν εύκολα οι µαθητές στην ερώτηση «πόσο είναι το 

π
ηµ 2π

6
 + 
 

;» και από την άλλη µεριά να λένε και να υπερασπίζονται µε θέρµη την 

άποψή τους, ότι το x δεν µπορεί να πάρει τιµές µικρότερες του −1  και µεγαλύτερες 

του 1; Τι αλήθεια έχει δηµιουργηθεί στο µυαλό τους όταν λένε ότι: «το ηµίτονο 

παίρνει τιµές από το −1 έως το 1 και όταν λένε ότι το x παίρνει τιµές από το −1 έως το 

1»; Έχουν αντιληφθεί το ηµίτονο ως συνάρτηση, το έχουν αντιληφθεί ως 

αποτέλεσµα, ως τι; ∆ε µπορούµε να µπούµε στο µυαλό του καθενός. Καταθέτοντας 

προσωπική εµπειρία, αναφέρουµε ότι τα τελευταία χρόνια, στην ερώτηση που 

απευθύνουµε (ο γράφων, δηλαδή) στους µαθητές που ξεκινούν τη Γ΄ Λυκείου «τι 

είναι το ηµίτονο;» αισθανόµαστε ευτυχείς αν βρεθεί το πολύ ένας να µας απαντήσει 

ότι είναι συνάρτηση. ∆υστυχώς υπάρχουν χρονιές που δεν απαντάει κανείς. Η 

συνηθέστερη απάντηση που παίρνουµε είναι ότι είναι αριθµός. Αυτός ήταν και ένας 

από τους λόγους που βάλαµε το συγκεκριµένο υποερώτηµα και βέβαια, µάλλον το 

αποτέλεσµα, σύµφωνα µε τα παραπάνω, ήταν αναµενόµενο. 

     Οι παραπάνω απόψεις φαίνεται να ισχυροποιούνται και από τον πίνακα λαθών για 

το αντίστοιχο τµήµα της ερώτησης. Και η θετική και η τεχνολογική κατεύθυνση 

εµφάνισαν το µεγαλύτερο ποσοστό λαθών στο 4ο υποερώτηµα, κάνοντας το 1ο λάθος 

σύµφωνα µε την κωδικοποίησή µας (Er1Dgd1), δίνοντας δηλαδή λανθασµένες τιµές 

για το x ως σηµείο του πεδίου ορισµού που παρουσιάζεται το ακρότατο της 

συνάρτησης. Επίσης, αρκετό ποσοστό προτίµησε να µην απαντήσει σ΄ αυτό το 

υποερώτηµα. 
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Ερώτηση 7, Εύρεση σηµείου ακροτάτου, Λάθη

0,00%
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100,00%

Θ1

Τ1

Θ2

Τ2

Θ1 31,58% 47,37% 44,74% 47,37% 34,21%

Τ1 48,94% 53,19% 53,19% 63,83% 57,45%

Θ2 5,26% 5,26% 10,53% 36,84% 13,16%

Τ2 12,77% 19,15% 12,77% 29,79% 12,77%

1 2 3 4 5

 

     Βλέπουµε ακόµη ότι οι µαθητές έδειξαν στο σύνολό τους προθυµία να 

απαντήσουν σε όλα τα υποερωτήµατα και τα περισσότερα λάθη τους οφείλονται στην 

εσφαλµένη εύρεση σηµείου. Εδώ θα πρέπει να κάνουµε τον παραλληλισµό µε τα 

αποτελέσµατα που βγήκαν από την έρευνα της K. Juter7, σύµφωνα µε τα οποία οι 

µαθητές ήταν πεπεισµένοι για την ικανότητά τους να αδράξουν την έννοια. 

      

      Ο πίνακας επιτυχιών στους χαρακτηρισµούς των ακροτάτων κυµάνθηκε στα ίδια 

περίπου επίπεδα µε ελαφρές αυξοµειώσεις. 

Ερώτηση 7, Χαρακτηρισµός ακροτάτων
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Θετική

Τεχνολογική

Θετική 44,74% 47,37% 31,58% 10,53% 44,74%

Τεχνολογική 23,40% 27,66% 14,89% 10,64% 27,66%

1 2 3 4 5

 

                                                 
7 Βλ. Ενότητα 3. Συναφείς έρευνες και ανασκόπηση της βιβλιογραφίας  
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     Ανάλογος είναι και ο πίνακας λαθών. 

Ερώτηση 7, Χαρακτηρισµός ακροτάτου, Λάθη
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Θ1 50,00% 47,37% 57,89% 52,63% 42,11%

Τ1 63,83% 53,19% 72,34% 59,57% 59,57%

Θ2 5,26% 5,26% 10,53% 36,84% 13,16%

Τ2 12,77% 19,15% 12,77% 29,79% 12,77%

1 2 3 4 5

 

     Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα των επιτυχιών στους παραπάνω πίνακες εύρεσης 

σηµείων ακροτάτων και χαρακτηρισµού ακροτάτων για το δεύτερο γράφηµα, όπου 

παρουσιάζεται παραβολή, µε τα αποτελέσµατα της 4ης ερώτησης, βλέπουµε τα εξής: 

• Στην 7η ερώτηση   και οι δύο κατευθύνσεις έδωσαν τα ίδια ακριβώς ποσοστά: 

 
Εύρεση σηµείων Χαρακτηρισµός σηµείων 

Θετική 47,37% 47,37% 

Τεχνολογική 27,66% 27,66% 

 

• Στην 4η ερώτηση η διαµόρφωση ενός αντίστοιχου πίνακα έχει ως εξής: 

 
Εύρεση σηµείων Χαρακτηρισµός σηµείων 

Θετική 42,117% 31,58% 

Τεχνολογική 23,40% 17,02% 
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     Εκτιµούµε ότι αυτή η διαφορά που εµφανίζεται οφείλεται και κατά ένα µέρος στη 

λεκτική διατύπωση που ακολουθήσαµε στην 4η ερώτηση. 

     

      Τέλος µένει το ερώτηµα που ζητάµε γραφική παράσταση. Υπενθυµίζουµε ότι εδώ 

το ερώτηµα ουσιαστικά ζητάει έναν αντιπρόσωπο από το αόριστο ολοκλήρωµα της f.  

Αυτό το τονίσαµε στην εκφώνηση αυτού του ερωτήµατος, γράφοντας µε έντονα 

γράµµατα ότι ζητάµε µια πρόχειρη γραφική παράσταση της f. ∆εν µπορούµε να 

ξέρουµε βέβαια σε ποιο βαθµό έγινε αυτό αντιληπτό από τους µαθητές. 

Ερώτηση 7, Γράφηµα συνάρτησης
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Θετική
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Θετική 34,21% 34,21% 18,42% 39,47% 23,68%

Τεχνολογική 8,51% 2,13% 0,00% 10,64% 4,26%

1 2 3 4 5

 

     Η θετική κατεύθυνση τα πήγε σαφώς καλύτερα από την τεχνολογική και πάλι 

όµως δεν κατάφερε να ξεπεράσει ούτε σε ένα ερώτηµα το 40%. Η δε τεχνολογική 

µόλις σε ένα υποερώτηµα (το 4ο) κατάφερε να εµφανίσει διψήφιο ποσοστό επιτυχίας 

(10,64%). 

     Όπως αναφέραµε και πιο πάνω, δε µπορούµε να γνωρίζουµε αν τελικά µπέρδεψε 

τους µαθητές η ζήτηση του αόριστου ολοκληρώµατος. Εκτιµούµε όµως ότι δεν είναι 

αυτή η κύρια αιτία της αποτυχίας τους. Μια πιθανότερη αιτία φαίνεται να είναι ότι δε 

σχηµάτισαν – όχι κατ’ ανάγκη στο γραπτό τους – έναν πίνακα µονοτονίας. Από τον 

έλεγχο των γραπτών, διαπιστώσαµε ότι ακόµη και κάποιοι µαθητές που εµφάνισαν 

γραπτά αυτόν τον πίνακα µονοτονίας, παρ’ όλο που δεν τους ζητήθηκε ευθέως, στο 

τέλος δεν απέφυγαν τα λάθη στη γραφική παράσταση. 

     Ο πίνακας λαθών θα µας δώσει κάποια επιπλέον χρήσιµα συµπεράσµατα. 
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Ερώτηση 7, Γράφηµα συνάρτησης, Λάθη
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Θ1 5,26% 7,89% 15,79% 10,53% 7,89%

Τ1 10,64% 12,77% 14,89% 4,26% 4,26%

Θ2 57,89% 57,89% 65,79% 50,00% 68,42%

Τ2 80,85% 85,11% 85,11% 85,11% 93,62%

1 2 3 4 5

 

     Όπως βλέπουµε το κυριότερο λάθος που έκαναν οι µαθητές και των δύο 

κατευθύνσεων είναι το 2ο λάθος ( Er2Dg(a, b, c, d, e)fg ), δηλαδή προτίµησαν να µην 

απαντήσουν. Φαίνεται λοιπόν και πάλι, µε έναν αδιαµφισβήτητο, κατά την άποψή 

µας, τρόπο, η αποστροφή των µαθητών προς τις γραφικές παραστάσεις. 

4.3.1.8.   Η ερώτηση 8 
     Στην ερώτηση 8 δώσαµε αλγεβρικές πληροφορίες στους µαθητές και τους 

ζητήσαµε να τις αναγνωρίσουν σε κάποια γραφήµατα. ∆ώσαµε τις τιµές της 

συνάρτησης, της πρώτης και της δεύτερης παραγώγου της σε ένα σηµείο και 

παρουσιάσαµε 6 γραφήµατα. Οι µαθητές έπρεπε να αναγνωρίσουν ποιο ή ποια από τα 

γραφήµατα ικανοποιούσαν και τις τρεις πληροφορίες που τους είχαν δοθεί. 

     Έχουµε τον ακόλουθο πίνακα επιτυχιών: 

Ερώτηση 8
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Θετική 52,63%
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     Και εδώ, η απλή κατά τη γνώµη µας µετάφραση, µέσω ανάγνωσης, γραφηµάτων, 

από αλγεβρική σε γεωµετρική αναπαράσταση δε στέφθηκε µε ιδιαίτερη επιτυχία. Η 

θετική κατεύθυνση µόλις που ξεπέρασε το 50%. 

     Ας προσέξουµε ότι οι µαθητές δεν είχαν να σχεδιάσουν κάποια γραφική 

παράσταση. ∆εν είχαν να αντλήσουν άµεσα πληροφορίες από κάποια γραφική 

παράσταση, πράγµα το οποίο είναι από τη φύση του δύσκολο, διότι σε κάθε γραφική 

παράσταση υπάρχει πλήθος πληροφοριών και θα πρέπει κανείς να επικεντρωθεί µόνο 

σ’ αυτές που τον ενδιαφέρουν. Είχαν απλά να αναγνωρίσουν κάποιες συγκεκριµένες 

πληροφορίες σε συγκεκριµένα γραφήµατα. Η λέξη ΄΄απλά΄΄ που χρησιµοποιήσαµε, 

είναι βέβαια µια δικιά µας εκτίµηση, που τα αποτελέσµατα που πήραµε όχι µόνο δεν 

την ενίσχυσαν, αλλά µάλλον τείνουν να την απορρίψουν. . 

     Από τον πίνακα λαθών θα πρέπει να παρατηρήσουµε τα ακόλουθα. 

Ερώτηση 8, Λάθη
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Θετική 7,89% 15,79% 23,68%

Τεχνολογική 14,89% 23,40% 29,79%

1 2 3

 

 

     Το περισσότερο ποσοστό των µαθητών και εδώ προτίµησε να µην απαντήσει. 

Τουλάχιστον εδώ είναι κατά πολύ µικρότερο των άλλων αντίστοιχων ποσοστών που 

εµφανίστηκαν για τη µη απάντηση.  

     Θα πρέπει ακόµη, νοµίζουµε, να δούµε µε περισσότερη προσοχή τα ποσοστά 

(15,79% για την θετική και 23,40 για την τεχνολογική) των µαθητών που έκαναν το 

2ο λάθος (Er2IG), που έδωσαν δηλαδή, άλλο γράφηµα ως σωστή απάντηση. Πέρα 

από τη δυσκολία που φάνηκε ότι υπάρχει στη µετάφραση – µεταφορά δεδοµένων από 

ένα είδος αναπαράστασης σε άλλο και πέρα από τη δυσκολία που θα εµφανιστεί 
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αυξηµένη όταν το ένα είδος αναπαράστασης είναι γεωµετρικού – γραφικού τύπου, 

υπάρχει κάτι ακόµη που πρέπει να δούµε, το οποίο και εξηγούµε ευθύς αµέσως.  

     Κατά τη γνώµη µας, τα παραπάνω ποσοστά θα πρέπει να συνδεθούν άµεσα µε τα 

αντίστοιχα κελιά του Vinner, τα οποία σ’ αυτή την περίπτωση φαίνεται ότι είναι 

άδεια. Υπάρχουν αρκετά σηµεία στην έρευνά µας που οι απαντήσεις των αντίστοιχων 

ερωτηµάτων ή υποερωτηµάτων µπορούν να οδηγήσουν σε έναν τέτοιο ισχυρισµό. 

Λόγω της πολυπλοκότητας των παραµέτρων που µπορεί να παρεµβαίνουν σε άλλα 

ερωτήµατα, αποφύγαµε µέχρι στιγµής έναν τέτοιο σχολιασµό. Εδώ όµως, πάντα κατά 

την άποψή µας, είναι ένα από τα πλέον εµφανή σηµεία της κενότητας του κελιού της 

εικόνας που έχει σχηµατίσει ο µαθητής. ∆εν ξέρουµε και δε µπορούµε να το 

ελέγξουµε από τα στοιχεία που έχουµε στη διάθεσή µας, αν αυτή η αποτυχία 

οφείλεται στο συνδυασµό των τριών πραγµάτων που έπρεπε να έχει το ζητούµενο 

γράφηµα ή αν οφείλεται µεµονωµένα σε κάποιο από αυτά. 

 

     Τελειώνουµε την παράθεση των στατιστικών αποτελεσµάτων µέσω XL µε το 

συγκεντρωτικό πίνακα επιτυχιών των µαθητών εκφρασµένο σε ποσοστά. Η κάθε 

στήλη αντιστοιχεί σε κλάση πλάτους 10%, αρχής γενοµένης από τους µαθητές που 

έγραψαν κάτω από 10%. 

     Είναι σηµαντικό, νοµίζουµε, να προσέξουµε το συνολικό ποσοστό των µαθητών 

που έγραψε κάτω από 50%. ∆υστυχώς ανέρχεται σε 63,53%. Το νούµερο αυτό είναι 

αρκετά απογοητευτικό, αλλά και ταυτόχρονα χρήσιµο για την εξαγωγή κάποιων 

συµπερασµάτων, που θα συζητηθούν αργότερα. 

Συνολικά ποσοστά επιτυχίας των µαθητών
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     Από τους 2 στους 85 που έγραψαν από 90 έως 100% και οι οποίοι απάρτισαν το 

ποσοστό της τελευταίας κλάσης του παραπάνω πίνακα, ο ένας ήταν µαθητής, θετικής 

κατεύθυνσης, του φροντιστηρίου που διεξήχθη το διαγώνισµα, και ο οποίος έγραψε 
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97,87% κάνοντας το µόνο του λάθος στη µονοτονία σε όλο το πεδίο ορισµού της, στη 

συνάρτηση 
1

φ(x)
x

=  και ο άλλος, επίσης µαθητής θετικής κατεύθυνσης,  ήταν από 

την οµάδα των µαθητών που έγραψαν το τεστ στο σπίτι τους, συγκεντρώνοντας 

τελικό αποτέλεσµα 91,49%.  

     ∆εν υπήρχε βέβαια καµία σκέψη από τη µεριά µας να προχωρήσουµε σε 

συνέντευξη µε κάποιον από αυτούς, παρ’ όλα αυτά ο πρώτος εξ αυτών ήρθε µόνος 

του για συζήτηση. Τη συζήτηση αυτή καθώς και το σχολιασµό της, θα τη δούµε στην 

επόµενη παράγραφο. 
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4.3.2. Η ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΜΕΣΩ R. GRAS 
 

4.3.2.1.  Σχέσεις οµοιότητας ανάµεσα στα έργα 
 

     Οι παράµετροι που τελικά εµφανίστηκαν ήταν υπερβολικά µεγάλες στον αριθµό. 

Προβήκαµε στην επεξεργασία των στοιχείων, κάνοντας κατ’ αρχήν µια επιλογή – 

κατηγοριοποίηση αυτών. 

     Πρώτο διάγραµµα οµοιότητας 

Για το πρώτο διάγραµµα οµοιότητας χρησιµοποιήσαµε όλες τις µεταβλητές, (όπως 

αυτές περιγράφονται στον πίνακα  ΙΙ: Εξήγηση κωδικών στις ερωτήσεις και στα 

λάθη
8) εκτός των λαθών και της ερώτησης 3. 
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Similarity : C:\Documents and Settings\epa\Desktop\students-athens\EFAPTOMENI1\chic3.2\efaptomeni 1.csv  

     Από το παραπάνω διάγραµµα, αλλά και από τα αναλυτικά στοιχεία, τα οποία 

παρατίθενται στο παράρτηµα, παρατηρούµε ότι εµφανίζονται αρκετές οµάδες ή 

υποοµάδες µε επίπεδο σηµαντικότητας 1 ή 0,999999. Αυτές είναι: 

i. Οι VGa1, VGa2, δηλαδή οι ερωτήσεις που ζητούν µέγιστο και ελάχιστο στη 

διαφορά δύο συναρτήσεων, όταν παρουσιάζεται το γράφηµα της παραγώγου της 

διαφοράς τους δίνουν οµοιότητα 1. 

                                                 
8 Βλ. σελ. 55 
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ii.  Το ίδιο και οι GDg5, GDg6, όπου ζητάµε την παράγωγο µιας συνάρτησης, 

δοθείσης της γραφικής παράστασης της συνάρτησης. Οι συναρτήσεις που 

δίνονται σ’ αυτά τα ερωτήµατα είναι κυβικής µορφής. 

iii.  Οι Dgafg, Dgbfg, όπου δίνουµε την παράγωγο, η οποία στο (a) είναι µια απλή 

κυβική συνάρτηση και στο (b) είναι µια παραβολή και ζητάµε τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης. 

iv. Η ίδια οµοιότητα παρατηρείται αν επισυνάψουµε  και την Dgcfg, που επίσης 

είναι γράφηµα κυβικής συνάρτησης (υπό την έννοια ότι περιέχει τον όρο 3x ), 

συνθετότερης από την προηγούµενη. 

v. Επίσης η πρόσθεση µιας δυσκολότερης συνάρτησης, όπως η Dgefg, στην ίδια 

οµάδα, πάλι δίνει οµοιότητα 1. 

vi. Η προσθήκη της Dgdfg , που είναι τριγωνοµετρική συνάρτηση, µεταβάλλει 

ελάχιστα την οµοιότητα σ’ αυτή την οµάδα, δίνοντας αποτέλεσµα 0,999999, άρα 

µπορούµε να θεωρήσουµε ότι πρακτικά παραµένει 1. 

vii.  Οµοιότητα 1 υπάρχει στα Dgb1 και Dgb2, όπου ζητάµε σηµεία ακροτάτων και 

χαρακτηρισµό αυτών σε µια παραβολή, αν υπάρχουν. Στη συγκεκριµένη 

συνάρτηση δεν υπάρχουν, άρα µάλλον η οµοιότητα αυτή θα έπρεπε να είναι 

αναµενόµενη, είτε ο µαθητής απαντάει σωστά είτε λανθασµένα. 

viii.  Οµοιότητα 0,999999 υπάρχει και στα υποερωτήµατα GDg3 και GDg4, στην 6η 

ερώτηση, όπου δίνουµε τις συναρτήσεις (παραβολές) και ζητάµε τις παραγώγους. 

ix. Τέλος, οµοιότητα 0,999999 παρουσιάστηκε στις Dga2 και Dgc2, που δίνουµε  

δύο κυβικές συναρτήσεις, που είναι τα γραφήµατα των παραγώγων, µια απλή και 

µία συνθετότερη να µας χαρακτηρίσουν αν τα ακρότατα που παρουσιάζουν οι 

συναρτήσεις είναι τοπικά ή ολικά. 

     ∆εν θα απαριθµήσουµε βέβαια όλες τις υπόλοιπες οµοιότητες που 

παρουσιάστηκαν. Αναφέρονται αναλυτικά στο αντίστοιχο εδάφιο στο παράρτηµα. Ας 

παρατηρήσουµε όµως ότι οι έξη πρώτες οµάδες δίνουν οµοιότητα 1 (Αφήνουµε έξω 

την 7η, για τους λόγους που αναφέραµε παραπάνω.) Αυτό σηµαίνει ότι οι µαθητές 

συµπεριφέρονται ακριβώς κατά τον ίδιο τρόπο στις ασκήσεις αυτές, που είναι 

κυρίως ασκήσεις γραφικών παραστάσεων παραγώγων. 
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∆εύτερο διάγραµµα οµοιότητας 

Στο δεύτερο διάγραµµα οµοιότητας συµπεριλάβαµε µόνο τις µεταβλητές από τις 

ερωτήσεις 4, 5, 6, 7, 8, χωρίς πάλι τα λάθη. ∆ηλαδή συµπεριλάβαµε όλες τις ασκήσεις 

που αφορούν παραγώγους και γραφικές παραστάσεις, µαζί µε το πρόβληµα (5η 

ερώτηση). Το διάγραµµα που προκύπτει  είναι προφανώς το αντίστοιχο τµήµα του 

προηγούµενου διαγράµµατος γι’ αυτό και δεν κρίνουµε σκόπιµο να το παραθέσουµε. 

Τα δεδοµένα και αυτού του διαγράµµατος παρατίθενται στο παράρτηµα. Αυτό που 

είναι χρήσιµο να δούµε είναι τα συµπεράσµατα που απορρέουν από αυτό το 

διάγραµµα.  

1. Όλες οι µεταβλητές συνδέονται µεταξύ τους µε πολύ υψηλό βαθµό οµοιότητας, 

εκτός µιας εξαίρεσης που θα αναφέρουµε στη συνέχεια. Αυτή η σύνδεση σε τόσο 

υψηλούς βαθµούς είναι φυσιολογική, αφού, επί της ουσίας, όλες οι ασκήσεις 

αφορούν παραγώγους. 

2. Ειδικά το πρόβληµα  Ρ (5η ερώτηση) και η 8η ερώτηση συνδέονται µε όλες τις  

υπόλοιπες ασκήσεις. 

3. Όµως οι ερωτήσεις 4 και 5, που είναι ακριβώς οι ίδιες, δοσµένες µε άλλη 

εκφώνηση, δε βρίσκονται σε άµεση σύνδεση, όπως ίσως να ανέµενε κάποιος. Τα 

VGa1, VGa2, VGa3 βρίσκονται σε µικρή σχέση µε το Ρ.  

     Αυτό φαίνεται να επαληθεύει την πεποίθηση πολλών – για να µην 

χρησιµοποιήσουµε τον ακραίο χαρακτηρισµό: «όλων» − καθηγητών της µέσης 

εκπαίδευσης, ότι δηλαδή οι µαθητές υστερούν σηµαντικά στην επίλυση 

προβληµάτων, ακόµη κι αν πρόκειται για απλές περιπτώσεις.     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



                                                                                                                                   ΜΑΡΙΟΣ  ΣΠΑΘΗΣ 

 - 89 - 

 

4.3.2.2.   Σχέσεις συνεπαγωγής ανάµεσα στα έργα. 
 

     Λόγω της πολυπλοκότητας του ερωτηµατολογίου, όπως αυτή παρουσιάστηκε κατά 

την επεξεργασία του, αναγκαστήκαµε κι εδώ να αφαιρέσουµε τα λάθη από τις 

µεταβλητές. Επίσης, όλα τα διαγράµµατα που θα παρουσιάσουµε, δηλώνουν απλές 

συνεπαγωγές. 

 

Πρώτο συνεπαγωγικό διάγραµµα 

     Συµπεριλάβαµε όλες τις µεταβλητές, εκτός από τα λάθη και την ερώτηση 3. 
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     Από το διάγραµµα αυτό προκύπτουν αρκετά σηµαντικά στοιχεία. 

1. Το υποερώτηµα Dgcfg φαίνεται να επηρεάζει άµεσα ή έµµεσα τα περισσότερα 

από τα υπόλοιπα ερωτήµατα. Στο ερώτηµα αυτό ζητήσαµε τη γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης, δίνοντας τη γραφική παράσταση της παραγώγου 

της, η οποία είναι της µορφής 3 2f (x) αx βx γx δ′ = + + + . (Ο ΄΄αλγεβρικά 
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υποψιασµένος΄΄ µαθητής µπορεί εύκολα να βρει για ποια συνάρτηση πρόκειται. 

Αλλιώς θα κινηθεί είτε αλγοριθµικά µε τη συµπλήρωση του αντίστοιχου πίνακα 

µονοτονίας είτε και γεωµετρικά µεταφράζοντας και στις δύο αυτές περιπτώσεις 

τα συµπεράσµατά του σε ένα γράφηµα.) 

2. Ισχυρή θέση σ’ αυτό το διάγραµµα κατέχει και το υποερώτηµα  Dgb2. Εδώ είναι 

το γράφηµα µιας παραβολής, η οποία είναι η παράγωγος µιας συνάρτησης και 

ζητάµε αν έχει ακρότατα, να χαρακτηριστούν ως τοπικά ή ολικά. Η συγκεκριµένη 

συνάρτηση προκύπτει ότι δεν έχει ακρότατα. ∆ε θα κρύψουµε το ότι µας έκανε 

εντύπωση αυτό το γεγονός, διότι θεωρούσαµε ως µια σχετικά απλή περίπτωση 

αυτή που παρουσιάζαµε εδώ, να εµφανίζει τόσο ισχυρό συνεπαγωγικό 

διάγραµµα. 

3. Θα πρέπει βέβαια να παρατηρήσουµε τη µη συνδεσιµότητα των δύο 

προηγούµενων υποερωτηµάτων, δηλαδή των  Dgcfg και Dgb2. 

4. Και από το διάγραµµα αυτό προκύπτει ότι δεν υπάρχει σύνδεση µεταξύ των 

ερωτήσεων 4 και 5, δηλαδή µεταξύ των VGa1, VGa2, VGa3 και P. Η επιτυχία σε 

ένα από τα υποερωτήµατα της 4ης ερώτησης  δε δίνει άµεση συνεπαγωγή για την 

επιτυχία στην άλλη ερώτηση. Και αυτή η παρατήρηση δείχνει τη µεγάλη 

δυσκολία των µαθητών στην επίλυση προβληµάτων. 

5. Φαίνεται να υπάρχει στενή σχέση µεταξύ της επιτυχίας στην 7η και στην 8η 

ερώτηση. Με άλλα λόγια, όσοι πετυχαίνουν το 3ο υποερώτηµα από το 3ο 

ερώτηµα της άσκησης 7, τότε καταφέρνουν να φτάσουν στην 8η ερώτηση (Dgcfg 

– Dgbfg – Dgc2 – IG). 

6. Τέλος θα πρέπει να προσέξουµε την αποµόνωση των υποερωτηµάτων GDg6 και 

GDg5. Τα υποερωτήµατα αυτά είναι τελείως ασύνδετα µε τα υπόλοιπα, αλλά 

µεταξύ τους ισοδύναµα. Είναι τα δύο τελευταία ερωτήµατα της 6ης ερώτησης, 

που σχεδιάστηκαν ειδικά για να αναδείξουν αν οι µαθητές µπορούν να 

αναπτύξουν γεωµετρικές διαδικασίες. Έχουµε εκτενώς συζητήσει για το 

σχεδιασµό τους στην ποιοτική ανάλυση της 6ης ερώτησης, µέσω XL. Φαίνεται 

λοιπόν ότι πράγµατι η αντιµετώπισή τους από τους µαθητές (από όσους 

µπόρεσαν να τις αντιµετωπίσουν) απαίτησε διαδικασίες διαφορετικές από την 

αντιµετώπιση των υπολοίπων ερωτηµάτων. 
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∆εύτερο συνεπαγωγικό διάγραµµα 

Συµπεριλάβαµε τις ερωτήσεις 4, 5, 6, 7 και 8. 
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Όπως βλέπουµε συνάγουµε τα ίδια συµπεράσµατα µε το προηγούµενο διάγραµµα. 

 

 

 

Τρίτο συνεπαγωγικό διάγραµµα 

     Συµπεριλάβαµε τις ερωτήσεις 4, 5, 7 και 8. Αποφασίσαµε να αφήσουµε έξω την 6η 

ερώτηση λόγω της ιδιοµορφίας που έδειξαν να παρουσιάζουν στα δύο προηγούµενα 

διαγράµµατα τα υποερωτήµατα 5 και 6. 



ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΕΣ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ ΚΑΙ ΕΝΝΟΙΟΛΟΓΙΚΕΣ ∆ΙΑΣΥΝ∆ΕΣΕΙΣ ΣΥΝ∆Ε∆ΕΜΕΝΕΣ 
ΜΕ ΤΗ  ΜΕΛΕΤΗ ΚΑΙ ΧΡΗΣΗ  ΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΣΤΟΝ ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟ ΛΟΓΙΣΜΟ 

 - 92 - 

P

IG

Dge1

Dgc1

Dgb1

Dgb2

Dge2

Dga2

VGa2

VGa1

VGa3 Dgdfg Dgc2

Dgafg

Dgbfg Dgefg

Dgd1

Dgcfg

 

 

 



                                                                                                                                   ΜΑΡΙΟΣ  ΣΠΑΘΗΣ 

 - 93 - 

Παρατηρήσεις 

1. Σ’ αυτό το διάγραµµα εµφανίζεται για πρώτη φορά µια σχέση µεταξύ των 

ερωτήσεων 4 και 5 (VGa3 – Vga2 – Vga1 – P). Φανερά η απουσία της 6ης 

ερώτησης έδωσε αυτά τα αποτελέσµατα. ∆εν µπορέσαµε όµως να ελέγξουµε µε 

ποιόν τρόπο η ερώτηση αυτή επηρεάζει τα εξαγόµενα.  

2. Επίσης φαίνεται – και είναι αναµενόµενο, πλέον – το  υποερώτηµα Dgcfg να 

κρατάει για µια ακόµη φορά κυρίαρχη θέση σε όλο το διάγραµµα. 

3. Το πρόβληµα Ρ δε δίνει καµία συνεπαγωγή, που σηµαίνει ότι η επιτυχία ενός 

µαθητή σε αυτό δε συνεπάγεται καµία άλλη επιτυχία του σε άλλα ερωτήµατα. 
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4.4. ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΙΣ ΜΕ ΤΟΥΣ ΜΑΘΗΤΕΣ 
 

     Αρκετά από τα γραπτά παρουσίασαν ενδιαφέρον για περαιτέρω ψάξιµο. 

Ενδιαφέρον που οφειλόταν είτε στην ορθότητα µιας λύσης, είτε σε κάποιο λάθος που 

έκανε ο µαθητής και δε συµφωνούσε µε τη γενική εικόνα του γραπτού του ή γενικώς 

µας φαινόταν περίεργο και δεν µπορούσαµε να βρούµε µια εξήγηση γιατί το έκανε. 

Προχωρήσαµε σε αρκετές συνεντεύξεις µε µαθητές που συµµετείχαν στο τεστ. ∆ε θα 

αναφέρουµε όλες αυτές, αλλά τις πιο χαρακτηριστικές, κατά τη γνώµη µας, που 

µπόρεσαν να αναδείξουν  κάποια συµπεράσµατα. 

 

4.4.1. Η 1η  Συνέντευξη       
     Όπως αναφέραµε στην προηγούµενη παράγραφο, ο µαθητής που συγκέντρωσε τη 

µεγαλύτερη βαθµολογία προσήλθε µόνος του για συζήτηση έχοντας κάποιες απορίες. 

Αυτό που ήθελε να µάθει ήταν, ποιος ήταν ο τύπος των συναρτήσεων στις γραφικές 

παραστάσεις στην 6η και 7η  ερώτηση, οι οποίες και τον δυσκόλεψαν. Κυρίως όµως 

τον δυσκόλεψαν, όπως σαφώς ανέφερε, οι τελευταίες συναρτήσεις (5η και 6η) στην 6η 

ερώτηση. Ας θυµηθούµε εδώ, ότι είναι τα ερωτήµατα που στα συνεπαγωγικά 

διαγράµµατα είναι ξεκοµµένα από τα υπόλοιπα. Στην 7η ερώτηση η απορία του ήταν 

αν είναι σωστοί οι αντιπρόσωποι των αορίστων ολοκληρωµάτων που χρησιµοποίησε. 

∆εν διατύπωσε βέβαια έτσι την ερώτηση, αλλά ήταν απόλυτα σαφής όταν ρώταγε: 

«Είναι σωστές αυτές οι συναρτήσεις; ∆ιότι υπάρχουν άπειρες που µπορώ να σχεδιάσω, 

αφού δεν έχω περισσότερα στοιχεία για να επιλέξω µια από αυτές». 

     Ελέγχοντας λοιπόν το γραπτό του διαπιστώσαµε ότι σε όλα τα ερωτήµατα µέχρι 

εκείνη τη στιγµή που αφορούσαν στις γραφικές παραστάσεις είχε κινηθεί αλγεβρικά, 

ακολουθώντας το δεύτερο σχήµα προσέγγισης που παρουσιάσαµε στην ανάλυση της 

6ης ερώτησης.  Είχε βρει δηλαδή, τον τύπο των συναρτήσεων και τις είχε παραγωγίσει 

στην 6η ερώτηση ή αντίστοιχα, τις είχε ολοκληρώσει στην 7η ερώτηση. 

     Του εξηγήσαµε ότι στην 6η ερώτηση, στα ερωτήµατα που τον ενδιέφεραν, ο τύπος 

δεν είναι καθόλου εύκολο να βρεθεί, διότι οι συναρτήσεις ήταν σχεδιασµένες έτσι 

ώστε να µην παρουσιάζονται αναγνώσιµα σηµεία από το σύστηµα συντεταγµένων.  

     Στη συνέχεια, παρ’ όλο που ελέγξαµε το γραπτό του και είχαµε ήδη σχηµατίσει 

µια εικόνα για το πώς κινήθηκε,  του ζητήσαµε να µας εξηγήσει αναλυτικά πως 
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κατάφερε να βρει την απάντηση στα συγκεκριµένα ερωτήµατα. Η απάντησή του ήταν 

πραγµατικά µια ευχάριστη έκπληξη.  

     Όσον αφορά στην 6η ερώτηση, στα σηµεία που η f παρουσίαζε ακρότατο, έφερνε 

τις κάθετες µέχρι αυτές να συναντήσουν τον άξονα x΄x. Αυτά του όριζαν τα σηµεία 

µηδενισµού της f ′ . Στη συνέχεια ήξερε ότι αν η f ήταν γνησίως αύξουσα θα 

΄΄έπρεπε΄΄ να έχει θετική παράγωγο και ανάλογα, αν η f ήταν φθίνουσα, αρνητική 

παράγωγο. Είδε ότι η f δεν είχε άλλα σηµεία εκτός από τα ακρότατά της που να 

παρουσιάζει οριζόντια εφαπτοµένη, άρα η f ′  δε θα µηδενιζόταν πουθενά αλλού, 

εκτός από τα ακρότατα της f. Είχε επίσης καταλάβει (προφανώς διαισθητικά, διότι θα 

µπορούσε να είναι και κάποια άλλη πολυωνυµική) ότι του παρουσιαζόταν µια 

συνάρτηση µε τη γενική µορφή 3 2f (x) αx βx γx δ= + + + , οπότε η παράγωγός της θα 

ήταν παραβολή, επιβεβαίωσε έτσι το προηγούµενο σκεπτικό του, περί µη ύπαρξης 

άλλων σηµείων µηδενισµού της  f ′  κι έτσι προχώρησε στο σχεδιασµό της 

αντίστοιχης παραγώγου, στο 5ο γράφηµα. Ο σχεδιασµός της παραγώγου στο 6ο 

γράφηµα, δεν έγινε µε βάση το σκεπτικό  που είχαµε σχεδιάσει το γράφηµα της 

συνάρτησης αυτής, ότι δηλαδή είναι η αντίθετη της προηγούµενης, άρα ( )f f′ ′− = − , 

αλλά ξανασκέφτηκε τα ίδια, όπως στο προηγούµενο ερώτηµα. Προφανώς η πίεση του 

χρόνου δεν του άφησε τα περιθώρια να σκεφτεί κάτι τέτοιο, αφού άλλωστε, είχε ήδη 

έτοιµη µια λύση. 

     Ανάλογα κινήθηκε και στην 7η ερώτηση. Όπου µηδενιζόταν η παράγωγος έφερε 

κάθετες, τις οποίες µάλιστα δεν είχε σχεδιάσει στο γραπτό του ή είχε σχεδιάσει πολύ 

αχνά, άρα τις είχε στο µυαλό του και κατόπιν σηµείωσε κάποια σηµεία επάνω σ’ 

αυτές που θα αποτελούσαν χαρακτηριστικά σηµεία για τη συνάρτηση f (σηµεία 

ακροτάτων και  σηµεία που η εφαπτοµένη θα έπρεπε να είναι παράλληλη στον x΄x). 

Κατόπιν βλέποντας αν η παράγωγος είναι θετική η αρνητική σχεδίαζε την f 

αντίστοιχα αύξουσα ή φθίνουσα. 

     ∆εν πέτυχε µε ακρίβεια τις κλίσεις στις παραγώγους συναρτήσεις, αλλά αυτό 

µπορεί και να οφείλεται στο ότι του ζητάγαµε µια πρόχειρη γραφική παράσταση της 

συνάρτησης f. 

     Εκτιµούµε ότι αυτός ο τύπος µαθητή εµπίπτει εµφανέστατα στην κατηγοριοποίηση 

του Krutetskii, και συγκεκριµένα είναι ο αρµονικός τύπος και ειδικότερα ο υποτύπος 

(α), δηλαδή ο αφηρηµένος αρµονικός. Μπορεί να χρησιµοποιεί οπτικά βοηθήµατα, 
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ξέρει να τα χειρίζεται καλά, αλλά δεν το προτιµά γενικότερα ως τρόπο 

αντιµετώπισης. Πάντως δεν έχει κανένα πρόβληµα να τα εµφανίζει σε πρώτη ζήτηση. 

4.4.2. Η 2η Συνέντευξη  
     Στη δεύτερη συνέντευξη που αναφέρουµε συµµετείχε µια µαθήτρια, από τις πολύ 

καλές µαθήτριες του φροντιστηρίου. Ενώ γενικά το γραπτό της στο τεστ ήταν καλό, 

µας έκανε εντύπωση ότι στις παραγώγους των κυβικών συναρτήσεων που της 

ζητιόνταν, έδωσε για απάντηση γραφήµατα ευθειών. ∆εν ήταν η µόνη. Άλλοι 7 

µαθητές, άρα 8 στους 85, έδωσαν απάντηση σε αυτά τα υποερωτήµατα, ευθείες ή 

ευθύγραµµα τµήµατα. Η απάντησή της στο γραπτό της για το συγκεκριµένο κοµµάτι 

ήταν περίπου όπως η ακόλουθη: 

 
8

6

4

2

-2

-4

-6

-8

-10 -5 5 10

 

 

Ε: Στην 6 η ερώτηση στα δύο τελευταία υποερωτήµατα έδωσες αυτές τις απαντήσεις. 

Είσαι σίγουρη για την ορθότητά τους. 

Μ: Όχι και πολύ, αλλά δεν είχα τι άλλο να σκεφτώ.  

Ε: Και πως σκέφτηκες να παρουσιάσεις αυτές τις ευθείες;  

Μ: ……. 

Ε: Βλέπω ότι συµφωνούν τα σηµεία µηδενισµού των παραγώγων µε τα ακρότατα της f, 

συµφωνούν και τα πρόσηµα των παραγώγων µε τη µονοτονία της συνάρτησης, που 

σηµαίνουν όλα αυτά ότι τα σκέφτηκες κι εσύ, αφού τα έχεις εµφανίσει στο γραπτό σου, 

άρα η απάντησή σου δε µπορεί να θεωρηθεί τυχαία. Τι σκέφτηκες λοιπόν, θυµάσαι; 
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Μ:  Ναι, τώρα θυµήθηκα. Τα είδα ως τµήµατα παραβολής. 

Ε: ∆ηλαδή, τι εννοείς(!); 

Μ: Να, το κοµµάτι αυτό εδώ (δείχνει το πρώτο κοµµάτι που η συνάρτηση είναι γνησίως 

αύξουσα), από το −∞  έως το 1−  είναι ένα κοµµάτι παραβολής. Το ίδιο και τα 

υπόλοιπα. Οπότε η γραφική παράσταση της παραγώγου θα είναι ευθεία. 

Ε: Όλη η γραφική παράσταση δηλαδή για σένα αποτελείται από τµήµατα παραβολών; 

Μ: Ναι. 

Ε: ∆ηλαδή είναι τρίκλαδη; 

Μ: ∆ε ξέρω. Μπορεί και δίκλαδη. ∆ιότι κάποια κοµµάτια µου φαίνονται σα να έχουν 

αναποδογυρίσει. 

Ε: Τότε το ίδιο θα µπορούσαµε να πούµε και για οποιαδήποτε άλλη συνάρτηση; Ότι 

δηλαδή αποτελείται από τµήµατα παραβολών; Όπως αυτή εδώ; (Σχεδιάζουµε µία 

συνάρτηση στο χαρτί). 

Μ: ∆εν ξέρω. Μάλλον όχι για όλες. 

Ε: Αλλά, για ποιες νοµίζεις ότι θα µπορούσαµε να κάνουµε κάτι τέτοιο; 

Μ: ∆εν ξέρω. Ίσως για τις πολυωνυµικές; 

Ε: Αυτή η συνάρτηση που σου παρουσιάζεται είναι κάποια πολυωνυµική; 

Μ: Νοµίζω ναι. 

Ε: Ποια νοµίζεις ότι µπορεί να είναι; 

Μ: ∆εν ξέρω τον τύπο της. Άµα τον ήξερα θα τον παραγώγιζα. Παραβολή δεν είναι 

ολόκληρη πάντως. 

Ε: Ποιες συναρτήσεις λέγονται πολυωνυµικές; 

Μ: Αυτές που περιέχουν φυσικές δυνάµεις του x. 

Ε: Πες µου µία εκτός από παραβολή. 

Μ: Η 3x x− . 

Ε: Και ποια είναι η παράγωγός της;  

Μ: Η 23x 1− . 

Ε: Αν σου ζητούσα να σχεδιάσεις αυτή την παράγωγο, πιστεύεις ότι θα τα κατάφερνες;  

Μ: Ναι, βέβαια. (Τη σχεδιάζει πρόχειρα σε ένα χαρτί) 

Ε: Γιατί δεν τη σχεδίασες µε ευθείες; 

Μ: Μα γιατί είναι παραβολή. 

Ε: Κι αν σου έδινα την 4y x x= − , η παράγωγός της ποια θα ήταν; 

Μ: Η 3x 1− . 
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Ε: Και θα ήταν ευθεία ή καµπύλη;  

Μ: Καµπύλη βέβαια. 

Ε: Ποιες συναρτήσεις ξέρεις που βγάζουν παράγωγο ευθεία; 

Μ: Μόνο τις παραβολές. 

Ε: Νοµίζεις ότι υπάρχουν κι άλλες; 

Μ: ∆εν ξέρω. 

Ε: Ποιος είναι ο πρωταρχικός τρόπος για να υπολογίσουµε την παράγωγο µιας 

συνάρτησης; Που βασίζονται δηλαδή κατ’ αρχήν όλα αυτά τα αποτελέσµατα που 

βγάζουµε; 

Μ: Στον ορισµό της παραγώγου. 

Ε: Και γιατί η παράγωγος της παραβολής βγαίνει ευθεία; 

Μ: Γιατί αν πάρουµε µια παραβολή π.χ. την 2f (x) x x 1= + +  και την παραγωγίσουµε 

είτε µε τον ορισµό είτε µε κανόνα παραγώγισης θα πάρουµε f (x) 2x 1′ = +  για κάθε x. 

Άρα θα έχουµε πάντα ευθεία. 

Ε: Κι αν το πάµε ανάποδα, αν σου δώσω δηλαδή µια ευθεία, ας πούµε την y 4x 2= +  

και σου πω ότι είναι η παράγωγος µιας συνάρτησης, µπορείς να βρεις ποια συνάρτηση 

είναι αυτή; 

Μ: Η 2f (x) 2x 2x= + . 

Ε: Αν ξαναδούµε τώρα την απάντησή σου, έχεις να κάνεις κάποια διαφορετική 

διαπίστωση; 

Μ: Ναι, εντάξει. Ξέρω ότι δεν έπρεπε να βγάλω ευθεία, αλλά καµπύλη. Αυτή εδώ η 

συνάρτηση (δείχνει την συνάρτηση του ερωτήµατος) είναι κάποια πολυωνυµική. Πρέπει 

να είναι µάλλον κάτι από την 3x . Αλλά και πάλι αυτό που έκανα µου φαίνεται λογικό. 

Αυτή εδώ η παραβολή (γυρίζει στην προηγούµενη σελίδα του διαγνωστικού τεστ και 

δείχνει τη συνάρτηση που εννοεί) ταιριάζει πολύ καλά −  όχι ολόκληρη, αλλά ένα τµήµα 

της −  µε αυτό εδώ το κοµµάτι της γραφικής παράστασης (δείχνει την συνάρτηση στο 

ερώτηµα που συζητάγαµε). Γιατί να µην είναι ευθεία η παράγωγος; Ξέρω ότι έχω 

λάθος, το βλέπω µε τον ορισµό, αλλά δεν το βλέπω µε το σχήµα. 

Ε: Είναι γιατί σε µπερδεύει το σχήµα. Οι δύο συναρτήσεις µπορεί να µοιάζουν όµοιες 

κατά τµήµατα όπως λες, αλλά δεν έχουν τα ίδια αποτελέσµατα στα ίδια x. 

 

     Στο σηµείο αυτό τελείωσε η συνέντευξη µε αυτή την µαθήτρια. Σίγουρα έφυγε 

αρκετά προβληµατισµένη. ∆εν ξέρουµε αν έφυγε έχοντας καλύτερη συγκρότηση των 
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πραγµάτων. Είναι αληθές ότι όταν ξεκινά κάποιος τέτοιου είδους συνεντεύξεις – 

συζητήσεις δε γνωρίζει εκ των προτέρων τι θα αντιµετωπίσει και κατά συνέπεια δε 

µπορεί να προσχεδιαστεί κάτι. Ξεκινάµε µια τέτοια συζήτηση ξέροντας από τη µεριά 

µας ότι δεν ξέρουµε τίποτε για το τι θα επακολουθήσει. Εδώ είχαµε µια 

συγκροτηµένη µαθήτρια, τολµούµε να τη χαρακτηρίσουµε άριστη µαθήτρια, που ενώ 

γνώριζε πολύ καλά τα αντίστοιχα κοµµάτια της θεωρίας και ενώ θα µπορούσε να 

απαντήσει ολόσωστα κάνοντας χρήση αυτών, το σχήµα αποτέλεσε εµπόδιο γι’ αυτή 

και µάλιστα παρουσιάστηκε τόσο ισχυρό, ώστε να της δηµιουργήσει αµφιβολίες 

ακόµη και για την ορθότητα της χρήσης του ορισµού. 

 

4.4.3. Η 3η Συνέντευξη  
     Και εδώ έχουµε µια µαθήτρια της θετικής κατεύθυνσης, η οποία δεν ήταν άριστη 

όπως η προηγούµενη, αλλά ήταν γενικά αυτό που ονοµάζουµε ΄΄καλή µαθήτρια΄΄. Σε 

όλα τα τεστ και τα διαγωνίσµατα που είχαν γίνει στο φροντιστήριο έγραφε από 16 

έως 18. Ανάλογοι ήταν και οι βαθµοί της στο Λύκειο. Ο λόγος που την καλέσαµε σε 

συνέντευξη είναι διότι δεν αντιµετώπισε καµία από τις ερωτήσεις 6, 7 και 8 και στην 

4η έκανε λάθη σε όλα τα ερωτήµατα γράφοντας µεν τα σηµεία που έπρεπε να 

παρουσιαστούν τα ακρότατα της συνάρτησης, βάζοντας όµως στη θέση των 

τεταγµένων τις τετµηµένες, χαρακτηρίζοντάς ανάποδα (µέγιστο, αντί για ελάχιστο) 

και τέλος χαρακτηρίζοντάς τα ολικά αντί του σωστού που είναι τοπικά. 

     Στην αντίστοιχη ερώτησή µας πως σκέφτηκε, δεν µπορούσε να δώσει καµία 

εξήγηση. Γι’ αυτό παρακάµψαµε αυτό το µέρος της συνέντευξης, αφού δεν 

παρουσίασε τελικά κανένα ενδιαφέρον και παραθέτουµε το υπόλοιπο κοµµάτι, που 

αφορά στις ερωτήσεις 6, 7 και 8.  

Ε: Εδώ δεν έχεις απαντήσει τίποτε 

Μ: Τι να απαντήσω, αφού δεν ξέρω. 

Ε: Για να λεπτό. Η συµµετοχή σου στην τάξη την ώρα του µαθήµατος δεν προϊδέαζε για 

κάτι τέτοιο.  

Μ: Ναι γιατί εκεί καταλαβαίνω, ενώ εδώ δεν κατάλαβα τίποτε. 

Ε: Για να τα πάµε από την αρχή. Αν σου δώσω έναν πίνακα µονοτονίας µε 

συµπληρωµένη τη σειρά του πρόσηµου της παραγώγου, δεν ξέρεις να συµπληρώσεις τη 

µονοτονία της f; 

Μ: Όχι, εντάξει. Αυτό το ξέρω. 
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Ε: Ας δούµε λίγο την ερώτηση 7. Ξέρεις κατ’ αρχήν τι σου δίνει και τι σου ζητάει; 

Μ: Ναι µου δίνει τη γραφική παράσταση της παραγώγου και µου ζητάει τα ακρότατα 

και τη γραφική παράσταση της f. 

Ε: Ωραία. Ας δούµε το πρώτο γράφηµα. Μπορείς να µου πεις που είναι θετική και που 

αρνητική η παράγωγος; 

Μ: Ναι. Είναι αρνητική στο ( ), 1−∞ −  και θετική στο ( )1,− +∞ . 

Ε: Εντάξει. Και δε µπορείς µ’ αυτές τις πληροφορίες να φτιάξεις έναν πίνακα 

µονοτονίας συµπληρωµένο; 

Μ: Μπορώ. Αυτό το έκανα και την ώρα του τεστ στο θρανίο µου. 

Ε: Ε, τότε; Που είναι το πρόβληµα; 

Μ: Τι θα τον κάνω; 

Ε: Συγνώµη για να καταλάβω, µου λες ότι αν δεις ή φτιάξεις εσύ αυτόν τον πίνακα  

x −∞  1−  +∞  

f ′  −   +  

 f   ց   ր  

 (της δείχνω τον πίνακα µονοτονίας του αντίστοιχου ερωτήµατος) , δεν µπορείς να 

προχωρήσεις παραπέρα; 

Μ: Ναι. Αυτό ακριβώς; 

Ε: ∆ηλαδή δεν µπορείς να σχεδιάσεις µια συνάρτηση η οποία θα είναι ας πούµε 

γνησίως φθίνουσα; 

Μ: Όχι, µπορώ. (Σχεδιάζει µία) 

Ε: Για σχεδίασε και µία αύξουσα. 

Μ: (Σχεδιάζει και µία αύξουσα) 

Ε: Και πάλι δεν καταλαβαίνω. Αφού αυτά µπορείς να τα κάνεις, γιατί δε σχεδίασες τη 

γραφική παράσταση; (Φαίνεται πολύ εύλογη η απορία µου, διότι από το παζλ της 

συνέντευξης και της προσπάθειας διερεύνησης των προβληµάτων της µαθήτριας, λείπει 

ένα πολύ σηµαντικό κοµµάτι, που δεν µου είχε περάσει καθόλου από το νου ότι έπρεπε 

να το ελέγξω και το οποίο εµφανίστηκε τελικά κατά τύχη.)  

Μ: Μα πως θα ξέρω αν είναι θετική, αρνητική ή τι τέλος πάντων; 

Ε: Πρόσεξες ότι ζητάω µία γραφική παράσταση; Όλα αυτά που λες είναι κάποιοι 

προβληµατισµοί σωστοί, αλλά δευτερευούσης αυτή τη στιγµή σηµασίας. Μας αρκεί να 

σχεδιάσουµε µία γραφική παράσταση κι όχι όλες. Ούτε ζητάω ακρίβεια. 
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Μ: Ναι, µα πώς να το κάνω; Να εδώ η παράγωγος είναι αρνητική και µετά γίνεται 

θετική. (∆είχνει τον πίνακα και το σχήµα) 

Ε: Ναι και γι’ αυτό ακριβώς συµπληρώσαµε έτσι όπως συµπληρώσαµε, τη µονοτονία 

της συνάρτησης στην τελευταία σειρά. 

Μ: Ναι, αλλά πώς να σχεδιάσω µια συνάρτηση που θα είναι φθίνουσα και αρνητική και 

µετά αύξουσα και θετική και δε κόβεται κιόλας πουθενά; 

Ε: Κάτσε ένα λεπτό. Γιατί πρέπει να έχει αυτά τα πρόσηµα που µου ανέφερες; 

Μ: Αφού έτσι είναι ο πίνακας από πάνω.  

Ε: Αυτός είναι για το πρόσηµο της παραγώγου, όχι της συνάρτησης. 

Μ: ∆εν πρέπει να είναι το ίδιο; 

Ε: Για πάµε πάλι. Σχεδίασέ µου µια φθίνουσα συνάρτηση. 

Μ: (Σχεδιάζει µια χωρίς να χρησιµοποιεί άξονες) 

Ε: Σχεδίασέ µου πάλι µια φθίνουσα διαφορετική από την προηγούµενη. 

Μ:  (Σχεδιάζει µια, πάλι χωρίς να χρησιµοποιεί άξονες) 

Ε: Σχεδίασέ µου τώρα αυτές τις δύο στο ίδιο σύστηµα αξόνων. 

Μ: (Τις σχεδιάζει βάζοντάς τες στο ίδιο τεταρτηµόριο) 

Ε: Όχι θέλω να µου σχεδιάσεις µία στο 1ο τεταρτηµόριο και την άλλη στο 4ο 

τεταρτηµόριο. 

Μ: (Τις σχεδιάζει). Αυτές έχουν άλλο πρόσηµο. 

Ε: Βλέπεις; Είναι όµως και οι δύο φθίνουσες; 

Μ: Ναι. 

Ε: Άρα θα πρέπει να αποσυνδέσεις τη µονοτονία της συνάρτησης, (γιατί αυτό βγάζουµε 

από το πρόσηµο της παραγώγου), µε το πρόσηµο της συνάρτησης, έτσι δεν είναι;  

Μ: Ναι, τώρα το κατάλαβα. 

Ε: Για πάµε να δούµε λίγο την ερώτηση 8, γιατί νοµίζω ότι κατάλαβα κι εκεί τι έφταιγε. 

(Ευτυχώς που υπήρχε αυτή η ΄΄έµπνευση΄΄ και µπόρεσε να εµφανιστεί τελικά ένα 

πρόβληµα που µέχρι εκείνη τη στιγµή ήταν τόσο καλά κρυµµένο. Γιατί, όπως θα δούµε 

στη συνέχεια, µέχρι εκείνη τη στιγµή νόµιζα ότι είχα καταλάβει.) Για ξανακοίτα  τη 

λοιπόν και πες µου τι µπορείς να κάνεις τώρα; 

Μ: Θέλει f (2) 0> , άρα αποκλείονται τα γραφήµατα 3 και 5. 

Ε: Ωραία. Συνέχισε. 

Μ: Θέλει f (2) 0′ < , άρα αποκλείεται και το γράφηµα 2. 

Ε: Γιατί, το γράφηµα 4 δεν αποκλείεται; 
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Μ: Όχι. 

Ε: Γιατί; 

Μ: Γιατί η συνάρτηση είναι φθίνουσα(!!!;;;) 

Ε: Πώς το κατάλαβες αυτό; 

Μ: Ορίστε (και δείχνει µε το χέρι της πως πέφτει το γράφηµα, διαβάζοντάς το όµως, 

από τα δεξιά προς τα αριστερά). 

Ε: Μα γιατί το διάβασες έτσι; 

Μ: Γιατί; ∆εν µπορώ; 

Ε: Πώς διαβάζεις ένα βιβλίο; 

Μ: Από τα αριστερά προς τα δεξιά. 

Ε: ∆ε νοµίζεις ότι µε τον ίδιο  τρόπο πρέπει να τα  διαβάζουµε όλα; 

Μ: Έτσι εξηγούνται όλα. 

Ε: Τι εννοείς; 

Μ: Τόσο καιρό δεν µπορούσα να καταλάβω γιατί άλλες φορές τα καταφέρνω στις 

γραφικές παραστάσεις κι άλλες όχι. Βασικά, δεν τα κατάφερνα γενικά µ’ αυτές, αλλά 

λέµε τώρα. Τώρα επιτέλους κατάλαβα τι έφταιγε. Ωραία, άρα είναι τα γραφήµατα 1 και 

6. 

 

     Σ’ αυτό το σηµείο τέλειωσε κι αυτή η συνέντευξη. Αποκοµίσαµε την αίσθηση ότι 

αυτή η µαθήτρια έφυγε χωρίς πλέον ασάφειες στο συγκεκριµένο κοµµάτι. Τα βασικά 

της προβλήµατα ήταν ότι είχε λανθασµένα συνδέσει τις τιµές (θετικές ή αρνητικές) 

που µπορεί να πάρει µια συνάρτηση µε τη µονοτονία της και ακόµη ότι διάβαζε τα 

γραφήµατα µε όποια φορά βουλευόταν κατά περίσταση. Το πρώτο πρόβληµα 

θεωρούµε ότι είναι ένα γνωστό πρόβληµα, που απαντάται σε αρκετούς µαθητές. 

Αισθανθήκαµε όµως πραγµατικά τυχεροί, από την άποψη ότι µπορέσαµε να 

βοηθήσουµε τη συγκεκριµένη µαθήτρια, αλλά και να σχηµατίσουµε γνώµη για 

παρόµοια προβλήµατα, που µπορέσαµε να ανακαλύψουµε αυτό το δεύτερο 

πρόβληµα, έστω και µ’ αυτόν τον τυχαίο τρόπο. 

 

     Το ότι επιλέξαµε να παρουσιάσουµε συνεντεύξεις µόνο από µαθητές και 

µαθήτριες της θετικής κατεύθυνσης είναι τελείως τυχαίο. Η επιλογή αυτών των 

συνεντεύξεων έγινε µε κριτήριο τη νοηµατική προσφορά τους και τη συνεισφορά 

τους στην αναγνώριση και ανάδειξη κάποιων καταστάσεων, προβληµατικών ή µη. 
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5. ΚΑΠΟΙΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ – ΣΥΖΗΤΗΣΗ 
 

     Αρκετά συµπεράσµατα αναλύσαµε κατά την αναφορά των στατιστικών 

επεξεργασιών. Στη συνέχεια θα προσπαθήσουµε να συνοψίσουµε κάποια από αυτά. 

 

     Ένα κύριο συµπέρασµα, εκτιµούµε, είναι ότι οι γεωµετρικές αναπαραστάσεις είναι 

τελικά απούσες από το νου των περισσότερων µαθητών.  Οι µαθητές αρέσκονται σε 

αλγοριθµικές διαδικασίες καθώς και σε αλγεβρικές αντιµετωπίσεις. Επιβεβαιώνεται 

έτσι για µια ακόµη φορά η θέση αρκετών ερευνητών, όπως π.χ. των Tall, 1991, 

Vinner, 1989, που µε τις µελέτες τους  έχουν σταθερά δείξει ότι η κατανόηση των 

µαθητών είναι τυπικά αλγεβρική και όχι οπτική. Και εδώ λοιπόν, από τα 

συµπεράσµατά µας, επιβεβαιώθηκε ότι  οι µαθητές προτιµούν την αλγεβρική 

αντιµετώπιση προβληµατικών καταστάσεων. 

     Όπως έχουµε αναφέρει και στα προηγούµενα, οι  Schwartz & Dreyfus (1995) 

διατύπωσαν την άποψη:΄Το να µαθαίνεις στα µαθηµατικά, περιορίζεται στο να 

απεικονίζεις µεταξύ αρκετών σηµειογραφικών συστηµάτων, υποδηλώνοντας το ίδιο 

αφηρηµένο αντικείµενο.΄΄. ∆ιακρίνοντας την σκωπτική ίσως διάθεση των συγγραφέων 

σ’ αυτό το σηµείο, δεν  µπορούµε να ενστερνιστούµε την άποψη αυτή ως τη γενικά 

σωστή. Πάντως φαίνεται να υπάρχει ένα δίκιο, από τη µεριά της σχολικής πρακτικής. 

Αλλά από την έρευνά µας φάνηκε ότι κι αυτό ακόµη είναι δύσκολο. Επιβεβαιώθηκε 

στην παρούσα εργασία το συµπέρασµα στο οποίο είχαν καταλήξει οι ανωτέρω 

συγγραφείς, στο αντίστοιχο άρθρο τους. Ότι δηλαδή υπάρχουν µεγάλες δυσκολίες 

στη σύνδεση αυτών των διαφορετικών σηµειογραφικών συστηµάτων. Εκτιµούµε ότι 

΄΄η απεικόνιση µεταξύ αρκετών σηµειογραφικών συστηµάτων΄΄ έχει ως 

προαπαιτούµενο, την επιτυχή ανάγνωση του ενός συστήµατος που θα απεικονιστεί 

στο άλλο. Και αυτό είναι το σηµείο που, κατά τη γνώµη µας, οι µαθητές υστερούν. Η 

΄΄ανάγνωση΄΄ δηλαδή του συστήµατος όταν αυτό είναι γεωµετρικό – γραφικό και 

κατά συνέπεια, η ΄΄µετάφραση΄΄ ενός αλγεβρικού συστήµατος σε γεωµετρικό – 

γραφικό. 

     

     Ας ξαναδούµε τα ερευνητικά µας ερωτήµατα, προσπαθώντας να βγάλουµε κάποια 

συµπεράσµατα γι’ αυτά, απ’ τα αποτελέσµατα της έρευνάς µας. 

1. Τι είδους γεωµετρικές διασυνδέσεις παρουσιάζουν οι µαθητές σχετικά µε την 

εφαπτοµένη καµπύλης. 
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     Εδώ το πρόβληµα παρουσιάζεται σε µεγάλο βαθµό, στην τεχνολογική 

κατεύθυνση, όπου µόλις ένα ποσοστό 37,04% µπόρεσε να απαντήσει σωστά σε 

αντίστοιχο ερώτηµα. Οι µαθητές ναι µεν είναι πρόθυµοι να απαντήσουν άµεσα στη 

γεωµετρική σηµασία της παραγώγου σε σχέση µε την εφαπτοµένη καµπύλης, αλλά η 

απάντηση αυτή έρχεται µάλλον από την αποστήθιση, αφού η κατανόηση φαίνεται να 

λείπει σε µεγάλο ποσοστό αυτών. 

 

2. Τι είδους διαισθητικές αντιλήψεις έχουν (π.χ., όταν πρόκειται να αναγνωρίσουν 

ή όχι µια εφαπτοµένη). 

     Αν αναφερθούµε στο πρόβληµα της εφαπτοµένης, µπορούµε να διαπιστώσουµε 

ότι η εισαγωγή της εφαπτοµένης µε έναν καινούργιο ορισµό, στα πλαίσια του 

Απειροστικού Λογισµού, δηµιουργεί σύγχυση σε µια µεγάλη µερίδα µαθητών. Σε 

αρκετούς δε από αυτούς, αυτή η σύγχυση ανατρέπει ακόµη και το προηγούµενο 

µοντέλο που είχαν δηµιουργήσει, για τις εφαπτόµενες σε κωνικές τοµές, ωθώντας 

τους µέχρι του σηµείου να δίνουν δύο εφαπτόµενες σε ένα και το αυτό σηµείο. 

     Στο γενικότερο ερώτηµα των διαισθητικών αντιλήψεων θα αναφερθούµε 

αργότερα. 

 

3. Σε ποιο βαθµό προσέχουν και κατανοούν τη θεωρία σε απλά βασικά θέµατα 

όπως αυτό της µονοτονίας µιας συνάρτησης ή στην περίπτωση των ακροτάτων. 

    Το ερώτηµα αυτό αφορά τόσο στην 3η ερώτηση όσο και στις ερωτήσεις 4 και 7. 

Όσον αφορά στη µονοτονία, το ζητούµενο δηλαδή στην 3η ερώτηση, δε βγάλαµε 

ασφαλή συµπεράσµατα. Οι περισσότεροι έκαναν λάθος στη µονοτονία σε όλο το 

πεδίο ορισµού της, για τη συνάρτηση 
1

φ(x)
x

= , αλλά, το ποσοστό αυτό µειώνεται 

έως και 17 µονάδες (για την τεχνολογική κατεύθυνση) όταν ζητείται το ίδιο για τη 

συνάρτηση 
2

x
s(x)

1 x
=

−
. Ίσως, η συνθετότερη µορφή της αναγκάζει τους µαθητές να 

σκεφτούν προσεκτικότερα. Ίσως πάλι να είναι αυτή συνθετότερη µορφή που τους 

έµπλεξε κι έτσι αποφάσισαν να µη χαρακτηρίσουν αυτή τη συνάρτηση ως προς τη 

µονοτονία της σε ολόκληρο το πεδίο ορισµού της. Όπως και να ΄χει δεν καταφέραµε 

να βγάλουµε κάποιο ισχυρό συµπέρασµα. 

     Όσον αφορά στα ακρότατα, φαίνεται να υπάρχει ένα γενικό πρόβληµα, ιδίως όταν 

αυτά πρέπει να αναγνωριστούν από γραφικές παραστάσεις παραγώγων και 
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παρουσιάζεται ένα ακόµη µεγαλύτερο πρόβληµα στον χαρακτηρισµό τους ως τοπικά 

ή ολικά. Όσο κι αν φαίνεται περίεργο, ακόµη και οι µαθητές που πέτυχαν σ’ αυτή την 

ερώτηση, στα δύο πρώτα υποερωτήµατα, βρήκαν δηλαδή σωστά τα σηµεία που τους 

ζητιόντουσαν, δεν αντιµετώπισαν µε την ίδια επιτυχία το χαρακτηρισµό τους ως 

ολικά ή τοπικά. Το πρόβληµα φάνηκε ακόµη µεγαλύτερο σε µια επόµενη ερώτηση, 

στην 7η, όπου οι µαθητές έπρεπε να αναγνωρίσουν τα ακρότατα από πληροφορίες 

µέσω των παραγώγων. Ας δούµε όµως το παρακάτω ερευνητικό ερώτηµα. 

 

4. Πώς µπορούν να συλλέξουν αλγεβρικές πληροφορίες από ένα γράφηµα. 

     Εδώ αναφερόµαστε στην 4η ερώτηση του ερωτηµατολογίου µας. Η παρουσία ενός 

γραφήµατος φαίνεται να είναι αρκετά ισχυρή. Αρκετοί µαθητές παρασύρθηκαν από 

αυτή την παρουσία και διάβασαν µόνο τα ζητούµενα. Ας θυµηθούµε ότι περίπου 42% 

από τη θετική και 23% από την τεχνολογική κατεύθυνση απάντησαν σωστά στο 1ο 

και 2ο υποερώτηµα, ενώ από τον πίνακα λαθών φαίνεται χωρίς αµφισβήτηση, ότι το 

µεγαλύτερο ποσοστό και από τις δύο κατευθύνσεις έκανε στο 1ο υποερώτηµα το 

δεύτερο λάθος και στο 2ο υποερώτηµα το πρώτο λάθος. Η κωδικοποίηση που έχουµε 

κάνει γι’ αυτά, είναι ότι αναφέρονται στην περίπτωση που οι µαθητές διαβάζουν το 

γράφηµα σα να ήταν γράφηµα της συνάρτησης και όχι της παραγώγου της9. 

     Εδώ θα πρέπει να αναφέρουµε και κάτι ακόµη το οποίο δεν έχουµε αναφέρει 

στους προηγούµενους σχολιασµούς µας. Αν περιοριστούµε στο ποσοστό των 

µαθητών που έκαναν τα λάθη 2 και 1 στο 1ο και 2ο υποερώτηµα και θεωρήσουµε ότι 

αυτοί διάβασαν σωστά, δηλαδή ότι το γράφηµα που τους παρουσιαζόταν ήταν το 

γράφηµα µιας συνάρτησης κι όχι της παραγώγου της, αν και καλύτερα έπρεπε να 

πούµε ότι ήταν το γράφηµα της διαφοράς δύο συναρτήσεων κι όχι της διαφοράς των 

παραγώγων τους, τότε από τα αποτελέσµατα που έχουµε, αυτοί απάντησαν σωστά 

κατά ένα πολύ µεγάλο ποσοστό στους χαρακτηρισµούς περί µεγίστων και ελαχίστων. 

∆ηλαδή, στο υποτιθέµενο γράφηµα που διάβαζαν, µπόρεσαν να χαρακτηρίσουν 

σωστά τα ακρότατα. Εδώ λαµβάνουµε υπόψη και το ποσοστό της τεχνολογικής 

κατεύθυνσης που στο 1ο υποερώτηµα έκανε το λάθος 4, δηλαδή δεν απάντησε. Το 

ποσοστό αυτό είναι 34,04%, όσο είναι και το αντίστοιχο ποσοστό της ίδιας 

κατεύθυνσης, που έκανε το λάθος 2 στο αντίστοιχο υποερώτηµα. Η ερµηνεία που 

                                                 
9 Βλ. σχετικούς πίνακες στις σελίδες 54, 55 και 67. Εντάξαµε σε αυτή την κωδικοποίηση και την 
περίπτωση να δίνουν τα σηµεία ανάποδα, καθαρά για λόγους συντόµευσης. Ήταν λίγοι τελικά οι 
µαθητές που έκαναν αυτό το δεύτερο λάθος και στατιστικά αµελητέοι. 
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δίνουµε σ’ αυτό είναι ότι µέρος αυτού του ποσοστού δεν απάντησε διότι δεν έβλεπε 

ακρότατα στο υποτιθέµενο γράφηµα που διάβαζε. Το ότι µάλλον δώσαµε σωστή 

ερµηνεία σ’ αυτό το γεγονός, συνεπικουρείται από το ποσοστό της τεχνολογικής 

κατεύθυνσης που δεν απάντησε, δηλαδή έκανε το λάθος 3, στο 2ο υποερώτηµα, το 

οποίο είναι 17,02%, δηλαδή το µισό ακριβώς του προηγουµένου. Πραγµατικά µας 

γεννήθηκε απορία, πώς γίνεται οι µισοί από τους µαθητές που απαρτίζουν αυτό το 

ποσοστό να αποφάσισαν να απαντήσουν στο υποερώτηµα για µέγιστα και να µην 

απαντήσουν στο υποερώτηµα για ελάχιστα; Μ’ αυτή τη µακροσκελή παρατήρησή 

µας, αυτό που τελικά θέλουµε να αναφέρουµε είναι ότι οι µαθητές µπορεί να 

θεωρηθεί ότι τα πήγαν πολύ καλά σ’ αυτή τη ΄΄µετάφραση΄΄ σε αλγεβρικά στοιχεία 

από γεωµετρικές πληροφορίες. Άρα θα πρέπει να οδηγηθούµε στο συµπέρασµα ότι η 

άµεση, γιατί πραγµατικά, εκτιµούµε ότι πιο άµεση δε µπορεί να υπάρξει, µετάβαση 

από ένα σηµειογραφικό σύστηµα σε ένα άλλο, δεν αποτελεί ιδιαίτερο πρόβληµα για 

την πλειοψηφία των µαθητών. Το υπό-δείγµα βέβαια που έχουµε από τα υποκείµενά 

µας, δε µπορεί να θεωρηθεί επαρκές  για την εξαγωγή ασφαλών συµπερασµάτων, 

αλλά µπορεί να θεωρηθεί ως µια ένδειξη για κάποια αντίστοιχη έρευνα. 

 

5. Πώς µπορούν να χειριστούν ένα απλό, αλλά ρεαλιστικό πρόβληµα και τι 

ερµηνεία µπορούν να δώσουν στα αποτελέσµατά τους. 

     Η παρουσία ενός προβλήµατος φαίνεται να είναι αγκάθι για τους µαθητές, σε 

γενικότερο επίπεδο. Χαρακτηριστικά είναι τα συµπεράσµατα που βγάλαµε τόσο από 

την ανάλυση µέσω XL, όσο και από την ανάλυση µέσω Gras. Με τη θετική 

κατεύθυνση λίγο πάνω από το 50% και την τεχνολογική κάτω από το 40%, σε ένα 

απλό πρόβληµα γενικής παιδείας, τα πράγµατα δεν είναι ενθαρρυντικά. Επίσης στα 

συνεπαγωγικά διαγράµµατα φάνηκε ότι το πρόβληµα ήταν το τελευταίο στην 

ακολουθία των συνεπαγωγών. 

     ∆ε µας εκπλήσσει αυτό. Είναι γνωστά τα αποτελέσµατα από άλλες έρευνες, που 

αναδεικνύουν το µεγάλο εµπόδιο που αντιµετωπίζουν οι µαθητές σε περιβάλλον 

προβληµάτων. 

     Θα πρέπει όµως να αναφέρουµε πάλι και να τονίσουµε, ότι οι ερωτήσεις 4 και 5 

είναι πανοµοιότυπες. Όπως όµως δείχθηκε από τα διαγράµµατα οµοιότητας και 

συνεπαγωγής, πολύ λίγη σχέση φαίνεται να έχουν µεταξύ τους. Ενώ οι µαθητές 

µπορεί να πετύχουν στην 4η ερώτηση, αυτό δε συνεπάγεται ότι µπορούν να πετύχουν 

και στην 5η ερώτηση που είναι το πρόβληµα. 



                                                                                                                                   ΜΑΡΙΟΣ  ΣΠΑΘΗΣ 

 - 107 - 

 

6. Πως µπορούν να χειριστούν τις γραφικές παραστάσεις όταν από τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης τους ζητηθεί η γραφική παράσταση της παραγώγου 

αλλά και αντίστροφα. 

     ∆ε µπορούν! Άµεση η απάντησή µας, αλλά από τα στοιχεία  που έχουµε, αυτό 

προκύπτει ως σχεδόν αβίαστο συµπέρασµα. Η επιτυχία σ’ αυτά τα έργα είναι µικρή. 

Αναλύσαµε αρκετά στα προηγούµενα, τα αποτελέσµατα που βγάλαµε. Θα θέλαµε να 

κάνουµε όµως εδώ έναν παραλληλισµό µε τη µελέτη του Duval (1993, 1996) περί 

ανολοκληρωσιµότητας και ασάφειας των αναπαραστάσεων γενικότερα. Κάθε 

αναπαράσταση είναι µέρος αυτού που αναπαριστά. Και ως µέρος, δε µπορεί να 

µεταφέρει το σύνολο των ιδιοτήτων που µπορεί να έχει η έννοια. Άρα ενέχει από τη 

φύση της την ιδιότητα του ασαφούς. 

     Είναι όµως µόνο αυτό που εµποδίζει τον κατάλληλο χειρισµό των γραφικών 

παραστάσεων από τους µαθητές; 

     Λαµβάνοντας υπ’ όψιν και το πλήθος των πληροφοριών που µπορούν να 

µεταφερθούν µε ένα γράφηµα, φτάνουµε σε µια κατάσταση υπέρ – πληροφόρησης 

των  µαθητών, αν και εφόσον µπορούν να αντλήσουν αυτές τις πληροφορίες από ένα 

γράφηµα. Κι αυτό δεν µπορεί να οδηγήσει σε τίποτε άλλο από τη σύγχυση στο µυαλό 

του µέσου µαθητή. Η επιλογή, το ξεδιάλεγµα, αν προτιµά κάποιος, αυτών των 

πληροφοριών, δεν είναι άλλο από το πρώτο στάδιο, από αυτό που στα µαθηµατικά 

ονοµάζουµε ΄΄στοχαστική  αφαίρεση΄΄. Αυτό όµως απαιτεί αυξηµένες νοητικές 

λειτουργίες, στις οποίες το σύνολο των µαθητών δεν εντρυφεί.     

     Επίσης, προσθέτοντας και τη δυσφορία και δυσθυµία των µαθητών απέναντι σε 

γεωµετρικές καταστάσεις, καταστάσεις δηλαδή που από τη φύση τους απαιτούν το 

χειρισµό τους µέσω ΄΄αφαιρέσεων΄΄, έχουµε ως αποτέλεσµα το ότι οι γραφικές 

παραστάσεις αντιµετωπίζονται ως ξένο σώµα, ως κάτι περιττό, στην όλη διαδικασία 

της µελέτης των  µαθητών επί κάποιων εννοιών.  

     Σύµφωνα µε τα παραπάνω και µε την αλγεβρική προτίµηση δεδοµένη, και από την 

έρευνά µας και από προηγούµενες έρευνες, δεν θα έπρεπε κανείς να αναµένει 

διαφορετικά αποτελέσµατα. Απλά τα επιβεβαιώσαµε. 

 

7. Αν µπορούν να διαβάσουν, να αναγνωρίσουν δηλαδή, τις αλγεβρικές 

πληροφορίες που τους δίνονται συµβολικά, σε ένα γράφηµα. 
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     Εδώ αναφερόµαστε στην 8η και τελευταία ερώτηση του ερωτηµατολογίου µας. 

∆εν είχαµε ικανοποιητική επιτυχία από τους µαθητές. Η θετική κατεύθυνση µόλις 

που ξεπέρασε το 50% ενώ η τεχνολογική περιορίστηκε στο φτωχό 34%. Ας 

θυµηθούµε ότι στη, µέσω XL, ανάλυσή µας, θεωρούσαµε την ερώτηση αυτή σχετικά 

εύκολη, αφού οι µαθητές είχαν να κάνουν µια απλή µετάφραση, µέσω ανάγνωσης 

µάλιστα, από συµβολικό σε γεωµετρικό χαρακτήρα. Συχνά – πυκνά οι µαθητές 

διαψεύδουν τις εκτιµήσεις µας, άλλες φορές θετικά και άλλες φορές αρνητικά. 

Αναγκαζόµαστε τότε να αναδιαµορφώσουµε αυτές. Η µετάφραση τελικά αποδείχτηκε 

πολύ δύσκολη περίπτωση για τους µαθητές. Συζητήσαµε ανωτέρω τις απόψεις µας 

για τη µετάφραση. 

 

8. Τα ερωτήµατα 4, 6 και 7 µπορούν να συντεθούν σε ένα γενικότερο: Τι είδους 

γεωµετρικές αναπαραστάσεις και εννοιολογικές διασυνδέσεις και σε τι βαθµό, 

µπορούν να αναπτύξουν σε ανάλογα έργα. 

     Απ’ ότι είδαµε οι γεωµετρικές διασυνδέσεις είναι σε σχεδόν εµβρυακή κατάσταση 

στους µαθητές. Η Γεωµετρία − νοµίζω θα πρέπει να συµφωνήσουµε σ’ αυτό − είναι 

παραγκωνισµένη, όσον αφορά στη διδασκαλία της στο Λύκειο. ∆ικαιολογητικό γι’ 

αυτό αποτελεί µάλλον η µη ευρεία αποδοχή της από τους µαθητές. Οι έννοιες όµως 

του Απειροστικού Λογισµού αναπτύχθηκαν έχοντας ως µια βασική συνιστώσα τους 

τη γεωµετρική αντίληψη. Κατά συνέπεια, οι εννοιολογικές διασυνδέσεις που θα 

µπορούσαν να υπάρχουν δεν βρίσκουν γόνιµο έδαφος να αναπτυχθούν.  

     Οι µαθητές προτιµούν τα αλγοριθµικά έργα. Σ΄ αυτό υπαίτια φαίνεται να είναι και 

η διδασκαλία, όπως αυτή εφαρµόζεται κάτω από τις υπαγορεύσεις της καθηµερινής 

αναγκαιότητας, καθώς και ο γενικότερος προσανατολισµός  που απορρέει από τις από 

καιρού εις καιρόν οδηγίες, υπό µορφή συστάσεων και προτροπών, που 

ανακοινώνονται από τους αρµόδιους φορείς. Ως συνέπεια λοιπόν, αναµένεται να 

έχουµε  διασυνδέσεις σε πρωτόλεια µορφή. 

     Όλα τα παραπάνω εµφανίστηκαν µε σαφέστατες ενδείξεις στα αποτελέσµατα που 

συνάγοµε.  

 

     Μέσω των συνεντεύξεών µας, οι οποίες µε µια ευνοϊκή διάθεση θα µπορούσαν να 

χαρακτηριστούν ΄΄µελέτες περίπτωσης΄΄,  εµφανίστηκε κατ’ αρχήν ο αρµονικός τύπος 
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του Krutetskii. Αυτό πραγµατικά ήταν µια ευχάριστη έκπληξη για µας, δεδοµένου του 

ότι η εµπειρία έχει δείξει τη σπανιότητα του είδους. 

     Επίσης, εµφανίστηκε κατά έναν σαφέστατο τρόπο το πρόβληµα που µπορεί να 

δηµιουργήσει η οπτικοποίηση καταστάσεων, όταν δηµιουργείται µια ανεξέλεγκτη 

εικόνα. Είχαµε ένα τελείως ανάλογο φαινόµενο µε αυτό που παρατηρήθηκε στην 

έρευνα της Aspinwall. Η Presmeg το 1992 κατέθετε την άποψη ότι έντονες, ζωηρές 

εικόνες δε βοηθούσαν, αλλά αποτελούσαν εµπόδιο όταν οι µαθητές έλυναν 

προβλήµατα διαφόρων τύπων. Ένα χαρακτηριστικό αυτών των ανεξέλεγκτων 

εικόνων είναι η αντοχή τους, ακόµη  κι όταν αντιµετωπίζουν αντίθετα 

συµπεράσµατα. Ας θυµηθούµε ότι η µαθήτρια που παρουσίασε τέτοιου είδους 

εικόνες, είχε αντικειµενικά – υπό την έννοια των βαθµολογιών της σε διάφορα τεστ 

και διαγωνίσµατα – χαρακτηριστεί ως άριστη. Παρ’ όλα αυτά έφυγε από τη 

συνέντευξη, χωρίς να έχουµε αποκοµίσει την αίσθηση ότι άλλαξε η άποψή της για το 

συγκεκριµένο θέµα. Μάλλον αναγκάστηκε να την ΄΄φιµώσει΄΄. 

     Και τέλος, εµφανίστηκε το γνωστό πρόβληµα της σύνδεσης της µονοτονίας της 

συνάρτησης µε το πρόσηµό της, αλλά και το πρόβληµα της ανάγνωσης µιας γραφικής 

παράστασης σα να είναι ξένο σώµα. Ίσως µάλιστα να είναι αυτή η διατύπωση που 

πρέπει να χρησιµοποιούµε για να λέµε πως αντιµετωπίζονται οι γραφικές 

παραστάσεις από τους µαθητές. Ένα ξένο σώµα, µια ετικέτα που απλά αναφέρει, δεν 

συνεισφέρει. 

 

     Είναι γενικώς αποδεκτό από τους καθηγητές όλων των βαθµίδων, ότι η ύπαρξη 

πολλαπλών αναπαραστάσεων συνεισφέρει θετικά στην κατανόηση από µέρους των 

µαθητών των διαφόρων εννοιών µε τις οποίες έρχονται σε επαφή. Η εισαγωγή των 

αλγεβρικών και γραφικών – γεωµετρικών αναπαραστάσεων των συναρτήσεων είναι 

ένα κοµβικό σηµείο της διδασκαλίας των µαθηµατικών και αποτελεί ένα πρώιµο 

στάδιο στο οποίο οι µαθητές  χρησιµοποιούν ένα συµβολικό σύστηµα για να 

αναπτύξουν και να κατανοήσουν κάποιο άλλο. Μας φαίνεται ειλικρινά δύσκολο να 

κατανοήσει κάποιος µια έννοια, χωρίς να µετακινηθεί σε διαφορετικά συστήµατα 

αναπαραστάσεων 

     Από αυτές τις αναπαραστάσεις, κυρίαρχη θέση κατέχουν οι οπτικές 

αναπαραστάσεις. Μια παλιά κινέζικη παροιµία λέει: 

Μια εικόνα, χίλιες λέξεις. 
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     Θεωρούµε ότι η οπτικοποίηση στα πλαίσια της διδασκαλίας του Απειροστικού 

Λογισµού είναι συνώνυµη των γραφηµάτων. Κάθε γράφηµα είναι αποτέλεσµα µιας 

γεωµετρικής διαδικασίας. Από τη µεριά του, µεταφέρει ένας πλήθος πληροφοριών. 

Όπως όµως φάνηκε από τα συµπεράσµατά µας, δεν µπορούν να είναι όλα 

εκµεταλλεύσιµα. Μάλιστα, αυτό που φάνηκε είναι ότι .λίγα έως ελάχιστα από αυτά 

είναι εκµεταλλεύσιµα. Παρουσιάστηκε µια αρκετά καλή δυνατότητα άµεσης 

µετάφρασης πληροφοριών από ένα γράφηµα (η οποία όµως δεν ήταν δυνατόν να γίνει 

στατιστικά εκµεταλλεύσιµη). Αλλά µέχρις εκεί. Απαιτήσεις συνθετότερου επιπέδου 

δεν είναι στα ευρύτερα  πλαίσια αντιµετώπισης από το σύνολο των µαθητών. 

 

     Πραγµατικά µας είναι δύσκολο να φανταστούµε µια διδασκαλία του Απειροστικού 

Λογισµού χωρίς τη συµµετοχή γραφηµάτων. Παρ’ όλα αυτά έχει διαπιστωθεί ότι ο 

συνήθης χειρισµός των γραφηµάτων δε δείχνει ο κατάλληλος για τους 

επιδιωκόµενους στόχους. Οι στόχοι µπορεί να είναι µεγαλεπήβολοι (κατανόηση, 

µετάφραση, διαχείριση των εννοιών), η καθηµερινή πρακτική όµως, φαίνεται να  

απέχει από αυτούς. ∆ε θα πρέπει να παραγνωρίζουµε το φαινόµενο της εικόνας για 

την έννοια, όπως την όρισαν οι Tall & Vinner, που σχηµατίζει κάθε µαθητής 

ξεχωριστά. Αν π.χ. ο καθηγητής εξηγήσει στην τάξη τη γεωµετρική ερµηνεία της 

παραγώγου σε ένα σηµείο, αλλά στη συνέχεια ασχοληθεί κατά κύριο λόγο µε την 

εύρεση της παραγώγου σε ένα σηµείο µέσω αλγοριθµικών διαδικασιών, τότε θα 

πρέπει να αναµένουµε ότι ο µαθητής θα σχηµατίσει µια µάλλον ασαφή εικόνα για τη 

γεωµετρική σηµασία της έννοιας που του διδάχτηκε. Εν αντιθέσει θα σχηµατίσει µια 

ισχυρή εικόνα για τους αλγεβρικούς χειρισµούς. 

     Αν και προηγούµενες έρευνες έχουν δείξει ότι η οπτικοποίηση µπορεί κάποιες 

φορές να αποτελέσει σοβαρό εµπόδιο.  

∆εν είµαστε θιασώτες της άποψης να παραγκωνισθούν οι γραφικές παραστάσεις. Το 

ενάντιο µάλιστα. Εκτιµούµε όµως ότι η υπερπήδηση του εµποδίου της οπτικοποίησης 

συµβάλλει ουσιαστικότατα στην κατανόηση και αποσαφήνιση των εννοιών από τη 

µεριά του µαθητή. Όπως επίσης εκτιµούµε ότι είναι αναγκαία η ενίσχυση των 

γεωµετρικών αναπαραστάσεων κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας. 

     Κατά την άποψή µας οι γραφικές παραστάσεις ως µέρος των αναπαραστάσεων 

που προκύπτουν από µια συνάρτηση, είναι ταυτόχρονα ΄΄σηµαίνον΄΄ και 

΄΄σηµαινόµενο΄΄. 
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     Ο επιτυχής ή όχι χειρισµός τους φαίνεται να οφείλεται σε αρκετούς παράγοντες, 

όπως: 

• Η προτίµηση (ή όχι) των µαθητών σε αλγεβρικές διαδικασίες 

• Η συρρίκνωση της Γεωµετρίας στο Λύκειο 

• Οι συνδέσεις (πλήθος και ένταση αυτών) µεταξύ των αναπαραστάσεων 

οποιουδήποτε είδους, που ενυπάρχουν σε κάθε µαθητή στο νοητικό σχήµα που 

έχει φτιάξει, είτε αυτό είναι συνεπές βασιζόµενο στην τυπική θεωρία, είτε 

απαρτιζόµενο µόνο από την εικόνα της έννοιας που έχει σχηµατίσει. 

• Η αφαίρεση που πρέπει να κάνει κάποιος αποµονώνοντας τις πληροφορίες που 

χρειάζεται  

• Η ικανότητα µεταφοράς από τη µια αναπαράσταση στην άλλη. 

 

 

ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

     Από την εργασία µας νοµίζουµε ότι προέκυψαν κάποια χρήσιµα συµπεράσµατα. 

Επιβεβαιώσαµε, και στην Ελληνική πραγµατικότητα, έρευνες που αφορούν στη 

γενικότερη αλγεβρική αντιµετώπιση των µαθητών σε προβληµατικές  γι’ αυτούς 

καταστάσεις, προβλήµατα που αφορούν στην οπτικοποίηση, στην ανάγνωση, στη 

διαχείριση των προβληµάτων από τους µαθητές, στη µεγάλη δυσκολία χειρισµού 

γραφικών παραστάσεων και µετάβασης από ένα συµβολικό σύστηµα σε ένα άλλο 

κ.α.. Επίσης προέκυψαν κάποιες ενδείξεις σε κάποια θέµατα, όπως της µονοτονίας 

και των ακροτάτων, που δεν µπόρεσαν να επιβεβαιωθούν επαρκώς και που 

χρειάζονται περαιτέρω έρευνα.  

     Τελειώνοντας αυτή την εργασία, δεν µπορούµε να µην αναφέρουµε το αίσθηµα 

του ανολοκλήρωτου που µας εµφανίστηκε. Πολλά θα µπορούσαµε να πούµε και 

πολλά δεν είπαµε. ∆ε θεωρούµε σε καµία περίπτωση ότι µπορέσαµε να δώσουµε 

ολοκληρωµένη απάντηση σε όλα τα ερωτήµατα και παρατηρήσεις που προέκυψαν. 

Αν καταφέραµε να δώσουµε ψήγµατα υπονοιών για κάποια κοµµάτια, θα το 

θεωρήσουµε µεγάλη ικανοποίησή µας. Θα είναι ευχής έργο κάποια από αυτά  να είναι 

εκµεταλλεύσιµα σε άλλες έρευνες, των οποίων τη εξέλιξη και το αποτέλεσµα θα 

αναµένουµε µε ιδιαίτερο ενδιαφέρον. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

Α. ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ 

∆ΙΑΓΝΩΣΤΙΚΟ ΤΕΣΤ 
 
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ: ................................... 

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ: ................................................................................. 

ΤΜΗΜΑ: ................. 

 
 

 Ερώτηση 1η 
Αν (ε) είναι η εφαπτοµένη της παρακάτω γραφικής παράστασης στο σηµείο Α(3, 5), 
να υπολογίσετε τα ακόλουθα: 
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i. f (3)= ….. 
ii.  f (3) .....′ =  
iii.  f (0)= ….. 
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Ερώτηση 2η 
Ποια είναι η εφαπτοµένη στο σηµείο µε τετµηµένη ox 0= , αν υπάρχει, καθεµιάς  από 

τις παρακάτω συναρτήσεις; 
Γράψτε τις απαντήσεις σας συµπληρώνοντας κατάλληλα τον πίνακα στο τέλος του 
κάθε σχήµατος. 
  

Γράφηµα 1 
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Εφαπτοµένη είναι 
∆εν είναι καµία 
από αυτές που 
παρουσιάζονται 

∆εν υπάρχει ∆ε γνωρίζω 
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Γράφηµα 3 
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Ερώτηση 3η 

Ποια (ποιες) από τις παρακάτω συναρτήσεις είναι γνησίως µονότονη στο πεδίο 
ορισµού της και τι είδους µονοτονία έχει; Να αναφέρετε και το πεδίο ορισµού. 

i. 3f (x) 2x 5x 3= − +  .......................................................................................... 

ii.  
1

φ(x)
x

=  .......................................................................................................... 

iii.  3g(x) x x 1= + +  .............................................................................................. 

iv. 2h(x) x x ηµx= + +  ......................................................................................... 

v. 
2

x
s(x)

1 x
=

−
..................................................................................................... 

vi. w(x) 1 x= − .................................................................................................. 
 
(*) Ποια (ποιες) από τις παραπάνω συναρτήσεις είναι ΄΄1 – 1́ ΄; Αιτιολογείστε τις 
απαντήσεις σας σε αυτό το υποερώτηµα. 
 
 
 
 
 
 
 

Ερώτηση 4η 
Η παρακάτω γραφική παράσταση παρουσιάζει την πρώτη παράγωγο της διαφοράς 
δύο συναρτήσεων f, g. 

iv. Σε ποιο σηµείο η διαφορά αυτή γίνεται µέγιστη; ……………………………... 
v. Σε ποιο σηµείο γίνεται ελάχιστη; ……………………………………………... 
vi. Τα παραπάνω ακρότατα είναι ολικά ή τοπικά; ………………………………... 
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Ερώτηση 5η 

Μια εταιρία παράγει x µονάδες από ένα προϊόν ( x 0≥ ). Το κόστος για την παραγωγή 
των x µονάδων δίνεται, σε χιλιάδες ευρώ, από τη συνάρτηση 2K(x) 2x 9x= + , ενώ τα 
έσοδα από την πώληση των x µονάδων δίνονται από τη συνάρτηση 

3 2E(x) x x 4= − + , (επίσης, σε χιλιάδες ευρώ). 
Παρουσιάζει η εταιρία αυτή ζηµιά και πόσο µεγάλη µπορεί αυτή να είναι; 
Να αναφέρετε αναλυτικά τους συλλογισµούς σας και τις πράξεις σας. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ερώτηση 6η 
∆ίνονται οι παρακάτω συναρτήσεις µέσω των γραφικών τους παραστάσεων. Για κάθε 
µια από αυτές να σχεδιάσετε στο ίδιο γράφηµα  την πρώτη παράγωγό της. 
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Ερώτηση 7η 
Σας δίνονται οι γραφικές παραστάσεις των παραγώγων κάποιων  συναρτήσεων f.  

i. Ποια (ποιες) από αυτές τις συναρτήσεις παρουσιάζει (παρουσιάζουν) 
ακρότατο και σε ποιο σηµείο του πεδίου ορισµού της (τους);   

ii.  Τι είδους ακρότατο είναι; (π.χ., τοπικό µέγιστο. ολικό ελάχιστο, κ.τ.λ.).  
Απαντήστε στα παραπάνω ερωτήµατα, συµπληρώνοντας κατάλληλα τον πίνακα που 

ακολουθεί, στο τέλος των γραφηµάτων. 
iii.  Σχεδιάστε στα υπάρχοντα γραφήµατα µια πρόχειρη γραφική παράσταση της f 
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 Ερώτηση 8η 
Ποιο (ποια) από τα παρακάτω γραφήµατα παρουσιάζει µια συνάρτηση µε τις 
ακόλουθες ιδιότητες: 
f (c) 0,      f (c) 0,      f (c) 0′ ′′> < <  µε  c 2=  
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Β. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΟ  XL 
Φ = Φροντιστήριο, Λ = Λύκειο, Σ = Σπίτι, Συγκ = Συγκεντρωτικά 

  Ερώτηση 1      
  GA1 GA2 Er1GA2 Er2GA2 GA3 Er1GA3 Er2GA3 

Φ Θ 100% 76% 12% 12% 71% 29% 0% 

 Τε 85,19% 37,04% 25,93% 37,04% 62,96% 22,22% 14,81% 

         

Λ Θ 100% 85% 8% 8% 92% 8% 0% 

 Τε 91,67% 50,00% 8,33% 41,67% 91,67% 0,00% 8,33% 

         

Σ Θ 100,00% 75,00% 0,00% 25,00% 75,00% 25,00% 0,00% 

 Τε 100,00% 75,00% 12,50% 12,50% 87,50% 12,50% 0,00% 

         

Συγκ Θ 100,00% 78,95% 7,89% 13,16% 78,95% 21,05% 0,00% 

 Τε 89,36% 46,81% 19,15% 34,04% 74,47% 14,89% 10,64% 
 

  Ερώτηση 2, τα ερωτήµατα 1, 2     
  GT1 Er1GT1 Er2GT1 Er3GT1 GT2 Er1GT2 Er2GT2 Er3GT2 

Φ Θ 82,35% 5,88% 11,76% 0,00% 70,59% 0,00% 17,65% 11,76% 

 Τε 88,89% 0,00% 7,41% 3,70% 37,04% 29,63% 11,11% 29,63% 

          

Λ Θ 76,92% 0,00% 15,38% 7,69% 30,77% 30,77% 0,00% 38,46% 

 Τε 66,67% 0,00% 33,33% 0,00% 33,33% 58,33% 0,00% 8,33% 

          

Σ Θ 87,50% 0,00% 0,00% 12,50% 25,00% 0,00% 12,50% 62,50% 

 Τε 87,50% 0,00% 12,50% 0,00% 50,00% 12,50% 12,50% 25,00% 

          

Συγκ Θ 81,58% 2,63% 10,53% 5,26% 47,37% 10,53% 10,53% 31,58% 

 Τε 82,98% 0,00% 14,89% 2,13% 38,30% 34,04% 8,51% 23,40% 
 

  Ερώτηση 2, τα ερωτήµατα 3,4     
  GT3 Er1GT3 Er2GT3 Er3GT3 GT4 Er1GT4 Er2GT4 Er3GT4 

Φ Θ 88,24% 5,88% 5,88% 0,00% 82,35% 11,76% 5,88% 0,00% 

 Τε 66,67% 11,11% 14,81% 7,41% 40,74% 29,63% 18,52% 11,11% 

          

Λ Θ 84,62% 0,00% 0,00% 15,38% 46,15% 38,46% 15,38% 0,00% 

 Τε 91,67% 0,00% 8,33% 0,00% 33,33% 41,67% 25,00% 0,00% 

          

Σ Θ 87,50% 0,00% 12,50% 0,00% 62,50% 0,00% 37,50% 0,00% 

 Τε 75,00% 12,50% 12,50% 0,00% 62,50% 37,50% 0,00% 0,00% 

          

Συγκ Θ 86,84% 2,63% 5,26% 5,26% 65,79% 18,42% 15,79% 0,00% 

 Τε 74,47% 8,51% 12,77% 4,26% 42,55% 34,04% 17,02% 6,38% 
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  Ερώτηση 2, τα ερωτήµατα 5,6     
  GT5 Er1GT5 Er2GT5 Er3GT5 GT6 Er1GT6 Er2GT6 Er3GT6 

Φ Θ 64,71% 23,53% 5,88% 5,88% 52,94% 11,76% 17,65% 17,65% 

 Τε 48,15% 37,04% 11,11% 3,70% 66,67% 14,81% 11,11% 7,41% 

          

Λ Θ 30,77% 38,46% 0,00% 30,77% 84,62% 7,69% 0,00% 7,69% 

 Τε 8,33% 50,00% 16,67% 25,00% 75,00% 16,67% 0,00% 8,33% 

          

Σ Θ 25,00% 50,00% 25,00% 0,00% 50,00% 12,50% 12,50% 25,00% 

 Τε 37,50% 25,00% 37,50% 0,00% 62,50% 25,00% 0,00% 12,50% 

          

Συγκ Θ 44,74% 34,21% 7,89% 13,16% 63,16% 10,53% 10,53% 15,79% 

 Τε 36,17% 38,30% 17,02% 8,51% 68,09% 17,02% 6,38% 8,51% 
 

  Ερώτηση 3, τα ερωτήµατα 1, 2        
  A1m Er1A1m Er2A1m A1d Er1A1d Er2A1d A2m Er1A2m Er2Adm A2d Er1A2d Er2A2d 

Φ Θ 76,47% 23,53% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 17,65% 82,35% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 

 Τε 48,15% 48,15% 3,70% 100,00% 0,00% 0,00% 18,52% 70,37% 14,81% 85,19% 11,11% 3,70% 

              

Λ Θ 84,62% 15,38% 0,00% 92,31% 0,00% 7,69% 7,69% 92,31% 0,00% 84,62% 7,69% 7,69% 

 Τε 83,33% 16,67% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 0,00% 100,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 

              

Σ Θ 100,00% 0,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 25,00% 75,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 

 Τε 100,00% 0,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 25,00% 75,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 

              

Συγκ Θ 84,21% 15,79% 0,00% 97,37% 0,00% 2,63% 15,79% 84,21% 0,00% 94,74% 2,63% 2,63% 

 Τε 65,96% 31,91% 2,13% 100,00% 0,00% 0,00% 14,89% 78,72% 8,51% 91,49% 6,38% 2,13% 
 

  Ερώτηση 3, τα ερωτήµατα 3, 4        
  A3m Er1A3m Er2A3m A3d Er1A3d Er2A3d A4m Er1A4m Er2A4m A4d Er1A4d Er2A4d 

Φ Θ 88,24% 11,76% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 94,12% 5,88% 0,00% 88,24% 11,76% 0,00% 

 Τε 74,07% 11,11% 14,81% 96,30% 0,00% 3,70% 62,96% 18,52% 18,52% 62,96% 14,81% 22,22% 

              

Λ Θ 92,31% 7,69% 0,00% 92,31% 0,00% 7,69% 92,31% 0,00% 7,69% 76,92% 0,00% 23,08% 

 Τε 91,67% 8,33% 0,00% 91,67% 0,00% 8,33% 100,00% 0,00% 0,00% 58,33% 33,33% 8,33% 

              

Σ Θ 100,00% 0,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 87,50% 12,50% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 

 Τε 100,00% 0,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 

              

Συγκ Θ 92,11% 7,89% 0,00% 97,37% 0,00% 2,63% 92,11% 5,26% 2,63% 86,84% 5,26% 7,89% 

 Τε 82,98% 8,51% 8,51% 95,74% 0,00% 4,26% 78,72% 10,64% 10,64% 68,09% 17,02% 14,89% 
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  Ερώτηση 3, τα ερωτήµατα 5, 6        
  A5m Er1A5m ER2A5m A5d Er1A5d Er2A5d A6m Er1A6m Er2A6m A6d Er1A6d Er2A6d 

Φ Θ 29,41% 70,59% 0,00% 76,47% 23,53% 0,00% 88,24% 5,88% 5,88% 82,35% 17,65% 0,00% 

 Τε 29,63% 59,26% 11,11% 85,19% 11,11% 3,70% 59,26% 22,22% 18,52% 77,78% 14,81% 7,41% 

              

Λ Θ 23,08% 76,92% 0,00% 84,62% 7,69% 7,69% 76,92% 15,38% 7,69% 61,54% 30,77% 7,69% 

 Τε 33,33% 66,67% 0,00% 66,67% 33,33% 0,00% 50,00% 33,33% 16,67% 58,33% 41,67% 0,00% 

              

Σ Θ 12,50% 75,00% 12,50% 87,50% 0,00% 12,50% 62,50% 25,00% 12,50% 87,50% 0,00% 12,50% 

 Τε 37,50% 62,50% 0,00% 87,50% 12,50% 0,00% 87,50% 12,50% 0,00% 100,00% 0,00% 0,00% 

              

Συγκ Θ 23,68% 73,68% 2,63% 81,58% 13,16% 5,26% 78,95% 13,16% 7,89% 76,32% 18,42% 5,26% 

 Τε 31,91% 61,70% 6,38% 80,85% 17,02% 2,13% 61,70% 23,40% 14,89% 76,60% 19,15% 4,26% 
 

  Ερώτηση 4           
  VGa1 Er1VGa1 Er2VGa1 Er3VGa1 Er4VGa1 VGa2 Er1VGa2 Er2VGa2 Er3VGa3 VGa3 Er1VGa3 Er2VGa3 

Φ Θ 52,94% 17,65% 17,65% 0,00% 11,76% 52,94% 23,53% 17,65% 5,88% 41,18% 52,94% 5,88% 

 Τε 18,52% 14,81% 22,22% 0,00% 44,44% 18,52% 48,15% 22,22% 18,52% 11,11% 85,19% 3,70% 

              

Λ Θ 23,08% 23,08% 46,15% 0,00% 7,69% 23,08% 46,15% 15,38% 23,08% 15,38% 84,62% 0,00% 

 Τε 25,00% 0,00% 75,00% 0,00% 0,00% 25,00% 25,00% 41,67% 8,33% 33,33% 66,67% 0,00% 

              

Σ Θ 50,00% 0,00% 37,50% 0,00% 12,50% 50,00% 37,50% 12,50% 0,00% 37,50% 62,50% 0,00% 

 Τε 37,50% 0,00% 12,50% 0,00% 50,00% 37,50% 25,00% 12,50% 25,00% 12,50% 62,50% 25,00% 

              

Συγκ Θ 42,11% 15,79% 31,58% 0,00% 10,53% 42,11% 34,21% 15,79% 10,53% 31,58% 65,79% 2,63% 

 Τε 23,40% 8,51% 34,04% 0,00% 34,04% 23,40% 38,30% 25,53% 17,02% 17,02% 76,60% 6,38% 
 

  Ερώτηση 5     
  P Er1P Er2P Er3P Er4P Er5P 

Φ Θ 52,94% 35,29% 23,53% 17,65% 17,65% 29,41% 

 Τε 31,48% 66,67% 40,74% 11,11% 18,52% 59,26% 

        

Λ Θ 57,69% 46,15% 23,08% 7,69% 23,08% 15,38% 

 Τε 50,00% 58,33% 41,67% 8,33% 25,00% 8,33% 

        

Σ Θ 68,75% 25,00% 25,00% 0,00% 12,50% 25,00% 

 Τε 37,50% 25,00% 12,50% 12,50% 0,00% 50,00% 

        

Συγκ Θ 57,89% 36,84% 23,68% 10,53% 18,42% 23,68% 

 Τε 37,23% 57,45% 36,17% 10,64% 17,02% 44,68% 
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  Ερώτηση 6, τα ερωτήµατα 1, 2, 3     
  GDg1 Er1GDg1 Er2GDg1 GDg2 Er1GDg2 Er2GDg2 GDg3 Er1GDg3Er2GDg3

Φ Θ 70,59% 17,65% 11,76% 58,82% 29,41% 11,76% 64,71% 17,65% 17,65% 

 Τε 44,44% 25,93% 33,33% 29,63% 18,52% 51,85% 33,33% 14,81% 51,85% 

           

Λ Θ 84,62% 7,69% 7,69% 46,15% 23,08% 30,77% 15,38% 23,08% 61,54% 

 Τε 41,67% 16,67% 41,67% 25,00% 16,67% 58,33% 16,67% 16,67% 66,67% 

           

Σ Θ 75,00% 12,50% 12,50% 62,50% 12,50% 25,00% 62,50% 0,00% 37,50% 

 Τε 62,50% 12,50% 25,00% 50,00% 0,00% 50,00% 37,50% 0,00% 62,50% 

           

Συγκ Θ 76,32% 13,16% 10,53% 55,26% 23,68% 21,05% 47,37% 15,79% 36,84% 

 Τε 46,81% 21,28% 34,04% 31,91% 14,89% 53,19% 29,79% 12,77% 57,45% 
 

  Ερώτηση 6, τα ερωτήµατα 4, 5, 6     
  GDg4 Er1GDg4 Er2GDg4 GDg5 Er1GDg5 Er2GDg5 GDg6 Er1GDg6Er2GDg6 

Φ Θ 47,06% 29,41% 29,41% 23,53% 23,53% 52,94% 23,53% 23,53% 52,94% 

 Τε 22,22% 14,81% 62,96% 11,11% 14,81% 74,07% 11,11% 14,81% 74,07% 

           

Λ Θ 15,38% 15,38% 69,23% 7,69% 7,69% 84,62% 7,69% 7,69% 84,62% 

 Τε 16,67% 16,67% 66,67% 16,67% 8,33% 75,00% 25,00% 8,33% 66,67% 

           

Σ Θ 62,50% 0,00% 37,50% 25,00% 50,00% 25,00% 25,00% 50,00% 25,00% 

 Τε 25,00% 0,00% 75,00% 12,50% 0,00% 87,50% 12,50% 0,00% 87,50% 

           

Συγκ Θ 39,47% 18,42% 44,74% 18,42% 23,68% 57,89% 18,42% 23,68% 57,89% 

 Τε 21,28% 12,77% 65,96% 12,77% 10,64% 76,60% 14,89% 10,64% 74,47% 
 

  Ερώτηση 7, το ερώτηµα 1      
  Dga1 Er1Dga1 Er2Dga1 Dga2 Er1Dga2 Er2Dga2 Dgafg Er1Dgafg Er2Dgafg 

Φ Θ 58,82% 29,41% 11,76% 52,94% 35,29% 11,76% 41,18% 11,76% 47,06% 

 Τε 29,63% 62,96% 7,41% 25,93% 66,67% 7,41% 14,81% 14,81% 70,37% 

           

Λ Θ 69,23% 30,77% 0,00% 23,08% 76,92% 0,00% 15,38% 0,00% 76,92% 

 Τε 58,33% 33,33% 8,33% 8,33% 83,33% 8,33% 0,00% 8,33% 91,67% 

           

Σ Θ 62,50% 37,50% 0,00% 62,50% 37,50% 0,00% 50,00% 0,00% 50,00% 

 Τε 37,50% 25,00% 37,50% 37,50% 25,00% 37,50% 0,00% 0,00% 100,00% 

           

Συγκ Θ 63,16% 31,58% 5,26% 44,74% 50,00% 5,26% 34,21% 5,26% 57,89% 

 Τε 38,30% 48,94% 12,77% 23,40% 63,83% 12,77% 8,51% 10,64% 80,85% 
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  Ερώτηση 7, το ερώτηµα 2      
  Dgb1 Er1Dgb1 Er2Dgb1 Dgb2 Er1Dgb2 Er2Dgb2 Dgbfg Er1Dgbfg Er2Dgbfg 

Φ Θ 58,82% 35,29% 5,88% 58,82% 35,29% 5,88% 41,18% 17,65% 41,18% 

 Τε 25,93% 66,67% 7,41% 25,93% 66,67% 7,41% 3,70% 18,52% 77,78% 

           

Λ Θ 23,08% 76,92% 0,00% 23,08% 76,92% 0,00% 15,38% 0,00% 84,62% 

 Τε 25,00% 50,00% 25,00% 25,00% 50,00% 25,00% 0,00% 8,33% 91,67% 

           

Σ Θ 62,50% 25,00% 12,50% 62,50% 25,00% 12,50% 50,00% 0,00% 50,00% 

 Τε 37,50% 12,50% 50,00% 37,50% 12,50% 50,00% 0,00% 0,00% 100,00% 

           

Συγκ Θ 47,37% 47,37% 5,26% 47,37% 47,37% 5,26% 34,21% 7,89% 57,89% 

 Τε 27,66% 53,19% 19,15% 27,66% 53,19% 19,15% 2,13% 12,77% 85,11% 
 

  Ερώτηση 7, το ερώτηµα 3      
  Dgc1 Er1Dgc1 Er2Dgc1 Dgc2 Er1Dgc2 Er2Dgc2 Dgcfg Er1Dgcfg Er2Dgcfg 

Φ Θ 52,94% 41,18% 5,88% 47,06% 47,06% 5,88% 29,41% 17,65% 52,94% 

 Τε 22,22% 70,37% 7,41% 18,52% 74,07% 7,41% 0,00% 22,22% 77,78% 

           

Λ Θ 23,08% 53,85% 23,08% 0,00% 76,92% 23,08% 0,00% 7,69% 92,31% 

 Τε 66,67% 25,00% 8,33% 0,00% 91,67% 8,33% 0,00% 8,33% 91,67% 

           

Σ Θ 62,50% 37,50% 0,00% 50,00% 50,00% 0,00% 25,00% 25,00% 50,00% 

 Τε 25,00% 37,50% 37,50% 25,00% 37,50% 37,50% 0,00% 0,00% 100,00% 

           

Συγκ Θ 44,74% 44,74% 10,53% 31,58% 57,89% 10,53% 18,42% 15,79% 65,79% 

 Τε 34,04% 53,19% 12,77% 14,89% 72,34% 12,77% 0,00% 14,89% 85,11% 
 

  Ερώτηση 7, το ερώτηµα 4      
  Dgd1 Er1Dgd1 Er2Dgd1 Dgd2 Er1Dgd2 Er2Dgd2 Dgdfg Er1Dgdfg Er2Dgdfg 

Φ Θ 29,41% 52,94% 17,65% 11,76% 70,59% 17,65% 52,94% 5,88% 41,18% 

 Τε 11,11% 70,37% 18,52% 14,81% 66,67% 18,52% 18,52% 3,70% 77,78% 

           

Λ Θ 0,00% 15,38% 84,62% 0,00% 15,38% 84,62% 23,08% 23,08% 53,85% 

 Τε 0,00% 75,00% 25,00% 0,00% 75,00% 25,00% 0,00% 8,33% 91,67% 

           

Σ Θ 12,50% 87,50% 0,00% 25,00% 75,00% 0,00% 37,50% 0,00% 62,50% 

 Τε 0,00% 25,00% 75,00% 12,50% 12,50% 75,00% 0,00% 0,00% 100,00% 

           

Συγκ Θ 15,79% 47,37% 36,84% 10,53% 52,63% 36,84% 39,47% 10,53% 50,00% 

 Τε 6,38% 63,83% 29,79% 10,64% 59,57% 29,79% 10,64% 4,26% 85,11% 
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  Ερώτηση 7, το ερώτηµα 5      
  Dge1 Er1Dge1 Er2Dge1 Dge2 Er1Dge2 Er2Dge2 Dgefg Er1DgefgEr2Dgefg 

Φ Θ 70,59% 23,53% 5,88% 47,06% 47,06% 5,88% 41,18% 11,76% 47,06% 

 Τε 18,52% 70,37% 11,11% 22,22% 66,67% 11,11% 7,41% 7,41% 88,89% 

           

Λ Θ 30,77% 38,46% 30,77% 46,15% 23,08% 30,77% 0,00% 0,00% 100,00% 

 Τε 66,67% 33,33% 0,00% 58,33% 41,67% 0,00% 0,00% 0,00% 100,00% 

           

Σ Θ 50,00% 50,00% 0,00% 37,50% 62,50% 0,00% 25,00% 12,50% 62,50% 

 Τε 12,50% 50,00% 37,50% 0,00% 62,50% 37,50% 0,00% 0,00% 100,00% 

           

Συγκ Θ 52,63% 34,21% 13,16% 44,74% 42,11% 13,16% 23,68% 7,89% 68,42% 

 Τε 29,79% 57,45% 12,77% 27,66% 59,57% 12,77% 4,26% 4,26% 93,62% 
 

 

  Ερώτηση 8    
  IG Er1IG Er2IG Er3IG  

Φ Θ 64,71% 11,76% 11,76% 11,76%  

 Τε 33,33% 22,22% 29,63% 18,52%  

       

Λ Θ 23,08% 7,69% 23,08% 46,15%  

 Τε 25,00% 8,33% 8,33% 58,33%  

       

Σ Θ 75,00% 0,00% 12,50% 12,50%  

 Τε 50,00% 0,00% 25,00% 25,00%  

       

Συγκ Θ 52,63% 7,89% 15,79% 23,68%  

 Τε 34,04% 14,89% 23,40% 29,79%  
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Γ. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΠΟ ΤΟ  GRAS 
 

∆Ε∆ΟΜΕΝΑ ΠΡΩΤΟΥ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΟΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ 

Classification at level : 1 : (VGa1 VGa2) similarity : 1 
 
Classification at level : 2 : (GDg5 GDg6) similarity : 1 
 
Classification at level : 3 : (Dgafg Dgbfg) similarity : 1 
 
Classification at level : 4 : ((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) similarity : 1 
 
Classification at level : 5 : (((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) similarity : 1 
 
Classification at level : 6 : (Dgb1 Dgb2) similarity : 1 
 
Classification at level : 7 : (GDg3 GDg4) similarity : 0.999999 
 
Classification at level : 8 : ((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) similarity : 0.999999 
 
Classification at level : 9 : (Dga2 Dgc2) similarity : 0.999999 
 
Classification at level : 10 : (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) Dgd1) similarity : 
0.999998 
 
Classification at level : 11 : (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) Dgd1)) similarity : 
0.999995 
 
Classification at level : 12 : (Dgc1 Dge1) similarity : 0.999993 
 
Classification at level : 13 : ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1)) similarity : 0.999968 
 
Classification at level : 14 : ((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) similarity : 0.999925 
 
Classification at level : 15 : (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2) similarity : 
0.99984 
 
Classification at level : 16 : ((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) similarity : 0.999832 
 
Classification at level : 17 : ((GDg3 GDg4) (GDg5 GDg6)) similarity : 0.999515 
 
Classification at level : 18 : (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2)) 
similarity : 0.99951 
 
Classification at level : 19 : (((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) similarity : 0.999129 
 
Classification at level : 20 : ((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) similarity : 
0.996294 
 
Classification at level : 21 : (((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) GDg2) similarity : 
0.994376 
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Classification at level : 22 : ((((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) GDg2) ((GDg3 
GDg4) (GDg5 GDg6))) similarity : 0.986496 
 
Classification at level : 23 : (GT4 ((((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) 
Dgdfg) Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) GDg2) 
((GDg3 GDg4) (GDg5 GDg6)))) similarity : 0.977696 
 
Classification at level : 24 : (P GDg1) similarity : 0.964668 
 
Classification at level : 25 : ((GT4 ((((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) 
Dgdfg) Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) GDg2) 
((GDg3 GDg4) (GDg5 GDg6)))) IG) similarity : 0.941078 
 
Classification at level : 26 : (GT2 (P GDg1)) similarity : 0.930549 
 
Classification at level : 27 : (GA2 (GT2 (P GDg1))) similarity : 0.837026 
 
Classification at level : 28 : (GT1 GT5) similarity : 0.827648 
 
Classification at level : 29 : (Er2VGa3 Er2GDg3) similarity : 0.779571 
 
Classification at level : 30 : (GT3 GT6) similarity : 0.628804 
 
Classification at level : 31 : (GA1 A4d) similarity : 0.592174 
 
Classification at level : 32 : ((GA2 (GT2 (P GDg1))) ((GT4 ((((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg 
Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) 
Dge2))) Dgd2) GDg2) ((GDg3 GDg4) (GDg5 GDg6)))) IG)) similarity : 0.562136 
 
Classification at level : 33 : (((GA2 (GT2 (P GDg1))) ((GT4 ((((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg 
Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) 
Dge2))) Dgd2) GDg2) ((GDg3 GDg4) (GDg5 GDg6)))) IG)) (GT1 GT5)) similarity : 0.437425 
 
Classification at level : 34 : ((GA1 A4d) (GT3 GT6)) similarity : 0.137774 
 
∆ΕΥΤΕΡΟ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ- 
Όλες οι µεταβλητές των ασκήσεων 4,5,6.7.8 δηλαδή όλων των ασκήσεων 

στις παραγώγους 
 

∆Ε∆ΟΜΕΝΑ ∆ΕΥΤΕΡΟΥ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΟΣ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ 
 

Classification at level : 1 : (VGa1 VGa2) similarity : 1 
 
Classification at level : 2 : (GDg5 GDg6) similarity : 1 
 
Classification at level : 3 : (Dgafg Dgbfg) similarity : 1 
 
Classification at level : 4 : ((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) similarity : 1 
 
Classification at level : 5 : (((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) similarity : 1 
 
Classification at level : 6 : (Dgb1 Dgb2) similarity : 1 
 
Classification at level : 7 : (GDg3 GDg4) similarity : 0.999999 
 
Classification at level : 8 : ((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) similarity : 0.999999 
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Classification at level : 9 : (Dga2 Dgc2) similarity : 0.999999 
 
Classification at level : 10 : (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) Dgd1) similarity : 
0.999998 
 
Classification at level : 11 : (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) Dgd1)) similarity : 
0.999995 
 
Classification at level : 12 : (Dgc1 Dge1) similarity : 0.999993 
 
Classification at level : 13 : ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1)) similarity : 0.999968 
 
Classification at level : 14 : ((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) similarity : 0.999925 
 
Classification at level : 15 : (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2) similarity : 
0.99984 
 
Classification at level : 16 : ((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) similarity : 0.999832 
 
Classification at level : 17 : ((GDg3 GDg4) (GDg5 GDg6)) similarity : 0.999515 
 
Classification at level : 18 : (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2)) 
similarity : 0.99951 
 
Classification at level : 19 : (((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) similarity : 0.999129 
 
Classification at level : 20 : ((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) similarity : 
0.996294 
 
Classification at level : 21 : (((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) GDg2) similarity : 
0.994376 
 
Classification at level : 22 : ((((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) GDg2) ((GDg3 
GDg4) (GDg5 GDg6))) similarity : 0.986496 
 
Classification at level : 23 : (P GDg1) similarity : 0.964668 
 
Classification at level : 24 : (((((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) GDg2) ((GDg3 
GDg4) (GDg5 GDg6))) IG) similarity : 0.943462 
 
Classification at level : 25 : ((((((((VGa1 VGa2) (VGa3 (((((Dgafg Dgbfg) Dgcfg) Dgefg) Dgdfg) 
Dgd1))) (Dga1 (((Dga2 Dgc2) ((Dgb1 Dgb2) (Dgc1 Dge1))) Dge2))) Dgd2) GDg2) ((GDg3 
GDg4) (GDg5 GDg6))) IG) (P GDg1)) similarity : 0.758444 
 
 
 
The most significant node is at level : 19 
 
 
 
Significant nodes 
at level: 1 
at level: 5 
at level: 8 
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at level: 11 
at level: 14 
at level: 16 
at level: 19 
at level: 22 
at level: 25 
 
 

Παρατηρήσεις στο δεύτερο διάγραµµα 
 

1. Όλες οι µεταβλητές συνδέονται µεταξύ τους που είναι φυσικό 
αφού όλες οι ασκήσεις αφορούν παραγώγους 

2. Ειδικά το πρόβληµα P και η άσκηση 8 συνδέονται µε όλες τις 
ασκήσεις 

3. Όµως οι ασκήσεις 4 και 5 που είναι ακριβώς οι ίδιες δεν 
συνδέονται άµεσα όπως θα ανέµενε κάποιος(VGa1,VGa2 και 
VGa3 βρίσκονται σε µικρή σχέση µε το P). 

 

∆Ε∆ΟΜΕΝΑ ΠΡΩΤΟΥ ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΙΚΟΥ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΟΣ 
 

nb col : 145, nb lig : 85 
 
             Occurrence  Average     Standard deviations: 
GA1        : 80.00       0.94        0.24         
GA2        : 52.00       0.61        0.49         
Er1GA2     : 12.00       0.14        0.35         
Er2GA2     : 21.00       0.25        0.43         
GA3        : 65.00       0.76        0.42         
Er1GA3     : 15.00       0.18        0.38         
Er2GA3     : 5.00        0.06        0.24         
GT1        : 70.00       0.82        0.38         
Er2GT1     : 11.00       0.13        0.34         
Er3GT1     : 3.00        0.04        0.18         
GT2        : 36.00       0.42        0.49         
Er1GT2     : 20.00       0.24        0.42         
Er2GT2     : 8.00        0.09        0.29         
Er3GT2     : 21.00       0.25        0.43         
GT3        : 68.00       0.80        0.40         
Er1GT3     : 5.00        0.06        0.24         
Er2GT3     : 8.00        0.09        0.29         
Er3GT3     : 4.00        0.05        0.21         
GT4        : 45.00       0.53        0.50         
Er1GT4     : 23.00       0.27        0.44         
ER2GT4     : 14.00       0.16        0.37         
Er3GT4     : 3.00        0.04        0.18         
GT5        : 34.00       0.40        0.49         
Er1GT5     : 31.00       0.36        0.48         
Er2GT5     : 11.00       0.13        0.34         
Er3GT5     : 9.00        0.11        0.31         
GT6        : 56.00       0.66        0.47         
Er1GT6     : 12.00       0.14        0.35         
Er2GT6     : 7.00        0.08        0.27         
Er3GT6     : 10.00       0.12        0.32         
A1m        : 63.00       0.74        0.44         
Er1A1m     : 21.00       0.25        0.43         
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A1d        : 84.00       0.99        0.11         
A2m        : 13.00       0.15        0.36         
Er1A2m     : 69.00       0.81        0.39         
Er2Adm     : 4.00        0.05        0.21         
A2d        : 79.00       0.93        0.26         
Er1A2d     : 4.00        0.05        0.21         
A3m        : 74.00       0.87        0.34         
Er1A3m     : 7.00        0.08        0.27         
Er2A3m     : 4.00        0.05        0.21         
A3d        : 82.00       0.96        0.18         
Er2A3d     : 3.00        0.04        0.18         
A4m        : 72.00       0.85        0.36         
Er1A4m     : 7.00        0.08        0.27         
Er2A4m     : 6.00        0.07        0.26         
A4d        : 65.00       0.76        0.42         
Er1A4d     : 10.00       0.12        0.32         
Er2A4d     : 10.00       0.12        0.32         
A5m        : 24.00       0.28        0.45         
Er1A5m     : 57.00       0.67        0.47         
ER2A5m     : 4.00        0.05        0.21         
A5d        : 69.00       0.81        0.39         
Er1A5d     : 13.00       0.15        0.36         
Er2A5d     : 3.00        0.04        0.18         
A6m        : 59.00       0.69        0.46         
Er1A6m     : 16.00       0.19        0.39         
Er2A6m     : 10.00       0.12        0.32         
A6d        : 65.00       0.76        0.42         
Er1A6d     : 16.00       0.19        0.39         
Er2A6d     : 4.00        0.05        0.21         
VGa1       : 27.00       0.32        0.47         
Er1VGa1    : 10.00       0.12        0.32         
Er2VGa1    : 28.00       0.33        0.47         
Er4VGa1    : 20.00       0.24        0.42         
VGa2       : 27.00       0.32        0.47         
Er1VGa2    : 31.00       0.36        0.48         
Er2VGa2    : 17.00       0.20        0.40         
Er3VGa3    : 10.00       0.12        0.32         
VGa3       : 20.00       0.24        0.42         
Er1VGa3    : 61.00       0.72        0.45         
Er2VGa3    : 4.00        0.05        0.21         
P          : 39.50       0.46        0.45         
Er1P       : 41.00       0.48        0.50         
Er2P       : 26.00       0.31        0.46         
Er3P       : 9.00        0.11        0.31         
Er4P       : 15.00       0.18        0.38         
Er5P       : 26.00       0.31        0.46         
GDg1       : 51.00       0.60        0.49         
Er1GDg1    : 15.00       0.18        0.38         
Er2GDg1    : 20.00       0.24        0.42         
GDg2       : 36.00       0.42        0.49         
Er1GDg2    : 16.00       0.19        0.39         
Er2GDg2    : 33.00       0.39        0.49         
GDg3       : 32.00       0.38        0.48         
Er1GDg3    : 12.00       0.14        0.35         
Er2GDg3    : 41.00       0.48        0.50         
GDg4       : 25.00       0.29        0.46         
Er1GDg4    : 13.00       0.15        0.36         
Er2GDg4    : 48.00       0.56        0.50         
GDg5       : 13.00       0.15        0.36         
Er1GDg5    : 14.00       0.16        0.37         
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Er2GDg5    : 58.00       0.68        0.47         
GDg6       : 14.00       0.16        0.37         
Er1GDg6    : 14.00       0.16        0.37         
Er2GDg6    : 57.00       0.67        0.47         
Dga1       : 42.00       0.49        0.50         
Er1Dga1    : 35.00       0.41        0.49         
Er2Dga1    : 8.00        0.09        0.29         
Dga2       : 28.00       0.33        0.47         
Er1Dga2    : 49.00       0.58        0.49         
Er2Dga2    : 8.00        0.09        0.29         
Dgafg      : 17.00       0.20        0.40         
Er1Dgafg   : 7.00        0.08        0.27         
Er2Dgafg   : 60.00       0.71        0.46         
Dgb1       : 31.00       0.36        0.48         
Er1Dgb1    : 43.00       0.51        0.50         
Er2Dgb1    : 11.00       0.13        0.34         
Dgb2       : 31.00       0.36        0.48         
Er1Dgb2    : 43.00       0.51        0.50         
Er2Dgb2    : 11.00       0.13        0.34         
Dgbfg      : 14.00       0.16        0.37         
Er1Dgbfg   : 9.00        0.11        0.31         
Er2Dgbfg   : 62.00       0.73        0.44         
Dgc1       : 33.00       0.39        0.49         
Er1Dgc1    : 42.00       0.49        0.50         
Er2Dgc1    : 10.00       0.12        0.32         
Dgc2       : 19.00       0.22        0.42         
Er1Dgc2    : 56.00       0.66        0.47         
Er2Dgc2    : 10.00       0.12        0.32         
Dgcfg      : 7.00        0.08        0.27         
Er1Dgcfg   : 13.00       0.15        0.36         
Er2Dgcfg   : 65.00       0.76        0.42         
Dgd1       : 9.00        0.11        0.31         
Er1Dgd1    : 48.00       0.56        0.50         
Er2Dgd1    : 28.00       0.33        0.47         
Dgd2       : 9.00        0.11        0.31         
Er1Dgd2    : 48.00       0.56        0.50         
Er2Dgd2    : 28.00       0.33        0.47         
Dgdfg      : 20.00       0.24        0.42         
Er1Dgdfg   : 6.00        0.07        0.26         
Er2Dgdfg   : 59.00       0.69        0.46         
Dge1       : 34.00       0.40        0.49         
Er1Dge1    : 40.00       0.47        0.50         
Er2Dge1    : 11.00       0.13        0.34         
Dge2       : 30.00       0.35        0.48         
Er1Dge2    : 44.00       0.52        0.50         
Er2Dge2    : 11.00       0.13        0.34         
Dgefg      : 11.00       0.13        0.34         
Er1Dgefg   : 5.00        0.06        0.24         
Er2Dgefg   : 69.00       0.81        0.39         
IG         : 36.00       0.42        0.49         
Er1IG      : 10.00       0.12        0.32         
Er2IG      : 17.00       0.20        0.40         
Er3IG      : 23.00       0.27        0.44         
Th s       : 30.00       0.35        0.48         
Te s       : 39.00       0.46        0.50         
Hth s      : 8.00        0.09        0.29         
The s      : 8.00        0.09        0.29         
 


