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Περίληψη 

 

 

 

   Αν και οι πρώτες προσπάθειες θεµελίωσης της Γεωµετρίας ανατρέχουν στα Αρχαία 

χρόνια,  µε πρωτοπόρο τον Ευκλείδη (περίπου 300π.Χ.), εντούτοις µέχρι και τον 20ο 

αιώνα αξιόλογοι επιστήµονες ασχολήθηκαν µε την αξιωµατικοποίησή της, προτείνοντας 

νέες θεµελιώσεις µε όρους σύγχρονων Μαθηµατικών. 

   Στο Α΄ µέρος της εργασίας, επιχειρείται να παρουσιαστούν κάποιες βασικές έννοιες 

που αφορούν την αξιωµατική µέθοδο γενικότερα, και στη συνέχεια γίνεται σύντοµη 

αναφορά της πορείας θεµελίωσης της επίπεδης γεωµετρίας. Με αφετηρία την 

Αρχαιότητα και µέσα από την εποικοδοµητική κριτική του έργου του Ευκλείδη και της 

γενικότερης κρίσης των Μαθηµατικών θεµελίων, οδηγούµεθα στην πρόταση του Hilbert. 

Το επίτευγµα αυτό, αν και κοντά στο πνεύµα του Ευκλείδη, λαµβάνει υπόψη όλες τις 

τάσεις των Μαθηµατικών των αρχών του 20ου αιώνα. 

   Στο Β΄ µέρος σκιαγραφείται µια συγκριτική παρουσίαση νεότερων αξιωµατικών 

θεµελιώσεων. Συγκεκριµένα επικεντρώνεται στην αξιωµατική θεµελίωση κατά Birkhoff 

και MacLane. Και οι δύο επιστήµονες, οικοδοµούν το σύστηµά τους λαµβάνοντας ως 

πρωταρχικές έννοιες διαφορετικές από εκείνες του Hilbert. Οι προτάσεις τους έχουν 

επηρεάσει σαφώς τον τρόπο διδασκαλίας της Γεωµετρίας ακόµα και σε επίπεδο Λυκείου. 

   Στο Γ΄ µέρος, συµπερασµατικά εντοπίζεται µια εναλλακτική διδακτική προσέγγιση της 

επίπεδης γεωµετρίας, βασισµένη στη θεµελίωση του Birkhoff , σε αντιπαραβολή την µε 

την κλασσική ευκλείδεια µέθοδο. 
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Α΄ ΜΕΡΟΣ 

 

 
   «Η πρόοδος που πραγµατοποίησε η αξιωµατική συνίσταται  

σε µια σαφή και καθαρή διάκριση της διαίσθησης και της λογικής:  

σύµφωνα µε την αξιωµατική, µόνο τα λογικά και τυπικά γεγονότα 

 συνιστούν το αντικείµενο της µαθηµατικής επιστήµης 

 κι όχι το διαισθητικό στοιχείο µε το οποίο µπορεί να συνδεθεί.»  

(Αϊνστάιν, «Γεωµετρία και εµπειρία») 

 

 

Α.1. Εισαγωγή 

   H αξιωµατικοποίηση της Γεωµετρίας, όπως θα δούµε παρακάτω, είχε ξεκινήσει από 

τον αρχαίο κόσµο (Αρχαία Ελλάδα). Μάλιστα από το 300 π.Χ. µε τη συγγραφή των 

«Στοιχείων» του Ευκλείδη, βλέπουµε ότι η Γεωµετρία έχει φτάσει σε ένα αξιοσηµείωτο 

βαθµό θεωρητικοποίησης. 

   Με την πάροδο των αιώνων, αν και η αναγνώριση της σπουδαιότητας αυτού του 

επιτεύγµατος ήταν εµφανής, εντούτοις η ορθολογική προσέγγιση της Γεωµετρίας 

αποτελούσε απλά ένα βοηθητικό εργαλείο. Η διαίσθηση έπαιζε πάντα ένα σηµαντικό 

ρόλο. Παρόλα αυτά υπήρχε µία τάση περιορισµού της διαίσθησης. 

   Το 19ο αιώνα, µε την εµφάνιση των διαφορετικών γεωµετριών καθώς και την 

αυξανόµενη δυσπιστία προς τη χωρική διαίσθηση, επιτείνεται η ανάγκη να στηριχθεί η 

γεωµετρία σε ένα αυστηρά θεµελιωµένο λογικό σύστηµα. Ένα από τα στοιχεία που 

χαρακτηρίζουν γενικότερα τα Μαθηµατικά εκείνης της εποχής είναι η ανάπτυξη του 

προβληµατισµού γύρω από τη λογική αυστηρότητα. Τότε παρουσιάστηκαν και οι πρώτες 

έντονες παρατηρήσεις που αφορούν τις ατέλειες του έως τότε πιο ολοκληρωµένου 

παραδείγµατος απαγωγικής θεωρίας: της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Η προσπάθεια 
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διόρθωσης των ατελειών, οδήγησε σταδιακά στην αξιωµατική παρουσίαση της 

θεωρίας. Στη συνέχεια, λόγω του τυπικού και λογικού χαρακτήρα της, αποδεσµεύτηκε 

από το γεωµετρικό περιεχόµενό της ώστε να µπορεί να εφαρµοστεί σε κάθε απαγωγική 

θεωρία. 

   Το έδαφος λοιπόν έχει προετοιµαστεί κατάλληλα για να ξεκινήσει η αξιωµατικοποίηση 

των επιστηµών. Όπως γράφει και ο Blanche «η προσφυγή στη διαίσθηση σηµαίνει 

παράβαση των κανόνων του παιχνιδιού». 

   «Ένα αξιωµατικό σύστηµα λοιπόν, είναι η πλήρης µορφή που παίρνει σήµερα µια 

απαγωγική θεωρία. Είναι ένα σύστηµα όπου όλοι οι αόριστοι όροι και οι αναπόδεικτες 

προτάσεις είναι σαφείς και οι τελευταίες τοποθετούνται σαν απλές υποθέσεις, ώστε µε 

αφετηρία αυτές, όλες οι προτάσεις του συστήµατος, οικοδοµούνται σύµφωνα µε 

λογικούς κανόνες καθορισµένους µε σαφήνεια.» (Blanche, Αξιωµατική Μέθοδος) 

   Ας δούµε όµως µε συντοµία την αλµατώδη εξέλιξη της γεωµετρίας, η οποία οδήγησε 

στην αξιωµατική θεµελίωση όχι µόνο της ίδιας αλλά όπως είπαµε και των 

σηµαντικότερων µαθηµατικών θεωριών. 

   Ξεκινώντας από τον 18ο αιώνα, οι Saccheri και Legendre, επιχείρησαν να αποδείξουν 

το αξίωµα των παραλλήλων. Στο τέλος του 18ου και στις αρχές του 19ου αιώνα, οι Euler 

και Gauss προώθησαν την ανάπτυξη της ανάλυσης, µειώνοντας το ενδιαφέρον για 

γεωµετρία. Όµως οι εφαρµογές της στη γεωµετρία, οδήγησαν σε νέες σηµαντικές έννοιες 

αυτής. Έτσι το 1827, ο Gauss δηµοσίευσε µελέτη πάνω στη θεωρία επιφανειών, η οποία 

έκανε χρήση του διαφορικού λογισµού. Σε αυτή αποδεικνύει µία σχέση ανάµεσα στην 

καµπυλότητα και το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου πάνω σε µια επιφάνεια, η 

οποία σχετίζεται µε το ζήτηµα του αξιώµατος των παραλλήλων. 

   Το 19ο αιώνα µε την αυξανόµενη χρήση της ανάλυσης σε όλα τα προβλήµατα, 

παρουσιάστηκε καινούργια προσέγγιση στο ζήτηµα του αξιώµατος των παραλλήλων. Οι 

υπερβολικές συναρτήσεις του Lambert  χρησιµοποιήθηκαν για να συνδέσουν την 

ανάλυση µε µια νέα γεωµετρία. Τη δεκαετία 1820, οι Lobachevsky και Bolyai, 

δηµοσιεύουν ανεξάρτητα ο καθένας την πρώτη ολοκληρωµένη εισαγωγή σε µη-

Ευκλείδεια γεωµετρία.. Οι εργασίες των Riemann (1854) και Hermann Von Helmholtz 

(1868) καθώς και τα διάφορα µοντέλα µη –ευκλείδειων γεωµετριών (Beltrami, 

Poincare) πείθουν τη µαθηµατική κοινότητα για την εγκυρότητα των νέων γεωµετριών. 
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   Η παρουσίαση της µελέτης του Riemann «On hypotheses which lie at the foundation 

of geometry», τον Ιούνιο του 1854, περιείχε πολλές ιδέες για το τι σηµαίνει Γεωµετρία, 

για το οποίο οι µαθηµατικοί είχαν ασχοληθεί πάνω από ένα αιώνα. Μάλιστα, ο Riemann 

είναι ο πρώτος που δηµιούργησε ένα καινούργιο γεωµετρικό σύστηµα. Στην παρουσίαση 

αυτή ασχολήθηκε µε την έννοια της πολλαπλότητας των ν-διαστάσεων, 

κατασκευάζοντας µια πολλαπλότητα επαγωγικά, ξεκινώντας από τη µονοδιάστατη 

πολλαπλότητα. Νωρίτερα ο Hermann Grassman (1844) είχα κάνει µια λεπτοµερή 

µελέτη του ν-διάστατου διανυσµατικού χώρου, ενώ αρκετά αργότερα, το 1888 ο 

Giuseppe Peano ανέφερε αξιώµατα για πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικό χώρο, 

προνοώντας µια βάση για τη µελέτη πολυδιάστατης γεωµετρίας. 

   Μετά τη διάλεξη του Riemann, ο Hermann Von Helmholtz επιχείρησε να καταγράψει 

ένα σύνολο υποθέσεων που προβλέπουν τα βασικά για κάθε µελέτη της γεωµετρίας. Το 

1870, ο William Clifford  επιχείρησε να καθορίσει τα αξιώµατα του φυσικού χώρου, 

διαπιστώνοντας ότι ένας τρόπος διάκρισης ανάµεσα στον ευκλείδειο και µη –ευκλείδειο 

χώρο, ήταν ένα αξίωµα οµοιότητας (κάθε σχήµα µπορεί να µεγαλώσει ή να µικρύνει 

χωρίς να αλλάξει “µορφή”), το οποίο ισοδυναµεί µε τη θεώρηση της µηδενικής 

καµπυλότητας και δεν ισχύει στη γεωµετρία  του Lobachevsky. 

   Την ίδια περίοδο αναπτύσσεται και η προβολική γεωµετρία. Σε αυτόν τον τοµέα 

εργάστηκαν οι Pascal, Desargues, Jean-Victor Poncelet, Michel Chasles, Julius 

Plucker. Στα µέσα του 17ου αιώνα, οι  Pascal και Desargues είχαν εισάγει τις βασικές 

αρχές της θεωρίας της προβολικής γεωµετρίας. Στα τέλη του 18ου αιώνα ο Monge 

εργάστηκε πάνω στην περιγραφική γεωµετρία. Το 1822, ο µαθητής του, Jean-Victor 

Poncelet, έγραψε το 1ο κείµενο πάνω στη συνθετική προβολική γεωµετρία. Το 1847, ο 

Christian Von Staudt, σκιαγράφησε ένα αξιωµατικό σύστηµα για την προβολική 

γεωµετρία, βασισµένο στην έννοια µιας προβολικής χαρτογράφησης όπου διατηρούνται 

οι αρµονικές τετράδες (:ένα σύνολο τεσσάρων σηµείων A, B, C, D τα οποία βρίσκονται 

στην ίδια ευθεία και για τα οποία ισχύει: ο λόγος των αποστάσεων του C από το Α και το 

Β, είναι ίσος µε το λόγο των αποστάσεων του D από τα ίδια σηµεία Α και B). To 1871 ο 

Felix Klein απέδειξε µία σχέση ανάµεσα στην προβολική και τη µη-ευκλείδεια 

γεωµετρία. Με σχετικό άρθρο έδειξε πώς αντλούνται θεµελιώδεις ιδέες µη-ευκλείδειας 

γεωµετρίας, µέσω των ιδεών της προβολικής. Το 1872 έδωσε ένα νέο ορισµό µιας 
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γεωµετρίας στα πλαίσια των οµάδων µετασχηµατισµών, αποδεικνύοντας τη σχέση 

µεταξύ προβολικής και ευκλείδειας γεωµετρίας. Η αφετηρία του έργου αυτού πιθανόν να 

ήταν η συνειδητοποίηση ότι οποιοσδήποτε µετασχηµατισµός του προβολικού επιπέδου 

αφήνει τη διαγώνια αναλογία αναλλοίωτη και έτσι διατηρούνται οι αποστάσεις και οι 

γωνίες. Στη µελέτη γίνεται µια προσπάθεια ενοποίησης και ταξινόµησης των διαφόρων 

γεωµετριών, συνδέοντας τη γεωµετρία µε τη Θεωρία Οµάδων. 

   Έτσι, τη δεκαετία του 1870 η γεωµετρία αποτελεί ένα καλά µελετηµένο επιστηµονικό 

πεδίο, µε σαφώς προσδιορισµένα προγράµµατα έρευνας. Οι µη-ευκλείδειες γεωµετρίες 

έχουν γίνει πλήρως αποδεκτές, ενώ η προβολική γεωµετρία βρίσκεται στο κέντρο του 

ενδιαφέροντος των περισσοτέρων µαθηµατικών της εποχής. 

   Στο τέλος του αιώνα η ανάγκη για θεµελίωση της γεωµετρίας, όπως είχε γίνει και µε 

την Ανάλυση, γίνεται επιτακτική. Η πρώτη αξιωµατικοποίηση της γεωµετρίας 

επιχειρείται από τον Moritz Pasch το 1882. Στο βιβλίο του διακρίνει µε σαφήνεια τους 

όρους και τις προτάσεις που ανήκουν στο αξιωµατικοποιηµένο σύστηµα, από εκείνους 

που λογικά έπονται. Ο ίδιος µάλιστα δηλώνει: “για να γίνει η γεωµετρία απαγωγική 

θεωρία, θα πρέπει ο τρόπος µε τον οποίο εξάγουµε τα συµπεράσµατα να είναι παντού 

ανεξάρτητος από τις σηµάνσεις των γεωµετρικών εννοιών και να λαµβάνουµε υπόψη µόνο 

τις σχέσεις ανάµεσα στις γεωµετρικές έννοιες, οι οποίες καθιερώνονται από τις προτάσεις.” 

   Το 1889 ο Peano, ακολουθώντας το παράδειγµα του Pasch, επιχειρεί µια νέα 

αξιωµατική θεµελίωση των γεωµετριών εισάγοντας τη χρήση των “απροσδιόριστων 

όρων και σχέσεων”. 

   Το επιστέγασµα όλων των παραπάνω, έρχεται το 1899 µε το βιβλίο του Hilbert   

«Grundlagen der Geometrie».  Το έργο αυτό αποτελεί σταθµό στην ιστορία των 

µαθηµατικών και διακρίνεται για την εξαιρετικά αφαιρετική του µορφή, καθώς και για 

την αξιωµατική θεώρηση των µαθηµατικών που ενδιαφέρουν περισσότερο οι σχέσεις 

παρά η φύση των µαθηµατικών. Οι ιδέες του Hilbert για τα «νέα µαθηµατικά» και η 

αξιωµατική θεµελίωση που πρότεινε θα παρουσιαστούν αναλυτικότερα παρακάτω. 
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Α.2. Η πορεία της θεωρητικοποίησης της Γεωµετρίας στον αρχαίο 

κόσµο 

   Στον αρχαίο κόσµο, οι Αιγύπτιοι, οι Βαβυλώνιοι και οι Έλληνες είναι αυτοί που 

ασχολήθηκαν περισσότερο µε την Αριθµητική και τη Γεωµετρία, τις οποίες 

χρησιµοποιούσαν στην καθηµερινότητα τους. 

   Οι Αιγύπτιοι έφτασαν σε αρκετά αξιοσηµείωτα γεωµετρικά αποτελέσµατα. Από τις 

µέχρι τώρα ανακαλύψεις όµως, δεν προκύπτει καµία ανάγκη γενίκευσης ή απόδειξης των 

αποτελεσµάτων που ανακάλυψαν. Φαίνεται ότι χρησιµοποιούσαν τα µαθηµατικά για να 

φτάνουν σε αποτελέσµατα που ήταν χρήσιµα για τις πρακτικές ανάγκες που 

αντιµετώπιζαν. 

  Οι Βαβυλώνιοι οι οποίοι είχαν αναπτύξει έναν αξιοζήλευτο πολιτισµό, είχαν ασχοληθεί 

πολύ µε τη Γεωµετρία και την Αριθµητική. Η χρήση των Μαθηµατικών όµως οφείλεται 

και πάλι στις πρακτικές ανάγκες που προέκυπταν. Υπάρχουν ενδείξεις ότι οι Βαβυλώνιοι 

παρουσίαζαν τάσεις υπέρβασης των ορίων του εµπειρισµού. Για παράδειγµα, από τον 

τρόπο που εκτελούσαν τους υπολογισµούς, φαίνεται ότι γνώριζαν κάποια θεωρήµατα. 

   Η στροφή προς την αξιωµατικοποίηση πραγµατοποιείται µε την ανάπτυξη του 

εµπορίου. Συγκεκριµένα, µετά την αντικατάσταση του χαλκού από το σίδηρο (10ο π.Χ. 

αιώνα), βελτιώνονται τα γεωργικά εργαλεία, µε αποτέλεσµα την αύξηση της γεωργικής 

παραγωγής και τη δηµιουργία προϋποθέσεων για την ανάπτυξη του εµπορίου. Η 

ανάπτυξη του εµπορίου δηµιουργεί διαφορετικά οικονοµικο-κοινωνικά στρώµατα. Το 

ανώτερο από αυτά τα στρώµατα η λεγόµενη «τάξη πλουσίων» , διακρίνεται για τον 

πλούτο και την πολιτική ισχύ, δύο χαρακτηριστικά που υπάρχουν εκεί όπου 

παρατηρείται ανάπτυξη των επιστηµών και των τεχνών. Η τάξη αυτή προωθεί την 

θεωρητικοποίηση της επιστήµης, µετατοπίζοντας το ερώτηµα «πως;» που επικρατούσε 

µέχρι τότε, στο «γιατί;»(Στράντζαλος, 1989). 

   ∆εν είναι τυχαία λοιπόν η αλληλεξάρτηση µεταξύ της ανάπτυξης της επιστήµης και 

προώθησης της αφηρηµένης σκέψης και της κοινωνικής, πολιτικής και οικονοµικής 

κατάστασης ανά τόπο και εποχή. Παράδειγµα αποτελούν η ίδρυση της Ελεατικής Σχολής 

και της Σχολής των Πυθαγορείων στη νότια Ιταλία, από φιλοσόφους και επιστήµονες 

που διώχτηκαν από µοναρχικά πολιτικά καθεστώτα, αναζητώντας ένα περιβάλλον 

σχετικής πολιτικής ανεξαρτησίας, οι οποίες αποτέλεσαν εφαλτήρια για την ανάπτυξη και 



 13 

διάδοση της θεωρητικοποίησης της επιστήµης. (Στράντζαλος Χ., «Η εξέλιξη των 

Ευκλείδειων και των µη Ευκλείδειων Γεωµετριών», παράγραφος 1) 

   Για να φτάσουµε όµως να µιλάµε για αξιωµατικοποίηση της Γεωµετρίας χρειάστηκε να 

διανύσουµε πολλούς αιώνες και να συµβάλλουν µεγάλοι αρχαίοι Έλληνες φιλόσοφοι και 

µαθηµατικοί. Στη συνέχεια θα αναφερθούν οι πρωταγωνιστές αυτής  της πορείας. 

   Ο Θαλής (περίπου 600  π.Χ.) , ο οποίος ήταν έµπορος και γόνος πλούσιας οικογένειας, 

ιδρύει στη Μίλητο την πρώτη φιλοσοφική σχολή στην Αρχαία Ελλάδα, την «Ιωνική 

Σχολή». Εκεί τίθενται τα πρώτα ερωτήµατα θεωρητικού περιεχοµένου γύρω από την 

επιστήµη της Φιλοσοφίας και της Γεωµετρίας. Ειδικά γύρω από τη Γεωµετρία, ο Θαλής 

είναι ο πρώτος που διατυπώνει «ποιοτικά» ερωτήµατα που βασίζονται σε ιδιότητες 

σχηµάτων και χρησιµοποιεί συλλογιστικές διαδικασίες, οι οποίες βασίζονται σε 

«αφηρηµένα σχήµατα». Από το Θαλή λοιπόν γίνεται το πρώτο βήµα προς τη 

θεωρητικοποίηση της Γεωµετρίας.  

   Από τα σηµαντικά πρόσωπα µε αξιόλογη συνεισφορά προς αυτή την κατεύθυνση, 

θεωρείται ο Πυθαγόρας (περίπου 570-500 π.Χ.), ο οποίος µεταξύ άλλων ίδρυσε και τη 

γνωστή Σχολή των Πυθαγορείων, αρχικά στη Σάµο και έπειτα µεταφέρθηκε στη Νότιο 

Ιταλία. Στη σχολή αυτή, εκτός από Γεωµετρία, ήκµαζε και η Αριθµητική, η Μουσική, η 

Φιλοσοφία. Την εποχή εκείνη, η Γεωµετρία αρχίζει να παίρνει τη µορφή που ξέρουµε 

σήµερα. Οι Πυθαγόρειοι αναπτύσσουν ένα σύστηµα θεωρηµάτων. Κάθε θεώρηµα 

απαιτεί µια απόδειξη, η οποία στηρίζεται σε προηγούµενα αποδεδειγµένα θεωρήµατα. Ο 

Ίππασος (5ος π.Χ. αιώνα), ένας από τους πιο γνωστούς Πυθαγορείους, έµεινε στην 

ιστορία για τη γνωστοποίηση της ύπαρξης ασυµµετριών. Η ανακάλυψη και 

γνωστοποίηση των ασύµµετρων µεγεθών, φαίνεται πως επηρέασε καταλυτικά την 

εξέλιξη της Γεωµετρίας. 

   Κατά πολλούς, λόγω της εµφάνισης των ασύµµετρων µεγεθών και της επακόλουθης 

δυσκολίας στους υπολογισµούς, αναζητούνται χειρισµοί για να απαντήσουν σε 

ερωτήµατα, στους οποίους δεν υπεισέρχονται υπολογισµοί. Αυτό σηµαίνει αναζήτηση 

απαντήσεων , οι οποίες έχουν µια θεωρητική χροιά. Σηµαντικό επακόλουθο, είναι η 

κατασκευή σχηµάτων που απαιτούσε µόνο κανόνα και διαβήτη. 

   Οι προσπάθειες του Ιπποκράτη του Χίου (460-380 π.Χ) κινήθηκαν προς την 

προσέγγιση του εµβαδού του κύκλου µε εµβαδά κανονικών πολυγώνων εγγεγραµµένων 
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σε αυτόν. Ο Ιπποκράτης ο Χίος γνώριζε πολλά θεωρήµατα και προσπαθούσε να δίνει 

αποδείξεις. Μάλιστα φέρεται να είναι ο πρώτος συγγραφέας βιβλίου Γεωµετρίας, από το 

οποίο ο Ευκλείδης συµπεριέλαβε µεγάλο µέρος της ύλης του στα 4 πρώτα βιβλία των 

«Στοιχείων». 

   Ο Πλάτωνας (427-347 π.Χ.), προέτρεψε πολλούς να ασχοληθούν µε τα µαθηµατικά 

για τα µαθηµατικά, προβάλλοντας τη µαθηµατική γνώση ως παιδευτική αυταξία. 

Προώθησε τη θεωρητικοποίηση της γεωµετρίας, υποστηρίζοντας ότι τα µαθηµατικά 

εργάζονται µε ιδέες και όχι µε αισθητά αντικείµενα που σχεδιάζονται στο χαρτί. 

Χαρακτηριστικό προς αυτή την κατεύθυνση είναι το απόσπασµα από ένα διάλογο στην 

«Πολιτεία»: 

   «Παρόλο που οι µαθηµατικοί χρησιµοποιούν ορατά σχήµατα και η επιχειρηµατολογία 

τους αναφέρεται σε αυτά, οι συλλογισµοί τους δεν αφορούν παρά σε ότι τα σχήµατα αυτά 

παριστάνουν. Η ουσία των επιχειρηµάτων τους ανάγεται στο καθαυτό τετράγωνο και στην 

καθαυτή διαγώνιο, όχι στα σχεδιάσµατά τους. Όµοια, κάθε σχήµα, που το παράγουν µε 

οποιονδήποτε τρόπο, το θεωρούν ως εικόνα» 

   Σύµφωνα µε τον Πλάτωνα, τα υλικά αντικείµενα µπορούν να κινητοποιήσουν το νου 

µας και τα διαγράµµατα να υποβοηθήσουν τους συµβολισµούς µας, όµως η αρχική πηγή 

των ιδεών µας ούτε στον υλικό κόσµο βρίσκεται, ούτε στα διαγράµµατα, αλλά στο µυαλό 

µας ή σε αυτό που ο Πλάτωνας ονοµάζει «ψυχή». Για παράδειγµα, τα τετράγωνα είναι 

µια αφηρηµένη µαθηµατική έννοια, δηλαδή παραλληλόγραµµα µε µια γωνία ορθή και 

όλες τις πλευρές ίσες, όπου οι λέξεις «τετράπλευρο», «παραλληλόγραµµο», «πλευρά», 

και «ορθή γωνία» παριστάνουν καθαρές µαθηµατικές ιδέες και όχι τα σχεδιάσµατα που 

κάνουµε στο χαρτί. Ουσιαστικά η σχεδίαση οποιουδήποτε σχήµατος είναι µια ατελής  

εικόνα των αφηρηµένων µαθηµατικών εννοιών.  

   Με βάση αυτό κάποιος θα µπορούσε να ισχυριστεί πως οι ιδιότητες που έχουµε 

ανακαλύψει για το σχήµα δεν είναι απαραίτητα και ιδιότητες του σχήµατος που έχουµε 

στο µυαλό µας. Καταλήγουµε αναγκαστικά στο να στηριχτούµε σε λογικά επιχειρήµατα 

για να βγάλουµε συµπεράσµατα. Ο Πλάτωνας µε βάση αυτό το σκεπτικό καταλήγει ότι 

το µόνο όργανο που έχουµε στη διάθεσή µας είναι η διάνοιά µας. Οι ιδέες αυτές είναι 

πολύ κοντά στις σύγχρονες µαθηµατικές απόψεις και συγκεκριµένα θυµίζουν την 
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αντίληψη περί µαθηµατικού προτύπου (µοντέλου). Στην ουσία όποτε χρησιµοποιούµε τα 

µαθηµατικά δηµιουργούµε µαθηµατικά µοντέλα του πραγµατικού κόσµου.  

   Αν και η αντίληψη ότι τα µόνα γνήσια µέσα για γεωµετρικές κατασκευές είναι ο 

κανόνας και ο διαβήτης, υπήρχε πριν από τον Πλάτωνα, εντούτοις ενισχύθηκε µετά από 

αυτόν, καθώς αποτελούν όργανα µε τα οποία σχεδιάζονται γραµµές µε συµµετρικές 

ιδιότητες και τελειότητα που συνάδει µε τις φιλοσοφικές του αντιλήψεις. 

   Σηµαντικό ρόλο στην πορεία της αξιωµατικοποίησης έπαιξε και ο Εύδοξος ο Κνίδιος 

(περίπου 408-350 π.Χ.). Εικάζεται ότι είχε επιχειρήσει µια προσπάθεια αξιωµατικής 

θεµελίωσης της Γεωµετρίας, θέτοντας αξιώµατα και αποδεικνύοντας θεωρήµατα 

στηριζόµενα σε αυτά, πριν από τον Ευκλείδη. Το έργο του παρουσιάζεται στο 5ο βιβλίο 

των «Στοιχείων», που αφορά τη Θεωρία Αναλογιών καθώς και στο 12ο βιβλίο, στο οποίο 

χρησιµοποιείται η «µέθοδος εξάντλησης»  για τον υπολογισµών όγκων και εµβαδών , 

διαδικασία που πρωτοχρησιµοποιήθηκε από τον Εύδοξο. Η σηµαντική συµβολή αυτού 

στη Γεωµετρία αποδεικνύεται και από το αξίωµα Ευδόξου-Αρχιµήδη : Αν δοθούν δύο 

θετικοί αριθµοί α,β, υπάρχει φυσικός αριθµός ν έτσι ώστε να ισχύει να >β. Όταν θα 

µελετήσουµε παρακάτω τις σύγχρονες αξιωµατικές θεµελιώσης της Γεωµετρία, θα δούµε 

αναλυτικά τη σηµασία του παραπάνω αξιώµατος.  

   Ενώ ο Πλάτωνας ασχολήθηκε µε το ‘‘ ποια είναι η φύση των µαθηµατικών 

αντικειµένων’’, ο µαθητής του, Αριστοτέλης (384-322 π.Χ.), ασχολήθηκε µε το ‘‘ ποια 

µέθοδος χρησιµοποιείται στο Μαθηµατικό διαλογισµό’’. Σε αυτόν ανήκουν τα 

αρχαιότερα κείµενα που έφτασαν ως εµάς και αναφέρονται στη σπουδαιότητα των 

ορισµών και των αξιωµάτων. Είχε διαµορφώσει µία θεωρία αποδείξεων, δηµιουργώντας 

ένα πλαίσιο για την ανάπτυξη µιας επιστήµης που βασίζεται σε αποδεικτικές διαδικασίες 

στηριζόµενες σε κάποια αρχικά αξιώµατα (παραγωγική επιστήµη). Συγκεκριµένα, 

σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, κάθε παραγωγική επιστήµη στηρίζεται στις «αποφάνσεις». 

Μια «απόφανση» γίνεται αποδεκτή αν µπορεί να αποδειχθεί ως αληθής ακολουθώντας 

µια σειρά συλλογισµών, στηριζόµενη σε άλλες αποδεκτά αληθείς αποφάνσεις. Μια 

µαθηµατική απόφανση η οποία είναι δυνατόν να αποδειχθεί ονοµάζεται θεώρηµα. Είναι 

αναγκαίο όµως αρχικά να δεχόµαστε κάποιες αποφάνσεις ως αληθείς χωρίς απόδειξη, οι 

οποίες αποτελούν την αφετηρία για το σχηµατισµό ενός µαθηµατικού συστήµατος. 

Αυτές οι αποφάνσεις είναι τα γνωστά µας αξιώµατα ή αιτήµατα. Αυτά χωρίζονται στις 
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«κοινές έννοιες» που ισχύουν σε όλες τις παραγωγικές επιστήµες, και στις «ειδικές 

έννοιες» που αποτελούν βασικές αλήθειες για καθεµία ειδική επιστήµη. Αυτός ο 

διαχωρισµός διατηρήθηκε για πολλούς αιώνες. Σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη οι κοινές 

έννοιες θα πρέπει να είναι προφανείς. 

   Επίσης υπάρχουν και οι «θεµελιώδεις έννοιες» (πχ σηµείο, ευθεία) οι οποίες κατά τον 

Αριστοτέλη δεν απαιτούν ακριβή ορισµό, αλλά το νόηµά τους θα πρέπει να 

αποσαφηνίζεται έµµεσα, µέσω αποφάνσεων που εκφράζουν τις ουσιώδεις ιδιότητες 

αυτών των εννοιών. Για κάθε µία από αυτές θα πρέπει να υπάρχει µία απόφανση που να 

δηλώνει την ύπαρξή τους (ειδικές έννοιες). Κάθε άλλη έννοια ορίζεται ως υποβαθµίδα 

µιας γενικότερης έννοιας. Η γενική έννοια καλείται «προσεχές γένος». Κάθε ειδική 

υποβαθµίδα του προσεχούς γένους χαρακτηρίζεται από ιδιαίτερα γνωρίσµατα, τα οποία 

καλούνται «ειδοποιός διαφορά» (για παράδειγµα, αν θεωρήσουµε ως προσεχές γένος το 

τρίγωνο, και την ειδοποιό διαφορά ότι οι δύο πλευρές του τριγώνου είναι ίσες, τότε η νέα 

έννοια είναι το ισοσκελές τρίγωνο). Για να οριστεί µια υποβαθµίδα θα έπρεπε πρώτα να 

εξασφαλιστεί ότι αυτή είναι µη κενή, εφόσον βασική αρχή του Αριστοτέλη ήταν η 

απόδειξη ύπαρξης κάθε αντικειµένου που ορίζουµε. 

   Οι αρχές που έθεσε ο Αριστοτέλης, επηρέασαν καίρια το έργο του Ευκλείδη. 

   Σηµαντικό ρόλο στην πορεία που εξετάζουµε έπαιξαν και οι Θεόδωρος, Θεαίτητος, 

Εύδηµος και Μέναιχµος. 

   Ο Ευκλείδης στο έργο του «Στοιχεία» (3ος αιώνας π.Χ.) συλλέγει όλες τις 

προσπάθειες των πρότερών του στην πορεία τους για αυτή την επαναστατική µετάβαση. 

Τα «Στοιχεία» είναι το πιο παλιό, ολοκληρωµένο µαθηµατικό βιβλίο που γνωρίζουµε. 

Παρακάτω θα αναφερθεί κριτική πάνω στο έργο αυτό. 

   Λίγο αργότερα ο Αρχιµήδης (287-212 π.Χ.) παραθέτει το πρωτοποριακό για την εποχή 

έργο του. 

   Η δηµιουργική περίοδος για τη Γεωµετρία, κλείνει µε την πολύτιµη συµβολή του 

Απολλώνιου (225 π.Χ.). Ο Απολλώνιος έγραψε 7 βιβλία για τις κωνικές τοµές, εκ των 

οποίων τα πρώτα τέσσερα έχουν βασιστεί στο έργο του Ευκλείδη. Επίσης έλυσε 10 

προβλήµατα σχετικά µε επαφές, οι λύσεις των οποίων ακόµα και σήµερα θεωρείται ότι 

απαιτούν πολύπλοκους χειρισµούς. 
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   Ακολούθησαν περίπου 2000 χρόνια χωρίς ιδιαίτερη ανάπτυξη στον τοµέα αυτό, για να 

φτάσουµε στον 19ο αιώνα, όπου σηµειώνεται η αλµατώδης πρόοδο στην Γεωµετρία. 

 

 

Α.3. Βασικές αρχές και χαρακτηριστικά της αξιωµατικής µεθόδου 

   Η ανάπτυξη κάθε επιστήµης περιλαµβάνει τέσσερις διαδοχικές φάσεις, δηλαδή την 

περιγραφική, την επαγωγική, την απαγωγική και την αξιωµατική. Από αυτές τις τέσσερις 

φάσεις οι δύο τελευταίες είναι αυτές που θα µας απασχολήσουν. 

   Η απαγωγική έκθεση για να παρέχει επαρκή επιστηµονική τεκµηρίωση, οφείλει να 

ικανοποιεί τις ακόλουθες συνθήκες: 

� 1η 
συνθήκη: ∆ιατύπωση των πρωταρχικών όρων, από τους οποίους θα ορίσουµε 

όλους τους υπόλοιπους.  

� 2η συνθήκη: Οι σχέσεις ανάµεσα στους πρωταρχικούς όρους θα πρέπει να είναι 

καθαρά λογικές σχέσεις και να είναι ανεξάρτητες από την κάθε σήµανση που θα 

µπορούµε να δώσουµε στους όρους. 

� 3η συνθήκη: ∆ιατύπωση των πρωταρχικών προτάσεων (αιτήµατα), από τις 

οποίες θα αποδείξουµε όλες τις υπόλοιπες.  

� 4η συνθήκη: Οι αποδείξεις αυτές θα πρέπει να περιλαµβάνουν µόνο τις 

διατυπωµένες σχέσεις µεταξύ των πρωταρχικών όρων. 

   Η αξιωµατική αποτελεί συµπλήρωση της απαγωγικής θεωρίας, συνεπώς όταν µια 

θεωρία παίρνει απαγωγική µορφή, σηµαίνει ότι ξεκινά η αξιωµατικοποίησή της. 

   Σκοπός της αξιωµατικοποίησης µιας απαγωγικής θεωρίας είναι η απαλλαγή από τις 

συγκεκριµένες και διαισθητικές σηµασίες πάνω στις οποίες αρχικά οικοδοµήθηκε, ούτως 

ώστε να εµφανιστεί καθαρά το λογικό αφηρηµένο της σχήµα. (Blanche, 1971) 

   Πριν προχωρήσουµε σε συγκεκριµένες αξιωµατικές θεωρίες, είναι απαραίτητο να 

διευκρινιστούν κάποιες ορολογίες και βασικά χαρακτηριστικά της αξιωµατικής µεθόδου, 

µε σκοπό να εξυπηρετηθεί η µελέτη οποιασδήποτε αξιωµατικοποιηµένης θεωρίας.  

 

Α.3.1. Τα «θεµέλια» κάθε αξιωµατικοποιηµένης θεωρίας είναι οι πρωταρχικοί όροι και 

πρωταρχικές προτάσεις. Οι πρωταρχικοί όροι δεν ορίζονται «ανοιχτά». Η σηµασία τους 

καθορίζεται από τη χρήση τους στα αιτήµατα, γι’αυτό και ονοµάζονται «σιωπηροί» 
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ορισµοί. Συνεπώς δεν καθορίζονται οι ίδιοι οι όροι αλλά οι σχέσεις µεταξύ των όρων. 

Έχουµε λοιπόν ορισµό µέσω των αιτηµάτων. 

   Τα αιτήµατα είναι υποθέσεις, από τις οποίες παράγουµε ένα σύνολο αποδείξιµων 

προτάσεων και διατυπώνουν τις λογικές σχέσεις που συνδέουν τους πρωταρχικούς 

όρους.. ∆ε µας ενδιαφέρει να ελέγξουµε την αλήθεια αυτών των υποθέσεων, δηλαδή δεν 

αποτελούν προτάσεις που πρέπει να ελέγξουµε την αλήθεια ή το ψεύδος τους. Ο 

Poincare χαρακτήριζε «µεταµφιεσµένους ορισµούς» τα αιτήµατα της ευκλείδειας 

γεωµετρίας, τα οποία αποτελούν σιωπηρό ορισµό του συνόλου των ευκλείδειων εννοιών.  

   Τονίζεται ιδιαίτερα ότι δεν είναι ανάγκη να παρουσιαστούν στην αρχή του 

συστήµατος, όλοι οι πρωταρχικοί όροι και οι πρωταρχικές προτάσεις (απροσδιόριστοι 

όροι και αναπόδεικτες προτάσεις). Πολλές φορές µάλιστα αυτό µπορεί να είναι εις βάρος 

της αξιωµατικής. Προτιµότερο είναι να διατυπώνονται στην πορεία της παρουσίασης της 

αξιωµατικής και φυσικά πριν χρησιµοποιηθούν σε όρους ή παράγωγες προτάσεις. 

 

Α.3.2. Πρότερη γνώση προς ένα αξιωµατικό σύστηµα, είναι η εξωτερική γνώση την 

οποία επικαλείται αυτό το σύστηµα. Μερικές φορές είναι δύσκολο να διασαφηνίσουµε 

τα όρια µεταξύ των εννοιών του συστήµατος και των εννοιών που είναι πρότερες αυτού. 

Οι διατύπωση των πρωταρχικών όρων του συστήµατος µας βοηθάει προς αυτή την 

κατεύθυνση.  

   Ας δούµε όµως παραδείγµατα πρότερων γνώσεων. 

   Έστω ότι έχουµε µια αξιωµατικοποιηµένη θεωρία. Η θεωρία αυτή τηρεί τις τέσσερις 

παραπάνω αρχές. Όµως για τη διατύπωση και συγκρότηση των πρωταρχικών όρων και 

των προτάσεων, απαιτείται η χρήση λέξεων που έχουν µια λογική λειτουργία, για 

παράδειγµα: και, ή , υπάρχει, είναι, αν , τότε κλπ. Επίσης για να αποδείξουµε τις 

προτάσεις που ανήκουν στη θεωρία, δεν αρκεί να βασιστούµε µόνο στους πρωταρχικούς 

όρους και προτάσεις αλλά χρειάζεται να κάνουµε χρήση των κανόνων της λογικής για να 

εξάγουµε συµπεράσµατα. Επειδή λοιπόν απαιτείται γνώση της Λογικής, η Λογική 

ονοµάζεται πρότερη σε σχέση µε την αξιωµατικοποιηµένη επιστήµη. Η Λογική δεν έχει 

επιστήµες πρότερες αυτής. 

   Άλλο παράδειγµα πρότερης γνώσης η οποία συναντιέται πολύ συχνά στις θεµελιώσεις 

µαθηµατικών θεωριών είναι η Αριθµητική. Η Αριθµητική είναι πρότερη για παράδειγµα 
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ως προς ένα γεωµετρικό σύστηµα διότι για την απόδειξη ότι το άθροισµα των γωνιών 

ενός τριγώνου ισούται µε δύο ορθές , απαιτείται η χρήση θεωρηµάτων της Αριθµητικής 

που σχετίζονται µε την πρόσθεση. 

   Η χρήση των πρότερων γνώσεων απαιτεί προσοχή και οφείλει να γίνεται µε µέτρο, 

διαφορετικά αντιτίθεται στην ιδέα της αυστηρής θεωρητικής θεµελίωσης του 

συστήµατος. 

 

Α.3.3. ∆ύο συστήµατα προτάσεων είναι ισοδύναµα, αν κάθε πρόταση του ενός 

αποδεικνύεται µόνο µε τη βοήθεια των προτάσεων του άλλου και αντίστροφα. ∆ύο 

συστήµατα όρων είναι ισοδύναµα, αν κάθε όρος του ενός ορίζεται µόνο µε τη βοήθεια 

των όρων του άλλου και αντίστροφα. 

   Ας δούµε όµως τι σηµαίνει αυτό. Όπως αναφέρθηκε, σε κάθε αξιωµατικό σύστηµα θα 

πρέπει να διατυπώνονται µε σαφήνεια οι απροσδιόριστοι όροι και οι αναπόδεικτες 

προτάσεις. Οι όροι αυτοί είναι απροσδιόριστοι και οι προτάσεις αναπόδεικτες στο 

εσωτερικό του συστήµατος, σύµφωνα µε τον τρόπο που έχουµε οικοδοµήσει το 

σύστηµα. Μπορούµε να τροποποιήσουµε το σύστηµα έτσι ώστε αυτοί οι όροι και 

προτάσεις να µην είναι αόριστοι και αναπόδεικτες αντίστοιχα. Μπορούµε δηλαδή να 

επιλέξουµε µια αποδείξιµη πρόταση ενός συστήµατος, η οποία να είναι ισοδύναµη µε µια 

πρωταρχική- άρα αναπόδεικτη πρόταση του ίδιου συστήµατος και να την θέσουµε σαν 

πρωταρχική πρόταση ενός άλλου συστήµατος. Τότε σε αυτό το σύστηµα, η πρωταρχική 

πρόταση του πρώτου συστήµατος είναι αποδείξιµη πρόταση. Έτσι έχουµε δύο ισοδύναµα 

συστήµατα. 

   Ας πάρουµε σαν παράδειγµα την Ευκλείδεια Γεωµετρία. Αντί του αιτήµατος των 

παραλλήλων, µπορούµε να θεωρήσουµε σαν αίτηµα την εξής πρόταση: «το άθροισµα 

των γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε δύο ορθές». Τότε στο καινούργιο σύστηµα, 

µπορούµε να αποδείξουµε το 5ο αίτηµα του Ευκλείδη. 

   Τονίζεται ιδιαίτερα ότι όλες οι αξιωµατικές θεµελιώσεις της Ευκλείδειας Γεωµετρίας 

είναι ισοδύναµες. Αυτό που αλλάζει κάθε φορά είναι η εκλογή των αόριστων όρων και 

αναπόδεικτων προτάσεων, δηλαδή αλλάζει η ευκλείδεια διάταξη. Συνεπώς οι 

διαφορετικές αξιωµατικές θεµελιώσεις της προσφέρουν τον ίδιο κύκλο γνώσεων. 
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Α.3.4. Τροποποιώντας µε διάφορους τρόπους έστω και ένα από τα αιτήµατα µιας 

απαγωγικής θεωρίας, προκύπτουν γειτονικές ή συγγενικές θεωρίες της.  Έτσι 

προκύπτει µια πολλαπλότητα της θεωρίας. Για παράδειγµα, γειτονική θεωρία της 

ευκλείδειας γεωµετρίας αποτελεί η γεωµετρία Λοµπατσέφσκι, η οποία προκύπτει όταν 

τροποποιήσουµε το αίτηµα των παραλλήλων, αρνούµενοι τη µοναδικότητα της 

παραλλήλου. 

 

Α.3.5. Μοντέλα µιας αξιωµατικής ονοµάζονται οι πραγµατοποιήσεις, οι οποίες 

προκύπτουν δίνοντας συγκεκριµένες ερµηνείες στους όρους της, οι οποίες ικανοποιούν 

τις σχέσεις που διατυπώνουν τα αιτήµατα. Έτσι µία αξιωµατική θεωρία µπορεί να έχει 

πολλά µοντέλα, ενώ η ίδια η αρχική συγκεκριµένη θεωρία, αυτή που παρέσχε τα στοιχεία 

του λογικού σχήµατος που περιγράφει η αξιωµατική, αποτελεί ένα από τα µοντέλα της. 

(Blanche, 1971) 

   Ισόµορφα µοντέλα µιας θεωρίας λέγονται τα µοντέλα τα οποία διαφέρουν µεταξύ τους 

µόνο από τις διαφορετικές ερµηνείες που δίνουµε στους ορισµούς, ενώ όταν τις 

αφαιρούµε καταλήγουµε στην αρχική αξιωµατική. Μάλιστα ένας από τους σκοπούς της 

αξιωµατικής µεθόδου είναι η αποκάλυψη των ισοµορφισµών που υπάρχουν σε 

φαινοµενικά διαφορετικές θεωρίες, οι οποίες τελικά ανάγονται στην ενότητα ενός 

ευρύτερου συστήµατος. 

 

Α.3.6. Απαιτήσεις γύρω από την εκλογή των αιτηµάτων 

   Η εκλογή των αιτηµάτων δεν είναι τελείως αυθαίρετη, αλλά, οφείλει να ικανοποιεί 

κάποιες εσωτερικές απαιτήσεις. 

   Το αξιωµατικό σύστηµα οφείλει να είναι συνεπές, δηλαδή να µη µπορούµε να 

αποδείξουµε την αλήθεια µιας πρότασης και ταυτόχρονα και την άρνησή της. Αν το 

σύστηµα δεν είναι συνεπές τότε είναι αντιφατικό. Για τον έλεγχο της συνέπειας, υπάρχει 

η µέθοδος της αναγωγής σε µια προγενέστερη θεωρία και η µέθοδος της 

πραγµατοποίησης στον κόσµο των αντικειµένων. Στην πρώτη έχοντας σαν αίτηµα τη µη-

αντιφατικότητα ενός καλά θεµελιωµένου συστήµατος (συνήθως επιλέγεται η κλασσική 

αριθµητική) , οικοδοµούµε µια ερµηνεία του συστήµατος που εξετάζουµε, ώστε να 
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εφαρµόζεται σε ολόκληρο ή ένα µέρος του (καλά θεµελιωµένου) συστήµατος. Συνεπώς η 

υποτιθέµενη µη-αντιφατικότητα µεταβιβάζεται στο άλλο σύστηµα-υπόδειγµα. 

   Σύµφωνα µε τη δεύτερη µέθοδο αρκεί να κατασκευάσουµε ένα φυσικό µοντέλο της 

θεωρίας. Αν το καταφέρουµε αυτό, τότε εξασφαλίζουµε τη συνέπεια της αξιωµατικής, 

εφόσον οτιδήποτε πραγµατικό είναι a fortiori δυνατό. 

   Μια άλλη βασική απαίτηση είναι το σύστηµα να είναι πλήρες. Ένα σύστηµα 

αιτηµάτων ονοµάζεται πλήρες εάν η θεωρία που απορρέει από αυτό αποδεικνύει είτε την 

αλήθεια µιας πρότασης (διατυπωµένης µε όρους του συστήµατος), είτε την άρνησή της, 

είτε και τα δύο. 

   Αν το σύστηµα είναι πλήρες και συνεπές, ονοµάζεται κατηγορικό. Τότε µπορούµε να 

αποδείξουµε µόνο την αλήθεια ή µόνο την άρνηση µιας τέτοιας πρότασης. Ο 

συνδυασµός πληρότητας και συνέπειας επιτρέπει τη χρήση της «εις άτοπον απαγωγής» 

στις αποδείξεις των προτάσεων. 

   Μια λιγότερο ισχυρή µορφή κατηγορικότητας είναι η επιλυσιµότητα. Ένα σύστηµα 

λέγεται επιλύσιµο αν µπορούµε να αποφανθούµε αν µία πρόταση διατυπωµένη µε τους 

όρους του συστήµατος είναι αποδείξιµη ή όχι. 

   Τα αιτήµατα θα πρέπει να είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Αυτό ουσιαστικά σηµαίνει 

ότι κανένα από τα αξιώµατα δε µπορεί να προκύψει σαν αποδείξιµη πρόταση από τα 

υπόλοιπα. 

   Για να εξετάσουµε την ανεξαρτησία ενός αιτήµατος, θεωρούµε ένα νέο αξιωµατικό 

σύστηµα το οποίο έχει ως αιτήµατα, µια τροποποίηση του υπό εξέταση αιτήµατος και τα 

υπόλοιπα αιτήµατα του αρχικού συστήµατος. Αν το νέο σύστηµα παραµένει συνεπές, 

αυτό σηµαίνει την ανεξαρτησία του αιτήµατος. 

   Τονίζεται ιδιαίτερα ότι η µη-συνέπεια, αποτελεί λογικό λάθος του συστήµατος, ενώ η 

µη πληρότητα αποτελεί µία σηµαντική ατέλεια. Επίσης η µη-κατηγορικότητα και η µη-

επιλυσιµότητα αποτελούν ατέλειες του συστήµατος. Η µη ανεξαρτησία δεν αποτελεί 

λάθος, αλλά επιβάλλεται για την οικονοµία του συστήµατος. Η οικονοµία του 

συστήµατος παίζει σηµαντικό ρόλο. Το ιδανικό είναι να µειωθούν στο ελάχιστο οι 

πρωταρχικοί όροι και προτάσεις. Όµως η έσχατη οικονοµία, έχει ως αποτέλεσµα την 

περίπλοκη ανάπτυξη της θεωρίας. Οπότε το βαθµό της οικονοµίας τον καθορίζουν 

αισθητικοί και διδακτικοί λόγοι. 
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Α.3.7. Ένα σύστηµα λέγεται κορεσµένο, όταν η προσθήκη οποιουδήποτε ανεξάρτητου 

επιπλέον αιτήµατος, καθιστά το σύστηµα αντιφατικό. Παράδειγµα κορεσµένου 

συστήµατος, αποτελεί η ευκλείδεια γεωµετρία. 

   Αν το σύστηµα δεν είναι κορεσµένο και εισάγουµε ένα ή παραπάνω επιπλέον 

αιτήµατα, τότε ενισχύουµε και περιορίζουµε το συγκεκριµένο σύστηµα. Αν αφαιρέσουµε 

ένα αίτηµα από ένα σύστηµα, τότε το νέο σύστηµα προφανώς διευρύνεται, γίνεται πιο 

γενικό, οπότε το αρχικό αποτελεί µια ειδική περίπτωση του νέου συστήµατος. 

   Για παράδειγµα, η Ουδέτερη γεωµετρία είναι ένα µη κορεσµένο σύστηµα. Όταν 

προσθέσουµε το αίτηµα των παραλλήλων, τότε περιορίζουµε το σύστηµα στην 

Ευκλείδεια Γεωµετρία, ενώ αν προσθέσουµε στο αρχικό την άρνηση της µοναδικότητας 

της παράλληλης το περιορίζουµε στη γεωµετρία Lobachevsky. Αντίστροφα αν έχουµε 

ένα αξιωµατικό σύστηµα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας και αφαιρέσουµε το αίτηµα της 

παραλληλίας, τότε το σύστηµα χαλαρώνει και διευρύνεται στην Ουδέτερη γεωµετρία. 

 

Α.3.8. Συµβολικοποίηση και τυποποίηση 

   Οι πρώτες αξιωµατικές, παρουσιάζουν κάποιες ατέλειες, οι οποίες οφείλονται στην 

προσφυγή στη διαίσθηση. Σε αυτή την κατεύθυνση συνέβαλαν και οι όροι που 

χρησιµοποιούνται στις αξιωµατικές, οι οποίες συνήθως έχουν κάποια συγκεκριµένη 

σηµασία.  

  Κάπως έτσι γεννήθηκε η ανάγκη για συµβολικοποίηση, ως µία προσπάθεια να 

αντικατασταθούν οι λέξεις των όρων µε σύµβολα. Τα σύµβολα είναι απαλλαγµένα από 

κάθε προηγούµενη σηµασία, συνεπώς αποκόβουν κάθε προσφυγή προς τη διαίσθηση. 

   Παράδειγµα: ο συµβολισµός Σ(Α,α) σηµαίνει ότι το σηµείο Α κείται επί της ευθείας α  

( Σ συµβολισµός για τη σχέση σύµπτωσης, µε κεφαλαία γράµµατα συµβολίζουµε τα 

σηµεία και µε µικρά γράµµατα τις ευθείες). 

   Οφείλουµε να εξαλείψουµε κάθε περιθώριο αµφισβήτησης των λογικών κανόνων που 

ακολουθούµε. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη σαφή και συγκεκριµένη διατύπωση των νόµων 

του ορισµού (νόµοι κατασκευής) και της απόδειξης (νόµοι επαγωγής). Προς αυτήν την 

κατεύθυνση στράφηκαν οι επιστήµονες το 1920, στη λεγόµενη τυποποίηση της λογικής 

παρουσίασης των απαγωγικών θεωριών. 
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   Όπως είπαµε, οι νόµοι αυτοί χωρίζονται στους νόµους κατασκευής και στους νόµους 

απαγωγής. Οι πρώτοι είναι αυτοί που αφορούν το σχηµατισµό των εκφράσεων. Με τη 

χρήση τους αναγνωρίζουµε αν µία έκφραση ανήκει ή όχι στο σύστηµα. Οι δεύτεροι είναι 

αυτοί που χρησιµοποιούνται για τις αποδείξεις. Με τη χρήση και αυτών, ελέγχουµε αν 

µια απόδειξη προχωρεί ορθά στα πλαίσια του εν λόγω συστήµατος και κατά συνέπεια 

την ορθή απαγωγική πορεία. 

   Με αυτόν τον τρόπο η  οικοδόµηση της θεωρίας δεν αφήνεται σε µια λογική 

αλληλουχία συλλογισµών αλλά επιτυγχάνεται µια αυστηρή  πορεία µετασχηµατισµών 

όρων ή αξιωµάτων, όπου κάθε µετασχηµατισµός υπαγορεύεται από έναν νόµο. 

Συµπερασµατικά καταλήγουµε ότι η τυποποίηση προϋποθέτει την συµβολικοποίηση. 

 

Α.3.9. Ο ρόλος της διαίσθησης στην αξιωµατική µέθοδο 

   Ένα µεγάλο λάθος που κάνουµε είναι να θεωρούµε ότι η διαίσθηση δεν έχει καµία 

θέση στην αξιωµατική µέθοδο. Η λειτουργία, η οικοδόµηση και η χρήση της 

αξιωµατικής απαιτεί την παρουσία της διαίσθησης. Ο φορµαλισµός στηρίζεται και 

τροφοδοτείται από τη διαίσθηση. Η κάθε θεωρία ξεκινά από την εµπειρική παρατήρηση, 

συνεχίζει µε µία προκαταρκτική επαγωγική εργασία και προτού καταλήξει στην 

αξιωµατική περνά στο στάδιο της απαγωγικής. Μετά την συµβολικοποίηση και 

τυποποίηση ναι µεν η διαίσθηση εξαλείφεται, αλλά όµως δεν παύει να είναι αυτή που 

υπαγόρευσε την εξέλιξη των σταδίων για την αξιωµατικοποίηση της θεωρίας (Blanche, 

1971). 

   Υπάρχει και άλλος λόγος που κρίνει σηµαντική τη συµβολή της διαίσθησης σε µία 

θεωρία. Για να καταλάβουµε το λόγο για τον οποίο επιλέχτηκαν τα αξιώµατα κάποιας 

θεωρίας και για να µην τα θεωρήσουµε ως αυθαίρετες επιλογές του αξιωµατιστή, θα 

πρέπει, πριν προχωρήσουµε στη µελέτη της αξιωµατικοποιηµένης θεωρίας, να έχουµε 

αφοµοιώσει τη συγκεκριµένη γνώση. Τότε µόνο θα είµαστε σε θέση να εξασφαλίσουµε 

την κατανόηση των ορίων και των κύριων γνωρισµάτων. 

   Συνεπώς, το όφελος της αξιωµατικής µεθόδου είναι ότι περιορίζει τη διαίσθηση στα 

πλαίσια που είναι χρήσιµη, χωρίς να χρειάζεται να την αποκλείσει. ∆ιαίσθηση και 

φορµαλισµός αλληλοσυµπληρώνονται. 
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Α.3.10. Πλεονεκτήµατα της αξιωµατικής µεθόδου 

   Η αξιωµατική µέθοδος αποτελεί αναµφισβήτητα όργανο αφαίρεσης και ανάλυσης. Με 

τη χρήση της περιορίζουµε τις διαισθητικές σηµασίες και έτσι «µπορούµε να σκεφτούµε 

µε τρόπο περισσότερο αφηρηµένο την αρχική θεωρία, ενώ συγχρόνως σφυρηλατούµε 

ένα πολύτιµο νοητικό όργανο που µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε όλες τις ισόµορφες, προς 

την πρώτη θεωρίες» (Blanche, 1971). Έτσι συγκεντρώνουµε το πλήθος των 

διαφορετικών θεωριών σε µία, επιτυγχάνοντας οικονοµία σκέψης. 

   Στην αξιωµατική θεµελίωση µιας θεωρίας, οι ιδιότητες των θεµελιωδών εννοιών 

διατυπώνονται µε σαφήνεια. Έτσι συνεχίζεται η ανάλυση των πρώτων εννοιών, 

χρησιµοποιώντας µόνο αυτές τις ιδιότητες ή εκείνες που απάγονται από αυτές. Αυτή η 

αυστηρή οργάνωση βοηθά να ανακαλύπτουµε τις συγγενικές µε τη θεωρία που 

εξετάζουµε επιστήµες, ενώ ταυτόχρονα εξυπηρετεί τη διάκριση µεταξύ των διαφόρων 

περιοχών της ίδιας της θεωρίας. Έτσι κάθε θεωρία επωφελείται από τις θεωρίες µε τις 

οποίες συγγενεύει, κερδίζοντας πολλά για την ίδια τη γνώση. 

   Επίσης, προβλήµατα που αφορούν την ουσία των οντοτήτων που χειρίζεται η θεωρία, 

και που η ορθολογική επιστήµη δε µπορούσε να λύσει, έρχεται να τα αντιµετωπίσει η 

αξιωµατική. 

   Πιο συγκεκριµένα, όσον αφορά τη µαθηµατική επιστήµη, σήµερα πλέον έχουν 

αξιωµατικοποιηθεί όλες οι µαθηµατικές θεωρίες, ενώ κάποιες από αυτές έχουν 

αξιωµατικοποιηθεί µε πολλούς τρόπους. Αυτό είχε ως αποτέλεσµα να αλλάξει όλη τη 

φυσιογνωµία της επιστήµης. Κυρίως αλλάζει ο τρόπος διάταξης των διαφορετικών 

µαθηµατικών θεωριών. Αντί η διάταξη των θεωριών να στηρίζεται στο αντικείµενο 

µελέτης τους, όπως γινόταν πριν τις αξιωµατικοποιήσεις, τώρα βασίζεται στην ιεραρχία 

των δοµών , ξεκινώντας από τις πιο απλές και γενικές (πχ αλγεβρικές δοµές, τοπολογικές 

δοµές)  στις πιο σύνθετες ( πχ τοπολογική άλγεβρα) και ειδικές, τα στοιχεία των οποίων 

παίρνουν µια πιο έντονη ατοµικότητα (καθορίζονται από διασταυρώσεις περισσότερο 

γενικών θεωριών, πχ το σύνολο των πραγµατικών αριθµών µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα 

σώµα ή ένα διατεταγµένο σύνολο ή τοπολογικός χώρος). 

   Η αξιωµατική προώθησε τη λύση, σχετικά µε το πρόβληµα των θεµελίων των 

µαθηµατικών, το οποίο παρουσιάστηκε όταν συνέβη η κρίση στη θεωρία συνόλων. 
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Α.3.11. Αξιωµατική µέθοδος και Γεωµετρία 

   Η αξιωµατική µέθοδος γεννήθηκε από τη Γεωµετρία. Η αξιωµατικοποίησή της είχε ως 

αποτέλεσµα να διαχωρισθεί σε δύο διαφορετικές θεωρήσεις: 

• Στην καθαρή γεωµετρία, η οποία είναι η αξιωµατικοποιηµένη, από την οποία 

έχει εξαλειφθεί κάθε προσφυγή στην εµπειρία και στη διαίσθηση. 

• Στην εφαρµοσµένη γεωµετρία, η οποία στηρίζεται στη διαίσθηση και τα 

θεωρήµατά της οποίας αποτελούν φυσικούς νόµους. 

   ∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι η εφαρµοσµένη γεωµετρία έπαιξε καθοριστικό ρόλο στη 

συγκρότηση της καθαρής γεωµετρίας, ενώ πλέον αποτελεί ένα από τα µοντέλα της. 

   Συνεπώς η γεωµετρία αποτελεί ορθολογική επιστήµη, δηλαδή για να αληθεύει δεν 

απαιτεί τα αντικείµενά που διαπραγµατεύεται να είναι υπαρκτά, ενώ ταυτόχρονα  είναι 

και πειραµατική επιστήµη, δηλαδή για να υπάρξει δεν απαιτεί τα αντικείµενά της να 

είναι νοητά. Η αξιωµατική µέθοδος λοιπόν δηλώνει µία δυαδικότητα στο εσωτερικό της 

γεωµετρίας.(Blanche, 1971) 

 

 

Α.4. Το πρόγραµµα του Hilbert για τα Μαθηµατικά 

Α.4.1. Ιστορική εξέλιξη του πρoγράµµατος του Hilbert  

   Στις αρχές της δεκαετίας 1920, ο Γερµανός µαθηµατικός David Hilbert (1862-1943) 

υπέβαλε µια νέα πρόταση για τη θεµελίωση των κλασσικών µαθηµατικών που είναι 

γνωστή ως πρόγραµµα του Hilbert. Η πρόταση αυτή έρχεται να λύσει το πρόβληµα της 

κρίσης των Θεµελίων των Μαθηµατικών, η οποία προήλθε από την ανακάλυψη των 

παραδόξων και των ασυνεπειών που διαπιστώθηκαν στην προσπάθεια να διευκρινιστούν 

τα  θεµέλια των Μαθηµατικών. Η εργασία αυτή, έχει τις ρίζες της στην εργασία του 

ιδίου, σχετικά µε τη γεωµετρία (τη δεκαετία του 1890) και τη συγγραφή του βιβλίου 

«Foundations of Geometry» το 1899. Το πρόγραµµα απαιτεί τη διαµόρφωση όλων των 

µαθηµατικών θεωριών µε αξιωµατική µορφή, µαζί µε µια απόδειξη ότι αυτή η 

αξιωµατική είναι συνεπής. Ο Hilbert θεωρεί ότι ο κατάλληλος τρόπος για να αναπτυχθεί 

οποιοδήποτε επιστηµονικό πεδίο, είναι η αξιωµατική προσέγγιση. Παρέχοντας µια 

αξιωµατική προσέγγιση,  η θεωρία µπορεί να αναπτυχθεί ανεξάρτητα από κάθε χρήση 
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της διαίσθησης, και θα επιτρέπει την ανάλυση των λογικών σχέσεων µεταξύ των 

βασικών όρων και των αξιωµάτων. 

   Ο Hilbert πέρα από τη συνέπεια θέτει και κάποιες άλλες βασικές προϋποθέσεις για να 

είναι αποδεκτό ένα αξιωµατικό σύστηµα. Θα πρέπει τα αξιώµατα να είναι ανεξάρτητα 

µεταξύ τους, δηλαδή να µην είναι δυνατό να αποδειχθεί ένα αξίωµα ως πρόταση κατά 

την ανάπτυξη της θεωρίας, κατοχυρώνοντας έτσι την ‘‘ οικονοµία’’ του συστήµατος 

αξιωµάτων. Επίσης θα πρέπει να είναι πλήρες, δηλαδή η θεωρία που απορρέει από αυτό 

θα πρέπει να είναι σε θέση να κατοχυρώσει την ισχύ ή την άρνηση της ισχύς µιας 

πρότασης.  

   Ο Hilbert  επισηµαίνει την πρωταρχική σηµασία της συνέπειας των µαθηµατικών 

θεωριών η οποία αποδεικνύεται µε µεθόδους που έχουν άµεσα συνδυαστικό-

περατοκρατικό χαρακτήρα και ως εκ τούτου είναι διαφανείς και ασφαλείς. Ο ειδικός 

επιστηµολογικός χαρακτήρας του περατοκρατικού συλλογισµού, τότε, παράγει την 

απαραίτητη αιτιολόγηση των κλασσικών µαθηµατικών. Θα δούµε παρακάτω τι σηµαίνει 

αυτή η έννοια. 

   Για τα αξιώµατα της γεωµετρίας, η συνέπεια µπορεί να αποδειχτεί παρέχοντας µια 

ερµηνεία του συστήµατος στο πραγµατικό επίπεδο, και έτσι,  η συνέπεια της γεωµετρίας 

βασίζεται στη συνέπεια της ανάλυσης. Η θεµελίωση της ανάλυσης, φυσικά, είναι 

αυτονόητο ότι απαιτεί αξιωµατικοποίηση και µια απόδειξη συνέπειας. Ο Hilbert το 1900 

προχώρησε σε µια τέτοια αξιωµατική, αλλά έγινε σαφές πολύ γρήγορα ότι η συνέπεια 

της ανάλυσης αντιµετώπιζε σηµαντικές δυσκολίες, διότι η αξιωµατικοποίησή της στα 

πλαίσια της εργασίας του Dedekind, στηρίχθηκε σε αµφίβολες υποθέσεις συγγενείς µε 

εκείνες που οδηγούν στα παράδοξα της θεωρίας συνόλων και στα παράδοξα του Russell 

στην κατά Frege αξιωµατικοποίηση της αριθµητικής. 

   Ο Hilbert τόνισε την ανάγκη για µια  άµεση  απόδειξη της συνέπειας της ανάλυσης, 

ώστε αυτή να µη βασίζεται στη συνέπεια µιας άλλης θεωρίας. Στο δεύτερο από τα 23 

µαθηµατικά προβλήµατα που έθεσε  σε ένα συνέδριο Μαθηµατικών το 1900,προτείνεται 

το θέµα της απόδειξης αυτής, την οποία το 1905 παρουσίασε υπό µορφή σκιαγράφησης. 

∆ιάφοροι παράγοντες καθυστέρησαν την περαιτέρω ανάπτυξη του προγράµµατος του 

Hilbert. Ένας από αυτούς τους παράγοντες ήταν και η κριτική του Poincare το 1906, 

στην κυκλική χρήση της επαγωγής στη σκιαγράφηση της απόδειξης του Hilbert.  
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   Η δηµοσίευση των Russell και Whitehead, το 1910, «Principia Mathematicα» παρέχει 

τις απαιτούµενες λογικές βάσεις, για µια νέα προσπάθεια λύσης των προβληµάτων 

σχετικά µε τη θεµελίωση των Μαθηµατικών. Ο Hilbert συνεχίζει τις προσπάθειές του για 

τη θεµελίωση και το Σεπτέµβρη του 1917, δίνει µία οµιλία στην Ελβετική Μαθηµατική 

Κοινότητα  µε τίτλο «Axiomatic Thought». Είναι η πρώτη δηµοσιευµένη συµβολή του 

στα µαθηµατικά θεµέλια µετά το 1905.  Σε αυτή, υπογραµµίζει πάλι την ανάγκη της 

απόδειξης της συνέπειας κάθε αξιωµατικού συστήµατος: ‘‘ Η κύρια απαίτηση της θεωρίας 

των αξιωµάτων πρέπει να πάει µακρύτερα [από το να αποφεύγει τα γνωστά παράδοξα], 

δηλαδή, να δείξει ότι µέσα σε κάθε γνωστικό πεδίο που είναι αξιωµατικά θεµελιωµένο, 

είναι αδύνατον να υπάρξουν αντιφάσεις’’.  Θέτει και πάλι ως κύριο πρόβληµα την 

απόδειξη της συνέπειας της Αριθµητικής και της Θεωρίας Συνόλων. Και στις δύο αυτές 

περιπτώσεις, φαίνεται ότι δεν υπάρχει τίποτα περισσότερο θεµελιώδες διαθέσιµο για την 

απόδειξη της συνέπειας, από την Λογική. Τότε ο Hilbert σκέφτηκε ότι στο πρόβληµα 

είχε δοθεί λύση από το έργο του Russell «Principia». Εντούτοις, άλλα προβλήµατα 

θεµελίωσης παρέµεναν άλυτα, περιλαµβανοµένου και του προβλήµατος σχετικά µε την 

απόφαση της αλήθειας ή του ψεύδους κάθε µαθηµατικής πρότασης,  το οποίο είχε 

επισηµανθεί επίσης στην οµιλία του Hilbert το 1900. 

   Τα προβλήµατα που εκκρεµούσαν στον τοµέα της αξιωµατικής, οδήγησαν το Hilbert 

να ασχοληθεί τα επόµενα χρόνια µε τη µελέτη στον τοµέα της Λογικής. Το 1917, ο Paul 

Bernays γίνεται βοηθός του στο Göttingen. Σε µία σειρά µαθηµάτων το 1917-1921, ο 

Hilbert, µε τη βοήθεια των Bernays και  Behmann, επιτυγχάνουν σηµαντική συνεισφορά 

στον τοµέα της Λογικής. Συγκεκριµένα το 1917, γίνεται µια προσεγµένη ανάπτυξη της 

πρώτης τάξεως λογικής, και τίθενται οι βάσεις του εγχειριδίου «Principles of Theoretical 

Logic» των Hilbert και Ackermann. 

   Μέσα στα επόµενα χρόνια, ο Hilbert απορρίπτει τη λύση  που πρότεινε ο Russell στο 

πρόβληµα της συνέπειας της αριθµητικής. Την ίδια περίοδο, τα «διαισθητικά» 

µαθηµατικά του Brouwer κερδίζουν έδαφος. Ειδικότερα, ο µαθητής του Hilbert, 

Hermann Weyl, έγινε υποστηρικτής της διαίσθησης. Ο Hilbert απάντησε στο άρθρο του 

Weyl  “The new foundational crisis in mathematics” (1921) σε τρεις διαλέξεις που έδωσε 

στο Hamburg το καλοκαίρι του 1921. Τότε υπέβαλε την πρότασή του για µια λύση στο 

πρόβληµα των θεµελίων των µαθηµατικών. Αυτή η πρόταση περιελάµβανε τις ιδέες  του 
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Hilbert από το 1904, σχετικά µε τις άµεσες αποδείξεις συνέπειας, τα αξιωµατικά 

συστήµατα, και επίσης τις τεχνικές ανάπτυξης της αξιωµατικοποίησης των µαθηµατικών 

όπως υπάρχουν στις µελέτες του ιδίου, των συνεργατών του και του Russell. Αυτό που 

ήταν νέο ήταν ο τρόπος µε τον οποίο ο Hilbert θέλησε να εµποτίσει το πρόγραµµά του 

σχετικά µε τη συνέπεια. Εισήγαγε την απαραίτητη φιλοσοφική αιτιολόγηση ώστε να 

απαντήσει στην κριτική του Brouwer και του Weyl: την έννοια του περατοκρατικού. 

   Σύµφωνα µε τον Hilbert, υπάρχει ένα προνοµιούχο µέρος των µαθηµατικών, που 

περιέχεται στη στοιχειώδη θεωρία αριθµών, το οποίο στηρίζεται µόνο σε µία “καθαρά 

διαισθητική βάση συγκεκριµένων συµβόλων”. Εκτιµώντας ότι η δυνατότητα των 

πράξεων των αφηρηµένων εννοιών είναι ‘‘ ανεπαρκής και αβέβαιη’’, υπάρχει ένας 

«κόσµος λογικών αντικειµένων», τα οποία λειτουργούν διαισθητικά ως άµεση εµπειρία.   

Η µεθοδολογική έννοια  του περατοκρατικού συνίσταται σε έναν περιορισµό της 

µαθηµατικής σκέψης σε αυτά τα αντικείµενα και σε εκείνες τις διαδικασίες και µεθόδους 

συλλογισµού για τέτοια αντικείµενα που δεν απαιτούν την εισαγωγή των αφηρηµένων 

εννοιών και δεν προσφεύγουν σε άπειρες ολότητες, αλλά ορίζονται µε άµεσο 

συνδυαστικό πεπερασµένο τρόπο. Είναι στην ουσία το κοµµάτι των µαθηµατικών που 

κανείς δεν αµφισβητεί και όλοι θεωρούν ότι αποτελεί τη βάση της Μαθηµατικής σκέψης. 

Ο Hilbert θεωρεί ότι θα πρέπει να αποµονώσουµε το παραπάνω µέρος των µαθηµατικών 

ενώ το ‘‘ προβληµατικό’’ τους µέρος που είναι το απειροκρατικό και αναφέρεται σε 

άπειρες ολότητες ή µεθόδους, προσπαθούµε να το περιγράψουµε και να το αποδώσουµε 

σαν ένα µεγάλο τυπικό σύστηµα. (Σπύρου,2005) 

   Τα αντικείµενα του περατοκρατικού µέρους ήταν για τον Hilbert τα «σύµβολα». Οι 

διαισθητικές πράξεις µε σύµβολα αποτελούν τη βάση για τα µεταµαθηµατικά του 

Hilbert, τα οποία λειτουργούν µε ακολουθίες συµβόλων (τύποι, αποδείξεις). Τους τύπους 

και τις αποδείξεις µπορούµε να τους χειριστούµε συντακτικά, ενώ οι ιδιότητες και οι 

σχέσεις των τύπων και αποδείξεων βασίζονται σε µια ανεξάρτητα από τη λογική 

διαισθητική ικανότητα, η οποία εγγυάται τη βεβαιότητα της γνώσης των τύπων και 

αποδείξεων που προσεγγίζονται από τέτοιες συντακτικές διαδικασίες.  Εδώ 

επισηµαίνεται ότι τα µαθηµατικά, λειτουργούν µε αφηρηµένες έννοιες, όπως για 

παράδειγµα σύνολα, συναρτήσεις, και χρήση λογικών συµπερασµάτων βασισµένων σε  

αρχές όπως η µαθηµατική επαγωγή ή η αρχή αποκλεισµού του τρίτου. Αυτές οι  
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“έννοιες-σχηµατισµοί” και οι τρόποι συλλογισµού αποτέλεσαν αντικείµενο κριτικής από 

τον Brouwer και άλλους, διότι προϋποθέτουν άπειρες ολότητες ή περιλαµβάνουν µη 

κατηγορικούς ορισµούς. Ο σκοπός του Hilbert ήταν να δικαιολογήσει τη χρήση αυτών. 

Για αυτόν τον λόγο, επισήµανε ότι µπορούν να τυποποιηθούν σε αξιωµατικά συστήµατα 

(όπως αυτά των Principia ή σε αυτά που αναπτύχθηκαν από τον ίδιο τον Hilbert), και 

έτσι οι µαθηµατικές προτάσεις και οι αποδείξεις οδηγούν σε τύπους και παραγόµενες 

προτάσεις οι οποίες προκύπτουν από τα αξιώµατα, σύµφωνα µε αυστηρούς κανόνες. 

Έτσι σύµφωνα µε τον Hilbert, τα µαθηµατικά “έγιναν ένας κατάλογος αποδείξιµων 

τύπων.” Με αυτόν τον τρόπο οι αποδείξεις των µαθηµατικών υπόκεινται σε 

µεταµαθηµατικού περιεχοµένου έρευνα. Ο σκοπός του προγράµµατος του Hilbert είναι 

να δώσει µια περιεκτική µεταµαθηµατική απόδειξη ότι δε µπορεί να υπάρξει κάποια 

αντίφαση, δηλαδή ισχύς ενός τύπου Α και της άρνησής του ¬ Α.  

   Για το σκοπό αυτό εργάστηκε ο Hilbert και οι συνεργάτες του τα επόµενα 10 χρόνια. 

Από εννοιολογικής απόψεως, η έννοια του πεπερασµένου και η στρατηγική για µια 

απόδειξη συνέπειας µελετήθηκαν από τον Hilbert και τον Bernays, όπου το άρθρο του 

Hilbert “On the infinite” (1926) παρέχει την πλέον λεπτοµερή µελέτη σχετικά µε την 

έννοια του περατοκρατικού. Εκτός από τον Hilbert και τον Bernays, ένα πλήθος ατόµων 

συµµετείχαν στο πρόγραµµα 

 

 

Α.4.2.Τα θεωρήµατα µη-Πληρότητας του Gödel και ο αντίκτυπος στο 

πρόγραµµα του Hilbert  

   Τα θεωρήµατα µη πληρότητας του Gödel έδειξαν ότι κάποιες από τις ιδέες του Hilbert 

δε µπορούσαν να πραγµατοποιηθούν. Το Σεπτέµβρη του 1930, σε µια διάσκεψη στο 

Königsberg, ο Kurt Gödel ανακοίνωσε το πρώτο θεώρηµα µη-πληρότητας: Σε 

οποιοδήποτε συνεπές σύστηµα που είναι ισχυρό όσο η αριθµητική του Peano, υπάρχει 

αληθής πρόταση του συστήµατος τέτοια ώστε ούτε αυτή ούτε η άρνησή της να 

αποδεικνύεται µε εργαλεία του συστήµατος. Ο Von Neumann, αµέσως αναγνώρισε τη 

σηµασία  που θα είχε η µελέτη του Gödel για το πρόγραµµα του Hilbert και έγραψε στον 

Gödel, λέγοντας ότι είχε παρατηρήσει ένα πόρισµα των αποτελεσµάτων του. Ο Gödel 

είχε ήδη καταλήξει στο ίδιο αποτέλεσµα µε το δεύτερο θεώρηµα µη-πληρότητας: δεν 
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είναι δυνατή η απόδειξη συνέπειας οποιουδήποτε συνεπούς συστήµατος που είναι ισχυρό 

όσο η αριθµητική Peano. Έτσι συστήµατα όπως το Principia, θεωρία συνόλων κατά 

Zermelo-Fraenkel, ή τα συστήµατα των Ackermann και Von Neumann δε µπορούν να 

αποδείξουν τη συνέπειά τους µε µεθόδους που τυποποιούνται µέσα σε αυτά. Ο Gödel 

άφησε ανοιχτή την πιθανότητα ότι µπορεί να υπάρχουν περατοκρατικές µέθοδοι, οι 

οποίες δεν τυποποιούνται σε αυτά τα συστήµατα αλλά θα µπορούσαν να παράγουν τις 

απαιτούµενες αποδείξεις. 

   Το 1936, ο Gentzen δηµοσίευσε µια απόδειξη της συνέπειας της κατά Peano 

αριθµητικής, βασιζόµενος στην άποψη του Gödel και Bernays ότι η δυσκολία για την 

απόδειξη της συνέπειάς της θα µπορούσε να ξεπεραστεί µε την υιοθέτηση µεθόδων οι 

οποίες , αν και δεν τυποποιούνται στην αριθµητική, είναι εντούτοις περατοκρατικές. Η 

εργασία του Gentzen αποτελεί την αρχή της µετα-Gödel θεωρίας αποδείξεων και 

βασίζεται στα σχετικά προγράµµατα του Hilbert. Στην κατά Gentzen θεωρία αποδείξεων, 

αναλύονται τα αξιωµατικά συστήµατα σύµφωνα µε τις επεκτάσεις του περατοκρατικού 

συλλογισµού που είναι απαραίτητες για την απόδειξη της συνέπειάς αυτών. 

   Όπως γράφει ο Zach (2005) «πολλές από τις ιδέες του προγράµµατος του Hilbert, 

µπορούν να πραγµατοποιηθούν, µε κάποιες τροποποιήσεις, αλλάζοντας ταυτόχρονα 

ελαφρώς τους στόχους». Για παράδειγµα αν και δεν είναι δυνατό να τυποποιηθούν  όλα  

τα µαθηµατικά, είναι δυνατό να τυποποιηθούν ουσιαστικά όλα τα µαθηµατικά που 

χρησιµοποιούνται. Ειδικότερα, η κατά Zermelo–Fraenkel θεωρία συνόλων, σε 

συνδυασµό µε την πρώτης τάξεως Λογική, δίνει έναν ικανοποιητικό και γενικά αποδεκτό 

φορµαλισµό για όλα τα τρέχοντα µαθηµατικά. ∆ικαιολογηµένα λοιπόν ο Hilbert έγραψε 

για τα θεωρήµατα του Gödel ότι δεν αποτελούν εµπόδιο,  αλλά µία µέθοδο. 

   Τέλος αξίζει να σηµειώσουµε ότι πολλές έρευνες στη Μαθηµατική Λογική και τη 

Θεωρία Αποδείξεων µπορούν να θεωρηθούν ως φυσικό επακόλουθο του αρχικού 

προγράµµατος του Hilbert. 

 

 

Α.5. Κριτική στα Στοιχεία 

   Τα «Στοιχεία» γράφτηκαν από τον Ευκλείδη από την Αλεξάνδρεια γύρω στο 3οο π.Χ. 

Στο έργο αυτό συγκεντρώνει όλα τα µαθηµατικά που είχαν κατακτηθεί πριν από αυτόν 
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και συµπληρώνει τις προϋπάρχουσες γνώσεις σε ένα αξιωµατικά θεµελιωµένο ενιαίο 

κείµενο. Χαρακτηρίζεται από τη συστηµατικότητα της διαδοχής των ορισµών, 

αξιωµάτων, αιτηµάτων και αποδείξιµων προτάσεων και γενικότερα τη συστηµατικότητα 

οικοδόµησης µιας αποδεικτικά δοµηµένης επιστήµης. Το γεγονός αυτό µαρτυρά την 

κριτική σκέψη του Ευκλείδη, την ευρύτητα της αντίληψής του και την αξιοσηµείωτη 

συνθετική του ικανότητα. 

   Τα «Στοιχεία» περιλαµβάνουν 13 βιβλία. Από αυτά θα ασχοληθούµε µε το 1ο, το οποίο 

περιλαµβάνει την αξιωµατική θεµελίωση της επίπεδης Γεωµετρίας και φτάνει έως το 

πυθαγόρειο θεώρηµα (48 πρόταση). Στην αρχή του 1ου βιβλίου εισάγονται οι 23 όροι. 

Μέσα σε αυτούς είναι και οι όροι σηµείο, γραµµή, ευθεία γραµµή, επιφάνεια, επίπεδο. Οι 

έννοιες αυτές δεν ορίζονται µε σαφήνεια. Στη συνέχεια διατυπώνονται τα πέντε 

αιτήµατα. Από αυτά, τα τρία πρώτα εξασφαλίζουν ύπαρξη κάποιων θεµελιωδών εννοιών 

και τα άλλα δύο δηλώνουν ορισµένες ειδικές ιδιότητες γεωµετρικών σχηµάτων. 

Ακολουθεί η διατύπωση των κοινών εννοιών, η οποία επιβεβαιώνει την ωριµότητα της 

χρήσης της αξιωµατικής µεθόδου από τους Αρχαίους. 

   Αµέσως µετά τη συγγραφή των «Στοιχείων», υπήρξαν πολλοί, ανάµεσα σε αυτούς και 

ο Αρχιµήδης (287-212π.Χ.) και ο Απολλώνιος (225π.Χ), οι οποίοι σχολίασαν τα έργα 

του Ευκλείδη, τα διασαφήνισαν και τα επέκτειναν. Παρά την εξαιρετική ποιότητα τους 

και τον επαναστατικό για την εποχή χαρακτήρα τους, τα «Στοιχεία» παρουσιάζουν 

κάποιες ελλείψεις που αφορούν την αυστηρότητα της αξιωµατικής θεµελίωσης. Αυτές οι 

ελλείψεις, καθώς και η εισαγωγή του 5ου και τελευταίου αιτήµατος, αποτέλεσαν για 

περίπου 2000 χρόνια το κέντρο του ενδιαφέροντος των ερευνητών. Μάλιστα, η κριτική 

στο 5ο αίτηµα, του οποίου η διατύπωση αποδίδεται στον Ευκλείδη, οδήγησε στην 

ανακάλυψη των µη Ευκλείδειων Γεωµετριών. 

   Από τα πέντε αιτήµατα των «Στοιχείων», τα τρία πρώτα πληρούν τις απαιτήσεις του 

Αριστοτέλη, ενώ το τέταρτο αναφέρεται σε µία ιδιότητα των ορθών γωνιών. Το 5ο 

αίτηµα το οποίο διατυπώνεται ως εξής: «Αν µία ευθεία που τέµνει δύο άλλες σχηµατίζει µε 

αυτές δύο εντός και επί τα αυτά γωνίες µε άθροισµα µικρότερο των δύο ορθών, τότε οι 

ευθείες τέµνονται προς το µέρος που βρίσκονται οι γωνίες αυτές», από την αρχή 

προκάλεσε αµφισβητήσεις, οι οποίες ήταν µάλλον φιλοσοφικής υφής. Το αίτηµα αυτό 

παρεµβαλλόταν σαν ξένος προς το σύστηµα κρίκος, σαν επινόηση προορισµένη να 
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γεφυρώσει ένα χάσµα της λογικής αλληλουχίας (Blanche, Αξιωµατική Μέθοδος). 

Μάλιστα ακόµα και ο ίδιος ο Ευκλείδης φαίνεται ότι είχε διαισθανθεί την ιδιαιτερότητα 

αυτού του αιτήµατος, ώστε «τρέναρε» τη χρήση του. Αξιοποιείται για πρώτη φορά στην 

απόδειξη της 29ης πρότασης (ισοδύναµη µε το 5ο αίτηµα), ενώ η χρήση του θα έκανε πιο 

εύκολη την απόδειξη προγενέστερων προτάσεων. 

   Ο βασικός στόχος των ερευνητών από την εποχή του Ευκλείδη µέχρι τον 19ο αιώνα 

ήταν η απόδειξη του 5ου αιτήµατος από τα υπόλοιπα αιτήµατα και αξιώµατα. Ανάµεσα 

σε αυτούς συγκαταλέγονται οι Πρόκλος, Πτολεµαίος, Nasir el Din, Umar Khayyam, 

Nasireddin, Commandino, Cataldi, Tussi, Wallis, Klugel, Saccheri, Lambert, Legendre. 

Οι προσπάθειες όλων αυτών αποβαίνουν άκαρπες, καταφεύγοντας στον ίδιο λανθασµένο 

συλλογισµό: να αντικαθιστούν το αίτηµα µε υποθέσεις-αιτήµατα τα οποία είναι λογικά 

ισοδύναµα µε αυτό. Μερικές από αυτές τις υποθέσεις είναι οι εξής: 

� Εάν δύο ευθείες τεµνόµενες από τρίτη σχηµατίζουν ένα ζεύγος των εντός και επί 

τα αυτά γωνιών µε άθροισµα µεγαλύτερο των δύο ορθών, το ίδιο συµβαίνει και 

µε το άλλο ζεύγος των εντός και επί τα αυτά γωνιών. (Πτολεµαίος)  

� Από σηµείο εκτός ευθείας µπορούµε να φέρουµε µόνο µία παράλληλη προς 

αυτήν. (Playfair) 

� Αν δοθεί ένα τρίγωνο και ένα ευθύγραµµο τµήµα, υπάρχει τρίγωνο όµοιο µε το 

δεδοµένο και µε πλευρά το δοθέν ευθύγραµµο τµήµα.(Wallis) 

� Υπάρχει τρίγωνο µε άθροισµα γωνιών δύο ορθές. (Legendre) 

� ∆οθέντων τριών µη συνευθειακών σηµείων, υπάρχει ένας κύκλος που διέρχεται 

από αυτά. (Legendre) 

� Από ένα σηµείο στο εσωτερικό γωνίας µικρότερης των 60ο , µπορούµε πάντοτε 

να φέρουµε µια ευθεία που τέµνει και τις δύο πλευρές της γωνίας. (Legendre) 

� Υπάρχουν όµοια τρίγωνα, δηλαδή τρίγωνα µε ίσες γωνίες και άνισες πλευρές 

(Wallis). 

� Υπάρχει τρίγωνο µε οσοδήποτε  µεγάλο εµβαδό. (Gauss) 

   Ο Πρόκλος στο βιβλίο του σχετικά µε τα σχόλια στο 1ο βιβλίο των «Στοιχείων», 

επιχειρεί τη µαθηµατική αιτιολόγηση της αναγκαιότητας της απόδειξης του 5ου 
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αιτήµατος. Παρατηρεί ότι δύο προτάσεις του 1ου Βιβλίου των Στοιχείων είναι 

αντίστροφες: 

� το 5ο αίτηµα  

�  η 17η πρόταση: «Σε κάθε τρίγωνο το άθροισµα δύο οποιονδήποτε γωνιών 

είναι µικρότερο των δύο ορθών» − στην απόδειξη της οποίας δεν 

χρησιµοποιείται το 5ο αίτηµα. 

   Θεωρεί ότι δεν είναι δυνατόν από δύο αντίστροφες προτάσεις η µία να έχει απόδειξη 

ενώ η άλλη να µην είναι δυνατόν να αποδειχθεί ούτε ως αληθής, ούτε ως ψευδής. 

Συνεπώς η απόδειξη του υπό εξέταση αιτήµατος υπάρχει και οφείλει να βρεθεί. Όπως 

γράφει, η ύπαρξη ασύµπτωτων καµπύλων αφήνει ανοικτό το ενδεχόµενο να υπάρχουν 

και ευθείες ασύµπτωτες, και εποµένως η απόδειξη του 5ου αιτήµατος γίνεται πιο 

επιτακτική ανάγκη. Επίσης στα σχόλια στην πρόταση 29 (πρώτη πρόταση στην απόδειξη 

της οποίας γίνεται χρήση του 5ου αιτήµατος) καταγράφονται δύο απόπειρες απόδειξης 

του 5ου αιτήµατος (µία του Πτολεµαίου και µία του ίδιου του Πρόκλου), καθώς και µία 

απόπειρα απόδειξης της άρνησής του. Όµως και σε αυτές τις αποδείξεις υπάρχει το 

λάθος της ισοδύναµης υπόθεσης που αναφέρθηκε παραπάνω. 

   Μία άλλη µέθοδος που ακολουθήθηκε ώστε να αποδειχτεί το αίτηµα ήταν η απαγωγή 

σε άτοπο. Ένας από αυτούς που την ακολούθησαν ήταν ο Saccheri (1667-1733), o 

οποίος ήλπιζε ότι θα αναπτύξει κάποιες συνέπειες έχοντας ως αρχικές υποθέσεις 

αντίθετες προς το αίτηµα, οι οποίες θα έρχονταν σε αντίφαση επιβεβαιώνοντας έτσι την 

αλήθεια του εν λόγω αιτήµατος. Τις προσπάθειες αυτές δηµοσίευσε το 1733 στο βιβλίο 

του “Euclides ab omni naevo vindicatus” (Ο Ευκλείδης απαλλαγµένος από κάθε 

σφάλµα). 

   Ο Saccheri χρησιµοποιεί τα τέσσερα πρώτα αιτήµατα, τις πρώτες 27 προτάσεις, το 

αξίωµα Αρχιµήδους-Ευδόξου, το αξίωµα του Pasch και το εξής αξίωµα “συνέχειας-

πληρότητας”:  κάθε γεωµετρικό µέγεθος, µεταβαλλόµενο από µια τιµή του προς µία άλλη 

παίρνει όλες τις ενδιάµεσες τιµές.   

   Ο Saccheri συσχέτισε το 5ο αίτηµα µε το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου. Μέσα 

από µία σειρά συλλογισµών κατέληξε στις εξής τρεις υποθέσεις: 
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I. Αν υπάρχει ένα τρίγωνο που το άθροισµα των γωνιών του είναι µικρότερο των 

δύο ορθών, αυτό ισχύει για κάθε τρίγωνο 

II.  Αν υπάρχει ένα τρίγωνο που το άθροισµα των γωνιών του είναι ίσο µε δύο ορθές, 

αυτό ισχύει για κάθε τρίγωνο 

III.  Αν υπάρχει ένα τρίγωνο που το άθροισµα των γωνιών του είναι µεγαλύτερο των 

δύο ορθών, αυτό ισχύει για κάθε τρίγωνο 

   Σκοπός ήταν να αποκλείσει τις υποθέσεις І και ІІІ, καταλήγοντας στην ІІ η οποία είναι 

ισοδύναµη µε το 5ο αίτηµα. Οι συλλογισµοί που ακολούθησε ήταν πολύ ευρηµατικοί και 

µε την κατάλληλη συµπλήρωσή τους µπορεί να αποκλειστεί η υπόθεση ІІІ. Αντίθετα η 

προσπάθειά του για τον αποκλεισµό της υπόθεσης І, περιέχει κενά που δε µπορούν να 

καλυφθούν , αποδεικνύοντας όµως παράλληλα προτάσεις που αναφέρονται στην 

Υπερβολική Γεωµετρία και τη Θεωρία Παραλλήλων. 

   Αν και οδηγήθηκε σε παράξενα αποτελέσµατα, εντούτοις δεν υπήρχε κάποια λογική 

αντίφαση, γεγονός που σήµαινε την ύπαρξη και άλλης γεωµετρίας. Όµως η βαθειά πίστη 

ότι η Ευκλείδεια Γεωµετρία είναι η µόνη δυνατή γεωµετρία του φυσικού χώρου, δεν του 

επέτρεψε να είναι ο πρώτος που θα ανακάλυπτε τις µη Ευκλείδειες Γεωµετρίες. Εδώ 

διακρίνεται ένα επιστηµολογικό εµπόδιο, δηλαδή βαθιά ριζωµένες αντιλήψεις 

περιορίζουν τη γνώση σε ένα συγκεκριµένο πλαίσιο για σχεδόν 2000 χρόνια. 

   Ο Legendre (1752-1833) στην τρίτη έκδοση του βιβλίου “Elements of Geometry”, 

όµοια µε τον Saccheri, ασχολήθηκε µε τη διερεύνηση της σχέσης του 5ου αιτήµατος προς 

το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου. Ο Legendre, στηρίχθηκε στο αξίωµα Ευδόξου-

Αρχιµήδη και στις 26 πρώτες προτάσεις των «Στοιχείων» και απέδειξε το 1ο Θεώρηµα 

του Legendre που λέει ότι «το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου δεν είναι µεγαλύτερο 

από δύο ορθές». Στη συνέχεια απέδειξε το 2ο Θεώρηµα του Legendre: «αν υπάρχει 

τρίγωνο που το άθροισµα των γωνιών του είναι µικρότερο ή ίσο µε δύο ορθές γωνίες 

αυτό ισχύει σε κάθε τρίγωνο». Στην πραγµατικότητα αυτά τα δύο θεωρήµατα είχαν δοθεί 

από τον Saccheri όπως είδαµε παραπάνω. 

   Το 1823 πίστεψε ότι είχε βρει την απόδειξη του 5ου αιτήµατος. Για αυτή την απόδειξη 

είχε βασιστεί στην εξής υπόθεση: «από εσωτερικό σηµείο µιας γωνίας, µπορούµε να 

φέρουµε ευθεία που τέµνει και τις δύο πλευρές της». Η υπόθεση αυτή όµως δεν ισχύει 

στην περίπτωση της Υπερβολικής Γεωµετρίας, επαναλαµβάνοντας το ίδιο λάθος που 
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έκαναν όλοι οι ερευνητές. Παρόλα αυτά το έργο του επηρέασε καθοριστικά τη 

διδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας στην Ευρώπη, και καθιερώθηκε ως πρότυπο 

στοιχειώδους εγχειριδίου γεωµετρίας. 

   Στις αρχές του 19ου αιώνα εµφανίζονται κάποιες αµφισβητήσεις της αποτελεσµατικής 

ερµηνείας του φυσικού χώρου από την Ευκλείδεια Γεωµετρία. Πρώτος ο Gauss, γύρω 

στο 1813 οδηγήθηκε στο συµπέρασµα ότι η άρνηση του 5ου αιτήµατος µπορεί να 

οδηγήσει σε µία λογικά συνεπή θεωρία που ονόµασε µη Ευκλείδεια Γεωµετρία. ∆ε 

δηµοσίευσε όµως αυτά τα αποτελέσµατα για ευνόητους λόγους. 

   Το 1830 ο Ρώσος Lobatchevsky(1792-1856) και ο Ούγγρος Bolyai(1802-1860) 

δηµοσιεύουν σχεδόν ταυτόχρονα, αλλά ανεξάρτητα, τα πρώτα ολοκληρωµένα έργα µη 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας, παρουσιάζοντας ένα εναλλακτικό αξιωµατικό σύστηµα στο 

οποίο το 5ο αίτηµα αναιρείται. Αν και τα συµπεράσµατα ήταν αντίθετα µε τη διαίσθηση, 

η έλλειψη λογικής αντίφασης οδηγεί στο γεγονός ότι το ευκλείδειο αίτηµα δε µπορεί να 

αποδειχτεί. Επίσης οδηγεί στη δηµιουργία µίας λογικά άψογης Γεωµετρίας, διαφορετικής 

από την Ευκλείδεια, της οποίας η αλήθεια των αποτελεσµάτων µπορεί να διαπιστωθεί 

µόνο πειραµατικά. 

   Η εµφάνιση των µη Ευκλείδειων Γεωµετριών ήταν η µεγαλύτερη επανάσταση στην 

ιστορία των µαθηµατικών από την εποχή των Αρχαίων Ελλήνων. Αυτή η επανάσταση 

είχε πολλές και σοβαρές συνέπειες  στα Μαθηµατικά γενικότερα.  

   Όσον αφορά την κριτική για τις «ατέλειες» των «Στοιχείων», αν και είχε αρχίσει νωρίς, 

µόλις το 19ο αιώνα παρουσιάστηκε η πρώτη ιδανική αξιωµατική της επίπεδης 

γεωµετρίας, ακολουθώντας τις απαιτήσεις της λογικής αυστηρότητας (Hilbert, 

1899µ.Χ.). Ο Bertrand Russell στο άρθρο «The Teaching of Euclids», επισηµαίνει τις 

ατέλειες των «Στοιχείων». Γενικά, «κατηγορεί» τον Ευκλείδη ότι τα αξιώµατα που έθεσε 

ήταν πολύ λίγα, ενώ οι αποδείξεις του απαιτούν περισσότερα αξιώµατα. Πράγµατι, µια 

προσεκτική ανάλυση της έκθεσης της θεωρίας, αποκαλύπτει ένα µεγάλο αριθµό 

υπονοούµενων προτάσεων. Επίσης τον «κατηγορεί» για τους ασαφείς ορισµούς του. 

Πράγµατι, στα αξιώµατα και στους ορισµούς χρησιµοποιούνται φράσεις όπως 

«προσθέτουµε», «αφαιρούµε», «ίσα», «όλο» (κοινές έννοιες), «µέρος» (κοινές έννοιες, 

ορισµός І), «µήκος» (ορισµός ІІ), «πλάτος» (ορισµός ІІ), «πέρατα» (ορισµός ІІІ), «κείται 

εξίσου» (ορισµός ІV), «περικλείεται» (ορισµός XV), «επίπεδο σχήµα» (ορισµός XV), 
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«κλίση» (ορισµός XІІІ)  των οποίων το νόηµα δεν αναφέρεται πουθενά. Συνεπώς και οι 

έννοιες του σηµείου (ορισµός І), της ευθείας (ορισµός ІІ) και του κύκλου (ορισµός XV) 

δε διευκρινίζονται µε σαφήνεια. Επιπλέον δε γίνεται ακριβής χρήση αυτών των ορισµών. 

 

   Θα δούµε σε ποιες ακριβώς περιπτώσεις αναφέρεται στο άρθρο του ο Russell, τις 

λύσεις που προτείνει, ενώ στην επόµενη παράγραφο θα δούµε πως αυτές 

αντιµετωπίζονται από την αξιωµατική του Hilbert. 

   1η Πρόταση των “Στοιχείων” του Ευκλείδη: 

Σε δοθέν ευθύγραµµο τµήµα µπορεί να κατασκευαστεί ισόπλευρο τρίγωνο. 

   Για την κατασκευή αυτή απαιτείται να υπάρχουν δύο κύκλοι ,οι οποίοι τέµνονται. Η 

υπόθεση όµως αυτή, δηλαδή ότι δύο κύκλοι τέµνονται, δεν αναφέρεται από τον 

Ευκλείδη. Η αντίρρηση του Russell έγκειται στο ότι δε γνωρίζουµε ότι οι δύο κύκλοι 

τέµνονται. Υποστηρίζει ότι απαιτείται ένα λήµµα: 

 Αν Α,Β δύο δοθέντα σηµεία, υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο Γ του οποίου οι 

αποστάσεις από τα Α και Β είναι και οι δύο ίσες µε το ΑΒ. 

   Αυτό το λήµµα εξάγεται µε τη βοήθεια του Αξιώµατος Αρχιµήδους- Ευδόξου το οποίο 

περιλαµβάνεται στην αξιωµατική θεµελίωση της Γεωµετρίας κατά Hilbert, όπως θα 

δούµε στη συνέχεια. 

   Επίσης ο Russell παρατηρεί ότι ο Ευκλείδης δε θεωρεί τη γραµµή ως κλειστή καµπύλη, 

το οποίο όµως δεν αναφέρεται µε σαφήνεια στα Στοιχεία. Σύµφωνα µε αυτές τις 

παρατηρήσεις υποστηρίζεται ότι η πρώτη πρόταση προϋποθέτει την τέταρτη (θα 

αναφερθεί παρακάτω) και η απόδειξη αυτής είναι περισσότερο µακροσκελής. 

   Προτείνεται το αξίωµα: Πάνω σε ευθεία γραµµή υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο 

του οποίου η απόσταση από ένα δοθέν σηµείο το οποίο είτε κείται είτε όχι πάνω 

στην ευθεία υπερβαίνει µια δοθείσα απόσταση. 

   4η Πρόταση των “Στοιχείων” του Ευκλείδη: 

Αν σε δύο τρίγωνα οι δύο πλευρές τους είναι µία προς µία ίσες και η περιεχόµενη γωνία 

τους ίση, τότε τα τρίγωνα είναι ισχυρά ίσα. 

   Ο Russell αποκαλεί «ανοησία» αυτήν την πρόταση. Εντοπίζει το πρόβληµα στο 

«άχρηστο τέχνασµα» όπως το χαρακτηρίζει, της µεταφοράς, υποστηρίζοντας ότι αυτή η 
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θεωρία οδηγεί σε λογική αντίφαση, δεδοµένου ότι η έννοια της «µεταφοράς» δεν υπάρχει 

πουθενά. Προτείνει το παρακάτω αξίωµα: 

   ∆οθέντος ενός τριγώνου ΑΒΓ και µιας ευθείας ∆Ε, υπάρχουν δύο τρίγωνα , ένα σε 

κάθε πλευρά της ∆Ε, έχοντας τις κορυφές στο ∆, και µία πλευρά κατά µήκος της ∆Ε, 

και ίσα όλα τα στοιχεία τους αντιστοίχως µε το τρίγωνο ΑΒΓ. 

   Αυτό το αξίωµα προϋποθέτει να ορίσουµε τι σηµαίνει λέγοντας δύο πλευρές µιας 

ευθείας, εννοώντας τον ορισµό του ηµιεπιπέδου, ορισµός που υπάρχει στην αξιωµατική 

του Hilbert. Όταν βεβαιωθεί η ύπαρξη ενός τέτοιου τριγώνου που δίνεται από το 

παραπάνω αξίωµα τότε µπορεί να αποδειχθεί η 4η 
πρόταση. 

   6η Πρόταση των “Στοιχείων” του Ευκλείδη: 

Αν σε ένα τρίγωνο οι δύο γωνίες είναι ίσες τότε είναι ίσες και οι απέναντί τους πλευρές. 

   Ο Russell θεωρεί για αυτήν την πρόταση αναγκαίο το παρακάτω αξίωµα που είναι η 

βάση για τη µέτρηση γωνιών: 

Εάν ΟΑΑ΄, ΟΒΒ΄, ΟΓΓ΄ είναι τρεις ευθείες του ίδιου επιπέδου, που συναντούν δύο 

τέµνουσες στο Α,Β,Γ,Α΄,Β΄,Γ΄ αντίστοιχα και αν το Ο δεν κείται ανάµεσα στο Α και 

Α΄, ούτε στο Β και Β΄, ούτε στο Γ και Γ΄ είτε είναι ανάµεσα και στις τρεις 

περιπτώσεις, τότε αν το Β βρίσκεται µεταξύ του Α και Γ, το Β΄ βρίσκεται µεταξύ 

του Α΄ και Γ΄. 

   Στην απόδειξη που δίνεται από τον Ευκλείδη στην 6η πρόταση, θεωρεί αρχικά ότι οι 

δύο πλευρές είναι άνισες και µε την εις άτοπον απαγωγή καταλήγει ότι είναι ίσες. 

   Με τη βοήθεια του παραπάνω αξιώµατος µπορούµε να αποδείξουµε ότι αν το ∆ κείται 

πάνω στο ΑΒ και Β∆ είναι µικρότερο του ΒΑ, το τρίγωνο ∆ΒΓ είναι µικρότερο από το 

τρίγωνο ΑΒΓ, οδηγώντας στην απόδειξη της 6ης πρότασης. 

   7η Πρόταση των “Στοιχείων” του Ευκλείδη: 

Αν έχω ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και δύο σηµεία Γ και ∆ από την ίδια πλευρά της ΑΒ 

και ισχύει ΑΓ=Α∆ και ΒΓ=Β∆ τότε η γωνία Γ που σχηµατίζεται στο τρίγωνο ΑΓ∆ και η 

γωνία ∆ που σχηµατίζεται στο τρίγωνο Β∆Γ είναι ίσες. 

   Εδώ πρέπει να οριστεί τι σηµαίνει όταν λέµε από την ίδια µεριά (όπως ειπώθηκε και 

στην 4η πρόταση χρειαζόµαστε ορισµό του ηµιεπιπέδου). 

   Προτείνονται τα εξής δύο αξιώµατα τα οποία βοηθούν στον ορισµό του ηµιεπιπέδου: 
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(1)∆οθέντων τριών σηµείων Α,Β,Γ, ενός σηµείου ∆ ανάµεσα στα Β και Γ, και ενός 

σηµείου Ζ ανάµεσα στα Α και ∆, η ευθεία ΒΖ συναντά την ΑΓ σε ένα σηµείο µεταξύ 

των Α και Γ. 

(2) ∆οθέντων τριών σηµείων Α,Β,Γ, ενός σηµείου ∆ ανάµεσα στα Β και Γ, και ενός Ε 

ανάµεσα στα Α και Γ, οι Α∆ και ΒΕ συναντιούνται σε ένα σηµείο ανάµεσα στα Α και 

∆ και επίσης ανάµεσα στα Β και Ε. 

   Επίσης η απόδειξη της 7ης πρότασης προϋποθέτει τον εξής συλλογισµό: 

Από τρεις ευθείες ενός επιπέδου που ξεκινούν από ένα σηµείο, είτε η µία από αυτές 

βρίσκεται ‘‘ µεταξύ’’ των άλλων δύο, είτε  οποιαδήποτε προέκταση της µίας από αυτές 

βρίσκεται µεταξύ των άλλων δύο. Οφείλει όµως να οριστεί η έννοια ‘‘ µεταξύ’’. 

   8η Πρόταση των “Στοιχείων” του Ευκλείδη: 

Αν οι τρεις πλευρές δύο τριγώνων είναι ίσες µία προς µία τότε τα τρίγωνα είναι ίσα. 

Προκύπτει το ίδιο πρόβληµα που υπάρχει και στην πρόταση 4. 

   12η Πρόταση των “Στοιχείων” του Ευκλείδη: 

∆οσµένης ευθείας µπορώ να φέρω κάθετο από δοθέν σηµείο εκτός αυτής. 

   Όπως υποστηρίζει ο Russell αυτή η πρόταση απαιτεί την υπόθεση ότι ένας κύκλος 

τέµνει µία ευθεία σε δύο σηµεία ή σε κανένα, το οποίο δεν αναφέρεται πουθενά, ούτε 

σαν αξίωµα, ούτε σαν αποδείξιµη πρόταση. 

   16η Πρόταση των “Στοιχείων” του Ευκλείδη: 

Η εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι µεγαλύτερη από κάθε απέναντι εσωτερική. 

   Και πάλι ο Ευκλείδης χρησιµοποιεί την παρακάτω υπόθεση που επίσης δεν 

διατυπώνεται. Αν ΑΒΓ είναι ένα τρίγωνο και Ε το µέσο της πλευράς ΑΓ, και αν 

προεκταθεί η ΒΕ και πάρω σηµείο Ζ ώστε ΒΕ=ΕΖ, τότε η ΓΖ βρίσκεται ‘‘ µεταξύ’’ της 

ΓΑ και της προέκτασης της ΒΓ. 

   26η Πρόταση των “Στοιχείων” του Ευκλείδη: 

Αν σε δύο τρίγωνα η µία τους πλευρά είναι ίση και οι προσκείµενες σε αυτή γωνίες είναι 

µία προς µία ίσες, τότε τα τρίγωνα είναι ισχυρά ίσα. 

   Εδώ προκύπτει το ίδιο πρόβληµα που υπάρχει και στην πρόταση 4 και την πρόταση 8. 

   Μία επίσης σηµαντική παρατήρηση είναι ότι στο σχήµα των αποδείξεων κάποιων 

προτάσεων (πχ πρόταση 35) ο Ευκλείδης δεν καλύπτει όλες τις δυνατές περιπτώσεις. 

Έχει αποδειχτεί όµως ότι η ειδική περίπτωση που εξετάζει είναι η περισσότερο 
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πολύπλοκη. Πιθανότατα άφηνε για τον αναγνώστη τις άλλες περιπτώσεις, για να 

περιορίσει την έκταση του κειµένου. 

   Παρά τις ατέλειες που επισηµάνθηκαν, δε θα πρέπει να µειώσουµε τη σηµασία και την 

αξία του έργου του Ευκλείδη. Ξεκινώντας από αυτό το έργο, το οποίο αποτελεί την 

πρώτη προσπάθεια αξιωµατικοποίησης, «οι απαιτήσεις αυστηρότητας, οι οποίες και τη 

γέννησαν, οξύνθηκαν και επέδρασαν πάνω της µε τρόπο, ώστε να οδηγηθεί όλο και πιο 

πέρα στο δρόµο που της προορίστηκε»,όπως γράφει ο Blanche. ∆εν πρέπει να ξεχνάµε 

ότι η πορεία προς την τελειοποίηση διήρκησε 2000 χρόνια, µε τη συµβολή µεγάλων 

Μαθηµατικών οι  οποίοι προσέφεραν καίριες επισηµάνσεις, δηµιουργικές ιδέες και 

αποτελεσµατικές µεθόδους, µε κορύφωση την αξιωµατική του Hilbert, η οποία πήρε το 

αρχαιότερο όλων και έδειξε ότι µε κάποιες τροποποιήσεις αντέχει στο χρόνο. 

 

 

Α.6. Θεµελίωση των Γεωµετριών κατά Klein 

   To 1872 o Felix Klein στο έργο του “Erlanger Programm” έδωσε έναν νέο ορισµό της 

Γεωµετρίας στα πλαίσια των οµάδων µετασχηµατισµών. Ο Klein έκρινε ότι η θεωρία 

οµάδων, η οποία χρησιµοποιεί αλγεβρικές µεθόδους, θα αποτελούσε την καλύτερη βάση 

για την οργάνωση των γεωµετρικών γνώσεων. Ο ορισµός αυτός αποτελεί µια νέα 

πρόταση για την ενοποίηση και ταξινόµηση όλων των γεωµετριών, σύµφωνα µε την 

οποία, όλες οι γεωµετρίες είναι δυνατόν να περιγραφούν µέσω κατάλληλων οµάδων 

µετασχηµατισµών. Μέσα από τη νέα θεώρηση καταφέρνει να δείξει τη σχέση ανάµεσα 

στην προβολική και την ευκλείδεια γεωµετρία καθώς και της πρώτης µε τις µη-

ευκλείδειες γεωµετρίες. 

   Έστω ένα µη κενό σύνολο Χ και IS(X)= {f / f: Χ→Χ, όπου f είναι “1-1” και “επί”}. To 

IS(X) εφοδιασµένο µε την πράξη της σύνθεσης απεικονίσεων αποτελεί οµάδα. Απόδειξη:  

• Κλειστότητα: Αν f ,g∈ IS(X) τότε οι f και g είναι ‘‘1-1’’ και ‘‘ επί’’ άρα 

f og∈IS(X)  

• Προσεταιριστικότητα: Αν f ,g,h∈ IS(X) ισχύει (f og)oh=fo (goh) από 

προσεταιριστικότητα της σύνθεσης 

• Ουδέτερο στοιχείο: Υπάρχει idx:X→X µε idx(x)=x ‘‘1-1’’ και ‘‘ επί’’ άρα 

idx(x)∈IS(X)  
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• Αντίστροφο στοιχείο: Αν f∈IS(X), υπάρχει f-1 η οποία είναι ‘‘1-1’’ και ‘‘ επί’’ και 

f o  f-1 = idx(x)=x για κάθε x∈X 

   Ορισµός: Θεωρούµε µια υποοµάδα της (IS,o ), την (G,o ). Το ζευγάρι (Χ,G) καλείται 

Γεωµετρία Klein του Χ. 

   Το αντικείµενο έρευνας µιας Γεωµετρίας Klein είναι η µελέτη των ιδιοτήτων των 

“σχηµάτων” του Χ (δηλαδή των µη κενών υποσυνόλων του Χ), οι οποίες παραµένουν 

αναλλοίωτες ως προς την G. Μια ιδιότητα του “σχήµατος” Σ⊆Χ, θα λέµε ότι παραµένει 

αναλλοίωτη ως προς G, αν το f (Σ) έχει την ιδιότητα αυτή για κάθε  f∈ G. 

   Για παράδειγµα, στην Προβολική γεωµετρία ασχολούµαστε µε τις ιδιότητες των 

σχηµάτων οι οποίες παραµένουν αναλλοίωτες ως προς τους προβολικούς 

µετασχηµατισµούς, ενώ η Ελλειπτική και η Υπερβολική γεωµετρία χαρακτηρίζονται από 

τις οµάδες των προβολικοτήτων που µεταφέρουν µια κατάλληλη κωνική τοµή στον 

εαυτό της. 

   Η νέα αυτή προσέγγιση χαρακτηρίζεται από την εξάλειψη της εποπτείας, µε ενδεικτικό 

παράδειγµα τα «σχήµατα», τα οποία αποτελούν συνολοθεωρητικές έννοιες. Επίσης µέσα 

από αυτήν δίνεται η δυνατότητα να µελετηθούν γεωµετρίες Rn διαστάσεως n>3 µε 

n N∈ , το οποίο δεν είναι δυνατόν να γίνει µέσα από την κλασσική ευκλείδεια άποψη. 

 

Α.6.1. Το Ευκλείδειο επιπέδο µέσα από τη Γεωµετρία Klein 

   Θεωρούµε το σύνολο Χ=R2 εφοδιασµένο µε την Ευκλείδεια µετρική dΕ: R
2x R2

→R2 η 

οποία ορίζεται από τον τύπο d(b1,b2)= ( ) ( )2
21

2
21 yyxx −+− , οπότε έχουµε τον 

ευκλείδειο µετρικό χώρο (R2,dE). Ενδιαφερόµαστε για τις ισοµετρίες, δηλαδή τις 

απεικονίσεις που διατηρούν την απόσταση. Πιο συγκεκριµένα, µια απεικόνιση f :Χ→Χ 

θα λέγεται ισοµετρία, αν d(f(x),f(y))=d(x,y) για κάθε x,y∈Χ. Μια ισοµετρία είναι µια 

απεικόνιση “1-1”(αν f(x)=f(y) τότε d(f(x),f(y))=0 ⇒d(x,y)=0⇒x=y). 

   Θεωρούµε το σύνολο I(R2,dΕ), το οποίο αποτελείται από όλες τις “επί” ισοµετρίες 

πάνω στο Ευκλείδειο επίπεδο. Η (I(R2,dΕ),o ) είναι υποοµάδα της (IS,o ). Τότε η 

Γεωµετρία Klein του Ευκλείδειου επιπέδου είναι το ζεύγος  (R2,I(R2,d)). Όλες οι 

ιδιότητες των σχηµάτων που θα µας απασχολήσουν στα πλαίσια της ευκλείδειας 

γεωµετρίας, παραµένουν αναλλοίωτες ως προς τις ισοµετρικές εικόνες των «σχηµάτων» 
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(Στράντζαλος,2002). Παράδειγµα τέτοιας ιδιότητας είναι αυτή που υπαγορεύει το 

Πυθαγόρειο Θεώρηµα για κάθε ορθογώνιο τρίγωνο.  

   Υπενθυµίζουµε ότι στην «κλασσική» ευκλείδεια γεωµετρία δύο σχήµατα θεωρούνται 

ίσα αν µε κατάλληλη επίθεση µπορούν να ταυτιστούν. Επίσης οι ιδιότητες των 

σχηµάτων παραµένουν αναλλοίωτες κατά τη µετακίνησή τους στο επίπεδο. Μιλώντας µε 

όρους της άποψης Klein δύο σχήµατα του ευκλείδειου επιπέδου είναι ίσα αν υπάρχει µία 

Ευκλείδεια “επί” ισοµετρία g: R2
→R2  (δηλαδή αν ∃ f ∈ I(R2,dΕ) )που απεικονίζει το ένα 

επί του άλλου, δηλαδή, τα Σ1, Σ2 είναι ίσα (γράφουµε Σ1 ≈Σ2) αν ∃ g ∈ I(R2,dΕ) ώστε 

g(Σ1)=Σ2. 

   Η σχέση ισότητας είναι σχέση ισοδυναµίας. Απόδειξη: 

• Αυτοπαθής: 1x(Σ)=Σ για κάθε Σ⊂Χ όπου 1x:Χ→Χ η ταυτοτική απεικόνιση του Χ 

και 1x ∈ I(R2,dΕ), εφόσον I(R
2,dΕ) υποοµάδα της IS(X). 

• Συµµετρική: Αν Σ1 ≈  Σ2, ∃ g∈ I(R2,dΕ) µε g(Σ1)=Σ2, και εφόσον η g 
είναι ‘‘1-1’’ 

και ‘‘ επί’’ ∃  g-1  µε  g-1g(Σ1)= g-1(Σ2) άρα  1x(Σ1)= g-1(Σ2) οπότε g
-1(Σ2)=Σ1 άρα 

Σ2 ≈  Σ1. 

• Μεταβατική: Αν Σ1 ≈  Σ2 και Σ2 ≈  Σ3 τότε ∃ g1,g2∈ I(R2,dΕ) µε g1(Σ1)=Σ2 και 

g2(Σ1)=Σ3 οπότε g2o  g1(Σ1)= g2(Σ2)= Σ3 άρα Σ1 ≈Σ3. 

 

Α.6.2. Οι ισοµετρίες του Ευκλείδειου επιπέδου 

   Πριν προχωρήσουµε στην εύρεση των ευκλείδειων ισοµετριών, είναι αναγκαία η 

υπενθύµιση κάποιων ορισµών και θεωρηµάτων. 

   Ορισµός: Θετικά ορισµένο εσωτερικό γινόµενο στον γραµµικό χώρο V=Rn 

πεπερασµένης διάστασης είναι µια απεικόνιση Ε: VxV→R+  η οποία είναι συµµετρική, 

διγραµµική και θετικά ορισµένη. 

   Το ζεύγος (V,E) λέγεται χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. 

   Ορισµός: Γραµµική λέγεται η απεικόνιση f:V→V για την οποία ισχύει 

f(x+y)=f(x)+f(y) και f(λx)=λf(x) µε λ. 

   Ορισµός: Ορθογώνια λέγεται η απεικόνιση f:V→V η οποία είναι γραµµική και 

ισοµετρία. 

   Ορισµός: Μεταφορά κατά ένα διάνυσµα v V∈  λέγεται η ‘‘1-1’’ και ‘‘ επί’’ 

απεικόνιση τ: V→V για την οποία τ(x)=x+v. 
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   Η µεταφορά είναι ισοµετρία διότι: 

d(τ(x),τ(y))= )()( yx ττ − = ),()()( yxdyxvyvx =−=+−+ . 

   Θεώρηµα 1ο: Έστω (V,E) χώρος µε εσωτερικό γινόµενο. Κάθε ισοµετρία του f:V→V 

γράφεται µονοσήµαντα ως σύνθεση µιας ορθογώνια απεικόνιση g:V→V και µιας 

µεταφοράς τ:V→V ώστε f=τ og. 

   Θεώρηµα 2ο: Μια γραµµική απεικόνιση f:V→V είναι ισοµετρία, αν και µόνο αν 

)(xfx =  

   Σύµφωνα µε το 1ο θεώρηµα για να βρω τις ισοµετρίες του ευκλείδειου επιπέδου, αρκεί 

να βρω τη σύνθεση µιας ορθογώνιας απεικόνισης και µιας µεταφοράς. Έστω µια 

γραµµική απεικόνηση g:R2
→R2 ,η οποία θα ορίζεται από τον πίνακα 
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   Για να είναι αυτή η απεικόνιση ορθογώνια θα πρέπει εκτός από γραµµική να είναι και 

ισοµετρία. Άρα από το 2ο θεώρηµα, θα πρέπει να ισχύει 

( ) ( ) ( )2222,, yxyaxyxyxyxyx δγβδγβα +++=+⇒++= , για κάθε x, y R∈ . Άρα 

( ) xyyxayx )(2)( 22222222 γδαβδβγ +++++=+ .  Συνεπώς πρέπει: α
2+γ2=1, 

β2+δ2=1, αβ+γδ=0, άρα β= γm ,δ= α± και α2+γ2=1. Άρα οι ζητούµενες ορθογώνιες 

απεικονίσεις είναι: 
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   Η σύνθεση αυτών των ορθογωνίων απεικονίσεων µε µια µεταφορά κατά διάνυσµα 

v=(κ,λ) αποτελούν τις απεικονίσεις που αναζητούµε. Οπότε οι ευκλείδειες ισοµετρίες 

δίνονται από τους τύπους:  
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Από τον πρώτο τύπο για α=συνθ και γ=ηµθ  έχουµε:  
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∆ηλαδή είναι µία στροφή περί της αρχής των αξόνων κατά γωνία θ, ακολουθούµενη από 

µία µεταφορά. 

 Από το δεύτερο τύπο για α=1 και γ=0  έχουµε:  
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∆ηλαδή είναι ένας κατοπτρισµός ως προς τον άξονα y΄y, ακολουθούµενος από µία 

µεταφορά. 

   Το παρακάτω θεώρηµα είναι θεµελιώδες, εξασφαλίζοντας το µονοσήµαντο του 

καθορισµού των ισοµετριών: Μία ισοµετρία της επίπεδης ευκλείδειας γεωµετρίας, 

καθορίζεται µονοσήµαντα από τις εικόνες τριών µη συνευθειακών σηµείων. 

   Συνέπεια αυτού είναι η εξής πρόταση: Αν δοθούν δύο τρίγωνα τα οποία έχουν ίσες τις 

αντίστοιχες πλευρές τους, υπάρχει ακριβώς µία ισοµετρία, η οποία απεικονίζει το ένα επί 

του άλλου. Συνεπώς τα τρίγωνα είναι ίσα κατά Ευκλείδη και κατά Klein. 

 

 

Α.7. Αξιωµατική Θεµελίωση της Επίπεδης Γεωµετρίας από τον Hilbert  

   Η αξιωµατική θεµελίωση της επίπεδης γεωµετρίας από τον Hilbert, αποτελεί την 

προσπάθεια να κατασκευαστεί ένα αξιωµατικό σύστηµα από το οποίο να προκύπτει το 

σύστηµα του Ευκλείδη. ∆ηµοσιεύτηκε για πρώτη φορά το 1899 στο βιβλίο «Grundlagen 

der Geometrie» (Θεµελιώσεις της Γεωµετρίας). Έκτοτε υπήρξαν δέκα επανεκδόσεις, εκ 

των οποίων οι τρεις τελευταίες έγιναν µετά το θάνατο του Hilbert, ενώ το έργο του 

µεταφράστηκε σε πολλές γλώσσες. 

   O Hilbert ορίζει τον τρισδιάστατο ευκλείδειο χώρο ως ένα σύνολο τυχαίων στοιχείων 

τα οποία διαιρούνται σε τρία συστήµατα. Συγκεκριµένα ο Hilbert αναφέρει: «Θεωρούµε 

τρία διακεκριµένα συστήµατα αντικειµένων. Τα αντικείµενα που αποτελούν το πρώτο 

σύστηµα, θα τα ονοµάσουµε σηµεία και τα παριστούµε µε τα γράµµατα A, B, C…, τα 

αντικείµενα του δευτέρου συστήµατος είναι οι ευθείες τις οποίες παριστούµε µε τα 

γράµµατα a, b, c,… και τα αντικείµενα του τρίτου συστήµατος είναι τα επίπεδα και τα 
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παριστούµε µε τα ελληνικά γράµµατα α, β, γ,… Τα σηµεία ονοµάζονται στοιχεία της 

ευθύγραµµης γεωµετρίας, τα σηµεία και οι ευθείες γραµµές είναι στοιχεία της επιπέδου 

γεωµετρίας, και τα σηµεία, ευθείες και επίπεδα είναι στοιχεία της γεωµετρίας του χώρου 

ή στοιχεία του χώρου.» 

   Βλέπουµε λοιπόν ότι θέτει ως πρωταρχικές τις έννοιες σηµείο, ευθεία, επίπεδο. Ο 

Hilbert, ως φορµαλιστής, δεν όρισε αυτές τις έννοιες αλλά προσδιόρισε τις σχέσεις 

µεταξύ τους, µέσα από το σύστηµα των αξιωµάτων που εισήγαγε. Έτσι µπορούµε να 

βρούµε µοντέλα όπου ικανοποιούνται οι διάφορες οµάδες των αξιωµάτων όπου οι 

έννοιες «σηµείο» και «ευθεία» διαφέρουν κατά πολύ από την οντολογική υπόσταση που 

έχουµε «συνηθίσει». Παρατηρείται εξαρχής η τάση του Hilbert να απορρίπτει 

κατηγορηµατικά την εποπτεία.  

   Στη συνέχεια ακολουθούν τα αξιώµατα που έθεσε ο Hilbert για την Επίπεδη 

Γεωµετρία, τα οποία προσδιορίζουν τις σχέσεις µεταξύ των συστηµάτων των 

«αντικειµένων» και τα οποία διέκρινε σε πέντε οµάδες. Αναφέρονται λοιπόν σε ένα 

σύνολο σηµείων Σ, σε ένα σύνολο ευθειών Ε και στο επίπεδο που θεωρείται το σύνολο 

των σηµείων.  

 

1.Αξιώµατα της ‘‘ σύµπτωσης’’:  Στην οµάδα αυτή τα αξιώµατα σχετίζονται µε τη 

σύµπτωση ενός σηµείου και µιας ευθείας. Θεωρούµε µια σχέση σύµπτωσης µεταξύ 

σηµείων και ευθειών (συµβολίζουµε µε ⊂ ). Γράφουµε Α⊂ b όταν το σηµείο Α ανήκει 

στην ευθεία b. 

I. Για κάθε δύο διαφορετικά σηµεία υπάρχει µία ευθεία που τα περιέχει 

II.  Η ευθεία που διέρχεται από δύο σηµεία είναι µοναδική 

III.  Κάθε ευθεία περιέχει δύο τουλάχιστον σηµεία. Υπάρχουν τουλάχιστον τρία 

σηµεία που δεν ανήκουν στην ίδια ευθεία (µη συνευθειακά). 

  ∆ύο σηµαντικές συνέπειες των παραπάνω αξιωµάτων είναι: 

o ∆ύο ευθείες έχουν το πολύ ένα κοινό σηµείο. Θα λέµε τότε ότι οι ευθείες 

αυτές τέµνονται σε αυτό το σηµείο. 

o Για κάθε ευθεία υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο που δεν ανήκει σε αυτή. 
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2.Αξιώµατα  του ‘‘ µεταξύ’’( ή διάταξης): Η σχέση του ‘‘ µεταξύ’’  είναι πρωταρχική, 

δηλαδή ο Hilbert δεν κάνει καµία προσπάθεια να την ορίσει άµεσα. Η οµάδα αυτή, 

αναφέρεται στην έννοια του ‘‘ µεταξύ’’ για συνευθειακά σηµεία και στην έννοια του 

‘‘ µεταξύ’’ για το επίπεδο. 

I. Το σύµβολο X-Y-Z σηµαίνει ότι τα σηµεία X, Y, Z είναι συνευθειακά και 

διαφορετικά και ότι το Υ βρίσκεται µεταξύ των Χ και Ζ. Τότε ισχύει και Ζ-Υ-Χ. 

II.  Για κάθε δύο σηµεία Χ, Υ υπάρχει ένα τρίτο Ζ έτσι, ώστε Χ-Υ-Ζ 

III.  Αν δοθούν τρία συνευθειακά και διαφορετικά σηµεία, το πολύ ένα από αυτά θα 

βρίσκεται µεταξύ των άλλων δύο. 

 

   Πριν αναφερθεί το επόµενο αξίωµα διατυπώνονται δύο απαραίτητοι ορισµοί. 

   Ορισµός: Ένα ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τα σηµεία Α και Β αντιστοιχεί στο όχι 

διατεταγµένο ζευγάρι Α, Β και συµβολίζεται µε ΑΒ ή ΒΑ. Εσωτερικά σηµεία του ΑΒ 

λέγονται τα σηµεία που βρίσκονται µεταξύ των Α και Β. Τα άκρα και τα εσωτερικά 

σηµεία του ΑΒ, θεωρούνται ότι ανήκουν στο ευθύγραµµο αυτό τµήµα. 

   Ορισµός: Τρία µη συνευθειακά σηµεία Α,Β,Γ ορίζουν το τρίγωνο ΑΒΓ. Τα Α,Β,Γ 

λέγονται κορυφές του τριγώνου, τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ, ΒΓ, ΓΑ λέγονται πλευρές 

του τριγώνου. 

 

IV.  Έστω Α, Β, Γ τρία διαφορετικά σηµεία που δεν κείνται επί της αυτής ευθείας και 

έστω χ µία ευθεία, τέτοια ώστε να µην περνάει από κανένα από τα προηγούµενα 

σηµεία. Τότε αν η χ περνάει από ένα σηµείο του τµήµατος ΑΒ, θα περνάει επίσης 

και από ένα σηµείο του ΑΓ ή από ένα σηµείο του ΒΓ. 

   Το τελευταίο αξίωµα οδηγεί στην έννοια του ηµιεπιπέδου και είναι γνωστό ως αξίωµα 

του Pasch. Είναι ισοδύναµο µε το αξίωµα διαχωρισµού: «µια ευθεία χ χωρίζει τα σηµεία 

του επιπέδου, που δε βρίσκονται επ’αυτής, σε δύο σύνολα έτσι ώστε, για δύο σηµεία Α, Β 

που βρίσκονται στο ίδιο σύνολο, το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ να µην τέµνει τη χ, ενώ για τα 

σηµεία Γ, ∆ που βρίσκονται σε διαφορετικά σύνολα, το Γ∆ τέµνει τη χ». 

 

Σηµαντικές συνέπειες των παραπάνω αξιωµάτων είναι οι εξής: 

o Για κάθε δύο σηµεία Α, Β υπάρχει τουλάχιστον ένα τρίτο σηµείο Γ ώστε Α-Γ-Β. 
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o ∆οθέντων τριών συνευθειακών σηµείων, ακριβώς ένα από αυτά βρίσκεται µεταξύ 

των άλλων δύο. 

o Στο αξίωµα του Pasch αποδεικνύεται ότι η ευθεία χ διέρχεται από µία ακριβώς 

από τις άλλες δύο πλευρές του τριγώνου. 

o Αν δοθούν πεπερασµένα το πλήθος συνευθειακά σηµεία, µπορούµε να τα 

συµβολίσουµε µε Ακ, κ=1,…,ω έτσι ώστε το Αλ να βρίσκεται µεταξύ του Αλ-µ και 

του Αλ+ν για λ=2,…,ω-1 και επιτρεπτά µ=1,…,λ-1, ν=1,…,ω-λ.  

o Μεταξύ δύο σηµείων βρίσκονται άπειρα σηµεία. 

o Κάθε πολύγωνο χωρίζει το επίπεδο σε δύο περιοχές, την εσωτερική και την 

εξωτερική και κάθε ευθεία η οποία ενώνει ένα σηµείο από το εσωτερικό µε ένα 

σηµείο από το εξωτερικό, έχει ένα κοινό σηµείο µε το πολύγωνο. 

 

   Ορισµός: Για κάθε ευθεία χ και σηµείο Α όπου το Α δεν ανήκει στη χ, αντιστοιχεί το 

σύνολο Σ(χ,Α) το οποίο λέγεται ηµιεπίπεδο ως προς χ που περιέχει το Α, όπου 

 Σ(χ,Α)={Α}U{ Χ ∈Σ-{Α}: το ΑΧ δεν τέµνει την χ} 

   Κάθε ευθεία ορίζει δύο ακριβώς ηµιεπίπεδα ξένα µεταξύ τους, τα οποία περιέχουν όλα 

τα στοιχεία του συνόλου Σ εκτός από εκείνα που ανήκουν στην ευθεία χ. 

   Αντίστοιχα ορίζεται η έννοια της ηµιευθείας: 

   Ορισµός: Έστω Α,Β δύο διάφορα σηµεία και χ µία ευθεία που διέρχεται από αυτά, από 

το δεύτερο αξίωµα του ‘‘ µεταξύ’’ υπάρχει ένα σηµείο Γ της χ ώστε Γ-Α-Β. Σε κάθε 

τέτοια επιλογή 3 σηµείων µιας ευθείας χ αντιστοιχούν δύο ηµιευθείες της µε αρχή το Α, 

η ABκαι ΓA . 

   Τα στοιχεία του συνόλου Σ ( AB )= }{ }{ }{ Χ−Β−ΑΧ∪Β−Χ−Α∪ ::, XBA ⊂Σ 

θα λέµε ότι ανήκουν στην ηµιευθεία AB . 

   Ορισµός : Έστω ΒΑ
r
και ΓΒ

r
 δύο ηµιευθείες µε κοινή αρχή, έτσι ώστε τα στοιχεία τους 

να ανήκουν σε διαφορετικές ευθείες χΒ και χΓ (µε κοινό σηµείο το Α) αντίστοιχα. Το 

σύστηµα των δύο αυτών ηµιευθειών το ονοµάζουµε γωνία. Το εσωτερικό της γωνίας 

αυτής αποτελείται από τα ‘‘ εσωτερικά’’ της σηµεία που είναι τα σηµεία του συνόλου 

Σ(xΓ,Β)∩ Σ(xΒ,Γ). Οι ηµιευθείες ΑΒκαι ΑΓ λέγονται πλευρές της γωνίας ΒΑΓ και το Α 

λέγεται κορυφή της. 
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3.Αξιώµατα της ‘‘ συµφωνίας’’:  αναφέρονται στη ‘‘ συµφωνία’’ ευθυγράµµων τµηµάτων, 

γωνιών και τριγώνων. Με τη χρήση αυτών των αξιωµάτων εξετάζουµε την ‘‘ ισότητα’’ 

δύο σχηµάτων, κατοχυρώνοντας τη ‘‘ µεταφορά’’ ευθύγραµµων τµηµάτων και γωνιών. 

   ∆εχόµαστε ότι υπάρχει µία σχέση ισοδυναµίας (πρωταρχική) ανάµεσα στα 

ευθύγραµµα τµήµατα. ∆ύο ευθύγραµµα τµήµατα που συνδέονται µε τη σχέση αυτή τα 

λέµε ‘‘ σύµφωνα’’ ή ‘‘ ίσα’’ . Όταν τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και Γ∆ είναι 

‘‘ σύµφωνα’’, γράφουµε ΑΒ ≅ ΓΖ. 

I. Αν δοθεί το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ, τότε σε κάθε ηµιευθεία Γ∆  αντιστοιχεί ένα 

τουλάχιστον σηµείο Ζ, που ανήκει σε αυτήν ώστε το ΑΒ να είναι σύµφωνο µε το 

ΓΖ. Γράφουµε ΑΒ ≅ ΓΖ 

   Με αυτό το αξίωµα µπορούµε να θεωρήσουµε τη ‘‘ µεταφορά’’  ενός ευθυγράµµου 

τµήµατος σε οποιαδήποτε ηµιευθεία. Με πρόταση θα αποδειχτεί ότι το Ζ είναι µοναδικό, 

εξασφαλίζοντας τη µοναδικότητα της ‘‘ µεταφοράς’’. Συνεπώς µπορούµε να µιλήσουµε 

για σύγκριση δύο ευθυγράµµων τµηµάτων. Θα λέµε ότι το ΑΒ είναι µικρότερο από το 

Α΄Β΄ (γράφουµε ΑΒ<Α΄Β΄) αν στην ηµιευθεία που ορίζει το Α΄Β΄, το σηµείο Ζ ώστε 

ΑΒ ≅ Α΄Ζ έχει την ιδιότητα Α΄-Ζ-Β΄. Αντίστοιχα ισχύει για τη σχέση µεγαλύτερο. 

II.  Θεωρούµε τις ευθείες χ και χ΄ και σε κάθε µία τους τα σηµεία Α,Β,Γ και Α΄,Β΄,Γ΄ 

αντίστοιχα έτσι ώστε τα Γ και Α να µην ανήκουν στις ηµιευθείες  ΒΑ , ΒΓ  

αντίστοιχα και ανάλογα να ισχύουν για τα Γ΄,Α΄ και τις '' AB , ''ΓB . Με αυτές τις 

υποθέσεις δεχόµαστε ότι, αν ΑΒ, Α΄Β΄ είναι σύµφωνα και ΒΓ, Β΄Γ΄ είναι 

σύµφωνα, τότε ΑΓ και Α΄Γ΄ είναι σύµφωνα.  

Το ευθύγραµµο τµήµα ΑΓ (ή Α΄Γ΄) θεωρείται το ‘‘ άθροισµα’’  των ΑΒ και ΒΓ 

(αντίστοιχα Α΄Β΄ και Β΄Γ΄). Το αξίωµα αυτό εξασφαλίζει τη ‘‘ µεταφορά’’ του 

‘‘ αθροίσµατος’’ των ευθυγράµµων τµηµάτων. 

   ∆εχόµαστε ότι υπάρχει µία σχέση ισοδυναµίας ανάµεσα στις γωνίες. ∆ύο γωνίες που 

συνδέονται µε τη σχέση αυτή τις λέµε ‘‘ σύµφωνες’’ ή ‘‘ ίσες’’ .  

 

III.  Αν δοθούν η γωνία ΒΑΓ, η ευθεία χ, µία ηµιευθεία της ΖΘ  και προκαθοριστεί 

ένα από τα δύο ηµιεπίπεδα που ορίζει η χ, τότε υπάρχει ακριβώς µία ηµιευθεία 
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ΖΗ  ώστε να ισχύει ότι η γωνία ΒΑΓ να ισούται µε τη γωνία ΗΖΘ και επιπλέον 

τα σηµεία της ZH ,εκτός του Ζ, και τα εσωτερικά σηµεία της ΗΖΘ να ανήκουν 

στο προκαθορισµένο ηµιεπίπεδο. 

Με αυτό το αξίωµα εξασφαλίζεται το µονοσήµαντο της µεταφοράς των γωνιών, ενώ η 

ανισοτική σχέση µεταξύ των γωνιών ορίζεται ανάλογα µε αυτή των ευθύγραµµων 

τµηµάτων. 

   Ορισµός :∆ύο γωνίες λέγονται διαδοχικές αν έχουν µία ηµιευθεία ως κοινή πλευρά 

και δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία.   

   Ορισµός : Άθροισµα δύο διαδοχικών γωνιών ΒΑΓ και ΒΑ∆, µε κοινή πλευρά την 

ABκαι τα ∆ και Γ να βρίσκονται σε διαφορετικό ηµιεπίπεδο, ορίζεται η γωνία ∆ΑΓ. 

   Ορισµός : ∆ύο τρίγωνα λέγονται σύµφωνα ή ίσα αν οι κορυφές τους µπορούν να 

αντιστοιχισθούν έτσι ώστε οι αντίστοιχες πλευρές να είναι σύµφωνες και οι αντίστοιχες 

γωνίες σύµφωνες. 

 

IV.  Αν για τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ ισχύουν ότι η πλευρά ΑΒ σύµφωνη µε την 

Α΄Β΄ ,η πλευρά ΑΓ σύµφωνη µε την πλευρά Α΄Γ΄ και η γωνία ΒΑΓ σύµφωνη µε 

τη γωνία Β΄Α΄Γ΄ τότε και η γωνία ΑΒΓ σύµφωνη µε την Α΄Β΄Γ΄. 

 

Σηµαντικές συνέπειες των παραπάνω αξιωµάτων είναι οι εξής: 

o 1ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων: ∆ύο τρίγωνα είναι «σύµφωνα», αν δύο 

πλευρές τους είναι αντίστοιχα «σύµφωνες» και οι περιεχόµενες σε αυτές γωνίες 

είναι «σύµφωνες». 

o 2ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων: ∆ύο τρίγωνα είναι «σύµφωνα», αν οι κορυφές 

τους µπορούν να συµβολισθούν µε Α, Β, Γ και Α΄, Β΄, Γ΄ έτσι ώστε ΑΒ ≅ Α΄Β΄, 

και η γωνία ΒΑΓ είναι ίση µε την Β΄Α΄Γ΄ και η γωνία ΑΒΓ είναι ίση µε την 

Α΄Β΄Γ΄. 

 

   Ορισµός: ∆ύο γωνίες λέγονται παραπληρωµατικές, αν είναι διαδοχικές και οι µη 

κοινές πλευρές τους είναι ηµιευθείες της ίδιας ευθείας µε αρχή την κορυφή των γωνιών. 

o Αν δύο γωνίες είναι «σύµφωνες», τότε και οι παραπληρωµατικές τους γωνίες 

είναι «σύµφωνες». 
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o Αν δύο πλευρές ενός τριγώνου είναι «σύµφωνες», τότε και οι απέναντί τους 

γωνίες είναι «σύµφωνες» 

o 3ο Κριτήριο ισότητας τριγώνων: ∆ύο τρίγωνα είναι «σύµφωνα» αν οι 

αντίστοιχες πλευρές τους είναι «σύµφωνες». 

 

   Ορισµός: Μια γωνία λέγεται ορθή, αν είναι «σύµφωνη» µε την παραπληρωµατική της. 

o Κάθε δύο ορθές γωνίες είναι σύµφωνες. 

 

   Ορισµός: Οι παραπληρωµατικές γωνίες των γωνιών ενός τριγώνου λέγονται 

εξωτερικές γωνίες του. 

   Ορισµός: Απέναντι εσωτερικές γωνίες µιας εξωτερικής γωνίας ενός τριγώνου, 

ονοµάζονται οι γωνίες του τριγώνου εκτός της παραπληρωµατικής της. 

o Μια εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι µεγαλύτερη από καθεµιά από τις δύο 

απέναντί της εσωτερικές γωνίες. 

o Το άθροισµα δύο γωνιών ενός τριγώνου είναι µικρότερο από δύο ορθές. 

o Σε κάθε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ υπάρχει µονοσήµαντα ορισµένο σηµείο Μ έτσι 

ώστε Α-Μ-Β και ΑΜ ≅ ΜΒ. Το σηµείο Μ ονοµάζεται µέσον. 

o Σε κάθε γωνία υπάρχει µονοσήµαντα ορισµένη ηµιευθεία µε αρχή την κορυφή 

της και ένα σηµείο της να βρίσκεται στο εσωτερικό της γωνίας ώστε να ορίζει 

δύο διαδοχικές γωνίες µε κοινή πλευρά την ηµιευθεία, οι οποίες να είναι ίσες. Η 

ηµιευθεία αυτή καλείται διχοτόµος. 

 

4.Αξιώµατα της ‘‘ συνέχειας’’  

   Σε αυτή την οµάδα περιέχονται δύο αξιώµατα. Το πρώτο από αυτά, το λεγόµενο 

αξίωµα Αρχιµήδους-Ευδόξου έρχεται να διορθώσει και να καλύψει πολλά κενά των 

«Στοιχείων» του Ευκλείδη. Μάλιστα αν παραλειφθεί, τότε το σύστηµα των υπολοίπων 

αξιωµάτων οδηγεί σε αντιφάσεις. Πριν διατυπωθεί είναι απαραίτητος ο παρακάτω 

ορισµός. 

Ορισµός: Έστω Α,Β δύο σηµεία και Γ∆ ένα ευθύγραµµο τµήµα. Το ν-πολλαπλάσιο του 

Γ∆ στην ηµιευθεία AB  είναι το ευθύγραµµο τµήµα που κατασκευάζεται επαγωγικά µε 

την ακόλουθη διαδικασία: Έστω Α∆1 η ‘‘ µεταφορά’’ του Γ∆ στην ABσύµφωνα µε το 
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πρώτο αξίωµα συµφωνίας και ∆λ∆λ+1 η αντίστοιχη µεταφορά πάλι του Γ∆ στην λλΖ∆  , 

όπου ∆λ-1-∆λ-Ζλ για λ=2,…,ν-1. Το ν-πολλαπλάσιο του Γ∆ στην ABείναι το ευθύγραµµο 

τµήµα Α∆ν 

I. Αν δοθούν δύο ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και Γ∆, υπάρχει ένας φυσικός αριθµός ν 

έτσι ώστε να ισχύει Α-Β-∆ν όπου Α∆ν είναι το ν-πολλαπλάσιο του Γ∆ στην 

AB .(Αξίωµα Ευδόξου-Αρχιµήδη) 

Αυτό το αξίωµα µας παρέχει τη δυνατότητα µέτρησης.  

II.  ∆εν είναι δυνατό να επεκταθεί µια ευθεία σε µια καινούρια ευθεία έτσι ώστε να 

ισχύουν για τα σηµεία της καινούριας ευθείας οι βασικές ιδιότητες που 

απορρέουν από τα αξιώµατα της σύµπτωσης , του µεταξύ, της συµφωνίας και του 

αξιώµατος Αρχιµήδους-Ευδόξου. (Αξίωµα της γραµµικής πληρότητας) 

Αυτό το αξίωµα συµβάλλει στη διασύνδεση της Γεωµετρίας αυτής µε την Αναλυτική 

Γεωµετρία του επιπέδου. Με τη βοήθειά αυτού αποδεικνύεται ότι κάθε ευθεία είναι 

συνεχές. Ο Hilbert το χαρακτηρίζει ως «τελικό δοµικό λίθο». 

   Τα δύο αυτά αξιώµατα, µπορούν να αντικατασταθούν από το αξίωµα συνέχειας του 

Dedekind: «για οποιαδήποτε διαµέριση των σηµείων µιας ευθείας σε δύο µη κενά σύνολα, 

τέτοια ώστε κανένα σηµείο του ενός να µη βρίσκεται µεταξύ δύο σηµείων του άλλου, 

υπάρχει ένα σηµείο του ενός συνόλου που βρίσκεται µεταξύ οποιουδήποτε άλλου σηµείου 

αυτού του συνόλου και οποιουδήποτε σηµείου του άλλου συνόλου». 

   Σηµαντική συνέπεια του τελευταίου αξιώµατος είναι η εξής πρόταση: 

«∆εν είναι δυνατόν να επεκταθεί το επίπεδο για το οποίο ισχύουν όλα τα παραπάνω 

αξιώµατα σε ένα καινούργιο, έτσι ώστε να εξακολουθούν να ισχύουν για τα σηµεία του 

καινούργιου επιπέδου όλα τα προηγούµενα αξιώµατα». 

 

5.Αξίωµα των παραλλήλων 

   Στο επίπεδο που ορίζουν ένα σηµείο και µία ευθεία που δεν διέρχεται από το σηµείο, 

υπάρχει το πολύ µία ευθεία, που περνά από το σηµείο και δεν τέµνει την ευθεία. Η 

ευθεία αυτή ονοµάζεται παράλληλη της δεδοµένης ευθείας από το δοθέν σηµείο. 

   Το αξίωµα αυτό είναι γνωστό ως Ευκλείδειο Αξίωµα. O Hilbert αποδεικνύει ότι από 

σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται τουλάχιστον µία παράλληλη και µε τη χρήση του 
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τελευταίου αξιώµατος εξασφαλίζει τη µοναδικότητα της παραλλήλου. Αποδεικνύεται ότι 

είναι ισοδύναµο µε καθέναν από τους παρακάτω ισχυρισµούς: 

� Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε δύο ορθές. 

� Αν µία ευθεία τέµνει τη µία από δύο παράλληλες ευθείες, τότε θα τέµνει και την 

άλλη. 

� Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες και τέµνονται από µία τρίτη, τότε οι εντός 

εναλλάξ γωνίες που σχηµατίζονται είναι σύµφωνες. 

 

   Ας δούµε αν το σύστηµα του Hilbert ικανοποιεί τις απαιτήσεις που έθεσε ο ίδιος για 

κάθε αξιωµατικό σύστηµα. Για την απαίτηση της συνέπειας, δηµιούργησε ένα αλγεβρικό 

µοντέλο για τα αξιώµατά του και αφού το αλγεβρικό µοντέλο δεν οδηγεί σε αντιφάσεις 

δεν θα οδηγεί σε αντιφάσεις ούτε το αξιωµατικό του σύστηµα. Όσον αφορά την 

απαίτηση για ανεξαρτησία των αξιωµάτων, ο Hilbert δεν απέδειξε την πλήρη 

ανεξαρτησία τους αλλά έδειξε ότι οι οµάδες των αξιωµάτων είναι ανεξάρτητες, 

κατασκευάζοντας µοντέλα όπου κάποια από αυτές τις οµάδες δεν ικανοποιείται. ∆εν 

ασχολήθηκε µε την απόδειξη της πληρότητας, διότι πίστευε ότι το σύστηµά του είναι 

πλήρες. Άλλωστε όπως προκύπτει τελικά, όλες οι προτάσεις του Ευκλείδη 

αποδεικνύονται από τα αξιώµατά του. 

 

 

7.1. Η διόρθωση των «παραλήψεων» του Ευκλείδη µέσα στην 

αξιωµατική του Hilbert  

   Σε προηγούµενη παράγραφο είδαµε τις παραλείψεις που επεσήµανε ο Russel στο 

σύστηµα του Ευκλείδη, καθώς και τις προτάσεις που έδωσε για την κάλυψή τους. Σε 

αυτήν την παράγραφο, θα εξετάσουµε πως τα κενά αυτά καλύπτονται µέσα από την 

αξιωµατική θεµελίωση που πρότεινε ο Hilbert. 

   O Hilbert, όπως είδαµε, υποστηρικτής του φορµαλισµού, στην αρχή του συστήµατος 

θέτει ως πρωταρχικούς τους όρους σηµείο, ευθεία, επίπεδο. Μέσα από τον µεγαλύτερο 

αριθµό αξιωµάτων που έθεσε, εκφράζονται µε σαφήνεια οι σχέσεις µεταξύ των 

πρωταρχικών αυτών όρων. Έτσι αποφεύγει τους ασαφείς ορισµούς που εισήγαγε και 

χρησιµοποίησε ο Ευκλείδης.  
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   Το αξίωµα Αρχηµήδους-Ευδόξου έρχεται να λύσει µερικά προβλήµατα από αυτά που 

εντόπισε ο Russell: Αν δοθούν δύο ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ και Γ∆, υπάρχει ένας 

φυσικός αριθµός ν έτσι ώστε να ισχύει Α-Β-∆ν όπου Α∆ν είναι το ν-πολλαπλάσιο του Γ∆ 

στην AB . 

   Επίσης το αξίωµα του Pasch -αν µία ευθεία χ δεν περιέχει καµιά από τις κορυφές ενός 

τριγώνου, ΑΒΓ, και περνάει από ένα εσωτερικό σηµείο µιας πλευράς αυτού τότε στη χ 

ανήκει ένα εσωτερικό σηµείο µιας τουλάχιστον από τις δύο άλλες πλευρές του ΑΒΓ- 

οδηγεί στην έννοια του ηµιεπιπέδου, το οποίο καλύπτει τα σχετικά κενά της θεωρίας του 

Ευκλείδη. Αλλά ας δούµε τις διορθώσεις µε τη σειρά που παρουσιάζει τις παραλήψεις ο 

Russell. 

   Το κενό της 1ης πρότασης που αποτελεί την υπόθεση ότι οι δύο κύκλοι τέµνονται, 

καλύπτεται µε τη χρήση του αξιώµατος Dedekind (για οποιαδήποτε διαµέριση των 

σηµείων µιας ευθείας σε δύο µη κενά σύνολα, τέτοια ώστε κανένα σηµείο του ενός να µη 

βρίσκεται µεταξύ δύο σηµείων του άλλου, υπάρχει ένα σηµείο του ενός συνόλου που 

βρίσκεται µεταξύ οποιουδήποτε άλλου σηµείου αυτού του συνόλου και οποιουδήποτε 

σηµείου του άλλου συνόλου), το οποίο όπως είδαµε είναι ισοδύναµο µε τα δύο αξιώµατα 

«συνέχειας» του Hilbert. Επίσης εξασφαλίζεται η αξιωµατική κατοχύρωση της έννοιας 

του «µεταξύ», η οποία απαιτείται στην απόδειξη, µε την αντίστοιχη οµάδα των 

αξιωµάτων. 

   Τις παραλείψεις που διαπιστώθηκαν στην 4η πρόταση, «διορθώνει» ο Hilbert µέσα από 

τα αξιώµατα συµφωνίας, µε τη χρήση των οποίων κατοχυρώνεται η µεταφορά 

ευθυγράµµων τµηµάτων και γωνιών. Στην απόδειξη αυτή, απαιτείται και ο ορισµός του 

ηµιεπιπέδου, ο οποίος εισάγεται µε τη βοήθεια του αξιώµατος Pasch. 

   Η απόδειξη της 6ης πρότασης, διαµορφώνεται σύµφωνα µε τις αυστηρές απαιτήσεις της 

αξιωµατικής, µέσα από την οµάδα των αξιωµάτων «µεταξύ». Η ίδια οµάδα τελειοποιεί 

και την απόδειξη της 7ης πρότασης και κυρίως το αξίωµα Pasch. 

   Οι παραλείψεις στην Πρόταση 8 είναι παρόµοιες µε αυτές της πρότασης 4, οπότε και 

πάλι τα αξιώµατα «συµφωνίας» και «µεταξύ» τις διορθώνουν.  

   Η πρόταση 12, η οποία όπως ειπώθηκε απαιτεί την υπόθεση ότι ένας κύκλος τέµνει µία 

ευθεία σε δύο ή κανένα σηµεία, συµπληρώνεται µέσα από τα αξιώµατα «συνέχειας» και 

«µεταξύ». 
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   Η απόδειξη της πρότασης 16 διορθώνεται µέσα από τα αξιώµατα «µεταξύ» ώστε να 

αποδειχθεί η υπονοούµενη υπόθεση του Ευκλείδη που αναφέρεται στην παράγραφο 5.   

   Τέλος οι παραλείψεις στην πρόταση 26 είναι παρόµοιες µε εκείνες των προτάσεων 4 

και 8, οπότε τα αξιώµατα «συµφωνίας» και το αξίωµα Pasch είναι απαραίτητα. 
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Β΄ ΜΕΡΟΣ 

 

 

Β.1. Αξιωµατική θεµελίωση της Επίπεδης Γεωµετρίας από τον George 

Birkhoff.   

 

   Ο George Birkhoff θεωρείται ένας από τους σηµαντικότερους µαθηµατικούς της 

γενιάς του. Το 1932 δηµοσιεύεται στο περιοδικό “The Annals of Mathematics” το άρθρο 

του “A set of postulates for plane geometry based on scale and protactor”, όπου προτείνει 

µια αξιωµατική της Ευκλείδειας Γεωµετρίας διαφορετική από αυτή του Hilbert, µε βάση 

τη χρήση του κανόνα (µε κλίµακα) και του µοιρογνωµόνιου. Το 1941 κυκλοφορεί το 

βιβλίο του  “Basic Geometry”, συγγραφέας του οποίου είναι και ο Ralph Beatley, το 

οποίο µάλιστα αποτέλεσε σχολικό εγχειρίδιο Γεωµετρίας για µαθητές Λυκείου σε κάποια 

σχολεία των ΗΠΑ. Σε αυτό το βιβλίο αναπτύσσεται µια απλούστερη αλλά πιο εκτενής 

µελέτη της αξιωµατικής του θεµελίωσης. Παρακάτω παρουσιάζονται τα προτεινόµενα 

αξιώµατα καθώς και βασικά θεωρήµατα και εφαρµογές που απορρέουν από αυτά.  

 

 

Β.1.1. Πρωταρχικές έννοιες, αξιώµατα, βασικοί ορισµοί 

   Στην παρούσα αξιωµατική λαµβάνονται ως πρωταρχικοί όροι οι έννοιες σηµείο και 

ευθεία όπου συµβολίζονται µε Α, Β, …και l, m,… αντίστοιχα, καθώς και οι σχέσεις 

απόσταση δύο σηµείων Α, Β που συµβολίζεται µε d(Α, Β) και είναι ένας µη – 

αρνητικός πραγµατικός αριθµός µε d(Α, Β) = d(Β, Α) (Σχ. 1), και γωνία που 

σχηµατίζεται από τρία διατεταγµένα σηµεία Α, O, Β µε Α ≠ O, Β ≠ O, συµβολίζεται µε 

∠ ΑΟΒ και είναι ένας πραγµατικός αριθµός modulo 2π. (Σχ. 2) 

 

 
Α  Β d(Α, Β) 
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1ο 
Αξίωµα: Το αξίωµα του µέτρου της ευθείας: 

   Σε κάθε ευθεία l, µπορούµε να εφαρµόσουµε µία ένα προς ένα αντιστοιχία µεταξύ των 

σηµείων της l, Α, Β, … και των πραγµατικών x, έτσι ώστε ),( BAdxx AB =− για όλα τα 

σηµεία Α, Β.  

 

 

 

Το αξίωµα αυτό µας επιτρέπει τη χρήση του χάρακα για τη µέτρηση. Κατά 

συνέπεια ισχύει:  

(i) d(Α, Β) = Ο αν και µόνο αν Α = Β  

(ii)  Εάν Α, Β, Γ, τρία σηµεία ώστε Α ≠ Β ≠ Γ  και είναι διατεταγµένα ως Α, Β, Γ ή 

αντίστροφα Γ, Β, Α τότε ισχύει d(Α, Γ) = d(Α, Β) + d(Β, Γ).  

(iii)Εάν x΄ δηλώνει ένα άλλο σύστηµα αρίθµησης της ευθείας l τότε για κάθε σηµείο Α 

της l ισχύει είτε dxx AA +=′  είτε dxx AA +−=′ , d: σταθερά. Συνεπώς η αρίθµηση 

της ευθείας δεν εξαρτάται από το εκάστοτε σύστηµα αλλά από το σηµείο Ο που 

λαµβάνουµε ως αρχή και την οριζόµενη θετική κατεύθυνση.  

 

Ορισµός: Ένα σηµείο Β βρίσκεται µεταξύ των σηµείων Α και Γ (µε Α ≠ Γ) εάν ισχύει 

d(Α, Γ) = d(Α, Β) + d(Β, Γ). 

Ορισµός: Ευθύγραµµο τµήµα ΑΓ ορίζεται το σύνολο των σηµείων Β τα οποία 

βρίσκονται µεταξύ των Α και Γ συµπεριλαµβανοµένων των Α και Γ.  

Ή ισοδύναµα είναι το σύνολο των σηµείων P για τα οποία  

Σχήµα 2 

Ο 

Β 

Α 

∠ΑΟΒ 
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CPA xxx ≤≤  ή  APC xxx ≤≤  

Ορισµός: Εάν ΑΓ ευθύγραµµο τµήµα και ένα σηµείο του Β ώστε d(Α, Β) = d(Β, Γ) τότε 

λέµε ότι το Β διχοτοµεί  το ΑΓ και το Β καλείται µέσο του Α.  

Ορισµός: Το σύνολο των σηµείων P µιας ευθείας l για τα οποία το Ο δε βρίσκεται 

µεταξύ των σηµείων Ρ και Α (Ο ≠ Α) καλείται ηµιευθεία l΄ µε αρχή το Ο.  

 

 

 

 

   Εάν θεωρήσουµε το Ο ως αρχή ενός συστήµατος αρίθµησης και θεωρήσουµε ότι το Α 

βρίσκεται στο θετικό µέρος, δηλαδή OxA > τότε η ηµιευθεία ΟΑ αποτελείται από τα 

σηµεία Ρ για τα οποία OxP ≥ .  

Ορισµός: Εάν Α, Β, Γ τρία διαφορετικά σηµεία, τότε τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑΒ, ΒΓ, 

ΓΑ ορίζουν ένα τρίγωνο το οποίο συµβολίζεται ∆ΑΒΓ. Τα ευθύγραµµα τµήµατα ΑB, 

ΒΓ, ΓΑ καλούνται πλευρές και τα σηµεία Α, Β, Γ κορυφές.  

Ορισµός: Το τρίγωνο ∆ΑΒΓ καλείται εκφυλισµένο αν τα Α, Β, Γ κείνται στην ίδια 

ευθεία. Αλλιώς καλείται µη – εκφυλισµένο.  

 

2ο Αξίωµα: Το αξίωµα σηµείου – ευθείας: 

   Υπάρχει µία και µόνο ευθεία l που διέρχεται µεταξύ δύο διαφορετικών σηµείων.  

 

Συνεπώς δύο διαφορετικές ευθείες l, m έχουν είτε ένα κοινό σηµείο είτε κανένα.  

Ορισµός: ∆ύο ευθείες που έχουν ένα κοινό σηµείο θα λέγονται τεµνόµενες. Το κοινό 

τους σηµείο λέγεται σηµείο τοµής.  

Ορισµός: ∆ύο ευθείες που δεν έχουν κοινό σηµείο θα λέγονται παράλληλες.  

   Θα θεωρούµε ότι µία ευθεία είναι παράλληλη στον εαυτό της.  

 

3ο Αξίωµα: Το αξίωµα του µέτρου γωνίας:  

   Υπάρχει µία ένα προς ένα αντιστοιχία µεταξύ των πραγµατικών αριθµών α(mod2π) και 

των ηµιευθείων  l, m µε κοινή αρχή το Ο έτσι ώστε αν Α ≠ Ο, Β ≠ Ο σηµεία των l και m 

     Ο      Ρ        Α      Ρ 
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αντίστοιχα, η διαφορά )2(mod παα lm −  είναι η ∠ΑΟΒ. Επίσης αν το σηµείο Β 

«κινείται» κατά συνεχή τρόπο σε µία ευθεία r, η οποία δε διέρχεται από το Ο, τότε ο 

αριθµός αm παίρνει συνεχείς τιµές. (Σχήµα 5)  

   Κατά συνέπεια κάθε δύο ηµιευθείες l, m µε κοινή αρχή Ο ορίζουν µία γωνία         

∠ lOm που καλείται ∠ΑΟΒ όπου τα Α ≠ Ο και Β ≠ Ο κείνται στην l και m αντίστοιχα. 

Η προσανατολισµένη γωνία ∠ lOm δίνεται από την αριθµητική τιµή του ελάχιστου 

υπολοίπου του )π2(modαα lm −  και µας δείχνει τη θέση της m ως  προς την l. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από το τελευταίο αξίωµα ισχύει:  

(i) ∠ lOm = 0 αν και µόνο αν l = m.  

(ii)  αν l, m, n είναι τρεις ηµιευθείες από το Ο τότε ∠ lOm + ∠ mOn = ∠ lOn. Συνεπώς 

υπάρχει η δυνατότητα πρόσθεσης γωνιών.  

(iii) αν α΄ ένα διαφορετικό σύστηµα αρίθµησης τότε για όλες τις ηµιευθείες l που 

διέρχονται από το Ο ισχύει είτε dαα ll +=′  είτε dαα ll +−=′  για κάποια σταθερά d.  

 

Ορισµός: ∆ύο ηµιευθείες l, m που διέρχονται από το Ο λέµε ότι σχηµατίζουν ευθεία 

γωνία αν  ∠ lOm = π.  

Ορισµός: ∆ύο ηµιευθείες l, m που διέρχονται από το Ο λέµε ότι σχηµατίζουν ορθή 

γωνία αν  ∠ lOm =
2
π± .  

Ορισµός: Η ηµιευθεία m θα λέµε ότι είναι κάθετη στην ηµιευθεία l και θα γράφουµε 

lm⊥  όταν  ∠ lOm =
2

π± . 

Ο 0 

π/8 

  l 

π/4 

m 

Σχήµα 5 
r 

A 

  B 
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   Έπεται ότι υπάρχουν δύο ηµιευθείες m1, m2 που είναι κάθετες στην l µε ∠ lOm1 =
2

π
 

και ∠ lOm2 = –
2

π
. Συνεπώς οι m1, m2 σχηµατίζουν ευθεία γωνία. (από πρόσθεση 

γωνιών)  

 

4ο Αξίωµα: Το αξίωµα οµοιότητας: (1ο Κριτήριο Οµοιότητας τριγώνων)  

   Εάν σε δύο τρίγωνα ∆ΑΒΓ και ∆Α΄Β΄Γ΄ ισχύει )B,A(kd)B,A(d =′′ , 

)Γ,A(kd)Γ,A(d =′′  για k > Ο και  ∠Β΄Α΄Γ΄ = ± ∠ΒΑΓ τότε ισχύει επίσης 

),(),( ΓΒ=Γ′Β′ kdd    ,   ΓΒΑ±∠=Α′Β′Γ′∠   , ∠Α΄Γ΄Β΄ = ± ∠ΑΓΒ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Το αξίωµα εφαρµόζεται και στα εκφυλισµένα τρίγωνα.  

 

Ορισµός: ∆ύο τρίγωνα λέγονται όµοια αν οι αντίστοιχες πλευρές τους είναι ανάλογες 

και οι αντίστοιχες γωνίες τους είναι όλες ίσες ή όλες αντίθετες.  

Ορισµός: Τεθλασµένη γραµµή ΑΒΓ … ΘΙ ορίζεται ως το σύνολο των διαδοχικών 

ευθυγράµµων τµηµάτων ΑΒ, ΒΓ, … ΘΙ. Τα σηµεία Α, Β, …, Ι καλούνται κορυφές της 

τεθλασµένης γραµµής.  

Ορισµός: Εάν το αρχικό και το τελικό σηµείο µιας τεθλασµένης γραµµής συµπίπτουν 

τότε ονοµάζεται πολύγωνο.  

Ορισµός: ∆ύο τεθλασµένες γραµµές ή πολύγωνα είναι όµοια, αν οι αντίστοιχες πλευρές 

είναι ανάλογες και οι αντίστοιχες γωνίες όλες ίσες ή όλες αντίθετες.  

Α 

Β΄ 

Α΄ 

Β 

Γ 
Γ΄ 
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Ορισµός: ∆ύο τρίγωνα ή δύο τεθλασµένες γραµµές ή δύο πολύγωνα είναι σύµφωνα εάν 

είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας k = 1.  

 

 

Β.1.2. Θεµελιώδη θεωρήµατα της Επίπεδης Γεωµετρίας µέσα από την 

κατά Birkhoff αξιωµατική   

Θεώρηµα 1:   

Η γωνία ∠ lOm είναι µια ευθεία γωνία αν και µόνο αν οι l και m είναι δύο ηµιευθείες της 

ίδιας ευθείας n µε κοινή αρχή το σηµείο Ο.  

 

 

 

 

Απόδειξη: ⇐⇐⇐⇐  Έστω η n είναι ευθεία που διέρχεται από Ο, και l, m οι ηµιευθείες.Θα 

δείξουµε ότι  ∠ lOm = π.  

   Παίρνω σηµείο Α στην l και Β στην m έτσι ώστε ΟΑ = ΟΒ = 1 (αξίωµα 1 ). 

 Στα εκφυλισµένα τρίγωνα ΟΒΑ και ΟΑΒ έχουµε:  

∠ΟΒΑ = + ∠ΟΑΒ = 0 

d(B, O) = d(O, A)  

d(B, A) = d(A, B)  

   Συνεπώς από το 4ο αξίωµα τα δύο τρίγωνα είναι όµοια µε k = 1, άρα είναι σύµφωνα, 

άρα BOABOAAOBBOA −∠=∠⇒∠=∠  

  ⇒=∠⇒ 02 BOA  

  π=ΟΑ∠=∠⇒ BήBOA 0  

   Η λύση ∠ΒΟΑ = Ο απορρίπτεται διότι οι ηµιευθείες ΟΑ και ΟΒ είναι διαφορετικές.  

Άρα ∠ΒΟΑ = π.  

⇒⇒⇒⇒    Έστω ότι οι δύο ηµιευθείες l, m διέρχονται από το Ο και σχηµατίζουν µία ευθεία 

γωνία. Θα αποδείξω ότι οι l και m ανήκουν στην ίδια ευθεία n.  

 m     B      Ο     Α      l 

n 
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   Έστω l΄ η ηµιευθεία που έχει αρχικό σηµείο το Ο και βρίσκεται στην ίδια ευθεία που 

βρίσκεται η l, συνεπώς σχηµατίζει µε την l γωνία π. Θα δείξω ότι η l΄ συµπίπτει µε την 

m. Από τα παραπάνω έχω: ∠ lOm = π, ∠ l΄Ol = π.  

   Οπότε  ∠ l΄Om = ∠ l΄Ol +∠ lOm = 0 

   άρα η l΄ συµπίπτει µε την m. � 

 

Συνεπώς δύο ευθείες l, m θα είναι κάθετες ( )ml ⊥  αν διέρχονται από ένα σηµείο Ο µε 

κάθετες ηµιευθείες l΄, l΄΄ και m΄, m΄΄. (σχήµα 6)  

 

 

 

 

 

 

 

Θεώρηµα 2: (2ο Κριτήριο Οµοιότητας τριγώνων)  

   ∆ύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι όµοια αν δύο γωνίες του ενός είναι ίσες ή αντίθετες 

µε δύο γωνίες του άλλου.  

Απόδειξη: Έστω  ∠ΑΒΓ = ∠Α΄Β΄Γ΄,  ∠ΓΑΒ = ∠Γ΄Α΄Β΄ 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

   Ορίζω 
AB

BA
k

′′
=  και έστω σηµείο Γ΄΄ της ηµιευθείας Α΄Γ΄ ώστε k

ΓA

ΓA =
′′′

.  

Ο 

l΄΄ l΄ l 

m 

m΄ 

m΄΄ Σχήµα 7 
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Α΄ Γ΄΄ 
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Από το 4ο αξίωµα τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄΄ είναι όµοια άρα  

∠ΑΒΓ=∠Α΄Β΄Γ΄΄ και άρα ∠Α΄Β΄Γ΄=∠Α΄Β΄Γ΄΄.  

   Τότε όµως από το 3ο αξίωµα οι Β΄Γ΄και Β΄Γ΄΄ συµπίπτουν. Οπότε το σηµείο Γ΄΄ 

βρίσκεται πάνω στην ευθεία Α΄Γ΄ και επίσης το σηµείο Γ΄΄ βρίσκεται πάνω στην Β΄Γ΄. 

Συνεπώς από το αξίωµα 2 το Γ΄΄ συµπίπτει µε το Γ. Άρα τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ 

είναι όµοια. ■ 

 

Θεώρηµα 3: Αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ οι δύο πλευρές του είναι ίσες, δηλαδή                

d(A, Γ) = d(B, Γ) τότε ∠ΓΑΒ = – ∠ΓΑΒ και αντίστροφα: αν σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ 

ισχύει ∠ ΓΑΒ = – ∠ ΓΑΒ τότε οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι από αυτές τις γωνίες 

είναι ίσες.  

Απόδειξη:  

⇒ 

Θα δείξω αν d(A, Γ) = d(B, Γ) τότε 

∠ΓΑΒ = – ∠ΓΑΒ 

 

 

Συγκρίνω τα τρίγωνα  ΓΑΒ   και  ΓΒΑ. Ισχύει:  

 d(Γ, A)  =  d(Γ, B) 

 d(Γ, Β)  =  d(Γ, Α) 

 ∠ΑΓΒ  =  – ∠ΒΓΑ 

Οπότε από το 4ο αξίωµα τα δύο τρίγωνα είναι όµοια µε k = 1, άρα είναι σύµφωνα, άρα 

∠ΓΑΒ = – ∠ΓΒΑ.  

⇐  Θα δείξω ότι αν ∠ ΓΑΒ = – ∠ΓΒΑ τότε d(A, Γ) = d(B, Γ). Συγκρίνω πάλι τα 

τρίγωνα      ΓΑΒ  και  ΓΒΑ. Ισχύει:  

 ∠ΓΑΒ   =  – ∠ΓΒΑ 

 ∠ΓΒΑ   =  – ∠ΓΑΒ 

οπότε από 2ο θεώρηµα τα τρίγωνα είναι όµοια µε k = 1 συνεπώς d(A, Γ) = d(B, Γ).� 

 

Ορισµός: Ένα τρίγωνο που έχει τις δύο του πλευρές ίσες ονοµάζεται ισοσκελές.  

Α Β 

Γ 
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Πόρισµα: Αν σε ένα τρίγωνο οι τρεις πλευρές του είναι ίσες τότε και οι γωνίες του είναι 

ανά δύο ίσες ή αντίθετες.  

Ορισµός: Ένα τρίγωνο που έχει και τις τρεις του πλευρές ίσες ονοµάζεται ισόπλευρο.  

 

Θεώρηµα 4: (3ο Κριτήριο Οµοιότητας τριγώνων)  

   Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους µία προς µία ανάλογες τότε τα τρίγωνα είναι 

όµοια.  

Απόδειξη:  

   Έστω ∆ΑΒΓ, ∆Α΄Β΄Γ΄ έχουν τις πλευρές µια προς µία ανάλογες. ∆ηλαδή Α΄Β΄=kΑΒ, 

Β΄Γ΄ = kΒΓ, Γ΄Α΄ = kΓΑ.  

   Κατασκευάζουµε τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄΄ όµοιο µε το τρίγωνο ΑΒΓ ώστε η γωνία         

∠Γ΄΄Α΄Β΄ να έχει πρόσηµο αντίθετο µε τη γωνία ∠ Γ΄Α΄Β΄. Η δυνατότητα αυτής της 

κατασκευής δίνεται από το αξίωµα 4, εκτός εάν ∠Γ΄Α΄Β΄ = 0 ή  π  ή  ∠ΓΑΒ = 0  ή π, 

δηλαδή όταν ένα από τα δυο τρίγωνα είναι εκφυλισµένα. Αρκεί να δείξουµε ότι τα 

τρίγωνα Α΄Β΄Γ΄ και Α΄Β΄Γ΄΄ είναι όµοια. Προφανώς οι πλευρές τους είναι µία προς µία 

ίσες.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω Γ΄≠ Γ΄΄.  

Τα τρίγωνα Γ΄Α΄Γ΄΄ και Γ΄Β΄Γ΄΄ είναι ισοσκελή, συνεπώς ∠Α΄Γ΄Γ΄΄= – ∠Α΄Γ΄Γ΄΄ και 

∠Γ΄Γ΄΄Α΄ = – ∠ Γ΄Γ΄΄Β΄.  

Α΄ Β΄ 

Γ΄ 

Γ΄΄ 

Α Β 

Γ 
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   Προσθέτοντας τις δύο σχέσεις κατά µέλη έχουµε ∠Α΄Γ΄Β΄ = – ∠Α΄Γ΄΄Β΄. Κατά 

συνέπεια τα τρίγωνα Α΄Β΄Γ΄ και Α΄Β΄Γ΄΄ είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας 1 και τις 

γωνίες τους αντίθετες.  

   Άρα και τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι όµοια.  

   Όταν ένα από τα δύο τρίγωνα είναι εκφυλισµένο, τότε ισχύει Γ΄ ≠ Γ΄΄ οπότε δεν 

υπάρχει πρόβληµα.  

   Όταν οµοίως ισχύει: ∠ ΓΑΒ=∠ ΓΆ΄Β΄= Ο ή π  τότε η αλήθεια του θεωρήµατος 

εξασφαλίζεται από το 4ο αξίωµα. � 

 

   Σε αυτό το σηµείο έχουµε διατυπώσει τα τρία κριτήρια οµοιότητας τριγώνων. 

Προφανώς ισχύουν και ως κριτήρια συµφωνίας τριγώνων, όταν έχουµε λόγο 

οµοιότητας k = 1.  

 

Θεώρηµα 5: ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΓΩΝΙΩΝ ΤΡΙΓΩΝΟΥ:  

   Σε κάθε τρίγωνο ∆ΑΒΓ ισχύει : ∠ΑΒΓ+ ∠ΒΓΑ+∠ΓΑΒ=π. 

 Απόδειξη: Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και έστω Κ, Λ, Μ τα µέσα των πλευρών ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ 

αντίστοιχα. 

 

 

  Α                         Μ                           Β 

Λ 

Γ 

Κ 

α 
β 

γ 
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Τότε τα τρίγωνα που σχηµατίζονται ΑΜΛ, ΜΒΚ, ΛΚΓ είναι όµοια µε το ΑΒΓ µε k = 
2

1
 

(από το 4ο αξίωµα) και µε ίσες γωνίες. 

Οπότε )Γ,B(d
2

1
)M,Λ(d = , )A,Γ(d

2

1
)Κ,Μ(d = , )B,A(d

2

1
)Λ,Κ(d = . 
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   Συνεπώς από θεώρηµα 4 και το τρίγωνο ΚΛΜ είναι όµοιο µε το ΑΒΓ και ίσο µε τα 

άλλα τρία.  

Ονοµάζω ∠ΓΑΒ = α, ∠ΑΒΓ = β, ∠ΒΓΑ = γ  

και έχουµε αΛMK ±=∠ , βΛΜK ±=∠ , γΛΜΚ ±=∠ όπου θα ισχύει παντού το ίδιο 

πρόσηµο.  

Η ευθεία γωνία ΑΜΒ µπορεί να γραφεί:  

∠ΑΜΒ = ∠ΑΜΛ + ∠ΛΜΚ + ∠ΚΜΒ = β + ∠ΛΜΚ + α = π     (1)  

Όµοια η ευθεία γωνία ΓΛΑ µπορεί να γραφεί:  

∠ΓΛΑ = ∠ ΓΛΚ + ∠ΚΛΜ + ∠ΜΛΑ = α + ∠ΚΛΜ + γ = π    (2)  

Όµοια η ευθεία γωνία ΒΚΓ µπορεί να γραφεί:  

∠ΒΚΓ = ∠ΒΚΜ + ∠ΜΚΛ + ∠ΛΚΓ = γ + ∠ΜΚΛ + β = π    (3)  

Αν ∠ΛΜΚ=+γ τότε από την (1) α+β+γ=π, άρα ισχύει η υπόθεση. 

Αν ∠ΛΜΚ=-γ τότε όλες οι γωνίες του τριγώνου ΚΛΜ έχουν αρνητικό πρόσηµο, οπότε 

οι (1), (2), (3) γίνονται:  α – γ + β = π  (1́ )  

 α – β + γ = π  (2́ )  

 γ – α + β = π  (3́ )  

Προσθέτοντας έχουµε  α + β + γ = 3π = π  

Συνεπώς ισχύει η υπόθεση και σε αυτήν την περίπτωση. 

Άρα α+β+γ=π.■ 

 

Θεώρηµα 6: 

   Σε κάθε µη–εκφυλισµένο τρίγωνο οι τιµές των τριών γωνιών του µπορούν να πάρουν 

το ίδιο πρόσηµο  και βρίσκονται µεταξύ του 0 και π.  

Απόδειξη: 

   Έστω ένα µη – εκφυλισµένο τρίγωνο ΑΒΓ και έστω ότι το Β κινείται για παράδειγµα 

προς το σηµείο Γ, πάνω στην ευθεία ΒΓ. Η γωνία γ µένει σταθερή, η γωνία α σύµφωνα 

µε το αξίωµα 3 θα µεταβάλει κατά συνεχή τρόπο και θα προσεγγίζει την τιµή 0.  

   Όµως η γωνία α δε µπορεί να πάρει την τιµή 0 ή π εφόσον το ΑΒΓ είναι µη 

εκφυλισµένο. Εφόσον το άθροισµα των γωνιών του τριγώνου είναι π, έπεται ότι  και η 

γωνία β µεταβάλλεται κατά συνεχή τρόπο και τείνει να πάρει την οριακή τιµή β0. 
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Προφανώς η β δε µπορεί να πάρει τις τιµές 0 και π εφόσον το τρίγωνο είναι µη 

εκφυλισµένο.  

   Όταν το α είναι πολύ µικρό και το β τείνει στο β0  το β + γ  πλησιάζει στο π σύµφωνα 

µε το προηγούµενο θεώρηµα. ∆ηλαδή όταν το α είναι µικρό το ελάχιστο υπόλοιπο του β 

και του γ  βρίσκεται µεταξύ των 0 και π ή µεταξύ των 0 και –π και άρα µε τη χρήση και 

του προηγούµενου θεωρήµατος τα α, β, γ παίρνουν το ίδιο πρόσηµο. ■ 

Ορισµός: ∆ύο ηµιευθείες l, m σχηµατίζουν οξεία γωνία αν 0<∠ lOm < 
2

π
 ή                        

–
2

π
< ∠ lOm <0.  

Ορισµός: ∆ύο ηµιευθείες l, m σχηµατίζουν αµβλεία γωνία αν 
2

π
< ∠ lOm < π ή             

π < ∠ lOm < – 
2

π
.  

Ορισµός: Ένα τρίγωνο λέγεται οξυγώνιο αν όλες οι γωνίες του είναι οξείες.  

Ορισµός: Ένα τρίγωνο λέγεται ορθογώνιο αν µία γωνία του είναι ορθή.   

Ορισµός: Ένα τρίγωνο λέγεται αµβλυγώνιο αν µία γωνία του είναι αµβλεία.   

Ορισµός: Μεσοκάθετος ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ είναι η ευθεία κάθετη στην 

ΑΒ που διέρχεται από το µέσον ∆ του ΑΒ.  

 

Θεώρηµα 7:   

   Όλα τα σηµεία Ρ που ισαπέχουν από τα άκρα ενός ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ και 

µόνον αυτά βρίσκονται στη µεσοκάθετο του ευθύγραµµου τµήµατος.  

Απόδειξη: Έστω το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και ένα σηµείο Ρ τέτοιο ώστε                       

d(P, A) = d(P, B). Έστω Μ το µέσον του ΑΒ 

και φέρνω την ΡΜ. Θ∆Ο η .ABPM ⊥  

Συγκρίνω τα τρίγωνα  ΑΜΡ   και    ΜΒΡ  

                                   d(A, P)    =   d(B, P)    

                                   d(M, P)    =   d(M, P)    

                                   d(A, M)    =   d(M, B) 

άρα τα δύο τρίγωνα είναι ίσα. (θεώρηµα 4).  

Ρ 

Μ 
Α 

Β 
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Άρα MPAMPB ±∠=∠ και επειδή Α ≠ Β, MPAMPB ±∠=∠ .  

Συνεπώς PMAAMPBMP ∠=−∠=∠ . 

Ισχύει AMP2PMAAMPAMB ∠=∠+∠=∠  

δηλαδή  AMP2π ∠=  

άρα 
2

π
ΑΜΡ ±=∠ , άρα ΑΒΡΜ ⊥ .  

Θα δείξουµε ότι κάθε σηµείο της µεσοκαθέτου ισαπέχει από τα άκρα του ευθύ τµήµατος.  

Έστω Ρ ένα σηµείο που κείται στη µεσοκάθετο, τότε συγκρίνω τα τρίγωνα AMP και 

ΒΜΡ και έχω:   d(A, M)    =   d(M, B) 

 d(M, P)    =   d(M, P)    

 BMPAMP −∠=∠  

 Άρα τα τρίγωνα είναι ίσα (αξίωµα 4ο) οπότε 

d(Α, P) = d(Β, P). Άρα όλα τα σηµεία που 

κείνται στη µεσοκάθετο ισαπέχουν από τα Α 

και Β �.  

 

 

 

Β.1.3. Θεωρία καθέτων και παραλλήλων    

Θεώρηµα 8: Από δοθέν σηµείο διέρχεται µοναδική κάθετος στην ευθεία l.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Α   Β 

Ρ 

Ρ΄ 
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Ρ 

Μ 
Α 

Β 
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Απόδειξη: Προφανώς ισχύει όταν το Ρ ανήκει στην l, διότι έστω ότι διέρχονται από το Ρ 

δύο κάθετες στο l τότε είναι άτοπο από αξίωµα 3.  

   Έστω ότι το Ρ δεν ανήκει στην l. Έστω Α, Β δύο σηµεία της l, Α ≠ Β, και έχω 

κατασκευάσει το τρίγωνο ΑΒΡ. Κατασκευάζω και το τρίγωνο ΑΒΡ΄ ίσο µε το ΑΒΡ ώστε 

Ρ΄≠ Ρ, ως εξής: κατασκευάζω γωνία ABP′∠  ώστε PABABP −∠=′∠  και λαµβάνω το Ρ΄ 

έτσι ώστε d(Α, P) = d(Α, Ṕ ). Εφόσον είναι ίσα τα τρίγωνα ισχύει: d(Α, P) = d(Α, Ṕ ) και 

d(Β, P) = d(Β, Ṕ ). Συνεπώς τα Α, Β ανήκουν στη µεσοκάθετο του ΡΡ΄. Άρα PPAB ′⊥ . 

Οπότε βρήκα µία ευθεία κάθετη στην ΑΒ που διέρχεται από το Ρ.  

Θα δείξουµε ότι αυτή η κάθετος είναι µοναδική.  

    Αν υπήρχε και δεύτερη κάθετος της ΑΒ διερχόµενη από το Ρ τότε για το τρίγωνο 

ΡΜΜ΄ όπου Μ, Μ΄ είναι τα σηµεία της l που ανήκουν στις καθέτους έχουµε:  

π=′∠+′∠+′∠ MMPMMPMPM  

⇒=±′∠+± π
2

π
ΜΜΡ

2

π
 

πήΟΜΜΡ =′∠⇒  

∆ηλαδή τότε οι Μ΄Ρ, ΜΡ θα έπρεπε να 

βρίσκονται στην ίδια ευθεία, που είναι 

άτοπο από υπόθεση. � 

 

 

Ορισµός: Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, η πλευρά που βρίσκεται απέναντι από την ορθή 

γωνία καλείται υποτείνουσα.   

 

Θεώρηµα 9: Πυθαγόρειο θεώρηµα 

   Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο της υποτείνουσας, ισούται µε το άθροισµα 

των τετραγώνων των άλλων δύο πλευρών.  

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι αν στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 

2

π
BΓA ±=∠  τότε 222 )Β,Γ(d)Γ,Α(d)Β,Α(d +=  ή γ2 = α2 + 

β
2.  

l 
M M΄ 

Ρ 
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Α 

Γ 

β γ 

Β α 
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Μεγεθύνω το τρίγωνο ΑΒΓ µε λόγο β προς 1 (αξίωµα  4), δηλαδή κατασκευάζω 

όµοιό του µε λόγο k = β. Το νέο αυτό τρίγωνο έχει πλευρές: αβ, β2, βγ και την γωνία 

ΒΓA ′′′∠ ορθή.  

Όµοια κατασκευάζω τρίγωνο Α΄΄Β΄΄Γ΄΄ µεγεθύνοντας το τρίγωνο ΑΒΓ κατά k = α. 

Το τρίγωνο Α΄΄Β΄΄Γ΄΄ έχει πλευρές : α2, αβ, αγ και τη γωνία ΒΓA ′′′′′′∠  ορθή.  

Μεταφέρω τα τρίγωνα Α΄Β΄Γ΄ και Α΄΄Β΄΄Γ΄΄ έτσι ώστε τα Β΄, Γ΄ και Α΄΄Γ΄΄ να 

είναι τα άκρα ενός δοσµένου ευθύγραµµου τµήµατος.  

 

 

 βγ 

 

 

 

 

 

   Ισχύει π
2

π

2

π
ΒΓΒΒΓAΒΓA ±=±±=′′′′∠+′′′∠=′′′′∠ .  

   Από αυτό συνεπάγεται ότι το Γ΄ βρίσκεται πάνω στην ευθεία Α΄Β΄΄  µεταξύ των Α΄ και 

Β΄΄.  

Επίσης: =′′′∠+′′′′∠=′′′′∠ ΑΒΓΓBBABB  

 ( )
2
π

ΒΑπΓΒΑΒΑΓ ±=−−±=∠+∠=  

(από το θεώρηµα αθροίσµατος γωνιών τριγώνου). 

   Συνεπώς το τρίγωνο Α΄Β΄Β΄΄ είναι όµοιο µε το ΑΒΓ µε λόγο k = γ, οπότε η )B,A(d ′′′  

ισούται µε γ2 δηλαδή γ2 = α2 + β2 � 

 

Πόρισµα 1 (Θ.9) 

   Εάν η υποτείνουσα και µία κάθετη πλευρά δύο ορθογωνίων τριγώνων είναι ανάλογες, 

τα δύο τρίγωνα είναι όµοια.  

Α΄΄ = Β΄ 

Α΄ 

αβ αγ 

Β΄΄ 
α2 
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Απόδειξη: Έστω τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ έτσι ώστε 
2

π
ΓΓ ±=∠=′∠ , γkγ ⋅=′ , α΄ = 

kα. Θα δείξουµε ότι τα δύο τρίγωνα είναι όµοια. Αρκεί να δείξουµε ότι βkβ ⋅=′ .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από το Πυθαγόρειο θεώρηµα έχω: 

⇒−⋅=′−′=′⇒′+′=′ 2222222222 αkγkαγββαγ 2222222 βkβ)αγ(kβ ⋅=′⇒−=′  

γιατί από Πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει   γ2 = α2 + β2 ⇒ β2 = γ2 – α2 . 

Άρα εφόσον 222 βkβ ⋅=′  έχω βkβ ⋅=′ . Συνεπώς και οι τρεις πλευρές είναι ανάλογες, 

άρα από 3ο Κριτήριο οµοιότητας τα τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ είναι όµοια. � 

 

Πόρισµα 2 (Θ.9): 

   Το άθροισµα των µέτρων δύο πλευρών είναι µεγαλύτερο από το µέτρο της τρίτης 

πλευράς.  

Απόδειξη:  

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  

 

 

 

 

 

 

 

 

Α Γ β 

γ 

Β 

α 
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Θα δείξω ότι )Γ,A(d)Γ,B(d)B,A(d >+  

Από το Β φέρνω την κάθετη στην ευθεία που βρίσκεται το ΑΓ και έστω ∆ το σηµείο 

τοµής.  

Ισχύει )∆,A(d)∆,B(d)B,A(d 222 +=   

συνεπώς )∆,A(d)B,A(d 22 >  άρα )∆,A(d)B,A(d >     (1)  

Όµοια )Γ,∆(d)∆,B(d)Γ,B(d 222 +=  συνεπώς )Γ,∆(d)Γ,B(d 22 >  

άρα )Γ,∆(d)Γ,B(d >   (2)  

Άρα από (1) και (2) )Γ,A(d)Γ,B(d)B,A(d >+  � 

 

Πόρισµα 3 (Θ.9):  

   Η ελάχιστη απόσταση µεταξύ ενός σηµείου και µιας ευθείας ισούται µε το µέτρο του 

ευθυγράµµου τµήµατος που ανήκει στην κάθετο που διέρχεται από το σηµείο στην 

ευθεία και έχει για άκρα το σηµείο αυτό και το σηµείο τοµής των κάθετων ευθειών.  

Απόδειξη:  

Έστω η ευθεία ΑΒ και δοθέν σηµείο Ρ και φέρνω την κάθετο από το Ρ στο ΑΒ, την Ρ∆. 

Θα δείξω ότι το µέτρο του ευθυγράµµου τµήµατος Ρ∆ είναι µικρότερο από κάθε άλλο 

ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα το Ρ και κάποιο σηµείο της ΑΒ. Έστω ΡΕ ένα τέτοιο 

ευθύγραµµο τµήµα. Από Πυθαγόρειο θεώρηµα 

ισχύει  

 )E,∆(d)∆,P(d)E,P(d 222 +=  

άρα  )∆,P(d)E,P(d 22 >  άρα )∆,P(d)E,P(d > ■ 

 

Τα τέσσερα αξιώµατα και τα παραπάνω οχτώ 

θεωρήµατα αποτελούν σύµφωνα µε τους Birkhoff 

και Beatley το σκελετό της γεωµετρίας που 

µελετάµε.  

 
Θεώρηµα 10: 

   Από σηµείο εκτός ευθείας διέρχεται µοναδική παράλληλος προς την ευθεία.  

Απόδειξη: Έστω ευθεία l και σηµείο Ρ που δεν ανήκει στην ευθεία l.  

Α Ε ∆ 
Β 

 Ρ 
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Πρώτα θα αποδείξω ότι υπάρχει τουλάχιστον µία ευθεία που διέρχεται από το Ρ 

παράλληλη στην l. Από θεώρηµα 7 έχουµε 

ότι από το Ρ διέρχεται µοναδική κάθετος 

στην l, έστω Ρ∆. Επίσης έστω m η 

µοναδική κάθετος της Ρ∆ που διέρχεται 

από το Ρ. Εφόσον οι l και m είναι κάθετες 

στην Ρ∆ δε µπορεί να έχουν κοινό σηµείο, 

γιατί αν είχαν τότε θα είχαµε από το 

σηµείο τοµής τους δυο καθέτους στην Ρ∆. 

Εφόσον οι l, m δε συναντιούνται τότε 

υπάρχει τουλάχιστον µια ευθεία που διέρχεται από το Ρ παράλληλη στην l. Θα δείξουµε 

ότι η παράλληλος αυτή είναι µοναδική.  

   Έστω n µία άλλη ευθεία που διέρχεται από το Ρ και είναι παράλληλη στην l. Από 

σηµείο Σ της n µε Σ ≠ Ρ, φέρνω κάθετο στην Ρ∆ την οποία συναντά στο Τ.    Στην ευθεία 

l βρίσκω σηµείο S πάνω στην ηµιευθεία ∆Ε ώστε 
2

π
Ε∆ΡΣΤΡ ±=∠=∠ , και d(∆, S) έτσι 

ώστε 
ΡΤ

ΣΤ

Ρ∆

∆S = . Τότε τα τρίγωνα Ρ∆S και ΡΤΣ είναι όµοια εφόσον έχουν τις δύο 

πλευρές όµοιες και είναι ορθογώνια, οπότε η γωνία Ρ θα είναι κοινή για τα δύο τρίγωνα, 

άρα η ηµιευθεία ΡS ταυτίζεται µε την ηµιευθεία ΡΣ. ∆ηλαδή η ευθεία n τέµνει την l, άρα 

η  n  δεν είναι παράλληλος όπως είχαµε υποθέσει. Άρα η m είναι µοναδική παράλληλος 

της l που διέρχεται από το Ρ. � 

 

Πόρισµα 1 (Θ.10): Εάν µία ευθεία τέµνει µια άλλη ευθεία, τότε θα τέµνει και κάθε 

παράλληλή της.  

Απόδειξη: Έστω η ευθεία l τέµνει την m στο Ρ και 

m // n, τότε αν η l δεν τέµνει την n τότε από το Ρ 

διέρχονται δύο ευθείες παράλληλες στην n. Άτοπο 

από το θεώρηµα 9.� 
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Πόρισµα 2 (Θ.10): Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες σε µία τρίτη ευθεία, τότε είναι και 

µεταξύ τους παράλληλες.  

Απόδειξη: Έστω l // m και n // m. Aν οι l, n 

συναντιούνται, τότε από το σηµείο τοµής τους θα 

έχουµε δυο παράλληλες προς την m. Άτοπο από 

θεώρηµα 9. Άρα l // m. � 

 

Ορισµός: Το σύνολο των ευθειών που είναι παράλληλες σε µία ευθεία µαζί µε την 

ευθεία µαζί µε την ευθεία ονοµάζεται σύστηµα παραλλήλων. Κάθε ευθεία του συνόλου 

αυτού ορίζει το σύστηµα αυτό.  

   Από το θεώρηµα 9 έπεται ότι από κάθε σηµείο του επιπέδου διέρχεται µοναδική ευθεία 

ενός συστήµατος παραλλήλων.  

 

 Ορισµός: Κάθε ευθεία που δεν ανήκει σε ένα συγκεκριµένο σύστηµα παραλλήλων 

ονοµάζεται τέµνουσα του συστήµατος. Αυτή η ευθεία τέµνει κάθε ευθεία του 

συστήµατος.  

 

Θεώρηµα 11:  

   Αν µία ευθεία τέµνει δύο ή περισσότερες ευθείες κατά ίση γωνία τότε οι ευθείες αυτές 

είναι παράλληλες.  

Απόδειξη: Έστω ευθείες l, m, n που τέµνονται από την ΤΣ στα σηµεία Η, Θ, Ι αντίστοιχα 

ώστε αΖΙΣ∆ΘΣΒΗΣΚΙΤΕΘΤΓΗΤ =∠=∠=∠=∠=∠=∠ . Θα δείξουµε ότι l, m, n 

παράλληλες. 

   Αν οι l και m τέµνονται στο Q τότε στο τρίγωνο ΗΘQ το άθροισµα των γωνιών του 

είναι µεγαλύτερο από π. Άτοπο. 

   Αν οι l, m τέµνονται από την άλλη µεριά της ΤΣ σε κάποιο σηµείο R, τότε το άθροισµα 

των γωνιών του τριγώνου ΗΘR είναι επίσης µεγαλύτερο από π, άτοπο. 

l 

m 

n 
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Άρα οι l, m δε συναντιούνται πουθενά. Άρα l // m. 

 Όµοια αποδεικνύεται ότι m // n άρα και l // n. � 

 

Θεώρηµα 12: 

   Μία ευθεία τέµνει κάθε ευθεία ενός συστήµατος παραλλήλων κατά ίση γωνία.   

Απόδειξη: 

 Έστω l, m παράλληλες ευθείες 

που τέµνονται από την ΤΣ στα 

σηµεία          Η,Θ αντίστοιχα. Θα 

δείξουµε ότι ΤΘΕΓTH ∠=∠ . 

Κατασκευάζω την ευθεία m΄ έτσι 

ώστε ΓΗΤΘΤΕ ∠=′∠ . Από 

θεώρηµα 10 οι l και m΄ θα είναι 

παράλληλες. Όµως εφόσον και l 

// m και από σηµείο διέρχεται 

µοναδική παράλληλος στην l, τότε οι m και m΄ συµπίπτουν και ΓHΤEΘT ∠=∠ . � 

 

Πόρισµα 1 (Θ.12):  

m 

n 

Τ 

l 
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   Αν µία ευθεία είναι κάθετη σε µια ευθεία ενός συστήµατος παραλλήλων, τότε είναι 

κάθετη σε κάθε ευθεία του συστήµατος. Κάθε δύο τέτοιες κάθετες, είναι µεταξύ τους 

παράλληλες.  

 

 

Β.1.4. Ορθογώνιες συντεταγµένες  

   Από τη θεωρία παραλλήλων εξασφαλίζεται ένα ορθογώνιο δίκτυο που σχηµατίζεται 

από δύο συστήµατα παραλλήλων κάθετα µεταξύ τους όπου µια και µόνο µια ευθεία του 

κάθε συστήµατος διέρχεται από κάθε σηµείο. Κάθε τέτοιο δίκτυο ορίζεται µονοσήµαντα 

από οποιαδήποτε ευθεία του ενός από τα δύο συστήµατα.  

   Με το θεώρηµα που ακολουθεί θα µπορούµε να µιλάµε για προσανατολισµένο 

σύστηµα παραλλήλων καθώς και για προσανατολισµένο ορθογώνιο δίκτυο.  

Ορισµός: Το πολύγωνο που έχει τέσσερις πλευρές και τις τέσσερις γωνίες του ορθές 

ονοµάζεται ορθογώνιο παραλληλόγραµµο.  

 

Θεώρηµα 13:  

   Σε κάθε ορθογώνιο παραλληλόγραµµο τα δυο ζεύγη των απέναντι πλευρών είναι ίσα 

και οι τέσσερις γωνίες είναι όλες ίσες µε 
2

π+  ή όλες ίσες µε  
2

π− .  

Απόδειξη: Τα τρίγωνα ΒΑΓ και Α∆Γ είναι ίσα εφόσον:  ΑΓ = ΑΓ  

 
2

π
Α∆ΓΓAB ±=−∠=∠  

 ΑΓ∆ABΓ −∠=∠  

 Άρα Α∆ = ΒΓ και ΑΒ = ∆Γ 

 

 

 

   Θα αποδείξουµε ότι το πρόσηµο των γωνιών είναι ίδιο και στις τέσσερις γωνίες.  

   Από θεώρηµα 5 το άθροισµα των γωνιών των δυο τριγώνων ΑΒΓ και Γ∆Α ισούται µε 

2π. Άρα το άθροισµα των γωνιών του παραλληλογράµµου ΑΒΓ∆ ισούται µε 2π.  

Α Β 

∆ Γ 

Σχήµα 26 



 75 

   Επίσης οι γωνίες AΓB∠  και ΒAΓ∠  είναι αριθµητικώς µικρότερες από 
2

π
 και έχουν 

το ίδιο πρόσηµο µε την ορθή γωνία ΓBΑ∠  (εφόσον ανήκουν στο τρίγωνο ΑΒΓ και από 

θεώρηµα 5).  

   Όµοια οι γωνίες ΑΓ∆∠ και ∆ΑΓ∠  είναι αριθµητικώς µικρότερες από 
2

π
 και έχουν το 

ίδιο πρόσηµο µε την ορθή γωνία Γ∆Α∠ .  

   Επίσης 
2

π
ΑΓ∆ΒΓΑ ±=∠+∠ , οπότε θα πρέπει αυτές οι δύο γωνιές να έχουν το ίδιο 

πρόσηµο.  

   Οπότε όλες οι γωνίες έχουν το ίδιο πρόσηµο άρα και οι τέσσερις γωνίες του 

ορθογώνιου παραλληλογράµµου έχουν το ίδιο πρόσηµο άρα είναι όλες ίσες µε 
2

π+  ή µε 

2

π− . � 

 

   Τώρα πλέον µπορούµε να ορίσουµε ένα προσανατολισµένο ορθογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων (x, y) µε άξονες κάθετες προσανατολισµένες ευθείες Οx, Oy που 

τέµνονται στο σηµείο Ο το οποίο ονοµάζουµε αρχή. Επιλέγω ένα σύστηµα αρίθµησης 

για τους Οx, Oy όπου όµως το σηµείο Ο έχει την τιµή 0 και η αρίθµηση αυξάνεται 

αλγεβρικά προς τη θετική φορά.  

 

   Από το Ρ φέρνω τις µοναδικές κάθετες 

προς τους άξονες Οx και Oy οι οποίες 

τους τέµνουν στα σηµεία Ρx και Ρy 

αντίστοιχα. Οι ορθογώνιες συντεταγµένες 

του σηµείου Ρ είναι οι αριθµοί xp, yp οι 

οποίοι είναι µονοσήµαντη ορισµένοι 

αριθµοί σύµφωνα µε το αξίωµα 1.  

 

   Αποδεικνύεται ότι η εξίσωση µιας ευθείας του επιπέδου είναι η Αx+ By+ Γ = O µε Α2 

+ Β2 ≠ 0 και αντίστροφα κάθε εξίσωση αυτής της  µορφής αναπαριστά ευθεία.  

y 

yp 

xp 

Px   O 

PY 
  P 

x 
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   Τέλος µε χρήση του Πυθαγόρειου θεωρήµατος, µπορούµε να βρούµε την απόσταση 

δύο σηµείων Ρ, Σ µε συντεταγµένες (xp, yp), (xΣ, yΣ) αντίστοιχα.  

22 )()(),( ΣΣ −+−=ΣΡ yyxxd pp  

 

 

Β.1.5. Σύγκριση Birkhoff-Hilbert   

   Είναι εµφανές ότι τα δύο αξιωµατικά συστήµατα είναι ισοδύναµα. Για να το 

αποδείξουµε όµως θα πρέπει να δείξουµε ότι η αξιωµατική του Birkhoff περιγράφει 

πλήρως το ευκλείδειο επίπεδο, δηλαδή ότι το σύστηµα αυτό είναι κατηγορικό. Για να 

γίνει αυτό αρκεί να δείξω ότι η γωνία του συστήµατος συµφωνεί µε την ευκλείδεια γωνία 

(mod2π). 

   Η απόδειξη στηρίζεται στην αναλογία µεταξύ εγγεγραµένων γωνιών και τόξων. Ο 

κύκλος ορίζεται ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου τα οποία απέχουν 

σταθερή απόσταση r (ακτίνα) από δοθέν σηµείο Ο (κέντρο). Αν θεωρήσουµε το Ο ως 

αρχή ενός ορθογωνίου συστήµατος συντεταγµένων, τότε η εξίσωση που περιγράφει τον 

κύκλο είναι x2 + y2 = r2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Σύµφωνα µε τη θεωρία που αναπτύχθηκε το µήκος του τόξου ορίζεται µε το συνήθη 

τρόπο. Από το 3ο αξίωµα, η γωνία ΡΟΣ µεταβάλλεται κατά συνεχή τρόπο όταν Ρ είναι 

σταθερό σηµείο και Σ µεταβαλλόµενο. Αρκεί να δείξουµε ότι η ΡΟΣ∠  ταυτίζεται µε το 

µήκος του τόξου ΡΣ στο µοναδιαίο κύκλο.  

Ρ 
Ο 

Σ 

Τ 
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   Θεωρούµε το λόγο 
ΡΣξοότ

ΡΟΣ∠
 για σταθερό σηµείο Ρ και µεταβαλλόµενο Σ. Τότε αν το 

τόξο ΡΣ πολλαπλασιαστεί µε λόγο m : 1 τότε και η γωνία ΡΟΣ πολλαπλασιάζεται µε τον 

ίδιο λόγο m : 1. Για παράδειγµα, αν διπλασιάσουµε το µήκος του τόξου ώστε τόξοΡΣ = 

τόξοΣΤ  τότε  d(Ρ, Σ) = d(Σ, Τ) και από κριτήριο οµοιότητας OTΣΡΟΣ ∠=∠  συνεπώς 

ΡΟΣ2OTΣΡΟΣΡΟΤ ∠=∠+∠=∠ . Άρα 
ΡΟΣξοότ

ΡΟΣ

ΡΤξοότ

ΡΟΤ ∠=∠
. Το ίδιο ισχύει για λόγο 

3:1, 4:1, … κ.λ.π. Όµοια, αν διαιρεθεί το τόξο ΡΣ, ώστε ο λόγος να είναι 1: n τότε και η 

γωνία ΡΟΣ διαιρείται µε τον ίδιο λόγο. 

   Συνεπώς ο λόγος 
ΡΣξοότ

ΡΟΣ∠
 για Ρ σταθερό και Σ µεταβαλλόµενο, µε Ρ≠Σ, έχει σταθερή 

τιµή k. Για τόξοΡΣ =π  ισχύει πΡΟΣ =∠  άρα 
ΡΣξοότ

ΡΟΣ∠
=1, δηλαδή k=1. Άρα 

ΡΟΣ∠ =τόξοΡΣ, δηλαδή η γωνία ΡΟΣ∠  συµπίπτει µε το µήκος του τόξου ΡΣ στο 

µοναδιαίο κύκλο. 

   Συνεπώς τα τέσσερα αξιώµατα του Birkhoff αποτελούν ένα κατηγορικό σύστηµα και 

άρα τα δύο συστήµατα που θέλουµε να συγκρίνουµε είναι ισοδύναµα. Συνεπώς το µόνο 

που αλλάζει είναι ίσως η διαφορετική επιλογή κάποιων αξιωµάτων και πρωταρχικών 

εννοιών. 

   Πιο συγκεκριµένα οι έννοιες ‘‘ σηµείο’’  και ‘‘ ευθεία’’  είναι πρωταρχικές και στα δύο 

συστήµατα. Επίσης τα δύο πρώτα αξιώµατα σύµπτωσης του Hilbert είναι ίδια µε το 2ο 

αξίωµα του Birkhoff (υπάρχει µία και µόνο µία ευθεία που διέρχεται από δύο 

διαφορετικά σηµεία).    

   Την έννοια του ‘‘ µεταξύ’’  ο Hilbert την λαµβάνει ως πρωταρχική, αφιερώνοντας όµως 

τέσσερα αξιώµατα σε αυτήν, ο Birkhoff την ορίζει(ένα σηµείο Β θα λέµε ότι βρίσκεται 

‘‘ µεταξύ’’ των Α και Γ µε Α≠Γ εάν ισχύει d(Α,Γ)=d(Α,Β)+d(Β,Γ) ). Μάλιστα το 3ο 

αξίωµα ‘‘ µεταξύ’’ του Hilbert (αν Χ, Υ, Ζ είναι τρία διαφορετικά σηµεία, το πολύ ένα 

από αυτά βρίσκεται µεταξύ των άλλων δύο) είναι άµεσο συµπέρασµα του 1ου αξιώµατος 

Birkhoff. Μέσα από την οµάδα των ‘‘ µεταξύ’’ αξιωµάτων και κυρίως το αξίωµα του 

Patch, ο Hilbert εισάγει τον ορισµό του ηµιεπιπέδου. Ο Birkhoff στα συγγράµµατά του 
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δεν ορίζει ‘‘ ανοιχτά’’ το ηµιεπίπεδο αλλά µπορεί να οριστεί µέσω του 3ου αξιώµατός του 

που αφορά τις προσανατολισµένες γωνίες. 

   Άλλη µία έννοια την οποία ο Hilbert λαµβάνει ως πρωταρχική είναι η ‘‘ συµφωνία’’, η 

οποία αποτελεί µία σχέση ισοδυναµίας. Στον Birkhoff η έννοια της συµφωνίας 

ευθυγράµµων τµηµάτων ορίζεται µέσω της απόστασης. Το 3ο αξίωµα ‘‘ συµφωνίας’’ του 

Hilbert που αφορά το µονοσήµαντο της µεταφοράς των γωνιών, εξασφαλίζεται από τον 

Birkhoff, µέσω του 3ου αξιώµατός του. 

   Η έννοια της ‘‘ συνέχειας’’ η οποία περιγράφεται στην 4η οµάδα αξιωµάτων του 

Hilbert, εξασφαλίζεται στην αξιωµατική του Birkhoff µέσα από το 1ο και 3ο αξίωµα. 

   Η σηµαντικότερη διαφορά στις δύο θεµελιώσεις είναι ότι στην αξιωµατική του 

Birkhoff, το αξίωµα οµοιότητας τριγώνων (4ο αξίωµα) έρχεται να αντικαταστήσεις το 

αξίωµα παραλληλίας του Hilbert. Κατά συνέπεια, στη θεµελίωση αυτή, η θεωρία των 

παραλλήλων έπεται από τη θεωρία οµοιότητας. Συγκεκριµένα, η ύπαρξη και 

µοναδικότητα της παραλληλίας αποτελεί θεώρηµα (9ο θεώρηµα της παρούσας εργασίας), 

ενώ ακολουθούν βασικά θεωρήµατα που σχετίζονται µε αυτήν. Μία άλλη συνέπεια 

αυτού, είναι ότι στην αξιωµατική του Birkhoff η συµφωνία τριγώνων αποτελεί 

υποπερίπτωση της οµοιότητας , ενώ σε αυτήν του Hilbert, η έννοια της συµφωνίας 

τριγώνων εισάγεται µε το 4ο αξίωµα συµφωνίας. 
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Β.2. Αξιωµατική Θεµελίωση της επίπεδης Γεωµετρίας από τον 

MacLane 

 

   Ο Saunders MacLane (1909-2005) διακεκριµένος καθηγητής του πανεπιστηµίου του 

Σικάγο, υπήρξε ένας από τους σηµαντικότερους µαθηµατικούς του 20ου αιώνα, που 

άσκησε τεράστια επιρροή στη µαθηµατική κοινότητα της Αµερικής και όχι µόνο. Η 

συνεισφορά του στη Μαθηµατική  επιστήµη, συνίσταται σε διάφορους τοµείς όπως στη 

Λογική, τη Φιλοσοφία των Μαθηµατικών, την Άλγεβρα ενώ είναι ο δηµιουργός (µαζί µε 

τον Samuel Eilenberg) της Θεωρίας Κατηγοριών. 

   Ο Saunders MacLane είναι άλλος ένας σπουδαίος µαθηµατικός που έδωσε µια νέα 

αξιωµατική στην επίπεδη γεωµετρία. Η αξιωµατική αυτή, η οποία δηµοσιεύτηκε µετά τη 

θεµελίωση του Birkhoff, βασίζεται και αυτή στην έννοια της µετρικής και αποτελείται 

από 5 οµάδες αξιωµάτων.  

 

 

Β.2.1. Αξιώµατα και θεµελιώδη θεωρήµατα 

   Ο MacLane λαµβάνει ως πρωταρχικούς όρους τις έννοιες σηµείο, απόσταση, ευθεία 

και µέτρο γωνίας. Η απόσταση d(AB) είναι η συνήθης έννοια της απόστασης του 

σηµείου Α από το Β. Ακολουθούν οι πέντε οµάδες των αξιωµάτων, οι ορισµοί που 

χρησιµοποιούνται, καθώς και βασικά θεωρήµατα και λήµµατα που απορρέουν από αυτά. 

 

1η οµάδα αξιωµάτων: Τα αξιώµατα της απόστασης  

   Υπάρχουν τέσσερα αξιώµατα που αφορούν τα σηµεία και τις αποστάσεις. 

D1) Υπάρχουν τουλάχιστον δύο σηµεία 

D2) Αν Α, Β σηµεία, η d(AB) είναι µη αρνητικός αριθµός 

D3) Αν Α,Β σηµεία, ισχύει d(AB)=0 αν και µόνο αν Α=Β 

D4) Αν Α,Β σηµεία, d(AB)= d(BΑ) 

 

Ορισµός: Ένα σηµείο Β λέµε ότι κείται µεταξύ των σηµείων Α και Γ αν τα τρία σηµεία 

είναι διαφορετικά και d(ΑΓ)=d(ΑΒ)+d(ΒΓ) 
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Ορισµός: Ευθύγραµµο τµήµα από το Α στο Β καλείται το σύνολο των σηµείων Ρ για 

τα οποία ισχύει d(AB)=d(AP)+d(PB). 

Ορισµός: Αν Α ≠ Γ, το διάστηµα ΑΓ (συµβολίζεται IntΑΓ) ορίζεται ως το σύνολο όλων 

των σηµείων Β που βρίσκονται µεταξύ των Α και Γ.  

   Έτσι το IntΑΓ είναι το σύνηθες ανοιχτό διάστηµα από το Α στο Γ. 

Ορισµός:Για Α,Ο δύο διαφορετικά σηµεία, ορίζουµε το σύνολο 

{ })()()(,/ OPdOAdAPdOPPr −=≠= . Κάθε τέτοιο σύνολο καλείται ηµιευθεία ΟΑ 

από το Ο. 

   Παρατηρούµε ότι κάθε ηµιευθεία από το Ο είναι ένα σύνολο σηµείων που δεν 

περιλαµβάνει το Ο. Η ηµιευθεία θα µπορούσε επίσης να περιγραφεί και ως η ένωση 

όλων των διαστηµάτων ΑΡ µε Ρ σύνολο σηµείων για τα οποία ισχύει είτε Ρ=Α είτε Α 

κείται µεταξύ των Ο και Ρ. Το IntOA µπορεί τώρα να περιγραφεί ως το σύνολο όλων των 

σηµείων Ρ της ηµιευθείας ΟΑ για τα οποία d(OP)<d(OA). Επίσης IntOA είναι η τοµή 

των ηµιευθειών ΟΑ και ΑΟ. 

 

 

2η οµάδα αξιωµάτων: Τα αξιώµατα των ευθειών  

L1) Μια ευθεία είναι ένα σύνολο σηµείων που περιλαµβάνει περισσότερα από ένα 

σηµεία 

L2) Από δύο διαφορετικά σηµεία, διέρχεται µοναδική ευθεία 

L3) Τρία διαφορετικά σηµεία είναι συνευθειακά αν και µόνο αν ένα από αυτά βρίσκεται 

µεταξύ των άλλων δύο 

L4) Σε κάθε ηµιευθεία από ένα σηµείο Ο και για κάθε πραγµατικό αριθµό β, υπάρχει 

σηµείο Β ώστε d(OB)=β 

   Η ευθεία του αξιώµατος L3 είναι η ένωση των συνόλων: IntAB, του συνόλου των 

σηµείων Ρ µε Α µεταξύ των Ρ και Β, του συνόλου των σηµείων Σ µε Β µεταξύ των Α και 

Σ συµπεριλαµβανοµένων και των σηµείων Α,Β. Συνεπώς ισχύει ηµιευθεία ΑΒ⊂ ευθεία 

ΑΒ. 

 

   Λήµµα 1: Αν Α, Β και Γ είναι συνευθειακά, τότε ( ) ( ) )(ΒΓ+ΑΒ≤ΑΓ ddd  
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Απόδειξη: Από το αξίωµα L3, ένα από τα σηµεία Α, Β, Γ βρίσκεται µεταξύ των άλλων 

δύο. Έστω Β µεταξύ του Α και Γ, τότε ισχύει ( ) ( ) )(ΒΓ+ΑΒ=ΑΓ ddd . Αν το Α 

βρίσκεται µεταξύ των Β,Γ ή το Γ βρίσκεται µεταξύ των Α,Β τότε  

d(ΑΓ)<d(ΑΒ)+d(ΒΓ).■ 

 

   Λήµµα 2: Αν το Β βρίσκεται µεταξύ των Ο και Α, τότε IntOB⊂ IntOA 

Απόδειξη: Έστω Ρ∈  IntOB, θα αποδείξω ότι Ρ∈ IntOΑ. Εφόσον Ρ∈ IntOB ισχύει 

d(ΟΒ)=d(ΟΡ)+d(ΡΒ) (1). Επίσης έχουµε ότι Β είναι µεταξύ των ΟΑ, άρα 

d(ΟΑ)=d(ΟΒ)+d(ΒΑ) η οποία λόγω της (1) γίνεται d(ΟΑ)=d(ΟΡ)+d(ΒΡ)+d(BA)≥  

d(ΟΡ)+d(ΡA), διότι από το 1ο λήµµα έχουµε ότι εφόσον Α,Β,Ρ συνευθειακά, 

( ) ( ) )( AdPBdPAd Β+≤ . Για τον ίδιο λόγο ισχύει d(ΟΑ) ≤ d(ΟΡ)+d(ΡΑ). Από τις δύο 

ανισότητες προκύπτει η ισότητα d(ΟΑ)=d(ΟΡ)+d(ΡΑ), συνεπώς το Ρ βρίσκεται µεταξύ 

των Ο και Α άρα Ρ∈ IntOΑ.■ 

 

   Λήµµα 3: Σε κάθε ηµιευθεία από ένα σηµείο Ο και για ένα θετικό πραγµατικό αριθµό 

β, υπάρχει µοναδικό σηµείο Β ώστε d(ΟΒ)=β. 

Απόδειξη: Έστω ότι υπάρχουν δύο τέτοια σηµεία Β, Β’ σε κάποια ηµιευθεία ΟΑ. Τότε τα 

Ο, Α, Β και Β΄ βρίσκονται στην ίδια ευθεία και µάλιστα αυτήν που ορίζει η ηµιευθεία 

ΟΑ. Θα γράφουµε [x, y, z] όταν οι πραγµατικοί αριθµοί x, y, και z είναι τέτοιοι ώστε 

ένας από αυτούς είναι το άθροισµα των άλλων δύο. Εφόσον Ο, Β, Β΄ είναι συνευθειακά, 

από το αξίωµα L3 έχουµε [β ,β, d(BB́ )] και εφόσον Β≠Β΄ έχουµε d(BB΄)≠0 άρα 

d(BB΄)=2β. Θέτω α=d(OA) 

   1η περίπτωση: Έστω β>α, τότε το Α είναι µεταξύ του Ο και του Β και επίσης είναι 

µεταξύ του Ο και του Β΄, άρα d(AB)=β-α=d(AB΄). Εφόσον Α, Β, Β΄ είναι συνευθειακά 

τότε [d(AB), d(AB΄), d(BB́ )]=[β-α, β-α, d(BB́ )] συνεπώς d(BB΄)=2β-2α, το οποίο είναι 

άτοπο διότι έχουµε ότι d(BB΄)=2β και α≠0. Άρα Β=Β΄. 

   2η περίπτωση: Έστω β=α. Εφόσον το Β ανήκει στην ηµιευθεία ΟΑ έχουµε Β∈IntOA ή 

Α∈ IntOΒ. Αν Β∈ IntOA τότε α=d(OA)=d(OB)+d(BA), άρα d(BA)=0 οπότε από το 

αξίωµα D3 έχουµε Β=Α. Αν Α∈ IntOΒ τότε β=d(OB)=d(OA)+d(AB), άρα d(AB)=0 

οπότε από το αξίωµα D3 έχουµε Α=Β. Το ίδιο ισχύει και για το Β΄. Άρα Β=Α=Β΄. 
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   3η περίπτωση:  Έστω β<α. Τότε τα Β, Β΄ βρίσκονται µεταξύ του Ο και του Α, συνεπώς 

d(BA)=d(B΄A)=d(OA)-d(OB)=α-β. Εφόσον Α, Β, Β΄ συνευθειακά έχουµε [α-β, α-β, 

d(BB΄)] άρα d(BB΄)=2α-2β . Πιο πάνω βρήκαµε ότι d(BB΄)=2β, άρα α=2β , δηλαδή 

d(OA)=d(BB́ )=2β. Συνεπώς d(OB)=d(BA)=d(AB́ )=d(B΄O)=β. 

Έστω ένα σηµείο Γ της ηµιευθείας ΟΑ για το οποίο d(OΓ)=3β (αξίωµα L4). Τότε το Α 

θα βρίσκεται µεταξύ του Ο και του Γ (διότι α=2β) και Β,Β΄∈IntOA ⊂ IntΟΓ (από το 

λήµµα 2). Έτσι d(BΓ)=2β=d(B΄Γ). Εφόσον Β, Β΄, Γ είναι συνευθειακά τότε [2β, 2β, 2β], 

άτοπο. Άρα Β=Β΄.■ 

 

   Θεώρηµα 1: Αν Ο≠Α και Β∈ηµιευθεία ΟΑ τότε ηµιευθεία ΟΒ= ηµιευθεία ΟΑ 

Απόδειξη: Έστω Β≠Α και Β∈στην ηµιευθεία ΟΑ, τότε είτε Β∈IntOA είτε Α∈IntOB. 

Εφόσον το συµπέρασµα είναι συµµετρικό των Α και Β, αρκεί να δείξω ότι αν Β∈ IntOA 

τότε ηµιευθεία ΟΒ=ηµιευθεία ΟΑ. Επίσης από το αξίωµα L4 η ηµιευθεία ΟΒ περιέχει 

ένα σηµείο για κάθε δεδοµένη απόσταση από το Ο, ενώ από το Λήµµα 3 η ηµιευθεία ΟΑ 

περιέχει µόνο ένα τέτοιο σηµείο. Έτσι αρκεί να δείξω ότι αν Β ∈IntOA τότε ηµιευθεία 

ΟΒ⊂  ηµιευθεία ΟΑ. 

Για να το δείξω αυτό, έστω Ρ∈ηµιευθεία ΟΒ και θεωρώ τις τρεις πιθανές περιπτώσεις 

για το Ρ: 

i. Αν Ρ∈ IntOB τότε από το λήµµα 2 IntOB⊂  IntOΑ⊂ηµιευθεία ΟΑ οπότε Ρ∈ 

ηµιευθεία ΟΑ 

ii. Αν Ρ=Β τότε Ρ∈ ηµιευθεία ΟΑ 

iii.  Αν Β∈IntOΡ τότε d(OΡ)=d(ΟΒ)+d(BP). Εφόσον Β∈IntOA τότε 

d(OΑ)=d(ΟΒ)+d(BΑ). Έστω Ρ∉ ηµιευθεία ΟΑ, εφόσον το Ρ βρίσκεται στην 

ευθεία ΟΑ τότε το Ο βρίσκεται µεταξύ των Ρ και Α, συνεπώς 

d(ΡΑ)=d(ΡΟ)+d(ΟΑ)= d(OΒ)+d(BP)+ d(ΟΒ)+d(BΑ)≥ 2d(ΟΒ)+d(PΑ) (από 

λήµµα 1), δηλαδή d(ΡΑ)≥ 2d(ΟΒ)+d(PΑ) άρα 2d(ΟΒ)=0 άρα d(ΟΒ)=0 άρα Β=Ο, 

άτοπο. Άρα Ρ∈ ηµιευθεία ΟΑ.■ 

   Αν θέταµε το Θεώρηµα 1 ως αξίωµα, τότε τα λήµµατα 2 και 3 θα αποδεικνύονταν πολύ 

εύκολα. Συγκεκριµένα στην απόδειξη του λήµµατος 3 θα απαιτείται µόνο η δεύτερη 

περίπτωση.  
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   Πόρισµα: ∆ύο οποιεσδήποτε ηµιευθείες από το Ο είτε ταυτίζονται, είτε δεν έχουν 

κανένα κοινό σηµείο. 

 

   Θεώρηµα 2: Αν Ο είναι οποιοδήποτε σηµείο µιας ευθείας l, τότε η l περιέχει ακριβώς 

δύο διαφορετικές ηµιευθείες από το Ο, και κάθε σηµείο B∈ l µε Β≠Ο ανήκει σε µία από 

αυτές τις ηµιευθείες. 

Απόδειξη: Από το αξίωµα L1 υπάρχει σηµείο Α≠Ο της l. Από το αξίωµα L4 πάνω στην 

ηµιευθεία ΑΟ υπάρχει σηµείο Α΄ µε d(AA΄)=2d(OA). Εφόσον το Α΄ δε βρίσκεται µεταξύ 

των Ο και Α, τότε το Ο είναι µεταξύ των Α και Α΄. Αν α=d(OA) τότε d(AA΄)=2α. 

Συµβολίζω µε r=ηµιευθεία ΟΑ και  ŕ =ηµιευθεία ΟΑ΄. Έστω Β≠Ο πάνω στην l. Εάν το 

Β r∉  τότε από L3 και τον ορισµό της ηµιευθείας, το Ο είναι µεταξύ των Α και Β και 

d(AB)=d(AO)+d(OB)=α+d(ΟΒ). Αν Β r∉ ΄ τότε Ο είναι µεταξύ των Α΄ και Β και 

d(A΄B)=α+d(OB). 

Όµως τα Α, Α΄, Β είναι συνευθειακά και διαφορετικά µεταξύ τους, που σηµαίνει ότι ένας 

από τους τρεις αριθµούς α+d(OB), α+d(OB), 2α είναι άθροισµα των άλλων δύο, το οποίο 

είναι αδύνατο. Συνεπώς το Β βρίσκεται είτε στην r είτε στην r΄. 

Εφόσον Α΄ r∈ ΄ και Α΄ r∉  από το παραπάνω πόρισµα έχουµε ότι τα r,ŕ  δεν έχουν κοινό 

σηµείο. Κάθε ηµιευθεία της l που ξεκινά από το Ο πρέπει να έχει ένα σηµείο της είτε 

στην r είτε στην r΄, συνεπώς από το πόρισµα αυτή η ηµιευθεία θα είναι είτε η r είτε η r΄.■ 

 

Ορισµός: Καλούµε την r΄ αντίθετη της r. 

   Με τη βοήθεια του θεωρήµατος 2 µπορούµε να ορίσουµε συντεταγµένες πάνω σε µία 

ευθεία l.  

Ορισµός: Αν Ο l∈ , επιλέγω µία από τις δύο ηµιευθείες από το Ο και την καλώ θετική 

ηµιευθεία r, ενώ την άλλη την καλώ αρνητική ηµιευθεία r΄. 

 

 

 

 

O l 

r r΄ 

Σχήµα 1 

+ 
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   Ορίζω µία συνάρτηση x µεταξύ του συνόλου l και των πραγµατικών αριθµών, µε 

x(Ο)=0, x(Ρ)=d(OP) αν Ρ r∈  και x(Ρ)=-d(OP) αν Ρ r∈ ΄. Καλούµε τη x τετµηµένη της l 

µε αρχή το Ο και θετική φορά την r.  

 

   Θεώρηµα 3: Κάθε τετµηµένη x µιας ευθείας l είναι µία ένα προς ένα αντιστοιχία 

µεταξύ της l και του συνόλου των πραγµατικών αριθµών, ώστε d(ΡΣ)= )()( Σ− xPx  

l∈ΣΡ∀ , . 

Απόδειξη: Η ένα προς ένα αντιστοιχία συνεπάγεται άµεσα από το λήµµα 3. Για να 

αποδείξω την ισότητα, θεωρώ το σηµείο Ο ώστε x(O)=0. ∆ιακρίνω έξι περιπτώσεις: 

• Αν Ο είναι µεταξύ των Ρ και Σ και Ρ 'r∈ και Σ r∈  τότε : d(ΡΣ)=d(ΡΟ)+d(ΟΣ)= 

d(ΟΡ)+d(ΟΣ)=-x(Ρ)+x(Σ) 

• Αν Ο είναι µεταξύ των Ρ και Σ και Ρ r∈ και Σ r∈ ΄ τότε: d(ΡΣ)=d(ΡΟ)+d(ΟΣ)= 

d(ΟΡ)+d(ΟΣ)=x(Ρ)-x(Σ) 

• Αν τα Ρ και Σ r∈  και το Ρ µεταξύ των Ο και Σ τότε : d(ΟΣ)=d(ΟΡ)+d(ΡΣ),  

x(Σ)=x(P)+d(PΣ) άρα d(PΣ)= x(Σ)-x(P) 

• Αν τα Ρ και Σ r∈  και το Σ µεταξύ των Ο και Ρ τότε : d(ΟΡ)=d(ΟΣ)+d(ΣΡ), 

x(Ρ)=x(Σ)+d(PΣ) άρα d(PΣ)= x(Ρ)-x(Σ) 

• Αν τα Ρ και Σ r∈ ΄ και το Ρ µεταξύ των Σ και Ο τότε : d(ΟΣ)=d(ΟΡ)+d(ΡΣ),  

x− (Σ)=-x(P)+d(PΣ) άρα d(PΣ)= x(P)-x(Σ) 

• Αν τα Ρ και Σ r∈ ΄ και το Σ µεταξύ των Ρ και Ο τότε : d(ΟΡ)=d(ΟΣ)+d(ΡΣ),  

x− (Ρ)=-x(Σ)+d(PΣ) άρα d(PΣ)= x(Σ)-x(Ρ). 

Συνεπώς σε κάθε περίπτωση d(ΡΣ)= )()( Σ− xPx ■ 

Στην αξιωµατική του Birkhoff το παραπάνω θεώρηµα τίθεται ως αξίωµα. 

 

   Πόρισµα: Το σηµείο Σ βρίσκεται µεταξύ των Ρ και Ζ αν και µόνο αν είτε 

x(P)<x(Σ)<x(Ζ) είτε x(Ρ)>x(Σ)>x(Ζ). 

   Από τα παραπάνω µπορούµε να πούµε ότι οι δύο ηµιευθείες από οποιοδήποτε σηµείο 

Α της l, είναι τα σύνολα των σηµείων Ρ µε x(Ρ)>x(Α) και x(Ρ)<x(Α) αντίστοιχα. 

Συνεπώς εάν x, y είναι δύο τετµηµένες σε µία ευθεία l,  υπάρχει ένας πραγµατικός 
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αριθµός α και ένας αριθµός ε= 1±  ώστε x(P)=εy(P)+α για κάθε  Ρ l∈ . Για ε=-1 σηµαίνει 

αλλαγή φοράς στην ευθεία. 

Ορισµός: Η κατεύθυνση D σε µία ευθεία l µπορεί να περιγραφεί ως µία συνάρτηση η 

οποία ορίζει σε κάθε σηµείο Ρ της l µία ηµιευθεία D(P) της l  από το Ρ, ώστε για κάθε 

δύο σηµεία Ρ και Σ της l ισχύει D(P) I D(Σ)=D(P) ή D(P) ID(Σ)=D(Σ).  

Ορισµός: Θα λέµε τότε ότι το Ρ προηγείται του Σ στην κατεύθυνση D αν D(P) 

I D(Σ)=D(Σ). Η σχέση προηγείται ορίζει µια σχέση διάταξης των σηµείων της ευθείας. 

 

   Θεώρηµα 4: Μία ευθεία έχει ακριβώς δύο κατευθύνσεις την D και την D΄. 

   Η απόδειξη είναι προφανής. ∆οθέντος µίας κατεύθυνσης D, η δεύτερη κατεύθυνση 

είναι αυτή της D΄(Ρ) η οποία είναι η αντίθετη της D(P) για κάθε σηµείο P. Συνεπώς η 

κατεύθυνση καθορίζεται από µία οποιαδήποτε θετική ηµιευθεία r που µας δίνεται από 

σηµείο Ο l∈ ώστε D(O)=r. 

 

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: 

   Με τη χρήση των παραπάνω τεσσάρων αξιωµάτων της απόστασης, των τριών 

αξιωµάτων των ευθειών L1,L2,L4 και την αναδιατύπωση του L3: «δοθέντων τριών 

διαφορετικών σηµείων, ένα από αυτά βρίσκεται µεταξύ των άλλων δύο» θεµελιώνεται η 

µονοδιάστατη γεωµετρία, δηλαδή η γεωµετρία της ευθείας. 

 

 

3η οµάδα αξιωµάτων: Τα αξιώµατα του µέτρου γωνίας  

Ορισµός: Θεωρούµε τη γωνία rs∠ ως ένα σχήµα που αποτελείται από ένα σηµείο Ο και 

δύο ηµιευθείες r και s από το Ο. 

   Οι γωνίες µετρούνται αντίθετα από τη φορά του ρολογιού, σε µοίρες, συνεπώς για κάθε 

πραγµατικό αριθµό γ, γράφουµε γ0 για τον γ(mod360). Εισάγονται τέσσερα αξιώµατα 

του µέτρου γωνίας. 

 

 

 
O 

s 

r 
Σχήµα 2 
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Α1) Αν r και s είναι ηµιευθείες από το ίδιο σηµείο, rs∠  είναι ένας πραγµατικός αριθµός 

mod360 

Α2) Αν r, s και t είναι τρεις ηµιευθείες από το ίδιο σηµείο τότε rtstrs ∠=∠+∠  

Α3) Αν r είναι µία ηµιευθεία από το Ο και γ ένας πραγµατικός αριθµός, τότε υπάρχει µία 

ηµιευθεία s από το Ο ώστε 0γ=∠rs  

   Αν έχουµε σηµεία Α, Ο, Β διαφορετικά µεταξύ τους, συµβολίζουµε µε ∠ΑΟΒ τη 

γωνία που σχηµατίζεται από τις ηµιευθείες ΟΑ και ΟΒ. 

Α4) Αν Α≠Ο≠Β τότε 00≠∠=∠ BOAAOB  αν και µόνο αν d(AB)=d(AO)+d(OB). 

 

 

 

   Εφόσον οι γωνίες είναι προσανατολισµένες το αξίωµα Α2 µας δίνει τη δυνατότητα 

πρόσθεσης των γωνιών. Από αυτό έπεται ότι 0=∠rr  και srrs −∠=∠ ( λέγονται 

αντίθετες γωνίες). Συνεπώς 00 0360 ==∠+∠ BOAAOB  οπότε από το αξίωµα Α4 

έχουµε ότι αν 00≠∠=∠ BOAAOB  τότε 0180=∠AOB . Σύµφωνα µε αυτά, το αξίωµα 

αυτό µπορεί να αντικατασταθεί µε το επόµενο ισοδύναµό του: Αν Α≠Ο≠Β τότε 

0180=∠AOB  αν και µόνο αν το Ο βρίσκεται µεταξύ των Α και Β. 

 

   Θεώρηµα 5: Έστω r και s δύο ηµιευθείες από το ίδιο σηµείο Ο. Αν 0180=∠rs , τότε 

οι r και  s µε το Ο ορίζουν µία ευθεία. Αν 00=∠rs τότε r=s. 

Απόδειξη: Έστω 0180=∠rs , r≠s τότε από το πόρισµα του θεωρήµατος 1 0=∩ sr . 

Έστω ένα σηµείο Α∈r και ένα Β∈s, τότε Α≠Ο≠Β και 0180=∠=∠ rsAOB . Τότε από το 

ισοδύναµο του αξιώµατος Α4 το Ο βρίσκεται µεταξύ των Α και Β στην ευθεία ΑΒ. Η 

ευθεία αυτή περιέχει τις r και s και µάλιστα από το θεώρηµα 2, η ευθεία αυτή 

αποτελείται από τις ηµιευθείες r, s και το σηµείο Ο. 

   Έστω 00=∠rs . Από το Α3 υπάρχει ηµιευθεία t από το Ο µε 0180=∠st συνεπώς οι s, t 

και Ο ορίζουν µία ευθεία. Τότε 000 1801800 =+=∠+∠=∠ strsrt , συνεπώς και οι r, t 

και Ο ορίζουν µία ευθεία. Είναι η ίδια ευθεία, οπότε σύµφωνα µε το θεώρηµα 2 η r θα 

ταυτίζεται είτε µε την s είτε µε την t. Εφόσον r≠t  ισχύει r=s.■ 

 

O Β Α 

Σχήµα 3 
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   Πόρισµα: Αν Α≠Ο η ηµιευθεία ΟΑ αποτελείται από όλα τα σηµεία Β≠Ο µε 

00=∠AOB . 

 

Ορισµός: Προσανατολισµένο τρίγωνο ΑΒΓ λέµε το σχήµα  ∆ΑΒΓ που αποτελείται 

από τρία διαφορετικά σηµεία Α, Β, Γ (κορυφές), και τα.τρία διαστήµατα που 

σχηµατίζουν τα σηµεία αυτά. Αρκεί να προσέχουµε πάντα τη διάταξη των κορυφών του. 

Τότε κάθε ένα από τα τρία ευθύγραµµα τµήµατα που σχηµατίζουν οι κορυφές του το 

ονοµάζουµε πλευρά. 

Ορισµός:∆ύο προσανατολισµένα τρίγωνα  ∆ΑΒΓ  και ∆Α΄Β΄Γ΄ είναι όµοια αν υπάρχει 

ένας θετικός πραγµατικός αριθµός κ και ένας αριθµός ε= 1±  ώστε ''' ΓΒΑ∠=Γ∠ εAB , 

''' ΑΓΒ∠=ΒΓΑ∠ ε , ''' ΒΑΓ∠=ΓΑΒ∠ ε , κd(ΑΒ)=d(Α’Β’), κd(ΒΓ)=d(Β΄Γ΄), 

κd(ΓΑ)=d(Γ΄A΄). 

Ορισµός: ∆ύο τρίγωνα είναι ίσα ή σύµφωνα όταν είναι όµοια µε κ=1. 

 

 

4η οµάδα: Το αξίωµα οµοιότητας 

   Αν για δύο προσανατολισµένα τρίγωνα ∆ΑΒΓ και ∆Α’Β’Γ’ ισχύει ''' ΓΒΑ∠=Γ∠ εAB , 

d(AB)=κd(A΄B΄) και d(ΒΓ)=κd(Β΄Γ΄) (µε ε= 1±  και κ θετικός πραγµατικός) τότε τα 

τρίγωνα αυτά είναι όµοια. 

 

 

 

 

 

 

   Σύµφωνα µε τον MacLane ο Reinhold Baer του είχε υποδείξει ένα διαφορετικό τρόπο 

ερµηνείας του αξιώµατος οµοιότητας. Έστω ε= 1± , κ>0 και δύο ηµιευθείες r=ηµιευθεία 

ΒΓ και r΄=ηµιευθεία Β΄Γ΄. Τότε υπάρχει µία «κίνηση» Μ, όπου Μ ορίζεται ως ο 

µετασχηµατισµός στο επίπεδο, για τον οποίο ισχύει ότι για κάθε σηµείο Ρ µας δίνει 

Ρ΄=Μ(Ρ) µε ''' ΓΒΡ∠=Γ∠ εPB  και d(Ρ΄Β΄)=κd(ΡΒ). Από τα αξιώµατα Α3 και L3 και τα 

θεωρήµατα 1 και 5 προκύπτει ότι αυτό το σηµείο Ρ΄ είναι µοναδικό. Τότε από το αξίωµα 

Α 

Β 

Γ Α΄ 

Β΄ 

Γ΄ 

Σχήµα 4 
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οµοιότητας έχουµε ότι ο Μ  πολλαπλασιάζει τις αποστάσεις µε κ και τις γωνίες µε ε: 

d(Μ(Ρ)Μ(Σ))=κd(ΡΣ), ΡΟΣ∠=Σ∠ ε)()()( MOMPM . Αναπαριστώντας τον Μ ως 

σύνθεση απλούστερων «µετασχηµατισµών», µπορούµε να συµπεράνουµε το γενικό 

αξίωµα οµοιότητας από τις ακόλουθες τρεις ειδικές περιπτώσεις: (i) κ=1, ε= 1± , r≠r΄ 

(συµφωνία), (ii)  κ=1, ε=-1, r=ŕ  (ανάκλαση) και (iii)  κ≠1, ε=1, r=ŕ . 

Ορισµός: Ένα τρίγωνο ∆ΑΒΓ λέγεται εκφυλισµένο αν οι κορυφές του Α, Β, Γ είναι 

συνευθειακά σηµεία. 

   Στην περίπτωση εκφυλισµένου τριγώνου το αξίωµα οµοιότητας προκύπτει από τα 

προηγούµενα αξιώµατα. Συνεπώς αρκεί να θέσουµε αυτό το αξίωµα µόνο για τα µη 

εκφυλισµένα τρίγωνα. 

 

   1ο Θεώρηµα οµοιότητας: ∆ύο µη εκφυλισµένα τρίγωνα είναι όµοια αν οι δύο γωνίες 

του ενός είναι ίσες ή αντίθετες µε δύο γωνίες του άλλου.  

Απόδειξη: Έστω δύο τρίγωνα ∆ΑΒΓ και ∆Α΄Β΄Γ΄. Θα αποδείξω ότι αυτά είναι όµοια αν 

''' ΓΒΑ∠=Γ∠ εAB , ''' ΒΑΓ∠=ΓΑΒ∠ ε . 

 

 

 

 

 

 

 

Έστω κ ο θετικός πραγµατικός αριθµός για τον οποίο d(Α΄Β΄)=κd(AB). Επιλέγω σηµείο 

Γ΄΄ στην ηµιευθεία Α΄Γ΄ ώστε d(Α΄Γ΄΄)=κd(ΑΓ). Τότε από το αξίωµα οµοιότητας, τα 

τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄΄ είναι όµοια. Συνεπώς '''' ΓΒΑ∠=Γ∠ εAB . Άρα και  

''' Γ∠ BA = '''' Γ∠ BA . Τότε όµως από αξίωµα Α3 οι ηµιευθείες Α΄Γ΄ και Α΄Γ΄΄ 

ταυτίζονται. Οι ηµιευθείες Α΄Γ΄ (=Α΄Γ΄΄) και Β΄Γ΄ έχουν δύο κοινά σηµεία (Γ΄, Γ΄΄), 

οπότε από το πόρισµα του θεωρήµατος 1 θα πρέπει να ταυτίζονται που είναι αδύνατον. 

Άρα Γ΄=Γ΄΄. Κατά συνέπεια τα  τρίγωνα ∆ΑΒΓ και ∆Α΄Β΄Γ΄ είναι όµοια.■ 

 

Α΄ 

Γ΄ 

Β΄ 

Α 

Β 

  Γ 
Γ΄΄ Γ΄΄ 

Σχήµα 5 



 89 

Ορισµός: Ένα τρίγωνο ΑΒΓ λέγεται ισοσκελές αν οι δύο πλευρές του είναι ίσες. Τότε η 

τρίτη πλευρά ονοµάζεται βάση. 

 

   2ο Θεώρηµα οµοιότητας: Οι γωνίες της βάσης ενός ισοσκελούς τριγώνου είναι 

αντίθετες. 

Απόδειξη: 

 

 

 

 

 

 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε d(ΑΓ)=d(ΒΓ). Θεωρώ το τρίγωνο ΓΑΒ και για τα τρίγωνα ΓΑΒ 

και ΓΒΑ ισχύει: d(ΓΑ)=d(ΓΒ), d(ΓΒ)=d(ΓΑ) και ΒΓΑ−∠=ΓΒ∠A . Συνεπώς είναι ίσα 

διότι κ=1 και ε=-1, άρα ΓΒΑ−∠=ΓΑΒ∠ .■ 

  

   3ο Θεώρηµα οµοιότητας: Αν σε δύο τρίγωνα ΑΒΓ και Α΄Β΄Γ΄ ισχύει 

d(AB)=κd(A΄B΄), d(ΒΓ)=κd(Β΄Γ΄), d(ΑΓ)=κd(Α΄Γ΄) τότε τα τρίγωνα αυτά είναι όµοια. 

 

   4ο Θεώρηµα οµοιότητας: (Θεώρηµα αθροίσµατος γωνιών)  

Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 180ο. 

   Η απόδειξη των δύο τελευταίων θεωρηµάτων είναι ακριβώς ίδια µε αυτή που 

παρουσιάστηκε στη θεµελίωση του Birkhoff. 

 

Ορισµός: Μία γωνία λέγεται γνήσια αν 01800 << γο  και µη γνήσια αν 

00 360180 << γ .  

 

5η οµάδα: Το αξίωµα συνέχειας: 

   Έστω AOB∠  γνήσια γωνία. Εάν ∆ βρίσκεται µεταξύ των Α και Β τότε 

ΑΟΒ∠<∆∠< AO00 . Αντίστροφα, αν ΑΟΒ∠<Γ∠< AO00  τότε η ηµιευθεία ΟΓ 

τέµνει το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ.  

Α Β 

Γ 

Σχήµα 6 
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   Έστω ένα σηµείο Χ που κινείται στην ευθεία ΑΒ και ένα σηµείο Ο που δεν ανήκει 

στην ευθεία. Από το παραπάνω αξίωµα προκύπτει ότι AOX∠ είναι µια µονότονη και 

συνεχής συνάρτηση του x=d(AX). 

   Θεώρηµα 6: Εάν σε ένα προσανατολισµένο τρίγωνο ΑΒΓ µία γωνία Γ∠AB  είναι 

γνήσια, τότε και οι άλλες δύο γωνίες ΒΓΑ∠ και ΓΑΒ∠ είναι γνήσιες.  

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: Έστω Χ κείται στην {Β} ∪ ηµιευθεία ΒΓ και θέτω x=d(BX). Θέτω επίσης 

f(x)=180ο - ΧΑΒ∠−Γ∠AB . Η f(x) είναι µία συνεχής συνάρτηση. Για x>0, το θεώρηµα 

αθροίσµατος γωνιών µας δίνει f(x)= BXA∠  το οποίο είναι διαφορετικό από 0ο  και 180ο. 

Για x=0 f(0)= 180ο - Γ∠AB , οπότε είναι γνήσια. Έτσι η f(x) είναι µία συνεχής 

συνάρτηση στο )(0 ΒΓ≤≤ dx και δεν παίρνει ποτέ την τιµή 0ο και 180ο. Συνεπώς η 

f(x)= BXA∠  είναι πάντα γνήσια, συνεπώς f(d(BΓ))= ΒΓΑ∠  είναι γνήσια.■ 

 

Ορισµός: Παίρνω µια κατεύθυνσης D της ευθείας l, όπως περιγράφηκε στο θεώρηµα 4. 

Αν το Α είναι πριν το Β ως προς την κατεύθυνση D , λέµε ότι το σηµείο Ρ βρίσκεται στα 

αριστερά της l µε κατεύθυνση D αν Ρ∠BA  είναι γνήσια και στα δεξιά της l µε 

κατεύθυνση D αν Ρ∠BA  είναι µη-γνήσια. 

 

Ο 
Γ 

Β 

Α 

∆ 
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Α 
Β 

Γ 

Χ 
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   Μια απλή εφαρµογή του θεωρήµατος 6 δείχνει ότι αυτός ο ορισµός είναι ανεξάρτητος 

της επιλογής των σηµείων Α και Β. Έτσι αν Α΄ βρίσκεται πριν από το Β΄ στην 

κατεύθυνση D, τότε PAB ''∠  είναι γνήσια αντίστοιχα όταν BAP∠ είναι γνήσια. 

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε ότι κάθε ευθεία χωρίζει το επίπεδο σε δύο «πλευρές», 

τη δεξιά και την αριστερή «πλευρά». 

 

   Θεώρηµα 7: Εάν l είναι µία προσανατολισµένη ευθεία, τότε δύο σηµεία Ρ και Σ τα 

οποία δεν κείνται στην l, βρίσκονται στην ίδια πλευρά της l, αν και µόνο αν η l δεν τέµνει 

το διάστηµα ΡΣ. 

Απόδειξη: (⇒ )Πρέπει να δείξω ότι αν Ρ, Σ βρίσκονται στην ίδια πλευρά της l τότε η l 

δεν τέµνει το διάστηµα ΡΣ. Αντί για αυτό αρκεί να δείξω το αντιθετοαντίστροφο. Έστω 

ότι η l τέµνει το διάστηµα ΡΣ, δηλαδή 0≠ΡΣ∩ Intl  και ότι το Ρ βρίσκεται στα αριστερά 

της ευθείας l ως προς την κατεύθυνση D. Θα αποδείξουµε ότι το Σ βρίσκεται στα δεξιά 

της l. Έστω Α το σηµείο στο οποίο η l τέµνει το IntΡΣ και παίρνω ένα σηµείο lB∈ µε το 

Α να προηγείται του Β ως προς D. Τότε η BAP∠  είναι γνήσια. Αλλά από το αξίωµα Α4 

0180=ΒΑΡ∠+ΣΑΒ∠ , συνεπώς ΣΑΒ∠  είναι γνήσια και ΣΑΒ−∠=ΒΑΣ∠  είναι 

improper. Έτσι το Σ είναι στα δεξιά της l ως προς την κατεύθυνση D. 

( ⇐ ) Υποθέτουµε ότι l ΡΣ∩ Int =0 και ότι το Ρ βρίσκεται στα αριστερά της l. Παίρνω 

πάλι Α να προηγείται του Β στην l ως προς την κατεύθυνση D, τότε η ΒΑΡ∠  γνήσια. 

Για X ΡΣ∈ Int  η γωνία BAX∠ είναι µια συνεχής συνάρτηση του d(PX) και εφόσον 

0=ΡΣ∩ Intl , αυτή η συνάρτηση δεν παίρνει ποτέ τις τιµές 0ο και 180ο . Συνεπώς η 

BAX∠ είναι πάντα γνήσια. ∆ηλαδή Σ∠BA είναι γνήσια, άρα το Σ βρίσκεται και αυτό 

στα αριστερά της l.■ 

 

A 

Ρ 

l 

Σχήµα 9: Ρ βρίσκεται στα 

αριστερά της l µε κατεύθυνση D 
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 D 

 D 

l 

Β Α 
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   Πόρισµα (Αξίωµα του Pasch): ∆οθέντος τριγώνου ΑΒΓ και ευθείας l µε Α l∉ , εάν η l 

τέµνει τo IntΒΓ τότε θα τέµνει και είτε τo IntAB είτε το IntAΓ. 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: Εφόσον η l τέµνει τo IntΒΓ, τότε από το θεώρηµα 7 τα Β και Γ βρίσκονται σε 

διαφορετικές πλευρές της l. Εφόσον Α l∉ τότε το Α βρίσκεται σε µία από τις δύο 

πλευρές, έστω στην πλευρά που βρίσκεται το Γ. Τότε τα Α και Β βρίσκονται σε 

διαφορετικές πλευρές της l , συνεπώς από το θεώρηµα 7 η l τέµνει το IntΑΒ. Αντίστοιχα, 

αν το Α βρίσκεται στην πλευρά που βρίσκεται και το Β τότε τα Α και Γ βρίσκονται σε 

διαφορετικές πλευρές της l, άρα από το θεώρηµα 7 η l τέµνει το IntΑΓ.■ 

 

 

Β.2.2. Θεωρία παραλλήλων και καθέτων 

   Θεώρηµα 8: ∆οθέντος διαστήµατος ΑΒ και δύο αριθµών γ και δ µεταξύ του 0 και 180 

ώστε γ+δ<180, υπάρχει ένα σηµείο Γ ώστε το προσανατολισµένο τρίγωνο ΑΒΓ να έχει 

0γ=ΓΑΒ∠  και 0δ=ΑΒΓ∠ . 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη: Καταρχήν θα δείξουµε ότι υπάρχει τρίγωνο µε γωνίες γ και δ. Θέτω ε=180-γ-δ 

και κατασκευάζω τρίγωνο ΛΜΝ µε 0γ=ΛΜΝ∠ . 

• Εάν 0δ=ΜΝΛ∠  τελειώσαµε. 

Σχήµα 11 

Α 

Β Γ 

l 

Α  Β 

Γ 

γ δ 
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• Εάν 0δ>ΜΝΛ∠  από το αξίωµα συνέχειας υπάρχει Υ ΛΜΙ∈ nt  µε 0δ=ΜΝΧ∠  

και τότε το τρίγωνο ΜΝΧ είναι το τρίγωνο που ψάχνουµε µε γωνίες γ και δ. 

• Εάν 0δ<ΜΝΛ∠  τότε από το θεώρηµα του αθροίσµατος γωνιών έχω 

0ε>ΝΛΜ∠ . Τότε από το αξίωµα συνέχειας υπάρχει Υ ΜΝ∈ Int  µε 

0ε=ΥΛΜ∠ , συνεπώς =ΜΥΛ∠ 180ο-ε0-γ0=δ0 . 

 Σε κάθε περίπτωση λοιπόν υπάρχει τρίγωνο ΡΣΤ µε γωνίες 0γ=ΡΣ∠T  και 0δ=ΡΣΤ∠ . 

Έστω τώρα το διάστηµα ΑΒ. Υπάρχει σηµείο Γ ώστε 0δ=ΑΒΓ∠  και 
)(

)(

)(

)(

ΣΡ
ΣΤ=ΒΓ

d

d

ABd

d
. 

Τότε από το αξίωµα οµοιότητας τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΡΣΤ είναι όµοια, συνεπώς το 

τρίγωνο ΑΒΓ έχει 0γ=ΓΑΒ∠  και 0δ=ΑΒΓ∠ .■ 

   Ισοδύναµη πρόταση µε το παραπάνω θεώρηµα είναι η εξής: Σε διάστηµα ΑΒ, Φέρνω 

στο Β ηµιευθεία ΒΕ’ µε 0' δ=∠ABE  και στο Α ηµιευθεία ΑΕ µε 0γ=ΕΑΓ∠ . Τότε οι 

ηµιευθείες ΒΕ’ και ΑΕ θα τέµνονται.  

 

Ορισµός: ∆ύο ευθείες που τέµνονται και σχηµατίζουν γωνία 90ο λέγονται κάθετες. Για l 

και m κάθετες, γράφουµε ml ⊥ . 

Από το αξίωµα 3 συνεπάγεται ότι µπορούµε να φέρουµε κάθετο σε δοσµένη ευθεία από 

οποιοδήποτε σηµείο της. 

 

   Θεώρηµα 9: Έστω ευθεία l και σηµείο Γ l∉ , τότε από το Γ διέρχεται µοναδική 

κάθετος στην l. 

Απόδειξη: Από το θεώρηµα του αθροίσµατος των γωνιών ενός τριγώνου (4ο θεώρηµα 

οµοιότητας τριγώνων) προκύπτει ότι υπάρχει το πολύ µία τέτοια κάθετος. Αρκεί να 

δείξω ότι υπάρχει πάντα µία. 

 

 

 

 

 Α 
l 

Ε Β΄ 
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Έστω µία κατεύθυνση της l από το Α στο Β ώστε το Γ να βρίσκεται στην αριστερή 

πλευρά της l. Τότε η ΒΑΓ∠  είναι γνήσια. Αν ΒΑΓ∠ =90ο τελειώσαµε. Αν όχι, τότε 

παίρνω σηµείο B΄ l∈ ώστε η ηµιευθεία ΑΒ να είναι αντίθετη της ΑΒ΄. Τότε µία από τις 

γωνίες Γ∠BA , 'ΓΑΒ∠  είναι οξεία. Εάν Γ∠BA  είναι οξεία, τότε από το θεώρηµα 8, 

υπάρχει τρίγωνο ΕΑΓ µε ΒΑΓ∠=ΕΑΓ∠  και ΒΑΓ∠−=ΑΓΕ∠ 090 . Συνεπώς 

090=ΓΕΑ∠ άρα η ΓΕ είναι η κάθετος. Όµοια αν η 'ΓΑΒ∠  είναι οξεία.■ 

 

Ορισµός: ∆ύο ευθείες λέγονται παράλληλες αν δεν τέµνονται. 

 

   Θεώρηµα 10: Εάν l ευθεία και σηµείο Γ l∉ , τότε από το Γ διέρχεται µοναδική 

παράλληλος στην l. 

Απόδειξη: Από το θεώρηµα 9, υπάρχει µοναδική ευθεία m που διέρχεται από το Γ ώστε 

lm ⊥ . Επίσης από το Γ διέρχεται µοναδική ευθεία n ώστε mn ⊥ . Από το θεώρηµα 

αθροίσµατος γωνιών οι ευθείες n και l δεν τέµνονται. Από το θεώρηµα 8 οποιαδήποτε 

άλλη ευθεία που διέρχεται από το Γ τέµνει την l.■ 

 

Ορισµός: Ένα τρίγωνο ονοµάζεται ορθογώνιο όταν µία γωνία του έχει µέτρο 90ο. Η 

πλευρά που βρίσκεται απέναντι από αυτή τη γωνία καλείται υποτείνουσα. 

 

Θεώρηµα 11: (Πυθαγόρειο Θεώρηµα) 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο της υποτείνουσας ισούται µε το άθροισµα των 

τετραγώνων των άλλων δύο πλευρών. 

Η απόδειξη είναι ακριβώς ίδια µε αυτή που παρουσιάστηκε στην κατά Birkhoff 

θεµελίωση. 

 

   Πλέον είµαστε σε θέση να εισάγουµε τις ορθογώνιες συντεταγµένες, να βρίσκουµε την 

απόσταση δύο σηµείων, καθώς και την εξίσωση της ευθείας. Εφόσον και αυτή η 

αξιωµατική µας δίνει το καρτεσιανό επίπεδο, σηµαίνει ότι είναι ισοδύναµη µε την 

αξιωµατική του Birkhoff και του Hilbert. Πιο συγκεκριµένα, αποδεικνύεται ότι το 

σύστηµα είναι κατηγορικό, δείχνοντας ότι το µέτρο των γωνιών ταυτίζεται µε το µέτρο 

των γωνιών όπως ορίζεται στην κλασσική επίπεδη γεωµετρία. Η απόδειξη αυτή είναι ίδια 
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µε αυτή του Birkhoff, µόνο που εδώ χρησιµοποιείται το αξίωµα συνέχειας  µε τον ίδιο 

τρόπο που χρησιµοποιείται το αξίωµα 3 του Birkhoff στην προηγούµενη παράγραφο. 

 

Παρατηρήσεις: 

1. Το παραπάνω αξιωµατικό σύστηµα αναφέρεται σε ένα προσανατολισµένο 

επίπεδο. Το γεγονός αυτό κάνει δύσκολη την επέκτασή του στη γεωµετρία του 

χώρου. Αυτό συµβαίνει διότι στον τρισδιάστατο χώρο δεν υπάρχει καθολικός 

τρόπος επιλογής της κατεύθυνσης όλων των γωνιών, συνεπώς δεν ισχύει το Α2 

αξίωµα του αθροίσµατος γωνιών. 

2. Στο σύστηµα αυτό είναι δυνατό η ευθεία να µη ληφθεί ως πρωταρχική έννοια 

δεδοµένου ότι η ευθεία ΑΒ µπορεί να οριστεί ως το σύνολο όλων των σηµείων Γ 

ώστε {Γ=Α, Γ=Β, ένα από αυτά να βρίσκεται µεταξύ των άλλων δύο}. Το 

γεγονός αυτό όµως δεν αλλάζει τον αριθµό των αξιωµάτων. 

 

 

Β.2.3. Σύγκριση Birkhoff – MacLane 

   Όπως αναφέρθηκε παραπάνω οι δύο αξιωµατικές είναι κατηγορικές, δηλαδή είναι 

συνεπείς και πλήρεις. Αυτό σηµαίνει ότι περιγράφουν πλήρως τη κλασσική ευκλείδεια 

γεωµετρία. Αξίζει να τονίσουµε ότι αυτό δε θα συνέβαινε πριν την απόδειξη του 

Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Συνεπώς οι δύο αξιωµατικές είναι ισοδύναµες και στην 

ουσία προσφέρουν τον ίδιο κύκλο γνώσης. 

   Παρατηρούµε ότι και στις δύο αξιωµατικές, οι πρωταρχικές έννοιες είναι ίδιες, η 

θεωρία των όµοιων τριγώνων αναπτύσσεται κατά τον ίδιο τρόπο ενώ η σηµαντικότερη 

οµοιότητά τους είναι ότι η θεωρία παραλλήλων έπεται της θεωρίας της οµοιότητας. 

   Όπως γράφει ο ίδιος ο MacLane, τα τέσσερα αξιώµατα του Birkhoff µπορούν να 

εκφραστούν µέσα από τα αξιώµατα D1, D2, D3, D4, L1, L2, A1, το αξίωµα οµοιότητας 

το αξίωµα συνέχειας του MacLane καθώς και τα παρακάτω δύο αξιώµατα: 

I. Σε κάθε ευθεία l ορίζεται µια συνάρτηση x, η οποία είναι µία ένα προς ένα 

αντιστοιχία µεταξύ των σηµείων Ρ της l και των πραγµατικών αριθµών ώστε 

d(P,Σ)= )()( Σ− xPx  για κάθε Ρ, Σ ∈ l. 
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II.  Για κάθε σηµείο Ο, ορίζεται µία συνάρτηση θ, η οποία είναι µία ένα προς ένα 

αντιστοιχία µεταξύ των ηµιευθειών r από το Ο και των πραγµατικών αριθµών 

mod360 ώστε L(r, s)=θ(s)-θ(r), για όλες τις ηµιευθείες r και s από το Ο. 
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Γ΄ ΜΕΡΟΣ 

 

 

Γ.1. Μια εναλλακτική διδακτική πρόταση 

   Σκοπός του Γ΄ µέρους της εργασίας είναι να παρουσιαστεί µία διαφορετική διδακτική 

πρόταση που να µπορεί να εφαρµοστεί στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Στη συνέχεια θα 

εξετάσουµε την απόδειξη ενός θεωρήµατος µέσα από την αξιωµατική του Ευκλείδη και 

έπειτα µέσα από µια πιο σύγχρονη άποψη, το αξιωµατικό σύστηµα του Birkhoff. Για το 

σκοπό αυτό, επιλέχτηκε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα για δύο βασικούς λόγους. Ο πρώτος 

είναι ότι αποτελεί το πιο ΄΄δηµοφιλές΄΄  θεώρηµα της µέσης εκπαίδευσης. Ο δεύτερος και 

πιο σηµαντικός λόγος είναι ότι η απόδειξή του είναι ενδεικτική όσον αφορά τη 

διαφορετική προσέγγιση των βασικών εννοιών των δύο συστηµάτων στην αποδεικτική 

διαδικασία. 

 

Γ.1.1. Το Πυθαγόρειο θεώρηµα στα ΄΄Στοιχεία΄΄ 

   Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα αποτελεί την 47η πρόταση του 1ου βιβλίου των «Στοιχείων» 

του Ευκλείδη. Στην πρόταση αυτή, ο Ευκλείδης αναφέρεται σε σύγκριση εµβαδών, 

συγκεκριµένα των εµβαδών των τετραγώνων που κατασκευάζονται πάνω στις πλευρές 

ορθογωνίου τριγώνου, σε αντίθεση µε την εσφαλµένη αντίληψη των µαθητών- και όχι 

µόνο- που θεωρούν ότι αναφέρεται σε τετράγωνα αριθµών. 

   Το 1ο βιβλίο των «Στοιχείων» έχει αναφερθεί σε προηγούµενη ενότητα. Πριν όµως 

προχωρήσουµε στην απόδειξη του θεωρήµατος, υπενθυµίζονται στον αναγνώστη τα 

πέντε αιτήµατα, τα οποία χρησιµοποιούνται είτε άµεσα είτε έµµεσα (µέσω 

προηγούµενων προτάσεων). Οι προτάσεις που χρησιµοποιούνται µε άµεσο τρόπο στην 

απόδειξη, αναφέρονται και διατυπώνονται κατά τη χρήση τους. 

   Μετά την απόδειξη ακολουθεί ένα διάγραµµα, το οποίο παρουσιάζει το «πλέγµα» όλων 

των προτάσεις που χρησιµοποίησε ο Ευκλείδης για την απόδειξη της 47ης πρότασης είτε 

απευθείας είτε µέσω άλλων προτάσεων. 
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1ο αίτηµα: Από δύο οποιαδήποτε σηµεία άγεται ευθεία γραµµή 

2ο αίτηµα: Κάθε πεπερασµένη ευθεία µπορεί να προεκταθεί κατά συνεχή τρόπο 

3ο αίτηµα: Με οποιοδήποτε κέντρο και διάστηµα  γράφεται κύκλος 

4ο αίτηµα: Όλες οι ορθές γωνίες είναι ίσες µεταξύ τους 

5ο αίτηµα: Αν µία ευθεία, η οποία συναντάει δύο ευθείες, σχηµατίζει τις δύο εντός και 

επί τα αυτά γωνίες µικρότερες-κατά το άθροισµα- από δύο ορθές, τότε οι ευθείες αυτές 

προεκτεινόµενες επ’ άπειρο συναντιούνται στο µέρος όπου βρίσκονται οι γωνίες οι 

µικρότερες των δύο ορθών. 

 

Πρόταση 47: Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, το εµβαδόν του τετραγώνου που 

κατασκευάζεται πάνω στην υποτείνουσα, ισούται µε το άθροισµα των εµβαδών 

τετραγώνων που κατασκευάζονται πάνω στις δύο κάθετες πλευρές. 

Απόδειξη: 

 

   Έστω ΑΒΓ ορθογώνιο τρίγωνο µε τη γωνία Â  ορθή. 
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   Κατασκευάζουµε τα τετράγωνα ΒΓΕ∆, ΑΒΖΗ και ΑΓΙΘ. (πρόταση 46: Να 

κατασκευαστεί τετράγωνο πάνω σε δοσµένο ευθύγραµµο τµήµα ) 

Θα δείξουµε ότι εµβ(ΒΓΕ∆)=εµβ(ΑΒΖΗ)+εµβ(ΑΓΙΘ) 

  Φέρνουµε από το Α ευθεία παράλληλη στην Β∆, την ε. (πρόταση 31: ∆ίνεται ευθεία και 

ένα σηµείο εκτός αυτής. Να κατασκευαστεί ευθεία, η οποία να περνάει από το σηµείο και 

να είναι παράλληλη µε τη δοσµένη) 

   Η ε τέµνει την ΒΓ στο σηµείο Κ και την ∆Ε στο Λ, διότι αν δεν τις έτεµνε, τότε η ε // 

ΒΓ, αντίστοιχα ε// ∆Ε, και επειδή ε// Β∆ τότε και ΒΓ// Β∆ ,αντίστοιχα ∆Ε//Β∆. (πρόταση 

30: Ευθείες παράλληλες προς την ίδια ευθεία είναι και µεταξύ τους παράλληλες) 

Αυτό όµως είναι άτοπο από κατασκευή τετραγώνου. 

   Φέρνουµε την Α∆ και ΓΖ (1ο αίτηµα) 

Συγκρίνουµε τα τρίγωνα ΖΒΓ και ΑΒ∆: 

   ΒΖ=ΒΑ 

   ΒΓ=Β∆ 

   ΑΒ∆=ΖΒΓ ˆˆ , διότι ΑΒΓ+=ΖΒΓ ˆˆ ήορθ  

                                    ΑΒΓ+=ΑΒ∆ ˆˆ ήορθ  

Οπότε από την 1η κοινή έννοια (αυτά που είναι ίσα ως προς το ίδιο είναι και µεταξύ τους 

ίσα) ισχύει η ισότητα ΑΒ∆=ΖΒΓ ˆˆ  

Άρα τα τρίγωνα ΖΒΓ και ΑΒ∆ είναι ίσα. (πρόταση 4: Αν σε δύο τρίγωνα, οι δύο πλευρές 

του ενός ισούνται αντίστοιχα µε δύο πλευρές του άλλου και οι περιεχόµενες γωνίες που 

σχηµατίζονται στο κάθε τρίγωνο από αυτές τις πλευρές είναι ίσες, τότε και η τρίτες πλευρές 

είναι µεταξύ τους ίσες, καθώς και οι υπόλοιπες γωνίες οι οποίες βρίσκονται απέναντι από 

τις ίσες πλευρές, και τα δύο τρίγωνα έχουν ίσο εµβαδό) 

   Επίσης το ευθύγραµµο τµήµα ΑΗ είναι προέκταση του ΑΓ, διότι 

ςορθέAB 2ˆˆ =ΗΑΒ+Γ . ( πρόταση 14: Αν δύο γωνίες έχουν µία κοινή πλευρά και οι µη 

κοινές πλευρές τους βρίσκονται από διαφορετικές µεριές ως προς την κοινή, και το 

άθροισµα των γωνιών αυτών ισούται µε 2 ορθές, τότε αυτές οι µη κοινές πλευρές είναι 

προέκταση η µία της άλλης) 

   Άρα ΓΗ// ΒΖ. 

Ισχύει εµβ (ΒΚΛ∆)=2 εµβ(∆ΒΑ) 



 100 

    και  εµβ (ΑΒΖΗ)=2 εµβ(ΒΖΓ) 

(πρόταση 41: Αν ένα τρίγωνο και ένα παραλληλόγραµµο έχουν την ίδια βάση και 

βρίσκονται µεταξύ των ίδιων παράλληλων ευθειών, τότε το εµβαδόν του 

παραλληλογράµµου είναι διπλάσιο από το εµβαδόν του τριγώνου) 

   Όµως αποδείξαµε ότι τα τρίγωνα ∆ΒΑ και ΒΖΓ είναι ίσα, άρα από την 1η κοινή έννοια 

ισχύει: εµβ (ΒΚΛ∆)=εµβ (ΑΒΖΗ)  (1) 

   Όµοια αποδεικνύεται ότι εµβ (ΚΓΕΛ)= εµβ (ΑΓΙΘ)  (2) 

   Προσθέτοντας τις (1) και (2) , (2η κοινή έννοια: Αν σε ίσα προστεθούν ίσα, οι ολότητες 

είναι ίσες) έχουµε: εµβ (ΒΚΛ∆)+ εµβ (ΚΓΕΛ)= εµβ (ΑΒΖΗ)+ εµβ (ΑΓΙΘ) 

   Άρα εµβ (ΒΓΕ∆)= εµβ (ΑΒΖΗ)+ εµβ (ΑΓΙΘ) ■ 

    



 

Επεξήγηση του διαγράµµατος: 

   Το παραπάνω διάγραµµα δείχνει ποιες προτάσεις χρησιµοποιεί ο Ευκλείδης στην 

απόδειξη της πρότασης 47 είτε απευθείας είτε έµµεσα. Κάθε γραµµή του 

διαγράµµατος ενώνει δύο προτάσεις, εκ των οποίων η µία (προφανώς µε τον 

µικρότερο αριθµό) χρησιµοποιείται για την απόδειξη της άλλης.  

   Για παράδειγµα η απόδειξη της 47ης πρότασης χρησιµοποιεί άµεσα τις προτάσεις 

14, 41, 46, 31, 4 και 30, ενώ για την απόδειξη της 30 χρησιµοποιείται η 27 και 29, για 

την απόδειξη της 29 η 13 και 15 κ.ο.κ. 

   Παρακάτω διατυπώνονται σε ελεύθερη απόδοση όλες οι προτάσεις που 

χρησιµοποιήθηκαν έµµεσα στην παραπάνω απόδειξη. 

 

Πρόταση 1: Να κατασκευαστεί πάνω σε ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ ισόπλευρο τρίγωνο 

Πρόταση 5: Σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο, οι προσκείµενες στη βάση γωνίες είναι ίσες, 

και αν προεκταθούν οι ίσες πλευρές, τότε οι γωνίες που σχηµατίζονται από τη βάση και 

τις προεκτάσεις, είναι ίσες  

Πρόταση 7: Αν δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒ∆ βρίσκονται από την ίδια µεριά του ΑΒ και 

ισχύει ΑΓ=Α∆ και ΒΓ=Β∆, τότε το Γ συµπίπτει µε το ∆ 
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Πρόταση 8: Αν δύο τρίγωνα έχουν τις πλευρές τους µία προς µία ίσες, τότε τα τρίγωνα 

είναι ίσα 

Πρόταση 9: Να διχοτοµηθεί δοσµένη γωνία 

Πρόταση 10: Να διχοτοµηθεί δοσµένο ευθύγραµµο τµήµα 

Πρόταση 11: ∆οθέντων ευθείας και σηµείου αυτής, να αχθεί από το σηµείο αυτό 

ευθεία, η οποία να σχηµατίζει µε την δοθείσα ορθή γωνία 

Πρόταση 13: Αν από ένα σηµείο ευθείας φέρουµε ηµιευθεία, τότε αυτή σχηµατίζει µε 

την αρχική ευθεία δύο γωνίες, το άθροισµα των οποίων είναι ίσο µε δύο ορθές 

Πρόταση 15: Οι κατακορυφήν γωνίες είναι ίσες 

Πρόταση 16: Κάθε εξωτερική γωνία ενός τριγώνου είναι µεγαλύτερη από κάθε 

απέναντί της εσωτερική 

Πρόταση 27: Αν δύο ευθείες τέµνονται από µία τρίτη και οι εντός εναλλάξ γωνίες που 

σχηµατίζονται είναι ίσες, τότε οι ευθείες αυτές είναι παράλληλες 

Πρόταση 29: Αν δύο παράλληλες ευθείες τέµνονται από µία τρίτη, τότε οι εντός 

εναλλάξ γωνίες που σχηµατίζονται είναι ίσες, καθώς και οι εντός εκτός και επί τα αυτά, 

ενώ το άθροισµα των εντός και επί τα αυτά γωνιών είναι ίσο µε δύο ορθές 

Πρόταση 34: Σε κάθε παραλληλόγραµµο οι απέναντι πλευρές και γωνίες είναι ίσες 

µεταξύ τους και η διαγώνιος το χωρίζει σε δύο ίσα µέρη 

Πρόταση 35: Τα παραλληλόγραµµα που έχουν την ίδια βάση και βρίσκονται µεταξύ 

των ίδιων παραλλήλων έχουν ίσο εµβαδό. 

Πρόταση 36: Τα παραλληλόγραµµα που έχουν ίσες βάσεις και βρίσκονται µεταξύ των 

ίδιων παραλλήλων έχουν ίσο εµβαδό. 

Πρόταση 37: Τα τρίγωνα που έχουν την ίδια βάση και βρίσκονται µεταξύ των ίδιων 

παραλλήλων έχουν ίσο εµβαδό. 

 

 

Γ.1.2. Το Πυθαγόρειο θεώρηµα κατά Birkhoff  

   Για να παρουσιάσουµε την απόδειξη του πυθαγορείου θεωρήµατος, µέσα από την 

αξιωµατική που πρότεινε ο Birkhoff, δε θα βασιστούµε στα αξιώµατα που 

διατυπώθηκαν στο Β΄ µέρος της παρούσας εργασίας. Προτείνεται η χρήση των 

αξιωµάτων που διατυπώνονται στο βιβλίο των Birkhoff και Beatley, Basic Geometry, 

το οποίο απευθύνεται σε µαθητές δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Η διαφορά είναι ότι 

σε αυτό οι γωνίες δεν είναι προσανατολισµένες, άρα ορίζεται µόνο θετική γωνία, ενώ 
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τα αξιώµατα είναι πιο ΄΄απλοϊκά΄΄ διατυπωµένα. Ακολουθούν τα αξιώµατα και στη 

συνέχεια η απόδειξη. 

 

Αξίωµα 1: Τα σηµεία κάθε ευθείας µπορούν να αριθµηθούν µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

υπάρχει µία ένα προς ένα αντιστοιχία µε τους θετικούς πραγµατικούς αριθµούς και 

αυτή η αριθµητική διαφορά να µετρά αποστάσεις. 

Αξίωµα 2: Υπάρχει µία και µόνο µία ευθεία η οποία διέρχεται από δύο διαφορετικά 

σηµεία. 

Αξίωµα 3:   Όλες οι ηµιευθείες µε κοινή αρχή µπορούν να αριθµηθούν µε τέτοιο τρόπο 

έτσι ώστε να υπάρχει µία ένα προς ένα αντιστοιχία µεταξύ των ηµιευθειών και των 

θετικών πραγµατικών αριθµών  (mod2π) ώστε  η αριθµητική διαφορά τους να µετρά τις 

γωνίες. 

Αξίωµα 4:  Όλες οι ευθείες γωνίες έχουν το ίδιο µέτρο 

Αξίωµα 5: ∆ύο τρίγωνα είναι όµοια αν η µία γωνία του ενός είναι ίση µε τη µία γωνία 

του άλλου και οι πλευρές που σχηµατίζουν τις ίσες γωνίες είναι ανάλογες (1ο Κριτήριο 

οµοιότητας τριγώνων) 

 

Πυθαγόρειο θεώρηµα:  

   Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο της υποτείνουσας ισούται µε το 

άθροισµα των τετραγώνων των άλλων δύο πλευρών. 

Απόδειξη: 

Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε τη γωνία 090=Γ∠  

Θα αποδείξουµε ότι (ΑΒ)2=(ΑΓ)2+(ΒΓ)2 

Βήµα 1ο: Κατασκευάζουµε το τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄ όµοιο µε το δοθέν, µε λόγο β (5ο 

αξίωµα) 

 

 

 

 

 

 

 

 
Α Γ β 

γ 

Β 

α 

 

Α΄ Γ΄ β
2 

γβ 

Β΄ 

αβ 
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Βήµα 2ο: Κατασκευάζουµε το τρίγωνο Β΄Γ΄∆΄ ώστε Α∠=∆ΒΓ∠ ΄΄΄ , 

090=∆ΓΒ∠ ΄΄΄  και Α∠−=Α∠−−=Β∆Γ∠ 000 9090180΄΄΄  

( πρόταση: εάν έχουµε τρεις γωνίες των οποίων το άθροισµα είναι 1800 , µπορούµε 

να κατασκευάσουµε τρίγωνο µε αυτές τις γωνίες) 

Τότε από το 2ο Κριτήριο οµοιότητας τριγώνων (δύο τρίγωνα είναι όµοια, αν έχουν 

δύο γωνίες τους µία προς µία ίσες), τα τρίγωνα ΑΒΓ και Β΄Γ΄∆΄ είναι όµοια µε λόγο 

οµοιότητας α. 

 

 

 

                                                                   αγ 

 

 

 

 

 

Η γωνία Α΄Β΄∆΄ είναι ορθή, διότι 

090=Α∠+Β∠=∆ΒΓ∠+ΓΒΑ∠=∆ΒΑ∠ ΄΄΄΄΄΄΄΄΄  

Βήµα 3ο: Εφαρµόζουµε το 2ο κριτήριο οµοιότητας στα τρίγωνα Α΄Β΄∆΄ και ΑΒΓ: 

Α∠=Α∠
=Γ∠=Β∠

΄

΄ 090  

Α΄Β΄= γ ΑΓ 

Άρα τα τρίγωνα είναι όµοια µε λόγο οµοιότητας γ. Συνεπώς Α΄∆΄=γ2 

Επίσης Α΄∆΄=β2+α2 άρα γ2=β2+α2  
■ 

 

Γ.1.3. Συµπεράσµατα 

   Οι εµφανείς διαφορές των δύο αποδεικτικών διαδικασιών απορρέουν από τις 

διαφορετικές βασικές έννοιες των δύο αξιωµατικών συστηµάτων οι οποίες 

αναφέρθηκαν σε προηγούµενη ενότητα (σύγκριση Hilbert-Birkhoff). Συγκεκριµένα 

στην απόδειξη του Ευκλείδη, κεντρικός άξονας είναι η έννοια της παραλληλίας, µε 

τη χρήση προτάσεων που απαιτούν το 5ο αίτηµα (πχ πρόταση 29) καθώς και 

     Β΄ 

∆΄ 

αβ       γβ 

Α΄ 
β

2 

 

Γ΄  α
2 
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προτάσεων που χρησιµοποιούν το αντιθετοαντίστροφο του αιτήµατος (προτάσεις 

30,34), ενώ στην απόδειξη του Birkhoff κεντρικό ρόλο παίζει η έννοια της 

οµοιότητας, µε τη χρήση του 5ου αξιώµατος(1ο Κριτήριο οµοιότητας τριγώνων) και 

του 2ου κριτηρίου οµοιότητας τριγώνων. 

   Όπως αναφέρθηκε, σκοπός είναι να παρουσιαστεί µια εναλλακτική διδακτική 

προσέγγιση της επίπεδης γεωµετρίας και όχι να αποφανθούµε για το ποια είναι η πιο 

κατάλληλη για τη µέση εκπαίδευση. Για να εξεταστεί ποια προσέγγιση 

ανταποκρίνεται καλύτερα στις διδακτικές ανάγκες, απαιτείται να λάβουµε υπόψη µας 

διάφορες παραµέτρους. Το σηµαντικό είναι ότι και οι δύο ανταποκρίνονται στους 

στόχους που θέλουν την επίπεδη γεωµετρία στη µέση εκπαίδευση, δηλαδή, 

συµβάλλουν στην κατανόηση των γεωµετρικών εννοιών από τους µαθητές, ενώ 

παράλληλα υποδεικνύεται η λογική καθαρότητα των µαθηµατικών (Παπασταυρίδης). 

   Αξίζει όµως να αναφερθεί ότι, στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση οι µαθητές από πολύ 

νωρίς έρχονται σε επαφή µε την έννοια της µέτρησης (Α΄ ∆ηµοτικού), σε αντίθεση µε 

την έννοια της παραλληλίας η οποία εισάγεται εµπειρικά στην Β΄ ∆ηµοτικού, µε την 

αναγνώριση παράλληλων ευθειών. 
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