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Εισαγωγή 

 

Η αυστηρή θεµελίωση των πραγµατικών αριθµών κατά τη διάρκεια του δέκατου ένατου 

αιώνα οδήγησε όπως ήταν φυσικό στην αυστηρή θεµελίωση του Απειροστικού 

Λογισµού (Bernhard Bolzano 1815-1897, Augustin- Loius Cauchy 1789-1857, Karl 

Weierstrass 1815-1897). Οι σηµαντικές εφαρµογές αλλά και η πληθώρα των 

θεωρητικών αποτελεσµάτων είχε ως αποτέλεσµα τη σταδιακή εισαγωγή του 

Απειροστικού Λογισµού στην εκπαίδευση.  

 

Στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση , σύµφωνα µε το αναλυτικό πρόγραµµα στην 

τελευταία τάξη του Λυκείου, διδάσκονται σε εισαγωγικό επίπεδο οι έννοιες του ορίου, 

της συνέχειας και της παραγώγου σε όλους τους µαθητές, ενώ σε αυτούς που επιλέγουν 

τη θετική και τεχνολογική κατεύθυνση διδάσκεται επιπλέον και η έννοια του  

ολοκληρώµατος (Στο παράρτηµα Ι δίνεται η ύλη και των τριών τάξεων του Λυκείου). 

Όπως  φαίνεται από τα σχολικά βιβλία αλλά και από τα θέµατα των γενικών εξετάσεων 

, στη σύγχρονη δευτεροβάθµια εκπαίδευση οι έννοιες διδάσκονται µε µεγαλύτερη 

έµφαση στο υπολογιστικό µέρος σε βάρος του θεωρητικού. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα 

οι µαθητές να πετυχαίνουν στις εξετάσεις εισαγωγής στην Τριτοβάθµια εκπαίδευση, 

χωρίς, όµως, δυστυχώς να έχουν κατανοήσει  βασικές έννοιες. Αυτό φαίνεται από τις 

µεγάλες δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι πρωτοετείς φοιτητές στον Απειροστικό 

Λογισµό, ιδιαίτερα αυτοί των Θετικών επιστηµών όπου απαιτείται η εις βάθος 

κατανόηση των εννοιών (Breidenbach, Dubinsky, Hawks, & Nichols, 1992, Dubinsky 

& Harel, 1992, Schwingendorf, Hawks, & Beineke, 1992 Hiebert & Lefevre 1986; 

Schoenfeld, 1985). 
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Η διδασκαλία του Απειροστικού Λογισµού  έχει αποτελέσει αντικείµενο έρευνας τα 

τελευταία χρόνια σε διεθνές επίπεδο, γιατί παρόµοια προβλήµατα εµφανίζονται σε όλες 

τις χώρες (Artigue, 1992; Cornu, 1981 1983 1991; Davis & Vinner, 1986 ; Ervynck, 

1981; Li & Tall, 1993; Monaghan, Sun & Tall, 1994; Sierpinska, 1987; Tall, 1981, 

1982, 1992; Tall & Vinner, 1981; Vinner, 1991; Sierpinska, 1994; Ferrini-Mundy & 

Graham 1994; Tall 1996 ). Είναι απαραίτητο, λοιπόν, να προσδιοριστεί η πηγή αυτών 

των δυσκολιών ώστε να καθοριστούν κατάλληλες στρατηγικές για τη διδασκαλία.  

 

Τα τελευταία χρόνια η παιδαγωγική έρευνα ασχολείται όλο και περισσότερο µε την 

κατανόηση του συναισθηµατικού τοµέα και τη σχέση του µε τη µάθηση. Σε αυτό 

βέβαια συντέλεσε και η µετατόπιση του κέντρου βάρους από τη θεωρίας του 

συµπεριφορισµού κατά τη δεκαετία του 1960 µε εργασίες όπως εκείνη του 

Simon(1967) προς τη γνωστική ψυχολογία αρχικά και στη συνέχεια προς τη θεωρία του 

οικοδοµισµού. Οι έρευνες που ακολούθησαν (Bandura 1977, Buxton 1981, Mandler 

1984,1989) έδειξαν ότι ο συναισθηµατικός τοµέας συνδέεται άµεσα και επηρεάζει τη 

διαδικασία της µάθησης. Συγκεκριµένα, οι στάσεις οι αντιλήψεις οι πεποιθήσεις, η 

αυτοεικόνα , η αυτοεκτίµηση και η αυτεπάρκεια είναι από τις βασικές έννοιες του 

συναισθηµατικού τοµέα που επιδρούν δραστικά στη διαδικασία της µάθησης 

(Schoenfeld 1981; Φιλίππου 1991; Brown, C.A. Carpenter T.P., Kouba V.L., Lindquist, 

M.M.,  Silver, E.A., & Swaffrd  J.O 1988). 

 

Στην παρούσα εργασία θα ασχοληθούµε µε τις αντιλήψεις µαθητών και φοιτητών , 

συγκεκριµένα µε τις αντιλήψεις τους για το άπειρο. Με τον όρο αντιλήψεις 

αναφερόµαστε σε µια ειδική κατηγορία πεποιθήσεων που επηρεάζονται κατά πολύ από 

το στοιχείο της υποκειµενικής αξιολόγησης ενός αντικειµένου ή µιας κατάστασης 

(Φιλίππου, Χρίστου σελ 35). Οι αντιλήψεις για τα µαθηµατικά µπορούµε να 
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θεωρήσουµε ότι αποτελούνται από το σύνολο των συνειδητών και υποσυνείδητων 

εννοιών, κανόνων, αναπαραστάσεων, αλγορίθµων και εµπειριών που έχουν άµεση ή 

έµµεση σχέση µε τα µαθηµατικά (Φιλίππου, Χρίστου σελ 36).  

 

Για τις περισσότερες µαθηµατικές έννοιες, η διδασκαλία δεν αρχίζει µέσα στην τάξη. 

Πριν από οποιαδήποτε διδασκαλία για ένα θέµα ο µαθητής έχει ήδη ορισµένες ιδέες, 

διαισθήσεις, εικόνες, γνώσεις , που προέρχονται από την καθηµερινή εµπειρία. 

Περιγράφουµε όλα τα παραπάνω , που εµφανίζονται πριν από την επίσηµη διδασκαλία, 

ως αυθόρµητες αντιλήψεις (Cornu 1981,1983). Όταν ένας µαθητής µετέχει σε ένα 

µάθηµα µαθηµατικών, αντίθετα µε αυτό που πιστεύουν οι περισσότεροι καθηγητές, 

αυτές οι αντιλήψεις δεν εξαφανίζονται. Αυτές οι αυθόρµητες αντιλήψεις αναµιγνύονται 

µε την καινούρια γνώση, τροποποιούνται και προσαρµόζονται ώστε να διαµορφωθούν 

οι προσωπικές αντιλήψεις των µαθητών (Harel & Sowder, 1998; Schoenfeld, 1985).Οι 

αυθόρµητες αντιλήψεις παραµένουν για ένα µεγάλο  χρονικό διάστηµα. Οι έρευνες 

δείχνουν ότι µπορούν να παραµείνουν ακόµα και σε ένα προχωρηµένο στάδιο µάθησης 

(Fischbein et al., 1979). Για παράδειγµα γνωρίζουµε από την καθηµερινή µας εµπειρία 

ότι το όλο είναι µεγαλύτερο του µέρους το οποίο θα µας οδηγούσε στο συµπέρασµα ότι 

το σύνολο το φυσικών αριθµών είναι µικρότερο από αυτό των ακεραίων.  

 

Μπροστά στην ποικιλία αυθόρµητων εννοιών και στην αυξανόµενη συνειδητοποίηση 

του φορµαλισµού από το µαθητή εύκολα µπορούν να υπάρχουν ταυτόχρονα 

αντιφατικές ιδέες στο µυαλό ενός ατόµου, που οδηγούν σε µια σφαιρική "εννοιολογική 

εικόνα" που περιέχει  πιθανούς συγκρουόµενους παράγοντες κατά την άποψη των Tall 

& Vinner (1981). 
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Ένα σηµαντικό κοµµάτι της έρευνας  τις τελευταίες δεκαετίες είναι η µελέτη των 

αντιλήψεων των µαθητών. Αυτές οι έρευνες έχουν επισηµάνει την ύπαρξη και την 

εµµονή αντιλήψεων (προκαταλήψεις, διαισθήσεις) που δεν συµφωνούν µε τους 

αποδεκτούς µαθηµατικούς ορισµούς (Confrey, 1990; Fischbein, 1987; Hart, 1981; 

Moloney and Stacey, 1997; O’Callaghan, 1998; Sierpinska, 1994; Tall, 1991). 

 

Η µάθηση και η κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών των µαθητών επηρεάζονται 

δραστικά από τις αυθόρµητες αντιλήψεις τους. Αν λοιπόν καταφέρουµε να 

προσδιορίσουµε τι είναι για τους µαθητές το άπειρο και πως το αντιλαµβάνονται τότε 

ίσως να είµαστε σε θέση να γνωρίζουµε τα προβλήµατα και τις παρανοήσεις που θα 

τους δηµιουργηθούν πολύ πριν τη διδασκαλία της έννοιας.  

 

Στην παρούσα εργασία παρουσιάζεται µια έρευνα που έχει σαν σκοπό να καταγράψει 

τις αντιλήψεις των µαθητών για το άπειρο. Αρχικά ερευνούµε  τις αντιλήψεις µαθητών 

ηλικίας 15-17 χρονών για το άπειρο. Αναφερόµαστε δηλαδή σε ανθρώπους  που δεν 

έχουν διδαχτεί πώς οι µαθηµατικοί εξετάζουν τυπικά  το άπειρο.  

 

Στη συνέχεια εξετάζουµε µαθητές της τελευταίας τάξης του λυκείου. Οι µαθητές αυτοί 

διδάσκονται σε εισαγωγικό επίπεδο θεµελιώδεις έννοιες του Απειροστικού Λογισµού 

και αυτό τους ξεχωρίζει από την πρώτη οµάδα. Το σηµαντικό εδώ είναι το αν οι 

µαθητές καταφέρνουν να απορρίψουν τις αρχικές αντιλήψεις που δηµιουργούν 

αντίφαση µε την τυπική µαθηµατική έννοια ή αντιθέτως προσαρµόζουν την 

µαθηµατική έννοια στις αντιλήψεις του απορρίπτοντας τα µαθηµατικά στοιχεία που 

αντιφάσκουν µε τις προυπάρχουσες αντιλήψεις τους. Λόγω του ότι, όπως αναφέρθηκε , 

οι έννοιες διδάσκονται µε µεγαλύτερη έµφαση στο υπολογιστικό µέρος εις βάρος του 
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θεωρητικού αναµένουµε οι αντιλήψεις των µαθητών αυτής της οµάδας να διαφέρουν 

ελάχιστα από αυτές της πρώτης οµάδας. 

 

Τέλος εξετάζονται οι αντιλήψεις φοιτητών πρώτου έτους («Τµήµα Μεθοδολογίας 

Θεωρίας & Ιστορίας της Επιστήµης» ΜΙΘΕ) για το άπειρο µετά τη διδασκαλία του 

Απειροστικού Λογισµού. Εδώ πλέον είναι σηµαντικό και αναµένουµε οι αντιλήψεις να 

έχουν αλλάξει, αφού σε πανεπιστηµιακό επίπεδο οι έννοιες διδάσκονται µε µεγαλύτερη 

έµφαση στο θεωρητικό µέρος. Στο συγκεκριµένο τµήµα υπάρχουν φοιτητές οι οποίοι 

στις δύο τελευταίες τάξεις του Λυκείου είχαν παρακολουθήσει διαφορετικές 

κατευθύνσεις.  

 

Βέβαια έρευνες που έχουν πραγµατοποιηθεί για αυτήν την οµάδα των νέων δείχνουν 

ότι δυστυχώς τα πράγµατα δεν είναι έτσι. Σύµφωνα µε τον Monaghan (1986) «η  

διδασκαλία του Απειροστικού για ένα χρόνο  έχει αµελητέα επίδραση στις αντιλήψεις  

των φοιτητών για το άπειρο. Μην θεωρήσετε ότι στις εισαγωγικές σειρές µαθηµάτων 

του Απειροστικού λογισµού  εξετάζεται το άπειρο αυστηρά.  Αυτό που στην 

πραγµατικότητα συµβαίνει είναι οτι παρέχεται στους φοιτητές η εµπειρία που µπορεί να 

συµβάλει στην αναπτυσσόµενη έννοια του απείρου. Αυτή η εµπειρία εµφανίζεται να 

έχει λίγη επίδραση στις αντιλήψεις των φοιτητών».  Άλλες έρευνες ισχυρίζονται ότι οι 

αντιλήψεις για τα µαθηµατικά µπορούν να επηρεάσουν δραστικά την επίδοση των 

φοιτητών στον Απειροστικό Λογισµό και στα ανώτερα Μαθηµατικά  (Harel, Sowder 

1998; Schoenfeld, 1985).  

 

Η µέχρι τώρα έρευνα παρουσιάζει σαφώς ότι οι αντιλήψεις των µαθητών ποικίλουν, και 

ότι κάνουν θεµελιώδη λάθη και δεν υπερνικούν απαραιτήτως τα επιστηµολογικά 

εµπόδια. Είναι λοιπόν απαραίτητη η εκπαίδευση των καθηγητών ώστε να βοηθηθούν 



 10

και να ενηµερωθούν για τα σχετικά προβλήµατα. Έχουν πραγµατοποιηθεί πειραµατικές 

διδασκαλίες ,στις οποίες, πριν οι µαθητές διδαχθούν κάποια έννοια , τους δόθηκαν 

κατάλληλες δραστηριότητες για να τους βοηθήσουν να δουν και να διαµορφώσουν τις 

αυθόρµητες ιδέες, εικόνες, διαισθήσεις, και τις εµπειρίες που είχαν από πριν και που 

παρουσιάζονταν απαραιτήτως κατά τη διάρκεια του  παιχνιδιού της διαδικασίας 

µάθησης. Αν καταφέρουµε λοιπόν να καταγράψουµε τις αντιλήψεις τους , τότε θα 

µπορέσουµε να σχεδιάσουµε εργασίες που θα οδηγούν τους µαθητές µας να 

διαµορφώσουν αντιλήψεις που θα βοηθάνε ως ένα βαθµό την κατανόηση µιας έννοιας 

και δεν θα τους οδηγούν σε αντιφάσεις και παρανοήσεις. 
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1. Βιβλιογραφική Επισκόπηση  

 
1.1 Προηγούµενες Έρευνες 

 

Σύµφωνα µε τους  Fischbein Tirosh,&  Hess  (1979, σελ. 4-5)  η εργασία των Piaget και 

Inhelder (1956, σελ. 125-149) µπορεί να θεωρηθεί ως αρχή των µελετών για την 

κατανόηση  των αντιλήψεων των παιδιών για  το άπειρο. Η κύρια εργασία  που δόθηκε 

στα παιδιά από τους Piaget και Inhelder ήταν η υποδιαίρεση µιας ευθείας πολλές φορές.  

Σε αναφορά µε τη  θεωρία της ανάπτυξης  του Piaget διαπιστώθηκε  ότι τα παιδιά στο 

προσυλλογιστικό στάδιο (1,5-7 χρόνια)  δεν µπορούσαν να συνεχίσουν την 

υποδιαίρεση για πολύ. Τα παιδιά στο στάδιο των συγκεκριµένων συλλογισµών (7-11 

χρόνια)  µπορούσαν να συνεχίσουν για µεγάλο αλλά πεπερασµένο αριθµό τµηµάτων. 

Τα παιδιά στο στάδιο των αφηρηµένων συλλογισµών (11 χρόνων και µετά) µπορούσαν  

να συνεχιστούν κατά τρόπο αόριστο. Είναι σε αυτό το στάδιο, όπως λένε οι Piaget και 

Inhelder, που ένα παιδί µπορεί να φανταστεί το όριο ενός σχήµατος  ως σηµείο.   

Η εργασία των Piaget και Inhelder ανέδειξε σηµαντικά ζητήµατα που συνδέονται µε 

την γνωστική ανάπτυξη των παιδιών σχετικά µε το όριο αλλά δεν µας έδωσε αξιόλογα  

αποτελέσµατα όσον αφορά την κατανόηση των ιδεών των παιδιών για το άπειρο.  

 

Ο Monaghan εξέτασε τις αντιλήψεις µαθητών για το όριο και το άπειρο (1986) (16- 18 

χρονών θετικής και µη θετικής κατεύθυνσης). Η µελέτη εξέτασε τις αυθόρµητες 

αντιλήψεις των µαθητών. Συγκεκριµένα εξέτασε  το άπειρο ως διαδικασία και ως 

αντικείµενο, το άπειρο ως αριθµό, τα απειροελάχιστα, τις άπειρες ακολουθίες και 

σειρές,  τους πραγµατικούς αριθµούς, τη γλώσσα του απείρου και την  επίδραση της 

διδασκαλίας σε αυτές τις αντιλήψεις.  Στο πρώτο στάδιο της έρευνας ,54 µαθητές (27 
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θετικής κατεύθυνσης) από το ίδιο σχολείο συµµετείχαν σε ένα ερωτηµατολόγιο και στη 

συνέχεια έγιναν συνεντεύξεις µε 13 µαθητές. Ένα ελαφρώς αναθεωρηµένο 

ερωτηµατολόγιο χορηγήθηκε στη συνέχεια σε 190 µαθητές (114 θετικής) από σχολεία 

µε παρόµοια χαρακτηριστικά µε το  πρώτο σχολείο.  

 

Όσον αφορά στο άπειρο τα κύρια συµπεράσµατα µπορούν να συνοψιστούν ως εξής :  

Η πρώτη σκέψη των µαθητών όσον αφορά στο  άπειρο είναι ως διαδικασία, κάτι το 

οποίο συνεχίζεται συνεχώς. Το άπειρο ως αντικείµενο αποδόθηκε από λίγους µαθητές, 

ως ένας  µεγάλος αριθµός ή ως ένα σύνολο που περιέχει περισσότερα από πεπερασµένο 

αριθµό στοιχείων. Ο Monaghan καταλήγει αναφέροντας ότι η έννοια των µαθητών για 

το άπειρο είναι εγγενώς αντιφατική και ασταθής.  

 

Όπως πολλές µαθηµατικές έννοιες, το άπειρο µπορεί να θεωρηθεί και ως διαδικασία, 

αλλά και ως αντικείµενο, ως µεγάλος αριθµός ή ως ο αριθµός των στοιχείων ενός 

συνόλου. Η δυϊκότητα διαδικασίας-αντικειµένου στη µαθηµατική εκπαίδευση είναι 

ένας σηµαντικός τοµέας της έρευνας (Gray και Tall 1994, Dubinsky 1991, Sfard 1991). 

Ο Monaghan (1986, 280) σηµειώνει ότι όταν τα παιδιά µιλούν για το άπειρο εννοούν το 

άπειρο ως διαδικασία:  «Αυτό συνεχίζεται συνέχεια, άρα είναι άπειρο», θεωρώντας το 

άπειρο όχι ως αντικείµενο αλλά ως τη πράξη που συνεχίζεται για πάντα. Το άπειρο ως 

διαδικασία χρησιµοποιείται όχι µόνο για να καθορίσει το άπειρο, αλλά και ως  

αξιολογητικό µέσο για να καθοριστεί εάν µια ερώτηση έχει µια άπειρη απάντηση:    

«Αυτό συνεχίζεται συνεχώς.  Άπειρο σηµαίνει  συνεχώς .Εποµένως αυτό είναι άπειρο.» 

Αλλά τα παιδιά λένε επίσης ότι «πηγαίνει προς το άπειρο». Είναι το άπειρο αντικείµενο 

τότε ; Αυτό δεν αποκλείει το άπειρο ως διαδικασία. Μπορεί να είναι ότι επειδή κάτι 

συνεχίζει συνεχώς είναι άπειρο και έτσι πηγαίνει προς το άπειρο. ∆εν πρέπει να 

υποτεθεί, ότι η χρήση της έννοιας από τους µαθητές είναι συνεπής, ότι δηλαδή 
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καταλαβαίνουν πότε αναφέρονται στο άπειρο ως αντικείµενο και πότε ως διαδικασία  

(Moreno και Waldegg, 1991, σελ. 212-213) .  

 

Αυτή η δυϊκότητα διαδικασίας-αντικειµένου µπορεί να οδηγήσει σε αντιφατικά 

συµπεράσµατα όταν συγκρίνουµε το πλήθος των στοιχείων συνόλων. Για παράδειγµα, 

οι φυσικοί αριθµοί και οι ζυγοί αριθµοί. Έχοντας οι µαθητές  στο µυαλό τους το άπειρο 

ως διαδικασία µπορεί  να οδηγηθούν σε διαφορετικές απαντήσεις:  

 και τα δύο συνεχίζονται συνεχώς άρα είναι το ίδιο πράγµα  

 και τα δύο συνεχίζονται συνεχώς άρα δεν µπορούµε να τα συγκρίνουµε  

Και οι δύο απαντήσεις είναι σε διαφωνία µε το άπειρο ως αντικείµενο.  

 

Οι Falk Gassner,  Ben Zoor, & Ben Simon  (1986) παίξανε αριθµητικά παιχνίδια µε 95 

παιδιά ηλικίας 5 έως 12 ετών. Τρία παιχνίδια χρησιµοποιήθηκαν: αυξανόµενοι  φυσικοί 

αριθµοί, «κάθε ένας από µας λέει έναν αριθµό και όποιος πει τον µεγαλύτερο αριθµό 

κερδίζει. Θες να πεις πρώτος ή δεύτερος;» , φθίνοντες ακέραιοι αριθµοί  «νικητής είναι 

αυτός που θα πει τον µικρότερο αριθµό» και φθίνοντες θετικοί ρητοί. Ο σκοπός των 

παιχνιδιών ήταν να παραχθεί συζήτηση για το αν τελειώνουν  οι αριθµών . 

 

Οι  Falk,  Gassner,  Ben Zoor, & Ben Simon σηµειώνουν µια γενική αναπτυξιακή τάση. 

Τα πιο µικρά παιδιά γενικά δεν µπορούν  να παίζουν συνεχώς το αυξάνων παιχνίδι.. Τα 

περισσότερα από τα  6-7 χρονα απέτυχαν να καταλάβουν ότι οι ακέραιοι αριθµοί δεν 

τελειώνουν ποτέ. Αυτή η κατανόηση και µια δυνατότητα να εξηγηθεί γιατί πρέπει να 

παίξεις δεύτερος αυξήθηκε σταθερά µε τα χρόνια και χαρακτήρισε την πλειοψηφία των 

µεγαλύτερων παιδίων. Τα παιδία δυσκολεύτηκαν περισσότερο στο παιχνίδι των φθίνων 

ακεραίων και ρητών αλλά αυτό οφείλεται στην άγνοια των µικρών παιδίων για τους  

αρνητικούς αριθµούς .  
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Οι ερευνητές σηµειώνουν ότι κάποια στιγµή γίνεται  ένα ασυνεχές πήδηµα από το πολύ 

µεγάλο στο άπειρο. Σηµειώνουν, εντούτοις, την αντιφατική φύση της σκέψης σε αυτήν 

την περιοχή. Π.χ. η  Noga, ηλικίας 5 ετών, αποφάσισε ότι υπάρχουν περισσότεροι 

κόκκοι άµµου στον κόσµο από ότι τρίχες στα κεφάλια όλων των ανθρώπων. Όταν 

ρωτήθηκε για κόκκους άµµου ή  αριθµούς επέλεξε αποφασιστικά τους αριθµούς, 

"επειδή οι αριθµοί δεν τελειώνουν ποτέ. ..   αλλά οι κόκκοι της άµµου µένουν πάντα 

όπως είναι." Αυτή η συνειδητοποίηση , εντούτοις,  δεν την εµπόδισε κατά την επιλογή 

να θέλει να απαντήσει πρώτη στα παιχνίδια!  

 

Οι Vinner και Kidron (1985) εξέτασαν µαθητές λυκείου όσον αφορά στην  κατανόηση 

των περιοδικών και µη, δεκαδικών αριθµών . Μόνο 4 από τους 91 µαθητές της Α τάξης 

και 32 από τους 97 µαθητές  της Β τάξης   έδειξαν να έχουν κατανοήσει την ύπαρξη 

των περιοδικών δεκαδικών. ∆υστυχώς, οι Vinner και Kidron δεν εξέτασαν εάν οι 

µαθητές έχουν οποιοδήποτε πρόβληµα µε οποιοδήποτε δεκαδικό µε άπειρα ψηφία.  

 

Σε µια παγκόσµια µελέτη για τις αντιλήψεις των µαθητών σχετικά µε τα όρια και το 

άπειρο, η Sierpinska (1987) ανέλυσε τις εννοιολογικές εικόνες 31 µαθητών 16 χρονών 

που ακολουθούσαν την Θετική Κατεύθυνση πριν διδαχθούν λογισµό. Με βάση αυτή 

την ανάλυση τους ταξινόµησε στις παρακάτω  οµάδες  :  

 

 Ο Michael και ο Christopher είναι ασυνείδητα απειριστές: Λένε "άπειρο", 

αλλά θεωρούν "πολύ µεγάλο"....  

 Ο Γιώργος  είναι συνειδητός απειριστής:  

Το άπειρο είναι  κάτι µεταφυσικό, δύσκολο να το ορίσεις µε  αυστηρό ορισµό. Αφού τα 

µαθηµατικά είναι µια αυστηρή επιστήµη πρέπει να αποφεύγουµε να αναφερόµαστε στο 
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άπειρο και να µιλάµε µόνο για πεπερασµένους αριθµούς. Στη διατύπωση των γενικών 

νόµων µπορούµε να χρησιµοποιούµε γράµµατα για να παραστήσουµε συγκεκριµένους 

αλλά πεπερασµένους αριθµούς.  

 Ο Paul  και ο Robert είναι κινητικά απειριστές:  

Η ιδέα του απείρου  συνδέεται µε την ιδέα του χρόνου. Για να σκεφτούµε κάποια 

ολότητα, ένα σύνολο, µια ακολουθία  πρέπει να επεξεργαστούµε κάθε στοιχείο-όρο 

του. Είναι αδύνατον να θεωρηθεί µε αυτό το τρόπο ένα σύνολο µε άπειρα στοιχεία. Η 

κατασκευή ενός τέτοιου  συνόλου δεν µπορεί ποτέ να ολοκληρωθεί. Το άπειρο 

ενδεχοµένως, µόνο υπάρχει.. Είναι αδύνατο να γίνει ένα "άλµα στο άπειρο" µε τη  

σκέψη: ότι το άπειρο µπορεί ενδεχοµένως να υπάρχει τελικά.  

 

Μια εξαιρετικά πολύτιµη παρατήρηση έγινε από τον Duval (1983). Παρουσίασε σε 

12χρονούς και 13χρονούς µε δύο διαφορετικές αναπαραστάσεις τα ίδια άπειρα σύνολα 

(φυσικοί αριθµοί και τέλεια τετράγωνα).  

Στην πρώτη , οι φυσικοί αριθµοί µεταξύ του 1 και του 70 δόθηκαν σε 10 στήλες:  

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 10, 

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 

21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 

31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 

41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 

51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 

61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70,  

Οι µαθητές κλήθηκαν να σηµειώσουν τα τέλεια τετράγωνα, και να καθορίσουν εάν το 

σύνολο των όλων φυσικών αριθµών και το σύνολο των τέλειων τετραγώνων τους είναι 

ισοδύναµα.  
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Στη δεύτερη αναπαράσταση , οι φυσικοί αριθµοί και τα τέλεια τετράγωνα ήταν 

τοποθετηµένα το ένα κάτω από το άλλο, σε δύο σειρές, µε τον ακόλουθο τρόπο:  

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, . . . 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, . . . 

Οι µαθητές ρωτήθηκαν εάν το σύνολο όλων των φυσικών αριθµών και το σύνολο όλων 

των τέλειων τετραγώνων ήταν ισοδύναµα.  Ο Duval (1983) διαπίστωσε ότι η πρώτη 

αναπαράσταση ενθάρρυνε το µέρος-όλο κριτήριο ενώ η δεύτερη προκάλεσε την ένα 

προς ένα αντιστοιχία . Τα συµπεράσµατά του προτείνουν ότι οι αποφάσεις των 

µαθητών σχετικά µε την ισοδυναµία δύο άπειρων συνόλων καθορίζονται όχι µόνο από 

τη σχέση µεταξύ του ζευγαριού των άπειρων συνόλων, αλλά και από τον τρόπο µε τον 

οποίο τα δύο σύνολα παρουσιάζονται.  

 

Ερευνητικά συµπεράσµατα έδειξαν ότι οι µέθοδοι που χρησιµοποιούν οι  µαθητές για 

να συγκρίνουν  άπειρα σύνολα επηρεάζονται κατά ένα µεγάλο µέρος από τις µεθόδους 

που χρησιµοποιούν κατά τη σύγκριση πεπερασµένων συνόλων(Tall, 1990; Tsamir, & 

Tirosh, 1994; 1999; Tsamir 2002). ∆ιάφορες έρευνες (Borasi, 1985; Duval, 1983; 

Fischbein, Tirosh - Hess, 1979; Fischbein, Tirosh -Melamed, 1981;Martin - Wheeler, 

1987; Moreno - Waldegg, 1991; Nunez, 1991; Sierpinska, 1987; Tall, 1990; Tirosh - 

Tsamir, 1996; Tsamir - Tirosh, 1992; 1994; Tsamir, 1999). ανέφεραν ότι όταν 

αναθέτουµε στους µαθητές να συγκρίνουν πληθαρίθµους άπειρων συνόλων, 

χρησιµοποιούν πέντε κριτήρια:  

 το µέρος-όλο «κάποιο υποσύνολο ενός συνόλου έχει λιγότερα στοιχεία από 

το ίδιο το σύνολο» 

   το ενιαίο άπειρο «όλα τα άπειρα σύνολα έχουν ίδιο αριθµό στοιχείων, 

δεδοµένου ότι υπάρχει µόνο ένα άπειρο» 

 το άπειρο είναι µια ασύγκριτη ποσότητα 
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 1-1 αντιστοιχία   

 αποστάσεις (συγκρίνω το 1,3,5,7,…. µε το 1,4,7,9,… περισσότερα στοιχεία 

έχει αυτό που δύο διαδοχικά στοιχεία έχουν µικρότερη διαφορά δηλαδή το 

1,3,5)  

 

Οι µαθητές εφαρµόζουν αυτά τα κριτήρια στις απαντήσεις  τους χωρίς να παρατηρούν 

τις αντιφάσεις που προκύπτουν µε τη χρησιµοποίηση περισσότερων του ενός κριτηρίου 

( Tirosh, 1991; Tsamir, 1994; Tsamir ,Tirosh, 1999).  

 

Μια άλλη µελέτη (Tirosh and Tsamir, 1996) ερεύνησε τον αντίκτυπο τεσσάρων 

αναπαραστάσεων απείρων συνόλων : οριζόντια, κάθετη, αναλυτική αριθµητική και 

γεωµετρική .  

 

ΟΡΙΖΟΝΤΙΑ 

Α={1,2,3,4,5,.......}Β={ 1,4,9,16,25,...... }   

ΚΑΘΕΤΗ 

Α={ 1,2,3,4,5,....... }.  

 Β={ 1,4,9,16,25,...... }   

ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ 

Α={ 1,2,3,4,5,....... }.  

Β={ 1,22,32,42,52,....}   

ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ 

Το σύνολο το τετραγώνων : 

  

Το σύνολο των εµβαδών τους{12,22,32,..........}  
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Τα συµπεράσµατα έδειξαν ότι η απόφαση των µαθητών ως προς το εάν δύο άπειρα 

σύνολα έχουν τον ίδιο αριθµό στοιχείων καθορίστηκε κατά ένα µεγάλο µέρος από την 

αναπαράσταση των συνόλων. Συγκεκριµένα στην αναλυτική αριθµητική και 

γεωµετρική αναπαράσταση οι απαντήσεις βασίστηκαν στο κριτήριο της 1-1 

αντιστοιχίας ενώ στην οριζόντια και στην κάθετη το κριτήριο αυτό δεν αναφέρθηκε 

καθόλου.  

 

Η Tsamir (1999) µελέτησε επίσης τις αντιλήψεις φοιτητών (υποψήφιους καθηγητές  

µαθηµατικών µέσης εκπαίδευσης) για το άπειρο καθώς και την επίδοση τους στη 

σύγκριση απείρων συνόλων. Τα αποτελέσµατα της έδειξαν ότι οι απαντήσεις των 

φοιτητών που δεν είχαν παρακολουθήσει το µάθηµα της Θεωρίας Συνόλων δεν 

διέφεραν από αυτές των µαθητών του Λυκείου. 

 

Οι Singer και  Voica (2003) µελέτησαν τις αντιλήψεις µαθητών για το άπειρο, ηλικίας 

10-11 και 18-19 καθώς και φοιτητών µαθηµατικών. Η ερευνά τους βασίστηκε στη 

θεωρία του Fischbein σύµφωνα µε την οποία , η διαισθητική γνώση είναι µια 

αυτεξήγητη γνώση που δεχόµαστε ως αληθινή. Είναι ένας τύπος άµεσης, 

καταναγκαστικής, αυτονόητης γνώσης, η οποία οδηγεί στις γενικεύσεις που 

υπερβαίνουν τα γνωστά στοιχεία.  Ο Fischbein διαφοροποιεί τις αρχικές από τις 

δευτεροβάθµιες διαισθήσεις. Οι αρχικές διαισθήσεις ορίζονται  ως οι διαισθήσεις που 

αναπτύσσει το άτοµο από την  προσωπική του εµπειρίας του (Fischbein, 1987, p. 202). 

Οι δευτεροβάθµιες διαισθήσεις ορίζονται  ως εκείνες που αποκτώνται  µέσω κάποιας 

εκπαιδευτικής επέµβασης (Fischbein 1987, p. 71). Οι δευτεροβάθµιες διαισθήσεις για 

µια ορισµένη έννοια ή µια διαδικασία είναι συχνά ασυµβίβαστες µε τις αρχικές. 
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Η ερευνά τους οδήγησε σε  τρία συµπεράσµατα . Πρώτον  ότι µερικά παιδιά, υπό τους 

κατάλληλους όρους, είναι σε θέση να εσωτερικοποιήσουν µια µαθηµατική διαίσθηση 

των άπειρων συνόλων. Αυτό συµβαίνει όταν µάθουν  τα σύνολα των φυσικών  και 

δεκαδικών αριθµών, ακόµη και στην ηλικία 10-11 ετών.  ∆εύτερον, ότι όταν τα 

επιχειρήµατα των µαθητών είναι συνεπή, βασίζονται στη σύνδεση της αλγεβρικής και 

της γεωµετρικής σκέψης. Και τρίτον ότι τα λάθη και οι παρανοήσεις των µαθητών  για 

το άπειρο είναι παρόµοια σε όλες τις ηλικίες. Καταλήγουν λέγοντας, ότι οι πτυχές που 

συνδέονται µε την ιδέα του απείρου πρέπει να είναι, από πολύ νωρίς, µέρος της 

εκµάθησης των εννοιών. 
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2. Έρευνα 

2.1 Μεθοδολογία της έρευνας 
 
∆όθηκαν συνολικά 136 ερωτηµατολόγια  σε µαθητές των 3 τάξεων του Λυκείου και σε 

πρωτοετείς φοιτητές του τµήµατος Μεθοδολογίας Θεωρίας & Ιστορίας της Επιστήµης. 

Οι µαθητές προέρχονταν από δηµόσιο σχολείο µεσοαστικής περιοχής των Αθηνών. 

Στους µαθητές της Α Λυκείου τα ερωτηµατολόγια δόθηκαν στο τέλος των µαθηµάτων 

της σχολικής χρονιάς (Μάιος 2004) , στους µαθητές της Β και Γ Λυκείου µετά το τέλος 

των πανελληνίων εξετάσεων (Ιούνιος 2004) και στους φοιτητές στο τέλος του εαρινού 

εξαµήνου (Ιούνιος 2004).  Το ερωτηµατολόγιο περιλάµβανε 20 ερωτήσεις ανοιχτού και 

κλειστού τύπου (επισυνάπτεται στο παράρτηµα). Τέλος η στατιστική ανάλυση έγινε µε 

τη χρήση του στατιστικού πακέτου SPSS.  
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2.2 Συµµετέχοντες 
 

2.2.1 Α΄ Λυκείου 
 
Στο ερωτηµατολόγιο απάντησαν 46 µαθητές. Ειδικότερα, 21 µαθητές που έχουν σκοπό 

να ακολουθήσουν τη Θεωρητική κατεύθυνση (45,5%) , 5 µαθητές που έχουν σκοπό να 

ακολουθήσουν τη Θετική κατεύθυνση (11%) και 20 µαθητές που έχουν σκοπό να 

ακολουθήσουν τη Τεχνολογική κατεύθυνση (43,5%). Όσον αφορά το φύλλο υπάρχει 

µια µικρή υπεροχή των γυναικών της τάξεως του 11%.  

 

2.2.2 Β΄Λυκείου 
 

Στο ερωτηµατολόγιο απάντησαν 32 µαθητές. Ειδικότερα,16 µαθητές Θεωρητικής 

κατεύθυνσης (50%) , 3 µαθητές Θετικής κατεύθυνσης (9,5%) και  13 µαθητές 

Τεχνολογικής κατεύθυνσης (40,5%). Όσον αφορά το φύλλο υπάρχει µια µικρή υπεροχή 

των γυναικών της τάξεως του 9%. 

 

2.2.3 Γ΄Λυκείου 
 

Στο ερωτηµατολόγιο απάντησαν 41 µαθητές. Ειδικότερα, 19 µαθητές Θεωρητικής 

κατεύθυνσης (46.3%) , 2 µαθητές Θετικής κατεύθυνσης (5%) και 20 µαθητές 

Τεχνολογικής κατεύθυνσης (48,7%). Όσον αφορά το φύλλο υπάρχει µια µικρή υπεροχή 

των γυναικών της τάξεως του 6%. 

 

2.2.4 Τµήµα Μεθοδολογίας Θεωρίας & Ιστορίας της Επιστήµης 
 

Στο ερωτηµατολόγιο απάντησαν 17 φοιτητές. Ειδικότερα, 13 φοιτητές που στο Λύκειο 

είχαν ακολουθήσει τη Θεωρητική κατεύθυνση (76,4%) , 2 φοιτητές που στο Λύκειο 

είχαν ακολουθήσει τη Θετική κατεύθυνση (11,8%) και 2 φοιτητές που στο Λύκειο 

είχαν ακολουθήσει τη Τεχνολογική κατεύθυνση (11,8%). Όσον αφορά το φύλλο 

υπάρχει υπεροχή των γυναικών της τάξεως του 20%. 
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3. Αποτελέσµατα 
 
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της έρευνας για κάθε τάξη και 

κατεύθυνση ξεχωριστά ενώ στο τέλος του κεφαλαίου γίνεται µια συγκεντρωτική 

παρουσίαση καθώς και σύγκριση των αποτελεσµάτων. Τα αποτελέσµατα της Θετικής 

και Τεχνολογικής κατεύθυνσης παρουσιάζονται ενιαία επειδή η ύλη και η διδασκαλία 

των  µαθηµατικών και στις δυο κατευθύνσεις είναι  κοινή και στις 2 τελευταίες τάξεις 

του Λυκείου.   



 23

3.1 Αποτελέσµατα ανά τάξη 

3.1.1 Α΄ Λυκείου 

3.1.1.1  Θεωρητική Κατεύθυνση. 
 
Η αναπαράσταση των απαντήσεων των µαθητών φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 
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Ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι απαντήσεις των µαθητών σχετικά µε το µεγαλύτερο και 

µικρότερο αριθµό που γνωρίζουν. Όπως φαίνεται από τον πίνακα µόνο το 9,5% των 

µαθητών φαίνεται να γνωρίζει ότι δεν υπάρχει µεγαλύτερος και  µικρότερος αριθµός. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε αυτές τις ερωτήσεις οι περισσότεροι µαθητές  (70%) δίνουν 

ως απάντηση το ±∞ , ενώ αρκετοί είναι αυτοί που απαντούν ως µικρότερο αριθµό το 

µηδέν (12%) . Τέλος υπάρχει ένα µικρό ποσοστό µαθητών (8%) που προσπαθούν να 

προσδιορίσουν το µεγαλύτερο αριθµό δίνοντας ως απάντηση αριθµούς µε άπειρα 

ψηφία.     

 

Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν και οι απαντήσεις των µαθητών στην τρίτη ερώτηση. 

Φαίνεται ότι ενώ οι περισσότεροι  (80%) µπορούν να τοποθετήσουν εύκολα το 0,3 στον 

άξονα των πραγµατικών αριθµών αντιµετωπίζουν µεγάλη δυσκολία στο να 
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τοποθετήσουν τον 0.3. Οι περισσότεροι από αυτούς που δεν τοποθέτησαν το περιοδικό 

0.3, δυστυχώς δεν ανέφεραν τι ήταν αυτό που τους δυσκόλεψε. Αξίζει εδώ να 

σηµειωθεί ότι το 15% των µαθητών θεωρεί ότι το 0.3 είναι µικρότερος αριθµός από το 

0,3. Επίσης  ένα 5% θεωρεί ότι οι δύο αριθµοί είναι ίσοι.. 

 

Στις ερωτήσεις 6-7, σχετικά µε το πόσοι πραγµατικοί αριθµοί υπάρχουν µεταξύ του 1 - 

2 και του 1 – 3, βλέπουµε ότι µόνο το 24% των µαθητών απαντούν σωστά. Το 20% των 

µαθητών αναφέρει ότι υπάρχουν 10 και 20 αριθµοί µεταξύ του 1-2 και 1-3 αντίστοιχα, 

ενώ το 10% απαντά ότι δεν υπάρχουν άλλοι πραγµατικοί µεταξύ του 1-2 ενώ υπάρχει 

µόνο ένας µεταξύ του 1-3 και αυτός είναι το 2. Βλέπουµε ότι το ποσοστό των σωστών 

απαντήσεων στην επόµενη ερώτηση 8, σχετικά µε το αν υπάρχουν περισσότεροι 

αριθµοί µεταξύ του 1-2 ή του 1-3, είναι 4,8%.  ∆ηλαδή ενώ το 24% των µαθητών 

απαντά ότι υπάρχουν άπειροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 και 1-3 το 19,2% αυτών στην 

επόµενη ερώτηση θεωρεί ότι οι αριθµοί µεταξύ του 1-3 είναι περισσότεροι. Φαίνεται 

δηλαδή ότι οδηγήθηκαν σε λάθος απάντηση επηρεασµένοι από το  ότι το ένα σύνολο 

περιέχεται µέσα στο άλλο.  

 

Στις τελευταίες 8 ερωτήσεις ζητήσαµε από τους µαθητές να χαρακτηρίσουν ως σωστές 

τις φράσεις που η λέξη άπειρο-ος  χρησιµοποιείται µε τη σωστή µαθηµατική της έννοια 

και ως λάθος αυτές που χρησιµοποιείται λανθασµένα. Βλέπουµε ότι το 68% των 

µαθητών θεωρεί ως άπειρο αριθµό έναν αριθµό µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Ενώ το14% 

θεωρεί ότι ο αριθµός π είναι ίσος µε  3,14 ακριβώς. Στις 2 τελευταίες προτάσεις τα 

ποσοστά σωστών απαντήσεων είναι 67% αν και θα περιµέναµε πολύ περισσότεροι 

µαθητές να απαντήσουν που έχουν σκοπό να ακολουθήσουν τη σωστά, αφού στην 

καθηµερινή τους ζωή ακούνε συχνά για τον αριθµό των αυτοκινήτων που περνάνε από 
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τα διόδια καθώς και για τον πληθυσµό της Ελλάδας που είναι ένας πεπερασµένος 

αριθµός.  

 

Πρέπει επίσης να αναφέρουµε ότι ενώ το 9,5% των µαθητών δήλωσε ότι δεν υπάρχει 

µεγαλύτερος αριθµός στην ερώτηση 9 που τους ζητείται να απαντήσουν για τη πλευρά 

του  τελευταίου τετραγώνου, µόνο το 4,7% απάντησε ότι δεν µπορεί σε αυτό το σύνολο 

να  υπάρχει τελευταίο τετράγωνο. ∆ηλαδή, ενώ καταλαβαίνουν ότι οι αριθµοί δεν 

τελειώνουν ποτέ, φαίνεται ότι δεν µπορούν να κατανοήσουν ότι αυτό έχει ως 

αποτέλεσµα να µην υπάρχει τελευταίο τετράγωνο. Ίσως αυτό να οφείλεται στο γεγονός 

ότι τα σχήµατα ανήκουν στον πεπερασµένο κόσµο µας και αυτό δεν τους αφήνει να 

σκεφτούν αφαιρετικά.   

 

Όσον αφορά στη σύγκριση άπειρων συνόλων φαίνεται να επιβεβαιώνονται οι 

προηγούµενες έρευνες, αφού οι µαθητές δίνουν απαντήσεις έχοντας ως κριτήριο ένα 

από τα πέντε που προαναφέρθηκαν. Φαίνεται να υπερισχύει αυτό του µέρους-όλου, 

ιδιαίτερα στην 5 ερώτηση όπου απαντά σωστά µόνο το 19%, ενώ το 81% θεωρεί ότι το 

σύνολο Γ={.....-2,-1,0,1,2,3...}περιέχει περισσότερα στοιχεία από το σύνολο  Α={ 

1,2,3,4,5,....... } αφού το σύνολο Α είναι υποσύνολο του συνόλου Γ. Πρέπει επίσης να 

αναφέρουµε ότι το 6,5% θεωρεί ότι το σύνολο Γ περιέχει λιγότερα στοιχεία από το Α 

γιατί «οι ακέραιοι είναι λιγότεροι από τους φυσικούς»  Τα ποσοστά σωστών 

απαντήσεων στις ερωτήσεις 4 και 10 είναι 52,3% και 48% αντίστοιχα. Ενώ στην 

ερώτηση 4 χρησιµοποιούν το κριτήριο της 1-1 αντιστοιχίας στην ερώτηση 10  το 4,3% 

αυτών των µαθητών χρησιµοποιεί το κριτήριο µέρος-όλο. Αυτό µπορεί να συµβαίνει 

γιατί, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω, το ένα σύνολο περιέχει γεωµετρικό σχήµα και 

θεωρούν ότι πρέπει να έχει συγκεκριµένη πλευρά.  
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3.1.1.2 Θετική - Τεχνολογική Κατεύθυνση 
 

Η αναπαράσταση των απαντήσεων των µαθητών φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 
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Όπως φαίνεται από τον πίνακα µόνο το 4% των µαθητών φαίνεται να γνωρίζει ότι δεν 

υπάρχει µεγαλύτερος και  µικρότερος αριθµός. Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε αυτές τις 

ερωτήσεις  το 65,4% των µαθητών δίνουν ως απάντηση το ±∞ , το 11,5%  θεωρεί ότι ο 

µικρότερο αριθµό που υπάρχει είναι το µηδέν, ενώ το 15,4% των µαθητών 

προσπαθώντας να προσδιορίσει το µεγαλύτερο αριθµό δίνει ως απάντηση αριθµούς µε 

άπειρα ψηφία.    

 

Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν και οι απαντήσεις των µαθητών στην τρίτη ερώτηση. 

Μόνο το 32% των µαθητών είναι σε θέση να τοποθετήσει τους αριθµούς στον άξονα 

των πραγµατικών αριθµών. ∆υστυχώς, οι περισσότεροι από αυτούς δεν ανέφεραν τι 

ήταν αυτό που τους δυσκόλεψε στο να τοποθετήσουν τους αριθµούς στον άξονα. Αξίζει 

εδώ να σηµειωθεί ότι το 23% των µαθητών θεωρεί ότι το 0.3είναι µικρότερος αριθµός 

από το 0,3, καθώς επίσης και ότι ένα 7,7% θεωρεί ότι οι δύο αριθµοί είναι ίσοι.. 
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Στις ερωτήσεις 6-7 σχετικά µε το πόσοι πραγµατικοί αριθµοί υπάρχουν µεταξύ του 1 

και του 2 και του 1 και του 3 βλέπουµε ότι µόνο το 40% των µαθητών απαντάει σωστά. 

Το 16% των µαθητών αναφέρει ότι υπάρχουν 10 και 20 αριθµοί µεταξύ του 1-2 και 1-3 

αντίστοιχα ενώ το 28% απαντά ότι δεν υπάρχουν άλλοι πραγµατικοί µεταξύ του 1-2 

ενώ υπάρχει µόνο ένας µεταξύ του 1-3 και αυτός είναι το 2. Βλέπουµε ότι το ποσοστό 

των σωστών απαντήσεων στην επόµενη ερώτηση 8 σχετικά µε το αν υπάρχουν 

περισσότεροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 ή του 1-3 γίνεται 12%.  Ενώ το 40% των µαθητών 

απαντά ότι υπάρχουν άπειροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 και 1-3 το 28% αυτών στην 

επόµενη ερώτηση θεωρεί ότι οι αριθµοί µεταξύ του 1-3 είναι περισσότεροι.  

 

Για τις τελευταίες 8 ερωτήσεις, βλέπουµε ότι το 56% των µαθητών θεωρεί ως άπειρο 

αριθµό έναν αριθµό µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Ενώ το 28% θεωρεί ότι ο αριθµός π 

είναι ίσος µε  3,14 ακριβώς, φαίνεται δηλαδή να µην γνωρίζουν ότι ο αριθµός π έχει 

άπειρα δεκαδικά ψηφία.  

 

Αυτό που ίσως είναι ενδιαφέρον εδώ είναι ότι ενώ το 65,4% των µαθητών απάντησαν 

ότι ο µεγαλύτερος αριθµός που γνωρίζουν είναι το +∞ , το 24% αυτών των µαθητών 

χαρακτηρίζουν ως λανθασµένη την πρόταση: «Ονοµάζουµε άπειρο τον µεγαλύτερο 

αριθµό που υπάρχει». Φαίνεται δηλαδή ότι υπάρχουν ιδιαίτερα αντιφατικές σκέψεις στα 

µυαλά των µαθητών. 

 

Όσον αφορά στη σύγκριση άπειρων συνόλων φαίνεται να επιβεβαιώνονται οι 

προηγούµενες έρευνες αφού οι µαθητές δίνουν απαντήσεις έχοντας ως κριτήριο ένα 

από τα πέντε που προαναφέρθηκαν και χρησιµοποιούν διαφορετικό κριτήριο σε κάθε 

ερώτηση.  
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Συγκεκριµένα στην ερώτηση 4 που τους ζητείται να συγκρίνουν τους πληθαρίθµους 

δύο άπειρων συνόλων το 72% απαντά σωστά  και δικαιολογεί την απάντηση του 

χρησιµοποιώντας την 1-1 αντιστοιχία ενώ το υπόλοιπο 28% θεωρεί ότι το σύνολο Α={ 

1,2,3,4,5,......} περιέχει περισσότερα στοιχεία από το σύνολο Β ={ 1,4,9,16,25,..} και το 

δικαιολογεί χρησιµοποιώντας το κριτήριο µέρος-όλο. Στην επόµενη ερώτηση µόνο το 

28% απαντά σωστά ενώ το υπόλοιπο 72% θεωρεί ότι το σύνολο Γ={.....-2,-

1,0,1,2,3...}περιέχει περισσότερα στοιχεία από το σύνολο  Α={ 1,2,3,4,5,....... } αφού το 

σύνολο Α είναι υποσύνολο του συνόλου Γ. Στην ερώτηση 10 που τους ζητείται να 

συγκρίνουν το σύνολο των τετραγώνων µε το σύνολο των εµβαδών τους, απαντά 

σωστά το 60%. Οι µαθητές αυτοί ανήκουν στο 72% των µαθητών που είχαν απαντήσει 

σωστά στην ερώτηση 4. ∆ηλαδή το 12% αυτών των µαθητών δεν χρησιµοποίησε το 

κριτήριο της 1-1 αντιστοιχίας όπως στην προηγούµενη απάντηση τους αλλά το κριτήριο 

µέρος-όλο. 

 

Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζει το γεγονός ότι το 48% των  µαθητών θεωρεί ως 

λανθασµένη την πρόταση: «Ονοµάζουµε άπειρη διαδικασία  µια διαδικασία που δεν 

τελειώνει ποτέ». ∆ικαιολογούν δε την απάντηση τους λέγοντας ότι µια διαδικασία που 

δεν τελειώνει ποτέ ονοµάζεται είτε ατέρµονη, είτε συνεχόµενη, είτε αέναη. 
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3.1.2 Β΄ Λυκείου 

3.1.2.1  Θεωρητική Κατεύθυνση. 
 
Η αναπαράσταση των απαντήσεων των µαθητών της θεωρητικής κατεύθυνσης  

φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 
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Ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι απαντήσεις των µαθητών σχετικά µε το µεγαλύτερο και 

µικρότερο αριθµό που γνωρίζουν. Όπως φαίνεται από τον πίνακα κανένας µαθητής  δεν 

γνωρίζει ότι δεν υπάρχει µεγαλύτερος και µικρότερος αριθµός. Αξίζει να σηµειωθεί ότι 

σε αυτές τις ερωτήσεις οι περισσότεροι µαθητές  (68,75%) δίνουν ως απάντηση το ±∞ , 

ενώ αρκετοί είναι αυτοί που απαντάν ως µικρότερο αριθµό το µηδέν (12,5%) . Τέλος 

υπάρχει ένα ποσοστό µαθητών (18,75%) που προσπαθούν να προσδιορίσουν το 

µεγαλύτερο αριθµό δίνοντας ως απάντηση αριθµούς µε άπειρα ψηφία.     

 

Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν και οι απαντήσεις των µαθητών στην τρίτη ερώτηση. 

Φαίνεται ότι ενώ οι περισσότεροι  (75%) µπορούν να τοποθετήσουν εύκολα το 0,3 στον 

άξονα των πραγµατικών αριθµών αντιµετωπίζουν µεγάλη δυσκολία στο να 

τοποθετήσουν τον 0.3. Οι περισσότεροι δυστυχώς από αυτούς που δεν τοποθέτησαν το 

περιοδικό 0.3 δεν ανέφεραν τι ήταν αυτό που τους δυσκόλεψε. Αξίζει εδώ να 
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σηµειωθεί ότι το 18,75% των µαθητών θεωρεί ότι το 0.3είναι µικρότερος αριθµός από 

το 0,3. 

 

Στις ερωτήσεις 6-7 σχετικά µε το πόσοι πραγµατικοί αριθµοί υπάρχουν µεταξύ του 1 - 2 

και του 1 - 3 βλέπουµε ότι µόνο το 37,5% των µαθητών απαντάει σωστά. Το 25% των 

µαθητών αναφέρει ότι υπάρχουν 9 και 19 αριθµοί µεταξύ του 1-2 και 1-3 αντίστοιχα. 

Και εδώ το ποσοστό των σωστών απαντήσεων στη ερώτηση 8 µειώνεται (12,5%) , 

δηλαδή για άλλη µια φορά  οι µαθητές βρίσκουν ότι το ένα σύνολο έχει περισσότερα 

στοιχεία από το άλλο, πιθανώς γιατί το 1-2 περιέχεται στο 1-3. 

 

Όσον αφορά στο χαρακτηρισµό των προτάσεων ως σωστές ή λανθασµένες βλέπουµε 

ότι το 75% των µαθητών θεωρεί ως άπειρο αριθµό έναν αριθµό µε άπειρα δεκαδικά 

ψηφία. Ενώ το 25% θεωρεί ότι ο αριθµός π είναι ίσος µε  3,14 ακριβώς. Στις 2 

τελευταίες προτάσεις τα ποσοστά των σωστών απαντήσεων είναι 81,3% και 75% 

αντίστοιχα. Αν και τα ποσοστά των σωστών απαντήσεων είναι υψηλά θα περιµέναµε 

όπως προαναφέρθηκε ακόµα µεγαλύτερα. 

 

 Όσον αφορά τη σύγκριση άπειρων συνόλων βλέπουµε πάλι ότι η ερώτηση 4 ευνοεί την 

1-1 αντιστοιχία, αφού περισσότεροι από τους µισούς µαθητές (56,25%) απαντάνε 

σωστά, ενώ το ποσοστό των σωστών απαντήσεων γίνεται 18,75% στην ερώτηση 5 όπου 

υπερισχύει το κριτήριο µέρος-όλο. Στη σύγκριση των συνόλων στην ερώτηση 10 

φαίνεται πάλι να υπερισχύει το κριτήριο του 1-1 και έχουµε µεγάλο ποσοστό σωστών 

απαντήσεων (75%). Πρέπει εδώ να αναφέρουµε ότι κανείς µαθητής δεν απάντησε 

σωστά για το τελευταίο τετράγωνο του συνόλου. Αυτό όµως δεν τους εµπόδισε να 

συγκρίνουν τους πληθάριθµους των δύο άπειρων συνόλων και να τους βρουν ίσους.  
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3.1.2.2 Θετική -Τεχνολογική Κατεύθυνση 
 

Η αναπαράσταση των απαντήσεων των µαθητών φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 
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Όπως φαίνεται από τον πίνακα κανένας µαθητής δεν γνωρίζει ότι δεν υπάρχει 

µεγαλύτερος και  µικρότερος αριθµός. Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε αυτές τις ερωτήσεις  

το 65,6% των µαθητών δίνουν ως απάντηση το ±∞ , ενώ το 18,75% των µαθητών 

προσπαθώντας να προσδιορίσει το µεγαλύτερο αριθµό δίνει ως απάντηση αριθµούς µε 

άπειρα ψηφία. Επίσης πρέπει να αναφέρουµε ότι ένα µικρό ποσοστό (6,25%) αναφέρει 

ως µεγαλύτερο αριθµό το +∞+∞ και ως µικρότερο το ∞−∞ .   

 

Κοιτάζοντας τις σωστές απαντήσεις της τρίτης ερώτησης βλέπουµε ένα µικρό ποσοστό 

(41,2%). Το 87,5% των µαθητών είναι σε θέση να τοποθετήσει το 0,3 στον άξονα των 

πραγµατικών αριθµών. Οι µαθητές έγραψαν ότι δυσκολεύονται να τοποθετήσουν τον 

0.3  γιατί «δεν φαίνεται» ή «δεν µπορώ να τον προσδιορίσω γιατί δεν είναι σταθερός 

αριθµός».  Αξίζει εδώ να σηµειωθεί ότι το 18,75% των µαθητών θεωρεί ότι το 0.3είναι 

µικρότερος αριθµός από το 0,3.  
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Στις ερωτήσεις 6-7 σχετικά µε το πόσοι πραγµατικοί αριθµοί υπάρχουν µεταξύ του 1 

και του 2 και του 1 και του 3 βλέπουµε ότι µόνο το 47,1% των µαθητών απαντάει 

σωστά. Το 25% απαντά ότι δεν υπάρχουν άλλοι πραγµατικοί µεταξύ του 1-2 ενώ 

υπάρχει µόνο ένας µεταξύ του 1-3 και αυτός είναι το 2. Θα σηµειώσουµε εδώ ότι ένα 

µικρό ποσοστό (12,5%) απάντησε ότι υπάρχουν «πολλοί» αριθµοί µεταξύ τους.  

Βλέπουµε ότι το ποσοστό των σωστών απαντήσεων στην επόµενη ερώτηση 8 σχετικά 

µε το αν υπάρχουν περισσότεροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 ή του 1-3 γίνεται 23,5%.  

∆ηλαδή το 23,6% των µαθητών θεωρεί ότι το ένα σύνολο έχει περισσότερα στοιχεία 

από το άλλο, πιθανώς γιατί το 1-2 περιέχεται στο 1-3. 

 

Μπορούµε επίσης να σηµειώσουµε ότι ενώ είδαµε ότι το 65,6% των µαθητών απαντάει 

ότι ο µεγαλύτερος αριθµός που γνωρίζουν είναι το άπειρο , το 82% αυτών 

χαρακτηρίζουν λανθασµένη την πρόταση «Ονοµάζουµε άπειρο τον µεγαλύτερο αριθµό 

που υπάρχει» και δικαιολογούν την απάντησή τους γράφοντας ότι δεν υπάρχει 

µεγαλύτερος αριθµός.  

 

Στη σύγκριση απείρων συνόλων πάλι βλέπουµε ότι οι ερωτήσεις 4 και 8 ευνοούν την 1-

1 αντιστοιχία γι’αυτό και έχουµε υψηλά ποσοστά σωστών απαντήσεων (70,6% και 

82,4% αντίστοιχα) ενώ για την ερώτηση 5 υπερισχύει το κριτήριο µέρος-όλο.  
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3.1.2.3 Σύγκριση Θεωρητικής µε Θετική  και Τεχνολογική Κατεύθυνση 
 
Μια γενική εικόνα δίνεται στον παρακάτω πίνακα: 
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Όπως αναφέραµε η ύλη των µαθηµατικών των κατευθύνσεων είναι διαφορετική και 

φαίνεται όπως αναµενόταν ότι τα ποσοστά σωστών απαντήσεων της Θεωρητικής 

Κατεύθυνσης είναι χαµηλότερα από αυτά της Τεχνολογικής-Θετικής. Πρέπει όµως να 

παρατηρήσουµε ότι οι διαφορές του δεν είναι ιδιαίτερα σηµαντικές. Βέβαια δεν 

αναµένουµε οι αντιλήψεις των µαθητών να έχουν αλλάξει δραστικά µέσα σε µια 

χρονιά. Φαίνεται επίσης ότι στην ερώτηση 16 («Ονοµάζουµε άπειρη διαδικασία  µια 

διαδικασία που δεν τελειώνει ποτέ.») η Θεωρητική κατεύθυνση έχει µεγαλύτερο 

ποσοστό σωστών απαντήσεων από τις άλλες 2. 

 

H συσχετική ανάλυση (Correlation Analysis) είναι η στατιστική µέθοδος που επιλέξαµε 

για να δούµε κατά πόσο σχετίζονται οι αντιλήψεις των δύο οµάδων Ο συντελεστής 

συσχέτισης του Spearman' (correlation coefficient) δείχνει αν υπάρχει συσχέτιση µεταξύ 

των µεταβλητών. Ο συντελεστής µε τιµή κοντά στο 1 δηλώνει ότι υπάρχει µεγάλη 

συσχέτιση των δύο µεταβλητών. Ο πίνακας που ακολουθεί περιέχει  το συντελεστή 

συσχέτισης των µαθητών της Θετικής κατεύθυνσης και των µαθητών της 

Τεχνολογικής- Θετικής Κατεύθυνσης.  
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ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ

-ΘΕΤΙΚΗ ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ 
Spearman's rho ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ-

ΘΕΤΙΚΗ 
Correlation 
Coefficient 1,000 ,959(**) 

  ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ Correlation 
Coefficient ,959(**) 1,000 

**  Correlation is significant at the 0.01 level (1-tailed). 
 
 
  
Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής συσχέτισης είναι 0,959 γεγονός που δηλώνει ότι κατά 

µέσο όρο οι αντιλήψεις των µαθητών δεν µεταβάλλονται σηµαντικά κατά τη διάρκεια 

των σπουδών τους. Αναφέρουµε στο σηµείο αυτό ότι η σύγκριση είναι σχετική καθώς 

το δείγµα είναι διαφορετικό.  
 
Το αντίστοιχο διάγραµµα διασποράς (scatter plot) φαίνεται στη συνέχεια 
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Αναφέρουµε εδώ όταν ο συντελεστής συσχέτισης είναι υψηλός (> 0,6) τότε µπορούµε 

να χαράξουµε µια ευθεία στο διάγραµµα διασποράς µε τέτοιο τρόπο ώστε αυτή να 

περνά όσο το δυνατόν πιο κοντά από τις παρατηρήσεις . Η ευθεία αυτή που ονοµάζεται 

ευθεία παλινδρόµησης ( regression line) χαράσσεται µε τέτοιο τρόπο ώστε το άθροισµα 

των τετραγώνων των κατακόρυφων αποστάσεων των σηµείων από την ευθεία να είναι 
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ελάχιστο  Όπως βλέπουµε στο παραπάνω διάγραµµα υπάρχει γραµµική συσχέτιση 

µεταξύ των δυο µεταβλητών. 
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3.1.3 Γ΄ Λυκείου 
 
Θα πρέπει εδώ να τονίσουµε ότι τα παιδία της Γ λυκείου που πήραν µέρος στο 

ερωτηµατολόγιο είχαν πάρει µέρος στις γενικές εξετάσεις εισαγωγής στην Τριτοβάθµια 

Εκπαίδευση. Είναι δηλαδή ένα µικρό δείγµα των πρωτοετών φοιτητών της  

ακαδηµαϊκής χρονιάς 2004-2005 

3.1.3.1  Θεωρητική Κατεύθυνση. 
 
Η αναπαράσταση των απαντήσεων των µαθητών φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 
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Όπως φαίνεται από τον πίνακα κανένας µαθητής δεν γνωρίζει ότι δεν υπάρχει 

µεγαλύτερος και  µικρότερος αριθµός. Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε αυτές τις ερωτήσεις  

το 84.2% των µαθητών δίνουν ως απάντηση το ±∞ , το 10,5% των µαθητών 

προσπαθώντας να προσδιορίσει το µεγαλύτερο αριθµό δίνει ως απάντηση αριθµούς µε 

άπειρα ψηφία, ενώ το 11,5%  θεωρεί ότι ο µικρότερο αριθµό που υπάρχει είναι το 

µηδέν.  
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Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν και οι απαντήσεις των µαθητών στην τρίτη ερώτηση 

την οποία απαντά σωστά µόνο το 52,6% των µαθητών. Φαίνεται ότι ενώ οι 

περισσότεροι  (84%) µπορούν να τοποθετήσουν εύκολα το 0,3 στον άξονα των 

πραγµατικών αριθµών αντιµετωπίζουν µεγάλη δυσκολία στο να τοποθετήσουν τον 0.3. 

Αξίζει εδώ να σηµειωθεί ότι το 26,3% των µαθητών θεωρεί ότι το 0.3είναι µικρότερος 

αριθµός από το 0,3. 

 

Στις ερωτήσεις 6-7 σχετικά µε το πόσοι πραγµατικοί αριθµοί υπάρχουν µεταξύ του 1 - 2 

και του 1 - 3 βλέπουµε ότι απαντάει  σωστά το 36,8% και το 31,6% των µαθητών 

αντίστοιχα . Το 21,5% των µαθητών αναφέρει ότι υπάρχουν 10 και 20 αριθµοί µεταξύ 

του 1-2 και 1-3 αντίστοιχα ενώ το 31,6% απαντά ότι δεν υπάρχουν άλλοι πραγµατικοί 

µεταξύ του 1-2 ενώ υπάρχει µόνο ένας µεταξύ του 1-3 και αυτός είναι το 2. Βλέπουµε 

ότι το ποσοστό των σωστών απαντήσεων στην επόµενη ερώτηση 8 σχετικά µε το αν 

υπάρχουν περισσότεροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 ή του 1-3 είναι 15,8%.  Ενώ το 36,8% 

των µαθητών απαντά ότι υπάρχουν άπειροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 και 1-3 το 21% 

αυτών στην επόµενη ερώτηση θεωρεί ότι οι αριθµοί µεταξύ του 1-3 είναι περισσότεροι. 

Στις τελευταίες 8 ερωτήσεις ζητήσαµε από τους µαθητές να χαρακτηρίσουν ως σωστές 

τις φράσεις που η λέξη άπειρο-ος  χρησιµοποιείται µε τη σωστή µαθηµατική της έννοια 

και ως λάθος αυτές που χρησιµοποιείται λανθασµένα. Βλέπουµε ότι το 58% των 

µαθητών θεωρεί ως άπειρο αριθµό έναν αριθµό µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Ενώ 

το31,58% θεωρεί ότι ο αριθµός π είναι ίσος µε  3,14 ακριβώς. Παρατηρούµε επίσης ότι 

το 31,6% των µαθητών χαρακτηρίζει ως λανθασµένη την πρόταση: «Ονοµάζουµε 

άπειρο τον µεγαλύτερο αριθµό που υπάρχει». Αν συγκρίνουµε την ερώτηση για τον 

µεγαλύτερο αριθµό που υπάρχει µε την παραπάνω βλέπουµε ότι το 30% των µαθητών 

θεωρεί ότι το άπειρο είναι και δεν είναι ο µεγαλύτερος αριθµός που υπάρχει. Όταν 
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δηλαδή τους ζητάµε να µας πουν ποιος είναι ο µεγαλύτερος αριθµός που γνωρίζουν 

απαντάνε το άπειρο και στην συνέχεια χαρακτηρίζουν λανθασµένη την συγκεκριµένη 

πρόταση. 

 

Όσον αφορά στη σύγκριση άπειρων συνόλων βλέπουµε ότι στην ερώτηση 4 σχεδόν οι 

µισοί χρησιµοποιούν το κριτήριο της 1-1 αντιστοιχίας ενώ οι υπόλοιποι το κριτήριο 

µέρος-όλο. Στην ερώτηση 5 το 94,8% θεωρεί ότι το σύνολο Γ={.....-2,-1,0,1,2,3...} 

περιέχει περισσότερα στοιχεία αφού το σύνολο Α={ 1,2,3,4,5,....... }  είναι υποσύνολο 

του συνόλου Γ.   
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3.1.3.2 Θετική- Τεχνολογική Κατεύθυνση. 
 

Η αναπαράσταση των απαντήσεων των µαθητών φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 
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Όπως φαίνεται από τον πίνακα µόνο το 13,65% των µαθητών φαίνεται να γνωρίζει ότι 

δεν υπάρχει µεγαλύτερος και  µικρότερος αριθµός. Αξίζει να σηµειωθεί ότι όλοι οι 

υπόλοιποι µαθητές (86,35%)  δίνουν ως απάντηση το ±∞ . 

 

Συγκρίνοντας τις σωστές απαντήσεις της πρώτης ερώτησης µε τις σωστές τις 9, 

βλέπουµε ότι στην ερώτηση 9 έχουν απαντήσει σωστά περισσότεροι µαθητές (27,3%). 

Μόνο το 33,3% αυτών που απάντησαν σωστά στην 1 απάντησαν σωστά και στην 9. 

∆ηλαδή βλέπουµε ότι το 26,3%  αυτών που απάντησαν λάθος στην πρώτη ερώτηση 

απάντησαν σωστά στην 9. Οι σωστές απαντήσεις τους όµως είναι πιθανό να 

προέρχονται από παρανόηση  αφού λένε ότι δεν θα υπάρχει τελευταίο τετράγωνο, όχι 

γιατί οι αριθµοί δεν τελειώνουν ποτέ αλλά γιατί δεν µπορούµε να σχηµατίσουµε ένα 

τετράγωνο µε πλευρά +∞ . 
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Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν και οι απαντήσεις των µαθητών στην τρίτη ερώτηση. 

Σχεδόν όλοι (91%)  τοποθετούν σωστά το 0,3. Υπάρχει ένα µικρό ποσοστό (9%) που 

δεν τοποθέτησε κανέναν από τους 2 αριθµούς χωρίς να το δικαιολογήσει, ενώ ένα 10% 

θεώρησε ότι το 0,3 είναι µικρότερο από το 0.3. Αναφέρουµε επίσης ότι ένα 5% περίπου 

τοποθέτησε και τους 2 αριθµούς στο ίδιο σηµείο του άξονα λέγοντας ότι είναι τόση 

µικρή η διαφορά τους που δεν µπορεί να απεικονιστεί.    

 

Στις ερωτήσεις 6-7 σχετικά µε το πόσοι πραγµατικοί αριθµοί υπάρχουν µεταξύ του 1 

και του 2 και του 1 και του 3 βλέπουµε ότι σχεδόν οι µισοί µαθητές απαντάνε  σωστά 

(45,5% και 41% αντίστοιχα) . Το 13,6% των µαθητών αναφέρει ότι υπάρχουν 9 και 19 

αριθµοί µεταξύ του 1-2 και 1-3 αντίστοιχα ενώ το 23% απαντά ότι δεν υπάρχουν άλλοι 

πραγµατικοί µεταξύ του 1-2 ενώ υπάρχει µόνο ένας µεταξύ του 1-3 και αυτός είναι το 

2. Βλέπουµε ότι το ποσοστό των σωστών απαντήσεων στην επόµενη ερώτηση 8 

σχετικά µε το αν υπάρχουν περισσότεροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 ή του 1-3 γίνεται 

13,65%.  Όταν ζήτησα από έναν µαθητή να µου εξηγήσει γιατί το ένα άπειρο είναι 

µεγαλύτερο από το άλλο µου απάντησε ως εξής:  

«Αν θεωρήσουµε τον άξονα των πραγµατικών αριθµών τότε µεταξύ του 1-2 υπάρχουν 

άπειρα σηµεία, έστω χ άπειρα σηµεία , ενώ µεταξύ του 1-3 θα υπάρχουν 2χ άπειρα 

σηµεία.» 

 

 Για τις τελευταίες 8 ερωτήσεις, βλέπουµε ότι το 40% των µαθητών θεωρεί ως άπειρο 

αριθµό έναν αριθµό µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Ενώ το 18% θεωρεί ότι ο αριθµός π 

είναι ίσος µε  3,14 ακριβώς, φαίνεται δηλαδή να µην γνωρίζουν ότι ο αριθµός π έχει 

άπειρα δεκαδικά ψηφία.  
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Αυτό που είναι επίσης ενδιαφέρον εδώ είναι ότι ενώ το 86,35% των µαθητών 

απάντησαν ότι ο µεγαλύτερος αριθµός που γνωρίζουν είναι το +∞ , το 37% αυτών που 

απάντησαν σωστά στην προηγούµενη ερώτηση χαρακτηρίζει ως λανθασµένη την 

πρόταση: «Ονοµάζουµε άπειρο τον µεγαλύτερο αριθµό που υπάρχει». Φαίνεται δηλαδή 

ότι υπάρχουν ιδιαίτερα αντιφατικές σκέψεις στα µυαλά των µαθητών. 

 

Όσον αφορά τη σύγκριση άπειρων συνόλων παρατηρούµε ότι την ερώτηση 4 απαντάει 

σωστά το 64% των µαθητών  και υπάρχουν αρκετοί µαθητές που δικαιολόγησαν την 

απάντηση τους αναφέροντας την 1-1 αντιστοιχία. Σηµειώνουµε εδώ ότι οι µαθητές δεν 

έχουν διδαχθεί Θεωρία Αριθµών, οπότε είναι πολύ σηµαντικό το ότι καταφέρνουν και 

κάνουν τέτοιους συλλογισµούς. Το υπόλοιπο 36% των µαθητών απάντησε ότι  Α={ 

1,2,3,4,5,......} περιέχει περισσότερα στοιχεία από το σύνολο Β ={ 1,4,9,16,25,..} αφού 

το Β είναι υποσύνολο του Α. Στην επόµενη ερώτηση µόνο το 13,6% απαντάει σωστά 

ενώ το υπόλοιπο 86,40% θεωρεί ότι το σύνολο Γ={.....-2,-1,0,1,2,3...}περιέχει 

περισσότερα στοιχεία από το σύνολο  Α={ 1,2,3,4,5,....... } αφού το σύνολο Α είναι 

υποσύνολο του συνόλου Γ.  Στην ερώτηση 10 που τους ζητείται να συγκρίνουν το 

σύνολο των τετραγώνων µε το σύνολο των εµβαδών τους, απαντάει σωστά το 82%. 

Εξετάζοντας αυτές τις 3 ερωτήσεις βλέπουµε ότι οι µαθητές χρησιµοποιούν συνεχώς 

διαφορετικά κριτήρια για να συγκρίνουν άπειρα σύνολα.  
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3.1.3.3 Σύγκριση Θεωρητικής µε Θετική  και Τεχνολογική Κατεύθυνση 
 
Μια γενική εικόνα δίνεται στον παρακάτω πίνακα: 
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Όπως αναφέραµε η ύλη των µαθηµατικών των κατευθύνσεων είναι διαφορετική και 

φαίνεται όπως αναµενόταν ότι τα ποσοστά σωστών απαντήσεων της Θεωρητικής 

Κατεύθυνσης είναι χαµηλότερα από αυτά της Τεχνολογικής-Θετικής. Βέβαια δεν 

αναµένουµε οι αντιλήψεις των µαθητών να έχουν αλλάξει δραστικά µέσα σε µια 

χρονιά. Φαίνεται επίσης ότι στις ερωτήσεις 8 και 16  η Θεωρητική κατεύθυνση έχει 

µεγαλύτερο ποσοστό σωστών απαντήσεων από τις άλλες 2 κατευθύνσεις . 

 

Ο πίνακας που ακολουθεί περιέχει  το συντελεστή συσχέτισης των µαθητών της 

Θετικής κατεύθυνσης και των µαθητών της Τεχνολογικής- Θετικής Κατεύθυνσης  

  
  

      
Τεχνολογική-

Θετική Θεωρητική 
Τεχνολογική-Θετική Correlation 

Coefficient 1,000 ,897(**) Spearman's rho 

Θεωρητική Correlation 
Coefficient ,897(**) 1,000 

**  Correlation is significant at the 0.01 level (1-tailed). 
 
 
  
Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής συσχέτισης είναι 0,897 γεγονός που δηλώνει ότι κατά 

µέσο όρο οι αντιλήψεις των µαθητών δεν έχουν µεταβληθεί  σηµαντικά κατά τη 
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διάρκεια των σπουδών τους. Θυµίζουµε εδώ ότι ο ίδιος συντελεστής για την Β Λυκείου 

ήταν 0,959.  

 
Το αντίστοιχο διάγραµµα διασποράς (scatter plot) φαίνεται στη συνέχεια 
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Όπως βλέπουµε και εδώ, όπως στη Β Λυκείου, υπάρχει γραµµική συσχέτιση µεταξύ 

των δυο µεταβλητών. 
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3.1.4 Τµήµα Μεθοδολογίας Θεωρίας & Ιστορίας της Επιστήµης  
 
Στα ερωτηµατολόγια απάντησαν πρωτοετείς φοιτητές στο τέλος του Ακαδηµαϊκού 

Έτους 2003-2004, κατά το οποίο διδάχθηκαν Απειροστικό Λογισµό  (η ύλη που 

διδάχθηκαν αναφέρεται στο Παράρτηµα Ι). 

3.1.4.1  Θεωρητική Κατεύθυνση. 
 
Η αναπαράσταση των απαντήσεων των φοιτητών της θεωρητικής κατεύθυνσης  

φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 
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Μια πρώτη παρατήρηση που µπορούµε να κάνουµε είναι ότι γενικά έχουµε υψηλά 

ποσοστά σωστών απαντήσεων. 

 

Όσον αφορά στις 2 πρώτες ερωτήσεις βλέπουµε ότι περίπου το 31% των φοιτητών 

γνωρίζει ότι δεν υπάρχει µεγαλύτερος και  µικρότερος αριθµός, θυµίζω εδώ ότι το 

αντίστοιχο ποσοστό των µαθητών της Γ Λυκείου που έχουν επιλέξει τη Θετική-

Τεχνολογική Κατεύθυνση ήταν 13,65%.  Αξίζει να αναφέρουµε ότι το 23% των 

φοιτητών απάντησε ότι αφού το άπειρο δεν είναι πραγµατικός αριθµός ο µεγαλύτερος 

αριθµός θα είναι κάποιος που τείνει στο άπειρο. Όµοια σκεπτόµενος ένας φοιτητής 

απάντησε σαν µεγαλύτερο αριθµό τον 1+∞−  ενώ σαν µικρότερο τον 1−∞+ .  
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Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν και οι απαντήσεις των φοιτητών στην τρίτη ερώτηση. 

Φαίνεται ότι ενώ οι περισσότεροι  (93%) µπορούν να τοποθετήσουν εύκολα το 0,3 στον 

άξονα των πραγµατικών αριθµών, αντιµετωπίζουν δυσκολία στο να τοποθετήσουν τον 

0.3. Αξίζει εδώ να σηµειωθεί ότι το 23,7%% των φοιτητών θεωρεί ότι το 0.3είναι 

µικρότερος αριθµός από το 0,3. Ορισµένοι δικαιολογούν την απάντηση τους 

γράφοντας: « σίγουρα και οι δύο αριθµοί είναι µεγαλύτεροι του µηδέν το0.3 όµως είναι 

άπειρο ενώ το 0,3 τείνει στο 0.»  Ένας φοιτητής τοποθέτησε και τους δύο αριθµούς στο 

ίδιο σηµείο γράφοντας: « Το 0.3 κανονικά είναι ελάχιστα παραπάνω από το 0,3 αν και 

µπορούµε να πούµε ότι οι δυο αριθµοί είναι ίσοι και να τους τοποθετήσουµε στο ίδιο 

ακριβώς σηµείο.»  

 

Στις ερωτήσεις 6-7 σχετικά µε το πόσοι πραγµατικοί αριθµοί υπάρχουν µεταξύ του 1 - 2 

και του 1 - 3 βλέπουµε ότι το 77% των φοιτητών απαντάει σωστά. Το 23% των 

φοιτητών που απάντησε λάθος έγραψε ότι υπάρχουν και άλλοι αριθµοί µεταξύ του 1-2 

και 1-3 αλλά δεν απάντησε καθόλου στο πόσοι..  Παρατηρούµε επίσης ότι το ποσοστό 

των σωστών απαντήσεων στην επόµενη ερώτηση σχετικά µε το αν υπάρχουν 

περισσότεροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 ή του 1-3 είναι 23%.  Ενώ το 77% των φοιτητών 

απαντά ότι υπάρχουν άπειροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 και 1-3 το 54% αυτών στην 

επόµενη ερώτηση θεωρεί ότι οι αριθµοί µεταξύ του 1-3 είναι περισσότεροι. 

 

Επιπλέον µπορούµε να παρατηρήσουµε  ότι ενώ το 31% των φοιτητών δήλωσε ότι δεν 

υπάρχει µεγαλύτερος αριθµός στην ερώτηση 9 που τους ζητείται να απαντήσουν για τη 

πλευρά του  τελευταίου τετραγώνου, µόνο το 25% αυτών απάντησε ότι δεν υπάρχει 

τελευταίο τετράγωνο στο σύνολο µας. Το 75% αυτών δήλωσε ότι τελευταίο θα είναι το 
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τετράγωνο µε πλευρά ν. Βλέπουµε δηλαδή ότι ενώ δέχονται ότι δεν υπάρχει 

µεγαλύτερος αριθµός θεωρούν ότι το τετράγωνό πρέπει να έχει ένα συγκεκριµένο 

µήκος πλευράς.  

 

Στις τελευταίες 8 ερωτήσεις ζητήσαµε από τους µαθητές να χαρακτηρίσουν ως σωστές 

τις φράσεις που η λέξη άπειρο-ος  χρησιµοποιείται µε τη σωστή µαθηµατική της έννοια 

και ως λάθος αυτές που χρησιµοποιείται λανθασµένα. Βλέπουµε ότι το 38% των 

φοιτητών θεωρεί ως άπειρο αριθµό έναν αριθµό µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Ενώ το23% 

θεωρεί ότι ο αριθµός π είναι ίσος µε  3,14 ακριβώς.  

 

Όσον αφορά στη σύγκριση άπειρων συνόλων παρατηρούµε πάλι ότι οι ερωτήσεις που 

οδηγούν στο κριτήριο 1-1 αντιστοιχίας (δηλ 4,10) έχουν µεγάλα ποσοστά σωστών 

απαντήσεων, ενώ για την 5 χρησιµοποιείται το κριτήριο µέρος-όλο και γι΄αυτό το 

ποσοστό των σωστών απαντήσεων είναι µόλις 7,7%. Θα σηµειώσουµε εδώ ότι οι 

φοιτητές που απάντησαν σωστά σε αυτή την ερώτηση δικαιολόγησαν την απάντηση 

τους γράφοντας ότι «έχουµε 2 άπειρα σύνολα άρα δεν συγκρίνονται»  
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3.1.4.2 Θετική -Τεχνολογική Κατεύθυνση. 
 

Η αναπαράσταση των απαντήσεων των φοιτητών φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 
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Όσον αφορά στις 2 πρώτες ερωτήσεις βλέπουµε ότι περίπου το 25% των φοιτητών 

γνωρίζει ότι δεν υπάρχει µεγαλύτερος και  µικρότερος αριθµός. Αξίζει να αναφέρουµε 

ότι το 50% των παιδίων απάντησαν ότι αφού το άπειρο δεν είναι πραγµατικός αριθµός 

ο µεγαλύτερος αριθµός θα είναι κάποιος που τείνει στο άπειρο.  

 

Ενδιαφέρον επίσης παρουσιάζουν και οι απαντήσεις των φοιτητών στην τρίτη ερώτηση. 

Το 75% των φοιτητών τοποθέτησε σωστά και τους 2 αριθµούς ενώ το 25% θεωρεί ότι 

το 0.3είναι µικρότερος αριθµός από το 0,3, δικαιολογούν δε την απάντηση τους 

γράφοντας: « το 0.3 είναι µικρότερο του 0,3 κατά 0,033333… Εποµένως θα βρίσκεται 

πιο αριστερά από το 0,3.»   

 

Στις ερωτήσεις 6-7 σχετικά µε το πόσοι πραγµατικοί αριθµοί υπάρχουν µεταξύ του 1 - 2 

και του 1 - 3 βλέπουµε ότι όλοι οι  φοιτητές  απαντάνε σωστά.  Παρατηρούµε επίσης 

ότι το ποσοστό των σωστών απαντήσεων στην επόµενη ερώτηση σχετικά µε το αν 

υπάρχουν περισσότεροι αριθµοί µεταξύ του 1-2 ή του 1-3 γίνεται 50%.  Πάλι δηλαδή 

είχαµε σύγκριση άπειρων συνόλων και υπερίσχυσε το κριτήριο µέρος-όλο.  
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Επιπλέον µπορούµε να παρατηρήσουµε  ότι οι φοιτητές που δήλωσαν ότι δεν υπάρχει 

µεγαλύτερος αριθµός δήλωσαν επίσης ότι το σύνολο των τετραγώνων δεν θα έχει 

τελευταίο τετράγωνο. Ενώ αυτοί που απάντησαν ότι  ο µεγαλύτερος αριθµός  είναι 

κάποιος που τείνει στο άπειρο, στην ερώτηση 9 απάντησαν ως τελευταίο τετράγωνο 

αυτό του οποίου η πλευρά τείνει στο άπειρο. 

 

Όσον αφορά τη σύγκριση άπειρων συνόλων παρατηρούµε πάλι ότι οι ερωτήσεις που 

οδηγούν στο κριτήριο 1-1 αντιστοιχίας (δηλ 4,10) έχουν απαντηθεί σωστά από τους 

ίδιους φοιτητές, οι οποίοι δίνουν την ίδια δικαιολόγηση και στις 2.∆ηλαδή και στις 2 οι 

φοιτητές απάντησαν µε βάση το κριτήριο της 1-1 αντιστοιχίας.  Στην ερώτηση 5 όµως 

υπερίσχυσε σε όλους το κριτήριο µέρος-όλο και δεν απάντησε κανένας σωστά.  

 

Στις τελευταίες 8 ερωτήσεις ζητήσαµε από τους µαθητές να χαρακτηρίσουν ως σωστές 

τις φράσεις που η λέξη άπειρο-ος  χρησιµοποιείται µε τη σωστή µαθηµατική της έννοια 

και ως λάθος αυτές που χρησιµοποιείται λανθασµένα. Βλέπουµε ότι το 50% των 

φοιτητών θεωρεί ως άπειρο αριθµό έναν αριθµό µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Ενώ 

φαίνεται όλοι να γνωρίζουν ότι ο αριθµός π έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία. Όσον αφορά 

το κατά πόσο είναι σωστή η πρόταση «ονοµάζουµε άπειρο τον µεγαλύτερο αριθµό που 

υπάρχει» το 75% των φοιτητών την χαρακτήρισε λανθασµένη και δικαιολόγησε 

γράφοντας: Το άπειρο δεν είναι αριθµός. Το άπειρο δεν είναι αριθµός αλλά έννοια. ∆εν 

υπάρχει µεγαλύτερος αριθµός.. Τέλος πρέπει να αναφέρουµε ότι όλοι οι φοιτητές 

χαρακτήρισαν λανθασµένες τις προτάσεις :  

 Στα κεφάλια των περισσότερων ανθρώπων υπάρχουν άπειρες τρίχες. 

 Ονοµάζουµε άπειρη διαδικασία  µια διαδικασία που δεν τελειώνει ποτέ.  

 Από τα διόδια της Αττικής Οδού περνάνε καθηµερινά άπειρα αυτοκίνητα.  

 Στην Ελλάδα υπάρχουν άπειρες καστανές γυναίκες. 
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Όλοι δικαιολόγησαν αναφέροντας ότι οι παραπάνω αριθµοί είναι πεπερασµένοι.  

3.1.4.3 Σύγκριση Θεωρητικής µε Θετική  και Τεχνολογική Κατεύθυνση 
 
Όπως προαναφέρθηκε οι φοιτητές παρακολουθούν τις ίδιες σειρές µαθηµάτων , 

δεδοµένου όµως ότι τα παιδία της Θεωρητικής Κατεύθυνσης έρχονται σε επαφή µε 

κάποιες έννοιες (όπως αυτοί του απείρου) πρώτη φορά, είναι πολύ πιθανό να υπάρχουν 

σηµαντικές διαφορές.  

Μια γενική εικόνα των σωστών απαντήσεων φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:  
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Με µια πρώτη µατιά  παρατηρούµε ότι τα συγκριτικά αποτελέσµατα δεν είναι αυτά που 

θα αναµέναµε, θα τονίσουµε εδώ ότι το δείγµα µας είναι πάρα πολύ µικρό και η 

αναλογία Θεωρητικής ,Θετικής –Τεχνολογικής είναι 3,25:1. Αυτό που παρατηρούµε 

είναι ότι η Θεωρητική Κατεύθυνση έχει δώσει περισσότερες σωστές απαντήσεις στο 

44,5% των ερωτήσεων. 

 

Ίσως αυτό οφείλεται στο ότι η Θεωρητική Κατεύθυνση έρχεται για πρώτη φορά σε 

επαφή µε την έννοια, και τη διδάσκεται µε έµφαση στο θεωρητικό µέρος σε αντίθεση 

µε τη διδασκαλία του Λυκείου. Οι φοιτητές της Τεχνολογικής –Θετικής Κατεύθυνσης 
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έχουν  διδαχθεί την έννοια, και ίσως να αντιµετωπίζουν την διδασκαλία αδιάφορα µια 

και θεωρούν ότι είναι µια έννοια που έχουν κατανοήσει και µπορούν να την χειριστούν 

µε ευκολία, δεδοµένου ότι κατάφεραν να την χειριστούν επιτυχηµένα στις Εισαγωγικές 

Εξετάσεις. 

 

Ο πίνακας που ακολουθεί περιέχει  το συντελεστή συσχέτισης των φοιτητών της 

Θετικής κατεύθυνσης και αυτών της Τεχνολογικής- Θετικής Κατεύθυνσης  

   
  

      
Τεχνολογική- 

Θετική Θεωρητική 
Τεχνολογική- Θετική Correlation 

Coefficient 1,000 ,853(**)Spearman's rho 

Θεωρητικη Correlation 
Coefficient ,853(**) 1,000

**  Correlation is significant at the 0.01 level (1-tailed). 
 
 
 
  
Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής συσχέτισης είναι 0,853 γεγονός που δηλώνει ότι κατά 

µέσο όρο οι αντιλήψεις των φοιτητών δεν διαφέρουν κατά πολύ. Στη Γ Λυκείου ο 

αντίστοιχος συντελεστής ήταν 0,918.  

 

Το αντίστοιχο διάγραµµα διασποράς (scatter plot) φαίνεται στη συνέχεια 
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Όπως βλέπουµε υπάρχει γραµµική συσχέτιση µεταξύ των δυο µεταβλητών, βέβαια δεν 

είναι τόσο έντονη όσο στις τάξεις του Λυκείου. 
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3.1.5 Ερωτήσεις Ανοιχτού τύπου 
 

Στη συνέχεια σχολιάζονται οι απαντήσεις όλων των συµµετεχόντων στις ερωτήσεις 

ανοιχτού τύπου. 

 

Στην ερώτηση που τους ζητούσε να εξηγήσουν σε κάποιο µικρότερο τους την πρόταση: 

Από ένα σηµείο περνάνε άπειρες ευθείες , οι µαθητές και οι φοιτητές  απέδωσαν  το 

«άπειρες ευθείες» µε το «αµέτρητες ευθείες» είτε µε το «πάρα πολλές». Υπήρχαν 

επίσης αρκετοί που ζωγράφισαν το σχήµα. Σε γενικές γραµµές όλοι ήταν σε θέση να 

εξηγήσουν σωστά το νόηµα της πρότασης µε εξαίρεση ίσως αυτών που το απέδωσαν µε 

το πάρα πολλές αν και δεν µπορούµε να είµαστε σίγουροι για το κατά πόσο είχαν τη 

σωστή έννοια στο µυαλό τους. 

 

Στην πρόταση: «Ο αριθµός 0,444... έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία» απάντησε περίπου το 

60% των συµµετεχόντων  γράφοντας ότι τα 4 του αριθµού αυτού δεν τελειώνουν ποτέ, 

συνεχίζονται συνεχώς, επαναλαµβάνεται για πάντα ή ότι  ο περιοδικός αριθµός 0,4 έχει 

άπειρα 4 µετά το κόµµα.  

 

Στην τελευταία ερώτηση οι προτάσεις που κάνανε οι συµµετέχοντες χρησιµοποιώντας 

τη λέξη άπειρο προέρχονταν όλες από τον κόσµο των µαθηµατικών. Ιδιαίτερα αυτοί της 

Θετικής και της  Τεχνολογικής Κατεύθυνσης χρησιµοποιούσαν εκφράσεις όπως : όταν 

το χ τείνει στο άπειρο, το όριο της συνάρτησης είναι άπειρο κ.τ.λ. 
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3.2 Συγκριτικά Αποτελέσµατα  

3.2.1 Θεωρητική κατεύθυνση 
 
Τα  συγκεντρωτικά αποτελέσµατα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:  
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Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται το κατά πόσο σχετίζονται µεταξύ τους οι αντιλήψεις 

κάθε οµάδας. 

  
  
      Α Β Γ ΜΙΘΕ 

Α Correlation 
Coefficient 1,000 ,887(**) ,941(**) ,813(**)

Β Correlation 
Coefficient ,887(**) 1,000 ,835(**) ,884(**)

Γ Correlation 
Coefficient ,941(**) ,835(**) 1,000 ,820(**)

Spearman's rho 

ΜΙΘΕ Correlation 
Coefficient ,813(**) ,884(**) ,820(**) 1,000

**  Correlation is significant at the 0.01 level (1-tailed). 
 
 

Σε γενικές γραµµές φαίνεται ότι καλύτερα αποτελέσµατα έχουµε από τους φοιτητές του 

ΜΙΘΕ  ενώ στην συνέχεια ακολουθούν οι µαθητές της Β Λυκείου.  Παρατηρούµε 

επίσης ότι όλες οι οµάδες σχετίζονται θετικά µεταξύ τους. Αυτό σηµαίνει ότι οι 

αντιλήψεις δεν αλλάζουν σηµαντικά από τάξη σε τάξη. Παρατηρούµε ότι ο 

συντελεστής συσχέτισης είναι µεγαλύτερος µεταξύ της Α και της Γ Λυκείου, ενώ 

µικρότερος µεταξύ του ΜΙΘΕ και της Α Λυκείου. Αυτό ίσως δείχνει ότι οι αυθόρµητες 

αντιλήψεις που έχουν οι µαθητές στην Α Λυκείου αρχίζουν να κλονίζονται µετά το 
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τέλος του πρώτου έτους στο πανεπιστήµιο. ∆ιευκρινίζουµε εδώ ότι αν και αν στο τµήµα 

ΜΙΘΕ οι περισσότεροι φοιτητές προέρχονται από την Θεωρητική Κατεύθυνση 

διδάσκονται µαθηµατικά στο Πανεπιστήµιο. Πιθανόν αν κάναµε την έρευνα σε 

Θεωρητικές σχολές να βλέπαµε ότι οι αντιλήψεις τους παραµένουν αναλλοίωτες.  

3.2.2 Θετική-Τεχνολογική κατεύθυνση 
 
Τα  συγκεντρωτικά αποτελέσµατα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα:  
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Παρατηρούµε ότι οι φοιτητές του ΜΙΘΕ έχουν µια υπεροχή έναντι των µαθητών του 

Λυκείου. 

Στον παρακάτω πίνακα φαίνεται το κατά πόσο σχετίζονται µεταξύ τους οι αντιλήψεις 

κάθε οµάδας. 

   
      Α Β Γ ΜΙΘΕ 

Α Correlation 
Coefficient 1,000 ,878(**) ,880(**) ,597(**)

Β Correlation 
Coefficient ,878(**) 1,000 ,855(**) ,648(**)

Γ Correlation 
Coefficient ,880(**) ,855(**) 1,000 ,698(**)

Spearman's rho 

ΜΙΘΕ Correlation 
Coefficient ,597(**) ,648(**) ,698(**) 1,000

**  Correlation is significant at the 0.01 level (1-tailed). 
 
 
Όσον αφορά την συσχέτιση των αντιλήψεων βλέπουµε ότι ο συντελεστής συσχέτισης 

είναι υψηλός µεταξύ των τάξεων του Λυκείου και του ΜΙΘΕ. Φαίνεται δηλαδή ότι οι 
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αντιλήψεις των µαθητών αλλάζουν από χρονιά σε χρονιά και επηρεάζονται αρκετά από 

τη διδασκαλία. Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής συσχέτισης µικραίνει και παίρνει τη 

µικρότερη τιµή του, µεταξύ της Α Λυκείου και του ΜΙΘΕ που είναι 0,597, γεγονός που 

δείχνει ότι οι αντιλήψεις τους αρχίζουν να διαφέρουν. Φαίνεται δηλαδή ότι στους 

µαθητές της Θετικής-Τεχνολογικής κατεύθυνσης η διδασκαλία επιδρά δραστικά στις 

αντιλήψεις τους.
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4. Συµπεράσµατα 

 
Στην µελέτη αυτή προσπαθήσαµε να καταγράψουµε τις αντιλήψεις µαθητών και των 

τριών τάξεων του Λυκείου καθώς και φοιτητών  σχετικά µε το άπειρο και να δούµε  

πώς µεταβάλλονται (αν µεταβάλλονται).  

 

Όσον αφορά στις αντιλήψεις τους για το άπειρο βλέπουµε ότι γενικά στο µυαλό τους 

υπάρχουν αντιφατικές σκέψεις. Θεωρούν το άπειρο ως τον µεγαλύτερο αριθµό ενώ 

συγχρόνως δηλώνουν ότι το άπειρο δεν είναι αριθµός. Άλλες φορές επίσης 

χρησιµοποιούν τη λέξη άπειρο για να δηλώσουν κάτι πολύ µεγάλο αλλά πεπερασµένο 

και άλλες για να δηλώσουν κάτι αµέτρητο. Βέβαια η πλειονότητα των µαθητών είναι σε 

θέση να αναγνωρίζει πότε η λέξη άπειρο χρησιµοποιείται µε τη σωστή µαθηµατικής της 

έννοια και πότε όµως δεν µπορούν να δηµιουργήσουν µόνοι τους σωστές και τα 

λανθασµένες προτάσεις. Φαίνεται ότι είναι πολύ λίγοι αυτοί  που έχουν σχηµατίσει µια 

σωστή εικόνα για το άπειρο Παρατηρήσαµε επίσης ότι οι µαθητές δυσκολεύονται να 

χειριστούν δεκαδικούς αριθµούς µε άπειρα δεκαδικά ψηφία, καθώς και ότι ένα µεγάλο 

ποσοστό θεωρεί τον αριθµό π ίσο µε 3,14. Αναφέρουµε εδώ ότι οι µαθητές µαθαίνουν 

τον αριθµό π στη Β Γυµνασίου όπου στο βιβλίο τους ο αριθµός εµφανίζεται σε σχήµα 

σαλιγκαριού  που µεγαλώνει συνεχώς. 

 

Όσον αφορά στη σύγκριση απείρων συνόλων τα αποτελέσµατα µας συµφωνούν µε  τις 

προηγούµενες έρευνες. Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούν οι  µαθητές για να συγκρίνουν  

άπειρα σύνολα είναι ίδιες µε αυτές που χρησιµοποιούν κατά τη σύγκριση 

πεπερασµένων συνόλων. Οι µαθητές εφαρµόζουν τα 5 κριτήρια στις απαντήσεις τους 

χωρίς να παρατηρούν τις αντιφάσεις που προκύπτουν µε τη χρησιµοποίηση 

περισσότερων του ενός κριτηρίου. Επίσης παρατηρήσαµε ότι η απόφαση των µαθητών 
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ως προς το εάν δύο άπειρα σύνολα έχουν τον ίδιο αριθµό στοιχείων εξαρτάτο κατά ένα 

µεγάλο µέρος από την αναπαράσταση των συνόλων .  

 

Αν και το δείγµα των φοιτητών ήταν µικρό είδαµε ότι οι αντιλήψεις τους επηρεάζονται 

δραστικά από τη διδασκαλία του Απειροστικού Λογισµού, ιδιαίτερα των φοιτητών της 

Θετικής- Τεχνολογικής Κατεύθυνσης. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την άποψη του 

Monaghan, που θεωρεί ότι οι αντιλήψεις των φοιτητών επηρεάζονται ελάχιστα. Βέβαια 

δεν µπορούµε να γενικεύσουµε το αποτέλεσµα της ερευνάς µας µια και όπως 

προαναφέρθηκε το δείγµα µας ήταν πολύ µικρό. 

 

Γενικά φαίνεται ότι αν και οι αντιλήψεις των µαθητών για το άπειρο είναι λανθασµένες 

και τις περισσότερες  φορές αντιφατικές µε τη µαθηµατική έννοια κατά τη διάρκεια των 

σπουδών τους µεταβάλλονται σηµαντικά αλλά δεν καταφέρνουν να εξαλειφθούν. Ίσως 

αυτό να συµβαίνει µόνο στους µαθητές της Θεωρητικής –Τεχνολογικής κατεύθυνσης 

κατά τη διάρκεια των σπουδών τους. 
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Παράρτηµα Ι 
 

Παρακάτω αναφέρεται η ύλη των Μαθηµατικών των τριών τάξεων του Λυκείου ενώ 

στη συνέχεια η ύλη του Απειροστικού Λογισµού του ΜΙΘΕ 

 
Τάξη Α΄  
 
Ι. ΄Αλγεβρα : 
 

1. Πραγµατικοί αριθµοί 
Οι πράξεις και οι ιδιότητές τους. ∆υνάµεις µε εκθέτη ακέραιο. Βασικές ταυτότητες. 
Παραγοντοποίηση αλγεβρικών παραστάσεων. Λύση της εξίσωσης αχ+β=0. 
Παραµετρικές εξισώσεις. Λύση προβληµάτων µε εξισώσεις. ∆ιάταξη και πράξεις. 
Λύση των ανισώσεων αχ+β>0, αχ+β<0. Απόλυτη τιµή (ορισµός, ιδιότητες). Η 
έννοια της απόστασης δύο αριθµών. Ρίζες πραγµατικών αριθµών (ορισµός, 
ιδιότητες). Η εξίσωση χν=α.  
  
2. Συναρτήσεις 
Σύνολα (έννοια, παράσταση). Ίσα σύνολα. Υποσύνολο συνόλου. Κενό σύνολο. 
∆ιαγράµµατα VENN. Πράξεις µε σύνολα (ένωση, τοµή, διαφορά, συµπλήρωµα 
συνόλου). Η έννοια της συνάρτησης (ορισµός, πεδίο ορισµού). Καρτεσιανές 
συντεταγµένες. Απόσταση σηµείων. Γραφική παράσταση συνάρτησης. Η συνάρτηση 
F(χ)=αχ+β και η γραφική της παράσταση. Εξίσωση ευθείας. Συντελεστής 
διεύθυνσης. Συνθήκη παραλληλίας και καθετότητας ευθειών. Μελέτη των 
συναρτήσεων F(χ)=αχ2  και F(χ)=α/χ. Μονοτονία. Ακρότατα. Οριακές τιµές. 
Ασύµπτωτες.  Άρτια και περιττή συνάρτηση. 
 
3. Συστήµατα γραµµικών εξισώσεων  
Γραµµική εξίσωση µε δύο αγνώστους. Λύση συστήµατος δύο γραµµικών 
εξισώσεων. Ισοδύναµα συστήµατα. Γενική λύση του συστήµατος πρώτου βαθµού µε 
δύο εξισώσεις και δύο αγνώστους. Χρήση οριζουσών. Συστήµατα γραµµικών 
εξισώσεων µε περισσότερες από δύο εξισώσεις και ισάριθµους αγνώστους. 
 
4. Εξισώσεις και ανισώσεις β΄ βαθµού 
Λύση της εξίσωσης αχ2 + βχ+γ=0, α≠0. ∆ιακρίνουσα. Άθροισµα και γινόµενο 
ριζών. Εξισώσεις και απλά συστήµατα που ανάγονται σε λύση δευτεροβάθµιων 
εξισώσεων. Τριώνυµο β΄ βαθµού. Μορφές τριωνύµου. Πρόσηµο τριωνύµου. Μελέτη 
της συνάρτησης F(χ) = αχ2 + βχ+γ, µε βάση τη µελέτη της φ(χ)= αχ2. Επίλυση 
ανισώσεων β΄ βαθµού. Ανισώσεις της µορφής Α(χ).  Β(χ). Γ(χ)...=0 και Α(χ)/Β(χ) =
0. Συναληθεύουσες  ανισώσεις. 
 
5. Τριγωνοµετρία 
Τριγωνοµετρικοί αριθµοί γωνίας. Τριγωνοµετρικός κύκλος. Βασικές 
τριγωνοµετρικές σχέσεις. Ταυτότητες. Αναγωγή στο  1ο τεταρτηµόριο. Σχέση µεταξύ 
τριγωνοµετρικών αριθµών, αντίθετων γωνιών και γωνιών που έχουν άθροισµα ή 
διαφορά 90ο , 180ο , 270ο , 360ο . 
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ΙΙ. Γεωµετρία : 
  
1.  Βασικές γεωµετρικές έννοιες. 

Οι αρχικές γεωµετρικές έννοιες: σηµείο, ευθεία, επίπεδο. Ηµιευθεία, ευθύγραµµο 
τµήµα. Σύγκριση τµηµάτων. Πράξεις µεταξύ τµηµάτων. Μήκος τµήµατος. Σηµεία 
συµµετρικά ως προς κέντρο. Η έννοια της γωνίας. Σύγκριση γωνιών. Είδη γωνιών. 
Πράξεις µε γωνίες. Κάθετες ευθείες. Κάθετος από σηµείο σε ευθεία. Σηµεία 
συµµετρικά ως προς άξονα. Η έννοια του κύκλου. Θέση σηµείου ως προς κύκλο. 
Επίκεντρη γωνία. Μέτρο τόξου και γωνίας.    

2. Τρίγωνα.  
Η έννοια του πολυγώνου. Είδη πολυγώνων. Τρίγωνα. Είδη τριγώνων. Στοιχεία 
τριγώνων. Κριτήρια ισότητας. Ιδιότητες ισοσκελούς  τριγώνου. Ιδιότητες τόξων και 
αντίστοιχων χορδών. Ιδιότητες µεσοκαθέτου τµήµατος και διχοτόµου γωνίας. 
Συµµετρικά σχήµατα. Σχέσεις εξωτερικής και απέναντι εσωτερικής γωνίας 
τριγώνου. Ανισοτικές σχέσεις πλευρών και γωνιών τριγώνου. Κάθετες και πλάγιες 
ευθείες. Σχετικές θέσεις ευθείας και κύκλου. Ιδιότητες της εφαπτοµένης κύκλου. 
Σχετικές θέσεις δυο κύκλων. Στοιχειώδεις γεωµετρικές κατασκευές: Γωνίας ίσης µε 
δοθείσα, µεσοκάθετης τµήµατος, κάθετης από σηµείο σε ευθεία, διχοτόµου γωνίας, 
τριγώνου. 

3. Παράλληλες ευθείες - Παραλληλόγραµµα - Τραπέζια.  
 Γωνίες δυο ευθειών που τέµνονται από τρίτη. Θεώρηµα ύπαρξης παράλληλων 
ευθειών. Το 5ο αίτηµα των Στοιχείων του Ευκλείδη. Ιδιότητες παράλληλων ευθειών. 
Γωνίες µε πλευρές παράλληλες ή κάθετες. Άθροισµα γωνιών τριγώνου και κυρτού 
πολυγώνου. Παραλληλόγραµµα. Είδη παραλληλογράµµων. Βασικές ιδιότητες 
παραλληλογράµµων. Βασικές ιδιότητες ορθογωνίου, ρόµβου και  τετραγώνου. 
Ιδιότητες του τµήµατος που συνδέει τα µέσα δυο πλευρών τριγώνου. Ιδιότητες της 
διαµέσου ορθογώνιου τριγώνου. Ορθόκεντρο. Βαρύκεντρο. Τραπέζιο. Βασικές 
ιδιότητες τραπεζίου. 

4. Εγγεγραµµένα τετράπλευρα 
Εγγεγραµµένη γωνία. Σχέση εγγεγραµµένης και αντίστοιχης επίκεντρης. Γωνία υπό 
χορδής και εφαπτοµένης. Ορισµός και χαρακτηριστικές ιδιότητες  εγγεγραµµένου 
τετράπλευρου σε κύκλο. 

5. Γεωµετρικοί τόποι και κατασκευές. 
Έννοια γεωµετρικού τόπου. Βασικοί γεωµετρικοί τόποι. Χρησιµοποίηση 
γεωµετρικών τόπων για την κατασκευή: τριγώνου όταν δίνονται οι πλευρές του, 
ορθογωνίου τριγώνου όταν δίνεται η υποτείνουσα και η µία κάθετη πλευρά του, 
εφαπτοµένης κύκλου από ένα σηµείο εκτός αυτού, κοινής εφαπτοµένης δυο κύκλων. 

6. Θεώρηµα Θαλή - Οµοιότητα 
Αναλογίες τµηµάτων. Θεώρηµα του Θαλή. Θεώρηµα των διχοτόµων τριγώνου. 
Απολλώνιος κύκλος. Όµοια ευθύγραµµα σχήµατα. Κατασκευή όµοιων πολυγώνων. 
Κριτήρια οµοιότητας τριγώνων. Εφαρµογές όµοιων τριγώνων.  

 
Τάξη Β΄  

 
α. ∆ιδακτέα Ύλη  Γενικής  Παιδείας  
 
Κεφ. 1Ο :    Τριγωνοµετρία 

 
Παρ. 1.1    Οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις. 
Παρ. 1.2    Βασικές τριγωνοµετρικές εξισώσεις. 
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Παρ. 1.3    Τριγωνοµετρικοί αριθµοί αθροίσµατος γωνιών 
Παρ. 1.4    Τριγωνοµετρικοί αριθµοί της γωνίας 2α. 
 
Κεφ. 2Ο:    Πολυώνυµα - Πολυωνυµικές εξισώσεις. 
 
Παρ. 2.1    Πολυώνυµα. 
Παρ. 2.2    ∆ιαίρεση πολυωνύµων. 
Παρ. 2.3    Πολυωνυµικές εξισώσεις,.  
Παρ. 2.4    Εξισώσεις που ανάγονται σε πολυωνυµικές. (Απλές µόνον εφαρµογές) 
 
Κεφ.  3Ο:   Πρόοδοι 
 
Παρ. 3.1   Ακολουθίες.(Θα διδαχθεί µόνο η υποπαράγραφος:  "Η έννοια της ακολουθίας") 
Παρ. 3.2   Αριθµητική  πρόοδος. 
Παρ. 3.3   Γεωµετρική πρόοδος. 
 
Κεφ. 4ο:    Εκθετική και λογαριθµική συνάρτηση 
 
Παρ.  4.1   Εκθετική συνάρτηση. 
Παρ. 4.2 Λογάριθµοι, χωρίς  εφαρµογές και ασκήσεις που αναφέρονται σε λογάριθµους µε 

βάση διαφορετική του 10 και του e. 
Παρ. 4.3.  Λογαριθµική συνάρτηση. (Θα διδαχθούν µόνο η λογαριθµική συνάρτηση µε βάση 

10 και η λογαριθµική συνάρτηση µε βάση e). 
 

 
ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

 
Κεφ. 9Ο:      Μετρικές Σχέσεις 
 
Παρ. 9.1 Ορθές προβολές.  
Παρ. 9.2      Πυθαγόρειο θεώρηµα. 
Παρ. 9.3       Γεωµετρικές κατασκευές. 
Παρ. 9.4      Γενίκευση του Πυθαγορείου θεωρήµατος,  
Παρ. 9.5      Θεωρήµατα διαµέσων. 
Παρ. 9.7     Τέµνουσες κύκλου 
 
Κεφ. 10Ο: Εµβαδά 
 
Παρ. 10.1    Πολυγωνικά χωρία. 
Παρ. 10.2    Εµβαδόν ευθύγραµµου σχήµατος – Ισοδύναµα ευθύγραµµα σχήµατα. 
Παρ. 10.3    Εµβαδόν βασικών ευθύγραµµων σχηµάτων. 
Παρ. 10.4    Άλλοι τύποι για το εµβαδόν τριγώνου 
Παρ. 10.5 Λόγος εµβαδών όµοιων τριγώνων – πολυγώνων 
 
Κεφ. 11Ο:    Μέτρηση κύκλου 
 
Παρ. 11.1    Ορισµός Κανονικού  Πολυγώνου. 

     Παρ. 11.2 Ιδιότητες και στοιχεία Κανονικών Πολυγώνων 
Παρ. 11.3   Εγγραφή βασικών Κανονικών  Πολυγώνων σε κύκλο και στοιχεία τους. 
Παρ. 11.4   Προσέγγιση του µήκους του κύκλου µε κανονικά πολύγωνα.      
Παρ. 11.5   Μήκος τόξου.      
Παρ. 11.6   Προσέγγιση του εµβαδού κύκλου µε κανονικά πολύγωνα. 
Παρ. 11.7   Εµβαδόν κυκλικού τοµέα και κυκλικού τµήµατος. 
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β.  ∆ιδακτέα ΄Υλη  Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης 
 
Κεφ. 1Ο:     ∆ιανύσµατα 
 
Παρ. 1.1.   Η έννοια του διανύσµατος. 
Παρ. 1.2.   Πρόσθεση και αφαίρεση διανυσµάτων. 
Παρ. 1.3.   Πολλαπλασιασµός αριθµού µε διάνυσµα,  
Παρ. 1.4    Συντεταγµένες στο επίπεδο,  
Παρ. 1.5.   Εσωτερικό γινόµενο διανυσµάτων. 
 
 
Κεφ.2Ο:     Η ευθεία στο επίπεδο 
 
Παρ. 2.1.   Εξίσωση ευθείας. 
Παρ. 2.2.   Γενική µορφή εξίσωσης ευθείας. 
Παρ. 2.3.   Εµβαδόν τριγώνου, χωρίς τις αποδείξεις των τύπων: α) «της απόστασης  
                  σηµείου  από ευθεία» και β) «του υπολογισµού εµβαδού τριγώνου». 
 
Κεφ. 3Ο:      Κωνικές Τοµές 
 
Παρ. 3.1.    Ο κύκλος, χωρίς τις παραµετρικές εξισώσεις του κύκλου 
Παρ. 3.2     Η παραβολή  
Παρ. 3.3     Η έλλειψη 
Παρ. 3.4    Η υπερβολή  

 
Κεφ. 4Ο:      Θεωρία Αριθµών 
 
Παρ. 4.1.     Η µαθηµατική επαγωγή. 
Παρ. 4.2.     Ευκλείδεια διαίρεση, χωρίς την απόδειξη του θεωρήµατος 1. 
Παρ. 4.3.     ∆ιαιρετότητα. 
 
Τάξη Γ΄ 
 
α) ∆ιδακτέα ΄Υλη  Γενικής Παιδείας 
 
Μαθηµατικά και Στοιχεία  Στατιστικής:   
Κεφ. 1Ο:   ∆ιαφορικός  Λογισµός 
Παρ. 1.1.     Συναρτήσεις. 
Παρ. 1.2.     Η έννοια της παραγώγου.   
Παρ. 1.3.     Παράγωγος συνάρτησης 
Παρ. 1.4     Εφαρµογές των Παραγώγων 
 
Κεφ. 2Ο:    Στατιστική 
Παρ.  2.1  Βασικές έννοιες 
Παρ. 2.2 Παρουσίαση Στατιστικών ∆εδοµένων,  
Παρ.  2.3   Μέτρα Θέσης και ∆ιασποράς,  
 
Κεφ. 3Ο:    Πιθανότητες 
Παρ. 3.1    ∆ειγµατικός Χώρος-Ενδεχόµενα. 
Παρ. 3.2    Έννοια της Πιθανότητας. 
  
β) ∆ιδακτέα ΄Υλη  Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης  
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ΜΕΡΟΣ  Α 
 
Κεφ. 2Ο:      Μιγαδικοί αριθµοί 
 
Παρ. 2.1     Η έννοια του Μιγαδικού Αριθµού. 
Παρ. 2.2     Πράξεις στο σύνολο C των Μιγαδικών. 
Παρ. 2.3     Μέτρο Μιγαδικού Αριθµού. 
 
ΜΕΡΟΣ  Β 
 
Κεφ. 1ο :      Όριο - Συνέχεια συνάρτησης 
 
Παρ. 1.1     Πραγµατικοί αριθµοί.  
Παρ. 1.2     Συναρτήσεις. 
Παρ. 1.3     Μονότονες συναρτήσεις- Αντίστροφη συνάρτηση. 
Παρ. 1.4     Όριο συνάρτησης στο x0∈R 
Παρ.1.5      Ιδιότητες των ορίων,  
Παρ. 1.6     Μη πεπερασµένο όριο στο x0∈R 
Παρ. 1.7     Όρια συνάρτησης στο άπειρο. 
Παρ. 1.8     Συνέχεια συνάρτησης. 
 
 
Κεφ.  20: ∆ιαφορικός Λογισµός 
 
Παρ. 2.1    Η έννοια της παραγώγου  
Παρ. 2.2    Παραγωγίσιµες συναρτήσεις- Παράγωγος συνάρτηση. 
Παρ. 2.3  Κανόνες παραγώγισης,  
Παρ. 2.4    Ρυθµός µεταβολής. 
Παρ. 2.5    Θεώρηµα Μέσης Τιµής ∆ιαφορικού  Λογισµού. 
Παρ. 2.6    Συνέπειες του Θεωρήµατος Μέσης Τιµής. 
Παρ. 2.7  Τοπικά ακρότατα συνάρτησης,. 
Παρ. 2.8   Κυρτότητα - Σηµεία καµπής συνάρτησης. 
Παρ. 2.9    Ασύµπτωτες - Κανόνες De l’ Hospital. 
Παρ. 2.10  Μελέτη και χάραξη της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης. 
 
Κεφ.  30: Ολοκληρωτικός Λογισµός 
 
Παρ.   3.1    Αόριστο ολοκλήρωµα. 
Παρ. 3.2     Μέθοδοι ολοκλήρωσης,. 

Παρ. 3.4    Ορισµένο ολοκλήρωµα 

Παρ. 3.5.   Η συνάρτηση   F(x) =  
x
f (t)dt

α∫   

Παρ. 3.7   Εµβαδόν επίπεδου  χωρίου  
 
 
 
 
 
 
Ύλη ΜΙΘΕ 
 
Από το βιβλίο: Απειροστικός Λογισµός – Συναρτήσεις µιας µεταβλητής και Αναλυτική 
Γεωµετρία των George B. Thomas και Ross L. Finney, οι φοιτητές διδάσκονται:  
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Χειµερινό Εξάµηνο 
 
Κεφάλαιο 1- Ρυθµός µεταβολής µιας Συνάρτησης 
 

• Συντεταγµένες στο επίπεδο 
• Μετατοπίσεις και απόσταση 
• Κλίση ευθείας 
• Εξισώσεις ευθειών 
• Συναρτήσεις και γραφικές παραστάσεις 
• Κλίση καµπύλης y=f(x) 
• Όριο  
• Ιδιότητες ορίων 
• Το άπειρο σαν όριο 
• Συνεχείς συναρτήσεις. 
 
 

Εαρινό Εξάµηνο 
 

Κεφάλαιο 2- Παράγωγοι 
 

• ∆ιαφόριση 
• Οι πολυωνυµικές Συναρτήσεις και οι παραγωγοί τους 
• Γινόµενα δυνάµεις και πηλίκα 
• Κλασµατικές δυνάµεις 
• Ο κανόνας της αλυσιδωτής παραγώγισης  
• Παράγωγοι τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 
 

Κεφάλαιο 3-Εφαρµογές των παραγώγων  
 

• Σχεδιασµός καµπυλών. Το πρόσηµο της πρώτης παραγώγου 
• Κοιλότητα και σηµεία καµπής 
• Μέγιστα και ελάχιστα 

 
Κεφάλαιο 4-Ολοκληρώµατα 
 

• Αόριστα ολοκληρώµατα 
• Προσδιορισµός σταθερών της ολοκλήρωσης 
• Ορισµένα ολοκληρώµατα. Εµβαδά 
• Τα θεµελιώδη θεωρήµατα του ολοκληρωτικού Λογισµού 
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Παράρτηµα ΙΙ 
 

Παρακάτω δίνονται οι ερωτήσεις µε τη σειρά που εµφανίζονται στα αποτελέσµατα της 

έρευνας και στην συνέχεια το ερωτηµατολόγιο όπως ακριβώς δόθηκε στα παιδία 

 
1. Ποιος είναι ο µεγαλύτερος αριθµός που γνωρίζεις;  
2. Ποιος είναι ο µικρότερος αριθµός που γνωρίζεις ;  
3. Τοποθέτησε στον παρακάτω άξονα τους αριθµούς 0.33333...,0.3, .   
 
4. Α={ 1,2,3,4,5,....... } Β={ 1,4,9,16,25,......   } 

Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µικρότερο από το πλήθος των στοιχείων του Β� 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των στοιχείων του Β� 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι ίδιο µε το πλήθος των στοιχείων του Β � 
 

5. Α={ 1,2,3,4,5,....... }Γ={.....-2,-1,0,1,2,3...}. 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µικρότερο από το πλήθος των στοιχείων του Γ � 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των στοιχείων του Γ � 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι ίδιο µε το πλήθος των στοιχείων του Γ � 
 

6.Υπάρχουν άλλοι πραγµατικοί αριθµοί µεταξύ  του 1 και του 2; Αν έχεις απαντήσει ότι  
υπάρχουν, πόσοι υπάρχουν; Μπορείς να γράψεις µερικούς;.   

 
7.Υπάρχουν άλλοι πραγµατικοί αριθµοί µεταξύ  του 1 και του 3; Αν έχεις απαντήσει ότι  
υπάρχουν, πόσοι υπάρχουν; Μπορείς να γράψεις µερικούς; 

 
 
8. Υπάρχουν περισσότεροι αριθµοί µεταξύ του 1 και 2 ή µεταξύ του 1και 3;  
 
9. Έστω Α το σύνολο όλων των τετραγώνων µε πλευρές 1,2,3,….Θα µπορούσες να 

πεις ποιο είναι το τελευταίο τετράγωνο του συνόλου. 
 
10. Β={12,22,32,..........}= {1,4,9,......}.  

Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µικρότερο από το πλήθος των στοιχείων του Β� 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των στοιχείων του Β � 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι ίδιο µε το πλήθος των στοιχείων του Β � 

 
11. Ο αριθµός 0,22222.... είναι ένας άπειρος αριθµός.     
12. Ο αριθµός π έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία.                  
13. Στα κεφάλια των περισσότερων ανθρώπων υπάρχουν άπειρες τρίχες.  
14. Οι κόκοι της άµµου σε µια παραλία είναι άπειροι.  
15. Ονοµάζουµε άπειρο τον µεγαλύτερο αριθµό που υπάρχει. 
16. Ονοµάζουµε άπειρη διαδικασία  µια διαδικασία που δεν τελειώνει ποτέ.  
17. Από τα διόδια της Αττικής Οδού περνάνε καθηµερινά άπειρα αυτοκίνητα.  
18. Στην Ελλάδα υπάρχουν άπειρες καστανές γυναίκες  
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ΗΛΙΚΙΑ........... 
ΚΟΡΙΤΣΙ �  ΑΓΟΡΙ � 
ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ......................... 
 
1. Ποιος είναι ο µεγαλύτερος αριθµός που γνωρίζεις;  
2. Ποιος είναι ο µικρότερος αριθµός που γνωρίζεις ;  
 
3. Τοποθέτησε στον παρακάτω άξονα τους αριθµούς 0.33333...,0.3, .  Αν χρειαστεί να 

κάνεις αλλαγές στον άξονα µπορείς να τις κάνεις ( π.χ. να τον µεγαλώσεις)  
  
         

-1 1  
Πώς σκέφτηκες για να τους τοποθετήσεις; 
……………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………
……………………………………………………………………………………………
………………………………………………………………. 
4. ∆ηµιουργούµε  το σύνολο Α που περιέχει όλους τους φυσικούς αριθµούς που είναι 

µεγαλύτεροι   του 0, δηλαδή Α={ 1,2,3,4,5,....... }.∆ηµιουργούµε  το σύνολο Β που 
περιέχει όλα τα τετράγωνα των φυσικών αριθµών που είναι µεγαλύτεροι του 0, 
δηλαδή Β={ 1,4,9,16,25,......   }.Σηµείωσε το σωστό τετραγωνάκι και δικαιολόγησε 
την επιλογή σου : 

 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µικρότερο από το πλήθος των στοιχείων του Β� 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των στοιχείων του Β� 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι ίδιο µε το πλήθος των στοιχείων του Β � 
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
............................................................................................................................... 
5.∆ηµιουργούµε  το σύνολο Α που περιέχει όλους τους φυσικούς αριθµούς που είναι 

µεγαλύτεροι   του 0 δηλαδή Α={ 1,2,3,4,5,....... }. ∆ηµιουργούµε  το σύνολο Γ που 
περιέχει όλους τους ακέραιους αριθµούς, δηλαδή Γ={.....-2,-1,0,1,2,3...}.Σηµείωσε το 
σωστό τετραγωνάκι και δικαιολόγησε την επιλογή σου: 

Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µικρότερο από το πλήθος των στοιχείων του Γ � 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των στοιχείων του Γ � 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι ίδιο µε το πλήθος των στοιχείων του Γ � 
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
................................................................................................................................... 
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1
3

2

6.α)Υπάρχουν άλλοι πραγµατικοί αριθµοί µεταξύ  του 1 και του 2; ................................. Αν έχεις 
απαντήσει ότι υπάρχουν, πόσοι υπάρχουν; ...................Μπορείς να γράψεις µερικούς; 
................................  Υπάρχουν άλλοι πραγµατικοί αριθµοί µεταξύ  του 1 και του 3; 
..................................Αν έχεις απαντήσει ότι  υπάρχουν, πόσοι υπάρχουν; ...................Μπορείς 
να γράψεις µερικούς;................................ 

 
β) Υπάρχουν περισσότεροι αριθµοί µεταξύ του 1 και 2 ή µεταξύ του 1και 3;  
 

7. Έστω Α το σύνολο όλων των τετραγώνων µε πλευρές 1,2,3,…., δηλαδή , 
 
 
   
           Α=                          ,                          ,                               ,   ............... 
 
 
 
α)Θα µπορούσες να πεις ποιο είναι το τελευταίο τετράγωνο του συνόλου. 
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
....................................................................................................................................... 
β) Έστω σαν  Β το σύνολο που περιέχει τα εµβαδά των παραπάνω τετραγώνων, δηλαδή 
Β={12,22,32,..........}= {1,4,9,......}. Σηµείωσε το σωστό τετραγωνάκι και δικαιολόγησε την 
επιλογή σου: 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µικρότερο από το πλήθος των στοιχείων του Β� 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των στοιχείων του Β � 
Το πλήθος των στοιχείων του Α είναι ίδιο µε το πλήθος των στοιχείων του Β � 
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
..................................................................................................................................... 
8.Πώς θα εξηγούσες σε κάποιον µικρότερο σου  τι σηµαίνουν οι φράσεις : 
 

α)Από ένα σηµείο περνάνε άπειρες ευθείες   
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................ 
β) Ο αριθµός 0,444... έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία. 
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................................
................................................................................................................................ 



 67

9. α)Σηµείωσε ένα ΝΑΙ  στο τετραγωνάκι των φράσεων που η λέξη άπειρο-ος  
χρησιµοποιείται µε τη σωστή µαθηµατική της έννοια και ένα ΟΧΙ στο τετραγωνάκι 
που χρησιµοποιείται λανθασµένα. Στο χώρο που υπάρχει µετά από κάθε φράση 
δικαιολόγησε την απάντηση σου. 

 
i. Ο αριθµός 0,22222.... είναι ένας άπειρος αριθµός.     

.............................................................................................................................................

.............................................................................................................................................

.............................................................................................................................................

........................................................................ 
 

ii. Ο αριθµός π έχει άπειρα δεκαδικά ψηφία.                  
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
....................................................................................................................................... 
   

iii. Στα κεφάλια των περισσότερων ανθρώπων υπάρχουν άπειρες τρίχες.  
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
....................................................................................................................................... 
 

iv. Οι κόκοι της άµµου σε µια παραλία είναι άπειροι.  
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.................................................................................................................................... 

v. Ονοµάζουµε άπειρο τον µεγαλύτερο αριθµό που υπάρχει. 
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.................................................................................................................................... 
 

vi. Ονοµάζουµε άπειρη διαδικασία  µια διαδικασία που δεν τελειώνει ποτέ.  
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.................................................................................................................................... 

vii. Από τα διόδια της Αττικής Οδού περνάνε καθηµερινά άπειρα αυτοκίνητα.  
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.................................................................................................................................... 
 

viii. Στην Ελλάδα υπάρχουν άπειρες καστανές γυναίκες  
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.................................................................................................................................... 
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β) Κάνε δύο δικές σου προτάσεις µε τη λέξη άπειρο-ος όπου στη πρώτη  η λέξη να 
χρησιµοποιείται µε τη σωστή µαθηµατική της έννοια ενώ στη δεύτερη να 
χρησιµοποιείται λανθασµένα. 
 
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
.............................................................................................................................................
...............................................................................................................................  
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