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ΠΡΟΛΟΓΟ 

Μηα απφ ηηο βαζηθφηεξεο έλλνηεο ησλ καζεκαηηθψλ είλαη θαη ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο, 

ε νπνία παξνπζηάδεη κεγάιεο δπζθνιίεο ζηελ θαηαλφεζε ηεο απφ ηνπο καζεηέο, απφ ηα 

πξψηα θηφιαο ρξφληα ηνπο ζην ζρνιείν, φπνπ ζπλαληνχλ ηα αλάινγα πνζά. Οη 

δπζθνιίεο κεγαιψλνπλ ζηε ζπλέρεηα, θαζψο καζαίλνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο δχν ή 

πεξηζζνηέξσλ κεηαβιεηψλ, αιιά θαη φηαλ πξνζπαζνχλ λα ηηο εθαξκφζνπλ ζηελ 

θαζεκεξηλή ηνπο δσή. θνπφο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη λα δηαπηζησζνχλ ηα 

πξνβιήκαηα ησλ καζεηψλ ζηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο, θαζψο θαη λα 

επηζεκαλζνχλ ηα ζεκεία πνπ ρξεηάδνληαη ηδηαίηεξε πξνζνρή ζηε δηδαζθαιία θαη ζηνλ 

ηξφπν αληηκεηψπηζήο ηνπο απφ ηνπο θαζεγεηέο. 

ην πξψην κέξνο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο πξαγκαηνπνηείηαη κηα ηζηνξηθή αλαδξνκή ηεο 

έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο, απφ ηελ αξραηφηεηα κέρξη ηα λεφηεξα ρξφληα, ελψ 

παξνπζηάδνληαη θαη νη απφςεηο πνιιψλ κεγάισλ καζεκαηηθψλ ζρεηηθά κε ην ηη είλαη 

ζπλάξηεζε. 

ην δεχηεξν κέξνο εθηίζεληαη ηα ζπκπεξάζκαηα δχν εξεπλψλ πνπ αθνξνχλ ηελ 

επίδξαζε ηνπ καζεζηαθνχ πεξηβάιινληνο ζηελ θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο 

ζπλάξηεζεο. ε ηη βαζκφ επεξεάδνληαη νη καζεηέο απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ βηβιίνπ, ηα 

πξσηφηππα παξαδείγκαηα πνπ δίλνληαη θαηά ηελ παξάδνζε ή ηε ρξήζε ινγηζκηθνχ ζην 

κάζεκα ησλ καζεκαηηθψλ.  

Σέινο ζην ηξίην κέξνο παξνπζηάδεηαη κηα δηδαθηηθή πξνζέγγηζε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

θαη ησλ αληίζηξνθσλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ, πνπ θαιχπηεη φιε ηε δηδαθηηθή 

χιε ηνπ ζχγρξνλνπ ζρνιηθνχ βηβιίνπ, κε επεμήγεζε ηεο ζεσξίαο, αλαιπηηθά 

παξαδείγκαηα θαη εθαξκνγέο, αιιά θαη άιπηεο αζθήζεηο. 

Θα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ θ. Γηαλλαθνχιηα γηα ηε 

βνήζεηα θαη ηελ θαζνδήγεζή ηνπ θαζ‟ φιε ηε δηάξθεηα ηεο παξνχζαο εξγαζίαο, θαζψο 

θαη ηνπο θ. Λάππα θαη θ. Εαραξηάδε γηα ηηο επηζεκάλζεηο ηνπο, σο κέιε ηεο ηξηκεινχο 

επηηξνπήο κνπ.  

 

Αζήλα, Οθηψβξηνο 2006 

 



 4 

ΠΔΡΗΔΥΟΜΔΝΑ 

 

I. ΗΣΟΡΗΚΖ ΑΝΑΓΡΟΜΖ ΣΖ ΔΝΝΟΗΑ ΣΖ ΤΝΑΡΣΖΖ 

i. ΔΗΑΓΧΓΖ ................................................................................................................7 

ii. ΑΡΥΑΗΟΣΖΣΑ ..........................................................................................................8 

iii. ΜΔΑΗΧΝΑ ..........................................................................................................10 

iv. ΝΔΟΣΔΡΖ  ΠΔΡΗΟΓΟ...........................................................................................12 

i. Ζ ΤΝΑΡΣΖΖ Χ ΑΤΘΑΗΡΔΣΖ ΑΝΑΛΤΣΗΚΖ ΔΚΦΡΑΖ .....................15 

ii. ΤΝΔΥΔΗ ΚΑΗ ΑΤΝΔΥΔΗ ΤΝΑΡΣΖΔΗ ΣΟΝ ΟΡΗΜΟ ΣΟΤ 

EULER ...............................................................................................................18 

iii. Ο ΓΔΝΗΚΟ ΟΡΗΜΟ ΤΝΑΡΣΖΖ ΣΟΤ EULER ..................................20 

iv. Ο ΗΣΟΡΗΚΟ ΡΟΛΟ ΣΟΤ ΟΡΗΜΟΤ ΣΟΤ EULER .................................24 

 

II. ΣΑ ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ ΓΤΟ ΔΡΔΤΝΧΝ ΠΟΤ ΑΦΟΡΟΤΝ ΣΖΝ ΔΠΗΓΡΑΖ 

ΣΟΤ ΜΑΘΖΗΑΚΟΤ ΠΔΡΗΒΑΛΛΟΝΣΟ ΣΖΝ ΚΑΣΑΝΟΖΖ ΣΖ ΔΝΝΟΗΑ 

ΣΖ ΤΝΑΡΣΖΖ 

i. 1
ε
 ΔΡΔΤΝΑ ....................................................................................................26 

i. ΔΡΧΣΖΜΑΣΟΛΟΓΗΟ – ΓΔΗΓΜΑ ....................................................28 

ii. ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ ...........................................................................29 

iii. ΚΤΡΗΑ CONCEPT IMAGE ...............................................................29 

iv. ΚΤΡΗΑ CONCEPT DEFINITION .....................................................30 

v. ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ ...........................................................................32 

ii. 2
ε
 ΔΡΔΤΝΑ ....................................................................................................33 

i. ΘΔΧΡΖΣΗΚΟ ΠΛΑΗΗΟ.....................................................................33 

a. ΣΑ ΜΑΘΖΗΑΚΑ ΠΔΡΗΒΑΛΛΟΝΣΑ ΣΖ ΜΔΛΔΣΖ ........37 



 5 

b. Ο ΥΑΡΑΚΣΖΡΗΜΟ ΣΟΤ CONCEPT IMAGE ΣΧΝ 

ΠΟΤΓΑΣΧΝ ........................................................................38 

ii. Ζ ΔΡΔΤΝΑ .........................................................................................40 

a. ΥΔΓΗΟ .....................................................................................40 

b. ΣΑ ΔΡΔΤΝΖΣΗΚΑ ΔΡΧΣΖΜΑΣΑ ..........................................41 

c. ΣΟ ΔΡΔΤΝΖΣΗΚΟ ΔΡΓΑΛΔΗΟ: ΣΟ ΔΡΧΣΖΜΑΣΟΛΟΓΗΟ ..41 

d. ΜΔΡΟ I:  PROTOTYPICALITY ............................................44 

e. ΜΔΡΟ II: PART-WHOLE REASONING ..............................44 

f. ΜΔΡΟ III: ATTRIBUTE UNDERSTANDING ......................45 

g. ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΗΚΟ ΔΡΓΑΛΔΗΟ ΓΗΑ ΣΖΝ ΑΗΣΗΟΛΟΓΖΖ ..45 

iii. ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ ...........................................................................46 

a. ΜΔΡΟ I:  PROTOTYPICALITY .........................................48 

b. ΜΔΡΟ II: PART – WHOLE REASONING .........................52 

c. ΜΔΡΟ III: ATTRIBUTE UNDERSTANDING ……….......53 

iv. ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ ...........................................................................56 

 

III: ΜΗΑ ΓΗΓΑΚΣΗΚΖ ΠΡΟΔΓΓΗΖ ΣΧΝ ΣΡΗΓΧΝΟΜΔΣΡΗΚΧΝ ΚΑΗ ΣΧΝ 

ΑΝΣΗΣΡΟΦΧΝ ΣΡΗΓΧΝΟΜΔΣΡΗΚΧΝ ΤΝΑΡΣΖΔΧΝ  

i. ηφρνο 1: Καηαλφεζε Σξηγσλνκεηξηθψλ πλαξηήζεσλ – Μνίξεο & 

Αθηίληα ................................................................................................60 

ii. ηφρνο 2: Καηαλφεζε Κπθιηθψλ πλαξηήζεσλ .................................63 

iii. ηφρνο 3: Καηαλφεζε Σξηγσλνκεηξηθψλ Σαπηνηήησλ .......................65 

iv. ηφρνο 4 : Παξάγσγνη Σξηγσλνκεηξηθψλ πλαξηήζεσλ ....................71 

v. ηφρνο 5 : Βειηηζηνπνίεζε & Αληίζηξνθεο Σξηγσλνκεηξηθέο 

πλαξηήζεηο ........................................................................................76 

vi. ηφρνο 6 : Καηαλφεζε Αληίζηξνθσλ Σξηγσλνκεηξηθψλ πλαξηήζεσλ 

& Παξαγψγσλ απηψλ ..........................................................................79 



 6 

vii. ηφρνο 7 : Γηαθφξηζε Πεπιεγκέλεο πλάξηεζεο ...............................85 

viii. ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ ΑΚΖΔΗ .............................................87 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ .........................................................................................................90 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 7 

I. ΙΣΟΡΙΚΗ ΑΝΑΓΡΟΜΗ ΣΗ ΔΝΝΟΙΑ ΣΗ ΤΝΑΡΣΗΗ 

ΔΙΑΓΩΓΗ 

Οη ζπγγξαθείο δηαθσλνχλ γηα ην ρξφλν πνπ ηνπνζεηείηαη ν πξψηνο νξηζκφο ηεο έλλνηαο 

ηεο ζπλάξηεζεο. Ζ πην θνηλή άπνςε παξνπζηάδεηαη ζην βηβιίν ηνπ D.E.Smith [30], ν 

νπνίνο δήισζε πσο ε πξαγκαηηθή ηδέα ηεο ζπλάξηεζεο, κε ρξήζε ζπληεηαγκέλσλ, 

πξσηνεθθξάζηεθε θαζαξά θαη δεκφζηα απφ ηνλ Descartes. Ο Boyer [4] φκσο πίζηεπε 

πσο ε ηδέα ηεο ζπλάξηεζεο θαη ησλ ζπκβφισλ γηα κεηαβιεηέο δελ ππήξρε ζηνπο 

καζεκαηηθνχο ηεο επνρήο εθείλεο. Απ‟ ηελ άιιε νη W.Hartner & M.Schramm [13] 

πίζηεπαλ πσο νη πξάμεηο κε ζπλαξηήζεηο είραλ αξρίζεη ζηελ αξραηφηεηα θαη είραλ 

ηειεηνπνηεζεί ηελ επνρή πνπ πξνζπαζνχζαλ λα δψζνπλ ηε γεληθή έλλνηα ηεο 

ζπλάξηεζεο. Ο Boyer [4] ζεκεηψλεη θάπνηα πξφηππα ζπλαξηήζεσλ απφ ηελ απσαία 

Δλλάδα κε ηε ρξήζε αλαινγηψλ, ελψ ν E.T.Bell [3] ρξεψλεη αθφκα θαη ηνπο 

Βαβςλώνιοςρ καζεκαηηθνχο κε ην έλζηηθην ηεο ζπλάξηεζεο. πσο πηζηεχεηαη ην 19
ν
 

αηψλα, ν θιαζζηθφο νξηζκφο δφζεθε απφ ηνλ Dirichlet (1837) ή ηνλ Lobatchevsky 

(1834). κσο απηφ είλαη αλαθξηβέο, αθνχ ε γεληθή έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο σο κηα 

απζαίξεηε ζρέζε κεηαμχ δεχγνπο ζηνηρείσλ, εκθαλίδεηαη πνιχ λσξίηεξα, ζηα κέζα ηνπ 

18
νπ

 αηψλα. Αλαιπηηθφηεξα ε εμέιημε ηεο έλλνηαο ζπλάξηεζεο ηαμηλνκείηαη ζε ηξία 

ζηάδηα:  

1.  Αξραηφηεηα: Γίλεηαη ε κειέηε ζπγθεθξηκέλσλ πεξηπηψζεσλ εμάξηεζεο κεηαμχ 

δχν πνζνηήησλ, φκσο δελ έρεη αθφκα πξνζδηνξηζηεί ε γεληθή έλλνηα 

κεηαβιεηψλ θαη ζπλαξηήζεσλ. 

2.  Μεζαίσλαο: (14
νο

 αηψλαο) Γηαηππψλεηαη γηα πξψηε θνξά ε γεληθή έλλνηα κε 

γεσκεηξηθνχο ή κεραληθνχο ηξφπνπο, αιιά ε ζρέζε κεηαμχ δχν πνζνηήησλ 

θαζνξίδεηαη πξνθνξηθά ή κε γξάθεκα (επζχγξακκεο ζπληεηαγκέλεο). 

3.  Νεφηεξε πεξίνδνο: (16
νο

-17
νο

 αηψλαο) Γίλνληαη αλαιπηηθέο εθθξάζεηο 

ζπλαξηήζεσλ κε ηε βνήζεηα άπεηξσλ ζεηξψλ. 

ηα κέζα ηνπ 18
νπ

 αηψλα ε εξκελεία ησλ ζπλαξηήζεσλ σο αλαιπηηθψλ εθθξάζεσλ 

θάλεθε λα είλαη αλεπαξθήο θαη ζην δεχηεξν κηζφ ηνπ 19
νπ

 αηψλα δφζεθε έλαο γεληθφο 

νξηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο, πνπ έγηλε γεληθά απνδεθηφο ζηε καζεκαηηθή θνηλφηεηα. 

Βέβαηα αληηκεηψπηδε θάπνηεο ινγηθέο δπζθνιίεο πνπ ηνλ 20
ν
 αηψλα νδήγεζαλ ζηελ 

επαλεμέηαζή ηνπ.  
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ΑΡΥΑΙΟΣΗΣΑ 

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο αξραηφηεηαο, κειεηήζεθαλ παξαδείγκαηα δηαθφξσλ ζρέζεσλ πνπ 

πξνθχπηνπλ απφ ηε ζχγθξηζε δχν αληηθεηκέλσλ, αιιά θακία γεληθεπκέλε ηδέα απηψλ 

δελ δηακνξθψζεθε. Γελ ππήξμε ε αθεξεκέλε ηδέα κηαο κεηαβιεηήο πνπ βνεζά λα γίλεη 

απηφ, επνκέλσο νη πνζφηεηεο πεξηγξάθεθαλ πξνθνξηθά ή κε κηα γξαθηθή παξάζηαζε 

αληί ελφο ηχπνπ.   

Οη Βαβςλώνιοι καζεκαηηθνί ην 2000 π.Υ. ρξεζηκνπνηνχζαλ γηα ηνπο ππνινγηζκνχο 

ηνπο πίλαθεο ησλ αληηζηξφθσλ, ηεηξαγψλσλ, ηεηξαγσληθψλ ξηδψλ, θχβσλ, θπβηθψλ 

ξηδψλ θ.α. Οη Βαβςλώνιοι αζηξνλφκνη θξαηνχζαλ επίζεο ζε πίλαθεο ηνπο 

ππνινγηζκνχο ηνπο γηα ηνλ ήιην, ηε ζειήλε θαη ηνπο πιαλήηεο. 

Ζ ειιεληθή έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο αλαπηχρζεθε κε πνιινχο ηξφπνπο. Οη πξψηνη 

Πςθαγόπειοι κειέηεζαλ ηνπο λφκνπο ηεο αθνπζηηθήο θαη αλέπηπμαλ έλαλ πίλαθα 

ρνξδψλ. Πξνζπάζεζαλ λα εξκελεχζνπλ ηνπο απινχο λφκνπο ηεο κνπζηθήο κειεηψληαο 

ηελ αιιειεμάξηεζε ηνπ κήθνπο θαη ηεο έληαζεο θάζε λφηαο. Σελ Αιεμαλδξηλή επνρή 

νη αζηξνλφκνη αλέπηπμαλ ηξηγσλνκεηξία ησλ ρνξδψλ θαη ρξεζηκνπνηψληαο ζεσξήκαηα 

γεσκεηξίαο θαη θαλφλεο παξεκβνιήο, δεκηνχξγεζαλ πίλαθεο ρνξδψλ ηζνδχλακνπο κε 

ηνπο ζεκεξηλνχο πίλαθεο εκηηφλνπ. Έλα ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα απνηεινχλ νη 

πίλαθεο ρνξδψλ ηνπ Πηολεμαίος ζηελ „Αικαγέζηε‟, πνπ πεξηέρεη ηα αλαγθαία 

ζεσξήκαηα γηα ηελ θαηαζθεπή ελφο πίλαθα πνπ εθθξάδεη ηα κήθε ησλ ρνξδψλ ηνπ 

θχθινπ κε ηηο γσλίεο πνπ βαίλνπλ ζηα ηφμα πνπ νξίδνληαη απφ ηηο ρνξδέο. 

Ζ ζεσξία ησλ θσληθψλ ηνκψλ μεθίλεζε απφ ηηο βαζηθέο πιαλεηηθέο αλαινγίεο ησλ 

αληίζηνηρσλ θακπχισλ ηνπο. Οη απσαίοι Έλληνερ γεωμέηπερ πεξηέγξαθαλ ηηο θσληθέο 

ηνκέο ρξεζηκνπνηψληαο ηε γεσκεηξηθή άιγεβξα, ζηελ νπνία ηαπηφηεηεο θαη ζρέζεηο 1
νπ

 

θαη 2
νπ

 βαζκνχ εθθξάδνληαλ απφ ζρέζεηο επηθαλεηψλ νξζνγσλίσλ. κσο κε ηε 

γεσκεηξηθή άιγεβξα δελ ήηαλ δπλαηή ε κειέηε θακππιψλ 3
νπ

 θαη 4
νπ

 βαζκνχ. 

Οη απσαίοι Έλληνερ κειέηεζαλ ηε γεσκεηξία θαη ηηο θακπχιεο. Γηέθξηλαλ 3 είδε 

γεσκεηξηθψλ ηφπσλ: επίπεδνπο (απιέο γξακκέο θαη θχθινη), ζηεξενχο (θσληθέο ηνκέο) 

θαη γξακκηθνχο (φιεο νη άιιεο θακπχιεο). Οη ζπλαξηήζεηο εηζάγνληαλ ζε ζρέζε κε 

καζεκαηηθά θαη αζηξνλνκηθά πξνβιήκαηα θαη ζε πνιχ απιέο πεξηπηψζεηο βξέζεθαλ ηα 

„φξηα‟ ιφγσλ δπν απείξσο κηθξψλ πνζνηήησλ. Τπνιφγηζαλ εκβαδά, φγθνπο, κήθε 

ηφμσλ θαη θέληξα βάξνπο κε „νινθιεξσηηθέο‟ κεζφδνπο (κέζνδνο εμάληιεζεο). Με ηε 
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βνήζεηα ησλ θσληθψλ ηνκψλ βξήθαλ ηηο ξίδεο πνιπσλχκσλ 3
νπ

 βαζκνχ. Γηα ην 

ζπκβνιηζκφ ρξεζηκνπνηνχζαλ γξάκκαηα ηεο αιθαβήηνπ, ρσξίο αιγεβξηθφ ηχπν ή 

αιγφξηζκν, ρσξίο αλαιπηηθή έθθξαζε. 

Αλ εμαηξέζνπκε ηελ έιιεηςε ζπκβνιηζκνχ, ηα επηηεχγκαηα ησλ Διιήλσλ ηφζν ζηηο 

ζπλαξηήζεηο φζν θαη ζηελ αλαθάιπςε λέσλ κεζφδσλ γηα ηε κειέηε ηνπο, έπαημαλ 

ζπνπδαίν ξφιν ζηε κεηέπεηηα αλάπηπμε ησλ καζεκαηηθψλ. Ζ ιέμε „ζπλάξηεζε‟ δελ 

είρε βέβαηα εκθαληζηεί ζηα αξραία ζπγγξάκκαηα, αιιά πνιχ αξγφηεξα. Αλ ε 

ζπλάξηεζε κεηαθξάδεηαη σο αλαιπηηθή έθθξαζε, ηφηε νη αξραίνη δελ ήμεξαλ απφ 

ζπλαξηήζεηο. Μα αλ ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε σο ζρέζε πνπ αληηζηνηρίδεη ζηνηρεία 

ελφο ζπλφινπ ζε ζηνηρεία ελφο άιινπ ζπλφινπ, ηφηε απηή είλαη γλσζηή απφ παιηά, απφ 

ηελ επνρή ηεο Αικαγέζηεο, θαη ιείπεη κφλν ε ιέμε (Youschkevitch [38]).  

Υξεζηκνπνηνχζαλ δηαδηθαζίεο ππνινγηζκνχ, ρσξίο φκσο λα θηάζνπλ πνηέ ζε 

ζπγθεθξηκέλν ηχπν πνπ λα πεξηέρεη ηηο γεληθέο έλλνηεο ζπλέρεηαο, κεηαβιεηήο, νξίνπ, 

απεηξνειάρηζηεο πνζφηεηαο, νινθιεξψκαηνο ή ζεσξήκαηα γη‟ απηά. Ο Απσιμήδηρ 

έιπζε πνιιά πξνβιήκαηα πνπ αθνξνχζαλ ππνινγηζκνχο εκβαδψλ θαη φγθσλ. Μεηαμχ 

απηψλ ππνιφγηζε θαη ην εκβαδφλ ππφ ηελ παξαβνιή 
2xy , πνπ ζε ζχγρξνλε 

νξνινγία ππνινγίδεηαη απφ ην νινθιήξσκα 
a

dxx
0

2
.  

Μειεηψληαο θάπνηνο ηα καζεκαηηθά ηεο αξραηφηεηαο, αληηιακβάλεηαη ηε ζεκαζία 

ηνπο γηα ηε κεηέπεηηα εμέιημε ηεο επηζηήκεο, αιιά θαη δηεπξχλεη ηηο γλψζεηο ηνπ γηα 

θάπνηεο ηδέεο, ζπγθξίλνληάο ηηο κε πην κνληέξλεο θαη γεληθέο.  

Δδψ ζα πξέπεη λα αλαθέξνπκε ηε ζπλεηζθνξά ηνπ Γιόθανηος ζηε κεηαβιεηή 

πνζφηεηα, αθνχ έθαλε αληηθαηαζηάζεηο γηα ηνλ ππνινγηζκφ ξεηψλ ξηδψλ 

απξνζδηφξηζησλ εμηζψζεσλ. Οη ηδέεο ηεο κεηαβνιήο θαη ηεο κεηαβιεηήο πνζφηεηαο 

δελ ήηαλ άγλσζηεο ζηνπο αξραίνπο Έιιελεο. Μειεηήζεθαλ πξνβιήκαηα πνπ 

πεξηιακβάλνπλ ηελ θίλεζε, ηελ έλλνηα ηνπ ζπλερνχο θαη ην άπεηξν, απφ ηα ρξφληα ηνπ 

Ζπάκλειηος θαη ηνπ Εήνωνα, ελψ θαη ην κεγαιχηεξν κέξνο απφ ηα „Φπζηθά‟ ηνπ 

Απιζηοηέλη είλαη αθηεξσκέλν ζε απηά. Ο Απιζηοηέληρ δηέθξηλε 3 ηχπνπο δηαδηθαζηψλ 

ζηε θχζε: αιιαγή πνηφηεηαο, κεηαβνιή πνζφηεηαο & ηνπηθέο θηλήζεηο.  

Δθηφο απφ ηα θηλεηηθά κνληέια γηα ηα πιαλεηηθά ζπζηήκαηα, ε θηλεκαηηθή ειάρηζηα 

κειεηήζεθε ζηελ απσαία Δλλάδα. Ζ καζεκαηηθή ζθέςε ησλ Διιήλσλ δε δεκηνχξγεζε 
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γεληθή έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο ή ηεο κεηαβιεηήο. ην πεδίν ηεο αζηξνλνκίαο, ν θχξηνο 

ζηφρνο ήηαλ ε αλαπαξάζηαζε ζε πίλαθεο ησλ ζπλαξηήζεσλ σο ζρέζεηο κεηαμχ δχν 

ζπλφισλ ζηαζεξψλ πνζνηήησλ. 

ΜΔΑΙΩΝΑ 

ηγά ζηγά ν αξηζκφο ησλ ζπλαξηήζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαλ απμήζεθε θαη νη κέζνδνη 

κειέηεο ηνπο βειηηψζεθαλ. Μειεηήζεθαλ νη ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο θαη πίλαθεο 

απηψλ, νη ζεηηθέο ξίδεο ηνπ πνιπσλχκνπ ηξίηνπ βαζκνχ κε ρξήζε ησλ θσληθψλ ηνκψλ, 

ελψ ζεκεηψζεθε κεγάιε πξφνδνο ζηελ νπηηθή θαη ηελ αζηξνλνκία. Μηα εηδηθή 

πεξίπησζε ήηαλ ε κειέηε ηεο επηηαρπλφκελεο θίλεζεο ηνλ 9
ν
 αηψλα. Ζ έλλνηα ηεο 

ζπλάξηεζεο εκθαλίζηεθε ππφ κηα γεληθή κνξθή ηξεηο αηψλεο κεηά, ζηελ Ομθφξδε θαη 

ζην Παξίζη. Παξεθθιίλνληαο απφ ηε ζεσξία ηνπ Αξηζηνηέιε, νδεγήζεθαλ ζε 

καζεκαηηθή κειέηε κε νκνηφκνξθεο θίλεζεο.  

Σν 14
ν
 αηψλα ζην Merton College ηεο Οξθόπδηρ κειέηεζαλ θαηλφκελα φπσο ε 

ζεξκφηεηα, ην θσο, ην ρξψκα, ε ππθλφηεηα, ε απφζηαζε θαη ε ηαρχηεηα, κε δηάθνξεο 

βαζκίδεο έληαζεο, πνπ κεηαβάιινληαη κέζα ζε θάπνηα πιαίζηα. εκαληηθφ ξφιν έπαημε 

ε ζχλζεζε ηεο θηλεκαηηθήο θαη ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο.  

Ζ ζεσξία ππνινγηζκψλ θαη ην ζεκαληηθφηεξν ηκήκα ηεο, ε θηλεκαηηθή, αλαπηχρζεθαλ 

ζηελ Αγγιία απφ ηνπο W.Heytesbury & R.Swineshead θαη ζηε Γαιιία απφ ηνλ 

N.Oresme [9] κε κηα πην γεσκεηξηθή θαηεχζπλζε, αθνχ: „Κάζε κεηξήζηκν αληηθείκελν, 

εθηφο απφ ηνπο αξηζκνχο, κπνξνχκε λα ην θαληαζηνχκε θαηά θάπνην ηξφπν σο 

κεηαβιεηή πνζφηεηα‟. 

Ο Oresme αλαπαξηζηνχζε ηηο βαζκίδεο έληαζεο κε ηκήκαηα αληηζηνίρσλ κεθψλ, 

ηεηκεκέλσλ, πνπ πςψλνληαλ σο ηνλ άμνλα ησλ ηεηαγκέλσλ. Ζ αλαινγία δπν εληάζεσλ 

κηαο πνηφηεηαο είλαη ε ίδηα κε απηή ησλ αληηζηνίρσλ ζπληεηαγκέλσλ ηεο. Ζ γσλία ηνπ 

ζπζηήκαηνο ησλ αμφλσλ κπνξνχζε λα νξηζηεί απζαίξεηα, αλ θαη ζπλήζσο ηέκλνληαλ 

θάζεηα. Πξφηεηλε ηε ρξήζε κηαο γξαθηθήο παξάζηαζεο γηα ηε ράξαμε ελφο κεηαβιεηνχ 

κεγέζνπο, ηνπ νπνίνπ ε ηηκή εμαξηάηαη απφ κηα άιιε κεηαβιεηή. Βέβαηα εδψ πξέπεη λα 

ζεκεηψζνπκε πσο δε κηιάκε γηα κηα γξαθηθή παξάζηαζε κε ηε κνξθή πνπ ηελ μέξνπκε 

ζήκεξα. Οη άμνλεο δελ είραλ λνχκεξα νχηε ήηαλ αθξηβείο. Σνπο ελδηέθεξε ν ηξφπνο 

κεηαβνιήο. Γηα παξάδεηγκα αλ ε θίλεζε ήηαλ νκαιή ην δηάγξακκα ηαρχηεηαο – ρξφλνπ 
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ζα ήηαλ κηα επζεία γξακκή παξάιιειε ζηνλ άμνλα πνπ απιά έδεηρλε πσο ε ηαρχηεηα 

παξέκελε ζηαζεξή.  

Οη γεληθέο έλλνηεο εθθξάζηεθαλ κε κεραληθέο θαη γεσκεηξηθέο κνξθέο, αιιά φπσο θαη 

ζηελ αξραηφηεηα, θάζε πεξίπησζε ηεο εμάξηεζεο κεηαμχ δχν πνζνηήησλ θαζνξίζηεθε 

πξνθνξηθά ή γξαθηθά. Αθφκα θαλέλαο ηχπνο δε ρξεζηκνπνηήζεθε. ιεο νη πνζφηεηεο 

θαη νη ζρέζεηο ηνπο αληηπξνζσπεχζεθαλ απφ γεσκεηξηθέο κνξθέο, φπσο ζεκεία, 

επζείεο γξακκέο θαη ηκήκαηα (επζχγξακκεο ζπληεηαγκέλεο).    

Οη ζπληεηαγκέλεο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ην 14
ν
 αηψλα ζρεηίδνληαη πάληα κε ζεκεία 

θακπχιεο παξά κε απζαίξεηα ζεκεία ηνπ ζρεδίνπ. Ζ ζεσξία απηή ηνπ Oresme 

μερσξίδεη γηα ηελ αθεξεκέλε ιχζε ησλ πξνβιεκάησλ. Ο ίδηνο φκσο εηζήγαγε έλα 

δηαρσξηζκφ ζηα είδε ησλ γξακκηθψλ πνηνηήησλ: 

i. Οκαιή πνηφηεηα ήηαλ απηή ζηελ νπνία ε γξακκή ηεο έληαζεο ήηαλ παξάιιειε 

ζηνλ νξηδφληην άμνλα. Σν αληίζηνηρν ζρήκα ήηαλ νξζνγψλην.  

ii. Οκαιά κεηαβαιιφκελε πνηφηεηα. ‟ απηήλ γηα ηξία ηπραία ζεκεία ηεο ν ιφγνο 

ηεο νξηδφληηαο απφζηαζεο κεηαμχ ηνπ 1
νπ

 θαη ηνπ 2
νπ

 πξνο απηήλ κεηαμχ ηνπ 2
νπ

 

θαη ηνπ 3
νπ

 είλαη ίζνο κε ην ιφγν ηεο θαηαθφξπθεο απφζηαζεο κεηαμχ ηνπ 1
νπ

 

θαη ηνπ 2
νπ

 πξνο απηήλ κεηαμχ ηνπ 2
νπ

 θαη 3
νπ

. Ζ γξακκή ηεο έληαζεο 

αλαπαξίζηαηαη απφ ηελ ππνηείλνπζα νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ.  

iii. Με νκαιά κεηαβαιιφκελε πνηφηεηα, πνπ πεξηιακβάλεη φιεο ηηο άιιεο 

πεξηπηψζεηο. Ο Oresme αλαθέξεη 63 δηαθνξεηηθά είδε. 

Έλα ζεκαληηθφ βνήζεκα ζηελ αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο απηήο απνηέιεζε ε κειέηε ησλ 

ζπλαξηήζεσλ ηνπ ρξφλνπ. Απεηξνειάρηζηνη ππνινγηζκνί ρξεζηκνπνηνχληαλ ζηε 

ζηηγκηαία ηαρχηεηα θαη επηηάρπλζε αιιά θαη ζηε ιχζε νιφθιεξεο θαηεγνξίαο 

πξνβιεκάησλ. Ζ θχξηα κέζνδνο ππνινγηζκνχ ήηαλ ε άζξνηζε απείξσλ γεσκεηξηθψλ 

ζεηξψλ.  

Έλα ζεκαληηθφ επίηεπγκα ηεο κεραληθήο ήηαλ ν θαζνξηζκφο ηεο ηαρχηεηαο ζε νκαιά 

κεηαβαιιφκελε θίλεζε παξ‟ φιν πνπ απηή δε ζπλδεφηαλ κε ηελ ειεχζεξε πηψζε 

ζσκάησλ. Οη W.Heytesbury, R.Swineshead, J.Dumbleton θαηέιεμαλ πσο ε νκαιά 

κεηαβαιιφκελε θίλεζε είλαη ηζνδχλακε κε κηα νκαιή θίλεζε κε κέζε ηαρχηεηα ίζε κε 

ηελ ηαρχηεηα ηεο επηηαρπλφκελεο θίλεζεο ζην κέζν δηάζηεκα ηνπ ρξφλνπ, γλσζηφ σο 

ζεψξεκα Merton, δειαδή: „ην ζπλνιηθφ δηάζηεκα πνπ δηαλχεηαη απφ έλα θηλεηφ ζε κία 
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νκαιά κεηαβαιιφκελε θίλεζε ηζνχηαη κε ην ζπλνιηθφ δηάζηεκα πνπ ζα δηαλπφηαλ απ‟ 

απηφ αλ θηλνχηαλ κε ηε ζηηγκηαία ηαρχηεηα πνπ είρε ζην κέζν ηνπ ρξνληθνχ 

δηαζηήκαηνο‟. Ο Oresme απέδεημε απηφ ην ζεψξεκα γεσκεηξηθά.  

 

(Απφ ηελ ηζφηεηα (ΓΔΓ) = (ΑΖΓ), πξνθχπηεη φηη (ΑΒΓ) = (ΔΒΖΑ), φπνπ ΒΓ ν άμνλαο 

ηεο ηαρχηεηαο, ΒΑ ν άμνλαο ηνπ ρξφλνπ, Μ ην κέζν ηεο ΒΑ θαη ΓΓΑ ε επζεία πνπ 

δείρλεη ηελ απμνκείσζε ησλ εληάζεσλ θαηά ηελ θίλεζε). 

Σν 14
ν
 αηψλα εκθαλίζηεθαλ θαη θάπνηα ζπγθεθξηκέλα απνηειέζκαηα ζεκειηψδνπο 

ζεκαζίαο, φπσο ε χπαξμε απείξσλ αξηζκψλ ζε πεπεξαζκέλν δηάζηεκα & ε απφθιηζε 

αξκνληθψλ ζεηξψλ (Oresme). ε πνιιέο πεξηπηψζεηο ε νκνηφηεηα κεηαμχ θνηλψλ 

ελλνηψλ θαη ζπγθεθξηκέλσλ απνηειεζκάησλ είλαη πνιχ κεγάιε. Έλα παξάδεηγκα καο 

δφζεθε απφ ηε κειέηε ηνπ Γαλιλαίος ζηελ ειεχζεξε πηψζε βαξέσλ ζσκάησλ: ε 

νκνηφηεηα ηεο καζεκαηηθήο εξκελείαο ηνπ αληηζηνίρνπ λφκνπ απφ ην Γαλιλαίο κε ηελ 

εξκελεία ηνπ ζεσξήκαηνο Merton απφ ηνλ Oresme καο δίλεη κηα ζπλέρεηα ησλ ηδεψλ.  

Γελ μέξνπκε θαηά πφζν ν Descartes κειέηεζε ηε δνπιεηά ηνπ Oresme, αιιά 

γλσξίδνπκε πσο έθαλε ζηελή παξέα κε ηνλ I.Beeckman, πνπ ήηαλ ππνζηεξηθηήο ηνπ 

Oresme θαη ησλ ηδεψλ ηνπ [10]. 

ΝΔΟΣΔΡΗ  ΠΔΡΙΟΓΟ  

Ζ λεφηεξε πεξίνδνο άξρηζε ζην ηέινο ηνπ 16
νπ

 αηψλα. Καηά ηε δηάξθεηα απηήο νη 

ζπλαξηήζεηο έγηλαλ ηζνδχλακεο κε ηηο αλαιπηηθέο εθθξάζεηο. Σειηθά κέρξη ηνλ 18
ν
 

αηψλα ε ηδέα κηαο ζπλάξηεζεο σο αλαιπηηθήο έθθξαζεο ήηαλ αλεπαξθήο, θαη 

αλαπηχρζεθε έλαο γεληθεπκέλνο νξηζκφο. Οπζηαζηηθά "κηα ζπλάξηεζε y ηεο 

κεηαβιεηήο x , )(xfy , είλαη κηα ζρέζε κεηαμχ ησλ δεπγαξηψλ ησλ ζηνηρείσλ ησλ 

Γ 

Δ 

Β 

Μ Α 

Ζ 

Γ 
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ζπλφισλ, Υ θαη Τ, έηζη ψζηε γηα θάζε ζηνηρείν Xx  λα νξίδεηαη έλα θαη κφλν έλα 

ζηνηρείν Yy  ζχκθσλα κε θάπνην θαζνξηζκέλν θαλφλα". Απηφο ν θαλφλαο κπνξεί λα 

παξνπζηαζηεί ρξεζηκνπνηψληαο ιέμεηο, έλαλ πίλαθα ησλ Υ θαη Τ, κηα αλαιπηηθή 

έθθξαζε, κηα γξαθηθή παξάζηαζε θ.α. 

Καηά ηε δηάξθεηα ηνπ 16
νπ

 & 17
νπ

 αηψλα γίλνληαλ πεξηζζφηεξνη ππνινγηζκνί, 

ζεκεηψζεθε πξφνδνο ζηελ ηξηγσλνκεηξία, αλαθαιχθζεθαλ νη ινγάξηζκνη θαη νη 

ζπλαξηήζεηο ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη κεηαμχ ζπλφισλ αξηζκψλ θαη φρη κφλν πνζνηήησλ. 

Απμήζεθε ε ρξήζε ησλ ζπκβφισλ γηα γλσζηνχο θαη αγλψζηνπο ζηηο αιγεβξηθέο 

εμηζψζεηο θαη παξαζηάζεηο. Ο Viète ρξεζηκνπνηνχζε ηα θεθαιαία γξάκκαηα ηνπ 

ιαηηληθνχ αιθαβήηνπ. Ο ζπκβνιηζκφο απηφο είρε φκσο ειιείςεηο θαη ζχληνκα 

ηξνπνπνηήζεθε. Οη Descartes, Newton, Leibniz, Euler θαη άιινη ζπκκεηείραλ ζηε 

δηαδηθαζία ηειεηνπνίεζεο ηνπ καζεκαηηθνχ ζπκβνιηζκνχ.    

Ζ κεραληθή άξρηζε λα αλαπηχζζεηαη, θαη ηδηαίηεξα ν θιάδνο ηεο δπλακηθήο εμειίρζεθε 

κε γνξγνχο ξπζκνχο θζάλνληαο ζε αλάπηπμε ηελ αζηξνλνκία. Οη λφκνη ηεο θχζεο 

εθθξάδνληαη σο ζπλαξηεζηαθέο ζρέζεηο κεηαμχ θπζηθψλ πνζνηήησλ. Σν θχξην 

πξφβιεκα ηεο επηζηήκεο ήηαλ λα κειεηεζεί ε ζρέζε κεηαμχ ηεο θακππιφγξακκεο 

θίλεζεο θαη ησλ δπλάκεσλ πνπ επηδξνχζαλ ζε απηήλ. Απηφ δεκηνχξγεζε κηα ζεηξά 

πξνβιεκάησλ ζηνλ απεηξνζηηθφ ινγηζκφ. Υξεηαδφηαλ ινηπφλ κηα λέα κέζνδνο 

εηζαγσγήο ζπλαξηήζεσλ, πνπ σο ηψξα γηλφηαλ πξνθνξηθά, κε γξάθεκα, θηλεκαηηθά ή 

κε πίλαθα ηηκψλ.  

Χο ην ηέινο ηνπ 16
νπ

 αηψλα νη ζπλαξηήζεηο εηζάγνληαλ κφλν κε ηηο παιηέο κεζφδνπο. 

Έηζη θαη ε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε. Ο Bürgi ππνιφγηζε ηνπο ινγαξηζκηθνχο πίλαθεο 

αξρίδνληαο απφ ηε ζρέζε (γλσζηή απφ ηνλ Απσιμήδη) αλάκεζα ζηε γεσκεηξηθή πξφνδν 

ησλ δπλάκεσλ κηαο πνζφηεηαο 32 ,, qqq  θαη ζηελ αξηζκεηηθή πξφνδν ησλ εθζεηψλ 

ηεο 3,2,1  Ο Neper  ππνιφγηζε ζηε ζπλέρεηα ην λεπέξην ινγάξηζκν.  

Οη Fermat & Descartes αλαθαιχπηνπλ ηε γεσκεηξία ησλ ζπληεηαγκέλσλ (αλαιπηηθή 

γεσκεηξία), εθαξκφδνληαο ηελ άιγεβξα ζηε γεσκεηξία. Ο Fermat [32] δήισζε πσο 

φηαλ εκθαληζηνχλ δχν άγλσζηεο πνζφηεηεο ζε κία εμίζσζε, ηφηε έρνπκε γεσκεηξηθφ 

ηφπν, πνπ πεξηγξάθεη κηα επζεία ή θακπχιε γξακκή. ηε ζπλέρεηα θαηέγξαςε ηηο 

εμηζψζεηο επζείαο γξακκήο θαη θάπνησλ θακππιψλ 2
νπ

 βαζκνχ. Ο Descartes [1] ζέιεζε 

λα πεξηνξίζεη ηε ιχζε φισλ ησλ αιγεβξηθψλ πξνβιεκάησλ θαη εμηζψζεσλ ζε 
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ηππνπνηεκέλε δηαδηθαζία γηα αλεχξεζε ησλ πξαγκαηηθψλ ξηδψλ ηνπο. Ήηαλ ν πξψηνο 

πνπ ζπζρέηηζε κηα απιή γεσκεηξηθή θακπχιε κε κηα αιγεβξηθή εμίζσζε κεηαμχ ησλ 

ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ ηεο. ην έξγν ηνπ „La Geometrie‟ (1637) παξνπζηάδνληαο 

ηε κέζνδν πξνζδηνξηζκνχ κηαο θακπχιεο απφ κηα εμίζσζε κε x, y (πνπ εθθξάδνπλ ηα 

επζχγξακκα ηκήκαηα – ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο θακπχιεο), πεξηέγξαςε γηα 

πξψηε θνξά ηε δπλαηφηεηα αλαιπηηθήο αλαπαξάζηαζεο κηαο ζρέζεο εμάξηεζεο 

αλάκεζα ζε κεηαβιεηέο πνζφηεηεο έηζη ψζηε νη ηηκέο ηεο κηαο λα κπνξνχλ λα 

ππνινγηζηνχλ απφ ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο ηεο άιιεο, „αλ ινηπφλ πάξνπκε δηαδνρηθά έλα 

άπεηξν πιήζνο δηαθνξεηηθψλ ηηκψλ γηα ην ηκήκα y, ηφηε ζα πξνθχςεη έλα άπεηξν 

πιήζνο ηηκψλ γηα ην ηκήκα x θαη επνκέλσο κηα απεηξία δηαθνξεηηθψλ ζεκείσλ, κε ηε 

βνήζεηα ησλ νπνίσλ κπνξεί λα ζρεδηαζηεί ε δεηνχκελε θακπχιε‟. Ζ κέζνδνο 

αλαπαξάζηαζεο ζπλαξηήζεσλ επεθηάζεθε γξήγνξα θαη ζε άιινπο θιάδνπο ησλ 

καζεκαηηθψλ θαη έπαημε ζεκαληηθφ ξφιν ζηελ αλάπηπμε ηνπ απεηξνζηηθνχ ινγηζκνχ. 

Ο Descartes ήηαλ επίζεο ν πξψηνο πνπ ηαμηλφκεζε ηηο δηάθνξεο αιγεβξηθέο θακπχιεο, 

αλάινγα κε ην βαζκφ ηεο εμίζσζήο ηνπο.  

ηελ αξρή νη αλαιπηηθά εθθξαδφκελεο ζπλαξηήζεηο πεξηνξίδνληαλ ζε αιγεβξηθέο. 

Αιιά ζηα κέζα ηνπ 17
νπ

 αηψλα ε αλαθάιπςε ηεο δησλπκηθήο ζεηξάο απφ ηνπο Mengoli 

& Mercator απνηέιεζε έλα εμαηξεηηθφ εξγαιείν ψζηε νη ζπλαξηήζεηο λα παξίζηαληαη 

αλαιπηηθά απφ άπεηξεο ζεηξέο. Άιιεο άπεηξεο ζεηξέο  πξνζηέζεθαλ αξγφηεξα.   

Οη πξψηεο πεξηγξαθέο ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο ζπλδέζεθαλ κε κεραληθέο ή 

γεσκεηξηθέο ηδέεο. Γηα παξάδεηγκα, κηα ειιεηπηηθή ζπλάξηεζε αλαπαξηζηάηαη κε ην 

ηφμν κηαο θσληθήο ηνκήο, εκβαδά, κήθε ηφμσλ, φγθνη εθθξάδνληαη κέζσ απεηξνζηηθψλ 

κεζφδσλ κε νινθιεξψκαηα, ελψ νη  ηαρχηεηεο κέζσ ησλ παξαγψγσλ. Ο Newton 

εμέθξαζε ηηο βαζηθέο έλλνηεο ηεο καζεκαηηθήο αλάιπζεο θηλεκαηηθά θαη γεσκεηξηθά 

θαη εξκήλεπζε ηηο εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο σο ζπλερείο πνζφηεηεο πνπ έρνπλ θάπνηα 

ηαρχηεηα ηεο κεηαβνιήο. Θεσξνχζε φιεο ηηο γεσκεηξηθέο κεηαβιεηέο ζπλαξηήζεηο ηνπ 

ρξφλνπ θαη έδσζε έκθαζε ζηε ζπλάξηεζε αληί ζηελ εμίζσζε.  

Ο Leibniz αλέπηπμε ηηο ηδέεο ηνπ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο κέζα απφ ηε γεσκεηξία ησλ 

θακππιψλ. Ζ ιέμε „ζπλάξηεζε‟ („function‟ απφ ην ιαηηληθφ ξήκα fungor, πνπ ζεκαίλεη 

εθηειψ, ιεηηνπξγψ) πξσηνεκθαλίδεηαη ζηα ρεηξφγξαθα ηνπ Leibniz (Αχγνπζηνο 1673) 

θαη ζπγθεθξηκέλα ζην „Methodus tangentium inversα, seu de functionibus‟. (H 
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αληίζηξνθε κέζνδνο ησλ εθαπηνκέλσλ ή πεξί ζπλαξηήζεσλ). Δηζήγαγε ηηο ιέμεηο 

„ζηαζεξέο‟, „κεηαβιεηή‟, „ζπληεηαγκέλεο‟ θαη „παξάκεηξνο‟. θέθηεθε ηηο ζπλαξηήζεηο 

σο νπνηαδήπνηε κέξε επζεηψλ γξακκψλ ή ζεκεία θακππιψλ, φπσο ρνξδέο, ηεηκεκέλεο, 

ηεηαγκέλεο, ηκήκαηα θχθισλ, θ.α. κε ηνλ ίδην ηξφπν αληηιακβαλφηαλ ηνλ φξν 

ζπλάξηεζε θαη ν Bernoulli. κσο αθφκα δελ αληηζηνηρνχζε ζε έλαλ επξχηεξν, 

αλαιπηηθφηεξν νξηζκφ.  

Ο Leibniz ηαμηλφκεζε ηηο θακπχιεο θαη ηηο ζπλαξηήζεηο ζε δχν θαηεγνξίεο: αιγεβξηθέο 

(απηέο πνπ κπνξνχλ λα παξαζηαζνχλ απφ εμίζσζε ζπγθεθξηκέλνπ βαζκνχ) θαη 

ππεξβαηηθέο (ηηο κε αιγεβξηθέο). Ο νξηζκφο ηνπ απηφο γηα ηηο ππεξβαηηθέο ζπλαξηήζεηο 

εκθαλίδεηαη σο ζήκεξα.  

Ζ ΤΝΑΡΣΖΖ Χ ΑΤΘΑΗΡΔΣΖ ΑΝΑΛΤΣΗΚΖ ΔΚΦΡΑΖ 

Ο Johann Bernoulli ην 1694 [12] αλαθάιπςε πσο ην νινθιήξσκα ndz  αλαπηχζζεηαη 

ζε κηα άπεηξε ζεηξά : 
2

2
32

321

1

21

1

dz

nd
z

dz

dn
znz . Ζ ιέμε ζπλάξηεζε, παξφιν 

πνπ έρεη εκθαληζηεί ζηνλ Leibniz, δε ρξεζηκνπνηείηαη αθφκα. Ο Johann ηε 

ρξεζηκνπνίεζε ζε άξζξν ηνπ ηνλ Ηνχιην ηνπ 1698 ζρεηηθά κε ηε ιχζε ζε έλα 

ηζνπεξηκεηξηθφ πξφβιεκα πνπ πεξηειάκβαλε θακπχιεο (κε δνζκέλε πεξίκεηξν θαη 

κήθνο βάζεο, λα βξεζεί ε θακπχιε κε ην κέγηζην ή ειάρηζην εκβαδφλ) θαη ν Leibniz 

ιίγν αξγφηεξα εμέθξαζε ηελ ηθαλνπνίεζή ηνπ απφ απηφλ ηνλ ηξφπν ρξήζεο ηεο 

έλλνηαο. Ο Bernoulli πξψηνο φξηζε ηε ζπλάξηεζε ην 1718 σο αλαιπηηθή έθθξαζε, 

ιέγνληαο φηη „ζπλάξηεζε ελφο κεηαβιεηνχ κεγέζνπο είλαη κηα πνζφηεηα πνπ 

ζρεκαηίδεηαη κε νπνηνδήπνηε ηξφπν απφ απηφ ην κεηαβιεηφ κέγεζνο θαη απφ ζηαζεξέο‟ 

[21]. Πξφηεηλε ην ειιεληθφ γξάκκα θ λα ρξεζηκνπνηείηαη σο ζπκβνιηζκφο γηα κηα 

ζπλάξηεζε θαη κάιηζηα ρσξίο παξελζέζεηο, δειαδή θ x . Ο Euler εηζήγαγε ην f γηα ηε 

ζπλάξηεζε θαη ηε ζπκβφιηζε κε )(xf .  

ηνλ νξηζκφ ηνπ ν Bernoulli δε καο έδεημε πσο ζα ζπγθξνηήζνπκε ζπλαξηήζεηο απφ 

αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο. κσο ήηαλ θαλεξφ πσο ελλννχζε αλαιπηηθέο εθθξάζεηο 

ζπλαξηήζεσλ, ζχκθσλα κε ηε γεληθή ηάζε ηεο επνρήο. Ο απεηξνζηηθφο ινγηζκφο ελψ 

άξρηζε λα αλαπηχζζεηαη θαη λα ζρεηίδεηαη κε ηε γεσκεηξία, ηε κεραληθή θαη ηε 

θπζηθή, απφ ην 18
ν
 αηψλα άξρηζε λα γίλεηαη νινέλα θαη πην αλεμάξηεηνο.  
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Άξρηζε ινηπφλ κηα δηαδηθαζία ψζηε λα γίλεη ε καζεκαηηθή αλάιπζε απηφλνκν θνκκάηη. 

ηελ αξρή πεξηειάκβαλε θαη ηε κεραληθή. Γηα ην Lagrange ε ηαρχηεηα ήηαλ ε 

παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο πνπ καο έδηλε ηελ απφζηαζε ζηε κνλάδα ηνπ ρξφλνπ. Ζ 

γεσκεηξηθή δηαίζζεζε έπαηδε αθφκα θαηαζθεπαζηηθφ ξφιν θαη πνιιά αλαιπηηθά 

„ζεσξήκαηα χπαξμεο‟ απνδεηθλχνληαλ κε βάζε ηε γεσκεηξηθή δηαίζζεζε. κσο παξ‟ 

φιν πνπ ν ζπκβνιηζκφο θαη νη αλαιπηηθέο εθθξάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ απμάλνληαλ, νη 

γεσκεηξηθέο ηνπο εξκελείεο παξέκεηλαλ. Σειηθά ζην κέζν ηνπ 19
νπ

 αηψλα θξίζεθε 

απαξαίηεην λα νξηζηνχλ αλαιπηηθά νη γεσκεηξηθέο έλλνηεο φπσο ην εκβαδφλ κηαο 

επηθάλεηαο ή ην κήθνο κηαο θακπχιεο. 

Ο Lagrange έδσζε ηνλ αθφινπζν νξηζκφ „ζπλάξηεζε κηαο ή πεξηζζνηέξσλ 

κεηαβιεηψλ πνζνηήησλ νλνκάδεηαη θάζε αλαιπηηθή έθθξαζε ζηελ νπνία εκθαλίδνληαη 

κε νπνηνλδήπνηε ηξφπν απηέο νη πνζφηεηεο είηε κφλεο ηνπο είηε καδί κε άιιεο, ησλ 

νπνίσλ νη ηηκέο ζεσξνχληαη ζηαζεξέο, ελψ νη πνζφηεηεο ηεο ζπλάξηεζεο κπνξνχλ λα 

παίξλνπλ φιεο ηηο δπλαηέο ηηκέο. Έηζη ζηηο ζπλαξηήζεηο ιακβάλνληαη ππ‟ φςε κφλν νη 

πνζφηεηεο πνπ ζεσξνχληαη κεηαβιεηέο θαη φρη νη ζηαζεξέο πνπ ζπλππάξρνπλ‟. Ο 

Lagrange (1797) φξηζε ινηπφλ κηα ζπλάξηεζε κηαο ή πεξηζζνηέξσλ κεηαβιεηψλ σο 

νπνηαδήπνηε έθθξαζε ρξήζηκε γηα ππνινγηζκφ. Δίπε (1806) πσο νη ζπλαξηήζεηο πνπ 

αλαπαξηζηνχλ δηαθνξεηηθέο πξάμεηο πξέπεη λα παξνπζηάδνληαη σο γλσζηέο πνζφηεηεο 

ψζηε λα βξίζθνπκε ηηο ηηκέο ησλ αγλψζησλ θαη απηέο ζα πξέπεη λα είλαη κφλν ην 

ηειηθφ απνηέιεζκα ηνπ ππνινγηζκνχ. Με άιια ιφγηα ε ζπλάξηεζε είλαη έλαο 

ζπλδπαζκφο πξάμεσλ.  

Ο Euler (καζεηήο ηνπ Johann Bernoulli) ην 1748 μεθίλεζε δίλνληαο θάπνηνπο αξρηθνχο 

νξηζκνχο. χκθσλα κε απηνχο: ηαζεξά είλαη κηα θαζνξηζκέλε πνζφηεηα πνπ έρεη 

πάληα ηελ ίδηα ηηκή θαζψο αιιάδεη ε κεηαβιεηή κέζα απφ έλα ζχλνιν αξηζκψλ. 

Μεηαβιεηή πνζφηεηα είλαη κηα αθαζφξηζηε πνζφηεηα πνπ πεξηιακβάλεη κέζα ηεο 

πνιιέο δηαθνξεηηθέο ηηκέο. Οη ηηκέο απηέο κπνξεί λα είλαη ζεηηθέο ή αξλεηηθέο, 

αθέξαηεο ή θιαζκαηηθέο, ζχκκεηξεο ή αζχκκεηξεο, ή ππεξβαηηθέο, αθφκα θαη ην κεδέλ 

ή νη θαληαζηηθνί. Μηα ζπλάξηεζε κηαο κεηαβιεηήο πνζφηεηαο είλαη κηα αλαιπηηθή 

έθθξαζε πνπ ζπληίζεηαη κε νπνηνλδήπνηε ηξφπν απφ απηήλ ηελ κεηαβιεηή πνζφηεηα 

θαη αξηζκνχο ή ζηαζεξέο. ξηζε επίζεο ζπλαξηήζεηο πνιιψλ κεηαβιεηψλ. 
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Ο Euler ήηαλ ν πξψηνο πνπ πξνζπάζεζε λα απαληήζεη ζην εξψηεκα πνηα είλαη ε 

έθηαζε ηνπ φξνπ „αλαιπηηθή έθθξαζε‟, θαη ηo Introductio in analysin infinitorum ήηαλ 

ην πξψην έξγν πνπ ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο έγηλε πξσηαξρηθή. Απαξηζκψληαο ηηο 

εμηζψζεηο πνπ εθθξάδνληαη αλαιπηηθά, ν Euler μεθίλεζε απφ ηηο αιγεβξηθέο 

ζπλαξηήζεηο, πνπ νη πξάμεηο κε ηελ αλεμάξηεηε κεηαβιεηή είλαη κφλν αιγεβξηθέο θαη 

ρσξίδνληαη ζηε ζπλέρεηα ζε δχν θαηεγνξίεο: ηηο ξεηέο, πνπ έρνπλ λα θάλνπλ κφλν κε 

ηηο ηέζζεξηο πξάμεηο θαη ηηο άξξεηεο, πνπ πεξηιακβάλνπλ θαη ξίδεο. ηε ζπλέρεηα 

κειέηεζε δηάθνξεο ππεξβαηηθέο ζπλαξηήζεηο, ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο, ηε ινγαξηζκηθή, ηελ 

εθζεηηθή, κεηαβιεηέο κε άξξεηνπο εθζέηεο θαη θάπνηα νινθιεξψκαηα, θαζψο θαη 

άπεηξν αξηζκφ άιισλ ζπλαξηήζεσλ κε αθέξαηνπο ππνινγηζκνχο. ξηζε ηελ εθζεηηθή 

θαη ηε ινγαξηζκηθή ζπλάξηεζε σο  

n

n

x

n

x
e 1lim θαη  1limlog

1
n

n
xnx . 

Γηαηχπσζε ζεσξήκαηα γηα ηελ χπαξμε αληίζηξνθεο ζπλάξηεζεο ή ζπλάξηεζεο 

εθθξαζκέλεο παξακεηξηθά. Ζ βαζηθή δηαθνξά κεηαμχ ζπλαξηήζεσλ, ιέεη ν Euler, 

έγθεηηαη ζην ζπλδπαζκφ κεηαβιεηψλ θαη ζηαζεξψλ πνπ ηελ απνηεινχλ. Έηζη νη 

αιγεβξηθέο ζπλαξηήζεηο δηαθέξνπλ απφ ηηο ππεξβαηηθέο, γηαηί νη πξψηεο 

επαλαιακβάλνπλ άπεηξεο θνξέο ηνπο ζπλδπαζκνχο ησλ δεχηεξσλ, δειαδή νη 

ππεξβαηηθέο ζπλαξηήζεηο κπνξνχλ λα δνζνχλ απφ άπεηξεο ζεηξέο.  

Πξνθαλψο δελ ήηαλ εχθνιν λα αλαθεξζνχλ φιεο νη κέζνδνη πνπ εθθξάδνπλ αλαιπηηθά 

ηηο ζπλαξηήζεηο, γη‟ απηφ ν Euler ηηο κείσζε φιεο ζε έλαλ ηχπν αλαιπηηθήο έθθξαζεο 

ζπλάξηεζεο, κηα άπεηξε ζεηξά δπλάκεσλ ηνπ ηχπνπ 32 DzCzBzA . 

Τπνζηήξημε φηη θάζε ζπλάξηεζε κπνξεί λα αλαπηπρζεί ζε άπεηξε ζεηξά, αιιά δήισζε 

πσο αλ θάπνηνο ακθηβάιεη πσο θάζε ζπλάξηεζε κπνξεί λα αλαπηπρζεί έηζη, ηφηε ε 

ακθηβνιία ηνπ απηή ζα απνξξηθζεί απφ ηηο ήδε αλεπηπγκέλεο ζπλαξηήζεηο. Πξφζζεζε 

φηη ζα κπνξνχζε λα ρξεζηκνπνηεζεί νπνηαδήπνηε δχλακε ηνπ z , φρη κφλν ζεηηθφο 

αθέξαηνο. Έηζη αλακθίβνια θάζε ζπλάξηεζε αλαιχεηαη ζε έλα ηχπν ηεο κνξθήο 

DzCzBzAza , πνπ νη εθζέηεο α, β, γ, δ, ... κπνξεί λα είλαη νπνηνηδήπνηε 

αξηζκνί. Γηα ηνλ Euler ε πηζαλφηεηα λα αλαπηχζζνληαη φιεο νη ζπλαξηήζεηο ζε ζεηξέο 

επηβεβαησλφηαλ απφ ηελ εκπεηξία ηνπ, θαζψο θαη ηελ εκπεηξία ησλ ζπγρξφλσλ ηνπ. Καη 

είλαη αιήζεηα πσο φιεο νη ζπλαξηήζεηο πνπ δίλνληαλ ηφηε κε αλαιπηηθή έθθξαζε, 

αλαπηχζζνληαλ θαη ζε ζεηξέο. ηελ πιεηνςεθία ηνπο νη ζπλαξηήζεηο ζηε καζεκαηηθή 
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αλάιπζε ηνπ Euler είλαη αλαιπηηθέο ζε φιν ην πεδίν νξηζκνχ ηνπο, εθηφο ίζσο απφ 

κεκνλσκέλεο ηηκέο. Πίζηεπε πσο κία απζαίξεηε αιγεβξηθή ζρέζε νπνηαζδήπνηε 

δχλακεο ιχλεηαη κε ξηδηθά. 

Ο νξηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο σο αλαιπηηθήο έθθξαζεο απφ ηνπο Bernoulli & Euler έγηλε 

επνκέλσο απνδεθηφο θαη απφ ηνλ Lagrange. Ο ηειεπηαίνο δέρηεθε πέξα απφ θάζε 

ακθηβνιία πσο θάζε ζπλάξηεζε κπνξεί λα παξαζηαζεί απφ κηα ζεηξά φξσλ αλαινγηθά 

κε ηηο πξαγκαηηθέο δπλάκεηο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο. Πξνζπάζεζε επίζεο λα 

απνδείμεη πσο νη εθζέηεο πνπ εκθαλίδνληαη είλαη ζεηηθνί αθέξαηνη, ελψ νη θιαζκαηηθνί 

ή αξλεηηθνί εκθαλίδνληαη κφλν ζε κεκνλσκέλεο πεξηπηψζεηο.  

ΤΝΔΥΔΗ ΚΑΗ ΑΤΝΔΥΔΗ ΤΝΑΡΣΖΔΗ ΣΟΝ ΟΡΗΜΟ ΣΟΤ EULER 

ηελ αξρή ηνπ „Introductio‟ κειεηψληαη κφλν αλαιπηηθέο ζπλαξηήζεηο. Ο Euler φκσο 

γλψξηδε πσο ππήξραλ θαη ζπλαξηήζεηο δηαθνξεηηθνχ είδνπο. Μέζα απφ ηε ζεσξία ησλ 

επίπεδσλ θακπχισλ ππήξμε δηαρσξηζκφο ζπλαξηήζεσλ ζε ζπλερείο ή κε, θαζψο θαη ζε 

κεηθηέο [31]. Γηα ηνλ Euler ε ζπλέρεηα ζήκαηλε ζηαζεξφηεηα ηνπ ηχπνπ ηεο 

ζπλάξηεζεο, ελψ ε αζπλέρεηα αιιαγή ηνπ αλαιπηηθνχ ηχπνπ. Οη αζπλερείο θακπχιεο 

απνηεινχληαη απφ ζπλερή ηκήκαηα θαη γη‟ απηφ θαινχληαη κεηθηέο (ή θάπνηεο θνξέο 

κεραληθέο). ηε γεσκεηξία κειεηνχκε θπξίσο ζπλερείο (αλαιπηηθέο) θακπχιεο. Ο Euler 

είρε δεη ηελ αλάγθε γηα επέθηαζε ηεο θιάζεο ησλ κε ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ.  

Ζ κεγαιχηεξε ψζεζε γηα πεξαηηέξσ έξεπλα ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο ήξζε απφ ηελ 

εξγαζία ηνπ Euler ζηε καζεκαηηθή θπζηθή, μεθηλψληαο απφ ην νλνκαζηφ πξφβιεκα 

πνπ έρεη λα θάλεη κε απεηξνειάρηζηεο ηαιαληψζεηο πεπεξαζκέλνπ νκνγελνχο ζθνηληνχ 

δεκέλνπ ζηα δχν άθξα ηνπ θαη πνπ ε πξψηε καζεκαηηθή εμήγεζε ηνπ καο θέξλεη πίζσ 

ζην Γαλιλαίο. ε απηφ ην πξφβιεκα δεηείηαη λα πξνζδηνξηζηεί κηα ζπλάξηεζε ηεο 

κνξθήο ),( txfy , πνπ πεξηγξάθεη ην ζρήκα ηνπ (παιιφκελνπ) ζθνηληνχ ζε κηα 

δεδνκέλε ρξνληθή ζηηγκή t. Ο D’Alembert εθθξάδεη ηηο ζπλζήθεο ηνπ πξνβιήκαηνο 

απηνχ κε ζρέζεηο κεξηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ, φπσο 
2

2
2

2

2

x

y
a

t

y
 θαη 

απνδεηθλχεη πσο ε γεληθή ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο αλαπαξηζηάηαη απφ δχν αξρηθέο 

ζπλαξηήζεηο: )()( atxatxy , πνπ ιφγσ ησλ νξηαθψλ ζπλζεθψλ καο νδεγεί 

ζηε ιχζε: )()( xatxaty . Βέβαηα νη αξρηθέο απηέο ζπλζήθεο ζα κπνξνχζαλ 
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λα είλαη δηαθνξεηηθέο αλάινγα κε ηελ αξρηθή θαηάζηαζε ηνπ ζθνηληνχ, αιιά ν 

D’Alembert απνκφλσζε ηελ θιάζε ησλ απνδεθηψλ αξρηθψλ θαηαζηάζεσλ, 

ππνζηεξίδνληαο πσο αιιηψο δελ ππάξρεη ιχζε απφ ηε καζεκαηηθή αλάιπζε. Έλαο 

βαζηθφο πεξηνξηζκφο πνπ έζεζε ήηαλ πσο ε θίλεζε ζα πξέπεη λα ήηαλ απηφ πνπ ν Euler 

νλφκαδε ζπλερήο. 

Ο Euler δηαθσλψληαο κε ηνλ D’Alembert σο πξνο ηε θχζε ησλ ζπλαξηήζεσλ ζηηο 

αξρηθέο ζπλζήθεο, παξάγεη κηα ιχζε ζε ζρέζε κε ην ζπλερή αξρηθφ ηχπν πνπ 

αλαπαξηζηάηαη απφ κηα ηξηγσλνκεηξηθή ζεηξά, ηεο κνξθήο :  


l

x

l

x

l

x
y

32
     (*) 

κε ην ζθνηλί λα είλαη δεκέλν ζηα ζεκεία lxx &0 . 

Δπεηδή νη D’Alembert θαη Euler δε ζπκθσλνχζαλ, μεθίλεζε κηα κεγάιε δηακάρε γηα ηε 

θχζε ηεο ζπλάξηεζεο πνπ επηηξεπφηαλ ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο θαη ζηα νινθιεξψκαηα 

ησλ κεξηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ, πνπ ζπλέρηζε λα εκθαλίδεηαη θαη ζηε ζεσξία ηεο 

ειαζηηθφηεηαο, ηεο πδξνδπλακηθήο, ηεο αεξνδπλακηθήο, θαη ηεο δηαθνξηθήο 

γεσκεηξίαο. ηε ζπλέρεηα κε ηελ είζνδν ηνπ Daniel Bernoulli (γην ηνπ Johann 

Bernoulli) ην ζέκα απέθηεζε θαη λέα δηάζηαζε. Απηφο ππνζηήξηδε πσο ηφζν ε αξρηθή 

κνξθή φζν θαη νη κεηαγελέζηεξεο ηαιαληψζεηο αλαπαξηζηψληαη απφ άπεηξεο ζεηξέο 

φξσλ πνπ πεξηιακβάλνπλ εκίηνλα πνιιαπιαζίσλ γσληψλ. Παξ‟ φια απηά ε κέζνδνο 

ησλ ζεηξψλ Fourier ηνπ ήηαλ άγλσζηε. Ο Euler, πνπ πξηλ ιίγν είρε δψζεη κηα ιχζε ηεο 

κνξθήο (*), απέθιεηζε ηελ πηζαλφηεηα λα αλαπαξηζηψληαη έηζη κεηθηέο ζπλαξηήζεηο ή 

εθηεηακέλεο θιάζεηο ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ. Ο D’Alembert επίζεο απέξξηςε ηε ιχζε 

ηνπ Bernoulli, φκσο ε δηακάρε ζπλερίζηεθε θαη αξγφηεξα κε ηνπο Lagrange, Monge, 

Arbogast, Fourier θαη άιινπο.   

Ζ δηακάρε απηή, πνπ πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά απφ ηνλ Truesdell [33], ήηαλ κεγάιεο 

ζεκαζίαο γηα ηελ πξφνδν ηεο καζεκαηηθήο θπζηθήο, αιιά θαη ηε κεζνδνινγηθή 

αλάπηπμε ησλ ζεκειίσλ ηεο καζεκαηηθήο αλάιπζεο. Ο Euler απφ ηελ αξρή ηεο 

δηακάρεο απηήο ππνζηήξηδε ηε ζέζε πσο ζηε ιχζε ηνπ απνδερφκαζηε θαη ηηο θακπχιεο 

πνπ δελ είλαη κεηθηέο, πνπ δελ ππαθνχνπλ δειαδή ζε αλαιπηηθφ λφκν. Γηα ηνλ Euler νη 

ζπλερείο ζπλαξηήζεηο νξίδνληαη ιακβάλνληαο ππ‟ φςηλ φρη κφλν πσο ε ζρέζε κεηαμχ 

ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ ζεκείσλ θαζνξίδεηαη απφ έλαλ θαη κφλν λφκν, αιιά θαη πσο 
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φια ηα κέξε κηαο ζπλερνχο θακπχιεο ζπλδένληαη κεηαμχ ηνπο κε ηέηνηνλ ηξφπν ψζηε 

λα επηδέρνληαη νπνηαδήπνηε αιιαγή ρσξίο λα απεηιείηαη ε ζπλέρεηα. Ο Euler δελ ελλνεί 

ηε ζπλέρεηα ηεο θακπχιεο, αιιά ηε κνλαδηθφηεηα ηνπ αλαιπηηθνχ λφκνπ. Γη‟ απηφ νη 

δχν αλεμάξηεηνη θιάδνη κηαο ππεξβνιήο ζπληζηνχλ κηα ζπλερή θακπχιε.  

ζν γηα ηηο αζπλερείο θακπχιεο ν Euler [11] ηηο φξηζε σο φιεο εθείλεο πνπ δελ 

θαζνξίδνληαη απφ κία ζπγθεθξηκέλε ζρέζε, ηνπ ηχπνπ πνπ ζπλήζσο θαζνξίδεηαη απφ 

κηα απιή κνλνθνλδπιηά κε ην ρέξη. Αζπλερείο δειαδή είλαη φιεο νη ηκεκαηηθά ζπλερείο 

ζπλαξηήζεηο κε ηκεκαηηθά ζπλερείο παξαγψγνπο.  

ηνπο θιάδνπο ηεο καζεκαηηθήο αλάιπζεο αιιά θαη ηεο αλψηεξεο γεσκεηξίαο 

εμεηάδνληαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο. Λίγν δηαθνξεηηθά είλαη ηα πξάγκαηα ζηνλ 

νινθιεξσηηθφ ινγηζκφ, πνπ ε νινθιήξσζε πεξηιακβάλεη δηαθνξηθά ζπλαξηήζεσλ δχν 

ή πεξηζζνηέξσλ κεηαβιεηψλ. Καζψο ζπλερείο πνζφηεηεο εκθαλίδνληαη ζηα 

νινθιεξψκαηα ζπλεζηζκέλσλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ, έηζη θαη νη ιχζεηο ηνπο 

πεξηιακβάλνπλ αζπλερείο ζπλαξηήζεηο. Απηή αθξηβψο ε πξνυπφζεζε απνηειεί θαηά 

ηνλ Euler ην θχξην ραξαθηεξηζηηθφ ηνπ ππνινγηζκνχ κεξηθψλ δηαθνξηθψλ ζρέζεσλ. 

Ο ΓΔΝΗΚΟ ΟΡΗΜΟ ΤΝΑΡΣΖΖ ΣΟΤ EULER 

χκθσλα κε ηνλ Euler νη αζπλερείο ζπλαξηήζεηο δελ εθθξάδνληαη αλαιπηηθά. Ζ έλλνηα 

ηεο ζπλάξηεζεο φκσο πξνζδηνξίζηεθε ζηελ πξάμε κε ηελ έλλνηα ηεο αλαιπηηθήο 

έθθξαζεο. Απηή ε δηαηχπσζε ζχληνκα νδήγεζε ζε δηάθνξα πξνβιήκαηα, αθνχ ε ίδηα 

ζπλάξηεζε ζα κπνξνχζε λα αληηπξνζσπεπζεί απφ δηάθνξεο δηαθνξεηηθέο αλαιπηηθέο 

εθθξάζεηο. Καη παξήγαγε επίζεο ηνπο ζνβαξνχο πεξηνξηζκνχο ζηηο θαηεγνξίεο 

ζπλαξηήζεσλ πνπ ζα κπνξνχζαλ λα εμεηαζηνχλ. Μέζσ ηεο ρξήζεο ηεο παξνχζαο 

νξνινγίαο, κπνξνχκε λα πνχκε φηη ν νξηζκφο ηνπ Euler πεξηέιαβε αθξηβψο ηηο 

αλαιπηηθέο ζπλαξηήζεηο, έλα πεξηνξηζκέλν ππνζχλνιν ηεο ήδε κηθξήο θαηεγνξίαο 

ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ. Δλήκεξνο γηα απηέο ηηο αλεπάξθεηεο, ν Euler πξφηεηλε έλαλ 

ελαιιαθηηθφ νξηζκφ πνπ δελ πξνζέιθπζε πνιιή πξνζνρή ηφηε. ην 19
ν
 αηψλα, 

εληνχηνηο, ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο ππνβιήζεθε ζηηο δηαδνρηθέο δηεπξχλζεηο θαη ηηο 

δηεπθξηλίζεηο πνπ άιιαμαλ βαζηά ηε θχζε θαη ηε ζεκαζία ηεο.  

Πξνζπαζψληαο έηζη λα βξεη έλαλ νξηζκφ γηα φια ηα είδε ζρέζεσλ, εηζήγαγε ηελ έλλνηα 

ηεο ζπλάξηεζεο σο κία γεληθή έλλνηα ηεο ζρέζεο πνπ ππάξρεη κεηαμχ ησλ δεπγαξηψλ 

ζηνηρείσλ, πνπ ην θάζε έλα αλήθεη ζην δηθφ ηνπ ζχλνιν ηηκψλ κεηαβιεηψλ πνζνηήησλ. 
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Απηφο ν νξηζκφο δελ έρεη λα θάλεη κε αλαιπηηθή έθθξαζε θαη ρξεζηκνπνηήζεθε πνιιέο 

θνξέο. Δπίζεο θάζε ζπλάξηεζε κπνξεί λα δνζεί κε πνιινχο ηξφπνπο θαη λα παξακείλεη 

ε ίδηα, θάλνληαο κεηαζρεκαηηζκνχο ή αιιάδνληαο ηηο κεηαβιεηέο. Μία θαη κφλν 

κεηαβιεηή κπνξεί λα παξαζηαζεί κε πνιινχο ηξφπνπο, γηα παξάδεηγκα 232 zzu  

είλαη ην ίδην κε )2)(1( zzu .   

Ο Euler επίζεο δήισζε πσο αλ κεξηθέο πνζφηεηεο εμαξηψληαη έηζη απφ άιιεο 

πνζφηεηεο ψζηε αλ νη ηειεπηαίεο αιιάδνπλ νη πξψηεο λα πθίζηαληαη ηελ ίδηα αιιαγή, 

ηφηε νη πξψηεο πνζφηεηεο θαινχληαη ζπλαξηήζεηο ησλ ηειεπηαίσλ. Απηή ε 

κεηνλνκαζία είλαη επξχηεξεο θχζεο θαη ζπκβηβάδεη θάζε κέζνδν κε ηελ νπνία κηα 

πνζφηεηα ζα κπνξνχζε λα θαζνξηζηεί απφ άιιεο. Δάλ ινηπφλ ην x δειψλεη κηα 

κεηαβιεηή πνζφηεηα, ηφηε φιεο νη πνζφηεηεο πνπ εμαξηψληαη απφ ην x κε 

νπνηνλδήπνηε ηξφπν ή θαζνξίδνληαη απφ απηφ θαινχληαη ζπλαξηήζεηο ηνπ x. [20] 

Απηφο ν νξηζκφο ηνπ Euler θέξδηζε ηελ επξχηεξε αλαγλψξηζε θαη ρξήζε. Αξρηθά 

απνκφλσζε ηελ θιάζε ησλ ζπλερψλ ζπλαξηήζεσλ, απνδίδνληάο ηεο ηδηαίηεξεο 

ηδηφηεηεο. Μειέηεζε αθφκα θαη ηηο αζπλερείο ζπλαξηήζεηο. Ήηαλ ν πξψηνο πνπ 

ρξεζηκνπνίεζε ζπλζέζεηο ζπλαξηήζεσλ ζε ππνινγηζκνχο νξηζκέλσλ νινθιεξσκάησλ 

θαη ζπκπέξαλε φηη ηζρχνπλ νη ζρέζεηο πνπ ζήκεξα απνθαινχληαη Cauchy-Riemann. Ζ 

γεληθή ζεσξία αλαιπηηθψλ ζπλαξηήζεσλ ηνπ 19
νπ

 αηψλα κε ηηο ηξεηο θαηεπζχλζεηο απφ 

ηνπο Cauchy, Riemann & Weierstrass βαζίζηεθε ζην έξγν απηφ ηνπ Euler θαη ηνπ 

D’Alembert. Ο Lagrange ήηαλ ν πξψηνο πνπ ππνζηήξημε ηηο ηδέεο ηνπ Euler θαη ζηε 

ζπλέρεηα πνιινί άιινη (Monge, Laplace, Arbogast, D’Alembert). Αθφκα θαη ν 

D’Alembert, πνπ αξρηθά είρε αληίζεηε άπνςε, πξνο ην ηέινο ηεο δσήο ηνπ δέρζεθε ηηο 

ιχζεηο κεξηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ. Ο D’Alembert ρξεζηκνπνηνχζε επίζεο ηνπο 

φξνπο αξηζηεξή θαη δεμηά παξάγσγνο ζε ζεκείν.  

Ο Euler έγξαςε πσο ν ππνινγηζκφο ηνπ xdx , φζν πην κηθξή είλαη ε πνζφηεηα ηνπ x 

ηφζν πην αθξηβήο ζα είλαη. ε κία φκσο κε ζπλερή ζπλάξηεζε, φπσο π.ρ. 
21

1

x
ζηελ 

πεξηνρή ηνπ x=1, κηθξή αιιαγή ηνπ x  δίλεη κεγάιε αιιαγή ζηε ζπλάξηεζε. Οη 

αζπλέρεηεο φκσο ζηηο παξαγψγνπο ησλ ιχζεσλ ησλ κεξηθψλ δηαθνξηθψλ εμηζψζεσλ 

παξνπζίαδαλ κεγάιεο δπζθνιίεο, πνπ γηα ππεξπεδεζνχλ ρξεηάζηεθε έλα αλψηεξν 
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επίπεδν καζεκαηηθήο αλάιπζεο, πνπ επηηεχρζεθε ην δεχηεξν κηζφ ηνπ 19
νπ

 αηψλα, θαη 

ζπγθεθξηκέλα κέζα απφ ηε ζπλαξηεζηαθή αλάιπζε (Sobolev-1936, Schwartz-1945).  

Ζ πξψηε ηδέα ηνπ Euler πνπ δέρηεθε θξηηηθή ήηαλ ε απνκφλσζε ηεο θιάζεο ησλ 

κεηθηψλ ζπλαξηήζεσλ. πσο απνδείρζεθε ιίγν κεηά ην ζάλαηφ ηνπ, νη ζπλαξηήζεηο 

πνπ εηζάγνληαλ κε δηαθνξεηηθέο αλαιπηηθέο εθθξάζεηο ζε δηαθνξεηηθέο πεξηνρέο 

πεπεξαζκέλνπ (ή θάπνηεο θνξέο απείξνπ) δηαζηήκαηνο κπνξνχλ λα παξαζηαζνχλ θαη 

κε κία θαη κφλν εμίζσζε. Σα πξψηα παξαδείγκαηα έδσζε ν Charles (1780) [8]. Ο 

Cauchy [7] έδεημε αξγφηεξα πσο π.ρ. ε ζπλάξηεζε 
0,

0,
)(

xx

xx
xf  , πνπ είλαη 

αζπλερήο, αλαπαξηζηάηαη απφ ηελ 2)( xxf , γηα x , πνπ είλαη ζπλερήο. 

Έηζη ν δηαρσξηζκφο αλάκεζα ζε κεηθηέο θαη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο ήηαλ ζεσξεηηθά 

αβάζηκνο.  

ηηο αξρέο ηνπ 19
νπ

 αηψλα ν Fourier ρξεζηκνπνίεζε θαη πνιιά παξαδείγκαηα κε 

ηξηγσλνκεηξηθέο ζεηξέο, κε ηηο νπνίεο πίζηεπε πσο κπνξείο λα αλαπαξαζηήζεηο 

νπνηαδήπνηε κεηθηή ζπλάξηεζε, δειαδή ),0(,)()(
1

xixxf
i

i , κε 

ζπληειεζηέο Fourier 
n

i dxixxf
n 0

)()(
2

. Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ζπληειεζηψλ 

ησλ ζεηξψλ Fourier γηα θάζε ζπλάξηεζε )(xf , έπξεπε λα νινθιεξσζνχλ ηα γηλφκελα 

xxf )( θαη xxf )( , ρσξίο απαξαίηεηα λα είλαη ζπλερείο νη ζπλαξηήζεηο. 

Έγηλαλ πνιιέο έξεπλεο γηα ηηο επαξθείο ζπλζήθεο ψζηε λα αλαπαξίζηαηαη κηα 

ζπλάξηεζε κε ζεηξά Fourier. Ο ίδηνο επίζεο παξαηήξεζε ην 1822 πσο : „γεληθά ε 

ζπλάξηεζε )(xf παξηζηάλεη κηα δηαδνρή ηηκψλ ή ηεηαγκέλσλ, θαζεκία απφ ηηο νπνίεο 

είλαη απζαίξεηε. Αλ δνζεί κηα απεηξία ηηκψλ ζηελ ηεηκεκέλε x, ζα ππάξρνπλ ίζνπ 

πιήζνπο ηεηαγκέλεο )(xf . ιεο έρνπλ πξαγκαηηθέο αξηζκεηηθέο ηηκέο, ζεηηθέο ή 

αξλεηηθέο ή κεδέλ. Γελ πξνυπνζέηνπκε φηη απηέο νη ηεηαγκέλεο ππφθεηληαη ζε έλα 

θνηλφ λφκν · δηαδέρνληαη ε κία ηελ άιιε κε νπνηνλδήπνηε ηξφπν θαη θαζεκηά απ‟ απηέο 

δίλεηαη ζα λα ήηαλ κηα κνλαδηθή πνζφηεηα‟.  

Απφ ηηο ζπλζήθεο ηνπ Lejeune Dirichlet, πξνθχπηεη πσο θάζε θξαγκέλε ζπλάξηεζε 

ηκεκαηηθά ζπλερήο θαη ηκεκαηηθά κνλφηνλε ζε δνζκέλν δηάζηεκα, αλαπηχζζεηαη ζε 
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ζεηξά Fourier πνπ ζπγθιίλεη ζηε ζπλάξηεζε απηή. Σν αλ κηα ζπλάξηεζε εθθξάδεηαη 

αλαιπηηθά ή φρη εμαξηάηαη απφ ηελ αλαιπηηθή έθθξαζε πνπ παξαδερφκαζηε. Ο Euler 

δέρεηαη σο γεληθφ ηχπν αλαιπηηθήο έθθξαζεο κηα ζεηξά δπλάκεσλ πνπ παξάγεηαη απφ 

αξηζκήζηκν αξηζκφ πξνζζέζεσλ θαη πνιιαπιαζηαζκψλ ηεο κεηαβιεηήο x, θαζψο θαη 

έλα αξηζκήζηκν ζχλνιν ζηαζεξψλ. Ο ηειεπηαίνο επίζεο ηζρπξίδεηαη πσο νη αζπλερείο 

ζπλαξηήζεηο δελ εθθξάδνληαη γεληθά αλαιπηηθά. 

Ο Cauchy απέδεημε πσο αθφκα θαη κηα ζπλάξηεζε απείξσο παξαγσγίζηκε ζε έλα 

ζεκείν κπνξεί λα κελ είλαη αλαιπηηθή ζε απηφ, π.ρ. ε 
0,0

0,)(
2

1

x

xexf
x

 . O 

Weierstrass έδεημε πσο θάζε ζπλάξηεζε ζπλερήο ζε θιεηζηφ δηάζηεκα αλαπαξηζηάηαη 

απφ έλα άζξνηζκα νκνηνκφξθσο ζπγθιηλφλησλ ζεηξψλ αθεξαίσλ πνιπσλχκσλ (1885). 

Ο Lebesgue θαινχζε αλαιπηηθψο εθθξάζηκε θάζε ζπλάξηεζε πνπ κπνξεί λα 

θαηαζθεπαζηεί απφ έλα αξηζκήζηκν ζχλνιν πξνζζέζεσλ, πνιιαπιαζηαζκψλ θαη 

νξηαθψλ δηαδηθαζηψλ, ζχκθσλα κε θαζνξηζκέλν λφκν θαη ιακβάλνληαο ππ‟ φςηλ ηελ 

αλεμάξηεηε κεηαβιεηή θαη αξηζκήζηκν ζχλνιν ζηαζεξψλ πνζνηήησλ. 

Ο γεληθφο νξηζκφο ζπλάξηεζεο ηνπ Euler θέξδηδε νινέλα θαη κεγαιχηεξε αλαγλψξηζε. 

Με βάζε απηφλ ν Condorcet (1778) δηαθξίλεη 3 είδε ζπλαξηήζεσλ:  

1. απηέο πνπ γλσξίδνπκε ηνλ ηχπν ηνπο,  

2. απηέο πνπ εηζάγνληαη κε άιπηεο εμηζψζεηο, θαη  

3. απηέο πνπ δίλνληαη κφλν θάησ απφ νξηζκέλεο πξνυπνζέζεηο.  

O Condorcet είλαη ν πξψηνο πνπ ρξεζηκνπνηεί ηνλ φξν αλαιπηηθή ζπλάξηεζε. ηε 

ζπλέρεηα ν Lacroix (1797) αθνινπζεί ηνπο δχν πξνεγνχκελνπο. Έπεηηα ν νξηζκφο ηνπ 

Euler γίλεηαη απνδεθηφο απφ ηξεηο κεγάινπο καζεκαηηθνχο, ηνπο Fourier (1821), 

Lobatchevsky (1834) και Dirichlet (1837). Πην ζπγθεθξηκέλα ν Lobatchevsky είπε πσο 

„ζπλάξηεζε ηνπ ρ είλαη έλαο αξηζκφο πνπ δίλεηαη γηα θάζε ρ θαη αιιάδεη θαζψο αιιάδεη 

ην ρ. H ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο κπνξεί λα δίλεηαη ή κε αλαιπηηθή έθθξαζε ή κε κία 

ζπλζήθε κε ηελ νπνία ειέγρεηο έλα ζχλνιν αξηζκψλ θαη επηιέγεηο έλαλ απφ απηνχο ή 

ηέινο ε εμάξηεζε κπνξεί λα ππάξρεη θαη λα παξακέλεη άγλσζηε‟. Ο Dirichlet έδσζε 

ίδην αθξηβψο νξηζκφ κε απηφλ, κε ηε κφλε δηαθνξά πσο ζεψξεζε απαξαίηεην λα δψζεη 

θαη γεσκεηξηθή εξκελεία. 
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Οη ζπλαξηήζεηο κε κεκνλσκέλα ζεκεία αζπλέρεηαο πεξηθιείνληαη ζηηο ίδηεο ζπλζήθεο 

αλαπαξάζηαζεο κε ηηο ζεηξέο Fourier. Καη ν Dirichlet έδσζε θαη ην παξάδεηγκα ηεο 

ζπλάξηεζεο 
άx

όx
xf

,1

,0
)( , ε νπνία είλαη αζπλερήο ζε θάζε ζεκείν ηνπ 

θιεηζηνχ δηαζηήκαηνο [0,1]. Καη νη δχν, Lobatchevsky θαη Dirichlet, πίζηεπαλ πσο 

έπξεπε λα πεξηνξηζηνχλ νη νξηζκνί γηα ζπλερείο ζπλαξηήζεηο.  

Ο Hankel (1870) γλψξηζε κεγάιε δεκνηηθφηεηα παξνπζηάδνληαο ηνλ παξαθάησ 

νξηζκφ: „κηα ζρέζε ηνπ y  σο πξνο x  είλαη ζπλάξηεζε εάλ θάζε ηηκή ηνπ y  κέζα ζε 

έλα ζπγθεθξηκέλν δηάζηεκα αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα ηηκή ηνπ x ‟. Παξαηήξεζε αθφκα 

πσο ν νξηζκφο ηνπ Dirichlet έρεη λα θάλεη κε ζπλερείο ζπλαξηήζεηο.  

Ο ΗΣΟΡΗΚΟ ΡΟΛΟ ΣΟΤ ΟΡΗΜΟΤ ΣΟΤ EULER 

Αλ θάπνην φλνκα πξέπεη λα ζπλδεζεί κε ηνλ νξηζκφ ηεο ζπλάξηεζεο σο κία 1-1 

αληηζηνηρία, ηφηε απηφ είλαη ηνπ Euler. Απηφο είλαη πνπ είρε ηελ ηδέα, πνπ πεξηέγξαςε 

ην 1755, θαη ζηε ζπλέρεηα απνδέρηεθαλ πνιινί κεγάινη επηζηήκνλεο. Αξρηθά ην είδνο 

ηεο ζπκπεξηθνξάο ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ν βαζκφο απζαηξεζίαο δηέθεξαλ αλάινγα κε 

ηελ επνρή θαη ηε γεληά ησλ καζεκαηηθψλ. Παξ‟ φιν πνπ νη Euler, Lacroix, Fourier 

πνηέ δελ αληηκεηψπηζαλ ζπλαξηήζεηο φπσο απηή ηνπ Dirichlet πνπ αλαθέξεηαη 

παξαπάλσ, ε ηδέα ηνπο γηα ηε ζπλάξηεζε σο απζαίξεηε αληηζηνηρία ήηαλ γηα ηελ επνρή 

ηνπο φζν γεληθή φζν ε ηδέα ηνπ Dirichlet ζηελ επνρή ηνπ. Καη γηα απηφ ν ηειεπηαίνο δε 

κπνξνχζε λα θαληαζηεί πσο ζπλαξηήζεηο ζαλ ηε δηθηά ηνπ ζα ρξεζηκνπνηνχληαη 

επξέσο ζηελ επνρή ησλ Cantor, Baire, Borel, θαη Lebesgue.  

Δπίζεο ην πξφβιεκα ηεο αλαιπηηθήο αλαπαξάζηαζεο ζπλαξηήζεσλ εμειίρζεθε 

δπζθνιφηεξν απφ φηη αλακελφηαλ σο ηηο αξρέο ηνπ 20
νπ

 αηψλα. Ζ καηαίσζή ηεο 

θξίζεθε απαξαίηεηε γηα έλα καθξχ δηάζηεκα απφ ηνλ Euler σο ηνλ Dirichlet. Αιιά 

ζηαδηαθά αλαθαιχθζεθε πσο φιν θαη πεξηζζφηεξεο θαηεγνξίεο ζπλαξηήζεσλ 

εθθξάδνληαη κε ηνλ έλα ή ηνλ άιιν ηξφπν κε αλαιπηηθέο κεζφδνπο. Ο Lebesgue ην 

1905 έδσζε παξάδεηγκα ζπλάξηεζεο πνπ δελ εθθξάδεηαη αλαιπηηθά. Σν αδχλαην 

ζεκείν ηνπ νξηζκνχ ηνπ Euler δελ μέθπγε ηεο πξνζνρήο ηνπ Hankel, ν νπνίνο έδεημε 

φηη νη ζπλαξηήζεηο πνπ εθθξάδνληαη θαζνιηθά δελ έρνπλ θνηλέο ηδηφηεηεο.  
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Με ηελ πεξαηηέξσ αλάπηπμε ηεο ζεσξίαο ησλ ζπλαξηήζεσλ ηα επφκελα ρξφληα 

δφζεθαλ απαληήζεηο ζε φιεο ηηο ακθηβνιίεο ησλ πξνεγνπκέλσλ. Δμεηάζηεθαλ άιιεο 

θαηεγνξίεο ζπλαξηήζεσλ (ζπλερείο, δηαθνξίζηκεο, κεηξήζηκεο, θ.α.), κε δεδνκέλε 

θάπνηα βαζηθή ηδηφηεηα πνπ ραξαθηεξίδεη ηελ θαηεγνξία, αλεμάξηεηα απφ ην αλ 

κπνξνχλ απηέο λα παξαζηαζνχλ αλαιπηηθά. Γπν δηαθνξεηηθά νξηζκέλεο ζπλαξηήζεηο 

είλαη αθξηβψο νη ίδηεο αλ γηα φιεο ηηο πηζαλέο ηηκέο ηνπ x  νη αληίζηνηρεο ηηκέο ηνπ y  

ζπκπίπηνπλ.  

κσο ν βαζηθφο νξηζκφο ηνπ Euler ήηαλ εμαηξεηηθά απαξαίηεηνο απφ ηα κέζα ηνπ 18
νπ

 

αηψλα, θαη ρξεζηκνπνηήζεθε επηηπρψο ζε φιν θαη πεξηζζφηεξεο ζχλζεηεο θαηαζηάζεηο 

ζηε ζεσξία ησλ ζπλαξηήζεσλ. Άλνημε επίζεο λένπο νξίδνληεο ζηελ αλάπηπμε πνιιψλ 

θιάδσλ ηεο καζεκαηηθήο αλάιπζεο θαη ησλ εθαξκνγψλ ηεο. Αθφκα θαη νη δπζθνιίεο 

πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηνλ νξηζκφ έπαημαλ ζεηηθφ ξφιν θαη κειεηήζεθαλ ζε πνιιά 

πξνβιήκαηα ησλ καζεκαηηθψλ θαη ηεο καζεκαηηθήο ινγηθήο. (Youschkevitch [38]) 
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II. ΣΑ ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ ΓΤΟ ΔΡΔΤΝΩΝ ΠΟΤ ΑΦΟΡΟΤΝ ΣΗΝ ΔΠΙΓΡΑΗ 

ΣΟΤ ΜΑΘΗΙΑΚΟΤ ΠΔΡΙΒΑΛΛΟΝΣΟ ΣΗΝ ΚΑΣΑΝΟΗΗ ΣΗ 

ΔΝΝΟΙΑ ΣΗ ΤΝΑΡΣΗΗ 

πσο νη πεξηζζφηεξεο καζεκαηηθέο έλλνηεο έηζη θαη ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 

δπζλφεηε γηα ηνπο καζεηέο. Με ζηφρν ηελ αληηκεηψπηζε ησλ δπζθνιηψλ πνπ 

πξνθχπηνπλ έρνπλ πξαγκαηνπνηεζεί πάξα πνιιέο έξεπλεο. Θα παξνπζηάζνπκε δχν πνπ 

θαηά ηε γλψκε καο παξνπζηάδνπλ αξθεηφ ελδηαθέξνλ.  

1
η
 ΔΡΔΤΝΑ (Shlomo Vinner [37]) 

Ζ έξεπλα απηή πξαγκαηνπνηήζεθε ζηα Ηεξνζφιπκα ην 1978 θαη ην δείγκα απνηειείηαη 

απφ 65 καζεηέο Α΄ Λπθείνπ θαη 81 καζεηέο ηεο Β΄ Λπθείνπ. ηφρεπε ζηελ αλάιπζε 

θάπνησλ θαηλνκέλσλ πνπ παξαηεξνχληαη ζηε κάζεζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο ζε 

επίπεδν ιπθείνπ ζε καζεηέο πνπ έρνπλ δηδαρζεί ηελ έλλνηα πξνεγνπκέλσο ζην 

γπκλάζην. ηα ζρνιηθά βηβιία ε ζπλάξηεζε εηζάγεηαη σο νπνηαδήπνηε αληηζηνηρία 

κεηαμχ δχν ζπλφισλ έηζη ψζηε θάζε ζηνηρείν ηνπ πξψηνπ λα αληηζηνηρεί ζε έλα θαη 

κφλν έλα ζηνηρείν ηνπ δεχηεξνπ, ελψ νη δηδάζθνληεο εηζάγνπλ θαη κε καζεκαηηθά 

παξαδείγκαηα. Μέζα απφ ηελ έξεπλα απηή δεηνχληαλ ηα εμήο: i) σο πνην ζεκείν ν 

ελλνηνινγηθφο νξηζκφο (concept definition) ησλ παηδηψλ ηαηξηάδεη κε ηνλ νξηζκφ ηνπ 

βηβιίνπ, θαη ii) σο πην ζεκείν ην concept definition θαη ε ελλνηνινγηθή έλλνηα (concept 

image) ησλ παηδηψλ ηαηξηάδνπλ κεηαμχ ηνπο φηαλ ην concept definition θαη ν νξηζκφο 

ηνπ βηβιίνπ ηαηξηάδνπλ. 

Γηα ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζε ηεο έξεπλαο δίλνληαη νη παξαθάησ νξηζκνί : 

Αλ ζεσξήζνπκε κηα έλλνηα Α θαη έλα ζπγθεθξηκέλν πξφζσπν Β ηφηε ε νοερή εικόνα 

ηνπ Β γηα ην Α είλαη ην ζχλνιν φισλ ησλ εηθφλσλ πνπ ζρεηίζηεθαλ πνηέ ζην κπαιφ 

ηνπ Β γηα ην Α. Ζ ιέμε „εηθφλεο‟ ρξεζηκνπνηείηαη κε ηελ επξχηεξε έλλνηα θαη 

πεξηιακβάλεη φιεο ηηο νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ηεο έλλνηαο (αθφκα θαη ζχκβνια). Γηα 

παξάδεηγκα αλ Α είλαη ε ζπλάξηεζε, ζηε λνεξή εηθφλα κπνξεί λα πεξηιακβάλεηαη ε 

γξαθηθή παξάζηαζε ή ην ζχκβνιν )(xfy . Μπνξεί αθφκα λα ππάξρεη θαη έλα 

ζχλνιν ηδηνηήησλ πνπ λα ζρεηίδνληαη κε ηελ ηδηφηεηα Α. Οη  ηδηφηεηεο απηέο καδί κε ηε 

λνεξή εηθφλα θαινχληαη αναπαράζηαζη ηης έννοιας θαη απηή δηαθέξεη ζην θάζε 

άηνκν.  
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Με ηνλ φξν ιδεολογικός οριζμός (concept definition) ελλννχκε έλαλ πξνθνξηθφ 

νξηζκφ πνπ εμεγεί κηα έλλνηα κε έλαλ κε θπθιηθφ ηξφπν, κηα κνξθή ιέμεσλ πνπ 

ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα δηεπθξηλίζνπλ ηελ έλλνηα απηή. Βέβαηα γηα θάπνηα πξάγκαηα 

πνπ έρνπκε θαζαξή νπηηθή εηθφλα κπνξεί λα κελ ππάξρεη ελλνηνινγηθφο νξηζκφο. Γηα 

λα ρεηξηζηνχκε κηα έλλνηα ρξεηαδφκαζηε ηελ εηθφλα, ελψ ν νξηζκφο παξακέλεη 

μεραζκέλνο.  

ε ηππηθή κάζεζε ηα πξάγκαηα κπνξεί λα είλαη δηαθνξεηηθά. Γηα έλλνηεο φπσο 

„ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ‟ έρνπκε νξηζκνχο πνπ απνξξένπλ απφ ηελ εκπεηξία καο κε 

ηηο έλλνηεο. Πνιιέο θνξέο φκσο καο εμεγνχλ κηα έλλνηα πξηλ αθφκα έρνπκε νπηηθή 

επαθή κε απηήλ. Κάπνηνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη ηνπο νξηζκνχο γηα λα ηππνπνηήζεη 

θαιχηεξα ηα ζρήκαηα πνπ γλσξίδεη. 

Με ηνλ φξν ιδεολογική έννοια (concept image) ελλννχκε φιε ηε γλσζηηθή δνκή ζην 

κπαιφ ηνπ αηφκνπ πνπ ζπλδέεηαη κε κηα δεδνκέλε έλλνηα. Απηφ κπνξεί λα κελ είλαη 

ζπλνιηθά ζπλεπέο. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηνλ φξν απηφ γηα λα πεξηγξάςνπκε ηε 

ζπλνιηθή γλσζηηθή δνκή πνπ ζπλδέεηαη κε ηελ έλλνηα, ε νπνία πεξηιακβάλεη φιεο ηηο 

λνεηηθέο εηθφλεο θαη ηηο ζρεηηθέο ηδηφηεηεο θαη δηαδηθαζίεο. Δληζρχεηαη θαηά ηε 

δηάξθεηα ησλ εηψλ κέζσ ηεο εκπεηξίαο φινπ ηνπ είδνπο, πνπ αιιάδεη δεδνκέλνπ φηη ην 

άηνκν ζπλαληά ηα λέα εξεζίζκαηα θαη σξηκάδεη. Γηα θάζε άηνκν ην concept definition 

παξάγεη ην concept image. 

Γηα θάζε έλλνηα αο θαληαζηνχκε δχν δηαθνξεηηθά θειηά. Σν έλα γηα ηνλ νξηζκφ ηεο 

έλλνηαο θαη ην άιιν γηα ηελ αλαπαξάζηαζε απηήο. Μπνξεί θάπνην απφ απηά ή θαη ηα 

δχν λα είλαη θελά. Παξφιν πνπ απηά δξνπλ αλεμάξηεηα κπνξεί λα ππάξρεη κηα 

αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ηνπο. ηαλ γηα παξάδεηγκα έλα παηδί έρεη ζην κπαιφ ηνπ ηελ 

αλαπαξάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ σο δχν θάζεηνπο άμνλεο θαη ζηε 

ζπλέρεηα ηνπ νξίδνπλ σο ζχζηεκα αμφλσλ νπνηεζδήπνηε δχν ηεκλφκελεο επζείεο, ηφηε 

κπνξεί λα ζπκβνχλ ηξία πξάγκαηα: i) ε αλαπαξάζηαζε λα αιιάμεη θαη λα ζπκπεξηιάβεη 

θαη ηνπο κε θάζεηνπο άμνλεο, ii) ν νξηζκφο λα κελ επεξεάζεη ηελ αλαπαξάζηαζε θαη 

λα μεραζηεί, νπφηε ην παηδί αλ ρξεηαζηεί ζα ζρεδηάζεη πάιη νξζή γσλία θαη iii) λα 

ππάξρνπλ θαη ηα δχν ζην κπαιφ ηνπ θαη φηαλ ην δεηήζεη ν δάζθαινο λα επαλαιάβεη ην 

δηθφ ηνπ νξηζκφ, ζηηο άιιεο πεξηπηψζεηο φκσο λα ζθεθηεί ην θάζεην. Κάηη αληίζηνηρν 
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ζα ζπκβεί θαη αλ πξνεγεζεί ν νξηζκφο ηεο νπηηθήο αλαπαξάζηαζεο. πλήζσο ζηα 

ζρνιεία μεθηλάκε απφ ηνλ νξηζκφ θαη αθνινπζεί ε αλαπαξάζηαζε.  

ε έλα ζπγθεθξηκέλν λνεηηθφ θαζήθνλ, κεξηθέο θνξέο παίξλεη κέξνο κφλν έλα ηκήκα 

ηνπ concept image, απηφ πνπ ελεξγνπνηείηαη γηα ηε δεδνκέλε ιεηηνπξγία. Έρνπκε λα 

θάλνπκε κε ην concept image ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ζηηγκή. Απηφ θαιείηαη προζωρινό 

concept image. 

ΔΡΩΣΗΜΑΣΟΛΟΓΙΟ – ΓΔΙΓΜΑ 

Σν εξσηεκαηνιφγην είρε 5 εξσηήζεηο, ζηηο πξψηεο 4 ε απάληεζε είλαη κε έλα λαη ή φρη, 

θαη κε αηηηνιφγεζε.  

1. ςπάπσει ζςνάπηηζη πος να ανηιζηοισεί ζε κάθε απιθμό διάθοπο ηος μηδενόρ ηο 

ηεηπάγωνό ηος και ζηο 0 ηο -1; 

2. ςπάπσει ζςνάπηηζη πος να ανηιζηοισεί ηο 1 ζε κάθε θεηικό, ηο -1 ζε κάθε 

απνηηικό και ηο 0 ζηο 0; 

3. ςπάπσει ζςνάπηηζη πος να δέσεηαι ακέπαιερ ηιμέρ για μη ακέπαιοςρ απιθμούρ και 

μη ακέπαιερ ηιμέρ για ακέπαιοςρ απιθμούρ; 

4. ςπάπσει ζςνάπηηζη με ηην παπακάηω γπαθική παπάζηαζη; 

 

5. ηι είναι ζςνάπηηζη καηά ηη γνώμη ζος; 

 

Δμεγήζεθε ζηνπο καζεηέο πσο δελ ζα βαζκνινγνχληαλ, νη απαληήζεηο ζα δίλνληαλ 

αλψλπκα θαη ζα κπνξνχζαλ λα ζπλεξγαζηνχλ. Ζ απάληεζε ζηα ηέζζεξα πξψηα 

εξσηήκαηα είλαη „λαη‟. Σν δείγκα, φπσο πξναλαθέξζεθε απνηεινχληαλ απφ 146 παηδηά, 

65 καζεηέο Α΄ Λπθείνπ θαη 81 καζεηέο ηεο Β΄ Λπθείνπ ζηα Ηεξνζφιπκα.  
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ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ 

ηνπο 146 καζεηέο είρακε ηα εμήο απνηειέζκαηα: 

 

 Δξψηεζε 1 Δξψηεζε 2 Δξψηεζε 3  Δξψηεζε 4 

σζηή απάληεζε 39% 66% 49% 57% 

 

ΚΤΡΗΑ CONCEPT IMAGE 

Αλαιχνληαο ηηο εξσηήζεηο 1 – 4 βξέζεθαλ θάπνηα concept image κε ζπλεπή κε ηνπο 

νξηζκνχο ηνπ βηβιίνπ. Γειαδή νη εκπεηξίεο πνπ είραλ ηα παηδηά απφ ηε ζπλάξηεζε δελ 

ηαίξηαδαλ ινγηθά κε ηνλ νξηζκφ. Σα πξνβιήκαηα πνπ αληηκεηψπηζαλ ηα παηδηά ήηαλ 

θπξίσο ηα εμήο: 

1) Ζ ζπλάξηεζε δίλεηαη απφ έλαλ θαλφλα. Αλ έρνπκε δχν θαλφλεο ηφηε ζα έρνπκε 

θαη δχν ζπλαξηήζεηο. Έηζη δπζθνιεχηεθαλ λα απαληήζνπλ ζηηο εξσηήζεηο 1 θαη 

2, δειψλνληαο πσο πξφθεηηαη γηα δηαθνξεηηθέο ζπλαξηήζεηο.  

2) Μηα ζπλάξηεζε κπνξεί λα δίλεηαη απφ πνιινχο θαλφλεο θαηά δηαζηήκαηα. Γηα 

απηφ πνιιά παηδηά πνπ απάληεζαλ „λαη‟ ζηελ εξψηεζε 2, είπαλ „φρη‟ ζηελ 1, 

επεηδή π.ρ. δε γίλεηαη ην ηεηξάγσλν αξηζκνχ λα θάλεη -1. 

3) Οη ζπλαξηήζεηο ππάξρνπλ κφλν αλ νη καζεκαηηθνί ηνπο δψζνπλ φλνκα θαη ηηο 

δηαθξίλνπλ.  

4) Σν γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο πξέπεη λα είλαη ινγηθφ. Πνιιά παηδηά αξλήζεθαλ 

ηε ζπλάξηεζε 4 γηαηί δελ ήηαλ ζπκκεηξηθή, κνλφηνλε, ζπλερήο θ.ι.π.  

5) ε θάζε ς ζην ζχλνιν ηηκψλ πξέπεη λα ππάξρεη κφλν έλα ρ ζην πεδίν νξηζκνχ 

πνπ λα αληηζηνηρεί ζε απηφ. Απηφ δελ ηνπο βνεζνχζε λα ρξεζηκνπνηήζνπλ 

ζσζηά ηνλ νξηζκφ ηνπ βηβιίνπ.  

6) Ζ ζπλάξηεζε είλαη έλα πξνο έλα αληηζηνηρία. Με απηή ηελ άπνςε ηα παηδηά 

ζπρλά παξαπνηνχλ ηνλ νξηζκφ ηνπ βηβιίνπ θαη απαηηνχλ πάληα ζπκκεηξία θαη 

ην ίδην πξάγκα λα ζπκβαίλεη θαη αληίζηξνθα, δειαδή γηα θάζε ς λα ππάξρεη 

κφλν έλα ρ πνπ λα αληηζηνηρεί ζε απηφ. 
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ΚΤΡΗΑ CONCEPT DEFINITION 

Δδψ ζα αλαιχζνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο εξψηεζεο 5: ηι είναι ζςνάπηηζη καηά ηη 

γνώμη ζος; 

Γηαθξίλακε 4 βαζηθέο θαηεγνξίεο: 

1. Ο οπιζμόρ ηος βιβλίος μπεπδεύεηαι με ζηοισεία ηος concept image. Σα παηδηά 

επαλαιακβάλνπλ ηνλ νξηζκφ κε δηθά ηνπο ιφγηα. Δλδεηθηηθέο απαληήζεηο: 

i. Τπάξρεη κηα αληηζηνηρία αλάκεζα ζε έλαλ αξηζκφ απφ έλα ζχλνιν θαη 

ζε έλαλ άιιν αξηζκφ απφ έλα άιιν ζχλνιν. ε θάζε αξηζκφ 

αληηζηνηρίδεηαη έλαο θαη κφλν έλαο αξηζκφο, αιιά ζε θάπνην ζηνηρείν 

ηνπ ζπλφινπ ηηκψλ κπνξεί λα αληηζηνηρνχλ πεξηζζφηεξνη απφ έλαλ 

αξηζκνί.  

ii. Κάζε ζεκείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνχ αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα ζεκείν ηνπ 

ζπλφινπ ηηκψλ. 

iii. πλάξηεζε είλαη θάζε x λα αληηζηνηρεί ζε έλα κφλν y θαη φρη 

αληίζηξνθα. 

2. Ζ ζςνάπηηζη είναι έναρ κανόναρ ανηιζηοίσηζηρ. Αληί γηα θαλφλα ηα παηδηά 

ρξεζηκνπνηνχλ θαη ηηο ιέμεηο „λφκνο‟, „ζρέζε‟, „εμάξηεζε κεηαβιεηψλ‟ θ.α. 

Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνχλ θαη ιέμεηο απφ ηνλ νξηζκφ ηνπ βηβιίνπ. 

i. Δίλαη ε ζρέζε κεηαμχ δχν ζπλφισλ αξηζκψλ βαζηζκέλε ζε έλα 

ζπγθεθξηκέλν λφκν. 

ii. Δίλαη ε ζρέζε κεηαμχ δχν εμαξηεκέλσλ ζπληειεζηψλ, πνπ πεξηγξάθεηαη 

ζην γξάθεκα. 

iii. Παίξλεη θάηη θαη ην αιιάδεη κε κηα ζπλερή δηαδηθαζία. 

iv. Ζ ζπλάξηεζε είλαη κηα κέζνδνο γηα λα αληηζηνηρίδνληαη αξηζκνί απφ έλα 

ζχλνιν ζε άιιν. Γε δέρνκαη ην 4 ζσζηφ γηαηί ζηελ θαζεκεξηλή δσή έρεη 

ζπγθεθξηκέλν θαλφλα θαη φρη γηα θάζε ζεκείν ρσξηζηά.  

v. Ζ ζπλάξηεζε είλαη κηα ζρέζε πνπ θάζε ζηνηρείν ελφο ζπλφινπ 

ζρεηίδεηαη κε έλα κφλν ζηνηρείν ηνπ άιινπ κε θαζνξηζκέλν θαλφλα, πνπ 

πάληα ππάξρεη θαη πξέπεη λα ηνλ αλαθαιχςνπκε. 
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3. Ζ ζςνάπηηζη είναι αλγεβπικόρ όπορ, έναρ ηύπορ, μία ζσέζη, κ.λ.π.  

i. Ζ ζπλάξηεζε είλαη έλα ζχλνιν αξηζκψλ, πνπ φηαλ θάλεηο κε απηφ 

ζπγθεθξηκέλεο πξάμεηο, πξνθχπηεη έλα λέν ζχλνιν αξηζκψλ. 

ii. Ζ ζπλάξηεζε είλαη κηα αξηζκεηηθή πξάμε, πνπ θάζε ζηνηρείν ηνπ 

νξηζκνχ έρεη έλα ζηνηρείν ζην ζχλνιν ηηκψλ θαη δελ ππάξρεη θαλέλα 

ζηνηρείν ρσξίο εηθφλα. 

iii. Ζ ζπλάξηεζε είλαη θάηη ζα ζρέζε. Βάδεηο αξηζκνχο αληί γηα ηνλ 

άγλσζην θαη παίξλεηο ηε ιχζε. 

4. Κάποια ζηοισεία ζηη νοηηική εικόνα θεωπούνηαι οπιζμόρ για ηιρ έννοιερ. Ζ 

ζπλάξηεζε παξηζηάλεηαη κε γξάθεκα ή δηάγξακκα. 

i. Ζ ζπλάξηεζε είλαη κηα θακπχιε γξακκή έηζη ψζηε ζε θάζε ζεκείν λα 

αληηζηνηρεί έλα κφλν ζεκείν. Μπνξεί λα ππάξρνπλ ζεκεία πνπ λα κελ 

αληηζηνηρνχλ πνπζελά θαη ζεκεία ηνπ άμνλα ησλ y πνπ λα αληηζηνηρνχλ 

ζε πνιιά x. 

ii. Σηκέο ηνπ y λα αληηζηνηρνχλ ζε ηηκέο ηνπ x κε βάζε ηε ζρέζε )(xfy . 

iii. Ζ ζπλάξηεζε είλαη κηα έθθξαζε ζπζρέηηζεο ζηνηρείσλ απφ έλα ζχλνιν 

ζε έλα άιιν έηζη ψζηε λα ππάξρεη έλα βέινο γηα θάζε αξηζκφ.  

                      

 

Απνηειέζκαηα αλά θαηεγνξία:  

Καηεγνξία 1 Καηεγνξία 2 Καηεγνξία 3 Καηεγνξία 4 ρη απάληεζε 

57% 14% 14% 7% 8% 
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ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

Σν πξψην ζεκαληηθφ ζεκείν απηήο ηεο έξεπλαο ήηαλ ε έλλνηα ηνπ θαλφλα. Πνιινί 

καζεηέο ρξεηάδνληαη έλαλ αιγεβξηθφ ηχπν γηα λα ηνπο πξνζδηνξίδεη ηε ζπλάξηεζε, 

ηνπο είλαη απαξαίηεηνο. ηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα απαληήζνπλ ηηο εξσηήζεηο, 

θαηαζθεχαδαλ ηχπνπο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο. Σν δεχηεξν ζεκείν ηεο έξεπλαο 

παξαηεξήζεθε εθεί. Πνιινί καζεηέο έθαλαλ αληηθαηάζηαζε ζην εξψηεκα 3 θαη είραλ 

επηηπρία ζηνπο αθεξαίνπο. ηαλ φκσο αληηθαηέζηεζαλ κε αθέξαηνπο αξηζκνχο έγηλαλ 

ιάζε, ιφγσ ηνπ πξνζσξηλνχ concept image. 

Πξψηα απ‟ φια θάπνηνο πξέπεη λα μέξεη ηη λα πεξηκέλεη απφ ηνπο καζεηέο θαη ζηε 

ζπλέρεηα απμάλεη ηελ θαηαλφεζή ηνπ πξνο απηνχο. Δδψ πξέπεη λα ηνλίζνπκε πσο ην 

concept image ησλ Euler, D’Alembert θαη Lagrange ήηαλ δηαθνξεηηθφ απφ ησλ παηδηψλ 

θαη ίζσο ζα πξέπεη λα απνθεχγνπκε λα ηνπο δίλνπκε ηνλ νξηζκφ ηνπ Dirichlet. Πξέπεη 

λα δίλνπκε ζηα παηδηά παξαδείγκαηα γηα απηά πνπ ηνπο δηδάζθνπκε θαζ‟ φιε ηε 

δηάξθεηα ηεο ρξνληάο, ψζηε λα κελ παξακνξθψλεηαη ην concept image ηνπο. Βέβαηα 

εδψ πξέπεη λα πνχκε πσο νη καζεηέο κπνξεί λα πεηχρνπλ ζηηο εμεηάζεηο θαη αο έρνπλ 

ιάζνο concept image, νπφηε αλ απηφ δε καο ελδηαθέξεη κπνξνχκε λα κελ αζρνιεζνχκε 

καδί ηνπ.  
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2
η
 ΔΡΔΤΝΑ (B. Schwarz, R. Hershkowitz [29]) 

Ζ παξνχζα έξεπλα ήηαλ έλα ηκήκα ελφο κεγάινπ πξνγξάκκαηνο έξεπλαο θαη 

αλάπηπμεο κηαο εηθνζαεηίαο πνπ πεξηειάκβαλε 3 θχθινπο, ν θαζέλαο απφ ηνπο νπνίνπο 

ζηεξίρηεθε ζηνπο πξνεγνχκελνπο, αιιά είρε θαη λέα ραξαθηεξηζηηθά. Ο ηξίηνο δηέθεξε 

απφ ηνπο άιινπο ζηελ εθηελή ρξήζε ησλ εξγαιείσλ ινγηζκηθνχ, ηελ νξγάλσζε ησλ 

ζηφρσλ γχξσ απφ ηηο θαηαζηάζεηο πξνβιήκαηνο θαη ηελ πςεινχ επηπέδνπ 

δξαζηεξηφηεηα πνπ ππνζηεξίρζεθε απφ ηηο πινχζηεο θνηλσληθέο αιιειεπηδξάζεηο. 

Δπίζεο αληηπαξαβάιινπκε ηε θχζε ησλ concept image ηεο ζπλάξηεζεο ησλ καζεηψλ 

ηνπ ηειεπηαίνπ θχθινπ κε απηνχο ηνπ πξνεγνπκέλνπ.  

ΘΔΩΡΗΣΙΚΟ ΠΛΑΙΙΟ 

Γχν θχξηεο πξνζεγγίζεηο έρνπλ αλαπηπρζεί γηα λα εμεγήζνπλ ηνπο κεραληζκνχο 

εθκάζεζεο κηαο έλλνηαο. Οη ππεξαζπηζηέο ηεο θιαζζηθήο πξνζέγγηζεο ππνζηεξίδνπλ 

φηη νη νξηζκνί δηαδξακαηίδνπλ θεληξηθφ ξφιν επεηδή θάζε έλλνηα έρεη έλα ζχζηεκα 

θαλφλσλ πνπ θαζνξίδεη ζαθψο ηα φξηα θαη ηηο ηδηφηεηέο ηεο. Απηή ε πξνζέγγηζε είλαη 

βαζηζκέλε ζηελ ππφζεζε φηη ππάξρεη κηα ηδαληθή ζηξαηεγηθή απφθηεζεο κηαο έλλνηαο. 

Μηα άιιε πξνζέγγηζε είλαη πηζαλνινγηθή. Οη ππεξαζπηζηέο ηεο πξνυπνζέηνπλ φηη 

ππάξρνπλ κεξηθά εηδηθά παξαδείγκαηα πνπ είλαη θεληξηθφηεξα ζηελ εθκάζεζε απφ 

άιια. Απηά, απνθαινχκελα ζπρλά πρωηόησπα, έρνπλ βξεζεί λα είλαη ζεκαληηθά ζηελ 

ελλνηνινγηθή θξίζε. Σα πξσηφηππα είλαη ηα κέιε κηαο θαηεγνξίαο πνπ έρνπλ έλα 

ζχλνιν ραξαθηεξηζηηθψλ γλσξηζκάησλ πνπ ζρεηίδνληαη ηδηαίηεξα κε ηα 

ραξαθηεξηζηηθά γλσξίζκαηα ησλ άιισλ κειψλ. Σα πξσηφηππα ρξεζηκνπνηνχληαη σο 

„γλσζηηθά ζεκεία αλαθνξάο‟ γηα ην ζρεκαηηζκφ άιισλ παξαδεηγκάησλ. Κάζε 

παξάδεηγκα θξίλεηαη ζχκθσλα κε ηελ απφζηαζή ηνπ απφ ην πξσηφηππν. Απηή ε 

ζεσξία δηαθέξεη απφ ηελ θιαζζηθή πξνζέγγηζε ζχκθσλα κε ηελ νπνία φια ηα 

παξαδείγκαηα είλαη ζε κηα ίζε απφζηαζε απφ ην ίδην θξηηήξην θαζνξηζκνχ.  

Οη θξηηηθέο έρνπλ απμεζεί ελάληηα θαη ζηηο δχν πξνζεγγίζεηο. Γηα παξάδεηγκα νη 

Murphy & Medin (1985) [24] ππνζηήξημαλ φηη κηα πηζαλνινγηθή πξνζέγγηζε δελ 

κπνξεί λα εμεγήζεη ηε ζπλνρή κεηαμχ παξφκνησλ παξαδεηγκάησλ. Ο Barsalou (1987) 

[2] έδεημε φηη ηα πξσηφηππα είλαη ρσξίο λφεκα εθηφο αλ ζπλδένληαη κε θάπνην ζθνπφ. 

Άιινη εξεπλεηέο ζπλέδεζαλ ηηο δχν πξνζεγγίζεηο ζηα δηαθνξεηηθά ζηάδηα αλζξψπηλεο 
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αλάπηπμεο. Οη Jones & Smith (1993) [18] ππνζηήξημαλ φηη νη έλλνηεο δελ είλαη 

ζηαζεξέο δνκέο, αιιά δηαδηθαζίεο πνπ αιιάδνπλ ζε έλα δπλακηθφ ελλνηνινγηθφ 

δηάζηεκα, νη αξράξηνη μεθηλνχλ κε ηδηαίηεξα παξαδείγκαηα, ηα νξγαλψλνπλ θαη ηα 

επεθηείλνπλ ζηαδηαθά ζχκθσλα κε ηνπο θαλφλεο. 

Παξφκνηα δεηήκαηα έρνπλ πξνθχςεη γηα ηελ εθκάζεζε κηαο έλλνηαο ζηα καζεκαηηθά. 

Έρεη ππάξμεη ηδηαίηεξε ζπδήηεζε γηα ηε δηάθξηζε κεηαμχ ηεο έννοιαρ (φπσο πξνθχπηεη 

απφ ην καζεκαηηθφ νξηζκφ ηεο) θαη ηεο αναπαπάζηαζηρ έννοιαρ (φπσο απεηθνλίδεηαη  

ζην κεκνλσκέλν κπαιφ σο απνηέιεζκα ησλ δηαδηθαζηψλ εθκάζεζεο (Vinner) - ε 

εζσηεξηθή αληηπξνζψπεπζε ηεο έλλνηαο) [37].  

Έλα δνκηθφ ραξαθηεξηζηηθφ ησλ ελλνηψλ ζηε γεσκεηξία είλαη ε ζρέζε κεηαμχ ησλ 

ζπλφισλ θαη ησλ ππνζπλφισλ ησλ παξαδεηγκάησλ αθ' ελφο θαη ησλ ζπλφισλ θαη ησλ 

ππνζπλφισλ ησλ ηδηνηήησλ ηνπο αθ' εηέξνπ. Γηα παξάδεηγκα ηα ηεηξάγσλα 

ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηα παξαιιειφγξακκα, πνπ ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηα 

ηεηξάπιεπξα. Οη ηδηφηεηεο φκσο ησλ ηεηξαγψλσλ πεξηιακβάλνπλ ηηο ηδηφηεηεο ησλ 

παξαιιεινγξάκκσλ, πνπ πεξηιακβάλνπλ απηέο ησλ ηεηξαπιεχξσλ. Γηαπηζηψζεθε 

πεηξακαηηθά πσο ε δνκή απηή είλαη ςπρνινγηθά ρεηξνπηαζηή: θάζε έλλνηα έρεη έλα ή 

πεξηζζφηεξα πξσηφηππα παξαδείγκαηα πνπ απνθηηνχληαη πξψηα, απηά είλαη ζπλήζσο 

εθείλα πνπ έρνπλ ην καθξχηεξν θαηάινγν ηδηνηήησλ (φιεο ηηο θξίζηκεο ηδηφηεηεο ηεο 

έλλνηαο θαζψο επίζεο θαη εθείλεο πνπ έρεη κφλν ην πξσηφηππν παξάδεηγκα).  

Δπηπιένλ νη Hershkowitz, Bruckheimer & Vinner (1987) [16] δηαπίζησζαλ φηη εάλ 

έλαο πξνθνξηθφο νξηζκφο παξνπζηαζηεί ρσξίο παξάδεηγκα, νη ζπνπδαζηέο θαζψο θαη νη 

δάζθαινη παξάγνπλ ζπλήζσο ηα ίδηα πξσηφηππα παξαδείγκαηα. Δπηπιένλ νη Vinner & 

Hershkowitz (1983) [35] δηαπίζησζαλ φηη ην concept image ησλ παηδηψλ πεξηιακβάλεη 

ζπρλά κφλν ηα πξσηφηππα, έλα απνηέιεζκα πνπ δείρλεη φηη απηά είλαη ηα παξαδείγκαηα 

πνπ θαηαζθεπάδνληαη πξψηα. Απηφ εμεγεί γηαηί νη καζεηέο ηείλνπλ λα πξνζδηνξίζνπλ 

κηα έλλνηα κε έλα ή κεξηθά πξσηφηππα παξαδείγκαηα θαη γηαηί ην concept image ηνπο 

αλαπηχζζεηαη ζπρλά απφ έλα κνλαδηθφ πξσηφηππν γηα λα πεξηιάβεη ζηε ζπλέρεηα φιν 

θαη πεξηζζφηεξα παξαδείγκαηα. 

Ο Hershkowitz (1989) [15] επίζεο δηαπίζησζε φηη ηα πξσηφηππα παξαδείγκαηα 

ρξεζηκεχνπλ ζπρλά σο βάζε ζηελ πξσηφηππε θξίζε ζηε γεσκεηξία, δειαδή  σο 

πιαίζην αλαθνξάο έηζη ψζηε άιια παξαδείγκαηα λα θξίλνληαη απφ ηελ αλαθνξά ζην 
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πξσηφηππν ζπλνιηθά ή ηελ αλαθνξά ζηηο ηδηφηεηεο ησλ πξσηνηχπσλ αληί απφ ηελ 

αλαθνξά ζην καζεκαηηθφ νξηζκφ ηεο έλλνηαο.  

Ζ πξσηφηππε θξίζε ιακβάλεη δχν πηζαλέο κνξθέο (Hershkowitz, 1989). Ζ πξψηε 

είλαη νπηηθή: ε κνξθή ηνπ πξσηνηχπνπ ρξεζηκεχεη σο ην θξηηήξην. Μηα ηέηνηα θξίζε 

νδεγεί ζπρλά ζηα ιαλζαζκέλα ζπκπεξάζκαηα. Γηα παξάδεηγκα έλα νξζνγψλην 

ηξαπέδην ζπρλά δελ πξνζδηνξίδεηαη σο ηξαπέδην επεηδή δελ κνηάδεη κε πξσηφηππν 

ηξαπέδην (Hoffer, 1983) [17]. Ζ δεχηεξε κνξθή πξσηφηππεο θξίζεο είλαη βαζηζκέλε 

ζηηο εηδηθέο ηδηφηεηεο ηνπ πξσηνηχπνπ θαη νδεγεί θαη απηή ζπρλά ζε ιαλζαζκέλα 

ζπκπεξάζκαηα. Ο Hershkowitz (1989) δηαπίζησζε φηη πνιινί καζεηέο απνξξίπηνπλ 

κηα πεξίπησζε σο ππφδεηγκα κηαο έλλνηαο επεηδή απηή ζηεξείηαη ηηο εηδηθέο ηδηφηεηεο 

ηνπ πξσηνηχπνπ. Tα παηδηά πξνζπαζνχλ λα επηβάινπλ ηηο εηδηθέο ηδηφηεηεο ηνπ 

πξσηνηχπνπ ζε άιια παξαδείγκαηα θαη φηαλ δελ κπνξνχλ λα ην θάλνπλ, ηα 

απνξξίπηνπλ σο πεξηπηψζεηο ηεο έλλνηαο. Δπηπιένλ, νη λένη ζπνπδαζηέο κεξηθέο θνξέο 

απνξξίπηνπλ ηα πξσηφηππα παξαδείγκαηα επεηδή έρνπλ ηηο εηδηθέο ηδηφηεηεο. Γηα 

παξάδεηγκα έλα ηεηξάγσλν δε ζεσξείηαη ηεηξάπιεπξν, επεηδή έρεη ηέζζεξηο ίζεο 

πιεπξέο θαη ηα άιια ηεηξάπιεπξα φρη. Σειηθά ε ρξήζε ησλ πξσηνηχπσλ κπνξεί λα 

είλαη είηε επεξγεηηθή είηε θαηαζηξεπηηθή, αλάινγα κε εάλ απηά ρξεζηκνπνηνχληαη 

θαηάιιεια σο πιαίζηα ηεο αλαθνξάο γηα ηελ θξίζε άιισλ παξαδεηγκάησλ.  

Έρνπλ βξεζεί νκνηφηεηεο κεηαμχ ηεο εθκάζεζεο ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο θαη ηεο 

εθκάζεζεο ησλ γεσκεηξηθψλ ελλνηψλ. Μεξηθέο ηδηφηεηεο ησλ γξακκηθψλ θαη 

ηεηξαγσληθψλ ζπλαξηήζεσλ ζεσξνχληαη πξσηφηππεο: Οη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο, σο 

παξαδείγκαηα, έρνπλ δηάθνξεο εηδηθέο ηδηφηεηεο εθηφο απφ ηηο θξίζηκεο ηνπο. Μηα απφ 

απηέο (θξίζηκε γηα νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε) είλαη φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο δελ 

πεξηιακβάλεη δχν ηηκέο ηνπ y γηα κηα δεδνκέλε ηηκή ηνπ x (αλ y=f(x)). Οη εηδηθέο 

ηδηφηεηεο γηα ηηο γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο πεξηιακβάλνπλ πσο (α) ε γξαθηθή παξάζηαζε 

είλαη κηα επζεία γξακκή, (β) ε γξακκή θαζνξίδεηαη απφ δχν ζεκεία, (γ) ν ξπζκφο 

κεηαβνιήο είλαη ζηαζεξφο, (δ) ηηκέο κπνξνχλ λα ιεθζνχλ απφ ηηο παξεκβνιέο ή κε 

πξνζέγγηζε. Οη ηεηξαγσληθέο ζπλαξηήζεηο έρνπλ επίζεο πνιπάξηζκεο ηδηφηεηεο. Γηα 

παξάδεηγκα ε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε είλαη παξαβνιή θαη ε ζπλάξηεζε είλαη ζεηηθή 

εάλ θαη κφλν εάλ 04&0 2 aa . Μεξηθέο ηδηφηεηεο κνηξάδνληαη κε άιινπο 

ηχπνπο ζπλαξηήζεσλ, παξαδείγκαηνο ράξηλ ε γξαθηθή παξάζηαζε έρεη έλαλ θάζεην 
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άμνλα ηεο ζπκκεηξίαο θαη ε ζπλάξηεζε έρεη έλα κέγηζην ή ειάρηζην. ε θάζε 

ζπλάξηεζε ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε δελ θφβεη πνηέ ζε πεξηζζφηεξα απφ έλα ζεκεία 

κηα γξακκή παξάιιειε ζηνλ άμνλα y΄y.  

Οη κειέηεο παξνπζηάδνπλ ηελ επηθξάηεζε ηεο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο σο πξσηφηππν 

παξάδεηγκα θαη δείρλνπλ φηη ηα παξαδείγκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ θαη ησλ ηδηνηήησλ 

ηνπο θξίλνληαη ζε ζρέζε κε απηή. ηαλ θακία γξακκηθή ζπλάξηεζε δελ ηθαλνπνηεί 

ηνπο δεδνκέλνπο φξνπο, έλαο κεγάινο αξηζκφο καζεηψλ νδεγείηαη ζηελ ηεηξαγσληθή. 

Βέβαηα ιφγσ ηεο δπζθνιίαο ζην ζρεδηαζκφ ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ησλ 

ζπλαξηήζεσλ θαη ηνλ ππνινγηζκφ ησλ ηηκψλ ηνπο ρσξίο θαηάιιεια εξγαιεία, νη 

γξακκηθέο θαη ηεηξαγσληθέο είλαη ζπλήζσο νη κφλεο πνπ δηδάζθνληαη ζπζηεκαηηθά, 

ελψ άιιεο εμεηάδνληαη κφλν ελ ζπληνκία. Δίλαη ινγηθφ λα ππνηεζεί φηη νη καζεηέο ζηηο 

κειέηεο Karplus [19] θαη Markovits [22] απάληεζαλ κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ησλ 

παξαδεηγκάησλ κε ηα νπνία εμνηθεηψζεθαλ θαιχηεξα.  

Βάζεη απηψλ νη γξακκηθέο θαη ηεηξαγσληθέο ζπλαξηήζεηο είλαη πξάγκαηη πξσηφηππα 

παξαδείγκαηα. Ο Karplus (1979) [19] δηαπίζησζε φηη πεξηζζφηεξνη απφ 40% ησλ 

καζεηψλ γπκλαζίνπ ρξεζηκνπνίεζαλ ηε γξακκηθή παξεκβνιή θαη ηελ πξνζέγγηζε γηα 

λα βξνπλ ηηο ηηκέο κηαο ζπλάξηεζεο, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο νπνίαο πέξλαγε κέζσ 

δχν δεδνκέλσλ ζεκείσλ, αλ θαη δελ είρε εηπσζεί φηη ε ζπλάξηεζε ήηαλ γξακκηθή. 

Καηά θάπνηνλ ελδηαθέξνληα ηξφπν δηθαηνιφγεζαλ ηε γξακκηθή επηινγή ηνπο κε ηε 

βεβαίσζε φηη απηή είλαη „αθξηβέζηεξε‟ απφ ηηο άιιεο (δήηεκα 3 ζην παξαθάησ 

εξσηεκαηνιφγην). Αθφκα θαη φηαλ νδεγήζεθαλ ζε άηνπν (έλαο αξλεηηθφο αξηζκφο 

βαθηεξηδίσλ), έλαο φρη ακειεηένο αξηζκφο καζεηψλ γπκλαζίνπ ηε ρξεζηκνπνίεζε. 

Απηά ηα απνηειέζκαηα έρνπλ ηελ αθφινπζε πηζαλή εξκελεία: Ζ ηδηφηεηα „πνπ πεξλά 

κέζσ δχν δεδνκέλσλ ζεκείσλ‟ εθπιεξψλεηαη απφ κηα κνλαδηθή γξακκή, ε γξακκή 

πξνζδηνξίδεηαη κε ηε κνλαδηθή θαηάιιειε γξακκηθή ζπλάξηεζε (πξσηφηππν 

παξάδεηγκα), θαη απηφ ην ραξαθηεξηζηηθφ απνθιείεη νπνηαδήπνηε άιιε ζπλάξηεζε πνπ 

δηέξρεηαη απφ ηα δχν δεδνκέλα ζεκεία.  

Ζ Markovits (1982) [22] (δεηήκαηα 1 & 2) δηαπίζησζε φηη φινη νη καζεηέο γπκλαζίνπ 

ηεο έξεπλαο επέιεμαλ γηα ζπλάξηεζε πνπ πεξλά κέζσ δχν δεδνκέλσλ ζεκείσλ 

(ζηνηρείν 1α) ηε γξακκηθή θαη γηα ηνπο κηζνχο απφ απηνχο ήηαλ θαη ε κφλε ζπλάξηεζε 

πνπ πέξαζε κέζσ απηψλ (ζηνηρείν 1β). Σν έλα ηξίην κφλν δήισζε φηη ππήξραλ άπεηξεο 
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ζπλαξηήζεηο πνπ πεξλνχλ κέζσ ησλ δχν ζεκείσλ. Πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο κηζνχο 

ζθέθηεθαλ φηη δελ ππήξρε θακία ζπλάξηεζε πνπ ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε λα πεξλάεη 

κέζσ ηξηψλ κε ζπλεπζεηαθψλ ζεκείσλ (ζηνηρείν 2α). Οη πην πνιινί απ‟ απηνχο είπαλ 

πσο ε ζπλάξηεζε ήηαλ κνλαδηθή θαη ηεηξαγσληθή. 

ΣΑ ΜΑΘΖΗΑΚΑ ΠΔΡΗΒΑΛΛΟΝΣΑ ΣΖ ΜΔΛΔΣΖ 

Ζ έξεπλα πνπ παξνπζηάδεηαη εδψ ήηαλ αλαπφζπαζην ηκήκα ελφο πεξηεθηηθνχ 

πξνγξάκκαηνο έξεπλαο θαη αλάπηπμεο πνπ αλαπηχρζεθε ζε ηξεηο δηαδνρηθνχο θχθινπο 

ησλ πξνγξακκάησλ ζπνπδψλ. Απηνί νη θχθινη ήηαλ βαζηζκέλνη ζηελ ίδηα δηδαθηέα χιε 

γηα κηα ζεηξά καζεκάησλ ελφο ρξφλνπ γηα ηελ 3
ε
 γπκλαζίνπ 2 ή 3 ψξεο ηελ εβδνκάδα. 

Κάζε θχθινο πξνήιζε θπζηθά απφ ηνπο πξνεγνχκελνπο αιιά πξνρψξεζε πέξα απφ ην 

πεδίν θαη ηελ ηδενινγία απηψλ.  

Ο πξψηνο θχθινο ήηαλ παξαδνζηαθφο, δειαδή έλλνηεο, αλαπαξαζηάζεηο θαη 

δηαδηθαζίεο παξνπζηάζηεθαλ απφ ην δάζθαιν κέζσ ηνπ εγρεηξηδίνπ κε έλα δνκεκέλν 

ηξφπν. Έλαο ζηαηηθφο ζπλνινζεσξεηηθφο νξηζκφο ηεο ζπλάξηεζεο εηζήρζε αξθεηά 

λσξίο: "Μηα ζπλάξηεζε πεξηιακβάλεη δχν ζχλνια (πεδία νξηζκνχ θαη ηηκψλ) θαη έλα 

θαλφλα αληηζηνίρηζεο πνπ εθπιεξψλεη δχν ηδηφηεηεο: (α) Κάζε εηθφλα έρεη έλα ζηνηρείν 

ζην πεδίν νξηζκνχ θαη (β) ε εηθφλα είλαη πάληα κνλαδηθή". Οη νξηζκνί ησλ βνεζεηηθψλ 

ελλνηψλ ηεο ζπλάξηεζεο εηζήρζεζαλ επίζεο. Έλα ζχληνκν εηζαγσγηθφ θεθάιαην 

παξνπζίαδε ηηο γεληθέο ηδηφηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ. Καηφπηλ νη καζεηέο 

πξνγπκλάζηεθαλ εληαηηθά ζηηο γξακκηθέο θαη ηεηξαγσληθέο ζπλαξηήζεηο.  

Ο δεχηεξνο θχθινο ηνπ πξνγξάκκαηφο έιαβε ππφςε νξηζκέλεο εκπεηξίεο πνπ είραλ 

πξνθχςεη απφ πξνεγνχκελα ζπκπεξάζκαηα θάπνησλ εξεπλεηψλ (π.ρ., Karplus 1979, 

Markovits 1982, Vinner 1983). Οη ππεχζπλνη γηα ηελ αλάπηπμε πξνγξάκκαηνο 

ζπνπδψλ παξνπζίαζαλ πεξηζζφηεξα παξαδείγκαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ (φρη κφλν 

γξακκηθέο θαη ηεηξαγσληθέο, αιιά θαη πνιπσλπκηθέο, απφιπηεο ηηκήο, θ.α.). πσο θαη 

ζηνλ πξψην θχθιν ν νξηζκφο δφζεθε αξθεηά λσξίο ζην βηβιίν θαη δηαηππψζεθε ηππηθά. 

Καηά πεξηφδνπο νη καζεηέο ελζαξξχλζεθαλ γηα λα εξγαζηνχλ κε εξεπλεηηθφ ηξφπν 

ζηηο θαηαζηάζεηο πξνβιήκαηνο, θαζνδεγνχκελνη απφ ην εγρεηξίδην ή ην δάζθαιν.   

Ζ αλάπηπμε ζηνλ ηξίην θχθιν βαζίζηεθε ζηε ζπζζσξεπηηθή εκπεηξία πνπ πξνήιζε 

απφ ηνπο δχν πξνεγνχκελνπο θαη ζηελ έξεπλα ζρεηηθά κε ην ξφιν ηνπ ινγηζκηθνχ 

πνιιαπιήο αλαπαξάζηαζεο ζηελ εθκάζεζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο. Πξνηάζεθε 
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κηα εηζαγσγηθή ζεηξά καζεκάησλ πνπ πεξηειάκβαλαλ κηα αιπζίδα ησλ θαηαζηάζεσλ 

πξνβιήκαηνο ψζηε λα δηεπθνιπλζεί ε αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ζηνπο καζεηέο. Σνπο 

δφζεθε ε επθαηξία λα θαηαζθεπάζνπλ ζπλαξηήζεηο εξεπλψληαο ηηο θαηαζηάζεηο 

πξνβιήκαηνο. ε έλα κεηαγελέζηεξν ζηάδην δφζεθε έλαο ζχληνκνο, άηππνο νξηζκφο. 

Οη ζπνπδαζηέο είραλ είηε γξαθηθνχο ππνινγηζηέο είηε εξγαιεία ινγηζκηθνχ πνιιαπιήο 

αλαπαξάζηαζεο θαη ηα ρξεζηκνπνίεζαλ. 

Άιια ραξαθηεξηζηηθά ηνπ ηξίηνπ θχθινπ ήηαλ ηα αθφινπζα: 

i. Οη καζεηέο ελζαξξχλζεθαλ λα ιάβνπλ ηηο απνθάζεηο ηνπο γηα ην πνηα 

αλαπαξάζηαζε ζα ρξεζηκνπνηήζνπλ, πψο λα ηηο ζπλδέζνπλ θαη κε πνηνλ 

ηξφπν ζα εξγαζηνχλ.  

ii. Σν κεγαιχηεξν κέξνο ηεο έξεπλαο έγηλε ζε κηθξέο ζπλεξγάζηκεο νκάδεο. 

iii. Οη καζεηέο θιήζεθαλ λα γξάςνπλ εθζέζεηο πνπ λα ζπγθξίλνπλ ηα βήκαηα 

απφ ηα νπνία πέξαζαλ θαη λα αλαθέξνπλ ηηο δηαδηθαζίεο ιχζεο ηνπο, γηα 

παξάδεηγκα γηαηί κηα ππφζεζε απνξξίθζεθε ή πξνηηκήζεθε.  

iv. Ο δάζθαινο δηαδξακάηηζε δηάθνξνπο ξφινπο σο βνεζφο θαη ζπληνληζηήο ησλ 

ζπδεηήζεσλ γηα ηηο εθζέζεηο.  

Σα απηνκαηνπνηεκέλα εξγαιεία πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ είραλ πνιιά θνηλά 

ραξαθηεξηζηηθά κε ηνπο κηθξφθνζκνπο ζπλαξηήζεσλ (Schwartz & Yerushalmy, 

1989) [26]: Δπέηξεςαλ ην δπλακηθφ ζχλδεζκν κεηαμχ ησλ αιγεβξηθψλ, γξαθηθψλ, θαη 

αξηζκεηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ. Οη ζχλδεζκνη δελ ήηαλ ζπκκεηξηθνί, κε ηελ έλλνηα φηη 

γηα λα ζρεδηαζηεί κηα γξαθηθή παξάζηαζε πξέπεη ππάξρεη πξφζβαζε ζηελ αιγεβξηθή 

αλαπαξάζηαζε, ελψ (εθηφο απφ ηηο γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο) έλαο αιγεβξηθφο ηχπνο δελ 

κπνξεί λα θαζνξηζηεί απφ κηα γξαθηθή παξάζηαζε. 

Ο ΥΑΡΑΚΣΖΡΗΜΟ ΣΟΤ CONCEPT IMAGE ΣΧΝ ΠΟΤΓΑΣΧΝ 

Πξνέθπςε ε επθαηξία λα ραξαθηεξηζηεί ην concept image ησλ καζεηψλ ζηνλ ηξίην 

θχθιν θαη λα ζπγθξηζεί κε εθείλα πνπ δηακνξθψζεθαλ ζηνπο πξνεγνχκελνπο. Ο 

δεχηεξνο θαη ν ηξίηνο θχθινο δηέθεξαλ ζηε ρξήζε ησλ απηνκαηνπνηεκέλσλ εξγαιείσλ, 

ζηε θχζε θαη ην ζρέδην ησλ θαηαζηάζεσλ πξνβιήκαηνο, ζην ζηάδην ηεο εηζαγσγήο ηεο 

έλλνηαο ζπλαξηήζεσλ θαη ηνπ νξηζκνχ. 

Σν concept image ηεο ζπλάξηεζεο είλαη κηα ζχλζεηε λνεηηθή έλλνηα. ηηο ζρνιηθέο 

δξαζηεξηφηεηεο ζε ζπλαξηήζεηο ρξεζηκνπνηνχληαη ππνινγηζκφο, αλάγλσζε, εξκελεία, 
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κεηάβαζε ζε κηα λέα αλαπαξάζηαζε γηα πξφζζεηεο πιεξνθνξίεο θαη απφθαζε εάλ νη 

πεξηπηψζεηο νδεγνχλ ζε κηα ζπγθεθξηκέλε νηθνγέλεηα ζπλαξηήζεσλ. πρλά εμεηάδνπλ 

ηε ζέζε ησλ γξακκηθψλ ζπλαξηήζεσλ (ή άιισλ εηδηθψλ παξαδεηγκάησλ): Πξνηηκψληαη 

γηα λα εμεγήζνπλ ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο θαη ζε απηή ηελ πεξίπησζε, πξνηηκψληαη 

ιφγσ ηεο νηθεηφηεηάο ηνπο ή επεηδή νη καζεηέο ηνπο ζεσξνχλ ηα κνλαδηθά 

παξαδείγκαηα; Σν concept image ησλ ζπνπδαζηψλ αμηνινγείηαη απφ απηέο ηηο 

δηαδηθαζίεο πνπ παξνπζηάδνπλ εάλ θαη πψο ηα παηδηά ρξεζηκνπνηνχλ νξηζκέλα 

παξαδείγκαηα σο πξσηφηππα θαη δείρλνπλ πψο ρεηξίδνληαη ηηο ζπλαξηήζεηο γηα λα 

ζπκπεξάλνπλ ηε λέα γλψζε. Οη ηξεηο πηπρέο ηνπ concept image είλαη ςποδειγμαηιζμόρ 

(prototypicality), μεπικό-ολικόρ ζςλλογιζμόρ (part-whole reasoning) θαη επιμέποςρ 

καηανόηζη ιδιοηήηων (attribute understanding). 

Prototypicality: Απηφ ην ζπζηαηηθφ πξνζδηνξίδεη πνηεο ζπλαξηήζεηο ρξεζηκνπνηνχληαη 

θαη πψο. Δπίζεο δείρλεη εάλ κεξηθέο ζπλαξηήζεηο είλαη απνθιεηζηηθέο ή απιά 

δεκνθηιείο θαη εάλ ε ρξήζε ηνπο επηηξέπεη ζην καζεηή λα ρεηξηζηεί ηα λέα 

παξαδείγκαηα. Γηα παξάδεηγκα αλ έλαο καζεηήο ρξεζηκνπνηεί ηε γξακκηθή παξεκβνιή 

γηα λα ππνινγίζεη ηελ ηηκή κηαο κε γξακκηθήο ζπλάξηεζεο f(x) γηα κηα νξηζκέλε ηηκή 

ηνπ x θαη νδεγείηαη ζε αλφεηα απνηειέζκαηα, απηφ ζεκαίλεη πσο ε ηδηφηεηα απηή ηεο 

γξακκηθήο ζπλάξηεζεο ζεσξείηαη απνθιεηζηηθή. Άξα ε πηπρή απηή αμηνινγείηαη κέζσ 

ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ επηθαινχληαη νη καζεηέο, ησλ κεζφδσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχλ ζε 

ζπγθεθξηκέλα παξαδείγκαηα θαη ηηο ζπλδέζεηο πνπ θάλνπλ κεηαμχ ηνπ ππφ εμέηαζε 

πξνβιήκαηνο θαη ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ επηθαινχληαη.   

Part-whole reasoning: Ζ πξφζβαζε ζηηο ζπλαξηήζεηο δελ είλαη άκεζε, αιιά γίλεηαη 

κέζσ ηεο ρξήζεο ησλ ζπκβνιηθψλ ζπζηεκάησλ. Παξαδείγκαηνο ράξηλ ππάξρνπλ 

απείξσο πνιιά γξαθηθά ηκήκαηα πνπ δείρλνπλ κηα δεδνκέλε παξαβνιή. Δπίζεο νη 

)3)(1( xx θαη 1)2( 2x  είλαη δχν αιγεβξηθέο αλαπαξαζηάζεηο ηεο ίδηαο 

ηεηξαγσληθήο ζπλάξηεζεο. Ο ρεηξηζκφο ησλ ζπλαξηήζεσλ πεξηιακβάλεη ηε 

δπλαηφηεηα λ‟ αλαγλσξίζνπκε αλ νη αλαπαξαζηάζεηο ζρεηίδνληαη ή φρη κε ηελ ίδηα 

νληφηεηα. Έηζη θαζνξίδεηαη πφηε απηέο αλαθέξνληαη ζηελ ίδηα αλαπαξάζηαζε. 

Attribute understanding: Δίλαη κηα επέθηαζε ηνπ πξνεγνπκέλνπ πνπ αθνξά ηελ 

αλαγλψξηζε ησλ επηκέξνπο ηδηνηήησλ ησλ ζπλαξηήζεσλ, δειαδή ηηο ζηαζεξέο κεηαμχ 

φισλ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ. Γηα παξάδεηγκα θαηαιαβαίλνληαο φηη ην )3)(1( xx έρεη 
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άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ x=2, καο επηηξέπεη λα αλαγλσξίζνπκε φηη απηφ είλαη κηα 

ηδηφηεηα ησλ γξαθηθψλ, ζπλνπηηθψλ θαη αιγεβξηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ απηήο ηεο 

ζπλάξηεζεο. Ζ επηκέξνπο θαηαλφεζε ηδηνηήησλ κπνξεί λα νξηζηεί σο ε δπλαηφηεηα λα 

εμαρζνχλ νη ηδηφηεηεο ησλ ζπλαξηήζεσλ απφ κεξηθνχο αληηπξνζψπνπο ηνπο θαη απηφ 

λα δηθαηνινγεζεί. 

Δδψ εμεηάδνπκε εάλ ε ρξήζε παξαδεηγκάησλ είλαη επεξγεηηθή ή θαηαζηξεπηηθή γηα ηελ 

παξαγσγή ησλ ελλνηνινγηθψλ θξίζεσλ, φπσο θαίλεηαη απφ ηνπο ηξφπνπο πνπ απηά 

πξνθαινχληαη θαη ζπλδένληαη νη ηδηφηεηεο (prototypicality) θαζψο επίζεο θαη απφ ηηο 

δπλαηφηεηεο ησλ ζπνπδαζηψλ λα ρεηξηζηνχλ ηηο ζπλαξηήζεηο (part-whole reasoning θαη 

attribute understanding). Έλα concept image ζα θαιείηαη πινχζην εάλ ε ρξήζε ησλ 

παξαδεηγκάησλ πνπ πξνθαιεί είλαη επεξγεηηθή ζηνπο ζπνπδαζηέο πνπ ηα 

ρξεζηκνπνηνχλ γηα λα θάλνπλ ηηο ελλνηνινγηθέο θξίζεηο. 

Η ΔΡΔΤΝΑ 

ε απηήλ ηελ έξεπλα ζηφρνο ήηαλ ν ραξαθηεξηζκφο ηνπ concept image ησλ καζεηψλ 

γηα ηε ζπλάξηεζε ζε έλα δηαινγηθφ πεξηβάιινλ βαζηζκέλν ζην ινγηζκηθφ πνιιαπιήο 

αλαπαξάζηαζεο θαη ηηο απέξαληεο δξαζηεξηφηεηεο.  

ΥΔΓΗΟ 

Γχν νκάδεο καζεηψλ ζπκκεηείραλ ζηε κειέηε. Καη νη δχν ήηαλ απφ ην δεχηεξν κηζφ 

ηεο Γ΄ γπκλαζίνπ ζηα καζεκαηηθά ζην Ηζξαήι. Πήξαλ κέξνο ζε κηα ελφο έηνπο 

εηζαγσγηθή παξάδνζε καζεκάησλ γηα ηηο ζπλαξηήζεηο, δχν ή ηξεηο θνξέο 

εβδνκαδηαίσο, θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ αθαδεκατθνχ έηνπο ηνπ 1994-1995. Ζ κηα νκάδα 

32 παηδηψλ κηαο ηάμεο (νκάδα Α) κειέηεζε ρξεζηκνπνηψληαο ην πξφγξακκα ζπνπδψλ 

ηξίηνπ θχθινπ, βαζηζκέλν ζηε ρξήζε ησλ γξαθηθψλ ππνινγηζηψλ ζε έλα ηνπιάρηζηνλ 

απφ ηα ηξία εβδνκαδηαία καζήκαηα. Ζ νκάδα ζχγθξηζεο απνηεινχληαλ απφ 71 καζεηέο 

δχν ηάμεσλ ρξεζηκνπνηψληαο ην πξφγξακκα ζπνπδψλ δεχηεξνπ θχθινπ (νκάδα Β). Ζ 

νκάδα Β επηιέρηεθε βάζεη ηεο νκνηφηεηάο ηεο ζηελ νκάδα Α ηφζν απφ άπνςε 

πιεζπζκνχ φζν θαη ηνπ χθνπο δηδαζθαιίαο. Οη ηξεηο ζπκκεηέρνληεο δάζθαινη αλήθαλ 

ζηελ νκάδα αλάπηπμεο θαη φινη ήηαλ παξαθηλεκέλνη λα βνεζήζνπλ ηα παηδηά λα 

κάζνπλ ηελ έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο. Δπεηδή νη καζεηέο δε κπφξεζαλ λα δηνξηζηνχλ 

ηπραία ζηηο νκάδεο, ην ζρέδην είλαη ζρεδφλ πεηξακαηηθφ. Έλα εξσηεκαηνιφγην 
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ζπκπιεξψζεθε ζηελ αξρή ηεο επφκελεο ηάμεο θαη ηα απνηειέζκαηα 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηελ πνζνηηθή αλάιπζε. 

ΣΑ ΔΡΔΤΝΖΣΗΚΑ ΔΡΧΣΖΜΑΣΑ 

Γηαηππψζεθαλ δχν εξεπλεηηθέο εξσηήζεηο ζηε κειέηε ησλ concept image ησλ 

καζεηψλ: (α) Πνηα είλαη ε ζέζε ησλ ζπγθεθξηκέλσλ παξαδεηγκάησλ, εηδηθφηεξα ησλ 

γξακκηθψλ ζπλαξηήζεσλ; Δίλαη πξσηφηππα θαη αλ λαη, κε πνηα έλλνηα; (β) Πφζν 

πινχζηα είλαη ηα concept image θάζε νκάδαο, ζε ζρέζε κε ηηο ηξεηο πηπρέο ηνπ; 

Ζ πξψηε εξψηεζε εζηίαζε ζηε ζέζε νξηζκέλσλ παξαδεηγκάησλ (πξσηφηππα). Απηή 

γελλάεη δεηήκαηα φπσο: Οη γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο πξνηηκψληαη απφ άιιεο γηα λα 

εμεγήζνπλ ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηδηφηεηεο; Αλ λαη, απηφ γίλεηαη επεηδή είλαη ν κφλνο 

εμεηαδφκελνο ηχπνο; Οη καζεηέο ρξεζηκνπνηνχλ ηε γξακκηθή παξεκβνιή αθφκα θαη 

φηαλ απηή νδεγεί ζε παξεθθιίζεηο; Δπηβάιιεηαη ε γξακκηθή παξεκβνιή ζηηο κε 

γξακκηθέο θαηαζηάζεηο; Υξεζηκνπνηνχληαη ηα πξσηφηππα γηα λα παξάγνπλ άιια 

παξαδείγκαηα;  

Ζ δεχηεξε εξεπλεηηθή εξψηεζε επέθηεηλε ην πεδίν ηεο πξψηεο εξψηεζεο θαη ειέγρεη 

αλ νη καζεηέο κπνξνχλ λα ζπζρεηίδνπλ ηνπο αληηπξνζψπνπο ηνπ ίδηνπ αληηθεηκέλνπ θαη 

αλ ε θξίζε ηνπο ζηηο ζπλαξηήζεηο νδεγείηαη κε ηελ θαηαλφεζε ησλ θξίζηκσλ ηδηνηήησλ 

ζηηο δηαθνξεηηθέο αληηπξνζσπεχζεηο. 

ΣΟ ΔΡΔΤΝΖΣΗΚΟ ΔΡΓΑΛΔΗΟ: ΣΟ ΔΡΧΣΖΜΑΣΟΛΟΓΗΟ 

Γηα λα γίλεη ε αλαθεξζείζα έξεπλα δφζεθε έλα εξσηεκαηνιφγην θαη ζηηο δχν νκάδεο 

ζηελ αξρή ηεο Α΄ Λπθείνπ. Απηφ πεξηειάκβαλε 8 δεηήκαηα, ηα νπνία είραλ 

ρξεζηκνπνηεζεί πξνεγνπκέλσο απφ ηνπο Karplus (1979) [19] θαη Markovits (1982) 

[22]. Άξα απηά φρη κφλν βνήζεζαλ λα αληηπαξαβιεζνχλ νη νκάδεο Α θαη Β, αιιά θαη 

λα γίλεη αληηπαξαβνιή απηψλ απηέο κε ηελ νκάδα πξψηνπ θχθινπ. Σα δεηήκαηα 4, 5, 6, 

7 ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζε κηα ζπγθξηηηθή κειέηε κεηαμχ ησλ δχν νκάδσλ, φπνπ κηα απφ 

απηέο είρε ρξεζηκνπνηήζεη εληαηηθά ην ινγηζκηθφ (Schwarz & Dreyfus, 1995 [27]). Σν 

γεγνλφο φηη ηα δεηήκαηα 1 έσο 7 ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη ζηηο πξνεγνχκελεο κειέηεο 

ζπκβάιιεη ζηελ αμηνπηζηία ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ. Γφζεθε κία ψξα γηα ηε 

ζπκπιήξσζε ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ. 
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Σν εξσηεκαηνιφγην ήηαλ ην αθφινπζν: 

1α. ρεδίαζε κηα γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο πνπ      

      λα δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Α & Β                                                       

1β. Ο αξηζκφο ησλ δηαθνξεηηθψλ ηέηνησλ                                    

       ζπλαξηήζεσλ πνπ κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε είλαη     

       0    ,    1    ,    2    ,    2 έσο 10    ,    

       πάλσ απφ 10 αιιά πεξηνξηζκέλεο    ,    άπεηξεο 

Αηηηνινγήζηε  

 

2α. ρεδίαζε κηα γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο πνπ      

      λα δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Α, Β, Γ  

2β. Ο αξηζκφο ησλ δηαθνξεηηθψλ ηέηνησλ                               

       ζπλαξηήζεσλ πνπ κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε είλαη                     

       0    ,    1    ,    2    ,    2 έσο 10    ,     

       πάλσ απφ 10 αιιά πεξηνξηζκέλεο    ,    άπεηξεο 

Αηηηνινγήζηε  

 

3. Έλαο βηνιφγνο θάλεη κηα κειέηε γηα βαθηήξηα.  

    Σα είδε βαθηεξίσλ δνπλ ζε δηαθνξεηηθέο ζεξκνθξαζίεο,  

    αιιά ην πιήζνο ηνπο δηαθέξεη αλάινγα κε ηε ζεξκνθξαζία.  

    Σν πιήζνο ζηηο ζεξκνθξαζίεο 10ºC θαη 25ºC ζεκεηψλεηαη ζην ζρήκα. 

3α. Μπνξνχκε λα απαληήζνπκε πφζα βαθηήξηα ζα ππάξρνπλ ζηνπο 20ºC; 

3β. Μπνξνχκε λα απαληήζνπκε πφζα βαθηήξηα ζα ππάξρνπλ ζηνπο 30ºC; 

3γ. Μπνξνχκε λα απαληήζνπκε πφζα βαθηήξηα ζα ππάξρνπλ ζηνπο 45ºC; 

 

4. Σα παξαθάησ γξαθήκαηα αλαπαξηζηνχλ κηα ζπλάξηεζε ζε 3 ππνδηαζηήκαηα  

    (κε δηαθνξεηηθή θιίκαθα).  
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      Να ζρεδηαζηεί ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζχζηεκα αμφλσλ. 
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y
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5. Γίλνληαη ηα γξαθήκαηα  α, β, γ.  
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                               α                                                            β                                             γ 

Α. Δίλαη ην β ηκήκα ηνπ α; Γηθαηνινγήζηε.  

Β. Δίλαη ην γ ηκήκα ηνπ α; Γηθαηνινγήζηε.  

 

6. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
32)( xxf , πνην ή πνηα γξαθήκαηα δε κπνξεί λα είλαη ηκήκα ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f ; Γηθαηνινγήζηε.  

                                 
β δα γ

 

7. Ζ ζπλάξηεζε  f  ηθαλνπνηεί ηηο εμήο ζπλζήθεο: 

       

6)2(,97.5)9.1(,90.5)8.1(,60.5)7.1(,20.4)6.1(

,60.3)5.1(,25.3)4.1(,15.3)3.1(,10.3)2.1(,05.3)1.1(,3)1(

fffff

ffffff

 

Πνην απφ ηα παξαθάησ γξαθήκαηα ηαηξηάδεη πεξηζζφηεξν ζηελ f  ; 

 

β γ ε
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(2,6)

(1,3)

(2,6)

(1,3)

(2,6)

(1,3)
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(1,3)

(2,6)
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8. Πνηα εμίζσζε ηαηξηάδεη ζην δνζκέλν γξάθεκα; 

a. xy  

b. xy 2  

c. xy
2

1  

d. Κάπνην άιιν (πνην;) 

e. Γε κπνξνχκε λα μέξνπκε 

Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο.  

 

ΜΔΡΟ I:  PROTOTYPICALITY 

Σα πξψηα ηξία δεηήκαηα πνπ απνηεινχλ ην κέξνο 1 κνηάδνπλ ζην φηη είλαη γηα 

ζπλαξηήζεηο πνπ νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο πεξλνχλ κέζσ δχν ή ηξηψλ ζεκείσλ. 

Σν δήηεκα 3 επίζεο θαηαδεηθλχεη ηελ επηξξνή ηνπ πιαηζίνπ. ηα 1α & 2α νη 

ζπνπδαζηέο θαινχληαη λα ζρεδηάζνπλ έλα παξάδεηγκα κηαο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο 

ζπλάξηεζεο πνπ πεξλά κέζσ ησλ δεδνκέλσλ ζεκείσλ.  ηα 1β & 2β εξσηψληαη πφζεο 

ηέηνηεο ζπλαξηήζεηο ππάξρνπλ. ηελ πεξίπησζε 1 ππάξρεη κηα κνλαδηθή γξακκηθή 

ζπλάξηεζε πνπ λα έρεη απηήλ ηελ ηδηφηεηα φκσο άπεηξεο  κε γξακκηθέο θαη ην ζηνηρείν 

1β δίλεηαη γηα λα αλαθαιχςεη εάλ νη καζεηέο ην γλσξίδνπλ απηφ. ην 2β εξεπλάηαη αλ 

νη καζεηέο θαηαιαβαίλνπλ φηη ππάξρνπλ πνιιέο ζπλαξηήζεηο πνπ ηθαλνπνηνχλ ηηο 

ζπλζήθεο ηνπ 2α. Σν 3 είλαη βαζηζκέλν ζην ζπκθξαδφκελν πιαίζην: δίλνληαη δχν 

ζεκεία πνπ αληηπξνζσπεχνπλ ηνλ αξηζκφ βαθηεξηδίσλ ζε δχν δηαθνξεηηθέο 

ζεξκνθξαζίεο θαη ηα παηδηά θαινχληαη λα ππνζέζνπλ ηνλ αξηζκφ βαθηεξηδίσλ ζηηο 

ζεξκνθξαζίεο κέζα θαη έμσ απφ ηε ζεηξά ησλ δχν ζεκείσλ ζηνηρείσλ. Δδψ ειέγρεηαη 

εάλ νη ζπνπδαζηέο επηβάιινπλ ηε γξακκηθφηεηα ζε θαηαζηάζεηο πνπ δελ είλαη 

απαξαηηήησο γξακκηθέο. 

ΜΔΡΟ II: PART-WHOLE REASONING 

Tν part-whole reasoning ζρεηίδεηαη κε ηε δπλαηφηεηα λα ηαηξηάμνπλ νη αληηπξφζσπνη 

πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα αληηπξνζψπεπζε ηνπ ίδηνπ αληηθεηκέλνπ. Ο ζηφρνο ζην δήηεκα 

4 είλαη λα θαηαζθεπαζηεί κηα λέα αλαπαξάζηαζε απφ ηηο δεδνκέλεο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο, ελψ ζην 5 νη ζπνπδαζηέο θαινχληαη λα ηαηξηάμνπλ ηνπο πηζαλνχο 

αληηπξνζψπνπο κε κηα δεδνκέλε γξαθηθή παξάζηαζε.  
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ΜΔΡΟ III: ATTRIBUTE UNDERSTANDING 

Μεηξάηαη ε θαηαλφεζε ησλ ηδηνηήησλ απφ ηελ επηηπρία ησλ καζεηψλ ζην λα 

ηαηξηάδνπλ αληηπξνζψπνπο κε δηαθνξεηηθέο αλαπαξαζηάζεηο ή λα ηνπο ζπζρεηίδνπλ κε 

κηα ζπλάξηεζε πνπ δίλεηαη  κε δηαθνξεηηθή αλαπαξάζηαζε. Σα δεηήκαηα 6, 7, 8 έρνπλ 

ζηφρν λα κεηξήζνπλ απηφ αθξηβψο. Σέηνηνη ζηφρνη απαηηνχλ ηε ζπλεηδεηνπνίεζε ησλ 

θξίζηκσλ ηδηνηήησλ κηαο ζπλάξηεζεο. 

ην δήηεκα 6 ζηφρνο είλαη λα εξεπλεζεί πνηεο ζπλαξηήζεηο θαη ηδηφηεηεο πξνθαινχληαη 

θαη πνπ εθηεινχληαη νη ρεηξηζκνί φηαλ θαινχληαη νη ζπνπδαζηέο λα νξίζνπλ πνηνο εθ 

ησλ ηεζζάξσλ πξνηεηλφκελσλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ηαηξηάδεη κε ηε ζπλάξηεζε 

32)( xxf . Σα 6β & 6γ απνξξίπηνληαη εχθνια κε ηε δηαπίζησζε φηη ε ζπλάξηεζε 

είλαη θζίλνπζα. Σν 6α είλαη ην ζσζηφ. Σν 6δ φκσο δε κπνξεί λα θξηζεί απιά. 

Γηα λα απαληήζεη θαλείο ζην δήηεκα 7 (ζσζηφ ην δ) πξέπεη λα γίλεη αληηζηνηρία κε ηε 

ράξαμε ησλ 6 ζεκείσλ ζε κηα λέα γξαθηθή παξάζηαζε θαη ην ηαίξηαζκα κε κία απφ ηηο 

έμη πξνηεηλφκελεο.  

ην δήηεκα 8, πνπ δελ είρε ρξεζηκνπνηεζεί ζηηο πξνεγνχκελεο κειέηεο, νη καζεηέο 

πξέπεη γηα λα ηαηξηάμνπλ κία γξαθηθή παξάζηαζε (κηα επζεία πνπ δηρνηνκεί ηνπο δχν 

άμνλεο ρσξίο θιίκαθα) κε ηηο πηζαλέο αιγεβξηθέο εμηζψζεηο. Ζ επζεία κπνξεί λα 

αληηπξνζσπεχζεη νπνηαδήπνηε ζπλάξηεζε ηεο κνξθήο axy .  

Κακία νκάδα δελ είρε δεη ζηνηρεία ησλ εξσηεκαηνινγίσλ ή παξφκνηα πξηλ απηφ δνζεί. 

Ζ νκάδα Α είρε αληηκεησπίζεη ρεηξηζκνχο αληηπξνζψπσλ ελψ εξεπλνχζε θαηαζηάζεηο 

πξνβιήκαηνο.  

ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΗΚΟ ΔΡΓΑΛΔΗΟ ΓΗΑ ΣΖΝ ΑΗΣΗΟΛΟΓΖΖ 

Ζ κεζνδνινγία γηα ηελ αλάιπζε ησλ γξαπηψλ πηνζεηήζεθε απφ ηα idea units (κνλάδεο 

ηδεψλ), πνπ θαζνξίδνληαη απφ ηνλ Mayer (1982) [23] θαη ρξεζηκνπνηνχληαη ζε 

δηάθνξεο κειέηεο. Απηά είλαη ηα πξσηφγνλα ζηνηρεία πνπ απνηεινχλ ηηο δηθαηνινγίεο 

ησλ καζεηψλ. Γηα παξάδεηγκα, εθηίζεληαη νη δηθαηνινγίεο πνπ δφζεθαλ απφ δχν 

δηαθνξεηηθά παηδηά γηα ηηο επηινγέο ηνπο ζην δήηεκα 6α. ην πξψην παξάδεηγκα „ην 

γξάθεκα α δε κπνξεί λα είλαη κέξνο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f, επεηδή είλαη 

γξαθηθή παξάζηαζε παξαβνιήο‟ πεξηέρεηαη έλα idea unit. Σν δεχηεξν παξάδεηγκα 

πεξηέρεη 4 idea units: „Ζ γξαθηθή παξάζηαζε α ηαηξηάδεη ζηελ f, επεηδή φηαλ έρνπκε 
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κηα ζπλάξηεζε nx  κε n πεξηηηφ, ηφηε κνηάδεη έηζη‟ (4α) & „φηαλ πνιιαπιαζηάδσ κε 

αξλεηηθφ αξηζκφ, ε ζπλάξηεζε ζα είλαη ζηελ άιιε θαηεχζπλζε‟ & „Έηζη ην γξάθεκα α 

κπνξεί λα είλαη κέξνο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο‟ (4β) & „Δπίζεο, απηφ ην είδνο 

ζπλάξηεζεο κεηψλεηαη πάληα, πξάγκα πνπ θαίλεηαη κφλν ζηε γξαθηθή παξάζηαζε α‟. 

Πξνζδηνξίζακε αλεμάξηεηα ηα idea units ζηηο απαληήζεηο ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ κε 

ζπκθσλία 90%. Ο αξηζκφο ηνπο δελ είλαη ζεκαληηθφο, αιιά είλαη πιεξνθνξηαθφο φηαλ 

ζπζρεηηζηεί κε ηελ νξζφηεηα ηεο απάληεζεο θαη κε ηα παξαδείγκαηα πνπ αθνξά. 

ΑΠΟΣΔΛΔΜΑΣΑ 

Σα ζθαηξηθά πνζνηηθά απνηειέζκαηα γηα φιν ην εξσηεκαηνιφγην παξνπζηάδνληαη 

πξψηα. Αθνινπζεί ε πνζνηηθή θαη πνηνηηθή αλάιπζε ζε βάζνο ησλ απνηειεζκάησλ γηα 

ηα ηξία κέξε ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ απφ ηηο απαληήζεηο ησλ καζεηψλ. Ζ κνλάδα 

αλάιπζεο γηα ηα πνηνηηθά απνηειέζκαηα είλαη ε νκάδα (Α & Β). Δπεηδή ε κειέηε 

εζηηάδεη επίζεο ζηε θχζε ηνπ concept image, αλαιχζακε θαη κεκνλσκέλα ηηο 

απαληήζεηο ησλ ζπνπδαζηψλ. 

Ο πίλαθαο παξνπζηάδεη ηα πνζνζηά ησλ ζσζηψλ απαληήζεσλ πνπ ιακβάλνληαη απφ ηηο 

δχν νκάδεο ζρεηηθά κε ηκήκαηα 6 εθ ησλ 8 δεηεκάησλ ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ. πσο 

κπνξεί λα θαλεί, γηα ηα πεξηζζφηεξα απφ απηά ην πνζνζηφ ησλ ζσζηψλ απαληήζεσλ 

ηεο Α είλαη πςειφηεξν απφ απηφ ηεο Β.  

ηελ αλάιπζε νκαδνπνηήζακε ηα δεηήκαηα αλάινγα κε ηα 3 κέξε ηνπ 

εξσηεκαηνινγίνπ: prototypicality, part-whole reasoning, attribute understanding.  Γηα 

λα ειέγμνπκε ηε ζεκαληηθφηεηα ησλ απνηειεζκάησλ, ρξεζηκνπνηήζακε ην MANOVA 

θαη κε ηηο δχν νκάδεο, θαζεκία σο αλεμάξηεην κεηαβιεηή θαη ηα 3 κέξε σο 

εμαξηεκέλεο κεηαβιεηέο. Παξνπζηάζηεθε ζεκαληηθφ πιενλέθηεκα γηα ηελ Α έλαληη 

ηεο Β. Γηα λα απνθχγνπκε ην πξφβιεκα ησλ πνιιαπιψλ ζπγθξίζεσλ, 

ρξεζηκνπνηήζακε ηηο πνιιαπιέο ζπγθξίζεηο Bonferroni. Ζ δνθηκή απηή έδεημε φηη ε 

δηαθνξά κεηαμχ ησλ δχν νκάδσλ ήηαλ ζεκαληηθή γηα ηελ prototypicality, αιιά κε 

ζεκαληηθή γηα ηα άιια δχν κέξε. Απηά ηα απνηειέζκαηα δείρλνπλ φηη ε αλσηεξφηεηα 

ηεο Α νθεηιφηαλ θπξίσο ζηελ πξψηε πηπρή.   

Σα απνηειέζκαηα γηα ηα ηξία κέξε ηνπ εξσηεκαηνινγίνπ αλαιχνληαη ζηε ζπλέρεηα θαη 

εξκελεχνληαη. Ζ αλάιπζε θαη ε εξκελεία βαζίδνληαη σο έλα βαζκφ ζηα πνζνηηθά 
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δεδνκέλα απφ ηνλ πίλαθα αιιά πεξηζζφηεξν ζηηο πνηνηηθέο εθηηκήζεηο: παξαδείγκαηα 

θαη δηθαηνινγίεο πνπ δίλνληαη απφ ηνπο καζεηέο ησλ δχν νκάδσλ. 

 

Πίλαθαο : Πνζνζηά ζσζηψλ απαληήζεσλ ζε επηιεγκέλα δεηήκαηα ηνπ 

εξσηεκαηνινγίνπ 

δήηεκα Β   n=71 Α   n=32 

1α 94.4 100 

1β 81.7 100 

2
α
 87.3 100 

2β 71.8 87.5 

4α 62 78.1 

4β 66.2 78.1 

4γ 71.8 71.9 

6α 62 78.1 

6β 69 68.8 

6γ 63.4 78.1 

7 49.3 48.8 

8 36.6 65.6 
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ΜΔΡΟ I:  PROTOTYPICALITY 

1α. ρεδίαζε κηα γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο πνπ      

      λα δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Α & Β                                                       

1β. Ο αξηζκφο ησλ δηαθνξεηηθψλ ηέηνησλ                                    

       ζπλαξηήζεσλ πνπ κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε είλαη     

       0    ,    1    ,    2    ,    2 έσο 10    ,    

       πάλσ απφ 10 αιιά πεξηνξηζκέλεο    ,    άπεηξεο 

Αηηηνινγήζηε  

2α. ρεδίαζε κηα γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο πνπ      

      λα δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Α, Β, Γ  

2β. Ο αξηζκφο ησλ δηαθνξεηηθψλ ηέηνησλ                               

       ζπλαξηήζεσλ πνπ κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε είλαη                     

       0    ,    1    ,    2    ,    2 έσο 10    ,     

       πάλσ απφ 10 αιιά πεξηνξηζκέλεο    ,    άπεηξεο 

Αηηηνινγήζηε  

 

ηαλ ζπγθεληξψλνληαη νη απαληήζεηο ζηα 1α θαη 2α δείρλνπλ φηη νη καζεηέο ηεο Α 

έδσζαλ θαιχηεξε εξκελεία ηεο ηδηφηεηαο „δηέξρεηαη απφ δχν ή ηξία δεδνκέλα ζεκεία‟ 

θαη ηε ζπζρέηηδαλ ιηγφηεξν απνθιεηζηηθά κε ζπγθεθξηκέλεο ζπλαξηήζεηο. ην δήηεκα 

1, 59% ηεο Β θαη 53% ηεο Α επέιεμαλ λα εμεγήζνπλ σο κνλαδηθή ζπλάξηεζε πνπ 

πεξλά κέζσ δχν δεδνκέλσλ ζεκείσλ ηε γξακκηθή (1α) θαη 36% ηεο Β θαη 47% ηεο Α 

ζρεδίαζαλ πάλσ απφ κία εθηφο απφ ηε γξακκηθή. κσο φινη νη καζεηέο ηεο Α θαη 82% 

απηψλ ηεο Β ήμεξαλ φηη ππάξρνπλ άπεηξεο ζπλαξηήζεηο πνπ πεξλνχλ κέζσ δχν 

δεδνκέλσλ ζεκείσλ (1β). Ζ γξακκηθή ζπλάξηεζε ήηαλ ην απνθιεηζηηθφ παξάδεηγκα 

γηα κφλν 6% ησλ παηδηψλ ηεο Β (4% δελ απάληεζε ηίπνηα θαη 8% δηαζθνξπίζηεθαλ ζε 

άιιεο δπλαηφηεηεο) θαη γηα θαλέλαλ απφ απηνχο ηεο Α. 

Μπνξνχκε λα πνχκε φηη πνιινί ζπνπδαζηέο θαη ζηηο δχν νκάδεο (πεξηζζφηεξνη ζηελ Β 

παξά ζηελ Α) είραλ ηε γξακκηθή ζπλάξηεζε σο θνηλφ παξάδεηγκα αιιά φρη 

απνθιεηζηηθφ. Γηα φινπο ηνπο καζεηέο ηεο Α θαη ηνπο πεξηζζφηεξνπο ηεο Β, „ε 

δηάβαζε κέζσ δχν ζεκείσλ‟ δελ πεξηνξίδεηαη ζηηο γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο. ηε κειέηε 

Markovits (1982) [22] πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο κηζνχο ζπνπδαζηέο ζθέθηεθαλ φηη ε 

γξακκηθή ήηαλ ε κνλαδηθή ζπλάξηεζε πνπ δηέξρεηαη κέζσ δχν δεδνκέλσλ ζεκείσλ.  

y

x

A

B

 

y

x

A

B

Γ

 



 49 

ην δήηεκα 2 φινη νη καζεηέο ηεο Α ζρεδίαζαλ ηνπιάρηζηνλ έλα παξάδεηγκα 

ζπλάξηεζεο πνπ πεξλά κέζσ ηξηψλ δεδνκέλσλ ζεκείσλ θαη 87,5% δήισζε φηη 

ππάξρνπλ άπεηξεο πνπ λα ηθαλνπνηνχλ ηηο δεδνκέλεο ζπλζήθεο, ζε αληίζεζε κε 87,3% 

θαη 71,8%, αληίζηνηρα ηεο Β. Ζ απφδνζε θαη ησλ δχν νκάδσλ ήηαλ αλψηεξε απφ απηή 

ζηε κειέηε Markovits, φπνπ 50% δε ζρεδίαζαλ θακία ζπλάξηεζε, πνπ εμεγείηαη απφ 

ην φηη „θακία επζεία δε δηέξρεηαη κέζσ ηξηψλ κε ζπλεπζεηαθψλ ζεκείσλ‟. Μφλν 12,5% 

ηεο Β θαη θαλείο ηεο Α είηε έδσζε απηήλ ηελ απάληεζε είηε επέιεμε λα κε ζρεδηάζεη 

ηίπνηα.  

ην δήηεκα 2 ππήξμαλ δηαθνξέο κεηαμχ ησλ δχν νκάδσλ ζηα idea units πνπ 

πξνζδηνξίζηεθαλ ζηελ αηηηνιφγεζε, ζηνλ αξηζκφ ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ  

ρξεζηκνπνίεζαλ θαη ζηε θχζε απηψλ. Οη ζπνπδαζηέο ηεο Β ππνιφγηζαλ θαηά κέζν φξν 

1,56 idea units ζηελ αηηηνιφγεζε γηα ην 2β, ελψ ηεο Α 2,16. Καηά κέζν φξν νη καζεηέο 

ηεο Β έδσζαλ 1,17 παξαδείγκαηα ν θαζέλαο ζην 2α, ελψ ηεο Α 1,56 παξαδείγκαηα. 

Δδψ εκθαλίζηεθε κηα άιιε πηπρή ηνπ γξακκηθνχ παξαδείγκαηνο σο πξσηφηππν: 51% 

ηεο Β επέιεμε ζην 2α κηα ηκεκαηηθά γξακκηθή ζπλάξηεζε, ελψ κφλν 24% ηεο Α ην 

έθαλε απηφ. Φαίλεηαη φηη ν πεηξαζκφο λα ζρεδηαζηεί κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε κεηαμχ 

δχν δεδνκέλσλ ζεκείσλ είλαη αξθεηά ηζρπξφο, αλ θαη πνιινί καζεηέο πξφζζεζαλ πσο 

ππήξραλ άπεηξεο ηέηνηεο. Σα αθφινπζα παξαδείγκαηα δείρλνπλ ηε θχζε ησλ 

δηθαηνινγηψλ θαη ησλ παξαδεηγκάησλ πνπ δφζεθαλ απφ ηνπο καζεηέο ησλ δχν νκάδσλ:  

Παξάδεηγκα: Έλαο καζεηήο ηεο Β πνπ απέηπρε ζηηο πξνζπάζεηέο ηνπ λα ζρεδηάζεη 

γξακκηθή ζπλάξηεζε κέζσ ηξηψλ δεδνκέλσλ ζεκείσλ (2α), έζβεζε ηηο πξνζπάζεηέο 

ηνπ (ηκεκαηηθά γξακκηθέο) θαη ζρεδίαζε κηα παξαβνιή. Γήισζε φηη ππάξρεη κφλν κηα 

ζπλάξηεζε (2β) θαη εμήγεζε πσο δε κπνξεί θαλείο λα ζχξεη εδψ κηα επζεία.  

Παξάδεηγκα: Μηα καζήηξηα ηεο Α ρξεζηκνπνίεζε έλαλ αξθεηά δηαθνξεηηθφ ηξφπν. Γηα 

ην 2α ζρεδίαζε κηα νηθνγέλεηα ηκεκαηηθψλ επζεηψλ, δειψλνληαο φηη ππήξραλ άπεηξεο 

ζπλαξηήζεηο κέζσ ηξηψλ δεδνκέλσλ ζεκείσλ (2β) θαη εμήγεζε „ππάξρνπλ άπεηξεο 

δπλαηφηεηεο λα ζπλερίζεηο απφ ηα ζεκεία Α θαη Β‟. 

Απηά ηα δχν παξαδείγκαηα θαηαδεηθλχνπλ δχν πηπρέο ηεο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο σο 

πξσηφηππν. ην παξάδεηγκα 1 ν καζεηήο ζθέθηεθε φηη ε ιχζε ηνπ ήηαλ κνλαδηθή, δελ 

πέηπρε ζην ζρέδην ηε γξακκηθή ζπλάξηεζε κέζσ ηξηψλ δεδνκέλσλ ζεκείσλ, έηζη 

θαηέιεμε φηη δελ ήηαλ δπλαηφ λα ζπξζεί νπνηαδήπνηε άιιε (αθφκε θαη κηα ηκεκαηηθά 
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γξακκηθή) θαη θηλήζεθε πξνο έλα άιιν πξσηφηππν παξάδεηγκα, ηελ παξαβνιή. ην 

παξάδεηγκα 2 ε καζήηξηα βξήθε έλαλ ζπκβηβαζκφ κεηαμχ ηνπ γξακκηθνχ concept 

image ηεο θαη ηεο γλψζεο ηεο γηα ηνλ άπεηξν αξηζκφ ζπλαξηήζεσλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ην 

δεδνκέλν φξν.  

Παξάδεηγκα: Γηα ην 2α έλα άιιν παηδί ηεο Α ζρεδίαζε πνιιά παξαδείγκαηα ρσξίο 

γξακκηθά ζηνηρεία, είπε φηη ππήξρε άπεηξνο αξηζκφο ζπλαξηήζεσλ θαη πξφζζεζε: 

„Μπνξεί λα είλαη κηα γξαθηθή παξάζηαζε ζην πεδίν νξηζκνχ θαη λα πνηθίιιεη κε 

άπεηξνπο ηξφπνπο έμσ απφ απηφ. Δπίζεο κπνξεί λα αιιάμεη θαη ζηελ πεξηνρή ηνπ αλ ην 

επηζπκνχκε‟. Απηή ε αηηηνιφγεζε είλαη βαζηζκέλε ζην καζεκαηηθφ νξηζκφ ηεο έλλνηαο 

ηεο ζπλάξηεζεο, ζε αληίζεζε κε ηελ πξσηφηππε θξίζε πνπ εθθξάδεηαη ζην παξάδεηγκα 

1, πνπ ιακβάλεηαη ε ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε αθξηβψο επεηδή δε κπφξεζε λα βξεη κηα 

γξακκηθή.  

 

3. Έλαο βηνιφγνο θάλεη κηα κειέηε γηα βαθηήξηα.  

    Σα είδε βαθηεξίσλ δνπλ ζε δηαθνξεηηθέο ζεξκνθξαζίεο,  

    αιιά ην πιήζνο ηνπο δηαθέξεη αλάινγα κε ηε ζεξκνθξαζία.  

    Σν πιήζνο ζηηο ζεξκνθξαζίεο 10ºC θαη 25ºC ζεκεηψλεηαη ζην ζρήκα. 

3α. Μπνξνχκε λα απαληήζνπκε πφζα βαθηήξηα ζα ππάξρνπλ ζηνπο 20ºC; 

3β. Μπνξνχκε λα απαληήζνπκε πφζα βαθηήξηα ζα ππάξρνπλ ζηνπο 30ºC; 

3γ. Μπνξνχκε λα απαληήζνπκε πφζα βαθηήξηα ζα ππάξρνπλ ζηνπο 45ºC; 

 

Σα απνηειέζκαηα γηα ην δήηεκα 3 δηεπθξηλίδνπλ ηε ζέζε ηεο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο. 

Οη καζεηέο ηεο Α δηθαηνινγνχλ πεξηζζφηεξν απφ απηνχο ηεο Β. Σα πνζνζηά ηεο Β πνπ 

βάζηζαλ ηελ αηηηνιφγεζή ηνπο ζηε γξακκηθή παξεκβνιή (θαη έθηαζαλ ζην 3γ ζε 

αξλεηηθφ αξηζκφ βαθηεξηδίσλ) ήηαλ 49%, 49%, θαη 51% γηα ηα ζηνηρεία 3α, 3β θαη 3γ 

αληίζηνηρα, ελψ 41% θαη 44% ηεο Α ρξεζηκνπνίεζαλ ηηο γξακκηθέο δηθαηνινγίεο ζηα 

ζηνηρεία 3α θαη 3β αληίζηνηρα θαη ην πνζνζηφ κεηψζεθε ζε 34% γηα ην 3γ. Μφλν 6% 

ηεο Α βάζηζε ηελ αηηηνιφγεζή ηνπ απνθιεηζηηθά ζηε γξακκηθφηεηα, έλαληη 35% ηεο Β.  

Σα αθφινπζα απνηειέζκαηα δίλνπλ ηα πξφζζεηα ζηνηρεία ηεο επίδξαζεο ηνπ πιαηζίνπ. 

ηα εξσηήκαηα 3α θαη 3β, 53% ηεο Α έδσζε δηθαηνινγίεο βαζηζκέλεο ζην γεληθφηεξν 

πιαίζην θαη ζην 3γ 72% έδσζε ηέηνηα αηηηνιφγεζε, αιιά 30% έδσζε απαληήζεηο πνπ 

θεπμοκπαζία

απιθμόρ βακηηπιδίων

10 20

5

2
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δείρλνπλ φηη είδαλ ηε ζπλάξηεζε σο γξακκηθή θαηά θάπνην ηξφπν. Αληίζεηα κφλν 17% 

θαη 20% ηεο Β έδσζαλ ζρεηηθέο κε ην πιαίζην δηθαηνινγίεο γηα ηα 3α θαη 3β θαη 59% 

γηα ην 3γ, αιιά 69% απηψλ έδσζαλ γξακκηθή απάληεζε. Πνιχ πεξηζζφηεξνη καζεηέο 

ηεο Α αληί ηεο Β έιαβαλ ππφςε ην γεληθφηεξν πιαίζην ηνπ πξνβιήκαηνο. Γεληθά νη 

καζεηέο ηεο Α ήηαλ ιηγφηεξν γξακκηθά πξνζαλαηνιηζκέλνη. Σα ζπκπεξάζκαηα 

δείρλνπλ φηη αθφκα θαη φηαλ ρξεζηκνπνίεζαλ απηνί ηηο γξακκηθέο ηδηφηεηεο ή 

ζηξαηεγηθέο ην έθαλαλ ειαζηηθά, ιακβάλνληαο ππ‟ φςε ην πξφβιεκα πνπ εμέηαδαλ. 

Παξάδεηγκα: Ζ απάληεζε πνπ δίλεηαη απφ έλαλ ζπνπδαζηή ηεο Α ζην δήηεκα 3α: 

Μπνξείηε λα πείηε φηη ν αξηζκφο βαθηεξηδίσλ ζα είλαη ζρεδφλ ηξεηο ρηιηάδεο επεηδή 

ζηνπο 10°C ήηαλ πέληε θαη ζηνπο 25°C είλαη δχν, έηζη φηαλ ε ζεξκνθξαζία απμάλεηαη, 

ν αξηζκφο ηνπο κεηψλεηαη, άξα ζα είλαη κεηαμχ πέληε θαη δχν. ηνπο 20°C, είλαη ζρεδφλ 

ηξία (κεηαμχ 5 θαη 2). Έπεηηα ν καζεηήο έζπξε κηα θακπχιε θαη εμήγεζε: ιεο νη 

απαληήζεηο είλαη βαζηζκέλεο ζηελ ππφζεζε φηη φηαλ αλεβαίλεη ε ζεξκνθξαζία, 

κηθξαίλεη ν αξηζκφο βαθηεξηδίσλ. Ίζσο είλαη έλα εηδηθφ είδνο βαθηεξηδίσλ φπνπ ε 

ζπλάξηεζε λα κελ έρεη νπνηαδήπνηε αλάινγε ζρέζε κεηαμχ ηεο ζεξκνθξαζίαο θαη ηνπ 

αξηζκνχ βαθηεξηδίσλ. Γηα παξάδεηγκα ζε 10°C είλαη 5, ζε 15°C 10, θαη ζε 25°C 

ππάξρνπλ κφλν 2. Δδψ ν ζπνπδαζηήο ζαθψο δήισζε φηη είρε επηιέμεη λα θάλεη κηα 

γξακκηθή παξεκβνιή βάζεη κηαο ππφζεζεο πνπ ζεψξεζε ινγηθή, αλ θαη γλψξηδε φηη 

ππήξραλ θαη άιιεο δπλαηφηεηεο.  

Παξάδεηγκα: (ζην δήηεκα 3α) Γε κπνξψ λα μέξσ ηνλ αξηζκφ βαθηεξηδίσλ ζε απηήλ ηελ 

ζεξκνθξαζία, επεηδή δελ μέξσ εάλ ε ζρέζε κεηαμχ ηεο ζεξκνθξαζίαο θαη ηνπ αξηζκνχ 

βαθηεξηδίσλ είλαη αλάινγε, εάλ ε γξαθηθή παξάζηαζε είλαη κηα επζεία ή φρη, εγψ δελ 

μέξσ ηε κνξθή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο, εάλ αλεβαίλεη ή θαηεβαίλεη.  

Γεληθά ππήξμαλ πεξηζζφηεξνη καζεηέο ηεο Β απφ ηεο Α, πνπ απέδσζαλ φπσο νη 

ζπνπδαζηέο ζηηο έξεπλεο ησλ Karplus (1979) θαη Markovits (1982), θαη βαζίδνπλ ηελ 

αηηηνιφγεζή ηνπο κφλν ζηηο ηδηφηεηεο ηεο γξακκηθήο ζπλάξηεζεο, αθφκα θαη φηαλ απηφ 

νδήγεζε ζε κηα γεινηφηεηα. Αληίζεηα, θαηά ηε ρξεζηκνπνίεζε ησλ γξακκηθψλ 

ζηξαηεγηθψλ ή ησλ ηδηνηήησλ, πνιινί καζεηέο ηεο Α πξνζάξκνζαλ ηηο απαληήζεηο 

ηνπο ζηνπο φξνπο θάησ απφ ηνπο νπνίνπο ηέζεθε ην πξφβιεκα. ην δήηεκα 3γ,  ζην 

νπνίν κηα γξακκηθή ζπλάξηεζε ήηαλ αλεπαξθήο, πνιινί έςαμαλ γηα έλα άιιν είδνο 

ζπλάξηεζεο, πνπ λα ηαηξηάμεη κε ηνπο πεξηνξηζκνχο ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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ΜΔΡΟ II: PART – WHOLE REASONING 

4. Σα παξαθάησ γξαθήκαηα αλαπαξηζηνχλ κηα ζπλάξηεζε ζε 3 ππνδηαζηήκαηα  

    (κε δηαθνξεηηθή θιίκαθα).  
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x
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      Να ζρεδηαζηεί ην γξάθεκα ηεο ζπλάξηεζεο ζε έλα ζχζηεκα αμφλσλ. 
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v. Γίλνληαη ηα γξαθήκαηα  α, β, γ.  
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                               α                                                            β                                             γ  

Α. Δίλαη ην β ηκήκα ηνπ α; Γηθαηνινγήζηε.  

Β. Δίλαη ην γ ηκήκα ηνπ α; Γηθαηνινγήζηε.  

 

Γείμακε φηη ε δηαθνξά ζηελ απφδνζε κεηαμχ ζπνπδαζηψλ ησλ δχν νκάδσλ ζην δήηεκα 

4 δελ ήηαλ ζεκαληηθή. Δπνκέλσο, ζα ρξεζηκνπνηεζεί κφλν ε πεξηγξαθηθή αλάιπζή καο 
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γηα ηα ζηνηρεία 5α θαη 5β γηα λα εμεηάζεη ηηο δηαθνξέο κεηαμχ απηψλ φζνλ αθνξά ην 

κέξνο απηφ. Υαξαθηεξηζηηθά, νη καζεηέο ηεο Β βάζηζαλ ηηο θξίζεηο ηνπο ζηελ 

εμάξηεζε κεηαμχ ησλ κεκνλσκέλσλ ζεκείσλ.  

Παξάδεηγκα: (γηα ην δήηεκα 5β απφ έλαλ ζπνπδαζηή ηεο Β). Σν γξάθεκα γ κπνξεί λα 

είλαη κέξνο απφ ηε γξαθηθή παξάζηαζε α επεηδή ηα ζεκεία ηαηξηάδνπλ.  

Οη καζεηέο ηεο Α έδσζαλ πεξηζζφηεξεο δηθαηνινγίεο κεγέζπλζεο απφ ηνπο 

αληίζηνηρνπο ηεο Β, φπσο θαίλεηαη ζηα αθφινπζα ραξαθηεξηζηηθά παξαδείγκαηα:  

Παξάδεηγκα:  (Εήηεκα 5α απφ καζεηή ηεο Α). Δάλ εμεηάδεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

θνληά ζην 4, βιέπεηε φηη ε β κνηάδεη κε ηελ α θαη είλαη πνιχ θνληά ζηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ζηε γξαθηθή παξάζηαζε α, αιιά ππάξρνπλ κεξηθέο 

απνθιίζεηο.  

Παξάδεηγκα: (γηα ην δήηεκα 5β απφ καζεηή ηεο Α). Δίλαη κηα κεγάιε κεγέζπλζε ηνπ 

κέξνπο 1.22 x  ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο. Έηζη ε γξαθηθή παξάζηαζε ζα είλαη 

ζρεδφλ επζεία αιιά αθφκα φρη επζεία. Σαηξηάδεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε, επεηδή 

κεηαμχ 2 θαη 3 ε α απμάλεηαη γξήγνξα θαη κεηαμχ 2 θαη 2,1 (ζηε γξαθηθή παξάζηαζε 

γ) απμάλεηαη επίζεο, αιιά πην αξγά.  

Απηνί νη ζπνπδαζηέο ελζσκάησζαλ ηηο δηθαηνινγίεο πνπ ζπλδέζεθαλ κε ηνπο 

κεηαζρεκαηηζκνχο κε άιιεο εθηηκήζεηο. Γεληθά νη καζεηέο ηεο Β ζπρλφηεξα απφ 

απηνχο ηεο Α ρξεζηκνπνηνχζαλ κφλν κεκνλσκέλα ζεκεία γηα λα απνθαζίζνπλ ζρεηηθά 

κε ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ.  

ΜΔΡΟ III: ATTRIBUTE UNDERSTANDING  

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
32)( xxf , πνην ή πνηα γξαθήκαηα δε κπνξεί λα είλαη ηκήκα 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  f ; Γηθαηνινγήζηε.  

                                 
β δα γ

 

Ήδε έρνπκε δείμεη φηη νη δηαθνξέο κεηαμχ ησλ αξηζκψλ idea units ζηηο δηθαηνινγήζεηο 

ησλ δχν νκάδσλ ήηαλ ζεκαληηθέο. Οη καζεηέο ηεο Α αλέθεξαλ πεξηζζφηεξν ηηο 

γλσζηέο ζπλαξηήζεηο ή ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ηνπο ζηελ αηηηνιφγεζή ηνπο. 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, 56% απηψλ αιιά κφλν 10% ησλ καζεηψλ ηεο Β αλαθέξζεθε 
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ζηε ζσζηή κνξθή ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο φπσο δηεπθξηλίδεηαη  ζηελ αηηηνιφγεζε 

ηνπ αθφινπζνπ καζεηή ηεο Α. 

Παξάδεηγκα: Ζ γξαθηθή παξάζηαζε α (ζην δήηεκα 6) κπνξεί λα ηαηξηάμεη ζηε 

ζπλάξηεζε, επεηδή ε x  κε ην λ πεξηηηφ κνηάδεη κε απηφ (4α) θαη φηαλ ην 

πνιιαπιαζηάδνπκε κε αξλεηηθφ αξηζκφ, ζα είλαη ζηελ άιιε θαηεχζπλζε (4β). Έηζη ην 

γξάθεκα α κπνξεί λα ηαηξηάμεη κε ην κέξνο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο πνπ 

ραξαθηήξηζα. Απηφ ην παξάδεηγκα επεμεγεί επίζεο έλα άιιν ραξαθηεξηζηηθφ 

θαηλφκελν: Ζ αηηηνιφγεζε πεξηιακβάλεη ζχλζεηα επηρεηξήκαηα.  

πσο βξέζεθε γηα ηα δεηήκαηα 1, 2 θαη 3, ε απιή νπηηθή θξίζε είλαη πην θνηλή γηα 

ηνπο καζεηέο ηεο Β: 12% ηεο αηηηνιφγεζήο ηνπο γηα ην δήηεκα 6 πεξηέιαβε ηε λχμε 

ζηηο παξαβνιέο (ζε αληίζεζε κε 2,5% γηα ηελ Α) θαη έλα παξάδεηγκα ηεο ρξήζεο ηεο 

νπηηθήο θξίζεο γηα καζεηή ηεο Β παξνπζηάδεηαη παξαθάησ:  

Παξάδεηγκα: Ζ γξαθηθή παξάζηαζε α (ζην 6) ηαηξηάδεη επεηδή έρεη κηα παξαβνιή κε 

έλα κέγηζην επεηδή είλαη ε 32x .  

Άιινη ζπνπδαζηέο ηεο Β έθαλαλ αλαθνξέο ζηα απιά πξσηφηππα (παξαβνιέο ή επζείεο) 

πνπ νδεγνχλ ζηηο ιαλζαζκέλεο ζρέζεηο κεηαμχ ησλ δεδνκέλσλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ 

ζην δήηεκα 6 θαη ηελ 32x , φπσο παξαθάησ: 

Παξάδεηγκα:  Ζ γξαθηθή παξάζηαζε α δελ κπνξεί λα είλαη κέξνο ηεο 32x επεηδή είλαη 

ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο παξαβνιήο.  

Λακβάλνληαο ππφςε ηα απνηειέζκαηα γηα ην 6, θαίλεηαη πάιη φηη νη καζεηέο ηεο Α 

παξείραλ πεξηζζφηεξε αηηηνιφγεζε απφ απηνχο ηεο Β θαη ήηαλ ζε ζέζε λα αλαιχζνπλ 

ηηο ηδηφηεηεο ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ ρσξίο ηα πηζαλά πξσηφηππα. 

Υξεζηκνπνίεζαλ ζχλζεηεο δηθαηνινγίεο γηα ηε ζχλδεζε κε ηα πξσηφηππα. Ζ νκάδα Α 

είρε θαιχηεξε θαηαλφεζε ηεο έλλνηαο ηεο ζπλάξηεζεο.  

8. Πνηα εμίζσζε ηαηξηάδεη ζην δνζκέλν γξάθεκα; 

f. xy  

g. xy 2  

h. xy
2

1  

i. Κάπνην άιιν (πνην;) 

j. Γε κπνξνχκε λα μέξνπκε 

Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο.  
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ηα απνηειέζκαηα ηεο αλάιπζεο γηα ην δήηεκα 8 απηφ ην ζπκπέξαζκα γίλεηαη αθφκα 

πην ζαθέο. Γηα λα νινθιεξψζεη απηφ ην ζέκα έλαο ζπνπδαζηήο έπξεπε λα ζπλδπάζεη 

δχν ηδηφηεηεο ηεο νηθνγέλεηαο ησλ ζπλαξηήζεσλ axxf )( , δειαδή φηη ε γξαθηθή 

παξάζηαζε είλαη κηα επζεία γξακκή θαη φηη πεξλά απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. Ο 

καζεηήο έπξεπε επίζεο λα θαηαιάβεη φηη απηέο νη ηδηφηεηεο είλαη ακεηάβιεηεο θάησ 

απφ κηα αιιαγή ησλ κνλάδσλ ζηνπο άμνλεο. Μφλν 37% ηεο Β, έλαληη 66% ηεο Α, 

απάληεζαλ ζσζηά φηη ε γξαθηθή παξάζηαζε κπνξεί λα αληηπξνζσπεχζεη έλαλ άπεηξν 

αξηζκφ ζπλαξηήζεσλ. 61% ηεο Β θαη 31% ηεο Α θαηέιεμε ζην ζπκπέξαζκα φηη ε 

ζπλάξηεζε είλαη ε xy . Πάιη γηα ην δήηεκα 8 ν αξηζκφο idea units πνπ 

πξνζδηνξίδνληαη ζηελ αηηηνιφγεζε είλαη πςειφηεξνο γηα ηελ Α. 

Παξάδεηγκα: (ραξαθηεξηζηηθφ ηεο Α) Ζ γξαθηθή παξάζηαζε είλαη επζεία θαη πεξλά 

απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, έηζη είλαη ε axy , αιιά ην α κπνξεί λα είλαη 

νπνηνζδήπνηε αξηζκφο θαη δελ έρνπκε ηηο κνλάδεο ζηνπο άμνλεο, έηζη είλαη αδχλαην λα 

μέξσ. Απιά ην α πξέπεη λα είλαη ζεηηθφ επεηδή ε ζπλάξηεζε απμάλεηαη.  

ε 31% ηεο αηηηνιφγεζήο ηνπο, νη καζεηέο ηεο Β ππέζεζαλ φηη νη κνλάδεο ζηνπο άμνλεο 

ήηαλ νη ίδηεο, ελψ απηή ε ππφζεζε έγηλε κφλν ζην 10% ηεο Α.  

 

7. Ζ ζπλάξηεζε  f  ηθαλνπνηεί ηηο εμήο ζπλζήθεο: 
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Δθπιαγήθακε απφ ηα απνηειέζκαηα γηα ην δήηεκα 7. Οη καζεηέο ηεο Β ήηαλ ειαθξψο 

θαιχηεξνη απφ απηνχο ηεο Α. Δληνχηνηο, ε αλάιπζή ησλ δηθαηνινγηψλ πνπ δίλνληαη 

θαίλεηαη λα παξνπζηάδεη κηα άιιε εηθφλα. Οη εθηηκήζεηο καο είλαη εδψ ζεσξεηηθέο, 
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αιιά δηαπηζηψζακε φηη κεηαμχ ηνπ 27% ηεο Β πνπ έιπζαλ ην πξφβιεκα, ην 50% 

ρξεζηκνπνίεζε ηνλ πίλαθα ηηκψλ γηα λα εληνπίζεη ζεκεία θαη ζρεδίαζε ηε γξαθηθή 

παξάζηαζε ψζηε λα ηαηξηάδεη κε κηα απφ απηέο πνπ παξνπζηάζηεθαλ. Μφλν 17% ηεο Α 

ρξεζηκνπνίεζε πίλαθεο ησλ ηηκψλ, 22% βάζηζε ηηο θξίζεηο ηνπ ζηνλ ππνινγηζκφ ησλ 

δηαθνξψλ, κηα κέζνδνο πνπ δελ ρξεζηκνπνηήζεθε απφ ηελ Β. 

Παξάδεηγκα: Γηα ην δήηεκα 7, καζεηήο ηεο Α, ππνιφγηζε ηηο δηαδνρηθέο δηαθνξέο 

κεηαμχ ηνπ f(1.1) θαη ηνπ f(1.2) θαη επέιεμε ηε γξαθηθή παξάζηαζε δ δίλνληαο ηελ 

αηηηνιφγεζή: Δίλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε δ επεηδή φηαλ απμάλεηαη ε ηηκή ηνπ x, 

απμάλεηαη θαη ε ηηκή ηνπ y. ηελ αξρή ε αχμεζε είλαη αξγή. Μεηά ην πνζνζηφ 

αχμεζεο είλαη γξεγνξφηεξν θαη έπεηηα πάιη πην αξγφ.  

Σέηνηεο εμεγήζεηο δφζεθαλ θαηά 22% ζηελ Α αιιά απφ θαλέλαλ ηεο Β. Αλ θαη δελ 

μέξνπκε πψο νη πεξηζζφηεξνη ηεο Β έιπζαλ ην 7, θαηαιήγνπκε φηη (α) νη καζεηέο ηεο Α 

ρξεζηκνπνίεζαλ κεγαιχηεξε πνηθηιία κεζφδσλ (πνπ ζπρλά ηνπο νδήγεζε ζε 

ιαλζαζκέλε απάληεζε) θαη (β) πνιινί καζεηέο ηεο Β θαηαζθεχαζαλ κηα γξαθηθή 

παξάζηαζε, ζεκείν ζεκείν, ρσξίο ρξεζηκνπνίεζε ζθαηξηθψλ εθηηκήζεσλ. Ζ 

ζηξαηεγηθή απηή εκθαλίζηεθε λα απνδεηθλχεηαη επηηπρήο. Απηφ ην γεγνλφο κπνξεί λα 

δείμεη φηη νη καζεηέο ηεο Α ήηαλ απξφζπκνη λα εθαξκφζνπλ απιέο δηαδηθαζηηθέο 

δηαδηθαζίεο. 

ΤΜΠΔΡΑΜΑΣΑ 

Αξρηθά θαη νη δχν νκάδεο είραλ ηηο πξσηφηππεο εηθφλεο ηνπο, δειαδή νη γξακκηθέο 

ζπλαξηήζεηο ήηαλ ηα παξαδείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ ζπρλά. Αιιά ην πνζνζηφ 

εθείλσλ πνπ ζεψξεζαλ ηα πξσηφηππα παξαδείγκαηα σο απνθιεηζηηθά ήηαλ κηθξφηεξν 

κεηαμχ ησλ καζεηψλ ηεο Α αληί απηψλ ηεο Β. Δπίζεο ζηελ Α πξνθάιεζαλ πξφζζεηα 

πξσηφηππα παξαδείγκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχζαλ γηα ην ρεηξηζκφ άιισλ ζπλαξηήζεσλ.  

ρεηηθά κε ην δεχηεξν εξεπλεηηθφ εξψηεκα, δείρζεθε φηη πεξηζζφηεξνη ζπνπδαζηέο 

πνπ καζαίλνπλ ηηο ζπλαξηήζεηο ζην δηαινγηθφ πεξηβάιινλ αληί ζε έλα παξαδνζηαθφ 

είραλ πινχζηα concept image φπσο θαίλεηαη ζηηο ιχζεηο θαη ηηο δηθαηνινγίεο ηνπο. 

Παξήγαγαλ επηηπρψο θαη ρξεζηκνπνίεζαλ πεξηζζφηεξα παξαδείγκαηα θαη ε 

αηηηνιφγεζή ηνπο πεξηέιαβε πεξηζζφηεξεο ηδέεο. ζνλ αθνξά ην 2
ν
 κέξνο, αλ θαη νη 

καζεηέο ηεο Α δελ ήηαλ ζεκαληηθά θαιχηεξνη ζηελ θαηαζθεπή ησλ λέσλ γξαθηθψλ 
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παξαζηάζεσλ απφ ηνπο κεξηθνχο γξαθηθνχο αληηπξνζψπνπο, εκθαλίζηεθαλ λα είλαη 

θαιχηεξνη ζηελ αλαγλψξηζε ησλ γξαθηθψλ παξαζηάζεσλ. 

Μέζσ ηεο κειέηεο απηήο, απνθαιχθζεθαλ ελδηαθέξνπζεο ζρέζεηο κεηαμχ ησλ 

πξσηνηχπσλ θαη άιισλ παξαδεηγκάησλ ζπλαξηήζεσλ, βξέζεθαλ νη δηαθνξεηηθέο 

ζρέζεηο ζηα concept image ηεο νκάδαο Β. ηελ Α ε ρξήζε ησλ πξσηνηχπσλ ήηαλ 

ζπρλά επεξγεηηθή, είηε γηα λα δψζεη έλα παξάδεηγκα ζπλάξηεζεο κε κηα δεδνκέλε 

ηδηφηεηα (π.ρ. πνπ πεξλά κέζσ δχν δεδνκέλσλ ζεκείσλ) είηε γηα λα θαηαζθεπάζεη κηα 

ζπλάξηεζε κε ηε ρξεζηκνπνίεζε ηνπ πξσηνηχπνπ σο αλαθνξά (π.ρ. ε ρξήζε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 3xy  γηα λα βξίζθεη ηελ 32xy ). Υξεζηκνπνίεζαλ 

γξακκηθέο, ηεηξαγσληθέο, ή άιιεο ζπλαξηήζεηο γηα λα εμεγήζνπλ ηηο ηδηφηεηεο ή γηα λα 

κάζνπλ πεξηζζφηεξα γηα άιια παξαδείγκαηα. Γηα απηνχο ηα πξσηφηππα ήηαλ κνρινί 

γηα ηελ εθκάζεζε έλλνηαο. Αληίζεηα, νη καζεηέο ηεο Β ζεψξεζαλ ζπρλφηεξα ηηο 

γξακκηθέο ή ηεηξαγσληθέο ζπλαξηήζεηο σο απνθιεηζηηθά παξαδείγκαηα κε κηα 

δεδνκέλε ηδηφηεηα. Δπέιεμαλ ζπρλά γξακκηθέο ηδηφηεηεο, φρη επεηδή ήηαλ ρξήζηκν ή 

ινγηθφ αιιά επεηδή απηφ ήηαλ ν κφλνο ηξφπνο πνπ ήμεξαλ. ηελ αλαθνξά ηνπο ζηα 

πξσηφηππα, ζπκπέξαλαλ ζπρλά ιαλζαζκέλα ηηο ηδηφηεηεο ησλ παξαδεηγκάησλ κε ηελ 

επηβνιή ζηα παξαδείγκαηα ησλ ηδηνηήησλ ηνπ πξσηνηχπνπ. Γηα πνιινχο ζπνπδαζηέο 

ηεο Β, ηα πξσηφηππα ήηαλ θξέλα πνπ εκπφδηζαλ ηελ εθκάζεζε έλλνηαο.  

Δπεηδή ην πεξηβάιινλ ζηνλ ηξίην θχθιν αληηπξνζψπεπζε κηα ζπγθεθξηκέλε 

πξνζέγγηζε γηα ηελ εθκάζεζε, πξέπεη λα δνζεί κηα εξκελεία ηεο επίδξαζεο ηνπ 

δηαινγηθνχ καζεζηαθνχ πεξηβάιινληνο ζην concept image ησλ ζπνπδαζηψλ.  

ε κηα ηαπηφρξνλε κειέηε ηάμεσλ (Hershkowitz & Schwarz, 1999) [14] πνπ 

πεξηιακβάλεη ηνπο ίδηνπο καζεηέο πνπ ζπκκεηείραλ ζε απηήλ ηελ κειέηε, εξεπλήζεθαλ 

νη δηαδηθαζίεο εθκάζεζεο κέζα ζην δηαινγηθφ πεξηβάιινλ. Δθείλε ε κειέηε εζηίαζε 

(α) ζηηο αιιειεπηδξάζεηο κεηαμχ ησλ αηφκσλ, (β) ζηελ θαηάζηαζε πξνβιήκαηνο, (γ) 

ζηα απηνκαηνπνηεκέλα εξγαιεία, (δ) ζην δάζθαιν θαη (ε) ζε νιφθιεξε ηελ θνηλφηεηα 

ησλ ηάμεσλ. Γελ εμέηαζε ηελ αιιαγή  ζην concept image ησλ ζπνπδαζηψλ.  Σα 

ζπκπεξάζκαηα ζηηο δχν κειέηεο είλαη ζπκπιεξσκαηηθά. 

Καηά ηνπο εξεπλεηέο νη καζεηέο ηεο Α, επεηδή είραλ ηελ πνιπάξηζκε εκπεηξία κε ηα 

παξαδείγκαηα ζπλαξηήζεσλ θαη ηνπο κεηαζρεκαηηζκνχο ζηελ θαζεκεξηλή πξαθηηθή 

ηνπο, επηθαιέζζεθαλ πεξηζζφηεξα απφ απηά θαη ηα ζπλέδεζαλ κε ηνπο 
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κεηαζρεκαηηζκνχο ζπρλφηεξα απφ φηη ζηε Β. Οη ρεηξηζκνί ζηνπο αληηπξνζψπνπο 

βνήζεζαλ ηνπο ζπνπδαζηέο λα ηνπο αλαγλσξίζνπλ σο δηαθνξεηηθά "παξάζπξα" 

αληηπξνζσπεχνληαο ηελ ίδηα νληφηεηα. Δπηπιένλ, νη δηθαηνινγίεο ηεο Α ήηαλ ζπρλά 

ζθαηξηθέο, ζε αληίζεζε κε ηηο ηνπηθέο ζηξαηεγηθέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζπλήζσο 

απφ ηελ Β. 

Ο ξφινο ηνπ εηδηθνχ καζεζηαθνχ πεξηβάιινληνο ζην ζρεκαηηζκφ ηνπ concept image 

ησλ καζεηψλ δελ είλαη πεξηνξηζκέλνο. Σν πξνζεθηηθφ ζρέδην αξρίδεη κε ηηο εμεηαζηηθέο 

δξαζηεξηφηεηεο πνπ νινθιεξψλνληαη απφ ηα παηδηά πνπ εξγάδνληαη  ζηηο κηθξέο 

νκάδεο θαη αθνινπζείηαη απφ κηα ζχλζεζε πνπ νδεγήζεθε απφ ην δάζθαιν. Βξέζεθε 

ζηελ εξεπλεηηθή κειέηε ηάμεσλ (Hershkowitz & Schwarz, 1999) [14] πσο ε ππνβνιή 

έθζεζεο, ε θξηηηθή θαη ε απεηθφληζε θάπνηνπ ζηηο δηαδηθαζίεο ιχζεο ησλ άιισλ ήηαλ 

ελέξγεηεο πνπ έγηλαλ βαζκηαία πξαθηηθέο ζε απηήλ ηελ ηάμε. Απηέο έγηλαλ 

επηθξαηέζηεξεο φηαλ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηα απηνκαηνπνηεκέλα εξγαιεία γηα λα 

κεηψζνπλ ην θνξηίν ηνπ ρεηξηζκνχ ζπκβφισλ θαη λα δψζνπλ κηα γξαθηθή παξάζηαζε. 

Καηά ηε δηάξθεηα ηεο εξγαζίαο ζε νκάδεο, νη ζπνπδαζηέο ρξεζηκνπνίεζαλ ηηο δηάθνξεο 

αληηπξνζσπεχζεηο γηα λα δηθαηνινγήζνπλ ηηο ππνζέζεηο ηνπο. Γεληθά ππάξρεη ε 

πεπνίζεζε φηη ε νκηιία δηαδξακάηηζε έλαλ ζεκαληηθφ ξφιν ζηηο αλαπηπζζφκελεο 

δπλαηφηεηεο ησλ ζπνπδαζηψλ γηα δηθαηνιφγεζε θαη εηδηθφηεξα θαηαζθεπή ησλ 

επηρεηξεκάησλ. ε κηα πξνεγνχκελε κειέηε (Schwarz & Hershkowitz, 1995) [28] 

δείρζεθε φηη ην πξφγξακκα ζπνπδψλ πνπ εμεηάδεηαη ζηελ παξνχζα έξεπλα δηεπθνιχλεη 

ηελ αλάπηπμε ησλ πινχζησλ δηαιεθηηθψλ πξνηχπσλ, πνπ έρεη απνδεηρζεί φηη 

ζπλδένληαη κε ηνλ πςεινχ επηπέδνπ καζεκαηηθφ ζπιινγηζκφ θαη κε ηελ ελλνηνινγηθή 

αιιαγή.  

Οη ζπνπδαζηέο ηεο Α ήηαλ εμνηθεησκέλνη κε ηελ αιιειεπίδξαζε ζπκκεηέρνληαο ζηηο 

δξαζηεξηφηεηεο πξφβιεκα – θαηάζηαζε. Έηζη εθηφο απφ ηελ αηηηνιφγεζε σο 

θνηλσληθή πξαθηηθή, εμέηαζαλ ηαθηηθά ην πιαίζην πξνβιήκαηνο θαη ηνπο 

καζεκαηηθνχο ρεηξηζκνχο ή ηηο θξίζεηο ζε ζρέζε κε ηε βαζηζκέλε ζηα ζπκθξαδφκελα 

νξζφηεηά ηνπο. Αθφκα γεληθφηεξα νη ζπλεζηζκέλεο πξαθηηθέο ηεο Α θίλεζαλ κηα 

δηαδηθαζία εζσηεξηθνπνίεζεο πνπ επέηξεςε ζηνπο ζπνπδαζηέο, ρξεζηκνπνηψληαο ηα 

εξγαιεία ππνινγηζηψλ, λα δηεθπεξαηψζεη ηηο δηαλνεηηθέο ελέξγεηεο πνπ δηαρσξίζηεθαλ 

απφ ηηο θπζηθέο ζηνπο αληηπξνζψπνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ.  



 59 

Ζ ηαπηφρξνλε δηαινγηθή έξεπλα πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε κέζα ζηελ ίδηα ηάμε θαηά ηε 

δηάξθεηα απηνχ ηνπ πεηξάκαηνο εζηίαζε θπξίσο ζηελ εθκάζεζε θαη ηε δηδαζθαιία ησλ 

δηαδηθαζηψλ σο γλσζηηθέο – θνηλσληθέο αιιειεπηδξάζεηο ζε απηφ ην πεξηβάιινλ. Μηα 

θπζηθή ζεηξά καζεκάησλ αθνινπζεί γηα λα επηζεκαλζεί ε ελλνηνινγηθή αλάπηπμε ζηηο 

δηαθνξεηηθέο πεξηνρέο ησλ καζεκαηηθψλ θαη γηα λα γίλεη θαιχηεξα θαηαλνεηφο ν ξφινο 

ησλ δηαινγηθψλ ηερλνινγηθψλ πεξηβαιιφλησλ ζηελ εθκάζεζε έλλνηαο. Μηα άιιε 

πξνζέγγηζε, ζρεηηθή κε ηελ έξεπλα θαη ηελ αλάπηπμε πξνγξάκκαηνο ζπνπδψλ, είλαη λα 

κειεηεζεί ε επίδξαζε κηαο εθηελέζηεξεο εηζαγσγήο πνιιαπιψλ νηθνγελεηψλ 

παξαδεηγκάησλ. Απφ κηα ηέηνηα πξνζέγγηζε πξνθχπηνπλ ζεκαληηθά δεηήκαηα, 

παξαδείγκαηνο ράξηλ, εάλ ε ζπζηεκαηηθή ρξήζε πνιιαπιψλ παξαδεηγκάησλ, 

αληηπξνζσπεχζεσλ, αληηπξνζψπσλ θαη κεηαζρεκαηηζηηθψλ εξγαιείσλ θξχβεη θάπνηα 

παξέκβαζε πνπ κπνξνχλ λα πξνθαιέζνπλ  ζηελ εθκάζεζε ηεο έλλνηαο.   
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III: ΜΙΑ ΓΙΓΑΚΣΙΚΗ ΠΡΟΔΓΓΙΗ ΣΩΝ ΣΡΙΓΩΝΟΜΔΣΡΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΩΝ 

ΑΝΣΙΣΡΟΦΩΝ ΣΡΙΓΩΝΟΜΔΣΡΙΚΩΝ ΤΝΑΡΣΗΔΩΝ  

Στότος 1: Κατανόηση Τριγωνομετρικών Σσναρτήσεων – Μοίρες & Ακτίνια 

Αο αξρίζνπκε κε έλα απιφ νξζνγψλην ηξίγσλν.   
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Αλ ε γσλία είλαη 30°, 45° ή 60° ηφηε νη ηξηγσλνκεηξηθνί αξηζκνί πξνθχπηνπλ εχθνια 

απφ ηα παξαθάησ ηξίγσλα. Απηφ ζα κπνξνχζε λα ηεζεί σο εξψηεζε θαηαλφεζεο πξνο 

ηνπο καζεηέο, αθνχ πξψηα ρξεζηκνπνηψληαο ην ππζαγφξεην ζεψξεκα ππνινγίζνπλ ηα 

κήθε ησλ πιεπξψλ ησλ ηξηγψλσλ.  
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Οη γσλίεο κεηξψληαη ζε κνίξεο απφ ηελ επνρή ησλ Βαβπισλίσλ, πνπ απνθάζηζαλ πσο 

έλαο θχθινο πξέπεη λα ρσξίδεηαη ζε 360 ίζα κέξε.   

° = 1 πεξηζηξνθή                                                                                                      (1) 

 

Δπίζεο : 

180° = 
2

1
πεξηζηξνθήο 

90° = 
4

1
 πεξηζηξνθήο 

60° =
6

1
 πεξηζηξνθήο                                                                                                     (2) 

45° =
8

1
 πεξηζηξνθήο 

30° =
12

1
 πεξηζηξνθήο 

1° =
360

1
 πεξηζηξνθήο 

Μπνξνχκε ινηπφλ λα κεηξάκε ηηο γσλίεο θαη ζε ηκήκαηα θχθινπ εθηφο απφ κνίξεο, απφ 

ηνπο ηχπνπο (2).  

 

Ζ θπθιηθή θίλεζε είλαη πεξηνδηθή θαη επαλαιακβάλεηαη κεηά απφ 1 πεξηζηξνθή.      (3) 

 

Γελ έρεη δηαθνξά ζε ηη κεηξάκε ηηο γσλίεο, αξθεί λα καο βνιεχεη. Βξέζεθε ινηπφλ λέα 

κνλάδα κέηξεζεο γηα επθνιία ζηε κειέηε ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ ζπλαξηήζεσλ. 

Μεηξάκε ηηο γσλίεο ζε αθηίληα (radians), κε ηνλ νξηζκφ πσο 

                               

                                Μία πεξηζηξνθή = 2π αθηίληα (rad)                                               (4) 

 

Άξα απφ ηνπο ηχπνπο (2), (4) πξνθχπηεη πσο:     

                               

                                                  360° = 2π αθηίληα (rad)                                                (5) 
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Καη ζηε ζπλέρεηα: 

90° = 
2

 αθηίληα (rad) 

60° = 
3

 αθηίληα (rad) 

                                                    45° = 
4

 αθηίληα (rad)                                                (6) 

30° = 
6

 αθηίληα (rad) 

1° = 
180

 αθηίληα (rad) 

Δπωηήζειρ καηανόηζηρ για ηο ζηόσο 1 

1. Να κεηαηξαπνχλ απφ κνίξεο ζε αθηίληα: 

i. 15° 

ii. 540° 

iii. 75° 

iv. 20° 

2. Να κεηαηξαπνχλ απφ αθηίληα ζε κνίξεο: 

i. π/12 αθηίληα 

ii. 3π αθηίληα 

iii. 5π/6 αθηίληα 

iv. π/5 αθηίληα 

3. Πφζεο κνίξεο είλαη κηα γσλία 1 αθηηλίνπ; 

4. Να ζπκπιεξσζεί ν πίλαθαο: 

t ζπλt εκt 

π/6   

π/4   

π/3   
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Στότος 2: Κατανόηση Κσκλικών Σσναρτήσεων  

Χο ηψξα είδακε γσλίεο 0° έσο 90° ή ν έσο π/2 αθηίληα. 

t

B(ζςνt,ημt)

O(0,0)

A(1,0)

 

Θεσξνχκε θχθιν θέληξνπ Ο(0,0) θαη αθηίλαο ξ=1. Ξεθηλψληαο απφ ην ζεκείν Α(1,0) 

θαη θηλνχκελνο αληίζεηα απφ ηε θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ ζρεκαηίδσ κηα γσλία 

tBOA ˆ  αθηίληα κε ην ζεκείν Β ηνπ θχθινπ λα έρεη ζπληεηαγκέλεο Β(ζπλt,εκt).  

Σν κεγάιν πιενλέθηεκα ηνπ λα πεξηγξάθεη θαλείο ηηο ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο σο 

θπθιηθέο θαη φρη σο ιφγνπο πιεπξψλ ζε νξζνγψλην ηξίγσλν, είλαη φηη επεθηείλνληαη νη 

γσλίεο πέξα απφ ην δηάζηεκα (0,π/2). Γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ηνπ t, ζεηηθή ή αξλεηηθή, 

έρεη πιένλ λφεκα λα κηιάκε γηα εκt ή ζπλt. 

 

   

π/3

P12

π/2

P3

P2

P1

P11

P10

P9

P7

P6

P5

P15

Ρ14

P13

P8
P0

P4
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Παπαδείγμαηα – Δθαπμογέρ:  

1. Να βξεζεί ην εκ(π/2) 

Κηλνχκαζηε αληίζεηα απφ ηνπο δείθηεο ηνπ ξνινγηνχ θαη ζρεκαηίδνπκε έλα 

ηφμν π/2 αθηίληα, μεθηλψληαο απφ ην Ρ0(1,0). Σν ζεκείν Ρ4 είλαη απηφ πνπ 

δεηάκε, αθνχ π/2 είλαη ην ¼ φινπ ηνπ θχθινπ πνπ είλαη 2π. Άξα  

(ζπλπ/2, εκπ/2) = (0, 1)      1
2

                                                          (7) 

2. Να βξεζεί ην ζπλ(π/2) 

Πξνθχπηεη απφ ηελ (7) πσο 0
2

 

3. Να βξεζεί ην ζπλ(-π/3) 

Ξεθηλψληαο απφ ην (1,0) θηλνχκελνη θαηά ηε θνξά ησλ δεηθηψλ ηνπ ξνινγηνχ 

θαη γηα ηφμν π/3 θηάλνπκε ζην ζεκείν Π13. Άξα  

(ζπλ(-π/3), εκ(-π/3)) = 
2

3,
2

1  ζπλ(-π/3) = ½                                    (8) 

4. Να βξεζεί ην εκπ 

Ζ γσλία π αληηπξνζσπεχεη ην κηζφ θχθιν. Άξα μεθηλψληαο απφ ην (1,0) & 

δηαγξάθνληαο ην κηζφ θχθιν θαηαιήγνπκε ζην Ρ8. Άξα 

(ζπλπ, εκπ) = (-1,0)  εκπ = 0                                                                        (9) 

5. Να βξεζεί ην εκ3π 

Ξεθηλψληαο απφ ην (1,0) & δηαγξάθνληαο έλαλ θαη κηζφ θχθιν θαηαιήγνπκε 

ζην Ρ8. Άξα 

(ζπλ3π, εκ3π) = (-1,0)  εκ3π = 0                                                                (10) 

 

Μπνξνχκε ηψξα λα νξίζνπκε ηελ εθαπηνκέλε σο ην πειίθν ηνπ εκηηφλνπ πξνο ην 

ζπλεκίηνλν, δειαδή  0, t
t

t
t .  

 

Δπωηήζειρ καηανόηζηρ για ηο ζηόσο 2 

1. Να βξεζνχλ ηα παξαθάησ: 

i. εκ(-π/3) 

ii. ζπλπ 
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iii. εκ0 

iv. εθ(-π/3) 

v. εθ0 

vi. εθ2π 

vii. εθ2006π 

2. Να βξεζεί ην πεδίν ηηκψλ ηεο ζπλάξηεζεο ζπλt αλ ην πεδίν νξηζκνχ είλαη: 

i. 
2

0 t    

ii. 
22

t  

 

 

Στότος 3: Κατανόηση Τριγωνομετρικών Ταστοτήτων 

Σαπηφηεηα είλαη κηα ζρέζε πνπ ηζρχεη γηα νπνηαδήπνηε ηηκή ησλ κεηαβιεηψλ πνπ 

πεξηέρεη. Σξηγσλνκεηξηθέο ηαπηφηεηεο είλαη εθείλεο πνπ πεξηιακβάλνπλ θπθιηθέο 

ζπλαξηήζεηο. Με δεδνκέλν φηη ην ζεκείν (ζπλt, εκt) αλήθεη ζηνλ θχθιν, ζα πξέπεη λα 

επαιεζεχεη ηελ εμίζσζή ηνπ θχθινπ: 122 yx . Άξα  

                                                  (εκt)
2
 + (ζπλt)

2
 =1                                                   (11) 

Θα ρξεζηκνπνηνχκε ην ζπκβνιηζκφ  

                                                     
22 tt                                                           (12) 

Αθνινπζεί έλαο θαηάινγνο κε θάπνηεο βαζηθέο ηξηγσλνκεηξηθέο ηαπηφηεηεο πνπ πξέπεη 

λα γλσξίδνπκε: 

 

                                                    122 tt                                                       (13) 

                                                    tt                                                        (14) 

                                                     tt                                                         (15) 

                                                     tt                                                         (16) 

                                                  tt 2                                                    (17) 

                                                   tt 2                                                       (18) 

                                                    tt 2                                                       (19) 
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                                    tststs                                     (20) 

                                    tststs                                     (21) 

                                                   tt
2

                                                   (22) 

                                                   tt
2

                                                   (23) 

                                   sttsts                                         (24) 

                                   sttsts                                         (25) 

 

Οη πην ζεκαληηθνί απφ απηνχο είλαη νη ηχπνη (20), (24) & (21), (25)ησλ 

ηξηγσλνκεηξηθψλ αξηζκψλ αζξνίζκαηνο θαη δηαθνξάο γσληψλ, πνπ ζέινπλ θαη ιίγν 

θφπν λα απνδεηρζνχλ. Οη απνδείμεηο ησλ ηχπσλ (13) - (19) είλαη αξθεηά απιέο. 

Ο (13) έρεη ήδε απνδεηρζεί. Γηα λα ειέγμσ ηνπο (14), (15)  αξθεί λα παξαηεξήζσ ζην 

επφκελν ζρήκα πσο ηα Q, Q΄ έρνπλ ηελ ίδηα ηεηκεκέλε, άξα  ζπλ(-t) = ζπλ(t) & 

αληίζεηε ηεηαγκέλε, άξα εκ(-t) = -εκ(t). Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο εθαπηνκέλεο 

απνδεηθλχεηαη ε (16), αθνχ 

t
t

t

t

t
t . 

t

Q΄(ζςν(-t),ημ(-t))

t

Q(ζςνt,ημt)

 

Οη ηχπνη (17) – (19) απνδεηθλχνληαη απφ ηνλ νξηζκφ γλσξίδνληαο φηη έλαο θχθινο 

δηαηξείηαη ζε 2π αθηίληα.  

 

Γηα λα απνδείμνπκε ηνλ ηχπν (20) ζα ρξεηαζηνχκε ην κήθνο ηεο ρνξδήο ζε ζρέζε κε ην 

κέγεζνο ηεο επίθεληξεο γσλίαο ηνπ.  
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ε έλαλ κνλαδηαίν θχθιν, ην κήθνο ηεο ρνξδήο πνπ αληηζηνηρεί ζε επίθεληξε γσλία ζ 

αθηίληα (ζρήκα Α), πξνθχπηεη απφ ηνλ ηχπν ηεο απφζηαζεο θαη δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν  

                                                  22d                                                         (26) 

Αο δνχκε ηελ απφδεημε απηνχ ηνπ ηχπνπ : 

θ dO(0,0) A(1,0)

        

θ d

Β(ζςνθ,ημθ)

A(1,0)O(0,0)

 

       ρήκα Α                                      ρήκα Β 

Δίλαη πην εχθνιν λα ππνινγηζηεί ην κήθνο d αλ πεξηζηξέςνπκε ηε γσλία, ψζηε ε κία 

ηεο πιεπξά λα ζπκπέζεη κε ην ζεηηθφ εκηάμνλα ηνπ x (ζρήκα Β). Σφηε  

222 01d                (απφ ηνλ ηχπν ηεο απφζηαζεο δχν ζεκείσλ) 

2221112 222 d      

Άξα     22d                                          

  

 

Αο απνδείμνπκε ηψξα ηνλ ηχπν γηα ην ζπλεκίηνλν αζξνίζκαηνο γσληψλ.  

L

(0,0) (1,0)

(ζςνs,ημs)

(ζςν(-t),ημ(-t))

 

Έρνπκε 

tsts

tstststs

tsts

tstsd

222

22

)()(

))(())((

2222

22

222

            (27) 

Απφ (26) αλ ζέζσ  ζ = s+t,   ηφηε      )(222 tsd                                         (28) 

Απφ (27), (28) tststs )( .  
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Αο απνδείμνπκε ηψξα ηνλ ηχπν (24) γηα ην εκίηνλν αζξνίζκαηνο γσληψλ. Έρνπκε  

tstststs

tstststs

22

222
 

Καη ν (25) πξνθχπηεη εχθνια απφ ηνλ πξνεγνχκελν ηχπν. Οη πεξηζζφηεξεο ηαπηφηεηεο 

απφ δσ θαη πέξα πξνθχπηνπλ απφ απηέο πνπ ήδε κάζακε.  

 

Σχπνη Γηπιαζηαζκνχ θαη Τπνδηπιαζηαζκνχ γσληψλ 

i. 222  

ii. 22  

iii. 
2

1

2

2  

iv. 
2

1

2

2  

 

Απφδεημε : νη ηχπνη i, ii πξνθχπηνπλ απφ ηνπο ηχπνπο (20), (24) ζέηνληαο s = t = ζ. 

Οη ηχπνη iii, iv πξνθχπηνπλ απφ ηνλ i ζε ζπλδπαζκφ κε ηελ 122 tt . 

Πξάγκαηη : 

                                             
22 1                                                            (29) 

                                              
22 1                                                           (30) 

Απφ ηελ i θαη ηελ (29) έρνπκε ηελ        
2212                                        (31) 

Καη άξα                                
2

212                                                          (32) 

Αληηθαζηζηψληαο ην ζ κε ην 
2

 πξνθχπηεη ε iii. Απφ (30) & ηελ i έπεηαη ε 

122 2                                                                                                    (33) 

Άξα έρνπκε                         
2

212                                                         (34) 

& αληηθαζηζηψληαο ην ζ κε ην 
2

 πξνθχπηεη ε iv.  
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Σχπνη κεηαζρεκαηηζκνχ 

i. tststs
2

1
 

ii. tststs
2

1
 

iii. tststs
2

1
 

 

Απφδεημε : νη ηχπνη i, ii πξνθχπηνπλ απφ ηνπο (20) & (21).  

Έρσ                   tststs  

                          tststs  

Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε : tststs2  

Αθαηξψληαο θαηά κέιε : tststs2  

Ζ iii πξνθχπηεη  πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηηο (24), (25). 

 

Παπαδείγμαηα – Δθαπμογέρ:  

6. Να βξεζεί ην ζπλ15° ή ζπλ
12

, εθθξάδνληάο ηε γσλία σο δηαθνξά δχν 

γλσζηψλ γσληψλ. 

15°=60°-45°           ή          
4312

 

31
4

2

2

2

2

3

2

2

2

1

43434312
t

 

7. Να βξεζεί ην ζπλ15° ή ζπλ
12

, εθθξάδνληάο ηε γσλία σο ην ήκηζπ γλσζηήο 

γσλίαο. 

15°=
2

30
     ή       

2

6

12
 

32
2

1

124

32

2

2
31

2

6
1

12

2
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8. Να βξεζεί ην εκ75°    ή     
12

5
 

75°=30°+45°     ή     
6412

5
 

13
4

2

2

1

2

2

2

3

2

2

64646412

5

 

 

Δπωηήζειρ καηανόηζηρ για ηο ζηόσο 3 

1. Απφ ηηο ζρέζεηο (27), (28) λα απνδεηρζεί ν ηχπνο γηα ην ζπλεκίηνλν 

αζξνίζκαηνο γσληψλ.  

2. ηνλ ηχπν γηα ην ζπλεκίηνλν αζξνίζκαηνο γσληψλ, αλ ζέζνπκε s= ζ θαη t= ζ, 

λα απνδεηρζεί πσο  222 . 

3. Απφ ηνλ (21) γηα s = π/2 λα πξνθχςεη ν (22). 

4. Να βξεζεί ην 
12

 φπσο ζην παξάδεηγκα 6. 

5. Να βξεζεί ην 
12

 φπσο ζην παξάδεηγκα 7. 

6. Να βξεζεί ην 
12

7 . 

7. Να απνδεηρζεί ν ηχπνο 
ts

ts
ts

1
 

(ςπόδειξη: 
ts

ts
ts ) 
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Στότος 4 : Παράγωγοι Τριγωνομετρικών Σσναρτήσεων 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ εκηηφλνπ θαη ζπλεκίηνλνπ είλαη νη 

παξαθάησ. Απφ ηνπο ηχπνπο (17) & (18) θαίλεηαη πσο ε γξαθηθή παξάζηαζε 

επαλαιακβάλεηαη ζπλερψο ζε θάζε δηάζηεκα κήθνπο 2π.  

      εκx 

 

    ζπλx 

Απφ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο είλαη θαλεξφ πσο ε παξάγσγνο ηνπ εκηηφλνπ είλαη ην 

ζπλεκίηνλν. Άξα                                xx                                                 (35) 

Σψξα ζα απνδείμνπκε ηε ζρέζε απηή. Δπεηδή ε ζπλάξηεζε εκηηφλνπ δελ είλαη 

αιγεβξηθή, ρξεηάδεηαη αξθεηή πξνζνρή. Θα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηνπ Fermat.  

 

Αλ  xxf )( xhxxfhxf )()()(             

  xhhxxxhhx 1  

Άξα 
h

h
x

h

h
x

h

xfhxf 1
                                                (36) 
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Θα εμεηάζνπκε αλ ππάξρεη ην
h

xfhxf

h 0
lim . 

Αο κειεηήζνπκε πξψηα ηελ χπαξμε ηνπ νξίνπ  ην 
h

h

h 0
lim .             

h rad

ζςνh

ημh

O(0,0) P

Q΄

P΄

Q(ζςνh,ημh)

 

Φαίλεηαη πσο QPQPPQ .  

Άξα                                            hhhh                                                   (37) 

Καη                                             1
h

h
h                                                       (38) 

Δθφζνλ ε ζπλ είλαη ζπλερήο ζπλάξηεζε, έρσ  
0

10lim
h

h   &  11lim
0h

  , 

άξα απφ ην θξηηήξην παξεκβνιήο έρσ                 1lim
0 h

h

h
                                 (39) 

Δπίζεο

111

1

1

111 22

h

h

h

h

hh

h

hh

h

h

h

h

h

h

h

 

Άξα 0
11

0
1

1
lim

1
lim

00 h

h

h

h

h

h

hh
  0

1
lim

0 h

h

h
         (40) 

Απφ (36) xxxxxf 10  

Αλ ηψξα xxf   , ηφηε 
h

xhx

h

xfhxf
 

 
h

h
x

h

h
x

h

xhxhx 1
 

Άξα xxx
h

h
x

h

h
xxf

h
10

1
lim

0
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Γηα λα βξσ ηελ παξάγσγν ηεο εθαπηνκέλεο έρσ  

22

22

22

1

 

ηελ ηξηγσλνκεηξία ε αληίζηξνθε ηνπ ζπλεκίηνλνπ θαιείηαη ηέκλνπζα (secant). Άξα 

2

2

1
. 

Τπάξρνπλ δχν αθφκα ηξηγσλνκεηξηθέο ζπλαξηήζεηο, ε ζπληέκλνπζα (cosecant) θαη ε 

ζπλεθαπηνκέλε, πνπ νξίδνληαη σο νη αληίζηξνθεο ηνπ εκηηφλνπ θαη ηεο εθαπηνκέλεο 

αληίζηνηρα, δειαδή  

x
x

1
     ,     

x
x

1
 

Οη παξάγσγνη απηψλ είλαη : 

xx    ,                          xxx  

xx    ,                        xxx  

2
xx   ,                          

2
xx  

 

Παπαδείγμαηα – Δθαπμογέρ:  

9. Σν ζεκείν 
2

1
,

6
 είλαη ζηελ θακπχιε xxf . Να γξαθεί ε εμίζσζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ηεο f ζην ζεκείν απηφ. 

Ζ θιίζε είλαη  
2

3

66
. 

Άξα ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο είλαη  ε: 
62

3

2

1
xy  

10. Δθαξκφζηε ηνλ θαλφλα ηεο αιπζίδαο ψζηε λα βξεζεί ην 
dt

dy
, φηαλ 

ty
2

 

Έρνπκε xy , tx
2
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Άξα ttxx
dt

dx

dx

dy

dt

dy

2
1  

11. Έλα πιηθφ ζεκείν θηλείηαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα yy  έηζη ψζηε ε ζέζε ηνπ ηε 

ρξνληθή ζηηγκή t sec λα δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν ty 5 . Να βξεζεί ε 

ζηηγκηαία ηαρχηεηά ηνπ θαη ε επηηάρπλζή ηνπ φηαλ 
3

t . 

ηηγκηαία ηαρχηεηα : 
2

35

3
5

3
5 ut

dt

dy
u  

Δπηηάρπλζε : 
2

5

3
5

3
5 at

dt

du
a  

12. Να βξεζεί ην εκβαδφλ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηελ θακπχιε ty θαη ηνλ 

άμνλα xx  ζην δηάζηεκα ,0 . 

y=ημt

0 π

(π/2,1)

π/2

1

 

2110
0

0
tdttE  

13. Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ ζ γηα ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε 

13600f  κε 
2

0  παίξλεη ηε κέγηζηε ηηκή ηεο.  

Ζ κέγηζηε ηηκή ζα είλαη είηε ζηα άθξα ηνπ δηαζηήκαηνο είηε ζηα θξίζηκα 

ζεκεία. Δμεηάδσ ηηο ηηκέο ζηα άθξα: 

36001136000f                                                                                 (41) 

0203600
2

f                                                                                   (42) 

Γηα λα βξσ ηα θξίζηκα ζεκεία εμεηάδσ πφηε ε παξάγσγνο κεδελίδεηαη : 

222 2136003600

360013600f
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Άξα 0f
4

91
021 2

 

 
62

11 ή , αθνχ 
2

0  

5,4676
2

3

2

3
3600

6
f                                                                  (43) 

Άξα ε κέγηζηε ηηκή είλαη γηα 
6

. 

 

Δπωηήζειρ καηανόηζηρ για ηο ζηόσο 4 

1. Να βξεζνχλ ηα παξαθάησ φξηα γηα 0h  

i. 
h

h
 

ii. 2

1
h

h
 

2. Να βξεζνχλ ηα παξαθάησ φξηα γηα 0x  

i. 
x

x2
 

ii. 
x

x 12
 

3. Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ θαλφλα ηεο αιπζίδαο λα βξεζνχλ νη παξάγσγνη ησλ 

παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ 

i. x2  

ii. t
2

 

iii. x  

iv. x2
 

v. 2
 

4. ην παξάδεηγκα 11 λα βξεζνχλ ε επηηάρπλζε θαη ε ηαρχηεηα φηαλ  

i. 
2

t  

ii. t  

iii. 
4

7t  
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5. Να βξεζνχλ νη παξάγσγνη ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ 

i. 31 t  

ii. tt 2  

iii. 
3

3
x

 

iv. x2  

v. x  

6. Να βξεζεί ην εκβαδφλ πνπ πεξηθιείεηαη απφ ηελ θακπχιε ty  θαη ηνλ 

άμνλα xx  φηαλ 
3

,0t  

7. Αλ 
t

t 1 , λα απνδεηρζεί ε ηαπηφηεηα tt 22 1  

 

 

Στότος 5 : Βελτιστοποίηση & Αντίστρουες Τριγωνομετρικές Σσναρτήσεις 

Αο δνχκε κεξηθά βνεζεηηθά παξαδείγκαηα.  

Παπαδείγμαηα – Δθαπμογέρ:  

14. Έλαο αγξφηεο έρεη ηξία ίδηα θνκκάηηα άθακπηνπ μχινπ γηα πεξίθξαμε κήθνπο 

60 m ην θαζέλα. Θέιεη λα πεξηθξάμεη έλα θνκκάηη θήπνπ φπσο ζην ζρήκα. 

Πνηα ζα πξέπεη λα είλαη ε γσλία ζ ψζηε ην εκβαδφλ λα γίλεη κέγηζην; 

60 60

60

θ θ

 

Έζησ Α ην εκβαδφλ ζε ηεηξαγσληθά κέηξα. Σφηε ην Α είλαη ζπλάξηεζε ηνπ ζ. 

Σν πεδίν  νξηζκνχ ηεο ζπλάξηεζεο απηήο είλαη 
2

0 . Σφηε  

136006060
2

1
26060  

Απφ παξάδεηγκα 13 γηα 
6

5,4676 πνπ είλαη ην κέγηζην.  
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Παξαηεξήζεηο : αξρηθά ε ηηκή 
2

 δελ αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνχ ρσξίο λα 

επεξεάδεηαη ε κέγηζηε ηηκή. Αλ δεηνχζακε ην ειάρηζην ηφηε δε ζα ππήξρε 

ηέηνην ζ (εθηφο αλ αιιάδακε ην ζρήκα θαη ζρεκαηίδακε ηξίγσλν). Ζ ζπλάξηεζε 

ζην παξάδεηγκα 13 ζα είρε ειάρηζην γηα 
2

. 

Γηα λα βξεζεί ην ζ φηαλ γλσξίδνπκε πσο  

                                                     
2

1                                                    (44) 

έρνπκε πσο                          ην ηφμν κήθνπο 
2

1                                        (45) 

δειαδή                                
2

1
                                       (46) 

χκβαζε : ε έθθξαζε  ζα ππνδεηθλχεη ηφμν κεηαμχ 
2

,
2

 κφλν. Αλ 

xy  , 11 x , θαη 
22

y , ηφηε ην 
2

1
 δελ ηζνχηαη κε 

6

5
 ή 

6

11
 ή 

6

13
, παξφιν πνπ φια απηά έρνπλ εκίηνλν 

2

1
. 

Άξα 
662

1
 

15. Αο πνχκε πσο ζην παξάδεηγκα 14 έλα απφ ην ηκήκαηα έρεη κήθνο 100 κέηξα 

αληί γηα 60. ηφηε πνηα γσλία ζα κεγηζηνπνηνχζε ην εκβαδφλ ηνπ ηξαπεδίνπ; 

60ζςνθ

60ημθ

100

60 60
θ θ

 

21800600036006000 ,  

κε 
2

0  

236006000
d

d
 

2
,0,0272006000

2

2

d

d
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Άξα 221360060000
d

d
 

03560360060007200 22  

404,0

237,1

12

975
 

Άξα  404,0404,0  

Άξα γηα 404,0  ην εκβαδφλ γίλεηαη κέγηζην (αθνχ 0 ). 

 

Δπωηήζειρ καηανόηζηρ για ηο ζηόσο 5 

1. Να βξεζνχλ ηα ηνμεκ ησλ: 

i. 
2

3  

ii. -1 

iii. - ½  

iv. 65  

v. 0 

2. Να βξεζεί ην εχξνο ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

i. 
2

0,2f  

ii. 
2

0,34f  

3. Σν ηνμεθ νξίδεηαη σο εμήο: Αλ x είλαη νπνηνζδήπνηε αξηζκφο, ηφηε ην ηνμεθ 

είλαη έλα ηφμν κήθνπο y κε 
22

y  πνπ ε εθαπηνκέλε ηνπ είλαη x. Να 

βξεζεί ην ηφμν εθαπηνκέλεο ησλ παξαθάησ: 

i. 0 

ii. 3  

iii. -1 
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iv. εθ2π 

4. Σν ηνμζπλ νξίδεηαη σο εμήο: Αλ x είλαη αξηζκφο κε 11 x , ηφηε ην ηνμζπλx 

είλαη ην y κε y0  πνπ ην ζπλεκίηνλφ ηνπ είλαη x. Να βξεζεί ην ηφμν 

ζπλεκίηνλνπ ησλ παξαθάησ: 

i. 0 

ii. 
2

2  

iii. 1 

5. Έζησ ε ζπλάξηεζε  0,
55

1

23

2
f .  

i. Να βξεζνχλ νη ff &  

ii. Να δεηρζεί φηη 0f  αλ 0<ζ<π 

iii. Να εμεγεζεί γηαηί ε ζπλάξηεζε δε κπνξεί λα πάξεη ειάρηζηε ηηκή ζην 

(0,π) 

 

 

Στότος 6 : Κατανόηση Αντίστρουων Τριγωνομετρικών Σσναρτήσεων & Παραγώγων 

αστών 

Αλ δνχκε ηε ζπλάξηεζε σο έλα δεχγνο απφ ζηήιεο κε αξηζκνχο πνπ ζηελ 1
ε
 δελ 

επαλαιακβάλνληαη ηα λνχκεξα. Αλ αληαιιάμνπκε ηηο ζηήιεο έηζη ψζηε ε 2
ε
 λα έξζεη 

1
ε
, έρνπκε ηελ αληίζηξνθε ζρέζε. Αλ ε ζρέζε απηή είλαη ζπλάξηεζε, ηφηε έρνπκε ηελ 

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε. Γηα λα ππάξρεη ε αληίζηξνθε, πξέπεη ε ζπλάξηεζε λα είλαη „1-

1‟ θαη επί. Ηζρχεη πσο xyfyxf 1
. Άξα θαη xxff 1

. 

Οη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ αληίζηξνθσλ ζπλαξηήζεσλ 
1, ff  είλαη ζπκκεηξηθέο σο 

πξνο ηε δηρνηφκν ηεο 1
εο

 θαη 3
εο

 γσλίαο ησλ αμφλσλ, δειαδή ηελ επζεία xy . Γηα ηελ 

απφδεημε απηνχ ζα ζεσξήζνπκε κηα „1-1‟ ζπλάξηεζε f θαη ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

C θαη C΄ ησλ f  θαη 
1f  αληίζηνηρα ζην ίδην ζχζηεκα αμφλσλ. Δπεηδή 
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xyfyxf 1 , αλ έλα ζεκείν Μ(α,β) αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε C, ηφηε 

ην ζεκείν Μ΄(β,α) ζα αλήθεη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε C΄ θαη αληηζηξφθσο. Σα ζεκεία 

απηά φκσο, Μ θαη Μ΄, είλαη ζπκκεηξηθά σο πξνο ηελ επζεία πνπ δηρνηνκεί ηηο γσλίεο 

yOx ˆ  θαη yOx ˆ . 

O
C

C΄

y

x

y=x

Μ(α,β)

M΄(β,α)

 

Ο ζπκβνιηζκφο 1f ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ αληίζηξνθε ζπλάξηεζε, παξφιν πνπ δελ 

είλαη ηθαλνπνηεηηθφο γηαηί ζπγρέεηαη κε ην 
f

1 .  

Αληηπαξάδεηγκα: Αλ xxf , κε 0x  ηφηε ε αληίζηξνθε ζρέζε δελ είλαη 

ζπλάξηεζε, αθνχ  

x εκx  

 

 

εκx x 

0 0 0 0 

π 0 0 π 

π/2 1 1 π/2 

3π/2 1 1 3π/2 

(ζην πξψην ζχλνιν επαλαιακβάλνληαη αξηζκνί). 

Αληίζεηα κηα ζπλάξηεζε xxf , κε  
22

x , έρεη αληίζηξνθε, ηελ 

xxf 1
, 11 x . 

Σν ζχλνιν ηηκψλ κηαο ζπλάξηεζεο γίλεηαη πεδίν νξηζκνχ ηεο αληίζηξνθεο. Ζ γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο αληίζηξνθεο είλαη ε ίδηα, αιιά κε αιιαγκέλνπο ηνπο άμνλεο 

(ζπκκεηξηθή σο πξνο ηελ επζεία xy ). 
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-π/2 π/2

f(x)=ημx
1

-1

                                 

-π/2

π/2 f(x)=ηοξημx

1

-1

 

Π.Ο.  
22

x                                             Π.Ο.     11 x  

.Σ.      11 y                                                  .Σ.  
22

y  

Αλ ε f είλαη παξαγσγίζηκε θαη γλσξίδεη θαλείο ηελ παξάγσγφ ηεο, είλαη εχθνιν λα 

βξεζεί ε παξάγσγνο ηεο 1f . Τπάξρεη φκσο κηα ιεπηνκέξεηα ιφγσ ηνπ φηη νη άμνλεο 

έρνπλ αιιάμεη ζην ίδην ζρήκα.  

 

Παπαδείγμαηα – Δθαπμογέρ:  

16. Έζησ 2xxf , 0x  

Ζ ζπλάξηεζε έρεη αληίζηξνθε. Αθνχ ην ζεκείν fC2, , ην 1,2

f
C . 

Να βξεζεί ε θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 1f
C ζην ζεκείν ,2

.  

Έρνπκε xxf 2 .  

Άξα  έρνπκε  
2: f   κε θιίζε 2π 

θαη  δεηάκε  21 :f   κε θιίζε  ; 

ε απάληεζε είλαη 
2

1  θαη πξνθχπηεη σο εμήο: 

 

1
η
 λύζη: πξψηα λα βξεζεί ν ηχπνο ηεο 

1f . 

yxxy 2 . Άξα xxf 1

x
xf

2

11
 

Άξα 
2

1

2

1

2

21f  
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2
η
 λύζη: λα ην δνχκε γεσκεηξηθά. Ζ θιίζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 

f
C ζην 

2,  είλαη 2π, άξα ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζα είλαη  

                                  xy 2: 2                                                   (47) 

Ζ θακπχιε ηεο 1f ζρεηίδεηαη κε εθείλε ηεο f κε αληαιιαγή ζπληεηαγκέλσλ : 

yx,  γηα ηελ f & xy,  γηα ηελ 1f . Ζ ε΄ ζα πξέπεη λα είλαη κε βάζε ηελ (47) 

σο εμήο :  

                                 xy
2

1
: 2                                                  (48) 

Άξα 
2

121f  

3
η
 λύζη: ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ θαλφλα ηεο αιπζίδαο γηα λα βξεζεί ε παξάγσγνο 

ηεο 1f . Έρνπκε  

yfxxfy 1&                                                                                (49) 

0,
1

11 11 xf
xf

yfyfxf
dy

dx

dx

dy
            (50) 

Άξα 
2

1121

f
f  

 

 

Καλφλαο γηα αληίζηξνθεο ζπλαξηήζεηο : αλ κηα παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f έρεη κηα 

αληίζηξνθε ζπλάξηεζε 
1f , ηφηε ε παξάγσγφο ηεο δίλεηαη απφ ηνλ ηχπν (50), δειαδή 

0,
11 xf
xf

yf . 

Απφδεημε:         yfxxfy 1&       

            0,
1

11 11 xf
xf

yfyfxf
dy

dx

dx

dy
           

 

17. Έζησ 
2xxf , 0x . Να βξεζεί ν ηχπνο ηεο 

1f . 

Έρσ  
22 xyxxf xxf 2  
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Άξα (50)
yxxf

yf
2

1

2

111  

18. Έζησ nxxf , 0x , *Nn . Ζ αληίζηξνθε ηεο f είλαη ε n-νζηή ξίδα. 

Να βξεζεί ε παξάγσγφο ηεο. 

Έρσ nn yxxy  1nxnxf  

Άξα (50)
yn

y

xn

x

xnxf
yf

n

nn

111
1

1  

1
1

1 1
ny

n
yf  

19. Έζησ xxf , 
22

x . Ζ αληίζηξνθε ηεο f είλαη ην ηνμεκx. 

Να βξεζεί ε παξάγσγφο ηνπ.  

Δίλαη xyxxf xxf  

(50)
yxxf

yf
1111

 

Άξα 
y

yf
11

                                                                 (51) 

Απηφ φκσο απινπνηείηαη πεξηζζφηεξν.  

Δίλαη tt, , 
22

 

Άξα 22222 111 tt  

Αθνχ 
22

, 21 t  

Άξα 21 tt  

21

1

x
x                                                                          (52) 
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Δπωηήζειρ καηανόηζηρ για ηο ζηόσο 6 

1. Αλ xxf  ηφηε λα βξεζεί αλ έρεη αληίζηξνθε ζπλάξηεζε φηαλ ην 

πεδίν νξηζκνχ είλαη : 

i. 
22

x  

ii. x0  

2. Βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπχιεο xy  ζην 

ζεκείν 
6

,
2

1 . 

3. Αλ γλσξίδεηε φηη γηα ην ζεκείν (1,2) πνπ αλήθεη ζε ζπγθεθξηκέλε θακπχιε 

f  ηζρχεη 31f  θαη πσο ππάξρεη ε αληίζηξνθε 1f , λα βξεζεί ε θιίζε 

ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπχιεο 1f ζην ζεκείν (2,1).  

4. Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ θαλφλα ηεο αιπζίδαο λα βξεζνχλ νη παξαθάησ 

παξάγσγνη: 

i. xy 5  

ii. xy  

iii. xy  

iv. 
3

3x
y  

5. Αλ 
x

xf 1 , λα δεηρζεί φηη 

11,

1,
1

1

1,
1

1

2

2

xί

x
xx

x
xx

xf  
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Στότος 7 : Γιαυόριση Πεπλεγμένης Σσνάρτησης 

Οη παξάγσγνη ησλ ηξηψλ πην ζεκαληηθψλ αληίζηξνθσλ ησλ ηξηγσλνκεηξηθψλ 

ζπλαξηήζεσλ είλαη : 

11,
1

1

2
x

x
x  

11,
1

1

2
x

x
x  

x
x

x ,
1

1
2

 

Ζ απφδεημε ηνπ 2
νπ

 ηχπνπ είλαη φκνηα κε ηελ πξψηε, πνπ ήδε έγηλε ζην παξάδεηγκα 19. 

Αο δνχκε ηνπ 3
νπ

.  

Αλ xxf xy xxf 2sec  

Σφηε xy
x

yf ,
sec

1
2

1  

Απφ άζθεζε 7 (ζηφρνο 4) έρσ 
222 1

1

1

1

sec

1

yxx
y  

 

Παπαδείγμαηα – Δθαπμογέρ:  

20. Έλα αεξνπιάλν πνπ πεηάεη ζε ζηαζεξφ χςνο 3000 πφδηα θαη κε ζηαζεξή 

ηαρχηεηα 600 πφδηα/ δεπηεξφιεπην. Έλαο παξαηεξεηήο απφ ην έδαθνο κεηξάεη 

ηε γσλία ζ φπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. Να βξεζεί ν ξπζκφο κεηαβνιήο ηεο ζ, 2 

δεπηεξφιεπηα απφ ηε ζηηγκή πνπ ην αεξνπιάλν πέξαζε αθξηβψο πάλσ απφ ηνλ 

παξαηεξεηή.  

θ

x

3000

αεποπλάνο

παπαηηπηηήρ  
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600
dt

dx
 

3000

x
                                                                                                      (53) 

Άξα 
3000

x
,  ζέησ u

x
u

3000
 

Σφηε 
3000

1

3000
1

1

1

1
22

xdx

du

udx

d
 

Μεηά απφ 2 δεπηεξφιεπηα έρνπκε 1200x , αθνχ είλαη 600 πφδηα/ δεπη. 

Άξα 
3480

1

3000

1

3000
12001

1
2

1200xdx

d
 

Δκείο δεηάκε 
sec29

5
600

3480

1

2

rad
dt

dx

dx

d

dt

d

t

 

 

21. Έλα απηνθίλεην παξθαξηζκέλν πνιχ θνληά ζε νζφλε θηλεκαηνγξάθνπ ζε drive-

in cinema μεθηλά λα νπηζζνρσξεί γηα λα απνθηήζεη θαιχηεξε ζέα. Αλ ε νζφλε 

είλαη 50 πφδηα ςειή, κε βάζε 30 πφδηα πάλσ απφ ην επίπεδν ηνπ καηηνχ, πνπ ζα 

πξέπεη λα ζηακαηήζεη ην απηνθίλεην γηα λα κεγηζηνπνηήζεη ηε γσλία νξάζεσο; 

x

θ

s

50

30

 

Πξέπεη λα βξνχκε ηελ ηηκή ηνπ x πνπ κεγηζηνπνηεί ηε γσλία ζ (γσλία νξάζεσο). 

Αο βξνχκε πξψηα ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ ζ, x. Αλ t=s+ζ 

Σφηε 0,
3080

x
xx

st  
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Άξα
222222 30

30

80

8030

301

180

801

1

xxdx

d

x
x

x
x

dx

d
 

Γηα ηελ εχξεζε ηνπ κεγίζηνπ ζεσξψ ηελ εμίζσζε  0
dx

d
 

99,48620

241030803080308050

803030308080
30

30

80

80

22

2222

2222

x

xxx

xx
xx

 

Άξα ε γσλία νξάζεσο ζ κεγηζηνπνηείηαη γηα 49x πφδηα. 

 

Δπωηήζειρ καηανόηζηρ για ηο ζηόσο 7 

1. πσο ζην παξάδεηγκα 19 λα δεηρζεί πσο  
21

1
t

tx  

2. Έλα αεξνπιάλν πεηάεη ζε ζηαζεξφ χςνο 5000κ κε ηαρχηεηα 800κ/δεπη. Έλαο 

παξαηεξεηήο ζην έδαθνο κεηξάεη ηε γσλία ζ κεηαμχ ηνπ αεξνπιάλνπ θαη ηεο 

θαηαθφξπθεο γξακκήο, φπσο ζην παξάδεηγκα 20. ηξία δεπηεξφιεπηα αθνχ ην 

αεξνπιάλν πεξάζεη αθξηβψο απφ πάλσ ηνπ, λα βξεζεί ην εχξνο ηεο κεηαβνιήο 

ηεο γσλίαο ζ ζε rad/sec. 

3. Υξεζηκνπνηψληαο ηελ πεπιεγκέλε δηαθφξηζε, λα βξεζεί ε θιίζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζηελ παξαθάησ θακπχιε ζην δνζκέλν ζεκείν: 

4,3,2522 Pyx  

 

 

ΔΠΑΝΑΛΖΠΤΗΚΔΣ ΑΣΚΖΣΔΗΣ 

1. Δθαξκφδνληαο ηνπο ηχπνπο γηα ην εκίηνλν, ζπλεκίηνλν, εθαπηνκέλε  

αζξνίζκαηνο γσληψλ λα ππνινγηζηνχλ ηα παξαθάησ: 

i. t  

ii. t  

iii. t  
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2. Να βξεζεί ην φξην θαζψο ην 0h  ησλ παξαθάησ: 

i. 
h

h2
 

ii. 
h

h2

 

iii. 2

2

h
h

 

3. Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπχιεο xy ζην ζεκείν 

1,
4

 

4. Να βξεζνχλ νη παξάγσγνη ησλ παξαθάησ ζπλαξηήζεσλ: 

i. xx  

ii. xx  

iii. x
2

1
 

iv. x2  

v. 
x

x
 

vi. xx  

vii. x5  

5. Να ζπκπιεξσζεί ν πίλαθαο, αλ 
22

, xxy  

x y y΄ y΄΄ 

-π/3    

-π/6    

0    

π/6    

π/3    

 

6. Έλα πιηθφ ζεκείν θηλείηαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα y΄y κε ηέηνην ηξφπν ψζηε ε 

ζέζε ηνπ λα δίλεηαη απφ ηελ εμίζσζε  ttty 0,34 . 

i. Να βξεζεί ε ζέζε, ε ηαρχηεηα θαη ε επηηάρπλζή ηνπ φηαλ 3t  
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ii. Να βξεζεί ε ζέζε, ε ηαρχηεηα θαη ε επηηάρπλζή ηνπ φηαλ 23t  

iii. Να δεηρζεί φηη ε επηηάρπλζή ηνπ είλαη 0 φηαλ 
4

3t  

7. Να βξεζεί ην εκβαδφλ πνπ πεξηθιείεηαη κεηαμχ ησλ 3&0 tt  ησλ 

παξαθάησ θακππιψλ 

i. ty  

ii. ty 5  

8. Να ραξαθηεξηζηνχλ νη παξαθάησ πξνηάζεηο σο ζσζηφ () ή ιάζνο (Λ) : 

i. εκ0=0 

ii. εκ(π/6)=1/2  

iii. ηνμεκ(π/6)=30 

iv. ηνμεκ(1/2)=30 

v. ηνμεκ(εκx)=x 

vi. εθ(-x)= -εθx 

9. Να βξεζεί ην παξαθάησ εκβαδφλ : 

       
A1

y

 

           22                    23  

                211 xy  

10. Να ππνινγηζηνχλ ηα παξαθάησ νινθιεξψκαηα : 

i. 
3

0
dtt  

ii. dtt2
 

iii. 
0

5 dtt  

iv. 
2

0
32 dxxx  
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