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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 
 
Στην παρούσα διπλωµατική εργασία διερευνάται εάν η επανενεργοποίηση της 

αρχέγονης πράξης της εξαντικειµενίκευσης (objectification) στα µαθηµατικά θα 
µπορούσε να συµβάλλει σε µία ενεργητική διδασκαλία του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος βασισµένη στη σωµατική εµπειρία των µαθητών. Για να διερευνηθεί το 
παραπάνω ζήτηµα, αρχικά γίνεται αναφορά στην ιστορία του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος στη συνέχεια προσεγγίζεται η θεωρία των ενσώµατων µαθηµατικών 
(embodied mathematics), και τέλος παρουσιάζεται µία έρευνα που πραγµατοποιήθηκε 
σε σχολεία της Αθήνας.     

Στο πρώτο κεφάλαιο εξετάζεται κατά πόσο το Θεώρηµα ήταν γνωστό σε 
πολιτισµούς που αναπτύχθηκαν αρκετά χρόνια πριν από τους Πυθαγόρειους, όπως ο 
Βαβυλωνιακός και ο Αιγυπτιακός. Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται κάποια 
στοιχεία για την Πυθαγόρεια φιλοσοφία και τη συσχέτιση αυτής µε τα µαθηµατικά, 
όπου οι µύστες της σχολής επινοώντας τους σχηµατικούς αριθµούς (figurative 
numbers), οδηγήθηκαν στην απόδειξη του Θεωρήµατος και στην ανακάλυψη των 
άρρητων αριθµών.  

  Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται ο ρόλος που έχει η γνωσιακή επιστήµη 
(cognitive science) στην εκµάθηση των µαθηµατικών εννοιών και στο τέταρτο 
κεφάλαιο αναπτύσσεται η θεωρία των ενσώµατων µαθηµατικών. Στο πέµπτο 
κεφάλαιο προσεγγίζεται ο τρόπος µε τον οποίον αρχίζει ο άνθρωπος από µικρό παιδί 
να κατανοεί και ν’ αντιλαµβάνεται το χώρο γύρω του, οργανώνοντας συστήµατα 
οριζόντιων και κάθετων συντεταγµένων.  

Στο έκτο κεφάλαιο αναφέρεται το πρόβληµα µε το οποίο ασχολείται η έρευνα, 
η µεθοδολογία που ακολουθήθηκε για τη διεξαγωγή της, όπως επίσης και η διδακτική 
δραστηριότητα που ακολουθήθηκε στα πλαίσια αυτής. Παρουσιάζεται επίσης το 
Πυθαγόρειο Θεώρηµα όπως συναντάται στα σχολικά εγχειρίδια. Στο έβδοµο 
κεφάλαιο παρουσιάζονται όλα τα δεδοµένα της έρευνας που συγκεντρώθηκαν από τη 
διδασκαλία και τις συνεντεύξεις. Στο όγδοο κεφάλαιο ερµηνεύονται τα αποτελέσµατα 
της έρευνας και στο ένατο κεφάλαιο συζητιόνται τα συµπεράσµατα αυτής. Τέλος, στα 
παραρτήµατα προστίθενται τα φύλλα εργασίας, οι ερωτήσεις και οι 
αποµαγνητοφωνήσεις των συνεντεύξεων.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι  

  
 
 

Ιστορική πλαισίωση του 
 Πυθαγορείου Θεωρήµατος 

 
 
 
 
 
1.1 Από το τελευταίο θεώρηµα του Fermat στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα

1 
 
 

«Αυτή είναι η πιο σπουδαία τέχνη. 
Τίποτα περισσότερο, τίποτα λιγότερο. 

Να κάνεις µε απλότητα τα πάντα».  
 

Piet Hein 
 

Οι µαθηµατικές ειδήσεις υπάρχουν σπάνια σε τίτλους, πόσο µάλλον η κάλυψη 
πρώτων σελίδων. Η 24η  Ιουνίου 1993 όµως  ήταν µια εξαίρεση. Εκείνη την ηµέρα, οι 
New York Times έγραψαν µια ιστορία στο πρωτοσέλιδο, µε τίτλο: «Επιτέλους, η 
κραυγή του “ εύρηκα” στο ιστορικό µαθηµατικό µυστήριο.» Πέρα από τον Ατλαντικό 
µια ηµέρα πριν, ένας σαραντάχρονος Άγγλος µαθηµατικός ανακοίνωσε ότι είχε λύσει 
το δηµοφιλέστερο µαθηµατικό πρόβληµα, µία απλή πρόταση που είχε κρατήσει 
πολυάσχολους τους µαθηµατικούς για τα προηγούµενα 350 έτη.  

Ο µαθηµατικός αυτός ήταν ο Dr.Andrew Wiles, που καταγόταν από το 
Cambridge της Αγγλίας και ήταν καθηγητής στο Πανεπιστήµιο Princeton στο New 
Jersey. Η συγκλονιστική του ανακοίνωση πραγµατοποιήθηκε στο τέλος τριών σειρών 
διαλέξεων µε τίτλους «Modular Forms, Elliptic Curves, and Galois Representations.» 
Το θέµα δεν ήταν ένας οικείος όρος, ακόµη και µεταξύ των µαθηµατικών, πόσο 
µάλλον για τους υπόλοιπους. Υπήρξαν όµως φήµες ότι ο οµιλητής θα είχε µια 
έκπληξη, γεγονός που έκανε τους ακροατές να γεµίσουν την αίθουσα διάλεξης. 
Καθώς η συζήτηση έφτανε στο συµπέρασµά της, η ένταση στο ακροατήριο ήταν 
προφανής. Ήταν τότε που, σχεδόν άνετα, ο Dr.Wiles τελείωσε τη διάλεξή του µε 
αυτές τις λέξεις: «Και επί τη ευκαιρία, αυτό σηµαίνει ότι το τελευταίο θεώρηµα  του 
Fermat ήταν αληθινό. Ο.E.∆.» (Αυτή είναι µια ελεύθερη µετάφραση βασισµένη σε 
άρθρο των New York Times της 24ης Ιουνίου 1993, σελ.22, οι ακριβείς λέξεις του 
Wiles δεν αναφέρονται). Κατόπιν, υπήρξε µια βιασύνη προς τον κοντινότερο  
τερµατικό υπολογιστή, και εκείνοι που είχαν πρόσβαση στην υπηρεσία του 
ηλεκτρονικού ταχυδροµείου -  µια καινοτοµία για το 1993 - µετέφεραν τις ειδήσεις σε 
όλη την υδρόγειο.  

                                                 
1 Η παράγραφος αυτή αναφέρεται στον πρόλογο του βιβλίου “The Pythagorean Theorem” του Eli 
Maor (2007).   
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Οι περιστάσεις πίσω από την ανακοίνωση του Wiles είχαν όλες τις σφραγίδες 
ενός ανθρώπινου δράµατος. Ο Pierre de Fermat (1601-1665), ένας Γάλλος, δικηγόρος 
στο  επάγγελµα που άσκησε τα µαθηµατικά ως χόµπι, έκανε µια υπόθεση το 1637 για 
τις πιθανές λύσεις της φαινοµενικά απλής εξίσωσης n n nx y z+ = , όπου όλες οι 
µεταβλητές συµπεριλαµβανοµένου και του εκθέτη n, παίρνουν θετικές ακέραιες 
τιµές.  

� Όταν n =1   η εξίσωση είναι τετριµµένη: το άθροισµα 
οποιωνδήποτε δύο ακέραιων αριθµών είναι προφανώς ένας 
τρίτος ακέραιος αριθµός, έτσι έχουµε x y z+ =1 1 1 .  

� Η περίπτωση όπου n = 2  είναι µεγαλύτερου ενδιαφέροντος. 
Υπάρχουν πολλές τριάδες ακέραιων αριθµών (x,y,z) για τις 
οποίες x y z+ =2 2 2 . ∆ύο παραδείγµατα είναι (3,4,5) και 
(5,12,13).  

Τέτοιες τριάδες, φυσικά, αµέσως µας θυµίζουν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. 
Αντιπροσωπεύουν τα ορθογώνια τρίγωνα στα οποία και οι τρεις πλευρές έχουν µήκη 
ακέραιων αριθµών. Έτσι ήταν φυσικό ότι µόνο οι µαθηµατικοί θα προσπαθούσαν να 
προχωρήσουν στο επόµενο βήµα. Να βρουν δηλαδή ακέραιες λύσεις των εξισώσεων 
x y z+ =3 3 3 , x y z+ =4 4 4 , κ.ο.κ. Κανείς όµως δεν τις έβρισκε πάντα.    

Ο Fermat σκέφτηκε ότι είχε µια απόδειξη που καµία λύση ακέραιων αριθµών 
της εξίσωσης n n nx y z+ =  δεν υπάρχει για οποιαδήποτε τιµή του n µεγαλύτερη από 2. 
Στα περιθώρια του αντιγράφου του, από τις εργασίες του µαθηµατικού ∆ιόφαντου, 
από την Αλεξάνδρεια, τον τρίτο αιώνα π.Χ., ο Fermat κατέγραψε µερικές λέξεις που 
θα γίνονταν αθάνατες: «Για να διαιρέσεις έναν κύβο σε δύο κύβους, µια τέταρτη 
δύναµη, ή γενικά οποιαδήποτε δύναµη σε οποιεσδήποτε δύο δυνάµεις της ίδιας 
κατηγορίας επάνω από τη δευτέρα είναι αδύνατο. Έχω βρει µια αξιοθαύµαστη απόδειξη 
αυτού, αλλά το περιθώριο είναι πάρα πολύ στενό για να το περιλάβω εδώ». Το διάσηµο 
σηµείωµα του Fermat είναι γραµµένο στα λατινικά και έχει εµφανιστεί σε 
πολυάριθµες εκδόσεις. 

Για τα επόµενα 350 έτη, πολυάριθµοι µαθηµατικοί, καθηµερινοί άνθρωποι, 
αλλά και εκκεντρικοί χαρακτήρες προσπαθούσαν να αναδηµιουργήσουν την 
«αξιοθαύµαστη απόδειξη» του Fermat. Όλοι τους απέτυχαν. ∆ύο τεράστια 
νοµισµατικά βραβεία, ένα από τη Γαλλική Ακαδηµία των Επιστηµών, και ένα άλλο 
αντίστοιχο από τη Γερµανία, προσφέρθηκαν στον πρώτο άνθρωπο που θα 
ανακάλυπτε µια  έγκυρη απόδειξη. Και τα δύο παρέµειναν χωρίς δικαιούχο. Το 
Γαλλικό βραβείο, ένα χρυσό µετάλλιο και 300 φράγκα, προσφέρθηκε 2 φορές. Το 
1815 και το 1860. Το Γερµανικό χρηµατικό έπαθλο αναγγέλθηκε το 1908 και έφτανε 
τα 100.000 µάρκα – υπέρογκο ποσό για την εποχή εκείνη – . Αυτό το ποσό µειώθηκε  
µέχρι το 1929, εξαιτίας του γερµανικού πληθωρισµού, στα 7.500 µάρκα (περίπου 
$4.400 στη σηµερινή αξία). Τα δύο βραβεία έφεραν χιλιάδες αξιώσεις σε πολλούς 
ερασιτέχνες µε ελάχιστη ή καµία γνώση µαθηµατικών. 

Όχι ότι η αναζήτηση για µια απόδειξη ήταν εξ’ ολοκλήρου ανώφελη. Ο  
µεγάλος Ελβετός µαθηµατικός Leonhard Euler (1707-1783) το 1753 απέδειξε την 
εικασία του Fermat για n = 3 . Άλλες ειδικές περιπτώσεις ακολούθησαν, και µε την 
εµφάνιση των ηλεκτρονικών υπολογιστών όλες οι περιπτώσεις για το n κάτω από 
100.000 αποδείχθηκαν ως σωστές. Αλλά αυτό δεν είναι το ίδιο µε το να το αποδείξεις 
αυτό για όλες τις τιµές n. Το «Τελευταίο Θεώρηµα του Fermat» (FLT), όπως έγινε 
γνωστό, παρέµεινε άλυτο.  

Όταν ο Wiles πέρασε στο προκείµενο, είχε ήδη κάτι για να αρχίσει: το 1954, 
ένας Ιάπωνας µαθηµατικός, ο Yutaka Taniyama (1927-1958), έκανε µια υπόθεση για 
µια κατηγορία αντικειµένων που αποκάλεσε ελλειπτικές καµπύλες. Σε επόµενη 
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εργασία, ιδιαίτερα ο Dr. Gerhard Frey του Πανεπιστηµίου του Saarland στη Γερµανία 
και ο Dr.Kenneth Ribet του Πανεπιστηµίου της Καλιφόρνιας στο Berkeley, 
παρουσίασαν µία σαφής σύνδεση µεταξύ της υπόθεσης του Taniyama και του 
τελευταίου θεωρήµατος του Fermat: εάν το πρώτο είναι αληθινό τότε θα είναι και το 
τελευταίο. Ο Wiles, αφού εργάστηκε στη σοφίτα του, αποµονωµένος για επτά χρόνια, 
έδειξε ότι η υπόθεση του Taniyama ήταν πρακτικά αληθινή και σχεδόν εκ των 
υστέρων, έτσι ίσχυε και για το FLT. Αλλά δεν ήταν όλα καλά. Αφού προσκόµισε µια 
µακριά απόδειξη 200 σελίδων και ενώ οι µαθηµατικοί ήταν πρόθυµοι να τη 
διερευνήσουν και να την κοσκινίσουν, ένα µικροσκοπικό κενό στη λογική βρέθηκε. 
Κατόπιν ο Wiles επέστρεψε στην αποµόνωση, και µετά από άλλο ένα έτος σκληρής 
εργασίας, µε τη βοήθεια του οµιλητή του Cambridge, Richard Taylor, κατάφερε να 
διορθώσει το κενό. Το FLT θεωρείται τώρα αποδεδειγµένο, και τελικά  αντάξια 
πλέον καλείται θεώρηµα

2. 
 Αλλά γιατί ήταν αυτό το πρόβληµα που επιλέχτηκε ως το διασηµότερο άλυτο 

πρόβληµα στα µαθηµατικά; Γιατί απλά, υπήρξε η απλότητά του που σε εξαπατάει: 
κάθε µαθητής γυµνασίου θα ήταν σε θέση να το καταλάβει. Και το µυστήριο της 
αινιγµατικής σηµείωσης του Fermat πρόσθεσε µόνο το καρύκευµα στην ιστορία (οι 
περισσότεροι µαθηµατικοί είναι πεπεισµένοι ότι αυτός δεν είχε µια έγκυρη απόδειξη 
γιατί τα εργαλεία που χρειαζόταν για να λύσει το πρόβληµα απλά δεν ήταν διαθέσιµα 
στην εποχή του). Αλλά πέρα από αυτούς τους λόγους, το FLT µας αφήνει µια 
αίσθηση ότι η ιστορία έκλεινε έναν κύκλο. Ο ίδιος ακριβώς τύπος της εξίσωσης που ο 
Fermat ερευνούσε είχε µελετηθεί ήδη από τους Βαβυλώνιους σχεδόν τέσσερις 
χιλιετίες νωρίτερα. Είναι εδώ που η ιστορία µας ξεκινάει. 
 
 
 
 
 
 

 
 

Σχ.1 Η εξίσωση του Fermat 
 
 
 
 
 
                                                 
2 Για µια περισσότερο λεπτοµερή περιγραφή, δείτε το βιβλίο του Simon Singh's, το αίνιγµα του 
Fermat: The Epic Quest to Solve the World’s Greatest Mathematical Problem, New York: Walker, 
1997. 
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1.2 Ιστορική επισκόπηση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος 
 

 
«Έστιν ουν πρόνοια  

η µεν ανωτάτω  
και πρώτη του πρώτου θεού 

 νόησις είτε και βούλησις  
ούσα ευεργέτις απάντων,  

καθ’ ην πρώτως έκαστα των θείων  
δια παντός άριστά τε 

 και κάλλιστα κεκόσµηται». 
 

                             Πλούταρχος, «Ηθικά», Τόµος 15, Περί Ειµαρµένης, 572F.  
 

 
Ένα από τα πιο συναρπαστικά και ασφαλώς πιο φηµισµένα και χρήσιµα 

θεωρήµατα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας είναι το λεγόµενο Πυθαγόρειο Θεώρηµα, που 
λέει ότι «σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο της υποτείνουσας είναι ίσο µε το 
άθροισµα των τετραγώνων των δύο κάθετων πλευρών». Αν υπάρχει ένα θεώρηµα του 
οποίου η γέννηση δικαιούται να θεωρηθεί µια µεγάλη στιγµή στα µαθηµατικά, τότε το 
Πυθαγόρειο Θεώρηµα είναι το πιο κατάλληλο, γιατί είναι ίσως το πρώτο πραγµατικά 
µεγάλο Θεώρηµα των µαθηµατικών. Όταν όµως αρχίζουµε να εξετάζουµε την 
προέλευση του Θεωρήµατος, τότε είναι σαν να ψάχνουµε σε θολά νερά (Maor, 2007).  

Αν και η παράδοση έχει αποδώσει το περίφηµο θεώρηµα στον Πυθαγόρα, η 
εξέταση πήλινων πινάκων µε σφηνοειδή γραφή, που βρέθηκαν στην Μεσοποταµία τον 
20ο αιώνα, αποκαλύπτει ότι οι αρχαίοι Βαβυλώνιοι που έζησαν πάνω από χίλια χρόνια 
πριν τον Πυθαγόρα, γνώριζαν το Θεώρηµα. Το θεώρηµα γνώριζαν επίσης οι αρχαίοι 
Ινδοί και Κινέζοι της εποχής του Πυθαγόρα ή και νωρίτερα, όπως αποδεικνύεται από 
σχετικές εργασίες τους (Van der Waerden, 2000). Αυτές οι µη ελληνικές και πιθανόν 
προελληνικές αναφορές στο Θεώρηµα δεν περιέχουν όµως αποδείξεις του, και ίσως είναι 
αλήθεια ότι ο Πυθαγόρας ή κάποιο µέλος της διάσηµης αδελφότητας του ήταν ο 
πρώτος που έδωσε µια λογική απόδειξη στο θεώρηµα (Maor, 2007). 

Αν και οι ρίζες του είναι στη Γεωµετρία, το Θεώρηµα που αποδίδεται 
παγκοσµίως στον Πυθαγόρα έχει βρει εφαρµογή σχεδόν σε κάθε κλάδο της 
επιστήµης, καθαρό ή εφαρµοσµένο. Ευρέως πάνω από τετρακόσιες αποδείξεις του 
είναι γνωστές, και ο αριθµός τους µεγαλώνει ακόµα. Ο κατάλογος περιλαµβάνει µια 
αρχική απόδειξη από τον µελλοντικό αµερικανό Πρόεδρο Garfield, µια άλλη από τον 
δωδεκάχρονο τότε Albert Einstein, από το Leonardo da Vinci, ακόµα µία από ένα 
νεαρό τυφλό κορίτσι, και ο κατάλογος συνεχίζεται. Μερικές από αυτές τις αποδείξεις 
είναι συναρπαστικές στην απλότητά τους, ενώ άλλες είναι απίστευτα σύνθετες (Maor, 
2007).  

Το ίδιο το Θεώρηµα είναι γνωστό µε διάφορα ονόµατα: το «Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα», το «Θεώρηµα της υποτείνουσας», το «Θεώρηµα της εκατόµβης» ή απλά 
«Ευκλείδης Ι. 47», αποκαλούµενο έτσι  επειδή παρατίθεται ως πρόταση 47 στο βιβλίο 
Ι των Στοιχείων του Ευκλείδη. 
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Σχ.2 Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στα Στοιχεία του Ευκλείδη. 
 
 
Ο Maor (2007) λέει ότι είναι γνωστό σε µερικές παραδόσεις ως «ανεµόµυλος», σε 
άλλες ως «Bride’s chair» και έχει προταθεί ως κοσµική κάρτα ταυτότητας µε την 
οποία ίσως επικοινωνήσουµε µε εξωγήινα όντα, εάν και όταν εµείς τα βρούµε. 
Αναφέρει επίσης ότι το Πυθαγόρειο Θεώρηµα διαδραµατίζει κεντρικό ρόλο σε 
πολυάριθµες εφαρµογές, κάπου-κάπου βέβαια  έχει καταχραστεί, ακόµη και άσχηµα. 
Και ίσως µεµονωµένα, δεν είναι γνωστό για τη δηµοφιλή έκκλησή του, αλλά έχει 
βρει τον τρόπο του στην καθηµερινή µας κουλτούρα. Εµφανίζεται στα 
γραµµατόσηµα και στις µπλούζες, στα έργα τέχνης και στη λογοτεχνία, ακόµη και 
στους στίχους διάσηµων µουσικών. Από οποιοδήποτε µέτρο κι αν το δει κάποιος, δεν 
µπορεί να αµφισβητήσει το γεγονός ότι είναι το διασηµότερο θεώρηµα σε όλα 
µαθηµατικά, µια πρόταση που κάθε µαθητής, ανεξάρτητα από το πόσο µαθοφοβικός 
είναι, µπορεί να το θυµηθεί από τις ηµέρες του γυµνασίου. 

Σήµερα σκεφτόµαστε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα ως αλγεβρική σχέση 
a b c+ =2 2 2 , από την οποία το µήκος µιας πλευράς ενός ορθογωνίου τριγώνου µπορεί 
να βρεθεί, λαµβάνοντας υπόψη τα µήκη των άλλων δύο πλευρών. Αλλά ο Πυθαγόρας 
δεν την αντιλήφθηκε έτσι. Γι’ αυτόν ήταν µια γεωµετρική δήλωση για τα εµβαδά. 
Ήταν µόνο µε την ανάπτυξη της σύγχρονης άλγεβρας, περίπου το 16ο αιώνα, όταν το 
Θεώρηµα εξοικειώθηκε στην αλγεβρική του µορφή (Heath, 1956). Είναι σηµαντικό 
να αντέξει αυτό στο µυαλό, εάν πρόκειται να επισηµάνουµε την εξέλιξη του 
Θεωρήµατος κατά τη διάρκεια των 2.500 ετών από τότε που ο Πυθαγόρας υποθετικά 
το απέδειξε πρώτος και το έκανε αθάνατο. Και δεν ήταν ούτε καν ο πρώτος που 
ανακάλυψε το Θεώρηµα. Ήταν γνωστό στους Βαβυλώνιους και ενδεχοµένως στους 
Κινέζους, τουλάχιστον χίλια έτη πριν από αυτόν (Van der Waerden, 2000).   

O Maor αναφέρει ότι πολλοί είναι οι συγγραφείς που έχουν σχολιάσει την 
οµορφιά του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος. Ο Charles Lutwidge Dodgson, που είναι 
γνωστός καλύτερα µε το λογοτεχνικό του όνοµά, Lewis Carroll,  έγραψε το 1895: 
«Είναι τόσο εκθαµβωτικά όµορφο τώρα, όπως ήταν την ηµέρα που το 
πρωτοανακάλυψε ο Πυθαγόρας.» (A New Theory of Parallels, London, 1895). Ήταν 
βεβαίως κατάλληλος στο να πει κάτι τέτοιο, αφού εκτός από τη φήµη που είχε 
αποκτήσει ως συγγραφέας ήταν και ταλαντούχος µαθηµατικός. Αλλά ποιος πρόκειται 
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να πει τι είναι όµορφο; Το 2004, το περιοδικό Physics World ζήτησε από τους 
αναγνώστες του να ορίσουν τις είκοσι οµορφότερες εξισώσεις στην επιστήµη. Η 
κορυφαία νικήτρια ήταν η εξίσωση του Euler ixe cosx i sinx= + ⋅ , ακολουθούν στη 
σειρά οι τέσσερις ηλεκτροµαγνητικές εξισώσεις του Maxwell, ο δεύτερος νόµος 
κίνησης του Newton F m a= ⋅ , και το Πυθαγόρειο Θεώρηµα a b c+ =2 2 2  κέρδισε µόνο 
την τέταρτη θέση (New York Times, Ideas and Trends,October 24, 2004, σελ.12).  

Σηµειώστε ότι ο διαγωνισµός ήταν για τις οµορφότερες εξισώσεις, όχι για 
τους νόµους ή τα θεωρήµατα που αντιπροσωπεύουν. Η οµορφιά, φυσικά, είναι µια 
υποκειµενική ιδιότητα, αλλά εκεί είναι µια αρκετά ευρεία συναίνεση µεταξύ των 
µαθηµατικών ως προς το τι αντιπροσωπεύει ένα θεώρηµα  ή η απόδειξη  του, για να 
κληθεί όµορφο. Ένα κυρίαρχο κριτήριο είναι η συµµετρία.  
 Από αυτή την άποψη, το Πυθαγόρειο Θεώρηµα είναι οριστικά µη κοµψό. Από 
µια πρώτη µατιά, αυτό ισχύει µόνο για µια πολύ ειδική περίπτωση, αυτή ενός 
ορθογώνιου τριγώνου και ακόµα και τότε επιλέγει µια πλευρά, την υποτείνουσα, η 
οποία παίζει ευδιάκριτα διαφορετικό ρόλο από τις άλλες δύο πλευρές (Maor, 2007). 
Η λέξη υποτείνουσα προέρχεται από τις ελληνικές λέξεις «υπό», που σηµαίνει 
«κάτω» και «για να τεντώσει». Αυτό έχει νόηµα εάν βλέπουµε το τρίγωνο µε την 
υποτείνουσα στο κατώτατο σηµείο, τρόπος που εµφανίζεται στα στοιχεία του 
Ευκλείδη (βλέπε σχήµα 3). Ο Van der Waerden (2000) αναφέρει ότι, οι Κινέζοι την 
υποτείνουσα την καλούν «hsien», δηλαδή µια χορδή που τεντώνεται µεταξύ δύο 
σηµείων (όπως σε ένα λαούτο). Η εβραϊκή λέξη για την υποτείνουσα είναι «yeter», το 
οποίο µπορεί να αντληθεί είτε από το mei’tar, «µια χορδή», είτε από το yo’ter 
«περισσότερο από» (το µήκος κάθε ποδιού). Ένα όµορφο θεώρηµα; Ίσως….  

 

 
Σχ.3 Εµβαδά και Πυθαγόρειο Θεώρηµα. 

 
Εάν όχι κοµψότητα, τότε τι είναι αυτό που δίνει στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα 

µια καθολική έφεση; Μέρος αυτής, χωρίς καµία αµφιβολία, έχει να κάνει µε το 
µεγάλο αριθµό αποδείξεων που έχει παρουσιαστεί κατά τη διάρκεια των αιώνων. Ο 
Maor (2007) αναφέρει ότι, ο Elisha Scott Loomis (1852-1940), ένας εκκεντρικός 
δάσκαλος µαθηµατικών από το Οχάιο, ξόδεψε µια ολόκληρη ζωή συλλέγοντας όλες 
τις γνωστές αποδείξεις – 371 από αυτές – και στηριζόµενος σε αυτές έγραψε το The 
Pythagorean Proposition (1927). Ο Loomis υποστήριξε ότι στo Μεσαίωνα, 
απαιτήθηκε πως όταν ένας σπουδαστής παίρνει το µεταπτυχιακό του στα µαθηµατικά 
θα πρέπει να προσφέρει µία νέα και πρωτότυπη απόδειξη του Πυθαγόρειου 
Θεωρήµατος. Αυτό είχε κεντρίσει το ενδιαφέρον των σπουδαστών και των 
δασκάλων, οδηγώντας τους να βρίσκουν πάντα νέες και καινοτόµες αποδείξεις. 
Μερικές από αυτές είναι βασισµένες στην οµοιότητα των τριγώνων, άλλες στη 
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διαµέριση, άλλες ακόµα και σε αλγεβρικούς τύπους και µερικές χρησιµοποιούν τα 
διανύσµατα. Υπάρχουν ακόµη και «αποδείξεις» («οι επιδείξεις» θα ήταν µια 
καλύτερη λέξη) βασισµένες σε φυσικές συσκευές. Σε ένα επιστηµονικό µουσείο στο 
Τελ Αβίβ στο Ισραήλ, υπάρχει µια τέτοια επίδειξη (βλ. σχήµα 4), ένα 
κατασκευασµένο ορθογώνιο τρίγωνο από πλεξιγκλάς, στο οποίο χρωµατιστό υγρό 
που ρέει ελεύθερα µεταξύ των τετραγώνων που στηρίζονται στην υποτείνουσα και 
στις δυο κάθετες πλευρές, δείχνει ότι ο όγκος του υγρού στο πρώτο  τετράγωνο είναι 
ίσος µε το συνδυασµένο όγκο στα άλλα δύο.  

 
 

 
 

Σχ.4 Η απόδειξη του Πυθαγορείου Θεωρήµατος µε τη βοήθεια 
χρωµατιστού υγρού 

 
Ο Maor (2007) υποστηρίζει ότι υπάρχει ένας άλλος λόγος για την καθολική 

έφεση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος, για το ότι είναι αναµφισβήτητα το πιο συχνά 
χρησιµοποιηµένο θεώρηµα σε όλα τα µαθηµατικά. Προτρέποντας να ανοίξουµε 
οποιοδήποτε εγχειρίδιο µαθηµατικών τύπων, λέει πως η έκφραση x y+2 2  συναντάται 
σχεδόν σε κάθε κεφάλαιο, και πτυχώνεται συχνά µέσα σε µια µεγαλύτερη έκφραση 
που είναι σχεδόν πάντα της µορφής x y+2 2  και όχι της µορφής x y+3 3  ή 
οποιασδήποτε άλλης δύναµης των µεταβλητών. Άµεσα ή έµµεσα, αυτή η έκφραση 
µπορεί να επισηµανθεί στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα. Πάρτε, παραδείγµατος χάριν, την 
τριγωνοµετρία, ένα θέµα πασίγνωστο για το  φαινοµενικά ατελείωτο ανεφοδιασµό 
των τύπων. Εκεί, η βασική τριγωνοµετρική ταυτότηταsin x cos x+ =2 2

1  και πολλές 
άλλες ακόµα µοιάζουν να είναι απόρροιες του Πυθαγορείου Θεωρήµατος (πράγµατι, 
καλούνται Πυθαγόρειες ταυτότητες). Το ίδιο πράγµα συµβαίνει σχεδόν σε κάθε 
κλάδο των µαθηµατικών, από τη θεωρία αριθµών και την άλγεβρα ως τους 
υπολογισµούς και τις πιθανότητες. Σε όλους τους τοµείς, το Πυθαγόρειο Θεώρηµα 
βασιλεύει ανώτατο.     
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1.3 Βαβυλωνιακά Μαθηµατικά  
 

«Το βιβλίο της φύσης είναι γραµµένο  
µε µαθηµατικούς χαρακτήρες.»  

 
Γαλιλαίος 

 
 Η απέραντη έκταση περιοχών από τους ποταµούς του Ευφράτη και του Τίγρη 

στην ανατολή ως τα βουνά του Λιβάνου στη δύση είναι γνωστά ως εύφορη 
ηµισέληνος. Ήταν εδώ, στο σύγχρονο Ιράκ, που ο ένας από τους µεγάλους 
πολιτισµούς της αρχαιότητας, αυτός της Μεσοποταµίας, ανήλθε τέσσερις χιλιετίες 
πριν. Εκατοντάδες χιλιάδες πλάκες αργίλου, που βρέθηκαν κατά τη διάρκεια των 
προηγούµενων δύο αιώνων, βεβαιώνουν τους ανθρώπους που άκµασαν στο εµπόριο 
και την αρχιτεκτονική, τα διατηρηµένα ακριβή αρχεία αστρονοµικών γεγονότων, που 
υπερέχουν στις τέχνες και τη λογοτεχνία, και, σύµφωνα µε τον κανόνα του 
Hammurabi, δηµιούργησαν τον πρώτο νοµικό κώδικα στην ιστορία. Μόνο ένα µικρό 
µέρος αυτού του απέραντου αρχαιολογικού θησαυρού έχει µελετηθεί από τους 
µελετητές. Η µεγάλη πλειοψηφία των πλακών στα υπόγεια των µουσείων σε όλο τον 
κόσµο, αναµένει την αποκρυπτογράφησή τους για να µας δώσουν µια αναλαµπή στην 
καθηµερινή ζωή των αρχαίων Βαβυλωνίων (Maor, 2007).  

 
 

1.3.1 Η Πλάκα  YBC 7289 
 
Μεταξύ των πλακών που έχουν λάβει πρόσθετη διερεύνηση είναι µια µε τον 

προσδιορισµό «YBC 7289», που σηµαίνει ότι είναι η πλάκα αριθµός 7289 στη 
Βαβυλωνιακή Συλλογή “Sterling Memorial Library” του πανεπιστηµίου του Yale 
(Van der Waerden, 2000).  

 

 
 

Σχ.5 YBC 7289. Σφηνοειδές κείµενο που δείχνει την προσέγγιση του 2 . 
 
 

Οι ηµεροµηνίες των πλακών χρονολογούνται από την παλαιά περίοδο των 
Βαβυλωνίων, από τη δυναστεία του Hammurabi, κατά προσέγγιση το 1800-1600 π.Χ. 
Αυτή παρουσιάζει ένα γραµµένο τετράγωνο και τις δύο διαγώνιές του, µε µερικά 
σηµάδια που χαράσσονται εµπρός από τη µια πλευρά και κάτω από την οριζόντια 
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διαγώνιο. Τα σηµάδια είναι σε σφηνοειδή µορφή, χαραγµένα µε γραφίδα σε ένα 
κοµµάτι του µαλακού αργίλου που έπειτα ήταν ξεραµένος στον ήλιο ή ψηµένος σε 
ένα φούρνο. Αποδεικνύεται ότι είναι αριθµοί, γραπτοί στο ιδιαίτερο σύστηµα 
αρίθµησης των Βαβυλωνίων που χρησιµοποιούσαν ως βάση το 60. Σε αυτό το 
εξηκονταδικό σύστηµα, οι αριθµοί µέχρι το 59 γράφονται ουσιαστικά όπως στο δικό 
µας σύγχρονο σύστηµα αρίθµησης, δηλαδή µε βάση το δέκα, αλλά χωρίς ένα µηδέν. 
Οι µονάδες γράφτηκαν ως οι κάθετες Υ-διαµορφωµένες εγκοπές, ενώ οι δεκάδες 
µαρκαρίστηκαν µε τις παρόµοιες εγκοπές που είναι γραµµένες οριζόντια. ∆είτε αυτά 
τα σύµβολα από κοντά και κατ’ αντιστοιχία.  
 

 
Σχ.6 Τα σύµβολα της πλάκας YBC, αποτυπωµένα µε µολύβι. 

 
 

Όταν ένας αριθµός υπερέβη το 59, στρογγυλοποιείται στις οµάδες των 60 µε 
τον ίδιο σχεδόν τρόπο όπως στρογγυλοποιούµε τους αριθµούς στις οµάδες των 
δεκάδων στο δεκαδικό µας σύστηµα. Κατά συνέπεια, ο 253 στο εξηκονταδικό 
σύστηµα γράφεται  ⋅ +4 60 13  (συχνά µια οµάδα από διάφορα ίδια σύµβολα 
συσσωρευόντουσαν, για να δώσουν προφανώς το διάστηµα).  

Επειδή οι Βαβυλώνιοι δεν είχαν ένα σύµβολο για τη «κενή αυλάκωση» - το 
δικό µας σύγχρονο µηδέν - εκεί υπάρχει συχνά µια ασάφεια ως προς τον τρόπο µε τον 
οποίο οι αριθµοί πρέπει να είναι οµαδοποιηµένοι. Στο παράδειγµα που δίνεται 
παραπάνω, οι αριθµοί θα µπορούσε να είναι  .⋅ + ⋅ =2

4 60 13 60 15 180  ή θα µπορούσε 

να σηµαίνει ,+ =
4
13 13 067

60
  ή οποιοσδήποτε άλλος συνδυασµός δυνάµεων του 60 

µε το 4  και το 13. Σε τέτοιες περιπτώσεις η σωστή ερµηνεία πρέπει να συναχθεί από 
το πλαίσιο, που παρουσιάζει µια πρόσθετη πρόκληση στους σχολιαστές που 
προσπαθούν να αποκρυπτογραφήσουν αυτά τα αρχαία έγγραφα (Heath, 1956).  

Ευτυχώς, στην περίπτωση YBC 7289 ο στόχος ήταν σχετικά εύκολος (Maor, 
2007). Ο αριθµός κατά µήκος της ανώτερης αριστερής πλευράς αναγνωρίζεται 
εύκολα ως 30. Ένας ακριβώς κάτω από την οριζόντια διαγώνιο είναι 1;24,51,10 
(χρησιµοποιούµε εδώ τη σύγχρονη σηµείωση για το γράψιµο των βαβυλωνιακών 
αριθµών, στην οποία τα κόµµατα χωρίζουν τα εξηκοστά «ψηφία» και το ερωτηµατικό 
χωρίζει το αναπόσπαστο τµήµα ενός αριθµού από το κλασµατικό µέρος). Γράφοντας 

αυτόν τον αριθµό στο δεκαδικό σύστηµα, παίρνουµε  ,+ + + =
2 3

24 51 10
1 1 414213
60 60 60

, 

ο οποίος δεν είναι κανένας άλλος εκτός από την τιµή 2  µε ακρίβεια 
εκατοµµυριοστού! Και όταν αυτός ο αριθµός πολλαπλασιαστεί µε 30, παίρνουµε 
42.426389, ο οποίος είναι ο εξηνταδικός αριθµός 42;25,35 – ο αριθµός στη δεύτερη 
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γραµµή κάτω από τη διαγώνιο. Το συµπέρασµα είναι αναπόφευκτο: οι Βαβυλώνιοι  
ήξεραν τη σχέση µεταξύ του µήκους της διαγωνίου ενός τετραγώνου και της πλευράς 
του,  d a= 2 . Αλλά αυτό σηµαίνει ότι αυτοί ήταν εξοικειωµένοι µε το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα – ή στο ελάχιστο µε την ειδική περίπτωση της διαγωνίου τετραγώνου 
(d a a a= + =2 2 2 2

2 ) – περισσότερα από χίλια χρόνια πριν το µεγάλο σοφό από τον 
οποίο πήρε το όνοµα. 

 
 

 
 

Σχ.7 Ανάλυση της πλάκας YBC 7289 
 
 ∆ύο πράγµατα για αυτήν την πλάκα είναι ιδιαίτερα αξιοσηµείωτα. Κατ' 

αρχάς, αποδεικνύει ότι οι Βαβυλώνιοι  ήξεραν πώς να υπολογίζουν την τετραγωνική 
ρίζα ενός αριθµού µε αξιοσηµείωτη ακρίβεια. Στην πραγµατικότητα, µια ακρίβεια ίση 
µε αυτήν ενός σύγχρονου οκταψήφιου υπολογιστή (Van der Waerden, 2000). Αλλά 
ακόµα πιο αξιοπρόσεκτος είναι ο πιθανός σκοπός αυτού του ιδιαίτερου εγγράφου. 
Από όλη την πιθανότητα προορίστηκε, για παράδειγµα, το πώς να βρίσκουµε τη 
διαγώνιο οποιουδήποτε τετραγώνου. Απλά πολλαπλασιάζουµε το µήκος της πλευράς 
µε το 1;24,51,10. Οι περισσότεροι άνθρωποι, όταν τους δοθεί αυτό, θα ακολουθούσαν 
«την προφανή» αλλά περισσότερο κουραστική διαδροµή: ξεκινάς µε 30, το 
τετραγωνίζεις, διπλασιάζεις το αποτέλεσµα, και παίρνεις την τετραγωνική ρίζα 

d ,= + = =2 2
30 30 1800 42 4264  στρογγυλεµένη σε τέσσερα δεκαδικά ψηφία. 

Αλλά υποθέστε ότι έπρεπε να κάνετε αυτό επανειληµµένως για τα τετράγωνα των 
διαφορετικών µεγεθών. Θα έπρεπε να επαναλάβετε τη διαδικασία κάθε φορά µε έναν 
νέο αριθµό, ένας µάλλον κουραστικός στόχος. Ο ανώνυµος γραφέας που χάραξε 
αυτούς τους αριθµούς σε µία πλάκα αργίλου, σχεδόν τέσσερις χιλιάδες έτη πριν, µας 
έδειξε έναν απλούστερο τρόπο: απλά πολλαπλασιάστε την πλευρά του τετραγώνου µε 
το 2  .Τέτοια απλοποίηση!  

Αλλά παραµένει µια αναπάντητη ερώτηση: γιατί ο γραφέας επέλεξε µία 
πλευρά 30 για το παράδειγµά του; Υπάρχουν δύο πιθανές εξηγήσεις (Van der 
Waerden, 2000): ή αυτή η πλάκα αναφέρεται σε κάποια ιδιαίτερη κατάσταση, ίσως 
έναν τετραγωνικό τοµέα πλευράς 30 για την οποία απαιτήθηκε να βρεθεί το µήκος 
της διαγωνίου ή – και αυτό είναι περισσότερο εύλογο – επέλεξε 30 επειδή είναι το 
µισό του 60 και εποµένως έχει εύκολους πολλαπλασιασµούς. Στο δεκαδικό µας 
σύστηµα, πολλαπλασιάζοντας έναν αριθµό µε το 5 µπορούµε γρήγορα να κάνουµε 
την πράξη µε τη διχοτόµηση του αριθµού και µετακινώντας την υποδιαστολή µία 
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θέση προς τα δεξιά. Παραδείγµατος χάριν, ,
, , ,

 
⋅ = ⋅ = ⋅ = 

 

2 86
2 86 5 10 1 43 10 14 3

2
. 

Οµοίως, στο εξηνταδικό  σύστηµα πολλαπλασιάζοντας έναν αριθµό µε το 30 µπορεί 
να γίνει απλά  µε τη διχοτόµηση του αριθµού και µετακινώντας το «εξηκοστό 
σηµείο» µια θέση προς τα δεξιά.  

∆είτε πώς δουλεύει αυτό στην περίπτωση YBC 7289. Υπενθυµίζουµε ότι ο 

αριθµός 1;24,51,10 είναι συντοµογραφία του  ,+ + + =
2 3

24 51 10
1 1 414213
60 60 60

. 

∆ιαιρώντας µε το 2 παίρνουµε 1
2

 12  +
1

25
2

 5  που πρέπει να ξαναγράψουµε έτσι 

ώστε κάθε συντελεστής των δυνάµεων του 60 να είναι ακέραιος. Για να το κάνουµε 

αυτό, αντικαθιστούµε το 1
2

 στον πρώτο και τρίτο όρο από το 30
60

. Τότε θα έχουµε 

+
+ + + = + + +

2 3 2 3 3

30
25

30 12 5 42 25 30 560

60 60 6060 60 60 60 60
 που µας δίνει 0;42,25,35. Τέλος,  

µετακινώντας το εξηνταδικό σηµείο µία θέση προς τα δεξιά µας δίνει τον αριθµό  
42;25,35. το  µήκος της διαγωνίου. Έτσι φαίνεται ότι ο γραφέας επέλεξε το 30 απλά 
για πρακτικούς λόγους, απλά έκανε τους υπολογισµούς του πολύ ευκολότερους. 
 
 
1.3.2 Η Πινακίδα PLIMPTON 322 

 
Ο Maor (2007) επισηµαίνει ότι εάν το YBC 7289 είναι ένα αξιοπρόσεκτο 

παράδειγµα της κυριότητας των βαβυλωνιακών στοιχείων στη γεωµετρία, µια άλλη 
πλάκα αργίλου από την ίδια περίοδο µας πηγαίνει ακόµα περαιτέρω και µας δείχνει 
ότι οι Βαβυλώνιοι ήταν εξοικειωµένοι µε τις αλγεβρικές διαδικασίες επίσης. O Maor 
(1998) στο βιβλίο του “Trigonometric Delights”, αναφερόµενος στον Otto 
Neugebauer λέει ότι, η γνωστή ως Plimpton 322 (ονοµάζεται έτσι επειδή είναι ο 
αριθµός 322 στο G.A.Plimpton Collection στο Πανεπιστήµιο της Columbia) είναι η 
πιο πολυφωτογραφηµένη πινακίδα στον κόσµο από άργιλο. Αυτό που την κάνει 
ξεχωριστή, σε αντίθεση µε όλες τις άλλες πινακίδες που έχουν ανακαλυφθεί στην 
Μεσοποταµία, είναι ότι δεν υπάρχει ούτε µία λέξη! Υπάρχουν αποκλειστικά αριθµοί!   
 

 
 

Σχ.8 Η Βαβυλωνιακή πινακίδα Plimpton 322 που χρονολογείται 
γύρω στο 1800π.Χ. 
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Η πλάκα αυτή ανακαλύφθηκε και δηµοσιεύθηκε από τους Neugebauer και 
Sachs στο έργο τους “Mathematical Cuneiform Texts” (New Haven, Conn. 1945). 
Είναι ένας πίνακας τεσσάρων στηλών, όπου µε µια πρώτη µατιά φαίνεται να είναι ένα 
αρχείο κάποιας εµπορικής συναλλαγής. Μια στενή διερεύνηση, εντούτοις, έχει 
αποκαλύψει κάτι εξ ολοκλήρου διαφορετικό: η πλάκα είναι ένας κατάλογος 
Πυθαγόρειων τριάδων, θετικοί ακέραιοι αριθµοί (a, b, c) έτσι ώστε  a b c+ =2 2 2 . 
Παραδείγµατα τέτοιων τριάδων είναι (3, 4, 5), (5, 12, 13), και  (8, 15, 17).  Λόγω του 
Πυθαγόρειου Θεωρήµατος, κάθε τέτοια τριάδα αντιπροσωπεύει ένα ορθογώνιο 
τρίγωνο µε τις πλευρές του µήκη ακέραιων αριθµών. Ακριβέστερα, το αντίστροφο 
του. Εάν οι πλευρές ενός τριγώνου ικανοποιούν την εξίσωση a b c+ =2 2 2  τότε το 
τρίγωνο είναι ένα ορθογώνιο τρίγωνο. 

 ∆υστυχώς, λείπει ένα µέρος της αριστερής άκρης της πλάκας, αλλά ίχνη 
σύγχρονης κόλλας, που βρίσκεται στις άκρες, αποδεικνύει ότι το ελλείπον µέρος 
χάθηκε αφού η πλάκα είχε ανακαλυφθεί, αυξάνοντας την ελπίδα ότι µια ηµέρα µπορεί 
να παρουσιαστεί στην αγορά αρχαιοτήτων. Χάρη στη λεπτοµερής και σχολαστική 
έρευνα, το χαµένο µέρος έχει αναδηµιουργηθεί µερικώς, και µπορούµε τώρα να 
διαβάσουµε την πλάκα µε σχετική ευκολία. Ο πίνακας 1 αναπαράγει το κείµενο στη 
σύγχρονη σηµείωση. Υπάρχουν τέσσερις στήλες, εκ των οποίων η δεξιότερη, 
τιτλοφορείται από τις λέξεις «το όνοµά του» στο αρχικό κείµενο, δίνει µόνο το 
διαδοχικό αριθµό των γραµµών από την 1 έως την 15. Οι δεύτερες και τρίτες στήλες 
(που µετρούν από δεξιά προς τα αριστερά) έχουν ως επικεφαλίδα «επίλυση αριθµού 
από τη διαγώνιο» και «επίλυση αριθµού από το πλάτος» αντίστοιχα, δηλαδή δίνουν 
το µήκος της διαγωνίου και της πλευράς ενός τετραγώνου, ή ισοδύναµα, το µήκος της 
υποτείνουσας και την κάθετη πλευρά ενός ορθογώνιου τριγώνου. Θα ονοµάσουµε 
αυτές τις στήλες µε τα γράµµατα c και b, αντίστοιχα. 
 

 
 
 

                                  πλάτος    διαγώνιος 
 1:59:00:15                 1:59      2:49      1 
 1:56:56:58:14:50:06:15    56:07      1:20:25   2 
 1:55:07:41:15:33:45        1:16:41   1:50:49   3 
 1:53:10:29:32:52:16        3:31:49   5:09:01   4 
 1:48:54:01:40              1:05      1:37      5 
 1:47:06:41:40              5:19      8:01      6 
 1:43:11:56:28:26:40       38:11     59:01      7 
 1:41:33:45:14:03:45       13:19     20:49      8 
 1:38:33:36:36              8:01     12:49      9 
 1:35:10:02:28:27:24:26     1:22:41   2:16:01  10 
 1:33:45                   45         1:15     11 
 1:29:21:54:02:15          27:59     48:49     12 
 1:27:00:03:45              2:41      4:49     13 
 1:25:48:51:35:06:40       29:31     53:49     14 
 1:23:13:46:40             56         1:46     15 

 
Πίνακας 1. Ανακατασκευή της πινακίδας Plimpton 322. Οι 

αριθµοί είναι διορθωµένοι. 
 
 

Παραδείγµατος χάριν, η πρώτη γραµµή δείχνει ότι έστω b ,=1 59  και c ,= 2 49  
που αντιπροσωπεύουν τους αριθµούς ⋅ + =1 60 59 119  και ⋅ + =2 60 49 169 . Ένας 
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γρήγορος υπολογισµός µας δίνει την άλλη πλευρά a = − = =2 2
169 119 14400 120 , 

ως εκ τούτου η ( ), ,119 120 169  είναι µια Πυθαγόρεια τριάδα. Επίσης, στην τρίτη 

γραµµή διαβάζουµε  
b , ,= = ⋅ + ⋅ + =2
1 16 41 1 60 16 60 41 4601και c , ,= = ⋅ + ⋅ + =2

1 50 49 1 60 50 60 49 6649 . 

Έτσι a . .= − = =2 2
6649 4601 23 040 000 4800 . Παίρνουµε λοιπόν άλλη µια 

πυθαγόρεια τριάδα, την ( ), ,4601 4800 6649 . 

Ο πίνακας περιέχει κάποια προφανή λάθη. Στη γραµµή 9 βρίσκουµε 
b ,= = ⋅ + =9 1 9 60 1 541  και c ,= = ⋅ + =12 49 12 60 49 769  οι οποίοι δεν αποτελούν 
Πυθαγόρεια τριάδα αφού ο τρίτος αριθµός a  δεν είναι ακέραιος. Αλλά αν 
αντικαταστήσουµε το 9,1 από το 8,1=481 θα πάρουµε µια ακέραιη τιµή για τον 
a = 600 , και έχουµε την Πυθαγόρεια τριάδα ( ), ,481 600 769 . Ο Maor (2007) θεωρεί 

ότι αυτό το λάθος ήταν απλά «τυπογραφικό».Ο γραφέας µπορεί να ήταν στιγµιαία 
αποσπασµένος και χάραξε εννέα σηµάδια στο µαλακό άργιλο αντί οκτώ. Και καθώς η 
πλάκα ξεράθηκε στον ήλιο, η παράλειψή του έγινε µέρος της καταγεγραµµένης 
ιστορίας. 

Στη γραµµή 13 πάλι έχουµε b , ,= = ⋅ + ⋅ + =2
7 12 1 7 60 12 60 1 25921  

και c ,= = ⋅ + =4 49 4 60 49 289 , όπου οι αριθµοί αυτοί δεν αποτελούν Πυθαγόρεια 
τριάδα. Αλλά παρατηρούµε ότι ο 25921  είναι το τετράγωνο του161 , και οι αριθµοί 
161  και 289  κάνουν την Πυθαγόρεια τριάδα ( ), ,161 240 289 . Φαίνεται ότι ο γραφέας 

απλά ξέχασε να βάλει την τετραγωνική ρίζα του 25921 . Και στη γραµµή 15 
βρίσκουµε c = 53  ενώ το σωστό θα έπρεπε να ήταν το διπλάσιο αυτού του αριθµού, 
δηλαδή το ,=106 1 46  παράγοντας έτσι την τριάδα ( ), ,56 90 106 . Παρατηρούµε εδώ 

ότι αυτή δεν είναι µια πρωτεύουσα Πυθαγόρεια τριάδα, δεδοµένου ότι τα µέλη της 
έχουν κοινό διαιρέτη, το 2. Έτσι, µπορεί να µειωθεί στην απλούστερη τριάδα 
( ), ,28 45 53 . Οι δύο αυτές τριάδες αντιπροσωπεύουν τα όµοια τρίγωνα. 

Αυτά τα λάθη, όπως λέει ο Maor (2007), αφήνουν κάποιον µε µια αίσθηση ότι 
η ανθρώπινη φύση δεν έχει αλλάξει κατά τη διάρκεια των προηγούµενων τεσσάρων 
χιλιάδων ετών. Ένα τέταρτο λάθος εµφανίζεται στη γραµµή 2, όπου η είσοδος 3,12,1 
πρέπει να είναι 1,20,25, παράγοντας την τριάδα (3367, 3456, 4825). Αυτό το λάθος 
παραµένει ανεξήγητο. 

Η πιο αριστερή στήλη είναι η πιο µυστηριώδης από όλες. Ο τίτλος της πάλι 
αναφέρει τη λέξη «διαγώνιος», αλλά η ακριβής έννοια του υπόλοιπου κειµένου δεν 
είναι εξ’ ολοκλήρου καθαρή. Εντούτοις, όταν κάποιος εξετάσει τις καταχωρήσεις του 
έρχεται στο φως ένα γεγονός που τροµάζει (Maor, 2007). Αυτή η στήλη δίνει το 

τετράγωνο της αναλογίας c

a
, δηλαδή την τιµή csc A2 . Όπου Α είναι η γωνία απέναντι 

από την πλευρά α και csc είναι η συντέµνουσα συνάρτηση που µελετάται στην 
τριγωνοµετρία. Ας ελέγξουµε αυτό για τη γραµµή 1. Έχουµε b ,= =1 59 119  και 
c ,= =2 49 169  απ’ όπου παίρνουµε a =120 . Ως εκ τούτου ο λόγος 

c
,

a

   
= =   

   

2 2

169
1 983

120
,  στρογγυλοποιηµένος σε τρία δεκαδικά ψηφία. Και αυτός 

είναι πράγµατι ο αντίστοιχος αριθµός της τέταρτης στήλης: 

, , , ,= + + + =
2 3

59 0 15
1 59 0 15 1 1 983

60 60 60
. Πρέπει να σηµειωθεί πάλι ότι οι Βαβυλώνιοι 

δεν χρησιµοποιούσαν ένα σύµβολο για το «κενό» και εποµένως ένας αριθµός θα 
µπορούσε να ερµηνευθεί µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους. Η σωστή ερµηνεία 
βέβαια πρέπει να συναχθεί από το όλο πλαίσιο. Στο παράδειγµα που αναφέρθηκε, 
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υποτέθηκε ότι οι πρώτοι αριθµοί ταιριάζουν περισσότερο για µονάδες παρά για 
εξηντάδες. Οι αναγνώστες µπορούν  να ελέγξουν κι άλλες καταχωρήσεις σε αυτές τις 

στήλες και να συµπεράνουν ότι είναι ίσες µε c

a

 
 
 

2

 (Maor, 2007). 

 ∆ιάφορες ερωτήσεις προκύπτουν αµέσως. Είναι η διάταξη των 
καταχωρήσεων στον πίνακα τυχαία ή ακολουθεί κάποιο κρυµµένο αλγόριθµο; Πώς οι 
Βαβυλώνιοι βρήκαν αυτούς τους ιδιαίτερους αριθµούς που διαµορφώνουν τις 
Πυθαγόρειες τριάδες; Και γιατί ενδιαφέρθηκαν για αυτούς τους αριθµούς και 

ιδιαίτερα για την αναλογία c

a

 
 
 

2

 σε πρωτεύοντα ρόλο? Η πρώτη ερώτηση είναι 

σχετικά εύκολο να απαντηθεί. Εάν συγκριθούν οι τιµές του c

a

 
 
 

2

 από γραµµή σε 

γραµµή, ανακαλύπτουµε ότι µειώνονται σταθερά από το 1,983 στο 1,387, έτσι 
φαίνεται πιθανόν ότι η διάταξη των καταχωρήσεων καθορίστηκε από αυτήν την 
ακολουθία (Maor, 2007). Επιπλέον, εάν υπολογίσουµε την τετραγωνική ρίζα κάθε 

καταχώρησης στη στήλη 4 - αυτός είναι ο λόγος c
cscA

a
=  - και έπειτα βρούµε την 

αντίστοιχη γωνία Α, διαπιστώνουµε ότι η γωνία Α αυξάνεται σταθερά από 45° σε 
58°. Εποµένως φαίνεται ότι ο συντάκτης αυτού του κειµένου ενδιαφέρθηκε όχι µόνο 
για να βρει Πυθαγόρειες τριάδες, αλλά επίσης και για τον καθορισµό της αναλογίας 
c

a
 των αντίστοιχων ορθογώνιων τριγώνων. Αυτή η υπόθεση µπορεί µια ηµέρα να 

επιβεβαιωθεί εάν το ελλείπον µέρος της πλάκας παρουσιαστεί, δεδοµένου ότι µπορεί 

να περιέχει τις ελλείπουσες στήλες για το a και το c

a
. Σε αυτή την περίπτωση, το 

Plimpton 322 θα  γραφεί στην ιστορία ως ο πρώτος τριγωνοµετρικός πίνακας.  
Ως προς τον τρόπο µε τον οποίο οι Βαβυλώνιοι µαθηµατικοί βρήκαν αυτές τις 

Πυθαγόρειες τριάδες – συµπεριλαµβανοµένων τέτοιων πάρα πολύ µεγάλων αριθµών 
όπως (4601, 4800, 6649) – υπάρχει µόνο µια εύλογη εξήγηση. Πρέπει να ήξεραν έναν 
αλγόριθµο που, 1.500 έτη αργότερα, θα τυποποιούταν στα στοιχεία του Ευκλείδη. Ας 
δούµε πώς λειτουργεί αυτός. Έστω το u  και το v  να είναι οποιοιδήποτε δύο θετικοί 
αριθµοί µε u v> , τότε οι τρεις αριθµοί a uv= 2 , b u v= −2 2  και c u v= +2 2  (1) 
διαµορφώνουν µία Πυθαγόρεια τριάδα (Νεγρεπόντης, 2005). Εάν επιπλέον 
απαιτήσουµε το u  και το v  να είναι – ο ένας µονός και ο άλλος ζυγός – και ότι δεν 
έχουν κανέναν κοινό διαιρέτη εκτός από το 1, τότε η ( )a,b,c  είναι µία αρχική 

(παράγουσα) Πυθαγόρεια τριάδα, δηλαδή τα a,b,c  δεν έχουν κανέναν κοινό διαιρέτη 
εκτός από το 1. Είναι εύκολο στο να συµπεράνουµε ότι οι αριθµοί a,b,c  όπως 
δίνονται από τις εξισώσεις (1) ικανοποιούν την εξίσωση a b c+ =2 2 2  :  

 

 ( ) ( )a b uv u v+ = + −
222 2 2 2

2  

              u v u u v v= + − +2 2 2 2 2 4
4 2  

                         u u v v= + +4 2 2 4
2  

                         ( )u v= +
2

2 2  

                         c= 2 . 
 

Το αντίστροφο αυτής της πρότασης - ότι κάθε Πυθαγόρεια τριάδα µπορεί να βρεθεί 
µε αυτόν τον τρόπο - είναι λίγο δυσκολότερο να αποδειχθεί. 
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 Το Plimpton 322 µας δείχνει λοιπόν ότι οι Βαβυλώνιοι δεν ήταν µόνο 
εξοικειωµένοι µε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, αλλά ότι ήξεραν τα στοιχεία της θεωρίας 
αριθµών και είχαν τις υπολογιστικές δεξιότητες για να κάνουν τη θεωρία πράξη, κάτι 
εντελώς αξιοπρόσεκτο για έναν πολιτισµό που έζησε χίλια έτη πριν εµφανιστούν οι 
πρώτοι µεγάλοι Έλληνες µαθηµατικοί (Van der Waerden, 2000). 
 

 
1.3.3 Άλλα Βαβυλωνιακά κείµενα 
 
 Σύµφωνα µε τον Van der Waerden (2000, σελ.78) το παλαιό-βαβυλωνιακό 
κείµενο BM 85196 περιέχει το πρόβληµα που ακολουθεί: «ένας δοκός? µήκους 0,30 
ακουµπά κατακόρυφα πάνω σε έναν τοίχο. Το επάνω άκρο γλιστράει προς τα κάτω 
κατά µία απόσταση 0,6. Πόσο αποµακρύνεται το κάτω άκρο?». Είναι φανερό ότι στο 
πρόβληµα αυτό δίνεται ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε υποτείνουσα 0,30 και µία κάθετη 
πλευρά ίση µε 0,24.  
 Το πόσο πιστά διατήρησαν οι Βαβυλώνιοι, επί 1.500 έτη, την παράδοση του 
Πυθαγορείου Θεωρήµατος, αποδεικνύεται από ένα κείµενο της περιόδου των 
Σελευκιδών, το BM 34568, που περιέχει µεταξύ άλλων ασήµαντων προβληµάτων που 
αφορούν σε µήκη, πλάτη, και διαγώνιους ορθογωνίων, την εξής µικρή άσκηση (ΜΚΤ, 
τόµ.ΙΙΙ,σελ.22)  «ένα καλάµι ακουµπά κατακόρυφα σε έναν τοίχο. Αν το κατεβάσω κατά 
3 κύβιτα (στο επάνω άκρο) το (κάτω) άκρο αποµακρύνεται κατά 9 κύβιτα. Πόσο είναι 
το µήκος του καλαµιού? Πόσο είναι το ύψος του τοίχου?  
 Σε όλα αυτά τα προβλήµατα η µόνη δυσκολία είναι στην ουσία αλγεβρική. Η 
µόνη γεωµετρική ιδιότητα που χρησιµοποιείται κατ’ επανάληψη είναι το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα (Van der Waerden, 2000). Θα ήταν λάθος να νοµίζουµε ότι σε όλα αυτά τα 
προβλήµατα οι λόγοι µήκους, πλάτους και διαγωνίου είναι (3,4,5). Συναντούµε και 
άλλους λόγους, όπως (5,12,13) και (8,15,17) και (20,21,29). Εκτός από το τελευταίο, 
όλα τα υπόλοιπα παραδείγµατα ορθογωνίων τριγώνων µε ρητές πλευρές, 
ανευρίσκονται επίσης στα γραπτά του Ήρωνος από την Αλεξάνδρεια.   
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1.4 Οι Αιγύπτιοι και το Πυθαγόρειο Θεώρηµα 
  

Οι Αιγύπτιοι πρέπει να έχουν 
χρησιµοποιήσει τον τύπο a b c+ =2 2 2   

αλλιώς δε θα µπορούσαν να έχουν χτίσει 
τις πυραµίδες τους, αλλά δεν το έχουν 

εκφράσει ποτέ ως µία χρήσιµη θεωρία. 
 

Joy Hakim, The Story of Science, σελ. 78  
 
 

Πεντακόσια µίλια νοτιοδυτικά της Μεσοποταµίας, κατά µήκος της κοιλάδας 
του Νείλου, αναπτύχθηκε ένας δεύτερος µεγάλος αρχαίος πολιτισµός, ο Αιγύπτιος. 
Τα δύο έθνη συνυπήρχαν σε σχετική ειρήνη για πάνω από τρεις χιλιετίες, από το 3500 
π.Χ. περίπου. Και οι δύο είχαν αναπτύξει προηγµένες δεξιότητες σύνταξης εγγράφων, 
ήταν έντονοι παρατηρητές του ουρανού, και διατηρούσαν λεπτοµερή αρχεία των 
στρατιωτικών τους νικών, των εµπορικών τους συναλλαγών, και της πολιτιστικής 
τους κληρονοµιάς. Αλλά ενώ οι Βαβυλώνιοι κατέγραφαν όλα αυτά σε πλάκες 
αργίλου – ουσιαστικά ένα ακατάλυτο υλικό για το γράψιµο – οι Αιγύπτιοι 
χρησιµοποιούσαν πάπυρους, ένα ιδιαίτερα εύθραυστο µέσο. ∆εν ήταν κατάλληλο για 
το ξηρό κλίµα των ερήµων καθώς οι γραφές τους θα είχαν αποσυντεθεί πολύ. Ακόµα 
κι έτσι, η γνώση µας για την αρχαία Αίγυπτο είναι λιγότερο εκτενής από αυτήν για  
τη σύγχρονη Μεσοποταµία. Ό,τι ξέρουµε προέρχεται κυρίως από τα χειροποίητα 
αντικείµενα που βρίσκονται στις περιοχές ενταφιασµών των κυβερνώντων 
δυναστειών της Αιγύπτου, από µια χούφτα τυλιγµένων διασωθέντων παπύρων, και 
από τις ιερογλυφικές επιγραφές στους ναούς και τα µνηµεία τους (Maor, 2007). 

Ο διασηµότερος όλων των αιγυπτιακών ιερών τόπων είναι οι πυραµίδες, που 
χτίζονται για πάνω από 1.500 έτη για να δοξάσουν τους κυβερνήτες Φαραώ κατά τη 
διάρκεια των ζωών τους, και ακόµα περισσότερο µετά από τους θανάτους τους. Ένας 
τεράστιος όγκος της βιβλιογραφίας ήταν γραµµένος στις πυραµίδες. ∆υστυχώς, ένα 
µεγάλο µέρος αυτής της λογοτεχνίας είναι περισσότερο µυθιστοριογραφία παρά 
πραγµατικότητα. Οι πυραµίδες έχουν προσελκύσει ένα κοινό προσκυνητών που 
βρήκε σε αυτά τα µνηµεία κρυφές συνδέσεις για τα πάντα στον κόσµο, από τις 
αριθµητικές τιµές του π µέχρι και για τη χρυσή αναλογία της ευθυγράµµισης των 
πλανητών και των αστεριών. Αναφέρει ο Αιγυπτιολόγος Gillings (1982, σελ.237): 
«Συντάκτες, µυθιστοριογράφοι, δηµοσιογράφοι, και συγγραφείς µυθιστορηµάτων 
βρήκαν κατά τη διάρκεια του δέκατου ένατου αιώνα ένα νέο θέµα (τις πυραµίδες), 
µία νέα ιδέα αναπτύχθηκε, και αυτοί που ήξεραν λιγότερα πράγµατα και δεν 
κατανοούσαν καθαρά το θέµα, θα µπορούσαν πιο ελεύθερα να δώσουν τα ηνία στη 
φαντασία τους».  

Οι ∆ακανάλης και Θεοδοσίου αναφέρουν ότι ο Legon µελέτησε εκτενώς και 
επέκτεινε την πρώτη τοπογραφική µελέτη που έγινε στην Γκίζα από τον 
W.M.F.Petrie (1883). Τα αποτελέσµατα της εργασίας του Legon έχουν δηµοσιευθεί 
στα περιοδικά της Αρχαιολογικής κοινότητας, Discussions in Egyptology και στο 
Gottinger Miszelen. Οι τρεις πυραµίδες στην Γκίζα περιγράφονται µε ένα ορθογώνιο 
µε πλευρές 1000 2  και 1000 3 . Ο Legon παρατήρησε ότι η τετραγωνική ρίζα 
χρησιµοποιήθηκε εκτενώς από τους κτίστες, γεγονός που δεν προκαλεί έκπληξη, διότι 
είναι γενικά αποδεκτό πως οι Αρχαίοι Αιγύπτιοι τη γνώριζαν. Ο τρόπος όµως µε τον 
οποίο χρησιµοποιήθηκε στο όλο σχέδιο, προτείνει τη γνώση του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος. 

Βεβαίως, χτίζοντας ένα τέτοιο τεράστιο µνηµείο όπως είναι η µεγάλη 
πυραµίδα του Χέοπα – 756 πόδια η κάθε πλευρά και το ύψος να αγγίζει τα 481 πόδια 
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– απαιτεί πολλή µαθηµατική γνώση, και σίγουρα αυτή η γνώση πρέπει να 
συµπεριλαµβάνει το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. Αλλά το ήξεραν;  

Υπάρχουν αρχεία, όπως ο πάπυρος Berlin 6619 που χρονολογείται περίπου 
στο 1850 π.Χ., που παρουσιάζει τη γνώση των Πυθαγόρειων τριάδων από τους 
Αιγυπτίους. Εντούτοις, κανένα τρίγωνο δεν αναφέρεται εδώ ή κάπου αλλού. Ο Van 
der Waerden (2000) προτείνει ότι οι Αιγύπτιοι µπορεί να είχαν µάθει για τις 
Πυθαγόρειες τριάδες από τους Βαβυλώνιους. Υπέρ αυτής της άποψης, οι Boyer & 
Merzbach (1991) έγραψαν: «συχνά λέγεται ότι οι αρχαίοι Αιγύπτιοι ήταν εξοικειωµένοι 
µε τις Πυθαγόρειο Θεώρηµα, αλλά δεν υπάρχει κανένας υπαινιγµός αυτού στους 
παπύρους που έχουν έρθει στα χέρια µας».  

Η κύρια πηγή πληροφοριών για τα αρχαία Αιγυπτιακά µαθηµατικά 
προέρχεται από τον πάπυρο Rhind, µια συλλογή από ογδόντα τέσσερα προβλήµατα 
που ασχολούνται µε την  αριθµητική, τη γεωµετρία και τη στοιχειώδη άλγεβρα. 
Ανακαλύφθηκε το 1858 από τον Σκωτσέζο Αιγυπτιολόγο Α. Henry Rhind. Έχει 18 
πόδια µήκος και 13 ίντσες πλάτος. Επέζησε κάτω από εντυπωσιακά καλές συνθήκες 
και είναι το παλαιότερο εγχειρίδιο µαθηµατικών που έφθασε σε µας σχεδόν άθικτο 
(τώρα βρίσκεται στο βρετανικό µουσείο στο Λονδίνο) (Maor, 2007).3  

  Ο πάπυρος γράφτηκε περίπου το 1650 π.Χ. από έναν γραφέα που 
ονοµαζόταν Α’h-mose, όνοµα γνωστότερο στη δύση ως Ahmes. Αλλά δεν ήταν δική 
του εργασία (Van der Waerden, 2000) δεδοµένου ότι ο Α’h-mose µας λέει ότι το 
αντέγραψε από ένα παλαιότερο έγγραφο που χρονολογείται περίπου το 1800 π.Χ. 
Κάθε ένα από τα ογδόντα τέσσερα προβλήµατα ακολουθείται από µια λεπτοµερή 
λύση βήµα προς βήµα. Επίσης,  µερικά από τα προβλήµατα συνοδεύονται από 
σχέδια. Πιθανότατα η εργασία ήταν ένα εγχειρίδιο κατάρτισης για χρήση σε κάποιο 
σχολείο γραφέων. Για αυτόν το λόγο υπήρχε η αίρεση των βασιλικών γραφέων στους 
οποίους όλοι οι λογοτεχνικοί στόχοι ήταν ορισµένοι. Ανάγνωση, γραφή και 
αριθµητική, τα σύγχρονα σε µας «τρία  Ρ».  

 

                            
 

Σχ.9 Ο πάπυρος Rhind. 
 

                                                 
3
 ∆είτε επίσης Arnold Chace, The Rhind Mathematical Papyrus: Free Translation and Commentary 

with Selected Photographs, Transcriptions, Transliterations and Literal Translations (Reston, Va.: 
National Council of Teachers of Mathematics, 1979). 
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O Maor (1998, σελ.6-9) αναφέρει ότι, από τα ογδόντα τέσσερα προβλήµατα 

στον πάπυρο Rhind, τα είκοσι είναι γεωµετρικής φύσεως. Εξετάζουν ζητήµατα, όπως 
το να βρίσκουν τον όγκο µιας κυλινδρικής σιταποθήκης ή το εµβαδόν ενός χωραφιού 
δεδοµένων διαστάσεων (αυτό το τελευταίο πρόβληµα ήταν υψίστης σηµασίας για 
τους Αιγυπτίους, των οποίων οι οικονοµικοί πόροι εξαρτώνταν από τον ετήσιο 
κατακλυσµό του Νείλου). Πέντε από αυτά τα συγκεκριµένα προβλήµατα αφορούν τις 
πυραµίδες. Για ακόµα µια φορά δεν υπάρχει ούτε εκεί κάποια αναφορά στο 
Πυθαγόρειο Θεώρηµα, είτε άµεσα είτε έµµεσα. Μια έννοια που εµφανίζεται 
επανειληµµένα είναι η κλίση της πλευράς µιας πυραµίδας, ένα θέµα ιδιαίτερης 
σηµασίας για τους οικοδόµους, οι οποίοι έπρεπε να εξασφαλίσουν ότι και τα τέσσερα 
πρόσωπα διατηρούσαν µία ίση και οµοιόµορφη κλίση. Αλλά το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα; Καµιά φορά. 

Φυσικά, η απουσία στοιχείων δεν είναι στοιχείο της απουσίας, όπως οι 
αρχαιολόγοι επιθυµούν να επισηµάνουν. Επιπλέον, κατά πάσα πιθανότητα ο πάπυρος 
Rhind αντιπροσώπευε µια περίληψη του είδους µαθηµατικών που ένα µορφωµένο 
πρόσωπο –  ένας γραφέας, ένας αρχιτέκτονας, ή κάποιος έφορος – ίσως αντιµετώπιζε 
στη σταδιοδροµία του, και η απουσία οποιασδήποτε αναφοράς στο Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα µας κάνει να υποθέσουµε έντονα ότι οι Αιγύπτιοι δεν ήξεραν κάτι για αυτό. 
Σύµφωνα µε τον Smith, όπως λέει ο Maor (2007), ένας πάπυρος της δωδέκατης 
δυναστείας,  περίπου το 2000 π.Χ., που ανακαλύφθηκε στο Kahun, αναφέρεται σε 
τέσσερις Πυθαγόρειες τριάδες, µία από τις οποίες είναι  12 + (3⁄4)2 = (11⁄4)2 η οποία 
είναι ισοδύναµη µε την τριάδα (3, 4, 5) όταν απαλλαχθεί από τα κλασµατικά µέρη. 
∆εν είναι βέβαια γνωστό εάν αυτές οι τριάδες αναφέρονται σε πλευρές ορθογωνίων 
τριγώνων. 

 Συχνά λέγεται ότι οι Αιγύπτιοι χρησιµοποιούσαν ένα σχοινί µε κόµπους που 
έδεναν σε ίσα διαστήµατα για να µετρήσουν τις αποστάσεις. Το λεγόµενο 3 – 4 – 5 
δεµένο σχοινί ή «αρπεδόνη». Αυτό ήταν ένα κλειστό κορδόνι χωρισµένο σε 12 ίσα 
τµήµατα. Με αυτό, οι «αρπεδονάπτες» (αυτοί που ‘άπτονται΄ της αρπεδόνης) 
κατασκεύαζαν την ορθή γωνία (Νεγρεπόντης, 2005). Στο σηµείο αυτό πρέπει να 
πούµε ότι, µε το ίδιο αυτό εργαλείο, από την εποχή των αρπεδοναπτών µέχρι σήµερα, 
οι οικοδόµοι «γωνιάζουν» όπως λένε χαρακτηριστικά τα οικόπεδα ή τα κτίρια που 
θέλουν να κατασκευάσουν σε σχήµα ορθογωνίου, χρησιµοποιώντας 12 µέτρα της 
πολύµετρης κορδέλας τους κι ας µη γνωρίζουν πολλοί από αυτούς το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα. Έτσι η λογική πρέπει να οδήγησε τους Αιγυπτίους να ανακαλύψουν ότι 
ένα τρίγωνο 3 – 4 – 5  είναι ένα ορθογώνιο τρίγωνο και έτσι, πιθανώς, στο γεγονός 
ότι + =2 2 2

3 4 5 . Αλλά δεν υπάρχει κανένα στοιχείο που να ενισχύει αυτήν την 
υπόθεση. Είναι πιο εύλογο ότι χρησιµοποίησαν το 3 – 4 – 5 δεµένο σχοινί για να 
κατασκευάσουν µια ορθή γωνία. Μερικοί συντάκτες έχουν δηλώσει ότι ήταν πολύ 
ευκολότερο να χρησιµοποιήσουν µια γραµµή βαριδιών για εκείνο τον σκοπό. Όπως 
αναφέρει ο Maor (2007), η περίπτωση αυτή συνοψίζεται καλύτερα µε την αναφορά 
σε τρεις διαπρεπείς µελετητές των αρχαίων µαθηµατικών: 
 

Στο 90% όλων των βιβλίων (στην ιστορία των µαθηµατικών), κάποιος βρίσκει 
τη δήλωση των Αιγυπτίων ότι ήξεραν το ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3, 4 και 5, και 
ότι το χρησιµοποίησαν για την παρουσίαση ορθών γωνιών. Πόση αξία έχει αυτή η 
δήλωση; Καµία! 

 -  Bartel Leendert van der Waerden (Science Awakening, Arnold Dresden, 
µετάφραση, New York: John Wiley, 1963, σελ.6.). 
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∆εν υπάρχει καµία ένδειξη ότι οι Αιγύπτιοι είχαν οποιαδήποτε ιδέα για το 
Πυθαγόρειο Θεώρηµα, παρά τις µερικές αβάσιµες ιστορίες για τους «αρπεδονάπτες», οι 
οποίοι υποθετικά κατασκεύασαν ορθογώνια τρίγωνα µε ένα σχοινί από  + + =3 4 5 12  
κόµπους. 

 -  Dirk Jan Struik (Concise History of Mathematics, New York: Dover, 1967, 
σελ. 24). 

 
∆εν φαίνεται να υπάρχει κανένα στοιχείο ότι αυτοί ήξεραν πως το τρίγωνο (3, 

4, 5) είναι ορθογώνιο. Πράγµατι, σύµφωνα µε την πιο πρόσφατη αρχή (Τ. Eric Peet, ο 
µαθηµατικός πάπυρος Rhind , 1923), τίποτα στα Αιγύπτια µαθηµατικά δεν υποδεικνύει 
ότι οι Αιγύπτιοι είχαν εξοικειωθεί µε αυτό ή µε οποιεσδήποτε πρόσθετες περιπτώσεις 
του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος. 

- Sir Thomas Little Heath (The Thirteen Books of Euclid’s Elements, τεύχος 
1, London: Cambridge University Press, 1962, σελ. 352). 

 
 Φυσικά, ίσως οι αρχαιολόγοι κάποια ηµέρα ξεθάψουν ένα έγγραφο που να 

παρουσιάζει ένα τετράγωνο µε τα µήκη των πλευρών του και τις διαγώνιους του που 
εγγράφονται µεταξύ αυτών, όπως στο YBC 7289. Αλλά έως ότου συµβεί κάτι τέτοιο, 
δεν µπορούµε να καταλήξουµε στο συµπέρασµα ότι οι Αιγύπτιοι ήξεραν για τη σχέση 
µεταξύ των πλευρών και της υποτείνουσας σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΙΙ 

 
 
 

Συσχέτιση του Θεωρήµατος 
µε την Πυθαγόρεια φιλοσοφία 

 
 
 
 
 
2.1 Η Πυθαγόρεια Σχολή  
 
 

«Όχι, δε θα προδώσω,  
µα τον Πυθαγόρα, 

 που παρέδωσε στη γενιά µας την τετρακτύν, 
 που περιέχει τη ρίζα της αέναης φύσης.» 

 
Όρκος των Πυθαγορείων 

 
Την εικόνα του Πυθαγόρα θα τη βρείτε σε κάθε βιβλίο στην ιστορία των 

µαθηµατικών, µία µορφή µε µακριά γενειάδα και µια σοφή έκφραση στα µάτια του. 
Αλλά ποιο ήταν αυτό το σεβαστό πρόσωπο; Η αλήθεια είναι ότι δεν ξέρουµε. Ο 
Πυθαγόρας είναι µία από τις πιο µυστήριες προσωπικότητες στην ιστορία. Τα λίγα 
που ξέρουµε γι’ αυτόν είναι περισσότερο µυθιστορήµατα παρά πραγµατικότητα, 
γραµµένα από ιστορικούς που έζησαν εκατοντάδες χρόνια αργότερα.  

Σύµφωνα µε το µύθο, o Πυθαγόρας γεννήθηκε περίπου το 570 π.Χ. στο νησί 
της Σάµου στο Αιγαίο Πέλαγος, ακριβώς δίπλα στην ακτή της Μικράς Ασίας. Όχι 
µακριά από την ανατολή, στην παράκτια πόλη της Μιλήτου, έζησε ο διάσηµος 
φιλόσοφος Θαλής, ο πρώτος της µακροχρόνιας πορείας των Ελλήνων µελετητών που 
θα διαµόρφωναν τον κόσµο της διανόησης για τα επόµενα χίλια έτη. Έτσι µπορούµε 
να υποθέσουµε – αν και δεν µπορούµε να είµαστε σίγουροι – ότι ο νεαρός 
Πυθαγόρας µελέτησε κάτω από το µεγάλο κύριο, ο οποίος του άναψε το πάθος για τα 
µαθηµατικά και τη φιλοσοφία. Έπειτα ο Πυθαγόρας ταξίδεψε στα σηµαντικότερα 
κέντρα του πολιτισµού του αρχαίου κόσµου, µεταξύ των οποίων η Αίγυπτος και η 
Περσία, που απορροφούσαν όσο µπορούσαν ανθρώπους της λογοτεχνίας, της 
θρησκείας, της φιλοσοφίας και των µαθηµατικών. Ό,τι έµαθε κατά τη διάρκεια της 
παραµονής του, άφησε στο νεαρό µελετητή µια βαθιά εντύπωση.  

Όταν ο Πυθαγόρας επέστρεψε στο εγγενές νησί του, το βρήκε κάτω από τη 
σκληρή βασιλεία του κυβερνήτη Πολυκράτη, έτσι περίπου το 530 π.Χ. αποχώρησε 
από τη Σάµο και εγκαταστάθηκε στην ελληνική αποικία του Κρότωνα, στη 
νοτιοανατολική ακτή της σύγχρονης Ιταλίας. Εκεί αυτός ίδρυσε µία σχολή που 
επρόκειτο να ασκήσει τεράστια επιρροή στις επόµενες γενεές των µελετητών. Υπό  
την καθοδήγηση του κυρίου τους, οι Πυθαγόρειοι µελέτησαν κάθε διανοητική 
επιστήµη. Ιδιαίτερα, τη φιλοσοφία, τα µαθηµατικά και την αστρονοµία. Ο Πυθαγόρας 
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κοιτούσε τα µαθηµατικά µε πιο θεωρητικό τρόπο απ’ ότι οι προηγούµενοι 
µαθηµατικοί, τα έβλεπε «αύλως και νοερώς». Για να αποκτήσει κάποιος ενιαία γνώση 
των µαθηµατικών έπρεπε να µελετήσει γεωµετρία, αστρονοµία, αρµονία (µουσική) 
και λογισµό (αριθµητική). Αλλά δικά τους ήταν πολύ περισσότερα από ακριβώς 
αυτήν τη σχολή, αυτοί διαµόρφωσαν µια αίρεση, µια αδελφοσύνη που δεσµεύθηκε 
από µια υποχρέωση υποταγής που ήταν αυστηρά επιβεβληµένη επάνω στα µέλη της 
(Νεγρεπόντης, 2005). 

Η εισδοχή των νέων µαθητών στη σχολή του Πυθαγόρα. γινόταν µετά από 
αυστηρή και πολύχρονη άσκηση. Ο υποψήφιος έπρεπε να παραµένει σιωπηλός, να 
είναι εγκρατής, να έχει ισχυρό χαρακτήρα. Ταυτόχρονα ήταν απαραίτητο να 
συνδέεται µε στενή φιλία µε τους άλλους µαθητές. Ο Πυθαγόρας. υποστήριζε ότι 
"φίλος εστίν άλλος εγώ" και "φιλίαν τ' είναι εναρµόνιον ισότητα". ∆ιάφορα ρητά ήταν 
γραµµένα στις αίθουσες της σχολής, όπως "επί χοίνικος µη καθίζειν" (να µη 
φροντίζεις για το µέλλον), "τας λεωφόρους µη βαδίζειν" (να µην παρασύρεσαι από τη 
γνώµη του πλήθους, αλλά µόνο τη γνώµη των "επαϊόντων" να θεωρείς σεβαστή). 
Πριν από το βραδινό τους ύπνο, οι µαθητές έπρεπε να ελέγχουν όσα έγιναν ή δεν 
έγιναν κατά την ηµέρα που πέρασε. Γενικά όµως η ηθική διδασκαλία των 
Πυθαγορείων περιέχεται µέσα σε 71 στίχους που είναι γνωστοί ως "χρυσά έπη" του 
Πυθαγόρα.  

Οι Πυθαγόρειοι ορκίστηκαν να κρατήσουν όλες τις συζητήσεις τους µυστικές, 
ίσως για να αποφύγουν την περιφρόνηση από τους εχθρούς τους, οι οποίοι ήταν 
πολλοί. Ή ίσως αυτό το σύµφωνο κατέστησε ευκολότερο για αυτούς να µείνουν σε 
απόσταση από τις καθηµερινές εργασίες που ήταν βασικό µέρος της µεγάλης 
πλειοψηφίας των συγχωριανών τους. Οποιοσδήποτε κι αν ήταν ο λόγος, η 
µυστικότητά τους είχε άτυχες ιστορικές συνέπειες. Απέτρεψε οποιεσδήποτε από τις 
συζητήσεις τους να φτάσουν σε ένα ευρύτερο ακροατήριο, τουλάχιστον αρχικά. Ό,τι 
ξέρουµε για τους Πυθαγορείους προέρχεται σχεδόν εξ’ ολοκλήρου από πιο 
πρόσφατες γενιές συγγραφέων, οι οποίοι προσπάθησαν συχνά να δοξάσουν ακόµα 
µία φορά το µεγάλο τους δάσκαλο. 

 Στη σπανιότητα των αρχικών πηγών προστέθηκε το γεγονός ότι οι 
Πυθαγόρειοι ακολούθησαν την ασιατική παράδοση προφορικής µετάδοσης της 
γνώσης. Τα υλικά γραψίµατος ήταν λιγοστά. Ο αιγυπτιακός πάπυρος εισήχθη στην 
Ελλάδα γύρω στο 650 π.Χ. αλλά στα χρόνια του Πυθαγόρα  ήταν ακόµα µικρός στον 
αριθµό. Η περγαµηνή δεν ήταν ακόµα γνωστή και οι πλάκες αργίλου ήταν µετά βίας 
ένα κατάλληλο µέσο στο οποίο θα µπορούσε κάποιος να γράψει µακροσκελείς 
φιλοσοφικές οµιλίες. Κατά συνέπεια, η γνώση πέρασε από τη µια γενιά στην επόµενη 
κυρίως προφορικά, αφήνοντας από λίγα έως καθόλου γραµµένα αρχεία. Επιπλέον, 
από σεβασµό στον ηγέτη τους, πολλές από τις ανακαλύψεις που γίνονταν από τους 
Πυθαγορείους αποδίδονταν στον Πυθαγόρα τον ίδιο, έτσι ο αληθινός τους εφευρέτης 
δε θα  µπορέσει ποτέ να µαθευτεί. 

 
 

Σχ. 10 Προτοµή του Πυθαγόρα 
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2.2 Ο Πυθαγόρας και η µουσική  

 
 Η πρώτη σηµαντική ανακάλυψη του Πυθαγόρα ήταν σε ένα απίθανο θέµα,  

την ακουστική. Όπως λέει µια ιστορία (Νεγρεπόντης, 2005), ενώ περπατούσε στο 
δρόµο µια ηµέρα, άκουσε τον ήχο που προέρχονταν από το κατάστηµα ενός 
σιδηρουργού. Σταµατώντας για να ερευνήσει, ανακάλυψε ότι ο ήχος προέρχεται από 
τις δονήσεις των µεταλλικών φύλλων που χτυπιούνται από το σφυρί του 
σιδηρουργού. Παρατήρησε δε, ότι ο ήχος είχε σχέση µε τον όγκο του σφυριού. Ο 
Πυθαγόρας πήρε τότε αντίγραφα των σφυριών για να τα µελετήσει σπίτι του. 
Πειραµατίστηκε έπειτα µε κουδούνια και ποτήρια γεµισµένα µε νερό και βρήκε την 
ίδια γενική σχέση: όσο πιο ογκώδης είναι ένα αντικείµενο, τόσο χαµηλότερος ο τόνος 
του ήχου του. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Σχ.11 Ο Πυθαγόρας ανακαλύπτει τους νόµους της αρµονίας 
 
Ο Πυθαγόρας, εντούτοις, δεν ήταν ικανοποιηµένος µε µια µόνο ποιοτική 

σχέση. Πήγε να ερευνήσει τις δονήσεις των σχοινιών και ανακάλυψε ότι ο τόνος του 
ήχου τους είναι αντιστρόφως ανάλογος προς το µήκος τους. Φανταστείτε δύο σχοινιά 
ίδιου υλικού και πάχους, κρατηµένα κάτω από την ίδια ένταση, όπου το ένα σχοινί 
είναι διπλάσιο σε µήκος από το άλλο. Τότε το µικρότερο σχοινί θα δονηθεί δύο φορές 
στη συχνότητα του µεγαλύτερου. Βρήκε λοιπόν την αρµονία µέσα από σύριγγες 
αυλών συγκρίνοντας τις διαµέτρους ανάλογα µε την ευρύτητα και τη µακρότητα. Σε 
µουσικούς όρους, οι δυο χορδές ηχούν µια οκτάβα χώρια. Οµοίως, µια αναλογία 
µήκους 3:2 αντιστοιχεί σε ένα διάστηµα πέµπτης, µια αναλογία 4:3 σε ένα διάστηµα 
τετάρτης κ.ο.κ. (τα ονόµατα «οκτάβα» «πέµπτη» και «τετάρτη» προέρχονται από τη 
θέση αυτών των διαστηµάτων στη µουσική κλίµακα). Αυτή ήταν µια σηµαντική 
ανακάλυψη, η πρώτη φορά που ένα φυσικό φαινόµενο περιγράφηκε µε όρους µιας 
ακριβής ποσοτικής έκφρασης. Από µία άποψη, χαρακτήρισε την απαρχή της 
µαθηµατικής φυσικής. 

Η επόµενη ανακάλυψη του Πυθαγόρα απείχε µόνο ένα βήµα από αυτήν. Εάν 
τα δυο σχοινιά τα αφήσουµε να δονηθούν ταυτόχρονα, τότε παράγουν µια µουσική 
χορδή. Προς µεγάλη του τέρψη ο Πυθαγόρας διαπίστωσε ότι απλές αναλογίες των 
µηκών των σχοινιών παράγουν ευχάριστες χορδές ή συµφωνίες, µε κυρίαρχο ρόλο  
µεταξύ τους να έχουν τα διαστήµατα που προαναφέραµε: η οκτάβα, η πέµπτη και η 
τετάρτη, τα οποία ο Πυθαγόρας αποκάλεσε «τέλεια διαστήµατα». Οι πιο περίπλοκες 
αναλογίες αντιστοιχούν σε λιγότερο ευχάριστες χορδές. Για παράδειγµα, η αναλογία 
9:8 παράγει µια ευδιάκριτα ασύµφωνη χορδή. Ο Πυθαγόρας εποµένως κατέληξε στο 
συµπέρασµα ότι οι αριθµητικές αναλογίες κυβερνούν τους νόµους της µουσικής 
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αρµονίας και κατ' επέκταση ολόκληρο τον κόσµο. Επρόκειτο να γίνει το αποτύπωµα 
των Πυθαγορείων, ο ακρογωνιαίος λίθος της παγκόσµιας εικόνας τους.  

 
 
 

                                    
 

Σχ.12 Οι µουσικές αναλογίες 
 
 

Για να καταλάβουµε αυτό το γιγαντιαίο άλµα της πίστης πρέπει, όπως 
επισηµαίνει και ο Νεγρεπόντης (2005), να θυµηθούµε ότι στην Αρχαία Ελλάδα η 
µουσική ήταν ταξινοµηµένη σε ισάξια σηµασία µε την αριθµητική (ειδικότερα, την 
αριθµοθεωρία), τη γεωµετρία, και την αστρονοµία. Πράγµατι, αυτά τα τέσσερα 
αντικείµενα θα γίνονταν ο πυρήνας του προγράµµατος σπουδών κάθε µορφωµένου 
προσώπου όπως αναµενόταν από το δάσκαλο. Και επειδή η µουσική τέθηκε σε µια 
ισάξια θέση µε τα µαθηµατικά, δε µας εκπλήσσει το ότι το κάθε ένα άσκησε βαθιά 
επιρροή στο άλλο (απλά σκεφτείτε το συχνό περιστατικό της λέξης «αρµονική» στα 
µαθηµατικά – αρµονικός µέσος, αρµονική σειρά, και αρµονική συνάρτηση είναι 
µερικές από τις χρήσεις της). Έτσι, οι Πυθαγόρειοι διαλογίστηκαν πως εάν οι αριθµοί 
κυβερνούν τους νόµους της µουσικής αρµονίας, θα πρέπει επίσης να κυβερνούν και 
όλα τα άλλα στον κόσµο.  
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2.3 Οι Πυθαγόρειοι αριθµοί 
 

«Οι αριθµοί κυβερνούν τα πάντα.» 
 

Πυθαγόρειο ρητό  
 
Η Πυθαγόρεια φιλοσοφία στηριζόταν στην υπόθεση ότι οι ακέραιοι αριθµοί 

είναι η αιτία των διάφορων ποιοτήτων του ανθρώπου και της ύλης. Με λίγα λόγια οι 
ακέραιοι αριθµοί ρυθµίζουν το σύµπαν και ποιοτικά και ποσοτικά. Αυτή η έννοια και 
η εξύψωση των ακέραιων αριθµών οδήγησε στη βαθιά µελέτη τους. Αποκαλύπτοντας 
τις εσωτερικές τους ιδιότητες, ίσως µπορούσαν σε κάποιο βαθµό να καθορίσουν ή να 
βελτιώσουν το πεπρωµένο τους. Έτσι, οι αριθµοί αλλά και η γεωµετρία, εξαιτίας της 
στενής σχέσης της µ’ αυτούς, αποτελούσαν διαρκώς αντικείµενο µελέτης. 
(Αναπολιτάνος, 1985). 

Η Πυθαγόρεια τοποθέτηση στο θέµα των αριθµών είχε διάφορες συνέπειες, 
κάποιες ευεργετικές για την πρόοδο της επιστήµης, κάποιες άλλες καταστροφικές. 
Από τη µια πλευρά, αυτό τους κέντρισε το ενδιαφέρον να µελετήσουν τις 
µαθηµατικές ιδιότητες των αριθµών (να πούµε εδώ ότι µιλάµε για θετικούς ακέραιους 
αριθµούς) και κάνοντας κάτι τέτοιο φύτεψαν τους σπόρους για την ανάπτυξη της 
σύγχρονης θεωρίας αριθµών. Αλλά όπως κάθε ιδεοληψία όταν αυτή ακολουθείται 
φανατικά, οδήγησε σε παρεκκλίσεις. Η ασυµβίβαστη πίστη τους στην υπεροχή των 
αριθµών – είτε στη µουσική αρµονία είτε στο φυσικό κόσµο – τύφλωσε τους 
Πυθαγόρειους σε άλλες ιδέες, ότι ίσως έχουν τη δύναµη να εξηγήσουν καλύτερα τα 
έργα της φύσης.  

Οι Πυθαγόρειοι διέκριναν ως βασικότερο όλων των µαθηµάτων τους την 
Αριθµητική, εξαιτίας του ότι δεν υπάρχουν αιτήµατα παρά µόνο ορισµοί. Γι’ αυτό και 
τη θεωρούσαν µία επιστήµη τέλεια, καθαρή, µη αµφισβητήσιµη (Νεγρεπόντης, 
2005). Υποστήριζαν ότι οι αρχές των µαθηµατικών είναι και αρχές όλων των όντων, 
αρχές των πάντων. Ο Αναπολιτάνος (1985) αναφέρει ότι η Πυθαγόρεια µελέτη των 
αριθµών άρχισε σαν πνευµατική αναζήτηση. Για τους Πυθαγόρειους, κάθε αριθµός 
έφερε µια συµβολική ταυτότητα. Ο 1 ήταν ο γεννήτορας όλων των αριθµών, επειδή 
κάθε αριθµός µπορεί να δηµιουργηθεί από αυτόν από την επαναλαµβανόµενη 
προσθήκη. Συνεπώς, είχε µια ιδιαίτερη θέση και δε θεωρήθηκε αριθµός. Ο 2 και ο 3 
αντιπροσώπευαν τους θηλυκούς και αρσενικούς χαρακτήρες, αντίστοιχα, και ο 5 την 
ένωσή τους. Πέντε ήταν επίσης ο αριθµός των κανονικών πολύεδρων, στερεά των 
οποίων οι όψεις τους είναι κανονικά πολύγωνα  

 

 
 

Σχ. 13 Τα 5 Πλατωνικά στερεά 
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Τα σχήµατα αυτά έχουν αποτελέσει αντικείµενο πολλών µελετών, ήδη από 
την αρχαιότητα, από γεωµετρική, µαθηµατική, φιλοσοφική ή και µεταφυσική άποψη. 

Το τετράεδρο, µε τέσσερα ισόπλευρα τρίγωνα, ο κύβος (έξι τετράγωνα), το οκτάεδρο 
(οκτώ τρίγωνα), το δωδεκάεδρο (δώδεκα πεντάγωνα), και το εικοσάεδρο (είκοσι 
τρίγωνα). Αυτά τα πέντε στερεά, σύµφωνα µε τους Πυθαγορείους, αντιπροσώπευαν 
τα πέντε στοιχεία από τα οποία πιθανόν δηµιουργήθηκε ο κόσµος: τετράεδρο - φωτιά, 
κύβος - γη, οκτάεδρο - αέρας, δωδεκάεδρο - σύµπαν και το εικοσάεδρο - νερό. 
Συνεπώς, ο πέντε απέκτησε κάτι σαν ιερή θέση, και υπό µορφή πεντάλφα έγινε το 
Πυθαγόρειο έµβληµα.  

Ακόµα πιο ιερός από το πέντε ήταν ο έξι, ο πρώτος τέλειος αριθµός. Ένας 
αριθµός είναι τέλειος εάν γράφεται σαν το άθροισµα όλων των γνήσιων διαιρετών 
του (συµπεριλαµβανοµένου του 1 αλλά αποκλειόµενου του ιδίου) (Van der Waerden, 
2000). Οι γνήσιοι διαιρέτες του 6 είναι 1, 2, και 3, και έτσι 1+2+3=6, ο έξι είναι ο 
πρώτος τέλειος αριθµός. Οι επόµενοι τρεις είναι  

ο αριθµός 28 (=1+2+4+7+14),  
ο αριθµός 496 (=1+2+4+8+16+31+62+124+248)  και  
ο αριθµός 8.128 (=1+2+4+8+16+32+64+127+254+508+1.016+2.032+4.064).  

Αυτοί οι τέσσερις ήταν οι µόνοι τέλειοι αριθµοί που ήταν γνωστοί στους Έλληνες. Ο  
πέµπτος, ο 33.550.336, ανακαλύφθηκε µόλις το 1456. Κατά την διάρκεια που 
γράφεται αυτή η εργασία, 43 τέλειοι αριθµοί είναι γνωστοί, και ακόµα δεν είναι 
γνωστό εάν αυτοί είναι οι µόνοι. Ούτε αν υπάρχει κάποιος περιττός τέλειος αριθµός, 
ούτε εάν το πλήθος των τέλειων αριθµών είναι πεπερασµένο ή άπειρο. 

 
 
 

 
 

Σχ.14 Αναπαράσταση του αριθµού 28 
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2.4 Η Γεωµετρία των αριθµών – Σχηµατικοί αριθµοί (figurative numbers) 
 

Η γεωµετρία, όπως λέει ο Σωκράτης στην Πολιτεία του Πλάτωνα, αναγκάζει 
την ψυχή να αντικρίσει την ουσία των όντων. Έλκει την ψυχή προς την αλήθεια και 
αναπτύσσει το φιλοσοφικό εκείνο πνεύµα που εξυψώνει τα βλέµµατά µας προς τα 
ανώτερα πράγµατα. Ο Πρόκλος από τη µεριά του στο έργο του πάνω στην 
Πλατωνική θεολογία προσθέτει ότι ο πρώτος τρόπος αποκάλυψης των θείων αρχών, 
µε τη βοήθεια συµβόλων, ανήκει στον Ορφέα και γενικά σε αυτούς που αποδίδουν µε 
γραπτό τρόπο τους θείους µύθους. Ο δεύτερος τρόπος, µε τη βοήθεια εικόνων, ανήκει 
στον Πυθαγόρα, διότι όπως λέει o Πρόκλος «η ανακάλυψη των µαθηµατικών έγινε 
από τους Πυθαγόρειους µε σκοπό την ανάµνηση των θείων αρχών που µε τη βοήθειά 
τους επεδίωκαν να αναχθούν στις ανώτερες αιτίες. Γι’ αυτό αφιέρωσαν στους θεούς 
αριθµούς και γεωµετρικά σχήµατα».  

Ο στοχασµός των Πυθαγορείων εκτείνεται και στα γεωµετρικά σχήµατα. 
Μπορούµε να αναφέρουµε, για παράδειγµα, το τρίγωνο το οποίο οι Πυθαγόρειοι 
αποκαλούσαν «ιερό» και του οποίου οι ιδιότητες ήταν ήδη γνωστές χάρη στους 
Αιγυπτίους. Πρόκειται για το µόνο τρίγωνο του οποίου οι τιµές των πλευρών 
αποτελούν διαδοχή ακεραίων αριθµών, 3 και 4 για τις κάθετες πλευρές και 5 για την 
υποτείνουσα, και το οποίο διαθέτει κυρίως την πολύτιµη ιδιότητα να είναι ορθογώνιο 
εφόσον + =2 2 2

3 4 5 . Η ιδιαιτερότητα αυτή παρέχει σ' έναν αρχιτέκτονα, εξοπλισµένο 
µ' ένα σκοινί, το οποίο φέρει 12 κόµπους σε ίση απόσταση µεταξύ τους, να χαράξει 
εύκολα στο έδαφος µια ορθή γωνία και άρα ένα, εγγραφόµενο σε ηµικύκλιο, 
ορθογώνιο τρίγωνο.  

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τους Πυθαγορείους παρουσίαζαν οι σχηµατικοί 
αριθµοί (figurative numbers), αριθµοί που µπορούν να αντιπροσωπευθούν ως τελείες 
τακτοποιηµένες σε ένα κανονικό σχέδιο. Ειδικότερα, ο Πυθαγόρας ανέπτυξε τη 
«σχηµατική γεωµετρία». Έχτισε τις γεωµετρικές δοµές από τα σηµεία, από τις µικρές 
πέτρες. Με τη µέθοδο αυτή δινόταν πρωταρχική σηµασία στη λειτουργία της όρασης, 
γιατί τα σχήµατα ήταν τα πιο κατάλληλα για να δείξουν τις σχέσεις ανάµεσα στους 
αριθµούς και η µόνη αίσθηση που µας επιτρέπει να αφαιρέσουµε ένα σχήµα ή έναν 
τύπο από ένα οποιοδήποτε αντικείµενο – έναν τύπο µάλιστα που είναι δυνατό να 
χρησιµοποιείται επανειληµµένα – είναι η όραση. Έτσι ο οπτικός τύπος οδηγεί στην 
αφαίρεση και εξυπηρετεί την ανάπτυξη των µαθηµατικών σαν επιστήµη. Η πορεία, 
µάλιστα, της αφαίρεσης µπορεί να βαίνει συνεχώς σταδιακά, πράγµα που είναι 
φανερό αν σκεφτούµε πώς εξελίχθηκε ο αριθµός από το απλό σύµβολο που 
χρησιµοποιούταν για τη µέτρηση, ως τον ασύµµετρο, τον φανταστικό άπειρο αριθµό.  

Η γεωµετρική αναπαράσταση του αριθµού ήταν πολύ κατάλληλη για να 
ερευνηθούν οι σχέσεις των αριθµών µεταξύ τους. Αυτό γίνεται κατανοητό αν 
αφήσουµε κατά µέρος όλον το συµβολισµό της άλγεβρας που χρησιµοποιούµε 
σήµερα και καταφύγουµε σε σχήµατα. ∆εν θα γράψουµε λ.χ. ( )α β α αβ β+ = + +

2 2 2
2  

αλλά θα σχηµατίσουµε ένα τετράγωνο ως έξης:  
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Σχ.15 Γεωµετρική απόδειξη της ( )α β α αβ β+ = + +

2 2 2
2  

 
Θα µπορούσαµε να πούµε ότι ο Πυθαγόρας ήταν ο πρόγονος της πρότυπης 

κατάστασης των ψηφιακών-αναλογικών δοµών µας. Οι γραµµές, τα τετράγωνα, τα 
επίπεδα, οι κύβοι και οι τρισδιάστατες πολλαπλότητες είναι συνεχείς, 
καταγεγραµµένα ως «αναλογικά». Αλλά η αριθµητική είναι «ψηφιακή» ή ασυνεχής  
αποτελούµενη από «γνώµονες», ακριβώς όπως ο υπολογιστής αποτελείται από τα 
βασικά µικροσκοπικά σηµεία των εικονοκυττάρων.  

Ο Αναπολιτάνος (1985) αναφέρει ότι για να απεικονίσουν τους περιττούς 
αριθµούς οι Πυθαγόρειοι, ξεκινούσαν µε τον αριθµό 1 που τον αναπαρίσταναν µε ένα 
χαλίκι. Τοποθετούσαν ύστερα το γνώµονα, ο οποίος κάλυπτε τις δύο πλευρές του 
χώρου γύρω από το χαλίκι. Μετά τοποθετούσαν 3 χαλίκια. Ένα σε κάθε πλευρά του 
γνώµονα και ένα στην κορυφή, κ.ο.κ. Ανάλογη ήταν και η αναπαράσταση των άρτιων 
αριθµών, µόνο που ξεκινούσαν τοποθετώντας δύο χαλίκια. Θεωρήστε το άθροισµα 
των πέντε πρώτων ακέραιων αριθµών, 1+2+3+4+5. Μπορούµε να αναπαραστήσουµε 
αυτό το άθροισµα ως τελείες τακτοποιηµένες σε µια κλίµακα : 

 

                                        

•

• •

• • •

• • • •

• • • • •

+ + + +1 2 3 4 5

 

 
Για να βρούµε το συνολικό αριθµό αυτών των τελείων, γεµίζουµε τα ελλείποντα 
διαστήµατα ώστε να προκύψει ορθογώνιο 

 
 

• × × × × ×

• • × × × ×

• • • × × ×

• • • • × ×

• • • • • ×

⋅
+ + + + = =

5 6
1 2 3 4 5 15

2
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Αυτό το ορθογώνιο έχει ⋅ =5 6 30  τελείες και επειδή αυτό είναι το διπλάσιο του 
αριθµού των µαύρων τελείων, το ζητούµενο άθροισµα είναι ίσο µε το µισό του 30, 
δηλαδή 15. Γενικεύοντας στους πρώτους n ακέραιους αριθµούς, παίρνουµε τον τύπο 
 

                                                      
( )n n

... n
⋅ +

+ + + =
1

1 2
2

. 

 
 Ένα ακόµα πιο ενδιαφέρον µοντέλο περιλαµβάνει το άθροισµα των n πρώτων 

περιττών αριθµών ( )... n+ + + + +1 3 5 2 1 . Παρατηρούµε ότι = 2
1 1 , + = = 2

1 3 4 2 , 

+ = = 2
1 3 4 2 , κ.ο.κ. Ανεξάρτητα από το πόσους περιττούς ακέραιους αριθµούς 
προσθέτουµε, το άθροισµά τους είναι πάντα ένα τέλειο τετράγωνο: 

( )... n n+ + + + + = 2
1 3 5 2 1 . 

 
Αυτό καθίσταται σαφές από το παρακάτω σχέδιο µε τις τελείες:  

 
 

4 9 16 251

 
 

Σχ.16 Τετράγωνοι αριθµοί 
 

Για τους αριθµούς 4, 9, 16, 25… χρησιµοποιούµε τη λέξη «τετράγωνα», 
επειδή ο Πυθαγόρας τους «έχτισε» ως τετράγωνα των σηµείων. Μας δίδαξε τη λέξη 
«κύβος», για τους αριθµούς 1, 8, 27, 64, 125… από την τρισδιάστατη δοµή που 
µπορεί να χτιστεί από τα βασικά στοιχεία. Παρατηρούµε, όπως διαπιστώνει ο 
Νεγρεπόντης (2005), ότι κάθε τετράγωνος σχηµατίζεται από τον προηγούµενο αν 
προσθέσουµε τον λεγόµενο γνώµονα, δηλαδή µια µπάντα από αριθµούς όπως 
φαίνεται στο παραπάνω σχήµα. Η λέξη γνώµονας είναι στη γεωµετρία ένα «αλφάδι», 
ένα εργαλείο µε το οποίο κατασκευάζει κανείς µια ορθή γωνία. Είναι εκείνο το 
εργαλείο, όπως έλεγε και ο Ήρωνας, µε το οποίο µπορούµε να κατασκευάσουµε 
σχήµατα ή αριθµούς όµοιους µε κάποιους άλλους. Έτσι στο παραπάνω σχήµα, αν στο 
1 προσθέσω το γνώµονα των τριών πετυχαίνω το τέσσερα, αν στο τέσσερα προσθέσω 
το γνώµονα των 5, τότε έχω το 9 κ.ο.κ. Αµέσως τώρα, από τα παραπάνω, προκύπτει η 
γνωστή πρόταση: 1+3+5+7+9+…+(2n-1)=n2 και αυτό γιατί: 1+3=4=22, 1+3+5=9=32 
κ.ο.κ . 
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Ας δούµε µερικά παραδείγµατα ακόµα: 
• Οι τριγωνικοί αριθµοί µε πλευρά ν, είναι της µορφής:  

1 3 6 10 15

 
και έχουν τη γενική µορφή: Τν=1+2+3+…+ν = 

2

)1( +νν
  

 
 

• Οι ετεροµήκεις αριθµοί µε πλευρά ν, είναι της µορφής: 
 

2 6 12 20

 
Παρατηρούµε ότι κάθε ορθογώνιο διαιρείται σε δύο τρίγωνα. 
Έτσι, µπορούµε να πούµε ότι κάθε ετεροµήκης αριθµός περιέχει 
δύο τρίγωνους αριθµούς.  

  
• Οι πεντάγωνοι αριθµοί µε πλευρά ν, είναι αυτοί που σχηµατίζουν 

ένα πεντάγωνο. 

   
1 12 22 35

5
 

 
Παρατηρεί κανείς στο παραπάνω σχήµα τριγωνικούς αριθµούς και έτσι 
µπορεί να συµπεράνει τη µορφή που θα έχουν οι πεντάγωνοι αριθµοί στη 
γενική τους περίπτωση. 
 
Κατασκευάζοντας τους τετραγωνικούς (1,4,9,16,…) και τους τριγωνικούς 

αριθµούς (1,3,6,10,…) σαν επέκταση σηµειοσειρών, οι Πυθαγόρειοι και οι διάδοχοί 
τους προσπάθησαν να κάνουν το ίδιο πράγµα µε τα πεντάγωνα, κ.λπ. Αυτό όµως δεν 
επιλύεται αρκετά τακτοποιηµένα, δεδοµένου ότι τα σηµεία δεν µπορούν να 
διαµορφώσουν ένα ισοδιάστατο, κανονικό δικτυωτό πλέγµα. Τις θαυµάσιες ιδιότητες 
αυτών των αριθµών µπορεί να τις διαβάσει κάποιος στο κείµενο του Νικόµαχου (Van 
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der Waerden, 2000). Προκύπτουν από τα αθροίσµατα των όρων απλών αριθµητικών 
προόδων, όπως π.χ. 
 

( )..... n n n+ + + + = +
1

1 2 3 1
2

                            (τρίγωνος αριθµός) 

..... ( n ) n+ + + + − = 2
1 2 3 2 1                                (τετράγωνος αριθµός) 

( )..... n n n+ + + + = +2 4 6 2 1                              (ορθογώνιος αριθµός) 

( ) ( )..... n n n+ + + + − = −
1

1 4 7 3 2 3 1
2

                 (πεντάγωνος αριθµός) 

 
Κατά συνέπεια ο συνολικός αριθµός σηµείων σε έναν πολυγωνικό αριθµό 

είναι το ποσό µιας πεπερασµένης αριθµητικής προόδου, και κατά αυτόν τον τρόπο οι 
Πυθαγόρειοι οδηγήθηκαν σε µερικούς από τους τύπους αθροίσµατος που 
αντιµετωπίζουµε σήµερα στα βιβλία υπολογισµού ως παραδείγµατα των λειτουργιών 
των οποίων τα ποσά Riemann µπορούν να αξιολογηθούν ακριβώς, ή σε άλλα 
εγχειρίδια ως παραδείγµατα των αποδείξεων της µαθηµατικής επαγωγής. O Van der 
Waerden (2000) λέει ότι τα διαγράµµατα των πενταγωνικών και εξαγωνικών αριθµών 
στον  Allen (σελ. 16) και στον Heath µπορεί να µοιάζουν µε 3-διάστατα αντικείµενα 
(πυραµίδες ή χριστουγεννιάτικα δέντρα), αλλά δεν προορίζονται υπό αυτήν τη 
µορφή. Οι µετέπειτα των Πυθαγορείων Έλληνες (Νικόµαχος, γ.100 Α∆), εντούτοις, 
συνέδεσαν τους αριθµούς µε 3-διάστατες µορφές, ειδικότερα µε κύβους και 
πυραµίδες (πάρτε ένα σηµείο, προσθέστε ένα τρίγωνο 3-σηµείων, έπειτα ένα τρίγωνο 
6-σηµείων, κ.ο.κ. οµοίως για την ακολουθία ν-γωνων αριθµών για οποιοδήποτε ν). 
Αυτό το παιχνίδι επέκτεινε περαιτέρω τη συλλογή της πεπερασµένης σειράς, της 
οποίας ποσά ήταν γνωστά. 

Τέτοιες έρευνες οδήγησαν τους Πυθαγορείους  να αναπτύξουν ένα είδος 
πρωτόγονης άλγεβρας, βασισµένη στην αµοιβαία σχέση διάφορων σχηµάτων. 
Παραδείγµατος χάριν, ο πασίγνωστος τύπος ( )a b a ab b+ = + +

2 2 2
2  αποδεικνύεται 

γεωµετρικά µε την εξέταση ενός τετραγώνου πλευράς a b+  όπως διακρίνεται 
παρακάτω.  
 

 
 
 Μπορούµε να διαµερίσουµε αυτό το τετράγωνο σε δύο µικρότερα τετράγωνα 
εµβαδών a2  και b2  και σε δύο ορθογώνια εµβαδών a b⋅  και b a⋅ . Αλλά τα δύο 
ορθογώνια είναι ισοδύναµα, έτσι τα εµβαδά τους είναι ίσα. Κατά συνέπεια το 
συνολικό εµβαδόν των διαµερισµένων κοµµατιών είναι a ab b+ +2 2

2 , και αυτό είναι 
ίσο µε το αρχικό εµβαδόν ( )a b+

2 . Άλλοι τύποι, όπως ( )a b a ab b− = − +
2 2 2

2  ή 

( ) ( )a b a b a b+ − = −2 2  µπορούν να αποδειχθούν µε παρόµοιο τρόπο. Αυτό το είδος της 

γεωµετρικής άλγεβρας ήταν ένας πρόδροµος στη δική µας σύγχρονη συµβολική 
άλγεβρα. 
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2.5 Πυθαγόρειες τριάδες 
 

Και έπειτα υπήρξαν οι Πυθαγόρειες τριάδες. Όπως έχει αναφερθεί 
προηγουµένως, αυτοί είναι θετικοί ακέραιοι αριθµοί ( )a,b,c  τέτοιοι ώστε a b c+ =2 2 2 . 

Οι Πυθαγόρειοι ήταν φυσικά πρόθυµοι να ανακαλύψουν ορθογώνια τρίγωνα και µε 
τις τρεις πλευρές τους να είναι ακέραιοι αριθµοί, αλλά σύντοµα συνειδητοποίησαν ότι 
αυτό ήταν ευκολότερο να το λες παρά να το κάνεις. Κάποιος µπορεί αυθαίρετα να 
επιλέξει δύο πλευρές µε ακέραιο µήκος, αλλά η τρίτη πλευρά πιθανότατα να µην 
είναι ένας ακέραιος αριθµός. Στις σπάνιες περιπτώσεις, εντούτοις, όπως στις 
Πυθαγόρειες τριάδες, όταν πράγµατι τους έβρισκαν, η απόλαυση της κοινότητας ήταν 
µεγάλη. Ο µύθος λέει ότι γιόρταζαν αυτές τις περιπτώσεις µε µια γιορτή στην οποία 
θυσίαζαν εκατό βόδια, αν και κάτι τέτοιο είναι ιδιαίτερα αµφισβητήσιµο, 
δεσµευµένοι από τον ασκητικό κώδικα δεοντολογίας τους, όπου οι Πυθαγόρειοι 
απεχθάνονταν τη σφαγή των ζώων (Maor, 2007).    

 Ως προς τον τρόπο µε τον οποίο οι Πυθαγόρειοι βρήκαν αυτά τα τρίγωνα, δεν 
έχουµε καµία άµεση απόδειξη. O Νεγρεπόντης (2005) υποστηρίζει ότι σύµφωνα µε 

µια θεωρία, χρησιµοποίησαν τον τύπο ( ) n n
n

   − +
+ =   

   

2 2
2 2

2
2 1 1

2 2
 (1) δείχνοντας ότι 

οι αριθµοί n2 , n −2 1

2
 και n +2 1

2
 διαµορφώνουν µια Πυθαγόρεια τριάδα (στην πράξη, 

µια πρωτεύουσα τριάδα) για κάθε περιττή τιµή του n. Παραδείγµατος χάριν, για n=3 
παίρνουµε την τριάδα (3, 4, 5), την πρώτη ζωογονική τριάδα. Για n=5 , την τριάδα (5, 
12, 13), κ.ο.κ.  

Είναι εύκολο, φυσικά, να αποδειχθεί η εξίσωση (1) χρησιµοποιώντας τη 
σύγχρονη άλγεβρα, αλλά οι Έλληνες δεν το έκαναν έτσι. Κατά πάσα πιθανότητα 
χρησιµοποίησαν µια γεωµετρική απόδειξη βασισµένη στην ακόλουθη παρατήρηση 
(δες το παραπάνω σχήµα). Φανταστείτε µια σειρά από m2  τελείες διατεταγµένες σε 
m  σειρές και m  στήλες. Έξω από αυτήν την σειρά (του τετράγωνου) µπορούµε να 
τοποθετήσουµε m +2 1  πρόσθετες τελείες. (m  τελείες κατά µήκος των δύο 
παρακείµενων πλευρών και µία τελεία στη γωνία), καταλήγοντας σε ένα επεκταµένο 
τετράγωνο από ( )m +

2

1  τελείες. Παραδείγµατος χάριν, εάνm = 4 , τότε m + =2 1 9 , 

έτσι από µία διάταξη των =24 16  τελείων πήραµε µια νέα διάταξη των 
= + =2

5 16 9 25  τελείων. Έτσι φτάνουµε στον τύπο ( ) ( )m m m+ + = +
22

2 1 1 , ( )2  τον 

οποίο αναγνωρίζουµε από τη στοιχειώδη άλγεβρα. Υποθέτουµε τώρα ότι ο m +2 1  
είναι ένα τέλειο τετράγωνο. Έστω λοιπόν ότι m n+ = 2

2 1 . Τότε η εξίσωση ( )2  θα γίνει 

( )m n m+ = +
22 2
1 , παράγοντας την Πυθαγόρεια τριάδα ( )m,n,m +1 . Λύνοντας την 

εξίσωση m n+ = 2
2 1  παίρνουµε n

m
−

=
2
1

2
. Έτσι η εξίσωση ( )2  γίνεται 

n n
n

   − +
+ =   

   

2
2 2

21 1

2 2
 που είναι η εξίσωση ( )1 .  

Ο Πρόκλος επίσης στα σχόλιά του κάνει µία ενδιαφέρουσα αναφορά στον 
Πλάτωνα, στην «Πολιτεία» 546C και περιγράφει τρόπους µε τους οποίους µπορούµε 
να βρούµε Πυθαγόρειες τριάδες αριθµών. Αναφέρει δύο µεθόδους, µία του Πυθαγόρα 
και µία του Πλάτωνα. Οι Πυθαγόρειοι λοιπόν µας κληροδότησαν τη σχέση 

( ) n n
n

   − +
+ =   

   

2 2
2 2

2
2 1 1

2 2
 που αποδίδεται προσωπικά στον Πυθαγόρα ενώ ο δε 
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µυηµένος στην Πυθαγόρεια φιλοσοφία, Πλάτωνας, µας παρέδωσε τη σχέση 

m m
m

   
+ − = +   

   

2 2
2 2

2
1 1

4 4
 (Νεγρεπόντης, 2005).  

 
 
2.6 Πυθαγόρειο Θεώρηµα – Άρρητοι αριθµοί 
 

Αλλά το σηµαντικότερο µε αυτές τις ανακαλύψεις ήταν ότι ωχριούν σε 
σύγκριση µε δύο γεγονότα που είχαν βαθιές επιπτώσεις στη µελλοντική εξέλιξη των 
µαθηµατικών, την απόδειξη του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος, και την ανακάλυψη ενός 
νέου είδους αριθµού που δεν µπορεί να γραφτεί ως αναλογία δύο ακέραιων αριθµών, 
του άρρητου αριθµού. Ούτε η απόδειξη ούτε οι λεπτοµέρειες της ανακάλυψης δεν 
έχουν επιζήσει, έτσι το µόνο που µπορούµε να κάνουµε είναι να στηριχτούµε στις 
γραφές από τους µετέπειτα συγγραφείς και να προσθέσουµε τα δικά µας σχόλια 
(Νεγρεπόντης, 2005).  

 Όταν ο Ευκλείδης έγραψε τα στοιχεία του γύρω στο 300 π.Χ., έδωσε δύο 
αποδείξεις του Πυθαγορείου Θεωρήµατος, η µία είναι η πρόταση 47 του βιβλίου Ι 
των Στοιχείων, που στηρίζεται εξ’ ολοκλήρου σε σχέσεις εµβαδών που είναι αρκετά 
περίπλοκες. Η  άλλη είναι η πρόταση 31 του βιβλίου VI, που βασίζεται στην έννοια 
της αναλογίας και είναι πολύ απλούστερη (Νεγρεπόντης, 2005).  
 
Πρόταση Ι.47 
«Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο που αναγράφεται από την πλευρά που 
είναι απέναντι από την ορθή γωνία, είναι ίσο προς τα τετράγωνα που 
αναγράφονται από τις δύο άλλες πλευρές του τριγώνου.»  
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Ισχυρισµός  
Έστω τρίγωνο ABC  µε ορθή τη ˆBCA . 
Ισχυρίζοµαι ότι το τετράγωνο πλευράς AB  είναι ίσο µε (το άθροισµα) τα τετράγωνα 
πλευρών BC  και CA .  
 
Κατασκευή  
Γράφουµε τετράγωνο πλευράς AB , έστω ABDE , και στις BC , CA  τα BCHK  και 
ACGF . Φέρουµε από το A  παράλληλη στις AE , BD , έστω τµήµα CL . Φέρουµε 
επίσης τις CE  και BF .  
 
Απόδειξη 
Αφού οι γωνίες ACB  και ACG  είναι ορθές, οι BC  και CG  είναι εφεξής µε άθροισµα 
γωνιών δύο ορθές. Άρα οι BC , CG  βρίσκονται έπ’ ευθείας. Για τον ίδιο λόγο 
βρίσκονται έπ’ ευθείας και οι AC , CH . Ακόµα, οι ˆEAB  και ˆFAC  είναι ίσες ως ορθές. 
Άρα, προστιθέµενη και στις δύο, η ˆCAB  δίνει ότι η ˆEAC  είναι ίση µε την ˆFAB . Επίσης 
η EA  είναι ίση µε την AB  και η FA  µε την AC . Άρα το τρίγωνο CAE  είναι ίσο µε το 
FAB . Ακόµα, το AMLE  παραλληλόγραµµο είναι διπλάσιο του ACE  τριγώνου γιατί 
έχουν την ίδια βάση και είναι µεταξύ των ίδιων παραλλήλων AE , CL . Το AFGC  
τετράγωνο είναι διπλάσιο του τριγώνου FAB  γιατί πάλι έχουν την ίδια βάση AF  και 
βρίσκονται µεταξύ των παραλλήλων AF , GB . Αφού διπλάσια ίσων είναι ίσα έπεται 
ότι το AMLE  παραλληλόγραµµο είναι ίσο µε το τετράγωνο AFGC . Όµοια, αν φέρουµε 
τις CD  και AK  δείχνουµε ότι το BMLD  παραλληλόγραµµο είναι ίσο µε το τετράγωνο 
BCHK . Και είναι τότε το ABDE  µε πλευρά την AB  ίσο µε τα ACGF  και BCKH  µε 
πλευρές AC , BC . Άρα το τετράγωνο πλευράς AB  είναι ίσο µε το άθροισµα των 
τετραγώνων µε πλευρές AC , BC .  
 
Συµπέρασµα 
∆ηλαδή στα ορθογώνια τρίγωνα, το τετράγωνο µε πλευρά την υποτείνουσα είναι ίσο 
µε τα τετράγωνα των πλευρών που περιέχουν την ορθή γωνία, όπερ έδει δείξαι.   
 

Όπως αναφέρει ο Πρόκλος (426.6-426.9), η πρόταση Ι.47 ανάγεται στους 
Πυθαγόρειους. «των µεν ιστορείν τα αρχαία βουλωµένων ακούοντας το θεώρηµα 
τούτο εις Πυθαγόραν αναπεµπόντων εστίν ευρείν και βουθύτην λεγόντων αυτόν επί τη 
ευρέσει». Ήταν αυτές αποδείξεις του ίδιου του Πυθαγόρα; Βεβαίως ο ίδιος ο 
Πυθαγόρας δε θα µπορούσε να έχει χρησιµοποιήσει την Ι.47, όπως ισχυρίζεται ο 
Νεγρεπόντης (2005), γιατί πολύ απλά η γεωµετρία δεν ήταν τόσο προηγµένη στα 
χρόνια του. Μπορεί να είχε χρησιµοποιήσει την VI.31, αλλά σε αυτή την περίπτωση, 
η απόδειξή του ήταν ανεπαρκής, επειδή η πλήρης θεωρία των αναλογιών 
αναπτύχθηκε από τον Εύδοξο, ο οποίος έζησε σχεδόν δύο αιώνες µετά από τον 
Πυθαγόρα.  

Η απόδειξη που συναντάει κανείς στα Στοιχεία του Ευκλείδη φαίνεται πως 
είναι αρκετά διαφορετική από την αρχική. Σύµφωνα µε τα σχόλια του Πρόκλου, η 
απόδειξη αυτή είναι εναργέστερη. Ο Νεγρεπόντης (2005) ισχυρίζεται πως στην 
παραπάνω απόδειξη υπάρχει ένα κενό. Για να δικαιολογηθεί το γεγονός πως το 
τετράγωνο ABDE  είναι ίσο µε το άθροισµα των ACGF  και BCKH  πρέπει να είναι 
γνωστή η πρόταση ΙΙ.2. Αυτή είναι µία ένδειξη πως το Πυθαγόρειο Θεώρηµα πρέπει 
να βρίσκεται στο δεύτερο βιβλίο. Κι αυτό γιατί οι οχτώ πρώτες προτάσεις του 
δευτέρου βιβλίου σχετίζονται µε το γνώµονα, χωρίς όµως να χρησιµοποιείται 
πουθενά το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, ενώ χρησιµοποιείται στις προτάσεις ΙΙ.9 – ΙΙ.14. 
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Είναι λοιπόν πολύ πιθανόν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα να βρίσκεται µεταξύ της 
πρότασης ΙΙ.8 και ΙΙ.9. Η υποψία αυτή γίνεται ακόµα πιο ισχυρή αφού το Θεώρηµα 
µπορεί να αποδειχθεί βάσει των προτάσεων ΙΙ.7 και ΙΙ.8. Επίσης το αντίστροφο του 
Πυθαγορείου Θεωρήµατος υπάρχει σε πολύ καλύτερη µορφή στις προτάσεις ΙΙ.12 και 
ΙΙ.13 (η γενίκευση του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος.). Όλα λοιπόν τείνουν προς ένα 
στόχο, την παραβολή χωρίων.    

Απ’ την άλλη πλευρά, υπάρχει κάποιος λόγος να θεωρηθεί ότι ο Πυθαγόρας 
απέδειξε πρώτα την ειδική περίπτωση ενός ορθογώνιου ισοσκελούς τριγώνου, 
δηλαδή ένα τρίγωνο 45-90-45 µοιρών. Αυτή η απόδειξη ήταν ήδη γνωστή στους 
Ινδούς, και ο Πυθαγόρας µπορεί να το είχε ακούσει κατά τη διάρκεια των ταξιδιών 
του γύρω από τη Μεσόγειο. Μπορούµε άλλωστε να την ανασύρουµε και από τον 
«Μένων» στον Πλάτωνα, όπου ο Σωκράτης βοηθάει ένα δούλο να θυµηθεί τη γνώση 
του. Η απόδειξη είναι αρκετά απλή. Σε τετράγωνο ABCD ενώνουµε τα µέσα των 
διαδοχικών καθώς επίσης και των απέναντι πλευρών. Το εσωτερικό τετράγωνο 
KLMN τεµαχίζεται σε τέσσερα ισοδύναµα τρίγωνα 45-45-90-µοιρών. Οποιαδήποτε 
δύο από αυτά έχουν µια συνδυασµένη περιοχή ίση µε αυτήν ενός τετραγώνου  
πλευράς MC ή NC του τριγώνου MCN, έτσι το συνολικό εµβαδόν του τετραγώνου 
KLMN είναι ίσο µε το εµβαδόν των τετραγώνων που δηµιουργούνται στις δύο 
πλευρές. Η άποψη αυτή υποστηρίζεται και από τον Bretschneider (Heath, 1956). 

 Απέδειξε όµως ο Πυθαγόρας τη γενική περίπτωση; ∆εν έχουµε κανένα άµεσο 
στοιχείο, αλλά είναι δύσκολο να θεωρηθεί ότι, καταδεικνύοντας την ειδική 
περίπτωση, δεν έχει προχωρήσει να καθιερώσει το γενικό θεώρηµα επίσης. Η 
παράδοση αποδίδει σε αυτόν µια απόδειξη που ήταν γνωστή ήδη στους Κινέζους. Με 
την κλίση του εσωτερικού τετραγώνου από τη θέση των 45 µοιρών, παίρνουµε το 
διαµορφωµένο σχήµα που παρουσιάζεται παρακάτω 

 
 

 
 

 
Το αρχικό τετράγωνο τεµαχίζεται τώρα σε ένα εσωτερικό τετράγωνο και τέσσερα 
ισοδύναµα ορθογώνια τρίγωνα.. Με την εκ νέου ανακατανοµή από τα ορθογώνια 
τρίγωνα στο σχήµα, βλέπουµε ότι η υπολειπόµενη περιοχή είναι το άθροισµα των 
εµβαδών των άλλων δύο τετραγώνων, δηλαδή τα τετράγωνα που γίνονται µε πλευρές 
αυτές των ορθογωνίων τριγώνων.  

∆ε θα µάθουµε ποτέ εάν αυτή ήταν η απόδειξη του Πυθαγόρα που είχε 
χρησιµοποιήσει πραγµατικά. Ο βαθµός στον οποίον οι µελετητές είναι αβέβαιοι ως 
προς το είδος της απόδειξής που ο Πυθαγόρας είχε χρησιµοποιήσει προσεγγίζεται 
από διαφορετικές απόψεις. Ο Maor (2007) αναφέρει ότι σύµφωνα µε τον Eves «είναι 
γενικά αποδεκτό ότι πιθανώς ήταν ένας τύπος γενικής απόδειξης». Ο Heath (1956, 
σελ.355), από την άλλη µεριά, είναι της άποψης ότι «είναι δύσκολο να υποτεθεί ότι ο 
Πυθαγόρας χρησιµοποίησε µια γενική απόδειξη αυτού του είδους». Ο Heath 
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εντούτοις δεν αποκλείει τη δυνατότητα ότι ο Πυθαγόρας χρησιµοποίησε µια τέτοια 
απόδειξη στην περίπτωση των τριγώνων µε ρητά µήκη πλευρών. Σε κάθε περίπτωση, 
η απόδειξη ανακοίνωσε µια θεµελιώδη αλλαγή στον τρόπο που σκεφτόµαστε για τα 
µαθηµατικά. ∆ε θα µπορούσε πλέον κάποιος που απλά ανακαλύπτει µια νέα σχέση 
µεταξύ µαθηµατικών αντικειµένων να µην την αποδείξει µε κάποια λογικά και 
συνεπή επιχειρήµατα. Αυτή η αλλαγή χαρακτήρισε τη µετάβαση από την εµπειρική 
φύση των προ-ελληνικών µαθηµατικών στη παραγωγική αξιωµατική θεµελίωση που 
επικρατεί µέχρι και σήµερα.  

Το ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο οδήγησε τους Πυθαγορείους στο 
ακόλουθο πρόβληµα: λαµβάνοντας υπόψη ένα τετράγωνο ABCD πλευράς ίσης µε µια 
µονάδα, βρείτε το µήκος της διαγωνίου του AD. 

 
Υποθέτοντας αυτό το µήκος ως d  και χρησιµοποιώντας το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, 
έχουµε d = + =

2
2 2
1 1 2 , έτσι (σε σύγχρονες σηµειώσεις) d = 2 . Αλλά τι είδους 

αριθµός είναι ο 2 ; Μια απλή γεωµετρική κατασκευή, που χρησιµοποιεί κανόνα και 
διαβήτη δείχνει ότι η τιµή 2  είναι κάπου µεταξύ του 1 και του 2, έτσι αυτό πρέπει 
να είναι ένα µέρος – µια αναλογία δύο ακέραιων αριθµών.  
 

 
 

Ανεξάρτητα από το πόσο σκληρά οι Πυθαγόρειοι προσπάθησαν να βρουν 
αυτήν την αναλογία, απέτυχαν. Πολλές αναλογίες ήρθαν κοντά, αλλά καµία δεν ήταν 
ακριβώς ίση µε 2 . Εξ’ ου και το όνοµα άρρητος, σηµαίνοντας «όχι ρητός» (υπό τη 
µαθηµατική έννοια). Σηµειώστε, εντούτοις, τη διπλή έννοια της λέξης: σηµαίνει 
επίσης «µη κυβερνηµένος από το λόγο» που δείχνει ακριβώς πώς αντέδρασαν οι 
Έλληνες όταν ανακάλυψαν ότι ο 2  δεν είναι µια αναλογία ακέραιων αριθµών.  

Οι ακριβείς περιστάσεις αυτής της ανακάλυψης, όπως όλες οι άλλες που 
έγιναν από τους Πυθαγόρειους, περιπλέκονται από µυστήριο. ∆εν ξέρουµε εάν ήταν ο  
Πυθαγόρας ο ίδιος ή ένας από τους µαθητές του που πρέπει να πάρουν την πίστωση, 
ούτε ξέρουµε ποια απόδειξη χρησιµοποίησαν. Σε κάθε περίπτωση, η ανακάλυψη αυτή 
τους προκάλεσε σύγχυση (Νεγρεπόντης, 2005). Υπήρξε µια γεωµετρική ποσότητα – 
η διαγώνιος ενός τετραγώνου – της οποίας το µήκος δεν µπόρεσε να εκφραστεί ως 
αναλογία δύο ακέραιων αριθµών. Αυτό αµέσως κατέστρεψε την πίστη τους στην 
υπεροχή των ρητών αριθµών, και είχε βαθύ αντίκτυπο. Μην ξέροντας πώς να 
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εξετάσουν αυτό το νέο είδος µεγέθους, οι Πυθαγόρειοι αρνήθηκαν να το θεωρήσουν 
ως αριθµό, στην πραγµατικότητα αντιµετώπισαν τη διαγώνιο ενός τετραγώνου ως µη 
µετρήσιµη ποσότητα. Κατά συνέπεια δηµιουργήθηκε ένα χάσµα µεταξύ της 
γεωµετρίας και της αριθµητικής και κατ' επέκταση µεταξύ της γεωµετρίας και της 
άλγεβρας. Αυτή η ρωγµή θα ενέµενε για τα επόµενα δύο χιλιάδες χρόνια και θα 
γινόταν ένα σηµαντικό εµπόδιο στην περαιτέρω ανάπτυξη των µαθηµατικών. Ήταν 
µόλις τον δέκατο έβδοµο αιώνα, όπου µε την εφεύρεση της αναλυτικής γεωµετρίας 
από τον Καρτέσιο, το χάσµα τελικώς γεφυρώθηκε.  

Σύµφωνα µε το µύθο, οι Πυθαγόρειοι ταρακουνήθηκαν τόσο πολύ από την 
ανακάλυψη ότι ο 2  είναι άρρητος που ορκίστηκαν να το κρατήσουν ως ένα 
φρουρούµενο µυστικό επειδή φοβήθηκαν ότι ίσως είχε τη δύναµη να φέρει δυσµενή 
αποτελέσµατα στο λαό. Αλλά ένας από αυτούς, ο Ίππασος, αποφάσισε να 
αποκαλύψει την ανακάλυψη στον κόσµο. Εξοργισµένοι από αυτήν την παραβίαση 
της πίστης, οι σύντροφοί του τον πέταξαν από µια βάρκα ενώ αυτή έπλεε, και το 
σώµα του από αυτήν την ηµέρα ξεκουράζεται στο κατώτατο σηµείο της Μεσογείου 
(Νεγρεπόντης, 2005). 

Η Πυθαγόρεια κληρονοµιά διήρκεσε για τα καλά πάνω από δύο χιλιάδες 
χρόνια, και σε µερικούς ο βαθµός επιρροής της συνεχίζεται ακόµα και σήµερα. Η 
Πυθαγόρεια αντίληψη µε το συµβολισµό των αριθµών και το µυστικισµό των 
αριθµών επηρέασε αµέτρητους συγγραφείς, καλλιτέχνες και φιλόσοφους. Οι σχέσεις 
µεταξύ των µαθηµατικών και της µουσικής, που πρώτα ανακαλύφθηκαν από τον  
Πυθαγόρα, είχαν τον αντίκτυπο τους στην Αναγέννηση στην Ευρώπη, όπου οι 
καθεδρικοί ναοί ήταν σχεδιασµένοι σύµφωνα µε τις µουσικές αναλογίες 2:1, 3:2, και 
4:3. Μία απεικόνιση από ένα βιβλίο που δηµοσιεύτηκε το 1617 παρουσιάζει το χέρι 
του Θεού που συντονίζει ένα γιγάντιο µονόχορδο, ένα σχοινί που τεντώνεται κατά 
µήκος ενός πίνακα που ηχεί, επάνω στο οποίο οι πλανητικές τροχιές επιβάλλονται 
πέρα από τα διαστήµατα της µουσικής κλίµακας. Η φράση «η µουσική των σφαιρών» 
έγινε µια έµπνευση για πολλούς επιστήµονες της Αναγέννησης. Ένας από τους 
τελευταίους Πυθαγορείους ήταν ο αστρονόµος Johannes Kepler (1570-1631). Ένας 
επιστήµονας της υψηλότερης βαθµίδας και αδιάλλακτος αποκρυφιστής, ο Kepler 
ξόδεψε – µερικοί θα έλεγαν ότι έχασε – τα καλύτερα τριάντα χρόνια της ζωής του 
επιδιώκοντας να ανακαλύψει τους νόµους της κίνησης των πλανητών της µουσικής 
αρµονίας. Ο Kepler πίστεψε ότι κάθε πλανήτης παίζει έναν ορισµένο τόνο σύµφωνα 
µε την απόστασή του από τον ήλιο, όσο κοντινότερος είναι ο  πλανήτης στον ήλιο, 
τόσο υψηλότερες οι νότες του. Ακόµα, ο Kepler ήταν εκείνος που στηρίχτηκε στις 
παλιές ελληνικές κυκλικές τροχιές, αντικαθιστώντας τις από τις ελλειπτικές και µε 
αυτόν τον τρόπο έθεσε την αστρονοµία στη σύγχρονη σειρά µαθηµάτων.  

Τα φαντάσµατα της Πυθαγόρειας φιλοσοφίας χρονοτριβούν ακόµη και 
σήµερα. Αµέσως µετά τη δεσποτική διατύπωση του Einstein της γενικής θεωρίας της 
σχετικότητας, η ιδέα ότι η απλότητα και η συµµετρία διαδραµατίζουν έναν ρόλο 
στους νόµους της φύσης κέρδισε έδαφος για ακόµα µια φορά. Ο φυσικός Paul Α.Μ. 
Dirac (1902-1984) στο άρθρο του “The Evolution of the Physicist’s Picture of 
Nature,”Scientific American (1963) έβαλε τον δικό του τόνο µε τη διάσηµη παροιµία, 
«είναι σηµαντικότερο να υπάρχει οµορφιά στις εξισώσεις κάποιου απ' το να είναι 
ταιριαστή στο πείραµα». Αυτή τη στιγµή, διάφοροι διακεκριµένοι θεωρητικοί 
αφιερώνουν τις σταδιοδροµίες τους σε ένα εσωτερικό θέµα αποκαλούµενο θεωρία 
χορδών, η οποία ισχυρίζεται να εξηγήσει τα πάντα στον κόσµο - από το µεγάλο 
κτύπηµα (Big Bang) µέχρι τις εσωτερικές ενέργειες των υποατοµικών µορίων - µε 
όρους των χορδών που δονούνται µέσα στον ενδεκαδιάστατο χώρο. ∆ονούµενες 
χορδές; Ο Πυθαγόρας θα ήταν ευχαριστηµένος. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ III 
 

 
Θεωρητική Πλαισίωση  

της 
Ενσωµάτωσης 

 

  

«Τα προβλήµατα της µάθησης  
είναι προβλήµατα της ψυχολογίας  

και για να βελτιώσουµε  
τις µεθόδους διδασκαλίας των µαθηµατικών 

 πρέπει να µάθουµε πολύ περισσότερα πράγµατα 
 για το πώς µαθαίνονται τα µαθηµατικά.» 

                  

 Skemp 
 
 
 
3.1 Εισαγωγή  
 

Η γνωσιακή επιστήµη στέκεται στο σταυροδρόµι όπου συναντώνται οι 
φυσικές και οι ανθρώπινες επιστήµες. Το ένα της πρόσωπο είναι να γυρίσει προς την 
ανθρώπινη φύση και να εξετάσει τη συµπεριφορά των γνωστικών λειτουργιών. Το 
άλλο είναι να στραφεί προς τον ανθρώπινο κόσµο και ν’ αντιµετωπίσει τη γνώση ως 
εµπειρία (Varela, Thompson & Rosch, 1999, σελ.13). Στην καθηµερινή µας εµπειρία 
άλλωστε είναι συχνά βασισµένη και η µαθηµατική γνώση (Lakoff & Nunez, 2000, 
σελ.29).   
 Έχουν αναπτυχθεί πολλές απόψεις που εστιάζουν στην κοινωνική φύση της 
γνώσης και  χαρακτηρίζονται ως «ενταγµένες σε πλαίσιο» (situated) (Nunez, Edwards 
& Matos,1999). Αυτές εξετάζουν τις διαδικασίες αλληλεπίδρασης ως βασικές και 
εξηγούν τις µεµονωµένες γνωστικές λειτουργίες σε σχέση µε τη συνεισφορά τους στα 
αλληλεπιδραστικά συστήµατα (Greeno, 1997). Οι Lave & Wegner (1991, σελ.33) 
επισηµαίνουν ότι ο µεσολαβητής, η δραστηριότητα και ο κόσµος συγκροτούν 
αµοιβαία ο ένας τον άλλον.  
 Σύµφωνα µε τους Nunez et al.(1999) αυτές οι προσεγγίσεις έχουν δώσει 
πολλά σηµαντικά αποτελέσµατα και έχουν βοηθήσει στο να προχωρήσει η ανάλυση 
της µάθησης πέρα από µια στενή εστίαση στις µεµονωµένες και «εσωτερικές» 
γνωστικές διαδικασίες. Μία προσέγγιση της γνωσιακής επιστήµης που αναπτύχθηκε 
τα τελευταία χρόνια υποστηρίζει ότι η γνώση είναι πλήρως αναπαραστασιακή 
(Varela et al., σελ. 9). Πίσω από αυτήν την αντίληψη βρίσκονται τρεις υποθέσεις. 
Ότι: 

• Κατοικούµε σε έναν κόσµο µε ιδιαίτερα χαρακτηριστικά όπως 
µήκος, χρώµα, κίνηση, ήχος κ.ο.κ.  
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• Συλλέγουµε ή ανακαλύπτουµε τα χαρακτηριστικά δίνοντάς τους 
κάποιες αναπαραστάσεις µε µια εσωτερική διεργασία.  

• Υπάρχει ένα ιδιαίτερο υποκειµενικό «εµείς» που δηµιουργεί όλα 
αυτά.  

Αυτές οι τρεις υποθέσεις ισοδυναµούν µε µία ισχυρή (και συχνά σιωπηρή) δήλωση 
για το πώς αντιλαµβανόµαστε τον τρόπο που έχει δηµιουργηθεί ο κόσµος, τι είµαστε 
εµείς και πώς εµείς θα κατανοήσουµε τον κόσµο αυτόν. 
 Ποια είναι η επίδραση του περιβάλλοντος και της βιολογικής δοµής του 
σώµατος γενικά, και του εγκεφάλου ειδικά, στη µαθηµατική γνώση? Με το θέµα 
αυτό ασχολούνται ερευνητές από διαφορετικούς επιστηµονικούς χώρους, όπως είναι 
ο χώρος της γνωστικής ψυχολογίας και γενικότερα της γνωσιακής επιστήµης, της 
νευροφυσιολογίας, της γλωσσολογίας, των µαθηµατικών και ειδικότερα της 
διδακτικής των µαθηµατικών κ.α.    

Πριν αναφερθούµε λοιπόν στα ενσώµατα µαθηµατικά (embodied 
mathematics) οφείλουµε να µιλήσουµε για τη φιλοσοφική και θεωρητική υπόθεση 
που βρίσκεται πίσω από αυτά.  
 
 
3.2 Γνωσιακή επιστήµη (cognitive science) και ενσωµάτωση (embodiment). 
  

Η ψυχολογία είναι µια εµπειρική επιστήµη που χρησιµοποιεί την παρατήρηση 
και κυρίως το πείραµα, για να αναπτύξει θεωρίες για τη συµπεριφορά και τις νοητικές 
διεργασίες, κυρίως του ανθρώπου. Η ψυχολογία αρχίζει ως µία µελέτη της 
συνειδητής εµπειρίας µέσω της πειραµατικής µεθόδου της ενδοσκόπησης 
(Βοσνιάδου, 2002). Πολλοί ήταν αυτοί που προσπάθησαν να βγάλουν µαθηµατικά 
συµπεράσµατα µέσω αυτής. Οι Lakoff και Nunez (2000, εισαγωγή, σελ.xiii) λένε πως 
«µια τόσο πολύτιµη µέθοδος όπως µπορεί να είναι αυτή, µπορεί στην καλύτερη 
περίπτωση να µας περιγράψει µερικώς και όχι πλήρως µια ιστορία.» 

Όπως αναφέρει η Βοσνιάδου (2005), ο Bruner και οι συνεργάτες, όταν 
δηµοσίευσαν το βιβλίο µε τίτλο A Study of Thinking (1956), παρουσίασαν τα 
αποτελέσµατα των ερευνών τους σχετικά µε τις στρατηγικές διαδικασίες 
επεξεργασίας πληροφοριών που ακολουθούν τα άτοµα. Το µοντέλο αυτό ανέπτυξε κι 
ο Broadbent (1958), στο οποίο οι πληροφορίες που έρχονται στο γνωστικό σύστηµα 
από τα αισθητήρια όργανα περνούν σε µια βραχύχρονη αποθήκευση όπου και 
φιλτράρονται επιλεκτικά, πριν ενταχθούν σε ένα περιορισµένης χωρητικότητας 
αντιληπτό σύστηµα. Κάπως έτσι, επισηµαίνει η Βοσνιάδου (2005) ότι, ξεκίνησε η 
γνωστική ψυχολογία, υιοθετώντας την άποψη ότι η σκέψη µπορεί να θεωρηθεί ως µία 
λογική διαδικασία πάνω σε συµβολικές αναπαραστάσεις.  

Η γνωστική ψυχολογία, λοιπόν, αναπτύχθηκε κυρίως ως η πειραµατική 
µελέτη των νοητικών διαδικασιών (αντίληψη, προσοχή, µνήµη, σκέψη, γλώσσα, 
µάθηση) που προετοιµάζουν τον άνθρωπο να συµπεριφερθεί µε ένα συγκεκριµένο 
τρόπο. Έτσι, σύµφωνα µε τη Βοσνιάδου (2002) «η βασική θέση της γνωστικής 
ψυχολογίας είναι ότι δεν µπορούµε να εξηγήσουµε την ανθρώπινη συµπεριφορά µόνο 
µε αναφορά σε εξωτερικά ερεθίσµατα αλλά είναι αναγκαίο να υποθέσουµε και τις 
εσωτερικές νοητικές διεργασίες». Η µελέτη των γνωστικών διαδικασιών έχει 
εµπλουτιστεί µέσα στα πλαίσια της γνωσιακής επιστήµης, η οποία βασίζεται στην 
ιδέα  

• Ότι ο νους είναι ένα σύστηµα το οποίο επεξεργάζεται σύµβολα, 
και 

• Ότι είναι δυνατόν να έχουµε µία υπολογιστική θεωρία του νου.   
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Όπως αναφέρει ο Gardner (1985, σελ. 6), στη δεκαετία του 1970 οι ερευνητές 
της παραδοσιακής γνωστικής ψυχολογίας υποστήριζαν ότι για την εξήγηση της 
ανθρώπινης γνωστικής λειτουργίας, ήταν απαραίτητο (και επαρκές) να «προϋποτεθεί 
ένα επίπεδο ανάλυσης εντελώς ξεχωριστό από το βιολογικό ή το νευρολογικό, αφ’ 
ενός, και από το κοινωνιολογικό ή πολιτιστικό, αφ’ ετέρου». Αυτή η σχολή της 
γνωσιακής επιστήµης πρέσβευε τον Καρτεσιανό δυϊσµό ο οποίος υποστηρίζει ότι ο 
νους είναι µια αφηρηµένη οντότητα, ξεχωριστή από το σώµα και υπερέχουσα του 
σώµατος. Ο συλλογισµός (συµπεριλαµβανοµένης της µαθηµατικής σκέψης) είναι 
επίσης ασώµατος, άχρονος, και καθολικός. Οι έννοιες, που είναι τα προϊόντα του 
συλλογισµού, είναι κι αυτές αφηρηµένες και δεν περιορίζονται από τις φυσικές ή 
σωµατικές πραγµατικότητες. Η Βοσνιάδου (2005) λέει ότι αυτή η άποψη της 
γνωστικής λειτουργίας κατέστη κυρίαρχη στις απαρχές της γνωστικής ψυχολογίας 
(Sanford, 1985; Eysenk & Keane, 1992). Υπό τη συγκεκριµένη άποψη κάποιος θα 
υποστήριζε, λόγου χάρη, ότι το Πυθαγόρειο Θεώρηµα είναι αληθές και έγκυρο σε 
οποιοδήποτε σύµπαν, ανεξάρτητα από την ύπαρξη των ανθρώπινων όντων.  

Οι Nunez et al. (1999) τονίζουν ότι τη δεκαετία του 1980 εµφανίστηκε µέσα 
στη γνωσιακή επιστήµη ένα πλήθος εναλλακτικών απόψεων, που προέρχονταν από 
διαφορετικές επιστήµες. Το πρόσφατο θεωρητικό πλαίσιο της γνωστικής ψυχολογίας 
και της γνωσιακής επιστήµης είναι το αποτέλεσµα µιας σειράς σηµαντικών 
ανακαλύψεων σε πολλούς επιστηµονικούς τοµείς, όπως νευροεπιστήµες,  
γλωσσολογία, µαθηµατικά, φιλοσοφία, πληροφορική κ.α. Όλες αυτές οι επιστήµες 
είχαν την κοινή δέσµευση να διερευνήσουν τη γνωστική λειτουργία ως ένα φυσικό 
ενσώµατο φαινόµενο το οποίο πραγµατοποιείται µέσα από µια διαδικασία που 
εµπλέκει τον οργανισµό..  

Πλέον, σύµφωνα µε το Nunez (2000), η γνωσιακή επιστήµη έχει αρνηθεί ρητά 
τη διάσπαση µυαλού-σώµατος (δυϊσµός). Θεωρεί ότι για τις ενσώµατες 
προσανατολισµένες προσεγγίσεις οποιαδήποτε θεωρία του µυαλού πρέπει να λάβει 
υπόψη τις ιδιαιτερότητες των εγκεφάλων, τους οργανισµούς, και το περιβάλλον στο 
οποίο υπάρχουν. Με τη βοήθεια λοιπόν της νευρολογίας και µιας αληθινά εµπειρικής 
γνωστικής γλωσσολογίας, η γνωσιακή επιστήµη έχει ξεπεράσει τις a priori 
φιλοσοφικές αρχές της. Μια νέα κατανόηση του µυαλού έχει προκύψει, εµπειρικά 
βασισµένη και απελευθερωµένη από τα ιστορικά και φιλοσοφικά κατάλοιπα. Έτσι 
λοιπόν, κατά τη νέα άποψη, η σκέψη είναι κατά ένα µεγάλο µέρος ασυνείδητη, 
ενσώµατη και µεταφορική, όπου οι ιδιαίτερες δοµές των εννοιών απεικονίζουν τις 
ιδιαιτερότητες των οργανισµών µας, της διαπροσωπικής ζωής µας και των εµπειριών 
µας.  

Οι Johnson & Rohrer (2006) αναφέρουν ότι στη σύγχρονη γνωσιακή επιστήµη 
ο όρος “ενσωµάτωση” (embodiment) χρησιµοποιείται µε πλήθος διαφορετικών 
τρόπων. Αυτές οι ποικίλες χρήσεις αντανακλούν, κατά περιόδους, θεµελιώδεις 
θεωρητικές διαφορές. Η σηµασία της ενσωµάτωσης στη γνώση εκτιµάται τώρα 
ευρέως από τους γνωστικούς επιστήµονες, όµως ακόµα γίνεται ιδιαίτερη συζήτηση 
ως προς το τι ο όρος «ενσωµάτωση» σηµαίνει πραγµατικά (Rohrer 2001a; Ziemke 
2003; Anderson 2003).  

Οι Lakoff & Nunez (2000) λένε ότι, για µερικούς η “ενσωµάτωση” 
αναφέρεται στις φαινοµενολογικές απόψεις της ανθρώπινης σωµατικής εµπειρίας 
(Merleau - Ponty, 1945, DiSessa, 1983) και τις προκύπτουσες ψυχολογικές 
εκδηλώσεις (Rosch, 1994). Ορισµένοι τονίζουν τις ασυνείδητες απόψεις της 
σωµατικής εµπειρίας που αποτελούν τη βάση της γνωστικής δραστηριότητας και της 
γλωσσικής έκφρασης (Johnson, 1987, Lakoff, 1987). Άλλοι δίνουν έµφαση στο 
βιολογικό-δοµικό συµπροσδιορισµό, που υφίσταται µεταξύ των οργανισµών και του 
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µέσου στο οποίο αυτοί υπάρχουν, από τον οποίο προκύπτει η γνωστική λειτουργία ως 
ενεργητική (enactive) διαδικασία (Maturana & Varela, 1987).  

Όλοι αυτοί οι µελετητές έχουν κοινή εστίαση στη στενή σχέση µεταξύ της 
γνωστικής λειτουργίας του νου και της ζώσης σωµατικής εµπειρίας στον κόσµο. 
∆ηλαδή, στους τρόπους µε τους οποίους η συµπεριφορά προκύπτει από τη φυσική 
εµπειρία σε βιολογικά συστήµατα. Η ενσωµάτωση παρέχει βαθιά κατανόηση του τι 
είναι οι ανθρώπινες ιδέες, και πώς είναι οργανωµένες σε µεγάλα (κυρίως ασυνείδητα) 
εννοιολογικά συστήµατα θεµελιωµένα στη φυσική, βιωµένη πραγµατικότητα. (Nunez 
et al., 1999). 

 Αυτό λοιπόν που κάνει η γνωσιακή επιστήµη είναι να µελετά τον τρόπο που 
οι άνθρωποι αντιλαµβάνονται και καταλαβαίνουν τα µαθηµατικά, τον τρόπο που 
αναπαριστούν τα µαθηµατικά στο µυαλό τους, τον τρόπο που µπορούν να τα µάθουν, 
τον τρόπο που συµβαίνουν νέες ανακαλύψεις. Η γνωσιακή επιστήµη είναι αυτή που 
στοχεύει στο να ξεκαθαρίσει πώς είναι δυνατόν να σκεφτόµαστε µε ένα µη-
σχηµατικό τρόπο.  

 
 
3.3 Η γνωσιακή επιστήµη στη µελέτη εκµάθησης των µαθηµατικών.  
 

Οι Varela et al. (1999) λένε ότι, σε µία προσπάθεια ν’ αναζητηθεί η 
προέλευση και η φύση της µαθηµατικής γνώσης αναπτύχθηκε, στα πλαίσια της 
γνωσιακής επιστήµης, η θεωρία της ενσώµατης γνώσης (embodied cognition). 
Σύµφωνα µε την ενσώµατη γνώση, οι ανθρώπινες έννοιες και η ανθρώπινη λογική 
δοµούνται σύµφωνα µε τη φύση του σώµατος, του µυαλού και του τρόπου 
λειτουργίας µέσα στον κόσµο. Στις παραπάνω έννοιες συµπεριλαµβάνονται και οι 
µαθηµατικές έννοιες και η µαθηµατική λογική. Επέκταση της ενσώµατης γνώσης 
µπορούν να θεωρηθούν τα ενσώµατα µαθηµατικά (embodied mathematics).    

Για να προσεγγιστεί η θεωρία των ενσώµατων µαθηµατικών µέσα από την 
οπτική της γνωσιακής επιστήµης πρέπει να βρεθούν: 

• Ποιες είναι οι µαθηµατικές ιδέες που σχετίζονται µε τη γνωστική 
ψυχολογία,  

• Ποια γνωστική διαδικασία χρησιµοποιούν τα µαθηµατικά,  
• Ποιες είναι οι µαθηµατικές ιδέες που µπορούµε να αντλήσουµε 

από την εµπειρία µας, όπως επίσης και  
• Ποιος είναι εκείνος ο γνωστικός µηχανισµός που ενισχύει την 

ικανότητα να παράγουµε νέες µαθηµατικές ιδέες.  
Κι αυτό, γιατί όπως αναφέρουν οι Lakoff & Nunez (2000) τα ανθρώπινα 

µαθηµατικά (το µόνο είδος των µαθηµατικών που γνωρίζουν οι άνθρωποι) δεν 
µπορούν να είναι υποσύνολα µιας αφηρηµένης, υπερβατικής µαθηµατικής ιδέας. Άντ’ 
αυτού, φαίνεται ότι τα µαθηµατικά, όπως τα ξέρουµε, αναδύονται από τη φύση των 
εγκεφάλων µας και από τη σωµατική µας εµπειρία. Η µαθηµατική επιστήµη επίσης 
είναι κατά κάποιο τρόπο υπέρτατη και ζωντανή, ενσωµατώνει οτιδήποτε έχουν 
ανακαλύψει και έχουν αποδείξει οι άνθρωποι (σύµφωνα µε τις µαθηµατικές 
αποδείξεις). 
 

«Τα µαθηµατικά έτσι όπως τα γνωρίζουµε είναι τ΄ ανθρώπινα 
µαθηµατικά, το προϊόν του ανθρώπινου µυαλού. Από πού προέρχονται 
τα µαθηµατικά? Από εµάς. Εµείς τα δηµιουργούµε αλλά όχι αυθαίρετα, 
ούτε απλά ιστορικά ως µία τυχαία κοινωνική κατασκευή. Αυτό που 
κάνει τα µαθηµατικά να µην είναι αυθαίρετα είναι ότι χρησιµοποιούν το 
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βασικό εννοιολογικό µηχανισµό του ενσώµατου ανθρώπινου µυαλού 
όπως αυτό έχει εξελιχθεί µέσα στον πραγµατικό κόσµο. Τα µαθηµατικά 
είναι προϊόν των νευρολογικών ικανοτήτων του εγκεφάλου µας, της 
φύσης του σώµατός µας, της εξέλιξής µας, του περιβάλλοντός µας και 
της µακρόχρονης κοινωνικής και πολιτισµικής µας ιστορίας.» (Lakoff & 
Nunez, 2000, σελ.9) 

 
Ο Benett (2008) λέει ότι πολλοί είναι αυτοί που θεωρούν ότι συχνά ο 

εγκέφαλος οπτικοποιείται σαν ένας υπολογιστής και το σώµα ως εργαλείο για κάθε 
χρήση του. Σύµφωνα όµως µε τον Bennett (2008), νέες έρευνες προτείνουν ότι 
πρόκειται για κάτι πιο συνεργάσιµο, ότι δηλαδή σκεφτόµαστε όχι µόνο µε τους 
εγκεφάλους µας αλλά και µε τα σώµατά µας. Αναφέρεται επίσης και στα λόγια του 
Gallagher (διευθυντή του τοµέα της γνωσιακής επιστήµης στο πανεπιστήµιο της 
Φλώριδας), σύµφωνα µε τον οποίον: «Κατά την ενσώµατη άποψη, εάν πρόκειται να 
εξηγήσουµε τη γνώση δεν είναι αρκετό να κοιτάξουµε ακριβώς µέσα στον εγκέφαλο. Σε 
οποιαδήποτε ιδιαίτερη περίπτωση, ότι συµβαίνει µέσα στον εγκέφαλο κατά ένα µεγάλο 
µέρος µπορεί να εξαρτηθεί από το τι συµβαίνει στο σώµα συνολικά, και από το πώς το 
σώµα είναι τοποθετηµένο στο περιβάλλον του.» 

Η θεωρία της ενσώµατης γνώσης προτείνει ότι η πηγή πολλών ιδεών, 
συµπεριλαµβανοµένων και των µαθηµατικών, βρίσκεται στην κοινή φυσική εµπειρία 
των ανθρώπινων όντων. Οι ιδέες αυτές στηρίζονται στους καθηµερινούς γνωστικούς 
και σωµατικούς µηχανισµούς, εποµένως κάνουν τα µαθηµατικά ανθρώπινα, όχι µια 
πλατωνική και υπερβατική οντότητα. Όπως λέει και το ρητό στο University of 
Wisconsin's Laboratory of Embodied Cognition “ago ergo cogito”, δηλαδή «ενεργώ, 
άρα σκέφτοµαι».  

Μια τέτοια θεωρία πρέπει να επισύρει την προσοχή στις πρωταρχικές 
αντιλήψεις και στους µηχανισµούς, που δεν είναι µοναδικοί στη µαθηµατική σκέψη. 
O Pfeifer (διευθυντής του τοµέα τεχνητής νοηµοσύνης στο Πανεπιστήµιο της 
Ζυρίχης) υποστηρίζει ότι «εάν ενδιαφερόµαστε για την κατανόηση της πραγµατικής 
νοηµοσύνης πρέπει να εξετάσουµε το σώµα» (Benett, 2008).  

Ο Nunez (2000) επισηµαίνει ότι µεταξύ των νέων ιδεών που διαποτίζουν τη 
θεωρία των ενσώµατων µαθηµατικών και αλλάζουν την οπτική µας σε σχέση µε την 
κατανόηση των µαθηµατικών, είναι: 

 
• Η ενσωµάτωση του νου (the embodiment of mind). Η 

συγκεκριµένη φύση των οργανισµών µας, των εγκεφάλων µας 
και της καθηµερινής µας λειτουργίας στον κόσµο κτίζουν τις 
ανθρώπινες έννοιες και τον ανθρώπινο λόγο. Συνεπώς και τις 
µαθηµατικές έννοιες και τη µαθηµατική λογική. 

• Το γνωστικό ασυνείδητο (the cognitive unconscious). Η 
µαθηµατική σκέψη υπάρχει και λειτουργεί ασυνείδητα, χωρίς να 
έχουµε πρόσβαση στην άµεση ενδοσκόπηση. ∆εν µπορούµε 
δηλαδή µέσω της ενδοσκόπησης να εξετάσουµε άµεσα τα 
εννοιολογικά µας συστήµατα και τις χαµηλού επιπέδου 
γνωστικές διαδικασίες µας. Αυτό περιλαµβάνει περισσότερη 
µαθηµατική σκέψη.  

• Η µεταφορική σκέψη (metaphorical thought). Οι αφηρηµένες 
έννοιες συνήθως γίνονται αντιληπτές µε διακριτούς όρους που 
βασίζονται στο αισθητικό-κινητικό σύστηµα. Ο γνωστικός 
µηχανισµός από τον οποίον η αφηρηµένη έννοια κατανοείται 
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καλύτερα καλείται εννοιολογική µεταφορά. Στα µαθηµατικά 
χρησιµοποιούµε συχνά εννοιολογικές µεταφορές. Για 
παράδειγµα, αντιστοιχούµε τους αριθµούς µε σηµεία πάνω σε 
µια ευθεία.  

 
 
3.4 Ο ρόλος της Γνωσιακής Νευροεπιστήµης (Cognitive Neuroscience). 
 

Η Βοσνιάδου (2005) διαπιστώνει πως τα τελευταία χρόνια, διάφορες 
επαναστάσεις στο χώρο της γνωσιακής επιστήµης (όπως η ανάπτυξη του 
συνδετισµού) και στο χώρο της νευροεπιστήµης (όπως η ανάπτυξη µεθόδων 
απεικόνισης του εγκεφάλου) αλλάζουν τη σύλληψη της σχέσης ανάµεσα στην 
ψυχολογία και τη βιολογία και δηµιουργούν σηµαντικές γέφυρες ανάµεσα στις δύο 
επιστήµες. Μία από αυτές είναι και η γνωσιακή νευροεπιστήµη (Kandel, Schwartz & 
Jessel 1995,1997). Όπως λένε συγκεκριµένα στο βιβλίο τους Essentials of Neural 
Science and Behavior (1995)4, «η γνωσιακή ή γνωστική νευροεπιστήµη, αποτελεί µια 
προσπάθεια να δηµιουργηθεί µια σύγχρονη επιστήµη του νου µε το συγκερασµό της 
γνωστικής ψυχολογίας και της νευροεπιστήµης».  

Ο Κολιάδης (2003) λέει λοιπόν ότι ένας από τους επιµέρους κλάδους της 
γνωσιακής επιστήµης είναι η γνωσιακή νευροεπιστήµη (cognitive neuroscience), η 
οποία προσπαθεί να ερµηνεύσει τις γνωστικές λειτουργίες του ανθρώπου µε βάση τη 
νευροφυσιολογική οργάνωση και λειτουργία του ανθρώπινου εγκεφάλου και του 
νευρικού συστήµατος. Βασίζεται στην αποδοχή της θέσης ότι η κυτταρική 
προσέγγιση δεν είναι από µόνη της επαρκής για την κατανόηση του τρόπου 
λειτουργίας του εγκεφάλου. Αν θέλουµε να κατανοήσουµε σύνθετα συστήµατα 
αντίληψης θα πρέπει να κατανοήσουµε όχι µόνο τις ιδιότητες των κυττάρων αλλά και 
τη συνδεσµολογία τους.  

Η Βοσνιάδου (2005) αναφέρει ότι ο κύριος στόχος της γνωσιακής 
νευροεπιστήµης, σύµφωνα µε τους Kandel et al. (1995/1999), είναι η µελέτη των 
εσωτερικών αναπαραστάσεων των νοητικών γεγονότων. Αναπαραστάσεις οι οποίες 
µπορούν να τροποποιηθούν µε την εµπειρία και οι οποίες µπορούν να µελετηθούν µε 
τη βοήθεια τεχνητών νευρωνικών δικτύων. Τέτοιες αναπαραστάσεις δηµιουργεί το 
άτοµο κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης µιας γνωστικής δραστηριότητας, όπως π.χ. 
όταν καταπιάνεται µε την επίλυση κάποιου προβλήµατος. Έτσι, οι ερευνητές 
ψυχολόγοι αποµακρύνονται από το συµπεριφορικό πρότυπο ερµηνείας των 
ψυχολογικών φαινοµένων. Το ενδιαφέρον τους πλέον στρέφεται στη διερεύνηση των 
εσωτερικών διεργασιών του ατόµου, που διεξάγονται µέσα στον ανθρώπινο νου. 

Η Edwards (1998) αναφέρει πως µέσα από την οπτική των ερευνητών της 
διδακτικής των µαθηµατικών, διαφαίνεται η διάθεση της διασύνδεσης της έννοιας της 
ενσωµάτωσης µε την έννοια της αναπαράστασης. ∆ηλαδή, τη δηµιουργία 
κατάλληλων διδακτικών καταστάσεων που να παρέχουν κατάλληλες αναπαραστάσεις 
που θα λαµβάνουν υπόψη τον τρόπο που ενσωµατώνεται η µαθηµατική έννοια που 
θέλουµε κάθε φορά να µελετήσουµε.  

Η Manno (2006) επισηµαίνει ότι για να µάθουµε καλύτερα το ανθρώπινο 
µυαλό βοηθούµαστε από τη γνωσιακή επιστήµη και τη νευροφυσιολογία. Το 
µεγαλύτερο µέρος της επιφάνειας του εγκεφάλου εθίζεται στη θέα, στην κίνηση, στο 
χωρικό συντονισµό, στη διαπροσωπική αλληλεπίδραση, στη γλώσσα, στη σκέψη. Οι 
ανθρώπινες έννοιες και η γλώσσα δεν είναι αυθαίρετες, αλλά δοµηµένες και 

                                                 
4 Ελληνική µετάφραση µε τίτλο Νευροεπιστήµη και Συµπεριφορά,1997, σελ.338 
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περιορισµένες από τον εγκέφαλο, το σώµα και τον κόσµο. Τα µαθηµατικά λοιπόν 
είναι ένα προϊόν της νευρικής ικανότητας του εγκεφάλου, των οργανισµών µας, της 
εξέλιξής µας, της συµπεριφοράς µας, της πολιτιστικής και κοινωνικής ιστορίας µας. 

Οι Lakoff & Nunez (2000, σελ.4) λένε ότι «οι µόνες µαθηµατικές ιδέες που 
µπορούν να έχουν οι άνθρωποι είναι αυτές που επιτρέπονται να έχουν από τον 
ανθρώπινο εγκέφαλο». Πολύ παλαιότερα βέβαια, ο φιλόσοφος Dewey είχε πει ότι 
«για να δούµε τον οργανισµό µέσα στη φύση, το νευρικό σύστηµα µέσα στον οργανισµό, 
και τον εγκέφαλο µέσα στο νευρικό σύστηµα, ο φλοιός µέσα στον εγκέφαλο είναι η 
απάντηση στα προβλήµατα που στοιχειώνουν τη φιλοσοφία». Η ορθολογιστική 
ικανότητά µας λοιπόν προκύπτει από την ενσώµατη φύση µας. Οι άνθρωποι 
λαµβάνουν τις έννοιες των µαθηµατικών χάρη στο µυαλό, το σώµα και τον εγκέφαλο. 
Και τα τρία αυτά όργανα δηµιουργούν ιδέες που είναι φυσικά δοµηµένες στο νευρικό 
σύστηµα. Αυτή είναι και η φύση των µαθηµατικών που έχουµε στόχο να 
µελετήσουµε.   
 Όπως είδαµε µέσω αυτής της συνοπτικής περιγραφής της σύγχρονης 
επιστηµονικής τάσης και της πορείας που αυτή ακολούθησε προκειµένου να 
καταλήξει εδώ που είναι σήµερα, παύει πια να υφίσταται αυτός ο δυϊσµός του 
ανθρώπου. Πλέον, ο άνθρωπος δε χωρίζεται σε ‘νου’  και ‘σώµα’ , αλλά µελετάται 
ολικά. Η µελέτη τόσο της φυσιολογίας όσο και της ψυχολογίας του ανθρώπου, 
αποσκοπεί στην κατανόηση της σφαιρικής λειτουργικότητάς του. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ IV 
 

 
Η ενσωµάτωση  

και  
η ανάλυση 

των εννοιολογικών δοµών 
 
 

«Ακόµα και οι πιο αφηρηµένοι στόχοι  
θα γίνονταν µη αισθητικοί 

 εάν αποσυνδέονταν  
από το έδαφός τους  

                                                      στην ανθρώπινη ενσωµάτωση.»  
 

Albert Einstein 
 
 
 
4.1 Εισαγωγή  
  

Οι Nunez et al. (1999) υποστηρίζουν ότι η κατανόηση της σκέψης, που 
εµπλέκεται όταν κάνουµε κι όταν µαθαίνουµε µαθηµατικά, αποτελεί σηµαντικό 
στόχο της µαθηµατικής εκπαίδευσης. Τα τελευταία χρόνια έχει γίνει ευρέως 
αποδεκτό ότι η µάθηση και η εφαρµογή των µαθηµατικών δεν είναι καθαρώς 
διανοητικές δραστηριότητες, αποµονωµένες από κοινωνικούς, πολιτιστικούς, και 
γενικού πλαισίου παράγοντες (Lave, 1988; Collins, 1989; Cobb, 1994; Confrey, 
1995). Άντ’ αυτού, έχει αναγνωριστεί ότι η µάθηση και η διδασκαλία 
πραγµατοποιούνται, και πάντα πραγµατοποιούνταν, µέσω της ένταξης σε κοινωνικά 
πλαίσια που όχι µόνο επηρεάζουν, αλλά ουσιαστικά καθορίζουν τα είδη γνώσης και 
εφαρµογής που κατασκευάζονται (Lave & Wenger, 1991; Rogoff, 1990; Walkerdine, 
1982). 

Κι όµως, οι Nunez et al. (1999) θα υποστήρίζαν ότι η φύση της ενταγµένης σε 
πλαίσιο µάθησης και γνωστικής λειτουργίας δεν µπορεί να κατανοηθεί πλήρως µε την 
εξέταση µόνο των παραγόντων γενικού πλαισίου ή των κοινωνικών παραγόντων. Η 
σκέψη και η µάθηση είναι επίσης ένθετες σε βιολογικά και εµπειρικά πλαίσια που 
έχουν διαµορφώσει, µ’ έναν  µη αυθαίρετο τρόπο, τους χαρακτηριστικούς τρόπους 
που κατανοούµε τον κόσµο. Οι Changeux & Connes (1995) αναφέρουν ότι «στον 
ανθρώπινο εγκέφαλο η σκέψη οικοδοµείται ταυτόχρονα µε τον ίδιο τον εγκέφαλο, τις 
συνάψεις των νευρώνων και σε άµεση αλληλεπίδραση µε το περιβάλλον του». 

Τι θα µπορούσε να ειπωθεί για τη φύση της γεωµετρικής σκέψης, η οποία έχει 
άµεση επιρροή στη διδασκαλία των µαθηµατικών; Είναι προϊόν εργασίας του κόσµου 
των πλατωνικών αντικειµένων ή περιλαµβάνεται σε ένα ευρύτερο φάσµα συλλογικών 
ενεργειών;   
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4.2 Η θεωρία των Ενσώµατων Μαθηµατικών 
 
Τα τελευταία χρόνια έχει αναγνωριστεί από την ευρύτερη µαθηµατική 

κοινότητα, τη γνωστική ψυχολογία, τη νευροβιολογία, τη γλωσσολογία και άλλες 
επιστήµες πως η εκµάθηση των µαθηµατικών, όπως επίσης και η πρακτική 
ενασχόληση µε αυτά, έχει απελευθερωθεί από το πλαίσιο της διανοητικής 
δραστηριότητας το οποίο είχε εγκαταλείψει τους κοινωνικούς, πολιτισµικούς και 
εµπλαισιοµένους παράγοντες. Τα στοιχεία της θεωρίας εστιάζουν στο πώς η 
ανθρώπινη γνωστική λειτουργία είναι σωµατικά θεµελιωµένη, “ενσώµατη”  
(embodied) σ’ ένα κοινό βιολογικό και φυσικό πλαίσιο. Εξετάζονται επίσης οι τρόποι 
µε τους οποίους αυτή η ενσωµάτωση βοηθά να καθοριστεί η φύση της µαθηµατικής 
κατανόησης και σκέψης.  

Οι Varela, Thompson και Rosch (1999, σελ.172-173) επισηµαίνουν ότι πρέπει 
να µελετήσουµε τη γνώση ως µία «ενσώµατη δράση» (embodied action). Λέγοντας 
ενσώµατη (embodied) εννοούν ότι η γνώση εξαρτάται από τα είδη της εµπειρίας που 
έχει ένα σώµα µε τις διάφορες αισθησιοκινητικές ικανότητες. Αυτές οι ατοµικές 
αισθησιοκινητικές ικανότητες είναι ενσώµατες σε ένα βιολογικό, φυσικό και 
πολιτισµικό πλαίσιο. Με τον όρο δράση (action) επιθυµούν να τονίσουν ότι οι  
αισθητικές και κινητικές διαδικασίες, δηλαδή η αντίληψη και η δράση είναι 
θεµελιωδώς αδιάσπαστες στην ζώσα γνώση (lived cognition).    

Η θεωρία των ενσώµατων µαθηµατικών προτάθηκε πρόσφατα από τους 
Nunez et al. (1999) και τους Lakoff & Nunez (2000). Ο Lakoff (1987, σελ.364) 
άρχισε να συζητάει για τα ενσώµατα µαθηµατικά πολύ νωρίς. Αυτά εµφανίστηκαν 
όταν αυτός δήλωσε ότι «τα µαθηµατικά βασίζονται σε οικοδοµήµατα µέσα στο 
ανθρώπινο εννοιολογικό σύστηµα, οικοδοµήµατα τα οποία οι άνθρωποι 
αντιλαµβάνονται ως συνηθισµένη εµπειρία.». Αυτό δηλαδή που ουσιαστικά εξετάζουν 
τα ενσώµατα µαθηµατικά είναι πώς µία µαθηµατική γνώση (εννοιολογική) µπορεί να 
γεννηθεί µέσω µιας καθηµερινής εµπειρίας. Εποµένως, τα ανθρώπινα µαθηµατικά 
είναι ενσώµατα, δεν είναι ούτε υποκειµενικά ούτε θέµα απλών κοινωνικών 
συµβάσεων.  

Ένας από τους σκοπούς της θεωρίας προσανατολίζεται στην αντιµετώπιση 
του κύριου προβλήµατος της επιστηµολογίας των µαθηµατικών που αφορά το ζήτηµα 
των πηγών της έγκυρης και καθολικής γνώσης (Σπύρου, 2005). Ένα πρόβληµα που 
ξεκινάει από τον πλατωνισµό και οι Lakoff & Nunez (2000, σελ.348-365) προτείνουν 
την αποµυθοποίησή του, λέγοντας ότι «Τα ανθρώπινα µαθηµατικά είναι ενσώµατα, 
είναι ανεπτυγµένα σύµφωνα µε τη συλλογική εµπειρία του κόσµου…όχι αµιγώς 
υποκειµενικά…Χρησιµοποιούν τις πολύ οριοθετηµένες κι εξαναγκαστικές πηγές της 
ανθρώπινης βιολογίας. ∆ιαµορφώνονται  από τη φύση των εγκεφάλων µας, των 
σωµάτων µας, των εννοιολογικών µας συστηµάτων και από τις ανησυχίες των 
ανθρώπινων κοινωνιών και κουλτουρών».   

Για πάνω από δύο χιλιετίες, οι φιλόσοφοι έβλεπαν συνήθως το µυαλό ως µη- 
ενσώµατο. Το µη-ενσώµατο µυαλό δεν ήταν µια εµπειρική ανακάλυψη, αλλά µάλλον 
ένα φιλοσοφικό δηµιούργηµα, ένα a priori φιλοσοφικό δόγµα που έχει διαµορφώσει 
την κατανόηση για τον εαυτό µας και τον κόσµο µας. Η παλαιά ροµαντική µυθολογία 
των µαθηµατικών ήταν κάπως έτσι: «Τα µαθηµατικά είναι αφηρηµένα, µη-ενσώµατα, 
και ξεπερνούν το ανθρώπινο µυαλό, όµως είναι πραγµατικά. Έχουν έναν αντικειµενικό, 
κυριολεκτικό ανεξάρτητο λόγο ύπαρξης - οποιωνδήποτε όντων - από τα µυαλά. 
Πράγµατι, τα µαθηµατικά κτίζουν τον κόσµο, και χαρακτηρίζουν την ίδια την φύση της 
ορθολογιστικής ικανότητας µέσω της µαθηµατικής λογικής, καθώς επίσης και την ίδια 
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την φύση της ευφυούς σκέψης, µέσω της τεχνητής νοηµοσύνης. (Lakoff & Nunez, 
σελ.339-340)». 

Η θεωρία του λειτουργικού δυϊσµού πιστεύει ότι οι νοητικές λειτουργίες 
πρέπει να κατανοούνται µέσα σε ένα πλαίσιο που δε συνδέει το νου µε υλικές 
διεργασίες. Θα πρέπει να εγκαταλείψουµε το «ειδύλλιο των µαθηµατικών»  που θέλει 
τα µαθηµατικά ανεξάρτητα από το νου (mind-free), ως αιώνιες, άχρονες αλήθειες. 
Από την ενσώµατη πλευρά, η έννοια κάποιων αντικειµενικών µαθηµατικών, 
ανεξάρτητων από την ανθρώπινη κατανόηση δεν έχει πλέον νόηµα. Θα πρέπει επίσης 
να περιγράψουµε τα µαθηµατικά που βασίζονται στο νου από την πλευρά των 
θεµελιωµένων εννοιολογικών συστηµάτων από τα οποία προκύπτουν τα εν λόγω 
µαθηµατικά. Μια τέτοια περιγραφή θα είναι χρήσιµη  για την κατανόηση των 
προβληµάτων στη διδασκαλία και τη µάθηση των µαθηµατικών, όπως επίσης και για 
το σχεδιασµό µιας αποτελεσµατικότερης διδασκαλίας.  

O Lakoff  (2001) λέει ότι ήταν ένας συµπαθητικός µύθος όσο διήρκεσε, αλλά 
κάτι τέτοιο δεν είναι αληθινό. Όταν καταλαβαίνουµε τις µαθηµατικές ιδέες µέσω της 
γνωσιακής επιστήµης, κάθε µέρος του παλαιού «ειδυλλίου» χάνεται. Τα µαθηµατικά 
είναι ενσώµατα, όµως δεν είναι κυριολεκτικά στηριγµένα στην ενσώµατη εµπειρία 
αλλά µεταφορικά. Τα µαθηµατικά δεν είναι το µέτρο του κόσµου ή της 
ορθολογιστικής ικανότητας, αλλά κάτι ακόµα περισσότερο ενδιαφέρον, οµορφότερο, 
προκλητικότερο και ακόµα πιο προσιτό και κατανοητό. 

Η µαθηµατική γνώση δοµείται πλέον σε ενσωµατωµένα πλαίσια. Εστιάζει 
στην κοινωνική φύση της γνώσης, η οποία συντελείται από το ενσώµατο βιολογικό 
και φυσικό πλαίσιο, οδηγώντας µας µε αυτόν τον τρόπο στη δηµιουργία εννοιών και 
αφαιρετικών µαθηµατικών σχέσεων. Η ενσωµάτωση συνεπάγεται µια εκ νέου 
αντίληψη της φύσης της γνωστικής λειτουργίας και των ίδιων των µαθηµατικών, µε 
αντίστοιχες επιπτώσεις στη διδασκαλία (Lakoff & Nunez, 2000).  

Το πρόβληµα της γνώσης είναι να εξηγηθεί πώς δοµές και σχέδια της 
αλληλεπίδρασης οργανισµού-περιβάλλοντος µπορούν να προσαρµοστούν και να 
µετασχηµατιστούν για να βοηθήσουν να ασχοληθούµε δηµιουργικά µε τις 
µεταβαλλόµενες περιστάσεις που δηµιουργούν νέα προβλήµατα, προκλήσεις, και 
ευκαιρίες για τον οργανισµό. Σε αυτήν την άποψη, το µυαλό δεν είναι ποτέ 
χωρισµένο από το σώµα, γιατί είναι πάντα µια σειρά σωµατικών δραστηριοτήτων που 
βυθίζονται στην τρέχουσα ροή των αλληλεπιδράσεων οργανισµού-περιβάλλοντος 
που αποτελεί την εµπειρία. Αυτό που στην πραγµατικότητα συµβαίνει είναι η 
κατανόηση του κόσµου (και κατ’ επέκταση των µαθηµατικών) µέσα από τα 
εννοιολογικά συστήµατα που το σώµα και ο εγκέφαλος έχουν τη δυνατότητα να 
ενεργοποιήσουν (Varela et al., 1999).  
 
 
4.3 Σχέση µεταξύ πολιτισµού και Ενσώµατων Μαθηµατικών 

 
Σύµφωνα µε την ενσώµατη άποψη κατά κάποιο τρόπο τα µαθηµατικά 

εξαρτώνται από τον πολιτισµό ενώ κατά κάποιον τρόπο όχι. Από τη µια πλευρά 
µπορούµε να πούµε ότι τα µαθηµατικά εξαρτώνται από τον πολιτισµό όταν 
συγκεκριµένες πολιτιστικές ιδέες, ιστορικά σηµαντικές, που έρχονται από ένα 
κατάλληλο πλαίσιο µαθηµατικών, βρουν εφαρµογή σε ένα συγκεκριµένο τοµέα. 
Τέτοιες ιδέες µπορούν να αλλάξουν το περιεχόµενο των ίδιων των µαθηµατικών, 
όπως π.χ. η στάση να αντιληφθούµε την ανθρώπινη δραστηριότητα της σκέψης ως 
έναν τρόπο της µαθηµατικής σκέψης, την οποία ονοµάζουµε λογική. Από την άλλη 
µπορούµε να θεωρήσουµε ότι τα µαθηµατικά είναι ανεξάρτητα από τον πολιτισµό, 
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γιατί µόλις µια επιστηµονική κοινότητα ανακαλύψει και θέσει µερικές ιδέες 
µαθηµατικών, αυτές είναι αληθείς, άσχετα από οποιοδήποτε πολιτισµικό περιβάλλον. 
Μία τέτοια προσέγγιση όµως καταρρέει όταν απαντήσουµε στην ερώτηση «από πού 
προέρχονται τα µαθηµατικά?». Προέρχονται από τον ανθρώπινο πολιτισµό και την 
ιστορία. Πολλές από τις σηµαντικότερες ιδέες των µαθηµατικών γεννιούνται από τις 
γενικές πτυχές του πολιτισµού παρά από τα µαθηµατικά τα ίδια, τα οποία είναι µέρος 
του µεγαλύτερου πολιτιστικού περιβάλλοντος (Manno, 2006). 

Τα µαθηµατικά συνεχίζουν έτσι να αναπτύσσονται, παίρνοντας µορφή στα 
σώµατα και στα µυαλά, λόγω των ανθρώπινων γνωστικών δεξιοτήτων και των 
καθηµερινών δραστηριοτήτων. Oι ιδέες των µαθηµατικών είναι µια γνωστική 
ενσώµατη λειτουργία. Είναι βιολογικά θεµελιωµένες σε άτοµα που αλληλεπιδρούν. 
Οπότε προέρχονται από τους ανθρώπους που ζουν σε ένα πολιτιστικό περιβάλλον, 
άρα είναι κοινωνικές και πολιτιστικές. Εποµένως «τα µαθηµατικά έχουν µια 
απολύτως φυσική πολιτιστική διάσταση σύµφωνα µε την ενσώµατη προοπτική» 
(Nunez et al.,1999). 

Από την ενσώµατη προοπτική υπάρχουν κι άλλα αποτελέσµατα της ιστορίας 
και του πολιτισµού στα µαθηµατικά. Οι µαθηµατικοί ζουν σε ένα καθορισµένο 
ιστορικό πλαίσιο και βασίζουν την εργασία τους στην παλαιότερη εργασία αυτών. 
Έτσι αναπτύσσονται τα µαθηµατικά. Σκεφτείτε την έννοια του αριθµού στο πέρασµα 
των αιώνων. Πρώτα οι αριθµοί περιορίζονταν στους θετικούς ακεραίους. Μετά 
επεκτάθηκαν έτσι ώστε να συµπεριλάβουν τους ρητούς αριθµούς, και αργότερα µέσα 
από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα ανακαλύφθηκαν οι άρρητοι (Lakoff & Nunez, 2000). 

Ότι έχει ειπωθεί δεν υπονοεί ότι τα µαθηµατικά είναι µόνο ένα πολιτιστικό 
θέµα. Η θεωρία ενσωµάτωσης αναγνωρίζει τη δράση της ιστορίας και του πολιτισµού 
στα µαθηµατικά αλλά αρνείται οποιοδήποτε πολιτιστικό σχετικισµό, απορρίπτοντας 
οποιαδήποτε δήλωση που ισχυρίζεται ότι τα µαθηµατικά γεννιούνται µόνο από την 
ιστορία και τον πολιτισµό. Επιπλέον πραγµατοποιούν το σηµαντικό ρόλο του 
γνωστικού κόσµου και της εµπειρίας. Είναι η µη αυθαίρετη ιδιοκτησία της 
ενσωµάτωσης που την καθιστά διαφορετική από τη µεταµοντέρνα προσέγγιση.  
 

  
4.4 Ενσώµατες ιδιότητες µαθηµατικών  
 

Όλες οι νέες µελέτες που πραγµατοποιούνται στη νευροφυσιολογία, τη γνωσιακή 
επιστήµη και την ιστορία των µαθηµατικών συµφωνούν σχετικά µε τις ενσώµατες 
ιδιότητες των µαθηµατικών. Παραθέτουµε παρακάτω τις παραδοχές που γίνονται από 
τη θεωρία των ενσώµατων µαθηµατικών: 

 
• Τα µαθηµατικά είναι ένα προϊόν των ανθρώπων. Οι παράγοντες που 

συντελούν στο σχηµατισµό τους είναι: η φύση των εγκεφάλων µας, των 
σωµάτων µας, των εννοιολογικών µας συστηµάτων και των 
ενδιαφερόντων των ανθρώπινων κοινωνιών και πολιτισµών, που 
χρησιµοποιούν τα περιορισµένα µέσα της ανθρώπινης βιολογίας.  

• Η ανθρώπινη γνωστική πλευρά παράγει τα ανώτερα µαθηµατικά χάρη 
στις µέσες γνωστικές δεξιότητες, όπως η δυνατότητα να σκεφτεί µε τις 
εννοιολογικές µεταφορές. Γι’ αυτό και ο καθένας θα µπορούσε 
ενδεχοµένως να κάνει µαθηµατικά. 

• Η έννοια του “Subitizing.” Η απλή απαρίθµηση (subitizing) είναι 
έµφυτη στον ανθρώπινο εγκέφαλο. Οι άνθρωποι (όπως και πολλά άλλα 
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θηλαστικά) µπορούν να αναγνωρίσουν µε ακρίβεια το πλήθος ενός 
µικρού συνόλου. 

• Η γεωµετρία, η αριθµητική και άλλες θεµατικές περιοχές των 
µαθηµατικών γεννιούνται από τις ανθρώπινες δραστηριότητες 
(απαρίθµηση, µέτρηση, αρχιτεκτονική).   

• Ένας από τους χαρακτήρες των µαθηµατικών είναι η ακρίβειά τους. 
Αυτή γίνεται πιθανή λόγω της δυνατότητας που έχουν οι άνθρωποι  να 
διακρίνουν τα αντικείµενα µεταξύ τους, να ταξινοµούν τα πράγµατα 
(σύµφωνα µε κριτήρια) και να τα ανακαλούν (όπως τα σχήµατα και οι 
αριθµοί)  

• Η ακρίβεια βελτιώνεται από την ανθρώπινη ικανότητα χειρισµού 
συµβόλων, κάνοντας έτσι τον υπολογισµό πολύ ευκολότερο.  

• Η εννοιολογική µεταφορά είναι ένας ενσώµατος νευρικός και γνωστικός 
µηχανισµός τεράστιας σηµασίας. Επιτρέπει να κάνουµε συµπεράσµατα 
σε ένα πλαίσιο και να τα µεταφέρουµε µέσα σε ένα άλλο πλαίσιο. 

• Η µονιµότητα των φυσιολογικών µηχανισµών της εγκεφαλικής και 
σωµατικής δοµής έχει ως αποτέλεσµα τη σταθερότητα των 
µαθηµατικών.  

• Τα µαθηµατικά δεν είναι µονολιθικά στη γενική θεµατική περιοχή τους. 
∆εν υπάρχει δηλαδή µόνο η γεωµετρία, η αριθµητική, η τυπική λογική,  
αλλά υπάρχουν αµοιβαία ασυνεπείς εκδοχές αυτών.  

• Τα µαθηµατικά είναι το αποτέλεσµα της συνύπαρξης της φυσιολογίας 
µας µε τον κόσµο που ζούµε. Η βιολογική µας εξέλιξη, µας επιτρέπει να 
εναρµονίζουµε τη γνωστική µας λειτουργία µε τον τρόπο που βιώνουµε 
τον κόσµο.  

                                                                     (Lakoff & Nunez,2000,  σελ.351-352) 
 
Εξετάζοντας όλα τα ανωτέρω προκύπτει το συµπέρασµα ότι σύµφωνα µε τη 

θεωρία των ενσώµατων µαθηµατικών, η πρόσβασή µας στα µαθηµατικά 
επιτυγχάνεται µέσω εννοιών του µυαλού µας οι οποίες µορφοποιούνται από το σώµα 
µας. Επαναλαµβάνοντας όλες αυτές τις ιδιότητες θα µπορούσαµε να πούµε ότι τα 
ενσώµατα µαθηµατικά είναι καθολικά, συνεπή, γενικευµένα, ακριβή, συµβολικά, 
σταθερά, αποτελεσµατικά.  
 
 
4.5 Η ενσωµάτωση και η ανάλυση των εννοιολογικών δοµών  

 
Στην εξέταση της φύσης της µαθηµατικής σκέψης, οι Lakoff & Nunez (2000) 

προσφέρουν ένα σύνολο µηχανισµών και γνωστικών παραγουσών που προέρχονται 
από την υπάρχουσα εργασία στη γνωστική γλωσσολογία και την ενσώµατη γνώση. 
Οι εννοιολογικοί µηχανισµοί που διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο στα µαθηµατικά 
είναι  

• Οι εννοιολογικές µεταφορές (conceptual metaphors) 
• Τα εικονό-σχήµατα (image schemas) 
• Τα εννοιολογικά µίγµατα (conceptual blends) 

 
«Τα µαθηµατικά αντικείµενα είναι ενσώµατα αντικείµενα, δηλαδή, ιδέες 
που στηρίζονται τελικά στην ανθρώπινη εµπειρία και τίθενται µαζί µέσω 
των κανονικών ανθρώπινων εννοιολογικών µηχανισµών, όπως οι 
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εννοιολογικές µεταφορές, τα εικονό-σχήµατα και τα εννοιολογικά 
µίγµατα. Η µαθηµατική αλήθεια είναι όπως οποιαδήποτε άλλη αλήθεια. 
Μια δήλωση είναι αληθινή εάν η ενσώµατη κατανόησή µας της δήλωσης 
συµφωνεί µε την ενσώµατη κατανόησή µας του περιεχοµένου και της 
κατάστασης. Η αλήθεια, συµπεριλαµβανοµένης και της µαθηµατικής 
αλήθειας, εξαρτάται έτσι από την ενσώµατη ανθρώπινη γνώση.» (Lakoff 
& Nunez, 2000,  σελ. 366). 

 
 
4.5.1 Μεταφορικές έννοιες 
 

Ο Lakoff (2001) θεωρεί ότι ίσως η ριζικότερη ανακάλυψη που άλλαξε τη 
θεωρία του µυαλού έγινε από τους Reddy (1977) και τον ίδιο (1978) (ανεξάρτητα ο 
ένας από τον άλλον). Ο Reddy έδειξε ότι η ίδια η έννοια της επικοινωνίας είναι 
µεταφορική. Ένα από τα σηµαντικότερα αποτελέσµατα στη γνωσιακή επιστήµη είναι 
ότι οι αφηρηµένες έννοιες γίνονται τυπικά κατανοητές µέσω της µεταφοράς. Μια 
µεταφορά είναι µια συστηµατική εννοιολογική χαρτογράφηση από µία εννοιολογική 
περιοχή (πηγή) σε µια άλλη (στόχος). Αποτελεί µια κεντρική διαδικασία στις 
καθηµερινές σκέψεις. Είναι η βασική διαδικασία από την οποία η αφηρηµένη σκέψη 
γίνεται πιθανή. Λειτουργεί πρώτιστα για να επιτρέψει την αισθητήρια κίνηση, 
αιτιολογώντας την εφαρµογή της στις υποκειµενικές κρίσεις και µπορεί να εισαγάγει 
την εννοιολογική δοµή. 

Οι εκατοντάδες των εννοιολογικών µεταφορών έχουν µελετηθεί λεπτοµερώς. 
Είναι εξαιρετικά κοινές στην καθηµερινή σκέψη και τη γλώσσα. Χρησιµοποιούνται 
ασυναίσθητα, αβίαστα, και αυτόµατα στις καθηµερινές οµιλίες. ∆ηλαδή είναι µέρος 
του γνωστικού ασυνείδητου. Τρεις σηµαντικές µεταφορές για τις ιδέες είναι αυτές: 

 
• Η σκέψη είναι γλώσσα, µε παραδείγµατα όπως «είναι ένα ανοικτό 

βιβλίο για µένα», «µπορώ να διαβάσω τη σκέψη», κ.ο.κ. 
• Η σκέψη είναι µαθηµατικός υπολογισµός, µε εκφράσεις όπως  «ποια 

είναι η κατώτατη γραµµή;», «δε θα µετρήσουµε αυτήν», κ.ο.κ. 
• Το µυαλό είναι µια µηχανή, συµπεριλαµβανοµένων εκφράσεων όπως 

«αισθάνοµαι ελάχιστα σκουριασµένος σήµερα», «είχε µια διακοπή», 
κ.ο.κ..  

 
Οι µεταφορικές γλωσσικές εκφράσεις είναι έτσι µόνο εκδηλώσεις επιφάνειας 

της µεταφορικής σκέψης. Αυτές οι θεωρητικές αξιώσεις, όπως αναφέρει ο Lakoff 
(2001), είναι βασισµένες στα ουσιαστικά εµπειρικά στοιχεία από ποικίλες πηγές, που 
περιλαµβάνουν µεταξύ των άλλων, τα ψυχογλωσσολογικά πειράµατα (Gibbs, 1994), 
τις γενικεύσεις πέρα από τα σχέδια συµπεράσµατος (Lakoff, 1987), τις γενικεύσεις 
πέρα από συµβατικές και νέες γλώσσες (Lakoff & Turner, 1989), τη µελέτη της 
γλωσσικής απόκτησης (Johnson, 1997), των αυθόρµητων χειρονοµιών (McNeill, 
1992) και της νοηµατικής γλώσσας (Taub, 1997).  

Όπως δήλωσαν οι Lakoff & Nunez (2000, σελ.364) «ένας µεγάλος αριθµός 
των πιο βασικών, καθώς επίσης και περιπλοκότερων, µαθηµατικών ιδεών είναι 
µεταφορικής φύσης». Επιπλέον, ο Lakoff (1987) τονίζει τη γλωσσική λειτουργία των 
µεταφορών που επεµβαίνουν στα εννοιολογικά συστήµατά µας. Κατά συνέπεια το 
µυαλό είναι κατανοητό σαν µία «µηχανή µεταφοράς». Οι Lappas & Spyrou (2006) 
επισηµαίνουν ότι σύµφωνα µε την άποψη αυτή, ένας γλωσσικός όρος ο οποίος έχει 
εισαχθεί, έχει το ρόλο ενός αρχέτυπου, όπως αναφέρει ο Rosch (1978).  
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4.5.2 Εννοιολογικές µεταφορές 
 

    “Εννοιολογική µεταφορά είναι ένας γνωστικός 
µηχανισµός που µας επιτρέπει να συµπεράνουµε 

 ένα είδος πράγµατος σαν να  ήταν κάτι άλλο.  
Είναι θεµελιωµένο συµπέρασµα ότι συντηρεί την εγκάρσια τοµή 

-περιοχή χαρτογράφησης- 
του νευρικού µηχανισµού που επιτρέπει σε µας να χρησιµοποιήσουµε 
την επαγωγική δοµή µιας αντιληπτικής περιοχής (πέστε, γεωµετρία)  

και να βγάλουµε συµπεράσµατα για κάποια άλλη (πέστε, αριθµητική).” 
  

Where Mathematics Comes From, 
σελίδα 6 

 
 

Παρά το γεγονός ότι τα µαθηµατικά είναι ένα από τα οµορφότερα ανθρώπινα 
αποτελέσµατα, εµφανίζεται συχνά δύσκολο για το καθέναν από µας να τα 
καταλάβουµε. Αυτό ίσως να οφείλεται στη µη πλήρη ανάπτυξη των γνωστικών 
δοµών. Οι Lakoff & Nunez (2000) πιστεύουν πως ένα βήµα προς τα µαθηµατικά που 
θα προορίζονται για όλους θα µπορούσε να τελειώσει µε την ανακάλυψη των 
ενσώµατων εννοιολογικών µεταφορών τις οποίες έχει κάθε άνθρωπος.  

Μια σηµαντική εύρεση στη γνωστική γλωσσολογία είναι ότι οι έννοιες 
οργανώνονται συστηµατικά µέσω των απέραντων δικτύων των εννοιολογικών 
χαρτογραφήσεων, που εµφανίζονται στα ιδιαίτερα συντονισµένα συστήµατα και που 
συνδυάζονται µε σύνθετους τρόπους. Στο µεγαλύτερο µέρος τους αυτές οι 
εννοιολογικές χαρτογραφήσεις χρησιµοποιούνται ασυναίσθητα και αβίαστα στην 
καθηµερινή  επικοινωνία. Ένα σηµαντικό είδος χαρτογράφησης είναι η εννοιολογική 
µεταφορά.  

Η εννοιολογική µεταφορά, λοιπόν, είναι ένας σηµαντικός (αλλά όχι ο µόνος) 
µηχανισµός που προτείνεται για να εξηγήσει πώς οι µαθηµατικοί όροι συνδέονται µε 
τον κόσµο και ο ένας όρος µε τον άλλον. Είναι µια ασυναίσθητη χαρτογράφηση 
µεταξύ µιας καλά-κατανοητής περιοχής πηγής σε µια λιγότερο καλά-κατανοητή 
περιοχή στόχων. Μεταφέρει µαζί της την επαγωγική δοµή της περιοχής πηγής και 
επιτρέπει την κατανόηση της περιοχής στόχων που κατασκευάζεται (Edwards, 2002). 

Αντίθετα σε αυτό που µερικοί άνθρωποι σκέφτονται, οι εννοιολογικές 
µεταφορές (και οι εννοιολογικές χαρτογραφήσεις) δεν είναι γενικά αυθαίρετες 
κοινωνικές συµβάσεις. ∆εν είναι αυθαίρετες, επειδή κτίζονται από το χαρακτηριστικό 
του είδους που συναντούµε στην καθηµερινή µας εµπειρία (ειδικά τη σωµατική 
εµπειρία). Οι µεταφορές δεν είναι απλά µια γλωσσική οντότητα αλλά µια γνωστική 
διαδικασία που αντιµετωπίζει την ανθρώπινη σκέψη για ένα θέµα σαν να  ήταν ένα 
άλλο πράγµα. Νέες τάσεις στις νευροεπιστήµες αντιµετωπίζουν το µυαλό ως βαθιά 
ριζοβοληµένο στα σώµατα (Lakoff  & Johnson, 1998). 

Στην πραγµατικότητα το δυσκολότερο πράγµα για τα µαθηµατικά είναι ότι δε 
θεωρούµε τις εννοιολογικές µεταφορές κυριολεκτικά ως µεταφορές αλλά 
αντιµετωπίζουµε τη µεταφορική έννοια που έχουν. Οι εννοιολογικές µεταφορές έχουν 
ένα ρόλο εστίασης στη µαθηµατική σκέψη, όχι όµως µόνο έναν τρόπο για να 
ξεκαθαρίσουµε και να κάνουµε κατανοητές τις έννοιες. Σκεφτείτε για παράδειγµα τη 
µεταφορά των αριθµών ως σηµεία πάνω σε µια γραµµή. Αυτή δεν είναι η µοναδική 
µεταφορά για τους αριθµούς. Είναι όµως η πιο σχετική, χωρίς την οποία δε θα υπήρχε 
η αναλυτική γεωµετρία. 
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Είναι σηµαντικό να λάβουµε υπόψη ότι οι εννοιολογικές µεταφορές δεν είναι 
µόνο σχήµατα λόγου ή παιδαγωγικά εργαλεία που χρησιµοποιούνται για να 
επεξηγήσουν κάποιο εκπαιδευτικό υλικό. Οι εννοιολογικές µεταφορές είναι στην 
πραγµατικότητα θεµελιώδεις γνωστικοί µηχανισµοί που προωθούν την επαγωγική 
δοµή από µια περιοχή πηγής σε µια περιοχή στόχου. Κατά τη διάρκεια της διαδροµής 
αυτής επιτρέπεται η χρήση του χαρακτηριστικού του είδους, που βασίζεται στο σώµα 
για να βγάλουµε το συµπέρασµα. Θα µπορούσαµε να πούµε ότι είναι απεικονίσεις 
που διατηρούν τη συµπερασµατική δοµή ανάµεσα στις δύο περιοχές (Nunez, 2000). 

Μέσα στα µαθηµατικά, ένα απλό παράδειγµα της εννοιολογικής µεταφοράς 
θα ήταν η µεταφορά της «αριθµητικής ως συλλογή αντικειµένων», όπου η κοινή, 
ενσώµατη εµπειρία µας για τη συλλογή ή την οµαδοποίηση των αντικειµένων 
χρησιµεύει ως η περιοχή πηγής για την κατασκευή της αριθµητικής των φυσικών 
αριθµών.  

 

Πηγαίο πεδίο (source domain) 
Συλλογή αντικειµένων 

Πεδίο στόχος (target domain) 
Αριθµητική 

Αντικείµενα ίδιου µεγέθους Αριθµοί 

Μέγεθος συλλογής Μέγεθος αριθµού 

Περισσότερο Μεγαλύτερος 

Λιγότερο Μικρότερος 

 
Πρέπει να διευκρινιστεί ότι δεν σύρονται όλες οι εννοιολογικές 

χαρτογραφήσεις από την άµεση φυσική εµπειρία, ούτε σχετίζονται µε το χειρισµό 
των αντικειµένων. Στην πραγµατικότητα, µόνο το πιο βασικό επίπεδο µαθηµατικών 
κατασκευάζεται από τις µεταφορές που συνδέονται µε τη φυσική εµπειρία. Οι 
µεταφορές που χρησιµοποιούνται σε αυτό το επίπεδο καλούνται «θεµελιακές 
µεταφορές» (grounding metaphors). Η εννοιολογική µεταφορά είναι µόνο µια από τις 
δοµικές µονάδες που προτείνονται θεωρητικά από τα ενσώµατα µαθηµατικά.  

 
 
4.5.3 Εικονό-σχήµατα 
 

H πρώτη σηµαντική διορατικότητα των εικονό-σχηµάτων προήλθε το 
καλοκαίρι του 1975 από τον Talmy (Lakoff, 2001). O Talmy, όταν εξέταζε µια ευρεία 
ποικιλία γλωσσών έκανε µια σηµαντική ανακάλυψη. ∆ιαπίστωσε ότι οι χωρικοί όροι 
σχέσεων µπορούν να αναλυθούν σε αρχέτυπες χωρικές σχέσεις, όπου κάθε γλώσσα 
χρησιµοποιεί τις ίδιες αρχέτυπες σχέσεις, αλλά µε διαφορετικούς τρόπους. Οι ιδέες 
του Talmy οδήγησαν στις αποσυνθέσεις των χωρικών σχέσεων στα αρχέτυπα εικονό-
σχήµατα µε τοπολογικές, προσανατολιστικές και δυναµικές ιδιότητες. Αλλά ο Talmy 
και άλλοι γνωστικοί γλωσσολόγοι σταµάτησαν λίγο πριν να εξηγήσουν πώς τα 
εικονό-σχήµατα θα µπορούσαν να εξυπηρετήσουν µια αντιληπτική και εννοιολογική 
λειτουργία.  

 Κάθε γλώσσα έχει ένα χωρικό σύστηµα σχέσης, το οποίο αλλάζει σύµφωνα 
µε τη γλώσσα που χρησιµοποιούµε. Οι χωρικές αυτές σχέσεις συνίστανται από 
εικονό-σχήµατα, τα οποία αντιστοιχούν σε µαθηµατικές σχέσεις. Αν για παράδειγµα 
θεωρήσουµε τη φράση 
    

“ το βιβλίο είναι πάνω στο γραφείο” 
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Η λέξη πάνω συνίσταται στα εξής αρχέτυπα εικονό-σχήµατα 
            
            (α) Επιφανειακό (above) σχήµα (…είναι πάνω από…) 

(β) Σχήµα επαφής (…αγγίζει…) 
(γ) Σχήµα υποστήριξης (…στηρίζεται στο…)  

 
Η συσχέτιση των ανωτέρω εικονό-σχηµάτων µε τα µαθηµατικά είναι πως  
 

• το (α) είναι σχήµα προσανατολισµού, δηλαδή διευκρινίζει την 
κατεύθυνση στο χώρο 

• το (β) είναι τοπολογικό σχήµα, δηλαδή δηλώνει την απουσία του 
κενού 

• το (γ) είναι δυναµικό, δηλαδή φανερώνει την κατεύθυνση και τη 
φύση µιας δύναµης.  

 
Οι Varela et al. (1999, σελ.176) αναφέρουν ότι ο Mark Johnson στο βιβλίο 

του The Body in the Mind (1987) υποστήριξε πως οι άνθρωποι έχουν πολύ γενικά 
γνωστικά οικοδοµήµατα, τα οποία και κάλεσε κιναισθητικά εικονό-σχήµατα 
(kinesthetic image schemas). Τέτοια παραδείγµατα εικονό-σχηµάτων είναι  

 
� το περιέχον (container) σχήµα,  
� το µέρος – όλον σχήµα (part-whole) και  
� το σχήµα πηγή – πορεία – στόχος (source-path-goal).  

 
Αυτά τα σχήµατα δηµιουργούνται από τη σωµατική εµπειρία, µπορούν να οριστούν 
µε όρους ορισµένων δοµικών στοιχείων, έχουν µία λογική και µπορούν να 
προβληθούν µεταφορικά δίνοντάς µας µία δοµή σε µία ευρεία γνωστική περιοχή.  

Το περιέχον σχήµα αποτελεί τη βάση εννοιών όπως µέσα (in) και έξω (out). 
Στα µαθηµατικά το σχήµα αυτό είναι πολύ σηµαντικό γιατί καθιστά σαφέστερες τις 
έννοιες 

 
• Εσωτερικό 
• Όριο 
• Εξωτερικό 

 
 Το σχήµα πηγής – πορείας – στόχου (source-path-goal). Είναι το πρωτεύον 

εικονό-σχήµα που σχετίζεται µε την κίνηση και αποτελείται από τα παρακάτω 
στοιχεία 

 
• Μια τροχιά που κινείται  
• Μια θέση πηγής (η αφετηρία)  
• Ένας στόχος (δηλαδή ένας προορισµός της τροχιάς) 
• Μια διαδροµή από την πηγή στο στόχο  
• Η πραγµατική τροχιά της κίνησης  
• Η θέση της τροχιάς σε µία δεδοµένη στιγµή  
• Η κατεύθυνση της τροχιάς εκείνη τη στιγµή  
• Η πραγµατική τελική θέση της τροχιάς, η οποία µπορεί να είναι 

ή να µην είναι ο τελικός προορισµός.  
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Το σχήµα αυτό χαρακτηρίζεται ως τοπολογικό, από την άποψη ότι µια πορεία 
µπορεί να επεκταθεί, να συσταλθεί ή ακόµα και να παραµορφωθεί, αλλά ακόµα να 
παραµείνει µια πορεία (Lakoff & Nunez, 2000). Κάτι τέτοιο είναι πανταχού παρών 
στη µαθηµατική σκέψη, όπως π.χ. στην έννοια της συνάρτησης και της γραφικής 
παράστασης.  

Τα εικονό-σχήµατα, λοιπόν, µπορούµε να πούµε ότι είναι µια ιδιαίτερη 
γνωστική λειτουργία, που είναι συγχρόνως και αντιληπτική και εννοιολογική. 
Βρίσκονται σε ένα  αρχικό στάδιο ανάπτυξης (primitives) και επιτρέπουν την 
οργάνωση των εµπειριών που εµπλέκουν χωρικές σχέσεις. Είναι δυναµικά 
επαναλαµβανόµενα πρότυπα που διατάσσουν τις δράσεις µας και τις αντιλήψεις µας. 
Αυτά τα πρότυπα προκύπτουν ως σηµαντικές για µας δοµές, κυρίως µέσω της 
σωµατικής εµπειρίας της κίνησης στο χώρο, του χειρισµού των αντικειµένων, και των 
αντιληπτικών αλληλεπιδράσεων.  

Όπως δηλώνει ο Johnson (1987, σελ.29), «Είναι πρωτεύοντα µέσα, µε τα οποία 
κατασκευάζουµε ή συνθέτουµε διάταξη και όχι απλώς παθητικά δοχεία στα οποία 
εισέρχεται η εµπειρία». Σύµφωνα µε τη Manno (2006) «Τα εικονό-σχήµατα είναι ιδέες. 
Οι ιδέες δεν κυκλοφορούν αφηρηµένα στον κόσµο, αλλά είναι γεννήµατα των 
εγκεφάλων και των κατάλληλων νευρικών δοµών. ∆εν έχουν µια συγκεκριµένη φύση ή 
µια δοµή αλλά προκύπτουν από ειδικά νευρικά κυκλώµατα. Είναι µια γέφυρα µεταξύ 
της γλώσσας και της σκέψης από τη µια πλευρά και της εικόνας από την άλλη». Οι 
Lakoff & Nunez (2000, σελ.30) λένε ότι «ένα µεγάλο µέρος αυτού που είναι 
‘αφηρηµένο’ στα µαθηµατικά … αφορά το συντονισµό των σηµασιών και της 
δηµιουργίας νοήµατος βασισµένο σε κοινά εικονό-σχήµατα  και µορφές µεταφορικής 
σκέψης. Ο αφηρηµένος συλλογισµός και η γνωστική λειτουργία είναι, εποµένως, 
γνήσιες ενσώµατες διαδικασίες».   
 
 
4.5.4 Εννοιολογικά µίγµατα (conceptual blends).  

 
Τα εννοιολογικά µίγµατα είναι µια άλλη δοµική µονάδα. Αποτελούνται από 

χαρτογραφήσεις που σύρουν περισσότερες από µία περιοχές πηγών (ή σύρουν 
στοιχεία) για να επιτρέψουν την κατασκευή µιας περιοχής στόχων που δεν είναι 
ισοµορφική µε καµία από τις πηγές. Ένα παράδειγµα θα ήταν ο συνδυασµός των 
«αριθµών ως σηµεία σε µια γραµµή», όπου σύροντας από τους προηγούµενους 
κατασκευασµένους όρους και των αριθµών και των γραµµών, οι νέες οντότητες, 
«αριθµό-σηµεία» δηµιουργούνται έτσι ώστε να έχουν τα χαρακτηριστικά και των 
δύο. (Lakoff & Nunez, 2000,  σελ.48). 
 
 
4.6 Έλεγχος κίνησης και µαθηµατικές ιδέες 

 
Αυτό που είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον στους νευροεπιστήµονες είναι ο ρόλος 

που φαίνεται να έχει η κίνηση ακόµη και στην αφηρηµένη σκέψη. Σύµφωνα µε τον 
Bennett (2008), ο Spivey (2003), σε µια µελέτη του, διαπίστωσε ότι οι άνθρωποι που 
τους δόθηκαν δυσνόητες χωρικές σχέσεις εξέθεσαν ένα διακριτικό και ασυνείδητο 
σχέδιο των κινήσεων των µατιών αµέσως προτού να φθάσουν στην απάντηση. Τα 
υποκείµενα φάνηκαν να λειτουργούν ασυναίσθητα µέσω του προβλήµατος µε τη 
θέσπιση των πιθανών λύσεων µε το βλέµµα τους. 

Οι Nunez et al. (1999) αναφέρουν ότι ο Regier στο βιβλίο του “The Human 
Semantic Potential” συνειδητοποίησε πως ορισµένες γνωστές νευρικές δοµές και 
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µηχανισµοί στον οπτικό φλοιό έχουν τη σωστή δοµή για «να υπολογίσουν» τα 
εικονό-σχήµατα µε τις οπτικές ιδιότητες. ∆ιαλογίστηκε, παραδείγµατος χάριν, ότι οι 
τοπογραφικοί χάρτες του οπτικού πεδίου θα µπορούσαν να υπολογίσουν τοπολογικά 
τα εικονό-σχήµατα (π.χ. οριακές περιοχές και τροχιές). Ο Regier βρήκε τη µόνη 
εύλογη υπόθεση µέχρι σήµερα ως προς τον τρόπο µε τον οποίο τα εικονό-σχήµατα 
ενσωµατώνονται νευρικά. Ήταν το πρώτο βήµα στην απάντηση της ερώτησης: «Πώς 
µπορεί ένας εγκέφαλος, ο οποίος δουλεύει νευροχηµικά, να έχει ιδέες;» Η ανακάλυψη 
του Regier άρχισε την έρευνα για µια νευρική θεωρία της σκέψης και της γλώσσας.  

Η επόµενη δραµατική πρόοδος έγινε από τον Bailey στο Berkeley στα µέσα 
της δεκαετίας του ’90. O Bailey αναρωτήθηκε πώς ήταν δυνατό να µαθευτούν οι 
λέξεις για τις ενσώµατες έννοιες. Περιόρισε τη µελέτη του στα ρήµατα της κίνησης 
των χεριών. Κάθε γλώσσα έχει τέτοια ρήµατα [τα αγγλικά, παραδείγµατος χάριν, 
έχουν το push (σπρώχνω), pull (τραβώ), grasp (ελέγχω), hold (κρατώ), drop (ρίχνω) 
κ.ο.κ.]. Τα ρήµατα σε κάθε γλώσσα καλύπτουν µια διαφορετική σειρά των ενεργειών. 
Αλλά η σειρά εξαρτάται από αυτό που τα χέρια µπορούν να κάνουν. Η κίνηση, 
εντούτοις, είναι περίπλοκη. Οι απλές κινήσεις, όπως το άνοιγµα και το κλείσιµο του 
χεριού είναι προϊόντα συµπράξεων µηχανικών κινήσεων, σύνθετα κυκλώµατα που 
κυβερνώνται από µικρές συστάδες νευρώνων στον κινητικό φλοιό. Οι περίπλοκες 
κινήσεις είναι ορχηστρικότερες των απλών µηχανικών κινήσεων. Εκτελούνται από 
τον προµετωπιαίο φλοιό, λόγω νευρικών ενώσεων που καλούνται «συνδέσεις» του 
κινητικού φλοιού. Όταν κινούµαστε, ένα κύκλωµα πυροδοτεί τη σειρά των κινήσεων, 
συντονίζει δυναµικά τις απλές µηχανικές κινήσεις και τις ανατροφοδοτεί. 

∆εδοµένου ότι ο Bailey διαµόρφωνε την εκµάθηση των ρηµάτων της κίνησης 
χεριών, στρατολόγησε τη βοήθεια του σπουδαστή του Narayanan. Ο Narayanan 
δηµιούργησε ακριβή υπολογιστικά µέσα µοντελοποιώντας όλες τις σχετικές νευρικές 
πληροφορίες που απαιτήθηκαν για το στόχο του Bailey. Αυτό που έκανε ήταν να 
πάρει τα δίκτυα του Petri, µια κοινή µορφή τεχνητής νοηµοσύνης, και να τα 
επεκτείνει µε σηµαντικούς τρόπους για να περιορίσει κατάλληλα τη νευρική 
διαµόρφωση (Lakoff, 2001).  

Ο Narayanan πήρε έπειτα σαράντα µε πενήντα κινητικά σχήµατα του Bailey 
και τα αναπαράστησε στο µοντέλο του. Tα µηχανικά σχήµατα διαµερίζονται σε τρία 
µέρη:  

1. Οι απλές κινητικές συµπράξεις που ελέγχονται από τον 
κινητικό φλοιό, 

2. Τα σύνθετα κινητικά σχήµατα που ελέγχονται από τον 
προµετωπιαίο φλοιό, και  

3. Οι συνδέσεις µεταξύ των δύο αυτών. 
 
Καθώς το έκανε αυτό, έκανε µια αξιοπρόσεκτη ανακάλυψη: Όλα είχαν την ίδια δοµή!  
Αυτή η δοµή είναι απλή:  
 

• Ετοιµότητα: δηλαδή, σωµατική ετοιµότητα κατά την εκτέλεση 
σωµατικών πράξεων, π.χ. όταν κάνουµε κάτι πρέπει να 
σταµατήσουµε για λίγο και ύστερα να ξεκινήσουµε να κάνουµε 
κάτι άλλο. 

• Έναρξη: για να σηκώσουµε π.χ. ένα ποτήρι πρέπει πρώτα να το 
φτάσουµε και µετά να το πιάσουµε. 

• Κύρια διαδικασία. 
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• Πιθανή διακοπή και επανάληψη: κατά τη διάρκεια της κύριας 
διαδικασίας έχουµε την επιλογή να σταµατήσουµε. Και εάν το 
κάνουµε αυτό, µπορεί να το επαναλάβουµε ή όχι. 

• Στόχος: ένας έλεγχος που βλέπει εάν έχει επιτευχθεί ο σκοπός 
µας ή όχι. 

• Ολοκλήρωση: κάνουµε ότι έχει αποµείνει για να ολοκληρώσουµε 
την ενέργειά µας.  

• Τελική κατάσταση: εδώ βλέπουµε τα αποτελέσµατα και τις 
συνέπειες της δράσης µας.  

 
Ο Narayanan υπέβαλε έπειτα µια µοιραία ερώτηση. Θα µπορούσε το ίδιο 

νευρικό σύστηµα που κινεί το σώµα µας, να εκτελέσει επίσης αφηρηµένα 
συµπεράσµατα για γεγονότα; Θα µπορούσε άραγε το σύστηµα που ελέγχει τις 
σωµατικές κινήσεις να αιτιολογήσει τις αφηρηµένες περιοχές που γίνονται αντιληπτές 
µεταφορικά από την άποψη των σωµατικών κινήσεων; Για να το εξετάσει αυτό, ο 
Narayanan γύρισε στη θεωρία της εννοιολογικής µεταφοράς, όπου µια µάζα 
αποτελεσµάτων έχει δείξει ότι η αφηρηµένη αιτιολόγηση γίνεται από την άποψη του 
αισθητικό-κινητικού συλλογισµού. 

Ο Narayanan κατασκεύασε έπειτα µια νευρική µεταφορική θεωρία, στην 
οποία οι εννοιολογικές µεταφορές είναι νευρικά κυκλώµατα που συνδέουν τις 
περιοχές πηγής και στόχων. Το πρότυπό του περιείχε τρία θεµελιώδη µέρη: 

 
• Απλά κυκλώµατα που χαρακτηρίζουν τις κυριολεκτικές 

λογικές σχέσεις που υπάρχουν µεταξύ των εννοιών. Αυτά 
δε θα µπορούσαν φυσικά να παρέχουν τα σωστά 
συµπεράσµατα για την κατανόηση των µεταφορικών 
προτάσεων. 

• Κυκλώµατα κινητικού ελέγχου για την εκτέλεση των 
σωµατικών ενεργειών στις περιοχές πηγής. 

• Μεταφορικά χαρτογραφηµένα κυκλώµατα, έτσι ώστε τα  
κινητικά συµπεράσµατα να µπορούν να χαρτογραφηθούν 
επάνω στις αφηρηµένες έννοιες. Αυτές οι χαρτογραφήσεις 
επιτρέπουν στα κινητικά συµπεράσµατα να συνδυάζονται 
µέσω της µεταφοράς και να επιτύχουν τον αφηρηµένο 
συλλογισµό. 

 
Τα πρώτα αποτελέσµατα δείχνουν πράγµατι προς την κατεύθυνση της 

υπόθεσης επιβεβαίωσης του Narayanan Τα ίδια νευρικά κυκλώµατα που µπορούν να 
κινήσουν το σώµα µας µπορούν να βγάλουν αφηρηµένα συµπεράσµατα µέσω της 
εννοιολογικής µεταφοράς. Μπορούν να χρησιµοποιηθούν για να σκεφτόµαστε πάνω 
σε γεγονότα και πράξεις (Lakoff & Nunez, 2000, σελ.34-35).  

Το σχήµα που περιγράψαµε παραπάνω ονοµάζεται σχήµα φάσεων (aspect 
schema). Ένα τέτοιο σχήµα είναι πολύ συχνό στα µαθηµατικά. Όταν λόγου χάρη 
θέλουµε να σχεδιάσουµε γεωµετρικά σχήµατα, η χρήση των γεωµετρικών οργάνων 
συνίσταται σε φάσεις κινήσεως αυτών, ώσπου τελικά να λάβουν την κατάλληλη 
θέση. Θα πρέπει να υπάρξει σωστή συνεργασία του νευρικού και του µυϊκού 
συστήµατος ώστε να επιτύχουµε ένα σωστό σχεδιασµό. Κάτι αντίστοιχο συµβαίνει 
και όταν χρησιµοποιούµε τα χέρια για να περιγράψουµε κάτι. Κάθε διαδικασία 
δοµείται από φάσεις.  
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4.6.1 Καθρεφτικοί νευρώνες 
 
Το τελευταίο µέρος είναι ίσως το πιο ενδιαφέρον. Μετατοπίζουµε τις σκηνές 

από το Berkeley στην Parma της Ιταλίας, όπου µια οµάδα επιστηµόνων νευρολογίας, 
µε καθοδηγητές τον Rizzolatti και τον Gallese, έκανε µια αξιοπρόσεκτη ανακάλυψη. 
Ανακάλυψαν, σε µια µελέτη των πιθήκων µακάκας, ότι οι ίδιοι νευρώνες στον 
προµετωπιαίο φλοιό που πυροδοτούνται κατά τη διάρκεια των σύνθετων κινητικών 
ενεργειών ανάβουν επίσης όταν το ζώο βλέπει ένα πρόσωπο ή έναν άλλο πίθηκο που 
κάνει την ίδια κινητική δράση. Εν συντοµία, οι νευρώνες σε αυτό το µέρος του 
προµετωπιαίου φλοιού συνδέονται και µε την οπτική αντίληψη και µε την κινητική 
δράση, για τις ίδιες κινητικές ενέργειες. Αυτοί καλούνται καθρεφτικοί νευρώνες.  

Σε µια περιοχή δίπλα στους καθρεφτικούς νευρώνες, ανακάλυψαν κάποιους 
που τους ονόµασαν κανονικούς νευρώνες. Αυτοί ανάβουν είτε όταν εκτελείται µια 
σύνθετη κινητική δράση είτε όταν το ζώο βλέπει ένα αντικείµενο του είδους πάνω 
στο οποίο η δράση εκτελείται κανονικά. Οι ίδιοι κανονικοί νευρώνες που ανάβουν 
όταν τρώει ο πίθηκος µια µπανάνα, ανάβουν και όταν ο πίθηκος βλέπει την µπανάνα. 
Οι καθρεφτικοί νευρώνες, σε αντίθεση, ανάβουν είτε όταν τρώει ο πίθηκος την 
µπανάνα είτε όταν βλέπει έναν άλλο πίθηκο να τρώει µια µπανάνα, αλλά όχι µόνο 
όταν βλέπει ο πίθηκος µια µπανάνα. Αυτή η έρευνα έχει επεκταθεί από τότε και 
στους ανθρώπους.  

Σκεφτείτε πάλι τώρα τα ρήµατα της έρευνας των Bailey-Narayanan που 
ενώνονταν µε τις νευρικές παραµέτρους δηµιουργώντας τις ενέργειες. Τα ρήµατα 
δράσης ισχύουν όχι µόνο για τις ενέργειές κάποιου, αλλά και για τις ενέργειες άλλων 
επίσης. Αλλά τα πρότυπα του Narayanan δηµιουργήθηκαν αρχικά µόνο για τη δράση 
κάποιου, όχι για τις ενέργειες άλλων. Η ανακάλυψη των καθρεφτικών νευρώνων 
σύνδεσε την πρώτη εµπειρία των προσώπων µε τις περιγραφές τρίτων προσώπων, 
δεδοµένου ότι το ίδιο νευρικό εκτελών σχήµα (ή «Χ-σχήµα») πέρα από τους 
καθρεφτικούς νευρώνες µπόρεσε να χαρακτηρίσει και τα δύο. Οι καθρεφτικοί 
νευρώνες εντέλει αποκρίνονται όταν βλέπουµε κάποιον άλλον να εκτελεί µια 
ενέργεια (ή ακόµα και όταν ακούµε µια δράση να περιγράφεται) σαν να εκτελούσαµε 
εµείς οι ίδιοι αυτήν την ενέργεια. Με ταυτόχρονη δράση και της ενέργειας και της 
σκέψης, οι καθρεφτικοί νευρώνες πρότειναν ότι αυτά τα δύο µπορεί να µην είναι 
τόσο χωριστά τελικά. «Βλέπετε το ίδιο σύστηµα, το κινητικό, να διαδραµατίζει έναν 
ρόλο και στην επικοινωνία και τη γνώση,» λέει ο Glenberg (καθηγητής της 
ψυχολογίας και επικεφαλής του εργαστηρίου ενσώµατης γνώσης στο κρατικό 
πανεπιστήµιο της Αριζόνα) (Benett, 2008).  

Έτσι, η ιδέα αυτή εφαρµόστηκε και τεχνικά. Τα νευρικά Χ-σχήµατα που ο 
Narayanan διαµόρφωσε έχουν µια νευρική δοµή που µπορεί να χαρακτηριστεί 
ανεξάρτητα από τις συνδέσεις της στις κινητικές συµπράξεις. Μια τέτοια δοµή 
µπορεί επίσης να έχει συνδέσεις στα σχήµατα για την οπτική αντίληψη επίσης. Εν 
ολίγοις, τα πρότυπα του Narayanan είναι ακριβώς ότι θα ήταν κατάλληλο για τη 
διαµόρφωση των δοµών πέρα από τους καθρεφτικούς και τους κανονικούς νευρώνες 
στα ανθρώπινα όντα. Προσθέτοντας τις µεταφορικές συνδέσεις, τέτοιες ενσώµατες 
δοµές µπορούν να χαρακτηρίσουν τον αφηρηµένο συλλογισµό.   
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4.7 Γνωστική γλωσσολογία  
 
Οι θεσπίσεις των νευρικών δοµών που αναφέραµε παραπάνω και η διάκριση 

µεταξύ των παραµέτρων τους έχει επιτρέψει µια νευρική θεωρία της γλώσσας. Στη 
θεωρία αυτή, που τώρα βρίσκεται υπό ανάπτυξη, η έννοια της λέξης και οι 
σηµαντικές γραµµατικές κατασκευές χαρακτηρίζονται µέσω της ένωσης των 
νευρικών παραµέτρων για τις ενσώµατες έννοιες µε τις νευρικές παραµέτρους για τη 
φωνολογία, τη γραµµική τάξη και άλλες πτυχές της γλωσσικής µορφής. Το 
αποτέλεσµα είναι µια ενσώµατη θεωρία της γλωσσικής κατανόησης.  

O Nunez (2004) αναφέρει ότι οι πρόσφατες αναπτύξεις στη γνωστική 
γλωσσολογία είναι πολύ καρποφόρες στη µελέτη της υψηλού επιπέδου γνώσης από 
µια προοπτική ενσωµάτωσης (π.χ., φυσική κατανόηση γλώσσας και εννοιολογικά 
συστήµατα). Ιδιαιτέρως, η γνωστική σηµασιολογία (Sweetser,1990; Talmy,1999), η 
εννοιολογική ολοκλήρωση (Fauconnier, 1997; Fauconnier & Turner,1998) και η 
εννοιολογική θεωρία µεταφοράς (Lakoff, 1993; Lakoff & Johnson, 1980, 1999).   

Ο Whorf (1956, σελ.212-214) έγραψε: «∆ιαπιστώθηκε ότι το υπόβαθρο του 
γλωσσικού συστήµατος...από κάθε γλώσσα είναι όχι µόνο ένα όργανο αναπαραγωγής 
για την έκφραση των ιδεών αλλά µάλλον είναι ο διαµορφωτής των ιδεών...O κόσµος 
παρουσιάζεται σε ένα καλειδοσκόπιο ρευστής κατάστασης των εντυπώσεων που πρέπει 
να οργανωθεί από το µυαλό µας και αυτό εννοείται κατά ένα µεγάλο µέρος από τα 
γλωσσικά συστήµατα µέσα στα µυαλά µας. Αυτό το γεγονός είναι πολύ σηµαντικό για τη 
σύγχρονη επιστήµη, γιατί σηµαίνει ότι κανένα πρόσωπο δεν είναι ελεύθερο να 
περιγράψει τη φύση µε απόλυτη αµεροληψία αλλά είναι περιορισµένο σε ορισµένους 
τρόπους ερµηνείας ακόµη και όταν είναι ελεύθερο όταν σκέφτεται. Εισαγόµαστε έτσι σε 
µια νέα αρχή της σχετικότητας, η οποία υποστηρίζει ότι όλοι οι παρατηρητές δεν 
οδηγούνται από την ίδια σωµατική ένδειξη στην ίδια εικόνα του κόσµου, εκτός αν τα 
γλωσσικά υπόβαθρά τους είναι παρόµοια, ή µπορούν µε κάποιο τρόπο να 
διαµετρηθούν».   

Με βάση αυτά τα συµπεράσµατα οι Lakoff και Nunez (2000) ανέλυσαν 
πολλές περιοχές στα µαθηµατικά, από τη θεωρία συνόλων έως τους υπερβατικούς 
αριθµούς. Απέδειξαν (µέσω των καθηµερινών ανθρώπινων ενσώµατων µηχανισµών, 
όπως οι εννοιολογικές µεταφορές, τα εικονό-σχήµατα και τα εννοιολογικά µίγµατα) 
ότι τα επαγωγικά σχήµατα προέρχονται από την άµεση σωµατική εµπειρία που 
έχουµε στον πραγµατικό κόσµο. Η εµπειρία αυτή εκτείνεται µε πολύ συγκεκριµένους 
και ακριβείς τρόπους ώστε να δώσει αφορµή για µία νέα προκύπτουσα επαγωγική 
οργάνωση σε µία καθαρά φανταστική περιοχή. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ V 

 
 

Γεωµετρικός – Χωρικός 
Συλλογισµός  

 
 

«Όλη η γνώση µας έχει τις ρίζες της 
στην αντίληψή µας.» 

                                                                                                 
                                                                                                  Leonardo da Vinci 

 
 
 
5.1 Η κατανόηση του χώρου 
 

Η αντίληψη για τον κόσµο περιλαµβάνει τη µελέτη του χώρου και του 
σχήµατος, η οποία οδηγεί τελικά στη γεωµετρία. Σύµφωνα µε τους Nemirovsky, 
Tierney & Wright (1998), ο χώρος που προσδιορίζεται από τις διαισθήσεις, τα 
βιώµατα και την εµπειρία του ατόµου είναι υποκειµενικός. Αυτός αντιπαραβάλλεται 
στον αντικειµενικό ή απόλυτο χώρο, ο οποίος προσδιορίζεται από µετρήσεις και τους 
Νευτώνειους νόµους.  

Ο Duval (1998) υποστηρίζει ότι η γεωµετρία αποτελείται από τρία είδη 
γνωστικών διαδικασιών που πραγµατοποιούν συγκεκριµένες επιστηµολογικές 
λειτουργίες.  

i. Απεικόνιση: η διαδικασία που συσχετίζεται µε την 
αναπαράσταση του χώρου. 

ii.  Κατασκευή: γίνεται µε χρήση συσκευών. 
iii.  Συλλογισµός: σχετίζεται µε τις λεκτικές διαδικασίες και την 

επέκταση γνώσης για απόδειξη και επεξήγηση. 
Τα τρία αυτά είδη γνωστικών διαδικασιών συνδέονται στενά και η συνεργασία τους 
είναι απαραίτητη για οποιαδήποτε πρόοδο στη γεωµετρία (Πρωτοπαπάς, 2003). 

Αν  επιστρέψουµε στα χρόνια της αρχαιότητας, η στοιχειώδης γεωµετρία 
(πριν ακόµα γίνει θεωρητική γνώση) αποτελούσε ένα αποτελεσµατικό µοντέλο στην 
τεχνολογική επεξεργασία των αντικειµένων του χώρου. Θέλοντας όµως σήµερα να 
µελετήσουµε τα ζητήµατα που αφορούν στην ψυχολογία των µηχανισµών και τη 
συγκρότηση των εννοιών της γεωµετρίας είναι ανάγκη να κάνουµε µια πρώτη 
διάκριση µεταξύ του αντιληπτικού και του αναπαραστατικού χώρου (Σπύρου & 
Λάππας, 2007). Η ικανότητα αντίληψης του χώρου είναι δυνατό να βελτιωθεί µε 
εξάσκηση. Αρωγός σε κάτι τέτοιο είναι η προσέγγιση µέσω µετασχηµατισµών, η 
οποία κάνει  τη γεωµετρία ένα ελκυστικό και δυναµικό αντικείµενο. Για τον Einstein 
τα στοιχεία της σκέψης δεν ήταν λέξεις αλλά συγκεκριµένα σήµατα και λιγότερο ή 
περισσότερο ξεκάθαρες εικόνες οι οποίες µπορούσαν αβίαστα να αναπαραχθούν ή να 
συνδυαστούν (Clemens & Batista, 1992). 

Ο χώρος που µας περιβάλλει αποτελεί την κυριότερη πηγή ανάπτυξης των 
περισσότερων εννοιών. Από πολύ µικρός ο άνθρωπος οριοθετεί και προσανατολίζει 
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τον εαυτό του από τον περιβάλλοντα  χώρο και τα αντικείµενά του. Στη συνέχεια 
οριοθετεί και συσχετίζει τα αντικείµενα µεταξύ τους και αναπτύσσει βαθµιαία µια 
αντικειµενική αντίληψη του χώρου συµπεριλαµβάνοντας και τον εαυτό του µέσα σε 
αυτόν (Τζεκάκη, 1996). Άλλωστε, ακόµη και οι πιο αφηρηµένες έννοιες, εάν 
αναλύονται κατάλληλα, παρουσιάζουν τα σηµάδια προέλευσής και εξάρτησης τους, 
σε βασικά αντιληπτικά σχήµατα κίνησης. Επίσης, οι ανθρώπινες εννοιολογικές δοµές  
είναι τέτοιες που επηρεάζονται βαθιά από τις λεπτοµέρειες της φυσικής ύπαρξής µας. 
∆ιαλογιζόµαστε µε τον ίδιο εξοπλισµό που χρησιµοποιούµε για να παρατηρήσουµε 
τα άµεσα περίχωρά µας, να τριγυρίσουµε σε αυτά, και να αλληλεπιδράσουµε µε τους 
ανθρώπους και τα πράγµατα. 

Η αναπαραστασιακή αντιστοιχία αναφέρεται στις συνδέσεις ανάµεσα σε 
κατηγορίες αντικειµένων και τα σύµβολά τους. Έχει αποδειχτεί ότι κατανοείται 
πρωτύτερα από τη γεωµετρική (Liben & Yekel,1996) ενώ πειράµατα έχουν δείξει ότι 
ακόµη και τα τρίχρονα παιδιά κατανοούν την έννοια του «συµβολίζω-
αντιπροσωπεύω» σε αναπαραστάσεις χώρου αναφορικά µε την τοποθέτηση 
αντικειµένων στο χώρο (Blades & Spencer, 1994).  

Η απασχόληση της χωρικής αντίληψης για την κατανόηση των γεωµετρικών 
εννοιών είναι παλαιότερη αλλά εξετάζει τη γενική περιγραφή και δε βοηθάει στον 
αφαιρετικό µηχανισµό της προηγµένης µαθηµατικής σκέψης (Battista & Clements, 
1992; Bender & Schreiber 1980; Bishop 1980; Glen & Clements 1981). Οι Bender & 
Schreiber (1980) προσπαθούν να κατανοήσουν το χώρο οργανώνοντας χωρικά 
φαινόµενα. Υποστηρίζουν ότι γεωµετρικές έννοιες όπως ‘ευθεία’, ‘ κύκλος’, 
‘επίπεδο’, ‘ ορθογώνιο’, ‘ παράλληλες’, κ.ο.κ. δε βρίσκονται έτσι στη φύση αλλά 
υπάρχουν αρχικά ως ιδέες στον άνθρωπο. Οι Watson et al. (2002) θεωρούν ότι ο 
άνθρωπος είναι αυτός που τις µεταφέρει στο φυσικό κόσµο για τους δικούς του 
σκοπούς. Προκειµένου να περιγραφεί κάποιο φυσικό φαινόµενο πρέπει ο άνθρωπος 
να ασχοληθεί πρώτα µε τις φυσικές έννοιες µέσω των οποίων κατασκευάζεται το 
φυσικό πρότυπο και η διατύπωση αυτή να µεταφερθεί έπειτα σε ένα µαθηµατικό 
µοντέλο.  

Η Manno (2006) αναφέρει ότι οι βασικές µαθηµατικές έννοιες παρουσιάζουν 
εντυπωσιακή σταθερότητα για εκατοντάδες (ή και χιλιάδες) έτη. Θεωρεί πως για να 
συµβεί αυτό απαιτείται αφ’ ενός ένα κοινό σύνολο νευρικών και σωµατικών δοµών 
µε τις οποίες θα κατασκευαστούν οι µαθηµατικές ιδέες. Αφ’ ετέρου απαιτείται αυτή η 
εννοιολογική κατασκευή να χρησιµοποιήσει τον πιο κοινό τόπο των καθηµερινών 
εµπειριών, όπως η κίνηση, οι χωρικές σχέσεις, ο χειρισµός αντικειµένων, ο χώρος και 
ο χρόνος. 

Η συστηµατική µελέτη της γεωµετρίας λοιπόν, επιτρέπει στους µαθητές να 
αντιλαµβάνονται τις έννοιες του χώρου, να κατασκευάζουν σχήµατα και να τα 
επεξεργάζονται, να συσχετίζουν αρχές και εικασίες. Περαιτέρω να επιχειρούν µια 
διαθεµατική προσέγγιση συνδυάζοντας γεωµετρικές ιδέες µε αριθµούς, να κατανοούν 
τα σχήµατα και τις σχέσεις τους µέσω της σύγκρισης. Εν κατακλείδι “η µάθηση 
πραγµατώνεται µέσω της εµπειρίας” σύµφωνα  µε την άποψη του Dewey. 

 
 

5.2 Η αντίληψη των εννοιών του χώρου από το παιδί  
 
Οι Varela et al. (1999, σελ 176) αναφέρουν ότι οι Piaget & Inhelder (1956) 

οδηγήθηκαν σε µια θεωρία για το πώς αντιλαµβάνονται τα παιδιά το χώρο. Για τον 
Piaget το παιδί δεν είναι ούτε αντικειµενιστής (objectivist) ούτε ιδεαλιστής (idealist). 
Έχει τη δική του δραστηριότητα και ακόµα και η πιο απλή ενέργεια αναγνώρισης 
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ενός αντικειµένου µπορεί να κατανοηθεί µόνο µε όρους της δικής του 
δραστηριότητας.  

Τα παιδιά στα πρώτα δύο χρόνια της ζωής τους συγκροτούν τον 
αισθησιοκινητικό χώρο, ο οποίος είναι συντονισµός αισθήσεων και κινήσεων. Οι 
Piaget & Inhelder (1956) υποστηρίζουν πως για να µελετήσουµε το χώρο πρέπει να 
λαµβάνουµε υπ’ όψιν δύο αλλαγές. Τις αλλαγές των θέσεων του σώµατός µας και τις 
αλλαγές καταστάσεων που είναι εξωτερικές από µας. 

 Η Τζεκάκη (1996) αναφέρει ότι οι ιδέες όµως που βρίσκονται πίσω από 
οργανωµένα αναπαραστασιακά συστήµατα είναι αρκετά δύσκολο να συλληφθούν 
από τα µικρά παιδιά και το γεγονός αυτό, σύµφωνα µε τον Lawer (1985), οφείλεται 
στις διαφορετικές διαισθήσεις που έχουν για την κατανόηση της θέσης και της 
κίνησης σ’ ένα πλάνο. Οι διαισθήσεις αυτές απορρέουν τόσο από τις αντιλήψεις των 
παιδιών αναφορικά µε το χώρο όσο και από το σωµατικό συντονισµό (body 
syntonicity) (Papert, 1980). Εξαιτίας της διαφορετικής προέλευσής των διαισθήσεων, 
είναι δύσκολο τα παιδιά να τις συνδυάσουν έτσι ώστε να ερµηνεύσουν µια απλή 
κατάσταση.  

Ο Piaget ισχυρίζεται ότι το παιδί αρχικά είναι ανίκανο να κάνει 
διαφοροποιήσεις ανάµεσα στο ίδιο και τον υπόλοιπο κόσµο. ∆ε γνωρίζει ότι υπάρχει 
κάτι πέρα από το ίδιο ούτε αναγνωρίζει την ίδια του την ύπαρξη. Είναι ιδιαίτερα 
εγωκεντρικό (Donaldson, 2001, σελ.180). Η Manno (2006) λέει ότι σύµφωνα µε τον 
Berthoz, ο εγκέφαλος χρησιµοποιεί δύο διαφορετικά πλαίσια για να αναφέρει την 
αναπαράσταση της θέσης των αντικειµένων. Οι σχέσεις µεταξύ των αντικειµένων σε 
ένα δωµάτιο µπορούν να κωδικοποιηθούν ως «εγωκεντρικές», όπου συσχετίζονται 
όλες µε τον εαυτό µας, ή ως «αλλοκεντρικές», που συσχετίζονται µε ένα πλαίσιο 
αναφοράς που είναι εξωτερικό για το σώµα µας. Τα παιδιά αρχικά σχετίζουν το χώρο 
µε τα σώµατά τους και η δυνατότητα της αλλοκεντρικής κωδικοποίησης εµφανίζεται 
αργότερα.  

Έτσι λοιπόν, ενώ η βασική κωδικοποίηση του χώρου αρχίζει πολύ νωρίς, η 
ικανότητα της αναπαράστασής του ακολουθεί µια µακρά πορεία. Σύµφωνα µε τους 
Piaget & Inhelder (1956) η πρώτη χωρική γνώση ενός αντικειµένου για το παιδί, 
έρχεται µε το να βάζει το αντικείµενο στο στόµα του. Να υπενθυµίσουµε εδώ πως 
στην περίπτωση του χώρου, ως αντικείµενο θεωρείται κάθε αντιληπτικός 
σχηµατισµός. Στα δύο πρώτα στάδια λοιπόν είναι άµεση η ανάµειξη του σώµατος, 
χωρίς όµως να υπάρχει συντονισµός. Στο τρίτο στάδιο επέρχεται ο συντονισµός (π.χ. 
το παιδί καθοδηγούµενο από την όρασή του θα πιάσει ένα αντικείµενο). Κάτι τέτοιο 
όµως δε συνεπάγεται συντονισµό αντικειµένων. ∆ηλαδή, αν κάποιος ενήλικας δείχνει 
στο παιδί µια µπάλα και ξαφνικά την κρύψει πίσω από την πλάτη του, το παιδί δεν 
είναι σε θέση να συνδυάσει τις διαφορετικές αυτές χωρικότητες. Στο τέταρτο στάδιο 
µεταβαίνουµε στην αντικειµενικότητα, όπου εκεί το παιδί ανακαλύπτει την 
αντιστρεψιµότητα των νοητικών πράξεων. Στο πέµπτο στάδιο η έννοια του χώρου 
συµβαδίζει µε την έννοια της µονιµότητας. Το παιδί αναζητά το αντικείµενο ακόµα 
και µετά από πολλές µετακινήσεις του, χωρίς όµως να µπορεί να αναπαραστήσει 
νοητικά τις σχέσεις του. Στο έκτο στάδιο γίνεται πλέον η νοητική αναπαράσταση του 
αντικειµένου, όπου π.χ. θα αναζητήσει µία µπάλα ακόµα κι αν αυτή έχει βγει από το 
οπτικό του πεδίο.  

Στο τέλος λοιπόν της αισθησιοκινητικής περιόδου γίνεται η πρώτη οργάνωση 
του χώρου από το παιδί, όπου καταφέρνει να τον αναπαραστήσει µε µια εσωτερική 
νοητική πράξη. Οι εσωτερικεύσεις των πράξεων αυτών βοηθούν επίσης στην 
οργάνωση του αντιληπτικού χώρου.  
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5.3 Η ταξινόµηση των χωρικών σχέσεων 
 

Για να επιτευχθεί η δόµηση του χώρου από το παιδί πρέπει να 
χρησιµοποιηθούν τρία κύρια συστήµατα, τοπολογικό, προβολικό και ευκλείδειο 
(Λάππας & Σπύρου, 2007). Σύµφωνα µε τους  Liben & Yekel (1996) η γεωµετρική 
αντιστοιχία αναφέρεται στις συνδέσεις ανάµεσα στα «χωρικά» χαρακτηριστικά των 
αντικειµένων και των συµβόλων τους και, σύµφωνα µε την Τζεκάκη (1996), αφορά  

 
• τις οριοθετήσεις µέσα στο χώρο (τοπολογικές σχέσεις και 
ιδιότητες) 

• τις ποιοτικές τοποθετήσεις (σύνθεση τοπολογικών και προβολικών 
σχέσεων/ προοπτική) και 

• τις ποσοτικές σχέσεις (σύνθεση των παραπάνω µε τις µετρικές 
Ευκλείδειες σχέσεις) 

 
Οι έννοιες αυτές µπορούν να παρατηρηθούν τόσο στο µικρό-χώρο, όσο και στο 
µέσο-χώρο και στο µακρό-χώρο (Τζεκάκη, 1996).  

 
Η επιλογή κάποιου από τα τρία ανωτέρω συστήµατα αναφοράς εξαρτάται 

µεταξύ άλλων και από το γενικότερο πλαίσιο µέσα στο οποίο γίνεται απαραίτητη η 
χρήση τους (Ackerman, 1991).  

 
� Με βάση το ευκλείδειο σύστηµα, τα σηµεία και η κίνηση στο 

χώρο προσδιορίζονται από µετρήσεις, υπολογισµούς και 
συντεταγµένες. Πρόκειται για ένα απόλυτο σύστηµα αναφοράς 
όπου η θέση και οι τοπολογικές σχέσεις των αντικειµένων 
αναπαρίστανται µε λογικό-µαθηµατικό τρόπο πάνω στο επίπεδο. 

� Με βάση το προβολικό σύστηµα, η θέση των αντικειµένων στο 
χώρο προσδιορίζεται από την προοπτική (οπτική γωνία) από την 
οποία φαίνονται τ’ αντικείµενα. Περιλαµβάνει επίσης και τη 
διαδικασία αποκέντρωσης της σκέψης προκειµένου να γίνει 
αντιληπτή ποια είναι η θέση των αντικειµένων στο χώρο όταν τα 
βλέπει κανείς από διαφορετικές οπτικές γωνίες. 

� Με βάση το τοπολογικό σύστηµα, η θέση των αντικειµένων στο 
χώρο προσδιορίζεται αναφορικά µε τη θέση άλλων 
αντικειµένων. Πρόκειται δηλαδή για ένα σχετικό σύστηµα 
αναφοράς όπου η βάση για την περιγραφή ενός σηµείου ή 
αντικειµένου στο χώρο είναι τ’ άλλα αντικείµενα 

 
Οι Piaget & Inhelder (1956) πιστεύουν ότι η πρωταρχική αντίληψη του χώρου 

από τα παιδιά έχει τοπολογικό χαρακτήρα. Παρατήρησαν δηλαδή ότι σε πρώτη φάση 
τα παιδιά αντιλαµβάνονται χαρακτηριστικά όπως η εγγύτητα και η διάταξη. 
Εξοικειώνονται πολύ γρηγορότερα µε διαδικασίες που περικλείουν στένεµα, 
φάρδεµα, τοποθέτηση σε σειρές κ.ο.κ. Αργότερα διαπίστωσαν την αναγνώριση 
προβολικών ιδιοτήτων. Τα παιδιά κατανοούσαν τα αντικείµενά όταν αυτά 
εµφανίζονταν από διαφορετικές οπτικές γωνίες. Εξοικειώνονταν πλέον µε 
µεγεθύνσεις-σµικρύνσεις σχηµάτων, µε στροφές σχηµάτων, µε ξεδίπλωµα 
επιφανειών κ.ο.κ. Ωστόσο δεν µπορούσαν να διακρίνουν χαρακτηριστικά µέτρησης. 
Στο νοητικό επίπεδο του παιδιού η δόµηση του ευκλείδειου χώρου ερχόταν πολύ 
αργότερα σε σχέση µε την τοπολογική και προβολική δόµηση. Ακόµα και στα 7 του 
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χρόνια, ο χώρος είναι συνδεδεµένος µε συγκεκριµένες κινητικές δράσεις και δεν έχει 
αφαιρεθεί επαρκώς ώστε να αποτελέσει θέµα νοητικών λειτουργιών. Σοβαρά 
προβλήµατα αντιµετώπιζαν σε πειράµατα που έµπλεκαν οριζόντιες-κατακόρυφες 
γραµµές και επίπεδα. (Σπύρου και Λάππας, 2007). 

 
 
5.4 Κατακόρυφος – Κάθετη Ευθεία   
 
 Σύµφωνα µε τους Piaget & Inhelder (1956, σελ.375) ο προβολικός και ο 
ευκλείδειος χώρος δοµούνται ο ένας σε συσχέτιση µε τον άλλον. Λένε συγκεκριµένα 
ότι «µε την εισαγωγή των συντεταγµένων στον ευκλείδειο χώρο κάθε αντικείµενο 
συνδέεται µε τα υπόλοιπα, µέσα από τρεις βασικές κατευθύνσεις : “ δεξιά – αριστερά”, 
“ πάνω από – κάτω από”, “ µπροστά από – πίσω από” κατά µήκος µιας διεύθυνσης η 
οποία τέµνει αυτές που ανήκουν στις δύο διευθύνσεις της ορθής γωνίας.». Το ζεύγος 
“ πάνω από – κάτω από”  σχετίζεται µε την ύπαρξη της βαρύτητας. Σε µια περιοχή του 
σύµπαντος χωρίς τη βαρύτητα δεν υφίστανται οι έννοιες της κατακόρυφου και του 
οριζόντιου επιπέδου. Αντιθέτως η έννοια της καθέτου, που είναι γεωµετρική, δεν 
παύει να έχει υφή, ανεξάρτητα της βαρύτητας.  
  
Ο ορισµός της καθέτου συναντάται στο Βιβλίο Ι των Στοιχείων του Ευκλείδη 

 
Ορισµός (ι) : «όταν δύο ευθείες δηµιουργούν τις εφεξής γωνίες ίσες, 
τότε καθεµιά που δηµιουργείται λέγεται ‘ορθή γωνία’ και η ευθεία που 
γίνεται λέγεται ‘κάθετη ευθεία’.» 

 
Στον ανωτέρω ορισµό δίνεται επίσης και ο ορισµός της ορθής γωνίας. Μέσω αυτής 
δίνονται οι ορισµοί της αµβλείας γωνίας (ια) και της οξείας γωνίας (ιβ). Να 
παρατηρήσουµε, σε αυτό το σηµείο, ότι το Αίτηµα (δ) του Βιβλίου Ι των Στοιχείων 
αναφέρει τις ορθές γωνίες. Συγκεκριµένα  
 

Αίτηµα (δ) : «όλες οι ορθές γωνίες είναι µεταξύ τους ίσες.» 
 
 
Από το αίτηµα αυτό προκύπτει ότι η ορθή γωνία είναι ένα καθορισµένο µέγεθος και 
ως αµετάβλητο µέτρο µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως µέτρο των αµβλειών και των 
οξειών γωνιών (Νεγρεπόντης, 2005). Η έκφραση «κάθετη ευθεία» αντιστοιχεί στο 
νήµα της στάθµης, στο αλφάδι (Heath, 1956).     
 Η αίσθηση της κατακόρυφου είναι χαρακτηριστική της ουσίας µας ως ευφυή 
όντα και είναι έµφυτη στην αντιληπτική σωµατική εµπειρία µας σε µια φύση που 
εξουσιάζεται από τη βαρύτητα. Η αντίληψη που έχουµε γι’ αυτήν και η αναγνώριση 
των µορφών παρέχουν το πλαίσιο για την κατασκευή των κεντρικών γεωµετρικών 
εννοιών (Lappas & Spyrou, 2006). Ο Merleau-Ponty (1945)5 επίσης, έχει 
υπογραµµίσει τη σηµασία της βαρύτητας στην κατανόηση του χώρου και η θέση του 
έχει υποστηριχτεί και από άλλους: Zuzne (1970), Ibboston & Bryant (1976), Varela & 
al (1999). Σύµφωνα µε τον Lakoff (1987,σελ.277) η κατακόρυφος είναι η κύρια 
περιοχή πηγής και συνδέεται επίσης µε την κατανόηση της ποσότητάς. Για τη 
σύλληψη της συγγένειας της κατακόρυφου µε τον ορίζοντα έχει προταθεί στην 

                                                 
5 Merleau–Ponty, M. (2000). Phenomenology of Perception (Colin Smith, µετάφραση). London: 
Routledge & Kegan Paul. (Πρωτότυπη έκδοση, 1945). 
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ψυχολογία ότι: «η απόκτηση της κατακόρυφου είναι σύγχρονη µε αυτήν του 
οριζόντιου» (Piaget & Inhelder, 1956, σελ.400).  
 
 
5.5 Συστήµατα αναφοράς και οριζόντιων-κάθετων συντεταγµένων 

 
Οι οριζόντιες και κάθετες διευθύνσεις παρατηρούνται παντού γύρω µας. Αν 

στρέψουµε τα κεφάλια µας θα τις διακρίνουµε στην επιφάνεια της θάλασσας, στους 
τοίχους και στα πατώµατα των σπιτιών, στην ελεύθερη πτώση κ.λ.π. Προσφέρονται 
ως αντιληπτικά γεγονότα από τη στιγµή της γέννησης του ανθρώπου. Είναι φυσικές 
έννοιες αλλά για να κατανοηθούν και να µελετηθούν απαιτείται η δηµιουργία ενός 
συστήµατος συντεταγµένων, που µας δίνει τη δυνατότητα να καθορίσουµε και τη 
θέση τους (Piaget & Inhelder, 1956).  

Ως ενήλικες είµαστε συνηθισµένοι στο να χρησιµοποιούµε ένα σύστηµα 
αναφοράς και να οργανώνουµε τον εµπειρικό µας χώρο κάνοντας χρήση των 
συντεταγµένων αξόνων. Κάτι τέτοιο φαίνεται αυταπόδεικτο, όπως για παράδειγµα η 
κάθετος που δίνεται από τo σωλήνα του νερού και η οριζόντια από την επιφάνεια του 
νερού. Σε ποια ηλικία όµως ένα παιδί µαθαίνει ή αποκτά αυτές τις έννοιες; Θα 
ειπωθεί ότι ως αποτέλεσµα του να ξαπλώνει ανάσκελα το παιδί έχει συναίσθηση του 
οριζόντιου (άξονα) από την κούνια και πως ανακαλύπτει τον κάθετο αµέσως µόλις 
προσπαθήσει να σηκωθεί.  

Εδώ αγγίζουµε µία από τις χειρότερες παρεξηγήσεις που έχουν ταλαιπωρήσει 
τη θεωρία των γεωµετρικών εννοιών. Από το γεγονός ότι ένα παιδί αναπνέει, χωνεύει 
και έχει µια καρδιά που χτυπά, δεν συµπεραίνουµε ότι έχει γνώση του µεταβολισµού 
ή του κυκλοφορικού συστήµατος. Στην καλύτερη περίπτωση, ίσως να έχει προσέξει 
τις κινήσεις του όταν αναπνέει ή το σφυγµό του. Όµως µία τέτοια αισθητικό-κινητική 
συνείδηση δεν οδηγεί στην κατανόηση των εσωτερικών φαινοµένων των οποίων 
αυτές οι κινήσεις είναι µόνο το εξωτερικό και ορατό σηµάδι. Με τον ίδιο τρόπο, από 
το γεγονός ότι µπορεί να σταθεί όρθιο ή να ξαπλώσει, το παιδί αρχικά αποκτά µόνο 
µια αποκλειστικά εµπειρική γνώση των δύο θέσεων του σώµατος και τίποτ’ άλλο. Για 
να προβάλλει πάνω σ’ αυτό ένα γενικότερο σχήµα, πρέπει το παιδί σε κάποιο σηµείο 
να ξεφύγει από το αποκλειστικό πεδίο της θέσης του σώµατος και να συγκρίνει τη 
δική του θέση µ’ αυτή των αντικειµένων που βρίσκονται γύρω του και κάτι τέτοιο 
είναι πέρα από την αποκλειστικά εµπειρική γνώση (Piaget & Inhelder, 1956, σελ.378) 
 
 
5.6 Οριζόντιοι-Κάθετοι άξονες. 

Το πιο απλό και φυσικό σύστηµα αναφοράς που είναι διαθέσιµο στο παιδί 
είναι κατά πάσα πιθανότητα αυτό που παρέχεται από τον πραγµατικό κόσµο µε το 
σχήµα των κάθετων και οριζόντιων αξόνων (σταθερό βλέµµα). Τέτοιες έννοιες είναι, 
φυσικά, εντελώς σχετικές µε τη δική µας κλίµακα εµπειρικής προσέγγισης, αφού σε 
µια ελαφρώς πιο ακριβή κλίµακα η επιφάνεια ενός υγρού δεν είναι πλέον επίπεδη και 
τα νήµατα της στάθµης δεν είναι παράλληλα το ένα µε το άλλο. Στο εµπειρικό 
επίπεδο, ο οριζόντιος άξονας δίνεται από µια επιφάνεια πάνω στην οποία ακουµπούν 
καθηµερινά αντικείµενα, η γη η ίδια (όπου τη θεωρούµε επίπεδη) ή οι τεχνητές 
επιφάνειες των πατωµάτων, των ταρατσών κ.λ.π. Ένας άλλος σηµαντικός παράγοντας 
είναι η επιφάνεια ενός υγρού, ενός ποτού π.χ. στα ποτήρια. Όσο για τον κάθετο 
(άξονα), αυτός δίνεται από τους τοίχους των δωµατίων των σπιτιών, από τους 
στύλους, τις σωλήνες της καµινάδας, τα δέντρα κ.ο.κ. Σταδιακά οι άξονες 
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δηµιουργούν θέσεις αναφοράς έτσι ώστε όταν θεωρηθεί ένα επίπεδο στο χώρο ως 
οριζόντιο, τότε η κατακόρυφη διεύθυνση να είναι η κάθετη στο οριζόντιο επίπεδο. 
∆ηλαδή οι θεσιακές σχέσεις αντικαθίστανται από σχέσεις διάταξης και απόστασης.  

Από τη µια πλευρά, οι ιδέες του κάθετου και οριζόντιου είναι εκ φύσεως 
φυσικές παρά µαθηµατικές, δείχνοντας απλώς την κατεύθυνση που παίρνει ένα σώµα 
σε ελεύθερη πτώση ή µια γραµµή κάθετη σε αυτό. Όµως από την άλλη µεριά, η 
επεξεργασία αυτών των εννοιών εισάγει ένα ζήτηµα ανεξάρτητο από τη φυσική. 
Αυτή η (τουλάχιστον) σχετική ανεξαρτησία εξηγείται ευθέως από το ακόλουθο 
παράδοξο. Όπως έχει ήδη ειπωθεί, οι γήινες κάθετοι δεν είναι απόλυτα παράλληλες 
και οι επιφάνειες των υγρών είναι καµπύλες. Όµως, γεωµετρικά, η ανακάλυψη των 
καθέτων και οριζοντίων διαµορφώνει την ιδιαίτερη περίπτωση που οδηγεί στην 
έννοια του ορθοκανονικού συστήµατος που είναι µόνο παραπλήσια στην (φυσική) 
πραγµατικότητα που εκφράζουν. 

Για να ανακαλύψουµε εάν το παιδί κατανοεί πραγµατικά αυτές τις έννοιες, 
όµως, είναι απαραίτητο να µελετήσουµε µε ποιον τρόπο ανακαλύπτει τους φυσικούς 
νόµους, βγάζοντας συµπεράσµατα από τα µικρά του πειράµατα. Για παράδειγµα, 
νόµοι όπως η συνέχεια της επιφάνειας ενός υγρού οποιαδήποτε κι αν είναι η γωνία 
του  δοχείου, ή η διαρκής κατεύθυνση του νήµατος της στάθµης ανεξαρτήτως της 
γωνίας των κοντινών αντικειµένων. Η µελέτη της οριζόντιας και της κατακόρυφης 
διεύθυνσης έγινε µε φιάλες που περιείχαν υγρό και µε το σχεδιασµό αντικειµένων 
στις πλευρές ενός βουνού (Piaget & Inhelder, 1956, σελ. 379-384).    

Τα πειράµατα του Piaget έδωσαν διάφορα στάδια ανάπτυξης κατανόησης της 
οριζόντιας και της κατακόρυφης διεύθυνσης. Αρχικά το παιδί (έως 4-5 ετών) δεν 
µπορεί να παρουσιάσει ούτε το νερό ούτε το βουνό ως επίπεδη επιφάνεια. Ακόµα και 
στο δεύτερο στάδιο οι στύλοι είναι κάθετοι στις πλευρές του βουνού χωρίς να 
µπορούν να καθορίσουν την κατεύθυνση του νήµατος της στάθµης σε σχέση µε το 
βουνό. Κατά τον Piaget η κρίσιµη ηλικία για την ανάπτυξη των χωρικών εννοιών 
είναι γύρω στα 9 χρόνια, όπου και δηµιουργεί νοερά ένα σύστηµα αναφοράς.  

Αυτά τα αποτελέσµατα είναι ιδιαιτέρως ενδιαφέροντα από την άποψη της 
περιπλοκότητάς τους, το αποτέλεσµα µίας ποικιλίας αντιληπτικών, εννοιολογικών και 
γραφικών παραγόντων. Κάθε ένα από τα παιδιά µπορούν να αναπαράγουν την κάθετο 
σε ορισµένες περιπτώσεις αλλά όχι σε άλλες, και αυτό συµβαίνει διότι σε κάθε 
διαφορετική περίπτωση βασίζουν την κρίση τους σε ένα διαφορετικό σύστηµα 
αναφοράς χωρίς να το συνειδητοποιούν. Είναι φανερό ότι η άποψη ενός παιδιού για 
την κάθετο δεν είναι µία λειτουργική έννοια, αφού ακόµα και οι ευθείες γραµµές δεν 
γίνονται αντιληπτές µε λειτουργικούς όρους. Αφού η ιδέα της καθέτου είναι απλά 
ενστικτώδης , είναι φυσικό να διέπεται από ένα αντιληπτικό περιβάλλον. 

Τα ευρήµατα δείχνουν καθαρά, πως θα ήταν εντελώς λάθος να υποθέσουµε 
πως οι άνθρωποι έχουν έµφυτη ή ψυχολογικά πρώιµη τη γνώση του χωρικού 
περιβάλλοντος που είναι σε ένα οργανωµένο σύστηµα αναφοράς µε δύο ή τρεις 
διαµέτρους. Αρχικά, το παιδί δεν έχει καν συναίσθηση των πραγµατικών ή 
φυσιολογικών εννοιών της καθέτου ή της οριζόντιας για έναν πολύ απλό λόγο. Ο 
λόγος είναι ότι η αντίληψη καλύπτει ένα πολύ περιορισµένο πεδίο, ενώ αντίθετα ένα 
σύστηµα αναφοράς προϋποθέτει λειτουργική ένταξη πολλών πεδίων στο σύστηµα 
συντεταγµένων. 

Όντας µακριά από το να αποτελεί το αρχικό σηµείο της αντίληψης του χώρου, 
το σύστηµα αναφοράς είναι στην πραγµατικότητα το κορυφαίο σηµείο ολόκληρης 
της ψυχολογικής ανάπτυξης του ευκλείδειου χώρου. Ένα  σύστηµα συντεταγµένων 
προϋποθέτει καταρχήν, τις τοπολογικές έννοιες  της διάταξης και διάστασης. 
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5.7 Αρχέτυπα αποτελέσµατα, Αντικειµενικότητα και Πυθαγόρειο Θεώρηµα                    
 

Οι λειτουργίες που συνδέονται µε τις έννοιες της κατακόρυφου, της 
οριζοντίου και της οµοιότητας αποτελούν ιδιότητες της χωρικής αντίληψης που έχει ο 
άνθρωπος. Για να επιτύχουµε µία αντικειµενική απόδοση των λειτουργιών αυτών 
χρησιµοποιούµε αριθµητικές και λογικές σχέσεις, παίρνοντας τα πρώτα 
αποτελέσµατα για τη γεωµετρία. Η ανησυχία της ανθρωπότητας για την ιδέα του 
αριθµού ήταν ένα πρώτο όργανο για να αποκτήσει η γεωµετρία «αντικειµενικότητα». 
Κι αυτό γιατί ο αριθµός αντιπροσωπεύει τη βεβαιότητα της γνώσης της παγκόσµιας 
αλήθειας. Τα µαθηµατικά είναι πολύ δεµένα στη λογικο-µαθηµατική δυνατότητα του 
υπολογισµού. Μέσω των αριθµών, η εµπειρία γίνεται οµοιογενής, δι-υποκειµενική 
και µεταφέρεται ευκολότερα. Εποµένως, αποτελέσµατα όπως οι Πυθαγόρειες τριάδες 
στα οποία η «αντικειµενικότητα» δίνεται από µια αριθµητική σχέση, εµφανίζονται ως 
«αρχέτυπα» των πιο πρόσφατων βασικών θεωρηµάτων της γεωµετρίας (Lappas & 
Spyrou, 2006).  

Το αρχέτυπο, σύµφωνα µε τους Harley (1995, σελ. 193) και Malt (1999, σελ. 
333), θεωρείται ως το «καλύτερο υπόδειγµα» µιας έννοιας, ως προδιαγραφή για τα 
µέλη µιας οικογένειας και από αυτή την άποψη είναι ο ιδανικός πυρήνας µιας 
έννοιας. Η θεωρία των αρχετύπων λειτουργεί µε έναν συγκεκριµένο τρόπο. 
Στηρίζεται σε κάποια «στοιχειώδη» αρχέτυπα, τα οποία εξαρτώνται µόνο από τη 
λεκτική περιγραφή. Από αυτά προκύπτουν κάποιες αρχικές έννοιες και µε µία 
πρόσθετη εννοιολογική δοµή έχουµε τα «αρχέτυπα αποτελέσµατα». Η όλη αυτή 
διαδικασία θα µπορούσαµε να πούµε ότι αποτελεί ένα ‘µοντέλο’ (Lappas & Spyrou, 
2006). Τέτοια µοντέλα αρχετύπων είναι π.χ. οι γωνίες, το τρίγωνο κ.α.  

Η σπουδαιότητα που έχει ο ρόλος της γλώσσας σε µία τέτοια διαδικασία 
φαίνεται από τα λόγια του Tall που ακολουθούν 

 
«Η γλώσσα παίζει έναν όλο και περισσότερο λεπτό ρόλο σε αυτήν την 
γεωµετρική ανάπτυξη. Οι πρωτότυπες µορφές όπως µια ευθεία γραµµή, 
ένα τρίγωνο, ένας κύκλος, περιγράφονται προφορικά µε τρόπους που 
υποστηρίζουν τη φαντασία των τέλειων πλατωνικών αναπαραστάσεων, 
όπως η τέλεια ευθεία γραµµή χωρίς πλάτος που µπορεί να εκταθεί 
αυθαίρετα προς κάθε κατεύθυνση, ή το τέλειο τετράγωνο, ένας τέλειος 
κύκλος. Κατά συνέπεια, παραδόξως, οι τέλειες γεωµετρικές οντότητες 
εξαρτώνται από τη γλώσσα για να κατασκευάσουν τη σηµασία τους.» 

 Tall et al. (2000) 
 
Ο Σπύρου (2005) αναφέρει ότι, σύµφωνα µε τον Lakatos (1997), τα αρχέτυπα 

αποτελέσµατα αποτέλεσαν µια πρωτόγονη αντικειµενική γνώση, την «προ-ιστορική» 
περίοδο της γεωµετρίας, πριν από την εµφάνιση οποιασδήποτε συνεπούς λογικής 
παραγωγικής θεωρίας. Επιτακτική ήταν η ανάγκη να ενσωµατωθούν τα ήδη 
υπάρχοντα «αρχέτυπα» αποτελέσµατα µέσα σε µια θεωρία για τη γεωµετρία. Αυτό 
αποτέλεσε µια εννοιολογική µετατόπιση, όπου έκαναν την εµφάνισή τους διάφοροι 
γνωστικοί παράγοντες όπως:  
 

• Τυπικές περιγραφές και παραγωγικές αποδείξεις.  
• Πρόσθετη παραγωγή αφηρηµένων εργαλείων (όπως το επίπεδο, η 

γωνία, το εµβαδόν και η κατασκευή), δεδοµένου ότι η 
συσσωρευµένη εµπειρική γνώση δεν αρκεί.  

• Τεχνικές για τις κατασκευές και τις αποδείξεις.  
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5.8 Επίπεδα Van Hiele και ενσώµατα αντικείµενα 
 
 Τα ενσώµατα αντικείµενα αρχίζουν να γίνονται κατανοητά µε την 
αισθητήρια αντίληψη που έχει ο καθένας µας (σε ένα αρχικό στάδιο). Έπειτα 
καθορίζονται στη διανοητική σκέψη µέσω της χρήσης της γλώσσας. Πολλά παιδιά 
όµως (ακόµη και φοιτητές) δεν αναπτύσσουν τη σκέψη τους πέρα από την ήδη 
υπάρχουσα ενσώµατη αντίληψή τους. Άλλοι, όσο µεγαλώνουν δεν προκαλούνται από 
τις συνειδητές συνδέσεις µε την ενσώµατη αίσθηση τους για τον κόσµο, παρά µόνο 
εξάγουν έννοιες από την τυπική αφαίρεση (Pinto,1998)6. Αυτό δίνει όλο και 
περισσότερο µια περίπλοκη σύλληψη των ενσώµατων αντικειµένων κατά τρόπο 
γενικό ο οποίος συγκεκριµένα περιγράφηκε από τους Van Hiele7 σε σχέση µε τα 
γεωµετρικά αντικείµενα. 
 Οι Van Hiele (1959) κατέληξαν στη διατύπωση πέντε επιπέδων κατανόησης 
και των φάσεων της µάθησης, που τράβηξαν αµέσως την προσοχή της παγκόσµιας 
κοινότητας. Τα επίπεδα αυτά όσον αφορά τη σχολική γεωµετρία είναι τα εξής: 
 

� Επίπεδο 1 (αναγνώριση): ο µαθητής αντιλαµβάνεται τα 
γεωµετρικά σχήµατα ως µία ολότητα (gestalt) και όχι σε σχέση µε 
τις ιδιότητές τους. Μπορεί να τα κατονοµάσει (π.χ. ως τρίγωνα ή 
τετράγωνα) αλλά δεν µπορεί να διατυπώσει τις ιδιότητές τους. Για 
την περιγραφή τους χρησιµοποιεί οπτικά πρότυπα (αναγνωρίζει 
π.χ. έναν κύκλο γιατί µοιάζει µε µια µπάλα).  

� Επίπεδο 2 (ανάλυση): ο µαθητής αναγνωρίζει ένα σχήµα από τις 
ιδιότητές του (π.χ. ένα σχήµα είναι ορθογώνιο γιατί έχει τέσσερις 
γωνίες ορθές). Μπορεί επίσης να αναφέρει άλλες ιδιότητες των 
σχηµάτων (π.χ. τα ορθογώνια έχουν τις απέναντι πλευρές 
παράλληλες) αλλά δεν µπορεί να τις ορίσει τυπικά, ούτε και να τις 
αποδείξει. 

� Επίπεδο 3 (διάταξη): ο µαθητής συνδέει τα σχήµατα µε βάση τις 
ιδιότητές τους και τα ταξινοµεί σε κατηγορίες (π.χ. κάθε 
τετράγωνο είναι ορθογώνιο). Αρχίζει να κατανοεί το ρόλο του 
ορισµού. Μπορεί να κάνει απλούς παραγωγικούς συλλογισµούς 
αλλά δεν µπορεί να συνθέσει αποδείξεις αυτών.  

 
� Επίπεδο 4 (παραγωγικότητα): ο µαθητής κατανοεί τη σηµασία 

του παραγωγικού συλλογισµού και τους ρόλους των αξιωµάτων, 
των θεωρηµάτων και της απόδειξης. Είναι σε θέση να αποδείξει 
µία πρόταση χρησιµοποιώντας δεδοµένα. ∆εν αναγνωρίζει όµως 
την ανάγκη για αυστηρότητα στην απόδειξη.  

� Επίπεδο 5 (αυστηρότητα): ο µαθητής κατανοεί την αναγκαιότητα 
για αυστηρότητα. Είναι πλέον σε θέση να κατανοήσει 
αφηρηµένους παραγωγικούς συλλογισµούς. Κατανοεί ιδιότητες 
όπως η συνέπεια, η ανεξαρτησία και η πληρότητα των αξιωµάτων.  

�  
 

                                                 
6
Η αναφορά στον Pinto γίνεται από τον Tall (2003) (βλ. βιβλιογραφία στο παράρτηµα).  

7 Η πηγή είναι: Van Hiele, P.M. (1986). Structure and insight: A theory of mathematics education. New 
York: Academic Press. (βλ. βιβλιογραφία στο παράρτηµα).  
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Συνοπτικός πίνακας των επιπέδων κατανόησης 
 

Επίπεδο 1 Αναγνώριση ή Οπτικοποίηση 

Επίπεδο 2 Περιγραφή ή Ανάλυση ιδιοτήτων 
Επίπεδο 3 Σύνδεση ή Άτυπη παραγωγή 

Επίπεδο 4 Απόδειξη ή Τυπική παραγωγή 
Επίπεδο 5 Αυστηρότητα ή Αξιωµατικοποίηση 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ VI 
 

 
 

Ερευνητική 
∆ιαδικασία 

 
 

“Ο δάσκαλος στις σχέσεις του µε το µαθητή  
πρέπει να στοχεύει πώς να αχρηστέψει τον εαυτό του.  

Αυτό είναι δύσκολο. 
 Τότε όµως ο µαθητής µαθαίνει µόνος του,  

γίνεται αυτόνοµος  
και ο θρίαµβος του δασκάλου είναι  

να κάνει το µαθητή  
αυθύπαρκτο και ανεξάρτητο.”                                   

                                                                                                                      
ΣΩΚΡΑΤΗΣ 

 
  
 
6.1 Το πρόβληµα 
 
6.1.1 Περίληψη 
 
Τα τελευταία χρόνια παρατηρούνται χαµηλά ποσοστά κατανόησης των γεωµετρικών 
εννοιών στα σχολεία (Clements & Battista, 1992). Για να αντιστραφεί µία τέτοια 
εικόνα, πολλοί ερευνητές συστήνουν την προσέγγιση των εννοιών µε χρήση των 
πρωτογενών καταστάσεων, µέσα στις οποίες διαµορφώθηκαν οι έννοιες (Arcavi & 
Bruckheimer, 2000; Jahnke et al., 2000). Ιδιαίτερη σηµασία πλέον έχει ο τρόπος µε 
τον οποίον οι µαθητές κατασκευάζουν τις µαθηµατικές γνώσεις, όπου οι Lakoff & 
Nunez (2000) αναζητούν τον τρόπο αυτόν στη σωµατικότητα των ανθρώπων. Η 
έρευνα αυτή επιχειρεί να ερµηνεύσει την προεργασία που έγινε για το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα, συνδέοντάς το µε τις τριάδες, και να εξετάσει πώς επανενεργοποιούνται 
και πώς εδραιώνονται οι ιστορικές επινοήσεις στο σηµερινό πλαίσιο διδασκαλίας. 
 
 
6.1.2 ∆ιατύπωση του προβλήµατος 
 

Εν γένει, στη µαθηµατική κοινότητα όλο και περισσότεροι αναφέρουν πως αν 
κοιτάξει κάποιος τον τρόπο που διδάσκονται τα µαθηµατικά στη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση, µπορεί να παρατηρήσει ότι απουσιάζουν λειτουργίες όπως η διαίσθηση, 
ο στοχασµός, ο συλλογισµός, η φαντασία, στοιχεία που ενεργοποιούνται κατά τη 
διάρκεια της µαθηµατικής δραστηριότητας. Όπως υποστηρίζουν οι Οικονόµου & 
Τζεκάκη (1999), µία τέτοια κατάσταση οφείλεται στο γεγονός ότι η πρακτική της 
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δραστηριοποίησης των µαθητών για την αντιµετώπιση ενός ‘αγνώστου 
προβλήµατος’, µε στόχο την οικοδόµηση νέων µαθηµατικών γνώσεων, έχει 
εξαιρετικά περιορισµένη εφαρµογή στην εκπαίδευση. Κινούµενα προς την αντίθετη 
κατεύθυνση της διαπίστωσης αυτής, τα ενσώµατα µαθηµατικά εφαρµόστηκαν από 
πολλούς ερευνητές σε διάφορους τοµείς και κυρίως στη Γεωµετρία (Edwards, 2002; 
Fyhn, 2008; Manno, 2006; Nemirovsky, 2003; Watson, Spyrou & Tall ,2002).  

Η θεωρία των ενσώµατων µαθηµατικών αναπτύχθηκε κατά τη διάρκεια των 
πρόσφατων 10 χρόνων από τους Nunez, Edwards & Matos (1999) και από τους 
Lakoff & Nunez (2000). Οι Nunez et al. (1999) θεωρούν ότι η ανθρώπινη δηµιουργία 
των µαθηµατικών προκύπτει από την απόδοση νοήµατος, που όχι µόνο δεν είναι 
αυθαίρετη αλλά αντιθέτως είναι σωµατικά θεµελιωµένη. Η µελέτη της εννοιολογικής 
δοµής των µαθηµατικών από µία ενσώµατη άποψη δείχνει πως τα µαθηµατικά 
δοµούνται από άτυπες, καθηµερινές εµπειρίες και ιδέες (Nunez et al.,1999). Σύµφωνα 
µε το γενικό θεωρητικό πλαίσιο των ενσώµατων µαθηµατικών, οι πρωταρχικές 
µαθηµατικές έννοιες πρέπει να στηριχτούν πάνω στους έµφυτους γνωστικούς 
µηχανισµούς και στην αλληλεπίδρασή τους µε το περιβάλλον (Kospentaris & Spyrou, 
2005).  

Ο Nemirovsky (2003) επίσης αναφέρει ότι η γνώση βασίζεται επιπλέον στις 
διάφορες αισθησιοκινητικές ικανότητες που έχει ένα σώµα. Αυτές, όπως 
υποστηρίζουν οι Varela et al. (1999), είναι ενσώµατες σε ένα βιολογικό, ψυχολογικό 
και πολιτισµικό πλαίσιο και συνθέτουν την εµπειρία κάθε ανθρώπου. Ο Pea (1993) 
υπογραµµίζει ότι η ιστορική διάσταση είναι αυτή που κάνει τις σηµειωτικές έννοιες 
(semiotic means) (δηλαδή έννοιες που παράγονται από σύµβολα και κανόνες χρήσης 
τους) της εξαντικειµενίκευσης (objectification) να φέρουν µία ενσώµατη νοηµοσύνη, 
µεταφέροντας πρότυπα προηγούµενων συλλογισµών. Η σηµασία µιας έννοιας δεν 
καθορίζεται ολοκληρωτικά από το σηµερινό της ορισµό αλλά είναι συνισταµένη της 
ιστορίας της, τόσο στο παρελθόν όσο και σήµερα. Σύµφωνα µε τον Radford (2006), 
κάτι τέτοιο εξυπηρετεί την ανακάλυψη των αντικειµενικών σχέσεων των νόµων που 
κυβερνούν τα Μαθηµατικά, καθώς η σκέψη µαζί µε τη σηµειωτική δραστηριότητα 
είναι µία επανενεργοποίηση (reaction) της συνάντησής µας µε τα αντικείµενα του 
κόσµου. Αυτή η επανενεργοποίηση καθοδηγείται από ένα πραγµατικό κίνητρο να 
καταλάβουµε τον κόσµο που απλώνεται µπροστά µας. Για να κατανοήσουµε πρέπει 
να πειραµατιστούµε, να τυποποιήσουµε υποθέσεις και να µεταφέρουµε 
συµπεράσµατα.  

Στην παρούσα µελέτη χρησιµοποιείται η φιλοσοφική υπόθεση των Lappas & 
Spyrou (2006), οι οποίοι θεωρούν ότι δύο από τους παράγοντες που διαµορφώνουν τη 
βασική αντίληψη της Γεωµετρίας είναι η κατακόρυφος και η οµοιότητα. Ισχυρίζονται 
ότι οι κύριοι µηχανισµοί, όπως η αντίληψη για τη βαρύτητα και η αναγνώριση των 
µορφών, παρέχουν το πλαίσιο για την κατασκευή των κεντρικών γεωµετρικών 
εννοιών. Η ιδέα ότι οι βασικοί παράγοντες για την αντίληψη του χώρου είναι η 
κάθετος, o ορίζοντας και η αναγνώριση των οπτικών σχηµάτων, φαίνεται να ανήκει 
στον Piaget (1956), ο οποίος συνέδεσε την αναγνώριση των µορφών µε τη σύλληψη 
της αναλογίας.  

Επιθυµητό, κατά τη διδασκαλία είναι να φανερωθεί εάν είναι δυνατή η 
επανενεργοποίηση της ιστορίας  προκειµένου να είναι χρήσιµη για την τάξη. Όπως 
ισχυρίζονται οι Arcavi & Isoda (2007), η ιστορία των µαθηµατικών είναι αυτή που 
µπορεί να χορηγήσει πολλές προσεγγιστικές λύσεις σε προβλήµατα τα οποία είναι 
πολύ διαφορετικά σήµερα απ’ ότι ήταν παλαιότερα. Τέτοιες λύσεις µπορεί να 
κρύβουν και τη σκέψη που βρίσκεται πίσω από αυτά. Για το λόγο αυτό, οι µαθητές 
µπαίνουν σε µια κατάσταση επανεφεύρεσης εκείνου του σηµείου του ιστορικού 
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γεγονότος που οδήγησε στην παραγωγή του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Άλλωστε, 
σύµφωνα µε τον Freudental (1991), ‘‘η ιστορία είναι αυτή που µας λέει πώς 
ανακαλύφθηκαν τα µαθηµατικά’’ οδηγώντας τους εκπαιδευτικούς να δουν µέσα από 
τα µάτια των µαθητών τους, έχοντας βέβαια υπ’ όψιν ότι “ένα αρχαίο πρόβληµα ή µια 
αρχαία µαθηµατική κατάσταση ποτέ δε θα είναι το ίδιο πράγµα” όπως αναφέρει ο 
Radford (1997). Υποστηρίζει όµως ο Radford (1997), ότι “ο τρόπος µε τον οποίο µια 
αρχαία ιδέα ξεχάστηκε, µπορεί να µας βοηθήσει να βρούµε την παλαιά έννοια που, 
µέσω µιας προσαρµοστικής διδακτικής εργασίας, µπορεί πιθανώς να ξανασχεδιαστεί 
και να γίνει συµβατή µε τα σύγχρονα προγράµµατα σπουδών στα πλαίσια της 
επεξεργασίας της ακόλουθης διδασκαλίας”. Φυσικά αυτός ο επανασχεδιασµός 
καθοδηγείται από µια παιδαγωγική φιλοσοφία και τις προσδοκίες του. Πρόθεση 
λοιπόν της έρευνας είναι να επανενεργοποιηθεί η αρχέγονη πράξη της 
εξαντικειµενίκευσης (objectification) στην περίπτωση της γεωµετρίας και ιδιαίτερα 
στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα.  
 
 

 Λίγα λόγια για την εξαντικειµενίκευση (objectification). 
  

Ο Husserl στο βιβλίο του “The origins of  Geometry”  ασχολήθηκε µε το 
βασικό του ερώτηµα που αφορούσε το “πώς η γεωµετρική ιδεατότητα (ideality) 
προχωράει από τις πρωταρχικές εσωτερικές ρίζες σε µία ιδεατή εξαντικειµενίκευση 
(objectification)?”. Η αντικειµενικότητα (objectivity) κατά τον Husserl είναι διπλή 
και επιτυγχάνεται 
 

� Σε µια άµεση γλωσσική επικοινωνία που πραγµατοποιείται 
από τον προφορικό λόγο και που ελευθερώνει το αντικείµενο 
από την ατοµική υποκειµενικότητα. 

� Στο συγχρονισµό µιας ανταλλαγής µέσα στην καθιερωµένη 
κοινότητα. 

 
Από τη µια πλευρά είναι µία υποκειµενική οικοδόµηση των σκοπών που θέλει να 
µεταδώσει ένα άτοµο και από την άλλη είναι ένα πολιτισµικό οικοδόµηµα, 
προγενέστερο της υποκειµενικής εµπειρίας. Η εξαντικειµενίκευση του Husserl 
(Husserl, 1982, σελ.366) αναφέρεται στην αναπαράσταση και εποµένως σε ένα 
σηµειωτικό σύστηµα (semiotic system) από το οποίο περιγράφεται και γίνεται 
προφανές το αντικείµενο. Λέγοντας σηµειωτικό σύστηµα, εννοείται οτιδήποτε 
προκύπτει από µία δραστηριότητα η οποία παράγεται από σύµβολα και κανόνες 
χρήσης αυτών. Για τον Pierce το πρόβληµα ήταν να εξηγήσει πώς η σηµειωτική 
δραστηριότητα µπορεί να αποκαλύψει την πραγµατική φύση των αντικειµένων, των 
οποίων η αντικειµενική ύπαρξη δεν εξαρτάται από το δικό µας σύστηµα συµβόλων 
(Radford, 2006). 
 Ο Radford (2003, σελ.40) αναφέρει ότι «ο όρος ‘objectification’ έχει τις ρίζες 
του στη λέξη ‘object’, η οποία παράγεται πρωταρχικά από το λατινικό ρήµα 
‘obiectare’ που σηµαίνει βγάζω κάτι προς τα έξω (Charleton, 1966, σελ.550). Η 
κατάληξη ‘-tification’ προέρχεται από το ρήµα ‘facere’ που σηµαίνει κάνω ή φτιάχνω 
(Charleton, 1966, σελ.311). Ετυµολογικά λοιπόν, η εξαντικειµενίκευση 
(objectification) σχετίζεται µε εκείνες τις ενέργειες που στοχεύουν στο να φέρουν ή 
να βγάλουν κάτι µπροστά σε κάποιον, να κάνουν κάτι ορατό».    

Όπως λένε οι Lappas & Spyrou (2006), κατά τον Derrida (1962, σελ.25-27) το 
µαθηµατικό αντικείµενο είναι ιδεατό, απόλυτα αντικειµενικό, ολοκληρωτικά 
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απαλλαγµένο από την εµπειρική υποκειµενικότητα. Ανάγεται πάντα στην 
φαινοµενολογική και οντολογική του υπόσταση, όµως δεν προϋπάρχει του 
υποκειµενικού ενεργήµατος (όπως στον πλατωνισµό). Εάν έχει ιστορία πρέπει 
πρωταρχικά να αναπτυχθεί µέσα σε αυτήν και να σχετιστεί µε την υποκειµενική 
πράξη (Derrida, 1962, σελ.40-45). 
 Οι Lappas & Spyrou (2006) µιλώντας για την αντικειµενικότητα των 
µαθηµατικών εννοιών αναφέρονται: 

i. Στην ιδεατότητά τους (ως µαθηµατικά αντικείµενα). 
ii.  Σε κοινωνικές συµφωνίες που εξετάζονται στα 

πλαίσια της ανθρώπινης εµπειρίας. 
Και στις δύο περιπτώσεις θα µπορούσε να ειπωθεί ότι οι µαθηµατικές έννοιες, σε 
οποιοδήποτε πολιτισµό, αντιπροσωπεύουν τη διϋποκειµενική γνώση και τις 
εκφράσεις της. ∆ηλαδή οι ιδέες και τα µαθηµατικά αντικείµενα είναι εννοιολογικές 
µορφές ιστορικής, κοινωνικής και πολιτισµικής αντανάκλασης µιας ενσώµατης 
µεσολαβητικής πράξης (Radford, 2006).  

Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα έχει δύο επίπεδα ανάπτυξης: την πρωτόγονη µέθοδο 
παρουσίασης του και την εξήγησή του µέσω των ιδιοτήτων των τριάδων. Στο 
ορθογώνιο τρίγωνο η ανακάλυψη των τριάδων θα µπορούσε να αναδυθεί 
παρατηρώντας τον τρόπο που η βαρύτητα έλκει ένα οποιοδήποτε σώµα λόγω του 
βάρους του. Η αίσθηση αυτή της βαρύτητας αποτελεί µία σωµατική πραγµατικότητα 
που είναι αµετάβλητη σε κάθε ιστορικό χρόνο για όλα τα υποκείµενα. 
Εξαντικειµενικεύεται εποµένως το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, σε ένα πρώτο στάδιο, 
µέσω των αριθµητικών σχέσεων. Η αντίστροφη περίπτωση (δηλ. έχοντας µια τριάδα 
να µπορούµε να κατασκευάσουµε µια ορθή γωνία σε ένα επίπεδο) δίνει την 
εξαντικειµενίκευση της ορθής γωνίας που είναι ανεξάρτητη από την αίσθηση της 
βαρύτητας. Έχουµε έτσι µία αναγκαία και ικανή συνθήκη για τον προσδιορισµό ενός 
αντικειµένου. Κάτι τέτοιο όµως δεν ήταν αρκετό για τη λογική επιχειρηµατολογία, η 
οποία προέκυψε στα πλαίσια της γεωµετρίας. Η γενική απόδειξη του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος ήρθε µε την αντιµετώπιση των αριθµών ως σηµειοτετράγωνα (dots), ένα 
καθαρά νοητικό όργανο, όπου πρότεινε µία ένα προς ένα αντιστοιχία των 
ευθύγραµµων τµηµάτων και των τετραγώνων (Lappas & Spyrou, 2006).   

Λαµβάνοντας υπόψη όλα τα ανωτέρω, η έρευνα αυτή επιδιώκει να εξετάσει 
το πώς οι ιστορικές επινοήσεις που σχετίζονται µε τις Πυθαγόρειες τριάδες 
επανενεργοποιούνται µέσω της ενσώµατης γνωστικής λειτουργίας οδηγώντας τους 
µαθητές να εξαντικειµενικεύσουν τις µαθηµατικές έννοιες. 

    
 
6.1.3 Σκοπός της έρευνας 
 

Ο σκοπός της έρευνας είναι να µελετήσει εάν η επανενεργοποίηση της 
αρχέγονης πράξης της εξαντικειµενίκευσης στα µαθηµατικά, που απέδωσε κατά 
πρωτογενή τρόπο την έννοια της καθέτου, ως αποτέλεσµα της αίσθησης της 
κατακόρυφου, θα µπορούσε να συµβάλλει σε µία ενεργητική διδασκαλία του 
Πυθαγορείου Θεωρήµατος βασισµένη στη σωµατική εµπειρία των µαθητών. 
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6.1.4 Αναγκαιότητα έρευνας 
 
Σύµφωνα µε το Ζαχαριάδη (2000), στη διδασκαλία των µαθηµατικών στη 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση κυριαρχεί µια «ψευδοαυστηρότητα» σε βάρος του 
νοήµατος. ∆ε γίνεται προσπάθεια να συλλάβει ο µαθητής, στο βαθµό που αυτό είναι 
δυνατόν, την ουσία των εννοιών που διαπραγµατεύεται και των µεθόδων που 
χρησιµοποιεί. H αναπαράσταση των γεωµετρικών αντικειµένων και οι σχέσεις 
µεταξύ αυτών και των αναπαραστάσεών τους αποτελούν σηµαντικά προβλήµατα στη 
γεωµετρία (Mesquita,1998). Οι Battista & Clements (1995) παρατηρούν ότι η 
παρουσίαση των γεωµετρικών εννοιών εξαφανίζει την πνευµατική δραστηριότητά 
τους, από την οποία έχουν παραχθεί. Αυτή η νοοτροπία κάνει αναγκαία την εµφάνιση 
δηµιουργίας καινοτόµων διδακτικών προσεγγίσεων που να στοχεύουν στη βελτίωση 
της κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών.  

Ο Schoenfeld (1992) πιστεύει ότι η διδασκαλία των µαθηµατικών πρέπει να 
προσφέρει στο µαθητή µια αντίληψη της επιστήµης των µαθηµατικών, του σκοπού, 
της δύναµης, της χρήσης και της ιστορίας τους. Πρέπει να δίνει µια αίσθηση του τι 
είναι τα µαθηµατικά και πώς γίνονται στο επίπεδο που µπορούν να κατανοούν και να 
βιώνουν τα παιδιά. Αρκετοί είναι οι ερευνητές που προτρέπουν σε µία ενσώµατη 
προσέγγιση των εννοιών µέσω της ιστορικότητας τους (Arcavi & Bruckheimer, 2000; 
Baker & Gravemeijer, 2006; Furinghetti, 2007; Jahnke et al., 2000; Nemirovsky, 
2003; Radford, 2003). Ο Radford (2003) θεωρεί ότι η ανακάλυψη του τρόπου µε τον 
οποίον τα άτοµα φέρνουν στην επιφάνεια τις έννοιες και ο τρόπος που τις συνδέουν, 
ίσως δώσει κάποιο φως στην κοινωνική κατασκευή της γνώσης. Ο Nunez (2000) 
υποστηρίζει επίσης πως η ενσώµατη εµπειρική µελέτη µπορεί να δώσει σηµαντικές 
ιδέες για τις στάσεις και τις πεποιθήσεις των µαθηµατικών. Η Edwards (2002) 
προτείνει µία παραγωγική έρευνα χρησιµοποιώντας τη θεωρία των ενσώµατων 
µαθηµατικών, γιατί πιστεύει ότι η ενσώµατη προσέγγιση µπορεί να ανακαλύψει τη 
φύση των µηχανισµών που κατασκευάζουν τις εννοιολογικές δοµικές µονάδες των 
µαθηµατικών. Η Manno (2006) ερευνά πώς η µαθηµατική έννοια της καθέτου µπορεί 
να γεννηθεί σε σχέση µε την κατακόρυφο, µέσω µιας καθηµερινής εµπειρίας, και 
θεωρεί ότι θα ήταν πραγµατικά ενδιαφέρον να επαναληφθεί µία τέτοια έρευνα µε 
άλλες µαθηµατικές έννοιες. 

 
 

6.1.5 Σηµαντικότητα έρευνας 
 
Ο Ζαχαριάδης (2000) αναφέρει ότι αυτό που έχει επικρατήσει στη 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση είναι µία λανθασµένη αντίληψη για τη διδασκαλία των 
µαθηµατικών, η οποία έχει οδηγήσει σε έναν τρόπο σκέψης των µαθητών που δεν 
έχει καµία σχέση µε το µαθηµατικό τρόπο σκέψης. Το ενδιαφέρον της εκπαίδευσης 
επικεντρώνεται πλέον στη φύση και την ανάπτυξη της µαθηµατικής γνώσης και κατ’ 
επέκταση στη δηµιουργία αποτελεσµατικών µέσων και µεθόδων διδασκαλίας. Κάτι 
τέτοιο είναι επιθυµητό και ίσως απαραίτητο για τη στήριξη του σύγχρονου 
αναλυτικού προγράµµατος διδακτικής των µαθηµατικών.  

 Ιδιαίτερη σηµασία για το σχεδιασµό µιας διδασκαλίας έχει ο τρόπος µε τον 
οποίον κατασκευάζονται οι γνώσεις (Tymoczko, 1986). Η ιστορική φαινοµενολογία, 
δηλαδή η µελέτη της ιστορικής εξέλιξης µιας έννοιας σε σχέση µε τα φαινόµενα που 
οδήγησαν στη γέννηση αυτής της ιδέας, είναι ένας από τους τρόπους προσέγγισης 
µιας µαθηµατικής έννοιας, όπως αναφέρουν οι Baker & Gravemeijer (2006). Αυτοί 
θεωρούν ότι η ιστορική φαινοµενολογία έχει αποδειχθεί χρήσιµη πηγή έµπνευσης για 
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διάφορα σχέδια διδασκαλίας γιατί βοηθάει να συζητηθούν προβληµατικές 
καταστάσεις και να συσχετιστούν µαθηµατικές έννοιες. Έτσι λοιπόν, στο πλαίσιο της 
διδασκαλίας της παρούσης έρευνας πραγµατοποιήθηκε η πρωτόγονη µέθοδος του 
Πυθαγορείου Θεωρήµατος µέσω των ιδιοτήτων των τριάδων. Η ιστορία άλλωστε 
είναι αυτή που χορηγεί παραδείγµατα αλγορίθµων και µεθόδων που επιτρέπουν την 
«εκµετάλλευση» της λειτουργικής φύσης των µαθηµατικών αντικειµένων 
(Furinghetti, 2007) και σύµφωνα µε τη Sierpinska (1991), “η γνώση της ιστορίας των 
εννοιών είναι πολύ χρήσιµη στις έρευνες για τη διάγνωση των δυσκολιών των 
µαθητών”.  

Αποτελέσµατα ερευνών έχουν δείξει ότι οι εκπαιδευτικοί δε θα πρέπει να 
χειρίζονται τα µαθηµατικά συστήµατα σαν τυπικά θέµατα από την αρχή, αλλά θα 
πρέπει να τα εισάγουν υποστηρικτικά στην καθηµερινή ανθρώπινη λογική 
(Gravemeijer & Doorman, 1999). Αξιοποιώντας την ενσώµατη διδασκαλία, ο 
Nemirovsky (2003) πραγµατοποίησε µία έρευνα για να εξετάσει πώς η σωµατική 
δραστηριότητα εµπλέκεται στον τρόπο που ο άνθρωπος φαντάζεται τη µορφή και την 
κίνηση των µαθηµατικών αντικειµένων. Η Fyhn (2008) επίσης, µελέτησε πώς ένα 
δωδεκάχρονο κορίτσι µπορεί να ανακαλύψει τις γωνίες ενώ αναρριχάται. Ειδικότερα, 
στον τοµέα της Γεωµετρίας, η Edwards (2002) έκανε µία έρευνα για τους 
µετασχηµατισµούς, όπου αντιµετωπίζοντας τους µικρόκοσµους ως αναπαραστάσεις 
κατέληξε στο ότι οι µαθητές διαφόρων ηλικιών αποκρίνονται µε παρόµοιο τρόπο σε 
ένα νέο θέµα. Οι Watson, Spyrou & Tall (2002) µελετώντας το πώς οι µαθητές 
αντιλαµβάνονται τη θεωρία των διανυσµάτων µέσα από τα ενσώµατα µαθηµατικά, 
ανέδειξαν το πρόβληµα που αντιµετωπίζουν τα παιδιά µε τη µαθηµατική 
µοντελοποίηση και την απόδοσή της. Επίσης, η Manno (2006) συµπέρανε ότι οι 
άνθρωποι έχουν χτίσει µια νοητική εικόνα που συνδέει την έννοια της καθέτου µε το 
µοντέλο του νήµατος της στάθµης. 

Όπως επισηµαίνουν οι Yackel, Cobb & Wood (1991), η έρευνα µέσα στη 
τάξη µε στόχο την ανάπτυξη νέων µορφών διδασκαλίας των Μαθηµατικών καθώς και 
η διερεύνηση των δυνατοτήτων τους, αποτελεί βασική προϋπόθεση για τη διδασκαλία 
των Μαθηµατικών στο σχολείο. Γι’ αυτό και πολλά ερευνητικά προγράµµατα 
επιχειρούν πλέον µε διαφορετικούς τρόπους να ξεπεράσουν τα µειονεκτήµατα του 
παραδοσιακού τρόπου διδασκαλίας των Μαθηµατικών και να δηµιουργήσουν µέσα 
στις τάξεις πρότυπα περιβάλλοντα µάθησης για τους µαθητές. Η πρωτόγονη µέθοδος 
παρουσίασης και εξήγησης του Πυθαγορείου Θεωρήµατος, µέσω των ιδιοτήτων των 
τριάδων, που πραγµατοποιήθηκε στο πλαίσιο της διδασκαλίας της παρούσης έρευνας 
εκπληρώνει και κάποιους από τους στόχους της πολιτείας, όσον αφορά τη διδασκαλία 
των µαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, που διατυπώνονται στις οδηγίες 
του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου προς τους καθηγητές των µαθηµατικών. Αυτοί, όπως 
αναφέρονται από τον Ζαχαριάδη (2000), είναι: 

� Η ανάπτυξη ικανότητας για την ακριβή σύλληψη των 
εννοιών.  

� Η µεθοδική άσκηση του µαθητή στην ανάλυση, στη 
γενίκευση και στην αφαίρεση. 

� Να ασκηθούν οι µαθητές να χρησιµοποιούν τα µαθηµατικά 
ως µέθοδο σκέψης και πράξης στην καθηµερινή ζωή. 

Με την πραγµατοποίηση αυτής της έρευνας αναµένεται να ενισχυθεί η 
διδακτική πρόταση για αξιοποίηση της µαθηµατικής και ειδικότερα της γεωµετρικής 
διαίσθησης µέσα στη σχολική αίθουσα, ανοίγοντας το δρόµο στα παιδιά για την 
αναγκαία στοχαστική αφαίρεση.   
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6.2 Μεθοδολογία 
 
6.2.1 Περίληψη  
 

Με βολική δειγµατοληψία (convenience sampling) επιλέγηκαν δύο γυµνάσια 
της Αθήνας. Από τα σχολεία επιλέγηκαν 12 µαθητές, οι οποίοι αποτέλεσαν το δείγµα 
της έρευνας. Σε ζεύγη µαθητών πραγµατοποιήθηκε διδασκαλία του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος στο χώρο του σχολείου. Τα δεδοµένα ήταν βιντεοσκοπήσεις, κατά τη 
διάρκεια της διδασκαλίας που πραγµατοποίησαν οι δύο ερευνητές (όπως επίσης και 
αποβιντεοσκοπήσεις των διδασκαλιών), θεατή µη συµµετοχική παρατήρηση από τον 
ένα ερευνητή (όταν δίδασκε το µάθηµα ο καθηγητής της εκάστοτε σχολικής τάξης) 
και συνεντεύξεις (εφόσον διδάχτηκε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στις σχολικές µονάδες) 
οι οποίες και αποµαγνητοφωνήθηκαν. 
 
 
6.2.2 Ποιοτική έρευνα 
 

Στην έρευνα αυτήν υιοθετήθηκε η µέθοδος της ποιοτικής έρευνας καθώς οι 
στόχοι επιδίωκαν συλλογή και επεξεργασία δεδοµένων σε βάθος. Επειδή εξετάζεται 
ολιστικά αυτό που µας ενδιαφέρει, κάθε άτοµο οφείλει να µελετηθεί ξεχωριστά αφού 
ως µοναδική οντότητα χρήζει µελέτης. Οι ερευνητικοί στόχοι προϋποθέτουν 
καταγραφή και ανάλυση των αναπαραστάσεων και της σκέψης των µαθητών, της 
πραγµατικής τους συµπεριφοράς (εξέλιξη σκέψης), και των υποκειµενικών τους 
προδιαθέσεων (αντιµετώπιση προβλήµατος). Άλλωστε, σύµφωνα µε τους Strauss &  
Corbin (1990), η ποιοτική ανάλυση είναι η πλέον κατάλληλη για τη διερεύνηση 
φαινοµένων που σχετίζονται µε µικρές κοινωνίες, µε την κατανόηση των 
αναπαραστάσεων των ανθρώπων, των τρόπων σκέψης τους και των αφηγηµάτων 
τους για την πραγµατικότητα που βιώνουν.     

Με τη µελέτη περίπτωσης παρατηρήθηκαν τα χαρακτηριστικά µιας οµάδας 
(12 παιδιών) προκειµένου να καταγραφεί ο τρόπος σκέψης τους και να γίνουν 
αναγωγές σε συµπεράσµατα ποιοτικού χαρακτήρα. Κάτι τέτοιο µας βοηθάει στο να 
κάνουµε πιθανές γενικεύσεις που να είναι χρήσιµες στον ευρύτερο πληθυσµό στον 
οποίον ανήκουν οι οµάδες οι οποίες µελετούνται (Cohen & Manion,1997).  

Επιλέχθηκε η συµµετοχική παρατήρηση της διαδικασίας µε την ενεργή 
συµµετοχή των δύο ερευνητών στη διεξαγωγή της διδασκαλίας. Με τη µεθοδολογική 
αυτή προσέγγιση επιτεύχθηκε να καταγραφεί ρεαλιστικά η πραγµατικότητα 
παρέχοντας µια «φυσική βάση» για γενίκευση (Adelman, 1980). Επίσης δόθηκε 
προσοχή στη λεπτοµέρεια και στην πολυπλοκότητα που µπορούσε να αναδειχτεί 
µέσα από τη διεξαγωγή των δραστηριοτήτων. 
 
 
6.2.3 ∆ιαδικασία εκτέλεσης της έρευνας 
 
 Η διδασκαλία του µαθήµατος και οι συνεντεύξεις πραγµατοποιήθηκαν από το 
συντάκτη της διπλωµατικής και τον επιβλέποντά αυτής. Ο συντάκτης της έρευνας 
σχεδίασε τις δραστηριότητες της διδασκαλίας σε συνεργασία µε τον επιβλέποντα 
καθηγητή, ο οποίος καθοδήγησε και συµµετείχε στην έρευνα. Ο συντάκτης 
παρακολούθησε επιπλέον τις διδασκαλίες που διεξήχθησαν στις σχολικές αίθουσες 
(από τους εκάστοτε καθηγητές των παιδιών που συµµετείχαν στην έρευνα), 
επεξεργάστηκε και κατέγραψε την όλη έρευνα. 
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Η έρευνα διεξήχθη από τον Οκτώβριο του 2007 µέχρι το Φεβρουάριο του 
2008 στην περιοχή της Αττικής. Αφορά µια µελέτη για τη διδασκαλία του 
Πυθαγορείου Θεωρήµατος µέσα από την οπτική των ενσώµατων µαθηµατικών. Τα 
υποκείµενα ήταν µαθητές της Β’ Γυµνασίου. Τον Οκτώβριο έγινε µια πιλοτική 
διδασκαλία σε 2 µαθητές του οικείου περιβάλλοντος των 2 ερευνητών για ν’ 
αποφευχθούν τυχόν αδυναµίες που δεν είχαν προβλεφθεί. Στη συνέχεια 
πραγµατοποιήθηκαν διδασκαλίες του Πυθαγορείου Θεωρήµατος σε 12 µαθητές της 
Β’ Γυµνασίου (ανά ζεύγη). Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι τα παιδιά δεν είχαν διδαχθεί 
την ενότητα αυτή στο τρέχον ωρολόγιο πρόγραµµα του σχολείου τους. Η επιλογή των 
µαθητών έγινε από τους καθηγητές των Μαθηµατικών που δίδασκαν αντίστοιχα τα 
παιδιά σε κάθε σχολείο. Τα ζευγάρια επιλέχτηκαν µε κριτήριο τη φιλία που είχαν 
αναπτύξει µεταξύ τους καθώς επιθυµήσαµε ενεργό και “ζωντανό” µάθηµα. Όλες οι 
διδασκαλίες πραγµατοποιήθηκαν από το συντάκτη της έρευνας και από τον 
επιβλέποντα καθηγητή, οι οποίοι παράλληλα βιντεοσκοπούσαν το µάθηµα. Τη στιγµή 
που τα παιδιά διδάχτηκαν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο σχολείο, έγινε µη-
συµµετοχική παρατήρηση από τον συντάκτη της έρευνας. Κατά τη διάρκεια, δηλαδή, 
της διδασκαλίας του Πυθαγορείου Θεωρήµατος από τους καθηγητές τους στο 
σχολείο, παρευρέθηκε ο µεταπτυχιακός φοιτητής µέσα στην τάξη, χωρίς όµως να 
συµµετέχει στην παράδοση του µαθήµατος, παρά µόνο παρακολουθούσε και 
κατέγραφε τις αντιδράσεις των παιδιών που µετείχαν στην έρευνα. Ακολούθησαν 
ηµιδοµηµένες συνεντεύξεις και µε τα 12 παιδιά, εφόσον διδάχτηκαν το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα στο σχολείο τους, οι οποίες και ηχογραφήθηκαν. 
 
 
6.2.4 Ο υπό µελέτη πληθυσµός 
 

Το δείγµα της έρευνας αποτέλεσαν µαθητές της Β’ τάξης Γυµνασίου. Η 
δειγµατοληψία ήταν βολική (convenience sampling). Τα υποκείµενά ήταν 12 µαθητές 
(7 αγόρια και 5 κορίτσια) από δύο Γυµνάσια του λεκανοπεδίου της Αττικής, το 62ο 
Γυµνάσιο Αθηνών (Πετράλωνα) απ’ όπου πήραµε 8 µαθητές (6 αγόρια και 2 
κορίτσια) ανά ζεύγη (αγόρι-αγόρι, αγόρι-αγόρι, κορίτσι-κορίτσι, αγόρι-αγόρι), και το 
Πειραµατικό Γυµνάσιο Αθηνών (Αµπελόκηποι) απ’ όπου επιλέξαµε 4 µαθητές (1 
αγόρι και 3 κορίτσια) ανά ζεύγη (αγόρι-κορίτσι, κορίτσι-κορίτσι). Οι ηλικίες των 
υποκειµένων ήταν 13 – 14 ετών.   

 
 

Σχολεία Αγόρια Κορίτσια 
62ο Γυµνάσιο Αθηνών 6 2 

Πειραµατικό Γυµνάσιο Αθηνών 1 3 

 
 

Τα ζεύγη αποτελούσαν οι µαθητές – µαθήτριες. 
 

62ο Γυµνάσιο Αθηνών 
1. Κώστας – Άγγελος. 
2. Χρήστος – Γιάννης. 
3. Αγγελική – ∆άφνη. 
4. Γιώργος Κ. – Γιώργος Μ. 
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Πειραµατικό Γυµνάσιο Αθηνών 
1. ∆ανάη – Νίκος. 
2. Νάντια – Ελένη. 

 
 
6.2.5 Μέσα συλλογής δεδοµένων 
 
 Για την εγκυρότητα και την αξιοπιστία της έρευνας, η επικύρωση των 
δεδοµένων έγινε µε τη χρήση της παρατήρησης της διδασκαλίας. Η συλλογή των 
πληροφοριών (Couper, Bethlelem & Arbor, 1998) που αφορά την παρατήρηση των 
υποκειµένων µπορεί να προέλθει από πολλές πηγές. Περιελάµβανε καταγραφή 
εικονοληπτικών – ηχοληπτικών ντοκουµέντων (βιντεοσκόπηση) και συνεντεύξεις. Οι 
διδασκαλίες έλαβαν χώρα στις εκάστοτε σχολικές µονάδες. Τη χρονική στιγµή που 
διεξαγόταν το µάθηµα των µαθηµατικών, παίρναµε τα ζεύγη από την τάξη τους 
πραγµατοποιώντας τη διδασκαλία σε ειδική αίθουσα που διέθετε το κάθε σχολείο.   

Η βιντεοσκόπηση έγινε µε χρήση φορητής κάµερας από τον ένα ερευνητή 
κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας. Πριν ξεκινήσουµε, βεβαιώθηκε στους µαθητές η 
πλήρης ανωνυµία τους και ότι οι όποιες συνέπειες θα είναι ανεξάρτητες στην 
αξιολόγηση τους στο µάθηµα των µαθηµατικών. Ο υπεύθυνος καθηγητής απουσίαζε 
από το χώρο. Η διάρκεια των διδακτικών ωρών κυµάνθηκε από 24 – 52 λεπτά. Όλες 
οι διδασκαλίες διεκπεραιώθηκαν σε χρόνο τριών εβδοµάδων (19/11/07 – 6/12/08). Οι 
αρχικές µορφές των βίντεο έχουν επίσης µονταριστεί (πέραν της κανονικής µορφής 
που έχουµε) µε σκοπό να βγει περισσότερο στην επιφάνεια οτιδήποτε αφορά τα 
ερευνητικά ερωτήµατα.  

Ακολούθησε θεατή µη-συµµετοχική παρατήρηση από τον ένα ερευνητή 
(µεταπτυχιακός φοιτητής) για κάθε διδακτική ώρα που πραγµατοποιήθηκε στη 
σχολική µονάδα. Ήταν παρών τη χρονική διάρκεια που έλαβε µέρος η διεξαγωγή της 
διδασκαλίας του Πυθαγορείου Θεωρήµατος την περίοδο που όριζε το τρέχον 
ωρολόγιο σχολικό πρόγραµµα. ∆ε συµµετείχε καθόλου κατά τη διάρκεια της 
παράδοσης. Ο ρόλος του ήταν να παρακολουθήσει και να καταγράψει τις αντιδράσεις 
των µαθητών – µαθητριών που λίγο καιρό πριν είχαν συµµετάσχει στην έρευνα. 
Παρακολουθήθηκαν τα πέντε από τα έξι ζευγάρια που πήραν µέρος στην έρευνα. Οι 
παρατηρήσεις που προέκυψαν έγιναν το οικοδόµηµα πάνω στο οποίο στηρίχτηκαν οι 
ερωτήσεις των συνεντεύξεων.  

Οι συνεντεύξεις έλαβαν µέρος αφ’ ότου οι µαθητές είχαν διδαχτεί το 
Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο σχολείο τους. Για την επίτευξη των στόχων της έρευνας 
θεωρήθηκε απαραίτητη η ηµιδοµηµένη συνέντευξη (semi-structured interview). 
Βοήθησε στην περαιτέρω διεξαγωγή συµπερασµάτων (µετά από τη σχολαστική 
εξέταση και των βίντεο) και στην αύξηση εγκυρότητας της έρευνας. Πριν από την 
έναρξη κάθε συνέντευξης υπενθυµίσαµε στα παιδιά τον σκοπό της έρευνας και τους 
βεβαιώσαµε για την ανωνυµία των απαντήσεών τους. Τους θέσαµε 17 ερωτήσεις 
κλειστού και ανοικτού τύπου ώστε να έχουµε πληρέστερη κατανόηση των 
απαντήσεων που έδιναν. Κατά τη διάρκεια της κάθε συνέντευξης διατυπώθηκαν 
διευκρινιστικές ερωτήσεις για τη βέλτιστη κατανόηση των απαντήσεων των 
ερωτώµενων. Επιπλέον η επιλογή οµαδικής συνέντευξης (ανά ζευγάρι) έδωσε τη 
δυνατότητα να αναπτυχθεί συζήτηση, καθώς το κάθε παιδί προκαλούσε και διεύρυνε 
τις ιδέες του άλλου. Όλες οι συνεντεύξεις ηχογραφήθηκαν. Η διάρκειά τους 
κυµάνθηκε από 22 – 40 λεπτά. Ολοκληρώθηκαν σε περίοδο δύο εβδοµάδων 
(25/1/08–7/2/08) στο χώρο του σχολείου κατά τη διάρκεια κάποιου κενού του 
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εκάστοτε σχολικού προγράµµατος. Ο υπεύθυνος καθηγητής του µαθήµατος 
απουσίαζε από το χώρο.  

Να σηµειωθεί κάπου εδώ η µη ιδανικότητα των συνθηκών κατά τη διεξαγωγή 
της έρευνας. Όσον αφορά το διαδικαστικό µέρος, η επιλογή σχολείου πρέπει να έχει 
την έγγραφη άδεια του Υπουργείου Παιδείας, η οποία είναι µία χρονοβόρα 
διαδικασία. Όσον αφορά το µέρος της έρευνας που σχετίζεται µε τη διδασκαλία, η 
χρήση φορητής κάµερας συνίσταται εφόσον ο χειριστής είναι έµπειρος, καθώς 
επιθυµείται σταθερή εικόνα και καλός ήχος. Προβλήµατα παρουσιάστηκαν και κατά 
τη διάρκεια της διδασκαλίας και εφόσον είχαµε πάρει τα παιδιά από την τάξη τους 
και είχαµε µεταφερθεί σε µια ειδική αίθουσα. Σε ένα ζευγάρι, ενώ η διδασκαλία 
πραγµατοποιούνταν στην αίθουσα εργαστηρίου, διακόπηκε δύο µε τρεις φορές γιατί 
έµπαιναν καθηγητές (φυσικός, γυµναστής) να δανειστούν αντικείµενα. Σε δύο ακόµη 
ζευγάρια υπήρξε διακοπή της διδασκαλίας από τον καθηγητή των µαθηµατικών τους 
και το διευθυντή, καθώς  ήθελαν να δουν πώς προχωράει η έρευνα. Σε κάθε 
περίπτωση, η επέµβαση αυτή φανέρωσε ολιγόλεπτη διστακτικότητα στις κινήσεις των 
µαθητών. Επίσης, η διδασκαλία απαιτούσε περισσότερο χρόνο από αυτόν της µιας 
σχολικής ώρας, µε αποτέλεσµα όταν χτυπούσε το κουδούνι να θέλουν να µπουν στην 
αίθουσα οι µαθητές. Όλος αυτός ο θόρυβος αποσπούσε την προσοχή των µαθητών. 
Εξαιτίας αυτού, αναγκαστική ήταν σε δύο ζεύγη η µη–ολοκλήρωση των 
δραστηριοτήτων.          
 
 
6.3 Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στα σχολικά εγχειρίδια.   
 

Στη σχολική εκπαίδευση οι µαθητές ακούνε πρώτη φορά για το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα στη Β’ Γυµνασίου στο µάθηµα των Μαθηµατικών (Μαθηµατικά Β’ 
Γυµνασίου, Πυθαγόρειο Θεώρηµα, & 1.4, σελ. 127-128, εκδόσεις Ο.Ε.∆.Β.). 
Παρουσιάζεται µία δραστηριότητα, όπου  

 
 
«∆ίνονται οκτώ ίσα ορθογώνια τρίγωνα µε κάθετες πλευρές β, γ 
και υποτείνουσα α και τρία τετράγωνα µε πλευρές α, β, γ. Ζητείται     

1. Να υπολογιστούν τα εµβαδά των τριγώνων και των 
τετραγώνων. 

2. Να τοποθετηθούν κατάλληλα τα τρίγωνα και τα 
τετράγωνα, ώστε να σχηµατίσουν δύο νέα τετράγωνα 
πλευράς (β + γ).» 

 
Στη συνέχεια διατυπώνεται το Πυθαγόρειο Θεώρηµα «σε κάθε ορθογώνιο 

τρίγωνο το άθροισµα των τετραγώνων των δύο καθέτων πλευρών είναι ίσο µε το 
τετράγωνο της υποτείνουσας.» και γίνεται αναφορά στο αντίστροφο του 
Πυθαγορείου Θεωρήµατος, τονίζοντας συγκεκριµένα ότι «στην Αρχαία Αίγυπτο για 
την κατασκευή ορθών γωνιών χρησιµοποιούσαν ένα σκοινί µε 13 κόµπους σε ίσες 
αποστάσεις µεταξύ τους, που σχηµατίζουν 12 ίσα ευθύγραµµα τµήµατα. Κρατώντας 
τους ακραίους κόµπους ενωµένους και τεντώνοντας το σκοινί στους κόκκινους 
κόµπους, σχηµατίζεται τρίγωνο, το οποίο οι Αρχαίοι Αιγύπτιοι πίστευαν ότι είναι 
ορθογώνιο. Μεταγενέστερα οι Αρχαίοι Έλληνες επαλήθευσαν τον ισχυρισµό αυτόν 
αποδεικνύοντας την επόµενη γενική πρόταση, που είναι γνωστή ως αντίστροφο του 
Πυθαγορείου Θεωρήµατος. “ αν σε ένα τρίγωνο το τετράγωνο της µεγαλύτερης 
πλευράς είναι ίσο µε το άθροισµα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών, τότε η 
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γωνία που βρίσκεται απέναντι από τη µεγαλύτερη πλευρά είναι ορθή.” » 
Ακολουθούν τέσσερις εφαρµογές, µία ερώτηση κατανόησης, εννιά ασκήσεις και µία 
δραστηριότητα διασκεδαστικού χαρακτήρα. Το κεφάλαιο τελειώνει µε ένα ιστορικό 
σηµείωµα για το Πυθαγόρειο Θεώρηµα.  
 Το Πυθαγόρειο Θεώρηµα συναντάται πάλι στην έναρξη της Β’ Λυκείου, στο 
µάθηµα της Γεωµετρίας (Ευκλείδεια Γεωµετρία, & 9.2, σελ. 183-184, εκδόσεις 
Ο.Ε.∆.Β.). Εδώ συναντούµε και την απόδειξη του Θεωρήµατος, η οποία διαφέρει από 
αυτήν των Στοιχείων του Ευκλείδη. Συγκεκριµένα, παρουσιάζεται πρώτα το   
 
Θεώρηµα Ι 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο µιας κάθετης πλευράς του είναι ίσο µε το 
γινόµενο της υποτείνουσας επί την προβολή της πλευράς αυτής στην υποτείνουσα.  
Απόδειξη 

 
Έστω λοιπόν ένα ορθογώνιο τρίγωνο ABΓ  και ∆  η προβολή της κορυφής Α  στην 
υποτείνουσα ΒΓ . Θέλουµε να αποδείξουµε ότι ΑΒ ΒΓ Β∆= ⋅2  και ΑΓ ΒΓ Γ∆= ⋅2 . Για την 

πρώτη σχέση αρκεί να αποδείξουµε ότι ΑΒ ΒΓ

Β∆ ΑΒ
= , δηλαδή ότι τα τρίγωνα ΑΒΓ  και ∆ΒΑ  

είναι όµοια, το οποίο ισχύει αφού ˆ ˆΑ ∆ L= =1  και η Β̂  είναι κοινή. Όµοια αποδεικνύεται 
και η σχέση  ΑΓ ΒΓ Γ∆= ⋅2 .  
 
 
Ακολουθεί το 
 
Θεώρηµα ΙΙ (Πυθαγόρειο) 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, το άθροισµα των τετραγώνων των κάθετων πλευρών 
του είναι ίσο µε το τετράγωνο της υποτείνουσας.  
Απόδειξη 
Θέλουµε δηλαδή να αποδείξουµε ότι AΒ ΑΓ ΒΓ+ =2 2 2  ή α β γ= +2 2 2 .  
Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα έχουµε AB BΓ Β∆= ⋅2  και AΓ BΓ Γ∆= ⋅2 .  
Με πρόσθεση των ισοτήτων κατά µέλη προκύπτει ότι  

( )

AΒ ΑΓ

BΓ Β∆ ΒΓ Γ∆

ΒΓ Β∆ Γ∆

ΒΓ ΒΓ

ΒΓ

+ =

= ⋅ + ⋅

= ⋅ +

= ⋅

=

2 2

2
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Αποδεικνύεται στη συνέχεια το 
 
Θεώρηµα ΙΙΙ (Αντίστροφο του Πυθαγορείου).  
Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ  ισχύει ΑΒ ΑΓ ΒΓ+ =2 2 2 , τότε Α̂ L=1 .  
Απόδειξη  
Πάνω στις πλευρές Οχ,Οψ  ορθής γωνίας ˆχΟψ  θεωρούµε αντίστοιχα τµήµατα Ο∆ ΑΒ=  
και ΟΕ ΑΓ= . Επειδή το τρίγωνο Ο∆Ε  είναι ορθογώνιο σύµφωνα µε το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα και την υπόθεση, έχουµε 

∆Ε Ο∆ ΟΕ ΑΒ ΑΓ ΒΓ= + = + =2 2 2 2 2 2 . 
Άρα ∆Ε ΒΓ= . Εποµένως τα τρίγωνα ΑΒΓ  και Ο∆Ε  είναι ίσα, γιατί έχουν και τις τρεις 
πλευρές ίσες, οπότε θα είναι ˆΑ̂ Ο L= =1 , που είναι το ζητούµενο.  
 
Επιπλέον, στην παράγραφο 9.4 εµφανίζεται η γενίκευση του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος. (Ευκλείδεια Γεωµετρία, & 9.4, σελ. 189-194, εκδόσεις Ο.Ε.∆.Β.).   
 
 
 
 
6.4 Οι διδακτικές δραστηριότητες του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος µέσα από τις 
Πυθαγόρειες τριάδες, µε αξιοποίηση της ιδέας των ενσώµατων µαθηµατικών 
(embodied mathematics).  
  

Οι ερευνητές πραγµατοποίησαν µία διδασκαλία όπου επιδιώχθηκε να 
εµπλακούν οι µαθητές σε όλα τα στάδια της. Στόχος ήταν να παρατηρήσουν οι 
µαθητές κάποια φαινόµενα, να τα ερµηνεύσουν και να δηµιουργήσουν εµπειρίες 
µέσα από τις οποίες να ανακαλύψουν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα ως γενίκευση. 
 Η ενδεικτική διδασκαλία αποτελείται από ένα κεντρικό σενάριο. Αυτό 
περιλαµβάνει οχτώ υποδραστηριότητες καθώς και µια σειρά από εργαλεία (παιχνίδι 
Jenga, µπαλάκια, ζύγια – βαρίδια, πήχεις, σπάγκος, µπουκάλι µε χρωµατιστό υγρό, 
µολύβι, χάρακας, µοιρογνωµόνιο, µιλιµετρέ χαρτί). Οι µαθητές εντάσσονται σε µια 
διαδικασία µάθησης η οποία περιλαµβάνει µια εξελικτική πορεία (µε ανακαλύψεις, 
εξερευνήσεις, διάγνωση λαθών, αναθεωρήσεις απόψεων κ.α.) για την ενθάρρυνση της 
προσωπικής τους εµπλοκής. Επιπλέον, η χρήση των εργαλείων επιτρέπει την 
παράλληλη εξερεύνηση των µαθητών, ορµώµενων από τη βιωµατική τους βάση. Τα 
εργαλεία πλαισιώνουν τις ενέργειες που χρειάζονται να εκτελέσουν οι µαθητές για να 
οικοδοµήσουν τη νέα µαθηµατική γνώση, φέρνοντας στην επιφάνεια βιώµατα και 
εµπειρίες τους.  

Πριν προχωρήσουµε όµως σε µία εις βάθος µελέτη όλων των δεδοµένων που 
συγκεντρώθηκαν, ώστε να εξαχθούν συµπεράσµατα για τη συµπεριφορά των 
εµπλεκόµενων υποκειµένων, ας δούµε τις οχτώ αυτές ενέργειες πάνω στις οποίες 
στηρίχτηκε η όλη διδασκαλία.  
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1. Ισορροπία σωµάτων 
 
Το µάθηµα ξεκίνησε προσεγγίζοντας τους µαθητές µε το παιχνίδι JENGA. Το 
παιχνίδι αυτό αποτελείται από µικρά ορθογώνια παραλληλεπίπεδα ξύλινα τουβλάκια 
(διαστάσεων 1,5εκ. πλάτος, 1εκ. ύψος, 8εκ. µήκος). Οι µαθητές θα έπρεπε να 
στήσουν το ένα τουβλάκι πάνω στο άλλο µε τέτοιον τρόπο ώστε να δηµιουργηθεί 
ένας µεγάλος πύργος. Στη συνέχεια µε µια διαδικασία αφαίρεσης αυτών (έβγαζαν ένα 
ξύλινο τουβλάκι απ’ όπου ήθελαν και το τοποθετούσαν στην κορυφή) οδηγούνταν µε 
µαθηµατική ακρίβεια στην κατάρρευση του πύργου που είχαν δηµιουργήσει. Στόχος 
της ενέργεια αυτής ήταν να δοθούν κάποια κίνητρα στους µαθητές ώστε να  
δραστηριοποιηθεί το ενδιαφέρον τους. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Πτώση σωµάτων  
 
Κατόπιν τους παραχωρήθηκε ελευθερία κινήσεων µέσα στο χώρο της αίθουσας. 
Σηκώθηκαν από το θρανίο και δόθηκε στον καθένα τους από ένα µπαλάκι. Τους 
ζητήθηκε να το αφήσουν από το χέρι τους. Ακολούθησε µία συζήτηση µε τα παιδιά 
που είχε ως στόχο την ανάδειξη της κατακόρυφης τροχιάς που ακολουθεί η πτώση 
των αντικειµένων και τη σύνδεσή της µε τη βαρύτητα. 
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3. Επίδειξη του βαριδιού δεµένο σε νήµα.  
 
Αφού λοιπόν διαπίστωσαν την εξάρτηση βαρύτητας–κατακόρυφου έγινε προσπάθεια 
εκµαίευσης κάποιου τρόπου οπτικοποίησης της πορείας που λίγο πριν είχαν 
αντιληφθεί. Μετά τη συζήτηση που ακολούθησε παρουσιάστηκε η λειτουργία των 
βαριδιών-νήµα στάθµης και εξηγήθηκε η συµβολή που έχουν (τα βαρίδια) στην 
κατασκευή των κατακόρυφων τοίχων.     
 

 

 
 
 
 
 
4. Αναγκαιότητα καθετότητας και ανάδειξη οριζόντιου επιπέδου  
 
Από τη στιγµή που εξασφαλίστηκε το κατακόρυφο, τέθηκε το ζήτηµα «τώρα που 
φτιάξαµε τον κατακόρυφο τοίχο πάνω στο έδαφος, πώς θα φτιάξουµε κάθετο τοίχο 
πάνω σε αυτόν;». Τη σύνδεση λοιπόν της κατακόρυφου µε τη βαρύτητα ακολούθησε 
ο προβληµατισµός κατασκευής κάθετης πάνω στον κατακόρυφο τοίχο.  
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Στη συνέχεια, παρουσιάστηκε στα παιδιά ένα µπουκάλι µε χρωµατιστό υγρό. 
Κρατώντας ο ερευνητής το µπουκάλι σταθερό σε κάποιο σηµείο στον κατακόρυφο 
τοίχο, και δηµιουργώντας διαφορετικές γωνίες, το υγρό που περιελάµβανε παρέµενε 
σε µία οριζόντια θέση. Η αναγκαιότητα λοιπόν της καθετότητας είναι αυτή που µας 
οδηγεί στο να αναζητήσουµε ορθές γωνίες.  
 

 

 
 
 
 
 
5. Βασική Πυθαγόρεια τριάδα στον κάθετο τοίχο και στο επίπεδο.   
 
Στο στάδιο αυτό αφήνονται πλέον τα στοιχεία βαρύτητας και µαθηµατικοποιείται το 
πρόβληµα κάνοντας συζήτηση για τη βασική Πυθαγόρεια τριάδα (3,4,5). ∆όθηκαν σε 
κάθε ζεύγος τρεις πήχεις (90εκ., 120εκ., 150εκ.) οι οποίοι ήταν χρωµατισµένοι ανά 
30εκ. µε διαφορετικό χρώµα και αφέθηκαν τα παιδιά να κάνουν ότι παρατηρήσεις 
µπορούσαν βλέποντάς τους. Ύστερα, έχοντας σε επαφή µε τον κάθετο τοίχο το ξύλο 
των 90εκ. ή των 120εκ. ζητήθηκε να κατασκευάσουν ένα ορθογώνιο τρίγωνο.  
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Μετά, παίρνοντας τα τρία αυτά ξύλα, κατασκεύασαν ένα ορθογώνιο τρίγωνο στο 
πάτωµα.  Κατόπιν τους παρουσιάστηκε πώς στην Αρχαία Αίγυπτο σχηµάτιζαν το 
ορθογώνιο τρίγωνο µε τη βοήθεια ενός σπάγκου και τους εξηγήθηκε ότι οι άνθρωποι 
για να φτιάξουν ορθή γωνία παρατήρησαν πως αρκούσε να κατασκευάσουν 
ορθογώνιο τρίγωνο. Οδηγήθηκαν έτσι στην τριάδα (3,4,5).  
                 
Κάθετη γωνία          µε          Ορθογώνιο τρίγωνο         µε         Τριάδα (3,4,5) 
 
Επίσης διαπίστωσαν και την αντίστροφη πορεία, όπου ξεκινώντας από την τριάδα 
(3,4,5) οδηγήθηκαν στη δηµιουργία κάθετης γωνίας.  
 
Τριάδα (3,4,5)         µε          Ορθογώνιο τρίγωνο         µε         Κάθετη γωνία 
 
 

                      
 
 
Έπειτα οι µαθητές κάθισαν σε θρανίο όπου και τους δόθηκε (ξεχωριστά στον καθένα) 
φύλλο εργασίας σε µιλιµετρέ χαρτί (το οποίο και βρίσκεται στο παράρτηµα της 
διπλωµατικής). Στο σύνολό του αυτό περιελάµβανε 6 δραστηριότητες και 4 ερωτήσεις. 
 
 
 
6. Πέρασµα της βασικής Πυθαγόρειας τριάδας στο µιλιµετρέ χαρτί  
 
Αρχικά ζητήθηκε από τα παιδιά αν µπορούν να διακρίνουν παράλληλες ευθείες και 
ορθές γωνίες στο µιλιµετρέ χαρτί. Η πρώτη δραστηριότητα ήταν να σχεδιάσουν ένα 
ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες πλευρές 3εκ. και 4 εκ. Ζητούνταν να υπολογίσουν 
πόσα εκατοστά είναι η τρίτη πλευρά.     
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7. ∆ιαπίστωση ότι η τριάδα δουλεύει µόνο στα «ορθογώνια» τρίγωνα 
  
Πρωτίστως ρωτήθηκαν όλοι οι µαθητές για όλα τα είδη γωνιών που ξέρουν και 
δευτερευόντως τους ζητήθηκε να σχεδιάσουν τρίγωνο µε πλευρές 3εκ. και 4εκ. αλλά 
η µεταξύ τους γωνία να µην είναι ορθή. Κατόπιν να µετρήσουν την τρίτη πλευρά και 
να πουν κάποιον κανόνα που τυχόν παρατήρησαν. 
 

 

 
 
 
 
 
8. Σχηµατικοί αριθµοί (figurative numbers) – Πυθαγόρειες τριάδες 
 
Παρουσιάστηκαν οι σχηµατικοί αριθµοί (figurative numbers) και εξηγήθηκε ο τρόπος 
κατασκευής τους. ∆είξαµε το 2

1 , το 2
2  , το 2

3 , το 2
4 . Ζητήσαµε να µας πουν ποιος 

θα είναι ο επόµενος σχηµατικός αριθµός και αν θα µπορούσαν να τον σχεδιάσουν. Η 
επόµενη δραστηριότητα περιελάµβανε κατασκευή τετραγώνων µε πλευρές 3εκ., 4εκ. 
και 5εκ. όπως επίσης και τον υπολογισµό των εµβαδών αυτών των τετραγώνων. 
Τέλος έγινε επέκταση στην εξαγωγή κι άλλων πιθανών Πυθαγόρειων τριάδων, στην 
κατασκευή τριγώνου µε πλευρές 6εκ., 8εκ. και 10εκ. και στην επιβεβαίωση ισχύος 
του Πυθαγορείου Θεωρήµατος πάνω σε αυτά.     
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ VII 
 

 
 

Αποτελέσµατα 
Της  

Έρευνας 
 

 
“ Ιδανικός δάσκαλος είναι εκείνος 

 που γίνεται γέφυρα  
για να περάσει αντίπερα ο µαθητής του  

κι όταν πια το καταφέρει,  
αφήνεται χαρούµενα να γκρεµιστεί,  

ενθαρρύνοντας το µαθητή του  
να φτιάξει δικές του γέφυρες.” 

 

                                                                                                              Ν. Καζαντζάκης 

 
 
 
7.1 Αποτελέσµατα διδασκαλίας 
 
7.1.1 Το παιχνίδι ως κίνητρο για µάθηση 
 
 Η διδασκαλία ξεκίνησε µε το να δοθεί στα παιδιά ένα παιχνίδι. Παρατηρώντας 
τα ζευγάρια να ασχολούνται µε αυτό, εύκολα διέκρινε κάποιος τη συνεργατικότητα 
και την ευγενή άµιλλα που επικρατούσε µεταξύ τους. Περιβάλλον ζωντανό που 
συχνά ακολουθούνταν από επιφωνήµατα κατά τη διάρκεια του παιχνιδιού. Είχαν µπει 
για τα καλά στο ρόλο τους.  

Καθώς έστηναν τον πύργο, η κίνηση των χεριών τους ήταν ευθυγραµµισµένη. 
∆εν άφηναν κανένα κοµµάτι να βγαίνει εκτός ορίων. Η παρεµβολή από τους 
ερευνητές είχε να κάνει µε τη µετατόπιση των τούβλων. Επεµβαίνοντας και 
αλλάζοντας θέση σε αυτά, αναρωτήθηκαν τι θα συνέβαινε εάν άλλαζε ο τρόπος 
τοποθέτησης τους. Όλα τα παιδιά αντιλαµβάνονταν ότι αν γίνει κάτι τέτοιο, τότε ο 
πύργος θα γκρεµιστεί. Συγκεκριµένα ακολουθεί το παρακάτω επεισόδιο: 

 
Ερευνητής: ‘Έχει σηµασία πώς θα τα βάλεις αυτά? Αν βάλεις 
ένα ξυλάκι έτσι και ένα άλλο έτσι, παίζει ρόλο αυτό?’ 
∆ανάη: ‘Ναι.’ 
Ερ: ‘Γιατί?’ 
∆: ‘Στην ισορροπία αν είναι αυτό εδώ…δε θα έχει σηµασία που 
είναι το άλλο…δε θα στηρίζεται πουθενά και θα πέσει’.  
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Κατά γενική οµολογία τα τουβλάκια θα έπρεπε να βρίσκονταν υπό κατάλληλες 
συνθήκες για να διατηρηθεί η ισορροπία τους. Έπρεπε να είναι ευθυγραµµισµένα 
µεταξύ τους. Να σηµειώσουµε κάπου εδώ ότι σχεδόν όλοι οι µαθητές ανεδείκνυαν 
µία τέτοια παρατήρηση µε κινήσεις των χεριών τους.  
 
 
7.1.2 Η έννοια της κατακόρυφου 
 
Στη συνέχεια δόθηκε από ένα µπαλάκι σε κάθε παιδί και ζητήθηκε να το αφήσουν να 
πέσει. Η ερώτηση που ακολούθησε ήταν:  
 

Ερευνητής: ‘ Τι πορεία θα ακολουθήσει το µπαλάκι όταν 
πέσει?’ 
 

9 από τους µαθητές απάντησαν «ευθεία». 
1  αγόρι απάντησε «καµπυλωτά». 
1 άλλος ότι «θα ακολουθήσει το νόµο της βαρύτητας». 
1 κοπέλα έδειξε προς στιγµήν να µην καταλαβαίνει, αποκρίθηκε µε ένα «δηλαδή?».  
 
Αποζητώντας όµως περισσότερη ευκρίνεια οι ερευνητές αναρωτήθηκαν  
 

Ερευνητής: ‘Ναι, αλλά ευθεία είναι κι αυτή.’ (δείχνοντας µε το 
χέρι προς τη µεριά του ορίζοντα) 

 
Οι 9 από τους 12 µαθητές είπαν τότε «θα είναι κάθετη».  
Οι υπόλοιποι 3 δεν έδωσαν καµία απάντηση.  
 
Όταν οι µαθητές ρωτήθηκαν ‘αν έχουν ακούσει µία άλλη λέξη αντί για κάθετη’ 
(έχοντας στο νου µας την ‘κατακόρυφο’) κανένας τους δεν έδωσε κάποια απάντηση. 
Ωστόσο, όταν τους αναφέρθηκε η ‘κατακόρυφος’, οι περισσότεροι τη γνώριζαν ως 
λέξη.  
 
Θελήσαµε έπειτα να δούµε αν µπορούν να οπτικοποιήσουν την πορεία που 
ακολούθησε το µπαλάκι. ∆ύο µαθητές (από διαφορετικά ζευγάρια) επιχείρησαν να 
αποτυπώσουν την τροχιά (όπως φαίνεται στο επόµενο επεισόδιο) ζωγραφίζοντας µε 
την κιµωλία στον πίνακα διακεκοµµένες γραµµές  
 

Ερευνητής: ‘Πώς έπεσε?’ 
∆άφνη: ‘Πέφτοντας.’ 
Ερ: ‘∆ηλαδή?’ 
Αγγελική: ‘Έπεσε ευθεία.’ 
Ερ: ‘Θα µπορούσε να έπεφτε διαφορετικά?’ 
Αγγ: ‘Όχι, αν δεν το ρίχναµε εµείς.’ 
Ερ: ‘Πού είναι αυτή η ευθεία? Πού την είδες?’ 
Αγγ: ‘Εεε…σχεδόν ευθεία.’  
Ερ: ‘Μπορείς να την κάνεις να φανεί κάπως?’ 
∆: ‘Μπορούµε να ρυθµίσουµε τη φωτογραφική µηχανή να 
βγάζει συνεχόµενες φωτογραφίες και να βγάλουµε φωτογραφίες. 
Θα κάναµε το µπαλάκι να πέφτει και στο επόµενο θα κάναµε 
διακεκοµµένες γραµµές.’ 
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Μία τέτοια εικόνα συναντάται συχνά στα βιβλία της φυσικής όταν διδάσκονται τις 
βολές. Μία άλλη µαθήτρια τόνισε πως µπορεί να φανεί αν βάλουµε σχοινί. 
Ειδικότερα  
 

Ερευνητής: ‘Πώς πέφτει?’ 
Νίκος: ‘Ευθεία.’ 
Ερ: ‘Ευθεία όµως είναι κι αυτή.’ (πετώντας το µπαλάκι προς 
τον ορίζοντα) 
∆ανάη: ‘Α! Προς τον πυρήνα της γης.’ 
Ερ: ‘Και γιατί προς τον πυρήνα της γης?’ 
∆: ‘Γιατί η γη έλκει τα σώµατα.’ 
Ερ: ‘Έχει µια συγκεκριµένη ονοµασία αυτή η ευθεία. Μήπως 
την ξέρετε?’ 
∆: ‘Να µην είναι…κάθετη!’ 
Ερ: ‘Μπορείς να τη σχεδιάσεις?’ 
Ν: ‘Θα βάλουµε γραµµούλες.’ 
Ερ: ‘Πού? Στον αέρα?’ 
∆: ‘Α! Θα βάλουµε ένα σχοινί ή έναν σπάγκο ή κάτι τέτοιο και 
θα το φτιάξουµε ενώ κρατάµε το σχοινί.’  

 
Οι υπόλοιποι 9 κούνησαν αρνητικά τα κεφάλια τους. ∆εν έδωσαν καµία απάντηση. 
 
Ο αµέσως επόµενος προβληµατισµός που τέθηκε ήταν ‘πώς θα µπορούσαµε να 
βρούµε έναν τρόπο να υλοποιήσουµε την κατακόρυφο που δίνει η βαρύτητα?’. Τρία 
παιδιά είχαν στο νου τους εικόνες των οικοδόµων που χτίζουν τα σπίτια. 
Προσπαθώντας µάλιστα η ∆άφνη να βρει έναν τρόπο υλοποίησης της κατακόρυφου, 
αποκρίθηκε: 
 

∆άφνη: ‘µπορεί µε το χάρακα ή το τρίγωνο να κάνουµε µια 
ευθεία αλλά δεν έχω δει ποτέ κανέναν µε ένα τρίγωνο στον τοίχο 
να το φτιάχνει.’ 

 
Εν συνεχεία εξηγήθηκε η λειτουργία των βαριδιών. Ένα παιδί µάλιστα, έχοντας στο 
στενό του οικογενειακό κύκλο κάποιο άτοµο που να ασχολείται µε αυτά, άρχισε να 
περιγράφει τον τρόπο κτισίµατος.  
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Όταν επίσης λάµβανε χώρα η εξήγηση του τρόπου λειτουργίας των ζυγιών, ένα παιδί 
έκανε την εξής απορία «αν χωρίσουµε το βαρίδι στη µέση δε θα είχαµε ένα 
αντικείµενο, αλλά δύο». ∆ιαπιστώθηκε, από τη διαδικασία της συνέντευξης, πως 
εννοούσε ότι δεν είναι συµµετρική η προς τα κάτω έλξη των σωµάτων.  
 
 
7.1.3 Εξαντικειµενίκευση (objectification) της ορθής γωνίας µε αναφορά στην 
πρωτογενή ιδέα.  
 

Αφού λοιπόν εξασφαλίσαµε την κατακόρυφο µέσω της βαρύτητας, τι είναι αυτό 
που µας εξασφαλίζει την κάθετη πάνω στην κατακόρυφη? Πώς δηλαδή θα φτιάξουµε 
ορθή γωνία? Σε αυτό το σηµείο ζητήθηκε από τους µαθητές να πουν, αφού είχε 
δηµιουργηθεί κατακόρυφος τοίχος, πώς θα κατασκεύαζαν κάθετο τοίχο πάνω στον 
κατακόρυφο? Αφέθηκε στα παιδιά αρκετός χρόνος ούτως ώστε ν’ αντιληφθούν τη 
σηµασία του προβληµατισµού. Να προσπαθήσουν ν’ ανακαλύψουν κάτι νέο γι’ 
αυτούς αλλά γνωστό για τους ερευνητές. Μερικοί έδωσαν την ιδέα του τριγώνου. Η 
επισήµανση όµως ‘ναι, αλλά σκεφτείτε ότι δεν έχει κατασκευαστεί το τρίγωνο’  έκανε 
έκδηλη την απογοήτευση στα µάτια τους. Χαρακτηριστική είναι και η φράση της 
∆άφνης που είχε πει προηγουµένως και ανέφερε και πάλι  

 
∆άφνη: ‘Θα µπορούσαµε να πάρουµε ένα τρίγωνο αλλά δεν έχω 
δει κανέναν οικοδόµο να χρησιµοποιεί τρίγωνο.’  

 
Τα παιδιά εδώ φαίνονται να έχουν στο νου τους την έννοια του ορθογωνίου 
τριγώνου, την οποία και έχουν διαµορφώσει ανάλογα µε το πολιτισµικό περιβάλλον 
στο οποίο έχουν µεγαλώσει. 
 
Κατέφευγαν τότε στην εµπειρική λύση  
 

Νίκος: ‘Να βάζανε ένα ξύλο…ευθείο…και να το χτίζανε.’  
Ερευνητής: ‘Και πώς ξέρεις ότι θα είναι κάθετο?’ 
Ν: ‘Με το µάτι…θα το δούµε.’ 
 

Μία µαθήτρια επεσήµανε ότι  
 

Νάντια: ‘Αν έχουµε τον έναν τοίχο µπορούµε να βάλουµε έναν       
άλλον τοίχο.’ 
Ερευνητής: ‘Πώς?’ 
Ν: ‘Με κέντρο.’ 
Ερ: ‘Κέντρο?’ 
Ν: ‘Κέντρο συµµετρίας.’ 
  

χωρίς όµως στη συνέχεια να αποσαφηνίσει τι εννοούσε.  
 
Η επιµονή ενός ζευγαριού (∆ανάη – Νίκος) ήταν τέτοια, που ενώ είχαµε προχωρήσει 
µε τα ξυλάκια στην επόµενη φάση της διδασκαλίας και τους ζητήθηκε να κάνουν 
παρατηρήσεις πάνω σε αυτά, αποκρίθηκαν ‘Να! Αν βάλουµε το ξύλο έτσι 
(προσπαθούσαν µε τα χέρια τους να τοποθετήσουν το ξύλο µε σκοπό να φτιάξουν 
ορθή γωνία) τότε θα δηµιουργηθεί κάθετη.’ ∆ιευκρινίζοντάς τους όµως πως δεν είναι 
επιθυµητή µία προσεγγιστική λύση του προβλήµατος αλλά µία ικανή και αναγκαία 
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συνθήκη, έδειχναν ανήµποροι να απαντήσουν. Ήταν τότε που παρουσιάσαµε ένα 
µικρό µπουκάλι µε χρωµατιστό υγρό.  
 

Ερευνητής: ‘Για κοιτάξτε. Τι είναι αυτό?’ 
Γιώργος Μ.: ‘Υγρό.’ 
Ερ: ‘Προσέξτε. Το υγρό αυτό το κινώ και έχω µία επιφάνεια. Τι 
κάνει η επιφάνεια αυτή µε το νήµα?’ 
Γιώργος Κ.: ‘Άµα το φέρουµε κάθετα…αυτό θα κάνει µια 
ορθή.’         

 
 

 
 
 
Κατόπιν δόθηκαν στους µαθητές να περιεργαστούν τρεις πήχεις µεγέθους 90εκ., 
120εκ. και 150 εκ. οι οποίοι ήταν χρωµατισµένοι µε διαφορετικό χρώµα ανά 30εκ. Οι 
παρατηρήσεις που έκαναν ήταν πως ‘είναι χρωµατισµένα σε ίσα κοµµάτια’, ‘ έχουν 
διαφορετικό µήκος’, ‘ είναι οµοιόµορφα’. Ένα ζευγάρι µάλιστα τα εξέφρασε µε 
αναλογίες  
 

Ερευνητής: ‘Παρατηρήσεις που µπορείτε να κάνετε πάνω σε 
αυτά.’ 
∆άφνη: ‘Αυτό είναι…1,2,3,4,5…αυτό είναι τρία πέµπτα, αυτό 
είναι… 
Αγγελική: ‘Τέσσερα πέµπτα.’ 
∆άφνη: ‘Κι αυτό πέντε πέµπτα. 

 
Με τα ξυλαράκια αυτά θελήσαµε ν’ αναδειχθεί η δυνατότητα ανεξαρτητοποίησης της 
ορθής γωνίας από τη βαρύτητα και κατ’ επέκταση η αντικειµενικότητά της µέσω της 
Πυθαγόρειας τριάδας (3,4,5). Ζητήθηκε ύστερα να φτιάξουν µε τους πήχεις ένα 
ορθογώνιο τρίγωνο, πρώτα στον τοίχο και µετά στο πάτωµα. Όταν κατάφεραν να 
φτιάξουν το τρίγωνο στο πάτωµα, τέθηκε η ερώτηση:  
 

Ερευνητής: ‘Μπορείτε να µας ανακεφαλαιώσετε τα όσα κάναµε 
µέχρι τώρα?’ 

 
∆ιαπιστώθηκε ότι οι µαθητές βρίσκονταν σε θέση να ανακεφαλαιώσουν τα όσα 
έκαναν. Ο Νίκος, λόγου χάρη, είπε: 
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Νίκος: ‘Είδαµε τα βαριδάκια…που πήγαιναν προς το κέντρο της 
γης λόγω βαρύτητας. Είδαµε το ορθογώνιο τρίγωνο και πώς το 
σχεδίασαν οι Αρχαίοι, και πώς φτιάχνανε ένα σπίτι.  

   
Μπόρεσαν επιπλέον να συσχετίσουν την κατακόρυφο µε την ορθή γωνία όπως 
φαίνεται από την ακόλουθη παρατήρηση της ∆άφνης.  
 

Αγγελική: ‘Είδαµε την κατακόρυφη κίνηση και το ορθογώνιο 
τρίγωνο. 
∆άφνη: ‘Και µία σχέση ανάµεσα σε αυτά. ∆εν ήταν ξεκοµµένα. 
Ότι βάσει της κατακόρυφης κίνησης κάναµε ένα ορθογώνιο 
τρίγωνο.’     
 
 

7.1.4 Γωνίες 
 
Οι µαθητές αντιµετώπισαν πολλά προβλήµατα όσον αφορά τις γωνίες.  
 

1ο Επεισόδιο 
Ερευνητής: ‘Ποιες είναι οι διαφορετικές γωνίες από τις ορθές? 
Πώς τις λέµε?’ 
Άγγελος: ‘Παράλληλες?’(ρώτησε στρέφοντας το κορµί του προς 
το συµµαθητή του.) 
Κώστας: ‘Αµβλείες και οξείες.’ 
Άγγελος: ‘Ναι…αµβλείες…’ (φανερώνοντας συγκατάβαση) 

2ο Επεισόδιο 
Ερευνητής: ‘Αν δεν είναι ορθή η γωνία, τι θα είναι?’ 
Γιάννης: ‘Οριζόντια.’ 
Ερ: ‘Οριζόντια?’ 
Γ: ‘Ναι, οριζόντια.’ 
Ερ: ‘Ποια άλλα είδη γωνιών έχουµε δηλαδή?’ 
Χρήστος: ‘ Ισοσκελή.’ 

 
Επιβεβαίωση της όλης σύγχυσης που είχαν τα παιδιά αποτελεί ο ακόλουθος διάλογος 
που πραγµατοποιήθηκε τη στιγµή που κατασκεύασαν το ορθογώνιο τρίγωνο στο 
έδαφος µε τη βοήθεια των πηχών. 
 

3ο Επεισόδιο 
Ερευνητής: ‘Τι παρατηρείτε τώρα?’ 
Γιάννης: ‘Ότι οι γωνίες του δεν είναι ίσες.’ 
Ερ: ‘∆ηλαδή?’ 
Γ: ‘∆εν είναι κανονικό τρίγωνο.’ 
Ερ: ‘Τι εννοείς δεν είναι κανονικό τρίγωνο?’ 
Χρήστος: ‘Έχουµε µία ορθή γωνία.’ 

 
Η επιβεβαίωση της επικρατούσας κατάστασης ήρθε όταν στη συνέχεια τους 
ζητήσαµε να µας δείξουν µία ορθή, µία οξεία και µία αµβλεία γωνία. Ήταν τότε που ο 
Χρήστος έφτιαξε µία οξεία γωνία στο χαρτί 
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και αποκρίθηκε: ‘αυτή είναι µία αµβλεία γωνία’ .  
 
 
7.1.5 Το ορθογώνιο τρίγωνο στο µιλιµετρέ χαρτί  
 
Στην πρώτη δραστηριότητα που τους δώσαµε να κάνουν στο µιλιµετρέ χαρτί, 
ζητήσαµε να σχεδιάσουν ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε κάθετες πλευρές 3εκ. και 4εκ., να 
µετρήσουν την τρίτη πλευρά και να µας πουν πόσα εκατοστά είναι.  
 

• 8 µαθητές δεν παρουσίασαν κανένα πρόβληµα.  
• 1 µαθητής (Άγγελος) δεν µπόρεσε να καταλάβει τι ακριβώς 

ζητάγαµε και θέλησε διευκρινίσεις.  
• 1 µαθητής (Χρήστος) σχεδίασε δύο κάθετες ευθείες.  
• 1 µαθητής (Γιάννης) έφτιαξε την ορθή γωνία αλλά δεν 

έφερε την υποτείνουσα. 
• 1 µαθητής (Γιώργος Κ.) θεώρησε 4εκ. την υποτείνουσα, 

ξεκίνησε να σχεδιάζει από αυτήν το ορθογώνιο τρίγωνο και 
κατέληξε να δηµιουργήσει ένα τρίγωνο, όπου όταν 
µέτρησε τις πλευρές, τις έβγαλε 3εκ., 3εκ., 4εκ.  

 
 
 
 
 
                
 
 
 
 
 
 
 
Να τονίσουµε πως ένα από τα παιδιά (∆άφνη), ενώ κατασκεύαζε το ορθογώνιο 
τρίγωνο παρατήρησε πως η τρίτη πλευρά θα είναι 5εκ. χωρίς να τη µετρήσει. Έδειξε 
µε αυτήν την ενέργεια ότι είχε δεχτεί την Πυθαγόρεια τριάδα (3,4,5) που είχε ακούσει 
προηγουµένως.  
  
 
7.1.6 Η ισχύς του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος 
 
Στην επόµενη δραστηριότητα ζητήθηκε να σχεδιάσουν τρίγωνο µε πλευρές ΑΒ=3εκ. 
και ΑΓ=4εκ. και οι πλευρές αυτές να µην είναι κάθετες µεταξύ τους. Τα 10 από τα 12 
παιδιά τα έκαναν χωρίς πρόβληµα. Ή τουλάχιστον έτσι φαινόταν. Ρωτήθηκε ο ένας 
µαθητής, που προηγουµένως είχε δείξει ότι δεν καταλάβαινε βασικά πράγµατα για τις 
γωνίες, για το ποια γωνία σχηµατίζουν οι πλευρές ΑΒ και ΑΓ. Έδειχνε τη γωνία Γ. 
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Στο σηµείο αυτό προσπαθήσαµε µε κινήσεις και κατάλληλες τοποθετήσεις των 
χεριών να του παρουσιάσουµε τη γωνία, αλλά ούτε τότε ήταν σε θέση να τη 
διακρίνει, όπως διαπιστώνεται ακολούθως  
 

 
 
Ερευνητής: ‘Κάντε ένα τρίγωνο όπου η γωνία που σχηµατίζουν 
οι δύο πλευρές που κάνατε πριν να µην είναι οξεία τώρα, αλλά 
αµβλεία.’ 
Χρήστος: ‘Η µία από τις δύο.’ 
Ερ: ‘Αυτή η πλευρά…κι αυτή η πλευρά (δείχνοντας µε τα χέρια 
τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ του τριγώνου) σχηµατίζουν µια γωνία. 
Ποια είναι αυτή η γωνία?’ 
Γιάννης: ‘Έχουµε τη γωνία ΑΒ.’ 
Ερ: ‘Ποια?’ 
Γ: ‘Τη γωνία Β και Α.’ 
Χρ: ‘Τη Γ.’ 
 

 
Τα υπόλοιπα 2 παιδιά έφτιαξαν ορθογώνιο τρίγωνο, δείχνοντας µε τη ενέργεια αυτή 
ότι µετέφεραν λάθος δεδοµένα από την εκφώνηση.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Εν συνεχεία τους βάλαµε να µετρήσουν την τρίτη πλευρά και να µας πουν αν 
µπορούσαν να βρουν κάποιον κανόνα για τα µεγέθη των πλευρών. Ένα ποσοστό της 
τάξεως του 91.6% παρατήρησε, σε γενικές γραµµές, πως σε ένα τρίγωνο η πλευρά 
που βρίσκεται απέναντι από αµβλεία γωνία είναι µεγαλύτερη από την αντίστοιχη της 
ορθής ενώ η πλευρά που βρίσκεται απέναντι από οξεία γωνία είναι µικρότερη. Ας 
δούµε όµως τα εξής στιγµιότυπα για πιο ολοκληρωµένη εικόνα του τι συνέβη.  
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1ο Επεισόδιο 
Ερευνητής: ‘Μπορείτε να µας πείτε κάποιον κανόνα 
συγκρίνοντας αυτές τις περιπτώσεις?’ 
Αγγελική: ‘Ότι στο οξυγώνιο…η τρίτη πλευρά είναι…’ 
∆άφνη: ‘Ναι, δεν έχει τον ίδιο αριθµό…η γωνία δεν είναι 90ο 
όπως στο ορθογώνιο τρίγωνο.’ 
Ερ: ‘Μήπως θέλεις να ολοκληρώσεις κι εσύ Αγγελική το 
σκεπτικό σου?’ 
Αγγ: ‘Εεε…βασικά αυτό ήθελα να πω.’ 
Ερ: ‘Το άρχισες όµως µε άλλη διατύπωση.’ 
Αγγ: ‘Ότι σε ένα οξυγώνιο…’ 
Ερ: ‘Ναι…’ 
Αγγ: ‘Η τρίτη πλευρά θα είναι µικρότερη απ’ ότι θα είναι στο 
ορθογώνιο.’ 
Ερ: ‘Και στο αµβλυγώνιο?’ 
Αγγ: ‘Μεγαλύτερη.’ 

 
2ο Επεισόδιο 

Γιώργος Μ.: ‘Στο αµβλυγώνιο ήταν µεγαλύτερη από το 
ορθογώνιο.’ 
Ερευνητής: ‘Και στο οξυγώνιο?’ 
Γιώργος Μ.: ‘Μικρότερη.’ 
Ερ: ‘Ενώ στο ορθογώνιο τι βγάλαµε?’ 
Γιώργος Κ.: ‘Ότι στο ορθογώνιο είναι µικρότερη από το 
αµβλυγώνιο και µεγαλύτερη από το οξυγώνιο.’ 

 
3ο Επεισόδιο 

Ερευνητής: ‘Μπορείτε να µας δώσετε κάποιον κανόνα 
συγκρίνοντας αυτές τις καταστάσεις µε την προηγούµενη?’ 
Νάντια: ‘Ότι…εδώ πέρα που έχουµε οξεία γωνία…εεε…αυτή η 
πλευρά είναι µικρότερη από τις άλλες δύο. Και εδώ που έχουµε 
αµβλεία είναι µεγαλύτερη.’ 

 
Από τους τρεις µαθητές που προηγουµένως είχαν δείξει ότι δεν έχουν κατανοήσει την 
έννοια της γωνίας, ο Γιάννης ήταν και ο µόνος που δεν έδωσε καµία απάντηση. Ο 
Άγγελος έδειξε να συµφωνεί µε τον Κώστα (ταίρι του στο ζευγάρι) και ο Χρήστος, 
αφού είχε φτιάξει ένα οξυγώνιο µε πλευρές 3εκ., 3εκ., 4εκ. παρατήρησε πως η τρίτη 
πλευρά είναι ίση µε µία από τις δύο. 
 

Χρήστος: ‘Ότι η τρίτη πλευρά στην αµβλεία βγαίνει 
µεγαλύτερη.’ 
Ερευνητής: ‘Και στην οξεία?’ 
Χρ: ‘Η ίδια.’   
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7.1.7 Σχηµατικοί αριθµοί (figurative numbers) 
 
Έπειτα ακολούθησε το πέρασµα στους σχηµατικούς αριθµούς. Τους αριθµούς όπως 
τους αντιλαµβάνονταν οι Πυθαγόρειοι, όπου γι’ αυτούς ο αριθµός πρώτα απ’ όλα 
ήταν σχήµα. Για ν’ αρχίσουν να εξοικειώνονται οι µαθητές µε την οπτικοποίηση των 
αριθµών, κατασκευάστηκαν τα τέλεια τετράγωνα , , ,2 2 2 2

1 2 3 4 .  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Μία κοπέλα (∆ανάη) τα εξέφρασε αριθµητικά, γράφοντας τις προκύπτουσες σχέσεις:  

 
 

 
 
 
και τόνισε πως 
 

∆ανάη: ‘Αν προσθέσουµε αυτά τα δύο µας δίνουν το 25. Και αν 
αφαιρέσουµε αυτά τα δύο µας κάνουν το άλλο.’ 

 
Σε τρία από τα έξι ζευγάρια ζητήθηκε να κατασκευάσουν τετράγωνα µε πλευρές 3εκ., 
4εκ., 5εκ. Στα υπόλοιπα τρία ζευγάρια παρακάµφθηκε το στάδιο αυτό λόγω έλλειψης 
χρόνου. Σε ποσοστό 66,7% επεσήµαναν τις σχέσεις των τετραγώνων των αριθµών 3, 
4 και 5 δείχνοντας µε τα χέρια τους τα εµβαδά, λέγοντας χαρακτηριστικά 
 

Αγγελική: ‘Το άθροισµα των δύο µικρών κάνει το µεγάλο.’  
Χρήστος: ‘Τα τετράγωνα των δύο πλευρών κάνουν το 
τετράγωνο της άλλης.’ 

 
 
7.1.8 Εξαγωγή Πυθαγόρειων τριάδων 
 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο που φτιάχτηκε προέκυψε ότι + =2 2 2

4 3 5 . ∆ιαπιστώνεται ότι 
τα τετράγωνα των αριθµών 3, 4 και 5 έχουν µια συγκεκριµένη σχέση. Υπάρχουν 
άραγε άλλοι τέτοιοι αριθµοί? Αφήσαµε τα παιδιά να συλλογιστούν. Υπήρξαν τρεις 
µαθητές που έδωσαν σωστές τριάδες. Κατάφεραν να ανακαλύψουν τα πολλαπλάσια 
των αριθµών (3,4,5).  
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1ο Επεισόδιο 

Ερευνητής: ‘Έχουµε ότι + =2 2 2
4 3 5 . Σε αυτούς τους αριθµούς 

παρατηρούµε ότι έχουν µια ορισµένη σχέση τα τετράγωνά τους. 
Υπάρχουν άραγε κι άλλοι τέτοιοι αριθµοί?’ 
Κώστας: ‘Ας δοκιµάσουµε τους αριθµούς (6,8,10).’ 
Ερ: ‘Γιατί αυτούς?’ 
Κ: ‘Γιατί είναι διπλάσιοι από το (3,4,5)’ 
Ερ: ‘Και εσύ τι καταλαβαίνεις? Αν τους διπλασιάσουµε αυτούς 
τους αριθµούς, τι θα γίνει δηλαδή?’ 
Κ: ‘Ότι υπάρχει µια αναλογία, θα προκύψει πάλι το ίδιο.’ 
 

2ο Επεισόδιο 
Ερευνητής: ‘Ποιοι άλλοι συνδυασµοί αριθµών θα µπορούσαν 
να µας δώσουν ορθογώνιο τρίγωνο?’ 
Νάντια: ‘Οι διπλάσιοι.’ 
Ερ: ‘∆ηλαδή?’ 
Ελένη: ‘Το 6, το 8 και το 10.’ 
Ερ: ‘Γιατί αυτοί οι αριθµοί? Πού πήγε το µυαλό σου?’ 
Ν: ‘Θα είναι και τα διπλάσια. Απλά θα είναι λίγο πιο 
µεγάλο…ότι το διπλάσιο θα είναι ακριβώς το ίδιο σχήµα.’    

 
Για να οδηγηθούν όµως στις τριάδες πέρασαν από ένα στάδιο υποθέσεων, 
υπολογισµών (έγραφαν στο χαρτί, ότι π.χ. + =2 2 2

6 8 10 ) και ενδεχοµένως νοερών 
πράξεων, όπως φαίνεται στο ακόλουθο επεισόδιο, όπου ο Νίκος είπε επίσης τις 
τριάδες (1,2,3) και (4,5,6).  
 

3ο Επεισόδιο 
Ερευνητής: ‘Θα µπορούσαµε να βρούµε άλλους αριθµούς?’ 
Νίκος: ‘Το 1 και το 2 µε το 3. Ή αν είχαµε τον αριθµό 2

6 , τον 
2
4  και τον 2

5 . Αλλά όχι…δε µας κάνουν.’   
 
Μία κοπέλα (Αγγελική) ανέφερε επίσης την τριάδα (6,7,8). 
 

4ο Επεισόδιο 
Ερευνητής: ‘Με την τριάδα (3,4,5) έχουµε εξασφαλίσει ένα 
ορθογώνιο τρίγωνο. Μήπως θα µπορούσαµε να βρούµε άλλη 
τριάδα που να µας δίνει ορθογώνιο?’ 
Αγγελική: ‘Το 6, το 7 και το 8.’ 
Ερ: ‘Γιατί το λες αυτό?’ 
Αγγ: ‘Όπως ήταν το 3,4,5. Συνεχόµενα.’  

 
Η απάντηση λοιπόν που πήραµε όταν τους ρωτήσαµε γιατί θεώρησαν ότι αυτοί οι 
αριθµοί δηµιουργούν ορθογώνιο τρίγωνο ήταν η αναµενόµενη ‘γιατί είναι διαδοχικοί 
αριθµοί.’ Είναι σαφές ότι επηρεάστηκαν από τη διαδοχικότητα της Πυθαγόρειας 
τριάδας (3,4,5).  Ωστόσο όταν στην πορεία του µαθήµατος οι µαθητές κατασκεύασαν 
ορθή γωνία µε πλευρές 6εκ., 8εκ. και υπολόγισαν την υποτείνουσα 10εκ., το ζευγάρι 
της Αγγελικής µε τη ∆άφνη κατάφερε να ανακαλύψει Πυθαγόρειες τριάδες.  
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5ο Επεισόδιο 

Ερευνητής: ‘Μπορείτε να µας βγάλετε έναν κανόνα σε σχέση µε 
τους αριθµούς 3, 4 και 5?’ 
Αγγελική: ‘Ότι πολλαπλασιάσαµε µε το 2 και βγήκε πάλι 
ορθογώνιο.’ 
Ερ: ‘Άλλες πλευρές που να µπορούµε να φτιάξουµε 
ορθογώνιο?’ 
Αγγ: ‘9,12 και 15.’ 
Ερ: ‘Τι έκανες δηλαδή?’ 
Αγγ: ‘Τα πολλαπλασίασα µε το 3.’ 
Ερ: ‘Μπορείτε δηλαδή να βρείτε κάποιον κανόνα?’ 
Αγγ: ‘Ότι το 36 και το 64 µας κάνει 100.’ 
∆άφνη: ‘Το τετράγωνο των δύο αυτών…αυτό είναι 2

6  και αυτό 
2
8 …ότι το άθροισµα των τετραγώνων των δύο καθέτων 
πλευρών µας κάνει το τετράγωνο της υποτείνουσας.   

 
Σε αυτό το σηµείο τρία παιδιά (ο Κώστας, η ∆άφνη και η Νάντια.) κατάφεραν να 
διατυπώσουν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, λέγοντας πως «σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, το 
τετράγωνο της µιας κάθετης και το τετράγωνο της άλλης µας κάνουν το τετράγωνο της 
υποτείνουσας.»  
 
 
7.2 Αποτελέσµατα συνεντεύξεων 
 
Οι συνεντεύξεις ήταν ηµιδοµηµένες και αποτελούνταν από 17 ερωτήσεις ανοικτού 
και κλειστού τύπου. ∆ιεξήχθησαν ανά ζευγάρι και εφόσον οι µαθητές είχαν διδαχτεί 
το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στη σχολική µονάδα τους. Οι αρχικές ερωτήσεις είχαν 
σκοπό να φέρουν στην επιφάνεια τις αντιλήψεις των παιδιών για την κατακόρυφο και 
την οριζόντιο στο φυσικό κόσµο και κατά πόσο είχαν συνδέσει τις έννοιες αυτές µε 
τις ενέργειες που είχαν λάβει µέρος κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας. Στην ερώτηση 
‘πού συναντάει κάποιος την κατακόρυφο στο φυσικό κόσµο?’, δόθηκαν οι απαντήσεις: 

 
Κώστας: «Με τα ορθογώνια τρίγωνα, µε το ζύγι.» 
Άγγελος: «Με την ορθή γωνία.»  
Χρήστος – Γιάννης: «∆ε θυµάµαι.»  
Αγγελική: «Αυτό που κρέµαγαν ένα νήµα.»           
∆άφνη: «Όταν άρχιζαν να χτίζουν διάφορα…στις πυραµίδες οι 
Αιγύπτιοι.» 
Γιώργος Κ.: «Με τη βαρύτητα.» 
Νίκος: «Είχαµε βάλει στον τοίχο ένα ξύλο.» 
∆ανάη: «Είχαµε κρεµάσει στον τοίχο ένα σχοινάκι…ένα 
βαρίδι…πιο εύκολο όµως είναι µε το τρίγωνο.»   
Νάντια: «Σε χαράδρες…εεε…εκεί που είναι…άµεσα, εδώ που 
τη βλέπουµε, στον τοίχο.» 

 
Τρία παιδιά ανέφεραν επίσης ότι η ιδέα της καθέτου προέρχεται: 
 

∆άφνη: «Απ’ όταν πέφτει ένα αντικείµενο».  
Γιώργος Κ.: «Με κάτι ξύλα που κάναµε, κάτι γραµµές».  
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Ελένη: «Από µία ευθεία που έχει την τάση να πηγαίνει προς τα 
κάτω, χωρίς όµως να πηγαίνει πλάγια ή λοξά, προς τον πυρήνα 
της γης».  

 
Κάπου εδώ αρχίζει ν’ αναδεικνύεται µια ανησυχία από πλευράς της ∆ανάης µέσα από 
την ερώτηση που έθεσε : “ Βλέπουµε σε καλύβες ότι δεν είναι οι τοίχοι κάθετοι. Μετά 
πώς τους ήρθε η ιδέα να κάνουν κάθετους τους τοίχους?” . Ακολούθησε ένας 
ενδιαφέρον διάλογος που έµεινε ωστόσο εκκρεµής αφού ο χρόνος ήταν 
περιορισµένος.   
 

Ερευνητής: «Εδώ όµως ο άνθρωπος επινοεί µε βάση την 
εµπειρία του. ∆εν µπορούσε να σκεφτεί τους αριθµούς. Με 
πειράµατα το κατάφερε.»  
∆ανάη: «Και πώς ήξερε ότι είναι κάθετο?» 
Ερ: «Το έβλεπε.» 
∆: «Ναι, ξεκίνησαν όµως από κάτι που µπορεί και να µην είναι 
σίγουρο.» 
Ερ: «Ναι, αλλά εκείνοι ξέρεις τι ήθελαν.» 
Νίκος: «Να φτιάξουν τα σπίτια τους.»  
∆: «Αισθανόταν φυσιολογικό ότι το ταβάνι στέκεται και δεν 
πέφτει µε τους νόµους της βαρύτητας?» 

 
Στην αντίστοιχη ερώτηση ‘πού συναντάει κάποιος την οριζόντιο στο φυσικό κόσµο?’ 
δόθηκαν οι απαντήσεις  
 

Κώστας: «Στο πάτωµα, στη θάλασσα». 
 
Εδώ ο Άγγελος εξέφρασε την απορία «απλώς…είναι ακριβώς οριζόντια η θάλασσα?» 

 
Χρήστος : «Όπως και στις πολυκατοικίες…είναι ο δρόµος, 
είναι η κάτω γραµµή…η βάση.» 
Ελένη: «Εκεί που χωρίζεται η γη κι ο ουρανός, δηλαδή στη 
θάλασσα.» 
Νάντια: «Στο πάτωµα, στο έδαφος.» 
Γιώργος Κ.: «Στο πάτωµα, κάτω, παράλληλα προς το επίπεδο». 

 
Ενδιαφέρον παρουσιάζει ο διάλογος στο ζευγάρι Αγγελικής – ∆άφνης, όπου η ∆άφνη 
έχοντας µια απορία στο µυαλό της, ανακαλεί εικόνες του οικείου περιβάλλοντός της 
και αναθεωρεί την άποψή της. 
   

Ερευνητής: «Πού συναντά ο άνθρωπος την οριζόντιο στο 
φυσικό κόσµο?» 
Αγγελική: «Στο έδαφος.» 
Ερ: «Είναι πάντα οριζόντιο? Πού είναι το οριζόντιο?» 
Αγγ: «Στην πεδιάδα, αλλά µπορεί να κάνει έτσι.» (∆είχνει 
καµπύλες µε τα χέρια της) 
Ερ: «Εντελώς οριζόντιο που συναντάµε?» 
∆άφνη: «Στον πάγο, όταν είναι λείος.»  
Αγγ: «Η θάλασσα, το νερό.»  
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∆: «Ναι, αλλά όταν φυσάει? ∆ίκιο έχεις, αλλά όταν είναι ήρεµη 
η επιφάνεια θα είναι οριζόντια.»(∆ίνει την απάντηση από µόνη 
της) 

 
Όπως επίσης και αυτός της ∆ανάης µε του Νίκου, όπου η αντίληψη από πλευράς της 
∆ανάης ότι τα µαθηµατικά είναι ιδεατότητες αρχίζει να γίνεται όλο και πιο έντονη, 
εκφράζοντάς το µε µια ιδιόρρυθµη επιµονή.  
 

Ερευνητής: «Πού συναντά ο άνθρωπος την οριζόντιο στο 
φυσικό κόσµο?» 
∆ανάη: «Πουθενά.» 
Νίκος: «Στο έδαφος.» 
∆: «Μα δεν είναι.» 
Ν: «Στις πεδιάδες.» 
∆: «Μα ακόµα και αυτό. Τίποτα δεν είναι ίσιο. Ακόµα και οι 
ακτίνες του ήλιου όταν περνάνε από τη γη καµπυλώνονται.»  
Ερ: «Πάρε έναν κουβά, πάνω – πάνω.»  
∆: «Μα κι αυτό θα κινείται.» 
Ν: «Όταν δεν έχει αέρα…η θάλασσα.»  

 
Στη συνέχεια τα παιδιά ρωτήθηκαν «ποιο γεωµετρικό όργανο χρησιµοποιούµε για να 
φτιάχνουµε καθέτους?» . Όλοι είπαν «το ορθογώνιο τρίγωνο» εκτός από έναν που είπε 
«το χάρακα». Ζητώντας τους ύστερα να πούνε «πώς µπορούµε να δηµιουργήσουµε το 
γεωµετρικό αυτό όργανο το οποίο προσδιορίζει ακριβώς την κάθετο?» το 83,3% 
ανέφερε τα ξύλα και τη συσχέτισή τους µε τους αριθµούς (3,4,5), διατυπώνοντας 
µάλιστα και τη σχέση που ικανοποιούν οι αριθµοί αυτοί (Πυθαγόρειο Θεώρηµα), ενώ 
το υπόλοιπο16,7% δεν µπόρεσε να θυµηθεί. Να τονίσουµε πως ο ένας από τους 10 
µαθητές θυµήθηκε τους αριθµούς από το χρωµατισµό των ξύλων. Συγκεκριµένα, 
είπαν: 
 

1ο Ζευγάρι 
Κώστας: «Έχουµε τα τρία µεγέθη. Το 3, το 4 και το 5.» 
 

2ο Ζευγάρι 
Χρήστος: «Ανάλογα µε τους αριθµούς.» 
Γιάννης: «5...νοµίζω 10…» 
Χρ: «2, 3 και 5…» 
Ερευνητής: «Πλησίασες. Είπες το 5, είπες το 3, λείπει άλλος 
ένας αριθµός.»  
Γ: «Το 7?» 
 

3ο Ζευγάρι 
Αγγελική: «Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε κλωστές που να 
έχουν µήκη 3, 4 και 5.» 

4ο Ζευγάρι 
Γιώργος Κ.: «Το είχαµε φτιάξει µε κάτι ξύλα. Είχαµε φτιάξει τις 
δύο κάθετες πλευρές και βάλαµε ένα ξύλο να σχηµατίζει την 
υποτείνουσα.» 
Ερευνητής: «Οι πλευρές ήταν τυχαίες?» 
Γιώργος Κ.: «Όχι, είχαν ένα συγκεκριµένο µήκος.» 
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Ερ: «Ποιο?» 
Γιώργος Κ.: «Ήταν χρωµατισµένες µε διάφορα χρώµατα.»  
Γιώργος Μ.: «Απ’ ότι θυµάµαι τα 5εκ. ήταν µε µοβ.» 
Ερ: «Τι µονάδες είχαµε εκεί?» 
Γιώργος Κ.: «3, 4 και 5.» 
 

5ο Ζευγάρι 
∆ανάη: «3, 4, 5, έχω βαρεθεί πια. Παντού είναι αυτοί οι 
αριθµοί.»  
 

6ο Ζευγάρι 
Ελένη: «Με τα ξύλα. Βάζουµε ένα µεγάλο που να είναι επάνω 
στον τοίχο και µετά από εκεί προσπαθούµε » (την κόβει η 
Νάντια)  
Νάντια: «Να φτιάξουµε ένα τρίγωνο.» 
Ερευνητής: «Με τι πλευρές?» 
Ν: «5, 4, 3.» 
Ελ: «Ορθογώνιο τρίγωνο.» 

 
Έχοντας εντοπίσει δυσκολία στην κατανόηση των γωνιών κατά τη διάρκεια της 
ερευνητικής διδασκαλίας, τοποθετήθηκαν στη συνέντευξη τρεις ερωτήσεις που 
αφορούσαν  
 

• Τον ορισµό των παραπληρωµατικών γωνιών,  
• Το σχεδιασµό τους και 
• Το πότε δύο παραπληρωµατικές γωνίες είναι ίσες.  

 
Όσον αφορά τον ορισµό, γνώριζε το 33,3%. Από τις απαντήσεις για τον ορισµό, οι 
εκφράσεις των δύο αγοριών φανερώνουν ότι είχαν στο νου τους οπτικές 
αναπαραστάσεις. Αντίθετα η απάντηση της Αγγελικής είναι περισσότερο 
φορµαλιστική. 

 
Κώστας: «Αυτές που συµπληρώνουν η µία την άλλη…και είναι 
180ο.» 

 
Γιώργος Μ.: «Α, ναι! Το θυµήθηκα. Που σχηµατίζουν γωνία 
180 µοίρες.» 

 
Αγγελική: «Αυτές που το άθροισµά τους είναι 180 µοίρες.» 

 
Από τα 8 παιδιά που έδωσαν αρνητική απάντηση για το τι είναι παραπληρωµατικές 
γωνίες, 
 

•••• 4 παιδιά (Άγγελος, Χρήστος, Γιάννης, ∆ανάη) απάντησαν 
«όχι» και περίµεναν να τους πούµε.  

•••• 2 παιδιά (Νάντια, Ελένη) σχεδίασαν κατακορυφήν γωνίες. 
Όταν τους είπαµε ότι δεν είναι αυτές, η Ελένη σχεδίασε 
δύο παραπληρωµατικές, δίνοντας τον ορισµό «όταν η µία 
πλευρά είναι κοινή». Η άποψή του αναιρέθηκε µόλις του 
δείξαµε δύο εφεξής µη παραπληρωµατικές γωνίες.  
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•••• 1 παιδί (Γιώργος. Κ) είπε «αυτές που είναι παραπάνω των 
90ο…..» 

•••• 1 παιδί (Νίκος) ψέλλισε «όταν είναι παράλληλες…όχι…δεν 
υπάρχουν τέτοιες…»  

 
Αφού δόθηκε ο ορισµός από τους ερευνητές, το 66,7% κατάφερε να σχεδιάσει δύο 
παραπληρωµατικές γωνίες και το 100% απάντησε στο πότε δύο παραπληρωµατικές 
είναι ίσες.   
 
Ζητήθηκε έπειτα να σχεδιάσουν ορθογώνιο τρίγωνο και να ονοµάσουν τις πλευρές. 
Το 83,3% σχηµάτισε επιτυχώς το ορθογώνιο ενώ το 16,7% έφτιαξε ορθή γωνία. 
Σχετικά µε την ονοµασία των πλευρών, 8 µαθητές (66,7%) τις ονόµασαν ως κάθετες 
και υποτείνουσα, 2 µαθητές (16,7%) δεν έδωσε καµία απάντηση, 1 µαθητής (8,3%) 
µπέρδεψε την υποτείνουσα και την είπε εφαπτοµένη και 1 µαθητής (8,3%) έδωσε 
ονοµασίες µε µεταβλητές (α, β, γ).  
 
Η διαδικασία της συνέντευξης ακολουθήθηκε από την εξής δραστηριότητα: «Φτιάξτε 
ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3εκ, 4εκ., 5εκ. Θέλουµε να κατασκευάσετε 
τετράγωνα µε πλευρές τις παραπάνω και να µας πείτε ποια είναι η σχέση των 
τετραγώνων που φτιάξατε µε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα που διδαχτήκατε στο σχολείο». 
Όλοι πέτυχαν στην κατασκευή του σχήµατος. Μόνον ο Άγγελος δυσκολεύτηκε στο 
σηµείο που έπρεπε να φτιάξει το τετράγωνο της υποτείνουσας γιατί δεν µπορούσε να 
εξασφαλίσει την ορθή γωνία (και µε τη βοήθεια χάρακα) σε κεκλιµένο επίπεδο. 
Αντιθέτως, ο Χρήστος εξασφάλισε καθετότητα χωρίς τη χρησιµοποίηση γνώµονα. 
Όσον αφορά τη συσχέτιση µε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, µηδενός εξαιρουµένου 
απάντησαν ορθά. Ποσοστό 58,3% τόνισε πως η σχέση που προκύπτει έχει να κάνει 
µε εµβαδόν χρησιµοποιώντας πολύ έντονα τα χέρια τους. Ακολουθούν µερικά 
στιγµιότυπα: 
 

Άγγελος: «Το 9 και το 16 θα έπρεπε να είναι 25.» 
 
Γιάννης: «Α γωνία και…όχι, α2 και β2  µας βγάζει το γ2 .» 
Χρήστος: «Τώρα είναι 3, 4 και 5. Όχι µε α, β και γ. Και άµα 
υψώσουµε το +2 2

4 3  µας κάνουν 2
5 .» 

...................................................................................................... 
Χρήστος: «Θέλουµε να βρούµε το εµβαδόν.» 
 
Αγγελική: «Ότι το εµβαδόν των δύο τετραγώνων των δύο 
καθέτων πλευρών είναι ίσο µε το εµβαδόν του τετραγώνου της 
υποτείνουσας.»  
∆άφνη: «∆ηλαδή ενώ µε τις τελίτσες θα βλέπαµε αριθµούς τώρα 
βλέπουµε εµβαδόν.» 
 
∆ανάη: «Ότι το τετράγωνο αυτό…(δείχνει της µιας κάθετης) και 
αυτό ( δείχνει το τετράγωνο της άλλης) µας κάνουν αυτό το 
τετράγωνο ( δείχνει αυτό της υποτείνουσας).» 
 
Ελένη: «Ότι το τετράγωνο αυτό (δείχνει) κι αυτό (δείχνει) είναι 
ίσο µε αυτό (δείχνει το τετράγωνο της υποτείνουσας).» 
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Κατόπιν τους είπαµε να φτιάξουν ορθογώνιο τρίγωνο µε τις κάθετες πλευρές να είναι 
δεκαδικοί αριθµοί, να προσπαθήσουν να φτιάξουν τα τετράγωνα των πλευρών µε 
τελείες και να υπολογίσουν την υποτείνουσα (χρησιµοποιώντας υπολογιστή τσέπης). 
Όλοι τους διαπίστωσαν ότι είναι αδύνατη η κατασκευή των τετραγώνων µε τη µορφή 
των σχηµατικών αριθµών.  
 

Κώστας: «Αφού είναι µισό…δεν µπορούµε να κάνουµε τα ίδια.» 
 
∆άφνη: «Επειδή δεν είναι ακέραιοι οι αριθµοί δε βγαίνουν.» 
 
Νάντια: «Ε! τότε δεν µπορούµε.» 
Ελένη: «Ε, δεν ξέρουµε…γιατί βγαίνει δεκαδικός αριθµός.» 
 
Χρήστος: «∆ε θα βγει ακριβώς επειδή είναι 0.81 ( η 
υποτείνουσα στο δικό του τρίγωνο ήταν 7.81).» 
Γιάννης: «∆ηλαδή είναι δεκαδικός αριθµός, δεν είναι ακέραιος. 
Άρα δεν µπορούµε να το φτιάξουµε.» 

 
Στον υπολογισµό της υποτείνουσας ο Γιάννης που βρήκε το τετράγωνο της 
υποτείνουσας 50, είπε ότι ισούται µε 25. ∆ιαψεύστηκε όµως µε τη χρήση του 
υπολογιστή. Κι ένα άλλο παιδί, ο Γιώργος Μ., όταν πάτησε τη ρίζα του 9,76 έδειξε να 
παραξενεύεται αφού είπε «δε βγαίνει ολόκληρος αριθµός, βγάζει άπειρα δεκαδικά 
ψηφία».  
 
Επιθυµώντας να εξεταστεί αν έχει γίνει κατανοητό το αντίστροφο του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος και κατά πόσο µπορούν να βρουν Πυθαγόρειες τριάδες, προτάθηκε η 
παρακάτω δραστηριότητα: «Αν οι αριθµοί 17, 8 και 15 αποτελούν πλευρές τριγώνου, 
εξετάστε αν το τρίγωνο αυτό είναι ορθογώνιο. Μπορείτε να βρείτε πιθανές τριάδες που 
να φτιάχνουν ορθογώνιο τρίγωνο?». Το αντίστροφο του Πυθαγορείου Θεωρήµατος 
φάνηκε να έχει κατανοηθεί και από τους 12 µαθητές. Όλοι ήταν σε θέση να 
επαληθεύσουν την ισχύ του Πυθαγορείου επιβεβαιώνοντας ότι = +2 2 2

17 8 15 .  
 

Άγγελος: «Θα πρέπει = +2 2 2
17 8 15 .» 

 
Χρήστος: «Θα προσθέσουµε στο τετράγωνο τις δύο µικρότερες 
πλευρές και θα δούµε αν θα µας βγάλει το αποτέλεσµα, το 
τετράγωνο της υποτείνουσας.»  
Γιάννης: «Πρέπει να βρούµε αν είναι τρίγωνο?» 
Ερευνητής: «Αν είναι ορθογώνιο τρίγωνο.»  
Γιάννης: «Μας βγάζουνε. Γιατί αν προσθέσοµε αυτά τα δύο 
αποτελέσµατα, δηλαδή +2 2

8 15  βγάζουν 289  και άµα 
πατήσουµε 289  βγαίνει 17. ( εδώ ο Γιάννης ένιωθε σιγουριά 
γι’ αυτά που έλεγε και φαίνεται από τη ροή που πήρε ο λόγος του 
καθώς ήταν χειµαρρώδης.).» 
 
Αγγελική: «Θα υψώσουµε το 15 και το 8 στη δευτέρα και αν τα 
προσθέσουµε θα πρέπει να είναι ίσο µε το τετράγωνο του 17.» 
 
Ελένη: «Λογικά είναι. 8 είναι η µικρότερη. 15 αυτή και 17 η 
υποτείνουσα.»   
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Νάντια: «Θα µπορούσαµε να τα κάνουµε όλα στο τετράγωνο 
τους. Να βρούµε δηλαδή τα τετράγωνά τους και µετά να τα 
προσθέσουµε κι αν µας κάνουν το τετράγωνο του 17 θα 
είναι.(κάνουν πράξεις µε υπολογιστή)» 
Ελ: «Ναι.» 
Ν: «Γίνεται.» 

 
Ενδιαφέρον παρουσιάζει το γεγονός ότι η ∆ανάη προσέγγισε διαφορετικά την 
επαλήθευση συγκριτικά µε όλα τα άλλα παιδιά. Ανακάλεσε αρχικά την τριάδα (3,4,5) 
και θέλησε στη συνέχεια να επιχειρήσει µία σχηµατική απόδειξη. 
  

∆ανάη: «Ναι! Να δούµε αν είναι πολλαπλάσια των 3, 4 και 5.» 
Ερευνητής: «∆εν είναι όµως.» 
∆: «Νννναιιιι.......θα φτιάξουµε το τρίγωνο.» 
Ερ: «Άλλος τρόπος ελέγχου?» 
Νίκος: «Με το µυαλό. Λογικά 8 και 15 είναι οι κάθετες και 17 η 
υποτείνουσα. Θα το φτιάξουµε και θα το δοκιµάσουµε.» 
∆ανάη: «Να δούµε αν + =2 2 2

15 8 17 .» 
Ερ: «Ναι.» 
∆: «Αυτό ήταν όλο?» 
Ν: «Αυτό το ήξερα.»  

Επιπλέον  
• Τα 3 παιδιά (Κώστας, Νάντια, Ελένη) που είχαν βρει κι 

άλλες Πυθαγόρειες τριάδες κατά τη διάρκεια της 
διδασκαλίας, µε περισσή άνεση έδωσαν κι εδώ ανάλογα 
παραδείγµατα. Ανέφεραν λόγου χάρη την τριάδα (34,16,30) 
και «τα τριπλάσια του 17,8,15». 

• 5 (Αγγελική, ∆άφνη, Γιώργος Κ., ∆ανάη, Νίκος) ήταν αυτοί 
που µίλησαν για διπλάσια και πολλαπλάσια. 

• 2 (Άγγελος, Γιώργος Μ.) θεώρησαν τα τετράγωνα των 
αρχικών πλευρών (8,15,17) δηλαδή τους αριθµούς 
(64,225,289) και 

• 2 (Χρήστος, Γιάννης) δεν έδωσαν καµία απάντηση.  
 
Στα παιδιά που δεν έδωσαν καµία απάντηση, όταν τους φέραµε σα διαδικασία τη 
σµίκρυνση ή µεγέθυνση στις φωτοτυπίες χαρτιού, ανέφεραν 

 
Γιάννης: «Μπορούµε να πάρουµε το µισό του 15». 
Χρήστος: «Ή το διπλάσιο» 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ VIII 
 

 
 

Ερµηνεία  
Αποτελεσµάτων 

 
 

Ο δάσκαλος όντας ενήλικος  
πρέπει να µπορεί να γίνει παιδί : 

 άνθρωπος αγνός, δροσερός, εύπλαστος. 
 Όταν ο δάσκαλος πλησιάσει µε την ψυχή του 

 την παιδική ψυχή,  
τότε βρίσκει την πρόσβαση προς 

 τα αισθήµατα, τις σκέψεις, τις επιθυµίες του παιδιού,  
τις οποίες και θα διαπαιδαγωγήσει. 

 

                                        Ε. Παπανούτσος  

 
 
 

8.1 Συσχέτιση αποτελεσµάτων µε το θεωρητικό πλαίσιο. 
  
 Στο πρώτο στάδιο της διδασκαλίας επιχειρήθηκε να εξεταστεί ο ενσώµατος 
χαρακτήρας της έννοιας της κατακόρυφου, µέσω του φυσικού προτύπου του 
‘νήµατος της στάθµης’. Οι Merleau–Ponty και Piaget έχουν τονίσει τη σηµασία της 
βαρύτητας στην κατανόηση του κόσµου. Αυτή η άποψη υποστηρίζεται επίσης από 
τους Zuzne (1970), Ibbotson & Bryant (1976), Varela et al. (1999), Nunez et al. 
(1999), οι οποίοι απέδωσαν τη µεγάλη σηµασία της αίσθησης της βαρύτητας 
λέγοντας ότι η εµπειρία της ισορροπίας είναι µέρος της καθηµερινής µας ζωής και 
καθιστά πιθανή τη φυσική µας εµπειρία για τον κόσµο καθώς και την επιβίωσή µας 
σε αυτόν. Ο Σπύρου (2005) αναφέρει ότι η αίσθηση της βαρύτητας είναι 
χαρακτηριστική της ουσίας µας ως ευφυή όντα, είναι έµφυτη στην αντιληπτική 
σωµατική µας εµπειρία και αµετάβλητη σε κάθε ιστορικό χρόνο για όλα τα 
υποκείµενα. Θεωρεί επίσης ότι «η αντίληψη της βαρύτητας και η αναγνώριση των 
σχηµάτων παρέχουν το πλαίσιο για την κατασκευή βασικών γεωµετρικών 
σχηµάτων».  

Οι Lappas & Spyrou (2006) ισχυρίζονται πως γύρω από τις αντιλήψεις της 
κατακόρυφου (V), της οριζόντιου (H) και της οµοιότητας (S) στηρίζονται οι κύριες 
θεωρητικές κατασκευές της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Αυτή ανατέλλει από την 
επίµονη προσπάθεια για µια αντικειµενική εκπραγµάτωση (reification) που συνδέεται 
µε τα V, H, S µέσω της αριθµητικής και της λογικής. Τα V, H, S είναι ποιοτικές 
λειτουργίες, που ανήκουν σε υποκειµενικές αισθήσεις και εσωτερικές 
αναπαραστάσεις, οι οποίες είναι δύσκολο να µεταδοθούν. Ο Radford (2003, σελ.41) 
θεωρεί ότι “οι αναπαραστάσεις που παράγονται σηµειωτικά (δηλαδή µε σύµβολα και 
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κανόνες χρήσης τους) µπορούν να διαδραµατίσουν το ρόλο της επεξεργασίας 
(trainment) και της εξαντικειµενίκευσης που είναι θεµελιώδεις σε κάθε διαδικασία 
γνώσης”.    
  
 
8.2 Ερµηνεία αποτελεσµάτων 
 
8.2.1 Γενικά 
 
 Τα παιδιά που µετείχαν στην έρευνα παρουσίασαν όχι τη µαθηµατική 
δέσµευση της δύναµης του φορµαλισµού, αλλά άντ’ αυτού ένα σύνολο διαισθήσεων 
που ενεργοποιείται µέσω της δραστηριότητας και της εµπειρίας του φυσικού κόσµου. 
Η δραστηριότητα αναµειγνύει εργαλεία (ζύγια, πήχεις, χάρακας, µολύβι κ.ο.κ) τα 
οποία στερούνται του χαρακτήρα των συµβόλων (Volosinov, 1973, σελ.10) αλλά 
αποκτούν µία λειτουργική έννοια (Radford, 2003). Ενεργώντας µέσα στο περιβάλλον 
και αναδιοργανώνοντας τους χειρισµούς τους, οι µαθητές κατάφεραν να 
κατασκευάσουν νοητικές αναπαραστάσεις για τον κόσµο. Σχηµατικά θα µπορούσαµε 
να πούµε πως ακολουθήθηκε η κάτωθι αλληλουχία ενεργειών  
 
 

Αλληλεπιδράσεις µε τον κόσµο 
 
 
 
                                                         
                                                         Αντίληψη  
 
 
 
                                    
                                       Κανόνες πραγµατικών γεγονότων 
 
 
 
 
                                               Πλατωνικά αντικείµενα 
 
 
 
                                               
                                                Ευκλείδεια απόδειξη 
 

 
∆ηλαδή η αντίληψη για τον κόσµο περιλαµβάνει µελέτη του χώρου και του 

σχήµατος, η οποία οδηγεί τελικά στη γεωµετρία, όπου οι λεκτικές διατυπώσεις 
υποστηρίζουν µια µετατόπιση προς την Ευκλείδεια απόδειξη (Lappas & Spyrou, 
2006). Με άλλα λόγια, η εξαγωγή και η κατανόηση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος 
πέρασε µέσα από µεσολαβηµένες ενσώµατες ενέργειες. Να σηµειώσουµε εδώ ότι µε 
τον όρο ‘ενσώµατη’ εννοούµε  
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i. Ότι η γνώση εξαρτάται από το είδος της εµπειρίας που έχει 
ένα σώµα µε τις διάφορες αισθησιοκινητικές ικανότητες, και 

ii.  Ότι αυτές οι αισθησιοκινητικές ικανότητες είναι από µόνες 
τους ενσώµατες σε ένα περισσότερο βιολογικό, ψυχολογικό 
και πολιτισµικό πλαίσιο.  

(Varela, Thompson & Rosch, 1999)  
 
 
8.2.2 Ως προς την κατακόρυφο 
 

Ο ορισµός της έννοιας της κατακόρυφου συνδέεται αυστηρά µε το σώµα και 
τον εγκέφαλό µας (Manno,2006). Τα παιδιά ξέρουν ότι αν αφήσουν ένα αντικείµενο 
από ένα ύψος αυτό θα πέσει στο έδαφος. Οι περισσότεροι µαθητές στην έρευνα 
απάντησαν ότι αφήνοντας το µπαλάκι από τα χέρια τους, αυτό θα ακολουθήσει µία 
πορεία ευθείας.  

Θέλησαν µάλιστα να οπτικοποιήσουν την πορεία, χρησιµοποιώντας µία 
κάθετη γραµµή ώστε να δείξουν το δρόµο που ακολούθησε το µπαλάκι. Η 
προσπάθεια και η επιτυχία οπτικοποίησης της κατακόρυφης πτώσης είναι ιδιαιτέρως 
ενδιαφέρουσα από την άποψη περιπλοκότητας και στρατηγικής επίλυσης ενός 
προβλήµατος. Φανερώνει µία εννοιολογική κατανόηση και ικανότητα δυναµικής και 
ευέλικτης εφαρµογής εννοιών. 

Παρουσιάστηκε έτσι το σιωπηρό µοντέλο της κατακόρυφου. Τα παιδιά 
έχτισαν µε αυτόν τον τρόπο µία νοητική εικόνα της έννοιας της κατακόρυφου που 
συνδέεται µε το µοντέλο του «νήµατος της στάθµης». Σύµφωνα µε τη Manno (2006), 
οι λόγοι που συντρέχουν σε αυτό το µοντέλο είναι η παρόµοια σηµασία των λέξεων 
‘κάθετος-κατακόρυφος’, η προσωπική εµπειρία της έννοιας της βαρύτητας και ο 
τρόπος που λειτουργεί το σώµα µας. Η Manno (2006) υποστηρίζει ότι το σιωπηρό 
µοντέλο της κατακόρυφου είναι πολύ δυνατό στα παιδιά, και τα παιδιά που δεν έχουν 
αυτό το εσωτερικό µοντέλο δεν είναι ικανά να προσδιορίσουν τη µαθηµατική έννοια 
της καθέτου. Υπάρχουν εντούτοις µερικοί µαθητές που έχουν τη σωστή ιδέα της 
καθέτου, αλλά αυτό είναι µόνο µια ιδέα, όχι µια µαθηµατική έννοια. Αναφέρει ακόµα 
πως για ν’ αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα της κατανόησης της έννοιας της καθέτου 
µέσω της σωµατικής εµπειρίας, είναι καθήκον να ληφθούν υπόψη οι βιολογικοί νόµοι 
των ανθρώπων, οι οποίοι θεωρούν απαραίτητη τη σύνδεση των εννοιών της 
βαρύτητας και της κατακόρυφου.  

Επίσης η έννοια της κατακόρυφου όπως και της οριζοντίου εκφράστηκαν από 
τη ∆ανάη ως ιδεατότητες, όπως διαπιστώνει κανείς από τα αποσπάσµατα των 
συνεντεύξεων. Αναφέρει ότι υπάρχουν στο νου µας και τις εφαρµόζουµε χωρίς να 
είναι κάτι πραγµατικό. Είναι εµφανές ότι έχει κάποιες διάχυτες ιδέες περί 
σχετικότητας, πράγµα και το οποίο διαπιστώθηκε όταν στις συνεντεύξεις είπε πως 
γενικά στο σπίτι κάνει συζητήσεις επιστηµονικού ενδιαφέροντος µε τους γονείς της.  
 
 
8.2.3 Ως προς την εξαντικειµενίκευση (objectification) της ορθής γωνίας 
 

Η ανακάλυψη των τριάδων στο ορθογώνιο τρίγωνο προέρχεται από 
παρατηρήσεις που έκαναν οι άνθρωποι ότι η βαρύτητα τραβάει ένα βάρος που είναι 
δεµένο σε ένα νήµα (το ευθύ του Πυθαγορείου Θεωρήµατος). Πρέπει όµως πρώτα να 
ελεγχθεί ο τρόπος µε τον οποίο θα κατασκευαστεί η ορθή γωνία. Για το λόγο αυτό 
τέθηκε στα παιδιά ένας προβληµατισµός. Σε αυτό το σηµείο αφέθηκε στα παιδιά 
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αρκετός χρόνος ούτως ώστε ν’ αντιληφθούν το µέγεθος και τη σηµασία του 
προβληµατισµού, να προσπαθήσουν ν’ ανακαλύψουν κάτι νέο γι’ αυτούς αλλά 
γνωστό για τους ερευνητές. Άρχισαν, όπως παρατηρεί και η Furinghetti (2007), να 
συλλογίζονται στη σηµασία των µαθηµατικών αντικειµένων µέσω των εµπειρικών 
ιστορικών στιγµών κατασκευής τους. Μερικοί έδωσαν την ιδέα του τριγώνου, 
φανερώνοντας ότι δεν υπάρχει αναλυτική εµπειρία δράσης. Εδώ φαίνεται ότι το 
πολιτισµικό περιβάλλον δεν αφήνει τα παιδιά να προσεγγίσουν άµεσα τη σύνδεση 
καθέτου-κατακόρυφου. Έχουν µάθει άλλους τρόπους χειρισµού, όπου πλέον δεν 
µπορεί να προσαρµοστεί άµεσα η παλαιά έννοια. Άλλοι κατευθύνθηκαν σε 
αισθητηριακούς προσανατολισµούς. Άλλωστε, όπως αναφέρει ο Nemirovsky (2003), 
o Kitcher (1983) δίνει µια θεωρία της µαθηµατικής γνώσης υποθέτοντας ότι οι αρχές 
των µαθηµατικών βρίσκονται σε µία αισθητική αντίληψη που έχουµε για τον κόσµο 
γύρω µας.  

∆ε θα πρέπει βεβαίως να παραλειφθεί το γεγονός ότι η αντιµετώπιση των 
προβληµατισµών αυτών από τους µαθητές ανέδειξε επίσης: 

• Ικανότητα χειρισµού µαθηµατικού προβλήµατος. 
• Παρατηρητικότητα. 
• Κιναισθητικότητα. 
• Επιµονή. 

Όλα αυτά σχετίζονται άµεσα µε την αυτοπεποίθηση, την αυτεπάρκεια, τη στάση των 
µαθητών απέναντι στις ποικίλες προκλήσεις που βρίσκονται και εντέλει µε τις 
στρατηγικές επίλυσης προβληµάτων που αναπτύσσονται από τα παιδιά και είναι 
αποτέλεσµα µιας ποικιλίας αντιληπτικών και εννοιολογικών παραγόντων. 

Μη µπορώντας όµως οι µαθητές να φτάσουν στην ανακάλυψη της αρχικής 
Πυθαγόρειας τριάδας (3,4,5), πραγµατοποιήθηκε και η πρώτη παρέµβαση από τους 
ερευνητές. ∆όθηκαν στα παιδιά τρεις πήχεις µεγέθους 90εκ., 120εκ. και 150εκ. οι 
οποίοι ήταν χρωµατισµένοι µε διαφορετικό χρώµα ανά 30εκ. και ζητήθηκε να τους 
περιεργαστούν κάνοντας παρατηρήσεις. Μία παρέµβαση όπου, κατά τον Radford 
(2006), παρ’ όλο που τα άτοµα είναι οι παραγωγοί των εννοιών και των ιδεών τους, 
µέσω του σχεδίου του µαθήµατος η υποκειµενική έννοια των µαθητών ωθείται προς 
συγκεκριµένες κατευθύνσεις της εκάστοτε εννοιολογικής ανάπτυξης. Ο Freudental 
(1991) θεωρεί επίσης ότι οι µαθητές θα έπρεπε να καθοδηγούνται έτσι ώστε να 
ξαναανακαλύψουν τις έννοιες που τίθενται υπό συζήτηση, χρησιµοποιώντας τη 
γνώση που ήδη έχουν.      

Η αντίστροφη περίπτωση, δηλαδή να κατασκευαστεί ορθή γωνία έχοντας µία 
τέτοια τριάδα, οδηγεί στην εξαντικειµενίκευση της ιδέας της ορθής γωνίας από τη 
βαρύτητα. Σε αυτό το σηµείο πραγµατοποιήθηκε και δεύτερη παρέµβαση από τους 
ερευνητές λόγω έλλειψης χρόνου. Τοποθετήθηκε στον κατακόρυφο τοίχο το ένα από 
τα τρία ξύλα (αυτό των 90εκ. ή των 120εκ.) και ζητήθηκε να δηµιουργηθεί ορθογώνιο 
τρίγωνο. Εξαντικειµενεύτηκε εντέλει, σε ένα αρχικό στάδιο, µέσω των αριθµητικών 
σχέσεων µία καθαρά αντιληπτική κατηγορία όπως το κατακόρυφο. Αναφέρεται από 
τους Lakoff & Nunez (2000, σελ.109) ότι, σύµφωνα µε τον Αριστοτέλη, στην 
κλασική θεωρία η κατηγορία καθορίζεται από ένα σύνολο ικανών και αναγκαίων 
συνθηκών, από µία λίστα µε έµφυτες ιδιότητες που έχει κάθε µέλος.   

 Μερικοί µαθητές τη στιγµή που επιχείρησαν να κατασκευάσουν το τρίγωνο 
στο πάτωµα της τάξης ξεκίνησαν από την υποτείνουσα και αντιµετώπισαν δυσκολίες. 
Ήταν αυτοί οι µαθητές που µετέπειτα διαπιστώθηκε πως δεν είχαν κατανοήσει την 
έννοια της γωνίας. Αντιθέτως, στα παιδιά που είχαν κατακτήσει κάποιες θεµελιώδεις 
έννοιες παρατηρήθηκε εναρµονισµένη κιναισθητικότητα χεριών και µυαλού κατά τη 
διάρκεια της κατασκευής του ορθογωνίου τριγώνου. Παρ’ όλες τις δυσκολίες που 



 - 117 - 

αντιµετώπισαν, κατάφεραν όλοι να δηµιουργήσουν το ορθογώνιο τρίγωνο 
χρησιµοποιώντας τους πήχεις, και όταν τους δόθηκε η µία κάθετη πλευρά να 
ακουµπάει στον τοίχο, και αργότερα στο πάτωµα, εν αντιθέσει µε το χαρτί όπου 
υπήρξαν µαθητές που παρουσίασαν εµπόδια όταν επιχείρησαν να σχεδιάσουν το 
τρίγωνο µε χαρτί και µολύβι.  
 Επίσης, ένα µεγάλο ποσοστό της τάξεως του 91,6% κατάφερε να διαπιστώσει 
ποιοτικά ότι οι αριθµοί 3,4,5 είναι ένας ικανός και αναγκαίος προσδιορισµός για την 
κατασκευή ορθής γωνίας.  
 
 
8.2.4 Ως προς τις γωνίες 
 

Στην έρευνά διαπιστώθηκε ότι οι µαθητές αντιµετώπιζαν γνωστικά εµπόδια 
όσον αφορά τις γωνίες. Σε ποσοστό 16,6% δεν ήταν σε θέση ούτε να ονοµάσουν τα 
βασικά είδη γωνιών ούτε να τις σχηµατίσουν. H Fyhn (2008) λέει ότι είναι δύσκολο 
για πολλούς µαθητές να καταλάβουν “τι είναι µια γωνία” και “πώς να συγκρίνουν 
γωνίες διαφορετικών µεγεθών” (Johnsen, 1996; Gjone & Norberg, 2001; Fyhn, 2004). 
Αναφέρεται επίσης σε µία µελέτη των Gjone & Norberg (2001), όπου βρέθηκε ότι 
µόνο το 30% των Νορβηγών µαθητών της έκτης δηµοτικού απάντησαν σωστά για το 
ποια είναι η µεγαλύτερη από δύο γωνίες που τους δόθηκαν σε ένα σχήµα.  

Σηµαντικές παρανοήσεις και δυσκολίες στην έννοια της γωνίας οφείλονται 
στον τρόπο µε τον οποίο αυτή έχει οριστεί. Οι τρεις συνηθέστεροι ορισµοί της 
γωνίας, όπως αυτοί εµφανίζονται στη βιβλιογραφία (Mitchelmore, 1989; Krainer, 
1989; Schweiger, 1986; Roels, 1985; Freudental, 1983) είναι οι ακόλουθοι 
 

� Το τµήµα του επιπέδου που περικλείεται µεταξύ δύο 
ηµιευθειών (στατικός ορισµός). 

� Ένα ζεύγος ηµιευθειών µε ένα κοινό σηµείο τοµής 
(στατικός ορισµός).  

� Η στροφή δύο ευθειών γύρω από ένα σηµείο (δυναµικός 
ορισµός). 

 
Στην έρευνά µας τρία από τα δώδεκα παιδιά, ποσοστό 25% δηλαδή, δεν 

µπορούσαν να διακρίνουν τα είδη των γωνιών. Υπήρξε σύγχυση µεταξύ των εννοιών 
των γωνιών και των πλευρών. Θεώρησαν ότι οι οριζόντιες και οι παράλληλες είναι οι 
διαφορετικές από την ορθή γωνία. Ένα µεγάλο ποσοστό της τάξεως του 66,7% δεν 
ήξερε τις παραπληρωµατικές γωνίες, παρόλο που τις είχαν διδαχτεί την περσινή 
χρονιά (στην Α’ Γυµνασίου). Όταν δόθηκε ο ορισµός των παραπληρωµατικών 
γωνιών και ζητήθηκε ο σχεδιασµός τους, 33.3% των παιδιών δεν κατάφεραν να τις 
απεικονίσουν. Σύµφωνα µε τους Henderson & Taimina (2005, σελ.38) “φαίνεται 
πιθανό ότι κανένας επίσηµος ορισµός δεν µπορεί να συλλάβει όλες τις πτυχές της 
εµπειρίας µας για το τι είναι γωνία”. Επισηµαίνουν τρεις διαφορετικές απόψεις, από 
τις οποίες µπορούµε να καθορίσουµε τις γωνίες ως 
 

• ∆υναµική έννοια 
• Μέτρο 
• Γεωµετρική µορφή     
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Ποιοτική αντιµετώπιση γωνίας 
 
Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός ότι οι περισσότεροι µαθητές, σε ποσοστό 75%, όταν 
τους ζητήθηκε να φτιάξουν τρίγωνα, παρόλο που είχαν µοιρογνωµόνιο, δεν το 
χρησιµοποίησαν για να δηµιουργήσουν οξείες ή αµβλείες γωνίες. Παρατηρήθηκε 
λοιπόν µία ποιοτική αντιµετώπιση της γωνίας από την πλειονότητα των υποκειµένων.  
 

Γωνία ως δράση 
 
Ένας από τους µαθητές φαίνεται να είχε συνδυάσει τη γωνία µε δράση. Κάτι τέτοιο 
γίνεται αντιληπτό από τη στιγµή που του τέθηκε η ερώτηση «ποια γωνία είναι 
αµβλεία?» και απάντησε «η γωνία που πηγαίνει προς τ’ αριστερά» σχεδιάζοντας  το 
παρακάτω: 
                                 

                                                
 
Σε µία άλλη δραστηριότητα, αρχικά ζητήθηκε να σχεδιάσουν ένα ορθογώνιο τρίγωνο 
µε πλευρές AB cm,ΑΓ cm,ΒΓ cm= = =3 4 5  κι έπειτα τετράγωνα µε πλευρές αυτές του 
ορθογωνίου τριγώνου, δηλαδή AB,ΑΓ,ΒΓ . Όλοι κατασκεύασαν τις κάθετες πλευρές 
έτσι ώστε να είναι παράλληλες στις γραµµές του µιλιµετρέ. ∆εν αντιµετώπισαν 
κανένα πρόβληµα στο να φτιάξουν τα τετράγωνα µε πλευρές αυτές των καθέτων 
(δηλαδή τις AB,ΑΓ ). Όταν όµως επιχείρησαν να δηµιουργήσουν το τετράγωνο µε 
πλευρά την υποτείνουσα, αδυνατούσαν να το κάνουν. Κάθε ένα από αυτά τα παιδιά 
µπόρεσαν να αναπαράγουν την κάθετο σε ορισµένες περιπτώσεις αλλά όχι σε άλλες, 
και αυτό συµβαίνει διότι σε κάθε διαφορετική περίπτωση βασίζουν την κρίση τους σε 
ένα διαφορετικό σύστηµα αναφοράς. 
 
 
8.2.5 Ως προς τους σχηµατικούς αριθµούς (figurative numbers) 
  

Η παρουσίαση των αριθµών όπως τους αντιλαµβάνονταν οι Πυθαγόρειοι 
(µέσα από τη διαδικασία της οπτικοποίησης) βοήθησε τους µαθητές να δουν τη διπλή 
αντιπροσωπευτική έκφραση των αριθµών. Πέραν της αριθµητικής, ήρθε στην 
επιφάνεια και η γεωµετρική τους φύση, προτρέποντας τους µαθητές ν’  ανακαλύψουν 
νέες κατευθύνσεις στην προσέγγιση διαφόρων προβληµάτων.  

Μετά την αναπαράσταση των πρώτων τεσσάρων αριθµών τα παιδιά δεν είχαν 
καµία δυσκολία να αναπαραστήσουν µε τελείες τον αριθµό 25. Παρατηρήθηκε ότι 
είχαν αναπτύξει πολλαπλασιαστικούς κανόνες µιας και δε µετρούσαν τα τετράγωνα 
παρά υπολόγιζαν το εµβαδόν (έλεγαν π.χ. πέντε επί πέντε). Η επιρροή που άσκησαν 
οι σχηµατικοί αριθµοί φάνηκε όταν µια κοπέλα στην πορεία της διδασκαλίας 
σχεδίασε τετράγωνα αναπαριστώντας τα µε τελείες και όχι µε ευθύγραµµα τµήµατα.  

Επίσης τη χρονική περίοδο που πραγµατοποιήθηκε η θεατή µη-συµµετοχική 
παρατήρηση µέσα στην αίθουσα διδασκαλίας, διαπιστώθηκε ευχέρεια στον 
υπολογισµό τετραγωνικών ριζών µικρών αριθµών από τα παιδιά που συµµετείχαν 
στην έρευνα σε σύγκριση µε τους υπόλοιπους συµµαθητές τους. Κατανόησαν δηλαδή 
σαφώς την αναπαράσταση των τέλειων τετραγώνων. Όταν µάλιστα διδάχτηκαν το 
Πυθαγόρειο Θεώρηµα στην τάξη τους 
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� Μία κοπέλα (∆ανάη) ανακάλυψε µία γεωµετρική απόδειξη του 

Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Η υπεύθυνη καθηγήτρια είχε φέρει µέσα 
γεωµετρικά σχήµατα σχεδιασµένα σε χαρτί. Τα µοίρασε στα παιδιά 
και τους είπε να τα ενώσουν έτσι ώστε να φτιαχτεί ένα τετράγωνο 
πλευράς Α + Β. Η ∆ανάη κατάφερε να συναρµολογήσει τα κοµµάτια 
έτσι ώστε να δηµιουργηθούν τέσσερα ορθογώνια τρίγωνα (µε 
κάθετες πλευρές Α και Β και υποτείνουσα C) και ένα µικρό 
τετράγωνο (πλευράς C) των οποίων το άθροισµα των εµβαδών τους 
έβγαινε ίσο µε το εµβαδόν ενός µεγαλύτερου τετραγώνου (πλευράς 
A + B), όπως φαίνεται παρακάτω:    

                                          
 

 
Στη συνέχεια έγραψε  

( )AB
C A B

AB C A AB B

C A B

⋅ + = +

⋅ + = + ⋅ +

= +

22

2 2 2

2 2 2

4
2

2 2  

 
� Ένα αγόρι (Κώστας) τόνισε στον καθηγητή του ότι οι αριθµοί που 

µας βγάζουν το Πυθαγόρειο Θεώρηµα δεν είναι τυχαίοι. 
� Ένα άλλο κορίτσι (Νάντια) επισήµανε πως στο Πυθαγόρειο 

Θεώρηµα µιλάµε για εµβαδά, φανερώνοντας µία τάση για γενίκευση 
των τριάδων. 

   
 

8.2.6 Ως προς τις Πυθαγόρειες τριάδες 
 

∆ιδάσκοντας το Πυθαγόρειο Θεώρηµα οι µαθητές συχνά αναγνωρίζουν και 
αποµνηµονεύουν ορισµένες κοινές τριάδες που µπορούν ν’ αναπαραστήσουν τα µήκη 
των πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου. Μερικές από αυτές τις Πυθαγόρειες τριάδες 
είναι οι (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17) (7,24,25). κ.ο.κ. Εφ’ όσον όµως ο µαθητής 
κατανοήσει πώς µπορεί µία τριάδα ν’ αναπαράγει κι άλλες, µπορεί να τις ανακαλύψει 
από µόνος του.  

Το 25% των υποκειµένων που συµµετείχαν στην έρευνα ήταν σε θέση να 
ανακαλύψει τέτοιες τριάδες χωρίς καµία παρέµβαση των διδασκόντων. Υπήρξε κι ένα 
ποσοστό της τάξης του 16,7% που αναζήτησε χαρακτηριστικά των αριθµών 
αποτυχηµένα. Μετά το πέρας της διδασκαλίας και κατά τη διάρκεια των 
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συνεντεύξεων διαπιστώθηκε ότι το ποσοστό των µαθητών που µπορούσε να βρει 
Πυθαγόρειες τριάδες ανήλθε στο 66,6%.  
 Παρατηρήθηκε επίσης ότι οι µαθητές αρχικά οδηγήθηκαν σε µία ποιοτική 
αντίληψη του Πυθαγορείου Θεωρήµατος µέσω των οξειών και των αµβλειών γωνιών. 
Κατόπιν βέβαια περνούν σε µία ποσοτική αντίληψη όταν κάνουν την επαλήθευση του 
Πυθαγόρειου Θεωρήµατος, όπου εκείνη τη στιγµή το απόλυτο ποσοστό του 100% 
ήταν σε θέση να επιβεβαιώσει το αντίστροφο του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Τέλος, 
µέσα από την ανάδειξη των Πυθαγόρειων τριάδων, τα παιδιά παρατήρησαν ότι η 
οµοιότητα διατηρεί κάποιες ιδιότητες. Άρχισαν λοιπόν να διαπιστώνουν ότι η 
οµοιότητα είναι ένα ισχυρό εργαλείο για την κατανόηση χωρικών ιδιοτήτων.  
 
 
8.3 Θεµελίωση των ευρηµάτων της έρευνας 
 

Παρόλο που η ενσώµατη γνώση παραµένει ένας νέος τοµέας, µερικοί ειδικοί 
θεωρούν ότι προτείνει µια επανεξέταση για το πώς πρέπει να πλησιάσουµε την 
εκπαίδευση. Σύµφωνα µε τον Bennett (2008), µια δυνατότητα είναι να ρίξουµε µια 
άλλη µατιά στην εκπαιδευτική προσέγγιση που η Montessori σχεδίασε σχεδόν 100 
χρόνια πριν. Ένα κλειδί για τη µέθοδο Montessori είναι η ιδέα ότι τα παιδιά 
µαθαίνουν καλύτερα σε ένα δυναµικό περιβάλλον γεµάτο από κίνηση και χειρισµό 
φυσικών αντικειµένων. Οι Nemirovsky, Borba & Dimatia (2004) αναφέρονται στο 
“χειρισµό υλικών µε τα χέρια και την κίνηση των υλικών” ως σωµατική 
δραστηριότητα. Οι Watson & Tall (2002) µιλάνε για τις δραστηριότητες που 
διενεργούνται από τα χέρια ως “ενσώµατη δράση” (embodied action), 
υποστηρίζοντας ότι µία ενσώµατη προσέγγιση εστιάζει στις θεµελιώδεις αντιληπτικές 
ιδέες πριν εισάγει οποιοδήποτε συµβολισµό.  

Στη διδασκαλία που πραγµατοποιήθηκε, επιχειρήθηκε να µπουν οι µαθητές σε 
ένα ρόλο όπου  θα αξιοποιήσουν τις άµεσες βιωµατικές τους εµπειρίες, έτσι ώστε να 
καταλάβουν από µόνοι τους τον τρόπο που λειτουργούν τα µαθηµατικά και να 
οδηγηθούν σε αναλλοίωτες σταθερές. Αφέθηκαν τα παιδιά να «κάνουν µαθηµατικά», 
όπου ο όρος ‘‘ κάνω µαθηµατικά’’ περιγράφεται ως «δραστηριότητα οργάνωσης και 
δόµησης στην οποία ανακαλούνται η επίκτητη γνώση και οι δραστηριότητες 
προκειµένου ν’ ανακαλυφθούν οι άγνωστες τακτικότητες και δοµές» (Treffers, 1987, 
σελ.247). Άλλωστε, σύµφωνα µε τον Freudental, «τα µαθηµατικά µπορούµε να τα 
µάθουµε καλύτερα µε το να ‘κάνουµε µαθηµατικά’…και το να ‘κάνουµε 
µαθηµατικά’ είναι ο κύριος στόχος της εκπαίδευσης» (Van den Heurel–Panhuizen, 
2003, σελ.11). 

∆όθηκε η ευκαιρία στα παιδιά να χειριστούν µια πληθώρα αντικειµένων, ώστε 
να βιώσουν κάποιες µαθηµατικές έννοιες. Στο άρθρο “Η Γεωµετρία είναι κάτι πολύ 
περισσότερο από µία απόδειξη” ο Hoffer (1981) υπογραµµίζει ότι «πολλές φορές 
είναι σηµαντικότερο να σχεδιάσει ο µαθητής ένα γεωµετρικό αντικείµενο παρά ν’ 
αποδείξει το θεώρηµα. Στη µέση εκπαίδευση δίνεται έµφαση στις ‘τυπικές’ 
αποδείξεις µε αποτέλεσµα να ελαχιστοποιείται η δυνατότητα για την ανάπτυξη άλλων 
γεωµετρικών δεξιοτήτων».  

Στην έρευνα µελετάται πώς οι πρωταρχικές λειτουργίες της καθετότητας 
µετατρέπονται σε γεωµετρικές έννοιες και µαθηµατικές προτάσεις. Για τον Husserl η 
εξαντικειµενίκευση των µαθηµατικών αντικειµένων σχετίζεται µε τον τρόπο 
εµφάνισής τους. Οι Lappas & Spyrou (2006) λένε ότι η ανθρώπινη σύλληψη της 
ιδέας του αριθµού ήταν το πρώτο εργαλείο εξαντικειµενίκευσης. Μέσω αυτών η 
εµπειρία γίνεται διϋποκειµενική και ευκολότερη στο να µεταδοθεί. Ο Nemirovsky 
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(2003) αναφέρει πως οι αριθµοί συχνά φαίνονται ως ένα πρωταρχικό παράδειγµα του 
τι είναι η αφαίρεση, εξαιτίας του ότι µπορούν να ποσοτικοποιήσουν οτιδήποτε 
µετριέται.  

Η παρουσίαση όµως του Πυθαγορείου Θεωρήµατος µέσω των ιδιοτήτων των 
τριάδων δεν είναι αρκετή για τη λογική επιχειρηµατολογία (Lappas & Spyrou, 2006). 
Η γενίκευση του έρχεται µέσα από τη χρήση των εµβαδών. ∆όθηκε έτσι η ευκαιρία 
στους µαθητές να χειριστούν πληροφορίες σε διαφορετικά συστήµατα 
αναπαράστασης (εικονικό, αριθµητικό, γεωµετρικό), η χρήση των οποίων, σύµφωνα 
µε τον Gardner (1999), κρίνεται αναγκαία ως µέσο επικοινωνίας, κατανόησης και 
µαθηµατικής δραστηριότητας. Αξιοποιήθηκε παράλληλα το εσωτερικό τους δυναµικό 
ώστε να καταλήξουν σε µία γενίκευση του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ IX 
 

 
 

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  
ΕΙΣΗΓΗΣΕΙΣ 

 
 

 «Τα µαθηµατικά είναι  
από µόνα τους  
ο καθρέφτης  

της πολύς σκέψης  
που τα δηµιουργεί» 

 
Al Cuoco 

 
 
 

9.1 Περίληψη 
 

Από τα αποτελέσµατα της διδασκαλίας φαίνεται ότι προκλήθηκε αύξηση 
οπτικών, κιναισθητικών, γλωσσικών και γνωστικών αλληλεπιδράσεων των µαθητών, 
µε ευεργετικές συνέπειες, καθώς εξέφρασαν αυθόρµητες ιδέες, οικοδόµησαν µε 
αυθεντικό προσωπικό τρόπο γνώσεις σχετικές µε την εισαγόµενη έννοια του 
Πυθαγορείου Θεωρήµατος και αρκετοί από αυτούς οδηγήθηκαν σε γενικεύσεις. Όλα 
αυτά συνέβαλλαν στη διέγερση της µαθηµατικής, και ειδικότερα της γεωµετρικής 
διαίσθησης, ανοίγοντας το δρόµο για την αναγκαία στοχαστική αφαίρεση. Τα παιδιά 
κατάφεραν να εξαντικειµενικεύσουν σε ένα αρχικό στάδιο, µέσω των αριθµητικών 
σχέσεων, µία καθαρά αντιληπτική κατηγορία όπως τo κατακόρυφο, και εντέλει να 
την περιγράψουν επακριβώς από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα λαµβάνοντας υπόψη την 
καθολική του ισχύ.  
 
 
9.2 Συµπεράσµατα 
 

Στην έρευνα που διεξήχθη, οι µαθητές εισήχθησαν στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα 
µε τη χρήση ιδεών, εννοιών και παραδειγµάτων που ακολουθούν πρότυπα µε τα 
οποία λειτουργεί φυσικά το ανθρώπινο εννοιολογικό σύστηµα. Αρχίζοντας µε τις 
αντιληπτικές µορφές της κατακόρυφου και της οριζοντίου, µελετήθηκε πώς οι 
πρωταρχικές λειτουργίες της καθετότητας µετατρέπονται σε γεωµετρικές εικόνες και 
µαθηµατικές προτάσεις και πώς οι άνθρωποι οδηγούνται στον αντικειµενικό 
προσδιορισµό αυτών των κατηγοριών µε τη χρησιµοποίηση αριθµητικών και 
γεωµετρικών σχέσεων.  
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Κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας, οι µαθητές περνούν από διάφορα στάδια έως 
ότου καταλήξουν στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα. Τα στάδια αυτά φαίνονται στο 
παρακάτω διάγραµµα:  
 
 

                  

Υποκειµενικό

Βίωµα της 
Κατακόρυφου

Γεωµετρική

Αναπαράσταση

της Καθέτου

Εξαντικειµενίκευση

της Καθέτου 
µέσω της Τριάδας

Μερική Γενίκευση 
µε εύρεση κι

άλλων Τριάδων

Γενίκευση

Πυθαγορείου

µέσω των εµβαδών

 
           ∆ιάγραµµα: Η πορεία προς την απόδειξη του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. 

 
Η παρακάτω περιγραφή αξιοποιεί κατά ένα µεγάλο µέρος το άρθρο των Harel &  Tall 
(1989). 
 

Περιγραφή της εξέλιξης των νοητικών κατασκευών των µαθητών: 
 

� Στηριζόµενοι στο ‘υποκειµενικό βίωµα της βαρύτητας’  και στα στοιχεία του 
µοντέλου της κατακόρυφου, οι µαθητές κατάφεραν να εξάγουν την εννοιολογική 
δοµή της καθέτου.  

� Στη ‘γεωµετρική αναπαράσταση της καθέτου’  προκύπτει το νόηµα της ορθής σε 
συσχετισµό µε το τρίγωνο.  

� Στην ‘εξαντικειµενίκευση της καθέτου µέσω της τριάδας’  εµφανίζεται µία 
αφαιρετική διαδικασία, όπου οι µαθητές βοηθούνται στο να την πετύχουν µέσω 
της παρέµβασης των ξύλων και της τριάδας που τους δίνεται. 

� Στη ‘µερική γενίκευση µε εύρεση κι άλλων τριάδων’ , τα παιδιά βρίσκουν 
περισσότερα συγκεκριµένα παραδείγµατα ενσωµατώνοντας έτσι την 
αναγκαιότητα της εν γένει τριάδας. Αυτή η µορφή αφαίρεσης ονοµάζεται 
γενεσιουργή  αφαίρεση και ανεβάζει την επίγνωση του µαθητή σε ένα υψηλότερο 
επίπεδο, όπου συνειδητοποιείται και αφαιρείται η πιο γενική έννοια.  

� Στη ‘γενίκευση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος µέσω των εµβαδών’  υπάρχει µια 
εξαντικειµενίκευση στο πλαίσιο της αποδεικτικής δοµής της γεωµετρίας. Το 
θεωρητικό πλαίσιο τροποποιείται, εµπλουτίζεται και συµπεριλαµβάνεται σε ένα 
πιο γενικό πλαίσιο, δίνοντας έτσι µία πραγµατική γενίκευση του εµπλουτισµένου 
σχήµατος.  
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 Στο ξεκίνηµα της διδασκαλίας ζητήθηκε από τα παιδιά να αφήσουν από τα 
χέρια τους ένα µπαλάκι έτσι ώστε να πέσει προς τα κάτω. Συζητώντας µαζί µε τους 
ερευνητές διαπίστωσαν την εξάρτηση βαρύτητας-κατακόρυφου, έχοντας 
ανεπτυγµένο στο µυαλό τους, όπως λέει η Manno (2006), το µοντέλο του ‘νήµατος 
της στάθµης’.  
 Αφού λοιπόν αναδείχτηκε το υποκειµενικό βίωµα της κατακόρυφου, οι 
µαθητές προβληµατίστηκαν αρκετά στο πώς θα κατασκευάσουν κάθετο τοίχο πάνω 
σε έναν ήδη κατασκευασµένο κατακόρυφο τοίχο. Τα πολιτισµικά όµως στοιχεία που 
αναδείχθηκαν κατά τη διάρκεια της προσπάθειάς τους, στάθηκαν εµπόδιο στο να 
συνδεθεί άµεσα η κατακόρυφος µε την κάθετο. Μετά από παρέµβαση των 
ερευνητών, όπου δόθηκαν στους µαθητές 3 ξύλα µεγέθους 90εκ., 120εκ. και 150εκ., 
τα παιδιά κατάφεραν να οδηγηθούν στην ικανή και αναγκαία συνθήκη ότι: 
 
       Κάθετη γωνία                   Ορθογώνιο τρίγωνο                      Τριάδα (3,4,5)  
 
Εξαντικειµενίκευσαν δηλαδή την κάθετο µέσω της τριάδας (3,4,5).  
 Όταν οι µαθητές άρχισαν να δραστηριοποιούνται στο µιλιµετρέ χαρτί, έκαναν 
κάποιες παρατηρήσεις για το αµβλυγώνιο και για το οξυγώνιο τρίγωνο, όπου και 
φανερώθηκαν σηµάδια µίας ποιοτικής αντίληψης του Πυθαγορείου Θεωρήµατος. Στη 
συνέχεια, µέσα από την οµοιότητα, κατάλαβαν ότι το ορθογώνιο τρίγωνο που 
κατασκεύασαν µε πλευρές (3,4,5) δεν είναι πλέον µοναδικό. Ανακάλυψαν ότι όλα τα 
τρίγωνα που θα έχουν για πλευρές τα πολλαπλάσια των αριθµών (3,4,5) θα είναι 
ορθογώνια. Οδηγήθηκαν έτσι, µε την εύρεση τέτοιων τριάδων, σε µία επεκτατική 
γενίκευση.  
 Παρουσιάζοντας ύστερα τους σχηµατικούς αριθµούς (τον τρόπο 
αναπαράστασης των αριθµών από τους Πυθαγόρειους), ένα καθαρά νοητικό όργανο, 
τα παιδιά αντιµετώπισαν το τετράγωνο ενός αριθµού σαν εµβαδόν, όπου µάλιστα 
κατάφεραν να επιχειρήσουν επιτυχώς και απόδειξη του Πυθαγορείου Θεωρήµατος 
µέσω εµβαδών, πετυχαίνοντας µε αυτόν τον τρόπο µία αναδοµητική γενίκευση. 

 
Ύστερα από µελέτη των αποτελεσµάτων, τα συµπεράσµατα που αναδύονται 

από την έρευνα είναι ότι τα παιδιά: 
 

� Συνέδεσαν την έννοια της καθέτου µε την έννοια της κατακόρυφου.  
� Προσέγγισαν ποιοτικά την αναγκαιότητα της Πυθαγόρειας τριάδας µέσω 

της οξείας και της αµβλείας γωνίας.. 
� Επανενεργοποίησαν τη διαδικασία της εξαντικειµενίκευσης της ορθής 

γωνίας µέσω της τριάδας.  
� Αποδέχτηκαν την αριθµητική σχέση ως εργαλείο ελέγχου ορθογωνιότητας. 
� Κατάφεραν να γενικεύσουν την αριθµητική σχέση των τριάδων µέσω της 

οµοιότητας 
� Απέδειξαν τη γενική περίπτωση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος µε χρήση 

εµβαδών. 
 
 

Σύνδεση καθέτου – κατακόρυφου. 
 
 Τα παιδιά είχαν ανεπτυγµένη την αίσθηση της κατακόρυφου, αλλά όπως 
υποστηρίζει και η Manno (2006), νοµίζουν ότι η κατακόρυφη γραµµή σηµαίνει ‘την 
κατεύθυνση της βαρύτητας’. Χτίζουν έτσι µία νοητική εικόνα, ένα ισχυρό µοντέλο 
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που συνδέει το νήµα της στάθµης µε την έννοια της καθέτου. Όταν ρωτήθηκαν, στην 
αρχή του µαθήµατος, πώς θα πέσει ένα µπαλάκι εάν το αφήσουν από τα χέρια τους, 
πρωτίστως απάντησαν ‘ευθεία’ και δευτερευόντως ‘κάθετα’. Κανείς τους δεν 
αναφέρθηκε στη λέξη ‘κατακόρυφα’ παρ’ όλο που µετέπειτα είπαν ότι την είχαν 
ξανακούσει. Μία αντίδραση όπου, σύµφωνα µε τους Clements & Battista (1992), 
δικαιολογείται διότι οι άνθρωποι όταν σκέφτονται δε χρησιµοποιούν ορισµούς των 
εννοιών αλλά µάλλον εικόνες εννοιών και συνδυασµούς όλων των διανοητικών 
εικόνων και των ιδιοτήτων που έχουν συνδεθεί µε την έννοια. Όπως λένε οι Robutti 
& Arzarello (2003), ο τρόπος που οι µαθητές περιγράφουν διάφορες λειτουργίες 
δείχνει βαθιά σηµάδια των δράσεων και αλληλοδράσεών τους µε εργαλεία και 
αναπαραστάσεις. Σηµάδια που δεν είναι συµπληρωµατικά της έννοιας αλλά ουσιώδη 
συστατικά της σηµασίας της.  
 Η ελευθερία στο χώρο που παραχωρήθηκε στα παιδιά και τα αντικείµενα που 
τους δόθηκαν να περιεργαστούν (παιχνίδι Jenga, µπαλάκια, ζύγια–βαρίδια, πήχεις, 
σπάγκος, µπουκάλι µε χρωµατιστό υγρό, µολύβι, χάρακας, µοιρογνωµόνιο, µιλιµετρέ 
χαρτί) προκάλεσαν τη σωµατική τους δραστηριότητα. Η εισαγωγή όλων αυτών των 
αντικειµένων προκάλεσε µεγαλύτερη εµπλοκή των µαθητών στη µαθησιακή 
διαδικασία. Το σώµα τους, από την παθητική στάση ενός ακροατή ή ενός αναγνώστη, 
ενεργοποιήθηκε. Μία ποικιλία κινήσεων, ειδικότερα των χεριών, έκανε την εµφάνισή 
της. Η εµπλοκή των παιδιών σε αυθεντικές και νοηµατικές δραστηριότητες κίνησε το 
ενδιαφέρον τους. Οι µαθητές παρέβαλλαν εικόνες από το οικείο σε αυτούς 
περιβάλλον (χτίσιµο σπιτιών, οικοδόµοι κ.ο.κ.), οι οποίες τους βοήθησαν στην 
περαιτέρω αντιµετώπιση των δραστηριοτήτων που έλαβαν µέρος. Ο τρόπος 
περιγραφής των µαθητών γινόταν στην οικεία για αυτούς γλώσσα του σώµατος και 
σύµφωνα µε τον προσωπικό φυσικό κώδικα ερµηνείας της κίνησης.  
 ∆ιαπίστωσαν επίσης τη βαρύτητα, την ανακάλεσαν θέλοντας να 
οπτικοποιήσουν την κατακόρυφη τροχιά και τη σύνδεσαν µε την κατασκευή 
ορθογώνιου τριγώνου. Μία τέτοια ενέργεια ενισχύει αυτό που ισχυρίζεται ο Nunez 
(2000), ότι δηλαδή οι µαθηµατικές ιδέες στηρίζονται σε σωµατικά βασισµένους 
µηχανισµούς και στην καθηµερινή εµπειρία. Παραδείγµατος χάρη, η ιδέα της ορθής 
γωνίας µαθηµατικοποιεί την ιδέα της κατακόρυφου, η ιδέα της παραγώγου 
µαθηµατικοποιεί την ιδέα της στιγµιαίας αλλαγής κ.ο.κ. όπου σύµφωνα µε τον 
Κλαουδάτο (2005), η µαθηµατικοποίηση κατά τον Bauersfeld είναι µια πρακτική που 
µάλλον βασίζεται σε κοινωνικές συµβάσεις και όχι στην εφαρµογή ενός παγκόσµια 
εφαρµόσιµου συνόλου αιώνιων αληθειών. Ξεκινούν λοιπόν να συντίθενται 
µαθηµατικές ιδέες από τις συνήθεις σωµατικά θεµελιωµένες ιδέες.   

 
 

Ποιοτική προσέγγιση της αναγκαιότητας της Πυθαγόρειας τριάδας µέσω οξείας 
και αµβλείας γωνίας. 

  
  Υπήρξε σηµαντικός αριθµός παιδιών που δεν είχε αποσαφηνίσει βασικές 
έννοιες (όπως π.χ. ποια γωνία είναι οξεία και ποια αµβλεία, ποια είναι η υποτείνουσα 
του ορθογωνίου τριγώνου κ.α.). Εµφανίστηκαν δυσκολίες και παρανοήσεις για την 
έννοια της γωνίας από αρκετούς µαθητές. Από την πλειονότητα των υποκειµένων η 
γωνία αντιµετωπίστηκε ποιοτικά, µιας και κατά κόρον δε χρησιµοποιούσαν το 
µοιρογνωµόνιο στην κατασκευή των γωνιών, αν και το είχαν στη διάθεσή τους. 
Υπήρξε επίσης και µία περίπτωση όπου αντιµετωπίστηκε ως δράση.  
 Εµπόδιο παρουσιάστηκε και τη στιγµή που σε µία δραστηριότητα ζητήθηκε 
από τους µαθητές να σχηµατίσουν ορθογώνιο τρίγωνο στο χαρτί µε δοσµένες 
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πλευρές. Αντίθετα, δεν παρουσιάστηκε κανένα εµπόδιο όταν επιχείρησαν να 
δηµιουργήσουν το τρίγωνο στο χώρο µε τους πήχεις. Ο Steinbring (1990) άλλωστε 
προτείνει τρία βασικά στάδια για την επίλυση ενός προβλήµατος και επισηµαίνει ότι 
στο δεύτερο στάδιο κατά τη µεταφορά από το εµπειρικό επίπεδο του προβλήµατος 
στο επίπεδο του τυπικού ουσιαστικά υπολογισµού παρουσιάζονται στους µαθητές 
πολλές δυσκολίες. Επίσης, κατά την πορεία επίλυσης των δραστηριοτήτων που 
αφορούσαν γωνίες στο µιλιµετρέ χαρτί, οι µαθητές αγνοούσαν µέρος από τα 
δεδοµένα ή τα µετέφεραν λάθος, γεγονός που όπως αναφέρουν οι Tourniaire & Pulos 
(1985), έχει παρατηρηθεί και σε άλλες έρευνες. Αυτό βέβαια τους εµπόδιζε να 
φτάσουν στην επίλυση του εκάστοτε προβλήµατος αφού οδηγούνταν σε λανθασµένες 
απαντήσεις.   
 Παρ’ όλα όµως τα εµπόδια που αντιµετώπισαν οι µαθητές µε τις γωνίες,  
έκαναν παρατηρήσεις για τις περιπτώσεις του οξυγώνιου και του αµβλυγώνιου 
τριγώνου φανερώνοντας µία ποιοτική αντίληψη του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος.  
 
 

Επανενεργοποίηση της εξαντικειµενίκευσης της ορθής γωνίας µέσω του 
ορθογωνίου τριγώνου και της τριάδας. 

 
Όταν ζητήθηκε στα παιδιά να κατασκευάσουν κάθετο τοίχο πάνω στον ήδη 

κατασκευασµένο κατακόρυφο, επιχείρησαν να το κάνουν είτε µε τα ξύλα που 
διέθεταν είτε µε το ορθογώνιο τρίγωνο, στηριζόµενοι στην εµπειρική τους ικανότητα. 
∆ιαπιστώθηκε έτσι ότι προσπαθούσαν ν’ αναπαράγουν την κάθετη µε έναν τρόπο που 
κινούνταν σε πολιτισµικές αντιλήψεις, κατοχυρωµένες από το οικείο προς σε αυτούς 
περιβάλλον. Οι µαθητές συλλογίστηκαν στη σηµασία των µαθηµατικών αντικειµένων 
µέσω των εµπειρικών στιγµών κατασκευής τους. Ξεκίνησαν να χτίζουν µαθηµατικές 
έννοιες από διαισθητικές ιδέες σε λειτουργικές µεταφορές. Άλλωστε, η ικανότητα 
κατανόησης του χώρου είναι µία από τις µερικές, σχετικά αυτόνοµες, ανθρώπινες 
ικανότητες (Gardner, 1985). Εξάλλου “στον ενσώµατο κόσµο δεν επιβάλλονται οι 
νόµοι του πραγµατικού κόσµου αλλά προκύπτουν από αυτόν” (Watson, Spyrou & 
Tall, 2002). Οι αισθησιοκινητικές αυτές αντιδράσεις, όπως ισχυρίζονται οι Clements 
& Battista (1992), βοηθούν στο να µαθαίνουν οι µαθητές τις γεωµετρικές έννοιες.  

Τα παιδιά προσέφυγαν σε ένα ευρύ σύνολο εννοιών, όπου χειρίζονται 
αντικείµενα, σχεδιάζουν, χειρονοµούν, γράφουν σύµβολα, χρησιµοποιούν τη γλώσσα, 
αναλογίες, µεταφορές κ.ο.κ. και µέσω όλων αυτών των τεχνουργηµάτων, των λέξεων, 
των µαθηµατικών συµβόλων και των χειρονοµιών κατάφερε να γίνει εµφανές το 
Πυθαγόρειο Θεώρηµα. Ο Radford (2003) αναφέρει ότι ο Merleau–Ponty λέει πως όλα 
αυτά τα µορφολογικά κατασκευάσµατα (morphological instuments) είναι µέρος της 
πολιτισµικής µας κληρονοµιάς κι εµείς χρησιµοποιούµε τα αναπαραστασιακά 
συστήµατα για να ΄δέσουµε’ τη νέα σηµασία (signification) στην ήδη 
χρησιµοποιούµενη. Όπως αναφέρει και ο Radford (2003), µέσα από αυτήν την 
προοπτική και από µια ψυχολογική άποψη, η εξαντικειµενίκευση των µαθηµατικών 
αντικειµένων εµφανίζεται συνδεδεµένη µε τις ατοµικές µεσολαβητικές προσπάθειες 
που σκοπό έχουν την επίτευξη του στόχου της εκάστοτε δραστηριότητας.  
 Ένα άλλο συµπέρασµα που εξάγεται είναι πως ο έντονος προβληµατισµός που 
δηµιουργήθηκε για την κατασκευή ορθής γωνίας, οδήγησε τους µαθητές να 
ερευνήσουν αρκετά ώστε να βρουν κατάλληλο τρόπο αντιµετώπισης. Αναδείχθηκε 
έτσι µια ικανότητα ανάπτυξης στρατηγικής επίλυσης ενός µαθηµατικού 
προβλήµατος. Οι Thom & Pirie (2002) θεωρούν πως σε ένα τέτοιο περιβάλλον, που 
επιτρέπει την ενεργή συµµετοχή στην επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος, οι µαθητές 
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γίνονται ανεξάρτητοι, ικανοί να θέσουν προβλήµατα στον εαυτό τους µέσω των 
µεταγνωστικών ικανοτήτων, να αναρωτηθούν και να κατευθύνουν µόνοι τις τεχνικές 
τους. Παρατηρήθηκε επίσης επιµονή από µέρους των παιδιών, η οποία σχετίζεται 
άµεσα µε την αυτοπεποίθηση, την αυτεπάρκεια και τη στάση των µαθητών απέναντι 
στις ποικίλες προκλήσεις που βρίσκονται. 
 
 

Αριθµητική σχέση τριάδων και γενίκευση αυτής µέσω της οµοιότητας 
  
 Εν συνεχεία οδηγούνται σε µία αριθµητική αντίληψη του Πυθαγορείου µέσω 
της τριάδας (3,4,5) την οποία και εντέλει γενικεύουν µέσω της οµοιότητας, η οποία 
αποτελεί ένα ισχυρό εργαλείο κατανόησης χωρικών ιδιοτήτων (Lappas & Spyrou, 
2006). Το ορθογώνιο τρίγωνο δεν ήταν πλέον µοναδικό για τα παιδιά, αλλά 
µπορούσαν να πάρουν κι άλλα ορθογώνια τρίγωνα χωρίς να χάνεται η ιδιότητα της 
ορθής γωνίας. Σιγά–σιγά λοιπόν πέρασαν από το ειδικό στο γενικό, από το 
συγκεκριµένο στο αφηρηµένο. Αποδέχονταν επίσης τον τύπο του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος ως εργαλείο ελέγχου ορθογωνιότητας.  
 
 

Απόδειξη γενικής περίπτωσης µε χρήση εµβαδών. 
  

Η γενική απόδειξη του Πυθαγορείου Θεωρήµατος προέκυψε µέσα από τους 
σχηµατικούς αριθµούς (figurative numbers), ένα όργανο σαφώς νοητικό. Ο τρόπος 
που αντιµετώπιζαν οι Πυθαγόρειοι τους αριθµούς αποτελεί ένα παράδειγµα σύνδεσης 
αυτών και των ιδιοτήτων τους µε τους αντίστοιχους σχηµατισµούς πραγµατικών 
αντικειµένων, όπως βόλους ή χαλίκια Αυτή η κατάσταση µπορεί να θεωρηθεί ως 
πρόωρη διπλή αντιπροσωπευτική έκφραση της αριθµητικής και της γεωµετρικής 
φύσης, κάτι που γίνεται κυρίαρχο στα νεότερα χρόνια και οδηγεί ουσιαστικά στην 
αλγεβρική αναπαράσταση του Πυθαγορείου Θεωρήµατος µέσω του τύπου 
α β γ= +2 2 2 . Η διπλή αυτή αναπαράσταση των αριθµών έχει ιστορικές και 
πολιτιστικές διαστάσεις, οι οποίες σύµφωνα µε τον Nunez (2000) πρέπει να 
συµπεριληφθούν στη διδασκαλία των µαθηµατικών. 

Συνδέοντας το αριθµητικό σύστηµα αναπαράστασης µε το γεωµετρικό, (µέσω 
των σχηµατικών αριθµών) παρατηρήθηκε ότι η πλειοψηφία των παιδιών 
αντιµετώπιζε το τετράγωνο ενός αριθµού ως εµβαδόν και πως ήταν σε θέση να 
αναγνωρίσουν ότι ένας αριθµός (αναφερόµαστε σε µικρούς αριθµούς) γράφεται ως 
τέλειο τετράγωνο. Ανέπτυξαν µε αυτόν τον τρόπο την κρίση τους, ανακαλύπτοντας 
νέες κατευθύνσεις στην προσέγγιση διαφόρων µαθηµατικών προβληµάτων. Γεγονός 
που φανερώνει ότι ο ενσώµατος κόσµος έχει τη δυνατότητα της οικοδόµησης της 
έννοιας αρκετά παραπέρα από τον παραδοσιακό συµβολικό υπολογισµό. 
∆ιαπιστώθηκε επιπλέον πως οι µαθητές µετέφραζαν τη σχέση του Πυθαγορείου 
Θεωρήµατος, µετατρέποντας την πληροφορία που υπήρχε σε αυτήν τη συµβολική 
έκφραση σε πληροφορίες που κατανοούσαν µέσω των αναπαραστάσεων, 
ζωγραφίζοντας το αντίστοιχο ορθογώνιο τρίγωνο και τα τετράγωνα που 
σχηµατίζονται από τις πλευρές του. Είχαν έτσι την ευκαιρία να ξεπεράσουν εµπόδια 
φορµαλιστικού χαρακτήρα, να προβούν σε νοητικές διεργασίες σύγκρισης και 
συσχετισµού, εικασιών, πειραµατισµού και συλλογισµών. Γενικεύοντας λοιπόν τις 
καταστάσεις, από την τριάδα (3,4,5) κατέληξαν στην ικανή και αναγκαία συνθήκη 
του Πυθαγορείου Θεωρήµατος, συσχετίζοντας την µε εµβαδά.  
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Κλείνοντας µε τα συµπεράσµατα να τονιστεί ότι άξια αναφοράς είναι η 
συµπεριφορά της ∆ανάης, η οποία κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας, τη στιγµή που 
για πρώτη φορά άκουσε την τριάδα (3,4,5), αναρωτήθηκε εάν έχουν καµιά σχέση 
αυτοί οι αριθµοί µεταξύ τους, όπως επίσης και στο τέλος της διδασκαλίας, εξέφρασε 
την απορία: τι σχέση έχουν οι αριθµοί µε τον τοίχο που θέλουµε να φτιάξουµε? 
Αναδεικνύεται εποµένως µια ανησυχία από πλευράς της ∆ανάης, η οποία 
διαπιστώθηκε και στις συνεντεύξεις όπου η αντίληψη από πλευράς της ∆ανάης ότι τα 
µαθηµατικά είναι ιδεατότητες αρχίζει να γίνεται όλο και πιο έντονη, εκφράζοντάς το 
µε µια ιδιόρρυθµη επιµονή. Τα άλλα παιδιά δέχονται το εµπειρικό αυτονόητο που 
τους παρουσιάζεται. Η ∆ανάη όµως δεν αφήνει τον εαυτό της να δεχτεί κάτι τέτοιο. 
Απαξιώνει ως ένα βαθµό αυτούς τους συσχετισµούς και φαίνεται να µη συµµετέχει 
στο βάθος της συζήτησης.  Φαίνεται να την κυνηγάει ένα στερεότυπο διδασκαλίας, το 
οποίο την ωθεί στο να αφοµοιώνει το συµβολικό και φορµαλιστικό χαρακτήρα. Έχει 
ένα επιστηµολογικό εµπόδιο όπου λειτουργεί έντονα ο διαφορετικός κώδικας ένεκα 
του πολιτισµικού της περιβάλλοντος, µέσα από το οποίο θέλει να επιβάλλει κάποιες 
σοφιστικές αντιλήψεις που έχει. 
 
  
9.3 Εισηγήσεις 
 
Η παρούσα έρευνα είχε στόχο να διερευνήσει το πώς επιδρούν τα ενσώµατα 
µαθηµατικά στην ανάπτυξη της µαθηµατικής σκέψης και να εξετάσει τις διαδικασίες 
µε τις οποίες οι µαθητές οδηγούνται εντέλει στην εξαγωγή αναλλοίωτων µέσω της 
εξαντικειµενίκευσης.  
 
Η έρευνα αυτή αποτελεί αφετηρία για προτάσεις και µελλοντικές εφαρµογές καθώς 
και προεκτάσεις. Μία από τις δυνατές επεκτάσεις είναι να χρησιµοποιηθεί σε 
περισσότερες τάξεις και σχολεία όπου θα µπορεί να δώσει τη δυνατότητα 
µεγαλύτερου φάσµατος συµπερασµάτων. Τα αποτελέσµατα µεγαλύτερου εύρους 
δεδοµένων θα βοηθούσαν να αξιολογηθούν καλύτερα οι συνέπειες. Θα µπορούσε να 
διερευνηθεί πώς σχετίζεται η συγκεκριµένη µέθοδος της ενσώµατης διδασκαλίας µε 
τον παραδοσιακό τρόπο. Όπως επίσης και το ότι η ενσώµατη εµπειρική µελέτη 
εννοιολογικών συστηµάτων µπορεί να δώσει σηµαντικές ιδέες για τις στάσεις και τις 
πεποιθήσεις των µαθητών για τα µαθηµατικά.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α’ :ΦΥΛΛΟ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β’:  
ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΩΝ 

1) Που συναντά ο άνθρωπος την 
κατακόρυφο στο φυσικό κόσµο? Από πού 
δηλαδή προέρχεται η έννοια της καθέτου? 

2) Που συναντά ο άνθρωπος την οριζόντιο 
στο    φυσικό κόσµο? 

3) Ποιο γεωµετρικό όργανο χρησιµοποιούµε 
για να φτιάχνουµε καθέτους? 

4) Ξέρετε ποιες γωνίες ονοµάζουµε 
παραπληρωµατικές? 

5) Σχεδιάστε δύο παραπληρωµατικές γωνίες. 
6) Πότε δύο παραπληρωµατικές γωνίες 

γίνονται ίσες?  
7) Πώς µπορούµε να δηµιουργήσουµε το 

γεωµετρικό αυτό όργανο, το οποίο 
προσδιορίζει ακριβώς την κάθετο? 

8) Ικανοποιούν κάποια σχέση οι αριθµητικές 
τριάδες, και αν ναι µήπως ξέρετε ποια 
είναι αυτή? 

9) ∆ραστηριότητα: φτιάξτε ένα ορθογώνιο 
τρίγωνο. Ποια γωνία είναι η ορθή? Πώς 
ονοµάζουµε τις πλευρές? 

10) Μήπως θυµόσαστε κάποιον κανόνα που 
βρήκαµε για τις πλευρές του τριγώνου? 

11)  ∆ραστηριότητα: φτιάξτε ένα ορθογώνιο 
τρίγωνο µε πλευρές 3εκ., 4εκ., 5εκ. 
Θέλουµε να κατασκευάσετε τετράγωνα µε 
πλευρές τις παραπάνω. Ξέρετε ποια είναι 
η σχέση των τετραγώνων που φτιάξατε µε 
το Πυθαγόρειο Θεώρηµα που διδαχτήκατε 
στο σχολείο? 

12)  ∆ραστηριότητα: φτιάξτε ένα ορθογώνιο 
τρίγωνο (τυχαίο). Μετρήστε τις κάθετες 
πλευρές του. Μπορείτε να πείτε πόσο είναι 
η υποτείνουσα, χωρίς να τη µετρήσετε ? 

13) Προσπαθήστε να φτιάξετε τα τετράγωνα 
του παραπάνω ορθογωνίου τριγώνου µε 
τελείες. 

14) ∆ραστηριότητα: αν οι αριθµοί 17, 8, 15 
αποτελούν πλευρές τριγώνου, εξετάστε αν 
το τρίγωνο είναι ορθογώνιο. Απέναντι από 
ποια πλευρά βρίσκεται η ορθή γωνία? 

15) Μπορείτε να βρείτε άλλες πιθανές τριάδες 
που να φτιάχνουν ορθογώνιο τρίγωνο? 

16)  Όταν διδαχτήκατε το πυθαγόρειο 
θεώρηµα στο σχολείο το αποδείξατε? Αν 
ναι, πώς ? 

17)  Μπορείτε να κάνετε µια ανακεφαλαίωση 
των όσων είπαµε? 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ’: ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΙΣ 
 
ΣΧΟΛΕΙΟ: 62O 

ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 
ΖΕΥΓΑΡΙ : Κώστας – Άγγελος 
ΒΑΘΜΟΣ ΚΩΣΤΑ : 19 
ΒΑΘΜΟΣ ΑΓΓΕΛΟΥ : 15 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 19/11/07 
ΠΑΡΑΚΟΛΟΥΘΗΣΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 28/11/07 
ΑΡΧΙΚΟΣ ΧΡΟΝΟΣ ΒΙΝΤΕΟ :   51:29 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΩΝ : 29/1/08 
∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗΣ : 31:14  
 
 
 

ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ 
 

1. Ερευνητής : πού συναντά ο άνθρωπος την κατακόρυφο στο φυσικό κόσµο?  
2. Κώστας : µε τα ορθογώνια τρίγωνα. 
3. Άγγελος : µε την ορθή γωνία. 
4. Ερ: ναι, αυτό είναι το κάθετο. Το κατακόρυφο? 
5. Κ : µε το ζύγι. 
6. Ερ : τι είναι οριζόντιο? 
7. Κ : µία ευθεία κάθετη στην κατακόρυφη. 
8. Ερ : πού µπορούµε να το δούµε? 
9. Κ : στο πάτωµα, στη θάλασσα… 
10. Ά : απλώς…είναι ακριβώς οριζόντια η θάλασσα? 
11. Ερ : όταν είναι ήρεµη. 
12. Ά : α…εντάξει. 
13. Ερ : ποιο γεωµετρικό όργανο χρησιµοποιούµε για να φτιάχνουµε καθέτους? 
14. Ά : το τρίγωνο, το ορθογώνιο. 
15. Ερ : ξέρετε ποιες γωνίες ονοµάζουµε παραπληρωµατικές? 
16. Κ : αυτές που συµπληρώνουν η µία την άλλη…και είναι 180ο. 
17. Ερ : Σχεδιάστε δύο παραπληρωµατικές γωνίες. (ακολουθεί επιτυχής σχεδιασµός 

παραπληρωµατικών γωνιών.) 
18. Ερ : πότε δύο παραπληρωµατικές γωνίες γίνονται ίσες?  
19. Κ : όταν είναι και οι δύο ορθές.  
20. Ερ : πώς µπορούµε να δηµιουργήσουµε το γεωµετρικό αυτό όργανο, το οποίο 

προσδιορίζει ακριβώς την κάθετο? 
21. Κ : έχουµε τα τρία µεγέθη. Το 3, το 4 και το 5. 
22. Ερ : ικανοποιούν κάποια σχέση οι αριθµητικές τριάδες, και αν ναι µήπως ξέρετε 

ποια είναι αυτή? 
23. Κ : ότι είναι ανάλογα? 
24. Ερ : ανάλογα είναι? 
25. Κ : ότι αν τα κάνουµε στη δευτέρα, το 3 και το 4, είναι ίσο µε το 5 στη δευτέρα. 
26. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. ( ο Κώστας το σχεδιάζει ενώ ο Άγγελος 

µπερδεύεται και σχεδιάζει µια ορθή γωνία). Αυτό είναι τρίγωνο? 
27. Ά : το ξέχασα…έτσι είναι καλά? ( ζητάει πλέον την επιβεβαίωση). 
28. Ερ: πώς ονοµάζουµε τις πλευρές? 
29. Κ : οι δύο κάθετες πλευρές και η υποτείνουσα. ( δείχνει). 
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30. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3εκ., 4εκ., 5εκ. ( το σχεδιάζουν 
και οι δύο). 

31. Ερ : θέλουµε να κατασκευάσετε τετράγωνα µε πλευρές τις παραπάνω. ( εδώ ο 
Άγγελος όταν φτάνει στο σηµείο να κάνει τετράγωνο µε πλευρά την υποτείνουσα 
δεν µπορεί να τοποθετήσει σωστά το γνώµονα. Στη συνέχεια ρωτάει).  

32. Ά : πόσο θα είναι η πλευρά? 
33. Ερ : εσύ πόσο λες? 
34. Ά : 4? 
35. Ερ : πόσο είναι η υποτείνουσα? 
36. Ά : 5. 
37. Ερ : άρα? 
38. Ά : 5.( το λέει πλέον µε σιγουριά). 
39. Ερ: ξέρετε ποια είναι η σχέση των τετραγώνων που φτιάξατε µε το Πυθαγόρειο 

Θεώρηµα που διδαχτήκατε? 
40. Ά : το 9 και το 16 θα έπρεπε να είναι 25. 
41. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. Μετρήστε τις κάθετες πλευρές του. (ο 

Κώστας φτιάχνει κάθετες µε µήκη 4.1εκ. – 3.3εκ και ο Άγγελος 3.56εκ – 3.56εκ). 
Μπορείτε να πείτε πόσο είναι η υποτείνουσα, χωρίς να τη µετρήσετε? 

42. Κ : κάνουµε τις πράξεις και το βρίσκουµε 
43. Ερ : κάν’τες. (ο Κώστας βρίσκει επιτυχώς την υποτείνουσα µε τη χρήση 

υπολογιστή ενώ ο Άγγελος µπερδεύεται). 
44. Ερ :προσπαθήστε να φτιάξετε τα τετράγωνα του παραπάνω ορθογωνίου τριγώνου 

µε τελείες. 
45. Κ : αφού είναι µισό…δεν µπορούµε να κάνουµε τα ίδια.  
46. Ερ : αν οι αριθµοί 17, 8, 15 αποτελούν πλευρές τριγώνου, εξετάστε αν το τρίγωνο 

είναι ορθογώνιο.  
47. Ά : θα πρέπει = +2 2 2

17 8 15 . 
48. Ερ : απέναντι από ποια πλευρά βρίσκεται η ορθή γωνία? 
49. Ά : απέναντι από την υποτείνουσα, την 17. 
50. Ερ : και η ορθή γωνία ποια θα είναι? 
51. Ά : το 8 θα είναι η ορθή γωνία. 
52. Ερ : µα το 8 δεν είναι γωνία. 
53. Ά : ναι…θα είναι η κάθετη πλευρά. Και το 15 θα είναι η άλλη κάθετη. 
54. Ερ : µπορείτε να βρείτε άλλες πιθανές τριάδες που να φτιάχνουν ορθογώνιο 

τρίγωνο? 
55. Κ : 34, 16, 30. 
56. Ά : το τετράγωνο του 8, του 15… 
57. Κ : γενικά όλα τα πολλαπλάσια. 
58. Ερ :  µπορείτε να κάνετε µια ανακεφαλαίωση των όσων είπαµε? 
59. Κ : ξεκινήσαµε από το πώς φέρνουµε την κάθετη και την οριζόντια πλευρά… 
60. Ά : ...την κατακόρυφη… 
61. Κ. …φτιάχνοντας ένα ορθογώνιο τρίγωνο. 
62. Ερ: πώς? 
63. Κ – Ά : µε το ζύγι. ( απάντησαν ταυτόχρονα).  
64. Κ : µετά βάλαµε τα 3 ξύλα που ήταν… ( διακόπτεται από τον Άγγελο) 
65. Ά : ..και φτιάξαµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. 
66. Ερ : τα ξύλα αυτά τα οποία ήταν? 
67. Κ : 3, 4 και 5 και φτιάξαµε το ορθογώνιο τρίγωνο. 
68. Ερ : και τι σχέση είχαν µεταξύ τους τα 3, 4 και 5? 
69. Ά : ότιιι…ήταααν…πολλαπλάσια? Όχι … 
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70. Κ : ότι τα τετράγωνα των αριθµών των τετραγώνων των δύο καθέτων πλευρών 
ήταν ίσο µε το τετράγωνο της υποτείνουσας. 

71. Ερ : κάποια διαφορά µε αυτό που διδαχτήκατε? 
72. Κ : το κάναµε µε πράξεις, τύπους. 
73. Ά : µε µεταβλητές. 
74. Ερ : ήταν 3, 4, 5? 
75. Κ : όχι απαραίτητα 
76. Ά : ήταν µεταβλητές.  
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ΣΧΟΛΕΙΟ: 62O 
ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 

ΖΕΥΓΑΡΙ : Χρήστος- Γιάννης  
ΒΑΘΜΟΣ ΧΡΗΣΤΟΥ : 18 
ΒΑΘΜΟΣ ΓΙΑΝΝΗ : 14 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 19/11/07 
ΠΑΡΑΚΟΛΟΥΘΗΣΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ :    –  
ΑΡΧΙΚΟΣ ΧΡΟΝΟΣ ΒΙΝΤΕΟ :   38:40 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΩΝ : 25/1/08 
∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗΣ : 35:59  
 
 
 

ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ 
 

1. Ερευνητής: που συναντά ο άνθρωπος την κατακόρυφο στο φυσικό κόσµο? 
2. Γιάννης : δε θυµάµαι. 
3. Ερ : πώς είχαµε ξεκινήσει το µάθηµα που κάναµε µαζί? 
4. Γ : κάναµε κάτι µε ξυλάκια. 
5. Ερ : µε ξυλάκια είχαµε ξεκινήσει? 
6. Γ : µε σχοινιά… 
7. Ερ : και τι κάναµε µε τα σχοινιά? 
8. Γ : φτιάξαµε ένα σχήµα. 
9. Χρήστος : ένα ορθογώνιο τρίγωνο. 
10. Ερ : Που συναντά ο άνθρωπος την οριζόντιο στο φυσικό κόσµο? 
11. Χρ : όπως και στις πολυκατοικίες…είναι ο δρόµος, είναι η κάτω γραµµή…η 

βάση. 
12. Ερ : πού αλλού µπορούµε να τη δούµε? Στο φυσικό κόσµο? 
13. ……………………………………………………………………. 
14. Ερ : µια λίµνη ας πούµε. 
15. Χρ : είναι ο πάτος. 
16. Ερ : ποιο γεωµετρικό όργανο χρησιµοποιούµε για να φτιάχνουµε καθέτους? 
17. Χρ: χάρακα 
18. Ερ : ξέρετε ποιες γωνίες ονοµάζουµε παραπληρωµατικές? 
19. Χρ: όχι. 
20. Γ : όχι. 
21. Ερ: σχεδιάστε µία οξεία, µία ορθή και µία αµβλεία γωνία. (ο Χρήστος τις έφτιαξε, 

ενώ ο Γιάννης όταν σχεδίασε µία οξεία και τον ρωτήσαµε τι είναι αυτή, απάντησε 
αµβλεία.). 

22. Ερ : παραπληρωµατικές είναι αυτές που έχουν άθροισµα 180 µοίρες.  
23. Ερ : πότε δύο παραπληρωµατικές γωνίες γίνονται ίσες?  
24. Χρ : όταν είναι και οι δύο ορθές. 
25. Ερ : πώς µπορούµε να δηµιουργήσουµε το γεωµετρικό αυτό όργανο, το οποίο 

προσδιορίζει ακριβώς την κάθετο? 
26. Χρ : ανάλογα µε τους αριθµούς. 
27. Γ : 5...νοµίζω 10… 
28. Χρ : 2, 3 και 5… 
29. Ερ : πλησίασες. Είπες το 5, είπες το 3, λείπει άλλος ένας αριθµός.  
30. Γ : το 7 ? 
31. Ερ : ήταν το 3, 4 και 5.Ικανοποιεί κάποια σχέση η αριθµητική τριάδα, και αν ναι 

µήπως ξέρετε ποια είναι αυτή? 
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32. Χρ: ότι οι πλευρές που σχηµατίζουν κάθετη γωνία……εεε….δηµιουργούν…. 
33. Γ : το κάναµε αλλά δε θυµάµαι. 
34. Χρ : ότι…άµα προσθέσουµε …στο τετράγωνο…µε τις δύο κάθετες πλευρές τότε 

δηµιουργείται…και η απέναντι? Η µεγαλύτερη πλευρά.  
35. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. ( εδώ ο Γιάννης αντί για ορθογώνιο τρίγωνο, 

φτιάχνει µια ορθή γωνία.).  
36. Γ : δεν είναι αυτό πάντως.( µετά φτιάχνει ένα οξυγώνιο τρίγωνο.). 
37. Ερ : Πώς ονοµάζουµε τις πλευρές? 
38. Χρ : α, β και γ. 
39. Γ : να πω? Όχι εφαπτοµένη…υποτείνουσα? 
40. Ερ : µήπως θυµόσαστε κάποιον κανόνα που βρήκαµε για τις πλευρές του 

τριγώνου? 
41. Χρ : προσθέτουµε στο τετράγωνο τις πλευρές που σχηµατίζουν την ορθή γωνία 

και έτσι θα δηµιουργηθεί στο τετράγωνο και πάλι η υποτείνουσα.  
42. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3εκ., 4εκ., 5εκ. στη συνέχεια 

θέλουµε να κατασκευάσετε τετράγωνα µε πλευρές τις παραπάνω. ( τα σχεδιάζουν 
και οι δύο. Μάλιστα ο Χρήστος παρόλο που δεν έχει γνώµονα καταφέρνει να 
εξασφαλίσει ην καθετότητα.). Ξέρετε ποια είναι η σχέση των τετραγώνων που 
φτιάξατε µε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα που διδαχτήκατε στο σχολείο? 

43. Γ : το κάθε τετράγωνο έχει µεγαλύτερες πλευρές από το άλλο. 
44. Ερ : ναι, αλλά τι λέει το Πυθαγόρειο Θεώρηµα για τα τετράγωνα? 
45. Γ : Α γωνία και….όχι, α2 και β2  µας βγάζει το γ2 . 
46. Χρ : τώρα είναι 3, 4 και 5. Όχι µε α, β και γ. Και άµα υψώσουµε το +2 2

4 3  µας 
κάνουν 2

5 . 
47. Ερ : το Πυθαγόρειο Θεώρηµα το βλέπετε διαφορετικά? 
48. Γ : ναι, µε αριθµούς. 
49. Ερ : τι διαφορά έχει αυτό το τετράγωνο µε το άλλο? ( δείχνοντας γεωµετρικό 

τετράγωνο – σχήµα – και α2 ). 
50. Γ : ψάχνουµε…. 
51. Χρ : θέλουµε να βρούµε το εµβαδόν. 
52. Γ : δηλαδή να βρούµε το εµβαδόν τετραγώνου? m2

16  ας πούµε.  
53. Χρ : αυτό ( δείχνει το τετράγωνο της υποτείνουσας) θα είναι ίσο µε τα άλλα δύο.  
54. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο (τυχαίο) και µετρήστε τις κάθετες πλευρές 

του.  
55. Γ : 5 και 5. µέτρησα και την άλλη 7. 
56. Χρ : 6 και 5 
57. Ερ : µπορείτε να πείτε πόσο είναι η υποτείνουσα, χωρίς να τη µετρήσετε ? 
58. Γ : θα χρησιµοποιήσουµε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα και θα κάνουµε ας πούµε 

+ = + =2 2
5 5 25 25 50 . 

59. Χρ : το 2
6  και το 2

5  να κάνει το αποτέλεσµα της υποτείνουσας στη δευτέρα. Να 
δούµε ποιος αριθµός στη δευτέρα κάνει 61. 

60. Γ : το 25? ( αργώντας χαρακτηριστικά να απαντήσει).  Όχι, όχι….δεν είναι νοµίζω 
ένας αριθµός… 

61. Ερ : προσπαθήστε να φτιάξετε τα τετράγωνα του παραπάνω ορθογωνίου τριγώνου 
µε τελείες. 

62. Γ : να πάρουµε τη διαγώνιο του τετραγώνου, δε βγαίνει ακριβώς όµως. Γιατί αυτή 
η πλευρά είναι στάνταρ 1εκ. αλλά η διαγώνιος είναι µεγαλύτερη….να βάλω 7 
τετραγωνάκια. 

63. Ερ : µα δεν είναι 7 ο αριθµός.  
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64. Γ : είναι 7,07…( επικρατεί µία παύση 87 sec χωρίς να µιλήσει κανείς από τους 
δύο µαθητές.).  

65. Γ : θα µπορούσα… γιατί η διαγώνιος είναι µεγαλύτερη από την πλευρά του 
τετραγώνου, άρα θα µπορούσαν να µας βγουν 7 και 0.7. 

66. Χρ : δε θα βγει ακριβώς επειδή είναι 0.81 ( η υποτείνουσα στο δικό του τρίγωνο 
ήταν 7.81). 

67. Γ : δηλαδή είναι δεκαδικός αριθµός, δεν είναι ακέραιος. Άρα δεν µπορούµε να το 
φτιάξουµε. 

68. Ερ : αν οι αριθµοί 17, 8, 15 αποτελούν πλευρές τριγώνου, εξετάστε αν το τρίγωνο 
είναι ορθογώνιο.  

69. Χρ : θα προσθέσουµε στο τετράγωνο τις δύο µικρότερες πλευρές και θα δούµε αν 
θα µας βγάλει το αποτέλεσµα, το τετράγωνο της υποτείνουσας.  

70. Γ : πρέπει να βρούµε αν είναι τρίγωνο? 
71. Ερ : αν είναι ορθογώνιο τρίγωνο.  
72. Γ : µας βγάζουνε. Γιατί αν προσθέσοµε αυτά τα δύο αποτελέσµατα, δηλαδή 

+2 2
8 15  βγάζουν 289  και άµα πατήσουµε 289  βγαίνει 17. ( εδώ ο Γιάννης 
ένιωθε σιγουριά γι’ αυτά που έλεγε και φαίνεται από τη ροή που πήρε ο λόγος του 
καθώς ήταν χειµαρρώδης.). 

73. Ερ : απέναντι από ποια πλευρά βρίσκεται η ορθή γωνία? 
74. Χρ : στην 17. 
75. Γ : ναι. 
76. Ερ : µπορείτε να βρείτε άλλες πιθανές τριάδες που να φτιάχνουν ορθογώνιο 

τρίγωνο? 
77. Γ : κοιτάµε η διαφορά το 8 από το 15 πόσο είναι και προσπαθούµε να βγάλουµε 

αριθµούς.( επικρατεί παύση µεγάλου χρονικού διαστήµατος) 
78. Ερ : στα φωτοτυπικά έχετε κάνει µεγέθυνση ή σµίκρυνση? 
79. Γ : σµίκρυνση. 
80. Ερ : άρα?  
81. Γ : µπορούµε να πάρουµε το µισό του 15. 
82. Χρ : ή τα διπλάσια.  
83. Ερ : µπορείτε να κάνετε µια ανακεφαλαίωση των όσων είπαµε? 
84. Χρ : κάναµε το αντίθετο του Πυθαγορείου Θεωρήµατος.  
85. Γ : µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα … αλλά … και 

…όχι…και µε άλλους τρόπους. 
86. Χρ : όπως είναι µια πολυκατοικία και είναι η µία δίπλα στην άλλη για να 

φτιάχνουµε καθέτους.  
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ΣΧΟΛΕΙΟ: 62O 
ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 

ΖΕΥΓΑΡΙ : Αγγελική - ∆άφνη 
ΒΑΘΜΟΣ ΑΓΓΕΛΙΚΗΣ: 20    
ΒΑΘΜΟΣ ∆ΑΦΝΗΣ: 20 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 20/11/07 
ΠΑΡΑΚΟΛΟΥΘΗΣΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 30/11/07 
ΑΡΧΙΚΟΣ ΧΡΟΝΟΣ ΒΙΝΤΕΟ :  47:49 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΩΝ : 25/1/08 
∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗΣ :  26:10 
 
 
 

ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ 
 
1. Ερευνητής : που συναντά ο άνθρωπος την κατακόρυφο στο φυσικό κόσµο?  
2. ∆άφνη : όταν άρχιζαν να χτίζουν διάφορα…στις πυραµίδες οι Αιγύπτιοι. 
3. Αγγελική : εννοείτε που έβαζαν ένα…τίποτα… 
4. Ερ : πες το Αγγελική. 
5. Αγγ : αυτό που κρέµαγαν από ένα νήµα. 
6. Ερ : από πού δηλαδή προέρχεται η έννοια της καθέτου? 
7. ∆ : απ’ όταν πέφτει ένα αντικείµενο. 
8. Ερ : που συναντά ο άνθρωπος την οριζόντιο στο φυσικό κόσµο? 
9. Αγγ : στο έδαφος. 
10. Ερ : είναι πάντα οριζόντιο? Πού είναι το οριζόντιο? 
11. Αγγ : στην πεδιάδα, αλλά µπορεί να κάνει έτσι ( δείχνει καµπύλες µε τα χέρια 

της). 
12. Ερ : εντελώς οριζόντιο που συναντάµε? 
13. ∆ : στον πάγο, όταν είναι λείος.  
14. Αγγ : η θάλασσα, το νερό.  
15. ∆ : ναι, αλλά όταν φυσάει? ∆ίκιο έχεις, αλλά όταν είναι ήρεµη η επιφάνεια θα 

είναι οριζόντια.(δίνει την απάντηση από µόνη της). 
16. Ερ : ποιο γεωµετρικό όργανο χρησιµοποιούµε για να φτιάχνουµε καθέτους? 
17. Αγγ : το τρίγωνο. 
18. Ερ : ξέρετε ποιες γωνίες ονοµάζουµε παραπληρωµατικές? 
19. Αγγ : αυτές που το άθροισµά τους είναι 180 µοίρες.  
20. Ερ : σχεδιάστε δύο παραπληρωµατικές γωνίες. ( η ∆άφνη σχεδιάζει δύο ορθές και 

η Αγγελική µία οξεία και µία αµβλεία.). Τι γωνίες έχουµε εκεί? 
21. Αγγ : µία οξεία και µία αµβλεία. 
22. ∆ : όχι πάντα. Εγώ έχω δύο ορθές. 
23. Ερ : πότε δύο παραπληρωµατικές γωνίες γίνονται ίσες? 
24. Αγγ : όταν είναι ορθές.  
25. Ερ : πώς µπορούµε να δηµιουργήσουµε το γεωµετρικό αυτό όργανο, το οποίο 

προσδιορίζει ακριβώς την κάθετο? 
26. Αγγ : µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε κλωστές που να έχουν µήκη 3, 4 και 5. 
27. Ερ : ικανοποιούν κάποια σχέση οι αριθµητικές τριάδες, και αν ναι µήπως ξέρετε 

ποια είναι αυτή? 
28. Αγγ: οι δύο κάθετες ορθές στο τετράγωνο κάνουν την υποτείνουσα στο 

τετράγωνο. 
29. Ερ : οι ποιες?  
30. ∆ : οι κάθετες πλευρές.  
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31. Αγγ : α, ναι. Οι κάθετες πλευρές.  
32. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. ( το σχεδιάζουν χωρίς κανένα πρόβληµα και 

οι δύο µαθήτριες.).  Πώς ονοµάζουµε τις πλευρές? 
33. Αγγ : οι κάθετες είναι αυτές που είναι οι πλευρές της ορθής γωνίας και η τρίτη 

πλευρά είναι η υποτείνουσα.  
34. Ερ : µήπως θυµόσαστε κάποιον κανόνα που βρήκαµε για τις πλευρές του 

τριγώνου? 
35. Αγγ : το τετράγωνο των δύο κάθετων πλευρών ( τη διορθώνει η ∆άφνη) 
36. ∆ : το άθροισµα των τετραγώνων των δύο καθέτων πλευρών 
37. Αγγ : ναι…είναι ίσο µε το τετράγωνο της υποτείνουσας.  
38. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3εκ., 4εκ., 5εκ. Θέλουµε να 

κατασκευάσετε τετράγωνα µε τελείες, για καθεµιά από τις παραπάνω πλευρές. 
(στο σηµείο αυτό µπερδεύτηκαν και οι δύο µαθήτριες, η Αγγελική δεν πήρε ίσες 
αποστάσεις και η ∆άφνη έφτιαξε ορθογώνιο).   

39. Ερ : ξέρετε ποια είναι η σχέση των τετραγώνων που φτιάξατε µε το Πυθαγόρειο 
Θεώρηµα που διδαχτήκατε στο σχολείο? 

40. Αγγ : ότι το εµβαδόν των δύο τετραγώνων των δύο καθέτων πλευρών είναι ίσο µε 
το εµβαδόν του τετραγώνου της υποτείνουσας.  

41. ∆ : δηλαδή ενώ µε τις τελίτσες θα βλέπαµε αριθµούς τώρα βλέπουµε εµβαδόν. 
42. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο (τυχαίο) και µετρήστε τις κάθετες πλευρές 

του. 
43. Αγγ : αυτή είναι 2.5 και αυτή 3.5.  
44. Ερ : µπορείτε να υπολογίσετε την υποτείνουσα χωρίς να τη µετρήσετε?  
45. Αγγ : ναι, περίπου…( καταφέρνουν επιτυχώς µε υπολογισµούς να βρουν πόσο 

είναι η υποτείνουσα).  
46. Ερ : προσπαθήστε να φτιάξετε µε τελείες τα τετράγωνα του παραπάνω 

ορθογωνίου τριγώνου.  
47. ∆ : επειδή δεν είναι ακέραιοι οι αριθµοί δε βγαίνουν. 
48. Ερ : αν οι αριθµοί 17, 8, 15 αποτελούν πλευρές τριγώνου, εξετάστε αν το τρίγωνο 

είναι ορθογώνιο. 
49. Αγγ : θα υψώσουµε το 15 και το 8 στη δευτέρα και αν τα προσθέσουµε θα πρέπει 

να είναι ίσο µε το τετράγωνο του 17. 
50. Ερ : µπορείτε να βρείτε άλλες πιθανές τριάδες που να φτιάχνουν ορθογώνιο 

τρίγωνο? 
51. Αγγ : αν τα πολλαπλασιάσουµε µε 2. 
52. Ερ :  µπορείτε να κάνετε µια ανακεφαλαίωση των όσων είπαµε? 
53. ∆ : θ’ αρχίσεις εσύ? 
54. Αγγ : ξεκίνα. 
55. ∆ : ν’ αρχίσω εγώ…βασικά…αρχικά…προσπαθήσαµε να βρούµε την έννοια της 

κατακόρυφου…και…µας είπατε διάφορους τρόπους πώς µπορούµε να βρούµε 
ένα ορθογώνιο τρίγωνο και να το κατασκευάζουµε και πώς µπορούµε να χτίζουµε 
κάνοντας ορθές γωνίες χωρίς να έχουµε κάποιο τρίγωνο…εεε…και µετά µέσω 
διάφορων σχηµάτων και πράξεων βρήκαµε ότι το άθροισµα των τετραγώνων των 
δύο καθέτων πλευρών ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε το τετράγωνο της 
υποτείνουσας.  

56. Ερ : ποια κατάσταση βιωµένη της ζωής µας αξιοποιούµε για να φτάσουµε στο 
Πυθαγόρειο Θεώρηµα?  

57. Αγγ : εεε…τα αντικείµενα τα οποία πέφτουν κατακόρυφα. 
58. Ερ : την αίσθηση της βαρύτητας. Και ποια άλλη βασική έννοια υπάρχει? 
59. ∆ : η οριζόντια.    
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ΣΧΟΛΕΙΟ: 62O 
ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 

ΖΕΥΓΑΡΙ : Γιώργος Κατσούρης– Γιώργος Μουστάκας 
ΒΑΘΜΟΣ ΓΙΩΡΓΟΥ Κ: 20 
ΒΑΘΜΟΣ ΓΙΩΡΓΟΥ Μ: 20 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 20/11/07 
ΠΑΡΑΚΟΛΟΥΘΗΣΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 28/11/07 
ΑΡΧΙΚΟΣ ΧΡΟΝΟΣ ΒΙΝΤΕΟ :  41:30 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΩΝ : 29/1/08 
∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗΣ : 21:32 
 
 
 

ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ 
 

1. Ερευνητής : που συναντά ο άνθρωπος την κατακόρυφο στο φυσικό κόσµο? 
2. Γιώργος Κατσούρης. : µε τη βαρύτητα… 
3. Ερ : από πού δηλαδή προέρχεται η έννοια της καθέτου? 
4. Γ.Κ. : µε κάτι ξύλα, γραµµές. 
5. Ερ : που συναντά ο άνθρωπος την οριζόντιο στο φυσικό 

κόσµο?...........................................(δεν απάντησε κανείς). 
6. Ερ : το οριζόντιο πού είναι? 
7. Γ.Κ. : παράλληλα προς το επίπεδο. 
8. Ερ : ναι, πού το βλέπεις αυτό? 
9. Γ.Κ. : στο πάτωµα, κάτω.  
10. Ερ : στη φύση?..............................( δεν απάντησε κανείς). 
11. Ερ : σε µια λιµνούλα, στο νερό. Τι σχέση έχουν το οριζόντιο µε το κατακόρυφο 

από πλευράς γωνίας? 
12. Γιώργος Μουστάκας : σχηµατίζουν ορθή γωνία.  
13. Ερ : ποιο γεωµετρικό όργανο χρησιµοποιούµε για να φτιάχνουµε καθέτους? 
14. Γ.Μ. : το τρίγωνο. 
15. Γ.Κ. : το ορθογώνιο. 
16. Ερ : ξέρετε ποιες γωνίες ονοµάζουµε παραπληρωµατικές? 
17. Γ.Κ. : οι γωνίες που είναι παραπάνω των 90 µοιρών, όχι…αυτές είναι οι αµβλείες. 
18. Γ.Μ. : α, ναι! Το θυµήθηκα. Που σχηµατίζουν γωνία 180 µοίρες.  
19. Ερ : σχεδιάστε δύο παραπληρωµατικές γωνίες. ( τις σχεδιάζουν και οι δύο χωρίς 

πρόβληµα).  
20. Ερ : πότε δύο παραπληρωµατικές γωνίες γίνονται ίσες? 
21. Γ.Κ. : όταν κάθε γωνία είναι 90 µοίρες.  
22. Ερ : πώς µπορούµε να δηµιουργήσουµε το γεωµετρικό αυτό όργανο, το οποίο 

προσδιορίζει ακριβώς την κάθετο? 
23. Γ.Κ. : το είχαµε φτιάξει µε κάτι ξύλα. Είχαµε φτιάξει τις δύο κάθετες πλευρές και 

βάλαµε ένα ξύλο να σχηµατίζει την υποτείνουσα. 
24. Ερ : οι πλευρές ήταν τυχαίες? 
25. Γ.Κ. : όχι, είχαν ένα συγκεκριµένο µήκος. 
26. Ερ : ποιο? 
27. Γ.Κ. : ήταν χρωµατισµένες µε διάφορα χρώµατα.  
28. Γ.Μ. : απ’ ότι θυµάµαι τα 5εκ. ήταν µε µοβ. 
29. Ερ : τι µονάδες είχαµε εκεί? 
30. Γ.Κ. : 3, 4 και 5. 
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31. Ερ : Ικανοποιούν κάποια σχέση οι αριθµητικές τριάδες, και αν ναι µήπως ξέρετε 
ποια είναι αυτή? 

32. Γ.Κ. ναι, ότι αν προσθέσουµε το 2
3  και το 2

4  θα µας βγει το 2
5 . 

33. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο (τυχαίο). Πώς ονοµάζουµε τις πλευρές? 
34. Γ.Μ. : κάθετες και υποτείνουσα.  
35. Ερ : µετρήστε τις κάθετες πλευρές του και υπολογίστε την υποτείνουσα χωρίς 

όµως να τη µετρήσετε. ( χρησιµοποιούν και οι δύο µε ευχέρεια τους υπολογιστές 
και βρίσκουν το µέγεθος της υποτείνουσας). 

36. Γ.Μ. : δε βγαίνει ολόκληρος αριθµός. Βγάζει άπειρα δεκαδικά ψηφία.  
37. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3εκ., 4εκ., 5εκ. Προσπαθήστε να 

φτιάξετε τα τετράγωνα του παραπάνω ορθογωνίου τριγώνου µε τελείες. ( τα 
κατασκευάζουν µε ευκολία). 

38. Γ.Κ. : είναι 9 και 16. 
39. Ερ : το άλλο πόσο έπρεπε να είναι? 
40. Γ.Κ. : 25 
41. Γ.Μ. : χωρίς να το σχηµατίσουµε. ( µε τόνο που φανερώνει έκπληξη). 
42. Ερ : στην περίπτωση όµως που δεν έχω ακέραιους αριθµούς δεν µπορώ να κάνω 

τετράγωνα µε τελείες. 
43. Ερ : αν οι αριθµοί 17, 8, 15 αποτελούν πλευρές τριγώνου, εξετάστε αν το τρίγωνο 

είναι ορθογώνιο. 
44. Γ.Κ. : οι δύο κάθετες πλευρές 
45. Ερ : ποιες είναι οι κάθετες? 
46. Γ.Κ. : η 8 και η 15, αφού η υποτείνουσα είναι η µεγαλύτερη. 
47. Ερ : σωστά. (ακολουθεί επιτυχής υπολογισµός µε χρήση υπολογιστή) 
48. Γ.Κ. : είναι. 
49. Γ.Μ. : ναι. 
50. Ερ : απέναντι από ποια πλευρά βρίσκεται η ορθή γωνία? 
51. Γ.Κ. από την υποτείνουσα. 
52. Γ.Μ. ναι, την 17. 
53. Ερ : µπορείτε να βρείτε άλλες πιθανές τριάδες που να φτιάχνουν ορθογώνιο 

τρίγωνο? 
54. Γ.Μ. : αυτές που είναι στο τετράγωνο αν ήταν πλευρές κανονικές, δηλαδή 64, 

225, 289. Επίσης και µε τα πολλαπλάσια.  
55. Ερ : µπορείτε να κάνετε µια ανακεφαλαίωση των όσων είπαµε? 
56. Γ.Μ. εµείς ξεκινήσαµε από τη φύση γενικότερα που βλέπουµε, και µέσα στην 

τάξη κάναµε προβλήµατα.  
57. Ερ : τι άλλο? 
58. Γ.Μ. : α! αυτό µε τα µήκη. 
59. Γ.Κ. : µε τους σπάγκους. 
60. Γ.Μ. : την πρώτη – πρώτη φορά κάναµε µε τη βαρύτητα. Μετά µας είχατε πει µε 

µια πολυκατοικία. Μετά κάναµε κάποιες πράξεις µε τα µήκη σε τρίγωνο 3 – 4 – 5.   
61. Ερ : ποιο ήταν πιο γενικό? ( επικρατεί σιγή ). 
62. Γ.Κ. : µπορούµε να σχηµατίσουµε κι άλλο ορθογώνιο τρίγωνο µε 6 – 8 – 10. 

Επίσης ότι το άθροισµα των καθέτων βγάζει το τετράγωνο της υποτείνουσας.  
63. Ερ : σε τι τρίγωνο? 
64. Γ.Κ. : σε ορθογώνιο. 
65. Ερ : βλέπετε κάποια διαφορά σ’ αυτό που είπαµε µαζί και σ’ αυτό που κάνατε στο 

σχολείο? 
66. Γ.Μ. : µήπως…ότι δεν είναι ακέραιοι.  
ΣΧΟΛΕΙΟ: ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΟ ΣΧΟΛΕΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 
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ΣΧΟΛΕΙΟ: ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 
ΖΕΥΓΑΡΙ : ∆ανάη - Νίκος 
ΒΑΘΜΟΣ ∆ΑΝΑΗΣ: 16 
ΒΑΘΜΟΣ ΝΙΚΟΥ: 16 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 6/12/07 
ΠΑΡΑΚΟΛΟΥΘΗΣΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 24/1/08 
ΑΡΧΙΚΟΣ ΧΡΟΝΟΣ ΒΙΝΤΕΟ :  45:49 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΩΝ : 7/2/08 
∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗΣ : 39:48 
 
 
 

ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ 
 
1. Ερευνητής : που συναντά ο άνθρωπος την κατακόρυφο στο φυσικό κόσµο?  
2. Νίκος : είχαµε βάλει στον τοίχο ένα ξύλο.  
3. Ερ : πιο πριν? 
4. Ν : είχαµε κρεµάσει ένα σχοινάκι. 
5. ∆ανάη : ένα βαρίδι. Πιο εύκολο όµως είναι µε το τρίγωνο. 
6. Ερ : ναι, αλλά το τρίγωνο φτιάχτηκε µετά. 
7. ∆ : και µπορούσε να φτιάχνει ένα βαρίδι που θα είχε το ίδιο βάρος και από δεξιά 

και από αριστερά?  
8. Ερ : τι εννοείς? 
9. ∆ : αν το χωρίσουµε σε δύο µέρη…για να…αυτό να είναι ίσο και να µη γέρνει 

από τη µια µεριά το βαρίδι, θα πρέπει και τα δυο κοµµάτια να είχαν το ίδιο βάρος. 
10. Ερ : θες να πεις ότι δεν είναι συµµετρική η προς τα κάτω αυτή έλξη. 
11. ∆ : ναι….και µπορούσαν να σκεφτούν αυτό και όχι το τρίγωνο? 
12. Ερ : γιατί το τρίγωνο ήρθε µετά από αυτήν την ιδέα. 
13. ∆ : βλέπουµε σε καλύβες ότι δεν είναι οι τοίχοι κάθετοι. Μετά πώς τους ήρθε η 

ιδέα να κάνουν κάθετους τους τοίχους? 
14. Ερ : όταν άρχισαν να χτίζουν µε πέτρα, αν δεν ήταν κάθετο… 
15. ∆ : θα έπεφτε. (πετάχτηκε συµπληρώνοντας).  
16. Ερ : και ο µόνος τρόπος που εξασφάλιζε την κάθετο ήταν το βάρος. Και µετά τι 

ανακαλύψανε? 
17. ∆ : το Πυθαγόρειο Θεώρηµα. 
18. Ερ : ναι, αλλά πιο µπροστά? 
19. ∆ : το νερό. 
20. Ν : το ορθογώνιο τρίγωνο. 
21. Ερ : και πώς το φτιάξαµε? 
22. Ν : µε ξυλάκια. 
23. Ερ : τα οποία τι χαρακτηριστικό είχαν? 
24. ∆ : ότι το τετράγωνο του µήκους των ξύλων…αν το προσθέσουµε είναι ίδιο µε το 

µεγαλύτερο ξύλο που έχουµε. 
25. Ερ : µπορείς άµα σου δώσουµε τυχαία ξύλα να εξασφαλίσεις ορθή γωνία? 
26. ∆ : απλά να βλέπουµε. 
27. Ερ : δεν εξασφαλίζεται µε το µάτι. 
28. Ν : ήταν κάθετα τα ξύλα. 
29. Ερ : µόνο? Τίποτα αριθµοί έπαιξαν ρόλο? 
30. ∆ : α! 3, 4 και 5. και όλα τα πολλαπλάσιά τους, που καλά αυτό το µάθαµε µετά, 

και που µπορούµε να βρούµε γιατί γίνεται αυτό.  
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31. Ερ : ναι, ακριβώς αυτό.  
32. ∆ : ανάποδα! πρώτα θα έπρεπε κανονικά, µέσα σε εισαγωγικά, να βρούµε πώς 

γίνεται, γιατί γίνεται. Όχι να βρούµε ότι γίνεται και µετά γιατί γίνεται.  
33. Ερ : ναι, εσύ ξεκινάς έχοντας πρώτα την ιδέα του γενικού και βγάζεις το ειδικό. 

Εδώ όµως ο άνθρωπος επινοεί µε βάση την εµπειρία του. ∆εν µπορούσε να 
σκεφτεί τους αριθµούς. Με πειράµατα το κατάφερε.  

34. ∆ : και πώς ήξερε ότι είναι κάθετο? 
35. Ερ : το έβλεπε. 
36. ∆ : ναι, ξεκίνησαν όµως από κάτι που µπορεί και να µην είναι σίγουρο. 
37. Ερ : ναι, αλλά εκείνοι ξέρεις τι ήθελαν.  
38. Ν : να φτιάξουν τα σπίτια τους.  
39. ∆ : αισθανόταν φυσιολογικό ότι το ταβάνι στέκεται? Και δεν πέφτει µε τους 

νόµους της βαρύτητας? 
40. Ερ : πρώτα αξιοποίησε τι έβλεπε στον κόσµο και µετά έφτασε στο τρίγωνο. Πού 

συναντά ο άνθρωπος την οριζόντιο στο φυσικό κόσµο? 
41. ∆ : πουθενά. 
42. Ν : το έδαφος. 
43. ∆ : µα δεν είναι. 
44. Ν : στις πεδιάδες. 
45. ∆ : µα ακόµα και αυτό. Τίποτα δεν είναι ίσιο. Ακόµα και οι ακτίνες του ήλιου 

όταν περνάνε από τη γη καµπυλώνονται.  
46. Ερ : πάρε έναν κουβά, πάνω – πάνω.  
47. ∆ : µα κι αυτό θα κινείται. 
48. Ν : όταν δεν έχει αέρα…η θάλασσα.  
49. Ερ : ξέρετε ποιες γωνίες ονοµάζουµε παραπληρωµατικές? 
50. ∆ : είχε πέσει και στις εξετάσεις πέρσι…δεν είµαι σίγουρη.  
51. Ν : όταν είναι παράλληλες. Όχι, δεν υπάρχουν τέτοιες…δε θυµάµαι. 
52. ∆ : είναι ή αυτές ( σχεδιάζει δύο κατακορυφήν) ή…( δεν απαντάει τελικά κανείς 

και τις σχεδιάζουµε εµείς). 
53. Ερ : γίνεται δύο παραπληρωµατικές γωνίες να είναι ίσες? 
54. ∆ : ναι, όταν θα είναι 90 µοίρες. 
55. Ν : ναι, και οι δύο 90 µοίρες.  
56. ∆ : ναι, αλλά µπορεί να µην είναι ίσες.  
57. Ν : ε! τότε δεν υπάρχει και τρίγωνο. 
58. ∆ : ούτε ευθεία.  
59. Ερ : ναι, αυτό κατάλαβαν οι αρχαίοι Έλληνες. Έφτιαξαν µια Γεωµετρία που 

στηρίζεται σε ιδεατότητες αλλά είναι σίγουρη. Τα Μαθηµατικά είναι µέσα στο 
µυαλό µας. Ξεκινάνε όµως από τον πραγµατικό κόσµο.  

60. Ερ : πώς µπορούµε να δηµιουργήσουµε το γεωµετρικό αυτό όργανο, το οποίο 
προσδιορίζει ακριβώς την κάθετο? 

61. ∆ : 3, 4, 5. έχω βαρεθεί πια. Παντού είναι αυτοί οι αριθµοί.  
62. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. ( το σχεδιάζουν πολύ εύκολα). Πώς 

ονοµάζουµε τις πλευρές? 
63. Ν : νοµίζω αυτή ονοµάζεται…µας το είχατε πει κι εσείς… ( η ∆ανάη έκανε 

αρνητικό νεύµα µε τα µάτια). 
64. Ερ : είναι η υποτείνουσα και οι κάθετες πλευρές. Μήπως θυµόσαστε τι λέει το 

Πυθαγόρειο Θεώρηµα? 
65. ∆ : πολύ που διαβάζω, µόνο τις ασκήσεις.  
66. Ν : ούτε εγώ θυµάµαι. 
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67. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3εκ., 4εκ., 5εκ. Στη συνέχεια 
θέλουµε να κατασκευάσετε τετράγωνα µε πλευρές τις παραπάνω. 

68. ∆ : α! αυτά τα είχαµε µάθει.  
69. Ερ :  ξέρετε ποια είναι η σχέση των τετραγώνων που φτιάξατε µε το Πυθαγόρειο 

Θεώρηµα που διδαχτήκατε στο σχολείο? 
70. ∆ : ότι το τετράγωνο αυτό…(δείχνει της µιας κάθετης) και αυτό ( δείχνει το 

τετράγωνο της άλλης) µας κάνουν αυτό το τετράγωνο ( δείχνει αυτό της 
υποτείνουσας). 

71. Ερ : αν οι αριθµοί 17, 8, 15 αποτελούν πλευρές τριγώνου µπορείτε να εξετάσετε 
αν το τρίγωνο είναι ορθογώνιο? 

72. ∆ : ναι! Να δούµε αν είναι πολλαπλάσια των 3, 4 και 5. 
73. Ερ : δεν είναι όµως. 
74. ∆ : νννναιιιι.......θα φτιάξουµε το τρίγωνο. 
75. Ερ : άλλος τρόπος ελέγχου? 
76. Ν : µε το µυαλό. Λογικά 8 και 15 είναι οι κάθετες και 17 η υποτείνουσα. Θα το 

φτιάξουµε και θα το δοκιµάσουµε. 
77. ∆ : να δούµε αν + =2 2 2

15 8 17 . 
78. Ερ : ναι. 
79. ∆ : αυτό ήταν όλο? 
80. Ν : αυτό το ήξερα.  
81. Ερ : απέναντι από ποια πλευρά βρίσκεται η ορθή γωνία? 
82. Ν : η ορθή γωνία? 
83. Ερ : ναι. 
84. Ν : απέναντι από ποια? 
85. Ερ : ναι. 
86. Ν : από την υποτείνουσα. 
87. ∆ : το 17. 
88. Ερ : µπορείτε να βρείτε άλλες πιθανές τριάδες που να φτιάχνουν ορθογώνιο 

τρίγωνο? 
89. ∆ : ναι, βέβαια! Μπορεί να µας βγει κι ο ένας αριθµός άρρητος. Μπορούµε να 

επιλέξουµε π. χ. το 45 και το 28  
90. Ερ : για αυτούς τους αριθµούς, το 8, το 15 και το 17. 
91. ∆ : τα πολλαπλάσιά τους.  
92. Ερ : µπορείτε να µας πείτε τι σας έµεινε από το Πυθαγόρειο Θεώρηµα? 
93. Ν : γενικότερα πώς µπορούµε να βρούµε αυτοί οι µικροί αριθµοί να βγάζουν το 

µεγάλο.   
94. ∆ : εµένα µου έµειναν οι άρρητοι, που….που δεν ξέρω….γενικά….ενώ έχουµε 

ένα µήκος το οποίο το βλέπουµε, δηλαδή µας βγαίνει ένας αριθµός που δεν 
τελειώνει, το καταλαβαίνω, το κατανοώ, αλλά είναι λίγο περίεργο.  

95. Ν : µερικοί αριθµοί στη ρίζα δε βρίσκονται ακριβώς.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 - 149 - 

ΣΧΟΛΕΙΟ: ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 
ΖΕΥΓΑΡΙ : Νάντια – Ελένη  
ΒΑΘΜΟΣ ΝΑΝΤΙΑΣ: 18 
ΒΑΘΜΟΣ  ΕΛΕΝΗΣ: 18 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 6/12/07 
ΠΑΡΑΚΟΛΟΥΘΗΣΗ ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑΣ : 14/12/07 
ΑΡΧΙΚΟΣ ΧΡΟΝΟΣ ΒΙΝΤΕΟ :  24:06 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΩΝ : 24/1/08 
∆ΙΑΡΚΕΙΑ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗΣ :29:50 

 
 
  

ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗ 
 
1. Ερευνητής : που συναντά ο άνθρωπος την κατακόρυφο στο φυσικό κόσµο? 
2. Νάντια : σε χαράδρες…εεε…εκεί που είναι…άµεσα, εδώ που τη βλέπουµε, στον 

τοίχο. Άντε ρ’ Ελένη. 
3. Ερ : από πού δηλαδή προέρχεται η έννοια της καθέτου? 
4. Ν : από µια ευθεία που έχει τάση να πηγαίνει προς τα κάτω. Χωρίς όµως να 

πηγαίνει πλάγια ή λοξά, ευθεία, προς τον πυρήνα της γης. 
5. Ερ :  πού συναντά ο άνθρωπος την οριζόντιο στο φυσικό κόσµο? 
6. Ν : στο πάτωµα, στο έδαφος. 
7. Ελένη : εκεί που χωρίζεται η γη κι ο ουρανός. Στη θάλασσα. 
8. Ερ : ποιο γεωµετρικό όργανο χρησιµοποιούµε για να φτιάχνουµε καθέτους? 
9. Ελ : το τρίγωνο. 
10. Ερ : ξέρετε ποιες γωνίες ονοµάζουµε παραπληρωµατικές? 
11. Ν : ναι, κάτσε…Ελένη εσύ ξέρεις.  
12. Ελ : (σχεδιάζει µία ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων) εδώ είναι το 

κέντρο…και η µία είναι έτσι…και η άλλη από κάτω.  
13. Ν : α! µήπως είναι αυτές? (σχεδιάζει δύο κατακορυφήν). 
14. Ερ : όχι (σχεδιάζουµε µία ευθεία γωνία). 
15. Ελ : αυτή είναι η ευθεία. Μήπως είναι δύο ευθείες µαζί? 
16. Ερ : όχι. 
17. Ελ : όταν η µία συµπληρώνει την άλλη…α! µήπως είναι όταν έχουµε µια γωνία 

έτσι και αυτή είναι η πλευρά µιας άλλης γωνίας. (καταφέρνει να σχεδιάσει δύο 
παραπληρωµατικές). ∆ηλαδή η µία πλευρά είναι κοινή.  

18. Ν : και αν προσθέσουµε τις δύο αυτές γωνίες κάνουν την …πώς τη λένε…ευθεία 
γωνία. 

19. Ερ :  πότε δύο παραπληρωµατικές γωνίες γίνονται ίσες? 
20. Ν : αν κάνουµε την ευθεία…εδώ…στο σηµείο που ενώνονται…πρέπει να γίνει 

εδώ η κάθετος. Για να γίνουν όµως ίσες πρέπει να πάψουν να είναι 
παραπληρωµατικές. 

21. Ερ : αν είναι κάθετες? 
22. Ν : ναι…ναι…σωστά, έχετε δίκιο. 
23. Ερ : πώς µπορούµε να δηµιουργήσουµε το γεωµετρικό αυτό όργανο το οποίο 

προσδιορίζει ακριβώς την κάθετο? 
24. Ελ : µε τα ξύλα. Βάζουµε ένα µεγάλο που να είναι επάνω στον τοίχο και µετά από 

εκεί προσπαθούµε (την κόβει η Νάντια)  
25. Ν :  να φτιάξουµε ένα τρίγωνο. 
26. Ερ : µε τι πλευρές? 
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27. Ν : 5, 4, 3. 
28. Ελ : ορθογώνιο τρίγωνο. 
29. Ερ : ικανοποιούν κάποια σχέση οι αριθµητικές τριάδες, και αν ναι µήπως ξέρετε 

ποια είναι αυτή? 
30. Ν : άµα προσθέσουµε τα τετράγωνά τους θα βρούµε το τετράγωνο της 

µεγαλύτερης πλευράς.  
31. Ελ : της υποτείνουσας. 
32. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο. Πώς ονοµάζουµε τις πλευρές? 
33. Ελ : αυτήν κι αυτήν κάθετες, κι αυτήν υποτείνουσα. (δείχνει στο σχήµα της).  
34. Ερ : µήπως θυµόσαστε κάποιον κανόνα που βρήκαµε για τις πλευρές του 

τριγώνου? 
35. Ελ : το άθροισµα των τετραγώνων των δύο καθέτων πλευρών είναι ίσο µε το 

τετράγωνο της υποτείνουσας.  
36. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο µε πλευρές 3εκ., 4εκ., 5εκ. Θέλουµε να 

κατασκευάσετε τετράγωνα µε πλευρές τις παραπάνω.  
37. Ελ : τι να κάνω εδώ δηλαδή? (αφού έχει φτιάξει το ορθογώνιο τρίγωνο, δείχνει να 

έχει µπερδευτεί στην κατασκευή του τετραγώνου). 
38. Ερ : ξέρετε ποια είναι η σχέση των τετραγώνων που φτιάξατε µε το Πυθαγόρειο 

Θεώρηµα που διδαχτήκατε στο σχολείο? 
39. Ελ : ότι το τετράγωνο αυτό (δείχνει) κι αυτό (δείχνει) είναι ίσο µε αυτό (δείχνει το 

τετράγωνο της υποτείνουσας). 
40. Ερ : είχαµε δύο τρόπους που µιλήσαµε για τα τετράγωνα 
41. Ν : µε τελίτσες. 
42. Ερ : όταν λέµε για τετράγωνο πού πάει το µυαλό σας? Στο εµβαδόν ή στον 

πολλαπλασιασµό του αριθµού στη δευτέρα? 
43. Ν : εεε…στον πολλαπλασιασµό του αριθµού µε τον εαυτό του.  
44. Ερ : φτιάξτε ένα ορθογώνιο τρίγωνο (τυχαίο) και µετρήστε τις κάθετες πλευρές 

του.  
45. Ελ : 6 και 4. 
46. Ν : 7 και 4. 
47. Ερ : µπορείτε να πείτε πόσο είναι η υποτείνουσα, χωρίς να τη µετρήσετε ? 
48. Ν : χωρίς να τη µετρήσουµε? (επαναλαµβάνει) 
49. Ελ : εεε…376. Sorry, πάτησα λάθος (έκανε ×36 16  ενώ είχε πλευρές 4 και 6). 

Και θέλουµε να βρούµε την τετραγωνική ρίζα …. 7.3833 …. 7,1 … 7,2 … 7,3 … 
βγαίνει (µετράει για να επαληθεύσει). 

50. Ερ : προσπαθήστε να φτιάξετε τα τετράγωνα του παραπάνω ορθογωνίου τριγώνου 
µε τελείες. 

51. Ελ : το θυµόµαστε.  
52. Ερ : ωραία. 
53. Ν : το τετράγωνο αυτού είναι το 64.(είχε βρει την υποτείνουσα 8.062). 
54. Ερ : µα δεν έχει πλευρά ίση µε 8. 
55. Ν : ε! τότε δεν µπορούµε. 
56. Ελ : ε, δεν ξέρουµε…γιατί βγαίνει δεκαδικός αριθµός. 
57. Ερ : αν οι αριθµοί 17, 8, 15 αποτελούν πλευρές τριγώνου, εξετάστε αν το τρίγωνο 

είναι ορθογώνιο.  
58. Ελ : λογικά είναι. 8 είναι η µικρότερη. 15 αυτή και 17 η υποτείνουσα.   
59. Ν : θα µπορούσαµε να τα κάνουµε όλα στο τετράγωνο τους. Να βρούµε δηλαδή 

τα τετράγωνά τους και µετά να τα προσθέσουµε κι αν µας κάνουν το τετράγωνο 
του 17 θα είναι.(κάνουν πράξεις µε υπολογιστή) 

60. Ελ : ναι. 
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61. Ν : γίνεται. 
62. Ερ : απέναντι από ποια πλευρά βρίσκεται η ορθή γωνία? 
63. Ν : εδώ θα είναι η 17 (δείχνει την υποτείνουσα στο προηγούµενο ορθογώνιο 

τρίγωνο που είχε κάνει) η 8 και η 15. 
64. Ερ : µπορείτε να βρείτε άλλες πιθανές τριάδες που να φτιάχνουν ορθογώνιο 

τρίγωνο? 
65. Ν : θα πάρουµε τα διπλάσια του 17, 8, 15. Το ίδιο πράγµα δεν είναι? 
66. Ερ : όταν διδαχτήκατε το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο σχολείο το αποδείξατε? Αν 

ναι, θυµόσαστε πώς? 
67. Ν : σχεδιάσαµε τέσσερα ορθογώνια τρίγωνα εκεί µέσα και έπρεπε να χωρέσουµε 

το τετράγωνο και τα τέσσερα τρίγωνα εκεί µέσα.  
68. Ερ : µπορείτε να κάνετε µια ανακεφαλαίωση των όσων είπαµε? 
69. Ν : αρχίσαµε από την κάθετο. Πώς µπορούµε να βρούµε την κάθετο. Και µετά 

κάναµε τα ξυλάκια.  
70. Ελ : την κατακόρυφο. 
71. Ερ : πώς την εξασφαλίσαµε? 
72. Ελ : που πετάγαµε το µπαλάκι κάτω.  
73. Ν : και µετά πήγαµε στο µιλιµετρέ και φτάσαµε στο Πυθαγόρειο Θεώρηµα.  
74. Ελ : όπου είπαµε ότι το τετράγωνο των δύο καθέτων πλευρών ενός ορθογωνίου 

τριγώνου είναι ίσο µε το τετράγωνο της υποτείνουσας.  
75. Ερ : ποια η διαφορά αυτών που κάναµε εµείς µε αυτά που διδαχτήκατε στο 

σχολείο? 
76. Ν : στο µάθηµα κάναµε µε σχήµατα. Εµείς…εµείς…απλά κάναµε αυτό µε τις 

τελίτσες…και µετά…προσθέσαµε αριθµούς… 
77. Ερ : ήταν για συγκεκριµένους αριθµούς αυτό που κάναµε εµείς? 
78. Ν : ναι, εµείς κάναµε για τους αριθµούς 3, 4 και 5. 
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