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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Αφορµή της παρούσας έρευνας ήταν οι προτάσεις των Blanton & Kaput (2005) 

για εισαγωγή ενός είδους πρώιµης άλγεβρας στο ∆ηµοτικό σχολείο καθώς και του 

NCTM (2000 στο Knuth, 2002) που προτείνει την ενασχόληση των µαθητών µε τις 

εικασίες, την επιχειρηµατολογία κι απόδειξή τους, από τις µικρές βαθµίδες της 

εκπαίδευσης. Επίσης, στην επιλογή του θέµατος της έρευνάς µας, συνέβαλαν οι 

διαφορετικές απόψεις που έχουν ακαδηµαϊκοί (Pedemonte, 2007, 2008; Duval, 1992-3; 

Hanna 2000) και εκπαιδευτικοί για την αξία του επιχειρήµατος και της απόδειξης, αλλά 

και οι χαµηλές προσδοκίες για τα αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών τους (Bergqvist, 

2005). 

 Έτσι θελήσαµε να ερευνήσουµε αν οι µαθητές διαµορφώνουν  εικασίες σχετικά 

µε ιδιότητες και σχέσεις των αριθµών και πώς αιτιολογούν αυτές ή άλλες πιθανές 

εικασίες που τους δίνονται. Θεωρήσαµε σκόπιµο να γίνει µία µελέτη περίπτωσης σε 

τρεις µαθητές Ε’ και Στ’ ∆ηµοτικού, µέσω της µεθόδου του πειράµατος σχεδιασµού 

(που περιλάµβανε συνολικά 12 συνεδρίες), όπου θα µπορούσαµε να  ερευνήσουµε «εκ 

των έσω» και σε βάθος τα είδη των εικασιών των µαθητών µας, των συλλογισµών και 

επιχειρηµάτων τους καθώς και τους παράγοντες που συµβάλλουν σε αυτά. Έτσι, µέσα 

από την εργασία, φανερώνονται κάποια είδη εικασιών που διαµορφώνουν οι µαθητές 

κυρίως δοµικής γενίκευσης, αφελούς εµπειρισµού, αλλά και αναλογικής σκέψης. 

Ακόµη, φαίνεται πως οι µαθητές χρησιµοποιούν ποικίλα αποδεικτικά σχήµατα (µε 

βάση Balacheff, 1988), κι όχι αποκλειστικά µόνο ένα, τα οποία επηρεάζονται από  τις 

συζητήσεις µεταγνωστικού περιεχοµένου που γίνονταν. Eπίσης, διαφαίνεται ο ρόλος 

που είχαν οι εµπειρικές δοκιµές για τους µαθητές και η συµβολή τους στην ανάπτυξη 

της επιχειρηµατολογίας και στην κατανόηση της απόδειξης.  

Ως εργαλεία για τη συλλογή δεδοµένων χρησιµοποιήθηκαν η συµµετοχική 

παρατήρηση, η αποµαγνητοφώνηση όλων των διαλόγων που έγιναν κατά τη διάρκεια 

των παρεµβάσεων, καθώς και τα φύλλα εργασίας των µαθητών, ενώ η ανάλυση των 

αποτελεσµάτων έγινε µε την αναγνώριση των κρίσιµων επεισοδίων (critical events) και 

τη σύνθεση µιας πλοκής (story-line), που προτείνει η Maher (2004), σε συνδυασµό µε 

ορισµένες αρχές της µεθόδου της Ποιοτικής (και Ποσοτικής) Ανάλυσης Περιεχοµένου 

(content analysis).  

Λέξεις κλειδιά: Εικασίες, επιχειρηµατολογία, αποδεικτικά σχήµατα, είδη 

συλλογισµών, δηµοτικό σχολείο 
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ABSTRACT 
 

The present study was inspired by the suggestions of Blanton & Kaput (2005) 

for embodying a kind of early algebra in elementary school education, as well as by 

NCTM’s suggestion (2000 in Knuth, 2002) for students’ enacting with conjectures, 

argumentation and proof, starting from the lower levels of education. Besides, in the 

selection of our subject, contributed the different views that academicians (Pedemonte, 

2007, 2008; Duval, 1992-3; Hanna 2000) and mathematics educators have of the 

argument’s and proof’s worth, but also the low expectations they have for their 

students’ proof schemes (Bergqvist, 2005). 

So, we intended to study if students make conjectures about properties and 

relations of numbers, and how they reason about them or other conjectures they are 

given. We considered it as worthwhile, that we should do a case study with three 

students of 5th and 6th grade of elementary school, through the method of design 

experiment (that concluded 12 sessions totally), in which we could research ‘from 

within’ and in depth the kinds of our students’ conjectures, their types of reasoning and 

arguments, as well as the factors that contribute in them. So, through our study, several 

kinds of conjectures students make, are made explicit, such as structural 

generalization’s, naïve empiricism’s, as well as analogical thinking’s. Also, it seems 

that students use various proof schemes (mostly categorized by Balacheff, 1988), 

instead of one, and they are affected in their choice by the meta-cognitive conversations 

that were held.  In addition, it is emerged the role of empirical tests for the students and 

their contribution in the development of argumentation and in understanding of proof.  

As tools for data collection, we used the participatory observation, the 

transcripts of all the dialogues that grew during the didactical interventions, as well as 

the students’ documents, while the results’ analysis became with reference to critical 

events and the composition of a story-line, that Maher (2004) suggests, combined with 

some principles of Qualitative (and Quantitative) Content Analysis (Berelson 1952 in 

Prasad, 2008; Mayring, 2000).   

 

Key Words: 

Conjectures, argumentation, proof schemes, types of reasoning, elementary school
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Εισαγωγή 

 
Ένα ερώτηµα που διχάζει αρκετούς εκπαιδευτικούς είναι αν θα πρέπει να 

νιώθουν ικανοποιηµένοι από τους µαθητές όταν επιχειρηµατολογούν ή όταν 

αποδεικνύουν. Είναι γεγονός πως ανάλογα µε την άποψη που έχει ο εκπαιδευτικός για 

την επιχειρηµατολογία και την απόδειξη, προωθεί ανάλογες πρακτικές και στα παιδιά. 

Η επιχειρηµατολογία προκύπτει συνήθως µέσα από διερεύνηση και συζήτηση µες στη 

τάξη κι έτσι µπορεί να εκφραστεί και µε απλή καθηµερινή γλώσσα. Η απόδειξη έχει 

συγκεκριµένη µορφή και γλώσσα και δε χρειάζεται πάντοτε ο διάλογος, µπορεί να 

είναι και ατοµική υπόθεση. Κατανοούµε πως είναι διαφορετικές οι δεξιότητες που 

απαιτούνται για την καθεµία.  

Κάποιοι επιστήµονες, διαφοροποιούν την απόδειξη µέσω λογικής που δίνει 

έµφαση στην τυπικότητα και την απόδειξη µέσω επιχειρηµατολογίας που περιλαµβάνει 

εξερευνήσεις. Με αυτό το είδος διαχωρισµού, φαίνεται πως και η επιχειρηµατολογία 

δεν παύει να είναι ένα είδος απόδειξης.  Η αυστηρή απόδειξη θεωρείται µάλιστα, κατά 

την άποψη πολλών, ξένη προς τους µαθητές, αφού δεν έχει καµία σύνδεση µε την 

υπάρχουσα νοητική δοµή και µπορεί να επιτευχθεί µόνο από µια µειονότητα. 

Πιστεύουν ότι η απόδειξη µε επιχειρηµατολογία ταιριάζει µε το ‘φυσιολογικό’ µαθητή, 

επειδή περιλαµβάνει το επιχείρηµα και είναι προσβάσιµο από µεγαλύτερο ποσοστό 

παιδιών. Μερικοί ακόµα εκφράζουν ότι η παραγωγική απόδειξη δε θα έπρεπε πια να 

διδάσκεται κι εστιάζουν όχι µόνο στο συλλογισµό (reasoning) αλλά και στην 

αιτιολόγηση (Hanna 2000). Θεωρούν ως πιο σηµαντικό ρόλο της εκπαίδευσης, τη 

διερεύνηση και ανεπίσηµη αιτιολόγηση, που κάνουν χρήση της διαίσθησης και που 

µπορούν να προσφέρουν µαθηµατική ενόραση και τεχνική άνεση περισσότερη από την 

απόδειξη .  

Υπάρχει όµως και η αντίθετη άποψη. Σε έρευνα που έκαναν οι Jaffe & Quinn 

(1993 στο Hanna 2000) εντόπισαν µία τάση εναντίωσης του να βασίζονται τα 

µαθηµατικά σε διαισθητική επιχειρηµατολογία χωρίς απόδειξη. Στην πρότασή τους, τα 

µαθηµατικά αποτελέσµατα που βασίζονται σε  υποθετική διαισθητική 

επιχειρηµατολογία ή σε εξέταση συγκεκριµένων περιπτώσεων ελέγχου, τα αναφέρουν 

ως «θεωρητικά µαθηµατικά», ενώ ως «αυστηρά µαθηµατικά» θα αναφέρονται οι 

διαδικασίες όπου τα θεωρήµατα αποδεικνύονται αυστηρά.  

Το National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), θέλοντας να πάρει 

θέση στα ερωτήµατα αυτά που δηµιουργήθηκαν, στο έργο του ‘Standards’ (1989 στο 
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Ball, 1993) προτείνει µεγαλύτερη έµφαση στην εξέταση των εικασιών, το σχηµατισµό 

αντιπαραδειγµάτων και την κατασκευή κι εξέταση έγκυρων επιχειρηµάτων, όπως και 

την ικανότητα να χρησιµοποιούνται αυτές οι τεχνικές στο περιεχόµενο επίλυσης 

ασυνήθιστων προβληµάτων. Ωστόσο, επειδή η έκδοση αυτή (ΝCTM, 1989 στο Ball, 

1993) παραµέλησε την απόδειξη, η νέα έκδοση του NCTM ‘Principles and Standards’ 

(2000, στο Knuth, 2002) προσπαθώντας να αποκαταστήσει το γεγονός, προτείνει ότι 

επιχειρηµατολογία κι απόδειξη πρέπει να είναι µέρος του αναλυτικού προγράµµατος σε 

όλες τις βαθµίδες, ακόµα κι από το νηπιαγωγείο. Συγκεκριµένα συστήνει ότι οι µαθητές 

θα πρέπει να είναι ικανοί:  

� Να αναγνωρίζουν την επιχειρηµατολογία και απόδειξη σαν βασικές όψεις των 

µαθηµατικών. 

� Να κάνουν και να ερευνούν µαθηµατικές εικασίες 

� Να αναπτύσσουν και να αξιολογούν µαθηµατικά επιχειρήµατα και αποδείξεις 

� Να διαλέγουν και να χρησιµοποιούν ποικίλους τύπους επιχειρήµατος και 

µεθόδους απόδειξης. 

 

Παρατηρούµε πως το ΝCTM µιλά για την απόδειξη και την επιχειρηµατολογία 

ως µέρος του αναλυτικού προγράµµατος σε όλες τις βαθµίδες, ακόµα και στο 

νηπιαγωγείο! Φαίνεται, πως τα νέα παιδιά σήµερα χρειάζεται να µάθουν ένα 

διαφορετικό είδος µαθηµατικών, απ’ ότι οι γονείς τους. Χρειάζεται να είναι έτοιµα για 

την άλγεβρα (algebra ready). Οι Robert & Kaput (1999, στο Blanton & Kaput, 2005) 

υποστηρίζουν ότι λόγω των αυξανόµενων σύνθετων µαθηµατικών του 21ου αι., 

απαιτείται από τα παιδιά του δηµοτικού σχολείου, µια εµπειρία πέρα από την 

αριθµητική και υπολογιστική ικανότητα, που να ασχολείται µε πιο βαθιά δοµή των 

µαθηµατικών. Αυτού του είδους η εµπειρία στο ∆ηµοτικό σχολείο θα ενσωµατωθεί σε 

αυτό που πολλοί αναφέρουν πρώιµη άλγεβρα (Blanton & Kaput, 2005). Σκοπός αυτής 

είναι να εµβαθύνει στην κατανόηση της δοµής και της γενικευσιµότητας των 

µαθηµατικών, κι όχι να παρέχει µεµονωµένες εµπειρίες υπολογισµών. 

Είναι εφικτός ένας τέτοιος στόχος; Σύµφωνα µε άποψη του Vygotsky (1962 

στο Blanton & Kaput, 2005), το παιδί µπορεί να χειριστεί µια εννοιολογική σκέψη 

προτού ακόµα είναι ενήµερο  για τη φύση αυτών των χειρισµών. Το να µάθει να 

σκέφτεται µε µαθηµατικό τρόπο περιλαµβάνει την απόκτηση εργαλείων ως σηµεία 

διαµεσολάβησης. Τα παιδιά µπορούν να αναπτύξουν την αίσθηση των συµβόλων, όταν 
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έχουν την ευκαιρία να χρησιµοποιήσουν συµβολικά συστήµατα µε τρόπους που έχουν 

νόηµα (Blanton & Kaput, 2005). 

Κάτι ακόµα στο οποίο δίνει έµφαση το ΝCTM είναι ότι οι µαθητές πρέπει να 

διαµορφώνουν και να δικαιολογούν εικασίες. Όπως θα δούµε και στην παρούσα 

εργασία, οι εικασίες είναι το έναυσµα ή αλλιώς το ερέθισµα που προκαλεί τους 

µαθητές να δικαιολογήσουν την άποψή τους, να επιχειρηµατολογήσουν ή  και να 

αποδείξουν στο τέλος, ενώ επίσης είναι το µέσο που δείχνει τις µαθηµατικές 

πεποιθήσεις των µαθητών µας. 

Κάτω από αυτό το πλαίσιο, η παρούσα εργασία µελετά µέσω πειράµατος  

σχεδιασµού (12 παρεµβάσεων συνολικά) τις εικασίες που διαµορφώνουν κάποιοι 

µαθητές Ε΄και ΣΤ΄ τάξης ∆ηµοτικού όταν διερευνούν ιδιότητες και σχέσεις αριθµών, 

καθώς και το είδος της επιχειρηµατολογίας που αναπτύσσουν. Εστιάζει επίσης στους 

παράγοντες που συµβάλλουν στη διαµόρφωση των εικασιών, ενώ ακόµη παρατηρεί 

πώς εξελίσσονται κατά τη διάρκεια των παρεµβάσεων τα αποδεικτικά σχήµατα που 

χρησιµοποιούν. Η µελέτη του παραπάνω θέµατος έγινε µέσα από την ανάλυση των 

συζητήσεων των µαθητών πάνω σε προβλήµατα που σχεδιάστηκαν από την 

ερευνήτρια. 
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ΘΕΩΡΗΤΙΚΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 
 

Εικασίες και  η σηµασία τους στη   πράξη 
 

Ο καθένας από εµάς κάνει υποθέσεις για διάφορα θέµατα, σχηµατίζει µια 

γνώµη και πιθανολογεί πως κάτι µπορεί να ισχύει. Το ίδιο συµβαίνει και στη 

µαθηµατική διαδικασία κατά τη διάρκεια επίλυσης ενός προβλήµατος ή απόδειξης µιας 

πρότασης. Σκεπτόµαστε ότι κάτι µπορεί να ισχύει αλλά δεν είµαστε απόλυτα σίγουροι. 

Ακόµα και στην επιστήµη των µαθηµατικών, επισήµως κάποιες υποθέσεις εικάζονται 

ότι ισχύουν αλλά δεν έχουν αποδειχτεί ακόµη, παρά τις επίπονες προσπάθειες των 

µαθηµατικών. Τα ερωτήµατα που δεν έχουν απαντηθεί ακόµα, παραµένουν εικασίες γι’ 

αυτό και τα ονοµάζουµε έτσι (Πούλος 2009). ∆ιάσηµη είναι η αποκαλουµένη εικασία 

του Goldbach, η οποία διατυπώνεται ως εξής: «κάθε άρτιος αριθµός ν µε ν ≥ 4 

γράφεται ως άθροισµα δυο πρώτων αριθµών». Πράγµατι ισχύει 4=2+2, 20=17+3, 

32=29+3, 100=97+3, κ.λ.π. Κανείς όµως µαθηµατικός έως σήµερα δεν έχει αποδείξει 

ότι αυτό συµβαίνει µε κάθε άρτιο αριθµό (Πούλος 2009). Επίσης, συγγενής προς την 

εικασία του Goldbach είναι η ακόλουθη: «κάθε άρτιος, µεγαλύτερος του 2, είναι 

διαφορά δυο πρώτων αριθµών». Για παράδειγµα, 8=11-3, 14=17-3.  

Η Pedemonte (2007) ορίζει την εικασία σαν µια τριπλέτα που αποτελείται από: 

µια  πρόταση-δήλωση, µια επιχειρηµατολογία και ένα σύστηµα πεποιθήσεων. Από τον 

παραπάνω ορισµό της  εικασίας βλέπουµε ότι βασίζεται σε ένα σύστηµα πεποιθήσεων 

καθώς και σε µια επιχειρηµατολογία που οδηγεί σε αυτή. Όπως θα δούµε παρακάτω, η 

επιχειρηµατολογία µπορεί να προηγείται ή να έπεται της εικασίας.   Επίσης, ο ορισµός 

αυτός της Pedemonte, όπως ισχυρίζεται και η ίδια, έρχεται σε αντιστοιχία µε τον 

ορισµό του θεωρήµατος από τους Mariotti et al. (1997, στο Pedemonte 2007) που 

όρισαν το θεώρηµα  έτσι ώστε να αποτελείται από 3 στοιχεία: µια δήλωση, µια 

απόδειξη και µια µαθηµατική θεωρία. Το θεώρηµα υπάρχει επειδή υπάρχει µια 

µαθηµατική θεωρία που επιτρέπει την κατασκευή µιας απόδειξης και δίνει αξιοπιστία 

στη δήλωση (βλ. σύστηµα αναφοράς). Μήπως άραγε η δήλωση προτού αποδειχτεί δεν 

ήταν µια εικασία; Και  βέβαια ναι. Έτσι, κατανοούµε ότι µια εικασία επεξηγείται από 

την επιχειρηµατολογία, αλλά για να µετασχηµατιστεί η εικασία σε πρόταση χρειάζεται 

µαθηµατική απόδειξη. 

Ο Πούλος συνιστά οι εικασίες να αποτελέσουν αντικείµενο της  διδακτικής 

πράξης, ακόµα και οι άλυτες. Οι εικασίες, έχει παρατηρηθεί, πως λόγω του 
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προσωρινού αναπόδεικτου τους, ελκύουν την προσοχή των µαθητών και είναι ένα 

ερέθισµα για να προκληθεί ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά προβλήµατα και τις 

διαδικασίες (Πούλος 2009).  O Lakatos (στο Πoύλος 2009) θεωρεί ότι τα µαθηµατικά 

δεν αναπτύσσονται µε την µονότονη προσθήκη αναµφισβήτητων θεωρηµάτων, αλλά µε 

τη βελτίωση εικασιών, µε τη δοκιµή και την κριτική, µε τη λογική των αποδείξεων και 

των ανασκευών. Υπογραµµίζει το γεγονός ότι οι εικασίες προηγούνται των αποδείξεων 

στην ευρετικη διαδοχή, κάτι που ήταν κοινός τόπος για τους αρχαίους µαθηµατικούς 

και σηµειώνει τη ρήση του Polya  ότι «πρέπει να µαντέψεις ένα µαθηµατικό θεώρηµα 

πριν το αποδείξεις».  

Ακόµα και σε µικρότερη ηλικία όµως, οι µαθητές έρχονται στις τάξεις µε 

µαθηµατικές υποθέσεις που οι περισσότερες ίσως είναι λαθεµένες. Αυτές οι υποθέσεις 

επηρεάζουν το συλλογισµό τους (Τall & Vinner, 1981 στο Maher & Weber 2009). Η 

αποτελεσµατική διδασκαλία απαιτεί το να κάνεις φανερά τα νοήµατα των µαθητών, 

ώστε να έχεις την ευκαιρία να χειριστείς τις λαθεµένες πεποιθήσεις τους ευθέως. Αν οι 

µαθητές δίνουν διαφορετικές απαντήσεις στο ίδιο µαθηµατικό πρόβληµα, θα 

παρακινούνται µε φυσικό τρόπο να ξανασκεφτούν τις υποθέσεις τους και να τις 

ερευνήσουν γιατί οδηγήθηκαν σε κάποια προφανή αντίφαση. Καθώς οι µαθητές 

συζητούν, εξηγούν και επιχειρηµατολογούν για τις ιδέες τους γίνονται γνωστά βέβαια 

γνωρίσµατα των εσωτερικών γνωστικών αναπαραστάσεων τους (Μaher 2005). Τέλος, 

αποτελέσµατα ερευνών των Blanton, et al., (2003) έδειξαν ότι µαθητές που 

συµµετέχουν σε συζητήσεις όλης της τάξης µεταγνωστικoύ επιπέδου, έχουν όφελος 

στην ικανότητα κατασκευής τους µαθηµατικών αποδείξεων. Οι µαθητές µπορούν να 

εσωτερικεύουν τη δηµόσια επιχειρηµατολογία µε τρόπους που διευκολύνουν την 

προσωπική τους κατασκευή απόδειξης, αν η   ενίσχυση (scaffolding) σχεδιαστεί 

κατάλληλα για να το υποστηρίξει. 

Άρα είδαµε ότι οι εικασίες των παιδιών, πρώτον, είναι ιδέες που προκύπτουν 

φυσιολογικά από τις πεποιθήσεις τους και τα γνωστικά τους σχήµατα και δεύτερον, 

µπορούµε να τις χρησιµοποιήσουµε ως µέσο προσέλκυσης ενδιαφέροντος, ως µέσο 

εξωτερίκευσης των εσωτερικών αναπαραστάσεων αλλά και ως µέσο διδασκαλίας του 

αποδεικτικού µηχανισµού.  
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Μορφές αιτιολόγησης 

 

Ο Duval (1992-3 στο Dreyfus 1999) κάνει µία επιστηµολογική και γνωστική 

ανάλυση και διακρίνει τρεις µορφές αιτιολόγησης: την επεξήγηση, το επιχείρηµα και 

την απόδειξη. ∆ύο κριτήρια καθορίζουν την αποδοχή των λόγων που δίνονται για να 

αιτιολογήσουν έναν ισχυρισµό : η συνάφεια τους και η δύναµη τους. Σύµφωνα µε τον 

Duval  η κύρια λειτουργία µιας επεξήγησης είναι περιγραφική. Ο σκοπός της είναι να 

εξηγήσει τους λόγους, να αιτιολογήσει. Τα επιχειρήµατα και οι αποδείξεις από την 

άλλη πλευρά, εξετάζουν τη δύναµη αυτών των αιτιολογήσεων και συγκεκριµένα αν δεν 

υπάρχει κάποια αντίφαση. Η λειτουργία τους είναι να καθορίσουν  και πιθανόν να 

αλλάξουν την αξία της αλήθειας ενός ισχυρισµού.  

Ο Duval συνεχίζει το διαχωρισµό µεταξύ επιχειρηµάτων και αποδείξεων 

λέγοντας ότι: Στα επιχειρήµατα, το σηµασιολογικό περιεχόµενο των αιτιολογήσεων είναι 

σηµαντικό και καθορίζει την επιστηµολογική αξία του ισχυρισµού. Οι αποδείξεις από 

την άλλη πλευρά είναι αποµακρυσµένες από το περιεχόµενο. Πρέπει να είναι 

αξιόπιστες παρά συναφείς. Το κύρος µιας απόδειξης, παρά το περιεχόµενο καθορίζει 

την επιστηµολογική της αξία. Κατά συνέπεια, η γλώσσα των επιχειρηµάτων είναι πιο 

φυσική από αυτή των αποδείξεων ενώ ο διάλογος που περιέχει επιχειρήµατα έχει 

συνοχή στο θέµα. Παρόλα αυτά, ο Duval δηλώνει ότι δεν υπάρχουν κριτήρια που 

οριστικά διαχωρίζουν τα επιχειρήµατα από άλλες επεξηγήσεις ή αποδείξεις. Στην 

καλύτερη των περιπτώσεων µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει χαρακτηριστικά όπως η 

συνοχή µιας οµιλίας. 

Η Sierpinska (1994 στο Dreyfus 1999) ανέλυσε τις επιστηµολογικές διαφορές 

µεταξύ επεξήγησης και απόδειξης υπό το φως των ρόλων τους στη διαδικασία 

κατανόησης των µαθηµατικών. Η ανάλυσή της, βασισµένη στην εργασία του 

φιλοσόφου Ajdukiewicz, αναγνωρίζει µια στενή σχέση ανάµεσα στην διαδικασία της 

απόδειξης και της εξήγησης. Ο λόγος είναι ότι και µε τις δύο διαδικασίες απαντούµε 

στην ερώτηση «γιατί». Αναγνωρίζει όµως µερικές σηµαντικές διαφορές. Η πρώτη είναι 

ότι η απόδειξη έχει σκοπό να αυξήσει το βαθµό της σταθερότητας µε την οποία 

αποδεχόµαστε ένα γεγονός σαν βάση για την κατανόησή µας, ενώ η επεξήγηση δεν 

υπηρετεί σαν βάση για µια πιο θετική αποδοχή µιας πρότασης. Η δεύτερη διαφορά 

είναι ότι οι επεξηγήσεις χρησιµοποιούν παραδείγµατα, µοντέλα, οπτικοποιήσεις και 

παρόµοια µέσα ώστε να εκφράσουν κάτι για τα µαθηµατικά. Μπορεί, για παράδειγµα, να 

περιλαµβάνει τους λόγους για τους οποίους ένα γεγονός είναι σηµαντικό στα 
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µαθηµατικά, κάτι που δεν ανήκει στο πεδίο της απόδειξης. Οµοίως, µία απόδειξη 

µπορεί να ζητάει µια εξήγηση που θα υπογραµµίσει την κεντρική ιδέα της απόδειξης. 

Η απόδειξη και η επεξήγηση είναι εποµένως συνυφασµένες στη διαδικασία της 

κατανόησης.  

Τελικά, οι διαφορές µεταξύ των κατηγοριών δεν είναι µεγάλες, αλλά χρειάζεται 

ιδιαίτερη προσοχή για την αποσαφήνισή τους. Προκύπτουν όµως δύο θέµατα από τα 

παραπάνω. Σαν επιστήµονες της  ς πρέπει να οξύνουµε την ενηµερότητά µας για τις 

διαφορές µεταξύ εξήγησης, επιχειρήµατος και απόδειξης και πρέπει να 

προβληµατιστούµε σχετικά µε το τι µπορούµε και τι πρέπει να περιµένουµε από 

µαθητές διαφορετικής ηλικίας, επιπέδου και διδασκαλίας. Σαν δάσκαλοι, πρέπει να 

προσπαθήσουµε να κάνουµε στους µαθητές κατανοητό τι περιµένουµε από αυτούς. Τι 

περιµένουµε δηλαδή όταν τους ζητάµε να εξηγήσουν, να αιτιολογήσουν, να 

αποδείξουν και να δείξουν ότι. Η φράση «να δείξεις» σηµαίνει «να αποδείξεις µε 

τυπικό τρόπο» ή «να χρησιµοποιήσεις ένα παράδειγµα για να το δείξεις»; Η λέξη 

«εξήγησε» σηµαίνει να εξηγήσεις σε ένα συµµαθητή σου ή να εξηγήσεις µε τέτοιο 

τρόπο ώστε να πείσεις το δάσκαλο ότι κατανοείς το συλλογισµό πίσω από τον 

ισχυρισµό σου; 

 

Ο ρόλος που έχουν οι νόρµες της τάξης στην εξήγηση και δικαιολόγηση 

 

Οι νόρµες της τάξης που σχετίζονται µε τη µαθηµατική εξήγηση και 

αιτιολόγηση είναι κοινωνικές και κοινωνικοµαθηµατικές στη φύση τους. Η νόρµα είναι 

µια κοινωνιολογική κατασκευή και αναφέρεται σε αυτά που κατανοούνται ή στις 

αποσαφηνίσεις που θεωρούνται δεοντολογικές/κανονιστικές ή ως κοινές (taken-as-

shared) για την οµάδα (Yackel 2001). Εποµένως η νόρµα δεν είναι ατοµική αλλά 

συλλογική έννοια. Ένας τρόπος να περιγράψει κανείς νόρµες, στη περίπτωσή µας 

νόρµες των µαθητών, είναι να περιγράψει προσδοκίες και υποχρεώσεις που 

σχηµατίζονται στη τάξη. Ως κοινωνικοµαθηµατικές νόρµες θεωρούνται οι 

κανονιστικές όψεις αλληλεπίδρασης που ισχύουν ειδικά στα µαθηµατικά (Yackel & 

Cobb, 1996 στο Yackel 2001). Η δεοντολογική κατανόηση του τι θεωρείται σαν 

µαθηµατικά διαφορετικό, εξελιγµένο, αποτελεσµατικό και ελκυστικό είναι 

παραδείγµατα κοινωνικοµαθηµατικών νορµών. Οµοίως, το τι θεωρείται ως αποδεκτή 

µαθηµατική εξήγηση και αιτιολόγηση είναι µια κοινωνικοµαθηµατική νόρµα. Η 
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απόσταση µεταξύ κοινωνικών και κοινωνικοµαθηµατικών νορµών είναι ανεπαίσθητη. 

Για παράδειγµα, η κατανόηση ότι οι µαθητές αναµένονται να εξηγήσουν τις λύσεις 

τους είναι µια κοινωνική νόρµα, ενώ η κατανόηση του τι µετρά ως αποδεκτή 

µαθηµατική εξήγηση είναι κοινωνικοµαθηµατική νόρµα.  

Σύµφωνα µε τη συµβολική αλληλεπίδραση (Blumer, 1969 στο Yackel 2001), η 

σηµασία προκύπτει µέσα από την αλληλεπίδραση. Αντίστοιχα, η σηµασία µιας 

αποδεκτής µαθηµατικής εξήγησης δεν είναι κάτι που µπορεί να περιγραφεί ώστε οι 

µαθητές να το εφαρµόσουν. Αντιθέτως, σχηµατίζεται µέσα και µέσω των 

αλληλεπιδράσεων των συµµετεχόντων στην τάξη. Άµεσες  και έµµεσες 

διαπραγµατεύσεις συµβάλλουν στην ανάπτυξη αυτών των νοηµάτων (Yackel 2001).  

 

Απόδειξη 
 

Σύµφωνα µε τον Rav, η απόδειξη είναι ο τρόπος που χρησιµοποιούν οι 

καθηγητές µαθηµατικών για να αιτιολογήσουν για µια προτεινόµενη λύση ενός 

προβλήµατος ότι είναι πράγµατι µία λύση και να δείξουν το µαθηµατικό µηχανισµό για 

την επίλυση προβληµάτων (Rav, 1999, p. 13 στο Hanna 2000). Ο Rav µας διευκρινίζει 

ότι οι µαθηµατικές αποδείξεις περιλαµβάνουν σειρές ισχυρισµών όπου το πέρασµα από 

τον ένα ισχυρισµό στον άλλο είναι γενικά µη τυπικό:  

«µία απόδειξη στα κλασσικά µαθηµατικά ορίζεται από µια σειρά ισχυρισµών, 

όπου το πέρασµα από έναν ισχυρισµό σε έναν άλλο  βασίζεται σε επερχόµενες 

συνέπειες µε βάση τα νοήµατα ή µέσω αποδεκτού συµβολικού χειρισµού, όχι 

αναφέροντας κανόνες προκαθορισµένης (predicate) λογικής» (Rav 1999 στο Κnipping 

2004). 

Ο Rav (στο Hanna & Barbeau 2008) κάνει ένα διαχωρισµό µεταξύ δύο ειδών 

απόδειξης. Το πρώτο είδος το αποκαλεί παραγωγή (‘derivation’ εννοεί µάλλον 

παραγωγικό συλλογισµό), το οποίο είναι µια επίσηµη απόδειξη, που σηµαίνει ένα 

«συντακτικό αντικείµενο από ένα επίσηµο σύστηµα». Τέτοια απόδειξη είναι η 

συντακτική εφαρµογή κανόνων ενός λογικού συµπεράσµατος. Μία µηχανή θα 

µπορούσε να επαληθεύσει τέτοιους παραγωγικούς συλλογισµούς χωρίς να στηριχθεί 

στη σηµασία των συντακτικών τύπων. Το δεύτερο είδος της απόδειξης είναι η 

‘εννοιολογική απόδειξη’ (conceptual proof) µε την οποία ο Rav εννοεί µια µη τυπική 

απόδειξη «του συνηθισµένου µαθηµατικού διαλόγου, που έχει αναλλοίωτο 

σηµασιολογικό περιεχόµενο». Τέτοια απόδειξη αποτελείται από ένα αυστηρό 
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επιχείρηµα, αποδεκτό στους µαθηµατικούς, αλλά κάνει έκκληση στο νόηµα των 

εννοιών και των τύπων που χρησιµοποιούνται. Ο Rav διευκρινίζει ότι όταν 

χρησιµοποιεί τον όρο ‘συνήθεις µαθηµατικές αποδείξεις’ εννοεί ‘εννοιολογικές 

αποδείξεις’. Κι όταν λέει ότι οι αποδείξεις είναι οι κοµιστές της µαθηµατικής γνώσης, 

εννοεί τις εννοιολογικές αποδείξεις. Οι συνήθεις µαθηµατικές αποδείξεις, παρά οι 

επίσηµοι παραγωγικοί συλλογισµοί, είναι αυτές που οι µαθητές αντιµετωπίζουν σε όλα 

τα επίπεδα, κι έτσι η εργασία του Rav έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον για τη διδασκαλία των 

µαθηµατικών (Ηanna, Barbeau 2008).  

 

Η Douek (1998) από τη δική της µεριά, µιλά για τη διαφορετική έννοια της 

απόδειξης σαν διαδικασία (proving) και της απόδειξης σαν προϊόν (proof). Συχνά η 

διδασκαλία των µαθηµατικών βασίζεται στην παρουσίαση της µαθηµατικής γνώσης 

σαν µία  επισηµοποιηµένη θεωρία που βασίζεται σε αυστηρές αποδείξεις. Σε αυτή τη 

περίπτωση το κύρος καλλιεργείται µέσα από τη µορφή της παρουσίασης (Ηanna 1989 

στο Douek 1998). Με αυτόν τον τρόπο, µας λέει η  Douek (1998), το σχολείο επιβάλλει 

τη µορφή της παρουσίασης πάνω από τη σκέψη και απαιτεί µία διαδικασία σκέψης που 

µοντελοποιείται από τη µορφή της παρουσίασης (περιορίζοντας κάθε δυναµισµό). 

Αυτή η ανάλυση µπορεί να εξηγήσει το ότι δίνεται αξία στην ιδέα της γραµµικότητας 

στη µαθηµατική σκέψη σαν αναγκαία και χαρακτηριστική άποψη των µαθηµατικών. 

Υπό αυτή τη σκοπιά, βλέπει κανείς την απόδειξη και την επιχειρηµατολογία σαν 

εντελώς διαφορετικές και δε λαµβάνει υπόψη του τη συνθετότητα της διαµόρφωσης 

εικασιών και της αποδεικτικής διαδικασίας. 

 

Ο ρόλος της απόδειξης στη µαθηµατική εκπαίδευση  

 

Ο De Villiers (1999 στο Harel & Sowder 2007) βασίστηκε σε εργασίες άλλων 

ακαδηµαϊκών, συγκεκριµένα των Hanna (1990), Balacheff (1988), Bell(1976) & Hersh 

(1990), για να µελετήσει σηµαντικά ερωτήµατα για το ρόλο της απόδειξης. Ειδικότερα 

µελέτησε τι είδους λειτουργίες έχει η απόδειξη στα µαθηµατικά και πώς µπορούν αυτές 

να χρησιµοποιηθούν αποτελεσµατικά µες στην τάξη για να κάνουν την απόδειξη µια 

διαδικασία µε νόηµα. Υποστηρίζει λοιπόν ότι η απόδειξη έχει έξι ρόλους1:   

Α) Την επαλήθευση 

                                                 
1 O De Villiers σε σχετική εργασία του/της το 1990 παρουσίασε τις 5 από τις παραπάνω λειτουργίες της 
απόδειξης. Με την εργασία του/της το 1999, προσθέτει τη λειτουργία της διαλεκτικής πρόκλησης 
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Β) Την επεξήγηση 

Γ) Την ανακάλυψη 

∆) Την συστηµατοποίηση 

Ε) Την επικοινωνία 

Στ) Τη διαλεκτική πρόκληση 

 

Α) Η επαλήθευση ή εξακρίβωση  αναφέρεται στο ρόλο της απόδειξης σαν µέσο 

επίδειξης της αλήθειας ενός ισχυρισµού, σύµφωνα µε ένα προκαθορισµένο σύνολο 

κανόνων λογικής και προϋποθέσεων –αξιωµατικό αποδεικτικό σχήµα. 

Β) Η επεξήγηση είναι διαφορετική από την επαλήθευση στο ότι δεν αρκεί σε 

έναν µαθηµατικό να γνωρίζει µόνο ότι µια πρόταση είναι αληθής. Ψάχνει πιο βαθιά 

γιατί ο ισχυρισµός είναι αληθής.  

Γ) Η ανακάλυψη αναφέρεται σε καταστάσεις όπου µέσα από τη διαδικασία της 

απόδειξης, νέα αποτελέσµατα µπορεί να ανακαλυφθούν. Για παράδειγµα κάποιος 

µπορεί να  συνειδητοποιήσει ότι µπορεί να γενικεύσει την πρότασή του σε ευρύτερη 

κατηγορία περιπτώσεων. Ή µπορεί να ανακαλύψει αντιπαραδείγµατα στον ισχυρισµό, 

τα οποία θα οδηγήσουν στην τελειοποίηση του ισχυρισµού, µε το να προσθέσει τους 

απαραίτητους περιορισµούς που θα εξαλείψουν τα αντιπαραδείγµατα.  

∆) Η συστηµατοποίηση αναφέρεται στην παρουσίαση επαληθεύσεων σε 

οργανωµένη µορφή, όπου κάθε αποτέλεσµα επέρχεται από τα προηγούµενα 

αποτελέσµατα, ορισµούς, αξιώµατα και βασικές έννοιες. Και αυτό είναι περίπτωση του 

αξιωµατικού αποδεικτικού σχήµατος.  Η διαφορά µεταξύ επαλήθευσης και 

συστηµατοποίησης είναι ο βαθµός τυπικότητας. 

Ε) Η επικοινωνία αναφέρεται στην κοινωνική αλληλεπίδραση για το νόηµα, την 

εγκυρότητα και τη σηµασία της µαθηµατικής γνώσης που µας δίνει η απόδειξη που 

παράχθηκε. Η επικοινωνία µπορεί να θεωρηθεί σαν το περιεχόµενο των δύο 

διαδικασιών που ορίζουν την απόδειξη: την επιβεβαίωση (ascertaining) και τη 

διαβεβαίωση (persuading). Με την πρώτη διαδικασία πείθει κανείς τον εαυτό του, ενώ 

µε τη δεύτερη πείθει και τους άλλους.  

Στ) H διαλεκτική πρόκληση (intellectual challenge) αναφέρεται στη νοητική 

κατάσταση της αυτό-συνειδητοποίησης και εκπλήρωσης που µπορεί κανείς να λάβει 

από την κατασκευή µιας απόδειξης. 

Η Hanna (2000) προσθέτει µερικές ακόµα λειτουργίες της απόδειξης που είναι 

οι εξής: 
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� κατασκευή εµπειρικής θεωρίας 

� διερεύνηση της σηµασίας ενός ορισµού ή των συνεπειών µιας υπόθεσης 

� η ενσωµάτωση ενός οικείου γεγονότος σε ένα νέο πλαίσιο κι εποµένως η όψη 

από νέα οπτική.  

Όλες οι προαναφερθείσες  λειτουργίες δεν σχετίζονται στον ίδιο βαθµό µε τη 

µάθηση των µαθηµατικών και φυσικά δε θα πρέπει να δίνεται το ίδιο βάρος στη 

διδασκαλία (De Villiers, 1990; Hersh, 1993 στο Hanna 2000). Η Hanna (2000) θεωρεί 

ότι µία από τις σηµαντικές δραστηριότητές µας σαν δάσκαλοι των µαθηµατικών είναι 

να κατανοήσουµε το ρόλο της απόδειξης στη διδασκαλία. Στην τάξη, ο βασικός ρόλος 

της απόδειξης είναι η προώθηση της µαθηµατικής κατανόησης και εποµένως πρόκληση 

µας είναι να βρούµε πιο αποτελεσµατικούς τρόπους να χρησιµοποιούµε την απόδειξη 

γι’ αυτό το σκοπό. Οι µαθηµατικοί γνωρίζουν ότι η µαθηµατική κατανόηση είναι 

δύσκολο να επιτευχθεί. Γνωρίζουν όµως ότι µια απόδειξη είναι µεγαλύτερης αξίας  όταν 

οδηγεί στην κατανόηση, αφού βοηθά στο να σκεφτεί κανείς πιο καθαρά και 

αποτελεσµατικά για τα µαθηµατικά (Rav, 1999; Manin, 1992, 1998; Thurston, 1994 

στο Hanna 2000). Οι µαθηµατικοί τότε βλέπουν τις αποδείξεις όχι µόνο σαν 

συντακτικούς σχηµατισµούς, αλλά, τις βλέπουν και σαν εννοιολογικές, βάζοντας τη 

τεχνική προσέγγιση σε δεύτερη θέση.  

Η Hanna (2000) είναι υπέρ της άποψης οι µαθητές να διδάσκονται τη φύση και 

τις αρχές του παραγωγικού συλλογισµού έτσι ώστε να είναι σε θέση να πουν πότε ένα 

αποτέλεσµα έχει επιτευχθεί ή όχι. Αλλά τονίζει ότι η απόδειξη µπορεί να προσφέρει τη 

µέγιστη συµβολή στην τάξη µόνο όταν ο δάσκαλος είναι ικανός να χρησιµοποιήσει 

αποδείξεις που ενισχύουν την κατανόηση. Να δει κάποιος όχι µόνο ότι είναι αλήθεια 

αλλά και γιατί είναι αλήθεια. Μια τέτοια απόδειξη είναι πιο πειστική και το πιο πιθανό 

είναι να οδηγήσει και σε άλλες ανακαλύψεις. Φυσικά δε µπορεί κανείς να βρίσκει 

πάντα επεξηγηµατική απόδειξη για κάθε θεώρηµα. Κάποιες αποδείξεις είναι από τη 

φύση τους πιο επεξηγηµατικές από άλλες. Μια επεξηγηµατική απόδειξη κάνει 

αναφορά σε µια χαρακτηριστική ιδιότητα µιας οντότητας ή δοµής που παρατηρείται 

στο θεώρηµα (Steiner 1978 στο Hanna 2000).  

 

Εκτός όµως το σπουδαίο επεξηγηµατικό ρόλο της απόδειξης οι Hanna & 

Barbeau (2008) εξέτασαν τις κεντρικές ιδέες του Rav στην απόδειξη και µιλούν για την 

απόδειξη ως κοµιστή της µαθηµατικής γνώσης. Με το χαρακτηρισµό αυτό εννοούν 

ότι οι αποδείξεις  µεταφέρουν σηµαντικά στοιχεία των µαθηµατικών όπως στρατηγικές 
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και µέθοδοι, κι έτσι «οι αποδείξεις παρά τα θεωρήµατα είναι οι κοµιστές της 

µαθηµατικής γνώσης».  

Η κεντρική θέση του Rav (Hanna & Barbeau, 2008) είναι ότι «η ουσία των 

µαθηµατικών εδρεύει στην εφεύρεση µεθόδων, εργαλείων, στρατηγικών και εννοιών 

για την επίλυση προβληµάτων». Από αυτή τη θέση ο Rav συµπεραίνει ότι οι αποδείξεις 

πρέπει να είναι το επίκεντρο του µαθηµατικού ενδιαφέροντος, επειδή οι αποδείξεις 

είναι αυτές που  ενσωµατώνουν τέτοιες µεθόδους, εργαλεία, στρατηγικές και έννοιες κι 

εποµένως είναι οι κοµιστές της µαθηµατικής γνώσης. 

Οι µαθηµατικοί, οι φιλόσοφοι και οι καθηγητές των µαθηµατικών συµφωνούν 

ότι οι αποδείξεις είναι κεντρικές στα µαθηµατικά, κυρίως επειδή µία απόδειξη 

καθιερώνει την αλήθεια ενός µαθηµατικού ισχυρισµού. Με βάση την άποψη του Rav 

όµως, µία απόδειξη δεν έχει αξία µόνο επειδή δείχνει ένα αποτέλεσµα, αλλά επειδή 

µπορεί να αναδείξει νέες µεθόδους, εργαλεία, στρατηγικές και έννοιες που είναι 

ευρύτερης εφαρµοσιµότητας στα µαθηµατικά κι ανοίγουν νέους µαθηµατικούς 

ορίζοντες. Πράγµατι, ο Rav  πιστεύει ότι, αν ο µόνος σκοπός της απόδειξης ήταν να 

εξωθήσει την αποδοχή ενός µαθηµατικού θεωρήµατος, τότε οι µαθηµατικοί θα ήταν 

ευχαριστηµένοι αν είχαν µια µηχανή που θα απαντούσε ‘ναι’ ή ‘όχι’ σε κάθε πρόταση 

που µπορούσαν να φανταστούν. Αυτό βέβαια είναι ένα νοητικό πείραµα. ∆εν 

ισχυρίζεται ότι τέτοια µηχανή µπορεί να υπάρξει. Αυτό που θέλει να πει είναι ότι 

ακόµα κι αν υπήρχε µια τέτοια µηχανή, οι µαθηµατικοί δεν θα ήταν ευχαριστηµένοι, 

επειδή, το να βασιστούν σε µια µηχανή, κάνοντας τις αποδείξεις µη αναγκαίες, θα 

εµπόδιζε την ανάπτυξη των µαθηµατικών (Hanna & Barbeau, 2008).  

Στο άρθρο των Hanna & Barbeau (2008) φαίνεται ότι την άποψη του Rav 

ενισχύουν οι Zeilberger, et al. (1992). Οι Zeilberger, et al.  λένε ότι «η αξία της 

απόδειξης µιας εικασίας θα αξιολογηθεί, όχι από την εξυπνάδα και την κοµψότητά της, 

ούτε ακόµα από την επεξηγηµατική της δύναµη, αλλά από το βαθµό στο οποίο 

διευρύνει την εργαλειοθήκη µας». Ο Dawson (2006, στο Hanna & Barbeau, 2008) 

δείχνει µε την ανάλυσή του ότι υπάρχουν οκτώ λόγοι για τους οποίους οι µαθηµατικοί 

ψάχνουν νέες αποδείξεις για θεωρήµατα που έχουν ήδη αποδεχτεί. Μεταξύ αυτών είναι 

και οι εξής:  

� Να βρουν πιο απλό συλλογισµό ή πιο ευκρινή από τις προηγούµενες 

αποδείξεις  

� Να διευρύνουν το αποτέλεσµα ή να το γενικεύσουν σε άλλα περιεχόµενα 

� Να ανακαλύψουν νέα πορεία 
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� Ανησυχούν για την καθαρότητα της µεθοδολογίας 

� Να δείξουν τη δύναµη των διαφορετικών µεθοδολογιών  

 

Παρατηρούµε ότι οι προαναφερόµενοι λόγοι έχουν σχέση µε τις µεθόδους. Ο 

Gorfield (2003) συµφωνεί επίσης ότι «αυτό που ψάχνουν οι µαθηµατικοί από τις 

αποδείξεις του ενός και του άλλου, είναι νέες έννοιες, τεχνικές και ερµηνείες». 

  

Ο ρόλος της διερεύνησης και των εµπειρικών δοκιµών στην απόδειξη- ο 

ρόλος των παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων 

 

Κάθε ειδική περίπτωση για την οποία ισχύει µια µαθηµατική πρόταση 

ονοµάζεται παράδειγµα της ισχύος ή της ορθότητας αυτής της πρότασης (Πούλος 

2009).  Ο Πούλος µας λέει πως µία πρόταση που ισχύει για όλα τα παραδείγµατα που 

µπορεί αυτή να περιλάβει, ονοµάζεται θεώρηµα. Έτσι, ουσιαστικά το έργο ενός 

µαθηµατικού, όταν ψάχνει να βρει την απόδειξη µιας πρότασης, είναι να βρει 

επιχειρήµατα για να πείσει ότι η συγκεκριµένη πρόταση ισχύει για όλα τα 

παραδείγµατα που αυτή περιλαµβάνει. Το σύνολο των παραδειγµάτων ισχύος µιας 

πρότασης διαµορφώνει το πεδίο εγκυρότητάς της.  

Κάτω από αυτό το σκεπτικό προφανώς και οι µαθητές µας, όταν θέλουν να 

δουν αν µια εικασία τους ισχύει, το πρώτο πράγµα που σκέφτονται να κάνουν είναι 

εµπειρικές δοκιµές για να βρουν παραδείγµατα ισχύος της πρότασής τους. Με τη 

διαδικασία αυτή, πολλές φορές οι µαθητές οδηγούνται κατόπιν αρκετών επιτυχών 

δοκιµών, στο συµπέρασµα ότι η εικασία τους είναι σωστή. Η διαδικασία ονοµάζεται 

γενίκευση. Αν στηριχθεί µόνο στο πλήθος των επιτυχών εµπειρικών δοκιµών τότε 

µιλάµε για εµπειρική γενίκευση (Zazkis et al., 2007).  

Είναι γνωστό ότι η απόδειξη της ορθότητας µιας µαθηµατικής σχέσης δεν 

µπορεί να θεωρηθεί έγκυρη µόνο από τη δοκιµή κάποιων περιπτώσεων. Μόνο όταν 

πρόκειται για µια υπαρκτική πρόταση, ακόµη κι ένα υποστηρικτικό παράδειγµα είναι 

αρκετό να αποδείξει την πρόταση. Ωστόσο, για µια καθολική πρόταση, παρ’ ότι οι 

δοκιµές- έλεγχοι της ισχύος δεν την αποδεικνύουν, έχουν µια χρησιµότητα, διότι µέσω 

αυτών την κατανοούµε καλύτερα, ελέγχουµε τα όρια της εγκυρότητάς της κλπ. 

(Πούλος 2009) Αυτό εξηγεί και το ότι οι µαθητές, παρόλο που τους έχει δείξει κάποιος 

µια απόδειξη ενός θεωρήµατος, και παρόλο που λένε ότι την έχουν κατανοήσει, πολύ 

συχνά ζητάνε να κάνουν εµπειρικές δοκιµές (Fischbein,1982 στο Hanna 2000). Από 



 26 

µια πτωχή µαθηµατική άποψη, τέτοια ενέργεια φαίνεται αδικαιολόγητη και οι 

δάσκαλοι συνήθως το λαµβάνουν ως ένδειξη ότι οι µαθητές δεν καταλαβαίνουν 

πραγµατικά τι είναι µια µαθηµατική απόδειξη. Από την άποψη ενός ερευνητή όµως, 

αυτό φαίνεται απόλυτα φυσιολογικό. Κανένας Φυσικός για παράδειγµα, δε θα δεχόταν 

ένα γεγονός ως αληθές µόνο απ’ τη βάση ενός παραγωγικού συλλογισµού. Εποµένως η 

θεώρηση της µαθηµατικής απόδειξης στις πειραµατικές επιστήµες µπορεί να δώσει 

φως στο πώς βλέπουν οι µαθητές την απόδειξη. 

Ακόµη, όπως θα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο (βλ. δοµηµένη 

επιχειρηµατολογία) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις επιτυχείς εµπειρικές δοκιµές 

ώστε να παρατηρήσουµε τη δοµή τους και να καταλήξουµε σε δοµική ή θεωρητική 

γενίκευση (Zazkis et al., 2007) που διαφέρει από την εµπειρική, καθώς αναγνωρίζει 

βασικές µεταβλητές από πρωτότυπα και είναι αφαιρετική διαδικασία. Οι µαθητές έχουν 

δυσκολία στο να εκφράσουν µία δοµική γενίκευση. Τα παραδείγµατα που δηµιουργούν 

µια στροφή στην επίλυση προβλήµατος ή αλλιώς βοηθούν να επιτευχθεί εννοιολογική 

αλλαγή (Vosniadou & Verschaffel 2004; Tirosh & Tsamir 2004) ονοµάζονται 

παραδείγµατα στροφής (pivotal examples) σύµφωνα µε τους Zazkis & Chernoff 

(2008). Όταν τα παραδείγµατα αυτά καταφέρουν να λειτουργήσουν ως γέφυρα από µια 

ατελή εικασία σε µια πιο κατάλληλη και να επιτευχθεί η επίλυση της γνωστικής 

σύγκρουσης που υπήρχε προηγουµένως ονοµάζονται γεφυρωτικά παραδείγµατα 

(bridging examples). Εφόσον επιτευχθεί, η δοµική γενίκευση θα µπορέσει να βοηθήσει 

τους µαθητές στην κατασκευή της απόδειξης.  

Τι γίνεται όµως όταν οι εµπειρικές δοκιµές δεν είναι επιτυχείς; Ή όταν 

βρίσκουν κάποιες που είναι επιτυχείς και κάποιες που δεν επαληθεύουν την εικασία; 

Ένα τέτοιο παράδειγµα που δεν επαληθεύει την εικασία κι έρχεται σε αντίθεση µε τη 

καθολική ισχύ του ισχυρισµού ονοµάζεται αντιπαράδειγµα (Πούλος 2009, σ.7).  Για 

να καταρριφθεί ο ισχυρισµός της ορθότητας µιας καθολικής µαθηµατικής πρότασης, 

αρκεί ένα µόνο αντιπαράδειγµα. Από την άλλη µεριά, για µια υπαρκτική πρόταση, ένα 

µόνο υποστηρικτικό παράδειγµα είναι αρκετό να αποδείξει την πρόταση, ενώ ένα 

αντιπαράδειγµα δεν είναι αρκετό να την απορρίψει. Χρειάζεται µια γενική απόδειξη 

που θα καλύπτει όλες τις σχετικές περιπτώσεις, για να απορρίψει κανείς την πρόταση. 

Είναι µεγάλης αξίας πάντως το ότι, όταν οι µαθητές αντιµετωπίζουν 

αντιπαραδείγµατα στην εικασία τους, έρχονται σε γνωστική σύγκρουση και 

προσπαθούν να κατανοήσουν το λόγο που η εικασία είναι ψευδής µέσα από την 

ανάλυση της απόδειξής της. Άρα τα αντιπαραδείγµατα λειτουργούν ως παραδείγµατα 
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στροφής (pivotal examples), όπως αναφέραµε προηγουµένως. Είναι όµως, παραγωγικό, 

να βρεθεί το κοµµάτι της απόδειξης που είναι εφαρµόσιµο και στα αντιπαραδείγµατα, 

επειδή αυτό το κοµµάτι οδηγεί να επινοηθούν πιο πλήρεις προτάσεις που 

περιλαµβάνουν τα αντιπαραδείγµατα (Κomatsu 2010). 

Ο Lakatos διακρίνει τα αντιπαραδείγµατα σε καθολικά και τοπικά, ανάλογα 

µε το µέγεθος και την έκταση της ισχύος ή της βαρύτητας που εµπεριέχουν για τη 

ριζική ή τοπική ανασκευή µιας εικασίας (Πούλος 2009, σ.17) Κατ’ αυτόν η αλήθεια 

ή όχι µιας µαθηµατικής πρότασης µε τη βοήθεια των αντιπαραδειγµάτων, έχει 

ανάλογη σηµασία µε τη σχεδίαση των «κρίσιµων πειραµάτων» που χρησιµοποιούν οι 

φυσικές επιστήµες για την απόρριψη ερευνητικής υπόθεσης.  Ο Lakatos (στο Πούλος 

2009,σ.19) περιγράφει τα στάδια της µαθηµατικής ανακάλυψης, µε τα οποία δείχνει 

τη σηµασία που έχουν τα αντιπαραδείγµατα:  

1. διατυπώνεται κάποια αρχική εικασία 

2. παρουσιάζεται µια απόδειξη: ένα σχηµατικό νοητικό πείραµα ή 

επιχείρηµα που αποσυνθέτει την αρχική εικασία σε ένα σύνολο υποεικασιών ή 

ληµµάτων 

3. αναδύονται καθολικά αντιπαραδείγµατα 

4. επανεξετάζεται η απόδειξη: εντοπίζονται τα ένοχα λήµµατα για τα οποία 

το καθολικό αντιπαράδειγµα είναι τοπικό. 

Τα παραπάνω στάδια αποτελούν τον πυρήνα της αποδεικτικής διαδικασίας. 

Συχνά όµως εµφανίζονται µερικά ακόµα τυπικά στάδια, όπως το να επανεξεταστούν 

αποδείξεις άλλων θεωρηµάτων, για να διαπιστωθεί αν απαντάται σε αυτές το 

νεότευκτο λήµµα, ελέγχονται οι αποδεκτές συνέπειες της αρχικής και πλέον 

ανασκευασµένης εικασίας και αντιπαραδείγµατα µεταστρέφονται σε νέα παραδείγµατα 

και ανοίγουν νέες περιοχές µελέτης.  

Ο Πούλος υπογραµµίζει  ότι η ευρετική της µαθηµατικής ανακάλυψης σε 

ερευνητικό επίπεδο διαφέρει από την ευρετική που ακολουθείται κατά τη µελέτη 

εικασιών σε απλά µαθηµατικά προβλήµατα. Ωστόσο, παραδέχεται ότι µε την 

εξοικείωση στο χειρισµό εικασιών, ο εκπαιδευόµενος εισέρχεται βαθµιαία στο κλίµα 

και στη λογική της µαθηµατικής ανακάλυψης. Ιδιαίτερη σηµασία έχει και η άποψη των 

Annie & John Selden ότι «η επιτυχία στα Μαθηµατικά ειδικά σε προχωρηµένο 

µεταπτυχιακό και πτυχιακό επίπεδο, φαίνεται ότι σχετίζεται µε την ικανότητα 

κατασκευής παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων». Το ζεύγος θέτει το εξής ερώτηµα 

σε άρθρο του (Selden J. & Selden A., 1995 στο  Πούλος 2009): «Ποιος είναι ο 
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καλύτερος τρόπος να αναπτυχθεί αυτή η ικανότητα; Είναι οι µικροί µαθητές σε θέση να 

κατασκευάζουν παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα ή απλώς αποστηθίζουν τα ήδη 

προκατασκευασµένα από άλλους;» 

Παρατηρούµε πως η διερεύνηση µαζί µε τις εµπειρικές δοκιµές, µέσα από τις 

οποίες προκύπτουν παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα έχουν ιδιαίτερη αξία. 

Χρησιµοποιούνται ευρύτατα στη διδασκαλία µε σκοπό να ενισχύσουν την πεποίθηση 

για την ορθότητα µαθηµατικών προτάσεων, να αποσαφηνίσουν έννοιες και είναι ο 

πρόδροµος της αποδεικτικής διαδικασίας (Πούλος 2009, σ.8). Στην καθηµερινή 

εκπαιδευτική πράξη, η πλειοψηφία των διδασκόντων κάνει χρήση των παραδειγµάτων, 

ιδιαίτερα στις πρώτες βαθµίδες της εκπαίδευσης, ώστε να κατανοηθούν σε βάθος οι 

έννοιες και τα ερωτήµατα που εξετάζονται. Εξάλλου, όπως αναφέρει ο Πρόκλος, τη 

µέθοδο των αντιπαραδειγµάτων χρησιµοποιούσαν οι άριστοι των διδασκάλων  (Πούλος 

2009, σ.9). Τα αντιπαραδείγµατα είναι επιτυχείς προσπάθειες για την απόρριψη 

ορισµένων εικασιών. Παρά την αρνητική σηµασία που έχει η λέξη «απόρριψη», η 

διαδικασία κατασκευής ενός αντιπαραδείγµατος είναι µια διαδικασία επιστηµονική, 

αφού απαλλάσσει τα Μαθηµατικά από προτάσεις  για τις οποίες είχαµε αµφιβολίες αν 

ήταν αληθείς ή ψευδείς. Η Hanna (2000) υποστηρίζει ότι, ενώ η διερεύνηση και η 

απόδειξη είναι ξεχωριστές δραστηριότητες, είναι συµπληρωµατικές και υποστηρίζουν 

η µία την άλλη. Η διερεύνηση οδηγεί στην ανακάλυψη, ενώ η απόδειξη είναι 

επιβεβαίωση. Η διερεύνηση ενός προβλήµατος µπορεί να οδηγήσει κάποιον να 

αντιληφθεί τη δοµή και υποδιαίρεσή του, αλλά όχι µια καθαρή κατανόηση κάθε 

συνδέσµου. Εποµένως, παρά την αλήθεια µιας πρότασης που µπορεί να φαίνεται 

προφανής από τη διερεύνηση, χρειάζεται ακόµη, αιτιολόγηση τέτοια που αποδεικνύει 

(Giaquinto 1994, στο Hanna 2000). Μόνο µια απόδειξη που έχει προέλευση αποδεκτές 

προτάσεις, µπορεί να προσφέρει αυτή την αιτιολόγηση.  
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Αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών για την επαλήθευση εικασιών 

Η έρευνα στην απόδειξη έχει εστιάσει σε διαφορετικά είδη συλλογισµού και 

επιχειρηµάτων στην αποδεικτική διαδικασία των µαθητών (Reiss et al. 2002, Reid 1999 

& 1995, Healy & Hoyles 1998, Balacheff 1988 στο Κnipping 2004). Οι Harel & 

Sowder (2007)  χρησιµοποιούν τον όρο αποδεικτικό σχήµα (proof scheme) για να 

περιγράψουν  την πεποίθηση που έχει κάποιος για το τι είναι απόδειξη. Ένα 

αποδεικτικό σχήµα ενός ατόµου ή µιας κοινότητας αποτελείται από αυτό που συνιστά 

την επιβεβαίωση και διαβεβαίωση µιας εικασίας ως γεγονός για το άτοµο ή την 

κοινότητα. Με τον όρο επιβεβαίωση (ascertaining) οι Harel & Sowder (2007) εννοούν 

τη διαδικασία µε την οποία το άτοµο προσπαθεί να αποµακρύνει τις αµφιβολίες του για 

την αλήθεια ενός ισχυρισµού. Ενώ µε τον όρο διαβεβαίωση (persuading)  είναι η 

διαδικασία µε την οποία το άτοµο  ή µια κοινότητα προσπαθεί να αποµακρύνει τις 

αµφιβολίες των άλλων για την αλήθεια ενός ισχυρισµού.  

 

Η ταξινόµηση των αποδεικτικών σχηµάτων αποτελείται από 3 κατηγορίες:  

Α) αποδεικτικών σχηµάτων εξωτερικής πεποίθησης,  

Β) εµπειρικών αποδεικτικών σχηµάτων και  

Γ) παραγωγικών αποδεικτικών σχηµάτων. 

 

Α) Αποδεικτικά σχήµατα εξωτερικής πεποίθησης (external convictions) λέγονται 

εκείνα µε τα οποία οι µαθητές πείθουν µε βάση εξωτερικές πηγές, όπως: α) µια 

αυθεντία, που µπορεί να είναι ένα βιβλίο ή ένας δάσκαλος β) η αυστηρή εµφάνιση ενός 

επιχειρήµατος κι όχι το περιεχόµενό του (για παράδειγµα οι αποδείξεις στη γεωµετρία 

πρέπει να έχουν µια µορφή δύο στηλών) ή γ) οι ‘µηχανιστικοί’ συµβολικοί χειρισµοί, 

που γίνονται χωρίς οι µαθητές να καταλαβαίνουν το νόηµα ή το σύστηµα αναφοράς 

αυτών των διαδικασιών. Έτσι, αντιστοίχως, οι  Harel και  Sowder (2007) προτείνουν 3 

διδακτικά σχήµατα που εντάσσονται στα αποδεικτικά σχήµατα εξωτερικής πεποίθησης 

(external convictions) και είναι : 

 

� Το αυταρχικό αποδεικτικό σχήµα 

� Το τελετουργικό αποδεικτικό σχήµα 

� Και το µη-αναφορικό συµβολικό σχήµα 
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Β) Εµπειρικά αποδεικτικά σχήµατα λέγονται αυτά που χρησιµοποιούν οι 

µαθητές από την εµπειρία τους, είτε τη γενική όταν πρόκειται για διάφορες αντιλήψεις 

που διαµορφώθηκαν µε την πάροδο του χρόνου, είτε  τη συγκεκριµένη όταν πρόκειται 

για προσωρινή αντίληψη που διαµορφώνει ο µαθητής από την παρουσία ενός πλήθους 

παραδειγµάτων, ακόµη κι ενός. Στην περίπτωση αυτή όµως ο µαθητής για την εξήγηση 

αναφέρεται µόνο στο πλήθος των παραδειγµάτων κι όχι σε κάτι άλλο. Κάνει δηλαδή 

µία επαγωγική σκέψη, ότι εφόσον µία εικασία ισχύει γι’ αυτές τις δοκιµές, θα ισχύει και 

για τις άλλες. Τα παραδείγµατα µπορούν να προκύψουν από άµεσες µετρήσεις 

ποσοτήτων, αντικατάσταση συγκεκριµένων αριθµών σε αλγεβρικές εκφράσεις κ.λ.π.. 

Έτσι σε αυτή τη κατηγορία εντάσσονται δύο αποδεικτικά σχήµατα:  

� Τα επαγωγικά αποδεικτικά σχήµατα 

� Τα αντιληπτικά αποδεικτικά σχήµατα 

 

Γ) Τα αναλυτικά (ή παραγωγικά) αποδεικτικά σχήµατα είναι αυτά µε τα οποία 

το άτοµο προσδίδει εγκυρότητα σε έναν ισχυρισµό µέσω της παραγωγικής λογικής, 

δηλαδή µέσω λογικών συνεπαγωγών. Αποτελούνται από δύο υποκατηγορίες 

αποδεικτικών σχήµατα: 

� Τα µετασχηµατιστικά αποδεικτικά σχήµατα 

� Τα αξιωµατικά αποδεικτικά σχήµατα 

 

Όλα τα µετασχηµατιστικά αποδεικτικά σχήµατα έχουν 3 βασικά 

χαρακτηριστικά: γενικότητα, λειτουργική σκέψη και λογική εξαγωγή συµπεράσµατος. 

Το χαρακτηριστικό της γενικότητας έχει να κάνει µε την πεποίθηση του ατόµου ότι 

σκοπός είναι να αιτιολογήσει ένα επιχείρηµα που θα ισχύει  για όλες τις περιπτώσεις, 

όχι  για µεµονωµένες περιπτώσεις και καµία εξαίρεση δεν επιτρέπεται. Λειτουργική 

σκέψη υπάρχει όταν ένα άτοµο σχηµατίζει σκοπούς και στόχους και προσπαθεί να 

προβλέψει τα συµπεράσµατα κατά τη διάρκεια της αποδεικτικής διαδικασίας. Τέλος, το 

χαρακτηριστικό της λογικής εξαγωγής συµπερασµάτων αναπτύσσεται, όταν ένα άτοµο 

καταλαβαίνει ότι η αιτιολόγηση στα µαθηµατικά πρέπει να βασίζεται σε κανόνες 

λογικών συµπερασµάτων.  

Το αξιωµατικό αποδεικτικό σχήµα έχει τα τρία χαρακτηριστικά που ορίζουν το 

µετασχηµατιστικό αποδεικτικό σχήµα, αλλά περιλαµβάνει κι άλλα. Κάθε αποδεικτική 

διαδικασία πρέπει να αρχίζει από κοινώς αποδεκτές αρχές (αξιώµατα).  Σχετικά 
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παραδείγµατα είναι η ελληνική αξιωµατική µέθοδος (βλ. Στοιχεία του Ευκλείδη), αλλά 

και η µοντέρνα αξιωµατική µέθοδος του Hilbert.  

Οι ίδιοι οι Harel & Sowder (2007) λένε ότι το τελευταίο είδος ταξινόµησης τους 

αντιστοιχεί στο συµβολικό αναφορικό αποδεικτικό σχήµα. Αυτό το σχήµα είναι 

ακριβώς αντίθετο µε  το µη αναφορικό σχήµα. Στα αναφορικά συµβολικά αποδεικτικά 

σχήµατα, για να αποδείξει κάποιος ή να απορρίψει έναν ισχυρισµό ή να λύσει ένα 

πρόβληµα, µαθαίνει να αναπαριστά την κατάσταση αλγεβρικά και να κάνει 

συµβολικούς χειρισµούς στις εκφράσεις ώστε να λαµβάνει τις πληροφορίες που είναι 

σχετικές µε το πρόβληµα.  

 

Ο Balacheff (1988) από τη δική του µεριά, µιλά για 4 επίπεδα γνωστικής 

ανάπτυξης της απόδειξης τα οποία δεν είναι αποδείξεις µε την αυστηρή µαθηµατική 

έννοια, αλλά αναγνωρίζονται ως τέτοιες από το µαθητή, ενώ στο τέλος προσθέτει ως 5ο 

επίπεδο την µαθηµατική απόδειξη που δεν είναι εµπειρική, αλλά νοητική και γίνεται µε 

συµβολικό χειρισµό. Τα επίπεδα είναι: 

 

1ο επίπεδο: Αφελής εµπειρισµός (Naive empiricism.) 

Σύµφωνα µε αυτό το επίπεδο οι µαθητές, για να πειστούν ή για να 

συµφωνήσουν ότι µια εικασία είναι αληθής, επαληθεύουν µερικές περιπτώσεις.  

 

2ο επίπεδο: Το κρίσιµο πείραµα (The crucial experiment) 

Ελέγχουν την εικασία σε ειδική, ίσως ακραία, περίπτωση και βγάζουν το 

συµπέρασµα ότι «αν ισχύει ακόµα και γι’ αυτή τη περίπτωση, θα ισχύει πάντα»  

 

3ο επίπεδο: Το παράδειγµα που γενικεύεται (The generic example) 

Για να δείξει την αλήθεια ο µαθητής χειρίζεται ένα αντικείµενο που 

χρησιµοποιείται ως αντιπροσωπευτικό όλων των όµοιων αντικειµένων της κλάσης του. 

Με τους χειρισµούς αυτούς γίνονται φανεροί οι λόγοι για τους οποίους ένας 

ισχυρισµός είναι αληθής.  

 

4ο επίπεδο: Το πείραµα σκέψης (The thought experiment) 

Το πείραµα σκέψης χαρακτηρίζεται από εσωτερίκευση και αποστασιοποίηση 

από µια συγκεκριµένη αναπαράσταση. ∆εικνύονται οι χειρισµοί και θεµελιώδεις 
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σχέσεις της απόδειξης, µε βάση τις ιδιότητες των αντικειµένων, όχι τα αποτελέσµατα 

των χειρισµών στο αντικείµενο.  

 

5ο επίπεδο: οι συµβολικοί χειρισµοί (calculation on statements) 

Πρόκειται για νοητικές κατασκευές που δεν έχουν σχέση µε την εµπειρία. 

Βασίζονται σε τυποποιηµένες κατηγορηµατικές θεωρίες των ιδεών υπό αµφισβήτηση. 

Μπορεί να εµφανίζονται σαν αποτέλεσµα επαγωγικών χειρισµών ή να βασίζονται σε 

ορισµούς και ιδιότητες. 

 

Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι αυτά τα επίπεδα ασχολούνται µε τη 

µέθοδο εργασίας του µαθητή, όχι µε το πόσο σωστός ή επιτυχής είναι ο µαθητής. Μια 

µαθητική δραστηριότητα για παράδειγµα µπορεί να ενταχθεί στο 4ο επίπεδο χωρίς να 

είναι απαραίτητα σωστή ή πλήρης. Ο ίδιος ο Balacheff  λέει ότι τα πέντε επίπεδα 

απόδειξης σχηµατίζουν µια ιεραρχία. Για τα πρώτα δύο επίπεδα ο Balacheff (1988) 

δηλώνει ότι δεν επιβεβαιώνουν την αλήθεια ενός ισχυρισµού, αλλά τα ονοµάζει ως ένα 

είδος απόδειξης διότι έτσι αναγνωρίζονται από αυτούς που τα κατασκευάζουν. Τα 

επόµενα δύο όµως κάνουν φανερούς τους λόγους για τους οποίους ο ισχυρισµός είναι 

αληθής. 

Ο Balacheff (1988) επίσης διακρίνει µεταξύ πρακτικών και εννοιολογικών 

ειδών απόδειξης. Οι πρακτικές (pragmatic) αποδείξεις έχουν ως προσφυγή τη 

πραγµατική ενέργεια (δράση) ή την επίδειξη, ενώ οι εννοιολογικές (conceptual) είναι 

αυτές που δεν εµπλέκουν συγκεκριµένες δράσεις (εννοεί παραδείγµατα), αλλά 

στηρίζονται σε σχηµατισµούς ιδιοτήτων και σχέσεων.  Σύµφωνα µε τα παραπάνω, 

όπως κρίνουν και οι Harel & Sowder (2007), o Balacheff (1988) εντάσσει στην 

πρακτική αιτιολόγηση τρία είδη: τον αφελή εµπειρισµό, το κρίσιµο πείραµα και το 

γενικεύσιµο παράδειγµα. Ενώ στην εννοιολογική αιτιολόγηση φαίνεται να 

συγκαταλέγει δύο είδη: το πείραµα σκέψης (thought experiment), όπου η αιτιολόγηση 

συνοδεύεται µε ειδικά παραδείγµατα  και το συµβολικό υπολογισµό (symbolic 

calculation) που βασίζεται µόνο στο µετασχηµατισµό των συµβόλων. 

Αν προσπαθήσουµε τώρα να κάνουµε µία σύγκριση, µεταξύ των θεωριών για 

τα αποδεικτικά σχήµατα, θα δούµε ότι υπάρχουν οµοιότητες. Το εµπειρικό αποδεικτικό 

σχήµα και το παραγωγικό αποδεικτικό σχήµα των Harel & Sowder αντιστοιχούν σε 

αυτά που ο Balacheff (1988) αποκαλεί «πρακτική απόδειξη» και «εννοιολογική 

απόδειξη» αντίστοιχα, ενώ επίσης ο Bell (1976, στο Harel & Sowder, 2007) αποκαλεί 
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«εµπειρική αιτιολόγηση» και «παραγωγική αιτιολόγηση». H µόνη διαφορά έγκειται 

µάλλον στο ότι το γενικεύσιµο παράδειγµα (generic example) σύµφωνα µε την 

ταξινόµηση των  Harel & Sowder, ανήκει στην κατηγορία των παραγωγικών 

αποδεικτικών σχηµάτων, κι έτσι θα το θεωρήσουµε κι εµείς στην παρούσα εργασία, 

διότι ικανοποιεί τα τρία χαρακτηριστικά του µετασχηµατιστικού αποδεικτικού 

σχήµατος.  

 

Αντιστοιχία αποδεικτικών σχηµάτων 
   

HAREL & SOWDER  
(2007) BELL (1976) BALACHEFF (1988) 

Α) Αποδεικτικά σχήµατα 
εξωτερικής πεποίθησης 

  

Α.1. Αυταρχικό   

Α.2. Τελετουργικό   

Α.3. µη-αναφορικό   

   
B) Εµπειρικά αποδεικτικά 

σχήµατα 
Εµπειρική 
αιτιολόγηση Πρακτική απόδειξη 

Β.1. Επαγωγικά  αφελής εµπειρισµός 

Β.2. Αντιληπτικά  κρίσιµο πείραµα 

  γενικεύσιµο παράδειγµα 

Γ) Παραγωγικά αποδεικτικά 
σχήµατα 

Παραγωγική 
αιτιολόγηση Εννοιολογική απόδειξη 

Γ.1. µετασχηµατιστικά 
(π.χ. γενικεύσιµο παράδειγµα) 

 πείραµα σκέψης 

Γ.2. αξιωµατικά  συµβολικός υπολογισµός 
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Τι γνώµη έχουν οι δάσκαλοι για τα αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών τους; 

 

Σε µια έρευνα (Bergqvist, 2005) που διεξάχθηκε στη Σουηδία,  8 καθηγητές και 

καθηγήτριες των µαθηµατικών Λυκείου δίνουν συνέντευξη σχετικά µε το πως 

περιµένουν οι µαθητές να επαληθεύσουν εικασίες. Τα αποτελέσµατα έδειξαν ότι 

υποτιµούν τα επίπεδα αιτιολόγησης- επιχειρηµατολογίας των µαθητών και πιστεύουν πως 

µόνο µια µικρή οµάδα µαθητών σε κάθε τάξη µπορεί να χρησιµοποιήσει υψηλού 

επιπέδου αιτιολόγηση στα µαθηµατικά.  Η κατηγοριοποίηση των αιτιολογήσεων έγινε µε 

βάση τα 4 επίπεδα του Balacheff. Οι περισσότεροι δάσκαλοι είπαν ότι περίπου το 80-

90% των µαθητών θα δώσουν απαντήσεις του επιπέδου 1, λίγοι θα δώσουν απαντήσεις 

επιπέδου 2 και 3 κι ελάχιστοι (ζήτηµα αν θα βρεθεί κανείς) επιπέδου 4. Τα 

αποτελέσµατα της έρευνας όµως, δεν επαλήθευσαν τη γνώµη των δασκάλων αφού, 

πολύ λίγοι µαθητές Λυκείου (ηλικίας 16-17 χρονών)  έδειχναν να πιστεύουν ότι θα 

µπορούσε να χρησιµοποιηθεί εµπειρική απόδειξη για να επαληθεύσουν εικασίες. Ο 

Bergqvist (2005) συλλογίζεται πως, αν οι δάσκαλοι έχουν αυτή την εντύπωση για τους 

µαθητές τους, ότι δηλαδή µόνο λίγοι µπορούν να είναι ικανοί για µαθηµατική 

επιχειρηµατολογία σε υψηλά επίπεδα του Balacheff, τότε θα ήταν ενδιαφέρον να 

γνωρίζουµε αν αυτό είναι ορισµένο να είναι µόνιµη κατάσταση ή αν υπάρχει η σκέψη 

ότι η ικανότητα µπορεί να µαθευτεί στο σχολείο. 

Μία άλλη πεποίθηση των δασκάλων που αναδείχτηκε µέσα από την έρευνα του 

Bergqvist (2005) είναι ότι οι αλγεβρικές µέθοδοι και η χρήση µαθηµατικών 

εκφράσεων, θεωρούνται σηµάδι υψηλής επίδοσης. Ο Bergqvist (2005) όµως διαφωνεί 

λέγοντας ότι οι αλγεβρικές µέθοδοι δεν είναι πάντα ένα σηµάδι υψηλής επίδοσης. 

Επιχειρηµατολογεί λέγοντας ότι είναι πολύ πιο εύκολο κι απλό το να βρεις ένα 

αντιπαράδειγµα σε µια πρόταση που δεν ισχύει. Με την αφορµή αυτού του γεγονότος, 

τονίζει ότι η µαθηµατική ικανότητα του δασκάλου είναι ένας σηµαντικός παράγοντας, 

καθώς ο δάσκαλος πρέπει να αναλύσει πώς εργάζονται οι µαθητές. Αν ο δάσκαλος δεν 

αναγνωρίζει το αντιπαράδειγµα σαν τρόπο να απορρίψει µια εικασία, τότε σηµαίνει ότι 

δεν καταλαβαίνει πλήρως τις µαθηµατικές οπτικές  και θα είναι δύσκολο γι’ αυτόν-ή να 

αξιολογεί τι κάνουν οι µαθητές. Μια προτίµηση στις αλγεβρικές µεθόδους µπορεί να 

δείχνει επίσης ότι ο δάσκαλος ακολουθεί την πραγµατιστική άποψη των µαθηµατικών 

(instrumentalist view of mathematics) που εστιάζει στα γεγονότα (facts), στους κανόνες 

και στις δεξιότητες µε σωστή εκτέλεση.  
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Ο Bergqvist (2005) συσχετίζει στο άρθρο του τα σχόλια που κάνουν οι 

δάσκαλοι των µαθηµατικών  για το µαθηµατικό συλλογισµό (mathematical reasoning) 

µε την άποψή τους για τα µαθηµατικά. Αναφέρει ένα παράδειγµα δύο καθηγητών που 

βλέπουν τα µαθηµατικά σαν τυπική και περιγραφική επιστήµη, αυτό που ο Ernest 

(1989, στο Bergqvist, 2005) ονοµάζει σαν πραγµατιστική άποψη των µαθηµατικών 

(instrumentalist view of mathematics). Η πεποίθησή τους αυτή σύµφωνα µε τον 

Bergqvist, εξηγεί ότι οι δάσκαλοι αυτοί προτιµούν ένα διδακτικό µοντέλο κοντά στο 

µοντέλο του καθοδηγητή και πως σίγουρα θα είναι της άποψης ότι µια αλγεβρική 

προσέγγιση είναι σηµάδι µαθηµατικής κατανόησης κι ότι το επίπεδο 3 είναι υψηλότερο 

από το επίπεδο 4.   

 

Η απόκρουση των εικασιών 

 

Οι Potari, et al., (2009) µελετούν τα επιχειρήµατα µε τα οποία οι µαθηµατικοί 

χειρίζονται έναν µη-έγκυρο ισχυρισµό σε περιεχόµενο της γεωµετρίας. Ωστόσο, λένε 

γενικά πως το να αποκρούσεις εικασίες και να αιτιολογήσεις τη µη-εγκυρότητα των 

ισχυρισµών απαιτεί αιτιολόγηση πέρα από την παραγωγική απόδειξη, η οποία  

παραδοσιακά είναι το στόχαστρο στη µέση εκπαίδευση. Η αιτιολόγηση περιλαµβάνει 

κυρίως τη γενίκευση αντιπαραδειγµάτων, την ανάπτυξη λογικών επιχειρηµάτων µέσα 

από εξερεύνηση και πειραµατισµό, διαδικασίες οι οποίες σχετίζονται µε τη κατασκευή 

µαθηµατικού νοήµατος και κατανόησης.  

Ο Lin (2005 στο Potari, et al., 2009) δείχνει τη συνθετότητα της διαδικασίας, µε 

το να αναγνωρίζει διάφορα είδη επιχειρηµάτων που αναπτύσσουν οι µαθητές για να 

αποκρούσουν ψευδείς εικασίες. Ανέπτυξε µια κατηγοριοποίηση των σχηµάτων 

απόκρουσης των µαθητών. Έτσι, τα διαχώρισε σε: 

� ρητορικά επιχειρήµατα (λόγοι σε σχέση µε το άτοµο στο οποίο 

απευθύνεται) 

� ευρετικά επιχειρήµατα (λόγοι  που λαµβάνουν υπόψη τους περιορισµούς 

µιας κατάστασης)  

� και µαθηµατικές αποδείξεις (η διαδικασία γενίκευσης σωστών 

αντιπαραδειγµάτων) 
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Στη µαθηµατική πράξη, ως ρητορικά επιχειρήµατα θα µπορούσαµε να 

θεωρήσουµε τις πεποιθήσεις των µαθητών που εκφράζονται ως επιχείρηµα για την 

απόρριψη µιας εικασίας. Ενώ τα αντιπαραδείγµατα συγκαταλέγονται στα ευρετικά.  

Οι Bex, et al., (2003) από τη δική τους πλευρά, λένε ότι υπάρχουν τέσσερις 

τρόποι για να αποκρούσεις µια γενίκευση. Αναφέρεσαι: 

Α) στην εγκυρότητα της πηγής της γενίκευσης 

Β) στην προέλευση της πηγής 

Γ) στην εφαρµογή σε δεδοµένες περιπτώσεις 

∆) στη γενίκευση από µόνη της 

 

 

Η επιχειρηµατολογία στα µαθηµατικά  
 

Στη µαθηµατική εκπαίδευση δεν υπάρχει κοινός ορισµός για την 

επιχειρηµατολογία, παρόλο που είναι µια διαδικασία που συνεχώς επαναλαµβάνεται 

στην τάξη. ∆εν µπορούµε να δεχτούµε κάθε διάλογο ως επιχειρηµατολογία. 

 Στην εργασία της Douek (1998) η επιχειρηµατολογία προϋποθέτει τη 

διαδικασία που παράγει λογικά συνδεδεµένο διάλογο για ένα δοθέν θέµα, αλλά και το 

κείµενο που παράγεται από αυτή τη διαδικασία (γραπτό ή προφορικό). Η λέξη 

επιχείρηµα χρησιµοποιείται σαν «ένας λόγος ή ένα σύνολο λόγων που προσφέρεται 

υπέρ ή κατά κάποιας πρότασης, γνώµης ή µέτρου»( λεξικό Webster) και µπορεί να 

περιλαµβάνει προφορικά επιχειρήµατα, αριθµητικά δεδοµένα, σχήµατα κ.α. Εν 

συντοµία, µια επιχειρηµατολογία αποτελείται από ένα ή περισσότερα λογικά 

συνδεδεµένα επιχειρήµατα. Η  διαλογική φύση της επιχειρηµατολογίας δεν αποκλείει 

την αναφορά σε µη διαλογικά επιχειρήµατα  όπως οπτικά ή σχηµατικά επιχειρήµατα. 

Επειδή η σύγχρονη έρευνα στη µαθηµατική εκπαίδευση δεν διεισδύει πολύ σε 

αυτά τα θέµατα, η  Pedemonte (2007) έχει  λάβει υπόψη τις σύγχρονες γλωσσολογικές 

θεωρίες (Anscombre & Ducrot 1983; Perelman &  Olbrechts-Tyteca 1958; Plantin 

1990; Τoulmin 1993) για να προτείνει ένα πιθανό χαρακτηρισµό για την 

επιχειρηµατολογία. Σύµφωνα µε αυτές τις θεωρίες, η επιχειρηµατολογία (µε το ρόλο της 

απόδειξης) είναι ένα σύνολο λογικών προτάσεων που δικαιολογούν και εκφράζονται σαν 

συµπεράσµατα (inferences) (Pedemonte 2008, σελ.387). Για τον  Krummheuer (1995 

στο Yackel 2001), επιχειρηµατολογία είναι οποιαδήποτε κατάσταση «περιέχει κάποιες 
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δηλώσεις που σχετίζονται µεταξύ τους µε συγκεκριµένο τρόπο και που µε αυτό τον 

τρόπο επιτελούνται ορισµένες λειτουργίες για την αλληλεπιδραστική 

αποτελεσµατικότητά τους» (Krummheuer, 1995, p. 247 στο Yackel 2001).   

Επίσης, η Yackel  (1997 στο Yackel 2001) και ο Krummheuer χρησιµοποιούν 

τον όρο συλλογική επιχειρηµατολογία (collective argumentation) για να αναφερθούν 

σε αυτό που σχηµατίζεται όταν δύο ή περισσότερα άτοµα αλληλεπιδρούν για να 

αποδείξουν έναν ισχυρισµό (Υackel 2002). 

 

Ποια είναι η σχέση της εικασίας µε την επιχειρηµατολογία;  

 

∆εν υπάρχει συγκεκριµένη σχέση µεταξύ των δυο, όπως η σχέση αιτία-

αποτέλεσµα. Μπορεί κάποιος να κάνει µια εικασία και να επιχειρηµατολογήσει  

αργότερα ή καθόλου, ή µπορεί ακόµα να συµβεί και το αντίστροφο, να χρησιµοποιεί 

κάποια δεδοµένα κι επιχειρηµατολογώντας να φτάσει σε µια εικασία. Έτσι, η 

Pedemonte (2007) αναφέρει τα δύο είδη επιχειρηµατολογίας, ανάλογα µε το 

χαρακτήρα της και τη σχέση της µε την εικασία: 

Α) Η εποικοδοµητική επιχειρηµατολογία (constructive argumentation) 

συµβάλλει στη κατασκευή µιας εικασίας που προηγείται από τη πρόταση-δήλωση.  

Β) Η δοµηµένη επιχειρηµατολογία (structurant argumentation) αιτιολογεί µια 

εικασία που είχε κατασκευαστεί προηγουµένως κι έτσι έρχεται µετά από αυτή. 

Θα µπορούσαµε να αναπαραστήσουµε τη σχέση που περιγράφει η Pedemonte 

σχηµατικά ως εξής: 

Εποικοδοµητική επιχειρηµατολογία � εικασία � δοµηµένη επιχειρηµατολογία  

 

Να σηµειώσουµε όµως ότι στο παραπάνω σχήµα µερικές φορές µπορεί να 

λείπει κάποιο από τα είδη επιχειρηµατολογίας ή  να ενυπάρχουν και τα δύο. Αυτό 

σηµαίνει ότι υπάρχουν διαφορετικές περιπτώσεις στο τρόπο σκέψης:  

Α’ περίπτωση: Εάν λείπει η δοµηµένη επιχειρηµατολογία, σηµαίνει πως ο 

µαθητής έκανε µια µορφή επιχειρηµατολογίας κυρίως για τον εαυτό του και κατέληξε 

στη διαµόρφωση µιας εικασίας, αλλά δεν µπορεί ή δεν προσπάθησε να αποδείξει ότι 

ισχύει η εικασία του. 

Β’ περίπτωση: Εάν έχουµε το σχήµα και µε τα τρία µέλη του,  όπως παραπάνω, 

σηµαίνει ότι ο µαθητής έφτασε σε µια εικασία από κάποια δεδοµένα που τον βοήθησαν 
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να επιχειρηµατολογήσει στο µυαλό του, και έπειτα κατασκεύασε µια 

επιχειρηµατολογία ώστε να αποδείξει τον ισχυρισµό του. 

Γ’ περίπτωση:   Αν λείπει η εποικοδοµητική επιχειρηµατολογία, τότε ο µαθητής 

δίχως κάποια επιχειρηµατολογία, πιθανώς από κάποια αντίληψη, διαµορφώνει µια 

εικασία, την οποία στο τέλος αποδεικνύει µε ένα είδος επιχειρηµατολογίας. 

Η επιχειρηµατολογία και η σχέση της µε την απόδειξη 

 

Παρά την αναµφισβήτητη επιστηµολογική και γνωστική απόσταση µεταξύ 

επιχειρηµατολογίας και τυπικής µαθηµατικής απόδειξης, η επιχειρηµατολογία και η 

µαθηµατική απόδειξη έχουν πολλές οπτικές κοινές, όπως διαδικασίες και προϊόντα 

(Douek 1998).  

Η Pedemonte (2007) αναλύει τα λειτουργικά χαρακτηριστικά της 

επιχειρηµατολογίας στα µαθηµατικά και τονίζει ότι είναι κοινά µε αυτά της απόδειξης. 

Τα λειτουργικά χαρακτηριστικά εγκαθιδρύουν την οριστικότητα, τη χρησιµότητα της 

επιχειρηµατολογίας και το ρόλο της στο διάλογο. Αναφέρει επίσης και τα δοµικά 

χαρακτηριστικά, τα οποία παρέχουν ένα δοµικό µοντέλο για επιχειρηµατολογία. 

Τα κοινά λειτουργικά χαρακτηριστικά της επιχειρηµατολογίας και της 

απόδειξης 

1. H επιχειρηµατολογία και η απόδειξη µπορούν να θεωρηθούν σαν λογικές 

αιτιολογήσεις 

To χαρακτηριστικό της αιτιολόγησης είναι ορατό στη µορφή της 

επιχειρηµατολογίας: είναι συλλογισµός, όπου το σαφές συµπέρασµα µιας πρότασης 

προκύπτει  από µία άλλη ή άλλες προτάσεις (Duval 1995 στο Pedemonte 2007) . Αυτά 

τα συµπεράσµατα βασίζονται στη λογική, όπως και τα συµπεράσµατα που 

χρησιµοποιούνται στη νοµική γλώσσα. (Plantin 1990, p.19 στο Pedemonte 2007). Οι 

γλωσσολογικές θεωρίες, που θεωρούν το νοµικό µοντέλο σαν µοντέλο για την 

επιχειρηµατολογία, (Perelman and Olbrechts-Tyteca 1958; Τoulmin 1993 στο 

Pedemonte 2007) τονίζουν τη σηµασία της λογικής στην επιχειρηµατολογία. Αλλά 

υπάρχουν τουλάχιστον 2 είδη λογικής. Οι Perelman και Olbrecht-Tyteca ορίζουν την 

επιχειρηµατολογία χωρίς προσφυγή στην έννοια της αλήθειας (Plantin 1990, p.19). Με 

αυτή τη λογική, η επιχειρηµατολογία µπορεί να θεωρηθεί σαν µια ανανέωση της 

αριστοτελικής ρητορικής (Aristotle 1991, Rhetoric, I, 2, 1355b). Στην πραγµατικότητα 

η θεωρία περί επιχειρηµατολογίας του Τoulmin είναι πιο κοντά στην αριστοτελική 
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διαλεκτική (Aristotle 1974, Topique, I, 100a, 18)   Η διαλεκτική, όπως και η ρητορική 

δεν οδηγεί πάντα σε αληθή συµπεράσµατα. Αλλά κάποιος που ενστερνίζεται τη 

διαλεκτική, αρχίζει από αρχές τις οποίες πιστεύει πως είναι αληθινές , ενώ εκείνος που 

ενστερνίζεται τη ρητορική δεν είναι απαραίτητα πεπεισµένος για την αλήθεια που 

υπερασπίζεται. Η επιχειρηµατολογία στα µαθηµατικά ως απόδειξη είναι πιο κοντά στη 

διαλεκτική µέθοδο (και έπειτα στη θεωρία του Τοulmin), αφού θα παράξει αληθείς 

προτάσεις. 

 

 2. Η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη είναι για να πείσουν.  

Αναπτύσσονται όταν κάποιος θέλει να πείσει (τον εαυτό του ή άλλους) σχετικά 

µε την αλήθεια για µια δήλωση (Chazan 1993; De Villiers 1990; Hanna 1989, Healy & 

Hoyles 2000; Lakatos 1976). Υπάρχει διαφορά όµως ανάµεσα  στις έννοιες 

‘convincing’ και ‘persuading’. Σύµφωνα µε τις γλωσσικές θεωρίες ο σκοπός του 

convincing είναι να τροποποιήσει γνώµες και πεποιθήσεις κάνοντας επίκληση στη 

λογική, ενώ ο σκοπός του persuading είναι να αποκτήσει τη συγκατάθεση χωρίς 

απαραίτητα να κάνει επίκληση στη λογική. Convincing συνεπάγεται persuading, ενώ δε 

συµβαίνει το αντίστροφο. Στα µαθηµατικά µε τα επιχειρήµατα που χρησιµοποιεί 

κάποιος πραγµατοποιεί convincing. 

 

3. Η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη απευθύνονται σε ευρύ κοινό (universal 

audience)  

Κατά τη γλωσσολογία, (Plantin 1990) ο όρος αυτός σηµαίνει ότι το κοινό είναι 

σε θέση να απαντήσει. Αντίθετα µε ένα συγκεκριµένο κοινό, το universal audience 

είναι ικανό να υπερασπιστεί τις απόψεις του, σε σχέση µε τα επιχειρήµατα του 

συνοµιλητή του. Το κοινό αυτό αποτελείται από τη µαθηµατική κοινότητα, τη σχολική 

τάξη, το δάσκαλο και τον οµιλητή τον ίδιο.  

 

4. Η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη ανήκουν σε ένα πεδίο.   

Οι γλωσσικές θεωρίες λένε ότι η σηµασία σε µια επιχειρηµατολογία µπορεί να 

διαφέρει σύµφωνα µε την περίσταση επικοινωνίας. Ειδικότερα, οι λέξεις δε µπορούν 

να εγγυηθούν ακριβή κατανόηση (Ducrot et al. 1980). Ο πολλαπλός χαρακτήρας της 

επιχειρηµατολογίας υπογραµµίζεται και από τον Τoulmin (1993) ο οποίος προτείνει 

την έννοια του  ΄΄πεδίου΄΄ . Για την απόδειξη, η έννοια του πεδίου  είναι ένα θεωρητικό 

πεδίο: άλγεβρα, διαφορικός λογισµός, γεωµετρία κ.α. Το πεδίο της επιχειρηµατολογίας 
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στα µαθηµατικά οριοθετεί τα κριτήρια της αξιοπιστίας. Για παράδειγµα τα αξιώµατα 

στη γεωµετρία είναι διαφορετικά από τα αξιώµατα που χρησιµοποιούνται στην 

άλγεβρα. 

Οι παραπάνω χαρακτηρισµοί της επιχειρηµατολογίας και της απόδειξης 

δείχνουν τη λειτουργική σύνδεση µεταξύ τους. Ακολουθούν τα δοµικά 

χαρακτηριστικά. 

 

Η κοινωνική διάσταση της επιχειρηµατολογίας και της απόδειξης στην 

επιστήµη των µαθηµατικών αλλά και στη σχολική πραγµατικότητα- Η απόδειξη 

ως πειστικό επιχείρηµα 

 

O  Mason's (1982, στο Zack 1997) δηλώνει ότι όταν κάνεις απόδειξη, πρώτα 

πείθεις τον εαυτό σου, µετά πείθεις ένα φίλο και µετά πείθεις έναν εχθρό. Η έρευνα της 

Zack (1997) δείχνει ότι και τα παιδιά έχουν µια τέτοια άποψη. Ο  Ernest (1998, στο 

Stylianides 2007) επισηµαίνει ότι οι αποδείξεις σε µια µαθηµατική κοινότητα 

απορρέουν από µια κοινωνική συζήτηση κατά την οποία οι συµµετέχοντες συµφωνούν 

να δεχθούν ή να αρνηθούν συγκεκριµένες θεωρίες. Εποµένως,  οι αποδείξεις είναι τα 

αποτελέσµατα των κοινωνικά συµφωνηθέντων  µε βάση σύνολα κανόνων και 

µαθηµατικών αντικειµένων (όπως οι ορισµοί, τα αξιώµατα και τα θεωρήµατα). Η 

διαδικασία αποδοχής ενός επιχειρήµατος ως απόδειξη στηρίζεται σε µεγάλο βαθµό σε 

κοινωνικούς µηχανισµούς της µαθηµατικής κοινότητας. Συγκεκριµένα έχει 

επισηµανθεί ότι µια απόδειξη γίνεται απόδειξη µετά την κοινωνική πράξη της 

‘αποδοχής της ως απόδειξη’(Manin, 1977, στο Stylianides 2007) και ότι οι αποδείξεις 

γίνονται πιστευτές και ενισχύουν την εµπιστοσύνη µας στην αλήθεια των µαθηµατικών 

προτάσεων εφόσον έχουν υποβληθεί στους κοινωνικούς µηχανισµούς της µαθηµατικής 

κοινότητας (De Millo et al., 1979/1998, στο Stylianides 2007). Η αποδοχή ενός 

επιχειρήµατος ως απόδειξη συχνά εξαρτάται από το αν οι µαθηµατικοί είναι 

πεπεισµένοι από αυτό. Αυτό φαίνεται και στον ορισµό του Hersh's (1993) στο 

Stylianides (2007): «απόδειξη είναι πειστικό επιχείρηµα, όπως αυτή εκτιµάται από 

καταρτισµένους κριτές». Θα πρέπει να καταστεί σαφές, ωστόσο, ότι  το να πειστεί 

κάποιος στην µαθηµατική κοινότητα δεν είναι µια αυθαίρετη διαδικασία. Αντ' αυτού, 

στηρίζεται σε κοινωνικά αποδεκτούς κανόνες του λόγου που ρυθµίζουν τη λειτουργία 

του και εγγυώνται την ποιότητα των αποδεκτών αποδείξεων (De Millo et al., 

1979/1998 στο Stylianides 2007). 
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Ο Στυλιανίδης (2007) αναρωτιέται πώς µπορούµε να διαµορφώσουµε τη 

κοινωνική διάσταση της απόδειξης στο σχολείο; Με βάση τις αρχές της διανοητικής 

ειλικρίνειας και της συνέχειας που προτείνει, δίνει κάποιες ιδέες που βοηθούν να 

αναπτυχθεί µια πιθανή διαµόρφωση της έννοιας. Η αρχή της διανοητικής  ειλικρίνειας, 

που ζητά µια ισορροπία µεταξύ επιστήµης  των µαθηµατικών και των σχολικών 

µαθηµατικών, υποστηρίζει την ακόλουθη ιδέα: ένα επιχείρηµα που θα µπορούσε να 

µετρά ως απόδειξη στη κοινότητα της τάξης, θα πρέπει να είναι αποδεκτό σαν 

απόδειξη από τη κοινότητα κι εποµένως να είναι πειστικό στους µαθητές. Η αρχή της 

συνέχειας που ζητά συνοχή στο πώς διαµορφώνεται η έννοια της απόδειξης στη 

διάρκεια της µαθητικής του θητείας υποστηρίζει µια συµπληρωµατική ιδέα: Οι 

σχετικοί µε την απόδειξη κανόνες του λόγου που είναι αποδεκτοί από τους µαθητές θα 

πρέπει να συµβαδίζουν µε την ανάπτυξη της γνώσης των µαθητών σύµφωνα µε τη 

βαθµίδα εκπαίδευσης.  

 

Η σηµασία των κοινωνικά αποδεκτών κανόνων του λόγου στην 

επιχειρηµατολογία 

Ο Στυλιανίδης (2007) δηλώνει ξεκάθαρα πως η πειστική δύναµη  ενός 

επιχειρήµατος από µόνη της δεν είναι αρκετή για να συλλάβει κανείς την κοινωνική 

διάσταση της απόδειξης στο σχολείο (και, κατά συνέπεια, είναι ανεπαρκής για να 

χαρακτηρίσει αυτό που µετρά ως απόδειξη σε τέτοιες καταστάσεις). Αν η πειστικότητα 

είναι αποσυνδεµένη από βέβαιους κανόνες του λόγου που ρυθµίζουν τη λειτουργία του, 

η διαδικασία της αποδοχής της απόδειξης µπορεί να περιοριστεί σε πρακτικές που δεν 

έχουν να κάνουν µε αυθεντικούς τρόπους σκέψης και µαθηµατικού χειρισµού, όπως 

για παράδειγµα όταν οι µαθητές απλά ψηφίζουν αν το δοσµένο επιχείρηµα λειτουργεί 

ως απόδειξη κλπ. Επίσης, µη έγκυρα επιχειρήµατα όπως τα εµπειρικά επιχειρήµατα 

µπορεί να ανεβούν θέση ως απόδειξη.  

 

Έτσι υπογραµµίζεται ο σηµαντικός ρόλος που έχουν οι κοινωνικά αποδεκτοί 

κανόνες του λόγου µέσα σε µια µαθητική κοινότητα. Αν οι µαθητές δεχτούν έγκυρους 

κανόνες του λόγου σχετικά µε το τι αποτελεί αποδεκτή αλήθεια και ποια µέθοδος 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί ώστε να προκύψουν νέες αλήθειες από τις ήδη υπάρχουσες, 

αυτοί οι κανόνες µπορούν να λειτουργήσουν ως µηχανισµοί για να ξεφορτωθούµε την 

αυθαιρεσία της πεποίθησης. Οι κανόνες του λόγου βέβαια δε θα πρέπει να δίνονται 
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στους µαθητές µε τη χρήση της εξουσίας του δασκάλου, αλλά θα πρέπει να 

σχηµατίζονται από το δάσκαλο και τους µαθητές στα πλαίσια της µαθητικής 

δραστηριότητας. (Balacheff,1990; Lampert, 1990; Mariotti, 2000; Yackel and 

Cobb,1996 στο Stylianides 2007). Επίσης οι κανόνες του λόγου πρέπει να συµβαδίζουν 

µε την ανάπτυξη της γνώσης των µαθητών ανάλογα µε τη βαθµίδα κι έχοντας ως 

κοινωνική αναφορά τους κανόνες της µαθηµατικής κοινότητας (Balacheff, 1991 στο 

Stylianides 2007).  

Ο δάσκαλος έχει σηµαντικό ρόλο να παίξει στη διαπραγµάτευση, αποδοχή κι 

ανάπτυξη των κανόνων του λόγου σε µια µαθητική κοινότητα (Balacheff,1990,1991; 

Ball and Bass,2003; Lampert,1990; Mariotti,2000; Simon & Blume, 1996; Yackel and 

Cobb, 1996 στο Stylianides 2007) .  

 

Τα δοµικά χαρακτηριστικά της επιχειρηµατολογίας 

Σύµφωνα µε τον Duval (Pedemonte 2007), η δοµή της απόδειξης, µπορεί να 

περιγραφεί από ένα τριαδικό διάγραµµα: δεδοµένα, ισχυρισµός, κανόνες (αξιώµατα, 

θεωρήµατα, η ορισµοί), ενώ η επιχειρηµατολογία όχι. Η Pedemonte (2007) ωστόσο 

χρησιµοποιεί το µοντέλο του Τoulmin (1993) για να αποδώσει τα δοµικά 

χαρακτηριστικά της επιχειρηµατολογίας και δείχνει πως και η επιχειρηµατολογία 

µπορεί να έχει τριαδική δοµή. Το µοντέλο αυτό, όπως µας πληροφορεί η ίδια, έχει 

χρησιµοποιηθεί για να αναλυθεί και να τεκµηριωθεί το πως προοδεύει η µάθηση στη 

σχολική τάξη (Krummheuer 1995; Yackel 2001; Yackel and Rasmussen 2002 στο 

Pedemonte 2007). Επίσης έχει χρησιµοποιηθεί για να τεκµηριώσει πως να 

δηµιουργήσεις ένα πλαίσιο για να επιχειρηµατολογούν τα παιδιά στην τάξη (Wood 

1999 στο Pedemonte 2007). Στην έρευνα της Pedemonte, αυτό το µοντέλο 

χρησιµοποιείται για να συγκρίνει και να αναλύσει τη δοµή της επιχειρηµατολογίας και 

τη δοµή των αποδείξεων από γνωστική άποψη. 

Με βάση το µοντέλο αυτό, ένα επιχείρηµα (η µια απόδειξη) αποτελείται από 3 

στοιχεία: 

-τον ισχυρισµό του οµιλητή (c : claim) 

-τα δεδοµένα που δικαιολογούν τον ισχυρισµό (d : data) 

-την εγγύηση (w : warrant) : ο κανόνας αναφοράς που επιτρέπει τα δεδοµένα να 

είναι συνδεδεµένα µε τον ισχυρισµό.  
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Σε οποιοδήποτε επιχείρηµα το πρώτο βήµα εκφράζεται από µια γνώµη, έναν 

ισχυρισµό (claim). Το δεύτερο βήµα αποτελείται από την παραγωγή δεδοµένων (data) 

που στηρίζουν τον ισχυρισµό. Η εγγύηση (warrant) δικαιολογεί γιατί να 

χρησιµοποιήσεις αυτά τα δεδοµένα και µπορεί να είναι µια αρχή, ή ένας κανόνας που 

δρα σαν γέφυρα µεταξύ των δεδοµένων και του ισχυρισµού. Ενώ επίσης, αναφέρεται 

ότι ενυπάρχει ένα ακόµη δοµικό στοιχείο, η  υποστήριξη (backing) η οποία δείχνει γιατί 

η εγγύηση πρέπει να είναι αποδεκτή αρχή. Σύµφωνα µε αυτό το µοντέλο, η 

επιχειρηµατολογία όπως και η απόδειξη έχει τριαδική δοµή αλλά αυτό που διαφέρει, 

είναι ότι ο κανόνας αναφοράς (εγγυητή) σε µια απόδειξη είναι ένα αξίωµα, ένας 

ορισµός, η θεώρηµα. Στην επιχειρηµατολογία για µια εικασία, αυτά τα στοιχεία δεν 

ανήκουν απαραίτητα σε ένα θεωρητικό σύστηµα (Pedemonte 2008).     

 

Το σύστηµα αναφοράς στην επιχειρηµατολογία και στην απόδειξη 

Προηγουµένως είδαµε  ότι η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη έχουν κοινά 

λειτουργικά χαρακτηριστικά, ενώ επίσης παρουσιάζουν και οι δυο τριαδική δοµή που 

µπορεί να χαρακτηριστεί µε κοινούς όρους, όπως υποστηρίζει τουλάχιστον το µοντέλο 

Τoulmin. Με βάση τα παραπάνω, φαίνεται πως η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη 

είναι όµοιες διαδικασίες.  Ωστόσο, ο Duval (1991, στο Douek 1998) µας δείχνει τις 

διαφορές που υπάρχουν µεταξύ των δυο, κυρίως ως προς το σύστηµα αναφοράς και τη 

γνωσιολογική του αξία. 

Ο Duval (1991) κάνει µια  γνωστική ανάλυση της παραγωγικής 

επιχειρηµατολογίας (τυπική µαθηµατική απόδειξη) έναντι της επιχειρηµατολογικής 

οργάνωσης του συλλογισµού (επιχειρηµατολογία) και διατείνεται πως διαφέρουν: 

� Ως προς τα βήµατα αναφοράς, αφού στον επιχειρηµατολογικό 

συλλογισµό, το σηµασιολογικό περιεχόµενο των προτάσεων είναι κρίσιµο, ενώ 

στον παραγωγικό συλλογισµό οι προτάσεις δεν εµπλέκονται άµεσα µε το 

περιεχόµενό τους αλλά µε τη θέση χειρισµού τους. 

� Ως προς τα βήµατα συνοχής (enchaining), διότι o συλλογισµός 

της επιχειρηµατολογίας γίνεται µε την ενίσχυση ή αντίθεση των επιχειρηµάτων. 

Αντίθετα στο παραγωγικό συλλογισµό,  το συµπέρασµα από ένα δοσµένο βήµα 

είναι η συνθήκη για την εφαρµογή ενός κανόνα αναφοράς του επόµενου 

βήµατος. 

� Όσον αφορά την γνωσιολογική αξία, ορισµένη σαν το βαθµό 

βεβαιότητας ή πεποίθησης, στο συλλογισµό της επιχειρηµατολογίας, οι αληθείς 
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προτάσεις δεν έχουν την ίδια γνωσιολογική αξία, ενώ στα µαθηµατικά οι 

αληθείς προτάσεις έχουν µόνο µία συγκεκριµένη γνωσιολογική αξία. 

 

Αν παρακολουθήσουµε την ανάλυση του Duval για την επιχειρηµατολογία, 

φαίνεται σαν να µην αναγνωρίζεται σύστηµα αναφοράς για την επιχειρηµατολογία, 

ενώ για την απόδειξη υπάρχει συστηµατικά.  

Η γνώµη της Douek (1998) όµως είναι πως καµία επιχειρηµατολογία δε θα ήταν 

δυνατή στην καθηµερινή ζωή αν δεν υπήρχε σύστηµα αναφοράς να υποστηρίξει τα 

βήµατα του συλλογισµού. Το σύστηµα αναφοράς για την καθηµερινή 

επιχειρηµατολογία είναι κοινωνικά και ιστορικά καθορισµένο και ιδιαίτερα έµµεσο. Το 

σύστηµα αναφοράς της µαθηµατικής απόδειξης θεωρείται άµεσο και όχι κοινωνικά 

καθορισµένο, αλλά στο άρθρο της η Douek (1998) προσπαθεί να δείξει ότι αυτό δεν 

είναι αλήθεια, αλλά είναι κι αυτό το σύστηµα κοινωνικά και ιστορικά καθορισµένο. 

Ένα επιχείρηµά της είναι ότι το σύστηµα αναφοράς που χρησιµοποιείται στα 

µαθηµατικά εξαρτάται από τους χρήστες και τους ακροατές ή αναγνώστες. Για 

παράδειγµα, στη 2ο/βάθµια εκπαίδευση κάποιες λεπτοµερείς αναφορές αναµένονται να 

υποστηρίξουν µια απόδειξη, αλλά στην επικοινωνία µεταξύ υψηλότερου επιπέδου 

καθηγητών αυτά µπορεί να θεωρηθούν προφανή και να παραβλέπονται. Όπως 

σηµείωσαν οι Yackel και Cobb (1998), η ύπαρξη αλµάτων σχετικά µε προφανή 

επιχειρήµατα στην παρουσίαση µιας απόδειξης µπορεί να θεωρηθεί ένα σηµάδι 

οικειότητας µε τη γνώση που υπάρχει σε αυτή την απόδειξη (Douek, 1998). Από την 

άλλη πλευρά κάποιες προτάσεις που είναι δεκτές σαν αναφορές στη 2ο/βάθµια 

εκπαίδευση αµφισβητούνται σε υψηλότερα επίπεδα. 

 

Ο Thurston (Douek, 1998) λέει ότι τα θεµέλια των µαθηµατικών είναι πιο 

επισφαλή (κλονιζόµενα) απ’ ότι τα µαθηµατικά που κάνουµε. Εποµένως για όλους 

σχεδόν τους χρήστες των µαθηµατικών σε ένα δεδοµένο κοινωνικό πλαίσιο το 

πρόβληµα της γνωσιολογικής αξίας δεν υφίσταται, παρόλο που ήταν και ακόµη είναι 

ένα σηµαντικό ερώτηµα για τα µαθηµατικά όπως και για κάθε άλλο τοµέα γνώσης. 

Το σύστηµα αναφοράς είναι πιο ευρύ από το σύνολο των άµεσων αναφορών. 

Στα µαθηµατικά, όπως και σε άλλους τοµείς, η γνώση που χρησιµοποιείται σαν 

αναφορά δεν αναγνωρίζεται πάντα άµεσα. Κάποιες αναφορές µπορεί να 

χρησιµοποιηθούν, αλλά ίσως  να ανακαλυφθούν, να κατασκευαστούν ή  

επανακατασκευαστούν και δηλωθούν έπειτα.   
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Τελικά, επιχειρηµατολογία και απόδειξη συγκλίνουν ή αποκλίνουν; 

Σε τι διαφέρουν τελικά η επιχειρηµατολογία και η απόδειξη; Και πόσο 

σηµαντικές είναι οι διαφορές τους; Είναι τέτοιες που τις συνδέουν ή τις ξεχωρίζουν;  

Την απάντηση σε αυτό το ερώτηµα, την αντλούµε πάλι από την Pedemonte (2008, 

2007). Πριν όµως προσπαθήσουµε να βρούµε τις διαφορές µεταξύ τους, είναι 

σηµαντικό να πούµε, ότι κάποιοι ερευνητές όπως οι Harel & Sowder (1998, 2007) δεν 

διαχωρίζουν την επιχειρηµατολογία από την απόδειξη, εφόσον χρησιµοποιούν τη λέξη 

‘απόδειξη’ για να χαρακτηρίσουν όχι µόνο τις παραγωγικές αποδείξεις αλλά και τις 

εµπειρικές. Αντίθετα, κάποιοι ερευνητές υποστηρίζουν την ετερογένεια µεταξύ 

επιχειρηµατολογίας και απόδειξης από κοινωνική και επιστηµολογική άποψη 

(Balacheff, 1988 στο Pedemonte 2008) καθώς και από γνωστική και επιστηµολογική 

άποψη (Duval, 1995 στο Pedemonte 2008) . 

Συγκεκριµένα, η έρευνα του Duval  έδειξε ότι υπάρχει ένα ‘δοµικό κενό’ 

µεταξύ επιχειρηµατολογίας και απόδειξης επειδή οι επαγωγικοί συλλογισµοί της 

επιχειρηµατολογίας βασίζονται στο περιεχόµενο ενώ στην απόδειξη ακολουθούν 

παραγωγικό σχήµα (δεδοµένα, ισχυρισµός και κανόνες επαγωγικού συλλογισµού). Μες 

στις αποδείξεις, τα βήµατα είναι συνδεδεµένα µε µια ανακυκλωτική διαδικασία: το 

συµπέρασµα από ένα βήµα λειτουργεί ως απαραίτητη προϋπόθεση για το επόµενο 

βήµα. Στην επιχειρηµατολογία δεν είναι αυτό τόσο σηµαντικό, αφού τα συµπεράσµατα 

βασίζονται στο περιεχόµενο. Ωστόσο, η Pedemonte µιλά και για την επιχειρηµατολογία 

ότι έχει τριαδική δοµή, µόνο που στη θέση των κανόνων θέτει τον όρο ‘εγγύηση’.  

Απ’ την άλλη µεριά, κάποιες άλλες έρευνες δείχνουν ότι η διαδικασία 

απόδειξης και η διαδικασία ελέγχου της απόδειξης ακολουθούν κριτήρια βασισµένα 

στο περιεχόµενο παρά σε τυπικά κριτήρια (Thurston 1994 στο Pedemonte 2008). 

Πολλά παραδείγµατα συνέχειας έχουν παρατηρηθεί στη σχέση όπου απ’ τη µια 

εξειδικεύεις την εικασία ή καθορίζεις µια αυστηρή  υπόθεση και απ’ την άλλη κάνεις 

δοκιµές για να αποδείξεις µια δήλωση (Lakatos, 1976; Thurston, 1994 στο Pedemonte 

2008). Υποστηρίζοντας αυτή την άποψη, αλλά  για διδακτικό σκοπό, µερικές έρευνες 

υπογραµµίζουν τη συνέχεια που υπάρχει µεταξύ της επιχειρηµατολογίας σαν µια 

διαδικασία παραγωγής µιας πρότασης και της κατασκευής της απόδειξής της.  (Boero, 

Garuti, Mariotti, 1996 στο Pedemonte 2008). Αυτή η συνέχεια ονοµάζεται γνωστική 
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ενότητα. Σε µια διαδικασία επίλυσης προβλήµατος, συνήθως αναπτύσσεται µια 

επιχειρηµατολογία για να παραχθεί µια εικασία. Η υπόθεση της γνωστικής ενότητας 

είναι ότι σε µερικές περιπτώσεις αυτή η επιχειρηµατολογία µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

από τους µαθητές για την κατασκευή της απόδειξης, µε το να οργανώσουν κάποια από 

τα επιχειρήµατα σε λογική σειρά. Πειραµατικές έρευνες (Boero et al., 1996; Garuti, 

Boero, Lemut, Mariotti, 1996; Garuti, Boero, Lemut, 1998; Mariotti, 2001 στο 

Pedemonte 2008) δείχνουν ότι η απόδειξη είναι πιο «προσβάσιµη» στους µαθητές εάν  

έχει αναπτυχθεί επιχειρηµατολογία για την κατασκευή ενός συµπεράσµατος. 

Η ίδια η Pedemonte όµως,  σε άρθρο της (2007),  δείχνει ότι η ανάλυση της 

γνωστικής ενότητας δεν καλύπτει όλες τις οπτικές της σχέσης µεταξύ 

επιχειρηµατολογίας και απόδειξης. Συγκεκριµένα, η γνωστική ενότητα δε λαµβάνει 

υπόψη της τη δοµική συνέχεια µεταξύ των δύο διαδικασιών. ∆οµική συνέχεια µεταξύ 

επιχειρηµατολογίας και απόδειξης υπάρχει όταν οι συλλογισµοί, και στη µία 

διαδικασία και στην άλλη, ακολουθούν την ίδια δοµή (απαγωγικός, επαγωγικός ή 

παραγωγικός συλλογισµός). Για παράδειγµα υπάρχει δοµική συνέχεια, αν κάποια 

απαγωγικά βήµατα της επιχειρηµατολογίας χρησιµοποιούνται και στην απόδειξη. Η 

έρευνα της Pedemonte (2007) έχει δείξει ότι η δοµική συνέχεια είναι µια από τις 

πιθανές δυσκολίες που έχουν οι µαθητές στην κατασκευή της απόδειξης. Γεγονός είναι 

(Pedemonte 2008) ότι οι µαθητές µερικές φορές δεν δύνανται να κατασκευάζουν 

απόδειξη, επειδή δε µπορούν να µετατρέψουν τη δοµή της επιχειρηµατολογίας σε 

παραγωγική δοµή.  

Βέβαια, η ίδια η Pedemonte (2008) ισχυρίζεται πως στη περίπτωση αλγεβρικής 

απόδειξης η δοµική συνέχεια µεταξύ επιχειρηµατολογίας και απόδειξης µπορεί να 

λείπει. Ακόµα κι αν  οι µαθητές κάνουν απαγωγικά βήµατα στην επιχειρηµατολογία 

τους,  δεν τα χρησιµοποιούν στην απόδειξή τους επειδή η παραγωγική δοµή είναι πολύ 

δυνατή. Μέσα σε µια αλγεβρική απόδειξη, είναι ίσως πιο αυθόρµητο για τους µαθητές 

να χρησιµοποιήσουν παραγωγική δοµή  παρά τα απαγωγικά βήµατα που 

δηµιουργούνται στην επιχειρηµατολογία. Επίσης, όπως θα δούµε παρακάτω, όταν 

αφορά την επίλυση προβληµάτων για ιδιότητες αριθµών, η επιχειρηµατολογία που 

µεσολαβεί πριν την απόδειξη κι έχει απαγωγικά βήµατα, φαίνεται να βοηθά ορισµένες 

φορές στην απόδειξη. 

Από τα παραπάνω, είδαµε ότι εφόσον θεωρήσουµε την επιχειρηµατολογία και 

την απόδειξη σαν διακριτές οντότητες, η επιχειρηµατολογία φαίνεται να προηγείται της 

απόδειξης, όταν δίνονται βέβαια οι κατάλληλες ευκαιρίες (ανοιχτά προβλήµατα που 
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βάζουν το µαθητή να κάνει εικασίες). Η χρονική σχέση παίζει καθοριστικό ρόλο, 

καθώς η επιχειρηµατολογία µπορεί να χρησιµοποιηθεί από τους µαθητές για την 

κατασκευή της απόδειξης και τότε λέµε ότι έχουµε γνωστική ενότητα, αλλά επίσης 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί και η δοµή της επιχειρηµατολογίας για την απόδειξη και να 

έχουµε δοµική συνέχεια. Η δοµική συνέχεια δεν είναι πάντα επιθυµητή, όταν 

επιθυµούµε για παράδειγµα µια απόδειξη παραγωγικού συλλογισµού, δεδοµένου ότι, 

όπως µας πληροφορεί η Pedemonte (2007) οι περισσότερες επιχειρηµατολογίες των 

παιδιών γίνονται µε απαγωγικό συλλογισµό. Ωστόσο, η συνέχεια στο σύστηµα 

αναφοράς, όπως φαίνεται από ένα παράδειγµα που αναφέρεται παρακάτω, είναι 

απαραίτητη και σε αυτό βοηθούν κάποια απαγωγικά βήµατα. 

Ο ρόλος της επιχειρηµατολογίας στην αλγεβρική απόδειξη προβληµάτων 

που αφορούν ιδιότητες αριθµών 

Στη περίπτωση επίλυσης προβληµάτων σχετικά µε ιδιότητες αριθµών, η 

εποικοδοµητική φάση της επιχειρηµατολογίας µπορεί να χαρακτηριστεί από µια 

γενίκευση των αριθµητικών παραδειγµάτων και σε αυτή τη περίπτωση µια δοµηµένη 

επιχειρηµατολογία µπορεί να βοηθήσει στην αιτιολόγηση µιας εικασίας. 

Μερικές γνωστικές έρευνες στην επίλυση αλγεβρικών προβληµάτων (Duval, 

2002 στο Pedemonte 2008) υπογραµµίζουν το γνωστικό κενό που υπάρχει µεταξύ της 

φάσης  της εποικοδοµητικής επιχειρηµατολογίας και αυτής της απόδειξης. Σύµφωνα µε 

τον Duval υπάρχει γνωστικό χάσµα µεταξύ των δύο φάσεων. Αυτό το χάσµα πρέπει να 

γεφυρωθεί από τους µαθητές όταν εργάζονται από µια επιχειρηµατολογία στην 

αλγεβρική απόδειξη. Χάσµα παρατηρείται επίσης από µεθοδολογική άποψη 

(Chevallard, 1989 στο Pedemonte 2008). Η επιχειρηµατολογία που κατασκευάζεται για 

να επιλύσει προβλήµατα πάνω σε ιδιότητες αριθµών µερικές φορές χαρακτηρίζεται από 

εξερευνήσεις βασισµένες σε αριθµητικά παραδείγµατα. Έτσι το µεθοδολογικό χάσµα 

µεταξύ της εποικοδοµητικής επιχειρηµατολογίας και απόδειξης είναι επίσης παρόν.   

Ωστόσο, έχουν αναλυθεί δύο υποθέσεις από την Pedemonte, (2007b στο 

Pedemonte 2008). 

 Η πρώτη λέει ότι η δοµηµένη επιχειρηµατολογία θα µπορούσε να ήταν 

χρήσιµη στο να µειώσει το γνωστικό κενό µεταξύ της εποικοδοµητικής 

επιχειρηµατολογίας και της απόδειξης. Στην άλγεβρα η απόδειξη χαρακτηρίζεται από 

µια πολύ παραγωγική δοµή. Μόλις το πρόβληµα µετασχηµατιστεί σε µαθηµατική 

σχέση, τα παιδιά µετατρέπουν τη µία έκφραση στην άλλη µε µηχανικό τρόπο. 

Εποµένως, αντίθετα µε τη περίπτωση της γεωµετρίας, οι µαθητές µάλλον δε θα έχουν 
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δυσκολία µε τη δοµική συνέχεια  στη κατασκευή της απόδειξης. Προσφέρει συνέχεια 

στο σύστηµα αναφοράς. 

 Η άλλη υπόθεση, που επιβεβαιώνεται κι από την έρευνά της (2008) λέει ότι ένα 

βήµα απαγωγικού συλλογισµού στη δοµηµένη επιχειρηµατολογία  µπορεί να βοηθήσει 

στο να διατηρήσει τη σύνδεση µεταξύ του συστήµατος αναφοράς στην εποικοδοµητική 

επιχειρηµατολογία και του συστήµατος στην απόδειξη, επειδή βοηθά τους µαθητές να 

διατηρήσουν τη σηµασία των αριθµητικών παραδειγµάτων για να κατασκευάσουν 

εικασία και αλγεβρικές µεταβλητές που θα χρησιµοποιηθούν στην απόδειξη. 

Θα αναφέρω ένα παράδειγµα για να γίνει κατανοητό. Σε έρευνα της  Pedemonte 

(2008), δόθηκαν δύο προβλήµατα σε µαθητές δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης. Το πρώτο 

πρόβληµα ήταν: «Πάρε οποιοδήποτε διψήφιο αριθµό. Αντέστρεψε τα ψηφία, ώστε να 

έχεις τώρα 2 αριθµούς. Κάνε την αφαίρεση του µικρότερου από τον µεγαλύτερο. Τι 

µπορείς να πεις για το αποτέλεσµα;» 

Έπειτα από την ανάλυση των δοκιµίων, αναγνωρίστηκαν δύο διαδικασίες 

επίλυσης. Μία, όπου οι µαθητές από την εποικοδοµητική επιχειρηµατολογία (που 

κάνανε πριν την εικασία) πηγαίνανε και κάνανε κατευθείαν απόδειξη, η οποία έβγαινε 

λάθος και η άλλη διαδικασία όπου οι µαθητές µετά την εποικοδοµητική 

επιχειρηµατολογία, και την διατύπωση εικασίας, κάνανε πρώτα µια δοµηµένη 

επιχειρηµατολογία µε απαγωγικά βήµατα κι έπειτα παρήγαγαν απόδειξη. 

Παράδειγµα 1ης περίπτωσης επίλυσης του προβλήµατος 

Η µαθήτρια κατασκευάζει την εικασία γενικεύοντας µέσα από αριθµητικά 

παραδείγµατα. Η δοµή της επιχειρηµατολογίας είναι επαγωγική και το σύστηµα 

αναφοράς βασίζεται στην αριθµητική. 

  

 

 

 

 

 

Η µαθήτρια µεταφράζει το κείµενο του προβλήµατος σε αλγεβρική γλώσσα  

 

 

Αν πάρω το 15και 51, τότε 51-15=36 
Αν πάρω 16 και 61, τότε 61-16=45 
Αν πάρω 35 και 53, τότε 53-35=18 
 
Τα αποτελέσµατα είναι πολλαπλάσια 
του 9  

Εποικοδοµητική 
επιχειρηµατολογία της 
µαθήτριας 

 Μπορώ να γράψω έναν αριθµό σαν αβ και τον αντίστροφό του σαν βα. 
Τότε αβ-βα= 9κ  
Πρέπει να αποδείξω αυτή τη σχέση 
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Αν αναλύσουµε την παραπάνω σκέψη, µεταφράζει το κείµενο του προβλήµατος 

χρησιµοποιώντας αλγεβρικό σύστηµα αναπαράστασης και  κανόνες απ’ τους οποίους 

οι δύο είναι αριθµητικοί και ο 3ος αλγεβρικός.   

 

Οι κανόνες για τους οποίους µιλάµε είναι οι εξής:  

Κ1: ένας διψήφιος αριθµός µπορεί να γραφεί ως αβ 

Κ2: αν αβ ο διψήφιος αριθµός, τότε βα ο αντίστροφός του. 

Κ3: ένας αριθµός πολλαπλάσιο του 9 µπορεί να γραφεί ως 9κ 

 

Όµως, όταν πάει να κατασκευάσει µια απόδειξη, αλλάζει µορφή µετάφρασης 

στη µαθηµατική σχέση αβ-βα κι εκφράζεται η πεποίθησή της στον αλγεβρικό τοµέα, 

όπου το σύστηµα αναπαράστασης και ελέγχου είναι στον αλγεβρικό τοµέα. Θεωρεί ότι  

η παράσταση αβ-βα είναι ισοδύναµη µε  α*β-β*α . Ετσι, η µαθήτρια δεν κατασκευάζει 

την απόδειξη, απορρίπτει την εικασία της επειδή δεν αντιστοιχεί στα αποτελέσµατα 

που παίρνει µε τα αριθµητικά παραδείγµατα.  

 

 
Στο παραπάνω παράδειγµα, η µετάβαση από την αριθµητική στην άλγεβρα 

έγινε χωρίς τη διατήρηση του νοήµατος των γραµµάτων-µεταβλητών. ∆εν υπάρχει 

συνέχεια στο σύστηµα αναφοράς µεταξύ επιχειρηµατολογίας και της λαθεµένης 

απόδειξης. Επίσης δεν υπάρχει απαγωγική επιχειρηµατολογία που θα τη βοηθούσε να 

γεφυρώσει το κενό µεταξύ επιχειρηµατολογίας και απόδειξης, όπως γίνεται στην 

επόµενη περίπτωση. Στη διαδικασία της απόδειξης, η µαθήτρια δεν επανέρχεται στα 

αριθµητικά παραδείγµατα αλλιώς θα είχε δει ότι  51-15 δεν είναι ισοδύναµο µε 5Χ1 -

1Χ5  

Παράδειγµα 2ης περίπτωσης επίλυσης  του προβλήµατος 

Η µαθήτρια κατασκευάζει την εικασία γενικεύοντας από κάποια αριθµητικά 

παραδείγµατα. Η δοµή της επιχειρηµατολογίας είναι επαγωγική και το σύστηµα 

αναφοράς βασίζεται στην αριθµητική 

 

 

 

   

 

αβ-βα=0 . τότε 0=9κ… όχι αυτό δεν είναι δυνατό.. αλλά δεν καταλαβαίνω… 
ίσως η εικασία δεν είναι σωστή 

Αν πάρω το 32 και 23, τότε 32-23=9 
Αν πάρω 63 και 36, τότε 63-36=27 
Αν πάρω 13 και 31, τότε 31-13=18 
 
Τα αποτελέσµατα είναι πολλαπλάσια του 9  
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Έπειτα, κατασκευάζει µια δοµηµένη επιχειρηµατολογία για να αιτιολογήσει την 

εικασία. Σε αυτή την επιχειρηµατολογία το πρώτο βήµα είναι απαγωγικό: προσπαθεί να 

αιτιολογήσει την εικασία της σκεπτόµενη τα προηγούµενα παραδείγµατα. Υπάρχει 

συνέχεια µεταξύ εποικοδοµητικής επιχειρηµατολογίας και της δοµηµένης. 

 

 

 

 

 

 

 

Η δοµηµένη επιχειρηµατολογία βοηθά στη κατασκευή της απόδειξης, ενώ 

επίσης υπάρχει συνέχεια µεταξύ τους ως προς το σύστηµα αναφοράς.  

 

 

  

 

 

 

 

Να πούµε ότι σε αυτό το παράδειγµα η δοµηµένη  επιχειρηµατολογία είναι 

βασισµένη στην αριθµητική, ενώ η απόδειξη σε αλγεβρικούς κανόνες. Υπάρχει 

συνέχεια µεταξύ των δύο γιατί ο κανόνας Κ1 (όπου ένας διψήφιος αριθµός µπορεί να 

γραφεί ως αβ και είναι ίσος µε α*10+β) στη δοµηµένη επιχειρηµατολογία εφαρµόζεται 

και στην αριθµητική και στην άλγεβρα. 

Σε αυτό το παράδειγµα, παρατηρούµε λοιπόν, ότι η εποικοδοµητική 

επιχειρηµατολογία έχει επαγωγική δοµή, όπου η εικασία-συµπέρασµα βγαίνει από 

αριθµητικά παραδείγµατα. Στη δοµηµένη επιχειρηµατολογία µπορούµε να βρούµε 

απαγωγικά βήµατα, ενώ η απόδειξη είναι παραγωγική. ∆εν παρατηρήθηκε δυσκολία 

στη µετάβαση από τη µια δοµή στην άλλη, αντιθέτως τα απαγωγικά βήµατα φαίνεται 

να έχουν ένα σηµαντικό ρόλο στη διαδικασία της επιχειρηµατολογίας επειδή µέσω 

αυτών η µαθήτρια δεν έχασε τη σύνδεση µεταξύ εποικοδοµητικής επιχειρηµατολογίας 

και απόδειξης. 

 

Τώρα πρέπει να πω γιατί τα αποτελέσµατα είναι 
πολλαπλάσια του 9. είναι δύσκολο.. τότε 32-23=9 …  
9 φορές κάτι… αλλά γιατί; 
Γράφει:  
32-23=3*10  + 2 - 2*10 – 3 = 3* (10-1) – 2* (10-1) 
63-36=6*10 + 3 - 3*10 – 6 = 6 * 9 -3 *9  

∆οµηµένη 
επιχειρηµατολογία 

Τώρα πρέπει να αποδείξω γενικά.  
Από τα παραδείγµατα, µπορώ να γράψω τους δύο 
αριθµούς σαν 10χ+ψ και 10ψ+χ  
Τότε, 10χ+ψ- (10ψ+χ) =10χ+ψ -10ψ –χ= 9χ-9ψ =9 (χ-ψ)  
Αυτό είναι πολλαπλάσιο του 9. 

Απόδειξη  
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Στις περιπτώσεις όπου τα παιδιά έκαναν σωστή απόδειξη, η Pedemonte 

σηµείωσε δύο κοινές παρατηρήσεις:  

Α) Ο έλεγχος της µοντελοποιηµένης πεποίθησης στη δοµηµένη 

επιχειρηµατολογία µπορεί να επικυρωθεί και στην αριθµητική και στην άλγεβρα. Η 

συνέχεια στο σύστηµα αναφοράς βασίζεται σε αυτό το γεγονός: οι πεποιθήσεις των 

µαθητών είναι έγκυρες και στους δύο τοµείς και µπορούν να εκφραστούν και στους 

δύο τοµείς.  

Β) Η δοµηµένη επιχειρηµατολογία περιέχει απαγωγικά βήµατα, τα οποία 

πιθανόν µειώνουν το κενό ανάµεσα στην αριθµητική της επιχειρηµατολογίας και στην 

άλγεβρα της απόδειξης. Ενισχυτικό αυτής της άποψης είναι κι ότι στις περιπτώσεις 

όπου δεν παράχθηκε σωστή απόδειξη, δεν υπήρχαν απαγωγικά βήµατα. 

Γενικά η Pedemonte (2008) µέσα από τη µελέτη της βγάζει το συµπέρασµα ότι 

η δοµηµένη επιχειρηµατολογία έχει πολύ σηµαντικό ρόλο και σε µερικές περιπτώσεις 

διατηρεί τη συνέχεια µεταξύ εποικοδοµητικής επιχειρηµατολογίας και της αλγεβρικής 

απόδειξης. Το συµπέρασµα αυτό µας καλεί να δώσουµε περισσότερη σηµασία στην 

επιχειρηµατολογία των παιδιών κατά την επίλυση προβληµάτων, διότι φαίνεται πως η 

επιχειρηµατολογία έχει πολύ βασικό ρόλο στην απόδειξη.  

Θεωρητικό πλαίσιο για να αντιληφθεί κανείς την έννοια της απόδειξης στα 

σχολικά µαθηµατικά  

Τι στοιχεία πρέπει να έχει ένα επιχείρηµα για να θεωρηθεί ως απόδειξη; 

Πεποίθηση της Zack (1997) είναι ότι για να θεωρηθεί ένα επιχείρηµα ως απόδειξη, οι 

µαθητές πρέπει όχι µόνο να πείσουν, αλλά και να εξηγήσουν. Η Hanna επίσης έχει 

δηλώσει ότι οι αποδείξεις που χρησιµοποιούνται στην εκπαίδευση και οι οποίες 

εξηγούν πρέπει να προτιµώνται έναντι εκείνων που απλώς αποδεικνύουν (1995 στο 

Zack, 1997). Τα κριτήρια που επέλεξαν οι µαθητές στην έρευνα της  Zack (1997) για 

το πώς πρέπει να είναι µια απόδειξη ήταν:  

Α) να υπάρχει ανάγκη για απόδειξη 

Β) η απόδειξη πρέπει να είναι λογική 

Γ) το πρόσωπο που τη παρουσιάζει πρέπει να πει γιατί ισχύει.  

 

Ο Στυλιανίδης (2007) προτείνει ένα θεωρητικό πλαίσιο που καθοδηγεί και την 

ανάλυση των επεισοδίων του. Το πλαίσιο αποτελείται από δύο κατευθυντήριες αρχές 

για αντιληφθεί κανείς την έννοια της απόδειξης στα µαθηµατικά του σχολείου: την 

αρχή της διανοητικής ειλικρίνειας και την αρχή του συνέχειας.  Αυτές οι δύο αρχές 
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µπορούν να είναι χρήσιµες στο να αντιληφθεί κανείς κι άλλες έννοιες στα σχολικά 

µαθηµατικά αλλά και ευρύτερα.  

Η αρχή της διανοητικής ειλικρίνειας αναφέρει ότι η έννοια της απόδειξης 

πρέπει να νοηθεί έτσι ώστε να είναι, ταυτόχρονα, έντιµη στα µαθηµατικά ως επιστήµη 

και να τιµά τους µαθητές σαν µαθητευοµένους µαθηµατικών. Η αρχή της διανοητικής 

ειλικρίνειας είναι εµπνευσµένη από το έργο του Bruner (1960) ο οποίος ήταν ένας από 

τους πρώτους που υποστηρίζουν τη δυνατότητα να επιτευχθεί ισορροπία µεταξύ των 

επιστηµονικών συλλογισµών και αυτών των µαθητών, υποθέτοντας επίσης ότι 

«οποιοδήποτε θέµα µπορεί να διδαχθεί αποτελεσµατικά σε κάποια ειλικρινή µορφή σε 

οποιοδήποτε παιδί σε οποιοδήποτε στάδιο της ανάπτυξης». Από τότε, αρκετοί 

εκπαιδευτικοί µαθηµατικών κι άλλοι εκπαιδευτικοί αποτελούν παράδειγµα για τη 

δυνατότητα και το πλεονέκτηµα του να δηµιουργήσεις περιβάλλοντα στην τάξη που 

δεσµεύονται να τιµήσουν τόσο τους επιστηµονικούς όσο και τους απλούς 

συλλογισµούς των µαθητών (Ball, 1993; Ball and Wilson, 1996; Lampert, 1992 στο 

Stylianides 2007 ). 

Η αρχή του συνέχειας δηλώνει ότι πρέπει να υπάρχει συνέχεια στο πώς 

διαµορφώνεται η έννοια της απόδειξης στις διάφορες βαθµίδες της εκπαίδευσης, έτσι 

ώστε οι εµπειρίες των µαθητών να έχουν συνοχή. Σύµφωνα µε αυτό, µια διαµόρφωση 

της έννοιας της απόδειξης στο δηµοτικό, πρέπει να διευθετήσει το πρόβληµα της 

συνέχειας που χαρακτηρίζει τις εµπειρίες των µαθητών στο σχολείο γενικότερα.  

Οι περισσότεροι µαθητές γνωρίζουν πρώτη φορά την απόδειξη στη γεωµετρία 

και όταν αυτό συµβαίνει, η απόδειξη φαίνεται σαν κάτι άγνωστο γι’ αυτούς και 

παράξενο, παρά σαν φυσική επέκταση των προηγουµένων µαθηµατικών εµπειριών 

τους (Ball et al., 2002; Moore, 1994; Sowder and Harel, 1998; Usiskin, 1987 στο 

Stylianides 2007). Επίσης, είναι σηµαντικό, οι µαθητές να  ασχολούνται µε µια συνεπή 

έννοια της απόδειξης κατά τη διάρκεια όλων των βαθµίδων: οι µαθητές δε θα’πρεπε να 

αναπτύσσουν µια έννοια της απόδειξης στο δηµοτικό σχολείο, η οποία θα πρέπει να  

αναιρεθεί ή να ξεχαστεί στο γυµνάσιο (Martin and Harel, 1989 στο Stylianides 2007).  
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Ο ρόλος του/της εκπαιδευτικού στη διδασκαλία της επιχειρηµατολογίας 

και της απόδειξης 

Οι   συνέπειες από την άποψη του Duval, για το δοµικό κενό µεταξύ 

επιχειρηµατολογίας και απόδειξης, υποστηρίζουν την εξειδικευµένη διδασκαλία 

κανόνων, βασισµένους σε σχεδιαγράµµατα για την κατασκευή ενός παραγωγικού 

βήµατος. Ωστόσο, η διδασκαλία της απόδειξης, η οποία βασίζεται σε αναπαραγωγική 

µάθηση (οι αποδείξεις παρουσιάζονται στους µαθητές, δεν χρειάζεται να τις 

κατασκευάσουν) φαίνεται να είναι ανεπιτυχής. Αντιθέτως ανοιχτά προβλήµατα τα 

οποία απαιτούν µια εικασία φαίνεται να είναι πολύ αποτελεσµατικά για την εισαγωγή 

στη µάθηση της απόδειξης, επειδή η δραστηριότητα της επιχειρηµατολογίας φαίνεται 

να συνηγορεί υπέρ της κατασκευής απόδειξης. (Boero et al., 1996 στο Pedemonte 

2008) 

Το NCTM (2000, στο Knuth, 2002) επίσης προτείνει πως τα διδακτικά 

προγράµµατα οφείλουν να στοχεύουν από τη νηπιακή ακόµα ηλικία στην ανάπτυξη της 

ικανότητας των παιδιών: 

� Να αναγνωρίζουν το συλλογισµό-αιτιολόγηση και την απόδειξη 

σαν βασικές όψεις των µαθηµατικών 

� Να διαµορφώνουν και να ερευνούν µαθηµατικές εικασίες 

� Να αναπτύσσουν και να αξιολογούν µαθηµατικά επιχειρήµατα 

και αποδείξεις 

� Και να επιλέγουν και να χρησιµοποιούν ποικίλα είδη 

αιτιολόγησης  και µεθόδους απόδειξης  

(Κnuth 2002) 

 

Φυσικά, για να επιτύχουν οι παραπάνω στόχοι εννοείται πως οι µαθητές πρέπει 

να ενθαρρύνονται να παρουσιάσουν τη σκέψη τους, διότι όλοι συµβάλλουν  µε το να 

αξιολογεί ο ένας τη σκέψη του άλλου και παρέχουν πλούσια περιβάλλοντα για την 

εκµάθηση του µαθηµατικού συλλογισµού (NCTM 2000, σελ.58 στο Knuth, 2002). 

Τέτοιες ενέργειες µπορούν επίσης να δράσουν σαν έναυσµα για συζήτηση της 

επεξηγηµατικής ποιότητας διαφόρων επιχειρηµάτων. Έτσι, οι µαθητές ενθαρρύνονται 

να ψάχνουν επιχειρήµατα που δείχνουν τους λόγους για τους οποίους οι προτάσεις 

είναι αληθείς. Επιπλέον, η παρουσίαση και συζήτηση επιχειρηµάτων µπορεί να 

βοηθήσει να φανούν σχέσεις µεταξύ περιοχών των µαθηµατικών που οι µαθητές 
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έβλεπαν να µη συνδέονται (Knuth 2002). Επίσης, δε πρέπει να παραλείπεται η 

απόδειξη, όπου είναι δυνατό. Η Ηanna (2000) υποστηρίζει πως στόχος των 

εκπαιδευτικών είναι να χρησιµοποιήσουν τον ενθουσιασµό κι ευχαρίστηση της 

διερεύνησης για να ενεργοποιήσουν τους µαθητές να δώσουν απόδειξη ή να 

παρακολουθήσουν µια απόδειξη που τους δίνεται.  

 

Ποιος όµως είναι ο ρόλος του/της εκπαιδευτικού στη φάση της διερεύνησης; 

 Κατά τη διάρκεια των ερευνών της, η Yackel (2002) παρατήρησε µια κοινή 

λανθασµένη πεποίθηση ως προς τις   προσεγγίσεις των δασκάλων των µαθηµατικών. 

Αυτή η πεποίθηση υποστηρίζει ότι αν οι δάσκαλοι θέλουν οι µαθητές τους να 

κατασκευάζουν τα δικά τους µαθηµατικά νοήµατα, τότε οι ίδιοι πρέπει να αποφύγουν 

να δίνουν µαθηµατικές ιδέες στη συζήτηση. Πρέπει να απέχουν εντελώς δηλαδή. Κάτι 

µε το οποίο η Yackel (2002) δε συµφωνεί. Θεωρεί ότι ο ρόλος του δασκάλου είναι 

καθαρά συνδεδεµένος µε αυτό που αποκαλείται µαθηµατικό περιεχόµενο. Στο άρθρο 

της [Yackel (2002)] δείχνει πώς ο δάσκαλος µπορεί να προκαλέσει τη προσοχή σε 

σηµαντικές µαθηµατικές έννοιες. ∆εν πρέπει όµως να καθοδηγεί προς συγκεκριµένη 

κατεύθυνση ακόµα κι όταν οι µαθητές της βρίσκονται σε διαφωνία.  

Σύµφωνα µε την Yackel (2002), αν οι εκπαιδευτικοί δώσουν έµφαση στην 

επιχειρηµατολογία µπορούν να παραθέσουν ερεθίσµατα για µαθηµατικές συζητήσεις 

για νέες µαθηµατικές ιδέες και εργαλεία. Επισηµαίνει επίσης ότι οι δάσκαλοι πρέπει να 

έχουν σε βάθος κατανόηση της µαθηµατικής εννοιολογικής ανάπτυξης των µαθητών 

καθώς και µια προχωρηµένη κατανόηση µαθηµατικών εννοιών που κρύβονται πίσω 

από τις   δραστηριότητες. Η βαθιά µαθηµατική γνώση των δασκάλων µπορεί να 

βοηθήσει, δρώντας συµπληρωµατικά στα λεγόµενα των µαθητών, ώστε να γίνουν 

συνδέσεις και µε άλλα µαθηµατικά αντικείµενα. Ακόµη, οι δάσκαλοι πρέπει να 

κατανοούν πώς οι µαθητές τους νοούν κάποιες µαθηµατικές ιδέες και να αξιολογούν τι 

µπορούν και τι δε µπορούν να κάνουν οι µαθητές από µόνοι τους. Τέλος, είναι 

σηµαντικό ο δάσκαλος να αντιλαµβάνεται την ιδέα του µαθητή. Αν δε µπορεί να το 

κάνει αυτό, θα είναι πλήγµα και για τον ίδιο το µαθητή ο οποίος θα αµφισβητεί την 

αξιοπιστία της ιδέας του και πιθανόν την ικανότητά του να παράγει µαθηµατικά 

επιχειρήµατα. 
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΣΤΟ ∆ΗΜΟΤΙΚΟ ΣΧΟΛΕΙΟ 

 

Γιατί να µιλήσουµε για την απόδειξη στο ∆ηµοτικό σχολείο;  

 

Η Απόδειξη είναι θεµελιώδους σηµασίας για να κάνει κανείς και να γνωρίζει 

µαθηµατικά - είναι η βάση της µαθηµατικής κατανόησης και έχει ουσιαστικό ρόλο 

στην ανάπτυξη, στην κατάρτιση και στην επικοινωνία µε µαθηµατική γλώσσα 

(Kitcher,1984;Polya,1981 στο Stylianides 2007). Ο κεντρικός ρόλος της απόδειξης στη 

µαθηµατική πράξη έχει οδηγήσει αρκετούς µελετητές σε πολλές χώρες να τονίσουν τη 

σηµασία της απόδειξης στα σχολικά µαθηµατικά (π.χ. Balacheff, 1988;  Ball et al., 

2002;  Healy and Hoyles, 2000; Mariotti, 2000 στο Stylianides 2007).  

Παρά την αυξανόµενη εκτίµηση του ρόλου της απόδειξης στις µαθηµατικές 

εµπειρίες των  µαθητών σε όλες τις βαθµίδες, λίγη έρευνα έχει επικεντρωθεί στο θέµα 

της κατανόησης και του χαρακτηρισµού της έννοιας της απόδειξης στο δηµοτικό 

σχολείο (Zack 1997, Stylianides 2007). Ωστόσο, στη Βόρεια Αµερική, η τρέχουσα 

έρευνα και πολιτική της παιδείας συνιστά  ότι η απόδειξη πρέπει να ενσωµατωθεί στις 

µαθηµατικές εµπειρίες, ακόµη και µαθητών δηµοτικού σχολείου (π.χ. Ball & Bass, 

2003; NCTM, 2000; Schoenfeld, 1994; Yackel and Hanna 2003 στο Stylianides 2007 

& στο Komatsu 2010). Μάλιστα, η  έκδοση του NCTM ‘Principles and Standards’ 

(2000, στο Knuth, 2002) προτείνει ότι επιχειρηµατολογία κι απόδειξη πρέπει να είναι 

µέρος του αναλυτικού προγράµµατος σε όλες τις βαθµίδες, ακόµα κι από το νηπιαγωγείο. 

Επίσης, οι Maher & Martino (1996, στο Zack 1997) και η Lampert (1990, στο Zack 

1997) προτείνουν ότι η ανάµειξη στον επαγωγικό και παραγωγικό συλλογισµό που 

οδηγεί στη κατασκευή απόδειξης πρέπει να αρχίσει από το επίπεδο του δηµοτικού 

σχολείου.  

Όµως, και στην Ελλάδα, σύµφωνα µε το νέο πιλοτικό πρόγραµµα σπουδών 

στην πρωτοβάθµια εκπαίδευση (Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., 2011), επιδιώκεται να αναδειχθούν τα 

βασικά χαρακτηριστικά της µαθηµατικής γνώσης: η γενίκευση, η αφαίρεση, η 

ακρίβεια, η συντοµία, καθώς και η ανάπτυξη της µαθηµατικής σκέψης. Η µαθηµατική 

εκπαίδευση έχει στρέψει πλέον το ενδιαφέρον της από την τυπική εκµάθηση 

µαθηµατικών εννοιών στη δυναµική προσέγγιση των τρόπων µε τους οποίους 

δηµιουργούνται και λειτουργούν τα ίδια τα Μαθηµατικά. Η εισαγωγή στην αλγεβρική 

σκέψη περιλαµβάνει δράσεις όπως η αναγνώριση, η συµπλήρωση, η περιγραφή και η 
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γενίκευση κανονικοτήτων (γεωµετρικών και αριθµητικών), η αναγνώριση των σχέσεων 

µεταξύ διάφορων αναπαραστάσεων (λεκτικών, υλικών, εικονικών, συµβολικών) και η 

µετάβαση από τη µία παράσταση στην άλλη (Υ.Π.∆.Β.Μ.Θ., 2011). Τονίζεται όµως ότι 

η εισαγωγή των µαθητών στις αλγεβρικές έννοιες και δοµές, ειδικά στις µικρές τάξεις, 

είναι αναγκαίο να γίνεται µε δραστηριότητες που αναδεικνύουν τις αλγεβρικές έννοιες 

(κανονικότητα, συνάρτηση, ισότητα, ανισότητα) µέσα από τη διερεύνηση καταστάσεων 

της πραγµατικής ζωής. 

Αυτό το νέο είδος µαθηµατικών του δηµοτικού σχολείου µοιάζει µε αυτό που οι 

Robert & Kaput (1999 στο Blanton & Kaput, 2004)  αποκαλούν ως πρώιµη άλγεβρα.  

Οι Robert & Kaput (1999) υποστηρίζουν ότι λόγω των αυξανόµενων σύνθετων 

µαθηµατικών του 21ου αι., απαιτείται από τα παιδιά του δηµοτικού σχολείου, µια 

εµπειρία πέρα από την αριθµητική και υπολογιστική ικανότητα, που να ασχολείται µε 

πιο βαθιά δοµή των µαθηµατικών. Σκοπός αυτής είναι να εµβαθύνει στην κατανόηση 

της δοµής και της γενικευσιµότητας των µαθηµατικών, κι όχι να παρέχει µεµονωµένες 

εµπειρίες υπολογισµών. 

.Ο  Gardiner (1992 στο Zack 1997) τονίζει ότι «για να δαµάσουµε το άπειρο, 

χρειαζόµαστε απόδειξη» και υποστηρίζει ότι η µορφή και η γλώσσα του συλλογισµού 

αλλάζει όσο µεγαλώνουν οι µαθητές, αλλά δεν αλλάζει η απαίτηση ότι ο µαθηµατικός 

συλλογισµός πρέπει να είναι:  

α) γενικός (δηλαδή έγκυρος για όλα τα πιθανά παραδείγµατα)   

β) απόλυτα πειστικός (1992,σελ.4).  

Ο Στυλιανίδης (Stylianides, 2007) επισηµαίνει πως αν η έρευνα αναπτύσσει µια 

διαµόρφωση της έννοιας της απόδειξης για τις µικρές βαθµίδες, που θα είναι 

κατάλληλη και για τους µικρούς µαθητές αλλά και σύµφωνη µε το πώς κατανοείται η 

απόδειξη στις µεγαλύτερες βαθµίδες, θα υπάρξει ένα γερό θεµέλιο πάνω στο οποίο 

εκπαιδευτικοί µαθηµατικών µπορούν να αναπτύξουν ένα συνεκτικό πρόγραµµα για τη 

διδασκαλία της απόδειξης σε όλες τις βαθµίδες. Η ανάπτυξη ενός τέτοιου 

προγράµµατος είναι σηµαντική γιατί στις µέρες µας, αρκετή διδασκαλία των 

µαθηµατικών στο δηµοτικό εστιάζει σε αριθµητικές έννοιες, υπολογισµούς και 

αλγορίθµους και έπειτα όταν οι µαθητές πηγαίνουν στο γυµνάσιο, απαιτείται ξαφνικά 

από αυτούς να κατανοήσουν και να γράψουν αποδείξεις, κυρίως στη γεωµετρία. (Ball  

et al., 2002, σελ.907–908 στο Stylianides 2007). Αρκετοί ερευνητές (Mariotti, 2000; 

Moore, 1994; Sowder and Harel, 1998; Usiskin, 1987 στο Stylianides 2007)  έχουν 

αναγνωρίσει την απότοµη εισαγωγή των µαθητών στην απόδειξη της δευτεροβάθµιας 
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εκπαίδευσης ως µια πιθανή εξήγηση για τις πολλές δυσκολίες που αντιµετωπίζουν 

µαθητές της δευτεροβάθµιας µε την απόδειξη (Coe and Ruthven, 1994; Fischbein, 

1982; Healy and Hoyles, 2000 στο Stylianides 2007). Έτσι λοιπόν, θα ήταν καλό, να 

σκεφτούµε λίγο καλύτερα µήπως µπορούµε να εντάξουµε την έννοια της απόδειξης 

από το ∆ηµοτικό.  

 

Τι εννοούµε όµως ως απόδειξη στο ∆ηµοτικό σχολείο;  

Η ιδέα της εισαγωγής της απόδειξης στις µαθηµατικές εµπειρίες µαθητών από 

την έναρξη της σχολικής τους ζωής δηµιουργεί το σηµαντικό ζήτηµα του τι θα νοείται 

ως απόδειξη στις µικρές βαθµίδες (Stylianides 2007).  

Οι αρχές  της διανοητικής ειλικρίνειας και της συνέχειας, που περιγράψαµε 

προηγουµένως, µπορούν να µας κάνουν να δούµε ποια επιχειρήµατα πιστοποιούνται ή 

όχι σαν απόδειξη στο δηµοτικό σχολείο. Για παράδειγµα, ένα εµπειρικό επιχείρηµα, 

σύµφωνα µε τον  Στυλιανίδη (2007), δε µπορεί να πιστοποιηθεί σαν απόδειξη στο 

δηµοτικό σχολείο, επειδή, αν γίνει αυτό, θα παραβιαστούν και οι δύο αρχές. Η αρχή 

της διανοητικής ειλικρίνειας θα παραβιαστεί γιατί α) στα µαθηµατικά, η εµπειρική 

απόδειξη δε συνιστά απόδειξη και β) ψυχολογικές διαπιστώσεις και τα υπάρχοντα 

αποδεικτικά στοιχεία δείχνουν ότι τα µικρά παιδιά του δηµοτικού µπορούν να 

ασκηθούν επιτυχώς στο παραγωγικό συλλογισµό και στην απόδειξη (Carpenter et al 

2003., Galotti et al., 1997; Light et al., 1989; Maher and Martino, 1996 στο Stylianides, 

2007). Η αρχή της συνέχειας θα παραβιαζόταν επειδή, αν οι δάσκαλοι των δηµοτικών 

σχολείων οδηγήσουν τους µαθητές τους να πιστεύουν ότι µερικά καλοδιαλεγµένα 

παραδείγµατα αποτελούν απόδειξη, είναι φυσικό να περιµένουµε ότι η έννοια της 

απόδειξης στη γεωµετρία του γυµνασίου και σε άλλα µαθήµατα θα είναι δύσκολη για 

τους µαθητές. (Martin & Harel, 1989, σελ. 41-42 στο Stylianides 2007)  

Το άρθρο του Στυλιανίδη (2007) στοχεύει να βοηθήσει να κατανοήσουµε 

καλύτερα τα γνωρίσµατα τα οποία πρέπει να έχει ένα µαθηµατικό επιχείρηµα  (ή απλά 

επιχείρηµα) για να µετρηθεί ως απόδειξη σε αυτό το πλαίσιο.  

Για το σκοπό αυτό αναλύει ένα επεισόδιο από Τρίτη τάξη ∆ηµοτικού, που 

προσφέρει ένα βαθύ υπόβαθρο για να εξερευνηθούν τα τέσσερα στοιχεία ενός 

επιχειρήµατος που είναι σηµαντικά ώστε να αποφασίσουµε για το αν το επιχείρηµα 

λειτουργεί σαν απόδειξη. Τα τέσσερα στοιχεία είναι τα εξής: 

� Το θεµέλιο του επιχειρήµατος (δηλαδή, αυτό που αποτελεί τη 

βάση του: ορισµοί αξιώµατα, κ.λπ.) 
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� Η διαµόρφωση (δηλαδή, πώς αναπτύσσεται: ως λογικός 

παραγωγικός συλλογισµός, σαν γενίκευση µέσα από συγκεκριµένες 

περιπτώσεις, κλπ)  

� Η αναπαράσταση (δηλαδή πώς εκφράζεται: µε τη χρήση 

καθηµερινής γλώσσας, αλγεβρικά κ.λπ.) 

� Κοινωνική διάσταση (δηλαδή, πώς ακούγεται έξω στο κοινωνικό 

πλαίσιο της κοινότητας όπου δηµιουργείται) 

 

Ο Στυλιανίδης (2007β στο Komatsu 2010) περιέγραψε µια διαµόρφωση της 

έννοιας της απόδειξης στα σχολικά µαθηµατικά που θα µπορούσε να εφαρµοστεί στο 

περιεχόµενο της τάξης όπως ακολουθεί:  

Η απόδειξη είναι ένα µαθηµατικό επιχείρηµα, µια συνδεδεµένη σειρά 

ισχυρισµών υπέρ ή ενάντια σε ένα µαθηµατικό ισχυρισµό, µε τα ακόλουθα 

χαρακτηριστικά: 

1. χρησιµοποιεί προτάσεις αποδεκτές από τη κοινότητα της τάξης  που είναι 

αληθείς και διαθέσιµες χωρίς περαιτέρω αιτιολόγηση 

2. χρησιµοποιεί µορφές επιχειρηµατολογίας που είναι έγκυρες και γνωστές ή 

µέσα στο επίπεδο εννοιών που µπορεί να φτάσει η κοινότητα της τάξης. 

3. για την επικοινωνία χρησιµοποιούνται µορφές έκφρασης (αναπαραστάσεις 

του επιχειρήµατος)  που είναι κατάλληλες και γνωστές  ή µέσα στο εννοιολογικό 

επίπεδο που µπορεί να φτάσει η κοινότητα της τάξης. 

 

Σύµφωνα µε αυτή τη διαµόρφωση της έννοιας, οι αποδείξεις δεν περιορίζονται 

στις επίσηµες αποδείξεις που αναπαρίστανται µε µαθηµατικά σύµβολα σε πολλές 

περιπτώσεις. Ακόµη, χρειάζεται να λαµβάνονται υπόψη η µαθηµατική αυθεντικότητα 

και η ανάπτυξη των µαθητών. Aνεπίσηµες αποδείξεις, για παράδειγµα αποδείξεις µε 

διαγράµµατα ή αποδείξεις βασισµένες σε generic παραδείγµατα (Balacheff 1988), θα 

πρέπει να αναγνωρίζονται σαν αποδεκτές ειδικά στο δηµοτικό σχολείο  

(Komatsu 2010).  

  

Η επιλογή των τεσσάρων αυτών στοιχείων ενός επιχειρήµατος βρίσκει 

υποστήριξη από το πώς επιχειρήµατα και αποδείξεις διαµορφώνονται στην επιστήµη 

των µαθηµατικών, όπου επιχειρήµατα και αποδείξεις βασίζονται σε  αποδεκτές 

προτάσεις όπως οι ορισµοί και τα αξιώµατα (βλ. θεµέλιο), χρησιµοποιούν αποδεκτούς 
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κανόνες της ορθής εξαγωγής συµπερασµάτων, όπως οι λογικές ισοδυναµίες (βλ. 

διαµόρφωση) και εκφράζονται χρησιµοποιώντας κατάλληλη µαθηµατική γλώσσα (βλ. 

αναπαράσταση) (Kitcher, 1984 στο Stylianides 2007).  

Επιπλέον, η διαδικασία αποδοχής ενός επιχειρήµατος ως απόδειξη στηρίζεται 

σε µεγάλο βαθµό σε κοινωνικούς  µηχανισµούς της µαθηµατικής κοινότητας (Ernest, 

1998; Tymoczko 1986/1998 στο Stylianides 2007). Μπορούµε να βασιστούµε στην 

κρίση µιας µαθητικής κοινότητας κάποιας τάξης δηµοτικού για την αποδοχή ενός 

επιχειρήµατος;  Με ένα παράδειγµα που µας παρουσιάζει, ο Στυλιανίδης (2007) µας 

προτρέπει να δίνουµε περισσότερη έµφαση στα τρία πρώτα στοιχεία του επιχειρήµατος 

κι έπειτα στη κοινωνική διάσταση κι εξηγεί γιατί.  

Σ’ ένα επιχείρηµα που δόθηκε από ένα κορίτσι γ’ τάξης δηµοτικού, στην 

έρευνά του ο Στυλιανίδης (2007) το δέχτηκε σαν απόδειξη, αφού πληρούσε τα τρία 

πρώτα στοιχεία, ενώ δεν πληρούσε το 4ο της κοινωνικής διάστασης, δεδοµένου ότι οι 

συµµαθητές του κοριτσιού δεν πείστηκαν. Ο Στυλιανίδης εξηγεί ότι παρέβλεψε το 4ο 

στοιχείο, επειδή η τάξη δεν έχει αναπτύξει ακόµα όλους τους απαραίτητους κανόνες 

του λόγου για να υποστηρίξουν το επιχείρηµα σαν απόδειξη. Οι µαθητές µικρής 

ηλικίας τώρα µόλις αρχίζουν να σχηµατίζουν αλληλεπιδραστικά µε τους δασκάλους 

τους σίγουρους κανόνες του λόγου. Η ανάπτυξη και αποδοχή τέτοιων κανόνων είναι 

µακρόχρονη και απαιτητική διαδικασία (Yackel and  Cobb, 1996 στο Stylianides 

2007). Έτσι, σε µια τέτοια περίπτωση, ο Στυλιανίδης προτείνει  ο δάσκαλος να κάνει το 

επιχείρηµα του παιδιού επίσηµο και δεκτό σαν απόδειξη, στο τέλος του επεισοδίου να 

εξηγήσει στους µαθητές γιατί πιστοποιείται το επιχείρηµα αυτό ως απόδειξη, ενώ τα 

άλλα όχι. Για την εξήγησή του θα µπορούσε να αναφερθεί στα 3 στοιχεία του 

επιχειρήµατος (θεµέλιο, διαµόρφωση, αναπαράσταση). Η πράξη αυτή θα ξεκινούσε µια 

κατάσταση για θεσµοθέτηση (Brousseau, 1981 στο Stylianides 2007 ) που θα 

νοµιµοποιούσε το επιχείρηµα και θα εγγυόταν ότι οι µέθοδοι που χρησιµοποιήθηκαν 

για να κατασκευαστεί θα µπορούσαν να θεωρηθούν ως γνώση που θα διατηρηθεί για 

µελλοντική εργασία. Η πράξη αυτή του δασκάλου επίσης θα βοηθούσε να ιδρυθούν 

στη µαθητική κοινότητα βέβαιοι κανόνες του λόγου που θα υποστήριζαν το επιχείρηµα 

σαν απόδειξη. 
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Ενδεικτικές έρευνες που έχουν γίνει σε µαθητές δηµοτικού 

Οι Ηarel & Sowder (2007) τονίζουν το ιδιαίτερο ενδιαφέρον που έχουν έρευνες 

που έχουν γίνει για την απόδειξη σε παιδιά δηµοτικού.  Λόγω του πνεύµατος των ‘νέων 

µαθηµατικών’ κάποιες έρευνες κατά το 1970 εστίασαν στην απόδειξη σε µικρά παιδιά. 

Ο Lester (1975 στο Ηarel & Sowder, 2007 ) για να δει αν και πότε τα παιδιά µπορούν 

να ασχοληθούν µε την απόδειξη ή µε περίπου αποδεικτικές δραστηριότητες, επινόησε 

ένα παραγωγικό σύστηµα εµπνευσµένο από τις αρχές λειτουργίας του υπολογιστή. Το 

σύστηµα αυτό είχε τη µορφή παιχνιδιού µε καλά ορισµένους κανόνες (αξιώµατα) και 

σκοπούς (θεωρήµατα)  που επιτυγχάνονται µε το να εφαρµοστούν οι κανόνες (µε 

αποδείξεις). ∆ηλαδή οι µαθητές ασχολούνταν έµµεσα µε ένα αξιωµατικό σύστηµα. 

Πήρε ως δείγµα 19 µαθητές για καθεµία από τις 4 οµάδες. Μία οµάδα από τις τάξεις 1-

3, η δεύτερη οµάδα από τις τάξεις 4-6, η τρίτη από τις τάξεις 7-9 και η τέταρτη από τις 

τάξεις 10-12. Η 3η οµάδα των 7-9 είχε παρόµοια επίδοση µε αυτή των 10-12. Και οι 

µαθητές των 4-6 έλυσαν περίπου όσες δραστηριότητες έλυσαν και οι µεγαλύτεροι , 

αλλά πήρε πιο πολλή ώρα. Ο Lester έτσι υποστήριξε ότι «ακόµα και οι µαθητές των 

µεγάλων τάξεων δηµοτικού µπορούν να είναι επιτυχείς σε µαθηµατικές 

δραστηριότητες που σχετίζονται στενά µε την απόδειξη».  

Πράγµατι ο Κing (1970,1973 στο Ηarel & Sowder, 2007) ανέπτυξε µία   

ενότητα διάρκειας 17 ηµερών σε σχέση µε θεωρία αριθµών του δηµοτικού. Βρήκε ότι 

µια οµάδα δέκα µαθητών έκτης τάξης µπορούσε να επαναπαράγει τις αποδείξεις που 

είχαν αναπτύξει αρχικά µε την βοήθεια των δασκάλων τους (σε αντίθεση µε µια οµάδα 

ελέγχου) αλλά επίσης φάνηκε ότι οι αποδείξεις γίνονταν από µηχανιστική µνήµη 

(παπαγαλία) . Άλλο παράδειγµα πρώιµης εµφάνισης της απόδειξης έρχεται από µια 

εργασία (Schifter, et al.,  2003  στο Ηarel & Sowder, 2007) που σκοπεύει να εντάξει 

την άλγεβρα στο δηµοτικό σχολείο). H εργασία τους δείχνει ότι οι µαθητές µπορεί να 

είναι πεπεισµένοι ότι η απάντηση σ’ ένα ερώτηµα είναι ‘ναι’ επειδή έχουν δοκιµάσει 

πολλά παραδείγµατα (εµπειρικό αποδεικτικό σχήµα), αλλά πιο µετά ίσως επιστρέψουν 

στην αβεβαιότητα επειδή είναι ενήµεροι ότι υπάρχουν πολλές περιπτώσεις που δεν 

εξέτασαν. Και, όχι απρόσµενα, κάποιοι µαθητές  θα υπερ-γενικεύσουν. 

 

Η Lampert (1990 στο Dreyfus 1999), δίδαξε σε µια τάξη ε’ δηµοτικού και 

υποστήριξε τις κοινωνικές αλληλεπιδράσεις που είναι κατάλληλες για τη δηµιουργία 

µαθηµατικών επιχειρηµάτων. Στην έρευνα της, οι µαθητές της άρχισαν να κάνουν 

υποθέσεις που βασίζονταν στην επαγωγική θεώρηση των µοτίβων και να εξετάζουν 
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επίσης αυτά που παρατηρούσαν και τους λόγους που το µοτίβο τους συνεχιζόταν, 

ακόµα και σε αριθµούς που δεν έχουν δοκιµαστεί. Η Lampert συµπέρανε από την 

έρευνα της πως οι µαθητές της πέµπτης τάξης µπορούν να δείξουν παρόµοια ικανότητα 

µε µαθητές κολλεγίου.  

Οι Maher & Martino (1996 στο Dreyfus 1999) έκαναν µία µακρόχρονη έρευνα, 

διάρκειας πέντε ετών και αναφέρουν µια σειρά 11 επεισοδίων που τεκµηριώνουν την 

ανάπτυξη της µαθηµατικής σκέψης κι επιχειρηµάτων µιας µαθήτριας από την α’ έως ε’ 

δηµοτικού. Η  µαθήτρια προοδευτικά ανέπτυξε όχι µόνο την ικανότητά της να 

κατηγοριοποιεί και να οργανώνει τα δεδοµένα, καθώς και να κάνει αποδείξεις σε 

περιβάλλοντα που ενθάρρυναν την ανάπτυξη των ιδεών της. 

O Reid (2002 στο Komatsu 2010) έκανε µια έρευνα σε µαθητές ε’ δηµοτικού, 

όπου τους ζητούσε να βρουν το πλήθος τετραγώνων σε πίνακες ν*ν. Οι µαθητές του 

δεν απέδειξαν τις εικασίες τους αλλά τις εξέτασαν µόνο εµπειρικά. Αντίστοιχη 

δραστηριότητα, αλλά ζητούσε το άθροισµα αυτή τη φορά τέτοιων πινάκων 

(12+22+32+42+…) είχε πραγµατοποιήσει και η  Zack (1997) µε µαθητές δηµοτικού. Τα 

ευρήµατα τους έδειξαν ότι οι µαθητές που πέτυχαν στο να πείσουν τους συµµαθητές 

τους είναι εκείνοι των οποίων οι αιτιολογήσεις βασίστηκαν σε γενικεύσεις.  Επίσης 

φάνηκε ότι µια πεποίθηση προηγείται της απόδειξης και ότι τα επιχειρήµατα είναι 

βασισµένα στη πεποίθηση ότι το µοτίβο τους ‘δουλεύει’ σε όλα τα παραδείγµατα. Οι 

µαθητές δεν προσπαθούσαν να εξηγήσουν, γιατί ισχύει το µοτίβο. Μόνο όταν είχαν 

εµφανιστεί κι άλλα µοτίβα από άλλους συµµαθητές προσπάθησαν να 

αντεπιχειρηµατολογήσουν για να δείξουν ότι εκείνα δεν ισχύουν. 

O/H Kotaro Komatsu σε άρθρο του (2010) µιλά για την έρευνά του σε  δύο 

µαθητές δηµοτικού στην Ιαπωνία ως προς τον τρόπο που επανεξετάζουν τις εικασίες 

τους και αποδείξεις τους όταν αντιµετωπίζουν αντιπαραδείγµατα στις εικασίες τους 

που έχουν αποδείξει. Η δραστηριότητα που δόθηκε αφορούσε σχέσεις αριθµών και 

συγκεκριµένα την πρόσθεση αντίστροφων διψήφιων αριθµών (π.χ. 36+63). Οι µαθητές 

απέδειξαν την αρχική εικασία τους µε χειραπτικά υλικά. Μετά το αντιπαράδειγµα όµως 

που τους έδωσε ο δάσκαλος, ανέλυσαν την απόδειξη τους και βρήκαν γιατί η εικασία 

ήταν λάθος και αναγνώρισαν το κοµµάτι της απόδειξης που µπορούσε να εφαρµοστεί 

και για το αντιπαράδειγµα και συνέχισαν από κει και πέρα φτιάχνοντας µια νέα 

απόδειξη για νέα εικασία. Η τροποποίηση  των εικασιών, σύµφωνα µε τον/την 

Komatsu, δείχνει να είναι “the exception-barring method” µε όρους του Lakatos (1976) 

όπου επανεξετάζεται η απόδειξη εντοπίζοντας τα ένοχα λήµµατα για τα οποία το 
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καθολικό αντιπαράδειγµα είναι τοπικό. Επιπλέον, το ότι ειλικρινά αποδέχτηκαν το 

λάθος της αρχικής τους εικασίας και τη τροποποίησαν περιορίζοντας το εύρος της, 

ενδεικνύουν την «επαγωγική συµπεριφορά» (‘inductive attitude’) την οποία ο Polya 

(1954) ανέδειξε ως την ηθική ποιότητα του επιστήµονα. Αυτή η επαγωγική 

συµπεριφορά είναι σηµαντική για να κάνει και να γνωρίζει κανείς µαθηµατικά 

(Lampert, 1990). 

Τέλος, αρκετοί ερευνητές έχουν δώσει έµφαση στην κοινωνικοπολιτισµική 

άποψη της εξερεύνησης και ενίσχυσης  της ανάπτυξης των αποδεικτικών σχηµάτων 

των µαθητών.  Οι Blanton, et al. (2003 στο Ηarel & Sowder 2007) έχουν ερευνήσει τη 

φύση και το ρόλο αυτής της ‘σκαλωσιάς’ (scaffolding) στη µάθηση και διδασκαλία της 

απόδειξης. Τα  αποτελέσµατα έδειξαν ότι µαθητές που συµµετέχουν σε συζητήσεις 

όλης της τάξης µεταγνωστικού επιπέδου, έχουν όφελος στην ικανότητα κατασκευής 

µαθηµατικών αποδείξεων. Επίσης, το να συµµετέχουν σε τέτοιου είδους συζητήσεις 

είναι µια συνήθεια του µυαλού που µπορεί να ενισχυθεί από τις παρακινήσεις των 

δασκάλων. Αυτό σηµαίνει ότι οι µαθητές µπορούν να εσωτερικεύουν τη δηµόσια 

επιχειρηµατολογία µε τρόπους που διευκολύνουν την προσωπική τους κατασκευή 

απόδειξης, αν η   ενίσχυση  (scaffolding) σχεδιαστεί κατάλληλα για να το υποστηρίξει 

(Βlanton et al., 2003 στο Ηarel & Sowder 2007) 

Τα αποτελέσµατα των ερευνών είναι ενθαρρυντικά. Ωστόσο, πρέπει να ’χει 

κανείς στο νου του ότι οι µαθητές του δηµοτικού σχολείου που παρακολούθησαν οι 

ερευνητές ήταν σε τάξεις προσεκτικά σχεδιασµένες και µε διδασκαλίες που 

υποστηρίζουν το µαθηµατικό συλλογισµό, το επιχείρηµα και την αιτιολόγηση. 

Εποµένως οι µελέτες δείχνουν µόνο ότι η µεταφορά στο παραγωγικό συλλογισµό είναι 

δυνατή, όχι ότι συµβαίνει συχνά αυτό. ∆ε συµβαίνει συχνά αυτό διότι οι περισσότεροι 

µαθητές δεν έµαθαν ποτέ τι µετρά ως µαθηµατικό επιχείρηµα (Dreyfus 1999). 

Παρατηρούµε επίσης, µία έλλειψη ερευνών όσον αφορά τις εικασίες που 

διαµορφώνουν οι µαθητές ∆ηµοτικού και τον τρόπο ή τα αποδεικτικά σχήµατα που 

χρησιµοποιούν για να τις αιτιολογήσουν. Ούτε έχει βρεθεί κάποια έρευνα µε τα είδη 

των συλλογισµών που κάνουν. Ενώ επίσης δεν έχει εξεταστεί αν η θεωρία της 

Pedemonte (2007, 2008) για το ρόλο της επιχειρηµατολογίας στην απόδειξη µπορεί να 

έχει εφαρµογή στο ∆ηµοτικό σχολείο. Όλες τις παραπάνω ελλείψεις που επισηµάναµε, 

επιχειρούµε να αποκαταστήσουµε µε τη δική µας έρευνα.  
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ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΕΡΕΥΝΑΣ 

Ερευνητικό πρόβληµα-ερευνητικά ερωτήµατα 

Το ερευνητικό µας πρόβληµα διαµορφώθηκε από τις διάφορες διαµάχες µεταξύ 

ακαδηµαϊκών ή εκπαιδευτικών ως προς τη σηµασία και τα είδη της επιχειρηµατολογίας 

και της απόδειξης που χρησιµοποιούν οι µαθητές, αλλά και τους ισχυρισµούς από 

έρευνες (σε µαθητές ∆ευτεροβάθµιας Εκπαίδευσης) ότι η επιχειρηµατολογία που 

αναπτύσσεται συνηγορεί υπέρ της κατασκευής απόδειξης (Boero et al., 1996; Garuti et 

al., 1996; Garuti, et al., 1998; Mariotti, 2001 στο Pedemonte 2007). Επίσης κρίναµε 

σκόπιµο να εξετάσουµε το παραπάνω πρόβληµα σε µαθητές Ε’ και Στ’ ∆ηµοτικού, 

µιας και το NCTM (2000 στο Knuth, 2002) προτείνει την ανάπτυξη της 

επιχειρηµατολογίας και απόδειξης, ακόµα και στις µικρές βαθµίδες της Μαθηµατικής 

Εκπαίδευσης. Η επίλυση του ερευνητικού προβλήµατος κρίνεται αναγκαία, καθώς οι 

µαθητές παρουσιάζουν δυσκολία στην απόδειξη (Βalacheff,1991) και το σχολείο 

εστιάζει κυρίως στη µορφή της απόδειξης πάνω από τη σκέψη (Proof vs proving) και 

δε λαµβάνει υπόψη του τη συνθετότητα της διαµόρφωσης εικασιών και της 

αποδεικτικής διαδικασίας (Douek,1998). 

 
Συγκεκριµένα, στην εργασία αυτή µελετούµε τα εξής ερωτήµατα: 
  

� Ποιες  εικασίες κάνουν οι µαθητές σε σχέση µε ιδιότητες και σχέσεις αριθµών 

και  πώς τις διαµορφώνουν; 

� Τι είδους επιχειρηµατολογία και αποδεικτικά  σχήµατα χρησιµοποιούν;   

� Πως εξελίσσεται η αποδεικτική δραστηριότητα των µαθητών κατά τη 

διάρκεια της  ς συνεδρίας;  

 

Επιπρόσθετα κατά τη διάρκεια της έρευνας, µέσα από την ανάλυση των 

απαντήσεων των µαθητών, έβγαιναν κάποια  συµπεράσµατα σχετικά µε το βαθµό 

εσωτερίκευσης και πλήρους γνώσης των εννοιών που διαπραγµατεύονταν οι µαθητές 

και που είχαν ήδη διδαχθεί από το σχολείο. Έτσι κρίθηκε σκόπιµο να απαντηθεί ακόµα 

ένα ερώτηµα:  

� Τι πληροφορίες µας δίνουν οι εικασίες και τρόποι επιχειρηµατολογίας των 

µαθητών όσον αφορά στις γνώσεις που έχουν οι µαθητές για τα αντικείµενα 

της θεωρίας αριθµών; 
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Μέθοδος 

Η έρευνα µας επιλέξαµε να είναι ποιοτική και συγκεκριµένα µία µελέτη 

περίπτωσης ώστε να  είναι διεξοδική και σε βάθος η ανάλυση των παραγόντων που 

συντελούν στη διαµόρφωση των εικασιών και των αποδεικτικών σχηµάτων που 

χρησιµοποιούν οι µαθητές. Η µέθοδος που ακολουθήθηκε για τη µελέτη του παραπάνω 

θέµατος ήταν αυτή που θεωρήσαµε την πλέον καταλληλότερη και ήταν το πείραµα 

σχεδιασµού. .  

Το πείραµα σχεδιασµού αποτελεί µια από τις πιο πρόσφατες και πολλαπλά 

υποσχόµενες µεθόδους έρευνας στα πλαίσια της  ς και της εκπαιδευτικής ψυχολογίας. 

Αναπτύχθηκε ως µια µέθοδος διεξαγωγής διαµορφωτικής αξιολόγησης για τη συνεχή 

βελτίωση εκπαιδευτικών σχεδιασµών (Brown, 1992; Collins et al., 2004; Design-Based 

Research Collective, 2003 στο Καρασαββίδης et al., 2002. Ο σκοπός είναι να  

ερευνήσει τις δυνατότητες για εκπαιδευτική βελτίωση επιφέροντας νέες µορφές 

µάθησης για να µελετηθούν. Υπάρχει µια ασυνέχεια µεταξύ των τυπικών µορφών 

µάθησης της εκπαίδευσης και αυτών του πειράµατος σχεδιασµού (Cobb et al., 2003). 

Η διαφορά του πειράµατος σχεδιασµού από άλλες ερευνητικές µεθόδους 

συνίσταται στην παρεµβατική και πλαισιοθετηµένη φύση του. Αναφορικά µε το 

πρώτο, ο σκοπός του πειράµατος σχεδιασµού είναι να καταστήσει µια συνεδρία 

αποτελεσµατική. Κατά συνέπεια, ο ερευνητής δεν περιορίζεται µόνο στην παρατήρηση 

ή τη συµµετοχική παρατήρηση. Αντίθετα, εµπλέκεται ενεργά, διορθώνοντας ό,τι δεν 

λειτουργεί αποτελεσµατικά και βελτιώνοντας ό,τι λειτουργεί. Αναφορικά µε το 

δεύτερο, η ισχύς του πειράµατος σχεδιασµού πηγάζει από το γεγονός ότι λαµβάνει 

υπόψη την ζωτική σηµασία του πλαισίου εντός του οποίου διεξάγεται µια 

δραστηριότητα (Edelson, 2002 στο Καρασαββίδης et al., 2002).  

Λόγω του παρεµβατικού χαρακτήρα του, το πείραµα σχεδιασµού εφαρµόζεται 

σε µια σειρά από διαδοχικές φάσεις (ή κύκλους). Έτσι, στην παρούσα εργασία το 

πείραµα σχεδιασµού ολοκληρώθηκε σε 12 συναντήσεις µε τους µαθητές. Tα 

αποτελέσµατα από την υλοποίηση ενός αρχικού σχεδιασµού χρησιµοποιούνται για τη 

βελτίωση του και την εκ νέου υλοποίηση του σε επόµενη φάση. Το πείραµα 

σχεδιασµού περιλαµβάνει ταυτόχρονα το σχεδιασµό συγκεκριµένων µορφών µάθησης 

αλλά και τη συστηµατική µελέτη αυτών των µορφών µέσα στο πλαίσιο που ορίζεται 

από τα µέσα που υποστηρίζουν τη µάθηση. Σκοπός του είναι να αναπτύξει µια σειρά 

θεωριών για τη διαδικασία της µάθησης και τα µέσα που σχεδιάστηκαν να 

υποστηρίξουν τη µάθηση (Cobb et al., 2003). Για όλους τους παραπάνω λόγους 
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επιλέξαµε το πείραµα σχεδιασµού ως την πιο κατάλληλη µέθοδο για την προοδευτική 

ανάπτυξη της επιχειρηµατολογίας των µαθητών σε ερωτήσεις θεωρίας αριθµών.  

Για  τις ανάγκες των πειραµάτων, η ερευνήτρια σχεδίασε, έπειτα από σχετική 

βιβλιογραφική ανασκόπηση, ανοιχτά ερωτήµατα, που αφορούσαν σχέσεις και 

ιδιότητες αριθµών και τα οποία θα προκαλούσαν την ελεύθερη διαµόρφωση εικασιών 

από µεριά των µαθητών  και το έναυσµα για επιχειρηµατολογία και απόδειξη.  

Θέµατα που απασχόλησαν τους µαθητές ήταν η διάκριση πρώτων και σύνθετων 

αριθµών και πράξεις µεταξύ τους, οµοίως η διάκριση άρτιων και περιττών και πράξεις 

µεταξύ τους, αθροίσµατα διαδοχικών φυσικών αριθµών και κριτήρια διαιρετότητας, 

ιδιότητες κοινών πολλαπλασίων και ανάλυσης ενός αριθµού σε γινόµενο πρώτων 

παραγόντων. Τα θέµατα αλλά και τα ερωτήµατα που δόθηκαν ήταν τέτοια ώστε να 

φέρουµε τους µαθητές σε επαφή µε µια  εµπειρία πέρα από την αριθµητική και 

υπολογιστική ικανότητα, που να ασχολείται µε πιο βαθιά δοµή των µαθηµατικών, 

δηλαδή µε πρώιµη άλγεβρα (Blanton & Kaput 2005) . Τέλος, να σηµειώσουµε ότι 

παρόλο που οι µαθητές είχαν ακουστά από τη διδακτέα ύλη τους τις παραπάνω έννοιες, 

τα ερωτήµατα που θέτονταν ήταν πρωτόγνωρα γι’ αυτούς κι έτσι οποιαδήποτε 

απάντηση έδιναν την είχαν σκεφτεί εκείνη τη στιγµή. 

Οι δραστηριότητες ήταν εσκεµµένα σχεδιασµένες ώστε οι µαθητές να 

κατασκευάσουν οι ίδιοι (ατοµικά ή οµαδικά) τη γνώση ή έστω µε λίγη βοήθεια 

(scaffolding), σύµφωνα µε τις αρχές της θεωρίας Κατασκευής της Γνώσης 

(constructivism: Κλαουδάτος, 1996),   λαµβάνοντας υπόψη τη πιθανότητα να κάνουν 

συγκεκριµένο λάθος κι έπειτα να ξεκινήσουν από αυτό την έρευνά τους. Τέτοιες 

δραστηριότητες ονοµάζονται error activities κατά την Borasi (1996). Σε πειραµατική 

διδασκαλία της Borasi (1992, 1996, στο Komatsu 2010), φάνηκε πως τέτοιες 

δραστηριότητες προωθούν σπουδαίες µαθητικές εµπειρίες. Αντιπαραθέσεις, αβέβαιες 

υποθέσεις και ορισµοί, αντιφατικά αποτελέσµατα  ή αποτελέσµατα που δεν έχουν 

λογικό νόηµα, θεωρούνται σηµεία έναρξης για τις δραστηριότητες αυτού του είδους.  

Αυτές οι δραστηριότητες θα λέγαµε επίσης ότι έχουν τη βάση τους στις αρχές του 

Lakatos (1976 στο Komatsu 2010) σύµφωνα  µε τον οποίο η βελτίωση των εικασιών µε 

προσεκτική ανάλυση των αποδείξεων ήταν πιο µεγάλης αξίας όταν κάποιος 

αντιµετώπιζε αντιπαραδείγµατα, επειδή ονόµαζε µια τέτοια βελτίωση «η µέθοδος της 

συµπερίληψης λήµµατος» (lemma-incorporation) ενώ αργότερα τη µετονόµασε σε «η 

µέθοδος της απόδειξης και των ανασκευών2». Έτσι λοιπόν ο Κomatsu προτείνει να 

                                                 
2 Μετάφραση του όρου refutations σύµφωνα µε τον Α. Πούλο (2009) 
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εισάγονται και στο δηµοτικό σχολείο καταστάσεις στις οποίες οι µαθητές τείνουν να 

αποδεικνύουν τις εικασίες τους και έπειτα αντιµετωπίζουν αντιπαραδείγµατα στις 

εικασίες τους.  

Συµµετέχοντες 

Στην έρευνα συµµετείχαν µε δική τους συγκατάθεση αλλά και των γονέων τους, 

τρεις µαθητές ολιγοθέσιου ∆ηµοτικού σχολείου ενός χωριού του Ν. Βοιωτίας. 

Πρόκειται για ένα κορίτσι Ε’ τάξης ∆ηµοτικού και ένα κορίτσι κι ένα αγόρι Στ’ τάξης. 

Τα παιδιά αυτά, τα οποία ήταν και συµµαθητές διότι συνδιδάσκονταν, επιλέχτηκαν ως 

µία οµάδα βοηθητικής περίπτωσης  για τη µελέτη και εµβάθυνση του θέµατος που µας 

απασχολεί (Stake 2000 στο Ανδρεάτου 2007), και σε καµία περίπτωση δεν αποτελούν 

αντιπροσωπευτικό δείγµα. Να σηµειώσουµε ότι τα παιδιά αυτά διαµένουν σε ένα χωριό 

αρκετά µακριά από την πόλη και δεν είχαν άλλες εξωσχολικές, µαθητικές εµπειρίες 

πέραν του φροντιστηρίου Αγγλικών σε ένα άλλο γειτονικό χωριό. Το βιοτικό επίπεδο 

του χωριού θα λέγαµε ότι είναι χαµηλό. Ωστόσο τα παιδιά αυτά, αν και µε διαφορετική 

επίδοση το καθένα στα Μαθηµατικά, έχουν πολλή όρεξη για µάθηση. Για λόγους 

δεοντολογίας, στην έρευνα θα χρησιµοποιηθούν ψευδώνυµα: 

Σοφία: για το κορίτσι της Ε΄ τάξης 

Ελπίδα: για το κορίτσι της Στ’ τάξης 

Μιχάλης: για το αγόρι της Στ’ τάξης 

∆ιαδικασία 

Πρώτα καθορίστηκε το ερευνητικό πρόβληµα, επιλέχτηκε η µέθοδος έρευνάς 

του, ο τόπος και χρόνος διεξαγωγής της καθώς και τα εργαλεία συλλογής δεδοµένων, 

που ήταν η συµµετοχική παρατήρηση, η µαγνητοφώνηση και τα φύλλα εργασίας.. 

Αφού έγινε µία σχετική βιβλιογραφική ανασκόπηση, διατυπώθηκαν τα πρώτα 

ερευνητικά ερωτήµατα, σχεδιάστηκαν ορισµένα ανοιχτά προβλήµατα και ξεκίνησε η 

πραγµατοποίηση του πειράµατος σχεδιασµού, το οποίο ολοκληρώθηκε σε 12 

συναντήσεις µε τους µαθητές, κατά τις απογευµατινές ώρες, 1-2 φορές την εβδοµάδα. 

 Η κάθε συνάντηση µπορεί να διαρκούσε από µισή έως µιάµιση ώρα, ανάλογα 

µε το πώς ανταποκρίνονταν οι µαθητές κάθε φορά στην κάθε δραστηριότητα. Συνήθως 

ασχολούµασταν µε 1 ή 2 ερωτήµατα-ανοιχτά προβλήµατα, τα οποία είχαν άµεση 

συνάφεια µεταξύ τους και θα λέγαµε πως υπήρχε ένας αύξων βαθµός δυσκολίας. 

Υπήρξαν όµως και µέρες που το ένα ερώτηµα έφερνε το άλλο και ασχοληθήκαµε 

ακόµα και µε 4 ερωτήµατα σε µία συνάντηση. Το µάθηµα άρχιζε µε τους µαθητές να 
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διερευνούν το πρόβληµα της ηµέρας ο καθένας µόνος του. Έπειτα από λίγη ατοµική 

επεξεργασία, οι µαθητές εξέφραζαν τις απόψεις τους και γινόταν συζήτηση. Με το 

διάλογο που µεσολαβούσε, λειτουργούσαν επιπλέον σαν οµάδα, λαµβάνοντας σοβαρά 

υπόψη ο ένας τα επιχειρήµατα του άλλου. Ο κάθε µαθητής είχε το δικό του φύλλο 

εργασίας, όπου έκανε τις διερευνήσεις του κι έγραφε τις απαντήσεις τις δικές του, αλλά 

και αυτές στις οποίες κατέληγε η οµάδα. 

Μετά την διεκπεραίωση των συναντήσεων, οι οποίες είχαν µαγνητοφωνηθεί, 

έγινε αποµαγνητοφώνησή τους κι ακολούθησε µία πρώτη ανάγνωση-ανάλυση των 

δεδοµένων και η οποία συντέλεσε στον τελικό καθορισµό των ερευνητικών 

ερωτηµάτων. Ακολούθησε η κύρια ανάλυση που οδήγησε σε καταγραφή κι έκθεση των 

ευρηµάτων και συµπερασµάτων.  

Ανάλυση δεδοµένων 

Η ανάλυση των δεδοµένων της έρευνας πραγµατοποιήθηκε µε την αναγνώριση 

των κρίσιµων επεισοδίων (critical events) που προτείνει η Maher (2004) σε συνδυασµό 

µε ορισµένες αρχές της µεθόδου της Ποιοτικής (και Ποσοτικής) Ανάλυσης 

Περιεχοµένου (content analysis).  

Η βασική ιδέα ήταν να καθοριστούν από τα αποµαγνητοφωνηµένα δεδοµένα, 

τα αποσπάσµατα που είχαν να προσδώσουν απαραίτητες πληροφορίες και σηµαντικά 

µηνύµατα που κρύβονται στο σύνολο της συζήτησης (Hancock, 1998 στο Ανδρεάτου, 

2007). Από αυτά αναγνωρίστηκαν κάποια κρίσιµα επεισόδια (critical events), τα οποία 

σύµφωνα µε την Maher (2004) είναι αυτά όπου φάνηκε µεγάλη πρόοδος, εννοιολογική 

αλλαγή, συµβαίνουν ενοράσεις  ή έρχονται στην επιφάνεια γνωστικά εµπόδια. Έπειτα 

ακολούθησε µία οργάνωση των κρίσιµων επεισοδίων, τα οποία ενώθηκαν και 

περιγράφονται σαν µία πλοκή ενός έργου (storyline). Η πλοκή αυτή είναι µια περίληψη 

των συνεδριών του πειράµατος σχεδιασµού που βλέπει ολιστικά αυτά τα γεγονότα. 

 Η Ανάλυση Περιεχοµένου (Berelson 1952; Prasad, 2008; Mayring, 2000) είναι 

µία διαδικασία για την κατηγοριοποίηση των λεκτικών δεδοµένων ή τον δεδοµένων 

που προκύπτουν από τη συµπεριφορά των ατόµων που συµµετέχουν στη συζήτηση, µε 

σκοπό την ταξινόµηση, τη συνάθροιση και τη διάταξή τους (Ανδρεάτου,2007). Το 

βασικό επίπεδο της ανάλυσης είναι ένας περιγραφικός απολογισµός των δεδοµένων, 

αλλά το υψηλότερο επίπεδο ανάλυσης είναι ερµηνευτικό κι έχει να κάνει µε το τι 

συνάγεται και τι υπονοείται.  

Συγκεκριµένα ακολουθήθηκε η εξής διαδικασία για την ανάλυση: 
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Έγινε ανάγνωση του κάθε αποµαγνητοφωνηµένου κειµένου (transcript) και 

χωρίστηκε σε µικρά αποσπάσµατα, µε βάση τη χρονική διάρκεια (5-10 λεπτών) και το 

θέµα τους. Ταυτόχρονα συµπληρωνόταν µία λίστα (στο λογισµικό του Microsoft 

Excel) µε τα αποσπάσµατα κάθε συνάντησης και δύο στήλες που είχαν την περίληψη 

και το σηµαντικό µήνυµα του αποσπάσµατος, αν υπήρχε.  

Στη συνέχεια έγινε ανάγνωση των περιλήψεων και των σηµαντικών µηνυµάτων 

και συνδέθηκαν µε τη µορφή µιας έκθεσης για την κάθε συνεδρία. Στην έκθεση αυτή 

ερµηνεύτηκε κάθε σηµαντική συµπεριφορά του µαθητή που αφορούσε το ερευνητικό 

πρόβληµα,  ενώ στο τέλος γραφόταν µία συνοπτική παράγραφος η οποία συνόψιζε τα 

συµβάντα της συνεδρίας κι απαντούσε στα ερευνητικά ερωτήµατα.   

Έπειτα έγινε µία λίστα από διαφορετικούς τύπους πληροφορίας που είχαν 

βρεθεί και κατηγοριοποιήθηκαν, άλλα µε την αναγωγική µέθοδο (deductive category 

application; Mayring, 2000) όταν η βιβλιογραφία έδινε αυτή τη δυνατότητα κι άλλα µε 

την επαγωγική (inductive category development; Mayring, 2000) όταν δεν βρέθηκε 

συγκεκριµένη κατηγοριοποίηση στη βιβλιογραφική ανασκόπηση. Συγκεκριµένα, για τα 

είδη των εικασιών που διαµορφώθηκαν από τους µαθητές, καθώς και για τους 

παράγοντες διαµόρφωσής τους, χρησιµοποιήθηκε η επαγωγική µέθοδος ανάπτυξης 

κατηγοριών, ενώ για τα αποδεικτικά σχήµατα που χρησιµοποίησαν εφαρµόστηκε 

αναγωγική µέθοδος.  

Αργότερα έγινε κωδικοποίηση των ερωτηµάτων και των κατηγοριών που 

δηµιουργήθηκαν και αναλύθηκαν ποσοτικά, µε τη βοήθεια πινάκων στο λογισµικό 

Microsoft Excel (for Windows) αλλά και ποιοτικά µε τη διαρκή συνεξέταση της 

έκθεσης. Οι κωδικοί των ερωτηµάτων και οι πίνακες, µάλιστα, κρίθηκαν απαραίτητοι 

τόσο για την ερευνήτρια όσο και για τους αναγνώστες οι οποίοι µπορούν όταν θέλουν 

να ανατρέξουν στην αρχική έκθεση και να δουν περισσότερες πληροφορίες για ένα 

θέµα. Για το λόγο αυτό, τα ερωτήµατα συµβολίστηκαν µε έναν αριθµό (1-12) που 

δήλωνε σε ποια συνεδρία τέθηκε κι ένα µικρό ελληνικό γράµµα (α-δ) που δήλωνε ποιο 

ερώτηµα κατά σειράν ήταν στην συνεδρία. Οι εικασίες όµως που διαµόρφωσαν οι 

µαθητές κωδικοποιήθηκαν µε αύξουσα χρονική σειρά (1-17) ενώ επίσης 

κωδικοποιήθηκαν τα γνωστικά σχήµατα των. Harel & Sowder µε βάση τις γενικότερες 

κατηγορίες (Α,Β,Γ) και τις υποκατηγορίες τους (π.χ. Α.1, Α.2) 

Αφού έγινε η παραπάνω διαδικασία έγινε επανέλεγχος κι απαντήθηκαν τα 

ερευνητικά ερωτήµατα από τη σύνθεση των ποσοτικών και ποιοτικών αναλύσεων.  

Βρέθηκαν τα γενικά συµπεράσµατα και συζητήθηκαν µε βάση άλλες έρευνες.   
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ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
 

Α) Περιγραφή  των αποτελεσµάτων ανά   συνεδρία 

 

1η συνεδρία: «Το γινόµενο πρώτων είναι πρώτος αριθµός; Τι ισχύει µε το 

γινόµενο σύνθετων και τι µε το γινόµενο πρώτου µε σύνθετο;» 

 

Εφόσον εγώ η ερευνήτρια ήµουν και δασκάλα των παιδιών, έτυχε η εισαγωγή 

σε αυτού του είδους τις δραστηριότητες να γίνει µε αφορµή ενός ερωτήµατος που 

συνάντησαν οι µαθητές στο σχολείο. Μία άσκηση του βιβλίου των Μαθηµατικών της 

Στ’ τάξης ζητούσε από τους µαθητές να πολλαπλασιάσουν τους  δύο τελευταίους 

πρώτους πριν το 100. Οι µαθητές κοίταξαν το κόσκινο του Ερατοσθένη (που υπήρχε 

στο σχολικό τους βιβλίο) και είδαν ότι οι τελευταίοι πρώτοι ήταν το 89 και το 97. Το 

ερώτηµα ήταν αν το γινόµενο αυτών των πρώτων είναι πρώτος. Τότε αµέσως 

εκφράστηκε από µία µαθήτρια, την Ελπίδα, µία εικασία. Η εικασία ήταν ότι αφού 

έχουµε γινόµενο πρώτων θα είναι κι αυτοί πρώτοι. 

 Ο συµµαθητής της όµως ο Μιχάλης, απάντησε πως έχουν κάνει πράξεις µε 

πρώτους που δε βγήκαν πρώτοι. ∆εν κατάφερε να βρει συγκεκριµένο αντιπαράδειγµα 

και τον πρόλαβε µία άλλη µαθήτρια η Σοφία, η οποία βρήκε ότι 7 Χ 2 =14. Τότε 

ζήτησα από τους µαθητές να εξηγήσουν γιατί το 14 δεν είναι πρώτος. Αφού εξέτασαν 

το συγκεκριµένο παράδειγµα (µε την ανάλυση του σε ένα γινόµενο), επανήλθα στο 

προηγούµενο ερώτηµα στο αν ισχύει η εικασία της Ελπίδας και ζήτησα από τους 

µαθητές να απαντήσουν. Οι µαθητές όµως αδυνατούσαν και είπαν ότι ισχύει µερικές 

φορές. Έτσι ζήτησα να βρουν µία περίπτωση που να ισχύει η εικασία της Ελπίδας.  

Οι µαθητές έκαναν διάφορες δοκιµές. Βρήκαν ότι 11 Χ 11=121 και είπαν ότι το 

11 είναι πρώτος, άρα και το 121 θα είναι πρώτος. Έγινε µια συζήτηση γύρω από το αν 

το 121 είναι πρώτος ή όχι. Οι µαθητές έτειναν να επιµένουν ότι είναι πρώτος. Η Σοφία 

το έψαξε, κάνοντας διαιρέσεις µε το 121 για να βρει διαιρέτες. Σε ένα σηµείο είπε ότι 

διαιρείται µόνο µε τη µονάδα και τον εαυτό του. Είχε σταµατήσει µέχρι το 10 να 

εξετάζει αν διαιρείται. Η Σοφία κατάλαβε από την έκφρασή µου ότι πρέπει να 

συνεχίσει να κάνει διαιρέσεις και βρήκε ότι το 121 διαιρείται µε το 11. Άρα κατέληξε 

ότι το 121 δεν είναι πρώτος. Τους ζήτησα τότε να καταγράψουν τη διαίρεση 121:11=; 
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Και οι µαθητές βρήκαν το πηλίκο 11 µε το κοµπιουτεράκι. Τους ζήτησα να 

παρατηρήσουν. Τότε το παράδειγµα του 11*11=121  και η αντίστοιχη διαίρεση 

121:11=11 έδρασε ως παράδειγµα στροφής (pivotal example) για την Ελπίδα που 

αρχικά πίστευε πως το γινόµενο πρώτων είναι πρώτος αριθµός και κάνει αµέσως 

µετάβαση στον προηγούµενο αριθµό έχοντας καταλάβει πια τη δοµή του 

πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης!                             

Ε: Α!!!!!!!!!! Κυρία! 8.633 διά 89. 

∆: Πόσο θα µας δώσει Ελπίδα;  

Ε: 97 

∆: Α…α µάλιστα!  

Ε: Άρα είναι σύνθετος γιατί εκτός από τη µονάδα και τον εαυτό του έχει και το 

97; και το 89; τι; το βρήκα;  

∆: Το βρήκες! 

Έπειτα προσπάθησα να δω αν αυτό που κατάλαβε η Ελπίδα έγινε αντιληπτό κι 

από τους άλλους. Οι υπόλοιποι όµως δεν φαινόταν να το έχουν καταλάβει. Η Σοφία 

κάτι κατάλαβε αλλά δεν µπορούσε να το διατυπώσει. Ο Μιχάλης κατάλαβε για το 121, 

δεν µπορούσε όµως να γενικεύσει, ούτε για το 8.633. Εξήγησα ότι από κάθε 

πολλαπλασιασµό βγαίνουν 1 ή 2 τέλειες διαιρέσεις, χρησιµοποιώντας παραδείγµατα. 

Μετά από λίγο, η Σοφία εξήγησε γιατί το 8.633 δεν είναι πρώτος και στο τέλος 

κατάλαβε κι ο Μιχάλης. 

Σ: Εγώ κατάλαβα ότι είναι σύνθετος (το 8.633) γιατί δε διαιρείται  µόνο µε δύο 

αριθµούς αλλά µπορεί να υπάρξει και τρίτος. 

∆: Ποιος τρίτος µπορεί να υπάρξει για το 8.633; 

Σ: Το 89, το 97 

∆: Το 89 λοιπόν και το 97. πώς ξέρεις Σοφία ότι είναι διαιρέτες το 89 και το 97; 

Σ: Γιατί αν διαιρέσουµε το 8.633  µε το 89 και το 97 θα βγουν ακριβώς. 

∆:  Μιχάλη, προσέχεις; 

Μ: Ναι προσέχω 

∆: 8.633 διά 89 Μιχάλη τι θα µας βγει; 

Μ: 97 

∆: Μπράβο Μιχάλη 

Μ: Το κατάλαβα 

∆: Κι αν κάνουµε 8.633 διά 97 τι θα µας βγει;  

Μ: Ε, 89 
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∆: Θα µας βγει 89. Άρα; 

Μ: Ότι , στην αρχή µόλις κάναµε αυτή την άσκηση και µας έδωσε αυτό εδώ 

(δείχνει τον πολλαπλασιασµό 89*97=8.633) αυτό µας έδωσε τη λύση από µόνο του. 

 

Έπειτα, ζήτησα από κάποιον να συνοψίσει και το ρόλο ανέλαβε η Σοφία που 

είπε πως «είδαµε ότι σε πολλαπλασιασµό πρώτου µε πρώτου ότι µπορεί να µη βγει 

πρώτος αριθµός». Μετά από µια ερώτησή µου, διόρθωσε ότι σίγουρα δε θα βγει. Η 

Ελπίδα αναρωτήθηκε µήπως είναι αυτό κάποιος κανόνας και  µήπως ισχύει και το 

αντίστροφο δηλαδή «αν πολλαπλασιάσουµε σύνθετους θα βγει πρώτος;» ∆εν 

αιτιολόγησε την άποψή της όµως. Η Σοφία φαινόταν να διαφωνεί και προσπαθούσε να 

αιτιολογήσει τη δική της άποψη αλλά δυσκολευόταν στη διατύπωση. Η νέα εικασία 

που σχηµάτισαν φαίνεται απ’ τη µία λογικό να έχει διαµορφωθεί, αλλά απ’ την άλλη το 

ότι δεν µπόρεσαν να την απορρίψουν δείχνει ότι προηγουµένως είχαν µια επιφανειακή 

κατανόηση και δεν αντιλήφθηκαν τους λόγους που συµβαίνει αυτό. 

Αφού είδα ότι µαθητές δεν αντιλήφθηκαν τη βαθύτερη δοµή των παραπάνω 

πραγµάτων κατέφυγα ξανά στο προηγούµενο παράδειγµα του 11X11=121 και ζήτησα 

από τα παιδιά να πουν τι καταλαβαίνουν. Η Σοφία όµως αιτιολόγησε γιατί είναι 

σύνθετος το 8633 λέγοντας «αν 89Χ97=8633 τότε και 8633:89=97 και 8633:97=89». 

Αδυνατούσαν όµως και πάλι να αιτιολογήσουν γενικά. Η Ελπίδα βασιζόταν στον 

επαγωγικό συλλογισµό και είπε ότι αφού δοκιµάσαµε και ισχύει για µερικά θα ισχύει για 

όλα. Την ίδια άποψη περίπου είχε κι ο Μιχάλης αν και καταλάβαινε από τις ερωτήσεις 

µου ότι δεν αρκούσαν 3 περιπτώσεις και έλεγε µετά να κάνουµε 1.000.000 

περιπτώσεις! Αργότερα προσπάθησε να αιτιολογήσει βασιζόµενος στο προηγούµενο 

παράδειγµα. ∆εν κατάφεραν όµως να εξηγήσουν γιατί ισχύει γενικά και έτσι σκέφτηκα 

να εισαγάγω τον συµβολισµό, ώστε να τους βοηθήσει στην αφαιρετική διαδικασία. 

Μόλις δόθηκαν τα σύµβολα στους µαθητές, οι µαθητές έδειξαν ότι µπορούσαν να τα 

χειριστούν και να κατανοήσουν τη σηµασία τους καθώς και τη ζητούµενη δοµή! Αυτό 

ήταν κάτι απρόσµενο για µένα καθώς οι µόνες εµπειρίες που είχαν οι µαθητές µε 

µεταβλητές ήταν στις εξισώσεις α’ βαθµού µε έναν άγνωστο ή το πολύ σε απλές 

αλγεβρικές παραστάσεις µε δύο µεταβλητές. 

 

∆: Ένας πρώτος επί έναν άλλο πρώτο µας κάνει έναν αριθµό Α.  

(Γράφω και διατυπώνω ταυτόχρονα) Π1 Χ Π2= Α 

∆: Αν κάνουµε τη διαίρεση Α διά Π1 τι θα βρούµε;  
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Σ: Π2  

∆: Γιατί;  

Μ: Πήραµε παράδειγµα από 8633 

Ε: π1 µε το π2 µας κάνει Α και µπορούµε να κάνουµε πράξη το Α µε το π1 και το 

Α µε το π2 

Μ: Κι αν κάνουµε Α: Π2 θα βγει Π1 

∆: Άρα τι καταλαβαίνουµε; Ότι ο Α διαιρείται…. µε ποιον;  

Σ: ∆ιαιρείται µε το Π1 ή το π2 

∆ :Ή  µε το π2;  

Σ: Και µε το π1 και το π2 

∆: Άρα τι είναι αυτά; 

Ε: Παρά… όχι. ∆ιαιρέτες; 

∆: ∆ιαιρέτες.  Άρα τι έχουµε βρει; διαιρέτες του Α : 1, το Α, .. 

Ε: Π1, Π2  

∆: Μπράβο ! άρα τι αριθµός είναι ο Α;  

Ε, Σ: Σύνθετος 

∆: Γιατί είναι σύνθετος; 

Ε: Γιατί οι αριθµοί που τους πολλαπλασιάζουµε , διαιρείται 

∆: Μπράβο! Γιατί οι αριθµοί που τους έχουµε πολλαπλασιάσει για να φτιάξουµε 

αυτόν τον αριθµό τον Α, τον διαιρούν. Άρα αυτούς τους αριθµούς τους έχει;  

Μ: ∆ιαιρέτες. 

 

Ήθελα όµως να βεβαιωθώ για την κατανόηση των µαθητών µου κι επανήλθα σε 

µια ερώτηση της Ελπίδας που ήταν: «αν πολλαπλασιάσουµε σύνθετο µε σύνθετο τι θα 

βγει;» . Τότε συνέβη κάτι παράξενο. Ο Μιχάλης που µέχρι πριν λίγο έδειχνε να µην 

καταλαβαίνει τώρα  ήταν αυτός που συµµετείχε πιο πολύ και καταλάβαινε ότι 

ακολουθείται η ίδια διαδικασία (µεταφορικός συλλογισµός) κι ότι θα βγει σύνθετος. 

Χρησιµοποίησε µάλιστα τα σύµβολα για να το εξηγήσει και στις συµµαθήτριές του. 

 

Μ: Λοιπόν.. το ίδιο πράγµα δεν είναι; Τώρα που το σκέφτοµαι .. σαν να κάνουµε 

αντιγραφή ότι έχουµε γράψει. 

∆: Ναι Μιχάλη… για πες 

Μ:  Να το βάλουµε σ1 Χ σ2 = Β. Αν διαιρέσουµε τον Β µε το σ1 θα δώσει σ2. αν 

διαιρέσουµε το Β µε το σ2 θα δώσει σ1. δε χρειάζεται να βγάλεις πανεπιστήµιο!  
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(τα παιδιά γελάνε)  

………… 

∆: Άρα το σ1 και σ2 τι είναι; 

Σ: ∆ιαιρέτες 

∆: Άρα το Β έχει διαιρέτες το σ1 και σ2. Άρα  το Β  είναι; 

Μ: Σύνθετος 

∆: Άρα τι συµπέρασµα βγάζουµε;  

Μ: Το ίδιο και στις δύο περιπτώσεις. 

Σ: Αν κάνεις πρώτο µε πρώτο θα βγει σύνθετος κι αν κάνεις σύνθετο µε σύνθετο 

θα βγει πάλι σύνθετος 

 

 Θέλησα όµως να συνεχίσω  τη διερεύνηση των σκέψεών τους και των 

επιχειρηµάτων τους και ρώτησα τι γίνεται στην περίπτωση πολλαπλασιασµού πρώτου 

µε σύνθετο. Η Ελπίδα έπεσε στην παγίδα κι απάντησε στην τύχη. Η Σοφία όµως και ο 

Μιχάλης, έδειξαν να έχουν καταλάβει και γενίκευσαν την προηγούµενη διαδικασία µε 

παρόµοιο συµβολισµό. 

 

∆: Κι αν κάνεις πρώτο µε σύνθετο;  

Ε: Θα βγει πρώτος! 

∆: Για να το εξετάσουµε. π1 Χ σ1 =Γ     Τι είναι ο αριθµός αυτός; 

Ε: Σύνθετος 

Σ: Σύνθετος γιατί αν το Γ το διαιρέσουµε µε το σ θα βγει  

Μ: Το π. Και Γ: π = σ . αυτό δεν ήθελες να πεις; 

Σ: Άρα όταν πολλαπλασιάζουµε δύο αριθµούς µας βγαίνει ένας αριθµός. Αυτός 

αν τον διαιρέσουµε µε έναν από αυτούς τους αριθµούς θα βρούµε τον άλλο.  

∆: Και τι θα είναι αυτός ο αριθµός;  

Σ: Σύνθετος 

 

 Μία λεπτοµέρεια µόνο δεν είχε αποσαφηνιστεί εκ µέρους µου και την ανέφερα 

στο τέλος του µαθήµατος. Η λεπτοµέρεια αυτή είναι ότι δεν µπορεί να βγάλει κανείς το 

συµπέρασµα ότι προκύπτει σύνθετος, αν οι παράγοντες είναι η µονάδα και ο εαυτός 

του. Τότε τόνισα ότι πρέπει να εξετάζεται σύµφωνα µε τα κριτήρια διαιρετότητας. Τα 

παιδιά όµως είχαν κουραστεί και η συζήτηση σταµάτησε κάνοντας δύο παραδείγµατα 

για την παραπάνω αποσαφήνιση. 
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∆: Για παράδειγµα 1Χ11=11 . Το 11 είναι σύνθετος επειδή βγαίνει από 

πολλαπλασιασµό; 

Μ: Όχι 

Σ: Όχι διαιρείται µε το 1, 11 

∆: Τι είναι αυτά; 

Ε: Μονάδα κι ο εαυτός του 

∆: Ωραία, άρα αυτό που είπαµε ισχύει εκτός κι αν οι παράγοντες του γινοµένου  

είναι η µονάδα κι ο εαυτός του 

∆: Άρα αν έχουµε έναν αριθµό που προκύπτει από πολλαπλασιασµό δύο άλλων, 

αλλά αυτοί δεν είναι η µονάδα κι ο εαυτός του, τι θα είναι αυτός ο αριθµός;  

…. 

∆: Σύνθετος  

 

∆: 1Χ131. Τι είναι το 131;  

Ε: Σύνθετος 

Σ: Έχει διαιρέτες το 1 και το 131 

∆: ∆ε  ξέρουµε αν είναι πρώτος ή σύνθετος. Πρέπει να το εξετάσουµε. Ενώ αν 

σου έλεγα 2Χ70=140 , τι είναι το 140;  

Ε: Σύνθετος, γιατί έχει διαιρέτες το 2, το 5,… 

Μ: ∆εν έχει µόνο τη µονάδα και τον εαυτό του 

 

Έτσι οι µαθητές φαίνεται να κατανόησαν ότι ένας αριθµός που γράφεται σαν 

γινόµενο δύο παραγόντων εκτός του εαυτού του και της µονάδας, είναι σύνθετος. Αυτό 

βέβαια θα διαπιστωθεί αν ισχύει και στα επόµενα µαθήµατα. Ως προς τα ερευνητικά 

ερωτήµατα τώρα παρατηρούµε:  

 Η πρώτη εικασία που σχηµατίστηκε ήταν πως το γινόµενο πρώτων αριθµών 

είναι πρώτος. Αυτό δείχνει ένα είδος αναλογικής σκέψης θα λέγαµε. Αφού αποδείχτηκε 

πως το γινόµενο πρώτων είναι σύνθετος τότε η ίδια µαθήτρια που έκανε την αρχική 

εικασία σκέφτηκε πάλι µε αναλογικό τρόπο για το αν είχαµε την αντίστροφη 

περίπτωση (δηλ. γινόµενο σύνθετων) ότι θα έδινε όπως και πριν το αντίθετο 

αποτέλεσµα (δηλ. πρώτο αριθµό)! Οι εικασίες αυτές εκφράστηκαν αβίαστα, χωρίς 

πολλή σκέψη κι έπειτα µέσα από παραδείγµατα κυρίως προσπαθούσαν οι ίδιοι και οι 

συµµαθητές τους να τις ελέγξουν αν ισχύουν.  
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Η πρώτη τους επαφή µε το αντιπαράδειγµα στην αρχική εικασία της Ελπίδας 

ήρθε αµέσως. Κάτι τέτοιο όµως δεν είχαν ξανασυναντήσει και µέσα από τις συζητήσεις 

τους βλέπουµε ότι το αντιπαράδειγµα δεν ήταν αρκετό για να καταρρίψει την εικασία 

της Ελπίδας. Ανέφεραν ότι θα υπάρχουν περιπτώσεις που ισχύει και περιπτώσεις που 

δεν ισχύει. Σαν πρώτη  αντίδραση, είναι σωστή βέβαια, δεδοµένου ότι δεν κατανόησαν 

τη δοµή του παραδείγµατος, και φαίνεται να υπάρχει στο ένστικτό τους ότι κάποιες 

προτάσεις δίνουν πάντοτε ένα είδος αποτελέσµατος και είναι καθολικές, ενώ σε 

κάποιες άλλες υπάρχουν διαφορετικά είδη και θα µπορούσαµε να τις εξετάσουµε εµείς 

στα µαθηµατικά ως υπαρκτικές προτάσεις. Ένα ακόµη αντιπαράδειγµα όµως που 

δίνεται αργότερα παίζει καθοριστικό ρόλο και στρέφει τους µαθητές από την 

επιφανειακή αντιµετώπιση σε άλλη που δίνει έµφαση στη δοµή. Τότε το παράδειγµα 

αυτό λειτουργεί σαν παράδειγµα στροφής (pivotal example).  

Αυτό όµως που παρατηρήθηκε ήταν πως µπορούσαν να εξηγήσουν µόνο τα 

παραδείγµατα, δεν µπορούσαν να εξηγήσουν γενικά γιατί ισχύει παρά µόνο 

σκέφτονταν ότι εφόσον σε τρία παραδείγµατα που κάναµε, µπορούσαν να 

δικαιολογήσουν ότι το γινόµενο των πρώτων είναι σύνθετος, άρα θα ίσχυε και για τα 

άλλα παραδείγµατα. Στην περίπτωση αυτή πιστεύω πως δεν µιλάµε για αφελή 

εµπειρισµό µε όρους του Balacheff (1988), αλλά για παραδείγµατα που µπορούν να 

γενικευτούν (generic examples). Τον ισχυρισµό µου ενισχύει το γεγονός ότι, µόλις 

τους έδωσα τα σύµβολα, οι µαθητές φάνηκε ότι είχαν κατανοήσει τη δοµή και 

µπόρεσαν να επιχειρηµατολογήσουν για το τι ισχύει πάντα, χρησιµοποιώντας και τα 

σύµβολα. Σε αυτό το σηµείο θα µπορούσαµε επίσης να πούµε ότι η εξήγηση του 

παραδείγµατος λειτούργησε ως  απαγωγικό βήµα µε όρους της Pedemonte (2007, 

2008) και βοήθησε πάρα πολύ στην αιτιολόγηση µε βάση τις ιδιότητες του 

πολλαπλασιασµού και των πρώτων που εκφράστηκε αργότερα. Σηµαντικό είναι επίσης 

ότι οι µαθητές µπόρεσαν να δώσουν µια γενική αιτιολόγηση όταν τους δόθηκαν τα 

σύµβολα, και χρησιµοποίησαν οι ίδιοι αντίστοιχο συµβολισµό σε επόµενο ερώτηµα ως 

βοήθηµα για την αιτιολόγησή τους.  

Τέλος, αν και είναι η πρώτη συνεδρία που έγινε, για εµένα που ήµουν και η 

δασκάλα τους και γνώριζα ήδη τους µαθητές, είναι αισθητή η εξέλιξη των µαθητών, 

ειδικά του Μιχάλη, µαθητή της Στ’ τάξης αλλά και της Σοφίας, µαθήτριας της Ε’ 

τάξης. Το γεγονός ότι µπόρεσαν να εξηγήσουν αυτοί οι δύο µαθητές, µε εντυπωσίασε 

καθώς η Σοφία ανήκει σε µικρή τάξη σε σχέση µε το αντικείµενο και ο Μιχάλης δεν 

έχει ιδιαίτερα υψηλή επίδοση στα Μαθηµατικά του σχολείου.  Μία εξήγηση είναι ότι 
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λειτούργησαν σαν οµάδα και ο ένας συνέβαλλε στη σκέψη του άλλου. Αυτό άλλωστε 

µάλλον είναι και η γνώµη του Μιχάλη που εξέφρασε στο τέλος της δραστηριότητας 

λέγοντας: «Για µια στιγµή, δηλαδή όλοι το βρήκαµε το πρόβληµα;». 

 

2η συνεδρία: Πρόσθεση πρώτων αριθµών  

 

 Το βασικό θέµα της ήταν η πρόσθεση πρώτων αριθµών. Συγκεκριµένα 

απαντήθηκαν τρία ερωτήµατα τα οποία δεν δόθηκαν εξαρχής στους µαθητές αλλά 

προέκυπταν µετά την απάντηση του προηγούµενου ερωτήµατος. Τα ερωτήµατα ήταν 

τα εξής: 

 

1. Πρώτος + πρώτος δίνει πρώτο; 

 

2. Πρώτος +πρώτος+ πρώτος = πρώτος  σ ή λ ;  

 

3. Πρώτος + πρώτος + πρώτος = σύνθετος ; 

 

Στο 1ο ερώτηµα που αφορά την πρόσθεση δύο πρώτων και οι τρεις µαθητές 

βρήκαν εύκολα αντιπαράδειγµα, το  5+7=12, όπου το 12 είναι σύνθετος αριθµός κι 

έτσι κατάλαβαν πως δεν ισχύει η πρόταση. Στην περίπτωση αυτή είναι εντυπωσιακό 

πως οι µαθητές δεν έκαναν άλλη δοκιµή. Αντιθέτως το αντιπαράδειγµα αυτό τους ήταν 

αρκετό για να απορρίψουν την πρόταση. 

Το 2ο ερώτηµα αφορούσε την πρόσθεση τριών πρώτων. Οι µαθητές  δοκίµασαν 

τρεις πρώτους 3+5+7=15 και αναγνώρισαν ότι το 15 ήταν σύνθετος αριθµός. Έτσι 

εύκολα κατέληξαν ότι δεν ισχύει η πρόταση. Όµως, κατά τη διάρκεια της συζήτησης, 

τέθηκε το ερώτηµα  αν πάντα θα βγαίνει σύνθετος κι έτσι αυτό ήταν το επόµενο 

ερώτηµα.  

Ως προς το 3ο και τελευταίο ερώτηµα της ηµέρας, λοιπόν, η Ελπίδα βλέποντας 

το παράδειγµα στο προηγούµενο ερώτηµα, όπου πρόσθεσε τρεις πρώτους και βρήκε 

σύνθετο, απάντησε ότι «πάντα θα βγαίνει αυτό (σύνθετος) γιατί κάναµε ένα παράδειγµα 

και µας βγαίνει αυτό (σύνθετος), οπότε δεν είµαστε χαζοί για να κάνουµε κι άλλα, είναι 

µάταιο». Έπειτα στο φύλλο εργασίας της, δοκίµασε δύο προσθέσεις πρώτων µε δύο 

προσθετέους κι αφού είδε ότι µπορεί αυτοί οι προσθετέοι να βγάλουν πρώτο, (ενώ στην 

1η δραστηριότητα έκανε ένα µόνο παράδειγµα που έβγαλε σύνθετο κι αυτό αρκούσε ως 
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αντιπαράδειγµα), τότε συνέχισε τις δοκιµές µε τρεις προσθετέους πρώτους, όπου στην 

1η δοκιµή βρήκε σύνθετο (5+2+3=10), αλλά στη 2η δοκιµή βρήκε πρώτο (7+7+3=17). 

Όµοια παραδείγµατα βρήκε και η Σοφία µε το Μιχάλη (5+5+7=17 πρώτος). Αν 

παρατηρήσουµε τους προσθετέους στα αντιπαραδείγµατα, έχει χρησιµοποιηθεί ο ίδιος 

πρώτος δύο φορές. Αυτό όµως έκανε τους µαθητές να διστάζουν για την 

καταλληλότητα των παραδειγµάτων. Ο Μιχάλης µάλιστα είχε ρωτήσει προηγουµένως 

αν επιτρέπεται να χρησιµοποιήσει τον ίδιο πρώτο δύο φορές. Του απάντησα πως το 

καλύτερο ήταν να έβρισκε διαφορετικούς, αλλά του επέτρεψα να τους χρησιµοποιήσει 

για να δούµε αν τους βοηθήσει. Όµως µετά διατυπώθηκε µια αµφιβολία-εικασία από 

τη Σοφία, µήπως βγαίνει πρώτος µόνο όταν έχουµε δύο φορές τον ίδιο προσθετέο. Τότε 

τους προέτρεψα να συνεχίσουν την προσπάθεια µε διαφορετικούς αριθµούς και οι 

µαθητές κατάφεραν να βρουν παραδείγµατα τριών διαφορετικών πρώτων που το 

άθροισµά τους βγαίνει πρώτος.  

17+7+5=29 παράδειγµα Σοφίας    &    29+17+11=57 παράδειγµα Ελπίδας 

Όταν κλήθηκαν οι µαθητές να γράψουν τα συµπεράσµατά τους όµως, η Ελπίδα, 

έγραψε κατευθείαν ότι «όταν προσθέτουµε τρεις πρώτους, το αποτέλεσµα βγαίνει 

πρώτος». Ξέχασε το αρχικό παράδειγµα που είχε βρει στη 2η δραστηριότητα 

(3+5+7=15 σύνθετος). Η Σοφία όµως, ήταν πιο συγκεντρωµένη και συµπέρανε ότι 

«όταν προσθέτουµε τρεις πρώτους το αποτέλεσµα βγαίνει άλλοτε πρώτος κι άλλοτε 

σύνθετος.» 

Ως προς τα ερευνητικά ερωτήµατα, σε αυτή την συνεδρία παρατηρήθηκαν τα 

εξής: Στο 1ο και 2ο ερώτηµα, οι µαθητές δεν πρόλαβαν ή δεν θέλησαν να εκφράσουν 

κάποια εικασία, καθώς η πρώτη δοκιµή που έκαναν λειτούργησε ως αντιπαράδειγµα 

και αυτό ήταν αρκετό για τους µαθητές. Ωστόσο το αντιπαράδειγµα του 2ου   

ερωτήµατος του οποίου το άθροισµα ήταν σύνθετος (3+5+7=15)  ήταν αντιληπτό 

στους µαθητές ότι απέρριπτε την πρόταση ότι το άθροισµα τριών πρώτων είναι πρώτος, 

αλλά αποτέλεσε το ερέθισµα για τη διατύπωση µιας άλλης εικασίας που λέει µήπως το 

άθροισµα τριών πρώτων είναι πάντα σύνθετος. Η Ελπίδα σε αυτό το σηµείο υπερ-

γενίκευσε το παράδειγµα που αναφέραµε και θεώρησε ότι θα βγαίνει πάντοτε 

σύνθετος. Το γεγονός όµως ότι δεν απάντησε η δασκάλα, την έκανε να κάνει δοκιµές 

για να δει αν η εικασία της ισχύει. Το ευχάριστο είναι ότι µια εικασία που εκφράστηκε 

από µαθήτρια έγινε αφορµή για περαιτέρω διερεύνηση. Έτσι οι µαθητές έκαναν κι 

άλλες δοκιµές και βρήκαν ότι το άθροισµα δύο ή τριών πρώτων είναι άλλοτε πρώτος κι 

άλλοτε σύνθετος. Κάτι που παρατηρήθηκε επίσης ήταν πως πρόσεχαν ιδιαίτερα τους 
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αριθµούς που έπαιρναν ως προσθετέους. Χρησιµοποίησαν τυχαία δυο φορές τον ίδιο 

προσθετέο κι αυτό τους έκανε να αναρωτηθούν αν το παράδειγµά τους ήταν έγκυρο για 

το ερώτηµα ή έπρεπε να χρησιµοποιήσουν διαφορετικούς. Ήταν µια ευχάριστη 

έκπληξη αυτό για την ερευνήτρια καθώς δεν τους είχε αναφέρει για πρόσθεση τριών 

διαφορετικών πρώτων, αλλά ωστόσο εκείνοι το πρόσεξαν κι ας µην είχαν έρθει ποτέ σε 

επαφή µε τέτοιου είδους ερωτήµατα. Τελικά οι µαθητές απέρριψαν και τις τρεις 

εικασίες µε αντιπαραδείγµατα και µε βάση αυτά, σχηµάτισαν αυθόρµητα τη σωστή 

εικασία ότι το άθροισµα δύο ή τριών πρώτων είναι άλλοτε πρώτος κι άλλοτε σύνθετος. 

Τέλος, θα µπορούσαµε να τολµήσουµε να πούµε πως η παραπάνω διαδικασία 

συγγενεύει µε την ευρετική της µαθηµατικής ανακάλυψης που περιγράφει ο Lakatos 

(1976 στο Komatsu 2010) 

 

3η συνεδρία: Αφαίρεση και διαίρεση µε πρώτους αριθµούς 

 

Στην 3η συνεδρία ασχοληθήκαµε µε τις άλλες δύο πράξεις που µπορούσαµε να 

κάνουµε µε τους πρώτους, την αφαίρεση και τη διαίρεση. Ιδιαίτερο γνωστικό 

ενδιαφέρον παρουσίασε η διαίρεση, όπου φαίνεται και αν ο µαθητής σκέφτεται τον 

ορισµό του πρώτου αριθµού. 

 

1ο ερώτηµα:  

Να εξετάσετε αν η παρακάτω πρόταση είναι αληθής:  

Πρώτος-πρώτος = πρώτος 

Η Σοφία δοκίµασε την αφαίρεση 17-5=12 όπου βρήκε ότι η διαφορά δεν είναι 

πρώτος, αλλά συνέχισε κάνοντας την πράξη 7-2=5 πρώτος και κατέληξε στην 

απάντηση ότι δεν βγαίνει πάντα πρώτος. Τις ίδιες πράξεις αλλά µε αντίστροφη σειρά 

έκανε κι ο Μιχάλης στο φύλλο εργασίας του και κατέληξε κι εκείνος στο ίδιο 

συµπέρασµα. Είναι σηµαντικό δε, ότι ο Μιχάλης παρόλο που στην πρώτη δοκιµή του 

βρήκε πρώτο αριθµό δεν έµεινε σε αυτό µόνο το παράδειγµα για να βγάλει το 

συµπέρασµά του, αλλά έκανε και 2η δοκιµή όπου βρήκε ότι δε βγαίνει πάντα πρώτος. 

Την ίδια συµπεριφορά έδειξε και η Ελπίδα, η οποία δεν έβγαλε αυθαίρετο συµπέρασµα 

όπως στην προηγούµενη συνεδρία ότι θα βγαίνει πάντα έτσι. Κατάλαβε ότι ένα 

παράδειγµα δεν είναι αρκετό για γενίκευση. Έτσι, στις επόµενες δοκιµές της βρήκε 

σύνθετο και κατέληξε ότι «µερικές φορές βγαίνει πρώτος και µερικές φορές βγαίνει 
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σύνθετος». Σηµαντικό επίσης είναι και ότι και η Σοφία έκανε 2η δοκιµή παρόλο που µε 

την πρώτη της δοκιµή βρήκε αντιπαράδειγµα για την πρότασή της. Από την ενέργειά 

της όµως φαίνεται όχι πως δεν είχε κατανοήσει πως το αντιπαράδειγµα αρκούσε για να 

απορρίψει την πρόταση, αλλά φαίνεται πως  ήθελε να συνεχίσει τις δοκιµές της για να 

δει τι συµβαίνει τελικά στην αφαίρεση πρώτων, δηλαδή αν βγαίνει πάντα σύνθετος. Κι 

έτσι και οι τρεις µαθητές βρήκαν µόνοι τους ότι η διαφορά πρώτων άλλοτε είναι 

πρώτος κι άλλοτε σύνθετος αριθµός. 

 

2ο ερώτηµα:  

Αν κάνουµε διαίρεση πρώτου µε πρώτο, τι είδους αριθµός θα είναι το 

αποτέλεσµα της διαίρεσης; 

 

Για το ερώτηµα αυτό θα µπορούσε κανείς να σκεφτεί τον ορισµό του πρώτου 

αριθµού που είναι ο αριθµός που έχει ως διαιρέτες µόνο την µονάδα και τον εαυτό του. 

Έτσι θα σκεφτόταν ότι ένας πρώτος δε διαιρείται µε κανέναν άλλο αριθµό πέραν του 

εαυτού του! Σε αυτή την περίπτωση θα είχαµε ένα πείραµα σκέψης (thought 

experiment σύµφωνα µε τον Balacheff). Τα παιδιά όµως είδαν πως µέχρι τώρα οι 

δοκιµές τους απαντούσαν τα ερωτήµατα κι έτσι έδρασαν ξανά µε τον ίδιο τρόπο, 

εµπειρικά.  

Ο Μιχάλης έκανε δύο διαιρέσεις µε πρώτους και βρήκε, όπως ήταν 

αναµενόµενο για έναν εκπαιδευτικό, δεκαδικούς αριθµούς. Όµως δεν τολµούσε να 

εκφράσει τα αποτελέσµατα. ∆εν µπορούσε να τα εξηγήσει. Τον ρωτούσα τι βρήκε και 

του φαινόταν παράξενο που έβρισκε δεκαδικό. Αυτό που τον προβληµάτιζε ήταν το ότι 

δεν µπορούσε να τον κατατάξει σε πρώτο ή σύνθετο. Η Ελπίδα αντίθετα, µε µία πράξη 

είδε ότι βγαίνει δεκαδικός και µου το ανέφερε, κι όταν τη ρώτησα αν µπορεί να 

εξηγήσει το αποτέλεσµα τότε, µετά από µισό λεπτό και µε επιφώνηµα ενθουσιασµού, 

απάντησε ότι «βγαίνει δεκαδικός αριθµός γιατί ο πρώτος διαιρείται µόνο µε την µονάδα 

και τον εαυτό του». Εδώ, στην περίπτωση της Ελπίδας, το παράδειγµα που βρήκε 

λειτούργησε σαν παράδειγµα στροφής (pivotal example) και γενικεύσιµο παράδειγµα, 

αφού την έκανε να σταµατήσει την αναζήτηση της εµπειρικής αιτιολόγησης και 

βασίστηκε στον ορισµό του πρώτου κι έκανε ένα πείραµα σκέψης! Σε όµοιο 

συµπέρασµα κατέληξε και η Σοφία, αλλά χρειάστηκε περισσότερο χρόνο. Ο Μιχάλης 

δεν κατάφερε µόνος του να εξηγήσει το αποτέλεσµα αλλά µετά που το είπαν τα 
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κορίτσια, φάνηκε να κατάλαβε.  Για να εξετάσω αν όντως είχε κατανοήσει ο Μιχάλης 

αλλά και τα κορίτσια την ιδιότητα των πρώτων αριθµών, έθεσα το επόµενο ερώτηµα. 

 

3ο ερώτηµα: 

Αν κάνουµε διαίρεση πρώτου µε σύνθετο, τι αριθµός θα προκύψει; 

Εδώ, θα περίµενε κανείς να συνεχίσουν µε την ίδια αιτιολόγηση- εξήγηση ότι, 

όπως είπαµε και προηγουµένως, ο πρώτος διαιρείται µόνο µε την µονάδα και τον εαυτό 

του, άρα µε οποιονδήποτε σύνθετο κι αν διαιρεθεί, η διαίρεση θα έχει πάντα υπόλοιπο 

ή αλλιώς θα βγαίνει το πηλίκο δεκαδικός. Κι εδώ συνέβη κάτι παράξενο. Η Ελπίδα που 

προηγουµένως πρώτη είχε βρει την εξήγηση και µάλιστα σε σύντοµο χρόνο, τώρα 

έκανε µία διαίρεση, είδε ότι βγαίνει δεκαδικός, αλλά η εξήγηση που έδωσε ήταν η 

εξής: «πάλι δεκαδικός βγαίνει γιατί είναι διαφορετικό το είδος τους». Σε αυτή την 

περίπτωση, αντίθετα µε την απάντηση που είχε δώσει στο προηγούµενο ερώτηµα, η 

Ελπίδα φαίνεται πως στηρίχτηκε στην επιφανειακή δοµή των δεδοµένων της κι 

αγνόησε τον ορισµό του πρώτου που πριν λίγο η ίδια διατύπωσε! Να σηµειωθεί όµως 

ότι πριν από αυτή την ερώτηση, επειδή η Ελπίδα είχε απαντήσει σύντοµα τις 

προηγούµενες, απάντησε το 4ο ερώτηµα που ακολουθεί ώσπου να ολοκληρώσουν οι 

συµµαθητές της το 2ο ερώτηµα.  Το 4ο ερώτηµα αφορούσε τη διαίρεση σύνθετου µε 

πρώτου. Το γεγονός αυτό, φαίνεται την επηρέασε, αφού όταν της ζήτησα να 

αποσαφηνίσει τι εννοεί, τότε συνέχισε γράφοντας τα συµπεράσµατα από τις 

προηγούµενες ερωτήσεις: «Γιατί :  

πρώτος  Χ πρώτος= φυσικός 

Πρώτος: πρώτος =δεκαδικός 

Σύνθετος: πρώτος= δεκαδικός, φυσικός 

Πρώτος: σύνθετος = δεκαδικός» 

Είναι σηµαντικό που ανατρέχει στα προηγούµενα συµπεράσµατα, ωστόσο όµως 

το γεγονός αυτό λειτούργησε αρνητικά καθώς παρατήρησε µόνο την επιφανειακή δοµή 

των συµπερασµάτων κι όχι την βαθύτερη αιτιολόγησή τους. Έτσι 

αποπροσανατολίστηκε. Πιστεύω πως αν της είχε δοθεί µόνο του το ερώτηµα αυτό θα 

µπορούσε να απαντήσει ξανά µε το πείραµα σκέψης που απάντησε στο 2ο ερώτηµα. Το 

θετικό είναι πως η Σοφία κατάφερε να αιτιολογήσει µε τον ορισµό του πρώτου 

αριθµού, διατυπώνοντας έτσι ένα πείραµα σκέψης. Ο Μιχάλης ωστόσο στράφηκε στις 

δοκιµές, αλλά οι επιλογές των αριθµών που έκανε ήταν λαθεµένες. Το ερώτηµα 

αφορούσε τη διαίρεση πρώτου διά σύνθετου κι εκείνος έκανε τις διαιρέσεις 21:3=7 και 
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15:6=2,5 . ∆ε γνωρίζω πού οφείλεται η επιλογή των αριθµών αυτών. Στην πρώτη 

περίπτωση µόνο θυµάµαι πως του διευκρίνισα πως «δε ζητούσα σύνθετο διά πρώτο, 

αλλά πρώτο διά σύνθετο κι ότι αυτό το παράδειγµα είναι για το επόµενο ερώτηµα». 

Τότε ο Μιχάλης τράβηξε ένα βελάκι από τη διαίρεση 21:3 προς τα κάτω κι έγραψε 

µετά 15: 6. Σε αυτή την περίπτωση πιθανολογώ πως νόµιζε ότι το 15 είναι πρώτος. ∆εν 

έγραψε κάποια αιτιολόγηση στο φύλλο εργασίας του και δυστυχώς δεν έχουµε το 

ηχητικό ντοκουµέντο από την παρούσα συνάντηση.  

  

4ο ερώτηµα:  

Αν κάνουµε διαίρεση σύνθετου µε πρώτο, τι αριθµός θα προκύψει; 

Εδώ, µετά από διαιρέσεις, και οι τρεις µαθητές, είδαν ότι πότε βγαίνει φυσικός 

και πότε δεκαδικός. Βέβαια, ακόµα κι εδώ όµως οι µαθητές βασίστηκαν στις δοκιµές 

τους και δε χρησιµοποίησαν τον όρο ‘φυσικός’, καθώς δε φαίνεται να τη γνώριζαν, 

αλλά ανάλογα µε το αποτέλεσµα έλεγαν ‘πρώτος’ ή ‘σύνθετος’. Έπειτα από δική µου 

παρότρυνση όµως, έκαναν κι άλλες δοκιµές κι έβλεπαν ότι µπορεί να βγαίνουν και 

δεκαδικοί και τους µίλησα και για την έννοια των φυσικών αριθµών. 

 

Στην συνεδρία αυτή,  παρακολουθούµε πως οι µαθητές βασίζονται πάλι στις 

εµπειρικές δοκιµές, αλλά µία από αυτές λειτούργησε ως παράδειγµα στροφής κι έτσι 

είχαµε ένα πείραµα σκέψης, που εκφράστηκε την πρώτη φορά από την Ελπίδα στο 2ο 

ερώτηµα, ενώ εκφράστηκε το ίδιο κι από τη Σοφία στο 2ο & 3ο ερώτηµα. Ένα ακόµη 

πράγµα που µε ευχαρίστησε είναι που δεν αρκούσε στους µαθητές µόνο το να 

απορρίψουν µία πρόταση, αλλά ήθελαν να µάθουν και την αλήθεια της πρότασης 

αυτής. Έτσι δείχνει τουλάχιστον η ενέργεια της Σοφίας στο 1ο ερώτηµα. Κάτι ακόµη 

που παρατηρήθηκε στην Ελπίδα είναι ότι παρόλο που µπορεί να σκεφτεί πιο βαθιά, 

εστιάζει στην επιφανειακή δοµή µερικές φορές και ψάχνει να βρει µοτίβα.  
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4η συνεδρία : Το άθροισµα 4 άρτιων αριθµών είναι άρτιος; 

 

Όταν τέθηκε το ερώτηµα, φάνηκε πως οι µαθητές δεν ήταν εξοικειωµένοι 

τελικά µε τις έννοιες άρτιος-περιττός, αλλά ούτε και µονός-ζυγός, παρόλο που η 

ερευνήτρια πίστευε το αντίθετο. Έτσι στην αρχή χρειάστηκε µια εισαγωγή. Παρόλα 

αυτά οι µαθητές αρκετές φορές χρειάστηκαν επιβεβαίωση για το αν οι αριθµοί είναι 

άρτιοι ή περιττοί. Η Σοφία έκανε κάθε φορά διαιρέσεις µε το 2 για να δει αν ο αριθµός 

ήταν άρτιος. Το κριτήριο διαιρετότητας του 2 το είχαν διδαχθεί αλλά δε φάνηκε να το 

χρησιµοποιεί ούτε εκείνη αλλά ούτε και οι άλλοι καθώς φαινόταν να απαντούσαν 

διαισθητικά, όχι µε σιγουριά. Για την απάντηση στο αν η πρόταση είναι αληθής ή 

ψευδής, και οι τρεις µαθητές εργάστηκαν µε δοκιµές. Η Ελπίδα και η Σοφία έκαναν 

τρεις δοκιµές κι ο Μιχάλης έξι.  

 

Οι δοκιµές του Μιχάλη ήταν οι εξής:  

4+2+12+14=32 

4+8+2+6=20 

10+8+14+6=38 

16+18+14+12=60 

60+50+14+20=144 

6+10+12+14=44

 

Οι δοκιµές που έκαναν και οι τρεις µαθητές ενδεικνύουν έναν αφελή 

εµπειρισµό καθώς στηρίχτηκαν µόνο στα παραδείγµατα αυτά και δεν έδωσαν κάποια 

εξήγηση. Η δε δοκιµή του Μιχάλη και σε πιο µεγάλους αριθµούς ίσως αποτέλεσε για 

εκείνον το κρίσιµο πείραµα (Balacheff 1988). Μία µορφή εξήγησης έλαβα µόνο από 

την Ελπίδα, η οποία επέµενε ότι «µε την πρόσθεση τελειώνουν όλα σε 2,4,6,8,0». Αλλά 

όταν τη ρώτησα γιατί συµβαίνει αυτό, δε µπορούσε να εξηγήσει περαιτέρω. Τότε 

έκανα µια µικρή συνεδρία θέλοντας να αναδείξω τον ισχυρισµό της σε πιο αφηρηµένο 

επίπεδο λέγοντας: «Ας πάρουµε περιπτώσεις. Σε τι µπορεί να τελειώνουν οι προσθετέοι 

µας;» Οι µαθητές απάντησαν: «σε 0, 2, 4, 6, 8». 

∆: ωραία. Πόσους προσθετέους έχουµε; 

Π: τέσσερις  

∆: Ας πάρουµε µία περίπτωση.  Μία περίπτωση είναι να τελειώνουν ο ένας σε 

0, ο άλλος σε 2 ο άλλος σε 4 κι ο άλλος σε 6. (Παράλληλα έγραφα σε ένα φύλλο    

 

 

 

  …………….0 
  …………….2 
  …………….4 
+…………….6 
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            ∆: Σε τι θα τελειώνει το άθροισµα;  

Π: (προσθέτουν 0+2+4+6=12)  άρα σε 2  

∆: Ωραία ας πάρουµε µια άλλη περίπτωση: οι προσθετέοι να τελειώνουν σε 

2,4,6,8  

 

Οι µαθητές τότε µόνοι τους πήραν χαρτί και µολύβι και έκαναν την ίδια 

διαδικασία, άλλοι γράφοντας όπως το παραπάνω σχήµα κι άλλοι προσθέτοντας 

κατευθείαν 2+4+6+8=20. έτσι απάντησαν ότι τελειώνει σε 0.  

Έτσι φάνηκε να καταλαβαίνουν και τα άλλα παιδιά την άποψη της Ελπίδας ότι 

όταν προσθέτουµε άρτιους θα τελειώνει το άθροισµά τους πάντοτε ή σε 0 ή 2 ή 4 ή 6 ή 

8, ενώ η Ελπίδα ικανοποιήθηκε που η άποψή της επιβεβαιώθηκε κατά κάποιον τρόπο. 

Επεσήµανα δε το γεγονός ότι πρέπει να πάρουµε κανονικά και τις άλλες περιπτώσεις, 

αλλά επειδή είναι πολλές κι εδώ µπαίνουµε στα χωράφια της συνδυαστικής, δεν το 

συνεχίσαµε. Εξάλλου οι µαθητές δεν το θεωρούσαν σκόπιµο. 

 

Τέλος να σηµειώσουµε κάτι που έγραψε ως παρατήρηση στο φύλο εργασίας της 

η Ελπίδα, αλλά δεν το εξέφρασε προφορικά κι έτσι δεν έγινε αντικείµενο συζήτησης. 

Είχε γράψει το εξής «άµα διαιρέσουµε άρτιο µε άρτιο µας βγαίνει άρτιος. Άρα αυτοί οι 

αριθµοί και αν τους προσθέσουµε ή αφαιρέσουµε πάλι άρτιος θα βγει.» ∆υστυχώς δεν 

έχουµε τεκµήρια για τον τρόπο που σκέφτηκε αυτή την εικασία.  

 

Περιληπτικά, στη συνάντηση αυτή, οι απαντήσεις των µαθητών στηρίχθηκαν 

στον αφελή εµπειρισµό αλλά και σε µια υποτυπώδη µορφή κρίσιµου πειράµατος. Η 

Ελπίδα παρατήρησε την επιφανειακή δοµή των αποτελεσµάτων και αναγνώρισε ότι 

τελειώνουν όλα σε 0,2,4,6,8 αλλά δε µπόρεσε να δώσει κάποια εξήγηση. Έτσι, η 

ερευνήτρια χρησιµοποίησε την παρατήρηση της Ελπίδας για να δώσει µια µορφή 

εξήγησης κι όχι τόσο µαθηµατική απόδειξη, επειδή ήθελε να βγει η εξήγηση από τη 

σκέψη των παιδιών, και στη προκειµένη περίπτωση της Ελπίδας. Ως προς τις εικασίες, 

τα παιδιά µάλλον περίµεναν ότι θα έβγαινε άρτιος, το σιγοψιθύριζαν, αλλά θέλησαν να 

επιβεβαιωθούν από τις εµπειρικές δοκιµές τους κι ύστερα να εκφράσουν τη γνώµη 

τους. Εντύπωση προκάλεσε το γεγονός ότι η Ελπίδα, χωρίς κανείς να της το ζητήσει 

έγραψε στο φύλλο της, εικασία της ότι όλες οι πράξεις µε άρτιους θα δίνουν άρτιους.  
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5η συνεδρία: Υπάρχουν 4 περιττοί που αν τους προσθέσουµε δίνουν 

περιττό; 

 

Ο Μιχάλης συνέχισε την ίδια τακτική µε την 4η συνεδρία, κάνοντας πολλές 

δοκιµές (επτά στο σύνολο). Σε δύο από αυτές όµως, µπερδεύτηκε και χρησιµοποίησε 

και άρτιους αριθµούς αντί για περιττούς (4+2+11+15=32 & 35+50+30+19=134). 

Πάντως σε όλες τις δοκιµές βρήκε άρτιο όπως ήταν φυσικό. 

Παρόµοια εργάστηκε και η Σοφία κάνοντας οκτώ δοκιµές, απ’ τις οποίες στις 

τέσσερις έκανε πάλι την διαίρεση του αποτελέσµατος µε το 2 για να δει αν είναι άρτιος 

ή περιττός. Στο τέλος έγραψε την εξής απάντηση: «δεν γίνεται να βγει περιττός γιατί 

είναι µεγαλύτερο κατά ένα από τους ζυγούς και αν είναι µεγαλύτερος κατά ένα θα βγαίνει 

πάντα ζυγός. Μόνο µε 3 περιττούς γίνεται 17+3+3=23». Η εξήγησή της δεν είναι 

ιδιαίτερα ικανοποιητική. Μας δίνει όµως ένα µήνυµα αισιοδοξίας ότι δοκίµασε 

αυτοβούλως και µε τρεις περιττούς και εικάζει ότι µόνο το άθροισµα τριών περιττών 

είναι περιττός, ενώ το άθροισµα τεσσάρων περιττών είναι σίγουρη ότι είναι άρτιος. 

Εδώ έχουµε χαρακτηριστική περίπτωση, να έχει κάνει µια σωστή εικασία , αλλά δεν 

µπορεί να τη δικαιολογήσει.  

 

Η Ελπίδα έκανε δύο παραδείγµατα όπου βρήκε ότι το άθροισµα ήταν άρτιος. 

(11+11+11+11=44 ζυγός & 5+9+11+17=42 ζυγός). Η απάντησή της όµως ήταν η εξής: 

«µερικές φορές βγαίνουν περιττοί και µερικές φορές βγαίνουν άρτιοι, γιατί οι αριθµοί 

που προσθέτουµε είναι περιττοί». Η απάντηση αυτή αξίζει να προσεχθεί γιατί δείχνει ότι 

παρόλο που στα παραδείγµατά της δε βρήκε περιττό, θεωρεί σύµφωνα µε τη φύση των 

προσθετέων ότι σίγουρα κάποια στιγµή θα βγαίνει περιττός. Έπειτα, µε δική της 

πρωτοβουλία, ζήτησε ένα φύλλο χαρτί κι άρχισε να κάνει υπολογισµούς. Οι 

υπολογισµοί ήταν οι εξής:  

1+3+5=9 µονός         (3 προσθετέοι) 

 

7+5+3=15 µονός     (3 προσθετέοι) 

 

7+5+9+11+21+3=119 µονός   (5 προσθετέοι!) )  

 

7+5+9+11+21+3=56 ζυγός (6 προσθετέοι)  

 

Εδώ έχει κάνει κάποιο λάθος 
στους υπολογισµούς της. Οι 
προσθετέοι είναι 6 και το 
αποτέλεσµα 56. Εν τω µεταξύ 
γράφει το σωστό, ακριβώς 
από κάτω, αλλά δεν διορθώνει 
το προηγούµενο. Αντιθέτως 
το λαµβάνει υπόψη.  
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Παρά το λάθος της όµως, το σηµαντικό είναι ότι µέσα από αυτή τη διαδικασία 

φαινόταν σαν να έψαχνε κάποιο µοτίβο. Κι όντως το βρήκε όπως φαίνεται από την 

εξήγηση που έδωσε, δείχνοντας κάθε φορά µε το µολύβι της: «Κυρία κοιτάξτε! Όταν 

έχουµε 3, 5, 7 προσθετέους βγαίνει µονός κι όταν έχουµε ας πούµε 2, 4, 6 προσθετέους 

βγαίνει ζυγός!». Η συγκεκριµένη µαθήτρια κατάλαβε λοιπόν το σκοπό των 

δραστηριοτήτων, παρόλο που δεν µπόρεσε να το αιτιολογήσει.  

 

Κι ο Μιχάλης έπειτα ζήτησε νέο φύλλο κι έγραψε 3 νέες προσθέσεις:  

9+5+7=21   µονός (3 προσθετέοι) 

19+11+37=67  µονός (3 προσθετέοι) 

37+19+11+67+70+99=303  µονός  (6 προσθετέοι, αλλά ο ένας είναι άρτιος!) 

 

Προφανώς ήθελε να επιβεβαιώσει κι εκείνος αυτά που άκουγε από τα κορίτσια, 

σχετικά µε το πλήθος των προσθετέων και το αποτέλεσµά τους µόνο που στην 

τελευταία πρόσθεση χρησιµοποίησε άρτιο αριθµό τον 70, χωρίς να το καταλάβει.  

Στο τέλος, αφού τα παιδιά εξέφρασαν όλες τις παραπάνω απόψεις τους, θέλησα 

να τους δείξω και έναν τρόπο να αιτιολογήσουµε ή να αποδείξουµε γιατί συµβαίνει 

αυτό. Τους ζήτησα έτσι να προσπαθήσουν να χρησιµοποιήσουν τα σύµβολα. Τότε το 

µυαλό τους πήγε αµέσως στη διαδικασία συµβολισµού µε γράµµατα όπως είχαµε κάνει 

στην 1η συνεδρία για τους πρώτους και έγραφαν κι έλεγαν συγχρόνως:  

π1+π2+π3+π4  

Όµως δεν µπορούσαν να προχωρήσουν παρακάτω.  

Τότε τους ζήτησα να µου πουν τους περιττούς από την αρχή. Και απάντησε η 

Ελπίδα : «1,3,5,7,9,11…». «Ωραία»,  είπα,  «οι ζυγοί ποιοι είναι;» και απάντησε τότε η 

Σοφία µαζί µε το Μιχάλη: «2,4,6,8…». «Άρα;» τους ρώτησα. Και οι µαθητές 

απάντησαν πως πάνε εναλλάξ. Τότε εγώ στο δικό µου φύλλο σχεδίασα µία γραµµή 

θέλοντας να αναπαραστήσω το ‘εναλλάξ’ των  ζυγών και µονών  αριθµών. 

µ     Ζ      µ        ζ        µ       ζ       µ        ζ         µ       ζ        µ        ζ       µ 

 

 

«Μετά από το ζυγό είναι ένας µονός» είπε ο Μιχάλης. «Ωραία, πώς θα 

συµβολίσουµε τον µονό αριθµό;» ρώτησα. Μετά από δευτερόλεπτα σιγής, συνέχισα: 

«αν αυτός (κι έδειχνα έναν ζυγό) είναι ζυγός, τότε πόσο είναι ο µονός που είναι δίπλα 

του;» Τότε η Ελπίδα απάντησε ότι είναι «+1»! Κι ακολούθησε ο εξής διάλογος: 
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∆: Ωραία, πώς θα συµβολίσουµε δηλαδή έναν µονό;» 

 …  

∆: Όσο είναι ο ζυγός …  

Π: +1   

∆: Ωραία για γράψτε λοιπόν. Πώς θα συµβολίσουµε τους περιττούς; (που είχαµε 

γράψει  π1+π2+π3+π4 ) 

Μ: ζ+1+ ζ+1+ζ+1+ζ+1 

∆: Όχι ζ, γιατί δεν είναι ο ίδιος αριθµός… 

Σ: ζ1+1+ ζ2+1+ ζ3+1+ ζ4+1  (Η Σοφία συνεχίζει να γράφει, ενώ η Ελπίδα έδειχνε 

απλά να παρακολουθεί) 

Σ: 4+ ζ1+ζ2+ζ3+ζ4       

(Η Ελπίδα παρακολουθούσε κι έγραφε, όµως δεν συνέχιζε µόνη της. Η Σοφία 

έπειτα προσπάθησε να συνεχίσει αλλά µπερδεύτηκε στο σύµβολο της πράξης) 

Σ: 4* (ζ1+ζ2+ζ3+ζ4) = ψ *ω    όπου  ψ: ζυγός (εδώ εννοούσε το 4)  

 

Έτσι, πήρα το δικό µου φύλλο εργασίας και άρχισα να γράφω από την  αρχή, 

επιχειρώντας µε τη µέθοδο των ερωταποκρίσεων να καταλάβουν ότι ζ1+ζ2+ζ3+ζ4  =ζ, 

όπου ζ=ζυγός & 4 ζυγός κι άρα 4+ζ = ζυγός. Τα κορίτσια παρακολουθούσαν, αλλά 

σταµάτησαν και δεν έγραψαν κάτι άλλο. Ο Μιχάλης όµως συνέχισε κι έγραφε: 

 

π1+π2+π3+π4 = 

ζ+1+ζ+1+ζ+1+ζ+1= 

=4+ ζ1+ζ2+ζ3+ζ4  =ζ 

=4+ζ=ζ 

 

Έπειτα η Σοφία συνέχισε στο φύλλο της να αποδείξει ότι το άθροισµα 3 

περιττών, θα βγαίνει πάντα περιττός  κι έγραψε:  

κ1+1+κ2+1+κ3+1 = 3+ κ1+κ2+κ3= 3+ζ 

και απάντησε «ναι θα βγαίνει πάντα µονός, γιατί το 3 είναι µονός ενώ το ζ είναι 

ζυγός και ο ζυγός µε το µονό πάνε εναλλάξ». Πολύ σηµαντικό άλµα για παιδί ε’ 

δηµοτικού.  Στο τέλος ο Μιχάλης είδε στο δικό µου φύλλο εργασίας ότι είχα και µία 

απόδειξη της 4ης συνεδρίας, που αφορούσε  την πρόσθεση τεσσάρων άρτιων, την οποία 

δεν τους είχα δείξει, επειδή έδωσα µια εξήγηση σχετική µε παρατήρηση της Ελπίδας. 

Εδώ εννοεί ζ1+ζ2+ζ3+ζ4  =ζυγός 
Και µετά 4+ζ = ζυγός 
 



 87 

Ήταν παράξενο δε που ενδιαφέρθηκε να γράψει και αυτή την απόδειξη κι έτσι 

εξηγήσαµε κι αυτή: 

Είπαµε ότι ένας άρτιος αριθµός είναι πολλαπλάσιο του 2. Κι έτσι αφού είχαµε 

τέσσερις διαφορετικούς άρτιους  ζ1, ζ2, ζ3, ζ4 τους γράψαµε ως πολλαπλάσια του 2.  

ζ1+ ζ2 + ζ3  + ζ4 = 2µ+2ν+2ξ+2ρ=2 * (µ+ν+ξ+ρ) =2*ω= ζυγός 

 

Εν περιλήψει, στη συνεδρία αυτή, ο τρόπος µε τον οποίο οι µαθητές 

προσπάθησαν να απαντήσουν το ερώτηµα ήταν στην αρχή ο αφελής εµπειρισµός, 

αφού οι δύο από τους τρεις µαθητές έκαναν 7-8 δοκιµές για να βγάλουν ένα 

συµπέρασµα. Η Ελπίδα έκανε δύο δοκιµές, αλλά δεν έβγαλε το συµπέρασµά της µόνο 

από αυτές, αφού παρόλο που τα αθροίσµατά της ήταν άρτιοι, θεώρησε ότι λόγω της 

φύσεως των προσθετέων θα βγαίνουν και περιττά αθροίσµατα! Άρα, ίσως κρύβει πάλι 

µια αναλογική σκέψη στην εικασία της. Έπειτα, έκανε νέους υπολογισµούς µε 

διαφορετικό αριθµό προσθετέων και βρήκε το µοτίβο ότι µε άρτιο πλήθος περιττών 

προσθετέων το άθροισµα είναι άρτιος, ενώ µε περιττό πλήθος το άθροισµα είναι 

περιττός! Αρκετά κοντά στο µοτίβο ήταν και η Σοφία, αλλά δεν µπόρεσε να το πει 

τόσο ολοκληρωµένα. Επειδή οι µαθητές όµως δε µπορούσαν να αιτιολογήσουν, τότε 

χρειάστηκε δική µου συνεδρία κι έγινε µε τη χρήση συµβόλων και µιας 

αριθµογραµµής. Μέσα από συνεχή διάλογο, κατασκευάστηκε τελικά η µαθηµατική 

απόδειξη για το άθροισµα τεσσάρων περιττών. Με δική της πρωτοβουλία, τότε η Σοφία 

έκανε τη δική της απόδειξη για το άθροισµα τριών περιττών κι επέλεξε αυτό προφανώς 

γιατί από την αρχή ήταν σίγουρη µε µία µόνο δοκιµή ότι το άθροισµα των τριών 

περιττών θα είναι περιττός, µόνο που δε µπορούσε να το εξηγήσει. Στο τέλος 

επιδείχτηκε η απόδειξη και για το άθροισµα τεσσάρων ζυγών (της 4ης συνεδρίας) 

ύστερα από αίτηµα του Μιχάλη.  

Ως προς την εξέλιξη των παιδιών, είναι εκπληκτικό, σε αυτή τη συνεδρία, το 

πώς έχουµε µία αντιστροφή των ρόλων. Ο Μιχάλης που ήταν ένα παιδί που µιλούσε 

τελευταίος και µάλιστα όχι πολύ, φαίνεται πως στο τέλος δείχνει ενδιαφέρον να µάθει 

τελικά τι ισχύει και πώς αποδεικνύεται. Προς την ίδια κατεύθυνση κινείται και η 

Σοφία. Η Ελπίδα, αντίθετα που έχει περισσότερες δυνατότητες, ανάλογα µε τη διάθεσή 

της ή θα ανακαλύψει µόνη της τη θεωρία ή θα δυσανασχετεί όταν της αποκαλύπτεται 

και δείχνει κάτι σαν αδιαφορία. 
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6η συνεδρία: Το άθροισµα από 5 οποιουσδήποτε διαδοχικούς φυσικούς 

αριθµούς διαιρείται µε το 5; 

 

Όταν διατυπώθηκε το ερώτηµα, οι πρώτες απαντήσεις ήταν όχι, χωρίς ιδιαίτερη 

σκέψη. Η Ελπίδα δικαιολόγησε λέγοντας πως δε τελειώνουν όλοι σε 5.  Η ερευνήτρια 

τότε θεώρησε αναγκαίο να εξηγήσει τη διατύπωση του ερωτήµατος θέλοντας να είναι 

σίγουρη ότι όλοι οι µαθητές το κατανοούν. Και πράγµατι το είχαν ανάγκη. ∆εν ήξεραν 

καταρχήν ποιους λέµε διαδοχικούς  αριθµούς.  

Η Σοφία κατάλαβε τη διαδικασία και είπε από µόνη της τι πρέπει να κάνουν. Η 

Ελπίδα απάντησε µάλλον διαισθητικά και σκέφτηκε πως επειδή είναι 5 οι αριθµοί και 

είναι µε τη σειρά θα διαιρούνται µε το 5. Υπάρχει µια δυσκολία γενικά  και στα τρία 

παιδιά. Ο Μιχάλης δεν έχει καταλάβει ακόµα τη διατύπωση της ερώτησης.  

  

Μ: Πήρα το 20,21,22,23,24 

∆: Και; 

Μ: Το 20 διά 5 διαιρείται.  

∆: ∆εν είπαµε ο καθένας ξεχωριστά να διαιρείται, είπαµε το άθροισµά τους, 

δηλαδή αν τους προσθέσουµε. 

Μ: ∆ηλαδή δεν διαιρούµε;  

∆: Αν τους προσθέσω θα βρούµε έναν αριθµό. Αυτός ο αριθµός θα διαιρείται µε 

το 5; 

 

Η Σοφία µετά από δύο δοκιµές (55+56+57+58+59=285 & 

105+106+107+108+109=535), κάνει κι αυτή µια εικασία ότι όλα τα αθροίσµατα 

τελειώνουν σε 0 ή 5, αφού οι αριθµοί είναι 5. Η Ελπίδα, έπειτα, παρατήρησε ένα 

µοτίβο, στον τρόπο υπολογισµού του αθροίσµατος ενός παραδείγµατος, του 

1+2+3+4+5. Είχε γράψει: «1+2+3+4+5 διαιρείται µε το 5, γιατί είναι σαν την 

προπαίδεια του 5, 5+5+5=15     3*5=15» Προφανώς εδώ είχε προσθέσει 1+4=5, 

3+2=5. Όµως αυτό δεν είχε εφαρµογή σε άλλα παραδείγµατα κι έτσι της υπέδειξα να 

κάνει δοκιµές και µε άλλους µεγαλύτερους διαδοχικούς, που να µη ξεκινάνε 

αναγκαστικά από το 1 . Ο Μιχάλης τελικά κατάλαβε κι εκείνος τι έπρεπε να κάνει. 

Πρόσθεσε τους αριθµούς 20,21,22,23,24 και βρήκε 110,  το διαίρεσε µε το 5 και βρήκε 

22. Εποµένως συµπέρανε ότι διαιρείται. Όµως έµεινε µόνο σε αυτό το παράδειγµα. ∆εν 

έκανε κάποια εικασία.  
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Μετά από δική µου επιµονή να ρωτάω αν ισχύει ή δεν ισχύει η πρόταση τότε 

απάντησαν όλοι ναι.  Ρώτησα όµως αν «ισχύει πάντα ή ισχύει µερικές φορές;». Οι 

απαντήσεις τότε που πήρα ήταν ποικίλλες: 

 

Σ: Πάντα  

Ε: Μερικές φορές 

Σ : Είναι σαν να πολλαπλασιάζουµε 5 φορές έναν αριθµό.  

∆: Γιατί το λες αυτό; Αφού προσθέτουµε διαφορετικούς αριθµούς. 

Σ: Ναι αλλά και τις άλλες φορές που προσθέταµε 3 αριθµούς, ήταν 

πολλαπλάσια του 3. (Αργότερα κατάλαβα πως δεν κάναµε τέτοια δραστηριότητα) 

∆: Ναι αλλά τότε προσθέταµε περιττούς αριθµούς όχι διαδοχικούς.  

Ε: (προς τη Σοφία) Ναι κι άµα δεν είχαµε κάνει εκείνα τι θα απαντούσες 

τώρα;  

∆: Μήπως πρέπει να ψάξουµε πιο βαθιά για να απαντήσουµε κι όχι να 

αρκεστούµε σε λίγα παραδείγµατα; 

 

Οι µαθητές έδειχναν έτοιµοι να τα παρατήσουν κι έτσι αποφάσισα να δώσω µια 

βοήθεια. Τους πρότεινα να ξεκινήσουν από το 8.  Η Σοφία αντιλήφθηκε ότι από τους 

πέντε διαδοχικούς αριθµούς ο ένας διαιρείται µε το 5 κι έτσι διευκόλυνε το έργο µου.  

∆: Για παρατηρήστε τους αριθµούς λίγο τον καθένα ξεχωριστά όπως έκανε ο 

Μιχάλης πριν. 

Σ: Μέσα σ’ αυτούς τους 5 αριθµούς ο ένας είναι ή πολλαπλάσιο ή διαιρέτης του 

5. 

∆: Πολύ ωραία ! για δείτε τους άλλους είναι;  

Π: Όχι 

Σ: Εγώ έκανα και κάτι άλλο. Εγώ έκανα, εµ… βρήκα το 5,6,7,8,9 κι έβγαλα το 5 

και µένουν οι άλλοι………. 

Ε: Λοιπόν ο καθένας θα κρατήσει την απάντησή του 

Σ: Πρόσθεσα τους άλλους που δεν είναι πολλαπλάσια του 5 και το άθροισµά τους 

βγήκε πολλαπλάσιο του 5 

∆: Ωραία γιατί συµβαίνει αυτό; Για κοιτάξτε 

 



 90 

Η παρατήρηση που έκανε η Σοφία στο παράδειγµα ήταν πάρα πολύ καλή. Τότε 

όµως η Ελπίδα παρατήρησε πάλι κάτι στη δοµή των διαδοχικών και οι µαθητές 

χρησιµοποίησαν τα σύµβολα για να εξηγήσουν, µόνο µε µία µικρή παρότρυνση!  

 

Ε: Προσθέτουµε και ένα! Κοίτα 8+1! (εκείνη είχε κάνει άλλο παράδειγµα το 8 + 

9+10+11+12) 

∆: Για συµβόλισέ το. Μπορείς; 

Ε: 8+α , όπου α=1 κι όλα αυτά τα ενάρια θα µας κάνουν 5 

∆: Περίµενε-περίµενε γιατί είσαι κοντά 

Μ: Επιτέλους θα φύγουµε ; (καταλαβαίνει ότι είµαστε κοντά στη λύση και 

χαίρεται!)  

∆: Το 8 δε θα το κρατήσουµε γιατί θέλουµε να δείξουµε για όλους τους αριθµούς. 

Άρα αν  α που θα σηµαίνει τον πρώτο αριθµό για δείξε µου τους άλλους. Ο δεύτερος πώς 

θα τον πούµε; α+…..; 

Ε: α+β 

Σ: α+1 (διορθώνει την Ελπίδα) 

∆: Ωραία . α+1. ο τρίτος; 

Σ: β+1 

∆: Ποιος β; 

Μ: α+2  (απαντάει σωστά και ο Μιχάλης, άρα προσέχει και κατανοεί) 

∆: Ο τέταρτος; 

Σ: α+3 

∆: Ο πέµπτος; 

Σ: α+4 

∆: Έχουµε 5 για µετρήστε τους.  

Ε: Οπότε αυτοί πάνε µε τη σειρά!  

 

Έµµενε τώρα οι µαθητές να χειριστούν το α και να υπολογίσουν τη παράσταση.  

Τους βοήθησα όµως λίγο γιατί δεν ήταν πολύ εξοικειωµένοι. Αξιοπρόσεχτη είναι η 

παρατήρηση του Μιχάλη, ενδιάµεσα, ότι «τα α είναι σαν τα χ» κι αυτό είναι πολύ 

σηµαντικό γιατί συνδέει τα δύο αντικείµενα (τη µεταβλητή και το άγνωστο χ) και µέσω 

του γνωστού αντικειµένου για εκείνον, κατανοεί και το ξένο αντικείµενο. Η 

συγκεκριµένη σκέψη είναι είδος  αναλογικού συλλογισµού, αφού περιλαµβάνει τις 
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διαδικασίες της συσχέτισης και της µεταφοράς, όπως τις ορίζει η Douek (1998) και η 

οποία τις θεωρεί πολύ σηµαντικές ικανότητες για τα µαθηµατικά.  

 

 

 

∆: Εποµένως πόσο µας κάνει αυτό τώρα; γράψτε την παράσταση.  

Σ: α+5  

∆: Πόσα α έχουµε Σοφία; 

Σ: 5 

∆: Άρα έχουµε 5 α 

Μ: ∆ηλαδή τα α είναι σαν τα χ 

∆: Έχουµε 5 φορές το α… 

Σ: Και 5. 5 φορές το α, και 5  

∆: Για µετρήστε 5 α και 1+2+3+4 

Σ: 5 α +10 

 

Τέλος, προσπαθήσαµε να αιτιολογήσουµε γιατί η παράσταση διαιρείται µε το 5. 

Στο σηµείο αυτό, παραλίγο η Ελπίδα να µπερδευτεί και να το λύσει σαν εξίσωση, αλλά 

µετά κατάλαβε το λάθος της και γέλασε. Για την εξήγηση αν διαιρείται η παράσταση 

φάνηκε χρήσιµη η αρχική στρατηγική του Μιχάλη, που έλεγχε τον κάθε προσθετέο κι 

αυτό τον ευχαρίστησε ιδιαίτερα. Περισσότερη κατανόηση πάντως έδειξε η Σοφία αφού 

συνέβαλε πολύ στην εξήγηση του ερωτήµατος, αν και οι άλλοι ίσως κατανόησαν αλλά 

δε συµµετείχαν τόσο πολύ. 

 

∆: Το 5 α +10 διαιρείται µε το 5; Μιχάλη τι έκανες εσύ πριν για να δεις αν 

διαιρείται; 

Μ: Κοιτούσα αν διαιρείται ο καθένας µόνος του.  

Μ: Ρε είναι στο χαρτί και να µην µπορώ να απαντήσω 

Σ: Ναι διαιρούνται µε το 5. µόνο το α δε ξέρουµε. 

∆: Το α πάει µαζί µε το 5 

Σ: 5 α είναι ένα πολλαπλάσιο του 5 ! Άρα διαιρείται κι αυτό! 

∆: Μπράβο! Άρα ανεξάρτητα από το τι είναι το α, το 5 φορές το α διαιρείται µε 

το 5. Και το 10 διαιρείται µε το 5 . Άρα όλο το 5 α +10 διαιρείται µε το 5.  

Σ: ναι 
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∆: Άρα η πρόταση είναι σωστή ή λάθος; 

Σ: Σωστή!  

∆: Ισχύει για πάντα ή για µερικές φορές; 

Σ: Για πάντα! 

 

Η συνεδρία αυτή είναι διαφορετική από τις άλλες. Οι µαθητές ναι µεν έκαναν 

1-2 δοκιµές ο καθένας, αλλά όχι περισσότερες όπως στο προηγούµενο µάθηµα. Οι 

δοκιµές αυτές ήταν και απαραίτητες για εκείνους γιατί δυσκολεύονταν µε το ερώτηµα 

κι έπρεπε να το οπτικοποιήσουν.  Η Ελπίδα παρατήρησε στην 1η δοκιµή της ένα πολύ 

σηµαντικό µοτίβο, αλλά δε µπορούσε να εφαρµοστεί και στις άλλες περιπτώσεις. Έτσι 

έκανε ακόµα µία δοκιµή µε άλλους διαδοχικούς αριθµούς, όπως της είπα. Η Σοφία 

όµως χρησιµοποίησε την στρατηγική του Μιχάλη, που κι εγώ στην αρχή βιάστηκα να 

‘καταδικάσω’  και κατάφερε να εντοπίσει γιατί ισχύει η πρόταση στο παράδειγµα. 

Επρόκειτο για καθαρά απαγωγικό βήµα, που θα λειτουργούσε σαν παράδειγµα που 

γενικεύεται (generic example) αν δε διέκοπτε η Ελπίδα, η οποία παρατήρησε ένα άλλο 

στοιχείο στη δοµή των διαδοχικών µέσα από ένα παράδειγµα και µεταφερθήκαµε σε 

άλλα µονοπάτια! Μάλιστα µε αφορµή τη σκέψη της Ελπίδας, την προέτρεψα να 

χρησιµοποιήσει έναν συµβολισµό και τότε και οι τρεις µαθητές έκαναν πολύ καλές 

προσπάθειες µε έναν ενθουσιασµό που δεν περίµενα! Τελικά σχηµατίσαµε µια 

αλγεβρική παράσταση, που αντιπροσώπευε το άθροισµα 5 οποιωνδήποτε διαδοχικών 

αριθµών, και µε λίγη καθοδήγηση, η Σοφία εξήγησε για ποιο λόγο διαιρείται η 

παράσταση αυτή µε το 5! Με τον τρόπο αυτό έγινε µια µαθηµατική απόδειξη της 

πρότασης!   Τέλος, κάτι ακόµα που παρατηρήθηκε στην εξέλιξη των µαθητών, ήταν ο 

αναλογικός συλλογισµός του Μιχάλη, σύµφωνα µε τον οποίο για να κατανοήσει τη 

µεταβλητή α , τη παροµοίωσε µε το άγνωστο χ, καθώς και η νόρµα που φαίνεται να 

έχει καλλιεργηθεί ότι πρέπει να δίνουµε µία πειστική εξήγηση ο ένας στον άλλο, όταν 

η Ελπίδα ζήτησε από τη Σοφία να µη µαντεύει αναλογικά µε ότι έχουµε βρει σε άλλα 

ερωτήµατα, αλλά να ψάξει να βρει µια καλή εξήγηση: «ναι κι άµα δεν είχαµε κάνει 

εκείνα τι θα απαντούσες τώρα;»  
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7η συνεδρία : Το άθροισµα 4 διαδοχικών αριθµών θα διαιρείται µε το 4; 

 Και το άθροισµα 6 διαδοχικών θα διαιρείται µε το 6; 

 

Επειδή στην προηγούµενη συνεδρία, η εικασία ότι το άθροισµα 5 διαδοχικών 

διαιρείται µε το 5, αποδείχτηκε σωστή, θεώρησα να θέσω παρόµοια ερωτήµατα για να 

δω αν θα σκεφτούν αναλογικά. Επειδή είχαν µεσολαβήσει και οι διακοπές του Πάσχα, 

το φύλλο εργασίας τους δόθηκε έτσι ώστε να τους υπενθυµίζει τι είχαµε βρει:   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πράγµατι, οι µαθητές δεν θυµόντουσαν αρκετά πράγµατα. Ο Μιχάλης 

θυµήθηκε όµως αµέσως το συµβολισµό που είχαµε κάνει (α, α+1, …). Ωστόσο δεν το 

χρησιµοποίησε. Αντιθέτως ακολούθησε την ίδια στρατηγική που είχε ακολουθήσει και 

τότε, αρχικά. Πήρε 4 διαδοχικούς κι εξέταζε έναν- έναν αν διαιρείται µε το 4. Έπειτα,  

όλοι οι µαθητές έλεγχαν αν το άθροισµα των 4  διαδοχικών αριθµών που πήρε ο 

καθένας διαιρούταν µε το 4. Η Ελπίδα κι ο Μιχάλης είδαν από την πρώτη δοκιµή ότι 

από τη διαίρεση βγαίνει δεκαδικός, αποφάνθηκαν ότι το άθροισµα δε διαιρείται, αλλά 

ωστόσο συνέχισαν τις δοκιµές. Η Σοφία έκανε πράξεις αλλά δε συµµετείχε στη 

συζήτηση. 

∆: Τι λες; (προς το Μιχάλη) ∆ιαιρείται το άθροισµα από 4 διαδοχικούς µε το 4;  

Μ: Όχι, όχι 

Μ: Κάνω άλλη µία και θα σας απαντήσω 

 

Σε προηγούµενη άσκηση διαπιστώσαµε ότι το άθροισµα από 5 οποιουσδήποτε 
διαδοχικούς αριθµούς διαιρείται µε το 5. Ένα παιδί λοιπόν, ο Κώστας σκέφτηκε 
ότι ισχύει αυτός ο κανόνας και για άλλους αριθµούς. 
Έτσι σκέφτηκε: 

 
 

 

Άρα  το άθροισµα τεσσάρων οποιωνδήποτε 
διαδοχικών ακεραίων διαιρείται µε το 4. 
 
Και το άθροισµα έξι οποιωνδήποτε διαδοχικών 
ακεραίων διαιρείται µε το 6 

 
 
Τι έχεις να πεις στον Κώστα; Είναι σωστή η άποψή του; Αν όχι βοήθησέ τον να 
καταλάβει 
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Μετά από λίγο, εξέφρασε την άποψή της και η Σοφία που δούλευε σιωπηρά και 

είπε: «Όχι, δεν είναι σωστή η άποψη του Κώστα, γιατί (ανέφερε 2 παραδείγµατα) και 

γιατί είναι 4 διαδοχικοί και δε διαιρούνται όλοι µε το 4, αλλά υπάρχει πάντα ένας 

αριθµός που θα διαιρείται µε το 4». Παρατηρούµε πως η Σοφία έκανε µεν δύο δοκιµές 

αλλά προσπάθησε να βρει και µια πιο βαθιά εξήγηση. Η εξήγηση αυτή δεν είναι 

αρκετή για να απορρίψει την πρόταση, όµως είναι ένα σηµαντικό βήµα αφού την 

οδηγεί και στην εύρεση ότι ανάµεσα από τους 4 διαδοχικούς πάντα ο ένας διαιρείται µε 

το 4. Πρόκειται για µια εικασία που διαµορφώθηκε από την παρατήρηση των αριθµών 

και η οποία είναι σωστή.  

 

Για την απάντηση του ερωτήµατος που αφορούσε το άθροισµα 6 διαδοχικών, η 

Ελπίδα, αναρωτήθηκε µήπως για τους 6 βρούµε κάτι διαφορετικό, επειδή είναι µετά το 

5. Βρήκε όµως αµέσως ένα αντιπαράδειγµα, όπως και οι υπόλοιποι µαθητές, κι έτσι δε 

συνέχισε την εικασία της. Την ανέφερε όµως ξανά λίγο παρακάτω. Να σηµειώσουµε 

εδώ ότι αυτή τη φορά οι µαθητές αρκέστηκαν σε ένα µόνο αντιπαράδειγµα για την 

απόρριψη της πρότασης, σε αντίθεση µε το προηγούµενο ερώτηµα. Ο Μιχάλης 

παρουσίασε το αντιπαράδειγµα του σαν απάντηση στο ερώτηµα και δικαιολόγησε πως 

«και µε τα άλλα το ίδιο θα βγαίνει». Η Σοφία όµως επιπλέον επέκτεινε την 

προηγούµενη εικασία της και στην περίπτωση των 6 διαδοχικών, και είπε πως «πάντα 

θα υπάρχει ένας αριθµός από αυτούς τους έξι διαδοχικούς που διαιρείται µε το 6». Εν τω 

µεταξύ, την εικασία αυτή την είχε γράψει στο φύλλο της, αλλά δεν την είπε προφορικά. 

 

Έπειτα, τέθηκε το ερώτηµα αν υπάρχει έστω και µία περίπτωση που να ισχύουν 

οι εικασίες του Κώστα. Με άλλα λόγια µετέτρεψα τις εικασίες του Κώστα, τις οποίες 

µε αντιπαραδείγµατα απορρίψαµε ότι ισχύουν για όλες τις περιπτώσεις, από καθολικές 

σε υπαρκτικές. H Ελπίδα τότε έκανε µία εικασία ότι µέχρι 5 διαδοχικούς µπορεί να 

υπάρχει τέτοια περίπτωση, ενώ παραπάνω όχι. 

 

∆: Βρήκατε κάποια παραδείγµατα που δεν διαιρούνται µε το 4 και το 6. αυτά τα 

λέµε αντιπαραδείγµατα.. Μπορεί να υπάρχουν όµως κάποιοι 4 διαδοχικοί που να τους 

προσθέσουµε και να διαιρείται το άθροισµα µε το 4; 

Ε: Με το 4 µπορεί και να υπάρχουν. Με το 6 όχι.  

∆: Πώς το λες αυτό; 

Ε: Έτσι. ∆ε ξέρω µπορεί µέχρι το 5 να υπάρχουν. 
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∆: Μέχρι τώρα έχουµε βρει κάποια τετράδα που να διαιρείται το άθροισµά της µε 

το 4;  

Π: Όχι 

 

Οι µαθητές τότε δοκίµασαν ξανά άλλους διαδοχικούς για να επανεξετάσουν 

µήπως ισχύει η πρόταση για κάποιες περιπτώσεις. Στην προσπάθεια αυτή ο Μιχάλης, 

µάλλον επειδή ήθελε να δοκιµάσει ‘διαφορετικούς’ αριθµούς, µπερδεύτηκε και 

θεώρησε τους αριθµούς 60,70,80,90 σαν διαδοχικούς. Έπειτα όµως από δική µου 

εξήγηση έκανε άλλες δύο δοκιµές που ήταν κι εκείνες αντιπαραδείγµατα στην εικασία 

του Κώστα. Η Σοφία επίσης βρήκε άλλα  τρία αντιπαραδείγµατα για τη κάθε εικασία κι 

είπε πως δεν υπάρχει περίπτωση να διαιρείται το άθροισµα ούτε µε το 4 ούτε µε το 6. Η 

Ελπίδα δυσκολεύεται να απαντήσει κι αντιδρά λέγοντας: «Ε: τώρα εγώ πρέπει να τα 

πάρω όλα 1,2,3,4   5,6,7,8 µέχρι το 100 µέχρι να βρω αν υπάρχει;». ∆εν της έδωσα σαφή 

απάντηση, της είπα ότι θα έπρεπε έτσι να κάνει, εκτός κι αν έβρισκε άλλο τρόπο να 

αιτιολογήσει. Κι ενώ έκανα κάποιες σηµειώσεις σε  δικό µου φύλλο, η Ελπίδα είδε ότι 

χρησιµοποιούσα τα σύµβολα και προσπάθησε να δει πώς λύνεται µε τα σύµβολα.  Τη 

ρώτησα αν ήθελε να χρησιµοποιήσει τα σύµβολα. Τότε αντί να απαντήσει η Ελπίδα, 

πετάχτηκε η Σοφία και δέχτηκε µε µεγάλη προθυµία! Ακολούθως, ενεπλάκη κι ο  

Μιχάλης στα σύµβολα παρόλο που δεν τα κατάφερνε πολύ καλά. Αντιθέτως η Σοφία 

κατάφερε να τα συµβολίσει σωστά, θυµίζοντάς της ότι «τον πρώτο αριθµό τον 

συµβολίζουµε µε ένα γράµµα κι ο επόµενος θα είναι ένα παραπάνω από τον πρώτο». 

Έπειτα εργαστήκαµε όλοι µαζί, µε βάση το συµβολισµό που έκανε η Σοφία. Η Ελπίδα 

έκανε τις πράξεις και µας έδωσε την πιο απλή µορφή του αθροίσµατος που ήταν 

«4ν+6». Τότε ακολούθησε διάλογος κι εξηγήσαµε ότι το άθροισµα  τεσσάρων 

διαδοχικών δε διαιρείται µε το 4. Στην κατανόηση της απόδειξης βοήθησα κι εγώ, αλλά 

και η εξήγηση της Σοφίας, για το 4ν ότι διαιρείται µε το 4.  Η εξήγηση που έδωσε 

δείχνει ότι κατάλαβε πολύ καλά, αυτά που είχαµε πει στην 1η συνεδρία, ότι από κάθε 

πολλαπλασιασµό προκύπτουν δύο τέλειες διαιρέσεις. 

∆: Θέλουµε να δούµε τώρα αν αυτό διαιρείται µε το 4. το 4ν διαιρείται µε το 4; 

Σ: Ναι γιατί πολλαπλασιάζουµε έναν αριθµό µε το 4 και αν το διαιρέσουµε µε 

το 4 θα µας βγει πάλι. 

∆: Το 6 διαιρείται µε το 4;  

Ε: Όχι 

∆: Όχι…. Άρα; Αυτό εδώ δε διαιρείται µε το 4. 
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Εν τω µεταξύ, αργότερα η Σοφία µας αποκάλυψε πως είχε βρει ένα µοτίβο! 

Βρήκε ότι «όλες οι διαιρέσεις βγαίνουν συνέχεια  0,5,  2,5 όλα σε  κόµµα 5». Στην αρχή 

ξαφνιάστηκα µε την παρατήρησή της, όµως αµέσως κατάλαβα πως το γεγονός αυτό 

δεν ήταν τυχαίο. Κοίταξα την παραπάνω δοµή του αθροίσµατος των τεσσάρων 

διαδοχικών (4ν+6) και κατάλαβα πως το µοτίβο που παρατήρησε η Σοφία είχε 

αιτιολόγηση. Επειδή όµως το θεώρησα υπερβολικά δύσκολο για να το σκεφτούν τα 

παιδιά δηµοτικού, το εξήγησα εγώ, αφού πρώτα τους ρώτησα αν ήθελαν να µάθουν το 

γιατί συµβαίνει αυτό. Η απάντηση ήταν θετική κι έτσι προχώρησα στην εξήγηση.  

  

∆: Έχουµε 4ν+6. Το 4ν το κρατάω, γιατί διαιρείται µε το 4. Το 6 γιατί δε 

διαιρείται µε το 4; Γιατί είναι 4+2 έτσι;  

Σ: Ναι 

∆: Άρα αν είχαµε 4ν+4, τοτε όλο αυτό θα διαιρούνταν µε το 4. γιατί και αυτό(4ν) 

και αυτό (4) θα διαιρούνταν µε το 4. Συµφωνείτε ή διαφωνείτε; 

Σ: Συµφωνώ.  

∆: Τώρα τι έχουµε όµως; Έχουµε +2. που αυτό τι είναι;  

Σ: Μισό.  

∆: Μπράβο! Γι’ αυτό µας βγαίνει συνέχεια το µισό.  

Ε: Καλά γεια!  

Μ: Εγώ πάντως το µόνο καλό είναι που βρήκα  είναι ότι βγαίνει συνέχεια κόµµα. 

 

Στο παραπάνω απόσπασµα διακρίνουµε την έντονη προσοχή που έδειξε η 

Σοφία στην εξήγηση που έδινα για το µοτίβο που ανακάλυψε, ενώ η προσοχή της αυτή 

είχε σαν αποτέλεσµα και την κατανόηση. ∆εν φαινόταν όµως να είχαν καταλάβει οι 

υπόλοιποι µαθητές κι αυτό έµενε να το διαπιστώσω παρακάτω όπου οι µαθητές έπρεπε 

να εργαστούν παρόµοια και για την περίπτωση του αθροίσµατος 6 διαδοχικών .   

∆: Πάµε να αιτιολογήσουµε για τους 6 τώρα.  

(Τα παιδιά γράφουν µόνα τους τη µορφή που θα έχει το άθροισµα 6 διαδοχικών, 

χρησιµοποιώντας τα σύµβολα.)  

∆: Πόσο µας κάνει η αριθµητική παράσταση; 

…….. 

∆: Πόσα ν έχουµε; 

Π: 6 
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∆: Έχουµε 6ν + … 

Ε: 15 

∆: 6ν+15 λοιπόν. ∆ιαιρείται µε το 6; 

Ε: Ναι,  γιατί το µισό του 6 είναι το 3 και το 3 διαιρείται µε το 15. Αυτό που 

είπε η Σοφία. 

Μ: Ντόιγκ… 

∆: Πρόσεξε λίγο. Έβγαλες νέο κανόνα ότι όταν προσθέτουµε 6 διαδοχικούς , 

το άθροισµά τους διαιρείται µε το 3. Με το 6 διαιρείται όµως;  

…………….. 

Ε: 15 δια 3 µας κάνει 5.  

∆: Μη µπερδεύεσαι (προς Ελπίδα)  

Σ: Ελπίδα κοίτα αυτό που κάναµε πριν. (Η Σοφία το έχει βρει εν τω µεταξύ.) 

∆: Για εξήγησέ της εσύ Σοφία 

Σ: 6ν+15. το 15 είναι 12+3.  Το 6 δε διαιρείται µε το 3.  

∆: ∆ε διαιρείται το 6 µε το 3; Μπερδεύτηκες.(εννοούσε το 3 δε διαιρείται µε το 

6) 

∆: Είπαµε ότι αν είχαµε πάρει 6 διαδοχικούς π.χ. 20+21+22+23+24+25 θα 

µπορούσαµε να υπολογίσουµε το άθροισµα µε αυτό τον τρόπο 6ν+15 ,δηλ.  6 φορές τον 

πρώτο αριθµό, (εδώ το 20) και 15. Και λέµε διαιρείται το 6ν+15 µε το 6; Το 6ν 

διαιρείται.  Το 15 όµως;  Όχι. Γι’ αυτό δε διαιρείται.  Άρα δεν υπάρχει καµία 6-αδα 

διαδοχικών που να διαιρείται µε το 6 και καµία 4-άδα διαδοχικών που να διαιρείται µε 

το 4.  

Από τους τελευταίους διαλόγους, φάνηκε πως οι µαθητές απέκτησαν µια άνεση 

µε τη χρήση συµβόλων, αλλά υστερούσαν στο να κατανοήσουν κάτι µέσα από αυτά. Η 

Σοφία βέβαια, αποτέλεσε εξαίρεση, αφού ήταν καλή και στα δύο. Κατάφερε και να 

χρησιµοποιήσει τα σύµβολα αλλά και να εξηγήσει µέσα από αυτά, ύστερα από την 

προηγούµενη επίδειξη που της έγινε. Έκανε ένα λάθος µόνο στη διατύπωση που 

αφορούσε τη διαιρετότητα του 3 µε το 6. Αν δει κανείς όµως τον τρόπο που ‘έσπασε’ 

το 15 σε 12+3 κι εννοούσε ότι το 3 δε διαιρείται µε το 6, αυτή ήταν µία τέλεια εξήγηση 

στο ότι ισχύει το ίδιο µοτίβο µε αυτό που παρατήρησε στις διαιρέσεις µε το άθροισµα 

των τεσσάρων διαδοχικών. Τα πηλίκα δηλαδή των διαιρέσεων των αθροισµάτων των 

έξι διαδοχικών µε το 6, θα ήταν όλοι δεκαδικοί αριθµοί, που είχαν ως δεκαδικό µέρος 5 

δέκατα (λήγουν σε …,5). Η Ελπίδα, επίσης ήταν πολύ κοντά στην εξήγηση ότι δε 

διαιρείται το άθροισµα των 6 διαδοχικών µε το 6, αλλά µπερδεύτηκε στο τέλος µε τους 
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αριθµούς µε τους οποίους διαιρούσε και δεν κατανόησα ακόµα το γιατί. Φάνηκε 

πάντως πως προσπάθησε να παρακολουθήσει προηγουµένως τη σκέψη της Σοφίας, 

αλλά δεν την κατάλαβε. Ανέφερε µάλιστα ότι εργαζόταν όπως η Σοφία, κι άρα 

παρανόησε κάτι από την εξήγησή της. Εγώ σαν ερευνήτρια, όµως, έκανα κι εγώ µια 

εικασία, που θα φανεί σε επόµενες συνεδρίες αν ισχύει, ότι η Ελπίδα θεωρεί ότι 

εφόσον το άθροισµα των έξι διαδοχικών διαιρείται µε το 3, θα διαιρείται και µε το 6. ∆εν 

εξηγείται αλλιώς, να τη ρωτάω αν διαιρείται µε το 6 και να µου απαντάει θετικά, αλλά 

να εξηγεί ότι διαιρείται µε το 3. Εικάζω λοιπόν ότι η µαθήτρια είχε αυτή την εικασία 

λόγω του ότι το 3 είναι το µισό του 6 και θεωρώ ότι έχει υπάρξει µια µετασχηµατισµός, 

µιας και το αντίστροφο ισχύει. ∆ηλαδή όταν ένας αριθµός διαιρείται µε το 6, τότε 

διαιρείται και µε το 3. ∆εν ισχύει όµως και το αντίστροφο, όπως θεωρώ ότι νόµισε η 

Ελπίδα. Για να λύσω την απορία µου αυτή, για το αν ισχύει η εικασία µου για τον 

τρόπο που σκέφτεται η Ελπίδα ή όχι, διαµόρφωσα ανάλογα και τα επόµενα ερωτήµατα 

που θα µας απασχολούσαν στις επόµενες συναντήσεις µας.  

Περιληπτικά, στην συνεδρία αυτή τέθηκαν δύο ερωτήµατα µε παρόµοια δοµή 

µε ένα της προηγούµενης συνεδρίας, ώστε να δούµε αν οι µαθητές θα σκέφτονταν 

αναλογικά, αλλά και για να έρθουν έπειτα σε γνωστική σύγκρουση, αν συνέβαινε αυτό.  

Τελικά, µόνο η Ελπίδα  συσχέτισε τα δύο ερωτήµατα και σκέφτηκε ότι θα ισχύει το 

ίδιο και σε αυτά. Για το πρώτο ερώτηµα που αφορούσε το άθροισµα τεσσάρων 

διαδοχικών, οι µαθητές απάντησαν µε βάση τα αντιπαραδείγµατα, ενώ ο κάθε µαθητής 

βρήκε περισσότερα από ένα. Μόνο η Σοφία, εκτός από τα αντιπαραδείγµατα που 

βρήκε, έκανε και µια εικασία, από παρατήρησή της, που τη παρουσίασε σαν πείραµα 

σκέψης, µιας και µε βάση αυτή προσπαθούσε να εξηγήσει γιατί δεν ισχύει η πρόταση. 

Η εικασία ήταν σωστή, όµως δεν επαρκούσε σαν εξήγηση. Για το δεύτερο  ερώτηµα οι 

µαθητές απάντησαν πάλι µε αντιπαραδείγµατα, αλλά αυτή τη φορά αρκέστηκαν σε ένα 

αντιπαράδειγµα ο καθένας!  

Έπειτα, τέθηκε το ερώτηµα αν υπάρχει έστω και µία περίπτωση που να ισχύουν 

οι εικασίες των ερωτηµάτων. Με άλλα λόγια µετέτρεψα τις εικασίες της άσκησης από 

καθολικές σε υπαρκτικές. Για τον έλεγχο αυτών των υπαρκτικών εικασιών, οι µαθητές 

προθυµοποιήθηκαν να εµπλακούν στο συµβολισµό, µιας και οι δοκιµές µέχρι στιγµής 

ήταν αντιπαραδείγµατα και θεώρησαν χρονοβόρο και κουραστικό να συνεχίσουν έτσι.. 

Παρουσίασαν µια µικρή δυσκολία στην αρχή, όµως µετά την εξήγηση του πρώτου 

ερωτήµατος, στο δεύτερο ερώτηµα µπόρεσαν να διαχειριστούν πολύ εύκολα τα 

σύµβολα. Αυτό που δυσκόλεψε τους δύο µαθητές, αλλά όχι τη Σοφία, ήταν η 
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µαθηµατική εξήγηση µέσα από αυτά. Πάντως και η Ελπίδα ήταν πολύ κοντά, αλλά µια 

λαθεµένη εικασία της την αποπροσανατόλισε. Για το Μιχάλη, δε γνωρίζουµε πόσο 

κατανόησε την εξήγηση µέσω του συµβολισµού, αλλά το σίγουρο είναι πως είχε 

αµείωτο ενδιαφέρον και παρακολουθούσε τα όσα γίνονταν. Τέλος, να πούµε ότι για 

την απόδειξη των ερωτηµάτων αυτών βασιστήκαµε στο ότι όταν ένας αριθµός διαιρεί 

δύο άλλους αριθµούς, τότε διαιρεί και το άθροισµά τους. Αυτό είναι κάτι που δεν είχαν 

διδαχθεί οι µαθητές, αλλά υπονοήθηκε στη σηµερινή δραστηριότητα. Το πόσο 

κατανοήθηκε θα το µάθουµε στη 12η συνεδρία.  

 

 

8η συνεδρία : «∆ιαιρούνται όλα τα πολλαπλάσια του 2 µε το 4;» 

 

Πριν προλάβω καλά καλά να ολοκληρώσω τη διατύπωση του ερωτήµατος, οι 

µαθητές µε διέκοψαν κάνοντας εικασίες για το τι ήθελα να ρωτήσω. Έτσι ακολούθησε 

ένας διάλογος. Στο διάλογο αυτό φάνηκε πως η Σοφία και ο Μιχάλης ήταν σίγουροι ότι 

τα πολλαπλάσια του 2 διαιρούνται µε το 2, όµως η Ελπίδα τους οδήγησε και σε άλλα 

µονοπάτια, αφού εξέφρασε αµέσως ότι «τα πολλαπλάσια του 2 δε διαιρούνται µόνο µε 

το 2, αλλά και µε το 4, 6, 8 κι όλη την προπαίδεια του 2» όπως µας είπε. Η Σοφία τότε 

επηρεάστηκε και πρόσθεσε κι εκείνη ότι «διαιρούνται και µε το 3 και το 6». Αυτά που 

έλεγαν, ίσχυαν για κάποια πολλαπλάσια, όχι όµως για όλα. Όταν λοιπόν τους ρώτησα  

αν όλα τα πολλαπλάσια του 2 διαιρούνται µε αυτά, η Σοφία απάντησε ότι µόνο για το 2 

είµαστε σίγουροι, ενώ µε το 4 ισχύει πολλές φορές. Η Ελπίδα όµως δε φαινόταν να είχε 

αλλάξει γνώµη. Ο Μιχάλης δεν µπορούσε να πάρει θέση. Πάντως για να 

αιτιολογήσουν ότι τα πολλαπλάσια του 2 διαιρούνται µε το 2, η Σοφία βασίστηκε στις 

ιδιότητες λέγοντας ότι «ναι γιατί όταν έχουµε πολλαπλασιάσει έναν αριθµό µε το 2, πάλι 

θα διαιρείται γιατί το έχουµε πολλαπλασιάσει µε το 2», ενώ η Ελπίδα ανέφερε µερικά 

παραδείγµατα «4 διά 2 µας κάνει  8,    8 διά 2 µας κάνει 4 , 10 διά 2 µας κάνει 5. 

Βγαίνουνε» 

Το ερώτηµά µας έπειτα ήταν αν διαιρούνται όλα τα πολλαπλάσια του 2 µε το 4. 

Και τα τρία παιδιά εργάστηκαν µε τον ίδιο τρόπο. Πήραν απ' την αρχή τα πολλαπλάσια 

του 2 κι έκαναν διαιρέσεις µε το 4. Η Σοφία δικαιολόγησε αµέσως µε βάση τα  

παραδείγµατα που βρήκε κι έγραψε αρχικά: ««όχι πάντα γιατί π.χ. 2:4=0,5  4:4=1   

6:4=2,5  8:4=2   10:4=2,5  12:4=3    14:4=3,5» Έπειτα αναφώνησε ότι βρήκε έναν 

κανόνα! Και  πρόσθεσε ότι: «Λοιπόν δε θα διαιρείται συνέχεια γιατί είναι ανά 1 ας 
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πούµε δηλαδή βγαίνει πρώτα όχι και µετά ναι. Ανεβαίνει ανά 0,5». Κι ο Μιχάλης όµως 

βρήκε το ίδιο µοτίβο και το είπε προφορικά, ενώ έπειτα συµφώνησε µαζί του και η 

Ελπίδα.  

 

Μ: Κυρίες και κύριοι βρήκα κάτι! Αλλά δε ξέρω… Κυρία µπορώ να σας επιδείξω 

αυτό εδώ.. 

∆ προς Μ: Για να δω..  Τι απαντάς καταρχήν ; Ναι ή όχι;  

Μ: Για να δω ποια είναι η ερώτηση…  ναι  

∆: Ναι; Ναι απαντάς; 

Μ:  Όχι όχι. (γελάει) Λοιπόν βρήκα κάτι εν τω 

µεταξύ : στο 2ο (4:4) βγήκε 1,  στο 4ο (8:4) 

βγήκε 2 , στο 6ο  (12:4) βγήκε 3 και κατάλαβα 

ότι πάνε έτσι 1,2,3,4,5 και τα υπόλοιπα 

βγαίνουνε σε  ,5  στο τέλος  

∆: Σε µισό ε; 

Μ: Ναι .  

Σ: Αυτό βρήκα!  

Ε: Κι εγώ! 

Μ :Εδώ είναι 0,5  1,5    2,5   3,5    4,5  

         ∆: Μπράβο Μιχάλη!  

Έπειτα, έγινε µία προσπάθεια να 

συγκεκριµενοποιήσουµε το µοτίβο και να προσπαθήσουµε να το εξηγήσουµε. Αρχικά 

οι µαθητές παρατήρησαν ότι από τα πολλαπλάσια του 2, το ένα διαιρείται µε το 4 , ενώ 

το επόµενο δε διαιρείται. Πάνε δηλαδή εναλλάξ. Στην αρχή η Ελπίδα δεν ήξερε πώς να 

εκφράσει ή να εξηγήσει αυτό που παρατηρεί. Έπειτα είπε ότι πάνε ανά δύο, ανέφερε 

τους αριθµούς και τότε η Σοφία βρήκε το  κοινό στοιχείο αυτών των αριθµών,  ότι είναι 

τα πολλαπλάσια του 4. Τη διαδικασία αυτή παρακολουθούσε και ο Μιχάλης και έκανε 

κι αυτός την ίδια παρατήρηση.  

 

∆: Τι συµπέρασµα βγάζετε τώρα;  

Σ: Ανεβαίνει ανά µισό 

∆: Θέλω να παρατηρήσετε και να εξηγήσετε γιατί συµβαίνει αυτό 

Ε: Πάει ανά 5 δέκατα. Ένα διαιρείται ένα δε διαιρείται.  

∆: Α µπράβο… γράψτε και γιατί  
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Μ: Μία διαιρείται, µία δε διαιρείται 

……….. 

∆:  Ναι, ποιοι διαιρούνται;  

Ε: Το 4, το 8, το 12, το 16 και το 20 … πάνε ανά δύο 

 ∆: Τι σχέση έχουν αυτοί οι αριθµοί; 

Σ: Α! είναι τα πολλαπλάσια του 4! 

∆: Ωραία! Άρα ποια πολλαπλάσια του 2 διαιρούνται µε το 4; 

Σ: Αυτά που είναι και πολλαπλάσια του 4!  

Μ: Για µια στιγµή εδώ πέρα αυτά που διαιρούνται είναι του 4. 

∆: Ναι, Μιχάλη 

 

Έπειτα, έγινε µία επανάληψη στο πώς τέθηκε το ερώτηµα, για να τους θέσω 

ξανά τα αρχικά ερωτήµατα που δηµιουργήθηκαν µε βάση τις εικασίες τους. Οι µαθητές 

πλέον κατάλαβαν πως κάποια µόνο από τα πολλαπλάσια του 2 διαιρούνται µε το 3, το 

4, το 6. Για τη διαίρεση µε το 3, η Σοφία απάντησε πως πρέπει να είναι και 

πολλαπλάσια του 3, ενώ η Ελπίδα έδωσε όµοια απάντηση για τη διαίρεση µε το 6, αλλά 

φάνηκε να έκανε κι έναν συνειρµό για το 6 που είναι ίσο µε  4+2. ∆εν µιλήσαµε 

περισσότερο όµως γιατί ήθελα το 6 να το αναλύσουµε µε την ησυχία µας σε επόµενη 

δραστηριότητα. Εντύπωση προκαλεί ο ενθουσιασµός του Μιχάλη για όλες αυτές τις 

‘ανακαλύψεις’ που κάνουµε. 

 

∆: Άρα τι θα γράψουµε; ∆ε διαιρούνται όλα τα πολλαπλάσια του 2 µε το 4 αλλά 

διαιρούνται µόνο… όσα από αυτά είναι πολλαπλάσια … ποιανού;   

Μ: του 4 

∆: Αν ρωτήσω τώρα, τα πολλαπλάσια του 2 διαιρούνται µε το 3, τι έχεις να πεις 

Σοφία; 

Σ: Μόνο τα πολλαπλάσια του 3 

∆: Μόνο αυτά που είναι ταυτόχρονα και πολλαπλάσια του 3 

Μ: Καλά πώς τα καταφέρνουµε και βγάζουµε όλα αυτά;   

∆: Λοιπόν… τα πολλαπλάσια του 2 διαιρούνται µε το 6;  

Ε: Μόνο όσα είναι πολλαπλάσια και του 6  

Ε: 4+2 , 6 ναι… 

Στο µάθηµα αυτό, επιβεβαιώθηκε το γεγονός ότι η Ελπίδα είχε κάποιες 

παρανοήσεις  ή αλλιώς λαθεµένες εικασίες. Η Ελπίδα συχνά εντοπίζει κάποια σχέση 
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ανάµεσα στους αριθµούς και διαµορφώνει εικασίες που πολλές φορές είναι κοντά στην 

αλήθεια, αλλά δεν ισχύουν έτσι όπως τις διατυπώνει. Όπως λοιπόν στην 7η συνεδρία 

φάνηκε να εννοεί ότι όταν ένας αριθµός διαιρείται µε το 3, θα διαιρείται και µε το 6, 

έτσι κι εδώ διατυπώνει παρόµοια εικασία ότι τα πολλαπλάσια του 2, τα οποία φυσικά 

διαιρούνται µε το 2, θα διαιρούνται και µε το 4, το 6, το 8,… κι όλα τα πολλαπλάσια του 

2. Ωστόσο, στο τέλος, πιστεύω πως οι µαθητές κατανόησαν ότι δεν ισχύει η εικασία 

αυτή της Ελπίδας καθολικά, αλλά σε ορισµένες περιπτώσεις που συντρέχουν ειδικές 

συνθήκες. Για να διαιρούνται για παράδειγµα, τα πολλαπλάσια του 2 και µε το 4, θα 

πρέπει να είναι ταυτόχρονα και πολλαπλάσια του 4.  Ενώ για να διαιρούνται και µε το 

6, θα πρέπει να είναι και πολλαπλάσια του 6. Το ποιες είναι αυτές οι ειδικές συνθήκες 

όµως που µας δίνουν αυτά τα αποτελέσµατα, επιχείρησα να υπονοήσω στην επόµενη 

συνεδρία (9η). Πάντως κάτι αξιοσηµείωτο είναι πως και σε αυτή την συνεδρία, οι 

µαθητές έδωσαν προσοχή στη µορφή  των αποτελεσµάτων και βρήκαν και οι τρεις ένα 

µοτίβο, χωρίς να τους το έχει ζητήσει κανείς! Χρησιµοποιούν δηλαδή τα 

παραδείγµατα, αλλά έχουν αρχίσει και δίνουν έµφαση και στο αν υπάρχουν κάποιες 

ιδιότητες. Ιδιαίτερα µε χαροποίησε η επιτυχία του Μιχάλη σε αυτό, αλλά και ο 

ενθουσιασµός του για όλα αυτά που ανακαλύπτουν. Ως προς τα µοτίβα, όταν ζήτησα 

να πουν γιατί συµβαίνει αυτό που παρακολουθούν, δόθηκαν από τους ίδιους τους 

µαθητές κάποιες εξηγήσεις αρκετά ικανοποιητικές για το επίπεδό τους κι αµέλησα 

έπειτα να εξαντλήσουµε τη µαθηµατική εξήγηση για το λόγο που εναλλάξ βγαίνει ,5. 

Ίσως ήταν τέτοια η χαρά µου, αλλά και η δική τους  που εξηγούσαν αυτά που έβλεπαν, 

που δεν ήθελα να τη χαλάσω µε κάτι που µπορεί και να µη καταλάβαιναν. Κι έτσι δεν 

έκανα κάποια συνεδρία. Εκ των υστέρων όµως, αντιλήφθηκα πως  ήταν αρκετά κοντά 

κι αν κοιτούσαν τα παραδείγµατα, µάλλον θα καταλάβαιναν. 
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9η συνεδρία: «Να παρατηρήσετε τα κοινά πολλαπλάσια του 2 και του 3 και 

να βρείτε τι κοινό χαρακτηριστικό έχουν» 

 

Οι µαθητές ξεκίνησαν αµέσως να βρίσκουν τα κοινά πολλαπλάσια του 2 και 

του 3,  ο καθένας µόνος του. Η πρώτη παρατήρηση της Ελπίδας ήταν ότι «τα κοινά 

πολλαπλάσια του 2 και του 3 πάνε ανά 6» χωρίς να αναφέρει ότι είναι πολλαπλάσια του 

6. Παρόµοια συµπεριφορά µε την Ελπίδα, έδειξε και ο Μιχάλης, ο οποίος παρατήρησε 

ότι τα κοινά πολλαπλάσια πάνε ανά 6, αλλά δεν ανέφερε ότι είναι και πολλαπλάσια του 

6.  

Η Ελπίδα όµως πρόσθεσε κι ότι 2*3=6, αλλά χωρίς να κατανοεί το ρόλο που έχει αυτός 

ο πολλαπλασιασµός, αφού απλά θεωρεί ότι αυτή η πράξη δικαιολογεί το ότι πάνε ανά 

6. Επίσης παρατήρησε µοτίβα κατά τη διαδικασία της εύρεσης των κοινών 

πολλαπλασίων του 2 & του 3. Έγραψε πως «τα πολλαπλάσια του 3 πάνε ανά ένα και 

κοινό µε το 2 ενώ τα πολλαπλάσια του 2 πάνε ανά δύο και κοινό γιατί 2+1=3    * 2=6».  

Από αυτά που έγραψε φαίνεται πως κατανοεί ότι παίζει κάποιο ρόλο ο 

πολλαπλασιασµός 2*3=6, αλλά ψάχνει διακαώς να βρει ποιος είναι αυτός ο ρόλος! 

Λίγο αργότερα, ανακάλυψε κι ο Μιχάλης το ίδιο µοτίβο µε αυτό της Ελπίδας. Ωστόσο, 

θεώρησα ότι αυτό δε θα βοηθούσε στο σκοπό της δραστηριότητας και προσπαθούσα να 

τους αποτρέψω από αυτό. 

 Η Σοφία στην προσπάθειά της να βρει κάποιο χαρακτηριστικό που έχουν τα 

κοινά πολλαπλάσια του 2 & του 3, ανέφερε αρχικά, το αυτονόητο ότι είναι όλα 

πολλαπλάσια του 3. Μάλιστα, προσπάθησε να το εξηγήσει και µε παραδείγµατα. 

Αργότερα, παρατήρησε κι εκείνη το ίδιο µοτίβο και προσπαθούσε κάτι να µου 

εξηγήσει αλλά δεν τα κατάφερνε στη διατύπωση και δυσκολευόµουν να την καταλάβω. 

Εν τω µεταξύ εγώ ακόµα δεν είχα καταλάβει τι εννοούσε η Σοφία. Αυτό όµως που 

τελικά είχε παρατηρήσει ήταν πως αν πολλαπλασιάσουµε τα πολλαπλάσια του 2 µε το 3, 

βρίσκουµε τα κοινά τους πολλαπλάσια! Αφού έλεγε: «……..όταν πολλαπλασιάζεις τα 

2,4,6 µε το 3 ανεβαίνει ανά 6 και οι αριθµοί είναι 6,12,18». Κι όταν της ζήτησα  να 
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παρατηρήσει τα κοινά πολλαπλάσια και να µου πει τι κοινό χαρακτηριστικό έχουν, 

τότε η Σοφία ξεκάθαρα µου είπε πως είναι πολλαπλάσια του 6! Τότε και οι άλλοι 

µαθητές είπαν πως το ήξεραν. Ήταν έτσι όµως;  

Μ: Το ξέραµε. 

Σ: Εµένα περιµένατε; 

Ε: Ναι κι εγώ που το βρήκα πρώτη; 

Μ: Κι εγώ που το βρήκα δεύτερος; 

 

Έπειτα ζήτησα από τους µαθητές να µπορέσουν να εξηγήσουν γιατί αυτά τα 

κοινά πολλαπλάσια είναι πολλαπλάσια του 6. Και οι τρεις µαθητές αντιλήφθηκαν ότι η 

εξήγηση έχει σχέση µε το ότι 2*3=6. Πόσο το κατανοούσαν όµως; Αυτό ήταν ένα 

ερώτηµα που ήθελα να διαλευκάνω. ∆ιατύπωσα άλλο ερώτηµα ώστε να δω αν όντως οι 

µαθητές είχαν καταλάβει το κοινό χαρακτηριστικό των κοινών πολλαπλασίων του 2 & 

του 3. Το ερώτηµα ήταν αν µε τα κοινά πολλαπλάσια του 2 και του 3 βρίσκουµε όλα 

τα πολλαπλάσια του 6 ή µερικά. Οι πρώτες απαντήσεις που έλαβα ήταν ότι βρίσκουµε 

µερικά µόνο πολλαπλάσια. Από τις απαντήσεις αυτές φάνηκε πως δεν είχαν περάσει σε 

πιο αφηρηµένο επίπεδο να καταλάβουν ότι µε αυτό τον τρόπο βρίσκουµε όλα τα 

πολλαπλάσια του 6. Αργότερα, η Ελπίδα απάντησε πως στα κοινά πολλαπλάσια του 2 

και του 3 βρίσκονται όλα τα πολλαπλάσια του 6 επειδή όπως λέει "2*3=6 και  του 6 τα 

πολλαπλάσια βρίσκονται ανά δύο αριθµούς µε το 3». Η Σοφία αφού έκανε ξανά την 

ίδια διαδικασία για να βρει κι άλλα κοινά πολλαπλάσια του 2 και του 3, απάντησε κι 

αυτή θετικά στο ερώτηµα, δηλαδή ότι είναι όλα τα πολλαπλάσια του 6, δικαιολογώντας 

όµως κι εκείνη ότι 2*3=6. Τέλος, να σηµειώσουµε ότι το γεγονός ότι η Σοφία συνέχισε 

να βρίσκει κι άλλα κοινά πολλαπλάσια για να απαντήσει δείχνει ότι δε µπορεί να 

προβλέψει  αν και τα υπόλοιπα αποτελέσµατα θα είναι πολλαπλάσια του 6. Το εµπόδιο 

αυτό είναι χαρακτηριστικό της συγκεκριµένης σκέψης αυτής της ηλικίας. Το ίδιο 

φαίνεται να σκέφτεται κι ο Μιχάλης, όπως δείχνει ο διάλογος που κάναµε:  

 

∆ : Κοίτα τα  κοινά πολλαπλάσια. Υπάρχουν όλα τα πολλαπλάσια του 6 ή λείπουν 

κάποια; 

Μ: Λείπουν κάποια 

∆: Ποια λείπουν; 

Μ: Τα υπόλοιπα 

∆: Εκεί αν συνέχιζες τα πολλαπλάσια του 2 και του 3 θα έβρισκες κι άλλα; 
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Μ: Θα τα ’βρισκα 

∆: Αν συνεχίσεις τα πολλαπλάσια του 2 και του 3 θα βρεις όλα τα πολλαπλάσια 

του 6; 

Μ: Ναι 

Σ: Εγώ τα συνέχισα! (γελάει!) 

∆: Άρα βγαίνουν όλα τα πολλαπλάσια του 6. Σοφία γιατί; 

Σ: Γιατί αν πολλαπλασιάσουµε το 2 µε το 3 θα µας βγει το 6, οπότε είναι όλα τα 

πολλαπλάσια του 6 

∆: Μάλιστα γιατί όλα αυτά είναι κοινά πολλαπλάσια και του 2 και του 3. 

 

Έκανα έπειτα κάποια επιπλέον ερωτήµατα, για να δω τι πραγµατικά είχαν 

καταλάβει. Αφού είδαµε ότι τα κοινά πολλαπλάσια του 2 και του 3 είναι πολλαπλάσια 

του 6, ζήτησα  να µου απαντήσουν άµεσα, χωρίς να κάνουν ξανά την ίδια διαδικασία, 

τα κοινά πολλαπλάσια του 3 και του 4, τι πολλαπλάσια θα βγουν. Η Σοφία κι ο Μιχάλης 

απάντησαν σωστά ότι θα είναι του 12. Έκανα µετά 2η ερώτηση για τα κοινά 

πολλαπλάσια του 2, 3 & 5  τι αριθµοί θα είναι. Πάλι, η Σοφία απάντησε σωστά. 

Αντέστρεψα τότε το είδος της ερώτησης και ζήτησα να µου πουν για τα πολλαπλάσια 

ενός αριθµού π.χ. το 27 από ποια κοινά πολλαπλάσια προκύπτουν.  Οι µαθητές 

δίσταζαν να απαντήσουν. Βλέποντας ότι δυσκολεύτηκαν να απαντήσουν στο ερώτηµα 

για τα πολλαπλάσια του 27, έβαλα έναν µικρότερο αριθµό για τους βοηθήσω. Ζήτησα 

λοιπόν για τα πολλαπλάσια του 10 από ποια κοινά πολλαπλάσια βγαίνουν. Ο Μιχάλης 

τότε έκανε το πρώτο βήµα και κατάφερε να απαντήσει σωστά του 2 και του 5. Έπειτα, 

ρώτησα για τα πολλαπλάσια του 20 πώς προκύπτουν. Ο Μιχάλης ξαναπήρε το λόγο αν 

και τον διέκοψε η Σοφία. Οι δυο τους έφτιαξαν τη µία περίπτωση των κοινών 

πολλαπλασίων του 2 και του 10. Ζήτησα να µου βρουν κι άλλη περίπτωση. Η Ελπίδα 

δε φαινόταν να κατανοεί πλήρως τι έπρεπε να κάνει και έκανε µια προσπάθεια να πει 

τους διαιρέτες του 20. Πήρα τότε τον αριθµό 4 που ανέφερε η Ελπίδα για να τους 

βοηθήσω να βρουν την άλλη περίπτωση. Η Σοφία τους πρόλαβε πάλι. Επανήλθα έπειτα 

και στο 27 και απάντησαν πάλι µε τον ίδιο τρόπο ο Μιχάλης και η Σοφία. ∆υστυχώς, η 

Ελπίδα φάνηκε πως δεν είχε κατανοήσει εντελώς τη διαδικασία και δεν ακολουθούσε 

τη συζήτηση. 

∆: Άντε να πω ένα πιο εύκολο. Τα πολλαπλάσια του 10 από ποια κοινά 

πολλαπλάσια βγαίνουν; 

Μ: Του 2…  
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∆: Ναι …. 

Μ: Του 4, όχι, περιµένετε και του 5  

∆: Του 2 και του 5 γιατί; 

Μ: Γιατί 2*5=10 

Ε: Εγώ έβαλα 2,5 (γελάει, είχε κάνει την πράξη 4*2,5) 

∆: Τα πολλαπλάσια του 20 από ποια κοινά πολλαπλάσια βγαίνουν; 

Μ: Του 2 και… 

Σ: και του 10 

∆: Του 2 και του 10, µία περίπτωση. Ή ; άλλη περίπτωση; 

Ε: Του 2,4,5,6  

∆: Ή του 4 και … 

Σ: Του 4 και του 5. 

∆: Και τελευταίο τα πολλαπλάσια του 27 από πού βγαίνουν , από τα κοινά 

πολλαπλάσια  

Μ: Του 3 

∆: Του 3 και του ; 

Σ: 9. 

 

Στην συνεδρία αυτή, ζητήσαµε από τους µαθητές να παρακολουθήσουν τα 

κοινά πολλαπλάσια του 2 & του 3, τι κοινό χαρακτηριστικό έχουν, µε σκοπό να 

κατανοήσουν ότι πρόκειται για τα πολλαπλάσια του 6. Είναι µια βαθύτερη σκοπιά στη 

διαδικασία του Ε.Κ.Π.. Και οι τρεις µαθητές φάνηκαν να έχουν ιδιαίτερη ικανότητα 

στην εύρεση αριθµητικών µοτίβων, αλλά µόνο µία, η Σοφία κατάφερε να 

παρατηρήσει και κάτι πιο βαθύ, ότι «τα πολλαπλάσια του 2, πολλαπλασιάζονται µε το 3 

και δίνουν τα κοινά πολλαπλάσια του 2 & 3, και τα οποία είναι πολλαπλάσια του 6». Οι 

άλλοι δύο µαθητές διατύπωσαν µόνο ότι «πάνε ανά 6». Όταν ζήτησα να εξηγήσουν 

γιατί βγαίνουν τα πολλαπλάσια του 6, τότε, όλοι οι µαθητές αποφάνθηκαν πως 2*3=6. 

∆εν ήµουν σίγουρη όµως πόσο βαθιά το κατανοούσαν αυτό γι’ αυτό τα επόµενα 

ερωτήµατά µου ήταν τέτοια που ήθελα να δω αν µπορούσαν να γενικεύσουν αυτή την 

περίπτωση και σε άλλες. Πρώτα όµως η ερώτηση που τους έκανα, αφορούσε αν µε 

αυτή τη διαδικασία βρίσκουµε όλα τα κοινά πολλαπλάσια του 6 ή µερικά. Στην αρχή 

απάντησαν µε βάση αυτά που έβλεπαν πως είναι µόνο µερικά, κι έπειτα σκέφτηκαν 

πως αν συνέχιζαν τη διαδικασία θα τα έβρισκαν όλα. Κάποιες επιπλέον δοκιµές 

βοήθησαν τη Σοφία σε αυτή τη σκέψη. Τέλος έλεγξα αν µπορούσαν να εφαρµόσουν 
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παρόµοια σκέψη και γι’ άλλες περιπτώσεις, όπως τα κοινά πολλαπλάσια του 3 & 4, ή 

και αντιστρόφως δηλαδή πώς προκύπτουν τα πολλαπλάσια του 27. Συµµετείχαν 

αρκετά και συµπλήρωνε ο ένας τον άλλο, η Σοφία µε το Μιχάλη, όχι όµως η Ελπίδα, 

παρόλο που προς το τέλος ήταν αρκετά κοντά στον τρόπο σκέψης. Θα λέγαµε ότι 

παρατηρούµε µια θετική εξέλιξη στη Σοφία και στο Μιχάλη, αλλά µια στασιµότητα 

στην Ελπίδα. 

 

 

10η συνεδρία:  ∆ίνεται ο Α=23*3*5. Να απαντήσετε τα ερωτήµατα. 

Α) ∆ιαιρείται ο αριθµός Α µε το 2; 

Β) διαιρείται ο αριθµός Α µε το 6; 

Γ) διαιρείται ο αριθµός Α µε το 10;  

∆) διαιρείται ο αριθµός Α µε το 15; 

Ε) διαιρείται ο αριθµός Α µε το 30; 

 

Οι µαθητές επεξεργάστηκαν το ερώτηµα αρχικά ο καθένας µόνος του. Και οι 

τρεις µαθητές βρήκαν την τιµή του Α. Είχαν ζητήσει και κοµπιουτεράκι και παρόλο 

που τους είπα ότι δε χρειάζεται, εκείνοι το θέλανε κι έτσι τους το έδωσα. Η Ελπίδα για 

το α) ερώτηµα απάντησε µε κριτήριο διαιρετότητας, ενώ για τα υπόλοιπα σύνθετε το 

120 που ήταν ίσο το Α, µε γινόµενο όπου ο ένας παράγοντας ήταν ο αριθµός του 

ερωτήµατος.  Είχε γράψει «2*6=12, 2*60=120» για τη διαίρεση µε το 6, «10*12=120» 

για το 10 και «3*4=12 δηλ. 30 *4=120» για το 30.  Της είπα ότι ήταν σωστά αυτά που 

είχε γράψει, αλλά της ζήτησα αν δεν είχε κοµπιουτεράκι και δεν είχε υπολογίσει πόσο 

κάνει ο Α, αν θα µπορούσε να απαντήσει. Το ίδιο ζήτησα έπειτα κι απ’ τον Μιχάλη και 

τη Σοφία που είχαν βρει την τιµή του Α και έκαναν τις διαιρέσεις για να δουν αν 

διαιρείται ακριβώς. 

Η Ελπίδα φάνηκε πως κατάλαβε το ρόλο που παίζει η δοµή του Α και απάντησε 

µε κατανεµηµένο συλλογισµό, αν και δυσκολεύτηκε στην αρχή να το διατυπώσει. Είχε 

γράψει όµως ότι «2*3=6, 2*5=10,  2,3,5 � 5*6=30 Τα πολλαπλάσια του 2,6,10, 30 

είναι πολλαπλάσια και των 2,3,5!».  Κι εδώ η φράση της αυτή αναιρεί την εντύπωση 

που είχα ότι δεν κατανόησε την προηγούµενη συνεδρία. Πώς είναι δυνατόν, αφού 

χρησιµοποίησε την ίδια σκέψη; Έπειτα, διευκρίνισε ακόµα καλύτερα πως «ο  Α 

διαιρείται µε το 2, γιατί έχει το 2. Με το 6 γιατί έχει το 2 και το 3, και µε το 10 γιατί έχει 

το 5 και το 2». Τότε για να βεβαιωθώ ότι το κατάλαβε, τη ρώτησα αν διαιρείται ο Α µε 
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το 60. Και η απάντηση που πήρα, έδειξε ότι όντως είχε κατανοήσει, µιας  και σύνθεσε 

το 60 ως γινόµενο των πρώτων παραγόντων από τους παράγοντες του Α. Εξήγησε 

µάλιστα ότι το ότι πήρε δύο φορές το 2, µπόρεσε να το κάνει επειδή είχαµε 23 .  

Ε: 3*5=15    15*2=30     30*2=60 

∆: Το άλλο το 2 από πού το βρήκες; 

Ε: Από το  23 

 

Η Σοφία όµως δεν κατάλαβε τη δοµή του Α και προσπάθησε να βρει τη λύση µε 

άλλη, αντίστροφη πορεία, θα έλεγα, αφού ξεκίνησε από τους αριθµούς των 

ερωτηµάτων και βρήκε όλα τα πολλαπλάσια τους µέχρι να φτάσει στο 120, ενώ στόχος 

της ήταν το 300, γιατί θεωρούσε πως έπρεπε να φτάσει να κάνει 10*30, για να 

ολοκληρώσει την προπαίδειά του (αυτό είναι µία νόρµα)! Αν υπήρχε το 120 στα 

πολλαπλάσια τους, τότε καταλάβαινε πως το 120 θα διαιρούσε αυτούς τους αριθµούς. 

Η σκέψη της Σοφίας παρουσιάζει οµοιότητες µε τη σκέψη της Ελπίδας στο ότι 

ξεκινούν από τους ‘υποψήφιους’ διαιρέτες (δεν είµαστε σίγουροι αν διαιρούν τον Α) 

και προσπαθούν να κάνουν κάποιου είδους συνθέσεις του Α. Χρησιµοποιούν αυτό που 

έµαθαν στην 1η συνεδρία ότι από έναν πολλαπλασιασµό προκύπτουν τέλειες 

διαιρέσεις. Η µόνη διαφορά είναι ότι η Ελπίδα κατανόησε το ρόλο που έχει η δοµή του 

Α και έκανε την σύνθεσή της πολύ πιο εύκολα. Ενώ η Σοφία, χρησιµοποιεί το 

αριθµητικό αποτέλεσµα και κάνει µια διαδικασία πολύ πιο χρονοβόρα, ενώ θα 

µπορούσε να κάνει τη διαίρεση του Α µε αυτούς τους αριθµούς για να δει αν διαιρείται. 

Με τον τρόπο αυτό εργάστηκε ο Μιχάλης.  

 

Σ: Εγώ κυρία επειδή δεν τα έχω καταλάβει και πολύ καλά βρήκα τα πολλαπλάσια 

του 2, 6, 10, 15, 30.. 

∆: Και που θες να φτάσεις µέχρι το 120; 

Σ: Μέχρι το 300 που είναι η προπαίδεια του 30. 

∆: Γιατί ; τι θες να δείξεις; 

Σ: Ότι βγαίνουν από τα πολλαπλάσια. Ότι ναι µπορούσαµε να απαντήσουµε γιατί 

βγαίνουν από τα πολλαπλάσια του 2,6,10,15,30 και κοιτάζω αν υπάρχει.. 

∆: Ποιο; Το 120;  

Σ: Ναι. 
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Ο Μιχάλης ενώ πριν δε µιλούσε και αµφέβαλλα αν παρακολουθούσε, µετά από 

την ερώτησή µου σχετικά µε τους διαιρέτες του Α έδειξε ένα βαθµό κατανόησης. 

Αντιλήφθηκε ότι οι παράγοντες του Α αποτελούν και τους διαιρέτες τους. Όταν όµως 

ρώτησα αν αυτοί είναι οι µοναδικοί διαιρέτες, η Ελπίδα ανέφερε πως και όλα τα 

πολλαπλάσια των παραγόντων είναι διαιρέτες, ενώ η Σοφία έκανε µια εικασία πως και 

τα πολλαπλάσια των διαιρετών του Α (2, 6, 10 , 15 & 30) µπορεί να διαιρούν τον Α. Τα 

δύο κορίτσια ήταν αρκετά κοντά στην αλήθεια. Η Ελπίδα πιστεύω πως έκανε λάθος 

στη διατύπωση, κι εννοούσε όλους τους δυνατούς συνδυασµούς των παραγόντων, µιας 

και η εξήγηση που είχε δώσει προηγουµένως για τη διαίρεση µε το 60, ήταν 

ικανοποιητική, ενώ και η Σοφία όπως το έθεσε αργότερα ότι µπορεί να ισχύει µερικές 

φορές, έχει µια δόση αλήθειας. Η ανάλυση του Α όµως έµελλε να µας δώσει τις 

απαντήσεις στις εικασίες αυτές. 

 

∆: Ποιοι είναι οι διαιρέτες αυτού του αριθµού; Του Α; 

Μ: Οι διαιρέτες φαίνονται από χιλιόµετρα 

Μ: Το 3,  το 5  

Σ: Το 2  

∆: Μόνο το 2, 3 ,5; ∆ηλαδή ο Α διαιρείται µόνο µε το 2 το 3 και το 5;  

Σ: Όχι  

Ε: Με όλα τα πολλαπλάσιά τους 

Σ: Με τα πολλαπλάσια του 2, 6, 10 , 15 και του 30 

∆: ∆ιαιρείται µε όλα αυτά;  

Σ: Περίπου 

 

Τους ανέθεσα λοιπόν να κάνουν συνδυασµούς των παραγόντων του Α για να 

βρούµε τους διαιρέτες του Α. Οι µαθητές τότε τα πήγαν πολύ καλά και έβρισκαν 

διαιρέτες µέσα από την ανάλυση παραγόντων. Πρώτοι έδειξαν να καταλαβαίνουν η 

Ελπίδα κι ο Μιχάλης, ενώ στο τέλος κατάλαβε και η Σοφία και µάλιστα πολύ καλά κι 

αυτή. Αφού βρήκαµε τους διαιρέτες, έτσι αυθόρµητα σκέφτηκα να τους κάνω άλλη µία 

σχετική ερώτηση για να δω αν µπορούν να χρησιµοποιήσουν αυτή τη γνώση και όταν 

δίνεται µε άλλη µορφή. Η ερώτηση ήταν «αν το επταπλάσιο του Α διαιρείται µε το 7». 

Φάνηκε όµως αρκετά εύκολη, µετά από αυτά που είχαν κατανοήσει! Ωστόσο τα δίχτυα 

µου αυτά έπιασαν τη Σοφία να αναρωτιέται πώς να το απαντήσει, µε το µυαλό ή µε 
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πράξεις. Η Ελπίδα όµως θεώρησε αυτονόητη την απάντηση, εξηγώντας µάλιστα πως 

µε τη διαίρεση θα βρούµε πάλι τον Α, ενώ µαζί της συµφώνησαν και οι υπόλοιποι.  

 

Η συνεδρία αυτή έδωσε στους µαθητές µία περαιτέρω εξήγηση στη σηµασία 

που έχει η ανάλυση σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, όσον αφορά στη διαιρετότητα 

του αριθµού, κάτι στο οποίο δε δίνεται ιδιαίτερη έµφαση στο δηµοτικό σχολείο παρόλο 

που διδάσκεται η ανάλυση στην στ’ δηµοτικού, αλλά υπάρχει σχετική άσκηση στην α’ 

γυµνασίου που προαπαιτεί τα παραπάνω. Είναι πολύ ευχάριστο που η Ελπίδα 

σκέφτηκε από µόνη της, να λειτουργήσει µε κατανεµηµένο συλλογισµό, µε τον οποίο 

έδωσε την πιο απλή λύση, εκµεταλλευόµενη το άµεσο περιβάλλον των δεδοµένων  

αλλά και οι  υπόλοιποι µαθητές αντιλήφθηκαν αργότερα, µε επεξήγηση, τη σηµασία 

των παραγόντων ενός αριθµού. Οι στρατηγικές των δύο κοριτσιών πάντως, αν και 

διαφορετικές, ήταν διεργασίες «από κάτω προς τα πάνω», ενώ του Μιχάλη «από 

πάνω προς τα κάτω» και η πιο αναµενόµενη για έναν µαθητή. Ως προς τις εικασίες 

των µαθητών φαίνεται η Σοφία να έχει πάλι παρόµοια εικασία όπως στην 8η συνεδρία 

ότι όταν ένας αριθµός α διαιρείται µε έναν αριθµό β, µικρό όπως το 2, πιθανότατα να 

διαιρείται και µε τα πολλαπλάσιά του β. Η εικασία αυτή ισχύει µερικές φορές, αλλά µε 

την ανάλυση σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, αποσαφηνίστηκε, θέλω να πιστεύω, ο 

µηχανισµός που ‘αποφασίζει’  σε ποιες περιπτώσεις ισχύει αυτή η εικασία.  
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11η συνεδρία: Α) Το 3 διαιρεί το 18; Β) Το 3 διαιρεί το 18*2800; 

 

Σκοπός της συνεδρίας αυτής ήταν να εξεταστεί κατά πόσο θα µπορούσαν να 

γενικεύσουν τη στρατηγική που έµαθαν στην προηγούµενη συνεδρία που αφορούσε το 

γινόµενο παραγόντων και τη διαιρετότητα, µόνο που αυτή τη φορά οι παράγοντες δεν 

ήταν  αποκλειστικά πρώτοι. 

 

Η Ελπίδα απάντησε αµέσως για το α’ ερώτηµα «ναι γιατί 3*6=18». Την ίδια 

απάντηση έδωσε κι ο Μιχάλης, συµπεριλαµβάνοντας και την αντίστοιχη διαίρεση 

18:3=6, ενώ η Σοφία έγραψε µόνο τη διαίρεση. Αυτό που µε απασχολούσε όµως ήταν 

η απάντηση στο β’ ερώτηµα. Το α’ ερώτηµα τέθηκε ώστε να βοηθήσει τους µαθητές να 

απαντήσουν το β’. Έγινε έτσι όµως; 

Η Σοφία κι ο Μιχάλης έδρασαν όπως έκαναν αρχικά και στην 10η 

δραστηριότητα. Βρήκαν την τιµή του 18*2800 κι έκαναν µετά τη διαίρεση µε το 3 για 

να δουν αν διαιρείται. Παρόµοια εργάστηκε και η Ελπίδα, αφού βρήκε κι εκείνη την 

τιµή του γινοµένου, αλλά µετά εφάρµοσε το κριτήριο διαιρετότητας του 3, για να δει 

αν διαιρείται ο αριθµός. Κανένας από τους τρεις µαθητές δεν έκανε επέκταση αυτών 

που έµαθε στη 10η συνεδρία.  

 

Κι ενώ δέχτηκα αυτά που έγραψαν οι µαθητές, ζήτησα να σκεφτούν κι έναν 

δεύτερο τρόπο. Οι µαθητές τότε πάλι µε εξέπληξαν. Η Σοφία είχε πάει σε άλλη 

κατεύθυνση, η οποία έχει σχέση µε τα παραπάνω που έχει γράψει, απλά τα γράφει µε 

άλλη µορφή: "2800:3=933,3333  & 933,3333 * 18=16800" και από κάτω συνεχίζει  

"3/2800 :18 = 3/2800 * 1/18= 3/ 50.400=16800" . Με αυτή τη 2η σειρά προφανώς 

ήθελε να γράψει µε άλλη µορφή (χρησιµοποιώντας τη κλασµατική γραµµή αντί για 

διαίρεση) ότι έγραψε και πιο πάνω, µόνο που έβαλε αντίστροφα το κλάσµα κι έκανε 

λάθος. Προφανώς όταν της ζήτησα έναν άλλο τρόπο, εκείνη κατάλαβε µάλλον έναν 

άλλο τρόπο για να βρει ξανά αυτό το αποτέλεσµα. Εκείνη την ώρα όµως, όπως τα είδα 

δεν έβγαζα νόηµα. 

 

Εν τω µεταξύ, ο Μιχάλης, απάντησε πως ο αριθµός 50400 δε διαιρείται µε το 3, 

λόγω του ότι του φαινόταν παράξενο ένας τέτοιος αριθµός να είναι στην προπαίδεια 

του 3 ή αλλιώς στα πολλαπλάσια του 3. ∆εν είµαι σίγουρη αν κρύβεται κάποια 

πεποίθηση κάτω από αυτή τη σκέψη. Ίσως όµως, λόγω του µικρού πεδίου 
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παραδειγµάτων του σχολείου, πιστεύει ότι τα πολλαπλάσια του 3 είναι αυτά στην 

προπαίδεια του 3 ή τα ίδια µε επιπλέον µηδενικά. Π.χ. το 90 ή το 120 ή το 270. Είναι 

αλήθεια πάντως πως τα συγκεκριµένα παραδείγµατα είναι πιο εύκολα αναγνωρίσιµα. 

Έτσι φάνηκε κι από όταν τον ρώτησα για τον αριθµό 90. Το ίδιο υποδεικνύει και το 

παράδειγµα που επιλέγει η Σοφία για να πείσει το Μιχάλη. Ο Μιχάλης τότε  επέλεξε τη 

διαίρεση για να διαπιστώσει αν το 50400 διαιρείται µε το 3. Αφού βρήκε το 

αποτέλεσµα ότι βγαίνει ακριβώς 16.800, τότε  κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το 50400 

διαιρείται µε το 3. 

∆: Τι απαντάς στο β’ ερώτηµα Μιχάλη; Στο α’ ερώτηµα ξέρω απαντήσατε όλοι. 

Μ: Η απάντηση είναι όχι, δε διαιρείται. 

∆: Γιατί; 

Μ: ∆εν είναι αυτό, η κουµούτσα, στην προπαίδεια του 3, στα πολλαπλάσια του 3 

∆: Ποιο λες; Το 50.400 ; 

Μ: Ναι 

∆: ∆εν είναι λες το 50400 στα πολλαπλάσια του 3. ∆ηλαδή µέχρι το 30 

διαιρούνται µε το 3; Το 90 δε διαιρείται µε το 3; 

Μ: ∆ιαιρείται 

∆: Εµ! εκεί σταµατάει η προπαίδεια;  

Σ: Το 120 δε διαιρείται; ∆ιαιρείται. 

 

Αφού απέτυχαν να βρουν τον τρόπο που θα ήθελα να ακούσω, τους έθεσα ένα 

ακριβώς το ίδιο ερώτηµα µόνο που αντί να διαιρούνται µε το 3 έβαλα τον αριθµό 6, 

ώστε να επανενεργοποιήσω τη σκέψη τους. Η Ελπίδα, τότε απάντησε αµέσως θετικά 

και για το β’ ερώτηµα. ∆εν ήµουν σίγουρη όµως ότι µπορούσε να δικαιολογήσει και 

έδωσα λίγο χρόνο στον καθένα.  

 

∆: Να βάλω ένα άλλο ερώτηµα. Με το 18 ποιος άλλος αριθµός διαιρείται; Να 

βάλουµε το 6; 

Ε: Ναι  

∆: Το 6 διαιρεί το 18 γιατί 3*6=18. Γράψτε λοιπόν το 6 διαιρεί το 18;  

Ε: Ναι.. 

∆: Γιατί; Για σκεφτείτε ο καθένας µόνος του. 
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Προσπάθησα να τους θυµίσω τι κάναµε στο προηγούµενο µάθηµα µήπως και 

κατάφερναν να τα συσχετίσουν. Μιας και αυτός ήταν ο στόχος (να δούµε αν τα 

συσχετίσουν).  

«∆ε θυµάστε λίγο τι κάναµε στο προηγούµενο µάθηµα, που σας έδινα τον 

Α=23*3*5 και σας ρωτούσα διαιρείται µε το 2; Κι απαντούσατε.»  

Ωστόσο ο στόχος αργούσε ακόµα να επιτευχθεί.  Ο Μιχάλης και η Σοφία 

εργάστηκαν ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο, όπως πριν, κάνοντας διαίρεση του 50.400 µε το 

6. Η Σοφία µάλιστα έκανε και την ίδια προσπάθεια να τα αναπαραστήσει µε κλάσµατα! 

Αυτή τη φορά  πιο ξεκάθαρα!   

 

Ξαφνικά, προς µεγάλη µου έκπληξη, η Σοφία αντιλήφθηκε, από µόνη της, ότι 

εφόσον διαιρείται το 18 µε το 6 θα διαιρείται και το πολλαπλάσιο του 18 µε το 6! Η 

σκέψη αυτή της Σοφίας µπορεί να χαρακτηριστεί πείραµα σκέψης και προϊόν 

κατανεµηµένου συλλογισµού, µε µια µικρή επιφύλαξη όµως γιατί η εξήγηση που δίνει 

για άλλους είναι επαρκής, ενώ για άλλους όχι. Ο Μιχάλης τότε αστειευόµενος ανέφερε 

ότι στενοχωρήθηκε  λίγο που δεν το βρήκανε αυτοί που είναι µεγαλύτεροι και θα πάνε 

στο Γυµνάσιο, ενώ το βρήκε το κορίτσι που θα πάει στην Στ' ∆ηµοτικού. 

Σ: Περιµένετε λίγο! Το 2800*18 είναι πολλαπλάσιο του 18! 

∆: Μπράβο!   

Σ: Άρα διαιρείται. Αφού διαιρείται το 18 µε το 6 θα  διαιρείται και το 2800*18. 

επειδή είναι πολλαπλάσια. 

∆: Πιάσατε τι είπε η Σοφία; 

Μ: Ναι, το ’πιασα αλλά αυτό που εκνευρίζει είναι.. Γιατί το είπες εσύ και δεν το 

είπα εγώ; Αχ.. θα πάµε γυµνάσιο…και θα’µαστε µπούφοι! 

∆: Καταλάβατε αυτό  που είπε η Σοφία; Αν ένας αριθµός, ας πούµε ο Α διαιρείται 

µε το 3. Θα διαιρούνται όλα τα πολλαπλάσια του Α µε το 3; 

Σ: Ναι 
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Αν και φάνηκε από τον τρόπο που αντέδρασα κι εγώ απ’ τη χαρά µου, δε 

δέχτηκα έτσι εύκολα αυτό που είπε η Σοφία, παρόλο που ήταν σωστό. Το έθεσα ως 

εικασία και ζήτησα από τα παιδιά να εξακριβώσουν αν είναι σωστή. Η Ελπίδα δε 

µπορούσε να καταλάβει πώς το σκέφτηκε αυτό η Σοφία, ενώ ο Μιχάλης θυµόταν ότι 

έχουµε κάνει κάτι ανάλογο, αλλά τίποτε περισσότερο. Για να οργανώσω τη σκέψη 

τους, έκανα το ερώτηµα πιο συγκεκριµένο βάζοντας άλλους αριθµούς, αφού στα 

προηγούµενα είχαµε απαντήσει. Το ερώτηµα ήταν το εξής: «Το 9 διαιρείται µε το 3. 

Θα διαιρούνται και όλα τα πολλαπλάσια του 9 µε το 3;» 

Ο Μιχάλης σκέφτηκε κάτι πολύ καλό, να 

χρησιµοποιήσει τη µέθοδο εύρεσης κοινών πολλαπλασίων 

και ήταν πολύ κοντά στην απάντηση, αλλά µάλλον δεν ήταν 

συγκεντρωµένος στο τι λέει το ερώτηµα και µπερδεύτηκε. 

Είχε κάνει δύο στήλες, µία µε τα πολλαπλάσια του 9 και µία 

µε τα πολλαπλάσια του 3. Βρήκε ότι έχουν κοινά 

πολλαπλάσια, αλλά εστίασε στη 2η στήλη όπου αναγνώρισε 

το µοτίβο ότι ανά δύο από τα πολλαπλάσια του 3, το τρίτο 

είναι πολλαπλάσιο του 9. Στην πραγµατικότητα όµως, έτσι 

όπως εστίασε την προσοχή του, παρατήρησε ότι κάποια, κι 

όχι όλα, πολλαπλάσια του 3 διαιρούνται µε το 9. Αν πρόσεχε 

πιο πολύ το ερώτηµα, που είναι τα πολλαπλάσια του 9 αν 

διαιρούνται µε το 3, θα έβλεπε ότι κάθε πολλαπλάσιο του 9 

είναι και στην προπαίδεια του 3 κι εποµένως διαιρείται µε το 

3. Θύµισα τότε το ερώτηµα ξανά, ώστε να τους βοηθήσω τι να προσέξουν. Λίγο 

αργότερα όµως, η Ελπίδα µας ξάφνιασε εκφράζοντας µια γενική εικασία, που προήλθε 

από µεταφορικό συλλογισµό και την οποία αν συµβολίσουµε, θα καταλάβουµε πως 

πρόκειται για µαθηµατική πρόταση!   

Ε: Αφού το 9 άµα το κάνουµε διά 3 βγαίνει. Κι ανά τρεις αριθµούς τα 

πολλαπλάσια του 3 µας βγαίνουν πολλαπλάσια του 9.  

∆: Ωραία. Άρα; Για κοιτάξτε καλά τι συµπέρασµα βγάζουµε 

Ε: Ότι ο µικρότερος αριθµός που µέσα στα πολλαπλάσιά του έχει αυτόν που 

ψάχνουµε να διαιρείται, διαιρούνται και τα πολλαπλάσια αυτού του αριθµού!  

∆: Μπράβο!  
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Η εικασία- συµπέρασµά της λοιπόν λέει ότι όταν έχουµε δύο αριθµούς, α<β κι ο 

µικρότερος αριθµός (α)  έχει µέσα στα πολλαπλάσιά του αυτόν που ψάχνουµε να 

διαιρείται (β), τότε διαιρούνται και τα πολλαπλάσια αυτού του αριθµού (του β) µε τον α». 

Αυτό που µας λέει η Ελπίδα συµβολικά απεικονίζεται ως εξής:  

 

Αν  α<β &  κ*α=β   τότε (εννοείται ότι α/β  κι άρα)    α / λ*β 

 

(Όπου, α, β, κ, λ € Ν) 

 

Η Ελπίδα θα λέγαµε ότι διατύπωσε τον κανόνα-σύστηµα αναφοράς σύµφωνα 

µε τον οποίο επιχειρηµατολόγησε η Σοφία προηγουµένως, µε εκείνο το αµφιλεγόµενο 

πείραµα σκέψης, ότι εφόσον διαιρείται το 18 µε το 6, θα διαιρείται και το πολλαπλάσιο 

του 18 µε το 6! Και το λέµε αυτό γιατί πριν δε γνωρίζαµε κατά πόσο αυτός ο κανόνας 

είναι αντιληπτός στα παιδιά αυτά. Στο φύλλο της όµως η Ελπίδα δεν θέλησε να γράψει 

ούτε να ξαναπεί αυτή την εικασία, γιατί θεωρούσε δύσκολο να επαναδιατυπώσει. 

Εξήγησε συγκεκριµένα για το ερώτηµα αν θα διαιρούνται όλα τα πολλαπλάσια του 9 

µε το 3, ότι  «ναι,  γιατί είναι επί 3 για να µας κάνει 9 και για να βγουν τα πολλαπλάσια. 

Κάθε πολλαπλάσιο του 9 είναι διαιρέτης του 3» . Είναι πολύ σηµαντική η σχέση αυτή 

που βρήκε και θα µπορούσε να αποτελέσει ένα πείραµα σκέψης, δεδοµένου ότι εννοεί, 

αλλά δεν το διατύπωσε καλά, πως το 9 προκύπτει από το γινόµενο 3*3, γι’ αυτό και 

διαιρείται µε το 3. Όλα τα πολλαπλάσια του 9 όµως είναι της µορφής 9 * α, κι άρα 

3*3*α, κι άρα διαιρούνται µε το 3. Είναι ακριβώς αυτή η σχέση που ήθελα να βρουν! Η 

Σοφία αντίθετα πήρε όλα τα πολλαπλάσια του 9, απ’ τη προπαίδεια και τα διαίρεσε µε 

το 3 για να δει αν βγαίνει η διαίρεση. Κι ενώ οι διαιρέσεις, εµπειρικά επιβεβαίωναν 

κατά κάποιο τρόπο πως τα πολλαπλάσια του 9 διαιρούνται µε το 3, παρατήρησε στα 

πηλίκα επιπλέον ότι είναι κι αυτά πολλαπλάσια του 3 και θεώρησε ότι αυτό ήταν η 

εξήγηση! Να σηµειώσουµε ότι τα πηλίκα ήταν ακριβώς τα αποτελέσµατα της 

προπαίδειας του 3 Στο τέλος, πάντως η Σοφία επανήλθε στην προηγούµενη σκέψη που 

είχε κάνει για την ανάλυση ενός αριθµού σε γινόµενο, συζητώντας ένα ακόµη 

παράδειγµα και κάπως έτσι τελείωσε και αυτή η συνεδρία.  

 

∆: Το 18*2800 µε ποιο διαιρείται; 

Ε: Με το 9 

∆: Με το 9 γιατί όµως; 
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Σ: Γιατί 2*9=18.  

∆: Έτσι. Άρα το 18 µπορούµε να το σπάσουµε σε 2*9 και το άλλο να το αφήσουµε 

2800. Αυτά κάναµε στο προηγούµενο µάθηµα. Όταν έχουµε γινόµενο από 

πολλαπλασιασµό 2*9*2800 αυτός ο αριθµός διαιρείται µε το 9, µε το 2,  µε το 2800.. και 

το 2800 µπορούµε να το σπάσουµε σε 2*1400 και να πούµε ότι διαιρείται και µε το 1400! 

 

Στη συνεδρία αυτή, είδαµε πως οι µαθητές για να απαντήσουν τα ερωτήµατα, 

έκαναν αυτό που γνώριζαν καλύτερα και στην πραγµατικότητα µαθαίνουν και στο 

σχολείο. Για να δουν δηλαδή αν διαιρείται ένας αριθµός, κάνουν τη διαίρεση, εκτός κι 

αν είναι ο διαιρετέος µε το διαιρέτη έχουν κάποια άµεση σχέση που γνωρίζουν από την 

προπαίδεια. Τότε µόνο απαντούν άµεσα. Σκοπός αυτής της συνεδρίας, ήταν να 

χρησιµοποιήσουν τη στρατηγική τους αυτή, αλλά και τη στρατηγική της ανάλυσης 

ενός αριθµού σε γινόµενο (πρώτων) παραγόντων. Οι δύο µαθήτριες φάνηκε να πέτυχαν 

έστω και αργά αυτό το στόχο, αφού έκαναν σωστές εικασίες, η Σοφία για 

συγκεκριµένους αριθµούς και η Ελπίδα µε µεταφορικό συλλογισµό για καθολική ισχύ. 

Η Ελπίδα τις εξήγησε ολοκληρωµένα µε πείραµα σκέψης, βασισµένο στις ιδιότητες 

της ανάλυσης ενός αριθµού σε γινόµενο (πρώτων) παραγόντων. Ο Μιχάλης, όµως δε 

φάνηκε να έφτασε σε αυτό το επίπεδο γενίκευσης, αν και κατάφερε να απαντήσει 

σωστά τα περισσότερα ερωτήµατα όταν αφορούσαν σε συγκεκριµένα παραδείγµατα 

και χρησιµοποίησε µία πολύ καλή εµπειρική µέθοδο, τη διαδικασία εύρεσης των 

κοινών πολλαπλασίων, αν και αποπροσανατολίστηκε στο τέλος και δεν κατάφερε να 

αποτιµήσει σωστά τα δεδοµένα του.  Στην πραγµατικότητα η µέθοδος αυτή δεν απέχει 

πολύ από τις εµπειρικές δοκιµές, µιας και έλεγχε αν τα πολλαπλάσια του 9, ήταν και 

πολλαπλάσια του 3, αλλά ήταν έτσι οργανωµένη που η οπτική της την έκανε να δείχνει 

ότι υπάρχει και ένα µοτίβο, (ότι ανά δύο από τα πολλαπλάσια του 3, το 3ο είναι 

πολλαπλάσιο του 9) που συνεχίζεται και θα ισχύει έτσι και στα επόµενα.  Το µοτίβο 

αυτό εντόπισε ο Μιχάλης, αλλά τον αποπροσανατόλισε και δεν µπόρεσε να το 

χρησιµοποιήσει σωστά. Είναι σηµειωτέα, όµως, για ακόµη µία φορά η 

παρατηρητικότητα των µαθητών κι ο εντοπισµός µοτίβων, χωρίς να τους ζητηθεί.  
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12η συνεδρία: Ένας αριθµός διαιρεί δύο άλλους αριθµούς. ∆ιαιρεί και το 

άθροισµά τους; 

 

Το ερώτηµα αυτό τέθηκε και για διερευνητικούς σκοπούς στον τρόπο σκέψης, 

αλλά και επειδή εφαρµόστηκε σε µια µαθηµατική απόδειξη στην 7η συνεδρία. 

 Και οι τρεις µαθητές δυσκολεύτηκαν να καταλάβουν την εκφώνηση. ∆εν ήταν 

συνηθισµένοι στη φράση "διαιρεί" , παρόλο που τη χρησιµοποίησα και στην 

προηγούµενη συνεδρία. Φαίνεται όµως ότι στην προηγούµενη συνεδρία οι αριθµοί 

τους διευκόλυναν, ενώ εδώ που παραλείπονται, εξέφρασαν την παρανόησή τους ότι 

εφόσον αυτός ο αριθµός που διαιρεί θα είναι ο διαιρετέος. Κάτι απόλυτα φυσιολογικό 

για την ηλικία τους, µιας και στο ∆ηµοτικό δε χρησιµοποιείται τόσο αυτή η ορολογία.  

Αφού διευκρίνισα τη σηµασία της εκφώνησης, η Ελπίδα τότε έγραψε στο 

φύλλο της, ότι «Τα ψηφία που προσθέτουµε έχουν µέσα κι αυτόν τον αριθµό (εννοεί 

αυτόν που διαιρεί τους άλλους), κι έτσι θα διαιρείται και το άθροισµα». Ο τρόπος που 

εξέφρασε η Ελπίδα την παραπάνω σκέψη µας κάνει να αναρωτιόµαστε αν την είπε 

διαισθητικά, κι εποµένως είναι µια εικασία ή όντως κατάλαβε, αλλά δεν το διατύπωσε 

σωστά, ότι οι αριθµοί που προσθέτουµε, µπορούν να γραφούν ως γινόµενα, που θα έχουν 

ως ένα παράγοντα τον αριθµό που τους διαιρεί, κι έτσι, θα διαιρείται και το άθροισµά 

του κι άρα πρόκειται για πείραµα σκέψης!  

Εκείνη τη στιγµή όµως, οι άλλοι δύο µαθητές δεν είχαν καταλάβει ακόµα την 

εκφώνηση κι έτσι τους έδωσα  ένα παράδειγµα, µιας και µε συγκεκριµένους αριθµούς, 

τα πάνε καλύτερα. Τους έδωσα λοιπόν δύο αριθµούς, το 189  και το 24 και τους 

ρώτησα αν διαιρούνται µε το 3. Τότε φάνηκε κι άλλη µια παρανόηση ή αλλιώς 

λανθασµένη εικασία, που εξέφρασε η Ελπίδα ότι «αφού ο αριθµός 189 τελειώνει σε 9 

θα διαιρείται µε το 3» . Αυτή η παρανόηση ενισχύει µία δική µου εικασία που 

διαµόρφωσα στην 11η συνεδρία, για τους µαθητές, ότι αναγνωρίζουν τα πολλαπλάσια 

των αριθµών µε βάση την προπαίδεια. Έπειτα προέτρεψα να σκεφτούν το κριτήριο 

διαιρετότητας του 3 κι έτσι κι έκαναν.  

∆: Για πάµε να δούµε ένα παράδειγµα. το 189 διαιρείται µε το 3; 

Μ: Ελάτε τώρα δε θα διαιρείται… 

Ε: Ναι γιατί έχει το 9 

∆: Όχι.. δεν είναι αυτό το κριτήριο διαιρετότητας 

Σ: 9+9=18 ναι (εφάρµοσε κριτήριο διαιρετότητας 1+8+9=18) 

∆: Ωραία γράψτε τώρα το 189 διαιρείται µε το 3. το 24 διαιρείται µε το 3;  
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Ε: Ναι  

∆: Ναι γιατί 

Ε: 2+4=6   ("6:2=3" είχε γράψει στο φύλλο εργασίας της, αλλά δεν συνέχισε να 

το πει) 

∆: Ή αλλιώς; 

Ε: 3*8=24 

 

 

Αφού είδαµε ότι διαιρούνται οι δύο αριθµοί, ρώτησα αν διαιρείται και το 

άθροισµά τους µε το 3. H Ελπίδα τότε βρήκε το άθροισµα κι εφάρµοσε το κριτήριο 

διαιρετότητας του 3 κι είδε ότι διαιρείται και το άθροισµα. Επίσης το παράδειγµα αυτό 

της ενίσχυσε την άποψη που από την αρχή έγραψε στο φύλλο της και αναδιατύπωσε µε 

τον εξής τρόπο: «εφόσον το άθροισµα των ψηφίων των αρχικών αριθµών διαιρείται, θα 

διαιρείται και το άθροισµά τους (των αριθµών), αφού προκύπτει από τα ίδια ψηφία». 

Εδώ η Ελπίδα έχει στο νου της το κριτήριο διαιρετότητας του 3 που εξαρτάται από το 

άθροισµα των ψηφίων του αριθµού. Και πράγµατι, στο συγκεκριµένο παράδειγµα 

µπορεί να εφαρµοστεί και το εξηγεί κατά κάποιον τρόπο. Η Ελπίδα χάρηκε όταν της 

παραδέχτηκα πως αυτό δεν το είχα σκεφτεί. Κατάλαβε όµως πως η εικασία που είχε 

κάνει, βασίστηκε στο άθροισµα των ψηφίων και ίσχυε σε αυτή την περίπτωση λόγω 

του κριτηρίου διαιρετότητας του 3 και δε θα µπορούσε να ισχύει για διαιρέσεις µε 

άλλους αριθµούς όπως το 7. 

 Ο  Μιχάλης ωστόσο, ήταν ακόµα µπερδεµένος. Όταν ζήτησα από την Ελπίδα 

να βρει κι άλλο τρόπο µου απάντησε αυθόρµητα πως αν µπορούσε να το σκεφτεί θα το 

είχε κάνει. Πράγµατι σκέφτηκα ότι µόνα τους δεν µπορούσαν να σκεφτούν αυτό που 

σκεφτόµουν εγώ κι έτσι προσπάθησα να τους εισαγάγω στον δικό µου 'µαθηµατικό' 

τρόπο σκέψης, µέσω αυτού του παραδείγµατος που θα λειτουργούσε σαν generic 

example, παράδειγµα που γενικεύεται (Βalacheff, 1988) . Προηγουµένως είχαµε πει ότι 

οι δύο αριθµοί 189 και 24 διαιρούνται µε το 3, αλλά απαντήσαµε χωρίς να κάνουµε τις 

διαιρέσεις. Όµως έπειτα τους καθοδήγησα να τις κάνουν, ώστε από τις διαιρέσεις να 

βγάλουν τους πολλαπλασιασµούς που προκύπτουν. Να γράψουν δηλαδή το διαιρετέο 

ως γινόµενο του 3.  

 

∆: Όταν λέµε 189 διά 3 πόσο µας βγάζει; 

Σ: 63  
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∆: 24 διά 3 µας κάνει; 

Σ, Ε: 8 

∆: Από αυτές τις διαιρέσεις τι  βγαίνει; Το 189 πώς µπορώ να το γράψω αλλιώς; 

Ε: 63 * 2;  

∆: 63*3. για γράψτε το έτσι λοιπόν. Το 24 πώς µπορείτε να το γράψετε; 

Ε: 3*8 

 

Τους ζήτησα τότε να γράψουν το άθροισµα. Όµως δίσταζαν. ∆ε µπορούσαν να 

φανταστούν ότι µπορούν να το γράψουν σαν άθροισµα δύο γινοµένων. Κι όταν τους 

προέτρεψα να το κάνουν, λύνανε µε τους κανόνες προτεραιότητας πράξεων της 

αριθµητικής παράστασης. Γι’ αυτό φυσικά, δεν ευθύνονται τα παιδιά. Εκείνα έκαναν 

ό,τι γνώριζαν. Τότε τους εξήγησα το σκοπό που τα γράψαµε έτσι και τους έδειξα πώς 

µπορούσαµε να χειριστούµε τον κοινό παράγοντα, τον οποίο είχαν εντοπίσει, αλλά δεν 

ήταν εξοικειωµένοι µε την επιµεριστική ιδιότητα, παρόλο που αναφέρεται στο 6ο 

κεφάλαιο της Στ' ∆ηµοτικού. Σίγουρα τη διδάχτηκαν, αν και δεν τη θυµόντουσαν, αλλά 

δε διδάχτηκαν την αντίστροφη πορεία, δηλαδή το να βγάζουν κοινό παράγοντα. Κι 

αυτό είναι ευθύνη και του αναλυτικού προγράµµατος που δεν περιλαµβάνει τέτοιου 

είδους άσκηση (µπορείτε να δείτε στο 6ο κεφάλαιο/ α’ τεύχος τετραδίου εργασιών), 

αλλά και εµάς των δασκάλων, συµπεριλαµβανοµένου και του εαυτού µου που µάλλον 

κι εγώ παρέλειψα να τους βάλω τότε µια τέτοια άσκηση. Αλλά η βιασύνη που έχουµε 

κάποιες φορές να ολοκληρώσουµε την ύλη του αναλυτικού προγράµµατος, µας  

αποσυντονίζει και µας απαγορεύει κάθε αυτενέργεια.   

 

Συνοπτικά, στην συνεδρία αυτή, πρωταγωνιστεί η Ελπίδα, η οποία διατύπωσε 

µία λανθασµένη εικασία ότι ένας αριθµός που τελειώνει σε 9, θα διαιρείται µε το 3, 

γεγονός που επιβεβαίωσε την πεποίθησή µου ότι οι µαθητές έχουν την προπαίδεια ως 

οδηγό για την διαιρετότητα, αλλά και δύο σωστές εικασίες, που µπορούσαν να 

θεωρηθούν και πειράµατα σκέψης µιας και ενυπήρχε αιτιολόγηση µε βάση τις 

ιδιότητες των αριθµών. Η πρώτη σωστή εικασία της βέβαια ήταν πιο γενική, αλλά η 

διατύπωσή της δεν ήταν τόσο καλή και δεν ήταν ξεκάθαρο τι εννοούσε. Μία 

περίπτωση είναι να κατάλαβε ότι τους διαιρετέους µπορούσε να τους γράψει ως 

γινόµενα που είχαν ως ένα παράγοντα τον αριθµό που διαιρούνταν (µιας και είπε ότι 

είχαν µέσα τους τον αριθµό), ενώ η άλλη περίπτωση και µάλλον πιο πιθανή είναι η 1η 

εικασία να συγκλίνει µε τη 2η , η οποία είχε σχέση µε το κριτήριο διαιρετότητας του 3. 



 120 

Είναι πολύ ευχάριστο όµως ότι µπόρεσε και έκανε τέτοιες γενικές εικασίες και 

εξηγήσεις, κάτι που δε συνέβη µε τους άλλους δύο, τη Σοφία και το Μιχάλη, οι οποίοι 

κατάφεραν να αποδείξουν ότι ισχύει η εικασία στο συγκεκριµένο παράδειγµα, 

κάνοντας πράξεις, αλλά δεν έδωσαν κάποιου είδους εξήγηση.  Οµολογουµένως, η 

απόδειξη αυτής της εικασίας ήταν κάτι δύσκολο έως ανέφικτο για τα παιδιά αυτά, 

δεδοµένης της ηλικίας τους, αλλά κυρίως δεδοµένου του ότι, λόγω του αναλυτικού 

προγράµµατος, καλλιεργήθηκε σε αυτούς η νόρµα, να κάνουν πράξεις για να βρίσκουν 

αποτελέσµατα, κι όχι για να ερµηνεύουν, ενώ δεν είχαν µάθει ούτε να βγάζουν κοινό 

παράγοντα. Τελικά τους έδειξα µέσω ενός generic παραδείγµατος, τι είδους 

µαθηµατική εξήγηση κρύβεται πίσω από αυτή την εικασία, που είχαµε ήδη 

χρησιµοποιήσει ως αληθή στην 7η δραστηριότητα. Να πούµε βέβαια ότι την 

αναφέρουµε ως εικασία, κι όχι ως µαθηµατική πρόταση, γιατί έτσι ήταν για τους 

µαθητές. Αλλιώς δε θα είχε νόηµα γι’ αυτούς να τη διερευνήσουν! 
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Β) Αποτελέσµατα ανά ερευνητικό ερώτηµα 
 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο παρουσιάστηκαν τα αποτελέσµατα ανά   συνεδρία. 

Εδώ, παρουσιάζονται συνοπτικά κι απαντούν κάθε ερευνητικό ερώτηµα ξεχωριστά.  

Β1) Ποιες  εικασίες κάνουν οι µαθητές σε σχέση µε ιδιότητες και σχέσεις 

αριθµών και  πώς τις διαµορφώνουν; 

Θυµίζουµε ότι οι συνεδρίες που έγιναν είχαν ως σκοπό να µελετήσουµε την 

επιχειρηµατολογία των µαθητών στα ερωτήµατα που τους κάναµε, αλλά θέλαµε 

κυρίως να δούµε και τι είδους εικασίες διαµορφώνουν, πού στηρίζονται γι’ αυτές και 

πώς τις επιχειρηµατολογούν. Γι’ αυτό δίνονταν µε ιδιαίτερη µορφή τα ερωτήµατα, 

κυρίως ανοιχτού τύπου. Και πράγµατι οι µαθητές µας έβγαλαν ένα κοµµάτι του εαυτού 

τους προς τα έξω, φανερώνοντας µας πεποιθήσεις και τρόπους που σκέφτονται. Οι 

εικασίες που εξέφρασαν οι µαθητές παρατίθενται συνοπτικά παρακάτω. Τονίζουµε ότι 

δεν είναι οι µοναδικές εικασίες που έκαναν κατά τη διάρκεια των παρεµβάσεων, αλλά 

είναι αυτές που εκφράστηκαν, άλλες φορές επειδή τους ζητήθηκε να εικάσουν κι άλλες 

φορές επειδή αυθόρµητα  σκέφτηκαν κάτι και θέλησαν να το εκφράσουν.   

 

1. Αφού έχουµε γινόµενο πρώτων θα είναι κι αυτοί πρώτοι (Ελπίδα, 1η συνεδρία) 

Η Ελπίδα εξέφρασε αυτή την εικασία αυθόρµητα όταν άκουσε για γινόµενο 

πρώτων αριθµών και τη χρησιµοποίησε µάλιστα σαν πείραµα σκέψης για την 

απάντηση ενός ερωτήµατος µε συγκεκριµένους πρώτους αριθµούς. Είναι φανερό πως 

βασίστηκε στην αναλογική σκέψη. Η Σοφία όµως βρήκε αντιπαράδειγµα σε αυτή την 

εικασία, 7Χ2=14 κι έτσι οι µαθητές απέρριψαν την καθολική ισχύ της πρότασης.  

Σκέφτηκαν έπειτα  µήπως ισχύει µερικές φορές. Μία δοκιµή όµως, που ήταν ακόµη ένα 

αντιπαράδειγµα, το 11*11=121  και η αντίστοιχη διαίρεση για να δουν αν το 121 είναι 

πρώτος ή σύνθετος, 121:11=11, έδρασε ως παράδειγµα στροφής (pivotal example) για 

την Ελπίδα και το οποίο τη βοήθησε να κάνει αµέσως µετάβαση στο προηγούµενο 

γινόµενο πρώτων που της ζητούνταν να απαντήσει, κι εξήγησε το αποτέλεσµα µε βάση 

τη δοµή του πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης ως αντίστροφη πράξη!                              
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2. (α) Αφού πολλαπλασιάσαµε πρώτους και βρήκαµε σύνθετο, µήπως αυτό είναι 

κανόνας και (β) µήπως ισχύει και το αντίστροφο δηλ. αν πολλαπλασιάσουµε σύνθετους 

θα βγει πρώτος; (Ελπίδα, 1η συνεδρία )  

Η διατύπωση αυτή της Ελπίδας εµπεριέχει δύο εικασίες. Η πρώτη (α) 

διαµορφώθηκε από το παράδειγµα στροφής, που την έκανε να αλλάξει γνώµη για την 

αρχική της εικασία (1) και να αντιληφθεί το ρόλο της διαίρεσης σαν αντίστροφη πράξη 

του πολλαπλασιασµού. Έτσι, στην περίπτωση αυτή όµως, µιλάµε για δοµική γενίκευση 

που προέκυψε από ένα παράδειγµα που γενικεύεται (generic example), 

  Η δεύτερη εικασία (β) είναι ότι εφόσον ισχύει η (2α) εικασία της, σκέφτεται 

ότι µπορεί να ισχύει και το αντίστροφο ότι δηλ. αν πολλαπλασιάσουµε σύνθετους θα 

βγει πρώτος κι έτσι σκέφτεται για άλλη µια φορά αναλογικά. Τη διαµόρφωσε πριν καν 

αποδειχτεί η αλήθεια της (2α) εικασίας της. Η απόρριψη της εικασίας όµως έγινε 

αργότερα από τον Μιχάλη, αφού είχε αποδειχτεί ότι ισχύει η 2α  εικασία, µε τη χρήση 

συµβόλων. Έτσι ακολούθησε κι εκείνος την ίδια διαδικασία και εξέφρασε παρόµοιο 

πείραµα σκέψης.  

 

3. Αφού  ισχύει για µερικά, θα ισχύει για όλα. (Ελπίδα, Μιχάλης, 1η συνεδρία)  

Πρόκειται για µια υπόθεση και συνάµα πεποίθηση των παιδιών, µιας και τη 

χρησιµοποιούν και σαν τρόπο δικαιολόγησης άλλων εικασιών. Ως αποδεικτικό σχήµα 

συγκαταλέγεται στον αφελή εµπειρισµό, µε βάση τους όρους του Balacheff (1988), 

σύµφωνα µε τον οποίο οι µαθητές κάνουν µερικές δοκιµές κι αν επαληθεύεται οι 

εικασία τους σε αυτές, τότε υποθέτουν πως η εικασία τους είναι αληθής.  

 

4. Εφόσον κάναµε ένα παράδειγµα πρόσθεσης τριών πρώτων και βγήκε το 

άθροισµά τους σύνθετος, άρα πάντα θα βγαίνει σύνθετος (Ελπίδα, 2η συνεδρία)  

Η Ελπίδα διαµόρφωσε την εικασία αυτή µέσω ενός παραδείγµατος ισχύος της 

που έτυχε να βρει στην προσπάθεια διερεύνησης µιας άλλης εικασίας (ότι το άθροισµα 

πρώτων είναι πρώτος). Για τον έλεγχο ισχύος της εικασίας της εργάστηκαν και οι τρεις 

µαθητές, αλλά την απάντηση την πήρε µόνης της η Ελπίδα αφού βρήκε και η ίδια 

αντιπαράδειγµα.  
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5. Μήπως το άθροισµα τριών πρώτων βγαίνει πρώτος, µόνο όταν 

χρησιµοποιούµε τον ίδιο πρώτο δύο φορές στους προσθετέους; (Σοφία, 2η συνεδρία)  

 

Στην προσπάθεια των µαθητών να βρουν αντιπαραδείγµατα για την (4) εικασία 

της Ελπίδας, δοκίµασαν κάποια στιγµή όλοι τους, οι δύο προσθετέοι να είναι  ένας 

πρώτος αριθµός, ο ίδιος και για τους δύο προσθετέους. Π.χ. 5+5+7=;  Ο Μιχάλης 

µάλιστα είχε ρωτήσει προηγουµένως αν επιτρέπεται να χρησιµοποιήσει τον ίδιο πρώτο 

δύο φορές. Πράγµατι, µε αυτές τις δοκιµές τα αθροίσµατα έβγαιναν πρώτοι κι έτσι 

αποτέλεσαν αντιπαραδείγµατα για την εικασία (4). Όµως µετά διατυπώθηκε η 

αµφιβολία-εικασία από τη Σοφία, µήπως βγαίνει πρώτος µόνο όταν έχουµε δύο φορές 

τον ίδιο προσθετέο. Τότε τους προέτρεψα να συνεχίσουν την προσπάθεια µε 

διαφορετικούς αριθµούς και οι µαθητές κατάφεραν να βρουν παραδείγµατα τριών 

διαφορετικών πρώτων που το άθροισµά τους βγαίνει πρώτος. Κι έτσι και αυτή η 

εικασία απορρίφθηκε µε αντιπαραδείγµατα.  

 

6. Όλες οι πράξεις µε άρτιους θα δίνουν άρτιους (Ελπίδα, 4η συνεδρία)  

 

Η Ελπίδα έγραψε στο φύλλο της την εικασία αυτή χωρίς κανείς να της το 

ζητήσει, όταν συζητούσαµε και εξηγούσαµε ότι το άθροισµα τεσσάρων άρτιων είναι 

άρτιος, αλλά χωρίς περαιτέρω δικαιολόγηση. Υποθέτουµε όµως, σύµφωνα µε το 

διάλογο που είχε γίνει, πως ως αιτιολόγηση δίνει την ίδια µε αυτή που έδωσε για την 

πρόσθεση άρτιων, η οποία έχει σχέση µε την δοµή των άρτιων που τους κάνει να 

λήγουν σε 2,4,6,8,0 και το γεγονός ότι αντιλήφθηκε ότι και τα αποτελέσµατα δεν 

µπορούν να έχουν διαφορετική δοµή. Ίσως στηρίζεται στην επιφανειακή δοµή, αλλά 

δεν παύει να είναι µία αναφορά στη δοµή. 

 

7. Μόνο το άθροισµα τριών περιττών είναι περιττός, ενώ το άθροισµα τεσσάρων 

περιττών είναι άρτιος (Σοφία, Ελπίδα,5η συνεδρία) 

Κάποιες δοκιµές που έκανε η Σοφία τη βοήθησαν να καταλάβει ότι το 

άθροισµα επηρεάζεται από το ότι ο περιττός είναι «ένα παραπάνω από ένα ζυγό», µόνο 

που δε µπορούσε να το εξηγήσει περισσότερο κι έτσι ανέφερε αυτή την εικασία, για 

την οποία όµως ήταν σίγουρη ότι είναι σωστή. Την ίδια εικασία εξέφρασε η Ελπίδα 

αλλά µε γενικότερη µορφή, σχετικά µε το άρτιο ή περιττό πλήθος των προσθετέων, 
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µέσα από αναγνώριση µοτίβου στις δοκιµές που έκανε. Λίγο αργότερα, αποδείχτηκε η 

εικασία από τους ίδιους τους µαθητές, δίνοντας τους ως βοήθεια να χρησιµοποιήσουν 

τα σύµβολα.   

 

 8. Στο άθροισµα περιττών, περιµένουµε να βγει µερικές φορές άρτιος και µερικές 

φορές περιττός λόγω του ότι οι προσθετέοι είναι περιττοί. (Ελπίδα, 5η συνεδρία)  

 Αυτή ήταν η αρχική εικασία της Ελπίδας, για τη δραστηριότητα, και την 

εξέφρασε µετά από δύο παραδείγµατα όπου βρήκε ότι το άθροισµα ήταν άρτιος, 

λέγοντας ότι «µερικές φορές θα βγαίνουν και περιττοί, γιατί οι αριθµοί που προσθέτουµε 

είναι περιττοί». Η απάντηση αυτή αξίζει να προσεχθεί γιατί δείχνει ότι παρόλο που στα 

παραδείγµατά της δε βρήκε περιττό, θεωρεί πως, σύµφωνα µε τη φύση των 

προσθετέων, σίγουρα κάποια στιγµή θα βγαίνει περιττός.  

 

9. Για το άθροισµα 5 διαδοχικών: επειδή είναι 5 οι αριθµοί και είναι µε τη σειρά 

θα διαιρούνται µε το 5 (Ελπίδα, Σοφία 6η συνεδρία) 

Ήταν η αρχική διαισθητική εικασία που έκαναν οι µαθήτριες, όταν τους 

διατυπώθηκε το ερώτηµα. Και σ’ αυτή την περίπτωση, οι µαθήτριες λαµβάνουν υπόψη 

τη φύση του ερωτήµατος, και πιο συγκεκριµένα, ότι υπάρχει ο αριθµός 5 και στα 

δεδοµένα, αλλά και στο ερώτηµα κι έτσι σκέφτονται ότι θα υπάρχει κάποια σχέση 

µεταξύ τους, κι απαντούν µε βάση αυτή την αναλογία.   

 

10. Ανάµεσα στους 5 διαδοχικούς, υπάρχει πάντα ένας που διαιρείται µε το 5. 

(Σοφία, 6η συνεδρία) 

Το παρατήρησε µέσα από παράδειγµα και είναι σωστή η εικασία. Όµως, οι 

εκφράσεις της δείχνουν ότι πρόκειται όχι για γενίκευση αφελούς εµπειρισµού, αλλά για 

δοµική γενίκευση µέσα από γενικεύσιµο παράδειγµα. Μάλιστα την πρόβαλε σαν ένα 

µέρος του τρόπου  δικαιολόγησης. 

  

11. Ανάµεσα στους 4 διαδοχικούς υπάρχει πάντα ένας που διαιρείται µε το 4. &  

Από τους έξι διαδοχικούς, πάντα θα υπάρχει ένας αριθµός που διαιρείται µε το 6 (Σοφία, 

7η συνεδρία) 

Η εικασία αυτή αποτελεί επέκταση της 10ης εικασίας και τη διατύπωσε µε 

σιγουριά κι ως µέρος πειράµατος σκέψης.  
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12. Μέχρι 5 διαδοχικούς µπορεί να υπάρχει περίπτωση, το άθροισµά τους να 

διαιρείται µε το πλήθος των προσθετέων,  ενώ παραπάνω όχι. (Ελπίδα, 7η συνεδρία) 

Ο αριθµός 5 φαίνεται να είναι ένα κοµβικό σηµείο για την Ελπίδα και ό,τι 

ισχύει γι’ αυτόν, θα ισχύει και για τους αριθµούς µέχρι το 5, ενώ για µετά το 5, θα 

ισχύει κάτι άλλο. Την εικασία αυτή δεν µπορέσαµε να την κατατάξουµε σε κάποιο 

είδος συλλογισµού και γι’ αυτό την ονοµάσαµε «αυθαίρετη». 

 

13. Εφόσον ένας αριθµός  διαιρείται µε το 3, θα διαιρείται και µε το 6. (Ελπίδα, 

7η συνεδρία)  

Είναι µια εικασία της Ελπίδας, η οποία κατά τη διάρκεια της συνεδρίας, δεν 

έγινε αντιληπτή, αλλά θεωρήθηκε λάθος στη διατύπωση ή έλλειψη προσοχής. Κατά 

την 8η συνεδρία όµως, η Ελπίδα έκανε παρόµοια εικασία και τότε βεβαιωθήκαµε πως 

εννοούσε αυτό που είχε εκφράσει. Μάλλον πρόκειται για µετασχηµατισµό της 

πραγµατικής πρότασης που ισχύει και είναι η αντίστροφη, ότι δηλαδή ένας αριθµός 

όταν διαιρείται µε το 6, διαιρείται και µε το 3. Κι έτσι αυτού του είδους τις εικασίες τις 

ονοµάσαµε µετασχηµατιστικές (βάσει του συλλογισµού τους). 

 

14. Τα πολλαπλάσια του 2 διαιρούνται όχι µόνο µε το 2, αλλά  και µε το 4, το 6, 

το 8 κι όλη την προπαίδεια του 2. (Ελπίδα, 8η συνεδρία)  

Αυτή είναι η επόµενη εικασία της Ελπίδας, που µας επιβεβαίωσε και την 

προηγούµενη, και είναι µετασχηµατιστική για τον ίδιο λόγο. Για τον έλεγχο της 

εικασίας, διαλέξαµε να εξετάσουµε την πρώτη περίπτωση να διαιρούνται µε το 4, αλλά 

θέλαµε να διευκρινίσουµε αν ισχύει για όλα τα πολλαπλάσια του 2 ή µερικά. Η Σοφία 

συµφώνησε µαζί της, αλλά διαισθανόταν πως δεν ισχύει για όλα. Η Ελπίδα επέµεινε 

πως όλα θα διαιρούνταν και µε το 4. Τότε, µέσα από παραδείγµατα και 

αντιπαραδείγµατα που βρήκαν και οι τρεις µαθητές, κατάλαβαν πως µερικά µόνο 

πολλαπλάσια του 2 που τυχαίνει να είναι και πολλαπλάσια του 4, διαιρούνται µε το 4, 

κι ότι µε ανάλογο τρόπο ισχύει και για τους άλλους αριθµούς, 
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15. Όταν έχουµε δύο αριθµούς, (α<β) κι ο µικρότερος αριθµός (α)  έχει µέσα στα 

πολλαπλάσιά του αυτόν που ψάχνουµε να διαιρείται (β), τότε διαιρούνται και τα 

πολλαπλάσια αυτού του αριθµού (τα πολλαπλάσια του β) µε τον α !  (Ελπίδα, Σοφία 11η 

συνεδρία) 

Αν δηλ.  α<β &  κ*α=β   τότε (εννοείται ότι α/β  κι άρα)    α / λ*β 

Όπου, α,β,κ,λ €Ν  

  

Πρώτα υπονόησε την εικασία η Σοφία, η οποία την εφάρµοσε ως πείραµα 

σκέψης σε συγκεκριµένο παράδειγµα αριθµών και δεν τη διατύπωσε  γενικά. Μετά από 

µια παρατήρηση µοτίβου του Μιχάλη σε generic παράδειγµα, η Ελπίδα αντιλήφθηκε τη 

δοµή, συµπλήρωσε την παρατήρηση του Μιχάλη κι εξέφρασε την ίδια εικασία µε τη 

Σοφία, αλλά γενικά και πολύ κοντά στη µορφή µαθηµατικής πρότασης! Για την 

εικασία αυτή, η Ελπίδα επιχειρηµατολόγησε µε πείραµα σκέψης, βάσει των ιδιοτήτων 

της ανάλυσης ενός αριθµού σε γινόµενο (πρώτων) παραγόντων, αλλά διατυπωµένο σε 

γενικεύσιµο παράδειγµα. 

 

16. Ένας αριθµός που τελειώνει σε 9 θα διαιρείται µε το 3 (Ελπίδα, 12η συνεδρία)  

Πρόκειται για µια εικασία που δείχνει τη λανθασµένη πεποίθηση που έχει 

σχηµατίσει από την προπαίδεια που έχει µάθει. Νοµίζει πως η προπαίδεια ορίζει τα 

πολλαπλάσια και τους διαιρέτες. Εδώ συγκεκριµένα επειδή το 9 είναι στην προπαίδεια 

του 3 κι άρα διαιρείται µε το 3, η µαθήτρια θεωρεί ότι όλοι οι αριθµοί που τελειώνουν 

σε 9 θα διαιρούνται µε το 3. Κατά κάποιον τρόπο, µετασχηµατίζει το κριτήριο 

διαιρετότητας του 3, µε βάση το κριτήριο διαιρετότητας του 2. Κάτι ανάλογο  

υποψιαστήκαµε και για το Μιχάλη και τη Σοφία, όπου το πεδίο παραδειγµάτων που 

παρουσίασε η Σοφία στο Μιχάλη ως πολλαπλάσια  του 3, ήταν εµπνευσµένο απ’ την 

προπαίδεια αλλά βάζοντας µηδενικά στο τέλος, π.χ. 90, 120, 300 και ήταν 

αναγνωρίσιµα από το Μιχάλη ότι πρόκειται για πολλαπλάσια του 3.  

 

17. Όταν ένας αριθµός διαιρεί δύο άλλους αριθµούς τότε διαιρεί και το άθροισµά 

τους (Ελπίδα, 12η συνεδρία)  

Είναι η πρώτη εικασία που έκανε η Ελπίδα µετά την κατανόηση του 

ερωτήµατος. Η εικασία είναι σωστή. Αυτό που προκαλεί εντύπωση είναι το πείραµα 

σκέψης που χρησιµοποιήθηκε ως αιτιολόγηση. Έγραψε πως «τα ψηφία που 

προσθέτουµε έχουν µέσα κι αυτόν τον αριθµό (εννοεί αυτόν που διαιρεί τους άλλους), κι 
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έτσι θα διαιρείται και το άθροισµα». Στην περίπτωση του αριθµού 3 όµως, 

επιχειρηµατολόγησε πάλι µε πείραµα σκέψης αλλά διαφορετικά, βασιζόµενη στο 

κριτήριο διαιρετότητας του 3. Είπε ότι «εφόσον το άθροισµα των ψηφίων των αρχικών 

αριθµών διαιρείται, θα διαιρείται και το άθροισµά τους (των αριθµών), αφού προκύπτει 

από τα ίδια ψηφία». Ο τρόπος µε τον οποίο δικαιολόγησε η Ελπίδα µας κάνει να 

συγκαταλέγουµε την εικασία της σε αυτές της δοµικής γενίκευσης.  

 

 Παράγοντες διαµόρφωσης της κάθε εικασίας και χαρακτηρισµός της 

α/α Χαρακτηρισµός πώς διαµορφώθηκε Σ ή Λ 

1 αναλογική σκέψη φύση των αριθµών λάθος 

2α ∆οµική γενίκευση από παράδειγµα στροφής που έδρασε ως generic σωστή 

2β αναλογική σκέψη σκέφτηκε αναλογικά για το αντίστροφο λάθος 

3 αφελής εµπειρισµός 
πεποίθηση που προϋπήρχε 

 
λάθος 

4 αφελής εµπειρισµός µέσω ενός παραδείγµατος ισχύος λάθος 

5 αφελής εµπειρισµός 
λόγω µιας παρατήρησης στη δοµή κάποιων παραδειγµάτων 

άλλης εικασίας 
λάθος 

6 ∆οµική γενίκευση 
από παρατήρηση της δοµής κατά την εξήγηση άλλης 

πρότασης 
σωστή 

7 ∆οµική γενίκευση  
Μέσω παραδειγµάτων, αντίληψη της δοµής των περιττών 

αριθµών 
σωστή 

8 αναλογική σκέψη από φύση των προσθετέων σωστή 

9 Αναλογική σκέψη συσχέτιση δεδοµένων & ερωτήµατος 
λάθος ο 
τρόπος 
σκέψης 

10 ∆οµική γενίκευση από generic παράδειγµα σωστή 

11 ∆οµική γενίκευση από επέκταση παρατήρησης δοµής της 10ης εικασίας σωστή 

12 αυταρχική σκέψη Λόγω πεποίθησης για τον αριθµό 5 λάθος 

13 µετασχηµατιστική 
από αντιστροφή  αληθούς πρότασης που ενισχύθηκε από 

ορισµένα παραδείγµατα 
Λάθος 

14 µετασχηµατιστική 
από αντιστροφή αληθούς πρότασης που ενισχύθηκε από 

ορισµένα παραδείγµατα 
λάθος 

15 ∆οµική γενίκευση από παρατήρηση της δοµής σε generic παράδειγµα σωστή 
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16 µετασχηµατιστική βάσει προπαίδειας & πεδίου παραδειγµάτων λάθος  

17 δοµική γενίκευση 
βάσει πεδίου παραδειγµάτων και ιδιοτήτων, όπως το 

κριτήριο διαιρετότητας 
Σωστή 

 

Ο προηγούµενος πίνακας συνοψίζεται στον εξής:  

 
Παρατηρούµε πως οι παράγοντες που επηρέασαν τη διαµόρφωση εικασιών 

των µαθητών είναι πέντε: τα παραδείγµατα, η φύση των αριθµών, η αναλογία του 

αντιστρόφου, η πεποίθηση και η επέκταση της δοµής άλλων προτάσεων.  

0 1 2 3 4 5 6 7 8

φύση των αριθµών

παραδείγµατα

αναλογία αντιστρόφου

πεποίθηση

επέκταση δοµής άλλης πρότασης

Παράγοντες διαµόρφωσης εικασιών

 

Ο κυριότερος από αυτούς όµως είναι τα παραδείγµατα, τα οποία  λειτούργησαν 

διαφορετικά σε κάθε περίπτωση. Από τις 8 περιπτώσεις στις οποίες επέδρασαν, οι 3 

ήταν παραδείγµατα που γενικεύονται (generic examples) κι οδήγησαν σε δοµική 

γενίκευση (Bills & Rowland,1999 ; Dorfler,1991 στο Zazkis et al., 2007) ,  οι 3 ήταν 

απλά παραδείγµατα που οδήγησαν στον αφελή εµπειρισµό ενώ οι υπόλοιπες 2 

 Παράγοντες που επηρέασαν τη διαµόρφωση εικασιών 

Χαρακτηρισµός 
εικασίας 

φύση 
των 

αριθµών 
Παραδείγµατα 

αναλογία 
αντιστρόφου 

πεποίθησ

η 

παρατήρη

ση δοµής 
άλλης 

πρότασης 

Σύνολο 
σε κάθε 
τύπο 

εικασίας 

  
Generic 
παράδειγ

µα 

απλά 
παραδείγµατα 

πεποίθηση από 
πεδίο 

παραδειγµάτων 
    

Αναλογική 
 σκέψη 

 
3 0 0 0 1 0 0 4 

∆οµική 
 γενίκευση 

0 3 0 1 0 0 2 6 

Μετασχηµατιστική  0 0 0 1 2 0 0 3 
αφελής  

εµπειρισµός 
0 0 3 0 0 1  0 4 

αυταρχική  
σκέψη 

0 0 0 0 0 1 0 1 

Σύνολο σε κάθε 
παράγοντα 

3 3 3 2 3 2  2 18 
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περιπτώσεις ήταν από το γενικότερο πεδίο παραδειγµάτων του µαθητή ή της 

µαθήτριας. Όταν επέδρασε η φύση των αριθµών, οι µαθητές σκέφτηκαν αναλογικά κι 

έτσι η εικασία τους χαρακτηρίστηκε αναλογική. Ένας ακόµα παράγοντας που επέδρασε 

ήταν η αναλογία του αντιστρόφου, σύµφωνα µε την οποία, σε κάποιες προτάσεις οι 

µαθητές θεωρούν ότι ισχύει και το αντίστροφο ή για αντίστροφα/ αντίθετα µε τα 

αρχικά δεδοµένα θεωρούν ότι ισχύει και το αντίστροφο/αντίθετο αποτέλεσµα. Ο 

παράγοντας αυτός οδήγησε σε παρανοήσεις. Αξιοπρόσεχτος παράγοντας όµως είναι 

και η επέκταση της δοµής µιας άλλης πρότασης, η οποία συντελέστηκε δύο φορές και 

οδήγησε σε  δοµική γενίκευση.   

Ανάλογα όµως µε τον παράγοντα που διαµόρφωσε την κάθε εικασία αλλά και 

το αποτέλεσµα της εικασίας ή αλλιώς το είδος της γενίκευσης που έγινε, έδωσα ένα 

δικό µου χαρακτηρισµό των εικασιών. Για το χαρακτηρισµό υπήρξε σύγκριση και των 

τριών παραπάνω στοιχείων και δεν επέδρασε µόνο ένα. Έτσι διακρίναµε 5 είδη 

εικασιών: α) δοµικής γενίκευσης, οι οποίες προήλθαν κυρίως από γενικεύσιµα 

παραδείγµατα και επέκταση δοµής προτάσεων, β) αφελούς εµπειρισµού, οι οποίες 

διαµορφώθηκαν και αιτιολογήθηκαν από απλά παραδείγµατα γ) αναλογικής σκέψης 

των οποίων η διαµόρφωση και αιτιολόγηση είναι αναλογική µε τη φύση των αριθµών ή 

τις ιδιότητες του αντιστρόφου δ) µετασχηµατιστικές, όπου οι εικασίες προήλθαν από 

µετασχηµατισµό κάποιων προτάσεων, είτε µε αντιστροφή δεδοµένων-ζητούµενου σε 

µονόδροµη συνεπαγωγική πρόταση, είτε µε ανάλογη εφαρµογή όπως ισχύει σε άλλη 

πρόταση  και ε) αυθαίρετη εικασία στην οποία δεν φαίνεται ούτε κάποιος παράγοντας 

διαµόρφωσης ούτε είδος αιτιολόγησης, εκτός από τον αριθµό 5 σαν σηµείο αναφοράς, 

αν και υποψιάζοµαι πως έχει σχέση µε νόρµα που µάλλον υιοθέτησε η συγκεκριµένη 

µαθήτρια. Η νόρµα αυτή είναι µία πεποίθηση που δηµιουργείται από τις γενικότερες 

ενέργειες του δασκάλου σε άλλα ερωτήµατα, και στη συγκεκριµένη περίπτωση κρίνει 

το γεγονός ότι τέθηκαν δύο πανοµοιότυπα ερωτήµατα αλλά µε δύο διαφορετικούς 

αριθµούς, ο ένας µικρότερος του 5 κι ο άλλος µεγαλύτερος, και θεωρεί ότι, για να 

τέθηκαν έτσι τα ερωτήµατα, δεν µπορεί να βγαίνει και στα δύο το ίδιο αποτέλεσµα.  



 130 

0 1 2 3 4 5 6

αναλογική σκέψη

δοµική γενίκευση

µετασχηµατιστική

αφελής εµπειρισµός

αυταρχική σκέψη

Είδη εικασιών που διαµόρφωσαν οι µαθητές

 

Τέλος, ως προς την αλήθεια της κάθε εικασίας, έχουµε να πούµε πως 8 από τις 

18 εικασίες που διαµορφώθηκαν από τους µαθητές ήταν σωστές και οι 7 από αυτές 

προέκυψαν από δοµική γενίκευση, ενώ 1 µόνο από αναλογική σκέψη. Οι υπόλοιπες 10 

που ήταν λαθεµένες, 3 από αυτές ήταν αναλογικής σκέψης, 3 αφελούς εµπειρισµού, 3 

µετασχηµατιστικές και 1 ήταν αυταρχική σκέψη από πεποίθηση ή νόρµα. Οι τελευταίες 

περιπτώσεις και οι οποίες ήταν λαθεµένες, θα λέγαµε ότι είναι υποκειµενικές κι 

οφείλονται στο γενικότερο παράγοντα πεποίθηση. Το λέµε αυτό γιατί ακόµα και πίσω 

από τον αφελή εµπειρισµό υπάρχει πεποίθηση ότι αν ισχύει για µερικά µια πρόταση, θα 

ισχύει για όλα. Ή όταν σκέφτεσαι αναλογικά, πάλι αυτό είναι µια πεποίθηση. Έτσι, 

όπου οι παράγοντες διαµόρφωσης ήταν πεποιθήσεως, οι εικασίες αποδείχτηκαν 

λαθεµένες. Αντίθετα, όπου υπήρξε δοµική γενίκευση, οι εικασίες ήταν σωστές και 

µόνο µία αναλογικής σκέψης ήταν επίσης σωστή.   

 

Β2)  Τι είδους επιχειρηµατολογία και αποδεικτικά  σχήµατα 

χρησιµοποιούν;   

 

Η κάθε επιχειρηµατολογία των µαθητών φαίνεται πάρα πολύ καλά στο µέρος 

του κεφαλαίου που παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα ανά   συνεδρία. Ωστόσο, στο 

µέρος αυτό συνοψίζουµε τα είδη των επιχειρηµατολογιών τους και τα αντιστοιχίζουµε 

µε το αποδεικτικό σχήµα που ταιριάζουν. Για το σκοπό αυτό, κατασκευάστηκαν 

πίνακες, οι οποίοι βοήθησαν στην πιστή καταγραφή των αποτελεσµάτων. Στην πρώτη 

φάση µελετάται η επιχειρηµατολογία που έδωσαν οι µαθητές για τις εικασίες που 

διαµόρφωσαν και εξέφρασαν οι ίδιοι, ενώ στη δεύτερη φάση µελετάται η 

επιχειρηµατολογία που δόθηκε σε κάθε ερώτηµα της συνεδρίας από το σύνολο των 
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µαθητών. Προσπαθήσαµε όµως σε σηµεία που υπήρχε διαφορετικό είδος 

επιχειρηµατολογίας ανά µαθητή, να διευκρινίζουµε ποιος εκφράστηκε µε το 

συγκεκριµένο είδος.  

Β.2.1: Μελέτη είδους επιχειρηµατολογίας και αποδεικτικών σχηµάτων για τις 
εικασίες που οι ίδιοι οι µαθητές διαµόρφωσαν κι εξέφρασαν 

    ΕΙ∆ΟΣ ΑΠΟ∆ΕΙΚΤΙΚΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ  

α/α 
Εικασίας 
µαθητή 

Πώς 
επιχειρηµατολόγησε ο 

µαθητής 

Ταξινόµηση 
µε βάση τους 

Harel & 
Sowder 
(2007) 

ταξινόµηση µε 
βάση τον 

Balacheff (1988) 

ταξινόµηση µε 
βάση τον Bell 

(1976) 

1 
πεποίθηση µε βάση τη 
φύση των αριθµών Β2 δεν εντάσσεται 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

2α 

εξήγησε ότι το 
παράδειγµα στροφής 

γενικεύεται Γ1 
γενικεύσιµο 
παράδειγµα 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

2β 
πείραµα σκέψης για το 

αντίστροφο Γ1 πείραµα σκέψης 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 

3 

Με την  ίδια πεποίθηση 
αφελούς εµπειρισµού και 

παραδείγµατα Β1 
αφελής 

εµπειρισµός 
εµπειρική 
αιτιολόγηση 

4 
µε το παράδειγµα & 
αφελή εµπειρισµό Β1 

αφελής 
εµπειρισµός 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

5 

πρόβαλαν την 
παρατήρηση της δοµής σε 
παραδείγµατα και τον 
αφελή εµπειρισµό Β1 

αφελής 
εµπειρισµός 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

6 - - - - 

7 παραδείγµατα Β1 
αφελής 

εµπειρισµός 
εµπειρική 
αιτιολόγηση 

8 µε παραδείγµατα Β1 
αφελής 

εµπειρισµός 
εµπειρική 
αιτιολόγηση 

9 µε µοτίβο σε παράδειγµα Γ1 
γενικεύσιµο 
παράδειγµα 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

10 
µε το ιδιο generic 
παράδειγµα Γ1 

γενικεύσιµο 
παράδειγµα 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

11 µε παραδείγµατα Γ1 
αφελής 

εµπειρισµός 
εµπειρική 
αιτιολόγηση 

12 
πεποίθηση για τον αριθµό 

5 Β2 δεν εντάσσεται 
εµπειρική 
αιτιολόγηση 

13 µε πείραµα σκέψης  Γ1 πείραµα σκέψης 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 

14 - - - - 

15 µε το generic παράδειγµα Γ1 
γενικεύσιµο 
παράδειγµα 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

16 - - - - 

17 πειράµατα σκέψης Γ1 πείραµα σκέψης 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 

 

Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούµε πως για το σύνολο των 18 εικασιών, 

δόθηκε κάποιου είδους αιτιολόγηση µόνο στις 15 από αυτές, και το είδος της 
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αιτιολόγησης µε βάση την ταξινόµηση του Bell (1976, στο Harel & Sowder, 2007) 

κατανεµήθηκε  σχεδόν ισόποσα. Είχαµε δηλαδή 8 εµπειρικές αιτιολογήσεις και 7 

παραγωγικές. Από τις 8 εµπειρικές, οι 2 ήταν επιχειρήµατα µε βάση τον τρόπο 

αντίληψης, γι’ αυτό και συγκαταλέγονται στα εµπειρικά αντιληπτικά σχήµατα, µε βάση 

τους Harel & Sowder (2007) ενώ οι υπόλοιπες (6) ήταν επιχειρήµατα µε βάση το 

πλήθος των δοκιµών που έκαναν οι µαθητές, το οποίο µπορεί να ήταν και µικρό (1-10) 

κι έτσι πρόκειται για αφελή εµπειρισµό µε βάση τον Balacheff (1988) και εµπειρικά 

επαγωγικά σχήµατα µε βάση τους Harel & Sowder (2007). Ιδιαίτερο ενδιαφέρον όµως 

έχουν και οι παραγωγικές αιτιολογήσεις των µαθητών για τις εικασίες τους, οι οποίες 

ήταν 7 στο σύνολο και 4 από αυτές ήταν επιχειρήµατα µε βάση παραδείγµατα που 

γενικεύονταν, generic examples σύµφωνα µε τον Balacheff (1988) και 3 από αυτές 

ήταν επιχειρήµατα µε βάση τις ιδιότητες των αριθµών, των πράξεων και των σχέσεων 

µεταξύ τους κι ονοµάζονται πειράµατα σκέψης, µε όρους του Balacheff (1988). Και οι 

δύο περιπτώσεις όµως παραγωγικών αιτιολογήσεων που αναφέρθηκαν ανήκουν και 

στα αντίστοιχα παραγωγικά  µετασχηµατιστικά σχήµατα των Harel & Sowder (2007), 

λόγω του ότι εµπεριέχουν λειτουργική σκέψη και λογική εξαγωγή συµπεράσµατος. 

Είδη αιτιολογησης που χρησιµοποίησαν οι µαθητές για την 
υποστήριξη των εικασιών τους

Εµπειρική

αιτιολόγηση

Παραγωγική

αιτιολόγηση

καµία αιτιολόγηση

 

0 1 2 3 4 5 6

Αντιληπτικό εµπειρικό σχήµα

αφελής εµπειρισµός 

κρίσιµο πείραµα

γενικεύσιµο παράδειγµα

πείραµα σκέψης

συµβολικός χειρισµός

Απόλυτη Συχνότητα των αποδεικτικών σχηµάτων που 
χρησιµοποίησαν οι µαθητές για την υποστήριξη των 

εικασιών τους
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Β.2.2. Μελέτη της επιχειρηµατολογίας που δόθηκε σε κάθε ερώτηµα 
 

Η κάθε συνεδρία είχε από 1 έως 4 ερωτήµατα. Έτσι στον παρακάτω πίνακα, ο 

αύξων αριθµός του ερωτήµατος ορίζεται από την συνεδρία στην οποία τέθηκε και τη 

σειρά που κατείχε. Για κάθε ερώτηµα επίσης καταγράφηκε  αν ήταν σωστή ή λάθος η 

εικασία που πρότεινε ή αν ήταν πιο διερευνητικό.   

 
 

 
    ΕΙ∆ΟΣ ΑΠΟ∆ΕΙΚΤΙΚΟΥ ΣΧΗΜΑΤΟΣ  

α/α 
ερωτήµατος 
µε βάση την 
συνεδρία 

Η εικασία 
του 

ερωτήµατος 
ήταν 

Αρχικά 
έκαναν 
δοκιµές; 

Ταξινόµηση 
µε βάση τους 

Harel & 
Sowder 
(2007) 

ταξινόµηση µε βάση 
τον Balacheff (1988) 

ταξινόµηση 
µε βάση τον 
Bell (1976) 

1α Λάθος ναι Γ1 

Κρίσιµο πείραµα, 
γενικεύσιµα 

παραδείγµατα, πείραµα 
σκέψης στο δικό µου 
συµβολικό χειρισµό 

Μεικτή 
αιτιολόγηση 

1β διερευνητική όχι Γ1 
συµβολικός χειρισµός 

(Μιχάλης, Σοφία) 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 

1γ διερευνητική όχι Γ1 
συµβολικός χειρισµός 

(Μιχάλης, Σοφία) 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 

2α Λάθος ναι Β1 
κρίσιµο πείραµα 
(αντιπαράδειγµα) 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

2β Λάθος ναι Β1 
κρίσιµο πείραµα 
(αντιπαράδειγµα) 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

2γ Λάθος ναι Β1 
κρίσιµο πείραµα 
(αντιπαράδειγµα) 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

3α Λάθος ναι Β1 
κρίσιµο πείραµα 
(αντιπαράδειγµα) 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

3β διερευνητική ναι Γ1 

Γενικεύσιµο 
παράδειγµα, πείραµα 
σκέψης (Ελπίδα, 

Σοφία) 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

3γ διερευνητική ναι Γ1 
πείραµα σκέψης 

(Σοφία) 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 

3δ διερευνητική ναι Β1 αφελής εµπειρισµός 
εµπειρική 
αιτιολόγηση 

4 Σωστή ναι Β1, Γ1 

αφελής εµπειρισµός 
(όλοι αρχικά), κρίσιµο 
πείραµα (Μιχάλης), 

γενικεύσιµο 
παράδειγµα & πείραµα 
σκέψης (Ελπίδα) 

εµπειρική 
και 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

5 Λάθος ναι Β1, Γ1 

αφελής 
εµπειρισµός(όλοι 
αρχικά), πείραµα 
σκέψης µε βάση ένα 
µοτίβο (Ελπίδα), 

συµβολικός χειρισµός 
(Σοφία)  

εµπειρική 
και 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

6 Σωστή ναι Γ1 
συµβολικός χειρισµός 

(από κοινού) 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 
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7α Λάθος ναι Β1 
κρίσιµο πείραµα 
(αντιπαράδειγµα) 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

7β Λάθος ναι Β1 
κρίσιµο πείραµα 
(αντιπαράδειγµα) 

εµπειρική 
αιτιολόγηση 

7α' Λάθος όχι Γ1 
συµβολικός χειρισµός 

(από κοινού) 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 

7β' Λάθος όχι Γ1 
συµβολικός χειρισµός 

(από κοινού) 
παραγωγική 
αιτιολόγηση 

8 Λάθος ναι Β1, Γ1 

αφελής εµπειρισµός 
(Ελπίδα), κρίσιµο 

πείραµα (όλοι) πείραµα 
σκέψης (Σοφία), µε 
µοτίβο (Μιχάλης) 

εµπειρική 
και 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

9 διερευνητική ναι Γ1 
εύρεση µοτίβων και 
πειράµατα σκέψης 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

10 Σωστή ναι Β1, Γ1 

(Αφελής) εµπειρισµός  
(Σοφία, Μιχάλης) και 
πειράµατα σκέψης 

(Ελπίδα)  

εµπειρική 
και 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

11 Σωστή ναι Β1, Γ1 

 
(αφελής) εµπειρισµός  
(Ελπίδα, Μιχάλης) και 
πειράµατα σκέψης 
(Σοφία, Ελπίδα)  

εµπειρική 
και 

παραγωγική 
αιτιολόγηση 

12 Σωστή ναι Β1, Γ1 

πειράµατα σκέψης 
(Ελπίδα), γενικεύσιµο 
παράδειγµα (µε τη 
βοήθεια µου) 

Παραγωγική 
αιτιολόγηση 

 

Από τον παραπάνω πίνακα, διακρίθηκαν δύο γενικά είδη αιτιολόγησης σε κάθε 

ερώτηµα, µε βάση την ταξινόµηση του Bell (1976, στο Harel & Sowder, 2007), η 

εµπειρική και η παραγωγική, αλλά  επειδή σε αρκετά ερωτήµατα παρατηρήθηκαν και 

τα δύο είδη αιτιολόγησης, προσθέσαµε ένα επιπλέον είδος για να χαρακτηρίσουµε το 

είδος της αιτιολόγησης στο ερώτηµα, την µεικτή, που περιλαµβάνει και τα δύο 

προηγούµενα είδη. Στον προηγούµενο πίνακα καταγράφηκαν τα βασικότερα είδη 

επιχειρηµατολογίας που εκφράστηκαν από τους µαθητές.. Κάποια αντιληπτικά 

αποδεικτικά σχήµατα καταγράφηκαν στα επιχειρήµατα των εικασιών των µαθητών και 

δεν περιλαµβάνονται στον προηγούµενο πίνακα. Η συχνότητα των ειδών 

επιχειρηµατολογίας-αποδεικτικών σχηµάτων που χρησιµοποίησαν οι µαθητές στα 

ερωτήµατα των παρεµβάσεων συνοψίζεται στον ακόλουθο πίνακα. Επισηµαίνουµε 

όµως πως κάποιες φορές το είδος της επιχειρηµατολογίας διέφερε ανά µαθητή. Εµείς 

για την ποσοτική ανάλυση µετρήσαµε τα διαφορετικά είδη επιχειρηµατολογίας που 

αναφέρθηκαν στην οµάδα, κι όχι κατά άτοµο, κι αυτό ίσως µπορεί να θεωρηθεί ένα 

πιθανό σφάλµα της έρευνας. Όµως η διαδικασία των παρεµβάσεων ήταν κυρίως 

συλλογική και συχνά εναλλάσσονταν ιδέες, κι ο ένας συµπλήρωνε τον άλλο και γι’ 
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αυτό επιλέχτηκε στην ποσοτική ανάλυση να αντιµετωπιστούν σαν οµάδα, αλλά 

επισηµαίνονται κάποιες διαφορές στην ποιοτική ανάλυση.  

 

 
Εµπειρική 
αιτιολόγηση 

Παραγωγική 
αιτιολόγηση 

Μεικτή 
αιτιολόγηση 

σύνολο 

Κρίσιµα πειράµατα 6 0 3 9 
αφελής εµπειρισµός 1 0 5 6 

Γενικεύσιµο 
παράδειγµα 

0 2 3 5 

πειράµατα σκέψης 0 4 6 10 
συµβολικοί χειρισµοί 0 5 1 6 

     
Συνολικό πλήθος 
ερωτηµάτων 

7 9 6 22 

 

Από τα 22 συνολικά ερωτήµατα που δόθηκαν σε όλες τις συνεδρίες, στα 7 από 

αυτά λάβαµε εµπειρική αιτιολόγηση, στα 9 από αυτά παραγωγική, ενώ στα 6 από αυτά 

οι αιτιολογήσεις ήταν µεικτές. Ακόµα κι απ’ τα 9 ερωτήµατα όµως, των οποίων η 

αιτιολόγηση χαρακτηρίστηκε παραγωγική, στα 5 από αυτά οι µαθητές αρχικά 

ξεκίνησαν µε εµπειρικές δοκιµές και µόνο σε 4 απάντησαν κατευθείαν µε συµβολικό 

χειρισµό. Κι αυτό δεν έγινε τυχαία.  

Απεικόνιση των ειδών αιτιολογήσεων που 
δόθηκαν σε κάθε ερώτηµα µε βάση την 

ταξινόµηση του Bell (1976) 

Εµπειρική

αιτιολόγηση

Παραγωγική

αιτιολόγηση

Μεικτή αιτιολόγηση

 

Καταρχήν, οφείλουµε να διευκρινίσουµε ότι στις 7 περιπτώσεις αµιγούς 

εµπειρικής αιτιολόγησης, µόνο µία (3δ) από αυτές ήταν αφελούς  εµπειρισµού και η 

φύση του ερωτήµατος ήταν τέτοια που θα µπορούσε να απαντηθεί και µε πείραµα 

σκέψης, αλλά δικαιολογούνταν και µε τις εµπειρικές δοκιµές, αφού ήταν διερευνητικό 

και δεν είχε κάποια µαθηµατική απόδειξη. Οι υπόλοιπες 6 περιπτώσεις αµιγούς 

εµπειρικής αιτιολόγησης ήταν εµπειρικές δοκιµές που κατέληξαν σε αντιπαραδείγµατα 

και µε βάση αυτά απέρριψαν τις προτάσεις, και έδρασαν έτσι ως κρίσιµα πειράµατα.  
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Επίσης, από τα ερωτήµατα που δόθηκαν µεικτές αιτιολογήσεις (όπου ενυπήρχε 

εµπειρική και παραγωγική αιτιολόγηση), τα δύο από αυτά (10, 11) αφορούσαν 

διαιρετότητα συγκεκριµένων αριθµών, άσχετα που είχαν ως σκοπό να διαµορφώσουν 

µια γενική άποψη. Το αναφέρω αυτό, ως ελαφρυντικό για το λόγο που επέλεξαν οι 

µαθητές να ενεργήσουν κάνοντας εµπειρικές δοκιµές, αφού απαντούσαν το ερώτηµα 

κάνοντας πράξεις όπως είχαν διδαχθεί από το σχολείο. Ενώ στις άλλες τέσσερις 

(µεικτές) εµπειρικές αιτιολογήσεις (ερωτ. 1α, 4, 5, 8), υπήρχε αρχικά το κρίσιµο 

πείραµα (ερωτ. 1α, 8) κι ο αφελής εµπειρισµός όλων (ερωτ. 4, 5) ή ενός µεµονωµένου 

ατόµου (ερωτ.8), µε την έννοια των επαγωγικών αποδεικτικών σχηµάτων.  

Πάντως αυτές οι ενέργειες ήταν τα αρχικά επιχειρήµατα κι αργότερα µέσα από 

την προσπάθεια εξήγησης των εµπειρικών δοκιµών (δοµηµένη επιχειρηµατολογία της 

εικασίας), ανακαλύφθηκαν σχέσεις, µοτίβα κι εκφράστηκαν πειράµατα σκέψης (ερωτ. 

4,5,8) ή ακόµα έγιναν και συµβολικοί χειρισµοί (ερωτ.5). Σε δύο περιπτώσεις µάλιστα 

(ερωτ.1α, 5) είχαµε αυτό που αποκαλεί η Pedemonte (2007,2008) γνωστική ενότητα 

µεταξύ δοµηµένης επιχειρηµατολογίας και απόδειξης µε συµβολικό χειρισµό, καθώς 

και δοµική συνέχεια, η οποία βοήθησε στην κατασκευή της απόδειξης και δεν στάθηκε 

εµπόδιο. Γνωστική ενότητα, θα µπορούσαµε επίσης να θεωρήσουµε µε λιγότερη 

αυστηρότητα, µερικές ακόµα περιπτώσεις. Πρόκειται για τα ερωτήµατα 3β & 12 όπου 

η δοµηµένη επιχειρηµατολογία ενός γενικεύσιµου παραδείγµατος συµφωνούσε 

γνωστικά µε το πείραµα σκέψης που εκφράστηκε σαν αποδεικτικό σχήµα, ενώ και 

στην περίπτωση του ερωτήµατος 6, ήµασταν πολύ κοντά στην εξήγηση γενικεύσιµων 

παραδειγµάτων, αλλά, ενώ ξεκίνησαν µε την εξήγηση αυτών, την προσπέρασαν 

κάνοντας ένα γνωστικό άλµα µάλλον, και πέρασαν κατευθείαν στο συµβολικό 

χειρισµό.  

Από τα ερωτήµατα που απαντήθηκαν κατευθείαν µε συµβολικό χειρισµό, τα 

δύο από αυτά, (1β, 1γ) είχαν περίπου ίδια δοµή, µε ένα προηγούµενο στο οποίο είχε 

συµβεί γνωστική ενότητα µεταξύ δοµηµένης επιχειρηµατολογίας γενικεύσιµου 

παραδείγµατος και συµβολικού χειρισµού. Άρα η προηγούµενη γνωστική ενότητα 

συνέβαλε και στα επόµενα ερωτήµατα. Στα άλλα δύο ερωτήµατα που οι µαθητές δεν 

έκαναν δοκιµές (7α’, 7β’ ) ήταν επειδή είχαν ήδη κάνει κάποιες δοκιµές στα αντίστοιχα  

ερωτήµατα τους µε καθολική ισχύ (7α, 7β) και τα οποία απέρριψαν µε 

αντιπαραδείγµατα, αλλά τώρα που καλούνταν να βρουν αν υπάρχει έστω και µία 

περίπτωση να ισχύουν οι προτάσεις, οι µαθητές κατάλαβαν πως έπρεπε να βρουν έναν 

άλλο τρόπο και τότε θυµήθηκαν τα σύµβολα!    
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αφελής εµπειρισµός

Κρίσιµα πειράµατα

γενικεύσιµο παράδειγµα

πειράµατα σκέψης

συµβολικοί χειρισµοί

Απεικόνιση της απόλυτης συχνότητας των 
αποδεικτικών σχηµάτων που χρησιµοποιήθηκαν 
στα ερωτήµατα µε βάση τον Balacheff (1988) 

 

 

Β.2.3. Μελέτη του τρόπου που απέκρουσαν τις εικασίες των συµµαθητών 

τους και των ερωτηµάτων. 

Ο τρόπος που έγινε η απόκρουση των εικασιών είναι ένα κοµµάτι το οποίο 

συµπεριλήφθηκε στα προηγούµενα αποτελέσµατα ως προς τα είδη επιχειρηµατολογίας 

που χρησιµοποίησαν οι µαθητές, αλλά έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον να το δούµε 

ξεχωριστά.  

Καταρχήν θυµίζουµε πως κατά τη διάρκεια των παρεµβάσεων οι µαθητές 

διαµόρφωσαν 18 συνολικά εικασίες, από τις οποίες οι 10 ήταν λαθεµένες. Στις 7 από 

αυτές όµως κάποιοι µαθητές διαφώνησαν και απέκρουσαν τις εικασίες αυτές µε δική 

τους πρωτοβουλία. Οι τρόποι απόκρουσης των εικασιών των συµµαθητών τους που 

χρησιµοποίησαν ήταν δύο: τα αντιπαραδείγµατα (που µπορούµε να τα θεωρήσουµε 

κρίσιµα πειράµατα, µε βάση τον Balacheff) και τα πειράµατα σκέψης, δύο απ’ τα οποία 

παράλληλα συνοδεύονταν από έναν συµβολικό χειρισµό. Τα αντιπαραδείγµατα 

χρησιµοποιήθηκαν για την απόκρουση 5 εικασιών (µε α/α 1,4,5,12,14) και τα 

πειράµατα σκέψης για 3 (µε α/α 2β, 12,16).  Τα 4/5 των αντιπαραδειγµάτων που 

χρησιµοποιήθηκαν ήταν ικανά να απορρίψουν την αντίστοιχη εικασία τους, η οποία 

ήταν καθολικής ισχύος. Το 1/5 όµως αναφέρθηκε αυθόρµητα για απόρριψη υπαρκτικής 

εικασίας (µε α/α 12), αλλά αµέσως έγινε αντιληπτό πως δεν επαρκούσε γι’ αυτό και 

συµπληρώθηκε µε πείραµα σκέψης και συµβολικό χειρισµό.  

Ένα ακόµη σηµείο που πρέπει να προσέξουµε είναι ότι η άλλη περίπτωση 

εικασίας (µε α/α 2β) που απορρίφθηκε µε πείραµα σκέψης & συµβολικό χειρισµό δεν 

ήταν υπαρκτική, αλλά καθολικής ισχύος. Θα µπορούσαν να  επιχειρηµατολογήσουν 
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και µε ένα αντιπαράδειγµα. ∆εν το έκαναν όµως. Ο λόγος είναι ότι ένα προηγούµενο 

αντιπαράδειγµα για την εικασία µε α/α 1, ήταν αντιπαράδειγµα που όχι µόνο απέρριψε, 

αλλά µε την παρατήρησή του εξήγησε στους µαθητές και γιατί η συγκεκριµένη εικασία 

ήταν λάθος. Το αποτέλεσµα ήταν να δράσει σαν γεφυρωτικό και γενικεύσιµο 

παράδειγµα που οδήγησε τους µαθητές σε πείραµα σκέψης και κατανόηση της 

µαθηµατικής απόδειξης που έγινε αργότερα. Έτσι οι µαθητές στην επόµενη εικασία (µε 

α/α 2β) που ήταν σχετική µε την προηγούµενη, επέλεξαν αντί να εφαρµόσουν ένα 

αντιπαράδειγµα που µόνο θα απέρριπτε, να εφαρµόσουν παρόµοιο πείραµα σκέψης και 

συµβολικό χειρισµό που θα εξηγούσε γιατί η εικασία ήταν λάθος.  Στην άλλη εικασία 

(µε α/α 16) που αναφέρθηκε πείραµα σκέψης, δεν ήταν τόσο ικανό προς απόρριψη, 

αλλά διόρθωνε κατά κάποιο τρόπο την εικασία, αναφέροντας το κριτήριο 

διαιρετότητας.  

Ας παρατηρήσουµε τώρα τον τρόπο που απέρριψαν τις λαθεµένες εικασίες των  

ερωτηµάτων. Από τα 22 ερωτήµατα, τα 16 περιείχαν εικασίες που οι µαθητές έπρεπε 

να διερευνήσουν αν είναι σωστές ή όχι. Στα 9/11 των λαθεµένων εικασιών 

αναφέρθηκαν αντιπαραδείγµατα για την απόρριψή τους, τα 8/9 των οποίων τα 

συγκαταλέγω στα κρίσιµα πειράµατα, τα οποία προβλήθηκαν ως αντεπιχειρήµατα κι 

όντως απέρριψαν τις εικασίες, ενώ σε µία περίπτωση (1/9) όπου η εικασία του 

ερωτήµατος ήταν υπαρκτική, τα αντιπαραδείγµατα τα συγκαταλέγω στον αφελή 

εµπειρισµό, γιατί οι δύο από τους τρεις µαθητές δεν βρήκαν αντιπαράδειγµα από τις 

δοκιµές που έκαναν και τότε απέρριψαν την εικασία µε αυτή τη λογική της επαγωγής, 

ότι αφού κάναµε µερικές δοκιµές και δεν ισχύει, τότε δε θα υπάρχει καµία περίπτωση 

να ισχύει. Να σηµειώσουµε όµως πως οι δοκιµές αυτές, τους έκαναν αργότερα να 

σκεφτούν ένα πείραµα σκέψης και να απορρίψουν την υπαρκτική εικασία µέσω 

συµβολικού χειρισµού. Με συµβολικό χειρισµό, απέρριψαν επίσης, έπειτα από λίγες 

µέρες, άλλες δύο υπαρκτικές εικασίες (7α’, 7β’), µε λίγη δική µου βοήθεια στη 

διαχείριση της αλγεβρικής παράστασης. Τέλος, αναφέρουµε ότι από τα 8 

αντιπαραδείγµατα (που ήταν κρίσιµα πειράµατα) τα δύο κατάφεραν να εξηγήσουν 

στους µαθητές τους λόγους που οι εικασίες των ερωτηµάτων ήταν λαθεµένες αφού 

αργότερα τους οδήγησαν σε πειράµατα σκέψης. 

Μετά από συσχέτιση των παραπάνω και ταύτιση µερικών εικασιών που 

διαµόρφωσαν οι µαθητές µε µερικά ερωτήµατα, συνοψίζεται µε ποιο τρόπο 

απορρίφθηκε η κάθε εικασία- ερώτηµα :  
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α) Με 

αντιπαραδείγµατα 
(Κρίσιµα πειράµατα) 

β) Με αφελούς 
εµπειρισµού 

αντιπαραδείγµατα 

γ) µε πείραµα 
σκέψης 

δ) Με συµβολικό 
χειρισµό 

1α  (1/εικασίες)* 5 8* 1α  (1/εικασίες)* 

2α  
1α  

(1/εικασίες)* 
7α' (12/εικασίες) 

2β  2β/ εικασίες* 7β' 

2γ  5* 2β/ εικασίες* 

3α   5* 
7α    
7β    
8*    

Ποια 
ερωτήµατα και 
εικασίες 
απέρριψαν: 

5/εικασίες    
Πλήθος 

ερωτηµάτων 
9 1 4 5 

 

* σηµαίνει ότι η ίδια εικασία-ερώτηµα απορρίφθηκε και µε άλλο τρόπο 

 

Παρατηρούµε πως 2 από τα 9 αντιπαραδείγµατα ήταν επεξηγηµατικά και 

οδήγησαν επιπλέον σε πείραµα σκέψης, ενώ το ένα οδήγησε και στον συµβολικό 

χειρισµό της εικασίας στην οποία αναφερόταν, αλλά και σε µια άλλη παρόµοια (2β’ 

εικασίας). Η περίπτωση αυτή είναι χαρακτηριστική της γνωστικής ενότητας που 

ονοµάζει η Pedemonte (2007, 2008), όπου η δοµηµένη επιχειρηµατολογία µε 

απαγωγικά βήµατα (στην περίπτωσή µας η επεξήγηση του παραδείγµατος) βοηθά στην 

κατανόηση της µαθηµατικής απόδειξης. Από τα υπόλοιπα 7 αντιπαραδείγµατα, θεωρώ 

ότι τα δύο (στα 7α,7β ερωτήµατα) µπορούσαν κι αυτά να εξηγήσουν κι έτσι θα είχαµε 

άλλες δύο περιπτώσεις γνωστικής ενότητας. Ήδη βοήθησαν σε ένα βαθµό, µιας και µια 

µαθήτρια ήταν πολύ κοντά στην εξήγηση, αλλά µια άλλη µαθήτρια διέκοψε τη σκέψη 

της.  

Τα υπόλοιπα 5 αντιπαραδείγµατα απλά απέρριπταν, µιας και η φύση των 

ερωτηµάτων δεν βοηθούσε για εξήγηση. Από τα ερωτήµατα που απορρίφθηκαν µε 

συµβολικό χειρισµό, τα 3/5 ήταν υπαρκτικές εικασίες και το 2/5 καθολικής ισχύος. 

Αυτό µας χαροποιεί ιδιαίτερα διότι δείχνει ότι οι µαθητές έφτασαν στο επίπεδο να 

διακρίνουν το διαφορετικό είδος αποδεικτικού σχήµατος που απαιτείται ανάλογα µε το 

αν η εικασία είναι υπαρκτική ή καθολική, ενώ στην αρχή είχε σηµειωθεί µία 

περίπτωση αφελούς εµπειρισµού, όπου από λίγα αντιπαραδείγµατα απέρριπταν 

υπαρκτική πρόταση. Επίσης, το ότι απορρίπτουν µε συµβολικό χειρισµό και πείραµα 

σκέψης καθολικές εικασίες, δείχνει ότι οι µαθητές ζητούν την εξήγηση της αλήθειας ή 

µη µιας πρότασης.   
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α) Με αντιπαραδείγµατα (Κρίσιµα πειράµατα)  

β) Με αφελούς εµπειρισµού αντιπαραδείγµατα 

γ) µε πείραµα σκέψης

δ) Με συµβολικό χειρισµό

Τρόποι απόρριψης των λανθασµένων εικασιών

 

 

 

 

Β.2.4.  Είδη συλλογισµών που παρατηρήθηκαν στην επιχειρηµατολογία των 
µαθητών 

 

Ακολούθως αναφέρονται τα είδη των συλλογισµών που παρατηρήθηκαν στο 

σύνολο των επιχειρηµατολογιών που έδωσαν οι µαθητές ή του τρόπου µε τον οποίο 

διαµόρφωσαν κάποια εικασία.  Τα είδη αυτά προέκυψαν επαγωγικά από τα δεδοµένα 

της έρευνάς µας και αναζητήθηκε από τη βιβλιογραφία ο κατάλληλος χαρακτηρισµός. 

∆εν αποτελούν τα µοναδικά είδη συλλογισµού που υπάρχουν, απλά είναι αυτά που 

παρατηρήθηκαν στην έρευνα. Καταγράφονται µάλιστα εδώ µε µια µορφή αύξουσας 

σειράς µε βάση τη χρονική σειρά που εµφανίζονται στην αποδεικτική δραστηριότητα.  

 

 1. Αναλογικός:  

Ο αναλογικός συλλογισµός περιλαµβάνει την αναγνώριση και µεταφορά 

δοµικών πληροφοριών από ένα σύστηµα (πηγή) σε ένα άλλο (στόχο). Αυτή η 

µεταφορά πραγµατοποιείται µε την εύρεση της αντιστοιχίας ανάµεσα στις διαδικασίες  

τους  (Μοδέστου, 2007). Ο αναλογικός συλλογισµός, µας λέει η Smaling (2003) έχει 

σχέση µε προφανείς οµοιότητες µεταξύ µιας περίπτωσης που έχει ερευνηθεί και µιας 

άλλης που δεν έχει. Τέτοιος συλλογισµός είναι δυνατός όταν υπάρχουν επιχειρήµατα 

ότι, όταν µια συγκεκριµένη µελετηµένη περίπτωση έχει χαρακτηριστικά σχετικά µε τα 

συµπεράσµατα της έρευνας, µια άλλη περίπτωση που δεν έχει ερευνηθεί έχει τέτοια 
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σχετικά χαρακτηριστικά (Smaling, 2003). Είχαµε  αρκετές περιπτώσεις αναλογικού 

συλλογισµού στην έρευνά µας και κυρίως ο συλλογισµός αυτός έδρασε ως παράγοντας 

διαµόρφωσης εικασιών κι εποµένως σαν εποικοδοµητική επιχειρηµατολογία των 

εικασιών. Για παράδειγµα, στο ερώτηµα για το γινόµενο πρώτων αριθµών, µία 

µαθήτρια σκέφτηκε αναλογικά µε τη φύση των αριθµών στα δεδοµένα κι απάντησε ότι 

και το γινόµενο θα είναι πρώτος. Έπειτα όµως οι µαθητές διερευνούσαν µε άλλους 

συλλογισµούς τις εικασίες τους. Κάποιοι ερευνητές όπως  ο/η Copi (1982 στο Smaling, 

2003 ) συγκαταλέγουν τον αναλογικό συλλογισµό στην επαγωγική επιχειρηµατολογία, 

ενώ άλλοι όπως ο/η Walton (1989, Smaling, 2003) τον ξεχωρίζουν.   

 

 2. Επαγωγικός:   

Ο επαγωγικός συλλογισµός επιτρέπει την κατασκευή ενός ισχυρισµού, 

γενικεύοντας από µερικές, συγκεκριµένες περιπτώσεις (Fann 1970; Polya 1954 στο 

Pedemonte, 2007). Συνήθως οι µαθητές σκέφτονταν αρχικά τουλάχιστον,  ότι τα 

περισσότερα α που έχουν παρατηρηθεί ήταν β. Έτσι ήταν ένας οφθαλµοφανής λόγος 

γι’ αυτούς, τα α  να  είναι συνήθως β (Bex et al.,2003). Ο επαγωγικός συλλογισµός 

στην έρευνά µας ονοµάστηκε αφελής εµπειρισµός, µε  βάση τα επίπεδα γνωστικής 

ανάπτυξης της απόδειξης που αναφέρει ο Balacheff (1988), αφού στις περιπτώσεις 

αυτές οι µαθητές στηρίζονταν µόνο στο πλήθος των παραδειγµάτων το οποίο µπορεί να 

ήταν και πολύ µικρό, ακόµα κι ένα και µε βάση αυτό έβγαζαν γενικά, καθολικά 

συµπεράσµατα. Τέτοιο παράδειγµα αποτελεί η εικασία αφελούς εµπειρισµού «εφόσον 

κάναµε ένα παράδειγµα πρόσθεσης τριών πρώτων και βγήκε το άθροισµά τους σύνθετος, 

άρα πάντα θα βγαίνει σύνθετος» ή η αρχική αιτιολόγηση για την απόρριψη υπαρκτικής 

εικασίας, σύµφωνα µε την οποία, αφού κάποιες δοκιµές δεν την απορρίπτουν, τότε η 

υπαρκτική πρόταση δεν απορρίπτεται για καµία δοκιµή. Ο επαγωγικός συλλογισµός- 

αφελής εµπειρισµός, στην περίπτωσή µας- αποτέλεσε κυρίως την εποικοδοµητική 

επιχειρηµατολογία που έκανε τους µαθητές να διαµορφώνουν αρχικά κάποιες εικασίες 

τις οποίες αργότερα διερευνούσαν πιο διεξοδικά γιατί κατανόησαν πως δεν ήταν 

αρκετές ορισµένες εµπειρικές δοκιµές, ειδικά στην περίπτωση επιβεβαίωσης µιας 

καθολικής εικασίας. 
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3. Απαγωγικός 

 

Η απαγωγή ξεκινά από ένα γεγονός και προσπαθεί να βρει την αιτία που το 

προκάλεσε. Έτσι εξηγούµε γεγονότα που παρατηρούµε, αλλά µπορεί να οδηγήσει στο 

σχηµατισµό υπόθεσης ή θεωρίας (Smaling, 2003; Χερουβείµ 2010) 

Ο απαγωγικός συλλογισµός έχει εισαχθεί από τον Pierce (1960 στο Pedemonte, 

2007), ο οποίος εξηγεί ότι αρχίζοντας µε ένα παρατηρηθεν φαινόµενο, µπορεί να 

υποτεθεί ένας κανόνας, µέσα από τον οποίο η υπόθεση γίνεται πιο αξιόπιστη. Τέτοιες 

περιπτώσεις είχαµε κι όταν οι µαθητές µέσα από τις εµπειρικές δοκιµές ανακάλυπταν 

µοτίβα κι εξηγούσαν για το αν ισχύει η υπόθεση ή όχι µε βάση αυτά. Ενώ επίσης, 

χαρακτηριστική είναι η περίπτωση των γενικεύσιµων παραδειγµάτων που βοήθησαν 

τους µαθητές να αντιληφθούν τη δοµή και να εκφράσουν ένα πείραµα σκέψης ή να 

προχωρήσουν και σε συµβολισµό όπως έγινε σε ερωτήµατα γινοµένου και διαίρεσης 

πρώτων (1η & 3η συνεδρία). Σύµφωνα µε τον Polya (1962 στο Pedemonte, 2007) ο 

απαγωγικός συλλογισµός είναι εύλογη αιτιολόγηση. 

 

4.  Μετασχηµατιστικός 

 

Ο µετασχηµατιστικός συλλογισµός (transformational reasoning) ορίζεται από 

τον Simon (1996) ως «η φυσική ή νοητική ενασχόληση µε έναν ή περισσότερους 

χειρισµούς σε ένα ή περισσότερα αντικείµενα που επιτρέπει κάποιον να οραµατιστεί 

µετατροπές που υποβάλλονται αυτά τα αντικείµενα, καθώς και τα αποτελέσµατα αυτών 

των χειρισµών» (Douek, 1998). Τέτοιο συλλογισµό είχαµε όταν οι µαθητές έκαναν  

χειρισµούς σε γενικεύσιµα παραδείγµατα προκειµένου να εξηγήσουν πώς παρόµοια 

συµβαίνει και µε όλες τις άλλες περιπτώσεις (βλ. 1η , 4η, 6η και 12η συνεδρία). Για 

παράδειγµα, στην 6η συνεδρία, µία µαθήτρια σκέφτηκε ένα µετασχηµατισµό σ’ ένα 

παράδειγµα 5 διαδοχικών, κρατώντας τον πρώτο ως έχει (8) και γράφοντας τους 

επόµενους, µε βάση τον πρώτο (8+1, 8+2, 8+3, 8+4). Έτσι ο µετασχηµατισµός αυτός 

χρησιµοποιήθηκε άµεσα  στην µαθηµατική απόδειξη µε σύµβολα.. Μετασχηµατιστικό 

συλλογισµό όµως είχαµε και σε περιπτώσεις διαµόρφωσης εικασιών (βλ. 

µετασχηµατιστικές εικασίες), όπου οι µαθητές µετασχηµάτιζαν διάφορες προτάσεις και 

σχηµάτιζαν εικασίες, οι οποίες όµως φάνηκε πως δεν είχαν καθολική ισχύ.   
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5. Μεταφορικός  

Οι µεταφορές µπορεί να θεωρηθούν σαν συγκεκριµένα συµπεράσµατα από το 

µετασχηµατιστικό συλλογισµό. Σε µια µεταφορά µπορούµε να σκεφτούµε δύο πόλους : 

ένα γνωστό αντικείµενο κι ένα αντικείµενο που θέλουµε να γίνει γνωστό, καθώς κι  

έναν σύνδεσµο ανάµεσά τους. Σε αυτή τη περίπτωση η δηµιουργικότητα του 

µετασχηµατιστικού συλλογισµού έγκειται στην επιλογή γνωστού αντικειµένου και του 

συνδέσµου, που µας επιτρέπει να γνωρίσουµε άγνωστες πτυχές του άγνωστου 

αντικειµένου από τη γνώση του γνωστού αντικειµένου. Οι µεταφορές είναι η βάση του 

απαγωγικού συλλογισµού (Arzarello et al. 1998 στο Douek, 1998). Χάρη στο 

µεταφορικό συλλογισµό, υπήρξαν περιπτώσεις που χρησιµοποιήθηκε η δοµηµένη 

(απαγωγική) επιχειρηµατολογία κάποιων παραδειγµάτων στην κατανόηση της 

απόδειξης. Όπως ο µετασχηµατισµός των συγκεκριµένων 5 διαδοχικών συνέβαλε 

(χάριν της µεταφοράς) στο συµβολισµό 5 οποιωνδήποτε διαδοχικών αριθµών. 

Σηµειωτέος είναι και ο µεταφορικός συλλογισµός στην περίπτωση του Μιχάλη, που για 

να κατανοήσει τον τρόπο που χρησιµοποιείται η µεταβλητή «α» την παροµοίωσε µε 

τον άγνωστο «χ» που έµαθε στις εξισώσεις.  

 

5. Παραγωγικός   

Παραγωγικός συλλογισµός συµβαίνει όταν ακολουθείται µια λογική διεξαγωγή 

συµπερασµάτων. Αρχίζουµε από µια γενική πρόταση που θεωρείται αληθής και 

καταλήγουµε, χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα µας, σε µια άλλη πρόταση που προκύπτει 

µε λογική αναγκαιότητα ως ακολουθία των προηγούµενων προτάσεων. (Πάλλα, 2006)  

Τέτοιες περιπτώσεις είχαµε αρκετές όταν οι µαθητές επιχειρηµατολογούσαν µε 

πειράµατα σκέψης, αναφερόµενοι σε ορισµούς και γνωστές ιδιότητες των αριθµών, 

ενώ επίσης και στις περιπτώσεις που έγινε απόδειξη µε συµβολικό χειρισµό. 

Παράδειγµα αποτελεί το πείραµα σκέψης που εκφράστηκε για το αποτέλεσµα της 

διαίρεσης πρώτων ή πρώτου µε σύνθετο, όπου οι µαθητές αιτιολόγησαν µε βάση τον 

ορισµό του πρώτου ότι δε διαιρείται µε άλλους αριθµούς, εκτός από τη µονάδα και τον 

εαυτό του, κι εποµένως το πηλίκο θα είναι δεκαδικός αριθµός.   

 

6. Κατανεµηµένος 

Ο µαθητής ή η µαθήτρια µε τέτοιο συλλογισµό εκµεταλλεύεται το άµεσο 

περιβάλλον απευθείας (Gibson, 1979 στο Κουλέτση) και βρίσκει την ευκολότερη- πιο 

απλοποιηµένη λύση που µπορεί να κάνει σε σχέση µε το περιβάλλον. Χαρακτηριστικό 
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παράδειγµα κατανεµηµένου συλλογισµού µας έδειξε η Ελπίδα στη 10η συνεδρία, που 

χρησιµοποίησε την ανάλυση του αριθµού σε γινόµενο πρώτων παραγόντων, σε 

αντίθεση µε τους συµµαθητές της που δεν σκέφτηκαν να εκµεταλλευτούν το 

περιβάλλον που τους δόθηκε. Σε άλλη συνεδρία όµως (στη 11η) χρησιµοποίησε  η 

Σοφία αυτό το είδος συλλογισµού, ενώ η Ελπίδα όχι. Αυτό δείχνει ότι ο κατανεµηµένος 

συλλογισµός δεν είναι µόνιµος τρόπος σκέψης ενός µαθητή, αλλά εξαρτάται από την 

περίπτωση.   

 

 

B3)  Τι πληροφορίες µας δίνουν οι εικασίες και τρόποι επιχειρηµατολογίας 

των µαθητών όσον αφορά στις γνώσεις που έχουν οι µαθητές για τα αντικείµενα 

της θεωρίας αριθµών; 

 

Κατά τη διάρκεια των παρεµβάσεων, µέσα από τις εικασίες και τους τρόπους 

που επιχειρηµατολόγησαν οι µαθητές, φάνηκαν κάποιες φορές µερικές παρανοήσεις ή 

ελλιπείς γνώσεις των µαθητών, όσον αφορά τη θεωρία αριθµών. Το θέµα αυτό δεν 

αποτελούσε αρχικά ερευνητικό ερώτηµα, αλλά προέκυψε µετά την ανάλυση των 

παρεµβάσεων και θεωρήθηκε σηµαντικό να επισηµανθεί.  

Οι µαθητές φάνηκε να έχουν µικρό πεδίο παραδειγµάτων των αριθµών που 

είναι πρώτοι και να τους θεωρούν σχετικά µικρούς, αφού για να ελέγξουν αν ένας 

αριθµός είναι πρώτος, διαιρούσαν αρχικά µέχρι το 7, ενώ ο αριθµός 121 έδρασε γι’ 

αυτούς ως παράδειγµα στροφής. Ακόµη, το γεγονός ότι οι µαθητές αρχικά δεν 

σκέφτονταν  τις ιδιότητες των πρώτων για να απαντήσουν τα σχετικά ερωτήµατα, αλλά 

αντιθέτως σκέφτονταν αναλογικά, µα δίνει την εντύπωση ότι δεν είχαν αφοµοιώσει ή 

δεν σκέφτονταν τι σηµαίνει πρώτος αριθµός. Βέβαια δε µπορούσαν όλα τα ερωτήµατα 

να απαντηθούν µε βάση τις ιδιότητες, κι έτσι οι περισσότερες εµπειρικές δοκιµές 

καλώς έγιναν, αλλά µπορούσαν να απαντηθούν αυτά που αφορούσαν τις πράξεις του 

πολλαπλασιασµού και της διαίρεσης. Ωστόσο κάποιες δοκιµές λειτούργησαν γι’ 

αυτούς ως παραδείγµατα στροφής της σκέψης τους και στράφηκαν έπειτα στις ιδιότητες 

των πρώτων για την αιτιολόγηση των ερωτηµάτων.  

Ακόµα και µε τις έννοιες άρτιος-περιττός (ή µονός-ζυγός), οι µαθητές πάλι δεν 

ήταν τόσο εξοικειωµένοι όσο θα έπρεπε. Κάποιες φορές χρειάστηκαν επιβεβαίωση για 

το αν οι αριθµοί είναι άρτιοι ή περιττοί, διαιρώντας µε το 2, ενώ 1-2 φορές 
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σηµειώθηκαν και λάθη. Ακόµη και µε το άκουσµα της έννοιας των διαδοχικών 

αριθµών, ξαφνιάστηκαν, αλλά αµέσως αντιλήφθηκαν για ποιους πρόκειται, µε 

εξαίρεση το Μιχάλη, που κάποια στιγµή θεώρησε τους αριθµούς 60,70,80,90 σαν 

διαδοχικούς. 

Αρκετές επίσης ήταν οι παρανοήσεις και τα λάθη στη διατύπωση σε σχέση τη 

διαιρετότητα των αριθµών. Για παράδειγµα,  ήθελε µια µαθήτρια να πει πως το 3 µε το 

6 δεν διαιρείται, κι έλεγε το αντίστροφο. ∆υσκολία παρουσίασαν επίσης, και οι τρεις 

µαθητές, στη κατανόηση του ρήµατος "διαιρεί" . Εν τω µεταξύ, όταν χρησιµοποιούνταν 

η ίδια λέξη µε αριθµούς, έδειχναν ότι καταλάβαιναν, προφανώς απ’ τα συµφραζόµενα. 

Όταν όµως σε επόµενη συνεδρία παραλείπονταν οι αριθµοί και στη θέση τους 

έµπαιναν µεταβλητές, εξέφρασαν την παρανόησή τους ότι αυτός ο αριθµός που διαιρεί 

θα είναι ο διαιρετέος. Κάτι απόλυτα φυσιολογικό για την ηλικία τους, µιας και στο 

∆ηµοτικό δε χρησιµοποιείται τόσο αυτή η ορολογία.  

Επίσης  είχαν διαµορφώσει και εικασίες από παρανοήσεις ή αυθαίρετες 

επεµβάσεις σε προτάσεις, οι οποίες ενισχύονταν από ορισµένα παραδείγµατα. Έλεγαν 

για παράδειγµα πως όταν ένας αριθµός α διαιρείται µε έναν αριθµό β, τότε ο α διαιρείται 

και µε τα πολλαπλάσιά του β ή ότι «αφού ο αριθµός 189 τελειώνει σε 9 θα διαιρείται µε 

το 3». Εδώ, επειδή το 9 διαιρείται µε το 3, η µαθήτρια θεωρεί ότι όλοι οι αριθµοί που 

τελειώνουν σε 9 θα διαιρούνται µε το 3.  Ίσως επίσης έχει σχέση µε µοτίβα που 

παρατηρούν οι µαθητές στον πίνακα µε την προπαίδεια που µαθαίνουν. Κάτι ανάλογο  

υποδεικνύει και µια άποψη του Μιχάλη, πως ο αριθµός 50.400 δεν είναι πολλαπλάσιο 

του 3, γιατί, όπως δικαιολόγησε, δεν είναι στην προπαίδεια του 3. Αντίθετα ένα άλλο 

πεδίο παραδειγµάτων που παρουσίασε η Σοφία κι εγώ στο Μιχάλη ως πολλαπλάσια  

του 3 και ήταν εµπνευσµένο απ’ την προπαίδεια, αλλά βάζοντας µηδενικά στο τέλος, 

π.χ.90, 120, 300, ήταν κατανοητό από εκείνον.  

Ακόµη, εντύπωση προξένησε το γεγονός ότι οι ιδιότητες που παρέχει  ένας 

αριθµός όταν γράφεται ως γινόµενο πρώτων παραγόντων, δεν ήταν εµφανείς αρχικά 

για τους δύο απ’ τους τρεις µαθητές, αφού µόνο µία µαθήτρια βασίστηκε σε αυτές. 

Ακόµα και σε επόµενη συνεδρία (11η) όµως, όπου δόθηκαν ερωτήµατα µε άλλη µορφή, 

αλλά µπορούσαν να απαντηθούν µε τον ίδιο τρόπο, κανένας µαθητής δεν σκέφτηκε να 

αναλύσει το ήδη υπάρχον γινόµενο δύο παραγόντων σε επιπλέον παράγοντες και να 

απαντήσει το ερώτηµα µε αυτόν τον τρόπο. Αντιθέτως, βρήκαν πρώτα το αριθµητικό 

αποτέλεσµα και ύστερα έλεγχαν αν διαιρείται ο αριθµός. Θα έλεγε κανείς πως 

εφάρµοζαν, όπως έχουν µάθει απ’ το σχολείο, την προτεραιότητα πράξεων!  
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Το ίδιο γνωστικό αντικείµενο, η προτεραιότητα πράξεων, φαίνεται να τους 

εµπόδισε και σε κάτι ακόµα. Όταν σε ένα γενικεύσιµο παράδειγµα (στη 12η συνεδρία) 

τους ζήτησα να αντικαταστήσουν το άθροισµα δύο αριθµών µε το άθροισµα των 

γινοµένων που γραφόταν ο κάθε αριθµός (και το είχαν βρει), απόρησαν και ήταν 

έτοιµοι αµέσως να κάνουν ξανά τις πράξεις, να βρουν τα γινόµενα πόσο κάνουν, αλλά 

και το άθροισµα, ενώ τα γνωρίζαµε αλλά θέλαµε να εξηγήσουµε πώς λειτουργεί µια 

εικασία µέσα από αυτό το παράδειγµα! Γι’ αυτό φυσικά, δεν ευθύνονταν τα παιδιά. 

Εκείνα έκαναν ό,τι γνώριζαν. ∆εν ήταν εξοικειωµένοι µε το να βγάλουν κοινό 

παράγοντα, παρόλο που η επιµεριστική ιδιότητα αναφέρεται στο 6ο κεφάλαιο της Στ' 

∆ηµοτικού. Σίγουρα τη διδάχτηκαν, αν και δεν τη θυµόντουσαν, αλλά δε διδάχτηκαν 

την αντίστροφη πορεία, δηλαδή το να βγάζουν κοινό παράγοντα. Κι αυτό είναι ευθύνη 

και του αναλυτικού προγράµµατος που δεν περιλαµβάνει τέτοιου είδους άσκηση 

(µπορείτε να δείτε στο 6ο κεφάλαιο/α’ τεύχος τετραδίου εργασιών), αλλά και εµάς των 

δασκάλων, συµπεριλαµβανοµένου και του εαυτού µου που µάλλον κι εγώ παρέλειψα 

να τους βάλω τότε µια τέτοια άσκηση. 

Β4) Πως εξελίχθηκε η αποδεικτική δραστηριότητα των µαθητών κατά τη 

διάρκεια των διδακτικών παρεµβάσεων; 

 

Είναι περίεργο, όµως η εξέλιξη της αποδεικτικής δραστηριότητας των µαθητών 

δεν συνέβη, όπως θα περίµενε κανείς, µετά από ένα συγκεκριµένο πλήθος 

παρεµβάσεων, αλλά από την πρώτη κιόλας συνεδρία! Είναι χαρακτηριστικό όλων των 

παρεµβάσεων ότι υπήρχε συγχρονική εξέλιξη της αποδεικτικής  δραστηριότητας των 

µαθητών κατά τη διάρκειά τους, κι όχι µόνο διαχρονική. Ακολούθως παρατίθενται 

στοιχεία που αποδεικνύουν τον ισχυρισµό µου.  

Β.4.1. Συγχρονική εξέλιξη της αποδεικτικής δραστηριότητας 
 

Χαρακτηριστικές περιπτώσεις συγχρονικής εξέλιξης της αποδεικτικής 

δραστηριότητας των µαθητών είναι οι συνεδρίες στις οποίες είχαµε µεικτή 

αιτιολόγηση. Οι µαθητές δηλαδή αρχικά χρησιµοποίησαν εµπειρική αιτιολόγηση, αλλά 

κατά τη διάρκεια της συνεδρίας κατάφεραν να προχωρήσουν σε παραγωγική 

αιτιολόγηση. Η µεικτή αιτιολόγηση συνέβη σε επτά συνεδρίες (1η, 4η, 5η, 7η, 8η, 10η, 

11η). Στην 1η συνεδρία, η Ελπίδα έκανε δυο λανθασµένες εικασίες. Κι ενώ αρχικά οι 

µαθητές απέρριψαν την πρώτη µε αντιπαραδείγµατα (κρίσιµα πειράµατα), πέρασαν 

στην εξήγηση των αντιπαραδειγµάτων (απαγωγικός συλλογισµός), χρησιµοποιώντας 
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πειράµατα σκέψης (παραγωγικός συλλογισµός) και µόλις, εισήγαγα τα σύµβολα, τότε 

όλοι τους, ακόµα και ο πιο αδύναµος από αυτούς, ο Μιχάλης, κατάφεραν να 

χρησιµοποιήσουν το συµβολισµό (µε µετασχηµατιστικό συλλογισµό) και για την 

εξήγηση της γενικής εικασίας, αλλά και άλλων παρόµοιων εικασιών ή ερωτηµάτων, 

που τέθηκαν τη συγκεκριµένη µέρα.. 

Στην 4η, 5η & 8η συνεδρία όλοι οι µαθητές ξεκίνησαν την επιχειρηµατολογία 

τους µε αφελή εµπειρισµό (επαγωγικός συλλογισµός), αλλά κατέληξαν σε πειράµατα 

σκέψης µε εύρεση µοτίβων κι ακόµα και σε συµβολικό χειρισµό (Σοφία, 5η συνεδρία). 

Παρόµοια εξέλιξη συνέβη και στη 10η & 11η συνεδρία, όπου βέβαια τα ερωτήµατα 

αφορούσαν συγκεκριµένους αριθµούς, κι έτσι οι µαθητές παρασύρθηκαν αµέσως στο 

να δοκιµάσουν να απαντήσουν µε πράξεις αυτών των αριθµών, όµως λίγο αργότερα 

που τους ζητήθηκε ένας άλλος τρόπος σκέψης, κατέληξαν στη διατύπωση πειραµάτων 

σκέψης (Σοφία, Ελπίδα) που έδειχναν τον γενικότερο τρόπο που θα έπρεπε να σκεφτεί 

κανείς µε βάση τις ιδιότητες της ανάλυσης σε  γινόµενο (πρώτων) παραγόντων και της 

διαιρετότητας (κατανεµηµένος συλλογισµός). 

  Τέλος, στην 7η συνεδρία, η οποία είχε αρχικά δύο ερωτήµατα µε καθολικές 

εικασίες, οι µαθητές απέρριψαν τις εικασίες αυτές µε αντιπαραδείγµατα (κρίσιµα 

πειράµατα) αλλά µετά διαµορφώθηκαν άλλα δύο ερωτήµατα υπαρκτικά, αντίστοιχα µε 

τα προηγούµενα. Οι µαθητές τότε κατάλαβαν πως δεν µπορούσαν να κάνουν συνέχεια 

δοκιµές για να αποδείξουν ότι δεν υπάρχει περίπτωση να ισχύουν (επαγωγικός 

συλλογισµός) και στράφηκαν στο συµβολισµό για την απόρριψη των υπαρκτικών 

εικασιών (µε µετασχηµατιστικό συλλογισµό), ενώ τους παρείχα κι εγώ λίγη βοήθεια.   

Στα παραπάνω περιστατικά που αναφέρθηκαν, παρατηρεί κανείς την εξέλιξη 

που έκαναν οι µαθητές ως προς το συλλογισµό και τα αποδεικτικά τους σχήµατα, κατά 

τη διάρκεια της ίδιας αποδεικτικής δραστηριότητας. Τα περιστατικά αυτά 

επιβεβαιώνουν την άποψη αρκετών ερευνητών ότι οι εικασίες συµβάλλουν στο να 

δοθεί ώθηση στους µαθητές να επιχειρηµατολογήσουν, αλλά και ότι η 

επιχειρηµατολογία, ακόµα κι αν είναι µια εµπειρική δοκιµή, µπορεί να βοηθήσει στην 

κατασκευή ή κατανόηση ενός πιο παραγωγικού αποδεικτικού σχήµατος, είτε αυτό είναι 

ένα πείραµα σκέψης είτε είναι µια µαθηµατική απόδειξη.  
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Β.4.2. ∆ιαχρονική εξέλιξη της αποδεικτικής δραστηριότητας 
 

Σηµαντική είναι όµως και η διαχρονική εξέλιξη ιδιαίτερα  στη µεθοδολογία που 

ακολουθούσαν οι µαθητές για τον έλεγχο ή την αιτιολόγηση µιας εικασίας. Καταρχήν, 

σιγά-σιγά αναπτύχθηκε η νόρµα για σωστή και έγκυρη αιτιολόγηση σε κάθε έκφραση 

γνώµης ή εικασίας. Υπήρξαν φορές που οι ίδιοι οι µαθητές αξιολογούσαν την εικασία ή 

επιχειρηµατολογία του συµµαθητή τους ή τη ζητούσαν όταν δεν δινόταν. Ενώ επίσης 

προσπαθούσαν να δώσουν οι ίδιοι όσο το δυνατό καλύτερη επιχειρηµατολογία.  

Ένα ακόµη βασικό στοιχείο διαχρονικής εξέλιξης που παρατηρήθηκε είναι η 

διάκριση µεταξύ υπαρκτικών και καθολικών προτάσεων και των αποδεικτικών 

σχηµάτων που απαιτούνται γι’ αυτές. Συγκεκριµένα, από τη 2η κιόλας συνεδρία, οι 

µαθητές πήραν ως δίδαγµα ότι µία εικασία µπορεί να µην ισχύει καθολικά, αλλά σε 

µερικές περιπτώσεις να ισχύει και σε άλλες όχι. Αυτό είχε ως αποτέλεσµα, από την 3η 

συνεδρία, οι µαθητές να µην κρίνουν µόνο από ένα παράδειγµα, αν θα ισχύει µια 

καθολική εικασία (αφελής εµπειρισµός) και να αυξήσουν τη ερευνητικότητά τους πριν 

εκφράσουν κάποια εικασία. Αυτό βέβαια δεν σήµανε ότι εξαλείφθηκε τελείως ο 

αφελής εµπειρισµός. Αντιθέτως συνεχίστηκε να χρησιµοποιείται και σε επόµενα 

ερωτήµατα (3δ,4,5,8) αλλά µε µεγαλύτερο πλήθος εµπειρικών δοκιµών. Όµως µε 

εξαίρεση ενός διερευνητικού ερωτήµατος (3δ), σε όλα τα άλλα ερωτήµατα που οι 

µαθητές βασίστηκαν αρχικά στον αφελή εµπειρισµό, έπειτα προσπάθησαν να 

αιτιολογήσουν και µε πειράµατα σκέψης και συµβολικούς χειρισµούς. Ως προς τις 

υπαρκτικές εικασίες, ήταν ξεκάθαρο ότι ισχύουν, αν βρουν ακόµα κι ένα παράδειγµα 

ισχύος. 

Ακόµη, ως προς την απόρριψη των εικασιών, είδαµε τους µαθητές να 

αντιλαµβάνονται σταδιακά ότι ακόµα κι ένα αντιπαράδειγµα αρκεί να απορρίψει µια 

καθολική εικασία, αλλά όχι µια υπαρκτική. Υπήρξαν όµως και µία περίπτωση όπου µια 

µαθήτρια (η Σοφία), είχε βρει αντιπαράδειγµα για µία καθολική εικασία και παρόλο 

που γνώριζε ότι έτσι την απορρίπτει, συνέχισε ακόµα µία δοκιµή για να µάθει αν για 

κάποιες περιπτώσεις ισχύει. Παρόµοια εργάζονταν οι µαθητές και σε διερευνητικά 

ερωτήµατα. Ως προς την απόρριψη υπαρκτικών εικασιών, στην αρχή εκφράστηκε (από 

την Ελπίδα) ένα είδος αφελούς εµπειρισµού ότι αρκετά αντιπαραδείγµατα µπορούν να 

την απορρίψουν. Όµως σύντοµα οι µαθητές κατάλαβαν πως η απόρριψη µιας 

υπαρκτικής εικασίας θα µπορούσε να γίνει µόνο µε συµβολικό χειρισµό ή πείραµα 
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σκέψης, όπως έκαναν και για την απόρριψη δύο καθολικών εικασιών στην 1η συνεδρία, 

κι έτσι έπραξαν. 

Ένας επιπρόσθετος κι απρόσµενος παράγοντας που παρατηρήθηκε να 

συµβαίνει κατά την αποδεικτική διαδικασία, αλλά και να εξελίσσεται διαχρονικά, ήταν 

η αναζήτηση και εύρεση µοτίβων και από τους τρεις µαθητές. Αυτό ήταν κάτι 

απρόσµενο, καθώς δεν συνηθιζόταν να γίνεται στα µαθήµατα του σχολείου, αν και 

είχαν διδαχθεί την έννοια του αριθµητικού και γεωµετρικού µοτίβου, αλλά σε 

υποτυπώδη µορφή. Θεωρώ πως το έντονο ενδιαφέρον τους και η αδιάλειπτη προσοχή 

τους να εντοπίσουν σχέσεις και αιτίες των εικασιών στη δοµή των αριθµών συνέβαλαν 

σε αυτό. Η χαρά που είχαν οι µαθητές, µετά την ανακάλυψη ενός µοτίβου και ειδικά 

όταν αυτό συνέβαλλε στην εξήγηση της αποδεικτικής διαδικασίας, ήταν απερίγραπτη! 

Κι αυτό τους ενίσχυε ακόµα περισσότερο την προσοχή στην αναζήτηση νέων µοτίβων! 

Περιπτώσεις µοτίβων που συνέβαλλαν στην αποδεικτική διαδικασία είχαµε στην 5η , 

8η, 9η & 11η συνεδρία ενώ δύο µοτίβα της 7ης και 8ης συνεδρίας εξηγήθηκαν γιατί 

ισχύουν, µετά την αποδεικτική διαδικασία και µε βάση αυτή.  

Τέλος, παρατηρεί κανείς, µελετώντας τις συνεδρίες, πως, εκτός από το 

µεθοδολογικό κοµµάτι των µαθητών υπήρξε µία γενικότερη διαχρονική εξέλιξη και 

στο συναισθηµατικό και γνωστικό κόσµο των µαθητών. Ο συναισθηµατικός κόσµος  

περιλαµβάνει το ενδιαφέρον για εύρεση κι εξήγηση της αλήθειας καθώς και µια 

ικανοποίηση γι’ αυτή τους την ενασχόληση. Οι µαθητές πραγµατικά χαίρονταν, κάθε 

φορά και περισσότερο, όσο ανακάλυπταν όλα αυτά τα καινούρια πράγµατα γι’ αυτούς. 

Ιδιαίτερα τα δύο κορίτσια, τα οποία συνήθως έβρισκαν τα πειράµατα σκέψης ή 

εξέφραζαν κάποιες σωστές εικασίες, ένιωθαν µεγάλη ικανοποίηση διότι ένιωθαν ότι 

ανακάλυπταν νέους ‘κανόνες’! Σχεδόν εξίσου χαιρόταν και ο Μιχάλης, ο οποίος ήταν 

λίγο πιο αδύναµος στα Μαθηµατικά και συµµετείχε λιγότερο σε σχέση µε τα κορίτσια, 

αλλά προσπαθούσε µε όλες του τις δυνάµεις. Και πράγµατι, κατάφερε κι αυτός, σε 

κάποιες συνεδρίες, να εξηγήσει µε πειράµατα σκέψης και συµβολικούς χειρισµούς 

αλλά και να εντοπίσει µοτίβα (8η, 9η & 11η  συνεδρία), χάρη στη συνεχή προσοχή του 

σε όσα λέγονταν κατά τη διάρκεια της αποδεικτικής διαδικασίας. Επίσης, αν και οι 

µαθητές σε αρχικό στάδιο εργάζονταν ατοµικά και συναγωνίζονταν ελαφρώς, µε το 

συνεχή διάλογο που ακολουθούσε, ένιωθαν σαν οµάδα, αφού ο ένας συµπλήρωνε τον 

άλλο κατά την αποδεικτική διαδικασία. Το σπουδαίο ήταν ότι συναγωνίζονταν όχι 

µόνο στο ποιος θα βρει το σωστό αποτέλεσµα, αλλά και στο ποιος θα δώσει καλύτερη 
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επιχειρηµατολογία ή απόδειξη. Αλλά στο τέλος αυτό που τους ενδιέφερε ήταν η οµάδα 

τους να φανεί ικανή στις δοκιµασίες και να κάνει µαθηµατικές ανακαλύψεις!  

 

 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

Μετά την ανάλυση των παρεµβάσεων και την παρουσίαση των αποτελεσµάτων, 

καταλήγει κανείς σε διάφορα συµπεράσµατα. Καταρχήν φανερώθηκε ένα µέρος των 

εικασιών που µπορούν να κάνουν οι µαθητές, όταν ασχολούνται µε έλεγχο προτάσεων 

θεωρίας αριθµών, καθώς και τα διαφορετικά είδη τους, ανάλογα µε τον παράγοντα που 

τις διαµορφώνει και το είδος της γενίκευσης που συντελείται.  

Από τους κυριότερους παράγοντες διαµόρφωσης των εικασιών ήταν τα 

παραδείγµατα, ενώ σηµαντικό ρόλο είχαν επίσης η φύση των αριθµών που 

εµπλέκονταν, η επέκταση της δοµής µιας άλλης πρότασης, η πεποίθηση που έχει κανείς 

για την αναλογία του αντιστρόφου, αλλά και άλλες πεποιθήσεις, όπως αυτή του αφελούς 

εµπειρισµού. Να τονίσουµε όµως πως κάποια µόνο παραδείγµατα, κι όχι όλα, 

συνοδεύτηκαν από την πεποίθηση και το αποδεικτικό σχήµα του αφελούς εµπειρισµού. 

Απ’ τα υπόλοιπα, οι µαθητές είδαν κάποιες ιδιότητες που έδιναν εξήγηση, κι έτσι 

διαµόρφωσαν εικασία δοµικής γενίκευσης.  

Ενδιαφέρον είναι το γεγονός ότι, µε βάση το διαχωρισµό των εικασιών που 

πραγµατοποιήσαµε, πολλές εικασίες των µαθητών ήταν δοµικής γενίκευσης που 

προήλθαν είτε από γενικεύσιµα παραδείγµατα είτε από επέκταση της δοµής άλλων 

προτάσεων, ενώ αρκετές επίσης ήταν οι εικασίες αφελούς εµπειρισµού και αναλογικής 

σκέψης. Λιγότερες ήταν οι µετασχηµατιστικές εικασίες που προέκυψαν από 

(αυθαίρετους) µετασχηµατισµούς αληθών προτάσεων (συνήθως αντιστροφή 

δεδοµένων-ζητούµενου), ενώ µόνο µία εικασία θεωρήθηκε αυθαίρετη και θα µπορούσε 

ίσως να θεωρηθεί ότι προέκυψε από νόρµα που καλλιεργήθηκε.  

Αξίζει επίσης να επισηµανθεί ότι από τις 18 εικασίες που διαµόρφωσαν οι 

µαθητές οι 8 ήταν σωστές, κι απ’ τις οποίες οι 7 ήταν δοµικής γενίκευσης. Το γεγονός 

αυτό µας χαροποιεί, απ’ τη µία γιατί θεωρώ µεγάλο επίτευγµα µαθητές δηµοτικού να 

γενικεύουν µε βάση τη δοµή και να κάνουν παραγωγικούς συλλογισµούς, κι απ’ την 

άλλη γιατί βγήκαν στο φως διάφοροι λανθασµένοι τρόποι σκέψης (επαγωγικός, 

αναλογικός συλλογισµός, αλλά σε ψευδή αναλογία), και µέσα από τις συνεδρίες οι 

ίδιοι οι µαθητές τους αξιολόγησαν κι έλεγξαν την εγκυρότητά τους, µε άλλα είδη 

συλλογισµών (όπως ο απαγωγικός, µετασχηµατιστικός).  
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Ακόµη και για την επιχειρηµατολογία των ερωτηµάτων που τους θέτονταν, τα 

αποδεικτικά σχήµατα των µαθητών ήταν ποικίλα, και δεν υπήρχε µονοτονία ως προς 

ένα ή δύο αποδεικτικά σχήµατα, αν και οι εµπειρικές δοκιµές είχαν καθοριστικό ρόλο 

σε κάθε ερώτηµα και ήταν συνήθως το πρώτο πράγµα που έκαναν οι µαθητές. Ωστόσο, 

το είδος της αιτιολόγησής τους δεν βασίστηκε µόνο σε αυτές ούτε µε τον ίδιο τρόπο 

κάθε φορά. Οι δοκιµές κυρίως είχαν ως ρόλο, αρχικά να απεικονίσουν τι λέει η 

εκφώνηση, έπειτα να γίνουν κάποιες προβλέψεις και τέλος να τους βοηθήσουν να 

εξηγήσουν ή να αποδείξουν.  Όπως αναφέραµε και προηγουµένως, ορισµένες δοκιµές 

τις έβλεπαν µε τη σκοπιά του αφελούς εµπειρισµού, ενώ άλλες αποτέλεσαν  

αντιπαραδείγµατα και στάθηκαν ως κρίσιµα πειράµατα. Από αυτές όµως µερικές, 

ειδικά κάποιες που ήταν αντιπαραδείγµατα στην εικασία τους, µετατράπηκαν σε 

παραδείγµατα στροφής της σκέψης των µαθητών και τους έκαναν να προσπαθήσουν 

να καταλάβουν αν ισχύει µια εικασία, µε βάση τις ιδιότητες. Στην περίπτωση αυτή 

εξέφραζαν πειράµατα σκέψης ή (και) εξηγούσαν σε γενικεύσιµα παραδείγµατα γιατί 

ισχύει η εικασία, ενώ δεν έλειψαν µερικές φορές και οι συµβολικοί χειρισµοί. Στις 

περιπτώσεις που  η παρατήρηση κι εξήγηση των παραδειγµάτων έδρασε ως απαγωγικό 

βήµα για την διαµόρφωση ενός πειράµατος σκέψης ή και ενός συµβολικού χειρισµού,  

είχαµε αυτό που ονοµάζει η Pedemonte (2007,2008) ως γνωστική ενότητα µεταξύ 

δοµηµένης επιχειρηµατολογίας των εικασιών και απόδειξής τους.  

Επιπλέον, κάτι το οποίο παρατηρήσαµε και µας προξένησε εντύπωση είναι πως 

ο  συµβολισµός, ενώ θα πίστευε κανείς πως δυσκολεύει τους µαθητές στην κατανόηση, 

στην παρούσα εργασία φάνηκε να διευκολύνει ορισµένες αιτιολογήσεις. Υπήρξε από 

την αρχή, χαρακτηριστική περίπτωση που οι µαθητές µπορούσαν να εξηγήσουν  µόνο 

γιατί ισχύουν τα παραδείγµατα, κι όχι γιατί ισχύει γενικά η πρόταση. Η εισαγωγή του 

συµβολισµού από την ερευνήτρια ανέτρεψε τη δυσκολία των µαθητών και κατάφεραν 

να εξηγήσουν κάθε εικασία τους µε συµβολικό χειρισµό σε εκείνη την συνεδρία, αλλά 

και σε άλλες όπου χρειάστηκε και ήταν δυνατό.  

Σε γενικές γραµµές το πλήθος της παραγωγικών αιτιολογήσεων (µε βάση τον 

Βell, 1976 και Harel & Sowder, 2007) ήταν ελαφρώς µικρότερο από τις εµπειρικές όσον 

αφορά στον τρόπο που δικαιολόγησαν τις εικασίες που οι ίδιοι διαµόρφωσαν, αλλά 

αρκετά περισσότερο όσο αφορά στον τρόπο που απάντησαν τα ερωτήµατα που τους 

δόθηκαν. ∆ιαφορετική ήταν επίσης η φύση των παραγωγικών αιτιολογήσεων που 

χρησιµοποιήθηκαν για τις εικασίες και τα ερωτήµατα. Στην αιτιολόγηση των εικασιών, 

δεν υπήρξε καθόλου συµβολικός χειρισµός. Τα παραπάνω δικαιολογούνται, καθώς οι 
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µαθητές δεν έχουν µάθει στο δηµοτικό σχολείο να κάνουν µαθηµατικές αποδείξεις, 

αλλά και όταν εκφράζει κανείς µια εικασία, προβάλλει κυρίως την πεποίθησή του ως 

παράγοντα και ορισµένα παραδείγµατα ισχύος, ενώ σε µια πιο επίσηµη κατάσταση, 

όταν καλούνται να απαντήσουν ερωτήµατα έχει καλλιεργηθεί η νόρµα ότι η 

αιτιολόγηση που θα δώσουν πρέπει να είναι έγκυρη και να βεβαιώνει την εικασία 

100%. Το παραπάνω µας θυµίζει επίσης τη διαφορά της τριπλέτας  της εικασίας που 

ορίζει η Pedemonte (2007) και της τριπλέτας του θεωρήµατος που ορίζουν οι Mariotti 

et al. (1997 στο Pedemonte, 2007). Με βάση την αντιστοιχία των παραπάνω, για την 

εικασία απαιτείται επιχειρηµατολογία µε βάση ένα σύστηµα πεποιθήσεων, ενώ για ένα 

θεώρηµα απαιτείται απόδειξη µε βάση µια µαθηµατική θεωρία. 

Κάτι επίσης που παρατηρήθηκε στην έρευνα ήταν η ιδιαίτερη ικανότητα και των 

τριών µαθητών να εντοπίζουν µοτίβα και να ζητούν την εξήγηση αυτών που 

παρατηρούν. Βέβαια ανακάλυπταν τα µοτίβα µέσα από παραδείγµατα και θεωρούσαν 

ότι ισχύουν και για τα υπόλοιπα. Η γενίκευση που έκαναν όµως δεν ήταν πάντοτε 

επαγωγική, µε την έννοια του αφελούς εµπειρισµού, καθώς τις περισσότερες φορές 

προσπαθούσαν να αντιληφθούν τη δοµή και αρκετές φορές τα κατάφερναν κι 

αιτιολογούσαν µε βάση αυτή.  

Επίσης, σταδιακά κατάφεραν να διακρίνουν τις εικασίες σε καθολικές και 

υπαρκτικές, καθώς και το είδος του αποδεικτικού σχήµατος που χρειάζεται για την 

επιβεβαίωση ή απόρριψή τους. Αντιλαµβάνονταν δηλαδή, από τις πρώτες κιόλας 

συνεδρίες, αν και χρησιµοποιούσαν συχνά τις εµπειρικές δοκιµές, πως λίγες δοκιµές 

δεν επαρκούσαν για να είναι σίγουροι πως µια καθολική εικασία ισχύει. Ενώ αντίθετα, 

ένα αντιπαράδειγµα απέρριπτε την καθολική εικασία, αλλά τους έκανε κάποιες φορές 

να σκέφτονται µήπως ισχύει η εικασία για µερικές περιπτώσεις. Έτσι η εικασία 

µετατρεπόταν σε υπαρκτική και γινόταν νέα διερεύνηση, αρχικά µε δοκιµές. Όταν 

όµως οι δοκιµές δεν επιβεβαίωναν την υπαρκτική εικασία, οι µαθητές καταλάβαιναν 

πως δεν την απέρριπταν κιόλας, γιατί µπορεί να υπήρχε µία άλλη περίπτωση που δε 

δοκίµασαν. Κάτω από αυτό το σκεπτικό, σταµατούσαν τις εµπειρικές δοκιµές και 

στρέφονταν σε νέα αιτιολόγηση η οποία ήταν αντιληπτό πως έπρεπε να βασίζεται στη 

δοµή και στις ιδιότητες των αριθµών.  

Τέλος, όλη αυτή η εξέλιξη των µαθητών είναι ιδιαίτερα σηµαντική, ειδικά αν 

λάβει κανείς υπόψη του και τις παρανοήσεις ή ελλιπείς γνώσεις που είχαν οι µαθητές 

σχετικά µε τα αντικείµενα θεωρίας µε τα οποία ασχολήθηκαν αριθµών (κυρίως µε 

πρώτους αριθµούς, κριτήρια διαιρετότητας), κι εκφράστηκαν µέσα από τις εικασίες τους 
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και τον τρόπο που επιχειρηµατολογούσαν. Με την προβολή των εικασιών και 

πεποιθήσεών τους προς τα έξω, οι µαθητές κατάφεραν να τις εξετάσουν και να τις 

αναδιαµορφώσουν, βελτιώνοντας κατά πολύ τα γνωστικά τους σχήµατα που ήταν 

ελλιπή. Αυτό ακόµα µας δείχνει πως η ενασχόληση µε τέτοιου είδους δραστηριότητες 

είναι ικανή για όλους τους µαθητές, ακόµα κι αν δεν είναι εντελώς οικείοι µε τις έννοιες 

αυτές. Αντιθέτως, είναι µια ευκαιρία, αυτές οι έννοιες και οι εικασίες να 

αποσαφηνιστούν. 

 

Συζήτηση µε άλλες έρευνες 
 

Γενικός σκοπός της έρευνας ήταν να µελετηθεί ο τρόπος µε τον οποίο 

συλλογίζονται κι επιχειρηµατολογούν οι µαθητές σε καταστάσεις διαµόρφωσης κι 

ελέγχου εικασιών που αφορούν τη θεωρία αριθµών. Το πρώτο πράγµα που 

επιβεβαιώθηκε στην έρευνα, είναι η άποψη του Πούλου (2009), που λέει πως οι 

εικασίες ελκύουν την προσοχή των µαθητών και είναι ένα ερέθισµα για να προκληθεί 

ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά προβλήµατα. Οι µαθητές πραγµατικά ενδιαφέρονταν να 

µάθουν την αλήθεια που κρύβεται πίσω απ’ τις εικασίες, αλλά και την εξήγησή της, 

όπου αυτό ήταν δυνατό. Ακόµα κι αν ήταν µία ‘δύσκολη’ γι’ αυτούς εξήγηση, ήθελαν 

ή να την βρουν ή τουλάχιστον να την ακούσουν. Ιδιαίτερη µάλιστα ήταν η χαρά τους, 

όταν µέσα από τον έλεγχο µιας εικασίας,  ανακάλυπταν νέους ‘κανόνες’ ! Έτσι η 

έρευνά µας δείχνει αντίθετα αποτελέσµατα, µε αυτά που κατέγραψαν κάποιες άλλες 

έρευνες (Doyle, 1986 Desforges & Cockburn, 1987 στο Σακονίδης 2007) οι οποίες 

βρήκαν ότι σε τέτοιου είδους δραστηριότητες οι µαθητές ήταν ανήσυχοι και απρόθυµοι 

για διεργασίες υψηλότερου επιπέδου από τις συνηθισµένες, όπως η κατανόηση κι ο 

συλλογισµός, επειδή δεν ήταν σε θέση να προβλέψουν την απάντηση που αναµενόταν 

από τον εκπαιδευτικό. 

 Όµως επιπρόσθετα, στη δική µας έρευνα, χάρη στις εικασίες που διαµόρφωσαν 

οι µαθητές ή που είχαν ήδη διαµορφώσει και ελεύθερα µας τις εξέφρασαν, µπορέσαµε 

να δούµε τον γνωστικό τους κόσµο, τρόπους µε τους οποίους συλλογίζονται, πώς 

επιχειρηµατολογούν γι’ αυτές, όπως διατείνεται και η Μaher (2005) αλλά και µέσα από 

τις συνεδρίες και τις συζητήσεις µεταγνωστικού επιπέδου, εµπλούτισαν τα γνωστικά 

τους σχήµατα σχετικά µε τα αντικείµενα της θεωρίας αριθµών που µελετήθηκαν, αλλά 

και τους σωστούς τρόπους επιχειρηµατολογίας, ανάλογα µε το αν µια εικασία ήταν 

καθολική ή υπαρκτική. Κι έτσι επαληθεύτηκαν και οι Blanton, et al. (2003).  
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Ως προς τις έννοιες τις οποίες διαπραγµατεύτηκαν (πρώτοι αριθµοί, άρτιοι ή 

περιττοί, πολλαπλάσια, διαιρέτες) φάνηκε πως η γνώση τους δεν ήταν πλήρης, αλλά 

είχε κάποιες ελλείψεις ή παρανοήσεις. Εντύπωση προκάλεσε το γεγονός ότι οι δεν 

βασίζονταν στους ορισµούς των εννοιών αυτών, οι οποίοι και πρόσδιδαν 

συγκεκριµένες ιδιότητες, βοηθητικές για την απάντηση των ερωτηµάτων. Υπήρξε 

ακόµη περιστατικό όπου επιβεβαιώθηκαν αποτελέσµατα των Zazkis et al. (2007) όσον 

αφορά λανθασµένες γενικεύσεις που κάνουν οι µαθητές για τους πρώτους αριθµούς κι 

αυτό συµβαίνει λόγω µικρού πεδίου παραδειγµάτων των πρώτων αριθµών που 

προβάλλονται στο σχολείο.  Βρέθηκαν λοιπόν, αν και δεν αναφέρθηκαν µε άµεσο 

τρόπο, αλλά υποκρύπτονταν στις απαντήσεις των µαθητών, δύο λανθασµένες 

γενικεύσεις για τους πρώτους: α) οι πρώτοι αριθµοί είναι µικροί και β) κάθε σύνθετος 

αριθµός πρέπει να έχει ως  παράγοντα έναν µικρό πρώτο αριθµό. Αν δεν βρίσκεται 

µικρός πρώτος ως παράγοντας, τότε είναι σύνθετος. Επίσης, επιβεβαιώθηκαν 

αποτελέσµατα των Zazkis & Gadowsky (2001 στο Zazkis et al.,2007) σύµφωνα µε τα 

οποία άλλες µορφές αναπαράστασης αριθµού, όπως η ανάλυση σε πρώτους ή το 

άθροισµα αριθµών θεωρούνται ως ‘εκφράσεις’ ή ‘ασκήσεις’ παρά ως αριθµοί. Ωστόσο 

µία τέτοια έκφραση φάνηκε χρήσιµο εργαλείο για την διεξαγωγή γενικών 

συµπερασµάτων και είναι ένα βήµα για την προώθηση της χρήσης αλγεβρικών 

συµβόλων. Τέλος, αρκετές ήταν οι παρανοήσεις τους σε σχέση µε τη διαιρετότητα των 

αριθµών, όπου οι µαθητές αυθαίρετα αντέστρεφαν µονόδροµες επαγωγικές σχέσεις, 

ενώ ακόµη δυσκολεύονταν στη διατύπωση.  

Εκτός όµως από αυτές τις παρανοήσεις ή τις περιπτώσεις υπερ-γενίκευσης, οι 

µαθητές µας έδειξαν ότι δεν σκέφτονται πάντοτε µε λάθος τρόπο. Πολλές από τις 

εικασίες που έκαναν και εξέφρασαν κατά τη διάρκεια των παρεµβάσεων ήταν σωστές. 

Κι αυτό γιατί, εκτός από τις περιπτώσεις της αναλογικής σκέψης κι αφελούς 

εµπειρισµού, πραγµατοποίησαν και εικασίες δοµικής γενίκευσης, στις οποίες 

χρησιµοποιούσαν απαγωγικό και παραγωγικό συλλογισµό.  

Ανάλογα αποτελέσµατα είδαµε στον τρόπο µε τον οποίο επιχειρηµατολόγησαν 

στα ερωτήµατα Οι µαθητές βασίστηκαν αρκετά στις εµπειρικές δοκιµές, αλλά ήταν 

ορισµένες οι φορές που χρησιµοποιήθηκαν µε  τον αφελή εµπειρισµό ως αποδεικτικό 

σχήµα. Τις υπόλοιπες φορές ήταν αντιπαραδείγµατα, που έδρασαν σαν κρίσιµα 

πειράµατα, ή γενικεύσιµα παραδείγµατα. Πολλές ήταν και οι φορές που µετά τις 

εµπειρικές δοκιµές εκφράστηκαν πειράµατα σκέψης και  συµβολικοί χειρισµοί, που 
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ανήκουν στην παραγωγική αιτιολόγηση κατά Bell (1976 στο Harel & Sowder, 2007) 

και στα αναλυτικά αποδεικτικά σχήµατα κατά Harel & Sowder (2007).  

Έτσι µε την εργασία µας, επιβεβαιώνεται πως οι µαθητές δεν 

επιχειρηµατολογούν κυρίως  µε αφελή εµπειρισµό, όπως κάποιοι δάσκαλοι πιστεύουν 

(Bergqvist, 2005), αλλά χρησιµοποιούν περισσότερο τα υπόλοιπα αποδεικτικά 

σχήµατα του Βalacheff (1988), συµπεριλαµβανοµένων και των παραγωγικών 

σχηµάτων. Φάνηκε πως ο αφελής εµπειρισµός ήταν κυρίως ένα µέσο διαµόρφωσης 

των εικασιών, κι  όχι τόσο ως µέσο επιχειρηµατολογίας (τουλάχιστον όχι της 

δοµηµένης). Σε όµοια αποτελέσµατα κατέληξε και η έρευνα των Schifter, et al. (2003 

στο Ηarel & Sowder, 2007) η οποία έδειξε πως οι µαθητές δηµοτικού πείθονται για µια 

καθολική εικασία µε βάση το εµπειρικό αποδεικτικό σχήµα, αλλά µετά  επιστρέφουν 

αρκετές φορές στην αβεβαιότητα επειδή είναι ενήµεροι ότι υπάρχουν πολλές 

περιπτώσεις που δεν εξέτασαν κι έτσι αναζητούν άλλους τρόπους πιο παραγωγικούς.  

∆εν συµφωνούν όµως ιδιαίτερα τα αποτελέσµατά µας µε αυτά του Balacheff 

(1991), ο οποίος βρήκε ότι οι µαθητές δεν αναγνωρίζουν πάντα ότι ένα 

αντιπαράδειγµα είναι αρκετό να απορρίψει µια καθολική πρόταση. Στη δική µας 

έρευνα, ήταν ελάχιστες οι φορές (µόνο δύο) που παρατηρήθηκε αυτό το φαινόµενο, 

ενώ από τις πρώτες κιόλας συνεδρίες ένα αντιπαράδειγµα ήταν αρκετό να τους δείξει 

πως η καθολική εικασία δεν ισχύει και κάποιες φορές έκαναν κι άλλη δοκιµή για να 

βρουν αν ισχύει για κάποιες περιπτώσεις. Έτσι αρκετά αντιπαραδείγµατα οδήγησαν 

στη ριζική ή τοπική ανασκευή µιας εικασίας σαν µια υποτυπώδη µορφή της ευρετικής 

διαδικασίας του Lakatos (στο Πούλος, 2009) 

Σε αντίθεση έρχονται επίσης τα αποτελέσµατα της έρευνάς µας και µε τα 

ευρήµατα του Βell (1976 στο Harel & Sowder, 2007), όπου κανένας από τους µαθητές 

γυµνασίου δεν χρησιµοποίησε αλγεβρική απόδειξη για καθολική εικασία, ενώ στη δική 

µας έρευνα οι ίδιοι οι µαθητές τη ζήτησαν και πραγµατοποίησαν για επιβεβαίωση 

καθολικών εικασιών αλλά και απόρριψη υπαρκτικών. Η χρήση του παραγωγικού 

σχήµατος στην απόρριψη των υπαρκτικών, προέκυψε  όταν είχε νόηµα γι’ αυτούς και 

καλούνταν να αποδείξουν κάτι το οποίο δεν ήταν φανερό, όπως διατείνεται και ο Kline 

(1973, Dreyfus 1999). Βέβαια, στην αιτιολόγηση των εικασιών που διαµόρφωσαν οι 

ίδιοι οι µαθητές, όντως δεν υπήρξε αλγεβρική απόδειξη. Ενώ επίσης αν αφήναµε τους 

µαθητές ελεύθερους, χωρίς καµία συνεδρία όπου µε τις µεταγνωστικές συζητήσεις 

θέτονταν προβληµατισµοί, παρά µόνο να απαντήσουν µόνοι τους ένα φύλλο εργασίας, 

τότε τα αποτελέσµατά µας µάλλον θα ήταν διαφορετικά. Σκοπός όµως της έρευνας 
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µας, δεν ήταν µόνο να παρατηρήσουµε, αλλά και να δούµε ‘εκ των έσω’ τη συµβολή 

µιας συνεδρίας κι άρα αυτό σηµαίνει πως η παρέµβασή µας είχε θετική επίδραση.  

Επιπρόσθετα, στις συνεδρίες µας, υπήρξαν και ορισµένες περιπτώσεις 

γνωστικής ενότητας και δοµικής συνέχειας  µεταξύ της δοµηµένης 

επιχειρηµατολογίας µε βάση τα παραδείγµατα των εµπειρικών δοκιµών, και του 

αναλυτικού αποδεικτικού σχήµατος που εκφράστηκε αργότερα. Φάνηκε πως η δοµική 

συνέχεια ήταν βοηθητική και η κατανόηση του παραδείγµατος λειτούργησε σαν 

απαγωγικό βήµα για την κατανόηση της απόδειξης. Έτσι επιβεβαιώθηκαν οι 

πειραµατικές έρευνες (Boero et al., 1996; Garuti, et al.,1996; Garuti, et al.,1998; 

Mariotti, 2001 στο Pedemonte 2008) οι οποίες δείχνουν ότι η απόδειξη είναι πιο 

«προσβάσιµη» στους µαθητές, εάν έχει αναπτυχθεί επιχειρηµατολογία για την 

κατασκευή ενός συµπεράσµατος, διότι όπως υποθέτει η  Pedemonte (2007,2008) η 

δοµηµένη επιχειρηµατολογία  µπορεί να µειώσει το γνωστικό κενό µεταξύ της 

εποικοδοµητικής επιχειρηµατολογίας και της απόδειξης. ∆ηλώνει στην έρευνά της 

(2008) κι επιβεβαιώθηκε και στη δική µας, πως ένα βήµα απαγωγικού συλλογισµού 

(στη δοµηµένη επιχειρηµατολογία) µέσα από τη σηµασία των αριθµητικών 

παραδειγµάτων, µπορεί να βοηθήσει στην κατασκευή αλγεβρικών  µεταβλητών που θα 

χρησιµοποιηθούν στην απόδειξη. 

Αρκετές επίσης ήταν οι φορές που οι µαθητές ανακάλυψαν κάποια µοτίβα στις 

σχέσεις µεταξύ των αριθµών και αντιλαµβάνονταν πως το µοτίβο τους ‘δουλεύει’ σε 

όλα τα παραδείγµατα. Αυτό όµως συνέβαινε, όχι πάντοτε µε την επαγωγική θεώρηση 

όπως λένε αντίστοιχες έρευνες της Lampert (1990 στο Dreyfus 1999) και του Reid 

(2002 στο Komatsu 2010) αλλά πολλές φορές επειδή αντιλαµβάνονταν τη δοµή µέσα 

από αυτά τα παραδείγµατα.  Η αιτιολόγηση του µοτίβου, που γινόταν άλλοτε από τους 

µαθητές κι άλλοτε µε δική µου βοήθεια, ήταν πολύ σηµαντική, καθώς σχεδόν όλες τις 

φορές αποκάλυπτε τη δοµή και την ουσία µιας κατάστασης, όπως υποστηρίζει και ο 

MacKernan, 1996 (Zack, 1999).  

Με όσα περιγράφησαν παραπάνω, αλλά κι αν µελετήσει κάποιος τις περιγραφές 

των παρεµβάσεων, αντιλαµβάνεται κανείς πως έγινε µία πετυχηµένη δοκιµή εισαγωγής 

της πρώιµης άλγεβρας σε παιδιά δηµοτικού σχολείου, όπου σκοπός αυτής, σύµφωνα 

µε τους Blanton & Kaput (2005), είναι να εµβαθύνει στην κατανόηση της δοµής και 

της γενικευσιµότητας των µαθηµατικών. Αναρωτηθήκαµε στην αρχή, αν ήταν εφικτός 

ένας τέτοιος στόχος, αλλά φάνηκε πως είναι.  
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Σηµαντικό ρόλο όµως έπαιξε η διερεύνηση, η οποία, σύµφωνα µε τη Hanna 

(2000), οδηγεί στην ανακάλυψη,  αλλά και οι συζητήσεις όλης της τάξης, κυρίως 

µεταγνωστικού επιπέδου, οι οποίες, σύµφωνα µε τους Blanton et al. (2003 στο Harel & 

Sowder 2007), ωφελούν την ικανότητα κατασκευής µαθηµατικών αποδείξεων. Αλλά το 

κυριότερο πιστεύω σε αυτή την έρευνα είναι πως οι µαθητές δεν έµαθαν µηχανιστικά 

πώς να κάνουν µια απόδειξη, αλλά πρωτίστως υπήρξε η ανάγκη γι’ αυτή και συνδέθηκε 

µε επιχειρηµατολογία που χρησιµοποίησαν οι ίδιοι.  

Συµφωνούµε µε την άποψη του Duval (1992-3, στο Douek, 1998) ότι η τυπική 

απόδειξη παράγει την αξιοπιστία της πρότασης. Αλλά, τα ευρήµατα της έρευνάς µας 

συµφωνούν απόλυτα και µε τη Douek (1998) που υποστηρίζει ότι η επιχειρηµατολογία  

παρουσιάζει µεγαλύτερη ποικιλία δυνατοτήτων απ’ ότι η µαθηµατική απόδειξη: όχι 

µόνο παραγωγικό συλλογισµό, αλλά και αναλογία, µεταφορά, κ.α.. Όπως φάνηκε και 

στην εργασία µας, η κατασκευή της απόδειξης  χρειάζεται µια εντατική δραστηριότητα 

επιχειρηµατολογίας, βασισµένη σε µετατροπές της κατάστασης που παρουσιάζεται από 

την πρόταση (Douek, 1998). Για να γίνουν τέτοιες µετατροπές, µεσολάβησαν 

παραδείγµατα, η ανάγκη για απαγωγικό συλλογισµό κι έπειτα ο µετασχηµατιστικός και 

µεταφορικός συλλογισµός, οι οποίοι έδιναν τη δυνατότητα της µεταφοράς της 

παρατήρησης της υπάρχουσας δοµής κι αλλού σε ευρύτερα πλαίσια. Επίσης, το 

παράδειγµα των µεταφορών δείχνει τη σηµασιολογική συνθετότητα της διαδικασίας 

της απόδειξης. 
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 
 

Ο ρόλος της απόδειξης έχει µελετηθεί από αρκετές έρευνες (Harel & Sowder, 

2007). Μέσα από τη δική µας µελέτη όµως, αναδείχθηκε ο ρόλος των εικασιών, των 

εµπειρικών δοκιµών και της δοµηµένης επιχειρηµατολογίας τους στην απόδειξη. 

Βρέθηκε πως για το σχηµατισµό ή τον έλεγχο εικασιών, οι µαθητές βασίζονταν αρκετά 

στις εµπειρικές δοκιµές, αλλά όχι όµως πάντοτε µε το σχήµα του αφελούς εµπειρισµού, 

όπως θα περίµενε κάποιος, ειδικά για µαθητές ∆ηµοτικού. Κάποιες δοκιµές από αυτές 

ήταν αντιπαραδείγµατα και στάθηκαν γι’ αυτούς παραδείγµατα στροφής για να 

αναδιαµορφώσουν µια εικασία τους ή κρίσιµα πειράµατα για να απορρίψουν µια 

καθολική πρόταση. Ενώ κατάλαβαν πως για την απόρριψη µιας υπαρκτικής δεν 

αρκούσαν αρκετά αντιπαραδείγµατα, αν και εκφράστηκε µια τέτοια άποψη αρχικά.  

Κάποια άλλα παραδείγµατα έκαναν τους µαθητές να σκεφτούν τις ιδιότητες  

και τη δοµή που κρύβονται πίσω από τα συγκεκριµένα αποτελέσµατα. Έτσι βρέθηκαν 

ακόµα και µοτίβα δοµής & αποτελεσµάτων, ενώ επίσης δόθηκαν εξηγήσεις  µε 

γενικευµένα παραδείγµατα, πειράµατα σκέψης, αλλά και συµβολικό χειρισµό όταν η 

δοµή των παραδειγµάτων µπόρεσε να εκφραστεί µε µεταβλητές. Κι ενώ προηγουµένως 

οι µαθητές έδιναν απλά µια επιχειρηµατολογία για την εικασία τους, πέτυχαν την 

κατανόηση ή (και) παραγωγή της µαθηµατικής απόδειξης, σε αρκετά από τα 

ερωτήµατα, µε λίγη βοήθεια στο συµβολικό χειρισµό. Η όλη διαδικασία ήταν µια 

διαδικασία διερεύνησης, όπου και οι τρεις µαθητές δρούσαν σαν µικροί µαθηµατικοί 

επιστήµονες που έψαχναν να ανακαλύψουν νέες ‘µαθηµατικές προτάσεις’.  

Για επιστηµονικούς και δεοντολογικούς λόγους, το συγκεκριµένο θέµα θα 

πρέπει να διερευνηθεί και σε µεγαλύτερο δείγµα κι ενδεχοµένως και µε άλλες 

µεθόδους. Αν λοιπόν επιβεβαιωθεί κι από άλλες έρευνες, συστήνω, για όλους τους 

παραπάνω λόγους, (αλλά και για όσα συζητήθηκαν στην εργασία), να ενταχθούν στο 

αναλυτικό πρόγραµµα των Μαθηµατικών, ήδη από τις δύο τελευταίες τάξεις του 

∆ηµοτικού κάποιες δραστηριότητες πιο διερευνητικές, οι οποίες µας βοηθούν στην 

αποκάλυψη των εσωτερικών  αναπαραστάσεων των µαθητών, αλλά και αναπτύσσουν 

το συλλογισµό τους.  

Βέβαια, πρέπει οι διαδικασίες αυτές να γίνονται µε ιδιαίτερη προσοχή από τη 

µεριά των εκπαιδευτικών, οι οποίοι οφείλουν να λαµβάνουν υπόψη τις αρχές που 

προτείνει ο Στυλιανίδης (2007) για την αναγνώριση ενός επιχειρήµατος ως απόδειξη. 

Με βάση τις αρχές αυτές (διανοητική ειλικρίνεια & συνέχεια), οφείλουµε πάντοτε να 
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λαµβάνουµε υπόψη το γνωστικό επίπεδο των µαθητών µας, αλλά και τη συνέχεια που 

πρέπει να υπάρχει µε βάση τον τρόπο που διδάσκονται οι µαθηµατικές έννοιες σε 

µεγαλύτερες βαθµίδες και την επιστήµη των µαθηµατικών. Για να είναι εφικτή όµως 

µια τέτοια διαδικασία απαιτείται κι από τους εκπαιδευτικούς της Πρωτοβάθµιας 

Εκπαίδευσης να είναι ικανοί όχι µόνο να γνωρίζουν το επίπεδο του µαθητή, αλλά και 

το δικό τους για την εγκυρότητα των συλλογισµών αλλά και την παιδαγωγική 

προσέγγιση του θέµατος. Το σίγουρο είναι, αν λάβουµε υπόψη µας έρευνα των Barkai 

et al. (2002) για τις επιδόσεις των δασκάλων στην απόδειξη ή απόρριψη αριθµητικών 

ισχυρισµών, ότι θα χρειαστούν µια µικρή επιµόρφωση ή έστω καθοδήγηση µέσα από  

γραπτές οδηγίες στο βιβλίο του δασκάλου.  

Ενδεικτικές οδηγίες θα δανειστούµε από τη Wood (2002), το Στυλιανίδη (2007) 

και το Σακονίδη (2007) οι οποίοι προτείνουν:   

� Η επικοινωνία να γίνεται µε µορφές έκφρασης που είναι κατάλληλες και 

γνωστές στη µαθητική κοινότητα ή εντός της ζώνης επικείµενης ανάπτυξής της 

(Στυλιανίδης, 2007). 

 

� Να περιγράφουν οι µαθητές τις εναλλακτικές  στρατηγικές  της επίλυσης 

προβλήµατος, να ακούν και να δοκιµάζουν τις λύσεις άλλων. (Wood, 2002 στο 

Σακονίδης, 2007) 

 

� Να διαµορφωθούν κοινωνικές νόρµες, σύµφωνα µε τις οποίες οι µαθητές 

οφείλουν να διατυπώνουν τους λόγους για τους οποίους επέλεξαν µια 

στρατηγική ή διατύπωσαν µια εικασία και να αναζητούν αποσαφηνίσεις για τις 

λύσεις που προσφέρονται από τους συµµαθητές τους (Wood, 2002 στο 

Σακονίδης, 2007). 

 

� Τα ερωτήµατα να είναι αυθεντικά, να έχουν νόηµα για τους µαθητές και να 

τους προσφέρουν κίνητρο, για να εµπλακούν στη δραστηριότητα που εγείρουν 

(Σακονίδης, 2007). 

 

� Οι διαδικασίες επίλυσης των προβληµάτων να βρίσκονται, όσο γίνεται 

περισσότερο, υπό τον έλεγχο των µαθητών, παρά του εκπαιδευτικού 

(Σακονίδης, 2007) Ο µαθητής δηλαδή να έχει ενεργητικό ρόλο στην κατασκευή 

της γνώσης.  
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Ενώ επίσης, ορισµένες προτάσεις που προκύπτουν από τα ευρήµατα της 

έρευνας, είναι οι εξής: 

 

� Να αφήσουµε τους µαθητές ελεύθερους να διαµορφώνουν εικασίες, µε τη 

συνειδητοποίηση όµως της πιθανότητας λάθους και να δοκιµάζουν όποια 

µέθοδο κι επιχείρηµα επιθυµούν, αλλά στο τέλος να γίνεται ανατροφοδοτική 

αξιολόγηση αυτών. 

 

� Η αξιολόγηση των επιχειρηµάτων ας µην γίνεται απευθείας από τον 

εκπαιδευτικό, αλλά έµµεσα, µέσα από το διάλογο και πάντα έχοντας ως 

αναφορά την εγκυρότητα των συλλογισµών µας και σκοπό την εύρεση της 

αλήθειας, κυρίως ως οµάδα, κι όχι κατά άτοµο, ώστε να µη νιώσει κάποιος 

µειονεκτικά.  

 

Γενικότερα, ας µην εµποδίζουµε τη διαίσθηση και την εικασία του κάθε µαθητή 

µας να εκφραστεί, µιας και µέσω αυτών βλέπουµε τον εσωτερικό γνωστικό τους κόσµο 

και το σηµαντικότερο, µπορεί να οδηγήσει τους µαθητές σε µια ευχάριστη για εκείνους 

ανακάλυψη, η οποία θα τους πείσει γιατί αγωνίστηκαν  µόνοι τους να βρουν την 

αλήθεια και την εξήγηση αυτής. Στο χέρι µας είναι να διευκρινίσουµε ποια µέσα ή 

τρόποι µας διαµορφώνουν απλά µια εικασία, ποια µας εξηγούν και ποια µας 

αποδεικνύουν. Το µόνο που χρειάζεται είναι να σχεδιάζουµε δραστηριότητες 

κατάλληλες (ανοικτά ερωτήµατα κυρίως) που θα τους αφήνουν ελεύθερους να 

εκφράζουν εικασίες, να επιχειρηµατολογούν γι’ αυτές και να κάνουν µια προσπάθεια, 

ενδεχοµένως και συλλογική, για την κατασκευή απόδειξης. Κι ας έχουµε λίγη 

εµπιστοσύνη στους µαθητές µας, έχουν πολλά να µας πουν! 
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