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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Η Γεωµετρία είναι ένας κλάδος των µαθηµατικών που έχει εγείρει προβληµατι-

σµούς σχετικά µε την αποτελεσµατική διδασκαλία του περισσότερο από κάθε άλλο 

κλάδο, αναδεικνύοντας προβλήµατα στην κατανόηση και χρήση αναλυτικών-

συνθετικών και αποδεικτικών µοντέλων από τους µαθητές της δευτεροβάθµιας εκ-

παίδευσης, γεγονός το οποίο έχουν διαπιστώσει πολλοί καθηγητές µαθηµατικών κα-

θώς και αρκετοί ερευνητές. 

Τίθεται λοιπόν το ερώτηµα .Ποιοι είναι οι λόγοι; 

Η Γεωµετρία (όταν λέµε από εδώ και πέρα Γεωµετρία θα εννοούµε την θεωρη-

τική-αποδεικτική Γεωµετρία) παρουσιάζει στη διδασκαλία της προβλήµατα για τους 

παρακάτω κυρίως λόγους: 

1. Η συνθετική δοµή ανάπτυξης του περιεχοµένου απαιτεί µια αυστηρή λογική 

ιεραρχία και µια διανοητική πειθαρχία, που η σκοπιµότητά τους δύσκολα γί-

νεται κατανοητή από τους µαθητές. 

2. Η έννοια της απόδειξης, που κυριαρχεί στην ανάπτυξη του περιεχοµένου, εί-

ναι η πηγή των περισσότερων δυσκολιών για την κατανόηση του περιεχοµέ-

νου. 

3. Η συσσωρευτική δοµή του περιεχοµένου, ιεραρχικά δοσµένου απαιτεί από το 

µαθητή να εφαρµόζει ανά πάσα στιγµή τις προηγούµενες γνώσεις του (αξιώ-

µατα, θεωρήµατα, πορίσµατα, βασικές προτάσεις). Αυτή η ιδιαιτερότητα δεν 

συναντάται στα άλλα µαθήµατα. 

4. Η έλλειψη κινήτρων µάθησης, λόγω της αποµόνωσης του µαθήµατος από τα 

άλλα µαθηµατικά, αλλά και λόγω του γεγονότος ότι το περιεχόµενο του µα-

θήµατος δεν συνάδει µε τις δραστηριότητες του µαθητή.  

5. Πολλοί µαθητές δεν είναι έτοιµοι για παραγωγική σκέψη στην ηλικία των 14 

ετών, στην οποία διδάσκεται η θεωρητική Γεωµετρία. Συγκεκριµένα , στην 

ηλικία αυτή οι µαθητές περνούν από τη φάση των συγκεκριµένων ενεργηµά-

των , όπου η σκέψη τους είναι προσδεµένη µε τις αντιλήψεις τους για τα συ-

γκεκριµένα αντικείµενα ,στη φάση των τυπικών-αφηρηµένων ενεργηµάτων, 

όπου αρχίζουν πλέον να σκέφτονται υποθετικά και παραγωγικά. Πολλοί από 

αυτούς δεν έχουν αποκτήσει τις απαραίτητες δεξιότητες και την εννοιολογική 

κατανόηση, η οποία απαιτείται για να εφαρµόσουν τυπικές-παραγωγικές απο-

δείξεις. Ποιο είναι το αποτέλεσµα; Οι µαθητές να προσπαθούν να µιµηθούν 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΤΖΙΦΑ ΝΙΚΟΛΑΟΥ 7

τις αποδείξεις των καθηγητών τους, µε αποτέλεσµα στο τέλος της χρονιάς να 

µην έχουν σαφή αντίληψη της διαφοράς αξιωµάτων, θεωρηµάτων και ορι-

σµών. 

6. Η απουσία οδηγιών προς τους µαθητές. Μερικές φορές τίθεται το ερώτηµα 

από τους µαθητές «Πώς θα αρχίσω να σκέφτοµαι για να λύσω αυτό το γεωµε-

τρικό πρόβληµα». Αυτή, νοµίζουµε, η ερώτηση συµπυκνώνει όλες τις δυσκο-

λίες που παρουσιάζει η διδασκαλία ενός µαθήµατος αυστηρά δοµηµένου και 

λογικά ιεραρχηµένου όπως είναι η Γεωµετρία. 

Οι παραπάνω λόγοι οι οποίοι υπήρχαν και στα προηγούµενα χρόνια καθώς και 

πολλοί άλλοι που θα αναφερθούν παρακάτω, έθεσαν σε πολλές χώρες στη δεκαετία 

του 1960 στα πλαίσια της µεταρρύθµισης των «Νέων Μαθηµατικών» το µάθηµα της 

Γεωµετρίας στο περιθώριο.  

Συγκεκριµένα, το Νοέµβριο του 1959, στο σεµινάριο του Royaumont για τη µε-

ταρρύθµιση της διδασκαλίας των Μαθηµατικών της Μέσης Εκπαίδευσης που είχε 

διοργανωθεί από τον Ο.Ο.Σ.Α, ο Γάλλος µαθηµατικός Jean Dieudonne(1906-1992), 

ηγετικό στέλεχος των Bourbaki και αναµφισβήτητη «αυθεντία» της σύγχρονης µαθη-

µατικής κοινότητας, είχε εκφράσει µε τον πιο ακραίο τρόπο το πνεύµα εκείνης της 

µεταρρύθµισης, εκφωνώντας το περιβόητο σύνθηµα «Να φύγει ο Ευκλείδης!». 

Με το σύνθηµα αυτό ο Dieudonne επιχειρούσε ουσιαστικά να καταργήσει τη 

µεγάλη παράδοση που είχε εγκαινιάσει το 1792 ο συµπατριώτης του, A.M. Legendre, 

µε το βιβλίο «Στοιχεία Γεωµετρίας» , το οποίο εκσυγχρόνισε το κλασικό έργο του 

Ευκλείδη και συνέβαλε αποφασιστικά στη διάδοση της διδασκαλίας της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας σε όλο τον κόσµο. 

Η λεγόµενη µεταρρύθµιση των «Νέων Μαθηµατικών» κατάφερε τελικά να ε-

κτοπίσει την Ευκλείδεια Γεωµετρία, ως αυτόνοµο µάθηµα από τα αναλυτικά προ-

γράµµατα διδασκαλίας των Μαθηµατικών στις περισσότερες χώρες του κόσµου, χω-

ρίς, όµως, να προσφέρει κάποια ισότιµη εναλλακτική λύση. Σήµερα, 45 χρόνια µετά, 

ενώ βασικές επιλογές εκείνης της µεταρρύθµισης έχουν αποτύχει όπως για παράδειγ-

µα η έµφαση στη διδασκαλία των συνόλων και των αλγεβρικών δοµών, κάποιες άλ-

λες, δικαίως, επιβιώνουν όπως η διδασκαλία της Στατιστικής και των Πιθανοτήτων, 

του ∆ιανυσµατικού Λογισµού, της Γραµµικής Άλγεβρας. Η κατάσταση στο χώρο της 

Γεωµετρίας παραµένει διεθνώς «θολή». Για αυτή την κατάσταση ο Άγγλος µαθηµα-

τικός και παιδαγωγός Douglas Quadling είπε: «Ο Ευκλείδης έχει φύγει, αλλά στο κε-

νό που άφησε πίσω του επικρατεί χάος» (Θωµαΐδης , Πούλος ,2000). 
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Οι Γ. Θωµαίδης και Α. Πούλος στο βιβλίο τους «∆ιδακτική της Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας» απαντώντας στο ερώτηµα, «Γιατί διδάσκουµε την Ευκλείδεια Γεωµε-

τρία;», παραθέτουν απόσπασµα από τις αυτοβιογραφικές σηµειώσεις του Albert 

Einstein, το οποίο δείχνει µια άλλη, τελείως διαφορετική αντίληψη σχετικά µε τη 

χρησιµότητα της Ευκλείδειας Γεωµετρίας. Γράφοντας για τα γεγονότα της παιδικής 

και εφηβικής του ζωής, που είχαν µεγάλη επίδραση στη µετέπειτα επιστηµονική του 

εξέλιξη, ο Einstein σηµειώνει: 

«Σε ηλικία 12 ετών δοκίµασα µια δεύτερη, τελείως διαφορετική έκπληξη: σε ένα 

µικρό βιβλίο Ευκλείδειας επίπεδης Γεωµετρίας …. Εδώ υπήρχαν ισχυρισµοί, όπως 

για παράδειγµα ότι τα τρία ύψη ενός τριγώνου τέµνονται στο ίδιο σηµείο , οι οποίοι-

αν και καθόλου προφανείς- µπορούν ωστόσο να αποδειχτούν µε τέτοια βεβαιότητα, 

ώστε να µη χωρεί η παραµικρή αµφιβολία. Αυτή η σαφήνεια και βεβαιότητα µου προ-

ξένησαν µιαν εντύπωση που δεν µπορεί να περιγραφεί. Το γεγονός ότι, τα αξιώµατα 

έπρεπε να γίνουν δεκτά χωρίς απόδειξη δεν µε ενόχλησε. Σε κάθε περίπτωση, µου αρ-

κούσε πλήρως το γεγονός ότι  µπορούσα να στηρίζω τις αποδείξεις σε προτάσεις, η 

εγκυρότητα των οποίων ήταν για µένα αναµφισβήτητη.» (Θωµαΐδης, Γ., Πούλος, Α. 

2000, σελ. 12) 

Συνεχίζοντας οι δύο συγγραφείς διατυπώνουν την άποψη ότι τα ιδιαίτερα χαρα-

κτηριστικά της Ευκλείδειας Γεωµετρίας όπως η σαφήνεια στην έκθεση, η ολοκληρω-

τική απόδειξη, η απόλυτη συνάφεια σχηµάτων και συλλογισµών καθώς και η τάξη 

και η οµορφιά στο σύνολο της δοµής του συστήµατος της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, 

θα πρέπει να αποτελούν τα ουσιώδη συστατικά της µαθηµατικής παιδείας και ως εκ 

τούτου απαντούν έµµεσα στο ερώτηµα σχετικά µε την αναγκαιότητα διδασκαλίας της 

Ευκλείδειας Γεωµετρίας ως µάθηµα στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Αναφέρουν επί-

σης και τη σύνδεση των παιδαγωγικών σκοπών «καλλιέργεια και ανάπτυξη της συ-

γκροτηµένης σκέψης, µύηση στην επιστηµονική µέθοδο µελέτης του κόσµου» µε τα 

προαναφερθέντα χαρακτηριστικά, ισχυροποιώντας ακόµη περισσότερο την άποψη ότι 

η διδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας είναι αναγκαία ακόµη και στην σύγχρονη 

εκπαιδευτική πραγµατικότητα όπου ο ηλεκτρονικός υπολογιστής παίζει όλο και πε-

ρισσότερο κυρίαρχο ρόλο. 

Έχει παρατηρηθεί πρόσφατα ένα αυξηµένο ενδιαφέρον για την ενσωµάτωση 

της Ευκλείδειας Γεωµετρίας σε αναλυτικά προγράµµατα παράλληλα µε την διδασκα-

λία της µέσω εφαρµογών σε υπολογιστικό περιβάλλον και τη σύνδεση της µε προ-

βλήµατα της πραγµατικότητας (Goldenberg, 1999). Τα σύγχρονα εκπαιδευτικά λογι-



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΤΖΙΦΑ ΝΙΚΟΛΑΟΥ 9

σµικά αποτελούν το µέσο µε το οποίο οι µαθητές µπορούν να µυηθούν σε ένα σύνολο 

από προτάσεις, αποδείξεις, κατασκευές, έννοιες κ.λπ. µέσα από µία δυναµική και όχι 

στατική εικόνα όπου αυτοί οι ίδιοι διαχειρίζονται την εφαρµογή των κανόνων και ε-

παληθεύουν τα συµπεράσµατα τα οποία προκύπτουν από τη χρήση τους. Έχουν, έτσι, 

τη δυνατότητα µέσω της αλληλεπίδρασης µε τα αντικείµενα της οθόνης του υπολογι-

στή να εµπλουτίζουν τη µάθηση, να επεκτείνουν και να εδραιώνουν τις δεξιότητες 

τους  

Η γεωµετρική σκέψη των µαθητών αναπτύσσεται µέσα και έξω από το σχολείο 

µε τη συµβολή των στοιχείων της εκπαίδευσης και µε την ατοµική τους εµπλοκή µε 

τα στοιχεία της καθηµερινότητας. Οι διδακτικές ενέργειες στη διδασκαλία της Γεω-

µετρίας και τα σχολικά εγχειρίδια προσανατολίζονται στην ανάπτυξη της γεωµετρι-

κής σκέψης µέσα από συγκεκριµένα παραδείγµατα και αφηρηµένες έννοιες. Η αποτε-

λεσµατικότητα αυτών των ενεργειών φαίνεται από το επίπεδο της γεωµετρικής σκέ-

ψης το οποίο έχει κατακτήσει ο µαθητής σύµφωνα µε τη θεωρία επιπέδων των Van 

Hiele. Κάποιες φορές επιτυγχάνεται µετάβαση του µαθητή σε ανώτερο επίπεδο και 

κάποιες όχι. 

Σκοπός αυτής της εργασίας είναι να παρουσιάσει τα αποτελέσµατα από µία 

προσωπική έρευνα σχετικά µε την κατάκτηση των επιπέδων γεωµετρικής σκέψης 

όπως αυτά προσδιορίζονται από τη θεωρία van Hiele, από µαθητές ελληνικών σχο-

λείων οι οποίοι διδάσκονται Ευκλείδεια Γεωµετρία. Παράλληλα γίνεται αναφορά σε 

συµπεράσµατα και κατευθύνσεις για την διδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας στο 

Γυµνάσιο και στο Λύκειο σε µία σύγχρονη εκπαιδευτική πραγµατικότητα, σε ε-

µπλουτισµένα περιβάλλοντα καθώς και στην βοήθεια που παρέχουν τα λογισµικά της 

δυναµικής γεωµετρίας σε µία σύγχρονη διδασκαλία. Συγκεκριµένα υπάρχουν στην 

εργασία αυτή, προτάσεις δραστηριοτήτων µε την βοήθεια λογισµικού της δυναµικής 

γεωµετρίας, την ωφελιµότητα των οποίων θα διαπιστώσει µελλοντική έρευνα πάνω 

στο θέµα αυτό. Στόχος των προτάσεών µας είναι να χρησιµοποιηθεί η τεχνολογία ως 

επαγωγικό εργαλείο για να βοηθήσει τους µαθητές στην εκµάθηση του παραγωγικού 

συστήµατος της γεωµετρίας. Για την έρευνα αυτή έγινε χρήση, κατόπιν αδείας του 

δηµιουργού, ενός έγκυρου ερωτηµατολογίου το οποίο έχει διαµορφωθεί το 1982 από 

τον καθηγητή Usiskin. 
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1 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1Ο 

Η ∆ιδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας 

1.1 Ιστορική αναδροµή 
∆εδοµένου ότι το έτος 1830 είχαµε την ίδρυση του ελληνικού κράτους και το 

έτος 1836 είχαµε την οργάνωση του εκπαιδευτικού συστήµατος, θα αρχίσουµε την 

ιστορική αναδροµή της διδασκαλίας της γεωµετρίας από το 1836. 

Ο Γαγάτσης (1993) αναφέρει ότι ο Τουµάσης (1989) προτείνει τέσσερις περιόδους 

για τη διδασκαλία της γεωµετρίας, µε βάση την διδακτική µεθοδολογία που χρησιµο-

ποιήθηκε:  

• Α΄: 1836-1900, ανυπαρξία µεθοδολογίας 

• Β΄: 1900-1930, Ερβατιανή περίοδος 

• Γ΄: 1930-1950, σχολείο εργασίας 

• ∆΄: 1950- 1982, µεθοδολογία Γεωργούλη  

Κάποια διδακτική µέθοδος που εµφανιζόταν τον 19ον αιώνα στην Ελλάδα ήταν 

η αλληλοδιδακτική. Με τη µέθοδο αυτή ο δάσκαλος δίδασκε µόνο λίγα, µεγαλύτερα 

και πιο προχωρηµένα παιδιά, αυτά µε τη σειρά τους µετέφεραν τις γνώσεις τους 

στους µικρότερους συµµαθητές τους, σύµφωνα µε µια αυστηρά προκαθορισµένη δια-

δικασία. Η µέθοδος αυτή χαρακτηρίζεται µάλλον από την αποµνηµόνευση των 

µαθηµάτων και την έλλειψη δράσης του µαθητή. Τα Ερβατιανά στάδια: 

προπαρασκευή, προσφορά, σύγκριση, σύλληψη και εφαρµογή κάνουν την εµφάνιση 

τους αρχές του 20ου αιώνα.. Στην ίδια περίοδο εισάγεται η συνδιδακτική µέθοδος 

Herbart χρησιµοποιείται δηλαδή η διαλογική µορφή διδασκαλίας, η οποία 

αποκαλούνταν και ευρετική ή γεννητική (Γαγάτσης , 1993). 

Ένας άλλος τρόπος για να δει κανείς την πορεία της διδασκαλίας της Γεωµετρί-

ας µε κριτήριο τα εκπαιδευτικά προγράµµατα προτείνεται από το Γαγάτση (1993). Οι 

τρεις σχετικές περίοδοι είναι:  

• Α΄ περίοδος: 1830-1884 όπου κυριαρχούν απλά στοιχεία µαθηµατικής παιδεί-

ας. 

• Β΄ περίοδος: 1885-1968 µία περίοδο στην οποία είναι έντονη η ύπαρξη απο-

δείξεων και σχηµάτων. 

• Γ΄ περίοδος: 1968-µέχρι σήµερα µε τις γνωστές παραµέτρους που εισήγαγαν 

τα νεώτερα µαθηµατικά. 
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Στην πρώτη διδακτέα ύλη του 1836 για τη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, η διδα-

σκαλία µαθηµατικών χωρίς να υπάρχει διάκριση σε κλάδους, υστερεί χρονικά σε 

σχέση µε τη διδασκαλία της αρχαίας ελληνικής γλώσσας. Η ρύθµιση του υλικού στη 

διδακτέα ύλη του 1857, καθώς επίσης και το αντίστοιχο σχολικό εγχειρίδιο που χρη-

σιµοποιήθηκε σε εκείνη την εποχή, δείχνουν ότι το περιεχόµενο της γεωµετρίας δεν 

αντιγράφηκε αυστηρά σύµφωνα µε τα στοιχεία του Ευκλείδη όπως είχε γίνει παρα-

δείγµατος χάριν στην Αγγλία. (Τουµάσης, 1990). Στην Ελλάδα µέχρι το τέλος του 

19ου αιώνα, το σχολικό εγχειρίδιο γεωµετρίας που επικράτησε στη δευτεροβάθµια 

εκπαίδευση ήταν γεωµετρία του Legendre σε διάφορες εκδόσεις .  

▪ Ιωάννης Καρανδηνός, το 1829 στην 

Κέρκυρα 

▪ Γεώργιος Ζώχιος, το 1857 στην Αθή-

να 

▪ Χρίστος Βάφας, το 1860 στην Αθήνα 

▪ Αντώνιος ∆αµασκηνός, το 1862 στην 

Αθήνα 

▪ Αντώνης Φατσέας, το 1870 

Αργότερα καταλαµβάνοντας περισσό-

τερο χρόνο, το µάθηµα των µαθηµατικών διαιρείται σε κλάδους (αριθµητική, άλγε-

βρα, γεωµετρία, τριγωνοµετρία), ένας χωρισµός που διάρκεσε µέχρι τη µεταρρύθµιση 

των "σύγχρονων" µαθηµατικών κατά τη διάρκεια της δεκαετίας του '60.  

Στο υπόλοιπο διάστηµα και µέχρι το 1968 υπήρχαν διάφορες γεωµετρίες τύπου 

Legendre π.χ αυτές του Χατζιδάκη, του Μπαρµπαστάθη και του Νικολάου. Στη συνέ-

χεια εµφανίζονται παροδικά κάποιες γεωµετρίες, οι οποίες χρησιµοποιούν στοιχεία 

της αξιωµατικής του Hilbert, π.χ. του Ιωαννίδη και των Παπαµιχαήλ/Σκιαδά συµβιώ-

νουν και εναλλάσσονται µε αυτές της προηγούµενης κατηγορίας, π.χ. του Παπανικο-

λάου. Αυτές οι νέες προσπάθειες τείνουν να εξαλείψουν τις επιστηµολογικές αποκλί-

σεις των γεωµετριών του Legendre από τα «στοιχεία» του Ευκλείδη. Οι διαφορές των 

δύο τάσεων προσδιορίζονται από τον Καστάνη (1986) ως εξής: 

• Γίνεται µια αναδόµηση του περιεχοµένου. 

• Η πρόσληψη των γεωµετρικών εννοιών γίνεται, αποκλειστικά, µε ενο-

ρατικό τρόπο. 

• Η αποδεικτική διαδικασία στηρίζεται στη λογική συµπερασµατολογία, 
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• Το περιεχόµενο της υφίσταται µια «απονεύρωση», από τις γεωµετρι-

κές κατασκευές, που τώρα περιορίζονται σε ένα µόνο κεφάλαιο µε τη 

µορφή εφαρµογών και  

• επιχειρείται µια λογική αυστηρότητα µε την αξιοποίηση της αριθµητι-

κής και της άλγεβρας. 

Ακολουθεί η τελευταία µεταρρύθµιση του 1999 και εκδίδεται το πρώτο βιβλίο 

των Θωµαίδη-Ξένου-Παντελίδη- Πούλου- Στάµου το οποίο µετά από 2 χρόνια αντι-

καθίσταται από το σηµερινό βιβλίο της «Ευκλείδειας Γεωµετρίας της Α΄ και Β΄ Λυ-

κείου» των Αργυρόπουλου, Βλάµου, Κατσούλη, Μαρκάτη, Σίδερη που έγινε µε την 

συµβολή της ΕΜΕ και όπως αναφέρει στο πρόλογό του : « Η Ευκλείδεια Γεωµετρία 

έχει ένα διττό ρόλο να εκπληρώσει: να µυηθεί ο µαθητής στη συλλογιστική την  οποία 

εκφράζει το αξεπέραστο λογικό-επαγωγικό σύστηµα του Ευκλείδη και να ανταποκριθεί 

στις σύγχρονες εκπαιδευτικές επιταγές». 

1.2 Αντιλήψεις, τάσεις και αντιπαραθέσεις στη σύγχρονη διεθνή 

πραγµατικότητα 
Οι υποστηρικτές της Ευκλείδειας Γεωµετρίας προβάλλουν σαν επιχείρηµα την 

παιδαγωγική αξία της λογικής και διάφανης επιχειρηµατολογίας των γεωµετρικών 

αποδείξεων, ενώ οι πολέµιοί της, επικαλούνται τη δυσκολία των περισσοτέρων µαθη-

τών να κατανοήσουν τις γεωµετρικές έννοιες καθώς και τις πολύ χαµηλές επιδόσεις 

τους στην αντιµετώπιση σχετικών προβληµάτων. Εκείνοι που βρίσκονται κάπου στη 

µέση, επισηµαίνουν το περιορισµένο επιστηµολογικά ρόλο της Ευκλείδειας Γεωµε-

τρίας και την ανάγκη να ανανεωθεί η διδασκαλία των µαθηµατικών, δίνοντας έµφαση 

σε ποιο σύγχρονους και «χρήσιµους» κλάδους π.χ Πιθανότητες και Στατιστική. Από 

τότε που ο Jean Dieudonne κήρυξε τον πόλεµο κατά της Ευκλείδειας Γεωµετρίας, οι 

αντιλήψεις αυτές έγιναν αντικείµενο επεξεργασίας και αντιπαραθέσεων µεταξύ ση-

µαντικών µαθηµατικών και παιδαγωγών, ενώ οι σχετικές συζητήσεις συνεχίζονται 

µέχρι και σήµερα. 

Σε µια ειδική µελέτη της ∆ιεθνούς Επιτροπής για τη Μαθηµατική Εκπαίδευση , 

I.C.M.I (1986) έγινε προσπάθεια σύνθεσης των διαφόρων τάσεων και διατυπώθηκαν 

τρεις εναλλακτικές λύσεις για τη διδασκαλία του µαθήµατος: 

1. Απόρριψη της ιδέας ότι η Γεωµετρία πρέπει ή µπορεί να χρησιµοποιηθεί στο 

σχολείο ως ένα σύστηµα γνώσεων παραγωγικά οργανωµένο ή όχι, όπου οι έν-
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νοιες και τα γεγονότα πρέπει να γίνουν γνωστά, απλά και µόνο, επειδή ανή-

κουν στο σύστηµα. Αντίθετα, η Γεωµετρία και ο χώρος θεωρούνται πηγές ά-

ντλησης εξαιρετικών θεµάτων για την οργάνωση πολλαπλών δραστηριοτήτων 

σε διαφορετικά επίπεδα. Οι «χρησιµοθηρικές» όψεις της Γεωµετρίας θα εξυ-

πηρετηθούν µε την παροχή αλγεβρικών µεθόδων. 

2. Συνέχιση της προσπάθειας της διδασκαλίας ενός αξιωµατικού ή ψευδο-

αξιωµατικού µαθήµατος σχολικής Γεωµετρίας, το οποίο στηρίζεται είτε σε 

«τροποποίηση» των «στοιχείων» του Ευκλείδη, είτε σε γεωµετρικούς µετα-

σχηµατισµούς. 

3. Παρουσίαση «νησίδων» Γεωµετρίας, δηλαδή «τοπικών» παραγωγικών συ-

στηµάτων µέσα στο πλαίσιο του γενικού αναλυτικού προγράµµατος για ορι-

σµένες οµάδες µαθητών. Για παράδειγµα µπορούµε να έχουµε ενότητες για τις 

ιδιότητες των εγγεγραµµένων σε κύκλο γωνιών ή τη στοιχειώδη Προβολική 

Γεωµετρία. 

Στην Ελλάδα, για προφανείς ιστορικούς και πολιτιστικούς λόγους, συνεχίστηκε 

µέχρι το 1999 µια παράδοση που προσέγγιζε τη δεύτερη λύση. Ακόµη και στη δύ-

σκολη περίοδο της µεταρρύθµισης των «Νέων Μαθηµατικών», η διεθνής πίεση για 

εκσυγχρονισµό των σχολικών µαθηµατικών και εγκατάλειψη της Ευκλείδειας Γεωµε-

τρίας αφοµοιώθηκε. στη χώρα µας µέσα από έναν ιδιότυπο συµβιβασµό: Από τη µια 

µεριά διατηρήθηκε όλη η παραδοσιακή σχολική ύλη, την οποία σε µεγάλο βαθµό συ-

ντηρούσαν οι εισαγωγικές εξετάσεις των Α.Ε.Ι και Τ.Ε.Ι . Ενώ από την άλλη, δόθηκε 

υπερβολική έµφαση στην αυστηρή αξιωµατική θεµελίωση της Γεωµετρίας µε την ει-

σαγωγή νέας ύλης πάνω στους γεωµετρικούς µετασχηµατισµούς, το λεγόµενο «Συ-

µπλήρωµα» της Γεωµετρίας. Ιστορική είναι η απάντηση του κ. Βαρουχάκη, συµβού-

λου του Π.Ι., στο ερώτηµα γιατί επιµένουµε στην Ευκλείδεια Γεωµετρία, απάντησε: 

«δεν θα γίνουµε εθνικοί µειοδότες» (Καστάνης 1986, σελ.5) Στις αντιφατικές επιλο-

γές εκείνης της περιόδου βρίσκονται οι ρίζες της µετέπειτα υποβάθµισης και παρακ-

µής του µαθήµατος της Ευκλείδειας Γεωµετρίας (Θωµαίδης, Πούλος, 2000) . 

Με το ισχύον αναλυτικό πρόγραµµα εισήχθησαν πολλές καινοτοµίες αναγκαίες για 

τη διδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας σε µία σύγχρονη διδακτική και µαθησια-

κή πραγµατικότητα, οι οποίες εντοπίζονται κυρίως στα εξής σηµεία: 

• Υποβαθµίζεται ο ρόλος της αξιωµατικής θεµελίωσης και προβάλλεται ιδιαίτε-

ρα η έννοια της απόδειξης, µε ιδιαίτερη έµφαση στην αναλυτική-συνθετική 

µέθοδο, η οποία αναδεικνύει την ευρετική πορεία µιας απόδειξης. 
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• Επαναφέρεται η διδασκαλία ενός πεδίου εφαρµογής των προτάσεων της Ευ-

κλείδειας Γεωµετρίας, όπως είναι τα προβλήµατα γεωµετρικών τόπων και κα-

τασκευών. 

• Εµπλουτίζεται η διδασκαλία µε δραστηριότητες, δηλαδή η επίλυση προβλη-

µάτων που υπερβαίνουν το επίπεδο των παραδοσιακών ασκήσεων και ενθαρ-

ρύνουν την οµαδική εργασία και την έρευνα των µαθητών µέσα στην τάξη. 

• Συνίσταται η υποστήριξη της διδασκαλίας από εφαρµογές σε ηλεκτρονικό υ-

πολογιστή µέσω δυναµικών λογισµικών γεωµετρίας. 

(Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 1997, Παιδαγωγικό Ινστιτούτο, 2004). 

1.3 Θεωρίες για τη διδασκαλία της γεωµετρίας-έρευνες 

Τα τελευταία χρόνια «ένα πλήθος γνωστικών θεωριών έχουν αναπτυχθεί. Άλλες 

εστιάζουν το ενδιαφέρον τους στις συνθήκες διδασκαλίας και άλλες στον τρόπο µε τον 

οποίο ο µαθητής κατανοεί. Ιδιαίτερα το θέµα της κατανόησης εµφανίζεται τα τελευταία 

χρόνια στο κέντρο του ενδιαφέροντος και αυτό αποτελεί µια προσπάθεια να φωτίσουµε 

το “µαύρο κουτί” του Skinner, που είναι ο νους του µαθητή. Αφετηρία αποτελεί ο Pia-

get αν και δεν είναι η µόνη αφού το θέµα απασχόλησε πολλούς κλασσικούς και νεώτε-

ρους φιλοσόφους και ερευνητές. Επίσης οι νεώτερες εξελίξεις της ψυχολογίας και των 

νευροεπιστηµόνων της γλωσσολογίας, καθώς και µελέτες για την τεχνική νοηµοσύνη 

πρόσφεραν πολλές νέες ιδέες για το πώς η κατανόηση µπορεί να επιτευχθεί και να α-

ξιολογηθεί» (Σπύρου, 2005).  

Η Κολέζα (2000) αναφέρεται σχετικά µε την έρευνα γύρω από τη διδασκαλία 

και µάθηση της γεωµετρίας, σε µία βασική διάκριση δύο προσεγγίσεων. Σύµφωνα µε 

την πρώτη προσέγγιση, η έρευνα προσανατολίζεται κατ’ αρχήν στη διατύπωση µιας 

θεωρίας, η οποία στη συνέχεια θα επιβεβαιωθεί ή θα απορριφθεί µε βάση τα ερευνη-

τικά δεδοµένα. Σ’ αυτή την προσέγγιση οι γεωµετρικές δραστηριότητες επιλέγονται 

έτσι ώστε να ταιριάζουν στο θεωρητικό µοντέλο και δεν αντανακλούν απαραίτητα 

την πραγµατικότητα των παιδιών. Κύριος στόχος της δεύτερης προσέγγισης είναι η 

κατανόηση και ερµηνεία των δυνατοτήτων των µαθητών και των διαδικασιών που 

ακολουθούν. Η θεωρία σε αυτή την περίπτωση δεν αποτελεί τη βάση για τον σχεδια-

σµό της έρευνας, αλλά χρησιµοποιείται ως εργαλείο για να εξηγήσει καταστάσεις και 

αποτελέσµατα που προκύπτουν από την έρευνα Η έρευνα οδηγεί στη βελτίωση των 

ήδη υπαρχουσών θεωριών ή στη διατύπωση νέων θεωριών.  
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Οι σύγχρονες έρευνες στο χώρο της διδακτικής ακολουθούν κυρίως τη δεύτερη 

προσέγγιση και χρησιµοποιούν ως εργαλείο ανάλυσης των παρατηρήσεων τη θεωρία 

των επιπέδων γεωµετρικής σκέψης του van Hiele. 

Υπάρχουν βέβαια και εκείνοι που είναι επιφυλακτικοί για τα αποτελέσµατα των 

ερευνών αυτών, σχετικά τόσο µε το αν θα γίνουν µε το σωστό τρόπο, όσο και για την 

ορθή αξιοποίηση των αποτελεσµάτων. 

Τον Απρίλη του 1999 ο Alan Schoenfeld καθηγητής στο παιδαγωγικό τµήµα 

του Πανεπιστηµίου της Καλιφόρνια παρουσιάζοντας το άρθρο του «Οι προκλήσεις 

της Εκπαιδευτικής θεωρίας και πράξης στο κατώφλι του 21ου αιώνα» στην ετήσια συ-

νάντηση του AERA (Αµερικάνικη Ένωση Εκπαιδευτικής Έρευνας) , της οποίας ήταν 

πρόεδρος, κάνοντας κριτική στην αξιολόγηση µέσω των τυποποιηµένων τεστ είπε: 

«ας υποθέσουµε ότι κάποιος έχει µια ικανοποιητική θεωρία επάρκειας σύµφωνα µε αυ-

τό που πρόκειται να αξιολογηθεί. Ακόµη και µε δεδοµένο αυτό, υπάρχει ένα πλήθος σο-

βαρών ερωτήσεων σχετικά µε το πόσο καλά η απόδοση ενός µαθητή σε ένα οποιοδήπο-

τε ζήτηµα ή συλλογή θεµάτων αντανακλά την κατανόηση αυτού του πεδίου. Τα είδη θε-

ωριών επάρκειας που εισήχθηκαν τις τελευταίες δεκαετίες, έχουν πολύ διαφορετική ε-

πιστηµολογική βάση από το είδος της χαρακτηριστικής ψυχολογίας που δηµιούργησε τις 

τρέχουσες ψυχοµετρικές έννοιες της «αξιοπιστίας» και του «κύρους». Αυτές οι έννοιες 

όπως ορίστηκαν, έχουν λίγη ή καθόλου χρήση και πρέπει να επαναπροσδιοριστούν. 

Αυτή είναι µια σηµαντική θεωρητική και ταυτόχρονα πραγµατιστική πρόκληση. Είναι 

επίσης µια επείγουσα πρόκληση. Στις ΗΠΑ η ευρεία χρήση εξωγενών τυποποιηµένων 

αξιολογήσεων σχεδόν σε κάθε επίπεδο για ένα ευρύ φάσµα σκοπών, έχει σοβαρά και 

επιζήµια αποτελέσµατα. Απ’ την στιγµή που «διδασκαλία για το τεστ» αυτή την εποχή 

τυπικά σηµαίνει διδασκαλία προς ένα σύνολο ικανοτήτων που λίγο έχουν να κάνουν 

µε την ουσιαστική επάρκεια, οι τρέχουσες εφαρµογές των περισσότερων αξιολογήσε-

ων εξυπηρετούν αποπροσανατολιστικές µάλλον παρά παραγωγικές λειτουργίες. Επι-

πρόσθετα, θα πρέπει να σηµειωθεί ότι συχνά τα διαδεδοµένα τεστ δεν επιτελούν τους 

στόχους ταξινόµησης και διαλογής για τους οποίους έχουν τυπικά επιλεγεί, αφού οι 

διακρατικές συγκρίσεις φανερώνουν ότι άλλα έθνη πετυχαίνουν τους ίδιους στόχους 

µε άλλους τρόπους, έτσι θα έπρεπε να αναρωτηθούµε για τον βαθµό στον οποίο πρέ-

πει να βασιζόµαστε συχνά σε τυποποιηµένα τεστ. Απ’ τη στιγµή που χρησιµοποιούµε 

την αξιολόγηση θα έπρεπε αυτή να είναι ουσιαστική και πληροφοριακή». 
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Εµείς λαµβάνοντας υπ’ όψιν τις παραπάνω θέσεις και επιφυλάξεις στην έρευνά 

µας και θα χρησιµοποιήσουµε τη θεωρία επιπέδων γεωµετρικής σκέψης των van 

Hiele.  

Η θεωρία των επιπέδων van Hiele, που αναπτύχθηκε από δύο Ολλανδούς κα-

θηγητές των µαθηµατικών στα τέλη της δεκαετίας του 1950, αναδεικνύει και εν µέρει 

αιτιολογεί το γιατί πολλοί µαθητές έχουν δυσκολία µε τις γνωστικές διαδικασίες ανώ-

τερης τάξης, ειδικά µε τις διαδικασίες της απόδειξης, οι οποίες απαιτούνται για την 

επιτυχή διδασκαλία της γεωµετρίας στο Λύκειο. Η θεωρία αυτή ισχυρίζεται ότι οι 

µαθητές που έχουν δυσκολία διδάσκονται σε ένα επίπεδο van Hiele ανώτερο από ε-

κείνο στο οποίο βρίσκονται ή για το οποίο ο ίδιοι είναι έτοιµοι. Τέλος, η θεωρία πα-

ρέχει και µια «θεραπεία» για τη λύση του προβλήµατος: Αυτή η θεραπεία είναι ο 

τρόπος που πρέπει να ακολουθήσει κάποιος για να διέλθει από την ακολουθία των 

επιπέδων. 

1.4 Το πρόβληµα στην Ελλάδα, έρευνα, ερωτήµατα 

Στην Ελλάδα, η Ευκλείδεια γεωµετρία διδάσκεται οργανωµένα σε δύο τάξεις, 

την Α΄ και τη Β΄ Λυκείου. Η προσέγγιση που χρησιµοποιείται στην Ευκλείδεια γεω-

µετρία είναι διαφορετική από την προσέγγιση που υιοθετείται σε άλλα µαθήµατα των 

σχολικών µαθηµατικών. ∆ηλαδή, ο µαθητής εισάγεται στις διεργασίες ενός µαθηµα-

τικού συστήµατος διαµέσου εµπειριών µε αξιώµατα, θεωρήµατα, ορισµούς, και εξά-

σκηση µε την απόδειξη, την ίδια στιγµή που µαθαίνει το περιεχόµενο του µαθήµατος. 

Συνεπώς, παρόλο που το µάθηµα αυτό προϋποθέτει ελάχιστη προηγούµενη γνώση, 

διδάσκεται αρκετά αφηρηµένα.  

Στην Ελλάδα έχουν γίνει λίγες έρευνες και σε µικρά δείγµατα οι οποίες ανα-

φέρονται αναλυτικά στο 3ο κεφάλαιο. Αυτές αφορούν στα επίπεδα van Hiele και δε 

γνωρίζουµε επαρκώς αν η διδασκαλία της Ευκλείδειας γεωµετρίας όπως γίνεται στις 

δύο τάξεις του Λυκείου βελτιώνει τη γνωστική ανάπτυξη των µαθητών. 

Η Ελλάδα είναι λοιπόν από τις λίγες χώρες παγκοσµίως που διδάσκεται η Ευ-

κλείδεια γεωµετρία οργανωµένα από χρόνια, εποµένως θα περίµενε κανείς ότι σε εν-

δεχόµενη έρευνα τα αποτελέσµατα της αξιολόγησης της γεωµετρικής σκέψης των 

Ελλήνων µαθητών θα ήταν καλύτερα από αυτά των µαθητών των άλλων χωρών όπου 

η διδασκαλία της γεωµετρίας είναι προαιρετική. 
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Οι λόγοι που προαναφέραµε µας οδήγησαν στην απόφαση να διεξάγουµε µια 

έρευνα για να διερευνήσουµε τα επίπεδα της γεωµετρική σκέψης των Ελλήνων µαθη-

τών σύµφωνα µε την θεωρία των van Hiele και να κάνουµε τις συγκρίσεις µε αντί-

στοιχες έρευνες που έγιναν στο εξωτερικό.  

∆ιαλέξαµε να χρησιµοποιήσουµε την έρευνα του Usiskin (1982) γιατί θεωρού-

µε ότι ταιριάζει περισσότερο από κάθε άλλη έρευνα στην ελληνική πραγµατικότητα 

και επιπλέον για να έχουµε ένα κοινό µέτρο σύγκρισης. Βασικά θα χρησιµοποιήσου-

µε το κριτήριο της επαναληψηµότητας του Alan Schoenfeld (2000) για να αξιολογή-

σουµε τη θεωρία των van Hiele,δηλαδή αν θα προκύψουν τα ίδια συµπεράσµατα µε 

τα συµπεράσµατα της έρευνας του Usiskin(1982), δεδοµένου ότι η έρευνα διεξάγεται 

µε το ίδιο ερωτηµατολόγιο στην Ελλάδα. 

Η έρευνά µας σχεδιάστηκε για να θέσει τα παρακάτω ερωτήµατα που αφορούν 

στην εν λόγω θεωρία. 

• Πώς κατανέµονται οι µαθητές σε επίπεδα γεωµετρικής σκέψης σύµφωνα µε 

τη θεωρία των Van Hiele ;. 

• Οι περισσότεροι µαθητές στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση στην Ελλάδα κατα-

νέµονται στα επίπεδα 1 (απεικόνιση) και 2 (ανάλυση) της θεωρίας Van Hiele 

όπως διαπιστώθηκε και από αντίστοιχες έρευνες στις Ηνωµένες Πολιτείες της 

Αµερικής (Usiskin, 1982; Hoffer, 1986); 

• Υπάρχουν διαφορές λόγω φύλου στα επίπεδα van Hiele των µαθητών; 

• Υπάρχει βελτίωση των επιπέδων van Hiele των µαθητών στις µεταβάσεις από 

τη µία τάξη στην άλλη, για τις τάξεις Γ΄ Γυµνασίου, Α΄ Λυκείου και Β΄ Λυ-

κείου, λόγω της υπάρχουσας διδασκαλίας της γεωµετρίας η οποία δεν είναι 

σύµφωνη µε τη θεωρία van Hiele, στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση στην Ελλά-

δα; 

• Υπάρχει διαφορά µεταξύ δηµοσίων και ιδιωτικών σχολείων στην κατάταξη σε 

επίπεδα van Hiele των µαθητών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση στην Ελλάδα; 

Το δείγµα της έρευνας αποτέλεσαν 1838 µαθητές που φοιτούσαν στις τάξεις Γ΄ 

Γυµνασίου, Α΄ και Β΄ Λυκείου 45 Γυµνασίων και Λυκείων από διάφορες περιοχές 

της Ελλάδας. Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε στο χρονικό διάστηµα από 27-01-2005 

µέχρι 21-04-2005. Για τη διενέργεια της έρευνας στα παραπάνω σχολεία πήραµε την 

άδεια του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου , η οποία παρατίθεται στο παράρτηµα της εργα-

σίας.  
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Για τον εντοπισµό του επιπέδου γεωµετρικής σκέψης κάθε µαθητή χρησιµο-

ποιήθηκε ένα ερωτηµατολόγιο πολλαπλών επιλογών (Test Van Hiele). Το ερωτηµα-

τολόγιο αυτό ήταν του καθηγητή του πανεπιστηµίου του Σικάγο των ΗΠΑ Usiskin 

(1982) και µεταφράστηκε στα ελληνικά από τον ερευνητή. Για τη χρήση του ερωτη-

µατολογίου πήραµε την άδεια του Zalman Usiskin µετά από ηλεκτρονική αλληλο-

γραφία που είχαµε µαζί του και η οποία παρατίθεται στο παράρτηµα της εργασίας. 

Είναι γεγονός ότι η αξιολόγηση της επίδοσης ενός µαθητή µε την απονοµή ενός 

βαθµού, όπως γίνεται σήµερα στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, δε µας δίνει ιδιαίτερες 

πληροφορίες σε σχέση µε τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της επίδοσης του. Αν εξετά-

σουµε ιδιαίτερα το µάθηµα των µαθηµατικών, είναι συχνό το φαινόµενο πολλές σύν-

θετες νοητικές λειτουργίες είτε να περνούν απαρατήρητες είτε να είναι δύσκολο να 

αξιολογηθούν µε την χρησιµοποίηση αριθµητικής κλίµακας. Επακόλουθο αυτής της 

αδυναµίας είναι το γεγονός, ότι η αξιολόγηση που γίνεται τις περισσότερες φορές δί-

νει πληροφορίες µόνο για την κατάταξη των µαθητών σε σχέση µε τους άλλους συµ-

µαθητές τους, όπως για παράδειγµα οι εξετάσεις για την εισαγωγή στα ΑΕΙ, ΤΕΙ. Αυ-

τές οι εξετάσεις έχουν το χαρακτήρα επιφανειακής εξέτασης που σκοπό έχει την εξα-

κρίβωση απόκτησης στείρων γνώσεων και όχι ικανοτήτων και δεξιοτήτων. Η διαδι-

κασία αξιολόγησης θεωρείται έγκυρη, όταν µεταξύ των άλλων, η βαθµολογία των 

µαθητών σχετίζεται σε υψηλό βαθµό µε τη διερεύνηση της µελλοντικής απόδοσης 

τους στο περιβάλλον στο οποίο θα βρεθούν. Σε ένα έγκυρο τεστ αξιολόγησης η υψη-

λή βαθµολογία θα πρέπει να αποδίδεται σε αυτούς που µελλοντικά θα εκπληρώνουν 

στο µέγιστο την δεξιότητα που το τεστ ήθελε να µετρήσει . Επίσης ένα τέτοιο τεστ 

πρέπει να είναι αξιόπιστο δηλαδή, αν ο µαθητής, αφού το επαναλάβει πολλές φορές 

επιτυγχάνει παρόµοιο αποτέλεσµα. Η αξιοπιστία έχει µεγάλη σηµασία σε εξετάσεις 

εθνικού επιπέδου (Galbraith,1996, σελ. 277). Είναι γεγονός ότι οι προσδοκίες που 

δηµιουργούνται από τους µαθητές, οι οποίοι σε ένα αξιόπιστο τεστ πήραν υψηλό 

βαθµό συχνά διαψεύδονται. Η αιτία αυτής της αναντιστοιχίας, µεταξύ προσδοκίας και 

αποτελέσµατος, βρίσκεται στο γεγονός ότι είναι αντικειµενικά δύσκολο να αξιολογη-

θούν σε βάθος οι ικανότητες ενός µαθητή µε την βοήθεια µιας µόνο δοκιµασίας. 

Οι αδυναµίες που εµφανίζονται µε τις προηγούµενες µορφές αξιολόγησης (Χιο-

νίδου, 2000) µειώνονται σε µεγάλο βαθµό µε την χρήση των σύγχρονων µεθόδων α-

ξιολόγησης όπως είναι η εξελικτική αξιολόγηση και η κλινική συνέντευξη. «Η εξελι-

κτική αξιολόγηση είναι η διαδικασία της συστηµατικής παρακολούθησης της προόδου 
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εκάστου µαθητή, µε στόχο τη λήψη µέτρων για την προαγωγή, τη διευκόλυνση και τη 

βελτιστοποίηση της µαθησιακής διαδικασίας» (Μπαρκάτσας 2003, σελ.134). 

Αν υιοθετήσουµε την προαναφερθείσα αξιολόγηση, τότε η έµφαση επικεντρώ-

νεται σε ποιοτικά στοιχεία της επίδοσης ενός µαθητή. Η προκείµενη µελέτη προτείνει 

την αξιολόγηση ποιοτικών χαρακτηριστικών της γεωµετρικής σκέψης των µαθητών 

µε βάση τα επίπεδα γεωµετρικής σκέψης van Hiele. Χρησιµοποιήσαµε για την εργα-

σία αυτή το τροποποιηµένο τεστ (µόνο για τα επίπεδα 1-4) για τρεις λόγους : 

1. ∆εν υπάρχουν σαφή ερευνητικά δεδοµένα που να στηρίζουν την ύπαρξη 

του 5ου επιπέδου ως ξεχωριστού επιπέδου (Usiskin 1982, σελ.14).  

2. Στη µορφή που δόθηκε από τους van Hiele το επίπεδο 5 δεν υπάρχει ή δεν 

είναι ελέγξιµο. Όλα τα άλλα επίπεδα είναι ελέγξιµα (Usiskin 1982, 

σελ.66). 

3. Είναι πολύ δύσκολο έως απίθανο να κατακτηθεί το 5ο επίπεδο από τους 

µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης, επειδή το επίπεδο αυτό απαιτεί 

αφαιρετική ικανότητα και µάλιστα ανεπτυγµένη σε µεγάλο βαθµό.  
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2Ο 

Παράµετροι της θεωρίας των επιπέδων Van Hiele 

2.1 Η θεωρία των επιπέδων αναλυτικά 
Αυτό που έχει γίνει γνωστό ως θεωρία των επιπέδων Van Hiele αναπτύχθηκε από την 

Dina Van Hiele – Geldof και το σύζυγό της Pierre Marie Van Hiele σε αυτόνοµες δι-

δακτορικές διατριβές στο πανεπιστήµιο της Ουτρέχτης το 1957. Η Dina πέθανε λίγο 

µετά την ολοκλήρωση της διατριβής της. Οπότε ο Pierre υπήρξε εκείνος που επεξή-

γησε τη θεωρία. Σύµφωνα µε τον Usiskin (1982, σελ.2) « κατά τα έτη 1958 – 1959, 

έγραψε τρεις εργασίες (δύο στα Αγγλικά και µία στα Ολλανδικά, η τελευταία µεταφρά-

στηκε στα Γαλλικά) οι οποίες έτυχαν µικρής προσοχής στη ∆ύση, αλλά εφαρµόστηκαν 

σε µια προσπάθεια εξέλιξης του αναλυτικού προγράµµατος από τον σοβιετικό ακαδη-

µαϊκό Pyshkalo (1968). Ο Freudenthal, ο µέντορας του Van Hiele, δηµοσιοποίησε τη 

θεωρία στο γνωστό του βιβλίο Mathematics as an Educational Task (1973). Μέσω του 

Freudenthal και των σοβιετικών, το έργο των Van Hiele έτυχε της προσοχής του Wir-

szup, ο οποίος ήταν ο πρώτος που µίλησε για τη θεωρία van Hiele στην Αµερική (1974) 

και αργότερα δηµοσίευσε την οµιλία του (1976). Η δηµοσίευση του Wirszup(1976) έ-

δωσε το έναυσµα για µια ποικιλία µετέπειτα προσπαθειών. Ο Hoffer (1979) που είχε 

ασχοληθεί µε την απόδειξη(είχε συγγράψει ένα σχολικό εγχειρίδιο γεωµετρίας  στο ο-

ποίο αφιερώνεται πολύς χρόνος στην προετοιµασία για την απόδειξη) επισκέφθηκε τον 

Van Hiele στην Ολλανδία και επιστρέφοντας  έγραψε σχετικά µε τα επίπεδα (1981)». 

Η θεωρία, σύµφωνα µε τον Usiskin (1982) έχει τρεις πτυχές: την ύπαρξη των 

επιπέδων, τις ιδιότητες των επιπέδων, και την κίνηση από το ένα επίπεδο στο επόµε-

νο. 

Ύπαρξη επιπέδων 
Σύµφωνα µε τη θεωρία, υπάρχουν πέντε επίπεδα γεωµετρικής σκέψης. Αυτά τα επί-

πεδα περιγράφονται από τους Van Hiele σε πολλά σηµεία των βιβλίων τους. Περιλη-

πτικές γενικές περιγραφές και παραδείγµατα από τον Hoffer (1981) παρατίθενται πα-

ρακάτω. Τα ονόµατα εντός παρενθέσεων είναι δικά του. 
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Επίπεδο 1: (αναγνώριση/recognition) Ο µαθητής αντιλαµβάνεται τα γεωµετρικά 

σχήµατα ως µια ολότητα(Gestalt αναγνώριση) και όχι σε σχέση µε τις ιδιότητές τους.1 

Για την περιγραφή των σχηµάτων χρησιµοποιεί οπτικά πρότυπα (π.χ. αναγνωρίζει ένα 

ορθογώνιο γιατί µοιάζει µε πόρτα ). 

Επίπεδο 2: (ανάλυση/analysis) Ο µαθητής αναγνωρίζει τα σχήµατα µε τη βοήθεια 

των ιδιοτήτων τους, µπορεί να ανακαλύπτει και να περιγράφει τις ιδιότητες ενός σχή-

µατος, αλλά δεν µπορεί να τις ορίσει τυπικά. Αν τον ρωτήσουµε γιατί αυτό το σχήµα 

είναι ορθογώνιο, τότε αυτός θα µας παραθέσει µια σειρά από ιδιότητες του ορθογω-

νίου (οι απέναντι πλευρές του είναι παράλληλες, οι απέναντι γωνίες είναι ίσες κ.τ.λ). 

Επίπεδο 3: (διάταξη/order) Ο µαθητής µπορεί να διατάξει λογικά τα σχήµατα και τις 

ιδιότητές τους και αρχίζει να αντιλαµβάνεται το ρόλο του ορισµού, αλλά δε λειτουρ-

γεί µέσα σε ένα µαθηµατικό σύστηµα (µπορεί να ακολουθηθεί απλός παραγωγικός 

συλλογισµός, αλλά η απόδειξη δε γίνεται κατανοητή). Μπορεί για παράδειγµα να ε-

πιλέξει από µια λίστα ιδιοτήτων του ορθογωνίου τις ικανές συνθήκες για τον προσ-

διορισµό του και επίσης είναι ικανός να αναγνωρίσει τάξεις εγκλεισµού  ( π.χ. τα τε-

τράγωνα είναι ορθογώνια). 

Επίπεδο 4: (παραγωγικός συλλογισµός/deduction) Ο µαθητής κατανοεί τη σηµασία 

του παραγωγικού συλλογισµού και τους ρόλους των αξιωµάτων, των θεωρηµάτων 

και της απόδειξης (οι αποδείξεις µπορούν να γραφούν µε κατανόηση). Στα αναλυτικά 

προγράµµατα σπουδών η ουσιαστική µελέτη της Ευκλείδειας γεωµετρίας αρχίζει από 

αυτό το επίπεδο. 

Επίπεδο 5: (αυστηρότητα/rigor) Ο µαθητής κατανοεί την αναγκαιότητα για αυστη-

ρότητα και είναι σε θέση να πραγµατοποιήσει αφηρηµένους παραγωγικούς συλλογι-

σµούς. (οι µη-Ευκλείδειες γεωµετρίες µπορεί να κατανοηθούν). 

Επίπεδο 0: (προ-αναγνώρισης ) Οι Clements & Battista (1992) επίσης προτείνουν την 

ύπαρξη του επιπέδου 0, που αυτοί καλούν προ-αναγνώρισης. Οι µαθητές παρατηρούν σε 

αυτό το επίπεδο µόνο ένα υποσύνολο των οπτικών χαρακτηριστικών µιας µορφής, µε 

συνέπεια µια ανικανότητα να διακρίνουν µεταξύ των σχηµάτων. Παραδείγµατος χάριν, 

µπορούν να διακρίνουν µεταξύ των τριγώνων και των τετραπλεύρων, αλλά δεν µπορούν 

να είναι σε θέση να διακρίνουν µεταξύ ενός ρόµβου και ενός παραλληλογράµµου.  

                                                 
1 Οι Clements και Batista (1992) διατύπωσαν την υπόθεση ότι πριν το επίπεδο της αναγνώρισης υπάρ-
χει ένα «προ-αναγνωριστικό» επίπεδο (prerecognitive level) 
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Ιδιότητες των επιπέδων 
Στη θεωρία των Van Hiele αναφέρονται οι παρακάτω ιδιότητες ( Usiskin ,1982).  

Ιδιότητα 1: (σταθερή αλληλουχία/fixed sequence) Ένας µαθητής δεν µπορεί να βρί-

σκεται σε κάποιο Van Hiele επίπεδο n δίχως να έχει διέλθει από το επίπεδο n-1. 

Ιδιότητα 2: (διαδοχικότητα/adjacency) σε κάθε επίπεδο συλλογισµού εκείνο που 

ήταν σε λανθάνουσα κατάσταση στο προηγούµενο επίπεδο δηλώνεται στο επόµενο 

επίπεδο. 

Ιδιότητα 3: (διάκριση/distinction) Κάθε επίπεδο έχει τα δικά του γλωσσικά σύµβολα 

και το δικό του δίκτυο σχέσεων που συνδέουν τα σύµβολα αυτά. 

Ιδιότητα 4: (διαχωρισµός/separation) ∆ύο άτοµα που εκτελούν συλλογισµούς σε 

διαφορετικά επίπεδα δεν µπορούν να αλληλοκατανοηθούν. 

Για να επεξηγήσουµε αυτές τις ιδιότητες, ας θεωρήσουµε το εξής παράδειγµα: ένας 

µαθητής µάς αναφέρει ότι «µπορώ να παρακολουθήσω µια απόδειξη όταν την κάνετε 

εσείς στην τάξη, αλλά δεν µπορώ να την κάνω µόνος µου στο σπίτι». Εδώ ο εν λόγω 

µαθητής µπορεί να βρίσκεται στο επίπεδο 3 ενώ εµείς να λειτουργούµε στο επίπεδο 4. 

Η ιδιότητα 4 υποδεικνύει ότι ο µαθητής δεν µπορεί να µας κατανοήσει (διαφορετικά 

επίπεδα), και η ιδιότητα 3 εξηγεί το γιατί δεν µπορεί να µας κατανοήσει, διότι εµείς 

χρησιµοποιούµε αντικείµενα (προτάσεις, στην περίπτωση της απόδειξης) και ένα δί-

κτυο σχέσεων (η απόδειξη καθαυτή) που ο µαθητής δεν τα κατανοεί ακόµη όταν 

χρησιµοποιούνται κατ’ αυτό τον τρόπο. Αν ο µαθητής βρίσκεται στο επίπεδο 3, τότε 

το δίκτυο του µαθητή αποτελείται από µια απλή διάταξη των προτάσεων. Η ιδιότητα 

2 υποδεικνύει ότι αυτές οι διατάξεις, που είναι εσωτερικές στο επίπεδο 3, καθίστανται 

εξωτερικές στο επίπεδο 4. Εποµένως ο µαθητής στην τάξη απλώς µπορεί να µιµηθεί 

τον καθηγητή στον τρόπο της απόδειξης, όµως δεν έχει γίνει η κατανόησή της .  

Η µετάβαση από το ένα επίπεδο στο επόµενο. 

Ο Van Hiele (1959) πιστεύει ότι η γνωστική ανάπτυξη στη γεωµετρία µπορεί να επι-

ταχυνθεί µέσω της κατάλληλης διδασκαλίας σε αντίθεση µε τον Piaget2. Οι Van 

Hieles (P. M. & Dina, 1958; P. M., 1959) έχουν δώσει λεπτοµερειακές επεξηγήσεις 

για το πώς ο καθηγητής πρέπει να λειτουργήσει ώστε να οδηγήσει τους µαθητές από 

το ένα επίπεδο στο επόµενο. Ο Usiskin (1982) θεωρεί αυτό το χαρακτηριστικό ως µια 

πέµπτη ιδιότητα των επιπέδων. 

                                                 
2 Θα αναφερθούµε αναλυτικά παρακάτω στις διαφορές τους 
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Ιδιότητα 5: (επίτευξη/attainment) Η µαθησιακή διαδικασία που οδηγεί στην πλήρη 

κατανόηση στο επόµενο ανώτερο επίπεδο έχει πέντε φάσεις, κατά προσέγγιση αλλά 

όχι αυστηρά σε ακολουθία, µε τους τίτλους: 

  ∆ιερεύνηση (inquiry) 

  Καθοδηγούµενο προσανατολισµό (directed orientation) 

  Επεξήγηση (explanation) 

  Ελεύθερο προσανατολισµό (free orientation) 

  Ολοκλήρωση (integration) 

Από τη µέθοδο και την οργάνωση της διδασκαλίας, καθώς επίσης και το περιεχόµενο 

και τα υλικά που χρησιµοποιούνται και είναι σηµαντικοί τοµείς παιδαγωγικής ανησυ-

χίας, η διδασκαλία που αναπτύσσεται σύµφωνα µε αυτήν την ακολουθία προωθεί την 

απόκτηση ενός επιπέδου (Van Hiele-Geldof, 1984). 

Στη πρώτη φάση (Usiskin, 1982) , ∆ιερεύνηση (έρευνα/εισαγωγή στην έννοια µέσω 

υλικών), οι µαθητές και ο καθηγητής συµµετέχουν σε µια συνοµιλία για τη δραστη-

ριότητα και τα αντικείµενα της µελέτης. Γίνονται παρατηρήσεις , τίθενται ερωτήσεις 

και εισάγεται το λεξιλόγιο.  

Στη δεύτερη φάση, κατευθυνόµενος προσανατολισµός(καθοδηγούµενη ανακάλυ-

ψη), το θέµα της µελέτης εξερευνείται µέσω των προσεκτικά τοποθετηµένων διαδο-

χικά υλικών και των δραστηριοτήτων. ∆οµές αποκαλύπτονται βαθµιαία. Οι στόχοι 

είναι σύντοµοι και οι απαντήσεις είναι συγκεκριµένες. 

Στην τρίτη φάση, ερµηνεία(έκφραση-επεξήγηση), οι µαθητές είναι σαφείς στις λέξεις 

για τα αποτελέσµατα της εργασίας τους. Ο ρόλος του καθηγητή βρίσκεται "στην ει-

σαγωγή των απαραίτητων τεχνικών όρων" (Van Hiele-Geldof, 1984, σελ.219). Σε αυ-

τήν την φάση, η ακριβής και κατάλληλη γλώσσα ενθαρρύνεται. 

 Στην τέταρτη φάση, ο ελεύθερος προσανατολισµός (ελεύθερη διερεύνηση-

επέκταση), συµπεριλαµβάνονται οι πιο σύνθετοι, ανοικτοί στόχοι µε πολλά βήµατα 

και οι εναλλακτικές λύσεις. Οι µαθητές χρησιµοποιούν τις δηµιουργικές δυνατότητές 

τους. Επεκτείνονται σε αυτό που έχουν δοκιµάσει. Αποφασίζουν τα πράγµατα που 

πρέπει να κάνουν για "να επιτύχουν το επιθυµητό αποτέλεσµα." 

Στη πέµπτη φάση, την ολοκλήρωση, γίνεται µια αναθεώρηση και µια περιληπτική 

παρουσίαση της πληροφορίας που έγινε γνωστή στο νέο δίκτυο των αντικειµένων και 

των σχέσεων. 

Τα γραπτά των Van Hieles υποδεικνύουν ότι η διαδικασία µετάβασης από το ένα επί-

πεδο στο επόµενο χρειάζεται περισσότερο χρόνο από αυτόν που µπορεί να δοθεί σε 
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µία διδακτική ώρα ή σε µια σύντοµη διδακτική ενότητα. Λόγου χάρη, η Dina (1957) 

αναφέρει ότι χρειάστηκε 20 µαθήµατα για τη µετάβαση από το επίπεδο 1 στο επίπεδο 

2 (µε την αρίθµηση 1-5) και 50 µαθήµατα για τη µετάβαση από το επίπεδο 2 στο 

επίπεδο 3, κατά την εργασία της µε παιδιά 12 ετών. Αυτό αντιστοιχεί σε περίπου µισό 

έτος µαθηµάτων (στην περίπτωσή της) αν η µελέτη γίνεται συνεχόµενα. 

Ο A .Hoffer (1986) διατύπωσε την άποψη ότι «η Γεωµετρία είναι κάτι παραπάνω από 

αποδείξεις θεωρηµάτων, υπάρχουν και άλλες ικανότητες γεωµετρικής φύσης εξ΄ ίσου 

σηµαντικές για τους µαθητές» και πρότεινε πέντε κατηγορίες τέτοιων ικανοτήτων που 

θα πρέπει στα πλαίσια της διδασκαλίας της Γεωµετρίας να αναπτύξουν οι µαθητές 

και είναι : οπτικές , λεκτικές, σχεδίασης, λογικές και εφαρµογής. 

(α) Οπτικές ικανότητες  

Η Γεωµετρία εξετάζει σε πρώτο στάδιο τα αντικείµενα, µε τα οποία ασχολείται, από 

την οπτική πλευρά. Όµως, πολύ συχνά απαιτείται η απόδειξη θεωρηµάτων, που κα-

τορθώνεται συνδυάζοντας µε τη λογική απλά "οπτικά στοιχεία". 
 

(β) Λεκτικές ικανότητες 

Η Γεωµετρία έχει πάρα πολλούς ορισµούς, αξιώµατα, θεωρήµατα τα οποία καλούνται 

οι µαθητές να µάθουν και να χρησιµοποιούν. Επίσης, τα παιδιά τροφοδοτούνται µε 

ασκήσεις, όπου χρειάζεται να επινοήσουν και να διατυπώσουν τη δική τους απόδειξη. 
 

(γ) Ικανότητες Σχεδίασης 

Η Γεωµετρία βοηθάει τους µαθητές να εκφράσουν τις ιδέες τους µε σχήµατα. Οι δε-

ξιότητες σχεδίασης βοηθούν τους µαθητές να κατανοήσουν καλύτερα τις Γεωµετρι-

κές σχέσεις. 
 

(δ) Λογικές Ικανότητες 

Κατά την επίλυση ασκήσεων Γεωµετρίας, οι µαθητές προσπαθούν να αναλύσουν το 

πρόβληµα και να αναγνωρίσουν αν κάποια υπόθεση είναι "αληθής" ή "ψευδής". Επί-

σης, ανάλογα µε το επίπεδο που βρίσκονται οι µαθητές οφείλουν, να συνειδητο-

ποιούν, ότι υπάρχουν διαφορές και οµοιότητες ανάµεσα στα σχήµατα, να κατανοούν 

ότι αυτά µπορούν να οµαδοποιηθούν σε διάφορες κατηγορίες, να αντιλαµβάνονται τα 

πλεονεκτήµατα ενός καλού ορισµού, να χρησιµοποιούν κανόνες της λογικής για να 

κατασκευάζουν αποδείξεις και τέλος να αντιλαµβάνονται τα όρια και τις δυνατότητες 

αξιωµάτων και θεωρηµάτων.  
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(ε) Ικανότητες Εφαρµογής  

Οι µαθητές ανάλογα µε το επίπεδο που βρίσκονται, πρέπει να αναγνωρίζουν γεωµε-

τρικά σχήµατα σε αντικείµενα της πραγµατικής ζωής, να αντιλαµβάνονται τις γεωµε-

τρικές ιδιότητες φυσικών αντικειµένων, να µπορούν να συµπεραίνουν ιδιότητες αντι-

κειµένων από µια πληροφορία και τέλος να έχουν τη δυνατότητα να χρησιµοποιούν 

µαθηµατικά µοντέλα για να αναπαραστήσουν αφηρηµένα σχήµατα. 

Συγκεκριµένα οι βασικές ικανότητες ανά επίπεδο (Κοντογιάννης & Ντζιαχρήστος 

1999) είναι: 

ΕΠΙΠΕ∆Ο 1 (ΑΝΑΓΝΩΡΙΣΗΣ) 

 Οπτικές: Αναγνωρίζει διάφορα σχήµατα από µια εικόνα. Αναγνωρίζει µια 

πληροφορία που δίνεται µε ένα σχήµα. 

 Λεκτικές: Συσχετίζει το σχήµα µε τη σωστή ονοµασία. Ερµηνεύει προτάσεις 

που περιγράφουν σχήµατα. Καταλαβαίνει από την περιγραφή για πιο σχήµα 

πρόκειται. 

 Σχεδίασης: Κατασκευάζει µε άνεση σχήµατα και µπορεί να ονοµάζει τα 

διάφορα µέρη τους. 

 Λογικές: Συνειδητοποιεί ότι υπάρχουν διαφορές ανάµεσα στα σχήµατα. Κα-

τανοεί τη διατήρηση του σχήµατος σε διάφορες θέσεις. 

 Εφαρµογής: Αναγνωρίζει γεωµετρικά σχήµατα σε αντικείµενα της πραγµα-

τικής ζωής. 

ΕΠΙΠΕ∆Ο 2 (ΑΝΑΛΥΣΗ) 

 Οπτικές: Μπορεί να διακρίνει τις ιδιότητες ενός σχήµατος. Εντοπίζει ένα 

σχήµα σαν µέρος ενός πιο σύνθετου σχήµατος. 

 Λεκτικές: Περιγράφει µε άνεση διάφορες ιδιότητες ενός σχήµατος. 

 Σχεδίασης: Μεταφράζει προφορική πληροφορία σε εικόνα. Χρησιµοποιεί τις 

ιδιότητες ενός σχήµατος για να κατασκευάσει το σχήµα. 

 Λογικές: Κατανοεί ότι τα σχήµατα µπορούν να οµαδοποιηθούν σε διάφορες 

κατηγορίες. Συνειδητοποιεί ότι οι ιδιότητες χρησιµεύουν για να ξεχωρίζουν τα 

σχήµατα. 

 Εφαρµογής: Αναγνωρίζει τις γεωµετρικές ιδιότητες φυσικών αντικειµένων. 

Αναπαριστά φυσικά φαινόµενα µε σχέδιο ή µε τη βοήθεια µοντέλου. 

ΕΠΙΠΕ∆Ο 3 (∆ΙΑΤΑΞΗ-ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ) 

 Οπτικές: Αναγνωρίζει σχέσεις µεταξύ διαφόρων ειδών σχηµάτων. Αναγνωρί-

ζει κοινές ιδιότητες διαφόρων ειδών σχηµάτων. 
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 Λεκτικές: Μπορεί να δίνει τον ορισµό εννοιών άνετα και συνειδητά. ∆ιατυ-

πώνει προτάσεις που δείχνουν τις σχέσεις µεταξύ των σχηµάτων. 

 Σχεδίασης: ∆εδοµένων κάποιων σχηµάτων, µπορεί να κατασκευάζει άλλα 

σχήµατα που σχετίζονται µε τα αρχικά. 

 Λογικές: Κατανοεί τα πλεονεκτήµατα ενός καλού ορισµού. Χρησιµοποιεί τις 

ιδιότητες των σχηµάτων, για να συµπεράνει αν µια οµάδα σχηµάτων εµπεριέ-

χεται σε µια άλλη οµάδα. 

 Εφαρµογής: Κατανοεί την έννοια του µαθηµατικού µοντέλου που αναπαρι-

στά σχέσεις µεταξύ αντικειµένων του πραγµατικού χώρου. 

ΕΠΙΠΕ∆Ο 4 (ΕΠΑΓΩΓΗ) 

 Οπτικές: Χρησιµοποιεί πληροφορία σχετική µε ένα σχήµα για να συµπεράνει 

νέα στοιχεία. 

 Λεκτικές: Κατανοεί τις διαφορές µεταξύ ορισµών αξιωµάτων και θεωρηµά-

των. ∆ιακρίνει τις υποθέσεις από τα συµπεράσµατα στην εκφώνηση ενός προ-

βλήµατος. 

 Σχεδίασης: Αναγνωρίζει πότε και πώς να χρησιµοποιήσει βοηθητικά στοιχεία 

σε ένα σχήµα. Από δοσµένη πληροφορία συµπεραίνει πώς να κατασκευάσει 

ένα συγκεκριµένο σχήµα. 

 Λογικές: Χρησιµοποιεί κανόνες της λογικής για να κατασκευάσει αποδείξεις. 

Μπορεί να διατυπώνει συµπεράσµατα από δοσµένη πληροφορία. 

 Εφαρµογής: Είναι σε θέση να συµπεράνει ιδιότητες αντικειµένων από µια 

πληροφορία και να λύνει προβλήµατα που παρουσιάζουν σχέσεις µεταξύ α-

ντικειµένων. 

 

ΕΠΙΠΕ∆Ο 5 (ΑΥΣΤΗΡΟΤΗΤΑ) 

 Οπτικές: Αναγνωρίζει εσφαλµένες παραδοχές σε ένα πρόβληµα που χρησι-

µοποιήθηκαν σχήµατα. Συλλαµβάνει σχέσεις σχηµάτων σε διάφορα επαγωγι-

κά συστήµατα. 

 Λεκτικές: : ∆ιατυπώνει προεκτάσεις γνωστών αποτελεσµάτων. Περιγράφει 

διάφορα επαγωγικά συστήµατα. 

 Σχεδίασης: Αντιλαµβάνεται τα όρια και τις δυνατότητες διαφόρων οργάνων 

µέτρησης. Αναπαριστά σχηµατικά έννοιες διαφόρων επαγωγικών  συστηµά-

των. 
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 Λογικές: Αντιλαµβάνεται τα όρια και τις δυνατότητες αξιωµάτων και προτά-

σεων. Γνωρίζει πότε ένα σύστηµα αξιωµάτων είναι ανεξάρτητο. 

 Εφαρµογής: Χρησιµοποιεί µαθηµατικά µοντέλα, για να αναπαραστήσει αφη-

ρηµένα συστήµατα. Αναπτύσσει µαθηµατικά µοντέλα για φυσικά και κοινω-

νικά φαινόµενα. 

 
Χαρακτηριστικά της θεωρίας 

Κατά τον Usiskin (1982) η θεωρία διαθέτει τρία ελκυστικά χαρακτηριστικά: 

κοµψότητα, περιεκτικότητα και ευρεία εφαρµοσιµότητα. Λέγοντας κοµψότητα εν-

νοεί ότι η θεωρία περιλαµβάνει µια µάλλον απλή δοµή που περιγράφεται από αρκετά 

σύντοµες προτάσεις, καθεµιά από τις οποίες έχει ευρεία επίδραση. Για παράδειγµα, 

για την κίνηση από το επίπεδο 1 στο επίπεδο 2 εφαρµόζονται οι ίδιες αρχές που ε-

φαρµόζονται για την κίνηση από το 2 στο 3 και ούτω καθεξής, παρουσιάζοντας έτσι 

µια κοµψότητα στη µορφή. Και η απλότητα της δοµής είναι καταφανής όταν κανείς 

παρατηρεί ότι τα σχήµατα του επιπέδου 1 αποτελούν τους δοµικούς λίθους για τις 

ιδιότητες στο επίπεδο 2, οι οποίες µε τη σειρά τους διατάσσονται στο επίπεδο 3, µε τη 

διάταξη να αποτελεί ουσιαστικό προαπαιτούµενο για την κατανόηση ενός µαθηµατι-

κού συστήµατος στο επίπεδο 4, ένα από εκείνα τα αντικείµενα που συγκρίνονται στο 

επίπεδο 5. 

Ο ίδιος (Usiskin ,1982) ισχυρίζεται « ότι κάθε θεωρία που καλύπτει ολόκληρη τη 

µάθηση της γεωµετρίας, και η οποία προσβλέπει στο να επεξηγήσει όχι µόνο το γιατί οι 

µαθητές έχουν πρόβληµα στη µάθηση αλλά και το τι θα µπορούσε να γίνει για να απο-

µακρυνθούν αυτά τα εµπόδια, πρέπει να ονοµάζεται περιεκτική. Παρά ταύτα η θεωρία 

δεν έχει ακόµη εκτεθεί αρκετά λεπτοµερώς σε άλλες περιοχές ώστε να καταστεί και τό-

σο περιεκτική. Η Mayberry µια ερευνήτρια της θεωρίας αισθάνθηκε περιορισµένη από 

την έλλειψη εύρους ακόµη και της ύλης του µαθήµατος της γεωµετρίας στα δηµοσιευµέ-

να άρθρα του Van Hiele. Μολαταύτα, η θεωρία φιλοδοξεί να καταστεί αρκετά περιεκτι-

κή».  

Με τις προσπάθειες να εφαρµοσθεί η θεωρία σε αναλυτικά προγράµµατα της 

γεωµετρίας σε χώρες τόσο διαφορετικές όπως η Ολλανδία, η Σοβιετική Ένωση και οι 

Ηνωµένες Πολιτείες, η θεωρία αντιµετωπίζεται προφανώς ως ευρέως αλλά και εύκο-

λα εφαρµόσιµη (ευρεία εφαρµοσιµότητα). 

Ο Usiskin (1982) συνεχίζοντας τις αναφορές του στη θεωρία ισχυρίζεται ότι «το 

σηµαντικό είναι ότι οι εν λόγω ιδιότητες µιας θεωρίας (κοµψότητα, περιεκτικότητα 
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και ευρεία εφαρµοσιµότητα) δεν προσφέρονται για έλεγχο. Παρά ταύτα αποτελούν 

πιθανώς τους µείζονες λόγους για την ταχύτητα µε την οποία η θεωρία Van Hiele έχει 

γίνει γνωστή σε όλο τον κόσµο. Έτσι πολλοί καθηγητές της διδακτικής των µαθηµατι-

κών αποδέχονται και χρησιµοποιούν αυτή τη θεωρία βάσει των χαρακτηριστικών της 

θεωρίας µάλλον παρά ενός ελέγχου των µεµονωµένων συστατικών της. Μια ανάλογη 

περίπτωση θα είχαµε αν κάποιος διέθετε µια θεωρία για τη θεραπεία όλων των ειδών 

καρκίνου, η οποία θα απαιτούσε µόνο την εισαγωγή µίας και µόνης ουσίας στη ροή του 

αίµατος µε κάποια προσεγµένη χορήγηση. Αυτή θα ήταν µια κοµψή θεραπεία, και πε-

ριεκτική µε την έννοια ότι θα εφαρµόζονταν σε όλες τις µορφές καρκίνου. Αν γίνονταν 

αποδεκτή σε πολλά µέρη, η θεωρία θα είχε κερδίσει το προσόν της ευρείας εφαρµοσιµό-

τητας. Πραγµατικά υπάρχει µια τέτοια θεωρία, και η ουσία είναι η laetrile. Παρά ταύτα 

η laetrile δεν έχει αντέξει σε προσεκτικότερη λεπτοµερειακή έρευνα. Το γεγονός και 

µόνο ότι µια θεωρία είναι κοµψή, περιεκτική και έχει χρησιµοποιηθεί από πολλούς δεν 

διασφαλίζει το ότι η θεωρία είναι ορθή. Στην ιατρική περίπτωση, αναζητάµε πειράµατα 

τα οποία ελέγχουν τη δυνατότητα της θεωρίας να ικανοποιήσει τα όσα ισχυρίζεται. Η 

θεωρία Van Hiele περιλαµβάνει περιγραφές συµπεριφορών µαθητών σε ποικίλα επίπε-

δα και προβλέπει ορισµένες άλλες συµπεριφορές εκείνων των µαθητών. Η περιγραφική 

ακρίβεια και η προβλεπτική ισχύς είναι σηµαντικές ιδιότητες των θεωριών που ισχυρί-

ζονται ότι είναι επιστηµονικές (σε αντίθεση µε τις θεωρίες που είναι απλώς υποθετι-

κές).  

 

2.1.1 Συγκριτικά στοιχεία 
Ο Robert E. Orton (1995) στο άρθρο του “Do van Hiele and Piaget belong to the 

same «research program»;” λέει σχετικά µε αυτές τις διαφορές των θεωριών Piaget 

και van Hiele: 

• Μερικές από αυτές τις διαφορές αποδίδονται στο ενδιαφέρον των van 

Hiele's για τα εκπαιδευτικά παρά για τα αναπτυξιακά ζητήµατα. Εντούτοις, η 

έµφαση των van Hiele's στις οπτικές δοµές είναι δύσκολο να συµφιλιωθεί µε 

την εστίαση του Piaget στην αισθητικοκινητική δραστηριότητα. Ένα παιδί στο 

χαµηλότερο επίπεδο van Hiele θα αναγνωρίσει ένα ισοσκελές τρίγωνο από την 

εµφάνισή του. Το συµπέρασµά του είναι βασισµένο στη  διαίσθηση ή σε "συµπέ-

ρασµα λόγω της άµεσης παρατήρησης" (van Hiele 1986, σελ. 75). Είναι σηµα-

ντικό ότι το παιδί συνάγει το συµπέρασµά του χωρίς την ασυνάρτητη σκέψη ή το 
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βαθµιαίο συλλογισµό. Το παιδί αναγνωρίζει το σχήµα οπτικά "συνολικά" ή "λό-

γω της τέλειας µορφής του".  

Αναγνωρίζοντας ένα ισοσκελές τρίγωνο από την ιδιότητά του “ «δύο πλευρές 

ίσες» είναι διαφορετικό πράγµα από το να αναγνωρίσει  ένα ισοσκελές τρίγωνο 

λόγω του µορφής του” (van Hiele 1986, σελ. 75). Αν και η αντίληψη είναι ση-

µαντική στο αισθητικοκινητικό και προλειτουργικό παιδί του  Piaget, δεν δια-

δραµατίζει τον ίδιο ρόλο στη θεωρία του όπως κάνει ο van Hiele. Η κυρίαρχη 

ιδέα που χρησιµοποιεί για να περιγράψει τα χαµηλότερα επίπεδα ο Piaget είναι 

η δραστηριότητα, η µη οπτική αντίληψη. "(Το αισθητικοκινητικό ή ευφυές θέµα 

είναι ενεργό και ο ίδιος κατασκευάζει τις δοµές του, από τις διαδικασίες της α-

ντανακλαστικής αφαίρεσης που µόνο σπάνια και σε εξαιρετικές περιπτώσεις έ-

χει οποιαδήποτε αξιοπρόσεχτη οµοιότητα µε την  αντιληπτική παράσταση" 

(Piaget 1970, σελ. 59-60). 

• Για τον van  Hiele, το παιδί κινείται από το ένα επίπεδο στο άλλο µε τη βοήθεια 

της γλώσσας. Για τον Piaget, το παιδί προχωρεί δεδοµένου ότι µαθαίνει περισ-

σότερο για τις αντιστρέψιµες διαδικασίες και τις ιδιότητες που διατηρούνται . Η 

γλώσσα διαδραµατίζει έναν κρίσιµο ρόλο στη θεωρία van Hiele's. ∆ηλαδή, η 

γλώσσα χρησιµοποιείται για να επαναπροσδιορίσει τα αντικείµενα της σκέψης, 

µε αυτόν τον τρόπο επιτρέποντας στο παιδί για να σκεφτεί στο επόµενο πιο υψη-

λό επίπεδο. Αυτός ο "επαναπροσδιορισµός" περιγράφεται λεπτοµερώς από τον 

van Hiele's σε πέντε φάσεις εκµάθησης. Η γλώσσα χρησιµοποιείται για να δείξει 

ένα νέο πλαίσιο (φάση 1), για να επισηµάνει ή να επισηµάνουν τις σχέσεις σε 

αυτό το πλαίσιο (φάση 2), για να επιτρέψει στα παιδιά να βάλουν εµπρός ή να 

εξηγήσουν αυτές τις σχέσεις (φάση 3), για να βοηθήσει τη σκέψη των παιδιών 

επάνω σε ένα νέο σύστηµα των αναφορών (φάση 4), και έπειτα για να βοηθήσει 

το παιδί να ενσωµατώσει αυτές τις αναφορές στο υπάρχον σύστηµά της (φάση 

5) (van Hiele 1986, σελ. 96-98).  

Ο Piaget περιγράφει  το ρόλο της γλώσσας στην ανάπτυξη της σκέψης κάπως 

διαφορετικά. Εκτός από την ικανότητα  για τη "συµβολική συµπύκνωση", η 

γλώσσα επιτρέπει διαδικασίες για να γίνουν "ρυθµισµένα από τη διαπροσωπική 

ανταλλαγή και τη συνεργασία" (Piaget 1967, σελ. 98). Με άλλα λόγια, η γλώσσα 

"κοινωνικοποιεί" τις λογικο-µαθηµατικές δοµές. Εντούτοις, η δράση, παρά η 

γλώσσα, είναι σηµαντικότερη στην ανάπτυξη αυτών των δοµών. Όπως ο Piaget 

υποστηρίζει: "... οι δοµές που χαρακτηρίζουν τη σκέψη έχουν τις ρίζες τους στη 
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δράση και στους αισθητικοκινητικούς µηχανισµούς που είναι βαθύτεροι από τη 

γλωσσολογία "(Piaget 1967, σελ. 98).  

 Οι απόψεις των Van Hiele's σχετικά µε το ρόλο της γλώσσας έχουν διάφορες 

διδακτικές επιπτώσεις, µερικές από τις οποίες εµφανίζονται να είναι σε διαφω-

νία µε τη θεωρία του Piaget. Αυτές οι επιπτώσεις προέρχονται από τον τρόπο µε 

τον οποίο ο Van Hiele παραπέµπει  "τα επίπεδα σκέψης του" στα στάδια 

"ανάπτυξης" του Piaget.  

 Σύµφωνα µε τον van Hiele:  

" Όλα τα στάδια του Piaget ανήκουν σε µια περίοδο, που οδηγεί από ένα επίπε-

δο σκέψης στον αµέσως  επόµενο. Ο Piaget, ακριβώς επειδή δεν γνώριζε την 

ύπαρξη περισσότερων από δύο επιπέδων σκέψης, κατέληξε µερικές φορές σε 

λανθασµένα συµπεράσµατα" (van  Hiele 1986, σελ. 100). 

Κατ' αρχάς, η παραποµπή του van Hiele προτείνει ένα σχέδιο όπου η γλώσσα 

θα βοηθήσει µια κίνηση των παιδιών από το στάδιο των συγκεκριµένων λει-

τουργιών του Piaget  στις επίσηµες διαδικασίες. Αυτό το σχέδιο (οι πέντε φάσεις 

εκµάθησης) µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να καθοδηγήσει τους καθηγητές για 

να σχεδιάσουν τα υλικά του προγράµµατος σπουδών. ∆εύτερον, ο van Hiele υ-

πονοεί ότι ένα παιδί µπορεί να κινηθεί πέρα από το επίπεδο επίσηµων λειτουρ-

γιών. Οι φάσεις εκµάθησης µπορούν να επαναληφθούν στο δεύτερο, τρίτο ή στο 

τέταρτο επίπεδο. Κατά συνέπεια, ο van Hiele ισχυρίζεται ότι τα παιδιά µπορούν 

να φθάσουν σε ένα πιο υψηλό επίπεδο γνωστικής ανάπτυξης από ότι ο Piaget 

είχε φανταστεί.  

• Για τον van  Hiele, η λογική αρχίζει ως σχέση µεταξύ των υποθέσεων , για πα-

ράδειγµα, για τις γεωµετρικές ιδιότητες. Για τον Piaget, η λογική αρχίζει µε την 

αίσθηση που συνδέεται αναγκαστικά µε τη διατήρηση ορισµένων ποσοτήτων 

(µάζα, αποστάσεις, ευθείες γραµµές, κ.λπ.). Για τον van Hiele, ένα παιδί δεν θα 

δει την αξία  της έννοιας της αφαίρεσης έως ότου πρώτα να θεωρήσει τα σχή-

µατα ως ολότητες και για να αναλύσει τις ιδιότητες των σχηµάτων, "αυτό είναι 

αδύνατον γιατί  η αφαίρεση γίνεται κατανοητή από τους µαθητές προτού να ε-

ρευνήσουν µια τέτοια σειρά των ιδιοτήτων, και αυτό είναι µόνο δυνατό µετά 

από την επίτευξη του δεύτερου επιπέδου σκέψης" (van Hiele 1986, σελ. 64). 

Μετά µέχρι να  φθάσει στο δεύτερο επίπεδο, η αίσθηση "της λογικής" του παι-

διού  αναπτύσσεται  ταυτόχρονα µε την κατανόηση ενός "συστήµατος σχέσεων". 

Μαθαίνει, παραδείγµατος χάριν, ότι µια λέξη όπως "το τρίγωνο" µπορεί να α-
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ναφερθεί, όχι µόνο σαν ένα αντικείµενο µε ορισµένες ιδιότητες, αλλά και σαν 

περίληψη ενός αντικειµένου ή µια σχέση µε άλλα αντικείµενα.  

"Τα γλωσσικά σύµβολα µε τα οποία, ένα σύστηµα της λογικής κατασκευάζεται 

έχουν αφηρηµένο περιεχόµενο. Έτσι δεν είναι δυνατό να χτιστεί ένα παραγωγι-

κό σύστηµα µε τα γλωσσικά σύµβολα του παιδιού χωρίς να δοθεί ένα συνολικά 

διαφορετικό περιεχόµενο σε εκείνα τα σύµβολα... " (van Hiele 1986, σελ. 101).  

Ο Piaget επίσης υποστηρίζει ότι η λογική και η αφαίρεση δηµιουργούνται σε 

ένα σύστηµα σχέσεων, το οποίο αυτός καλεί µια "λειτουργική δοµή". Ο van 

Hiele και ο Piaget εµφανίζονται να έχουν διαφορετικές απόψεις σχετικά µε τις 

προϋποθέσεις για την παραγωγική σκέψη. Για τον van Hiele, είναι σηµαντικό 

για το παιδί να δει τις σχέσεις µεταξύ των ιδιοτήτων των σχηµάτων. Για τον 

Piaget, είναι σηµαντικό ότι το παιδί είναι σε αναπτυξιακό επίπεδο όπου µπορεί 

να αντικαταστήσει τις προτάσεις για τα συγκεκριµένα αντικείµενα στα αντιστρέ-

ψιµα σχήµατα. Στο σχέδιο Piaget, το αναπτυξιακό επίπεδο, και ενδεχοµένως η 

διδασκαλία της λογικής, είναι οι προϋποθέσεις που απαιτούνται για να καταλά-

βουν την Ευκλείδεια γεωµετρία.  

Οι διαφορές των απόψεων µεταξύ van Hiele's και Piaget σχετικά µε τη λογική 

µπορούν να έχουν τις επιπτώσεις τους στη διδασκαλία των γενικών, κρίσιµων 

δεξιοτήτων σκέψης. Σύµφωνα µε τον  van Hiele,  θα κατέληγε στο συµπέρασµα 

κάποιος ότι δεν κάνει καλό να διδάξει σε ένα παιδί τις λογικές δεξιότητες συλ-

λογισµού και να αναµείνει ότι αυτές οι δεξιότητες θα µεταφερθούν. Η λογική 

και η παραγωγική σκέψη εξαρτώνται από την προγενέστερη γνώση του περιεχο-

µένου (ειδικότερα, στα µαθηµατικά). "Τα µαθηµατικά δεν προχωρούν από τη 

λογική, η λογική προχωρά από τα µαθηµατικά "( van Hiele 1986, σελ. 233). 

Ένα παιδί µπορεί µόνο να καταλάβει την έννοια αναγκαστικά σε έναν τοµέα 

όπου έχει µάθει αρχικά το σύστηµα των σχέσεων σχετικά µε εκείνο τον τοµέα. 

2.2 Συµπεριφορές σε κάθε επίπεδο κατά Usiskin 
Για να υποβληθεί σε έναν αυστηρό έλεγχο σύµφωνα πάντα µε τον Usiskin (1982) , 

µια θεωρία πρέπει να περιγραφεί µε λεπτοµέρεια και σαφήνεια ώστε να επιτρέψει το 

σχεδιασµό εργαλείων ελέγχου. Για τη θεωρία Van Hiele, αυτό σηµαίνει ότι τα επίπε-

δα πρέπει να προσδιοριστούν πολύ επακριβώς.  

Σε συµφωνία µε τα παραπάνω, στα τέλη του 1979 και τις αρχές του 1980, όλα τα κεί-

µενα των Van Hiele που τέθηκαν στη διάθεση του προσωπικού του CDASSG 
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project(το ερευνητικό project που είχε αναλάβει να διευθύνει ο Usiskin στο πανεπι-

στήµιο του Illinois), (Γνωσιακή Ανάπτυξη και η Επίδοση στη Γυµνασιακή Γεωµετρία 

-Cognitive Development and Achievement in Secondary School Geometry, 

CDASSG) εξετάστηκαν για τα χωρία που περιέγραφαν τις συµπεριφορές των µαθη-

τών σε ένα ορισµένο επίπεδο. Συνολικά εξετάστηκαν εννέα τέτοια κείµενα, τέσσερα 

που εξ αρχής είχαν γραφεί στα Αγγλικά και πέντε που είχαν µεταφραστεί στα Αγγλι-

κά από τα Ολλανδικά, τα Γερµανικά ή τα Γαλλικά. Παρακάτω παραθέτουµε µια περι-

γραφή των συµπεριφορών, ταξινοµηµένων κατά επίπεδο (Usiskin 1982). 

Επίπεδο 1 (το -van Hieles-βασικό επίπεδο 0) 

 (P. M., 1958 – 59) 

1. «Τα σχήµατα κρίνονται σύµφωνα µε την εµφάνισή τους». 

2. «Ένα παιδί αναγνωρίζει ένα ορθογώνιο από τη µορφή του, το σχήµα του». 

3. «… και το ορθογώνιο του φαίνεται διαφορετικό από ένα τετράγωνο». 

4. «Όταν κάποιος έχει δείξει σε ένα εξάχρονο παιδί τι είναι ο ρόµβος, τι είναι 

το ορθογώνιο, τι είναι το τετράγωνο, τι είναι το παραλληλόγραµµο, τότε αυτό 

είναι σε θέση να σχεδιάσει τα εν λόγω σχήµατα χωρίς κανένα σφάλµα πάνω 

σε έναν γεωπίνακα (geoboard) του Gattegno, ακόµη και σε δύσκολες περι-

στάσεις». 

5. «Ένα παιδί δεν αναγνωρίζει ένα παραλληλόγραµµο σε ένα ρόµβο». 

6. «Ο ρόµβος δεν είναι παραλληλόγραµµο. Ο ρόµβος φαίνεται … ως κάτι 

πολύ διαφορετικό». 

(P.M., 1968) 

7. «Όταν κάποιος λέει ότι ονοµάζουµε ρόµβο ένα τετράπλευρο του οποίου οι 

τέσσερις πλευρές είναι ίσες αυτή η πρόταση δε θα είναι αρκετή για να πείσει 

τον αρχάριο µαθητή [άρα βρίσκεται στο επίπεδο 0] ότι τα παραλληλόγραµµα 

τα οποία αποκαλεί τετράγωνα αποτελούν µέρος του συνόλου των ρόµβων». 

Επίπεδο 2 (το -van Hieles- επίπεδο 1) 

(P. M., 1957) 

1. «Είναι σε θέση να συσχετίσει την ονοµασία ‘ισοσκελές τρίγωνο’ µε ένα 

συγκεκριµένο τρίγωνο, αν γνωρίζει ότι δύο από τις πλευρές του είναι ίσες και 

να καταλήξει στο συνακόλουθο συµπέρασµα ότι οι δύο αντίστοιχες γωνίες εί-

ναι ίσες». 

(Dina, 1957; P. M. και Dina, 1958) 
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2. «…ένας µαθητής που γνωρίζει τις ιδιότητες του ρόµβου και µπορεί να τις 

κατονοµάσει, θα διαθέτει επίσης και µια βασική κατανόηση του ισοσκελούς 

τριγώνου = ηµι-ρόµβος». 

3. «Τα σχήµατα είναι τα υποστηρίγµατα (supports) των ιδιοτήτων τους». 

4. «Το ότι ένα σχήµα είναι ένα ορθογώνιο σηµαίνει ότι αυτό έχει τέσσερις 

ορθές γωνίες, είναι ορθογώνιο, ακόµη και αν το σχήµα δεν έχει σχεδιαστεί 

πολύ προσεκτικά». 

5. «Τα σχήµατα προσδιορίζονται από τις ιδιότητές τους. (Λόγου χάρη) Αν 

µας πουν ότι το σχήµα που έχει σχεδιαστεί στον πίνακα έχει τέσσερις ορθές 

γωνίες, τότε αυτό είναι ένα ορθογώνιο, ακόµη κι αν το σχήµα δεν έχει σχεδια-

στεί πολύ προσεκτικά». 

6. «Οι ιδιότητες δεν έχουν ακόµη οργανωθεί κατά τέτοιο τρόπο ώστε ένα 

τετράγωνο να προσδιορίζεται ως ορθογώνιο». 

(P. M., 1959) 

7. «Το παιδί µαθαίνει να αντιµετωπίζει ένα ρόµβο ως ένα ισόπλευρο σχήµα 

τεσσάρων γωνιών µε ίσες τις απέναντι γωνίες και κάθετες διαγωνίους που δι-

χοτοµούνται και διχοτοµούν τις γωνίες». 

8. (Ένα ενδιάµεσο στάδιο µεταξύ αυτού του επιπέδου και του εποµένου): 

«Όταν το παιδί φθάσει στο στάδιο όπου γνωρίζει το ρόµβο και αναγνωρίζει το 

ισοσκελές τρίγωνο ως ηµι-ρόµβο, θα είναι επίσης σε θέση να προσδιορίσει 

αυθόρµητα ένα ορισµένο πλήθος ιδιοτήτων του ισοπλεύρου τριγώνου». 

9. «Μόλις αποφασιστεί ότι µια δοµή αποτελεί ένα ‘ισοσκελές τρίγωνο’ το 

παιδί θα γνωρίζει επίσης ότι ένα ορισµένο πλήθος προσδιοριστικών ιδιοτήτων 

πρέπει να υφίστανται, δίχως να πρέπει να τις αποµνηµονεύσει σ’ αυτή την ει-

δική περίπτωση». 

Επίπεδο 3 (το -van Hieles- επίπεδο 2) 

(Dina, 1957) 

1. «Οι µαθητές … µπορούν να καταλάβουν τι σηµαίνει ‘απόδειξη’ στη γεω-

µετρία. Έχουν φθάσει στο δεύτερο επίπεδο σκέψης». 

(P. M., 1957) 

2. «Μπορεί να χειριστεί την αλληλοσυσχέτιση των χαρακτηριστικών των 

γεωµετρικών σχηµάτων». 
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3. «λόγου χάρη, αν βασιζόµενος στην ισχύ των γενικών θεωρηµάτων ισότη-

τας, έχει τη δυνατότητα να συναγάγει την ισότητα γωνιών ή ευθυγράµµων 

τµηµάτων συγκεκριµένων σχηµάτων». 

(P. M., 1958 - 59) 

4. «Οι ιδιότητες είναι διατεταγµένες. Συνάγονται η µία από την άλλη: µια 

ιδιότητα προηγείται ή έπεται µιας άλλης ιδιότητας». 

5. «Η εσωτερική σηµασία του παραγωγικού συλλογισµού δεν είναι κατανοη-

τή από το µαθητή». 

6. «Το τετράγωνο αναγνωρίζεται ως ορθογώνιο επειδή σ’ αυτό το επίπεδο οι 

ορισµοί των σχηµάτων αρχίζουν να διαδραµατίζουν ρόλο». 

 (P. M., 1959) 

7. «Το παιδί … [θα] αναγνωρίσει το ρόµβο µέσω ορισµένων ιδιοτήτων του, 

… επειδή, λόγου χάρη, είναι ένα σχήµα τεσσάρων γωνιών του οποίου οι δια-

γώνιοι διχοτοµούνται κάθετα». 

8. «[Το παιδί] δεν είναι σε θέση να µελετήσει τη γεωµετρία µε την αυστηρό-

τερη έννοια της λέξης». 

9. «Το παιδί γνωρίζει πώς πρέπει να συλλογιστεί σύµφωνα µε ένα παραγωγι-

κό λογικό σύστηµα … τούτο όµως δεν είναι ίδιο µε το συλλογισµό που βασί-

ζεται στην ισχύ της τυπικής λογικής». 

(P. M., 1976) 

10.  «Η κατανόηση της συνεπαγωγής, της ισοδυναµίας, της άρνησης µιας 

συνεπαγωγής ανήκει στο δεύτερο επίπεδο σκέψης». 

(P. M., 1978) 

11. «Μπορούν να καταλάβουν µια ανώτερη συλλογιστική δοµή, όπως λόγου 

χάρη: ‘η παραλληλία των ευθειών συνεπάγεται  (σύµφωνα µε το σηµασιολογικό 

χαρακτήρα τους) την παρουσία ενός νόµου, και συνεπώς (σύµφωνα µε το συµβο-

λικό τους χαρακτήρα) την ισότητα των εντός εναλλάξ γωνιών’». 

12. «Μπορώ [ο µαθητής] να αποστηθίσω έναν ορισµό. Κανένα επίπεδο. Μπο-

ρώ να καταλάβω ότι οι ορισµοί ίσως να είναι απαραίτητοι: δεύτερο επίπεδο.» 

13. «… ξέρεις τι σηµαίνει αυτό [η χρήση του ‘µερικά’ και του ‘όλα’] δεύτερο 

επίπεδο». 
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Επίπεδο 4 (το -van Hieles- επίπεδο 3) 

(P. M., 1957) 

1. «Θα φτάσει το τρίτο επίπεδο σκέψης όταν αρχίσει να χειρίζεται τα εσωτερι-

κά χαρακτηριστικά των σχέσεων. Λόγου χάρη: αν µπορεί να διακρίνει µεταξύ 

µιας πρότασης και της αντίστροφής της».  

(Dina, 1957) 

2. «Μπορούµε να αρχίσουµε µελετώντας ένα σύστηµα παραγωγικού συλλογι-

σµού από προτάσεις, δηλαδή, τον τρόπο µε τον οποίο επηρεάζεται η αλληλεξάρ-

τηση των σχέσεων. Τώρα οι ορισµοί και οι προτάσεις εισέρχονται στο νοητικό 

ορίζοντα των µαθητών». 

3. «Η παραλληλία των ευθειών συνεπάγεται την ισότητα των αντίστοιχων γω-

νιών και αντιστρόφως». 

(P. M. και Dina, 1958) 

4. «Ο µαθητής θα είναι σε θέση, λόγου χάρη, να διακρίνει µεταξύ µιας πρό-

τασης και της αντίστροφής της». 

5. «(είναι) … δυνατό να αναπτύξει ένα αξιωµατικό σύστηµα γεωµετρίας». 

(P. M., 1958 - 59) 

6. «Ο νους απασχολείται µε τη σηµασία της λογικής παραγωγής συµπερασµά-

των, του αντιστρόφου ενός θεωρήµατος, ενός αξιώµατος, των αναγκαίων και ικα-

νών συνθηκών». 

(P. M., 1968) 

7. «… θα µπορούσε κανείς να του πει (του µαθητή) ότι σε µια απόδειξη το ζήτηµα 

είναι να γνωρίζει το αν αυτές οι θέσεις είναι αληθείς ή όχι, ή µάλλον τη σχέση µε-

ταξύ της αλήθειας αυτών των θέσεων και κάποιων άλλων. ∆ίχως την κατανόηση 

τέτοιων σχέσεων δε µπορούµε να εξηγήσουµε στο µαθητή ότι πρέπει να διαθέ-

τουµε τη δυνατότητα προσφυγής σε αξιώµατα.» [εδώ ο Usiskin λέει ότι συµπέρα-

νε το επίπεδο από το πρώτο τµήµα της πρότασης. Γιατί πουθενά δεν αναφέρεται 

το επίπεδο]. 

Επίπεδο 5 (το -van Hieles- επίπεδο 4) 

(P. M. και Dina, 1958) 

1. «Τελικά στο τέταρτο επίπεδο (που δεν επιτυγχάνεται ποτέ στη δευτερο-

βάθµια εκπαίδευση) η λογική σκέψη καθαυτή µπορεί να καταστεί θεµατική ύλη». 

2. «Τα αξιώµατα καθαυτά ανήκουν στο τέταρτο επίπεδο». 

(P. M., 1958 - 59) 
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3. «∆εν τίθενται ερωτήσεις όπως: τι είναι τα σηµεία, οι γραµµές, οι επιφάνειες, 

κ.λπ. Τα σχήµατα ορίζονται µόνο µέσω συµβόλων που συνδέονται µε σχέσεις. 

Για να βρούµε το συγκεκριµένο νόηµα των συµβόλων, πρέπει να στραφούµε στα 

χαµηλότερα επίπεδα όπου µπορεί να φανεί το συγκεκριµένο νόηµα αυτών των 

συµβόλων». 

2.3 Τυπικά γνωρίσµατα της γεωµετρικής σκέψης κατά Fays et al 
Οι David Fays, Dorothy Geddes & Rosamond Tischler (2005) παρουσιάζουν τα τυπι-

κά γνωρίσµατα κάθε επιπέδου δίνοντας περιγραφές και απαντήσεις των µαθητών ό-

πως αναφέρονται παρακάτω (οι απαντήσεις δίνονται λεπτοµερώς στο παράρτηµα). 

Επίπεδο 1: Περιγραφές από δείγµα µαθητών 
 
Οι µαθητές προσδιορίζουν και αναπτύσσουν δραστηριότητες στις µορφές (π.χ., τε-

τράγωνα, τρίγωνα) και άλλες γεωµετρικές διαµορφώσεις (π.χ. γραµµές, γωνίες, 

πλέγµατα) σύµφωνα µε την εµφάνισή τους. 

1. Ο µαθητές αναγνωρίζουν τη µορφή του σχήµατος από την εµφάνισή της συνο-

λικά ως ολότητα (Gestalt):  

• Σε ένα απλό σχέδιο, διάγραµµα ή σύνολο από σχήµατα  

• Στις διαφορετικές θέσεις  

• Σε ένα σχήµα ή άλλες πιο σύνθετες γεωµετρικές κατασκευές.  

2. Κατασκευάζουν, σχεδιάζουν, ή αντιγράφουν ένα σχήµα  

3. Ονοµάζουν ή συµβολίζουν τα σχήµατα και τις άλλες γεωµετρικές κατασκευές 

και χρησιµοποιούν τυπικά και άτυπα ονόµατα κατάλληλα.  

4. Συγκρίνουν και κατατάσσουν τα σχήµατα µε κριτήριο την εµφάνισή τους ως 

ολότητα.  

5. Περιγράφουν λεκτικά σχήµατα από την εµφάνισή τους ως ολότητα. 

6. Λύνουν απλά προβλήµατα ρουτίνας βασιζόµενοι στα σχήµατα παρά χρησιµο-

ποιώντας τις  ιδιότητες που αυτά έχουν.  
7. Αναγνωρίζουν τα µέρη ενός σχήµατος αλλά: 

• ∆εν αναλύουν το σχήµα στα στοιχεία που το αποτελούν. 

• ∆εν σκέφτονται ότι οι ιδιότητες χαρακτηρίζουν µια κλάση  σχηµάτων . 

• ∆εν κάνουν γενικεύσεις για τα σχήµατα και δεν χρησιµοποιούν σχετικές 

λεκτικές εκφράσεις  
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Επίπεδο 2: Περιγραφές από δείγµα µαθητών 

Οι µαθητές αναλύουν τα σχήµατα µε όρους των µερών που τα αποτελούν και των 

σχέσεων µεταξύ αυτών, κατανοούν τις ιδιότητες κλάσεων σχηµάτων εµπειρικά, και 

χρησιµοποιούν τις ιδιότητες για να λύνουν προβλήµατα. 

Οι µαθητές  

1. Αναγνωρίζουν και ελέγχουν σχέσεις µεταξύ των στοιχείων των σχηµάτων  

(π.χ. , ισότητα των απέναντι πλευρών ενός παραλληλογράµµου, ισότητα των γω-

νιών).   

2. Ανακαλούν (από την µνήµη τους) και χρησιµοποιούν κατάλληλο λεξιλόγιο για τα 

συστατικά των σχηµάτων και τις σχέσεις τους (π.χ. απέναντι πλευρές και απέναντι 

γωνίες ίσες, οι διαγώνιές διχοτοµούνται).  

3. Συγκρίνουν δύο σχήµατα µε βάση τις σχέσεις µεταξύ των στοιχείων που τα απο-

τελούν.  

4. Κατατάσσουν τα σχήµατα σε διαφορετικές κατηγορίες σύµφωνα µε ορισµένες 

ιδιότητες, συµπεριλαµβάνοντας παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα.  

5. Ερµηνεύουν και χρησιµοποιούν λεκτικές περιγραφές για ένα σχήµα από την άπο-

ψη των ιδιοτήτων του και χρησιµοποιούν τις περιγραφές για να σχεδιάσουν και να 

κατασκευάσουν το σχήµα . 

6. Ερµηνεύουν λεκτικές ή συµβολικές προτάσεις κανόνων και τις εφαρµόζουν. 

7. Ανακαλύπτουν ιδιότητες σε κάποια σχήµατα εµπειρικά και γενικεύουν τις ιδιότη-

τες για αυτή την κλάση των σχηµάτων. 

8. Περιγράφουν µια κλάση σχηµάτων (π.χ. παραλληλόγραµµα) µε βάση τις ιδιότητές 

τους. 

9. Αναγνωρίζουν ποιες ιδιότητες που χρησιµοποιούνται για να χαρακτηρίσουν µια 

κλάση σχηµάτων επίσης εφαρµόζονται σε µια άλλη κλάση και συγκρίνουν αυτές 

τις δύο κλάσεις σύµφωνα µε τις ιδιότητές τους. 

10. Ανακαλύπτουν ιδιότητες µιας άγνωστης κλάσης σχηµάτων. 

11. Λύνουν γεωµετρικά προβλήµατα χρησιµοποιώντας γνωστές ιδιότητες των σχηµά-

των ή αναγνωρίσιµες ιδιότητες. 

12. Σχηµατοποιούν και χρησιµοποιούν γενικεύσεις για ιδιότητες των σχηµάτων (µε 

τη βοήθεια του καθηγητή-εποπτικού υλικού αυθόρµητα µόνοι τους) και χρησιµο-

ποιούν σχετική γλώσσα αλλά: 

• ∆εν εξηγούν πως κάποιες ιδιότητες σχηµάτων συσχετίζονται. 
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• ∆εν σχηµατοποιούν και δεν χρησιµοποιούν τυπικούς ορισµούς. 

• ∆εν εξηγούν σχέσεις υποκλάσεων εκτός από το να τσεκάρουν συγκεκρι-

µένα παραδείγµατα που αναφέρονται σε µια λίστα ιδιοτήτων. 

• ∆εν βλέπουν την ανάγκη απόδειξης ή λογικής εξήγησης των γενικεύσεων 

που ανακαλύπτονται εµπειρικά και δεν χρησιµοποιούν κατάλληλη γλώσ-

σα.(π.χ εάν -τότε , επειδή) σωστά. 

 

Επίπεδο 3: Περιγραφές από δείγµα µαθητών 
 
Οι µαθητές διατυπώνουν και χρησιµοποιούν ορισµούς, δίνουν άτυπα επιχειρήµατα τα 

οποία έχουν αποφασίσει προηγουµένως ερευνώντας ιδιότητες και ακολούθως δίνουν 

παραγωγικά επιχειρήµατα.  

Οι µαθητές  

1. Προσδιορίζουν διαφορετικά σύνολα ιδιοτήτων τα οποία χαρακτηρίζουν µια 

κλάση σχηµάτων και ελέγχουν αν αυτά είναι ικανοποιητικά.  

2. Προσδιορίζουν ελάχιστα σύνολα ιδιοτήτων τα οποία µπορούν να χαρακτηρί-

σουν ένα σχήµα. 

3. ∆ιατυπώνούν και χρησιµοποιούν έναν ορισµό για µια κλάση σχηµάτων. 

4. ∆ίνουν άτυπα επιχειρήµατα (χρησιµοποιώντας διαγράµµατα, συνθέσεις σχη-

µάτων ή άλλα υλικά). 

5. Έχοντας σχηµατίσει ένα συµπέρασµα για δοσµένες πληροφορίες, δικαιολο-

γούν το συµπέρασµα χρησιµοποιώντας λογικές σχέσεις. 

6. ∆ιατάσσουν κλάσεις σχηµάτων. 

7. ∆ιατάσσουν δύο ιδιότητες. 

8. Ανακαλύπτουν νέες ιδιότητες παραγωγικά. 

9. ∆ίνουν άτυπα παραγωγικά επιχειρήµατα. 

• Ακολουθούν ένα παραγωγικό επιχείρηµα και µπορεί να παρέχουν τα µέ-

ρη του επιχειρήµατος. 

• ∆ίνουν µια περίληψη ή µια παραλλαγή ενός παραγωγικού επιχειρήµα-

τος. 

• ∆ίνουν παραγωγικά επιχειρήµατα. 

10. Ανεπίσηµα αναγνωρίζουν τη διαφορά µεταξύ µιας πρότασης και του αντι-

στρόφου της. 
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11. Προσδιορίζουν και χρησιµοποιούν τις στρατηγικές ή τον συλλογισµό για να 

λύσουν τα προβλήµατα. 

12. Αναγνωρίζουν το ρόλο του παραγωγικού επιχειρήµατος και προσεγγίζουν τα 

προβλήµατα κατά τρόπο παραγωγικό αλλά : 

• ∆εν αντιλαµβάνονται την έννοια της αφαίρεσης υπό µια αξιωµατική 

έννοια (π.χ. δεν βλέπουν την ανάγκη για ορισµούς και αξιώµατα). 

• ∆εν διακρίνουν µεταξύ µιας πρότασης και της αντιστρόφου της.  

• ∆εν µπορούν ακόµα να βρουν αλληλεξαρτήσεις µεταξύ δικτύων και 

θεωρηµάτων. 

Επίπεδο 4: Περιγραφές από δείγµα µαθητών 
 
Οι µαθητές καθιερώνουν, µέσα σε ένα αξιωµατικό σύστηµα, τα θεωρήµατα και τις 

αλληλεξαρτήσεις µεταξύ των δικτύων των θεωρηµάτων. 

Οι µαθητές 
 
1. Αναγνωρίζουν την ανάγκη για όρους, ορισµούς, και βασικές υποθέσεις (αξιώµα-

τα). 

2. Αναγνωρίζουν χαρακτηριστικά ενός τυπικού ορισµού (π.χ απαραίτητους και ικα-

νοποιητικούς όρους) και ισοδυναµία των ορισµών. 

3. Αποδεικνύουν σε ένα αξιωµατικό σύστηµα σχέσεων ότι είχε εξηγηθεί τυπικά στο 

επίπεδο 2. 

4. Αποδεικνύουν σχέσεις µεταξύ ενός θεωρήµατος και σχετικών δηλώσεων (π.χ. α-

ντίστροφο, αντιθετοαντιστροφή). 

5. Καθιερώνουν σχέσεις µεταξύ δικτύων των θεωρηµάτων. 

6. Συγκρίνουν και αντιπαραβάλλουν τις διαφορετικές αποδείξεις των θεωρηµάτων. 

7. Εξετάζουν τα αποτελέσµατα της αλλαγής ενός αρχικού ορισµού ή ενός αξιώµατος 

σε µια λογική ακολουθία.  

8. Καθιερώνουν µια γενική αρχή ,η οποία να ενοποιεί διαφορετικά θεωρήµατα. 

9. ∆ηµιουργούν τις αποδείξεις από τα αξιώµατα.  

10. ∆ίνουν τα επίσηµα παραγωγικά επιχειρήµατα αλλά δεν ερευνούν ή δεν συγκρί-

νουν τα αξιωµατικά συστήµατα. 

Επίπεδο 5: Περιγραφές από δείγµα µαθητών 
 
Οι µαθητές ορίζουν αυστηρά τα θεωρήµατα στα διαφορετικά αξιωµατικά συστήµατα 

και αναλύουν ,συγκρίνουν αυτά τα συστήµατα. 
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Οι µαθητές 

1. Ορίζουν αυστηρά τα θεωρήµατα σε διαφορετικά αξιωµατικά συστήµατα (π.χ., 

προσέγγιση Hilbert στα θεµέλια της γεωµετρίας).  

2. Συγκρίνουν τα αξιωµατικά συστήµατα (π.χ. Ευκλείδειες και µη- Ευκλείδειες 

Γεωµετρίες): Αυθόρµητα εξερευνούν πώς οι αλλαγές στα αξιώµατα έχουν επι-

πτώσεις στην γεωµετρία. 

3. Καθιερώνουν τη συνέπεια ενός συνόλου αξιωµάτων, ανεξαρτησία ενός αξιώµα-

τος, και ισοδυναµία διαφορετικών συνόλων αξιωµάτων δηµιουργώντας ένα α-

ξιωµατικό σύστηµα για µια γεωµετρία.  

4. Εφευρίσκουν τις γενικευµένες µεθόδους για κατηγορίες προβληµάτων. 

5. Κάνουν αναζητήσεις του ευρύτερου πλαισίου στο οποίο ένα µαθηµατικό θεώ-

ρηµα ή αρχή θα ισχύσει. 

6. Κάνουν σε βάθος µελέτη της λογικής για να αναπτύξουν νέες ιδέες και 

προσεγγίσεις για λογικά συµπεράσµατα. 
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3 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο 

Εµπειρικές έρευνες για τη θεωρία Van Hieles 

3.1 Έρευνες στο εξωτερικό 

Οι εµπειρικές έρευνες για τη θεωρία van Hiele που έχουν γίνει, σε όλο τον 

κόσµο είναι αρκετές. Εµείς εδώ θα αναφέρουµε τις σπουδαιότερες.  

 Η πρώτη έρευνα,βασική για την ερευνά µας, είναι η έρευνα του Usiskin 

(1982) καθηγητή του πανεπιστηµίου του Σικάγο. Ο Usiskin διηύθυνε ένα ερευνητικό 

πρόγραµµα το CDASSG project. Το project «Γνωστική Ανάπτυξη και η Επίδοση στη 

Γυµνασιακή Γεωµετρία (Cognitive Development and Achievement in Secondary 

School Geometry, CDASSG)», σχεδιάστηκε για να θέσει ένα πλήθος ερωτηµάτων 

που συσχετίζουν τα επίπεδα και τις ιδιότητές τους, ειδικότερα δε τις σχέσεις που τα 

επίπεδα µπορεί να έχουν µε την επίδοση στη τυπική ύλη της γυµνασιακής γεωµετρί-

ας. Τα ερωτήµατα αυτά ήταν (Usiskin ,1982): 

• Πώς κατανέµονται οι µαθητές που ξεκινούν το µάθηµα της γεωµετρίας σε σχέ-

ση µε τα επίπεδα στο σχήµα van Hiele; 

• Ποιες αλλαγές λαµβάνουν χώρα στα επίπεδα van Hiele µετά από ένα σχολικό 

έτος σπουδής της γεωµετρίας; 

• Σε ποια έκταση σχετίζονται τα επίπεδα van Hiele µε την τρέχουσα επίδοση στη 

γεωµετρία;  

• Σε ποια έκταση προβλέπουν τα επίπεδα van Hiele την επίδοση στη γεωµετρία 

µετά από µαθήµατα ενός έτους; 

• Ποιες γενικεύσεις µπορούν να γίνουν αναφορικά µε το επίπεδο van Hiele κατά 

την εισαγωγή στο µάθηµα και τη γεωµετρική γνώση των µαθητών που αργότε-

ρα διαπιστώνεται ότι είναι ανεπιτυχείς στη σπουδή τους πάνω στη γεωµετρία; 

• Σε ποια έκταση είναι η γεωµετρία που διδάσκεται στους µαθητές κατάλληλη 

για το δικό τους επίπεδο van Hiele; 

• Σε ποια έκταση διαφέρουν οι τάξεις της γεωµετρίας σε διαφορετικά σχολεία 

και κοινωνικο-οικονοµικά περιβάλλοντα ως προς την καταλληλότητα της ύλης 

του µαθήµατος στο επίπεδο van Hiele του µαθητή; 

Στο CDASSG project δόθηκαν τρία χρόνια για να µελετήσει αυτά τα ερωτή-

µατα, ένας χρόνος (1979 – 1980) για το σχεδιασµό της µελέτης, ένας χρόνος (1980 – 
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1981) για την εκτέλεση της µελέτης, και ένας χρόνος (1981 – 1982) για την ανάλυση 

των δεδοµένων και τη συγγραφή αναφορών. 

Η µελέτη περιέλαβε, συνολικά, περίπου 2700 µαθητές σε 13 επιλεγµένα γυ-

µνάσια από ολόκληρες τις Ηνωµένες Πολιτείες για να καλύψει ένα ευρύ φάσµα των 

κοινωνικο-οικονοµικών συνθηκών του κοινωνικού συνόλου. Στους µαθητές αυτούς 

δόθηκαν τεστ αξιολόγησης γεωµετρικών γνώσεων βάσει των επιπέδων van Hiele, 

στην έναρξη και στο πέρας του σχολικού έτους. Η επίδοση ενός µεγάλου µέρους του 

δείγµατος στην απόδειξη αξιολογήθηκε επίσης στο τέλος του σχολικού έτους. Πα-

ράλληλα συλλέχθηκε και µια ποικιλία άλλων δεδοµένων. 

Για να ελεγχθεί η θεωρία χρησιµοποιήθηκαν αυτούσια χωρία από κείµενα των van 

Hiele. Το τεστ που χρησιµοποιήθηκε για την εξακρίβωση των επιπέδων Van Hiele 

αποτελείτο από 25 ερωτήµατα (5 ερωτήµατα Χ 5 επίπεδα).  

Τα συµπεράσµατα της έρευνας ήταν τα εξής: 

Συµπέρασµα 1: Στη µορφή που δόθηκε από τους van Hiele το επίπεδο 5 δεν υπάρχει ή 

δεν είναι ελέγξιµο. Όλα τα άλλα επίπεδα είναι ελέγξιµα.  

Συµπέρασµα 2: Πάνω από τα δύο τρίτα των µαθητών απαντούν στα θέµατα των τεστ 

µε τρόπους που καθιστούν εύκολη την αντιστοίχιση κάποιου επιπέδου van Hiele σ΄ αυ-

τούς. 

Συµπέρασµα 3: Αυθαίρετες αποφάσεις που αφορούν στο πλήθος των σωστών απαντή-

σεων το οποίο είναι απαραίτητο για την επίτευξη ενός επιπέδου µπορούν να επηρεά-

σουν το επίπεδο που αντιστοιχίζεται σε πολλούς µαθητές. 

Συµπέρασµα 4: Αν θεωρήσουµε εκείνους τους µαθητές που βρίσκονται σε ένα δοθέν  

επίπεδο van Hiele το φθινόπωρο, υπάρχει µεγάλη µεταβλητότητα του επιπέδου van 

Hiele από το φθινόπωρο ως την άνοιξη. 

Συµπέρασµα 5: Το επίπεδο van Hiele είναι ένας πολύ καλός προγνώστης της τρέχου-

σας απόδοσης στα τεστ πολλαπλής επιλογής της τυπικής ύλης της γεωµετρίας. Το επίπε-

δο van Hiele είναι επίσης πολύ καλός προγνώστης της τρέχουσας απόδοσης σε ένα α-

ποδεικτικό τεστ, αλλά ένα τεστ στην ύλη της γεωµετρίας συσχετίζεται ακόµη ισχυρότερα 

µε την απόδειξη. 

Συµπέρασµα 6: Στις τάξεις γεωµετρίας που έχουν µελετήσει την απόδειξη, τα επίπεδα 

van Hiele των περισσότερων µαθητών προς το τέλος του σχολικού έτους είναι υπερβο-

λικά χαµηλά ώστε να επιτρέψουν κάποια πιθανότητα επιτυχίας στη γεωµετρική απόδει-

ξη. 
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Συµπέρασµα 7: Το «φθινοπωρινό» επίπεδο van Hiele είναι ένας καλός προγνώστης 

της «εαρινής» επίδοσης στη γεωµετρία, αλλά όχι τόσο καλός προγνώστης όσο η γνώση 

κατά την έναρξη των µαθηµάτων ή το εαρινό επίπεδο van Hiele. 

Συµπέρασµα 8: Στις τάξεις της γεωµετρίας που µελετούν την απόδειξη, τα «φθινοπω-

ρινά» επίπεδα van Hiele είναι υπερβολικά χαµηλά ώστε να επιτρέψουν ακόµη και µια 2 

στις 5 πιθανότητα επιτυχίας στην απόδειξη. 

Συµπέρασµα 9: Χρησιµοποιώντας τα επίπεδα van Hiele ως κριτήριο, σχεδόν οι µισοί 

µαθητές της γεωµετρίας είναι τοποθετηµένοι σε ένα µάθηµα στο οποίο οι πιθανότητες 

επιτυχίας τους στην απόδειξη είναι µόνο 50 – 50.  

Συµπέρασµα 10: Πολλοί µαθητές δε µαθαίνουν ούτε τις απλούστερες γεωµετρικές έν-

νοιες στις πρώτες τάξεις του γυµνασίου. Έτσι, πολλοί µαθητές δε γνωρίζουν αυτές τις 

έννοιες όταν αποφοιτούν από το γυµνάσιο. 

Συµπέρασµα 11: Πολλοί µαθητές αφήνουν το µάθηµα της γεωµετρίας χωρίς να έχουν 

εξοικειωθεί µε τη βασική ορολογία και τις ιδέες της γεωµετρίας. 

Συµπέρασµα 12: Από όλους του µαθητές γυµνασίου των Ηνωµένων Πολιτειών, περί-

που: 

 

60% δεν µελετούν αποδείξεις .  

 

 

 

 

 

40% µελετούν αποδείξεις.  

 

 
 
 
  
Συµπέρασµα 13: Η ικανότητα της γεωµετρίας, από τα στοιχεία ως την απόδειξη, είναι 

ίση µεταξύ των φύλων. 

 

 

 

− 47% δεν εγγράφονται στη γεωµετρία 

− 6% εγγράφονται στη γεωµετρία αλλά ε-

γκαταλείπουν πριν το τέλος 

− 7% είναι εγγεγραµµένοι σε ένα µάθηµα 

γεωµετρίας χωρίς αποδείξεις 

− 11% µελετούν αποδείξεις αλλά δε µπορούν 

να τις εφαρµόσουν 

− 9% µπορούν να πραγµατοποιούν µόνο τε-

τριµµένες αποδείξεις 

− 7% έχουν µέτρια επιτυχία µε τις αποδείξεις 

− 13% έχουν επιτυχία µε τις αποδείξεις 
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Γενικό συµπέρασµα 

 Η µεγάλη πλειοψηφία των µαθητών µπορεί να αντιστοιχιστεί σε κάποιο επίπεδο 

van Hiele µέσω ενός απλού τεστ παρά το γεγονός ότι η θεωρία των επιπέδων van Hiele 

δεν έχει ακόµη επεξηγηθεί µε τρόπο που να επιτρέπει τον έλεγχο του υψηλότερου επιπέ-

δου της ή την αντιστοίχιση ενός µοναδικού επιπέδου σε κάθε µαθητή. Τα επίπεδα που 

αντιστοιχίζονται στους µαθητές είναι ένας καλός προγνώστης της τρέχουσας απόδοσης 

του µαθητή στη γεωµετρία και ένας αρκετά καλός προγνώστης της µετέπειτα απόδοσής 

του. Η χαµηλή απόδοση πολλών µαθητών είτε σε ένα τεστ στην ύλη της γεωµετρίας ή 

στη γραφή αποδείξεων σχετίζεται στενά µε την κατάταξη στα χαµηλότερα επίπεδα van 

Hiele. Συνεπώς αυτή η µελέτη επιβεβαιώνει τη χρήση της θεωρίας των επιπέδων van 

Hiele για να εξηγήσει γιατί πολλοί µαθητές έχουν πρόβληµα µάθησης και απόδοσης στο 

µάθηµα της γεωµετρίας. 

 Το µάθηµα της γεωµετρίας δεν είναι ωφέλιµο για πολλούς µαθητές. Στο τέλος 

του έτους σπουδής της γεωµετρίας πολλοί µαθητές δεν κατέχουν ούτε καν τετριµµένες 

πληροφορίες για την ορολογία της γεωµετρίας και τη µέτρηση. Οι ερωτήσεις που αφο-

ρούν στα µαθηµατικά συστήµατα απαντώνται µε ουσιαστικά τυχαίο τρόπο. Οι µισοί µα-

θητές που εγγράφονται σε ένα µάθηµα προσανατολισµένο στην απόδειξη βιώνουν πολύ 

µικρή ή καµιά επιτυχία στην απόδειξη. Ο µείζων λόγος φαίνεται να είναι η έλλειψη 

γνώσης στην έναρξη του έτους. Αυτή η µελέτη επιβεβαιώνει την ανάγκη για συστηµατι-

κή διδασκαλία της γεωµετρίας πριν το γυµνάσιο αν επιθυµούµε µεγαλύτερη γεωµετρική 

γνώση και επιτυχία στη γραφή αποδείξεων για τους µαθητές µας.  

 Οι Burger & Shaughnessy (1986) εξέτασαν συγκεκριµένες ερωτήσεις που 

σχετίζονταν µε τη θεωρία επιπέδων γεωµετρικής σκέψης των Van Hiele . 

  Η πρώτη διαπίστωνε τη χρησιµότητα των επιπέδων Van Hiele στην περιγραφή 

των διαδικασιών σκέψης των µαθητών στους στόχους της γεωµετρίας. 

  Η δεύτερη ήταν να ανακαλυφθεί εάν τα επίπεδα θα µπορούσαν να χαρακτηρι-

στούν λειτουργικά από τη συµπεριφορά των µαθητών. 

  Η τρίτη ήταν για το σχεδιασµό µιας διαδικασίας συνέντευξης που θα µπορούσε 

να αποκαλύψει κυρίαρχα επίπεδα συλλογισµού στους συγκεκριµένους στόχους 

της γεωµετρίας.  

∆ιαπίστωσαν ότι η θεωρία Van Hiele ήταν χρήσιµη στην περιγραφή των απαντήσεων 

των µαθητών σε ζητήµατα της γεωµετρίας. Είπαν, "αυτή είναι σηµαντική για τους ε-

ρευνητές για την αξία της στην περιγραφή της συµπεριφοράς. Είναι επίσης σηµαντική 

στους καθηγητές στην επιλογή και την ταξινόµηση εκπαιδευτικών δραστηριοτήτων σύµ-
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φωνα µε τον πρότυπο "(σελ.27). Επιπλέον, επιβεβαίωσαν ένα µεγάλο µέρος της περι-

γραφής των Van Hiele's για τα χαρακτηριστικά των επιπέδων. Επίσης, είπαν « ότι η 

θεωρία Van Hiele θα µπορούσε να χρησιµεύσει ως µια βάση για τα πειράµατα διδα-

σκαλίας δοµιστών στη γεωµετρία». Σύµφωνα µε αυτούς, τα επίπεδα Van Hiele, η α-

πεικόνιση, η ανάλυση, η διάταξη, η αφαίρεση, και η αυστηρότητα ήταν χρήσιµα στην 

περιγραφή των µαθητών που διαλογίζονται τις διαδικασίες στους στόχους των πολυ-

γώνων. Επίσης, πρότειναν ότι οι εκπαιδευτικοί και οι ερευνητές θα µπορούσαν να δη-

µιουργήσουν ειδικά µαθήµατα βασισµένα στα επίπεδα, και αυτό θα µπορούσε να είναι 

κατάλληλο για να εξεταστούν οι απαντήσεις των µαθητών. Αυτά τα µαθήµατα περιε-

λάµβαναν έννοιες γεωµετρίας, όπως η οµοιότητα, η µέτρηση και η ισότητα ανάµεσα στα 

σχήµατα. Αν και οι συµπεριφορές των µαθητών στα µαθήµατα, όπως ο σχεδιασµός, 

ταυτοποίηση και ορισµός σχηµάτων καθώς και η απόδειξη ιδιοτήτων κάποιων σχηµά-

των ήταν συσχετισµένες µε τα επίπεδα Van Hiele , το επίπεδο 5(αυστηρότητα), που πε-

ριλαµβάνει συνδυασµό διαφορετικών θεωρηµάτων και σύγκριση των διαφορετικών συ-

στηµάτων δεν επιβεβαιώθηκε (Burger & Shaughnessy, 1986).  

Τέλος, διαπίστωσαν ότι « τα επίπεδα Van Hieles αρχικά υποτίθεται ότι ήταν στατικά 

και ιδιαίτερα. Εντούτοις κάποια στοιχεία έχουν βρεθεί για να υποστηρίξουν την άποψη 

ότι τα επίπεδα είναι πραγµατικά δυναµικά και συνεχή. Αυτό υποτίθεται επειδή µερικοί 

µαθητές φαίνονται να ταλαντεύονται µεταξύ των διαφορετικών επιπέδων σε έναν στόχο 

ή να αναπτύσσουν δραστηριότητες σε διαφορετικά επίπεδα και διαφορετικές περιοχές 

του περιεχοµένου. Σε µερικές περιπτώσεις, οι µαθητές εξέθεσαν τις συµπεριφορές από 

δύο διαφορετικά επίπεδα στον ίδιο στόχο, δείχνοντας ότι αυτοί ήταν πραγµατικά µεταξύ 

των δύο επιπέδων», (Senk, 1989 ; Burger & Shaughnessy, 1986).  

 Οι Fays, Geddes, & Tischler (1988) επισήµαναν ότι «ο αρχάριος πρέπει να περά-

σει από τα επίπεδα σταδιακά διαφορετικά δεν θα είναι σε θέση να παρακολουθήσει 

τα µαθήµατα. Πάνω σε αυτό, όλοι συµφωνούν σχετικά µε τη σηµασία της διαδοχι-

κότητας των επιπέδων της θεωρίας στη γεωµετρία». Επιπλέον, «όλες οι µέθοδοι δι-

δασκαλίας δεν επιτρέπουν ισότιµα στους µαθητές για να ενταχθούν στα πιο υψηλά 

επίπεδα λόγω της διαφοράς των µαθητών στον τρόπο µάθησης. Είναι επίσης δυνατό 

να αντιµετωπιστεί µια απόκλιση µεταξύ ενός µαθητή και ενός καθηγητή που λει-

τουργούν σε διαφορετικά επίπεδα σκέψης. Παραδείγµατος χάριν, ένας µαθητής στο 

επίπεδο 1 ή στο επίπεδο 2 µερικές φορές δεν µπορεί να καταλάβει την έννοια που 

διδάσκεται σε επίπεδο 3 ή επίπεδο 4».  
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Οι Fays et al (1988) κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι «κάθε επίπεδο Van Hiele  έχει τα 

δικά του γλωσσικά σύµβολά και το δικό του δίκτυο σχέσεων που συνδέει τα σύµβολα 

αυτά». Πρόσθεσαν επίσης ότι «η γλωσσική δοµή είναι ένας βασικός παράγοντας στην 

πρόοδο µέσω των επιπέδων Van Hiele από το συγκεκριµένο (επίπεδο 1), στο αφηρηµέ-

νο (επίπεδα 4-5)». Για να τονίσουν τη σηµασία της γλώσσας, απέδωσαν πολλές απο-

τυχίες στη διδασκαλία της γεωµετρίας στα γλωσσικά εµπόδια. Επιπλέον, υποστήρι-

ξαν ότι «η πρόοδος από ένα επίπεδο στο επόµενο εξαρτάται περισσότερο από την διδα-

σκαλία παρά από την ηλικία του µαθητή ή τη βιολογική ωρίµανση». 

 Η Mayberry (1983) πραγµατοποίησε µια µελέτη σε 19 δασκάλους δηµοτικών 

σχολείων. Οι στόχοι που υιοθέτησε στη µελέτη της σχεδιάστηκαν για τα πρώτα τέσ-

σερα επίπεδα συµπεριλαµβανοµένων των επτά γεωµετρικών εννοιών που ήταν τετρά-

γωνα, ορθογώνια τρίγωνα, ισοσκελή τρίγωνα, κύκλοι, παράλληλες γραµµές, οµοιότη-

τα, και ισότητα. Η µελέτη αυτή έγινε για να εξεταστούν οι ακόλουθες υποθέσεις: "Η1 

- για κάθε γεωµετρική έννοια, ένας µαθητής σε επίπεδο n θα απαντήσει σε όλες τις ερω-

τήσεις σε επίπεδο κάτω από το n στο κριτήριο αλλά θα δυσκολευτεί στο κριτήριο στις 

ερωτήσεις επάνω από το επίπεδο n”. “Η2- ένας µαθητής θα ικανοποιήσει όλες τις γε-

ωµετρικές έννοιες του κριτηρίου που ανήκουν στο  ίδιο επίπεδο” (Mayberry 1983 

σελ.58).  

Υπενθυµίζουµε τις δύο ιδιότητες της θεωρίας του Van Hiele (1986): (α) Ένας µαθη-

τής δεν µπορεί να αποδώσει επαρκώς σε δεδοµένο επίπεδο χωρίς να έχει γνώση του 

προηγούµενου επιπέδου που του επιτρέπει για να σκεφτεί διαισθητικά για κάθε προη-

γούµενο επίπεδο, (σταθερή αλληλουχία-fixed sequence), (β) εάν το επίπεδο σκέψης 

ενός µαθητή είναι χαµηλότερο από τη γλώσσα της διδασκαλίας, τότε αυτός δεν θα 

κατανοεί την διδασκαλία (διαχωρισµός-separation). Σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα 

της µελέτης της Mayberry (1983), φαίνεται ότι το πρώτο ζήτηµα υποστηρίχθηκε από 

την αποδοχή της υπόθεσης Η1. Επίσης, φαίνεται ότι "η διαπίστωση ότι το 70% των 

απαντήσεων που δόθηκαν από τους µαθητές που είχαν πάρει τη γεωµετρία γυµνασίου 

ήταν κάτω από το επίπεδο 4 (αφαίρεση)". Επιπλέον, οι απαντήσεις των θεµάτων έδει-

ξαν ότι οι µαθητές που συµµετείχαν στη µελέτη δεν ήταν στο κατάλληλο επίπεδο για να 

καταλάβουν την θεωρητική γεωµετρία, και ότι η διδασκαλία που είχαν δεχθεί δεν τους 

έφερε στο επίπεδο 4 (αφαίρεση). Οι απαντήσεις των µαθητών έδειξαν ότι ο τυπικός µα-

θητής της µελέτης δεν ήταν έτοιµος για µια επίσηµη παραγωγική σειρά µαθηµάτων γε-

ωµετρίας (Mayberry, 1983). Επιπλέον πρόσθεσε, "εάν περαιτέρω  επιβεβαιώστε την 

ιεραρχική φύση των επιπέδων και εάν οι φάσεις της µετακίνησης από ένα επίπεδο στο 
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επόµενο πιο υψηλό επίπεδο προσδιορίζονται, κατόπιν η κατάλληλη εµπειρία µπορεί να 

έχει ως σκοπό να βοηθήσει τους µαθητές να σηµειώσουν πρόοδο. Για να εφαρµόσει 

αυτή την εµπειρία, ο καθηγητής πρέπει να αποφασίσει το επίπεδο στο οποίο ένας µαθη-

τής λειτουργεί ", (σελ.68).  

 Οι Gutierrez, Jaime, & Fortuny (1991) µελέτησαν 9 µαθητές της 8ης βαθµί-

δας και 41 δασκάλους και υποστήριξαν την πρότασή τους µε ένα παράδειγµα εφαρ-

µογής της µεθόδου που αξιολογεί τη δυνατότητα των µαθητών να σκέφτονται στην 

τρισδιάστατη γεωµετρία. Ο σηµαντικότερος στόχος της µελέτης τους ήταν να παρου-

σιαστεί εναλλακτικός τρόπος να αξιολογηθούν τα επίπεδα των µαθητών που είναι 

µεταξύ δύο επιπέδων. Χρησιµοποίησαν µια εκατονταβάθµια αριθµητική κλίµακα µε-

ταξύ των επιπέδων. Αυτή η αριθµητική κλίµακα διαιρείται σε πέντε ποιοτικές κλίµα-

κες: "Οι τιµές στο διάστηµα" (0%, 15%) σηµαίνουν "καµία απόκτηση3" του επιπέδου. 

"Οι τιµές στο διάστηµα " (15%, 40%) σηµαίνουν "χαµηλή απόκτηση" του επιπέδου. " 

Οι τιµές στο διάστηµα " (40%, 60%) σηµαίνουν "µεσαία απόκτηση" του επιπέδου. 

"Οι τιµές στο διάστηµα" (60%, 85%) σηµαίνουν "υψηλή απόκτηση" του επιπέδου. 

Τέλος, "οι τιµές στο διάστηµα" (85%, 100%) σηµαίνουν τη "πλήρη απόκτηση" του 

επιπέδου " ( Gutierrez ; Jaime, & Fortuny 1991 , σελ.43). Σύµφωνα µε αυτούς, αυτή η 

µέθοδος επιτρέπει στους εκπαιδευτικούς και τους ερευνητές για να αποφασίσουν για 

τη µέθοδο κυριάρχησης των επιπέδων Van Hiele .  

Σύµφωνα µε τους Burger & Shaughnessy (1986), η πρόοδος µέσω των επιπέ-

δων είναι συνεχής και όχι κατά τµήµατα. Εποµένως, οι Gutierrez et al (1991) έκαναν 

την έρευνά τους βασισµένοι στα ακόλουθα δύο επιχειρήµατα "(α) για να έχουµε µια 

πληρέστερη άποψη της τρέχουσας γεωµετρικής σκέψης των µαθητών, πρέπει να λάβου-

µε υπόψη την ικανότητά τους να χρησιµοποιήσουν κάθε ένα από τα επίπεδα Van Hiele, 

παρά την ενσωµάτωση τους σε ένα µόνο επίπεδο, (β) συνέχεια στα επίπεδα Van Hiele 

σηµαίνει ότι η απόκτηση ενός συγκεκριµένου επιπέδου δεν συµβαίνει στιγµιαία ή πολύ 

γρήγορα αλλά µάλλον µπορεί να πάρει αρκετούς µήνες ή ακόµα και έτη " ,( Gutierrez et 

al 1991, σελ.238). Οι Gutierrez et al (1991) έβγαλαν το συµπέρασµα ότι «η θεωρία 

Van Hiele πρέπει να προσαρµοστεί στην πολυπλοκότητα της ανθρώπινης διαδικασίας 

συλλογισµού επειδή οι άνθρωποι δεν έχουν µια απλή και γραµµική διαδικασία σκέ-

ψης». Επιπλέον, κατάλαβαν ότι µερικοί µαθητές χρησιµοποίησαν διάφορα επίπεδα να 

διαλογιστούν συγχρόνως. Σύµφωνα µε τα συµπεράσµατά τους, είναι ενδιαφέρον να 

                                                 
3 Στην ερευνά µας κυριάρχηση 
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σηµειωθεί ότι τα χαµηλότερα επίπεδα απαιτούσαν γενικά περισσότερο χρόνο κατάκτη-

σης από ότι τα υψηλότερα για µερικούς µαθητές του επιπέδου 3, παρά των επιπέδων 1-

2. Μια βαθύτερη µελέτη είναι εποµένως απαραίτητη για να διαµορφώσει το λόγο που 

συµβαίνει αυτό: λάθη στα τεστ, µέθοδοι αξιολόγησης, ή µέθοδοι διδασκαλίας; 

(Gutierrez et al, 1991).  

Οι Gutierrez et al (1998) ανέφεραν ότι «οι περισσότεροι µαθητές ανάµεσα στην 6η και 

10η βαθµίδα δεν ολοκλήρωναν την κατάκτηση του επιπέδου 1, αλλά αυτοί προχωρού-

σαν προς την κυριάρχηση του επιπέδου 2.Οι µαθητές του τρίτου και τέταρτου έτους 

στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση παρουσίαζαν την ίδια συµπεριφορά µεταξύ των επιπέ-

δων 2 και 3». Υποστήριξαν ότι αυτό το συµπέρασµα για την ιεραρχική δοµή των επι-

πέδων Van Hiele είναι σε αντίθεση µε την αξίωση του Van Hiele (1986) ο οποίος εί-

πε, ότι "οι τρόποι σκέψης για το βασικό επίπεδο, το δεύτερο επίπεδο, και το τρίτο επί-

πεδο έχουν µια ιεραρχική σειρά . Η σκέψη στο δεύτερο επίπεδο δεν είναι δυνατή χωρίς 

αυτήν του βασικού επιπέδου, η σκέψη στο τρίτο επίπεδο δεν είναι δυνατή χωρίς αυτήν 

του δεύτερου επιπέδου " ( Gutierrez et al 1991 σελ.51).  

Τελικά, κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι η δοκιµή τους δεν προορίζεται να αξιολογή-

σει ένα σταθερό επίπεδο Van Hiele, "αλλά είχαν ως στόχο τη χρήση µεθόδων ολοκλή-

ρωσης των επιπέδων" ( Gutierrez et al 1991 σελ..45). Η δοκιµή µε 309 µαθητές από 

την 6η µέχρι την 12η βαθµίδα καταδεικνύει µικρές διαφορές στα επίπεδα συλλογι-

σµού διαφορετικών µαθητών. Υποστήριξαν ότι αυτές οι διαφορές δεν θα είχαν ανα-

καλυφθεί µε τις κλασσικές µεθόδους. Εποµένως, "αυτή η τεχνική αξιολόγησης είναι 

σαφώς µια πρόοδος στη χρήση των επιπέδων Van Hiele " (Gutierrez et al, 1998, 

σελ.45).  

Οι Geddes & Fortunato (1993) συνέστησαν ότι «για το µέσο όρο των µαθητών, οι 

καθηγητές της γεωµετρίας πρέπει να εστιάσουν στα: επίπεδο 1 (Οπτικό), επίπεδο 2 (α-

νάλυση) και επίπεδο 3 (άτυπη αφαίρεση) της θεωρίας Van Hiele». Είπαν επίσης ότι 

«τα περισσότερα από τα εγχειρίδια για τους µέσους µαθητές περιέχουν ένα ή δύο κεφά-

λαια σχετικά µε την άτυπη γεωµετρία. Εντούτοις, οι καθηγητές δεν δίνουν αρκετή προ-

σοχή σε αυτά τα κεφάλαια, και οι περισσότεροι καθηγητές καθυστερούν συχνά στη δι-

δασκαλία της γεωµετρίας». ∆ιαπίστωσαν επίσης ότι εάν οι µαθητές έχουν πρόβληµα 

στη εκµάθηση της γεωµετρίας, κάποιος θα µπορούσε να υποθέσει ότι σύµφωνα µε το 

πρότυπο επειδή έχουν διδαχθεί  σε πιο υψηλό επίπεδο έτσι και λειτουργούν. Επιπλέον, 

δύο άτοµα (δάσκαλος και µαθητής, ή µαθητής και συντάκτης εγχειριδίων) που διαλογί-

ζονται µε διαφορετικά γλωσσικά σύµβολα και χρησιµοποιούν διαφορετικές σχέσεις, δύ-
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σκολα επικοινωνούν. Είναι µια µεγάλη πρόκληση να διδάσκεις µαθητές σε διαφορετικά 

επίπεδα µέσα στην ίδια τάξη.  

Σύµφωνα µε τη µελέτη των Geddes & Fortunato (1993), τα τελευταία χρόνια, διάφο-

ρες έρευνες εξέτασαν και έλεγξαν τις απόψεις του προτύπου Van Hiele σε σχέση µε 

τη µέση βαθµίδα. Αυτά τα προγράµµατα έχουν αναπτύξει δραστηριότητες και εµπει-

ρίες βασισµένες στη θεωρία Van Hiele προκειµένου να βοηθηθούν οι µαθητές στην 

απόκτηση της βαθύτερης επίγνωσης και των υψηλότερων δεξιοτήτων σε ζητήµατα 

σκέψης. 

Με αυτήν την προοπτική, οι Clements & Battista (1990) πρότειναν ότι το περιβάλλον 

της γλώσσας Logo ίσως βοηθήσει τα παιδιά να βελτιώσουν τη γεωµετρική τους αντί-

ληψη και ικανότητα σκέψης. Επιβεβαίωσαν την χρήση της Logo στα µαθήµατα γεω-

µετρίας στα σχολεία επειδή έχει τη δυνατότητα να βελτιώσει την µάθηση των παι-

διών.  

 Ο Choi (1999) υποστηρίζει ότι «η ανικανότητα ενός µαθητή να σκεφτεί λογικά 

δεν οφείλεται σε βιολογική ανωριµότητα, συνεπή µε τα επίπεδα του Piaget, αλλά µάλ-

λον προέρχεται από µια έλλειψη κατανόησης των κανόνων της λογικής. Η θεωρία των 

Van Hiele επιπέδων υποστηρίζει ότι ικανότητα κάποιου να σκεφτεί λογικά µπορεί να 

υποκινηθεί µε τη διαδικασία εκµάθησης. Εάν αυτό συµβεί, κατόπιν το πρόγραµµα 

σπουδών και οι καθηγητές διαδραµατίζουν έναν πάρα πολύ σηµαντικό ρόλο στη γνω-

στική ανάπτυξη των µαθητών της γεωµετρίας. Εάν οι µαθητές προκαλούνται σε παρόν 

επίπεδό τους µε τρόπους που τους ενθαρρύνουν για να σκεφτούν στο επόµενο πιο υψη-

λό επίπεδο, είναι πιθανό ότι η κατανόηση τους σε θέµατα γεωµετρίας  θα αυξηθεί. Ε-

ντούτοις, σύµφωνα µε αυτό το πρότυπο, φαίνεται πιθανό ότι ο µαθητής, ο καθηγητής, 

και το εγχειρίδιο µπορούν κάθε ένα να χρησιµοποιηθούν σε διαφορετικό επίπεδοVan 

Hiele . 

 Ο De Villiers (1999) σηµειώνει ότι «ο παραγωγικός συλλογισµός είναι δυνατός 

µόνο σε επίπεδο 3 ή υψηλότερο, και ότι οι µαθητές καταλαβαίνουν αρχικά το ρόλο των 

αξιωµάτων, των θεωρηµάτων, και των αποδείξεων σε επίπεδο 4. Με άλλα λόγια, για 

να ανταποκριθούν οι µαθητές στα πρότυπα γεωµετρίας που περιγράφονται στα πρότυπα 

των αρχών του NCTM, πρέπει να δραστηριοποιούνται σε επίπεδο Van Hiele 4». Σύµ-

φωνα µε τη θεωρία των Van Hiele επιπέδων, οι µαθητές των επιπέδων 1 και 2 χρειά-

ζονται άτυπες δραστηριότητες που θα τους βοηθήσουν στην µετάβαση σε παραγωγι-

κά επιχειρήµατα του επιπέδου 3. Ο De Villiers (1999) υποστηρίζει ότι αυτές οι άτυπες 

δραστηριότητες πρέπει να περιέχουν τις κατάλληλες "εννοιολογικές υποδοµές" που θα 
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διευκολύνουν τη µετάβαση στο επίπεδο 3 και πάνω. Παραδείγµατος χάριν, οι καθηγη-

τές λένε συχνά στους µαθητές ότι το άθροισµα των µέτρων των εσωτερικών γωνιών 

ενός τριγώνου είναι 180°. Μερικοί καθηγητές ίσως δίνουν στους µαθητές το στόχο κα-

τασκευάζοντας τα τρίγωνα, µετρώντας τις γωνίες και υπολογίζοντας το άθροισµα των 

µέτρων των γωνιών». Σύµφωνα µε τον De Villiers, «αυτό δεν θα ήταν µια κατάλληλη 

Van Hiele δραστηριότητα επειδή δεν έχει καµία "εννοιολογική υποδοµή" που να εξηγεί 

γιατί συµβαίνει αυτό. Αυτός επισηµαίνει ότι ένα λογισµικό ∆υναµικής Γεωµετρίας, ό-

πως το Geometer Sketchpad, µπορεί να παρέχει µια σηµαντικότερη δραστηριότητα για 

τους µαθητές.  

Παραδείγµατος χάριν, ένα τρίγωνο µπορεί να κατασκευαστεί, να ονοµαστεί, να αντι-

γραφεί, να µεταφραστεί και να περιστραφεί έτσι ώστε µια πλευρά των δύο τριγώνων να 

συµπίπτει διαµορφώνοντας ένα παραλληλόγραµµο που κόβεται από µια διαγώνιο. Χρη-

σιµοποιώντας τις συµπίπτουσες πλευρές ως εγκάρσια κοπή και τα δύο ζευγάρια των 

παράλληλων πλευρών, οι µαθητές µπορούν να κατασκευάσουν έναν αριθµό µε διάφορα 

ζευγάρια εναλλασσοµένων εσωτερικών γωνιών. Φανταστείτε τη δυσκολία να ολοκλη-

ρώσουν µια τέτοια κατασκευή µε το χέρι χρησιµοποιώντας το ψαλίδι και ένα µοιρο-

γνωµόνιο. Ένας τολµηρός µαθητής ίσως να παρατηρήσει ότι όταν τραβάµε µια ευθεία 

παράλληλη σε µια πλευρά του τριγώνου από την κορυφή που βρίσκεται  απέναντι από 

εκείνη την πλευρά,  

 

όπως φαίνεται στο σχήµα 1, µια ευθεία γωνία διαµορφώνεται από τις τρεις γωνίες. Τα 

µέτρα αυτών των γωνιών είναι ίσα µε τα µέτρα των τριών γωνιών του τριγώνου. 

Υπάρχει ένας λόγος για τον οποίο το άθροισµα είναι 180°. Αν  οι µαθητές κάνουν ή όχι 

τέτοιες συνδέσεις, αυτή η δραστηριότητα παρέχει ένα πλαίσιο µε το οποίο η απόδειξη 

µπορεί αργότερα να κατασκευαστεί. Με άλλα λόγια, το λογισµικό της δυναµικής Γεωµε-

τρίας Geometer Sketchpad µπορεί να είναι µια ισχυρή αφετηρία για την κατανόηση των 

παραγωγικών επιχειρηµάτων. Υπάρχει ένας καλός λόγος για τον οποίο το άθροισµα 

των µέτρων των εσωτερικών γωνιών ενός τριγώνου είναι 180° εντούτοις, οι µαθητές 

να µην καταλάβουν ποτέ εκείνο το λόγο µόνο µε τη µέτρηση των γωνιών µε ένα µοιρο-

Α 
Β

ΓΑ Β

ΣΧΗΜΑ 1 
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γνωµόνιο και αθροίζοντας.  

Ο De Villiers (1999) είναι αρκετά επικριτικός µε την παραδοσιακή παραγωγική µέ-

θοδο στη γεωµετρία, επειδή οι καθηγητές παρέχουν στους µαθητές όλους τους ορι-

σµούς, τα αξιώµατα, τα θεωρήµατα και τις αποδείξεις. Σε αυτό το πλαίσιο, η γεωµε-

τρία είναι απλά κάτι που αποµνηµονεύεται. Με άλλα λόγια, µε την παροχή όλων αυ-

τών των πληροφοριών στους µαθητές τους, οι καθηγητές τους στερούν την ευκαιρία 

να οργανώσουν (ή να κατασκευάσουν) αυτές τις πληροφορίες. Ο De Villiers παρο-

µοιάζει αυτό µε ένα µαγείρεµα στο οποίο ο καθηγητής παρουσιάζει µόνο εικόνες µε 

κέικ. Είτε µιλάµε για το ψήσιµο είτε για την παρουσίαση αποδείξεων, το σηµαντικό 

είναι ότι οι µαθητές ετοιµάζονται "να µαγειρέψουν".  

Με το λογισµικό της δυναµικής Γεωµετρίας Geometer Sketchpad οι µαθητές είναι σε 

θέση να κατασκευάσουν σχήµατα και µετά να τα µεταβάλλουν µε το σύρσιµο µιας κο-

ρυφής ή µιας άκρης. Αυτό το είδος της κατασκευής βοηθά στη µετάβαση από το επίπεδο 

2 στο επίπεδο 3 του µοντέλου των Van Hiele επιπέδων (De Villiers, 1999) . Και συνε-

χίζει «µε δεδοµένο χρόνο για πρακτική µε το λογισµικό και την έγκαιρη εισαγωγή από 

το καθηγητή, οι µαθητές είναι σε θέση να δουν τη διαφορά µεταξύ των σχέσεων που 

έβαλαν στο σχήµα και τις σχέσεις που ήταν απλά µια φυσική συνέπεια των µεταβολών. 

Οι µαθητές έχουν έπειτα µια καλύτερη κατανόηση της διαφοράς µεταξύ της προϋπόθε-

σης και του συµπεράσµατος µιας επίπτωσης, τα οποία είναι ζωτικής σηµασίας για το 

επίπεδο 3 και τις υψηλότερες αφαιρέσεις».  

 Η Mason (1997) διεύθυνε ένα ερευνητικό πρόγραµµα για τη γεωµετρική κα-

τανόηση και λογική σε 120 ταλαντούχους µαθητές στα µαθηµατικά µεταξύ της 6ης 

και 8ης βαθµίδας . Η µελέτη της περιέγραφε και ανέλυε τις απαντήσεις εκείνων των 

µαθητών που συµµετείχαν στο τεστ Van Hiele της γεωµετρίας και 64 από εκείνους 

συµµετείχαν σε 30-45 λεπτες ατοµικές συνεντεύξεις.  

Η Mason (1997) υποστήριξε ότι «αν και αυτοί οι ταλαντούχοι µαθητές βρίσκονται µε-

ταξύ της 6ης και 8ης βαθµίδας η απόδοση τους στα γεωµετρικά τεστ Van Hiele είναι 

υψηλότερη από εκείνους που παρακολουθούν µαθήµατα γεωµετρίας στο γυµνάσιο». 

Έδωσε επίσης ένα παράδειγµα που παρέχει λεπτοµερείς πληροφορίες για τα επίπεδα 

Van Hiele εκείνων των ταλαντούχων µαθητών σε σύγκριση µε τους άλλους µαθητές 

που συµµετείχαν στη µελέτη Senk . 

 Η Senk (1983) διαπίστωσε ότι η πρόοδος των µαθητών στο γράψιµο των γεω-

µετρικών αποδείξεων συσχετίστηκε θετικά µε το επίπεδο Van Hiele των µαθητών και 

επίσης µε την πρόοδο στο χαρακτηριστικό πρόγραµµα σπουδών της γεωµετρίας µη-
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απόδειξης. Στη µελέτη της, η Senk διαπίστωσε ότι οι µαθητές που αρχίζουν µια τάξη 

γεωµετρίας στο επίπεδο Van Hiele 2 ή υψηλότερο απέκτησαν την ικανότητα να γρά-

ψουν αποδείξεις µε µεγαλύτερη άνεση από τους µαθητές που άρχισαν στο επίπεδο Van 

Hiele 1. Οµοίως, εκείνοι οι µαθητές µε τα πιο υψηλά επίπεδα Van Hiele έτειναν για να 

είναι καλύτεροι συγγραφείς απόδειξης από εκείνους µε τα χαµηλότερα επίπεδα Van 

Hiele.  

H Senk (1989), χρησιµοποιώντας τους συντελεστές του CDASSGP σε µαθη-

τές που αρχίζουν µαθήµατα γεωµετρίας στο γυµνάσιο, διαπίστωσε ότι 241 µαθητές σε 

11 σχολεία σε 5 κράτη που "ταίριαζε το πρότυπο" σύµφωνα µε τα αποτελέσµατα της 

δοκιµής, 27% δεν είχε κυριαρχήσει στο επίπεδο 1, 51% κατείχε το επίπεδο 1, 15% κα-

τείχε το επίπεδο, 2, 7% κατείχε το επίπεδο 3, µόνο ένας µαθητής κατείχε το επίπεδο 4 

(4%), και κανένας µαθητής δεν είχε κυριαρχήσει στο επίπεδο 5. Από το 77% των ταλα-

ντούχων µαθητών που "ταίριαζαν στο πρότυπο" αυτής της έρευνας, µόνο το 5% δεν 

είχε κυριαρχήσει στο επίπεδο 1 και το 17% ήταν ταξινοµηµένα στα επίπεδα 4 ή 5 Van 

Hiele. Στη µελέτη Senk, µόνο το 22% ήταν επάνω από το επίπεδο 2 το 49% των ταλα-

ντούχων µαθητών σε αυτή την µελέτη ήταν επάνω από το επίπεδο 2.(Mason, 1997, 

σελ.45). Επιπλέον, στη µελέτη της διαπίστωσε ότι τα επίπεδα Van Hiele είναι ιεραρχι-

κά στους ταλαντούχους µαθητές στα µαθηµατικά.  

Η Senk (1989) εξέτασε τη σχέση ανάµεσα στην επίτευξη γραφής γεωµετρικών αποδεί-

ξεων και στο επίτευγµα τυπικής γεωµετρικής ευφυΐας πάνω στα επίπεδα Van Hiele. Για 

τούτο τον σκοπό επανεξέτασε µερικά µέρη του προγράµµατος CDASSG (γνωστική 

ανάπτυξη και επίτευγµα στη γεωµετρία της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης) που διηύ-

θυνε ο Usiskin (1982). Από τους 2699 µαθητές που συµµετέχουν στο αρχικό πρό-

γραµµα, πήρε µόνο 241 από 11 σχολεία σε πέντε πολιτείες.  

Η µελέτη της Senk (1989) έδειξε ότι ένας µαθητής που αρχίζει µια σειρά µαθηµάτων 

γεωµετρίας γυµνασίου δεν παρουσιάζει γνώση γεωµετρίας επιπέδου 1 ή δεν είναι δεν 

είναι σε θέση να οραµατιστεί σχήµατα συνηθισµένων γεωµετρικών µορφών (επίπεδο  0) 

και έχει ελάχιστες ευκαιρίες να µάθει να γράφει γεωµετρικές αποδείξεις προς το τέλος 

της χρονιάς. Ένας πάλι που είναι στην αρχή του έτους σε θέση να απεικονίσει τις µορ-

φές των γεωµετρικών σχηµάτων αλλά δεν είναι ικανός να περιγράψει τις ιδιότητές τους 

(επίπεδο 1) µπορεί επιτυχώς να κάνει µερικές απλές τυποποιηµένες αποδείξεις γεωµε-

τρίας µέχρι το τέλος του έτους, αλλά ένας τέτοιος µαθητής έχει µια µικρή πιθανότητα 

στο γράψιµο απόδειξης. Εντούτοις, ένας µαθητής που κατέχει γεωµετρικές γνώσεις στο 

επίπεδο 2 ή είναι σε θέση να απεικονίσει τις µορφές των γεωµετρικών σχηµάτων και να 
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περιγράφει τις ιδιότητές τους έχει µια πιθανότητα πενήντα τοις εκατό να γράφει αποδεί-

ξεις µέχρι το τέλος του έτους. Επιπλέον, ένας µαθητής που κατέχει γεωµετρικές γνώσεις 

επιπέδου 3 ή είναι σε θέση να σκέφτεται ιδιότητες γεωµετρικών σχηµάτων και να βλέπει 

τις σχέσεις ανάµεσα σε αυτές, έχει µεγαλύτερη πιθανότητα να γράφει αποδείξεις µέχρι 

το τέλος του έτους.  

Σύµφωνα µε τον Van Hiele (1986), το επίπεδο 3 είναι το ενδιάµεσο βήµα µεταξύ της 

άτυπης και τυπικής γεωµετρίας. Η γνώση της γεωµετρίας σε αυτό το επίπεδο κατα-

σκευάζεται από σύντοµα βήµατα συλλογισµού σχετικά µε τις ιδιότητες ενός σχήµα-

τος και το περιεχόµενο του µαθήµατος. Ένας µαθητής που λειτουργεί σε αυτό το επί-

πεδο είναι σε θέση να ακολουθήσει µια σύντοµη απόδειξη βασισµένη στις ιδιότητες 

που κέρδισε από συγκεκριµένες εµπειρίες, αλλά είναι ανίκανος να κατασκευάσει ο 

ίδιος µια απόδειξη. Εάν οι µαθητές κατέχουν το επίπεδο 4 ή 5 γεωµετρικής σκέψης 

τότε θα είναι σε θέση να φτιάχνουν και να γράφουν τις τυπικές αποδείξεις. Η µελέτη 

της Senk έδειξε ότι αν και δεν υπάρχει κανένα µεµονωµένο επίπεδο Van Hiele το ο-

ποίο να εξασφαλίζει µελλοντική επιτυχία στο γράψιµο αποδείξεων, το επίπεδο 2 φαίνε-

ται να είναι το κρίσιµο επίπεδο εισόδου στο γράψιµο απόδειξης. Η Senk συµπέρανε ότι 

"η προφητική ισχύς του προτύπου Van Hiele υποστηρίχθηκε. Εντούτοις, η υπόθεση ότι 

µόνο οι µαθητές σε επίπεδο 4 ή 5 µπορούν να γράψουν τις αποδείξεις δεν υποστηρίχθη-

κε " (Senk 1989 σελ.309).  

 Επιπλέον, οι Clements & Battista (1990) καθόρισαν και περιέγραψαν το επί-

πεδο 0 (προαναγνώρισης) ως βασικό επίπεδο.  

3.2 Έρευνες στον Ελληνικό χώρο 

Ο Ζάχος (2000) στην έρευνά του έθεσε δύο ερευνητικά ερωτήµατα που είχαν θεωρη-

τικό, αλλά και πρακτικό ενδιαφέρον, ήταν δε τα ακόλουθα: 

a. Βρίσκονται τα τέσσερα επίπεδα Van Hiele σε διάταξη κλίµακας µεταξύ τους ; 

∆ηλαδή ,το πρώτο επίπεδο κατακτάται πριν από το δεύτερο, το δεύτερο πριν 

από το τρίτο, κ.λ.π ; 

b. Ποια είναι η κατανοµή των µαθητών στα τέσσερα επίπεδα; Με βάση τη θεω-

ρία Van Hiele, είναι σε θέση οι µαθητές να παρακολουθήσουν µαθήµατα θε-

ωρητικής Γεωµετρίας; 

Το δείγµα του αποτέλεσαν 458 µαθητές της δευτέρας Λυκείου τεσσάρων Γενικών 

Λυκείων της Αθήνας. Το πειραµατικό του υλικό ήταν ένα ερωτηµατολόγιο πολλα-

πλών επιλογών βασισµένο στο ερωτηµατολόγιο του καθηγητή του πανεπιστηµίου του 
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Σικάγο της Αµερικής Zalman Usiskin. Το ερωτηµατολόγιο περιλάµβανε 20 ερωτή-

σεις (5 ερωτήσεις ανά επίπεδο). Χρησιµοποίησε το κριτήριο 3 από τα 5 (δηλαδή ένας 

µαθητής κατακτούσε ένα επίπεδο αν απαντούσε σωστά σε 3 από τις 5 ερωτήσεις του 

επιπέδου) για να αναθέσει σε ένα µαθητή ένα επίπεδο Van Hiele γεωµετρικής σκέ-

ψης. Για το πρώτο ερευνητικό ερώτηµα χρησιµοποίησε την µέθοδο Guttman (µέθο-

δος εκτίµησης της ύπαρξης κλίµακας) και το µέτρο εκτίµησης της ύπαρξης κλίµακας 

τον «συντελεστή αναπαραγωγικότητας» (rep) . Για το συντελεστή αναπαραγωγικότη-

τας βρήκε την τιµή rep=0,91 πράγµα που για την µέθοδο Guttman σηµαίνει ότι η τιµή 

αυτή προτείνει ότι τα τέσσερα επίπεδα, όπως αυτά εξετάστηκαν µε την βοήθεια του 

συγκεκριµένου ερωτηµατολογίου, βρίσκονται µεταξύ τους σε διάταξη κλίµακας. Το 

αποτέλεσµα αυτό όπως αναφέρει ο Ζάχος (2000) αναφορικά µε την ιεραρχική διάτα-

ξη των επιπέδων, παρέχει υποστήριξη στην άποψη που έχει διατυπωθεί και από άλ-

λους ερευνητές (Van Hiele 1957/1984 ; Mayberry 1983). H Mayberry είχε διαπιστώ-

σει ότι τα τέσσερα πρώτα επίπεδα Van Hiele είναι ιεραρχικά διατεταγµένα µεταξύ 

τους , χρησιµοποιώντας την µέθοδο της συνέντευξης. Το νέο στοιχείο που εισάγει η 

έρευνα του Ζάχου είναι ότι ελέγχει την ύπαρξη κλίµακας µεταξύ των επιπέδων, µε 

την βοήθεια ενός ερωτηµατολογίου πολλαπλών επιλογών. 

Όσον αφορά το δεύτερο ερευνητικό ερώτηµα βρήκε ότι το 75% των µαθητών του 

δείγµατος ήταν κάτω από το επίπεδο 4 πράγµα που σύµφωνα µε την θεωρία Van 

Hiele για να είναι ένας µαθητής σε θέση να παρακολουθήσει µαθήµατα θεωρητικής 

γεωµετρίας(γεωµετρικές αποδείξεις θεµελιωµένες σε ένα αξιωµατικό σύστηµα) απαι-

τείται να έχει φθάσει στο επίπεδο 4, άρα δεν µπορούσαν αυτοί οι µαθητές να παρακο-

λουθήσουν µε ευκολία τη διδασκαλία της Γεωµετρίας. 

Οι Ντζιαχρήστος Β. και Ζαράνης Ν. (2001) στο άρθρο τους µε τίτλο «Η αξιοποίηση 

της θεωρίας Van Hiele στην Κατανόηση Γεωµετρικών Εννοιών της Α΄ Γυµνασίου µε 

τη Βοήθεια Εκπαιδευτικού Λογισµικού» στη Μαθηµατική Επιθεώρηση, Τεύχος 56, 

2001 βάζουν τις παρακάτω ερευνητικές υποθέσεις: 

Ερευνητική υπόθεση 1 (ΕΥ1) : Η διδασκαλία Γεωµετρίας µε το µοντέλο van Hiele 

και η ενασχόληση των µαθητών µε δραστηριότητες µέσω του εκπαιδευτικού λογισµι-

κού που κατασκευάσαµε (πειραµατική οµάδα – Π.Ο.), αυξάνει τη βελτίωση της επί-

δοσής τους, σε σχέση µε την επίδοση των µαθητών που διδάσκονται Γεωµετρία µε 

την παραδοσιακή µέθοδο (οµάδα ελέγχου – Ο.Ε.). 

Ερευνητική υπόθεση 2 (EY2) : Το επίπεδο van Hiele των µαθητών στην αρχική δο-

κιµασία των δύο οµάδων της ερευνητικής υπόθεσης 1 είναι όµοιο. 
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Ερευνητική υπόθεση 3 (EY3) : Η βελτίωση της επίδοσης των µαθητών των δύο τµη-

µάτων της πειραµατικής οµάδας της ερευνητικής υπόθεσης 1, ήταν όµοια και στα δυο 

τµήµατα, αν και είχαν διαφορετικούς διδάσκοντες. 

Το δείγµα της έρευνας τους αποτέλεσαν µαθητές στης Α΄ τάξης του 5ου Γυµνασίου 

Αµαρουσίου. Η κλήρωση που έγινε µεταξύ των τεσσάρων τµηµάτων της Α΄ Γυµνα-

σίου, δηµιούργησε τις εξής οµάδες: 

α) Α1 και Α2 την πειραµατική οµάδα (Π.Ο.), 

β) Α3 και Α4 την οµάδα ελέγχου (Ο.Ε.). 

Στην πρώτη οµάδα εφάρµοσαν την προτεινόµενη µέθοδο και στη δεύτερη οµάδα την 

παραδοσιακή µέθοδο. 

Το επόµενο βήµα µετά το ορισµό του δείγµατος ήταν να µετρηθούν οι γνώσεις των 

µαθητών. Για το σκοπό αυτό κατασκεύασαν ερωτηµατολόγια (δοκιµασίες) που προσ-

διόριζαν το επίπεδο van Hiele των µαθητών στη Γεωµετρία.  

Τα ερωτηµατολόγια χωρίστηκαν σε αρχικές δοκιµασίες (pre-test) και τελικές δοκιµα-

σίες (post-test), που διαιρέθηκαν στα τρία πρώτα επίπεδα van Hiele.  

Στο κάθε επίπεδο αντιστοιχούσε ένα ερωτηµατολόγιο. Θεώρησαν αναγκαίο για να 

µπορεί να γίνει η σύγκριση της απόδοσης των µαθητών "πριν" και "µετά" την πειρα-

µατική διδασκαλία, να κατασκευαστούν όλα τα ερωτηµατολόγια µε τον ίδιο αριθµό 

ερωτήσεων και να διαφέρουν κυρίως στο βαθµό δυσκολίας.  

Για τη σύνταξη των ερωτηµατολογίων χρησιµοποίησαν το τροποποιηµένο µοντέλο 

van Hiele από τον Alan Hoffer.  

Από τη στατιστική τους ανάλυση διαπίστωσαν ότι αληθεύει η Ερευνητική υπόθεση 1 

σε επίπεδο σηµαντικότητας a=0,05, δηλαδή ότι η επίδοση των µαθητών της Π.Ο. είναι 

καλύτερη από εκείνη της Ο.Ε.. 

Το αποτέλεσµα της Ερευνητικής υπόθεσης 1 συµφωνεί µε την έρευνα των 

Yerushalmy, M., Chazan, D., & Gordon, M.,[24] , (1987) που διαπίστωσαν ότι στο 

µάθηµα της Γεωµετρίας το λογισµικό "Geometric Supposer", βοηθάει τους µαθητές 

Γυµνασίων και Λυκείων στον σχηµατισµό λογικών αποδείξεων. 

Η δεύτερη ερευνητική υπόθεση χρησιµοποιήθηκε για να ελεγχθεί αν η αυξηµένη βελ-

τίωση της πειραµατικής οµάδας οφείλεται στη καλύτερη αρχική γνώση των µαθητών 

αυτών ως προς τη Γεωµετρία ή όχι . 

Τα δεδοµένα αυτής της υπόθεσης τα καθόρισαν αναλυτικά από τον πίνακα 2, που α-

ναφέρεται στο επίπεδο van Hiele των µαθητών στην αρχική δοκιµασία.  
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 ΕΠΙΠΕ∆Ο VAN HIELE ΑΡΧΙΚΗΣ ∆ΟΚΙΜΑΣΙΑΣ 

ΟΜΑ∆Α ΜΗ∆ΕΝΙΚΟ ΠΡΩΤΟ ∆ΕΥΤΕΡΟ ΤΡΙΤΟ ΣΥΝΟΛΟ 

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ 34 8 1 0 43 

ΕΛΕΓΧΟΥ 39 5 1 0 45 

ΠΙΝΑΚΑΣ 2 Το επίπεδο van Hiele των µαθητών στην αρχική δοκιµασία 
Από τα παραπάνω συµπέραναν ότι αληθεύει η Ερευνητική υπόθεση 2 σε επίπεδο ση-

µαντικότητας a=0,05, δηλαδή ότι το επίπεδο van Hiele των µαθητών στην αρχική δο-

κιµασία της Π.Ο. και της Ο.Ε. είναι όµοιο. Εποµένως, η αυξηµένη βελτίωση της πει-

ραµατικής οµάδας δεν οφείλεται στη καλύτερη αρχική γνώση των µαθητών αυτών ως 

προς τη Γεωµετρία. 

Η τρίτη ερευνητική υπόθεση χρησιµοποιήθηκε για να ελεγχθεί αν η αυξηµένη βελτίω-

ση της πειραµατικής οµάδας οφείλεται στη µέθοδο διδασκαλίας και όχι στο διδάσκο-

ντα  

Τα δεδοµένα της παρούσας υπόθεσης καθορίστηκαν αναλυτικά από τον πίνακα 3, 

που αναφέρεται στο επίπεδο van Hiele των µαθητών στην αρχική δοκιµασία 

 

 ΒΕΛΤΙΩΣΗ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

 ΑΡΝΗΤΙΚΗ- ΕΛΑΧΙΣΤΗ ΣΧΕ∆ΟΝ  ΑΡΚΕΤΑ ΠΟΛΎ ΕΞΑΙΡΕΤΙΚΑ 

  ΘΕΤΙΚΗ ΚΑΛΗ ΚΑΛΗ ΚΑΛΗ ΚΑΛΗ ΚΑΛΗ 

ΤΜΗΜΑ κάτω από 0 1 έως 30 31 έως 60 61 έως 90 91 έως 120 121 έως 150 151 έως 180 

Α1 0 0 4 15 3 0 0 

Α2 0 0 6 10 5 0 0 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 3 Η βελτίωση των µαθητών στη Γεωµετρία. 

Από τα παραπάνω συµπέραναν ότι αληθεύει η Ερευνητική υπόθεση 3 σε επίπεδο 

σηµαντικότητας a=0,05, δηλαδή ότι η βελτίωση των µαθητών της πειραµατικής οµά-

δας ήταν όµοια και στα δύο τµήµατα αν και είχαν διαφορετικούς διδάσκοντες. 

3.3 Η τεχνολογία αρωγός στη γεωµετρική σκέψη 

 Ο Choi (1999) επισηµαίνει ότι ενώ οι πολυάριθµοι ερευνητές έχουν επικυρώ-

σει τα επίπεδα Van Hiele, "λίγοι ερευνητές έχουν χρησιµοποιήσει λογισµικό δυναµικής 

Γεωµετρίας των υπολογιστών για να ερευνήσουν την ανάπτυξη των επιπέδων γεωµε-

τρικής σκέψης των µαθητών κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας”.  

Ο Choi (1999) ανακάλυψε ότι η χρήση του δυναµικού λογισµικού υπολογιστών 

Geometer Sketchpad βοήθησε τη βελτίωση των µαθητών στην ανάπτυξη της γεωµε-

τρικής σκέψης όταν χρησιµοποιήθηκε από κοινού µε την οδηγίες που βασίστηκαν 
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στα επίπεδα Van Hiele.Εγκωµιάζει ιδιαίτερα τη χρήση του λογισµικού Geometer 

Sketchpad, λέγοντας "θα µπορούσε να καταστήσει τις οδηγίες για την διδασκαλία της  

γεωµετρίας αποτελεσµατικές, να διευκολύνει τη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος των 

µαθητών, να ενισχύσει το ενδιαφέρον των µαθητών, να βοηθήσει τους µαθητές στις µα-

θησιακές δυσκολίες τους και στην εξοικονόµηση χρόνου για τη µάθηση" (Choi, 1999). 

Επιπλέον, οι "διερευνητικές δραστηριότητες που χρησιµοποιούνται στο λογισµικό που 

αναπτύχθηκε για τις γεωµετρικές έρευνες θα µπορούσαν να εµβαθύνουν την κατανόηση 

των µαθητών της υπόθεσης στη διαδικασία θεωρήµατος-απόδειξης"  

Ο Yousef (1997) υποστηρίζει ότι, η απεριόριστη χρήση της τεχνολογίας βελτιώνει τα 

κίνητρα των µαθητών .∆έχεται επίσης την χρήση του λογισµικού υπολογιστών σε µι-

κρότερες ηλικίες για το µάθηµα της Γεωµετρίας. Ο Wertheimer (1990) αναφερόµε-

νος στον Yousef, (1997) απαριθµεί έξι θετικά βήµατα που έχουν σχέση µε την ενσω-

µάτωση της τεχνολογίας στην τάξη:  

1. Η τεχνολογία παρακινεί τους µαθητές να ενδιαφερθούν στην έρευνα, την υπόθε-

ση, τη δηµιουργία, και την ανακάλυψη αρχών καθώς και την παραγωγή γενι-

κεύσεων.  

2. Η τεχνολογία βοηθά τους µαθητές να κάνουν συνδέσεις σε διαφορετικούς κλά-

δους των µαθηµατικών.  

3. Η τεχνολογία βοηθά τους µαθητές να επιλύουν µαθηµατικά προβλήµατα και 

τους δίνει την ευκαιρία να λύνουν προβλήµατα στην πραγµατικότητα της ίδιας 

της ζωής, και όχι προβλήµατα ρουτίνας.  

4. Η τεχνολογία ενισχύει την εννοιολογική κατανόηση των µαθητών της γεωµετρί-

ας.  

5. Η τεχνολογία ενθαρρύνει τους καθηγητές για να περιλάβουν τους µαθητές σε 

διάφορες εκπαιδευτικές δραστηριότητες που διευκολύνουν τη διαδικασία εκµά-

θησης.  

6. Η τεχνολογία επιτρέπει στους καθηγητές να δίνουν προσοχή στους µαθητές που 

έχουν ανάγκη πρόσθετης βοήθειας.  

 Ο Metazarek (1996) χρησιµοποίησε το λογισµικό Geometer Sketchpad για να 

ερευνήσει τη σχέση µεταξύ της τεχνολογίας υπολογιστών και της ετοιµότητας ενός µα-

θητή για την αυτόνοµη µάθηση. ∆ιαπίστωσε ότι υπήρξε ένας θετικός συσχετισµός ανά-

µεσα σε αυτές τις µεταβλητές που οφείλεται κατά ένα µεγάλο µέρος στη (θετική) στάση 

των µαθητών απέναντι στο λογισµικό υπολογιστών.  

 Η Lester (1996) χρησιµοποίησε επίσης το λογισµικό Geometer Sketchpad στις 
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διδακτορικές µελέτες της για να δει εάν χρησιµοποιώντας µια επαγωγική παιδαγωγική 

µαζί µε τον υπολογιστή θα βελτίωνε τα γεωµετρικά επιτεύγµατα. Τα αποτελέσµατα της 

µελέτης της δείχνουν ότι "οι δεξιότητες στα επίπεδα γεωµετρικής δυσκολίας σε µαθη-

τές µε µεγάλη απόδοση και κατανόηση σε γεωµετρικές έννοιες σε υψηλότερα επίπεδα 

είναι αποτέλεσµα της δηµιουργίας και του χειρισµού της δυναµικής απεικόνισης των 

γεωµετρικών αντικειµένων στην οθόνη του υπολογιστή" (Lester, 1996).  

 Ο Dixon (1997) επισηµαίνει πόσο γρήγορα και εύκολα οι µαθητές µπορούν να 

χειριστούν σχήµατα χρησιµοποιώντας το Geometer Sketchpad και πόσο αργά και επί-

πονα και ίσως και ανέφικτα αυτοί οι ίδιοι στόχοι να επιτυνχάνονται όταν γίνονται µε το 

µολύβι και το χαρτί (1997). Αυτό ελευθερώνει τους µαθητές από πρακτικές των στερεό-

τυπων υπολογισµών και τους επιτρέπει να εστιάζουν στις έννοιες και τα προβλήµατα 

που τους ενδιαφέρουν περισσότερο . Κατά συνέπεια, η τεχνολογία µπορεί να προωθήσει 

µια υψηλότερου επιπέδου σκέψη επειδή οι µαθητές ξοδεύουν περισσότερο χρόνο για 

απεικόνιση και ανάλυση (Nicaise & Barnes, 1996).  

 Είναι γεγονός ότι :τα εργαλεία, οι ορισµοί, οι τεχνικές διερεύνησης και οι ο-

πτικές αναπαραστάσεις που συνδέονται µε τα λογισµικά δυναµικής γεωµετρίας, συ-

νεισφέρουν στην οικοδόµηση ενός µαθησιακού περιβάλλοντος που διαφοροποιείται 

πλήρως από την παραδοσιακή διδασκαλία της γεωµετρίας µε το χάρακα και το διαβή-

τη. Τα είδη των µέσων διαµεσολάβησης είναι στενά συνυφασµένα µε τη γνώση που 

οικοδοµούν οι µαθητές.  

 Με βάση την παραδοχή αυτή, η µάθηση σε ένα περιβάλλον δυναµικής γεωµε-

τρίας ορίζεται ως η «διαλεκτική αλληλεπίδραση» µεταξύ µαθητών, µέσων µάθησης και 

µαθηµατικού προβλήµατος. Στη διαδικασία αυτή της αλληλεπίδρασης η γνώση των µα-

θητών αναθεωρείται, τροποποιείται, ολοκληρώνεται ή απορρίπτεται , καθ΄όλη τη διάρ-

κεια της λύσης νέων προβληµάτων. Η χρήση των µέσων διαµεσολάβησης κατά την επί-

λυση προβληµάτων είναι ουσιαστική, γιατί επιτρέπει στους µαθητές να µαθηµατικο-

ποιήσουν τη δραστηριότητα τους και να αναπτύξουν τις ικανότητές τους για χρήση των 

στρατηγικών επίλυσης προβληµάτων (Brousseau,1997). 

 Συνοψίζοντας : Υπάρχουν ισχυροί λόγοι για την χρησιµοποίηση των υπολο-

γιστών στην διδασκαλία της γεωµετρίας. Τα προγράµµατα όπως το Geometer 

Sketchpad παρέχουν ένα ισχυρό εργαλείο για πολλά παραδείγµατα στην γεωµετρία. 

Υποτίθεται ότι η πρόωρη επέµβαση µε την τεχνολογία µπορεί να παρέχει στους µα-

θητές τα επαγωγικά εργαλεία που χρειάζονται για να ανεβάσουν το επίπεδο Van 

Hiele πριν αντιµετωπίζουν τις παραγωγικές αποδείξεις, Οι µαθητές στα σχολεία µε-
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γαλώνουν σήµερα µε τους υπολογιστές και τους βλέπουν γενικά σαν διασκέδαση . 

Ενώ Γεωµετρία και απόδειξη µπορεί να φαίνονται απόµακρες από τη σκέψη τους αυ-

τοί είναι δεµένοι µε τους υπολογιστές στο σπίτι. Αυτοί οι µαθητές ίσως να βρουν τη 

χρησιµοποίηση ενός προγράµµατος υπολογιστών στην διδασκαλία της γεωµετρίας 

σαν µια «ανάσα».  

 Ενώ οι θετικές συνεισφορές τεκµηριώνονται καλά, η χρήση της τεχνολογίας 

δεν είναι πανάκεια. Υπάρχουν όµως και άλλοι που έχουν αντίθετη άποψη. Για παρά-

δειγµα, έχει επισηµανθεί ότι το λογισµικό Geometer Sketchpad δεν φαίνεται να βελ-

τιώνει τις δυνατότητες των µαθητών στο να απεικονίζουν σε τρεις διαστάσεις (Dixon, 

1997). Οι πρόοδοι στην τεχνολογία δηµιουργούν βεβαίως ερωτήµατα για την παιδαγω-

γική, το πρόγραµµα σπουδών, και ακόµη και την αξιολόγηση (Leitzel, 1991). Προκει-

µένου να εξεταστούν αυτές οι ερωτήσεις, απαιτείται περισσότερη έρευνα για τα απο-

τελέσµατα της τεχνολογίας ειδικότερα, απαιτείται περισσότερη έρευνα στις επεµβά-

σεις που θα βοηθήσουν στην σχολική επιτυχία τους µαθητές. 
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4 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο 

Σχεδιασµός της έρευνας – µεθοδολογία 
Ο πληθυσµός αυτής της έρευνας αποτελείται από τους µαθητές της Γ΄ Γυµνασίου, Α΄ 

και Β΄ Λυκείου της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης στην Ελλάδα. Συγκεκριµένα, για τη 

Γ΄ Γυµνασίου, 95378+5781=101159 (δηµόσια και ιδιωτικά) µαθητές , για την Α΄ Λυ-

κείου, 75576+5752=81328 µαθητές και για τη Β΄ Λυκείου, 72434+5597=78031 µα-

θητές (πηγή: ΥΠΕΠΘ, ∆ΙΠΕ τµήµα Ε.Ε και στατιστικής 2005) . Στις τάξεις, Α΄ και Β΄ 

του Ενιαίου Λυκείου, διδάσκεται το βιβλίο «Ευκλείδεια Γεωµετρία» (θεωρητική Γε-

ωµετρία). Στις τάξεις Α΄ και Β΄ του τεχνικού και επαγγελµατικού Λυκείου δεν διδά-

σκεται η Γεωµετρία 

4.1 Χαρακτηριστικά του δείγµατος 
Το δείγµα της έρευνας αποτέλεσαν 1838 µαθητές από τους συνολικά  260.518 

δηλαδή αναλογία 1:130, που φοιτούσαν στις τάξεις Γ΄ Γυµνασίου, Α΄ και Β΄ Λυκείου 

45 Γυµνασίων και Λυκείων από πολλές περιοχές της Ελλάδας όπως φαίνεται στον 

πίνακα του παραρτήµατος ΣΤ. Συγκεκριµένα το τυχαίο δείγµα των σχολείων που επι-

λέχθηκαν, αποτελείτο από 16 Γυµνάσια, 25 Ενιαία Λύκεια, 2 Τ.Ε.Ε, 1 Αθλητικό Λύ-

κειο, 1 ∆ιαπολιτισµικό Λύκειο. Οι περισσότεροι από τους καθηγητές των µαθηµατι-

κών που δίδασκαν στα σχολεία αυτά είχαν διδακτική εµπειρία τουλάχιστον 15 χρό-

νων. 

 Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε στο χρονικό διάστηµα από 27-01-2005 µέχρι 21-

04-2005. Στο 80% των σχολείων παρευρέθηκε, έδωσε οδηγίες και επιτήρησε τους 

µαθητές ο ίδιος ο ερευνητής. Πρέπει να αναφέρουµε ότι µοναδικό πρόβληµα υπήρξε 

το γεγονός ότι λίγοι µαθητές προσπάθησαν, αλλά δεν το πέτυχαν σε µεγάλο βαθµό, 

να αντιγράψουν από συµµαθητές τους 

4.2 Οριοθέτηση κριτηρίων 

4.2.1 Συλλογή δεδοµένων 
Για τον εντοπισµό του επιπέδου γεωµετρικής σκέψης κάθε µαθητή χρησιµοποιήθηκε 

ένα ερωτηµατολόγιο πολλαπλών επιλογών, το οποίο µεταφράστηκε για την Ελλάδα 

από τον ερευνητή, µε βάση το τεστ Van Hiele του καθηγητή του Πανεπιστηµίου του 

Σικάγο, Zalman Usiskin. Για τη µετάφραση και τη χρήση του ερωτηµατολογίου πή-

ραµε την άδεια του καθηγητή Zalman Usiskin µετά από ηλεκτρονική αλληλογραφία 
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που είχαµε µαζί του και η οποία παρατίθεται στο παράρτηµα της εργασίας. Όπως α-

ναφέρει ο ίδιος ο Usiskin(1982): 

«Το τεστ van Hiele σχεδιάστηκε για να προσδιοριστεί, αν ένας τέτοιος προσδιο-

ρισµός θα ήταν εφικτός, το επίπεδο van Hiele του κάθε µαθητή. Από χωρία των ίδιων 

των van Hiele που αφορούν τις συµπεριφορές των µαθητών που πρέπει να αναµένο-

νται σε κάθε επίπεδο, γράφηκαν για κάθε επίπεδο ερωτήσεις οι οποίες θα έλεγχαν το αν 

ένας µαθητής βρίσκονταν στο συγκεκριµένο επίπεδο. Η κατασκευή του τεστ και η προ-

καταρκτική έρευνα δίνονται µε λεπτοµέρεια από τον/την Porter (1980). 

Σε µια πρώτη προκαταρκτική έρευνα, τα ερωτήµατα δόθηκαν µεµονωµένα σε µα-

θητές σε προφορικές συνεντεύξεις από τρεις οµάδες του project σε τρεις διαφορετικές 

πολιτείες. Με την αξιοποίηση των αποκρίσεων των µαθητών, κατασκευάστηκε ένα τεστ 

πολλαπλής επιλογής µε 25 ερωτήσεις, 5 για κάθε επίπεδο. Αυτό το τεστ δοκιµάστηκε 

προκαταρκτικά µε ολόκληρες τάξεις σε τέσσερα σχολεία για να διασφαλιστεί ότι δε θα 

ήταν υπερβολικά µεγάλο για ένα χρονικό περιθώριο 35 λεπτών. 

Οι ερωτήσεις απορρίπτονταν ή τροποποιούνταν µόνο αν οι αποκρίσεις των µαθη-

τών δεν έδειχναν να αντικατοπτρίζουν το κατάλληλο επίπεδο van Hiele. Η ευκολία ή 

δυσκολία ενός ερωτήµατος δεν αποτέλεσε ποτέ κριτήριο, αν και ο σκοπός ήταν να έ-

χουµε εύκολα ερωτήµατα σε κάθε επίπεδο van Hiele. Οι ερωτήσεις του τεστ για το επί-

πεδο van Hiele είναι εν γένει περισσότερο εννοιολογικές σε σχέση µε εκείνες που συνα-

ντώνται σε τυπικά διαγωνίσµατα και ακόµη και οι ερωτήσεις χαµηλού επιπέδου απαι-

τούν κάποιο είδος ανάλυσης. Στο επίπεδο 1, αναρωτιέται κάποιος αν ένα σχήµα ταιριά-

ζει µε την αντίληψή του για ένα µέλος µιας κλάσης σχηµάτων. Στο επίπεδο 2, αναρωτιέ-

ται αν µια ιδιότητα είναι πάντοτε αληθής, και όχι απλώς για ένα µοναδικό σχήµα. Στο 

επίπεδο 3, διατάσσει τις ιδιότητες, καθώς χρειάζεται να γνωρίζει αν µια πρόταση έπεται 

πάντοτε από µια άλλη». 

Το τεστ Van Hiele του Usiskin είναι βασισµένο σε ερωτήµατα πολλαπλής επιλογής 

και υπάρχουν αµφιβολίες για τη δυνατότητα αξιολόγησης µε τη βοήθεια αυτού του 

είδους  τεστ. Εντούτοις, αυτό το τεστ έχει σαν το κύριο πλεονέκτηµά του ότι µπορεί 

να χορηγηθεί σε πολλά άτοµα και µε εύκολο και γρήγορο τρόπο να κατατάξει τα ά-

τοµα αυτά σε επίπεδα γεωµετρικής σκέψης. 

Χρησιµοποιήσαµε το τροποποιηµένο τεστ (µόνο για τα επίπεδα 1-4), το οποίο περιε-

λάµβανε είκοσι ερωτήσεις (5 ερωτήσεις/επίπεδο Χ 4 επίπεδα) .Οι 5 πρώτες ερωτήσεις 

(1-5) ελέγχουν τη γεωµετρική σκέψη του 1ου επιπέδου, οι επόµενες 5 ερωτήσεις (6-

10) ελέγχουν τη γεωµετρική σκέψη του 2ου επιπέδου, οι επόµενες 5 ερωτήσεις (11-
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15) ελέγχουν τη γεωµετρική σκέψη του 3ου επιπέδου, οι επόµενες 5 ερωτήσεις (16-

20) ελέγχουν τη γεωµετρική σκέψη του 4ου επιπέδου. 

Τα κριτήρια που χρησιµοποιήθηκαν ήταν το 3-5, δηλαδή 3 από τις 5 ερωτήσεις κάθε 

επιπέδου σωστές και το 4-5, δηλαδή 4 από τις 5 ερωτήσεις κάθε επιπέδου σωστές . Ο 

Usiskin(1982) αποκαλεί το δεύτερο ως το αυστηρότερο και σχολιάζει τα κριτήρια 

αυτά ως εξής: 

«Η επιλογή του κριτηρίου, δοθείσης της φύσης αυτού του τεστ, βασίζεται στο αν κά-

ποιος επιθυµεί να µειώσει το σφάλµα Τύπου Ι ή το σφάλµα Τύπου ΙΙ. Θυµηθείτε 

σφάλµα Τύπου Ι είναι όταν ένας µαθητής δεν έχει κυριαρχήσει ακόµα το επίπεδο  n 

αλλά το τεστ δείχνει ότι ο µαθητής έχει κυριαρχήσει το επίπεδο n και το σφάλµα τύ-

που II είναι όταν ένας µαθητής έχει κυριαρχήσει το επίπεδο n, αλλά το τεστ δείχνει 

ότι δεν έχει κυριαρχήσει το επίπεδο n. 

Ρ(3 σωστά στα 5 µε τυχαία επιλογή) = .05792 

Ρ(4 σωστά στα 5 µε τυχαία επιλογή) = .00672 

Οι Usiskin (1982), Senk (1989) χρησιµοποίησαν το κριτήριο 4 από τις 5 εξηγώντας 

ότι: « προκειµένου να ελαχιστοποιηθεί ο τύπος Ι λαθών, το κριτήριο για την κυριότητα 

ενός δεδοµένου επιπέδου εξετάστηκε για να είναι τέσσερις ή περισσότερες σωστές απα-

ντήσεις από πιθανές πέντε. Η παρούσα απόφαση οδηγεί σε µια υψηλότερη πιθανότητα 

του τύπου ΙΙ λαθών, αλλά για αυτήν την µελέτη, ο τύπος Ι λάθους θεωρήθηκε ο σοβα-

ρότερος των δύο».  

Για τον προσδιορισµό του επιπέδου γεωµετρικής σκέψης ενός µαθητή σύµφωνα µε τη 

θεωρία Van Hieles απαιτείται να εισάγουµε δύο λειτουργικούς ορισµούς. Ο ένας εί-

ναι αυτός της κυριάρχησης ενός επιπέδου και ο άλλος είναι αυτός της κατάταξης σε 

ένα επίπεδο γεωµετρικής σκέψης (Johnson C, 2002). Ο µαθητής θα λέµε ότι κυριαρ-

χεί στο επίπεδο n εφόσον απαντά σωστά τουλάχιστον στο πλήθος των ερωτήσεων 

που απαιτούνται από το είδος του κριτηρίου. 

Το επίπεδο κατάταξης Van Hiele του µαθητή, για αυτήν την έρευνα, ήταν το πιο υ-

ψηλό επίπεδο κυριάρχησης του µαθητή µε την προϋπόθεση ότι όλα τα προηγούµενα 

επίπεδα κυριαρχήθηκαν και υπό τον όρο ότι κανένα πιο υψηλό επίπεδο δεν κυριαρ-

χήθηκε. Κατ' αυτό τον τρόπο, σε έναν µαθητή που κυριάρχησε στα επίπεδα 1 και 2 

ορίστηκε ένα επίπεδο Van Hiele 2, αλλά ένας µαθητής που κυριάρχησε στα επίπεδα 1, 

2 και 4 δεν κατατάσσεται σύµφωνα µε το πρότυπο Van Hiele σε κανένα επίπεδο και 

αποκλείστηκε από την ανάλυση. Ο πίνακας 1 επεξηγεί κατωτέρω αυτήν την συµφω-

νία:  



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΤΖΙΦΑ ΝΙΚΟΛΑΟΥ 65

Πίνακας 1 

Van Hiele Επίπεδο κατάταξης Επίπεδα που κυριάρχησε
0 Κανένα
1 1 µόνο
2 1 και 2
3 1, 2 και 3
4 1, 2, 3 και 4

κανένα επίπεδο 2 µόνο
κανένα επίπεδο 3 µόνο
κανένα επίπεδο 4 µόνο
κανένα επίπεδο 1 και 3
κανένα επίπεδο 1 και 4
κανένα επίπεδο 2 και 3
κανένα επίπεδο 2 και 4
κανένα επίπεδο 3 και 4
κανένα επίπεδο 1,2 και 4
κανένα επίπεδο 1,3 και 4
κανένα επίπεδο 2,3 και 4

 

4.2.2 Βαθµολόγηση των ερωτήσεων της δοκιµασίας 
Η βαθµολόγηση των ερωτήσεων της δοκιµασίας έγινε από τον ερευνητή σύµ-

φωνα και µε τα δύο κριτήρια (το 3-5 και το 4-5) και σύµφωνα µε τη συµφωνία που 

απεικονίζεται στον πίνακα 2. Η διπλή ή τριπλή κ.λπ. απάντηση σε µια ερώτηση λογί-

στηκε σαν λανθασµένη και συµπεριλήφθηκε στο ποσοστό των µαθητών που δεν έδω-

σαν καµία απάντηση. 

Για την αξιολόγηση της γεωµετρικής σκέψης των µαθητών αντιστοιχίσαµε σε 

κάθε µαθητή µε βάση τις απαντήσεις του στο τεστ van Hiele ένα σταθµισµένο άθροι-

σµα βαθµολογίας µε τον ακόλουθο τρόπο: 

1 βαθµός για την ικανοποίηση του κριτηρίου στα θέµατα 1 – 5 (Επίπεδο 1) 

2 βαθµοί για την ικανοποίηση του κριτηρίου στα θέµατα 6 – 10 (Επίπεδο 2) 

4 βαθµοί για την ικανοποίηση του κριτηρίου στα θέµατα 11 – 15 (Επίπεδο 3) 

8 βαθµοί για την ικανοποίηση του κριτηρίου στα θέµατα 16 – 20 (Επίπεδο 4) 

Τα κριτήρια που χρησιµοποιήθηκαν ήταν είτε το ελαστικό είτε το αυστηρό και 

οι βαθµοί αθροίστηκαν για να δώσουν το σταθµισµένο άθροισµα. 

4.3 Στατιστικές τεχνικές 
Όλες οι απαντήσεις των µαθητών καταχωρήθηκαν σε ένα λογιστικό φύλλο 

EXCEL και επεξεργάστηκαν µε το Στατιστικό Πακέτο για τις Κοινωνικές Επιστήµες 

(SPSS). Η ακρίβεια των µετεγγραφών επιβεβαιώθηκε ανεξάρτητα. 
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5 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο 

Αποτελέσµατα για τα επίπεδα 

5.1 Γενικά 
Στα πλαίσια της έρευνας επιδιώχθηκε να ερευνηθούν : 

• Πώς κατανέµονται οι µαθητές των τάξεων Γ΄ Γυµνασίου, Α΄ και, Β΄ Λυκείου 

σε επίπεδα γεωµετρικής σκέψης σύµφωνα µε την θεωρία των Van Hiele.  

• Αν οι περισσότεροι µαθητές στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση στην Ελλάδα κα-

τανέµονται στα επίπεδα 1και 2 της θεωρίας Van Hiele.  

• Αν υπάρχουν διαφορές λόγω φύλου στα επίπεδα van Hiele των µαθητών.  

• Αν υπάρχει βελτίωση των επιπέδων van Hiele των µαθητών στις µεταβάσεις 

από τάξη σε τάξη.  

• Αν υπάρχει διαφορά µεταξύ δηµοσίων και ιδιωτικών σχολείων στην κατάταξη 

σε επίπεδα van Hiele των µαθητών. 

Για την ανάλυση και παρουσίαση των δεδοµένων που προέρχονται από προσω-

πική έρευνα του ερευνητή, έγινε χρήση πινάκων από την περιγραφική στατιστική, 

στατιστικού κριτηρίου χ2, ανάλυση διασποράς ANOVA µε το κριτήριο F, και ανάλυ-

ση πολλαπλών συγκρίσεων BONFERONI , SCHEFFE. Σε όλα τα παρακάτω αποτε-

λέσµατα γίνεται σαφής ο διαχωρισµός των δύο κριτηρίων (α) ελαστικό, σωστές απα-

ντήσεις 3 από τις 5 και (β) αυστηρό, σωστές απαντήσεις 4 από τις 5. Σε όλες τις περι-

πτώσεις γίνεται συγκριτική παρουσίαση των αποτελεσµάτων για τα δύο αυτά κριτή-

ρια. Σκοπός της σύγκρισης είναι να γίνει αντιληπτό ότι η κατάταξη ενός µαθητή δεν 

γίνεται µε µοναδικό και απόλυτο τρόπο. Οι πίνακες παρουσιάζονται µε τη σειρά που 

ακολουθήθηκε κατά την ανάλυση των δεδοµένων. 

5.2 Αποτελέσµατα, κριτική αποτελεσµάτων 
 
Οι πίνακες 31, 32 παρουσιάζουν τις συχνότητες και τα ποσοστά των µαθητών και των 

µαθητριών των τάξεων Γ΄ Γυµνασίου, Α΄ και Β΄ Λυκείου σε επίπεδα γεωµετρικής 

σκέψης σύµφωνα µε τη θεωρία των Van Hiele µε τη χρήση των δύο κριτηρίων (αυ-

στηρού-ελαστικού). 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 31 ΕΛΑΣΤΙΚΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ (3 ΑΠΟ ΤΑ 5) 
 

  ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ ΠΟΣΟ-
ΣΤΟ % 

ΕΓΚΥΡΑ % ΣΧ.ΑΘΡΟΙΣΤΙ
ΚΗ ΣΥΧΝΟ-
ΤΗΤΑ % 

ΚΑΝΕΝΑ ΕΠΙΠΕ∆Ο 288 15,7 15,7 15,7 
0  ΕΠΙΠΕ∆Ο 76 4,1 4,1 19,8 
1ο ΕΠΙΠΕ∆Ο 480 26,1 26,1 45,9 
2Ο ΕΠΙΠΕ∆Ο 413 22,5 22,5 68,4 
3Ο ΕΠΙΠΕ∆Ο 411 22,4 22,4 90,8 
4Ο ΕΠΙΠΕ∆Ο 170 9,2 9,2 100,0 

Valid 

ΣΥΝΟΛΟ 1838 100,0 100,0   

 
ΠΙΝΑΚΑΣ 32                                              ΑΥΣΤΗΡΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ (4 ΑΠΟ ΤΑ 5) 
 

  ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ ΠΟΣΟ-
ΣΤΟ % 

ΕΓΚΥΡΑ % ΣΧ.ΑΘΡΟΙΣΤΙ
ΚΗ ΣΥΧΝΟ-
ΤΗΤΑ % 

Valid ΚΑΝΕΝΑ ΕΠΙΠΕ∆Ο 217 11,8 11,8 11,8 
  0  ΕΠΙΠΕ∆Ο 273 14,9 14,9 26,7 
  1ο ΕΠΙΠΕ∆Ο 794 43,2 43,2 69,9 
  2Ο ΕΠΙΠΕ∆Ο 320 17,4 17,4 87,3 
  3Ο ΕΠΙΠΕ∆Ο 204 11,1 11,1 98,4 
  4Ο ΕΠΙΠΕ∆Ο 30 1,6 1,6 100,0 
  ΣΥΝΟΛΟ 1838 100,0 100,0   

 

∆ύο σηµεία αυτών των πινάκων αξίζουν ιδιαίτερης προσοχής.  

Πρώτον, το 84,3% των µαθητών µπόρεσαν να ταξινοµηθούν σε κάποιο επίπεδο στο 

ελαστικό κριτήριο και 88,2 % στο αυστηρό κριτήριο. ∆εδοµένου ότι κάποιος πρέπει 

να ικανοποιεί το κριτήριο σε όλα τα επίπεδα από το 1 ως το n και σε κανένα άλλο 

επίπεδο για να καταταχθεί στο επίπεδο n, και δεδοµένου ότι το ελαστικό κριτήριο 

µπορεί να ικανοποιείται σε οποιοδήποτε επίπεδο από το 6% των µαθητών από καθα-

ρή τυχαιότητα, οι διαφορές στα ποσοστά µπορούν να αποδοθούν σχεδόν εξ ολοκλή-

ρου σε σφάλµα Τύπου Ι.  

∆εύτερον, η επιλογή του κριτηρίου επηρεάζει καταφανώς το επίπεδο van Hiele που 

αντιστοιχίζεται σε έναν µαθητή. Όταν η κατανοµή των µαθητών γίνεται µε το ελα-

στικό κριτήριο, τότε το 4,1% από εκείνους που µπορούν να ταξινοµηθούν βρίσκονται 

στο επίπεδο 0. Αντίστοιχα στην κατανοµή µε το αυστηρό κριτήριο το οποίο είναι δυ-

σκολότερο να ικανοποιηθεί, το 14,9% εκείνων που µπορούν να ταξινοµηθούν βρί-

σκονται στο επίπεδο 0. Η ίδια τάση εµφανίζεται και στα ποσοστά του επιπέδου 1 ό-

που 26,1% των µαθητών κατατάσσονται µε το ελαστικό και 43,2 % µε το αυστηρό 

κριτήριο. Για το 2ο επίπεδο τα αντίστοιχα ποσοστά είναι 22,5% και 17,4%. Στα επό-

µενα δύο επίπεδα 3ο και 4ο τα ποσοστά των µαθητών που κατατάσσονται µε βάση το 
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αυστηρό κριτήριο είναι µικρά. Έτσι, εκείνοι που µπορούν να ταξινοµηθούν και βρί-

σκονται στο 3ο επίπεδο µε βάση το ελαστικό κριτήριο, ποσοστό 22,4% είναι διπλά-

σιοι από εκείνους που µπορούν να ταξινοµηθούν και βρίσκονται στο 3ο επίπεδο µε 

βάση το αυστηρό κριτήριο, ποσοστό 11,1%. Τέλος εκείνοι που µπορούν να ταξινο-

µηθούν και βρίσκονται στο επίπεδο 4 είναι στο κριτήριο 3 από τα 5 τετραπλάσιοι 

(9,2%)από εκείνους στο κριτήριο 4 από τα 5(1,9%). 

Η καίρια σηµασία της επιλογής του κριτηρίου για την κατάταξη του µαθητή 

φαίνεται καθαρά στον Πίνακα 4, ένα πίνακα διπλής εισόδου όπου γίνεται ανάλυση 

του κάθε επιπέδου από το ένα κριτήριο, στα επίπεδα του άλλου κριτηρίου. Φαίνεται 

λοιπόν η αντιστοιχία των επιπέδων των δύο κριτηρίων σε πλήθος και ποσοστά για 

τους µαθητές του δείγµατος. Συγκεκριµένα κάθε οριζόντια γραµµή αναλύει τα ποσο-

στά του ελαστικού κριτηρίου στα επιµέρους ποσοστά των επιπέδων του αυστηρού 

κριτηρίου, και κάθε στήλη το αντίστροφο. 
  

ΠΙΝΑΚΑΣ 4 

ν % ν % ν % ν % ν % ν % ν %

ΚΑΝΕΝΑ 77 4,2 55 3,0 127 6,9 29 1,6 0 0,0 0 0,0 288 15,7

0 Επίπεδο 3 0,2 73 4,0 0 0,0 0 0,0 0 0,0 0 0,0 76 4,1

1ο Επίπεδο 9 0,5 107 5,8 364 19,8 0 0,0 0 0,0 0 0,0 480 26,1

2ο Επίπεδο 25 1,4 26 1,4 206 11,2 156 8,5 0 0,0 0 0,0 413 22,5

3ο Επίπεδο 70 3,8 12 0,7 81 4,4 110 6,0 138 7,5 0 0,0 411 22,4

4ο Επίπεδο 33 1,8 0 0,0 16 0,9 25 1,4 66 3,6 30 1,6 170 9,2

ΣΥΝΟΛΟ 217 11,8 273 14,9 794 43,2 320 17,4 204 11,1 30 1,6 1838 100,0

N=1838

ΕΛ
Α
ΣΤ

ΙΚ
Ο

3ο
Επίπεδο

4ο
Επίπεδο ΣΥΝΟΛΟ

ΑΥΣΤΗΡΟ
Κανένα
επίπεδο

0
Επίπεδο

1ο
Επίπεδο

2ο
Επίπεδο

 
 Η κύρια διαγώνιος του πίνακα µετρά εκείνους τους µαθητές των οποίων τα 

επίπεδα van Hiele είναι τα ίδια σύµφωνα και µε τα δύο κριτήρια. Από τους 1838 µα-

θητές στους οποίους αντιστοιχίζονται τροποποιηµένα επίπεδα van Hiele και µε τα δύο 

κριτήρια, µόνο 838 (45,6%) έχουν το ίδιο επίπεδο σύµφωνα και µε τα δύο κριτήρια. 

Συνεπώς το επίπεδο van Hiele δεν είναι κάτι τόσο σταθερό όσο υποδηλώνεται από τη 

θεωρία.. Η σταθερότητά του εξαρτάται από το πλήθος των σωστών απαντήσεων και 

ίσως από τη µορφή των ερωτήσεων. 

Στα 1838 δοκίµια βρέθηκαν 31 δοκίµια όπου το αυστηρό κριτήριο δεν κατέτασσε 

τους αντίστοιχους µαθητές σε κανένα επίπεδο ενώ το ελαστικό κριτήριο τους κατέ-

τασσε στο 4ο επίπεδο. Επίσης υπήρξαν 15 δοκίµια όπου το αυστηρό κριτήριο κατέ-

τασσε τους αντίστοιχους µαθητές στο πρώτο επίπεδο ενώ το ελαστικό κριτήριο τους 
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15,67%

35,75%

48,59%

ΜΗ
ΚΑΤΗΓΟΡΙΟΠΟΙΗΣΙΜΟΙ

ΑΛΛΑ ΕΠΙΠΕ∆Α
ΕΠΙΠΕ∆Α 1-2

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΑ ΕΠΙΠΕ∆Α 1 ΚΑΙ 2 VAN-HIELE ΜΕ ΤΟ ΕΛΑΣΤΙΚΟ
ΚΡΙΤΗΡΙΟ

11,81%

27,58%
60,61%

ΜΗ
ΚΑΤΗΓΟΡΙΟΠΟΙΗΣΙΜΟΙ

ΑΛΛΑ ΕΠΙΠΕ∆Α
ΕΠΙΠΕ∆Α 1-2

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΑ ΕΠΙΠΕ∆Α 1 ΚΑΙ 2 VAN-HIELE ΜΕ ΤΟ ΑΥΣΤΗΡΟ
ΚΡΙΤΗΡΙΟ

ΚΥΚΛΙΚΑ ∆ΙΑΓΡΑΜΜΑΤΑ 5-6 

κατέτασσε στο 4ο επίπεδο. Ανάλογα υπήρξαν 56 δοκίµια όπου το αυστηρό κριτήριο 

δεν κατέτασσε τους αντίστοιχους µαθητές σε κανένα επίπεδο ενώ το ελαστικό κριτή-

ριο τους κατέτασσε στο 3ο επίπεδο. Επίσης, υπήρξαν 7 δοκίµια στα 1835 όπου το 

αυστηρό κριτήριο κατέτασσε τους αντίστοιχους µαθητές στο µηδενικό επίπεδο ενώ 

το ελαστικό κριτήριο τους κατέτασσε στο 3ο επίπεδο. Ανάλογα υπήρξαν 52 δοκίµια 

στα 1865 όπου το αυστηρό κριτήριο κατέτασσε τους αντίστοιχους µαθητές στο πρώ-

το επίπεδο ενώ το ελαστικό κριτήριο τους κατέτασσε στο 3ο επίπεδο. Κάποια από τα 

δοκίµια που δείχνουν όσα προαναφέραµε παρατίθενται στο παράρτηµα της εργασίας. 

Τα κυκλικά διαγράµµατα 5-6 δείχνουν την κατανοµή όλων των µαθητών που συµµε-

τείχαν στο τεστ VH στα επίπεδα 1 και 2 σύµφωνα µε τα δύο κριτήρια.  

 

Με το αυστηρό κριτήριο όπως 

φαίνεται στο διπλανό διάγραµµα 

το 60,6% των µαθητών δηλαδή 

1114 µαθητές βρίσκονται σε αυτά 

τα δύο επίπεδα, ενώ µόνο τα 

27,58% των µαθητών 

κατατάσσεται στα υπόλοιπα 

επίπεδα.  

 

Αντίστοιχα κάνοντας την 

κατανοµή µε το ελαστικό κριτήριο, 

το ποσοστό των µαθητών για τα 

δύο αυτά επίπεδα κατεβαίνει στο 

48,6% δηλαδή 893 µαθητές. Σε 

κάθε περίπτωση όµως το 

µεγαλύτερο µέρος του πληθυσµού 

κατανέµεται στα δύο αυτά επίπεδα, 

όπως φαίνεται από τους πίνακες 31 και 32. Συγκεκριµένα αν αφαιρέσουµε το ποσοστό 

των µαθητών οι οποίοι δεν κατηγοριοποιούνται, τότε το ποσοστό των µαθητών οι 

οποίοι κατατάσσονται στα υπόλοιπα επίπεδα είναι 27,58% και 35,75% µε το αυστηρό 

και το ελαστικό κριτήριο αντίστοιχα. 
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Στον Πίνακα 7 παρουσιάζονται συχνότητες και ποσοστά των µαθητών ανά τά-

ξη που κατατάσσονται στα δύο επίπεδα, 1-απεικόνιση και 2-ανάλυση. Είναι φανερό 

ότι το µεγαλύτερο ποσοστό των µαθητών βρίσκεται στα επίπεδα αυτά ανεξάρτητα 

από την χρήση ελαστικού ή αυστηρού κριτηρίου. Το ποσοστό αυτό για την Γ΄ Γυ-

µνασίου είναι υψηλό τόσο µε τη χρήση ελαστικού κριτηρίου 61,8% όσο και µε τη 

χρήση αυστηρού κριτηρίου 67,8%. 
ΠΙΝΑΚΑΣ 7 

Συχνότητες και ποσοστά µαθητών συνολικά για τα επίπεδα 1 και 2 µε το ελα-

στικό και µε το αυστηρό κριτήριο για κάθε τάξη ξεχωριστά. 

ΤΑΞΗ ν % ν % ν % ν %
Γ΄Γυµν. 259 61,8 90 21,5 70 16,7 419 100,0

Α΄Λυκ 365 47,8 285 37,3 114 14,9 764 100,0

Β΄Λυκ 269 41,1 282 43,1 104 15,8 655 100,0

Γ΄Γυµν. 284 67,8 93 22,2 42 10,0 419 100,0

Α΄Λυκ 480 62,8 202 26,4 82 10,7 764 100,0

Β΄Λυκ 350 53,4 212 32,4 93 14,2 655 100,0

Ν=1838

Ελαστικό
κριτήριο

Αυστηρό
κριτήριο

Σύνολο
1ο & 2ο
επίπεδο

άλλα
επίπεδα

µη 
κατηγοριοποιήσιµοι

 
Για τις άλλες δύο τάξεις έχουµε µία διαφοροποίηση ανάλογα µε το κριτήριο. 

Έτσι, για την Α΄ Λυκείου, ενώ µε το ελαστικό κριτήριο κατατάσσονται το 47,8% στα 

επίπεδα 1 και 2, µε το αυστηρό κριτήριο το ποσοστό αυτό γίνεται 62,8%. Για τη Β΄ 

Λυκείου τα αντίστοιχα ποσοστά είναι 41,1% και 53,4%. Αυτό συνδέεται µε την έλ-

λειψη εποπτείας σχήµατος στη διδασκαλία της γεωµετρίας του Λυκείου και ως εκ 

τούτου φαίνεται να υπάρχει ασυνέχεια στα επίπεδα γεωµετρικής σκέψης, ιδιαίτερα 

στις µεταβάσεις µεταξύ των επιπέδων 2-3-4. 

Με βάση τα δεδοµένα, δεν υπάρχει κάποια σχέση ανάµεσα στην κατανοµή των 

µαθητών στα επίπεδα Van Hiele και του φύλου των µαθητών. Και µε τα δύο κριτήρια 

ελαστικό, αυστηρό οι µεταβλητές αυτές είναι ανεξάρτητες όπως προκύπτει από χ2 

έλεγχο. Συγκεκριµένα για τον έλεγχο των διαφορών στην κατάταξη στα επίπεδα Van 

Hiele, λόγω φύλου κάναµε έλεγχο υποθέσεων για τον βαθµό εξάρτησης του φύλου 

των µαθητών σε σχέση µε την κατάταξή τους σε επίπεδα µε το αυστηρό και κατόπιν 

µε το ελαστικό κριτήριο. 

Οι υποθέσεις µας ήταν Η0: Οι µεταβλητές φύλο και επίπεδο µέσω του αυστηρού-

ελαστικού κριτηρίου είναι ανεξάρτητες και Η1: Οι µεταβλητές φύλο και επίπεδο µέ-



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΤΖΙΦΑ ΝΙΚΟΛΑΟΥ 71

σω του αυστηρού-ελαστικού κριτηρίου είναι εξαρτηµένες. Όπως φαίνεται από τον 

Πίνακα 8 στην πρώτη περίπτωση του ελέγχου η ελεγχοσυνάρτηση παίρνει την τιµή 

8,186 και η αντίστοιχη πιθανότητα είναι 0,146>0,05 ενώ στη δεύτερη περίπτωση του 

ελέγχου η ελεγχοσυνάρτηση παίρνει την τιµή 4,009 και η αντίστοιχη πιθανότητα εί-

ναι 0,548>0,05. 
ΠΙΝΑΚΑΣ 8 

Pearson τιµή χ2 df Πιθανότητα
Ελαστικό 4,009 5 0,548
Αυστηρό 8,186 5 0,146
N=1838  

Σε κάθε περίπτωση δεν µπορούµε να απορρίψουµε τη µηδενική υπόθεση Η0 , 

δηλαδή την ανεξαρτησία των µεταβλητών φύλο και επίπεδο µέσω του ελαστικού και 

του αυστηρού κριτηρίου σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%. Άρα και από τις δύο περι-

πτώσεις προκύπτει ότι οι µεταβλητές φύλο και επίπεδο κάθε µαθητή είναι ανεξάρτη-

τες, δηλαδή δεχόµαστε ότι δεν υπάρχει διαφορά στην κατανοµή µαθητών /τριών σε 

κάποιο επίπεδο η οποία να οφείλεται στο φύλο. 

Για να ελέγξουµε αν υπάρχει βελτίωση των επιπέδων Van Hiele των µαθητών 

κατά τη µετάβαση από τη µία τάξη στην άλλη, λόγω της υπάρχουσας διδασκαλίας της 

γεωµετρίας χρησιµοποιούµε το σταθµισµένο άθροισµα βαθµολογίας που αναφέρθηκε 

αναλυτικά στο κεφάλαιο της µεθοδολογίας. 

Ο παρακάτω πίνακας 9 περιλαµβάνει περιγραφικά στατιστικά µέτρα για το 

σταθµισµένο άθροισµα βαθµολογίας των µαθητών του δείγµατος ανά τάξη και κριτή-

ριο. 

Είναι φανερό ότι ο µέσος όρος του σταθµισµένου αθροίσµατος βαθµολογίας για 

τους µαθητές όλων των τάξεων, είναι υψηλότερος µε το ελαστικό κριτήριο σε σχέση 

µε το αυστηρό κάτι το οποίο ήταν αναµενόµενο. Το ίδιο συµβαίνει και για το µέτρο 

της τυπικής απόκλισης για όλες τις τάξεις. 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 9 

Ν Μέσος
Τυπική
Απόκλιση

Τυπικό
Σφάλµα Κάτω άκρο Πάνω άκρο Ελάχιστο Μέγιστο

Γ΄ Γυµν. 419 3,59 3,581 0,175 3,24 3,93 0 15

Α΄ Λυκ. 764 4,91 4,087 0,148 4,62 5,2 0 15

Β΄ Λυκ. 655 6,08 4,696 0,183 5,72 6,44 0 15

Γ΄ Γυµν. 419 1,45 1,836 0,09 1,27 1,63 0 15

Α΄ Λυκ. 764 2,39 2,488 0,09 2,21 2,56 0 15

Β΄ Λυκ. 655 3,44 3,563 0,139 3,16 3,71 0 15

Ελ
ασ
τι
κό

Α
υσ
τη
ρό

∆ιάστηµα εµπιστοσύνης
συντελεστή 95%

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΑ ΜΕΤΡΑ

 

 
Χρησιµοποιώντας ανάλυση διασποράς – διαδικασία ANOVA εξετάζουµε την 

ύπαρξη σχέσης µεταξύ σταθµισµένου αθροίσµατος βαθµολογίας κάθε µαθητή και της 

τάξης που φοιτά. Για τον έλεγχο αυτό κάναµε στατιστικό έλεγχο F µε αρχική υπόθε-

ση Η0 : Οι µεταβλητές σταθµισµένο άθροισµα βαθµολογίας και τάξη είναι ανεξάρτη-

τες και Η1: Οι µεταβλητές σταθµισµένο άθροισµα βαθµολογίας και τάξη είναι εξαρ-

τηµένες. Τα αποτελέσµατα του ελέγχου φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 
 
ΠΙΝΑΚΑΣ 10 

ANOVA

1610,278 2 805,139 45,426 ,000
32524,251 1835 17,724
34134,529 1837

1041,518 2 520,759 66,204 ,000
14433,959 1835 7,866
15475,476 1837

Between Groups
Within Groups
Total
Between Groups
Within Groups
Total

sum_elas

sum_ayst

Sum of
Squares df Mean Square F Sig.

 
Όπως φαίνεται στον πίνακα 10, η τιµή του επιπέδου σηµαντικότητας p=000 εί-

ναι µικρότερη από το 0,05 και µε τα δύο κριτήρια, πράγµα που µας οδηγεί στην α-

πόρριψη της µηδενικής υπόθεσης. Άρα, υπάρχει εξάρτηση µεταξύ των µεταβλητών 

σταθµισµένο άθροισµα βαθµολογίας κάθε µαθητή και της τάξης που φοιτά. Τίθεται 

τώρα το ερώτηµα τι είδους εξάρτηση υπάρχει. 

Για τον έλεγχο του είδους της εξάρτησης των παραπάνω µεταβλητών, κάνουµε 

διαδικασία πολλαπλών συγκρίσεων µε έλεγχο BONFERRONI και SCHΕFFE .Ο έ-

λεγχος αυτός εξετάζει το είδος της εξάρτησης που ύπαρξη της αποδείχθηκε µε τον 

προηγούµενο έλεγχο. 
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 Τα αποτελέσµατα του ελέγχου αυτού βρίσκονται στον πίνακα 11 που ακολου-

θεί.  
ΠΙΝΑΚΑΣ 11 

ΠΟΛΛΑΠΛΕΣ ΣΥΓΚΡΙΣΕΙΣ ΜΕ ΕΛΕΓΧΟ BONFERRONI ΚΑΙ SCHEFFE

-1,327* ,256 ,000 -1,95 -,70
-2,497* ,263 ,000 -3,14 -1,85
1,327* ,256 ,000 ,70 1,95

-1,170* ,224 ,000 -1,72 -,62
2,497* ,263 ,000 1,85 3,14
1,170* ,224 ,000 ,62 1,72

-1,327* ,256 ,000 -1,94 -,71
-2,497* ,263 ,000 -3,13 -1,87
1,327* ,256 ,000 ,71 1,94

-1,170* ,224 ,000 -1,71 -,63
2,497* ,263 ,000 1,87 3,13
1,170* ,224 ,000 ,63 1,71
-,939* ,170 ,000 -1,36 -,52

-1,986* ,175 ,000 -2,42 -1,56
,939* ,170 ,000 ,52 1,36

-1,048* ,149 ,000 -1,41 -,68
1,986* ,175 ,000 1,56 2,42
1,048* ,149 ,000 ,68 1,41
-,939* ,170 ,000 -1,35 -,53

-1,986* ,175 ,000 -2,41 -1,57
,939* ,170 ,000 ,53 1,35

-1,048* ,149 ,000 -1,41 -,69
1,986* ,175 ,000 1,57 2,41
1,048* ,149 ,000 ,69 1,41

(J) ΤΑΞΗ
Α' ΛΥΚΕΙΟΥ
Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ
Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ
Α' ΛΥΚΕΙΟΥ
Α' ΛΥΚΕΙΟΥ
Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ
Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ
Α' ΛΥΚΕΙΟΥ
Α' ΛΥΚΕΙΟΥ
Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ
Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ
Α' ΛΥΚΕΙΟΥ
Α' ΛΥΚΕΙΟΥ
Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ
Β' ΛΥΚΕΙΟΥ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ
Α' ΛΥΚΕΙΟΥ

(I) ΤΑΞΗ
Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ

Α' ΛΥΚΕΙΟΥ

Β' ΛΥΚΕΙΟΥ

Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ

Α' ΛΥΚΕΙΟΥ

Β' ΛΥΚΕΙΟΥ

Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ

Α' ΛΥΚΕΙΟΥ

Β' ΛΥΚΕΙΟΥ

Γ' ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ

Α' ΛΥΚΕΙΟΥ

Β' ΛΥΚΕΙΟΥ

Scheffe

Bonferroni

Scheffe

Bonferroni

ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΒΑΘΜΟΛΟΓΙΑΣ
ΜΕ ΕΛΑΣΤΙΚΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ

ΑΘΡΟΙΣΜΑ ΒΑΘΜΟΛΟΓΙΑΣ
ΜΕ  ΑΥΣΤΗΡΟ ΚΡΙΤΗΡΙΟ

Mean
Difference

(I-J) Std. Error Sig. Lower Bound Upper Bound
95% Confidence Interval

The mean difference is significant at the .05 level.*. 
 

Παρατηρούµε ότι όλες οι διαφορές των µέσων όρων του σταθµισµένου αθροί-

σµατος βαθµολογίας για κάθε τάξη και µε τα δύο κριτήρια είναι στατιστικά σηµαντι-

κές (p=000<0.05) και ως εκ τούτου υπάρχει µεγάλη εξάρτηση των πιο πάνω µετα-

βλητών. Επιπλέον, η διαφορά µέσου όρου σταθµισµένου αθροίσµατος βαθµολογίας 

µίας τάξης µε µεγαλύτερή της είναι πάντοτε αρνητική και αντίστοιχα µε µικρότερή 

της θετική. Αυτό συµβαίνει σε όλες τις περιπτώσεις πολλαπλών συγκρίσεων και µε 

τους δύο ελέγχους και άρα µε την µετάβαση των µαθητών σε µεγαλύτερες τάξεις υ-

πάρχει µια µεταβολή των επιπέδων van Hiele των µαθητών προς τα πάνω. 

Οι δύο τελευταίες στήλες του πίνακα 11 δίνουν τα διαστήµατα εµπιστοσύνης 

συντελεστή 95% για τις διαφορές των µέσων όρων του σταθµισµένου αθροίσµατος 

βαθµολογίας για κάθε τάξη και µε τα δύο κριτήρια  

Οι πίνακες που ακολουθούν δείχνουν την συχνότητα και τα ποσοστά των µαθη-

τών ιδιωτικών και δηµόσιων σχολείων όπως αυτοί κατανέµονται στα επίπεδα γεωµε-

τρικής σκέψης των Van Hieles, κάνοντας χρήση του ελαστικού και του αυστηρού 

κριτηρίου.  
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ΠΙΝΑΚΑΣ 12 
Crosstab

42 2 34 54 65 22 219
19,2% ,9% 15,5% 24,7% 29,7% 10,0% 100,0%

14,6% 2,6% 7,1% 13,1% 15,8% 12,9% 11,9%

246 74 446 359 346 148 1619
15,2% 4,6% 27,5% 22,2% 21,4% 9,1% 100,0%

85,4% 97,4% 92,9% 86,9% 84,2% 87,1% 88,1%

288 76 480 413 411 170 1838
15,7% 4,1% 26,1% 22,5% 22,4% 9,2% 100,0%

100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%

ΠΛΗΘΟΣ
% within ΤΕΣΤ12
% ΜΕ ΤΟ
ΕΛΑΣΤΙΚΟ
ΚΡΙΤΗΡΙΟ
ΠΛΗΘΟΣ
% within ΤΕΣΤ12
% ΜΕ ΤΟ
ΕΛΑΣΤΙΚΟ
ΚΡΙΤΗΡΙΟ
ΠΛΗΘΟΣ
% within ΤΕΣΤ12
% ΜΕ ΤΟ
ΕΛΑΣΤΙΚΟ
ΚΡΙΤΗΡΙΟ

Ι∆ΙΩΤΙΚΑ

∆ΗΜΟΣΙΑ

ΤΕΣΤ12

Total

ΚΑΝΕΝΑ 0 1 2 3 4
ΕΛΑΣΤΙΚΟ

ΣΥΝΟΛΟ

 
ΠΙΝΑΚΑΣ 13 

Crosstab

25 25 76 56 30 7 219
11,4% 11,4% 34,7% 25,6% 13,7% 3,2% 100,0%

11,5% 9,2% 9,6% 17,5% 14,7% 23,3% 11,9%

192 248 718 264 174 23 1619
11,9% 15,3% 44,3% 16,3% 10,7% 1,4% 100,0%

88,5% 90,8% 90,4% 82,5% 85,3% 76,7% 88,1%

217 273 794 320 204 30 1838
11,8% 14,9% 43,2% 17,4% 11,1% 1,6% 100,0%

100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%

ΠΛΗΘΟΣ
% within ΤΕΣΤ12
% ΜΕ ΤΟ
ΑΥΣΤΗΡΟ
ΚΡΙΤΗΡΙΟ
ΠΛΗΘΟΣ
% within ΤΕΣΤ12
% ΜΕ ΤΟ
ΑΥΣΤΗΡΟ
ΚΡΙΤΗΡΙΟ
ΠΛΗΘΟΣ
% within ΤΕΣΤ12
% ΜΕ ΤΟ
ΑΥΣΤΗΡΟ
ΚΡΙΤΗΡΙΟ

Ι∆ΙΩΤΙΚΑ

∆ΗΜΟΣΙΑ

ΤΕΣΤ12

ΣΥΝΟΛΟ

ΚΑΝΕΝΑ 0 1 2 3 4
ΑΥΣΤΗΡΟ

ΣΥΝΟΛΟ

 
Οι διαφορές που παρατηρούνται ελέγχονται µε χ2 έλεγχο ως προς τη στατιστική 

σηµαντικότητά τους. Έχοντας ως αρχική υπόθεση ότι οι µεταβλητές σχολείο δηµόσιο 

ή ιδιωτικό και επίπεδο κατάταξης των µαθητών είναι ανεξάρτητες, παίρνουµε τα απο-

τελέσµατα που φαίνονται στους πίνακες 141 και 142 οι οποίοι ακολουθούν. 

 
ΠΙΝΑΚΑΣ 141 

ΕΛΕΓΧΟΣ X2 ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΕΛΑΣΤΙΚΟΥ  ΚΡΙΤΗΡΙΟΥ 
 

  Value df 
Asymp. Sig. 

(2-sided) 
Pearson Chi-Square 25,528(a) 5 ,000 
Likelihood Ratio 29,054 5 ,000 
Linear-by-Linear 
Association 2,607 1 ,106 

N of Valid Cases 
1838     

a  0 cells (,0%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 9,06. 
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0,411,61

86,3

e
d
c
b
a

καµία
απάντη
ση

ΕΡΩΤΗΣΗ 1 ΤΟΥ TEST VAN HIELE

0,8

90,6

7,5

0,40,5
e
d
c
b
a

καµία
απάντησηΕΡΩΤΗΣΗ 2 TEST VAN HIELE

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 15 

∆ΙΑΓΡΑΜΜΑ 16 

ΠΙΝΑΚΑΣ 142 
ΕΛΕΓΧΟΣ X2 ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑΣ ΕΠΙΠΕ∆ΟΥ ΑΥΣΤΗΡΟΥ ΚΡΙΤΗΡΙΟΥ 

 

  Value df 
Asymp. Sig. 

(2-sided) 
Pearson Chi-Square 20,915(a) 5 ,001 
Likelihood Ratio 19,489 5 ,002 
Linear-by-Linear 
Association 8,918 1 ,003 

N of Valid Cases 
1838     

a  1 cells (8,3%) have expected count less than 5. The minimum expected count is 3,57. 
 

Η ελεγχοσυνάρτηση χ2.στην περίπτωση του ελαστικού κριτηρίου έχει τιµή 

25,528 και πιθανότητα 0<0,05.και στην περίπτωση του αυστηρού κριτηρίου είναι 

20,915 και 0,001<0,05. Άρα σε κάθε περίπτωση η αρχική υπόθεση απορρίπτεται σε 

επίπεδο σηµαντικότητας 5% και εποµένως υπάρχει εξάρτηση µεταξύ των µεταβλη-

τών σχολείο δηµόσιο ή ιδιωτικό και επίπεδο κατάταξης των µαθητών µε οποιοδήποτε 

κριτήριο ελαστικό ή αυστηρό. 

5.3 Αποτελέσµατα για τις ερωτήσεις των επιπέδων 
Ένα άλλο θέµα που επιδιώχθηκε στα πλαίσια της έρευνας ήταν η απόδοση στα θέµα-

τα του τεστ VH. Εδώ θα αναλύσουµε την απόδοση σε όλα θέµατα του τεστ.  

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 15 ένα 

συντριπτικό ποσοστό των µαθητών 

(86,3%) απάντησε σωστά στην πρώτη 

ερώτηση του τεστ VH (το b). Υπάρχει 

όµως ένα ποσοστό 11,6% των µαθητών 

που θεωρεί ότι ένα ορθογώνιο είναι και 

τετράγωνο. Το ποσοστό αυτό των 

µαθητών µάλλον ανήκει στο επίπεδο 0.  
 
 
 
 
 
Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 16 η ερώ-

τηση 2 του τεστ µε ποσοστό σωστών απα-

ντήσεων 90,6% αναδεικνύεται η ευκολότε-

ρη ερώτηση. Υπάρχει και εδώ ένα ποσοστό 

7,5% των µαθητών ,οι οποίοι θεωρούν ότι 
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ένα µακρύ και λεπτό τρίγωνο δεν είναι τρίγωνο.  
 
Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 

17 η ερώτηση 3 του τεστ είχε 

ποσοστό σωστών απαντήσεων 

86,8% πράγµα το οποίο σηµαί-

νει ότι οι µαθητές µπορούν να 

αναγνωρίσουν τα ορθογώνια. 

 

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 

18 έχουµε µεγάλο ποσοστό 

σωστών απαντήσεων(84,1% ) 

και στην τέταρτη ερώτηση 

του τεστ. Υπάρχει και εδώ 

ένα ποσοστό των µαθητών 

8,7% που θεωρεί ότι και άλλα 

τετράπλευρα είναι τε-

τράγωνα.  

 

 

 
 
 

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 

19 στην 6η ερώτηση έχουµε 

πτώση των µεγάλων ποσοστών 

των σωστών 

απαντήσεων(46,9%) . Στην 6η 

ερώτηση επίσης ιδιαίτερη 

εντύπωση προκαλεί το γεγονός 

ότι το 33% των µαθητών 

θεωρούν ότι δύο απέναντι πλευρές ενός τετραγώνου είναι κάθετες.  
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Όπως φαίνεται στο 

διάγραµµα 20 η 7η ερώ-

τηση είναι η εύκολη ερώ-

τηση του επιπέδου 2 και 

για αυτό το λόγο έχουµε 

ποσοστό 75,5% σωστών 

απαντήσεων των µαθη-

τών. 
 
 

 

Όπως φαίνεται στο 

διάγραµµα 21 στην 8η 

ερώτηση το ποσοστό των 

σωστών απαντήσεων των 

µαθητών επανέρχεται σε 

χαµηλά επίπεδα(58,5%). 

Εδώ φαίνεται ότι αρκετοί 

µαθητές (ισοκατανοµή 

των ποσοστών των λανθασµένων απαντήσεων) ίσως δεν διάβασαν προσεκτικά την 

ερώτηση(ποια από τα (a) έως (b) δεν είναι αληθή). 

 

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 

22 στην 9η ερώτηση το 65% 

των µαθητών απαντά σωστά. 

Εδώ όµως το ένα τρίτο των 

µαθητών δεν γνωρίζει ότι τα 

ισοσκελή τρίγωνα έχουν δύο 

γωνίες ίσες.  
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Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 

23. Η 10η ερώτηση είναι η 

δύσκολη ερώτηση του επιπέδου 

2 και αυτό φαίνεται από το γε-

γονός ότι το ποσοστό των 

σωστών απαντήσεων είναι 37%. 

Εδώ η ισοκατανοµή των 

λανθασµένων απαντήσεων δείχνει τυχαιότητα, η οποία µπορεί να προήλθε από την 

απροσεξία των µαθητών στην ανάγνωση της 

εκφώνησης της ερώτησης (δεν είναι 

πάντα αληθή) ή από την µη σωστή 

παρατήρηση του σχήµα-

τος(πρόβληµα στο επίπεδο 1) 

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 24 η 

11η ερώτηση είναι η πρώτη ερώτηση 

που αφορά συλλογισµό που οδηγεί 

σε κάποιο συµπέρασµα και αυτό έχει 

σαν αποτέλεσµα το ποσοστό των 

µαθητών που απαντά σωστά να πέφτει στο 37,4% όπως θα δούµε ότι συµβαίνει σε 

όλες τις ερωτήσεις αυτού του 

είδους(λογικής) του τεστ που 

είναι οι 11-12, 14-18,20.  

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 25 

στην 12η ερώτηση ισχύουν αυτά 

που αναφέραµε προηγουµένως 

στην 11η ερώτηση. Εδώ 

παρατηρούµε επιπλέον ότι ένα 

µεγάλο ποσοστό των µαθητών 

21,2% θεωρεί ότι ένα ισόπλευρο 

τρίγωνο δεν µπορεί να έχει δύο 

ίσες γωνίες ,δηλαδή να είναι 

ισοσκελές γεγονός που δείχνει πρόβληµα συµπερίληψης κλάσης. 
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Όπως φαίνεται στο 

διάγραµµα 26 η 13η 

ερώτηση είναι η εύκολη 

ερώτηση του επιπέδου 3 

και απαντήθηκε σωστά 

από το 79,7% των 

µαθητών. Εδώ πρέπει να 

παρατηρήσουµε ότι κατά 

την διάρκεια των 

επιτηρήσεων της έρευνας τέθηκε από αρκετούς µαθητές το ερώτηµα γιατί δεν υ-

πάρχει η απάντηση «Το Κ και το Μ µόνο». Εποµένως ένα ποσοστό των µαθητών 

θεωρούν ότι ένα τετράγωνο δεν είναι ορθογώνιο (συµπερίληψη κλάσης).  

 

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 27 για τη 

14η ερώτηση ισχύουν αυτά που αναφέραµε 

παραπάνω για τις ερωτήσεις λογικής. Εδώ 

επίσης το ποσοστό των σωστών 

απαντήσεων (27,3%) είναι µικρότερο από 

το µεγαλύτερο ποσοστό της ερώτησης 

αυτής που είναι το 34,9% και είναι οι 

µαθητές που θεωρούν ότι καµία από τις 

προτάσεις (a) έως (d) δεν είναι σωστή(πρόβληµα συµπερίληψης κλάσης ). 
 

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 

28 για τη 15η ερώτηση ισχύουν 

αυτά που αναφέραµε παραπάνω 

για τις ερωτήσεις λογικής. Οι 

µαθητές στο επίπεδο αυτό 

υποτίθεται ότι ξέρουν τι 

σηµαίνει «µερικό» και «όλο» 

(επίπεδο 2) Usiskin (σελ..11). Η 
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χρήση του «όλα» και «µερικά» στα 

ορθογώνια και παραλληλόγραµµα 

είναι διαφορετική από τη χρήση 

του «όλα» στις ιδιότητες των ορ-

θογωνίων στην ερώτηση 14.  

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 29 

για τη 16η ερώτηση ισχύουν αυτά 

που αναφέραµε παραπάνω για τις 

ερωτήσεις λογικής. Αυτό 

αποδεικνύεται και από το γεγονός 

ότι η ερώτηση 16 είναι ιδιαίτερης 

δυσκολίας όπως µπορεί να διαπιστώσει κάποιος µε την βοήθεια του λογισµικού G.S.P 

,εντούτοις απαντιέται σωστά από το 38,3% των µαθητών. Η δυσκολία βρίσκεται στο 

γεγονός ότι οι µαθητές δεν µπορούν να χρησιµοποιήσουν χαρτί για να σχεδιάσουν το 

σχήµα σε όλες τις περιπτώσεις.  

 

Όπως φαίνεται στο 

διάγραµµα 30 στην 17η 

ερώτηση µόνο το 32,8% 

των µαθητών µπορούν να 

διατάξουν απλές προτά-

σεις.  
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Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 31 στη 

18η ερώτηση µόνο το 20,6% των 

µαθητών απαντά σωστά, δηλαδή για να 

αποδείξεις ότι ένα σχήµα δεν είναι 

ορθογώνιο αρκεί να βρεις ένα µη 

ορθογώνιο του οποίου οι διαγώνιες να 

διχοτοµούνται. Επίσης ένα ποσοστό 

των µαθητών 21,5%+24,5%=46% 

θεωρεί ότι µια πρόταση συνεπάγεται 

την αντιστροφή της .  

 

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 32 

στη δυσκολότερη ερώτηση του 

τεστ (η 19η ) απαντήθηκε σωστά 

από το 17,6% των µαθητών, 

δηλαδή οι ερωτήσεις για µη 

οριζόµενους όρους και δεκτές ως 

αληθείς χωρίς απόδειξη προτάσεις 

(αξιώµατα) απαντώνται σχεδόν 

τυχαία όπως φαίνεται από τα 

υπόλοιπα ποσοστά λανθασµένων απαντήσεων.  

 

Όπως φαίνεται στο διάγραµµα 33 

στην 20η ερώτηση το 30,4% των µα-

θητών απάντησε σωστά. Αξιοπρόσε-

κτο το ποσοστό 37,8% των µαθητών 

που απάντησε λανθασµένα την d 

δείχνει και εδώ ότι περισσότεροι από 

τους µισούς µαθητές αποτυνχάνουν 

σε θέµατα λογικής(Usiskin1982 , σελ..59). 
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6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6Ο 

Προτάσεις ∆ραστηριότητες βασισµένες στο πρότυπο των ε-

πιπέδων van Hiele χρησιµοποιώντας ως εργαλείο τον υπολο-

γιστή  

6.1 Εισαγωγή 
Η αυξανόµενη χρήση των υπολογιστών στα µαθηµατικά αυτά καθ' αυτά, όσο και στη 

µαθηµατική εκπαίδευση µε τη δηµιουργία κατάλληλου λογισµικού, έχει επηρεάσει την 

τελευταία εικοσαετία σηµαντικά τη διδασκαλία των µαθηµατικών και ιδιαίτερα της σχο-

λικής γεωµετρίας. ∆εν θα ήταν υπερβολή να ισχυριστούµε ότι το δυναµικό γεωµετρικό 

λογισµικό που έχει αναπτυχθεί πρόσφατα, αποτελεί την πιο σηµαντική εξέλιξη στη γεω-

µετρία από την εποχή του Ευκλείδη. Εκτός του ότι αναζωπύρωσε το ενδιαφέρον για κά-

ποια βασική έρευνα στη στοιχειώδη Ευκλείδεια γεωµετρία, έχει επίσης αναζωογονήσει 

τη διδασκαλία της γεωµετρίας σε πολλές χώρες, όπου η Ευκλείδεια γεωµετρία βρισκόταν 

σε κίνδυνο να ριχτεί στο χρονοντούλαπο της ιστορίας (Davis, 1995; Old know, 1995). 

Στο παρελθόν, οι περισσότεροι δάσκαλοι απέφευγαν την εµπειρική εξερεύνηση των γεω-

µετρικών συσχετίσεων επειδή οι κατασκευές µε το µολύβι στο χαρτί, όσο και οι µετρή-

σεις µε τα γεωµετρικά όργανα και τη χρήση άλλων µέσων, όπως, για παράδειγµα, δια-

φανούς χαρτιού, ήταν κουραστικές, χρονοβόρες και δεν παρείχαν µεγάλη ακρίβεια. Ένα 

άλλο πρόβληµα ήταν ότι τα σχήµατα που κατασκευάζονταν µε αυτό τον τρόπο ήταν 

στατικά και έπρεπε, προκειµένου να πειραµατιστεί κανείς, είτε να ξανακατασκευάσει το 

σχήµα, είτε να φανταστεί νοερά πώς θα µπορούσε να αλλάξει µορφή όταν κάποια στοι-

χεία άλλαζαν θέση. 

Όλα αυτά βεβαίως ανήκουν στο παρελθόν από τότε που δηµιουργήθηκαν τα δυναµικά 

γεωµετρικά λογισµικά πακέτα. ∆ύο από τα πιο διαδεδοµένα αυτά πακέτα είναι το Gabri 

(Γαλλικό) και το Geometer’s Sketchpad (Αµερικάνικο). Αυτά τα λογισµικά σχεδιάστη-

καν µε την προοπτική να προσφέρουν ένα περιβάλλον µικρόκοσµου για την εξερεύνηση 

της στοιχειώδους επιπεδοµετρίας. Τα γεωµετρικά σχήµατα είναι δυνατόν να κατασκευα-

στούν µε τη βοήθεια µενού τα οποία χρησιµοποιούν γλώσσα οικεία στο χρήστη από το 

περιβάλλον του «χαρτιού και µολυβιού». Μόλις κατασκευαστούν τα σχήµατα αυτά είναι 

δυνατό να τροποποιηθούν και να αλλάξουν, «σύροντας» µε το «ποντίκι» τα βασικά τους 
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στοιχεία κατ' ευθείαν από την οθόνη και µετακινώντας τα, ενώ διατηρούνται οι βασικές 

γεωµετρικές τους ιδιότητες. 

Κατ' αυτόν τον τρόπο κάποιος, για παράδειγµα, µπορεί να αλλάζει συνέχεια ένα τρίγωνο 

και ταυτόχρονα να παρατηρεί ότι τα ύψη του διέρχονται πάντα από το ίδιο σηµείο. Το λο-

γισµικό, εποµένως, επιτρέπει σε κάποιον να εκτελεί εύκολα πειράµατα, µεταβάλλοντας το 

σχήµα και να ελέγχει ποιες γεωµετρικές ιδιότητες παραµένουν αµετάβλητες (Τουµάσης 

2003).       

Ίσως, το πιο σπουδαίο, από παιδαγωγικής απόψεως, πλεονέκτηµα του δυναµικού λογι-

σµικού της είναι οι δυνατότητες του να ενθαρρύνει τον πειραµατισµό και την ερευνητική 

προσέγγιση στη µελέτη της γεωµετρίας. Σε µια τέτοιου τύπου προσέγγιση, οι µαθητές 

εξοικειώνονται νωρίς στην τέχνη της µαθηµατικής δηµιουργίας και ανακάλυψης, αφού 

προσφέρονται άφθονες ευκαιρίες για εξερεύνηση, διατύπωση εικασιών, ανασκευής και 

επαναδιατύπωσης αυτών και τελικού ελέγχου µε την κατασκευή αποδείξεων.  

Ο πιo προκλητικός στόχος που αντιµετωπίζουν οι Έλληνες καθηγητές σήµερα στην 

διδασκαλία της γεωµετρίας είναι η ανάπτυξη της δυνατότητας των µαθητών να κατα-

νοήσουν τις γεωµετρικές έννοιες και τις ιδιότητές τους.  

Ο Λάππας ∆ (1998) στο 15ο συνέδριο της Ε.Μ.Ε στην Χίο στην εισήγησή του µε θέµα 

«Αναλυτικά προγράµµατα και γεωµετρία στο Λύκειο» πρότεινε την Ευκλείδεια Γεωµε-

τρία ως ένα ιδεώδες πεδίο για µια διδασκαλία βασισµένη σε δραστηριότητες. ∆ιευκρινί-

ζοντας είπε « Αυτή η προσπάθεια κύρια υποστηρίζεται από τον εκπληκτικά µικρό αριθ-

µό προαπαιτούµενων εννοιών. Πράγµατι, αρκεί να επικεντρωθούµε και να επιλέξουµε 

ύλη από την συµφωνία-ισότητα ,την οµοιότητα ,τα εµβαδά και τους όγκους µέσω των 

ενοποιητικών διαδικασιών των γεωµετρικών τόπων και κατασκευών. Αυτή η προσέγγι-

ση φυσικά απαιτεί µια επαναοριοθέτιση του Προγράµµατος, όπου πλέον έµφαση θα δο-

θεί στον εσωτερο-συµφυή χαρακτήρα των πάνω πρωταρχικών εννοιών µέσω προσεκτι-

κά επιλεγµένων θεµάτων συζήτησης και µε χρήση υλικού που συνδέεται άµεσα µε τις 

νέες τεχνολογίες».  

Τα παραδείγµατα των δραστηριοτήτων που φτιάχνονται στο Geometer Sketchpad για 

τους µαθητές, έχουν ως σκοπό να επεξηγήσουν τους τρόπους µε τους οποίους το πρό-

τυπο Van Hiele's µπορεί να εφαρµοστεί στην διδασκαλία της γεωµετρίας. Παραδο-

σιακά, η γεωµετρία στα βιβλία µας έχει στραφεί στην ενθάρρυνση των παραγωγικών 

δυνατοτήτων συλλογισµού των µαθητών. Το κεντρικό θέµα των περισσότερων διδα-

σκαλιών της γεωµετρίας είναι η γεωµετρική απόδειξη που από πολλές απόψεις φαίνε-

ται να είναι πέρα από τον έλεγχο πολλών µαθητών. Η εικοσιπεντάχρονη εµπειρία µας 
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στις τάξεις των µαθηµατικών µας υποδεικνύει ότι οι µαθητές αντιγράφουν µε την α-

ποµνηµόνευση τα θεωρήµατα και τις αποδείξεις, µε αποτέλεσµα να µην έχουν την 

εµπειρία , την κατανόηση και την εκτίµηση, είτε της γεωµετρίας, είτε του παραγωγι-

κού συλλογισµού και της απόδειξης. Ο Hoffer (1981) υποστήριξε ότι τα µαθήµατα 

της γεωµετρίας µε τον τρόπο που γίνονται δεν αναπτύσσουν την κατανόηση, αλλά 

µάλλον ενθαρρύνουν την αποστήθιση. 

 Υπάρχει µια ισχυρή ιεραρχία που υπονοείται στα επίπεδα γεωµετρικής σκέψης. Μια 

σηµαντική πτυχή των επιπέδων Van Hiele είναι ότι οι µαθητές σε χαµηλότερο επίπε-

δο σκέψης δεν αναµένεται να µπορούν να καταλάβουν τη διδασκαλία που παρουσιά-

ζεται σε πιo υψηλό επίπεδο σκέψης. Σύµφωνα µε τον Van Hiele (1986), "αυτό είναι η 

σηµαντικότερη αιτία των κακών αποτελεσµάτων στην διδασκαλία της γεωµετρίας" 

(σελ. 66). Εάν δεχθούµε τις υποθέσεις των επιπέδων Van Hiele, τότε, όταν καλούνται 

οι µαθητές να λειτουργήσουν σε πιo υψηλό επίπεδο διανοητικής ανάπτυξης από αυτό 

που είναι ικανοί, µπορούν να προσαρµοστούν µε διαφόρους τρόπους. Μερικοί µπο-

ρούν να ακολουθήσουν τις επιθυµίες του καθηγητή και να δεχτούν ακριβώς ότι λέει 

χωρίς οποιαδήποτε κατανόηση, δίνοντας περισσότερο σηµασία στην αποστήθιση. 

Άλλοι µπορούν να απορρίψουν το θέµα ως κάτι που δεν µπορούν να καταλάβουν. Ο 

ιδιαίτερος τρόπος, οι φτωχές τοποθετήσεις και η έλλειψη κατανόησης είναι οι αναπό-

φευκτες εκβάσεις. Το επίτευγµα στην τελευταία περίπτωση είναι συνήθως φτωχό και 

στην προηγούµενη θα εξαρτιόταν από το εάν ο καθηγητής ανταµείβει την προσπά-

θεια εκµάθησης ή όχι. Εάν αυτό συνέβη, το επίτευγµα έχει πραγµατικά µικρή αξία. 

Υπάρχει σαφώς µια ανάγκη για τους καθηγητές που διδάσκουν γεωµετρία να παρέ-

χουν στους µαθητές τους τύπους µιας εµπειρίας απαραίτητης να επιτρέψει στους µα-

θητές να κάνουν τη µετάβαση στην παραγωγική γεωµετρία µε έναν φυσικό και σηµα-

ντικό τρόπο. Εποµένως, φαίνεται πολύ σηµαντικό για τους καθηγητές να ξέρουν τα 

επίπεδα γεωµετρικής σκέψης των µαθητών και να αναπτύξουν τις κατάλληλες δρα-

στηριότητες, βασισµένες στο πρότυπο των επιπέδων Van Hiele. 

 Οι πρόσφατες µελέτες έχουν αρχίσει να εξετάζουν τη χρήση του λογισµικού υπολο-

γιστών, ως εργαλείο, µε στόχο να ερευνήσουν τις έννοιες και τις ιδιότητες των µαθη-

µατικών αντικειµένων (Choi-Koh, 1999; Jiang, 1993;). Η πρωτοποριακή µελέτη από 

τους Yerushalmy και Houde (1986) έδειξε ότι το λογισµικό υπολογιστών διευκόλυνε 

τη χρήση του επαγωγικού συλλογισµού ερευνώντας τις ιδιότητες των γεωµετρικών 

αντικειµένων και τις σχέσεις τους. Σήµερα, ο επαγωγικός συλλογισµός είναι εξαιρε-

τικά σηµαντικός στην καθηµερινή ζωή καθώς επίσης και στα µαθηµατικά και στην 
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επιστήµη επειδή είναι ο τρόπος που παίρνουµε συνήθως τις ιδέες µε το να δοκιµά-

ζουµε και να ελέγχουµε. Η διαθεσιµότητα των υπολογιστών στα µαθηµατικά παρέχει 

µια µοναδική ευκαιρία στην ανάπτυξη χρήσιµων µεθόδων για τα προβλήµατα που 

έχουν σχέση µε τη γεωµετρία. Ερευνώντας την υπόθεση των γεωµετρικών ιδεών, οι 

µαθητές θα γίνουν περισσότερο σχετικοί µε το περιεχόµενο και θα γίνουν πιο ειδι-

κευµένοι στον επαγωγικό και παραγωγικό συλλογισµό. Με την χρήση ενός εργαλείου 

όπως το Geometer Sketchpad στη γεωµετρία µια τέτοια προσέγγιση είναι εφικτή. 

Πρόσφατα, κάποια έρευνα ( �����"�, 1999) στην Κορέα άρχισε να τονίζει τη 

χρησιµότητα του λογισµικού, Geometer Sketchpad στη διδασκαλία της Γεωµετρίας. 

Λίγες µελέτες εντούτοις, έχουν περιγράψει τα εκπαιδευτικά υλικά, όπως τις δραστη-

ριότητες σε σχέση µε το πρότυπο Van Hiele και τη χρησιµοποίηση του υπολογιστή. 

Στο άρθρο του A student's learning of geometry using the computer στο περιοδικό 

Journal of Educational Research, 92(5), 301-311 ο Choi-Koh, S. (1999) παρουσιάζει 

δραστηριότητες που βασίζονται στο πρότυπο Van Hiele µε την χρήση λογισµικού υ-

πολογιστών της δυναµικής Γεωµετρίας ως εργαλείου προορισµένων να παρέχουν 

στους µαθητές περισσότερη εµπειρία σε χαµηλότερα επίπεδα γεωµετρικής σκέψης.  

6.2 Πρότυπο van Hiele 
Ο P.M. Van Hiele έχει διευκρινίσει ότι ενδιαφέρεται ιδιαίτερα για τα πρώτα τρία επί-

πεδα γεωµετρικής σκέψης ( Hoffer, 1985), και κατόπιν o Van Hiele (1986) έχει περι-

γράψει ότι στην πραγµατικότητα υπάρχουν µόνο τρία επίπεδα για τα σχολικά µαθη-

µατικά. Η ονοµασία αυτών των τριών επιπέδων είναι: οπτικό, περιγραφικό, και θεω-

ρητικό. Φαίνεται µάλιστα ότι το τρίτο επίπεδο γίνεται πιο εκτεταµένο για να περιλά-

βει τα επόµενα δύο τελευταία επίπεδα. 

 Όπως προαναφέραµε µια άλλη σηµαντική πτυχή του προτύπου Van Hiele, είναι 

οι πέντε φάσεις της διαδικασίας εκµάθησης. Η µέθοδος και η οργάνωση της διδασκα-

λίας, καθώς επίσης και το περιεχόµενο και τα υλικά που χρησιµοποιούνται είναι ση-

µαντικοί τοµείς παιδαγωγικής ανησυχίας. Η διδασκαλία που αναπτύσσεται σύµφωνα 

µε αυτήν την ακολουθία προωθεί την απόκτηση ενός επιπέδου (Van Hiele-Geldof, 

1984). 

6.3 Επίτευξη 
Ο Choi-Koh, S. (1999) αναφέρει ότι: Τα οπτικά, περιγραφικά, και θεωρητικά επίπεδα 

περιόδων σκέψης και εκµάθησης που οδηγούν σε κάθε ένα από αυτά τα επίπεδα συνο-

ψίζονται στο σχήµα 1. Στο παρόν πρότυπο, αυτά τα επίπεδα επιτυγχάνονται µε τη διά-
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βαση µέσω των διαφορετικών περιόδων εκµάθησης. Κατά τη διάρκεια κάθε περιόδου, 

οι µαθητές ερευνούν τους κατάλληλους στόχους και συµµετέχουν στις διαλογικές δρα-

στηριότητες εκµάθησης ,οι οποίες τους επιτρέπουν να προχωρήσουν στο επόµενο πιο 

υψηλό επίπεδο σκέψης.  

 

 
Σχήµα 1: Van Hiele's πρότυπο της διδασκαλίας (επίτευξη)  

Επίπεδο 1 οπτικό: Οι µαθητές αναγνωρίζουν τις µορφές συνολικά. Είναι δυνατό να 

αναγνωριστούν τα ισοσκελή τρίγωνα, αλλά είναι άσκοπο να ερωτηθούν γιατί είναι 

ισοσκελή. 

Περίοδος 1η  Οι µαθητές µετακινούνται από το επίπεδο 1 προς το επίπεδο 2 της γεω-

µετρικής σκέψης. Οι στόχοι της διδασκαλίας κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου 

αποτελούνται από τις ιδιότητες των µεµονωµένων σχηµάτων. Παραδείγµατος χάριν, 

οι µαθητές αρχίζουν να αναγνωρίζουν ότι ένα ισόπλευρο τρίγωνο περιέχει τρεις ίσες 

πλευρές και έχει τρία ύψη που είναι άξονες συµµετρίας για κάθε πλευρά.  

 

Πρώτη φάση: ∆ιερεύνηση  

∆ραστηριότητα : σχήµα 2 

Τα υλικά σχετικά µε το επίπεδο 1 της µελέτης παρουσιάζονται στους µαθητές, δεδο-

µένου ότι η προαπαιτούµενη γνώση στην περίοδο 1 είναι ότι οι µαθητές που λειτουρ-

γούν σε αυτό το επίπεδο µπορούν να µάθουν το γεωµετρικό λεξιλόγιο, µπορούν να 

προσδιορίσουν τις διευκρινισµένες µορφές, και λαµβάνοντας υπόψη έναν σχήµα, 

µπορούν να το αναπαραγάγουν. Παραδείγµατος χάριν, λαµβάνοντας υπόψη τις εικό-

ΕΠΙΠΕ∆Ο 1 ΕΠΙΠΕ∆Ο 2 ΕΠΙΠΕ∆Ο 3 

ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ  
ΕΚΜΑΘΗΣΗΣ 1 

ΠΕΡΙΟ∆ΟΣ  
ΕΚΜΑΘΗΣΗΣ 2 

• ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 
• ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟΣ 

ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ  
• ΕΡΜΗΝΕΙΑ 
• ΕΛΕΥΘΕΡΟΣ ΠΡΟ-

ΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ 
• ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 

• ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗ 
• ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟΣ 
ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ   

• ΕΡΜΗΝΕΙΑ 
• ΕΛΕΥΘΕΡΟΣ ΠΡΟΣΑ-
ΝΑΤΟΛΙΣΜΟΣ 

• ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ 
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νες στο σχήµα 2, ένας µαθητής θα ήταν σε θέση να κατανοήσει ότι υπάρχουν ισοσκε-

λή τρίγωνα στο (a), ισόπλευρα τρίγωνα στο (b), και ορθογώνια τρίγωνα στο (c) 

 
Σχήµα 2: ∆ώστε σε κάθε οµάδα ένα όνοµα 

∆εύτερη φάση: Κατευθυνόµενος προσανατολισµός  

∆ραστηριότητες : σχήµατα 3 & 4 

1. Οι µαθητές αρχίζουν να ερευνούν µέσω των προσεκτικά κατασκευασµένων σχη-

µάτων. Η ερώτηση που τους τίθεται στο σχήµα 3 είναι : 

Βρείτε τη γραµµή συµµετρίας σε κάθε σχήµα. 

 
Σχήµα 3: Συµµετρικά σχήµατα 

Οι µαθητές προσπαθούν να συνδέσουν έναν άξονα συµµετρίας µε τις διάφορες µορ-

φές των τριγώνων. Καταδεικνύουν την αντανάκλαση µιας µορφής για τη γραµµή 

συµµετρίας, χρησιµοποιώντας το Geometer Sketchpad και αποδεικνύουν πώς αυτή η 

αντανάκλαση έχει επιπτώσεις, λαµβάνοντας υπόψη ένα αντικείµενο µε ένα άλλο α-

ντίστοιχο. Επίσης συζητούν τις ιδιότητες µορφών που αποκαλύπτονται από την αντα-

νάκλαση.  
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Σχήµα 4: Ισοσκελή, ισόπλευρα, ορθογώνια τρίγωνα  

2. Με προσεκτικά κατασκευασµένα τρία είδη τριγώνων, στο σχήµα 4 τίθεται η ερώ-

τηση: Βρείτε τις ιδιότητες κάθε τριγώνου. Ποιες ιδιότητες πρέπει να έχει το τρίγωνο 

ΑΒΓ ώστε να έχει άξονα συµµετρίας αυτόν που φαίνεται στο σχήµα; Ποιες ιδιότητες 

πρέπει να έχει το τρίγωνο ΕΖΗ ώστε να έχει άξονες συµµετρίας αυτούς που φαίνο-

νται στο σχήµα; Ποιες ιδιότητες πρέπει να έχει το τρίγωνο, ΛΜΝ ώστε να έχει άξονα 

συµµετρίας αυτόν που φαίνεται στο σχήµα;  

Τρίτη φάση: Ερµηνεία  

Οι µαθητές και ο καθηγητής συµµετέχουν στη συζήτηση για τις ιδιότητες των τριών 

τριγώνων. Καλούν το τρίγωνο ΑΒΓ, ισοσκελές τρίγωνο, το τρίγωνο ΕΖΗ, ισόπλευρο 

τρίγωνο, και το ΛΜΝ , ορθογώνιο τρίγωνο.  

Τέταρτη φάση: Ελεύθερος προσανατολισµός 

 ∆ραστηριότητα : σχήµα 5 

Στους µαθητές δίνονται δύο κορυφές ενός τριγώνου ως περισσότερο α-

νοικτή δραστηριότητα που µπορεί να προσεγγιστεί από διάφορους δια-

φορετικούς τύπους λύσεων. Βρείτε την τρίτη κορυφή για να έχετε ένα 

 α) ισοσκελές τρίγωνο β) ισόπλευρο τρίγωνο και γ) ορθογώνιο τρίγωνο. 

Σχήµα 5: Λαµβάνοντας υπόψη δύο κορυφές ενός τριγώνου, βρείτε την τρίτη.  
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Πέµπτη φάση: Ολοκλήρωση  

Ο καθηγητής βοηθά το µαθητή να κάνει µια ανασκόπηση της µελέτης και να ενσω-

µατώσει το περιεχόµενο που ερευνάται. Οι µαθητές συνοψίζουν όλες τις ιδιότητες 

που είναι σε θέση να διακρίνουν σε ένα τρίγωνο.  

Επίπεδο 2 - περιγραφικό: Οι µαθητές διακρίνουν τις µορφές βάσει των ιδιοτήτων 

τους.  

Περίοδος 2η   

Κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου οι µαθητές κινούνται από το επίπεδο 2 προς το 

επίπεδο 3 της γεωµετρικής σκέψης. Οι στόχοι της διδασκαλίας είναι τα δίκτυα των 

σχέσεων και η διάταξη των ιδιοτήτων των γεωµετρικών σχηµάτων. Χρησιµοποιώντας 

τον άτυπο παραγωγικό συλλογισµό, οι µαθητές µπορούν να αποδείξουν τις σχέσεις.  

Πρώτη φάση: ∆ιερεύνηση  

∆ραστηριότητα : σχήµα 6 

Οι µαθητές χρησιµοποιούν τον άξονα συµµετρίας ενός ισοσκελούς (ή ισόπλευρου) 

τριγώνου για να κατασκευάσουν έναν τέτοιο σχήµα, όταν δίνεται η βάση ενός τριγώ-

νου.  

 
Σχήµα 6: Ολοκλήρωση ενός τριγώνου 

∆εύτερη φάση: Κατευθυνόµενος προσανατολισµός  

∆ραστηριότητες : σχήµα 7 & 8 

1. εύρηµα  

α ) η τάξη εγκλεισµού µεταξύ των τριγώνων.  

Μπορούν τα ισοσκελή τρίγωνα να ονοµαστούν ισόπλευρα τρίγωνα; Ή µπορούν τα 

ισόπλευρα τρίγωνα να ονοµαστούν ισοσκελή τρίγωνα; Τι γίνεται µε τα ορθογώνια 

τρίγωνα σε σχέση µε τα άλλα τρίγωνα; 

β) ∆ώστε ορισµούς για όλα τα τρίγωνα συµπεριλαµβανοµένων των ισοσκελών, ισό-

πλευρων, και σκαληνών τριγώνων. 

Α Β
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Σχήµα 7: Όλα τα τρίγωνα 

2. Οι µαθητές καταλαβαίνουν ότι το εµβαδόν ενός τριγώνου είναι το µισό ενός τετρά-

πλευρου.  

(σχήµα 8: εµβαδόν ενός τριγώνου)  

Τρίτη φάση: Ερµηνεία  

Οι µαθητές και ο καθηγητής συµµετέχουν στη συζήτηση για τις σχέσεις µεταξύ των 

τριών τριγώνων. Όλα τα ισόπλευρα τρίγωνα µπορούν να είναι ισοσκελή τρίγωνα, αλ-

λά τα ισοσκελή τρίγωνα δεν µπορούν να είναι ισόπλευρα τρίγωνα. Ένα ορθογώνιο 

τρίγωνο µπορεί να είναι ισοσκελές σε περίπτωση που δύο πλευρές είναι ίσες. Επίσης, 

οι µαθητές εξηγούν ότι το εµβαδόν ενός τριγώνου είναι πάντα 1/2*βάση*ύψος.  

Τέταρτη  φάση: Ελεύθερος προσανατολισµός 

Σχήµα 8: εµβαδού 
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∆ραστηριότητα : Σχήµα 9  

 
Σχήµα 9: Σταθερό εµβαδόν των τριγώνων 

Στους µαθητές δίνεται περισσότερο ως ανοικτή δραστηριότητα που µπορεί να προ-

σεγγιστεί από διαφόρους διαφορετικούς τύπους λύσεων λόγω της διαθεσιµότητας 

πολλαπλών αντιπροσωπεύσεων. ∆ηλαδή, κάνοντας µια οποιαδήποτε κίνηση µιας κο-

ρυφής οι µαθητές, αντιµετωπίζουν µια νέα κατάσταση στην οποία ένα διαφορετικό 

τρίγωνο, ΑΒΓ παρουσιάζεται, αλλά πάντα το σταθερό εµβαδόν βρίσκεται µε το κου-

µπί του εµβαδού που ενεργοποιείται. Οι µαθητές ανακαλύπτουν την άτυπη αφαίρεση 

που απαιτείται για να καθορίσουν ότι το εµβαδόν ενός τριγώνου είναι σταθερό ακόµα 

κι αν η µορφή του τριγώνου έχει αλλάξει µετακινώντας την κορυφή Α κατά µήκος 

µιας ευθείας παράλληλης προς την βάση ΒΓ του τριγώνου ΑΒΓ.  

Πέµπτη φάση: Ολοκλήρωση  

Σαν ολοκλήρωση της διδασκαλίας για την περίοδο 2, ο καθηγητής βοηθά τους µαθη-

τές να κάνουν µια ανασκόπηση της µελέτης και να ενσωµατώσουν το περιεχόµενο 

που ερευνάται. Οι µαθητές συνοψίζουν όλες τις σχέσεις που λειτουργούν: είναι σε 

θέση να διακρίνουν τα τρίγωνα από τους ορισµούς, τις επιπτώσεις αυτών, τους ε-

γκλεισµούς κατηγορίας, να διατυπώσουν το εµβαδόν ενός τριγώνου και το λόγο για 

τον οποίο τα εµβαδά των τριγώνων που έχουν το ίδιο ύψος και την ίδια βάση είναι 

ίσα. 
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Επίπεδο 3 - θεωρητικό 

Οι µαθητές είναι σε θέση να επινοήσουν την επίσηµη γεωµετρική απόδειξη και να 

καταλάβουν τη διαδικασία που υιοθετείται Για αυτό το επίπεδο, οι ακόλουθες δρα-

στηριότητες µπορούν να εισαχθούν κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας για την ανά-

πτυξη του επίσηµου παραγωγικού συλλογισµού και για την εφαρµογή σχετικά µε το 

τι καταλαβαίνουν για το κέντρο βάρους ενός τριγώνου σε περισσότερα ανοικτά προ-

βλήµατα.  

∆ραστηριότητες: Σχήµα 10 & 11 

 
Σχήµα 10: Έξι τρίγωνα από το κέντρο βάρους  

 
Σχήµα 11: Ίχνος κέντρου βάρους  

 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΤΖΙΦΑ ΝΙΚΟΛΑΟΥ 94

Συµπέρασµα  

∆ύο περίοδοι εκµάθησης 

Σύµφωνα πάντα µε τον Choi-Koh, S. (1999) : πρόθεση της περιόδου 1 ήταν να βοηθή-

σει τους µαθητές να αναπτύξουν τη γεωµετρική σκέψη µε συνέπεια κατά τη µετάβαση 

από το επίπεδο 1 στο επίπεδο 2. Οι µαθητές θα προχωρήσουν προς το επίπεδο 2 και θα 

είναι σε θέση να αναλύσουν τα σχήµατα από την άποψη των ιδιοτήτων τους και τις 

σχέσεις µεταξύ των συστατικών τους και να ανακαλύψουν τις ιδιότητες και τις σχέσεις 

της κατηγορίας µορφών, εµπειρικά, µε τη µέτρηση και την παρατήρηση µετασχηµατίζο-

ντας δυναµικά τα σχήµατα. 

 Η περίοδος αρχίζει µε τη συµµετρία ως διαισθητική οδηγία. Σε ένα µεγάλο µέρος του 

πρώτου µέρους της περιόδου 1, οι δυναµικές, πολλαπλές αντιπροσωπεύσεις του GSP 

βοηθούν τους µαθητές ώστε να αναπτύξουν την κατανόηση των ιδιοτήτων κάθε τριγώ-

νου. ∆ιευκολύνουν τους µαθητές να εκφράζουν µε λόγια τις ιδιότητες, βασισµένες στους 

άξονες συµµετρίας, έτσι ώστε να διορθώσουν εύκολα τα λάθη µε την παροχή των παρα-

δειγµάτων εξαιρέσεων στον κανόνα. Η κατάκτηση της συµµετρίας ως βασικής έννοιας 

για τη µελέτη, επινοήθηκε για να βοηθήσει τους µαθητές να καταλάβουν τις ιδιότητες 

κάθε τριγώνου καθώς επίσης και τις ιδιότητες της συµφωνίας µε τα απεικονισµένα σχή-

µατα στο GSP. 

 Μέσω της ενεργού συζήτησης µε τον καθηγητή, οι µαθητές θα οδηγηθούν στην ανάπτυ-

ξη της γεωµετρικής σκέψης. Οι δυναµικές, πολλαπλές αντιπροσωπεύσεις στο GSP θα 

παράσχουν στους µαθητές την ευκαιρία να συζητηθεί ο προσανατολισµός τους και να 

βρεθεί ο τρόπος µε τον οποίο σκέφτονται. Καθώς η περίοδος συνεχίζεται, η κατασκευή 

κάθε τριγώνου, βασισµένη στις ιδιότητες που ανακαλύπτουν προηγουµένως, ενθαρρύνει 

τους µαθητές να αναπτύξουν την κατανόηση των γεωµετρικών σχηµάτων τους. Εάν οι 

µαθητές προσπάθησαν να µάθουν ποιες ιδιότητες ανήκουν στα δεδοµένα σχήµατα και 

πώς θα ενεργήσουν σε µια δεδοµένη κατάσταση, τότε θα έχουν ένα δίκτυο των σχέσεων 

στη διάθεσή τους που συνδέεται αρκετά µε τον αρχικό τοµέα της σκέψης. Τέτοιοι µαθη-

τές, που αρχίζουν από τη δεδοµένη συγκεκριµένη κατάσταση, δεν θα έχουν οποιαδήποτε 

δυσκολία επιστρέφοντας στην αντίστοιχη σηµασία. 

   Η κατασκευή σχηµάτων στο επίπεδο 1 πρέπει να είναι αποτελεσµατική και επιθυµητή 

για τους µαθητές για την ανάπτυξη του επιπέδου 2 των Van Hiele επιπέδων γεωµετρι-

κής σκέψης. Σε αυτήν την περίοδο, εντούτοις, η δυνατότητα της λογικής σκέψης δεν 

πρέπει να υπερεκτιµηθεί. 
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Είναι αδύνατο σε αυτό το επίπεδο οι µαθητές να µπορούν να ερευνήσουν το σύνολο του 

συλλογισµού επειδή οι σχέσεις µεταξύ των σχηµάτων δεν έχουν κατανοηθεί. Το λογι-

σµικό βοηθά τους µαθητές για να αναπτύξουν την κατανόηση από την παρανόησή τους 

κατά τη διάρκεια της κατασκευής των σχηµάτων µε την ενεργό συζήτηση των ιδιοτήτων 

ενός σχήµατος. 

Η πρόθεση του επιπέδου 2 ήταν να βοηθήσει τους µαθητές να αναπτύξουν τη γεωµετρι-

κή σκέψη που γίνεται µε τη µετάβαση από το επίπεδο 2 στο επίπεδο 3. Ειδικότερα, η 

κατασκευή του κέντρου βάρους σε ένα τρίγωνο και η ανακάλυψη των ιδιοτήτων του 

κέντρου βάρους µπορούν πολύ παραγωγικά να γίνουν στο GSP. Χωρίς το λογισµικό ως 

εργαλείο, δεν θα είναι εύκολο για τους µαθητές να ερευνήσουν τις ιδιότητες του κέντρου 

βάρους, λόγω των ορίων της κατασκευής από το χαρτί και το µολύβι. Παραδείγµατος 

χάριν, οι µαθητές, που χρησιµοποιούν το GSP, σύρουν µια διάµεσο σε ένα τρίγωνο από 

τη κορυφή της γωνίας στην αντίθετη πλευρά του και υποθέτουν ότι η διάµεσος διχοτο-

µεί την περιοχή ενός τριγώνου, βασισµένη στη δραστηριότητα της σταθερής περιοχής 

των τριγώνων στο επίπεδο 2. Κατόπιν, ο µαθητής µπορεί να µετρήσει τις εν λόγω πε-

ριοχές και να εξετάσει την υπόθεση περαιτέρω µε το έλεγχο των άλλων διαµέσων στις 

άλλες πλευρές του τριγώνου. Τα αποκτηθέντα στοιχεία κατ' αυτό τον τρόπο αποτελούν 

τη βάση για µια υπόθεση που ο µαθητής θεωρεί ότι είναι αληθινή. Μέσω αυτής της ε-

παγωγικής διαδικασίας συλλογισµού, µπορούν να καταδείξουν την ανάπτυξη ενός λογι-

κού, παραγωγικού συστήµατος της γεωµετρικής σκέψης δηλαδή: έξι τρίγωνα που δη-

µιουργούνται από τις τρεις διάµεσους έχουν το ίδιο εµβαδόν και επιτέλους, το κέντρο 

βάρους διαιρεί τις διάµεσους σε αναλογία 2:1 από κάθε κορυφή. 

Επίσης, τα ανοικτά προβλήµατα προγραµµατίζονται να ενισχύσουν τη δυνατότητα 

των µαθητών να εφαρµόσουν και να γενικεύσουν τις υποθέσεις τους στις διάφορες κα-

ταστάσεις καθώς και να παρατηρήσουν τη διαδικασία συλλογισµού τους στη φάση ελεύ-

θερου προσανατολισµού. Οι µαθητές µπορούν να απολαύσουν το συλλογισµό για την 

επίσηµη αφαίρεση βασισµένη στις προηγουµένως-ανακαλυµµένες ιδιότητες του κέ-

ντρου. Με άλλα λόγια, όταν αναπτύσσουν τα ιεραρχικά επίπεδα Van Hiele γεωµετρικής 

σκέψης, µπορούν να φθάσουν στα επίσηµα παραγωγικά συστήµατα σε όλα τα τρίγωνα 

που µαθαίνουν. 

6.4 Ο ρόλος του επαγωγικού συλλογισµού 

Στους µαθητές θα δοθεί µια ευκαιρία να ερευνήσουν και να υποθέσουν τις γεωµετρικές 

ιδιότητες ενώ λειτουργούν στις δραστηριότητες. Έτσι θα αναπτύξουν την κατανόησή 
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τους καθ' όλη τη διάρκεια των δύο περιόδων εκµάθησης. Οι µαθητές που συµπεριφέρο-

νται ως ενεργοί αρχάριοι είναι σηµαντικοί επειδή η εργασία στις δραστηριότητες προ-

σφέρει έναν πλούτο οπτικών και γεωµετρικών στοιχείων και οι υποθέσεις για τις ιδιό-

τητες καθώς και οι σχέσεις των σχηµάτων µπορούν να εξεταστούν γρήγορα µέσα στα 

στοιχεία. 

Η κατασκευή των σχηµάτων είναι η κρισιµότερη και αποτελεσµατικότερη φάση στο ε-

πίπεδο 1, δεδοµένου ότι βοηθά τους µαθητές να εστιάσουν εντατικά στα συγκεκριµένα 

συστατικά και στις λεπτοµέρειες των σύνθετων προβληµάτων. Οι µαθητές µπορούν εύ-

κολα να αναπτύξουν την κατανόηση όχι µόνο µε την παρατήρηση, συζήτηση ή την ερ-

µηνεία των οπτικών και γεωµετρικών στοιχείων, αλλά και µε την υπόθεση των σχηµά-

των. Εκείνες οι επαγωγικές διαδικασίες συλλογισµού διαδραµατίζουν έναν σηµαντικό 

ρόλο στο διαλογισµό των µαθητών σχετικά µε την κατανόηση των ιδιοτήτων κάθε τρι-

γώνου σε ένα επόµενο πιο υψηλό επίπεδο σκέψης. Επίσης, οι µαθητές µπορούν να αρ-

χίσουν να βλέπουν τις δυνατότητες της λογικής σκέψης που στηρίζεται στον παραγωγικό 

συλλογισµό των σχέσεων στα σχήµατα. Στα πλαίσια της σταθερής περιοχής, εάν οι α-

συµβίβαστες αλλαγές των τιµών εµφανίζονται, τότε οι µαθητές θα έχουν µια ευκαιρία 

να συγκρίνουν την τιµή που µετριέται ως αποτέλεσµα του τύπου τους µε την τιµή που 

δίνεται αρχικά από τη λειτουργία στο GSP και να συνεχίσουν το συλλογισµό έως ότου 

τα ταιριάζουν .  

6.5 Επιπτώσεις στη διδασκαλία 

Οι δύο περίοδοι εκµάθησης που αναφέραµε παραπάνω, βασισµένες στις Van Hiele's 

φάσεις εκµάθησης οι οποίες οδηγούν ένα µαθητή από το ένα επίπεδο σκέψης στο επό-

µενο , δίνουν τα παραδείγµατα των βηµάτων στον κύκλο εκµάθησης. Είναι σαφές ότι η 

δυνατότητα να σκεφτεί κάποιος σε πιο υψηλά επίπεδα δεν αποκτιέται µόνο από τα γρα-

πτά υλικά. Οι φάσεις εκµάθησης προτείνουν αντ' αυτού µια αλληλεπίδραση µεταξύ των 

µαθητών και του καθηγητή παρόµοια µε εκείνη στην οποία ένας γιατρός παρέχει στον 

ασθενή του την κατάλληλη συνταγή. 

Η τεχνολογία στις τάξεις µαθηµατικών πρέπει να είναι ένα αποτελεσµατικό εργαλείο για 

να ενισχύσει αυτήν την αλληλεπίδραση µεταξύ των µαθητών και των καθηγητών µε 

σκοπό να ερευνηθούν οι υποθέσεις τους. Οι καθηγητές µπορούν να παρακινήσουν και 

να εµπλουτίσουν την εκµάθηση των µαθητών µε την εύκαµπτη χρήση πέντε φάσεων εκ-

µάθησης στους κανονικούς στόχους και στα ανοικτά προβλήµατα. Προκειµένου να επι-

τευχθεί ο στόχος τους, προφανώς οι καθηγητές πρέπει να έχουν εµπειρία στα επίπεδα 
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εκµάθησης των µαθητών τους και στις περιοχές που διδάσκουν έτσι ώστε µπορούν απο-

τελεσµατικά να χρησιµοποιήσουν αυτήν την ευελιξία. 

Σαν µέθοδο αυτής της διδασκαλίας, οι φάσεις Van Hiele επιπέδων εκµάθησης φαίνο-

νται να παρέχουν ένα πλήρες σχέδιο διδασκαλίας και εκµάθησης όταν χρησιµοποιείται 

ένα δυναµικό λογισµικό εργαλείων. Παραδείγµατος χάριν, η υπόθεση του περιβάλλο-

ντος µε τις οπτικές αντιπροσωπεύσεις που τοποθετούνται διαδοχικά, προσεκτικά µπορεί 

να επιτρέψει στους µαθητές να ανακαλύψουν τις ιδιότητες ενός σχήµατος: η φάση 2, 

κατευθυνόµενος προσανατολισµός. Οι µαθητές εξετάζουν δυναµικά τις υποθέσεις τους 

και ενθαρρύνονται για να εκφράσουν τα συµπεράσµατά τους, ενώ ο καθηγητής εισάγει 

τη νέα ορολογία: η φάση 3, ερµηνεία. Οι δραστηριότητες επίλυσης προβλήµατος είναι 

προεξέχουσες όπου οι καθηγητές αναµένουν τους µαθητές για να βρουν τους τρόπους 

τους µέσω της λειτουργίας της άµεσης µόνο-ανατροφοδότησης στο λογισµικό: η φάση 

4, ελεύθερος προσανατολισµός. Η αναθεώρηση και η σύνθεση για ότι έχουν µάθει 

πραγµατοποιούνται άνετα: η φάση 5, ολοκλήρωση. Οι φάσεις δεν ολοκληρώνονται συ-

νήθως σε µια γραµµική σχέση, ο κύκλος των µαθητών συχνά πέρνα από διάφορες φά-

σεις περισσότερο από µία φορά πριν να επιτύχει µια νέα περιοχή της σκέψης και φθάνει 

τελικά στο επόµενο επίπεδο. 

∆εδοµένου ότι ο στόχος των προτάσεών µας είναι η παροχή ικανοποιητικών ευ-

καιριών στις δύο περιόδους που δίνονται µεταξύ των πρώτων τριών επιπέδων γεωµε-

τρικής σκέψης, οι δραστηριότητες που επινοούνται πρέπει να είναι χρήσιµα εκπαιδευτι-

κά υλικά στις τάξεις των µαθηµατικών. Όπως ξέρουµε, τα περισσότερα βιβλία αφιερώ-

νουν περισσότερο χρόνο στην επίσηµη αφαίρεση. Προτού να λειτουργήσουν στον επί-

σηµο παραγωγικό συλλογισµό, οι µαθητές πρέπει να εκτίθενται σε αυτά τα είδη δραστη-

ριοτήτων συχνότερα. 
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7 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7Ο 

Συµπεράσµατα, συζήτηση, µελλοντικές κατευθύνσεις 

7.1 Περίληψη 
Η θεωρία των επιπέδων van Hiele, που αναπτύχθηκε από τον Pierre Marie van Hiele 

και την σύζυγό του Dina van Hiele – Geldof τη δεκαετία του 1950, είναι µια κοµψή 

θεωρία που αφορά στην απόκτηση µιας κατανόησης της γεωµετρίας ως µαθηµατικού 

συστήµατος. Η θεωρία επιχειρεί να εξηγήσει το γιατί πολλοί µαθητές έχουν δυσκολία 

µε τη γεωµετρία και το τι θα µπορούσε να γίνει ώστε να ελαττωθεί η εν λόγω δυσκο-

λία. Έχει εφαρµοστεί σε αναλυτικά προγράµµατα στην Ολλανδία και τη Σοβιετική 

Ένωση και έχει πολλούς οπαδούς στις Ηνωµένες Πολιτείες. 

Υπάρχουν τρεις πτυχές στη θεωρία: η ύπαρξη επιπέδων κατανόησης στη γεωµετρία, 

οι ιδιότητες αυτών των επιπέδων, και οι αρχές που αποτελούν τη βάση της κίνησης 

από ένα επίπεδο στο επόµενο. Αυτές οι πτυχές έχουν περιγραφεί από τους van Hiele 

τόσο σε γενικούς όρους όσο και σε συµπεριφορικούς. Για να ελεγχθεί η θεωρία πα-

ραθέσαµε κείµενα των van Hiele αυτούσια όπως σταχυολογήθηκαν από τον Usiskin 

(1982) για να προτείνει τα 20 θέµατα του τεστ των επιπέδων van Hiele (παλιά έρευ-

να) και επίσης κείµενα των David Fays; Dorothy Geddes; Rosamond Tischler (2005) 

από άρθρο τους µε τίτλο “The Van Hiele Model of Thinking in Geometry among 

Adolescents” που αφορούν στα τυπικά γνωρίσµατα κάθε επιπέδου (νέα έρευνα). 

 Υπάρχουν πέντε επίπεδα, τα οποία είναι διαδοχικά και ιεραρχικά. Είναι:  

Επίπεδο 1 (αναγνώριση/recognition): Οι µαθητές αναγνωρίζουν τα σχήµατα από την 

εµφάνιση µόνο,  συχνά µε τη σύγκριση τους µε µια γνωστή µορφή. Οι ιδιότητες ενός 

σχήµατος δεν γίνονται αντιληπτές. Σε αυτό το επίπεδο, οι µαθητές παίρνουν τις αποφά-

σεις βασισµένοι στην αντίληψη, και όχι στον διαλογισµό. 

Επίπεδο 2 (ανάλυση/analysis): Οι µαθητές θεωρούν τα σχήµατα ως συλλογές των ιδιο-

τήτων. Μπορούν να αναγνωρίσουν και να ονοµάσουν τις ιδιότητες των γεωµετρικών 

σχηµάτων, αλλά δεν βλέπουν τις σχέσεις µεταξύ αυτών των ιδιοτήτων. Κατά την περι-

γραφή ενός αντικειµένου, ο µαθητής που λειτουργεί σε αυτό το επίπεδο µπορεί να απα-

ριθµήσει όλες τις ιδιότητες που ξέρει, αλλά δεν µπορεί διακρίνει ποιες ιδιότητες είναι α-

παραίτητες και ποιες είναι επαρκείς για να περιγράψει το αντικείµενο.  

Επίπεδο 3 (διάταξη/order): Οι µαθητές αντιλαµβάνονται τις σχέσεις µεταξύ των ιδιοτή-
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των και µεταξύ των σχηµάτων. Σε αυτό το επίπεδο, οι µαθητές µπορούν να δηµιουργή-

σουν τους σηµαντικούς ορισµούς και να δώσουν τα άτυπα επιχειρήµατα για να δικαιολο-

γήσουν το συλλογισµό τους. Οι λογικές επιπτώσεις και η συµπερίληψη κλάσης, όπως τα 

τετράγωνα που είναι ένας τύπος ορθογωνίου, γίνονται κατανοητές. Ο ρόλος και η σηµα-

σία της επίσηµης αφαίρεσης, εντούτοις, δεν γίνονται κατανοητές.  

Επίπεδο 4 (παραγωγικός συλλογισµός/deduction): Οι µαθητές µπορούν να κατασκευ-

άσουν τις αποδείξεις, να καταλάβουν το ρόλο των αξιωµάτων και των ορισµών, και να 

ξέρουν την έννοια των απαραίτητων και ικανοποιητικών όρων. Σε αυτό το επίπεδο, οι 

µαθητές πρέπει να είναι σε θέση να κατασκευάσουν τις αποδείξεις. 

Επίπεδο 5 (αυστηρότητα): Οι µαθητές καταλαβαίνουν σε αυτό το επίπεδο τις επίσηµες 

πτυχές της αφαίρεσης, όπως η καθιέρωση και η σύγκριση των µαθηµατικών συστηµά-

των. Οι µαθητές µπορούν σε αυτό το επίπεδο να καταλάβουν τη χρήση της έµµεσης από-

δειξης και της απόδειξης από αντιθετοαντιστροφή, και µπορούν να καταλάβουν τις µη-

Ευκλείδειες Γεωµετρίες.  

Οι Clements και Battista (1992) επίσης προτείνουν την ύπαρξη του επιπέδου 0, που αυτοί 

καλούν προ-αναγνώρισης. Οι µαθητές παρατηρούν σε αυτό το επίπεδο µόνο ένα υπο-

σύνολο των οπτικών χαρακτηριστικών µιας µορφής, µε συνέπεια µια ανικανότητα να 

διακρίνουν µεταξύ των σχηµάτων. Παραδείγµατος χάριν, µπορούν να διακρίνουν µεταξύ 

των τριγώνων και των τετραπλεύρων, αλλά δεν µπορούν να είναι σε θέση να διακρίνουν 

µεταξύ ενός ρόµβου και ενός παραλληλογράµµου.  

Οι ιδιότητες των επιπέδων (P. M. van Hiele) µε τις ονοµασίες του Usiskin (1982) εί-

ναι:  

1. Σταθερή αλληλουχία: Ένας µαθητής δε µπορεί να βρίσκεται σε κάποιο van 

Hiele επίπεδο n δίχως να έχει διέλθει από το επίπεδο n-1. 

2. ∆ιαδοχικότητα: σε κάθε επίπεδο συλλογισµού εκείνο που ήταν σε λανθάνου-

σα κατάσταση στο προηγούµενο επίπεδο δηλώνεται στο επόµενο επίπεδο. 

3. ∆ιάκριση: Κάθε επίπεδο έχει τα δικά του γλωσσικά σύµβολα και το δικό του 

δίκτυο σχέσεων που συνδέουν τα σύµβολα αυτά. 

4. ∆ιαχωρισµός: ∆ύο άτοµα που εκτελούν συλλογισµούς σε διαφορετικά επίπε-

δα δε µπορούν να αλληλοκατανοηθούν. 

5. Επίτευξη: Η µαθησιακή διαδικασία που οδηγεί στην πλήρη κατανόηση στο 

επόµενο ανώτερο επίπεδο έχει πέντε φάσεις: διερεύνηση, καθοδηγούµενο προσανα-

τολισµό, επεξήγηση, ελεύθερο προσανατολισµό, ενσωµάτωση. 

Η πρόοδος από ένα επίπεδο στο επόµενο επίπεδο εξαρτάται από την εκπαιδευτική εµπει-
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ρία απ' ό,τι από την ηλικία ή την ωρίµανση. Μερική εµπειρία µπορεί να διευκολύνει (ή 

να εµποδίσει) την πρόοδο µέσα σε ένα επίπεδο ή σε ένα πιο υψηλό επίπεδο. 

Σύµφωνα µε το πρότυπο των van Hieles, ένας µαθητής προχωρεί µέσω κάθε επιπέδου  

σκέψης ως αποτέλεσµα της διδασκαλίας που οργανώνεται σε πέντε φάσεις εκµάθησης. 

Οι φάσεις περιγράφονται κατωτέρω.  

Πληροφορίες:  Μέσω της συζήτησης, ο καθηγητής προσδιορίζει τι οι µαθητές ξέρουν 

ήδη για ένα θέµα και οι µαθητές προσανατολίζονται στο νέο θέµα.  

Κατευθυνόµενος προσανατολισµός: Οι µαθητές ερευνούν τα αντικείµενα της διδασκαλί-

ας στους προσεκτικά δοµηµένους στόχους όπως το δίπλωµα, η µέτρηση, ή η κατασκευή. 

Ο καθηγητής εξασφαλίζει ότι οι µαθητές ερευνούν τις συγκεκριµένες έννοιες.  

Επεξήγηση: Οι µαθητές περιγράφουν τι έχουν µάθει για το θέµα µε λέξεις. Ο καθηγητής 

εισάγει τους σχετικούς µαθηµατικούς όρους.  

Ελεύθερος προσανατολισµός:  Οι µαθητές εφαρµόζουν τις σχέσεις που µαθαίνουν να 

λύνουν τα προβλήµατα και να ερευνούν περισσότερους ανοικτούς στόχους.  

Ολοκλήρωση:  Οι µαθητές συνοψίζουν και ενσωµατώνουν τι έχουν µάθει, αναπτύσσο-

ντας ένα νέο δίκτυο των αντικειµένων και των σχέσεων.  

Ένας µαθητής µπορεί να χρειαστεί στον κύκλο µέσω µερικών από τις πέντε φάσεις πε-

ρισσότερο από µία φορά µε ένα ιδιαίτερο θέµα. 

Επίσης ο A .Hoffer (1986) πρότεινε πέντε κατηγορίες ικανοτήτων που θα πρέπει στα 

πλαίσια της διδασκαλίας της Γεωµετρίας να αναπτύξουν οι µαθητές και είναι: οπτικές 

, λεκτικές, σχεδίασης, λογικές και εφαρµογής. 

Για τις φάσεις της κίνησης από ένα επίπεδο στο επόµενο έγιναν προτάσεις σύµφωνες 

µε την θεωρία van Hiele µε την βοήθεια του λογισµικού Geometer Sketchpad. Η απο-

τελεσµατικότητα αυτής της διδασκαλίας θα πρέπει να ελεγχθεί στην Ελλάδα µε νέα 

έρευνα.  

7.2 Συµπεράσµατα 
Στην ερευνά µας χρησιµοποιήσαµε το τεστ van Hiele, Usiskin (1982) για να ερευνή-

σουµε την κατάταξη µαθητών/τριων σε ένα επίπεδο γεωµετρικής σκέψης. Το δείγµα 

της έρευνας αποτέλεσαν 1838 µαθητές που φοιτούσαν στις τάξεις Γ΄ Γυµνασίου, Α΄ 

και, Β΄ Λυκείου 45 Γυµνασίων και Λυκείων της Ελλάδας. Οι µαθητές που συµµετεί-

χαν στην έρευνα, εξετάστηκαν σε ένα τεστ van Hiele σχεδιασµένο για να προσδιορί-

σει το επίπεδο γεωµετρικής σκέψης van Hiele κάθε µαθητή, κατά το χρονικό διάστη-

µα από 27-01-2005 µέχρι 21-04-2005 του σχολικού έτους.. Ένας µαθητής θεωρήθηκε 
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ότι βρίσκεται σε ένα van Hiele επίπεδο n αν ο µαθητής είχε απαντήσει σωστά σε ένα 

σταθερό ποσοστό ερωτήσεων στο επίπεδο n και σε όλα τα κατώτερα επίπεδα. 

Ένα πρώτο συµπέρασµα της ερευνάς µας ήταν ότι το 84,3% των µαθητών µπόρεσαν 

να ταξινοµηθούν σε κάποιο επίπεδο µε το ελαστικό κριτήριο και το 88,2 % µε το αυ-

στηρότερο κριτήριο. ∆ηλαδή πάνω από τα δύο τρίτα των µαθητών απάντησαν στις 

ερωτήσεις των τεστ µε τρόπους που καθιστούν εύκολη την αντιστοίχιση κάποιου ε-

πιπέδου van Hiele σ΄ αυτούς. 

Ο Usiskin (1982, σελ..67,κριτήρια Μ3-Μ4) ύστερα από έρευνα του σε σχολεία της 

Αµερικής ισχυρίζεται ότι: Παρά το γεγονός ότι το τεστ van Hiele είναι µάλλον “χον-

δροειδές” µέσο για την ταξινόµηση των µαθητών, το 85% των µαθητών µπόρεσαν να 

ταξινοµηθούν σε κάποιο επίπεδο µε το ελαστικό κριτήριο και το 92 % µε το αυστηρό-

τερο κριτήριο. ∆ηλαδή πάνω από τα δύο τρίτα των µαθητών µπόρεσαν να καταταχθούν 

σε κάποιο επιπέδου van Hiele.  

Συνεπώς υπάρχει επιβεβαίωση του αντιστοίχου συµπεράσµατος της έρευνας του 

Usiskin(1982) και στην Ελλάδα. Τα παραπάνω ποσοστά θα µπορούσαν να ήταν µε-

γαλύτερα, δηλαδή να είχαµε µεγαλύτερο αριθµό µαθητών ταξινοµηµένων σε κάποιο 

επίπεδο van Hiele, αν το ερωτηµατολόγιο του Usiskin µπορούσε να βελτιωθεί περαι-

τέρω. Μια τέτοια προσπάθεια έχει καταβληθεί το τελευταίο καιρό από τους Fays D., 

Geddes D.; Tischler R. (2005) οι οποίοι σε άρθρο τους κάνουν συγκεκριµένες προ-

τάσεις σχετικά (κεφάλαιο 3, σελ.98). Επίσης, προτάσεις έχει κάνει για το σκοπό αυτό 

και ο Mark Wilson (2000)-ένας εκ των επικριτών του- σε θέµατα διαδοχής των ερω-

τήσεων στο τεστ. Η δική µας πρόταση είναι ότι µια έρευνα µε συνεντεύξεις µε την 

χρησιµοποίηση του τεστ του Usiskin(1982) θα µπορούσε να έχει καλύτερα αποτελέ-

σµατα, δηλαδή να κατατάξει περισσότερους µαθητές και χωρίς λάθη σε κάποιο επί-

πεδο van Hiele.  

Ένα άλλο συµπέρασµα της έρευνας µας είναι ότι από τους 1838 µαθητές στους οποί-

ους αντιστοιχίζονται τροποποιηµένα επίπεδα van Hiele και µε τα δύο κριτήρια, µόνο 

838 µαθητές δηλαδή το 45,6%, έχουν το ίδιο επίπεδο σύµφωνα και µε τα δύο κριτή-

ρια. 

Ο Usiskin(1982, σελ..29) ισχυρίζεται ότι: Το 52% των µαθητών (685 από τους 1268) 

αντιστοιχίζεται στο ίδιο τροποποιηµένο επίπεδο van Hiele σύµφωνα και µε τα δύο κρι-

τήρια. 

Και σε αυτό το συµπέρασµα της έρευνας του Usiskin(1982) στην Αµερική φαί-

νεται να υπάρχει επιβεβαίωση από την έρευνά µας στην Ελλάδα. H επιλογή του κρι-
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τηρίου επηρεάζει καταφανώς το επίπεδο van Hiele που αντιστοιχεί σε ένα µαθητή 

κάτι που φαίνεται από τα διαφορετικά ποσοστά στην κατάταξη των µαθητών µε το 

ελαστικό και το αυστηρό κριτήριο. Συνεπώς το επίπεδο van Hiele δεν είναι τόσο 

σταθερό , όσο υποδηλώνεται στη θεωρία. Το ότι είναι εύκολο να καταταχθεί ένας 

µαθητής σε κάποιο επίπεδο είναι ένα θετικό στοιχείο για τη θεωρία van Hiele. Όµως 

το γεγονός ότι ο µαθητής µπορεί να έχει διαφορετικά επίπεδα που εξαρτώνται από 

την επιλογή του κριτηρίου που πρέπει να ικανοποιείται, είναι αρνητικό. Το πρώτο 

υποδηλώνει ότι ένα τεστ φτιαγµένο µε πιο συνεπή τρόπο προς την θεωρία θα µπο-

ρούσε να ταξινοµήσει ακόµη περισσότερους µαθητές, ενώ το δεύτερο υποδηλώνει 

ότι τα επίπεδα είναι απλώς στάνταρ δεξιότητας που χαρακτηρίζονται από αυξανόµε-

νη δυσκολία. Αν δεχθούµε την υπόθεση, ότι ένας µαθητής θα πρέπει να βρίσκεται σε 

ένα και µόνο επίπεδο, χρειάζεται προσπάθεια και έρευνα για την εύρεση κάποιων 

πιθανών τρόπων ώστε να ικανοποιείται. Για παράδειγµα η αύξηση του πλήθους των 

θεµάτων σε κάθε επίπεδο θα µείωνε την πιθανότητα της τυχαίας απάντησης και της 

απάντησης σε ένα µόνο θέµα. 

Από την έρευνά µας προέκυψε ότι: το 60,6% των µαθητών δηλαδή 1114 από τους 

1838 µαθητές, βρίσκονται στα επίπεδα 1 και 2 µε το αυστηρό κριτήριο και το 48,6% 

δηλαδή 893 µαθητές µε το ελαστικό κριτήριο. Οι Usiskin (1982), Wirszup (1976) και 

Hoffer (1986) είχαν ισχυριστεί κάτι αντίστοιχο. Συγκεκριµένα: Η πλειονότητα των 

µαθητών της δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης βρίσκονται στο πρώτο και δεύτερο επίπεδο 

van Hiele. Usiskin(1982, p.32). 

Επιβεβαιώνονται όπως φαίνεται και για την Ελλάδα τα συµπεράσµατα των Usiskin 

(1982) ,Wirszup(1976) και Hoffer (1986) από τις έρευνες που έκαναν στις Ηνωµένες 

πολιτείες της Αµερικής, δηλαδή οι περισσότεροι µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαί-

δευσης βρίσκονται στα επίπεδα 1και 2 της θεωρίας Van Hiele. Εποµένως το συµπέ-

ρασµα αυτό εξηγεί, σύµφωνα πάντα βέβαια µε την θεωρία των van Hieles, γιατί υ-

πάρχουν προβλήµατα σήµερα στην διδασκαλία της Ευκλείδειας Γεωµετρίας στην 

Ελλάδα. Για να γίνει κατανοητή η Ευκλείδεια Γεωµετρία το επίπεδο της γεωµετρικής 

σκέψης των µαθητών έπρεπε να ήταν το 4ο επίπεδο της θεωρίας των van Hieles. Το 

γεγονός ότι στην Ελλάδα η γεωµετρία διδάσκεται οργανωµένα επί πολλά χρόνια, ου-

δόλως επηρέασε όπως φαίνεται τα αποτελέσµατα, τα οποία εµφανίζονται να είναι τα 

ίδια στις χώρες στις οποίες έχουν γίνει αντίστοιχες έρευνες και η διδασκαλία της γε-

ωµετρίας ήταν προαιρετική. Σε αυτή την περίπτωση προτείνουµε ποιοτική έρευνα µε 

συνεντεύξεις και µε ερευνητικό ερώτηµα «Γιατί πολλοί µαθητές δε µαθαίνουν ούτε 
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τις απλούστερες γεωµετρικές έννοιες στις πρώτες τάξεις του γυµνασίου µε αποτέλε-

σµα να µην γνωρίζουν τις έννοιες αυτές όταν αποφοιτούν από το γυµνάσιο;»  

Από την έρευνα δε διαπιστώθηκαν διαφορές λόγω φύλου στα επίπεδα van Hiele των 

µαθητών µέσω των δύο κριτηρίων, αυστηρού-ελαστικού. 

Ο Usiskin (1982, Συµπέρασµα 13, σελ..76) διαπίστωσε ότι: Το φθινόπωρο(δηλαδή 

στο πρώτο τεστ για τα επίπεδα van Hiele) δεν υπάρχουν διαφορές λόγω φύλου.  

Φαίνεται ότι ανεξάρτητα αν υπάρχουν διαφορές µεταξύ των δύο φύλων στην ικανό-

τητα αντίληψης του χώρου- Ιστορικά, σε τεστ που δε σχετίζονται µε τη σχολική µάθη-

ση, τα αγόρια ξεπερνούν τα κορίτσια στο συλλογισµό στο χώρο (Usiskin, σελ..76, 

1982) - αυτές οι διαφορές δεν έχουν καµία επίπτωση στην ικανότητα µάθησης της 

γεωµετρίας . Στην προκειµένη περίπτωση προτείνουµε ποσοτική έρευνα µε διδακτική 

παρέµβαση και ερευνητικό ερώτηµα «Υπάρχουν διαφορές µεταξύ των δύο φύλων 

µετά από διδακτική παρέµβαση σύµφωνη µε την θεωρία των van Hiele’s;». 

∆ιαπιστώσαµε επίσης, ότι υπάρχει βελτίωση των επιπέδων van Hiele των µαθητών 

στις µεταβάσεις από τη µία τάξη στην άλλη λόγω της υπάρχουσας διδασκαλίας της 

γεωµετρίας στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση στην Ελλάδα παρότι αυτή δεν είναι 

σύµφωνη µε την θεωρία van Hiele’s. Η βελτίωση αυτή δεν φαίνεται να είναι όµως η 

αναµενόµενη, δηλαδή οι µαθητές δε φτάνουν στο κατάλληλο επίπεδο, το 4ο της θεω-

ρίας, για να κατανοήσουν τη διδασκόµενη στο Λύκειο Ευκλείδεια Γεωµετρία. 

Σχετικά µε την επίδραση του είδους του σχολείου στη διαµόρφωση της γεωµετρικής 

σκέψης του µαθητή, προέκυψε από την έρευνα ότι στην Ελλάδα υπάρχει στατιστικά 

σηµαντική διαφορά µεταξύ δηµοσίων και ιδιωτικών σχολείων στην κατάταξη των 

µαθητών σε επίπεδα van Hiele στην δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Οι µαθητές των ι-

διωτικών σχολείων βρίσκονται σε υψηλότερα επίπεδα σε σχέση µε τους µαθητές των 

δηµόσιων σχολείων. Μία πιθανή εξήγηση είναι το γεγονός ότι πολλά από τα ιδιωτικά 

σχολεία έχουν πιο οργανωµένο σύστηµα διδασκαλίας και παρακολούθησης της προ-

όδου των µαθητών χωρίς ελλείψεις διδακτικού προσωπικού. Ένα επιπλέον στοιχείο 

που πιθανόν να συµβάλλει στη διαφορά αυτή είναι το γεγονός ότι οι µαθητές των 

σχολείων αυτών προέρχονται από οικονοµικά εύρωστες οικογένειες µε υψηλό µορ-

φωτικό επίπεδο και σαφή εκπαιδευτικό προσανατολισµό.  

Όσον αφορά τις ερωτήσεις του τεστ για τα επίπεδα van Hiele που χρησιµοποιήσαµε 

διαπιστώσαµε τα εξής: 

• Υπάρχει ένα ποσοστό των µαθητών (11,6%) που θεωρεί, ότι ένα ορθογώνιο 

είναι και τετράγωνο. Στην έρευνα του Usiskin (1982) το ποσοστό αυτό των 
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µαθητών δηλαδή αυτών που θεωρούν ότι ένα ορθογώνιο είναι και τετράγωνο 

είναι 10% (Usiskin (1982 σελ..58). 

• Το ένα τρίτο των µαθητών δεν γνωρίζει ότι τα ισοσκελή τρίγωνα έχουν δύο 

γωνίες ίσες. Ο Usiskin (1982) στην ερευνά του ισχυρίζεται και αυτός το ίδιο 

(σελ.58). 

• Στις ερωτήσεις που αφορούν συλλογισµούς που οδηγούν σε κάποιο συµπέρα-

σµα (λογικής) το ποσοστό των µαθητών που δεν απάντηση σωστά είναι πάνω 

από 50%, δηλαδή περισσότεροι από τους µισούς. Ο Usiskin (1982) αναφέρει 

και αυτός ότι στην ερευνά του περισσότεροι από τους µισούς µαθητές δεν α-

πάντησαν σωστά σε αυτές τις ερωτήσεις (λογικής), (σελ.58). 

• Ένα µεγάλο ποσοστό των µαθητών (21,2%) θεωρεί ότι ένα ισόπλευρο τρίγω-

νο δεν µπορεί να είναι ισοσκελές. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει πρόβληµα συ-

µπερίληψης κλάσης . 

• Μόνο το 32,8% των µαθητών µπορούν να διατάξουν απλές προτάσεις. Στην 

έρευνά του ο Usiskin διαπιστώνει και αυτός ότι µόνο το 28% των µαθητών 

µπορούν να διατάξουν απλές προτάσεις (σελ.59). 

7.3 Συζήτηση 
Τα αποτελέσµατα της έρευνας µας δείχνουν ότι οι περισσότεροι µαθητές λειτουργούν 

στο πρώτο ή δεύτερο επίπεδο van Hiele. Έτσι, µπορούµε να πούµε ότι παρόλο που εµείς 

και οι µαθητές µας µπορεί να χρησιµοποιούµε την ίδια λέξη, την ερµηνεύουµε όµως αρ-

κετά διαφορετικά. Παραδείγµατος χάριν, εάν ένας µαθητής είναι στο πρώτο επίπεδο, η 

λέξη "τετράγωνο" τον κάνει να ασχοληθεί µε µια µορφή που µοιάζει µε ένα τετράγωνο, 

και τίποτα παραπέρα. Στο δεύτερο επίπεδο, ο µαθητής σκέφτεται για τις ιδιότητες ενός 

τετραγώνου, αλλά δεν µπορεί να ξέρει που είναι απαραίτητες ή επαρκείς για να καθορί-

σουν ένα τετράγωνο. Ο µαθητής µπορεί να θεωρήσει ότι προκειµένου να αποδειχθεί ότι 

ένα σχήµα είναι ένα τετράγωνο, τότε πρέπει να αποδειχθούν όλες οι ιδιότητες. Ο καθη-

γητής, που σκέφτεται σε πιο υψηλό επίπεδο, ξέρει όχι µόνο τις ιδιότητες ενός τετραγώ-

νου, αλλά και που µπορεί να χρησιµοποιηθούν για να αποδείξουν ότι ένα σχήµα είναι 

ένα τετράγωνο. Στην πραγµατικότητα, ο καθηγητής µπορεί να σκεφτεί διαφορετικούς 

τρόπους για να δείξει ότι ένα σχήµα είναι ένα τετράγωνο, δεδοµένου ότι ξέρει τις σχέσεις 

µεταξύ των διαφόρων ιδιοτήτων και µπορεί να καθορίσει ποιες ιδιότητες υπονοούνται 

από τις άλλες. Εποµένως, ο καθηγητής επιβάλλεται να γνωρίζει σε πιο επίπεδο van Hiele 

βρίσκεται ο µαθητής /τρια για να αξιολογήσει τον τρόπο που ο µαθητής ερµηνεύει ένα 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΤΖΙΦΑ ΝΙΚΟΛΑΟΥ 105

θέµα προκειµένου να επικοινωνήσει µαζί του αποτελεσµατικά.  

Όσον αφορά στην αξιολόγηση του επιπέδου ενός µαθητή θα προτείναµε ένα ερευνητικό 

ερώτηµα το οποίο θα ερευνούσε τη σχέση του επιπέδου ενός µαθητή και των απαντή-

σεων που δίνει σε µια συνέντευξη ή κατά τη διάρκεια της διδασκαλίας . Παραδείγµατος 

χάριν, ένας καθηγητής µπορεί να παρατηρήσει το πώς ένας µαθητής χρησιµοποιεί τη γε-

ωµετρική γλώσσα και το πώς αυτή καθορίζει το επίπεδο σκέψης του µαθητή (π.χ. για τα 

τρίγωνα) , βασιζόµενος στην ανάλυση των απαντήσεών του.  

Σχετικά τώρα µε τις επιπτώσεις της θεωρίας van Hiele στις εκπαιδευτικές µας πρα-

κτικές παρατηρούµε ότι η συγκεκριµένη θεωρία δείχνει ότι η αποτελεσµατική εκµάθη-

ση πραγµατοποιείται όταν δοκιµάζουν ενεργά οι µαθητές τα αντικείµενα της µελέτης στα 

κατάλληλα πλαίσια και όταν συµµετέχουν στη συζήτηση και την αντανάκλαση. Σύµφω-

να µε τη θεωρία, η χρησιµοποίηση της διάλεξης και της αποστήθισης ως κύριες µέθοδοι 

διδασκαλίας δε θα οδηγήσει στην αποτελεσµατική εκµάθηση. Οι καθηγητές πρέπει να 

παρέχουν στους µαθητές τους την κατάλληλη εµπειρία και τις κατάλληλες δραστηριότη-

τες και ανάλογα σε πιο επίπεδο βρίσκονται, να προσπαθήσουν να τους κατευθύνουν , 

προσπαθώντας, όσο το δυνατόν κάθε φορά, να µιλούν στη γλώσσα τους.  

7.4 Προτάσεις 
Για την επίτευξη αυτού του στόχου προτείναµε δύο περιόδους εκµάθησης µε τη βοήθεια 

του λογισµικού της δυναµικής γεωµετρίας Geometer Sketchpad όπως αναλυτικά παραθέ-

σαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Υπάρχουν ισχυροί λόγοι για τη χρησιµοποίηση των 

υπολογιστών στη διδασκαλία της γεωµετρίας. Τα προγράµµατα της δυναµικής γεω-

µετρίας όπως το Geometer Sketchpad παρέχουν ένα ισχυρό εργαλείο για πολλά πα-

ραδείγµατα στην γεωµετρία. Υποτίθεται ότι η πρόωρη επέµβαση µε την χρήση της 

τεχνολογίας µπορεί να παρέχει στους µαθητές τα επαγωγικά εργαλεία που χρειάζο-

νται για να ανεβάσουν το επίπεδο Van Hiele πριν αντιµετωπίζουν τις παραγωγικές 

αποδείξεις, Οι µαθητές στα σχολεία µεγαλώνουν σήµερα µε τους υπολογιστές και 

τους βλέπουν γενικά σαν διασκέδαση . Ενώ η Γεωµετρία και η απόδειξη µπορεί να 

φαίνονται απόµακρες από τη σκέψη τους αυτοί είναι δεµένοι µε τους υπολογιστές στο 

σπίτι. Αυτοί οι µαθητές ίσως να βρουν τη χρησιµοποίηση ενός προγράµµατος 

υπολογιστών στην διδασκαλία της γεωµετρίας σαν µια «ανάσα». 

Πρόθεση λοιπόν της πρώτης περιόδου εκµάθησης που προαναφέραµε είναι να βοη-

θήσει τους µαθητές να αναπτύξουν τη γεωµετρική σκέψη µε στόχο τη µετάβαση από 

το επίπεδο 1 στο επίπεδο 2. Οι µαθητές προχωρούν έτσι προς το επίπεδο 2 και είναι 
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σε θέση να αναλύσουν τα σχήµατα από την άποψη των ιδιοτήτων τους και τις σχέσεις 

µεταξύ των συστατικών τους και να ανακαλύψουν τις ιδιότητες και τις σχέσεις της 

κατηγορίας των µορφών, εµπειρικά, µε τη µέτρηση και την παρατήρηση, µετασχηµα-

τίζοντας δυναµικά τα σχήµατα. Η κατασκευή σχηµάτων στο επίπεδο 1 πρέπει να είναι 

αποτελεσµατική και επιθυµητή για τους µαθητές για την ανάπτυξη του επιπέδου 2 

των Van Hiele επιπέδων γεωµετρικής σκέψης. Σε αυτήν την περίοδο, εντούτοις, η 

δυνατότητα της λογικής σκέψης δεν πρέπει να υπερεκτιµηθεί. Οι δυναµικές, πολλα-

πλές αντιπροσωπεύσεις στο Geometer Sketchpad παρέχουν στους µαθητές την ευκαι-

ρία να συζητηθεί ο προσανατολισµός τους και να ανακαλυφθεί ο τρόπος µε τον οποίο 

σκέφτονται 

Η πρόθεση της δεύτερης περιόδου είναι να βοηθήσει τους µαθητές να αναπτύξουν τη 

γεωµετρική σκέψη, που γίνεται µε τη µετάβαση από το επίπεδο 2 στο επίπεδο 3, το 

οποίο ο van Hiele ονοµάζει «ουσία της γεωµετρίας ( the essence of Geometry)». Στην 

περίοδο αυτή, στόχος της διδασκαλίας πρέπει να είναι η αφοµοίωση από τους µαθη-

τές των σχέσεων που συνδέουν τις ιδιότητες των σχηµάτων. Επίσης σε αυτή την πε-

ρίοδο οι µαθητές πρέπει να αρχίσουν να διατάσσουν λογικά αυτές τις ιδιότητες, µε το 

σκεπτικό ότι κάθε ιδιότητα πρέπει να στηρίζεται σε κάποια άλλη. Τα ανοικτά προ-

βλήµατα προγραµµατίζονται για να ενισχύσουν τη δυνατότητα των µαθητών να ε-

φαρµόσουν και να γενικεύσουν τις υποθέσεις τους στις διάφορες καταστάσεις καθώς 

και να παρατηρήσουν τη διαδικασία των συλλογισµών τους στη φάση ελεύθερου 

προσανατολισµού. 

Στην τρίτη περίοδο, δηλαδή στην κατάκτηση του 4ου επιπέδου ανάπτυξης της γεωµε-

τρικής σκέψης το οποίο κατά τον van Hiele αποτελεί την ουσία των µαθηµατικών /the 

essence of Mathematics, στόχος της διδασκαλίας πρέπει να είναι η κατανόηση από 

τους µαθητές τι σηµαίνει «λογική διάταξη», δηλαδή τι σηµαίνει ότι κάποιες ιδιότητες 

προηγούνται κάποιων άλλων. Με υλικό τα θεωρήµατα οι µαθητές στην προσπάθειά 

τους για µια λογική τους διάταξη ανακαλύπτουν τις σχέσεις που υπάρχουν ανάµεσα 

στα θεωρήµατα και τα αντίστροφά τους και κατανοούν γιατί µερικά αξιώµατα και 

ορισµοί είναι απαραίτητα και τέλος θα ερευνήσουν γιατί µερικές συνθήκες είναι ικα-

νές και αναγκαίες. 
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ΜΕΡΟΣ ∆ - ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΕΣ ΣΕ ΚΑΘΕ ΕΠΙΠΕ∆Ο VAN 
HIELE ΚΑΤΑ FAYS-GEDDES-TISCHLER . ΤΥΠΙΚΑ ΓΝΩΡΙΣΜΑΤΑ 
ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗΣ ΣΚΕΨΗΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ ΣΤΑ ΕΠΙΠΕ∆Α 
VAN HIELE  
 

Επίσης οι David Fays; Dorothy Geddes; Rosamond Tischler (2005) σε άρθρο τους µε 

τίτλο “The Van Hiele Model of Thinking in Geometry among Adolescents” παρουσί-

ασαν τα τυπικά γνωρίσµατα κάθε επιπέδου δίνοντας περιγραφές και απαντήσεις των 

µαθητών όπως αναφέρονται παρακάτω στην επόµενη σελίδα 
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Τυπικά γνωρίσµατα της γεωµετρικής σκέψης µαθητών στο επίπεδο Van 
Hiele 1
Επίπεδο 1: Ο µαθητής προσδιορίζει και αναπτύσσει δραστηριότητες στις µορφές (π.χ., τετρά-
γωνα, τρίγωνα) και άλλες γεωµετρικές διαµορφώσεις (π.χ., γραµµές, γωνίες, πλέγµατα) σύµφω-
να µε την εµφάνισή τους. 
 
Επίπεδο 1 Περιγραφές 
 
Ο µαθητής 

1. Αναγνωρίζει την µορφή 
του σχήµατος από την 
εµφάνισή της συνολικά 
ως ολότητα (Gestalt):  

a. Σε ένα απλό σχέδιο, 
διάγραµµα ή σύνολο 
κοµµατιών από σχήµα-
τα 

b. Στις διαφορετικές θέ-
σεις. 

c. Σε ένα σχήµα ή άλλες 
πιο σύνθετες γεωµετρι-
κές κατασκευές. 

2. Κατασκευάζει, σχεδιά-
ζει, ή αντιγράφει ένα 
σχήµα.  

 
 
 
 
 
3. Ονοµάζει ή συµβολίζει 

τα σχήµατα και τις άλ-
λες γεωµετρικές κατα-
σκευές και χρησιµο-
ποιεί τυπικά και άτυπα 
ονόµατα κατάλληλα. 

 
 
 
 
 
 
 

Επίπεδο 1 Απαντήσεις από δείγµα µαθητών 
 
1.a Ο µαθητής αναγνωρίζει τα τε-
τράγωνα σε ένα σύνολο µορφών ή 
σχεδίων. 
1.b Ο µαθητής υποδεικνύει τις γω-
νίες, τα ορθογώνια, και τα τρίγωνα 
στις διαφορετικές θέσεις σε µια 
φωτογραφία ή σε µια σελίδα µε 
διαγράµµατα.  
1.c Ο µαθητής σηµειώνει τις ορθές 
γωνίες σε ένα ορθογώνιο τραπέζιο. 
Ο µαθητής αναγνωρίζει και σχε-
διάζει σχήµατα που υπάρχουν σε 
ένα πλέγµα (π.χ γωνίες, παράλλη-
λες γραµµές) 
 
2.  Ο µαθητής φτιάχνει τα σχήµα-
τα µε σπιρτόξυλα: ορθογώνιο, πα-
ράλληλες γραµµές.  
Ο µαθητής φτιάχνει ένα σχέδιο που 
επαναλαµβάνεται µε τα κοµµένα 
τρίγωνα και αντιγράφει το σχέδιο 
(κοµµάτι-κοµµάτι) σε χαρτί. 
3. Ο µαθητής σηµειώνει τις γωνί-
ες ενός τριγώνου καλώντας αυτές 
"κορυφές."  
Ο µαθητής αναφέρεται στις γωνίες 
από το χρώµα (π.χ., η "κόκκινη 
γωνία") ή µε σύµβολα της αλφαβή-
του (π.χ., "οι γωνίες Α και Β αν 
προστεθούν µας κάνουν την Γ").  

 
 
 
 
 

 µαθητών 
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4. Συγκρίνει και κατατάσσει 
τα σχήµατα µε κριτήριο την 
εµφάνισής τους ως ολότη-
τα. 

 
5. Περιγράφει λεκτικά σχή-

µατα από την εµφάνισή 
τους ως ολότητα 

 
6. Λύνει απλά προβλήµατα 

ρουτίνας βασιζόµενος στα 
σχήµα παρά χρησιµο-
ποιώντας τις ιδιότητες 
που αυτά έχουν. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. Αναγνωρίζει τα µέρη ενός σχή-
µατος αλλά: 

a. ∆εν αναλύει το σχήµα στα στοι-
χεία που το αποτελούν. 

b. ∆εν σκέφτεται ότι οι ιδιό-
τητες χαρακτηρίζουν µια 
κλάση  σχηµάτων . 

c. ∆εν κάνει γενικεύσεις για 
τα σχήµατα και δεν χρη-
σιµοποιεί σχετικές λεκτι-
κές εκφράσεις.. 

 
 
 
 

4. Ο µαθητής λέει «αυτό είναι ένα τετράγω-
νο , το άλλο είναι ορθογώνιο» ή «αυτό 
είναι πιο πλατύ» όταν ρωτηθεί για να πει 
ποια είναι η διαφορά µεταξύ ενός κοµ-
µένου τετραγώνου και ενός ορθογωνίου. 
Ο µαθητής κατατάσσει τα τετράπλευρα 
σε «τετράγωνα, ορθογώνια, και άλλα» 
επειδή «αυτά φαίνονται παρόµοια». 

5. Ο µαθητής περιγράφει ένα ορθογώνιο 
λέγοντας «Μοιάζει µε τετράγωνο» ή ένα 
παραλληλόγραµµο ως «ένα ορθογώνιο 
που γέρνει» ή µια γωνία ως «τους δεί-
κτες ενός ρολογιού». 

6.Ο µαθητής χρησιµοποιεί την µέθοδο δοκι-
µής και λάθους για να φτιάξει από µικρά 
τριγωνικά κοµµάτια 
τετράγωνα και πα-
ραλληλόγραµµα. 

 
 

 Ο µαθητής επιβεβαιώνει ότι οι απέ-
ναντι πλευρές ενός ορθογωνίου είναι 
παράλληλες τοποθετώντας σπιρτόξυλα 
στις έδρες.  
 
 

 Ο µαθητής χρησιµοποιεί διαφανές  
χαρτί για να βρει το µέτρο της τρίτης 
γωνίας ενός τριγώνου. 

  Ο µαθητής τοποθετεί τετραγωνικά 
εκατοστά σε ένα ορθογώ-
νιο και το µετρά για να 
υπολογίσει το εµβαδόν 
του ορθογωνίου.  
 
7.a Ο µαθητής αναγνωρίζει τα τετρά-
γωνα από την εµφάνισή τους σαν 
ολότητα αλλά δεν αναγνωρίζει 
αυθόρµητα «ίσες πλευρές και ορθές γω-
νίες» . 7.b Ο µαθητής δείχνει τις πλευρές 
ενός τετραγώνου και τις µετράει να ε-
λέγξει αν είναι ίσες αλλά δεν γενικεύει 
ότι όλα τα τετράγωνα έχουν ίσες πλευ-
ρές. 
7.c Ο µαθητής δεν χρησιµοποιεί αυθόρ-
µητα χαρακτηρισµούς «όλα, µερικά, για 
κάθε, κανένα» προσπαθώντας να πει αν 
όλα, µερικά ή κάποια σχήµατα έχουν 
κάποια ιδιότητα. 
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Τυπικά γνωρίσµατα της γεωµετρικής σκέψης µαθητών στο επίπεδο Van 
Hiele 2
Επίπεδο 2: Ο µαθητής αναλύει τα σχήµατα µε όρους των µερών που τα αποτελούν 
και των σχέσεων µεταξύ αυτών, κατανοεί τις ιδιότητες κλάσεων σχηµάτων εµπειρικά, 
και χρησιµοποιεί τις ιδιότητες για να λύνει προβλήµατα. 
 
 
Επίπεδο 2 Περιγραφές 
 Ο µαθητής 
1. Αναγνωρίζει και ελέγχει σχέσεις  

µεταξύ των στοιχείων των σχηµάτων  
 (π.χ., ισότητα των απέναντι πλευρών  
 ενός παραλληλογράµµου, ισότητα των  
 γωνιών). 

2. Ανακαλεί και χρησιµοποιεί κατάλληλο 
λεξιλόγιο για τα συστατικά και τις σχέ-
σεις τους (π.χ, απέναντι πλευρές και α-
πέναντι γωνίες ίσες, οι διαγώνιές διχο-
τοµούνται).  

 
 
 
 
3.a  Συγκρίνει δύο σχήµατα µε βάση 
τις σχέσεις µεταξύ των στοιχείων που τα 
αποτελούν. 
 
 
3.b  Κατατάσσει τα σχήµατα σε διαφο-

ρετικές κατηγορίες σύµφωνα µε ορι-
σµένες ιδιότητες, συµπεριλαµβάνο-
ντας παραδείγµατα και αντιπαρα-
δείγµατα.  

4.a  Ερµηνεύει και χρησιµοποιεί λεκτι-
κές περιγραφές για ένα σχήµα από 
την άποψη των ιδιοτήτων του και 
χρησιµοποιεί τις περιγραφές για να 
σχεδιάσει και να κατασκευάσει το 
σχήµα . 

4.b Ερµηνεύει λεκτικές ή συµβολικές 
προτάσεις κανόνων και τις εφαρµό-
ζει. 
 
 
 
 
 
 
 

 

Επίπεδο 2 Απαντήσεις από δείγµα µαθητών 
1. Ο µαθητής δείχνει πλευρές και γωνίες 
ενός σχήµατος και αυθόρµητα σηµειώ-
νει ότι έχει 4 ορθές γωνίες 
και όλες τις πλευρές ίσες.  

2. Ο µαθητής παρατηρεί 
ότι για να ένα παραλληλόγραµµο «Αυ-
τές οι απέναντι πλευρές είναι παράλλη-
λες και το ίδιο και εκείνες». Χρησιµο-
ποιώντας σπιρτόξυλα βρίσκει ότι αυτές 
οι πλευρές δεν συναντιούνται όταν προ-
εκταθούν 
απεριόριστα. 
 
 

3.a Ο µαθητής λέει πως ένα κοµµένο 
τετράγωνο και ένα ορθογώνιο µοιάζουν 
και διαφέρουν στις γωνίες τους και στις 
πλευρές τους. 

3. b Ο µαθητής φτιάχνει ένα κανόνα κατά-
ταξης των τετραπλεύρων για παράδειγ-
µα µε βάση τον αριθµό των ορθών γω-
νιών, ή τον αριθµό των ζευγών των πα-
ραλλήλων πλευρών. 
4. a Ο µαθητής διαβάζει κάρτες ιδιοτή-
των «4 πλευρές» και «όλες οι πλευρές 
ίσες» και προσπαθεί να σχεδιάσει ένα 
σχήµα µε αυτές τις δύο ιδιότητες το ο-
ποίο να µην είναι τετράγωνο. 
4. b Όταν του επιδεικνύεται µια κατάλ-
ληλη κάρτα για να «δει» , Ο µαθητής 
περιγράφει αυτό που 
του δείχνουν και το 
χρησιµοποιεί για να 
προσδιορίζει ίσες γωνί-
ες σε ένα πλέγµα.  
Ο µαθητής µπορεί να επεξηγήσει τον 
κανόνα του εµβαδού  
Εµβαδόν =Μήκος Χ Πλάτος για ένα ορ-
θογώνιο και αναγνωρίζει πότε αυτό ε-
φαρµόζεται και πότε όχι. 
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Τυπικά γνωρίσµατα της γεωµετρικής σκέψης µαθητών στο επίπεδο 
Van Hiele 2( Συνέχεια) 
 
5. Ανακαλύπτει ιδιότητες σε κάποια 
σχήµατα εµπειρικά και γενικεύει τις ι-
διότητες για αυτή την κλάση των σχηµά-
των. 
 
 
 
 
 
 
 
 
6. a. Περιγράφει µια κλάση σχηµάτων 
(π.χ παραλληλόγραµµα) µε όρους των 
ιδιοτήτων τους. 
 b. Λέει τι µορφή είναι ένα σχήµα, όταν 
έχουν δοθεί κάποιες ιδιότητες.  
 
 
 
 
 
 
 
 
7. Αναγνωρίζει ποιες ιδιότητες που 
χρησιµοποιούνται για να χαρακτηρίσουν 
µια κλάση σχηµάτων επίσης εφαρµόζο-
νται σε µια άλλη κλάση και συγκρίνει 
αυτές τις δύο κλάσεις σύµφωνα µε τις 
ιδιότητές τους. 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. Ανακαλύπτει ιδιότητες µιας ά-
γνωστης κλάσης σχηµάτων. 
 
 
 
 
 

5. Αφού χρωµατίζει τις ίσες γωνίες σε 
τριγωνικό πλέγµα, ο µαθητής σηµειώ-
νει ότι «οι τρεις γωνίες των τριγώνων 
είναι ίδιες καθώς οι τρεις γωνίες φτιά-
χνουν µια ευθεία γραµµή και έτσι το 
άθροισµα των γωνιών 
του τριγώνου είναι 
180ο. Ο µαθητής σκέ-
φτεται ότι αυτό ισχύει 
και σε άλλα τρίγωνα 
και προσπαθεί να το επιβεβαιώνει 
χρησιµοποιώντας πλέγµατα βασισµένα 
σε άλλα τρίγωνα.  

Μετά από µερικά παραδείγµατα θέτο-
ντας δύο ίσα και ορθογώνια τρίγωνα µα-
ζί για να σχηµατίσει ορθογώνιο, ο µαθη-
τής λέει ότι µπορούµε να βρούµε το εµ-
βαδόν ενός ορθογωνίου 
παίρνοντας το µισό του 
εµβαδού του ορθογωνίου. 
Από κάποια αριθµητικά παραδείγµατα, ο 
µαθητής ανακαλύπτει ότι η εξωτερική 
γωνία ενός τριγώνου ισούται µε το ά-
θροισµα των δύο απέναντι εσωτερικών 
γωνιών και πείθεται ότι αυτός είναι ένας 
κανόνας για κάθε τρίγωνο. 

6. a. Ο µαθητής περιγράφει ένα τετράγω-
νο µέσω τηλεφώνου σε ένα φίλο του λέ-
γοντας «έχει 4 πλευρές, 4 ορθές γωνίες, 
όλες οι πλευρές είναι ίσες, και οι απένα-
ντι πλευρές είναι παράλληλες» 

6. b. Με δεδοµένες κάποιες ιδιότητες που 
ταιριάζουν µε το σχήµα ,ο µαθητής λέ-
ει ότι το σχήµα πρέπει να γίνει µε βάση 
τις ιδιότητες. 

7. Έχοντας σηµειώσει ότι τα παραλληλό-
γραµµα έχουν «τις απέναντι πλευρές 
παράλληλες», ο µαθητής την ίδια στιγ-
µή προσθέτει «Ω! αυτό το έχουν και τα 
τετράγωνα και τα ορθογώνια» 

8. Αφού συµπληρώσει µια κατάταξη των 
τετραπλεύρων σε τετράπλευρα που 
µοιάζουν µε χαρταετούς και δεν µοιά-
ζουν µε χαρταετούς ,ο µαθητής ανακα-
λύπτει και εκφράζει ιδιότητες που τα 
χαρακτηρίζουν. 
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Τυπικά γνωρίσµατα της γεωµετρικής σκέψης µαθητών στο επίπεδο 
Van Hiele 2( Συνέχεια) 
 
9. Λύνει γεωµετρικά 
προβλήµατα χρησιµο-
ποιώντας γνωστές ιδιότη-
τες των σχηµάτων ή ανα-
γνωρίσιµες ιδιότητες. 
 
10. Σχηµατοποιεί και 
χρησιµοποιεί γενικεύσεις 
για ιδιότητες των σχηµά-
των( µε την βοήθεια του 
καθηγητή-εποπτικού υλι-
κού αυθόρµητα µόνος 
του) και χρησιµοποιεί 
σχετική γλώσσα αλλά: 
a. ∆εν εξηγεί πως κά-

ποιες ιδιότητες σχη-
µάτων συσχετίζονται. 

b. ∆εν σχηµατοποιεί και 
δεν χρησιµοποιεί τυ-
πικούς ορισµούς. 

c. ∆εν εξηγεί σχέσεις 
υποκλάσεων εκτός 
από το να τσεκάρει 
συγκεκριµένα παρα-
δείγµατα που αναφέ-
ρονται σε µια λίστα 
ιδιοτήτων. 

d. ∆εν βλέπει την ανά-
γκη απόδειξης ή λο-
γικής εξήγησης των 
γενικεύσεων που α-
νακαλύπτονται ε-
µπειρικά και δεν 
χρησιµοποιεί κατάλ-
ληλη γλώσσα.(π.χ εάν 
-τότε , επειδή) σω-
στά. 

 
 
 
 
 
 

9. Όταν ρωτηθούν να βρουν κάποιες γωνίες 
µέσα σε µια φωτογραφία, ο µαθητής λέει ότι «υπάρ-
χουν πολλές γωνίες επειδή υπάρχουν πολλά τρίγωνα 
και κάθε ένα έχει 3 γωνίες» 
Ο µαθητής λύνει ένα πρό-
βληµα για την ευθεία που 
ενώνει τα κέντρα δύο κύκλων 
µε ίσες ακτίνες και την 
ευθεία που ενώνει τα δύο σηµεία τοµής των κύκλων. 
Ο µαθητής παρατηρεί ένα ρόµβο στο σχήµα και 
διακρίνει ότι οι ευθείες είναι κάθετες επειδή είναι 
διαγώνιες ρόµβου  
Ο µαθητής συµπεραίνει ότι το άθροισµα των γω-
νιών του τετραπλεύρου είναι 360ο επειδή καλύπτουν 
τις 4 γωνίες γύρω από ένα σηµείο(π.χ 360ο ) ή επειδή 
το τετράπλευρο µπορεί να «σπάσει» σε δύο τρίγωνα 
(180ο +180ο =360ο ) 
Ο µαθητής συµπεραίνει ότι µπορεί να βρει το 
εµβαδόν ενός νέου 
σχήµατος κόβοντας 
ή µετασχη-

µατίζοντας το σε σχήµατα των οποίων τα εµβαδά 
µπορεί να προσδιοριστούν( π.χ ένα παραλληλόγραµ-
µο σε δύο τρίγωνα και ένα ορθογώνιο. 
10. a. Όταν του επιδειχθεί ένα παραλληλόγραµµο 
πλέγµα ,ο µαθητής δεν µπορεί να εξηγήσει πως η 
ιδέα «απέναντι γωνίες είναι ίσες» ακολουθείται 
από την «απέναντι πλευρές είναι παράλληλες» 

10. b. Όταν ρωτηθεί να ορίσει ένα παραλληλόγραµ-
µο ο µαθητής αναφέρει λίστα ιδιοτήτων αλλά δεν 
ορίζει ένα σύνολο αναγκαίων από ένα σύνολο 
ικανών ιδιοτήτων. 

10. c. Αφού έχει φτιάξει µια λίστα ιδιοτήτων για όλα 
τα µέλη των τετραπλεύρων, ο µαθητής δεν µπορεί 
να εξηγήσει γιατί «όλα τα ορθογώνια είναι παραλ-
ληλόγραµµα» ή γιατί «όλα τα τετράγωνα είναι 
ρόµβοι. 

10. d. Αφού έχει ανακαλύψει την αρχή ότι το 
άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 180ο 
χρωµατίζοντας γωνίες σε ένα τριγωνικό πλέγµα ή 
µετρώντας ο µαθητής δεν βλέπει καµία ανάγκη για 
παραγωγικό συλλογισµό για να δείξει γιατί η αρχή 
αυτή είναι έγκυρη. 
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Περιγραφές και παραδείγµατα απαντήσεων µαθητών στο επίπεδο Van 
Hiele 3
Επίπεδο 3: Ο µαθητής διατυπώνει και χρησιµοποιεί ορισµούς, δίνει άτυπα επιχειρή-
µατα τα οποία έχει αποφασίσει προηγουµένως ερευνώντας ιδιότητες και ακολούθως 
δίνει παραγωγικά επιχειρήµατα. 
 
Επίπεδο 3 Περιγραφές 
 
Ο µαθητής 
1. a. Προσδιορίζει διαφορετικά σύ-

νολα ιδιοτήτων τα οποία 
χαρακτηρίζουν µια κλάση 
σχηµάτων και ελέγχει αν αυτά 
είναι ικανοποιητικά.  

 
 
 
 
 
 b. Προσδιορίζει ελάχιστα σύνολα ι-

διοτήτων τα οποία µπορούν να 
χαρακτηρίσουν ένα σχήµα. 

 
 
 c. ∆ιατυπώνει και χρησιµοποιεί έναν 

ορισµό για µια κλάση σχηµάτων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. ∆ίνει άτυπα επιχειρήµατα (χρησι-

µοποιώντας διαγράµµατα, συνθέ-
σεις σχηµάτων ή άλλα υλικά). 
a. Έχοντας σχηµατίσει ένα συµπέ-
ρασµα για δοσµένες πληροφορίες, 
δικαιολογεί το συµπέρασµα χρη-
σιµοποιώντας λογικές σχέσεις. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Επίπεδο 3 Παράδειγµα µαθητή 
 
1. a. Ο µαθητής διαλέγει ιδιότητες 

που χαρακτηρίζουν µια κλάση 
σχηµάτων (π.χ τετράγωνα, παραλ-
ληλόγραµµα) και ελέγχει σχεδιά-
ζοντας ή κατασκευάζοντας εκείνα 
για τα οποία αυτές είναι ικανο-
ποιητικές. 
Ο µαθητής εξηγεί ότι δύο διαφορε-
τικά σύνολα ιδιοτήτων µπορούν να 
επιλεγούν για να χαρακτηρίσουν 
µια κλάση παραλληλογράµµων εί-
τε «4 πλευρές» και «απέναντι 
πλευρές παράλληλες» είτε «4 
πλευρές» και «απέναντι πλευρές 
ίσες». 

1. b. Περιγράφοντας ένα τετράγωνο 
σε ένα φίλο του, ο µαθητής διαλέ-
γει από την λίστα των ιδιοτήτων 
σηµαντικές ιδιότητες έτσι ώστε ο 
φίλος του να είναι σίγουρος ότι το 
σχήµα πρέπει να είναι ένα 
«τετράγωνο». 

1. c. Ο µαθητής διατυπώνει έναν ορι-
σµό ενός Kites και τον χρησιµο-
ποιεί για να εξηγήσει γιατί τα σχή-
µατα είναι ή δεν είναι Kites. 

 
2. a. Ο µαθητής συµπε-

ραίνει ότι :«αν η γω-
νία Α είναι ίση µε 
την γωνία Β και η 
γωνία Α είναι ίση µε την γωνία C 
επειδή αυτές οι δύο είναι ίσες µε 
την γωνία Β» 

Όταν ερωτάται να εξηγήσει 
γιατί η γωνία Α είναι ίση µε 
την γωνία Β µέσα σε ένα 
πλέγµα, ο µαθητής λέει ότι «οι ευθείες 
είναι παράλληλες, και αυτό φαίνεται 
(δείχνοντάς το) ,έτσι η γωνία Α είναι ίση 
µε την γωνία Β µε µια µατιά.  
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b. διατάσσει κλάσεις 
σχηµάτων. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

c. διατάσσει δύο ιδιότη-
τες. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

d. Ανακαλύπτει νέες ιδιό-
τητες παραγωγικά. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. b. Ο µαθητής απαντά στην ερώτηση είναι 
ένα ορθογώνιο παραλληλόγραµµο; εξηγώντας 
«ναι, επειδή αυτά έχουν όλες τις ιδιότητες ε-
νός παραλληλογράµµου, και επίσης την ειδική 
ιδιότητα των ορθών γωνιών. 
Ο µαθητής χρησιµοποιεί τις ιδιότητες οι οποί-
ες χαρακτηρίζουν τα κυρτά τετράπλευρα και 
τα τετράγωνα για να εξηγήσει γιατί όλα τα τε-
τράγωνα είναι κυρτά τετράπλευρα αλλά όχι 
όλα τα κυρτά τετράπλευρα δεν είναι τετράγω-
να. 
2. c. ∆ίνοντας µια λίστα µε ιδιότητες ενός 
τετραγώνου, ο µαθητής λέει «οι απέναντι 
πλευρές είναι ίσες δεν απαιτείται επειδή λέει 
ήδη και οι τέσσερις πλευρές είναι ίσες». 
Έχοντας αποφασίσει έναν κανόνα για το εµ-
βαδόν του ορθογωνίου τριγώνου από τον κα-
νόνα του ορθογωνίου, ο µαθητής συνοψίζει 
κάνοντας ένα οικογενειακό δένδρο και εξηγώ-
ντας «χρειάζεσαι αυτή τη σκέψη (κανόνας του 
ορθογωνίου) πριν από αυτή (κανόνας του τρι-
γώνου.  
2. d. Ο µαθητής εξηγεί 
ότι οι δύο οξείες γωνίες 
ενός ορθογωνίου τριγώνου 
έχουν άθροισµα 90ο επειδή «180ο µείον την 
ορθή γωνία µένουν 90ο ,και αυτό εξηγεί γιατί 
οι δύο γωνίες που µένουν είναι οξείες.  
Ο µαθητής συνάγει ότι το άθροισµα των γω-
νιών ενός τετραπλεύρου πρέπει να είναι 360ο 
«Επειδή το τετράπλευρο µπορεί να χωριστεί 
σε δύο τρίγωνα, έτσι 180ο και 180ο κάνουν 
360ο». Όταν ερωτάται αν αυτό είναι πιθανόν 
να δίνει 4.180ο =720ο για το άθροισµα των 
γωνιών ενός τετραπλεύρου όταν διαιρεθεί σε 4 
τρίγωνα(όπως φαίνεται στο 
διπλανό σχήµα) , ο µαθητής 
εξηγεί ότι «Όχι ,οι εσωτερι-
κές γωνίες δεν είναι µέρος 
των γωνιών του τετραπλεύ-
ρου. Έτσι ,εάν έχουµε 4.180ο 
έχουµε πάρει επιπλέον τις 4 
γωνίες των τεµνοµένων διαγωνίων που δίνουν 
720ο -360ο ή 360ο ακριβώς όπως πριν.  
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Ο µαθητής ανακαλύπτει ότι το άθροισµα των 
γωνιών ενός πενταγώνου είναι 540ο «σπάζο-
ντας» το πεντάγωνο σε ένα τετράπλευρο(360ο 
) και ένα τρίγωνο(180ο ) και λέγοντας ότι αυτή 
η εργασία µπορεί να γίνει σε κάθε πεντάγωνο.  

 
e. Συσχετίζει διάφορες ιδιότητες σε 

ένα οικογενειακό δέντρο.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. ∆ίνει άτυπα παραγωγικά 

επιχειρήµατα. 
a. Ακολουθεί ένα παραγωγικό ε-
πιχείρηµα και µπορεί να παρέχει τα 
µέρη του επιχειρήµατος. 
b. ∆ίνει µια περίληψη ή µια πα-
ραλλαγή ενός παραγωγικού επιχει-
ρήµατος. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. e. Ο µαθητής  τακτοποιεί  τις κάρτες 
των ιδιοτήτων σε φόρµες ενός γενεαλογι-
κού δένδρου να δείξει τις 
«προγονικές» σχέσεις  
,αυτές είναι, ο µαθητής 
εξηγεί πως «φαίνεται» και «η ευθεία γωνία 
είναι 180ο» είναι πρόγονος του «το άθροι-
σµα των γωνιών του τριγώνου είναι 180ο» 
και πως αυτό οδηγεί στο «το άθροισµα 
των γωνιών του τετραπλεύρου είναι 360ο» 
Ο µαθητής λέει πως ο κανόνας του εµβα-
δού για ένα παραλληλόγραµµο µπορεί να 
προέλθει από τον κανόνα του εµβαδού για 
ένα ορθογώνιο και τοποθετεί αυτό σε ένα 
οικογενειακό δένδρο. 

3. a. Ο µαθητής δίνει τους λόγους 
για τα βήµατα σε µια απόδειξη ότι το 
άθροισµα των γωνιών 
ενός τριγώνου είναι ίσο 
µε 180° δεδοµένου ότι 
ο ερευνητής καθοδηγεί τον µαθητή 
µέσω της απόδειξης.  
3. b. Στον µαθητή δίνεται ένα 
πλέγµα παραλληλογράµµων και καλεί-
ται να δώσει µια λογική εξήγηση γιατί 
"οι απέναντι γωνίες είναι ίσες." Ο 
µαθητής δεν είναι ικανός για να δώσει 
την εξήγηση από µόνος του αλλά ακο-
λουθεί αυτήν που 
δίνεται από τον κα-
θηγητή για τη γωνία 
Α = γωνία Γ. Κατό-
πιν ο σπουδαστής 
συνοψίζει την εξήγηση µε δικές του 
λέξεις και εξηγεί επίσης γιατί η γωνία 
Β= γωνία ∆. 

Α Β 

Γ ∆ 
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3. c. ∆ίνει παραγωγικά επιχειρήµατα 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
4. ∆ίνει περισσότερες από µια εξηγή-
σεις για να αποδείξει κάτι και δικαιο-
λογεί αυτές τις εξηγήσεις µε τη χρησι-
µοποίηση των οικογενειακών δέντρων.  
 

 
Ο καθηγη-
τής βοηθά 
τον µαθη-
τή µέσω 
µιας παρα-
γωγικής 
εξήγησης 
γιατί η ε-
ξωτερική γωνία ενός τριγώνου (γωνία 
x) είναι ίση µε το άθροισµα των δύο 
απέναντι εσωτερικών γωνιών y+z. Ο 
µαθητής συνοψίζει αυτό το επιχείρηµα 
και δίνει ένα πλήρες επιχείρηµα δικό 
του για µια παραλλαγή αυτού.(π.χ γω-
νία κ= γωνία λ+ γωνία µ). 
3. c. Ο µαθητής δίνει δική του εξήγηση 
για «οι απέναντι γωνίες ενός 
παραλληλογράµµου είναι ίσες» 
Ο µαθητής δικαιολογεί γιατί το εµβα-
δόν ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι 
1/2 βάση Χ ύψος, µε την εξήγηση ότι 
δύο ίσα ορθογώνια τρίγωνα κάνουν ένα 
ορθογώνιο. "Εάν βάλεις τα δύο τρίγω-
να µαζί όπως αυτό, παίρνεις τις απένα-
ντι πλευρές ίσες (δεδοµένου ότι τα τρί-
γωνα είναι το ίδιο µέγεθος).Οι γωνίες B 
και D είναι οι ορθές γωνίες στα ορθο-
γώνια τρίγωνα. Επίσης, οι 
γωνίες A και C είναι ορ-
θές γωνίες επειδή σε ένα 
ορθογώνιο τρίγωνο οι 
δύο µικρότερες γωνίες 
κάνουν µαζί 90°. Η γωνία z είναι ίδια 
µε τη γωνία x  
έτσι οι γωνίες y και z αν προστεθούν 
δίνουν 90°, έτσι το σχήµα πρέπει να 
είναι ορθογώνιο, και το ορθογώνιο τρί-
γωνο πρέπει να είναι το µισό εµβαδόν 
του εµβαδού του ορθογωνίου» 
4. Ο µαθητής δίνει δύο διαφορετι-
κές εξηγήσεις γιατί το άθροισµα των 
γωνιών ενός τριγώνου είναι 180ο . Οι 
δύο τρόποι παρουσιάζονται έπειτα από 
δύο διαφορετικά οικογενειακά δένδρα. 

x 
z 

y 

κ 

λ 
µ 
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5. Ανεπίσηµα αναγνωρίζει τη διαφο-

ρά µεταξύ µιας δήλωσης και του 
αντιστρόφου της. 

 
 
 
 
 
6. Προσδιορίζει και χρησιµοποιεί τις 

στρατηγικές ή τον οξυδερκή συλ-
λογισµό για να λύσει τα προβλή-
µατα. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ο µαθητής εξηγεί ότι το άθροισµα των 
γωνιών του πενταγώνου είναι ίσο µε 
540ο διαιρώντας αυτό σε τρία τρίγω-
να(3.180ο ) ή διαιρώντας αυτό σε ένα 
τετράπλευρο και ένα τρίγωνο (360ο 
+180ο ) και δείχνοντας κάθε µέθοδο 
από το οικογενειακό δένδρο. 
5. Σε µια συζήτηση ,ο µαθητής ανα-
καλύπτει ότι «Ω! ,εάν οι γωνίες είναι 
φτιαγµένες ίσες, τότε οι ευθείες είναι 
παράλληλες» και «Ω! ,τώρα αν οι ευ-
θείες είναι παράλληλες, τότε οι γωνίες 
είναι ίσες.». Όταν ρωτηθεί αν αυτές οι 
δηλώσεις είναι ίδιες , ο µαθητής λέει « 
όχι ,στην πρώτη περίπτωση αρχίζετε 
µε τις παράλληλες ευθείες και φτιάχνε-
τε τις γωνίες ίσες ενώ στην άλλη περί-
πτωση κάνετε το αντίθετο» 
6. ∆ίνεται το πρόβληµα ότι το Μ εί-
ναι το µέσο του ΑΒ στο τρίγωνο ΑΒΓ 
,και ΜΤ είναι παράλληλο στην ΒΓ, 
βρείτε το λόγο του ΜΤ προς το ΒΓ, ο 
µαθητής χρησιµοποιεί την στρατηγική 
της σκάλας 
για να δείξει 
τις ίσες γω-
νίες και κα-
τόπιν τα ό-
µοια τρίγω-
να. Έτσι από το ΑΜ:ΑΒ=1/2, κατόπιν 
δείχνει ΜΤ:ΒΓ=1/2.  
Λαµβάνοντας υπόψη δύο τεµνόµενους 
κύκλους Α και Β ,µε διαφορετικές α-
κτίνες ,και κοινή χορδή CD,δείχνει ότι 
το ΑΒ είναι µεσοκάθετος του CD . Ο 
µαθητής αποδεικνύει 
αυτό µε την προϋπό-
θεση ότι το ADBC 
πρέπει να είναι ένα 
κυρτό τετράπλευρο και µετά η καθετό-
τητα των διαγωνίων του δίνει ότι ΑΒ 
µεσοκάθετος της CD.  
 
 

Α 

Β Γ

Μ Τ 
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7. Αναγνωρίζει το ρόλο του 

παραγωγικού επιχειρήµατος 
και προσεγγίζει τα προβλή-
µατα κατά τρόπο παραγωγι-
κό αλλά : 

a. ∆εν «πιάνει» την έννοια της 
αφαίρεσης υπό µια αξιωµα-
τική έννοια (π.χ., δεν βλέπει 
την ανάγκη για ορισµούς 
και αξιώµατα). 

b. ∆εν διακρίνει τυπικά µεταξύ 
µιας δήλωσης και της αντι-
στρόφου της ( π.χ ∆εν µπο-
ρεί να ξεχωρίσει «Σιαµέζος 
δίδυµα» την δήλωση και την 
αντιστροφή της. 

c. ∆εν µπορεί ακόµα να βρει  
Αλληλεξαρτήσεις µεταξύ 
δικτύων και θεωρηµάτων. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. Ο µαθητής αναγνωρίζει το 
ρόλο των λογικών εξηγήσεων 
ή των παραγωγικών επιχει-
ρηµάτων στη διαπίστωση των 
στοιχείων (εναντίον µιας ε-
παγωγικής, εµπειρικής προ-
σέγγισης) και λέει ότι (µετά 
από µια λογική εξήγη-
ση)"ξέρω ότι το άθροισµα 
των γωνιών κάθε Πεντάγω-
νου είναι 540° και δεν είναι 
απαραίτητο να µετρήσω." Ε-
ντούτοις, ο µαθητής πρέπει 
να δοκιµάσει ακόµα "την α-
πόδειξη υπό µια αξιωµατική 
έννοια (δηλ., χρησιµοποιώ-
ντας τα αξιώµατα, ορισµούς) 
και είναι έτσι αβέβαιος όταν 
ρωτιέται για τους πιθανούς" 
προγόνους "στις αρχές πριο-
νιών και σκαλών. 
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Επίπεδο 4: Ο µαθητής καθιερώνει, µέσα σε ένα αξιωµατικό σύστηµα, τα θεωρήµατα 
και τις αλληλεξαρτήσεις µεταξύ των δικτύων των θεωρηµάτων. 
 
 
Επίπεδο 4 Περιγραφές 
 
Ο µαθητής  

1. Αναγνωρίζει την ανάγκη για 
απροσδιόριστους όρους, ορι-
σµούς, και βασικές υποθέ-
σεις(αξιώµατα). 

 
 

2. Αναγνωρίζει χαρακτηριστικά 
ενός τυπικού ορισµού (π.χ α-
παραίτητους και ικανοποιητι-
κούς όρους) και ισοδυναµία 
των ορισµών. 

 
3. Αποδεικνύει σε ένα αξιωµατικό 

σύστηµα σχέσεων ότι είχε 
εξηγήσει τυπικά στο επίπεδο 2. 

 
 
 

4. Αποδεικνύει σχέσεις µεταξύ 
ενός θεωρήµατος και σχετικών 
δηλώσεων (π.χ αντίστροφο, α-
ντίστροφος, αντιθετοαντιστρο-
φή). 

 
 

5. Καθιερώνει σχέσεις µεταξύ 
δικτύων των θεωρηµάτων. 

 
 
 
 

6. Συγκρίνει και αντιπαραβάλλει 
τις διαφορετικές αποδείξεις των 
θεωρηµάτων. 

 
Επίπεδο 4 Παράδειγµα µαθητή 
1. Ο µαθητής δίνει παραδείγµατα 
αξιωµάτων και θεωρηµάτων στην επί-
πεδη Ευκλείδεια Γεωµετρία και περι-
γράφει πως συσχετίζονται. 
 
2. Ο µαθητής προσδιορίζει ικανο-
ποιητικές ιδιότητες για τον καθορισµό 
ενός σχήµατος (π.χ παραλληλόγραµµο) 
και αντλεί άλλες ιδιότητες από αυτές. 
Ο µαθητής αποδεικνύει ότι δύο σύνολα 
ιδιοτήτων είναι ισοδύναµα για τον κα-
θορισµό ενός σχήµατος (π.χ παραλλη-
λόγραµµο). 
3. Ο µαθητής αποδεικνύεται ότι 
το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώ-
νου είναι ίσο µε 180° µε αυστηρό τρό-
πο(π.χ χρησιµοποιώντας το αξίωµα 
των παραλλήλων, και θεωρήµατα γύ-
ρω από την πρόσθεση γωνιών). 
4. Ο µαθητής αποδεικνύει ότι εάν 
ένα τρίγωνο είναι ισοσκελές, τότε οι 
γωνίες της βάσης του είναι ίσες, και 
αντιστρόφως. Χρησιµοποιώντας την 
απόδειξη της αντιθετοαντιστροφής , ο 
µαθητής αποδεικνύει ότι οι διάµεσοι 
ενός τριγώνου δεν διχοτοµούν η µία 
την άλλη. 
5. Ο µαθητής αναγνωρίζει το ρό-
λο των πριονιών και των σκαλών στα 
διάφορα θεωρήµατα στην συνεπαγωγή 
των ιδιοτήτων των τετραπλεύρων και 
των κανόνων εµβαδού.  
6. Ο µαθητής δίνει τις αποδείξεις 
µέσω της Ευκλείδειας γεωµετρίας και 
µέσω της αναλυτικής γεωµετρίας (ή 
της διανυσµατικής γεωµετρίας) ότι οι 
διαγώνιες ενός παραλληλογράµµου 
διχοτοµούνται και συγκρίνει τις δύο 
µεθόδους απόδειξης. Ο µαθητής συ-
γκρίνει τις εναλλακτικές αποδείξεις 
του πυθαγορείου θεωρήµατος.  
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Περιγραφές και παραδείγµατα απαντήσεων µαθητών στο επίπεδο 
Van Hiele 4 (Συνέχεια) 
 
 

7. Εξετάζει τα αποτελέσµατα της 
αλλαγής ενός αρχικού ορισµού 
ή ενός αξιώµατος σε µια λογική 
ακολουθία.  

8. Καθιερώνει µια γενική αρχή ,η 
οποία να ενοποιεί διαφορετικά 
θεωρήµατα. 

9. ∆ηµιουργεί τις αποδείξεις από 
τα απλά σύνολα αξιώµατα που 
χρησιµοποιούν συχνά ένα πρό-
τυπο επιχειρήµατα υποστήρι-
ξης.  

10. ∆ίνει τα επίσηµα παραγωγικά 
επιχειρήµατα αλλά δεν ερευνά 
ή δεν συγκρίνει τα αξιωµατικά 
συστήµατα. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
7. Αρχίζοντας από " δύο ευθείες κάθετες 

στην ίδια ευθεία είναι µεταξύ τους πα-
ράλληλες," ο µαθητής ερευνά πώς να 
αποδείξει άλλα θεωρήµατα παραλλή-
λων ευθειών. 

8. Ο µαθητής αποδεικνύει την ακόλουθη 
σχέση για το εµβαδόν ενός σχήµατος 
του οποίου οι κορυφές είναι σε δύο 
παράλληλες ευθείες: Εµβαδόν= 
βάσηΧύψος. 

9. Ο µαθητής δίνει αποδείξεις θεωρηµά-
των στην πεπερασµένη Γεωµετρία. 

10. Ο µαθητής δεν εξετάζει την ανεξαρτη-
σία, τη συνέπεια ή την πληρότητα ενός 
συνόλου αξιωµάτων. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΤΖΙΦΑ ΝΙΚΟΛΑΟΥ 126

Περιγραφές και παραδείγµατα απαντήσεων µαθητών στο επίπεδο Van 
Hiele 5 
Επίπεδο 5: Ο µαθητής ορίζει αυστηρά τα θεωρήµατα στα διαφορετικά αξιωµατικά συστήµα-
τα και αναλύει ,συγκρίνει αυτά τα συστήµατα. 
 
Ο µαθητής 

1. Ορίζει αυστηρά τα θεωρήµατα σε διαφορετικά αξιωµατικά συστήµατα (π.χ., 
προσέγγιση Hilbert στα θεµέλια της γεωµετρίας).  

2. Συγκρίνει τα αξιωµατικά συστήµατα (π.χ., Ευκλείδειες και µη- Ευκλείδειες 
Γεωµετρίες): Αυθόρµητα εξερευνά πώς αλλαγές στα αξιώµατα έχουν επιπτώ-
σεις στην προκύπτουσα γεωµετρία. 

3. Καθιερώνει τη συνέπεια ενός συνόλου αξιωµάτων, ανεξαρτησία ενός αξιώµα-
τος, και ισοδυναµία διαφορετικών συνόλων αξιωµάτων δηµιουργεί ένα αξιω-
µατικό σύστηµα για µια γεωµετρία.  

4. Εφευρίσκει τις γενικευµένες µεθόδους για κατηγορίες προβληµάτων. 
5. Κάνει αναζητήσεις του ευρύτερου πλαισίου στο οποίο ένα µαθηµατικό θεώ-

ρηµα ή αρχή θα ισχύσει. 
6. Κάνει σε βάθος µελέτη της υπαγόµενης λογικής για να αναπτύξει νέες ιδέες 

και προσεγγίσεις για λογικά συµπεράσµατα. 
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Κ Λ Μ Ν 

Κ Λ Μ 

Κ Λ Μ Ν 

Κ Λ Μ 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β -Van Hiele Test  
1. Ποια από τα παρακάτω σχήµατα είναι τετράγωνα; 
 
a. Το Κ µόνο 
b. Το Λ µόνο                                      
c. Το Μ µόνο 
d. Το Λ και το Μ 
e. Όλα είναι τετράγωνα.  
 

 
2. Ποια από τα παρακάτω σχήµατα είναι τρίγωνα; 
 
a. Κανένα από αυτά δεν είναι τρίγωνο. 
b. Το Λ µόνο                                      
c. Το Μ µόνο 
d. Το Μ και το Ν 
e. Το Λ και το Μ 
 
 
 
3. Ποια από τα παρακάτω σχήµατα είναι ορθογώνια; 
 
a. Το Κ µόνο 
b. Το Λ µόνο                                      
c. Το Κ και το Λ 
d. Το Κ και το Μ 
e. Όλα είναι ορθογώνια.  
 
 
4. Ποια από τα παρακάτω σχήµατα είναι τετράγωνα; 
 
a. Κανένα από αυτά δεν είναι τετράγωνο. 
b. Το Λ µόνο                                      
c. Το Κ και Λ 
d. Το Λ και το Ν 
e. Όλα είναι τετράγωνα.  
 
5. Ποια από τα παρακάτω 

σχήµατα είναι παραλληλόγραµµα; 
a. Το Κ µόνο 
b. Το Μ µόνο                                      
c. Το Κ και Λ 
d. Κανένα από αυτά δεν είναι 

παραλληλόγραµµο. 
e.  Όλα είναι παραλληλόγραµµα. 

 
 
 
© 1980 by the University of Chicago. Reprinted with permission of the University of Chicago  
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Κ

Ν Μ

Λ 

Κ Λ 

Ν 

Μ
Μ 

Κ 

Ν 

Λ 

6. Το ΚΛΜΝ είναι τετράγωνο. Ποια σχέση είναι αληθής για όλα τα τετράγωνα. 
 
a. Το ΚΜ και το ΜΝ έχουν το ίδιο µήκος. 
b. Το ΚΜ και το ΛΝ είναι κάθετα. 
c. Το ΚΝ και το ΛΜ είναι κάθετα. 
d. Το ΚΝ και το ΚΜ έχουν το ίδιο µήκος. 
e. Η γωνία Λ είναι µεγαλύτερη από τη γωνία Μ. 
 
7. Στο ορθογώνιο ΚΛΜΝ  οι ΚΜ και ΛΝ είναι 

διαγώνιες. 
 Ποια από τα (a) έως (d) δεν είναι αληθή σε κάθε ορθογώνιο; 

a. Υπάρχουν 4 ορθές γωνίες. 
b. Υπάρχουν 4 πλευρές. 
c. Οι διαγώνιες έχουν το ίδιο µήκος. 
d. Οι απέναντι πλευρές έχουν το ίδιο µήκος. 
e. Όλα από (a) έως (d) είναι αληθή σε κάθε 

ορθογώνιο. 
 

8. Ο ρόµβος είναι ένα τετράπλευρο µε όλες τις 
πλευρές του ίσες. Στο παρακάτω σχήµα υπάρχουν τρία παραδείγµατα. Ποια από 
τα (a) έως (d) δεν είναι αληθή σε κάθε ρόµβο;  

a. Οι διαγώνιες έχουν το ίδιο µήκος.  
b. Κάθε διαγώνιος διχοτοµεί δύο από 

τις γωνίες του ρόµβου. 
c. Οι δύο διαγώνιες είναι κάθετες. 
d. Οι απέναντι γωνίες έχουν το ίδιο µέτρο. 
e. Όλα από (a) έως (d) είναι αληθή. 
 

9. Ένα ισοσκελές τρίγωνο είναι ένα τρίγωνο µε δύο ίσες πλευρές.  
 Στο παρακάτω σχήµα υπάρχουν τρία παραδείγµατα. Ποια από τα (a) έως  
(d) είναι αληθή σε κάθε ισοσκελές τρίγωνο; 

a. Οι τρεις πλευρές πρέπει να έχουν το 
ίδιο µήκος. 

b. Μια πλευρά να είναι διπλάσια σε 
µήκος από κάποια άλλη. 

c. Πρέπει να υπάρχουν τουλάχιστον δύο γωνίες µε το ίδιο µέτρο. 
d. Οι τρεις γωνίες πρέπει να έχουν το ίδιο µέτρο. 
e. Κανένα από τα (a) έως (d) δεν είναι αληθές για κάθε ισοσκελές τρίγωνο. 

 
10.   ∆ύο κύκλοι µε κέντρα Κ και Λ τέµνονται στα σηµεία Μ και Ν σχηµατίζοντας το 

τετράπλευρο ΚΜΛΝ. Στο παρακάτω σχήµα υπάρχουν δύο  παραδείγµατα. Ποια 
από τα (a) έως (d)  δεν είναι  πάντα αληθή; 

a. Το ΚΜΛΝ θα έχει δύο ζευγάρια πλευρών ίσου µήκους. 
b. Το ΚΜΛΝ θα έχει τουλάχιστον δύο 

γωνίες ίσου µέτρου. 
c. Οι ευθείες ΚΛ και ΜΝ θα 

είναι κάθετες. 
d. Οι γωνίες Κ και Λ θα έχουν 

το ίδιο µέτρο. 
e. Όλα από (a) έως (d) είναι αληθή. 

© 1980 by the University of Chicago. Reprinted with permission of the University of Chicago  
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Κ Λ Μ 

11. Υπάρχουν δύο υποθέσεις. 
 Υπόθεση 1: Το σχήµα Φ είναι ένα ορθογώνιο. 
 Υπόθεση 2: Το σχήµα Φ είναι ένα τρίγωνο. 
Ποιο είναι σωστό; 

a. Αν η 1 είναι αληθής, τότε και η 2 είναι αληθής. 
b. Αν η 1 είναι λάθος ,τότε η 2 είναι αληθής. 
c. Οι 1 και 2 δεν µπορεί να είναι και οι δύο αληθείς. 
d. Οι 1 και 2 δεν µπορεί να είναι και οι δύο ψευδείς. 
e. Καµία από τις (a) έως (d) δεν είναι σωστή. 

 
12. Υπάρχουν δύο υποθέσεις. 
 

 Υπόθεση Α: Το τρίγωνο ΑΒΓ έχει τρεις πλευρές µε το ίδιο µήκος. 
 Υπόθεση Β: Στο τρίγωνο ΑΒΓ ,οι γωνίες Β και Γ έχουν το ίδιο µέτρο. 

 
Ποιο είναι σωστό; 

 
a. Οι υποθέσεις Α και Β δεν µπορεί να είναι και οι δύο αληθείς. 
b. Αν η Α είναι αληθής ,τότε και η Β είναι αληθής. 
c. Αν η Β είναι αληθής ,τότε και η Α είναι αληθής. 
d. Αν η Α είναι ψευδής ,τότε και η Β είναι ψευδής. 
e. Καµία από τις (a) έως (d) δεν είναι σωστή. 

 
13. Ποια από τα παρακάτω σχήµατα µπορούµε να τα ονοµάσουµε ορθογώνια; 

a. Όλα µπορούν. 
b. Μόνο το Λ. 
c. Μόνο το Μ. 
d. Τα Κ και Λ µόνο. 
e. Τα Λ και Μ µόνο. 

 
 
14. Ποια είναι αληθή; 

a. Όλες οι ιδιότητες των ορθογωνίων είναι ιδιότητες των τετραγώνων. 
b. Όλες οι ιδιότητες των τετραγώνων είναι ιδιότητες των ορθογωνίων. 
c. Όλες οι ιδιότητες των ορθογωνίων είναι ιδιότητες των παραλληλογράµ-

µων 
d. Όλες οι ιδιότητες των τετραγώνων είναι ιδιότητες των παραλληλογράµ-

µων 
e. Καµία από τις (a) έως (d) δεν είναι σωστή. 

 
15. Τι όλα τα ορθογώνια έχουν που µερικά παραλληλόγραµµα δεν έχουν; 

a. Οι απέναντι πλευρές είναι ίσες. 
b. Οι διαγώνιες είναι ίσες. 
c. Οι απέναντι πλευρές είναι παράλληλες. 
d. Οι απέναντι γωνίες είναι ίσες. 
e. Κανένα από τα (a) έως (d). 

 
 
 
© 1980 by the University of Chicago. Reprinted with permission of the University of Chicago  
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16. Έχουµε ένα ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Τα ισόπλευρα τρίγωνα ΑΓΕ, ΑΒΖ και 

ΒΓ∆ σχηµατίζονται στις πλευρές ΑΓ, ΑΒ και ΒΓ αντίστοιχα του τριγώνου 
ΑΒΓ. Από αυτή την πληροφορία κάποιος µπορεί να αποδείξει ότι: οι Α∆, ΒΕ 
και ΓΖ έχουν ένα κοινό σηµείο. Τι σας λέει αυτή η απόδειξη; 
a. Μόνο σε αυτό το τρίγωνο είναι σίγουρο ότι οι Α∆, ΒΕ και ΓΖ έχουν ένα 

κοινό σηµείο. 
b. Σε µερικά και όχι σε όλα τα ορθογώνια 

τρίγωνα οι Α∆, ΒΕ και ΓΖ έχουν ένα κοινό 
σηµείο. 

c. Σε οποιαδήποτε ορθογώνια τρί-
γωνα οι Α∆, ΒΕ και ΓΖ έχουν 
ένα κοινό σηµείο. 

d. Σε οποιαδήποτε τρίγωνα οι Α∆, ΒΕ και ΓΖ 
έχουν ένα κοινό σηµείο. 

e. Σε οποιαδήποτε ισόπλευρο τρίγωνο οι Α∆, ΒΕ και 
ΓΖ έχουν ένα κοινό σηµείο. 

 
17. Παρακάτω υπάρχουν τρεις ιδιότητες ενός σχήµατος. 

 Ιδιότητα Α: Το σχήµα έχει διαγώνιες µε ίσα µήκη. 
 Ιδιότητα Β: Το σχήµα είναι ένα τετράγωνο. 
 Ιδιότητα Γ: Το σχήµα είναι ένα ορθογώνιο. 

 Ποια είναι αληθή; 
a. Η Α συνεπάγεται την Β η οποία συνεπάγεται την Γ. 
b. Η Α συνεπάγεται την Γ η οποία συνεπάγεται την Β. 
c. Η Β συνεπάγεται την Γ η οποία συνεπάγεται την Α. 
d. Η Γ συνεπάγεται την Α η οποία συνεπάγεται την Β. 
e. Η Γ συνεπάγεται την Β η οποία συνεπάγεται την Α. 

 
18. Παρακάτω υπάρχουν δύο υποθέσεις. 

I. Εάν ένα σχήµα είναι ορθογώνιο ,τότε οι διαγώνιοί του διχοτοµούνται. 
II. Εάν οι διαγώνιοι ενός σχήµατος διχοτοµούνται ,τότε αυτό είναι ορθο-

γώνιο. 
Ποιο είναι σωστό; 

a. Για να αποδείξεις ότι η I είναι σωστή, είναι αρκετό να αποδείξεις ότι η II 
είναι σωστή. 

b. Για να αποδείξεις ότι η II είναι σωστή, είναι αρκετό να αποδείξεις ότι η I 
είναι σωστή. 

c. Για να αποδείξεις ότι η II είναι σωστή, είναι αρκετό να βρεις ένα ορθογώ-
νιο του οποίου οι διαγώνιες να διχοτοµούνται. 

d. Για να αποδείξεις ότι η II είναι λάθος, είναι αρκετό να βρεις ένα µη ορθο-
γώνιο του οποίου οι διαγώνιες να διχοτοµούνται. 

e. Καµία από τις (a) έως (d) δεν είναι σωστή. 
 
 
 
 
 
 
 
© 1980 by the University of Chicago. Reprinted with permission of the University of Chicago  
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19. Στη Γεωµετρία: 
a. Κάθε όρος µπορεί να ορισθεί και κάθε αληθής εικασία µπορεί να 

αποδειχθεί. 
b. Κάθε όρος µπορεί να ορισθεί αλλά είναι αναγκαίο να υποθέσουµε 

ότι ορισµένες εικασίες είναι αληθείς. 
c. Μερικοί όροι µπορεί να µην ορισθούν αλλά κάθε αληθής εικασία 

µπορεί να αποδειχθεί αληθής. 
d. Μερικοί όροι µπορεί να µην ορισθούν αλλά είναι αναγκαίο να έ-

χουµε µερικές εικασίες οι οποίες υποτίθεται αληθείς.  
e. Τίποτε από τα (a) έως (d) δεν είναι σωστό. 

 
20. Εξετάστε αυτές τις τρεις υποθέσεις. 

Ι. ∆ύο ευθείες κάθετες στην ίδια ευθεία είναι µεταξύ τους παράλληλες. 
ΙΙ. Μια ευθεία που είναι κάθετη σε µια από δύο παράλληλες είναι κάθετη και 

στην άλλη. 
ΙΙΙ. Εάν δύο ευθείες ισαπέχουν ,τότε είναι παράλληλες 
Στο σχήµα που ακολουθεί δίνεται ότι οι ευθείες α και β είναι κάθετες και οι 
ευθείες β και γ είναι κάθετες. Ποιες από τις ακόλουθες προτάσεις µπορεί να 
είναι ο λόγος που η ευθεία α είναι παράλληλη στην ευθεία γ ; 
a. Η I µόνο. 
b. Η II µόνο. 
c. Η III µόνο. 
d. Είτε η I είτε η II. 
e. Είτε η II είτε η III. 
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 ΦΥΛΛΟ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ ΤΟΥ ΤΕΣΤ VAN HIELE 
 

ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ:……………………………………………………………. 
ΤΑΞΗ:…………………..   ΣΧΟΛΕΙΟ:…………………………………………… 
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ:…………………..ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ …………………………….. 
 
Κύκλωσε την σωστή απάντηση για κάθε ερώτηση  
 

1.     a     b     c     d     e 

2.     a     b     c     d     e 

3.     a     b     c     d     e 

4.     a     b     c     d     e  

5.     a     b     c     d     e 

6.     a     b     c     d     e 

7.     a     b     c     d     e 

8.     a     b     c     d     e 

9.     a     b     c     d     e 

10.     a     b     c     d     e 

11.     a     b     c     d     e 

12.     a     b     c     d     e 

13.     a     b     c     d     e 

14.     a     b     c     d          e 

15.     a     b     c     d     e 

16.     a     b     c     d     e 

17.     a     b     c     d     e 

18.     a     b     c     d     e 

19.     a     b     c     d     e 

20.     a     b     c     d     e 
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ΟΙ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ΤΟΥ VAN HIELE TEST(ΚΛΕΙ∆Α) 
 

1.b 
2. d 

3.c 

4. b0 

5.e 

6. b 

7.e 

8. a 

9.c 

10. d 

11.c 
12. b 

13. a 

14. a 

15. b 

16. c 

17. c 

18. d 

19. d 

20. a 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ -ΗΛΕΚΤΡΟΝΙΚΗ ΑΛΛΗΛΟΓΡΑΦΙΑ ΜΕ ΤΟΝ ΚΑΘΗΓΗ-
ΤΗ ΤΟΥ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟΥ ΤΟΥ ΣΙΚΑΓΟ SALMAN USISKIN 
1η  ΕΠΑΦΗ 

Dear professor, mr Usiskin, my respects. I am a mathematics teacher in a High school in 

Greece and this year I am doing a master in the University of Athens. I have recently studied 

your investigation,1982, and I honestly found it excellent. At this moment  I am thinking  of a 

corresponding investigation as yours, using a sample of selected  students in different schools 

of my country. The reason I am writing this letter is to ask your permission for using your 

test  -which believe me  is a precious help for my study -without any expenses. I would also 

like to explain that this investigation is being executed for first time in Greece and it is certain 

that your name and your test will be known all over Greece(I shall do my best about it). It 

would be very kind of you to reply as soon as possible. Thank you for your time. With respect 

Nick Tzifas 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 1η  

Original Message ----- 

From: Zalman Usiskin 

To: NIKOS TZIFAS 

Cc: z-usiskin@uchicago.edu 

Sent: Tuesday, May 24, 2005 11:52 PM 

Subject: Re: van Hiele test 

Dear Mr. Tzifas: 

The van Hiele test is an appendix to the 231-page report "Van Hiele Levels and Achievement 

in Secondary School Geometry".  This report has not been available from us for well over a 

decade but you should try to obtain a copy.  It was available in the United States as ERIC re-

production service document no. ED 220 288.  The report includes quite a bit of information 

that is critical to understanding the test, including the various ways in which van Hiele levels 

can be derived from scores on the test.  (Merely having the test would not be enough.) We are 

happy to give permission to copy the van Hiele test for use in research without cost, but we 

need (1)  a description of the study, including an approximate number of copies you will 

make. (2)  assurance that you will write for copyright purposes on each copy:  "© 1980 by the 

University of Chicago.  Reprinted with permission of the University of Chicago."  (3)  assur-

ance that we will receive a copy of any write-up of the results you find in your study. It is be-

cause of requirement (3) that I am in possession of the doctoral dissertation of Ioannis Zachos 

(Ph.D., University of Leeds School of Education, June 1994), entitled "Problem Solving in 

Euclidean Geometry in Greek Schools".  In this study Dr. Zachos translated and adapted the 
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van Hiele test for use in Greek schools.  My last correspondence with Dr. Zachos was in July 

1995.At that time his address was Klisthenous 6, Athens 163 44, Greece.  

Zalman Usiskin 

Professor of Education 

Director, University of Chicago School Mathematics Project 

The University of Chicago 5835 S. Kimbark Avenue Chicago, 

IL  60637 +1 773 702-3314 (fax) 
2η  ΕΠΑΦΗ 

Original message ---- 

Date: Thu, 26 May 2005 16:54:50 +0300 

From: "????S ???F?S" <niktzifas@sch.gr> 

Subject: Re: van Hiele test 

To: "Zalman Usiskin" <z-usiskin@uchicago.edu> 

Dear sirs, at first I’d like to thank you for your Kind  and soon reply to me. I accept, of 

course, your conditions and I’d like to give you the following information: + The investiga-

tion is a part of my master(M. Sc) It is concerned about students aged 14-17 years old in 

Greek secondary schools in 3 classes. + The sample will be among 1850 students in 45 

schools. I also assure that my work will not be published for commercial and financial profits, 

but it will be submitted as a preprint in 5 copies in Mathematics University of Athens. When 

I’ll  be finishing my investigation, I am thinking of sending you a copy  of summary in Eng-

lish and the questionnaire in Greek Thank you really  Waiting for your replay my warmest 

regards 

Nick Tzifas 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Dear Nick: Could you supply more information about the purpose of your study,  about the 

question(s) your study is about? 

 Zalman Usiskin 
3η  ΕΠΑΦΗ 

Dear sirs thank you for you reply The Euclidean Geometry is being taught in Greece me-

thodically for many years now, but Geometry teachers have objected that there are too many 

problems during the teaching, as students find this subject difficult. So, the investigation has 

the purpose to assess the geometrical thought of the students and to prove that students are not 

in the proper van Hiele level (3-4) that is necessary for the understanding of the Euclidean 

Geometry. The basic questions of this study will be the following: 
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  1.. Are the most students of secondary school in Greece classified in levels 1(recognition) 

and 2(analysis) ? 

  2.. Are there sex differences among the students in the assessment in van Hiele levels? 

  3.. How are entering geometry students distributed with respect to the levels in the van Hiele 

scheme? 

  4.. Is there an improvement of the students in the van Hiele levels  from class to class be-

cause of the existing teaching in Greek secondary schools? 

  5.. Are there differences between public and private schools in the van Hiele levels assess-

ment? 

Best regards 

Nick Tzifas 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Dear Nick: Thank you for the information. We are happy to give permission for you to use the 

van Hiele test in  your study. We would like to have a copy of the translation that you make 

into Greek. 

Zalman Usiskin 
4η  ΕΠΑΦΗ 

Dear professor 

I am sending you the test I am going to use in Greek. As you can see I shall use 20 questions 

because I assess the first four levels 

Best regards 

Nick Tzifas 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Dear Nick: I do not have the font to read everything on the document you sent. Can you send 

it as a pdf file? 

Zalman Usiskin 
5η  ΕΠΑΦΗ 

Dear professor I am sending you the test. 

>Nick tzifas 

ΑΠΑΝΤΗΣΗ 

Dear Nick: Thank you.  The text came through perfectly. 

Zalman Usiskin 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ε –Α∆ΕΙΑ ΓΙΑ ΤΗΝ ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ ΑΠΟ ΤΟ 
ΠΑΙ∆ΑΓΩΓΙΚΟ ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ΣΤ -ΣΧΟΛΕΙΑ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 
ΣΧΟΛΕΙΑ ΤΗΣ ΕΡΕΥΝΑΣ 

1 62ο  ΑΘΗΝΑΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
2 3ο  ΓΛΥΦΑ∆ΑΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
3 1ο  ΑΥΛΩΝΑ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
4 2ο  ΤΑΥΡΟΥ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
5 3ο  ΑΡΓΥΡΟΥΠΟΛΗΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
6 3ο  ΑΡΓΥΡΟΥΠΟΛΗΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ (ΑΘΛΗΤΙΚΟ) 
7 3ο  ΑΓΙΟΥ. ∆ΗΜΗΤΡΙΟΥ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
8 1ο  ΑΡΓΥΡΟΥΠΟΛΗΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
9 1ο  ΠΕΤΡΟΥΠΟΛΗΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
10 2ο  ΑΜΑΛΙΑ∆ΑΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
11 1ο  ΠΑΠΑΓΟΥ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
12 1ο  Τ.Ε.Ε ΑΓΙΟΥ ∆ΗΜΗΤΡΙΟΥ ΤΕΧΝΙΚΟ ΕΠΑΓΓΕΛΜΑΤΙΚΟΛΥΚΕΙΟ 
13 3ο  ΤΡΙΚΑΛΩΝ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
14 ΣΑΜΟΥ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
15 2ο  ΚΟΖΑΝΗΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
16 9ο  ΑΘΗΝΑΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
17 ΕΡΑΣΜΕΙΟΣ ΕΛΛΗΝΟΓΕΡΜΑΝΙΚΗ ΣΧΟΛΗ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
18 ΠΕΝΤΑΛΟΦΟΥ ΚΟΖΑΝΗΣ ∆ΙΑΠΟΛΙΤΙΣΜΙΚΟ ΛΥΚΕΙΟ 
19 4ο  ΤΡΙΚΑΛΩΝ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
20 3ο  ΓΛΥΦΑ∆ΑΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
21 2ο  ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΟ ΑΘΗΝΑΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
22 1ο  ΑΥΛΩΝΑ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
23 2ο  ΤΑΥΡΟΥ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
24 6ο  ΠΕΤΡΟΥΠΟΛΗΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
25 34ο  ΑΘΗΝΑΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
26 ΕΡΑΣΜΕΙΟΣ ΕΛΛΗΝΟΓΕΡΜΑΝΙΚΗ ΣΧΟΛΗ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
27 ΣΗΤΕΙΑΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
28 ΣΗΤΕΙΑΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
29 33ο  ΑΘΗΝΑΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
30 1ο  ΤΑΥΡΟΥ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
31 2ο  ΑΙΓΑΛΕΩ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
32 9ο  ΑΘΗΝΑΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
33 ΚΑΙΣΑΡΗ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
34 ΚΑΙΣΑΡΗ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
35 22ο  ΠΑΤΡΑΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
36 12ο  ΠΑΤΡΑΣ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
37 3ο  ΠΑΤΡΑΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
38 5ο  ΠΑΤΡΑΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
39 7ο  ΤΕΕ ΠΑΤΡΑΣ ΤΕΧΝΙΚΟ ΕΠΑΓΓΕΛΜΑΤΙΚΟΛΥΚΕΙΟ 
40 ΚΟΡΩΠΙΟΥ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
41 12ο  ΑΘΗΝΑΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
42 1ο  ΙΛΙΟΥ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
43 1ο  ΙΛΙΟΥ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
44 ΛΕΟΝΤΕΙΟΣ ΝΕΑΣ ΣΜΥΡΝΗΣ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
45 ΙΩΝΙ∆ΕΙΟΣ  ΠΕΙΡΑΙΑ ΕΝΙΑΙΟ  ΛΥΚΕΙΟ 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ζ-ΚΛΙΜΑΚΑ ∆ΥΣΚΟΛΙΑΣ ΕΡΩΤΗΣΕΩΝ ΤΟΥ ΤΕΣΤ VAN 
HIELE 
Ο Mark Wilson (ένας από τους επικριτές του τεστ) σε άρθρο του στο περιοδικό JOURNAL 

FOR RESEARCH IN MATHEMATICS EDUCATION µε τίτλο Measuring a van Hiele Ge-

ometry Sequence έχει κάνει µια κλίµακα δυσκολίας των ερωτήσεων του τεστ van Hiele . Την 

κλίµακα αυτή την παραθέτουµε και κάνουµε την σύγκριση µε την δική µας κλίµακα όπως 

αυτή προέκυψε από την έρευνά µας.  

Ισχυρίζεται ο Mark Wilson ότι: συγκρίνοντας τις ερωτήσεις 7 και 9 µε τις υπόλοιπες ερωτήσεις 

του επιπέδου 2 ( ερωτήσεις 6,8 και 10), θα βρούµε ότι για αυτές τις δύο ερωτήσεις όλες οι 

γραµµές και τα σύνολα γραµµών που αναφέρονται στις πιθανές απαντήσεις παρέχονται για τα 

συνοδευτικά σχήµατα χωρίς λεπτοµέρειες που θα αποσπούσαν την προσοχή των µαθητών. Οι 

υπόλοιπες ερωτήσεις του επίπέδου 2 κάνουν αναφορά σε τουλάχιστον µία γραµµή ή σύνολο 

γραµµών η οποία είτε δεν παρουσιάζεται στο σχήµα ή περιβάλλεται από αλλά στοιχεία του σχή-

µατος που πρέπει να διαγραφούν προκειµένου να δούµε καθαρά την κατάσταση. Έτσι προκειµέ-

νου να δούµε την κατάσταση που παρουσιάζεται σε κάθε µια από τις πιθανές απαντήσεις των 

ερωτήσεων 6,8,10 ο µαθητής πρέπει είτε να φανταστεί το σχήµα και να το προσαρµόσει στην 

κατάλληλη πιθανή απάντηση ή να αντιγράψει το σχήµα σε ένα πρόχειρο χαρτί και να το προ-

σαρµόσει εκεί. ( Οι µαθητές δεν επιτρέπεται να γράψουν πάνω στα φύλλα του τεστ). Αυτή η επι-

πλέον προσπάθεια που χρειάζεται για την απάντηση τω ερωτήσεων 6,8,10 µπορεί να είναι το 

αίτιο εξ αιτίας του οποίου οι ερωτήσεις 7 και 9 εµφανίζονται ως ευκολότερες στην κλίµακα. 

Αντιγράφοντας το σχήµα σε άλλο φύλλο παρέχει δυνατότητες  εµφανίσεως λάθους. Το να φα-

νταστούν το σχήµα και να το προσαρµόσουν ώστε να ταιριάζει µε κάποια από τις πιθανές απα-

ντήσεις απαιτεί δεξιότητες που είναι πιθανόν δύσκολο να έχουν κατακτήσει και δεν είναι ακρι-

βώς µέρος της θεωρίας V.H. 

Όπως φαίνεται και στην δική µας κλίµακα η διαπίστωση του Mark Wilson µας βρίσκει σύµ-

φωνους. 

Επίσης ο Mark Wilson ισχυρίζεται ότι:Η µελέτη της ερώτησης 14 οδηγεί σε µια διαφορετική 

διάγνωση για την ασυνήθιστη δυσκολία της. Όπως και η ερώτηση 15 η συµπερίληψη της στο 

επίπεδο 3 αιτιολογείται στην αναφορά CDASSG γιατί οι µαθητές του επιπέδου 3 γνωρίζουν την 

χρήση των όρων µερικά και όλα. Η  χρήση αυτών όρων σε ορθογώνια και παραλληλόγραµµα 

είναι διαφορετική από την χρήση του «όλα» µε τις ιδιότητες του ορθογωνίου στην ερώτηση 14. 

Το σύνολο «όλα τα ορθογώνια» δεν µπορεί να τοποθετηθεί στην ίδια κατηγορία µε το σύνολο « 

όλες οι ιδιότητες των παραλληλογράµµων»  

Και εδώ όπως φαίνεται και στην δική µας κλίµακα η διαπίστωση του Mark Wilson µας βρί-

σκει σύµφωνους. 
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Συνεχίζοντας ο Mark Wilson ισχυρίζεται ότι:Αυτά τα δύο παραδείγµατα παρουσιάζουν πιθα-

νούς τρόπους για το ότι οι ερωτήσεις µπορεί να αποκρύψουν την σηµασία της ιεραρχίας V.H. 

µέσω αλληλεπιδράσεων µε δεξιότητες που βρίσκονται εκτός της ιεραρχίας και µέσω µη επαρ-

κούς κατάταξης. Η γιατρειά αυτών των δύο προβληµάτων δεν θα οδηγούσε στην διαµέριση της 

κλίµακας και παρόλα αυτά θα παρέµενε η αλληλοεπικάλυψη για τα επίπεδα 2 και 3 και σχεδόν 

και για τα επίπεδα 3 και 4 όπως φαίνεται στο σχήµα. 

Και καταλήγει συµπεραίνοντας ότι: Αυτά τα αποτελέσµατα παρουσιάζουν µερικούς τρόπους 

που οι εµπειρικές έρευνες στην θεωρίες της διαδοχικής µάθησης  και η ανάλυση των αποτελε-

σµάτων µε ένα πιθανοθεωρητικό µοντέλο µπορεί να βελτιώσουν την κατανόηση µας για τον 

τρόπο που οι µαθητές αντιµετωπίζουν α) την δοµή της πληροφορίας που τους παρουσιάζεται 

και β) τις διαδοχικές εργασίες που οι δάσκαλοι αναθέτουν. Πρώτα η έρευνα για ερωτήσεις µε 

οµοιογενές επίπεδο δυσκολίας µπορεί να επαναπροσδιορίσει τον ορισµό εργασιών και να επικε-

ντρώσει την προσοχή µας σε πιθανές λανθασµένες προδιαγραφές στην διαδικασία πραγµατο-

ποίησης εργασιών και ερωτήσεων. ∆εύτερον η διαφοροποίηση µεταξύ της σχεδιαζόµενης σει-
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ΚΛΙΜΑΚΑ ΤΟΥ WILSON  
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ράς εργασιών και της εµπειρικής σειράς µπορεί να παρέχει κατανόηση σε προβλήµατα µε τις 

θεωρίες µάθησης. Τρίτον ένα πιθανοθεωρητικό µοντέλο µπορεί να µας παρέχει ένα πλαίσιο για 

να συζητήσουµε το νόηµα ( από την σκοπιά της συµπεριφοράς) των διαφοροποιηµένων επιπέ-

δων επίτευξης δεξιοτήτων και γνώσεων στην µαθησιακή ακολουθία και να συζητήσουµε την 

καταλληλότητα των µετρήσεων που χρησιµοποιούνται.  
 ΕΡΩΤΗΣΗ Συχνότητα σωστών απαντήσεων Ποσοστό% 

2 1666 90,6 
3 1596 86,8 
1 1587 86,3 
4 1546 84,1 

13 1465 79,7 
5 1439 78,3 
7 1388 75,5 
9 1195 65,0 
8 1076 58,5 

12 889 48,4 
6 862 46,9 

16 704 38,3 
11 688 37,4 
10 680 37,0 
15 673 36,6 
17 602 32,8 
20 558 30,4 
14 501 27,3 
18 378 20,6 
19 324 17,6 

 

ΡΑΒ∆ΟΓΡΑΜΜΑ ΠΟΣΟΣΤΩΝ ΣΩΣΤΩΝ ΑΠΑΝΤΗΣΕΩΝ ΤΟΥ 
ΤΕΣΤ VAN HIELE
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