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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Βασικό µάθηµα του Τµήµατος Μαθηµατικών του Πανεπιστηµίου Αθηνών, 
αποτελεί ο Απειροστικός Λογισµός. Οι βασικές έννοιες που µελετώνται είναι οι 
έννοιες των πραγµατικών αριθµών, συναρτήσεων,ακολουθιών, ορίων ακολουθιών 
και συναρτήσεων, παραγώγων και ολοκληρωµάτων συναρτήσεων. 

Έρευνες  ([3], [12], [13], [18]) που έχουν πραγµατοποιηθεί τα τελευταία είκοσι 
χρόνια στη διδακτική του Απειροστικού Λογισµού, αναδεικνύουν δυσκολίες και  
εµπόδια που συναντούν οι φοιτητές στην κατανόηση του µαθήµατος 
αυτού.Συγκεκριµένα, έχει επισηµανθεί ότι :  
1. Η πλειοψηφία των φοιτητών αποφεύγει να διατυπώνει τους ορισµούς εννοιών  
και κυρίως δυσκολεύεται στους  ε-δ ορισµούς.([7],[17]) 
2. Μεγάλο ποσοστό φοιτητών δεν αντιµετωπίζει µε αυστηρότητα τα ζητήµατα 
που τίθενται προς λύση, µε αποτέλεσµα να παρουσιάζονται αποδείξεις µη 
ολοκληρωµένες ή και εντελώς λανθασµένες. ([12], [13], [18]) 
3. Πολλοί από τους φοιτητές δυσκολεύονται περισσότερο µε τις έννοιες των 
ορίων και συνέχειας, κυρίως, λόγω  των συγκρούσεων που δηµιουργούνται από 
τους ορισµούς των εννοιών και τις αυθόρµητες αντιλήψεις(spontaneous 
conceptions, Cornu, 1981-1982, βλέπε [7]). ([3], [7]) 
Τις δυσκολίες αυτές, καθώς επίσης και τις αιτίες που τις προκαλούν, θα τις 
παρουσιάσουµε αναλυτικά στο δεύτερο κεφάλαιο της εργασίας. 

Παρόλο που οι φοιτητές είναι εξοικειωµένοι µε τις έννοιες που διδάσκονται  στο 
µάθηµα του Απειροστικού Λογισµού, αντιµετωπίζουν µεγάλες  δυσκολίες στην 
κατανόησή τους και στον χειρισµό τους. Απόδειξη των δυσκολιών αυτών είναι τα 
αποτελέσµατα των εξετάσεών τους στο µάθηµα του Απειροστικού Λογισµού, που 
συνήθως δεν είναι και πολύ αισιόδοξα για το επίπεδο γνώσης των φοιτητών. 

Θεωρώντας ότι η εξέλιξη της µαθηµατικής γνώσης στηρίζεται στην 
προϋπάρχουσα γνώση, είναι πολύ δύσκολο για κάποιο φοιτητή να συνεχίσει τις 
σπουδές του αν δεν κατανοήσει και εµπεδώσει τις έννοιες που µελετά ο 
Απειροστικός Λογισµός. Έτσι, θέλωντας να µάθουµε ποια ακριβώς είναι  τα 
προβλήµατα των φοιτητών, αλλά και που οφείλονται αυτά, πραγµατοποιήσαµε την 
ακόλουθη έρευνα, στηριζόµενη τόσο στα αποτελέσµατα της εξέτασης των 
φοιτητών, στο µάθηµα του Απειροστικού I, τον Σεπτέµβριο του 2003, όσο και σε  
προσωπικές συνεντεύξεις µε επιλεγµένους φοιτητές που συµµετείχαν στη γραπτή 
εξέταση.  

Κατά τη διάρκεια αυτής της έρευνας παρατηρήσαµε δυσκολίες που 
αντιµετωπίζουν οι φοιτητές στο µάθηµα του Απειροστικού I. Μερικές από αυτές 
έχουν επισηµανθεί από διάφορους ερευνητές(Artigue [3], Cornu [7], Vinner[17] 
κ.α.) και επιπλέον διαπιστώσαµε ότι :  

1.   Οι φοιτητές αντιµετωπίζουν δυσκολίες στην επίλυση ανισώσεων. 
2. ∆εν κατανοούν τις εκφωνήσεις θεµάτων, προτάσεων, θεωρηµάτων, δεν 

αναγνωρίζουν τα δεδοµένα και τα ζητούµενα, τις υποθέσεις και τα 
συµπεράσµατα. 

3. Συγχέουν την έννοια της συνάρτησης µε την έννοια της ακολουθίας. 
Τις δυσκολίες αυτές δε τις συναντήσαµε στη βιβλιογραφία που 

χρησιµοποιήσαµε, αλλά προέκυψαν από τη µελέτη γραπτών, φοιτητών που 
συµµετείχαν στη γραπτή εξέταση. Όλες τις δυσκολίες, τόσο αυτές που έχουν 
επισηµανθεί από τους ερευνητές, όσο και αυτές που παρατηρήσαµε εµείς από τη 
µελέτη των γραπτών (και δε τις βρήκαµε στη βιβλιογραφία µας), τις 
παρουσιάζουµε αναλυτικά στο τρίτο κεφάλαιο της εργασία. Επιπλέον, τις 
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επιβεβαιώνουµε αναλύοντας προσωπικές συνεντευξείς που πήραµε από τους 
φοιτητές, που συµµετείχαν στην εξέταση, Αυτές παρουσιάζονται στο τέταρτο 
κεφάλαιο και συµπεράσµατα αναλύονται στο πέµπτο κεφάλαιο, όπου εµφανίζονται 
συµπερασµατικά και όλες οι δυσκολίες κατανόησης και έκφρασης που 
παρατηρήσαµε από την έρευνα και τη µελέτη των γραπτών. 

Το Σεπτέµβριο του 2003 συµµετείχαν στις γραπτές εξετάσεις  του µαθήµατος  
Απειροστικός I, 379 φοιτητές, όχι µόνο πρωτοετείς, του Μαθηµατικού Τµήµατος. 
Οι φοιτητές έπρεπε να απαντήσουν το πολύ σε δέκα θέµατα  από τα έντεκα που  
προτείνονταν. Στην εργασία αυτή µελετήσαµε τις απαντήσεις που δόθηκαν σε τρία 
θέµατα, µε αριθµούς 1, 7 και 9, στο φυλλάδιο της εξέτασης. Τα θέµατα αυτά 
επιλέγησαν από την  επιβλέπουσα της εργασίας αυτής και διδάσκουσα του 
µαθήµατος , κ. Φαρµάκη, και τους διδάσκοντες του µαθήµατος κ. Γιαννακούλια 
και κ. Κατάβολο, ως πιο πρόσφορα για την συγκεκριµένη έρευνα. Το θέµα µε 
αριθµό1 είχε δυο ερωτήµατα, τα οποία µελετήθηκαν ξεχωριστά και εποµένως στο 
τρίτο κεφάλαιο αναφερόµαστε στη µελέτη τεσσάρων θεµάτων. 

Ενώ τα γραπτά ήταν διορθωµένα από τους διδάσκοντες του µαθήµατος, άρχισε 
η µελέτη τους. Αρχικά, διαχωρίσαµε τα γραπτά σε δυο κατηγορίες : σε αυτά που ο 
βαθµός τους ήταν µεγολύτερος ή ίσος του πέντε και σε αυτά που ο βαθµός ήταν 
µικρότερος του πέντε. Με αυτό τον τρόπο διαπιστώσαµε πόσοι από τους φοιτητές 
κατάφεραν να «περάσουν» το µάθηµα και πόσοι θα χρειάζονταν να το 
ξαναδώσουν. Έτσι, είχαµε µια πρώτη εικόνα κατά πόσο δυσκολεύονται οι φοιτητές 
στο συγκεκριµένο µάθηµα. 

Το επόµενο βήµα ήταν η µελέτη του καθενός από τα τρία θέµατα χωριστά. 
Ειδικά για κάθε θέµα διαχωρίσαµε τα γραπτά και πάλι σε δυο κατηγορίες : σε αυτά 
που οι φοιτητές είχαν ασχοληθεί µε το θέµα και σε αυτά που δεν είχαν µπει στη 
διαδικασία απάντησής του και προφανώς δε µας ενδιέφεραν. Από τα γραπτά στα 
οποία υπήρχε κάποια απάντηση στο θέµα που µελετούσαµε, ξεχωρίσαµε όσα ήταν 
απαντηµένα σωστά (ήταν ήδη βαθµολογηµένα από τους διδάσκοντες) από αυτά 
που δεν είχαν πλήρη απάντηση ή είχαν λανθασµένο συλλογισµό. Τελικά, µας 
ενδιέφεραν τα γραπτά µε τις ελλιπεις ή λανθασµένες απαντήσεις. 

Κάθε ένα τέτοιο γραπτό το επεξεργαστήκαµε χωριστά. Εντοπίσαµε τους 
διαφορετικούς τρόπους µε τους οποίους οι φοιτητές επεξεργάστηκαν το θέµα, 
καθώς και τα λάθη ή τις παραλήψεις που εµφανίστηκαν. ∆ιαπιστώσαµε ότι τόσο 
κάποιοι τρόποι αντιµετώπισης των θεµάτων, όσο και συγκεκριµένα λάθη, 
επαναλαµβάνονταν.’Ετσι, µπορέσαµε να οµαδοποιήσουµε και τις µεθόδους 
επίλυσης των θεµάτων καθώς και τα διάφορα λάθη. Επιπλέον, τα λάθη αυτά τα 
κατηγοριοποιήσαµε σύµφωνα µε την ταξινόµηση του Orton (1980)(βλέπε [2]). 

Κατόπιν, ακολούθησε στατιστική επεξεργασία όλων των δεδοµένων που είχαµε 
εντοπίσει από τη µελέτη των γραπτών. Με αυτό τον τρόπο προέκυψαν τα ποσοστά 
επιτυχίας του µαθήµατος, τα ποσοστά επιτυχίας στο κάθε θέµα καθώς και τα 
ποσοστά που µας δείχνουν πόσοι από τους φοιτητές πράττουν το ίδιο λάθος. 

Σκοπός αυτής της έρευνας δεν ήταν µόνο ο εντοπισµός των δυσκολιών που 
αντιµετωπίζουν οι φοιτητές κατά την επίλυση ενός ζητήµατος του Απειροστικού 
Λογισµού και των λαθών που διαπράττουν, αλλά µας ενδιέφερε και η γνώµη των 
ίδιων των φοιτητών για τις δυσκολίες που έχουν στην αντιµετώπιση των θεµάτων, 
αλλά και για τα λάθη τους. Έτσι, επιλέξαµε τρεις φοιτητές (δύο φοιτητές και µια 
φοιτήτρια) που συµµετείχαν στις εξετάσεις του Σεπτεµβρίου του 2003 και 
συζητήσαµε µαζί τους αφ’ ενός τους τρόπους που αντιµετώπισαν τα συγκεκριµένα 
θέµατα, αλλά και γενικότερες αντιλήψεις σχετικά µε το µάθηµα.  



 3

Και µε τις συνεντεύξεις των φοιτητών επιβεβαιώσαµε τα συµπεράσµατά µας 
από την ανάλυση των γραπτών για τις δυσκολίες που συναντούν οι φοιτητές στον 
κατανόηση Απειροστικό Λογισµό. Παρατηρήσαµε δυσκολίες που εντοπίζονται στη 
βιβλιογραφία µας, όπως ο χειρισµός των εννοιών του ορίου και της συνέχειας, 
λόγω της µη κατανόησης των ορισµών τους, η µη αυστηρή και πλήρη διατύπωση 
των ισχυρισµών τους, η δυσκολία τεκµηρίωσης και απόδειξης και άλλα.Επίσης, 
παρατηρήσαµε ότι δεν κατανοούν πλήρως τις εκφωνήσεις θεµάτων, όσο αφορά τη 
διάκριση δεδοµένων και ζητούµενων  Παράλληλα, προέκυψαν και γενικότερα 
συµπεράσµατα, σχετικά µε την εικόνα και τις αντιλήψεις που έχουν για το µάθηµα 
του Απειροστικού Λογισµού. Για παράδειγµα, επισηµαίνουν το «χάσµα» που 
υπάρχει ανάµεσα στη δευτεροβάθµια και τριτοβάθµια εκπαίδευση, διακρίνουν µια 
σχετική ευκολία στην κατανόηση των εννοιών που εµφανίζονται στην εισαγωγή 
του µαθήµατος, αλλά ταυτόχρονα επισηµαίνουν και το µη τακτικό τους διάβασµα 
και την µη καθηµερινή τους ενασχόληση µε το µάθηµα. Όλα τα παραπάνω 
εµφανίζονται στο τέταρτο και πέµπτο κεφάλαιο της εργασίας, όπου υπάρχουν 
αντίστοιχα, οι συνεντεύξεις των φοιτητών καθώς και γενικά συµπεράσµατα που 
προέκυψαν από αυτές. Σε αυτά τα κεφάλαια παρουσιάζονται µε λεπτοµέρειες όλα 
όσα συζητήσαµε µε τους φοιτητές, καθώς επίσης και όσα προέκυψαν από την 
έρευνα και µελέτη των γραπτών. 

Συνοπτικά, η εργασία αυτή αποτελείται από πέντε κεφάλαια, όπου στο πρώτο 
κεφάλαιο παρουσιάζουµε µια ιστορική αναδροµή της πορείας και εξέλιξης του 
Απειροστικού Λογισµού, στηριζόµενοι στα συγγράµµατα του καθηγητής κ. Σ. 
Νεγρεπόντη, για τα µεταπτυχιακά µαθήµατα Ιστορία των Αρχαίων Ελληνικών 
Μαθηµατικών και Πλάτωνας και Μαθηµατικά και στο σύγγραµµα του 
αναπληρωτή καθηγητής κ. Ε. Γιαννακούλια, Σύντοµη Ιστορική περίληψη της 
εξέλιξης του Απειροστικού Λογισµού, για το µεταπτυχιακό µάθηµα ∆ιδακτική του 
Απειροστικού Λογισµού, καθώς και στα ιστορικά σηµειώµατα του βιβλίου 
Απειροστικός Λογισµός I. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο της εργασίας παρουσιάζουµε  δυσκολίες που συναντούν 
οι φοιτητές στο µάθηµα του Απειροστικού Λογισµού, οι οποίες αναφέρονται στη 
διεθνή βιβλιογραφία.  

Στο τρίτο κεφάλαιο, παρουσιάζουµε την έρευνά µας αναφερόµενοι στα γραπτά 
φοιτητών που συµµετείχαν στη γραπτή εξέταση τον Σεπτέµβριο του 2003 και 
αναφέρουµε τα αποτελέσµατα της έρευνας αυτής σχετικά µε τα λάθη και τις 
δυσκολίες των φοιτητών στην αντιµετώπιση των θεµάτων αυτών. 

 Το τέταρτο κεφάλαιο και πέµπτο κεφάλαιο, όπως αναφέραµε, περιέχουν την 
οργάνωση  των συνεντεύξεων που πήραµε από φοιτητές και τα γενικά 
συµπεράσµατα, που προέκυψαν από τη µελέτη των γραπτών, αλλά και τις 
συνεντεύξεις των φοιτητών.  
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  ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 : ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΑΝΑ∆ΡΟΜΗ 
 

Είναι ευρέως γνωστό ότι οι θεµελιώδεις έννοιες του διαφορικού και 
ολοκληρωτικού λογισµού εµφανίστηκαν στη µαθηµατική σκηνή πολύ νωρίς, αλλά 
η ανάπτυξή τους ήταν πολύ αργή. Η χρονική περίοδος από τον 6ο π.Χ. αιώνα ως 
τον 3ο π.Χ. αιώνα, αποτελεί το διάστηµα όπου ο Απειροστικός Λογισµός βρίσκεται 
σε «λανθάνουσα» µορφή και ανιχνεύεται από τα επιτεύγµατα των αρχαίων 
Ελλήνων φιλοσόφων και µαθηµατικών, τα οποία αποτελούν την αφετηρία για την 
ανάπτυξή του. 

Ο 6ος αιώνας υπήρξε µια καµπή για την ανθρωπότητα. Εως τότε ο άνθρωπος 
προσπαθούσε να εντοπίσει µια κανονικότητα στον κόσµο που τον περιέβαλλε µε 
σκοπό να κατανοήσει την προέλευσή του. Έτσι, έδινε διάφορες µυθολογικές 
εξηγήσεις, που όµως µε το χρόνο συγκρούονταν µε τη λογική, οπότε άρχισε να 
εµφανίζεται η επιστηµονική σκέψη. 

Ο Πυθαγόρας, ίσως ακριβέστερα η Πυθαγόρεια Σχολή, αρχικά πίστευε ότι τα 
πάντα περιγράφονται από τους φυσικούς αριθµούς. Θεωρούσαν ότι όλα τα 
αντικείµενα είναι φτιαγµένα από σηµεία ή µονάδες ύπαρξης. Για αυτούς µια 
γραµµή αποτελείται από µικρές σφαίρες (µονάδες), δηλαδή από ορισµένο αριθµό 
σηµείων. Με αυτή την έννοια θεωρούσαν ότι δυο οποιαδήποτε ευθύγραµµα 
τµήµατα είναι σύµµετρα, δηλαδή έχουν κοινή µονάδα µέτρησης.  

Προσπαθώντας, όµως, να λύσουν το πρόβληµα της κατασκευής ενός 
τετραγώνου µε διπλάσιο εµβαδό από δοθέν άλλο τετράγωνο πλευράς α, βρήκαν µε 
την εφαρµογή του Πυθαγορείου Θεωρήµατος ότι η πλευρά α και η διαγώνιος δ 
είναι µεγέθη ασύµµετρα (δηλαδή ότι δεν έχουν κοινό µέτρο). 

 Η ανακάλυψη των αρρήτων και των ασύµµετρων αριθµών οδήγησε αρχικά σε 
κρίση στις τάξεις των Πυθαγορείων, ωστόσο ήταν οι πρώτοι που αργότερα 
προσέγγισαν την έννοια της ασυµµετρίας µέσω της µουσικής. Τα αρχαία όργανα 
είχαν χορδές καθ’ όλα όµοιες, αλλά διαφορετικού µήκους. Για να προκληθεί 
µουσικής ήχος, χτυπούσαν δυο άνισες χορδές, έτσι ώστε το αποτέλεσµα να είναι 
αρεστό(δίχορδο). ∆ιάφορα ακουστικά πειράµατα είτε από τον ίδιο τον Πυθαγόρα, 
είτε από άλλους, όπως τον Ίππασο, το Λάσο τον Ερµιονευς ή το Γλαύκο, 
φανερώνουν προσπάθεια για αναζήτηση της έννοιας της αναλογίας, όχι µε αυστηρά 
µαθηµατικό τρόπο, αλλά µε εµπειρικό, δηλαδή µε τις αισθήσεις.  

Έτσι, αναζητώντας ένα κοινό µέτρο για τη µουσική κλίµακα, οδηγήθηκαν στην 
άπειρη πολλαπλασιαστική ανθυφαίρεση της αρµονίας. Ο Φιλόλαος, ήταν ο 
αρχαιότερος Πυθαγόρειος, µια γενιά νεότερος του Πλάτωνα, αναφέρει στο 
απόσπασµα 6, γραµµές 16-24 :   
 «¡rmon…aj d� mšgeqÒj ™sti sullab¦ kaˆ di' Ñxei©n· tÕ  
d� di' Ñxei©n me‹zon t©j sullab©j ™pogdÒwi. œsti g¦r  
¢pÕ Øp£taj ™pˆ mšssan sullab£, ¢pÕ d� mšssaj ™pˆ  
ne£tan di' Ñxei©n, ¢pÕ d� ne£taj ™j tr…tan sullab£, ¢pÕ  
d� tr…taj ™j Øp£tan di' Ñxei©n· tÕ d' ™n mšswi mšssaj  
kaˆ tr…taj ™pÒgdoon· ¡ d� sullab¦ ™p…triton, tÕ d�   
di' Ñxei©n ¹miÒlion, tÕ di¦ pas©n d� diplÒon. oÛtwj ¡r- 
mon…a pšnte ™pÒgdoa kaˆ dÚo dišsiej, di' Ñxei©n d� tr…a  

™pÒgdoa kaˆ d…esij, sullab¦ d� dÚ' ™pÒgdoa kaˆ d…esij.» 
 
Από το παραπάνω απόσπασµα προκύπτουν οι σχέσεις :  
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3 , δηλαδή είναι λόγοι της µορφής  άρτιος - περιττός ή περιττός - άρτιος. 

Εποµένως  ποτέ δεν µπορούν να δώσουν λόγο 
1
1  και άρα η διαδικασία αυτή 

συνεχίζεται επ’ άπειρον. Έτσι, λοιπόν, οι Πυθαγόρειοι οδηγήθηκαν στο συµπέρασµα 
ότι δεν υπήρχε κοινό µέτρο για την αρµονία. [14] 

Ακολούθησαν και άλλες αποκαλύψεις που αποτέλεσαν αντικείµενο βαθύτερου 
φιλοσοφικού και µαθηµατικού στοχασµού. Ο Πλάτωνας, στο διάλογο Θεαίτητο, 
αναφέρει ότι ο Θεόδωρος ο Κυρηναίος είχε αποδείξει το άρρητο των ριζών των 
φυσικών αριθµών (που δεν είναι τέλεια τετράγωνα) µέχρι το 17 (Θεαίτητος, 145c7-
148e5), ενώ στο δέκατο βιβλίο των Στοιχείων του Ευκλείδη, που αποδίδεται στο 
Θεαίτητο, παρουσιάζεται πλήρης χαρακτηρισµός της ασυµµετρίας µεγεθών µέσω 
της διαδικασίας της ανθυφαίρεσης(προτάσεις Χ1-8). 

 Επιπλέον, στο διάλογο του Πλάτωνα, Μένων, 80d5-86c2 , παρουσιάζεται η 
ανάµνηση της διαµέτρου ενός τετραγώνου από έναν αγεωµέτρητο δούλο.Όλα τα 
βήµατα που περιγράφει ο Μένων είναι οι ανισοτικές σχέσεις την ανθυφαίρεση του 

2  και κατόπιν το κριτήριο λόγου. Στο παραπάνω χωρίο, προσπαθώντας ο 
Σωκράτης να πείσει το Μένων ότι η µάθηση δεν είναι κάτι καινούριο, αλλά αυτό 
που ονοµάζουµε µάθηση είναι η ανάµνηση όσων ξέρουµε 

  («oÙd�n kwlÚei �n mÒnon ¢namnhsqšnta–Ö d¾ m£qhsin kaloàsin  
  ¥nqrwpoi–t«lla p£nta aÙtÕn ¢neure‹n, ™£n tij ¢ndre‹oj Ï  
  kaˆ m¾ ¢pok£mnV zhtîn· tÕ g¦r zhte‹n ¥ra kaˆ tÕ manq£nein  
  ¢n£mnhsij Ólon ™st…n. oÜkoun de‹ pe…qesqai toÚtJ tù  
  ™ristikù lÒgJ· oátoj m�n g¦r ¨n ¹m©j ¢rgoÝj poi»seien  
  kaˆ œstin to‹j malako‹j tîn ¢nqrèpwn ¹dÝj ¢koàsai, Óde  
  d� ™rgatikoÚj te kaˆ zhthtikoÝj poie‹· ú ™gë pisteÚwn  
¢lhqe‹ e�nai ™qšlw met¦ soà zhte‹n ¢ret¾ Óti ™st…n.», Μένων, 81d2-81e2) 
φωνάζει έναν δούλο για να του αποδείξει πως αν και ο δούλος δεν είχε διδαχθεί 
ποτέ γεωµετρία, µε σωστές και επαναλαµβανόµενες ερωτήσεις, µπορεί να τον 
οδηγήσει στι σωστό αποτέλεσµα. Έτσι, το ερώτηµα που τίθεται είναι πόση θα είναι 
η πλευρά τετραγώνου εµβαδού διπλάσιου από αρχικό µε πλευρά α. Ο διάλογος 
καταλήγει στην κατασκευή πλευράς δ, τέτοιας ώστε 22 2αδ =  και η οποία τελικά 

είναι ισοδύναµη της 
1

1

1 α
δ

δ
α = . [4] 

Τελικά, γύρω στα 370 π.Χ., ο Εύδοξος (408-355 π.Χ. ;), µαθητής του Πλάτωνα 
και του Πυθαγόρειου Αρχύτα, έδωσε τη µεγαλειώδη λύση διατυπώνοντας τον 
ορισµό της αναλογίας, ανεξάρτητα από το αν τα µεγέθη που λαµβάνουν µέρος είναι 
σύµµετρα ή ασύµµετρα. Ο ορισµός αυτός έγινε δεκτός από την αρχαία Ελληνική 
µαθηµατική κοινότητα και εκτίθεται στο Πέµπτο Βιβλίο των Στοιχείων του 
Ευκλείδη(είναι ο πέµπτος ορισµός). Αποτελεί κατ’ ουσίαν τον ορισµό των 
πραγµατικών αριθµών µε τις τοµές Dedekind, όπως τις γνωρίζουµε σήµερα. 
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Στον Εύδοξο οφείλεται και η επινόηση της µεθόδου της εξάντλησης, που είναι 
συνδεδεµένη περισσότερο ίσως µε το όνοµα του Αρχιµήδη (287-212 π. Χ). Με 
αυτή την παραγωγική µέθοδο, υπολογίζονταν γεωµετρικές ποσότητες (όγκοι, 
εµβαδά), οι οποίες όµως ήταν γνωστές εκ των προτέρων. Έτσι, οι αρχαίοι Έλληνες 
µαθηµατικοί (και ιδιαίτερα ο Αρχιµήδης) έφθαναν στη γνώση της ζητούµενης 
τιµής διαισθητικά, ώστε µετά να είναι σε θέση να εφαρµόσουν τη µέθοδο της 
εξάντλησης για να αποδείξουν το αποτέλεσµα που είχαν εικάσει.  

Ο Εύδοξος, µε τη µέθοδο της εξάντλησης, εκτός από τους υπολογισµούς του 
όγκου της τριγωνικής πυραµίδας και του όγκου του κυκλικού κώνου, επίσης 
απέδειξε ότι ο λόγος των όγκων δυο σφαιρών µε ακτίνες ρ1 και ρ2 αντίστοιχα, είναι 

ίσος µε 
3

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ
ρ  και ο λόγος των εµβαδών δυο κύκλων µε ακτίνες  ρ1 και ρ2 

αντίστοιχα, είναι ίσος µε το λόγο 
2

2

1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ
ρ . 

Εµείς, το µαθηµατικό έργο του Ευδόξου το µαθαίνουµε από το Πέµπτο και 
∆ωδέκατο Βιβλίο του Ευκλείδη, µιας και αυτούσιο το έργο του δεν έχει διασωθεί. 
Το Πέµπτο Βιβλίο, όπως προαναφέραµε, αφορά τη θεµελίωση των πραγµατικών 
αριθµών, ενώ το ∆ωδέκατο αναφέρεται στους υπολογισµούς εµβαδών και όγκων 
µε τη βοήθεια της εξάντλησης. 

Χρειάστηκε να περάσει περίπου ένας αιώνας από την εποχή που έζησε ο 
Ευδοξος, για να εµφανισθεί ο Αρχιµήδης ο Συρακούσιους, ο µεγαλύτερος 
µαθηµατικός της αρχαιότητας, και χωρίς αµφιβολία όλων των εποχών. Όλα τα έργα 
του διαπνέονται από µια εκπληκτική πρωτοτυπία σκέψης, που συνδυάζεται µε 
αυστηρότητα στις αποδείξεις και µεγάλη ικανότητα στην τεχνική των 
υπολογισµών.  

Οι πιο σηµαντικές συνεισφορές του Αρχιµήδη στα µαθηµατικά ανήκουν στον 
τοµέα που σήµερα αποκαλούµε «ολοκληρωτικό λογισµό», ο οποίος ασχολείται µε 
θεωρήµατα για τα εµβαδά επιπέδων σχηµάτων και όγκους στερεών σωµάτων. Στο 
βιβλίο του «Κύκλου µέτρησις», παρέχονται προσεγγίσεις για το µήκος της 
περιφέρειας του κύκλου. Επιπλέον, σε ένα άλλο βιβλίο του, «Περί σφαίρας και 
κυλίνδρου», υπολογίζει το εµβαδό της επιφάνειας της σφαίρας και τον όγκο της 
σφαίρας. 

Ένα από τα πιο ωραία και χαρακτηριστικά παραδείγµατα εφαρµογής της 
µεθόδου της εξάντλησης είναι ο υπολογισµός του εµβαδού του παραβολικού 
χωρίου στην εργασία του «Τετραγωνισµός Παραβολής», όπου σε µια σύγχρονη 
διατύπωση υπολογίζει το εµβαδόν του επίπεδου χωρίου που περικλείεται από την 
παραβολή 2xy = , τον άξονα των x  και π.χ. την ευθεία 1=x , δηλαδή υπολογίζει 

το ολοκλήρωµα dxx∫
1

0

2 . Ο Αρχιµήδης έδωσε δυο αποδείξεις, στη µια εγγράφοντας 

τρίγωνα και στην άλλη εγγράφοντας ορθογώνια(µέθοδο που και σήµερα γενικά 
ακολουθούµε στην ολοκλήρωση µε τα αθροίσµατα Riemann). (Αργότερα, στην 
«Προς  Ερατοσθένην έφοδος», έδωσε και τρίτη διαισθητική απόδειξη). 

Με την χρησιµοποίηση της µεθόδου της εξάντλησης και µε έξυπνα τεχνάσµατα, 
ο Αρχιµήδης, απέφευγε την χρήση του ορίου και του απειροστού. Για το λόγο 
αυτό, χρησιµοποιούσε διάφορες «µεθόδους µηχανικής», για να καταλήξει στην 
πιθανή λύση του προβλήµατος και στη συνέχεια το έλυνε χρησιµοποιώντας τη 
µέθοδο της εξάντλησης. 
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Μετά την παρακµή του αρχαίου πολιτισµού, το επίκεντρο της µαθηµατικής 
έρευνας µετατοπίστηκε στις Αραβικές χώρες. Από τον 8ο αιώνα µ.Χ., η ελληνική 
γνώση περνάει στα χέρια των Αράβων. Οι Άραβες του 9ου και 10ου µ.Χ. αιώνα ήταν 
µεγάλοι µαθηµατικοί και ικανοί µεταφραστές. Έτσι, µεταφράζουν κείµενα των 
Ευκλείδη, Αρχιµήδη, Απολλωνίου, ∆ιόφαντου. Τα µαθηµατικά ανθίζουν τον12ο 
και 13ο αιώνα. 

Τον 16ο αιώνα τα σύµβολα «+» και «-» εισάγονται για πρώτη φορά και άρχίζουν 
πλέον να αναγνωρίζονται τα πλεονεκτήµατα του δεκαδικού συστήµατος.Στη 
δεκαετία του 1630, Καρτέσιος και Fermat ανακαλύπτουν την αναλυτική 
γεωµετρία. Αναλυτική γεωµετρία σήµαινε ότι οι καµπύλες µπορούσαν να 
παρασταθούν µε εξισώσεις, σήµαινε όµως και το αντίστροφο, ότι κάθε εξίσωση 
προσδιόριζε µια καµπύλη. Το πρόβληµα της εφαπτοµένης µιας καµπύλης, τα 
προβλήµατα µέγιστων και ελάχιστων τιµών, παίρνουν εξέχουσα θέση στη 
µαθηµατική σκηνή. Για παράδειγµα όταν ένα βλήµα βάλλεται από ένα κανόνι, η 
απόσταση που θα διανύσει οριζοντίως εξαρτάται από τη γωνία που σχηµατίζει το 
κανόνι µε το έδαφος. Άρα, προέκυπτε το πρόβληµα της εύρεσης γωνίας που θα 
έδινε το µέγιστο βεληνεκές. 

Αυτή η διαδικασία άνοιξε το δρόµο για µια ανεξάρτητη ανάπτυξη του 
διαφορικού λογισµού από τους Newton (1642-1727) και Leibniz (1646-1716), που 
καταλήγει στις διαδικασίες της ολοκλήρωσης και της διαφόρισης. Το 1671 ο 
Newton γράφει µια µονογραφία µε τίτλο «Methodus fluxicnum et serierum 
imfinitarum», που δηµοσιεύτηκε το 1736. Σε αυτή θεωρεί ότι οι µεταβλητές 
ποσότητες γεννιόνται από συνεχή κίνηση σηµείων, γραµµών και επιπέδων και όχι 
από αθροίσµατα άπειρου πλήθους απειροστών σηµείων. Έτσι, η γραµµή γεννιέται 
από µια ρευστή ποσότητα χ, την οποία ονόµασε «ρέον» (fluent). Την ταχύτητα µε 
την οποία η γραµµή αυτή γεννιέται την ονόµασε «ροή του ρέοντος» και την 

συµβόλισε µε x
.

. Το απείρως µικρό µήκος κατά το οποίο αυξάνεται ένα ρέον σε 

απείρως µικρό χρόνο, το ονόµασε στιγµή του ρέοντος και το συµβόλισε x
.

0. Με 
τον τρόπο αυτό δηµιούργησε µια µέθοδος λύσης προβληµάτων ανάλυσης που είναι 
πολύ κοντά σε αυτήν που χρησιµοποιούµε σήµερα. 

Ήταν όχι πριν από την αρχή του δέκατου ένατου αιώνα, όταν ο Cauchy 
ανέπτυξε ένα εργαλείο θεωρητικής βάσης για το λογισµό χρησιµοποιώντας την 
έννοια του ορίου, και η ολοκλήρωση αναπτύχθηκε χρησιµοποιώντας τις συνεχείς 
συναρτήσεις. Στο υπόλοιπο του δέκατου ένατου αιώνα, η αριθµητικοποίηση της 
ανάλυσης πραγµατοποιήθηκε µέσω των επίσηµων ορισµών των τοµών Dedekind 
της πραγµατικής ευθείας ή τις ακολουθίες Cauchy, και των επίσηµων ορισµών των 
ορίων και της συνέχειας χρησιµοποιώντας τη µέθοδο ε-δ σε µια καθαρά αριθµητική 
µορφή από τον Weierstrass. Αυτό, οδήγησε τον Boyer (1939) για να τονίσει : «ο 
σαφής συµβολισµός του Weierstrass πρέπει να εκτιµηθεί ως αποτελεσµατικός 
τρόπος ανεξαρτοποίησης από το λογισµό µε τα απειροστά» 

 Εν τω µεταξύ, γύρω στο 1893 ο Stolz εισήγαγε την έννοια της παραγώγου για 
τις συναρτήσεις διάφορων πραγµατικών µεταβλητών και µόνο το 1911 η ανάπτυξη 
της συναρτησιακής ανάλυσης οδήγησε τον Frechet να εισάγει την έννοια της 
διαφορησιµότητας, όπως την χρησιµοποιούµε σήµερα, συνδεδεµένη µε την έννοια 
της εφαπτοµένης. 

Από τη γέννησή του, λοιπόν, ο απειροστικός λογισµός έχει διεγείρει 
αντιπαραθέσεις και συγκρούσεις. Από τη µια υπάρχει ο ενθουσιασµός αυτών, που 
όπως ο Marquis de l’ Hospital, κατέπληξε συνδέοντας την αλγεβροποίηση του 
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λογισµού, και από την άλλη είναι αυτοί που κρίνουν ότι τα απειροστά είναι όντα 
χωρίς ρόλους, µεταφέρουν παράδοξα και οι χειρισµοί τους είναι βασισµένοι σε 
αµφίβολες πρακτικές. 

∆οµώντας τον διαφορικό λογισµό γύρω από την έννοια του ορίου, οδηγηθήκαµε 
στην προοδευτική πτώση των απειροστών και τα ίχνη τους αντικαταστάθηκαν από 
τις µερικές παραγώγους, που καθορίζονται από την άποψη της έννοιας του ορίου. 

Ο διαφορικός και ολοκληρωτικός λογισµός εισήχθη στη δευτεροβάθµια 
εκπαίδευση στην αρχή του αιώνα σε πολλές χώρες και το 1913 η επιτροπή ICMI 
(International Commission for Mathematical Instruction) οργάνωσε µια µελέτη του 
αντικειµένου που δηµοσιεύτηκε από το περιοδικό ‘Enseignement Mathematique’ 
το επόµενο έτος. Ένας γενικός δηµοσιογράφος έγραψε : “Η επιστηµονική 
βιβλιογραφία, η ίδια, δεν έχει κάνει σαφές τους διαφορετικούς ορισµούς του 
διαφορικού”. Τελικά, στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση ο διαφορικός λογισµός 
βασίστηκε στην έννοια της παραγώγου, ορίστηκε ως ένα όριο ενός πηλίκου και 
συνδέθηκε µε τη γεωµετρική εικόνα της εφαπτοµένης, ως µια οριακή θέση 
τέµνουσας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 : ∆ΥΣΚΟΛΙΕΣ ΠΟΥ ΑΝΤΙΜΕΤΩΠΙΖΟΥΝ ΟΙ ΦΟΙΤΗΤΕΣ 
ΜΕ ΤΙΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ ΤΟΥ ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΥ 
ΛΟΓΙΣΜΟΥ 
  

 
2.1 ∆υσκολίες µε τους ορισµούς εννοιών 
 

 
Σύµφωνα µε τον Sholomo Vinner [17], ο ορισµός δηµιουργεί ένα σοβαρό 

πρόβληµα στη µάθηση των µαθηµατικών. Αντιπροσωπεύει ίσως, περισσότερο από 
οτιδήποτε άλλο την σύγκρουση ανάµεσα στη δοµή των µαθηµατικών, όπως την 
αντιλαµβάνονται οι επαγγελµατίες µαθηµατικοί, και στις γνωστικές διαδικασίες της 
κατανόησης µιας έννοιας. Οι περισσότεροι συµφωνούµε ότι τα µαθηµατικά είναι 
µια παραγωγική θεωρία, η οποία ξεκινά µε αρχικές έννοιες και αξιώµατα. Με βάση 
τις αρχικές έννοιες ορίζονται και οι υπόλοιπες. Τα θεωρήµατα, που δεν είναι 
αξιώµατα, αποδεικνύονται από αυτά µε τη βοήθεια συµπερασµάτων που 
προκύπτουν άµεσα. Μπορεί ο τρόπος αυτός να µην αντανακλά όλη τη διαδικασία 
το πώς δηµιουργούνται τα µαθηµατικά, ωστόσο αποτελεί τον τρόπο µε τον οποίο 
παρουσιάζονται στα σχολικά και πανεπιστηµιακά εγχειρίδια. Βέβαια, δεν ξεκινάµε 
πάντα από αξιώµατα, αλλά πολλές φορές η αφετηρία µας είναι κάποιες ήδη 
γνωστές έννοιες και ήδη γνωστά θεωρήµατα και οδεύουµε στον ορισµό νέων 
εννοιών και θεωρηµάτων. Εποµένως, οι δάσκαλοι των µαθηµατικών µπορούν να 
διαµορφώσουν στις τάξεις τους µια ακολουθία ορισµών, θεωρηµάτων και 
αποδείξεων ως σκελετό για τα µαθήµατά τους. 

Πολλοί επιστήµονες, ύστερα από τη µελέτη σχολικών και πανεπιστηµιακών 
εγχειριδίων, έχουν συµφωνήσει στις παρακάτω πέντε παραδοχές για τη σηµασία 
και τον τρόπο που παρουσιάζονται οι ορισµοί :  
1. Οι έννοιες κατακτώνται κυρίως µέσω των ορισµών τους. 
2. Οι µαθητές θα χρησιµοποιήσουν τους ορισµούς για να λύσουν προβλήµατα και 
να αποδείξουν θεωρήµατα όποτε αυτό είναι απαραίτητο από µαθηµατική άποψη. 
3. Οι ορισµοί πρέπει να είναι ελάχιστοι.(∆ηλαδή, δεν πρέπει να περιέχουν µέρη 
που µπορούν να προκύψουν από άλλα τµήµατα των ορισµών. Λόγου χάρη, αν 
κανείς αποφασίζει να ορίσει ένα ορθογώνιο στην Ευκλείδεια γεωµετρία µέσω των 
γωνιών του, είναι προτιµότερο να το ορίσει ως τετράπλευρο µε 3 ορθές γωνίες και 
όχι ως τετράπλευρο µε 4 ορθές. Και αυτό γιατί στην Ευκλείδεια γεωµετρία αν ένα 
τετράπλευρο έχει 3 ορθές γωνίες, µπορούµε να αποδείξουµε ότι η τέταρτη γωνία 
του είναι επίσης ορθή.) 
4. Είναι επιθυµητό οι ορισµοί να είναι κοµψοί. Λόγου χάρη, µερικοί µαθηµατικοί 
θεωρούν ότι οι ο ορισµός της απόλυτης τιµής ως: )( 2xx = είναι πιο κοµψός από 

τον ορισµό της ως: xx −= ,αν x 0≥ και xx −= ,αν χ 0≺ . Επίσης, µερικοί 
µαθηµατικοί θεωρούν ότι ο ορισµός του πρώτου αριθµού ως αριθµού που έχει 
ακριβώς δύο διαφορετικούς διαιρέτες είναι πιο κοµψός από τον ορισµό του ως 
αριθµού µεγαλύτερου από τη µονάδα και διαιρετού µόνο από το 1 και τον εαυτό 
του. 
5. Οι ορισµοί είναι αυθαίρετοι: Τους ορισµούς τους διαµορφώνει ο άνθρωπος. 
Ορισµός στα µαθηµατικά είναι η απόδοση ενός ονόµατος(Λόγου χάρη, κατά τον 
ορισµό ενός τραπεζίου, µπορεί κανείς να το ορίσει ως τετράπλευρο που έχει 
τουλάχιστον ένα ζεύγος απέναντι πλευρών οι οποίες είναι παράλληλες. Αφ’ ετέρου, 
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µπορεί να το ορίσει, αν επιθυµεί, ως τετράπλευρο που έχει τουλάχιστον ένα ζεύγος 
απέναντι πλευρών οι οποίες είναι παράλληλες. Αν επιλέξουµε τον πρώτο ορισµό, 
ένα παραλληλόγραµµο είναι επίσης τραπέζιο. Αν επιλέξουµε το δεύτερο, δεν είναι. 
Αν η ιδέα ότι οι ορισµοί είναι αυθαίρετοι γίνει κατανοητή, τότε το παραπάνω 
γεγονός δε θα προκαλέσει σύγχυση.) 

Οι παραπάνω πέντε παραδοχές δεν αντανακλούν απαραιτήτως όλες τις πτυχές 
των ορισµών στα ανώτερα µαθηµατικά. Μια γρήγορη µατιά στην πλειοψηφία των 
σχολικών εγχειριδίων γυµνασίου και λυκείου, καταδεικνύει ότι οι ορισµοί 
διαδραµατίζουν σηµαντικό ρόλο στην παρουσίαση της ύλης των µαθηµάτων και 
για αυτό πρέπει να µας ενδιαφέρει όχι µόνο το πώς οι µαθητές αναµένονται να 
κατακτήσουν τις µαθηµατικές έννοιες, αλλά και ποιος είναι ο βέλτιστος τρόπος για 
να τις κατακτήσουν. ∆ηλαδή, ναι µεν µια µαθηµατική έννοια κατακτείται µέσω του 
ορισµού της, αλλά πρέπει να επιδιώκουµε να εντοπίσουµε ποιος είναι ο καλύτερος 
τρόπος να παρουσιάσουµε αυτόν τον ορισµό, έτσι ώστε να γίνει κατανοητός από τα 
παιδιά. Από έρευνα που πραγµατοποίησε ο ίδιος, διαπίστωσε ότι η πλειοψηφία 
φοιτητών αποφεύγει την χρήση ορισµών. 

 
 
 
ΕΙΚΟΝΑ ΕΝΝΟΙΑΣ  
 

Το όνοµα µιας έννοιας, όταν το βλέπουµε ή όταν το ακούµε, είναι ένα ερέθισµα 
στη µνήµη µας. Κάτι προκαλείται από το όνοµα της έννοιας στη µνήµη µας. 
Συνήθως, δεν πρόκειται για τον ορισµό της έννοιας, ακόµη και στην περίπτωση 
που η έννοια αυτή έχει ορισµό. Είναι αυτό που αποκαλούµε «εικόνα 
έννοιας»(concept image) (Tall & Vinner, 1981, Vinner, 1983) και άλλοι το 
αποκαλούν (Davis, 1984) «πλαίσιο έννοιας»(concept frame). 

Η εικόνα έννοιας είναι κάτι µη λεκτικό που συνδέεται στο µυαλό µας µε το 
όνοµα της έννοιας. Μπορεί να είναι µια οπτική αναπαράσταση της έννοιας στην 
περίπτωση που η έννοια έχει οπτικές αναπαραστάσεις. Μπορεί επίσης, να είναι µια 
συλλογή εντυπώσεων ή εµπειριών. Οι οπτικές αναπαραστάσεις, οι νοητικές 
εικόνες, οι εντυπώσεις και οι εµπειρίες που συνδέονται που συνδέονται µε το 
όνοµα της έννοιας µπορούν να µεταφραστούν σε λεκτικές µορφές. Αλλά είναι 
σηµαντικό να επισηµάνουµε ότι αυτές οι λεκτικές µορφές δεν είναι το πρώτο 
πράγµα που προκλήθηκε στη µνήµη µας. ∆ηµιουργήθηκαν µόνο σε ένα 
µεταγενέστερο στάδιο.  

Λόγου χάρη, όταν ακούµε τη λέξη «τραπέζι» η εικόνα ενός συγκεκριµένου 
τραπεζιού µπορεί να προκληθεί στο µυαλό µας. Οι εµπειρίες του να καθόµαστε σε 
ένα τραπέζι, να τρώµε σε ένα τραπέζι κλπ, µπορούν επίσης να προκληθούν. 
Μπορούµε να θυµηθούµε ότι πολλά τραπέζια είναι ξύλινα, τα περισσότερα έχουν 
τέσσερα πόδια, συνήθως δεν ξαπλώνουµε σε ένα τραπέζι, αλλά µπορεί να 
καθίσουµε πάνω σε ένα, πράγµα που µπορεί να θεωρηθεί από κάποιους ως  αγενής 
συµπεριφορά. Από την άλλη, όταν ακούµε τη λέξη συνάρτηση, µπορούµε να 
φέρουµε στη µνήµη µας την έκφραση «y = f(x)», ή  να απεικονίσουµε νοερά τη 
γραφική παράσταση µιας συνάρτησης, ή να σκεφτούµε τις συγκεκριµένες 
συναρτήσεις όπως: y = 2x  ή y = sinx ή y = lnx, κτλ.  

Από αυτά που έχουµε ως τώρα αναφέρει, είναι σαφές ότι είναι µόνο δυνατό να 
µιλήσουµε για την εικόνα µιας έννοιας πάντα σε σχέση µε ένα συγκεκριµένο 
άτοµο. Επιπροσθέτως, το ίδιο άτοµο µπορεί να αντιδράσει διαφορετικά σε ένα 
συγκεκριµένο όρο(όνοµα µιας έννοιας) σε διαφορετικές περιστάσεις.  
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ΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ 
 

Σύµφωνα µε τον Vinner, η κατάκτηση µιας έννοιας σηµαίνει το σχηµατισµό 
µιας εικόνας έννοιας για αυτήν. Η αποστήθιση του ορισµού µιας έννοιας δεν 
εγγυάται την κατανόηση της έννοιας. Πρέπει να αποδοθεί ένα ορισµένο νόηµα στις 
λέξεις. Το να γνωρίζουµε για παράδειγµα, ότι το δυναµοσύνολο ενός δεδοµένου 
συνόλου είναι το σύνολο όλων των υποσυνόλων του συνόλου, δε σηµαίνει τίποτα, 
εκτός αν κάποιος µπορεί να κατασκευάσει µερικά δυναµοσύνολα δεδοµένων 
συνόλων. Ως εκ τούτου, η εικόνα έννοιας του δυναµοσυνόλου ίσως 
συµπεριλαµβάνει µνήµες κατασκευής κάποιων δυναµοσυνόλων. 

Ωστόσο, οι περισσότερες έννοιες στην καθηµερινή ζωή, όπως το σπίτι, το 
πορτοκάλι, η γάτα, κτλ αποκτώνται χωρίς οποιαδήποτε συµµετοχή ορισµών. Από 
την άλλη, µερικές έννοιες, ακόµη και έννοιες της καθηµερινής µας ζωής, µπορεί να 
εισαχθούν µέσω ορισµών. Η λέξη «δάσος» µπορεί να εξηγηθεί σε ένα παιδί µε το 
να πούµε «πολλά, πολλά δέντρα µαζί»(ο ορισµός του λεξικού της Merriam 
Webster «µια µεγάλη παχιά συστάδα δέντρων και θάµνων», δεν είναι τόσο 
κατάλληλος για ένα µικρό παιδί). Ορισµοί όπως αυτός βοηθούν να σχηµατιστεί µια 
εικόνα έννοιας. Αλλά τη στιγµή κατά την οποία η εικόνα σχηµατίζεται, ο ορισµός 
καθίσταται αναλώσιµος. Θα παραµείνει  ανενεργός ή ακόµα θα ξεχαστεί κατά το 
χειρισµό των προτάσεων που σχετίζονται µε την έννοια. Έτσι, για παράδειγµα, 
όταν ένα µικρό παιδί βρεθεί σε ένα δάσος και γνωρίζει τον ορισµό του, δε θα 
χρειαστεί να τον επαναφέρει στη µνήµη του για να καταλάβει ότι βρίσκεται εκεί. 
Κατά συνέπεια, σε µερικές έννοιες της καθηµερινής ζωής µας, ναι µεν οι ορισµοί 
µπορεί να χρειάζονται για την κατανόησή της, ωστόσο αυτό δε σηµαίνει ότι κάθε 
φορά που αντιµετωπίζουµε αυτή την έννοια, επαναφέρουµε τον ορισµό της στη 
µνήµη µας. Μπορούµε χαρακτηριστικά να αναφέρουµε τη µεταφορά : «από τη 
στιγµή που η οικοδόµηση ενός κτιρίου έχει αποπερατωθεί, η σκαλωσιά 
αποµακρύνεται». 

Αντιθέτως, στα τεχνικά πλαίσια, δηλαδή στα επιστηµονικά πλαίσια, οι ορισµοί 
µπορεί να έχουν εξαιρετικά σηµαντικούς ρόλους. Όχι µόνο βοηθούν στο 
σχηµατισµό της εικόνας έννοιας, αλλά πολύ συχνά διαδραµατίζουν έναν κρίσιµο 
ρόλο στους γνωστικούς στόχους. Έχουν τη δυνατότητα της διάσωσής µας από 
πολλούς κινδύνους που ελλοχεύουν από την εικόνα έννοιας. Για παράδειγµα, αν 
µας ζητηθεί να βρούµε τη µέγιστη τιµή µιας συνάρτησης σε ένα κλειστό διάστηµα 
και εµείς φέρουµε στη µνήµη µας µια γραφική παράσταση που αντιστοιχεί σε ένα 
τοπικό µέγιστο και προσπαθήσουµε να παραγωγίσουµε τη δεδοµένη συνάρτηση 
και να βρούµε το σηµείο µηδενισµού της παραγώγου της, τότε ο ρητός ορισµός της 
µέγιστης τιµής σε ένα κλειστό διάστηµα µπορεί να µας βοηθήσει να θεωρήσουµε  
άλλες δυνατότητες διαφορετικές από τα τοπικά µέγιστα. Μερικές φορές, αυτό 
µπορεί να αποτρέψει λάθη. Το να µη συµβουλευτούµε τον ορισµό στην παραπάνω 
περίπτωση, µπορεί να προκαλέσει προσκόλληση στην τεχνική της παραγώγισης 
που σχετίζεται µε την έννοια της µέγιστης τιµής στο νου πολλών µαθητών.  
Κατά συνέπεια, τα τεχνικά πλαίσια επιβάλλουν στους µαθητές κάποιες νοητικές 

συνήθειες που είναι εντελώς διαφορετικές από εκείνες που είναι τυπικές στο πλαίσιο  
της καθηµερινής ζωής. Ο ρόλος του ορισµού, λοιπόν, είναι εντελώς διαφορετικός στα 
πλαίσια της καθηµερινής ζωής µας από ότι είναι στα τεχνικά πλαίσια. Έτσι, µπορεί 
στην πρώτη περίπτωση η εκµάθηση και η κατανόηση ενός ορισµού να µην έχει καµία 
σηµασία για την κατανόηση της δεδοµένης έννοιας, αλλά κάτι τέτοιο δε συνεπάγεται 
και για τις µαθηµατικούς ορισµούς και κατά συνέπεια για τις µαθηµατικές έννοιες.  
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ΕΙΚΟΝΑ ΕΝΝΟΙΑΣ ΚΑΙ ΟΡΙΣΜΟΣ ΕΝΝΟΙΑΣ 
 
Προκειµένου να παρουσιάσουµε τις σχέσεις ανάµεσα στον ορισµό µιας έννοιας 

και στην εικόνα της έννοιας, θα υποθέσουµε την ύπαρξη δύο διαφορετικών 
«κελιών» στη γνωστική µας δοµή(όπως στον Vinner, 1983). Το ένα κελί είναι για 
τους ορισµούς έννοιας και το άλλο για την εικόνα έννοιας. Ένα από τα κελιά ή 
ακόµα και τα δύο µπορεί να είναι κενά(το κελί της εικόνας έννοιας θεωρείται κενό, 
εφ’ όσον δεν αποδίδεται νόηµα στο όνοµα της  έννοιας. Αυτό µπορεί να συµβεί σε 
πολλές περιπτώσεις όπου η αποµνηµόνευση του ορισµού της έννοιας γίνεται µε 
έναν άνευ νοήµατος τρόπο). Μπορεί επίσης, να υπάρξει κάποια αλληλεπίδραση 
µεταξύ των κελιών αν και µπορούν να διαµορφωθούν ανεξάρτητα. Ένας µαθητής 
µπορεί να διαθέτει µια εικόνα έννοιας για µια έννοια Αργότερα, ο καθηγητής των 
µαθηµατικών µπορεί να ορίσει την ίδια έννοια µε έναν τρόπο διαφορετικό από 
αυτόν που έχει ο µαθητής στο µυαλό του. Ως αποτέλεσµα αυτού, τρία σενάρια 
ενδέχεται να εµφανιστούν: 

 
1. Η εικόνα έννοιας µπορεί να µεταβληθεί ώστε να συµπεριλάβει και καινούρια 

στοιχεία που προέρχονται από τον ορισµό(αυτό αποτελεί µια ικανοποιητική 
ανακατασκευή). 

2. Η εικόνα έννοιας µπορεί να παραµείνει αµετάβλητη. Το κελί του ορισµού θα 
περιέχει τον ορισµό του δασκάλου για λίγο, αλλά αυτός ο ορισµός θα ξεχαστεί 
ή θα διαστρεβλωθεί µέσα σε σύντοµο χρονικό διάστηµα. Σε αυτή την 
περίπτωση ο τυπικός ορισµός δεν έχει αφοµοιωθεί. 

3. Και τα δύο κελιά θα παραµείνουν αµετάβλητα. Τη στιγµή κατά την οποία ο 
µαθητής καλείται να ορίσει την έννοια, θα επαναλάβει τον ορισµό του 
δασκάλου του, αλλά σε κάθε άλλη περίπτωση θα σκεφτεί την εικόνα που είχε 
αρχικά στο µυαλό του. 

 
Μια παρόµοια διαδικασία ενδέχεται να εµφανιστεί όταν µία έννοια εισάγεται 

αρχικά µέσω ενός ορισµού. Εδώ, το κελί της εικόνας έννοιας είναι αρχικά κενό. 
Μετά από πολλά παραδείγµατα και επεξηγήσεις γεµίζει βαθµιαία. Εντούτοις, αυτό 
δεν αντανακλά απαραιτήτως όλες τις πτυχές του ορισµού της έννοιας. Σχηµατικά, 
µπορούµε να αποδώσουµε την παραπάνω διαδικασία ως εξής:  

 
 

 
 
 
 

                                                          
                                                          
 
   
 
 
Σχήµα 1: Αλληλεπίδραση µεταξύ εικόνας έννοιας και ορισµού της έννοιας  

 
Το παραπάνω σχήµα αναφέρεται στις µακροχρόνιες διαδικασίες του 

σχηµατισµού µιας έννοιας. Ωστόσο, πολλοί δάσκαλοι της δευτεροβάθµιας και της 

            Ορισµός Έννοιας   
 
 
          (Concert Definition) 

                  Εικόνα Έννοιας  
 
 
                (Concept Image) 
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τριτοβάθµιας εκπαίδευσης αναµένουν µια διαδικασία µονής κατεύθυνσης για το 
σχηµατισµό µιας έννοιας, όπως φαίνεται και στο επόµενο σχήµα: 

 
 
 
 

 
 
       
           
           
           
 
Σχήµα 2: Γνωστική ανάπτυξη µιας τυπικής έννοιας   
 

Εκτός από τη διαδικασία του σχηµατισµού έννοιας υπάρχουν επίσης οι 
διαδικασίες της επίλυσης προβλήµατος. Όταν µια γνωστική εργασία ανατίθεται σε 
ένα µαθητή, τα κελιά της εικόνας έννοιας και ορισµού πρέπει να ενεργοποιηθούν. 
Πάλι όµως, πολλοί δάσκαλοι στη δευτεροβάθµια αλλά και στη τριτοβάθµια 
εκπαίδευση αναµένουν ότι οι νοητικές διαδικασίες που µετέχουν στην εκτέλεση 
µιας δεδοµένης νοητικής εργασίας θα πρέπει να εκφράζονται, σχηµατικά, µε ένα 
από τα τρία σχήµατα που ακολουθούν(τα σχήµατα αντιπροσωπεύουν µόνο την 
πτυχή της εικόνας έννοιας και του ορισµού της έννοιας που εµπλέκονται στη 
διαδικασία). Τα βέλη στα σχήµατα αντιπροσωπεύουν τους διαφορετικούς τρόπους 
µε τους οποίους ένα γνωστικό σύστηµα ενδέχεται να λειτουργήσει. 

 
 
 
 
             
              Output   
           
          
 
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
    Input       
           
          
 
 
Σχήµα 3: Αλληλεπίδραση µεταξύ του ορισµού και της έννοιας  

         Ορισµός Έννοιας  
 
 
      (Concept Definition) 

             Εικόνα Έννοιας  
 
 
              (Concept Image) 

                Concept Definition 
 
                 (Ορισµός  Έννοιας) 

                     Concept Image 
 
                  (Εικόνα Έννοιας) 
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Σε αυτή την περίπτωση, η οποία είναι και η ιδανική, οι µαθητές σκέφτονται τον 
ορισµό µιας έννοιας. Στη συνέχεια, περνούν στο κελί µε την εικόνα ή τις εικόνες 
που έχουν για τη συγκεκριµένη έννοια και επανέρχονται στον ορισµό όσες φορές 
χρειάζεται, µε µια διαδικασία αλληλεπίδρασης µεταξύ των δυο κελιών. Τελικά, 
προκύπτουν τα εξαγόµενα αφού για τελευταία φορά έχουν συµβουλευτεί τον 
ορισµό της έννοιας. 

 
 
 
  
 
                                                     Output 

        
 

           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           Input      
        

 
 

 
 
 

Σχήµα 4: Καθαρώς τυπική αφαίρεση  
 
 

 

Σε αυτή την περίπτωση οι µαθητές δεν περνούν καθόλου από το κελί µε της 
εικόνας, απλά χρησιµοποιούν µόνο τον τυπικό ορισµό. Πολλές φορές, µπορεί να 
γνωρίζουµε έναν ορισµό, µπορεί να τον κατανοούµε, αλλά έχουµε µια πληρέστερη 
γνώµη για το θέµα όταν εκµεταλλευόµαστε και το κελί µε την εικόνα ή τις εικόνες 
µιας έννοιας. 

 
 

                   Concept Definition 
 
 
                  (Ορισµός Έννοιας) 

                      Concept Image 
 
 
                     (Εικόνα Έννοιας) 
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Output 

 
 
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
           
            Input      
           
           
           
       
 
Σχήµα 5: Αφαίρεση µετά από τη διαισθητική σκέψη 
 

 
 

Τέλος, σε αυτή την περίπτωση οι µαθητές ενεργοποιούν αρχικά το κελί της 
εικόνας της έννοιας. Στη συνέχεια περνούν στον τυπικό ορισµό και αµέσως µετά 
διεξάγουν τα συµπεράσµατά τους. Όπως προαναφέραµε ο ορισµός µιας έννοιας 
µπορεί να µας προστατέψει από διάφορες παρανοήσεις που δηµιουργούνται από 
την εικόνα µιας έννοιας. Ωστόσο για να έχουµε µια ολοκληρωµένη ιδέα το θεµιτό 
είναι να επιστρέψουµε στο κελί της εικόνας, να συµβουλευτούµε πάλι το κελί του 
ορισµού και να επαναλάβουµε όλη αυτή τη διαδικασία όσες φορές χρειάζεται για 
να ολοκληρώσουµε τις σκέψεις µας και να διεξάγουµε τα συµπεράσµατά µας.  

Το κοινό χαρακτηριστικό γνώρισµα όλων των διαδικασιών που παρουσιάζονται 
µε τα παραπάνω σχήµατα είναι το εξής: Ανεξάρτητα από το πώς αντιδρά το 
σύστηµα των συνειρµών µας, όταν µας τίθεται ένα πρόβληµα σε τεχνικό πλαίσιο, 
υποτίθεται ότι δεν πρέπει να σχηµατίσουµε τη λύση πριν συµβουλευτούµε τον 
ορισµό της έννοιας. Αυτή φυσικά είναι η επιθυµητή διαδικασία(να «περνάµε» 
δηλαδή και από το κελί του ορισµού της έννοιας).  ∆υστυχώς στην πράξη δε 
συµβαίνει κάτι τέτοιο. Είναι δύσκολο να εκπαιδευτεί ένα γνωστικό σύστηµα ώστε 
να δράσει ενάντια στην ίδια του τη φύση και να εξαναγκαστεί να συµβουλευτεί 
ορισµούς, είτε κατά το σχηµατισµό της εικόνας έννοιας είτε όταν επεξεργάζεται 
ένα γνωστικό στόχο. Εποµένως, ένα πιο κατάλληλο µοντέλο για τις διαδικασίες 
που συµβαίνουν στην πράξη είναι το ακόλουθο: 

 

       Concept Definition 
 
      (Ορισµός Έννοιας) 

          Concept Image  
 
         (Εικόνα Έννοιας) 
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       Input       
           
           
           
Σχήµα 6: ∆ιαισθητική απάντηση 
 

 
 
 

                                             
Σε αυτή την περίπτωση, αν και το κελί ορισµού έννοιας δεν είναι κενό, δε το 

συµβουλευόµαστε κατά τη διάρκεια επίλυσης του προβλήµατος. Τα ηνία 
αναλαµβάνουν νοητικές συνήθειες της καθηµερινής ζωής και ο αποκρινόµενος αγνοεί 
την ανάγκη να συµβουλευτεί τον τυπικό ορισµό. ∆εν χρειάζεται να πούµε, ότι στις 
περισσότερες περιπτώσεις η αναφορά στο κελί της εικόνας έννοιας θα είναι αρκετά 
επιτυχής. Το γεγονός αυτό δεν ενθαρρύνει τους µαθητές να στραφούν στο κελί του 
ορισµού έννοιας, αφού η διαίσθησή τους, τους  οδηγεί στο επιθυµητό αποτέλεσµα. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

         Concept Definition 
 
 
        (Ορισµός Έννοιας) 

              Concept Image 
 
 
              (Εικόνα Έννοιας) 

         Concept Definition 
 
 
         (Ορισµός Έννοιας) 

              Concept Image   
 
 
            (Εικόνα Έννοιας) 
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2.2 ∆υσκολίες σχετικές µε την απόδειξη 
 
 
Σύµφωνα µε διάφορες έρευνες που έχουν πραγµατοποιηθεί ( [12], [13], [18] ) η 

µαθηµατική κοινότητα έχει εκφράσει την έντονη ανησυχία της για τις µαθηµατικές 
δεξιότητες των φοιτητών. Μελέτη που διεκπεραιώθηκε στη µαθηµατική κοινωνία 
του Λονδίνου το 1995, έδειξε ότι η έλλειψη τεχνικών ικανοτήτων καθώς και µια 
πολύ περιορισµένη αντίληψη για τη µαθηµατική αυστηρότητα, χαρακτηρίζουν τους 
φοιτητές. 

Οι φοιτητές αντιµετωπίζουν δυσκολίες µε τις διαδικασίες µιας τυπικής 
µαθηµατικής αιτιολόγησης. Η δυσκολία στο να γράψουν τυπικά ή αυστηρά τους 
οδηγεί στην άρνηση µιας τέτοιας αντιµετώπισης. Συνήθως, επεκτείνουν τις 
σχολικές µαθηµατικές πρακτικές τους και στα πανεπιστηµιακά µαθήµατα. Έτσι, 
κάνουν χρήση ενός θεωρήµατος που το θεωρούν ότι είναι κάτι τόσο προφανές ή 
αληθινό και δεν χρειάζεται καµία απόδειξη, ή γιατί το θεωρούν περιττό, αφού οι 
ίδιοι είναι πεπεισµένοι ότι ισχύει. 

Κάποιοι άλλοι, υποθέτουν στις αποδείξεις τους αυτό που είναι διαισθητικά 
προφανές για αυτούς ή υποθέτουν αυτό που θέλουν να αποδείξουν. Μοιραία, τα 
επιχειρήµατά τους είναι ανεπαρκή ή οδηγούνται σε ένα φαύλο κύκλο, όπου τα 
ζητούµενα γίνονται υποθέσεις και αντίστροφα. 

Η απόδειξη είναι για αυτούς µια δύσκολη έννοια και συνήθως την αποφεύγουν. 
∆ύο φοιτητές σε µια έρευνα [12] είπαν τα εξής για την απόδειξη :  «Όχι, προσπαθώ 
να αποφεύγω τις αποδείξεις όσο το δυνατόν περισσότερο. Προφανώς, υπάρχει µια 
εξήγηση που µαθαίνουµε πολλές και µεγάλες αποδείξεις, οι εξετάσεις, αλλά δε µου 
φαίνεται σωστό αυτό για να το κάνω, αφού πολλοί άνθρωποι το έχουν κάνει ήδη.» ή 
«Στα καθαρά µαθηµατικά αποδεικνύεις ένα συµπέρασµα και µετά δε το 
χρησιµοποιείς πουθενά, για τίποτε άλλο. Εκτός αν θες να αποδείξεις περαιτέρω 
αποτελέσµατα. Πραγµατικά δεν χρειάζεται πουθενά αλλού». 

Οι Davis και Hersh (1981)(βλέπε, [18])  , υποστήριξαν ότι είναι πιθανώς 
αδύνατο να καθοριστεί ακριβώς ποιος τύπος επιχειρήµατος µπορεί να γίνει 
αποδεκτός ως έγκυρη απόδειξη. Πολλοί δάσκαλοι µαθηµατικών υποστηρίζουν ότι 
εάν ένα επιχείρηµα γίνεται αποδεκτό ή όχι ως απόδειξη εξαρτάται όχι µόνο από τη 
λογική δοµή του, αλλά και πόσο πειστικό είναι το επιχείρηµα αυτό (Hanna, 
1991)(βλέπε, [18]) 

Στη βιβλιογραφία της µαθηµατικής εκπαίδευσης, µπορούµε να βρούµε 
διάφορους ορισµούς για το τι είναι απόδειξη, καθώς και ποιος είναι ο ρόλος της. 
«Είναι ένα επιχείρηµα που πείθει τον εχθρό» (Mason, Burton και Stacey, 1982), ή 
«Ένα επιχείρηµα που πείθει έναν µαθηµατικό που γνωρίζει το θέµα» (Davis και 
Hersh, 1981), ή ακόµη «Ένα επιχείρηµα που µπορεί να πείσει ένα λογικό 
σκεπτικιστή» (Volmink, 1990). Κάποιοι άλλοι που εστιάζουν στην κοινωνική και 
στη «επεξηγηµατική»(contextual) φύση της απόδειξης, δίνουν τις ακόλουθες 
περιγραφές : «Καλούµε την απόδειξη µια εξήγηση που γίνεται αποδεκτή από µια 
συγκεκριµένη κοινότητα, µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή» (Balacheff, 1987), 
«ένα επιχείρηµα γίνεται µια απόδειξη µετά την κοινωνική αποδοχή του ως 
απόδειξη» (Manin, 1977) (βλέπε, [18]). Επιπλέον, ο Davis(1986) (βλέπε, [8]), 
δηλώνει ότι µια απόδειξη µπορεί να διαδραµατίσει διάφορους διαφορετικούς 
ρόλους. Μπορεί να οδηγήσει σε νέες ανακαλύψεις, µπορεί να είναι µια αφορµή για 
µια συζήτηση, µπορεί να βοηθήσει να εξαλειφθούν λάθη.  
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Όποιος και αν είναι ο ορισµός της απόδειξης ή όποιος και ας είναι ο ρόλος της, 
οι φοιτητές αντιµετωπίζουν προβλήµατα. Κάποιες σηµαντικές δυσκολίες που έχουν 
καταγραφτεί από τις προηγούµενες έρευνες είναι οι ακόλουθες :  
 Οι φοιτητές έχουν δυσκολίες όταν έρχονται αντιµέτωποι µε πολλούς 
διαφορετικούς τρόπους επιλογών κατά τη διάρκεια µιας απόδειξης. Πολλές 
φορές δε γνωρίζουν ποιο δρόµο και ποιο τρόπο πρέπει να ακολουθήσουν,  αφού 
ταυτόχρονα πρέπει να συντονίσουν πολλές πληροφορίες.  
 Ρωτήσαµε τους φοιτητές να µας πουν ποιες είναι οι δυσκολίες τους όταν              

διαβάζουν µια εκφώνηση και µας είπαν : «Περισσότερο για τον τρόπο που 
χρειάζεται να χρησιµοποιήσεις, δηλαδή τι ζητάει ακριβώς η άσκηση ώστε να 
χρησιµοποιήσω την κατάλληλη λύση, αυτή µε την οποί έβαλε ο καθηγητής την 
άσκηση. ∆ηλαδή το σκεπτικό 
του καθηγητή  για να αντιληφθείς και εσύ τι χρειάζεται να κάνεις. Να  µην κάνεις 
περιττά πράγµατα, αλλά να µην κάνεις και λιγότερα από αυτά που ζητάει.» 
(συνέντευξη 1η, γραµµές 105-106). 
 Η χρήση των ορισµών ε-δ αποτελεί κάτι πολύ δύσκολο για πολλούς 
φοιτητές(βλέπε, σελ 22). Η άρνηση και η αντιστροφή αυτών των προτάσεων 
είναι σχεδόν αδύνατος στόχος για τους περισσότερους. Επίσης, οι δυσκολίες στις 
µεθόδους της µαθηµατικής επαγωγής, της απόδειξης µε αντιθετοαντιστροφή και 
της απόδειξης µε τη µέθοδο του αντιπαραδείγµατος, αποδίδονται στην έλλειψη 
γνώσεων των βασικών κανόνων της λογικής. 

 Οι φοιτητές πείθονται εύκολα ότι η ισχύς ή όχι µιας πρότασης µπορεί να 
αποδειχθεί µε την χρήση ενός αντιπαραδείγµατος. Ωστόσο, µερικοί φοιτητές 
θεωρούν ότι η χρήση πολλών παραδειγµάτων αποτελεί απόδειξη για τη 
βεβαιότητα µιας πρότασης, και αυτό κάνουν σε περιπτώσεις που τους ζητείται 
να αποδείξουν κάτι. 
Οι µελέτες έχουν δείξει [13] ότι όλες αυτές οι δυσκολίες έχουν και ως ένα 

αποτέλεσµα ότι οι αποδείξεις των φοιτητών είναι ανεπαρκείς, τόσο στις 
περιορισµένες δεξιότητες που έχουν στην παρουσίαση µιας απόδειξης, όσο και 
στην ασάφεια για το ποιες υποθέσεις χρησιµοποίησαν και από πού προέκυψε το 
κάθε βήµα τους. Η αδυναµία τους αυτή, τους οδηγεί στην ανεπάρκεια ή στη 
αποφυγή της αυστηρότητας.. Άλλες φορές, γράφουν πάρα πολλά , χωρίς να 
καταλαβαίνουν τι αποδεικνύουν και αν χρειάζεται να το αποδείξουν και άλλες 
φορές γράφουν πολύ λιγότερα από ότι χρειάζεται. 

Μια βασική αιτία αυτής της αδυναµίας τους είναι κατά πόσο το επίπεδο των 
γνώσεων τους είναι συµβατό µε τις απαιτήσεις για µια αξιωµατική αυστηρότητα 
που γίνεται από τους διδάσκοντες. Πολλές φορές, οι φοιτητές µαθαίνουν τις 
αποδείξεις όπως ακριβώς τις έχουν διδαχθεί από τους καθηγητές τους, ωστόσο, 
αυτό δε σηµαίνει ότι και τις κατανοούν. Μπορεί να µαθαίνουν µηχανιστικά το πώς 
αποδεικνύεται µια πρόταση, ένα θεώρηµα ή ακόµα ποια είναι η διαδικασία 
επίλυσης ενός τύπου ασκήσεων, όµως αυτό δε συνεπάγεται ότι έχουν καταλάβει τη 
λογική της απόδειξης ή ποια ήταν τα βήµατα που χρησιµοποιήθηκαν από τους 
καθηγητές για να αποδείξουν το ζητούµενο. Αν αυτοί δηλαδή στηρίχθηκαν, για 
παράδειγµα, σε κάποιο προηγούµενο θεώρηµα ή σε κάποιο αξίωµα ή και στα δύο, 
και πως συνδύασαν όλα τα δεδοµένα τους. Κατά τους Daniel Alibert και Michael 
Thomas [1], ο αρχικός στόχος της απόδειξης δεν είναι µόνο να πείσει, αλλά να 
ενισχύσει τον ακροατή ή τον αναγνώστη να κατανοήσει τις ιδέες πίσω από την 
απόδειξη και να τις συνδέσει και µε άλλα µαθηµατικά αποτελέσµατα. Σαφώς, η 
παρουσίαση µιας απόδειξης και η εξήγησή της είναι δυο εντελώς διαφορετικές 
µαθηµατικές δραστηριότητες.  
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Αυτό το φαινόµενο, παρατηρήθηκε από µελέτη [13],  , κυρίως στα πλαίσια των 
ορίων, όπου οι φοιτητές ήταν αναποφάσιστοι ως προς το εάν έπρεπε να βρουν τα 
όρια µέσω του επίσηµου ορισµού  ή µέσω της άλγεβρας των ορίων. Επίσης, δεν 
είχαν κάποια άνεση στην εναλλαγή του ορισµού του ορίου και της άλγεβρας του 
ορίου καθώς επίσης απέφευγαν τις διαισθητικές πρακτικές, όπως η εικασία των 
ορίων και στη συνέχεια µια απόδειξη για αυτές. 

Ακόµη και αν οι φοιτητές είναι ‘λογικά ικανοί’ (logically capable) [18], δηλαδή 
γνωρίζουν τι συγκροτεί µια απόδειξη και µπορούν να σκέφτονται αφαιρετικά, να 
παρουσιάζουν και να χρησιµοποιούν τους ορισµούς και να διεξάγουν έγκυρα 
αποτελέσµατα, αυτό δεν εγγυάται ότι µπορούν να κατασκευάσουν κάτι 
περισσότερο από τετριµµένες αποδείξεις. 

Ο Moore (1994)(βλέπε,[18]) παρατήρησε πέντε φοιτητές προπτυχιακού 
επιπέδου και διαπίστωσε, ότι ενώ οι φοιτητές µπορούσαν κάποιες φορές να 
διατυπώσουν τον ορισµό µιας έννοιας, και ας µη την είχαν κατανοήσει καλά, όταν 
κλήθηκαν να γράψουν κάποιες αποδείξεις για αυτή την έννοια, δεν ήξεραν πώς να 
αρχίσουν. 

Έτσι, λοιπόν, και  η έννοια της απόδειξης αποτελεί για τους φοιτητές  ένα 
δύσκολο κοµµάτι της µαθηµατικής εκπαίδευσης.. Κάποιες φορές δε γράφουν 
ολοκληρωµένα, κάποιες άλλες γράφουν περισσότερα από όσα χρειάζονται και 
άλλες δε γράφουν τίποτα. Σπάνια γράφουν τα απαραίτητα και µε την απαιτούµενη 
αυστηρότητα. 
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2.3 Ταξινόµηση δυσκολιών στον Απειροστικό Λογισµό σύµφωνα µε τη Michele 
Artigue 
 
 

 
Σύµφωνα µε την Michele Artigue[2], οι δυσκολίες που συναντούν οι φοιτητές 

στον Απειροστικό Λογισµό και γενικότερα στα µαθήµατα της ανάλυσης, 
ταξινοµούνται σε κάποιες οµάδες, οι οποίες βέβαια µπορούν να υπάρχουν 
ανεξάρτητα η µια από την άλλη. Είναι οι ακόλουθες :  
• ∆υσκολίες που σχετίζονται µε τη µαθηµατική πολυπλοκότητα των βασικών 

αντικειµένων της περιοχής, όπως οι πραγµατικοί αριθµοί, συναρτήσεις, 
ακολουθίες, αντικείµενα που είναι ακόµη σε φάση κατασκευής όταν αρχίζει η 
επίσηµη διδασκαλία της ανάλυσης. 

• ∆υσκολίες που σχετίζονται µε την αντίληψη της έννοιας του ορίου και µε τους 
τεχνικούς χειρισµούς του. 

• ∆υσκολίες που σχετίζονται µε το αναγκαίο ρήγµα µε την αλγεβρική σκέψη. 
 
 
 
 
 
∆υσκολίες που σχετίζονται µε τα βασικά αντικείµενα της περιοχής. 

 
 

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι αυτά τα βασικά αντικείµενα της ανάλυσης δεν είναι 
άγνωστα κατά την είσοδο των µαθητών στις πανεπιστηµιακές σχολές. ∆εν 
αποτελούν κάποιες νέες έννοιες για αυτούς όταν πρωτοέρχονται σε επαφή µε την 
περιοχή. Ωστόσο, δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι τα αντικείµενα αυτά είναι 
σταθεροποιηµένα, αντιθέτως η σχέση που θα αναπτυχθεί µεταξύ τους θα 
διαδραµατίσει έναν σπουδαίο ρόλο στην αντίληψη και ωρίµανσή τους.  

 

1. Πραγµατικοί αριθµοί 
 

 
∆ιάφορες έρευνες έχουν δείξει ότι οι αντιλήψεις που αναπτύχθηκαν από τους 

µαθητές για τους πραγµατικούς αριθµούς δεν είναι κατάλληλες για την ανάλυση. 
Οι µαθητές θεωρούν ότι οι πραγµατικοί αριθµοί είναι αλγεβρικά αντικείµενα. 
Αναγνωρίζουν ότι η διάταξή τους είναι πυκνή, αλλά ανάλογα µε το πλαίσιο µπορεί 
να ταυτίσουν αυτή την ιδιότητα µε την ύπαρξη αριθµών ακριβώς πριν ή ακριβώς 
από έναν δεδοµένο αριθµό. Για παράδειγµα, το 0,999… συχνά λέγεται ότι είναι ο 
αριθµός ακριβώς πριν από το 1.  

Η συσχέτιση πραγµατικών αριθµών και πραγµατικής ευθείας στερείται 
νοήµατος. Αν εκ των προτέρων οι µαθητές δέχονται την αρχή της 1-1 αντιστοιχίας 
µεταξύ του R και της ευθείας, δεν είναι κατ’ ανάγκη πεπεισµένοι ότι ο κάθε δοθείς 
αριθµός έχει θέση στην ευθεία. 
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2. Συναρτήσεις  
 

 
Όσον αφορά τις συναρτήσεις, η κατάσταση είναι πολύπλοκη. Οι φοιτητές, 

ακόµα και αν έχουν παρακολουθήσει ένα ικανό αριθµό µαθηµάτων µε µαθηµατικό 
περιεχόµενο, δεν έχουν ένα συµπαγές υπόβαθρο κατανοήσεως της έννοιας της 
συνάρτησης. Σύµφωνα µε έρευνες που έχουν πραγµατοποιηθεί, οι δυσκολίες αυτές 
δεν δρουν ανεξάρτητα. Αρχικά, διαπιστώνονται δυσκολίες στον καθορισµό του τι 
ακριβώς είναι συνάρτηση και στη θεώρηση των ακολουθιών ως συναρτήσεις. Κατά 
τους Vinner και Dreyfus(1989)(βλέπε, [2]) και Harel και Trgalova [9], τα κριτήρια 
που χρησιµοποιούν οι µαθητές για να ελέγξουν αν κάτι είναι συνάρτηση ή όχι, δε 
συµφωνούν µε τον τυπικό ορισµό της έννοιας, ακόµη και από αυτούς που έχουν τη 
δυνατότητα να αναπαράγουν τον τυπικό ορισµό. Αυτά τα κριτήρια εξαρτώνται 
περισσότερο από τα τυπικά παραδείγµατα που λαµβάνονται ως πρότυπα και 
συσχετίσεις, όπως για παράδειγµα : συνάρτηση – τύπος - καµπύλη. Έτσι για 
παράδειγµα, το ίδιο αντικείµενο µπορεί να θεωρηθεί ως συνάρτηση ή όχι, ανάλογα 
µε τον τύπο ή τη συµβολική του αναπαράσταση. Για να γίνουµε λίγο πιο 
συγκεκριµένοι, ας θεωρήσουµε ως 2)(: =→ χχ ff , η οποία δεν είναι 
συνάρτηση γιατί η δοθείσα αλγεβρική έκφραση (τύπος) δεν εξαρτάται από το χ, 
αλλά είναι συνάρτηση λόγω της γραφικής παράστασης που είναι µια ευθεία 
γραµµή. Τέτοιου είδους φαινόµενα οδήγησαν τους ερευνητές στο διαχωρισµό του 
ορισµού µιας έννοιας από την εικόνα έννοιας, όπως είδαµε αναλυτικά λίγο πριν. 

Επίσης, δυσκολίες συναντούν οι φοιτητές στη σύνδεση διαφορετικών 
σηµειωτικών καταχωρήσεων. Αυτές, σχετίζονται µε τη µεταφορά από µια 
σηµειωτική καταχώρηση σε κάποια άλλη και ειδικότερα από µια γραφική 
καταχώρηση στην αλγεβρική. 

Μια επιπλέον δυσκολία είναι η «µαθηµατικοποίηση» ενός προβλήµατος, 
δηλαδή η θεώρηση συναρτήσεων ως µαθηµατικών εργαλείων στην επίλυση 
προβληµάτων. Ο Breidenback(1992)(βλέπε[9]), έχει επισηµάνει «η βασική 
απαίτηση για την κατανόηση συναρτήσεων, την οποία δεν φαίνεται να έχουν οι 
µαθητές, είναι η ικανότητα να µετουσιώνουν µεταβολές πραγµατικών 
καταστάσεων χρησιµοποιώντας συναρτήσεις». 

 
 

3. ∆υσκολίες που σχετίζονται µε την έννοια του ορίου. 
 

Η µαθηµατική έννοια του ορίου είναι µια ιδιαίτερα δύσκολη έννοια, 
χαρακτηριστική του είδους σκέψης που απαιτείται στα ανώτερα µαθηµατικά. 
Κατέχει µια κεντρική θέση που διεισδύει σε ολόκληρη τη µαθηµατική ανάλυση, ως 
θεµέλιο στην ανάπτυξη του διαφορικού και ολοκληρωτικού λογισµού. 

Σύµφωνα µε τον Cornu[7], µια από τις µεγαλύτερες δυσκολίες στη διδασκαλία 
και στη µάθηση της έννοιας του ορίου βρίσκεται αφ’ ενός στην πολυπλοκότητά 
της, και αφ΄ ετέρου στο βαθµό στον οποίο οι γνωστικές πτυχές δεν µπορούν να 
παραχθούν καθαρά από το µαθηµατικό ορισµό. Όπως προαναφέραµε η διάκριση 
µεταξύ του ορισµού µιας έννοιας και της ίδιας της έννοιας είναι πολύ σηµαντική 
από διδακτική σκοπιά. Από τη µια, υπάρχει η αποµνηµόνευση του ορισµού, και 
από την άλλη η κατανόηση της έννοιας, που είναι δύο εντελώς διαφορετικά 
θέµατα.  

Ένας φοιτητής απάντησε σε ερώτησή µας για το ποια είναι η γνώµη του για τους 
ορισµούς : «Μου αρέσουν; Στην αρχή, µέχρι να λύσεις αρκετές ασκήσεις ή να έχεις 
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κάποιον να σου πει…∆εν ξέρω, δε µου αρέσουν καθόλου γιατί τους µαθαίνεις 
παπαγαλία. ∆ε µπορείς να τους κατανοήσεις και αυτό δε µου αρέσει καθόλου… 
Υπάρχει σχέση(ανάµεσα στον ορισµό-κατανόηση έννοιας), αλλά δεν ξέρω κατά 
πόσο οι ορισµοί του βιβλίου σε βοηθούν να καταλάβεις πραγµατικά την έννοια. 
Τουλάχιστον εµένα δε µε έχουν βοηθήσει.»(συνέντευξη 3η, γραµµή 52, γραµµή 58). 
Μια άλλη απάντηση ήταν η εξής : «Βασικά έτσι πρέπει (να χρησιµοποιεί ορισµούς), 
αλλά συνήθως εγώ δε µπορώ… Όχι, τον µαθαίνεις παπαγαλία. Όµως να µάθεις να 
τους   χρησιµοποιείς είναι λίγο δύσκολο Υπάρχει σχέση, αλλά χρειάζεται πολύ 
δουλειά για να µάθεις τον ορισµό και να µπορέσεις να τον χρησιµοποιήσεις. » 
(συνέντευξη 2η, γραµµές 53-55, 74). 

Επιπλέον, µια φοιτήτρια µας είπε : «∆εν είναι απόλυτα σαφής (εννοεί τη σχέση 
που υπάρχει ανάµεσα στον ορισµό µιας έννοιας και στην κατανόηση της ίδιας της 
έννοιας). Ο ορισµός µιας έννοιας δε διευκολύνει την κατανόησή της και πολύ 
περισσότερο να την χρησιµοποιήσεις πρακτικά, όπως στην επίλυση µιας άσκησης ή 
να εξηγήσεις κάτι µέσα από τον ορισµό». (συνέντευξη 1η, γραµµή 58).  

Πολλές φορές οι φοιτητές χρησιµοποιούν την έννοια του ορίου για την επίλυση 
προβληµάτων, χωρίς να στηρίζονται στον ορισµό του, αλλά σε διάφορες 
διαισθητικές αντιλήψεις που έχουν για αυτό. Έτσι, ξεκινώντας από αυτό, θεωρούν 
ότι έχουν κατανοήσει τον ορισµό του ορίου, χωρίς όµως πραγµατικά να συµβαίνει 
κάτι τέτοιο. 

Επιπλέον, οι ποσοδείχτες «για κάθε», «υπάρχει», που εµφανίζονται στους ε-δ 
ορισµούς, καθώς και τα ε-δ δυσκολεύουν πολύ τους φοιτητές. Οι απαντήσεις που 
µας έδωσαν οι φοιτητές, τόσο για τους ποσοδείχτες, όσο και για τα ε-δ 
επισηµαίνουν τις δυσκολίες τους.. Ένας φοιτητής απάντησε : «Και εκεί είναι λίγο 
µπέρδεµα… Οι σχέσεις ανάµεσα στα ε και δ, πως τα χρησιµοποιείς, ότι µερικές 
φορές αυθαίρετα παίρνεις κάποιο ε ή  δ για να σου βγει η άσκηση. Όλα αυτά δε 
νοµίζω ότι είναι και τόσο εύκολα… Αυτά είναι αναγκαία, πρέπει να υπάρχουν και   
όταν δε τους χρησιµοποιούµε, ενώ θα έπρεπε, οι ασκήσεις είναι λάθος… Νοµίζω ότι 
το παίρνουµε αυθαίρετα (εννοεί το ε), γύρω στο 1, για να µας βγει η άσκηση. Αυτό δε 
το λέει ο ορισµός, αλλά το κάνουµε έτσι µέσα από κάποιες ασκήσεις που έχουµε δει.» 
(συνέντευξη 2η, γραµµές 65-72) 

Κάποια φοιτήτρια απάντησε πάνω στις ίδιες ερωτήσεις : « Ας µιλήσουµε για τους 
ορισµούς που έχουν ε και δ στον απειροστικό. 
Είναι σχετικά περίπλοκοι. Προσωπικά µε δυσκολεύουν στο να τους κατανοήσω, Για 
να τους κατανοήσω θα πρέπει να ασχοληθώ πάρα πολύ, να λύσω κάποιες ασκήσεις 
και τελικά να τους βάλω στο µυαλό µου µε ένα τρόπο δικό µου προσωπικό, που δε θα 
είναι καθαρά ο ορισµός, αλλά κάτι που θα έχω καταλάβει εγώ και θα µε διευκολύνει 
πρακτικά…. Υπάρχει µια δυσκολία αρκετά µεγάλη…Ειδικά στο ε κάπου τα πράγµατα 
µπερδεύονται Αναρωτιέσαι τι θα ορίσεις για ε, τι τιµή θα βάλεις για κάθε ε. Θα 
πρέπει δηλαδή….ίσως να σου δίνουν ένα βήµα, ή πόσο µικρό να είναι το ε. Όταν 
λέµε ότι το ε είναι θετικό, αλλά κοντά στο µηδέν, τι τιµή είναι αυτή; Πόσο κοντά στο 
µηδέν µπορεί να είναι;» (συνέντευξη 1η, γραµµές 65-72).  
Ένας ακόµη φοιτητής µας απάντησε : «Ναι, υπάρχει παντού το ε. Αλλά είναι πολύ 
αυθαίρετο… Σαν έννοια όµως, είναι γενικά αυθαίρετη. ∆εν πιστεύω ότι υπάρχει 
άτοµο που να έχει καταλάβει ακριβώς πως το παίρνουµε. Απλά βλέποντας κάποιες 
ασκήσεις που το ε=1 και το παίρνω και εγώ τόσο, χωρίς να ξέρω γιατί και πως. Αυτά 
για το ε, ….. και υπάρχει παντού… Και για αυτούς (εννοεί τους ποσοδείχτες) είναι 
λίγο αυθαίρετα τα πράγµατα, αλλά πιστεύω ότι τους κατανοώ πολύ καλύτερα από το 
ε. Αλλά και για αυτούς η επιλογή είναι δύσκολη. Πότε λέµε ‘υπάρχει’, πότε ‘για 
κάθε’»(συνέντευξη 3η, γραµµές 71-74). 
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Ωστόσο, διάφορες έρευνες που έχουν διεξαχθεί παρουσιάζουν σαφέστατα ότι αν 
και η πλειοψηφία των φοιτητών δεν κατανοεί την έννοια του ορίου, αυτό δεν τους 
εµποδίζει να λύνουν ασκήσεις, προβλήµατα ή και να επιτυγχάνουν στις εξετάσεις 
τους. Ρωτήσαµε έναν φοιτητή πάνω σε αυτό και µας απάντησε : «Ναι, θα 
επιχειρούσα σίγουρα, αν τους ήξερα αυτό θα έκανα. Αυτό κάνω ανεξάρτητα µε το αν 
καταλαβαίνω το νόηµα κάτω από τους ορισµούς.» (συνέντευξη 3η, γραµµές 53-56). 

Παράλληλα, όπως όλοι γνωρίζουµε η διδασκαλία της έννοιας του ορίου δεν 
ξεκινά από παρθένο έδαφος. Είτε απευθυνόµαστε σε µαθητές της δευτεροβάθµιας 
εκπαίδευσης, είτε σε φοιτητές ανώτερων εκπαιδευτικών ιδρυµάτων, ήδη υπάρχουν 
ορισµένες ιδέες, διαισθήσεις, εικόνες, γνώσεις που προέρχονται από την 
καθηµερινή εµπειρία, όπως οι κοινές σηµασίες των όρων που χρησιµοποιούνται. Ο 
Cornu[7], περιγράφει τις αντιλήψεις µιας ιδέας που εµφανίζονται πριν από την 
τυπική διδασκαλία, ως αυθόρµητες αντιλήψεις (spontaneous conceptions). Κατά τη 
διάρκεια ενός µαθήµατος µαθηµατικών, οι ιδέες αυτές δεν εξαφανίζονται,  
αντιθέτως, αναµιγνύονται µε τη νεοαποκτηθείσα γνώση, τροποποιούνται και 
προσαρµόζονται για να σχηµατίσουν τις προσωπικές αντιλήψεις των µαθητών.  

Αυτό το φαινόµενο δυσκολεύει τους φοιτητές να κατανοήσουν τη µαθηµατική 
έννοια του ορίου. Μια φοιτήτρια απάντησε σε ανάλογη ερώτηση : «Ίσως τελικά να 
έχει λειτουργήσει και αρνητικά αυτό, γιατί έχοντας µια ιδέα για µια έννοια και 
προσπαθώντας να την προσδιορίσεις µετά καθαρά µαθηµατικά, δυσκολεύεσαι. 
∆εχόµαστε πιο εύκολα κάποιους όρους που είναι καθαρά µαθηµατικοί και δεν έχουµε 
στο µυαλό µας προηγούµενα µια εντύπωση για αυτή την έννοια. Οπότε το όριο, όντας 
δύσκολο σαν µαθηµατική έννοια, γίνεται ακόµα πιο µπερδεµένο, θα έλεγα, µέσα στο 
µυαλό του φοιτητή όταν µπλέκει και την καθηµερινή έννοια του ορίου, την 
καθηµερινή φύση» (συνέντευξη 1η , γραµµές 73-74), ενώ ένας άλλος φοιτητής µας 
είπε : «Υπάρχει, αλλά αυτό βοηθάει στην κατανόηση της έννοιας µόνο στην αρχή. 
Νοµίζω ότι ουσιαστικά δεν είναι το ίδιο πράγµα.» (συνέντευξη 2η, γραµµές 91-94). 

Στην περίπτωση της έννοιας του ορίου, παρατηρούµε ότι οι λέξεις «τείνει» και 
«όριο» έχουν µια σηµασία για τους µαθητές πριν ακόµη εισαχθούν σε αµφιθέατρα 
και τάξεις, και συνήθως συνεχίζουν να βασίζονται σ’ αυτές τις σηµασίες αν και 
τους έχει δοθεί ένας τυπικός ορισµός 

Οι διάφορες έρευνες έχουν αποκαλύψει πολλές διαφορετικές σηµασίες για την 
έκφραση «τείνει προς» : 

 Πλησιάζει (µένοντας τελικά µακριά του) - [to approach] 
 Πλησιάζει…χωρίς να το φθάνει - [to approach…without reaching it] 
 Πλησιάζει…µέχρι σχεδόν να το φθάσει - [to approach…just reaching it] 
 Μοιάζει (χωρίς οποιαδήποτε παραλλαγή, όπως «αυτό το µπλε τείνει προς το                 

βιολετί») - [to resemble] 
Στην έρευνά µας, οι φοιτητές έδωσαν τις δικές τους ερµηνείες : «Είναι κάτι που 

δεν είναι και τόσο σαφές. Όµως, µέσα από το όριο χρησιµοποιούµε και άλλες 
έννοιες, για τη φύση του ορίου, όπως το «τείνει»,που δεν είναι µια καθαρά 
µαθηµατική έννοια, αφού την χρησιµοποιούµε και στην καθηµερινότητα µας. ∆είχνει 
αυτή την προσέγγιση που θέλουµε να πετύχουµε µε το όριο.» (συνέντευξη 1η , 
γραµµές 69- 70)  
«Τείνει, σηµαίνει ότι παίρνει…δηλαδή συγκεκριµένα ότι υπάρχει ένα δ…που 
ανάµεσα στον αριθµό αυτό και το δ παίρνει πολύ…παίρνει τις τιµές κοντά στον 
αριθµό, αλλά ποτέ δε θα πάρει τον ίδιο αριθµό. ∆ηλαδή, τον προσεγγίζει.» 
(συνέντευξη 3η , γραµµές 67-70) 
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Αντίστοιχα, η λέξη όριο µπορεί να έχει διαφορετικές σηµασίες, για κάθε 
άνθρωπο και κάθε διαφορετική στιγµή :  

 Ένα αξεπέραστο όριο το οποίο µπορούµε να φτάσουµε -[an impassible limit 
which is reachable] 

 Ένα αξεπέραστο όριο το οποίο είναι αδύνατο αξεπέραστο - [ an impassible 
limit which is impossible to reach] 

 Ένα σηµείο το οποίο πλησιάζουµε, χωρίς να το φθάνουµε -[a point which 
one approaches, without reaching it] 

 Ένα σηµείο το οποίο το πλησιάζουµε και το φθάνουµε - [ a point which one 
approaches and reaches] 

 Ένα ανώτερο (ή κατώτερο) όριο 
 Ένα µέγιστο ή ένα ελάχιστο  
 Ένα διάστηµα 
 Αυτό που έπεται «αµέσως µετά από» εκείνο ως το οποίο µπορούµε να 

φθάσουµε 
 Ένας περιορισµός, µια απαγόρευση, ένας κανόνας 
 Το τέλος, το τέρµα. 
Οι φοιτητές µας προσπάθησαν µε το δικό τους τρόπο να ερµηνεύσουν αυτή την 

έννοια του ορίου :  
    «Αν µιλήσουµε όπως µιλήσαµε για τη συνέχεια, µέσα από την καθηµερινότητα, 
γιατί είναι µια έννοια που χρησιµοποιούµε και καθηµερινά, είναι σαν κάτι το οποίο 
δείχνει µια κατεύθυνση προς τα πού µπορούµε να φτάσουµε, χωρίς όµως να µας λέει 
ότι µπορούµε να…,ναι µεν µπορούµε να το προσεγγίσουµε, είτε να είµαστε µακριά 
είτε πάρα πολύ κοντά σε αυτό» (συνέντευξη 1η , γραµµές 69- 70) 
«Ναι (εννοεί στην καθηµερινότητα), λέµε ήµουν στο όριο, δηλαδή παραλίγο… 
Είναι οι οριακές τιµές…είναι µια τιµή και µε τα πλευρικά προσπαθούµε να φτάσουµε 
όσο µπορούµε αυτή την τιµή» (συνέντευξη 2η , γραµµές 86-88). 
 «Τι να πω! Αυτό που είναι και από την καθηµερινή ζωή, όπως µας µαθαίνουν 
χρόνια, ότι απλά τείνει σε κάποιον αριθµό, αλλά ποτέ δεν παίρνει αυτή την τιµή. Αυτό 
είναι το πρώτο που µπορώ να σκεφτώ» (συνέντευξη 3η , γραµµές 67-70) 

Όλες οι παραπάνω σηµασίες που δίνονται στη λέξη όριο, αφορούν 
διαφορετικούς µαθητές ή και ίδιους, αλλά σε διαφορετικές χρονικές στιγµές, 
ανάλογα µε τις περιστάσεις. Αυτές, οι αυθόρµητες ιδέες µπορούν να παραµείνουν 
σε ένα µαθητή για πολύ µεγάλο χρονικό διάστηµα. Πρέπει να σηµειώσουµε ότι 
κάποιες φορές συµβαίνει να υπάρχουν ταυτόχρονα στο µυαλό ενός ατόµου 
αντιφατικές ιδέες, που οδηγούν σε µια εικόνα έννοιας, που περιέχει 
συγκρουόµενους παράγοντες. 

Κάτι ανάλογο συµβαίνει και µε άλλες έννοιες, όπως µε την έννοια της 
συνέχειας. Η συνέχεια πάσχει από το γεγονός ότι υφίσταται µια αυθόρµητη 
αντίληψη που προκαλείται από την χρήση της καθηµερινής γλώσσας, σε φράσεις 
όπως «έβρεχε συνεχώς όλη µέρα» (δεν υπήρξε διακοπή στη βροχόπτωση) ή 
«σιδηροδροµική γραµµή είναι συνεχώς ενωµένη» (δηλαδή δεν υπάρχουν κενά στις 
ράγες) και έρχεται σε σύγκρουση µε τον τυπικό ορισµό. Όπως είδαµε(βλέπε, σελ 9-
16), ο ορισµός µιας έννοιας και η εικόνα που έχουν οι φοιτητές για αυτή, πολλές 
φορές είναι διαφορετικές. Αυτή η άποψη ενισχύεται από τις προσπάθειες των 
δασκάλων να δώσουν µια απλή εικόνα στην έννοια της συνέχειας λέγοντας, ότι η 
γραφική παράσταση µιας συνεχής συνάρτησης είναι µονοκόµµατη ή σχεδιάζεται 
χωρίς να σηκώσουµε το µολύβι από το χαρτί.  

Στις συνεντεύξεις που πήραµε από τους φοιτητές, σε ερώτησή µας πώς 
αντιλαµβάνονται την έννοια της συνέχειας, πήραµε τις εξής απαντήσεις : 
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«Πέρα από τα µαθηµατικά, αυτό που χρησιµοποιούµε και στην καθηµερινή µας ζωή 
ως συνέχεια, είναι κάτι που δεν έχει κενά δεν έχει…∆εν µπορούµε να κατανοήσουµε 
που είναι η αρχή και που το τέλος. Είναι κάτι…χωρίς…κάτι συνεχόµενο θα λέγαµε. 
Στα µαθηµατικά όταν µιλάµε για µια συνάρτηση, για µια συνάρτηση που έχει 
συνέχεια, αντιλαµβάνοµαι ότι είναι µια γραµµή, η οποία δεν έχει κενά ,δεν έχει 
τρύπες θα λέγαµε πιο απλά και µπορεί να χαραχθεί µε τη µύτη ενός µολυβιού χωρίς 
να σηκωθεί το µολύβι.» (συνέντευξη 1η, γραµµές 39- 40 ). 
« Ότι είναι παντού συνεχής… Ότι δε διακόπτεται πουθενά το γράφηµά της…. 
 Ότι σε κάθε σηµείο θα παίρνει µια τιµή η συνάρτηση… ∆ε θα διακόπτεται πουθενά η 
συνάρτηση…Η συνάρτηση δε σταµατάει (προφανώς εννοεί τη γραφική παράσταση 
της συνάρτησης)» (συνέντευξη 2η, γραµµές 41-48) 

Εκτός από τα παραπάνω, οι διάφοροι συγγραφείς φαίνεται να συµφωνούν στην 
ύπαρξη επιστηµολογικών εµποδίων, που αφορούν την έννοια του ορίου. Πριν, 
όµως, αναλύσουµε αυτά τα εµπόδια ας περιγράψουµε την φύση τους. 

Ένα εµπόδιο είναι µια αντίληψη, πιθανώς µια γνώση, η οποία ήταν 
αποτελεσµατική στην επίλυση ενός τύπου προβληµάτων, αποτυγχάνει όµως στην 
επίλυση ενός άλλου τύπου προβληµάτων. Λόγω της προηγούµενης επιτυχίας 
«αντιστέκεται» σε προσπάθειες τροποποίησης ή απόρριψης µε αποτέλεσµα να 
γίνεται εµπόδιο στην ανάπτυξη της νέας γνώσης [10]. 

Η Sierpinska(1994)(βλέπε, [11]) έχει διακρίνει τρεις τύπους εµποδίων : τα 
επιστηµολογικά, τα διδακτικά και τα γνωστικά. Τα διδακτικά εµπόδια προκύπτουν 
και από την φορµαλιστική διδασκαλία. Σε αυτή την περίπτωση, ο µαθητής δεν 
µπορεί να συνδέσει τις έννοιες µε την υπάρχουσα γνώση και αυτή η ασυνέχεια 
αποτελεί πηγή πολλών εµποδίων. ∆υστυχώς, η ύπαρξη αυτής της ασυνέχειας δεν 
είναι πάντα φανερή, δεδοµένου ότι οι µαθητές µαθαίνουν να επαναλαµβάνουν 
ορισµούς και να χειρίζονται σύµβολα έστω και αν δε τα κατανοούν. Επίσης, 
µπορούν να προκύψουν και από τη διδακτική µεταφορά, εκλογικεύοντας µε βάση 
τις αρχές όπως, από το απλό στο σύνθετο, από το µερικό στο γενικό κ .λ. π., όταν 
θέλουµε να παρουσιάσουµε ένα σύνθετο θέµα. 

Τα επιστηµολογικά εµπόδια έχουν σχέση µε την ιστορία και την εξέλιξη των 
επιστηµών. Ο όρος εισήχθη από τον Gaston Bachelard (1938)(βλέπε, [7]) :  
«Πρέπει να θέσουµε το πρόβληµα της επιστηµονικής γνώσης από την άποψη      
των εµποδίων. ∆εν αρκεί µόνο να λαµβάνουµε υπόψη τα εξωτερικά εµπόδια, όπως 
η πολυπλοκότητα και η προσωρινότητα των επιστηµονικών φαινοµένων, ούτε να 
θρηνήσουµε την αδυναµία των ανθρώπινων αισθήσεων και του πνεύµατος. Είναι 
µέρος της δράσης της απόκτησης της ίδιας της γνώσης, το να γνωρίσουµε βαθιά, 
εκείνο που εµφανίζεται, ως αναπόφευκτο αποτέλεσµα της λειτουργικής ανάγκης, 
να καθυστερεί την ταχύτητα της µάθησης και προκαλεί γνωστικές δυσκολίες. Εδώ 
µπορούµε να βρούµε τις αιτίες της στασιµότητας ακόµη και της οπισθοδρόµησης, 
και ίσως να αντιληφθούµε τους λόγους της αδράνειας, τους οποίους ονοµάζουµε 
επιστηµολογικά εµπόδια….Αντιµετωπίζουµε τη γνώση που έρχεται σε αντίθεση µε 
την προυπάρχουσα γνώση, και έτσι πρέπει να καταστρέψουµε τις προυπάρχουσες 
λανθασµένες ιδέες». 

Ο Guy Brousseau(βλέπε, [7]), ορίζει το επιστηµολογικό εµπόδιο ως τη γνώση 
που λειτουργεί καλά για µια ορισµένη περιοχή δραστηριότητας και εποµένως 
εδραιώνεται, αλλά κατόπιν αποτυγχάνει να λειτουργήσει ικανοποιητικά σε ένα 
άλλο πλαίσιο και οδηγεί σε αντιφάσεις. Εποµένως, καθίσταται αναγκαίο να 
καταστραφεί η αρχική ανεπαρκής, και λανθασµένα σχηµατισµένη γνώση και να 
αντικατασταθεί µε τη νέα έννοια που λειτουργεί ικανοποιητικά στο νέο πεδίο. 
Γενικά, ένα εµπόδιο αναιρείται, αν είµαστε ικανοί να αποστασιοποιηθούµε από τα 
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«πιστεύω» και τις σκέψεις µας και να ερευνήσουµε προς διαφορετικές 
κατευθύνσεις. 

Τέλος, τα γνωστικά εµπόδια είναι το αντίστοιχο των επιστηµολογικών εµποδίων 
στο ατοµικό επίπεδο. Υπάρχει µια παράλληλη πορεία ανάµεσα στην εξέλιξη των 
επιστηµών και την ανάπτυξη της σκέψης στο επίπεδο του κάθε ανθρώπου. 
Εποµένως, ότι έχουµε πει για τα επιστηµολογικά εµπόδια µεταφέρονται στα 
γνωστικά εµπόδια. Είναι πιθανό πως όταν µια γνώση έχει αναγνωριστεί ως 
επιστηµολογικό εµπόδιο, τότε θα υπάρχει και το αντίστοιχο γνωστικό εµπόδιο στο 
επίπεδο του µαθητή. 

Μετά από αυτή τη σύντοµη αναφορά στα εµπόδια, συνεχίζουµε µε τη µελέτη 
των επιστηµολογικών εµποδίων στην έννοια του ορίου. Πολλοί συγγραφείς 
συµφωνούν στην ύπαρξη τέτοιου είδους εµποδίων στην ιστορία της έννοιας του 
ορίου. 
    Οι αρχαίοι Έλληνες χρησιµοποιούσαν τη µέθοδο της εξάντλησης στα διάφορα 
γεωµετρικά προβλήµατα που αντιµετώπιζαν. Η µέθοδος της εξάντλησης ήταν µια 
παραγωγική µέθοδος, η οποία ήταν κατάλληλη για την απόδειξη αποτελεσµάτων, 
τα οποία όµως ήταν γνωστά εκ των προτέρων. ∆ηλαδή, θα µπορούσαµε να πούµε 
ότι κατά κάποιον τρόπο ‘νοµιµοποιούσε’ κάποιο ήδη γνωστό αποτέλεσµα. Η 
µέθοδος εφαρµοζόταν σε γεωµετρικά µεγέθη και όχι σε αριθµούς. Επιπλέον, κάθε 
περίπτωση αντιµετωπιζόταν µεµονωµένα µε την χρήση ενός συγκεκριµένου 
επιχειρήµατος. ∆εν µπορούµε να δηλώσουµε υπεύθυνα ότι οι αρχαίοι κατείχαν τη 
σύγχρονη έννοια του ορίου. ∆εν υπήρχε καµία µεταφορά από τα γεωµετρικά 
σχήµατα σε µια καθαρώς αριθµητική ερµηνεία. Συνειρµικά, η έννοια του ορίου των 
αριθµών απουσίαζε. 

Σε όλη την ιστορία της έννοιας του ορίου, αισθητή είναι η παρουσία των 
απειροελάχιστων ποσοτήτων. Πόσο µικρές µπορεί να είναι αυτές οι ποσότητες 
ώστε να είναι σχεδόν µηδενικές, αλλά ταυτόχρονα να έχουν και ένα συγκεκριµένο 
«προσδιορίσιµο» µέγεθος; Τέτοιου είδους φιλοσοφικά ερωτήµατα προκάλεσαν 
αντιθέσεις στους µαθηµατικούς της εποχής. Ο Euler(βλέπε, [7]) χρησιµοποίησε 
ελεύθερα την έννοια του απείρως µικρού ως µια ποσότητα που µπορεί, όταν 
απαιτείται, να θεωρηθεί ίση µε µηδέν. Και ο Cauchy(βλέπε, [7]) χρησιµοποίησε 
την έννοια του απείρως µικρού και εξήγησε την ιδέα του απειροελάχιστου ως εξής 
: «Λέµε ότι µια µεταβλητή ποσότητα γίνεται απείρως µικρή όταν η αριθµητική της 
τιµή µειώνεται διαρκώς κατά τέτοιο τρόπο ώστε να συγκλίνει στο όριο µηδέν». Ο 
D’ Alembert(βλέπε, [7]) εναντιώθηκε στην χρήση των απείρως µικρών ποσοτήτων 
και επιδίωξε να τις αποµακρύνει από το διαφορικό λογισµό. Η επιχειρηµατολογία 
του βασίστηκε στο ότι µια ποσότητα είναι είτε κάτι ή τίποτα. Οµοίως και ο 
Berkeley, το 1734(βλέπε, [5]), επιτέθηκε στον απειροστικό σε αυτό ακριβώς το 
σηµείο. Είπε, ότι «µια ποσότητα είναι είτε µηδέν, είτε όχι. ∆εν υπάρχει τίποτε 
ενδιάµεσο». Η ιδέα µιας ‘ενδιάµεσης κατάστασης’ µεταξύ εκείνου που είναι τίποτα 
και εκείνου που δεν είναι τη συναντάµε συχνά στους µαθητές. Συχνά τους ακούµε 
να λένε ότι το ε αναπαριστά έναν αριθµό που δεν είναι µηδέν, αλλά ταυτόχρονα 
είναι µικρότερος από οποιονδήποτε θετικό πραγµατικό αριθµό. H φοιτήτρια που 
ρωτήσαµε απορεί : «Όταν λέµε ότι το ε είναι θετικό, αλλά κοντά στο µηδέν, τι τιµή 
είναι αυτή; Πόσο κοντά στο µηδέν µπορεί να είναι;» (συνέντευξη 1η, γραµµές 55-
56) ή ένας φοιτητής µας απάντησε, δείχνοντας έντονα την απορία του,  «Το µόνο 
που ξέρεις είναι ότι είναι σίγουρα κάποιος θετικός αριθµός … το παίρνουµε συνήθως 
κοντά στο µηδέν» (συνέντευξη 3η , γραµµές 71- 72).  
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Επίσης, η έννοια του ορίου είναι δύσκολο να εισαχθεί στα µαθηµατικά επειδή 
φαίνεται πιο συναφής µε τη µεταφυσική ή τη φιλοσοφία. Οι µαθηµατικοί 
επιφυλάσσονται να µιλήσουν για τέτοιες έννοιες, από τους αρχαίους Έλληνες µέχρι 
και τον D’ Alembert, που έγραψε ότι «κάποιος µπορεί να τα καταφέρει εύκολα στο 
διαφορικό λογισµό χωρίς όλα τα υπόλοιπα µεταφυσικά του απείρου»(βλέπε, [7]). Η 
µεταφυσική σκοπιά του της έννοιας του ορίου αποτελεί ένα από τα κύρια εµπόδια 
των µαθητών. Απαντήσεις από µαθητές του τύπου «δεν είναι ακριβώς 
µαθηµατικάεπιβεβαιώνουν την παραπάνω αντίληψη. Ακόµη, οι δυσκολίες στο 
χειρισµό της έννοιας του απείρου, καθιστούν πιο δύσκολη την κατανόηση της 
έννοιας του ορίου, ειδικά όταν ένα όριο δεν µπορεί να υπολογισθεί άµεσα µε την 
χρήση της άλγεβρας και της αριθµητικής. Το επιχείρηµα ενισχύεται από αντιλήψεις 
για το άπειρο, «είναι πολύ αφηρηµένο», «δεν υπάρχει». 
Τέλος, η αντιπαράθεση του αν επιτυγχάνεται το όριο ή όχι, έχει παραµείνει 
ζωντανή στους µαθητές µέχρι και σήµερα. «Είναι σαν κάτι το οποίο δείχνει µια 
κατεύθυνση προς τα πού µπορούµε να φτάσουµε, χωρίς όµως να µας λέει ότι 
µπορούµε να.…,ναι µεν µπορούµε να το προσεγγίσουµε, είτε να είµαστε µακριά είτε 
πάρα πολύ κοντά σε αυτό… Είναι κάτι που δεν είναι και τόσο σαφές» (συνέντευξη 
1η, γραµµή 70). Ο Robins (1697-1751)(βλέπε, [7]), υπολόγισε ότι το όριο δεν 
µπορεί ποτέ να επιτευχθεί, όπως τα κανονικά πολύγωνα που εγγράφονται στον 
κύκλο δεν µπορούν ποτέ να είναι ίσα µε αυτόν, ο D’ Alembert, επέµενε ότι µια 
ποσότητα δεν πρέπει ποτέ να γίνει ίση µε το όριό της : «Για να µιλήσουµε σωστά, 
το όριο δεν συµπίπτει ποτέ, ή δε γίνεται ποτέ ίσο µε την ποσότητα της οποίας είναι 
το όριο, αλλά πλησιάζει πάντα και µπορεί να διαφέρει κατά µια ποσότητα τόσο 
µικρή όσο κάποιος επιθυµεί»(βλέπε, [7]). Ο Jurin (1685-1750) είχε ακριβώς την 
αντίθετη άποψη για το θέµα. 

 

4. ∆υσκολίες που συνδέονται µε το αναγκαίο ρήγµα µα την αλγεβρική σκέψη 
 

Η µαθηµατική δραστηριότητα στην ανάλυση βασίζεται κατά πολύ στις 
αλγεβρικές δεξιότητες και ικανότητες, αλλά ταυτόχρονα απαιτείται και η 
αναλυτική σκέψη, την οποία πρέπει να τη διαφοροποιήσουµε από την αλγεβρική. 
Κατά κύριο λόγο, για να εισαχθούµε στην αναλυτική σκέψη και αυτό να είναι 
αποτελεσµατικό, πρέπει να αναπτύξουµε µια άλλη όψη για την ισότητα. 

Στην άλγεβρα για να αποδείξουµε ότι δύο παραστάσεις α(χ) και β(χ) είναι ίσες, 
η τυπική στρατηγική είναι η ακόλουθη : να µετασχηµατίσουµε τη µια ή και τις δύο 
από αυτές µε διαδοχικές ισοδυναµίες, ώσπου να πάρουµε δύο προφανώς 
ισοδύναµες παραστάσεις, ή να µετασχηµατίσουµε τη διαφορά τους (αντίστοιχα το 
πηλίκο τους) µε διαδοχικές ισοδυναµίες µέχρι να πάρουµε το 0 (αντίστοιχα το 1). 

Στην ανάλυση, αν δεν περιοριστούµε βέβαια στο αλγεβρικό της µέρος, αυτή η 
στρατηγική είναι συχνά ανέφικτη, είτε γιατί αυτή η στρατηγική είναι εκτός 
πλαισίου, είτε γιατί δεν είναι και πολύ οικονοµική. Έτσι, πρέπει να αναπτύξουµε 
µια εικόνα της ισότητας συνδεδεµένη µε την τοπική προσέγγιση του απείρου, 
δηλαδή να πούµε για παράδειγµα ότι αν εε ≺),(,0 BAd∀ , για µια κατάλληλη 
απόσταση d, τότε Α = Β. Ως αποτέλεσµα, οι ανισότητες παίζουν στην ανάλυση 
κυρίαρχο ρόλο έναντι  των αλγεβρικών ισοτήτων, ενώ και αυτές αποτελούν ένα 
βασικό τρόπο απόδειξης µε ικανές συνθήκες. 
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2.4 Λάθη και ταξινόµηση λαθών 
 

 
Όλα τα παραπάνω εµπόδια καθώς και οι δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές, 

γίνονται εµφανή από τα λάθη τους. Ο Orton (1980)(βλέπε, [2]) πραγµατοποίησε 
µια µελέτη, πειραµατικά βασισµένη στις µεµονωµένες συνεντεύξεις 110 
σπουδαστών, ηλικίας 16 έως 22 χρόνων, για να διαπιστώσει τα προβλήµατα που 
αντιµετώπιζαν οι φοιτητές. Όλοι οι φοιτητές είχαν επιλέξει ενότητες µαθηµατικών 
και σίγουρα είχαν πάρει τουλάχιστον µια σειρά µαθηµάτων απειροστικού 
λογισµού. Τελειώνοντας την εργασία του, ταξινόµησε τα λάθη που διέπραξαν οι 
φοιτητές σε τρεις κατηγορίες : ‘δοµικά λάθη’, ‘εκτελεστικά λάθη’ και ‘αυθαίρετα 
λάθη’. 

Τα δοµικά λάθη, είναι αυτά που εµφανίζονται από κάποια αποτυχία να 
εκτιµηθούν οι σχέσεις που εµπλέκονται σε ένα πρόβληµα ή να συλληφθεί µια 
στοιχειώδης αρχή λύσης. ∆ηλαδή, θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε ότι σε αυτή την 
κατηγορία συγκαταλέγονται τα λάθη που εµφανίζονται στην εγγραφή ορισµών, 
θεωρηµάτων, προτάσεων. Όταν για παράδειγµα, οι φοιτητές πράττουν λάθη στην 
εγγραφή ενός ορισµού, αυτό µπορεί να σηµαίνει όπως έχουµε δει,  ότι δεν έχουν 
κατανοήσει την ίδια την έννοια ή δεν ξεκαθαρίσει τη σηµασία των ποσοδεικτών. 
Από αυτό συνεπάγεται ότι δεν µπορούν να εκτιµήσουν τα αρχικά τους δεδοµένα 
και εποµένως τα «σφάλµατα» πραγµατοποιούνται από την αρχή. Με λίγα λόγια, τα 
προβλήµατα εντοπίζονται στην κατανόηση αρχικών και θεµελιωδών συνθηκών, 
εννοιών.  

Τα αυθαίρετα, είναι αυτά που προκύπτουν από την αποτυχία του αντικειµένου 
να λάβει υπόψη του τους περιορισµούς που καθορίζονται από τα δεδοµένα. Έτσι, 
ενώ κάποιος φοιτητής µπορεί να έχει αντιληφθεί µια ιδιότητα, ωστόσο να 
συµπεράνει κάτι που δεν παράγεται από αυτή, αλλά ή να χρειάζεται και κάποιος 
επιπλέον περιορισµός για να οδηγηθεί στο συµπέρασµά του, ή να µην υπάρχει 
καµία λογική συνέχεια στους συνειρµούς του.  

 Τέλος, εκτελεστικά είναι αυτά που περιλαµβάνουν την αποτυχία να 
πραγµατοποιηθούν οι χειρισµοί, αν και οι αρχικές σχέσεις µπορεί να έχουν γίνει 
κατανοητές. Εδώ, συµπεριλαµβάνονται τα λάθη που πραγµατοποιούνται στις 
πράξεις ή λάθη που προκύπτουν από τη µη ικανότητα να εξαχθεί ένα συµπέρασµα 
µέσα από σχέσεις, οι οποίες όµως είναι σωστές. 

Σύµφωνα µε την παραπάνω ταξινόµηση θα χαρακτηρίσουµε τα λάθη που 
πραγµατοποίησαν οι φοιτητές στο µάθηµα του Απειροστικού I, κατά τη γραπτή 
εξέταση του Σεπτµβρίου του 2003. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 : ΕΡΕΥΝΑ ΚΑΙ ΜΕΛΕΤΗ ΛΑΘΩΝ ΤΩΝ ΦΟΙΤΗΤΩΝ ΚΑΤΑ 
ΤΗ ΓΡΑΠΤΗ ΕΞΕΤΑΣΗ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ “ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ 
ΛΟΓΙΣΜΟΣ I” ΤΟΝ ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟ ΤΟΥ 2003 

 
 
Το µάθηµα του Απειροστικού Λογισµού I, τον Σεπτεµβρίου του 2003, δόθηκε 

συνολικά από 379 φοιτητές, διάφορων ετών. Τα γραπτά των φοιτητών, που ήταν 
ήδη αξιολογηµένα και βαθµολογηµένα από τους διδάσκοντες του µαθήµατος, τα 
µελετήσαµε για να ανακαλύψουµε τις δυσκολίες και τα συνήθη λάθη που πράττουν 
οι φοιτητές στις γραπτές εξετάσεις τους στο µάθηµα αυτό. 

Η µεθοδολογία µελέτης των γραπτών ήταν η ίδια, για όλα τα ζητούµενα. 
Χωρίζαµε τα γραπτά σε δυο κατηγορίες : στα γραπτά που οι φοιτητές είχαν 
ασχοληθεί µε το συγκεκριµένο θέµα που µελετούσαµε και στα γραπτά των 
φοιτητών που δεν ασχολήθηκαν καθόλου µε το θέµα, τα οποία δεν µπορούσαµε να 
µελετήσουµε και περισσότερο. Όσα λοιπόν γραπτά είχαν απάντηση, τα χωρίζαµε 
σε αυτά που η απάντηση ήταν σωστή(αυτό το βλέπαµε από τη βαθµολογία του 
θέµατος) και στα γραπτά που οι απαντήσεις ήταν µη σωστές.(λέγοντας µη σωστές 
απαντήσεις, εννοούµε όχι µόνο τις λανθασµένες λύσεις, αλλά και απαντήσεις µη 
ολοκληρωµένες, ασαφείς, µε κενά στην αλληλουχία των βηµάτων κατά τη 
διαδικασία επίλυσης των θεµάτων). Συνεχίζαµε µε τη µελέτη των γραπτών µε τις 
µη σωστές απαντήσεις. Κάθε τέτοιο γραπτό το εξετάζαµε ξεχωριστά µε πολύ 
µεγάλη προσοχή. ∆ιαπιστώναµε οτι τόσο κάποιοι τρόποι αντιµετώπισης των 
θεµάτων, όσο και διάφορα λάθη ήταν κοινά σε πολλά διαφορετικά γραπτά. 
Σύµφωνα λοιπόν µε τον τρόπο αντιµετώπισης του κάθε θέµατος, αλλά και µε τα 
λάθη που παρατηρούσαµε, χωρίζαµε τα γραπτά σε κατηγορίες. Με αυτό τον τρόπο 
ξέραµε πόσοι από τους φοιτητές επέλεξαν έναν συγκεκριµένο τρόπο αντιµετώπισης 
του εκάστοτε θέµατος, αλλά και ποιο ακριβώς ήταν το λάθος ή τα λάθη σε κάθε 
περίπτωση.  

Στη συνέχεια, πραγµατοποιήσαµε στατιστική µελέτη των δεδοµένων µας για να 
έχουµε τα ακριβή ποσοστά επιτυχίας σε κάθε θέµα, καθώς και τα ποσοστά των 
φοιτητών που ακολούθησαν τους διαφορετικούς τρόπους επίλυσης των θεµάτων, 
αλλά και των λαθών που διέπραξαν. Τέλος, χαρακτηρίσαµε τα λάθη τους σύµφωνα 
µε την κατηγοριοποίηση του Orton(βλέπε, [2]) και σε κάθε θέµα χωριστά 
επισηµάναµε τα συµπεράσµατά µας. 

Πριν τη µελέτη των θεµάτων, θελήσαµε να µάθουµε ποιο ήταν το ποσοστό 
επιτυχίας των φοιτητών στη συγκεκριµένη εξεταστική περίοδο, δηλαδή να δούµε 
πόσοι από αυτούς κατάφεραν να ανταπεξέλθουν στις απαιτήσεις του µαθήµατος. 
Χωρίσαµε τα γραπτά σε δύο κατηγορίες, σε αυτά που ο βαθµός τους ήταν 
µεγαλύτερος ή ίσος του πέντε και σε αυτά που είχαν βαθµό µικρότερο του πέντε. 
Έτσι, από τους 379 φοιτητές που συµµετείχαν σε αυτές τις γραπτές εξετάσεις, µόνο 
οι 83 µπόρεσαν να «περάσουν» το µάθηµά τους. Η στατιστική ανάλυση έδειξε τα 
παρακάτω ποσοστά: 
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Έτσι, µόνο το 21,9% των φοιτητών κατάφερε να αντεπεξέλθει στις υποχρεώσεις 
του µαθήµατος και συνεπώς να το «περάσει», ενώ το 78,1% των φοιτητών δεν 
µπόρεσε να επιτύχει στις εξετάσεις. Είναι γεγονός, ότι το ποσοστό επιτυχίας του 
µαθήµατος είναι αρκετά µικρό και για αυτό η µελέτη και έρευνα που ακολουθεί 
είναι ενδιαφέρουσα για το πώς και που έγιναν τα λάθη, ποιες είναι οι αδυναµίες 
των φοιτητών και οδηγούµαστε σε τόσο µικρά ποσοστά επιτυχίας. 
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3.1    ΘΕΜΑ I : Αν RA ⊆  µη κενό, φραγµένο και AA infsup = , τι συµπεραίνετε 
για το Α; 
 
 
Με το θέµα αυτό ασχολήθηκαν 351 φοιτητές. Από αυτούς, οι 202 απάντησαν σωστά, 
ενώ οι 149 δεν απάντησαν σωστά. ∆ηλαδή: 
 
 
 
Ασχολήθηκαν µε το θέµα : 351  
Απάντησαν σωστά            : 202 
Απάντησαν όχι σωστά      : 149 
 
 
 
Η στατιστική ανάλυση έδειξε το παρακάτω ποσοστό φοιτητών που ασχολήθηκε µε 
το θέµα: 
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Τα ποσοστά επιτυχίας και αποτυχίας στο θέµα απεικονίζονται από το ακόλουθο 
διάγραµµα :  
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Πού έγιναν τα λάθη στα γραπτά; Είναι πραγµατικά αξιοσηµείωτο αυτό που 

παρατηρήσαµε κατά τη διαδικασία µελέτης των γραπτών. Από τα 149 γραπτά που 
ήταν όχι σωστά, τα 102 περιείχαν τη σωστή απάντηση(δηλαδή, ότι το σύνολο Α είναι  
µονοσύνολο), χωρίς όµως καµία αιτιολογία γιατί συµβαίνει κάτι τέτοιο ή πως µπορεί 
να γίνει αυτό. Κάποιοι από τους φοιτητές δεν έγραψαν απολύτως καµία εξήγηση, 
θεωρώντας ότι είναι κάτι το προφανές και το αναµφισβήτητο, ενώ κάποιοι άλλοι 
επαναλάµβαναν τα δεδοµένα του θέµατος ως αιτιολόγηση. Και στις δύο περιπτώσεις 
οι απαντήσεις θεωρούνται µη επαρκείς..Τα υπόλοιπα 47 γραπτά, περιείχαν ή λύσεις, 
οι οποίες δεν προέκυπταν από τα δεδοµένα της εκφώνησης ή µη ολοκληρωµένες 
απαντήσεις ή λανθασµένες σχέσεις και αιτιολογήσεις. 

Ας δούµε τα ποσοστά των γραπτών που αφενός υπήρχε η ζητούµενη απάντηση, 
αλλά χωρίς εξηγήσεις, και αφετέρου αυτών, που υπήρχαν απαντήσεις, αλλά ήταν ή 
µη ολοκληρωµένες, ανεπαρκείς ή απαντήσεις που δεν προέκυπταν από τα δεδοµένα 
του θέµατος(απαντήσεις, δηλαδή, που δεν έχουν µαθηµατική αλληλουχία, 
µαθηµατικές συνεπαγωγές). 
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Ενδεικτικά, θα αναφέρουµε κάποια χαρακτηριστικά παραδείγµατα απαντήσεων, 
που αφορούν και τις δύο κατηγορίες γραπτών. 

 
1η κατηγορία:  
 
1. Ότι το Α είναι µονοσύνολο, { }α=Α . 
 
 
2. Ότι τοΑ  έχει ένα µόνο στοιχείο. 
 
 
3. Αφού το R⊆Α  µη κενό, φραγµένο και ισχύει για το Α  ότι Α=Α infsup    

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι το Α  αποτελείται από ένα µόνο στοιχείο. 
 
 
4. Αν R⊆Α  µη κενό και φραγµένο µε Α=Α infsup  τότε συµπεραίνουµε ότι  

το Α  είναι µονοσύνολο. 
 
 
5. Επειδή  Α=Α infsup , το Α είναι µονοσύνολο, { }α=Α . 
 
6. Το συµπέρασµα που βγαίνει από αυτά είναι ότι το Α  είναι µονοσύνολο, 

δηλαδή { }a=Α . 
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7. Προφανώς το Α  αποτελείται από ένα µόνο στοιχείο. 
 
 
8. Αναγκαστικά το Α  είναι µονοσύνολο. { }ω=Α και το R∈ω  µπορεί να είναι 

οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός. 
 
 
9. Προφανώς το Α  είναι µονοσύνολο. 
 
 
10. Α  µονοσύνολο, { }α=Α . 
 
 
Οι παραπάνω τρόποι απαντήσεων σε καµία περίπτωση δεν µπορούν να 

θεωρηθούν µαθηµατικά σωστοί. Ίσως κάποιοι από τους φοιτητές να απάντησαν 
διαισθητικά, να είκασαν δηλαδή το αποτέλεσµα και να µη το απέδειξαν. Όµως, 
αυτό δεν µπορεί να συνέβαινε για όλους, γιατί εκφράσεις του τύπου 
«αναγκαστικά» ή «προφανώς» δεν περιέχουν κάποια έννοια εικασίας, αλλά 
δείχνουν µια βεβαιότητα του αποτελέσµατος. Ωστόσο, ορισµένοι ίσως να µη 
µπόρεσαν να το αποδείξουν, µη γνωρίζοντας  τους ορισµούς των supremum και 
infimum ενός συνόλου. 

 Κάποιοι άλλοι θεώρησαν ότι ο ισχυρισµός τους δεν χρειάζονταν απόδειξη, 
αφού οι ίδιοι ήταν σίγουροι για αυτό, φαινόµενο που έχουν διαπιστώσει πολλοί 
ερευνητές(βλέπε, σελ 17).  Έτσι, δηµιουργούνται καταστάσεις σαν τις παραπάνω. 

Μια φοιτήτρια που τη ρωτήσαµε για το θέµα αυτό, µας απάντησε ως εξής :  
«Φ Λοιπόν, νοµίζω ότι µου έρχεται κατευθείαν στο µυαλό ότι είναι µονοσύνολο το Α.  
Συµπεραίνουµε δηλαδή  από αυτά που µας λέει ότι πρόκειται για ένα µονοσύνολο 
Σ  Ναι. Αυτό; 
Φ Το έχουµε πει, είναι δεδοµένο. Οπότε θα έγραφα ότι το Α είναι ένα µονοσύνολο 
Σ  ∆ε θα χρειαζόταν να γράψεις κάτι άλλο; 
Φ ∆ε νοµίζω πως θα ήταν απαραίτητο 
Σ ∆ηλαδή δε θα σκεφτόσουν να γράψεις κάποιες σχέσεις. Το  θεωρείς περιττό; 
Φ Ναι. Από τη στιγµή που µου λέει τι συµπεραίνετε για το Α, ναι θα ήταν περιττό να 
γράψω κάτι παραπάνω» (συνέντευξη 1η , γραµµές 86-92) 

Εδώ, η φοιτήτρια, προφανώς, είχε ακούσει την απάντηση είτε µέσα στο 
αµφιθέατρο είτε από κάποιον άλλο συµφοιτητή της ή ακόµη την είχε διαβάσει σε 
κάποιες σηµειώσεις της. ∆εν έχει καταλάβει πως στα µαθηµατικά πρέπει να 
αποδεικνύουµε τους ισχυρισµούς µας ακόµα και αν κάτι αντίστοιχο έχει ειπωθεί 
κατά τη διάρκεια των µαθηµάτων ή βρίσκεται σε κάποια από τα βιβλία µας. 
Επιπλέον, δίνει πολύ µεγάλη έµφαση στη λέξη «συµπεραίνετε» και την επικαλείται 
ως αιτιολογία στο να µη γράψει µια απόδειξη για όσα ισχυρίζεται. 

Ένας άλλος φοιτητής, που συζητήσαµε µαζί του, µας απάντησε για το ίδιο θέµα 
ως εξής : «Το σύνολο Α είναι κάτω φραγµένο,.. δηλαδή, από το inf του και επειδή 
είναι και άνω φραγµένο, δηλαδή από το sup του, είναι το µονοσύνολο… Όχι, δε 
νοµίζω να χρειάζεται(απαντά σε ερώτηση αν χρειάζεται να γράψει κάποιες σχέσεις 
παραπάνω)» (συνέντευξη 2η , γραµµές 106-110). 
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Εδώ, ο φοιτητής επικαλείται τα στοιχεία που πρέπει να χρησιµοποιήσει για τα 
συµπεράσµατά του, ως αίτιο για αυτό που ισχυρίζεται. ∆ηλαδή, ενώ πρέπει να 
χρησιµοποιήσει τη σχέση Α=Α supinf για να διεξάγει ένα συµπέρασµα(δηλαδή 
ότι το σύνολο Α είναι µονοσύνολο), αυτός απλά  την χρησιµοποιεί για να 
ανακοινώσει το συµπέρασµά του(παράδειγµα 5).  
 

 
 
 
2η κατηγορία: 
 
 
1. Εφόσον για το σύνολο Α  ισχύει Α=Α infsup  αυτό θα είναι της µορφής  
      }{ 0: βαχχ +∈=Α R , όπου R∈βα ,  
 
 
2. Συµπεραίνουµε ότι { }0=Α . 
 
 
3. Είναι 0=Α . 
 
 
4. Το Α  είναι ένα µεµονωµένο στοιχείο. 
 
 
5. Το Α  περιέχει δύο φορές το ίδιο στοιχείο. 
 
 
6. Το ct=Α  σύνολο. 
 
 
7. Για να έχουµε ένα R⊆Α  µη κενό του οποίου το ⇒Α=Α infsup  ότι 

έχουµε ένα σύνολο ενός στοιχείου είτε ένα σύνολο από πολλά (περισσότερα) 
ίδια στοιχεία του τύπου ( αααα ,....,,, ). 

 
 
8. Σηµαίνει ότι το Α  είναι ένα σύνολο το οποίο αποτελείται από ένα στοιχείο ή 

αποτελείται από n ίδια στοιχεία n ),2(,2 +∞∈≥ n . 
 
9. Κατ’ αρχήν, από την ιδιότητα της πληρότητας των πραγµατικών αριθµών 

έπεται ότι υπάρχει το Αsup  και το Αinf . Αφού τώρα το Α=Α infsup  
συµπεραίνουµε ότι =Α ∅ 

     Γιατί (ι) το κενό είναι φραγµένο σύνολο και (ii) αν ∉χ ∅ τότε Α= supχ  
και Α= infχ  ταυτόχρονα. 

 
 
10. To Α  είναι µονοσύνολο αφού δεν είναι κενό σύνολο. 
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11. Αποτελείται από µια σταθερή συνάρτηση. 
 
 
12. Έστω ότι s=Αsup                    s χ≥  
                                                                                             χ s= . 

     s=Αinf                               s≥χ  
 
 
 
Συµπεραίνουµε ότι το Α  είναι σταθερό στοιχείο. 
 
 
13. Αφού το R⊆Α  είναι µη κενό και φραγµένο άρα θα υπάρχει R∈γ  και 

Α∈χ  µε γχγγχ ≤≤−⇔≤ .  
 Το Α= supγ  και Α=− infγ . Όµως Α=Α infsup . 
 Άρα 0=⇒−= γγγ . 
 Άρα το σύνολο Α  θα είναι { }0=Α . 

 
 
14. ≠Α⊆Α ,R ∅ τότε { } Α∈∃ .....,yχ . 
      Έστω χ=Αsup  και y=Αinf  µε Α∈y,χ .. 

 Όµως y==Α=Α χinfsup . 
 Οι πραγµατικοί αριθµοί όµως είναι συνεχόµενοι και γνωρίζουµε ότι y=χ . 
 Το Α  είναι µονοσύνολο εφ’ όσον αποκλείεται να παρεµβάλλεται κάποιος       
άλλος µεταξύ του χ  και του y και το σύνολο είναι µη κενό. 

 
 
15. Αφού το m=Α=Α infsup  τότε αυτό το Α∈m  και είναι µοναδικό. Έστω 

ότι και nmn ≠Α∈ ,  τότε το Α≠Α infsup  άρα το σύνολο Α  αποτελείται 
από έναν µόνο αριθµό m . 

  
 
 Στην κατηγορία αυτή υπάρχει µια διαφορετική αντιµετώπιση του θέµατος. 

Μπορεί ορισµένοι να απάντησαν σχεδόν µονολεκτικά, αλλά και λανθασµένα 
(παραδείγµατα 2, 3, 4, 5, 6), αλλά άλλοι προσπάθησαν να αποδείξουν το 
συµπέρασµά τους, χωρίς όµως να υπάρχει αυστηρότητα σε όσα έγραψαν, 
φαινόµενο που έχει επιβεβαιωθεί από διάφορους ερυνητές(βλέπε σελ 17-19). 
Αυτοί, δοκίµασαν να αποδώσουν τους ορισµούς των supremum και infimum, αλλά 
παρέλειψαν πολλά στοιχεία, όπως τους ποσοδείκτες(παράδειγµα 12). Αυτό, 
επιβεβαιώνει(βλέπε, σελ 22-23) τη δυσκολία των φοιτητών να αποδίδουν ορισµούς 
εννοιών, και κυρίως ορισµούς που περιέχουν ποσοδείκτες. Τέλος, διαπιστώσαµε 
ότι ορισµένοι φοιτητές δοκίµασαν άλλους τρόπους αποδείξεων, όπως την εις 
άτοπον απαγωγή(παράδειγµα 15), αλλά και εκεί δεν τα κατάφεραν ή έκαναν 
κάποιους «λανθασµένους» συλλογισµούς από τους οποίους βέβαια δεν προκύπτει 
το ζητούµενο αποτέλεσµα (παραδείγµατα 7, 8, 9, 13)  ή έφτασαν στο ζητούµενο µε 
µη λογικά βήµατα (παραδείγµατα 10, 14).  
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Σε αυτή την κατηγορία τα λάθη που διέπραξαν οι φοιτητές είναι κυρίως 

αυθαίρετα, µια και προκύπτουν από µη λογικούς συνειρµούς. ∆ηλαδή, ενώ  
ξεκινούν από την υπόθεσή τους, το αµέσως επόµενο συµπέρασµα δεν προκύπτει 
από την υπόθεση που έχουν.  

Όπως και να έχει όµως, αυτό που αποδείχτηκε από το συγκεκριµένο θέµα είναι 
ότι οι φοιτητές έχουν τροµερές δυσκολίες µε την έννοια της απόδειξης. Και αν 
λάβουµε υπόψη µας ότι αρκετοί από αυτούς βρίσκονται σε µεγάλα έτη, εποµένως 
θα έπρεπε να είχαν εισχωρήσει στην έννοια της απόδειξης, το γεγονός είναι πολύ 
ανησυχητικό.  

 
 
 

Συµπεράσµατα  
 

Όπως είδαµε από τη µελέτη του θέµατος, οι φοιτητές αντιµετωπίζουν 
προβλήµατα µε την έννοια της απόδειξης. Ένα σηµαντικό ποσοστό ενώ έγραψε τη 
σωστή απάντηση, δε δικαιολόγησε πως και από πού προκύπτει. Με τη βοήθεια των 
φοιτητών που συµµετείχαν στην έρευνα µας, διαπιστώσαµε ότι δεν έχουν 
κατανοήσει τι πρέπει να αποδεικνύουν, τι θεωρείται δεδοµένο, ποιο είναι το 
ζητούµενο.Ρωτήσαµε έναν φοιτητή για τις εκφωνήσεις των θεµάτων και απάντησε 
: «Μερικά θέµατα δεν είναι σαφή. Αρχικά, δεν είναι σαφή τα δεδοµένα και µετά δεν 
είναι σταδιακά τα ερωτήµατα, έτσι ώστε να µας βοηθούν. Κάποιες φορές είναι λίγο 
«απότοµα» τα ερωτήµατα, θα πρέπει να υπάρχουν κάποια ερωτήµατα βοηθητικά… 
Ναι, κάποιες φορές υπάρχουν, όπως σε ένα θέµα των εξετάσεων του 
Ιανουαρίου(εννοεί ότι υπάρχει πρόβληµα στην κατανόηση των 
ζητούµενων)»(συνέντευξη 2η , γραµµές 123-126). Ένας άλλος φοιτητής, στην ίδια 
ερώτηση, είπε : «Πολλές φορές τα δεδοµένα δεν είναι και πολύ σαφή, πρέπει να 
«φας» αρκετή ώρα µέχρι να καταλάβεις τι σου ζητάει. Τις περισσότερες φορές είναι 
κατανοητά και τα δεδοµένα και τα ζητούµενα. Όµως, υπάρχουν και φορές που 
χρειάζεται πολύ ώρα να βρεις τα δεδοµένα, να τα µαζέψεις, γιατί τα γράφουν αλλού 
το ένα, αλλού το άλλο.» (συνέντευξη 3η, γραµµές 111- 112)  

Πολλοί από τους φοιτητές θεωρούν πως ότι τους φαίνεται αυτονόητο δεν 
χρειάζεται απόδειξη και αρκούνται στη διατύπωση του συµπεράσµατος. Άλλοι, 
επαναλαµβάνουν τα δεδοµένα τους ως αιτία του αποτελέσµατος, ενώ πρέπει να τα 
αναλύσουν για να οδηγηθούν στο συµπέρασµα. Έτσι, οι απαντήσεις τους είναι 
ανεπαρκείς και ασαφείς, όπως επισηµαίνουν και πολλοί ερευνητές.(βλέπε, σελ 17-
19 )   

Επίσης, διαπιστώσαµε ότι πολλοί από τους φοιτητές που προσπάθησαν να 
αποδώσουν τους ορισµούς των Αsup  και Αinf  δεν τα κατάφεραν. Έγραφαν 
κάποιες σχέσεις που προκύπτουν από αυτούς, αλλά παρέλειπαν, για παράδειγµα,  
να γράψουν τους ποσοδείκτες, γεγονός που δείχνει τη δυσκολία των φοιτητών να 
γράφουν ορισµούς εννοιών και κυρίως εννοιών που περιέχουν ποσοδείκτες(βλέπε 
,σελ 22)  

Συνειρµικά, εντοπίσαµε δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι φοιτητές µε την 
έννοια της απόδειξης καθώς και δυσκολίες που έχουν στη γραφή των ορισµών των 
εννοιών των Αsup  και Αinf . 
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3.2 ΘΕΜΑ II :  Αν }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q , να βρεθούν, αν 
υπάρχουν, τα supremum, maximum, infimum και minimum του Β . 
 
 
 
Με το θέµα αυτό ασχολήθηκαν 306 φοιτητές, από τους οποίους οι 113 απάντησαν 
σωστά, ενώ οι 193 απάντησαν µη σωστά. ∆ηλαδή, 

 
 

Ασχολήθηκαν µε το θέµα: 306 
  Απάντησαν σωστά           : 113 
  ∆εν απάντησαν σωστά     : 193 

 
 
 

Κάνοντας τη στατιστική ανάλυση των δεδοµένων µας, πήραµε τα πιο κάτω 
ποσοστά για την ενασχόληση των φοιτητών µε το θέµα. 
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Από όλους τους φοιτητές που επεδίωξαν να απαντήσουν ολοκληρωµένα, µε 
σαφήνεια και µε απόλυτες αιτιολογηµένες λύσεις, µόνον οι 113 τα κατάφεραν. 
Στους υπόλοιπους, παρατηρήθηκαν σηµαντικά λάθη και σπουδαίες παραλείψεις . 

Πρώτα, θα δούµε το ποσοστό επιτυχίας των φοιτητών στο ζητούµενο θέµα: 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

Βλέπουµε, λοιπόν, ότι µόνο το 36,9% των φοιτητών (λιγότεροι, δηλαδή, από 
τους µισούς) κατάφερε να δώσει µαθηµατικά ολοκληρωµένη απάντηση. Ωστόσο, 
αυτό που θα δούµε πολύ αναλυτικά είναι που παρατηρήθηκαν τα διάφορα λάθη 
Αρχικά, διαπιστώσαµε ότι υπήρξε ένα µικρό ποσοστό φοιτητών που βρήκε σωστά 
το σύνολο Β, έδωσε τη σωστή απάντηση για τα inf, sup, max, min, αλλά δεν 
εξήγησε πώς προέκυπταν αυτά. Άλλοι , δεν παρουσίασαν στο γραπτό τους ποιο 
είναι το σύνολο Β, αλλά απάντησαν σωστά τα ερωτήµατα Μπορεί, δηλαδή, να 
έφτασαν κάποιοι στο ζητούµενο, στο επιθυµητό αποτέλεσµα, δεν ήταν όµως 
αυστηρή η απάντησή τους. ∆ιαβάζοντας κανείς τις λύσεις αυτές, δεν κατανοεί πως   
οδηγήθηκαν σε αυτό το συµπέρασµα. Ας δούµε, λοιπόν, αναλυτικά µια τέτοια 
αντιµετώπιση του ζητήµατος : 
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Κάποιοι φοιτητές παρουσίασαν τον παρακάτω πίνακα, για την εύρεση του Β.  
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Στη συνέχεια συµπλήρωσαν :  
«Άρα, το σύνολο Β είναι ),1()2,( +∞∪−−∞=Β και τα supremum, maximum, 

minimum, infimum δεν υπάρχουν.» 
Κάποιοι άλλοι έγραφαν: «Το σύνολο }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  δεν 

είναι φραγµένο, οπότε δεν υπάρχουν τα supremum, maximum, minimum, 
infimum». 

 
 
 
Οι πρώτοι, πουθενά δεν ανέφεραν, ότι το σύνολο Β δεν είναι φραγµένο και ως 

συνέπεια αυτού δεν υπάρχουν τα supremum, maximum, minimum, infimum. Οι 
δεύτεροι, δε έγράψαν ποιο είναι το σύνολο, αλλά απάντησαν στα ερωτήµατα. 
Μπορεί να απουσιάζουν από τις συγκεκριµένες απαντήσεις µερικές λέξεις για να 
είναι ολοκληρωµένες, ωστόσο έστω και αυτές οι λιγοστές, αρκούν για να 
θεωρηθούν µη πλήρως αιτιολογηµένες.  

Τι ποσοστό αντιπροσωπεύουν τα γραπτά αυτά; 
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Άρα, το ποσοστό των 13,5% των φοιτητών παρόλο που απαντά στα ζητούµενα 

(και µάλιστα δίνει σωστά αποτελέσµατα), δεν ανταποκρίνεται όµως στις 
απαιτήσεις που τίθενται από τα µαθηµατικά, δηλαδή σε πλήρως αιτιολογηµένες 
λύσεις. Η έλλειψη αυστηρότητας, για το τι πρέπει να γράψουν για να είναι 
τεκµηριωµένες οι απαντήσεις  τους, χαρακτηρίζει και αυτό το θέµα. Επιπλέον, το 
86,5% των φοιτητών δίνει λανθασµένες απαντήσεις, τόσο για το Β, όσο και για τα 
sup, max, min, inf αυτού.  

  Ο διάλογος που είχαµε µε µια  φοιτήτριά για το συγκεκριµένο θέµα, ήταν ο εξής  : 
«Φ Καταρχήν, θα πρέπει να προσδιορίσουµε τι είναι το  Β. Οπότε πρέπει να λύσουµε 
την ανισότητα. 
Σ Τι βαθµού είναι η ανίσωση; 
Φ Η ανισότητα είναι δευτέρου βαθµού. 
Σ Πως θα τη λύσουµε; 
Φ Θα την κάνουµε εξίσωση για να βρούµε τις ρίζες, θα φτιάξουµε το γνωστό από το 
Λύκειο πινακάκι για να βρούµε τα πρόσηµα. 
Σ Μπορείς να µου τα γράψεις αυτά; 
Φ Ναι. 
Οπότε, βρίσκουµε το σύνολο Β µετά από τους πρόχειρους υπολογισµούς .Αυτό 
αποτελείται από δύο ανοιχτά σύνολα, από δύο ανοιχτά διαστήµατα ,συγγνώµη, το ( -
∞ ,- 2  )  ∪ (1, +∞ ). 
Όσον αφορά τα sup, inf, max, min, καταλαβαίνουµε κατ΄ ευθείαν ότι max και min δεν 
υπάρχουν, δεν υπάρχουν δηλαδή τιµές τέτοιες….και ούτε τα inf και sup υπάρχουν 
τελικά 
Σ Αυτό µπορείς να µου το εξηγήσεις από πού προκύπτει; 
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Φ ∆εν υπάρχουν, φαίνεται από τα διαστήµατα»(συνέντευξη 1η , γραµµές 94-102» 
Κατά τη διάρκεια µελέτης των γραπτών παρατηρήσαµε ότι υπήρξαν δύο δρόµοι 

για την αντιµετώπιση της άσκησης. Μια µερίδα φοιτητών µετέτρεψε την ανίσωση 
σε τριώνυµο και στη συνέχεια βρήκε τις ρίζες είτε από τη διακρίνουσα, είτε από τη 
µορφή του τριωνύµου, ενώ η άλλη, βρήκε τις ρίζες χωρίς να µετατρέψει την 
ανίσωση σε τριώνυµο. Από εκεί και πέρα, όλοι τους προσπάθησαν να γράψουν το 
Β και να απαντήσουν στα ερωτήµατα. 

Εδώ, διαπιστώνουµε ότι ορισµένοι φοιτητές επιλέγουν να µετασχηµατίσουν την 
ανίσωση σε εξίσωση, αφού προφανώς η αντιµετώπισή της είναι πιο εύκολη. Τα 
ποσοστά και των δύο κατηγοριών φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί:  

 
 
 

 
 
 
 
 

Έτσι, µόνο το 13,8% ακολούθησε τη διαδικασία µετατροπής σε τριώνυµο, ενώ 
το 86,2% επέλεξε τον άλλο τρόπο. Εντούτοις, οι φοιτητές παρουσίασαν ίδιας 
µορφής λάθη, είτε αποφάσισαν να δουλέψουν µε τον πρώτο τρόπο, είτε µε το 
δεύτερο. Σε πρώτη φάση θα τα δούµε ξεχωριστά για κάθε κατηγορία και στη 
συνέχεια θα τα δούµε συνολικά. 
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Πρώτη κατηγορία (µετατροπή σε τριώνυµο)  

 
 
Όπως προαναφέραµε, κάποιοι από τους φοιτητές επέλεξαν να βρουν τις ρίζες µε 

τη βοήθεια της διακρίνουσας, αφού προφανώς δεν µπορούσαν να τις δουν από τη 
µορφή της ανίσωσης. Ας δούµε, όµως, τι έγραψαν :  

 
}{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  

 
( 02)12(0220)2)(1 22 =−−+⇒=−−+⇒=+− χχχχχχχ . 
 
∆= 22324)12( 2 +=+−  
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=χ  
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2,1
+±+−

=χ = 

 
 
 

            
2

22312
2

+−+−
=χ  

 
 

 
 
 
 
 Σηµείωση : Oι φοιτητές, αφ’ ενός δεν «είδαν» τις ρίζες «µε το µάτι» και 
αφετέρου δεν πρόσεξαν ότι η διακρίνουσα είναι ένα τέλειο τετράγωνο.  

 
 

Οι υπόλοιποι αυτής της κατηγορίας, µετέτρεψαν την ανίσωση σε τριώνυµο και 
βρήκαν τις ρίζες από τη µορφή του. ∆ηλαδή, έγραψαν: 
 
 

}{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
( 02)12(0220)2)(1 22 =−−+⇒=−−+⇒=+− χχχχχχχ . 
 
   Άρα, οι ρίζες της ανισότητας είναι το 1 και το - 2 . 
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Ακόµη και σε αυτήν την περίπτωση που οι φοιτητές έγραψαν ως ρίζες το 1 και 

το - 2 , προτίµησαν να µετασχηµατίσουν την ανίσωση σε τριώνυµο και µετά να 
απαντήσουν. Και αυτό, βέβαια, δείχνει κατά ένα τρόπο την «ασφάλεια» που 
νιώθουν να δουλεύουν µε  εξισώσεις παρά µε ανισώσεις.  

 
Αφού βρέθηκαν οι ρίζες, είτε µε τη διακρίνουσα είτε όχι, σηµειώσαµε τα εξής: 

 
 
• 7 φοιτητές έκαναν λάθος στην εύρεση του Β (πρόσηµα στον πίνακα ή στη λύση 

της ανισότητας αντί για «ή», έβαζαν «και»). 
 

• 8 φοιτητές βρήκαν σωστά το Β, αλλά έκαναν λάθη στα sup, inf, max, min. 
 

• 8 φοιτητές έδωσαν και άλλες απαντήσεις(σε όλες αυτές έχουν βρει τις ρίζες). 
 
Τα αποτελέσµατα που πήραµε από τη στατιστική ανάλυση είναι τα ακόλουθα:  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
Ας δούµε αναλυτικά. Όµως, την κάθε περίπτωση: 
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 (α)  Λάθος εύρεση του Β. 
 
 
 
 

1. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 

 0)2)(1( =+− χχ 02)12(2 =−−+⇒ χχ  
 

    ∆= 22324)12( 2 +=+−  
      
  Άρα, οι δύο ρίζες είναι: 
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Το τριώνυµο είναι θετικό ανάµεσα στις ρίζες. Άρα, 
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2.  }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
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     0)2)(1( =+− χχ 02)12(2 =−−+⇒ χχ  
 
    Άρα, οι ρίζες του τριωνύµου είναι το 1 και το - 2 . Άρα, 
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Το τριώνυµο παίρνει θετικές τιµές για ),1( +∞∈χ  
 
 

 
3. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  

0)2)(1( =+− χχ 02)12(2 =−−+⇒ χχ  
 
          
Άρα, οι ρίζες του τριωνύµου είναι το 1 και το - 2 . Άρα, 
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Άρα, το 2−≺χ  και 1χ . ∆ηλαδή, Β { 2: −∈= ≺χχ Q  και }1χ . 
 

4. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q      
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 0)2)(1( =+− χχ 02)12(2 =−−+⇒ χχ  
 
Άρα, οι ρίζες του τριωνύµου είναι το 1 και το - 2 . 
 
 Άρα, 1χ  και 2−χ . Όµως, Q∈χ  οπότε 1χ . 

 
 
 
 
 
 
(β) Σωστή εύρεση του Β, αλλά λάθος στα inf, max, min, sup. 

 
 
 

1. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
    0)2)(1( =+− χχ 02)12(2 =−−+⇒ χχ  
 
Άρα, οι ρίζες του τριωνύµου είναι το 1 και το - 2 . Άρα, 
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B = { }),1()2,(: +∞∪−−∞∈∈ χχ Q  
Έστω )2,( −−∞=Α και ),1( +∞=Γ  
 
Για Α∈χ : ∆εν υπάρχει Αinf   Για Γ∈χ : ∆εν υπάρχει Γmin Γmin  
        ∆εν υπάρχει Αmin           ∆εν υπάρχει 

 
         ∆εν υπάρχει Αmax           ∆εν υπάρχει Γsup  
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                  2sup −=Α             1inf =Γ  
 
Όµως, χ∈Β⇒χ∈(Α∪Γ) 
Άρα, έχουµε ότι:  

}{ ΓΑ=Γ∪Α=Β sup,supmax)sup(sup = - 2                       -
}{ ΓΑ=Γ∪Α=Β inf,infmin)inf(inf =1 

 
Εποµένως, 2sup −=Β  
         1inf =Β  
∆εν υπάρχει Βmax  
 ∆εν υπάρχει Βmin  
 
 
 

 
 
  

2. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 0)2)(1( =+− χχ 02)12(2 =−−+⇒ χχ  

 
     02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
 
     Για να είναι το τριώνυµο θετικό πρέπει το ),1()2,( +∞∪−−∞∈χ  
 
     Για 1=χ  : (1-1)(1+ 0)2 =  
     Για 2−=χ : 0)22)(12( =+−−−  
     Για +∞=χ  : ( +∞=++∞−∞+ )2)(1  
     Για −∞=χ  : ( +∞=+−∞−∞− )2)(1  
 
 Εποµένως, +∞=Βsup  διότι Β≤⇒Β∈∀ sup)(χχ f  
 Επειδή το  )),1()2,((,sup +∞∪−−∞∉+∞Β∉Β  και για αυτό δεν υπάρχει το  Βmax . 
 Το 0inf =Β  διότι )(inf χχ f≤Β⇒Β∈∀  
 Επειδή το ⇒Β∉Βinf  ∆εν υπάρχει και το Βmin . 

 
 
 
 
 

3. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
  02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
 
   Τριώνυµο 2ου βαθµού µε ρίζες το1 και το - 2  
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∆= 22324)12( 2 +=+−  
Άρα, ),1()2,( +∞∪−−∞∈χ  
∆ηλαδή, 2−≺χ  οπότε 1sup =Β  ή 1χ  οπότε 2inf −=Β    
Τα max και min του συνόλου δεν υπάρχουν, διότι τα διαστήµατα είναι ανοιχτά, 
γιατί δεν υπάρχει το (=) στην αρχική ανισότητα. 
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Το Β είναι φραγµένο σύνολο, άρα, =Βsup  χ2   και =Βinf χ1, ενώ max και min δεν 
έχει. 

 
 

5.  }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
   02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
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Άρα είναι =Βsup  χ1  και =Βinf  χ2 , ενώ τα max, min δεν υπάρχουν, γιατί τα άκρα 
είναι άρρητοι, ενώ τα Q∈χ  
 
 
Έτσι, αν θεωρήσουµε ως απάντηση Α : =Βsup  max ⎨ χ1, χ2 ⎬ ,  mininf =Β ⎨ χ1, χ2 

⎬, ως απάντηση Β : minsup =Β ⎨ χ1, χ2 ⎬, inf B = max ⎨ χ1, χ2 ⎬  και τις υπόλοιπες 
απαντήσεις ως λοιπές λύσεις, θα έχουµε την παρακάτω κατανοµή αυτών, σε 
ποσοστιαίες µονάδες:  
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(γ) Άλλες απαντήσεις  
 
 
1.  }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
     02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
Οι ρίζες είναι το 1 και το - 2  
 Η παράγωγος είναι 122 −+χ . 

2
210122 −

=⇒=−+ χχ . 

Η δεύτερη παράγωγος είναι 02  άρα στο σηµείο χ  η συνάρτηση παρουσιάζει 
τοπικό ελάχιστο. 

Άρα Q∉
−

=Β
2

21sup , άρα δεν υπάρχει το min του συνόλo. 

Αφού η συνάρτηση δεν παρουσιάζει πουθενά άλλο τοπικό ακρότατο 
συµπεραίνουµε ότι δεν υπάρχει max και inf. 
 

 
2. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  

 
      02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
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∆= 22324)12( 2 +=+−  
 
           
 

                                                                             
2

22312
1

+++−
=χ  

 
          

 

2
22312

2,1
+±+−

=χ  =   

 
 

                                                                               
 

                                                                           
2

22312
2

+−+−
=χ  

 
 
                                                   
 

 Το Β δεν είναι φραγµένο εποµένως δεν υπάρχει supremum. 
 
 
 

3. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 

    02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
 

    ∆= 22324)12( 2 +=+− = 2)12( +  
 
 
 
 
                                                           1- 2 + 2 +1=2 
 

α
β

22,1
∆±−

=x =  

 
 
                                                          1- 2 - 2 -1=-2 2  
 
 
Άρα, είναι 2inf =Β  και min δεν έχει. 
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4. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
    02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
 
    ∆= 22324)12( 2 +=+−  
 
Εποµένως, δεν υπάρχει λύση στους ρητούς, άρα Β=∅⇒sup B = -∞ και Βinf  = 
+∞. 
 
 
5. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q      
  
   02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
Παρατηρώ ότι 0inf =Β  αφού από την πρόταση χαρακτηρισµού του infimum : 

χεααε +⇔Α=∀ inf,0  για κάποιο R⊆ΑΑ∈ ,χ , προκύπτει ότι  
χεχε ⇒+0 . 

Το min B δεν υπάρχει, αφού Β∉Βinf . Ακόµα, +∞=Β=Β maxsup . 
 
 
 

6. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
  02)12(0)2)(1( 2 −−+⇔+− χχχχ  
 
Το sup B δεν υπάρχει, όπως δεν υπάρχει και το max B.  
 Για 1=χ  : (1-1)(1+ 0)2 = . Άρα, 1inf =Β . 
 
 
 7.  Γνωρίζουµε ότι : { }Α∈=Α χχ :)(supsup f  και { }Α∈=Α χχ :)(infinf f . 
Μέγιστο έχουµε όταν για κ ισχύει: )()( χκ ff  
Ελάχιστο έχουµε όταν για λ ισχύει: )()( χλ ff ≺ . 
Έστω η συνάρτηση )2)(1()( +−= χχχf = 2)12(2 +−+ χχ  
Για 2−=χ : 0)22)(12( =+−−−  
Άρα, 0)(inf)(min == χχ ff . 
Το max δεν υπάρχει γιατί 0)(χf , άρα η συνάρτηση τείνει στο +∞ . Εποµένως 
δεν υπάρχει και το sup της συνάρτησης.  
 

 
 

 
Όπως παρατηρήσαµε στα πιο πάνω παραδείγµατα, οι περισσότεροι από τους 

φοιτητές απάντησαν στα ερωτήµατα χωρίς να έχουν βρει το σύνολο Β. Κάποιοι 
µπορεί να έγραψαν τις ρίζες, αλλά αυτό δεν είναι αρκετό για να µπορέσει κανείς να  
βρει τα ζητούµενα του θέµατος. Ωστόσο, αυτοί θεώρησαν ότι µπορούν να το 
κάνουν. Βέβαια, όπως είδαµε, λιγοστοί ήταν αυτοί που προσπάθησαν να 
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αιτιολογήσουν τις απαντήσεις τους, έστω και λανθασµένα, αφού οι υπόλοιποι 
αρκέστηκαν µε το να «ανακοινώσουν» ποιες είναι αυτές. 

 
 
 
 
∆εύτερη κατηγορία (χωρίς µετατροπή σε τριώνυµο): 
 

 
Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν οι φοιτητές που δεν χρειάστηκε να 

µετασχηµατίσουν την ανίσωση σε τριώνυµο για να βρουν τις ρίζες της. Παρόλο 
αυτά, και εδώ παρατηρήθηκαν λάθη, τόσο στην εύρεση του συνόλου Β, όσο και 
στα ΒΒΒΒ min,max,sup,inf . Μετά τη µελέτη των 144 γραπτών διαπιστώσαµε 
ότι στα 56 δεν ήταν υπολογισµένο σωστά το Β, στα 47 ήταν σωστά το Β, αλλά 
ήταν λάθος τα inf, max, min, sup και στα υπόλοιπα 41 υπήρχαν διάφορα άλλα 
λάθη. Έτσι, η στατιστική ανάλυση έδειξε τα πιο κάτω αποτελέσµατα: 

 
 
 
 
 

 
 

 
 
Ποια ήταν τα λάθη, όµως, σε αυτή την κατηγορία; Αυτό το ερώτηµα και εδώ θα 

το δούµε πάρα πολύ αναλυτικά, έτσι ώστε να µπορέσουµε να καταλάβουµε ποιες 
είναι πραγµατικά οι αδυναµίες των φοιτητών µας. Θα αναφερθούµε σε κάθε 
περίπτωση ξεχωριστά, όπως κάναµε και προηγουµένως.  
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(α)  Λάθος εύρεση του Β 
 
 
1. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
Παρατηρούµε ότι οι ρίζες είναι το1 και το - 2 . Άρα,  
 

 
 
 

 
χ  

 
 
-∞  

 
 
                    - 2  

 
 

1 

 
 

+∞
 
Τριώνυµο 
 

 
- 

 
- 

 
+ 

 
 

 
 
 

Άρα, τελικά έχουµε { }1:χχ Q∈=Β . 
 

 
 
2. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  

 Πρέπει 01−χ   
               και                            1χ  

             02+χ  
 

   ( Άρα, { }1:χχ Q∈=Β . 
 Αν )2)(1()( +−= χχχf , τότε  )(inf)(lim

1

χχ
χ

ff =
+→

. 

 Το Β δεν έχει supremum εφόσον δεν είναι άνω φραγµένο. 
 Η συνάρτηση είναι συνεχής ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων. 

 Είναι '' )2)(1()( +−= χχχf +( ')1)(2 ++ χχ = ( =+−++ )
22

11)(1()2 χχ  

 
 

 
22

12222422 −−+++ χχχ  = 
22

22324 −++ χχ . 

 
124
3220)('

+
−

=⇔= χχf  
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         χ  

 
 
 
-∞  

  
        

124
322

+
−

   
       
 
    +∞  

       
     )(' χf  
 

 
         -                  

  
                           + 

  
      
   )(χf  
 

 
 
 

 

             
 

 
 

Εποµένως το Β έχει minimum το 
124
322

+
−  και δεν έχει maximum) 

 
 
 
 

3. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 0)2)(1( +− χχ 21 ≺≺ χ−⇒  
 
 
 
 
 

4. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
Αφού 0)2)(1( +− χχ  έχουµε ότι ( )1,2−∈χ . 
 
 
 

 
5. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 ( 10)2)(1 =⇒=+− χχχ  ή 2−=χ (απορρίπτεται αφού πρέπει Q∈χ ) 
      Άρα, { }1:χχ Q∈=Β . 
 
 
6. Το σύνολο }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q γράφεται: 
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( α.  ( 0)1−χ (απορρίπτεται γιατί Q∈χ  ) και ( 2inf0)2 −=Β⇒+χ  
       και το minimum του Β δεν υπάρχει. 
                     
 
 
                                         ΚΑΙ 
 
 
  ( 0)1 ≺−χ (απορρίπτεται γιατί Q∈χ ) και ( 2sup0)2 −=Β⇒+ ≺χ  και το   
maximum B δεν υπάρχει. 
∆ηλαδή το Β είναι το µονοσύνολο Β={ }2− . 

 
β. 1η περίπτωση: 

0)1( −χ  και 10)2( χχ ⇔+  και 2−χ . 
Άρα 1χ . 
Έστω ότι 1sup =Β . Αρκεί να δειχθεί ότι: Β∈∀∀+ χεεχ ,0,1≺ . 
Έχω ότι εχεχεεχεχ +⇒++⇒++⇒ ≺≺≺≺ 11111 . Άρα, sup B = 1 
Επίσης Β∈1  άρα max B = sup B = 1. 
 
2η περίπτωση: 

0)1( ≺−χ  και ( 10)2 ≺≺ χχ ⇔+  και 2−≺χ  
Άρα 2−≺χ . 

Έστω ότι 2inf −=Β . Αρκεί να δειχθεί ότι: Β∈∀∀−− χεεχ ,0,2≺  
Έχω ότι: 

2222 −−−−⇒−−−⇒− ≺≺≺≺ εεχεεχχ 2−−⇒ ≺εχ . 
Άρα 2inf −=Β  
Επίσης Β∉− 2  άρα δεν υπάρχει το minimum του Β. 

 
 

Τελικά, max B = sup B = 1, 2inf −=Β  και δεν υπάρχει το minimum του Β). 
 

 
 

 
7. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
Για να ισχύει αυτό πρέπει 2−≺χ  και 1χ  
(α. Άρα 2inf −=Β  και 1sup =Β  γιατί για 2−≺χ  και 1χ  ισχύει η 
ανισότητα  ( 0)2)(1 +− χχ . Τα maximum και  minimum δεν υπάρχουν 
 
β. Το σύνολο δεν είναι φραγµένο και εποµένως +∞=Βsup  και −∞=Βinf . 
Εποµένως δεν υπάρχει ούτε µέγιστο, ούτε ελάχιστο) 
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(β) Σωστή εύρεση του Β, αλλά λάθος στα inf, max, min, sup. 
 
 

        }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
 
        Οι ρίζες είναι το 1 και το - 2 . Άρα,  
    
 
 
 

 
x 

 
 
-∞  

 
 

- 2  

 
 

1 

 
 

+∞
 
ανισότητα 
 

 
+ 

 
- 

 
+ 

 
 
 
 
Άρα, }{ }{ 1:2: ≺ χχχχ QQ ∈∪−∈=Β = }{ ),1()2,(: +∞∪−−∞∈Qχ  
 
Τις  απαντήσεις που δόθηκαν στα ερωτήµατα τις ταξινοµήσαµε µε τον εξής τρόπο:  
 
 Θεωρήσαµε ως  απάντηση Α: 2sup,1inf −=Β=Β (απαντούν 21 φοιτητές) 
                            απάντηση Β:  2inf −=Β , 1sup =Β (απαντούν 9 φοιτητές) 
                            απάντηση Γ : 1inf =Β  και δεν υπάρχει Βsup  (απαντούν 7 
φοιτητές) 
                            λοιπές απαντήσεις : (απαντούν 10 φοιτητές) 
και πήραµε τα πιο κάτω στατιστικά αποτελέσµατα(εδώ πρέπει να αναφέρουµε ότι 
τα maximum, minimum διέφεραν σε κάθε περίπτωση) 
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Θα αναφέρουµε αναλυτικά ορισµένα παραδείγµατα για την κάθε απάντηση. 
 
Απάντηση Α: 
 
 

1. 1inf =Β , 2sup −=Β , maximum, minimum δεν υπάρχουν γιατί 
Β∉Β∉− 1,2 . 

 
2. Άρα 1inf =Β , 2sup −=Β , ενώ το minimum του Β δεν υπάρχει αφού 

Q∈χ , ενώ 2max −=Β . 
 
3. ∆εν υπάρχουν τα minimum και maximum του Β, το 2−  είναι άνω φράγµα 
του Β εφόσον κάθε 2−≤χ , άρα 2sup −=Β  και το 1 είναι κάτω φράγµα του Β 
εφόσον κάθε 1≥χ , άρα 1inf =Β . 
  
4. }{ }{ 1:2: ≺ χχχχ QQ ∈∪−∈=Β = ∆∪Γ  
Το σύνολο Γ έχει 2sup −=Γ  γιατί, είναι άνω φραγµένο από το 2− . Άρα από 
την ιδιότητα της πληρότητας έχει supremum. 
Έστω Γ∈∀≥⇒−≠=Γ χχ ,2sup ss (1) 
Από την πυκνότητα των αρρήτων QRq −∈∃  τέτοιο ώστε χ≺≺ qs (2) qs ≺⇒ . 
Άτοπο, άρα 2sup −=Γ . 
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Όµοια, το ∆ είναι κάτω φραγµένο από το 1, άρα από την ιδιότητα της πληρότητας 
των πραγµατικών αριθµών υπάρχει το t=∆inf . 
Έστω ότι 1≠t , τότε t≥∆∈∀ χχ ,  
Από πυκνότητα των αρρήτων, tptpQRp ≺≺≺ ⇒−∈∃ χ: . Άτοπο, άρα 

1inf =∆ . 
Τελικά, 1infinf =∆=Β , 2supsup −=Γ=Β  και δεν υπάρχουν τα minimum, 
maximum του Β. 
 
 
 
Απάντηση Β: 
 
1. Για να υπάρχει Βsup θα πρέπει να υπάρχει α  ώστε αχ ≤ , µε Β∈χ  και θα 
ισχύει Β= supα . Ισχύει 1≺χ , άρα 1sup =Β . 
Για να υπάρχει β=Βinf  αρκεί χβ ≤ . Άρα 2inf −=Β=β . 
Όµως δεν υπάρχουν τα maximum, minimum του Β. 
 
 2. Είναι 1sup =Β  και 2inf −=Β . Τα maximum, minimum δεν υπάρχουν. 
Αυτά από τους ορισµούς των supremum, infimum, δηλαδή : 
αν Β= supχ , τότε Β∈∀≤ βχβ ,  
αν Β= infψ , τότε Β∈∀≥ βψβ , . 
 
3. Άρα για κάθε Β∈χ  µε 2−≺χ  ή 1χ  το γινόµενο είναι θετικό.  
Εποµένως  1sup =Β  και 2inf −=Β . Τα maximum, minimum δεν υπάρχουν. 
 
4. Εποµένως 1sup =Β  και 2inf −=Β . Το 1max =Β , ενώ το minimum του Β 
δεν υπάρχει, γιατί Q∉− 2 . 
 
5. Είναι 1sup =Β , γιατί βλέπουµε ότι το 1 είναι το ελάχιστο άνω φράγµα του Β. 
Όµως, δεν υπάρχει το maximum γιατί το Q∉1 . 
Επίσης, είναι 2inf −=Β , γιατί είναι το µέγιστο κάτω φράγµα και 2min −=Β , 
γιατί Β∈− 2 , οπότε µπορεί να είναι το minimum του συνόλου Β. 
 
 
Απάντηση Γ: 
 
1. Το σύνολο Β παρατηρώ ότι δεν έχει sup, max. ∆εν υπάρχει λοιπόν 

αχα ≤∈ :R ( Q∉− 2 ). 
Επίσης το σύνολο έχει 1infmin =Β=Β  
Για να είναι 1inf =  θα πρέπει : 
(α)Το 1 να είναι ένα κάτω φράγµα του Β: 1≥χ  
(β)Το 1 να είναι και το µέγιστο κάτω φράγµα. 
Θα αποδείξω λοιπόν µε απαγωγή σε άτοπο ότι αυτό είναι µέγιστο κάτω φράγµα: 
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Έστω ότι υπάρχει t ένα κάτω φράγµα. Τότε από την πυκνότητα των ρητών αριθµών 
θα υπάρχει }{ 2,1min1: −∈ ≺≺ qQq . Άρα tq  το οποίο είναι άτοπο γιατί 
υποθέσαµε t ένα κάτω φράγµα. 
 
2. Το Β είναι άνω φραγµένο. 
Πράγµατι, για 0)22)(12(:2 +−=χ  
Έστω ότι ισχύει η σχέση για 2κχ =  
Θα δείξω ότι ισχύει για 1+= κχ : 
( 0)21(0)21)(11 ++⇒++−+ κκκκ , που αληθεύει. 
Άρα το Β δεν έχει sup, max. 
Ένα κάτω φράγµα του Β είναι το 1, αφού ( Β∉=+− 0)21)(11  
Μάλιστα είναι και το ελάχιστο, αφού ,0ε∀ ( )[ ] )21(11 ++− ε 0 , δηλαδή δεν 
υπάρχει µεγαλύτερο άνω φράγµα του Β. Οπότε 1infmin =Β=Β . 
 
 3. Άρα 1inf =Β , ενώ minimum B υπάρχει, όπως δεν υπάρχουν και τα maximum,  
supremum του συνόλου. 
 
4. Παρατηρούµε ότι για 1=χ  το 0)1( =f . Αφού το 0)(χf , τότε το 1inf =Β . 
Το m=Βmin , όταν Qmm ∈,0 . Τα sup B, max B δεν µπορούν να 
προσδιοριστούν καθώς για 1χ  η )(χf είναι αύξουσα οπότε 

+∞=Β=Β maxsup . 
 
 
5. Έστω 1 ένα κάτω φράγµα, άρα 1χ , που ισχύει. 
Θα αποδείξουµε ότι 1 µέγιστο κάτω φράγµα. 
Έστω ότι υπάρχει β µέγιστο κάτω φράγµα του Β. Από τον χαρακτηρισµό του 

β=Βinf  µε ε = 1 καταλήγουµε σε άτοπο, άρα 1inf =Β . 
Q⊆Ν  και εφόσον Ν  δεν είναι άνω φραγµένο, άρα δεν έχει άνω φράγµα, άρα δεν 

υπάρχει το sup B, άρα και το max B. 
Και 1≥χ 1min =Β⇒  
 

 
 
 
 

 Λοιπές απαντήσεις : 
 

1. Παρατηρούµε ότι Β=Β∈=Β max1sup , ενώ δεν υπάρχουν τα ΒΒ min,inf  
διότι Q∉− 2 . 
 
2. Άρα υπάρχουν τα 1infsup =Β=Β . 
 
3.  Επειδή Q∈χ , είναι 2inf −=Β , ενώ το sup B δεν υπάρχει γιατί το ελάχιστο 
κάτω φράγµα είναι το 1, το οποίο όµως δεν ανήκει στο Q. Επίσης, 2min −=Β , 
ενώ το max B δεν υπάρχει. 
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4. Εποµένως, είναι 1mininf =Β=Β , ενώ δεν υπάρχει το Βsup , γιατί Q∉− 2  
και άρα δεν υπάρχει και το Βmax . 

 
5. Το Βsup  είναι το + ∞  διότι, έστω Qq∈  µε Βq . 
Υπάρχει Βqr . Άρα, +∞=Βsup  και δεν υπάρχει το max B. 
Το inf B = 0 και δεν υπάρχει το minimum του συνόλου γιατί 0 Β∉ . 
 
Σε αυτή την κατηγορία ανήκει και ένας φοιτητής από τον οποίο πήραµε µια 
συνέντευξη και µας απάντησε ως εξής : «…Είναι το ( ),1()2, +∞∪−∞−  
…Τελικά, δεν ορίζεται σίγουρα το 2  γιατί δεν ανήκει στους ρητούς, σαν inf A, και το 
sup A θα είναι το 1. ∆εν θα υπάρχουν(εννοεί τα max, min)…Γιατί δεν παίρνει τις τιµές 
1 και - 2 , µηδενίζεται δηλαδή εκεί»(συνέντευξη 3η, γραµµές 98-100). 

. 
 

 
(γ) Λοιπά γραπτά 
 
 
1. Το σύνολο Β έχει άπειρους όρους. 
∆εν υπάρχει supremum διότι δεν υπάρχει αριθµός R∈α , τέτοιος ώστε 
( αχχ ≤+− )2)(1  καθώς ( ∞→+− )2)(1 χχ . 
Οµοίως, δεν υπάρχει maximum διότι δεν υπάρχει αριθµός Β∈β , τέτοιος ώστε 

βχχ ≤+− )2)(1( . 
Το σύνολο Β έχει infimum τον αριθµό 0, αφού ( 0)2)(1 ≥+− χχ  και 0 ελάχιστο 
άνω φράγµα. 
∆εν υπάρχει minimum αφού δεν υπάρχει Β∈γ  τέτοιος ώστε ( γχχ ≥+− )2)(1 . 
 
 
 
 
 
2. Προφανώς δεν έχει supremum, γιατί το Β δεν είναι άνω φραγµένο. Άρα δεν έχει 
ούτε maximum. Επίσης, το Β είναι κάτω φραγµένο από το 0. Άρα 0inf =Β . 
Το minimum δεν υπάρχει. Για να υπήρχε θα έπρεπε 0≥Β . 
 
 
 

 
 
3. Έστω 2)12()2)(1()( 2 −−+=+−= χχχχχf  
Τότε, 122)(' ++= χχf  
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χ  

 
 
-∞  

 
 

        - 2        

 
 

2
2

2
1
−  

 
 
0 

 
 
1            +∞

 
 

)(χf  
 

 
 

+ 

 
 
- 
 

 
 
         - 
 

          
 
           - 

 
 
            + 

 
 
f ′( χ ) 

 
 

     

 
 
 
 
                                                                  ελάχιστο 
 
 
 
 
Το σύνολο Β έχει ελάχιστο και είναι το: 

2)
2
2

2
1()

2
2

2
1)(

2
2

2
1()

2
22

2
2

2
1)(

2
2

2
2

2
1()

2
2

2
1( +−=+−−=+−−−=−f

)2
4
3( +−=  

Αλλά επειδή το Qf ∉− )
2
2

2
1(  δεν έχει minimum το Β. Αλλά το Β έχει infimum το 

2
2)2

4
3( −≅+− . 

∆ηλαδή 
2
2sup −=Β . 

 
 
4. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  

Το Β δεν έχει supremum και maximum. 
Επειδή οι τιµές του Β είναι µεγαλύτερες του µηδενός, το Β έχει infimum το 
µηδέν, ενώ δεν έχει minimum. 
 
 

5.  Αφού }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  και 0inf,0, =Β⇒Β∈∀Β∈ bbb . 
Το σύνολο Β δεν είναι άνω φραγµένο, άρα δεν υπάρχουν supremum και 
maximum. 
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Το Βmin  δεν υπάρχει, γιατί για κάθε Q∈ω  και 0b  µπορούµε να βρούµε ένα 
Q∈ψ  ώστε ένα άλλο στοιχείο Β∈c  να ισχύει bc ≺≺0 . 

 
 

6. }{ 0)2)(1(: +−∈=Β χχχ Q  
Άρα: 1max +=Β , όπου το =ω 1 είναι ρίζα ( )1−χ  
         2min −=Β , όπου το 2−=ϕ  είναι η ρίζα του ( )2+χ  
        2inf −=Β  
        το Β δεν έχει supremum. 
 

 
Σε αυτή την κατηγορία υπήρξαν αρκετά γραπτά που δεν ήταν γραµµένο το 

σύνολο Β, αλλά υπήρχαν απαντήσεις για τα ερωτήµατα, οι οποίες βέβαια ήταν και 
λανθασµένες. Πως είναι δυνατό να απαντήσουµε σε ένα ερώτηµα όταν 
απουσιάζουν οι προυποθέσεις για την απάντηση; Μια τέτοια αντιµετώπιση του 
θέµατος υπήρξε και από έναν φοιτητή που έλαβε µέρος στη διαδικασία των 
συνεντεύξεων : «Είναι µια ανισότητα. Θα τη λύσω… Είναι (οι ρίζες) οι 1,  - 2  ... 
Θα βρω τα πρόσηµα εντός και εκτός των ριζών. Μετά, θα  δω αν ανήκουν οι ρίζες 
στους ρητούς, γιατί τις περισσότερες φορές δεν ανήκουν σε αυτές τις ασκήσεις. … 
Εδώ, δεν υπάρχουν τα max και τα min, υπάρχουν µόνο τα sup και inf. Είναι 

sup=1 και inf = - 2 » (συνέντευξη 2η , γραµµές 112-122) 
 
 
 
Από όσα προαναφέραµε, µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι όποια διαδροµή και 

αν επέλεξαν να ακολουθήσουν οι φοιτητές(είτε µέσα από το τριώνυµο, είτε όχι) 
δυσκολεύτηκαν αφενός να λύσουν µια ανισότητα δευτέρου βαθµού και αφετέρου 
να βρουν τα maximum, minimum, supremum και infimum. Μαζεύοντας όλα τα 
παραπάνω αποτελέσµατα, καταλήξαµε στα εξής συµπεράσµατα: 
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 Στις λύσεις που οι φοιτητές έχουν βρει σωστά µόνο το σύνολο Β(δηλαδή το 33% 
των φοιτητών) οι απαντήσεις τους ήταν οι ακόλουθες: 
Απάντηση Α: minsup =Β ⎨ χ1, χ2 ⎬, maxinf =Β ⎨ χ1, χ2 ⎬ 
Απάντηση Β: =Βsup  max ⎨ χ1, χ2 ⎬ ,  mininf =Β ⎨ χ1, χ2 ⎬ 
Απάντηση Γ : ,1inf =Β  και δεν υπάρχει sup B. 

 
Παρατηρήσαµε ότι οι φοιτητές δεν µπορούν να λύσουν ανισώσεις δευτέρου 

βαθµού. Εκεί ή έκαναν λάθη στα διαστήµατα όπου η ανισότητα ήταν θετική ή 
αρνητική, ή χρησιµοποιούσαν «και» αντί για «ή» στις τιµές που έπαιρνε το χ, µε 
αποτέλεσµα να κάνουν λάθος συναληθεύσεις. Τα λάθη που πραγµατοποιούν τόσο 
στην πρώτη περίπτωση όσο και στη δεύτερη  θα µπορούσαµε να τα 
χαρακτηρίσουµε δοµικά, αφού προφανώς δεν έχουν κατανοήσει τους κανόνες για 
την εύρεση προσήµων µιας ανίσωσης ή ενός τριωνύµου ή δεν έχουν εµπεδώσει τη 
διαφορά που κάνει η χρήση του «και» από την χρήση του «ή». Επιπλέον, τα λάθη 
στην εύρεση των inf, max, min, sup του συνόλου Β, προκύπτουν από τη µη 
κατανόηση του ορισµού τους, εποµένως και αυτά χαρακτηρίζονται δοµικά. 

Στις απαντήσεις διαπιστώσαµε και άλλους  τύπους λαθών. ∆ηλαδή, εκτός από 
τα λάθη που πραγµατοποίησαν είτε στη λύση της ανίσωσης είτε στην εύρεση των 
inf, max, min, sup του συνόλου Β, διέπρεξαν και αυθαίρετα και εκτελεστικά λάθη. 
Ωστόσο, επειδή η αφετηρία όλων των άλλων λαθών είναι η µη κατανόηση των 
ορισµών maximum, minimum, supremum και infimum ενός συνόλου και η 
ηµιµάθεια λύσης ανισοτήτων δευτέρου βαθµού, δεν θα επεκταθούµε σε 
µεµονωµένα λάθη, που πραγµατοποιεί ο κάθε φοιτητής. 
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Συµπεράσµατα 
 
Η µελέτη αυτού του θέµατος µας έδειξε τη µεγάλη δυσκολία των φοιτητών να 

λύνουν ανισώσεις δευτέρου βαθµού. Οι δυσκολίες αυτές εµφανίζονται τόσο στον 
εντοπισµό των ριζών των ανισώσεων, όσο και στον εντοπισµό του διαστήµατος 
που αποτελεί τη λύση της ανίσωσης. Το φαινόµενο αυτό είναι αρκετά λυπηρό αν 
σκεφτεί κανείς ότι οι ανισότητες διδάσκονται από την Α Λυκείου. Τελικά, κάποιοι  
φοιτητές «φοβούνται» τις ανισότητες, και για αυτό προτίµησαν να τις µετατρέψουν  
σε ισότητες, αν και οι ανισότητες παίζουν κυρίαρχο ρόλο στην ανάλυση, 
γενικότερα, από ότι οι  ισότητες όπως µας επισηµαίνει και η M. Artigue[3]. 

Ακόµη, επιβεβαιώσαµε ότι και σε αυτό το ζήτηµα υπήρξαν απαντήσεις µη 
ολοκληρωµένες. Η µη αυστηρότητα των απαντήσεων χαρακτήριζε αρκετά από τα 
γραπτά των φοιτητών, δείχνοντας για ακόµη µια φορά τη δυσκολία τους να 
γράφουν αυστηρά και µε σαφήνεια(βλέπε σελ 17-19 ). 

Επιπλέον, τα λάθη που προέκυψαν στην εύρεση των maximum, minimum, 
supremum και infimum,προκύπτουν από τη µη κατανόηση των ορισµών τους, 
γεγονός που επιβεβαιώνεται και από το προηγούµενο θέµα(απέφευγαν την χρήση 
ορισµών ή δε τους έγραφαν ολοκληρωµένα(βλέπε σελ 31-37).  
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3.3 ΘΕΜΑ III : Αν [ ] Rf →3,0:  συνεχής συνάρτηση και χ≤0 n 3≤  για κάθε 

Nn∈ , να βρεθεί, αν υπάρχει, το
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

. 

 
 
Με αυτό το θέµα ασχολήθηκαν 154 φοιτητές, αλλά µόνο οι 14 µπόρεσαν να 
αντιµετωπίσουν το ζήτηµα ολοκληρωµένα, χωρίς παραλήψεις και ασάφειες. Ας 
δούµε, όµως, αναλυτικά ποια ήταν τα ποσοστά επιτυχίας των φοιτητών στο 
συγκεκριµένο θέµα. 

   
Ασχολήθηκαν µε το θέµα : 154 
Απάντησαν σωστά            : 14 
Απάντησαν όχι σωστά      : 140 

 
Σε αυτά τα δεδοµένα πραγµατοποιήσαµε στατιστική ανάλυση και πήραµε τα πιο 
κάτω ποσοστά: 
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Παρατηρήσαµε ότι, παρόλο ένα µεγάλο ποσοστό φοιτητών κατέβαλε προσπάθεια 
να επιλύσει το ζητούµενο θέµα, ένα πολύ µικρό ποσοστό κατάφερε να  
Αντεπεξέλθει στις απαιτήσεις του ζητήµατος. Συγκεκριµένα, τα ποσοστά που µας 
έδωσε η ανάλυση είναι τα εξής :  

 
 
 
 

 
 
 

Είναι συντριπτικό το ποσοστό των φοιτητών που δεν οδηγήθηκε στη λύση του 
ζητήµατος, αλλά έδωσε ελλιπείς απαντήσεις ή και εντελώς λανθασµένες. Πού 
έγιναν τα λάθη σε αυτή την περίπτωση; Ποια ήταν η τακτική των φοιτητών στην 
αντιµετώπιση της άσκησης; Υπήρξαν οµοιότητες στη λογική των φοιτητών για την 
επίλυση του θέµατος; Αυτά είναι ερωτήµατα που θα απαντηθούν άµεσα από την 
ταξινόµηση των γραπτών που έχουµε κάνει και θα τα δούµε αναλυτικά. 
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Α Κατηγορία 
 
Ένα αρκετά µεγάλο ποσοστό φοιτητών έγραφε την εξής συνεπαγωγή: 

                     )3()()0(30 fff nn ≤≤⇒≤≤ χχ . 
Μερικοί από αυτούς το αιτιολογούσαν λόγω της συνέχειας της συνάρτησης, ενώ 

κάποιοι άλλοι ή δε το αιτιολογούσαν καθόλου ή έβρισκαν άλλου τύπου εξηγήσεις 
για να εισάγουν τη συνάρτηση στην ανισότητα.  

Όλοι οι φοιτητές που αντιµετώπισαν το θέµα µε τον παραπάνω τρόπο, 
βεβαιώνουν ότι έχουν καταλάβει ότι αφού η συνάρτηση είναι συνεχής είναι και 
γνησίως αύξουσα και για αυτό την εισάγουν στην ανισότητα. Ωστόσο, µπορεί να 
µην έχουν στο µυαλό τους αυτή τη συνεπαγωγή, αλλά µε τον τρόπο αυτό να 
µεταφέρουν τη σύγχυση που έχουν µε την έννοια της συνέχειας. Όλος αυτός ο 
συλλογισµός προκύπτει από τις αντιλήψεις που έχουν για αυτή. Είναι φανερή η 
συγχυση που προκύπτει από από τον ορισµό της έννοιας της συνέχειας και την 
εικόνα που έχουν στο µυαλό τους για την έννοια(βλέπε, σελ 24-25). Έτσι 
δηµιουργούνται προβλήµατα, τα οποία µε τη σειρά τους οδηγούν σε λάθη, τα οποία 
θα τα χαρακτηρίζαµε δοµικά, µιας και προκύπτουν από τη µη κατανόηση έννοιας. 

Χαρακτηριστικές είναι οι απαντήσεις των φοιτητών όταν ρωτήθηκαν γιατί 
µπορούµε να περάσουµε τη συνάρτηση στην ανισότητα : «Από τη συνέχεια…και 
από το ότι η συνάρτηση είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα…Μια συνεχής 
συνάρτηση είναι και µονότονη συνάρτηση. Οπότε µπορούµε να συσχετίσουµε τις δυο 
έννοιες» (συνέντευξη 1η, γραµµές 42-46) ή  
«Επειδή η f είναι µια συνεχής συνάρτηση, το f( )nx  θα είναι ανάµεσα στο f(0) και στο 
f(3)… Για να είναι µονότονη, θα πρέπει να είναι και συνεχής… Το αντίστροφο 
νοµίζω πως όχι…Όχι, δεν ισχύει» (συνέντευξη 2η, γραµµές 52-58) 

Όσο αφορά αυτούς που δεν επικαλούνται τη συνέχεια για να περάσουν τη 
συνάρτηση στην ανισότητα, ίσως να το κάνουν µόνο και µόνο για να έχουν µια 
σχέση µε την )( nf χ , οπότε ο συλλογισµός τους είναι εντελώς αυθαίρετος. 

Κατά την εγγραφή των απαντήσεων προκύπτουν και άλλα λάθη, που σε κάθε 
περίπτωση είναι διαφορετικά. 

 
 
  1.   Ισχύει ότι 0≤ χ n 3≤ . 
    Αφού η συνάρτηση είναι συνεχής, 
   )3()()0( fff n ≤≤ χ  

   
n
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f
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f
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n

nn

n )3()()0()3()()0( limlimlim
∞→∞→∞→

≤≤⇒≤≤⇒
χχ

. 

   
   Επειδή η f -συνεχής, θα είναι .3)3(,0)0( == ff  

   Τότε, ⇒≤≤
∞→∞→∞→ nn

f
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)3()()0(30 fff nn ≤≤⇒≤≤ χχ ,επειδή η συνάρτηση είναι συνεχής, από όπου 
προκύπτει ότι σίγουρα το Rf n ∈)(χ , γιατί αλλιώς η συνάρτηση δε θα ήταν 
συνεχής. 

Εποµένως, το 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

 υπάρχει και είναι ίσο µε µηδέν. 

 
 
3. Αφού η συνάρτηση είναι συνεχής, )3()()0( fff n ≤≤ χ . 
Άρα, το )( nf χ  δεν εξαρτάται από το n.  

Άρα )(1)(
limlimlim n

nn

n

n
f

nn
f

χ
χ

∞→∞→∞→

= = 0 )(lim n
n

f χ
∞→

= 0α = 0. 

Ο αριθµός α είτε είναι θετικός, είτε αρνητικός, δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα. 
 
 

 

4. 
n

f
n

f
n

f n )3()()0(
≤≤

χ
, όπου Rff ∈)3(),0( , για ∞→n . 

 

    0)3()0( limlim ==
∞→∞→ n

f
n

f
nn
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5 Θέτω 
n

fg )()( χχ = , συνεχής. Αφού 0≤ χ n 3≤ , τότε 
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n
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χ  και επειδή η f  είναι συνεχής, θα 
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                   0                        0 

Άρα και η 0
)(

0)( lim =⇒→
∞→ n

f
g n

n
n

χ
χ . 

 
 
 
Β. Κατηγορία 

 
Σε αυτήν την κατηγορία γραπτών, οι φοιτητές προσπαθούν να εξηγήσουν την 

ύπαρξη του ορίου της )( nf χ και στη συνέχεια να υπολογίσουν το ζητούµενο όριο. 
Βέβαια, υπήρξαν και κάποιοι που θεώρησαν δεδοµένη την ύπαρξη του ορίου της 
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)( nf χ και επέµειναν στον υπολογισµό του ζητούµενου ή και µόνο στην ύπαρξή 
του. Τα πιο κάτω αποτελούν ενδεικτικά παραδείγµατα αυτής της περίπτωσης. 
1. Για οποιοδήποτε n, το nχ παίρνει τιµές µεταξύ του 0 και του 3 και το 

)( nf χ παίρνει τιµές στο R. ∆ηλαδή, οι τιµές του )( nf χ , για ∞→n , είναι 
πραγµατικοί αριθµοί. Άρα το πηλίκο πραγµατικού προς ∞  είναι µηδέν. 

Έτσι, 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

= 0. 

 

2. 
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f n

n
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lim

χ
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= )(1 limlim n
nn

f
n
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                                       0 
 

Άρα υπάρχει το 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

= 0. 

 
 
3. Οι τιµές του nχ συµπίπτουν µε τις τιµές που παίρνει η f . Εποµένως, το )( nf χ  
ισχύει. Ακόµη, οι τιµές που δίνει το )( nf χ  πάνε στο R. 

Άρα, 
n

f n

n

)(
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= )(1 limlim n
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= 0. 

 
 
 
                                       0 
 

 
4. Αφού 0≤ χ n 3≤  και f συνεχής στο [ ]3.0 , άρα και )( nf χ  συνεχής. 
Τότε, 30),()(lim ≤≤=

∞→

κκχ ff n
n

 και το Rf ∈)(κ , δηλαδή θα είναι κάποιος 

πραγµατικός αριθµός.  

Άρα, 
n
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)(
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χ
∞→

= 0. 

 
 

5. Αφού [ ] Rf →3,0:  συνεχής συνάρτηση, υπάρχει το )(lim n
n

f χ
∞→

. 
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6. 03
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    Άρα το 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

 υπάρχει, αφού (1) = (2) και αυτό είναι ίσο µε µηδέν,      

 

    δηλαδή 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

= 0. 

 
 

Σε όλες αυτές τις περιπτώσεις, θεωρούν ότι η )( nf χ  συγκλίνει και για αυτό έχει 
και όριο. Καταρχήν, δεν έχουν καταλάβει ότι ναι µεν η f  είναι µια συνεχής 
συνάρτηση, αλλά η )( nf χ είναι µια ακολουθία, για την οποία δεν υφίσταται να 
πούµε αν είναι συνεχής ή αν δεν είναι. Εποµένως, από τη στιγµή που οι φοιτητές 
δεν έχουν ξεκαθαρίσει τι είναι συνάρτηση και τι είναι ακολουθία, δεν µπορούν και 
να δουλέψουν µε τις έννοιες αυτές. Συνεπώς, πραγµατοποιούν δοµικά λάθη και στη 
συνέχεια ακολουθούν και άλλα. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Αρχή της µεταφοράς  
 

Στην κατηγορία αυτή, οι φοιτητές επικαλούνται την αρχή της µεταφοράς για να 
επιλύσουν το θέµα. Ωστόσο, και εδώ τα λάθη τους είναι αφ’ ενός ουσιαστικά και 
αφετέρου επαναλαµβάνονται στους περισσότερους από αυτούς.  

 
1. Αφού η συνάρτηση είναι συνεχής, τότε θα υπάρχει ακολουθία [ ]3,0∈nχ  για την 
οποία ισχύει 0χχ →n . Από την αρχή της µεταφοράς )()( 0χχ ff n →⇒ . 
Άρα, η )( nf χ  τείνει σε έναν πραγµατικό αριθµό af =)( 0χ . 

Άρα, το όριο 
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2. Εφ’ όσον η f  είναι συνεχής, µπορώ να χρησιµοποιήσω την αρχή της 
µεταφοράς. 

∆ηλαδή, υπάρχει nχ , η οποία να ορίζεται στο [ ]3,0 . 
  Άρα, αν 0χχ →n )()( 0χχ ff n →⇒ . 
∆ηλαδή, θα υπάρχει το όριο της )( nf χ . Άρα, 
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0limlimlim ===
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3. Αφού η f  είναι συνεχής, [ ] )(3,0 nχχ ∃∈∀ τέτοια ώστε : 

0χχ →n )()( 0χχ ff n →⇒ . 
Αφού η nχ  είναι φραγµένη και συγκλίνει, συγκλίνει στο supremum των όρων της, 
το 3. 
Άρα, )3()(3 ff nn →⇒→ χχ . 
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Σηµειώσεις :  
1. Οι τρεις παραπάνω µορφές επίλυσης του θέµατος έχουν ένα κοινό 
χαρακτηριστικό. Οι φοιτητές δεν έχουν καταλάβει το νόηµα του θεωρήµατος. Το 
ότι η συνάρτηση είναι συνεχής δε σηµαίνει ότι υπάρχει ακολουθία η οποία να 
συγκλίνει, αλλά κάποια ακολουθία συγκλίνει. Οι ύπαρξη ποσοδεικτών, για άλλη 
µια φορά δυσκολεύει τους φοιτητές(βλέπε σελ 22). Εποµένως πρόκειται για ένα 
δοµικό λάθος, που προκύπτει από τη µη κατανόηση των προυποθέσεων του 
θεωρήµατος. 
2. Από το γεγονός ότι η ακολουθία είναι φραγµένη, δε συνεπάγεται ότι και 
συγκλίνει. Για να συµβαίνει κάτι τέτοιο χρειάζονται και κάποιες άλλες συνθήκες, 
όπως για παράδειγµα να είναι µονότονη. Το αντίστροφο της πρότασης ισχύει, 
δηλαδή αν µια ακολουθία συγκλίνει, είναι και φραγµένη. Άρα, αν και οι φοιτητές 
είδαν ότι η ακολουθία είναι φραγµένη, η σκέψη τους δεν είχε µια λογική 
αλληλουχία. Άρα, πρόκειται για ένα αυθαίρετο λάθος. 
3. Οι φοιτητές που χρησιµοποιούν αυτό το συλλογισµό (φραγµένη⇒συγκλίνει), 
γράφουν διάφορες απαντήσεις για το που συγκλίνει. Κάποιοι υποστηρίζουν ότι 
συγκλίνει σε έναν αριθµό α, άλλοι στο3, άλλοι στο 0. Αν δεχτούµε ότι ο 
ισχυρισµός τους είναι σωστός, δηλαδή ότι συγκλίνει, τότε ξέρουµε ότι συγκλίνει σε 
έναν αριθµό, αλλά δεν ξέρουµε σε ποιο. Το ότι γράφουν ότι συγκλίνει στο 0 ή στο 
3, είναι ένα ακόµη λάθος, που είναι εντελώς αυθαίρετο, µιας και δε γνωρίζουµε 
ποιος είναι ο αριθµός αυτός. 

 
 
4. Αφού 30 ≤≤ nχ  συµπεραίνουµε ότι η ακολουθία nχ  είναι άνω φραγµένη άρα 
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συγκλίνει. Έστω )()( affa nn →⇒→ χχ . Άρα υπάρχει το 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

 και είναι 

ίσο µε µηδέν. Άρα, 00)(1)(
)(

limlim ===
∞→∞→

af
n

af
n

f
n

n

n

χ
.        

 
 
 5. Η ακολουθία nχ  είναι φραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών, οπότε 
συγκλίνει. ∆ηλαδή, [ ]3,0∈→ξχ n . 
Επειδή, η f  είναι συνεχής, θα ισχύει ότι Rff n ∈→ )()( ξχ . 

Οπότε, 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

= )(1 limlim n
nn

f
n

χ
∞→∞→

= 0)(0 =ξf . 

 
 
Η ακολουθία είναι φραγµένη, άρα συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό. 
Από την αρχή της µεταφοράς, αν 0χχ →n , και επειδή f  είναι συνεχής, 

)()( 0χχ ff n → . 
Εποµένως, και η )( nf χ  συγκλίνει σε έναν πραγµατικό αριθµό. 

Επίσης, 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

= )(1 limlim n
nn

f
n

χ
∞→∞→

=0.  

 
 

 
 

7. Από υπόθεση έχουµε ότι 30 ≤≤ nχ , που σηµαίνει ότι η ακολουθία nχ  είναι 
φραγµένη και επίσης ισχύει ότι , 3→nχ καθώς ∞→n . 
Επειδή η συνάρτηση είναι συνεχής(από υπόθεση) από την αρχή της µεταφοράς 
ισχύει  

n

f

n
f

n

n
nn

n lim
lim

lim
)(

)(

∞→

∞→

∞→

=
χ

χ
= 01)3( lim =

∞→ n
f

n
. 

Οπότε υπάρχει το 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

 και είναι ίσο µε µηδέν. 

 
 
 

8. Αφού 0≤ χ n 3≤  και η συνάρτηση f  είναι συνεχής, ισχύει ότι όταν 

0χχ →n )()( 0χχ ff n →⇒ , από την αρχή της µεταφοράς. 
        
        0≤ χ n 3≤ , άρα [ ]3,0, ∈∈∀ nNn χ  
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 όταν 
n

f

n
f

n

n
nn

n lim
lim

lim
)(

)(

∞→

∞→

∞→

=
χ

χ
, το )(lim n

n
f χ

∞→

 παίρνει τιµές από το 0 ως το 3,    

αφού )()( 0χχ ff n → . 

  Όµως, ∞=
∞→

n
n
lim , άρα το 

n
f n

n

)(
lim

χ
∞→

  είναι ίσο µε µηδέν. 

 
 

 
9. H )( nf χ  είναι συνεχής και φραγµένη. 

 
 
Είναι , 3→nχ  και από θεώρηµα µεταφοράς, )3()( ff n →χ , δηλαδή σε 
πραγµατικό αριθµό, έστω l . 
 

n
f n

n

)(
lim

χ
∞→

= 0lim =
∞→ n

l
n

. 

 
 

10. Η nχ  είναι άνω φραγµένη από το 3 και κάτω φραγµένη από το 0. Άρα, 
an →χ , 30 ≤≤ a . 

Επειδή, η f  είναι συνεχής, τότε από την αρχή της µεταφοράς, Raff n ∈→ )()(χ . 

Άρα, η ακολουθία 00)(1
=→ af

n nχ , επειδή 
nn

1lim
∞→

 υπάρχει και ισούται µε 

µηδέν, και )(lim n
n

f χ
∞→

 υπάρχει και ισούται µε )(af . 

Άρα, υπάρχει και το 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

 και είναι ίσο µε µηδέν. 

 
Από όλους όσους χρησιµοποίησαν την αρχή της µεταφοράς, µόνο δύο φοιτητές 

κατανόησαν ότι δε γνωρίζουν ότι η ακολουθία συγκλίνει και προσπάθησαν να το 
αποδείξουν, έστω και λανθασµένα. Ωστόσο, αυτοί διέκριναν τις προυποθέσεις του 
θεωρήµατος για να το εφαρµόσουν. 

 
 

11. Επειδή η f  είναι συνεχής, από το κριτήριο της µεταφοράς,  
αν 0χχ →n )()( 0χχ ff n →⇒ . 
Αρκεί να αποδείξω ότι 0xn →χ  
 Για την nχ  ισχύει : 0≤ χ n 3≤ . 

  Χωρίς βλάβη της γενικότητας, µπορούµε να πούµε ότι 333 ≺nn χχ ⇒≤≤− . 
 Για 3=ε , η nχ )0()(0 ff n →⇒→ χ , δηλαδή η )( nf χ συγκλίνει σε έναν           
αριθµό ).0(f  

 Έστω )(lim n
n

f χα
∞→

= , οπότε 001)(
)(

limlimlim ===
∞→∞→∞→

αχ
χ

n
f

n
f

n
n

n

n

n
. 
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12.  Η f  είναι συνεχής⇔ )( nχ∀ , αν 0χχ →n )()( 0χχ ff n →⇒ . 
  Για να εφαρµόσω την αρχή της µεταφοράς, αρκεί να δείξω ότι 0xn →χ [ ]3,0∈ . 
  Η nχ  είναι άνω φραγµένη.  
 
• Έστω ότι είναι γνησίως αύξουσα 3suplim ==⇒ nn

n
χχ . 

     Συνεπώς, )3()(3 ff nn →⇒→ χχ , επειδή η f  είναι συνεχής. 

     Άρα, 00)3(1)(
)(

limlimlim === f
n

f
n

f
n

n
n

n

n
χ

χ
 

 
• Έστω ότι είναι γνησίως φθίνουσα 0inflim ==⇒ nn

n
χχ . 

 
    Οπότε, )0()( ff n →χ , εφ’ όσον η f  είναι συνεχής. 

    Άρα, 00)0(1)(
)(

limlimlim === f
n

f
n

f
n

n
n

n

n
χ

χ
. 

 
 
• Έστω nχ  σταθερή ccn →=⇒ χ , εφ’ όσον η f  είναι συνεχής. 

     Άρα, 00)(
)(

lim == cf
n

f n

n

χ
. 

 
 
 
Θεώρηµα των ισοσυγκλινουσών 
 

Άλλη µια µερίδα φοιτητών χρησιµοποιεί το θεώρηµα των ισοσυγκλινουσών 
ακολουθιών για να επιλύσει το θέµα. Και εδώ παρατηρήθηκαν λάθη που είναι άξια 
λόγου να τα σχολιάσουµε. Αντιπροσωπευτικά είναι τα πιο κάτω παραδείγµατα από 
τις λύσεις των φοιτητών. 

 
 
1. Ισχύει 0≤ χ n 3≤ , για κάθε Nn∈ . 

Για 0≠n , έχω 
nn

n 30 ≥≥
χ

. 

030 limlim ==
∞→∞→ nnn

                              

Οπότε, από το θεώρηµα των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών έχω και 0lim =
∞→ n

n

n

χ
 

Επίσης, αφού η f  είναι συνεχής, ισχύει : 

n
f

n
f

n
f nnn

n
nn

n

)(
0

)(
)( limlim

χχχ
χχ =⇒=⇒=

∞→∞→

. (1) 

Άρα,  
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

= 00lim =
∞→n
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 Από το ότι η συνάρτηση είναι συνεχής δε συνεπάγεται σε καµία περίπτωση η 
σχέση (1). Εξάλλου, δεν υπάρχει κανένα νόηµα στη  σχέση αυτή. Προφανώς, ο 
φοιτητής ήθελε να χρησιµοποιήσει τη συνέχειας µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο 
της. Όµως, δεν έχει κατανοήσει ότι οι )(, nn f χχ , δεν είναι συναρτήσεις, αλλά 
ακολουθίες. Εποµένως, αφού δεν υπάρχει σωστή αξιολόγηση των δεδοµένων, 
προκύπτουν δοµικά λάθη. 
 
 

2.Έχουµε  0≤ χ n 3≤  και διαιρώ µε το n: 
nn

n 30 ≤≤
χ

. 

Αφού το 03
→

n
, από το γνωστό θεώρηµα των ισοσυγκλινουσών , θα είναι και 

0→
n

nχ . 

Επίσης, εφ’ όσον  η f  είναι συνεχής και 0χχ →n , θα είναι 

0)0(
)(

)()( limlim 0 ==⇒=
∞→∞→

f
n

f
ff n

n
n

n

χ
χχ . 

 
Εδώ, το λάθος γίνεται στη συνεπαγωγή φραγµένη⇒συγκλίνει, η οποία δεν 
υφίσταται. Όπως είπαµε πρόκειται για ένα αυθαίρετο λάθος. 
 
 
 

3. Είναι 
nn

n 30 ≤≤
χ

. 

 
 
                               0 

Άρα, από το Θ.Ι. θα είναι και 0→
n

nχ . 

Επειδή υπάρχει το όριο της nχ  , και επειδή [ ] Rf →3,0:  συνεχής, θα υπάρχει και 

το όριο και της ).( nf χ  Εποµένως, 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

∃ . 

Όµοια, ο φοιτητής θεωρεί ότι η nχ συγκλίνει και σιωπηρά εφαρµόζει την αρχή της 
µεταφοράς. Άρα, πρόκειται για ένα αυθαίρετο λάθος. 

 
 
 
 

Θεώρηµα Bolzano-Weirestrass 
 

 
Ένα µικρό ποσοστό φοιτητών κατέφυγε στο θεώρηµα των Bolzano-Weirestrass 

για την επίλυση του θέµατος. Όµως, και εδώ παρατηρήθηκαν διάφορα λάθη. Τα 
παρακάτω παραδείγµατα είναι χαρακτηριστικά. 
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1. Παρατηρούµε ότι 0≤ χ n 3≤ ,  δηλαδή η nχ  είναι φραγµένη. Συνεπώς, από το 
θεώρηµα B-W για ακολουθίες, η nχ  συγκλίνει, οπότε το όριό της υπάρχει και είναι 
πραγµατικός αριθµός. ∆ηλαδή, Ran

n
∈=

∞→

χlim . Συνεπώς, Raf n
n

∈=
∞→

)(lim χ . 

Άρα, 0
)(

lim =
∞

=
∞→

a
n

f n

n

χ
. 

 
Οι φοιτητές έχουν γράψει λάθος τo θεώρηµα. Ωστόσο, ίσως έτσι να τους βόλεψε για 
να κερδίσουν τη σύγκλιση. Όµως, όπως και να έχει πρόκειται για ένα δοµικό λάθος. 
 
 
2. Αφού 0≤ χ n 3≤ ,  έχουµε ότι η nχ  είναι φραγµένη. Άρα, από το θεώρηµα 
των B-W, υπάρχει υπακολουθία της nχ , η 

knχ , η οποία συγκλίνει, έστω στο 
[ ]3,00 ∈χ  (αφού 0≤ χ n 3≤ 30 ≤≤⇒

knχ ,    άρα αφού 30 00 ≤≤⇒→ χχχ
kn ). 

Αφού f  συνεχής στο 0χ  ως συνεχής στο [ ]3,0  και [ ]3,0⊆
knχ , έπεται από την 

αρχή της µεταφοράς )()( 0χχ ff
kn → . 

 
Σωστή η παρουσίαση του θεωρήµατος, αλλά ο τρόπος αυτός δεν οδηγεί σε κάποιο 
αποτέλεσµα. 
 

 
3. Η nχ  είναι φραγµένη, άρα από το θεώρηµα των B-W, υπάρχει υπακολουθία 
της nχ , η 

knχ , )3,(, o
kn ∈→ ξξχ . Τότε, από την αρχή της µεταφοράς 

)()( ξχ ff
kn → . 

Όµως, )(
knf χ υπακολουθία της )( nf χ , άρα )()( ξχ ff n → . 

Τελικά, 00
)(

lim ==
∞→

ξ
χ
n

f n

n
. 

 
 
 

Λοιπά γραπτά 
 

 

1. Το 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

δεν ορίζεται αν ±∞→)( nf χ  ή αν )( nf χ = 0. Σε κάθε άλλη 

περίπτωση 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

0→ . 

2. Είναι 30 ≤≤ nχ  Nn∈∀ . 
Θεωρούµε τις ακολουθίες 0=νb  και 0=νg . 
Είναι 0lim =νb , ενώ 3lim =νg . 
Εποµένως η ακολουθία nχ  δεν έχει όριο. 
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Η συνάρτηση [ ] Rf →3,0:  είναι συνεχής. Εποµένως δεν υπάρχει το )(lim n
n

f χ
∞→

,      

εποµένως δεν υπάρχει και το  
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

. 

 
3. Η [ ] Rf →3,0:  είναι συνεχής, άρα [ ]3,0∈∀ nχ , αν 

)()( 00 χχχχ ff nn →⇒→ . Άρα, η )( nf χ είναι συγκλίνουσα και ως γνωστό θα 

είναι φραγµένη, άρα αφού είναι φραγµένη και 01
→

n
(µηδενική), το  

n
f n

n

)(
lim

χ
∞→

= 

0. 
 

 
Σηµείωση : Ο φοιτητής που απάντησε τα παραπάνω ως λύση της άσκησης, είναι 
εµφανές ότι είχε στο µυαλό του το σωστό θεώρηµα για να οδηγηθεί στην επίλυσή 
της. Ωστόσο, για να εφαρµόσει το«µηδενική επί φραγµένη», αναγκάστηκε να 
περάσει µέσα από το κριτήριο της µεταφοράς, στο οποίο βέβαια υπάρχει το 
πρόβληµα µε τη σύγκλιση της nχ . 
 

 
 

4. 
n

f

n
f

n

n
nn

n lim
lim

lim
)(

)(

∞→

∞→

∞→

=
χ

χ
 

Επειδή, Rf n →)(χ , διακρίνω τις περιπτώσεις :  
 

1η περίπτωση : Έστω η )( nf χ = κ , πεπερασµένο, 0
)(

limlim ==
∞→∞→ n

k
n

f
n

n

n

χ
. 

 
  2η περίπτωση : Έστω )( nf χ = άπειρο, δηλαδή ∞→)( nf χ , τότε δεν υπάρχει  το           

n
f n

n

)(
lim

χ
∞→

. 

 
 
5. Θα εφαρµόσουµε το κριτήριο λόγου :  

      γ
χ
χ

χ

χ
χ

χ
χ

χ

==
+

=
+

=+ +

∞→

+

∞→

+

∞→

+

∞→ )(
)(

)()11(

)(
)()1(

)(
)(

1
)(

111

1

limlimlimlim
n

n

n
n

n

nn

n

nn

n

n f
f

f
n

n

nf
fn

nf

n
f
n

f

. 

 

Αν 0
)(

1 lim =⇒
∞→ n

f n

n

χ
γ ≺ . 

Αν γ α
χ

α =⇒∈=
∞→

n

n n
f

R
)( 0lim . 

Αν +∞=⇒
∞→ n

f n

n

)(
1 lim

χ
γ  
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6. Η )( nf χ , εφ’ όσον 0≤ χ n 3≤ ,  είναι φραγµένη. Άρα, 
n

f n

n

)(
lim

χ
∞→

= 0, ως 

µηδενική επί φραγµένη(δεν υπάρχει αιτιολόγηση γιατί η )( nf χ  είναι 
φραγµένη). 

       
 

 
 

 
Συνολικά, από όλα όσα γράψαµε παραπάνω, µπορούµε να συνοψίσουµε τα 
αποτελέσµατά µας, µε τα πιο κάτω στατιστικά αποτελέσµατα. 
 
 

 
 

 
 
 
 

Σε αυτό το σηµείο, θα πρέπει να επισηµάνουµε ότι όποιο τρόπο και να επέλεξαν 
οι φοιτητές για να επιλύσουν το θέµα, πραγµατοποίησαν κυρίως λάθη που 
προέρχονται από την έννοια της συνέχειας. Από ότι φάνηκε, η συνέχεια αποτελεί 
για αυτούς ένα εργαλείο που µπορούν να το επικαλούνται σχεδόν πάντα, χωρίς να 
διστάζουν να το χρησιµοποιήσουν . Έγινε φανερό ότι τα λάθη που προέκυψαν 
µέσα από τις διαδικασίες επίλυσης του θέµατος, είναι διαφορετικών τύπων.  
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Συµπεράσµατα 
 
Από τη µελέτη και ανάλυση του θέµατος, αρχικά, διαπιστώσαµε ότι οι φοιτητές 

δεν έχουν κατανοήσει την έννοια της συνέχειας. Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, 
αντιµετωπίζουν δυσκολίες µε τους ορισµούς των εννοιών και αυτό γιατί έχουν 
διαφορετική εικόνα από την καθηµερινότητά τους για κάποιες έννοιες, όπως αυτής 
της συνέχειας(βλέπε, σελ 24-25 ). Η µη κατανόηση της έννοιας τους οδηγεί σε 
λανθασµένους συλλογισµούς και συµπεράσµατα, όπως η σύνδεση και η σχέση 
συνέχειας και µονοτονίας(η φοιτήτρια έκανε το συνειρµό συνεχής 
συνάρτηση⇒µονότονη συνάρτηση). 

Επίσης, παρατηρήσαµε ότι δυσκολεύονται να κατανοήσουν τις εκφωνήσεις 
θεωρηµάτων. ∆εν µπορούν να συνειδητοποιήσουν ποιες είναι οι υποθέσεις ή οι 
προϋποθέσεις ενός θεωρήµατος για να το εφαρµόσουν(όπως στην Αρχή της 
Μεταφοράς). Σε αυτή την περίπτωση, δεν καταλαβαίνουν τι πρέπει να αποδείξουν 
και ποια είναι τα δεδοµένα τους. Φράσεις, όπως «αν για κάποια», «αν για κάθε», 
«τότε υπάρχει», δηλαδή προτάσεις που περιέχουν τις έννοιες των ποσοδεικτών  
τους δηµιουργούν συγχύσεις(βλέπε, σελ 22). 

Παράλληλα, σηµειώσαµε ότι οι φοιτητές δεν έχουν διαχωρίσει την έννοια της 
συνάρτησης από την έννοια της ακολουθίας. Όπως είδαµε και στην επίλυση του 
θέµατος, θεωρούσαν ότι η ακολουθία )( nf χ  είναι συνάρτηση και οι συλλογισµοί 
τους βασίζονταν σε ιδιότητες συναρτήσεων και όχι ακολουθιών. 

Και σε αυτό το θέµα είδαµε τους φοιτητές να απαντούν χωρίς να επεξηγούν το 
τι ακριβώς κάνουν και γιατί. Η έλλειψη αυστηρότητας των απαντήσεων 
χαρακτηρίζει και αυτό το θέµα. Στην Α κατηγορία των γραπτών, ορισµένοι 
φοιτητές  «πέρασαν» τη συνάρτηση στην ανισότητα χωρίς να το αιτιολογήσουν ή 
στη Β κατηγορία, «έσπαζαν» το όριο σε γινόµενο ορίων δίχως να εξηγούν γιατί 
µπορούν να κάνουν κάτι τέτοιο(βλέπε, σελ 17-19 ).  
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3.4 Θέµα IV: Έστω Rf →+∞),0(:  συνεχής συνάρτηση ώστε 0)(lim
0

=
+→

χ
χ

f  και 

1)(lim =
+∞→

χ
χ

f . Αποδείξτε ότι υπάρχει 00χ  µε 
2
1)( 0 =χf . 

 
 
 
Με αυτό το θέµα ασχολήθηκαν 165 φοιτητές, αλλά δυστυχώς πολλοί λίγοι 
κατάφεραν να φτάσουν στο επιθυµητό αποτέλεσµα. Συγκεκριµένα,  
 

 
Ασχολήθηκαν µε το θέµα : 165 
Απάντησαν σωστά            : 12 
Απάντησαν όχι σωστά      : 153 

 
Η στατιστική ανάλυση των δεδοµένων µας, µας έδωσε τα πιο κάτω ποσοστά για 
την ενασχόληση των φοιτητών µε το ζήτηµα :  

 
 

 

 
 
 
 
Παρατηρούµε ότι το 43,5% ασχολήθηκε, ενώ το 56,5% δεν µπήκε στη διαδικασία 
επίλυσής του. Ας δούµε, όµως, και τα ποσοστά επιτυχίας των φοιτητών που 
αποπειράθηκαν να αντιµετωπίσουν το συγκεκριµένο ζητούµενο 
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Είναι φανερό πως ένα πολύ µικρό ποσοστό αυτών που ασχολήθηκαν µε το θέµα, 
µόνο το 7,3%, κατάφερε να οδηγηθεί µέσα από σωστές διαδικασίες στην απάντηση 
της άσκησης.. Οι φοιτητές επέλεξαν διάφορους τρόπους αντιµετώπισης του 
ζητήµατος και είναι πολύ ενδιαφέρον να δούµε τόσο αυτούς τους τρόπους, όσο και 
τα λάθη που διέπραξαν κατά την εφαρµογή τους. 
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ΧΡΗΣΗ ΟΡΙΣΜΩΝ 
 

Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν οι φοιτητές που επιχείρησαν να 
χρησιµοποιήσουν τους ορισµούς των ορίων και της συνέχειας για την επίλυση του 
θέµατος. Η µορφή των λαθών που παρατηρήθηκαν µε αυτό τον τρόπο 
αντιµετώπισης, καθώς και τα ποσοστά φοιτητών που πραγµατοποίησαν το κάθε 
λάθος,  παρουσιάζεται από τον ακόλουθο πίνακα αποτελεσµάτων. 

 
 
 

 
 

Είναι φανερό πως το µεγαλύτερο πρόβληµα που αντιµετώπισαν οι φοιτητές ήταν 
η απόδοση του ίδιου του ορισµού, προκαλώντας δοµικά λάθη. Αν και δεν ήταν 
µεγάλο το ποσοστό που επέλεξε να αντιµετωπίσει το θέµα µε την χρήση 
ορισµών(βλέπε, σελ 10), ήταν µεγάλο το ποσοστό των φοιτητών που τους έγραψαν 
λάθος, επιβεβαιώνοντας έτσι τις δυσκολίες τους στην κατανόηση και χρήση των 
ποσοδεικτών καθώς και στα ε-δ(βλέπε, σελ 22-23 ). 

Βέβαια, πολλοί ήταν και αυτοί που δεν µπόρεσαν να εφαρµόσουν τους 
ορισµούς, αν και τους έγραψαν σωστά. Σύµφωνα µε τον Moore(1994)(βλέπε,[18]), 
οι φοιτητές κάποιες φορές µπορούν να διατυπώνουν ορισµούς εννοιών(έστω και αν 
δεν έχουν κατανοήσει την έννοια), αλλά δεν µπορούν να τους εφαρµόσουν.  Η 
αδυναµία αυτή των φοιτητών τους οδήγησε σε εκτελεστικά λάθη, ενώ το πιο µικρό 
ποσοστό ήταν αυτό που τελικά απόδωσε σωστά τους ορισµούς, συνδύασε τις 
σχέσεις και οδηγήθηκε και στο προσδοκώµενο αποτέλεσµα. Θα δούµε για κάθε 
περίπτωση, χωριστά, ορισµένα αντιπροσωπευτικά παραδείγµατα προσπάθειας 
επίλυσης του ζητήµατος.  
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Λάθος ορισµός. 

 
1. Ισχύει, 0)(lim

0

=
+→

χ
χ

f , δηλαδή 0,0 δε ∃∀  µε δχ ≺0− , ώστε : 

εχεχ ≤⇒≤− )(0)( ff  

  Επίσης, ισχύει 1)(lim =
+∞→

χ
χ

f , άρα 0,0 δε ∃∀  µε δχ ≺ , ώστε 

εχ 1)( −f . 
 
2. 0)(lim

0

=
+→

χ
χ

f 0,0 δε ∃∀⇔  : αν ),0( +∞∈χ  και 

),( 00 δχχχ +∈ ),0( δ= για εχεχχ ≺≺ )()0()(00 fff ⇒−⇒= . 
        
      1)(lim =

+∞→

χ
χ

f 0,0 δε ∃∀⇔  : αν ),0( +∞∈χ  και εχδχ ≺1)( −⇒ f . 

 
3. 0)(lim

0

=
+→

χ
χ

f 0δ∀⇒  µε 0,≺ εδχ ∃ , ώστε εχ ≺)(f . 

 
4. Αφού f  συνεχής 0,0 δε ∃∀  τέτοιο ώστε για Χ∈χ  µε          

δχχδχχ ≺≺ )()( 00 ff −⇒− . 
 
5. 1)(lim =

+∞→

χ
χ

f ,0ε∀⇒ να ισχύει εχ ≺1)( −f  

 
   0)(lim

0

=
+→

χ
χ

f εχ ≺0)( −⇒ f  και δχδχ ≺≺ ⇒− 0 . 

6. Επειδή υπάρχουν τα όρια και η f  είναι συνεχής, έχουµε ότι εχ ≺)(f  µε                               

1δχ ≺  και εχ ≺1)( −f  µε  2δχ . 
 
7. 0)(lim

0

=
+→

χ
χ

f εχδχδε ≺≺ )0()(0:0,00)0( fff −⇒−∃∀⇒=⇒ . 

       
    1)(lim =

+∞→

χ
χ

f , εχδχχδε ≺≺≺ 1)(0:0,0 0 −⇒−∃∀ f . 

     
      Παρατήρηση : ο φοιτητής αρχικά είχε γράψει αντί για 1, )(∞f . 
 
 
Είναι φανερό ότι ούτε µεγάλο ποσοστό φοιτητών επέλεξε να δουλέψει µε τους 
ορισµούς, αλλά και όσοι δοκίµασαν µε αυτό τον τρόπο δυσκολεύτηκαν πολύ. 
Υπήρξαν διάφορα λάθη στην απόδοση των ορισµών. Κάποιοι µπέρδεψαν τα ε, δ, 
δηλαδή, όπου έπρεπε να γράψουν ε, έγραψαν δ και αντίστροφα (παράδειγµα 3). 
Σχεδόν όλοι δεν εκφράστηκαν αυστηρά, αφού παρέλειψαν να γράψουν «αν … 
τότε..» ή ακόµη έγραψαν το µισό ορισµό, όπως στα παραδείγµατα 5 και 6. Επιπλέον, 
οι περισσότεροι που έγραψαν και τους δυο ορισµούς των ορίων, χρησιµοποίησαν το 
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ίδιο δ (π. χ. 1, 2, 7). Ακόµη, έγραψαν λάθος τις ανισότητες, όπως στο παράδειγµα 
1. Τέλος, κάποιοι έγραψαν και 0)0(0)(lim

0

=⇒=
+→

ff χ
χ

, θεωρώντας βέβαια ότι η 

συνάρτηση είναι συνεχής στο 0. 
 

 
 
 
 
 
 Λάθος χρήση του ορισµού 
 

1. Αφού ισχύουν οι σχέσεις για ε , ισχύουν και για 
2
ε . 

Τότε, 
2

)( εχ ≺f , για 10 δχ ≺≺  και 
2

1)( εχ ≺−f , για 2δχ . 

Για 0 12 δχδ ≺≺≺  έχουµε ότι :  

εεεχχχχχχ ≺≺
22

1)()()(1)(1)(2
2
1)( +=−++−=−=− ffffff , ισχύει, 

άρα 
2
1)(:0 00 =∃ χχ f . 

 
2. Έστω 0δ , ώστε 100020 δδχχδχδ ≺≺≺≺≺ +−  
Τότε εχ ≺)( 0f  (1) και εχ ≺1)( 0 −f  (2). 

Για 1=ε , έχουµε από την (1) : 1)(11)( 00 ≺≺≺ χχ ff −⇔ , δηλαδή 1)( 0 ≺χf  
και από τη (2) προκύπτει ότι :  

0)(1)(11)(111)(1 0000 ≺≺≺≺ χχχχ ffff ⇔−⇔−−⇔− . 
Άρα υπάρχει 0χ , ώστε 1)(0 0 ≺≺ χf . 
 
 
3. εχεεχ ≺≺≺ )()( ff −⇔  
 
    1)(11)( ++−⇔− εχεεχ ≺≺≺ ff  

   Οι παραπάνω σχέσεις για 
2
1

=ε , γίνονται :  

    
 
 

           
2
1)(

2
1 ≺≺ χf−     

                    και                      
2
1)(

2
1)(

2
1

00 =⇒≤≤⇒ χχ ff  

           
2
3)(

2
1 ≺≺ χf               
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Τα παραπάνω λάθη, που οφείλονται στην αποτυχία  χειρισµού των ορισµών, ενώ οι 
αρχικές σχέσεις είναι σωστές, σύµφωνα µε τον Orton(1980)(βλέπε [2]),  θα τα 
χαρακτηρίζαµε εκτελεστικά. 
 
 
Σηµείωση : Υπήρξαν γραπτά στα οποία ήταν γραµµένοι µόνο οι ορισµοί, σωστά, και 
δεν υπήρχε καµία συνέχεια για την επίλυση του θέµατος.  
 
       
 
ΧΡΗΣΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ 
 

 
Οι φοιτητές, σε αυτή την περίπτωση, επέλεξαν τη θεώρηση κάποιων 

συναρτήσεων που θα τους βοηθούσαν να αντιµετωπίσουν την άσκηση. Η επιλογή 
αυτών, καθώς και τα ποσοστά προτίµησης των θεωρηµάτων που 
χρησιµοποιήθηκαν απεικονίζονται στο διάγραµµα που ακολουθεί : 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∆ιαπιστώνουµε ότι η πλειοψηφία των φοιτητών, διάλεξε να δουλέψει µε το  
 
 

 
 

∆ιαπιστώνουµε ότι η πλειοψηφία των φοιτητών, διάλεξε να δουλέψει µε το 
θεώρηµα Bolzano ή µε το θεώρηµα της Ενδιάµεσης Τιµής. Όµως, από όλους όσους  
εργάστηκαν µε κάποια συνάρτηση και συνέχισαν µε τα προαναφερθέντα 
θεωρήµατα, µόνο το 14,3% κατάφερε να απαντήσει σωστά τη ζητούµενη άσκηση. 
Αν και τα θεωρήµατα του Bolzano  και της µέσης τιµής είναι γνωστά από τα 
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µαθητικά χρόνια, οι φοιτητές δεν µπόρεσαν να τα εφαρµόσουν, αφού όπως θα 
δούµε παρερµηνεύουν και τις υποθέσεις, αλλά και τα εξαγόµενα που προκύπτουν 
από αυτά. 

 
 
Θεώρηµα Bolzano ή θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής. 
  

1. Έστω συνάρτηση Rg →+∞),0(: , µε 
2
1)()( −= χχ fg . 

Τότε, 
2
1)(lim

0

−=
+→

χ
χ

g  

                                                
4
1)()( limlim

0

−=⇒
∞→→ +

χχ
χχ

gg . (1) 

         
2
1)(lim =

∞→

χ
χ

g           

 

Άρα, από το θεώρηµα Bolzano ),0(0 +∞∈∃χ  ώστε 
2
1)(0)( 00 =⇒= χχ fg . 

Στην περίπτωση αυτή θα µπορούσαµε να ισχυριστούµε πως το λάθος που πράττουν 
οι φοιτητές είναι αυθαίρετο, αφού κάνουν λάθος εκτίµηση στις προϋποθέσεις του 
θεωρήµατος Bolzano. Η διαδικασία µέχρι να φτάσουν στη σχέση (1) είναι σωστή, 
αλλά δεν αρκούν µόνο αυτοί οι περιορισµοί για την εφαρµογή του θεωρήµατος. 

2.  Έστω συνάρτηση Rg →+∞),0(: , µε 
2
1)()( −= χχ fg . 

Είναι 0)0()(lim
0

==
+→

ff χ
χ

  (1)                  
2
1)0( −=g  

                                                          ⇒  

        1)()(lim =+∞=
+∞→

ff χ
χ

    (2)                 
2
1)( =+∞g  

 
 
Άρα, 0)()0( ≺+∞gg ⇒από το θεώρηµα Bolzano ),0(0 +∞∈∃χ  ώστε 

2
1)(0)( 00 =⇒= χχ fg  

 
Σηµείωση : Οι σχέσεις (1) και (2) συνεπάγονται από τη συνέχεια της f . 

Εδώ, αντιλαµβανόµαστε ότι το λάθος έχει διαφορετική µορφή. Προκύπτει από 
τη λανθασµένη αντίληψη για τη συνέχεια της συνάρτησης τόσο στο 0, όσο και στο 
άπειρο. Οι φοιτητές αφενός δεν έχουν λάβει υπόψη τους ότι η συνάρτηση ορίζεται 
σε ανοιχτό διάστηµα ή δεν έχουν συνειδητοποιήσει τις διαφορές ανάµεσα σε ένα 
ανοιχτό και ένα κλειστό διάστηµα, και αφετέρου φαίνεται η σύγχιση που έχουν για 
τη συµπεριφορά των συναρτήσεων στο άπειρο. 

Ρωτήσαµε µια φοιτήτρια τι έχει να µας πει για τα παραπάνω όρια και απάντησε 
µε τον εξής τρόπο : «Όσον  αφορά το πρώτο όριο, του οποίου η τιµή του είναι µηδέν, 
θα µπορούσαµε να πούµε ότι το f(0)=0,αφού µας λέει ότι η συνάρτηση είναι 
συνεχής… Ότι η συνάρτηση  f  στο άπειρο προσεγγίζει το µηδέν, είναι ίση µε το ένα, 
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συγγνώµη (η ερώτηση έγινε και για το όριο καθώς +∞→χ )… Πάλι λόγω της 
συνέχειας βέβαια» Βέβαια, της επισηµάναµε ότι το πεδίο ορισµού της συνάρτησης 
είναι ανοιχτό διάστηµα και µας εξήγησε πάνω σε αυτό : «Από τη συνέχεια και 
πάλι… Και ανοιχτό να είναι και κλειστό.. Θα είναι το ίδιο» (συνέντευξη 1η, γραµµές 
76-84). Εννοεί, λοιπόν, ότι είτε ανοικτό είναι το διάστηµα είτε κλειστό, από τη 
στιγµή που η συνάρτηση είναι συνεχής µπορεί να πάρει τις τιµές στα άκρα του 
διαστήµατος, δείχνοντας µε αυτό τον τρόπο ότι δεν έχει κατανοήσει την έννοια της 
συνέχειας καθώς και τις διαφορές των ανοιχτών και κλειστών διαστηµάτων. Εδώ, 
πρέπει να επισηµάνουµε ότι καθώς η φοιτήτρια µας απαντούσε έγραφε ταυτόχρονα 
σε ένα χαρτί τις σχέσεις 0)0( =f και 1)( =∞f . 

Ρωτήσαµε και έναν άλλο φοιτητή ακριβώς τα ίδια, αλλά επειδή δεν υπήρχε 
µεγάλη άνεση στις απαντήσεις του, θα σας παρουσιάσουµε όλο το διάλογο για τα 
συγκεκριµένα ερωτήµατα :  
  «Σ  Να γίνω πιο σαφής. Η f(x) παίρνει τη τιµή µηδέν; 
   Φ  Ναι, την παίρνει. 
   Σ  Και πόσο είναι; 
  Φ  Μηδέν. 
  Σ  Και µε το άπειρο; 
  Φ …Όχι; ∆εν ξέρω γιατί είναι ανοιχτό το διάστηµα, µπορεί να πάρει… 
  Σ  Το ότι η f είναι συνεχής µήπως αλλάζει τα πράγµατα; 
  (η ερώτηση έγινε µε σκοπό να δούµε πόσο σίγουρος είναι για αυτά που απαντάει) 
 Φ  Ναι, παίζει ρόλο, αλλά τώρα… 
 Σ  Άρα, µπορεί να την παίρνει την τιµή στο άπειρο; 
 Φ …∆εν ξέρω, έχω µπερδευτεί πολύ.» (συνέντευξη 3η , γραµµές77-86) 

 
Είναι ολοφάνερο ότι ο συγκεκριµένος δεν έχει ξεκαθαρίσει µέσα του την έννοια 

της συνέχειας, την έννοια του ορίου. Παρουσιάζει µια εικόνα που έχει, αλλά δεν 
µπορεί να την υποστηρίξει. Εξάλλου, ο ίδιος µας επιβεβαιώνει ότι είναι πολύ 
µπερδεµένος. 

Με λίγα λόγια, οι φοιτητές δεν έχουν εκτιµήσει σωστά τα δεδοµένα τους, αφού 
δεν έχουν καταλάβει τις βασικές έννοιες του ορίου και της συνέχειας και µοιραία 
διαπράττουν λάθη, που σύµφωνα µε την κατηγοριοποίηση του Orton(1980)(βλέπε 
[2]), θα τα χαρακτηρίζαµε δοµικά. 

 
 

 
 
 

3. Έστω συνάρτηση Rg →+∞),0(: , µε 
2
1)()( −= χχ fg . 

Είναι, )0()(lim
0

ff =
+→

χ
χ

 και )()(lim αχ
αχ

ff =
→

, όπου ),0( +∞∈α , τέτοιο ώστε  

1)()( limlim ==
∞→→

χχ
χαχ

ff . 

Άρα, 0
2
1)

2
1(

2
1)(

2
1)0()()0( ≺−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= αα ffgg . 

Εποµένως, από θεώρηµα Bolzano ),0(0 +∞∈∃χ  ώστε 
2
1)(0)( 00 =⇒= χχ fg . 
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Κάτι ανάλογο συµβαίνει και σε αυτή την περίπτωση. Μόνο που εδώ φαίνεται 
και ο «φόβος» των φοιτητών µε το άπειρο. Το τέχνασµα που χρησιµοποιούν είναι 
ένας τρόπος για να αποφύγουν την επαφή µε το άπειρο. Εποµένως και εδώ 
πρόκειται για ένα δοµικό λάθος. 

Κάποιος φοιτητής µας είπε τα παρακάτω : «Θα υπάρχει η τιµή σε εκείνα τα 
σηµεία, στο µηδέν.. Μηδέν (εννοεί ότι είναι 0)0( =f )… Στο άπειρο; Ένα…∆εν 
µπορεί να υπάρχει αυτή η τιµή… f του απείρου;…..Για κάποιο πολύ µεγάλο χ 
µπορούµε να πούµε, όπου εκεί θα παίρνει την τιµή1» (συνέντευξη 2η , γραµµές 99-
104). 

 
 

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι οι διαδικασίες επίλυσης του θέµατος από τους 
φοιτητές που επικαλέστηκαν το θεώρηµα της Ενδιάµεσης Τιµής, είναι ακριβώς 
ίδιες µε τις παραπάνω. Το µόνο που αλλάζει είναι η ονοµασία του θεωρήµατος και 
όχι το περιεχόµενό του. 

 
Έτσι, αν θεωρήσουµε ως απάντηση Α, 0)()( limlim

0

≺χχ
χχ

gg
+∞→→ +

⇒Θ.Β ή Θ.Ε.Τ 

ότι  

),0(0 +∞∈∃χ  ώστε 
2
1)(0)( 00 =⇒= χχ fg , 

ως µια  δεύτερη απάντηση 0)()0( ≺+∞gg ⇒από το Θ.Β. ή Θ.Ε.Τ., ),0(0 +∞∈∃χ  

ώστε 
2
1)(0)( 00 =⇒= χχ fg  και  

ως µια τρίτη απάντηση 0)()0( ≺αgg ⇒  από το Θ.Β. ή Θ.Ε.Τ., ),0(0 +∞∈∃χ  ώστε 

2
1)(0)( 00 =⇒= χχ fg , θα πάρουµε τα παρακάτω στατιστικά αποτελέσµατα   
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Άλλες λύσεις  
 
1. Η µόνη συνάρτηση για την οποία ισχύουν αυτά τα δύο(δηλαδή τα όρια)είναι η 

10,)(
1

≺≺ ccf χχ =  
     

2ln
ln)2ln(ln2ln1lnln1ln

2
1ln

2
1)( 00

0

1

0
0

ccccf −=⇒−=⇒−=⇒=⇒= χχ
χ

χ χ

2ln

1ln
0

c=⇒ χ . 

 
 

2. Έστω Rg →+∞),0(: , µε 
2
1)()( −= χχ fg . 
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2
1)(lim

0

−=
+→

χ
χ

g 0≺  

                                       ⇒  το σύνολο τιµών της συνάρτησης είναι το )
2
1,

2
1(−  και  

 
2
1)(lim =

∞→

χ
χ

g 0             επειδή είναι συνεχής, ),0(0 +∞∈∃χ  τέτοιο ώστε          

                                            
2
1)(0)( 00 =⇒= χχ fg . 

Αφού 0)(lim
0

=
+→

χ
χ

f , σηµαίνει ότι ο περιορισµός της f  στο ),0( +∞  είναι η 

),0(:, +∞gg , ώστε 0)(lim
0

=
+→

χ
χ

g . Ακόµα είναι 1)(lim =
+∞→

χ
χ

f . 

Άρα για να είναι 
2
1)( 0 =χf , 00χ , πρέπει να δείξω ότι  )(

2
1)( 0lim

0

χχ
χχ

ff ==
→

, 

δηλαδή να δείξω ότι η f  είναι συνεχής στο 0χ . 
Όµως, η f  είναι συνεχής στο πεδίο ορισµού της, δηλαδή ),0( +∞∈∀χ . Άρα, 

),0(0 +∞∈χ , δηλαδή 00χ  και )(
2
1)( 0lim

0

χχ
χχ

ff ==
→

. Άρα, ),0(0 +∞∈∃χ  

ώστε 
2
1)(0)( 00 =⇒= χχ fg . 

 
 
 
ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΝΤΙΜΕΤΩΠΙΣΗ 

 
Η πλειοψηφία των φοιτητών επέλεξε έναν πιο θεωρητικό τρόπο αντιµετώπισης 

του θέµατος. ∆εν χρησιµοποίησε ούτε τους ορισµούς των εννοιών, ούτε θεώρησε 
κάποια συνάρτηση, αλλά επεδίωξε κάπως πιο θεωρητικά να προσεγγίσει το 
ζητούµενο. Αν και υπήρξε µαζικότητα στην επιλογή αυτού του τρόπου, δυστυχώς 
κανείς από όλους τους φοιτητές δεν κατάφερε να αποδώσει µε ακρίβεια και πλήρως 
αιτιολογηµένα µια ορθά µαθηµατική απόδειξη. Το τι ακριβώς έγραψαν οι φοιτητές, 
θα το περιγράψουµε αναλυτικά µέσα από χαρακτηριστικά και αντιπροσωπευτικά 
παραδείγµατα. Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι ορισµένοι από αυτούς 
επιχείρησαν να κάνουν και µια γραφική παράσταση της συνάρτησης, σύµφωνα µε 
τα δεδοµένα της εκφώνησης. Ας συνεχίσουµε όµως, µε τα παραδείγµατά µας. 

 
1. Επειδή η f είναι συνεχής συνάρτηση, από ιδιότητες διαστηµάτων θα έχουµε ότι 

)1,0(),0( =+∞f , όπου )1,0( είναι το πεδίο τιµών της f  και επειδή 

2
1)(:),0(,1

2
10 00 =+∞∈∃ χχ f≺≺ . 

2. Το πεδίο ορισµού της συνάρτησης είναι το ),0( +∞ και το σύνολο τιµών της είναι 
)1,0())(),(( limlim

0

=
+∞→→ +

χχ
χχ

ff . 
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Όµως, 1
2
10 ≺≺ . Άρα, από Θεώρηµα Ενδιάµεσων τιµών ),0(0 +∞∈∃χ , τέτοιο 

ώστε 
2
1)( 0 =χf . 

 
3. Αφού f είναι συνεχής συνάρτηση, το )1,0( είναι κοµµάτι του πεδίου τιµών της 
και από το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής το )1,0( είναι διάστηµα. Άρα, ),0(0 +∞∈∃χ , 

τέτοιο ώστε 
2
1)( 0 =χf . 

 
4. Εφ’ όσον 0)(lim

0

=
+→

χ
χ

f  και 1)(lim =
+∞→

χ
χ

f , το [ ] )1,0(),0( =+∞f . 

Άρα, από Θεώρηµα Ενδιάµεσων τιµών ),0(0 +∞∈∃χ , τέτοιο ώστε 
2
1)( 0 =χf . 

 
5. Παρατηρούµε ότι το σύνολο τιµών της f είναι το )1,0( , δηλαδή ένα διάστηµα. 

Έχουµε ότι 
2
1

=∃θ , ώστε 1
2
10 ≺≺ . 

Η f είναι συνεχής, άρα από το Θεώρηµα της Μέσης Τιµής, ),0(0 +∞∈∃χ , τέτοιο 

ώστε 
2
1)( 0 =χf . 

 
6. Παρατηρώ ότι η f είναι φραγµένη συνάρτηση από το 0 και τι 1, δηλαδή 

1)(0 ≺≺ χf , ),0( +∞∈∀χ . Άρα, όποιο χ και να βάλουµε στην f , η τιµή της θα 
είναι µεγαλύτερη από το 0 και µικρότερη από το 1. Το ερώτηµα είναι αν υπάρχει 

κάποιο χ έτσι ώστε 
2
1)( =χf . 

Επειδή η  f είναι συνεχής συνάρτηση, το σύνολο τιµών θα παίρνει κάθε τιµή από 

το 0 ως το 1, άρα θα υπάρχει κάποιο ),0( +∞∈χ έτσι ώστε 
2
1)( =χf . 

 
 
 
 
Όλοι οι φοιτητές που επέλεξαν να απαντήσουν το ερώτηµα µε  θεωρητικό 

τρόπο, όπως παραπάνω, δεν αιτιολόγησαν γιατί το σύνολο τιµών της συνάρτησης 
είναι το (0,1) (ορισµένοι έγραψαν και [ ]1,0  ). Σε κανένα από τα γραπτά δεν υπήρξε 
έστω και κάποια προσπάθεια αιτιολόγησης. Ωστόσο, όλοι αυτοί οι φοιτητές είχαν 
µια διαισθητική αντίληψη για τι συµβαίνει. Όµως, για ακόµη µια φορά 
διαπιστώνουµε ότι δεν έχουν αντιληφθεί ότι στα µαθηµατικά πρέπει να υπάρχει 
αυστηρότητα σε όσα ισχυριζόµαστε και σε όσα γράφουµε(βλέπε, σελ 17-19). 
Μπορεί κάτι να φαίνεται αυτονόητο, αλλά τίποτα στην επιστήµη αυτή δεν 
εννοείται, όλα χρειάζονται µια απόδειξη.  

 
Στα γραπτά που υπήρξε και κάποια γραφική παράσταση της συνάρτησης, 

παρατηρήσαµε ότι κάποιοι ερµήνευσαν τη συνέχειας της f ως µια συνεχόµενη 



 94

γραµµή. Κάποιος φοιτητής έγραψε : «Αφού η f είναι συνεχής, η γραφική 
παράσταση θα είναι µια συνεχόµενη γραµµή, χωρίς κενά, που θα ξεκινάει από το 0 
και θα τείνει στο 1, ενώ στην ενδιάµεση διαδροµή µπορεί να πάρει και µεγαλύτερες 
και µικρότερες τιµές. Έτσι, η γραφική της παράσταση θα τείνει τουλάχιστον µια 

φορά την ευθεία y =
2
1 . Άρα, υπάρχει ),0( +∞∈χ έτσι ώστε 

2
1)( =χf ». 

 
Μπορεί στην προκειµένη περίπτωση αυτό να ισχύει, δηλαδή η γραφική 

παράσταση της συνάρτησης να είναι µια συνεχόµενη γραµµή, χωρίς κενά, αλλά 
αυτό συµβαίνει γιατί το πεδίο ορισµού της είναι διάστηµα. Κανείς από τους 
φοιτητές δεν έγραξε κάτι πάνω σε αυτό. 

 
 
 

 
 
 
ΑΛΛΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

 
Τέλος, υπήρξαν και µερικά γραπτά που οι απαντήσεις τους είναι λίγο ακραίες.  

Πρέπει να σηµειώσουµε ότι καµία από αυτές τις λύσεις δεν ανταποκρινόταν στις 
προσδοκίες του θέµατος. Συγκεκριµένα,  

 

1. Θέλω να δείξω ότι =
→

)(lim
0

χ
χχ

f
2
1)( 0 =χf . 

Αρκεί να δείξω ότι 
2
1

2

)()(
)(

limlim
lim 0

0

=
+

= +∞→→

→

+

χχ
χ χχ

χχ

ff
f , 0χ 0 . 

Άρα, ),0(0 +∞∈χ  και η f είναι συνεχής. 

Άρα, πράγµατι ),0(0 +∞∈∃χ  ώστε 
2
1

2

)()(
)(

limlim
0

0 =
+

= +∞→→ +

χχ
χ χχ

ff
f . 

 
 

2. Εφ’ όσον η συνάρτηση είναι συνεχής, άµεσα συµπεραίνουµε πως είναι και 
γνησίως µονότονη(την ερµηνεία αυτή την είδαµε και στο προηγούµενο θέµα), µε 
ελάχιστο το 0)(lim

0

=
+→

χ
χ

f  και µέγιστο το 1)(lim =
+∞→

χ
χ

f . Εποµένως,  

),0(0 +∞∈∃χ για το οποίο ισχύει 
2
1)( 0 =χf . Και αυτό γιατί το πεδίο τιµών της 

συνάρτησης είναι το (0,1), αφού η f είναι συνεχής.. 
Κλείνοντας την ενότητα αυτή, ας δούµε και τη στατιστική ανάλυση που 

πραγµατοποιήσαµε στις δύο τελευταίες κατηγορίες αντιµετώπισης του θέµατος, 
στις οποίες δεν υπήρξε κάποιο ποσοστό επιτυχίας από τους φοιτητές. 
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Συµπεράσµατα 

 
Η µελέτη και επεξεργασία αυτού του θέµατος µας οδήγησε στη διεξαγωγή 

ορισµένων γενικών συµπερασµάτων. Αρχικά, διαπιστώσαµε ότι το πιο µικρό 
ποσοστό των φοιτητών επέλεξε να αντιµετωπίσει το θέµα µε την χρήση 
ορισµών(15,2%)(βλέπε, σελ 10). Οι υπόλοιποι επέλεξαν άλλους τρόπους, γεγονός 
που µας δείχνει την άρνηση των φοιτητών να χρησιµοποιούν τους ορισµούς 
εννοιών. Ωστόσο, και από αυτούς που επέλεξαν αυτό τον τρόπο λύσης, οι 
περισσότεροι δεν τα κατάφεραν. Το 60% δεν µπόρεσε να γράψει σωστά τους 
ορισµούς, αφού είτε υπήρχαν λάθη στους ποσοδείχτες, είτε δεν ήταν 
ολοκληρωµένοι(έλειπαν οι υποθέσεις, οι συνθήκες, οι ποσοδείχτες)(βλέπε, σελ 17-
19, 22-23). Επιπλέον, το 28% των φοιτητών διατύπωσε µε ακρίβεια τους ορισµούς, 
αλλά δεν κατάφερε να τους συνδυάσει(βλέπε, σελ 19) 

Επίσης, σηµειώσαµε και σε αυτό το θέµα, ότι οι φοιτητές αντιµετωπίζουν 
δυσκολίες µε την κατανόηση των προϋποθέσεων για την εφαρµογή ενός 
θεωρήµατος. Έτσι, καταλήξαµε ότι δεν ελέγχουν µε προσοχή ποια είναι τα 
δεδοµένα τους, τι χρειάζεται να αποδείξουν και ποιες είναι οι συνθήκες για την 
εφαρµογή του θεωρήµατος που θέλουν να χρησιµοποιήσουν. Αρκούνται σε σχέσεις  
που είναι περίπου ίδιες µε αυτές που θα έπρεπε να χρησιµοποιήσουν, αρκεί να  
γράψουν το αποτέλεσµα.(αντιµετώπιση θέµατος µε την χρήση συναρτήσεων(βλέπε 
,σελ 87-91 ). 
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Ακόµη, είδαµε ότι οι φοιτητές δεν έχουν κατανοήσει τις έννοιες του ορίου και 
της συνέχειας(αντιµετώπιση του θέµατος µε συναρτήσεις, βλέπε, σελ 87-91). Ήδη 
έχουµε αναφέρει ορισµένες αντιλήψεις φοιτητών για την έννοια του ορίου και την 
έννοια  της συνέχειας(βλέπε, σελ 21-25, 89-90), οι οποίες µε σαφήνεια 
επιβεβαιώνουν τις δυσκολίες τους στην κατανόηση αυτών των εννοιών. 

Επιπλέον, για άλλη µια φορά, διαπιστώσαµε τη µη αυστηρή γραφή απαντήσεων. 
Όλοι οι φοιτητές που ακολούθησαν το δρόµο µε τη θεωρητική αντιµετώπιση του 
θέµατος, έδωσαν ανεπαρκείς και µη πλήρως αιτιολογηµένες απαντήσεις, που 
φανερώνει τη δυσκολία να αποδίδουν απαντήσεις τεκµηριωµένες.(βλέπε, σελ 17-
19) . 

Τέλος, παρατηρήσαµε και µια «φοβία» των φοιτητών µε το άπειρο, αφού µε το 
«τέχνασµα» )()(lim αχ

αχ
ff =

→

, όπου ),0( +∞∈α , το απέφυγαν. Οι δυσκολίες στο 

χειρισµό της έννοιας του απείρου καθιστούν πιο δύσκολη και την κατανόηση της 
έννοιας του ορίου, όπως µας επιβεβαιώνει και ο Cornu[7](βλέπε, σελ 26-27). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 : ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ ΣΧΕΤΙΚΑ ΜΕ ΤΙΣ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΕΙΣ 
ΦΟΙΤΗΤΩΝ ΟΣΟΝ ΑΦΟΡΑ ΣΤΑ ΛΑΘΗ ΤΟΥΣ ΚΑΤΑ ΤΗ ΓΡΑΠΤΗ 
ΕΞΕΤΑΣΗ ΤΟΥ ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΣ I ΤΟΝ ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟ 
ΤΟΥ 2003 

 
 
4.1 Οργάνωση των συνεντεύξεων 

 
Για την οργάνωση των συνεντεύξεων, στηριχθήκαµε  στο βιβλίο των L. Cohen 

και L. Manion, Μεθοδολογία εκπαιδευτικής Έρευνας[6].Οι στόχοι της συνέντευξης 
στο ευρύτερο πλαίσιο της ζωής είναι πολλοί και ποικίλοι. Μπορεί, έτσι, να την 
χρησιµοποιήσουµε ως µέσο για την αξιολόγηση ή την εκτίµηση ενός ατόµου από 
κάποια πλευρά, για την επιλογή ή την προώθηση ενός εργαζοµένου, για την 
επίτευξη θεραπευτικής αλλαγής, όπως στην ψυχιατρική συνέντευξη. Επίσης, 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον έλεγχο ή την ανάπτυξη υποθέσεων, για τη 
συγκέντρωση στοιχείων(όπως σε επισκοπήσεις ή σε πειραµατικές καταστάσεις) ή 
για τη δειγµατοληψία απόψεων ερωτηµένων, όπως σε συνεντεύξεις σε σπίτια. 

Αν και σε καθεµία από αυτές τις καταστάσεις οι αντίστοιχοι ρόλοι εκείνου που 
κάνει και εκείνου που δέχεται τη συνέντευξη µπορεί να ποικίλουν και τα κίνητρα 
συµµετοχής τους µπορεί να διαφέρουν, ένας κοινός παρανοµαστής είναι η 
συναλλαγή που γίνεται µεταξύ αναζήτησης πληροφοριών από την πλευρά του ενός 
και παροχής πληροφοριών από την πλευρά του άλλου. 

Οι συνεντεύξεις, ως ειδικό εργαλείο έρευνας, ποικίλουν από την τυπική 
συνέντευξη, στην οποία τίθενται συγκεκριµένες ερωτήσεις και οι απαντήσεις 
καταγράφονται σε τυποποιηµένα διάγραµµα, σε λιγότερο τυπικές συνεντεύξεις, 
στις οποίες ο συνεντευκτής είναι ελεύθερος να τροποποιήσει την αλληλουχία των 
ερωτήσεων, να αλλάξει τη διατύπωση, να τις εξηγήσει ή να κάνει προσθήκες σε 
αυτές. Επιπλέον, υπάρχει και η απόλυτα άτυπη συνέντευξη, όπου ο συνεντευκτής 
µπορεί να έχει µια σειρά από θέµατα –κλειδιά τα οποία αναπτύσσει σε ελεύθερη 
συζήτηση αντί να έχει ένα δεδοµένο ερωτηµατολόγιο. Πέρα από αυτό το σηµείο 
βρίσκεται η µη κατευθυνόµενη συνέντευξη, στην οποία ο συνεντευκτής παίζει 
δευτερεύοντα λόγο. 

Η ερευνητική συνέντευξη έχει οριστεί ως «συζήτηση δυο ατόµων, που αρχίζει 
από τον συνεντυκτή, µε ειδικό σκοπό την απόκτηση σχετικών µε την έρευνα 
πληροφοριών, και επικεντρώνεται από αυτόν σε περιεχόµενο καθορισµένο από 
τους στόχους της έρευνας µε συστηµατική περιγραφή, πρόβλεψη ή 
ερµηνεία».(Cannell and Kahn, 1968). Είναι ασυνήθιστη µέθοδος δεδοµένου ότι 
περιλαµβάνει τη συλλογή στοιχείων µέσω της άµεσης λεκτικής συναλλαγής µεταξύ 
ατόµων. 

 Με αυτή την έννοια διαφέρει από το ερωτηµατολόγιο, όπου ζητείται από τον 
ερωτώµενο να καταγράψει µε κάποιον τρόπο τις απαντήσεις του σε ερωτήσεις που 
τίθενται. Έχει επισηµανθεί ότι η άµεση αλληλεπίδραση στη συνέντευξη είναι η 
πηγή τόσο των πλεονεκτηµάτων, όσο και των µειονεκτηµάτων της ως τεχνικής 
έρευνας(Borg, 1963) . Ένα πλεονέκτηµα, για παράδειγµα, είναι ότι επιτρέπει 
µεγαλύτερο βάθος από ότι στην περίπτωση των άλλων µεθόδων συλλογής 
στοιχείων. Ένα µειονέκτηµα, από την άλλη πλευρά, είναι ότι είναι επιρρεπής στην 
υποκειµενικότητα και µπορεί να επηρεάζεται από τον συνεντευκτή.  

Ως ξεχωριστή ερευνητική τεχνική, η συνέντευξη µπορεί να εξυπηρετήσει τρεις 
στόχους. Αρχικά, µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως το κύριο µέσο συλλογής 
πληροφοριών που έχουν άµεση σχέση µε τα αντικείµενα της έρευνας. Όπως το 
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περιγράφει ο Tuckman(1972), «Παρέχοντας µια πρόσβαση σε αυτό που βρίσκεται 
‘µέσα στο κεφάλι ενός ανθρώπου, δίνει τη δυνατότητα να µετρηθεί τι γνωρίζει ένα 
άτοµο(γνώση ή πληροφόρηση), τι αρέσει ή δεν αρέσει σε ένα άτοµο(αξίες και 
προτιµήσεις) και τι σκέφτεται ένα άτοµο(στάσεις και πεποιθήσεις)» . ∆εύτερον, 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να ελεγχθούν υποθέσεις ή να υποδειχθούν νέες. Και 
τρίτον, η συνέντευξη µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε συνδυασµό µε άλλες µεθόδους 
στη διεξαγωγή µιας έρευνας. Σχετικά µε αυτό, ο Κerlinger (1970) ,  υποδεικνύει ότι 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την παρακολούθηση µη αναµενόµενων 
αποτελεσµάτων, για παράδειγµα, ή για την αξιολόγηση άλλων µεθόδων ή για τη 
βαθύτερη εξέταση των κινήτρων των ερωτώµενων και για τους λόγους που 
απάντησαν έτσι. 

Υπάρχουν τέσσερα είδη συνεντεύξεων που µπορούν να χρησιµοποιηθούν ειδικά 
ως εργαλεία έρευνας : η δοµηµένη συνέντευξη, η µη δοµηµένη συνέντευξη, η µη 
κατευθυνόµενη συνέντευξη και η εστιασµένη συνέντευξη. Η δοµηµένη συνέντευξη 
είναι αυτή στην οποία το περιεχόµενο και η διαδικασία είναι οργανωµένα εκ των 
προτέρων. Αυτό σηµαίνει ότι η αλληλουχία και η διατύπωση των ερωτήσεων είναι 
καθορισµένα βάσει σχεδιαγράµµατος και αφήνεται λίγη ελευθερία στο 
συνεντευκτή να κάνει τροποποιήσεις. Κάποια ελευθερία κινήσεων, όπου του 
παρέχεται, είναι επίσης καθορισµένη από την αρχή. Έτσι, χαρακτηρίζεται ως 
κλειστή κατάσταση. Σε αντίθεση µε αυτό, από την ίδια σκοπιά, η µη δοµηµένη 
συνέντευξη είναι µια ανοιχτή κατάσταση και έχει µεγαλύτερη ευελιξία και 
ελευθερία. Όπως σηµειώνει ο Kerlinge, αν και οι στόχοι της έρευνας καθορίζουν 
τις ερωτήσεις που τίθενται, το περιεχόµενό τους, η αλληλουχία τους και η 
διατύπωσή τους βρίσκονται αποκλειστικά στα χέρια του συνεντευκτή. Αυτό βέβαια 
δε σηµαίνει ότι η µη δοµηµένη συνέντευξη είναι τυχαία υπόθεση, γιατί, µε το δικό 
της τρόπο, πρέπει επίσης να είναι προσεκτικά σχεδιασµένη. 

Η µη κατευθυνόµενη συνέντευξη ως ερευνητική τεχνική προέρχεται από τη 
θεραπευτική ή την ψυχιατρική συνέντευξη. Τα κύρια χαρακτηριστικά της είναι ότι 
ο συνεντευκτής εκδηλώνει ελάχιστη καθοδήγηση ή έλεγχο και ότι ο ερωτώµενος 
έχει την ελευθερία να εκφράσει τα υποκειµενικά του συναισθήµατα, όσο απόλυτα 
και όσο αυθόρµητα  επιλέγει ή µπορεί.                                                                                         

Σύµφωνα µε τους Moser και Kalton(1977), «Ο πληροφοριοδότης ενθαρρύνεται 
να µιλήσει για το υποκείµενο της έρευνας(συνήθως τον εαυτό του) και η πορεία 
της συνέντευξης καθοδηγείται κυρίως από τον ίδιο. ∆εν υπάρχουν 
προκαθορισµένες ερωτήσεις και συνήθως δεν υπάρχει προκαθορισµένο πλαίσιο για 
καταγραφή των απαντήσεων. Ο συνεντευκτής περιορίζεται στη διευκρίνιση 
αµφισβητούµενων σηµείων, στην επαναδιατύπωση των απαντήσεων του 
ερωτώµενου και στη γενικότερη παρακίνηση για απαντήσεις. Είναι µια προσέγγιση 
που συνιστάται ειδικά όταν εµπλέκονται πολύπλοκες στάσεις και όταν η γνώση 
κάποιου για αυτές είναι ακόµα σε ασαφή και αδόµητη µορφή».                                                                  

Η ανάγκη να εισαχθεί κάπως περισσότερος έλεγχος από τον συνεντευκτή στη µη 
κατευθυνόµενη κατάσταση οδήγησε στην ανάπτυξη της εστιασµένης συνέντευξης, 
την οποία θα χρησιµοποιήσουµε και εµείς στην έρευνά µας. Το διακριτικό 
χαρακτηριστικό αυτού του τύπου είναι ότι εστιάζεται στις υποκειµενικές 
απαντήσεις του ερωτώµενου για µια γνωστή κατάσταση στην οποία έχει 
συµµετάσχει και η οποία έχει αναλυθεί από τον συνεντευκτή πριν από την 
συνέντευξη. Έχει έτσι τη δυνατότητα να χρησιµοποιήσει στοιχεία από τη 
συνέντευξη, για να τεκµηριώσει ή να απορρίψει υποθέσεις που δηµιουργήθηκαν 
προηγουµένως. Όπως εξηγούν οι Merton και Kendall(1946), «Στη συνηθισµένη 
συνέντευξη σε βάθος, µπορεί κανείς να πιέσει τους πληροφοριοδότες να θυµηθούν 
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τις εµπειρίες τους. Στην εστιασµένη συνέντευξη όµως, ο συνεντευκτής µπορεί, 
όταν είναι σκόπιµο, να παίζει έναν πιο ενεργητικό ρόλο: µπορεί να εισάγει πιο 
σαφείς λεκτικές υποδείξεις για τον τύπο του ερεθίσµατος, ή ακόµα και να το 
αναπαραστήσει. Σε κάθε περίπτωση, αυτό συνήθως ενεργοποιεί µια συγκεκριµένη 
διατύπωση απαντήσεων από τους πληροφοριοδότες». 
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Η ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΤΗΣ ΣΥΝΕΝΤΕΥΞΗΣ 
 
 
Το προκαταρκτικό στάδιο µιας έρευνας συνεντεύξεων είναι το σηµείο κατά το 

οποίο αποφασίζεται ο σκοπός της έρευνας. Μπορεί να αρχίσει µε την περιγραφή 
της θεωρητικής βάσης της έρευνας, των λόγων για τους οποίους επιλέχτηκε η 
προσέγγιση της συνέντευξης, της πρακτικής της αξίας, των ευρύτερων στόχων της. 
Αυτό είναι το πιο σηµαντικό βήµα, γιατί µόνον η προσεκτική διατύπωση των 
στόχων σε αυτό το σηµείο θα παράγει τελικά το σωστό είδος στοιχείων που είναι 
απαραίτητα για ικανοποιητικές απαντήσεις στο πρόβληµα της έρευνας. Εµείς, 
θέλαµε να ακούσουµε τις προσωπικές εµπειρίες των φοιτητών που αποχτήθηκαν 
από το µάθηµα του Απειροστικού I καθώς και τις αντιλήψεις τους για αυτό. Μας 
ενδιέφερε να µάθουµε ποια είναι τα προβλήµατα που αντιµετωπίζουν στο 
συγκεκριµένο µάθηµα, ποιες είναι οι βασικές τους αδυναµίες, ποιες έννοιες τους 
δυσκολεύουν ιδιαίτερα, ποιες είναι οι εντυπώσεις τους για αυτές. Επιδιώξαµε να 
αντλήσουµε τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν στο µάθηµα, να εκµαιεύσουµε τις 
γνώµες τους για αυτό. Η όλη προσπάθειά µας ήταν να εξωτερικεύσουµε όσα δεν 
τόλµησαν να πουν στους καθηγητές τους, είτε από φόβο, είτε από ανασφάλεια, είτε 
και από αδιαφορία. 

Στη συνέχεια ακολούθησε η προετοιµασία του ίδιου του διαγράµµατος της 
συνέντευξης. Αυτή περιλαµβάνει τη µεταγραφή των στόχων της έρευνας σε 
ερωτήσεις οι οποίες θα διαµορφώσουν το κύριο σώµα του προγράµµατος. Αυτό 
έγινε µε τέτοιο τρόπο, ώστε οι  ερωτήσεις µπορούσαν να αντανακλούν 
ικανοποιητικά αυτό που προσπαθούσαµε να βρούµε. Ταυτόχρονα, ορίσαµε και τις 
µεταβλητές µας, µε τις οποίες έπρεπε να ασχοληθούµε στην συνέντευξη(για 
παράδειγµα, το όριο τους ορισµούς κλπ). Όπως λέει κάποιος σχολιαστής, «Το 
πρώτο βήµα στη σύνταξη των ερωτήσεων της συνέντευξης είναι να προσδιορίσετε 
µε σαφήνεια τις µεταβλητές σας. Οι µεταβλητές σας είναι αυτό που προσπαθείτε να 
µετρήσετε. Σας λένε από πού να ξεκινήσετε (Tuckman, 1972). 

Παράλληλα µε τα ερωτήµατα της συνέντευξης, προσδιορίσαµε τη µορφή των 
ερωτήσεων καθώς και τους τύπους των απαντήσεων. Εφόσον είχαν εντοπιστεί οι 
µεταβλητές που θα εξετάζαµε, οι ερωτήσεις θα έπρεπε να συνταχθούν µε τέτοιο 
τρόπο ώστε να τις αντικατοπτρίζουν. Η επιλογή της µορφής της ερώτησης, για 
παράδειγµα, εξαρτάται από την εξέταση ενός ή περισσοτέρων από τους 
ακόλουθους παράγοντες: τους στόχους της συνέντευξης, τη φύση του 
διερευνώµενου ζητήµατος, αν ο συνεντευκτής ασχολείται µε γεγονότα, γνώµες ή 
στάσεις, αν επιζητείται η συγκεκριµενοποίηση ή το βάθος. Επιπλέον, εξαρτάται 
από το επίπεδο εκπαίδευσης του ερωτώµενου, το είδος της πληροφόρησης που 
αναµένεται από αυτόν να έχει, αν οι σκέψεις του χρειάζεται ή όχι να 
συγκροτηθούν, ο βαθµός κατανόησης της κατάστασης του ερωτώµενου από την 
πλευρά του συνεντευκτή, το είδος της σχέσης που µπορεί να περιµένει ο 
συνεντευκτής ότι θα αναπτύξει µε τον ερωτώµενο. Έχοντας δώσει προτεραιότητα 
στην εξέταση αυτών των ζητηµάτων, αποφασίσαµε ότι οι ερωτήσεις έπρεπε να 
είναι ανοιχτού τύπου, κάποιες να είναι πολύ συγκεκριµένες, κάποιες ίσως όχι τόσο, 
µερικές από αυτές να δίνονται άµεσα και κάποιες άλλες έµµεσα. Ο Tuckman 
υποδεικνύει ότι, κάνοντας το σκοπό των ερωτήσεων λιγότερο εµφανή, η έµµεση 
προσέγγιση είναι πιθανότερο να προκαλέσει ειλικρινείς και ανοιχτές απαντήσεις. Ο 
ίδιος υποστηρίζει, ότι οι εξειδικευµένες ερωτήσεις, όπως οι άµεσες, µπορεί να 
προκαλέσουν έναν ερωτώµενο να γίνει πιο προσεκτικός ή επιφυλακτικός και να 
δίνει λιγότερο ειλικρινείς απαντήσεις. Οι µη εξειδικευµένες ερωτήσεις, µπορεί να 
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οδηγήσουν πλαγίως στις επιθυµητές πληροφορίες, αλλά προκαλούν λιγότερη 
ανησυχία στους ερωτώµενους (Tuckman,1972). Έτσι, ανάλογα µε το τι θέλαµε να 
µάθουµε, πόσο συγκεκριµένη ή όχι ήταν η απάντηση που περιµέναµε, επιλέγαµε 
και τη µορφή των ερωτήσεων(Για παράδειγµα, όταν θέλαµε να µάθουµε το έτος 
φοίτησης ενός σπουδαστή, κάναµε µια άµεση ερώτηση). 

Οι ανοιχτές ερωτήσεις έχουν οριστεί από τον Kerlinger ως «εκείνες που 
παρέχουν ένα πλαίσιο αναφοράς για τις απαντήσεις των ερωτώµενων, αλλά βάζουν 
ελάχιστους περιορισµούς στις απαντήσεις και στην έκφρασή τους» (Kerlinger, 
1970). Εκτός από το θέµα της ερώτησης, το οποίο καθορίζεται από τη φύση του 
προβλήµατος που ερευνάται, δεν υπάρχουν άλλοι περιορισµοί είτε στο περιεχόµενο 
είτε στον τρόπο της απάντησης του ερωτώµενου. 

Η επιλογή των ερωτήσεων ανοιχτού τύπου έγινε εφόσον αυτές έχουν µια σειρά 
από πλεονεκτήµατα: είναι ευέλικτες, αφού επιτρέπουν στο συνεντευκτή να κάνει 
ερωτήσεις, έτσι ώστε να µπορεί να πάει σε µεγαλύτερο βάθος, αν το επιλέξει, ή να 
διευκρινίσει οποιεσδήποτε παρανοήσεις. ∆ίνουν τη δυνατότητα στο συνεντευκτή 
να ελέγξει τα όρια της γνώσης του ερωτώµενου καθώς επίσης, ενθαρρύνουν τη 
συνεργασία και βοηθούν στη δηµιουργία επαφής. Ακόµη, επιτρέπουν στον 
συνεντευκτή να κάνει πιο σωστή εκτίµηση αυτού που πράγµατι πιστεύει ο 
ερωτώµενος. Οι ανοιχτές ερωτήσεις µπορεί επίσης να έχουν ως αποτέλεσµα µη 
αναµενόµενες ή απρόβλεπτες απαντήσεις, οι οποίες µπορεί να υποδείξουν σχέσεις 
ή υποθέσεις που δεν είχαν εξεταστεί µέχρι τη συγκεκριµένη στιγµή. Ένα ιδιαίτερο 
είδος ανοιχτής ερώτησης είναι το «χωνί». Αυτό αρχίζει µε µια ευρεία ερώτηση ή 
δήλωση και στη συνέχεια στενεύει σε πιο εξειδικευµένες ερωτήσεις. 

Ως γενικός κανόνας, το είδος των πληροφοριών που ζητούνται και τα µέσα για 
την απόκτησή τους καθόρισαν την επιλογή του τύπου των απαντήσεων. Αυτός 
ήταν της «µη δοµηµένης απάντησης», η οποία επιτρέπει στον ερωτώµενο να δώσει 
την απάντησή του µε οποιονδήποτε τρόπο, χωρίς να υπάρχουν δεσµεύσεις και 
προκαθορισµένα πλαίσια. 

Η οργάνωση και η διεξαγωγή της συνέντευξης αποτέλεσαν το επόµενο στάδιο 
της δοκιµασίας. Η επιλογή των φοιτητών που συµµετείχαν, έγινε µε µεγάλη 
προσοχή. Αυτοί έπρεπε να έχουν εξεταστεί στο µάθηµα του Απειροστικού I, το 
Σεπτέµβριο του 2003 και να έχουν αποτύχει σε αυτό. Επιδιώξαµε να προέρχονται 
από διάφορα έτη και να µην είναι όλοι του ίδιου φύλου. Ωστόσο, θέλαµε να 
κρατήσουµε και µια καλή αναλογία ανάµεσα τους, όσον αφορά και την ηλικία, 
αλλά και το φύλο. 

Ο Tuckman(1972), έχει συνοψίσει περιληπτικά τις διαδικασίες που υιοθετούνται 
στην ίδια τη συνέντευξη. Γράφει: 
«Κατά τη συνάντηση, ο συνεντευκτής θα πρέπει να ενηµερώσει τον ερωτώµενο για 
τη φύση ή το σκοπό της συνέντευξης(όντας όσο το δυνατόν πιο ειλικρινής, χωρίς 
να επηρεάζει τις απαντήσεις) και να προσπαθήσει να κάνει τον ερωτώµενο να 
αισθάνεται άνετα. Θα πρέπει να εξηγήσει τον τρόπο µε τον οποίο θα καταγράψει 
τις απαντήσεις και, αν σχεδιάζει να τις µαγνητοφωνήσει, θα πρέπει να πάρει τη 
συγκατάθεση του ερωτώµενου. Σε κάθε περίπτωση, ένας συνεντευκτής πρέπει να 
θυµάται ότι είναι όργανο συλλογής στοιχείων και να προσπαθεί να µην αφήνει τις 
δικές του προκαταλήψεις, τις απόψεις του ή την περιέργειά του να επηρεάζουν τη 
συµπεριφορά του. Είναι σηµαντικό ο συνεντευκτής να µην παρεκκλίνει από τη 
µορφή και το σχέδιο της συνέντευξής του, αν και πολλά ερευνητικά σχέδια 
επιτρέπουν κάποια ευελιξία στην επιλογή των ερωτήσεων. Ο ερωτώµενος θα 
πρέπει να εµποδίζεται να αποµακρυνθεί από την ουσία µιας ερώτησης, αλλά αυτό 
να γίνεται πάντα µε ευγένεια 
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Τέλος, αφού συγκεντρώσαµε τα δεδοµένα των συνεντεύξεων, αναλύσαµε το 
περιεχόµενό τους και τα ερµηνεύσαµε υπό το φως των στόχων της έρευνάς µας. 
Για την ανάλυση των στοιχείων µας, ακολουθήσαµε κάποιες οδηγίες που µας τις 
δίνει ο Hycner (Hycner, 1985). Περιληπτικά, οι οδηγίες έχουν ως εξής; 

1. Μεταγραφή: µεταγράφοντας τη µαγνητοφώνηση της συνέντευξης, 
σηµειώναµε όχι µόνον τις λεκτικές δηλώσεις, αλλά επίσης και τις µη λεκτικές και 
την εξωλεκτική επικοινωνία. 

2. Ακρόαση της συνέντευξης για την απόκτηση µιας συνολικής αίσθησης: 
ακούσαµε αρκετές φορές τις µαγνητοφωνήσεις και διαβάσαµε αρκετές φορές τις 
µεταγραφές, µε σκοπό να προκύψει ένα πλαίσιο για τη µετέπειτα εµφάνιση 
συγκεκριµένων νοηµάτων και θεµάτων. 

3. Σκιαγράφηση ενοτήτων γενικού νοήµατος: έγινε εξονυχιστική εξέταση τόσο 
των λεκτικών όσο και των µη λεκτικών εκφράσεων, για να εξαχθεί το νόηµα του 
συµµετέχοντος. Ο Hycner λέει: «Είναι η αποκρυστάλλωση και η συµπύκνωση 
όσων έχει πει ο συµµετέχων, µε την χρησιµοποίηση πάντα όσο το δυνατόν 
περισσότερο της κατά λέξη διατύπωσης του συµµετέχοντος» (Hycner, 1985). 

4. Εντοπισµός γενικών και µοναδικών θεµάτων για όλες τις συνεντεύξεις: σε 
αυτό το στάδιο ψάξαµε για θέµατα κοινά στις περισσότερες ή σε όλες τις 
συνεντεύξεις, καθώς και για ατοµικές παραλλαγές. Το πρώτο βήµα ήταν να 
σηµειώσουµε αν υπάρχουν θέµατα κοινά σε όλες ή στις περισσότερες 
συνεντεύξεις. Το δεύτερο βήµα ήταν να σηµειώσουµε πότε υπήρχαν θέµατα που 
ήταν µοναδικά σε µία ή σε µία µειοψηφία συνεντεύξεων. 
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4.2 Συνεντεύξεις  
 
Συνέντευξη 1η 
30 Μαρτίου 2004 
 
 
 
1 Σ Νίκη γεια σου. 

 
 

2 Φ Χαίρετε.  

3 Σ Θα ήθελα να κουβεντιάσουµε λίγα πράγµατα για 
τον απειροστικό λογισµό, το µάθηµα που κάνεις 
στο πανεπιστήµιο.            

 

 

4 Φ Ωραία.    
 

 

5 Σ Λοιπόν, θέλω να µου πεις αρχικά σε ποιο έτος 
είσαι. 
 

 

6 Φ Είµαι στο τέταρτο. 
 

 

7 Σ Ωραία. 
Εποµένως, έχεις παρακολουθήσει το µάθηµα, πόσες 
φορές; 
 

 

8 Φ ∆ύο φορές. 
 

 

9 Σ Μάλιστα.  Και;  
 

 

10 Φ Όχι εντατικά όµως. 
 

 

11 Σ ∆ηλαδή; 
 

 

12 Φ Τη δεύτερη φορά υπήρχαν απουσίες αρκετές. 
 

 

13 Σ Ναι. Αυτό σηµαίνει ότι είχες αρκεστεί από αυτά 
που είχες ακούσει την πρώτη φορά; 
 

 

14 Φ Όχι. Χωρίς να φταίει κάτι στο µάθηµα. Απλά 
υπήρχαν κενά και δεν παρακολουθούσα, έφευγα. 
 

∆ίνει έµφαση στη λέξη 
«κενά» 

15 Σ Μάλιστα. Και δε  µου λες, όταν παρακολούθησες 
το µάθηµα την πρώτη φορά, όπως είπες εντατικά, 
ασχολιόσουν στο σπίτι; Έλυνες ασκήσεις; 
 

 

16 Φ Έλυνα, αλλά όχι αρκετές. 
 

 

17 Σ Ναι.  
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18 Φ Κάπου χάθηκα ∆ηλαδή, δεν αντιλαµβανόµουν 

κάποια πράγµατα. ∆εν µπορούσα να κατανοήσω 
κάποιες έννοιες. 
 

 

19 Σ Είχες σκεφτεί ποτέ να ρωτήσεις κάποιον 
καθηγητή σου ή κάποιον συµφοιτητή σου για να 
σου λυθούν αυτές οι απορίες; 
 

 

20 Φ Το είχα κάνει ελάχιστες φορές όµως. 
 

 

21 Σ ∆όθηκε λύση στο πρόβληµα; Είδες διαφορά; 
 

 

22 Φ Όχι µεγάλη διαφορά. 
 

Τονίζει το «όχι» 

23 Σ Ναι. 
 

 

24 Φ Ίσως θα έπρεπε να υπήρχε κάποια βοήθεια 
παραπάνω. Ή να τη ζητούσα εγώ ή να 
προσφερόταν από τους καθηγητές µέσα στο 
αµφιθέατρο 
 

 

25 Σ Ήσαστε πολλοί φοιτητές που παρακολουθούσατε 
το µάθηµα; 
 

 

26 Φ Ναι, αρκετά. Περίπου διακόσια άτοµα. 
 

 

27 Σ Και αυτό πως σου φαίνεται; 
 

 

28 Φ Αρνητικό. 
 

 

29 Σ Μπορείς να µου το εξηγήσεις λίγο; 
 

 

30 Φ Είναι τελείως διαφορετικά να κάνεις µάθηµα σε 
ένα µικρό αριθµό φοιτητών από ότι να κάνεις σε 
ένα αµφιθέατρο γεµάτο. Στα γεµάτα αµφιθέατρα 
γίνεται πολύ φασαρία. Η ροή του µαθήµατος δεν 
είναι καλή .Ο καθηγητής δεν µπορεί να λύσει τις 
απορίες  όλων των φοιτητών. ∆εν είναι δυνατό να 
παρακολουθεί όλους τους φοιτητές και εποµένως δε 
µπορεί να δίνει την αρµόζουσα σηµασία σε αυτούς 
που έχουν κάποιο πρόβληµα. Έτσι, δηµιουργούνται 
κενά στους φοιτητές. 
 

 

31 Σ Ναι. Να σε ρωτήσω και κάτι άλλο που θέλω. 
Πόσες φορές έδωσες εξετάσεις για να περάσεις στο 
πανεπιστήµιο; 
 

 

32 Φ Πέρασα µε την πρώτη, µε το καινούριο σύστηµα.  
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33 Σ Ωραία. Μπορείς να µου πεις ποια είναι η 

συνέχεια από το Λύκειο στο Πανεπιστήµιο; 
 

 

34 Φ Νοµίζω πως δεν υπήρξε συνέχεια και ειδικά στο 
µάθηµα του Απειροστικού. Ενώ αρχίζει  πάρα  
πολύ ήρεµα και λες πως πρόκειται για ένα µάθηµα 
που µπορώ να κατανοήσω, δηλαδή µε τα δεκατρία 
αξιώµατα που παρουσιάζονται στην αρχή, από το 
δέκατο τέταρτο της πληρότητας και µετά υπάρχει 
ένα χάος. Αρχίζεις και νιώθεις ότι αυτό το µάθηµα 
τελικά έχει ξεφύγει πολύ από αυτό που φαινόταν 
στην αρχή. ∆εν υπήρχε συνέχεια από το Λύκειο, 
σχεδόν ελάχιστη. ∆εν µπορώ να πω ότι µε βοήθησε 
σε αυτό το µάθηµα.  Κάποιες βάσεις, αλλά όχι 
πολλά πράγµατα. Ίσως να έπρεπε να υπήρχε κάτι 
ενδιάµεσο πριν τον Απειροστικό Λογισµό 1 
 

Έµφαση στη λέξη 
«χάος» 
 
Καθώς περιγράφει, 
κάνει διάφορες 
χειρονοµίες και 
µορφασµούς για να 
τονίσει την 
κατάσταση.  

35 Σ Υπήρχαν κάποιες έννοιες που σου φάνηκαν 
αρκετά εύκολες ή κάποιες αρκετά δύσκολες από 
την πρώτη επαφή που είχες µε το µάθηµα; 
 

 

36 Φ Λίγο οι έννοιες του supremum και του 
infimum,αλλά όχι τροµερές. Ίσως φαίνονται στην 
αρχή λίγο δύσκολες και σε αποθαρρύνουν, αλλά 
µετά είναι πιο προσπελάσιµες. 
 

 

37 Σ Νίκη,  τώρα θα ήθελα να συζητήσουµε για ένα 
µεγάλο κεφάλαιο των µαθηµατικών,  τη συνέχεια. 
 

 

38 Φ Ωχ! Για πάµε. 
 

Έµφαση στο «ωχ» και 
γελάει ειρωνικά. 

39 Σ Λοιπόν, για πες µου,  πώς αντιλαµβάνεσαι την 
έννοια της συνέχειας; 
 

 

40 Φ Πέρα από τα µαθηµατικά, αυτό που 
χρησιµοποιούµε και στην καθηµερινή µας ζωή ως 
συνέχεια, είναι κάτι που δεν έχει κενά δεν 
έχει….∆εν µπορούµε να κατανοήσουµε που είναι η 
αρχή και που το τέλος. Είναι κάτι….χωρίς….κάτι 
συνεχόµενο θα λέγαµε. 
Στα µαθηµατικά όταν µιλάµε για µια συνάρτηση, 
για µια συνάρτηση που έχει συνέχεια, 
αντιλαµβάνοµαι ότι είναι µια γραµµή, η οποία δεν 
έχει κενά ,δεν έχει τρύπες θα λέγαµε πιο απλά και 
µπορεί να χαραχθεί µε τη µύτη ενός µολυβιού 
χωρίς να σηκωθεί το µολύβι. 

 
 
 
 
 
 
 
Τονίζει τα «δεν» 

41 Σ Μάλιστα. Ας δούµε τώρα ένα σχετικό θέµα ,το 
οποίο το έγραψες τον Σεπτέµβριο του 2003 στο 
µάθηµα του Απειροστικού 1.Το θέµα είναι το εξής: 
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Αν f:[0,3] →R συνεχής συνάρτηση και 0≤ χn 3≤  

για κάθε n∈N,να βρεθεί, αν υπάρχει, το 

n
f xn

n

)(
lim

∞→

 

Πώς το αντιλαµβάνεσαι; Ποιος είναι ο σκελετός 
που έχεις µέσα στο µυαλό σου για να λύσεις το 
θέµα; 

42 Φ Αφού  γνωρίζουµε ότι η f είναι συνεχής, θεωρώ 
ότι θα πρέπει να τη βάλουµε µέσα στην ανισότητα 
που µας δίνεται για το χn.∆ηλαδή θα θεωρήσουµε 
ότι η f( nχ ) βρίσκεται µεταξύ του f(0) και του f(3). 
 

Απαντάει µε µεγάλη 
ευκολία. 

43 Σ  Ναι. Αυτό από πού προκύπτει; 
 

 

44 Φ Από τη συνέχεια…και από το ότι η συνάρτηση 
είναι ορισµένη σε ένα κλειστό διάστηµα. 
 

Ο τόνος της φωνής της 
χαµηλώνει όταν 
απαντά για το κλειστό 
διάστηµα. ∆εν απαντά 
µε σιγουριά. 

45 Σ Μπορείς να µου πεις  αν η έννοια της συνέχειας 
συνδέεται µε άλλες έννοιες, όπως για παράδειγµα 
µε την έννοια της µονοτονίας; Υπάρχει κάποια 
σχέση ανάµεσά τους; 
 

 

46 Φ  Μια συνεχής συνάρτηση είναι και µονότονη 
συνάρτηση. Οπότε µπορούµε να συσχετίσουµε τις 
δυο έννοιες. 
 

Απαντά αµέσως, 
δείχνει βεβαιότητα. 

47 Σ Ναι.  
48 Φ Τώρα για άλλες έννοιες ….δε µου έρχεται αυτή 

τη στιγµή κάτι. 
 
 

 

49 Σ Τώρα Νίκη, θα ήθελα να συζητήσουµε για τους 
ορισµούς. 
 

 

50 Φ Ναι. 
 

 

51 Σ Πώς τους βλέπεις; 
 

 

52 Φ Ας µιλήσουµε για τους ορισµούς που έχουν ε και 
δ στον απειροστικό. 
Είναι σχετικά περίπλοκοι. Προσωπικά µε 
δυσκολεύουν στο να τους κατανοήσω, Για να τους 
κατανοήσω θα πρέπει να ασχοληθώ πάρα πολύ, να 
λύσω κάποιες ασκήσεις και τελικά να τους βάλω 
στο µυαλό µου µε ένα τρόπο δικό µου προσωπικό, 
που δε θα είναι καθαρά ο ορισµός, αλλά κάτι που 
θα έχω καταλάβει εγώ και θα µε διευκολύνει 

Τονίζει την έκφραση 
«που δε θα είναι 
καθαρά ο ορισµός 
,αλλά κάτι που θα έχω 
καταλάβει εγώ και θα 
µε διευκολύνει 
πρακτικά.» 
 



 107

πρακτικά. 
 

53 Σ Στους ορισµούς ε-δ, τους ποσοδείχτες  τους 
καταλαβαίνεις; Το «για κάθε»,το «υπάρχει»; 
 

 

54 Φ ∆εν είναι και τόσο σαφής θα έλεγα. Υπάρχει µια 
δυσκολία αρκετά µεγάλη… 
Ειδικά στο ε κάπου τα πράγµατα µπερδεύονται 

Μικρή παύση 

55 Σ Μπερδεύονται ως προς τι; 
 

 

56 Φ Αναρωτιέσαι τι θα ορίσεις για ε, τι τιµή θα 
βάλεις για κάθε ε. Θα πρέπει δηλαδή….ίσως να σου 
δίνουν ένα βήµα, ή πόσο µικρό να είναι το ε. Όταν 
λέµε ότι το ε είναι θετικό, αλλά κοντά στο µηδέν, τι 
τιµή είναι αυτή; Πόσο κοντά στο µηδέν µπορεί να 
είναι; 

 

 

57 Σ Θα ήθελα να σε ρωτήσω και κάτι άλλο. Νοµίζεις 
ότι υπάρχει κάποια σχέση ανάµεσα στην έννοια και 
στον ορισµό της έννοιας; 
 

 

58 Φ ∆εν είναι απόλυτα σαφής Ο ορισµός µιας έννοιας 
δε διευκολύνει την κατανόησή της και πολύ 
περισσότερο να την χρησιµοποιήσεις πρακτικά, 
όπως στην επίλυση µιας άσκησης ή να εξηγήσεις 
κάτι µέσα από τον ορισµό.  
Οπότε, το να µάθεις παπαγαλία τον ορισµό µε τα ε-
δ είναι σχετικά δύσκολο και ουσιαστικά άχρηστο 
.∆ε µπορείς να τον χρησιµοποιήσεις αν τον µάθεις 
παπαγαλία. Οπότε συνήθως απορρίπτουµε τους ε-δ  
ορισµούς και προσπαθούµε να φτιάξουµε στο 
µυαλό µας ένα δικό µας ορισµό, όπως τον 
αντιλαµβανόµαστε µέσα από τις ασκήσεις ,την 
θεωρία και τις σχετικές έννοιες. 

 

59 Σ Ας δούµε λοιπόν ένα θέµα το οποίο και αυτό 
ζητήθηκε το Σεπτέµβριο του 2003: 
Έστω f: (0, +∞ ) →R συνεχής συνάρτηση ώστε 

)(
0

lim xf
x +
→

=0 και )(lim xf
x +∞→

=1. 

Αποδείξτε ότι υπάρχει 0x 0 µε f( )0x =
2
1 . 

 
 
 
Εδώ υπάρχουν δύο όρια, για τα οποία θα µιλήσουµε 
και αργότερα .Όµως, τώρα θέλω να σε ρωτήσω το 
εξής:  
Όπως βλέπεις την εκφώνηση θα επέλεγες να 
χρησιµοποιήσεις τους ορισµούς των ορίων; 
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60 Φ Ίσως σαν πρώτη ιδέα, ναι.  Όµως, έτσι όπως την 
ξαναβλέπω δε νοµίζω να µε διευκόλυνε και πολύ 
ακόµα και αν κατάφερνα να τους γράψω σωστά µε 
τα ε-δ. 
 

 

61 Σ Γιατί; 
 

 

62 Φ ∆ε θα µπορούσα πολύ πιθανά να συνδυάσω τις 
δυο σχέσεις που θα έβγαζα από τους ορισµούς των 
ορίων .Οπότε ουσιαστικά θα µου ήταν ανώφελο. 
Ίσως έψαχνα να βρω ένα άλλο τρόπο να λύσω το 
θέµα για να ξεφύγω από τον ορισµό. 
 

 

63 Σ Ναι. 
 

 

64 Φ Ίσως όριζα µια καινούρια συνάρτηση……για να 
βγάλω κάτι πιο χρήσιµο 
 

Μικρή παύση. 

65 Σ Ωραία. 
Λοιπόν ,ας πούµε και για κάτι άλλο που το βλέπεις 
στα βιβλία του Απειροστικού και όχι µόνο, το όριο. 

 

66 Φ Ξανακάνω ωχ τώρα; 
 

Γελάει µε απορία 

67 Σ Πώς το βλέπεις; 
 

 

68 Φ Ένα ωχ πάει 
 

 

69 Σ Μάλιστα. Για πες µου λίγα πράγµατα για την 
έννοια αυτή. Πώς την αντιλαµβάνεσαι; 
 

 

70 Φ Αν µιλήσουµε όπως µιλήσαµε για τη συνέχεια, 
µέσα από την καθηµερινότητα, γιατί είναι µια 
έννοια που χρησιµοποιούµε και καθηµερινά, είναι 
σαν κάτι το οποίο δείχνει µια κατεύθυνση προς τα 
πού µπορούµε να φτάσουµε, χωρίς όµως να µας 
λέει ότι µπορούµε να.…,ναι µεν µπορούµε να το 
προσεγγίσουµε, είτε να είµαστε µακριά είτε πάρα 
πολύ κοντά σε αυτό. 
Είναι κάτι που δεν είναι και τόσο σαφές. Όµως, 
µέσα από το όριο χρησιµοποιούµε και άλλες 
έννοιες, για τη φύση του ορίου, όπως το 
«τείνει»,που δεν είναι µια καθαρά µαθηµατική 
έννοια, αφού την χρησιµοποιούµε και στην 
καθηµερινότητα µας. ∆είχνει αυτή την προσέγγιση 
που θέλουµε να πετύχουµε µε το όριο. Αυτά. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Έµφαση στο «σαφές» 
 
 
 
 
Έµφαση στην 
«προσέγγιση» 

71 Σ ∆ηλαδή και στην έννοια αυτή όπως µου 
προανέφερες, υπάρχει µια σχέση µε την 
καθηµερινότητα. Εποµένως, µπαίνοντας στο 
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αµφιθέατρο είχες ήδη µια εικόνα για την έννοια του 
ορίου. 
 

72 Φ Ναι.  
 

 

73 Σ Αυτό πώς το αξιολογείς; 
 

 

74 Φ Ίσως τελικά να έχει λειτουργήσει και αρνητικά 
αυτό, γιατί έχοντας µια ιδέα για µια έννοια και 
προσπαθώντας να την προσδιορίσεις µετά καθαρά 
µαθηµατικά, δυσκολεύεσαι. ∆εχόµαστε πιο εύκολα 
κάποιους όρους που είναι καθαρά µαθηµατικοί και 
δεν έχουµε στο µυαλό µας προηγούµενα µια 
εντύπωση για αυτή την έννοια. 
Οπότε το όριο, όντας δύσκολο σαν µαθηµατική 
έννοια, γίνεται ακόµα πιο µπερδεµένο, θα έλεγα, 
µέσα στο µυαλό του φοιτητή όταν µπλέκει και την 
καθηµερινή έννοια του ορίου, την καθηµερινή 
φύση. 

 

75 Σ Για να γυρίσουµε στο θέµα το προηγούµενο και 
να συζητήσουµε για τα δεδοµένα της άσκησης Πώς 
θα µπορούσες να αξιοποιήσεις αυτά τα στοιχεία; 
 

 

76 Φ Όσον  αφορά το πρώτο όριο, του οποίου η τιµή 
του είναι µηδέν, θα µπορούσαµε να πούµε ότι το 
f(0)=0,αφού µας λέει ότι η συνάρτηση είναι 
συνεχής. 
 

Απαντάει αµέσως. 

77 Σ Ναι. Και για το άλλο όριο; 
 

 

78 Φ Ότι η συνάρτηση  f  στο άπειρο προσεγγίζει το 
µηδέν, είναι ίση µε το ένα, συγγνώµη. 
 

Γράφει 1)( =∞f  

79 Σ Ναι, και αυτό από πού το λες; 
 

 

80 Φ Πάλι λόγω της συνέχειας βέβαια. 
 

Έµφαση στην 
αιτιολόγηση. 

81 Σ Να σε ρωτήσω και κάτι άλλο εδώ. Η f ορίζεται σε 
ανοιχτό διάστηµα, στο (0,∞ ).Όµως, από ότι µου 
είπες παίρνει τη τιµή µηδέν και την τιµή άπειρο. 
Αυτό από πού προκύπτει; 
 

 

82 Φ Από τη συνέχεια και πάλι.  
83 Σ Οπότε…  

 
 

84 Φ Και ανοιχτό να είναι και κλειστό.. Θα είναι το 
ίδιο. 

 

85 Σ Τώρα θα δούµε ένα άλλο θέµα.: 
Αν Α⊆R µη κενό, φραγµένο και supA=infA, τι 
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συµπεραίνετε για το Α; 
Τι µπορείς να µου πεις για το θέµα αυτό; Πως το 
βλέπεις; 
 

86 Φ Λοιπόν, νοµίζω ότι µου έρχεται κατευθείαν στο 
µυαλό ότι είναι µονοσύνολο το Α. Συµπεραίνουµε 
δηλαδή  από αυτά που µας λέει ότι πρόκειται για 
ένα µονοσύνολο. 
 

 

87 Σ Ναι. Αυτό;   
88 Φ Το έχουµε πει, είναι δεδοµένο. 

Οπότε θα έγραφα ότι το Α είναι ένα µονοσύνολο 
 

89 Σ ∆ε θα χρειαζόταν να γράψεις κάτι άλλο;  
90 Φ ∆ε νοµίζω πως θα ήταν απαραίτητο  
91 Σ ∆ηλαδή δε θα σκεφτόσουν να γράψεις κάποιες 

σχέσεις. Το  θεωρείς περιττό; 
 

 

92 Φ Ναι. Από τη στιγµή που µου λέει τι συµπεραίνετε 
για το Α, ναι θα ήταν περιττό να γράψω κάτι 
παραπάνω. 
 

 

93 Σ Μάλιστα. 
Για να δούµε και άλλο ένα ερώτηµα: 
Aν Β={ χ∈Q : (x - 1) (x + 2 ) 0 }, να 
βρεθούν, αν υπάρχουν, τα supremum, maximum, 
infimum και minimum του Β. 
Για πες µου, το Β τι είναι; 

 

94 Φ Καταρχήν, θα πρέπει να προσδιορίσουµε τι είναι 
το  Β. Οπότε πρέπει να λύσουµε την ανισότητα. 
 

 

95 Σ Τι βαθµού είναι η ανισότητα; 
 

 

96 Φ Η ανισότητα είναι δευτέρου βαθµού. 
 

 

97 Σ Πως θα τη λύσουµε;  
98 Φ Θα την κάνουµε εξίσωση για να βρούµε τις ρίζες, 

θα φτιάξουµε το γνωστό από το Λύκειο πινακάκι 
για να βρούµε τα πρόσηµα. 

 

99 Σ Μπορείς να µου τα γράψεις αυτά; Σηµείωση: Η Νίκη 
µετατρέπει την 
ανισότητα σε εξίσωση 
για να βρει τις ρίζες 
.Στη συνέχεια φτιάχνει 
σωστά το πινακάκι. 
 

100 Ναι. 
Οπότε, βρίσκουµε το σύνολο Β µετά από τους 
πρόχειρους υπολογισµούς .Αυτό αποτελείται από 
δύο ανοιχτά σύνολα, από δύο ανοιχτά διαστήµατα 
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,συγγνώµη, το ( -∞ ,- 2  )  ∪ (1, +∞ ). 
Όσον αφορά τα sup, inf, max, min, 
καταλαβαίνουµε κατ΄ ευθείαν ότι max και min δεν 
υπάρχουν, δεν υπάρχουν δηλαδή τιµές 
τέτοιες….και ούτε τα inf και sup υπάρχουν τελικά. 

101 Σ Αυτό µπορείς να µου το εξηγήσεις από πού 
προκύπτει; 
 

 

102 Φ ∆εν υπάρχουν, φαίνεται από τα διαστήµατα 
 

Σηµείωση: Ο τόνος 
της φωνής της Νίκης 
στη τελευταία 
απάντησή της, 
ανέβηκε, θέλοντας 
δείξει πόσο σίγουρη 
ήταν για αυτό που 
έλεγε 
 

103 Σ Θα ήθελα να σε ρωτήσω και κάτι ακόµη. Οι  
εκφωνήσεις των θεµάτων σου φαίνονται 
κατανοητές; 
 

 

104 Φ Ναι, νοµίζω ότι στα συγκεκριµένα που είδαµε 
ήταν αρκετά κατανοητές .Βέβαια, υπάρχουν και 
φορές στον  Απειροστικό, έχω δώσει αρκετές, που 
κάποια θέµατα χρειάζονται διευκρινήσεις από τους 
καθηγητές. 
 

 

105 Όσον αφορά τι πρέπει να βρεις ή πάνω στα 
δεδοµένα; 
 

 

106 Περισσότερο για τον τρόπο που χρειάζεται να 
χρησιµοποιήσεις, δηλαδή τι ζητάει ακριβώς η 
άσκηση ώστε να χρησιµοποιήσω την κατάλληλη 
λύση, αυτή µε την οποί έβαλε ο καθηγητής την 
άσκηση. ∆ηλαδή το σκεπτικό του καθηγητή  για να 
αντιληφθείς και εσύ τι χρειάζεται να κάνεις. Να  
µην κάνεις περιττά πράγµατα, αλλά να µην κάνεις 
και λιγότερα από αυτά που ζητάει. 
 

 

107 Μάλιστα.  
Νίκη σε ευχαριστώ πάρα πολύ και σου εύχοµαι 
καλή επιτυχία. 
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Συνέντευξη 2η 
2 Απριλίου 2004 
 
1 Σ Γεια σου Θάνο. 

 
 

2 Φ Καληµέρα. 
 

 

3 Σ Θα ήθελα να κουβεντιάσουµε λίγα πράγµατα για 
το µάθηµα του Απειροστικού 1. 
 

 

4 Φ Ναι, βέβαια. 
 

 

5 Σ Αρχικά, θα ήθελα να µου πεις σε ποιο έτος είσαι. 
 

 

6 Φ Στο τρίτο έτος. 
 

 

7 Σ Και πόσες φορές έχεις δώσει το µάθηµα; 
 

 

8 Φ Τρεις. 
 

 

9 Σ Το έχεις παρακολουθήσει; 
 

 

10 Φ Ε, ναι. 
 

 

11 Σ Πόσες φορές; 
 

 

12 Φ ∆ύο. 
 

 

13 Σ Εντατικά και τις δύο; 
 

 

14 Φ Όχι, τη δεύτερη ήταν εντατικά. 
 

 

15 Σ Την πρώτη; 
 

 

16 Φ ∆εν παρακολουθούσα όλες τις φορές. 
 

 

17 Σ Γιατί; 
 

 

18 Φ Γιατί ήταν περίεργη η ώρα και επειδή µένω 
αρκετά µακριά δεν προλάβαινα να έρθω. Και  όταν 
έφτανα µε µια καθυστέρηση δεν έβρισκα θέση για 
να κάτσω. Αναγκαζόµουν να κάτσω στα σκαλιά ή 
και όρθιος .Είµαστε πολλοί οι φοιτητές που το 
παρακολουθούµε. 
 

 

19 Σ Τη δεύτερη φορά που πήγαινες εντατικά, σε 
ικανοποιούσε το µάθηµα; 
 

 

20 Φ Το συγκεκριµένο δε µε ικανοποιούσε και  πάρα  
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πολύ. 
 

21 Σ Γιατί το λες αυτό;  
22 Φ Τρέχουν στην ύλη, δε τους ενδιαφέρει και πολύ 

αν καταλαβαίνει το κοινό .Γράφουν στον πίνακα, 
γράφουν, γράφουν, νιώθουν ότι είναι 
ευχαριστηµένοι ότι το είπαν και αυτό. 
 

 

23 Σ Ναι. 

Όταν επέστρεφες στο σπίτι, ασχολιόσουν µε το 
µάθηµα; 

 

24 Φ Καθόλου. Καθηµερινά καθόλου. 
 

Τονίζει το καθόλου. 
 

25 Σ Ασκήσεις δίνονταν από τον καθηγητή για να 
ασχοληθείτε στο σπίτι; 
 

 

26 Φ Μερικές φορές, αλλά ποτέ δεν εξετάζονται. Τις  
δίνει ο καθηγητής, αλλά  δε τις εξετάζει κανείς. 
 

 

27 Σ Εσύ, ωστόσο, µπήκες   ποτέ στη διαδικασία να 
ρωτήσεις  τις απορίες σου στον ίδιο το διδάσκοντα 
ή κάποιον συµφοιτητή σου; 

 

 

28 Φ Τον καθηγητή όχι. Μερικές φορές  τους 
µεγαλύτερους φοιτητές. 
 

 

29 Σ Γιατί όχι τον καθηγητή;  
30 Φ Γιατί οι απορίες λύνονται στο τέλος του 

µαθήµατος, ε και στο τέλος δε µένει κανείς. 
 

 

31 Σ Ναι. 
Για πες µου, πόσες φορές έδωσες εξετάσεις για να 
περάσεις στο πανεπιστήµιο; 
 

 

32 Φ Μια και µε το καινούριο σύστηµα. 
 

 

33 Σ  Θέλω να µου πεις αν φεύγοντας από το Λύκειο 
και µπαίνοντας στο Πανεπιστήµιο είδες να υπάρχει 
σχέση όσο αφορά τα µαθηµατικά και κυρίως τα 
µαθηµατικά  που διαπραγµατεύεται ο 
Απειροστικός. 
 

 

34 Φ Σχέση υπάρχει, αλλά υπάρχουν πολύ µεγάλα 
κενά. 
 

 

35 Σ Το Λύκειο σε βοήθησε να κατανοήσεις την 
εισαγωγή του Απειροστικού; 
 

 

36 Φ Τα µισά .Λίγα πράγµατα .Όµως, υπάρχει σύγχιση Μιλούσε έντονα σε 



 114

σε κάποιες έννοιες, όπως το όριο και η 
παράγωγος.Toν ορισµό του ορίου τον κάναµε 
εντελώς διαφορετικά στο Λύκειο από ότι στο 
Πανεπιστήµιο….Το σχολείο δε µε βοήθησε 
καθόλου. Είχα µια  εικόνα για τους ορισµούς του 
ορίου και της παραγώγου και όταν ήρθα εδώ, όλα 
ήταν διαφορετικά. 
 

όλη τη διάρκεια της 
απάντησης . 

37 Σ Ποια ήταν η εντύπωση που σχηµάτισες για το 
µάθηµα από τις πρώτες παρακολουθήσεις; 
 

 

38 Φ Ότι δε θα το περάσω ποτέ. Μου δηµιουργήθηκε 
αρνητικότατη εντύπωση για το µάθηµα. 
 

Τονίζει το «ποτέ» 

39 Σ Τώρα, θα ήθελα να συζητήσουµε για ένα µεγάλο 
κεφάλαιο των µαθηµατικών, τη συνέχεια. 
 

 

40 Φ Ωραία! ∆εν έχω καταλάβει τον ορισµό 
ακριβώς…. 
 

Γελάει ειρωνικά. 

41 Σ Ας πάρουµε τα πράγµατα από την αρχή. Πώς 
αντιλαµβάνεσαι την έννοια της συνέχειας; 
∆ιαισθητικά, ποια είναι η εικόνα που έχεις; 
 

 

42 Φ Ότι είναι παντού συνεχής   
43 Σ Ναι, πες µου λίγα περισσότερα για αυτό. 

 
 

44 Φ Ότι δε διακόπτεται πουθενά το γράφηµά της. 
 

 

45 Σ ∆ηλαδή; 
 

 

46 Φ Ότι σε κάθε σηµείο θα παίρνει µια τιµή η 
συνάρτηση… ∆ε θα διακόπτεται πουθενά η 
συνάρτηση. Αυτός είναι ο ορισµός του Λυκείου. 
Εδώ είναι λίγο διαφορετικά, είτε µε πλευρικά όρια 
είτε …..τέτοια πράγµατα 
 

 

47 Σ Άρα; 
 

 

48 Φ Η συνάρτηση δε σταµατάει. Και να διακόπτεται 
σε κάποιο σηµείο, θα υπάρχει µια τιµή, θα υπάρχει 
ένα σηµείο που να παίρνει την τιµή αυτή. 

 

 

49 Σ Τελικά, µπαίνοντας στο αµφιθέατρο είχες µια 
εικόνα για τη συνέχεια; 
 

 

50 Φ Ναι, αλλά ήταν εντελώς διαφορετική από αυτά 
που άκουσα στη σχολή. ∆εν ήταν αυτό που 
περίµενα. 
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51 Σ Ναι.  

Τώρα, θα συζητήσουµε ένα θέµα, το οποίο γράψατε 
το Σεπτέµβριο του 2003: 
Αν f:[0,3] →R συνεχής συνάρτηση και 0≤ χn 3≤  

για κάθε n∈N,να βρεθεί, αν υπάρχει, το 

n
f xn

n

)(
lim

∞→

. 

 
Μπορείς να µου πεις πως βλέπεις το θέµα ;Πώς θα 
αξιοποιούσες τα δεδοµένα  σου; 

 

52 Φ Επειδή η f είναι µια συνεχής συνάρτηση, το 
f( )nx  θα είναι ανάµεσα στο f(0) και στο f(3). 
 

Απαντάει αµέσως. 

53 Σ Η συνέχεια συνδέεται µε άλλες µαθηµατικές 
έννοιες, όπως είναι η µονοτονία; 
 

 

54 Φ Ναι.  
55 Σ Εξήγησέ το αυτό λίγο παραπάνω. 

 
 

56 Φ Για να είναι µονότονη, θα πρέπει να είναι και 
συνεχής. 
 

 

57 Σ Το αντίστροφο ισχύει; 
 

 

58 Φ Το αντίστροφο νοµίζω πως όχι.. .Όχι, δεν ισχύει . 
 

 

59 Σ Μάλιστα. Θα ήθελα να κουβεντιάσουµε και ένα 
άλλο θέµα, τους ορισµούς, Ποια είναι η γνώµη σου 
για τους ορισµούς; 
 

 

60 Φ Νοµίζω ότι είναι πάρα πολύ τυπικοί. ∆ηλαδή 
τους λέµε, απλά τους µαθαίνουµε παπαγαλία και 
ουσιαστικά δε τους κατανοούµε, κανείς δε µπορεί 
να το εξηγήσει από τους φοιτητές .Τον λέει ο 
καθηγητής, τον αποδεικνύει κιόλας, αλλά στο τέλος 
τον µαθαίνεις όπως είναι στο βιβλίο. 
 

 

61 Σ Θα επέλεγες να λύσεις µια άσκηση 
χρησιµοποιώντας τους ορισµούς εννοιών; 
 

 

62 Φ Βασικά έτσι πρέπει, αλλά συνήθως εγώ δε 
µπορώ. 
 

 

63 Σ Υπάρχει δυσκολία στο να µάθεις απ’ έξω τον 
ορισµό; 
 

 

64 Φ Όχι, τον µαθαίνεις παπαγαλία. Όµως να µάθεις  
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να τους   χρησιµοποιείς είναι λίγο δύσκολο. 

 
65 Σ Ας πούµε και λίγα πράγµατα για τους ορισµούς ε-

δ.  
 

 

66 Φ Και εκεί είναι λίγο µπέρδεµα. 
 

 

67 Σ Πού είναι η δυσκολία; 
 

 

68 Φ Οι σχέσεις ανάµεσα στα ε και δ, πως τα 
χρησιµοποιείς, ότι µερικές φορές αυθαίρετα 
παίρνεις κάποιο ε ή  δ για να σου βγει η άσκηση. 
Όλα αυτά δε νοµίζω ότι είναι και τόσο εύκολα. 
 

 

69 Σ Τους ποσοδείχτες τους καταλαβαίνεις; 
 

 

70 Φ Αυτά είναι αναγκαία, πρέπει να υπάρχουν και   
όταν δε τους χρησιµοποιούµε, ενώ θα έπρεπε, οι 
ασκήσεις είναι λάθος. 
 

 

71 Σ Το ε το συναντάµε πολύ συχνά στους ορισµούς. 
Έχεις καταλάβει τι γίνεται µε αυτό; Είναι µεγάλο, 
είναι µικρό, θετικό, αρνητικό; Πώς το παίρνουµε 
κάθε φορά; 
 

 

72 Φ Νοµίζω ότι το παίρνουµε αυθαίρετα, γύρω στο 1, 
για να µας βγει η άσκηση. Αυτό δε το λέει ο 
ορισµός, αλλά το κάνουµε έτσι µέσα από κάποιες 
ασκήσεις που έχουµε δει. 
 

 

73 Σ Μάλιστα. Νοµίζεις ότι υπάρχει σχέση ανάµεσα 
στον ορισµό και στην κατανόηση της έννοιας; 
 

 

74 Φ Υπάρχει σχέση, αλλά χρειάζεται πολύ δουλειά 
για να µάθεις τον ορισµό και να µπορέσεις να τον 
χρησιµοποιήσεις. 
 

 

75 Σ Βοηθάει ο ορισµός για την κατανόηση µιας 
έννοιας; 
 

 

76 Φ Ναι, βοηθάει…ναι. 
 

Χαµηλώνει ο τόνος 
της φωνής του 

77 Σ ∆ηλαδή, είναι απαραίτητος ο ορισµός της 
συνέχειας για την κατανόησή της; 
 

 

78 Φ Απαραίτητος….Θεωρώ ότι είναι η βάση, αλλά 
πρέπει να µάθεις και άλλα πράγµατα. 
 

 

79 Σ ∆εν αρκεί;  
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80 Φ Εννοείται πως δεν αρκεί. 

 
 

81 Σ Μάλιστα.   
Ας δούµε και ένα ακόµη θέµα του Σεπτεµβρίου. 

Aν f: (0, +∞ ) →R συνεχής συνάρτηση ώστε  
)(

0
lim xf
x +
→

=0 και )(lim xf
x +∞→

=1. 

Αποδείξτε ότι υπάρχει 0x 0 µε f( )0x =
2
1 . 

 
Εδώ, υπάρχουν δύο όρια. Θα χρησιµοποιούσες τους 
ορισµούς των ορίων για να λύσεις το θέµα; 

 

82 Φ Όχι, έτσι όπως είναι τα όρια, όχι. 
 

Τονίζει το «όχι» 

83 Σ Θα δούλευες την άσκηση µε κάποιο άλλο τρόπο 
λοιπόν; 

 

84 Φ Ναι, ο ορισµός δε βολεύει εδώ. 
 

 

85 Σ Ας συνεχίσουµε, µε κάποιο άλλο µεγάλο 
κεφάλαιο του Απειροστικού, το όριο. 
Πες µου λίγα πράγµατα για το όριο, πώς το 
αντιλαµβάνεσαι; 

 

86 Φ Είναι οι οριακές τιµές….είναι µια τιµή και µε τα 
πλευρικά προσπαθούµε να φτάσουµε όσο µπορούµε 
αυτή την τιµή. 
 

 

87 Σ Το φτάνουµε το όριο;  
88 Φ Όχι, ποτέ, τείνει απλά. Τείνει σε µια τιµή, δεν 

παίρνει ποτέ αυτή την τιµή. 
 

 

89 Σ Το όριο είναι µια έννοια που την χρησιµοποιούµε 
και στην καθηµερινότητά µας. 
 

 

90 Φ Ναι, λέµε «ήµουν στο όριο», δηλαδή παραλίγο. 
 

 

91 Σ Υπάρχει κάποια σχέση στην έννοια του ορίου, 
όπως προκύπτει από την καθηµερινή ζωή, και στη 
µαθηµατική έννοια; 
 

 

92 Φ Υπάρχει, αλλά αυτό βοηθάει στην κατανόηση 
της έννοιας µόνο στην αρχή. Νοµίζω ότι 
ουσιαστικά δεν είναι το ίδιο πράγµα. 
 

 

93 Σ Για τον ορισµό του ορίου, τι έχεις να πεις; 
 

 

94 Φ ∆εν είναι ο ίδιος µε αυτόν που κάνουµε στο  
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Λύκειο, βοηθάει, αλλά δεν αρκεί για να λύνουµε τις 
ασκήσεις. 
 

95 Σ Τώρα, ας γυρίσουµε πάλι στα θέµατα, και ας 
δούµε αυτά τα δυο όρια: 
  )(

0
lim xf
x +
→

=0 και )(lim xf
x +∞→

=1. 

 
Μπορείς να συνδυάσεις τα δεδοµένα σου και να 
βγάλεις κάποιο συµπέρασµα; 

 

96 Φ Όχι……Υπάρχει η τιµή των ορίων σε εκείνα τα 
σηµεία;   
 

 

97 Σ Έχεις να πεις κάτι για αυτό;  
98 Φ Θα υπάρχει η τιµή σε εκείνα τα σηµεία, στο 

µηδέν. 
 

 

99 Σ Πόσο θα είναι δηλαδή; 
 

 

100 Φ Μηδέν. 
 

 

101 Σ Και στο άπειρο; 
 

 

102 Φ Στο άπειρο; Ένα…..∆εν µπορεί να υπάρχει αυτή 
η τιµή. 
 

Μεγάλη παύση 

103 Σ Γιατί; 
 

 

104 Φ f του απείρου;…..Για κάποιο πολύ µεγάλο χ 
µπορούµε να πούµε, όπου εκεί θα παίρνει την 
τιµή1. 
 

 

105 Σ Ναι. 
Ας δούµε και ένα άλλο θέµα, το οποίο ζητήθηκε και 
αυτό το Σεπτέµβριο: 
Αν Α⊆R µη κενό, φραγµένο και supA=infA, τι 
συµπεραίνετε για το Α; 
Τι µπορείς να µου πεις για αυτό; 

 

106  Φ Το σύνολο Α είναι κάτω φραγµένο,.. δηλαδή, 
από το inf του και επειδή είναι και άνω φραγµένο, 
δηλαδή από το sup του, είναι το µονοσύνολο. 
 
 

 

107 Σ Αυτή θα ήταν η απάντηση που θα έδινες; 
 

 

108 Φ Ναι. 
 

 

109 Σ Θα έγραφες κάτι άλλο; Κάποιες σχέσεις ίσως; 
Χρειαζόταν να συµπληρώσεις την απάντηση; 
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110 Φ Όχι, δε νοµίζω να χρειάζεται. 

 
 

111 Σ Ναι. 
Ας δούµε και κάτι άλλο τώρα. 
Aν Β={ χ∈Q : (x - 1) (x + 2 ) 0 }, να 
βρεθούν, αν υπάρχουν, τα supremum, maximum, 
infimum και minimum του Β. 
Τι είναι το σύνολο Β; 

 

112 Φ Των ρητών. Μιλάει πιο σιγά από 
πριν 

113 Σ ∆ηλαδή;  
114 Φ Είναι µια ανισότητα. Θα τη λύσω. 

 
 

115 Σ Πώς θα τη λύσεις;  
116 Φ Με τις ρίζες.  
117 Σ Ποιες είναι;  
118 Φ Είναι οι 1,  - 2 .  
119 Σ Και µετά;  
120 Φ Θα βρω τα πρόσηµα εντός και εκτός των ριζών. 

Μετά, θα  δω αν ανήκουν οι ρίζες στους ρητούς, 
γιατί τις περισσότερες φορές δεν ανήκουν σε αυτές 
τις ασκήσεις.  
Εδώ, δεν υπάρχουν τα max και τα min, υπάρχουν 
µόνο τα sup και inf. 

∆εν απαντά ποιο είναι 
το σύνολο Β. 

121 Σ Μπορείς να µου πεις ποια θα είναι; 
 

 

122 Φ Είναι sup=1 και inf= - 2 . 
 

Μεγάλη παύση µέχρι 
να απαντήσει. 

123 Σ Μάλιστα.  
Πώς σου φαίνονται οι εκφωνήσεις των θεµάτων; 

 

124 Φ Μερικά θέµατα δεν είναι σαφή. Αρχικά, δεν είναι 
σαφή τα δεδοµένα και µετά δεν είναι σταδιακά τα 
ερωτήµατα, έτσι ώστε να µας βοηθούν. Κάποιες 
φορές είναι λίγο «απότοµα» τα ερωτήµατα, θα 
πρέπει να υπάρχουν κάποια ερωτήµατα βοηθητικά. 
 

 

125 Σ Υπάρχουν προβλήµατα στην κατανόηση των 
ζητουµένων; 
 

 

126 Φ Ναι, κάποιες φορές υπάρχουν, όπως σε ένα θέµα 
των εξετάσεων του Ιανουαρίου. Εκεί, οι 
περισσότεροι από εµάς δεν µπορούσαν να 
ξεχωρίσουν αν στο 2.5ν  το σύµβολο «.» ήταν 
υποδιαστολή ή επί. 
 

 

127 Σ Τελικά, µπορείς να µου πεις ποια είναι η εικόνα 
που έχεις σχηµατίσει για το µάθηµα αυτό; Ποια 
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είναι η τελική εντύπωση που σου µένει; 
 
 

128 Φ Το µάθηµα είναι αρκετά δύσκολο,…..αν και 
ουσιαστικά δεν είναι. Απλά επειδή είναι η πρώτη 
επαφή που έχει κανείς µε το Μαθηµατικό, στο 
πρώτο εξάµηνο, σε απογοητεύει. 
 

 

129 Σ Θάνο, σε ευχαριστώ πάρα πολύ και σου εύχοµαι 
καλή επιτυχία. 
 

 

130 Φ Ευχαριστώ.  
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Συνέντευξη 3η 
2 Απριλίου 2004 
 
1 Σ Γιάννη, καληµέρα. 

 
 

2 Φ Καληµέρα.  
3 Σ Θα ήθελα να κάνουµε µια κουβέντα γύρω από το 

µάθηµα του Απειροστικού 1. 
 

 

4 Φ Ναι.  
5  Σ Αρχικά, θα ήθελα να µου πεις σε ποιο έτος είσαι. 

 
 

6 Φ Είµαι στο τρίτο έτος. 
 

 

7 Σ Πόσες φορές έχεις δώσει το µάθηµα; 
 

 

8 Φ ∆ύο φορές. 
 

 

9  Σ Πόσες φορές το έχεις παρακολουθήσει; 
 

 

10 Φ ∆ύο. 
 

 

11 Σ Και τις δύο φορές εντατικά; 
 

 

12 Φ Όχι, την τελευταία εντατικά, ενώ την πρώτη 
περιστασιακά. 
 

 

13 Σ Γιατί την πρώτη φορά έτσι; 
 

 

14 Φ Το µάθηµα ήταν πολύ δύσκολο, µέσα στο 
αµφιθέατρο δεν καταλάβαινα βασικά τίποτα και 
έτσι περνούσα την περισσότερη ώρα έξω. Τη 
δεύτερη φορά το πήρα απόφαση, χωρίς να είχε 
αλλάξει  κάτι στο µάθηµα. 
 

 

15 Σ Όταν επέστρεφες στο σπίτι µετά το µάθηµα, 
έλυνες ασκήσεις, διάβαζες; 

 

16 Φ Όχι πάντα, αλλά µερικές φορές το είχα κάνει και 
αυτό. Καθηµερινά δε το έκανα, αλλά κάποιες φορές 
την εβδοµάδα κάτι θα κοιτούσα και θα έλυνα. 

 

17 Σ Αυτό σε βοήθησε καθόλου; 
 

 

18 Φ Ναι, βοήθησε λίγο 
 

 

19 Σ Όταν είχες απορίες ρωτούσες  τους καθηγητές 
σου; 
 

 

20 Φ Όχι, δε ρωτούσα, γιατί όταν σηκώναµε το χέρι 
για απορία, µας έλεγαν να πάµε στο διάλειµµα και 
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στο διάλειµµα δεν πήγαινε κανένας. 
 

21 Σ Το µάθηµα το παρακολουθούσαν αρκετά παιδιά;  
22 Φ Ναι, και σε κάποιους καθηγητές που το δίδασκαν 

δεν έβρισκες να κάτσεις. ∆ε γίνεται καλά το 
µάθηµα, έχει πολύ κόσµο και δεν µπορείς να 
παρακολουθήσεις, είναι πολλά που σε τραβάνε από 
το µάθηµα. 

 

23 Σ Πόσες φορές έδωσες εξετάσεις για να περάσεις; 
 

 

24 Φ Μια φορά, µε το καινούριο σύστηµα. 
 

 

25 Σ Πιστεύεις ότι υπάρχει κάποια σχέση ανάµεσα στα 
µαθηµατικά του Λυκείου και στα µαθηµατικά του 
Πανεπιστηµίου και ειδικότερα του Απειροστικού 1; 
 

 

26 Φ Είναι µεγάλο το χάσµα, για εµένα δεν υπάρχει 
σχεδόν καµία σχέση. ∆ηλαδή είναι τελείως άλλο το 
πνεύµα. Ίσως, θα έπρεπε να υπάρχει κάτι ανάµεσα. 
Υπάρχει τεράστιο χάσµα που εκεί την «πατάνε» 
όλοι οι φοιτητές τα πρώτα χρόνια, δεν µπορούν να 
προσαρµοστούν στο  Πανεπιστήµιο άνετα. 
 

 

27 Σ Αυτή η εικόνα παρουσιάζεται από τα πρώτα 
µαθήµατα του Απειροστικού; 
 

 

28 Φ Τις δύο πρώτες εβδοµάδες κάνουµε διάφορες 
έννοιες για τους αριθµούς, οι οποίες δεν είναι 
δύσκολες, αλλά µετά ξεκινάει απότοµα, πολύ 
απότοµα. Και έτσι δηµιουργείται πρόβληµα. 
 

 

29 Σ Τώρα, θα ήθελα να συζητήσουµε για ένα µεγάλο 
θέµα των µαθηµατικών και του Απειροστικού, τη 
συνέχεια. 
 

 

30 Φ Ναι! 
 

Γελάει ειρωνικά 

31 Σ Για πες µου λίγα πράγµατα για τη συνέχεια, πώς 
την αντιλαµβάνεσαι; 
 

 

32 Φ Βασικά, δεν έχω καταφέρει να την αντιληφθώ 
πολύ καλά, …..καταλαβαίνω, …όχι δεν 
καταλαβαίνω, µπορώ σε κάποιο βαθµό να 
καταλάβω τον ορισµό και από αυτό µόνο µπορώ να 
λύσω ασκήσεις, αλλά µέσα στο µυαλό µου δεν έχω 
αποκωδικοποιήσει τι σηµαίνει συνέχεια. 
 

 

33 Σ H συνέχεια είναι µια έννοια που έχει νόηµα και 
στην καθηµερινή µας ζωή. Έχεις συνδυάσει την 
µαθηµατική έννοια της συνέχειας µε την έννοια που 
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έχει στην καθηµερινότητά µας; 
 

34 Φ Όχι. Απλά ξέρω ότι στο διάστηµα, ..στο πεδίο 
ορισµού της συνάρτησης παίρνει τιµές πάντα σε 
αυτό το διάστηµα. ∆ηλαδή δεν υπάρχει σηµείο που 
να µην παίρνει τιµές. Μου φαίνεται, δεν ξέρω, δεν 
είµαι σίγουρος. 
 

 

35 Σ Ας δούµε ένα σχετικό θέµα, στο οποίο 
εξεταστήκατε το Σεπτέµβριο του 2003. 
Αν f:[0,3] →R συνεχής συνάρτηση και 0≤ χn 3≤  

για κάθε n∈N,να βρεθεί, αν υπάρχει, το 

n
f xn

n

)(
lim

∞→

. 

Από τα δεδοµένα αυτά µπορείς να βγάλεις κάποιο 
συµπέρασµα; Έχεις ένα σκελετό στο µυαλό σου; 
 

 

36 Φ ………. Μεγάλη παύση 
37 Σ Πώς θα την αντιµετώπιζες; Πώς θα µπορούσες να 

αξιοποιήσεις τα δεδοµένα σου; 
 

Επιµένουµε τρεις 
φορές. 

38 Φ …….. 
∆εν ξέρω, µόνο τον ορισµό θα χρησιµοποιούσα. 
Έτσι όπως τη βλέπω δεν µπορώ να σκεφτώ κάτι 
άλλο. 
 

Απαντά µε 
αβεβαιότητα 

39 Σ Μπορείς να µου πεις την εικόνα που έχεις στο 
µυαλό σου για το πώς θα αντιµετώπιζες το θέµα; 
 

 

40 Φ Όχι, δεν ξέρω.  
41 Σ Η συνέχεια συνδέεται µε άλλες έννοιες των 

µαθηµατικών; 
 

42 Φ ∆εν ξέρω…..Με τα όρια µου φαίνεται. Γενικά, 
είναι σηµαντική σαν έννοια, αυτό το έχω 
καταλάβει. 

 

43 Σ Με τη µονοτονία συνδέεται η συνέχεια; 
 

 

44 Φ Ναι. 
 

∆εν είναι σίγουρος. 

45 Σ Πώς; 
 

 

46 Φ ∆εν ξέρω, υπάρχουν κάποια θεωρήµατα που τις 
συνδέουν. 
 

 

47 Σ Η συνεχής συνάρτηση είναι µονότονη; 
 

 

48 Φ …Ναι. 
 

∆εν είναι πολύ 
σίγουρος. 

49 Σ Ας συζητήσουµε και κάτι άλλο τώρα, ας  
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µιλήσουµε για τους ορισµούς. 
 

50 Φ Ναι.  
51 Σ Πώς τους βλέπεις; Σου αρέσουν οι ορισµοί; 

 
 

52 Φ Μου αρέσουν; Στην αρχή, µέχρι να λύσεις 
αρκετές ασκήσεις ή να έχεις κάποιον να σου 
πει…….∆εν ξέρω, δε µου αρέσουν καθόλου γιατί 
τους µαθαίνεις παπαγαλία. ∆ε µπορείς να τους 
κατανοήσεις και αυτό δε µου αρέσει καθόλου. 
Αλλά αν δε βρεις κάποιον να σου εξηγήσει, 
κάποιον µεγαλύτερο και εκτός βέβαια του 
µαθήµατος(στο µάθηµα δε γίνεται καλή 
δουλειά)και αν δε δεις αρκετές ασκήσεις, δε 
µπορείς, δηλαδή τους ορισµούς απλά τους 
µαθαίνεις για να τους µάθεις. 
 

Γελάει ειρωνικά 

53 Σ Θα επέλεγες σε µια άσκηση να γράψεις τους 
ορισµούς για την επίλυσή της; 

 

54 Φ Ναι, θα επιχειρούσα σίγουρα, αν τους ήξερα 
αυτό θα έκανα. Αυτό κάνω ανεξάρτητα µε το αν 
καταλαβαίνω το νόηµα κάτω από τους ορισµούς. 

 

55 Σ ∆ηλαδή εσένα σε ενδιαφέρει να φτάσεις….. 
 

 

56 Φ Όπως και στο θέµα που είδαµε πριν, θα 
ξεκινούσα από τον ορισµό. Μπορεί να µην έχω 
καταλάβει ακριβώς τον ορισµό της συνέχειας, αλλά 
από αυτόν θα ξεκινούσα. 
 

 

57 Σ Υπάρχει νοµίζεις κάποια σχέση ανάµεσα στον 
ορισµό µιας έννοιας και στην ίδια την έννοια; 

 

58 Φ Υπάρχει σχέση, αλλά δεν ξέρω κατά πόσο οι 
ορισµοί του βιβλίου σε βοηθούν να καταλάβεις 
πραγµατικά την έννοια. Τουλάχιστον εµένα δε µε 
έχουν βοηθήσει. Μόνο µε τον ορισµό δε θα έκανα 
τίποτα αν δεν υπήρχε κάποιος να µου τον εξηγήσει 
λίγο καλύτερα. 
 

 

59 Σ Ας γυρίσουµε στα θέµατα και ας δούµε αυτό: 
Aν f: (0, +∞ ) →R συνεχής συνάρτηση ώστε  

)(
0

lim xf
x +
→

=0 και )(lim xf
x +∞→

=1. 

Αποδείξτε ότι υπάρχει 0x 0 µε f( )0x =
2
1 . 

Εδώ υπάρχουν δύο όρια. Θα χρησιµοποιούσες τους 
ορισµούς των ορίων για να τα αναλύσεις; 
 

 

60 Φ Αυτά όχι, νοµίζω πως όχι. 
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61 Σ Γιατί;  
62 Φ ……… Ο Γιάννης δεν 

απαντά στην 
ερώτηση. Τον 
ξαναρωτήσαµε αλλά 
δεν µασ εξήγησε το 
λόγο που δε θα 
χρησιµοποιούσε τους 
ορισµούς. 
 

63 Σ Μπορείς να µου πεις κάτι για το θέµα αυτό; 
 

 

64 Φ …Βασικά το θέµα αυτό πρέπει να «πηγαίνει» µε 
τον ορισµό, αλλά όχι, όχι…………… 

Μικρή παύση 

65 Σ Εντάξει. 
 

 

66 Φ Έχω µπερδευτεί. 
 

 

67 Σ Ας αφήσουµε τώρα αυτό το κεφάλαιο και ας 
µιλήσουµε για τα όρια, για την έννοια του ορίου. 
Πες µου κάποια πράγµατα για αυτήν. 
 

 

68 Φ Τι να πω! Αυτό που είναι και από την 
καθηµερινή ζωή, όπως µας µαθαίνουν χρόνια, ότι 
απλά τείνει σε κάποιον αριθµό, αλλά ποτέ δεν 
παίρνει αυτή την τιµή. Αυτό είναι το πρώτο που 
µπορώ να σκεφτώ. 
 

 

69 Σ Τι σηµαίνει «τείνει»;  
70 Φ Τείνει, σηµαίνει ότι παίρνει……δηλαδή 

συγκεκριµένα ότι υπάρχει ένα δ…….που ανάµεσα 
στον αριθµό αυτό και το δ παίρνει 
πολύ…….παίρνει τις τιµές κοντά στον αριθµό, 
αλλά ποτέ δε θα πάρει τον ίδιο αριθµό. ∆ηλαδή, τον 
προσεγγίζει. 

 

71 Σ Για να πούµε και λίγα πράγµατα για το ε. 
 

 

72 Φ Ναι, υπάρχει παντού το ε. Αλλά είναι πολύ 
αυθαίρετο. Το µόνο που ξέρεις είναι ότι είναι 
σίγουρα κάποιος θετικός αριθµός, και στις 
ασκήσεις που το χρησιµοποιούµε το παίρνουµε 
συνήθως κοντά στο µηδέν, ξεκινώντας από το ένα 
και κατεβαίνοντας προς τα κάτω. Σαν έννοια όµως, 
είναι γενικά αυθαίρετη. ∆εν πιστεύω ότι υπάρχει 
άτοµο που να έχει καταλάβει ακριβώς πως το 
παίρνουµε. Απλά βλέποντας κάποιες ασκήσεις που 
το ε=1 και το παίρνω και εγώ τόσο, χωρίς να ξέρω 
γιατί και πως. Αυτά για το ε, ….. και υπάρχει 
παντού. Πιστεύω ότι στο µάθηµα πρέπει να γίνεται 
µεγάλη αναφορά στο ε, οι καθηγητές θα πρέπει να 
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αφιερώνουν αρκετό χρόνο για την κατανόησή του, 
γιατί το συναντάµε συνέχεια. 
 

73 Σ Για τους ποσοδείχτες τι έχεις να πεις; 
 

 

74 Φ Και για αυτούς είναι λίγο αυθαίρετα τα 
πράγµατα, αλλά πιστεύω ότι τους κατανοώ πολύ 
καλύτερα από το ε. Αλλά και για αυτούς η επιλογή 
είναι δύσκολη. Πότε λέµε «υπάρχει», πότε «για 
κάθε». 

 

75 Σ Ας γυρίσουµε και πάλι λίγο στα θέµατα και ας 
επανέλθουµε σε αυτό: 
Aν f: (0, +∞ ) →R συνεχής συνάρτηση ώστε  

)(
0

lim xf
x +
→

=0 και )(lim xf
x +∞→

=1. 

Αποδείξτε ότι υπάρχει 0x 0 µε f( )0x =
2
1 . 

Σου δίνουν κάποιες άλλες πληροφορίες τα όρια 
αυτά; 

 

76 Φ ……. Μεγάλη παύση 
77 Σ Να γίνω πιο σαφής. Η f(x) παίρνει τη τιµή µηδέν; 

 
 

78 Φ Ναι, την παίρνει. 
 

Μικρή παύση και 
απαντά 

79 Σ Και πόσο είναι; 
 

 

80 Φ Μηδέν. 
 

 

81 Σ Και µε το άπειρο; 
 

 

82 Φ ……..Όχι; ∆εν ξέρω γιατί είναι ανοιχτό το 
διάστηµα, µπορεί να πάρει……………… 
 

Απαντά µε 
αβεβαιότητα 

83 Σ Το ότι η f είναι συνεχής µήπως αλλάζει τα 
πράγµατα; 
 

 

84 Φ Ναι, παίζει ρόλο, αλλά τώρα………  
85 Σ Άρα, µπορεί να την παίρνει την τιµή στο άπειρο; 

 
 

86 Φ ….∆εν ξέρω, έχω µπερδευτεί πολύ. 
 

 

87 Σ Εντάξει. Ας δούµε και κάτι άλλο τώρα, ένα άλλο 
θέµα: 
Αν Α⊆R µη κενό, φραγµένο και  Α=Α supinf  , τι 
συµπεραίνετε για το Α; 
Έχεις κάτι να πεις για το θέµα; 

 

88 Φ …Ναι……..Μήπως θα είναι το µονοσύνολο; ∆εν 
ξέρω. 
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89 Σ Αυτό πώς το σκέφτηκες; 
 

 

90 Φ Από το γεγονός ότι Α=Α supinf …∆εν ξέρω…  
91 Σ Αυτό που µου είπες, πώς θα το έγραφες στην 

κόλλα σου; 
 

 

92 Φ Όπως το είπα.  
93 Σ Θα έγραφες κάτι παραπάνω;  
94 Φ ∆εν ξέρω. Εκείνη την ώρα θα είχα περισσότερο 

χρόνο να το σκεφτώ. Αλλά, τι παραπάνω να 
έγραφα; Θα το έγραφα καλύτερα, σίγουρα. 
 

 

95 Σ Ίσως να έγραφες κάποιες σχέσεις; Ή µήπως σου 
είναι γνωστό και δε θα έγραφες κάτι άλλο; 
 

 

96 Φ ∆εν ξέρω σχέσεις που προκύπτουν άµεσα από 
αυτό, δε το έχω ξανασυναντήσει, δε το έχω ξαναδεί 
ούτε µέσα στη τάξη. Απλά, δε θα έγραφα και κάτι 
άλλο. 
 

 

97 Σ Ας πάµε να δούµε και αυτό το θέµα: 
Aν Β={ χ∈Q : (x - 1) (x + 2 ) 0 }, να 
βρεθούν, αν υπάρχουν, τα supremum, maximum, 
infimum και minimum του Β. 
Τι είναι το σύνολο Β; 

 

98 Φ Είναι µια ανισότητα, τριώνυµο 
µε……………∆ηλαδή θα πάρω,……..θα κάνω το 
πρόσηµο εντός και εκτός των ριζών, που οι ρίζες 
είναι το 1 και το - 2 . 
 

 

99 Σ Να σε ρωτήσω κάτι πάνω σε αυτό, επειδή είπες 
τη λέξη τριώνυµο. Θα µετατρέψεις την ανίσωση σε 
τριώνυµο; 
 

 

100 Φ Όχι, όπως είναι. Στη συνέχεια θα δω για ποιες 
τιµές είναι θετικό. 
 

 

101 Σ Πού γίνεται θετική; Εντός ή εκτός των ριζών; 
 

 

102 Φ Εκτός των ριζών. Και οι ρίζες είπαµε είναι το 1 
και το  - 2  ….. 

 

103 Σ Οπότε ποιο σύνολο είναι το Β;  
104 Φ ……….Είναι το (- ),1()2, +∞∪−∞  

 
 

105 Σ Τελικά, στο σύνολο αυτό; 
 

 

106 Φ Τελικά, δεν ορίζεται σίγουρα το 2  γιατί δεν 
ανήκει στους ρητούς, σαν infA και το supA θα είναι 
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το 1. 
 

107 Σ Τα max A και min A ; 
 

 

108 Φ ∆ε θα υπάρχουν.  
109 Σ Γιατί;  
110 Φ Γιατί δεν παίρνει τις τιµές 1 και - 2 , 

µηδενίζεται δηλαδή εκεί. 
 

 

111 Σ Ναι.  
Γενικά, πώς σου φαίνονται οι εκφωνήσεις στα 
θέµατα του Απειροστικού; 
 

 

112 Φ Θα µπορούσαν να ήταν και καλύτερες. Πολλές 
φορές τα δεδοµένα δεν είναι και πολύ σαφή, πρέπει 
να «φας» αρκετή ώρα µέχρι να καταλάβεις τι σου 
ζητάει. Τις περισσότερες φορές είναι κατανοητά 
και τα δεδοµένα και τα ζητούµενα. Όµως, 
υπάρχουν και φορές που χρειάζεται πολύ ώρα να 
βρεις τα δεδοµένα, να τα µαζέψεις, γιατί τα 
γράφουν αλλού το ένα, αλλού το άλλο. 
 

 

113 Σ Θες να µου πεις ποια είναι η εντύπωση που έχεις 
τελικά από το µάθηµα; 

 

114 Φ Όταν το κοίταξα καλύτερα διαπίστωσα ότι είναι 
ενδιαφέρον µάθηµα, έχει τις δυσκολίες του, αλλά 
δεν είναι τόσο δύσκολο όσο φαίνεται, ούτε τόσο 
βαρετό. Γιατί, όταν αρχίζει δεν καταλαβαίνεις 
τίποτα, το βαριέσαι και το απεχθάνεσαι το µάθηµα. 
 

 

115 Σ Γιάννη, σε ευχαριστώ πάρα πολύ και καλή 
επιτυχία. 

 

116 Φ Ευχαριστώ.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 : ΓΕΝΙΚΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 
 
5.1 Συµπεράσµατα από τη µελέτη των γραπτών 
 
 

Τελικά, µετά από τη µελέτη και ανάλυση των θεµάτων µπορέσαµε να 
συνοψίσουµε ορισµένα συµπεράσµατα. Αρχικά, επιβεβαιώσαµε τις παρατηρήσεις 
ερευνητών([12], [13], [18]) σχετικά µε την έννοια της απόδειξης. Είδαµε οτι σε όλα 
τα θέµατα οι φοιτητές αντιµετώπισαν προβλήµατα µε την έννοια της απόδειξης. 
∆εν έχουν κατανοήσει ότι στα µαθηµατικά πρέπει να γράφουµε αυστηρά και µε 
σαφήνεια. Έτσι, στα γραπτά τους υπήρξαν απαντήσεις χωρίς να είναι 
αιτιολογηµένες, χωρίς αναφορές στο που στηρίζονταν κάθε φορά (θεώρηµα ή 
πρόταση) για να αποδείξουν το ζητούµενο(βλέπε, θέµατα I-IV). 

Σε κάποιες άλλες περιπτώσεις διαπιστώσαµε ότι υπήρχαν δυσκολίες στην 
κατανόηση των δεδοµένων και ζητούµενων(βλέπε, σελ 37). Επιπλέον, 
παρατηρήσαµε ότι δεν κατανοούν τις εκφωνήσεις θεωρηµάτων και προτάσεων για 
να µπορέσουν να τα εφαρµόσουν στην επίλυση των ζητούµενων. ∆εν κατανοούν 
ποιες είναι κάθε φορά οι συνθήκες για την εφαρµογή τους, ποιες είναι οι υποθέσεις 
τους και τι συµπεράσµατα  ή σχέσεις προκύπτουν από αυτές(βλέπε, σελ 72-76, 88-
90). Κυρίως, δυσκολεύονται στην ερµηνεία φράσεων του τύπου «για κάποια..», 
«υπάρχει..», «για οποιαδήποτε..», γεγονός που επιβεβαιώνει τις δυσκολίες που 
αντιµετωπίζουν µε τους ποσοδείκτες(βλέπε, σελ 22). Γενικότερα, φάνηκε έντονα η 
αδυναµία τους να δίνουν ακριβείς και πλήρεις απαντήσεις.  

Ένα άλλο κοινό γνώρισµα των γραπτών ήταν η δυσκολία γραφής των ορισµών 
εννοιών. Καταρχήν, επιβεβαιώσαµε(βλέπε[17]) ότι και αν πολλά θέµατα 
προσφέρονταν να αναπτυχθούν µε τους ορισµούς εννοιών, όπως της συνέχειας, του 
ορίου των supremum και infimum ενός συνόλου, απέφυγαν να τους 
χρησιµοποιήσουν, και άλλοι που δοκίµασαν να αντιµετωπίσουν τα ζητήµατα µε 
αυτό τον τρόπο, δυσκολεύτηκαν. ∆ιαπιστώσαµε, ότι δεν ήξεραν τους ορισµούς, δεν 
µπορούσαν να τους αποδόσουν, και κυρίως δεν µπορούσαν να χειριστούν τα ε-δ 
και τους ποσοδείχτες(βλέπε, σελ 36,84-86) , γνωρίσµατα που έχουν επισηµάνει 
διάφοροι ερευνητές([3],[7],[17]). 

Ακόµη, αντιµετωπίζουν δυσκολίες στο να συνδυάζουν τις διάφορες σχέσεις που 
τους δίνονται ή που προκύπτουν από την επίλυση ενός θέµατος. Έτσι, υπήρξαν 
γραπτά µε σωστές σχέσεις, αλλά οι φοιτητές δεν είχαν την ικανότητα να τις 
εκµεταλλευτούν, να τις χρησιµοποιήσουν και να διεξάγουν κάποιο συµπέρασµα. 
(βλέπε, σελ 87)  

Παράλληλα, η µελέτη των γραπτών µας οδήγησε στο συµπέρασµα ότι οι 
φοιτητές δεν έχουν εµπεδώσει, κυρίως, τις έννοιες της συνέχειας, του ορίου και της 
συνάρτησης. Σε όλα τα θέµατα που αναφέρονταν οι παραπάνω έννοιες, υπήρξε 
δυσκολία στην ερµηνεία των δεδοµένων που συνδέονταν µε αυτές. Είδαµε, να 
συγχέουν την έννοια της συνάρτησης µε την έννοια της ακολουθίας(βλέπε σελ 69-
72) ή να µη γνωρίζουν τον ορισµό τόσο αυτής, όσο και τον ορισµό του 
ορίου(βλέπε, σελ 88-90), ή να συνδυάζουν, λανθασµένα, την έννοια της µονοτονίας 
µε την έννοια της συνέχειας(βλέπε, σελ 69-72).Όλα αυτά τα φαινόµενα 
προκύπτουν από τη µη ουσιαστική κατανόηση των εννοιών. 

Τέλος, σηµειώσαµε και τη δυσκολία που έχουν οι φοιτητές να λύνουν ανισώσεις  
Αν και οι ανισώσεις διδάσκονται από τα πρώτα χρόνια της δευτεροβάθµιας 
εκπαίδευσης, συµπεράναµε πως οι φοιτητές µας δεν έχουν ξεκαθαρίσει τις έννοιες 
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του «ή» και του «και», καθώς επίσης δε µπορούν µε ευκολία να εντοπίσουν τις 
ρίζες µιας ανίσωσης (βλέπε, θέµα II). Πολλοί από αυτους, για την εύρεση των 
ριζών, µετασχηµάτισαν την ανίσωση σε εξίσωση, γεγονός που φανερώνει την 
προτίµησή τους στις εξισώσεις.  
 
 
 
5.2 Συµπεράσµατα από τις συνεντευξεις των φοιτητών 
 
 
Σε γενικές γραµµές δεν υπήρχαν διαφορές στην αντιµετώπιση των ερωτήσεων από 
τους φοιτητές. Όλοι τους είχαν µια κοινή στάση απέναντι στα ερωτήµατα που τους 
θέσαµε. Ο καθένας από αυτούς απάντησε µε το δικό του, προσωπικό ύφος, αλλά τα 
περισσότερα συµπεράσµατα που προέκυψαν ήταν κοινά :  
 

 Οι φοιτητές έχουν εισαχθεί στο Μαθηµατικό Τµήµα µε το καινούριο 
σύστηµα εξετάσεων(συνέντευξη 1η , γραµµέs 31-31, συνέντευξη 2η , γραµµές 31-
32, συνέντευξη 3η, γραµµές 23-24). 

 Επισηµαίνουν το «χάσµα» που υπάρχει ανάµεσα στη δευτεροβάθµια και 
τριτοβάθµια εκπαίδευση. Τους ρωτήσαµε να µας πουν τη γνώµη τους για τη 
συνέχεια που υπάρχει, αν υπάρχει, µεταξύ του σχολείου και του πανεπιστηµίου και 
όλοι τους µε µεγάλη ευκολία απάντησαν ότι δεν υπάρχει καµία συνέχεια. .  
 «Νοµίζω πως δεν υπήρξε συνέχεια και ειδικά στο µάθηµα του Απειροστικού.         
Ενώ αρχίζει  πάρα  πολύ ήρεµα και λες πως πρόκειται για ένα µάθηµα που µπορώ να 
κατανοήσω, δηλαδή µε τα δεκατρία αξιώµατα που παρουσιάζονται στην αρχή, από το 
δέκατο τέταρτο της πληρότητας και µετά υπάρχει ένα χάος. Αρχίζεις και νιώθεις ότι 
αυτό το µάθηµα τελικά έχει ξεφύγει πολύ από αυτό που φαινόταν στην αρχή. ∆εν 
υπήρχε συνέχεια από το Λύκειο, σχεδόν ελάχιστη. ∆εν µπορώ να πω ότι µε βοήθησε 
σε αυτό το µάθηµα. Κάποιες βάσεις, αλλά όχι πολλά πράγµατα. Ίσως να έπρεπε να 
υπήρχε κάτι ενδιάµεσο πριν τον Απειροστικό Λογισµό I» (συνέντευξη 1η, γραµµές 
33-34). 
«Σχέση υπάρχει, αλλά υπάρχουν πολύ µεγάλα κενά… Τα µισά .Λίγα 
πράγµατα(απαντά σε ερώτηση µας κατά πόσο το Λύκειο τον βοήθησε να καταλάβει 
την αρχή του Απειροστικού).Όµως, υπάρχει σύγχιση σε κάποιες έννοιες, όπως το 
όριο και η παράγωγος.Toν ορισµό του ορίου τον κάναµε εντελώς διαφορετικά στο 
Λύκειο από ότι στο Πανεπιστήµιο….Το σχολείο δε µε βοήθησε καθόλου. Είχα µια  
εικόνα για τους ορισµούς του ορίου και της παραγώγου και όταν ήρθα εδώ, όλα ήταν 
διαφορετικά.» (συνέντευξη 2η, γραµµές 33-36). 
«Είναι µεγάλο το χάσµα, για εµένα δεν υπάρχει σχεδόν καµία σχέση. ∆ηλαδή είναι 
τελείως άλλο το πνεύµα. Ίσως, θα έπρεπε να υπάρχει κάτι ανάµεσα. Υπάρχει τεράστιο 
χάσµα που εκεί την «πατάνε» όλοι οι φοιτητές τα πρώτα χρόνια, δεν µπορούν να 
προσαρµοστούν στο  Πανεπιστήµιο άνετα.» (συνέντευξη 3η, γραµµή 26) 

 ∆ιακρίνουν µια σχετική ευκολία στην εισαγωγή του Απειροστικού 
Λογισµού και την απότοµη στροφή που πραγµατοποιείται µέσα σε λίγα µαθήµατα.  
   «Τις δύο πρώτες εβδοµάδες κάνουµε διάφορες έννοιες για τους αριθµούς, οι οποίες   
δεν είναι δύσκολες, αλλά µετά ξεκινάει απότοµα, πολύ απότοµα. Και έτσι 
δηµιουργείται πρόβληµα.»(συνέντευξη 3η, γραµµές 27-28) 
«Ενώ αρχίζει  πάρα  πολύ ήρεµα και λες πως πρόκειται για ένα µάθηµα που µπορώ 
να κατανοήσω, δηλαδή µε τα δεκατρία αξιώµατα που παρουσιάζονται στην αρχή, 
από το δέκατο τέταρτο της πληρότητας και µετά υπάρχει ένα χάος. Αρχίζεις και 
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νιώθεις ότι αυτό το µάθηµα τελικά έχει ξεφύγει πολύ από αυτό που φαινόταν στην 
αρχή» (συνέντευξη 1η   , γραµµή 34). 

 Όλοι τους θεωρούν ότι οι συνθήκες διδασκαλίας του µαθήµατος δεν είναι οι 
καλύτερες.(συνέντευξη 1η , γραµµές 25-30, συνέντευξη 3η , γραµµές 20-
22).Χαρακτηριστική είναι η απάντηση ενός φοιτητή που συµµετείχε στη 
διαδικασία των συνεντεύξεων :  

«Σ Τη δεύτερη φορά που πήγαινες εντατικά, σε ικανοποιούσε το µάθηµα; 
Φ Το συγκεκριµένο δε µε ικανοποιούσε και  πάρα πολύ. 
Σ Γιατί το λες αυτό; 
Φ Τρέχουν στην ύλη, δε τους ενδιαφέρει και πολύ αν καταλαβαίνει το κοινό .Γράφουν 
στον πίνακα, γράφουν, γράφουν, νιώθουν ότι είναι ευχαριστηµένοι ότι το είπαν και 
αυτό.»(συνέντευξη 2η , γραµµές 19-22). 

 Κανείς τους δεν εργάζεται εντατικά στο σπίτι. .(συνέντευξη 1η , γραµµές 15-
16, συνέντευξη 3η , γραµµές 15-16). Ένας φοιτητής µας απάντησε ως εξής :  

«Σ Όταν επέστρεφες στο σπίτι, ασχολιόσουν µε το µάθηµα; 
Φ Καθόλου. Καθηµερινά καθόλου.»(συνέντευξη 2η, γραµµές 23-24) 

 Αντιµετωπίζουν δυσκολίες στις έννοιες  ορίου και συνέχειας, οι οποίες 
προκύπτουν από τη µη κατανόηση των ορισµών τους. Επιβεβαιώνουν οτι οι 
παραπάνω έννοιες είναι γνώριµες από την καθηµερινότητά τους, έχουν µια 
αντίληψη για αυτές, τις συνδυάζουν µε εικόνες και λέξεις που χρησιµοποιούν στην 
καθηµερινή τους ζωή και αυτή συγκρουέται µε τους δοµικούς ορισµούς(βλέπε σελ 
21-25). 

  Αποφεύγουν να χρησιµοποιήσουν τους ορισµούς εννοιών, και κυρίως τους 
ε-δ ορισµούς, που περιέχουν και ποσοδείκτες, οι οποίοι τους δυσκολεύουν 
ιδιαίτερα.(βλέπε, σελ 21-26). Ρωτήσαµε τους φοιτητές  αν θα επέλεγαν να 
χρησιµοποιήσουν τους ορισµούς στο τέταρτο θέµα και  απάντησαν ως εξής :  

«Σ Μάλιστα.   
Ας δούµε και ένα ακόµη θέµα του Σεπτεµβρίου. 

Aν f: (0, +∞ ) →R συνεχής συνάρτηση ώστε  )(
0

lim xf
x +
→

=0 και )(lim xf
x +∞→

=1. 

Αποδείξτε ότι υπάρχει 0x 0 µε f( )0x =
2
1 . 

 
Εδώ, υπάρχουν δύο όρια. Θα χρησιµοποιούσες τους ορισµούς των ορίων για να 
λύσεις το θέµα; 
Φ Όχι, έτσι όπως είναι τα όρια, όχι.»(συνέντευξη 2η, γραµµές 81-82). 
«Φ Αυτά όχι, νοµίζω πως όχι»(συνέντευξη 3η, γραµµές 60-61). 
Φ Ίσως σαν πρώτη ιδέα, ναι.  Όµως, έτσι όπως την ξαναβλέπω δε νοµίζω να µε 
διευκόλυνε και πολύ ακόµα και αν κατάφερνα να τους γράψω σωστά µε τα ε-δ. 
Σ Γιατί; 
Φ ∆ε θα µπορούσα πολύ πιθανά να συνδυάσω τις δυο σχέσεις που θα έβγαζα από τους 
ορισµούς των ορίων .Οπότε ουσιαστικά θα µου ήταν ανώφελο. Ίσως έψαχνα να βρω 
ένα άλλο τρόπο να λύσω το θέµα για να ξεφύγω από τον ορισµό»(συνέντευξη 1η, 
γραµµές 59-62). 
 Αντιµετωπίζουν προβλήµατα µε τις εκφωνήσεις των θεµάτων. Τονίζουν πως 
δεν µπορούν να κατανοήσουν ποια είναι τα ζητούµενα και ποια τα δεδοµένα. 
Συµπληρώνουν, ότι δεν αναγνωρίζουν τι πρέπει να αποδείξουν σε κάθε 
περίπτωση(βλέπε, σελ 37). 
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