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ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 
 

Ζ  έληαμε ηεο ππνινγηζηηθήο ηερλνινγίαο ζηελ εθπαίδεπζε θαη εηδηθφηεξα ε 

θχζε θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ δξαζηεξηνηήησλ ζηηο νπνίεο ζα θιεζνχλ λα εκπιαθνχλ 

καζεηέο θαη εθπαηδεπηηθνί, απνηειεί εδψ θαη ρξφληα θεληξηθφ ζεκείν πξνβιεκαηηζκνχ 

θαη ζπγρξφλσο απαηηεί ηελ επαλεμέηαζε ηεο παηδαγσγηθήο πξαθηηθήο ζηα ζρνιεία ηεο 

πξσηνβάζκηαο θαη ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο (Noss & Hoyles, 1996; Hoyles, 

2001).  Καηά ηνλ Κπλεγφ (2006, ζει.31), βαζηθφ εξψηεκα ην νπνίν πξέπεη λα απαληεζεί  

ζηελ πξννπηηθή έληαμεο ηεο ηερλνινγίαο ζηελ εθπαίδεπζε είλαη ην εμήο: 

 «Υπάξρεη ηξόπνο ε ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο απηήο λα έρεη θάπνηα πξόζζεηε 

παηδαγσγηθή αμία σο πξνο ηελ εθπαηδεπηηθή πξάμε ,δειαδή ηε καζεζηαθή θαη δηδαθηηθή 

δηαδηθαζία; Τη κπνξεί λα θάλεη ν καζεηήο θαη ν εθπαηδεπηηθόο κε ηελ ηερλνινγία απηή πνπ 

είηε είλαη αδύλαην είηε είλαη πνιύ δύζθνιν πξαθηηθά όηαλ δελ ηε δηαζέηεη;» 

΢ηελ επηζηεκνληθή θνηλφηεηα ηεο δηδαθηηθήο ησλ καζεκαηηθψλ ε πξνβιεκαηηθή 

γχξσ απφ ην ξφιν ηεο ππνινγηζηηθήο ηερλνινγίαο ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ 

αλαπηχζζεηαη κε θχξην άμνλα ηελ πξνζέγγηζε ησλ ππνινγηζηψλ σο λνεηηθψλ εξγαιείσλ 

(Jonassen & Reeves, 1995; Kynigos, 2002) πνπ ε ρξήζε ηνπο ζρεηίδεηαη θαηά θχξην ιφγν 

κε δηαδηθαζίεο πεηξακαηηζκνχ θαη έθθξαζεο καζεκαηηθψλ ηδεψλ (Noss & Hoyles, 

1996).Σα ζπγθεθξηκέλα εξγαιεία δηαζέηνπλ κηα ζεηξά απφ ραξαθηεξηζηηθά πνπ 

ππνζηεξίδνπλ ηελ δηεξεπλεηηθή κάζεζε κε ηξφπν ηδηαίηεξν πνπ δελ είλαη εθηθηφο κε 

άιια κέζα, ζηαηηθά θαη ειεθηξνληθά. Γηα παξάδεηγκα ζηελ πεξηνρή ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, 

απφ ςπρνινγηθή άπνςε ζχκθσλα κε πνιινχο εξεπλεηέο (e.g.Confrey,1992; Olive,1999; 

Piaget & Szeminska, 1965; Steffe, 1994; Streefland ,1993)  ε θαηαζθεπή ηεο γλψζεο ησλ 

ξεηψλ  θαη θιαζκαηηθψλ αξηζκψλ εκπιέθεη ζπγθεθξηκέλεο δξάζεηο θαη λνεηηθέο 

ιεηηνπξγίεο φπσο: Ηζνδηακέξηζε (Partitioning), Δπαλάιεςε (Iterating), θηι.  Ζ ρξήζε 

θαηάιιεισλ  ππνινγηζηηθψλ εξγαιείσλ κπνξεί λα βνεζήζεη ζηελ αλάπηπμε ηέηνησλ 

ελλνηψλ αθνχ επηηξέπεη ζηνπο καζεηέο λα ζέηνπλ ζε εθαξκνγή απηέο ηηο λνεηηθέο 

δηεξγαζίεο νη νπνίεο είλαη δχζθνιν ή θαη αδχλαην λα εθηειεζηνχλ κε θπζηθά πιηθά θαη 

κε ηε ρξήζε ησλ παξαδνζηαθψλ κέζσλ ηνπ ραξηηνχ θαη ηνπ κνιπβηνχ (Olive & Lobato, 

2008).  

 Με ηελ αδηακθηζβήηεηε πνιιαπιφηεηα ησλ κέζσλ αλαπαξάζηαζεο θαη 

ρεηξηζκνχ πνπ ραξαθηεξίδεη ηα ππνινγηζηηθά εξγαιεία ησλ δηεξεπλεηηθψλ ινγηζκηθψλ , 
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δηαλνίγνληαη λέα πεδία γηα ηε δηδαζθαιία θαη ηελ έξεπλα, κέζα απφ ηελ άξζε παιηψλ 

εκπνδίσλ φπσο π.ρ. αλαπαξάζηαζεο, θαη ηε δηάζεζε κέζσλ πνπ πεξηιακβάλνπλ 

δπλαηφηεηεο γηα κνληεινπνίεζε απφ κέξνπο ησλ καζεηψλ, γηα ρξήζε πνιιαπιψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ θαη δηαιεθηηθή ζρέζε επαγσγηθψλ θαη παξαγσγηθψλ ζπιινγηζκψλ. 

΢ηνλ εξεπλεηηθφ ρψξν θπξηαξρεί ε άπνςε φηη νη δπλαηφηεηεο ηεο ππνινγηζηηθήο 

ππνζηήξημεο ηεο καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο δελ εμαληινχληαη ζηελ πξφζβαζε θαη ηελ 

παξνρή πιεξνθνξηψλ αιιά δηακνξθψλεηαη έλα πιαίζην κέζα ζην νπνίν ν ππνινγηζηήο 

ζεσξείηαη έλα κέζν γηα καζεζηαθνχο ζηφρνπο θαη θνηλσληθή δηαπξαγκάηεπζε λνεκάησλ. 

Οη έξεπλεο δείρλνπλ φηη αλνίγνληαη λένη δξφκνη γηα αιιαγή ηνπ ηξφπνπ παξνρήο ηεο 

γλψζεο θαη ηνπ ξφινπ ηνπ δηδαθηηθνχ πεξηβάιινληνο φηαλ δηαζέηεη ζπγρξφλσο θαη ηελ 

θαηάιιειε ππνινγηζηηθή ππνζηήξημε (Harel & Papert, 1991).  Ζ ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο 

ζε φια ηα επίπεδα ζρεδίαζεο θαη εμέιημεο ηνπ καζήκαηνο ζηελ ηάμε, επεξεάδεη 

θαηαιπηηθά πνιιά ζηνηρεία φπσο ε ζπλεξγαηηθή κάζεζε ζε νκάδεο θαη ηελ αιιαγή ησλ 

παξαδνζηαθψλ ξφισλ ησλ εθπαηδεπηηθψλ θαη καζεηψλ φπνπ ν δάζθαινο κπνξεί λα 

παξεκβαίλεη ζηε καζεζηαθή δηαδηθαζία σο ζπλεξγάηεο θαη ζχκβνπινο ησλ καζεηψλ 

(Hoyles & Noss, 1992). Ζ εμέιημε απηή βαζίζηεθε ζηε δηαπίζησζε φηη εηδηθά 

ζρεδηαζκέλα ππνινγηζηηθά πεξηβάιινληα κπνξεί λα πξνζθέξνπλ εξγαιεία θαη 

ιεηηνπξγηθφηεηεο πνπ ζρεηίδνληαη κε ηηο δπζθνιίεο ησλ καζεηψλ θαη νη νπνίεο 

απνπζίαδαλ απφ πξνεγνχκελεο έξεπλεο. Σέηνηεο ιεηηνπξγηθφηεηεο έρνπλ ζρέζε θαηά 

θχξην ιφγν κε ηηο αλαπαξαζηάζεηο (Kaput, 1992), θαη ηνπο ηξφπνπο έθθξαζεο ελλνηψλ 

πνπ πξνζθέξνπλ εηδηθά ζρεδηαζκέλα ππνινγηζηηθά πεξηβάιινληα ( Noss et al., 1997). Ζ 

εμέιημε ηεο ηερλνινγίαο ησλ  ππνινγηζηψλ θαη ε παξνρή ηζρπξψλ εξγαιείσλ 

νπηηθνπνηήζεο (visualization) ζεσξήζεθε σο κηα πνιιά ππνζρφκελε πξννπηηθή γηα ην 

ξφιν ησλ ππνινγηζηηθψλ εξγαιείσλ ζηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ (Zimmermann & 

Cunningham,1991). ΢ην πιαίζην απηφ δφζεθε έκθαζε ζηε ρξήζε ηνπ ππνινγηζηή σο 

αλαπαξαζηαζηαθνχ εξγαιείνπ ην νπνίν ππνζηεξίδεη ηελ έθθξαζε ηδεψλ επηηξέπνληαο 

ζην καζεηή λα νηθνδνκεί, λα δηεξεπλά θαη λα ρεηξίδεηαη αλαπαξαζηάζεηο (Kaput, 1992), 

αιιά θαη λα ηηο επηθνηλσλεί κε άιινπο καζεηέο ζηα πιαίζηα ζπλεξγαηηθψλ 

δξαζηεξηνηήησλ.  

 Σέινο, ππάξρεη ζπκθσλία φηη ε κάζεζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ παξακέλεη έλα 

κεγάιν εκπφδην γηα ηελ καζεκαηηθή αλάπηπμε ησλ καζεηψλ (Behr et all,1983), θαη παξά 
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ηνλ κεγάιν αξηζκφ ησλ πξφζθαησλ άξζξσλ ζρεηηθά κε ηε θαηαζθεπή ηεο γλψζεο ησλ 

ξεηψλ αξηζκψλ, δελ ππάξρεη θαζαξή ζπκθσλία κε ην πψο ζα δηεπθνιπλζεί ε κάζεζε 

ηνπο. ΢χκθσλα κε  ηνπο Moss & Case  (1999), ν ηνκέαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ήηαλ πάληα 

δχζθνινο λα ηνλ ρεηξηζηνχλ νη κηθξνί καζεηέο θαη νη έξεπλεο δείρλνπλ κηα έιιεηςε 

ελλνηνινγηθήο θαηαλφεζεο θαη ζέηνπλ ζε ακθηζβήηεζε ηηο ππάξρνπζεο κεζφδνπο 

δηδαζθαιίαο ησλ ζπκβνιηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Αλ ήηαλ δπλαηφλ 

λα απνθχγνπκε ηα θιάζκαηα θαη λα πάκε θαηεπζείαλ ζηνπο ξεηνχο αξηζκνχο απηφ ίζσο 

λα ήηαλ απιφ θαη θπζηθφ αιιά απηφ ζεσξείηαη δχζθνιν αθφκα θαη αλ δελ είλαη ζίγνπξν 

φηη απηφ είλαη ην πην απνηειεζκαηηθφ κνλνπάηη. Όηη είλαη μεθάζαξν θαη ζαθέο είλαη απηφ 

πνπ πξνθαιεί πνιιέο θνξέο ηηο δπζθνιίεο. Γηα παξάδεηγκα, ππάξρνπλ πνιιά 

πξνβιήκαηα κε ηελ έλλνηα ησλ θιαζκάησλ πνπ έρνπλ ζρέζε κε αληηθείκελα ηα νπνία δελ 

ππάξρνπλ ζην ζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Αλ ζεσξήζνπκε ην θιάζκα α/β  σο κέξνο –

φινπ ηφηε ε παξνπζία ηνπ θαηαρξεζηηθνχ θιάζκαηνο κ/λ ζα πξνθαιέζεη πνιιέο 

δπζθνιίεο ,πξάγκα βέβαηα πνπ ζην ζχλνιν ησλ ξεηψλ δελ πθίζηαηαη.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ   1
Ο

  

 

Μαζεκαηηθή ηεθκεξίσζε ησλ ξεηώλ  σο ‘θιάζεηο ηζνδπλακίαο 

ηζνδύλακσλ θιαζκάησλ’ 

 
΢ΥΔ΢ΔΗ΢  ΚΑΗ  ΚΛΑ΢ΔΗ΢  Η΢ΟΓΤΝΑΜΗΑ΢ 

Μηα δηκειήο ζρέζε νξηζκέλε ζε έλα ζχλνιν πιηθψλ ή λνεηψλ αληηθεηκέλσλ 

ιέγεηαη ζρέζε ηζνδπλακίαο, φηαλ θαζνξίδεη έλα θξηηήξην µε βάζε ην νπνίν κπνξεί λα 

δηαπηζησζεί γηα θάζε ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ εάλ αλήθεη ή φρη ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ηάμε 

αληηθεηκέλσλ. Πην απιά, κηα ζρέζε είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο ζε έλα ζχλνιν πιηθψλ ή 

λνεηψλ αληηθεηκέλσλ, φηαλ νξίδεη έλα θξηηήξην µε βάζε ην νπνίν δχν νπνηαδήπνηε 

ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ κπνξεί λα ζεσξεζνχλ ίδηα γηα έλα ζπγθεθξηκέλν ζθνπφ ή απφ κηα 

ζπγθεθξηκέλε νπηηθή  (Υαζάπεο, 2000).  

Παξάδεηγκα: 

 Έζησ Υ ην ζχλνιν ησλ καζεηψλ κηαο ηάμεο θαη ζ κηα δηκειήο ζρέζε ζην Υ, πνπ 

νξίδεηαη απφ ηελ έθθξαζε «ν καζεηήο x γελλήζεθε ηελ ίδηα ρξνληά κε ηνλ καζεηή ς». 

Έζησ φηη νη καζεηέο ηεο ηάμεο απηήο έρνπλ γελλεζεί ηα έηε 1994 θαη 1995. Σν θξηηήξην 

«ν καζεηήο x γελλήζεθε ηελ ίδηα ρξνληά κε ηνλ καζεηή ς» νξίδεη κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο 

, αθνχ επηηξέπεη λα απνθαλζνχκε εάλ δπν καζεηέο αλήθνπλ ζηελ ίδηα ή ζε δηαθνξεηηθέο 

νκάδεο ζε ζρέζε κε ην θξηηήξην. Δπνκέλσο, ε ζ είλαη κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο ζην Υ. 

Μπνξνχκε λα νξίζνπκε ζην Υ θιάζεηο ηζνδπλακίαο ζχκθσλα κε ηε ζρέζε ζ κε ηνλ εμήο 

ηξφπν: Παίξλνπκε ηπραία έλα καζεηή α, πνπ είλαη ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ Υ, θαη 

δηαπηζηψλνπκε ηε ρξνληά πνπ γελλήζεθε. Έζησ φηη ν καζεηήο α γελλήζεθε ην έηνο 1994. 

Δπηιέγνπκε φια ηα ζηνηρεία ηνπ Υ πνπ είλαη ηζνδχλακα κε ην α σο πξνο ηε ζρέζε ζ, 

δειαδή, φινπο ηνπο καζεηέο πνπ γελλήζεθαλ ηελ ίδηα ρξνληά κε ην καζεηή α (ην 1994). 

Έηζη δεκηνπξγνχκε ην ζχλνιν [α] πνπ είλαη ε θιάζε ηζνδπλακίαο κε αληηπξφζσπν ην 

ζηνηρείν α. Ζ θιάζε ηζνδπλακίαο [α] πξνθαλψο ζα είλαη ην ζχλνιν φισλ ησλ καζεηψλ 

πνπ γελλήζεθαλ ην έηνο 1994.  

Κάζε ζρέζε ηζνδπλακίαο, επνκέλσο, νκαδνπνηεί πιηθά ή λνεηά αληηθείκελα 

ζεσξψληαο ηα ηζνδχλακα µε βάζε έλα θαζνξηζκέλν θξηηήξην θαη ηαπηφρξνλα µε βάζε ην 

ίδην θξηηήξην ηα δηαθξίλεη απφ φια ηα ππφινηπα.  Ο νξηζκφο κηαο ζρέζεο ηζνδπλακίαο 
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αλάκεζα ζηα ζηνηρεία ελφο ζπλφινπ µε βάζε έλα θαζνξηζκέλν θαη ζηαζεξφ θξηηήξην 

δηακεξίδεη ην ζχλνιν απηφ ζε ππνζχλνια. Σα ππνζχλνια απηά δελ έρνπλ κεηαμχ ηνπο 

θαλέλα θνηλφ ζηνηρείν θαη φια ηα ζηνηρεία πνπ αλήθνπλ ζην ίδην ππνζχλνιν είλαη κεηαμχ 

ηνπο ηζνδχλακα µε βάζε ηελ θαζνξηζκέλε ζρέζε ηζνδπλακίαο. Ζ θνηλή απηή ηδηφηεηα ή 

ην θνηλφ ραξαθηεξηζηηθφ ησλ ζηνηρείσλ κηαο ηάμεο ή ελφο ζπλφινπ αληηθεηκέλσλ, ην 

νπνίν κπνξεί αληίζηνηρα λα ρξεζηκνπνηεζεί θαη γηα ηνλ νξηζκφ ηεο ηάμεο ή ηνπ ζπλφινπ, 

ιέγεηαη θαη ραξαθηεξηζηηθή ηδηφηεηα ηεο ηάμεο ή ηνπ ζπλφινπ. Παξάιιεια, θάζε ζρέζε 

ηζνδπλακίαο νξηζκέλε ζε έλα ζχλνιν, είλαη κηα ζρέζε αλαθιαζηηθή, ζπκκεηξηθή θαη 

κεηαβαηηθή, θαη αληίζηξνθα θάζε ζρέζε ζε έλα ζχλνιν, ε νπνία είλαη αλαθιαζηηθή, 

ζπκκεηξηθή θαη κεηαβαηηθή είλαη κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο. Ο νξηζκφο κηαο ζρέζεο 

ηζνδπλακίαο αλάκεζα ζηα ζηνηρεία ελφο ζπλφινπ µε βάζε έλα θαζνξηζκέλν θξηηήξην, ε 

δηακέξηζε ηνπ ζπλφινπ απηνχ ζε ππνζχλνια ηα νπνία δελ έρνπλ κεηαμχ ηνπο θαλέλα 

θνηλφ ζηνηρείν θαη φια ηα ζηνηρεία θάζε ππνζπλφινπ είλαη κεηαμχ ηνπο ηζνδχλακα µε 

βάζε έλα θαζνξηζκέλν θξηηήξην, θαη ν νξηζκφο κηαο ζρέζεο αλαθιαζηηθήο, ζπκκεηξηθήο 

θαη µεηαβαηηθήο ζηελ ηάμε ή ζην ζχλνιν απηφ, είλαη επνκέλσο ελέξγεηεο ινγηθά 

ηζνδχλακεο κεηαμχ ηνπο, πνπ ζεκαίλεη φηη ε θαζεκηά έρεη σο ινγηθή ζπλέπεηα ηηο δχν 

άιιεο (Υαζάπεο, 2000). 

Με θαζαξά ηππηθνχο φξνπο ηψξα ,ηζρχνπλ ηα εμήο: 

Μηα δηκειήο ζρέζε R ζε έλα ζχλνιν A ιέγεηαη φηη είλαη κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο ζην A 

φηαλ είλαη 

(i) αλαθιαζηηθή,  

(ii)  ζπκκεηξηθή  θαη  

(iii)  κεηαβαηηθή.  

 Μέζσ κηαο ζρέζεο ηζνδπλακίαο ηα ζηνηρεία πνπ ζρεηίδνληαη κνηξάδνληαη θάπνην ή 

θάπνηα θνηλά ραξαθηεξηζηηθά. 

Παξαδείγκαηνο ράξηλ, ζχκθσλα κε ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ: 

 ε ζρέζε "≡ (modulo  n)" είλαη κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο ζην ζχλνιν.  

 Άιιν παξάδεηγκα ζρέζεσλ ηζνδπλακίαο είλαη ην αθφινπζν:  ″έρεη ηηο ίδηεο 

γσλίεο κε″ ζην ζχλνιν φισλ ησλ ηξηγψλσλ. Σα ηξίγσλα πνπ ζρεηίδνληαη ιέκε φηη 

είλαη φκνηα.  
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Μηα ζρέζε ηζνδπλακίαο ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε ην ζχκβνιν ~ (ή ≡) πνπ δηαβάδεηαη 

ζπλήζσο "ηζνδχλακν". Γχν ζηνηρεία πνπ ζπλδένληαη κε κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο ιέγνληαη 

ηζνδχλακα. 

 Αλ ηψξα, a   Α θαη ~ είλαη κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο ζην A, ην ζχλνιν φισλ ησλ 

ζηνηρείσλ x ηνπ Α πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ x ~ α ιέγεηαη θιάζε ηζνδπλακίαο ηνπ α ζην Α 

θαη ζπκβνιίδεηαη κε [a], δειαδή: 

[a] = {x : x  Α κε x ~ a}. Κάζε x   [a] νλνκάδεηαη αληηπξφζσπνο ηεο θιάζεο 

ηζνδπλακίαο [a]. 

 

 Παξάδεηγκα  

Αο ζεσξήζνπκε αξρηθά ην ζχλνιν   Μ :={ 



  κε α, β Ε θαη β  0}. Σφηε ε ζρέζε πνπ 

νξίδεηαη κε ηνλ αθφινπζν ηξφπν 



  =




  αδ = βγ, είλαη κηα ζρέζε ηζνδπλακίαο ζην 

Μ θαη είλαη γλσζηφ φηη ε θιάζε ηζνδπλακίαο ελφο ζηνηρείνπ ηνπ Μ ιέγεηαη ξεηφο 

αξηζκφο. Έηζη ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ Q ησλ ξεηψλ αξηζκψλ είλαη θιάζεηο ηζνδπλακίαο. 

Οη εζσηεξηθέο πξάμεηο πνπ γλσξίζακε κέρξη ηψξα ζην Q, ήηαλ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα 

πξάμεηο κεηαμχ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο.  

 

 

Ζ έλλνηα ηνπ θιάζκαηνο 

Ζ αλαγθαηφηεηα πνζνηηθνπνίεζεο θαη αξηζκεηηθήο  έθθξαζεο ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ ελφο 

«κέξνπο» θαη ηνπ «φινπ» ελφο κεγέζνπο ή γεληθφηεξα κεηαμχ δχν νπνησλδήπνηε 

κεγεζψλ, επηβάιιεη ηελ εηζαγσγή ηεο έλλνηαο ηνπ θιάζκαηνο, ηε γελίθεπζή ηεο θαη ηελ 

επέθηαζε ηεο έλλνηαο ηνπ αθέξαηνπ αξηζκνχ κε ηελ πξνζζήθε ηεο έλλνηαο ηνπ ξεηνχ 

αξηζκνχ.  

Χο θιάζκα νξίδεηαη έλα δηαηαγκέλν δεχγνο (α , β)  δηαηππσκέλν φπσο έρεη θαζηεξσζεί κε 

ηε κνξθή  



  φπνπ α , β είλαη θπζηθνί αξηζκνί κε β 0 γηα ην νπνίν ηζρχεη:  



 

 7 

1)  Μηα ζρέζε ηζφηεηαο, ζχκθσλα κε ηελ νπνία δχν θιάζκαηα  



  θαη 




  είλαη ίζα αλ 

θαη κφλν αλ είλαη  α = γ  θαη β = δ  

2)  Μηα ζρέζε δηάηαμεο, ζχκθσλα κε ηελ νπνία έλα θιάζκα  



 ζα ζεσξείηαη κηθξφηεξν  

ελφο άιινπ θιάζκαηνο 



 αλ θαη κφλν αλ είλαη α.δ < β.γ  (Υαζάπεο ,2000). 

 

Ζ έλλνηα ηνπ ξεηνύ αξηζκνύ 

Χο ξεηφο αξηζκφο νξίδεηαη έλα ζχλνιν ηζνδχλακσλ κεηαμχ ηνπο δηαηαγκέλσλ δεπγψλ (α, 

β)  ή 



 , έλα ζχλνιν δειαδή θιαζκάησλ, φπνπ α θαη β είλαη αθέξαηνη αξηζκνί κε β  0 

θαη δπν δεχγε 



  θαη 




  ζεσξνχληαη ηζνδχλακα αλ θαη κφλν αλ α.δ = β.γ (Υαζάπεο, 

2000).  

 Γειαδή ,ελψ θάζε ξεηφο αξηζκφο είλαη έλα ζχλνιν θιαζκάησλ ηα νπνία εθθξάδνπλ ην 

ίδην κέηξν, θάζε θιάζκα είλαη κία απφ ηηο δηαθνξεηηθέο, αιιά ηζνδχλακεο κεηαμχ ηνπο, 

παξαζηάζεηο ελφο ξεηνχ αξηζκνχ. Κάζε αθέξαηνο αξηζκφο κπνξεί επίζεο λα παξαζηαζεί 

σο θιάζκα κε παξνλνκαζηή ηε κνλάδα, νπφηε θάζε αθέξαηνο αξηζκφο κπνξεί επίζεο λα 

ζεσξεζεί ξεηφο αξηζκφο. Σα θιάζκαηα 2/4,  6/12 θαη 30/60 γηα παξάδεηγκα, είλαη 

δηαθνξεηηθά κεηαμχ ηνπο δεχγε αξηζκψλ, πνπ εθθξάδνπλ φκσο ην ίδην κέηξν ελφο 

κεγέζνπο (κηζφ κηαο νιφηεηαο) θαη παξηζηάλνπλ επνκέλσο ηνλ ίδην ξεηφ αξηζκφ. Απν-

ηεινχλ δειαδή δηαθνξεηηθέο κεηαμχ ηνπο, αιιά ηαπηφζεκεο εθθξάζεηο ηνχ ίδηνπ ξεηνχ 

αξηζκνχ.  Με απηή ηελ έλλνηα ηα θιάζκαηα 2/4 θαη 6/12 δελ είλαη ίζα κεηαμχ ηνπο, αθνχ 

είλαη 2   6 θαη 4   12, είλαη φκσο ηζνδχλακα. Γειαδή ηαπηφζεκεο παξαζηάζεηο ηνπ 

ίδηνπ ξεηνχ αξηζκνχ, πνπ ζεκαίλεη ηζνδχλακεο κεηαμχ ηνπο εθθξάζεηο ηνπ ίδηνπ κέηξνπ 

ελφο κεγέζνπο.  

Με θαζαξά ηππηθνχο φξνπο ηψξα, ηζρχνπλ ηα εμήο: (π.ρ Spindler, 1994 ; Βάξζνο θ.α., 

2005) 

΢ην ζχλνιν ZxZ -{0}, φπνπ  ην Z είλαη ην ζχλνιν ησλ αθεξαίσλ, νξίδνπκε κηα ζρέζε : 

(α,β)  (γ,δ)  αδ=βγ. 
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Ζ ζρέζε απηή εχθνια απνδεηθλχεηαη φηη είλαη ζρέζε ηζνδπλακίαο. 

Αλ ζπκβνιίζνπκε ηελ θιάζε ηζνδπλακίαο ηνπ δηαηεηαγκέλνπ δεύγνπο  (α, β)  σο   



  

ηφηε : 



  =




  αδ = βγ. 

Σν ζχλνιν   Q :={ 



  κε α, β Ε θαη β  0} ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο εθνδηαζκέλν κε 

ηηο πξάμεηο 



  +  




= 
 




  θαη  




  .



  = 




 θαιείηαη ζχλνιν πειίθνπ ηνπ  Q. 

΢ην Q δειαδή ηζρχεη  
3 3 9

...
5 5 15


  


  πξάγκα πνπ  ζεκαίλεη φηη ν ξεηόο 
3

5
 δελ 

αληηπξνζσπεχεη κφλν ην δεχγνο (3,5) αιιά έλα ζχλνιν δηαηεηαγκέλσλ δεπγψλ πνπ 

πεξηιακβάλεη ηα  (3,5) , (-3,-5) , (9,15) ,….. 

Ο ξεηφο αξηζκφο 
3

5
  είλαη ε θιάζε ηζνδπλακίαο πνπ πεξηέρεη ην ζηνηρείν (3,5). Έηζη ηα 

ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ  Q ησλ ξεηψλ αξηζκψλ είλαη θιάζεηο ηζνδπλακίαο. Οη εζσηεξηθέο 

πξάμεηο πνπ γλσξίζακε κέρξη ηψξα ζην Q, ήηαλ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα πξάμεηο κεηαμχ 

θιάζεσλ ηζνδπλακίαο. Αο μαλαδνχκε ηελ πξφζζεζε ζην Q : 

Σα θιάζκαηα a = 1/3 θαη b = 1/5 δεκηνπξγνχλ ηνπο ξεηνχο [a] θαη [b]. Αλ κε ηε γλσζηή 

πξφζζεζε ζην ζχλνιν Μ ησλ θιαζκάησλ πξνζζέζνπκε δχν αληηπξφζσπνπο ησλ [a] θαη 

[b], π.ρ. ηνπο 1/3 θαη 1/5, βξίζθνπκε άζξνηζκα c = 8/15. Γχν άιινη αληηπξφζσπνη ησλ 

ξεηψλ [a] θαη [b], π.ρ. νη 2/6 θαη 3/15, δίλνπλ άζξνηζκα 16/30, πνπ αλήθεη ζηελ θιάζε 

[c], αθνχ 8/15 ≡16/30. Σν ίδην ζπκβαίλεη θαη κε νπνηνπζδήπνηε αληηπξφζσπνπο ησλ [a] 

θαη [b]. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ  2:  ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ  ΢ΣΖΝ  ΔΡΔΤΝΑ 

 

Σν πξφβιεκα 

Ζ έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ είλαη κηα απφ ηηο πεξηζζφηεξν ζχλζεηεο θαη 

ζεκαληηθφηεξεο  καζεκαηηθέο έλλνηεο πνπ ζπλαληνχλ νη καζεηέο έσο θαη ηηο πξψηεο 

ηάμεηο ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο (Behr et al.,1983), θαη θαζψο ε ρξήζε ησλ 

θιαζκάησλ είλαη επξεία ζηελ θαζεκεξηλή δσή ,θάλεη απαξαίηεηε ηε ρξήζε ηνπο αθφκε 

θαη απφ ηα πξψηα ρξφληα ηεο πξσηνβάζκηαο εθπαίδεπζεο. Σα ηειεπηαία ρξφληα έρνπλ 

γίλεη πνιπάξηζκεο έξεπλεο θαη έρνπλ εληνπηζηεί νη δπζθνιίεο πνπ ζπλαληνχλ νη καζεηέο 

ζηελ πεξηνρή ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη έρνπλ πξνηαζεί πνιιέο πξνζεγγίζεηο. Μεηαμχ ησλ 

παξαγφλησλ πνπ θάλνπλ ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο θαη εηδηθφηεξα ηα θιάζκαηα δχζθνια 

ζηελ θαηαλφεζε, είλαη νη πνιιέο αλαπαξαζηάζεηο θαη εξκελείεο (Kilpatrick, Swafford, & 

Findell, 2001). 

  Ο Smith (2002), ππνγξάκκηζε φηη νη καζεηέο ζπλαληνχλ θαη ρξεζηκνπνηνχλ ηα 

θιάζκαηα αθφκα θαη πξηλ ηελ είζνδν ηνπο ζηελ πξσηνβάζκηα εθπαίδεπζε .Παξφια απηά, 

θαη παξφηη νη έλλνηεο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ δηδάζθνληαη απφ ηηο πξψηεο ηάμεηο ηνπ 

δεκνηηθνχ ,νη καζεηέο ζπλερίδνπλ λα ζπλαληνχλ δπζθνιίεο γηα ηελ αληηκεηψπηζε 

ζρεηηθψλ ζεκάησλ αθφκα θαη ζηηο κεγαιχηεξεο ηάμεηο , δεκηνπξγψληαο έηζη έλα απφ ηα 

πεξηζζφηεξν θξίζηκα εκπφδηα γηα ηελ καζεκαηηθή σξηκφηεηα ησλ καζεηψλ(Aksu, 1997; 

Behr, Harel, Post & Lesh, 1992; Bezuk & Cramer, 1989). 

Παξαδνζηαθά, δηαδηθαζίεο φπσο ε ζχγθξηζε δπν ξεηψλ , ε εχξεζε ξεηνχ κεηαμχ 

δπν άιισλ θαη νη πξάμεηο κεηαμχ ξεηψλ δηδάζθνληαη κε ηε δηαδηθαζία κεηαηξνπήο ηνπο 

ζε νκψλπκα θιάζκαηα. Έξεπλεο φκσο δείρλνπλ φηη  ην 1/3 ησλ 13-ρξνλσλ καζεηψλ δελ 

κπνξνχλ λα πξνζζέζνπλ ηα θιάζκαηα 1/2 θαη 1/3 ,αλ θαη ηα ζρνιηθά πξνγξάκκαηα 

δίλνπλ έκθαζε ζε ππνινγηζηηθνχο αιγνξίζκνπο(Behr et al,. 1983). Ηδηαίηεξα νη ρακειέο 

επηδφζεηο ησλ καζεηψλ ζηελ πξφζζεζε θαη ζηελ αθαίξεζε θιαζκάησλ εξκελεχνληαη σο 

απνηέιεζκα ηεο δπζθνιίαο ηνπο λα θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο ηζνδπλακίαο θιαζκάησλ 

αιιά θαη ηε ζθνπηκφηεηά ηεο, ε νπνία ελζαξξχλεη ηελ κεραληθή εθηέιεζε ηεο ζρεηηθήο 

δηαδηθαζίαο (Οηθνλφκνπ, ΢αθνλίδεο & Σδεθάθε, 2000). ΢χκθσλα κε ηελ Kerslake 

(1986), ππάξρνπλ αξθεηά παηδηά ηα νπνία αλαγλσξίδνπλ ηα ηζνδχλακα θιάζκαηα αιιά 

δελ ρξεζηκνπνηνχλ απηή ηε γλψζε ζηε πξφζζεζε θιαζκάησλ κε δηαθνξεηηθνχο 
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παξνλνκαζηέο θαη ζηελ εχξεζε θιάζκαηνο κεηαμχ δπν άιισλ θιαζκάησλ. Έηζη ε 

ηθαλφηεηα λα αλαγλσξίζνπλ ή λα θαηαζθεπάζνπλ ηζνδχλακα θιάζκαηα δελ είλαη αξθεηή 

γηα λα εθαξκφζνπλ ηελ ηζνδπλακία γηα λα ιχζνπλ άιια πξνβιήκαηα, πξάγκα πνπ δείρλεη 

φηη δελ έρνπλ βαζηά θαηαλφεζε πνπ λα ηνπο θαζηζηά ηθαλνχο λα εθαξκφζνπλ ηηο γλψζεηο 

ηνπο. Σν φηη ηα παηδηά δελ δίλνπλ ζεκαζία ζηελ έλλνηα ηεο ηζνδπλακίαο ίζσο εμεγεί ην 

γηαηί εθείλνη πνπ κπνξνχλ λα θαηαζθεπάζνπλ ηζνδχλακα θιάζκαηα δελ κπνξνχλ λα 

πξνζζέζνπλ ηα θιάζκαηα 2/3  θαη  3/4  ή αθφκε θαη φηαλ ην θαηαθέξλνπλ δελ κπνξνχλ 

λα εμεγήζνπλ ηε κέζνδν. Οη Behr et al.,(1983) έδεημαλ φηη νη καζεηέο κπεξδεχνπλ θαη 

μερλνχλ ηνπο αιγφξηζκνπο ησλ πξάμεσλ πνπ καζαίλνπλ ζην ζρνιείν, ελψ ν Smith (1995) 

έδεημε φηη αθφκα θαη νη πεξηζζφηεξν ηθαλνί καζεηέο ρξεζηκνπνηνχλ πξνζσπηθέο 

ζηξαηεγηθέο νη νπνίεο εμαξηψληαη απφ ηελ εηδηθή κνξθή ησλ ζπγθεθξηκέλσλ θιαζκάησλ 

ζε θάζε πεξίπησζε. Οη Arnon et al.,(2001) πξνηείλνπλ φηη «ε θύξηα πεγή ηέηνησλ 

δπζθνιηώλ είλαη όηη νη καζεηέο δελ έρνπλ αλαπηύμεη ηελ έλλνηα ησλ θιάζεσλ  ηζνδπλακίαο 

γηα ηα θιάζκαηα »(ζει.170)  Απφ ηελ άιιε ν Piaget (1976), καο δίδαμε φηη νη καζεηέο 

ζηελ ειηθία ησλ ζπγθεθξηκέλσλ ιεηηνπξγηψλ (concrete operation) αλαπηχζζνπλ 

αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο έλλνηεο ελψ αζρνινχληαη κε ηηο δηθέο ηνπο ζπγθεθξηκέλεο 

δξαζηεξηφηεηεο. Καη ην βαζηθφ εξψηεκα πνπ ηίζεηαη απφ ηνπο Arnon et al.,(2001) είλαη 

ην εμήο: Θα σθειήζεη ηνπο καζεηέο ε θαηαζθεπή ζπγθεθξηκέλσλ αλαπαξαζηάζεσλ γηα 

ηηο θιάζεηο ηζνδπλακίαο ησλ θιαζκάησλ, θαη ζπλεπψο, ζα δηεπθνιχλεη ηελ κάζεζε απηήο 

ηεο έλλνηαο ζηελ ειηθία ησλ ‗ζπγθεθξηκέλσλ ιεηηνπξγηψλ‘; ΢πλδπάδνληαο ηα παξαπάλσ 

κε ηηο δηαζέζηκεο ιεηηνπξγηθφηεηέο πνπ καο πξνζθέξεη ην ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ ηεο 

παξνχζαο έξεπλαο, αλαπηχμακε θψδηθεο ζηε γιψζζα Logo νη νπνίνη παξέρνπλ ηηο εμήο 

δπλαηφηεηεο ζηνπο καζεηέο: 

 κε ηε βνήζεηα ηνπ δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα, λα αλαπαξαζηήζνπλ ζε έλα 

ζχζηεκα αμφλσλ ηελ αθεξεκέλε έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο δηαηεηαγκέλα 

δεχγε θπζηθψλ αξηζκψλ 

 Να θαηαζθεπάζνπλ ζπγθεθξηκέλεο αλαπαξαζηάζεηο  γηα θιάζεηο ηζνδχλακσλ 

θιαζκάησλ. 

 

Πνιινί πηζηεχνπλ φηη ν θνξκαιηζκφο  δεκηνπξγεί πνιιά εκπφδηα ζηνπο καζεηέο,  

ελψ νη καζεηέο ζεσξνχλ φηη κε ηε ρξήζε ηνπ ηππηθνχ καζεκαηηθνχ θνξκαιηζκνχ απιά 
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δηεμάγνπλ θάπνηεο ηππηθέο δηαδηθαζίεο ρσξίο θάπνην λφεκα (Dubinsky, 2000). ΢χκθσλα 

κε ηνλ Κπλεγφ (2006), ε ‗εθκάζεζε ηνπ ηππηθνύ θνξκαιηζκνύ, όρη κόλν δελ εκπνδίδεη  ηελ 

αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο ζθέςεο, αιιά κε ηα θαηάιιεια εξγαιεία, δξαζηεξηόηεηεο θαη 

δηδαθηηθή ππνζηήξημε κπνξεί λα ηελ εληζρύζεη’(ζει.133), θαη κάιηζηα ε ςεθηαθή 

ηερλνινγία παξέρεη ζηνπο καζεηέο ηε δπλαηφηεηα λα εθθξάζνπλ καζεκαηηθά λνήκαηα 

ρξεζηκνπνηψληαο σο κέζν ηνλ ηππηθφ θνξκαιηζκφ (Kynigos, 2002a). ΢χκθσλα κε ηνλ 

Dubinsky (1991), δηδάζθνληαο ηνπο ξεηνχο σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ 

θιαζκάησλ  δελ ζεκαίλεη απιά φηη δηδάζθεηο ηελ ηζνδπλακία δπν ζηνηρείσλ κηαο 

ζπγθεθξηκέλεο θιάζεο. ΢εκαίλεη φηη νη καζεηέο καζαίλνπλ λα ιεηηνπξγνχλ κε ηηο 

θιάζεηο σο αληηθείκελα.  Απηφ επίζεο ζεκαίλεη φηη βνεζάεη ηνπο καζεηέο λα αλαπηχμνπλ 

κηα πην πξνρσξεκέλε  θαηαλφεζε ηεο δνκήο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη ηνπ ξφινπ πνπ 

παίδεη ζε απηή ηε δνκή έλα αξηζκεηηθφ θιάζκα θαη κηα ζπγθεθξηκέλε θιάζε.   

Με βάζε ινηπφλ κε ηελ παξαπάλσ αλάιπζε, ην εξεπλεηηθφ καο πξφβιεκα  

ζπλίζηαηαη ζηελ δηεξεχλεζε ηνπ ηξφπνπ κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο αλαπηχζζνπλ 

καζεκαηηθά λνήκαηα γηα ηελ  αθεξεκέλε έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ (σο θιάζεηο  

ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ) ζηελ ειηθία ησλ ζπγθεθξηκέλσλ ιεηηνπξγηψλ 

(θαηά Piaget)- πξάγκα πνπ απνπζηάδεη παληειψο απφ ηηο κέρξη ηψξα έξεπλεο- κέζα απφ 

ηε ρξήζε ιεηηνπξγηθνηήησλ ηνπ ρεισλφθνζκνπ. 

 

΢ΚΟΠΟ΢  ΣΖ΢ ΔΡΔΤΝΑ΢ - ΔΡΔΤΝΖΣΗΚΑ ΔΡΧΣΖΜΑΣΑ 
 

Ζ παξνχζα έξεπλα εζηηάδεηαη ζηε δηεξεχλεζε ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

απφ καζεηέο Α΄  Γπκλαζίνπ σο ‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘, θαζψο 

θαη ζηε κειέηε ηεο αλάπηπμεο καζεκαηηθψλ λνεκάησλ γηα απηή ηελ αθεξεκέλε έλλνηα 

φπσο απηή αλαπηχζζεηαη θαη  εκθαλίδεηαη ζε δηαδηθαζίεο: ίζεο δηακέξηζεο ελφο 

νξζνγσλίνπ, θαηαζθεπήο ηνπ θιάζκαηνο σο ‗κέηξν‘, εχξεζεο θαη αλαπαξάζηαζεο 

ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ σο ζεκεία επζείαο δηεξρφκελεο απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. 

Σν καζεζηαθφ πεξηβάιινλ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη, ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ 

ζπλεξγαηηθνχ θαη επηθνηλσληαθνχ ραξαθηήξα θαηαζθεπή καζεκαηηθψλ κνληέισλ ζε 

έλαλ κηθξφθνζκν κε θχξηα ραξαθηεξηζηηθά ηελ αιιειεπίδξαζε, ηελ ρξήζε εξγαιείσλ 

ζπκβνιηθήο αιγεβξηθήο έθθξαζεο θαη δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ αληηθεηκέλσλ θαη 

αλαπαξαζηάζεσλ κε ηα εξγαιεία ησλ κεηαβνιέσλ. Όπσο αλαπηχρζεθε πξνεγνπκέλσο, 
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ζε ηέηνηα πεξηβάιινληα επλνείηαη ν πεηξακαηηζκφο θαη ε αλάπηπμε λνεκάησλ κέζα απφ 

ηελ άκεζε αλαηξνθνδφηεζε πνπ ηνπ παξέρεη ην πεξηβάιινλ κε βάζε ηελ νπνία ν 

καζεηήο κπνξεί λα ηξνπνπνηήζεη ηηο ελέξγεηέο ηνπ θαη λα εκπιαθεί ζε αλαζηνραζηηθέο 

δηαδηθαζίεο. Σα ζπγθεθξηκέλα εξγαιεία απνηεινχλ πξφζθνξα πεδία κειέηεο ησλ 

παξαπάλσ ελλνηψλ αθνχ : 

 Οη έλλνηεο ησλ θιαζκάησλ θαη ησλ ξεηψλ πξνθχπηνπλ θαηά ηνλ ζρεδηαζκφ θαη 

δηακέξηζε ελφο γεσκεηξηθνχ ζρήκαηνο  

 Σν ζπγθεθξηκέλν ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ παξέρεη πνιιαπιέο δηαζπλδεφκελεο 

αλαπαξαζηάζεηο κε ηε κνξθή γξαθηθήο θαη ζπκβνιηθήο έθθξαζεο 

 Με ηε βνήζεηα ησλ κεηαβνιέσλ θαη ηνπ  δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ κπνξεί ν καζεηήο 

λα ειέγρεη ηε κνξθή ησλ ζρεκάησλ πνπ θαηαζθεπάδεη, λα βξίζθεη 

πεηξακαηηδφκελνο ηζνδχλακα θιάζκαηα θαη κάιηζηα νπνηνδήπνηε πιήζνο (πνπ κε 

ηνλ παξαδνζηαθφ ηξφπν ηνπ ραξηηνχ θαη ηνπ κνιπβηνχ ζρεδφλ φιεο ηηο θνξέο ηα 

ζρήκαηα δίλνληαη έηνηκα θαη ρσξηζκέλα θαη κφλν ζε πεξηνξηζκέλν αξηζκφ 

πεξηπηψζεσλ). 

  Να αλαπαξηζηάλεη ηα ηζνδχλακα θιάζκαηα σο δεχγε ζεκείσλ ζε έλα θαξηεζηαλφ 

ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ κε ηε βνήζεηα ηνπ δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα , ν νπνίνο 

δεκηνπξγεί κηα ζπγθεθξηκέλε αλαπαξάζηαζε ηεο αθεξεκέλεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ. 

 

 

Με βάζε ηα παξαπάλσ, ηα εξεπλεηηθά εξσηήκαηα δηακνξθψλνληαη σο εμήο: 

1)  Ση είδνπο καζεκαηηθά λνήκαηα δνκνχλ νη καζεηέο θαηά ηελ δηεξεχλεζε  ηεο  

έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, θαη πσο εκπινχηηζαλ ή κεηέβαιαλ απηά ζηελ 

πνξεία;  

2) Πνηνο είλαη ν ξφινο ησλ δηαζέζηκσλ εξγαιείσλ ηνπ ρεισλφθνζκνπ θαη ηδηαηηέξα 

ησλ κεηαβνιέσλ θαηά ηε δηάξθεηα ησλ δηεξεπλήζεσλ ησλ καζεηψλ, θαη πσο απηά 

επεξεάδνπλ ηε καζεζηαθή δηαδηθαζία;  

3) Ζ ρξήζε ηνπ Υεισλφθνζκνπ θαη ησλ εξγαιείσλ ηνπ ζπλέβαιαλ ζηελ αλάπηπμε 

ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο «θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ 

θιαζκάησλ»; 
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Αλαγθαηφηεηα – ΢εκαληηθφηεηα ηεο έξεπλαο  

Ζ αλαγθαηφηεηα ηεο δηελέξγεηαο ηεο παξνχζαο έξεπλαο βαζίζηεθε ζηε 

δηαπίζησζε φηη εηδηθά ππνινγηζηηθά πεξηβάιινληα κπνξνχλ λα πξνζθέξνπλ εξγαιεία θαη 

ιεηηνπξγηθφηεηεο πνπ ζρεηίδνληαη άκεζα κε ηηο εληνπηζκέλεο δπζθνιίεο ησλ παηδηψλ θαη 

απνπζηάδνπλ απφ πξνεγνχκελεο έξεπλεο. Σέηνηεο ιεηηνπξγηθφηεηεο αθνξνχλ θαηά θχξην 

ιφγν, ηηο αλαπαξαζηαζηαθέο δπλαηφηεηεο (Kaput, 1992) θαη ηνπο ηξφπνπο έθθξαζεο 

ελλνηψλ πνπ παξέρνπλ εηδηθά ζρεδηαζκέλα ππνινγηζηηθά πεξηβάιινληα (Noss et al., 

1997)  Σν ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί, ζπγθεθξηκέλα ν 

«Υεισλφθνζκνο», ζπλδπάδεη ηελ θαηαζθεπή ζρεκάησλ κε ρξήζε ηεο 

πξνγξακκαηηζηηθήο γιψζζαο Logo παξέρνληαο επίζεο δπλαηφηεηεο δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ 

ησλ κεηαβιεηψλ κεγεζψλ ηνπο κέζσ πνιιαπιψλ δηαζπλδεδεκέλσλ αλαπαξαζηάζεσλ, 

φπνπ νη αιιαγέο ζηε κία αλαπαξάζηαζε επηθέξεη αιιαγέο θαη ζηηο ππφινηπεο πνπ 

ζπλδένληαη κε απηή. Θεσξήζεθε ινηπφλ ζθφπηκν λα δηεξεπλεζεί ην θαηά πφζν κπνξεί 

έλα ηέηνην ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ λα βνεζήζεη ηνπο καζεηέο λα αλαπηχμνπλ λνήκαηα 

γηα ηελ έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, λα αλαδείμεη πξνβιήκαηα πνπ αληηκεησπίδνπλ νη 

καζεηέο κε ηελ έλλνηα απηή θαη λα ηνπο βνεζήζεη λα ηελ θαηαλνήζνπλ βαζχηεξα. 

Σν καζεζηαθφ πεξηβάιινλ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη , ραξαθηεξίδεηαη απφ ηελ 

ζπλεξγαηηθνχ θαη επηθνηλσληαθνχ ραξαθηήξα θαηαζθεπή καζεκαηηθψλ κνληέισλ ζε 

έλαλ κηθξφθνζκν κε θχξηα ραξαθηεξηζηηθά ηελ αιιειεπίδξαζε, ηελ ρξήζε εξγαιείσλ 

ζπκβνιηθήο αιγεβξηθήο έθθξαζεο θαη δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ αληηθεηκέλσλ θαη 

αλαπαξαζηάζεσλ κε ηα εξγαιεία ησλ κεηαβνιέσλ. Όπσο αλαπηχρζεθε πξνεγνπκέλσο, 

ζε ηέηνηα πεξηβάιινληα επλνείηαη ν πεηξακαηηζκφο θαη ε αλάπηπμε λνεκάησλ κέζα απφ 

ηελ άκεζε αλαηξνθνδφηεζε πνπ ηνπ παξέρεη ην πεξηβάιινλ κε βάζε ηελ νπνία ν 

καζεηήο κπνξεί λα ηξνπνπνηήζεη ηηο ελέξγεηέο ηνπ θαη λα εκπιαθεί ζε αλαζηνραζηηθέο 

δηαδηθαζίεο. Ζ ζχλδεζε ησλ δηαθνξεηηθψλ εηδψλ αλαπαξαζηάζεσλ: ηνπ ζπκβνιηθνχ 

(γιψζζα Logo), ηνπ γξαθηθνχ (κε ηε βνήζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο αμφλσλ-δπζδηάζηαηνο 

κεηαβνιέαο) θαη ηνπ εηθνληθνχ (νξζνγψληα παξαιιειφγξακκα ρσξηζκέλα ζε ίζα κέξε) 

κπνξεί λα απνηειέζεη έλα λέν πεδίν έξεπλαο ζρεηηθά κε ην είδνο ησλ καζεκαηηθψλ 

λνεκάησλ πνπ αλαπηχζζνληαη ζε ζρέζε κε ηνπο ξεηνχο θαη ηα θιάζκαηα , θαζψο 

πεξηέρεη ζε εληαία κνξθή δηαζπλδεφκελσλ αλαπαξαζηάζεσλ ηηο πεξηνρέο ηεο γξαθηθήο 

θαη ζπκβνιηθήο έθθξαζεο. 
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Παιαηφηεξεο έξεπλεο έρνπλ αλαδείμεη ηηο  δπζθνιίεο πνπ ζπλαληνχλ νη καζεηέο 

ζηελ ζχγθξηζε θαη ζηελ δηάηαμε θιαζκάησλ θαζψο επίζεο ζηελ πξφζζεζε θαη ζηελ 

αθαίξεζε θιαζκάησλ (e.g.Kerslake, 1986; Lesh, Behr, & Post, 1987; Mack, 1995). Απφ 

ηελ αλαζθφπεζε ηεο βηβιηνγξαθίαο θάλεθε φηη απηέο νη παξαλνήζεηο θαη νη δπζθνιίεο 

ζε ιίγεο έξεπλεο έρνπλ κειεηεζεί ζε ζρέζε κε ηνλ ηππηθφ νξηζκφ ησλ ξεηψλ αξηζκψλ (σο 

θιάζεηο ηζνδπλακίαο), θαη κάιηζηα ζχκθσλα κε ηελ Malara (2003a, p.128), ‗νη έξεπλεο 

ζηνπο ξεηνχο αξηζκνχο απφ αιγεβξηθά δνκεκέλε άπνςε είλαη ζρεδφλ απνχζεο‘. Αμίδεη 

λα ζεκεησζεί φηη ζηνλ Διιεληθφ ρψξν δελ ππάξρνπλ αληίζηνηρεο έξεπλεο. Έηζη, 

ζεσξήζεθε ζθφπηκν λα πξαγκαηνπνηεζεί κηα έξεπλα ζε ειιεληθφ ζρνιείν γηα λα θαιχςεη 

ην ππάξρσλ θελφ. 

΢ε έξεπλα  ησλ Malara & Iaderosa (2003a), νη εθπαηδεπηηθνί  ζεσξνχλ φηη  ε  

έλλνηα ησλ ξεηψλ σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο  ζα δεκηνπξγνχζε κεγάια πξνβιήκαηα ζηνπο 

καζεηέο. Απηφ ην εξεπλεηηθφ απνηέιεζκα  θαη ε παξαηήξεζε φηη ε έλλνηα ησλ «θιάζεσλ 

ηζνδπλακίαο» απνπζηάδεη παληειψο απφ ηα ζρνιηθά εγρεηξίδηα ,θαζηζηνχλ ζεκαληηθφ ην 

γεγνλφο λα δηεξεπλεζεί αλ ε δηδαζθαιία απηήο ηεο έλλνηαο κπνξεί λα εθαξκνζηεί ζε 

πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο ηνπ Διιεληθνχ ζρνιείνπ θαη λα ζπληειέζεη ζηελ θαηαλφεζή ηεο 

ρσξίο λα ηνπο νδεγήζεη ζε παξαλνήζεηο, θάλνληαο επθνιφηεξε ηελ κεηάβαζε ζηα πην 

ηππηθά καζεκαηηθά. 

H ζπνπδαηφηεηα ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ κπνξεί λα θαλεί θαη απφ ηα 

εμήο: 

 απφ κηα πξαθηηθή άπνςε, ε ηθαλφηεηα θάπνηνπ λα ρεηξίδεηαη επηηπρεκέλα απηέο 

ηηο έλλνηεο βειηηψλεη ζε κεγάιν βαζκφ ηελ ηθαλφηεηά ηνπ λα θαηαλνεί θαη λα 

ρεηξίδεηαη θαηαζηάζεηο θαη πξνβιήκαηα ηεο πξαγκαηηθφηεηαο 

 απφ κηα ςπρνινγηθή άπνςε, νη ξεηνί αξηζκνί παξέρνπλ έλα πινχζην πεδίν κέζα 

ζην νπνίν ηα παηδηά κπνξνχλ λα αλαπηχμνπλ θαη λα επεθηείλνπλ ηηο λνεηηθέο 

δνκέο  

 θαη απφ κηα καζεκαηηθή άπνςε, ε θαηαλφεζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ παξέρεη ην 

ζεκέιην πάλσ ζην νπνίν κπνξνχλ αξγφηεξα λα βαζηζηνχλ νη αξρηθέο αιγεβξηθέο 

πξάμεηο (Behr et al., 1983). 

Οη δπζθνιίεο πνπ νη καζεηέο αληηκεησπίδνπλ κε ηα θιάζκαηα κπνξεί λα 

πξνθαιέζεη πξνβιήκαηα ζε άιιεο πεξηνρέο ησλ καζεκαηηθψλ φπσο ε άιγεβξα, ε 
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κέηξεζε θαη ζηηο έλλνηεο ηνπ ιφγνπ θαη  αλαινγίαο (Behr et al.,1983; Lamon,2007). 

Λακβάλνληαο ππφςε ηε ζεκαληηθφηεηα θαη ηε ρξεζηκφηεηα ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ, ε παξνχζα έξεπλα κειεηά ηνλ ηξφπν θαη ηνλ βαζκφ πνπ νη καζεηέο ηελ 

θαηαλννχλ κέζα απφ έλα ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ. 

Σέινο, ε ζπκβνιή ηεο παξνχζαο έξεπλαο κπνξεί λα εληνπηζηεί ζηελ αλάδεημε ησλ 

ζηνηρείσλ πνπ ζπλζέηνπλ ηηο δηαδηθαζίεο αλάπηπμεο λνεκάησλ κέζα απφ ηε ρξήζε 

εξγαιείσλ ζπκβνιηθήο έθθξαζεο θαη δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ.  Αμίδεη επίζεο λα ζεκεησζεί 

φηη, επεηδή ε έξεπλα ιακβάλεη κέξνο ζε πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο κηαο ζρνιηθήο ηάμεο, 

κπνξνχλ λα κειεηεζνχλ ζηνηρεία πνπ επεξεάδνπλ ηελ εθαξκνγή θαη ηελ εμέιημε κηαο 

ηέηνηαο δηαδηθαζίαο φπσο θαη ε αλαδήηεζε ελαιιαθηηθψλ ηξφπσλ δηδαζθαιίαο ησλ 

ελλνηψλ ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη ησλ θιαζκάησλ. 

 

 

 

Οξηνζέηεζε ηνπ πξνβιήκαηνο 

Δλψ ε παξνχζα κειέηε αλακέλεηαη λα ζπλεηζθέξεη κε έλα πιήζνο  ηξφπσλ, 

σζηφζν ππάξρνπλ θαη θάπνηνη πεξηνξηζκνί. Έλαο  πεξηνξηζκφο είλαη ν κηθξφο αξηζκφο 

καζεηψλ θαη κάιηζηα απφ έλα κφλν ζρνιείν. Έλαο δεχηεξνο πεξηνξηζκφο είλαη φηη ε 

έξεπλα πξαγκαηνπνηήζεθε ζε πξαγκαηηθέο ζπλζήθεο ζρνιηθήο ηάμεο θαη ζπλεπψο νη 

εκπεηξίεο ησλ ζπκκεηερφλησλ θαη ν ηχπνο ηεο δηδαζθαιίαο πνπ απηνί έιαβαλ δελ έρνπλ 

ειεγρζεί απφ ηνλ εξεπλεηή. Απηνί νη πεξηνξηζκνί πξέπεη λα ιεθζνχλ ππφςε ζε θάζε 

πεξίπησζε πξνζπάζεηαο γελίθεπζεο ησλ απνηειεζκάησλ. 

Μηα άιιε βαζηθή πηπρή ηνπ πξνβιήκαηνο πνπ δελ εμεηάδεηαη θαη δε ιακβάλεηαη 

ππφςε ζηελ παξνχζα έξεπλα, είλαη ν εθπαηδεπηηθφο. Δηδηθφηεξα ,ε έξεπλα δε κειεηά  ην 

επίπεδν θαηαλφεζεο ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο « θιάζεηο ηζνδπλακίαο 

ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ »  απφ ηνπο εθπαηδεπηηθνχο, πξάγκα πνπ απνηειεί βαζηθφ 

παξάγνληα ζηελ δηδαθηηθή δηαδηθαζία. Οη γλψζεηο θαη νη αληηιήςεηο ησλ εθπαηδεπηηθψλ 

γηα ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο παίδνπλ, κέζα ζε απηφ ην πιαίζην, έλα ζεκαληηθφ ξφιν θαζψο 

επεξεάδνπλ ηε κειέηε ησλ καζεηψλ ηνπο θαη, θαηά ζπλέπεηα, ηε καζεζηαθή δηαδηθαζία. 

Καη φπσο επηζεκαίλνπλ θαη θάπνηεο έξεπλεο (e.g.Pinilla, 2006 ) ππάξρεη έλαο ζεκαληηθφο 

αξηζκφο εθπαηδεπηηθψλ πνπ δελ γλσξίδνπλ ην γεγνλφο φηη ππάξρεη ζεκαληηθή δηαθνξά 
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κεηαμχ ελφο θιάζκαηνο θαη ελφο ξεηνχ αξηζκνχ θαη επίζεο θαίλεηαη φηη πνιινί 

εθπαηδεπηηθνί είλαη ειιηπείο ηφζν ζηε γλψζε πεξηερνκέλνπ, φζν θαη ζηελ γλψζε 

παηδαγσγηθνχ πεξηερνκέλνπ πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα δηδάμεηο ηηο έλλνηεο ηνπ ξεηνχ 

αξηζκνχ θαη ηηο δεμηφηεηεο γηα θαηαλφεζε (Carpenter θ.ά., 1993). Καη  θαηά ζπλέπεηα 

πσο ζα κπνξείο λα δηδάμεηο ηελ έλλνηα αλ δελ ηελ θαηέρεηο;  

Σέινο πξέπεη λα ζεκεησζεί φηη ε παξνχζα έξεπλα αλαθέξεηαη κφλν ζηνπο 

ζεηηθνχο ξεηνχο αξηζκνχο θαη φρη ζε φιν ην ζχλνιν Q ησλ ξεηψλ. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ  3:   ΑΝΑ΢ΚΟΠΖ΢Ζ  ΒΗΒΛΗΟΓΡΑΦΗΑ΢ 
 

ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 
Σα ηειεπηαία ρξφληα ππάξρεη κεγάιε ζπδήηεζε θαη έξεπλα ζρεηηθά κε ηε κάζεζε 

θαη ηε δηδαζθαιία ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Μεγάιν κέξνο ηεο έξεπλαο έρεη εζηηάζεη ζηα 

θιάζκαηα, ζηνπο δεθαδηθνχο αξηζκνχο  θαη ζηα πνζνζηά, κειεηψληαο ρσξηζηά ην 

θαζέλα, αιιά θαη ζε ζπλδπαζκφ.  Δξεπλεηέο έρνπλ επίζεο πξνζεγγίζεη ηελ έλλνηα ησλ 

ξεηψλ αξηζκψλ εμεηάδνληαο έλλνηεο πνπ είλαη ρξήζηκεο πξηλ ηε κάζεζε ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ φπσο ε ‗ίζε δηακέξηζε‘ θαη ε έλλνηα ηεο ‗κνλάδαο‘. Άιιεο έξεπλεο  έρνπλ 

εζηηάζεη ζηε κειέηε κηαο ή δπν ππνθαηαζθεπψλ ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη αλέιπζαλ ηελ 

θαηαλφεζε απηψλ ησλ ππνθαηαζθεπψλ απφ ηνπο καζεηέο θαζψο επίζεο θαη ηηο 

δπζθνιίεο θαη ηηο παξαλνήζεηο πνπ αληηκεησπίδνπλ. Δξεπλεηέο επίζεο έρνπλ 

επηθεληξσζεί ζηελ αλαγλψξηζε θαη ηελ θαηαλφεζε ησλ παξαλνήζεσλ θαη ησλ ειιείςεσλ 

ησλ καζεηψλ ζεσξψληαο ηε κάζεζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ζαλ κηα ππεξγελίθεπζε ησλ 

αθεξαίσλ αξηζκψλ. Ζ έξεπλα, ηελ νπνία παξνπζηάδνπκε, έρεη ζθνπφ λα θαηαγξάςεη ηα 

απαξαίηεηα πξψηα βήκαηα γηα ηελ θαηαλφεζε ηεο γλψζεο πνπ έρνπλ νη καζεηέο ζρεηηθά 

κε ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο. 

 

 

Ζ Ηζηνξία ησλ θιαζκάησλ θαη ησλ ξεηώλ 

΢χκθσλα κε ηνλ Δμαξράθν (1988), ε πξψηε επέθηαζε ηνπ ζπλφινπ ησλ θπζηθψλ 

αξηζκψλ ήηαλ ε ελζσκάησζε ζε απηνχο θαη ησλ θιαζκαηηθψλ αξηζκψλ. Ζ αλάγθε 

εηζαγσγήο παξνπζηάζηεθε φηαλ νη άλζξσπνη πξνζπαζνχζαλ λα πεξηγξάςνπλ θαη λα 

κεηξήζνπλ πνζφηεηεο πνπ ήηαλ κφλν έλα κέξνο ελφο ζπλφινπ ,π.ρ κηζφ πνξηνθάιη ή 

φηαλ ήζειαλ λα ζπγθξίλνπλ ηελ απφζηαζε δχν πφιεσλ κε ην «ζηάδην». Δπεηδή κηα 

ηέηνηα ζχγθξηζε δε δίλεη πάληνηε σο απνηέιεζκα θπζηθφ αξηζκφ ,ππήξμε ε αλάγθε 

δεκηνπξγίαο ησλ θιαζκαηηθψλ αξηζκψλ. Γξήγνξα φκσο ε έλλνηα ησλ θιαζκαηηθψλ 

αξηζκψλ έγηλε πεξηζζφηεξν αθεξεκέλε σο ζπλέπεηα ηεο πνιιαπιήο ρξήζεο ηεο. 

΢χκθσλα κε ηελ Pinilla (2006) ηα πξψηα παξαδείγκαηα θιαζκαηηθψλ αξηζκψλ 

κπνξνχλ λα βξεζνχλ ζηελ Αίγππην πεξίπνπ 3000 π.ρ. Ζ πξνέιεπζε ηνπ ζπκβφινπ α/β  

είλαη άγλσζηε αιιά είλαη βέβαην φηη ρξεζηκνπνηήζεθε ην 1202 απφ ηνλ Leonardo 

Fibonacci Pisano . 
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Ζ έλλνηα ηνπ θιάζκαηνο, σο έθθξαζεο ηεο πνζνηηθήο ζρέζεο κεηαμχ ελφο 

«κέξνπο» θαη ηνπ «φινπ» ελφο κεγέζνπο ή γεληθφηεξα κεηαμχ δχν κεγεζψλ, εκθαλίδεηαη 

ηζηνξηθά ήδε απφ ην 2000 π.ρ ζηα καζεκαηηθά ησλ Βαβπιψλησλ κε δηαθνξεηηθέο βέβαηα 

ζπκβνιηθέο παξαζηάζεηο. Οη   αξραηνινγηθέο ελδείμεηο ζηα καζεκαηηθά ησλ Βαβπιψλησλ 

θαη ησλ Αηγππηίσλ, εκθαλίδνπλ θιάζκαηα κφλν κε αξηζκεηή ηε κνλάδα, κε κνλαδηθέο 

εμαηξέζεηο ηα θιάζκαηα 2/3 θαη 3/4 . Απνδίδεηαη, δειαδή, λφεκα θαη γίλεηαη απνδεθηή ε 

ρξήζε θιαζκάησλ ηα νπνία, κε ηηο εμαηξέζεηο πνπ πξναλαθέξζεθαλ, εθθξάδνπλ ηε 

ζρέζε κίαο κνλάδαο κέηξεζεο δχν κεγεζψλ πξνο πνιιέο κνλάδεο. ΢ηε ινγηθή απηή φια 

ηα θιάζκαηα γξάθνληαη σο αζξνίζκαηα θιαζκάησλ κε αξηζκεηή ηε κνλάδα. Γηα 

παξάδεηγκα :    
3 1 1

5 2 10
      (Υαζάπεο, 2000). ΢' απηφ ζπκβάιιεη ην εμεθνληαδηθφ 

ζχζηεκα αξίζκεζεο πνπ ρξεζηκνπνηνχζαλ νη ιανί απηνί,  αθνχ ην 60 έρεη έλα πιήζνο 

αθέξαησλ δηαηξεηψλ. 

 Ζ πξνζέγγηζε απηή ησλ θιαζκάησλ δελ ηξνπνπνηήζεθε νπζηαζηηθά κέρξη ην 

ηέινο ηνπ 15
νπ

  αηψλα κ.Υ., νπφηε επηθξάηεζε θαη δηαδφζεθε ζηελ Δπξψπε ε ρξήζε ηνπ 

δεθαδηθνχ ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο θαη ηνπ αληίζηνηρνπ ζπκβνιηζκνχ ησλ αξηζκψλ. Ζ 

επέθηαζε ηεο έλλνηαο ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ κε ηελ πξνζζήθε ησλ αθέξαησλ αξηζκψλ 

επηηξέπεη ηελ αξηζκεηηθή έθθξαζε ηνπ απνηειέζκαηνο ηεο αθαίξεζεο (κέηξνπ ηεο 

δηαθνξάο), αιιά φρη θαη ηεο δηαίξεζεο δχν νπνησλδήπνηε κέηξσλ δηαθξηηψλ ή ζπλερψλ 

κεγεζψλ. Παξάιιεια, ε πξνζζήθε ησλ θιαζκάησλ επηηξέπεη ηελ αξηζκεηηθή παξάζηαζε 

κηαο ζρέζεο, επνκέλσο θαη ηεο δηαίξεζεο ησλ κέηξσλ δχν κεγεζψλ, αιιά φρη θαη ηεο 

δηαθνξάο δχν νπνησλδήπνηε κέηξσλ δηαθξηηψλ ή ζπλερψλ κεγεζψλ. Ζ αληηκεηψπηζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο δπλαηφηεηαο λα εθθξάδεηαη αξηζκεηηθά ην απνηέιεζκα νπνηαζδήπνηε 

αξηζκεηηθήο πξάμεο κεηαμχ νπνησλδήπνηε κέηξσλ δηαθξηηψλ ή ζπλερψλ κεγεζψλ θαη 

θπξίσο ηεο δπλαηφηεηαο λα εθθξάδεηαη αξηζκεηηθά ην απνηέιεζκα ηεο κέηξεζεο 

νηνπδήπνηε ζπλερνχο κεγέζνπο, νδήγεζε ζηε ζχλζεζε ηεο έλλνηαο ηνπ θιάζκαηνο (σο 

έθθξαζεο ηεο ζρέζεο δχν κεγεζψλ) κε ηελ έλλνηα ηνπ αθέξαηνπ αξηζκνχ (σο έθθξαζεο 

ηνπ κέηξνπ ελφο κεγέζνπο) θαη ζηελ εηζαγσγή ηεο επξχηεξεο έλλνηαο ηνπ ξεηνχ αξηζκνχ. 

΢ηα ηέιε ηνπ 16νπ αηψλα ν Φιακαλδφο καζεκαηηθφο Simon Stevin αζρνιήζεθε 

κε ηα δεθαδηθά θιάζκαηα θαη ηνπο δεθαδηθνχο αξηζκνχο  θαη ρξεζηκνπνίεζε δεθαδηθά 

ςεθία ζηα δεμηά ησ κνλάδσλ ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ κε βαζηθφ επηρείξεκα ηελ 



 

 19 

απινπνίεζε ησλ ππνινγηζκψλ. Ο γλσζηφο ζήκεξα ζπκβνιηζκφο θαζηεξψζεθε απφ ηνλ 

John Napier  πεξίπνπ ην 1620 κ.ρ ν νπνίνο εηζήγαγε ην θφκκα γηα λα μερσξίδεη ην 

αθέξαην απφ ην δεθαδηθφ κέξνο. 

Ζ παξαπέξα επέθηαζε ηεο έλλνηαο ηνπ αξηζκνχ θαη ε εηζαγσγή ησλ ελλνηψλ : 

αξλεηηθφο, ξεηφο, άξξεηνο θαη πξαγκαηηθφο θαζνξίδεηαη  θπξίσο σο ζπλέπεηα ηεο 

εμέιημεο ηεο καζεκαηηθήο επηζηήκεο. Ζ ιχζε εμηζψζεσλ θαη γεληθά ε αλάπηπμε ηεο 

άιγεβξαο δεκηνχξγεζε ηελ αλάγθε  εηζαγσγήο πνιιψλ απφ ηνπο παξαπάλσ αξηζκνχο. Σν 

ζχλνιν ησλ αθεξαίσλ θαη ησλ θιαζκαηηθψλ ,ζεηηθψλ θαη αξλεηηθψλ, νλνκάζηεθε 

ζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Ζ θαηαζθεπή θαη ε αμησκαηηθή ζεκειίσζε ηνπ ζπλφινπ 

ησλ ξεηψλ αξηζκψλ έγηλε ην 19  αηψλα κεηά ηελ θαηαζθεπή ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ θαη 

κε ηε βνήζεηα ηνπ θαξηεζηαλνχ γηλνκέλνπ Ε ρ Ε , φπνπ Ε ην ζχλνιν ησλ αθεξαίσλ. 

 

ΣΟ  «ΚΛΑ΢ΜΑ» ΚΑΗ   Ο  «ΡΖΣΟ΢ ΑΡΗΘΜΟ΢» ΢ΣΖ ΓΗΓΑΚΣΗΚΖ  

ΣΧΝ  ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΧΝ   
 

«Δμαηηίαο ηεο ζηελήο ζρέζεο κεηαμύ ησλ ξεηώλ αξηζκώλ θαη ησλ θιαζκάησλ, απηνί 

νη όξνη ζπλήζσο ελαιιάζζνληαη κε απνηέιεζκα λα πξνθαιείηαη κεγάιε ζύγρπζε 

(Smith,1995, p.6).» 

Ζ ιέμε θιάζκα ρξεζηκνπνηείηαη κε πνιινχο ηξφπνπο θαη κέζα ζηελ αίζνπζα 

αιιά θαη έμσ απφ απηή. Οη πνιιέο ρξήζεηο είλαη ζίγνπξν φηη ζα πξνθαιέζνπλ ζχγρπζε, 

θαη κάιηζηα αθνχ πνιιέο απφ απηέο δελ έρνπλ καζεκαηηθά λνήκαηα. ΢ην κάζεκα ησλ 

καζεκαηηθψλ νη καζεηέο έξρνληαη ζε ακεραλία φηαλ ζπλαληνχλ ηελ αλάγθε λα κάζνπλ 

ηνλ ηερληθφ νξηζκφ ηνπ θιάζκαηνο σο κέξνο –φινπ φηαλ ήδε γλσξίδνπλ απφ ηελ 

θαζεκεξηλή ηνπο εκπεηξία φηη  ε ιέμε θιάζκα ζεκαίλεη έλα νπνηνδήπνηε κηθξφ θνκκάηη. 

Όηαλ έλα θιάζκα φπσο ην 3/2 αλαθέξεηαη ζε πεξηζζφηεξν απφ κηα νιφθιεξε κνλάδα, ε 

εξκελεία ηνπ φηη είλαη έλα κηθξφ θνκκάηη δελ εθαξκφδεηαη πνιχ θαιά. 

Αλ θαη  ε ρξήζε ηεο ιέμεο θιάζκα ζηελ θαζνκηινπκέλε είλαη αξθεηά πνιχπινθε, 

νη πνιιαπιέο ρξήζεηο ηεο ιέμεο ζηε καζεκαηηθή εθπαίδεπζε είλαη επίζεο πξνβιεκαηηθή. 

Μεξηθνί ρξεζηκνπνηνχλ ηε ιέμε θιάζκα γηα λα αλαθεξζνχλ ζηε ζχγθξηζε ηνπ κέξνο –

φινπ. Μεξηθνί αλαθέξνληαη ζε νπνηνδήπνηε αξηζκφ γξακκέλν ζηε κνξθή α/β. ΢πρλά νη 

ιέμεηο θιάζκα θαη ξεηφο αξηζκφο ρξεζηκνπνηνχληαη ελαιιαθηηθά (Lamon, 2007; 

Smith,1995). 
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΢χκθσλα κε ηνπο  Ni & Zhou (2005) νη φξνη «ξεηφο αξηζκφο» θαη «θιάζκα» 

είλαη γλήζηα ζπλδεφκελνη, αιιά φρη ελαιιάμηκνη φξνη θαη απφ καζεκαηηθήο αιιά θαη απφ 

παηδαγσγηθήο άπνςεο. ΢ηα καζεκαηηθά, ν φξνο θιάζκα αλαθέξεηαη ζε νηηδήπνηε είλαη 

γξακκέλν ζηε  ζπκβνιηθή κνξθή α/β. Απηφ επίζεο παξαπέκπεη εηδηθά ζηελ κέξνο –φινπ  

ζεκαζία ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, ην νπνίν εκθαλίδεηαη λα είλαη ην πην πξνζηηφ ζηνπο 

καζεηέο.  Ζ κέξνο –φινπ  εξκελεία ζεσξείηαη ε ελλνηνινγηθή βάζε γηα ηηο άιιεο 

εξκελείεο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, θαη νη πξάμεηο ησλ θιαζκάησλ φπσο ηζνδπλακία, 

πξφζζεζε , αθαίξεζε , πνιιαπιαζηαζκφ θαη δηαίξεζε δηακνξθψλνπλ κηα βάζε γηα ηνλ 

ηππηθφ ζπκβνιηθφ ππνινγηζκφ ζηελ πεξηνρή ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. ΢πλεπψο, ην ¨θιάζκα¨ 

είλαη κέξνο ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ δηφηη απηφ παξηζηάλεη ηε ζεκαληηθή 

‗κέξνο –φινπ‘ ζεκαζία ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη γηαηί απηφ είλαη ην ζχκβνιν πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη ζηνπο ππνινγηζκνχο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ   ( Lamon,1999). 

Δξεπλεηέο ζηελ καζεκαηηθή εθπαίδεπζε έρνπλ δηαθνξεηηθή κεηαρείξηζε ζηε 

ρξεζηκνπνίεζε ησλ φξσλ «ξεηφο αξηζκφο» θαη «θιάζκα».(Ni & Zhou, 2005). Οη 

Thompson & Saldanha (2003),  θάλνπλ κηα δηάθξηζε κεηαμχ ησλ φξσλ ‗θιάζκα‘ ην 

νπνίν παξαπέκπεη ζε έλα «πξνζσπηθφ γλσζηαθφ ζχζηεκα ηδεψλ» (Kieren ,1993), θαη 

‗ξεηφο αξηζκφο‘ ην νπνίν παξαπέκπεη ζην ηππηθφ ζχζηεκα ην θηηαγκέλν απφ ηνπο 

καζεκαηηθνχο. Ηζρπξίδνληαη  «φηη ε θαηαλφεζε  ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, 

φπνπ νη ξεηνί αξηζκνί ρξεζηκνπνηνχληαη κε ηνλ ηππηθφ ηνπο νξηζκφ, είλαη καθξηά απφ 

ηελ γλψζε πνπ ηα παηδηά κπνξνχλ λα θαηαλνήζνπλ, πνπ νη ζρεδηαζηέο ησλ 

πξνγξακκάησλ θαη ησλ δηδαζθαιηψλ πξέπεη λα είλαη μεθάζαξνη σο πξνο ην ηη ελλννχλ κε 

ηνπο φξνπο « θιάζκα» θαη «ξεηφο αξηζκφο» θαη λα απνθεχγνπλ λα ζρεδηάδνπλ γηα 

αζπλάξηεηνπο καζεζηαθνχο ζηφρνπο».(p.98). Μέρξη ηελ δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε νη 

ξεηνί αξηζκνί εξκελεχνληαη πεξηζζφηεξν σο κηα πξνζσπηθή θαη άηππε γλψζε ηεο ηδέαο 

ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ,ην νπνίν απνηειεί επίζεο κηα απαηηεηηθή έλλνηα αιιά φρη ζην 

αθεξεκέλν  ηππηθφ επίπεδν . 

Άιινη εξεπλεηέο δελ θάλνπλ απηή ηε δηάθξηζε ησλ φξσλ. Γηα παξάδεηγκα, νη 

εξεπλεηέο ηνπ ‗Rational Number Project‘ (e.g Behr, Harel, Post, & Lesh, 1992; Post et 

al., 1993), έρνπλ ρξεζηκνπνηήζεη ηνλ φξν ‗rational number ideas‘ γηα λα αλαθεξζνχλ ζηε 

ζθέςε ησλ καζεηψλ ζρεηηθά κε ηα θιάζκαηα θαη ζηε δηδαζθαιία ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

θαη θιαζκάησλ γεληθά. Χζηφζν, απηνί νη εξεπλεηέο δελ θάλνπλ ηε δηάθξηζε κεηαμχ 
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ηππηθήο γλψζεο ησλ αξηζκψλ πνπ είλαη  ξεηή, πξνθαλψο γξακκηθά δηαηεηαγκέλε θαη 

ζχκθσλε κε ηελ ηππηθή ινγηθή (Kieren,1993, p. 51)θαη πξνζσπηθή ελλνηνινγηθή γλψζε 

πνπ είλαη ‗ν ζπλπθαζκφο ηεο δηαίζζεζεο θαη ηεο ηππηθήο γλψζεο ζε πξνζσπηθή βάζε‘ 

(p. 51). Βέβαηα απηνί δελ απαηηνχλ φηη ‗ ε ηππηθή γλψζε‘ θαη ε ‗ πξνζσπηθή 

ελλνηνινγηθή γλψζε‘ αληηζηνηρνχλ ζηνπο ξεηνχο αξηζκνχο θαη  θιάζκα αληίζηνηρα δηφηη 

ε ζπλέρεηα ππάξρεη κεηαμχ πξνζσπηθήο γλψζεο θαη ηππηθήο γλψζεο  (Kieren, 1993; Post 

et al., 1993). 

΢πλεπψο, ζχκθσλα κε ηελ Lamon (2007), νη φξνη θιάζκα θαη ξεηφο αξηζκφο δελ 

είλαη ζπλψλπκνη θαη είλαη πην νξζφ λα ιακβάλνπκε ππφςε ηα θιάζκαηα ζαλ έλα 

ππνζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Σειηθά, φπσο αλαθέξεη ε ίδηα εξεπλήηξηα, είλαη 

ζεκαληηθφ γηα ηνπο καζεηέο λα θαηαιάβνπλ φιν ην ζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη 

επίζεο λα θαηαλνήζνπλ ηηο παξαθάησ δηαθξίζεηο: 

 Όινη νη ξεηνί αξηζκνί κπνξνχλ λα γξαθηνχλ ζε θιαζκαηηθή κνξθή. 

 Οη αξηζκνί 3/4,……
4

3
(ζπλήζσο γξάθεηαη ζηε κνξθή 2/3), 

2.1/4.1(ζπλήζσο γξάθεηαη σο 21/41) θαη 

1

5
2

3

   (ζπλήζσο γξάθεηαη σο 
3

10
  )  

Δίλαη φια θιάζκαηα θαη ξεηνί αξηζκνί. 

 Όινη νη αξηζκνί γξακκέλνη ζε θιαζκαηηθή κνξθή δελ είλαη φινη ξεηνί αξηζκνί. 

Γηα παξάδεηγκα ην: π/2 αλ θαη είλαη γξακκέλν ζε θιαζκαηηθή κνξθή δελ 

είλαη ξεηφο αξηζκφο. 

 Κάζε θιάζκα δελ αληηζηνηρεί ζε έλα δηαθνξεηηθφ ξεηφ αξηζκφ. 

Γηα θάζε έλα απφ ηα ηξία θιάζκαηα 2/5,  4/10,  8/20 δελ ππάξρεη θαη έλα 

δηαθνξεηηθφο ξεηφο αξηζκφο. Όπσο αθξηβψο ε ίδηα γπλαίθα κπνξεί λα 

απνθαιείηαη σο  Κπξία Διέλε, Μεηέξα, Διέλε, Λέλα, Θεία Διέλε θηι, έηζη 

θαη ηα παξαπάλσ θιάζκαηα είλαη δηαθνξεηηθά ζχκβνια πνπ πεξηγξάθνπλ ηνλ 

ίδην ξεηφ αξηζκφ.  Έλαο κνλαδηθφο ξεηφο αξηζκφο απνηειεί βάζε γηα φιεο ηηο 

ηζνδχλακεο κνξθέο θιαζκάησλ . Δπίζεο: 
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 Οη ξεηνί αξηζκνί κπνξνχλ λα γξαθηνχλ ζε θιαζκαηηθή κνξθή, αιιά θαη ζε άιιεο 

κνξθέο (π.ρ δεθαδηθή κνξθή) 

 Γεθαδηθνί αξηζκνί κε πεπεξαζκέλν πιήζνο δεθαδηθψλ είλαη ξεηνί αξηζκνί, φπσο 

επίζεο θαη νη δεθαδηθνί πεξηνδηθνί αξηζκνί. Σα πνζνζηά είλαη ξεηνί αξηζκνί. Με 

πεπεξαζκέλνη θαη κε πεξηνδηθνί αξηζκνί, δελ είλαη ξεηνί αξηζκνί. 

 

 

ΤΠΟΚΑΣΑ΢ΚΔΤΔ΢  ΣΧΝ  ΡΖΣΧΝ  ΑΡΗΘΜΧΝ 
 

Σα θιάζκαηα θαη νη ξεηνί αξηζκνί απνηεινχλ έλα ζεκαληηθφ κέξνο ηνπ 

πξνγξάκκαηνο ησλ ζρνιηθψλ καζεκαηηθψλ θαη ζηελ πξσηνβάζκηα αιιά θαη ζηελ 

δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε(Lamon,1999), ππνζηεξίδνληαο ηελ αλάπηπμε ηεο αλαινγηθήο 

ζθέςεο, θαη ηελ αλάπηπμε πνιιψλ  καζεκαηηθψλ ζεκάησλ φπσο ε άιγεβξα θαη νη 

πηζαλφηεηεο(Clarke & Roche, 2007). Χζηφζν είλαη θαλεξφ φηη πνιινί εθπαηδεπηηθνί ην 

ζεσξνχλ δχζθνιν γηα λα δηδαρηεί (Post et al., 1993) θαη πνιινί καζεηέο ην βξίζθνπλ 

δχζθνιν γηα λα ην θαηαλνήζνπλ(Behr et al., 1983; Streefland, 1991). Μεηαμχ ησλ 

παξαγφλησλ πνπ θάλνπλ ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο γεληθά θαη ηα θιάζκαηα εηδηθά δχζθνια 

ζηελ θαηαλφεζε είλαη  νη πνιιέο ηνπο αλαπαξαζηάζεηο θαη εξκελείεο (Subconstructs) 

(Kilpatrick, Swafford, & Findell, 2001). Δπίζεο, ζεκαληηθφ ζηνηρείν απνηειεί θαη ε 

ππεξγελίθεπζε ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ θαη ε ιαλζαζκέλε εθαξκνγή ηνπο ζηα θιάζκαηα 

(Streefland, 1991). Σέινο ζχκθσλα κε ηνλ  Hasemann, (1981) θαίλεηαη λα ππάξρεη έλα 

θελφ κεηαμχ ελλνηνινγηθήο θαη δηαδηθαζηηθήο θαηαλφεζεο θαη ηθαλφηεηαο λα ζπλδέζνπλ 

νη καζεηέο ηελ δηαηζζεηηθή γλψζε κε ηα ζχκβνια θαη ηελ ηππηθή δηδαζθαιία ζηελ ηάμε. 

Σν δίιιεκα γηα ηνπο εθπαηδεπηηθνχο θαη ηνπο καζεηέο είλαη ην πψο ζα 

πξαγκαηνπνηήζνπλ ηηο θαηάιιειεο ζπλδέζεηο έηζη ψζηε λα επηηεπρζεί κηα ψξηκε, 

νιηζηηθή θαη επέιηθηε θαηαλφεζε ησλ θιαζκάησλ θαη ηεο επξχηεξεο πεξηνρήο ησλ 

ξεηψλ αξηζκψλ. Δπεηδή ινηπφλ ε έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ είλαη πεξίπινθε θαη 

εθηεηακέλε, γηα λα κειεηεζεί θαη λα θαηαλνεζεί πξέπεη λα αλαιπζεί ζε επηκέξνπο 

θνκκάηηα, γλσζηά σο ππνθαηαζθεπέο (Subconstructs of Rational Numbers) 

Οη ππνθαηαζθεπέο (sub-constructs) ησλ ξεηψλ αξηζκψλ έρνπλ κειεηεζεί απφ ηελ 

δεθαεηία ηνπ 1970 απφ ηνπο  Kieren, Freudenthal, Harel  Behr, θαη Lamon. Ζ Kieren 
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(1976)  εηζήγαγε πξψηνο ηελ ηδέα φηη νη ξεηνί αξηζκνί απνηεινχληαη απφ πνιιέο 

θαηαζθεπέο θαη φηη ε θαηαλφεζε ηνπ ξεηνχ αξηζκνχ εμαξηάηαη απφ ηελ επίηεπμε ηεο 

θαηαλφεζεο ηεο ζχκπιεπζεο απηψλ ησλ θαηαζθεπψλ. O αξρηθφο θαηάινγνο ησλ 

θαηαζθεπψλ ηνπ ξεηνχ αξηζκνχ πνπ παξνπζίαζε απνηεινχληαη απφ: θιάζκαηα, δεθαδηθά 

θιάζκαηα, θιάζεηο ηζνδπλακίαο θιαζκάησλ, αξηζκνχο ηεο κνξθήο p/q, φπνπ ηα p θαη q 

είλαη αθέξαηνη κε q ≠ 0 (νη νπνίνη κε απηή ηε κνξθή θαινχληαλ ιφγνη), 

πνιιαπιαζηαζηηθνί ηειεζηέο, θαη ζηνηρεία ελφο άπεηξνπ δηαηεηαγκέλνπ πεδίνπ πειίθσλ. 

Ο Κieren (1980) πεξηγξάθεη πέληε ππνθαηαζθεπέο: Μέξνο –φινπ ζρέζεηο, Λφγνο, 

Πειίθν, Μέηξν, Σειεζηήο. Όιεο καδί απηέο νη ππνθαηαζθεπέο ζρεκαηίδνπλ ηε βάζε γηα 

ζσζηή αληηκεηψπηζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Κακηά ππνθαηαζθεπή δελ κπνξεί λα ζηαζεί 

κφλε ηεο , θαη ε θάζε κηα επηηξέπεη ηελ ζεψξεζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ απφ κηα 

δηαθνξεηηθή πιεπξά. Πνιιαπιέο εξκελείεο ζηελ πεξηνρή ησλ ξεηψλ αξηζκψλ έρνπλ 

ζπδεηεζεί θαη απφ άιινπο εξεπλεηέο π.ρ  Freudenthal (1983), Vergnaud (1983)  θαη 

Ohlsson (1988). O Freudenthal (1983) αληηιακβάλεηαη ηα θιάζκαηα σο ηε 

θαηλνκελνινγηθή πεγή ησλ ελλνηψλ ηνπ ξεηνχ αξηζκνχ θαη κηιάεη γηα ηέζζεξηο φςεηο 

ησλ θιαζκάησλ. Πξψηνλ, ρξεζηκνπνηεί ηνλ φξν «θιάζκα σο ηεκαρηζηήο» (fracturer) γηα 

λα αλαθεξζεί ζηηο εκπεηξηθέο φςεηο ησλ θιαζκάησλ πνπ βαζίδνληαη ζε δξαζηεξηφηεηεο 

φπσο, ε ζχγθξηζε πνζνηήησλ θαη κεγεζψλ κέζσ ηεο φςεο θαη ηεο αθήο. H ηδέα πίζσ απφ 

ηέηνηεο εκπεηξίεο είλαη λα εκπιέμεη ην παηδί ζηελ πξσηφγνλε δξαζηεξηφηεηα κέηξεζεο 

πξηλ λα ρξεζηκνπνηεζεί ε ηππηθή κέηξεζε. Γεχηεξνλ, πξνζζέηεη φηη ν πην δηαθξηηφο 

ηξφπνο κε ηνλ νπνίν παξνπζηάδνληαη ηα θιάζκαηα είλαη σο φιν - κέξνο, δειαδή σο 

νιφηεηεο πνπ ρσξίδνληαη ζε ίζα κέξε. H ηξίηε θαηαζθεπή ηνπ Freudenthal γηα ηα 

θιάζκαηα είλαη κε ηελ έλλνηα ηνπ παξαβάιινληνο (comparer). Απηή ε έλλνηα επεθηείλεη 

ηελ έλλνηα «κέξνο ελφο φινπ» ζηε κνξθή φπνπ ζπγθξίλνληαη κέξε δηαθνξεηηθψλ 

νινηήησλ θαη επεθηείλεη ηελ έλλνηα ηνπ θιάζκαηνο γηα λα πεξηιάβεη θαη ηα 

θαηαρξεζηηθά θιάζκαηα. Ζ ηέηαξηή ηνπ έλλνηα είλαη ην θιάζκα σο ηειεζηήο θαη ζεσξεί  

φηη πξνθχπηεη θαη ζηηο ηξεηο άιιεο θαηαζθεπέο. 

O Vergnaud (1983), επηθεληξψλνληαο ζηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ, ηνπνζέηεζε 

ηηο έλλνηεο ηνπ θιάζκαηνο θαη ηνπ ιφγνπ ζην γεληθφηεξν πεξηερφκελν ηνπ 

πνιιαπιαζηαζηηθνχ ελλνηνινγηθνχ πεδίνπ. Θεσξεί απηέο ηηο έλλνηεο ζην πιαίζην ηξηψλ 

ηχπσλ πξνβιεκάησλ: ηνπ ηζνκνξθηζκνχ ησλ κέηξσλ, ηνπ γηλνκέλνπ ησλ κέηξσλ, θαη 
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ησλ πνιιαπιψλ αλαινγηψλ. O Kieren (1988) πεξηγξάθεη ηέζζεξηο ηέηνηεο θαηαζθεπέο: 

κέηξεζε, πειίθν, ηειεζηή θαη ιφγν, θαη ζεσξεί φηη ε θαηαζθεπή κέξνο – φινπ δηαρέεηαη 

ζηηο άιιεο. Ζ Marshall(1993) δηαθξίλεη πέληε ηέηνηεο θαηαζθεπέο ή ζρήκαηα: Σν ζρήκα 

ηνπ ξεηνχ σο : 

 

1) Μέξνο –φινπ 

2) Λφγνο 

3) Πειίθν 

4) Μέηξν 

5) Σειεζηήο 

 

Οη  Behr et al., (1993) θαηέιεμαλ ζην ζπκπέξαζκα φηη νη πέληε ππνθαηαζθεπέο :  

Μέξνο –φινπ , Λφγνο , Πειίθν , Μέηξν θαη Σειεζηήο  έρνπλ  ζε θάπνην βαζκφ αληέμεη 

ζηε δνθηκαζία ηνπ ρξφλνπ θαη επαξθνχλ γηα λα δηεπθξηλίζνπλ ηε ζεκαζία ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ. 

 

Μέξνο –Όινπ  Τπνθαηαζθεπή 
 

Ζ κέξνο –φινπ ππνθαηαζθεπή, ε νπνία ζπλήζσο εθθξάδεηαη σο θιάζκα, 

ζεσξείηαη ην ζεκέιην γηα ηε γλψζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη βαζηθή γηα ηηο άιιεο 

ππνθαηαζθεπέο(Behr et al.,1983; Freudenthal, 1983; Kieren, 1988; Pitkethly and 

Hunting, 1996; Ni & Zhou, 2005) θαη ε νπνία ζηεξίδεηαη ζηελ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ 

λα ρσξίδνπλ κηα ζπλερή πνζφηεηα ή έλα ζχλνιν δηαθξηηψλ αληηθεηκέλσλ ζε γθξνππ πνπ 

είλαη ίζα ζε κέγεζνο (Lamon,1999; Marshall,1993). Γηα παξάδεηγκα ,ηξία –πέκπηα ζαλ 

κέξνο ελφο φινπ εξκελεχεηαη σο ηξία απφ ηα πέληε ίζνπ κεγέζνπο θνκκάηηα. Οη Post θαη 

Cramer (1987) αλέθεξαλ φηη νη καζεηέο έρνπλ ηελ ηάζε  λα λνκίδνπλ φηη ην 1/4 είλαη 

κεγαιχηεξν απφ ην 1/3 γηαηί ην ίδην φινλ ρσξίζηεθε ζε πεξηζζφηεξα θνκκάηηα 

(ηέζζεξα). 

Ζ εξκελεία ηνπ ξεηνχ σο κέξνο –φινπ είλαη εθείλε πνπ ζπλαληνχλ νη καζεηέο 

ζην ζρνιείν φηαλ αληηκεησπίδνπλ ηελ έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη ζπλήζσο είλαη θαη 

ε κνλαδηθή πνπ νη εθπαηδεπηηθνί ρξεζηκνπνηνχλ ζηε δηδαζθαιία ζην δεκνηηθφ 

(Κνιέδα,2000). ΢πλήζσο νη καζεηέο δηδάζθνληαη ηα θιάζκαηα σο κέξνο –φινπ κέζα απφ 
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δηαδηθαζίεο ρσξηζκνχ θχθισλ ή νξζνγσλίσλ ζε ίζα κέξε θαη ζηαδηαθά πεξλνχλ ζε 

ζπκβνιηθέο αλαπαξαζηάζεηο. Γηα λα αλαπηπρηεί ε κέξνο –φινπ έλλνηα ρξεζηκνπνηνχληαη 

δηάθνξα κνληέια φπσο γεσκεηξηθέο πεξηνρέο, πνπ πεξηιακβάλνπλ κήθε, εκβαδά θαη 

φγθνπο, θαζψο θαη ζχλνια κνληέισλ γηα λα εηζάγνπλ ηνλ ρσξηζκφ ζε ίζα. ΢ε ηέηνηεο 

θαηαζηάζεηο ν αξηζκφο ησλ δεηνχκελσλ κεξψλ είλαη ηέηνηνο ψζηε ν ρσξηζκφο ζε ίζα 

κέξε λα είλαη εχθνιε ππφζεζε γηα ηνπο καζεηέο. Παξά ηνλ ζεκειηαθφ ραξαθηήξα φκσο 

απηνχ ηνπ ζρήκαηνο, πνιινί εξεπλεηέο επηζεκαίλνπλ φηη ε ππεξβνιηθή έκθαζε ζε απηφ 

επζχλεηαη γηα πνιιέο απφ ηηο παξαλνήζεηο θαη ηηο δπζθνιίεο πνπ ζπλαληνχλ νη 

καζεηέο(e.g Kerslake, 1986; Mack,1993). Ο Freudenthal (1983), επηζεκαίλεη φηη απηή ε 

πξνζέγγηζε είλαη πνιχ πεξηνξηζκέλε αθνχ αλαθέξεηαη κφλν ζε γλήζηα θιάζκαηα ελψ νη 

Kerslake, (1986) θαη Mack,(1993) ππνζηεξίδνπλ φηη ε έκθαζε ζε απηφ ην ζρήκα 

επζχλεηαη γηα ηελ αδπλακία ησλ καζεηψλ λα δνχλε ην θιάζκα σο αξηζκφ. Έηζη ην 

θιάζκα 3/5 ην αληηκεησπίδνπλ σο 3 κέξε απφ ηα 5 ελφο φινπ θαη φρη σο έλα αξηζκφ φπσο 

ηνλ αθέξαην 6. ΢αλ απνηέιεζκα έρνπκε ιάζε ηεο κνξθήο   
2 1 3

:
5 3 8
  . 

Ζ ‗κέξνο-φινπ‘ ππνθαηαζθεπή θαίλεηαη λα έρεη ηηο ξίδεο ηεο ζηελ δηακέξηζε 

(partitioning), ηελ νπνία ζα ζπδεηήζνπκε  θαη παξαθάησ. Ζ δηακέξηζε είλαη ζεκειηψδεηο 

ζηελ αλάπηπμε ζηξαηεγηθψλ ίζνπ κνηξαζκνχ θαη ην νπνίν είλαη απαξαίηεην γηα ηνπο 

καζεηέο λα θαηαλνήζνπλ ηε ζρέζε κεηαμχ ηνπ αξηζκνχ ησλ θνκκαηηψλ θαη ηνπ κεγέζνπο 

ηνπο.  Οη Behr et al.(1984) βξήθαλε απφθιηζε ζηελ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ λα 

θαηαλνήζνπλ ηε ζρέζε κεηαμχ ηνπ κεγέζνπο θαη ηνπ αξηζκνχ ησλ ίζσλ κεξψλ ζε έλα 

φιν ην νπνίν είλαη ρσξηζκέλν ζε ίζα κέξε. 

Σα απνηειέζκαηα απφ ηελ έξεπλα ησλ Armstrong and Larson, (1995) 

ππνδεηθλχνπλ φηη νη καζεηέο φηαλ θάλνπλ ζπγθξίζεηο ζπρλά δελ είλαη πξνζεθηηθνί γηα ην 

κέγεζνο ηνπ φινπ απφ ηα νπνία πξνέξρνληαη ηα κέξε. Δπίζεο ε επίδνζε ησλ καζεηψλ 

δελ εκθαλίδεηαη θαιή εάλ ηα θιαζκαηηθά ζχκβνια ζπλδένληαη κε νπηηθά κνληέια φπνπ ε 

κνλάδα δελ δηαηξείηαη ζε αθξηβή αξηζκφ ίζσλ κεξψλ φπσο ππνδεηθλχεηαη απφ ηνλ 

παξαλνκαζηή (Behr et al, 1983). Έλαο ηξφπνο γηα λα βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο είλαη λα 

ηνπο δίλνπκε ζέκαηα πνπ πεξηθιείνπλ ζπγθξίζεηο φπνπ ηα κεγέζε ησλ φισλ δηαθέξνπλ 

θαη φπνπ ηα κέξε ηα νπνία πξέπεη λα ζπγθξηζνχλ δελ είλαη φκνηα ζην ζρήκα. Σα 

παξαπάλσ επηβεβαηψλνληαη θαη απφ ηνπο D‘Ambrosio and Mewborn (1994) φπνπ ζε κία 
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έξεπλά ηνπο βξήθαλ φηη νη καζεηέο νξίδνπλ ην ‗ίζν‘ φρη ζαλ λα έρνπκε κέξε ηα νπνία 

έρνπλ ίδην κέγεζνο αιιά κέξε ηα νπνία κνηάδνπλ. 

  

Οη εξεπλεηέο αλέθεξαλ φηη ε ιαλζαζκέλε θαηαλφεζεο ηεο κέξνο –φινπ ζρέζεο 

θαη ηεο κνλάδαο ζα πξνθαιέζνπλ κηα ζεηξά πξνβιεκάησλ φπσο ε πξφζζεζε θιαζκάησλ, 

ε δηάηαμε θιαζκάησλ θαη ε εχξεζε ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ. (Behr, Harel, Post, & Lesh, 

1994). Γηα παξάδεηγκα νη καζεηέο ίζσο λα κελ είλαη ηθαλνί λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ φηη ην 

φινλ πξέπεη λα είλαη ρσξηζκέλν ζε ίζα κέξε ,ην νπνίν ίζσο πξνθαιέζεη ην ζχλεζεο 

ιάζνο λα πξνζζέηνπλ αξηζκεηέο θαη παξνλνκαζηέο καδί. Ο Post (1981) αλέθεξε φηη νη 

καζεηέο πηζηεχνπλ έλαλ  ιάζνο αιγφξηζκν φηη 1/2+1/3 =2/5 ην νπνίν νθείιεηαη ζηελ 

αδπλακία ηνπο λα αλαγλσξίζνπλ ηελ κέξνο –φινπ  ζρέζε.  

 

Σν ζρήκα ηνπ ξεηνχ σο κέηξν 

 

Ο ξεηφο α/β σο κέηξν πξνθχπηεη απφ ηελ επαλάιεςε ηνπ κνλαδηαίνπ θιάζκαηνο 

1/β γηα ηνλ θαζνξηζκφ κηαο απφζηαζεο (Κνιέδα,2000). Ζ αξηζκνγξακκή είλαη έλα θνηλφ 

κνληέιν ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ ζπκβνιηθή αλαπαξάζηαζε, επάλσ ζηελ νπνία 

ζέηνπκε απζαίξεηα ην ζεκείν κεδέλ θαη ε νπνία είλαη ρσξηζκέλε ζε κνλαδηαία ηκήκαηα, 

θάζε έλα απφ ηα νπνία είλαη κνηξαζκέλν ζε β θνκκάηηα. ΢ε απηφ ην ζρήκα ην θιάζκα 1/β 

ιεηηνπξγεί σο κνλάδα κέηξεζεο δηαηεξψληαο ηελ απφιπηε αμία ηνπ, αλεμαξηήησο ηεο 

ζέζεο ηνπ πάλσ ζηελ αξηζκνγξακκή . Γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηνπ κήθνπο πξέπεη ην 1/β λα 

ρξεζηκνπνηεζεί επαλαιεπηηθά, μεθηλψληαο απφ ην κεδέλ. Απηφ ζεκαίλεη φηη νη καζεηέο 

πξέπεη λα είλαη ηθαλνί λα ηνπνζεηνχλ έλα αξηζκφ ζηελ αξηζκνγξακκή θαη αληηζηξφθσο, 

λα είλαη ηθαλνί λα αλαγλσξίζνπλ έλαλ αξηζκφ πνπ παξηζηάλεηαη πάλσ ζηελ 

αξηζκνγξακκή απφ έλα ζπγθεθξηκέλν ζεκείν (Hannula, 2003; Smith,2002) 

Απηφ ην κνληέιν είλαη δηαθνξεηηθφ απφ ηα κνληέια ησλ εκβαδψλ ή ηα δηαθξηηά 

ζχλνια αληηθεηκέλσλ θαη ελζαξξχλεη ηνπο καζεηέο λα αιιάμνπλ ηνλ ηξφπν ζθέςεο απφ 

ην λα βιέπνπλ έλα θιάζκα ζαλ δχν αξηζκνχο ζην λα ην βιέπνπλ ηψξα σο έλαλ αξηζκφ. 

Γειαδή δίλεη έκθαζε ζηελ έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ πνπ παξηζηάλνπλ κηα κνλαδηθή 

πνζφηεηα. Απηφ δηαθσηίδεη ζεκαληηθέο ηδηφηεηεο ησλ ξεηψλ πάλσ ζηελ αξηζκνγξακκή 

φπσο ε ππθλφηεηα ησλ ξεηψλ (Behr et al,1983). Ζ Lamon (1999), αλαθέξεηαη ζην 
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πνηνηηθφ άικα πνπ πξέπεη λα θάλνπλ νη καζεηέο γηα λα θηλεζνχλ απφ ηνπο αθεξαίνπο 

ζηνπο θιαζκαηηθνχο αξηζκνχο, θαη επηζεκαίλεη φηη ηα θιάζκαηα δελ είλαη γηα ηνπο 

καζεηέο αξηζκνί εμαηηίαο ησλ γλψζεσλ πνπ έρνπλ ζρεηηθά κε ηνπο αθέξαηνπο αθνχ δελ 

απνηεινχλ κέξνο ηνπ ζπζηήκαηνο αξίζκεζεο πνπ γλσξίδνπλ. Απηή ε άξλεζε λα δερηνχλ 

ηα θιάζκαηα σο αξηζκνχο ηνπο νδεγεί ζην λα ηνπο ζεσξνχλ σο δηαθνξεηηθνχο αξηζκνχο 

κε απνηέιεζκα παξαλνήζεηο φπσο :  
2 1 3

5 3 8
  . 

΢πλδένληαο ην ζρήκα ησλ ξεηψλ σο κέηξν κε ηε δηαδηθαζία ηεο δηακέξηζεο, ε 

Lamon(1999) ζεσξεί φηη κηα επηπιένλ ηθαλφηεηα πνπ πξέπεη λα αλαπηχμνπλ νη καζεηέο 

είλαη ε δηακέξηζε θαη άιισλ κνξθψλ εθηφο ηνπ ‗κηζνχ‘ . Δπίζεο πξνηείλεη φηη κηα θαιή 

θαηαλφεζε απηνχ ηνπ ζρήκαηνο, απαηηεί φηη νη καζεηέο πξέπεη λα θαηαλνήζνπλ ηελ 

ηδηφηεηα ηεο ππθλφηεηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ην νπνίν ππνλνεί φηη κεηαμχ δπν ξεηψλ 

ππάξρεη άπεηξν πιήζνο άιισλ. Ο Smith (2002), πξνηείλεη φηη γηα λα αλαπηχμνπλ νη 

καζεηέο πιήξσο ην ζρήκα ησλ ξεηψλ σο κέηξν είλαη αλαγθαίν λα θαηαλνήζνπλ ηελ 

δηάηαμε θαη ηελ ηζνδπλακία ησλ θιαζκάησλ. 

 

Σν ζρήκα ηνπ ξεηνχ σο ιφγνο 
 

Ο ιφγνο νξίδεηαη σο ‗ κηα δηαηχπσζε ηεο αξηζκεηηθήο ζρέζεο κεηαμχ δπν 

πνζνηήησλ‘ (Hart,1988), θαη ‗είλαη πεξηζζφηεξν νξζφ λα ζεσξείηαη σο έλαο ζπγθξηηηθφο 

δείρηεο παξά σο έλαο αξηζκφο‘(Behr et al, 1983). Ο ‗ιφγνο‘ ζηεξίδεηαη ζηελ ηθαλφηεηα 

ηνπ ζπληνληζκνχ, γηα παξάδεηγκα, ηνπ αξηζκνχ  ησλ αληηθεηκέλσλ πνπ πξέπεη λα 

κνηξαζηνχλ κε ηνλ αξηζκφ ησ αλζξψπσλ πνπ ζα ηα κνηξαζηνχλ (Lamon,1994; 

Streefland,1991). 

Σα θιάζκαηα κπνξνχκε λα ηα δνχκε σο έλα ππνζχλνιν ηνπ ιφγνπ θαη 

ρξεζηκνπνηνχληαη κε απηφλ ηνλ ηξφπν γηα λα εθθξάζνπλ κεγέζε θαη κεηξήζεηο. Οη 

δεθαδηθνί, ζαλ κηα δεθαδηθή  αλαπαξάζηαζε ησλ θιαζκάησλ, επίζεο ρξεζηκνπνηνχληαη 

γηα λα εθθξάζνπλ κεγέζε θαη κεηξήζεηο. Χζηφζν, πηζηεχεηε φηη ηα θιάζκαηα θαη νη 

δεθαδηθνί πξνέξρνληαη απφ ηνπο ιφγνπο(Lachance & Confrey, 2002). ΢αλ απνηέιεζκα, ε 

δηδαζθαιία ησλ δεθαδηθψλ πνπ βαζίδεηαη ζην πιαίζην ησ ιφγσλ βνεζάεη ηνπο καζεηέο 

λα θαηαλνήζνπλ ην ζπκβνιηζκφ ησλ δεθαδηθψλ, φπσο επίζεο ησλ θιαζκάησλ θαη ησλ 

πνζνζηψλ, πνπ είλαη πεξηζζφηεξν αληηιεπηνί ζηε θχζε (Lachance & Confrey, 2002). 
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Ζ έλλνηα ηνπ ιφγνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ελαιιαθηηθά κε ηελ ηδέα ηνπ ξπζκνχ 

κεηαβνιήο. Ζ Lamon(1999) νξίδεη ην ξπζκφ κεηαβνιήο σο ηελ ζχγθξηζε δπν πνζνηήησλ 

δηαθνξεηηθνχ ηχπνπ, ελψ ηνλ ιφγν σο ηελ ζχγθξηζε δπν πνζνηήησλ ηνπ ίδηνπ ηχπνπ. Ζ 

ίδηα εξεπλήηξηα εμεγεί απηφ ην γεγνλφο αλαθέξνληαο έλα δεχγνο ελαιιαθηηθψλ 

πξνζεγγίζεσλ πνπ αθνινπζνχλ νη καζεηέο γηα λα ιχζνπλ ην παξαθάησ πξφβιεκα: ‗Δπηά 

θνξίηζηα κνηξάδνληαη 3 πίηζεο θαη ηξία αγφξηα κνηξάδνληαη κηα πίηζα. Πνηνο πήξε 

πεξηζζφηεξε πίηζα, έλα αγφξη ή έλα θνξίηζη;‘ Αλ νη καζεηέο ζπγθξίλνπλ  (7 θνξίηζηα) / 

(3 πίηζεο)  θαη (3 αγφξηα) / (1 πίηζα), ηφηε ρξεζηκνπνηνχλ ηελ έλλνηα ηνπ ξπζκνχ 

κεηαβνιήο . Αλ φκσο ζπγθξίλνπλ 3θνξίηζηα/ 7αγφξηα θαη ηνλ αξηζκφ απφ ηηο 1 πίηζα/ 3 

πίηζεο, ηφηε εκπιέθνπκε ηελ έλλνηα ηνπ ιφγνπ. 

΢χκθσλα κε ηε Marshall (1993), γηα λα ζπιιάβνπλ νη καζεηέο ηελ έλλνηα ηνπ 

ιφγνπ ρξεηάδεηαη λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ ηη ζεκαίλεη λα πνχκε φηη ππάξρεη κηα ζρέζε 

κεηαμχ δπν πνζνηήησλ θαη λα θαηαλνήζνπλ ηελ ηδηφηεηα φηη νη δπν πνζφηεηεο ζε κηα 

ζρέζε ιφγνπ αιιάδνπλ καδί. Οπφηε φηαλ νη δπν πνζφηεηεο πνιιαπιαζηάδνληαη κε ηνλ 

ίδην κε κεδεληθφ αξηζκφ, ε ηηκή ηνπ ιφγνπ παξακέλεη ε ίδηα. Πξάγκα πνπ ζεσξείηαη 

απαξαίηεην, ηφζν γηα ηελ δηάθξηζε κεηαμχ ησλ εξκελεηψλ ‗ κέξνο –φινπ‘ θαη ιφγνπ φζν 

θαη γηα ηελ αλάπηπμε ηεο ηδέαο ηεο ηζνδπλακίαο. Χζηφζν, καζεηέο πνπ είλαη ηθαλνί λα 

θαηαζθεπάζνπλ ηζνδχλακα θιάζκαηα δελ ζεκαίλεη απαξαίηεηα φηη είλαη ηθαλνί λα 

αλαγλσξίζνπλ ην ακεηάβιεην (Lamon,1999).  

Μηα δηαθνξά κεηαμχ rate and ratio είλαη φηη κπνξνχκε λα πξνζζέζνπκε ηνπο 

πξψηνπο, αιιά φρη ηνπο δεχηεξνπο (Behr et al,1983). Γηα πνιινχο καζεηέο ην θιαζζηθφ 

ιάζνο πνπ θάλνπλ φηαλ πξνζζέηνπλ θιάζκαηα, δειαδή λα πξνζζέηνπλ καδί ηνπο 

αξηζκεηέο θαη καδί ηνπο παξνλνκαζηέο κπνξεί λα πξνέξρεηαη απφ εκπεηξίεο κε 

θαηαζηάζεηο πνπ ζρεηίδνληαη κε ην ζρήκα ηνπ ξεηνχ σο ιφγνο. Σέηνηεο δηαδηθαζίεο 

νδεγνχλ θαη ζηε ζχγρπζε κεηαμχ ηνπ ζρήκαηνο ‗ κέξνο- φινπ‘ θαη ηεο έλλνηαο ηνπ 

ιφγνπ. 

 

Σν ζρήκα ηνπ ξεηνχ σο ηειεζηήο 
 

΢ε απηή ηελ εξκελεία, νη ξεηνί αξηζκνί ζεσξνχληαη σο ζπλαξηήζεηο πνπ 

εθαξκφδνληαη ζε αξηζκνχο, αληηθείκελα ή ζχλνια (Behr et all., 1993). Ζ Lamon (1999) 
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νξίδεη ηνπο ηειεζηέο θαη σο κεηαζρεκαηηζηέο, πνπ γηα παξάδεηγκα κηθξαίλνπλ  ή  

κεγεζχλνπλ  επζχγξακκα ηκήκαηα. 

Μεξηθνί εξεπλεηέο ππνζηεξίδνπλ φηη ην ζρήκα ηεο δηακέξηζεο νδεγεί ηνπο 

καζεηέο ζε κηα θαηαλφεζε ηνπ ζρήκαηνο ησ ξεηψλ σο ηειεζηήο(Kieren,1988). Δπίζεο ην 

ζρήκα ηνπ ηειεζηή νδεγεί ζε θαηαλφεζε ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ ησλ θιαζκάησλ, 

ηδηαίηεξα φηαλ νη καζεηέο ξσηήζεθαλ λα βξνχλε ην 1/4  ηνπ 1/2 (Behr et al.,1993). 

 

Σν ζρήκα ηνπ ξεηνχ σο πειίθν 
 

΢ηελ θαηάζηαζε ‗ πειίθν‘ θαη ζηελ αλαπαξάζηαζε α/β , ην  α αλαπαξηζηά ηελ 

πνζφηεηα ή ηα ζηνηρεία πνπ ζα θαηαλεκεζνχλ ηζνκεξψο, ελψ ην  β  ηνλ αξηζκφ ησλ 

κεξψλ ηεο δηακέξηζεο. Δπηπιένλ, ηα α θαη β αλαπαξηζηνχλ δηαθνξεηηθά είδε πξαγκάησλ 

θαη επίζεο δελ ππάξρεη ν πεξηνξηζκφο α<β (Κνιέδα, 2000).Οη δξαζηεξηφηεηεο πνπ 

ζπλήζσο ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα βνεζήζνπλ ηνπο καζεηέο λα θαηαζθεπάζνπλ απηή ηελ 

έλλνηα ησλ ξεηψλ πεξηιακβάλνπλ πξνβιήκαηα ‗ δίθαηεο κνηξαζηάο‘ ζπλερψλ πνζνηήησλ 

φπσο γηα παξάδεηγκα πίηζεο (Streefland, 1993).΢ε αληίζεζε κε ην ζρήκα ‗ κέξνο –φινπ‘ 

ζην ζρήκα ηνπ πειίθνπ αλακηγλχνληαη δπν δηαθνξεηηθνί ρψξνη (π.ρ 3 πίηζεο κνηξάδνληαη 

ζε 4 αλζξψπνπο). Δπίζεο, απφ ηε ζηηγκή πνπ ην απνηέιεζκα είλαη κηα αξηζκεηηθή ηηκή 

θαη φρη ηα κέξε πνπ πήξακε απφ ηε δίθαηε κνηξαζηά, ζην ζρήκα ηνπ πειίθνπ δελ ππάξρεη 

ν πεξηνξηζκφο ζην κέγεζνο ηνπ αξηζκεηή, πνπ ηψξα κπνξεί λα είλαη κεγαιχηεξνο, 

κηθξφηεξνο ή ίζνο ηνπ παξνλνκαζηή θαη έηζη θαη ην απνηέιεζκα κπνξεί λα είλαη 

κεγαιχηεξν ,κηθξφηεξν ή ίζν ηεο κνλάδαο. 
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Γπζθνιίεο θαη ιάζε ζηε κάζεζε ησλ ξεηώλ 
 

Τπάξρεη νκνθσλία κεηαμχ ησλ εξεπλεηψλ φηη ηα θιάζκαηα θαη νη ξεηνί αξηζκνί 

είλαη θεκηζκέλνη γηα ηελ δπζθνιία πνπ παξνπζηάδνπλ ζηνπο καζεηέο ηεο πξσηνβάζκηαο 

θαη ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο(e.g., Bright, Behr, Post, & Wachsmuth, 1988; 

Dufour-Janvier, Bednarz, & Belanger,1987; Kerslake, 1986; Lesh, Behr, & Post, 1987; 

Mack, 1995; Ni, 2001). Τπάξρεη επίζεο νκνθσλία γηα ην φηη νη ξεηνί αξηζκνί δελ 

απνηεινχλ κηα θπζηθή δηαδηθαζία ζθέςεο θαη φηη είλαη έλα θαηαζθεχαζκα γηα λα 

ηθαλνπνηήζεη αλζξψπηλεο αλάγθεο (Pitkethly and Hunting , 1996).  

Tα ηειεπηαία ρξφληα πνιιά έρνπλ γξαθεί γηα ηηο πνηθίιεο έλλνηεο ηνπ ξεηνχ 

αξηζκνχ πνπ ηνπο θαζηζηά έλα ηξνκεξφ καζεζηαθφ ζηφρν θαη απφ ηηο πην πεξίπινθεο θαη 

ζεκαληηθέο καζεκαηηθέο ηδέεο πνπ αληηκεησπίδνπλ ηα παηδηά θαηά ηε θνίηεζή ηνπο ζηελ 

πξσηνβάζκηα εθπαίδεπζε (Behr et al., 1983; Ni, 2001) θαη κπνξεί λα απνηειέζεη έλα 

ζεκαληηθφ εκπφδην ζηε καζεκαηηθή ηνπο αλάπηπμε. Πνιιέο δπζθνιίεο καζεηψλ ζηελ 

άιγεβξα κπνξνχλ λα αληρλεπζνχλ ζε κηα ειιηπή θαηαλφεζε πξνεγνχκελσλ ηδεψλ γηα ηα 

θιάζκαηα. Ζ ζπνπδαηφηεηά ηνπο κπνξεί λα θαλεί απφ ηα εμήο: 

 απφ πξαθηηθή άπνςε, ε ηθαλφηεηα θάπνηνπ λα ρεηξίδεηαη επηηπρεκέλα απηέο ηηο 

έλλνηεο βειηηψλεη ζε ηεξάζηην βαζκφ ηελ ηθαλφηεηά ηνπ λα θαηαλνεί θαη λα 

ρεηξίδεηαη θαηαζηάζεηο θαη πξνβιήκαηα ηεο πξαγκαηηθφηεηαο  

 απφ κηα ςπρνινγηθή άπνςε, νη ξεηνί αξηζκνί παξέρνπλ έλα πινχζην πεδίν κέζα 

ζην νπνίν ηα παηδηά κπνξνχλ λα αλαπηχμνπλ θαη λα επεθηείλνπλ ηηο λνεηηθέο 

δνκέο πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηε ζπλερή λνεηηθή ηνπο αλάπηπμε 

   απφ καζεκαηηθή άπνςε, ε θαηαλφεζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ παξέρεη ην ζεκέιην 

πάλσ ζην νπνίν κπνξνχλ αξγφηεξα ζα βαζηζηνχλ νη αξρηθέο αιγεβξηθέο πξάμεηο 

(Behr et al.,1983). 

 

Όπσο είδακε ζε πξνεγνχκελε ελφηεηα, θάζε ξεηφο δελ έρεη κηα κνλνζήκαληε 

παξάζηαζε αιιά έλα άπεηξνπ πιήζνπο ζχλνιν ,ηζνδχλακσλ κεηαμχ ηνπο, αξηζκεηηθψλ 

εθθξάζεσλ. Απηή ε έλα-πξνο-πνιιέο αληηζηνίρεζε θάζε ξεηνχ αξηζκνχ κε ηηο 

αξηζκεηηθέο ηνπ παξαζηάζεηο δπζρεξαίλεη ηελ απφδνζε ηνπ αλαγθαίνπ λνήκαηνο ζε θάζε 

ζπγθεθξηκέλν ξεηφ αξηζκφ θαη ζε πνιιέο πεξηπηψζεηο πεξηπιέθεη ηε λνεηηθή 

δξαζηεξηφηεηα ρεηξηζκνχ ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, φπσο γηα παξάδεηγκα ζηελ πεξίπησζε ηεο 
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ζχγθξηζεο δχν ξεηψλ αξηζκψλ ή γεληθφηεξα ηεο δηάηαμεο ξεηψλ αξηζκψλ ζε κηα 

αχμνπζα ζεηξά κεγέζνπο (Behr et al., 1984). Παξάιιεια, νη αξηζκεηηθέο παξαζηάζεηο 

θαη νη ιεθηηθέο εθθξάζεηο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, δειαδή ηα θιάζκαηα, ζπληίζεληαη σο 

δεχγε αθέξαησλ αξηζκψλ, νπφηε παξνπζηάδνπλ επηθαλεηαθέο νκνηφηεηεο κε ηνπο 

αθέξαηνπο θαη ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο, γεγνλφο πνπ ζπγθαιχπηεη ηελ πνηνηηθή δηαθνξά 

ησλ κεγεζψλ πνπ εθθξάδνπλ: νη ξεηνί αξηζκνί ζπλερή, ελψ νη αθέξαηνη θαη νη θπζηθνί 

αξηζκνί δηαθξηηά κεγέζε. Ζ πνηνηηθή απηή δηαθνξά ησλ ξεηψλ απφ ηνπο αθεξαίνπο 

ζπλεπάγεηαη κηα ζεηξά δηαθνξεηηθψλ ραξαθηεξηζηηθψλ θαη ηδηνηήησλ γηα ηνπο ξεηνχο 

πνπ απαηηνχλ απφ ηνπο καζεηέο κηα ξηδηθή ηξνπνπνίεζε ηεο έλλνηαο ηνπ αξηζκνχ 

(Carpenter et al., 1993). Τπάξρεη κηα ραξαθηεξηζηηθή ηδηφηεηα ηνπ ζπλφινπ ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ πνπ παξνπζηάδεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ γηαηί ζπλεπάγεηαη αληίζηνηρεο λνεηηθέο 

δπζρέξεηεο ζηε ζπγθξφηεζε ηεο έλλνηαο ηνπ ξεηνχ αξηζκνχ απφ ηα παηδηά. Απιά 

δηαηππσκέλε, ε ηδηφηεηα απηή εθθξάδεη ην γεγνλφο φηη κεηαμχ δπν νπνησλδήπνηε ξεηψλ 

αξηζκψλ ππάξρεη πάληα έλαο άιινο ξεηφο αξηζκφο. Με καζεκαηηθνχο φξνπο, κεηαμχ δπν 

νησλδήπνηε ξεηψλ αξηζκψλ ππάξρεη έλα άπεηξν πιήζνο ξεηψλ αξηζκψλ, δειαδή, ην 

ζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ είλαη ππθλφ, γηαηί αθξηβψο αλαθέξεηαη ζε κέηξα ζπλερψλ 

κεγεζψλ, πξάγκα βέβαηα πνπ δελ ηζρχεη ζηνπο αθέξαηνπο (Υαζάπεο, 2000). 

Σν πέξαζκα φκσο απφ ηελ αθαδεκατθή γλψζε ζηε γλψζε πνπ πξέπεη λα  δηδαρηεί 

θαη ηειηθά λα κάζνπλ νη καζεηέο-γλσζηφ σο δηδαθηηθή κεηαηφπηζε (didactic 

transposition)-ζπληζηά κηα δχζθνιε δηαδηθαζία.  Ζ γλψζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο 

‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ δελ κπνξεί απιά λα κεηαθεξζεί ζηνπο 

καζεηέο νχηε ζηελ πξσηνβάζκηα αιιά νχηε θαη ζηελ δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε.  Οη 

καζεηέο απιά δελ δηαζέηνπλ ηελ σξηκφηεηα θαη ηελ γλσζηηθή ηθαλφηεηα γηα λα 

θαηαζθεπάζνπλ ηέηνηα γλψζε (Pinilla, 2006). Βέβαηα ε ηζηνξία ,ζχγρξνλε θαη 

παξαδνζηαθή θνηλσλία, φινη ζεσξνχλ ηε γλψζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ έλα απαξαίηεην 

θνκκάηη πνπ πξέπεη λα κάζνπλ ηα παηδηά. Έηζη ε κεηαρείξηζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

ζεσξείηαη κία ηθαλφηεηα πνπ φινη πξέπεη λα αλαπηχμνπλ. Έηζη κηα δηδαθηηθή κεηαθνξά 

είλαη απαξαίηεηε έηζη ψζηε ε έλλνηα ησλ ξεηψλ λα είλαη πξνζηηή ζηελ πξσηνβάζκηα θαη 

κεηά ζηελ δεπηεξνβάζκηα εθπαίδεπζε. Ζ ηζηνξία ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο ζέηεη 

θαζαξά ηελ πνξεία απηήο ηεο δηδαθηηθήο κεηαθνξάο εληφο ηεο παξαθάησ γξακκήο 

αλάπηπμεο: Σα θιάζκαηα θαη ηνπο δεθαδηθνχο ζηελ πξσηνβάζκηα θαη ζηηο αξρέο ηεο 
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δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο θαη ηνπο ξεηνχο ζηελ δεπηεξνβάζκηα θαη ζηελ ηππηθή ηνπο 

κνξθή ζηελ ηξηηνβάζκηα εθπαίδεπζε.  Δίλαη ιάζνο φκσο λα ππνζέζνπκε φηη απηή ε 

δηδαθηηθή κεηαθνξά είλαη ην ίδην κε ην λα ιέκε απινχζηεπζε ηεο γλψζεο. ΢πρλά φκσο νη 

έλλνηεο γηα λα ρηηζηνχλ ζέηνπλ πνιιά πξνβιήκαηα. Γηα παξάδεηγκα, ππάξρνπλ πνιιά 

πξνβιήκαηα κε ηελ έλλνηα ησλ θιαζκάησλ πνπ έρνπλ ζρέζε κε αληηθείκελα ηα νπνία δελ 

ππάξρνπλ ζην ζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Αλ ζεσξήζνπκε ην θιάζκα α/β  σο κέξνο –

φινπ ηφηε ε παξνπζία ηνπ θαηαρξεζηηθνχ θιάζκαηνο κ/λ ζα πξνθαιέζεη πνιιέο 

δπζθνιίεο ,πξάγκα βέβαηα πνπ ζην ζχλνιν ησλ ξεηψλ δελ πθίζηαηαη. Αλ ήηαλ δπλαηφλ 

λα απνθχγνπκε ηα θιάζκαηα θαη λα πάκε θαηεπζείαλ ζηνπο ξεηνχο αξηζκνχο απηφ ίζσο 

λα ήηαλ απιφ θαη θπζηθφ αιιά απηφ ζεσξείηαη δχζθνιν αθφκα θαη αλ δελ είλαη ζίγνπξν 

φηη απηφ είλαη ην πην απνηειεζκαηηθφ κνλνπάηη. Όηη είλαη μεθάζαξν θαη ζαθέο είλαη απηφ 

πνπ πξνθαιεί πνιιέο θνξέο ηηο δπζθνιίεο (Pinilla, 2006).  

΢χκθσλα κε ηε Lammon (2007), ην λα θαηαλνήζνπκε ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο δελ 

ζεκαίλεη λα απαξηζκήζνπκε ηα αμηψκαηα ηνπ πεδίνπ πειίθνπ ησλ ξεηψλ. Ζ Kieren 

(1980,1993)  κε ηηο εξγαζίεο ηεο έρεη πξνηείλεη φηη γηα λα θαηαλνήζεη θάπνηνο ηνπο 

ξεηνχο αξηζκνχο πξέπεη λα έρεη επαξθείο εκπεηξίεο κε ηηο πνιιαπιέο εξκελείεο ησλ 

ξεηψλ θαη φρη κφλν κε ηα θιάζκαηα σο αληηθείκελν ππνινγηζκψλ. Οη πέληε απηέο 

εξκελείεο είλαη : Μέξνο –φινπ , Λφγνο , Πειίθν , Μέηξν θαη Σειεζηήο. Ζ πξνζέγγηζή 

ηεο ήηαλ λα ζπάζεη ηελ έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ζε απηέο ηηο πέληε ππνθαηαζθεπέο θαη 

λα πεξηγξάςεη ηνπο ξεηνχο σο κηα ελνπνίεζε απηψλ. Ζ πξνζέγγηζε φκσο απηή δηαηξέρεη 

ηνλ θίλδπλν  λα δεηάκε απφ ηνπο καζεηέο λα αλαπηχμνπλ λνήκαηα γηα ηε κεγάιε ηδέα 

ησλ ξεηψλ πνπ φκσο δελ θαηέρνπλ (Thompson & Saldanha, 2003). ΢χκθσλα ηψξα κε 

πνιινχο εξεπλεηέο, νη ξεηνί αξηζκνί είλαη κηα πεξίπινθε θαη δχζθνιε  έλλνηα ζηα 

ζρνιηθά καζεκαηηθά. Έλαο ιφγνο γηα απηφ, είλαη φηη νη ξεηνί αξηζκνί έρνπλ πνηθίιεο  

εξκελείεο νη νπνίεο ζηεξίδνληαη ζηηο ζπγθεθξηκέλεο θαηαζηάζεηο, θαη νη νπνίεο 

αλαθέξνληαη σο ππνθαηαζθεπέο ( subconstructs) (Kieren, 1980; Behr et al.,1983). Οη 

δπζθνιίεο κπνξνχλ λα απνδνζνχλ ζε δχν βαζηθά ζεκεία: (α) νη καζεηέο απνδίδνπλ ζην 

ζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ηδηφηεηεο πνπ ηζρχνπλ κφλν ζην ζχλνιν ησλ θπζηθψλ 

αξηζκψλ θαη (β) είλαη δχζθνιε ε ρξήζε θαη εξκελεία ησλ ζπκβνιηζκψλ θαη 

αλαπαξαζηάζεσλ πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζηνπο ξεηνχο αξηζκνχο (Ni & Zhou 2005). Οη 

Vamvakoussi & Vosniadou (2004), κε ηηο έξεπλεο ηνπο, έρνπλ δείμεη φηη ν ζπλδπαζκφο 



 

 33 

ησλ παξαπάλσ δπζθνιηψλ, αληαλαθιά ζηελ θαηαλφεζε ηεο δνκήο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

απφ ηνπο καζεηέο. H Kieren (1988) πξφηεηλε φηη νη δπζθνιίεο ηηο νπνίεο αληηκεησπίδνπλ 

νη καζεηέο φηαλ ιχλνπλ έξγα πνπ αθνξνχλ ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο πξνθχπηνπλ δηφηη νη 

ξεηνί αξηζκνί είλαη κηα έλλνηα πνιχπινθε θαη εμεδεηεκέλε θαη επίζεο φηη νη ξεηνί είλαη 

δηαθνξεηηθνί απφ ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο, θαη έηζη νη καζεηέο πξέπεη λα αλαπηχμνπλ 

θαηάιιειεο εηθφλεο, δξάζεηο θαη γιψζζα γηα λα αληαπεμέιζνπλ ζηελ ηππηθή δνπιεηά κε 

ηα θιάζκαηα ηνπο δεθαδηθνχο θαη ηηο ξεηέο αιγεβξηθέο κνξθέο. Έλαο επηπιένλ ιφγνο 

είλαη φηη νη ξεηνί αξηζκνί δελ βξίζθνληαη ζην άκεζν πεξηβάιινλ ησλ καζεηψλ ζε 

αληίζεζε κε ηνπο θπζηθνχο, γηα ην κέγεζνο ησλ νπνίσλ ζρεκαηίδνπλ ζαθή αληίιεςε 

κέζσ ησλ εκπεηξηψλ ηνπο. ΢εκαληηθφ είλαη επίζεο ην γεγνλφο φηη νη θπζηθνί αξηζκνί 

δηδάζθνληαη πξηλ ηνπο ξεηνχο κε απνηέιεζκα λα δεκηνπξγνχληαη ζρήκαηα πνπ πνιιέο 

θνξέο δελ βνεζνχλ ζηελ δηαδηθαζία ζχιιεςεο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ(Κνιέδα,2000). 

Ζ έλλνηα ηνπ ξεηνχ αξηζκνχ είλαη κηα απφ ηηο πην ζεκαληηθέο έλλνηεο ησλ 

Μαζεκαηηθψλ θαη δηδάζθεηαη ζηνπο καζεηέο απφ ηελ αξρή ηνπ Γεκνηηθνχ ζρνιείνπ. Οη 

ξεηνί αξηζκνί ρξεζηκνπνηνχληαη επξέσο ζηελ θαζεκεξηλή δσή ησλ αλζξψπσλ. Οη 

έξεπλεο φκσο ζε καζεηέο ηφζν ηνπ Γεκνηηθνχ ζρνιείνπ φζν θαη ηνπ Γπκλαζίνπ δείρλνπλ 

φηη παξνπζηάδνληαη πνιιά ιάζε ζηε ρξήζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Γηα παξάδεηγκα, πνιινί 

καζεηέο φηαλ ζέινπλ λα πξνζζέζνπλ θιάζκαηα φπσο 4/5+ 2/3, πξνζζέηνπλ ηνπο 

αξηζκεηέο θαη ηνπο παξνλνκαζηέο. Έξεπλεο έρνπλ δείμεη φηη πεξηζζφηεξνη απφ ην  60%  

ησλ καζεηψλ πνπ ηειεηψλνπλ ηελ πξσηνβάζκηα εθπαίδεπζε πξνζζέηνπλ αξηζκεηέο θαη 

παξνλνκαζηέο φηαλ ζέινπλ λα ππνινγίζνπλ ην άζξνηζκα ½ +1/3 (Post,1981). ΢ε έξεπλα 

ησλ Carpenter et al,(1980), βξέζεθε φηη αθφκα θαη καζεηέο ειηθίαο 17 εηψλ δελ κπνξνχλ 

λα εθηηκήζνπλ ζσζηά ην άζξνηζκα 12/13 + 7/8 δεδνκέλσλ ησλ επηινγψλ 1, 2, 19, 21. 

Απηφ νθείιεηαη θπξίσο ζην φηη ν αξηζκεηήο θαη ν παξνλνκαζηήο εθιακβάλνληαη σο 

αλεμάξηεηεο θαη φρη σο ζπζρεηηδφκελεο νληφηεηεο , θαη ζην φηη πνιινί καζεηέο δελ 

δηαζέηνπλ κηα πνζνηηθή αληίιεςε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Δπίζεο δειψλνπλ φηη κεηαμχ ηνπ 

1,4 θαη 1,5 φπσο θαη κεηαμχ ησλ αξηζκψλ 1/4 θαη 1/5  δελ ππάξρεη θαλέλαο αξηζκφο. 

Πξνθαλψο, ζηα παξαπάλσ ιάζε νδεγνχληαη νη καζεηέο εμαηηίαο ηνπ γεγνλφηνο φηη 

ρεηξίδνληαη ηνπο θιαζκαηηθνχο ή ηνπο δεθαδηθνχο αξηζκνχο κε ηε ινγηθή ησλ αθεξαίσλ. 

Θεσξνχλ δειαδή ηνλ αξηζκεηή θαη ηνλ παξνλνκαζηή σο αλεμάξηεηεο θαη φρη σο 

ζπζρεηηζκέλεο νληφηεηεο θαη έηζη ζηελ πξφζζεζε θιαζκάησλ πξνζζέηνπλ ηνπο 
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αξηζκεηέο θαη ηνπο παξνλνκαζηέο. Δπίζεο ιέλε φηη δελ ππάξρεη θάπνηνο αξηζκφο κεηαμχ 

ηνπ 1,4 θαη 1,5 δηφηη κεηαμχ ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ 4 θαη 5 δελ ππάξρεη θάπνηνο αξηζκφο. 

Σν ίδην παξαηεξείηαη φηαλ ζέινπλ λα ζπγθξίλνπλ ηνπο αξηζκνχο ¼  θαη 1/5. Μηα άιιε 

πηζαλή αηηία απφ ηελ νπνία πξνέξρνληαη νη δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ νη άλζξσπνη 

κε ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο είλαη ην γεγνλφο φηη, ζε αληίζεζε κε ηνπο θπζηθνχο αξηζκνχο, νη 

ξεηνί δελ πξνθχπηνπλ κέζα απφ κηα θπζηθή δηαδηθαζία ζθέςεο, αιιά είλαη έλα ζχζηεκα 

θνηλσληθά θαηαζθεπαζκέλν θαη επηθπξσκέλν πνπ ηθαλνπνηεί ζπγθεθξηκέλεο αλάγθεο. 

Απηφ εμάιινπ ην δείρλεη θαη ε θαζπζηεξεκέλε εκθάληζε ησλ αξηζκψλ απηψλ κε ην 

ζεκεξηλφ ζπκβνιηζκφ, ζηελ ηζηνξία ησλ καζεκαηηθψλ. 

 

Ηζνδύλακα θιάζκαηα 

Έλαο απφ ηνπο ζθνπνχο ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο είλαη νη καζεηέο λα 

αλαπηχμνπλ κηα βαζηά θαηαλφεζε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ,  κηα εθ ησλ νπνίσλ είλαη 

θαη ε ηζνδπλακία ησλ θιαζκάησλ. Ζ ηζνδπλακία ππνλνεί ηε ζεκαζία ηεο ίζεο αμίαο 

(Skemp,1986) Καη έηζη δπν θιάζκαηα ζεσξνχληαη ηζνδχλακα φηαλ έρνπλ ηελ  ίδηα αμία.  

Κάζε θιάζκα αλήθεη ζε κηα κνλαδηθή θιάζε ηζνδπλακίαο θαη θάζε θιάζε ηζνδπλακίαο 

νξίδεη έλαλ δηαθνξεηηθφ ξεηφ αξηζκφ. Γηα κηα πιήξε θαηαλφεζε ησλ ηζνδχλακσλ 

θιαζκάησλ ,νη καζεηέο ρξεηάδεηαη λα θαηαλνήζνπλ  φηη : «έλα θιάζκα παξηζηάλεη έλαλ 

αξηζκφ πνπ έρεη πνιιά νλφκαηα»(Larson ,1980,p.427). Γηα παξάδεηγκα ην θιάζκα 1/3 

,έρεη σο θιάζε ηζνδπλακίαο ηελ     {1/3,  2/6,  3/9,….}. (Arnon, Nesher &Nirenburg, 

2001; Skemp, 1986).  Απηφ ην νπνίν ππνλνείηαη  είλαη φηη ηα αληηθείκελα ζε κηα θιάζε 

ηζνδπλακίαο είλαη αληαιιάμηκα. (Skemp,1986). Έηζη φρη κφλν ππάξρνπλ άπεηξα 

θιάζκαηα κεηαμχ δπν θιαζκάησλ αιιά ππάξρεη έλαο άπεηξνο αξηζκφο θιαζκάησλ ζε κηα 

θιάζε ηζνδπλακίαο(Vamvakoussi &Vosniadou, 2004). 

΢χκθσλα κε ηνπο Wong & Evans (2007), ε ελλνηνινγηθή θαηαλφεζε ησλ 

ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ εκπιέθεη πεξηζζφηεξα πξάγκαηα απφ ην λα ζπκφκαζηε έλα 

γεγνλφο ή λα εθαξκφδνπκε κηα δηαδηθαζία. ΢ηεξίδεηαη ζε κηα πνιχπινθε ζρέζε κεηαμχ 

δηαδηθαζηηθήο θαη δεισηηθήο γλψζεο (declarative and procedural ), θαη κεηαμχ 

εξκελεηψλ θαη αλαπαξαζηάζεσλ ησλ θιαζκάησλ. Οη καζεηέο πξέπεη λα είλαη ηθαλνί : 

 Να θάλνπλ ζπλδέζεηο κεηαμχ κνληέισλ θιαζκάησλ θαηαλνψληαο ηελ νκνηφηεηα 

θαη ηελ δηαθξηηφηεηα εληφο απηψλ ησλ εξκελεηψλ (Lesh et al.,1983) 
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 Να θάλνπλ ζπλδέζεηο κεηαμχ ησλ δηαθνξεηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ (Lesh et 

al.,1983)  

 Να δείρλνπλ  φηη έλα θιάζκα παξηζηάλεη έλα αξηζκφ κε πνιιά νλφκαηα (Larson 

,1980). 

Ζ έλλνηα ηεο ηζνδπλακίαο είλαη κία απφ ηηο πεξηζζφηεξν ζεκαληηθέο θαη 

αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο ηδέεο ηελ νπνία αληηκεησπίδνπλ νη καζεηέο ηεο πξσηνβάζκηαο 

εθπαίδεπζεο. Σν 1/2 =2/4 είλαη δηαθνξεηηθφ απφ απηφ πνπ γλσξίδνπλ ηα παηδηά ζρεηηθά 

κε ην  1+2 =2+1 (Ni, 2001). Πνιιέο έξεπλεο έρνπλ απνδείμεη φηη ε ηζνδπλακία ησλ 

θιαζκάησλ ζέηεη έλα ζνβαξφ εκπφδην ζηνπο καζεηέο (Behr, Wachsmuch, Post, & 

Lesh,1984;Hunting, 1984; Kamii & Clark, 1995). 

Ζ πνιιαπιαζηαζηηθή θχζε ηεο έλλνηαο ζεσξείηαη, θαη έρεη απνδεηρηεί, φηη είλαη ε 

πεγή ηεο δπζθνιίαο πνπ έρνπλ νη καζεηέο κε ηα ηζνδχλακα θιάζκαηα (Kamii & 

Clark,1995;  Ni, 2001). ΢χκθσλα κε ηνλ Piaget(1987),  ε θαηαλφεζε ηεο ηζνδπλακίαο 

ησλ θιαζκάησλ εκπιέθεη δπν ζπζρεηηδφκελεο φςεηο ηεο ιεηηνπξγηθήο ζθέςεο: ηελ 

πνιιαπιαζηαζηηθή ζθέςε θαη ηε δηαηήξεζε ηνπ φινπ θαη ηνπ κέξνπο. Οη Kamii & 

Clark,(1995),έδεημαλ φηη ε επαλαιακβαλφκελε πξφζζεζε, φπσο 3+3+3+3 , είλαη 

απνηειεζκαηηθή θαη εκπιέθεη ζθέςε ζε έλα επίπεδν, ελψ ε πνιιαπιαζηαζηηθή ζθέςε 

εκπιέθεη ζθέςε ζε δπν επίπεδα ηαπηφρξνλα. Γηα ην 4ρ3 γηα παξάδεηγκα ,θάπνηνο πξέπεη 

λα ζθεθηεί έλα 3 , δπν 3s, ηξία 3s θαη ηέζζεξα 3s ηαπηφρξνλα θαη φρη  3+3=6,  6+3=9,  

9+3=12 δηαδνρηθά. Ο Ni (2001), ζηεξηδφκελνο ζηελ ζεκαζηνινγηθή αλάιπζε ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ απφ ηελ Kieren θαη ηελ ζεσξία ησλ ελλνηνινγηθψλ πεδίσλ (conceptual field) ηνπ 

Vergnaud (1994), πξνηείλεη επίζεο φηη ηα δηαθνξεηηθά λνήκαηα πνπ εμάγνληαη απφ έλα 

θιάζκα ζηα δηαθνξεηηθά πιαίζηα ίζσο ζπλεηζθέξνπλ ζε απηή ηε δπζθνιία. 

Οη καζεηέο έρνπλ κεγάιεο δπζθνιίεο κε ηελ έλλνηα ησλ ‗ηζνδχλακσλ 

θιαζκάησλ‘, κηα έλλνηα πνπ δηαθνξεηηθά θιάζκαηα παξηζηάλνπλ ην ίδην πνζφ (Bana, 

Farrell, &McIntosh, 1997; Pearn, Stephens & Lewis, 2003). Καηαλνψληαο ηελ 

ηζνδπλακία ησλ θιαζκάησλ είλαη ζεκαληηθφ θαζψο απηφ απνηειεί ην ζεκέιην γηα ηελ 

θαηαλφεζε ηεο πξφζζεζεο θαη ηεο αθαίξεζεο θιαζκάησλ, θαη θαζηζηά ηθαλνχο ηνπο 

καζεηέο λα ζπγθξίλνπλ θαη λα δηαηάζζνπλ θιάζκαηα. (Kamii & Clark, 1995). ΢ε έξεπλα 

ησλ Bana et al.,(1997) βξέζεθε φηη κφλν ην 25% ησλ καζεηψλ 12-εηψλ  κπνξνχζε λα 

αλαγλσξίζεη φηη 1/2 =3/6 , θαη πεξηζζφηεξνη απφ ηνπο κηζνχο απάληεζαλ  φηη δελ ππάξρεη 
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αξηζκφο κεηαμχ 2/5 θαη 3/5 , ελψ κφλν 7% απάληεζαλ φηη ππάξρνπλ πνιινί θαη 

θαηάθεξαλ λα βξνπλ δπν ηέηνηα θιάζκαηα.  

΢χκθσλα κε ηελ Kerslake (1986), ππάξρνπλ αξθεηά παηδηά ηα νπνία 

αλαγλσξίδνπλ ηα ηζνδχλακα θιάζκαηα αιιά δελ ρξεζηκνπνηνχλ απηή ηε γλψζε ζηε 

πξφζζεζε θιαζκάησλ κε δηαθνξεηηθνχο παξνλνκαζηέο θαη ζηελ εχξεζε θιάζκαηνο 

κεηαμχ δπν άιισλ θιαζκάησλ. Έηζη ε ηθαλφηεηα λα αλαγλσξίζνπλ ή λα θαηαζθεπάζνπλ 

ηζνδχλακα θιάζκαηα δελ είλαη αξθεηή γηα λα εθαξκφζνπλ ηελ ηζνδπλακία γηα λα ιχζνπλ 

άιια πξνβιήκαηα, πξάγκα πνπ δείρλεη φηη δελ έρνπλ βαζηά θαηαλφεζε πνπ λα ηνπο 

θαζηζηά ηθαλνχο λα εθαξκφζνπλ ηηο γλψζεηο ηνπο. Σν φηη ηα παηδηά δελ δίλνπλ ζεκαζία 

ζηελ έλλνηα ηεο ηζνδπλακίαο ίζσο εμεγεί ην γηαηί εθείλνη πνπ κπνξνχλ λα 

θαηαζθεπάζνπλ ηζνδχλακα θιάζκαηα, δελ κπνξνχλ λα πξνζζέζνπλ ηα θιάζκαηα 2/3 + 

3/4  ή αθφκε θαη φηαλ ην θαηαθέξλνπλ δελ κπνξνχλ λα εμεγήζνπλ ηε κέζνδν. Βέβαηα αλ 

γηα ηελ ηζνδπλακία ην κφλν πνπ έρνπλ ζην κπαιφ ηνπο είλαη δπν νξζνγψληα ή δπν θχθινη 

νη νπνίνη είλαη  ρσξηζκέλνη ζε δηαθνξεηηθφ αξηζκφ κεξψλ, ηφηε ε πξάμε ηεο πξφζζεζεο ή 

ηεο εχξεζεο αξηζκνχ κεηαμχ δπν θιαζκάησλ είλαη ρσξίο λφεκα .Γηα παξάδεηγκα : 

 

 

 

Γηα αξθεηά παηδηά ην παξαπάλσ ζρήκα κφλν ζηελ ηδέα ηνπ 17/12 δελ νδεγεί .Γηα 

απηνχο κηα ινγηθή απάληεζε είλαη ην 5/7 θαζψο ζπγθξίλνπλ ηνλ αξηζκφ ησλ 

γξακκνζθηαζκέλσλ ηκεκάησλ κε ηνλ ζπλνιηθφ αξηζκφ ησλ θνκκαηηψλ. 

Οη ρακειέο επηδφζεηο ησλ καζεηψλ ζηα θιάζκαηα πνπ εληνπίδνπλ νη έξεπλεο 

απνδίδνληαη θπξίσο ζηελ έιιεηςε θαηαλφεζεο ηεο έλλνηαο ηνπ θιάζκαηνο ,ηεο 

ηζνδπλακίαο ησλ θιαζκάησλ θαη ηεο ζεκαζίαο  ησλ πξάμεσλ κε ηα θιάζκαηα. Ηδηαίηεξα 

νη ρακειέο επηδφζεηο ησλ καζεηψλ ζηελ πξφζζεζε θαη ζηελ αθαίξεζε θιαζκάησλ 

εξκελεχνληαη σο απνηέιεζκα ηεο δπζθνιίαο ηνπο λα θαηαλνήζνπλ ηελ έλλνηα ηεο 

ηζνδπλακίαο θιαζκάησλ αιιά θαη ηε ζθνπηκφηεηά ηεο, ε νπνία ελζαξξχλεη ηελ κεραληθή 

εθηέιεζε ηεο ζρεηηθήο δηαδηθαζίαο. (Οηθνλφκνπ, ΢αθνλίδεο & Σδεθάθε , 2000) .Οη 

επηδφζεηο πνπ θαηαγξάθνληαη ζηηο ζρεηηθέο έξεπλεο θπκαίλνληαη ζπλήζσο κεηαμχ ηνπ 
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30% θαη ηνπ 50% γηα παηδηά 11 ρξνλψλ ,ελψ δελ απμάλνληαη ηδηαίηεξα γηα παηδηά 15 

ρξνλψλ. 

Σα ηζνδχλακα θιάζκαηα ζπλήζσο εηζάγνληαη ζηελ  Γ΄ Γεκνηηθνχ, ηα νπνία 

επαλαιακβάλνληαη θαη ζηηο επφκελεο ηάμεηο αιιά θαη κέζσ ησλ αξηζκεηηθψλ πξάμεσλ 

πνπ εηζάγνληαη. Παξά φκσο ηελ επαλεηιεκκέλε δηδαζθαιία, ηα απνηειέζκαηα είλαη 

απνγνεηεπηηθά (Camii &Clark, 1995). 

 

     ΡΖΣΟΗ  ΑΡΗΘΜΟΗ  ΚΑΗ  ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΣΔ΢ 

Σα θιάζκαηα, ζχκθσλα κε πνιινχο εξεπλεηέο, (e.g Olive & Lobato, 2008) είλαη 

ε εκπεηξηθή βάζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, έηζη ρσξίο κηα ζσζηή θαηαλφεζε ησλ 

θιαζκάησλ, νη καζεηέο είλαη κνηξαίν λα ζπλερίδνπλ λα απνηπγράλνπλ ζηε κάζεζε ησλ 

ξεηψλ αξηζκψλ. Οη Davis, Hunting, and Pearn (1993) αλαθέξνπλ φηη ε  δηδαζθαιία θαη ε 

κάζεζε ησλ θιαζκάησλ δελ είλαη κφλν πνιχ δχζθνιε, αιιά ζην επξχηεξν πιαίζην ησλ 

πξαγκάησλ, είλαη κηα πηζαλή απνηπρία. Οη Olive and Lobato (2008), εξεπλψληαο ηε 

ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο ζηε κάζεζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη  ιακβάλνληαο ππφςε ηα 

παξαπάλσ, ελδηαθέξζεθαλ λα εμεξεπλήζνπλ ην πψο ε ηερλνινγία βνεζάεη αιιά θαη 

εκπνδίδεη ηε θχζε γηα ην ηη νη καζεηέο καζαίλνπλ ζρεηηθά κε ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο. 

΢ηελ έξεπλα αιιά θαη ηε ζχλζεζε ηεο εξεπλεηηθήο βηβιηνγξαθίαο πνπ θάλαλε, 

θαηαιήμαλε ζε θάπνηα ζπκπεξάζκαηα, ζηα νπνία ζα αλαθεξζνχκε κε ιεπηνκέξεηα ζηελ 

επφκελε παξάγξαθν. Ζ ελ ιφγσ έξεπλα πεξηνξίζηεθε ζηα δεκνζηεπκέλα άξζξα θαη ηηο 

αλαθνξέο ησλ επξεκάησλ εκπεηξηθψλ εξεπλψλ. Οθηψ εξεπλεηηθά projects εκπιέθνπλ ηε 

ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο ζηε κάζεζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ε νπνία αλαδχεηαη απφ απηή ηε 

δηαδηθαζία. Πέληε projects ρξεζηκνπνίεζαλ ηελ ηερλνινγία ζαλ κέζνλ γηα ηελ 

εμεξεχλεζε ηεο ζθέςεο ησλ καζεηψλ θαη ηξία projects εμεξεχλεζαλ ηελ επηξξνή ηεο 

ηερλνινγίαο  

Σν πξψην απφ ηα ζπκπεξάζκαηα ηνπο, ζρεηηθά κε ηε θχζε ηεο ζρέζεο κεηαμχ ηεο 

ηερλνινγίαο θαη ηεο κάζεζεο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ απφ ηε ζχλζεζε ησ projects, είλαη ην 

εμήο: 

 ‘ Η θύζε γηα ην ηη νη καζεηέο καζαίλνπλ ζρεηηθά κε ηνπο ξεηνύο αξηζκνύο, εκθαλίδεηαη λα 

ζρεηίδεηαη από ην ηαίξηαζκα κεηαμύ ησλ δπλαηνηήησλ θαη πεξηνξηζκώλ ηεο ηερλνινγίαο θαη 

ησλ λνεηηθώλ ελεξγεηώλ (mental operation) νη νπνίεο εκπιέθνληαη ζηελ θαηαζθεπή ησλ 
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ξεηώλ αξηζκώλ. Αλ ηέηνηεο ζπλδέζεηο ιείπνπλ, ηόηε ππάξρνπλ πεξηζζόηεξεο απαηηήζεηο από 

ηνπο εθπαηδεπηηθνύο θαη ηηο εθηόο ηερλνινγίαο δξαζηεξηόηεηεο’p.30. 

Γηα παξάδεηγκα, ν TIMA Bars microworld from the UGA Fractions projects 

(Biddlecomb, 1994; Olive &Steffe, 1994) εληζρχεη ηελ απφζπαζε (Disembedding) ελφο 

κέξνπο απφ ην φινλ ρσξίο λα θαηαζηξέθεηαη ην φινλ. Έλαο πεξηνξηζκφο ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ Bars microworld  είλαη φηη νη κπάξεο κπνξνχλ λα ρσξηζηνχλ ζε ίζα κέξε, 

ελψ ν καζεηήο δελ κπνξεί άκεζα λα δεηήζεη απφ ηνλ ππνινγηζηή λα θηηάμεη έλα θιάζκα 

ηεο κπάξαο.  Με βάζε απηφλ ηνλ πεξηνξηζκφ, φηαλ ν καζεηήο ζέιεη λα θηηάμεη έλα 

θιάζκα κηαο κπάξαο πξέπεη λα εξγαζηεί σο εμήο: Πξψηα λα ρσξίζεη κηα κπάξα ζε ίζα 

θνκκάηηα, θαηφπηλ λα θάλεη έλα αληίγξαθν ελφο θνκκαηηνχ (ρσξίο λα θαηαζηξέςεη ην 

φινλ) θαη ρξεζηκνπνηψληαο ηελ εληνιή REPEAT λα επαλαιάβεη εθείλν ην κέξνο ηεο 

κπάξαο φζεο θνξέο ρξεηάδεηαη γηα λα δεκηνπξγεζεί ην θιάζκα.  ΢ην παξαπάλσ 

παξάδεηγκα νη εξεπλεηέο ηνλίδνπλ ηελ λνεηηθή δηεξγαζία ηεο επαλάιεςεο (iterating) ε 

νπνία ππνζηεξίδεηαη απφ ην ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ κε ηε ρξήζε ηεο ιεηηνπξγίαο 

REPEAT, ηελ νπνία ηψξα νη καζεηέο κπνξνχλ λα ζέζνπλ ζε εθαξκνγή ζηνλ ππνινγηζηή. 

΢ην ζπγθεθξηκέλν πεξηβάιινλ νη καζεηέο κπνξνχλ λα αληηιεθζνχλ θαη λα 

δεκηνπξγήζνπλ θαηαρξεζηηθά θιάζκαηα πξάγκα πνπ, φπσο έρνπκε δεη ζηελ 

αλαζθφπεζε ηεο βηβιηνγξαθίαο, δεκηνπξγεί πνιιά πξνβιήκαηα ζηνπο καζεηέο. Ο 

ζπγθεθξηκέλνο κηθξφθνζκνο TIMA, δίλεη ηελ δπλαηφηεηα ζηνπο καζεηέο λα 

αλαπαξαζηήζνπλ ηηο καζεκαηηθέο πξάμεηο κε ηνπο αθεξαίνπο θαη ηα θιάζκαηα, θαη 

επίζεο ηηο επθαηξίεο ζηνπο εξεπλεηέο λα πξνθαινχλ ‗ηαξαρή‘  ζηα καζεκαηηθά ζρήκαηα 

ησλ καζεηψλ θαη λα παξαηεξνχλ ηελ καζεκαηηθή ζθέςε ησλ καζεηψλ ζε ψξα δξάζεο. 

Οη Steffe  & Olive (1990),ζε έξεπλά ηνπο ρξεζηκνπνηψληαο ην ζπγθεθξηκέλν 

κηθξφθνζκν, βξήθαλε φηη νη καζεηέο κπνξνχζαλ λα αλαδηνξγαλψζνπλ ηηο γλψζεηο ηνπο 

ζρεηηθά κε ηνπο αθέξαηνπο θαη λα θαηαζθεπάζνπλ ζρήκαηα γηα λα εξγαζηνχλ κε 

θιαζκαηηθέο πνζφηεηεο. Απηή βέβαηα ε ππφζεζε έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ 

επηθξαηνχζα άπνςε φηη  ε γλψζε ησλ αθεξαίσλ είλαη εκπφδην ζηε κάζεζε ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ(Behr et al.,1984).  

Σν δεχηεξν ζπκπέξαζκα απφ ηελ ζχλζεζε ηεο εξεπλεηηθήο βηβιηνγξαθίαο ησλ 

Olive  θαη Lobato (2008,p.33), είλαη ην εμήο: ‘Τερλνινγηθά εξγαιεία επηηξέπνπλ ηνπο 

καζεηέο λα εθηεινύλ δξάζεηο όπσο  απόζπαζε (disembedding) νη νπνίεο είλαη θξίζηκεο γηα 
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ηελ αλάπηπμε ηεο θαηαλόεζεο  ησλ ξεηώλ αξηζκώλ αιιά δύζθνιν, αλ όρη αδύλαην, λα 

εθηειεζηνύλ ρσξίο ηελ ηερλνινγία’.  

Σν παξάδεηγκα πνπ αλαθέξζεθε παξαπάλσ κε ηνλ κηθξφθνζκν ΣΗΜΑ, εμεγεί ην 

παξαπάλσ ζεκείν, αθνχ νη καζεηέο κπνξνχλ λα αλαπαξαζηήζνπλ ηελ ιεηηνπξγία ηεο 

απφζπαζεο ε νπνία είλαη απαξαίηεηε γηα λα θαηαζθεπάζνπλ νη καζεηέο κηα ζρέζε 

κεηαμχ ηνπ κέξνπο θαη ηνπ φινπ ζε κηα θαηάζηαζε κε θιάζκαηα.  

Σν ηξίην ζπκπέξαζκά ηνπο είλαη ην εμήο:  

‘Η θαηαζθεπή ηερλνινγηθώλ artifacts γηα άιινπο νδεγεί ζε πεξηζζόηεξεο αλαπαξαζηάζεηο 

ησλ θιαζκάησλ πνπ ζπλήζσο ζπκβαίλνπλ ζηελ δηδαζθαιία ζην ζρνιείν’.  Σν projects 

‗Children as designers‘ επέθηεηλε ην ξφιν ησλ computer ζε εθείλνλ ηνπ toolmaker, θαζψο 

νη καζεηέο ζρεδίαδαλ δηδαζθαιίεο θαη παηρλίδηα γηα άιινπο. Απηά ηα projects παξείραλ 

επθαηξίεο γηα πεξηζζφηεξε ζπδήηεζε πάλσ ζηηο πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο ησλ 

θιαζκάησλ πνπ ζπλήζσο ζπκβαίλνπλ ζηε ζρνιηθή δηδαζθαιία . Πξνζπαζψληαο νη 

καζεηέο λα θηηάμνπλ έλα πξφγξακκα ζηε γιψζζα Logo ην νπνίν λα ρσξίδεη έλα θχθιν 

ζε 3 ίζα κέξε έηζη ψζηε λα δείμνπλ ην ‗ηξίην‘ ήηαλ κηα απζεληηθή καζεκαηηθή πξφθιεζε 

γηα ηνπο καζεηέο. 

Έλα αθφκε ζπκπέξαζκα ήηαλ ην εμήο: ‘ Μειεηώληαο ηε κάζεζε ζε έλα 

ππνινγηζηηθό πεξηβάιινλ, έρεη ζπλεηζθέξεη ζε κηα ζεκαληηθή επέθηαζε ηεο ελλνηνινγηθήο 

θαηαλόεζεο ησλ ξεηώλ αξηζκώλ θαη ζε κηα θαηαλόεζε ηεο ζρέζεο κεηαμύ ησλ γλώζεσλ 

γηα ηνπο αθεξαίνπο θαη ηνπο ξεηνύο αξηζκνύο πνπ έρνπλ νη καζεηέο’. Σν UGA Fractions 

project  επέθηεηλε ηηο ηδέεο πνπ έρνπλ ζρέζε κε ηα θιάζκαηα κε ζεκαληηθνχο ηξφπνπο . 

Γηα παξάδεηγκα, βαζηθά λνήκαηα πνπ έρνπλ ζρέζε κε ηα θιάζκαηα αλαπηχζζνληαη ζην 

ζρνιείν ζαλ ‗ κέξνο – φινπ‘. Γειαδή ην 3/4  είλαη 3 απφ ηα 4 ίζα κέξε ζηα νπνία 

ρσξίζακε έλα νξζνγψλην. Χζηφζν, νη καζεηέο κε κηα ηέηνηα θαηαλφεζε ησλ θιαζκάησλ 

ζπρλά αληηκεησπίδνπλ πξνβιήκαηα ζην λα δψζνπλ λφεκα ζηα θαηαρξεζηηθά θιάζκαηα 

φπσο ην 8/5, ηζρπξηδφκελνη φηη είλαη αδχλαην λα πάξνπκε  πεξηζζφηεξα απφ ηα 5. ΢ε 

αληίζεζε, ην παξαπάλσ projects, έδσζε έκθαζε ζηελ θαηαζθεπή ησλ θιαζκάησλ σο 

επαλαιακβαλφκελεο κνλάδεο θαη σο ηειεζηήο. Σν ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ TIMA 

παξείρε έλα κέζν κε ην νπνίν νη καζεηέο κπνξνχζαλ λα ελζσκαηψζνπλ απηέο ηηο 

θαηαζθεπέο κέζσ νπηηθνπνίεζεο θαη δξάζεσλ.  
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 ΦΖΦΗΑΚΔ΢ ΣΔΥΝΟΛΟΓΗΔ΢ 

 

ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 
 

Σα ηειεπηαία ρξφληα βξηζθφκαζηε κπξνζηά ζε κηα έθξεμε ζηελ αλάπηπμε ησλ 

ςεθηαθψλ ηερλνινγηψλ ζε θάζε ηνκέα ηεο δσήο καο. Όπσο είλαη θπζηθφ, ην γεγνλφο 

απηφ δελ άθεζε αλεπεξέαζην θαη ηνλ θιάδν ηεο έξεπλαο ζηελ παηδαγσγηθή επηζηήκε 

αιιά θαη ζηε δηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ εηδηθφηεξα. Νέεο ηάζεηο αλαπηχρζεθαλ ζηα 

πιαίζηα ησλ παηδαγσγηθψλ επηζηεκψλ κε αθνξκή ηελ αλάπηπμε ηεο ηερλνινγίαο θαη 

πξνηάζεηο γηα ηε ρξήζε ησλ λέσλ ςεθηαθψλ ηερλνινγηψλ ζηελ εθπαίδεπζε είδαλ ην θσο 

ηεο δεκνζηφηεηαο. Σελ αξρή έθαλε ν Papert  ζηα κέζα ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1960  ν νπνίνο, 

επεξεαζκέλνο  βέβαηα απφ ηνλ Piaget, ζεσξνχζε φηη ν Piaget θαη νη παηδαγσγηθέο 

επηζηήκεο είραλ επηθεληξσζεί ζην ηη δελ κπνξεί λα θάλεη έλα παηδί θαη φρη ζην ηη κπνξεί 

λα θάλεη ζε κηα ζπγθεθξηκέλε ειηθία (Κπλεγφο, 2006). Γηα λα μεπεξαζηεί απηή ε 

αδπλακία πξφηεηλε ηελ έληαμε ησλ λέσλ ηερλνινγηψλ ζηελ εθπαίδεπζε. Τπνζηεξίδεη φηη 

κπνξνχκε λα ζρεδηάζνπκε ηερλεηά πεξηβάιινληα ηα νπνία λα είλαη πνιχ πην πινχζηα ζε 

δπλαηφηεηεο ψζηε λα δίλνπλ ζην παηδί εκπεηξίεο δεκηνπξγίαο καζεκαηηθψλ λνεκάησλ 

(Papert, 1991). Απφ ην ζεκείν απηφ θαη κεηά, νη ξπζκνί εμέιημεο ήηαλ θαηαηγηζηηθνί. 

΢ηελ επηζηεκνληθή θνηλφηεηα ηεο δηδαθηηθήο ησλ καζεκαηηθψλ ε πξνβιεκαηηθή 

γχξσ απφ ην ξφιν ηεο ππνινγηζηηθήο ηερλνινγίαο ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ 

αλαπηχζζεηαη κε θχξην άμνλα ηελ πξνζέγγηζε ησ ππνινγηζηψλ σο λνεηηθψλ εξγαιείσλ. 

Ζ αξρηθή ζέζε ηνπ Papert (1980) ζηηο αξρέο ζηεο δεθαεηίαο ηνπ 80 ζρεηηθά κε ην είδνο 

θαη ηελ πνηφηεηα ηεο κάζεζεο πνπ κπνξεί λα πξαγκαηνπνηεζεί δίλνληαο επθαηξίεο ζηνπο 

καζεηέο γηα πεηξακαηηζκφ θαη αιιειεπίδξαζε κε πινχζηα ππνινγηζηηθά πεξηβάιινληα 

ππξνδφηεζε ηελ έλαξμε πνιιψλ εξεπλψλ , ηα πνξίζκαηα ησλ νπνίσλ αλαδείθλπαλ ηηο 

δπλαηφηεηεο ηεο ππνινγηζηηθήο ηερλνινγίαο γηα αλαηξνπή πνιιψλ εδξαησκέλσλ 

αληηιήςεσλ γηα ην ηη κπνξνχλ ή ηη δελ κπνξνχλ λα θάλνπλ ηα παηδηά , γηα ηνπο ηξφπνπο 

θαη ηελ εηνηκφηεηά ηνπο λα θαηαλνήζνπλ καζεκαηηθέο έλλνηεο (diSessa & Abelson,1981; 

Harel & Papert, 1991). Σα ζπγθεθξηκέλα εξγαιεία δηαζέηνπλ κηα ζεηξά απφ 

ραξαθηεξηζηηθά πνπ ππνζηεξίδνπλ ηελ δηεξεπλεηηθή κάζεζε κε ηξφπν ηδηαίηεξν πνπ δελ 

είλαη εθηθηφο κε άιια κέζα, ζηαηηθά θαη ειεθηξνληθά. Με ηελ αδηακθηζβήηεηε 

πνιιαπιφηεηα ησλ κέζσλ αλαπαξάζηαζεο θαη ρεηξηζκνχ πνπ ραξαθηεξίδεη ηα 
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ππνινγηζηηθά εξγαιεία ησλ δηεξεπλεηηθψλ ινγηζκηθψλ , δηαλνίγνληαη λέα πεδία γηα ηε 

δηδαζθαιία θαη ηελ έξεπλα ,κέζα απφ ηελ άξζε παιηψλ εκπνδίσλ φπσο π.ρ. 

αλαπαξάζηαζεο, θαη ηε δηάζεζε κέζσλ πνπ πεξηιακβάλνπλ δπλαηφηεηεο γηα 

κνληεινπνίεζε απφ κέξνπο ησλ καζεηψλ ,γηα ρξήζε πνιιαπιψλ αλαπαξαζηάζεσλ θαη 

δηαιεθηηθή ζρέζε επαγσγηθψλ θαη παξαγσγηθψλ ζπιινγηζκψλ. Οη ‗κηθξφθνζκνη‘ έρνπλ 

απνηειέζεη ηελ βαζηθή παηδαγσγηθή πξφηαζε  γηα ηελ αμηνπνίεζε ησλ ηδηαίηεξσλ 

δπλαηνηήησλ πνπ πξνζθέξεη ε ππνινγηζηηθή ηερλνινγία ζην πιαίζην ηεο ζεσξίαο 

κάζεζεο πνπ βαζίδεηαη ζηηο θαηαζθεπέο, φπνπ ζην επίθεληξν βξίζθνληαη αληηθείκελα κε 

πξνζσπηθφ λφεκα γηα απηνχο πνπ ηα θαηαζθεχαζαλ (Constructionism, Harel & Papert, 

1991; Kafai & Resnick, 1996).  

Οη ξεηνί αξηζκνί έρνπλ απνηειέζεη έλα κεγάιν πεδίν εξεπλψλ, ηφζν κε ηελ ρξήζε 

ππνινγηζηψλ φζν θαη ρσξίο απηνχο. Σερλνινγηθά εξγαιεία επηηξέπνπλ ηνπο καζεηέο λα 

εθηεινχλ ελέξγεηεο φπσο απφζπαζε (Disembedding), επαλάιεςε (iterating) νη νπνίεο 

είλαη θξίζηκεο γηα ηελ αλάπηπμε ηεο θαηαλφεζεο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ αιιά δχζθνιν, αλ 

φρη αδχλαην ,λα εθηειεζηνχλ ρσξίο ηελ ηερλνινγία (Olive & Lobato, 2008). 

 

ΟΗ  ΦΖΦΗΑΚΔ΢  ΣΔΥΝΟΛΟΓΗΔ΢   ΢ΣΖΝ   ΔΚΠΑΗΓΔΤ΢Ζ 
 

 «Η ηερλνινγία είλαη απαξαίηεηε  ζηελ δηδαζθαιία θαη ηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθώλ. 

Δπεξεάδεη ηα καζεκαηηθά πνπ δηδάζθνληαη θαη επαπμάλεη ηε κάζεζε ησλ καζεηώλ» 

(NCTM, 2000), (p.24). 

Δλψ ν Papert (1991) αλαθέξεη φηη : 

«…ε παξνπζία ηνπ ππνινγηζηή κπνξεί λα αιιάμεη όρη κόλν ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν 

δηδάζθνπκε ζηα παηδηά καο ηα καζεκαηηθά, αιιά, πνιύ πην νπζηαζηηθά, ηνλ ηξόπν κε ηνλ 

νπνίν ζθέπηεηαη ε παηδεία καο σο ζύλνιν κε ηε γλώζε θαη ηε κάζεζε» (ζει.58) 

 Οη ςεθηαθέο  ηερλνινγίεο έρνπλ ηελ δπλαηφηεηα λα κεηαζρεκαηίζνπλ ηελ 

δηδαζθαιία θαη ηελ κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ (Clements,2000; Heid, 1997) θαη λα 

βνεζήζνπλ λα θάλνπκε  καζεκαηηθά πςειφηεξνπ επηπέδνπ πεξηζζφηεξν πξνζηηά ζηνπο 

καζεηέο (NCTM, 2000). Με ηηο ηερλνινγίεο νη καζεηέο κπνξνχλ λα εμεξεπλήζνπλ 

έλλνηεο ,λα αζρνιεζνχλ κε ηνλ πεηξακαηηζκφ ηελ εηθαζία, λα παίξλνπλ απνθάζεηο λα 

εμεηάδνπλ πνιιά παξαδείγκαηα απφ γξαθηθή, αξηζκεηηθή θαη αιγεβξηθή άπνςε 

θηι(Clements, 2000). ―Cognitive  technologies‖ ,φπσο κηθξφθνζκνη θαη πξνγξάκκαηα 
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δπλακηθήο γεσκεηξίαο δίλνπλ ηελ δπλαηφηεηα ζηνπο καζεηέο λα ππεξβνχλ ηα φξηα ησλ 

παξαδνζηαθψλ πξνζεγγίζεσλ θαη ζηνπο θαζεγεηέο λα εθαξκφζνπλ  πξνζεγγίζεηο πνπ 

είλαη πεξηζζφηεξν  εζηηαζκέλεο ζε δηδαζθαιίεο κε επίθεληξν ηνλ καζεηή  (Pea ,1987). 

Απφ πνιινχο εξεπλεηέο ππνζηεξίδεηαη φηη ν ππνινγηζηήο κπνξεί λα παίμεη ζεκαληηθφ 

ξφιν ζηε γλσζηηθή αλάπηπμε ησλ καζεηψλ  ( Dorfler, 1993; Laborde, 1993). O 

ππνινγηζηήο ζχκθσλα κε ηνπο Noss & Hoyles, (1996) παίδεη θεληξηθφ ξφιν ζην πιαίζην 

ζπκθξαδνκέλσλ ζην νπνίν ζπληειείηε ε κάζεζε, ζην νπνίν εληάζζνληαη επίζεο, ν 

θαζεγεηήο, νη καζεηέο θαη ε αιιειεπίδξαζε κεηαμχ ηνπο θαζψο θαη νη δξαζηεξηφηεηεο 

ηηο νπνίεο θαινχληαη λα θέξνπλ ζε πέξαο. Τπνζηεξίδεηαη επίζεο, φηη ην πεξηβάιινλ ηνπ 

ππνινγηζηή κε ηε κνξθή εθπαηδεπηηθνχ ινγηζκηθνχ κπνξεί λα παίμεη ην ξφιν ζθαισζηάο 

(scaffolding) θαη λα ιεηηνπξγήζεη ππνζηεξηθηηθά ζηελ αλάπηπμε ηεο καζεκαηηθήο 

δξαζηεξηφηεηαο ησλ καζεηψλ (Hoyles & Noss, 1989) θαζψο θαη σο πεξηβάιινλ 

αλαδηνξγάλσζεο ηεο ζθέςεο ηνπο (Hillel, 1993). Σν θαηάιιεια ζρεδηαζκέλν 

εθπαηδεπηηθφ ινγηζκηθφ κπνξεί λα δψζεη ζηνπο καζεηέο επθαηξίεο γηα καζεκαηηθνπνίεζε 

κέζα απφ ηελ πξαγκαηνπνίεζε ζπλδέζεσλ κεηαμχ κε ηππνπνηεκέλσλ θαη 

ηππνπνηεκέλσλ καζεκαηηθψλ (Noss, 1988) θαη λα ηνπο βνεζήζεη λα θάλνπλ γεληθεχζεηο 

ζηεξηγκέλνη ζε εηδηθέο πεξηπηψζεηο (Hoyles & Noss, 1989).  

Ζ ηδέα λα ρξεζηκνπνηεζεί ε ηερλνινγία ζηελ εθπαηδεπηηθή πξάμε θαη ηδηαίηεξα 

ζηε καζεκαηηθή παηδεία μεθίλεζε πεξίπνπ ην 1960 κε ζεκειησηή ηνλ S.Papert. O Papert, 

κεηά απφ 5 ρξφληα ζπλεξγαζίαο κε ηνλ Piaget ζην Παλεπηζηήκην ηεο Γελεχεο, αλέπηπμε 

ηε ζεσξία ηνπ ζηα κέζα ηεο δεθαεηίαο ηνπ ΄60. Δλψ ζπκθσλνχζε κε ηνλ ππξήλα ηεο 

ζεσξίαο ηνπ Piaget,δηαθνξνπνηείηαη φκσο ζεκαληηθά απφ απηφλ ζρεηηθά κε ηε ζεσξία   

ηνπ γηα ηε γλσζηηθή σξίκαλζε ηνπ αλζξψπνπ. Ηζρπξίζηεθε φηη απηφ πνπ είραλ θάλεη νη 

επηζηήκνλεο αιιά θαη ν Piaget είλαη φηη επηθεληξψζεθαλ ζε απηφ πνπ δελ κπνξνχζε λα 

θάλεη ν καζεηήο  ζηα δηάθνξα ζηάδηα ηεο σξίκαλζήο ηνπ θαη φρη ζε απηφ πνπ κπνξεί λα 

θάλεη ην παηδί. Ζ ζεψξεζε ηνπ Papert ήηαλ νπζηαζηηθά αληίζεηε κε απηήλ ηεο γλσζηηθήο 

ςπρνινγίαο ε νπνία έδσζε έκθαζε ζηε κειέηε ησλ παξαλνήζεσλ ησλ καζεηψλ ζρεηηθά 

κε ηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο. Απηφ πνπ θάλεη ν Papert  είλαη  λα κειεηήζεη ην ηη 

θαηαιαβαίλνπλ νη καζεηέο θαη πσο  απηή ε θαηαλφεζε  αλαπηχζζεηαη αληί γηα ην ηη 

παξαλννχλ θαη γηα ην πνηεο παξαλνήζεηο δηνξζψλνληαη. Οπζηαζηηθά δειαδή κειεηάεη ηα 

καζεκαηηθά λνήκαηα πνπ δνκνχλ νη καζεηέο. 



 

 43 

Ζ πεπνίζεζε ηνπ Papert ήηαλ φηη ηα παηδηά κπνξνχλ λα ζθεθηνχλ κε πνιχ 

αλψηεξνπο ηξφπνπο απφ  φηη ππνζηεξίδεηαη θαη φηη κπνξνχλ λα ζρεδηαζηνχλ ηερλεηά 

πεξηβάιινληα ηα νπνία λα είλαη πινχζηα ζε δπλαηφηεηεο, ψζηε λα δίλνπλ ζην παηδί 

εκπεηξίεο δεκηνπξγίαο καζεκαηηθψλ λνεκάησλ (Papert,1980; ζην Κπλεγφο, 2006). Έλα 

καζεζηαθφ πεξηβάιινλ πνπ ρξεζηκνπνηεί ηελ ηερλνινγία είλαη ππθλφ ζε εξεζίζκαηα θαη 

πην πινχζην ζε επθαηξίεο ζηα καζεκαηηθά (Papert,1991) . ΢ε έλα ηέηνην πεξηβάιινλ ν 

καζεηήο ρξήζηεο κπνξεί λα εθθξάδεηαη ειεχζεξα , λα θάλεη εηθαζίεο ,λα ηηο ειέγρεη θαη 

λα παίξλεη πίζσ απηά πνπ έρεη θάλεη. Ζ εθκάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ ζπλίζηαηαη ζηελ 

εκπεηξηθή ,ππνζεηηθφ-παξαγσγηθή δηαδηθαζία ,φπνπ ην δεηνχκελν είλαη ε δεκηνπξγία θαη 

ε αλάπηπμε πξνζσπηθψλ λνεκάησλ απφ ηνπο καζεηέο κέζα απφ ηηο ππνζέζεηο ,εηθαζίεο 

απνδείμεηο ,αληηπαξαδείγκαηα θαη ειέγρνπο (Κπλεγφο, 2006). 

Με άιια ιφγηα ην δεηνχκελν ζηε δηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ είλαη λα θάλεη ν 

καζεηήο καζεκαηηθά ν ίδηνο (Papert,1991) .Δθεί αθξηβψο είλαη πνπ κε εηδηθά ςεθηαθά 

εξγαιεία ν καζεηήο έρεη ηε δπλαηφηεηα λα θάλεη καζεκαηηθά κε ηξφπνπο πνπ ήηαλ 

αδχλαην κε ηα πξν –ηερλνινγηθά κέζα ηνπ ραξηηνχ, ηνπ κνιπβηνχ ,ηνπ ράξαθα θαη ηνπ 

κνηξνγλσκνλίνπ (Κπλεγφο,2006).   

 

Πξόζζεηε Παηδαγσγηθή Αμία θαη Φεθηαθή Σερλνινγία 

 Τπάξρνπλ πνιιέο πξνζεγγίζεηο ζρεηηθά κε ηνπο ιφγνπο θαη ηνπο ηξφπνπο ρξήζεο 

ηεο ςεθηαθήο ηερλνινγίαο ζηελ εθπαίδεπζε. Γηα λα δψζεη θάπνηα πξνζέγγηζε πεηζηηθά 

επηρεηξήκαηα γηα ηελ έληαμε ηεο ηερλνινγίαο ζην ζρνιείν πξέπεη ,ζχκθσλα κε ηνλ 

Κπλεγφ (2006), ηα επηρεηξήκαηα απηά λα πξνέξρνληαη απφ ηελ εξψηεζε: 

 «Υπάξρεη ηξόπνο ε ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο απηήο λα έρεη θάπνηα πξόζζεηε παηδαγσγηθή 

αμία σο πξνο ηελ εθπαηδεπηηθή πξάμε ,δειαδή ηε καζεζηαθή θαη δηδαθηηθή δηαδηθαζία; Τη 

κπνξεί λα θάλεη ν καζεηήο θαη ν εθπαηδεπηηθόο κε ηελ ηερλνινγία απηή πνπ είηε είλαη 

αδύλαην είηε είλαη πνιύ δύζθνιν πξαθηηθά όηαλ δελ ηε δηαζέηεη;»( ζει.31) 

Μηα πξνζέγγηζε είλαη απηή ηνπ εληζρπηή ηεο κάζεζεο πνπ πξνζθέξεη ζην καζεηή 

πεξηζζφηεξε εμάζθεζε θαη ηαρχηεηα ζηελ εμαγσγή ηνπ απνηειέζκαηνο ζε ζρέζε κε ηα 

παξαδνζηαθά κέζα. Μηα άιιε πξνζέγγηζε δίλεη έκθαζε ζηελ δπλαηφηεηα πνπ 

πξνζθέξνπλ νη ππνινγηζηέο ζηνλ εθπαηδεπηηθφ γηα ηελ νξγάλσζε ησλ δεδνκέλσλ πνπ 

αθνξνχλ ηνπο καζεηέο. Κακία φκσο απφ απηέο ηηο πξνζεγγίζεηο δελ ζεσξεί ηνπο 



 

 44 

ππνινγηζηέο ζαλ γλσζηηθά εξγαιεία. Μηα ηξίηε πξνζέγγηζε είλαη απηή πνπ ην ζεκείν 

εθθίλεζεο είλαη νη βαζηθέο ςπρνινγηθέο δηαδηθαζίεο πνπ είλαη ελζσκαησκέλεο ζηα 

δηάθνξα είδε εθπαηδεπηηθνχ ινγηζκηθνχ θαη νη νπνίεο αθνξνχλ ηε καζεκαηηθή ζθέςε. 

Γηα παξάδεηγκα ηα πεξηβάιινληα ηχπνπ Logo πξνζθέξνπλ πνηθίιεο καζεκαηηθέο θαη 

γξαθηθέο αλαπαξαζηάζεηο βάζεη ησλ νδεγηψλ πνπ δίλνληαη κέζα απφ έλα δνκεκέλν 

θείκελν. 

Μήπσο φκσο εηδηθά γηα ηα καζεκαηηθά ε ρξήζε ηεο ηερλνινγίαο δελ έρεη θάπνηα 

πξφζζεηε παηδαγσγηθή αμία αθνχ απηά απνηεινχλ αληηθεηκεληθή γλψζε θαη κάιηζηα 

ζηαζεξή γηα ην επίπεδν ησλ καζεηψλ; 

Ζ απάληεζε ζε απηφ ην εξψηεκα εμαξηάηαη απφ ηελ ζεσξία πνπ θάπνηνο πηνζεηεί γηα ην 

ηη είλαη καζεκαηηθά θαη πνηα είλαη ε θχζε ηεο καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο. Γηα ηνπο Davis 

θαη Hersh (1981) ηα καζεκαηηθά είλαη έλα αλζξψπηλν δεκηνχξγεκα ινγηθήο θαη φηη ε 

δηαδηθαζία παξαγσγήο ,αλάπηπμεο θαη εμέιημήο ηνπ απνηειείηαη απφ εηθαζίεο ,ππνζέζεηο 

,απνξξίςεηο θαη επαιεζεχζεηο. Ζ κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ έρεη ηελ ίδηα θχζε κε ηε 

δηαδηθαζία ζηελ νπνία εκπιέθνληαη νη καζεκαηηθνί επηζηήκνλεο. ΢πλίζηαηαη δειαδή 

ζηελ εκπεηξηθή, ππνζεηηθφ-παξαγσγηθή δηαδηθαζία φπνπ δεηνχκελν είλαη ε δεκηνπξγία 

θαη αλάπηπμε πξνζσπηθψλ λνεκάησλ απφ ηνπο καζεηέο κέζα απφ ππνζέζεηο, εηθαζίεο, 

απνδείμεηο, αλαζθεπέο, αληηπαξαδείγκαηα ,ζπλερείο ηξνπνπνηήζεηο θαη ειέγρνπο .Γειαδή 

ην δεηνχκελν ζηε δηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ είλαη ν θάζε καζεηήο λα βηψζεη ηελ 

εκπεηξία ηνπ λα θάλεη καζεκαηηθά ν ίδηνο (Papert,1972,ζην Κπλεγφο,2006). Δθεί 

αθξηβψο είλαη πνπ κε εηδηθά ςεθηαθά εξγαιεία ν καζεηήο κπνξεί λα θάλεη καζεκαηηθά 

κε ηξφπνπο πνπ ήηαλ αδχλαην κε ηα πξν-ηερλνινγηθά κέζα ηνπ ραξηηνχ θαη ηνπ κνιπβηνχ 

,ηνπ ράξαθα ,ηνπ δηαβήηε θαη ηνπ κνηξνγλσκνλίνπ. Μία πξφζζεηε παηδαγσγηθή αμία γηα 

ηελ ςεθηαθή ηερλνινγία ζπλίζηαηαη ζην φηη κπνξεί λα δηαζέζεη πνιχ-αλαπαξαζηαζηαθά 

εξγαιεία κε ηα νπνία ν καζεηήο λα απνθηήζεη εκπεηξίεο έθθξαζεο ελλνηψλ, δξάζεο θαη 

δεκηνπξγηθήο ακθηζβήηεζεο κέζα ζε πνιππνίθηιεο ζπιινγηθφηεηεο  (Κπλεγφο, 2006) . 

 ΢χκθσλα κε ηνπο Davis θαη Hersh (1981), φηαλ ε ςεθηαθή ηερλνινγία 

ρξεζηκνπνηείηαη καδί θαη παξάιιεια κε ην γξαπηφ θαη ηνλ πξνθνξηθφ ιφγν ,ζεκαίλεη φηη 

θαη ε ίδηα ζεσξείηαη κηα πνιηηηζκηθή έθθξαζε φπσο είλαη ε αλζξψπηλε γιψζζα. Έηζη ε 

έθθξαζε καζεκαηηθψλ λνεκάησλ θαη ε ρξήζε ηνπο γηα επηθνηλσλία απνηειεί γηα ηε 

δηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ ηελ δηδαθηηθή επηθνηλσληαθή κέζνδν. Με άιια ιφγηα φηαλ ε 
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ςεθηαθή ηερλνινγία ρξεζηκνπνηείηαη σο πνιηηηζκηθφ κέζν απνηειεί κηα πξφζζεηε 

παηδαγσγηθή αμία  γηα ηελ εθπαίδεπζε. Καη εθφζνλ ε γιψζζα απνηειεί ην πινπζηφηεξν 

κέζν έθθξαζεο ,αληίζηνηρα γηα ηηο ηερλνινγίεο ην κέζν είλαη ε γιψζζα 

πξνγξακκαηηζκνχ (diSessa, 2000). Σν απνηέιεζκα είλαη ν πξνγξακκαηηζκφο λα κπνξεί 

λα γίλεη έλα πνιηηηζκηθφ κέζν έθθξαζεο κέζα απφ ηε ζπιινγηθή θαη αηνκηθή δξάζε, 

εκπινπηίδνληαο ηελ εθθξαζηηθή ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ (Eisenberg, 1995). 

 

Έλα θεληξηθφ ζηνηρείν πνπ αθνξά ηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ κε ηε Logo είλαη 

ε δηεξεπλεηηθή δξαζηεξηφηεηα κε ηνπο ‗κηθξφθνζκνπο‘ (Microworlds) (Κπλεγφο, 2006), 

γηα ηνπο νπνίνπο γίλεηαη ιφγνο ακέζσο παξαθάησ. 

 

Μηθξόθνζκνη 

Ζ εθαξκνγή θαη ν ζρεδηαζκφο κηθξφθνζκσλ γηα ηε δηδαζθαιία καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ έρεη απαζρνιήζεη θαη απαζρνιεί  ηελ έξεπλα ζηε καζεκαηηθή παηδεία (Papert, 

1991; Hoyles & Noss, 1996). Καηά ην ζρεδηαζκφ ησλ κηθξφθνζκσλ δίλεηαη έκθαζε ζηε 

ιεηηνπξγηθή ελζσκάησζε ελαιιαθηηθψλ κνξθψλ αλαπαξάζηαζεο, νη νπνίεο πξνζθέξνπλ 

ζεκαληηθά πιενλεθηήκαηα, γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ απαξαίηεησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ 

(Noss, Hoyles & Healy, 1997). Οη κηθξφθνζκνη θαη γεληθφηεξα ηα πεξηβάιινληα 

δηδαζθαιίαο θαη αιιειεπίδξαζεο πνπ βαζίδνληαη ζηηο ςεθηαθέο ηερλνινγίεο, 

ππεξβαίλνπλ ηελ ππάξρνπζα δπλακηθή αλάκεζα ζε καζεηέο, εθπαηδεπηηθνχο θαη 

εξγαιεία, ελψ ηαπηφρξνλα θαηαξγνχλ ηα ζηελά φξηα ηεο ζρνιηθήο ηάμεο (Noss, Hoyles & 

Healy, 1997).  

Ο φξνο «κηθξφθνζκνο» ρξεζηκνπνηήζεθε πξψηα απφ ηνλ Papert, γηα λα 

πεξηγξάςεη «έλα κηθξφ, ζπλεθηηθφ ζχλνιν απφ αληηθείκελα θαη δξαζηεξηφηεηεο ηα νπνία 

εθαξκφδνληαη ζε έλα ππνινγηζηηθφ ζχζηεκα θη αληαπνθξίλνληαη ζε έλα ελδηαθέξνλ 

θνκκάηη ηνπ πξαγκαηηθνχ θφζκνπ (Sarama & Clements, 2002, ζει.1)» Ο Papert (1980) 

αλαθεξφκελνο ζηνλ κηθξφθνζκν, ηνλ είδε σο έλαλ «απηφλνκν» θφζκν, κέζα ζηνλ νπνίν 

νη καζεηέο κπνξνχλ λα κεηαθέξνπλ ζπλήζεηεο εμεξεχλεζεο απφ ηελ πξνζσπηθή ηνπο 

δσή ζηελ ηππηθή γιψζζα επηζηεκνληθψλ θαηαζθεπψλ. Ο ηειεπηαίνο ζπλέβαιε 

θαζνξηζηηθά ζην ζρεδηαζκφ ηνπ κηθξφθνζκνπ ηεο ρειψλαο ν νπνίνο ζε ζπλδπαζκφ κε 

ηελ ππνινγηζηηθή γιψζζα Logo, ζεσξήζεθε σο «έλα αληηθείκελν κε ην νπνίν κπνξείο λα 
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ζθέθηεζαη» (Hoyles & Noss, 1993; Papert, 1980). Υξεζηκνπνηήζεθε επξχηαηα θαη γηα ηε 

δεκηνπξγία πνιιψλ άιισλ κηθξφθνζκσλ, θαιχπηνληαο έλα επξχ θάζκα δηαθνξεηηθψλ 

επηζηεκνληθψλ πεξηνρψλ, φπσο ε θπζηθή (Papert, 1980) αιιά θη άιισλ καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ (Kynigos, 1993). Ο ζπλδπαζκφο ζπκβνιηθνχ θαη νπηηθνχ ειέγρνπ ελφο 

κηθξφθνζκνπ κε ηελ πξφζβαζε ζηε βαζηά δνκή (Eisenberg, 1995, Kynigos, 1995) κέζσ 

κηαο ζπκβνιηθήο γιψζζαο (π.ρ. Logo) κπνξεί λα δξάζεη θαηαιπηηθά ζηε δηαδηθαζία 

θαηαζθεπήο λνήκαηνο (Kynigos & Psycharis, 2003). Οη καζεηέο ρεηξηδφκελνη ηα 

αληηθείκελα, εθηεινχλ δηάθνξεο δηαδηθαζίεο πξνθεηκέλνπ λα αλαθαιχςνπλ ηηο ηδηφηεηεο 

ηνπ κηθξφθνζκνπ θαη λα θαηαλνήζνπλ ην ζχζηεκα ζην ζχλνιφ ηνπ.  

Ζ Hoyles (1993), φξηζε ηνλ κηθξφθνζκν, σο κηα απιή θαη θαζνξηζκέλε πηπρή ηνπ 

πξαγκαηηθνχ θφζκνπ γηα έλα γλσζηηθφ πεδίν. Ζ Edwards (1995), αλαθέξεη φηη νη 

κηθξφθνζκνη αλαπαξηζηνχλ κηα ηδέα κέζα απφ κηα ιεηηνπξγηθή αθαίξεζε. ΢πγθεθξηκέλα, 

ν κηθξφθνζκνο απνηειεί δνκεκέλε ελζσκάησζε καζεκαηηθψλ ελλνηψλ θαη δνκψλ ζε έλα 

ιεηηνπξγηθφ πεξηβάιινλ, φπνπ ηα πθηζηάκελα εξγαιεία κπνξνχλ λα θαηαζθεπάζνπλ λέα 

αληηθείκελα θαη δνκέο. Οη δνκέο απηέο είλαη δηάθαλεο θαη έηζη εληζρχνπλ ηηο πνιιαπιέο 

αλαπαξαζηάζεηο ηνπ καζεηή γηα κηα έλλνηα θαη θαη‘ επέθηαζε ηελ θαιχηεξε θαηαλφεζή 

ηεο (Edwards, 1995). Οη καζεηέο έρνπλ άκεζν έιεγρν θαη κπνξνχλ λα θαζνξίζνπλ ηε 

ιεηηνπξγία ηνπ κηθξφθνζκνπ αθνχ ηα εξγαιεία πνπ απνηεινχλ έλα κηθξφθνζκν κπνξνχλ 

λα αλαζεσξεζνχλ, θαη λα ηα ρξεζηκνπνηήζνπλ, κε ή ρσξίο ηξνπνπνηήζεηο, ή αθφκε θαη 

λα θαηαζθεπάζνπλ ηα δηθά ηνπο εξγαιεία πνπ ζα εμππεξεηνχλ θαιχηεξα ζηηο αλάγθεο 

ηνπο γηα λα επηιχζνπλ έλα πξφβιεκα. Οη καζεηέο αιιειεπηδξνχλ ζην πεξηβάιινλ ηνπ 

κηθξφθνζκνπ κε έλα πιήζνο ζηξαηεγηθψλ (Hoyles θαη Noss ,1996) νη νπνίεο έρνπλ ην 

πιενλέθηεκα λα πξνσζνχλ ηνλ αλαζηνραζκφ. Ο αλαζηνραζκφο γίλεηαη κε ηε ρξήζε 

πνιιαπιψλ κνξθψλ αλαπαξάζηαζεο, ηε δηαζχλδεζε κεηαμχ ησλ κνξθψλ απηψλ, ηελ 

πξφθιεζε θνηλσληθνγλσζηηθήο ζχγθξνπζεο θαη ελζάξξπλζε γηα ππέξβαζή ηεο. Έλα 

επηπιένλ πιενλέθηεκα απνηειεί ε δπλαηφηεηα πνπ έρνπλ νη καζεηέο λα αλαιακβάλνπλ 

ην ξφιν ηνπ θαηαζθεπαζηή. Με απηφλ ην ηξφπν νη καζεηέο έξρνληαη ζε άκεζε επαθή κε 

ηνπο θαλφλεο πνπ δηέπνπλ ηε ρξήζε θαη ιεηηνπξγία ελφο κηθξφθνζκνπ θαη ζηε ζπλέρεηα 

θαζνξίδνπλ νη ίδηνη ηνπο δηθνχο  ηνπο  θαλφλεο γηα λα θαηαζθεπάζνπλ θαη άιινπο  

κηθξφθνζκνπο.  Απηφο ν δηπιφο  ξφινο ησλ καζεηψλ, σο ρξεζηψλ θαη σο 

θαηαζθεπαζηψλ εξγαιείσλ ηνπ κηθξφθνζκνπ, παξαπέκπεη άκεζα ζηελ ηδέα ηνπ 
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νηθνδνκηζκνχ θαη ηεο απνηειεζκαηηθήο κάζεζεο. ΢χκθσλα κε ηνλ Papert (1991), ε 

απνηειεζκαηηθή κάζεζε επηηπγράλεηαη, φρη κε ηελ παξνρή ζηνλ εθπαηδεπηηθφ θαιχηεξσλ 

κεζφδσλ δηδαζθαιίαο, αιιά κε ηελ παξνρή ζηνπο καζεηέο θαιχηεξσλ δπλαηνηήησλ λα 

νηθνδνκήζνπλ ηηο γλψζεηο ηνπο.  

΢χκθσλα κε ηνλ Papert (1996), νη καζεηέο κε ηε ρξήζε ηνπ πξνγξακκαηηζκνχ ζα 

έρνπλ ηελ επθαηξία λα γλσξίζνπλ ηηο δνκέο θαη ηε ιεηηνπξγία ηνπ κηθξφθνζκνπ θαη ζηε 

ζπλέρεηα ζα κπνξέζνπλ απνηειεζκαηηθά λα αλαδνκήζνπλ ηηο ζρέζεηο απηέο γηα λα 

πξνρσξήζνπλ ζηελ επίιπζε πξνβιήκαηνο. Ζ ελαζρφιεζε ησλ καζεηψλ κε ηα εξγαιεία 

πνπ είλαη δηαζέζηκα ζην κηθξφθνζκν δελ κπνξεί λα απνηειεί ην κνλαδηθφ ζηφρν ηεο 

ελζσκάησζεο ησλ κηθξφθνζκσλ ζηε δηδαζθαιία ησλ καζεκαηηθψλ, θαζψο ε απιή 

ρξήζε θαη εθαξκνγή εξγαιείσλ δελ δίλεη ηηο επθαηξίεο ζηνπο καζεηέο γηα 

απνηειεζκαηηθή κάζεζε. Αληίζεηα, ν πξνγξακκαηηζκφο δίλεη ηε δπλαηφηεηα γηα 

δηεξεχλεζε, αλαθάιπςε θαη θαηαζθεπή ηεο καζεκαηηθήο γλψζεο (Edwards, 1995).  Καη 

φπσο επηζεκαίλνπλ νη Hoyles θαη Noss (1996) ζε πεξίπησζε πνπ έλα κηθξφθνζκνο δελ 

παξέρεη ηελ επθαηξία πξνγξακκαηηζκνχ, ππάξρεη ν θίλδπλνο νπζηαζηηθήο απνδπλάκσζήο 

ηνπ . 

Έλαο ππνινγηζηηθφο κηθξφθνζκνο επεηδή επηδέρεηαη δηεξεχλεζε, επέθηαζε θαη 

αλαδεκηνπξγία κπνξεί λα ραξαθηεξηζηεί ζαλ έλα ‗ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ‘ ,ην νπνίν 

ελζσκαηψλεη έλα ζπλεθηηθφ ζχλνιν ελλνηψλ θαη ζρέζεσλ έηζη ψζηε λα δίλεη ηε 

δπλαηφηεηα ζηνπο καζεηέο γηα δεκηνπξγηθή θαη δηεξεπλεηηθή δξαζηεξηφηεηα παξαγσγήο 

καζεκαηηθψλ λνεκάησλ (Κπλεγφο, 2006). Ζ κάζεζε πξνάγεηαη κέζα απφ δηαδηθαζίεο 

δηεξεχλεζεο, δηαηχπσζεο θη επίιπζεο πξνβιήκαηνο (Hoyles & Noss, 1993, Sarama & 

Clements, 2002). Ζ γλψζε πνπ ζέινπκε λα πξνζεγγηζζεί βξίζθεηαη ελζσκαησκέλε κέζα 

ζηνλ κηθξφθνζκν θη ν καζεηήο επηρεηξεί λα ηελ αλαθαιχςεη δεκηνπξγψληαο θαη  

δηαρεηξηδφκελνο αληηθείκελα θαη δνθηκάδνληαο πψο απηά αιιεινεπεξεάδνληαη (Hoyles & 

Noss, 1993). Δπηπιένλ πξφθεηηαη γηα έλα πινχζην καζεζηαθά πεξηβάιινλ ην νπνίν 

παξέρεη δπλαηφηεηεο λα θάλνπλ νη καζεηέο ζπλδέζεηο αλάκεζα ζηηο λέεο θαηαζηάζεηο 

πνπ αληηκεησπίδνπλ θαη ηηο πξνυπάξρνπζεο γλψζεηο ηνπο. 

Ζ Edwards(1998) κειεηψληαο ηε δνκή αξθεηψλ κηθξφθνζκσλ επηζεκαίλεη κηα 

ζεηξά απφ κεξηθά βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ηνπο: Έλαο κηθξφθνζκνο:  
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 πεξηιακβάλεη έλα ζχλνιν απφ αληηθείκελα ηα νπνία εθθξάδνπλ ηε δνκή 

καζεκαηηθψλ ή άιισλ νληνηήησλ 

 ζπλδέεη πεξηζζφηεξεο απφ κηα αλαπαξαζηάζεηο φπσο ζπκβνιηθή ,νπηηθή ή 

γξαθηθή  

 παξέρεη αληηθείκελα θαη ιεηηνπξγηθφηεηεο ηα νπνία κπνξνχλ λα ζπλδπαζηνχλ θαη 

λα δεκηνπξγεζνχλ πην ζχλζεηα αληηθείκελα θαη ιεηηνπξγηθφηεηεο 

 πεξηιακβάλεη έλα ζχλνιν απφ δξαζηεξηφηεηεο πνπ κπνξνχλ λα είλαη απφ ηελ 

αξρή πξνγξακκαηηζκέλεο ζην πεξηβάιινλ πνπ ν ρξήζηεο ζα ρξεζηκνπνηήζεη έηζη 

ψζηε λα είλαη ζε ζέζε λα πεηχρεη ην ζηφρν ηνπ. 

Ο κηθξόθνζκνο ‘Υεισλόθνζκνο’, ηνλ νπνίν ζα πεξηγξάςνπκε ζε επφκελε 

ελφηεηα, ιεηηνχξγεζε θαη ζαλ απηφλνκν ινγηζκηθφ αιιά θαη ζαλ πιαηθφξκα 

δεκηνπξγίαο πην εζηηαζκέλσλ κηθξφθνζκσλ. Κάζε ηέηνηνο κηθξφθνζκνο απνηειείηαη απφ 

έλα ή πεξηζζφηεξα παξακεηξηθά πξνγξάκκαηα ηα νπνία δίλνληαη ζηνπο καζεηέο θαη 

έρνπλ ζρεδηαζηεί κε ηέηνην ηξφπν ψζηε λα παίμνπλ ην ξφιν ηνπ δνκηθνχ ιίζνπ γηα ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε δηεξεπλήζεσλ. Κάζε ηέηνηνο κηθξφθνζκνο δηαθέξεη θαη σο πξν ηηο 

καζεκαηηθέο έλλνηεο αιιά θαη σο πξνο ην πψο πξννξίδεηαη λα ρξεζηκνπνηεζεί απφ ηνπο 

καζεηέο θαη ην νπνίν απνηειεί ηε δηδαθηηθή κέζνδν πνπ ζπλνδεχεη ην κηθξφθνζκν. 

΢χκθσλα κε ηνλ Κπλεγφ (2006) (ζει. 113) νη κέζνδνη είλαη νη εμήο: 

 Τν πξόγξακκα είλαη ζρεδηαζκέλν θαηά ηέηνην ηξόπν ώζηε λα ζηεξείηαη κηαο ή 

πεξηζζόηεξσλ ηδηνηήησλ γηα λα θαηαζθεπαζηεί έλα γεσκεηξηθό ζρήκα. Απηό γίλεηαη 

ζπλήζσο κε ην λα ππάξρνπλ ζηελ αξρή αλεμάξηεηεο παξάκεηξνη γηα ηελ θαηαζθεπή 

ζηνηρείσλ ηνπ ζρήκαηνο πνπ θαλνληθά ππάγνληαη ζε κηα παξάκεηξν . Ο καζεηήο 

θαιείηαη λα παίμεη ην ξόιν ηνπ δηνξζσηή ηνπ πξνγξάκκαηνο εθηειώληαο πεηξάκαηα 

θαη πξνζπαζώληαο λα βξεη ηε ζρέζε απηή θαη κεηά λα αιιάμεη ην πξόγξακκα ώζηε 

λα δνπιεύεη ζσζηά. 

 Γελ δίλεηαη ζπγθεθξηκέλν πξόγξακκα ,αιιά δεηείηαη από ηνπο καζεηέο λα θηηάμνπλ 

έλα γηα έλα ζπγθεθξηκέλν ζρήκα. Αλακέλεηαη λα ζπλεηδεηνπνηήζνπλ ζηαδηαθά όηη 

έλα παξακεηξηθό πξόγξακκα πνπ ελέρεη ηηο ηδηόηεηεο ηνπ ζρήκαηνο είλαη πην ηζρπξό 

,δειαδή κπνξνύλ λα θηηάμνπλ πνιύ πεξηζζόηεξα πξάγκαηα κε απηό. 
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 Τν πξόγξακκα ελέρεη ηηο απαξαίηεηεο ηδηόηεηεο γηα λα θηηάμεη ν καζεηήο έλα ζρήκα 

θαη ε δηεξεύλεζε ζπλίζηαηαη ζην λα δηαπηζηώζεη επηπξόζζεηεο ηδηόηεηεο από ηε 

ρξήζε ηνπ 

 Τν πξόγξακκα εκπεξηέρεη ηηο ηδηόηεηεο θαη ν καζεηήο θαιείηαη λα αιιάμεη θάηη ζε 

απηό, δηαηεξώληαο όκσο ηηο ηδηόηεηεο αλαιινίσηεο.  

  
 

‗ Μηζνςεκέλνη κηθξφθνζκνη‘ 

 

Οη κηζνςεκέλνη κηθξφθνζκνη είλαη  θαη απηνί νη ίδηνη ινγηζκηθά . Οη καζεηέο 

αιιά θαη νη εθπαηδεπηηθνί κπνξνχλ λα ηνπο αιιάμνπλ, λα δηνξζψζνπλ θάπνηα κέξε ηνπο 

έηζη ψζηε λα θάλνπλ καζεκαηηθά γηα ηνπο ίδηνπο ή γηα ηνπο καζεηέο ηνπο νη 

εθπαηδεπηηθνί. Απηνχ ηνπ είδνπο νη κηθξφθνζκνη έρνπλ ζρεδηαζηεί κε ηέηνην ηξφπν ψζηε 

λα πξνθαινχλ καζεηέο θαη εθπαηδεπηηθνχο λα θαηαζθεπάζνπλ θάηη κε απηνχο . ΢ηφρνο 

ηνπο είλαη λα ηξνπνπνηεζνχλ αλάινγα κε ηηο αηνκηθέο αλάγθεο ηνπ θαζελφο, ψζηε ν 

ρξήζηεο λα νηθεηνπνηεζεί φηη θξχβεηαη πίζσ απφ ηε δηαδηθαζία θαηαζθεπήο ηνπ θαη φρη 

απιά ν καζεηήο λα κάζεη λα ρξεζηκνπνηεί (Κπλεγφο, 2006). 

 

ΑΝΑΠΑΡΑ΢ΣΑ΢ΔΗ΢ 

ΔΗ΢ΑΓΧΓΖ 

Ζ καζεκαηηθή θνηλφηεηα έρεη ζηξέςεη ηελ πξνζνρή ηεο ζηε ρξήζε ησλ 

αλαπαξαζηάζεσλ απφ ηε δεθαεηία ηνπ 1980, κε φιν θαη πεξηζζφηεξνη λα ζπκθσλνχλ γηα 

ηελ ζεηηθή επηξξνή ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηελ αλάπηπμε ηεο ελλνηνινγηθήο θαηαλφεζεο 

ησλ καζεηψλ, ζην καζεκαηηθφ ζπιινγηζκφ ,ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ θαη ηελ 

επηθνηλσλία (Ball, 1988). Σν ‗National Council of Teachers of Mathematics‘ (NCTM, 

2000) έρεη ππνζηεξίμεη ηνλ θξίζηκν ξφιν ησλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηε δηδαζθαιία θαη ηε 

κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ. 

΢ρεηηθά κε ην ξφιν ησλ δηαθνξεηηθψλ κνξθψλ ησλ αλαπαξαζηάζεσλ  ζηε 

δηεπθφιπλζε ηεο κάζεζεο ησλ καζεηψλ, ππάξρεη κεγάιν πιήζνο βηβιηνγξαθίαο (e.g 

Post, 1981). Χζηφζν έξεπλεο έρνπλ απνθαιχςεη ηελ αζπκθσλία γηα ην θαηά πφζν κηα 

κνξθή αλαπαξάζηαζεο είλαη θαιχηεξε απφ κία άιιε (Haas, 1998). Έλα παξάδεηγκα ην 
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νπνίν έρεη πξνθαιέζεη δηακάρε είλαη ε ζπδήηεζε ζρεηηθά κε ηελ ρξήζε ησλ πνιιαπιψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ, δειαδή δηαθνξεηηθέο κνξθέο αλαπαξάζηαζεο ηεο ίδηαο έλλνηαο. 

Μεξηθέο έξεπλεο επηζεκαίλνπλ φηη φηαλ ρξεζηκνπνηνχκε πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο, 

απμάλεηαη ην γλσζηηθφ θνξηίν θαη άξα έρνπκε ιηγφηεξν απνηειεζκαηηθή κάζεζε ελψ 

άιιεο έξεπλεο έδεημαλ φηη νη καζεηέο πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ πνιιαπιέο αλαπαξαζηάζεηο 

είραλ θαιχηεξε θαηαλφεζε  (Schoenfeld, 1986; Sfard, 1991).  

Ζ εμέιημε ηεο ηερλνινγίαο ησλ  ππνινγηζηψλ θαη ε παξνρή ηζρπξψλ εξγαιείσλ 

νπηηθνπνηήζεο (visualization) ζεσξήζεθε σο κηα πνιιά ππνζρφκελε πξννπηηθή γηα ην 

ξφιν ησλ ππνινγηζηηθψλ εξγαιείσλ ζηε κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ (Zimmermann & 

Cunningham,1991). ΢ην πιαίζην απηφ δφζεθε έκθαζε ζηε ρξήζε ηνπ ππνινγηζηή σο 

αλαπαξαζηαζηαθνχ εξγαιείνπ ην νπνίν ππνζηεξίδεη ηελ έθθξαζε ηδεψλ επηηξέπνληαο 

ζην καζεηή λα νηθνδνκεί, λα δηεξεπλά θαη λα ρεηξίδεηαη αλαπαξαζηάζεηο (Kaput, 1992), 

αιιά θαη λα ηηο επηθνηλσλεί κε άιινπο καζεηέο ζηα πιαίζηα ζπλεξγαηηθψλ 

δξαζηεξηνηήησλ. Δηδηθφηεξα ζηελ πεξηνρή ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, ε ηερλνινγία κπνξεί λα 

επαπμήζεη ηε κάζεζε ηέηνησλ ελλνηψλ κέζσ ππνινγηζηηθψλ εξγαιείσλ ηα νπνία 

επηηξέπνπλ ηνπο καζεηέο λα αλαπαξηζηνχλ ςπρνινγηθέο ιεηηνπξγίεο πνπ είλαη δχζθνιν ή 

αδχλαην λα εθηειεζηνχλ κε θπζηθά πιηθά θαη κε ηε ρξήζε ησλ παξαδνζηαθψλ κέζσλ ηνπ 

ραξηηνχ θαη ηνπ κνιπβηνχ (Heid & Blume , 2008). 

 Σν ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ ην νπνίν ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηελ παξνχζα έξεπλα, 

δειαδή ν Υεισλφθνζκνο, ζπλδπάδεη εξγαιεία πξνεξρφκελα θαη απφ ηα δπν θπξίαξρα 

ξεχκαηα ησλ ππνινγηζηηθψλ πεξηβαιιφλησλ ζηε δηδαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ : ηεο 

ζπκβνιηθήο έθθξαζεο θαη ηεο δπλακηθήο γεσκεηξίαο. ΢ην ζπγθεθξηκέλν ππνινγηζηηθφ 

πεξηβάιινλ πξνζθέξνληαη εξγαιεία ζπκβνιηθήο έθθξαζεο, κέζσ ηεο πξνγξακκαηηζηηθήο 

γιψζζαο Logo , κε παξάιιειε δπλαηφηεηα δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ κεηαβιεηψλ κεγεζψλ. 

Ο ζπλδπαζκφο απηψλ ησλ εξγαιείσλ αληηζηνηρεί ζην ζπλδπαζκφ δπν δηαθνξεηηθψλ 

εηδψλ αλαπαξαζηάζεσλ :ηνπ  ζπκβνιηθνχ θαη ηνπ γξαθηθνχ. 

 

ΔΞΧΣΔΡΗΚΔ΢  ΚΑΗ Δ΢ΧΣΔΡΗΚΔ΢ ΑΝΑΠΑΡΑ΢ΣΑ΢ΔΗ΢ 

 

Ζ ηδέα ηεο ρξήζεο εηθνληθψλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηελ πξαθηηθή ησλ καζεκαηηθψλ 

δελ είλαη  θαηλνχξηα, θαζψο νη νπηηθέο αλαπαξαζηάζεηο, φπσο ηα δηαγξάκκαηα θαη νη 
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γξαθηθέο παξαζηάζεηο ζεσξνχληαλ αλέθαζελ απαξαίηεηα εξγαιεία ζην έξγν ησλ 

καζεκαηηθψλ (Rival, 1987). 

Πξφζθαηα ζπκπεξάζκαηα εξεπλψλ πάλσ ζηελ έλλνηα ηεο Αλαπαξάζηαζεο νδεγνχλ ζηε 

δηάθξηζε αλάκεζα ζην πιηθφ ζχκβνιν, ην ζεκαίλνλ (signifier), θαη ηελ έλλνηα, ε νπνία 

αλαπαξίζηαηαη κε ην ζχκβνιν, ζεκαηλφκελν (signified) (Κνιέδα,2000). Σν γεγνλφο, φηη 

έλα ζχκβνιν αληηζηνηρεί ζε κηα έλλνηα ηνπ λνπ, νδεγεί, κε ηε ζεηξά ηνπ ζηε δηάθξηζε 

αλάκεζα ζηελ Δμσηεξηθή Αλαπαξάζηαζε (external representation) θαη ηελ Ννεηηθή ή 

Δζσηεξηθή Αλαπαξάζηαζε (internal representation) δει. ζηνπο εζσηεξηθνχο 

κεηαζρεκαηηζκνχο πνπ νηθνδνκνχλ νη καζεηέο πξνθεηκέλνπ λα αλαπαξαζηήζνπλ ηελ 

πξαγκαηηθφηεηα. Μεγάινο αξηζκφο εξεπλεηψλ δηαρσξίδεη ηηο εμσηεξηθέο απφ ηηο 

εζσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο (Dettori & Lemut, 1995; Dyfour-Janvier, Bednarz & 

Belanger, 1987). Χο εζσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο νη πξνεγνχκελνη εξεπλεηέο νξίδνπλ ην 

ζχλνιν ησλ λνεηηθψλ εηθφλσλ, ζθέςεσλ ή εθθξάζεσλ πνπ επηηξέπνπλ ζην άηνκν λα 

ζπλδέεη ηα δεδνκέλα, λα μερσξίδεη ηα θχξηα απφ ηα δεπηεξεχνληα, λα ζπλδέεη γλψζε απφ 

δηαθνξεηηθά ζέκαηα θαη ρξφλνπο, λα βξίζθεη δπλαηφηεηεο θαη ελαιιαθηηθνχο ηξφπνπο, λα 

αλαιχεη θαη λα ζπλδέεη βήκαηα ηεο ινγηθήο. ΢χκθσλα κε ηνπο ίδηνπο εξεπλεηέο 

εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο απνηεινχλ φιεο νη νξγαλψζεηο εμσηεξηθψλ ζπκβφισλ 

(ζρήκαηα, ζχκβνια, δηαγξάκκαηα) νη νπνίεο έρνπλ σο ζθνπφ λα αλαπαξαζηήζνπλ 

εμσηεξηθά κηα καζεκαηηθή πξαγκαηηθφηεηα. ΢πκπεξηιακβάλνληαη θαη ηα ζεκεία (signs) 

ηα νπνία ρξεζηκνπνηεί ην άηνκν πξνθεηκέλνπ λα εθθξάζεη κηα έλλνηα ή θαηάζηαζε, φπσο 

πξνθνξηθφο ή γξαπηφο ιφγνο ζε θπζηθή ή ηερλεηή γιψζζα, ζχκβνια, δσγξαθηέο, 

εηθφλεο. Οη εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο απνηεινχλ πξντφληα λνεηηθψλ δηεξγαζηψλ. 

΢χκθσλα κε ηνλ Meira (1995) ,ζην ξεχκα ηνπ cognitivism, πξνηάζεθε ε δηάθξηζε 

ησλ δπν εηδψλ αλαπαξαζηάζεσλ θαη ν ζχλδεζκνο ηνπο ζεσξεηηθνπνηήζεθε σο 

ακθίδξνκε  αληηζηνίρεζε απφ ην έλα είδνο αλαπαξάζηαζεο ζην άιιν ζχκθσλα κε ηελ 

νπνία νη εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο θαη ν ζπκβνιηζκφο παίδνπλ βνεζεηηθφ ξφιν ζηελ 

νινθιήξσζε ησλ εζσηεξηθψλ λνεηηθψλ δηεξγαζηψλ. Ο Goldin (1998) επηζεκαίλεη κηα 

βαζηθή δηαθνξά αλάκεζα ζηηο εζσηεξηθέο θαη εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο: νη πξψηεο 

αλαθέξνληαη ζηα ππνηηζέκελα λνεηηθά δνκήκαηα ,ελψ νη δεχηεξεο απνηεινχλ 

πνιηηηζκηθέο θαηαζθεπέο πνπ αλαπηχζζνληαη ζην πιαίζην ησλ αλζξψπηλσλ θνηλσληθψλ 
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δηαδηθαζηψλ θαη πεξηιακβάλνπλ ηε θπζηθή γιψζζα ,ηα ζπζηήκαηα ζπκβνιηζκνχ θαη 

ηνπο ππνινγηζηηθνχο κηθξφθνζκνπο. 

Κνηλφ ραξαθηεξηζηηθφ ησλ πξνζεγγίζεσλ πνπ αθνξνχλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο 

απνηειεί ε αληηκεηψπηζε ησλ ελεξγεηψλ ζην εμσηεξηθφ πεξηβάιινλ κηαο δξαζηεξηφηεηαο, 

φπσο γηα παξάδεηγκα κεηαθξάζεηο απφ ην έλα ζχζηεκα ζε έλα άιιν ή θαηαζθεπέο λέσλ 

αλαπαξαζηάζεσλ, σο δηακεζνιαβεκέλσλ απφ εζσηεξηθά αλαπαξαζηαζηαθά ζπζηήκαηα 

,ηα νπνία κπνξνχλ λα έρνπλ ή φρη δνκηθή νκνηφηεηα κε ηα εμσηεξηθά (Goldin ,1998). Σα 

εζσηεξηθά αλαπαξαζηαζηαθά ζπζηήκαηα δελ κπνξνχλ λα παξαηεξεζνχλ απεπζείαο ζε 

πξαθηηθφ επίπεδν (DeCorte et al.1996), αιιά λα ζπλαρζνχλ, θαζψο απνηεινχλ 

ππνηηζέκελεο δνκέο πνπ παξεηζθξχνπλ πιαγίσο ζηελ παξαηεξήζηκε ζπκπεξηθνξά. Με 

βάζε απηφ ην δεδνκέλα νη αιιειεπηδξάζεηο ησλ καζεηψλ κε ηηο εμσηεξηθέο 

αλαπαξαζηάζεηο ζεσξήζεθαλ θεληξηθά ζηνηρεία ηεο πξνζπάζεηαο θαηαλφεζεο ησλ 

εζσηεξηθψλ δηαδηθαζηψλ πνπ ελεξγνπνηεί κηα αλαπαξάζηαζε θαη ηεο ζρέζεο ηνπο κε 

εζσηεξηθέο γλσζηηθέο δνκέο θαη δηαδηθαζίεο. 

Ο ξφινο ησλ εμσηεξηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ ζηελ θαηαλφεζε καζεκαηηθψλ 

ελλνηψλ κειεηήζεθε θπξίσο ζε ζπλζήθεο επίιπζεο πξνβιήκαηνο θαη ρξεζηκνπνηήζεθε 

γηα λα δηαθσηηζηνχλ ραξαθηεξηζηηθά ησλ αλαπαξαζηαζηαθψλ ηθαλνηήησλ ησλ καζεηψλ 

αιιά θαη ησλ δηαδηθαζηψλ κεηάβαζεο απφ έλα ζχζηεκα αλαπαξάζηαζεο ζε έλα άιιν. Σα 

εξεπλεηηθά απνηειέζκαηα ππνδπθλείνπλ ηε ζεκαζία ησλ δηαδηθαζηψλ κεηάθξαζεο ( 

Janvier,1987)  κεηαμχ δηαθνξεηηθψλ αλαπαξαζηαζηαθψλ ζπζηεκάησλ  ή αλαπαξάζηαζεο 

ηεο ίδηαο καζεκαηηθήο ηδέαο κε δηαθνξεηηθφ ηξφπν σο θεληξηθψλ παξακέηξσλ ηεο 

θαηαλφεζεο ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ (Lesh, Post & Behr, 1987; Kaput,1987). Δπίζεο, 

επηζεκάλζεθε φηη ηα παηδηά κπνξνχλ λα θάλνπλ ηαπηφρξνλε ρξήζε πνιιψλ 

δηαθνξεηηθψλ αλαπαξαζηαζηαθψλ ζπζηεκάησλ ,φπσο ιεθηηθψλ εθθξάζεσλ, ζπκβφισλ 

πηλάθσλ θηι, θαη φηη ε επηθξάηεζε ελφο ζπζηήκαηνο αλαπαξάζηαζεο έλαληη άιισλ 

πνηθίιεη ζε δηαθνξεηηθά ζηάδηα ηεο επίιπζεο (Behr et al.,1992). 

 Ζ θχζε ησλ λνεηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ είλαη πην αζαθήο, επεηδή δελ κπνξνχλ 

λα παξαηεξεζνχλ απεπζείαο θαη ζπκπεξαίλνπκε ηελ χπαξμή ηνπο ιφγσ ηεο εμσηεξηθήο 

ζπκπεξηθνξάο ησλ καζεηψλ. Οη εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο δξνπλ σο εξεζηζκνί ζηηο 

αηζζήζεηο θαη ζπλίζηαληαη απφ δηαγξάκκαηα, πίλαθεο, γξαθηθέο παξαζηάζεηο, δηάθνξα 

κνληέια, γξαθηθά ησλ computers θαζψο θαη ηππηθά ζχκβνια θαη άιιεο παξαζηάζεηο ηεο 
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γιψζζαο ησλ Μαζεκαηηθψλ. ΢ε θάζε καζεζηαθή δηεξγαζία παξεκβαίλνπλ νη 

αλαπαξαζηάζεηο πνπ θάλνπλ νη καζεηέο γηα ηηο έλλνηεο ή ηα αληηθείκελα πνπ ηνπο 

δηδάζθνπκε.  Καηά ηνλ Bruner (1966), ζηε δηάξθεηα ηεο αλάπηπμεο ηνπ παηδηνχ 

εκθαλίδνληαη ηξία είδε αλαπαξαζηάζεσλ: ε πξαμηαθή αλαπαξάζηαζε (Enactive), ε 

εηθνληζηηθή αλαπαξάζηαζε (Iconic) θαη ε ζπκβνιηθή (symbolic) αλαπαξάζηαζε ε νπνία 

ζηεξίδεηαη ζηελ ηθαλφηεηα  ηνπ αλζξψπνπ λα αλαπαξηζηά ηελ εμσηεξηθή 

πξαγκαηηθφηεηα κε ζχκβνια ή ζπζηήκαηα ζπκβφισλ αθεξεκέλα, ηα νπνία ην άηνκν 

κπνξεί λα ρεηξίδεηαη εζσηεξηθά. Ο Bruner ππνζηεξίδεη, φηη ηα ηξία απηά ζηάδηα 

ζπλππάξρνπλ ζην παηδί αλεμάξηεηα απφ ηελ ειηθία θαη επνκέλσο θάζε ζέκα κπνξεί λα 

δηδαρζεί απνηειεζκαηηθά ζην παηδί ζε νπνηνδήπνηε ζηάδην αλάπηπμεο. Δπίζεο, o David 

Tall (1993j) ,ν νπνίνο δηαθξίλεη ηελ  θάζεηε θαη ηελ νξηδφληηα αλάπηπμε, ηνλίδεη φηη ε 

νξηδφληηα αλάπηπμε απαηηεί ηελ ηαπηφρξνλε θαηαλφεζε δχν ή πεξηζζνηέξσλ 

δηαθνξεηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ θαη ηηο ζπλδέζεηο κεηαμχ ηνπο, ην νπνίν είλαη πηζαλφλ λα 

πξνζδψζεη γλσζηηθή αγσλία ζηηο βξαρππξφζεζκεο πεγέο ηεο κλήκεο. Απηέο νη 

δπζθνιίεο κπνξνχλ λα πεξηνξηζηνχλ κε πνηθίινπο ηξφπνπο ρξεζηκνπνηψληαο έλα 

πεξηβάιινλ ππνινγηζηή γηα λα παξέρεη ππνζηήξημε. Σν ινγηζκηθφ κπνξεί λα είλαη 

ζρεδηαζκέλν γηα λα δηεθπεξαηψλεη κεξηθέο απφ ηηο δηαδηθαζίεο, αθήλνληαο ην καζεηή λα 

ζπγθεληξσζεί ζε άιιεο πνπ ζα επηιέμεη λα εζηηάζεη ηελ πξνζνρή ηνπ. Οη νξηδφληηνη 

δεζκνί κεηαμχ δηαθνξεηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ κπνξεί λα είλαη πξνγξακκαηηζκέλνη κε 

ηέηνην ηξφπν, πνπ ην άηνκν λα ρεηξίδεηαη κηα αλαπαξάζηαζε θαη λα κπνξεί λα βιέπεη ηηο 

ζπλέπεηεο ηεο ελέξγεηάο ηνπ ζε άιιεο ζπλδεδεκέλεο αλαπαξαζηάζεηο. Καηά ηνλ Piaget, ν 

καζεηήο θαηαζθεπάδεη κε ελεξγεηηθφ ηξφπν ηηο λνεηηθέο ηνπ δνκέο, νη νπνίεο απνηεινχλ 

κνληέια ή, αιιηψο, αλαπαξαζηάζεηο ηνπ εμσηεξηθνχ ηνπ θφζκνπ. ΢χκθσλα ινηπφλ κε 

ηελ πξψηε ππφζεζε ηεο Θεσξίαο ηεο Καηαζθεπήο ηεο Γλψζεο, κε βάζε ηνλ Piaget, 

εθείλνο πνπ "ελεξγεί" καζαίλεη. Ο ππνινγηζηήο απφ ηελ πιεπξά ηνπ απνηειεί εξγαιείν 

πνπ δίλεη ηελ δπλαηφηεηα ζην καζεηή λα ελεξγεί. Καη φρη απιά λα ελεξγεί αιιά λα 

επαλαιακβάλεη ηηο ελέξγεηέο ηνπ φζεο θνξέο ζέιεη, λα πεηξακαηίδεηαη, λα παξαηεξεί, λα 

αλαπηχζζεη εηθαζίεο θαη λα δηαπηζηψλεη ηελ ηζρχ ή ηελ άξλεζε ηνπο, λα κεηαζρεκαηίδεη 

θ.ι.π)  
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ΑΝΑΠΑΡΑ΢ΣΑ΢ΔΗ΢   ΚΑΗ  ΤΠΟΛΟΓΗ΢ΣΔ΢ 

 

Έλα απφ ηα πην ζπρλά θαη ζπγρξφλσο ηζρπξά επηρεηξήκαηα γηα ηελ δπλαηφηεηα 

ηεο ηερλνινγίαο λα επεξεάζεη ηελ κάζεζε ησλ καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, εζηηάδεη ζηελ 

ηθαλφηεηα ηεο ηερλνινγίαο λα επεθηείλεη ην εχξνο θαη ηε θχζε ησλ εμσηεξηθψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ νη νπνίεο παξέρνληαη απφ απηέο. Γηα κέζνπ ηεο ηερλνινγίαο ,νη 

εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο δίλνπλ ηε δπλαηφηεηα θαη ηελ επθαηξία ζηνπο καζεηέο γηα 

γξήγνξε θαη δπλακηθή αιιειεπίδξαζε κε καζεκαηηθά αληηθείκελα. Ζ δηαζεζηκφηεηα 

απηψλ ησλ εμσηεξηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ απφ κφλεο ηνπο δελ είλαη ηθαλέο λα θαζνξίζνπλ 

ηελ απνηειεζκαηηθφηεηα ρσξίο ηελ ηαπηφρξνλε κειέηε ηεο ζρέζεο κεηαμχ ηνπ ρξήζηε 

θαη ηεο ηερλνινγίαο (Heid and Blume, 2008).  Οη Schwarz  θαη Dreyfus(1995) 

επηζεκαίλνπλ φηη νη καζεηέο κπνξνχλ λα ζθέθηνληαη γηα ηηο ηδηφηεηεο ζαλ 

ραξαθηεξηζηηθά κηαο εμσηεξηθήο αλαπαξάζηαζεο ή ζαλ ραξαθηεξηζηηθά ησλ ίδησλ ησλ 

καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ. Αιιά είλαη ζεκαληηθφ λα έρνπκε ζην κπαιφ καο φηη ε 

εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο δελ είλαη νη ίδηεο αληηθείκελα , αιιά είλαη ην καζεκαηηθφ 

αληηθείκελν  γηα ην νπνίν νη καζεηέο ζα πξέπεη λα κάζνπλ λα ζπιινγίδνληαη.  

΢χκθσλα κε ην NCTM (2000) νη καζεηέο  πξέπεη λα είλαη ηθαλνί λα 

δεκηνπξγήζνπλ θαη ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο γηα λα νξγαλψζνπλ, λα 

θαηαγξάςνπλ θαη λα επηθνηλσλήζνπλ ηηο καζεκαηηθέο ηδέεο ,λα επηιέμνπλ , λα 

εθαξκφζνπλ θαη λα κεηαθξάζνπλ κεηαμχ ησλ καζεκαηηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ γηα ηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ , λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο γηα λα δηακνξθψζνπλ 

θαη λα εξκελεχζνπλ δηάθνξα  θαηλφκελα (ζει.63). Αθφκα πεξηιακβάλνπλ ηελ ― 

αλαγλψξηζε θαη ρξεζηκνπνίεζε ησλ ζπλδέζεσλ κεηαμχ ησλ καζεκαηηθψλ ηδεψλ θαη 

θαηαλφεζε πψο νη καζεκαηηθέο ηδέεο δηαζπλδένληαη θαη ζηεξίδνληαη ή κηα ζηελ άιιε γηα 

λα παξαγάγνπλ έλαλ ζπλεπέο ζχλνιν. Ζ έξεπλα ηα ηειεπηαία ρξφληα κέζα ζηελ 

εθπαίδεπζε ησλ καζεκαηηθψλ έρεη απνδείμεη φηη ε ρξήζε ησλ πνιιαπιψλ 

αλαπαξαζηάζεσλ εληζρχεη ηελ δηαδηθαζία ηεο κάζεζεο κε ην λα παξέρεη πνιιαπιέο 

πεγέο πιεξνθνξηψλ γηα ην ίδην ζέκα (Swafford & Langrall, 2000). Οη Greeno and Hall 

(1997) πξνηείλνπλ φηη "νη κνξθέο ηεο αλαπαξάζηαζεο κπνξνχλ λα ζεσξεζνχλ σο 

ρξήζηκα εξγαιεία γηα ηελ θαηαζθεπή ηεο γλψζεο θαη γηα λα κεηαβηβάζνπλ ηηο 

πιεξνθνξίεο θαη ηελ θαηαλφεζε‖(ζει.362). Όηαλ αλαθεξφκαζηε ζε πνιιαπιέο 
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αλαπαξαζηάζεηο ελλννχκε ηηο εμσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο πνπ παξέρνπλ ηηο ίδηεο 

πιεξνθνξίεο γηα κηα έλλνηα ηαπηφρξνλα. Αλ θη φπσο αλαθέξζεθε, ππάξρεη κηα ζε εμέιημε 

αιιειεπίδξαζε κεηαμχ εζσηεξηθψλ θαη εμσηεξηθψλ αλαπαξαζηάζεσλ , φπνπ ε 

εμσηεξηθή αλαπαξάζηαζε δεκηνπξγείηαη απφ ηνλ καζεηή κε πξνζπάζεηα λα θαηαιάβεη 

ηελ έλλνηα  

 

Σν  ππνινγηζηηθφ  πεξηβάιινλ 

 Σν ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ έξεπλα είλαη ν 

‗Υεισλφθνζκνο‘ (http://etl.ppp.uoa.gr) πνπ είλαη έλαο κηθξφθνζκνο θαηαζθεπαζκέλνο 

ζηελ πιαηθφξκα ηνπ ‗Αβάθηνπ‘ (αλαπηχζζεηαη ζην ΗΣΤ εδψ θαη αξθεηά ρξφληα, http://e-

slate.cti.gr) ην νπνίν πεξηιακβάλεη ηα θιαζζηθά ‗γξαθηθά ρειψλαο‘ ηεο γιψζζαο 

πξνγξακκαηηζκνχ Logo. Σν απνηέιεζκα ηνπ Υεισλφθνζκνπ είλαη έλαο ζπλδπαζκφο 

ινγηζκηθνχ ζπκβνιηθήο έθθξαζεο ζαλ απηφ ηεο Logo θαη ινγηζκηθνχ δπλακηθνχ 

ρεηξηζκνχ Γεσκεηξηθψλ αληηθεηκέλσλ (φπσο ην Geometry Sketchpad ή ην Cabri). Σν 

ζπγθεθξηκέλν ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ αλήθεη ζηελ θαηεγνξία ηνπ δηεξεπλεηηθνχ 

ινγηζκηθνχ , ζπλδπάδεη εξγαιεία πνιιαπιήο αλαπαξάζηαζεο ,ηεο ζπκβνιηθήο θαη ηεο 

γξαθηθήο, κηαο γεσκεηξηθήο θαηαζθεπήο κε εξγαιεία δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ ησλ 

κεηαβιεηψλ κεγεζψλ ηεο (Kynigos, 2002). Σν εξεπλεηηθφ ελδηαθέξνλ γηα ηε δεκηνπξγία 

καζεκαηηθψλ ελλνηψλ κε κηθξφθνζκνπο  νη νπνίνη βαζίδνληαη ζηηο θαηαζθεπέο κε 

ζπκβνιηθή γιψζζα δηαρσξίδνληαη απφ απηέο πνπ έρνπλ ζρέζε κε ην δπλακηθφ ρεηξηζκφ 

(Arzarello et al.,1998,ζην Κπλεγφο, 2006). «Ο ζθνπφο φκσο δελ είλαη λα παξαθάκςνπκε 

ην θνξκαιηζκφ κέζσ ηνπ δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ . Δίλαη λα ζπγθεξάζνπκε ηηο δπν απηέο 

αλαπαξαζηάζεηο κε αιιειεμαξηψκελν θαη δπλακηθφ ηξφπν, ψζηε νη καζεηέο λα 

ρξεζηκνπνηνχλ θαη ηηο δπν παξάιιεια γηα λα θάλνπλ γεσκεηξία θαη άιγεβξα» 

(Κπλεγφο,2006; ζει.109). ΢ην ρεισλφθνζκν ην ζχξζηκν ηεο ρειψλαο επεξεάδεη θαη ηε 

ζπκβνιηθή έθθξαζε αιιά θαη ηε γξαθηθή, αθνχ ην αληηθείκελν ρεηξηζκνχ είλαη ε ηηκή 

ησλ παξακέηξσλ ησλ πξνγξακκάησλ θαη φρη ην ίδην ην ζρήκα. 

 Ο ζρεδηαζκφο ηνπ Υεισλφθνζκνπ βαζίδεηαη ζηελ αξρηηεθηνληθή ησλ ςεθίδσλ 

(Kynigos et al., 1997), νη νπνίεο κέζσ ελφο ζρεδηαζκέλνπ ζπζηήκαηνο δηαζχλδεζεο 

κπνξνχλ λα ζπλδεζνχλ κεηαμχ ηνπο επηηξέπνληαο ηε ζπλέξγεηα ησλ εζσηεξηθψλ ηνπο 

δνκψλ θαη πξνζθέξνληαο δπλαηφηεηεο δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ ησλ πξνζθεξφκελσλ 

http://etl.ppp.uoa.gr/
http://e-slate.cti.gr/
http://e-slate.cti.gr/
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αλαπαξαζηάζεσλ. Σν πεξηβάιινλ ηνπ ρεισλφθνζκνπ απνηειείηαη απφ  πέληε δηαθξηηέο 

αιιά ζπλδεδεκέλεο πεξηνρέο εξγαζίαο. Οη πεξηνρέο απηέο νλνκάδνληαη ςεθίδεο. Κάζε 

ςεθίδα είλαη νξηζκέλε γηα θάπνηεο ζπγθεθξηκέλεο εξγαζίεο ή ιεηηνπξγίεο. ΢ηελ πεξηνρή 

ηεο ςεθίδαο  ηνπ ζπληάθηε εληνιψλ  γξάθνπκε κε ζπκβνιηθφ ηξφπν ηηο νδεγίεο εθείλεο 

ηηο νπνίεο ζέινπκε λα εθηειέζεη ε ρειψλα. Ζ ρειψλα αληαπνθξίλεηαη δεκηνπξγψληαο 

ζηελ ςεθίδα ηνπ θακβά ην αληίζηνηρν ζρήκα ή γεγνλφο. Με ηηο ςεθίδεο κεηαβνιέα θαη 

δπζδηάζηαην κεηαβνιέα έρνπκε  ηε δπλαηφηεηα λα εκθαλίδνπκε ηηο κεηαβιεηέο ηνπ 

ζρήκαηνο θαη λα αιιάδνπκε ηηο ηηκέο ηνπο κε δπλακηθφ ηξφπν. 

Ζ πεξηνρή ηνπ ζπληάθηε εληνιψλ ρσξίδεηαη ζε δχν κέξε :ζηελ πεξηνρή φπνπ γξάθνπκε 

κε ζπκβνιηθφ ηξφπν ηηο νδεγίεο πνπ ζέινπκε λα εθηειέζεη ε ρειψλα  θαη ζηελ πεξηνρή 

φπνπ παίξλνπκε ηηο απαληήζεηο απφ ην ρεισλφθνζκν ζχκθσλα κε ηηο ελέξγεηεο πνπ 

πξαγκαηνπνηνχκε .  

Οη πέληε ςεθίδεο θαίλνληαη ζηελ παξαθάησ εηθφλα: 
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Με βάζε ηα παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθά , έλαο καζεηήο γηα λα θηηάμεη έλα γεσκεηξηθφ 

ζρήκα πξέπεη λα θηηάμεη κηα αθνινπζία εληνιψλ ζηε γιψζζα Logo ,πνπ θαιείηαη 

δηαδηθαζία . Με απηφλ ηνλ ηξφπν δίλεη εληνιέο ζην κεράλεκα ‗λα θηηάμεη θάηη‘  θαη  ‗πψο 

λα ην θάλεη‘(Papert, 1980). Με ηε  δηαδηθαζία πνπ ζα νξηζηεί, ην αλ ζρεκαηηζηεί ην 

ζρήκα πνπ ήζειε ν καζεηήο ή φρη θξίλεηαη κε βάζε ην αλ επειέγεζαλ νη θαηάιιειεο 

εληνιέο θαη φρη κε βάζε ην ζσζηφ ή ην ιάζνο. Σν πεξηβάιινλ ηνπ ρεισλφθνζκνπ 

παξέρεη αλαηξνθνδφηεζε κε ηελ επηζήκαλζε ζπληαθηηθψλ ιαζψλ θαη εκθαλίδεηαη ζηνλ 

θακβά κηα γξαπηή έλδεημε γηα ην ιφγν κε νξηζκνχ ηεο δηαδηθαζίαο. Γηαθνξεηηθά 

εκθαλίδεηαη έλα ζρήκα θαη ν καζεηήο ζα θξίλεη αλ ην απνδέρεηαη ή φρη θαη αλ ζα ην 

ηξνπνπνηήζεη. 
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Γηα λα κπνξέζεη έλαο καζεηήο λα θηηάμεη έλα ζρήκα απαηηείηαη κηα ζπκβνιηθή 

πεξηγξαθή ησλ κεγεζψλ θαη ζρέζεσλ θαη δελ κπνξεί λα γίλεη απεπζείαο ζηνλ θακβά(Noss 

,Healy & Hoyles, 1997). Με απηήλ ηελ έλλνηα ν πξνγξακκαηηζκφο πξνζθέξεηαη θαη σο 

πεδίν ζπκβνιηθήο έθθξαζεο αιιά θαη σο πεδίν δηφξζσζεο ησλ ζπκβνιηθψλ ζρέζεσλ 

αθνχ ε θαηαζθεπή ελφο ζρήκαηνο πξνυπνζέηεη ηελ εμσηεξηθή έθθξαζε απηψλ ησλ 

ζρέζεσλ. Σν ιάζνο ζε απηή ηε πεξίπησζε είλαη αλακελφκελν θαη αμηνπνηήζηκν αθνχ 

πξνθαινχλ ηνπο καζεηέο λα μαλαεμεηάζνπλ ηηο ελέξγεηέο ηνπο θαη λα δνθηκάζνπλ 

αιιαγέο. Γειαδή ν πξνγξακκαηηζκφο κεηαηξέπεηαη ζε εξγαιείν ζηα ρέξηα ησλ καζεηψλ 

νη νπνίνη κπνξνχλ ηαπηφρξνλα λα ειέγρνπλ ηε δηαδηθαζία πξαγκαηνπνίεζεο ηνπ 

ζρήκαηνο αιιά θαη ησλ ίδησλ ηνπο ησλ ελεξγεηψλ(Ackerman, 1996). Σν παξαπάλσ 

ραξαθηεξηζηηθφ θάλεη ηε δηαθνξά κεηαμχ κηαο θαηαζθεπήο ζην ρεισλφθνζκν απφ 

εθείλεο πνπ γίλνληαη κε θαλφλα θαη δηαβήηε φπνπ απνπζηάδεη ε ζπκβνιηθή έθθξαζε 

,αιιά θαη απφ ηα ζρέδηα φπνπ νη καζεηέο δελ κπνξνχλ εχθνια λα εθθξάζνπλ ηηο ζρέζεηο 

ησλ γεσκεηξηθψλ ζηνηρείσλ κε αθξίβεηα.  

Σα παξαπάλσ απνηεινχλ ζεκαληηθά ζηνηρεία ζηελ έξεπλά καο θαζψο ε πεξίπησζε ηνπ 

ρσξηζκνχ ελφο νξζνγσλίνπ ζε ίζα κέξε ζπλδέεηαη κε αιγεβξηθέο ζρέζεηο κεηαμχ ησλ 

κεγεζψλ ηνπο ,πξάγκα πνπ απνπζηάδεη απφ ηηο ππάξρνπζεο δηδαθηηθέο θαη εξεπλεηηθέο 

πξνζεγγίζεηο. Ζ έξεπλα δείρλεη φηη γηα ην ρσξηζκφ ζε ίζα κέξε νη καζεηέο ζηεξίδνληαη 

ζηε δηαηζζεηηθή αληίιεςε ηεο ζπκκεηξίαο , πξάγκα βέβαηα πνπ θαη πάιη δελ ηζρχεη γηα 

φινπο, αλ θαη ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο ηα ζρήκαηα είλαη ήδε ρσξηζκέλα ζε ίζα κέξε 

ζηεξψληαο ηνπο καζεηέο απφ ηελ επθαηξία ηνπ πεηξακαηηζκνχ (Κνιέδα, 2000). 

 

Οη  ‘Μεηαβνιείο’ 

Ο Υεισλφθνζκνο ,ν νπνίνο ζηεξίδεηαη ζηε γιψζζα Logo θαη ζηε γεσκεηξία ηεο 

ρειψλαο ,είλαη εµπινπηηζµέλνο θαη µε δπν εξγαιεία άκεζνπ ρεηξηζκνχ πνπ νλνκάδνληαη 

‗κεηαβνιείο‘, ην κνλνδηάζηαην θαη ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα (Κπλεγφο, 2006). ΢ην 

ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ νη καζεηέο έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα ρεηξίδνληαη  δπλακηθά ηα 

κνληέια πνπ θαηαζθεπάδνπλ κέζα απφ ηε ρξήζε ηνπ κεηαβνιέα.   ΢ε κηα κεηαβαιιφκελε 

θαηαζθεπή ν καζεηήο κπνξεί λα ζχξεη ην κεηαβνιέα πνπ αληηζηνηρεί ζε κηα κεηαβιεηή 

θαη λα παξαηεξήζεη ην ζρήκα πνπ αιιάδεη δπλακηθά ζηε νζφλε  ζπγρξφλσο κε ηηο ηηκέο 

ηεο κεηαβιεηήο. Έηζη, ν κεηαβνιέαο επηηξέπεη ζηνπο καζεηέο λα ρεηξίδνληαη ηελ 
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αλαπαξάζηαζε ηνπ κνληέινπ πνπ θαηαζθεχαζαλ "φρη κφλν φηαλ, αιιά θπξίσο θαζψο 

αιιάδεη κηα παξάκεηξνο" (Κynigνs et a1., 1997, ζ. 239) . 

Ζ  ρξήζε ησλ κεηαβιεηψλ απνηειεί αλαπφζπαζην κέξνο ηεο ιεηηνπξγίαο ησλ 

κεηαβνιέσλ .Ο νξηζκφο κηαο δηαδηθαζίαο κε κεηαβιεηέο  ζπλνδεχεηαη απφ ηελ απφδνζε 

θάπνησλ αξρηθψλ ηηκψλ ,ελψ κε ην πάηεκα ηνπ ζρεηηθνχ θνπκπηνχ εκθαλίδεηαη κε ηε 

κνξθή ελφο ζηηγκηφηππνπ ην γξαθηθφ απνηέιεζκα πνπ αληηζηνηρεί ζηηο ζπγθεθξηκέλεο 

ηηκέο. Ζ δπλακηθή δηαρείξηζε ηνπ ζρήκαηνο θαη νη αιιαγέο ησλ ηηκψλ γίλνληαη κφλν 

κέζσ ηεο κεηαθίλεζεο ησ κεηαβνιέσλ. Σν ζχξζηκν κε ην κεηαβνιέα είλαη ζρεδηαζκέλν 

λα επεξεάδεη ηφζν ην γεσκεηξηθφ ζρήκα φζν θαη ηε ζπκβνιηθή πεξηγξαθή κέζσ ηεο 

νπνίαο θαηαζθεπάζηεθε, επηηπγράλνληαο έηζη ην δπλακηθφ ρεηξηζκφ θαη ησλ δχν 

αλαπαξαζηάζεσλ. 

Ζ ρξήζε κεηαβιεηψλ ζην ρεισλφθνζκν πεξηιακβάλεη : ηελ αληηζηνίρεζε 

κεηαβιεηψλ θαη κεγεζψλ , ηελ απφδνζε ζε θάζε κεηαβιεηή κηαο αξρηθήο ηηκήο, ηελ 

εκθάληζε ηνπ ζρήκαηνο γηα ηηο ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο , θαη ηε δπλαηφηεηα δπλακηθνχ 

ρεηξηζκνχ ησλ ηηκψλ ησλ κεηαβιεηψλ. Με άιια ιφγηα ε κεηαβιεηή αληηζηνηρεί ζε έλα 

γεληθεπκέλν αξηζκφ ζηνλ νπνίν κπνξνχλ λα απνδνζνχλ δηαθνξεηηθέο ηηκέο. Ζ ρξήζε 

δηαθνξεηηθψλ κεηαβιεηψλ γηα ηα κεηαβαιιφκελα κεγέζε θαη ε δπλαηφηεηα δπλακηθνχ 

ρεηξηζκνχ κπνξεί λα ζπλεηζθέξεη ζηνλ πεηξακαηηζκφ ζε κηα ζεηξά απφ δεηήκαηα πνπ 

πεξηθιείνληαη ζε κηα γεσκεηξηθή θαηαζθεπή φπσο ν εληνπηζκφο ιαζψλ ζε δηάθνξεο 

ζρέζεηο , θαη ν εληνπηζκφο ιαζψλ ζηηο αληηζηνηρίζεηο κεηαβιεηψλ θαη κεγεζψλ. 

Ζ ςεθίδα κεηαβνιέαο απφ ζρεδηαζηηθή άπνςε ιεηηνπξγεί ζπλδεηηθά αλάκεζα 

ζηηο ςεθίδεο Logo  θαη ηνπ Κακβά θαζψο ε ελεξγνπνίεζε ηεο πξνυπνζέηεη ην γξάςηκν 

θαη ηνλ νξηζκφ κηαο δηαδηθαζίαο κε κεηαβιεηέο , ελψ κε ην ζχξζηκν κε ην κεηαβνιέα 

αλαπαξίζηαηαη γξαθηθά ε δηαξθήο αιιαγή ηηκψλ ζην αληίζηνηρν γεσκεηξηθφ κέγεζνο. 

Δπίζεο ε δπλαηφηεηα εηζαγσγήο δηαθνξεηηθψλ ηηκψλ ζπλδέεηαη κε ηε ζπλαξηεζηαθή 

κεηαβνιή φηαλ ρξεζηκνπνηείηαη ζε ζρέζεηο ζπκκεηαβνιήο. 

 

Μνλνδηάζηαηνο  Μεηαβνιέαο 

Απηφ ην εξγαιείν δίλεη δπλακηθφ ραξαθηήξα ζηα ζηαηηθά κνληέια πνπ κπνξνχλ 

λα θαηαζθεπαζζνχλ µε ηε γιψζζα πξνγξαµµαηηζµνχ Logo (Ba1acheff & Sutherland, 

1994). Έηζη αληί γηα δηαδνρηθά ζηαηηθά κνληέια νη καζεηέο κπνξνχλ λα παξάγνπλ θαη λα 
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παξαηεξνχλ έλα εμειηζζφκελν κνληέιν κεηαβάιινληαο θάπνηεο παξακέηξνπο. Οη 

καζεηέο, κε κία ζπλερή κεηαβνιή ησλ ηηκψλ κηαο κεηαβιεηήο κπνξνχλ λα 

παξαηεξήζνπλ ηηο αιιαγέο πνπ επηθέξεη απηή ε κεηαβνιή ζην γεσκεηξηθφ ζρήκα. Με ηε 

ρξήζε ηεο ςεθίδαο απηήο:  

 Πεξηνξίδεηαη ζεκαληηθά ε ρξνλνβφξα δηαδηθαζία ηεο δνθηκήο θαη ιάζνπο θαη 

 Γίλεηαη ε δπλαηφηεηα ζηνπο καζεηέο λα αλαγλσξίζνπλ θαη λα κειεηήζνπλ ηα 

ηδηαίηεξα ραξαθηεξηζηηθά ηεο δηαδηθαζίαο-καζεκαηηθήο έλλνηαο  (Kynigos, 

Koutlis ,  Hadzilakos, 1997)  

Ο κεηαβνιέαο νπζηαζηηθά επηδξά πάλσ ζηε ζπκβνιηθή έθθξαζε θαη ην απνηέιεζκα 

απηήο ηεο επίδξαζεο είλαη έλα εμειηζζφκελν κνληέιν (Kynigos, 2002). Απηφ πξαθηηθά 

ζεκαίλεη φηη ην γξαθηθφ απνηέιεζκα κεηαβάιιεηαη ή εμειίζζεηαη µε βάζε ηελ 

πεξηγξαθή ηνπ ζε επίπεδν γιψζζαο πξνγξαµµαηηζµνχ. Σν ραξαθηεξηζηηθφ απηφ είλαη 

ηδηαίηεξα ζεκαληηθφ δηφηη µε απηφλ ηνλ ηξφπν ν κεηαβνιέαο ιεηηνπξγεί σο 

δηαµεζνιαβεηηθφ εξγαιείν γηα ηε κειέηε ηεο ζπκβνιηθήο έθθξαζεο.  

Απαξαίηεηε πξνυπφζεζε γηα λα ρξεζηκνπνηεζεί ν κεηαβνιέαο είλαη ε ζπκβνιηθή 

έθθξαζε λα είλαη παξακεηξηθή. Παξέρεη ζην ρξήζηε ηε δπλαηφηεηα δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ 

ησλ ηηκψλ ησλ κεηαβιεηψλ ζε έλα αλαπαξηζηψκελν ζρήκα. Δλεξγνπνηείηαη φηαλ ν 

ρξήζηεο θάλεη «θιηθ» ζε νπνηαδήπνηε ζεκείν ηνπ ίρλνπο ηεο ρειψλαο ζην 

αλαπαξηζηψκελν αληηθείκελν, αθνχ πξνεγνπκέλσο εθηειέζεη ηελ επηζπκεηή δηαδηθαζία. 

Δκθαλίδεηαη έηζη έλα παξάζπξν ην νπνίν πεξηέρεη ηηο κεηαβιεηέο θαη έλα εχξνο ζην 

νπνίν θάζε κεηαβιεηή κπνξεί λα πάξεη ηηκέο. Ο ρξήζηεο έρεη ηελ δπλαηφηεηα θάλνληαο 

ρξήζε ηνπ νιηζζεηή λα κεηαβάιεη ηηο ηηκέο ηεο θάζε κεηαβιεηήο θαη λα παξαηεξεί 

ηαπηφρξνλα ηελ αιιαγή πνπ πθίζηαηαη ην ζρήκα θαηά ηελ δηάξθεηα ηεο κεηαβνιήο. Απηφ 

ην παξάζπξν είλαη απφ ηα πιένλ ζεκαληηθά θαζψο παξέρεη ηελ δπλαηφηεηα ζηνλ ρξήζηε 

κεηαθηλψληαο ηνλ κεηαβνιέα λα πεηξακαηηζηεί αιιά θαη λα δηεξεπλήζεη ην ξφιν ηεο θάζε 

κεηαβιεηήο. 

Οη Κπλεγφο θαη Φπράξεο (2000) αλαθέξνπλ φηη ν πεηξαµαηηζµφο µε ην  εξγαιείν ηεο 

κεηαβιεηφηεηαο ήηαλ θαζνξηζηηθφο ζηηο επηινγέο λέσλ ζηξαηεγηθψλ απφ ηα παηδηά ζηε 

δηαδηθαζία δηεξεχλεζεο ησλ δνζκέλσλ πξνβιεκάησλ κεγέζπλζεο/ ζκίθξπλζεο. Πην 

ζπγθεθξηκέλα, ε δπλαηφηεηα ηνπ εξγαιείνπ λα δίλεη άκεζε πξφζβαζε ζην ρεηξηζκφ ησλ 

αξηζκεηηθψλ ηηκψλ ησλ κεηαβαιιφκελσλ κεγεζψλ θαη ηελ ηαπηφρξνλε γξαθηθή 
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αλαπαξάζηαζή ηνπο, νδήγεζε ζηελ παξαηήξεζε ηεο ζπκκεηαβνιήο ησλ δηαθνξεηηθψλ 

ηκεκάησλ ησλ θαηαζθεπψλ, βήκα απαξαίηεην γηα ηελ εζηίαζε ηεο πξνζνρήο ζηε 

ζηαζεξή αλαινγηθή ζρέζε πνπ δηέπεη ηελ εθάζηνηε αιιειεμάξηεζή ηνπο γηα ηελ 

κεηέπεηηα θαηαζθεπή ησλ φκνησλ ζρεκάησλ. 

 

Γπζδηάζηαηνο κεηαβνιέαο 

Δίλαη έλα δπζδηάζηαην νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ην νπνίν 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα θαζνξηζηεί ε ζπκκεηαβνιή δχν κεηαβιεηψλ νη νπνίεο επηιέγνληαη 

απφ ηνλ ρξήζηε θαη πεξηέρνληαη ζε κηα δηαδηθαζία πνπ δνκείηαη ηνπιάρηζηνλ απφ δχν 

κεηαβιεηέο. Ο δπζδηάζηαηνο κεηαβνιέαο ελεξγνπνηείηαη κέζσ ηνπ κνλνδηάζηαηνπ θαη ν 

ρξήζηεο επηιέγεη ηηο δχν παξακέηξνπο έηζη ψζηε ε κηα λα θηλεζεί ζηνλ άμνλα ησλ ρ θαη ε 

άιιε ζηνλ άμνλα ησλ ς. Κάλνληαο θιηθ θαη ζχξνληαο κε παηεκέλν ην θνπκπί 

πξνθαιείηαη ζπκκεηαβνιή ησλ δπν παξακέηξσλ αθήλνληαο γξακκηθφ ίρλνο ζην επίπεδν 

ηνπ κεηαβνιέα. Με ην ζχξζηκν ηνπ νιηζζεηή ή ηνπ επηπέδνπ  ν ρξήζηεο πξνθαιεί 

αιιαγή ηαπηφρξνλα ζηε ζπκβνιηθή θαη ζηελ εηθνληθή πεξηγξαθή ηνπ αληηθεηκέλνπ. 

Δπεηδή φκσο κε ηε γιψζζα πεξηγξάθνπκε ηελ θιάζε ησλ αληηθεηκέλσλ ,ε ζπκβνιηθή 

πεξηγξαθή αιινηψλεηαη κφλν σο πξνο ηελ ηηκή ηεο παξακέηξνπ ελψ ζηελ εηθνληθή 

αλαπαξάζηαζε ην ζρήκα αιιάδεη αλάινγα κε ηηο ηδηφηεηεο πνπ έρνπλ δνζεί ζηε 

ζπκβνιηθή πεξηγξαθή. Έηζη ν ρξήζηεο έρεη ηε δπλαηφηεηα λα κηιά θαη ηε ζπκβνιηθή θαη 

ηελ εηθνληθή γιψζζα, πξάγκα πνπ θαηά ηνλ Κπλεγφ (2006, ζ.112) «ν ζηφρνο απηφο 

εκπεξηέρεη δπν βαζηθέο ζέζεηο:  

 ν ζπκβνιηθφο καζεκαηηθφο θψδηθαο είλαη αλαπφζπαζην κέξνο ηεο έθθξαζεο 

καζεκαηηθψλ ελλνηψλ  θαη 

  ε ζπλδπαζκέλε ρξήζε αιιειεμαξηψκελσλ αλαπαξαζηάζεσλ βνεζά ηνπο 

καζεηέο λα εζηηάζνπλ ζηαδηαθά ζηηο καζεκαηηθέο έλλνηεο απνζηαζηνπνηνχκελνη 

απφ ζπγθεθξηκέλεο αλαπαξαζηάζεηο ηνπο». 

 

΢ηελ παξάξηεκα Β, ζα πεξηγξάςνπκε θαη ζα εμεγήζνπκε ηε ρξήζε βαζηθψλ εληνιψλ ηνπ 

Υεισλφθνζκνπ θαζψο επίζεο θαη ησλ δχν κεηαβνιέσλ. 
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Constructionism:    Ζ ζεσξία κάζεζεο κέζα από θαηαζθεπέο 
 

Constructionism ζεκαίλεη φηη δίλνπκε ζηα παηδηά ρξήζηκα πξάγκαηα λα θάλνπλ 

έηζη ψζηε λα κπνξνχλ λα κάζνπλ θαηαθέξλνληάο ηα θαιχηεξα απφ φηη πξηλ (Papert, 

1980). 

Ο ζρεδηαζκφο ησλ δξαζηεξηνηήησλ ηεο παξνχζαο έξεπλαο  εληάζζεηαη ζην 

θαηαζθεπαζηηθφ ξεχκα, ην νπνίν  αλέδεημε ηελ παηδαγσγηθή αμία ηεο θαηαζθεπήο 

κνληέισλ απφ ηα παηδηά, πνπ κπνξεί λα γίλνπλ αληηθείκελν δηαπξαγκάηεπζεο θαη 

επηθνηλσλίαο. O ―Constructionism‖ (Papert,1991; Harel & Papert,1991; Kafai & Resnick, 

1996) είλαη ζπγρξφλσο θαη ζεσξία κάζεζεο θαη κηα ζηξαηεγηθή γηα ηελ εθπαίδεπζε. 

Τπνζηεξίδεη φηη ε κάζεζε είλαη κηα ελεξγεηηθή δηαδηθαζία ζηελ νπνία νη άλζξσπνη 

ελεξγεηηθά θαηαζθεπάδνπλ ηελ γλψζε απφ ηηο εκπεηξίεο ηνπο ζηνλ θφζκν. Οη άλζξσπνη 

δελ δέρνληαη έηνηκεο ηδέεο αιιά ηηο θαηαζθεπάδνπλ,  ε νπνία ηδέα ζηεξίδεηαη ζηηο 

θνλζηξνπθηηβηζηηθέο ζεσξίεο ηνπ Piaget. Έηζη ν Constructionism πξνζζέηεη ηελ ηδέα φηη 

νη καζεηέο θαηαζθεπάδνπλ ηελ λέα γλψζε κε ηδηαίηεξε απνηειεζκαηηθφηεηα φηαλ 

αζρνινχληαη κε ηε θαηαζθεπή πξαγκάησλ πνπ είλαη ζεκαληηθά γηα απηνχο ή γηα ηνπο 

άιινπο πνπ είλαη γχξσ απφ απηνχο.  Ζ θεληξηθή ηδέα ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ξεχκαηνο είλαη 

φηη νη καζεηέο δνκνχλ θαη επαλαδνκνχλ ηε γλψζε ηνπο εμαηξεηηθά απνδνηηθά φηαλ 

εκπιέθνληαη ζηελ θαηαζθεπή κνληέισλ πνπ απνηεινχλ αληηθείκελα επηθνηλσλίαο θαη 

θνηλήο εζηίαζεο. ΢ε απηή ηελ ελεξγεηηθή ζεψξεζε ηεο κάζεζεο ν Papert (1980), 

επηζεκαίλεη σο θεληξηθά ζεκεία ην πξνζσπηθφ λφεκα θαη ηε δηαθνξεηηθφηεηα ησλ 

ζπλδέζεσλ πνπ κπνξεί λα θάλεη ν καζεηήο ζηελ πνξεία δφκεζεο ηεο γλψζεο. Ζ 

παξαδνζηαθή ηάμε θπξηαξρείηαη απφ νδεγίεο θαη ηερληθέο επίιπζεο αιιά φρη απφ 

θαηαζθεπέο πνπ απνηεινχλ ηε βάζε ηεο παξαπάλσ ζεψξεζεο. Σα απνηειέζκαηα απηήο 

ηεο κάζεζεο δελ κεηξνχληαη πάληνηε κε πνζνηηθά θξηηήξηα αιιά επηδίσμε είλαη  έλαο 

βησκαηηθφο ηχπνο κάζεζεο. Έρεη ρηηζηεί πάλσ ζηηο θoλζηξνπθηηβηζηηθέο ζεσξίεο ηνπ 

Piaget πνπ ππνζηεξίδνπλ  φηη  ε γλψζε δελ κεηαθέξεηαη απιά απφ ηνλ θαζεγεηή ζην 

κπαιφ ηνπ καζεηή αιιά θαηαζθεπάδεηαη ελεξγεηηθά απφ ηνλ ίδην ηνλ καζεηή. Δίλαη κηα 

ζεσξία ε νπνία θαηαθέξλεη λα ζπλδέζεη ηηο θνλζηξνπθηηβηζηηθέο αληηιήςεηο ,νη νπνίεο 

δίλνπλ πξνηεξαηφηεηα ζηε δξάζε ηνπ ππνθεηκέλνπ θαη ζηελ εζσηεξηθή αλάδεημε ηνπ 

λνήκαηνο ,σο έλα επηζηεκνινγηθφ πιαίζην αλάπηπμεο ελλνηψλ ,κε ηα ππνινγηζηηθά 
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εξγαιεία πνπ καο επηηξέπνπλ λα θαηαλννχκε ζε βάζνο ηηο λνεηηθέο δηεξγαζίεο ησλ 

καζεηψλ. ΢ηα πιαίζηα κηαο ηέηνηαο ζεσξίαο κάζεζεο, νη καζεηέο εκπιέθνληαη ζπλεηδεηά 

ζε δξαζηεξηφηεηεο πνπ έρνπλ πξνζσπηθφ λφεκα γηα απηνχο ,φπνπ θαινχληαη λα 

θαηαζθεπάζνπλ ή λα αιινηψζνπλ έλα δεκηνχξγεκα ζηνλ ππνινγηζηή. Απηφ πνπ ηειηθά 

βιέπνπλ νη καζεηέο ζηνλ ππνινγηζηή είλαη άκεζα ζπλδεδεκέλν κε ηηο λνεηηθέο εξγαζίεο 

αιιά θαη κε ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίνλ ζα ρεηξηζηνχλ ηα ήδε ππάξρνληα  γλσζηηθά  

ζρήκαηα πξνθεηκέλνπ λα δνπλ ην απνηέιεζκα πνπ επηζπκνχλ. Έηζη ε πξνζπάζεηα ησλ 

καζεηψλ λα εθεχξεη θαηάιιεια λνεηηθά εξγαιεία γηα ηε πεξάησζε ελφο ζηφρνπ έρεη σο 

απνηέιεζκα ηελ ελίζρπζε ηεο καζεκαηηθήο ηνπο ζθέςεο. 

Άκεζε ζπλέπεηα ηεο παξαπάλσ ζεσξίαο είλαη ε νκαδνζπλεξγαηηθφηεηα. ΢ε απηή 

ηε βάζε ν εθπαηδεπηηθφο νξγαλψλεη ηε ηάμε ζε νιηγνκειήο νκάδεο ( π.ρ δπν ή ηξηψλ 

αηφκσλ),πνπ έρεη εξεπλεηηθά απνδεηρηεί φηη αμηνπνηεί θαηά ηνλ θαιχηεξν ηξφπν ηε 

δπλακηθή ηνπ καζεζηαθνχ πιαηζίνπ ,ρξεζηκνπνηεί ζπλεξγαηηθέο δηαδηθαζίεο γηα ηε 

δηεξεπλεηηθή, θαηά θαλφλα, επεμεξγαζία ηνπ δηδαθηηθνχ πιηθνχ (Μαηζαγγνχξαο, 2002). 

Γπν απφ ηνπο ζεκαληηθφηεξνπο ςπρνιφγνπο ,Piaget θαη Vygotsky,ζηεξίδνπλ ζεσξεηηθά 

ηελ θαηά κηθξφ-νκάδεο ζπλεξγαζία ησλ καζεηψλ ,παξά ην γεγνλφο φηη εξκελεχνπλ 

δηαθνξεηηθά ην ξφιν ηνπο. Καηά ηνλ Piaget ,ε δηακαζεηηθή αιιειεπηθνηλσλία 

αλαδεηθλχεη ηηο γλσζηηθέο ζπγθξνχζεηο ,γεγνλφο πνπ ζπκβάιιεη ζηε γλσζηηθή αλάπηπμε, 

ελψ θαηά ηνλ Vygotsky, ε δηακαζεηηθή αιιειεπηθνηλσλία δεκηνπξγεί ηε δπλακηθή ηεο « 

δψλεο ηεο επηθείκελεο αλάπηπμεο». Ζ νξγάλσζε ηεο ηάμεο θαηά απηφ ηνλ ηξφπν βνεζά 

ηα παηδηά λα απνθηνχλ νκαδηθέο δεμηφηεηεο ελψ εξγάδνληαη, ελψ παξάιιεια νη ιηγφηεξν 

ηθαλνί καζεηέο ζπκκεηέρνπλ ελεξγά ρσξίο λα αηζζάλνληαη παξαγθσληζκέλνη ζηε 

καζεζηαθή δηαδηθαζία (Μαηζαγγνχξαο,2001). Ο ―Constructionism‖  επίζεο πξνηείλεη φηη 

νη καζεηέο είλαη πνιχ πηζαλφ λα θηηάμνπλ θαηλνχξηεο ηδέεο φηαλ ελεξγεηηθά αζρνινχληαη 

κε θαηαζθεπέο φπσο έλα θάζηξν ζηελ άκκν ,έλα ξνκπφη ή έλα πξφγξακκα ζην computer, 

ην νπνίν επεμεξγάδνληαη θαη κνηξάδνληαη κε ηνπο άιινπο. Έηζη   ν ―Constructionism‖ 

εκπιέθεη δπν ηχπνπο θαηαζθεπήο : Ζ θαηαζθεπή ηεο γλψζεο ζην πιαίζην θαηαζθεπήο 

ηερλνπξγεκάησλ πξνζσπηθήο ζεκαζίαο (Kafai and Resnick,1996). Οη ππνινγηζηέο 

κπνξνχλ λα απνηειέζνπλ έλα δπλακηθφ κέξνο ηνπ πεξηβάιινληνο  πνπ ζηεξίδεηαη  ζηελ 

θνλζηξνπθηηβηζηηθή κάζεζε. ΢χκθσλα κε ηελ Resnick (2002), νη έξεπλεο έρνπλ δείμεη 

φηη νη θαιχηεξεο εκπεηξίεο κάζεζεο πξνέξρνληαη φηαλ αζρνινχκαζηε κε ην ζρεδηαζκφ 
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θαη ηε δεκηνπξγία πξαγκάησλ ηα νπνία είλαη είηε ζεκαληηθά γηα εκάο είηε γηα ηνπο 

άιινπο γχξσ καο. Οη ππνινγηζηέο κπνξνχλ επίζεο λα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζαλ έλα «πιηθφ» 

γηα λα θάλεη πξάγκαηα  ν θαζέλαο (θαη φρη κφλν ηα παηδηά), θαη απνηεινχλ ην πην 

εθπιεθηηθφ πιηθφ πνπ πνηέ έρεη εθεπξεζεί. Οη ππνινγηζηέο κπνξεί λα ζεσξεζνχλ σο έλα 

δηεζλέο θαηαζθεπαζηηθφ πιηθφ, πνπ επεθηείλεη ζεκαληηθά ην ηη κπνξνχλ νη άλζξσπνη λα 

δεκηνπξγήζνπλ θαη ην ηη κπνξνχλ λα κάζνπλ ζηελ πνξεία.  
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ  4: ΜΔΘΟΓΟΛΟΓΗΑ  ΣΖ΢  ΔΡΔΤΝΑ΢ 

 

Ζ επηινγή ηεο εξεπλεηηθήο κεζόδνπ 

Ζ επηινγή ηεο εξεπλεηηθήο κεζνδνινγίαο θαζνξίζηεθε απφ ηνπο εμήο 

παξάγνληεο: 

 Απφ ηελ βηβιηνγξαθηθή επηζθφπεζε 

 Απφ ηε ζεσξία κάζεζεο πνπ πηνζεηείηαη απφ ηνλ εξεπλεηή 

 Απφ ην αληηθείκελν ηεο έξεπλαο 

Ζ παξνχζα έξεπλα αλήθεη ,έηζη , ζηελ θαηεγνξία ησλ εξεπλεηηθψλ κεζφδσλ  πνπ ηα 

ηειεπηαία ρξφληα δηαηππψζεθε ξεηά κε ηνλ φξν «έξεπλα ζρεδηαζκνχ» (design 

research, Cobb et al., 2003; Kelly, 2003; Κπλεγφο, 2006).  Πξφθεηηαη γηα εκπεηξηθή 

κειέηε αλζξσπίλσλ δξαζηεξηνηήησλ ζην ζπλεζηζκέλν ρψξν εξγαζίαο, θαη 

πεξηγξάθεηαη θαιχηεξα σο ‗έξεπλα παξέκβαζεο‘ επεηδή αθνξά ηε κειέηε 

αλζξσπίλσλ δξαζηεξηνηήησλ ζην πιαίζην ηεο εθπαηδεπηηθήο δηαδηθαζίαο, ζην 

ζρεδηαζκφ ηεο νπνίαο έρεη ζπκκεηάζρεη ν εξεπλεηήο πνπ δηεμάγεη ηελ έξεπλα. Χο 

εκπεηξηθή έξεπλα έρεη πνηνηηθά κεζνδνινγηθά ραξαθηεξηζηηθά  θαη δελ εληάζζεηαη ζε 

έξεπλεο κε ζχγθξηζε νκάδσλ ειέγρνπ θαη νχηε είλαη έξεπλα εηδηθήο πεξίπησζεο 

επεηδή αθνξά παξέκβαζε ζε δξαζηεξηφηεηα πνπ εμειίζζεηαη κέζα ζην εθπαηδεπηηθφ 

ζχζηεκα θαηά ηε δηάξθεηα ζηεο ζρνιηθήο κέξαο θαη ζην πιαίζην ησλ θαλνληθψλ 

δξαζηεξηνηήησλ ησλ καζεηψλ  (Κπλεγφο, 2006).   Έρεη επίζεο νξηζκέλα ζηνηρεία 

εζλνγξαθίαο αθνχ ν εξεπλεηήο εκπιέθεηαη ζηελ θαζεκεξηλή δξαζηεξηφηεηα κε έλαλ 

απνδεθηφ ξφιν θαη ιακβάλεη ρψξα ζε πξαγκαηηθφ ρξφλν γηα ηε θπζηθή παξαηήξεζε 

αλζξσπίλσλ δξαζηεξηνηήησλ (Goetz & LeCompte, 1984). 

Σα ραξαθηεξηζηηθά ηα νπνία ζηεξίδνπλ ηελ παξνχζα έξεπλα σο έξεπλα 

ζρεδηαζκνχ είλαη ηα εμήο: 

 Ζ εζηίαζε ζηηο καζεζηαθέο δηαδηθαζίεο ησλ καζεηψλ 

 Ο έληνλα παξεκβαηηθφο ραξαθηήξαο ,αθνχ ιακβάλεη ρψξα ζε έλα ζρεδηαζκέλν 

καζεζηαθφ πεξηβάιινλ θαη ζε απζεληηθφ πιαίζην 

 Ο επαλαιεπηηθφο ζρεδηαζκφο πνπ αθνξά ηελ πξνζαξκνγή ηεο καζεζηαθήο 

πνξείαο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο έξεπλαο 
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 Ζ ζεκαζία πνπ απνδίδεηαη ζην ζρεδηαζκφ ησλ εθπαηδεπηηθψλ δξαζηεξηνηήησλ  

σο ελφο κέξνπο ηεο εξεπλεηηθήο κεζνδνινγίαο. 

 

Σν πιαίζην  ηεο  έξεπλαο 

Ζ έξεπλα πξαγκαηνπνηήζεθε ζε έλα ηκήκα ηεο Α΄ Γπκλαζίνπ ελφο ζρνιείνπ ηεο 

Αηηηθήο. Σν ζπγθεθξηκέλν ηκήκα απνηεινχληαλ απφ 21 καζεηέο θαη ην εξγαζηήξην ηνπ 

ζρνιείνπ απφ 11 ππνινγηζηέο εθ ησλ νπνίσλ νη 6 παιαηάο ηερλνινγίαο . Ζ δηάξθεηα ηεο 

έξεπλαο ήηαλ ελλέα  (9) δηδαθηηθέο ψξεο θαη πξαγκαηνπνηήζεθε ζε πξαγκαηηθέο ζρνιηθέο 

ζπλζήθεο ζην δηάζηεκα απφ 11 Μαξηίνπ έσο 1
ε
 Απξηιίνπ ηνπ αθαδεκατθνχ  έηνπο 2008-

2009.  Ζ επηινγή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ζρνιείνπ έγηλε γηα ηνπο ιφγνπο ηνπο νπνίνπο ζα 

αλαθέξνπκε ακέζσο παξαθάησ:  

Βαζηθφ ζηνηρείν ήηαλ ε εκπεηξία ησλ καζεηψλ (έζησ θαη κηθξή)  αιιά θαη ηνπ 

εθπαηδεπηηθνχ ηεο ηάμεο ζηε ρξήζε ησλ δηεξεπλεηηθψλ ππνινγηζηηθψλ πεξηβαιιφλησλ 

θαη ζπγθεθξηκέλα ηνπ ρεισλφθνζκνπ. Οη καζεηέο απφ ηελ αξρή ηεο ρξνληάο είραλ 

αληηκεησπίζεη δξαζηεξηφηεηεο θαηαζθεπήο απιψλ γεσκεηξηθψλ ζρεκάησλ φπσο 

ηεηξαγψλνπ θαη νξζνγσλίνπ ρσξίο κεηαβιεηέο αιιά θαη ζε ιίγεο πεξηπηψζεηο κε ηε 

ρξήζε κεηαβιεηψλ θαη πεηξακαηηζκνχ κε ηνλ απιφ κεηαβνιέα. Αλ θαη φπσο αλαθέξζεθε 

ε εμνηθείσζε ησλ καζεηψλ ήηαλ κηθξή, ήηαλ αξθεηή γηα λα κελ ραζεί αξθεηφο ρξφλνο 

ζηελ εμνηθείσζε ηνπο κε ηηο βαζηθέο εληνιέο ηεο γιψζζαο πξνγξακκαηηζκνχ Logo θαη 

ηνλ ρεηξηζκφ ησλ εξγαιείσλ ηνπ ρεισλφθνζκνπ, κηαο θαη ν ζηφρνο ηεο παξνχζαο 

έξεπλαο δελ ήηαλ απηφο θαη επέηξεπε ζηνπο καζεηέο λα εζηηάζνπλ πεξηζζφηεξν ζην ππφ 

δηεξεχλεζε αληηθείκελν. Δίλαη εμάιινπ γλσζηή ε δπζθνιία ηεο πξαγκαηνπνίεζεο κηαο 

έξεπλαο ζε έλα δεκφζην ζρνιείν φπνπ θαη πξφβιεκα κε ηε δηάζεζε ηνπ εξγαζηεξίνπ 

ππνινγηζηψλ ππάξρεη αιιά θαη πξφβιεκα κε ηελ δηάζεζε σξψλ γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζε 

κηαο έξεπλαο κε αληηθείκελν πνπ δελ έρεη άκεζε ζρέζε κε θάπνηεο έλλνηεο ηνπ 

σξνιφγηνπ πξνγξάκκαηνο.  

 Πξηλ ηελ έλαξμε ηεο δηεξεχλεζεο κεζνιάβεζαλ ζπλαληήζεηο κε ηνλ εθπαηδεπηηθφ 

ηεο ηάμεο αιιά θαη επηθνηλσλία κέζσ e-mail, φπνπ παξνπζηάζηεθαλ νη δξαζηεξηφηεηεο 

θαη νη ζηφρνη  ηεο έξεπλαο. Ο εθπαηδεπηηθφο επεμεξγάζηεθε ην ζελάξην ‗σο έλαο 

καζεηήο‘  θαη κέζα απφ ηηο ζπδεηήζεηο πξνέθπςαλ κεξηθέο δηαθνξνπνηήζεηο φρη γηα ηελ 

κεηαβνιή ησλ κηθξφθνζκσλ αιιά θπξίσο γηα ηνλ αξρηθφ ζρεδηαζκφ εηζαγσγήο θαη 
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επαλάιεςεο βαζηθψλ γλψζεσλ  πνπ είραλ ζρέζε κε ηνλ ρεισλφθνζκν. Βαζηθφ ζηνηρείν 

πνπ ζπδεηήζεθε θαη ιήθζεθε ππφςε ήηαλ θαη ν δηαζέζηκνο ρξφλνο. Ο αξρηθφο 

ζρεδηαζκφο κνπ πξνέβιεπε πεξηζζφηεξεο ψξεο γηα ηε δηεμαγσγή θαη νινθιήξσζε ηεο 

έξεπλαο, αιιά νη δπζθνιίεο θαη ε πίεζε πνπ ππήξρε γηα λα ‗βγεη ε χιε‘ φπσο επίζεο θαη 

ε δηαζεζηκφηεηα ηνπ εξγαζηεξίνπ νδήγεζαλ ηειηθά ζηνλ πξνγξακκαηηζκφ θαη ζηε 

δηάζεζε εθ κέξνπο ηνπ πξνγξάκκαηνο 9 σξψλ , εθ ησλ νπνίσλ νη 2 ήηαλ ψξεο ηεο 

γπκλαζηηθήο. 

 Ζ εθαξκνγή ηεο δξαζηεξηφηεηαο ζηελ ηάμε έγηλε απφ ηνλ καζεκαηηθφ ηεο ηάμεο 

ν νπνίνο είρε θαη  ηνλ θχξην ξφιν.  Ο εξεπλεηήο είρε ην ξφιν ηνπ «αθεινχο» αιιά θαη 

ζπκκεηέρνληνο παξαηεξεηή. Ο εξεπλεηήο γηα λα  κπνξέζεη λα κειεηήζεη ζε βάζνο ηελ 

εκθάληζε ζηνηρείσλ ηεο καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο ελψ απηά ζπλέβαηλαλ, έθξηλε φηη ζα 

έπξεπε λα επεξεάζεη ν ίδηνο ηηο καζεζηαθέο δηαδηθαζίεο ζην πιαίζην ησλ νπνίσλ 

εκθαλίδνληαη θαη φρη απιψο θαη κφλν πάληα λα ηηο θαηαγξάθεη θαη λα ηηο παξαηεξεί σο 

αθειήο παξαηεξεηήο.  ΢ε φιε ηε δηάξθεηα ηεο εθαξκνγήο, ν εξεπλεηήο ήηαλ πξφζπκνο 

λα ζπδεηήζεη κε ηελ θάζε νκάδα αιιά θαη λα παξέκβεη ζε ζεκεία φπνπ νη καζεηέο 

ζπλαληνχζαλ δπζθνιίεο ζηελ θαηαλφεζε ελλνηψλ θαη δπζθνιίεο ζε ζρέζε κε ην 

ινγηζκηθφ, αιιά πάληα ζην πιαίζην πνπ είρε ζπκθσλεζεί κε ηνλ εθπαηδεπηηθφ.  Άκεζεο 

θαη θαζνδεγεηηθέο παξεκβάζεηο απφ ηνλ εθπαηδεπηηθφ θαη ηνλ εξεπλεηή γίλνληαλ κφλν 

ζε ηερληθά ζέκαηα  θαη ρσξίο λα δίλνληαη έηνηκεο απαληήζεηο ζε εξσηήκαηα ησλ 

καζεηψλ πνπ είραλ ζρέζε κε ηελ εχξεζε ιχζεσλ ζε ζπγθεθξηκέλα εξσηήκαηα ηνπ 

θχιινπ εξγαζίαο. Χζηφζν θαηά ηελ δηεμαγσγή ηεο έξεπλαο ππήξρε δηαξθήο ζπλελλφεζε 

ηνπ εθπαηδεπηηθνχ θαη ηνπ εξεπλεηή  γηα ζέκαηα πνπ αθνξνχζαλ ηελ έξεπλα θαη γηα 

δπζθνιίεο πνπ πξνέθππηαλ. 

 

΢πιινγή δεδνκέλσλ 

Καηά ηελ δηάξθεηα ηεο έξεπλαο ν εξεπλεηήο θαη ν δηδάζθσλ ηεο ηάμεο 

παξαηεξνχζαλ ηηο νκάδεο εξγαζίαο παξεκβαίλνληαο φπνπ ρξεηάδνληαλ, επεμεγψληαο θαη 

θάλνληαο εξσηήζεηο (ζεαηή- ζπκκεηνρηθή παξαηήξεζε). Σν ππνινγηζηηθφ εξγαιείν  ηνπ 

ρεισλφθνζκνπ ,νη θαηάιιεια ζρεδηαζκέλεο εθπαηδεπηηθέο δξαζηεξηφηεηεο θαη ηα θχιια 

εξγαζίαο πνπ ηηο ππνζηήξηδαλ απνηέιεζαλ ηα θχξηα εξγαιεία εξεπλεηηθήο κειέηεο 

θαζψο ζρεδηάζηεθαλ γηα λα θέξνπλ εηο πέξαο ηα πξνο δηεξεχλεζε ραξαθηεξηζηηθά ηεο 
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καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο. Σν ινγηζκηθφ Hypercam2 παξείρε ζηνλ εξεπλεηή ηε 

δπλαηφηεηα λα παξαηεξεί ηηο απζφξκεηεο ζπδεηήζεηο ησλ καζεηψλ θαη ηηο 

αιιειεπηδξάζεηο ηνπο κε ηνλ ππνινγηζηή θαζψο απηνί επηρεηξνχζαλ λα δηνξζψζνπλ ηνπο 

κηζνςεκέλνπο κηθξφθνζκνπο θαη λα θέξνπλ εηο πέξαο φιεο ηηο δξαζηεξηφηεηεο. Σα κέζα 

ζπιινγήο ησλ δεδνκέλσλ ηεο έξεπλαο ήηαλ: 

 Λνγηζκηθφ ην νπνίν καγλεηνζθνπνχζε ηελ νζφλε ηνπ ππνινγηζηή θαη 

καγλεηνθσλνχζε ηνπο καζεηέο ( hypercam2). 

  ΢εκεηψζεηο ηνπ εξεπλεηή θαη ηνπ θαζεγεηή ηεο ηάμεο 

 Σα θχιια εξγαζίαο πνπ ζπκπιήξσλαλ νη καζεηέο 

 Γπν δεκνζηνγξαθηθά θαζεηφθσλα  

 

Όπσο έρεη αλαθεξζεί θαη ζε πξνεγνχκελεο ελφηεηεο, ζηφρνο ηεο παξνχζαο 

εξεπλεηηθήο κειέηεο είλαη λα δηεξεπλεζεί ζε βάζνο ε θαηαζθεπή καζεκαηηθψλ λνεκάησλ 

απφ ηνπο καζεηέο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο ελεξγεηηθήο εκπινθήο ηνπο ζηε καζεζηαθή 

δηαδηθαζία θαζψο επίζεο θαη ν ξφινο ησλ δχν κεηαβνιέσλ. Γηα απηφ ην ιφγν 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ ηαπηφρξνλα πνηθίια κέζα ζπιινγήο δεδνκέλσλ ηα νπνία φκσο δελ 

δηαηάξαζζαλ ην θπζηθφ θιίκα ηεο ηάμεο. Πινχζηα πεγή εξεπλεηηθψλ δεδνκέλσλ ζηελ 

έξεπλα απνηέιεζε ην δηεξεπλεηηθφ ινγηζκηθφ «Υεισλφθνζκνο» εθνδηαζκέλν κε ην 

ινγηζκηθφ απνζήθεπζεο ήρνπ θαη εηθφλαο Hypercam2. Δμαηηίαο φκσο ηεο παιαηφηεηαο 

κεξηθψλ ππνινγηζηψλ δελ επεηξάπε ε ζσζηή ιεηηνπξγία ηνπ ινγηζκηθνχ  Hypercam2 ζε 

φινπο ηνπο ππνινγηζηέο. Γπν νκάδεο καζεηψλ νη νπνίεο απνηέιεζαλ θαη ηηο νκάδεο 

εζηίαζεο θαη ζηηο νπνίεο ην Hypercam2 ιεηηνπξγνχζε ζσζηά, ηηο είρε ζηελ απνθιεηζηηθή 

επζχλε ηνπ ν εξεπλεηήο. ΢ε ζπλεξγαζία κε ηνλ εθπαηδεπηηθφ ηεο ηάμεο θαζνξίζηεθαλ νη 

δπν νκάδεο εζηίαζεο κε  ηα παξαθάησ θξηηήξηα επηινγήο: 

 Απνδνρή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ξφινπ απφ ηνπο καζεηέο 

 Να κελ βξίζθνληαη ζηα άθξα ηεο θιίκαθαο ηεο ζρνιηθήο επίδνζεο 

 Να ζπλεξγάδνληαη θαη λα εθθξάδνπλ αλνηθηά ηηο ηδέεο ηνπο θαη ηέινο 

 Να έρνπλ ζρεηηθή άλεζε κε ηα ππνινγηζηηθά εξγαιεία 

 

΢ηνπο καζεηέο ησλ δπν νκάδσλ εζηίαζεο ηνλίζηεθε φηη ζα δεηνχλ θαη ζα δέρνληαη 

παξεκβάζεηο κφλν απφ ηνλ εξεπλεηή, ελψ ζηνπο καζεηέο φιεο ηεο ηάμεο ηνλίζηεθε φηη ε 
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ζπγθεθξηκέλε κειέηε αθνξνχζε ηνλ ηξφπν πνπ ηα παηδηά θαηαλννχλ ηα καζεκαηηθά 

ρσξίο πεξαηηέξσ ζρφιηα πνπ ζα δεκηνπξγνχζαλ νπνηαδήπνηε ζθέςε αμηνιφγεζεο ηεο 

εξγαζίαο ηνπο ή δηάζεζεο ηνπ πιηθνχ ζηνπο θαζεγεηέο ή ζην ζρνιείν.  

Σα θχιια εξγαζίαο ζρεδηάζηεθαλ απφ ηνλ εξεπλεηή θαη δφζεθαλ ζηνλ 

εθπαηδεπηηθφ ηεο ηάμεο λα ηα κειεηήζεη θαη λα πξνηείλεη ηπρφλ δηνξζψζεηο ή βειηηψζεηο. 

Απφ ηε ζπλεξγαζία ηνπο, πξνέθπςαλ ηα ηειηθά θχιια εξγαζίαο πνπ παξαηίζεληαη ζην 

παξάξηεκα Α. Ο ζηφρνο ησλ θχιισλ εξγαζίαο ήηαλ δηπιφο: Απφ ηε κηα λα βνεζήζνπλ 

ζηελ δηεθπεξαίσζε ηεο έξεπλαο θαη απφ ηελ άιιε απέβιεπαλ ζην λα ζπγθεληξψζνπλ 

δεδνκέλα απφ φιε ηελ ηάμε. Όπσο αλαθέξζεθε θαη παξαπάλσ, ην Hypercam2 δελ 

ιεηηνχξγεζε ζε φινπο ηνπο ππνινγηζηέο θαη δελ ήηαλ εθηθηφ λα πάξνπκε δεδνκέλα απφ 

φιε ηελ ηάμε. Δθηφο απηνχ φκσο ν εξεπλεηήο ήζειε λα θαηαγξαθηνχλ νη απφςεηο ησλ 

καζεηψλ γηα πξάγκαηα πνπ ιφγσ ρξφλνπ  δελ κπνξνχζαλ λα ζπδεηεζνχλ κε φιεο ηηο 

νκάδεο αιιά λα θαηαγξαθεί θαη ε ζπιινγηζηηθή θαη ν ηξφπνο ζθέςεο ησλ νκάδσλ ζε 

ζρέζε κε ζπγθεθξηκέλα δεηήκαηα φπσο γηα παξάδεηγκα ζηνλ κηθξφθνζκν ‗θιάζκα‘ ε 

εχξεζε ηνπ θαηάιιεινπ pattern. 

 

Μέζνδνο  αλάιπζεο  δεδνκέλσλ 

΢ηφρνο  ηεο παξνχζαο εξεπλεηηθήο πξνζέγγηζεο ήηαλ ε δηεξεχλεζε ησλ 

δηαδηθαζηψλ αλάπηπμεο λνεκάησλ  πνπ είλαη ζρεηηθέο κε ηελ έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

σο ‘θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ θαη παξάιιεια λα αλαιχζεη ηνλ ξφιν 

ησλ κεηαβνιέσλ ζηελ καζεζηαθή δηαδηθαζία.   

Μειεηήζακε ηα δεδνκέλα αλαδεηψληαο πεξηζηαηηθά θαηά ηα νπνία ην 

καζεκαηηθφ λφεκα γηλφηαλ αληηθείκελν ζπδήηεζεο κεηαμχ ησλ καζεηψλ, αιιά θαη 

πεξηζηαηηθά ηα νπνία αθνξνχζαλ ηηο ρξήζεηο ησλ εξγαιείσλ δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ, ησλ 

δπν κεηαβνιέσλ.  Οη αιιεπάιιειεο επεμεξγαζίεο ησλ δεδνκέλσλ είραλ δηαθσηίζεη ηνλ 

θξίζηκν ξφιν ηεο ρξήζεο ησλ κεηαβνιέσλ ζηελ αλάπηπμε θαη εμέιημε ησλ πξαθηηθψλ 

ησλ καζεηψλ ζηελ δηαδηθαζία δηφξζσζεο ησλ κηζνςεκέλσλ κηθξφθνζκσλ θαη ηελ 

αθφινπζε αλάπηπμε καζεκαηηθψλ λνεκάησλ γηα ηηο εκπιεθφκελεο καζεκαηηθέο έλλνηεο. 

΢ηφρνο καο δελ ήηαλ λα ειέγμνπκε ή λα επαιεζεχζνπκε ππνζέζεηο αιιά αθήζακε ηα 

δεδνκέλα λα ζρεκαηνπνηήζνπλ ηε δνκή ησλ απνηειεζκάησλ θαη ηε ζηαδηαθή 

δηαιεχθαλζε ησλ εξεπλεηηθψλ δεηεκάησλ πηνζεηψληαο κηα ζηάζε παξαγσγήο 
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ζεσξεηηθψλ δνκεκάησλ (Goetz & Lecompte, 1984). Μνλάδα αλάιπζεο ήηαλ ην 

επεηζφδην ην νπνίν νξίζηεθε σο έλα απφζπαζκα δξάζεσλ θαη αιιειεπηδξάζεσλ πνπ 

εμειίζζεηαη ζε ζπλερή ρξφλν γχξσ απφ  έλα ζπγθεθξηκέλν ζέκα. Σα επεηζφδηα πνπ 

παξνπζηάδνκαη έρνπλ επηιεγεί κε βάζε ηε ζπρλφηεηα εκθάληζήο ηνπο θαη είλαη 

αληηπξνζσπεπηηθά ησλ επεηζνδίσλ πνπ ζπλέβεζαλ ζηελ ηάμε σο πξνο ηα ζέκαηα ηεο 

καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο πνπ έρνπλ ζρέζε κε ηα εξεπλεηηθά καο εξσηήκαηα. 

 

Γηαδηθαζία εθηέιεζεο ηεο έξεπλαο θαη αλάιπζεο ησλ δξαζηεξηνηήησλ 

Ζ δηαδηθαζία εθηέιεζεο ηεο έξεπλαο πεξηειάκβαλε  κηα αιιεινπρία δξαζηεξηνηήησλ νη 

νπνίεο θαηαλεκήζεθαλ ζηηο εμήο θάζεηο: 

 

1
ε 

θάζε: Δμνηθείσζε κε ην ινγηζκηθό 

  ΢‘ απηή ηελ θάζε αθηεξψζεθε 1 ψξα γηα λα εμνηθεησζνχλ νη καζεηέο κε ην 

ινγηζκηθφ θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ αιιά θαη  κε ηνλ εξεπλεηή.  

 

2
ε
 θάζε: Ζ θύξηα θάζε 

΢πλνιηθά δηήξθεζε 6 ψξεο θαη ρσξίζηεθε ζε 3 κέξε κε θάζε κέξνο λα δηαξθεί 2 

δηδαθηηθέο ψξεο: 

Μέξνο 1
ν
:  Πεξηειάκβαλε πεηξακαηηζκφ κε ηνλ κηζνςεκέλν κηθξφθνζκν  

‗ηζνδηακέξηζε‘, κε ζηφρν νη καζεηέο λα δηνξζψζνπλ απηφλ ηνλ κηθξφθνζκν γηα λα 

ρσξίδεηε ην νξζνγψλην ζε ίζα κέξε. 

Μέξνο 2
ν
: Πεξηειάκβαλε πεηξακαηηζκφ κε ηνλ κηζνςεκέλν κηθξφθνζκν  

‗θιάζκα‘ κε ζηφρν νη καζεηέο λα δηνξζψζνπλ απηφλ ηνλ κηθξφθνζκν γηα λα ηνπο δίλεη 

πάληα έλα ‗θιάζκα ηνπ νξζνγσλίνπ‘ 

Μέξνο 3
ν
 :  Πεξηειάκβαλε κηα θαηαζθεπή ζε γιψζζα Logo ελφο πξνγξάκκαηνο 

πνπ ζα έθηηαρλε δπν νξζνγψληα -ην έλα αθξηβψο θάησ απφ ην άιιν θαη κε ηε ρξήζε ησλ 

παξαπάλσ δηνξζσκέλσλ πξνγξακκάησλ- κε ζηφρν ηελ εχξεζε ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ 

θαη ηελ αλαθάιπςε ηεο γξαθηθήο ζρέζεο ησλ ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ (αλήθνπλ ζηελ 

ίδηα επζεία πνπ πεξλάεη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ). Άκεζε ζπλέπεηα ηνπ παξαπάλσ 

απνηειεί ην γεγνλφο  φηη ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα ηνπ Υεισλφθνζκνπ ηα  

ηζνδχλακα θιάζκαηα αλαπαξηζηψληαη σο ζεκεία κηαο επζείαο δηεξρφκελεο απφ ηελ αξρή 
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ησλ αμφλσλ θαη φια απηά ηα ζεκεία κε ηελ παξαπάλσ ραξαθηεξηζηηθή ηδηφηεηα  

απνηεινχλ κηα θιάζε αξηζκψλ πνπ ιέγεηαη ξεηφο αξηζκφο. 

 

3
ε
 θάζε: Γηεξεύλεζε ηεο αλάπηπμεο ηεο έλλνηαο 

Γηήξθεζε 2 ψξεο θαη πεξηειάκβαλε δξαζηεξηφηεηεο κε ζηφρν λα δηεξεπλεζεί  ην 

θαηά πφζν ε ρξήζε ηνπ Υεισλφθνζκνπ, ησλ εξγαιείσλ ηνπ  θαη ηνπ εθαξκνδφκελνπ 

ζελαξίνπ ζπλέβαιαλ ζηελ αλάπηπμε απφ κέξνπο ησλ καζεηψλ ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ σο «θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ». 

 

ΑΝΑΛΤ΢Ζ ΣΧΝ ΓΡΑ΢ΣΖΡΗΟΣΖΣΧΝ 

 

ΠΡΧΣΖ  ΦΑ΢Ζ 

Ζ πξψηε θάζε ήηαλ θάζε εμνηθείσζεο ησλ καζεηψλ κε ηνπο δπν κεηαβνιείο ηνπ 

ρεισλφθνζκνπ, κε ηελ έλλνηα ηεο κεηαβιεηήο αιιά θαη κε ηνλ ίδην ηνλ εξεπλεηή. Να 

ζεκεησζεί φηη πξηλ απφ απηή ηε θάζε ν εξεπλεηήο είρε ζπλάληεζε θαη γλσξηκία  κε ηνπο 

καζεηέο θαηά ηε δηάξθεηα κηαο δηδαθηηθήο ψξαο ησλ καζεκαηηθψλ φπνπ γλσζηνπνηήζεθε 

ζηνπο καζεηέο ν ζθνπφο ηεο παξνπζίαο ηνπ εθείλε ηελ εκέξα αιιά θαη γηα ηηο εκέξεο 

πνπ ζα αθνινπζνχζαλ. Δπίζεο θαηέζηε ζαθέο ζηνπο καζεηέο φηη νη απαληήζεηο ζηα 

θχιια εξγαζίαο θαη γεληθά ε φιε ε δηαδηθαζία δελ είρε ζηφρν ηελ αμηνιφγεζή ηνπο θαη 

ηελ ελεκέξσζε ησλ άιισλ θαζεγεηψλ ηνπ ζρνιείνπ γηα ηα ηεθηαηλφκελα. Όπσο 

αλαθέξζεθε θαη παξαπάλσ, έλαο βαζηθφο ιφγνο γηα ηνλ νπνίν επηιέρηεθε ην 

ζπγθεθξηκέλν ζρνιείν , ήηαλ φηη νη καζεηέο είραλ εκπεηξία απφ ηε ρξήζε ηνπ 

ρεισλφθνζκνπ  θαη φηη ήηαλ γλψζηεο ησλ βαζηθψλ ιεηηνπξγηθνηήησλ ηνπ ινγηζκηθνχ κε 

φρη εκπεηξία φκσο ζηε ζχληαμε πξνγξακκάησλ.  Γηα απηφ θαη ζην 3
ν
 κέξνο ηεο δεχηεξεο 

θάζεο θαη ιφγσ ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ ρξφλνπ πνπ καο είρε δηαηεζεί απφ ην ζρνιείν γηα ηελ 

πξαγκαηνπνίεζε ηεο έξεπλαο, ν εξεπλεηήο θαη ν θαζεγεηήο παξείραλ αξθεηή βνήζεηα 

ζηνπο καζεηέο  ζηελ νινθιήξσζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ κέξνπο ζην ζπγθεθξηκέλν ρξφλν. 

Γηα απηφ ην ιφγν θαη δελ ζα αλαθεξζνχλ ζηνηρεία ζηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο απφ ην 

ζπγθεθξηκέλν κέξνο, πξάγκα βέβαηα πνπ δελ ήηαλ ζηνπο αξρηθνχο καο ζηφρνπο. Οη 

καζεηέο γλψξηδαλ ηελ  θαηαζθεπή απιψλ  πξνγξακκάησλ, φπσο ηνπ ηεηξαγψλνπ θαη ηνπ 

νξζνγσλίνπ, κε ή ρσξίο κεηαβιεηέο, θαη ηνλ ρεηξηζκφ ηνπ κνλνδηάζηαηνπ κεηαβνιέα.  



 

 72 

 ΢ηελ αξρή ηνπο δεηήζακε λα θηηάμνπλ έλα πξφγξακκα πνπ λα δίλεη έλα ζηαζεξφ 

νξζνγψλην θαη κεηά έλα κε κεηαβιεηέο πιεπξέο. Σνπο δεηήζακε αθνχ πεηξακαηηζηνχλ κε 

ηνλ κνλνδηάζηαην κεηαβνιέα λα καο πνχλε (ζε ζπδήηεζε πνπ αθνινχζεζε κε νιφθιεξε 

ηελ ηάμε) ηη αιιαγέο ζα έπξεπε λα γίλνπλ ψζηε απηφ λα θηηάρλεη ηψξα ηεηξάγσλν θαη φρη 

νξζνγψλην. Καηφπηλ ηνπο δείμακε ην εξγαιείν ηνπ δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα θαη ηνπο 

εμεγήζακε ηνλ ξφιν ηνπ. 

 

ΚΤΡΗΑ  ΦΑ΢Ζ 

΢ε φιε ηελ δηάξθεηα ηεο έξεπλαο νη καζεηέο είλαη ρσξηζκέλνη αλά 2 ή 3 ζ‘ έλα PC 

θαη θάζε καζεηήο έρεη έλα ζπγθεθξηκέλν ξφιν ν νπνίνο ελαιιάζζεηαη  π.ρ. έλαο 

πιεθηξνινγεί θαη ρεηξίδεηαη ην πνληίθη θαη ν άιινο θαηαγξάθεη ηηο παξαηεξήζεηο ζην 

θχιιν εξγαζίαο. Ο θαζεγεηήο θαη /ή ν εξεπλεηήο ζπκβνπιεχεη, παξαηεξεί θαη απεπζχλεη 

εξσηήζεηο γηα λα θαηαλνήζεη θαιχηεξα ηηο ζηξαηεγηθέο πνπ αθνινπζνχλ νη καζεηέο. 

 

Μέξνο 1
ν
 

΢ηνπο καζεηέο δίλεηαη ην 1
ν
 θχιιν εξγαζίαο φπνπ ε πξψηε δξάζε απνηεινχζε ην 

ζρεκαηηζκφ ελφο ζηαζεξνχ νξζνγσλίνπ 20ρ200 θαη ζηελ δεχηεξε ππήξρε ν κηζνςεκέλνο 

κηθξφθνζκνο ‗ηζνδηακέξηζε‘.  Σν ηη αθξηβψο θάλεη απηφ ην πξφγξακκα δελ ήηαλ γλσζηφ 

ζηνπο καζεηέο θαη ην κφλν πνπ ηνπο γλσζηνπνηήζακε ήηαλ φηη ζα ηνπο βνεζνχζε λα 

θηάζνπλ ζηνλ ζηφρν ηνπο πνπ ήηαλ ε δηφξζσζή ηνπ, έηζη ψζηε ηειηθά απηφ ην 

πξφγξακκα λα ρσξίδεη ην νξζνγψλην ζε ίζα κέξε.   Ο παξαθάησ ‗κηζνςεκέλνο 

κηθξφθνζκνο‘, κε ηελ νλνκαζία ‗ηζνδηακέξηζε‘ απνηειεί ηελ πξψηε θάζε πεηξακαηηζκνχ 

θαη δηεξεχλεζεο,  κε ηειηθφ ζηφρν ηελ θαηαζθεπή ηεο γλψζεο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο 

‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘. Ξεθηλάκε κε βάζε έλαλ κηθξφθνζκν πνπ 

αλαθέξεηαη ζηνλ ρσξηζκφ ελφο νξζνγσλίνπ ζε ίζα κέξε, δηαδηθαζία ε νπνία απφ ηε κία  

έρεη άκεζε ζρέζε κε ηηο εκπεηξίεο ησλ καζεηψλ θαη απφ ηελ άιιε, φπσο θάλεθε απφ ηε 

βηβιηνγξαθία, δεκηνπξγεί πνιιά πξνβιήκαηα ζηνπο καζεηέο. ΢ηελ εχξεζε απφ ηνπο 

καζεηέο ηεο ζρέζεο κεηαμχ ηνπ αξηζκνχ ησλ ίζσλ κεξψλ θαη ηνπ κήθνπο ηνπ θαζελφο – 

δειαδή ησλ αληηζηξφθσο αλάινγσλ πνζψλ- ε ρξήζε ησλ κεηαβνιέσλ θαη εηδηθά ηνπ 

δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα ήηαλ απαξαίηεηε ,πξάγκα πνπ βέβαηα θάλεθε  θαη ζηελ 

δηαδηθαζία ηεο έξεπλαο. ΢χκθσλα κε  πνιινχο εξεπλεηέο φπσο π.ρ  Kong &Kwok 
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(2002),  Correa, Nunes and Bryant (1998), νη καζεηέο δελ θαηέρνπλ ηελ αληίζηξνθε 

ζρέζε κεηαμχ αξηζκνχ ησλ κεξψλ θαη κεγέζνπο  ηνπ ελφο κέξνπο κηαο κνλάδαο, θαη φπσο 

αλαθέξεη θαη ε Κνιέδα (2000), ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο (αλ φρη φιεο) ζηα παηδηά δίλνληαη 

ηα νξζνγψληα έηνηκα ρσξηζκέλα ζηεξψληαο ηνπο έηζη ηελ δπλαηφηεηα πεηξακαηηζκνχ. Σν 

πξφγξακκα είλαη:  

γηα  ηζνδηακέξηζε :ρ :ς 

ζηαζνξζ 

κ 20 δ 90 

επαλάιαβε :ρ[κ :ς δ 90 κ 20 π 20 α 90] 

ηέινο 

 

Σν ζηαζνξζ νξίδεη κηα ππνδηαδηθαζία ε νπνία θαηαζθεπάδεη έλα ζηαζεξφ 

νξζνγψλην δηαζηάζεσλ 20ρ200 θαη κε ην νπνίν είραλ αζρνιεζεί νη καζεηέο ζηελ 

πξνεγνχκελε θάζε αιιά θαη ζηελ πξψηε δξάζε. Σν  πξφβιεκα ήηαλ λα πεηξακαηηζηνχλ 

νη καζεηέο  γηα λα βξνχλε ηε ζρέζε κεηαμχ ρ  θαη ς ψζηε λα ζρεκαηίδεηαη νξζνγψλην 

ρσξηζκέλν ζε ίζα κέξε. Αλ εθηειέζνπλ ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία πξνθχπηεη ην εμήο: 
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΢ηελ πεξίπησζε απηνύ ηνπ κηθξόθνζκνπ αθαηξέζακε ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα, 

δειαδή ηνπ ρσξηζκνύ ζε ίζα κέξε, έηζη ώζηε ην πξόγξακκα λα απνηειεί έλα 

ειαηησκαηηθό κνληέιν. Ο ξφινο ηνπ καζεηή είλαη λα δηεξεπλήζεη γηα πνηεο ηηκέο 

έρνπκε ην ζρήκα απηφ θαη θαηφπηλ λα ςάμεη γηα λα βξεη ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ 

παξακέηξσλ ρ θαη ς  ε νπνία λα δίλεη ηε ιχζε. Οη καζεηέο κπνξνχλ λα θάλνπλ 

πεηξάκαηα εθηειψληαο ην πξφγξακκα κε δηαθνξεηηθέο ηηκέο  ελψ ζπγρξφλσο κπνξνχλ λα 

βιέπνπλ θαη ην γξαθηθφ απνηέιεζκα . Δλεξγνπνηψληαο ηνλ απιφ κεηαβνιέα κπνξνχλ λα 

ζχξνπλ ηελ αθίδα ζε νπνηνδήπνηε νιηζζεηή. Απηφ πνπ βιέπνπλ είλαη ην γεσκεηξηθφ 

αληηθείκελν λα αιινηψλεηαη κε βάζε ηε κεηαβνιή ηεο ηηκήο ηεο παξακέηξνπ, 

δηαηεξψληαο φκσο αλαιινίσηεο ηηο ηδηφηεηεο πνπ νξίδνπλ νη εληνιέο θαη νη ζρέζεηο ησλ 

παξακέηξσλ. Πεηξακαηηδφκελνη πξψηα κε ηνλ απιφ κεηαβνιέα κπνξνχλ λα βξνχλε 

θάπνηα δεχγε αξηζκψλ ρ  θαη  ς πνπ λα ρσξίδνπλ ην νξζνγψλην ζε ίζα κέξε θαη λα 

αλαθαιχςνπλ ηελ ζρέζε ησλ αληηζηξφθσο αλάινγσλ πνζψλ. Έλαο άιινο ηξφπνο είλαη 

απηά ηα ζεκεία νη καζεηέο λα ηα παξαζηήζνπλ ζε έλα ζχζηεκα αμφλσλ  κε ηε βνήζεηα 

ηνπ δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα. Έλα ζηηγκηφηππν ζα κπνξνχζε λα είλαη ην εμήο: 
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Σψξα πιένλ θαίλεηαη θαζαξά  ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα φηη ηα ζεκεία πνπ ρσξίδνπλ 

ην νξζνγψλην ζε ίζα κέξε αλήθνπλ ζε κία ππεξβνιή θαη άξα ηα πνζά ρ θαη ς  είλαη 

αληηζηξφθσο αλάινγα δειαδή  ρ.ς=200 άξα ς= 200/ρ. Άξα ε ηξνπνπνίεζε πνπ 

απαηηείηαη ζηνλ θψδηθα είλαη ζηε ζέζε ηνπ ς λα βάιινπκε ην 200/ρ. 

 

Μέξνο 2
ν
  

Μηα άιιε δηαδηθαζία πνπ είλαη ζεκαληηθή ζηελ παξνχζα έξεπλα, θαη απνηειεί ην 

δεχηεξν κέξνο ηεο θχξηαο  θάζεο, είλαη ε δηαδηθαζία κε ηελ νπνία νη καζεηέο κπνξνχλ 

λα θηηάμνπλ έλα ζπγθεθξηκέλν θιάζκα ζε θαηαζηάζεηο ‗κέξνο-φινπ‘. Ο ‗κηζνςεκέλνο 

κηθξφθνζκνο‘ ν νπνίνο δίλεηαη ζηνπο καζεηέο  θαη έλα ζηηγκηφηππν θαίλνληαη  

παξαθάησ: 

 

 

γηα θιαζκα :α :ρ 

ηζνδηακέξηζε :α 

ζπ π 200 ζθ 

ζεζερξσκαζηπιν 4 

κ :ρ 

ζεζερξσκαζηπιν 0 

ηεινο 
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Ζ ππνδηαδηθαζία ηζνδηακέξηζε  είλαη ν δηνξζσκέλνο θψδηθαο πνπ πξνέθπςε απφ ηελ 

πξνεγνχκελε θάζε ηεο δηεξεχλεζεο γηα ηνλ ρσξηζκφ ηνπ νξζνγσλίνπ ζε ίζα κέξε. 

΢χκθσλα κε ηελ εξκελεία ηνπ θιάζκαηνο σο ‗κέηξν‘ , ν ξεηφο  αξηζκφο α/β σο 

κέηξν πξνθχπηεη απφ ηελ επαλάιεςε ηνπ κνλαδηαίνπ θιάζκαηνο 1/β γηα ηνλ θαζνξηζκφ 

κηαο απφζηαζεο (Κνιέδα, 2000). Απηφο αθξηβψο είλαη θαη ν ζηφρνο ηνπ παξαπάλσ 

‗κηζνςεκέλνπ κηθξφθνζκνπ‘. Οη καζεηέο κέζα απφ πεηξακαηηζκνχο θαη ππνζέζεηο 

πξέπεη λα αλαθαιχςνπλ φηη γηα λα δίλεη ν παξαπάλσ κηθξφθνζκνο απηφκαηα θάπνην 

θιάζκα ( δειαδή ε θφθθηλε γξακκή λα ζπκπέζεη κε θάπνην απφ ηα ήδε ρσξηζκέλα κέξε)  

πξέπεη ζηελ δηαδηθαζία λα αληηθαηαζηαζεί  ην « κ: ρ » κε ην εμήο «  επαλάιαβε :λ [κ 

200/:α]  » , πξάγκα πνπ δειψλεη αθξηβψο ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ. Γειαδή γηα λα 

δεκηνπξγεζεί ην θιάζκα λ/α  πξέπεη: «λα επαλαιεθζεί λ θνξέο ην κνλαδηαίν θιάζκα » , 

πνπ εδψ είλαη ην 200/α. 
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Γηα παξάδεηγκα , αο ππνζέζνπκε φηη έλαο καζεηήο ζέιεη ην παξαπάλσ πξφγξακκα λα ηνπ 

δίλεη ην θιάζκα 2/5.  Έλαο ηξφπνο αληηκεηψπηζεο ζα κπνξνχζε λα είλαη ν εμήο: Πξψηα 

ζα πξέπεη λα δηαηξέζεη ην νξζνγψλην κε κήθνο 200 ζε 5 ίζα κέξε .Άξα ζα πξέπεη ν 

θψδηθαο λα εθηειεζηεί σο εμήο: «Κιάζκα 5   ; »  κε ην εξσηεκαηηθφ λα απνηειεί ην 

δεχηεξν αξηζκφ πνπ ζα πξέπεη λα βξεη. Γηα λα βγεη αθξηβψο ην θιάζκα, ζα πξέπεη λα 

ζθεθηεί θαηφπηλ φηη ε ρειψλα πξέπεη λα πξνρσξήζεη κπξνζηά θαη λα θηάζεη ζηελ 

δεχηεξε γξακκή πνπ ζεκαίλεη λα επαλαιάβεη 2 θνξέο ηελ θιαζκαηηθή κνλάδα άξα 2 

θνξέο ην 40 (Πξνζέμηε ηελ παξαπάλσ ιεθηηθή  δηαηχπσζε θαη ηελ αληίζηνηρε ζπκβνιηθή 

αληηζηνηρία ζηελ γιψζζα Logo!).  

Αμίδεη ηέινο λα αλαθεξζνχκε ζε απηφ πνπ ιέεη ν Piaget (1976), φηη νη καζεηέο 

ζηελ ειηθία ησλ ζπγθεθξηκέλσλ ιεηηνπξγηψλ (concrete operation, πεξίπνπ 7-12 εηψλ)  

δελ αλακέλεηαη λα ρεηξηζηνχλ αθεξεκέλεο καζεκαηηθέο ηδέεο ρσξίο ηε βνήζεηα 

ζπγθεθξηκέλσλ αλαπαξαζηάζεσλ. Με βάζε απηφ ην ζηνηρείν ζρεδηάζακε ην κηθξφθνζκν 

ΡΑΚΗ πνπ πξνζθέξεη κε ηε βνήζεηα ηνπ ρεισλφθνζκνπ θαη ησλ εξγαιείσλ ηνπ ηε 

δπλαηφηεηα ζηνπο καζεηέο λα θαηαζθεπάζνπλ ‗ζπγθεθξηκέλεο‘ αλαπαξαζηάζεηο γηα ηελ 

αθεξεκέλε έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. 

 

Μέξνο 3
ν
 

Εεηείηαη απφ ηνπο καζεηέο λα θαηαζθεπάζνπλ έλα πξφγξακκα  κε ηε βνήζεηα ηνπ 

πξνεγνχκελνπ κηθξφθνζκνπ ‗θιάζκα‘ κε ην φλνκα ‗ηζνδχλακα‘, ην νπνίν λα 

θαηαζθεπάδεη δπν νξζνγψληα  θαη έηζη ψζηε: 

a) Σν έλα λα είλαη αθξηβψο θάησ απφ ην άιιν  

b) ΢ην ‗θιάζκα‘ πνπ αλαθέξεηαη ζην πξψην νξζνγψλην λα ρξεζηκνπνηήζνπλ ηηο 

κεηαβιεηέο α, λ  θαη ζην δεχηεξν ρ, ς. 

c) Να εθηειέζνπλ ηνλ θψδηθα ‗ ηζνδχλακα‘ γηα ηέηνηεο ηηκέο,  ψζηε ζην πξψην 

νξζνγψλην λα ζρεκαηίδεηαη ην θιάζκα   9/15. 

 

Σν επφκελν βήκα ήηαλ νη καζεηέο λα πεηξακαηηζηνχλ κε ζηφρν ηελ εχξεζε: 

 ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ 

  ηεο ζρέζεο πνπ ηα ζπλδέεη 
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  ηεο γξαθηθή ηνπο αλαπαξάζηαζεο θαη ηε δεκηνπξγία ‗ζπγθεθξηκέλεο‘ 

αλαπαξάζηαζεο γηα ηηο θιάζεηο ησλ ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ  

Παξαθάησ δίλεηαη κηα ραξαθηεξηζηηθή εηθφλα: 

 

 

 

Ο παξαπάλσ κηθξφθνζκνο θαηαηάζζεηαη ζηελ ηξίηε απφ ηηο 4 δηδαθηηθέο 

κεζφδνπο (ζει, 88) πνπ κπνξνχλ λα ζπλνδεχνπλ έλαλ κηθξφθνζκν, δειαδή ην 

πξφγξακκα ελέρεη ηηο απαξαίηεηεο ηδηφηεηεο γηα λα θηηάμεη ν καζεηήο έλα ζρήκα θαη ε 

δηεξεχλεζε ζπλίζηαηαη ζην λα δηαπηζηψζεη επηπξφζζεηεο ηδηφηεηεο απφ ηε ρξήζε ηνπ. 

Δλεξγνπνηψληαο ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα θαη απνδίδνληαο ηηο  παξακέηξνπο ς 

θαη ρ ζηνπο άμνλεο, κπνξνχλ νη καζεηέο λα  ζχξνπλ ειεχζεξα ηνλ θέξζνξα ηνπ πνληηθηνχ 

ηνπο (θιηθ θαη ζχξζηκν κε παηεκέλν ην θνπκπί), παξαηεξψληαο πσο αιιάδεη ην ζρήκα 

θαζψο ζπκκεηαβάιινληαη νη δπν ηηκέο. Ο καζεηήο πξνζπαζεί λα ζχξεη ην πνληίθη ψζηε 

ζην δεχηεξν νξζνγψλην λα ζρεκαηίδεηαη θιάζκα ηζνδχλακν κε ην 9/15 ηνπ πάλσ 
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νξζνγσλίνπ. Έηζη ρξεζηκνπνηείηαη ην νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα γηα λα αιινησζεί ην 

αληηθείκελν δπλακηθά κε ην ρέξη. Σν ίρλνο απφ ην ζχξζηκν θαίλεηαη λα πξνζεγγίδεη κηα 

επζεία πνπ πεξλάεη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. Γειαδή θαίλεηαη ηα δπν πνζά λα είλαη 

αλάινγα θαη έηζη κπνξνχλ λα θάλνπλ ππνζέζεηο γηα ηελ γξακκηθή ηνπο ζρέζε. 

΢πγρξφλσο δηαπηζηψλνπλ φηη φια ηα ηζνδχλακα θιάζκαηα κε ην 9/15, βξίζθνληαη ζε 

επζεία πνπ πεξλάεη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη απφ ην ζεκείν (15,9). Με άιια ιφγηα 

ηα ζεκεία (15,9), (5,3), (12,20) ….. ηα νπνία παξηζηάλνπλ ηα ηζνδχλακα θιάζκαηα  3/5 

,9/15 ,12/20 ,…. Έρνπλ ην θνηλφ γλψξηζκα λα βξίζθνληαη ζηελ ίδηα επζεία, δειαδή ζηελ 

ίδηα θιάζε ηζνδπλακίαο. Μπνξνχλ επίζεο λα πάξνπλ κεκνλσκέλα ζεκεία πάλσ ζηνλ 

δπζδηάζηαην κεηαβνιέα, ηα νπνία φκσο λα παξηζηάλνπλ ηζνδχλακα θιάζκαηα , θαη λα 

δηαπηζηψζνπλ φηη αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία πνπ πεξλάεη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. Θα 

θηάζνπλ ζε θάηη παξφκνην κε απηφ πνπ δείρλεη ε παξαθάησ εηθφλα: 

 

 

 

 



 

 80 

Να ζεκεησζεί φηη γηα ηνπο καζεηέο ην νξζνθαλνληθφ ζχζηεκα αμφλσλ απνηειεί 

κηα ‘ζπγθεθξηκέλε’ αλαπαξάζηαζε. Ήδε απφ ηελ πξνεγνπκέλε ηάμε νη καζεηέο 

ρξεζηκνπνηνχλ ζχζηεκα ζπληεηαγκέλσλ θαη ζηα καζεκαηηθά αιιά θαη ζηελ γεσγξαθία 

θαη είλαη εμνηθεησκέλνη κε απηήλ ηελ νξνινγία θαζψο θαη κε ηηο επζείεο, ηα ζεκεία θαη 

ηα αλάινγα πνζά. Να ζεκεησζεί επίζεο φηη απφ καζεκαηηθή άπνςε, δπν θιάζκαηα είλαη 

ηζνδχλακα αλ έρνπλ ηνλ  ίδην ιφγν, γεγνλφο ην νπνίν απνηππψλεηαη ζηνλ δπζδηάζηαην 

κεηαβνιέα απφ ην φηη ηα ηζνδχλακα θιάζκαηα αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία δειαδή έρνπλ 

ηελ ίδηα θιίζε. ΢εκαληηθφ επίζεο ζεσξείηαη ην γεγνλφο φηη ν ππνινγηζηήο έρεη ηελ 

δπλαηφηεηα λα επηδεηθλχεη ζηνπο καζεηέο ηελ αθξηβή ιίζηα φισλ ησλ θιαζκάησλ κηαο 

θιάζεο ,νη καζεηέο λα έρνπλ ηε δπλαηφηεηα λα πεηξακαηηζηνχλ κε απηέο ηηο θιάζεηο θαη 

ζπλεπψο ,θαηά ηνλ Piaget, λα θαηαζθεπάζνπλ ηελ έλλνηα ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ησλ 

ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ. Έηζη ην θιάζκα   9/15 είλαη έλαο αληηπξόζσπνο ηεο θιάζεο 

{3/5, 6/10, 9/15,….} , ε νπνία θιάζε αληηπξνζσπεύεη ηνλ ξεηό  αξηζκό  3/5. 

 

 

ΣΡΗΣΖ  ΦΑ΢Ζ: Γηεξεύλεζε ηεο αλάπηπμεο ηεο έλλνηαο 

΢χκθσλα κε ηνλ Dubinsky (1991), δηδάζθνληαο ηνπο ξεηνχο σο θιάζεηο 

ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ,  δελ ζεκαίλεη απιά φηη δηδάζθεηο ηελ ηζνδπλακία 

δπν ζηνηρείσλ κηαο ζπγθεθξηκέλεο θιάζεο. ΢εκαίλεη φηη νη καζεηέο καζαίλνπλ λα 

ιεηηνπξγνχλ κε ηηο θιάζεηο σο αληηθείκελα.  Απηφ επίζεο ζεκαίλεη λα βνεζήζνπκε ηνπο 

καζεηέο λα αλαπηχμνπλ κηα πην πξνρσξεκέλε  θαηαλφεζε ηεο δνκήο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

θαη ηνπ ξφινπ πνπ παίδεη ζε απηή ηε δνκή έλα αξηζκεηηθφ θιάζκα θαη κηα ζπγθεθξηκέλε 

θιάζε.   

Με βάζε ηα παξαπάλσ, ζρεδηάζακε λα αληρλεχζνπκε ηελ αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ησλ 

θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ κε βάζε ηα εμήο θξηηήξηα: 

 Με δεδνκέλα πάλσ ζηελ αλάπηπμε ηεο ίδηαο ηεο έλλνηαο απφ δηαθνξεηηθέο 

απφςεηο , θαη δεχηεξνλ 

 Με δεδνκέλα πνπ έρνπλ ζρέζε κε ηελ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ λα ιχζνπλ 

πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ ζρέζε κε ηελ δηάηαμε θαη ηελ ππθλφηεηα ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ 
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Δθηφο απφ δεδνκέλα πνπ ζα ζπιιέγακε θαηά ηε δηάξθεηα ησλ πξνεγνχκελσλ 

θάζεσλ, ζρεδηάζακε θαη επηπιένλ έλα θχιιν εξγαζίαο (Παξάξηεκα, 4
ν
 θχιιν εξγαζίαο) 

πνπ ζα καο βνεζνχζε ζηελ δηεξεχλεζή καο. Απηφ ην θχιιν εξγαζίαο πεξηείρε εξσηήζεηο 

πνπ αθνξνχζαλ  ηε δηάηαμε θαη ηελ ππθλφηεηα ησλ  ξεηψλ αξηζκψλ, αλαγλψξηζε ηεο 

ηζνδπλακίαο θιαζκάησλ  κέζσ ηεο αλαπαξάζηαζε ησλ ξεηψλ σο επζείαο δηεξρφκελεο 

απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη αληηζηνίρεζε θιαζκάησλ θαη ξεηψλ αξηζκψλ κε ηηο 

αλαθαιππηφκελεο απφ ηνπο καζεηέο αλαπαξαζηάζεηο ηνπο, δειαδή σο ζεκεία ελφο 

ζπζηήκαηνο αμφλσλ θαη επζεηψλ δηεξρφκελσλ απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ, αληίζηνηρα.  

 

 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ  5
Ο

 : ΑΠΟΣΔΛΔ΢ΜΑΣΑ   

Εισαγωγή 
 

Ζ παξνχζα έξεπλα εζηηάδεηαη ζηε δηεξεχλεζε ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο 

‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ απφ καζεηέο Α΄  Γπκλαζίνπ, φπσο απηή 

αλαπηχζζεηαη θαη  εκθαλίδεηαη ζε δηαδηθαζίεο, εχξεζεο θαη αλαπαξάζηαζεο ηζνδχλακσλ 

θιαζκάησλ σο ζεκεία επζείαο δηεξρφκελεο απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ , θαζψο θαη ζηε 

κειέηε ηεο αλάπηπμεο καζεκαηηθψλ λνεκάησλ  απφ ηνπο καζεηέο γηα απηή ηελ 

αθεξεκέλε έλλνηα αιιά θαη γηα έλλνηεο πνπ ην ίδην ην πεξηβάιινλ θαη νη δηαδηθαζίεο πνπ 

ρξεζηκνπνίεζαλ νη καζεηέο ηηο θαηέζηεζαλ ζρεηηθέο. ΢ηα πιαίζηα ηεο έξεπλαο 

επηδηψρζεθε  επίζεο λα δηεξεπλεζεί θαη ν  ξφινο ησλ κεηαβνιέσλ –ηνπ απινχ θαη ηνπ 

δπζδηάζηαηνπ- ζηελ καζεζηαθή δηαδηθαζία.  Γηα ην ζθνπφ απηφ νη καζεηέο έρνπλ 

εξγαζηεί ζε νκάδεο ησλ δπν ή ηξηψλ αηφκσλ ρξεζηκνπνηψληαο έλα ςεθηαθφ εξγαιείν 

πνπ δηαζέηεη δηαζπλδεφκελεο αλαπαξαζηάζεηο ζπκβνιηθήο έθθξαζεο θαη δπλακηθνχ 

ρεηξηζκνχ γεσκεηξηθψλ αληηθεηκέλσλ. Ζ παξνπζίαζε ησλ δεδνκέλσλ πνπ ζα 

αθνινπζήζεη, γίλεηαη κέζσ ηεο αλαιπηηθήο πεξηγξαθήο ησλ δξψκελσλ θαη ππνζηεξίδεηαη 

απφ κέξνο ηνπ απνκαγλεηνθσλεκέλνπ πιηθνχ, ησλ θχιισλ εξγαζίαο ησλ καζεηψλ, ησλ 

ζεκεηψζεσλ ηνπ εξεπλεηή θα ηνπ θαζεγεηή θαη ηνπ πιηθνχ απφ ην Hypercam2.  

Δίλαη ρσξηζκέλε ζε ηξεηο  ελφηεηεο. Ζ πξψηε ελφηεηα αλαθέξεηαη ζηα 

καζεκαηηθά λνήκαηα πνπ αλέπηπμαλ νη καζεηέο θαη γηα ηε έλλνηα ησλ θιάζεσλ 

ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ αιιά θαη γηα άιιεο καζεκαηηθέο έλλνηεο νη νπνίεο  
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ίζσο θαίλνληαη άζρεηεο κε ηελ παξαπάλσ έλλνηα αιιά νη αλαπαξαζηάζεηο πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη ην ίδην ην καζεζηαθφ πεξηβάιινλ ηηο θαηέζηεζε ζρεηηθέο κε ηηο 

δηεξεπλήζεηο ησλ καζεηψλ. Ζ  δεχηεξε ελφηεηα αλαθέξεηαη  ζην ινγηζκηθφ θαη ζηνλ 

ξφιν ησλ δπν εξγαιείσλ ηνπ- ησλ κεηαβνιέσλ- θαη ε ηξίηε ζηε  δηεξεχλεζε ηνπ βαζκνχ 

ζηνλ νπνίν επηηεχρζεθε ε αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ‗σο θιάζεηο 

ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ κε ηελ βνήζεηα ηνπ Υεισλφθνζκνπ. Δπεηδή ηα 

καζεκαηηθά λνήκαηα ,νη κεηαβνιείο αιιά θαη ε αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ σο ‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ αιιεινδηαπιέθνληαη ζηα 

πεξηζζφηεξα επεηζφδηα, γηα απηφ θαη ε θαηάηαμε ησλ επεηζνδίσλ ζηηο παξαπάλσ 

ελφηεηεο  δελ κπνξεί λα γίλεη κε απζηεξά θξηηήξηα. 

 

Σα καζεκαηηθά λνήκαηα πνπ θαηαζθεπάδνπλ νη καζεηέο 

 

Ζ έλλνηα ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ 

Ζ πξψηε ηνπο ηδέα γηα ηελ έλλνηα ησλ ξεηψλ σο ‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ 

θιαζκάησλ‘  δηαηππψζεθε φηαλ νη καζεηέο πεηξακαηηδφκελνη κε ηνλ κηθξφθνζκν 

‗ηζνδηακέξηζε‘ πξνζπαζνχζαλ λα απαληήζνπλ ζηε δξάζε 3.ii) ,φπνπ ην εξψηεκα πνπ 

ηίζεην ήηαλ ην εμήο:  

 Μπνξείηε λα επηιέμεηε ηέηνηεο ηηκέο  ώζηε λα πξνθύπηεη νξζνγώλην ρσξηζκέλν ζε 

ίζα κέξε; 

 

Οη καζεηέο ηεο  πξψηεο νκάδαο εζηίαζεο αθνχ βξήθαλ θάπνηα δεχγε ηηκψλ ρ, ς φπσο 

(5,40),  (4,50), ζην θχιιν εξγαζίαο ηνπο γξάθνπλ: 
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Βιέπνληαο ν εξεπλεηήο ηα παξαπάλσ ηνπο ξσηάεη:  

Δ:  Γηα εμεγήζηε κνπ πσο ηα βξήθαηε  θαη γηαηί γξάςαηε ηα παξαπάλσ; 

Μ1:  Με ην κεηαβνιέα βξήθακε ρ=5 θαη ς= 40 θαη άξα ην νξζνγώλην  

γξάθεηαη ζαλ θιάζκα   5/5, ελώ γηα ρ=4 θαη ς=50 ην νξζνγώλην γξάθεηαη 

 ζαλ  4/4. Απηά θαη ηα δπν θιάζκαηα καο δίλνπλ ην έλα. Άξα πξέπεη  

λα βξνύκε θιάζκαηα πνπ δίλνπλ ην έλα θαη ηόηε όια απηά ζα είλαη  

 απηά πνπ ςάρλσ γηα ην   ρ   αθνύ όια έρνπλ ην ίδην γλώξηζκα, δίλνπλ ην έλα. 

 

Γηα ηνλ καζεηή Μ1 ηα θιάζκαηα  {4/4, 5/5,..} αλήθνπλ ζην ίδην ζχλνιν αθνχ 

φπσο ιέεη ραξαθηεξηζηηθά: «όια απηά ζα είλαη  απηά πνπ ςάρλσ γηα ην   ρ   αθνύ όια 

έρνπλ ην ίδην γλώξηζκα» θαη κάιηζηα κε έλα ηδηαίηεξν  ραξαθηεξηζηηθφ πνπ ηα δηαθξίλεη   

απφ φια ηα άιια  «δίλνπλ ην έλα» .  Γηα ηα ζπγθεθξηκέλα θιάζκαηα νη καζεηέο 

αλαγλσξίδνπλ θαη έλα αθφκε ραξαθηεξηζηηθφ ηνπο : ην φηη «είλαη ηζνδχλακα», θαη 

κάιηζηα ην γξάθνπλ ζην θχιιν εξγαζίαο ηνπο ρσξίο λα ηνπο δεηείηαη θάηη ηέηνην.  

Με απηφ ηνλ ηξφπν ε  ζπγθεθξηκέλε νκάδα καζεηψλ πξνζδίδεη ζην ζχλνιν {4/4, 

5/5, …}  νξηζκέλα ραξαθηεξηζηηθά: 

 Απνηειείηαη απφ ηζνδχλακα θιάζκαηα ηεο κνξθήο  α/α 

 Σα ζηνηρεία ζεσξνχληαη ίδηα γηα έλαλ ζπγθεθξηκέλν ζθνπφ : ζην ρσξηζκφ ελφο 

νξζνγσλίνπ ζε ίζα κέξε 

Έηζη, ζχκθσλα θαη κε ηνλ νξηζκφ ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο πνπ δφζεθε ζην πξψην 

θεθάιαην (Υαζάπεο, 2000) , νη καζεηέο έρνπλ πξνζδψζεη ζην ζχλνιν φισλ ησλ 

θιαζκάησλ ηεο κνξθήο α/α φια εθείλα ηα ραξαθηεξηζηηθά ηεο αθεξεκέλεο έλλνηαο ησλ 

ξεηψλ αξηζκψλ σο ‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘. 

Μηα άιιε νκάδα καζεηψλ αθνχ έρεη θαηαζθεπάζεη ηα δχν νξζνγψληα ην έλα 

θάησ απφ ην άιιν (θχιιν εξγαζίαο 3
ν
 , κηθξφθνζκνο ‗ηζνδχλακα‘) ζηελ πξνζπάζεηά ηεο 

λα βξεη ηζνδχλακα θιάζκαηα ηνπ 9/15 βξίζθεη κε ηνλ απιφ κεηαβνιέα ηα εμήο: 9/15, 

18/30, 36/60 , θσλάδνπλ ηνλ εξεπλεηή θαη αθνινπζεί ν εμήο δηάινγνο: 

 

Μ1: Κύξηε , βγαίλνπλ όια  δηπιάζηα.  

Δ: Τη ελλνείο δηπιάζηα; 
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Μ1: Να, ην 18/30 είλαη δηπιάζην θαη από ην 9 θαη από ην 15,  

θαη ζην 36/60 ην 36 είλαη δπν θνξέο ην 18 θαη δπν θνξέο ην 30 

Μ2: Άξα όια ηα θιάζκαηα  ζα βγνπλ νκνίσο. Να γηα παξάδεηγκα ζα δνθηκάζσ  

κε ηνπο κεηαβνιείο ην θιάζκα ..κκκκ..κ… 72/120 θαη ζα δείηε 

 ζα βγεη ηζνδύλακν…..Νάην! 

 

΢ε απηφ ην ζηάδην πεηξακαηηζκνχ νη καζεηέο κφιηο είραλ αξρίζεη λα ζπλεηδεηνπνηνχλ φηη 

ππήξρε έδαθνο γηα καζεκαηηθνπνίεζε ,δειαδή έλαλ θξπκκέλν θαλφλα, ε αλαθάιπςε  

θαη ε  ρξήζε ηνπ νπνίνπ ζα ηνπο επέηξεπε λα ειέγμνπλ ηε δηαδηθαζία ηεο δεκηνπξγίαο 

ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ  ρσξίο λα ρξεηάδεηαη πιένλ λα πεηξακαηίδνληαη Οη ζηξαηεγηθέο 

ησλ καζεηψλ ζπκπεξηειάκβαλαλ θαηά θχξην ιφγν ηνλ κεηαβνιέα θαη ζηελ αξρή νη 

καζεηέο ηνπο ρξεζηκνπνηνχζαλ θάλνληαο πεξηεγεηηθφ ζχξζηκν(Arzarello et al.,1998, 

Κπλεγφο ,2006) αιιά ζηγά -ζηγά ζπλεηδεηνπνίεζαλ φηη νη ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο πνπ 

βγαίλαλε δελ ήηαλ ηπραίεο αιιά είραλ θάπνηα ζεκαζία. 

΢ην παξαπάλσ απφζπαζκα ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη θαη ην γεγνλφο φηη 

ζηηο πεξηγξαθέο ηνπο νη καζεηέο θάλνπλ κηα κεηαηφπηζε σο πξνο ην επίπεδν ηεο γιψζζαο 

πνπ ρξεζηκνπνηνχλ κε ηε ρξήζε κηαο πην γεληθεπκέλεο γιψζζαο. Γειαδή νη καζεηέο 

κηινχλ γηα ηα θαηαζθεπαζκέλα ηζνδχλακα θιάζκαηα απνζηαζηνπνηεκέλνη απφ ηα   

ζπγθεθξηκέλα ραξαθηεξηζηηθά  ηνπ ζρήκαηνο (ηα θιάζκαηα απηά ρσξίδνπλ ηα 

νξζνγψληα ζε ίζα εκβαδά ) αλαθέξνληαο θάπνηα πνηνηηθή ηνπο ηδηφηεηα ( έζησ θαη 

ιαλζαζκέλε ζηελ ιεθηηθή ηεο έθθξαζε). Ζ καζεκαηηθή ηδέα κε ηελ νπνία  δνχιεςαλ 

εδψ νη καζεηέο  θαηά ηε δηάξθεηα απηνχ ηνπ «ζεσξήκαηνο ελ δξάζεη» (Vergnaud, 1987)  

είλαη  ε εμήο: Γηα λα πξνθχςνπλ ηζνδχλακα θιάζκαηα πξέπεη αξηζκεηήο θαη 

παξνλνκαζηήο λα πνιιαπιαζηαζηνχλ κε ηνλ ίδην θπζηθφ αξηζκφ.  

΢ηελ ηειεπηαία ελφηεηα πνπ έρεη ζρέζε κε ηελ αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ησλ 

‗θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ ζα αλαθεξζνχκε θαη ζε άιια επεηζφδηα 

άιισλ νκάδσλ καζεηψλ ηα νπνία ζα αλαδεηθλχνπλ κε ηνλ θαιχηεξν ηξφπν απηφ πνπ έρεη 

δηαθαλεί πνιιέο θνξέο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο δηεξεχλεζεο ησλ καζεηψλ, ην γεγνλφο 

δειαδή φηη νη καζεηέο ηεο ζπγθεθξηκέλεο ειηθίαο κέζα ζην ζπγθεθξηκέλν πιαίζην  ηνπ 

ρεισλφθνζκνπ κε ηνπο θαηάιιεινπο κηθξφθνζκνπο θαηαζθεπάδνπλ κε πνιινχο θαη 
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ηδηαίηεξνπο ηξφπνπο λνήκαηα αθφκα θαη γηα αθεξεκέλεο έλλνηεο φπσο απηή πνπ 

δηεξεπλνχκε ζηελ παξνχζα έξεπλα . 

Ζ εθαξκνγή ηεο έξεπλαο ζρεδηαζκνχ σο εξεπλεηηθή κέζνδνο ζε πξαγκαηηθέο 

ζρνιηθέο ζπλζήθεο αλέδεημε φηη κε ηε βνήζεηα ηνπ Υεισλφθνζκνπ  κπνξνχλ παξάιιεια 

κε ηελ έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ ‗σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ λα 

δηεξεπλεζεί κηα πιεζψξα καζεκαηηθψλ ελλνηψλ φπσο ε έλλνηα ηνπ θιάζκαηνο σο κέηξν ,  

ε έλλνηα ηεο κεηαβιεηήο , θαη ε  έλλνηα ησλ δεθαδηθψλ πεξηνδηθψλ αξηζκψλ. 

 

Ζ κεηαβιεηή σο γεληθεπκέλν αληηθείκελν 

΢χκθσλα κε ηνπο Ursini & Trigeros (2001), ε έλλνηα ηεο κεηαβιεηήο εκθαλίδεηαη σο: 

 Ζ κεηαβιεηή σο αξηζκφο  

 Ζ κεηαβιεηή σο γεληθεπκέλνο αξηζκφο 

 Ζ κεηαβιεηή ζε κηα ζπλαξηεζηαθή ζρέζε 

Ο νξηζκφο κηαο κεηαβιεηήο ζην ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ αληηζηνηρεί ζε έλα 

γεληθεπκέλν αξηζκφ ζηνλ νπνίν κπνξνχλ λα απνδνζνχλ δηαθνξεηηθέο θαη νπνηεζδήπνηε 

ηηκέο. Σν πεδίν ζπκβνιηθήο έθθξαζεο είλαη πάληνηε νξαηφ ζηελ νζφλε θαη ζπλδέεηαη κε 

ηα ππφινηπα πεδία αλαπαξάζηαζεο. Μηα γεσκεηξηθή θαηαζθεπή πεξηγξάθεηαη κέζσ κηαο 

δηαδηθαζίαο ζηε γιψζζα Logo  ελψ ε εθηέιεζε κηαο δηαδηθαζίαο ρσξίο κεηαβιεηέο δίλεη 

γξαθηθφ απνηέιεζκα ρσξίο ηελ εκπινθή ηνπ κεηαβνιέα.  Έηζη ν δπλακηθφο ρεηξηζκφο 

πξνυπνζέηεη ηε ρξήζε ησλ κεηαβιεηψλ γηα ην ζπκβνιηζκφ γεσκεηξηθψλ κεγεζψλ . Ζ 

ρξήζε κηαο κεηαβιεηήο ζην ρεισλφθνζκν απαηηεί πξψηα ηελ απφδνζε κηαο 

ζπγθεθξηκέλεο ηηκήο ζε απηή θαη θαηφπηλ είηε κε απφδνζε δηαθνξεηηθψλ κεκνλσκέλσλ 

ηηκψλ είηε κε ηνλ κεηαβνιέα , κπνξεί λα γίλεη αληηιεπηή ε ρξήζε ηεο σο γεληθεπκέλνπ 

αξηζκνχ. ΢χκθσλα κε ηα παξαπάλσ ε ρξήζε ησλ κεηαβιεηψλ ζηνλ ρεισλφθνζκν  δίλεη 

ηηο εμήο δπλαηφηεηεο : λα κπνξνχκε λα ελεξγνπνηνχκε ηηο δπλακηθέο παξακέηξνπο ηνπ 

ζρήκαηνο θαη λα ηηο ρεηξηδφκαζηε δπλακηθά κε βάζε θάπνηεο ζρέζεηο. 

Αλαθεξφκαζηε πάιη ζηνλ θψδηθα ‗ηζνδηακέξηζε‘ θαη ζηελ πξνζπάζεηα ησλ 

καζεηψλ λα δηνξζψζνπλ ηνλ παξαπάλσ κηζνςεκέλν κηθξφθνζκν ψζηε λα ρσξίδεηαη ζε 

ίζα κέξε. Δλψ γηα ηελ εθηέιεζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ θψδηθα ηνπο δφζεθε έλα 

ζπγθεθξηκέλν παξάδεηγκα ,ζπγθεθξηκέλα λα πξαγκαηνπνηείηε ε εθηέιεζή ηνπ γηα ηηο 

ηηκέο  10  θαη 17 ,θαη φπσο παξαηεξήζακε φιεο νη νκάδεο δνπιέςαλε κε απηέο ηηο ηηκέο 
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εθηφο απφ κηα ε νπνία έζεζε ηηο ηηκέο 2 θαη 50 θαη κάιηζηα άιιαμε θαη ηα φξηα ησλ 

κεηαβιεηψλ ζηνπο νιηζζεηέο ησλ κεηαβνιέσλ βάδνληαο ζην ρ ηηκέο απφ 0 έσο 20 θαη 

ζην ς απφ 0 έσο 200.   ΢ε εξψηεζε ηνπ εξεπλεηή γηαηί ζέζαλε απηέο ηηο ηηκέο, έλαο 

καζεηήο απάληεζε: 

 

Μ1: αθνύ ην νξζνγώλην έρεη κήθνο 200 θαη πιάηνο 20 ,κπνξνύκε λα 

 βάινπκε ζην ρ όηη λα είλαη κέρξη ην 20  θαη ζην ς κέρξη ην 200. 

 

΢ηελ παξαπάλσ πεξίπησζε  βέβαηα ν καζεηήο θάλεη ιάζνο ζηνλ ξφιν ησλ κεηαβιεηψλ ρ 

θαη ς αθνχ ζεσξεί φηη ην ρ δειψλεη ην πιάηνο ηνπ νξζνγσλίνπ ελψ ζηελ πξαγκαηηθφηεηα 

δειψλεη ηηο θάζεηεο γξακκέο πνπ κπνξνχκε λα θέξνπκε γηα ηνλ ζρεκαηηζκφ ησλ κηθξψλ 

νξζνγσλίσλ. 

Ζ αληηζηνίρεζε κηαο ηηκήο ζε κηα κεηαβιεηή απνηειεί κηα κνξθή έλαξμεο ηεο 

δηαδηθαζίαο απφδνζεο ηηκψλ ζηε κεηαβιεηή, ρσξίο λα είλαη βέβαην φηη νη καζεηέο 

αληηιακβάλνληαη ηελ κεηαβιεηή σο γεληθεπκέλν αληηθείκελν. Ζ αληηθαηάζηαζε φκσο 

ηηκψλ δηαθνξεηηθψλ απφ απηψλ πνπ ηνπο δίλνληαη, θαη ηα ιεγφκελά ηνπ «κπνξνύκε λα 

 βάινπκε ζην ρ όηη λα είλαη κέρξη ην 20»  θάλεη θαλεξή ηελ αληίιεςε ηνπ ρ σο 

αληηθεηκέλνπ ζην νπνίν ζα κπνξνχζαλ λα απνδνζνχλ δπλάκεη νπνηεζδήπνηε ηηκέο κέρξη 

ην 20. 

 

Σα αληηζηξφθσο αλάινγα πνζά θαη νη δεθαδηθνί πεξηνδηθνί  αξηζκνί 

  

Σελ πξψηε κέξα ηεο θχξηαο θάζεο δφζεθε, φπσο έρνπκε αλαθέξεη θαη παξαπάλσ, 

ζηνπο καζεηέο ν κηζνςεκέλνο κηθξφθνζκνο ‗ηζνδηακέξηζε‘, θαη  ηνπο δεηήζεθε λα 

πεξηγξάςνπλ ηνλ ξφιν ησλ κεηαβιεηψλ ρ  θαη  ς θαη θαηφπηλ λα βξνχλε ηε ζρέζε κεηαμχ 

ησλ δχν κεηαβιεηψλ ψζηε ν θψδηθαο λα ρσξίδεη απηφκαηα ην νξζνγψλην ζε ίζα κέξε. 

Μηα νκάδα καζεηψλ πεηξακαηίδνληαλ κε ζηφρν λα αλαθαιχςνπλ έλαλ θαλφλα πνπ ζα 

ηνπο βνεζνχζε λα εληάμνπλ ηα ‗πξντφληα‘ ησλ πεηξακαηηζκψλ ηνπο ζε θάηη πνπ λα ηνπο 

ήηαλ νηθείν. Αλ θαη ν κεηαβνιέαο ήηαλ έλα ιεηηνπξγηθφ εξγαιείν γηα ηελ κέηξεζε ησλ 

δπν κεηαβιεηψλ ,νη καζεηέο πξνζπαζνχζαλ λα βξνπλ έλαλ θαλφλα, κηα καζεκαηηθή 

αθαίξεζε κέζα απφ ηνλ πίλαθα πνπ έθηηαμαλ.  Σν παξαθάησ επεηζφδην αλαδεηθλχεη: 
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 Σελ λνεκαηνδφηεζε ησλ αληηζηξφθσο αλάινγσλ πνζψλ 

 Σελ δηαιεθηηθή κεηαμχ ησλ ιεηηνπξγηθνηήησλ πνπ παξείρε ν κηθξφθνζκνο θαη 

απηψλ πνπ πήγαδαλ απφ ηα καζεκαηηθά πνπ είραλ δηδαρηεί νη καζεηέο ζηελ ηάμε  

 Όπσο επίζεο θαη ηνλ ξφιν ηνπ απινχ κεηαβνιέα ζηελ πξνζπάζεηα ησλ καζεηψλ 

λα αλαθαιχςνπλ έλαλ καζεκαηηθφ ηχπν.    

 

Μ1:Όηαλ θνπλάσ ηε κεηαβιεηή  ρ  ( ελλνεί κε ην κεηαβνιέα) 

 ηα θνπηάθηα απμάλνληαη θαη όηαλ θνπλάσ ηε κεηαβιεηή ς  

 (ελλνεί κε ζηόρν ην νξζνγώλην λα ρσξίδεηε ζε ίζα κέξε) 

 κεηώλεηε ην κέγεζνο ησλ θνπηηώλ.  

Μ2: Άξα ηα πνζά είλαη αληηζηξόθσο αλάινγα. 

Δθ: Δίπακε όκσο ,θαη από όηη βιέπσ δελ ην ζπκάζηε, όηη  αλ 

 ην έλα κέγεζνο απμάλεηαη θαη ην άιιν κεηώλεηαη δελ ζεκαίλεη 

 θαη’ αλάγθε όηη ηα πνζά είλαη αληηζηξόθσο αλάινγα. 

Μ2: Δληάμεη , αιιά εδώ κάιινλ ηζρύεη απηό πνπ ιέγακε ζηελ ηάμε. 

Δθ: Γειαδή; Μπνξείηε λα κνπ ην εμεγήζεηε θαιύηεξα; 

  

Ο καζεηήο Μ2 ελψ θαίλεηαη λα κελ ζπκθσλεί αθξηβψο κα ηα ιεγφκελα ηνπ Μ1 έρεη ζην 

κπαιφ ηνπ ηα φζα έρνπλ εηπσζεί ζηελ ηάμε αιιά θαη πάιη δελ είλαη βέβαηνο αλ απηά 

ηζρχνπλ αθξηβψο ζηελ ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, γηα απηφ ρξεζηκνπνηεί θαη ηε ιέμε 

«κάιινλ». ΢ηε ζπλέρεηα παξνηξχλεη ηνλ Μ1  ιέγνληαο ηνπ: 

 

Μ2: Λέσ λα θηηάμνπκε έλαλ πίλαθα ζαλ απηνύο πνπ θηηάρλακε ζηελ ηάμε. 

Μ1: Καη ηη ηηκέο ζα βάινπκε; 

Μ2: Βια….είζαη ; Θα ηηο βξνύκε κε ην κεηαβνιέα. 

 

Οη  καζεηέο κε ε βνήζεηα ηνπ απινχ κεηαβνιέα θαηφπηλ θαηαζηξψλνπλ έλαλ πίλαθα κε 

ηηο παξαθάησ ηηκέο: (λα ζπκίζνπκε εδψ φηη νη καζεηέο πξηλ κηα εβδνκάδα είραλ δηδαρηεί 

ηα αληηζηξφθσο αλάινγα πνζά θαη ν ηξφπνο εξγαζίαο ήηαλ κάιινλ πνιχ νηθείνο  γηα 

απηνχο): 
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ρ 20 4 3 

ς 10 50 67 

    

Δθ: Δδώ παξαηεξνύκε όηη ην έλα κέγεζνο απμάλεηαη θαη ην άιιν κεηώλεηαη, είλαη 

όκσο αληηζηξόθσο αλάινγα; Πνηα ζρέζε πξέπεη λα πιεξνύλ;  

Μ1: Τν ίδην γηλόκελν  

Μ2: 20.10 θάλεη 200, 4.50 θαη απηό 200, 3.67θάλεη…3θνξέο ην 7 θάλεη 21πάλησο 

όρη 200, δελ είλαη ίδην. Μήπσο θάλακε ιάζνο κε ην κεηαβνιέα; 

Δθ: Γηα ειέγμεηε απηό πνπ ιέηε θαη γπξίδσ ζε ιίγν.  

 

Ο εξεπλεηήο βιέπνληαο φηη θάηη ζεκαληηθφ ζπκβαίλεη πιεζηάδεη θαη δεηάεη απφ ηνπο 

καζεηέο λα ηνπ πνχλε πσο πάλε. 

 

Μ1: (Γείρλεη ζηνλ εξεπλεηή ηνλ πίλαθα  πνπ θηηάμαλε) Δδώ όια βγάδνπλ 

 ην 200  εθηόο από ην ηειεπηαίν (3,67) πνπ θάλεη  201 αιιά ν 

 κεηαβνιέαο άιιν καο δείρλεη. Κνηηάμηε. 

 

 

Οη καζεηέο δνπιεχνπλ πάιη ζηνλ απιφ κεηαβνιέα, βάδνπλ ρ=3 θαη ζχξνληαο ηνλ 

νιηζζεηή ηεο κεηαβιεηήο  ς θηάλνπλ ζηελ ηηκή 67. 

 

Μ2: Μήπσο ηειηθά δελ είλαη αληηζηξόθσο αλάινγα; 

 

Απφ ηα ιεγφκελα ησλ καζεηψλ ππνλννχληαη ηα εμήο: 

Δλψ ππνςηάδνληαη ζηελ αξρή  φηη ηα πνζά είλαη αληηζηξφθσο αλάινγα ην απνηέιεζκα 

ηνπ κεηαβνιέα θάλεη ηνλ Μ2 λα αλαξσηεζεί ην αληίζεην θαη λα ππνςηαζηεί φηη κπνξεί λα 

θάλαλε ιάζνο κε ην κεηαβνιέα.  

 

Δ: Πξνζέμηε όκσο, νη ηειεπηαίεο γξακκέο δελ ηαπηίδνληαη πιήξσο. 

 Κνηηάμηε ηελ δηαθνξά κε ην δεύγνο (20,10)  
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(θαη παξαηεξνχλ φηη πξάγκαηη νη δπν ηειεπηαίεο γξακκέο δελ ηαηξηάδνπλ αθξηβψο 

φπσο ζπκβαίλεη ζην δεχγνο (20,10)).  

 

Μ1: Α! Γηα απηό ! Γειαδή ην 67 δελ είλαη 67 αιιά 66 θαη θάηη,  

θαη έηζη ην γηλόκελν είλαη πάιη 200 θαη άξα ηώξα είκαζηε 

 ζίγνπξνη όηη είλαη όπσο ην καληέςακε. 

 

΢ηε ζπλέρεηα ηεο ζπδήηεζεο αλαδεηθλχεηαη ν ηξφπνο πνπ νη καζεηέο λνεκαηνδνηνχλ ηε 

δεθαδηθή κνξθή ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Να ζεκεηψζνπκε φηη νη καζεηέο δελ έρνπλ δηδαρηεί 

ηελ παξαπάλσ έλλνηα θαζψο ζην βηβιίν ηνπο θαη ζην ζρεδηαζκφ ηνπ εθπαηδεπηηθνχ  ην 

ζπγθεθξηκέλν αληηθείκελν δηδάζθεηαη κεηά ηνπο ξεηνχο. 

Ζ ρξήζε ηνπ δηαζέζηκνπ ραξαθηεξηζηηθνχ ηνπ ζπξζίκαηνο πξνζαλαηφιηζε ηνπο 

καζεηέο θαηά ηελ εμεξεχλεζε ηνπο ζην λα ζθεθηνχλ ηε δπλαηφηεηα λα αιιάμεη ην βήκα 

ζηνλ κεηαβνιέα κε ην νπνίν θηλείηαη ε ρειψλα , ε νπνία θαζφξηδε ην βήκα κε ην νπνίν ν 

θάζε νιηζζεηήο άιιαδε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ. Έηζη ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα  

ηαηξηάμνπλ ην ζρήκα ψζηε ην ηειεπηαίν κηθξφ νξζνγψλην λα πέθηεη αθξηβψο πάλσ ζην 

δεμηφ άθξν ηνπ κεγάινπ νξζνγσλίνπ, αλαθάιπςαλ ηε ιεηηνπξγηθφηεηα ηνπ βήκαηνο ζην 

κεηαβνιέα.  

 

Δ: 66 θαη πόζν είλαη απηό ην θάηη; 

 

Οη καζεηέο ζηξέθνληαη πάιη ζηνλ ρεισλφθνζκν θαη ‗παίδνπλ‘ κε ην κεηαβνιέα. 

 

Μ1:  Τν ς  δελ είλαη 67 αιιά νύηε 66. Αιιά ε ρειώλα δελ κπνξεί 

 λα πάεη ζην 66,5 γηα λα ην δνθηκάζσ. Πξνρσξάεη αλά έλα. 

Μ2:  Αλ ππάξρεη ηξόπνο λα θάλνπκε ηε ρειώλα λα πξνρσξάεη  

πην ζηγά ηόηε κπνξνύκε λα ην πεηύρνπκε 

Δ: Τη ελλνείο κε ην πην ζηγά; 

Μ1,Μ2:[ζησπή] 

Δ :  Να πξνρσξάεη πην ζηγά ή κε κηθξόηεξα βήκαηα; 

Μ2:  Δ, λαη απηό ήζεια λα πσ. Όπσο κε ην κέηξν, λα βάισ δειαδή  εθαηνζηά 
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Δ: …… (ηνπο εμεγεί ηε ζπγθεθξηκέλε ιεηηνπξγηθόηεηα). 

Μ2:  Αο βάινπκε ηώξα βήκα έλα δέθαην 

 

Οη καζεηέο βάδνπλ ζην δεμί άθξν ηνπ νιηζζεηή ηελ ηηκή 100 θαη δνθηκάδνπλ μαλά. ΢ε 

ιίγν: 

 

Μ1: Τν βξήθα είλαη 66.7! 

Μ2: (θάλεη πξάμεηο ζην ηεηξάδηό ηνπ) Ναη αιιά πάιη δελ είλαη ην ζσζηό, γηαηί ην 

γηλόκελν δελ θάλεη 200. 

Μ1: Να βάινπκε βήκα εθαηνζηό. …..Τώξα βγαίλεη 66,62. …Αιιά πάιη 

 δελ θάλεη 200. 

Μ2: Γηα λα βάινπκε θαη ρηιηνζηό….66,681. Κύξηε ,ηη γίλεηαη 

 ηώξα εδώ; Μάιινλ δελ βγαίλεη πνηέ . Γελ κπνξνύκε λα ην ρσξίζνπκε. 

 Γελ δνθηκάδνπκε κε άιια λνύκεξα γηα ην ρ πνπ λα βγαίλεη αθξηβώο; 

Μ1:  Γηα λα θάλσ θάηη . Γηα λα βγαίλεη ην γηλόκελν 200 ζα πξέπεη  

λα βξσ έλα αξηζκό πνπ αλ πνιιαπιαζηάζσ ην 3 κε απηόλ  

λα κνπ δώζεη ην 200. Γειαδή λα θάλσ ηε δηαίξεζε  200/3. ….. 

Γελ βγαίλεη …Βγάδεη  ζπλερώο 6 (ελλνεί ην πειίθν) 

Μ2: Α, γηα απηό δελ κπνξώ λα ην βξσ θαη κε ηνλ κεηαβνιέα! 

 

 

Απηφ πνπ γίλεηαη ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε είλαη φηη ην νξζνγψλην έρεη κήθνο 200, θαη 

ν ρσξηζκφο ηνπ ζε ηξία ίζα κέξε πνπ ζέινπλ νη καζεηέο,  απαηηεί ε δηαίξεζε ηνπ 200 κε 

ην 3 λα είλαη ηέιεηα, πξάγκα πνπ δελ ζπκβαίλεη αθνχ ην πειίθν είλαη δεθαδηθφο 

πεξηνδηθφο αξηζκφο. Όπσο έρνπκε αλαθέξεη νη καζεηέο ζπλαληνχλ γηα πξψηε θνξά 

δεθαδηθνχο πεξηνδηθνχο αξηζκνχο θαη ζηελ ζρνιηθή ηάμε αιιά θαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

δηεξεχλεζεο . Ζ δπζθνιία ζηελ απνδνρή ηνπ απφ ηνπο καζεηέο είλαη εκθαλήο, πξάγκα 

πνπ δηαθαίλεηαη θαη ζηα ιεγφκελα ηνπ Μ1 «…..Γελ βγαίλεη …Βγάδεη  ζπλερώο 6» 

Μηα άιιε νκάδα αζρνινχκελε κε ηνλ κηθξφθνζκν ηζνδηακέξηζε πξνζπαζνχζε λα 

βξεη δεχγε ηηκψλ πνπ λα ρσξίδνπλ ην νξζνγψλην ζε ίζα κέξε. Γελ ρξεζηκνπνίεζε ηνλ 

απιφ κεηαβνιέα αιιά εθηεινχζε ην πξφγξακκα γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο. ΢ηελ αξρή 
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πήξε ην δεχγνο (5, 40) θαη κεηά ην (6, 200/6).  Καη ε εμήγεζε πνπ δψζαλε ζηνλ εξεπλεηή 

γηα ην πψο ζθεθηήθαλε, ήηαλ ε εμήο:  

 Γηα λα ρσξίδεηε ζε ίζα κέξε αο πνύκε 5, δηαηξώ ην 200 κε ην 5 θαη βγαίλεη 40. Δλώ 

ε δηαίξεζε 200/6 δελ βγαίλεη αθξηβώο. Γνθηκάζακε ζην πεξίπνπ ην 33 αιιά δελ γίλεηαη. 

Γηα απηό ην γξάςακε 200/6 θαη νη ηειεπηαίεο γξακκέο πέθηνπλ αθξηβώο ε κηα πάλσ ζηελ 

άιιε. 

 

Μηα άιιε νκάδα ζηελ πξνζπάζεηά ηεο λα βξεη ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ κεηαβιεηψλ ρ θαη ς 

ψζηε ην νξζνγψλην λα ρσξίδεηαη ζε ίζα κέξε θηηάρλεη θαη απηή πίλαθα θαη κε ηε βνήζεηα 

ηνπ κεηαβνιέα βξίζθεη ηηο εμήο ηηκέο: 

ρ ς 

2 100 

3 67 

4 50 

5 40 

 

Ο εξεπλεηήο ηνπο πιεζηάδεη , θαη ηνπο ξσηάεη¨ 

 Δ: Βξήθαηε θάπνηα ζρέζε ; 

 Μ1: Μα θύξηε δελ βγαίλεη ηίπνηα 

Δ: Μήπσο δελ ππνινγίζαηε κε ηνλ κεηαβνιέα κε αθξίβεηα ηηο ηηκέο; 

Μ1: Τν δνθηκάζακε πνιιέο θνξέο, ην ίδην βγαίλεη 

Μ2: Ο  άιινο ν κεηαβνιέαο κπνξεί λα βνεζήζεη ; 

Δ: Γηα δνθηκάζηε ην. 

 

Οη καζεηέο κεηά απφ ιίγν δείρλνπλ ζηνλ εξεπλεηή ην εμήο: 
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Δ: Τη ζρήκα  θαίλεηαη λα ζρεκαηίδνπλ απηά ηα ζεκεία; 

Μ2: Υπεξβνιή! 

 Μ1: ……Γελ βγάδνπλ όια όκσο ην ίδην  

Δ: Μήπσο πξέπεη λα ειέγμεηε ηηο ηηκέο; 

Μ2: Δ, αθνύ ην ιύζακε έηζη ην πξόβιεκα, πξέπεη λα βξνύκε  

θαη άιινλ ηξόπν; 

 

Οη παξαπάλσ καζεηέο θαίλεηαη λα αληηιακβάλνληαη ηελ έλλνηα ησλ αληηζηξφθσο 

αλάινγσλ πνζψλ θαη λα ζπκνχληαη φηη ην γηλφκελν είλαη ζηαζεξφ ( ιέλε φηη δελ βγάδνπλ 

φια ην ίδην ,αλαθεξφκελνη ζην γηλφκελν 3.67). Ζ δπζθνιία εχξεζεο ηεο ζρέζεο ηνπο 

αλαγθάδεη λα ζηξαθνχλ ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα θαη ε γξαθηθή αλαπαξάζηαζε πνπ 

ιακβάλνπλ  ηνπο δίλεη ηελ δπλαηφηεηα λα θηάζνπλ ζην επηζπκεηφ ζπκπέξαζκα. 

 

Ο ξόινο ησλ κεηαβνιέσλ 

Ζ ςεθίδα κεηαβνιέαο απφ ζρεδηαζηηθή άπνςε ιεηηνπξγεί ζπλδεηηθά αλάκεζα 

ζηηο ςεθίδεο Logo  θαη ηνπ Κακβά θαζψο ε ελεξγνπνίεζε ηεο πξνυπνζέηεη ην γξάςηκν 

θαη ηνλ νξηζκφ κηαο δηαδηθαζίαο κε κεηαβιεηέο , ελψ κε ην ζχξζηκν κε ην κεηαβνιέα 

αλαπαξίζηαηαη γξαθηθά ε δηαξθήο αιιαγή ηηκψλ ζην αληίζηνηρν γεσκεηξηθφ κέγεζνο. 

Έηζη ν ξφινο ηνπ κεηαβνιέα είλαη ζπλδεηηθφο αλάκεζα ζηε ζπκβνιηθή θαη ζηε γξαθηθή 

αλαπαξάζηαζε θαηά ηε δηάξθεηα ηνπ πεηξακαηηζκνχ ησλ καζεηψλ. Ζ δπλαηφηεηα 
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ειέγρνπ ησλ αξηζκεηηθψλ ηηκψλ ηφζν σο πξνο ην είδνο δειαδή αθέξαηνη ή δεθαδηθνί, 

φζν θαη σο πξνο ηελ αθξίβεηα, κπνξεί λα επλνήζνπλ δηαδηθαζίεο πξνζέγγηζεο κεγεζψλ 

θαη ζρέζεσλ κέζσ ηεο γξαθηθήο αλαπαξάζηαζεο θαη εηδηθφηεξα κε ηε βνήζεηα ηνπ 

δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα φπσο έρνπκε δεη θαη παξαπάλσ. 

Σα εξεπλεηηθά απνηειέζκαηα αλαθνξηθά κε ην δπλακηθφ ρεηξηζκφ γεσκεηξηθψλ 

ζρεκάησλ επηθεληξψλνληαη ζηνλ έιεγρν ηεο κνξθήο ηνπο, φπσο πξαγκαηνπνηείηαη κέζα 

απφ ηε δπλαηφηεηα ζπξζίκαηνο (dragging) ησλ γεσκεηξηθψλ ηνπο ζηνηρείσλ θαη ηελ 

ηαπηφρξνλε παξαηήξεζε ησλ αιιαγψλ ζην ζρήκα. Σα απνηειέζκαηα επηβεβαηψλνπλ ην 

ξφιν ηνπ δπλακηθνχ ρεηξηζκνχ σο θξίθνπ δηαζχλδεζεο ηεο εκπεηξηθήο θαη ηεο 

ζεσξεηηθήο βάζεο ησλ καζεκαηηθψλ, πνπ κπνξεί έηζη λα ζεσξεζνχλ ζπκπιεξσκαηηθέο 

παξά αληηζεηηθέο (Mariotti, 2000). ΢ε απηφ ην πιαίζην θεληξηθφ ξφιν θαηέρεη ε 

αλάδξαζε ηνπ ππνινγηζηή (Hoelz, 1996), ελψ ζηελ εμεηθφληζε ησλ γξαθηθψλ αιιαγψλ 

αλαγλσξίδεηαη ε δπλαηφηεηα αλαθάιπςεο ησλ ινγηθψλ πεξηνξηζκψλ θαη εκπνδίσλ πνπ 

δηέπνπλ κηα γεσκεηξηθή θαηαζθεπή (Αrzarello et al., 1998).  

 Ζ κειέηε ηεο ρξήζεο ησλ κεηαβνιέσλ ζα βαζηζηεί ζηηο ελέξγεηεο πνπ θάλνπλ νη 

καζεηέο  θαηά ηε δηάξθεηα ησλ πεηξακαηηζκψλ ηνπο πξνθεηκέλνπ: 

 λα δηνξζψζνπλ  ηνπο  κηζνςεκέλνπο κηθξφθνζκνπο πνπ ηνπο δίλνληαη  γηα ηελ 

εχξεζε ζρέζεσλ πνπ απηνκαηνπνηνχλ ην κνληέιν ηνπο, θαη  

 ηελ αλαθάιπςε  επηπξφζζεησλ ηδηνηήησλ απφ ηε ρξήζε ηνπο. 

΢ην πιαίζην απηφ  ε ρξήζε ηνπ κεηαβνιέα κπνξεί λα ζπλεηζθέξεη ζηνλ πεηξακαηηζκφ 

ησλ καζεηψλ ζε κηα ζεηξά απφ δεηήκαηα πνπ πεξηθιείνληαη  ζε γεσκεηξηθέο θαηαζθεπέο, 

θαη ζηελ παξαθάησ ελφηεηα παξνπζηάδνληαη αληηπξνζσπεπηηθά επεηζφδηα πνπ 

αλαδεηθλχνπλ ηα παξαπάλσ. Δηδηθά ε ρξήζε ηνπ δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα ζα κειεηεζεί  

πην αλαιπηηθά ζηελ ελφηεηα πνπ έρεη ζρέζε κε ηελ αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ησλ ‗θιάζεσλ 

ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ φπνπ θαη γίλεηαη εκθαλήο ε ρξεζηκφηεηά ηνπ. 

 

Αλαδήηεζε ζρέζεσλ θαη ζπζρέηηζε κεηαβιεηψλ 

Ζ αιιειεμάξηεζε δπν κεηαβιεηψλ κεγεζψλ απνηειεί κηα θαηεμνρήλ αθεξεκέλε 

δπλακηθή δηαδηθαζία φπνπ εκπιέθνληαη ηφζν ε δηάθξηζε ζηαζεξψλ θαη κεηαβιεηψλ φζν 

θαη ε δπλακηθή θχζε ηεο θαηαζθεπήο θαη ηνπ ρεηξηζκνχ καζεκαηηθψλ αληηθεηκέλσλ 

(Ursini & Trigeros ,2001). Οη MacGregor &Stacey (1995)  κειέηεζαλ ηηο δπζθνιίεο πνπ 
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ζπλαληνχλ νη καζεηέο απφ ηελ πεξηγξαθή ζρέζεσλ  κεηαμχ αξηζκψλ ζηελ πξφζιεςε  

ησλ ζρέζεσλ κεηαμχ κεηαβιεηψλ .Έλα βαζηθφ ηνπο ζπκπέξαζκα είλαη  φηη ε πξφζιεςε 

κηαο ζρέζεο δελ κεηαθξάδεηαη άκεζα ζηε γξαθή ελφο αιγεβξηθνχ θαλφλα , θαη νη 

καζεηέο παξφιν πνπ δηέθξηλαλ κηα ζρέζε αδπλαηνχζαλ λα ηελ εθθξάζνπλ αιγεβξηθά.  

 

Ζ πεξίπησζε ησλ αληηζηξφθσο αλάινγσλ πνζψλ 

Αλαθεξφκαζηε πάιη ζηελ πεξίπησζε ησλ καζεηψλ πνπ ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα 

ρσξίζνπλ ην νξζνγψλην ζε ίζα κέξε δηαηχπσζαλ ηελ άπνςε φηη απηφ κπνξεί λα γίλεη 

αξθεί λα βξνχκε ηνπο αξηζκνχο πνπ δίλνπλ πειίθν ην έλα. Φαίλεηαη λα αληηιακβάλνληαη 

ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ ρ θαη ς  κε ζπγθεθξηκέλνπο αξηζκνχο αιιά δπζθνιεχνληαη ζηελ 

δηαηχπσζε ηεο αιγεβξηθήο ηνπο κνξθήο .Υάξηλ πιεξφηεηαο, παξνπζηάδνπκε ηνλ δηάινγν 

νινθιεξσκέλν: 

 

 Δ:  Γηα εμεγήζηε κνπ πσο ηα βξήθαηε  θαη γηαηί γξάςαηε ηα παξαπάλσ; 

Μ1:  Με ην κεηαβνιέα βξήθακε ρ=5 θαη ς= 40 θαη άξα ην νξζνγώλην  

γξάθεηαη ζαλ θιάζκα   5/5, ελώ γηα ρ=4 θαη ς=50 ην νξζνγώλην γξάθεηαη 

 ζαλ  4/4. Απηά θαη ηα δπν θιάζκαηα καο δίλνπλ ην έλα. Άξα πξέπεη  

λα βξνύκε θιάζκαηα πνπ δίλνπλ ην έλα θαη ηόηε όια απηά ζα είλαη  

 απηά πνπ ςάρλσ γηα ην ρ αθνύ όια έρνπλ ην ίδην γλώξηζκα, δίλνπλ ην έλα. 

Μ2: Αληί λα ςάρλνπκε κε ην κεηαβνιέα λα θάλνπκε απηό (αλαθέξεηαη ζηνλ 

Μ1)  

 Καη λα ην δηαηξέζνπκε κε ην 200. 

Δ: Καη πνηα ζα είλαη  ηόηε  ε ζρέζε κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ ρ  θαη ς; 

Μ1,Μ2:…..(ζησπή) 

Δ: Πεο κνπ έλα  παξάδεηγκα 

Μ2: Αθνύ βξήθακε ην 5 γηα ην ρ  λα θάλνπκε 200 δηα 5 θαη άξα βγαίλεη ην 

ς ίζνλ κε πέληε 

Δ: Γειαδή πνηα ζρέζε; 

Μ2: Χ ίζνλ 200 δηά 5 

Δ: Τν ρ όκσο ζα είλαη πάληα 5; 

Μ2: Όρη, κπνξεί θαη 4 θαη πνιιά άιια. 
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Δ: Ψξαία ,αληί λα βάινπκε ην 5 θαη ην 4 θάζε θνξά πσο κπνξνύκε λα ην 

γξάςνπκε απηό ζε γεληθή κνξθή;  

Μ1: Κύξηε , λα βάινπκε ζηε ζέζε ηνπο έλα γξάκκα 

Δ: Πνην γξάκκα; 

Μ1: Όπνην λα είλαη. 

Μ2: Να βάινπκε ην  ρ  αθνύ γηα απηό κηιάκε 

Δ: Άξα ηειηθά πνηα είλαη ή ζρέζε κεηαμύ ησλ ρ θαη ς ; 

Μ1: 200  δηα  ρ.  

 

 

Ζ θαηαζθεπή ηνπ ξεηνχ σο ‗κέηξν‘ 

Όπσο έρνπκε αλαθέξεη παξαπάλσ,  ζηελ εξκελεία ηνπ ξεηνχ σο ‗κέηξν‘, ν ξεηφο  

αξηζκφο α/β σο κέηξν πξνθχπηεη απφ ηελ επαλάιεςε ηνπ κνλαδηαίνπ θιάζκαηνο 1/β γηα 

ηνλ θαζνξηζκφ κηαο απφζηαζεο (Κνιέδα,2000). Απηφο αθξηβψο είλαη θαη ν ζηφρνο ηνπ 

κηζνςεκέλνπ κηθξφθνζκνπ «θιάζκα» πνπ δφζεθε ζηνπο καζεηέο γηα δηεξεχλεζε. Οη 

καζεηέο κέζα απφ πεηξακαηηζκνχο θαη ππνζέζεηο πξέπεη λα αλαθαιχςνπλ φηη γηα λα δίλεη 

ν παξαπάλσ κηθξφθνζκνο απηφκαηα θάπνην θιάζκα-έλαλ θαλφλα πνπ ζα 

απηνκαηνπνηνχζε ην κνληέιν ηνπο- ( δειαδή ε θφθθηλε γξακκή λα ζπκπέζεη κε θάπνην 

απφ ηα ήδε ρσξηζκέλα κέξε )  πξέπεη ζηελ δηαδηθαζία λα αληηθαηαζηαζεί  ην « κ: ρ » κε 

ην εμήο: 

 «  επαλάιαβε :  λ [κ 200/:α]  » , πξάγκα πνπ δειψλεη αθξηβψο ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ. 

Γειαδή γηα λα δεκηνπξγεζεί ην θιάζκα λ/α  πξέπεη: «λα επαλαιεθζεί λ θνξέο ην 

κνλαδηαίν θιάζκα » , πνπ εδψ είλαη ην 200/α.   

Γίλεηαη ινηπφλ ζηνπο καζεηέο ν παξαθάησ κηθξφθνζκνο: 

γηα θιαζκα :α :ρ 

ηζνδηακέξηζε :α 

ζπ π 200 ζθ 

ζεζερξσκαζηπιν 4 

κ :ρ 

ζεζερξσκαζηπιν 0 

ηέινο   
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Σειηθφο ζηφρνο είλαη νη καζεηέο λα ηνλ ηξνπνπνηήζνπλ ψζηε λα δίλεη απηφκαηα 

θιάζκαηα γηα νπνηεζδήπνηε ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ πνπ ζα πεξηιακβάλεη. 

 ΢ηελ πξνζπάζεηά ηεο κηα νκάδα λα θηάζεη ζηνλ παξαπάλσ ζηφρν, πξνζπαζεί ζε 

πξψηε θάζε λα απαληήζεη ζε δπν εξσηήκαηα ηνπ θχιινπ εξγαζίαο πνπ είλαη ηα εμήο:  

 Μπνξείηε λα βξείηε δεύγε ηηκώλ α , ρ έηζη ώζηε λα ζρεκαηίδνπλ θάπνην θιάζκα;  

 Καηαγξάςηε ηηο ηηκέο ησλ α θαη ρ  θαη ην αληίζηνηρν θιάζκα ρξεζηκνπνηώληαο 

ραξηί θαη κνιύβη .Τη παξαηεξείηαη; 

 

Ο πίλαθαο πνπ ζπκπιεξψλνπλ είλαη: 
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Ο πεηξακαηηζκφο κε ηνλ απιφ κεηαβνιέα νδήγεζε ηνπο καζεηέο ζηελ ζπκπιήξσζε ηνπ 

παξαπάλσ πίλαθα ,θαη κεηά απφ θάπνηεο δνθηκέο βιέπνπλ φηη ζηελ πεξίπησζε πνπ ην α 

είλαη 4 –θαη κάιηζηα ην θπθιψλνπλ- επαλαιακβάλεηε έλα κνηίβν :Γειαδή φηη θαζψο 

απμάλεηαη ν αξηζκεηήο ηνπ θιάζκαηνο θαηά έλα, ηφηε ην κήθνο ηνπ ρ (πνπ δειψλεη ην 

κήθνο ηνπ θάζε κηθξνχ νξζνγσλίνπ) απμάλεηαη θαηά ηνλ ίδην αξηζκφ πνπ είλαη ην 50 ,θαη 

κάιηζηα ην γξάθνπλ θαη ζην θχιιν εξγαζίαο. Ζ αλαθάιπςε απηνχ ηνπ pattern  νδεγεί 

ηνπο ίδηνπο καζεηέο λα αζρνιεζνχλ κφλν κε κία ζπγθεθξηκέλε ηηκή γηα ην α 

,ζπγθεθξηκέλα γηα ην 5, θαη δελ θάλνπλ δνθηκέο ζηελ ηχρε. 

΢ηελ παξαπάλσ πεξίπησζε θαίλνληαη ηα εμήο: 
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1. Ο ξφινο ηνπ κεηαβνιέα θαη ε βνήζεηα πνπ πξνζθέξεη ζηνπο καζεηέο λα γίλνπλ νη 

ίδηνη ‗καζεκαηηθνί‘ (Κπλεγφο, 2006) ,λα πεηξακαηηζηνχλ γηα ηελ αλαθάιπςε ηνπ 

pattern θαη ηειηθά  γηα ηελ ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο (Φαληαζηείηε ην δχζθνιν ή 

κάιινλ ην αδχλαην ηεο παξαπάλσ πεξίπησζεο  κε ην ραξηί θαη ην κνιχβη) 

2. Αλαθάιπςε ηεο ζρέζεο κε ηε βνήζεηα ηνπ κεηαβνιέα:  

ηα φζα γξάθνπλ δίπια απφ ηνλ πίλαθα νη καζεηέο θαίλεηαη θαζαξά φηη έρνπλ 

«θαηαζθεπάζεη» ηελ έλλνηα ηνπ θιάζκαηνο σο κέηξν. ΢ηε ζπδήηεζε πνπ αθνινχζεζε κε 

ηνλ εξεπλεηή θάλεθε φηη ππήξρε δπζθνιία ζηελ αλαγλψξηζε ηνπ γεγνλφηνο φηη απηφ πνπ 

ηειηθά επαλαιακβάλεηαη είλαη ε θιαζκαηηθή κνλάδα γηα λα θαηαζθεπάζνπλ θαη ηππηθά 

ηελ καζεκαηηθή έλλνηα ηνπ ππφ ζπδήηεζε φξνπ. Έλα επηπιένλ γεγνλφο πνπ αλαδείρηεθε 

είλαη ην γεγνλφο ηεο κεηαηξνπήο ηεο παξαπάλσ δηαδηθαζίαο ζηελ γιψζζα Logo. Δλψ 

δειαδή γξάθνπλ θαζαξά φηη απηφ πνπ ρξεηάδεηαη ν θψδηθαο είλαη ε αληηθαηάζηαζε ηνπ 

εμήο: « κ:ρ  κε ην εμήο: κ : λ* 50» δπζθνιεχνληαη ζηελ αλαγλψξηζε ηεο θιαζκαηηθήο 

κνλάδαο γηα λα γεληθεχζνπλ ην pattern. 

 

Ο κεηαβνιείο ζηνλ εληνπηζκφ ιαζψλ 

ΠΔΡΗΠΣΧ΢Ζ  1
ε
 

 

Γξάζε 3 (κηθξφθνζκνο ‗ηζνδηακέξηζε‘): 

 Μπνξείηε λα επηιέμεηε ηέηνηεο ηηκέο  γηα ην ρ  θαη ς  ψζηε λα πξνθχπηεη 

νξζνγψλην ρσξηζκέλν ζε ίζα κέξε θαη πνηα  είλαη  ηφηε ε ζρέζε κεηαμχ ησλ ρ  θαη  

ς;  

 

Μηα νκάδα καζεηψλ ζην θχιιν εξγαζίαο γξάθεη: 
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Βιέπνληαο ν εξεπλεηήο ηνλ παξαπάλσ πίλαθα ηνπο πιεζηάδεη θαη αθνινπζεί ν παξαθάησ 

δηάινγνο: 

Δ:     Γηαηί ζβήζαηε ηελ ηειεπηαία γξακκή; 

Μ1:  Γελ ηαηξηάδνπλ ζην ζρήκα 

Δ:      Σε πνην ζρήκα; 

 

Οη καζεηέο δνπιεχνπλ γηα ιίγα ιεπηά ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα ηνπνζεηψληαο ηα 

δεχγε ησλ ζεκείσλ πνπ βξήθαλ θαη δείρλνπλ ζηνλ εξεπλεηή ην εμήο ζρήκα: 

 

 

 

Δ:    Πνην είλαη ην ζρήκα πνπ δελ ηαηξηάδεη ην ζεκείν; 

Μ2:  (Γείρλεη ζηνλ κεηαβνιέα κε ην ρέξη ηνπ ην ζρήκα ηεο ππεξβνιήο) 

 

΢ηελ πξνεγνχκελε πεξίπησζε νη καζεηέο δνπιεχνληαο κε ηνλ κνλνδηάζηαην κεηαβνιέα 

κεηαθηλνχζαλ δηαδνρηθά ηνπο δπν νιηζζεηέο γηα λα θηάζνπλ ζηνλ ζηφρν ηνπο. ΢ηελ 
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πεξίπησζε φκσο ηνπ ηειεπηαίνπ δεχγνπο ,κε ηνλ απιφ κεηαβνιέα θάλαλε δεθηέο ηηο ηηκέο 

αθνχ ζηνλ θακβά ην ζρήκα πνπ εκθαληδφηαλ ήηαλ ην εμήο: 

 

 

 

Έηζη ε αλαηξνθνδφηεζε πνπ ιακβάλαλε απφ ηνλ ππνινγηζηή θαηλφηαλ λα είλαη ζσζηή 

θαη ην νξζνγψλην λα ρσξίδεηε ζε ίζα κέξε. ΢ηελ πξνζπάζεηά ηνπο φκσο λα βξνπλ θαη ηε 

ζρέζε ησλ δπν κεηαβιεηψλ ζηξαθήθαλε ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα απεηθνλίδνληαο ηα 

παξαπάλσ δεχγε. Σν ζρήκα πνπ ειάκβαλαλ φκσο απφ ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα ηνπο 

ζχκηδε ην γλσζηφ ζρήκα ηεο ππεξβνιήο  (πνπ πξφζθαηα ην είραλ δηδαρηεί) κε 

απνηέιεζκα λα δηαγξάςνπλ ην δεχγνο (6,29).  

Σν ραξαθηεξηζηηθφ ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε είλαη φηη νη καζεηέο απέξξηςαλ ην δεχγνο 

(6,29 ) επεηδή δελ ηαίξηαδε ζην ζρήκα ηεο ππεξβνιήο ελψ δελ είραλ παξαηεξήζεη φηη φια 

ηα δεχγε είραλ γηλφκελν 200, ελψ ην δεχγνο (6,29) ήηαλ ην κνλαδηθφ πνπ δηέθεξε. 

 

΢ρφιην: ΢ηελ παξαπάλσ πεξίπησζε θαίλνληαη δπν πξάγκαηα: 
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 Ο ξφινο ηνπ απινχ κεηαβνιέα ζηελ εχξεζε ησλ θαηάιιεισλ δεπγψλ γηα ην 

ρσξηζκφ ηνπ νξζνγσλίνπ ζε ίζα κέξε ,πξάγκα αδχλαην κε ηνπο παξαδνζηαθνχο 

ηξφπνπο ηνπ ραξηηνχ θαη ηνπ κνιπβηνχ, θαη δεχηεξνλ 

 Ζ αθξίβεηα πνπ πξνζθέξεη ν ππνινγηζηήο, θαη ζηε ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ν 

δπζδηάζηαηνο κεηαβνιέαο, ζην λα θαλεί θαζαξά φηη ην ζεκείν (6, 29) δελ αλήθεη 

ζηελ ππεξβνιή.  

 

 

ΠΔΡΗΠΣΧ΢Ζ  2
ε
 

 

Γξάζε 2 (κηθξφθνζκνο ‗ηζνδηακέξηζε‘):: 

 

 Μπνξείηε λα γξάςεηε ην θιάζκα πνπ παξηζηάλεη ην θάζε νξζνγψλην; 

Αηηηνινγήζηε ηηο απαληήζεηο ζαο. 

Σν ζρήκα πνπ πξνέθππηε απφ ηελ εθηέιεζε ηνπ θψδηθα ‗ηζνδηακέξηζε ‗ ήηαλ ην εμήο: 

 

 

΢ην νπνίν θαίλεηαη θαζαξά φηη ην ηειεπηαίν ην νξζνγψλην είλαη κεγαιχηεξν απφ ηα 

ππφινηπα. Οη ηέζζεξηο απφ ηηο δέθα νκάδεο απαληήζαλε φηη ηα πξψηα είλαη 1/12 θαη ην 

ηειεπηαίν 2/12. Υαξαθηεξηζηηθφ είλαη ην παξαθάησ ζηηγκηφηππν απφ ηελ απάληεζε 

θάπνηαο νκάδαο: 

 



 

 102 

 

 

΢ηελ εξψηεζε ηνπ εξεπλεηή ην γηαηί ηα ηειεπηαίν είλαη 2/12 νη καζεηέο δελ κπνξνχζαλ 

λα δψζνπλ αηηηνιφγεζε κέρξη ηε ζηηγκή πνπ ζηξάθεθαλ ζηνλ ρεισλφθνζκν: 

 

Μ1: Μάιινλ δελ είλαη αθξηβώο 2/12 δηόηη όηαλ κεηαθηλήζακε ην ρ εδώ (θαη δείρλεη 

ηνλ απιό κεηαβνιέα ηνπ ρ). γηα λα θηηάμνπκε άιια δπν θνπηάθηα βγαίλαλε έμσ. Αλ 

ήηαλ ίζα ζα έπεθηε αθξηβώο εδώ (δείρλεη ην ηέινο ηνπ κεγάινπ νξζνγσλίνπ) 

 

 

 

ΠΔΡΗΠΣΧ΢Ζ  3
ε
 

 

Μηα  άιιε νκάδα γξάθεη:  

Δπεηδή ην ηειεπηαίν θνπηάθη είλαη κεγαιύηεξν ην ρσξίζακε ζηε κέζε 

 θαη έγηλαλ 2 θνπηάθηα ζαλ ηα πξώηα. 
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Αθνινπζεί ν επφκελνο δηάινγνο: 

 

Δ  :Πσο είζηε ζίγνπξνη όηη ηα παξαπάλσ νξζνγώληα είλαη όια ίζα ; 

Μ1:  Με ην κάηη 

Δ: Με ην κάηη; (γηα ιίγν επηθξαηεί ζηγή.) Καη αλ δηαθέξνπλ, αο πνύκε έλα ρηιηνζηό 

,κε  ην κάηη ζα κπνξεί λα δηαθξίλεη θάπνηνο  όηη δελ είλαη ίζα ; 

Μ1: Όρη. Οπόηε κάιινλ πξέπεη λα βξνύκε ηξόπν λα ην κεηξήζνπκε. 

Δ: Καη πσο ζα ην κεηξήζεηο; 

Μ1,Μ2 :……… 

Δ: Πξηλ ζπλερίζεηε κε ηελ κέηξεζε, ζέισ πξώηα λα βξείηε ηνλ ξόιν ησλ 

κεηαβιεηώλ  ρ  θαη  ς θαη ζα επηζηξέςσ. 

 

(Μεηά απφ ιίγν) 

 

Μ1: Κύξηε ην βξήθακε 

Δ: Γηα λα αθνύζσ  

Μ1:  (Δμεγνύλ ζηνλ εξεπλεηή δείρλνληάο ηνπ ηελ παξαθάησ εηθόλα ζηνλ 

Φεισλόθνζκν) Όιν ην νξζνγώλην είλαη 200 , έρνπκε 10 κηθξά θνπηάθηα θαη έλα 

κεγάιν. Τν έλα κηθξό είλαη 17 (ην ζπκπέξαζκα ην βγάδνπλ απφ ηνλ κεηαβνιέα 

ηνπ ς) άξα 10 επί 17 θάλεη 170 θαη κέλνπλ 30 δηα δπν 15 , άξα δελ είλαη όια  ίζα. 
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Απφ ηελ αληηθαηάζηαζε κεκνλσκέλσλ ηηκψλ ζηε ζπκκεηαβνιή θαη ζηελ 

αλαθάιπςε ηεο αλαινγηθήο ζρέζεο  

 

Ζ πξψηε νκάδα εζηίαζεο ζηελ πξνζπάζεηά ηεο λα βξεη ηζνδχλακα θιάζκαηα κε 

ην 9/15  ( 3
ν
 θχιν εξγαζίαο, δξάζε 2)  εξγάδεηαη σο εμήο:  

΢ηελ αξρή δελ έρνπλ ελεξγνπνηήζεη ηνλ απιφ κεηαβνιέα θαη ζέηνπλ κεκνλσκέλεο ηηκέο 

γηα λα δνχλε ηελ κεηαβνιή πνπ πθίζηαηαη ην ζρήκα , δειαδή γξάθνπλ ζηε ςεθίδα Logo 

: ηζνδχλακα 9 15 4 34 θαη ην εθηειεί (παηψληαο insert). Απηφ επαλαιακβάλεηαη γηα 

κεξηθέο θνξέο. 

 

Μ1 : Κύξηε δελ πξόθεηηαη λα γίλεη όζν θαη λα πξνζπαζήζνπκε 

Μ2: Γηαηί λα κελ ρξεζηκνπνηήζνπκε άιινπο ηξόπνπο; 

Δ:  Γειαδή; 

Μ1: όπσο θάλακε ζην ρσξηζκό ζε ίζα κέξε (ελλνεί ζηελ πεξίπησζε ηνπ 

κηθξφθνζκνπ   ‗ηζνδηακέξηζε‘ ), κε ηνπο άμνλεο (ελλνεί ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα) 

Μ2: Ο άιινο όκσο είλαη θαιύηεξνο (ελλνεί ηνλ απιό κεηαβνιέα) 
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Ο Μ2 ελεξγνπνηεί ηνλ κνλνδηάζηαην κεηαβνιέα . 

 

Μ2: (απεπζπλόκελνο ζηνλ ζπκκαζεηή ηνπ ) Δίδεο πνπ ζνπ ην είπα! 

  Να θαηεπζείαλ βγαίλεη ην θιάζκα 10/17,  

 

Σν παξαπάλσ απφζπαζκα ηνπ επεηζνδίνπ αλαδεηθλχεη ηε δηαθνξεηηθή επηινγή 

ζηξαηεγηθήο κεηαμχ ησλ δπν καζεηψλ. Υσξίο ζε πξψηε θάζε  ν εξεπλεηήο λα 

παξεκβαίλεη ζην κεηαμχ ηνπο δηάινγν, ν Μ2 πξνζπαζεί λα πείζεη ηνλ Μ1  γηα ηελ 

θαηαιιειφηεηα ηεο δηθήο ηνπ ζηξαηεγηθήο θαη δνθηκάδεη θαηεπζείαλ ηνλ κνλνδηάζηαην 

κεηαβνιέα. Αλαδεηθλχνληαη επίζεο πηπρέο ηεο καζεζηαθήο δηαδηθαζίαο πνπ 

θαιιηεξγεζήθαλ κε ηελ αμηνπνίεζε ησλ εξγαιείσλ ηνπ ρεισλφθνζκνπ θαη γηα ηηο νπνίεο 

θάλακε ιφγν παξαπάλσ: ν δηάινγνο –επηρεηξεκαηνινγία θαη ε ακθηζβήηεζε (Κπλεγφο, 

2006). ΢ηελ ζπλέρεηα παξεκβαίλεη ν εξεπλεηήο: 

 

Δ: Γηα λα δσ όκσο ηα νξζνγώληα δελ κνπ θαίλεηαη λα παξηζηάλνπλ 

 ην ίδην κέξνο……Γηα θνηηάμηε . 

 

Οη καζεηέο δνθηκάδνπλ  μαλά θαη ηε κηα θνξά ζηαζεξνπνηνχλ ην ρ θαη κεηαβάινπλ ην ς 

θαη αληηζηξφθσο .  Ο πεηξακαηηζκφο απέθεξε ηα θιάζκαηα : 9/15  θαη  18/30 θαη ηελ 

απφξξηςε ηνπ θιάζκαηνο 10/17 . 

 

Μ1: Κύξηε εγώ πηζηεύσ όηη ν δπζδηάζηαηνο είλαη θαιύηεξνο γηαηί 

 κπνξνύκε λα ηα ξπζκίδνπκε καδί 

Δ: Γηα λα ην δσ! 

 

Σα ιφγηα ηνπ καζεηή Μ1 «λα ηα ξπζκίδνπκε καδί» θάλνπλ θαλεξή ηε δηαπίζησζε φηη 

θάηη ηέηνην κπνξεί λα επηηεπρζεί θαιχηεξα κε ηε ζπγρξνληζκέλε κεηαθίλεζε ησλ 

κεηαβνιέσλ θαη απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα. ΢ε κεγάιν 

βαζκφ ε αλαγλψξηζε ηεο αιιειεμάξηεζεο επεηεχρζε κε ηελ αξρηθή κεηαθίλεζε ησλ  

κνλνδηάζηαησλ κεηαβνιέσλ αθνχ απφ ηα ιεγφκελα ηνπ Μ2 αλαδεηθλχεηαη πάιη φηη γηα 

ηελ επίηεπμε ηνπ ζηφρνπ ηνπο απαηηείηε ε δηαδνρηθή κεηαβνιή θαη ησλ δπν κεηαβνιέσλ 
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σο πξνυπφζεζε εχξεζεο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ. Σα ιεγφκελα φκσο ηνπ Μ1 

αλαδεηθλχνπλ ην θαηλφκελν ηεο ζπκκεηαβνιήο φρη κε ηελ δηαδνρηθή κεηαθίλεζε ησλ 

κνλνδηάζηαησλ κεηαβνιέσλ αιιά κε ηε ρξήζε ηνπ δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα θαη ηελ 

ηδηφηεηά ηνπ λα πξνθαιεί ηε ζπκκεηαβνιή ησλ δπν παξακέηξσλ ζε έλα νξζνθαλνληθφ 

ζχζηεκα αμφλσλ  

 

(΢ε ιίγν). 

 

Μ1: Να ην πξώην θιάζκα ! Τν 3/5. Τώξα ζα πάξσ θαη έλα άιιν  

ζεκείν θαη ζα ην θνπλάσ έηζη ώζηε  ε δεύηεξε θόθθηλε γξακκή   

λα πέζεη ίζηα κε ηελ πάλσ θόθθηλε…. 

Να θαη άιιν! (Βξήθε ην θιάζκα 18/30).  

Δ:  Γηα ζπλέρηζε. Βξεο κεξηθά αθόκε 

Μ2: ( Βξίζθνπλ ην  27/45 θαη ην 6/ 10)   Κύξηε γηαηί βγαίλνπλ ζηελ ίδηα επζεία; 

  Δ: Γηα λα δνχκε. Πείηε κνπ κέρξη ηψξα ηη βξήθαηε. 

 Μ1: Βξήθακε όηη ηα θιάζκαηα 3/5, 27/45, 18/30 θαη 6/10  αλήθνπλ ζηελ ίδηα   

  επζεία   .  

Δ: Μήπσο όκσο απηή ε επζεία έρεη έλα ηδηαίηεξν ραξαθηεξηζηηθό; 

Μ1,Μ2: ….. 

Δ: Μήπσο πεξλάεη θαη από έλα αθόκε  ραξαθηεξηζηηθό ζεκείν; 

Μ2: Από ην  Ο. 

Δ: Τη γλσξίδεηε γηα κηα ηέηνηα  επζεία;   

Μ1:  Τα αληίζηξνθα πνζά 

Μ2: Όρη θύξηε .Τα αλάινγα πνζά 

Δ: Γηαηί αλάινγα θαη όρη αληηζηξόθσο αλάινγα; 

Μ2: Γηαηί ζηα αληηζηξόθσο  αλάινγα έρνπκε θακπύιε θαη όρη επζεία όπσο εδώ. 

Δ:  Τελ ππεξβνιή δειαδή. (…Οη καζεηέο θνπλάλε ην θεθάιη ηνπο ζεηηθά). Πνιύ 

σξαία! Μπνξείηε ηώξα λα κνπ βξείηε ην ζπληειεζηή αλαινγίαο; 

Μ2: Τν α . 

Μ1: Να πσ εγώ; 

Δ: Ναη  
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Μ1: Θα θηηάμνπκε ηνλ πίλαθα θαη ζα δηαηξέζνπκε ηα δπν λνύκεξα. 

Μ2: Μα θύξηε αθνύ ηα έρνπκε έηνηκα . Τν α είλαη 6 δηα 10 δειαδή 0,6. 

Μ1: Γειαδή ηη βξήθακε ηώξα, όηη γηα όια απηά ηα θιάζκαηα ε γξακκή ηνπο είλαη 

ην ς πξνο ην  ρ  0,6; 

 

Ζ αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ησλ ‘θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ηζνδύλακσλ 

θιαζκάησλ’ 

΢χκθσλα κε ηνλ Dubinsky (1991), δηδάζθνληαο ηνπο ξεηνχο σο θιάζεηο 

ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ,  δελ ζεκαίλεη απιά φηη δηδάζθεηο ηελ ηζνδπλακία 

δπν ζηνηρείσλ κηαο ζπγθεθξηκέλεο θιάζεο. ΢εκαίλεη φηη νη καζεηέο καζαίλνπλ λα 

ιεηηνπξγνχλ κε ηηο θιάζεηο σο αληηθείκελα.  Απηφ επίζεο ζεκαίλεη λα βνεζήζνπκε ηνπο 

καζεηέο λα αλαπηχμνπλ κηα πην πξνρσξεκέλε  θαηαλφεζε ηεο δνκήο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

θαη ηνπ ξφινπ πνπ παίδεη ζε απηή ηε δνκή έλα αξηζκεηηθφ θιάζκα θαη κηα ζπγθεθξηκέλε 

θιάζε.   

Με βάζε ηα παξαπάλσ, ζρεδηάζακε λα αληρλεχζνπκε ηελ αλάπηπμε ηεο έλλνηαο (απφ 

ηνπο καζεηέο) ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ κε βάζε ηα εμήο 

θξηηήξηα: 

 Με δεδνκέλα πάλσ ζηελ αλάπηπμε ηεο ίδηαο ηεο έλλνηαο απφ δηαθνξεηηθέο 

απφςεηο , θαη δεχηεξνλ 

 Με δεδνκέλα πνπ έρνπλ ζρέζε κε ηελ ηθαλφηεηα ησλ καζεηψλ λα ιχζνπλ 

πξνβιήκαηα πνπ έρνπλ ζρέζε κε ηελ δηάηαμε θαη ηελ ππθλφηεηα ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ 

΢ρεηηθά κε ηελ αλάπηπμε ηεο ίδηαο ηεο έλλνηαο νη ελδείμεηο πνπ  βξέζεθαλ αλαθέξνληαη 

ζηα εμήο:  

 ΢ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ θιακάησλ σο ζεκεία ζην θαξηεζηαλφ ζχζηεκα 

ζπληεηαγκέλσλ θαη αληίζηξνθα,  

 ΢ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ ξεηψλ σο ζεκεία πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία πνπ 

δηέξρεηαη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη αληίζηξνθα,  

 ΢ηε ζχλδεζε κεηαμχ κηαο θιάζεο αξηζκψλ θαη κηαο επζείαο πνπ δηέξρεηαη απφ 

ηελ αξρή ησλ αμφλσλ.  

 ΢ηε ζρέζε κεηαμχ ησλ κειψλ ηεο ίδηαο θιάζεο ηζνδπλακίαο  

 ΢ηε ρξεζηκνπνίεζε θιάζεσλ θιαζκάησλ σο αληηθείκελν 
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Παξνπζηάδνπκε παξαθάησ ραξαθηεξηζηηθά επεηζφδηα ηα νπνία αλαδεηθλχνπλ ηα 

παξαπάλσ. 

΢χλδεζε επζεηψλ θαη ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ 

  Γφζεθε ζηνπο καζεηέο λα απαληήζνπλ θαη λα αηηηνινγήζνπλ ηα παξαθάησ: 

 Δίλαη ηα θιάζκαηα : 2/7,  18/63,   16/56     ηζνδχλακα; Αηηηνινγήζηε ηελ 

απάληεζε. 

 

 Δίλαη ηα θιάζκαηα : 2/8,  1/9,   3/7   ηζνδχλακα; Αηηηνινγήζηε ηελ απάληεζε. 

 

Αθήζακε ιίγν ρξφλν ηνπο καζεηέο λα επεμεξγαζηνχλ ηα εξσηήκαηα θαη θαηφπηλ ζηηο  

νκάδεο  πνπ πξνζπαζνχζαλ λα ιχζνπλ ηα πξνβιήκαηα κε ηξφπνπο φπσο: ην λα ηα 

θάλνπλ νκψλπκα, ηνπο παξνηξχλακε λα εξγαζηνχλ κε ηνπο κεηαβνιείο (Υαξαθηεξηζηηθφ 

είλαη ην γεγνλφο φηη κφλν νη 3 απφ ηηο 10 νκάδεο μεθίλεζαλ λα απαληήζνπλ ρσξίο ηνπο 

κεηαβνιείο): 

΢ηελ πξψηε απφ ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο ηα θιάζκαηα είλαη ηζνδχλακα θαη άξα 

αλήθνπλ ζηελ ίδηα θιάζε ηζνδπλακίαο δειαδή είλαη αληηπξφζσπνη ηνπ ξεηνχ αξηζκνχ 

2/7 θαη αλαπαξηζηνχλ ζεκεία πνπ αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία πνπ πεξλάεη απφ ηελ αξρή 

ησλ αμφλσλ. Ζ δεχηεξε ηξηάδα θιαζκάησλ δελ είλαη ηζνδχλακα αιιά έρνπλ ην 

ραξαθηεξηζηηθφ λα αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία ε νπνία φκσο δελ πεξλάεη απφ ηελ αξρή  Ο. 

Παξαζέηνπκε ελδεηθηηθά θάπνηα επεηζφδηα . 

 

Μηα νκάδα ζην θχιιν εξγαζίαο γξάθεη: 

 

Απηά ηα θιάζκαηα δελ είλαη ηζνδύλακα δηόηη πνιιαπιαζηάζακε αξηζκεηή 

 θαη παξνλνκαζηή ηνπ 2/7 επί 9 θαη δελ βγαίλεη 18/63 

 ( πξνθαλψο θάλαλε ιάζνο ζηηο πξάμεηο) 

Δ: Θέισ λα ην ειέγμεηε θαη κε ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα 

 θαη ζα γπξίζσ λα κνπ πείηε ηη βξήθαηε 

 

Μεηά απφ ιίγν ν εξεπλεηήο επηζηξέθεη θαη δηαπηζηψλεη φηη νη καζεηέο αιιάμαλε άπνςε:  
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Μ1:Τειηθά είλαη ηζνδύλακα αθνύ αλήθνπλ ζηελ ίδηα γξακκή από ην Ο, ζηελ επζεία 

ηνπ ξεηνύ, αο πνύκε 2/7. 

 Μ2: Πνπ θάλακε όκσο ιάζνο πξηλ; 

Δ: Πόζν θάλεη 7 επί 9; 

Μ1,Μ2: (γέιηα) 

 

Με ην πνπ ζηξαθήθαλε νη καζεηέο ζηνλ κεηαβνιέα θάλεθε φηη ήηαλ ζέκα ιίγσλ 

δεπηεξνιέπησλ γηα λα θηάζνπλ ζηε ιχζε, δείρλνληαο βέβαηνη γηα ηνλ ηξφπν ιχζεο ηνπο. 

Μάιηζηα γηα απηνχο ε εμαθξίβσζε ηεο ηζνδπλακίαο ησλ θιαζκάησλ ζπλδέεηαη απφ ην 

γεγνλφο φηη ε αλαπαξάζηαζε ησλ θιαζκάησλ (ηα ζεκεία ζην ζχζηεκα αμφλσλ) 

ηαπηίδεηαη κε ην φηη απηά ηα ζεκεία είλαη ζπλεπζεηαθά θαη κάιηζηα εθθξάδεηαη θαη ξεηά 

απφ ηνλ Μ1 : αλήθνπλ ζηελ ίδηα γξακκή απφ ην Ο. Δίλαη ραξαθηεξηζηηθφ  επίζεο ην 

γεγνλφο  φηη ε νη καζεηέο ζεσξνχλ έγθπξε ηελ αλαηξνθνδφηεζε πνπ ιακβάλνπλ απφ ηνλ 

δπζδηάζηαην κεηαβνιέα θαη ζηξέθνληαη ζηελ αλαδήηεζε ηνπ ιάζνπο ηνπο ζηνπο 

αιγεβξηθνχο ππνινγηζκνχο. 

 

Δλψ ζε κηα άιιε νκάδα : 

 

Μ1: Φαίλεηαη λα αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία  άξα είλαη ηζνδύλακα 

 (δελ έρεη ζρεδηάζεη ηελ επζεία ,απιά έρεη ζεκεηψζεη ηα ζεκεία πνπ 

 παξηζηάλνπλ ηα θιάζκαηα ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα)  

Δ: Καη γηα ηελ δεύηεξε ηξηάδα; 

Μ1: (κεηά από ιίγν) Καη απηά αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία ,άξα είλαη …(ζηακαηά γηα 

ιίγν) 

Δ: Δίλαη ηζνδύλακα; 

Μ1: Γελ  πεξλάεη όκσο από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

 

Ζ δηάηαμε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

΢ηελ αλαπαξάζηαζε ηνπ ξεηνχ αξηζκνχ ζηελ νπνία θαηαιήγνπλ νη καζεηέο : «φια ηα 

ζεκεία κε  ζεηηθνχο θπζηθνχο αξηζκνχο σο ζπληεηαγκέλεο ηα νπνία αλήθνπλ ζηελ ίδηα 

επζεία πνπ πεξλάεη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ», ε ζρέζε ηεο δηάηαμεο θαζνξίδεηαη απφ 
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ηηο επζείεο θαη φρη απφ ηα ζεκεία. Με καζεκαηηθνχο φξνπο, ε θιίζε ηεο θάζε επζείαο  

είλαη ν ξεηφο αξηζκφο πνπ αλαπαξηζηάλεη απηή ή νκνίσο, ε θιίζε ηεο επζείαο πνπ 

ζπλδέεη έλα θιάζκα (ην νπνίν αλαπαξίζηαηαη σο ζεκείν) κε ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. ΢ηηο 

ζρεηηθέο δξάζεηο κε δηάηαμε,  πξνηηκήζακε νη ίδηνη νη καζεηέο λα θηάζνπλ ζε έλα 

ζπκπέξαζκα γηα ηε ζρέζε δηάηαμεο κεηαμχ δπν ξεηψλ αξηζκψλ ζε αληηζηνίρεζε κε ηε 

ζέζε ησλ δπν επζεηψλ θαη λα κελ θάλνπκε αλαθνξά απφ ηελ αξρή .Γειαδή, ε επζεία πνπ 

είλαη ςειφηεξα απνηειείηαη απφ ηνλ ξεηφ πνπ είλαη κεγαιχηεξνο.  

Ζ πξψηε νκάδα εζηίαζεο ζηελ πξνζπάζεηά ηεο λα ζπγθξίλεη ηνπο ξεηνχο 3/5 θαη 

4/9 εθηειεί ηνλ θψδηθα ‗ηζνδχλακα‘ ελεξγνπνηεί ηνπο κεηαβνιείο φπσο θαίλεηαη  ζηελ 

παξαθάησ εηθφλα θαη επηιέγεη κε ηνπο κεηαβνιείο ζην πξψην νξζνγψλην ην θιάζκα 3/5 

θαη ζην δεχηεξν ην 4/9: 
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Καη ζην θχιν εξγαζίαο γηα λα απαληήζνπλ θαη λα ην αηηηνινγήζνπλ,  γξάθνπλ:  

 

Οκάδα 1: Δλεξγνπνηήζακε ην κεηαβνιέα θαη ζην  λ  βάιακε ην 3 ζην  α  ην 5 

 ζην ς ην 4 θαη ζην ρ ην 9 θαη ζπκπεξαίλνπκε όηη : 3/5 >4/9  

 (ελλννύλ κε βάζε  ην ζρήκα ησλ δπν νξζνγσλίσλ) 

 

 Αθνινπζεί ν παξαθάησ δηάινγνο κε ηνλ εξεπλεηή: 

 

Δ: Γηα πείηε κνπ ηη παξηζηάλεη ζην ζρήκα ην 3/5; 

Μ1: Τα 3 από ηα 5 θνκκάηηα 

Μ2: Γειαδή καο δείρλεη ην θιάζκα πνπ ρξσκαηίδεηαη 

Δ: Ναη αιιά ε εξώηεζε ιέεη λα  ζπγθξίλεηαη ηνπο ξεηνύο 3/5 θαη 4/9  

Μ2: Τν ίδην είλαη αθνύ εγώ κπνξώ λα επηιέμσ σο αληηθαηαζηάηε ηνπ 

 ξεηνύ 3/5 θαη 4/9  ην θιάζκα 3/5 θαη ην 4/9 

 

Δπίζεο θαίλεηαη φηη νη καζεηέο ρσξίο ρξνλνηξηβή θαη ζρφιηα απφ ηνλ εξεπλεηή,  

αληηκεησπίδνπλ ηα θιάζκαηα 3/5 θαη 4/9 σο αληηπξνζψπνπο ησλ θιάζεσλ ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ 3/5 θαη 4/9  (θαη κάιηζηα εθαξκφδνληαο κηα πξσηφηππε ζηξαηεγηθή ) πξάγκα 

πνπ θαλεξψλεη φηη νη ζπγθεθξηκέλνη καζεηέο αληηκεησπίδνπλ ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο 

αθξηβψο φπσο ην ζρεδηάζακε θαη ην  νπνίν ζεσξεί απαξαίηεην ν Dubinsky (1991) γηα 

ηελ θαηαλφεζε ησλ ξεηψλ σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ.  

Ο εξεπλεηήο ζέινληαο λα εζηηάζεη ηελ πξνζνρή ησλ καζεηψλ ζηελ γξαθηθή 

αλαπαξάζηαζε ησλ ξεηψλ θαη ησλ θιαζκάησλ πξνζπαζεί λα ηνπο παξαθηλήζεη λα 

εξγαζηνχλ κε ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα, θαη αθνινπζεί ν παξαθάησ δηάινγνο: 

 

Δ: Με πνην ηξόπν ζα κπνξνύζακε λα ζπγθξίλνπκε ηνπο δπν ξεηνύο 

 κε ηε βνήζεηα ηνπ δπζδηάζηαηνπ κεηαβνιέα; 

Μ1,Μ2: ……….. 

Δ: Πσο κπνξνύκε λα αλαπαξαζηήζνπκε γξαθηθά ζηνλ δπζδηάζηαην  

κεηαβνιέα έλα θιάζκα θαη έλαλ ξεηό; 

Μ2: Τν  θιάζκα κε έλα ζεκείν θαη ηνλ ξεηό κε κία επζεία  
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ζηελ νπνία βξίζθνληαη όια ηα θιάζκαηα πνπ ρσξίδνπλ ην νξζνγώλην 

 ζην ίδην κέξνο. 

Δ:  Γειαδή ηα ηζνδύλακα. 

Μ2: Ναη 

Δ: Μήπσο ηώξα κπνξείηε λα κνπ πείηε πσο κπνξώ λα ζπγθξίλσ  

ηνπο ξεηνύο 3/5 θαη 4/9; 

Μ1: Δγώ κπνξώ!. Πάκε ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα θαη  

παίξλνπκε δπν  επζείεο νη νπνίεο λα πεξλάλε από ην 3/5 θαη ην 4/9. 

Δ: Οπνηεζδήπνηε επζείεο πνπ λα πεξλάλε από απηά ηα ζεκεία; 

Μ1,Μ2:………… 

Δ: Μπνξείηε λα κνπ ην δείμεηε ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα; 

 

Οη καζεηέο ελεξγνπνηνχλ ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα θαη δείρλνπλ ζηνλ εξεπλεηή ην 

παξαθάησ: 
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Οη καζεηέο επέιεμαλ ζηελ αξρή έλα ηπραίν ζεκείν ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα θαη ην 

ζχξαλε έσο φηνπ λα βξνχλε ην θιάζκα 3/5.  Καηφπηλ ζρεδηάζαλε ηελ επζεία πνπ πεξλάεη 

απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη ην 3/5, θαη  νκνίσο γηα ηελ άιιε επζεία. 

 

Δ: Άξα δελ ζρεδηάζαηε νπνηαδήπνηε επζεία αιιά απηή πνπ πεξλά από 

 ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

Μ2: Ναη, αθνύ είπακε όηη έλαο ξεηόο αλήθεη ζε ηέηνηα επζεία. 

Δ: Άξα ηη έρεηε λα πείηε ηώξα γηα ηνπο δύν ξεηνύο θαη γηα ην εξώηεκά καο; 

Μ2: Θα πξέπεη λα θνηηάμνπκε ηηο δπν επζείεο γηα λα βγάινπκε ζπκπέξαζκα 

Δ: Ψξαία. Τη ιέηε ,πνηνο είλαη κεγαιύηεξνο; 

Μ1: Ο 3/5 αθνύ ην βξήθακε πξηλ . Αλ δελ ην είρακε βξεη εγώ ζα 

 έιεγα ν 4/9 γηαηί είλαη κεγαιύηεξε επζεία. 

Δ: Ναη αιιά ε επζεία δελ ζηακαηάεη. 

Μ2: Δγώ ζα έιεγα ην  3/5 γηαηί κε βάζε ην ζρήκα ε επζεία ηνπ είλαη  πην  

πάλσ από ηελ άιιε. 

Μ1: Σσζηό. Λάζνο δηθό  κνπ. 

 

Ο καζεηήο Μ2 ζηξέθεηαη ζηελ ζρεηηθή ζέζε ησλ δπν επζεηψλ γηα λα βγάιεη ζπκπέξαζκα 

γηα ηελ δηάηαμε ελψ ν Μ1 κεηά απφ ηελ αλαγλψξηζε ηνπ ιάζνπο ηνπ, θαίλεηαη λα 

ζπκθσλεί κε ηνλ Μ2. Δδψ δελ κπνξνχκε λα μέξνπκε βέβαηα ην θαηά πφζν ν Μ2 

επεξεάζηεθε απφ ηελ πξνεγνχκελε ζχγθξηζε ησλ ξεηψλ φπσο ν Μ1 θαη αλαδήηεζε 

άιινλ ηξφπν εχξεζεο ηεο ιχζεο.  

 

΢ύγθξηζε θιαζκάησλ κέζα από ηε ζύγθξηζε ησλ ξεηώλ 

Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδνπλ νη απαληήζεηο πνπ δφζεθαλ απφ θάπνηνπο καζεηέο ζηελ 

πξνζπάζεηά ηνπο λα απαληήζνπλ ζηελ παξαθάησ εξψηεζε:  

 Σηελ παξαθάησ εηθόλα ππάξρνπλ δπν επζείεο πάλσ ζηηο νπνίεο αλήθνπλ ηα 

κλάμαηα 1/1  θαη  1/2 . Γξάςηε θάζε θιάζκα  δίπια ζε θάζε επζεία. 
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΢ηελ παξαπάλσ εξψηεζε επηιέμακε ηνπο αξηζκνχο 1/1 θαη 1/2  δηφηη πηζηεχνπκε φηη νη 

πεξηζζφηεξνη καζεηέο γλψξηδαλ πνηνο απφ ηνπο δχν ήηαλ κεγαιχηεξνο. Απηφ πνπ ζέιακε 

λα δνχκε δελ  ήηαλ βέβαηα ην αλ νη καζεηέο γλσξίδνπλ πνηνο απφ ηνπο δπν αξηζκνχο 

ήηαλ κεγαιχηεξνο, αιιά αλ  έρνπλ θαηαζθεπάζεη κηα ζσζηή γξαθηθή αλαπαξάζηαζε γηα 

ηελ δηάηαμε ησλ ξεηψλ. Παξαθάησ δίλνληαη ελδεηθηηθά νη απαληήζεηο κεξηθψλ νκάδσλ 

Οκαδα1:  

 



 

 115 

 

Δίλαη ζαθέο φηη γηα ηελ ζχγθξηζε ησλ δχν θιαζκάησλ νη καζεηέο ηεο νκάδαο 1 

θαηαθεχγνπλ ζηελ ζχγθξηζε ησλ επζεηψλ . Απηφ ππνδειψλεηαη θαζαξά απφ ηελ 

απάληεζή ηνπο πνπ ζεσξνχλ ην 1/1 κεγαιχηεξν αλ θαη γξαθηθά ην ζεκείν 1/1 βξίζθεηαη 

πην ρακειά απφ ην  1/2. 

 

Οκάδα4: 

 

Ο εξεπλεηήο ζηελ πξψηε νκάδα εζηίαζεο ζέηεη θαηφπηλ ηελ εξψηεζε: 

Δ: Μπνξείηε λα κνπ δείμεηε ζην ζρέδην ηη αθξηβώο ζπκβνιίδεηε κε ην  

θιάζκα  1/1; 

Μ1: Τελ επζεία  (θαη δείρλεη ηελ πάλσ επζεία) 

Δ: Γειαδή ην θιάζκα ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα ζπκβνιίδεηε κε …. 

( ρσξίο λα ηειεηώζσ ηελ πξόηαζε) 

Μ2: Λάζνο ! Η επζεία ζπκβνιίδεη ηνλ ξεηό 1/1 θαη ην θιάζκα 1/1 ζα  

είλαη θάπνπ πάλσ ηεο 

 

Σέηνηεο εμεγήζεηο ππνδεηθλχνπλ φηη νη καζεηέο έρνπλ θαηαζθεπάζεη κηα ζσζηή γξαθηθή 

αλαπαξάζηαζε  ηεο δηάηαμεο κεηαμχ ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη απηέο νη αλαπαξαζηάζεηο 

απνηεινχληαη απφ ηηο επζείεο ησλ ξεηψλ  1/1 θαη 1/2 ησλ νπνίσλ ζεκεία είλαη ηα 

θιάζκαηα  1/1 θαη  1/2 . 

 

΢ηελ επφκελε εξψηεζε νη πεξηζζφηεξνη καζεηέο δπζθνιεπηήθαλε λα απαληήζνπλ. Ζ 

εξψηεζε ήηαλ ε εμήο: 
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Σηελ παξαθάησ εηθόλα θαίλνληαη δπν ζεκεία πνπ απεηθνλίδνπλ δπν κλάζμαηα. Πνην 

από ηα δύν είλαη κεγαιύηεξν θαη γηαηί; 

 

 

 

 

Γηα λα ιχζνπλ νη καζεηέο απηφ ην πξφβιεκα έπξεπε λα γλσξίδνπλ φηη ε ζρέζε δηάηαμεο 

θαζνξίδεηαη απφ ηε ζρεηηθή ζέζε ησλ επζεηψλ θαη φρη απφ εθείλε ησλ δπν ζεκείσλ. 

Αλαθέξνπκε ελδεηθηηθά κεξηθέο απαληήζεηο θάπνησλ νκάδσλ καζεηψλ: 

 Τν πην ςειό γηαηί είλαη πην καθξηά από ηελ αξρή 

 Γηαηί είλαη πην πάλσ (θαη θπθιώλνπλ ην ζεκείν πνπ βξίζθεηαη δεμηά) 

 Απηό γηαηί ε γξακκή είλαη κεγαιύηεξε (έρνπλ θέξεη ηηο επζείεο πνπ ελώλνπλ ηα 

ζεκεία κε ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη θπθιώλνπλ πάιη ην δεμί ζεκείν) 

Καη ε απάληεζε ηεο πξψηεο νκάδαο εζηίαζεο είλαη ε παξαθάησ: 
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Δίλαη θαλεξφ φηη ε απάληεζε απφ ηνπο ζπγθεθξηκέλνπο καζεηέο έρεη πνιιέο ελδείμεηο γηα 

κηα πςεινχ βαζκνχ εζσηεξηθνπνίεζε ηεο δηαδηθαζίαο ζχγθξηζεο δπν ξεηψλ αξηζκψλ 

θαη ηεο έλλνηαο ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο, ρξεζηκνπνηψληαο επζείεο γξακκέο γηα ηελ 

ζχγθξηζε αλ θαη ην πξφβιεκα ήηαλ λα ζπγθξίλνπλ δπν ζεκεία (θιάζκαηα). Έρνπλ 

αληηιεθζεί ηε δηαθνξά ζηελ γξαθηθή αλαπαξάζηαζε ησλ θιαζκάησλ θαη ησλ ξεηψλ θαη 

κάιηζηα γηα λα ζπγθξίλνπλ ηα δπν θιάζκαηα δελ πέθηνπλ ζε ιάζε φπσο νη παξαπάλσ 

νκάδεο, αιιά ζρεδηάδνπλ πξψηα ηηο επζείεο πνπ αλαπαξηζηνχλ ηνπο ξεηνχο θαη κέζσ 

απηψλ δίλνπλ ηελ απάληεζε γηα ηα θιάζκαηα. 

 

Ζ ππθλόηεηα ησλ ξεηώλ αξηζκώλ 

Ζ επφκελε δξάζε κε ηελ νπνία έπξεπε λα αζρνιεζνχλ νη καζεηέο ήηαλ ε εμήο: 

 

Μπνξείηε λα βξείηε έλαλ ρηηό  αξηζκό πνπ λα βξίζθεηαη αλάκεζα ζηνλ ξεηό αξηζκό  3/5 

θαη ζηνλ ξεηό  4/5; 

 

Οη 4 απφ ηηο δέθα νκάδεο πξνζπαζήζαλε λα ιχζνπλ ην πξφβιεκα κε δηάθνξνπο ηξφπνπο, 

ζεσξψληαο θαηαξρήλ ηνπο ξεηνχο σο θιάζκαηα, πξνζπάζεζαλ λα θάλνπλ ηα θιάζκαηα 

νκψλπκα κε κεγαιχηεξν παξνλνκαζηή ή λα θάλνπλ ηε δηαίξεζε, ελψ νη 6 θαηέθπγαλ 

θαηεπζείαλ ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα (ίζσο επεξεαζκέλνη απφ ην αληηθείκελν θαη ηνλ 

ηξφπν πνπ δηδάζθεηαη ζηελ παξνχζα θάζε). Βιέπνληαο ηηο θηλήζεηο ηνπο ν εξεπλεηήο 

δεηάεη απφ ηελ κία νκάδα λα ηνπ εμεγήζνπλ ην ζθεπηηθφ ηνπο . Ζ απάληεζή ηνπο ήηαλ ε 

εμήο: 

 

Μ1: Όπσο θαη πξηλ ζα πάκε ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα θαη ζα πάξνπκε 

 ηα θιάζκαηα 3/5 θαη 4/5 θαη ζα ζρεδηάζνπκε ηηο επζείεο . Γηα λα βξνύκε 

 έλα ξεηό αλάκεζα πξέπεη λα βξνύκε κηα επζεία αλάκεζα. 

 

Ζ απάληεζε ηεο παξαπάλσ νκάδαο ππνδεηθλχεη ην εμήο: 

Σν γεγνλφο φηη νη καζεηέο ήηαλ ηθαλνί λα πεξηγξάςνπλ ιεθηηθά ηε ζπγθεθξηκέλε 

αλαπαξάζηαζε ηεο ππθλφηεηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη ηε δηαδηθαζία εχξεζεο, 
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ππνδεηθλχεη φηη ε έλλνηα ηεο ππθλφηεηαο ησλ ξεηψλ έρεη  ζε απηνχο αλαπηπρζεί ζε 

ζεκαληηθφ βαζκφ. 

 

Δ: Μπνξείηε λα κνπ δείμεηε ηε δηαδηθαζία; 

 

Οη δχν επφκελεο εηθφλεο δείρλνπλ ηηο θηλήζεηο ησλ καζεηψλ.  

Αθνχ πξψηα επέιεμαλ έλα ηπραίν  ζεκείν ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα, ην κεηαθηλνχλ 

ψζηε ν απιφο κεηαβνιέαο λα δείμεη ην θιάζκα 3/5 . Οκνίσο δνπιεχνπλ θαη γηα λα 

δεκηνπξγήζνπλ ην θιάζκα 3/4. Καηφπηλ ζρεδηάδνπλ θαη ηηο επζείεο πνπ πεξλάλε απφ ηελ 

αξρή ησλ αμφλσλ φπσο θαίλεηαη ζηελ παξαθάησ εηθφλα. Ζ επφκελε θίλεζή ηνπο είλαη λα 

βξνχλε έλα ζεκείν αλάκεζα ζε απηέο, ην 3/4 ,  θαη λα θέξνπλ πάιη ηελ επζεία.   

Αμίδεη εδψ λα αλαθεξζεί φηη κφλν νη 4 απφ ηηο 10 νκάδεο επέιεμαλ λα ηα θάλνπλ 

νκψλπκα ή λα θάλνπλ ηε δηαίξεζε γηα λα ηνπο ζπγθξίλνπλ ,ελψ νη άιιεο νκάδεο 

εξγάζηεθαλ κε ηξφπνπο πνπ είραλ ζρέζε κε ηηο ιεηηνπξγηθφηεηεο ηνπ ρεισλφθνζκνπ. 
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Σν γεγνλφο φηη ε πξνεγνχκελε νκάδα ήηαλ ηθαλή λα ρεηξηζηεί ηελ θιάζε ηζνδπλακίαο  

θαη ηελ ζπγθεθξηκέλε αλαπαξάζηαζε (ηηο επζείεο) γηα λα ιχζεη ην πξφβιεκα ηεο 

δηάηαμεο ησλ ξεηψλ ππνδεηθλχεη φηη νη καζεηέο έρνπλ θαηαλνήζεη ηηο έλλνηεο θαη 

ρξεζηκνπνηψληαο ηελ νξνινγία ηνπ Dubinsky, έρεη γίλεη αληηθείκελν ζην κπαιφ ησλ 

καζεηψλ. 

΢ηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο ε ρξήζε ηνπ ππνινγηζηή ήηαλ απαξαίηεηε. Δθείλεο νη 

νκάδεο πνπ ζηελ αξρή πηνζέηεζαλ ηνπο παξαδνζηαθνχο ηξφπνπο κε ην ραξηί θαη ην 
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κνιχβη ν εξεπλεηήο θαη ν θαζεγεηήο ηνπο ελζαξξχλαλε λα ζηξαθνχλ ζηνλ ππνινγηζηή 

θαη λα πξνζπαζήζνπλ λα απαληήζνπλ ζην πξφβιεκα ρξεζηκνπνηψληαο ηνπο κεηαβνιείο. 

Μηα νκάδα γηα λα απαληήζεη ζηηο παξαπάλσ εξσηήζεηο έηξεςε ηνπο αξηζκνχο 3/5 θαη 4/5 

ζε δεθαδηθνχο  θαη ην ζπκπέξαζκά ηεο ήηαλ φηη:3/5<0,7<4/5 θαη φηη κεηαμχ απηψλ 

ππήξρε έλαο αξηζκφο ν αξηζκφο  0,7. Ζ παξαπάλσ απάληεζε δφζεθε πξηλ νη καζεηέο 

ζηξαθνχλ ζηνλ Υεισλφθνζκν. Όηαλ νη καζεηέο ελζαξξπλζήθαλ λα ελεξγνπνηήζνπλ ην 

δπζδηάζηαην κεηαβνιέα , απηνί έθηηαμαλ ηηο θαηάιιειεο επζείεο θαη μαθληθά 

ζπλεηδεηνπνίεζαλ φηη ππάξρνπλ άπεηξεο επζείεο κεηαμχ απηψλ. 

Μηα άιιε νκάδα δελ κπνξνχζε λα δψζεη απάληεζε κέρξη ηε ζηηγκή πνπ ζηξάθεθε ζηνλ 

Υεισλφθνζκν. 

 

Δ: Βιέπσ όηη δελ δώζαηε αθόκε απάληεζε . Φξεζηκνπνηήζαηε 

 ηνλ Φεισλόθνζκν; 

Μ1: Πσο ; 

Δ: Πσο είπακε όηη αλαπαξίζηαληαη νη ξεηνί  ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα; 

Μ1: Με επζείεο 

Δ: Με επζείεο πνπ πεξλάλε από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

Μ1:  Δ…..λαη. 

Δ: Ψξαία. Γηα λα ην θάλεηε. 

 

΢ε ιίγα ιεπηά κε ηελ παξνπζία ηνπ εξεπλεηή νη καζεηέο θαηαιήγνπλ ζην εμήο: 
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Μ2: Πάξα πνιιέο επζείεο! Αθνύ κπνξώ αλάκεζα ζηηο δπν επζείεο λα 

 πάξσ άπεηξα ζεκεία θαη άξα λα θηηάμσ άπεηξεο επζείεο. 

 

Σν ραξαθηεξηζηηθφ ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε είλαη φηη ε εχξεζε ηεο επζείαο πνπ 

αλαπαξηζηά ηνλ ξεηφ 3/5 δεκηνπξγήζεθε σο εμήο: Βξήθαλε ην ζεκείν πνπ παξηζηάλεη ην 

θιάζκα 3/5  ,θηηάμαλε ηελ επζεία πνπ ην ζπλδέεη κε ηελ αξρή ησλ αμφλσλ θαη κεηά ηελ 

πξνεθηείλαλε. Πξνβιεκαηηθφ βέβαηα παξακέλεη γηα ηνπο καζεηέο θαη ην γεγνλφο φηη ε 

θάζε επζεία αλάκεζα ζηηο δπν αξρηθέο δελ παξηζηάλεη θαηά αλάγθε θαη ξεηφ αξηζκφ. 
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ΚΔΦΑΛΑΗΟ  6
Ο

 : ΢ΤΜΠΔΡΑ΢ΜΑΣΑ – ΢ΤΕΖΣΖ΢Ζ 

Σν ζελάξην  ΡΑΚΗ (ξεηνί αξηζκνί σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο) πάλσ ζην νπνίν 

ζηεξίδεηαη ε παξνχζα έξεπλα, ήηαλ ζρεδηαζκέλν κε ηέηνην ηξφπν , ψζηε ε πινπνίεζή 

ηνπ λα ζρεηίδεηαη ηφζν κε ηε ρξήζε ηνπ ππνινγηζηηθνχ πεξηβάιινληνο φζν θαη κε ηηο 

εκπιεθφκελεο καζεκαηηθέο έλλνηεο. ΢ην εξεπλεηηθφ ελδηαθέξνλ βξίζθνληαη νη 

δξαζηεξηφηεηεο πνπ αλαπηχζζνπλ ηα παηδηά θαηά ηε δεκηνπξγία λνεκάησλ  θαη ε 

ζπζρέηηζε ησλ δξαζηεξηνηήησλ απηψλ κε θχξηεο παξακέηξνπο ηνπ πιαηζίνπ ηεο έξεπλαο 

, φπσο ε ρξήζε ησλ πξνζθεξφκελσλ ππνινγηζηηθψλ εξγαιείσλ θαη ηα ραξαθηεξηζηηθά 

ηνπ αλαηηζέκελνπ έξγνπ ζηα παηδηά. Γηα ηελ δηφξζσζε ησλ κηθξφθνζκσλ θαη ηελ 

θαηαζθεπή πξνγξακκάησλ ήηαλ απαξαίηεηε ε ρξήζε κεηαβιεηψλ ,αιιά θαη νη δπν 

κεηαβνιείο –απιφο θαη δπζδηάζηαηνο- γηα πεηξακαηηζκφ ζηελ πξνζέγγηζε δηαθφξσλ 

κεγεζψλ αιιά θαη ζηελ εχξεζε ησλ ζρέζεσλ ησλ κεηαβιεηψλ. 

Ζ παξνχζα έξεπλα ζεκειηψζεθε ζηελ θαηεχζπλζε ησλ εξεπλψλ πνπ αμηνπνίεζαλ 

ηηο ςεθηαθέο ηερλνινγίεο γηα λα νξγαλψζνπλ ζχλζεηεο ζπιινγηθέο δξαζηεξηφηεηεο ζην 

επίθεληξν ησλ νπνίσλ βξίζθνληαη, φρη νη πιεξνθνξίεο, αιιά νη θαηαζθεπέο θαη νη 

δηνξζψζεηο κηζνςεκέλσλ κηθξφθνζκσλ, δειαδή αληηθείκελα κε πξνζσπηθφ λφεκα γηα 

απηνχο πνπ ηα θαηαζθεχαζαλ ( Constructionism,  Kafai & Resnick, 1996). 

Δλζηεξληδφκελνη ηελ άπνςε φηη νη δηαηζζεηηθέο ηδέεο ησλ καζεηψλ απνηεινχλ ηε βάζε 

πάλσ ζηελ νπνία ζα δνκεζεί ε επηζηεκνληθή γλψζε (diSessa 1987), θαη δεδνκέλνπ φηη ε 

κέξνπο – φινπ ζχγθξηζε είλαη ε επξέσο ρξεζηκνπνηνχκελε πξνζέγγηζε  ζηελ ζρνιηθή 

ηάμε,  αθνχ είλαη εθείλε πνπ πξσηνζπλαληνχλ νη καζεηέο φηαλ έξρνληαη ζε επαθή κε 

ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο (Kong & Kwok,2003;  Κνιέδα, 2000) , νξγαλψζακε ην ζελάξην 

καο ΡΑΚΗ (ξεηνί αξηζκνί σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο) κε δξαζηεξηφηεηεο πνπ λα 

ηθαλνπνηνχλ απηέο ηηο απαηηήζεηο. ΢χκθσλα κε ηελ Lamon (2001), ε εξκελεία ηνπ ξεηνχ 

σο κέηξν βξέζεθε λα είλαη ε πεξηζζφηεξν ηζρπξή  κεηαμχ ησλ πέληε εξκελεηψλ γηα ηελ 

αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ.  Έηζη έλα γξαθηθφ κνληέιν , ην νπνίν  λα 

πεξηέρεη ηδηφηεηεο ηεο εξκελείαο ηνπ ξεηνχ σο κέξνο- φινπ θαη ηνπ κέηξνπ, ζεσξήζεθαλ 

θαηάιιειεο θαη ζηελ παξνχζα έξεπλα φπσο θαη ζε άιιεο παξφκνηεο (e,g. Kong & Kwok 

, 2003).   

΢χκθσλα κε ηα  επξήκαηα εξεπλψλ  πάλσ ζηελ θαηαλφεζε ησλ θιαζκάησλ -  

πνπ δείρλνπλ φηη νη καζεηέο νη νπνίνη απνηπγράλνπλ λα επεθηείλνπλ ηηο γλψζεηο ηνπο, 
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ζπλήζσο έρνπλ έιιεηςε ηεο θαηαλφεζεο ζρεηηθά κε ηνλ ρσξηζκφ ζε ίζα κέξε (Behr, 

Lesh, Post & Silver, 1983), ελψ ζχκθσλα κε  άιινπο εξεπλεηέο φπσο π.ρ Kong 

&Kwok(2002),  Correa, Nunes and Bryant (1998), νη καζεηέο δελ θαηέρνπλ ηελ 

αληίζηξνθε ζρέζε κεηαμχ αξηζκνχ ησλ κεξψλ θαη κεγέζνπο  ηνπ ελφο κέξνπο κηαο 

κνλάδαο (εδψ λα ηνλίζνπκε φηη ε  ζεκαζία ησλ δηαδηθαζηψλ ρσξηζκνχ ελφο ζρήκαηνο ζε 

ίζα κέξε γηα ηελ αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ηνπ θιάζκαηνο έρεη ππνγξακκηζηεί θαη απφ ηνλ 

Piaget(1960))  - ζρεδηάζακε ηνλ κηζνςεκέλν κηθξφθνζκν ‗ηζνδηακέξηζε‘.  Ζ δηφξζσζε 

ηνπ ελ ιφγσ κηθξφθνζκνπ  απαηηνχζε  απφ ηνπο καζεηέο πεηξακαηηζκφ γηα ην ρσξηζκφ 

ελφο νξζνγσλίνπ ζε ίζα κέξε  θαη ηειηθά ηελ αλαθάιπςε ηεο αληίζηξνθεο ζρέζεο γηα 

ηελ νπνία θάλακε ιφγσ παξαπάλσ. Σα επξήκαηα ηεο έξεπλαο καο έδεημαλ φηη νη καζεηέο 

απνθνκίδνπλ πνιιά νθέιε φηαλ ηνπο δίλεηαη ρξφλνο θαη ηα θαηάιιεια εξγαιεία γηα λα 

πεηξακαηηζηνχλ, λα δνθηκάζνπλ, λα θάλνπλ ππνζέζεηο, λα απνξξίπηνπλ θαη λα 

δηνξζψλνπλ ηηο πξνβιέςεηο ζε αληίζεζε κε ηελ επηθξαηνχζα ζεκεξηλή θαηάζηαζε φπνπ  

ρξεζηκνπνηνχληαη ζρήκαηα θαη δηαγξάκκαηα πνπ ηηο πεξηζζφηεξεο θνξέο απηά είλαη ήδε 

ρσξηζκέλα ζε ίζα κέξε ζηεξψληαο έηζη ηε δπλαηφηεηα απφ ηνπο καζεηέο γηα 

πεηξακαηηζκφ (Κνιέδα,2000). Ζ ππνδηαίξεζε ελφο νξζνγσλίνπ  ζε ίζα κέξε 

(Partitioning) (Mack,1991; Streefland, 1993) είλαη κηα δηαδηθαζία πνπ απνηεινχζε ηνλ 

εκθαλή ζηφρν κε ηνλ νπνίν έπξεπε λα αζρνιεζνχλ νη καζεηέο θαηά ηελ δηαδηθαζία ηεο 

δηφξζσζεο ηνπ κηζνςεκέλνπ κηθξφθνζκνπ ‗ηζνδηακέξηζε‘. ΢χκθσλα κε πνιινχο 

εξεπλεηέο, ζηελ πεξηνρή ησλ ξεηψλ αξηζκψλ, απφ ςπρνινγηθή άπνςε (e.g.Confrey,1992; 

Olive,1999; Piaget & Szeminska, 1965; Steffe, 1994; Streefland ,1993)  ε θαηαζθεπή ηεο 

γλψζεο ησλ ξεηψλ  θαη θιαζκαηηθψλ αξηζκψλ εκπιέθεη ζπγθεθξηκέλεο δξάζεηο θαη 

λνεηηθέο ιεηηνπξγίεο φπσο: Ηζνδηακέξηζε (Partitioning), Δπαλάιεςε (Iterating), θηι. Ο 

Υεισλφθνζκνο κε ηα εξγαιεία πνπ δηαζέηεη ,φπσο ηνπο κεηαβνιείο θαη ηνλ θακβά θαη ηε 

γιψζζα  Logo, ππνζηεξίδεη ηελ δηεξεπλεηηθή κάζεζε κε ηξφπν ηδηαίηεξν πνπ δελ είλαη 

εθηθηφο κε άιια κέζα, ζηαηηθά θαη ειεθηξνληθά. Ζ ρξήζε απηψλ ησλ  θαηάιιεισλ  

ππνινγηζηηθψλ εξγαιείσλ θάλεθε απφ ηα επξήκαηα ηεο έξεπλαο  καο φηη έρεη βνεζήζεη 

ζηελ αλάπηπμε ηέηνησλ ελλνηψλ αθνχ επηηξέπεη ζηνπο καζεηέο λα ζέηνπλ ζε εθαξκνγή 

απηέο ηηο λνεηηθέο δηεξγαζίεο νη νπνίεο είλαη δχζθνιν ή θαη αδχλαην λα εθηειεζηνχλ κε 

θπζηθά πιηθά θαη κε ηε ρξήζε ησλ παξαδνζηαθψλ κέζσλ ηνπ ραξηηνχ θαη ηνπ κνιπβηνχ 

(Olive & Lobato, 2008).  
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Παξφκνηα ζπκπεξάζκαηα εμάγνληαη θαη απφ ηνλ δεχηεξν κηζνςεκέλν 

κηθξφθνζκν ‗θιάζκα‘. Οη καζεηέο θαηά ηελ δηάξθεηα ησλ πεηξακαηηζκψλ ηνπο κε ηνλ 

ζπγθεθξηκέλν κηθξφθνζκν θάλεθε λα ηαηξηάδνπλ ηηο δπλαηφηεηεο (affordances) θαη ηνπο 

πεξηνξηζκνχο  (constraints) ηνπ ρεισλφθνζκνπ θαη ηνπ κηθξφθνζκνπ ‗θιάζκα‘ θαη ησλ 

λνεηηθψλ ελεξγεηψλ (mental operation) νη νπνίεο εκπιέθνληαη ζηελ θαηαζθεπή ησλ 

ξεηψλ αξηζκψλ  γηα λα θηάζνπλ ζηνλ ηειηθφ ηνπο ζηφρν. ΢χκθσλα κε ηνπο Olive and 

Lobato (2008)  ε θχζε γηα ην ηη νη καζεηέο καζαίλνπλ ζρεηηθά κε ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο, 

εκθαλίδεηαη λα ζρεηίδεηαη απφ ην ελ ιφγσ ηαίξηαζκα. Ζ δπλαηφηεηα (Affordance) πνπ 

πξνζθέξεη ν ρεισλφθνζκνο ζηελ παξαπάλσ πεξίπησζε είλαη φηη ν ρξήζηεο κπνξεί λα 

δηακεξίζεη (partitioning) ην νξζνγψλην ζε ίζα κέξε (ρξεζηκνπνηψληαο ηελ δηαδηθαζία 

‗ηζνδηακέξηζε‘ ) αιιά δελ κπνξεί απηφκαηα λα δεκηνπξγήζεη θάπνην θιάζκα 

(constraint). Απηφο ν πεξηνξηζκφο απαηηεί ν καζεηήο, αθνχ πξψηα  δεκηνπξγήζεη ηελ 

θιαζκαηηθή κνλάδα κε ηε δηαδηθαζία partitioning, θαηφπηλ κε ηελ εληνιή  ‗επαλάιαβε‘ 

ηεο γιψζζαο Logo  (iterating) λα δεκηνπξγήζεη ην νπνηνδήπνηε θιάζκα. 

Υαξαθηεξηζηηθά είλαη ηα ιφγηα ελφο καζεηή θαζψο πεηξακαηίδνληαλ κε ηνλ απιφ 

κεηαβνιέα ζηνλ κηθξφθνζκν ‗θιάζκα‘, απεπζπλφκελνο ζηνλ ζπκκαζεηή ηνπ : 

 

Τώξα θαηαιαβαίλσ απηό πνπ καο έιεγε ε θπξία ζην κάζεκα γηα ην 6/5! 

 

Ζ αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ ηεο έξεπλαο αλέδεημε πηπρέο ηεο καζεζηαθήο 

δηαδηθαζίαο νη νπνίεο θαιιηεξγήζεθαλ κε ηελ αμηνπνίεζε ησλ εξγαιείσλ ηεο ςεθηαθήο 

ηερλνινγίαο  ηνπ ρεισλφθνζκνπ, θαη ηδηαίηεξα ησλ κεηαβνιέσλ, θαη νη νπνίεο είλαη 

ζεκαληηθέο γηα ηε κάζεζε, ελψ ζηελ εθπαηδεπηηθή δηαδηθαζία είλαη ππνβαζκηζκέλεο. 

Μεξηθέο απφ απηέο είλαη: Ο πεηξακαηηζκφο, ην ‗καζηφξεκα‘, ε δεκηνπξγία λνεκάησλ   

θαη ε αλαπαξάζηαζε (Κπλεγφο, 2006). Ζ ρξήζε ησλ εξγαιείσλ πνπ πξνζθέξεη ν 

Υεισλφθνζκνο απφ ηε κηα πιεπξά  δίλεη ηε δπλαηφηεηα αλάπηπμεο πνιιψλ 

παξαδεηγκάησλ, θαη απφ ηελ άιιε, εγγπάηαη ηελ νξζφηεηα ησλ ππνινγηζκψλ. Γίλεη 

αθφκα ηε δπλαηφηεηα ζην καζεηή λα επηβεβαηψζεη ή λα δηαςεχζεη κε ηε βνήζεηα λέσλ 

παξαδεηγκάησλ ηηο εηθαζίεο ηνπ. Ο πεηξακαηηζκφο ,θαη  ην ‗καζηφξεκα‘ ήηαλ πηπρέο πνπ 

ρξεζηκνπνίεζαλ νη καζεηέο  πνιιέο θνξέο ζε φιε ηε δηάξθεηα ηεο έξεπλαο . Οη καζεηέο 

δελ εθηεινχζαλ ηνπο θψδηθεο θαη παξαηεξνχζαλ απιά ηη ζπκβαίλεη. Αληίζεηα 
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εκπιέθνληαλ ζε δηαδηθαζίεο κέηξεζεο, ζχγθξηζεο, αιιαγήο θαη αιινίσζεο ησλ 

παξακέηξσλ γηα ηελ επίιπζε ησλ εθάζηνηε πξνβιεκάησλ. Ζ πιεξνθνξία πνπ 

απνθηνχζαλ κε απηφλ ηνλ ηξφπν ήηαλ έλα βήκα πξνο ηε γελίθεπζε θαη ηε δηαηχπσζε 

ππνζέζεσλ (Arcavi and Hadas, 2000). Γηα παξάδεηγκα, νη καζεηέο πεηξακαηηδφκελνη κε 

ηνλ κηθξφθνζκν ‗θιάζκα‘ θαηάθεξαλ λα θαηαζθεπάζνπλ ηελ έλλνηα ηνπ ξεηνχ σο κέηξν 

θαη λα θηάζνπλ ζην ζπκπέξαζκα φηη γηα λα δεκηνπξγεζεί ην θιάζκα κ/λ πξέπεη λα 

επαλαιεθζεί ε θιαζκαηηθή κνλάδα κ θνξέο, ζε αληίζεζε κε ηα επξήκαηα πνιιψλ 

εξεπλψλ πνπ αλαδεηθλχνπλ ηε δπζθνιία φρη κφλν θαηαζθεπήο αιιά θαη θαηαλφεζεο ηεο 

ελ ιφγσ ππνθαηαζθεπήο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ (Aksu, 1997).    

Έλα βαζηθφ ζηνηρείν ηεο παξνχζαο  έξεπλαο  βξίζθεηαη ζηε κειέηε ησλ 

δηαδηθαζηψλ αλάπηπμεο καζεκαηηθψλ λνεκάησλ απφ καζεηέο  Α΄ Γπκλαζίνπ γηα ηελ   

έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ. Οη Noss θαη Hoyles (1996), επηζθνπψληαο ηελ έξεπλα ζηε 

κειέηε ησλ καζεκαηηθψλ λνεκάησλ δηαπηζηψλνπλ κηα ζεκειηψδε ζηξνθή ηεο θνηλφηεηαο 

ηεο καζεκαηηθήο εθπαίδεπζεο απφ ηελ εζηίαζε ζηα καζεκαηηθά αληηθείκελα θαη ηνπο 

ηξφπνπο θαηαλφεζήο ηνπο ζηνλ ηξφπν θαηαζθεπήο ηνπο θαη ζην λφεκά ηνπο, θαη κάιηζηα 

ηα ηειεπηαία ρξφληα αληηθείκελν ησλ εξεπλψλ απνηέιεζαλ ηα ‗λνήκαηα ηα 

θαηαζθεπαζκέλα απφ ηνλ καζεηεπφκελν‘.  Οη ίδηνη εξεπλεηέο ρξεζηκνπνηνχλ ηε 

κεηαθνξά ηνπ ‗παξαζχξνπ‘ γηα λα αλαθεξζνχλ ζηε δηαιεθηηθή ζρέζε ησλ ελεξγεηψλ ηνπ 

καζεηή θαη ηεο αληαπφθξηζεο ηνπ ππνινγηζηή ζηηο δηαδηθαζίεο θαηαζθεπήο 

καζεκαηηθψλ λνεκάησλ. Πην ζπγθεθξηκέλα ν καζεηήο κε ηηο πξνυπάξρνπζεο γλψζεηο θαη 

ηελ αιιειεπίδξαζε κε ηα ππνινγηζηηθά εξγαιεία , θαη ην ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ κε 

ηηο πξνζθεξφκελεο δνκέο ηνπ, ζπκβάιινπλ θαη κνξθνπνηνχλ ηα αλαδπφκελα καζεκαηηθά 

λνήκαηα.  Όηαλ γηα παξάδεηγκα  ζηελ έξεπλά καο, νη καζεηέο   πξνζπαζνχζαλ λα βξνπλ 

δεχγε ρ, ς θαη ηελ ζρέζε ηνπο έηζη ψζηε ην νξζνγψλην λα ρσξίδεηε ζε ίζα κέξε 

(κηθξφθνζκνο ‗ηζνδηακέξηζε‘).  Μηα νκάδα καζεηψλ ζηξάθεθε θαηεπζείαλ ζηνλ απιφ 

κεηαβνιέα θαη βξήθε ηα δεχγε (10, 20), (4, 50), (5, 40) , (25,8) θαη   (6, 29). Οη καζεηέο 

δνπιεχνληαο κε ηνλ απιφ κεηαβνιέα κεηαθηλνχζαλ δηαδνρηθά ηνπο δπν νιηζζεηέο γηα λα 

θηάζνπλ ζηνλ ζηφρν ηνπο. ΢ηελ πεξίπησζε φκσο ηνπ ηειεπηαίνπ δεχγνπο , ε νπηηθή 

αλαπαξάζηαζε πνπ ειάκβαλαλ απφ ηνλ ππνινγηζηή ηνπο νδήγεζαλ ζην λα θάλνπλ δεθηφ 

θαη ην ηειεπηαίν  ιαλζαζκέλν δεχγνο ηηκψλ αθνχ ζηνλ θακβά ην ζρήκα πνπ εκθαληδφηαλ 

θαηλφηαλ λα είλαη ζσζηφ θαη ην νξζνγψλην λα ρσξίδεηε ζε ίζα κέξε. ΢ηελ πξνζπάζεηά 
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ηνπο φκσο λα βξνπλ θαη ηε ζρέζε ησλ δπν κεηαβιεηψλ ζηξαθήθαλε ζηνλ δπζδηάζηαην 

κεηαβνιέα απεηθνλίδνληαο ηα παξαπάλσ δεχγε. Σν ζρήκα πνπ ειάκβαλαλ φκσο απφ ηνλ 

δπζδηάζηαην κεηαβνιέα ηνπο ζχκηδε ην γλσζηφ ζρήκα ηεο ππεξβνιήο  (πνπ πξφζθαηα ην 

είραλ δηδαρηεί) κε απνηέιεζκα λα δηαγξάςνπλ ην δεχγνο (6,29) θαη λα ζπκπεξάλνπλ ηε 

ζρέζε ησλ αληηζηξφθσο αλάινγσλ πνζψλ. 

 Ζ κάζεζε ραξαθηεξίζηεθε θαηά θχξην ιφγν απφ ηε δεκηνπξγία λνεκάησλ απφ ην 

καζεηή θαη φρη απφ ηελ θαηαλφεζε έηνηκσλ θαη αθεξεκέλσλ πιεξνθνξηψλ θαη 

λνεκάησλ. Όκσο δηαθνξεηηθά ινγηζκηθά είλαη δπλαηφλ λα νδεγήζνπλ ηνπο καζεηέο ζηελ 

νηθνδφκεζε δηαθνξεηηθψλ λνεκάησλ αθφκα θαη φηαλ απηνί δνπιεχνπλ πάλσ ζην ίδην 

πξφβιεκα ζε δηαθνξεηηθά πεξηβάιινληα (Sutherland & Balacheff, 1999). Ο καζεηήο 

ζηελ παξνχζα έξεπλα  δελ αθέζεθε κφλνο ηνπ λα παξάγεη λνήκαηα. Σν λα ιέκε φηη ηα 

λνήκαηα θαη νη δηαλνεηηθέο δνκέο θηίδνληαη απφ ηνλ καζεηή παξά δηδάζθνληαη απφ ην 

δάζθαιν δελ ζεκαίλεη φηη θαηαζθεπάδνληαη απφ ην ηίπνηα. Σα παηδηά, φπσο θαη νη άιινη 

δεκηνπξγνί, ρξεζηκνπνηνχλ ηα πιηθά πνπ βξίζθνπλ ζην πεξηβάιινλ ηνπο, ηδίσο ηα 

κνληέια θαη ηηο κεηαθνξέο πνπ ππνβάιιεη ην κνξθσηηθφ πεξηβάιινλ (Papert, 1991). 

Έηζη, πνιχ ζπρλά, ηα λνήκαηα πνπ παξάγνληαη απφ ηνπο καζεηέο κέζα ζηε ζρνιηθή ηάμε 

είλαη πνιχ δηαθνξεηηθά απφ απηά πνπ πξνβιέπνληαη απφ ην αλαιπηηθφ πξφγξακκα 

(Κπλεγφο, 2007). ΢ην ζέκα απηφ θαζνξηζηηθφο ήηαλ  ν ξφινο ηνπ εξεπλεηή θαη ηνπ 

θαζεγεηή ηεο ηάμεο. Ο ηξφπνο κε ηνλ νπνίν νη καζεηέο ρξεζηκνπνίεζαλ ηα ππνινγηζηηθά 

εξγαιεία επεξεάζηεθε  νπζησδψο απφ ηνλ εξεπλεηή θαη ηνλ θαζεγεηή ηεο ηάμεο ν 

νπνίνο  είρε θαη ηελ επζχλε ηεο νξγάλσζεο ηεο ηάμεο (Sutherland & Balacheff, 1999). Οη 

καζεηέο κε ηε βνήζεηα ηνπ Υεισλφθνζκνπ θαη ηα εξγαιεία πνπ δηαζέηεη θαη ηνπο 

θαηάιιεινπο κηθξφθνζκνπο πνπ ζρεδηάζακε, δεκηνχξγεζαλ πνιππνίθηιεο 

αλαπαξαζηάζεηο ελλνηψλ θαη πιεξνθνξηψλ θάπνηεο θνξέο σο πεγή θαη θάπνηεο άιιεο σο 

εθθξαζηηθά κέζα (Κπλεγφο, 2007). Ζ επηινγή ησλ αλαπαξαζηάζεσλ απφ ηνπο καζεηέο 

ζπλδέζεθε κε ηε δεκηνπξγία λνεκάησλ ηφζν γηα ηελ έλλνηα ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο 

‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ φζν θαη γηα άιιεο έλλνηεο πνπ ην ίδην ην 

πεξηβάιινλ, νη δηαδηθαζίεο  θαη νη αλαπαξαζηάζεηο πνπ ρξεζηκνπνίεζαλ νη καζεηέο ηηο 

θαηέζηεζαλ ζρεηηθέο. Μεξηθέο απφ απηέο είλαη:  

 Αλάινγα θαη αληηζηξφθσο αλάινγα πνζά  

 Ζ έλλνηα ηεο κεηαβιεηήο σο γεληθεπκέλν αληηθείκελν θαη 
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 Οη δεθαδηθνί πεξηνδηθνί αξηζκνί 

Έλα αθφκε βαζηθφ  ζηνηρείν απφ ηελ παξαπάλσ αλάιπζε είλαη ην γεγνλφο φηη ε 

ηζνδηακέξηζε ήηαλ ην έλαπζκα γηα λα δεκηνπξγήζνπλ νη καζεηέο λνήκαηα γηα ηελ 

αθεξεκέλε έλλνηα ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ . Αλαδεηθλχεηαη 

απηφ πνπ έρεη ηνληζηεί ζε πνιιέο έξεπλεο, ην γεγνλφο δειαδή  φηη ε  έλλνηα ηεο δηαίξεζεο 

κηαο πεξηνρήο ζε ίζα κέξε είλαη ζεκειηψδεο γηα ηελ θαηαλφεζε ησλ ξεηψλ αξηζκψλ 

(Marshall, 1993) απνηειεί ηε βάζε γηα ηελ ηζνδπλακία θιαζκάησλ θαη είλαη ζεκειηψδεο 

γηα ηελ αλάπηπμε ηεο θαηαλφεζεο ησλ θιαζκάησλ απφ ηνπο καζεηέο (Poither and 

Sawada, 1983). 

Καηά ην ζρεδηαζκφ ηεο δξαζηεξηφηεηαο ήηαλ δεδνκέλε ε δπλαηφηεηα ησλ 

καζεηψλ λα ζρεδηάδνπλ απιά ζρήκαηα κε ηε γιψζζα Logo. Κεληξηθφ εξψηεκα ήηαλ αλ 

ε γλψζε απηή ζε ζπλδπαζκφ κε ηε κεηαβιεηφηεηα ησλ παξακέηξσλ θαη ην δπλακηθφ 

ρεηξηζκφ ηνπο , ζα νδεγνχζε θαη κε πνηνπο ηξφπνπο ζηηο δεηνχκελεο δηνξζψζεηο ησλ 

κηζνςεκέλσλ κηθξφθνζκσλ θαη ζηελ γξαθηθή εχξεζε ηνπ θνηλνχ ραξαθηεξηζηηθνχ φισλ 

ησλ ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ, ην νπνίν απνηεινχζε θαη ηνλ εκθαλή ηειηθφ ζηφρν ηνπ 

ζελαξίνπ καο. Καηά ηελ εμέιημε ηεο δξαζηεξηφηεηαο θάλεθε φηη  ζε θάζε κηθξφθνζκν ε 

ζχλδεζε ηνπ ζηφρνπ κε ηα εξγαιεία ηνπ ρεισλφθνζκνπ ήηαλ ηδηαίηεξα παξαγσγηθή . 

Έηζη ε αλάπηπμε καζεκαηηθψλ λνεκάησλ κνηάδεη λα θαιιηεξγήζεθε θπξίσο κέζα απφ ηε 

ζπζρέηηζε ζηφρνπ θαη ρξήζεο ησλ θαηαζθεπψλ παξά απφ ην καζεκαηηθφ πεξηερφκελν 

θαζαπηφ (Ainley and Pratt, 2002). ΢ε απηφ ην πιαίζην ν ξφινο ησλ κεηαβνιέσλ ήηαλ 

θαζνξηζηηθφο ζηελ αλαθάιπςε ηεο ζπζρέηηζεο ησλ παξακέηξσλ ηεο κέζα απφ ηε δνθηκή 

θαη ηε δηφξζσζε θαη επίζεο έρεη ζπλεηζθέξεη ζηνλ πεηξακαηηζκφ ησλ καζεηψλ ζε κηα 

ζεηξά απφ δεηήκαηα φπσο ηα παξαθάησ:  

 Δληνπηζκφο ιαζψλ. 

  Απφ ηελ αληηθαηάζηαζε κεκνλσκέλσλ ηηκψλ ζηε ζπκκεηαβνιή θαη ζηελ 

αλαθάιπςε ηεο αλαινγηθήο ζρέζεο  

 Αλαδήηεζε ζρέζεσλ θαη ζπζρέηηζε κεηαβιεηψλ 

Ο δπλακηθφο ρεηξηζκφο μεθίλεζε κε ην πεξηεγεηηθφ ζχξζηκν  απφ ηνπο καζεηέο αιιά 

γξήγνξα εμειίρηεθε θαη ζπκπεξηέιαβε δηαθνξεηηθά είδε ρξήζεο ΢ηε  αξρή ηεο 

δηεξεχλεζεο θάζε κηθξφθνζκνπ ην κφλν δήηεκα πνπ ηνπο απαζρνινχζε ήηαλ ηα 

δηνξαηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ ηξφπσλ κεηαβνιήο ησλ ζρεκάησλ ζηελ νζφλε. ΢ηγά –
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ζηγά φκσο κε ηε ρξήζε ησλ δπν κεηαβνιέσλ θαη κε ηελ αλαηξνθνδφηεζε πνπ 

ειάκβαλαλ, θάλεθε λα απνζηαζηνπνηνχληαη απφ ηα δηνξαηηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ 

ηξφπσλ κεηαβνιήο ηνπ ζρήκαηνο ζηελ νζφλε θαη ζε άιιεο πεξηπηψζεηο λα δνθηκάδνπλ 

ηηο ζεσξίεο ηνπο γηα λα επαιεζεχζνπλ ηχπνπο πνπ έρνπλ βξεη (Arzarello et al., 1998, 

Κπλεγφο, 2006). Γηα παξάδεηγκα, ζηνλ κηθξφθνζκν ‗ηζνδχλακα‘ φπνπ νη καζεηέο έρνπλ 

θαηαζθεπάζεη ηα δχν νξζνγψληα ην έλα θάησ απφ ην άιιν (θχιιν εξγαζίαο 3
ν
 , 

κηθξφθνζκνο ‗ηζνδχλακα‘), ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα βξνπλ ηζνδχλακα θιάζκαηα ηνπ 

9/15,  βξίζθνπλ κε ηνλ απιφ κεηαβνιέα ηα εμήο: 9/15, 18/30, 36/60 ,θαη αληηιακβάλνληαη 

φηη φια ηα ηζνδχλακα θιάζκαηα βγαίλνπλ πνιιαπιαζηάδνληαο ηνπο φξνπο θάζε 

θιάζκαηνο κε ην 2 . Καηφπηλ ρξεζηκνπνηνχλ ηνπο απινχο κεηαβνιείο γηα λα 

επηβεβαηψζνπλ ηνλ θαλφλα ηνπο:  

 

 Άξα όια ηα θιάζκαηα  ζα βγνπλ νκνίσο. Να γηα παξάδεηγκα ζα δνθηκάζσ  

κε ηνπο κεηαβνιείο ην θιάζκα ..κκκκ..κ… 72/120 θαη ζα δείηε 

 ζα βγεη ηζνδύλακν…..Νάην!  

 

΢ε ζρέζε ηψξα κε ηελ αλάπηπμε ηεο έλλνηαο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο ‗θιάζεηο 

ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ , έρνπκε λα επηζεκάλνπκε ηα εμήο: 

 Οη καζεηέο ρεηξίζηεθαλ ηηο ηζνδχλακεο θιάζεηο θαη ηηο  αλαπαξαζηάζεηο ηνπο θαη 

ρξεζηκνπνίεζαλ απηέο γηα λα ιχζνπλ πξνβιήκαηα ζρεηηθά κε ηα θιάζκαηα.  Γηα 

παξάδεηγκα φηαλ ηνπο δεηήζεθε λα βξνχλε ζε έλα ζρέδην ( ζην νπνίν ππήξραλ 

κφλν δχν ζεκεία πνπ αλαπαξίζηαλαλ δπν θιάζκαηα ) πνην απφ ηα δπν θιάζκαηα 

ήηαλ κεγαιχηεξν ή φηαλ ηνπο δεηήζεθε λα εμεηάζνπλ αλ είλαη ηζνδχλακα ηα 

θιάζκαηα 2/7, 18/63, 16/56 . Οη καζεηέο ζηελ πξψηε πεξίπησζε ζρεδίαζαλ ηηο 

επζείεο πάλσ ζηηο νπνίεο αλήθνπλ ηα θιάζκαηα –σο κέιε ησλ ηζνδχλακσλ 

θιάζεσλ- θαη απφ ηε ζρεηηθή ζέζε ησλ επζεηψλ βξήθαλε ην ζπκπέξαζκα, ελψ 

ζηελ δεχηεξε πεξίπησζε εμέηαζαλ ηελ ηζνδπλακία κε ην αλ ηα θιάζκαηα 

αλήθνπλ ζηελ ίδηα επζεία πνπ πεξλάεη απφ ηελ αξρή ησλ αμφλσλ. Με παξφκνην 

ηξφπν φπσο ζηελ πξψηε πεξίπησζε βξήθαλε νξηζκέλνη καζεηέο άπεηξνπο ξεηνχο 

αξηζκνχο κεηαμχ δχν άιισλ. 
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 Αξθεηνί καζεηέο γλψξηδαλ ηηο αλαπαξαζηάζεηο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο  ‗θιάζεηο 

ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘, δειαδή επζείεο πνπ πεξλάλε απφ ηελ αξρή 

ησλ αμφλσλ. Δπίζεο απηνί γλψξηδαλ  ηελ ηζφηεηα δπν ζηνηρείσλ ηέηνησλ 

θιάζεσλ. ΢πγθεθξηκέλα νη καζεηέο κηαο νκάδαο ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα 

ζπγθξίλνπλ ηνπο ξεηνχο 3/5 θαη 4/9 θηάλνπλ ζε ζπκπέξαζκα ζπγθξίλνληαο ηα 

θιάζκαηα 3/5 θαη 4/9 ιέγνληαο: 

 

                   Τν ίδην είλαη αθνύ εγώ κπνξώ λα επηιέμσ σο αληηθαηαζηάηε ηνπ 

        ξεηνύ 3/5 θαη 4/9  ην θιάζκα 3/5 θαη ην 4/9 

 

Δλψ κηα άιιε νκάδα ζηελ πξνζπάζεηά ηνπο λα εμεηάζνπλ αλ ηα θιάζκαηα : 2/7,  

18/63,   16/56    είλαη  ηζνδχλακα, θαηαιήγνπλ ζην ζπκπέξαζκα: 

 

        Τειηθά είλαη ηζνδύλακα αθνύ αλήθνπλ ζηελ ίδηα γξακκή από ην Ο, 

        ζηελ επζεία ηνπ ξεηνύ, αο πνύκε 2/7. 

 

 Οη καζεηέο κπνξνχζαλ λα αλαγλσξίζνπλ έλα θιάζκα ην νπνίν δηλφηαλ σο έλα 

ζεκείν αιιά θαη αληίζηξνθα φπσο επίζεο θαη έλαλ ξεηφ ν νπνίνο δηλφηαλ σο κία 

επζεία. Μπνξνχζαλ επίζεο λα αλαγλσξίζνπλ ηελ απεηθφληζε κεηαμχ φξσλ ηεο 

καζεκαηηθήο γιψζζαο θαη ησλ αλαπαξαζηάζεσλ. 

 Σα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα έξρνληαη ζε ζχκπιεπζε κε ηα ιεγφκελα ηνπ 

Dubinsky (1991), φηη δηδάζθνληαο ηνπο ξεηνχο σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ 

θιαζκάησλ,  δελ ζεκαίλεη απιά φηη δηδάζθεηο ηελ ηζνδπλακία δπν ζηνηρείσλ κηαο 

ζπγθεθξηκέλεο θιάζεο. ΢εκαίλεη φηη νη καζεηέο καζαίλνπλ λα ιεηηνπξγνχλ κε ηηο 

θιάζεηο σο αληηθείκελα.  Απηφ επίζεο ζεκαίλεη λα βνεζήζνπκε ηνπο καζεηέο λα 

αλαπηχμνπλ κηα πην πξνρσξεκέλε  θαηαλφεζε ηεο δνκήο ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη ηνπ 

ξφινπ πνπ παίδεη ζε απηή ηε δνκή έλα αξηζκεηηθφ θιάζκα θαη κηα ζπγθεθξηκέλε θιάζε.   

Σέινο, ζηα απνηειέζκαηα ηεο έξεπλαο θαηαγξάθεηαη ε δπλακηθή ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ 

ηχπνπ ππνινγηζηηθψλ εξγαιείσλ θαηά ηε δηδαθηηθή ηνπο αμηνπνίεζε ζηελ πεξηνρή ησλ 

θιαζκάησλ θαη ησλ ξεηψλ αξηζκψλ  θαη κάιηζηα ζηελ αμηνπνίεζε ηνπο γηα ηελ κειέηε  

αθεξεκέλσλ ελλνηψλ φπσο νη ξεηνί αξηζκνί σο θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ 
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θιαζκάησλ. Παξά ην γεγνλφο φηη ε ηειεπηαία έλλνηα δελ πξνζεγγίδεηαη δηδαθηηθά ζε 

θάπνηα ηάμε ηεο δεπηεξνβάζκηαο εθπαίδεπζεο, ζηα απνηειέζκαηα αλαδεηθλχνληαη νη 

δπλαηφηεηεο λα ηηο λνεκαηνδνηήζνπλ κηθξνί ειηθηαθά καζεηέο φηαλ ρξεζηκνπνηνχλ 

ςεθηαθά εξγαιεία κέζα ζε θαηάιιειν πιαίζην. Έηζη ην θίλεηξφ γηα έλαλ εθπαηδεπηηθφ 

αλακέλεηαη πνιιαπιφ αλ ρξεζηκνπνηήζεη αληίζηνηρεο εθαξκνγέο ζηε δηδαθηηθή πξάμε . 

Δλ θαηαθιείδη, ε ρξήζε ηεο ππνινγηζηηθήο ηερλνινγίαο  θαη ζπγθεθξηκέλα ηνπ 

Υεισλφθνζκνπ ζηε καζεζηαθή δηαδηθαζία, απηή θαζ‘ εαπηή δε ζπλεπάγεηαη απαξαίηεηα 

ηε βειηίσζε ηεο πνηφηεηάο ηεο ή ηε δηαζθάιηζε κηαο δηεξεπλεηηθήο ζηάζεο απέλαληη ζηε 

κάζεζε. Οη δξαζηεξηφηεηεο κε ηηο νπνίεο εκπιέθνληαη νη καζεηέο θαη ν ξφινο πνπ 

δηαδξακαηίδνπλ ζε απηέο απνδεηθλχνληαη ηδηαίηεξα ζεκαληηθνί παξάγνληεο. ΢ηελ 

παξνχζα εξεπλεηηθή εξγαζία αλαπηχρζεθε έλα καζεζηαθφ πεξηβάιινλ ην νπνίν εζηηάδεη 

ηφζν ζηελ αιιειεπίδξαζε ηνπ καζεηή κε ην ππνινγηζηηθφ πεξηβάιινλ ηνπ 

Υεισλφθνζκνπ φζν θαη ζηηο θνηλσληθέο αιιειεπηδξάζεηο κεηαμχ καζεηψλ. Οη 

δξαζηεξηφηεηεο πνπ επηιέρζεθαλ είραλ ζαλ ζηφρν κηα δχζθνιε θαη αθεξεκέλε  γηα ηελ 

ειηθία απηή έλλνηα: απηήλ ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ. Παξφια 

απηά νη καζεηέο αληαπνθξίζεθαλ κε επηηπρία θαη θάλεθε λα είλαη ζε ζέζε λα 

θαηαζθεπάζνπλ εζσηεξηθέο αλαπαξαζηάζεηο γηα ηελ ελ ιφγσ έλλνηα . Οξκψκελνο απφ ηα 

παξαπάλσ επνκέλσο ζα κπνξνχζε λα ηζρπξηζηεί θαλείο φηη κέζα ζε έλα ηέηνην 

κηθξφθνζκν, φηαλ απηέο νη πξνυπνζέζεηο δηαζθαιίδνληαη, είλαη δπλαηφ λα ηεζνχλ νη 

βάζεηο γηα ηελ θαηαλφεζε αθφκα θαη ηέηνησλ δχζθνισλ ελλνηψλ, φπσο απηή πνπ 

κειεηήζακε ζηελ παξνχζα έξεπλα.  
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ΠΡΟΣΑ΢ΔΗ΢   ΓΗΑ  ΠΔΡΑΗΣΔΡΧ  ΔΡΔΤΝΑ 

 

 Δπέθηαζε ηεο δηεξεχλεζεο  θαη γηα ηνπο  αξλεηηθνχο ξεηνχο αξηζκνχο.  

 

 Έξεπλα ζε κεγαιχηεξν βάζνο γηα ηελ κειέηε ηεο ππνθαηαζθεπήο ησλ ξεηψλ 

αξηζκψλ σο ‗κέηξν‘ κε ηε βνήζεηα ηνπ κηζνςεκέλνπ θψδηθα  «θιάζκα» 

 

 Έλα άιιν ζέκα πνπ ζα έπξεπε λα ζπδεηεζεί δηεμνδηθφηεξα ζα ήηαλ ε κειέηε ελφο 

αλαιπηηθνχ πξνγξάκκαηνο πνπ ζα αθνξά  φρη κφλν ηνπο ξεηνχο αξηζκνχο  αιιά 

θαη άιιεο έλλνηεο , νη νπνίεο ζηεξίδνληαη ζηελ έλλνηα ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο, 

θαη ηελ εηζαγσγή ηνπο απφ λσξίο ζηα ζρνιηθά καζήκαηα. Δίλαη κηα ζπδήηεζε 

ηδηαίηεξα επίθαηξε θαζψο λέα βηβιία θαη λέεο αληηιήςεηο εηζάγνληαη ζην 

πξφγξακκα ηνπ Γεκνηηθνχ θαη ηνπ Γπκλαζίνπ.  

 

 Αλ θαη ν ζηφρνο καο δελ είλαη λα θάλνπκε γεληθεχζεηο, νη ελδείμεηο ηεο παξνχζαο 

έξεπλαο καο νδεγνχλ  ζην λα ζέζνπκε έλα πξνβιεκαηηζκφ: Μήπσο ε εηζαγσγή 

ησλ ξεηψλ αξηζκψλ σο ‗θιάζεηο ηζνδπλακίαο ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ‘ σο κηαο 

λέαο κνξθήο αλαπαξάζηαζεο (κηαο επζείαο πνπ πεξλάεη απφ ηελ αξρή ησλ 

αμφλσλ) ηειηθά βνεζήζεη  ζην λα απνθχγνπλ νη καζεηέο παξαλνήζεηο θαη 

δπζθνιίεο –κε ραξαθηεξηζηηθή εθείλε ηεο ππθλφηεηαο ησλ ξεηψλ- θαη ζπγρξφλσο 

λα αλαπηπρζνχλ θαη άιιεο έλλνηεο κε βάζε ηελ έλλνηα ησλ θιάζεσλ ηζνδπλακίαο; 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ Α:  ΣΑ ΦΤΛΛΑ  ΔΡΓΑ΢ΗΑ΢ 

 

Φύιιν εξγαζίαο 1
ν
 

 

Ολνκαηεπψλπκν καζεηψλ : 

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 

 

Γξάζε 1: 

  

Καηαζθεπάζηε έλαλ θψδηθα ζηε γιψζζα Logo κε ην φλνκα ‗ζηαζνξζ‘ ,πνπ λα δίλεη 

έλα ζηαζεξφ νξζνγψλην κε δηαζηάζεηο 20 ρ 200 

 

 

Γξάζε 2: 

 

΢ην ινγηζκηθφ Υεινλψθνζκνο θαη ζηελ ςεθίδα Logo πιεθηξνινγήζηε ην παξαθάησ 

πξφγξακκα: 

 

γηα  ηζνδηακέξηζε :ρ :ς 

ζηαζνξζ 

κ 20 δ 90 

επαλάιαβε :ρ[κ :ς δ 90 κ 20 π 20 α 90] 

ηέινο 

 

Καηφπηλ εθηειέζηε ην πξφγξακκα ,πιεθηξνινγήζηε ηελ εληνιή  ηζνδηακέξηζε   θαη 

κεηά ην θελφ. Πιεθηξνινγήζηε αξηζκνχο γηα ηα γξάκκαηα ρ, ς .π.ρ.  ηζνδηακέξηζε 

10   17. 

 Μπνξείηε λα γξάςεηε ην θιάζκα πνπ παξηζηάλεη ην θάζε νξζνγψλην; 

Αηηηνινγήζηε ηηο απαληήζεηο ζαο. 

 Πεξηγξάςηε θαη ζπδεηήζηε ην ζρήκα πνπ ζρεκαηίδεη ε ρειψλα . 

 

 

Γξάζε 3: 

Υξεζηκνπνηήζηε ηνλ κεηαβνιέα γηα λα κεηαβάιιεηαη ηηο ηηκέο ησλ γξακκάησλ . 

 Πνηνο είλαη ν ξφινο ησλ κεηαβιεηψλ ρ  θαη  ς; 

 Μπνξείηε λα επηιέμεηε ηέηνηεο ηηκέο  ψζηε λα πξνθχπηεη νξζνγψλην 

ρσξηζκέλν ζε ίζα κέξε; 

 Πσο είζηε ζίγνπξνη φηη ζηηο παξαπάλσ πεξηπηψζεηο ην νξζνγψλην είλαη 

πξάγκαηη ρσξηζκέλν ζε ίζα κέξε; 

 Πνηα είλαη ηφηε ε ζρέζε ησλ ρ  θαη ς; 
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Γξάζε 4: 

Τπάξρεη εξγαιείν πνπ λα καο δηεπθνιχλεη ζηελ εχξεζε ηεο ζρέζεο ησλ κεηαβιεηψλ  

ρ  θαη  ς ,θαη πσο κπνξεί λα βνεζήζεη;  

 

 

Γξάζε 5: 

 

Γηνξζψζηε ηνλ θψδηθα  ψζηε λα πξνθχπηεη  απηφκαηα έλα νξζνγψλην ρσξηζκέλν ζε 

ίζα κέξε, αθαηξψληαο ηελ άρξεζηε παξάκεηξν. 
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Φύιιν εξγαζίαο 2
Ο
  

 

Ολνκαηεπψλπκν καζεηψλ : 

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 

 

Γξάζε 1: 

 

΢ην ινγηζκηθφ Υεινλψθνζκνο θαη ζηελ ςεθίδα Logo πιεθηξνινγήζηε ην παξαθάησ 

πξφγξακκα: 

 

γηα θιαζκα :α :ρ  

ηζνδηακέξηζε :α  

ζπ π 200 ζθ 

ζεζερξσκαζηπιν 4 

κ :ρ  

ζεζερξσκαζηπιν 0 

ηεινο 

 

 

Καηφπηλ εθηειέζηε ην πξφγξακκα  γηα ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ. 

Πεξηγξάςηε θαη ζπδεηήζηε ην ζρήκα πνπ ζρεκαηίδεη ε ρειψλα . 

 

Γξάζε 2: 

 

Υξεζηκνπνηήζηε ηνλ απιφ κεηαβνιέα γηα λα κεηαβάιιεηαη ηηο ηηκέο ησλ γξακκάησλ . 

Πνηνο είλαη ν ξφινο ησλ κεηαβιεηψλ α θαη  ρ; Ση αιιαγέο επηθέξνπλ ζην ζρήκα γηα 

ηηο δηάθνξεο ηηκέο ; 

 

Γξάζε 3: 

Θεσξείζηε φηη είκαζηε ζε κηα ‗ θιαζκαηηθή‘ θαηάζηαζε θαη ζηελ εξκελεία ηνπ 

θιάζκαηνο σο ‗ κέξνο – φινπ‘ ,φπνπ ην ‗κέξνο‘ παξηζηάλεηαη κε ηελ θφθθηλε γξακκή 

θαη ην ‗ φιν‘ είλαη φιν ην νξζνγψλην. 

 Μπνξείηε λα βξείηε δεχγε ηηκψλ α , ρ έηζη ψζηε λα ζρεκαηίδνπλ θάπνην 

θιάζκα;  

 Καηαγξάςηε ηηο ηηκέο ησλ α θαη ρ  θαη ην αληίζηνηρν θιάζκα ρξεζηκνπνηψληαο 

ραξηί θαη κνιχβη .Ση παξαηεξείηαη; 
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Γξάζε 4: 

 Μπνξείηε λα ηξνπνπνηήζεηε ηνλ θψδηθα ψζηε λα  θηηάρλεη απηφκαηα 

θιάζκαηα γηα νπνηεζδήπνηε ηηκέο ησλ κεηαβιεηψλ ; 

 Καηαγξάςηε ζην ηεηξάδηφ ζαο ηα βήκαηα πνπ ζα πξαγκαηνπνηήζεηε γηα λα 

θηάζεηε ζην ζηφρν ζαο. 

 Πνην είλαη ην λφεκα ηνπ θιάζκαηνο 6/5 ; 
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Φύιιν εξγαζίαο 3
ν
  

 

Ολνκαηεπψλπκν: 

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 

 

 

Γξάζε 1: 

 

Υξεζηκνπνηψληαο  ηνλ πξνεγνχκελν δηνξζσκέλν θψδηθα ‗θιάζκα‘  θηηάμηε έλα 

θαηλνχξην πξφγξακκα κε ηελ νλνκαζία ‗ ηζνδχλακα‘  πνπ λα ζρεκαηίδεη δπν 

νξζνγψληα θαη έηζη ψζηε : 

a)  Σν έλα λα είλαη αθξηβψο θάησ απφ ην άιιν  

b) ΢ην ‗θιάζκα‘ πνπ αλαθέξεηαη ζην πξψην νξζνγψλην ρξεζηκνπνηήζηε ηηο 

κεηαβιεηέο α, λ  θαη ζην δεχηεξν ρ, ς. 

c) Δθηειέζηε ηνλ θψδηθα ‗ ηζνδχλακα‘ γηα ηέηνηεο ηηκέο  ψζηε ζην πξψην 

νξζνγψλην λα ζρεκαηίδεηαη ην θιάζκα   9/15. 

 

Γξάζε 2: 

a) Μπνξείηε λα βξείηε έλα άιιν θιάζκα ζην δεχηεξν νξζνγψλην  πνπ λα 

παξηζηάλεη ην ίδην κέξνο κε ην 9/15 ηνπ πξψηνπ νξζνγσλίνπ;  

 

b) Μπνξείηε λα βξείηε θαη άιια ηέηνηα θιάζκαηα; Πφζα ππάξρνπλ; 

 

c) Καηαγξάςηε ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο ζην ηεηξάδην. Ση παξαηεξείηαη;  
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Γξάζε 3: 

a) Δλεξγνπνηήζηε ηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα απνδίδνληαο πξψηα ηηο 

παξακέηξνπο  ρ  θαη   ς ζηνπο άμνλεο ρ΄ρ θαη ς΄ς αληίζηνηρα. 

b) Πσο παξηζηάλεηαη ην θάζε θιάζκα ζηνλ δπζδηάζηαην κεηαβνιέα; 

c) Παξαηεξείζηε πσο αιιάδεη ην ζρήκα θαζψο  ζπκκεηαβάιινληαη  νη δπν ηηκέο 

 

d) Μπνξείηε λα βξείηε ηελ ζρέζε κεηαμχ ησλ δπν κεηαβιεηψλ θαζψο 

δεκηνπξγνχληαη ηζνδχλακα θιάζκαηα; 

 

e) Πνην είλαη γξαθηθά ην θνηλό ραξαθηεξηζηηθό φισλ ησλ θιαζκάησλ πνπ είλαη 

ηζνδχλακα κε ην 9/15; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γξάζε 4: 

Δπαλαιάβαηε ηηο δξάζεηο 2 θαη 3 γηα θιάζκαηα ηεο επηινγή ζαο.  

Ση ζπκπεξάζκαηα βγάδεηε γηα ηελ γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηζνδχλακσλ θιαζκάησλ; 
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Φύιιν εξγαζίαο 4
ν
  

 

Ολνκαηεπψλπκν: 

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 

 

1. Να ζπγθξίλεηαη ηνπο ξεηνύο  αξηζκνχο  3/5   θαη 4/9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.  Μπνξείηε λα βξείηε έλαλ ξεηό  αξηζκφ πνπ λα βξίζθεηαη αλάκεζα ζηνλ ξεηφ  

3/5 θαη ζηνλ  4/5; 

 

 

 

 

 

 

 

3. Αλ λαη,  πφζνη αξηζκνί ππάξρνπλ κεηαμχ απηψλ; 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Δίλαη ηα θιάζκαηα : 2/7,  18/63,   16/56     ηζνδχλακα; Αηηηνινγήζηε ηελ 

απάληεζε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

5. Δίλαη ηα θιάζκαηα : 2/8,  1/9,   3/7    ηζνδχλακα; Αηηηνινγήζηε ηελ 

απάληεζε. 
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6. ΢ηελ παξαθάησ εηθφλα ππάξρνπλ δπν επζείεο πάλσ ζηηο νπνίεο αλήθνπλ ηα 

θιάκαηα 1/1  θαη  1/2 . Γξάςηε θάζε θιάζκα  δίπια ζε θάζε επζεία. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

7. ΢ηελ παξαθάησ εηθφλα θαίλνληαη δπν ζεκεία πνπ απεηθνλίδνπλ δπν 

θιάζκαηα. Πνην απφ ηα δχν είλαη κεγαιχηεξν θαη γηαηί; 

 

 
 

 

 

8.  Βξείηε ην άζξνηζκα: 3/5 +2/7 

 

 

 

΢ε θάζε πεξίπησζε αηηηνινγείζηε ηελ δηαδηθαζία πνπ αθνινπζήζαηε θαζώο 

επίζεο θαη  ηα ζπκπεξάζκαηα ζαο. 
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ΠΑΡΑΡΣΖΜΑ  Β:   Ο   ‘ΥΔΛΧΝΟΚΟ΢ΜΟ΢’ 

 

Οη εληνιέο ζηνλ Υεισλόθνζκν 

Πώο κηιάκε ζηε ρειώλα 
 

 ΢ε απηή  ηελ  ελφηεηα  ζα δνχκε  πψο  κηιάκε ζηε  ρειψλα, πψο ζπληάζζνπκε κηα 

νδεγία θαη πψο κπνξνχκε λα πιεξνθνξεζνχκε γηα ηηο εληνιέο πνπ έρνπκε ηε 

δπλαηφηεηα  λα ηεο απεπζχλνπκε .  

 

Ζ ρειώλα πξνρσξά κπξνζηά ή πίζσ 

Γηα λα θηλήζνπκε ηε ρειψλα κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εληνιή 

‗κπξνζηά‘ ή ‗πίζσ‘ θαη λα θαζνξίζνπκε πφζα βήκαηα ζέινπκε λα θηλεζεί. Ζ εληνιή    

κπξνζηά  έρεη κία είζνδν ε νπνία πξέπεη λα είλαη θάπνηνο αξηζκφο. Σν απνηέιεζκα 

ηεο εληνιήο είλαη λα κεηαθηλήζεη ηε ρειψλα θαηά ηε δηεχζπλζε  ηεο θεθαιήο ηεο ζε 

ηφζε απφζηαζε πνπ θαζνξίδεηαη απφ ηελ είζνδν ηεο εληνιήο. Ζ κνλάδα πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ απφζηαζε είλαη  ηα βήκαηα ρειψλαο. 

Έζησ φηη γξάθνπκε ζην ζπληάθηε εληνιψλ ηελ  εληνιή : Μπξνζηά   100 ή 

ζπληνκνγξαθηθά ‗κ 100‘. Γηα λα εθηειέζεηο ηελ παξαπάλσ εληνιή πξέπεη ζηε 

ζπλέρεηα λα  παηήζεηο ην πιήθηξν ‗ins‘   πνπ βξίζθεηαη ζηελ γξακκή εξγαιείσλ ηνπ 

ζπληάθηε εληνιψλ. Σν απνηέιεζκα πνπ πξέπεη λα δεηο είλαη ε ρειψλα λα βξίζθεηαη 

100 βήκαηα κπξνζηά   θαηά ηε δηεχζπλζε ηεο θεθαιήο ηεο. 

Αλ γξάςνπκε θαη εθηειέζνπκε  ηελ εληνιή :   ‗κπξνζηά  -100‘  ζα παξαηεξήζνπκε ε 

ρειψλα λα πάεη 100 βήκαηα πίζσ. ΢ην ίδην απνηέιεζκα κε ην παξαπάλσ ζα 

θαηαιήμνπκε αλ ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εληνιή     ‗πίζσ 60‘ ή ‗π 60‘  

 

 

Ζ ρειώλα αθήλεη ίρλνο 

Έρνπκε ηε δπλαηφηεηα λα ιέκε ζηε ρειψλα λα αθήλεη ή λα κελ αθήλεη ην ίρλνο ηεο 

θαζψο θηλείηαη .Γηα λα πξαγκαηνπνηήζεηο απηή ηελ επηινγή ζα πξέπεη λα δψζεηο σο 

νδεγία ηελ εληνιή  ‗ζηπινθάησ‘  ή ‗ζηπινπάλσ‘ αληίζηνηρα . Δάλ εθηειέζεηο ηελ 

εληνιή ‗ζηπινθάησ‘ ζα παξαηεξήζεηο φηη ην θεθάιη ηεο ρειψλαο γίλεηαη καχξν, πνπ 

ζεκαίλεη φηη εάλ ε ρειψλα  κεηαθηλεζεί ζα αθήζεη ίρλνο ελψ ζηελ αληίζεηε 

πεξίπησζε ην θεθάιη ηεο ρειψλαο ζα γίλεη άζπξν  θαη ε ρειψλα δελ ζα αθήλεη ίρλνο . 

Δδψ λα πξνζέμνπκε φηη ε εληνιή ‗ζηπινθάησ‘ ή ‗ζθ‘ είλαη κία ιέμε θαη φρη δχν .  
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Ζ ρειώλα ρξσκαηίδεη, θξύβεηαη θαη εκθαλίδεηαη  

Οη αληίζηνηρεο εληνιέο είλαη: 

  ‗ζεζερξσκαζηπιν …‘ , 

Κξχςερειψλα  ή  θρ 

Γεημερειψλα  ή  δρ 

 

 

Ζ ρειώλα ζηξίβεη 

Αλ ηψξα εθηειέζνπκε ηελ εληνιή : ‗δεμηά 60‘ ην απνηέιεζκα πνπ πξέπεη λα δεηο είλαη 

ε ρειψλα λα ζηξίςεη ηελ θεθαιή ηεο θαηά 60 κνίξεο δεμηά. 

Αληίζηνηρα κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εληνιή ‗αξηζηεξά  60‘ 

 

Ζ ρειώλα ζβήλεη 

Αλ εθηειέζνπκε  ηελ εληνιή : ‗΢βήζεγξαθηθά‘ ηφηε φηη έρνπκε ζρεδηάζεη ζηε ςεθίδα 

ηνπ θακβά ζβήλεηαη θαη ε ρειψλα επαλέξρεηαη ζηελ αξρηθή ηεο ζέζε ε νπνία είλαη 

ζην θέληξν ηνπ θακβά κε ηελ  θεθαιή ηεο  ζηξακκέλε πξνο ηα επάλσ . 

 

 

«Αλαδξνκή» 

Ζ εληνιή «επαλάιαβε … [   ]» θάλεη ηελ ρειψλα λα εθηειέζεη ηηο εληνιέο πνπ είλαη 

κέζα ζηελ αγθχιε ηφζεο θνξέο φζνο είλαη ν αξηζκφο (ην φξηζκα) … ηεο εληνιήο. Με 

απηή ηελ εληνιή ε ρειψλα εθηειεί κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία. Αλάινγε 

δηαδηθαζία εθηειείηαη θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε ρειψλα εθηειεί κηα δηαδηθαζία ζηελ 

νπνία πεξηέρεηαη σο κηα εληνιή ν εαπηφο ηεο. Έηζη ε ρειψλα θάλεη αλαδξνκή 

εθηειψληαο ηνλ εαπηφ ηεο πνιιέο θνξέο.  

 

Ζ εληνιή ‘επαλάιαβε’ θαη ε ρξήζε ησλ κεηαβιεηώλ 

Αο ππνζέζνπκε φηη έρνπκε θαηαζθεπάζεη έλα νξζνγψλην 20ρ200 (βήκαηα ρειψλαο) 

θαη ζηφρνο καο είλαη λα νξίζνπκε κηα δηαδηθαζία πνπ φηαλ εθηειείηαη λα ρσξίδεη ην 

νξζνγψλην ζε 5 ίζα κέξε. Έλαο ηξφπνο ζα κπνξνχζε λα είλαη ν εμήο: 

 

γηα ηζνδηακέξηζε 

κ 20 δ 90 κ 200 δ 90 κ 20  δ 90 κ 200 δ 90 

κ 20 δ 90 



 

 142 

κ 40 δ 90 κ 20 π 20 α 90 

κ 40 δ 90 κ 20 π 20 α 90 

κ 40 δ 90 κ 20 π 20 α 90 

κ 40 δ 90 κ 20 π 20 α 90 

ηέινο 

ηζνδηακέξηζε 

 

Ζ ιέμε «γηα» είλαη κηα πξσηνγελήο εληνιή ηνπ ρεισλφθνζκνπ ε νπνία 

ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα νξίζνπκε κηα δηθηά καο δηαδηθαζία. Γεμηά απφ ηε ιέμε «γηα»   

γξάθνπκε ηε ιέμε κε ηελ νπνία ζέινπκε λα νλνκάζνπκε ηε δηαδηθαζία καο ,ζηελ 

ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε ‗ηζνδηακέξηζε‘. ΢ηηο επφκελεο γξακκέο πιεθηξνινγνχκε ηηο 

νδεγίεο πνπ ζέινπκε λα εθηειεί ε δηαδηθαζία καο . ΢ηελ ηειεπηαία γξακκή γξάθνπκε 

ηε ιέμε «ηέινο» πνπ ελεκεξψλεη ην ζχζηεκα φηη ε δηαδηθαζία πνπ μεθηλήζακε λα 

νξίδνπκε κε ηε ιέμε ‗ γηα‘ ηέιεησζε. 

΢ηελ δεχηεξε γξακκή παξαηεξνχκε λα επαλαιακβάλεηαη δπν θνξέο ην εμήο: κ 20  δ 

90  κ 200  δ 90.  Θα κπνξνχζακε λα ζπληνκεχζνπκε ηε δηαδηθαζία ρξεζηκνπνηψληαο 

ηελ   πξσηνγελή δηαδηθαζία ‗επαλάιαβε‘  ε νπνία ζπληάζζεηαη σο εμήο:  «επαλάιαβε 

… […]» . Απηή ε δηαδηθαζία  επαλαιακβάλεη ηελ  νδεγία πνπ  βξίζθεηαη κέζα  ζηηο 

αγθχιεο ηφζεο θνξέο φζεο θνξέο καο δείρλεη ν αξηζκφο πνπ βξίζθεηαη πξηλ ηελ 

αγθχιε. Έηζη ζα έρνπκε: 

 επαλάιαβε 2 [κ 20 δ 90 κ 200 δ 90] 

Θα κπνξνχζακε αθφκε λα θάλνπκε θαη ην εμήο:  

Να νξίζνπκε ηελ  δηαδηθαζία πνπ θηηάρλεη ην ζηαζεξφ νξζνγψλην, έζησ κε ην φλνκα 

‗ζηαζνξζ‘ πξηλ δεκηνπξγήζνπκε ηελ ‗ ηζνδηακέξηζε‘ θαη λα ηελ ρξεζηκνπνηήζνπκε 

θαηφπηλ. Γειαδή: 

Γηα ζηαζνξζ  

επαλάιαβε 2 [κ 20 δ 90 κ 200 δ 90] 

ηέινο 

 Έηζη  ε δηαδηθαζία ‗ ηζνδηακέξηζε‘ κπνξεί λα γξαθηεί φπσο παξαθάησ: 

 

για ιζοδιαμέριζη 

ζηαθορθ 

μ 20 δ 90 

μ 40 δ 90 μ 20 π 20 α 90 
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μ 40 δ 90 μ 20 π 20 α 90 

μ 40 δ 90 μ 20 π 20 α 90 

μ 40 δ 90 μ 20 π 20 α 90 

ηέλος 

ιζοδιαμέριζη 

 

Έσο εδψ έρνπκε νξίζεη δπν δηαδηθαζίεο: ηε δηαδηθαζία ‗ζηαζνξζ‘ θαη ηε 

δηαδηθαζία ‗ηζνδηακέξηζε‘. Δπεηδή κέζα απφ ηε δηαδηθαζία ‗ηζνδηακέξηζε‘ θαινχκε 

κηα άιιε δηαδηθαζία, ηελ ‗ζηαζνξζ‘ , ε πξψηε ιέγεηαη ππεξδηαδηθαζία θαη ε δεχηεξε 

ππνδηαδηθαζία. Γειαδή κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηηο δηθέο καο δηαδηθαζίεο θαη λα ηηο 

θαιέζνπκε κέζα απφ ππεξδηαδηθαζίεο.  

΢ηηο επφκελεο γξακκέο βιέπνπκε λα επαλαιακβάλεηαη  4  θνξέο ην ίδην πξάγκα: μ 40 

δ 90 μ 20 π 20 α 90 

΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα απηή ε γξακκή εληνιψλ ρσξίδεη ην νξζνγψλην, δεκηνπξγψληαο 

ηελ πξψηε θνξά ηελ θιαζκαηηθή κνλάδα θαη θαηφπηλ αλ εθηειεζηεί 4 θνξέο ρσξίδεη 

ην νξζνγψλην ζε 5 ίζα κέξε.  
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΢ηελ πεξίπησζε ηψξα πνπ ζα ζειήζνπκε λα ρσξίζνπκε ην νξζνγψλην ζε 21 

ίζα κέξε ζα έπξεπε λα επαλαιάβνπκε ηελ ελ ιφγσ γξακκή εληνιψλ 20 

θνξέο(αιιάδνληαο βέβαηα ηηο εηζφδνπο ησλ εληνιψλ ‗κπξνζηά‘). Υξεζηκνπνηψληαο 

φκσο ηελ πξσηνγελή δηαδηθαζία ‗επαλάιαβε‘ , ε δηαδηθαζία  ‗ηζνδηακέξηζε‘ κπνξεί 

λα γξαθηεί σο εμήο: 

για ιζοδιαμέριζη 

ζηαθορθ 

μ 20 δ 90 

επανάλαβε 4[μ 40 δ 90 μ 20 π 20 α 90] 

ηέλος 

ιζοδιαμέριζη 

 

Καη ζηελ πεξίπησζε κε ηα είθνζη ίζα κέξε ην κφλν πνπ πξέπεη λα αιιάμνπκε είλαη ε  

ηέηαξηε γξακκή ηεο δηαδηθαζίαο κε ην εμήο: 
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επανάλαβε 20[μ 10 δ 90 μ 20 π 20 α 90] 

 

Δδψ επίζεο λα ηνλίζνπκε φηη ζε απηή ηε δηαδηθαζία ην ζεκαληηθφ δελ είλαη φηη 

κπνξνχκε απιψο λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εληνιή ‗ζηαζνξζ‘ απηφλνκα αιιά φηη 

κπνξνχκε λα ηελ εληάμνπκε ζην ζπλδπαζκφ εληνιψλ κηαο λέαο εληνιήο κε ηνλ ίδην 

ηξφπν πνπ ρξεζηκνπνηνχκε ηηο πξσηνγελείο εληνιέο. Έηζη κε απηφλ ηνλ ηξφπν έρνπκε 

ηε δπλαηφηεηα λα θσδηθνπνηήζνπκε κε ηξφπν πνπ λα είλαη θαηαλνεηφ ζε εκάο ην 

ζχλνιν εθείλσλ ησλ εληνιψλ πνπ απνηεινχλ ηα δνκηθά ζηνηρεία ηεο φιεο 

θαηαζθεπήο.  

Ση γίλεηαη φκσο αλ ζέινπκε λα θηηάμνπκε νξζνγψληα κε δηαθνξεηηθέο 

δηαζηάζεηο θάζε θνξά;  

Έλαο ηξφπνο βέβαηα είλαη θάζε θνξά λα θηηάρλνπκε θαηλνχξηα δηαδηθαζία θαη λα 

αιιάδνπκε ηνπο αξηζκνχο πνπ απνηεινχλ ηηο εηζφδνπο ζηελ εληνιή: ‗κπξνζηά‘.  Ζ 

γιψζζα πξνγξακκαηηζκνχ Logo  ππνζηεξίδεη φκσο ηε δεκηνπξγία γεληθψλ 

δηαδηθαζηψλ νη νπνίεο κπνξνχλ λα έρνπλ ζαλ απνηέιεζκα φιεο ηηο επηκέξνπο 

πεξηπηψζεηο. Απηφ κπνξεί λα γίλεη σο εμήο: Αληί λα γξάθνπκε θάζε θνξά: επαλάιαβε 

2 [κ 20 δ 90 κ 200 δ 90] αιιάδνληαο ηηο δηαζηάζεηο ηνπ νξζνγσλίνπ (20ρ200), λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε κεηαβιεηέο ρ  θαη ς γηα ηηο δηαζηάζεηο ηνπ νξζνγσλίνπ. ΢ηελ 

παξαθάησ εηθφλα θαίλνληαη  ε δηαδηθαζία θαη ην ζηηγκηφηππν: 
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Πνηα είλαη ηειηθά ε δηαθνξά κε ηηο δηαδηθαζίεο θαηά ηηο νπνίεο δελ ρξεζηκνπνηήζακε 

κεηαβιεηέο; ΢ηελ πεξίπησζε πνπ δελ ρξεζηκνπνηνχληαη κεηαβιεηέο γηα λα θηηάμνπκε 

8 νξζνγψληα δηαθνξεηηθνχ κεγέζνπο έπξεπε λα γξάςνπκε 8 λέεο δηαδηθαζίεο . ΢ηελ 

πεξίπησζε πνπ ρξεζηκνπνηνχκε κεηαβιεηέο αξθεί λα νξίζνπκε κηα δηαδηθαζία θαη λα 

ηελ εθηειέζνπκε 8 θνξέο , δειαδή απιψο λα γξάςνπκε ην φλνκά ηεο κε φπνηεο ηηκέο 

ζέινπκε. Έλα επίζεο ζεκαληηθφ ζηνηρείν γηα ηηο κεηαβιεηέο είλαη φηη ππνζηεξίδνπλ 

ηνπο καζεηέο λα ζθέθηνληαη θαη λα εθθξάδνπλ ζπκβνιηθά ην γεληθφ κεραληζκφ πνπ 

βξίζθεηαη πίζσ θαη έρεη ζαλ απνηέιεζκα επηκέξνπο πεξηπηψζεηο (Johnansen, 1999).
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