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 ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
     Η έννοια του ορίου συνάρτησης είναι η πιο σηµαντική, και ίσως η πιο δύσκολη σε 

ολόκληρο τον Απειροστικό Λογισµό. Οι Cottrill et al.(1996) σηµειώνουν ότι υπάρχει 

γενική συµφωνία στη βιβλιογραφία ότι οι σπουδαστές έχουν πρόβληµα µε την 

έννοια  του ορίου, είτε αυτό εξετάζεται στο πλαίσιο των συναρτήσεων και της συ-

νέχειας είτε των σειρών και των ακολουθιών. (Βλ., Artigue, 1991;  Cornu, 1983, 

1991;  Davis & Vinner, 1986 ;  Li & Tall, 1993;  Robert, 1982q;  Sierpinska, 1987; 

Tall, 1980d, 1992;  Tall & Vinner, 1981;  Williams, 1991). 

    Υπάρχει µεγάλος προβληµατισµός στη µαθηµατική εκπαιδευτική κοινότητα για 

το πώς πρέπει να διδάσκεται η έννοια του ορίου συνάρτησης, ως έννοια θεµέλιο, 

στον Απειροστικό Λογισµό. Ένας αριθµός µελετών επιβεβαιώνει ότι µια ουσιαστική 

κατανόηση των ορίων µεταξύ των σπουδαστών είναι σχετικά σπάνια (Williams, 

1991). Αν και οι σπουδαστές µπορούν να υπολογίσουν όρια  και να αντιµετωπί-

ζουν προβλήµατα που περιλαµβάνουν όρια, δεν διαθέτουν µια ικανοποιητική κα-

τανόηση για τη φύση της έννοιας από µόνη της. Αναµφίβολα διαφορετικές χώρες 

και πανεπιστήµια χρησιµοποιούν διαφορετικές προσεγγίσεις για να διδάξουν όρια. 

     Εισηγήσεις για βελτίωση της µαθηµατικής εκπαίδευσης στο Λύκειο περιλαµβά-

νουν έµφαση σε διαθεµατικά θέµατα, χρήση πολλαπλών αναπαραστάσεων  και 

την συµµετοχή του µαθητή στην κατασκευή της µαθηµατικής γνώσης.   Αυτές οι 

γενικές αρχές αναφέρονται σε όλους τους τοµείς και πεδία της µαθηµατικής διδα-

σκαλίας και µάθησης.     

    Αποτελέσµατα ερευνών δείχνουν ότι η χρήση αναπαραστάσεων συµβάλλει στη σε 

βάθος κατανόηση και στην ευέλικτη χρήση των µαθηµατικών εννοιών (Hiebert, & 

Carpenter, 1992; Kaput, 1987a). Το 2000 το National Council of Teachers of  

Mathematics(NCTM) πρόσθεσε την αναπαράσταση στα “Principles and Stan-

dards of School Mathematics”, λόγω της αυξανόµενης σηµασίας της στη δι-

δασκαλία και τη µάθηση των µαθηµατικών ενώ αρχικά, το 1989, είχε θεωρη-

θεί ως µέρος της επικοινωνίας. 

    Η έννοια του ορίου είναι µια από τις βασικές έννοιες που συνδέει συγχρόνως 

αλγεβρικές και γεωµετρικές αναπαραστάσεις, αφού και οι δύο είναι απαραίτητες 

για µια συνολική κατανόηση. Όµως µια σηµαντική ερώτηση που προκύπτει είναι 

κατά πόσο οι µαθητές κατανοούν και τους δύο τύπους των αναπαραστάσεων και 

µπορούν να µεταφέρουν τη γνώση τους από µια αλγεβρική αναπαράσταση σε µια 

γεωµετρική και αντίστροφα. Από τη διεθνή βιβλιογραφία προκύπτει ότι οι µαθητές 
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έχουν έλλειψη στη χρήση συστηµάτων αναπαράστασης και στην εναλλαγή-µετά-

φραση από το ένα σύστηµα στο άλλο για έννοιες της µαθηµατικής ανάλυσης, µε 

συνέπεια να συναντούν δυσκολίες στην κατανόηση των εννοιών(Dreyfus & 

Eisenberg, 1986,1991 ; Tall,1993) 

    Στην παρούσα εργασία οι µαθητές της Γ΄ τάξης του Ενιαίου Λυκείου  που συµµετέ-

χουν στη έρευνα δεν γνωρίζουν τον ε-δ ορισµό για το όριο συνάρτησης. Η έννοια του 

ορίου όταν το x τείνει στο xo  R εισάγεται εποπτικά µέσω παραδειγµάτων, δυναµι-

κών προσεγγίσεων και εφαρµογών σε γεωµετρικά ή αριθµητικά πλαίσια. Σ’ αυτό το 

πλαίσιο,  η παρούσα εργασία χωρίς να παραβλέπει να αναφερθεί στις διαισθητικές 

αντιλήψεις , τις δυσκολίες και τα εµπόδια των µαθητών αυτών σε σχέση µε την έννοια 

του ορίου όπως προκύπτουν από τη διεθνή βιβλιογραφία, επικεντρώνεται στη σηµα-

σία των αναπαραστάσεων στη κατανόηση της έννοιας του ορίου. 

    Βέβαια ο τοµέας αυτός των αναπαραστάσεων  όπως παρουσιάζεται στο 2ο Κε-

φάλαιο, της παρούσας εργασίας,  είναι ευρύτατος. Έτσι  µπορούν να εξεταστούν 

οι εσωτερικές αναπαραστάσεις δηλαδή αυτά που αντιλαµβάνονται οι µαθητές νο-

ερά για την έννοια αυτή και οι εξωτερικές αναπαραστάσεις.  Η νοητική αναπαρά-

σταση αναφέρεται σε µια πρωτογενή δηµιουργία , σε µια πράξη αντιληπτικής  ή 

νοερής κατασκευής. Οι νοητικές αναπαραστάσεις παράγονται εσωτερικά  και ορ-

γανώνονται, εµπλουτίζονται  ή απορρίπτονται ανάλογα µε το βαθµό χρήσης και 

εφαρµογής τους στα πλαίσια της καθηµερινής εµπειρίας. Στην πραγµατικότητα η 

µελέτη των εσωτερικών αναπαραστάσεων είναι δύσκολο έργο όπως αναφέρεται 

και στη βιβλιογραφία. Επειδή «ο βασικός στόχος της χρήσης εξωτερικών αναπαρα-

στάσεων είναι η δηµιουργία πλούσιων εσωτερικών δοµών για τις µαθηµατικές έν-

νοιες, αφού εξωτερικές και εσωτερικές αναπαραστάσεις βρίσκονται σε σχέση αλληλε-

πίδρασης» (Goldin & Kaput, 1996), στην έρευνα µας αυτή περιοριζόµαστε στην εξέ-

ταση του ρόλου των εξωτερικών αναπαραστάσεων στην κατανόηση της έννοιας του 

ορίου.       
       Με οδηγό τις παραπάνω σκέψεις,  βασικοί στόχοι της παρούσας εργασίας είναι: 
 

• Να παρουσιάσουµε µέσα από τη διεθνή βιβλιογραφία  την έρευνα  που αφορά 

την κατανόηση της έννοιας του ορίου από τους µαθητές, τις δυσκολίες και τα 

εµπόδια που συναντούν σε σχέση µ’ αυτή την έννοια. (Κεφάλαιο 1ο ). 

• Παρουσίαση της σηµασίας των αναπαραστάσεων στην κατανόηση και µάθηση 

των µαθηµατικών εννοιών, µε ιδιαίτερη αναφορά στο όριο συνάρτησης (Κε-

φάλαιο 2ο ). 
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• Παρουσίαση της έρευνας που πραγµατοποιήσαµε σε µαθητές της Γ΄τάξης του 

Ενιαίου Λυκείου, ώστε να διερευνήσουµε τις αντιλήψεις τους για το όριο συ-

νάρτησης, τον βαθµό στον οποίο γίνεται κατανοητή η έννοια από αυτούς και 

πως συσχετίζεται η κατανόηση της έννοιας µε την ικανότητα να χειρίζονται 

διαφορετικούς τρόπους αναπαράστασης ορίων και να µεταβαίνουν από το ένα 

σύστηµα αναπαράστασης στο άλλο . 

• ∆ιατύπωση προτάσεων σε σχέση µε την διδασκαλία της έννοιας του ορίου. 
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1.     ΟΡΙΟ   ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 

 
 
1.1       ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

     Είναι κοινή η διαπίστωση τόσο των ερευνητών της διδακτικής όσο και των δασκά-
λων των µαθηµατικών για τις  δυσκολίες που συναντά η προσπάθεια εισαγωγής των 

µαθητών στις θεµελιώδεις έννοιες του Απειροστικού Λογισµού. Από τη µια πλευρά οι 

µαθητές συναντούν σηµαντικά προβλήµατα στην κατανόηση αυτών των εννοιών, 

από την άλλη οι συνήθεις µέθοδοι και τεχνικές διδασκαλίας καθώς και τα προγράµ-

µατα σπουδών που κατά καιρούς εφαρµόζονται έχουν αποτύχει. Είτε αυτά επικε-

ντρώνονται σε αλγοριθµικούς και αλγεβρικούς υπολογισµούς είτε σε θεωρητικά θέ-

µατα.  Τα παραπάνω προκύπτουν από έρευνες που  έγιναν και αφορούν στη διδα-

σκαλία του Απειροστικού Λογισµού τα τελευταία είκοσι πέντε χρόνια. 

    H   Artigue (1998) ταξινοµεί σε τρεις κατηγορίες τις δυσκολίες που συναντούν οι 

µαθητές στην προσπάθεια να κατανοήσουν αυτές τις έννοιες και σηµειώνει ότι οι δυ-

σκολίες αυτές, αν και έχουν διαφορετική προέλευση, συνδυάζονται στενά και ενισχύ-

ονται αµοιβαία.  Οι τρεις αυτές κατηγορίες είναι:  

• ∆υσκολίες που συνδέονται µε τη µαθηµατική πολυπλοκότητα των βασικών 

αντικειµένων που διαπραγµατεύεται ο Απειροστικός Λογισµός, όπως είναι οι 

πραγµατικοί αριθµοί και η έννοια της συνάρτησης, αντικείµενα που είναι 

ακόµη σε φάση κατασκευής όταν αρχίζει η τυπική διδασκαλία της ανάλυσης. 

• ∆υσκολίες που συνδέονται µε τη διάσταση που υπάρχει µεταξύ του  

          «αλγεβρικού» και του «αναλυτικού» τρόπου σκέψης. 

• ∆υσκολίες που οφείλονται στη κατανόηση της έννοιας του ορίου. 

    Η έννοια του ορίου είναι στενά δεµένη µε την έννοια των απείρων διαδικασιών, 

αφού η προσέγγισή του γίνεται µέσα από τέτοιες διαδικασίες. Οι µαθητές έρχονται 

πρώτη φορά αντιµέτωποι µε την έννοια του απείρου και αυτό τους δηµιουργεί προ-

βλήµατα. Ο Cornu (1983) επισηµαίνει ότι η έννοια του ορίου είναι, για τους περισσό-

τερους σπουδαστές, το πρώτο θέµα στο οποίο τα Μαθηµατικά δεν περιορίζονται σε 

ένα πεπερασµένο υπολογισµό που µας δίνει µια καθοριστική απάντηση. 

     Η έννοια του ορίου όµως δεν παρουσιάζει δυσκολίες µόνο στους µαθητές. Είναι 

µια από τις δυσκολότερες έννοιες που καλούνται να διδάξουν οι δάσκαλοι των µαθη-

µατικών. O σωστός από µαθηµατική άποψη σχεδιασµός δεν αρκεί. Η πολυπλοκότητα 
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της έννοιας απαιτεί προσεκτικά σχεδιασµένες δραστηριότητες που θα οδηγούν στην 

κατανόηση  της. 

    Ο τυπικός ορισµός του ορίου είναι µια αυστηρά µαθηµατική έκφραση δυσνόητη 

για τους µαθητές. Η εφαρµογή του  προϋποθέτει δεξιότητες από τους µαθητές, όπως 

είναι ο χειρισµός των απολύτων τιµών και των ανισοτήτων. Επίσης ο χειρισµός των 

ποσοδεικτών τους δηµιουργεί προβλήµατα (Cottrill et al.1996). O Tall(1986) αναφέ-

ρει ότι τα στοιχεία από έρευνες όσον αφορά τις δυσκολίες των µαθητών στην κατα-

νόηση της έννοιας του ορίου, κατέστησαν εντελώς ακατάλληλη την προσέγγιση της 

είτε µέσω του τυπικού ορισµού είτε µέσω της γεωµετρικής εµπειρίας µιας τέµνουσας 

που τείνει σε µια εφαπτοµένη (όταν αναφερόµαστε στην έννοια της παραγώγου). 

   Oι  Cottrill et al. (1996), επισηµαίνουν ότι ακόµη και η χρήση της τεχνολογίας δεν 

µπόρεσε να υπερνικήσει τις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι σπουδαστές στην κατα-

νόηση της έννοιας, όπως προκύπτει από αναφορές ερευνητών (Tall, 1992; Li & Tall, 

1993; Monaghan, Sun & Tall,1994),που ασχολήθηκαν µε το θέµα αυτό. 

    Λόγω της πολυπλοκότητας του τυπικού ορισµού σε πολλά προγράµµατα σπουδών 

(όπως συµβαίνει και στη χώρα µας) η έννοια του ορίου εισάγεται µέσω παραδειγµά-

των, δυναµικών προσεγγίσεων και εφαρµογών σε αριθµητικά  ή γεωµετρικά πλαίσια. 

Συνέπεια αυτής της προσέγγισης είναι να µη δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα στην κατα-

νόηση της έννοιας του ορίου αλλά στις διαδικασίες υπολογισµού του ορίου. Οι µαθη-

τές διαµορφώνουν την άδηλη πεποίθηση ότι τα όρια αφορούν τις πράξεις και δεν 

χρειάζεται να κατακτήσουν την έννοια. 

    Στο κεφάλαιο αυτό θα προσπαθήσουµε να παρουσιάσουµε την έρευνα που αφορά 

την κατανόηση της έννοιας του ορίου και τις δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές σ’ 

αυτήν την κατεύθυνση.  

     Σύµφωνα  µε τον Williams ( 2001) η έρευνα εστιάζει κυρίως σε τρεις τοµείς. 

 Στον πρώτο τοµέα ο στόχος της έρευνας είναι η σχέση που έχουν οι άτυπες αντιλή-

ψεις που διατηρούν οι µαθητές για την έννοια του ορίου, µε αποτέλεσµα να προκα-

λούν χαρακτηριστικές παρανοήσεις σ’ αυτούς. Για τον σχηµατισµό της έννοιας του 

ορίου χρησιµοποιούµε τη διάκριση των Tall & Vinner (1981) και Vinner (1983) ανά-

µεσα στην εικόνα έννοιας που είναι η συνολική γνωστική δοµή που συνδέεται µε την 

έννοια και στον τυπικό ορισµό της έννοιας όπως γίνεται κατανοητός και αποδεκτός 

από τη µαθηµατική κοινότητα.   Σ’  αυτόν τον τοµέα αναφέρεται η έρευνα του Cornu 

(1981,1983) για τις «αυθόρµητες αντιλήψεις» των µαθητών, του Monaghan (1991) 

που αναφέρεται στη χρήση και τον ρόλο της γλώσσας και της Robert (1982) που µε-

λέτησε τα διαφορετικά µοντέλα που διατηρούν οι σπουδαστές για το όριο ακολου-
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θίας.   Οι παραπάνω ερευνητές αναφέρονται σε άτυπα, καλά κρυµµένα νοητικά µο-

ντέλα ή αναπαραστάσεις του ορίου που έχουν οι σπουδαστές και προσπαθούν να τα 

κατανοήσουν επειδή αυτά συσχετίζονται µε τους τυπικά εκφρασµένους µαθηµατικούς 

ορισµούς. 

   Ο δεύτερος τοµέας που συνδέεται στενά µε τον πρώτο εστιάζει στα εµπόδια στην 

κατανόηση της έννοιας του ορίου και στην προσπάθεια να απαντηθεί το ερώτηµα 

γιατί ο συντονισµός της εικόνας έννοιας και του ορισµού είναι τόσο δύσκολος. Σ’ 

αυτή την προσπάθεια στην έρευνα συχνά χρησιµοποιείται η έννοια των γνωστικών 

εµποδίων όπως διατυπώθηκε από τον Brousseau (1983). Όσον  αφορά τα εµπόδια 

που οφείλονται στην ίδια την φύση των µαθηµατικών και προκύπτουν από την ιστο-

ρική εξέλιξη της έννοιας του ορίου,  περιγράφονται από τον Cornu (1991). Τα τελευ-

ταία εµπόδια ονοµάστηκαν επιστηµολογικά εµπόδια από τον Bachelar(1938) και ανα-

λύονται στα πλαίσια της διδακτικής των µαθηµατικών από τον Brousseau (1983).  H 

Sierpinska(1987) ερεύνησε τις άτυπες αντιλήψεις των µαθητών για το όριο και το 

άπειρο και έχουµε µια πρώτη οργανωµένη παρουσίαση των βασικών επιστηµολογι-

κών εµποδίων που σχετίζονται µε την έννοια του ορίου.  Η Szydlik (2000) ερεύνησε 

τις πεποιθήσεις των σπουδαστών για τα µαθηµατικά και την επίδραση τους στη κα-

τανόηση των ορίων.  Οι Davis & Vinner (1986) µελέτησαν τις «φαινοµενικά αναπό-

φευκτες παρανοήσεις» των σπουδαστών για το όριο και πρότειναν εξηγήσεις µε βάση 

τα αποτελέσµατα  έρευνας και ο Williams (1991,2001) µελέτησε τα άτυπα µοντέλα 

που έχουν οι σπουδαστές για το όριο συνάρτησης και την επιµονή τους να τα διατη-

ρούν. 

    Ο τρίτος τοµέας έρευνας αναπτύχτηκε σύµφωνα µε την Πιαζετιανή παράδοση και 

χαρακτηρίστηκε από την έρευνα των Dubinsky και των συναδέλφων του(1991; 

Cottrill et al.,1996) πάνω στην αναστοχαστική αφαίρεση. Οι ερευνητικές προσπάθειες 

στοχεύουν στην κατανόηση του ορίου σαν µια διαδικασία αλλά και σαν αντικείµενο 

που σχετίζεται µε το αποτέλεσµα της άπειρης διαδικασίας.  

    Παραθέτουµε Ιστορικό Σηµείωµα όπου αναφερόµαστε στην ιστορική εξέλιξη της 

έννοιας του ορίου. Η έννοια αυτή πέρασε πολλά στάδια και πολλές δυσκολίες από την 

εποχή που εµφανίζονται οι πρώτες ενδείξεις οριακών διαδικασιών µέχρι να διαµορ-

φωθεί στη σύγχρονή της µορφή. Η επισήµανση των εµποδίων που προέκυψαν κατά 

την εξέλιξη της έννοιας και ο τρόπος αντιµετώπισης τους µπορεί να βοηθήσει στον 

προβληµατισµό της µαθηµατικής εκπαιδευτικής κοινότητας για το πώς πρέπει να δι-

δάσκεται η έννοια του ορίου συνάρτησης ως έννοια θεµέλιο στο σηµερινό σχολείο.  
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1.2        ΙΣΤΟΡΙΚΟ  ΣΗΜΕΙΩΜΑ 

    Ο σύγχρονος  ε-δ  ορισµός του ορίου συνάρτησης είναι αποτέλεσµα µιας µακρό-

χρονης πορείας που διήρκεσε πάνω από δύο χιλιετίες. 

Σύµφωνα µε τον Cornu(1991) η έννοια του ορίου αναπτύχτηκε στη προσπάθεια να 

αντιµετωπιστούν τρεις κυρίως τύποι προβληµάτων.  

  Γεωµετρικά προβλήµατα (υπολογισµοί εµβαδών και µηκών µε τη µέθοδο 

της «εξάντλησης»), 

 υπολογισµοί απείρων αθροισµάτων (σύγκλιση σειρών), 

 προβλήµατα  που σχετίζονται µε τη διαφόριση (προερχοµένων  από τη 

σχέση µεταξύ δυο ποσοτήτων που τείνουν ταυτόχρονα στο µηδέν) . 

Θα αναφερθούµε σύντοµα στην εξέλιξη της  έννοιας του ορίου από την εποχή που 

ανιχνεύονται οι πρώτες ενδείξεις οριακών διαδικασιών, µέσα από την προσπάθεια επί-

λυσης των παραπάνω προβληµάτων. Η έννοια µιας οριακής διαδικασίας έχει σαν βα-

σικό της χαρακτηριστικό µιας  « επ’ άπειρον προσέγγισης». 

    Οι άπειρες διαδικασίες πρωτοεµφανίζονται στην Ελληνική αρχαιότητα περί το 464 

π.Χ. µε τη διατύπωση από τον Ζήνωνα τον Ελεάτη των παραδόξων του. 

Οι άπειρες διαδικασίες συνδέονται µε την ανακάλυψη των αρρήτων αριθµών και των 

ασύµµετρων µεγεθών από τους Πυθαγόρειους. Ασυµµετρία σηµαίνει αδυναµία περά-

τωσης αλγορίθµου εύρεσης κοινού µέτρου δύο δεδοµένων συγκρινόµενων µεγεθών. 

Η ανακάλυψη αυτή οδήγησε στην κατάρρευση της σχολής των Πυθαγορείων οι 

οποίοι πίστευαν ότι ο κόσµος δοµείται κατά τρόπο ρητό (δηλαδή ότι όλες οι δοµικές 

σχέσεις του σύµπαντος είναι σχέσεις λόγων θετικών ακεραίων αριθµών), ήταν όµως  

ένα σηµαντικό γεγονός που οδήγησε στα σηµερινά Μαθηµατικά, που θεµελιώνονται 

µε τη βοήθεια της έννοιας του συνεχούς, δηλαδή της πραγµατικής ευθείας και την  

έννοια του πραγµατικού αριθµού. 

    Στην προσπάθεια τους να παρακάµψουν την έννοια του απείρου οι αρχαίοι Έλλη-

νες ανακάλυψαν και εφάρµοσαν µεθόδους εξαιρετικής ευφυΐας, όπως η µέθοδος της 

«εξάντλησης» του Ευδόξου. 

Η µέθοδος της εξάντλησης διατύπώνεται (Στοιχεία Ευκλείδη, Bιβλίο Χ, Πρόταση Ι)  

ως εξής : «δοθέντων δύο άνισων µεγεθών, εάν από του µεγαλύτερου αφαιρεθεί µε

γαλύτερο του ηµίσεως και από του υπολοίπου µεγαλύτερο του ηµίσεως και τούτο 

γίνηται πάντοτε, θα υποληφθεί µέγεθος τι, το οποίον θα είναι µικρότερο του δοθέ

ντος µικρότερου µεγέθους.». 

   -

       

      -
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Σε  σύγχρονη  µαθηµατική γλώσσα  η  αρχή της εξάντλησης  µπορεί να αποδοθεί ως 

εξής1:  Αν θεωρήσουµε α, ε δύο οµοειδή µεγέθη και το α είναι µεγαλύτερο από το ε, 

αφαιρούµε από το α µέγεθος α1 µεγαλύτερο από το µισό του και από το υπόλοιπο 

µέγεθος αφαιρούµε ένα µέγεθος α2 µεγαλύτερο από το µισό του και η διαδικασία 

αυτή συνεχίζεται. Ορίζεται µ’ αυτό τον τρόπο η ακολουθία (sn)nєΝ  µε s1=α1,  

s2=α1 +α2,  …, sn= α1 +α2+…+αn. Στο νιοστό βήµα το υπόλοιπο που θα έχει 

αποµείνει είναι το µέγεθος α- sn. Από την αρχή της εξάντλησης θα υπάρχει 

για το δοσµένο ε κάποιο no ώστε α- sn να γίνεται µικρότερο από το ε για κάθε 

n≥no. Αυτό ισοδυναµεί προφανώς µε τον ισχυρισµό  

                                                                              lim sn=α.  
                                                                                                                             n            

  Πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι οι αρχαίοι Έλληνες Μαθηµατικοί δεν θεωρούσαν ότι 

αυτή η διαδικασία επαναλαµβανόταν για άπειρο αριθµό βηµάτων, ώστε να εξαντληθεί 

το αρχικό µέγεθος. Αντίθετα θεωρούσαν ότι πάντοτε υπήρχε µια υπολειποµένη 

ποσότητα ,  η οποία γίνεται όσο µικρή θέλουµε (Bοyer, 1949).

    Η έννοια του ορίου δεν ήταν γνωστή στην αρχαία Ελλάδα. Όµως ενδείξεις 

οριακών διαδικασιών µπορεί κανείς να βρει στο έργο του Αρχιµήδη  (287-212 

π.Χ). Ο Αρχιµήδης χρησιµοποίησε τη µέθοδο της εξάντλησης για να 

υπολογίσει  εµβαδά επιπέδων χωρίων που περιέχονται ανάµεσα σε διάφορες 

καµπύλες, όπως το εµβαδόν του κύκλου ή χωρίου που περιέχεται µεταξύ της 

παραβολής ψ=x2 και κάποιων ευθειών. Στον υπολογισµό του εµβαδού  

παραβολικού χωρίου, δεν µιλάει για άθροισµα άπειρης γεωµετρικής προόδου 

αλλά αν και δεν γνωρίζει την έκφραση «άθροισµα άπειρων όρων» κατέχει την 

έννοια. Πράγµατι , η σύγχρονη έννοια «άθροισµα άπειρων όρων» δεν 

σηµαίνει τίποτε άλλο από το όριο ενός πεπερασµένου αθροίσµατος, δηλαδή 

ένα µέγεθος το οποίο διαφέρει από ένα πεπερασµένο µερικό άθροισµα λιγότερο 

από έναν οποιοδήποτε δεδοµένο θετικό αριθµό 2. 

    Μέχρι το 16ο αιώνα µ.Χ. εφαρµοζόταν οι µέθοδοι των αρχαίων Ελλήνων σχετικά µε 

τις οριακές διαδικασίες χωρίς ουσιαστικές διαφοροποιήσεις. Η πρώτη προσπάθεια να 

αποσαφηνιστεί κάπως η έννοια του ορίου έγινε από τον Ιταλό Luca Valerio  και τον 

Φλαµανδό   Simm Stevin, οι οποίοι αποφεύγουν την χρήση της εξάντλησης και της 

διπλής αντίφασης. 

    Τον 17ο αιώνα σηµειώθηκε σηµαντική πρόοδος στο Απειροστικό λογισµό . Αυτή η 

εξέλιξη προέκυψε από την ανάγκη να αντιµετωπιστούν προβλήµατα από την Μηχα-

                                                 
1 Γιαννακούλιας Ε.(2005) Σηµειώσεις για τη διδακτική του Απειροστικού Λογισµού 
2 Van Der Waerden. Η Αφύπνιση της Επιστήµης (Μετάφραση Χριστιανίδης Ι.)  
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νική και την Αστρονοµία όπως εύρεση της εφαπτοµένης µιας καµπύλης, υπολογισµός 

µέγιστων και ελάχιστων τιµών, που απαιτούσαν µεθόδους διαφορετικές από αυτές 

που επικρατούσαν µέχρι τότε. 

Όσον αφορά την έννοια του ορίου, το 1656 ο Walllis εξέδωσε το έργο 

«Αrithmetical Infinitorum». στο οποίο γίνεται χρήση κάποιας «έννοιας ορίου». 

Το έργο αυτό έχει γεωµετρικό χαρακτήρα. 

Το 1659  ο Ιταλός Ρiero Mengoli µε το έργο του «Geometrica Spesiora» 

βελτίωσε την µέθοδο του Luca Valerio για υπολογισµό εµβαδών κάτω από 

συγκεκριµένες καµπύλες. Η εµφάνιση  συγγράµµατος του Cavallieri το 1635 

στο οποίο κεντρική έννοια είναι το «αδιαίρετο», παρακίνησε σηµαντικό 

αριθµό µαθηµατικών , να µελετήσουν προβλήµατα σχετικά µε τα απειροστά. 

Απειροστό θεωρείται µια ποσότητα (γεωµετρική ή αριθµητική) που θεωρείται 

απειροελάχιστα µικρή και µπορεί κάποια στιγµή να παραλειφθεί ως αµελητέα. 

Ο P. Fermat (1634) χρησιµοποιεί την ίδια έννοια, ενώ   το 1638 διατυπώνει 

µία γενική µέθοδο για τον προσδιορισµό µεγίστων και ελαχίστων . Η βασική 

του ιδέα είναι η εισαγωγή  µιας ελάχιστης αύξησης µιας µεταβλητής και µετά 

από πράξεις θεωρεί ότι  αυτή η αύξησης «εξαφανίζεται».  Κάτι παρόµοιο 

κάνει σε γεωµετρικό πλαίσιο και ο Barrow (1650).  

    Στις ερευνητικές προσπάθειες της εποχής εκείνης διακρίνονται δύο τάσεις: 

µία γεωµετρική (Cavallieri , Τοricelli, Barrow) και µία αλγεβρική (Fermat , 

Descartes, Wallis). Η επίλυση πρακτικών προβληµάτων όπως είναι 

υπολογισµοί εµβαδών και όγκων, προσδιορισµός εφαπτοµένης δοθείσας 

καµπύλης είναι εφικτή. Όµως λείπει το θεωρητικό υπόβαθρο. Το 1670 ο 

Barrow δίνει για πρώτη φορά τη γεωµετρική απόδειξη του Θεµελιώδους 

Θεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού, χωρίς όµως να αντιληφθεί ότι το 

πρόβληµα της εφαπτοµένης και αυτό του εµβαδού συνδέονται µέσω µιας 

αντίστροφης διαδικασίας. 

    Τον 17ο αιώνα και συγκεκριµένα τη δεκαετία 1660 – 1670  οι  Νewton 

(1642-1727) και Leibnitz (1646-1716), εργαζόµενοι ανεξάρτητα 

«ανακάλυψαν» τον Απειροστικό Λογισµό. Όταν λέµε  «ανακάλυψαν», 

εννοούµε τρία πράγµατα :3

i.   Ενέταξαν όλες τις µέχρι τότε υπάρχουσες µεθόδους σε δύο  

     γενικές  έννοιες την «παράγωγο» και το «ολοκλήρωµα». 

                                                 
3 Γιαννακούλιας Ε.(2005) Σηµειώσεις για τη διδακτική του Απειροστικού Λογισµού 
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ii. Επινόησαν συµβολισµούς που κατέστησαν εύκολη τη χρήση 

των εννοιών αυτών, και  

iii. «ανακάλυψαν» και απέδειξαν το Θεµελιώδες Θεώρηµα του   

         Απειροστικού Λογισµού που φανερώνει ότι οι διαδικασίες της         

           διαφόρισης και της  ολοκλήρωσης είναι ακριβώς αντίστροφες. 

 Κεντρικές έννοιες στις εργασίες τους είναι η παράγωγος και το ολοκλήρωµα. 

Ο  Leibnitz θεωρούσε την  παράγωγο ως ένα «πηλίκο απειροστών διαφορών» 

και το ολοκλήρωµα σαν «ένα άθροισµα απειροστών». Ο Νewton θεωρούσε 

την παράγωγο ως ένα ρυθµό µεταβολής («fluxion» - «ροή») και το 

ολοκλήρωµα («fluent»-ρέον) ήταν κατά κάποιον τρόπο µια αντίστροφη 

έννοια. ∆ηλαδή η αιτιολόγηση των κανόνων διαφόρισης στηριζόταν είτε στα 

απειροστά (Leibnitz) είτε στις «ροές» (Νewton). 

     Η έννοια του ορίου συνάρτησης αρχίζει να διαµορφώνεται µετά τη 

διαµόρφωση της έννοιας της συνάρτησης. Ο όρος «συνάρτηση» (function), 

εµφανίστηκε για πρώτη φορά το 1673 σ’ ένα χειρόγραφο του Leibniz µε τίτλο 

« Η αντίστροφη µέθοδος των εφαπτοµένων ή περί συναρτήσεων» (Methodus 

tangentium inversa, seu de functionibus). O όρος αυτός άρχισε να αποκτά 

από εκείνη την εποχή ιδιαίτερη σηµασία για την αναπαράσταση ποσοτήτων 

που εξαρτώνται από άλλες µεταβλητές ποσότητες.  To 1718  ο Bernoulli  

έδωσε ένα γενικό  ορισµό για την έννοιας της συνάρτησης  ενώ ο Euler τo 

1748, µε τον ορισµό που έδωσε στο έργο του «Εισαγωγή στην απειροστική 

ανάλυση», ταυτίζει την έννοια της συνάρτησης µε αυτήν της αναλυτικής 

έκφρασης. O Euler ήταν ο πρώτος που έθεσε σε εξέχουσα θέση την έννοια 

της συνάρτησης και µελέτησε συστηµατικά και κατηγοριοποίησε όλες τις 

στοιχειώδεις συναρτήσεις µαζί µε τις παραγώγους και τα ολοκληρώµατα τους 

(Boyer,1949). Προς το τέλος του 18ου αιώνα οι D’ Alembert, Bernoulli και  Fourier 

οδηγήθηκαν στη ανάγκη να διευρύνουν την έννοια. Τελικά ο Fourier 

οδηγείται στην έννοια της συνάρτησης , όπως είναι περίπου γνωστή σήµερα. 

Οπότε πριν από τα τέλη του 18ου αιώνα δεν µιλάµε για όριο συνάρτησης. 

     Η έννοια του ορίου που χρησιµοποιείται όλο αυτό το διάστηµα  εστιάζει 

στην έννοια του απειροστού. Κατά τον Νewton, αν θεωρήσουµε τον λόγο 

h
)x(f)hx(f −+

, τότε καθώς το h τείνει  στο µηδέν ο λόγος αυτός γίνεται 

«ultimate» λόγος,  δηλαδή ένα όριο  που η διαφορά του από τις τιµές του λόγου 

µπορεί να γίνει όσο µικρή θέλουµε. Κατά τον  Νewton, «ultimate»  λόγοι είναι τα 
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όρια προς τα  οποία συγκλίνουν πάντα λόγοι ποσοτήτων που ελαττώνονται 

απεριόριστα και τα οποία (όρια) πλησιάζουν όσο θέλουµε, αλλά δεν τα 

ξεπερνούν, ούτε ποτέ τα φτάνουν έως ότου οι ποσότητες αυτές εξανεµισθούν. 

Στον ορισµό αυτό δεν γίνεται χρήση της αλγεβρικής γλώσσας, όπως π.χ. των 

ανισοτήτων. Ένας τέτοιος ορισµός δεν θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί µε σκοπό να 

αποδειχθούν θεωρήµατα που αφορούν όρια και δεν ικανοποιούσε τους 

Μαθηµατικούς και τους Φιλόσοφους της εποχής εκείνης. 

    Στις αρχές το 19ου αιώνα οι είχαν δηµιουργηθεί οι προϋποθέσεις για την 

αυστηρή θεµελίωση του Απειροστικού Λογισµού. Αυτές ήταν :  

i. Η αυστηρότητα στη διατύπωση των µαθηµατικών εννοιών αποτελούσε γενική 

απαίτηση 

ii. Η ανάπτυξη της άλγεβρας και των ανισοτήτων. 

Οι βασικές έννοιες της ανάλυσης όπως του ορίου, της συνέχειας, της παραγώγου και 

του ολοκληρώµατος ήταν ήδη γνωστές 

Ο Augustin Louis Cauchy (1789-1867) συνέβαλε αποφασιστικά στη 

διατύπωση του ορισµού του ορίου µιας συνάρτησης.  Ο Cauchy χρησιµοποιεί 

ένα περιφραστικό ορισµό του ορίου που δεν φαίνεται να µοιάζει µε τον 

σύγχρονο ε-δ ορισµό. Αυτός ο ορισµός είναι ο εξής : « Όταν οι διαδοχικές 

τιµές της ίδιας µεταβλητής πλησιάζουν απεριόριστα µια σταθερή τιµή 

, έτσι ώστε τελικά να διαφέρουν από αυτή όσο λίγο θέλουµε, τότε η 

σταθερή αυτή τιµή λέγεται όριο όλων των άλλων».  Έτσι   αν και οι 

πρώτες  ε-δ αποδείξεις εµφανίζονται στα έργα του Cauchy δεν 

αναγνωρίζονται πάντα σαν τέτοιες . 

Ο Cauchy έδωσε ένα καθαρά φραστικό ορισµό και για την παράγωγο µιας 

συνάρτησης, σαν το όριο του λόγου µεταβολής 
h

)x(f)hx(f −+
,  όταν το h 

τείνει στο µηδέν. 

Ο Cauchy χρησιµοποίησε την γλώσσα των ανισοτήτων για τον ορισµό της 

παραγώγου, ως εξής : «Έστω δ, ε δυο πολύ µικροί αριθµοί . Ο πρώτος 

επιλέγεται ώστε οι απόλυτες τιµές του h να είναι µικρότερες από δ και για 

κάθε τιµή του x που ανήκει στο πεδίο ορισµού της f ο λόγος  
h

)x(f)hx(f −+
   θα 

είναι πάντα µεγαλύτερος από  f΄(x)−  και µικρότερος από f΄(x)+». 

    Παρά το ότι ο Cauchy έδωσε στην έννοια του ορίου  αυστηρή µαθηµατική 

µορφή υπήρχαν αρκετές εκφράσεις  στους περιφραστικούς ορισµούς του, που  
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περιείχαν κάποιες ασάφειες. Για παράδειγµα οι φράσεις: «πλησιάζει 

απεριόριστα», «τόσο µικρό όσο θέλουµε» και άλλες. Επίσης υπήρχε  η 

ασάφεια της έννοιας του άπειρου αθροίσµατος .στην οποία στηρίχτηκαν  οι 

έννοιες της παραγώγου και του ολοκληρώµατος. Επίσης ο Cauchy παρέλειψε 

να δώσει σαφή ορισµό της έννοιας του αριθµού, που είναι απαραίτητη για τον 

ορισµό του ορίου, πάνω στον οποίο στηρίζονται και οι περισσότερες βασικές 

έννοιες του Απειροστικού Λογισµού. 

    Αν και ο Cauchy έδωσε στις έννοιες του Απειροστικού Λογισµού την 

παρούσα γενική τους µορφή, στηριγµένη στην έννοια του ορίου, ο 

Weierstrass (1815 -1897) ήταν εκείνος ο οποίος διατύπωσε τον αυστηρό 

τυπικό ορισµό του ορίου µιας συνάρτησης και κατόπιν ο µαθητής του Heine 

τον τελειοποίησε ώστε τελικά να εµφανιστεί ο ορισµός αυτός µε  την 

σύγχρονη  «στατική» µορφή του. 

 

 
1.3         ΤΥΠΙΚΟΣ ΟΡΙΣΜΟΣ ΟΡΙΟΥ  
             
    Ο τυπικός ορισµός του ορίου µιας συνάρτησης όπως διατυπώθηκε από τον Weier-

strass στα µέσα του 19ου αιώνα και ο οποίος είναι κατανοητός και αποδεκτός από τη 

µαθηµατική κοινότητα είναι: 

«Λέµε ότι µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού ένα σύνολο Α έχει όριο τον 

πραγµατικό αριθµό για x→α και συµβολίζουµε limf (x) = αν και µόνον 

αν: ∀ ε>0  δ (ε) ώστε αν x∈Α µε 0<|x-α|<δ τότε |f(x)- |<ε» 

l l

∃ l

    Μέσω του παραπάνω ορισµού  έγινε προσπάθεια να αποσυνδεθεί η έννοια του 

ορίου από την έννοια της κίνησης και να ορισθεί αυτή µε καθαρά αριθµητικούς όρους 

έτσι ώστε να γίνει αντικείµενο µαθηµατικού λογισµού. Μ’ αυτόν τον ορισµό η έννοια 

του ορίου απογυµνώθηκε από κάθε στοιχείο εποπτείας αλλά έγινε έτσι δυνατόν να 

αποδειχθούν µε λογική αυστηρότητα οι ιδιότητες των ορίων και να τυποποιηθεί η δι-

αδικασία υπολογισµού τους. 

    Αν και ο τυπικός ορισµός δεν έρχεται σε σύγκρουση µε τη διαισθητική κατανόηση 

της έννοιας του ορίου οι µαθητές –σπουδαστές όταν έρχονται σε επαφή µαζί του, τον 

αντιµετωπίζουν µε αίσθηµα δέους, τους τροµάζει ή ακόµη τους προκαλεί αποστροφή. 

Ο φαινοµενικά «στατικός» χαρακτήρας του και ο απόλυτος φορµαλισµός που υπάρχει 

στη διατύπωση του δείχνει να µην έχει σχέση µε τον εµπειρικό τους κόσµο. Ο 

Κhinchin (1968) αναφέρει χαρακτηριστικά : «Ο φαινοµενικά στατικός χαρακτήρας της 

έννοιας του ορίου, όπως αυτός εµφανίζεται στα σύγχρονα µαθηµατικά, συχνά δίνει 
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λαβή στην ένσταση ότι παγώνοντας την κίνηση στην ιδέα του ορίου, αυτό έχει σαν 

συνέπεια να δηµιουργεί µια τάση να αποχωριστεί η µαθηµατική έννοια του ορίου από 

την καθηµερινή πραγµατικότητα της οποίας την αντανάκλαση και αφαίρεση 

υποτίθεται ότι αντιπροσωπεύει. Αυτή η κριτική είναι ουσιαστικά λανθασµένη, επειδή ο 

σύγχρονος ορισµός σε κανένα σηµείο δεν έρχεται  σε αντίθεση µε τα προηγούµενα, 

αλλά µόνο τα τελειοποιεί, και εποµένως δεν µπορεί να έχει διαφορετικό περιεχόµενο. 

Σηµαντικότερο για µας όµως, είναι ότι από παιδαγωγική άποψη, η αντίρρηση που 

προβάλλεται σε αυτήν την κριτική αξίζει κάθε προσοχή.» 

    Η  Artique (1998) παρατηρεί ότι µεταξύ µιας διαισθητικής σύλληψης των ορίων και 

µιας τυπικής σύλληψης υπάρχει ένα σηµαντικό ποιοτικό χάσµα, βεβαιωµένο από την 

ιστορική εξέλιξη. 

    H Mamona-Downs (2001) µελέτησε την κατανόηση του ορίου ακολουθίας. Ανα-

φερόµενη στους τυπικούς ορισµούς λέει ότι «αν και µπορούν να έχουν πτυχές που 

επιβάλλονται στη διαίσθηση, είναι επίσης και αρκετά ‘δηµοκρατικοί’ µε το µινιµαλι-

στικό στυλ των εκφράσεων τους, αφού κατά κάποιο τρόπο µεγιστοποιούν τους τρό-

πους µε τους οποίους το περιεχόµενο τους µπορεί να γίνει κατανοητό .Το  πρόβληµα 

για ένα σπουδαστή είναι διπλό. Ένα είναι το µινιµαλιστικό ύφος των εκφράσεων, που 

προσφέρει η γνωστική ευρύτητα αλλά συγχρόνως απαιτεί ένα αρκετά ώριµο αναστο-

χασµό για τη δοµή. Το δεύτερο είναι το περιεχόµενο του ορισµού, που µπορεί να έχει 

µεταγνωστικό χαρακτήρα. Και τα δύο προβλήµατα είναι εµφανή στον ορισµό του 

ορίου». 

    Η παραπάνω ερευνήτρια υποστηρίζει  ότι µπορεί να διδαχθεί ο Απειροστικός Λογι-

σµός στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση στο άτυπο επίπεδο. Ωστόσο, αν θέλουµε να 

γίνουν οι µαθητές πιο ευέλικτοι  στην επίλυση προβληµάτων, πρέπει να έχουν µια 

σαφή και συνεπή ιδέα για τις εµπλεκόµενες έννοιες. Είναι πιθανό για πρώτη φορά στη 

µαθηµατική τους εµπειρία, να υπάρχει ανάγκη να εργαστούν µε τυπικούς ορισµούς 

για να καθαρίσουν την οµίχλη που δηµιουργείται από τις αβεβαιότητες και τις διαι-

σθητικές πεποιθήσεις. Οι ορισµοί όµως δεν είναι απαραίτητα σχεδιασµένοι για να 

αντικαταστήσουν την αρχική διαίσθηση. Μάλλον ενισχύουν την διαίσθηση. Εποµένως  

οι ορισµοί των ορίων πρέπει να γίνουν κατανοητοί.  Σύµφωνα µε τη Mamona-Downs 

(2001), όταν ο µαθητής βλέπει τις πρώτες φορές τον ορισµό ενός ορίου, προσπαθεί 

συγχρόνως να κατανοήσει τον συµβολισµό και πως αυτό το νόηµα ταιριάζει µε οποι-

εσδήποτε προϋπάρχουσες άτυπες εικόνες που µπορεί να έχει. Ο συµβολισµός είναι 

σχεδόν βέβαιο ότι θα φανεί παράξενος και αποθαρρυντικός. Αν και  ελάχιστοι µαθη-

τές φαίνονται να διαθέτουν µια φυσική δεξιότητα να µπορούν να αφοµοιώνουν τέ-
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τοιες διατυπώσεις όπως δίνονται στον ορισµό σε αξιοσηµείωτα µικρό χρόνο, οι πε-

ρισσότεροι µαθητές χρειάζονται σηµαντικό χρόνο για να νοιώσουν άνετα µε τον ορι-

σµό ενώ αρκετοί τροµοκρατούνται και δεν τον κατακτούν ποτέ. Αν τελικά ο ορισµός 

κατανοηθεί, γίνεται πρόθυµα αποδεκτός ως ένας κατάλληλος τρόπος για την περι-

γραφή µιας οριακής διαδικασίας. Μ’ αυτό δεν εννοούµε αναφέρει η Mamona-Downs 

(2001) ότι αναµένουµε  οι µαθητές να είναι σε θέση να κατασκευάσουν τον ορισµό  

µόνοι τους. 

    Ο Cornu(1991) αναφέρει ότι µια από τις µεγαλύτερες δυσκολίες στη διδασκαλία 

και τη  µάθηση της έννοιας του ορίου βρίσκεται όχι µόνο στην  αφθονία και την πο-

λυπλοκότητα της, αλλά και στο βαθµό στον οποίο οι γνωστικές πτυχές δεν µπορούν 

να παραχθούν καθαρά από τον µαθηµατικό ορισµό . Μια πλευρά αποτελεί η ιδέα της 

προσέγγισης που συνήθως  συναντάται για πρώτη φορά µέσω µιας δυναµικής έννοιας 

του ορίου, και ο τρόπος µε τον οποίο η έννοια εφαρµόζεται για να λύσει πραγµατικά 

προβλήµατα που δεν βασίζονται στον ορισµό αλλά σε πολλές διαφορετικές ιδιότητες 
της διαισθητικής έννοιας.  Ξεκινώντας οι µαθητές από µια τέτοια αντίληψη συχνά πι-

στεύουν ότι «κατανοούν» τον ορισµό του ορίου χωρίς να κατανοούν όλες τις συνέ-

πιες της τυπικής έννοιας στην πραγµατικότητα. Οι µαθητές συχνά µπορούν να ολο-

κληρώσουν πολλές από τις ασκήσεις που τους ζητείται να λύσουν, χωρίς να είναι 

υποχρεωµένοι να κατανοήσουν καθόλου το φορµαλισµό του ορισµού. Εν τω µεταξύ, 

οι ποσοδείκτες  «για κάθε»,  «υπάρχει τουλάχιστον ένα» καθώς και ο συνδυασµός 

τους ,που υπάρχει στον  ε-δ ορισµό, έχουν τις δικές τους σηµασίες στην καθηµερινή 

γλώσσα που είναι διαφορετικές από εκείνες που συναντώνται  στον ορισµό του 

ορίου. Από µια τέτοια αρχή ανακύπτουν εννοιολογικά εµπόδια που µπορούν να προ-

καλέσουν σοβαρές δυσκολίες. 

    Η Sfard (1987) επισηµαίνει ότι στη βιβλιογραφία υπάρχει γενική συµφωνία στο ότι 

η διαδικασία ή οι λειτουργικές συλλήψεις πρέπει να προηγηθούν της ανάπτυξης δοµι-

κών εννοιών ή εννοιών αντικειµένων. Εντούτοις, όσον αφορά τη σχέση των σπουδα-

στών µε µια σύλληψη διαδικασίας του ορίου, η οποία αναφέρεται µερικές φορές ως 

δυναµική σύλληψη, και την τυπική κατανόηση της έννοιας του ορίου υπάρχουν  δύο 

διαφορετικές απόψεις όπως επισηµαίνουν οι Cottrill et al.(1996). 

    Μια  άποψη υποστηρίζει ότι µια δυναµική σύλληψη είναι εύκολο και φυσικό να 

αναπτυχθεί στους µαθητές  (Tall,1981). Σύµφωνα µε αυτήν την άποψη, η  κύρια δυ-

σκολία είναι να περάσουν από µια δυναµική σύλληψη σε µια τυπική κατανόηση των 

ορίων (Williams,1991). Oι Tall & Vinner (1981) και Williams (1991), θεωρούν ότι η 

δυναµική σύλληψη των σπουδαστών τους εµποδίζει την κίνηση τους προς την ανά-
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πτυξη   µιας τυπικής σύλληψης. Συγκεκριµένα ο Williams (1991),σηµειώνει ότι ενώ 

είναι δυνατόν να αποφευχθεί η δηµιουργία  παρανοήσεων των σπουδαστών, είναι 

λιγότερο εύκολο να βοηθηθούν οι σπουδαστές να κινηθούν από µια δυναµική προς 

µια στατική αντίληψη του ορίου. 

       Mία άλλη υποστηρίζει ότι η ανάπτυξη µιας ισχυρής δυναµικής σύλληψης είναι 

απαραίτητη για µια τυπική κατανόηση.  Η δυσκολία βρίσκεται  στην κατασκευή της 

δυναµικής αντίληψης και αυτή η δυσκολία είναι το εµπόδιο στην κατανόηση της έν-

νοιας (Davis & Vinner,1986). Η συνηθέστερα αναφερόµενη δυσκολία που αντιµετωπί-

ζουν οι σπουδαστές στην κατασκευή µιας δυναµικής έννοιας του ορίου είναι η αντί-

ληψη τους που έχουν για το όριο ως κάτι στο οποίο δεν φτάνουµε ποτέ πραγµατικά. 

Η Mamona –Downs(1990) προτείνει ότι η κατανόηση της έννοιας του συνεχούς από 

τους σπουδαστές θα µπορούσε να προσφέρει κάποια εξήγηση γι’ αυτή την παρανό-

ηση.  

Οι Cottrill et al.(1996) υποστηρίζουν ότι « η συνήθης άτυπη, δυναµική  αντί-

ληψη  των τιµών µιας συνάρτησης που πλησιάζουν µια οριακή τιµή καθώς οι 

τιµές στο πεδίο ορισµού πλησιάζουν µια σταθερή ποσότητα είναι πιο περίπλοκη 

από όσο ίσως να έχει θεωρηθεί. Είναι όχι µόνο µια µοναδική διαδικασία, αλλά ένα 

συντονισµένο ζευγάρι  διαδικασιών το οποίο είναι, στην πραγµατικότητα,  ένα 

σχήµα. Οι παρατηρήσεις µας, µας οδηγούν  να συµφωνήσουµε  µε τη θέση ότι η 

κατασκευή αυτού του σχήµατος πρέπει να είναι η πρώτη προτεραιότητα  για τους 

περισσότερους σπουδαστές, ότι οι περισσότεροι σπουδαστές δεν έχουν πετύχει 

στην παραγωγή µιας τέτοιας κατασκευής, και ότι αυτό βοηθά να εξηγήσει τις δυ-

σκολίες τους µε την έννοια ορίου». Οι παραπάνω ερευνητές  προτείνουν µια νέα 

παραλλαγή στις παραπάνω απόψεις µεταξύ των δυναµικών ή διαδικαστικών συλλή-

ψεων των ορίων και των στατικών ή τυπικών συλλήψεων. Συγκεκριµένα αναφέρουν 

«Η ανάλυσή µας υποδηλώνει ότι αυτό που έχει ονοµαστεί δυναµική σύλληψη του 

ορίου είναι πολύ περισσότερο περίπλοκο από µια διαδικασία που συλλαµβάνεται 

από την  εσωτερίκευση µιας δράσης. Σε αντιδιαστολή µε άλλους ερευνητές που 

θεωρούν ότι µία δυναµική σύλληψη µπορεί να εµποδίσει την πρόοδο  προς την 

ανάπτυξη µιας τυπικής κατανόησης   της έννοιας του ορίου,  πιστεύουµε ότι η 

δυσκολία στη µετάβαση σε µια πιο τυπική σύλληψη του ορίου είναι τουλάχιστον εν 

µέρει αποτέλεσµα της ανεπαρκούς ανάπτυξης  µίας ισχυρής δυναµικής  σύλληψης». 

 
 
 
 

 17



1.4    ΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΣ  ΤΗΣ  ΕΝΝΟΙΑΣ 
 
     Σύµφωνα µε τον Vinner (1991) όταν πρέπει να αποφασίσουµε για την παιδαγω-

γική της διδασκαλίας των µαθηµατικών θα πρέπει να λάβουµε υπόψη µας όχι µόνο το 

ζήτηµα του « πώς οι µαθητές αναµένονται να κατακτήσουν τις µαθηµατικές έννοιες, 

αλλά επίσης, και κυρίως , πως οι µαθητές κατακτούν πραγµατικά αυτές τις έννοιες». 

Κατά τον σχεδιασµό µιας διδασκαλίας που να οδηγεί στα επιθυµητά  αποτελέσµατα ο 

δάσκαλος πρέπει να έχει υπόψη του ότι τα τεχνικά πλαίσια επιβάλλουν στους µαθητές 

κάποιες νοητικές συνήθειες που είναι εντελώς διαφορετικές από εκείνες που είναι τυ-

πικές στα πλαίσια της καθηµερινής ζωής. 

     

   

     Οι Tall & Vinner (1981) σηµειώνουν ότι ο ανθρώπινος νους δεν είναι µια αµιγώς 

λογική οντότητα. Ο σύνθετος τρόπος µε τον οποίο λειτουργεί συχνά διαφέρει από τη 

λογική των µαθηµατικών. ∆εν είναι πάντα η καθαρή λογική εκείνη που µας παρέχει 
την ενόραση, ούτε είναι η τύχη εκείνη που µας αναγκάζει να κάνουµε λάθη. Για να 

αντιληφθούµε πως ένας µαθητής οδηγείται στην κατάκτηση µιας έννοιας ή σε παρα-

νόηση αυτής, πρέπει να διατυπώσουµε µια διάκριση µεταξύ των µαθηµατικών εν-

νοιών όπως ορίζονται τυπικά και των γνωστικών διεργασιών µέσω των οποίων συλ-

λαµβάνονται.     

    Οι παραπάνω ερευνητές συνεχίζουν, ότι πολλές έννοιες που εύκολα χρησιµοποι-

ούµε δεν είναι τυπικά ορισµένες . Τις µαθαίνουµε µέσω της εµπειρίας και της χρήσης 

τους σε κατάλληλα πλαίσια. Αργότερα οι έννοιες αυτές µπορούν να τελειοποιηθούν 

ως προς το νόηµα τους και να ερµηνευτούν µε αυξανόµενη σηµασία στη λεπτοµέρεια 

µε ή δίχως την πολυτέλεια ενός ακριβούς ορισµού. Συνήθως σ’ αυτή τη διαδικασία 

αποδίδεται στην έννοια ένα σύµβολο ή ένα όνοµα το οποίο της δίνει τη δυνατότητα 

να µεταφερθεί µέσω της επικοινωνίας και συµβάλλει στο νοητικό της χειρισµό. Αλλά 

η συνολική γνωστική δοµή που χρωµατίζει το νόηµα της έννοιας είναι πολύ ανώτερη 

από την απλή ανάκληση ενός απλού συµβόλου. Είναι κάτι περισσότερο από οποιαδή-

ποτε νοητική αναπαράσταση, είτε εικονική είτε συµβολική ή κάποια άλλη.  Κατά τις 

νοητικές διαδικασίες της ανάκλησης και του χειρισµού µιας έννοιας, πολλές διεργασίες 

που συσχετίζονται ενεργοποιούνται, τόσο ενσυνείδητα όσο και ασυνείδητα επηρεάζο-

ντας το νόηµα και τον τρόπο χρήσης. 

    Για να περιγράψουν τη συνολική γνωστική δοµή που συσχετίζεται µε την έννοια οι 

Tall & Vinner (1981) χρησιµοποίησαν στην έρευνα τους τον όρο,  εικόνα  έννοιας 

(concept image). Αυτή  δοµείται µε την πάροδο του χρόνου µέσω εµπειριών κάθε 

είδους, καθώς το άτοµο συναντά νέα ερεθίσµατα και ωριµάζει.  Από αυτά που έχουµε 
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ως τώρα αναφέρει είναι σαφές ότι είναι δυνατό να µιλήσουµε για την εικόνα  έννοιας 

µόνο και πάντα σε σχέση µε ένα συγκεκριµένο άτοµο. Επιπροσθέτως το ίδιο άτοµο 

µπορεί να αντιδράσει διαφορετικά σε ένα συγκεκριµένο όρο(όνοµα της έννοιας) σε 

διαφορετικές περιστάσεις.  

    Κατά τους Tall & Vinner(1981) ο όρος «προκαλούµενη εικόνα έννοιας» 

(evoked concept image) εισάγεται για να περιγράψει το µέρος της µνήµης το 

οποίο προκαλείται σε ένα δεδοµένο πλαίσιο.  Σε διαφορετικές χρονικές στιγµές µπορεί 

να προκληθούν φαινοµενικά συγκρουόµενες εικόνες. Μόνο όταν προκαλούνται συ-

γκρουόµενες πλευρές ταυτόχρονα µπορεί να υπάρχει κάποια σύγκρουση ή σύγχυση. 

Τα παιδιά που κάνουν µαθηµατικά χρησιµοποιούν συχνά διαφορετικές διαδικασίες 

ανάλογα µε το πλαίσιο, διαπράττοντας διαφορετικά σφάλµατα ανάλογα µε το συγκε-
κριµένο πρόβληµα που εξετάζουν. 

    Σύµφωνα µε τους παραπάνω ερευνητές ο ορισµός µιας έννοιας (αν η έννοια διαθέ-

τει ένα ορισµό) αποτελεί ένα αρκετά διαφορετικό θέµα . Θεωρούν ότι ο ορισµός της 

έννοιας (concept definition)  είναι ένα σχήµα λέξεων που χρησιµοποιείται για να 

προσδιορίσει εκείνη την έννοια. Είναι δυνατόν να τον µάθει κάποιος µηχανικά ή να 

του αποδώσει βαθύτερο νόηµα ή να τον συσχετίσει σε µεγαλύτερο ή µικρότερο 

βαθµό µε την έννοια στο σύνολο της. Μπορεί επίσης να είναι µια προσωπική του εξή-

γηση για την δική του (προκαλούµενη) εικόνα της έννοιας. Ο µαθητής µπορεί να µε-

ταβάλλει χρονικά τον ορισµό που του δίνεται ή κατασκευάζει µόνος του. Μ’ αυτόν 

τον τρόπο ένας προσωπικός ορισµός της έννοιας  µπορεί να διαφέρει από τον τυ-

πικό ορισµό της ο οποίος είναι αποδεκτός από τη µαθηµατική κοινότητα.  Για κάθε 

µαθητή ένας ορισµός της έννοιας παράγει τη δική του εικόνα έννοιας  ο οποίος θα 

µπορούσε να ονοµαστεί «εικόνα του ορισµού της  έννοιας». Αυτό φυσικά είναι 

τµήµα της εικόνας  έννοιας. Σε κάποιους µαθητές µπορεί να είναι ουσιαστικά ανύπαρ-

κτο. Σε  άλλους µπορεί ή όχι να συσχετίζεται λογικά µε άλλα τµήµατα της εικόνας  

έννοιας.  

    Οι Tall & Vinner(1981) θεωρούν ότι σε λεπτές και περίπλοκες έννοιες όπως είναι το 

όριο, είναι δυνατόν να ενεργοποιηθούν τµήµατα της σχετικής µε αυτό  εικόνας έν-

νοιας  τα οποία είναι πιθανό να συγκρούονται µεταξύ τους. Έτσι σε διαφορετικές 

στιγµές µπορούν να προκληθούν συγκρουόµενες εικόνες έννοιας σχετικές µε την έν-

νοια, χωρίς όµως το άτοµο να έχει οποιαδήποτε πραγµατική αίσθηση σύγκρουσης ή 

σύγχυσης.    Οι παραπάνω ερευνητές ονόµασαν ένα τµήµα της εικόνας  έννοιας ή του 

ορισµού της έννοιας που µπορεί να συγκρούεται µε ένα άλλο τµήµα της εικόνας της 

έννοιας ή του ορισµού της έννοιας ως δυνητικό παράγοντα σύγκρουσης. Τέτοιοι 
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παράγοντες δεν χρειάζεται ποτέ να προκληθούν σε περιστάσεις που προκαλούν  

πραγµατική γνωστική σύγκρουση. Αλλά αν αυτοί οι παράγοντες προκληθούν ταυτό-

χρονα, θα ονοµαστούν παράγοντες γνωστικής σύγκρουσης. Σε κάποιες περιστά-

σεις οι παράγοντες γνωστικής σύγκρουσης µπορούν να προκληθούν υποσυνείδητα 

και η σύγκρουση να εµφανίζεται µόνο από µικρή αίσθηση ανησυχίας. Σε περίπτωση 

όµως αποτυχίας (π.χ στη λύση προβλήµατος ) το υποκείµενο θα συνειδητοποιήσει τη 

σύγκρουση. Ο πλέον σοβαρός παράγοντας δυνητικής σύγκρουσης είναι όταν η εικόνα 

έννοιας έρχεται σε αντίθεση όχι µε ένα τµήµα της εικόνας έννοιας αλλά µε τον ορι-

σµό της έννοιας. Τέτοιοι παράγοντες µπορούν να εµποδίσουν τη µάθηση µιας τυπικής 

θεωρίας εκτός και αν τροποποιηθεί η εικόνα έννοιας.  Σπουδαστές  που έχουν εικόνα 

έννοιας που περιέχει παράγοντα σύγκρουσης, πιθανά να παραµείνουν στη δική τους 

ερµηνεία και να θεωρήσουν την τυπική θεωρία µη λειτουργική ή περιττή. 

    Κατά τον σχηµατισµό µιας έννοιας ο Vinner (1991) αναφέρεται στην επιθυµητή 

θεωρία και πρακτική ως ακολούθως:  Μπορεί ένας µαθητής να µην διαθέτει εικόνα 

έννοιας  για µια έννοια ή να µην διαθέτει ορισµό για αυτή την έννοια ή κανένα από τα 

δύο . Θεωρείται ότι δεν διαθέτει εικόνα έννοιας, εφ’ όσον δεν αποδίδεται νόηµα στο 

όνοµα της έννοιας. Αυτό  µπορεί να συµβεί σε πολλές περιπτώσεις όπου η αποµνηµό-

νευση του ορισµού της έννοιας γίνεται µε ένα άνευ νοήµατος τρόπο. Μπορεί επίσης 

να υπάρξει αλληλεπίδραση µεταξύ της εικόνας έννοιας και ορισµού µιας έννοιας αν 

και µπορούν να διαµορφωθούν ανεξάρτητα. Όταν µια έννοια εισάγεται αρχικά µέσω 

ενός ορισµού και δεν υπάρχει εικόνα έννοιας αυτή είναι δυνατόν να αποκτηθεί βαθ-

µιαία µετά από πολλά παραδείγµατα και επεξηγήσεις .Εντούτοις αυτό δεν αντανακλά 

απαραίτητα όλες τις πτυχές του ορισµού της έννοιας.  Σύµφωνα µε τον Vinner (1991) 

πολλοί δάσκαλοι στη δευτεροβάθµια και τριτοβάθµια εκπαίδευση αναµένουν ότι η 

εικόνα έννοιας θα διαµορφωθεί µε τη βοήθεια του ορισµού έννοιας και θα ελέγχεται 

πλήρως από αυτόν. Όµως  η κατάκτηση µιας έννοιας  κατά τον Vinner (1991) σηµαί-

νει το σχηµατισµό µιας εικόνας έννοιας για αυτήν. Η αποστήθιση του ορισµού µιας 

έννοιας δεν εγγυάται την κατανόηση της έννοιας. Το να κατανοήσουµε µια έννοια,  

σηµαίνει να διαθέτουµε την εικόνα  έννοιας. Η αποµνηµόνευση του ορισµού του 

ορίου και η κατανόηση της θεµελιώδους έννοιας είναι δυο διαφορετικά θέµατα. 

    O Vinner (1991) ισχυρίζεται ότι η πλειοψηφία των µαθητών δεν χρησιµοποιεί τους 

τυπικούς ορισµούς κατά την εργασία πάνω σε γνωστικά ζητήµατα. Συγκεκριµένα 

ισχυρίζεται ότι στη δευτεροβάθµια αλλά και στη τριτοβάθµια εκπαίδευση η πλειοψη-

φία των µαθητών δεν αναπτύσσει συνήθειες σκέψης που είναι απαραίτητες    στα 
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πλαίσια των µαθηµατικών (τεχνικά πλαίσια). Οι µαθητές συνεχίζουν να χρησιµοποι-

ούν τις συνήθειες που έχουν από τον τρόπο σκέψης στην καθηµερινή ζωή. 

Για την υποστήριξη του ισχυρισµού του παρουσιάζει κάποια πειραµατικά δεδοµένα  

από έρευνες που έγιναν σε σχολεία και πανεπιστήµια της Αγγλίας (στην έρευνα συµ-

µετείχαν καλοί µαθητές). Οι έννοιες που εξετάστηκαν από τον παραπάνω ερευνητή 

είναι η έννοια της συνάρτησης η έννοια της εφαπτοµένης και η έννοια του ορίου µιας 

ακολουθίας. Οι ερωτήσεις που ετέθησαν ήταν έµµεσες ώστε να έχουν τη δυνατότητα 

να εκθέτουν την εικόνα έννοιας των υποκειµένων. Τα ευρήµατα δείχνουν ότι παρά 

την έµφαση που δόθηκε στον ορισµό των εννοιών στη διδασκαλία που προηγήθηκε, 

πολλοί µαθητές - σπουδαστές δεν τον χρησιµοποίησαν  για να απαντήσουν σε ερω-

τήσεις που έπρεπε να είχαν χρησιµοποιηθεί οι τυπικοί ορισµοί. 

     Ο Vinner (1991) σηµειώνει ότι «Ένας από τους στόχους της διδασκαλίας των µα-

θητών θα πρέπει να είναι η µεταβολή των συνηθειών της σκέψης από τον τρόπο της 

καθηµερινής ζωής στον τεχνικό. Αυτό δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί µέσα σε µικρή 

χρονική περίοδο και δεν µπορεί να είναι επιτυχές µε όλους. Η πεποίθηση µας είναι ότι 

οι µαθηµατικές έννοιες, αν η φύση τους το επιτρέπει, θα πρέπει να ξεκινήσει µε διά-

φορα παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα µε τη βοήθεια των οποίων θα διαµορφωθεί 

η εικόνα έννοιας», και συνεχίζει : «Αυτό δε σηµαίνει ότι ο τυπικός ορισµός δεν πρέπει 

να παρουσιαστεί στο µαθητή. Εντούτοις ο δάσκαλος ή ο συγγραφέας µαθηµατικών 

βιβλίων πρέπει να έχει επίγνωση της επίδρασης που µπορεί να έχει µια τέτοια παρου-

σίαση στη σκέψη του µαθητή. Αν οι µαθητές µας είναι υποψήφιοι για ανώτερα µαθη-

µατικά, τότε χωρίς καµιά αµφιβολία, πρέπει να εκπαιδευτούν ώστε να χρησιµοποιούν 

τον ορισµό ως τελικό κριτήριο για τα διάφορα προβλήµατα».  

 

 

 
 
1.4.1     Ο ΡΟΛΟΣ  ΤΗΣ ΓΛΩΣΣΑΣ  ΣΤΗΝ  ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ  ΕΝΝΟΙΑΣ 
             ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ                                                                                                    
 

    Η γλώσσα είναι  ένα πολύπλοκο συµβολικό σύστηµα που πρωταρχικό σκοπό έχει 

να κάνει δυνατή την επικοινωνία ανάµεσα στους ανθρώπους. Εποµένως η γλώσσα 

που χρησιµοποιείται στη διδασκαλία την επηρεάζει σηµαντικά. Για τον σχεδιασµό µιας 

διδασκαλίας µε στόχο να αναπτύξουν οι µαθητές την επιθυµητή εικόνα  έννοιας, πρέ-

πει ο δάσκαλος  (αυτός που τη σχεδιάζει),να γνωρίζει τις διαισθητικές τους ιδέες από 

την καθηµερινή τους εµπειρία και τη γλώσσα µε την οποία οι ιδέες αυτές εκφράζο-
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νται. Οι µαθηµατικοί χρησιµοποιούν στην τάξη πολλές καθηµερινές φράσεις µε ειδική 

σηµασία. Αυτό µπορεί να µπερδέψει τους µαθητές. 

    Ο Monaghan(1991) ερεύνησε  συστηµατικά τα αποτελέσµατα της γλώσσας  που  

χρησιµοποιείται από τους δασκάλους, στην διδασκαλία της έννοιας του ορίου. Παρα-

τήρησε ότι οι σπουδαστές µπορούν να κατασκευάζουν εικόνες διαδικασιών σύγκλισης 

που είναι σε διάσταση µε τις έννοιες που χρησιµοποιούν οι µαθηµατικοί. 

Ο παραπάνω ερευνητής , ασχολήθηκε συγκεκριµένα  µε τις έµφυτες ασάφειες στις 

φράσεις : « τείνει», « προσεγγίζει», «συγκλίνει» και « όριο». σε αριθµητικά  

και γεωµετρικά περιβάλλοντα. Αυτές οι φράσεις χρησιµοποιούνται συνήθως στον 

Απειροστικό Λογισµό όπου οι µαθηµατικές σηµασίες τους είναι ισοδύναµες. Παρατη-

ρεί ότι αυτό δεν συµβαίνει µε τους σπουδαστές. Αν για ένα Μαθηµατικό εκφράσεις 

όπως : η καµπύλη τείνει στο 0», ή « η καµπύλη προσεγγίζει το 0», ή «η καµπύλη συ-

γκλίνει στο 0» ή «η καµπύλη έχει το 0 ως όριο», σηµαίνουν το ίδιο πράγµα,  οι 

µαθητές  έδιναν διαφορετική ερµηνεία  αναφερόµενοι στην ίδια καµπύλη. 

Στο πρώτο ερωτηµατολόγιο της έρευνας ο Monaghan(1991), ζήτησε από τους σπου-

δαστές να γράψουν τέσσερεις προτάσεις που κάθε µια να χρησιµοποιεί µία από τις 

φράσεις : « τείνει», « προσεγγίζει», «συγκλίνει» και « όριο». Το πλαίσιο θα µπορούσε 

να είναι µαθηµατικό ή µη µαθηµατικό. 

Από τις απαντήσεις σπουδαστών προκύπτουν  τα παρακάτω συµπεράσµατα : 

ΟΡΙΟ: Κάθε σπουδαστής χρησιµοποίησε το «όριο ταχύτητας» όταν του ζητήθηκε να 

γράψει πρόταση που να περιέχει τη λέξη «όριο». Ένα όριο ταχύτητας είναι ένας συµ-

βατικός νόµος -το νόµιµο όριο- που απαγορεύεται να υπερβούµε. Οι περισσότεροι 

άνθρωποι, εντούτοις το υπερβαίνουν µερικές φορές .Τα φυσικά όρια είναι σύνορα 

που είναι τεχνητά, ιδιαίτερα απίθανο να ξεπεραστούν. Όπως π.χ. το ύψος που µπορεί 

κάποιος να πηδήσει ή το όριο ανίχνευσης ενός ραντάρ.   

Αυτά τα όρια υπονοούν ένα φράγµα. Μπορεί να αντιπροσωπεύουν την πιο ακραία 

πραγµατοποίηση ή το σηµείο ακριβώς µετά από το εφικτό.  

Μετά από το όριο ταχύτητας εµφανίστηκαν τα φυσικά  και διανοητικά όρια. 

Τα διανοητικά όρια δεν έχουν κανένα µαθηµατικό ανάλογο όπως της υποµονής των 

ανθρώπων, των νεύρων ή των διανοητικών ικανοτήτων. 

ΠΡΟΣΕΓΓΙΖΕΙ: Το προσεγγίζει έγινε αντιληπτό µε ένα δυναµικότερο τρόπο. Αντι-

προσωπεύει µια µετακίνηση προς ένα τέρµα , χωρίς πάντα να φτάνουµε σ ’αυτό. Π.χ  

«το τραίνο πλησιάζει τον σταθµό», «το αυτοκίνητο πλησιάζει τα φανάρια». Το αντι-

κείµενο που κινείται µπορεί να φτάσει στο στόχο αν και όχι στο χρόνο που η πρό-

ταση εκφράζεται. 
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ΣΥΓΚΛΙΝΕΙ: Το συγκλίνει έχει λιγότερες καθηµερινές σηµασίες και χρησιµοποιείται 

όταν δύο αντικείµενα έρχονται πλησιέστερα και στις περισσότερες περιπτώσεις αγγί-

ζονται. Π.χ. οι φωτεινές ακτίνες συγκλίνουν, οι δρόµοι συγκλίνουν, οι γραµµές συ-

γκλίνουν. Εάν αυτή είναι η κυρίαρχη εικόνα  έννοιας συγκλίνει, τότε είναι δύσκολο να 

φανεί πως θα κατανοήσουν ότι µια ακολουθία συγκλίνει σε ένα αριθµό. Οι εικόνες 

που προκαλεί δεν ισχύουν πάντα στις µαθηµατικές τοποθετήσεις.  

ΤΕΙΝΕΙ: Οι απαντήσεις των σπουδαστών αναφερόταν στη πλειοψηφία τους σε προ-

σωπικές προτιµήσεις (τείνει να πιει πολύ, τείνει να φορά τζιν). 

Στα µαθηµατικά παραδείγµατα χρησιµοποίησαν το τείνει µε την ίδια έννοια µε το 

προσεγγίζει(το 1 διαιρούµενο επανειληµµένα µε το10 τείνει στο 0). 

     Στα συµπεράσµατα του Monaghan(1991) παρατηρεί ότι ενώ οι φράσεις  τείνει, 

προσεγγίζει, συγκλίνει και όριο, αλληλοεναλλάσονται -σαν συνώνυµες - από ένα µα-

θηµατικό, οι µαθητές µπορούν να  οδηγηθούν σε διαφορετικά συµπεράσµατα διότι 

αυτές οι φράσεις ερµηνεύονται στη φυσική τους γλώσσα έτσι ώστε να προκαλούν 

διαφορετικές νοητικές αναπαραστάσεις για την ίδια µαθηµατική έννοια. Το προσεγγί-

ζει εµφανίζεται να παρουσιάζει τη µικρότερη δυσκολία για τους µαθητές επειδή είναι 

ασαφής όρος .Το τείνει θεωρείται συχνά σαν παρόµοιας σηµασίας µε το προσεγγίζει 

στα µαθηµατικά πλαίσια αν και η καθηµερινή του χρήση δεν υπονοεί καταστάσεις 

ορίου. Και στις δυο φράσεις δίνεται µια δυναµική ερµηνεία Το συγκλίνει προκαλεί 

σύγχυση ως προς το ότι η σηµασία του στη καθηµερινότητα  σχετίζεται έντονα µε 

γραµµές που συγκλίνουν. Το  όριο αντιµετωπίζεται συχνά σαν συνοριακό σηµείο. 

     Ο Monaghan (1991) καταλήγει στα συµπέρασµα ότι : «Οι σπουδαστές θα πρέπει 

να οδηγηθούν στην εξερεύνηση και τον σχολιασµό των προσωπικών τους αντιλή-

ψεων και να συνειδητοποιήσουν πως οι καθηµερινές έννοιες των µαθηµατικών φρά-

σεων µπορούν να τους οδηγήσουν σε λαθεµένες ερµηνείες» 

     Ο Cornu (1983) µελέτησε τη σηµασία των λέξεων που χρησιµοποιούν οι µαθητές 

για να περιγράψουν την έννοια του ορίου συνάρτησης. Παρατηρεί ότι οι φράσεις 

«τείνει προς» και «όριο»  έχουν µια σηµασία πριν τη διδασκαλία του όπως αναφέ-

ρουν οι Schwarzenberger & Tall (1978) και συνεχίζουν να παραµένουν σ’ αυτή και 

µετά  θα τους δοθεί ο τυπικός ορισµός. 

Ο Cornu (1983)  σηµειώνει ότι  έρευνες αποκάλυψαν πολλές διαφορετικές σηµασίες 

για τη έκφραση «τείνει προς». 

•  πλησιάζει (µένοντας τελικά µακριά του)  (to approach) 

• πλησιάζει...χωρίς να φτάνει  ( to approach…without reaching it) 

• πλησιάζει…µέχρι σχεδόν να το φθάσει(to approach…just reaching it) 
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• µοιάζει (χωρίς οποιαδήποτε παραλλαγή, όπως  «το µπλε τείνει προς το βιο-

λετί)  (to resemble) 

Σύµφωνα µε τον Cornu (1983) η λέξη «όριο» µπορεί να έχει διαφορετικές σηµασίες 

για διαφορετικά άτοµα σε διαφορετικές χρονικές στιγµές. Συχνότερα θεωρείται ως 
«απρόσιτο όριο» (impassibe), αλλά µπορεί επίσης να είναι : 

 ένα αξεπέραστο όριο το οποίο µπορούµε να φτάσουµε, 

 ένα αξεπέραστο όριο το οποίο είναι αδύνατο να φθάσουµε,  

 ένα σηµείο το οποίο  πλησιάζουµε χωρίς να το φτάνουµε, 

 ένα σηµείο το οποίο πλησιάζουµε και το φθάνουµε, 

 ένα µέγιστο ή ένα ελάχιστο, 

 ένα ανώτερο ή κατώτερο όριο, 

 ένα διάστηµα, 

 εκείνο που έρχεται «αµέσως µετά» από κάτι το οποίο µπορούµε να φτάσουµε, 

 ένας περιορισµός, µια απαγόρευση, ένας κανόνας, 

 το τέλος, το τέρµα.   

Από την έρευνα αναδεικνύεται ότι η σηµασία που αποδίδεται στις λέξεις  «τείνει 

προς » και «όριο»  ποικίλει από τον ένα µαθητή στον άλλο. Επίσης για τον ίδιο µα-

θητή, η ίδια  λέξη µπορεί να έχει διάφορες σηµασίες ανάλογα µε τις περιστάσεις.  

    Ο Cornu (1991),επισηµαίνει ότι οι αυθόρµητες ιδέες  που δηµιουργούνται στους 

µαθητές από τις σηµασίες αυτών των λέξεων παραµένουν σ’ αυτούς και σε ανώτερο 

επίπεδο των σπουδών τους. Ενδέχεται, όταν οι µαθητές έρθουν σε επαφή µε τον τυ-

πικό ορισµό της έννοιας, αυτές οι αντιφατικές ιδέες τις οποίες διατηρούν, να τους 

οδηγήσουν στο σχηµατισµό µιας εικόνας έννοιας που θα περιέχει δυνητικούς παρά-

γοντες σύγκρουσης , µε το νόηµα που δίνουν οι  Tall & Vinner(1981). 

      Oι   Grugnetti &  Rizza (2003) ερεύνησαν τις δυσκολίες που έχουν οι µαθητές να 

κατανοήσουν την έννοια του «ορίου» και του «απείρου». Σ΄ ένα τµήµα της έρευ-

νας που έλαβαν µέρος  περίπου 600 µαθητές ( 14 έως 19 ετών ) από γυµνάσια και 

λύκεια διαφόρων τύπων της Ιταλίας και είχε στόχο να διερευνήσει τις ερµηνείες που 

δίνουν οι µαθητές στον όρο « όριο ». Από την ανάλυση των απαντήσεων στην ερώ-

τηση : « εξηγείστε τι σηµαίνει  ο όρος όριο για σας» προέκυψαν τα εξής : 

1.  Η ιδέα ενός εµποδίου, φράγµατος κανόνα  περιορισµού           44% 

2. Η ιδέα ενός συνόρου, κλεισίµατος …………….                           30%                 

3. Η ιδέα ενός ακραίου σηµείου…………………..                             19% 

4. Άλλες έννοιες (συµπεριλαµβανοµένων και των µαθηµατικών)     3% 

5. Καµία  απάντηση                                                                  4% 
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Παρατηρούν µάλιστα οι ερευνήτριες ότι η ιδέα του εµποδίου(φυσικού ή ηθικού) συ-

ναντάται  περισσότερο στις µικρότερες ηλικίες και µειώνεται καθώς η ηλικία αυξάνει.      

     Η προηγούµενη ερώτηση προκάλεσε  σύµφωνα µε τις Grugnetti και Rizza( 2002) 

την  διατύπωση της εικασίας σύµφωνα µε την οποία «η ισχυρή» ιδέα ενός ορίου σαν 

φράγµα αντιπροσωπεύει ένα εµπόδιο στη διαδικασία κατανόησης της έννοιας του 

ορίου. Αυτό είναι ένα εµπόδιο στο βαθµό που µπορεί να προκαλέσει τουλάχιστον δυο 

τύπους δυσκολιών: 

a) ∆υσκολία στο συσχετισµό  του ορίου µε την ιδέα µιας διαδικασίας συνε-

χούς επανάληψης (και ως εκ τούτου και µε µια διαδικασία που συνεχίζεται 

επ’ άπειρον). 

b) ∆υσκολία στην αποδοχή της δυνατότητας ενός άπειρου ορίου.  

Η παρουσία ενός είδους αντίθεσης µεταξύ της ιδέας του ορίου και του απείρου εµφα-

νίστηκε µε µεγάλη συχνότητα στην απάντηση της ερώτησης «εξηγείστε τι σηµαίνει η 

λέξη «άπειρο» για σας» η οποία υπήρχε στο δεύτερο ερωτηµατολόγιο που έδωσαν οι 

ερευνήτριες: άπειρο είναι κάτι που δεν έχει όριο. Η ανάλυση του ερωτηµατολογίου 

δίνει έµφαση πως ένα µεγάλο τµήµα µαθητών συνδέει τον όρο «όριο»µε µια ιδέα πε-

περασµένου στο χώρο και τον χώρο, που κάτι που τους οδηγεί να θεωρήσουν το 

όριο ως  αντίθετο του απείρου.

    

 

 
 
 

1.4.2  ΜΟΝΤΕΛΑ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ  ΤΗΣ  ΕΝΝΟΙΑΣ  ΤΟΥ  ΟΡΙΟΥ 
 
     Από ερευνητές της διδακτικής των µαθηµατικών έχουν καταγραφεί πολλά µο-

ντέλα του ορίου συνάρτησης όπως : 

Το όριο ως ένα φράγµα που δεν µπορεί να ξεπεραστεί (Cornu, 1983). 

Το όριο ως άφθαστο (Tall & Schwarzenberger,1978). 

Tο όριο ως κίνηση (Tall & Vinner,1981). 

Aπό τα µοντέλα αυτά, το όριο ως φράγµα και ως άφθαστο είναι και τα δύο ασυνεπή 

µε τον τυπικό ορισµό και αποτελούν παρανοήσεις. Το όριο ως κίνηση αν και είναι λο-

γικό και συχνά χρήσιµο µοντέλο δεν είναι ακριβές και µπορεί να επηρεάσει την κατα-

νόηση του τυπικού ορισµού από τους µαθητές (Szydlik,2000). 

     Η  Robert (1982) ερεύνησε τα διαφορετικά πρότυπα που µπορούν να έχουν οι 

σπουδαστές για την έννοια του ορίου ακολουθίας. Παρά το γεγονός ότι έχει δοθεί 

στους µαθητές ο τυπικός ορισµός της έννοιας, όταν τους ζητηθεί να την περιγρά-

ψουν, ενεργούν σαν να µην τους έχει δοθεί και έχουν τη τάση να αναφέρονται σε 
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προηγούµενες εµπειρίες τους. Στην έρευνα συµµετείχαν 1380 σπουδαστές που είχαν 

διδαχθεί τον τυπικό ορισµό του ορίου ακολουθίας σε διάφορα επίπεδα στο σχολείο 

και στο πανεπιστήµιο. Η ερευνήτρια ρώτησε τους σπουδαστές πως θα εξηγούσαν την 

έννοια της συγκλίνουσας ακολουθίας σε µαθητές 14 ή 15 ετών. Οι σπουδαστές ενήρ-

γησαν σαν να µην γνώριζαν τον τυπικό ορισµό. Παρατηρήθηκαν εκδηλώσεις αυθόρ-

µητων πρωτογενών αντιλήψεων που εκφράστηκαν ως:  

 στατική αντιµετώπιση :   «   οι τελικοί όροι έχουν πάντα την ίδια τιµή» 

 περιοριστική αντιµετώπιση:  «οι τιµές δεν µπορούν ν ξεπεράσουν το ℓ» 

  Ταυτόχρονα εµφανίστηκαν µοντέλα που προέκυψαν από την τυπική διδασκαλία τα 

οποία η ερευνήτρια ταξινόµησε στις παρακάτω κατηγορίες : 

• Μονοτονικά και δυναµικά µονοτονικά µοντέλα  (12%) 

 

«µια συγκλίνουσα ακολουθία είναι µια αύξουσα ακολουθία φραγµένη 

άνω»(αντίστοιχα φθίνουσα φραγµένη κάτω) 

«µια συγκλίνουσα είναι µια αύξουσα(ή φθίνουσα) ακολουθία που πλησιάζει  

ένα όριο» 

• ∆υναµικά µοντέλα  (35%)

     « η un τείνει στο ℓ» 

     « η un  πλησιάζει το ℓ»  

     «η απόσταση της un  από το ℓ γίνεται µικρή» 

     «οι τιµές πλησιάζουν ένα αριθµό όλο και περισσότερο» 

• Στατικά µοντέλα  (13%) 

«τα un  βρίσκονται σ’ ένα διάστηµα κοντά στο ℓ» 

«τα un είναι συγκεντρωµένα γύρω από το ℓ» 

• Μικτά µοντέλα (14%) 

    «ένα µίγµα των ανωτέρω». 

Από τους σπουδαστές που συµµετείχαν στην έρευνα, 4% έδωσαν τον τυπικό ορισµό, 

5% δεν απάντησαν, ενώ οι υπόλοιποι  έδωσαν ελλιπείς απαντήσεις. Από την παρα-

πάνω έρευνα έρχονται στη επιφάνεια µοντέλα για το όριο όπως : « Το όριο είναι ένα 

φράγµα», «  Η σύγκλιση συνδέεται µε την µονοτονία». 

    Η ερευνήτρια παρατηρεί ότι τα παραπάνω  µοντέλα  επηρεάζουν τον τρόπο µε τον 

οποίο οι φοιτητές λύνουν προβλήµατα.  Είναι σαφές ότι οι σπουδαστές δεν διαθέτουν 

µόνο µια έννοια για το όριο αλλά περισσότερες οι οποίες εµφανίζονται ανάλογα µε τα 

παραδείγµατα που χρησιµοποιούνται. Επίσης είναι φανερή η τάση των σπουδαστών 

να προτείνουν δυναµικές ερµηνείες. Οι αντιλήψεις αυτές µπορούν να δηµιουργηθούν 

όταν η διδασκαλία επικεντρώνεται στη διαδικασία προσέγγισης, παρά στην ίδια έννοια 
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του ορίου. Οι εικόνες  έννοιας που σχετίζονται µ’ αυτή τη διαδικασία, περιέχουν πολ-

λούς παράγοντες που  συγκρούονται µε τον τυπικό ορισµό («πλησιάζει αλλά δεν µπο-

ρεί να φθάσει», «δεν µπορεί να το περάσει»,  «τείνει προς»,κ.λ.π.). Συνεπώς οι 

σπουδαστές αναπτύσσουν εικόνες  για το όριο  και το άπειρο που σχετίζονται µε πα-

ρανοήσεις που αφορούν τη διαδικασία της «προσέγγισης» ή «της αύξησης» ή «της 

επ’ άπειρον προσέγγισης» .  

 
 
 
1.5    ΓΝΩΣΤΙΚΑ  ΕΜΠΟ∆ΙΑ 
 
     Ο δεύτερος τοµέας της έρευνας που αφορά την κατανόηση της έννοιας του 

ορίου, εξετάζει τον ρόλο των γνωστικών εµποδίων στην προσπάθεια να εντοπιστούν  

δυσκολίες που συναντούν οι µαθητές στην κατανόηση της έννοιας. Τα εµπόδια αυτά 

αναπτύσσονται κατά την προσπάθεια της νέας γνώσης να ενσωµατωθεί στο γνωστικό 

σχήµα και συναντάει την παλιά γνώση. Ο προσδιορισµός τους έχει απασχολήσει 

ευρέως τους ερευνητές της διδακτικής. Σύµφωνα µε τον Cornu (1991) µπορούµε να 

διακρίνουµε αρκετούς διαφορετικούς τύπους εµποδίων όπως : 

     γενετικά και ψυχολογικά εµπόδια τα οποία εµφανίζονται ως αποτέλεσµα της 

προσωπικής ανάπτυξης του µαθητή, 

 

     διδακτικά εµπόδια τα οποία εµφανίζονται εξαιτίας της φύσης της διδασκαλίας και 

του δασκάλου, 

     επιστηµολογικά εµπόδια τα οποία εµφανίζονται λόγω της φύσης των ίδιων των 

µαθηµατικών. 

    Τα γνωστικά εµπόδια προκαλούν επιβράδυνση της διαδικασίας µάθησης και οδη-

γούν σε γνωστικές δυσκολίες. Επίσης είναι υπεύθυνα για την αδράνεια στασιµότητα 

και παλινδρόµηση της διαδικασίας µάθησης. Κατά τον σχεδιασµό µιας διδασκαλίας 

µιας µαθηµατικής έννοιας είναι µέγιστης  σηµασίας ο προσδιορισµός των πιθανών 

εµποδίων ιδιαίτερα των επιστηµολογικών.   

    Για τη σηµασία των επιστηµολογικών εµποδίων ο  Σπύρου (2005) αναφέρει : «Αν 

αγνοήσουµε τα εµπόδια διατρέχουµε τους  κινδύνους : είτε να διδάξουµε στα παιδιά 

τις τελικά διαµορφωµένες γνώσεις µε τρόπο φορµαλιστικό, χωρίς ιδιαίτερο νόηµα για 

τα ίδια τα παιδιά, σαν µια τυπική (formal) γλώσσα αναντίστοιχη µε το βαθµό ανάπτυ-

ξης τους, είτε να παρεµβάλουµε κάποιες βοηθητικές γνώσεις, που τις κατανοούν µεν 

τα παιδιά και τις θεµελιώνουν πάνω σε προηγούµενες, αλλά ο περιορισµένος και ατε-

λής χαρακτήρας τους συντελεί στη δηµιουργία µεγάλων δυσκολιών για την περαι-
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τέρω πορεία. Είναι ανάγκη να διαµορφωθεί η διδακτέα ύλη στις διάφορες εκπαιδευτι-

κές βαθµίδες ύστερα από µελέτη του ρόλου των διαφόρων επιστηµολογικών εµπο-

δίων». 

 

 

1.5.1 ΕΠΙΣΤΗΜΟΛΟΓΙΚΑ  ΕΜΠΟ∆ΙΑ 
 
 
    Τα επιστηµολογικά εµπόδια όπως ήδη αναφέραµε ,  εµφανίζονται λόγω της φύσης 

των ίδιων των µαθηµατικών εννοιών  και ονοµάστηκαν έτσι από τον Bachelar (1938). 

Ο Bachelar θεωρεί ότι η επιστηµονική γνώση δεν δοµείται µε µια συνεχή διαδικασία, 

αλλά προκύπτει από απόρριψη προηγουµένων µορφών γνώσης οι οποίες συνιστούν 

τα «επιστηµολογικά εµπόδια». Συγκεκριµένα αναφέρει : « αντιµετωπίζουµε νέα 

γνώση που έρχεται σε αντίθεση µε την προϋπάρχουσα γνώση και έτσι πρέπει να κα-

ταστρέψουµε τις προϋπάρχουσες λανθασµένες ιδέες». Έδειξε ότι τα επιστηµολογικά 

εµπόδια εµφανίζονται στην ιστορική ανάπτυξη της επιστηµονικής σκέψης και στην 

εκπαιδευτική πρακτική. Γι’ αυτόν (Bachelar) όπως επισηµαίνει ο Cornu (1991), τα 

επιστηµολογικά εµπόδια έχουν δυο βασικά χαρακτηριστικά: 

• Αποτελούν αναπόφευκτα και ουσιώδη συστατικά της γνώσης, που πρέπει να 

αποκτηθεί. 

• Συναντώνται εν µέρει, στην ιστορική ανάπτυξη της έννοιας. 

    Τα επιστηµολογικά εµπόδια αναλύονται στα πλαίσια της διδακτικής των µαθηµατι-

κών από τον Brousseau (1983). O Brousseau (1983) ορίζει το επιστηµολογικό εµπό-

διο ως τη γνώση που λειτουργεί καλά σε κάποιο πλαίσιο µιας ορισµένης γνωστικής 

περιοχής και εποµένως εδραιώνεται, αλλά αποτυγχάνοντας να λειτουργήσει ικανοποι-

ητικά σ’ ένα άλλο πλαίσιο οδηγεί σε αντιφάσεις. Εποµένως καθίσταται αναγκαίο να 

καταστραφεί η αρχική ανεπαρκής και λανθασµένα σχηµατισµένη γνώση και να αντι-

κατασταθεί µε µια πιο λειτουργική γνώση στο νέο πλαίσιο. Η απόρριψη και η διευκρί-

νιση ενός τέτοιου εµποδίου αποτελεί ουσιαστικό µέρος της ίδιας της γνώσης. Το ξε-

πέρασµα αυτού του εµποδίου δεν µπορεί να γίνει χωρίς την αποσταθεροποίηση των 

αρχικών ιδεών, µε την τοποθέτηση τους σ’ ένα νέο πλαίσιο όπου φαίνεται καθαρά ότι 

αποτυγχάνουν. Αυτό εποµένως απαιτεί µια µεγάλη προσπάθεια γνωστικής ανακατα-

σκευής  .  

    Από τη µελέτη της ιστορίας της έννοιας του ορίου εντοπίζονται περίοδοι βραδείας 

εξέλιξης, που πιθανόν να οφείλονται σε δυσκολίες που προέκυψαν και οι οποίες µπο-

ρεί να υποδείξουν την παρουσία επιστηµολογικών εµποδίων. Σύµφωνα µε τον 
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Cornu(1991), στην ιστορική εξέλιξη της έννοιας του ορίου προκύπτουν τέσσερα κύ-

ρια επιστηµολογικά εµπόδια : 

1) Η αποτυχία σύνδεσης γεωµετρίας  και αρ θµών.     ι

 

    Πρέπει να αναρωτηθούµε γιατί η έννοια του ορίου δεν αποσαφηνίστηκε την περί-

οδο 430-300 π.Χ. όταν οι αρχαίοι Έλληνες εκδήλωσαν ενδιαφέρον για τα µαθηµατικά. 

Το πρόβληµα του υπολογισµού του εµβαδού ενός κύκλου, για παράδειγµα, παρείχε 

µια ευκαιρία για την ανάπτυξη εργαλείων που µοιάζουν εξαιρετικά µε την έννοια του 

ορίου. Ο Ιπποκράτης ο  Χίος (430 π.Χ) θέλησε να αποδείξει ότι ο λόγος των εµβαδών 

δυο κύκλων είναι ίσος µε τον λόγο των τετραγώνων των διαµέτρων τους. Ενέγραψε 

κανονικά πολύγωνα στους δύο κύκλους και αυξάνοντας συνεχώς το πλήθος των 

πλευρών, προσέγγισε τα εµβαδά των δύο κύκλων. Σε κάθε βήµα ο λόγος των εµβα-

δών των εγγεγραµµένων  πολυγώνων ισούται µε το λόγο των τετραγώνων των δια-

µέτρων και από αυτό προκύπτει ότι «οριακά» αυτό θα ισχύει για τα εµβαδά των κύ-

κλων. 

    Αυτή η µετάβαση προς το όριο, που εξηγείται πολύ απλά, θα καθοριζόταν ένα έτος 

αργότερα, µέσω της µεθόδου της εξάντλησης , που αποδίδεται στον Εύδοξο τον Κνί-

διο (408-255 π.Χ). Η µέθοδος της εξάντλησης  βασίζεται στην αρχή του Ευδόξου 

(Στοιχεία Ευκλείδη, βιβλίο Χ, πρόταση Ι),που αναφέρει : «∆οθέντων δυο άνισων  µε-

γεθών, εάν από το µεγαλύτερο αφαιρεθεί µέρος µεγαλύτερο από το µισό  του, κατό-

πιν από το υπόλοιπο αφαιρεθεί µέρος µεγαλύτερο από το µισό  του και η διαδικασία 

επαναλαµβάνεται συνεχώς, τότε θα µείνει κάποια στιγµή κάποιο µέγεθος το οποίο θα 

είναι µικρότερο του δοθέντος µικρότερου µεγέθους». 

     Όµως  παρά το γεγονός  ότι η έννοια της εξάντλησης φαίνεται εξαιρετικά κοντά 

στην έννοια του ορίου, δεν µπορούµε να βεβαιώσουµε υπεύθυνα ότι οι Έλληνες κα-

τείχαν τη σύγχρονη έννοια του ορίου. Η µέθοδος της εξάντλησης είναι ουσιαστικά µια 

γεωµετρική µέθοδος που επιτρέπει την απόδειξη αποτελεσµάτων χωρίς να πρέπει να 

αντιµετωπιστεί το πρόβληµα του απείρου. Εφαρµόζεται σε γεωµετρικά µεγέθη, όχι σε 

αριθµούς .∆εν υπάρχει καµία µεταφορά από τα γεωµετρικά  σχήµατα σε µια καθαρά 

αριθµητική ερµηνεία, οπότε η έννοια του ορίου αριθµών απουσιάζει. Η γεωµετρική 

ερµηνεία, και η επιτυχία της στην   επίλυση των συναφών  προβληµάτων, φαίνεται 

ότι προκάλεσε ένα εµπόδιο που απέτρεψε η µετάβαση  στην έννοια του αριθµητικού 

ορίου. 

        2) Η έννοια του απείρως µεγάλου και του απείρως µικρού. 

    Ιστορικά η έννοια του ορίου συναντά την υπόθεση για την ύπαρξη απείρως µι-

κρών ποσοτήτων που είναι σχεδόν µηδέν χωρίς να έχουν ένα συγκεκριµένο «προσδι-
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ορίσιµο» µέγεθος. Τι συµβαίνει τη στιγµή που µια από τις ποσότητες αυτές µηδενίζε-

ται; 

    Τέτοια φιλοσοφικά προβλήµατα απασχόλησαν πολυάριθµους µαθηµατικούς, όπως 

ο Newton, o οποίος µίλησε για την «ψυχή των εκλιπόντων ποσοτήτων» τη στιγµή 

που αυτές εξαφανίζονται για να του επιτρέψουν να υπολογίσει τον «έσχατο λόγο 

τους». O Euler χρησιµοποίησε ελεύθερα την έννοια του απείρως µικρού ως µια ποσό-

τητα που µπορεί, όταν απαιτείται να θεωρηθεί ίση µε το µηδέν. ∆εν θεωρούσε ότι οι 

έννοιες του απείρως µεγάλου και του απείρως µικρού έκρυβαν τόσο πολύ µυστήριο 

όσο πιστεύετο γενικά. Για τον  Euler ο λογισµός ήταν απλά ο καθορισµός του λόγου 

των εκλιπόντων(evanescent) ελάχιστων µεταβολών για την έκφραση 0/0 

(Boyer,1949). Αντίθετα ο D’Albembert  εναντιώθηκε στη χρήση των απείρως µικρών 

ποσοτήτων και επεδίωξε να τις αποµακρύνει από τον Απειροστικό Λογισµό. Χρησιµο-

ποίησε το επιχείρηµα ότι µια ποσότητα ή είναι κάτι ή δεν είναι τίποτα. Αν είναι κάτι 

τότε δεν µπορεί να γίνει µηδέν και αν είναι τίποτε  τότε είναι ήδη µηδέν. O Cauchy 

χρησιµοποίησε επίσης την έννοια του απείρως µικρού. Όπως αναφέρει ο 

Boyer(1949,p.273) o Cauchy στο Cours d’analyse de l’ Ecole Polytechnique(1821), 

εξήγησε την ιδέα του απειροστού ως εξής : «Λέµε ότι µια µεταβλητή ποσότητα γίνε-

ται απείρως µικρή όταν η αριθµητική της τιµή µειώνεται διαρκώς κατά τέτοιο τρόπο 

ώστε να συγκλίνει στο όριο µηδέν». 

    Η ιδέα ότι το όριο είναι µια ενδιάµεση κατάσταση µεταξύ της ύπαρξης και της 

ανυπαρξίας κάποιου πράγµατος συναντάται  συχνά στους σύγχρονους µαθητές. Το 

0〉ε  θεωρείται ότι αναπαριστά ένα µη µηδενικό αριθµό µικρότερο από κάθε θετικό 

πραγµατικό αριθµό. Με τον ίδιο τρόπο κάποιοι µπορεί να πιστεύουν ότι το 0,999….. 

είναι ο τελευταίος αριθµός πριν από το 1 αλλά που δεν είναι ίσος µε 1. 

           3) Η µεταφυσική άποψη της έννοιας του ορίου.    

    Η έννοια του ορίου είναι δύσκολο να εισαχθεί στα µαθηµατικά επειδή φαίνεται να 

έχει µεγαλύτερη σχέση µε τη µεταφυσική ή µε τη φιλοσοφία. 

    Οι µαθηµατικοί συχνά επιφυλάσσονται να µιλήσουν για τέτοιες έννοιες, από την 

εποχή των αρχαίων Ελλήνων µέχρι τον D’Almbert ο οποίος έγραψε «µπορεί κάποιος 

να τα καταφέρει εύκολα στον Απειροστικό Λογισµό χωρίς τα υπόλοιπα µεταφυσικά 

του απείρου».  O Lagrange εξέφρασε παρόµοιο φόβο για τις µεταφυσικές πτυχές. Αν 

και στις αρχές της σταδιοδροµίας του πίστευε ότι θα µπορούσε να καταστήσει αυ-

στηρή τη χρήση των απειροστών, αργότερα θεώρησε ότι τα απειροστά του Leibniz 

δεν έχουν καµία µεταφυσική βάση και προσπάθησε να θεµελιώσει τον Απειροστικό 

Λογισµό χρησιµοποιώντας άπειρες σειρές µε γνήσια αλγεβρικούς όρους. Όµως  οδη-
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γήθηκε σε αποτυχία γιατί η άλγεβρα όπως του παραδόθηκε από τον Euler ήταν θεµε-

λιωµένη σε µια λανθασµένη άποψη του απείρου. Έτσι, µε οποιανδήποτε τρόπο κι αν 

στράφηκαν οι µαθηµατικοί στην ιστορική εξέλιξη του θέµατος, ήρθαν αντιµέτωποι µε 

βαθιές θεωρητικές δυσκολίες. 

    Η µεταφυσική απόχρωση της έννοιας του απείρου αποτελεί ένα από τα κύρια 

εµπόδια και για τους σηµερινούς µαθητές. Αυτό το εµπόδιο καθιστά την κατανόηση 

του ορίου εξαιρετικά δύσκολη, ιδιαίτερα όταν ένα όριο δεν µπορεί να υπολογιστεί 

άµεσα µε τις γνωστές αλγεβρικές και υπολογιστικές µεθόδους. 

            4) Επιτυγχάνεται το όριο ή όχι     

   Το αν επιτυγχάνεται το όριο ή όχι είναι µια αντιπαράθεση που διήρκεσε σε όλη την 

ιστορία της έννοιας. O Robihns (1697-1751) εκτίµησε ότι το όριο δεν µπορεί ποτέ να 

επιτευχθεί, ακριβώς όπως τα κανονικά πολύγωνα που εγγράφονται στο κύκλο δεν 

µπορούν ποτέ να είναι ίσα µ’ αυτόν. Υποστήριξε ότι : «∆ίνουµε την ονοµασία έσχατο 

µέγεθος στο όριο το οποίο µια µεταβλητή µπορεί να προσεγγίσει όσο πολύ εµείς θέ-

λουµε, αλλά µε το οποίο ποτέ δεν µπορεί να γίνει απολύτως ίση». 

    Από την άλλη µεριά , ο Jurin (1685-1750) είπε ότι « ο έσχατος λόγος δύο ποσοτή-

των είναι ο λόγος που επιτυγχάνεται τη στιγµή που αυτές εξουδετερώνονται», «το 

ζήτηµα δεν είναι αν η αύξηση είναι µηδενική, αλλά το ότι εξαφανίζεται, ή ότι είναι το 

σηµείο της εξαφάνισης», «υπάρχει ένας έσχατος λόγος των αυξήσεων που εξαφανί-

ζονται», «µια αύξηση που γεννάται είναι µια αύξηση που αρχίζει να υπάρχει από το 

τίποτε, ή που αρχίζει να παράγεται, αλλά που πρέπει να φθάσει ένα µέγεθος το οποίο 

µπορεί να αποδοθεί σε τόσο µικρή ποσότητα». 

    Ο D’Almbert  επέµενε ότι µια ποσότητα δεν θα έπρεπε ποτέ να γίνει ίση µε το όριο 

της :   «Για να µιλήσουµε σωστά, το όριο δεν συµπίπτει ποτέ, ή δεν γίνεται ποτέ ίσο 

µε την ποσότητα της οποίας είναι το όριο, αλλά πλησιάζει πάντα και µπορεί να διαφέ-

ρει από αυτήν τόσο λίγο όσο κάποιος επιθυµεί».  Αυτή η αντιπαράθεση παραµένει 

ζωντανή και στους µαθητές µας : Σε µια συζήτηση ένας µαθητής ρώτησε: «Όταν το x 

τείνει στο µηδέν, τότε δεν είναι ίσο µε µηδέν ;».  

     O Cornu(1991) σηµειώνει ότι υπάρχουν βεβαίως πολλά άλλα εµπόδια που σχετί-

ζονται µε την έννοια του ορίου εκτός από αυτά τα τέσσερα. Τα λάθη που διαπράτ-

τουν οι µαθητές είναι πολύτιµες ενδείξεις για τον εντοπισµό των εµποδίων . Εποµέ-

νως, η κατασκευή παιδαγωγικών στρατηγικών πρέπει να λάβει υπόψη τέτοια εµπόδια. 

Το ζήτηµα δεν είναι να τα αποφύγουµε αλλά, αντίθετα να οδηγήσουµε το µαθητή να 

τα συναντήσει και να τα υπερπηδήσει, αντιµετωπίζοντας τα εµπόδια ως συστατικά 

των αναθεωρηµένων µαθηµατικών που πρόκειται να αποκτηθούν. 
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     H Artique(1998), αναφέρεται στα επιστηµολογικά εµπόδια και επισηµαίνει «ότι 

µπορούµε να µελετήσουµε τις δυσκολίες που προκύπτουν από συναφείς και µόνο 

τοπικά επαρκείς γνώσεις που εµφανίζονται κατά την ιστορική εξέλιξη των εννοιών και 

κατά την τρέχουσα διδασκαλία, ακόµη και αν δεν έχουν την ίδια µορφή λόγω φανε-

ρών πολιτισµικών διαφορών». 

Όσον αφορά την έννοια του ορίου η Artique(1998), σηµειώνει ότι  οι διάφοροι ερευ-

νητές φαίνεται να συµφωνούν στα παρακάτω εµπόδια : 

i. Το όριο ως η τελική ή η ανυπέρβλητη κατάληξη µιας διαδικασίας , προκαλεί 

έντονες αντιλήψεις, να θεωρείται (το όριο ) ως φράγµα ή ως ο τελευταίος 

όρος µιας διαδικασίας ή τείνει να περιορίσει τη σύγκληση στη µονότονη σύ-

γκληση. 

ii. Η υπεργενίκευση των ιδιοτήτων των πεπερασµένων διαδικασιών στις άπειρες 

διαδικασίες σύµφωνα µε την αρχή του συνεχούς όπως δόθηκε από τον Leib-

niz. 

iii. Η υπερίσχυση των γεωµετρικών µορφών έναντι των αλγεβρικών που 

εµπλέκονται στη διαδικασία του ορίου.  

     Το 1985 η  Sierpinska  διεξήγαγε µια ιστορική έρευνα και πειραµατική εργασία µε 

µια µικρή οµάδα σπουδαστών.  Η ερευνήτρια µελέτησε τις  αντιλήψεις των σπουδα-

στών σχετικά µε το άπειρο, την έννοια της συνάρτησης και των πραγµατικών αριθ-

µών. Από αυτή την έρευνα προκύπτει µια πρώτη οργανωµένη προσπάθεια παρουσία-

σης των βασικών επιστηµολογικών εµποδίων που σχετίζονται µε την έννοια του 

ορίου. Σύµφωνα µε την ερευνήτρια έχουµε τις εξής περιπτώσεις επιστηµολογικών 

εµποδίων : 

Ι. Το «Ευρετικού χαρακτήρα εµπόδιο», το οποίο συνίσταται στη έλλειψη αυστη-

ρότητας. Σύµφωνα µ’ αυτό η κίνηση προς το όριο είναι µια µέθοδος ευρετικού χαρα-

κτήρα και δεν συσχετίζεται µε κάποια µαθηµατική πράξη ή διαδικασία. Η  µέθοδος 

αυτή οδηγεί σε αποτέλεσµα µε την χρήση µιας συµπερασµατολογίας που στηρίζεται 

σ’ ένα είδος ατελούς επαγωγής και στην εποπτεία. Ανάλογα µε την εποπτεία που 

χρησιµοποιούµε στην ευρετική διακρίνουµε δύο κατηγορίες στο εµπόδιο αυτό: 

 

ιΙa.. Το «Ευρετικό στατικό εµπόδ ο»  στο οποίο η εύρεση του ορίου στηρίζεται σε 

εποπτεία ξένη προς την ιδέα της κίνησης. Συγκεκριµένα η εύρεση του ορίου είναι εύ-

ρεση κάποιου αντικειµένου του οποίου µόνο προσεγγίσεις είναι δυνατόν να γνωρί-

ζουµε. 

Ιb. Το «Ευρετικό κινητικό εµπόδιο»    στο οποίο η εποπτεία συνδέεται µε την 

ιδέα της κίνησης . Έτσι  «η εύρεση του ορίου συνδέεται µε την εύρεση κάποιου αντι-
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κειµένου καθώς κινούµαστε συνεχώς και προσεγγίζουµε το άπειρο». Σ’ αυτή την κα-

τηγορία είναι εµφανής η παρουσία της έννοιας του δυνητικού απείρου σ’ αντίθεση µε 

την κατηγορία Ιa.όπου απουσιάζει η έννοια του απείρου.  

Στη παραπάνω διάκριση οι προσεγγίσεις µπορεί να είναι γεωµετρικές είτε αριθµητικές. 

Οπότε στη κατηγορία Ιa. µιλάµε για «Ευρετικό γεωµετρικό εµπόδιο» και «Ευρετικό  

αριθµητικό εµπόδιο» αντίστοιχα. Ενώ στη κατηγορία Ιb. µιλάµε για «Ευρετικό γεω-

µετρικό εµπόδιο» και «Ευρετικό  αριθµητικό εµπόδιο» αντίστοιχα. 

Και στις δύο περιπτώσεις   Ia, Ib µπορούµε να διακρίνουµε µια θεώρηση των µαθη-

µατικών µε βάση µια εµπειρική – υπολογιστική λογική. Επίσης και  τα δύο είδη  ευρε-

τικών  εµποδίων παρουσιάζονται και σε γεωµετρικά και σε αλγεβρικά πλαίσια ανάλογα 

µε το είδος προσέγγισης που ακολουθείται.  

ΙΙ.  Το «Σχετιζόµενο µε την αυστηρότητα εµπόδ ο» που χαρακτηρίζεται είτε 

από υπερβολική αυστηρότητα είτε από αυστηρότητα στραµµένη προς λάθος κατεύ-

θυνση. 

ι

 

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις : 

IIa Το «Εµπόδιο τύπου Εύδοξου».  σύµφωνα µε το οποίο η κίνηση προς το όριο 

δεν είναι µαθηµατική διαδικασία αλλά αυστηρή µέθοδος απόδειξης συγκεκριµένων 

σχέσεων µεταξύ ποσοτήτων. Μια τέτοια αντίληψη µπορεί να δηµιουργηθεί ενώ δου-

λεύει κάποιος µέσω του ε-δ τυπικού ορισµού χρησιµοποιώντας και αποδεικνύοντας 

σχέσεις µεταξύ µεταβλητών και αριθµητικών παραστάσεων. 

IIb.Το «Εµπόδιο τύπου Fermat»  σύµφωνα µε το οποίο η κίνηση προς το όριο 

είναι µαθηµατική διαδικασία που χαρακτηρίζεται από τη συσχέτιση αριθµών µε τις 

µεταβλητές και την παράλειψη των αριθµητικών τιµών που είναι αµελητέες σε σχέση 

µε κάποιες άλλες. Στη παραπάνω διάκριση τόσο στη περίπτωση IIa όσο και στη IIb 

κυριαρχεί µια φορµαλιστική αντίληψη για τα µαθηµατικά και παρατηρείται µια ευρεία 

χρήση συµβολικών χειρισµών. Απουσιάζει επίσης κάθε µεταφυσική χρήση της έννοιας 

του απείρου. Τα µαθηµατικά σχετίζονται άµεσα µε τη διατύπωση και απόδειξη 

θεωρηµάτων. Ειδικά στην περίπτωση του εµποδίου τύπου Fermat αναγό -µαστε 

σχεδόν πάντα στην αναλυτική έκφραση µιας συνάρτησης. 

    Η προσπάθεια της Sierpinska επικεντρώθηκε στη διαµόρφωση των κατάλληλων 

διδακτικών καταστάσεων που θα συντελούσαν στην υπερπήδηση των παραπάνω 

εµποδίων από τους µαθητές. Ένα σηµαντικό µέρος από αυτή την ερευνητική της ερ-

γασία παρουσίασε στο άρθρο της : “Humanities students and epistemiological obsta-

cles related to Limits”(1987). Στην εισαγωγή αυτού του άρθρου τονίζει: «Αν η πα-

ρουσία ενός επιστηµολογικού εµποδίου σ’ έναν σπουδαστή συνδέεται µε µια πεποί-
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θηση κάποιου είδούς, τότε η υπερπήδηση του εµποδίου δεν συνίσταται στην αντικα-

τάσταση αυτής της πεποίθησης από την αντίθεση της. Αυτό θα σήµαινε  ότι πέ-

φτουµε στο άλλο αντίθετο εµπόδιο του διπόλου. Αντίθετα σηµαίνει ότι ο σπουδαστής 

πρέπει να αρθεί σ’ ένα ύψος που βρίσκεται πάνω από τις πεποιθήσεις του, να επιλύσει 

τα προβλήµατα ώστε να αποκτήσει συνείδηση των ενδεχοµένων διαφορετικών υπο-

θέσεων». 

    Επιπλέον σήµερα η αυξανόµενη χρήση  Η/Υ στη διδασκαλία εννοιών δηµιουργεί 

νέο πεδίο έρευνας που αφορά την δηµιουργία µιας νέας µορφής και ποιότητας επι-

στηµολογικών εµποδίων. 

    Συµπέρασµα όλων των ερευνητών :    τα εµπόδια υφίστανται πέρα από κάθε αµ-

φιβολία παρά το γεγονός ότι η διάκριση, η αναγνώριση, η ταξινόµηση και η διερεύ-

νηση των αιτίων τους απαιτούν ακόµη έρευνες και συζητήσεις (Σπύρου,2005). 

 

  

 

1.6   ΟΙ ΠΕΠΟΙΘΗΣΕΙΣ  ΜΑΘΗΤΩΝ-ΣΠΟΥ∆ΑΣΤΩΝ ΚΑΙ Η ΣΧΕΣΗ                   

   ΑΥΤΩΝ ΜΕ ΤΗΝ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΝΟΙΑΣ ΤΟΥ ΟΡΙΟΥ 

 
    Ανάµεσα στους παράγοντες που θεωρείται ότι επηρεάζουν τους µαθητές στην κα-

τανόηση µιας έννοιας ή στην επίλυση προβληµάτων είναι και οι συναισθηµατικοί κα-

θώς και παράγοντες που µπορεί να έχουν ταυτόχρονα γνωστικές και συναισθηµατικές 

διαστάσεις.  Τα τελευταία είκοσι χρόνια, ένας µεγάλος αριθµός των ερευνητών της 

διδακτικής των µαθηµατικών και της γνωστικής ψυχολογίας έχει ασχοληθεί µε τον 

ρόλο του συναισθηµατικού τοµέα (affect) και των πεποιθήσεων (beliefs) των µαθη-

τών για τα µαθηµατικά (Cobb,1986; Frid,1994; McLeon, 1989,1992; Schoenfeld, 

1985a, 1985b,1989; Silver,1994;   Szydlik,2000). 

     Ο McLeod (1992) διακρίνει τρεις παράγοντες του συναισθηµατικού τοµέα –συγκι-

νήσεις (emotions), στάσεις (attitudes) και πεποιθήσεις (beliefs) που χαρακτηρίζονται 

από προοδευτική µείωση της έντασης, και αντίστοιχη αύξηση της γνωστικής συνι-

στώσας και της διάρκειας. Ο Cobb (1986 ) όρισε τις πεποιθήσεις ως τις προσωπικές 

υποθέσεις ενός ατόµου σχετικά µε τη φύση της πραγµατικότητας. Αυτές οι υποθέσεις 

αποτελούν τη βάση της προσανατολισµένης σε στόχους δραστηριότητας. Οι πεποι-

θήσεις είναι διακεκριµένες από τις στάσεις ή τα συναισθήµατα ως προς το ότι έχουν 

ελάχιστη συναισθηµατική εµπλοκή και είναι οι πιο σταθερές στο χρόνο McLeod 
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(1992).   Οι πεποιθήσεις ενός ατόµου για τη φύση των µαθηµατικών, περιλαµβάνουν 

υποθέσεις που αφορούν τα αποδεικτικά στοιχεία και τα µέσα για την απόδοση εγκυ-

ρότητας.  

    H Szydlik (2000) θεωρεί ότι η έννοια του ορίου µιας συνάρτησης παρέχει ένα ελ-

κυστικό πλαίσιο για τη µελέτη των πεποιθήσεων των σπουδαστών για τα µαθηµατικά. 

∆ιερεύνησε τις πεποιθήσεις των σπουδαστών που φοιτούσαν στο δεύτερο έτος των 

σπουδών τους στον Απειροστικό Λογισµό, στα µαθηµατικά και τη σχέση που είχαν οι 

πεποιθήσεις τους στη κατανόηση της έννοιας του ορίου. Οι πεποιθήσεις των σπουδα-

στών για το περιεχόµενο που λογικά αποτελεί τη βάση της έννοιας του ορίου (πεποι-

θήσεις για τους πραγµατικούς αριθµούς, το άπειρο και τις συναρτήσεις) αποκαλούνται 

µε τον όρο πεποιθήσεις περιεχοµένου (content beliefs), ενώ οι πεποιθήσεις 

σχετικά µε το πώς η µαθηµατική αλήθεια και εγκυρότητα εδραιώνονται, αποκαλού-

νται πηγές βεβαιότητας (sources of conviction) (Frid, 1994). 

   Το κίνητρο για τη µελέτη της Szydlik προέκυψε από τη βιβλιογραφία που ανέφερε   

ότι τα αντιπαραδείγµατα δεν πείθουν τους σπουδαστές να µεταβάλουν τα ασυνεπή ή 

ατελή µοντέλα τους για το όριο (Sierpinska,1987 ; Williams,1991). Πράγµατι, πολλοί 

σπουδαστές µπορεί να µη βασίζονται στη συνέπεια, τη λογική, ή ακόµη και τα εµπει-

ρικά δεδοµένα για την εγκυρότητα στα µαθηµατικά, αλλά να βασίζονται αντιθέτως 

στην αυθεντία ενός διδάσκοντος ή ενός εγχειριδίου(Carpenter, Lindquist, Matthews  

& Silver,1983 ;  Frid & Olson, 1993 ;  Schoenfeld, 1989).  Oι προσφυγές στην αυθε-

ντία για τον προσδιορισµό της µαθηµατικής αλήθειας αποκαλούνται µε τον όρο εξω-

τερικές πηγές βεβαιότητας και οι εκκλήσεις σε εµπειρικά δεδοµένα, στη διαί-

σθηση, τη λογική  ή τη συνέπεια ονοµάζονται  εσωτερικές πηγές βεβαιότητας 

(Frid, 1994). 

    Η Szydlic(2000) αναφέρει ότι  επέλεξε την έννοια του ορίου για να εξετάσει τις 

πεποιθήσεις των σπουδαστών για τους εξής  λόγους : 

 Η έννοια αυτή είναι ιδιαίτερα σηµαντική από µαθηµατική άποψη. Ίσως αποτε-

λεί την θεµελιώδη έννοια του Απειροστικού Λογισµού.  

 Το όριο είναι µια δύσκολη έννοια στην κατάκτηση της από τους µαθητές 

(Davis & Vinner, 1986 ; Sierpinska, 1987 ; Tall & Vinner, 1981). Eπιπλέον οι 

µαθητές εξακολουθούν να διατηρούν ατελείς και εναλλακτικές αντιλήψεις για 

το όριο ακόµη κι έπειτα από προσεγµένη διδασκαλία σχεδιασµένη για να τις 

εξαλείψει (Davis &  Vinner, 1986 ;  Williams, 1991). 

 Ίσως, για τους λόγους που αναφέρθηκαν παραπάνω, το πεδίο αυτό έχει απο-

σπάσει ουσιαστική προσοχή από  ερευνητές της διδακτικής. Αρκετά µοντέλα 
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του ορίου (τα οποία ο Cornu,(1991), αποκάλεσε αυθόρµητα µοντέλα των µα-

θητών) έχουν καταγραφεί : το όριο είναι άφθαστο (Ταll & Schwarzenberger, 

1978), το όριο ως κίνηση (Ταll & Vinner,1981), και το όριο ως ένα φράγµα 

που δεν µπορεί να ξεπεραστεί (Cornu, 1991).  Aπό αυτά τα µοντέλα το όριο 

ως άφθαστο και ως φράγµα  είναι και τα δύο ασυνεπή µε τον τυπικό ορισµό 

και εποµένως αποτελούν πραγµατικά παρανοήσεις. Η αντίληψη του ορίου ως 

κίνηση αν και είναι ένα λογικό και συχνά χρήσιµο µοντέλο του ορίου,  δεν εί-

ναι ακριβής και µπορεί να επηρεάσει την κατανόηση του τυπικού ορισµού από 

τους φοιτητές. 

  Οι οριακές διαδικασίες δεν είναι πάντα διαισθητικές, και εποµένως ένα τυπικό 

πλαίσιο παρέχει ένα ισχυρό εργαλείο για τη σκέψη και τον υπολογισµό ορι-

σµένων ορίων. Η Sierpinska (1987) και ο Williams (1991) έχουν και οι δύο 

προτείνει ότι οι πεποιθήσεις των µαθητών για τα µαθηµατικά µπορούν να 

εµποδίσουν την κατανόηση του πεδίου αυτού.   

    Σύµφωνα µε τη Szydlic (2000) το πιο σηµαντικό αποτέλεσµα αυτής της έρευνας 

είναι «η ένδειξη ότι οι πεποιθήσεις των σπουδαστών µπορούν να επηρεάζουν την εν-

νοιολογική κατανόηση του ορίου». 

    Όσον αφορά τις πηγές βεβαιότητας των σπουδαστών που πήραν µέρος στην 

έρευνα αποκαλύπτεται µια µεγάλη διαφοροποίηση. Στο ένα άκρο σπουδαστές αντι-

λαµβάνονται τον Απειροστικό Λογισµό σαν µια συλλογή από γεγονότα και διαδικασίες 

που πρέπει να αποµνηµονευτούν και να εφαρµοστούν. Οι σπουδαστές που έχουν αυ-

τές τις πεποιθήσεις, διατηρούν ατελή και αντιφατικά µοντέλα για το όριο. Συχνά δεν 

µπορούν να δώσουν ένα κατανοητό ορισµό για το όριο µιας συνάρτησης ή να εξηγή-

σουν γιατί οι διατυπώσεις και διαδικασίες που ακολούθησαν είναι έγκυρες. Στο άλλο 

άκρο σπουδαστές µπορούν να δουν τον Απειροστικό Λογισµό σαν λογικό και συνεπή. 

Αυτή η αντίληψη τους επιτρέπει να είναι δεκτικοί σε τυπικούς ορισµούς και µπορούν 

να λύσουν προβλήµατα που αναφέρονται στο όριο. Σπουδαστές µε εσωτερικές πηγές 

βεβαιότητας δίνουν κατανοητούς ορισµούς για το όριο και είναι πιθανότερο αυτοί σε 

σύγκριση µε τους σπουδαστές µε εξωτερικές πηγές να κατέχουν µια στατική αντί-

ληψη για το όριο. 

    Η  Szydlic (2000) επισηµαίνει  ότι το γεγονός ότι δεν έχουν όλοι οι σπουδαστές µε 

εσωτερικές πηγές βεβαιότητας πλήρη κατανόηση της έννοιας του ορίου δεν απο-

τελεί έκπληξη. Οι µαθηµατικοί έχουν εσωτερικές πηγές βεβαιότητας, βρίσκουν 

πολλές µαθηµατικές έννοιες δύσκολές, αλλά έχουν την ικανότητα τελικά να βγάζουν 

νόηµα. Γνωρίζουν ότι µπορούν να βρουν την απάντηση µε τη λογική. Ωστόσο,  
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σπουδαστές  µε εξωτερικές πηγές βεβαιότητας δεν θα κατανοήσουν τα µαθηµα-

τικά εκτός και αν πηγές βεβαιότητας µετατραπούν. Τελικά, για αυτούς τα µαθηµα-

τικά δεν είναι για να καταλαβαίνουν.   

 

 

    Επίσης η Szydlic (2000) διαπιστώνει ότι υφίσταται µια πλατιά κλίµακα πεποιθή-

σεων περιεχοµένου για τις συναρτήσεις, τους πραγµατικούς αριθµούς και το 

άπειρο ακόµη και για τους σπουδαστές που παίρνουν µέρος στην έρευνα ( φοιτούν 

στο δεύτερο έτος των σπουδών τους στον Απειροστικό Λογισµό), και µας παρέχει 

κάποιες ενδείξεις ότι οι αντιλήψεις των σπουδαστών για τις συναρτήσεις συνδέονται 

µε την κατανόηση της έννοιας του ορίου όπου οι πεποιθήσεις τους έχουν σχέση µε 

τη µη  συνειδητοποίηση της έννοιας της πληρότητας της ευθείας των πραγµατικών 

αριθµών. Επειδή συνήθως οι µαθητές δεν έχουν διδαχθεί την αυστηρή θεµελίωση 

των πραγµατικών αριθµών, οι διαισθητικές τους πεποιθήσεις είναι ευρύτατες στο 

θέµα αυτό (Fischbein,1999). 

     Η  Szydlic (2000), σηµειώνει ότι οι σύγχρονοι ερευνητές διαφωνούν  αν πρέπει ο 

Απειροστικός  Λογισµός να διδάσκεται σε άτυπη µορφή, ώστε να επιτρέπει στους 

σπουδαστές να ανακαλύπτουν σηµαντικές ιδέες ή αν πρέπει να παρουσιάζεται αυ-

στηρά κατασκευασµένος. Τα αποτελέσµατα της έρευνας  που αναφερόµαστε δεί-

χνουν ότι µπορούν να συµβούν και τα δύο. Κάποιοι σπουδαστές δεν είναι έτοιµοι να 

δεχτούν αποδείξεις και επιχειρήµατα, ενώ άλλοι απογοητεύονται όταν δεν τους παρέ-

χονται τυπικοί ορισµοί και αποδείξεις. Χωρίς αυστηρότητα νοιώθουν ανίσχυροι να δι-

ατυπώσουν επιχειρήµατα. Για αυτούς, οι δάσκαλοι πρέπει να είναι προσεκτικοί ώστε 

να µη µειώνουν την αυστηρότητα και τη σηµασία των τυπικών ορισµών. 

 
 
 
 
 
1.7    OI  ΑΤΥΠΕΣ  ΑΝΤΙΛΗΨΕΙΣ  ΜΑΘΗΤΩΝ – ΣΠΟΥ∆ΑΣΤΩΝ ΩΣ  

          EMΠΟ∆IO   ΣΤΗΝ   ΚΑΤΑΝΟΗΣΗ  ΤΗΣ  ΕΝΝΟΙΑΣ  ΤΟΥ  ΟΡΙΟΥ 

 
Οι αυθόρµητες πρωτογενείς αντιλήψεις  είναι το σύνολο των διαισθητικών εκτιµή-

σεων, εικόνων και γνώσεων που από την καθηµερινή εµπειρία συσσωρεύει το άτοµο.  

O Cornu (1981,1983 ) αναφέρεται  στις αντιλήψεις αυτές για µια  έννοιας που εµφα-

νίζονται πριν από την τυπική διδασκαλία της και  τις ονοµάζει «αυθόρµητες αντι-

λήψεις» (spontaneous conceptions). 
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    O Cornu (1991) επισηµαίνει ότι για τις περισσότερες µαθηµατικές έννοιες η διδα-

σκαλία δεν ξεκινά σε παρθένο έδαφος. Στην περίπτωση των ορίων, πριν από οποια-

δήποτε διδασκαλία γι’ αυτό το θέµα ο µαθητής έχει ήδη ορισµένες ιδέες, διαισθήσεις, 

εικόνες, γνώσεις, που προέρχονται από την καθηµερινή εµπειρία, όπως οι κοινές ση-

µασίες των όρων που εµφανίζονται πριν από την τυπική διδασκαλία. Όταν ένας µα-

θητής συµµετέχει σ’ ένα µάθηµα  µαθηµατικών, αντίθετα µε αυτό που µπορεί να φα-

ντάζονται οι περισσότεροι καθηγητές, αυτές οι ιδέες (αυθόρµητες αντιλήψεις)  δεν 

εξαφανίζονται. Αναµιγνύονται µε τη νεοαποκτηθείσα γνώση,  τροποποιούνται και 

προσαρµόζονται για να σχηµατίσουν τις προσωπικές αντιλήψεις των µαθητών.  Σύµ-

φωνα µε τον παραπάνω ερευνητή για να επιλυθεί ένα πρόβληµα , γενικά δεν στηρι-

ζόµαστε µόνο στην επαρκή επιστηµονική θεωρία αλλά και στο φυσιολογικό ή αυθόρ-

µητο συλλογισµό ο οποίος είναι θεµελιωµένος στις αυθόρµητες αυτές ιδέες. Αυτό το 

φαινόµενο παρατηρεί, είναι γνωστό στην εµπειρική και θεωρητική ανάπτυξη των επι-

στηµονικών εννοιών από την εποχή του Bachelard στη δεκαετία του 1930,αλλά µόνο 

τον τελευταίο καιρό έχει πλήρως συνειδητοποιηθεί ότι ακριβώς ίδιες δυνάµεις δρουν 

και στη προφανή λογική των µαθηµατικών. 

    Οι αντιλήψεις αυτές µπορούν να είναι χρήσιµες ακόµη και αν προκαλούν εµπόδια 

στην προσπάθεια κατανόησης µιας έννοιας. Οι δάσκαλοι των µαθηµατικών πρέπει να 

παίρνουν σοβαρά υπόψη τους αυτές τις αντιλήψεις  και την ανθεκτικότητα που ενδε-

χοµένως παρουσιάζουν ορισµένες απ’ αυτές, µε αποτέλεσµα να προκαλούν δυσκολίες 

στους µαθητές στη κατανόηση µιας έννοιας ή να  τους οδηγούν  σε ανεπιθύµητες 

παρανοήσεις..  

    Οι Davis & Vinner (1986) προσπάθησαν να εντοπίσουν που οφείλονται τα λάθη και 

οι παρανοήσεις όσον αφορά την έννοια του ορίου. ∆ιεξήγαγαν µια έρευνα δυο ετών 

στον Απειροστικό Λογισµό µε στόχο την έννοια  του ορίου, σε συνεργασία µε τους 

διδάσκοντες  στο πανεπιστηµιακό γυµνάσιο της Ουρπάνα. Ο σχεδιασµός της έρευνας 

ήταν να προηγηθεί η κατανόηση των εννοιών και µετά να ασχοληθούν οι µαθητές µε 

εφαρµογές τους. Μετά από προσεκτικά σχεδιασµένες διδασκαλίες διάρκειας δύο 

ετών, οι ερευνητές διαπίστωσαν ότι δε υπήρχε βελτίωση στη κατανόηση της έννοιας. 

Ενώ στο πρώτο έτος των σπουδών τους είχαν διδαχθεί τον τυπικό ορισµό και τον 

χειριζόταν µε σχετική ευκολία, όταν τους  ζητήθηκε την πρώτη ηµέρα του επόµενου 

σχολικού έτους να διατυπώσουν τον τυπικό ορισµό για το όριο µιας ακολουθίας , και 

να περιγράψουν διαισθητικά την αντίστοιχη έννοια, οι απαντήσεις τους δεν φανέρω-

ναν την κατανόηση της. Οι µαθητές µαζί µε τις νέες έννοιες είχαν διατηρήσει και τις 

πρωταρχικές αντιλήψεις τους µε αποτέλεσµα να οδηγηθούν σε παρανοήσεις όπως : 
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 Μια ακολουθία  δεν πρέπει να φθάνει το όριο της. 

 Η µονοτονία µιας ακολουθίας είναι πάντα δεδοµένη. 

 Σύγχυση του ορίου µε το φράγµα. 

 Σύγχυση του f(xο) µε το   limf(x) 
                                          x→xο 
 

 Οι ακολουθίες πρέπει να έχουν κάποιο προφανή, συνεπή τύπο. 

 Η ακολουθία έχει ένα  «τελευταίο» όρο. 

 ∆εν διατηρείται η σειρά των  και Ν, όπως διαβάζουµε τον ορισµό από τα αρι-

στερά. 

  Οι Davis και Vinner (1986) πρότειναν τις παρακάτω ερµηνείες για τις         παρα-

νοήσεις των µαθητών όπως αυτές που αναφέραµε : 

1. Την επιρροή της γλώσσας. 

2. Τη σύνθεση αναπαραστάσεων στα µαθηµατικά από εµπειρίες που 

προηγούνται αυτών. 

3. Την κατασκευή εννοιών µέσα στα µαθηµατικά. 

4. Την επίδραση των συγκεκριµένων παραδειγµάτων. 

5. Την παρερµηνεία των εµπειριών του. 

 

     O Williams (1991,2001) ερεύνησε λεπτοµερέστερα  αυτό που ο Cornu (1983) 

ονόµασε «αυθόρµητες αντιλήψεις» των σπουδαστών για το όριο και τα µέσα µε τα 

οποία αυτές οι αντιλήψεις µπορούν να αλλάξουν και να γίνουν αυστηρότερες. Αυτή η 

έρευνα είχε τους στόχους : 

a) να  περιγράψει την ύπαρξη διαφόρων προτύπων ορίου, 

b) να χρησιµοποιηθούν κατάλληλα παραδείγµατα που θα πρότειναν µια αλλαγή 

στον τρόπο που οι µαθητές κατανοούν το όριο προς την κατεύθυνση του τυ-

πικού ορισµού,  

c) να τεκµηριώσει τους παράγοντες που έχουν επιπτώσεις σε µια τέτοια αλλαγή.  

Στα αποτελέσµατα που παρουσιάζει ο Williams (2001) επιλέγει 10 θέµατα που δεί-

χνουν τις πιο συνηθισµένες άτυπες απόψεις των σπουδαστών για το όριο συνάρτη-

σης. Τα αποτελέσµατα αυτά προκύπτουν από ένα µεγαλύτερο πρόγραµµα το οποίο 

ερεύνησε την εξέλιξη στην κατανόηση της έννοιας του ορίου σε 10 σπουδαστές που 

φοιτούσαν στο δεύτερο εξάµηνο των σπουδών τους στον Απειροστικό Λογισµό, µετά 

από 7- εβδοµάδων πειραµατική διδασκαλία.  Οι 10 σπουδαστές  επιλέχτηκαν από 341 

που φοιτούσαν στο ίδιο εξάµηνο µε βάσει τις απαντήσεις τους σε ερωτηµατολόγιο 

που αναφερόταν στη κατανόηση της έννοιας του ορίου. Σ’  αυτό το ερωτηµατολόγιο, 
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ζητήθηκε από τους σπουδαστές να χαρακτηρίσουν κάθε µια από έξι προτάσεις που 

αναφερόταν στα όρια ως αληθή ή ψευδή, να διαλέξουν µια πρόταση που θεωρούσαν 

ότι περιγράφει καλύτερα το όριο και να κάνουν µια περιγραφή που εξηγούν τι σκέ-

φτονται ότι είναι ένα όριο.  Επίσης από τους σπουδαστές που επιλέχτηκαν, ζητήθηκε 

να εκφράσουν διάφορες εναλλακτικές αντιλήψεις για το όριο. Συγκεκριµένα αντιλή-

ψεις που περιλαµβάνουν τη δυνατότητα να φθάσει µια συνάρτηση το όριο της, δυ-

ναµικές ή µε προσανατολισµένη κίνηση απόψεις για το όριο, το όριο ως φράγµα αλλά 

και πιο στατικές απόψεις.  

    Οι άτυπες αντιλήψεις των σπουδαστών για το όριο συνάρτησης και τον τυπικό της 

ορισµό περιγράφονται από τα παρακάτω πρότυπα: 

1.  Ένα όριο είναι ένα είδος εκτίµησης µιας δεδοµένης τιµής που  επιτυγχάνει η συ-

νάρτηση  µε ένα δεδοµένο σφάλµα.  Μπορείτε να πάρετε  ολοένα  καλύτερες εκτιµή-

σεις περιορίζοντας το  x, κοντά στο s (για x→s)  και µικραίνοντας το σφάλµα,  αλλά η 

συνάρτηση δεν φθάνει ποτέ στο όριό της.                                                                       

Στην πραγµατικότητα  ένα  όριο είναι µια προσέγγιση και όχι ένας συγκεκριµένος 

αριθµός . Παίρνοντας τιµές κοντά στο s, µπορείτε να πλησιάσετε το όριο αλλά όχι να  

το ξεπεράσει.  

2. Ένα όριο είναι ένας αριθµός ή ένα σηµείο κοντά στο οποίο η συνάρτηση παίρνει 

τιµές αλλά ποτέ ακριβώς ίσες µε αυτό. Εάν πάρετε το όριο της f(x) καθώς x →s, 

µπορείτε να κάνετε τη συνάρτηση να πάει όσο κοντά θέλετε στο όριο, αλλά δεν θα 

γίνει  ποτέ πραγµατικά ίση µε το αυτό, ακριβώς όπως το x  ποτέ πραγµατικά δεν γί-

νεται  ίσο µε s.  Όταν παίρνετε ένα όριο, δεν ενδιαφέρεστε εάν το x γίνει πάντα 

πραγµατικά ίσο µε s, απλώς  ότι  είναι κοντά στο s. Το ίδιο συµβαίνει και µε την f(x). 

∆εν  τίθεται θέµα εάν η  f(x) είναι µεγαλύτερη ή µικρότερη από το όριο, αλλά µόνο 

ότι είναι κοντά σε αυτό. Εάν η f(x) κάποτε γίνει ίση µε το όριο, τότε δεν έχετε πραγ-

µατικά ένα όριο.   

 3. Το όριο είναι το µέγιστο (ή ελάχιστο) µιας συνάρτησης καθώς το x πλησιάζει κά-

ποιο αριθµό. Όταν πλησιάζει αυτόν τον αριθµό, οι τιµές της συνάρτησης  εγκλωβίζο-

νται από την αριθµητική τιµή του ορίου.   Για παράδειγµα, όπως όταν αυξάνεται µια 

συνάρτηση  γρήγορο ρυθµό φθάνοντας στο επίπεδο µιας οριζόντιας ασύµπτωτης ,το 

όριο είναι η τιµή που δείχνει  αυτή η οριζόντια ευθεία.   

 Έτσι ένα όριο είναι ένα σηµείο ή ένας αριθµός µετά από τον οποίο οι τιµές της συ-

νάρτησης δεν µπορούν να φθάσουν. Στην πραγµατικότητα, οι τιµές της ποτέ δεν 

φτάνουν στο όριο αλλά µπορούν να πλησιάζουν κοντά.   
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  4.    Μια συνάρτηση f έχει ένα όριο L καθώς x →s , εάν οι αριθµητικές τιµές της για 

x κοντά στο s,  είναι κοντά στο L. Συγκεκριµένα, για οποιοδήποτε πολύ µικρό διά-

στηµα γύρω από το L, µπορείτε να βρείτε ένα διάστηµα γύρω από το s έτσι ώστε 

όλες οι τιµές του x  στο διάστηµα γύρω από το s αντιστοιχούν σε τιµές της συνάρτη-

σης  κάπου στο διάστηµα γύρω από το L. 

  5.   Ένα όριο σηµαίνει ότι όταν το x  κινείται όλο και πιο κοντά  προς κάποιο αριθµό 

s, η f(x) κινείται πιο κοντά προς το όριο. Η συνάρτηση πηγαίνει απείρως κοντά στο 

όριο αλλά δεν το φτάνει ποτέ. Είναι όπως µια ασύµπτωτη που η συνάρτηση µπορεί 

(ενδιάµεσα) να την τέµνει µερικές φορές  (ή ακόµα και απείρως πολλές φορές) αλλά  

την πλησιάζει συνεχώς όλο και πιο κοντά.                                                                                        

6.  Όταν µια συνάρτηση κινείται προς κάποιο αριθµό και πηγαίνει όλο και πιο κοντά 

του, εκείνος ο αριθµός είναι το όριο της. Έτσι, ένα όριο είναι ένας αριθµός ή ένα ση-

µείο προς το οποίο µια συνάρτηση πηγαίνει  αλλά δεν το ξεπερνά.  Είναι σαν να δια-

σχίσετε την µισή απόσταση από ένα τοίχο, κατόπιν την µισή από την αυτήν που µένει 

και συνεχίζετε µ’ αυτόν τον τρόπο.  Πλησιάζετε πιο κοντά και ο τοίχος είναι όπως το 

όριο. Τελικά, το να φθάσετε στο όριο, είναι ακριβώς σαν να φθάσετε στον  τοίχο.   

7. Αυτό που είναι σηµαντικό για τα όρια είναι η ιδέα της «εγγύτητας». Όταν λέτε το 

όριο καθώς το x προσεγγίζει το s, σηµαίνει ότι εάν το x είναι κοντά στο s, τότε η  f(x) 

είναι κοντά στο όριο. Είναι  εκείνο που ο ορισµός προσπαθεί να πει. Η ιδέα του ορι-

σµού είναι να αποδείξει ότι µπορείτε να πάτε τόσο κοντά όσο θέλετε. Λέω ότι µπορώ 

να κάνω το f(x) να πάει τόσο κοντά όσο θέλω στο όριο µε την επιλογή x αρκετά κο-

ντά στο s και το αποδεικνύω λέγοντας σας πόσο κοντά  το x πρέπει να είναι στο s 

όποτε µου πείτε πόσο κοντά θέλετε το f(x)  να είναι στο όριο. Αυτή είναι περίπου όλη 

η ουσία  του ε-δ ορισµού.   

8. ∆εν µπορείτε να υπολογίσετε ένα όριο µόνο µε το να  παίρνετε πολλά  σηµεία κο-

ντά σε ένα αριθµό, επειδή µπορείτε µόνο να πάρετε έναν πεπερασµένο πλήθος ση-

µείων και αυτό δεν είναι αρκεί να σας πει τι  

ακριβώς κάνει η συνάρτηση πραγµατικά. Μπορεί να βρείτε κάτι διαφορετικό όταν 

φτάσετε πιο κοντά στο  σηµείο.   Πρέπει πραγµατικά να αποδείξετε ότι µπορείτε να 

πηγαίνετε τόσο κοντά όσο θέλετε στον αριθµό και συγχρόνως  η συνάρτηση εξακο-

λουθεί να είναι ακόµα κοντά στο όριο. Αυτό εξηγεί  γιατί χρειάζεστε τα θεωρήµατα 

ορίου.   

9.  Η εύρεση ενός ορίου είναι πολύ ευκολότερη από την κατανόηση του ορισµού. 

Όταν χρειάζεται να βρείτε ένα όριο, απλώς βάζετε ένα αριθµό στην  θέση του x. 

¨Όπως π.χ  για να βρούµε το όριο της f(x) καθώς το  x προσεγγίζει το  0, βρίσκεις  
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το f(x) για x= 0. Εάν αυτό δεν µπορεί να γίνει, εφαρµόζουµε κάποια αλγεβρική διαδι-

κασία, προσπαθώντας να αποφύγουµε το πρόβληµα  και προσπαθούµε πάλι.    Ο 

ορισµός λέει "να πλησιάσω κοντά" και όλα αυτά, αλλά όταν ασχολείστε µε προβλή-

µατα, το όριο καταλήγει να  είναι αυτό που παίρνετε βρίσκοντας µία τιµή.   

10.  Εάν θέλετε να σχεδιάσετε ένα όριο, σχεδιάζετε το x να κινείται όλο και πιο κοντά 

προς κάποιο αριθµό και το σηµείο στη γραφική παράσταση επάνω από αυτό κινού-

µενο κατά µήκος της γραφικής παράστασης , να πλησιάζει όλο  και πιο κοντά στο 

όριο. Έτσι πλησιάζετε απλώς ένα σηµείο της γραφικής παράστασης από το οποίο 

περνά η συνάρτηση. 

    Ο παραπάνω  ερευνητής επέλεξε δύο σπουδαστές µε τους οποίους συναντήθηκε 

µεµονωµένα σε πέντε συνεδριάσεις κατά την διάρκεια των πειραµατικών µαθηµάτων. 

Μέσα σ’ αυτές διερευνήθηκαν και συζητήθηκαν οι ορισµοί των σπουδαστών για το 

όριο έτσι ώστε να τροποποιηθούν και τελειοποιηθούν αυτοί κατά την διάρκεια των 7 

εβδοµάδων. Στη πρώτη και την τρίτη συνεδρίαση στόχος του ερευνητή ήταν να εκ-

µαιεύσει τα πρότυπα που έχουν οι µαθητές για το όριο. Στις τρεις ενδιάµεσες έγινε 

προσπάθεια στο να µετακινηθούν οι σπουδαστές από τις εναλλακτικές και άτυπες 

αντιλήψεις που διατηρούσαν, προς την περισσότερο τυπικά εκφρασµένη έννοια. Στα 

συµπεράσµατα ο ερευνητής επισηµαίνει ότι οι απόψεις των σπουδαστών για το όριο 

ήταν συχνά αλληλοσυγκρουόµενες. Επιβεβαιώνεται η διαδικαστική δυναµική άποψη 

των σπουδαστών για το όριο, όπως π.χ να υπολογίζουν τιµές της συνάρτησης σε δι-

αδοχικά σηµεία καθώς αυτά πλησιάζουν όλο και πιο κοντά σ’ ένα σηµείο που µας εν-

διαφέρει. ∆εν αποτελεί έκπληξη το γεγονός ότι οι σπουδαστές απέτυχαν και σ’ αυτή 

την ερευνητική προσπάθεια να υιοθετήσουν µια πιο τυπική άποψη για τι όριο. Θεω-

ρούν την ευκολία και την πρακτικότητα ενός προτύπου σηµαντικότερη από τη µαθη-

µατική τυπικότητα. 

    Ο Williams (2001) στα συµπεράσµατα αναφέρει ότι καµία µέθοδος δεν µπορεί από 

µόνη της να συλλάβει τον πλούτο και την ποικιλία που χαρακτηρίζει την ανθρώπινη 

σκέψη. Κάθε µέθοδος φωτίζει κάποιες πλευρές ενός θέµατος ενώ επισκιάζει κάποιες 

άλλες. Υποστηρίζει ότι η µέθοδος που εφαρµόστηκε στη έρευνα που αναφερόµαστε  

φαίνεται να ταιριάζει, διότι από τη µία εντοπίζει τα βασικά µοντέλα και από την άλλη 

είναι αρκετά ευαίσθητη να συλλάβει την εξέλιξη στη κατανόηση κατά την διάρκεια 

των πειραµατικών µαθηµάτων. Προτείνει για τη βελτίωση της κατανόησης των ορίων 

από τους σπουδαστές ώστε να προχωρήσουν σε περισσότερο τυπικές µορφές κατα-

νόησης της έννοιας, µια προσεκτική διδασκαλία η οποία να παίρνει υπόψη της την 

πλούσια ποικιλία από τα πρότυπα ορίου που οι σπουδαστές φέρουν στη τάξη όπως 
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και τα είδη της γνώσης που εκτιµούν. Στη προσπάθεια αυτή µπορούν να βοηθήσουν 

οι προτάσεις διαφόρων ερευνητών όπως, να εξεταστούν και ερµηνευτούν οι αντιλή-

ψεις των σπουδαστών από την άποψη  εννοιολογικών µεταφορών (µε βάση την φυ-

σική εµπειρία) των ενσαρκωµένων µαθηµατικών Lakoff  και Nunez(2000), ή από την 

άποψη των επιστηµολογικών εµποδίων(Cornu,1991; Sierpinska,1987)  ή την άποψη 

των (Tall & Vinner, 1981; Vinner, 1991) που αναφέρεται στη σύγκρουση της  εικόνας  

έννοιας και του ορισµού µιας έννοιας.    

    Oι  Grugnetti και  Rizza (2002) ερεύνησαν τις δυσκολίες που είχαν οι µαθητές να 

κατανοήσουν  τις έννοιες του ορίου και του απείρου. Ένα τµήµα της έρευνας που 

πραγµατοποίησαν οι Dallanoce et al.(2000) και οι   Alberti et al.(2001) (που συµµε-

τείχαν στην οµάδα των παραπάνω ερευνητριών) αφορούσε τις διαισθητικές αντιλή-

ψεις των µαθητών   που σχετίζονται µε το όριο µαζί µε εκείνες που συνδέονται µε το 

άπειρο τα απειροστά και τη συνέχεια. Σ’ αυτή την έρευνα έλαβαν µέρος 300 µαθητές 

µεταξύ 10 και 19 ετών από σχολεία  της Ιταλίας της πρωτοβάθµιας και δευτεροβάθ-

µιας εκπαίδευσης. 

    Η ανάλυση των αποτελεσµάτων της έρευνας διαπίστωσε την ύπαρξη πρωτοβαθ-

µίων διαισθητικών αντιλήψεων ιδιαίτερα στις µικρότερες ηλικίες. Από την άλλη µεριά 

δεν ήταν δυνατό να προσδιορισθεί µια αξιοσηµείωτη εξέλιξη αυτών των αντιλήψεων 

είτε ποσοτικά είτε ποιοτικά, όσο οι µαθητές προχωρούν σε επόµενες τάξεις. Αντίθετα 

αυτές οι πρωτοβάθµιες διαισθητικές αντιλήψεις τείνουν να εκφυλιστούν και σε κά-

ποιες περιπτώσεις είναι πιθανή µια οπισθοδρόµηση. Οι ερευνήτριες σηµειώνουν ότι τα 

αποτελέσµατα της έρευνας συµφωνούν µε τη διαπίστωση του Fischbein (1973,1987) 

o οποίος αναφερόµενος στις αρχικές διαισθήσεις των µαθητών παρατηρεί ότι είναι 

σηµαντικό να καλλιεργηθούν αυτές ώστε να µπορέσουν να εξελιχθούν σε «δευτερο-

βάθµιες διαισθήσεις».   Όσον αφορά την κατανόηση της έννοιας του ορίου  οι παρα-

πάνω ερευνήτριες παρατηρούν για τέτοιες έννοιες, µε πολυπλοκότητα και µεγάλη 

σηµασία, είναι κατάλληλη µια βαθµιαία προσέγγιση, που επιδιώκει να αναπτύξει µια 

κατανόηση από τα πρώτα χρόνια στο σχολείο, µε αφετηρία τις πρώτες διαισθήσεις 

των µαθητών. Σ’ αυτό το πλαίσιο επισηµαίνουν τη σηµασία της προσέγγισης ως πη-

γής πληροφοριών. 
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1.8    ΤΟ  ΟΡΙΟ  ΣΑΝ  ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ  ΚΑΙ  ΣΑΝ  ΑΝΤΙΚΕΙΜΕΝΟ 
 
    Ο τρίτος κρίσιµος τοµέας έρευνας εστιάζει στις δυσκολίες που συναντά η κατανό-

ηση της έννοιας του ορίου, σαν µια διαδικασία αλλά και σαν αντικείµενο που σχετίζε-

ται µε το αποτέλεσµα της άπειρης αυτής διαδικασίας. 

    Τα τελευταία 25 χρόνια έχουν προταθεί θεωρίες οι οποίες ερµηνεύουν τη διαδικα-

σία κατασκευής της µαθηµατικής γνώσης από τον µαθητή. Οι βασικές   ενεργητικές 

(enactive) γνωσιακές θεωρίες4 ασχολούνται  µε την εξήγηση της λειτουργίας της 

κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών, και έχουν σκοπό ν’ αναλύσουν τον τρόπο 

που µια µαθηµατική έννοια καταγράφεται στον νου και γίνεται κτήµα του µαθητή 

ώστε να ανακαλύπτεται και να χρησιµοποιείται όποτε προκύψει. ∆ιαπιστώνουν σε µια 

µαθηµατική έννοια δύο κυρίως µέρη ένα λειτουργικό, αλγοριθµικό και ένα συµβολικό 

εννοιολογικό που αποτελεί το µέρος εκείνο που προσφέρεται στην συµβολική διαχεί-

ριση και τους υπολογισµούς. Αυτές οι θεωρίες είναι : 

• H   θεωρία APOS (1991). Ο όρος APOS προκύπτει από τα αρχικά Action − 

Process – Object−Schema, δηλαδη ∆ράση− ∆ιαδικασία−Αντικείµενο−Σχήµα. 

Όπως αναφέρει ο εµπνευστής της, Dubinsky η ιδέα του ξεκινά από τον Piaget.             

Οι µαθηµατικές έννοιες διαµορφώνονται πάνω στη βάση ενεργειών (actions) 

που ασκούνται βήµα -βήµα σε αντικείµενα (objects) και προσλαµβάνονται ως 

ιδέες µιας συνολικής διαδικασίας, και τελικά ενθυλακώνονται (encapsulated) ως 

ένα νοητικό σχήµα (schema). 

• Η θεωρία της υποστασιοποίησης της Sfard(1991) (που είναι µικρή παραλλαγή 

της προηγούµενης θεωρίας) προτείνει δυο προσεγγίσεις κατά την ανάπτυξη 

µιας έννοιας: µια λειτουργική (operational) η οποία εστιάζεται στην διαδικασία 

και µια δοµική (structural η οποία εστιάζεται στα αντικείµενα. Σύµφωνα µε 

την Sfard(1991), ιστορικά στην ανάπτυξη των µαθηµατικών υπάρχει µια ιε-

ραρχική δοµή σύµφωνα µε την οποία ο λειτουργικός τρόπος προσέγγισης µιας 

έννοιας ακολουθείται από τη δοµική κατανόησή της στο αµέσως ψηλότερο 

επίπεδο. Τα τρία επίπεδα στην ανάπτυξη µιας έννοιας ονοµάζονται εσωτερί-

κευση(ιinteriorization), συµπύκνωση(condensation) και υποστασιοποί-

ηση(reification). H βαθύτερη κατανόηση µιας έννοιας επιτυγχάνεται στο επί-

πεδο της υποστασιοποίησης. 

 

                                                 
4 Σπύρου, Π. (2005) Επιστηµολογία των Μαθηµατικών (Σηµειώσεις Παραδόσεων) 
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• Η θεωρία του prοcept, σύνθετη λέξη παραγόµενη από το process και con-

cept των Gray & Tall (1994). Oι ερευνητές χρησιµοποίησαν αυτόν τον όρο 

για να ονοµάσουν ένα σύµβολο που αντιπροσωπεύει είτε µια διαδικασία είτε 

µια έννοια. 

 

 

1.8.1 ΘΕΩΡΙΑ DUBINSKY  («γενετική αποσύνθεση»της έννοιας του ορίου)     

               ΘΕΩΡΙΑ  APOS 

                                                                           

    Ένα σχήµα  είναι µια συνεπής συλλογή δράσεων, διαδικασιών, αντικειµένων και 

άλλων σχηµάτων, που είναι συνδεδεµένα µε κάποιον τρόπο και εφαρµοσµένα επάνω 

σε µια κατάσταση προβλήµατος (Dubinsky,1991). Σύµφωνα µε τον Dubinsky(1991), 

η γνώση µιας έννοιας είναι η τάση του ατόµου να φέρνει στο νου ένα σχήµα ώστε να 

είναι σε θέση να χειριστεί, να οργανώσει ή να χειριστεί µια προβληµατική κατάσταση. 

Ενδεχοµένως είναι δύσκολο να διαχωριστεί η µαθηµατική γνώση από τη µαθηµατική 

κατασκευή. Αν θέλουµε να κάνουµε κάτι τέτοιο, ας παρατηρήσουµε άτοµα που λύ-

νουν προβλήµατα. Αυτό δεν µπορεί να αποκαλύψει σαφώς τα αντικείµενα, τις διαδι-

κασίες και τα σχήµατα, αλλά µπορεί να δείξει πως δηµιουργείται η γνώση. Ένας µα-

θητής µπορεί να χειρίζεται κάποιο είδος προβληµάτων µε παρόµοιο τρόπο, κάθε φορά 

που τα συναντά. Αυτό µπορεί να εκφραστεί µε σχήµατα. Αν ο µαθητής επιτύχει, τα 

προβλήµατα έχουν αφοµοιωθεί στο σχήµα. Αν όχι, το σχήµα που χρησιµοποιήθηκε 

µπορεί να προσαρµοστεί ώστε να αντιµετωπίσει τη νέα κατάσταση. Μπορεί όµως να 

µην συµβεί αυτό. 

     Για την κατανόηση µιας έννοιας που εξετάζουµε,  ο Dubinsky (1991) υποστηρίζει 

ότι σε ήδη υπάρχοντα σχήµατα δηµιουργούνται νέα µε βάση τη αναστοχαστική 

αφαίρεση και έχει διατυπώσει την έννοια της «γενετικής αποσύνθεσης» των µαθηµα-

τικών εννοιών, δηλαδή µια συλλογή αναστοχαστικών  αφαιρέσεων που προσεγγίζο-

νται µε µια ορισµένη σειρά ώστε να προκληθεί η κατανόηση µιας έννοιας. Αυτό ση-

µαίνει ότι η κατανόηση δεν µπορεί να λάβει χώρα µέχρι να σχηµατιστούν τουλάχι-

στον απλουστευτικά σχήµατα. ∆ιαφορετικά οι µαθητές γνωρίζουν µόνο να εκτελούν 

έργα ρουτίνας και αγνοούν το πραγµατικό νόηµα µιας έννοιας.    

    Όταν πρέπει η νέα γνώση να προσαρµοστεί µε την υπάρχουσα , είναι απαραίτητοι 

περίοδοι σύγχυσης όπως αναφέρει ο Cornu (1991), αυτό αποτελεί  τµήµα της µαθη-
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σιακής διαδικασίας. Η σύγχυση είναι εκείνη που δηµιουργεί την  ανάγκη στους µαθη-

τές να προσαρµόζουν τα σχήµατα τους. 

    Η θεωρία APOS που εµπνευστής της είναι ο Dubinsky και αναπτύχτηκε από τον 

ίδιο και τους συναδέλφους του Cottril, Nichols, Schwingendorf, Thomas και Vi-

dakovic(1996) προτείνει µε βάση την αναστοχαστική αφαίρεση , να προχωρούµε από 

το ένα βήµα στο άλλο σε µια «γενετικής αποσύνθεσης» µιας έννοιας  συνειδητοποιώ-

ντας και κατανοώντας καταστάσεις . 

Στα πλαίσια της θεωρίας APOS, όσον αφορά τη «γενετική αποσύνθεση» του ορίου  

συνάρτησης  ℓim f(x)= ℓ, οι παραπάνω ερευνητές έκαναν συγκεκριµένες παρατηρή- 
                   x→α 
σεις  ερµηνεύοντας και αναλύοντας τις δυσκολίες που συναντούσαν οι µαθητές τους 

ενώ εκτελούσαν κάποιες δραστηριότητες. 

Κάποιοι µαθητές υπολόγιζαν την τιµή της f  σ’ ένα µόνο σηµείο x κοντά στο α ή το 

f(α). Γι’ αυτούς το όριο συνάρτησης ήταν µια στατική έννοια όχι πρακτικά πολύ δια-

φορετική από την τιµή της f στο α. Kάποιοι άλλοι προχωρούσαν ένα βήµα και υπολό-

γιζαν µερικά διαδοχικά σηµεία κοντά στο α. Ενδεχοµένως δεν έλεγχαν την διαδικασία, 

αλλά απλά το ένα βήµα υπολογισµού προκαλούσε το επόµενο. Όταν το άτοµο ανα-

στοχάζεται πάνω σε κάποια δράση, αρχίζει συνειδητά να αποκτά τον έλεγχο της. Τότε 

η συγκεκριµένη δράση εσωτερικοποιείται, και γίνεται µια διαδικασία (process).  

Στα πλαίσια της «γενετικής αποσύνθεσης» από τη στιγµή που ο µαθητής έχει εσωτε-

ρικοποιήσει τις διαδικασίες    x→α  ή  f(x) → ℓ έχει συνειδητό έλεγχο µιας ακολουθίας 

τιµών του x που πλησιάζουν συνεχώς το α ή τιµών της συνάρτησης που πλησιάζουν 

τον αριθµό ℓ. Στο σηµείο αυτό παρατηρήθηκαν δυσκολίες στους µαθητές να εσωτερι-

κεύσουν µε ένα συντονισµένο τρόπο τις δύο αυτές διαδικασίες.   

Από την στιγµή που θα συντονισθούν οι παραπάνω διαδικασίες µέσω της f,δηλαδή ο 

µαθητής συνειδητοποιήσει ότι η συνάρτηση f εφαρµόζεται στη διαδικασία που το x 

προσεγγίζει το α για να προκύψει η διαδικασία που η f(x) προσεγγίζει το ℓ, έχει επι-

τευχθεί η κατασκευή ενός συντονισµένου σχήµατος διαδικασιών. 

Καθώς ο µαθητής αναστοχάζεται πάνω στη δράση µετασχηµατισµού διαδικα-

σιών,αυτές αρχίζουν να γίνονται αντικείµενα (objects) . Ένα αντικείµενο κατα-

σκευάζεται µέσω της ενθυλάκωσης (encapsulated) µιας διαδικασίας και όταν ο 

µαθητής δρα συνειδητά, αντιλαµβάνεται ότι οι µετασχηµατισµοί µπορούν να ενεργή-

σουν σ’ αυτήν και µπορεί να κατασκευάσει τέτοιους µετασχηµατισµούς. 

Το επόµενο βήµα είναι να ενσωµατωθούν οι δύο διαδικασίες    x→α  και  f(x) → ℓ σε 

ένα αντικείµενο που τις περιλαµβάνει και το οποίο µπορούµε να χειριστούµε συνο-

λικά. 
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Στο  επόµενο βήµα αναδηµιουργούνται οι δύο διαδικασίες    x→α  και  f(x) → ℓ µε 

την εισαγωγή αριθµητικών εκτιµήσεων για την εγγύτητα της προσέγγισης. 

Συµβολικά : 0<|x-α|<δ και  |f(x)- |<ε. l

Για την ολοκληρωµένη σύλληψη του ε-δ ορισµού που εφαρµόζεται σε συγκεκριµένες 

καταστάσεις, πρέπει να συνδεθεί  η αναδηµιουργηµένη διαδικασία του προηγούµενου 

βήµατος µε χρήση ποσοδεικτών. Στα δύο τελευταία βήµατα εµφανίστηκαν οι µαθη-

τές να έχουν ιδιαίτερα µεγάλες δυσκολίες. 

    Συνέπεια της  «γενετικής αποσύνθεσης» της έννοιας του ορίου προκύπτει η διδα-

κτική πρόταση: Για την εισαγωγή της έννοιας του ορίου πρέπει πρώτα να προσπαθή-

σουµε  να περιγράψουµε τη νοητική εικόνα της έννοιας και την ακολουθία των νοητι-

κών κατασκευών που είναι απαραίτητο να εκτελέσει ο µαθητής. Επειδή οι µαθητές 

έχουν διαφορετικές εµπειρίες και διαφορετικές γνωστικές δοµές είναι απίθανο να 

απαιτηθεί για όλους µια ίδια ακολουθία. Είναι σηµαντικό οι µαθητές να συµµετέχουν 

ενεργά και συνειδητά στην διαδικασία της αναστοχαστικής αφαίρεσης για να ανακα-

σκευάσουν, όπου απαιτηθεί ,τη γνωστική δοµή, τους καθώς προσπαθούν να κατα-

νοήσουν την έννοια του ορίου. Στο σηµείο αυτό µπορεί να λειτουργήσει υποβοηθη-

τικά  ο Η ⁄ Υ. Θα πρέπει όµως να ελέγχεται ο κόσµος των εµπειριών των µαθητών 

στο νέο περιβάλλον, να διαπιστώσουµε τι µαθαίνεται και µε ποια µορφή η γνώση δια-

τηρείται στο µυαλό του µαθητή.  

    Οι  Cottrill et al.(1996),επισηµαίνουν ότι: η  κύρια συµβολή της «γενετικής απο-

σύνθεσης» στο σχεδιασµό της διδασκαλίας έγκειται στο ότι προτείνει συγκεκριµένες 

νοητικές κατασκευές που µπορούν να γίνουν κατά τη µάθηση του υλικού. Η διδασκα-

λία εστιάζεται στο να πείσει τους σπουδαστές  να κάνουν αυτές τις κατασκευές. Ένας 

σηµαντικός τρόπος µε τον οποίο προσπαθούµε να το επιτύχουµε αυτό είναι να οδηγή-

σουµε τους σπουδαστές να κάνουν κατασκευές στους υπολογιστές,  κατασκευές που 

πιστεύουµε ότι µπορούν να τους οδηγήσουν στο να κάνουν αντίστοιχες κατασκευές  

στο µυαλό τους. 

 

 

1.8.2     ΤΟ  ΟΡΙΟ  ΩΣ   PROCEPT 
 
Oι  Gray.E & Tall.D (1992) χρησιµοποίησαν τον όρο prοcept για να ονοµάσουν ένα 

σύµβολο που αντιπροσωπεύει είτε µια διαδικασία είτε µια έννοια. Procepts  συνα-

ντάµε ευρέως στα µαθηµατικά και συγκεκριµένα στην αριθµητική, άλγεβρα, απειρο-
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στικό λογισµό και ανάλυση. Οι παραπάνω ερευνητές δεν υποστηρίζουν ότι όλες οι 

µαθηµατικές έννοιες είναι prοcepts. 

Τα σύµβολα  ℓim f(x)= ℓ  και  ℓim αn=ℓ  είτε αντιπροσωπεύουν µια διαδικασία προσέγ- 
                     x→α                  n→∞ 
γισης ή το αριθµητικό αποτέλεσµα. Συνεπώς το όριο είναι ένα prοcept. 

Για παράδειγµα το  ℓim
2 4

2
x
x
−
−

   χρησιµοποιεί την ιδέα να αναπαραστήσει την διαδικα- 

                           x→2 
 σία «τείνει προς ένα όριο» και την τιµή του ορίου. Αλλά σε σχέση µε την αριθµητική 

και την άλγεβρα υπάρχει µια λεπτή διαφορά. Τα  prοcepts στην αριθµητική (πρό-

σθεση, πολλαπλασιασµός κ.λ.π) έχουν  σαφώς ορισµένους αλγόριθµους υπολογισµού 

του αποτελέσµατος, και στην άλγεβρα µπορούν τουλάχιστον δυνητικά να υπολογι-

στούν εάν οι τιµές των µεταβλητών είναι γνωστές. 

Αλλά τα prοcepts του ορίου συχνά δεν έχουν ένα συγκεκριµένο αλγόριθµο που να 

εφαρµόζεται σε όλες τις περιπτώσεις. Για παράδειγµα ο υπολογισµός  

του παρακάτω αθροίσµατος :  ℓim  (1+ 2

1
2

+ 2

1
3

+L+ 2

1
n

)                                                                  

                                            x→∞  

Η τιµή είναι γνωστό ότι  είναι 
2

6
π

. Αλλά έχει υπολογισθεί αρχικά µε τη χρήση σύνθε- 

 
των µεθόδων της ανάλυσης και όχι µε προφανείς αριθµητικές µεθόδους. Με αυτή τη 

λογική τα prοcepts λειτουργούν στα ανώτερα µαθηµατικά µε τρόπους που δεν είναι 

αναµενόµενοι από τους µαθητές, που στηριζόµενοι  στην προηγούµενη  εµπειρία 

τους , ενδεχοµένως να οδηγηθούν σε περαιτέρω γνωστική σύγκρουση.   

   Οι  Tall, et al. (2000),σηµειώνουν ότι στον απειροστικό λογισµό, η διαδικασία   του 

ορίου είναι δυνητικά άπειρη. Ενδεχοµένως ένα όριο υπολογίζεται µε µη πεπερασµένο 

αλγόριθµο. Έτσι αν και όλα τα σύµβολα που έχουν µια δοµή, διαδικασία –έννοια, δη-

λαδή εκείνο που τα καθιστά ικανά να ταξινοµηθούν ως prοcepts, οι αλλαγές στη  

φύση τους προξενεί κρίσιµες γνωστικές δυσκολίες στη µετάβαση από την αριθµητική 

στην άλγεβρα και από την άλγεβρα στον απειροστικό λογισµό. Αυτό επίσης εξηγεί 

γιατί οι µαθητές ενώ είναι  ικανοί να χρησιµοποιούν  πεπερασµένους αλγόριθµους  

στον Απειροστικό Λογισµό, τους είναι δύσκολο να δίνουν λύσεις σε προβλήµατα χρη-

σιµοποιώντας την  άπειρη διαδικασία του ορίου.  
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2.   ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 
 

 

2.1    ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

      Ένα σηµαντικό θέµα που απασχολεί τη ∆ιδακτική των Μαθηµατικών είναι η συ-

νεισφορά της µαθηµατικής εκπαίδευσης και του εκπαιδευτικού στη διαδικασία της 

κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών και γενικότερα στην ανάπτυξη  της µαθηµατι-

κής σκέψης. Το θέµα της κατανόησης όµως έχει απασχολήσει τόσο  κλασικούς φιλο-

σόφους (Locke, Hume, Spinoza), όσο και άλλους νεότερους( Vygotsky, Skinner). Ο 

τρόπος που ο µαθητής κατανοεί απασχολεί  σύγχρονους ερευνητές (Dubinsky, 1991; 

Gray &Tall, 1994; Hiebert & Carpenter,1992 ; Sfard, 1991…).  Η ανεπάρκεια της πα-

ραδοσιακής παιδαγωγικής άποψης, σύµφωνα µε την οποία  το σχολείο προσφέρει ένα 

περιβάλλον εξάσκησης και ενίσχυσης σωστών συµπεριφορών ο  δε δάσκαλος ενισχύει 

τη συµπεριφορά που θέλει να επαναληφθεί, έστρεψαν το ενδιαφέρον των ερευνητών 

της διδακτικής σε εναλλακτικές προσεγγίσεις. 

    Η εναλλακτική προσέγγιση αναζητείται στη σχέση µεταξύ της δοµής των µαθηµα-

τικών και της φύσης της ανθρώπινης σκέψης, την οποία µελετά η Γνωσιακή  Επι-

στήµη5. Οι νεότερες εξελίξεις της ψυχολογίας, των νευροεπιστηµών, της γλωσσολο-

γίας, των  µελετών για την τεχνητή νοηµοσύνη προσέφεραν πολλές νέες ιδέες για το 

πώς η κατανόηση µπορεί να επιτευχθεί και να αξιολογηθεί  (Σπύρου, 2005  σ.256).  H 

τελευταία µεγάλη τοµή στις διδακτικές θεωρίες είναι η θεωρία του κονστρουκτιβι-

σµού η οποία ουσιαστικά αρχίζει µε το έργο του Jean Piaget (1896-1980). Η έρευνα 

αρχίζει να εστιάζεται στο τι γίνεται στο ανθρώπινο µυαλό και στον τρόπο µε τον 

οποίο είναι δοµηµένη η γνώση σ αυτό, σε αντίθεση µε τις προγενέστερες έρευνες 

που έδιναν βάρος στη µελέτη της ανθρώπινης συµπεριφοράς. 

   Βασική θέση της Γνωστικής Ψυχολογίας είναι ότι οι πληροφορίες του περιβάλλο-

ντος γίνονται αντικείµενο επεξεργασίας από τον εγκέφαλο µέσω γνωστικών διαδικα-

σιών όπως της αντίληψης, της προσοχής, της µνήµης και της σκέψης. Οι γνωστικοί 

ψυχολόγοι πιστεύουν πως ο τρόπος µε τον οποίο ένας οργανισµός αποκτά πληροφο-

ρίες από το περιβάλλον εξαρτάται από τρεις βασικές ικανότητες :                                                        

a) την ικανότητα αναπαράστασης του περιβάλλοντος, 

                                                 
5 Η γνωσιακή επιστήµη είναι ένα επιστηµονικό πεδίο που συγκεντρώνει ό,τι είναι γνωστό για το νου από 
πολλούς ακαδηµαϊκούς κλάδους: Ψυχολογία, Γλωσσολογία, Ανθρωπολογία, Φιλοσοφία και Επιστήµη 
των Υπολογιστών.  
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b) την ικανότητα του χειρισµού και αλλαγών αυτών των αναπαραστάσεων και 

     c)  την ικανότητα αξιοποίησης των αποτελεσµάτων της γνωστικής διαδικασίας 

(Βοσνιάδου, 2003 ).  

    Θα µπορούσαµε να πούµε ότι οι περισσότεροι γνωστικοί ψυχολόγοι θεωρούν το 

νου ως ένα σύστηµα που οικοδοµεί και χειρίζεται σύµβολα. Προσπαθούν έτσι να κα-

τανοήσουν πως αναπαριστώνται και χρησιµοποιούνται τα σύµβολα αυτά και πως σχε-

τίζονται µε την ανθρώπινη δραστηριότητα, ιδιαίτερα τη νοητική (Βοσνιάδου,  2003). 

    Οι Dufour,Janvier et al.(1987) σηµειώνουν ότι για να αναπαραστήσουµε  την 

πραγµατικότητα, κατασκευάζουµε νοητικές εικόνες , τις οποίες ονοµάζουµε εσωτερι-

κές –νοητικές αναπαραστάσεις. Με αυτήν την έννοια χρησιµοποιεί ο Piaget τον όρο 

«αναπαράσταση». Για την κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών οι εσωτερικές ανα-

παραστάσεις έχουν µεγάλη σηµασία. Οι αναπαραστάσεις που σχηµατίζει ο κάθε µα-

θητής στο µυαλό του για µία έννοια ή ένα σύµβολο, είναι διαφορετικές και καθορί-

ζουν τον ατοµικό τρόπο κατάκτησης της έννοιας. 

   Η κατανόηση είναι ο συνδυασµός αντίληψης και ενέργειας. Βασίζεται στην αναπα-

ράσταση της πληροφορίας και στην ενέργεια του υποκειµένου σ’ αυτή.   Απαιτεί την 

κατασκευή, το χειρισµό και την αποθήκευση εσωτερικών αναπαραστάσεων. Ο Bill-

man (1999) υποστηρίζει ότι δεν υπάρχει κατανόηση χωρίς αναπαράσταση . 

    Κατά τον  Goldin(1998),  οι στόχοι που τίθενται στη µαθηµατική εκπαίδευση δεν 

πρέπει να περιορίζονται στη µεταβίβαση ενός συγκεκριµένου µαθηµατικού περιεχοµέ-

νου και στη διδασκαλία συγκεκριµένων στρατηγικών επίλυσης προβλήµατος.  Οι στό-

χοι πρέπει να εστιάζονται στην οικοδόµηση ισχυρών και διαφορετικών συστηµάτων 

αναπαράστασης στους µαθητές.  Ο Kaput (1987a) υποστηρίζει ότι τα Μαθηµατικά 

αποτελούν ένα επιστηµονικό οικοδόµηµα που εξετάζει τη διαδικασία της αναπαρά-

στασης από τη µία δοµή στην άλλη. «Μεγάλο µέρος της δουλειάς που γίνεται στα 

µαθηµατικά επικεντρώνεται στον εντοπισµό εκείνης της δοµής, που τελικά διατηρεί-

ται µετά την αναπαράσταση»(Kaput,1987a). 

    Η ανάγκη µελέτης της έννοιας της αναπαράστασης  προκύπτει τόσο για πρακτι-

κούς όσο και για θεωρητικούς λόγους (Kaput, 1985: 1987a 1987b). Οι πρακτικοί λό-

γοι αφορούν στις δυσκολίες που αντιµετωπίζουν οι µαθητές στη µετάφραση από τη 

µια αναπαράσταση στην άλλη σε σχέση µε τις µαθηµατικές έννοιες, καθώς επίσης 

ανάµεσα στην καθηµερινή εµπειρία και τα µαθηµατικά. Οι θεωρητικοί λόγοι αφορούν 

στην ανάγκη για ύπαρξη ενός συστηµατικού θεωρητικού πλαισίου σε σχέση µε τα 

διάφορα συστήµατα αναπαράστασης, ώστε να µπορούν να αντιµετωπιστούν αποτε-

λεσµατικά οι πρακτικές δυσκολίες, που προκύπτουν σε σχέση µε την κατανόηση και 
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χρήση των αναπαραστάσεων. Το θεωρητικό πλαίσιο θεωρείται ότι παρέχει ένα γλωσ-

σικό/σηµειωτικό συµπλήρωµα στην καθαρά γνωστική προσέγγιση των πιο πάνω προ-

βληµάτων (Kaput, 1987a, σ. 19).    

    Oι ( Lesh, Post & Behr, 1987; Seeger, 1998), υποστηρίζουν ότι η κατανόηση µιας 

έννοιας προϋποθέτει :    

• την ικανότητα αναγνώρισης της έννοιας, όταν αυτή παρουσιάζεσαι µε µια 

ποικιλία ποιοτικά διαφορετικών συστηµάτων αναπαράστασης, 

• την ικανότητα ευέλικτου χειρισµού της έννοιας µέσα στα συγκεκριµένα 

συστήµατα αναπαράστασης, και 

• την ικανότητα µετάφρασης της έννοιας από το ένα σύστηµα στο άλλο. 

    Ο σηµαντικός ρόλος που διαδραµατίζουν τα συστήµατα αναπαράστασης και η αλ-

λαγή πεδίου αναπαράστασης στην κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών και στην 

επίλυση µαθηµατικού προβλήµατος διαφαίνεται από το µεγάλο αριθµό ερευνητικών 

εργασιών που εξετάζουν το θέµα αυτό (Ασβεστά & Γαγάτσης, 1995; Boulton-Lewis, 

1998; Cifarelli, 1998; Duval, 1987; Even, 1998; Gagatsis, 1997; Gagatsis et al.,1999; 

Goldin & Kaput, 1996; Greer &Harel, 1998; Hitt, 1998; Janvier,1987a; Janvier, 

1987b; Janvier, 1998; Kput, 1985; Kaput, 1987a; Kaput, 1987b; Lesh, Behr, & Post, 

1987a; Lesh, Post, & Behr, 1987b)6. 

    Στο κεφάλαιο αυτό αναφερόµαστε στην έννοια της αναπαράστασης και τα είδη 

αναπαραστάσεων και εστιάζουµε στο ρόλο των εξωτερικών αναπαραστάσεων στη 

κατανόηση των µαθηµατικών εννοιών µε ιδιαίτερη αναφορά στην έννοια της συνάρ-

τησης και την έννοια του ορίου συνάρτησης. 

 

 

2.2    Η ΕΝΝΟΙΑ  ΤΗΣ  ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗΣ 

 

  O όρος « αναπαράσταση» είναι ασαφής και ως τέτοιος επιδέχεται πολλαπλές ερ-

µηνείες (Goldin, & Kaput, 1996 ;  Kaput, 1985 ; Roth & McGinn, 1998 ;Seeger,1998 ; 

Von Claserfeld,1987b). 

   Οι αναπαραστάσεις ανήκουν σε δοµικά πολύπλοκα συστήµατα : προσωπικά ή πολι-

τισµικά και συµβατικά (Goldin, & Kaput, 1996;  Kaput, 1988 ) . Τα συστήµατα αυτά 

έχουν ονοµαστεί «σχήµατα συµβόλων» (Kaput, 1987;  Kaput, 1987b) ή «συστή-

µατα αναπαράστασης» (Goldin,1987). 

                                                 
6  Γαγάτσης, Α. – Μιχαηλίδου, Ε. – Σιακαλλή, Μ., «Θεωρίες Αναπαράστασης και Μάθηση των 
Μαθηµατικών»  Λευκωσία 2001. 
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    Επικρατέστερος θεωρείται ο ορισµός που δίνεται από τον Kaput (1987a),σύµφωνα 

µε τον οποίο η έννοια της αναπαράστασης περιλαµβάνει τις ακόλουθες πέντε ολό-

τητες. 

     α.  την ολότητα που αναπαρίσταται 

      β. την ολότητα που αναπαριστά 

γ. τις συγκεκριµένες πτυχές της ολότητας προς αναπαράσταση, που           ανα-

παρίστανται 

     δ. τις συγκεκριµένες πτυχές της ολότητας που αναπαριστά, οι οποίες               

κάνουν την αναπαράσταση 

     ε. την αντιστοιχία ανάµεσα στις δύο ολότητες  . 

Με βάση αυτόν τον ορισµό η αναπαράσταση θεωρείται ως ένα νοητικό σύµβολο ή 

έννοια (signified and referenced concept),το οποίο αντιπροσωπεύει ένα συγκεκριµένο 

υλικό σύµβολο (signifier and referent material sign). 

  

 

2.2.1    ΕΙ∆Η    ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 

 

   Στη σχετική βιβλιογραφία συναντάµε διάφορους τρόπους διάκρισης των αναπαρα-

στάσεων. Στο πλαίσιο που αναφερόµαστε στην έννοια της αναπαράστασης, µπορούν 

να ενταχθούν δύο είδη αναπαραστάσεων : οι εσωτερικές / νοητικές και οι εξω-

τερικές / σηµειωτικές αναπαραστάσεις (DeLoache, Uttal, & Pierroutsakos, 1998: 

Gagatsis et al., 1999: Goldin, & Kaput, 1996: Janvier, 1987a: Roth, & McGinn, 1998: 

Seeger, 1998).  Οι Goldin και Kaput διακρίνουν τα εσωτερικά από τα εξωτερικά συ-

στήµατα αναπαράστασης υποστηρίζοντας ότι «η διάκριση αυτή είναι ουσιαστικής ση-

µασίας για την Ψυχολογία και τη µάθηση των Μαθηµατικών» (Goldin & Kaput, 1996). 

    Ο όρος εσωτερικές / νοητικές αναπαραστάσεις αναφέρεται « σε νοητικές εικόνες 

που κατασκευάζουν τα υποκείµενα, για να αναπαραστήσουν την εξωτερική πραγµα-

τικότητα (βρισκόµαστε στο πεδίο του σηµαινόµενου)» (Dufour-Janvier et al.,1987). 

Λόγω της φύσης τους δεν µπορούν να παρατηρηθούν άµεσα. Συµπεραίνουµε ότι 

υπάρχουν µε βάση την εξωτερική συµπεριφορά των υποκειµένων. Πολλές φορές η 

διδασκαλία αποσκοπεί στη δηµιουργία συγκεκριµένων νοητικών αναπαραστάσεων. 

     Ο όρος εξωτερικές / σηµειωτικές  αναπαραστάσεις αναφέρεται «σε όλους τους 

εξωτερικούς συµβολισµούς φορείς –σύµβολα, σχήµατα, διαγράµµατα- οι οποίοι έχουν 

στόχο να αναπαραστήσουν εξωτερικά µια συγκεκριµένη µαθηµατική πραγµατικότητα 

(βρισκόµαστε στο πεδίο του σηµαίνοντος)» (Dufour-Janvier et al.,1987). Ο όρος ση-
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µειωτικές αναπαραστάσεις αναφέρεται στη βιβλιογραφία και ως ανεξάρτητος από τη 

διάκριση «εσωτερικές –εξωτερικές» αναπαραστάσεις (Duval, 1987). Με τον τρόπο 

αυτόν υπονοείται ότι τόσο οι εξωτερικές όσο και οι εσωτερικές αναπαραστάσεις είναι 

συνδυασµοί σηµείων. 

    Οι εξωτερικές  αναπαραστάσεις είναι οι εξωτερικές δηλώσεις ή καλύτερα «οι παρα-

τηρήσιµες  ενσωµατώσεις των εσωτερικών εννοιολογικών δοµών των µαθητών» 

δηλαδή οι εκδηλώσεις του τρόπου µε τον οποίο έχουν κατανοήσει τις έννοιες οι µα-

θητές (Lesh, Behr, & Post, 1987). Υπάρχουν πέντε διαφορετικά είδη συστηµάτων 

εξωτερικών αναπαραστάσεων σε σχέση µε τη µάθηση των Μαθηµατικών και την επί-

λυση προβλήµατος (Lesh, Behr, & Post, 1987): 

1. Κείµενα, στα οποία η γνώση είναι οργανωµένη µε βάση γεγονότα της καθηµερινής   

ζωής και τα οποία αποτελούν το πλαίσιο για την ερµηνεία και επίλυση άλλων κατα- 

στάσεων προβλήµατος. 

2. Χειριστικά αντικείµενα / µοντέλα , όπως είναι οι κύβοι αριθµητικής, οι ράβδοι κλα-

σµάτων, η αριθµητική γραµµή, οι κύβοι Dienes, όπου τα επιµέρους στοιχεία του 

συστήµατος / µοντέλου δεν έχουν νόηµα αυτά καθ’ αυτά, ωστόσο οι σχέσεις και 

οι  λειτουργίες που προκύπτουν από το χειρισµό και συνδυασµό των επιµέρους 

στοιχείων ταιριάζουν µε πολλές καταστάσεις της καθηµερινής ζωής. 

3. Εικόνες ή διαγράµµατα - στατικά εικονικά µοντέλα τα οποία, όπως και τα χειριστικά 

µοντέλα, είναι δυνατό να εσωτερικευθούν ως νοητικές εικόνες. 

4. Γλώσσες - συµπεριλαµβανοµένων και των εξειδικευµένων γλωσσών, που       

σχετίζονται µε τα διάφορα επιµέρους πεδία (π.χ. µαθηµατική λογική). 

5. Γραπτά σύµβολα - τα οποία, όπως και οι γλώσσες, είναι δυνατόν να περιλαµβά-

νουν εξειδικευµένες προτάσεις και φράσεις καθώς επίσης  συνηθισµένες προτά-

σεις και φράσεις στην οµιλούµενη γλώσσα.  

    Σε µερικές περιπτώσεις το άτοµο εξωτερικεύει σε φυσική µορφή πράξεις που πη-

γάζουν από εσωτερικές δοµές, ενώ σε άλλες περιπτώσεις εσωτερικεύει πράξεις µέσω 

της αλληλεπίδρασης µε τις εξωτερικές φυσικές δοµές ενός συµβολικού συστήµατος 

διαβάζοντας και ερµηνεύοντας λέξεις και προτάσεις, ερµηνεύοντας εξισώσεις και 

γραφικές παραστάσεις.  ∆ηλαδή η  σχέση αλληλεπίδρασης ανάµεσα στις εσωτερικές 

και τις εξωτερικές αναπαραστάσεις είναι αµφίδροµη(Goldin, & Kaput, 1996;  Kaput, 

1998) , όπως φαίνεται στο ∆ιάγραµµα 1. 
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        Εσωτερικές – Νοητικές Αναπαραστάσει

      

                                           Αλληλεπιδράσεις    

                                 
 
                                                  Εξωτερικές – Φυσικές Αναπαραστάσεις
                                

  ∆ιάγραµµα 1. 

ι αµφίδροµες αλληλεπιδράσεις ανάµεσα στις εσωτερικές και τις εξωτε- 

τάσεις συµβαίνουν ταυτόχρονα (Goldin, & Kaput, 1996;  Kaput, 

ν εξωτερικών αναπαραστάσεων δεν είναι αντικειµενική ή απόλυτη, 

 από τις εσωτερικές αναπαραστάσεις των ατόµων που δίνουν την ερ-

& Kaput, 1996).   

α αυτή ενδιαφερόµαστε κυρίως για τις εξωτερικές αναπαραστάσεις 

γραφικές παραστάσεις, τις συµβολικές εκφράσεις ή τις λεκτικές περι-

ησιµοποιούµε στις ιδιότητες ή στις ασκήσεις και στα προβλήµατα που 

έννοια του ορίου. Ουσιαστικά µελετάµε αν η αλλαγή στον τύπο της 

 επιφέρει αλλαγές στις ορθές ή λαθεµένες απαντήσεις των µαθητών. 

ε τη µεθοδολογία στην έρευνα αυτή δεν είναι εύκολο να προσδιορι-

 αναπαραστάσεις των µαθητών σε σχέση µε την έννοια του ορίου. 



2.3 ΕΞΩΤΕΡΙΚΕΣ  ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ  ΚΑΙ  ΜΑΘΗΣΗ  ΤΩΝ ΜΑΘΗ- 
          ΜΑΤΙΚΩΝ 
 
 
   Η µαθηµατική εκπαίδευση  χαρακτηρίζεται από τη χρήση πολλαπλών αναπαραστά-

σεων. Οι Dufour et al. (1987) σηµειώνουν : «Η έννοια της αναπαράστασης είναι 

σύµφυτη µε τα µαθηµατικά».  Ο σηµαντικός ρόλος που διαδραµατίζει η χρήση   

συστηµάτων αναπαράστασης και η αλλαγή πεδίου αναπαράστασης στην ανάπτυξη 

της µαθηµατικής σκέψης, έχει προκαλέσει πολλές συζητήσεις και έρευνες τα 

τελευταία χρόνια στη µαθηµατική εκπαιδευτική κοινότητα. Το 2000 το National 

Council of Teachers of  Mathematics(NCTM) πρόσθεσε την αναπαράσταση 

στα “Principles and Standards of School Mathematics”, λόγω της αυξανόµενης 

σηµασίας της στη διδασκαλία και τη µάθηση των µαθηµατικών ενώ αρχικά, το 

1989, είχε θεωρηθεί ως µέρος της επικοινωνίας . 

    Ο βασικός στόχος της χρήσης εξωτερικών αναπαραστάσεων είναι η δηµιουργία 

πλούσιων εσωτερικών δοµών για τις µαθηµατικές έννοιες, αφού εξωτερικές και εσω-

τερικές αναπαραστάσεις βρίσκονται σε σχέση αλληλεπίδρασης  (Goldin & Kaput, 

1996). ∆ηλαδή οι εξωτερικές αναπαραστάσεις επηρεάζουν τις εσωτερικές, ενώ αυτές 

µε τη σειρά τους βρίσκουν τη φυσική τους έκφραση – υλοποίηση (instantiation) 

µέσω των εξωτερικών. Όµως είναι σηµαντικό οι εξωτερικές αναπαραστάσεις , που 

χρησιµοποιούνται στη διδασκαλία , να σχετίζονται µε τις προηγούµενες γνώσεις και 

εµπειρίες των µαθητών, να σχετίζονται µε τις ήδη υπάρχουσες εσωτερικές αναπαρα-

στάσεις (DeLoache et al.,1998; Dufour-Janvier et al.,1987; Von Clasersfeld,1987b). 

Είναι πιθανόν να υπάρχει χάσµα ανάµεσα στις εξωτερικές αναπαραστάσεις, τις οποίες 

καλούνται να χρησιµοποιήσουν οι µαθητές, και στην αναπαράσταση που έχουν οι 

ίδιοι δηµιουργήσει για την κατάσταση του προβλήµατος ως αποτέλεσµα προσωπικών 

βιωµάτων και προηγούµενων εµπειριών. 

    Οι Coldin & Kaput (1996) υποστηρίζουν  ότι η χρήση της έννοιας της αναπαράστα-

σης µας επιτρέπει να περιγράψουµε µε λεπτοµέρεια τι µπορούν και τι δεν µπορούν να 

κάνουν οι µαθητές και να συζητήσουµε ποιες ικανότητες επιδιώκουµε να αναπτύξουν. 

Επιπρόσθετα παρέχει τη δυνατότητα για λεπτοµερή ανάλυση δοµικών ιδιοτήτων που 

θεωρούνται σηµαντικές στα µαθηµατικά, καθώς επίσης  τη συζήτηση αναφορικά µε 

τα αποτελέσµατα που οφείλονται στο µέσο που χρησιµοποιείται για τη παρουσίαση  

των εξωτερικών αναπαραστάσεων.  

     Η χρήση ποικιλίας εξωτερικών αναπαραστάσεων έχει συνδεθεί µε τη διαδικασία 

κατανόησης των µαθηµατικών εννοιών. Ο Duval (2002) θεωρεί ότι χαρακτηριστικό 
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στοιχείο της µαθηµατικής δραστηριότητας είναι η ταυτόχρονη κινητοποίηση δύο του-

λάχιστον συστηµάτων αναπαράστασης. Με τη χρήση ποικιλίας αναπαραστάσεων, 

που αναφέρονται στην ίδια έννοια  δίνεται η δυνατότητα στον µαθητή να 

αντιληφθεί τις κοινές ιδιότητες των διαφορετικών αναπαραστάσεων, την 

κοινή δοµή  και να κατορθώσει να οικοδοµήσει την έννοια, που αποτελεί 

στόχο της διδασκαλίας. Όµως παρόλο που η αναγνώριση και η αξιοποίηση 

των σχέσεων δοµής ανάµεσα σε καταστάσεις, που διαφέρουν όσον αφορά τα 

εξωτερικά χαρακτηριστικά είναι σύµφυτη µε τη µαθηµατική γνώση όπως επι-

σηµαίνουν  οι Green και Harel (1998), σύµφωνα µε αποτελέσµατα πειραµατι-

κών µελετών των παραπάνω ερευνητών,  τα υποκείµενα αδυνατούν να εντο-

πίσουν τέτοιες σχέσεις δοµικής οµοιότητας, όταν κληθούν να χειριστούν ισο-

µορφικά προβλήµατα7. 

    Πολλές φορές τα υποκείµενα αποτυγχάνουν να εφαρµόσουν µαθηµατικές 

αρχές σε καταστάσεις της καθηµερινής ζωής. Συγκεκριµένα οι Dufour-Janvier 

et al.(1987), αναφέρουν ότι δηµιουργείται σύγχυση, όταν τα υποκείµενα έρ-

χονται αντιµέτωπα µε την ίδια έννοια ενσωµατωµένη σε διαφορετικά πλαίσια 

(context). Το γεγονός αυτό σύµφωνα µε τους Dufour-Janvier et al.(1987), 

δηµιουργεί αµφιβολίες αναφορικά µε την αποτελεσµατικότητα της χρήσης 

πολλαπλών αναπαραστάσεων για την ίδια έννοια. Στην πραγµατικότητα απλώς 

δηµιουργούνται συντακτικοί κανόνες αντιστοιχίας ανάµεσα στις αναπαραστά-

σεις. ∆εν αναζητούνται οι κοινές δοµικές ιδιότητες των διαφόρων αναπαρα-

στάσεων. Τα παραπάνω αποτελέσµατα ερευνών( Dufour-Janvier et al.,1987; 

Green και Harel ,1998),επισηµαίνουν µια σηµαντική αδυναµία της µαθηµατι-

κής παιδείας.  Προκειµένου να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα οι Green και Harel ει-

σηγούνται «την καλλιέργεια δοµικής συνείδησης  και συγκεκριµένα την καλ-

λιέργεια της ικανότητας αναγνώρισης ισοµορφισµών από τα υποκείµενα ως 

µέρος της γενικότερης ανάπτυξης των δεξιοτήτων τους σε σχέση µε την οι-

κοδόµηση ενεργειών αναπαράστασης». 

    Η διαδικασία µετάφρασης από µια εξωτερική αναπαράσταση σε άλλη στοχεύει 

στην ενίσχυση τις συνδέσεις ανάµεσα στα γνωστικά πεδία και τις εσωτερικές αναπα-

ραστάσεις.  O όρος µετάφραση αναφέρεται στις ψυχολογικές διαδικασίες που 

εµπλέκονται στη µετάβαση από µια αναπαράσταση σε µία άλλη (Janvier,1987). 

Η ικανότητα µετάφρασης από το ένα  σύστηµα αναπαράστασης µιας έννοιας στο 

άλλο είναι ιδιαίτερα σηµαντική τόσο για τη µάθηση των µαθηµατικών εννοιών όσο 
                                                 
7 Ισοµορφικά προβλήµατα  καλούνται αυτά που έχουν κοινά δοµικά χαρακτηριστικά  
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και για την επίλυση προβλήµατος (Janvier, 1987a). Όσο κι αν το πέρασµα αυτό φαί-

νεται φυσικό, για µερικές περιπτώσεις, ώστε να χαρακτηρίζεται ως φυσική ερµηνεία 

(Duval, 1987), στα µαθηµατικά αποτελεί µια από τις σηµαντικότερες δυσκολίες επί-

λυσης µαθηµατικού προβλήµατος (Ασβεστά & Γαγάτσης, 1995; Gagatsis,1997; Jan-

vier, 1987a ; Janvier, 1987b; Lesh et al.,1987a)8. Αν και τα περισσότερα διδακτικά 

εγχειρίδια χρησιµοποιούν σε µεγάλο βαθµό µια ποικιλία εξωτερικών αναπαρα-

στάσεων µε στόχο να διευκολύνουν την κατανόηση των διαφόρων µαθηµατι-

κών εννοιών, παραβλέπονται οι διαδικασίες µετάφρασης. Μια µετάφραση πε-

ριλαµβάνει δυο µορφές αναπαράστασης: την «πηγή»(αρχική αναπαράσταση) 

και το «στόχο»(τελική αναπαράσταση(Janvier, 1987a ).  Όπως επισηµαίνει ο πα-

ραπάνω ερευνητής, προκειµένου να πραγµατοποιηθεί άµεσα και σωστά µια µετά-

φραση είναι απαραίτητο να επιλεγούν και να αξιοποιηθούν τα στοιχεία της πηγής που 

είναι απαραίτητα για να δηµιουργηθεί ο στόχος. Έτσι είναι φανερός ο ρόλος της δι-

δασκαλίας στρατηγικών για µια επιτυχηµένη µετάφραση από ένα σύστηµα αναπαρά-

στασης σε άλλο. Επιπλέον ο Janvier (1987a) διαπιστώνει, από τα αποτελέσµατα 

έρευνας ότι οι διαδικασίες µετάφρασης αναπτύσσονται αποτελεσµατικότερα όταν οι 

µαθητές καλούνται να κάνουν µεταφράσεις τόσο από την πηγή στο στόχο όσο και 

από το στόχο στη πηγή κατά τρόπο συµµετρικό. 

    H χρήση  αναπαραστάσεων ως µέσων για την επίλυση προβληµάτων έχει 

απασχολήσει ερευνητές της διδακτικής των µαθηµατικών (Cifarelli,1998; Ga-

gatsis et al.1999; Goldin,1987;  Lesh et al.1987a; Owens et al.1998).              

Οι όροι πρόβληµα και επίλυση προβλήµατος επιδέχονται πολλαπλές ερµηνείες. 

Όσον αφορά τη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος, εµπλέκεται ένας µεγάλος 

αριθµός παραγόντων. Ένα  επεισόδιο επίλυσης  προβλήµατος µπορεί να θεω-

ρηθεί ως ένα µικρό µοντέλο µιας διαδικασίας µάθησης και ως τέτοιο, όπως η 

σύγχρονη έρευνα στην Ψυχολογία της Μάθησης υπογραµµίζει 

(Schoenfeld,1992) εµπλέκει πέρα από γνωστικούς, µεταγνωστικούς και συ-

ναισθηµατικούς παράγοντες. Η σηµασία τέτοιων παραγόντων προκύπτει όταν 

χρειάζεται να ερµηνευθεί η επιτυχία ενός υποκειµένου, το οποίο συµµετέχει   

στη διαδικασία επίλυσης προβλήµατος. Οι Lest et al.(1987a) εξέτασαν το 

ρόλο των αναπαραστάσεων στη µάθηση των µαθηµατικών και την επίλυση 

προβλήµατος δίνοντας ιδιαίτερη έµφαση στις µεταφράσεις από το ένα σύ-

                                                 
8 Γαγάτσης ,Α. – Μιχαηλίδου, Ε. – Σιακαλλή, Μ., «Θεωρίες Αναπαράστασης και Μάθηση των 
Μαθηµατικών»  Λευκωσία 2001. 
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στηµα αναπαράστασης στο άλλο και στους µετασχηµατισµούς µέσα στο ίδιο 

το σύστηµα. Οι παραπάνω ερευνητές διαπίστωσαν δυσκολίες µετάφρασης από 

τον ένα σύστηµα αναπαράστασης στο άλλο, καθώς  οι µετασχηµατισµοί µέσα 

στο ίδιο το σύστηµα αποτελούν σηµαντικούς παράγοντες, οι οποίοι επηρεά-

ζουν τόσο τη µάθηση των µαθηµατικών όσο και την επίδοση των µαθητών 

στην επίλυση προβλήµατος. Οι  Dufour-Janvier et al.(1987) επισηµαίνουν ότι 

οι µαθητές δεν αξιολογούν τις αναπαραστάσεις µε κριτήριο την καταλληλό-

τητα τους στη συγκεκριµένη κατάσταση προβλήµατος. Αντίθετα επιλέγουν 

την αναπαράσταση που χειρίζονται καλύτερα. ∆εν αντιλαµβάνονται ότι δια-

φορετικές αναπαραστάσεις αποτελούν διαφορετικούς τρόπους έκφρασης του 

ίδιου προβλήµατος. Θεωρούν ότι κάθε αναπαράσταση αποτελεί διαφορετικό 

πρόβληµα.  

    Γενικά για να αξιοποιηθούν αποτελεσµατικά οι αναπαραστάσεις και να λει-

τουργήσουν ως µέσα για τη κατανόηση και επίλυση προβληµάτων, είναι απα-

ραίτητο οι µαθητές να κατανοήσουν τη φύση, τις δυνατότητες, τα χαρακτη-

ριστικά και τους περιορισµούς των συγκεκριµένων αναπαραστάσεων και να 

είναι σε θέση να διακρίνουν τις σχέσεις δοµής ανάµεσα στις αναπαραστάσεις, 

καθώς  επίσης την αναλογία ανάµεσα στις αναπαραστάσεις που χρησιµοποι-

ούνται και στην έννοια προς µάθηση. 

 

 

 

2.3.1  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ   ΚΑΙ  ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 

 

    Η έννοια του ορίου, άρρηκτα συνδεδεµένη µε την έννοια της συνάρτησης, 

άρχισε να διαµορφώνεται µετά τη διαµόρφωση της συγκεκριµένης έννοιας 

(τέλος 18ου αιώνα). Η  έννοια της συνάρτησης είναι βασική και καταλαµβάνει µε-

γάλο µέρος στην διδασκαλία των Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. 

Σύµφωνα µε τον Eisenberg (1992), «ανάπτυξη της έννοιας της συνάρτησης στους 

µαθητές θα έπρεπε να αποτελεί βασικό στόχο του αναλυτικού προγράµµατος τόσο 

της δευτεροβάθµιας  όσο και της τριτοβάθµιας εκπαίδευσης». Ωστόσο, η ποικιλία 

αναπαραστάσεων που συνδέονται µε την έννοια της συνάρτησης και οι δυσκολίες 

που παρουσιάζονται κατά την διαδικασία συνδυασµού των συστηµάτων αναπαρά-

στασης µιας έννοιας, η οποία εµπλέκεται στην επίλυση προβλήµατος, δυσχεραίνουν 

την επίτευξη του πιο πάνω στόχου(Hitt, 1998).  O Kaput (1989) αναφέρει ότι η φύση 
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των συνδέσµων µέσα στις αναπαραστάσεις και µεταξύ των αναπαραστάσεων απαιτεί 

έρευνα. Πιθανότατα οι µαθητές διατηρούν τελείως διαφορετικά αναπαραστασιακά 

συστήµατα για τη συνάρτηση και δεν εκµεταλλεύονται πλήρως τα συµπληρωµατικά 

χαρακτηριστικά καθενός. Όπως επισηµαίνουν οι Καλδρυµίδου & Οικονόµου 

(1992), κάθε πεδίο έκφρασης, κάθε αναπαράσταση, παρέχει πληροφορίες για 

ορισµένες πτυχές της έννοιας, χωρίς να µπορεί να την περιγράψει ολοκληρω-

τικά. Αντίθετα, οι διάφορες αναπαραστάσεις της ίδιας έννοιας αλληλοσυµπλη-

ρώνονται. 

    Ένας βασικός στόχος της διδασκαλίας της έννοιας της συνάρτησης είναι η 

ανάπτυξη της ικανότητας των µαθητών να περνούν από τη µια κατάσταση 

στην άλλη χωρίς να υποπίπτουν σε αντιφάσεις (Hitt, 1998). Σύµφωνα µε απο-

τελέσµατα ερευνών, η µετάβαση από τη µια µορφή έκφρασης στην άλλη πα-

ρουσιάζει αρκετές δυσκολίες, τόσο σε µαθητές γυµνασίου, σε µαθητές λυ-

κείου (Gagatsis,1997; Hitt, 1998; Kerslake, 1986), σε αποφοίτους Λυκείου 

(Καλδρυµίδου & Οικονόµου, 1992), όσο και σε φοιτητές Μαθηµατικών και 

Φυσικής (Artique, 1992) και καθηγητές Μαθηµατικών (Hitt, 1998). Οι Καλ-

δρυµίδου & Οικονόµου( 1992) σηµειώνουν ότι µέρος των δυσκολιών αυτών 

οφείλεται στον τρόπο διδασκαλίας της έννοιας της συνάρτησης στη  δευτερο-

βάθµια εκπαίδευση . Συγκεκριµένα , το πλαίσιο µελέτης της συνάρτησης παρουσιάζε-

ται πολύ περιορισµένο και τα προβλήµατα που χρησιµοποιούνται είναι συγκεκριµένου 

τύπου. Συνήθως καλλιεργείται η µετάβαση από την αλγεβρική έκφραση στη γραφική 

παράσταση. 

 

 

 

2.3.2  ΧΡΗΣΗ  ΤΩΝ  ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ  ΣΤΗ  ∆Ι∆ΑΣΚΑΛΙΑ  ΤΩΝ                 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ         ΣΤΗ  ∆ΕΥΤΕΡΟΒΑΘΜΙΑ  ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΣΗ 

 

    O Tall (1995f), αναφέρεται στη χρήση των αναπαραστάσεων στη δευτεροβάθµια 

εκπαίδευση µε στόχο να βοηθήσουν ουσιαστικά τους µαθητές να κατανοή-

σουν µαθηµατικές έννοιες και διαδικασίες, να προβληµατισθούν, να σκεφτούν 

και να οδηγηθούν σε εικασίες, να καταλάβουν ιδέες που κρύβονται µέσα σε 

τυπικές αποδείξεις. Σύµφωνα µε τον Tall (1995f), µπορούµε να διακρίνουµε τρεις 

κόσµους προσέγγισης των Μαθηµατικών. δηλαδή τρεις τρόπους µαθηµατικής σκέ-

ψης: τον ενσώµατο ή ενσαρκωµένο (embodied), τον κόσµο των διεργασιών ή διαδι-
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κασιοεννοιολογικό (proceptual) και τον αξιωµατικό (axiomatic). O ενσώµατος κόσµος 

σκέψης βασίζεται στις αισθήσεις και στη δράση. Οι εικονικές αναπαραστάσεις οπτικές 

ή νοερές, αποτελούν σηµαντικά εργαλεία στα πλαίσια του κόσµου αυτού. Στο κόσµο 

των διεργασιών ο µαθητής συνδέει την διαδικασία µε την έννοια µέσω των µαθηµα-

τικών συµβόλων και αποτελεί το δεύτερο στάδιο εξέλιξης της µαθηµατικής σκέψης 

του µαθητή. Η αντίληψη που κυριαρχεί σε αυτόν τον κόσµο είναι ότι ο µαθητής πρέ-

πει να µάθει να σκέφτεται χρησιµοποιώντας µόνο τις συµβολικές αναπαραστάσεις 

δηλαδή µόνο τα τυπικά µαθηµατικά. Αξιωµατικός κόσµος είναι ο κόσµος στον οποίο 

τα µαθηµατικά αποτελούν ένα πλήρες οικοδόµηµα που έχει ως βάση ορισµένα αξιώ-

µατα και πρωταρχικές έννοιες Με χρήση αυτών, ορίζονται νέες έννοιες και αποδει-

κνύονται οι πρώτες µαθηµατικές προτάσεις . Στη συνέχεια χρησιµοποιώντας τα αξιώ-

µατα και τις αποδειχθείσες προτάσεις αποδεικνύονται νέες προτάσεις κ.ο.κ.  Έτσι οι-

κοδοµείται ο αξιωµατικός κόσµος που αποτελεί και το ανώτερο στάδιο της µαθηµατι-

κής σκέψης. Οι δύο πρώτοι κόσµοι κυριαρχούν στη πρωτοβάθµια και τη δευτεροβάθ-

µια εκπαίδευση αντίστοιχα.  Ο αξιωµατικός τρόπος σκέψης αρχίζει να διαµορφώνεται 

στο Λύκειο και ολοκληρώνεται στο Πανεπιστήµιο.  

    O Tall(1995f) αναφέρεται σε τέσσερεις γενικές περιπτώσεις όπου µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν οι αναπαραστάσεις στη διδασκαλία των µαθηµατικών στη 

δευτεροβάθµια εκπαίδευση, ώστε να συντελέσουν στη βελτίωση της µαθηµα-

τικής σκέψης του µαθητή. 

 

• Χρήση αναπαραστάσεων για την κατανόηση µαθηµατικών 

εννοιών.  

    Οι µαθηµατικές έννοιες, αν εξαιρέσουµε τις γεωµετρικές, είναι έννοιες αφηρηµένες. 

Οι ορισµοί τους δίνονται µε  µαθηµατικά σύµβολα και η κατανόηση τους από τον µα-

θητή είναι πολλές φορές ελλιπής. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την αδυναµία ή τη λαν-

θασµένη χρήση τους στη λύση ασκήσεων. Η δυνατότητα αναπαράστασης αυτών των 

ορισµών µε τρόπο ώστε να γίνουν κατανοητοί µέσω των αισθήσεων, µπορεί να βοη-

θήσει το µαθητή να τους κατανοήσει καλύτερα και να τους χρησιµοποιεί σωστά.  

     Ένα παράδειγµα έννοιας που δηµιουργεί προβλήµατα στους µαθητές και εισάγεται 

στις πρώτες τάξεις του Γυµνασίου, είναι η έννοια της απόλυτης τιµής. Ο τυπικός ορι-

σµός µαθαίνεται από τους µαθητές µε έναν µάλλον µηχανικό τρόπο και αυτό πολλές 

φορές τους οδηγεί σε λάθη. Επίσης τους εµποδίζει να κατανοήσουν πιο δύσκολες έν-

νοιες που θα συναντήσουν αργότερα και που η απόλυτη τιµή παίζει καθοριστικό ρόλο 

στον ορισµό τους, όπως είναι η έννοια του ορίου. Αντίθετα, αν ο µαθητής έχει κατα-
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νοήσει την αναπαράσταση των πραγµατικών αριθµών σε έναν άξονα και αντιληφθεί 

την απόλυτη τιµή ενός αριθµού ως την απόσταση του από το µηδέν, καθώς και την 

απόλυτη τιµή της διαφοράς δύο αριθµών ως την απόσταση τους πάνω στον άξονα,  

θα έχει τη δυνατότητα να βλέπει θέµατα που συνδέονται µε την απόλυτη τιµή και 

από µια γεωµετρική οπτική. Αυτή η οπτική θα του φανεί ιδιαίτερα χρήσιµη σε πολλές 

περιπτώσεις.  Για να γίνει όµως αυτό απαιτείται εξάσκηση του µαθητή. Πρέπει δη-

λαδή από τον µαθητή, παράλληλα µε τις αλγεβρικές λύσεις, να του ζητούνται και γε-

ωµετρικές λύσεις των ασκήσεων όταν αυτό είναι πρόσφορο.     

 

 
• Χρήση αναπαραστάσεων για τη δηµιουργία εικασιών. 
 
Ο ρόλος των εικασιών στην ανάπτυξη της µαθηµατικής σκέψης είναι πολύ σηµα-

ντικός. Για να αποδείξουµε µια µαθηµατική πρόταση πρέπει πρώτα  να προκύψει 

αυτή ως εικασία. ∆ηλαδή, µετά από κατάλληλες σκέψεις να οδηγηθούµε στο συµπέ-

ρασµα ότι είναι πολύ πιθανόν να ισχύει η συγκεκριµένη  πρόταση.  Η δηµιουργία ει-

κασιών απουσιάζει πλήρως από τη διδασκαλία των Μαθηµατικών στη δευτεροβάθµια 

εκπαίδευση. ∆εν φαίνεται η διαδικασία µέσα από την οποία προέκυψε η διατύπωση 

των προτάσεων  και  των θεωρηµάτων. Οι αναπαραστάσεις µπορεί να συµβάλουν 

ώστε να αναπτυχθεί µέσα στη τάξη ένας προβληµατισµός, που θα οδηγήσει στη δια-

τύπωση της εικασίας. Ιδιαίτερα σήµερα, µε τη χρήση των νέων τεχνολογιών, αυτό 

µπορεί να γίνει µε πολύ καλύτερους όρους. 

 Αναφέρουµε για παράδειγµα ένα σηµαντικό θεώρηµα της Μαθηµατικής Ανάλυσης 

που συµπεριλαµβάνεται στην ύλη του λυκείου. Είναι το θεώρηµα που συνδέει τη µο-

νοτονία µιας διαφορίσιµης συνάρτησης µε το πρόσηµο της πρώτης παραγώγου της. 

Πως, όµως, σκεφτήκαµε ότι συνδέεται η µονοτονία µιας διαφορίσιµης συνάρτησης µε 

το πρόσηµο της παραγώγου της και οδηγηθήκαµε στη διατύπωση του συγκεκριµένου 

θεωρήµατος; Αυτό το βήµα, όπως τονίστηκε και προηγουµένως, είναι ένα πολύ ση-

µαντικό βήµα για την ανάπτυξη της µαθηµατικής σκέψης του µαθητή και είναι ένα 

βήµα που µπορεί να γίνει στα πλαίσια της διδασκαλίας των Μαθηµατικών στο Λύκειο. 

Στο  παράδειγµα  που διαπραγµατευόµαστε, η µελέτη της κίνησης της εφαπτοµένης 

πάνω στη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης (σχήµα 1) µπορεί να οδηγήσει στην 

παρατήρηση ότι στα διαστήµατα που η συνάρτηση είναι αύξουσα (αντ. φθίνουσα) η 

εφαπτοµένη σχηµατίζει οξεία (αντ. αµβλεία) γωνία µε τον άξονα xx΄. Αυτή η µελέτη 

µπορεί να γίνει πολύ καλύτερα µε τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή, όπου ο µαθη-

τής µπορεί να βλέπει την κίνηση της εφαπτοµένης.  
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Σχήµα 1 

 
 
 

 Η παραπάνω παρατήρηση οδηγεί στη σύνδεση της µονοτονίας µε την παράγωγο. 

Στη συνέχεια µε ποιο προσεκτική µελέτη γραφηµάτων και µε κατάλληλες ερωτήσεις 

που τίθενται από τον καθηγητή µπορεί να δηµιουργηθεί η ακόλουθη εικασία:  

Αν η παράγωγος µιας διαφορίσιµης συνάρτησης είναι  θετική ( αντ. αρνητική) σε ένα 

διάστηµα τότε η συνάρτηση είναι γνησίως αύξουσα (αντ. γνησίως φθίνουσα) σε αυτό 

το διάστηµα.  

  Η µελέτη και η προσεκτική παρατήρηση ειδικών περιπτώσεων στη µαθηµατική 

έρευνα πολλές φορές οδήγησε στη διατύπωση σηµαντικών γενικών εικασιών που εν 

συνεχεία αποδείχθηκαν. Η µελέτη που περιγράψαµε παραπάνω είναι τέτοιας µορφής. 

Η εφαρµογή τέτοιων διαδικασιών στη διδασκαλία των Μαθηµατικών, όχι µόνο στο 

Λύκειο αλλά και σε µικρότερες τάξεις, αναπτύσσει τη µαθηµατική σκέψη του µαθητή. 

Για να είναι όµως αποτελεσµατικές διαδικασίες αυτού του τύπου, πρέπει ο µαθητής 

να έχει τη δυνατότητα να σκέφτεται πάνω στα σχήµατα και να µπορεί να µεταφράζει 

τα συµπεράσµατα σε συµβολικά µαθηµατικά. 

• Χρήση αναπαραστάσεων για την περιγραφή Μαθηµατικών 

συµπερασµάτων. 
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Μια µαθηµατική πρόταση διατυπώνεται σε καθαρά συµβολική µορφή. Η 

διατύπωση αυτή πολλές φορές φαίνεται δυσνόητη και ξένη στον µαθητή. Η 

περιγραφή  αυτής της πρότασης µε µια εικονική αναπαράσταση, µπορεί να 

βοηθήσει στην καλύτερη κατανόηση της. Ένα κλασσικό παράδειγµα είναι το 

επόµενο θεώρηµα, γνωστό ως θεώρηµα της Μέσης Τιµής:  

“ Αν   f:[α,β]   συνάρτηση συνεχής στο [α, β] και διαφορίσιµη στο (α, β) 

τότε υπάρχει ξ∈ (α, β) ώστε f(ξ) =

→ R
( ) ( )f f a

a
β
β
−
−

 ” 

Η γεωµετρική αναπαράσταση του θεωρήµατος (σχήµα 2) βοηθάει τον µαθητή 

να καταλάβει τι ουσιαστικά  “λέει” το θεώρηµα.                                                 

 
 

                                            Σχήµα  2   
 
 
                                                         

• Περιγραφή διαδικασιών και αποδείξεων. 

        Πολλές φορές διαδικασίες ή αποδείξεις φαίνονται στους µαθητές περί-

εργες. ∆εν µπορούν να καταλάβουν τι “λένε” και έτσι δεν µπορούν να τις µά-

θουν. Αυτό αφορά στις, θεωρούµενες από τους µαθητές, δύσκολες αποδεί-

ξεις.  Αλλά και όσον αφορά σε διαδικασίες ή αποδείξεις που οι µαθητές τις 

θεωρούν εύκολες, πολλές φορές αυτό που µαθαίνουν και είναι σε θέση να κά-

νουν είναι απλώς να τις εφαρµόζουν ή να τις αναπαράγουν όταν τους ζητηθεί. 

∆εν έχουν  κατανοήσει όµως την ουσία τους. ∆εν έχουν καταλάβει την ουσια-

στική µαθηµατική ιδέα που κρύβεται πίσω από τη φορµαλιστική παρουσίαση. 

Η δυνατότητα περιγραφής τέτοιων διαδικασιών ή αποδείξεων µε οικίες στο 

µαθητή αναπαραστάσεις τον βοηθάει στη κατανόηση τους. Ένα παράδειγµα 

µια τέτοιας απόδειξης είναι η απόδειξη του θεωρήµατος ενδιαµέσων τιµών:  
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“ Αν   f:[a, b] → R συνεχής συνάρτηση και f(a) < h < f(b) τότε υπάρχει  x0 є 

(a, b) ώστε f(xο) = η.” 

Η απόδειξη του θεωρήµατος αυτού, η οποία υπάρχει στα σχολικά βιβλία,  

προκύπτει εύκολα από την ειδική περίπτωση για η=0, η οποία είναι γνωστή 

ως θεώρηµα του Bolzano και υπάρχει στα σχολικά βιβλία χωρίς απόδειξη.  

Πράγµατι, αν θέσουµε  g:[a, b] →  , µε g(x)=f(x)-η για κάθε x∈[a, b], 

είναι πολύ εύκολο να διαπιστώσουµε ότι η συνάρτηση g ικανοποιεί τις υποθέ-

σεις του θεωρήµατος του Bolzano. Συνεπώς υπάρχει x

R

0∈ (a, b) ώστε g(x0)=0. 

Άρα f(x0)=η. 

Η παραπάνω απόδειξη είναι µια απλή απόδειξη που δεν δηµιουργεί πρό-

βληµα στους µαθητές. Πόσοι όµως από αυτούς κατανοούν την ουσία της; 

Πόσοι κατανοούν ότι κάνουµε µια µεταφορά της συνάρτησης g, ώστε να ικα-

νοποιηθούν οι προϋποθέσεις για να εφαρµοστεί το θεώρηµα του Bolzano; Η 

περιγραφή όµως της παραπάνω απόδειξης µε το σχήµα 3 ή, πολύ καλύτερα, 

µε τη χρήση ηλεκτρονικού υπολογιστή όπου θα φαίνεται η κίνηση, αναπαρι-

στά αυτή την ιδέα.  

     

a b

f(a)

f(b)

h

x0

f(a)-h

f(b)-h

0

 
                                                 Σχήµα 3 
 
 
   Ο Tall(1995), σηµειώνει ότι για να µπορέσει ο µαθητής να κάνει ουσιαστική 

χρήση αυτών των αναπαραστάσεων πρέπει η διδασκαλία των Μαθηµατικών 
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στο σχολείο, ιδιαίτερα στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, να είναι  τέτοια ώστε 

να συνδυάζει τον ενσαρκωµένο και  τον διαδιακασιοεννοιολογικό κόσµο σκέψης. Να 

εξασκήσει τον µαθητή να χρησιµοποιεί και τους δύο κόσµους , να γνωρίζει τα όρια 

τους και να µπορεί να µεταβαίνει από τον ένα στον άλλο. Να είναι σε θέση να χρησι-

µοποιεί κάθε φορά αυτόν που είναι πιο πρόσφορος για να λύσει το πρόβληµα που 

αντιµετωπίζει , γνωρίζοντας όµως ότι η µαθηµατική αλήθεια κατοχυρώνεται µόνο 

µέσα από τη τυπική απόδειξη. 

 

 

2.3.3   ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ  ΚΑΙ  ΟΡΙΟ 

 

    Οι νοητικές αναπαραστάσεις είναι νοητικοί σχηµατισµοί που παράγονται εσωτε-

ρικά  και οργανώνονται , εµπλουτίζονται  ή απορρίπτονται ανάλογα µε το βαθµό 

χρήσης και εφαρµογής τους στα πλαίσια της καθηµερινής εµπειρίας. 

    Όσον αφορά την έννοια του ορίου, επειδή διαθέτει πλούσια διαισθητική βάση, οι 

µαθητές που διδάσκονται για πρώτη φορά την έννοια, διατηρούν άτυπες αντιλήψεις 

για αυτήν(Κεφ.1). Αποτέλεσµα αυτών των αντιλήψεων είναι κάποιες φορές οι νοητι-

κές αναπαραστάσεις που κατασκευάζουν να είναι ασυνεπείς µε την έννοια κατά συνέ-

πεια και η εικόνα έννοιας που προκύπτει. Αυτό γίνεται φανερό µε τις παρανοήσεις  για 

την έννοια στις οποίες οδηγούνται. Η σηµασία των άτυπων αντιλήψεων έχει απασχο-

λήσει και απασχολεί ερευνητές της διδακτικής(Cornu ,1981,1983 ; Davis & Vin-

ner,1986; Grugnetti & Rizza, 2003; Schwarzenberger & Tall, 1978;  Wil-

liams,1991,2001 ). 

   Η Juter (2003) µε έρευνα της σε πανεπιστήµιο της Σουηδίας αναζήτησε απαντήσεις 

στις ερωτήσεις : 

 πως σχηµατίζουν οι φοιτητές τις εσωτερικές αναπαραστάσεις τους για το 

όριο συνάρτησης, 

 αν αλλάζουν αυτές οι αναπαραστάσεις µε τη διδασκαλία κατά τη διάρκεια της 

έρευνας, 

 αν κάτι αλλάζει τι είναι αυτό και 

 αν οι αναπαραστάσεις των φοιτητών µε υψηλές επιδόσεις διαφέρουν από αυ-

τών µε χαµηλότερες. 

Στην έρευνα συµµετείχαν περίπου 100 φοιτητές, 19 ετών και άνω(το ένα τέταρτο 

από αυτούς ήταν γυναίκες). Οι φοιτητές αυτοί είχαν διδαχθεί ανάλυση και άλγεβρα 

σε πρώτο επίπεδο. Παρακολούθησαν πρόγραµµα 20 εβδοµάδων χωρισµένοι σε δύο 

 65



υποοµάδες (10 εβδοµάδες για κάθε οµάδα). Το πρόγραµµα περιλάµβανε δύο διαλέ-

ξεις (45 λεπτών) και δύο συνεδρίες εργασίας, τρεις ηµέρες ανά εβδοµάδα. Στη 

πρώτη σειρά µαθηµάτων το όριο συνάρτησης παρουσιάστηκε πριν τη παραγώγιση 

ενώ στη δεύτερη ακολούθησε άλλη σειρά σε σχέση µε το ολοκλήρωµα και τις σει-

ρές. Μετά το τέλος του προγράµµατος, για τη πρώτη οµάδα η εξέταση ήταν µόνο 

γραπτή ενώ για τη δεύτερη γραπτή και προφορική. 

   Στα αποτελέσµατα η ερευνήτρια παρουσίασε 4 περιπτώσεις που επελέγησαν σαν 

αντιπροσωπευτικότερες δείγµατος  ώστε να γίνουν συγκρίσεις. Η  Juter (2003) ση-

µειώνει ότι είναι αδύνατο να γνωρίζουµε τι σκέφτονται οι   φοιτητές. Το µόνο που 

µπορούµε να κάνουµε είναι να διαπιστώσουµε τι  ολοκληρώνουν, τι λένε και τι κά-

νουν. Σε κάποιες περιπτώσεις οι φοιτητές δεν εγκαταλείπουν τις αρχικές αναπαρα-

στάσεις εύκολα. Ο Wililams(1991), αναφέρει µια πιθανή αιτία για αυτό. Με την υπό-

θεση ότι ένας φοιτητής σε αυτή την κατάσταση µε την εµπειρία του µέχρι τώρα εί-

ναι σταθερός µε τη θεωρία όπως την αντιλαµβάνεται. Μετά ο φοιτητής αντιµετωπίζει 

ένα παράδειγµα που δεν ταιριάζει µε τη θεωρία . Αντί να τροποποιήσει την ερµηνεία 

του για τη θεωρία, πιθανά να θεωρήσει το παράδειγµα σαν ασήµαντη εξαίρεση. 

Μπορεί  να είναι δύσκολο να αλλάξεις ένα µέρος µιας νοητικής αναπαράστασης  ση-

µειώνει η ερευνήτρια.  Μπορεί να  επιδρά και στην υπόλοιπη αναπαράσταση µε ένα 

τρόπο που να απαιτεί και αυτή µεγαλύτερη τροποποίηση. Αυτός µπορεί να είναι ο 

λόγος που τµήµατα της αναπαράστασης µένουν αναλλοίωτα ακόµη και αν το άτοµο 

είναι ενηµερωµένο για το λάθος.  

    Όµως παρατηρήθηκαν κάποιες αλλαγές στις αναπαραστάσεις των φοιτητών. Ένας 

φοιτητής ενώ θεωρούσε το όριο  σαν σύγκριση µεταξύ συναρτήσεων, άρχισε να το 

θεωρεί σαν ένα άφθαστο σηµείο. Κάποιος άλλος ενώ εστίαζε στην απόσταση µεταξύ 

συνάρτησης και ορίου, άρχισε να θεωρεί το όριο σαν φράγµα που δεν µπορεί να ξε-

περαστεί. Αυτές οι αλλαγές δεν δηµιούργησαν τροποποιήσεις στις υπόλοιπες αναπα-

ραστάσεις. Άλλαξαν όµως τον τρόπο που σκέφτονται αυτοί οι µαθητές για το όριο. 

    Σε καταστάσεις λύσης προβλήµατος οι φοιτητές δεν επικαλέστηκαν τον  ορισµού 

της έννοιας. Παρόλο που κάποιοι φοιτητές είχαν την άποψη ότι ο ορισµός είναι σηµα-

ντικός δεν τον γνώριζαν. Πίστευαν  όµως ότι µπορούν να κατακτήσουν τη έννοια βα-

σιζόµενοι µάλλον στην επιτυχή λύση των προβληµάτων στο πρόγραµµα.  Ο Cornu 

(1991), σηµειώνει ότι ο τρόπος µε τον οποίο εφαρµόζεται η έννοια του ορίου για την 

επίλυση πραγµατικών προβληµάτων που δε βασίζονται στο ορισµό αλλά σε διαφορε-

τικές ιδιότητες της διαισθητικής έννοιας, έχει σαν συνεπεία οι σπουδαστές να πιστεύ-

ουν ότι «κατανοούν» τον ορισµό, χωρίς πραγµατικά να κατανοούν όλες τις πτυχές 

 66 



της τυπικής έννοιας.  Οι φοιτητές µπορούν να έχουν µια εικόνα έννοιας που µπορεί 

να ανταποκριθεί µέχρι κάποιο σηµείο. Όταν  βρεθούν σε διαφορετική κατάσταση η 

εικόνα έννοιας που έχουν µπορεί να αλλάξει. Ο  Vinner(1991),αναφέρει ότι  όσο η 

αναφορά στην εικόνα έννοιας οδηγεί σε σωστή λύση,  σπουδαστής θα συνεχίσει να 

αναφέρεται  στην εικόνα έννοιας δεδοµένου ότι η στρατηγική είναι απλή και φυσιο-

λογική. Μόνο µια αποτυχία µπορεί να πείσει τον µαθητή να χρησιµοποιήσει τον ορι-

σµό της έννοιας ως τελικό κριτήριο για τη δράση του. 

    Η  Juter (2003) στα συµπεράσµατα της έρευνας σηµειώνει ότι οι αναπαραστάσεις 

των φοιτητών κατά τη διάρκεια του προγράµµατος αλλάζουν. Κάποιες αλλαγές ανα-

κατασκευάζουν ολόκληρα τµήµατα της εικόνας έννοιας. Άλλες αλλαγές είναι µικρότε-

ρες τροποποιήσεις στην εικόνα έννοιας. Ακόµη τµήµατα αν και λαθεµένα παραµένουν 

αναλλοίωτα. Η µεγαλύτερη αλλαγή  στην εικόνα έννοιας έγινε στη φοιτήτρια που 

ήταν υψηλών επιδόσεων. 

    Σε πολλές περιπτώσεις η ίδια η έννοια ή η µαθηµατική δοµή παρουσιάζονται µε 

διαφορετικές αναπαραστάσεις. Με αυτόν τον τρόπο ο µαθητής έχει την ευκαιρία να 

αξιολογήσει τις διαφορετικές αναπαραστάσεις, να εντοπίσει τις κοινές τους ιδιότητες 

και κατ’ επέκταση τη µαθηµατική δοµή που αποτελεί στόχο της διδασκαλίας. Όπως 

επισηµαίνουν οι Green & Harel (1998), η αναγνώριση και η αξιοποίηση των δοµικών 

σχέσεων ανάµεσα σε καταστάσεις που διαφέρουν όσον αφορά τα εξωτερικά χαρα-

κτηριστικά είναι σύµφυτη µε τη µαθηµατική γνώση.  Οι Gagatsis & Christou (2002) 

παρατηρούν ότι όταν η διδασκαλία εννοιών γίνεται µε τη χρήση πολλαπλών αναπα-

ραστάσεων, οι µαθητές  πραγµατοποιούν τις συνδέσεις µεταξύ των διαφόρων ανα-

παραστάσεων και έτσι µπορούν να διακρίνουν µεταξύ τους τις µαθηµατικές έννοιες. 

    Πολλές µαθηµατικές έννοιες µπορούµε να τις δούµε µε δύο διαφορετικούς συ-

µπληρωµατικούς τρόπους, ως λειτουργικό και δοµικό, ή ως διαδικασία και αντικεί-

µενο.  H  έννοια του αντικειµένου είναι δοµηµένη ώστε να ενσωµατώνει τη διαδικα-

σία (Dubinsky & Harel,1992). Οι Gray & Tall (1994) χρησιµοποίησαν τον όρο procept, 

σύνθετη λέξη παραγόµενη από το process και concept για να ονοµάσουν ένα σύµ-

βολο που αντιπροσωπεύει είτε µια διαδικασία είτε µια έννοια.H αναπαράσταση   

limf(x)=ℓ  αντιπροσωπεύει είτε µια διαδικασία προσέγγισης, είτε το αντικείµενο που  
x →x0

σχετίζεται µε το αποτέλεσµα αυτής της άπειρης διαδικασίας. Από την ανασκόπηση 

της βιβλιογραφίας (Monaghan,1991; Sierpinska,1987; Tall & Schwarzenberger, 1978; 

Tall & Vinner ,1981;) διαπιστώνεται ότι όχι µόνο µαθητές αλλά και φοιτητές 

µαθηµατικών σε όλο τον κόσµο δυσκολεύονται να κατανοήσουν ότι οι αριθµοί  
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0.999…   και 1  ταυτίζονται. Η αναπαράσταση 0.999…παριστάνει µια διαδικασία (όριο 

της ακολουθίας 0.9, 0.99, 0.999, … ) , ενώ η αναπαράσταση 1 παριστάνει ένα 

αντικείµενο. Είναι δύσκολο για τους µαθητές να θεωρήσουν ίσους δύο αριθµούς που 

παριστάνονται από διαφορετικές αναπαραστάσεις. Ο αριθµός 1 δηµιουργήθηκε από 

την άπειρη διαδικασία που περιγράφεται από τον 0.999…αλλά « αυτονοµήθηκε» από 

αυτήν σαν αποτέλεσµα της. 

   Η Sfard (1991) παρατηρεί ότι η ικανότητα να αντιµετωπίζεις µια συνάρτηση ή ένα 

αριθµό ή άλλη µαθηµατική έννοια ταυτόχρονα σαν διαδικασία και σαν αντικείµενο 

είναι απαραίτητη για τη βαθιά κατανόηση των µαθηµατικών όπως και αν ορίζεται η 

κατανόηση. ∆ηλαδή η παραπάνω ερευνήτρια προτείνει δύο προσεγγίσεις κατά την 

ανάπτυξη µιας έννοιας µια λειτουργική (operational) η οποία εστιάζεται στην διαδικα-

σία και µια δοµική (structural) η οποία εστιάζεται στα αντικείµενα.  

    H έννοια του ορίου στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση εισάγεται εποπτικά µέσω πα-

ραδειγµάτων και δυναµικών προσεγγίσεων και εφαρµογών σε γεωµετρικά ή αλγε-

βρικά πλαίσια.   Ο τυπικός ορισµός δεν διδάσκεται.  Η επιλογή παραδειγµάτων για την 

διδασκαλία του, ορίου απαιτεί µεγάλη προσοχή ώστε οι µαθητές να µπορέσουν να 

σχηµατίσουν τις εσωτερικές αναπαραστάσεις που θα τους οδηγήσουν σε συνεπή ει-

κόνα έννοιας . Επίσης απαιτείται η διερεύνηση των άτυπων αντιλήψεων των µαθητών 

πριν από την διδασκαλία της έννοιας. Οι αντιλήψεις αυτές περιέχουν πλήθος από 

ασάφειες και οδηγούν σε παρανοήσεις σχετικές µε την έννοια. Ο Janvier(1987) ση-

µειώνει ότι «είναι σηµαντικό να διαγνωστούν οι αντιλήψεις των µαθητών γιατί δια-

σφαλίζουν τη βασική γνώση, που θα συστηµατοποιηθεί µε τη διδασκαλία». 

   Το παράδειγµα µιας εφαπτοµένης που θεωρείται σαν όριο µιας ακολουθίας τεµνου-

σών που την προσεγγίζουν, δείχνει ότι ο µαθητής πρέπει να ξεπεράσει πλήθος εννοι-

ολογικών δυσκολιών για να οδηγηθεί στην κατανόηση του ορίου. Ο Orton (1977) µε-

λέτησε τις απαντήσεις 110 µαθητών όταν ρωτήθηκαν τι συµβαίνει στις τέµνουσες 

(χορδές) PQ  µιας σχεδιασµένης καµπύλης (σχήµα 4), καθώς το σηµείο Q1   τείνει 

προς το P κινούµενο πάνω στην καµπύλη. 

                 

 

 

 

                                          

                                                        

    Σχήµα 4 
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Οι 43 µαθητές  φάνηκαν µη ικανοί, ακόµη και όταν παροτρύνθηκαν έντονα, να αντι-

ληφθούν ότι η διαδικασία οδηγεί στην εφαπτοµένη της καµπύλης. Η τέµνουσα 

αγνοήθηκε από πολλούς µαθητές και εµφανίστηκε το φαινόµενο να εστιάζουν την 

προσοχή τους µόνο στη χορδή PQ, παρά το γεγονός ότι το διάγραµµα και η εξήγηση 

είχαν σκοπό να προσπαθήσουν να εξασφαλίσουν ότι αυτό δεν θα συνέβαινε. ∆ιατυ-

πώθηκαν χαρακτηριστικές ανεπαρκείς απαντήσεις όπως :  «η γραµµή µικραίνει σε µή-

κος», «γίνεται σηµείο», «το εµβαδόν µικραίνει»…. 

     Η προσπάθεια να απλοποιηθεί η έννοια του ορίου µε παράδειγµα όπου  γίνεται 

χρήση εξωτερικής αναπαράστασης που είναι «ασυνεπής» µε την έννοια του ορίου 

οδηγεί τον µαθητή κατευθείαν σε γνωστικά εµπόδια. Όπως συµβαίνει στο παρά-

δειγµα µιας «κλίµακας µε σκαλοπάτια» όπου µισού µεγέθους σκαλοπάτια παρεµβάλ-

λονται µεταξύ  κάθε σκαλοπατιού και κατόπιν η διαδικασία επαναλαµβάνεται όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 5. 

  

                                                  

 

                                              

                                                           Σχήµα  5    

 

 

Η ερώτηση «να βρεθεί το εµβαδόν κάτω από τη τελική κλίµακα» παραπέµπει σε πε-

περασµένη διαδικασία(πεπερασµένος αριθµός βηµάτων).Ο µαθητής, είναι πιθανό µε 

αυτό το παράδειγµα θεωρήσει ότι το όριο της σκάλας µε άπειρο αριθµό σκαλοπατιών  

είναι το «τελευταίο σκαλοπάτι» να σχηµατίσει την εσωτερική αναπαράσταση ότι «το 

όριο µιας ακολουθίας είναι ο τελικός όρος της».  

    Αντίθετα η χρήση κατάλληλων αναπαραστάσεων µπορούν να εισάγουν τους µαθη-

τές σε οριακές διαδικασίες προσέγγισης που  πιθανά να τους οδηγήσει στη κατάκτηση 
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της έννοιας.  Η παρακάτω δραστηριότητα9 προτείνεται για την εισαγωγή της έννοιας 

του ορίου ακολουθίας. 

 

Έστω τετράγωνο ΑΒΓ∆ µε πλευρά 1 και Κ το σηµείο τοµής των διαγωνίων του. 

Έστω Α1, Β1, Γ1, ∆1 τα µέσα των ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, Κ∆ αντίστοιχα. Σχηµατίζουµε το τετρά-

γωνο Α1Β1Γ1∆1,έστω Α2, Β2, Γ2, ∆2 τα µέσα των ΚΑ1, ΚΒ1, ΚΓ1, Κ∆1 αντίστοιχα. Σχηµα-

τίζουµε το τετράγωνο Α2Β2Γ2∆2,και γενικά αν Αn, Βn, Γn, ∆n τα µέσα των ΚΑn-1, ΚΒn-1, 

ΚΓn-1, Κ∆n-1 αντίστοιχα, σχηµατίζουµε το τετράγωνο ΑnΒnΓn∆n , για n = 2, 3, …

∆ηλαδή κάθε τετράγωνο έχει κορυφές τα µέσα των αποστάσεων του Κ από τις κο-

ρυφές του τετραγώνου που κατασκευάσαµε στο προηγούµενο βήµα. 

 

A

∆ Γ

K

Γ1

A1 B1

∆1

An-1 Bn-1

Γn-1∆n-1

An

∆n Γn

Bn

B

… 

 

 
(i) Ποια είναι η τοµή των εσωτερικών των τετραγώνων; 

 
 

(ii) Υπολογίστε το εµβαδόν En του τετραγώνου ΑnΒnΓn∆n , n = 1, 2, … 
 

 
(iii)      Υπάρχει τετράγωνο που αυτό και τα επόµενά του έχουν εµβαδόν µικρότερο     
 από 10-300; 
 
 
 Εξετάστε την αντίστοιχη ερώτηση για τον αριθµό 10-1.000.000. 
 
 
 

 

                                                 
9 Ζαχαριάδης, Θ. (2005), Σηµειώσεις παραδόσεων του µαθήµατος «∆ιδακτική Απειροστικού 
Λογισµού» 
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3.    ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 

 
 

3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

    Στο κεφάλαιο αυτό θα προσπαθήσουµε να περιγράψουµε σύντοµα τι συµβαίνει 

στο ελληνικό σχολείο σήµερα. Τους στόχους που θέτει το Παιδαγωγικό Ινστιτούτο  

για τα µαθηµατικά στην ενότητα που αναφερόµαστε,  πώς εφαρµόζεται το αναλυτικό 

πρόγραµµα διδασκαλίας καθώς και τον  τρόπο  διδασκαλίας που, συνήθως, 

ακολουθείται από τους διδάσκοντες. Στη συνέχεια καθορίζουµε τους στόχους της πα-

ρούσας έρευνας, περιγράφουµε τον τρόπο επιλογής του δείγµατος των µαθητών της 

Γ΄ τάξης Ενιαίου Λυκείου που ακολουθούν θετική ή τεχνολογική κατεύθυνση και   τη 

διαδικασία που ακολουθήσαµε για τη διεξαγωγή της έρευνας. Παρουσιάζουµε το 

ερωτηµατολόγιο που δόθηκε προς συµπλήρωση από τους  µαθητές καθώς και τον 

τρόπο αξιολόγησης του. Τέλος  θα αναφερθούµε στη  στατιστική  ανάλυση των δε-

δοµένων που προέκυψαν από τις απαντήσεις των µαθητών στο δοθέν ερωτηµατολό-

γιο. 

 

  

3.2    ΤΙ   ΙΣΧΥΕΙ  ΣΤΟ  ΕΛΛΗΝΙΚΟ  ΣΧΟΛΕΙΟ 

 

     Στο Ελληνικό σχολείο σήµερα κυριαρχεί η παραδοσιακή παιδαγωγική άποψη, σύµ-

φωνα µε την οποία η καλή διδασκαλία είναι επαρκής για καλή µάθηση. Η διδασκαλία 

συνήθως είναι µετωπική, µε στόχο τη µεταφορά πληροφοριών από τον διδάσκοντα 

προς τους µαθητές. Οι φροντιστηριακές προσεγγίσεις και νοοτροπίες κυριαρχούν, 

ενώ απουσιάζουν δραστηριότητες εναλλακτικού χαρακτήρα που θα ευνοούσαν τη 

διερευνητική και συνεργατική µάθηση,  την οικοδόµηση των νέων γνώσεων και την 

καλλιέργεια δεξιοτήτων. Οι εκπαιδευτικοί ακολουθούν διδακτικές  µεθόδους που 

εστιάζουν στην εκπλήρωση αυστηρά προσδιορισµένων διδακτικών στόχων.  Όσον 

αφορά το µαθησιακό αποτέλεσµα πολλές φορές καθορίζεται από το κατά πόσο µπο-

ρούν οι µαθητές να ανακαλούν γνώσεις σε εξετάσεις συµβατικού τύπου. ∆εν εξετά-

ζεται κατά πόσο οι απαντήσεις των µαθητών βασίζονται στη βαθύτερη κατανόηση και 

την εφαρµογή δεξιοτήτων. 
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    Η ευρύτερη εκπαιδευτική διαδικασία δεν ευνοεί διαθεµατικές προσεγγίσεις.  Ειδικό-

τερα στο Ενιαίο Λύκειο παραµένει επικεντρωµένη  στις πανελλαδικές εξετάσεις, µια 

προσέγγιση που σε µεγάλο βαθµό ευνοείται από το σχολικό περιβάλλον και ενισχύ-

ονται ακόµη περισσότερο από το κοινωνικό περιβάλλον. ∆ηλαδή το Ενιαίο Λύκειο δεν    

αποτελεί αυτοτελή κύκλο σπουδών αλλά αντιµετωπίζεται ως προθάλαµος για την ει-

σαγωγή στη τριτοβάθµια εκπαίδευση. 

    Σ’ αυτό το πλαίσιο εντάσσεται η µαθηµατική εκπαίδευση. Οι µαθητές που είναι οι 

τελικοί αποδέκτες  αυτής της κατάστασης  συχνά αποκοµίζουν µια λαθεµένη εικόνα 

του τι είναι µαθηµατικά. Βασικές έννοιες των µαθηµατικών δεν κατανοούνται από 

τους µαθητές. Η έννοια του ορίου συνάρτησης είναι η πιο σηµαντική και ίσως η πιο 

δύσκολη στην κατανόησή της από τις έννοιες που διδάσκονται στο Λύκειο. 

    Οι µαθητές έρχονται σε επαφή για πρώτη φορά µε την έννοια του ορίου στη Β΄ 

τάξη του Ενιαίου Λυκείου. Επιχειρείται µια πρώτη προσέγγιση στην έννοια του ορίου 

κατά την αναζήτηση του αθροίσµατος των απείρων όρων γεωµετρικής προόδου µε 

λόγο   απολύτως µικρότερο της µονάδας. Στο αναλυτικό πρόγραµµα σπουδών, το 

Παιδαγωγικό Ινστιτούτο (Π.Ι.) προτείνει να προσεγγίζουν οι µαθητές την έννοια του 

ορίου µέσα από προβλήµατα και παραδείγµατα που θα παρουσιάσει ο διδάσκων στη 

τάξη. 

    Στη  Γ΄ τάξη όλοι οι µαθητές διδάσκονται µαθηµατικά γενικής παιδείας, ανεξάρ-

τητα από την κατεύθυνση που θα ακολουθήσουν, και χρησιµοποιούν το βιβλίο «Μα-

θηµατικά και Στοιχεία Στατιστικής» των Αδαµόπουλου Λ., ∆αµιανού Χ., και Σβέρκου 

Α. Στο 1ο κεφάλαιο του βιβλίου µε τίτλο «∆ιαφορικός Λογισµός», γίνεται µια σύντοµη 

αναφορά στην έννοια της συνάρτησης και των ιδιοτήτων της.  Παρουσιάζονται οι έν-

νοιες του ορίου, της συνέχειας και τέλος της παραγώγου συνάρτησης. Σε όλο το κε-

φάλαιο γίνεται ευρεία χρήση της εποπτείας και των παραδειγµάτων για την ερµηνεία 

και για την κατανόηση των διαφόρων εννοιών και προτάσεων. Όσον αφορά την έν-

νοια του ορίου, παρουσιάζεται µέσω παραδειγµάτων και χωρίς µαθηµατική αυστηρό-

τητα. Επισηµαίνεται µάλιστα στις «Οδηγίες για τη διδακτέα ύλη και τη διδασκαλία 

των µαθηµατικών κατά το σχολικό έτος 2005-2006» του Π. Ι σ.193, ότι η διδασκαλία 

της έννοιας του ορίου δεν αποτελεί αυτοσκοπό, αλλά στοχεύει στην προετοιµασία για 

την εισαγωγή της έννοιας της παραγώγου. 

    Οι µαθητές της Γ΄ τάξης που επιλέγουν τη θετική ή την τεχνολογική κατεύθυνση 

διδάσκονται µαθηµατικά κατεύθυνσης και χρησιµοποιούν το βιβλίο «Μαθηµατικά Θε-

τικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης» των Ανδρεαδάκη Σ., Κασταργύρη Β., Μέτη Σ., 

Μπουχούτα  Κ., Παπασταυρίδη Σ. και Πολύζου Γ. Το βιβλίο αυτό αποτελείται από ένα 
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κεφάλαιο άλγεβρας και τρία κεφάλαια ανάλυσης. Η άλγεβρα αποτελεί το 17% περί-

που της διδακτέας ύλης , ενώ η ανάλυση το υπόλοιπο 83%. 

Το πρώτο κεφάλαιο της ανάλυσης αποτελείται από τρεις επιµέρους ενότητες : 

a) Τις βασικές έννοιες της ανάλυσης, 

b) Το όριο συνάρτησης σε ένα σηµείο xo  R U { − ∞ , + ∞  }   και 

c) Τη συνέχεια συνάρτησης. 

    Η έννοια του ορίου στο xo  R εισάγεται εποπτικά µέσω παραδειγµάτων δυναµικών 

προσεγγίσεων και εφαρµογών σε γεωµετρικά ή αριθµητικά πλαίσια. Ο τυπικός  ε-δ 

ορισµός αναφέρεται µόνο για τη πληρότητα του βιβλίου, όπως αναφέρεται στις οδη-

γίες του  Π.Ι,  δεν διδάσκεται και προφανώς δεν εξετάζεται.  

Στο σχολικό βιβλίο τονίζεται ότι η προϋπόθεση για την ύπαρξη του ορίου µιας συνάρ-

τησης στο xo R, είναι να ορίζεται σ’ ένα σύνολο της µορφής (α, xo ) U (xo, β) ή (α, xo) 

ή (xo,  β). Αναφέρεται η µοναδικότητα του ορίου, και ακολουθούν οι ιδιότητες των 

ορίων και πιο συγκεκριµένα: όριο και διάταξη, όρια και πράξεις, το κριτήριο παρεµβο-

λής, τριγωνοµετρικά όρια. Επίσης υποδεικνύει πώς να εργαζόµαστε για να βρούµε το 

όριο σύνθετης συνάρτησης. Τα παραπάνω χρησιµοποιούνται  χωρίς να αποδεικνύο-

νται. Η έννοια του µη πεπερασµένου ορίου συνάρτησης στο xo  R ορίζεται  επίσης 

εποπτικά   ενώ τα όρια προσδιορίζονται και στη περίπτωση αυτή µόνο µε τη βοήθεια 

των ιδιοτήτων τους.  

Με τη διδασκαλία της έννοιας του ορίου, όπως επισηµαίνει το Π.Ι. (σ.194) επιδιώκε-

ται οι µαθητές: 

• Να µπορούν να βρίσκουν το όριο µιας συνάρτησης στο xo   R, όταν δίνεται η 

γραφική της παράσταση. 

• Να γνωρίζουν τις ιδιότητες του ορίου συνάρτησης και µε τη βοήθεια τους να 

υπολογίζουν τα όρια απλών συναρτήσεων.  

• Να µπορούν να διαπιστώνουν την  ύπαρξη µη πεπερασµένων ορίων συναρτή-

σεων από τη γραφική τους παράσταση. 

• Να µπορούν να υπολογίζουν τα όρια πολυωνυµικών  ή ρητών συναρτήσεων 

στο  + ∞ και στο  − ∞. 

• Να γνωρίζουν τις γραφικές παραστάσεις της εκθετικής και της λογαριθµικής 

συνάρτησης και τα όρια τα σχετικά µε τις συναρτήσεις αυτές. 

• Να γνωρίζουν την έννοια της ακολουθίας και την έννοια του ορίου ακολου-

θίας. 

 Επισηµαίνεται επίσης (σ.193) ότι: « Η διδασκαλία του ορίου δεν αποτελεί αυτο-

σκοπό, αλλά στοχεύει στην προετοιµασία για την εισαγωγή στις έννοιες της παραγώ-
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γου και του ολοκληρώµατος που αποτελεί και το κέντρο βάρους της ανάλυσης (που 

περιλαµβάνεται στη διδακτέα ύλη). Γι’ αυτό πρέπει να αποφεύγεται η άσκοπη ασκη-

σιολογία και η λύση ασκήσεων µε τη βοήθεια του ορισµού του ορίου συνάρτησης 

στο xo  R   Ο προσδιορισµός του ορίου συνάρτησης πρέπει να γίνεται µε εφαρµογή 

των ιδιοτήτων  των ορίων. Όρια, τα οποία υπολογίζονται ευκολότερα µε τον κανόνα 

De L’Hopital, να διδαχθούν αργότερα (κεφ.2) µε τη βοήθεια του κανόνα αυτού». 

      Συνέπεια αυτής της προσέγγισης είναι να µην δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα στην σε 

βάθος κατανόηση της έννοιας του ορίου, ούτε στην εφαρµογή της σε  καταστάσεις 

λύσης προβλήµατος που  ξεφεύγουν από τη ρουτίνα των ασκήσεων. Ο δάσκαλος πα-

ρουσιάζει µε αφηγηµατικό τρόπο την έννοια, λύνει κάποια παραδείγµατα και µετά 

δίνεται ένας αριθµός παρόµοιων περίπου ασκήσεων για εξάσκηση και εµπέδωση. Οι 

ασκήσεις δεν εστιάζουν στην έννοια του ορίου, αλλά κυρίως σε αλγεβρικές µεθόδους 

εύρεσής του, όπως τη χρήση ανισοτήτων, την έννοια της απόλυτης τιµής και σε άλ-

λες  πολύπλοκες τεχνικές, τις οποίες εφαρµόζουν µηχανικά για να λύσουν ασκήσεις 

και προβλήµατα που εµπίπτουν σε ειδικές κατηγορίες. Οι µαθητές διαµορφώνουν την 

άδηλη πεποίθηση ότι τα όρια αφορούν κυρίως πράξεις και δεν χρειάζεται να κατα-

κτήσουν την έννοια. ∆ηλαδή παρατηρείται µια υποβάθµιση σε θεµελιώδη έννοια της 

ανάλυσης όπως είναι το όριο συνάρτησης, σε ένα είδος αλγεβρικού και αλγοριθµικού 

υπολογισµού. Το γεγονός ότι στην έννοια του ορίου αντιµετωπίζεται µια άπειρη δια-

δικασία δεν εµφανίζεται πουθενά.   Όµως µια τέτοια προσέγγιση δεν έχει σχέση µε 

την προσπάθεια κατανόησης της έννοιας του ορίου. Οι µαθητές µας µπορούν να υπο-

λογίζουν τεχνικά πολύ δύσκολα όρια, αλλά ουσιαστικά αγνοούν τι ακριβώς σηµαίνει 

όριο συνάρτησης. Στην υπάρχουσα κατάσταση και µε δεδοµένο ότι οι µαθητές αντι-

µετωπίζουν σοβαρές δυσκολίες στη διδακτική ενότητα του ορίου, στην επιλογή θεµά-

των για τις πανελλαδικές εξετάσεις δεν υπάρχει πάντα συµβατότητα µε το σχολικό 

βιβλίο σε θέµατα που αναφέρονται στο όριο συνάρτησης. Όπως για παράδειγµα συ-

νέβη στα θέµατα των Μαθηµατικών Θετικής και Τεχνολογικής Κατεύθυνσης που τέ-

θηκαν στις πανελλαδικές εξετάσεις τον Μάιο του 2005. Συγκεκριµένα στο τρίτο ερώ-

τηµα του 3ου  Θέµατος  , οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν όριο στο άπειρο τριγω-

νοµετρικής συνάρτησης. Ανάλογο παράδειγµα ή άσκηση δεν υπάρχει στο σχολικό 

βιβλίο. Τα θέµα αυτό δυσκόλεψε ιδιαίτερα τους µαθητές. Τα ποσοστά των µαθητών 

που κατόρθωσαν να συγκεντρώσουν το σύνολο των µονάδων σ’ αυτό το ερώτηµα 

είναι : 6% της θετικής κατεύθυνσης, και 4.87% της τεχνολογικής10.  

Παρόµοια θέµατα έχουν τεθεί και σε εξετάσεις παλαιοτέρων χρόνων. 
                                                 
10 Απλακίδης Ι.,2005 
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Αναφερόµαστε και στις πανελλαδικές εξετάσεις γιατί αφ’ ενός µεν, καλώς ή κακώς, η 

διδασκαλία και η αξιολόγηση αποτελούν ξεχωριστές διαδικασίες στο Ελληνικό Σχολείο 

αφ’ ετέρου δε γιατί κάθε χρόνο αναδεικνύουν αδυναµίες και προβλήµατα της εκπαι-

δευτικής διαδικασίας. 

     Το Π.Ι στο Ενιαίο Πλαίσιο Προγραµµάτων Σπουδών (Ε.Π.Π.Σ.) προσδιορίζει τους 

γενικούς στόχους για τα µαθηµατικά. Μεταξύ άλλων αναφέρονται ότι επιδιώκεται οι 

µαθητές να µπορούν : «Να µυηθούν και να εξοικειωθούν µε τη διαδικασία της µαθη-

µατικής απόδειξης και γενικότερα να καλλιεργήσουν τη µαθηµατική τους σκέψη και 

την κριτική τους ικανότητα . Να αποκτήσουν µια αξιόλογη βάση µαθηµατικών γνώ-

σεων και δεξιοτήτων που θα τους επιτρέψει να συνεχίσουν τις σπουδές τους σε πιο 

προχωρηµένο επίπεδο».(Ε.Π.Π.Σ.,1998). Όµως παρά τις αρχικές προθέσεις αυτών 

που σχεδίασαν την τελευταία εκπαιδευτική µεταρρύθµιση (1998) η πορεία των τε-

λευταίων ετών όπως καταγράφεται και µέσα από τις  εξετάσεις, υπογραµµίζει ότι το 

εκπαιδευτικό µας σύστηµα εξακολουθεί να παραµένει εξεταστοκεντρικό. 

    Στα Μαθηµατικά Θετικής και Τεχνολογικής  Κατεύθυνσης της Γ΄ Λυκείου και 

συγκεκριµένα στη διδακτική ενότητα του ορίου εστιάζεται η ερευνητική µας εργασία. 

Το µαθηµατικά (µε το σύστηµα που ισχύει σήµερα για την εισαγωγή των υποψηφίων 

στη τριτοβάθµια εκπαίδευση), αποτελούν το πιο σηµαντικό µάθηµα για όσους µαθη-

τές έχουν στόχο τις θετικές επιστήµες. Επίσης συντελεί αποφασιστικά και για την 

εισαγωγή στις ιατρικές και οικονοµικές σχολές.(Για την εισαγωγή στη τριτοβάθµια 

εκπαίδευση ο βαθµός σε κάθε µάθηµα στις Γ.Ε. πολλαπλασιάζεται  µε ειδικό συντελε-

στή ανάλογα µε την Πανεπιστηµιακή Σχολή που στοχεύει ο υποψήφιος φοιτητής). 

Σηµειώνουµε πως ο αρχικός προγραµµατισµός  στην τελευταία  µεταρρύθµιση  προέ-

βλεπε διαφορετικά µαθηµατικά για τις δύο κατευθύνσεις. Εφαρµόστηκε µόνο µία 

χρονιά το 2000.Απο τότε έχουµε κοινό βιβλίο και κοινή ύλη και κοινές εξετάσεις  για 

τις δύο κατευθύνσεις. 

Όσον αφορά τον αριθµό των µαθητών που επιλέγουν τη Θετική κατεύθυνση χρόνο 

µε τον χρόνο φθίνει ενώ της Τεχνολογικής αυξάνει όπως φαίνεται  στον παρακάτω 

πίνακα11 : 

 

 Θετική Κατεύθυνση Τεχνολογική Κατεύθυνση 
2000 43,4% 25,6% 
2003 18,4% 35,2% 
 

                                                 
11 Παπαδόπούλος Κ., Απλάκίδης Ι.(2004) 
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Εδώ πρέπει να σηµειωθεί η ανοµοιογένεια που παρατηρείται στη σύνθεση των τµη-

µάτων  Θετικής και Τεχνολογικής κατεύθυνσης, η οποία είναι ιδιαίτερα µεγάλη. Τα 

ποσοστά των µαθητών µε επίδοση κάτω από τη βάση, ιδιαίτερα στην Τεχνολογική 

Κατεύθυνση, παραµένουν σταθερά τα τελευταία χρόνια στο 75-80%. 

Η µετακίνηση των µαθητών από τη θετική προς την τεχνολογική κατεύθυνση καθώς 

και οι εντυπωσιακά χαµηλές επιδόσεις στα Μαθηµατικά των µαθητών της Τεχνολο-

γικής  Κατεύθυνσης είναι ένα σηµαντικό πρόβληµα που αξίζει να ερευνηθεί. 

              

 

 

3.3       ∆Ι∆ΑΚΤΙΚΟ  ΣΥΜΒΟΛΑΙΟ 
 
 
    Η έννοια του ∆ιδακτικού Συµβολαίου εισήχθη από τον Guy Brousseau (1990, 

1997)  σε µια προσπάθεια να δώσει µια θεωρητική ερµηνεία για αρκετές δυσλειτουρ-

γίες στη µάθηση των µαθηµατικών. Σύµφωνα µε τον Brousseau :  «Καλούµε ∆ιδα-

κτικό Συµβόλαιο, το σύνολο των συµπεριφορών του διδάσκοντος που αναµένονται 

από τον µαθητή και το σύνολο των συµπεριφορών του µαθητή που αναµένονται από 

το διδάσκοντα. Αυτό το συµβόλαιο είναι το σύνολο των κανόνων που προσδιορίζουν 

εν µέρει ρητά αυτή τη σχέση, αλλά πάνω από όλα, υπόρρητα  το ό,τι κάθε συµµετέ-

χων στη διδακτική σχέση θα τη διαχειρίζεται µε τον ένα ή τον άλλο τρόπο,  αλλά πά-

ντα έτσι ώστε να ανταποκρίνεται στις προσδοκίες του άλλου».  

    Το  ∆ιδακτικό Συµβόλαιο αναφέρεται σε ένα σύνολο αλληλοσυνδεόµενων κανόνων 

και αµοιβαίων προσδοκιών το οποίο διαπραγµατεύεται στη µαθηµατική τάξη. Επιβάλ-

λει το πώς πρέπει να συµπεριφέρονται οι µαθητές και οι δάσκαλοι στο µάθηµα των 

µαθηµατικών, πως πρέπει να σκέφτονται και να επικοινωνούν µεταξύ τους, τι ερωτή-

σεις επιτρέπονται να γίνονται από το δάσκαλο καθώς και τι απαντήσεις αναµένονται 

από τους µαθητές. 

    Το συµβόλαιο αυτό «υπογράφεται» στα πρώτα στάδια της φοίτησης των παιδιών 

στο σχολείο. Η συµπεριφορά τους στα µαθηµατικά προκύπτει από νόρµες και υπόρ-

ρητους κανόνες που δηµιουργούνται µε το χρόνο και ριζώνονται σταδιακά , µε τη 

δύναµη της συνήθειας. Κατόπιν αυτού, επίδραση στη «δοµή» του συµβολαίου ασκεί 

η στρατηγική της κάθε διδασκαλίας, και άρα οι κανόνες του διδακτικού συµβολαίου 

διαφοροποιούνται από τάξη σε τάξη καθώς και σε κάθε διαφορετική διδακτική κατά-

σταση. ∆ηλαδή  το  διδακτικό συµβόλαιο εξαρτάται πρώτα από όλα από τη στρατη-

γική διδασκαλίας που έχει υιοθετηθεί. Οι παιδαγωγικές επιλογές, ο τρόπος εργασίας 
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που απαιτείται από τους µαθητές, οι διδακτικοί στόχοι, η επιστηµολογία του καθη-

γητή, οι συνθήκες αξιολόγησης, συνθέτουν τους ουσιαστικούς παράγοντες του συµ-

βολαίου διδακτικής που θα υιοθετηθεί.      

    Η κατάκτηση γνώσης από τους µαθητές, είναι ο ακρογωνιαίος λίθος του διδακτι-

κού συµβολαίου. Σε κάθε καινούριο «στάδιο», το συµβόλαιο ανανεώνεται και επανα-

διαπραγµατεύεται. Ο περισσότερος χρόνος αυτής της διαπραγµάτευσης περνά απα-

ρατήρητος. Το   ∆ιδακτικό Συµβόλαιο εκδηλώνεται κυρίως όταν παραβιαστεί από 

έναν από τους συµµετέχοντες  στη διδακτική σχέση. Σύµφωνα µε τον Brousseau 

(1990, 1997) η µάθηση στηρίζεται όχι πάνω στη σωστή λειτουργία του συµβολαίου 

αλλά πάνω στις ρήξεις του  διδακτικού συµβολαίου. 

     Το φαινόµενο του  ∆ιδακτικού Συµβολαίου στα σχολικά µαθηµατικά είναι ιδιαί-

τερα έκδηλο όταν τα υποκείµενα έχουν να αντιµετωπίσουν , όχι συνηθισµένα σχολικά 

προβλήµατα αλλά ανοικτά  ή µη συνηθισµένα σχολικά λεκτικά προβλήµατα. Πολλές 

µελέτες  έχουν εκπονηθεί για την απήχηση του  ∆ιδακτικού Συµβολαίου στους µαθη-

τές στη λύση προβλήµατος και ιδιαίτερα στη λύση λεκτικών προβληµάτων (συνηθι-

σµένων ή ανοικτών ή µη συνηθισµένων). Οι Verschaffel et al. (2000) µελέτησαν τη 

συµπεριφορά των µαθητών ηλικίας 10 έως 14 ετών σε τέτοιου είδους προβλήµατα 

και ταξινοµούν τα λεκτικά προβλήµατα σε δύο µεγάλες κατηγορίες : 

 Στα συνηθισµένα – σταθερά προβλήµατα ή αλλιώς προβλήµατα  S (Standarrd 

Problems), τα οποία µπορούν να λυθούν από τους µαθητές χωρίς ιδιαίτερες δυ-

σκολίες. Τα προβλήµατα S αποτελούν , σύµφωνα µε τους Verschaffel et al. 

(2000), την πλειοψηφία των λεκτικών προβληµάτων που χρησιµοποιούνται στα 

σχολικά µαθηµατικά πολλών εκπαιδευτικών συστηµάτων. 

 Στα προβληµατικά προβλήµατα ή αλλιώς προβλήµατα P (Problematic Problems), 

στα οποία το µαθηµατικό µοντέλο δεν είναι εµφανές εκτός και αν κατά την επί-

λυση τους ληφθούν υπόψη οι ρεαλιστικές καταστάσεις που εγείρουν τέτοια προ-

βλήµατα. Τα προβλήµατα P σπανίως συναντώνται σε σχολικά εγχειρίδια και δεν 

χρησιµοποιούνται στη διδασκαλία από µαθηµατικούς – δασκάλούς. 

Όσον αφορά τον ρόλο του ∆ιδακτικού Συµβολαίου στη λύση προβλήµατος στους 

µαθητές Γυµνασίου –Λυκείου ελάχιστη προσοχή έχει δοθεί. Στην παρούσα µε-

λέτη εξετάζουµε σε ποια  έκταση η συµπεριφορά των µαθητών καθορίζεται από 

τους κανόνες του ∆ιδακτικού Συµβολαίου στα έργα που αφορούν την έννοια του 

ορίου. 
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3.4    ΣΤΟΧΟΙ  ΤΗΣ   ΕΡΕΥΝΑΣ 

  

    Με βάση τι ισχύει σήµερα στο Ελληνικό σχολείο, τι αναλυτικό πρόγραµµα εφαρµό-

ζεται για τα µαθηµατικά και τι διαδικασίες ακολουθούνται συνήθως στη διδασκαλία, η 

παρούσα έρευνα έχει στόχους να διερευνήσει : 

• Τις αντιλήψεις των µαθητών για την έννοια του ορίου και τον βαθµό κατανόη-

σης της έννοιας από αυτούς. 

• Τον ρόλο των εξωτερικών αναπαραστάσεων στην κατανόηση της έννοιας του 

ορίου. 

• Την επίδοση τους σε έργα πάνω στην έννοια του ορίου τα οποία απαιτούν 

µετάβαση από µια γεωµετρική αναπαράσταση σε µια αλγεβρική και αντί-

στροφα. 

• Την  χρήση εξωτερικών αναπαραστάσεων σε καταστάσεις λύσης προβλήµατος 

που έχουν σχέση µε το όριο . 

• Πως σχετίζεται το «∆ιδακτικό Συµβόλαιο» µε τις διαδικασίες που ακολουθούν 

για την επίλυση έργων που αφορούν την έννοια του ορίου. 

 

 3.4.1    ΥΠΟΚΕΙΜΕΝΑ   ΤΗΣ   ΕΡΕΥΝΑΣ   

                                             

    Στην έρευνα συµµετείχαν 222 µαθητές της Γ΄ τάξης  Ενιαίου Λυκείου, εκ των 

οποίων 71 θετικής και 151 τεχνολογικής κατεύθυνσης, από 14 δηµόσια σχολεία  της 

ευρύτερης περιοχής της Αθήνας . 

    Έγινε προσπάθεια να επιλεχθούν Λύκεια από διαφορετικές περιοχές   (Μαρούσι, Ν. 

Ηράκλειο, Γαλάτσι, Θρακοµακεδόνες, Καλλιθέα, Ν. Σµύρνη, Μοσχάτο, Ρέντης). Όµως 

η επιλογή δεν ήταν τυχαία και επιλέχθηκαν Λύκεια στα οποία δέχθηκαν να συνεργα-

στούν οι συνάδελφοι µαθηµατικοί. 

Η έρευνα έγινε τον ∆εκέµβριο του 2005 , αφού οι µαθητές είχαν διδαχθεί την έννοια  

του ορίου συνάρτησης. 

 

3.4.2    ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ  ΤΟΥ ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟΥ 

    ∆ίνουµε παρακάτω µια σύντοµη περιγραφή του ερωτηµατολογίου (βλ. Παράρ-

τηµα) µε τους αντίστοιχους συµβολισµούς για τις µεταβλητές που χρησιµοποιήθηκαν 

για την στατιστική ανάλυση των δεδοµένων(κωδικοποίηση). 
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ΕΡΓΟ  1Ο  

Περιλαµβάνει τρεις ερωτήσεις, οι οποίες µας δίνουν τη δυνατότητα  να διερευνή-

σουµε τις  διαισθητικές αντιλήψεις των µαθητών για την έννοια του ορίου. 

∆ίνονται οι διαφορετικές τιµές του ύψους ενός φυτού που καλλιεργείται σ’ ένα θερ-

µοκήπιο. Αυτές οι τιµές αντιστοιχούν σε µια ακολουθία της µορφής 1.9, 1.99, 1.999, 

1.9999,… και οι µαθητές ερωτώνται αν το ύψος του φυτού έχει ένα όριο, να βρουν 

αυτό το όριο και να απαντήσουν αν µπορεί το φυτό να φθάσει την οροφή του θερ-

µοκηπίου που έχει  ύψος 2m. 

Οι απαντήσεις των µαθητών στις τρεις ερωτήσεις αυτού του έργου συµβολίζονται µε 

τους κωδικούς : L1, L2, L3 αντίστοιχα. 

 

 

ΕΡΓΟ   2ο

 Ζητείται από τους µαθητές να υποθέσουν ότι είναι δάσκαλοι  και να εξηγήσουν σύ-

ντοµα σ’ ένα µαθητή τα παρακάτω  : 

 α) τι είναι όριο µιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο xo  , 

 β) τη σχέση του xo µε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης  και 

 γ) πότε δεν υπάρχει το όριο συνάρτησης . 

 Με δεδοµένο ότι δεν περιλαµβάνεται στη διδακτέα ύλη των µαθηµατικών του Λυ-

κείου ο  ε−δ  ορισµός, σωστή θεωρείται η   απάντηση (για τη πρώτη ερώτηση) : «µια 

συνάρτηση  f έχει όριο τον πραγµατικό αριθµό  ℓ  όταν το x τείνει στο xo,  αν  οι τιµές 

της f προσεγγίζουν όσο θέλουµε τον πραγµατικό αριθµό ℓ, καθώς το x προσεγγίζει µε 

οποιανδήποτε τρόπο τον αριθµό xo». Σωστές θεωρούνται επίσης οι απαντήσεις που 

εκφράζουν το ίδιο νόηµα µε διαφορετικές λέξεις, αυτές που περιλαµβάνουν ένα κα-

τάλληλο σχήµα και αυτές που διατυπώνουν τον τυπικό ε−δ  ορισµό. 

Οι απαντήσεις των µαθητών στις τρεις ερωτήσεις αυτού του έργου συµβολίζονται µε 

τους  κωδικούς : D1, D2, D3 αντίστοιχα. 

 

ΕΡΓΟ   3ο

∆ίνονται  πέντε αλγεβρικές εκφράσεις, τέσσερεις από τις οποίες αντιπροσωπεύουν 

όρια και µία την αριθµητική τιµή µιας συνάρτησης σε ένα σηµείο. Ζητείται  από τους 

µαθητές  βασιζόµενοι στην γραφική παράσταση της συνάρτησης που δίνεται να κρί-

νουν αν είναι σωστές ή λάθος  οι παραπάνω αλγεβρικές εκφράσεις. Οι απαντήσεις 
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των µαθητών στις ερωτήσεις αυτού του έργου συµβολίζονται µε τους κωδικούς : 

GS1, GS2, GS3, GS4, GS5 αντίστοιχα. 

 

ΕΡΓΟ   4   ο

 ∆ίνονται οι γραφικές παραστάσεις τεσσάρων συναρτήσεων  και έξι όρια σε αλγεβρική 

µορφή. Ζητείται από τους µαθητές να αντιστοιχίσουν κάθε γραφική παράσταση µε το  

αντίστοιχο όριο. 

Οι απαντήσεις των µαθητών στις ερωτήσεις αυτού του έργου συµβολίζονται µε τους  

κωδικούς : SG1, SG2, SG3, SG4 αντίστοιχα. 

 

ΕΡΓΟ   5ο  

∆ίνεται η γραφική παράσταση µιας συνάρτησης  και ζητείται από τους µαθητές να 

υπολογίσουν τρία όρια . 

Οι απαντήσεις των µαθητών στις ερωτήσεις αυτού του έργου συµβολίζονται µε τους 

κωδικούς : GS6, GS7, GS8 αντίστοιχα. 

 

ΕΡΓΟ   6ο

Ζητείται από τους µαθητές να σχεδιάσουν τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης  

όταν  δίνεται  ο τύπος και να υπολογίσουν δύο όρια αυτής.  

Οι απαντήσεις των µαθητών στις ερωτήσεις αυτού του έργου συµβολίζονται µε τους  

κωδικούς : Scg, GSc1 , GSc2 αντίστοιχα. 

 

ΕΡΓΟ   7ο

Ζητείται από τους µαθητές να σχεδιάσουν τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης, 

βασιζόµενοι σε  πέντε προϋποθέσεις  από τις οποίες οι τέσσερεις   περιλαµβάνουν 

όρια. 

 Οι απαντήσεις των µαθητών στις ερωτήσεις αυτού του έργου συµβολίζονται µε τους  

κωδικούς : Scg1, Scg2, Scg3,  Scg4,  Scg5  αντίστοιχα. 

 

 

ΕΡΓΟ   8ο

∆ίνεται ο τύπος µιας συνάρτησης (που περιέχει µια παράµετρο) και ζητείται από τους 

µαθητές να βρουν το πεδίο ορισµού της συνάρτησης ,  να προσδιορίσουν την τιµή 

της παραµέτρου ώστε το όριο  της συνάρτησης όταν το x τείνει σ’ ένα σηµείο να 

 80 



πραγµατικός αριθµός  και να υπολογίσουν το όριο της συνάρτησης  όταν το x τείνει 

σ’ αυτό το σηµείο . 

Οι απαντήσεις των µαθητών στις ερωτήσεις αυτού του έργου συµβολίζονται µε τους 

αντίστοιχους κωδικούς : Sd , SL1 , SL2. 

  

ΕΡΓΟ   9ο

Το έργο αυτό αποτελείται από  ένα πρόβληµα που περιλαµβάνει µια γεωµετρική ανα-

παράσταση και  στοχεύει να διερευνήσει τη συµπεριφορά των µαθητών στη λύση 

προβλήµατος που περιέχει όρια και αν αυτή επηρεάζεται από τη φύση της οπτικής 

αναπαράστασης. Οι απαντήσεις των µαθητών στην ερώτηση  αυτού του έργου συµ-

βολίζεται µε τον  κωδικό : Pi . 

 

ΕΡΓΟ  10ο 

Στο έργο αυτό παρουσιάζεται ένα πρόβληµα µε µια γεωµετρική αναπαράσταση και 

ζητείται από τους µαθητές να υπολογίσουν δύο όρια που αναφέρονται στhν κλίση ( 

συντελεστή διεύθυνσης) µιας τέµνουσας  PQ ενός ηµικυκλίου ενόσω ένα από τα ση-

µεία τοµής Q(x,y) = Q(x, 
2

25 x− )  διατρέχει το ηµικύκλιο , ενώ  το σηµείο P έχει 

συντεταγµένες (-3, 4). 

To πρώτο όριο που ζητείται να υπολογιστεί αναφέρεται στον συντελεστή διεύθυνσης 

της τέµνουσας PQ όταν το x τείνει στο 3. Oι απαντήσεις των µαθητών για το πρώτο 

όριο συµβολίζεται µε τον  κωδικό : PC1. 

To δεύτερο όριο που ζητείται να υπολογιστεί αναφέρεται στον συντελεστή διεύθυν-

σης της τέµνουσας PQ όταν το σηµείο Q(x,y) που διατρέχει το ηµικύκλιο µετακινηθεί 

στο σηµείο µε συντεταγµένες (-3, 4). 

Οι απαντήσεις των µαθητών  για το δεύτερο όριο συµβολίζεται µε τον  κωδικό : PC2. 

Οι απαντήσεις των µαθητών στον υπολογισµό του δεύτερου ορίου µπορούν να δο-

θούν κατευθείαν χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική αναπαράσταση, ή να χρησιµοποιή-

σουν αλγοριθµικές διαδικασίες και συµβολίζονται  µε τους κωδικούς NDC (No Didactic 

Contract) και DC (Didactic Contract)  αντίστοιχα.    
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3.4.3 ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ 

 

    Τα ερωτηµατολόγια διανεµήθηκαν στους µαθητές µετά από συνεννόηση µε τον 

διδάσκοντα καθηγητή.  Ο χρόνος που δόθηκε για τη συµπλήρωσή τους ήταν µία  

ώρα. Οι µαθητές τα συµπλήρωσαν, χωρίς να δοθούν επεξηγήσεις. 

 

 

3.4.4    ΚΡΙΤΗΡΙΑ   ΒΑΘΜΟΛΟΓΗΣΗΣ 

 

    Για τη βαθµολόγηση των απαντήσεων, ακολουθήθηκε ο παρακάτω τρόπος. 

Η κάθε ερώτηση, σε όλα τα έργα  λαµβάνει : 1 αν η απάντηση είναι σωστή και 0 αν η 

απάντηση είναι λανθασµένη ή δεν δίνεται απάντηση. 

Όσον αφορά την βαθµολόγηση των απαντήσεων των µαθητών στον υπολογισµό του 

δεύτερου ορίου (PC2), του 10ου έργου οι µεταβλητές µε κωδικούς DC και NDC βαθ-

µολογούνται ως εξής :  1 για τη µεταβλητή NDC  αν οι µαθητές απαντούν χωρίς να 

εφαρµόζουν  αλγοριθµικές διαδικασίες αλλά κατευθείαν από τη γεωµετρική αναπαρά-

σταση και 0 για τη µεταβλητή DC, ενώ αν χρησιµοποιήσουν αλγοριθµικές διαδικασίες 

για να απαντήσουν,  βαθµολογούνται µε 0 για τη µεταβλητή NDC και 1 για τη µετα-

βλητή DC. 

 
 
 
3.4.5   ΑΝΑΛΥΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ − Η ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΙΚΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ       

              ΑΝΑΛΥΣΗΣ  ΤΟΥ   R.GRAS12

      

     Για την στατιστική ανάλυση των δεδοµένων που προέκυψαν από τα ερωτηµατο-

λόγια που συµπλήρωσαν οι µαθητές του δείγµατος, χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό 

επεξεργασίας SPSS και η Συνεπαγωγική  Μέθοδος του R. Gras. 

    H αναγκαιότητα χρήσης της Συνεπαγωγικής  Μεθόδου του R. Gras διαφαίνεται 

µέσα από την παράθεση ενός προβληµατισµού σχετικά  µε την έρευνα που διεξάγεται 

πάνω σε διάφορα εκπαιδευτικά θέµατα. Συγκεκριµένα, ο Gras (1995) αναφέρει ότι 

υπάρχει ανάγκη για χρήση µιας µεθόδου ανάλυσης δεδοµένων, η οποία αποτελεί 

«ένα ακριβή µηχανισµό συλλογής και επεξεργασίας δεδοµένων κατάλληλων να ενι-

σχύσουν ή να διαψεύσουν υποθέσεις, να εξάγουν συµπεράσµατα». Χαρακτηριστικό 

                                                 
12 Γαγάτσης, Α.-Μιχαηλίδου, Ε.- Σιακαλή, Μ. «Συναρτήσεις – Ένα παιγνίδι αλλαγών πεδίου  αναπαρά 
    στασης, σελ. 79» Λευκωσία 2000. 
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παράδειγµα αποτελεί µια µέθοδος ανάλυσης, η οποία ιεραρχεί και συνδέει παράγο-

ντες. Η µέθοδος που προτείνει ο Gras (1995) κρίνεται κατάλληλη στην περίπτωση 

όπου αναζητούµε : 

• τους κύριους παράγοντες διάκρισης σε ένα πληθυσµό µέσω των µεταβλητών 

• ένα διαµερισµό των µεταβλητών 

• µια τυπολογία ή µια ταξινόµηση : µια ιεραρχική ταξινόµηση οµοιοτήτων 

• µια συνεπαγωγή ανάµεσα στις µεταβλητές ή τις κλάσεις µεταβλητών : ένα  

δένδρο συνεπαγωγής ή µια ιεραρχία συνεπαγωγής κτλ. 

    Η συνεπαγωγική µέθοδος επιτρέπει την παρακολούθηση της γένεσης µιας ικανότη-

τας σύµφωνα µε τα στάδια της γενετικής ψυχολογίας και επιτρέπει την εύρεση αναλ-

λοίωτων ή σταθερών στη σκέψη των υποκειµένων. Οι σχέσεις  στις οποίες καταλή-

γουµε δεν είναι σχέσεις αιτιότητας. Αντίθετα, πρόκειται για ένα δείκτη ποιότητας που 

επιτρέπει τον ισχυρισµό ότι η επιτυχία σε ένα έργο συνεπάγεται την επιτυχία σε κά-

ποιο άλλο έργο µε το οποίο το πρώτο έργο συνδέεται, Κατ’ αναλογία η αποτυχία η 

αποτυχία σε κάποιο έργο  συνεπάγεται την αποτυχία σε κάποιο άλλο έργο µε το 

οποίο το πρώτο έργο συνδέεται. 

    Η συνεπαγωγική  µέθοδος δίνει τα εξής διαγράµµατα: Συνεπαγωγικό ∆ιάγραµµα, 

∆εντροδιάγραµµα Οµοιότητας και ∆εν το διάγραµµα Ιεράρχησης.  Στο Συνεπαγωγικό 

∆ιάγραµµα φαίνονται οι διάφορες συνεπαγωγικές σχέσεις που υπάρχουν ανάµεσα 

στις µεταβλητές.  Οι συνεπαγωγές είναι δυνατό να ισχύουν σε επίπεδο σηµαντικότη-

τας 99% (τονισµένο βέλος ) ή  95%(λεπτό βέλος). Σε περίπτωση που παρουσιάζεται 

η συνεπαγωγή (Έργο 1→ Έργο 2) αυτό σηµαίνει ότι επιτυχία στο Έργο 1 συνεπάγε-

ται την επιτυχία στο Έργο 2, ενώ η αποτυχία στο Έργο 2 συνεπάγεται την αποτυχία 

στο Έργο 1. Με άλλα λόγια, αν το υποκείµενο επιτύχει στο Έργο 1 θα επιτύχει και 

στο Έργο 2, ενώ αν το υποκείµενο αποτύχει στο Έργο 2 θα αποτύχει και στο Έργο 1. 

Στο ∆εντροδιάγραµµα Οµοιότητας  ή ∆ιάγραµµα Οµοιότητας φαίνονται οι σχέσεις 

οµοιότητας ανάµεσα στα διάφορα έργα. Οµαδοποιούνται µαζί έργα κατά την επίλυση 

των οποίων τα υποκείµενα συµπεριφέρνονται µε όµοιο τρόπο. Οι οριζόντιες συνδέ-

σεις µε έντονο κόκκινο υποδηλώνουν την ύπαρξη οµοιότητας σε επίπεδο σηµαντικό-

τητας 99%. 

    Τέλος οι απαντήσεις των µαθητών σχολιάστηκαν ποιοτικά. Παρουσιάζονται δε 

ενδιαφέρουσες απαντήσεις, οι οποίες δόθηκαν από τους µαθητές και που φανερώ-

νουν τις παρανοήσεις τους στην έννοια του ορίου. 
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4.     ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

 

 

4.1    ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

    Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται σε τρία τµήµατα. Στο πρώτο τµήµα παρουσιά-

ζοµε τα ποσοστά των σωστών απαντήσεων που προέκυψαν από τη στατιστική ανά-

λυση των δεδοµένων µε το λογισµικό SPSS. Γίνεται προσπάθεια να εµφανιστεί η 

τάση των µαθητών  που απαντούν στις ερωτήσεις που τους δόθηκαν. 

    Στο δεύτερο τµήµα τα αποτελέσµατα προέρχονται από τη συνεπαγωγική ανάλυση 

των δεδοµένων και το διάγραµµα οµοιότητας των απαντήσεων των µαθητών, µε 

σκοπό να ταξινοµήσει τους µαθητές σύµφωνα µε τις προσεγγίσεις που συνηθίζουν να 

κάνουν. 

    Στο τρίτο τµήµα παρουσιάζεται η ποιοτική ανάλυση των δεδοµένων και ιδιαίτερα 

κάποιες ενδεικτικές απαντήσεις που δόθηκαν από τους µαθητές . Στόχος είναι  να 

εξηγηθεί καλύτερα η συµπεριφορά τους  και συγκεκριµένα οι δυσκολίες που 

συνάντησαν σε κάθε ερώτηση, και να φωτιστούν οι παρανοήσεις που εκφράζουν. 

 

 
 4.2  ΓΕΝΙΚΗ   ΕΠΙ∆ΟΣΗ  ΤΩΝ   ΜΑΘΗΤΩΝ  ΣΤΟ  ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ   
 
     Τα ποσοστά επιτυχίας για κάθε έργο παρουσιάζονται στον ΠΙΝΑΚΑ 1.  Στις ερω-

τήσεις του πρώτου έργου οι οποίες εξέταζαν τις διαισθητικές αντιλήψεις των µαθη-

τών για το όριο συνάρτησης το ποσοστά επιτυχίας διαφοροποιούνται. Το µεγαλύτερο 

µέρος των µαθητών 92% απάντησε ότι το ύψος του φυτού έχει ένα όριο, όµως δεν 

µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι µαθητές αντιλήφθηκαν την άπειρη διαδικασία η 

οποία εµφανίζεται και ότι η ακολουθία 1.9, 1.99, 1.999, …τείνει στο 2,γιατι µόνο 66% 

προσδιόρισε  σωστά το όριο. Επίσης  µεγαλύτερο ποσοστό 76% υπέθεσε ότι το φυτό 

δεν θα φθάσει στην οροφή δηλαδή προκύπτει ότι κάποιοι µαθητές απάντησαν ότι δεν 

θα φθάσει τα δύο µέτρα , χωρίς να έχουν απαντήσει ότι το όριο της ακολουθίας είναι 

το 2.   Οι απαντήσεις των µαθητών σ’ αυτές τις ερωτήσεις είναι πιθανά συνδυασµός 

των διαισθητικών τους αντιλήψεων για το όριο που έχουν αποκτηθεί από την καθη-

µερινή τους εµπειρία και τις µαθηµατικές τους γνώσεις για αυτή την έννοια.  
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     Στο δεύτερο έργο όπου  οι µαθητές χρειάζεται να δώσουν ποιοτικές εξηγήσεις 

εµφανίζουν χαµηλές επιδόσεις.  Μόνο 20,7% απάντησαν σωστά τι είναι όριο συνάρ-

τησης όταν το x τείνει στο xo  (D1)   και µόνο 19,8% από αυτούς     εξήγησαν σωστά 

την περίπτωση που δεν υπάρχει  όριο συνάρτησης όταν το x τείνει σ’ ένα συγκεκρι-

µένο xo σηµείο (D3). Επίσης οι µαθητές συναντούν δυσκολίες στο να κατανοήσουν 

τη σχέση ενός  xo є R     µε το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο xo 

(D2). 

     Οι µαθητές παρουσίασαν υψηλή επίδοση σε απλές µετατροπές µεταξύ αλγεβρικών 

και γεωµετρικών  αναπαραστάσεων σε ερωτήσεις που αφορούσαν   το όριο συνάρ-

τησης.   Συγκεκριµένα στη περίπτωση που ζητείται από τους µαθητές να κρίνουν αν 

είναι σωστές  ή λάθος τέσσερεις  αλγεβρικές εκφράσεις ορίων και µια αλγεβρική έκ-

φραση που δίνει την αριθµητική τιµή της συνάρτησης σ’ ένα σηµείο, βασιζόµενοι σε 

δοθείσα γραφική παράσταση, τα ποσοστά των σωστών απαντήσεων είναι ως ακο-

λούθως :   GS1: 86,1%, GS2: 89,2%, GS3: 89,6%, και GS4: 83,3%. Στην 5η ερώ-

τηση του ίδιου έργου, οι µαθητές συνάντησαν µεγάλη δυσκολία. Μόνο 25% από αυ-

τούς αναγνώρισαν ότι η αλγεβρική έκφραση που δινόταν ήταν λάθος. Η  

πλειοψηφία των µαθητών φάνηκε να µην αναγνώρισε ότι η ευθεία x=4 είναι ασύ-

µπτωτη της γραφικής παράστασης της συνάρτησης  που δίνεται.  

 

 

ΠΙΝΑΚΑΣ 1: Ποσοστά σωστών απαντήσεων στο δοθέν ερωτηµατολόγιο 
 

 

Ερωτήσεις 
 

% των σωστών 
απαντήσεων 

L1 92.3 
L2 65.8 
L3 76.1 
D1 20.7 
D2 40.5 
D3 19.8 
GS1 86.1 
GS2 89.2 
GS3 89.6 
GS4 83.3 
GS5 25.2 
SG1 90.5 
SG2 92.8 
SG3 88.2 
SG4 77.9 
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GS6 71.2 
GS7 66.2 
GS8 83.3 
Sgs 80.6 
GSc1 68.5 
GSc2 55.9 
Scg1 42.8 
Scg2 73 
Scg3 49.5 
Scg4 56.3 
Scg5 44.6 
Sd 92.3 
SL1 63.3 
SL2 59 
Pi 6.8 
PC1 32.9 
PC2 40.5 
DC 15,3 
NDC 32,4 

 

 

     Στο 4ο έργο οι µαθητές έπρεπε να αντιστοιχίσουν σε κάθε µια γραφική  παρά-

σταση συνάρτησης από τις  τέσσερεις   που δινόταν το αντίστοιχο  όριο από τα  έξι  

όρια που δινόταν σε αλγεβρική έκφραση. Τα ποσοστά επιτυχίας ήσαν πάνω από 80%  

(SG1: 90,5%, SG2: 92%, SG3: 88,8%, SG4: 77,9% ).   

    Οι µαθητές είχαν µάλλον µικρότερη επιτυχία στο 5ο έργο όπου δινόταν η γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης και οι µαθητές έπρεπε να υπολογίσουν τρία όρια αυτής      

(GS6: 71,2%, GS7: 66,2%, GS8: 80,2%). Το γεγονός ότι οι απαντήσεις σ’ αυτό το 

έργο δεν απαιτούσαν µόνο κάποιες διαπιστώσεις από τους  µαθητές αλλά  έπρεπε να 

ερµηνεύσουν τις συντεταγµένες σηµείων της γραφικής παράστασης για να υπολογί-

σουν τα ζητούµενα  όρια,  φαίνεται ότι τους προκάλεσε µεγαλύτερη δυσκολία. Επι-

πλέον η κατασκευή αλγεβρικής έκφρασης που να βασίζεται σε µια γραφική παρά-

σταση δεν συνηθίζεται στο σχολείο. ∆ηλαδή στο σχολείο η πρακτική που συνήθως 

εφαρµόζεται είναι να ζητείται από τους µαθητές να κατασκευάσουν γραφική παρά-

σταση µε βάση δοσµένη αλγεβρική έκφραση (Kaldrimidou & Ikonomou, 1998; Duval, 

2002).     

    Στο 6ο  έργο, 81% των µαθητών κατόρθωσαν να σχεδιάσουν τη γραφική παρά-

σταση µιας συνάρτησης που δίνεται σε αλγεβρική έκφραση (ο τύπος της) (Scg), ενώ 

69% και 56% αυτών υπολόγισαν  τα ζητούµενα όρια (GSc1, GSc2).  Tα χαµηλότερα 

ποσοστά επιτυχίας που παρατηρούνται στον υπολογισµό των ορίων σ’ αυτό το έργο 

 86 



σε σχέση µε το προηγούµενο, θα µπορούσαν να εξηγηθούν από το γεγονός ότι στο 

προηγούµενο έργο δινόταν η γραφική παράσταση, ενώ στο 6ο ο σωστός υπολογισµός 

των ορίων εξαρτάται   από τη σωστή ή όχι κατασκευή της γραφικής παράστασης, και 

από τις πληροφορίες που µπορούσαν να πάρουν από την καινούργια αναπαράσταση. 

    Τα ποσοστά επιτυχίας στο 7ο έργο, είναι φανερά χαµηλότερα. Ζητείται από τους 

µαθητές να σχεδιάσουν τη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης που βασίζεται σε 

τέσσερεις αλγεβρικές εκφράσεις που περιείχαν όρια και στην αριθµητική  τιµή  της 

συνάρτησης σε δύο σηµεία, οι οποίες καθορίζουν την κατασκευή αυτή : Scg1: 

42,8%, Scg2: 73%, Scg3: 49,5%, Scg4: 56,3% και Scg5: 44,6%. Οι µαθητές συνά-

ντησαν τη µεγαλύτερη δυσκολία στη πρώτη (Scg1) και στη τελευταία ερώτηση 

(Scg5) όπου έπρεπε να σχεδιάσουν ασύµπτωτες, καθώς το x τείνει στο + ∞ ή  - ∞. 

Τη µικρότερη δυσκολία συνάντησαν στη µετατροπή των αλγεβρικών εκφράσεων οι 

οποίες  δεν περιέχουν όρια ( Scg2)  αλλά αναφέρονται  στην αριθµητική  τιµή της  

συνάρτησης  στα  σηµεία   x= - 3 και x=0. Τα χαµηλά ποσοστά σ’ αυτό το έργο εν-

δεχοµένως οφείλονται και στο γεγονός ότι τα στοιχεία που δίνονται δεν επαρκούν για 

την εικόνα της συνάρτησης. ∆ηλαδή υπάρχουν πολλά γραφήµατα που ικανοποιούν 

αυτές τις προϋποθέσεις και οι µαθητές θα έπρεπε να σχεδιάσουν ένα. Τέτοιου τύπου 

ερωτήσεις δεν τους είναι οικείες. Σηµειώνουµε ότι οι µαθητές που απάντησαν σωστά 

στις ερωτήσεις αυτού του έργου χρησιµοποιούν συνήθως µονότονες συναρτήσεις 

στην κατασκευή της γραφικής παράστασης που ζητείται. 

    Στο 8ο έργο σχεδόν όλοι οι µαθητές (92%) βρήκαν το πεδίο ορισµού της συνάρ-

τησης της οποίας ο τύπος περιέχει παράµετρο, ενώ 63% προσδιόρισαν τη παράµετρο 

έτσι ώστε το όριο της συνάρτησης  όταν το x τείνει  σε ένα συγκεκριµένο  σηµείο να 

είναι πραγµατικός αριθµός (SL1) και 59% υπολόγισαν το ζητούµενο  όριο  (SL1). Η 

σχετικά χαµηλότερη επίδοση των µαθητών στις δύο τελευταίες ερωτήσεις του ίδιου 

θέµατος, εξηγείται πιθανότατα από το γεγονός ότι η ύπαρξη της παραµέτρου στον 

τύπο της συνάρτησης, κάνει το έργο περισσότερο σύνθετο και λιγότερο οικείο στους 

µαθητές σε σχέση µε τις καθιερωµένες µεθόδους που χειρίζονται τα όρια στις δρα-

στηριότητες που τους δίνονται  στα µαθηµατικά στο σχολείο. 

    Η επίδοση των µαθητών στο 9ο έργο µειώνεται ριζικά, καθώς µόνο 7% των µαθη-

τών µπόρεσε να λύσει το πρόβληµα. Οι µαθητές στηρίχτηκαν περισσότερο από όσο 

έπρεπε στη γεωµετρική αναπαράσταση που συνόδευε το πρόβληµα, ώστε να οδηγη-

θούν και να τη χρησιµοποιήσουν µε ένα ακατάλληλο διαισθητικό τρόπο που τους 

οδήγησε σε µια λανθασµένη µαθηµατικά απάντηση.  
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   Στο 10ο  έργο µόνο 33% υπολόγισε σωστά το πρώτο όριο που αναφερόταν στον 

συντελεστή διεύθυνσης της τέµνουσας  QP ενός ηµικυκλίου όταν P(3,4) και Q(x,ψ) 

διατρέχει το ηµικύκλιο  δηλαδή υπολόγισαν το limλ(x) όταν το x τείνει στο 3, όπου 

λ(x) προσδιορίζει τον συντελεστή διεύθυνσης της τέµνουσας QP, ενώ 41% υπολόγι-

σαν σωστά το δεύτερο όριο όταν το σηµείο Q(x,ψ) µετακινήθηκε  σε ένα συγκεκρι-

µένο σηµείο Q(-3, 4) του ηµικυκλίου δηλαδή υπολόγισαν το limλ(x) όταν το x τείνει 

στο -3. Ένα ποσοστό 32% των µαθητών βρήκε κατευθείαν το δεύτερο όριο (Pc2) 

χρησιµοποιώντας αποτελεσµατικά τις πληροφορίες που δίνονται από τη δοθείσα γεω-

µετρική αναπαράσταση (NDC). Όµως αν και η τιµή του συντελεστή διεύθυνσης είναι 

προφανής από τις πληροφορίες που δίνει το σχήµα, 15% των µαθητών επέµενε για 

να υπολογίσει το όριο να χρησιµοποιεί τις καθιερωµένες µεθόδους (DC), δηλαδή αλ-

γοριθµικές διαδικασίες. 

    Συνοπτικά, η προηγούµενη περιγραφή των αποτελεσµάτων υποδεικνύει ότι οι µα-

θητές έχουν καλή επίδοση σε έργα που απαιτούν µετάφραση από µια γεωµετρική 

αναπαράσταση σε µια αλγεβρική και αντίστροφα, όταν απαιτείται µια απλή διαπί-

στωση όπως για παράδειγµα η αντιστοίχηση γεωµετρικών αναπαραστάσεων σε αλγε-

βρικές εκφράσεις πάνω στα όρια. Το γεγονός ότι η έννοια του ορίου εισάγεται στο 

Λύκειο   εποπτικά µέσω παραδειγµάτων και δυναµικών προσεγγίσεων και εφαρµογών 

σε γεωµετρικά και αλγεβρικά πλαίσια δίνει µια εξήγηση για αυτά τα ευρήµατα. 

    Συγκριτικά µεγάλη επιτυχία παρατηρήθηκε στις µετατροπές από µια γεωµετρική 

αναπαράσταση σε µια αλγεβρική, όπου το ζητούµενο ήταν ο υπολογισµός ορίων από 

τις συντεταγµένες των σηµείων στις δοθείσες γραφικές παραστάσεις. Ενώ στην αντί-

θετη κατεύθυνση, δηλαδή στη περίπτωση όπου το ζητούµενο ήταν η µετάβαση   

από µια αλγεβρική αναπαράσταση σε µια γεωµετρική, όταν δηλαδή δίνεται αλγεβρική 

έκφραση και ζητείται η κατασκευή της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης, οι 

µαθητές παρουσίασαν µικρότερη επιτυχία. Με βάση τις οδηγίες του Παιδαγωγικού 

Ινστιτούτου (σ.195), µε τη  διδασκαλία της έννοιας του ορίου,  µεταξύ των άλλων 

«επιδιώκεται από τους µαθητές να µπορούν να βρίσκουν το όριο µιας συνάρτησης 

στο xo є R, όταν δίνεται η γραφική της παράσταση και να υπολογίζουν απλά όρια βα-

σιζόµενοι στις ιδιότητες των ορίων».  ∆εν δίνεται έµφαση στη µετάβαση  από µια αλ-

γεβρική αναπαράσταση σε µια γεωµετρική όσον αφορά το όριο συνάρτησης, εποµέ-

νως µαθηµατικές δραστηριότητες τέτοιου είδους, δεν φαίνεται να περιλαµβάνονται 

στη συνήθη διδασκαλία. 

    Γενικά οι περισσότεροι µαθητές φαίνεται να µην κατανοούν την έννοια του ορίου 

ώστε να µπορούν να την εξηγήσουν. Αυτή η δυσκολία πιθανά ερµηνεύεται από τις 
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οδηγίες του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου που χρησιµοποιούνται στη σχολική πρακτική. 

Σ’ αυτές τις οδηγίες (σ.193) επισηµαίνεται ότι: «η διδασκαλία της έννοιας του ορίου 

δεν αποτελεί αυτοσκοπό  αλλά στοχεύει στην προετοιµασία για την εισαγωγή στις 

έννοιες της παραγώγου και του ολοκληρώµατος», προκαλώντας έτσι έλλειψη µιας 

συστηµατικής προσπάθειας ώστε να αναπτυχθεί η εννοιολογική κατανόηση του 

ορίου. Μια εξήγηση για τη χαµηλή επίδοση των µαθητών στη λύση προβλήµατος 

πάνω στα όρια πιθανά να δίνεται από τον περιορισµό των εφαρµογών πάνω  στα 

όρια σε ασκήσεις ρουτίνας στα σχολικά µαθηµατικά, µε συνέπεια να οδηγούνται οι 

µαθητές σε µια µάλλον  µηχανική και ανεπαρκή µάθηση. 

    Είναι αξιοσηµείωτο ότι οι µαθητές συναντούν δυσκολίες στις περισσότερες µετα-

βάσεις από µια αναπαράσταση σε µία άλλη, όταν η γεωµετρική αναπαράσταση   περι-

λαµβάνει ασύµπτωτη, ή όταν  η αλγεβρική έκφραση περιλαµβάνει όριο που  είναι  

ένας πραγµατικός αριθµός ℓ , καθώς το x τείνει στο άπειρο ή όταν το όριο είναι  +∞   

ή -∞ καθώς   το x τείνει στο xo . H γνωστική πολυπλοκότητα της έννοιας του απείρου 

(Tsamir & Tirosh, 2006) συνδυασµένο µε το γεγονός ότι στο σχολείο, σύµφωνα µε 

το αναλυτικό πρόγραµµα που εφαρµόζεται, το άπειρο όριο µιας συνάρτησης όταν το 

x τείνει στο xo є R ορίζεται µόνο εποπτικά, ενώ τα όρια αυτού του τύπου υπολογίζο-

νται από τις ιδιότητες τους, µπορεί να µας δώσει µια εξήγηση για τις προαναφερθεί-

σες δυσκολίες. 

    Τα αποτελέσµατα από τη crosstabs ανάλυση υποδεικνύουν ότι παρά το γεγονός 

ότι το ποσοστό που όρισε σωστά την έννοια του ορίου ήταν µικρό (20,7%), οι πε-

ρισσότεροι από αυτούς απάντησαν µε επιτυχία σε όλα σχεδόν τα έργα του ερωτηµα-

τολογίου. Για παράδειγµα, 91,3% από αυτούς απάντησε σωστά στη πρώτη ερώτηση 

του πρώτου έργου που αφορούσε τη διαισθητική κατανόηση της έννοιας του ορίου, 

65,8% τη δεύτερη και 76,1% τη τρίτη. Στα περισσότερα έργα, τα ποσοστά επιτυχίας 

ήταν ψηλότερα από τα αντίστοιχα όλου του δείγµατος. Για παράδειγµα (    GS1: 

86,1%, GS2: 89,2%, GS3: 89,6%,  GS7: 66,2%, GS8: 80,2%).     Γενικά οι µαθητές   

που ήταν ικανοί να δώσουν µια επαρκή εξήγηση για την έννοια του ορίου, µπόρεσαν 

να εφαρµόσουν αλγορίθµους και διαδικασίες που  είχαν διδαχθεί, σωστά σε έργα µε 

διαφορετικές απαιτήσεις.      

Στις µεταβλητές της έρευνας  υπήρχε ως µεταβλητή η κατεύθυνση  (P) για τη θετική 

και (Te) για την τεχνολογική. Από την στατιστική ανάλυση προέκυψε στατιστικά 

σηµαντική διαφορά σε επίδοση (στους µέσους όρους) ανάλογα αν προέρχονται 

από θετική ή τεχνολογική κατεύθυνση, όπως φαίνεται από τον ΠΙΝΑΚΑ  2. 
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                                                        ΠΙΝΑΚΑΣ 2 

P<0.01 
 
Άσκηση Μέσος όρος θετική Μέσος όρος τεχνoλογική 

 
L3 0.84 0.72 
D1 0.10 0.42 
D2 0.25 0.70 
D3 0.08 0.42 
Gs4 0.79 0.92 
Gs6 0.64 0.84 
Gs8 0.77 0.96 
SL1 0.57 0.76 
SL2 0.52 0.72 
Pi  0.02 0.16 
PC1 0.21 0.55 
PC2 0.29 0.62 
                                            
                
4.2    ΣΧΕΣΕΙΣ  ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ  ΚΑΙ  ΣΥΝΕΠΑΓΩΓΗΣ  ΣΤΙΣ  ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  

          ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ 

 

     Το ∆ιάγραµµα Οµοιότητας (Lerman,1981) των απαντήσεων των µαθητών στα 

αντικείµενα του ερωτηµατολογίου, κατασκευάστηκε µε τη βοήθεια του λογισµικού 

CHIC (Classification Hiérarchique, Implicative et Cohésitive) (Bodin, Coutourier & 

Gras, 2000). Το ∆ιάγραµµα Οµοιότητας οργανώνει τις µεταβλητές της έρευνας σε 

οµάδες σύµφωνα µε την οµοιογένεια που εµφανίζουν κατά το χειρισµό των έργων 

από τους µαθητές. Αυτή η οµαδοποίηση ενδεχοµένως οφείλεται στον εννοιολογικό 

χαρακτήρα κάθε οµάδας µεταβλητών. 

    Επίσης χρησιµοποιούµε την έννοια των «συµπληρωµατικών µεταβλητών» που 

µας δίνει τη δυνατότητα να αναγνωρίσουµε ποια αντικείµενα ήσαν «υπεύθυνα» για 

τη διαµόρφωση των συγκεκριµένων οµάδων των µεταβλητών(βλ. παράρτηµα ΠΙ-

ΝΑΚΑΣ 5)  Στην έρευνα µας ορίσαµε ως συµπληρωµατικές µεταβλητές την ικανό-

τητα των µαθητών να ορίσουν  την έννοια του ορίου (D1,D2 και D3), την  τάση να 

απαντούν κάτω από τις συνθήκες του ∆ιδακτικού Συµβολαίου ή όχι (DC και NDC), 

τις διαισθητικές αντιλήψεις τους για τα όρια (L1, L2  L3) και την ικανότητα να προσ-

διορίσουν το πεδίο ορισµού της συνάρτησης (Sd). Συνεπώς µπορούµε να γνωρίζουµε 

ποια οµάδα από τους µαθητές αναφορικά µε τις προαναφερθείσες µεταβλητές συνέ-

βαλαν περισσότερο στο σχηµατισµό κάθε οµάδας.    

Το ∆ιάγραµµα Οµοιότητας που παρουσιάζεται στο Σχήµα 1 περιλαµβάνει τρεις δια-

κριτές οµάδες : Οµάδα 1,  2 και 3.   Η Οµάδα 1 αποτελείται από τις απαντήσεις των 
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µαθητών στα έργα που απαιτούν µετάφραση γεωµετρικής αναπαράστασης σε αλγε-

βρική  αναπαράσταση πάνω στα όρια (GS1, GS5, SG1, SG2). Ειδικά στα δύο πρώτα 

έργα οι µαθητές έκριναν αν τα δύο όρια που δόθηκαν σε αλγεβρική µορφή αντιστοι-

χούν στη γραφική παράσταση µιας συνάρτησης που δίνεται, ενώ στα δύο επόµενα οι 

µαθητές αντιστοιχούν τις γραφικές παραστάσεις δύο συναρτήσεων που δίνονται µε 

τα κατάλληλα όρια που δίνονται σε αλγεβρική µορφή. Εκτός από τη κοινή φύση     

αναπαράστασης που εµπλέκεται στα έργα, ένα άλλο κοινό χαρακτηριστικό για τα τρία 

από τα τέσσερα έργα είναι ότι εµπλέκουν την έννοια του απείρου, το οποίο παρου-

σιάζεται είτε ως όριο συνάρτησης, είτε το x  τείνει στο άπειρο. Εποµένως η συγκεκρι-

µένη οµάδα υποδηλώνει ότι οι µαθητές έδειξαν συνέπεια όταν χειρίζονται γεωµετρι-

κές και αλγεβρικές αναπαραστάσεις ορίων που εµπεριέχουν την έννοια του απείρου. 

 

Οµάδα 1 Οµάδα 2  Οµάδα 3  

   Υποοµάδα3a Υποοµάδα 3b 

G
S1

G
S5

SG
1
SG

2
G
S2

G
S4

G
S3

G
S8

SG
3
SG

4
G
S6

SL1 SL2 PC1
PC2

G
S7

G
Sc1

G
Sc2

Scg
1
Scg

5
Scg

4
Scg

3
Scg

2
Scg

 

Σχήµα 1: Το ∆ιάγραµµα  Οµοιότητας των απαντήσεων των µαθητών στα 

έργα   του ερωτηµατολογίου 

Note: The bold lines stand for similarity relations that are 99% significant. 

 

        Η συµπληρωµατική µεταβλητή η οποία συµβάλει περισσότερο στην καθιέρωση 

της πρώτης οµάδας οµοιότητας, είναι η οµάδα των µαθητών που είχε την τάση να 

χρησιµοποιεί τυπικές αλγεβρικές διαδικασίες ακόµη και σε περιπτώσεις που δεν ήταν 
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ο ενδεδειγµένος τρόπος. Τα αποτελέσµατα της crosstabs ανάλυσης µεταξύ των µα-

θητών που συµπεριφέρθηκαν κάτω από τις συνθήκες του διδακτικού συµβολαίου και 

αυτών που αντέδρασαν διαφορετικά, µας δίνουν στοιχεία για τα παραπάνω ευρή-

µατα. Τα ποσοστά επιτυχίας των  µαθητών που η συµπεριφορά τους καθοριζόταν 

από τις συνθήκες του διδακτικού συµβολαίου ήταν ψηλότερα (GS1 : 94,1 , GS5 : 

41,2 , SG1 :100, SG2 : 97,1 ) από τα ποσοστά των µαθητών που δεν ήταν επηρεα-

σµένοι από το ∆ιδακτικό Συµβόλαιο σ΄αυτά τα έργα (GS1: 90,3 , GS5 :16,7,  SG1 

:94.4, SG2 :95.8). 

    Η δεύτερη οµάδα περιλαµβάνει επίσης τις απαντήσεις των µαθητών σε µετατροπές 

διαφορετικών ορίων (GS4, GS3, GS8 ) και µιας αριθµητικής τιµής µιας συνάρτησης 

(GS2),  µεταξύ µιας αλγεβρικής και µιας γεωµετρικής αναπαράστασης. Στις µετατρο-

πές  GS2, GS4 και GS3 οι µαθητές έπρεπε να κρίνουν αν δύο αλγεβρικές εκφράσεις 

που περιέχουν όρια και η αριθµητική τιµή της  συνάρτησης σε ένα συγκεκριµένο ση-

µείο ήταν σωστές ή όχι, βασιζόµενοι στη γραφική παράσταση της συνάρτησης που 

δίνεται , ενώ στη µετατροπή GS8, έπρεπε να υπολογίσουν το όριο µιας συνάρτησης, 

βασιζόµενοι  στη γραφική παράσταση αυτής που δίνεται. Η απευθείας σχέση οµοιό-

τητας που σχηµατίζεται µεταξύ των GS3 και GS8 ενδεχοµένως είναι αποτέλεσµα του 

γεγονότος  ότι εµπεριέχουν και οι δύο την έννοια του απείρου. Η διαµόρφωση της 

δεύτερης οµάδας υποδεικνύει ότι οι µαθητές χρησιµοποιούν παρόµοιες διαδικασίες σε 

µετατροπές ορίων µεταξύ µιας αλγεβρικής και µιας γεωµετρικής αναπαράστασης. Η 

ύπαρξη της έννοιας του απείρου µέσα στα όρια ενδεχοµένως ενισχύει αυτή τη συνέ-

πεια. Η οµάδα των µαθητών που ευθύνονται περισσότερο για την διαµόρφωση της 

δεύτερης οµάδας αποτελείται από µαθητές που δεν συµπεριέλαβαν αλγεβρικές διαδι-

κασίες για να απαντήσουν στις ερωτήσεις πάνω στα όρια όταν δεν ήταν απαραίτητο ή 

δεν ήταν ο ενδεδειγµένος τρόπος.  Η crosstabs ανάλυση έδειξε ότι ένα µεγαλύτερο 

ποσοστό από τους µαθητές που δεν λειτούργησε κάτω από τις συνθήκες του ∆ιδακτι-

κού Συµβολαίου (GS2 : 94,4%, GS4 : 91,7%, GS3 : 97,2%, GS8 : 90,2%),  απά-

ντησε µε επιτυχία στα περισσότερα έργα, σε σχέση µε το αντίστοιχο ποσοστό των 

µαθητών που ήταν ρητά επηρεασµένοι από το ∆ιδακτικό Συµβόλαιο (GS2 : 88,2%, 

GS4 : 88,2%, GS3 : 94,1%, GS8 : 91,2%). Κατά συνέπεια οι µαθητές  που κατόρθω-

σαν να παραβιάσουν το ∆ιδακτικό Συµβόλαιο έχουν περισσότερες πιθανότητες να 

απαντήσουν µε επιτυχία σ’ αυτά τα έργα, σε σχέση µε τους µαθητές που λειτούργη-

σαν κάτω από τις συνθήκες αυτού.   

    Η διαµόρφωση   των δύο προηγούµενων οµάδων ενδεχοµένως να είναι κατά κύριο 

λόγο ο αποσπασµατικός τρόπος που απαντούν οι µαθητές σε απλές µετατροπές πάνω 
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στα όρια µεταξύ αλγεβρικών και γεωµετρικών αναπαραστάσεων όπου απαιτείται η 

ερµηνεία µιας γραφικής παράστασης, ή διαδικασία αναγνώρισης και µετάφρασης.  Το 

εννοιολογικό χαρακτηριστικό των ορίων µε τα οποία ασχολούνται οι µαθητές και ειδι-

κότερα  η ανάµιξη της έννοιας του απείρου ή όχι έχουν επίσης ένα ρόλο όσο αφορά 

την οµοιογένεια των µεθόδων που ακολουθούν. Η συνέπεια  στις απαντήσεις των 

µαθητών σ’ αυτά τα έργα εξηγείται από την επιρροή ή όχι του ∆ιδακτικού Συµβο-

λαίου αντίστοιχα.  

   Οι µεγαλύτερες και σηµαντικότερες οµοιότητες (βλ. παράρτηµα ΠΙΝΑΚΑΣ 4) εµ-

φανίζονται στη τρίτη οµάδα που είναι και η µεγαλύτερη. ∆ύο µεγάλες υποοµάδες 

µπορούν να αναγνωριστούν σ΄ αυτή την οµάδα : η Υποοµάδα 3a και η Υποοµάδα 

3b.  Η Υποοµάδα 3a αποτελείται από τις απαντήσεις των µαθητών σε δύο προβλή-

µατα του ερωτηµατολογίου. Συγκεκριµένα εµπεριέχει τις απαντήσεις σε δύο ερωτή-

σεις  του 8ου έργου όπου  έπρεπε να προσδιορίσουν την τιµή µιας παραµέτρου µιας 

συνάρτησης έτσι ώστε το όριο όταν το x τείνει σε ένα σηµείο να είναι πραγµατικός 

αριθµός (SL1) και να υπολογίσουν αυτό  το όριο (SL2). Στο 10ο έργο ζητείται από 

τους µαθητές να υπολογίσουν δύο όρια που αναφέρονται στhν κλίση ( συντελεστή 

διεύθυνσης) µιας τέµνουσας  PQ ενός ηµικυκλίου ενόσω ένα από τα σηµεία τοµής 

Q(x,ψ) = Q(x, 
2

25 x− )  διατρέχει το ηµικύκλιο , ενώ  το σηµείο P έχει συντεταγµέ-

νες (-3, 4). To πρώτο όριο που ζητείται να υπολογιστεί αναφέρεται στον συντελεστή 

διεύθυνσης της τέµνουσας PQ  δηλαδή το limλ(x) όταν το x τείνει στο 3 , (PC1). Ενώ 

τo δεύτερο όριο αναφέρεται στον συντελεστή διεύθυνσης της τέµνουσας PQ δηλαδή 

το limλ(x) όταν το σηµείο Q(x,ψ) που διατρέχει το ηµικύκλιο µετακινηθεί στο σηµείο 

µε συντεταγµένες (-3, 4), ( PC2).  Αυτή η υποοµάδα συµπληρώνεται από τη µετα-

βλητή GS6 που αντιπροσωπεύει την αναγνώριση ενός συγκεκριµένου ορίου µιας συ-

νάρτησης στη γραφική της παράσταση, που δεν υπάρχει και εποµένως δεν µπορεί να 

υπολογιστεί. Η διαµόρφωση της υποοµάδας 3a πιθανά εξηγείται  από το γεγονός ότι 

τα προβλήµατα που εµπλέκονται είναι αρκετά πολύπλοκα, µη τυποποιηµένα, ασυνή-

θιστα για τους µαθητές. Τα προβλήµατα αυτά διαφοροποιούνται από αυτά που περι-

λαµβάνονται στα σχολικά εγχειρίδια και από αυτά που χρησιµοποιούνται  για την τυ-

πική αξιολόγηση ή από αυτά που τίθενται κατά την διάρκεια της σχολικής πρακτικής. 

Ζητήθηκε από τους µαθητές όχι µόνο να χρησιµοποιήσουν συµβατικές αλγοριθµικές 

διαδικασίες για να υπολογίσουν όρια, αλλά επίσης ο ευέλικτος χειρισµός ενός ορίου 

µε µια άγνωστη παράµετρο  (SL1 , SL2), η ερµηνεία µιας γεωµετρικής αναπαράστα-

σης και σηµείων της που δίνονται από τις συντεταγµένες των σε συµβολική µορφή 
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(PC1 , PC2) και o παράγοντας   ότι ένα πρόβληµα που τίθεται στους µαθητές 

ενδεχοµένως δεν έχει απάντηση(GS6). Η συµπληρωµατική µεταβλητή η οποία συνέ-

βαλε περισσότερο στη σύσταση (διαµόρφωση) της Υποοµάδας 3a είναι η οµάδα των 

µαθητών που φαίνεται να προσεγγίζει τα συγκεκριµένα προβλήµατα µε µη συνηθι-

σµένες αλγεβρικές µεθόδους. 

    Τα αποτελέσµατα από τη crosstabs ανάλυση µεταξύ της τάσης των µαθητών να 

παραβιάσουν το διδακτικό συµβόλαιο και της επιτυχίας τους στα  συγκεκριµένα έργα 

συµφωνούν µε τα πιο πάνω ευρήµατα. Βρέθηκε ότι οι µαθητές που κατόρθωσαν να 

παραβιάσουν το διδακτικό συµβόλαιο ήταν πιθανότερο να απαντήσουν σωστά σ’ 

αυτά τα «ασυνήθιστα»  έργα (SL1 : 88,9%, SL2 : 87,5%, PC1 : 72,2%, PC2 : 

93,1%) σε σχέση µε τους µαθητές λειτούργησαν κάτω από τις συνθήκες του διδακτι-

κού συµβολαίου (SL1 : 76,5%, SL2 : 73,5%, PC1 : 64,7%, PC2 : 58,8%). 

    Η Υποοµάδα 3b σχηµατίστηκε από τις µεταβλητές που αντιπροσωπεύουν τις 

απαντήσεις των µαθητών στα έργα που ζητούν: 

• την κατασκευή της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης βασισµένης σε 

πέντε προϋποθέσεις που δίνονται σε συµβολική µορφή και περιέχουν όρια 

(Scg1, Scg5, Scg4, Scg3, Scg2)  

• την κατασκευή της γραφικής παράστασης µιας συνάρτησης η οποία δίνεται 

σε αλγεβρική µορφή(δηλαδή δίνεται ο τύπος της) (Scg)  και 

• τον υπολογισµό δύο ορίων που βασίζονται στη γραφική παράσταση µιας συ-

νάρτησης που κατασκευάστηκε από τους µαθητές (GSc1 και GSc2).  

Επίσης αυτή η υποοµάδα περιλαµβάνει µια µεταβλητή που αντιστοιχεί στον υπολο-

γισµό ενός ορίου που βασίζεται σε µια δοθείσα γραφική παράσταση (GS7).  

    Η σύσταση αυτής της Υποοµάδας ενισχύει την άποψη για τις ικανότητες των µα-

θητών  να κατασκευάζουν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων στη βάση βέβαιων 

πληροφοριών ή περιορισµών που δίνονται σε αλγεβρική µορφή. H συµπληρωµατική 

µεταβλητή που συνεισφέρει περισσότερο στη διαµόρφωση της Υποοµάδας 3b στο 

∆ιάγραµµα Οµοιότητας είναι η οµάδα των µαθητών που προσδιόρισε την σχέση ενός 

σηµείου xo  (όταν αναφερόµαστε στο όριο µιας συνάρτησης καθώς το x τείνει στο  

xo) µε το πεδίο ορισµού της  (D2).  Είναι επίσης αξιοσηµείωτο ότι οι µαθητές που 

δεν συµπεριέλαβαν κατ’ ανάγκη αλγοριθµικές σκέψεις για τις λύσεις των έργων, ήταν 

περισσότερο υπεύθυνοι σε σχέση µε τους σπουδαστές που αντιδρούν στο να αλλά-

ξουν τον αλγοριθµικό  τρόπο που σκέφτονται. Αυτά τα ευρήµατα ενισχύονται από 

τα ψηλότερα ποσοστά των µαθητών που κατόρθωσαν να παραβιάσουν το διδακτικό 

συµβόλαιο στα περισσότερα έργα (GSc1 : 80,6%, GSc2 : 69,4%, Scg1 : 56,9%, 
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Scg5 : 58,3%, Scg4 : 70,8%, Scg2 : 83,3% ), σε σχέση µε τους µαθητές που εκτέ-

λεσαν τα έργα κάτω από τις συνθήκες του διδακτικού συµβολαίου(GSc1 : 67,6%, 

GSc2 : 55,9%, Scg1 : 47,1%, Scg5 : 50,0%, Scg4 : 58,8%, Scg2 : 73,5% ). 

    Οι δύο Υποοµάδες που εµπεριέχονται στη τρίτη  Οµάδα συµπληρώνονται από τις 

απαντήσεις των µαθητών σε έργα που απαιτούν µετατροπή µεταξύ µιας αλγεβρικής 

αναπαράστασης ορίων  και µιας γεωµετρικής (SG3, SG4). Ειδικότερα, σ’ αυτά τα 

έργα οι µαθητές συνδυάζουν τη δοθείσα γραφική αναπαράσταση δύο συναρτήσεων 

µε κατάλληλα όρια που δίνονται σε αλγεβρική µορφή. Ένα κοινό χαρακτηριστικό 

των ορίων σ’ αυτά τα έργα είναι  ότι το x τείνει στο άπειρο και το όριο είναι το 

άπειρο.  

    Γενικά, η διαµόρφωση των προαναφερθέντων Οµάδων και Υποοµάδων οµοιότητας 

των µεταβλητών φανερώνουν ότι οι µαθητές είχαν τη τάση να προσεγγίζουν τις δια-

φοροποιήσεις των έργων πάνω στα όρια, µε παρόµοιους και συνεπείς  τρόπους µε 

αναφορά στις απαιτήσεις αυτών (έργων), δηλαδή  

• να εκτελούν απλές µετατροπές  έργων µεταξύ µιας γεωµετρικής και µιας αλγε-

βρικής αναπαράστασης (Οµάδα 1 και 2), 

• να εκτελούν περισσότερο σύνθετες µετατροπές προβληµάτων από µια γεωµε-

τρική σε µια αλγεβρική αναπαράσταση και λύνουν µη συνηθισµένα προβλή-

µατα υπολογισµού µέσα σε αλγεβρικό σύστηµα αναπαράστασης  (Υποοµάδα 

3a), και 

• να εκτελούν µετατροπές έργων από µια αλγεβρική σε µια γραφική αναπαρά-

σταση που περιλαµβάνει την κατασκευή του γραφήµατος συναρτήσεων 

(Υποοµάδα 3b) 

Κάποια εννοιολογικά    χαρακτηριστικά των έργων όπως η εµφάνιση της έννοιας του 

απείρου, παίζουν ένα ρόλο στην επίδοση των µαθητών. Συγχρόνως αυτά τα ευρή-

µατα υπονοούν την ύπαρξη της στεγανοποίησης µεταξύ των απαντήσεων των µαθη-

τών σε έργα διαφορετικής φύσης και κατεύθυνσης. 

    Όπως το ∆ιάγραµµα Οµοιότητας, το Συνεπαγωγικό ∆ιάγραµµα των απαντή-

σεων των µαθητών στα θέµατα του ερωτηµατολογίου κατασκευάστηκε µε τη χρήση 

του λογισµικού  CHIC. Το συνεπαγωγικό διάγραµµα, το οποίο υλοποιεί τη στατιστική  

συνεπαγωγική  µέθοδο του Gras, περιλαµβάνει συνεπαγωγικές σχέσεις που υποδει-

κνύουν αν η επιτυχία σε ένα συγκεκριµένο έργο συνεπάγεται επιτυχία σε ένα άλλο 

έργο που σχετίζεται µε το προηγούµενο.   

    Το Σχήµα 2 παρουσιάζει το Συνεπαγωγικό ∆ιάγραµµα των απαντήσεων των µα-

θητών στα έργα του ερωτηµατολογίου. Η συνεπαγωγική αλυσίδα αρχίζει µε τις µετα-
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βλητές PC1 και PC2 υποδεικνύοντας ότι το αντίστοιχο (10ο) έργο ήταν το δυσκολό-

τερο.  Οι µαθητές που κατόρθωσαν να βρουν τα δύο όρια που αναφερόταν στο συ-

ντελεστή διεύθυνσης µιας τέµνουσας ενός ηµικυκλίου σε µια γεωµετρική αναπαρά-

σταση, εκτέλεσαν σωστά επίσης όλα τα έργα του ερωτηµατολογίου, που είναι κατα-

σκευή και µετατροπή έργων και ένα ασυνήθιστο υπολογιστικό πρόβληµα µέσα σε αλ-

γεβρικό σύστηµα αναπαράστασης. Οι µαθητές συνάντησαν µεγαλύτερη δυσκολία στο 

10ο έργο, ενδεχοµένως επειδή δεν αποτελούσε ένα συνηθισµένο πρόβληµα που χρη-

σιµοποιείται στις σύνηθες σχολικές δραστηριότητες και απαιτούσε τον ευέλικτο συ-

ντονισµό των γεωµετρικών και αλγεβρικών αναπαραστάσεων των ορίων. 

    Το Συνεπαγωγικό ∆ιάγραµµα   ενισχύει τα αποτελέσµατα που προέρχονται από τις 

σωστές απαντήσεις ότι τα έργα που αντιστοιχούν στις µεταβλητές SG1,  SG3, GS2, 

GS8, Scg και Scg2 ήταν ευκολότερα από τα έργα που απαιτούσαν κατασκευή και 

αντιστοιχούν στις µεταβλητές Scg1, Scg5,  Scg3 και Scg4. Οι συγκεκριµένες συνεπα-

γωγικές σχέσεις υποδεικνύουν επίσης ότι οι µαθητές που εκτέλεσαν σωστά τα έργα 

που απαιτούσαν τη µετατροπή της πληροφορίας που προερχόταν από µια αλγεβρική 

αναπαράσταση σε µια γραφική και την κατασκευή ενός γραφήµατος,   για παρά-

δειγµα οι µεταβλητές : Scg1, Scg3, Scg4 και Scg5, που βασίζονται   σε δοθείσες συν-

θήκες που σχετίζονται  µε όρια, εκτέλεσαν µε επιτυχία και τα έργα  που περιλάµβα-

ναν την αντίστροφη µετατροπή, δηλαδή : 

o να συνδυάσουν τις αλγεβρικές αναπαραστάσεις µε τις αντίστοιχες γραφικές 

αναπαραστάσεις για παράδειγµα οι µεταβλητές SG1,  SG3 και SG2, 

o  να υπολογίσουν όρια που βασιζόταν σε µια γραφική αναπαράσταση (GS6, 

GS8, GS7)  και   

o να αποφασίσουν αν τα δοθέντα όρια σε αλγεβρική µορφή, αντιστοιχούσαν 

σε µια συνάρτηση που δινόταν η γραφική της παράσταση όπως για παρά-

δειγµα οι µεταβλητές  GS4, GS2. 

 Αυτά τα αποτελέσµατα υπονοούν ότι ένα πρόβληµα που προϋποθέτει την ερµη-

νεία συµβολικών εκφράσεων πάνω στα όρια και τη µεταφορά τους στη γραφική 

παράσταση µιας συνάρτησης που να πληρεί αυτές τις προϋποθέσεις,  
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Σχήµα 2: Το Συνεπαγωγικό ∆ιάγραµµα των απαντήσεων των µαθητών στα έργα 

του ερωτηµατολογίου 

The bold arrows stand for implications that are 99% significant while the rest have a significance 

level of 95%. 

 

 97



προκαλεί περισσότερες δυσκολίες στους µαθητές από το να κατανοήσουν διαισθη-

τικά τις µαθηµατικές πληροφορίες που παρουσιάζονται έµµεσα  σε ένα διάγραµµα 

µε αναφορά στα όρια. 

    Στη γραµµή µε τις σχέσεις οµοιότητας, οι συνεπαγωγικές σχέσεις σχηµατίζονται 

περισσότερο µεταξύ των µεταβλητών που αντιστοιχούν στο ίδιο έργο ενισχύοντας 

το γεγονός  ότι η επιτυχία των µαθητών εξαρτάται από τη γνωστική διαδικασία 

(δηλαδή τον τύπο της µετατροπής µεταξύ των παραστάσεων) που απαιτείται από 

το έργο. Τα εννοιολογικά χαρακτηριστικά  (δηλαδή το µαθηµατικό περιεχόµενο) 

των έργων έχει µικρότερη επίδραση. Ένα κοινό αυτών των εσωτερικών συνεπαγω-

γών είναι ότι οι µεταβλητές που αντιπροσωπεύουν όρια που εµπεριέχουν τη έννοια 

του απείρου (για παράδειγµα GS3, GS5 ) δεν σχετίζονται µε τα άλλα όρια του ιδίου 

έργου ή ήταν τα δυσκολότερα (για παράδειγµα SG4, Scg1, Scg5 ) σχετικά µε τα 

άλλα έργα του έργου και επιτυχία σ’ αυτά συνεπάγεται επιτυχία και στα άλλα όρια 

του έργου. Το άπειρο είναι µια φιλοσοφικά σύνθετη έννοια η οποία δεν συναινεί µε 

τις εµπειρίες τους από τον πραγµατικό κόσµο (Tsamir & Tirosh, 2006).  

 

 

4.4   ΠΟΙΟΤΙΚΗ    ΑΝΑΛΥΣΗ 

 

     Σχολιάζουµε τις απαντήσεις των µαθητών στα έργα του ερωτηµατολογίου από 

την ποιοτική τους πλευρά. Αναφερόµαστε κυρίως στις απαντήσεις τους στο δεύτερο 

έργο του ερωτηµατολογίου,   επειδή παρουσιάζουν ενδιαφέρον και είναι ενδεικτικές 

για τις αντιλήψεις που διατηρούν για την έννοια του ορίου.      

     Η συνηθέστερη απάντηση είναι «όταν  οι ώρες τείνουν στο   +∞  το ύψος τείνει 

στο 2»  Υπάρχουν απαντήσεις που αναφέρουν ότι :  

                             « το όριο είναι το 1.9» (3 µαθητές)     ή   

                             «το όριο είναι το 1.9999…» (12 µαθητές).                                   

Η τελευταία λαθεµένη απάντηση ήταν αναµενόµενη. Από την ανασκόπηση της βιβλι-

ογραφίας (Monaghan,1991; Sierpinska,1987; Tall & Schwarzenberger, 1978; Tall & 

Vinner ,1981) διαπιστώνεται ότι όχι µόνο µαθητές αλλά και φοιτητές µαθηµατικών σε 

όλο τον κόσµο δυσκολεύονται να κατανοήσουν ότι οι αριθµοί  0.999…   και 1  

ταυτίζονται. Στη συγκεκριµένη ερώτηση οι µαθητές δεν κατανοούν ότι οι αριθµοί 

1.999… και 2 ταυτίζονται.  Είναι δύσκολο για τους µαθητές να θεωρήσουν ίσους δύο 

αριθµούς που παριστάνονται από διαφορετικές αναπαραστάσεις. 
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     Η πλειοψηφία των µαθητών διατηρούν την ιδέα ότι το φυτό δεν µπορεί να φθά-

σει την οροφή του θερµοκηπίου. Όµως, µερικές από τις φραστικές διατυπώσεις, φα-

νερώνουν εσφαλµένες εντυπώσεις όπως : 

                                 «Το φυτό θα φθάσει στην οροφή οριακά»,    

                                 « Θεωρητικά δεν φτάνει,  πρακτικά µπορεί»,                        

                                 «∆εν θα την ακουµπήσει»,  

                                 «∆εν µπορούµε να γνωρίζουµε : ίσως ναι ,ίσως  όχι», 

Οι διαισθητικές αντιλήψεις των µαθητών που βασίζονται στη καθηµερινή τους εµπει-

ρία από τον πραγµατικό κόσµο, δυσκολεύουν ή ακόµη και εµποδίζουν τη θεωρητική 

κατανόηση της έννοιας του ορίου.   

    Αναφορικά µε την δεύτερη ερώτηση «Αν ήσουν καθηγητής ,τι θα έλεγες σ’ ένα 

µαθητή-τρια για να εξηγήσεις το όριο µιας συνάρτησης  όταν το x τείνει στο xo  ;», 

προσπαθούµε να ταξινοµήσουµε τις απαντήσεις σε σχέση µε τις κύριες ιδέες που εκ-

φράζονται από τους µαθητές.  

Συγκεκριµένα συναντάµε τις απαντήσεις :  

 « Το όριο µιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο  x o είναι µια τιµή την οποία η f πλη-

σιάζει αλλά δεν φτάνει ποτέ» (12 µαθητές). 

«Το όριο µιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο  xo είναι η αριθµητική τιµή (λένε και 

αλγεβρική) την οποία παίρνει η f, για x= x o» (10 µαθητές). 

«Το όριο µιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο  x o είναι η µέγιστη τιµή την οποία την 

οποία  µπορεί να πάρει η f, για x= x o» (4 µαθητές). 

     Απαντήσεις που έδωσαν προσεγγιστικά ένα σωστό ορισµό ξεχώρισαν όσον αφορά 

τον τρόπο περιγραφής του. Πέντε µαθητές απάντησαν πως θα εξηγούσαν το όριο µε 

ένα κατάλληλο  σχήµα, και πράγµατι σχεδίασαν ένα, ενώ οι περισσότεροι από τους 

µαθητές που απάντησαν σωστά έδωσαν  µια φραστική διατύπωση του τύπου : « 

Ένας πραγµατικός αριθµός ℓ είναι το όριο µιας συνάρτησης  f όταν το x τείνει στο  x o, 

όταν οι τιµές της συνάρτησης f προσεγγίζουν όσο θέλουµε ένα πραγµατικό αριθµό ℓ , 

καθώς το x προσεγγίζει µε οποιανδήποτε τρόπο τον αριθµό x o». Ένας µαθητής δια-

τύπωσε σωστά τον τυπικό ορισµό ο οποίος ούτε διδάσκεται ούτε εξετάζεται στο 

Ενιαίο Λύκειο όπως έχουµε ήδη αναφέρει. 

    Είκοσι επτά µαθητές, ενώ προσπαθούσαν να εξηγήσουν τη  σχέση του  x o   µε το 

πεδίο ορισµού της συνάρτησης καθώς το x  τείνει στο xo,    δήλωσαν ότι το xo  πρέπει 

να ανήκει στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης διαφορετικά το όριο της συνάρτησης  

όταν το x τείνει στο xo δεν έχει νόηµα. Μια άποψη που διατυπώθηκε ευρέως µεταξύ 

των µαθητών   (37 µαθητές) στο δεύτερο έργο, ήταν ότι δεν υπάρχει το όριο της 
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συνάρτησης f όταν το x τείνει στο xo  όταν δεν συµπίπτουν τα πλευρικά όρια σ’ αυτό 

το σηµείο , χωρίς να κάνουν καµία αναφορά στο πεδίο ορισµού της συνάρτησης.  

Αυτή η απάντηση των µαθητών προκύπτει από το γεγονός ότι όλες οι περιπτώσεις 

που έχουν συναντήσει στα σχολικά βιβλία που η συνάρτηση δεν έχει όριο, υπάρχουν 

τα πλευρικά όρια και είναι διαφορετικά. Η περίπτωση να µην υπάρχουν ούτε τα 

πλευρικά όρια δεν αναφέρεται πουθενά. Επίσης 9 µαθητές απαντούν ότι  « δεν υπάρ-

χει το όριο της συνάρτησης f όταν το x τείνει στο xo  όταν το όριο δεν είναι πραγµα-

τικός αριθµός», ενώ 3 µαθητές απαντούν ότι «δεν υπάρχει το όριο της συνάρτησης f 

όταν το x τείνει  στο xo  όταν το όριο είναι 0». Από την τελευταία απάντηση φαίνεται 

το πρόβληµα µε την έννοια του µηδενός. Μηδέν για τους µαθητές σηµαίνει ότι κάτι 

δεν υπάρχει οπότε όταν το όριο είναι µηδέν οδηγούνται στο συµπέρασµα ότι δεν 

υπάρχει το όριο. 

    Οι δυσκολίες των µαθητών στην έννοια του ορίου όσον αφορά τα πλευρικά όρια 

αποκαλύφτηκε στο 5ο έργο. Μαθητές που προσδιόρισαν σωστά ότι δεν υπάρχει το 

πρώτο όριο, διατήρησαν αυτή την αντίληψη και για το δεύτερο όριο, ακόµη και αν τα 

πλευρικά όρια σ’ αυτή τη συγκεκριµένη περίπτωση ήταν ίσα .  Στο ίδιο έργο 15 µα-

θητές απαντούν ότι limf(x)=2 . Αυτοί οι µαθητές φαίνεται να συγχέουν την έννοια  

                                 x→2                      

του ορίου µε την έννοια της συνέχειας. Θεωρώντας ότι το όριο όταν υπάρχει είναι ίσο 

µε την τιµή της συνάρτησης στο xo . ∆ηλαδή θεωρούν ότι για να υπάρχει το όριο 

πρέπει τα πλευρικά όρια να είναι ίσα µε f(xo).  
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 5.     ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ          

                                                 

       Κύριος στόχος  αυτής της έρευνας ήταν να διερευνήσει τις αντιλήψεις των µα-

θητών που φοιτούν στη Γ΄τάξη του Ενιαίου Λυκείου πάνω στο όριο συνάρτησης, τον 

βαθµό στον οποίο γίνεται κατανοητή αυτή η συγκεκριµένη έννοια από τους µαθητές 

και πως συσχετίζεται η κατασκευή της έννοιας µε τις ικανότητες  των µαθητών να 

χειρίζονται διαφορετικούς τρόπους αναπαράστασης των ορίων. Η πλειοψηφία των 

µαθητών δεν ήταν σε θέση να εξηγήσει τι είναι όριο συνάρτησης, υποδεικνύοντας τη 

δυσκολία που συναντούν στο να κατανοήσουν την έννοια. Είναι αξιοσηµείωτο ότι οι 

περισσότερες αντιλήψεις των µαθητών για τo όριο που διαπιστώθηκαν στη παρούσα 

έρευνα, συµφωνούν µε τις σχετικές αντιλήψεις που έχουν διατυπωθεί από προηγού-

µενες έρευνες πάνω στο ίδιο πεδίο. Μια από τις κύριες αντιλήψεις που εκφράστηκε 

από τους µαθητές, ήταν το µοντέλο του ορίου ως άφθαστο, έχει διαπιστωθεί από 

προηγούµενες έρευνες (Cornu, 1983; Davis & Vinner, 1986; Williams, 1991) . Άλλη 

αντίληψη που διατηρούν οι µαθητές, ήταν ότι «το όριο µιας συνάρτησης  όταν το x 

τείνει στο xo   είναι η αριθµητική  τιµή της συνάρτησης για x= xo».   Oι Davis & Vin-

ner(1986) διαπίστωσαν ότι οι µαθητές διατηρούν  τις πρωταρχικές αντιλήψεις τους 

και µετά από προσεκτικά σχεδιασµένες διδασκαλίες, µε αποτέλεσµα να οδηγούνται σε 

παρανοήσεις όπως  f(xo) είναι το ίδιο µε το  limf(x) καθώς το x τείνει στο xo.  Επίσης 

µια σηµασία (ένα νόηµα) που δόθηκε από τους µαθητές αυτής της έρευνας στην  έν-

νοια του ορίου είναι ότι «το όριο µιας συνάρτησης είναι το µέγιστο ή ελάχιστο µιας 

συνάρτησης καθώς το x προσεγγίζει το xo». Η άποψη αυτή έχει διαπιστωθεί από τον 

Williams (1991), ο οποίος ερεύνησε και περίγραψε την ύπαρξη διαφόρων προτύπων 

ορίων που διατηρούν οι µαθητές. 

    Σε µια προσπάθεια να εξηγήσουν τη σχέση ενός xo µε το πεδίο ορισµού µιας συ-

νάρτησης καθώς το x τείνει στο   xo , ένα σηµαντικό ποσοστό των µαθητών διατύ-

πωσε  την άποψη ότι το σηµείο xo  πρέπει να ανήκει στο πεδίο ορισµού της συνάρτη-

σης και ότι σε διαφορετική περίπτωση, το όριο δεν έχει έννοια. Μια άλλη άποψη που 

διατυπώθηκε   εκτεταµένα µεταξύ των µαθητών, ήταν ότι δεν υπάρχει το όριο µιας 

συνάρτησης  f καθώς το x τείνει στο  xo όταν δεν συµπίπτουν τα πλευρικά όρια σ’ 

αυτό το σηµείο, χωρίς να αναφέρουν ότι µπορεί να µην υπάρχει κανένα πλευρικό 

όριο.  Ούτε ανέφεραν ότι ανάλογα µε το πεδίο  ορισµού, µπορεί το ένα από τα δύο 

πλευρικά όρια να µην έχει νόηµα. Αυτή η απάντηση των µαθητών προκύπτει από το 

γεγονός ότι όλες οι περιπτώσεις που έχουν συναντήσει στα σχολικά βιβλία που η συ-
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νάρτηση δεν έχει όριο, υπάρχουν τα πλευρικά όρια και είναι διαφορετικά. Η περί-

πτωση να µην υπάρχουν  τα πλευρικά όρια δεν αναφέρεται πουθενά.  Επίσης οι εν 

λόγω µαθητές δυσκολεύονται να κατανοήσουν ότι δύο αριθµοί που παριστάνονται 

διαφορετικά δηλαδή 2 και 1.999… είναι ίσοι. Ο αριθµός 1.999… παριστάνει µια διαδι-

κασία (όριο της ακολουθίας 1.9, 1.99, 1.999 … ) , ενώ  ο αριθµός 2 παριστάνει ένα 

αντικείµενο. Ο αριθµός 2 δηµιουργήθηκε από την άπειρη διαδικασία που περιγράφε-

ται από τον 1.999… αλλά «αυτονοµήθηκε» από αυτήν σαν αποτέλεσµα της. Από την 

ανασκόπηση της βιβλιογραφίας (Monaghan,1991; Sierpinska,1987; Tall & Vinner, 

1981) διαπιστώνεται ότι όχι µόνο µαθητές αλλά και φοιτητές Μαθηµατικών σε όλο 

τον κόσµο δυσκολεύονται να κατανοήσουν ότι οι αριθµοί  0.999…   και 1  ταυτίζο-

νται.  

     Η κατάκτηση της έννοιας του ορίου είναι µια περίπλοκη (σύνθετη) διαδικασία 

όπως έχουν επισηµάνει ερευνητές της διδακτικής των µαθηµατικών (Davis & Vin-

ner,1986; Sierpinska, 1987; Tall & Vinner ,1981). Η διαδικασία αυτή  ενδεχοµένως 

δυσχεραίνεται από ποικίλες δυσκολίες και εµπόδια επιστηµολογικής, γνωστικής και 

διδακτικής φύσης. Η µεγάλη διαισθητική βάση του θέµατος, η απαραίτητη κατανόηση 

προαπαιτουµένων εννοιών (όπως των πραγµατικών αριθµών, του απείρου και της 

συνάρτησης) προξενούν δυσκολίες στην εµπέδωση της έννοιας από τους µαθητές. 

Επίσης οι ανεπαρκείς και ατελείς απαντήσεις που δίνουν οι µαθητές και οι παρανοή-

σεις που εκφράζουν, πιθανά σχετίζονται µε τη διδακτική προσέγγιση που  εµφανίζεται 

να δίνει  έµφαση στους υπολογισµούς, επιδιώκοντας την κατάλληλη τυποποίηση από 

το να εστιάσει σε κριτική αιτιολόγηση, στη λύση µη κοινότυπων προβληµάτων    και 

στην εννοιολογική κατανόηση των ορίων. 

     Η κατάκτηση της έννοιας του ορίου βρέθηκε να έχει ρόλο στην επίδοση  των µα-

θητών σε διάφορα έργα του ερωτηµατολογίου µε µεγάλο βαθµό δυσκολίας που περι-

λαµβάνουν διαφορετικές µετατροπές  αναπαραστάσεων. Η οµάδα των µαθητών που 

είχε κατανοήσει  την έννοια του ορίου είχε κατακτήσει µια εννοιολογική κατανόηση 

της έννοιας του ορίου (συµπεριλαµβανοµένης µιας σωστής  αντίληψης για τη σχέση 

του xo  µε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης και τις συνθήκες κάτω από τις οποίες 

υπάρχει το όριο όταν το x τείνει στο  xo) είχαν περισσότερες πιθανότητες να ολοκλη-

ρώσουν τις µετατροπές  ορίων από αλγεβρικές σε γεωµετρικές αναπαραστάσεις και 

αντίστροφα, δηλαδή να σχεδιάσουν γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων µε βάση τις 

αλγεβρικές συνθήκες που δίνονται και περιέχουν όρια και να υπολογίσουν όρια  βασι-

ζόµενοι σε γεωµετρικές αναπαραστάσεις  αντίστοιχα, µε ένα επιτυχή και λογικό 

τρόπο. 
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    Η επίδοση των µαθητών σε έργα διαφόρων ορίων βρέθηκε να διαφέρει όσον 

αφορά την κατεύθυνση της µετατροπής µεταξύ γεωµετρικών και συµβολικών αναπα-

ραστάσεων. Οι µαθητές εκτέλεσαν καλύτερα τις µετατροπές των ορίων από µια γρα-

φική σε µια συµβολική αναπαράσταση παρά από τη µετατροπή στην αντίθετη κατεύ-

θυνση, δηλαδή την κατασκευή γραφήµατος µιας συνάρτησης βασισµένο σε όρια που 

δινόταν  σε αλγεβρική µορφή. Αυτή η ανεπάρκεια που παρατηρείται στις απαντήσεις 

των µαθητών ενδεχοµένως είναι συνέπεια δύο διαφορετικών παραγόντων. Ο πρώτος 

αφορά τα διαφορετικά επίπεδα της γνωστικής πολυπλοκότητας των δύο τύπων της 

µετατροπής των ορίων. Η µετατροπή ενός ορίου από µια γραφική µορφή σε µια αλ-

γεβρική, για παράδειγµα ο υπολογισµός ενός ορίου µε βάση τη γραφική παράσταση 

µιας συνάρτησης που δίνεται, µπορεί να θεωρηθεί σαν µια καθαρή µετατροπή (Du-

val,2002) , από την αντίστροφη πορεία όπως για παράδειγµα τον σχεδιασµό µιας συ-

νάρτησης που ικανοποιεί συγκεκριµένες προϋποθέσεις  που περιλαµβάνουν όρια. Ο 

δεύτερος παράγοντας αφορά τον τρόπο διδασκαλίας των µαθηµατικών στο σχολείο 

που περιλαµβάνει κυρίως µονόπλευρες δραστηριότητες που προωθούν τη χρήση γε-

ωµετρικών και συµβολικών αναπαραστάσεων µεµονωµένα ή δίνουν έµφαση σε συ-

γκεκριµένους τύπους µετατροπών. 

   Ένα άλλο θέµα που αφορά αυτή την έρευνα ήταν να διερευνήσει τις ικανότητες 

των µαθητών να χειρίζονται γεωµετρικές και αλγεβρικές αναπαραστάσεις ορίων σε 

έργα διαφορετικών τύπων. Τα σηµαντικά αποτελέσµατα των διαφόρων τρόπων ανα-

παράστασης στην επίδοση  των µαθητών, γίνονται φανερά όχι µόνο από την επιτυχία 

των µαθητών αλλά και από την συνέπεια της σκέψης τους σε διάφορα έργα. 

    Οι µαθητές συνάντησαν  µεγάλη δυσκολία στη λύση προβλήµατος πάνω στα όρια 

που περιλάµβαναν µια γεωµετρική αναπαράσταση (Έργο 9ο και 10ο). Αυτή η ανεπάρ-

κεια πιθανά οφείλεται στο γεγονός ότι η λύση τέτοιων προβληµάτων απαιτεί την ερ-

µηνεία της γεωµετρικής αναπαράστασης και την µετατροπή της σε συµβολική έκ-

φραση που σχετίζεται µε όρια. Σύµφωνα µε τον Tall (1995), συµπεράσµατα που 

εξαρτώνται αποκλειστικά σε οπτικές αναπαραστάσεις πιθανά να είναι ανακριβή. Η δυ-

νατότητα µετάφρασης από µια  οπτική σε µια συµβολική αναπαράσταση είναι απα-

ραίτητη, διότι µια µαθηµατική αλήθεια κατοχυρώνεται  και γίνεται αποδεκτή µόνο 

µέσα από την τυπική απόδειξη. Για παράδειγµα, η γεωµετρική αναπαράσταση στο 9ο 

έργο πιθανά να έχει οδηγήσει τους µαθητές στο αποτέλεσµα ότι η ακολουθία αν συ-

γκλίνει στο µήκος του ευθυγράµµου τµήµατος  ΒΓ. Εύκολα όµως αποδεικνύεται ότι 

αν=ΑΒ+ΑΓ  για κάθε ν=1,2,… ,δηλαδή ότι η ακολουθία είναι σταθερή. Άρα συγκλίνει 

στη σταθερή τιµή της που δεν είναι ίση µε αυτή που πιθανά να καταλήγαµε εποπτικά. 
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    Ένα ασυνήθιστο πρόβληµα σε αλγεβρική µορφή που περιλάµβανε τον υπολογισµό 

µιας άγνωστης παραµέτρου που σχετιζόταν µε ένα όριο, προκάλεσε µικρότερη δυ-

σκολία στους µαθητές από  το πρόβληµα που προαναφέραµε. Αυτό πιθανά να οφεί-

λεται στη συµβολική µορφή που δόθηκε η συνάρτηση που ήταν οικία σ’ αυτούς από 

σχολικά µαθηµατικά, και το γεγονός ότι το έργο απαιτούσε τη χρήση  µόνο µιας ανα-

παράστασης και όχι τον συνδυασµό δύο ή περισσότερων αναπαραστάσεων. 

    Οι σχέσεις οµοιότητας φανερώνουν την συνέπεια των µαθητών στα έργα του ίδιου 

τύπου αναπαράστασης, ενώ οι συνεπαγωγικές σχέσεις έδειξαν ότι η επιτυχία σε ένα 

αντικείµενο µιας συγκεκριµένης µετατροπής συνεπάγεται επιτυχία σε ένα άλλο αντι-

κείµενο που περιλαµβάνει τον ίδιο τύπο µετατροπής ανεξάρτητα από το είδος του 

ορίου που εµπεριέχεται. Αυτό το φαινόµενο  ήταν εµφανές στην περίπτωση των έρ-

γων που απαιτούσαν κατασκευή. Οι µαθητές αντιµετώπισαν όµοια και µε λογικό 

ειρµό την κατασκευή ενός γραφήµατος µε βάση τα όρια που δόθηκαν σε αλγεβρική 

µορφή αλλά χαρακτηριστικά από άλλα έργα που περιλάµβαναν ένα άλλο τύπο ανα-

παράστασης. Αυτό το είδος της ασυνέπειας µπορεί να θεωρηθεί σαν ένδειξη έλλειψης 

ευελιξίας µεταξύ  των διαφόρων τρόπων αναπαράστασης, ή µε άλλα λόγια την 

ύπαρξη της στεγανοποίησης στη σκέψη των µαθητών (Γαγάτσης κ.α., 2003). Σύµ-

φωνα µε το φαινόµενο της στεγανοποίησης, οι µαθητές έχουν την τάση να χειρίζο-

νται τα αποσπασµατικά τα έργα που διαφέρουν ως προς τον τρόπο αναπαράστασης ή 

τον τύπο της µετατροπής που εµπλέκει, παρά το γεγονός ότι αναφέρονται στο ίδιο 

αντικείµενο µελέτης, για παράδειγµα στα όρια. 

    Όσον αφορά  τη λύση προβλήµατος και τη σχέση  της µε τις επιδόσεις των µαθη-

τών σε έργα που απαιτούσαν µετατροπές πάνω στα όρια, προκύπτουν τα ακόλουθα 

συµπεράσµατα.  Μια διακριτή οµάδα που σχηµατίστηκε από τις απαντήσεις των µα-

θητών στη λύση προβλήµατος,  καθιερώθηκε στο διάγραµµα οµοιότητας, υποδεικνύ-

οντας τον στεγανοποιηµένο τρόπο σκέψης τους σε µη συνηθισµένα προβλήµατα σε 

σχέση µε τον τρόπο που αντιµετωπίζουν απλούστερα έργα. Επιπλέον οι µαθητές συ-

νάντησαν µεγάλη δυσκολία σε µη συνηθισµένα προβλήµατα και η επιτυχία σε κάποια 

έργα υποδηλώνει επιτυχία στα περισσότερο  «κοινότυπα» έργα που απαιτούσαν µε-

τατροπές πάνω στα όρια. Το γεγονός ότι δεν δίνεται έµφαση στην κατανόηση της 

έννοιας του ορίου και η εφαρµογή της έννοιας περιορίζεται συχνά  σε ασκήσεις ρου-

τίνας, οδηγεί σε  µηχανική και επιφανειακή µάθηση (Furinghetti & Paola, 1991), εν-

δεχοµένως δίνει µια εξήγηση για την περιορισµένη και αποσπασµατική απόδοση των 

µαθητών στη λύση προβλήµατος πάνω στα όρια.  
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    Γενικά  είναι αξιοσηµείωτο ότι οι µαθητές επέδειξαν συνέπεια στον τρόπο που χει-

ρίστηκαν τα διάφορα έργα. ∆ηλαδή στις απλές µετατροπές έργων, στους υπολογι-

σµούς ορίων, στις κατασκευές γραφηµάτων και σε µη «κοινότυπα» προβλήµατα. 

Όρια µε τα ίδια εννοιολογικά χαρακτηριστικά δεν προσεγγίστηκαν απαραίτητα µε συ-

νέπεια από τους µαθητές. Ο τρόπος που οι µαθητές  εκτέλεσαν τις µετατροπές επη-

ρεάστηκε κυρίως από την εµπλεκόµενη αναπαράσταση και την κατεύθυνση της µετα-

τροπής (από αλγεβρική σε γεωµετρική και αντίστροφα) και στη συνέχεια από τον εν-

νοιολογικό χαρακτήρα  των ορίων. Υποθέτουµε  ότι οι παράγοντες που επηρεάζουν 

την επίδοση των µαθητών και εποµένως φανερώνουν την ανεπάρκεια τους, οφείλο-

νται κυρίως στη διαδικασία που απαιτείται για να αντιµετωπιστούν αποτελεσµατικά οι 

απαιτήσεις των έργων  παρά σε αιτίες που έχουν σχέση µε το µαθηµατικό περιεχό-

µενο από µόνο του.  

    Ωστόσο, σε κάποιες περιπτώσεις ορίων που εµπεριέχουν την έννοια του απείρου, 

αντιµετωπίστηκαν µε ένα συνεπή τρόπο παρά το γεγονός ότι ανήκαν σε έργα διαφο-

ρετικής φύσης. Επιπλέον, το άπειρο είναι η µόνη εννοιολογική συνιστώσα των ορίων 

που βρέθηκε να προκαλεί δυσκολίες στη επίδοση των µαθητών   σε έργα του ίδιου 

τύπου. Ο βαθµός δυσκολίας των ορίων που εµπεριείχαν την έννοια του απείρου είτε 

ως τιµή του ορίου µιας συνάρτησης είτε ως τιµή στην οποία τείνει το x,  ήταν σηµα-

ντικά µεγαλύτερος σε σχέση µε τη δυσκολία των έργων που δεν περιείχαν την έννοια 

του απείρου. Το άπειρο είναι µια φιλοσοφικά σύνθετη έννοια η οποία δεν συναινεί  µε 

τα νοητικά σχήµατα  τα οποία έχουν κατασκευαστεί από τις εµπειρίες τους από τον 

πραγµατικό κόσµο που περιλαµβάνει πεπερασµένα αντικείµενα, διαδικασίες και γεγο-

νότα (Tsamir & Tirosh, 2006). Επιπλέον υπάρχει µια αντίφαση µεταξύ των διαισθητι-

κών αντιλήψεων  για το όριο ως φράγµα και ως περιορισµός, που διατηρείται από ένα 

µέρος των µαθητών, και της έννοιας του απείρου. Αυτή η αντίληψη  ενδεχοµένως  

ενισχύεται   από  τον συνειρµό του όρου «όριο» µε την αντίληψη του  «πεπερασµέ-

νου» στο χρόνο και τον χώρο και προκαλεί δυσκολία στην αποδοχή ότι το όριο µπο-

ρεί να είναι άπειρο (Grugnetti & Rizza, 2003). Το γεγονός ότι σύµφωνα µε το αναλυ-

τικό πρόγραµµα το άπειρο όριο µιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο xo  є R ορίζεται 

µόνο εποπτικά, ενώ τα όρια αυτού του τύπου βρίσκονται µόνο µε χρήση των ιδιοτή-

των τους, ενδεχοµένως αποτελεί µια εξήγηση για τις προαναφερθείσες δυσκολίες. 

     Ένα µικρό ποσοστό των µαθητών (15%)    λειτούργησε κάτω από τις συνθήκες 

του διδακτικού συµβολαίου χρησιµοποιώντας στερεοτυπικές αλγοριθµικές µεθό-

δους, αντί να ερµηνεύσει  και να χρησιµοποιήσει ευέλικτα µια δοθείσα γεωµετρική 

αναπαράσταση σε µια κατάσταση λύσης προβλήµατος − που µπορούσε να οδηγή-
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σει στη λύση κατευθείαν και ευκολότερα  − και να υπολογίσει όρια. Παρ’ όλα αυτά, 

βρέθηκε ότι µαθητές που η συµπεριφορά τους δεν καθοριζόταν από το διδακτικό 

συµβόλαιο, λειτούργησαν  πολύ καλύτερα σε όλα σχεδόν τα έργα πάνω στα όρια, 

σε σχέση µε τους µαθητές που επηρεαστήκαν  από αυτό. 

    Επί πλέον, η εξέταση των συµπληρωµατικών µεταβλητών στο διάγραµµα οµοιό-

τητας αποκάλυψε ότι η σταθερή συµπεριφορά των µαθητών στα διάφορα έργα θα 

µπορούσε να εξηγηθεί  αρχικά µέσα από το διδακτικό συµβόλαιο. Συγκεκριµένα, οι 

µαθητές που αντιµετώπισαν µια κατάσταση προβλήµατος ευέλικτα  και µε τρόπο 

που δεν ήταν απαραίτητο να χρησιµοποιήσουν γνωστές αλγοριθµικές   µεθόδους 

διαµόρφωσαν  την οµάδα που ήταν κυρίως υπεύθυνη για τις συνεπείς και όµοια 

επιτυχείς απαντήσεις στα  περισσότερο σύνθετα και ασυνήθιστα προβλήµατα και 

τις µετατροπές έργων του ερωτηµατολογίου. Αντίθετα οι µαθητές που ήταν επηρε-

ασµένοι από το διδακτικό συµβόλαιο και χρησιµοποίησαν αλγοριθµικές προσεγγί-

σεις ακόµη και σε περιπτώσεις όπου αυτές οι µέθοδοι δεν ήταν κατάλληλοι, χειρί-

στηκαν  τις απλές µετατροπές έργων µε συνέπεια. Αυτά τα αποτελέσµατα ενισχύ-

ουν τον ισχυρισµό των ερευνητών όπως προκύπτει από τη βιβλιογραφία ότι το ∆ι-

δακτικό Συµβόλαιο και οι συνέπειες του εµφανίζονται περισσότερο στη λύση ανοι-

κτών και µη συνηθισµένων προβληµάτων  και ότι η µάθηση  στηρίζεται όχι πάνω 

στη σωστή λειτουργία του ∆ιδακτικού Συµβολαίου αλλά πάνω στη ρήξη  του 

(Brousseau, 1997). 

    Οι παραπάνω ισχυρισµοί µπορεί να αποτελέσουν κίνητρο για µελλοντικές έρευ-

νες όσον αφορά τη διδακτική πρακτική που σχετίζεται µε τα όρια. Τα ευρήµατα µας 

ενισχύουν την ανεπάρκεια ή ακόµη την ακαταλληλότητα των διδακτικών στρατηγι-

κών που εφαρµόζονται για την ανάπτυξη της κατανόησης των ορίων. Πιστεύουµε 

ότι δεν αρκεί να περιγράφουµε τι γνωρίζουν οι µαθητές για µια συγκεκριµένη έν-

νοια ή πως την χρησιµοποιούν στη βάση συγκεκριµένης διάστασης όπως εισηγού-

µαστε στην παρούσα έρευνα, για παράδειγµα κατασκευασµένος ορισµός, µετατρο-

πές της έννοιας µεταξύ συµβολικών και γεωµετρικών αναπαραστάσεων και λύση 

προβλήµατος, αλλά θα ήταν σηµαντικό και χρήσιµο να εξεταστεί αν ο σχεδιασµός 

και η εφαρµογή διδακτικών δραστηριοτήτων που να µην περιορίζουν  και ξεχωρί-

ζουν τις διδακτικές πλευρές, αλλά να συνδέονται µεταξύ τους στη βάση των παρα-

πάνω τύπων κατανόησης της έννοιας, προωθώντας τη χρήση πολλαπλών συστηµά-

των αναπαράστασης και της εναλλαγής – µετάφρασης από το ένα σύστηµα στο 

άλλο και τη λύση µη συνηθισµένων προβληµάτων µε τη χρήση διαφορετικών δια-

δικασιών που ενδεχοµένως να συνεισφέρουν στην ανάπτυξη µιας περιεκτικής και 
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λογικής κατανόησης των ορίων και την  επιτυχή λύση προβλήµατος. Τα αποτελέ-

σµατα µιας τέτοιας έρευνας θα µπορούσαν να βοηθήσουν τους δασκάλους των µα-

θηµατικών για τη σηµασία  µιας πολυδιάστατης προσέγγισης που να αποτελείται 

από (τουλάχιστο) αυτούς τους τύπους των δεξιοτήτων όχι µόνο σαν µέσον να εξε-

τάσουν  και εξηγήσουν πως γίνεται κατανοητή η έννοια του ορίου από τους µαθη-

τές , αλλά να διδάξουν όρια στο Λύκειο.   
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                                          ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

                                       
 
 
                                            ΕΡΩΤΗΜΑΤΟΛΟΓΙΟ  
 
ΤΑΞΗ:  Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ:  Θετική        Τεχνολογική     

 ΦΥΛΟ:                  Aγόρι           Κορίτσι            

ΣΧΟΛΕΙΟ: ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ: 

                                 
 
                 ΟΡΙΟ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ 
 
  1.  Καλλιεργούµε ένα φυτό σ΄ ένα θερµοκήπιο και παρατηρούµε την ανάπτυξή του. 

     Έχουµε τις παρακάτω παρατηρήσεις που αφορούν το ύψος του. 

     Σε 240 ώρες  το ύψος του είναι 1.9 m 

     Σε 264  ώρες   το ύψος του είναι 1.99 m 

     Σε 288 ώρες το ύψος του είναι 1.999 m 

     Σε 312 ώρες  το ύψος του είναι 1.9999 m  

     Oι   παρατηρήσεις  συνεχίζονται.  

  α) Έχει το ύψος του φυτού ένα όριο.  

………………………………………………………………………………………………………………………... 

  β)  Εάν ναι, ποιο το όριο ; 

  ……………………………………………………………………………………………………………………... 

  γ)  Η οροφή του θερµοκηπίου είναι 2 m πάνω από το έδαφος. Θα φτάσει το φυτό 

στην οροφή ; 

    ……………………………………………………………………………………………………………………. 

 

 

2.  α)Υπέθεσε ότι είσαι καθηγητής. Τι θα έλεγες σ’ ένα µαθητή-τρια, για να εξηγήσεις        

τo  όριο µιας συνάρτησης όταν το x τείνει στο xo ;  

     β) Ποια είναι η σχέση του xo  µε το πεδίο ορισµού της συνάρτησης ; 

     γ) Πότε  δεν υπάρχει το όριο συνάρτησης όταν το x τείνει στο xo  ; 
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3. H γραφική παράσταση της συνάρτησης f είναι αυτή που φαίνεται στο παρακάτω 

σχήµα. Κυκλώστε κάθε φορά το σωστό (Σ) ή το λάθος (Λ). 

  
α)     lim f (x)= lim f (x)                                       Σ         Λ 
         x→ -1--           x→ -1+ 

 
β)    f (-1)=0              Σ         Λ 
 
 
γ)   lim f (x)= -                Σ         Λ ∞
        x→ -   ∞
 
δ)   lim f (x)= 3             Σ         Λ 
       x→ -1 
 
ε)  lim f (x)= +                Σ         Λ  ∞
     x→ +∞  
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4.  Να  βρεθούν ποιες από τις συναρτήσεις f,  g,  h,  φ , ω , κ  του πίνακα Ι της στή-

λης Β, αντιστοιχούν στα  γραφήµατα   1,  2, 3, 4, της στήλης Α.  (Τα  αποτελέ-

σµατα να γραφούν στον πίνακα ΙΙ) 

 

                                                                   Πίνακας Ι 
 
Στήλη A Στήλη Β 

 

α. 
   

x
l im f ( x )
→ +∞

= +∞  

 
β. 
   

x
l im g ( x ) α
→ −∞

=  

 
γ. 
   

x
lim h( x )
→ −∞

= +∞  

 
δ. 
   

x
lim ( x )φ
→ +∞

= −∞  

 
ε. 
   

x
l im ( x )ω α
→ +∞

=  

 
ζ. 
   

x
lim ( x )κ α
→ −∞

= −  

 
                                                    
                                                         

              Πίνακας ΙΙ 
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5. ∆ίνεται η συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Df =[-2, +∞ ). Με τη βοήθεια της  γραφι-  

κής της παράστασης που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, να υπολογίσετε (αν   

υπάρχουν) τα παρακάτω όρια: 

  
  
α)     lim f (x)=  

       x→ 1     

 
 β)     lim f (x)=  

       x→ 2    

 
 γ)    lim f (x)= 
       x→ +  ∞
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6. Να χαράξετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f και µε τη βοήθεια αυτής να 

   υπολογίσετε τα παρακάτω όρια (εφ’ όσον υπάρχουν) : 

 
   α)   το  lim f (x)  = 

             x→ 1     

 

    β)  το  lim f (x)   = 
              x→ 0     
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7. Να   σχεδιάσετε µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Df = (-∞ , 3) U (3,  + ) που 

να ικανοποιεί τα παρακάτω: 

∞

  
   α)    lim f (x)= -1                                   
           x→ -  ∞
                                                                                 
    β)   f(-3) = 0,   f(0) = 3,   
                             

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
-1

1

2

3

4

5

     
    γ)    lim f (x)= 2,  
           x→3-       
   
    δ)    lim f (x)= 4 
             x→3+   

    

    ε)   lim f (x)= 
2
1

,    

             x→ +                           ∞
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8.   ∆ίνεται η συνάρτηση f  µε 

                                        f(x)= 
2 2

2
x ax
x
− +
−

 

 
  α) Που  ορίζεται η συνάρτηση f ; 

   
  β) Για ποια τιµή του α  υπάρχει  το limf(x) και είναι πραγµατικός αριθµός;. Στη συνέ- 
               x→2 
       χεια  να βρείτε το    limf(x). 
       x→2                   
 
 

 

 

 

 

9.    Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Θέτουµε   α1=ΑΒ+ΑΓ(το άθροισµα των µηκών ΑΒ και ΑΓ).  

Στη συνέχεια παίρνουµε Α1 µέσον της ΒΓ, Β1 µέσον της ΑΓ ,Γ1 µέσον της ΑΒ.            

Θέτουµε   α2= ΒΓ1+Γ1Α1+Α1Β1+Β1Γ.  Η  διαδικασία αυτή συνεχίζεται επ΄άπειρον. 

Η τιµή του αν όταν το ν αυξάνει απεριόριστα τείνει στο µήκος του ΒΓ;   Αιτιο-

λογείστε την απάντησή σας. 

 

 

                          

A

B
Γ

Α1

Β1
Γ1

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 124 



10.  

          55-

5
P( 3,4)

Q( x,ψ)

 
 

Θεωρούµε το ηµικύκλιο του παραπάνω σχήµατος. Το σηµείο Q(x,ψ)=Q(x, 
2

25 x− ) 

διατρέχει το ηµικύκλιο. Αν λ(x)  προσδιορίζει το συντελεστή διεύθυνσης της  
 
τέµνουσας QP , ζητείται: α)  να υπολογίσετε     το lim λ(x) 
                x→3 
            
                                    β)   αν  Q(-3,4)  βρείτε το συντελεστή διεύθυνσης της QP                             
                               
                                           και να υπολογίσετε  το lim λ(x) 
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ΠΙΝΑΚΑΣ 3 

 
∆Ε∆ΟΜΕΝΑ ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ 

ΣΥΧΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΙ ΠΟΣΟΣΤΩΝ 
 

nb col : 25, nb lig : 222 
 
         Occurrence  Average     Standard deviations: 
GS1    : 192.00      0.86        0.34         
GS2    : 198.00      0.89        0.31         
GS3    : 199.00      0.90        0.30         
GS4    : 184.00      0.83        0.38         
GS5    : 56.00       0.25        0.43         
SG1    : 201.00      0.91        0.29         
SG2    : 206.00      0.93        0.26         
SG3    : 194.00      0.87        0.33         
SG4    : 173.00      0.78        0.41         
Gs6    : 158.00      0.71        0.45         
Gs7    : 147.00      0.66        0.47         
Gs8    : 184.00      0.83        0.38         
Scg    : 179.00      0.81        0.40         
GSc2   : 152.00      0.68        0.46         
GSc1   : 124.00      0.56        0.50         
Scg1   : 95.00       0.43        0.49         
Scg2   : 162.00      0.73        0.44         
Scg3   : 110.00      0.50        0.50         
Scg4   : 125.00      0.56        0.50         
Scg5  : 99.00       0.45        0.50         
SL1    : 140.00      0.63        0.48         
SL2    : 131.00      0.59        0.49         
PC1    : 73.00       0.33        0.47         
PC2    : 90.00       0.41        0.49         
DC     : 72.00       0.32        0.47         
L1 s   : 205.00      0.92        0.27         
L2 s   : 146.00      0.66        0.47         
L3 s   : 169.00      0.76        0.43         
D1 s   : 46.00       0.21        0.41         
D2 s   : 90.00       0.41        0.49         
D3 s   : 44.00       0.20        0.40         
Sd s   : 205.00      0.92        0.27         
 
 
Από τον πίνακα αυτό µπορούµε να δούµε σε ποιες ασκήσεις έχουµε ψηλά ποσοστά επιτυχίας 
όπως φαίνεται από τη δεύτερη στήλη( η πρώτη δείχνει πόσα άτοµα από τα 222 πέτυχαν τις 
αντίστοιχες ασκήσεις). 
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ΠΙΝΑΚΑΣ  4 
 

 
ΠΙΝΑΚΑΣ  ΟΜΟΙΟΤΗΤΑΣ 

 
 
 
 
Classification au niveau : 1 : (Scg1 Scg5) similarité : 1 
 
Classification au niveau : 2 : (PC1 PC2) similarité : 1 
 
Classification au niveau : 3 : (SL1 SL2) similarité : 1 
 
Classification au niveau : 4 : ((Scg1 Scg5) Scg4) similarité : 0.999999 
 
Classification au niveau : 5 : (((Scg1 Scg5) Scg4) Scg3) similarité : 0.999977 
 
Classification au niveau : 6 : (GSc1 GSc2) similarité : 0.999955 
 
Classification au niveau : 7 : ((SL1 SL2) (PC1 PC2)) similarité : 0.998742 
 
Classification au niveau : 8 : ((((Scg1 Scg5) Scg4) Scg3) Scg2) similarité : 0.994311 
 
Classification au niveau : 9 : ((GSc1 GSc2) ((((Scg1 Scg5) Scg4) Scg3) Scg2)) similarité : 
0.988728 
 
Classification au niveau : 10 : (GS7 ((GSc1 GSc2) ((((Scg1 Scg5) Scg4) Scg3) Scg2))) simi-
larité : 0.923781 
 
Classification au niveau : 11 : (GS6 ((SL1 SL2) (PC1 PC2))) similarité : 0.842172 
 
Classification au niveau : 12 : ((GS7 ((GSc1 GSc2) ((((Scg1 Scg5) Scg4) Scg3) Scg2))) Scg) 
similarité : 0.832578 
 
Classification au niveau : 13 : (GS2 GS4) similarité : 0.781863 
 
Classification au niveau : 14 : (SG3 SG4) similarité : 0.773183 
 
Classification au niveau : 15 : (GS1 GS5) similarité : 0.744192 
 
Classification au niveau : 16 : ((GS6 ((SL1 SL2) (PC1 PC2))) ((GS7 ((GSc1 GSc2) ((((Scg1 
Scg5) Scg4) Scg3) Scg2))) Scg)) similarité : 0.727215 
 
Classification au niveau : 17 : (SG1 SG2) similarité : 0.682591 
 
Classification au niveau : 18 : (GS3 GS8) similarité : 0.655868 
 
Classification au niveau : 19 : ((SG3 SG4) ((GS6 ((SL1 SL2) (PC1 PC2))) ((GS7 ((GSc1 
GSc2) ((((Scg1 Scg5) Scg4) Scg3) Scg2))) Scg))) similarité : 0.405373 
 
Classification au niveau : 20 : ((GS2 GS4) (GS3 GS8)) similarité : 0.214764 
 
Classification au niveau : 21 : ((GS1 GS5) (SG1 SG2)) similarité : 0.0635031 
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Le noeud le plus significatif est au niveau : 1 
 
 
 
Noeuds significatifs 
au niveau : 1 
au niveau : 5 
au niveau : 7 
au niveau : 9 
au niveau : 12 
au niveau : 16 
au niveau : 20 
 
                                        

ΠΙΝΑΚΑΣ 5 
 

ΣΥΝΕΙΣΦΟΡΑ ΤΩΝ ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑΤΙΚΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩN 
 
 
 
Contribution à la classe : Scg1,Scg5 ( 1 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.293 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0045 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.252 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00202 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00518 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000237 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.398 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.0074 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.253 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.843 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D3 avec un risque de : 0.000237 
 
 
Contribution à la classe : PC1,PC2 ( 2 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.365 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.32 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.182 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0128 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 2.02e-005 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000359 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.259 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 6.1e-012 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 3.12e-005 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 1 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est NDC avec un risque de : 6.1e-012 
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Contribution à la classe : SL1,SL2 ( 3 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.442 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.641 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.361 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00397 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00033 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00688 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.159 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 4.43e-007 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.012 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.894 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est NDC avec un risque de : 4.43e-007 
 
 
Contribution à la classe : Scg1,Scg5,Scg4 ( 1,4 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.314 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00684 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.222 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000498 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00356 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 4.61e-005 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.367 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.00348 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.285 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.805 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D3 avec un risque de : 4.61e-005 
 
 
Contribution à la classe : Scg1,Scg5,Scg4,Scg3 ( 1,4,5 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.361 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0105 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.327 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00288 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000455 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000148 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.419 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.0177 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.11 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.702 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D3 avec un risque de : 0.000148 
 
 
Contribution à la classe : GSc1,GSc2 ( 6 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.323 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0288 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.274 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0041 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00307 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00121 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.375 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.00545 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.383 
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La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.962 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D3 avec un risque de : 0.00121 
 
 
Contribution à la classe : SL1,SL2,PC1,PC2 ( 2,3,7 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.393 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.483 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.205 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.035 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 9.67e-005 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00157 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.28 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 3.12e-011 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.000641 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 1 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est NDC avec un risque de : 3.12e-011 
 
 
Contribution à la classe : Scg1,Scg5,Scg4,Scg3,Scg2 ( 1,4,5,8 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.361 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0105 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.327 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00288 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000455 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000148 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.419 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.0177 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.11 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.702 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D3 avec un risque de : 0.000148 
 
 
Contribution à la classe : GSc1,GSc2,Scg1,Scg5,Scg4,Scg3,Scg2 ( 1,4,5,6,8,9 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.44 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0462 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.276 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00602 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000784 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000399 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.324 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.0104 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.245 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.655 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D3 avec un risque de : 0.000399 
 
 
Contribution à la classe : GS7,GSc1,GSc2,Scg1,Scg5,Scg4,Scg3,Scg2 ( 1,4,5,6,8,9,10 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.345 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.018 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.238 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00978 
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La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00039 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000769 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.345 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.0179 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.275 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.593 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D2 avec un risque de : 0.00039 
 
 
Contribution à la classe : GS6,SL1,SL2,PC1,PC2 ( 2,3,7,11 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.364 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.387 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.302 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0185 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 1.32e-005 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000626 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.305 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 3.29e-010 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.00608 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 1 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est NDC avec un risque de : 3.29e-010 
 
 
Contribution à la classe : GS7,GSc1,GSc2,Scg1,Scg5,Scg4,Scg3,Scg2,Scg ( 1,4,5,6,8,9,10,12 
) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.345 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.018 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.238 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00978 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00039 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000769 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.345 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.0179 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.275 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.593 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D2 avec un risque de : 0.00039 
 
 
Contribution à la classe : GS2,GS4 ( 13 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.341 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0545 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.369 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.118 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0344 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0729 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.608 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.0358 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.478 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.831 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D2 avec un risque de : 0.0344 
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Contribution à la classe : SG3,SG4 ( 14 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.475 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0575 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.209 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0451 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0411 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.123 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.537 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.118 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.042 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.713 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D2 avec un risque de : 0.0411 
 
 
Contribution à la classe : GS1,GS5 ( 15 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.496 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.489 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.727 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.114 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.267 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0207 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.625 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.956 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.00513 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.852 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est DC avec un risque de : 0.00513 
 
 
Contribution à la classe : 
GS6,SL1,SL2,PC1,PC2,GS7,GSc1,GSc2,Scg1,Scg5,Scg4,Scg3,Scg2,Scg ( 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,16 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.41 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.115 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.262 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0102 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00536 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000822 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.343 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 3.58e-006 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.000692 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.778 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est NDC avec un risque de : 3.58e-006 
 
 
Contribution à la classe : SG1,SG2 ( 17 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.356 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.493 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.123 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.265 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.194 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.156 
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La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.518 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.261 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.115 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.375 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est DC avec un risque de : 0.115 
 
 
Contribution à la classe : GS3,GS8 ( 18 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.428 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0465 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.303 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.011 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00374 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0931 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.428 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.00836 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.035 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.947 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est D2 avec un risque de : 0.00374 
 
 
Contribution à la classe : 
SG3,SG4,GS6,SL1,SL2,PC1,PC2,GS7,GSc1,GSc2,Scg1,Scg5,Scg4,Scg3,Scg2,Scg ( 
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,14,16,19 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.358 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0549 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.252 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00988 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00097 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.000779 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.358 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 6.54e-005 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.000257 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.741 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est NDC avec un risque de : 6.54e-005 
 
 
Contribution à la classe : GS2,GS4,GS3,GS8 ( 13,18,20 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.449 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0688 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.443 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0217 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.00604 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0637 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.449 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.00361 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.0948 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.989 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est NDC avec un risque de : 0.00361 
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Contribution à la classe : GS1,GS5,SG1,SG2 ( 15,17,21 ) 
La variable L1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.469 
La variable L2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.549 
La variable L3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.667 
La variable D1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.124 
La variable D2 contribue à cette classe avec un risque de : 0.235 
La variable D3 contribue à cette classe avec un risque de : 0.0482 
La variable Sd contribue à cette classe avec un risque de : 0.606 
La variable NDC contribue à cette classe avec un risque de : 0.854 
La variable DC contribue à cette classe avec un risque de : 0.00109 
La variable DC1 contribue à cette classe avec un risque de : 0.795 
 
La variable qui contribue le plus à cette classe est DC avec un risque de : 0.00109 
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