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ΔΙΔΑΚΤΙΚΗ ΚΑΙ ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ
ΘΕΡΙΝΟ ΣΧΟΛΕΙΟ                                               ΔΕΛΦΟΙ   21 Ιουλίου 2005

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ
ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΣ ΔΑΜΙΑΝΟΥ

Τμήμα Μαθηματικών, Παν/μιο Αθηνών

1) Γιατί γραμμική παλινδρόμηση

Οι λόγοι που με ώθησαν να παρουσιάσω μια εισαγωγή στη Γραμμική Παλινδρόμηση σ΄αυτό το θερινό σχολείο, μεταξύ άλλων, είναι οι παρακάτω αναφορές στο Teaching Statistics:
    α) “Certainly one of the most useful and interesting topics to present to a mathematics or statistics class is the least-squares regression line. It has not only great historical interest, but many useful applications in almost all fields”. D. Suich and H. Rutemiller 

     β)
“One of the principal aims of statistics is to find and describe relationships among physical quantities in the world in which we live. It is often desirable and possible to find equations or formulas that describe these relationships. That is, in fact, the objective of regression analysis in statistics.” 
J. W. Cotts 

      γ)
“Although ordinary least-squares (OLS) regression is one of the most familiar statistical tools, far less have been written – especially in the pedagogical literature – on regression through the origin …”  J. G. Eisenhauer (2003)   
      δ)
“As a self-taught statistician, coerced into teaching both GCSE and A-level statistics during the past couple of years, I feel that I’ m only just beginning to understand what it is all about. I can get my students to pass their exams but so far I’ m sure that I haven’t been able to give them and real understanding and feel for the subject ….”


D. N. Burghes (1993) 

2) Γραμμική παλινδρόμηση και συντελεστής συσχέτισης (ή αντίστροφα;)

· Θεωρώ ότι έχει προηγηθεί σ’ όλους ένα (τουλάχιστο) μάθημα γραμμικής παλινδρόμησης οπότε οι βασικές έννοιες είναι σ’ όλους γνωστές. Σκοπός μου εδώ είναι να θίξω κάποια βασικά σημεία στα οποία συνήθως δεν δίνεται η δέουσα προσοχή κατά τη διδασκαλία του αντικειμένου αυτού μιας και, ως συνήθως, τρέχουμε να «βγάλουμε» την ύλη.

· Ένα παράδειγμα:
Έστω το παράδειγμα του βιβλίου της Γ΄ Λυκείου με το ύψος και το βάρος των 22 μαθητριών ενός συγκεκριμένου δείγματος από την Γ΄ τάξη του 1ου Λυκείου Αμαρουσίου το 1999. Μπορούμε να μελετήσουμε κάθε μια από τις μεταβλητές αυτές (χαρακτηριστικά) χωριστά:
Μελέτη του βάρους (Baros-Y)
· Ιστόγραμμα συχνοτήτων
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· Εκτίμηση παραμέτρων 
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· Διαστήματα εμπιστοσύνης

· Έλεγχοι υποθέσεων

· Προσαρμογή κάποιας κατανομής, π.χ. Κανονική.
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Μελέτη του ύψους (Ypsos – X).

 Όμοια όπως για το βάρος
Διάγραμμα διασποράς Υ  vs   Χ
Κατασκευάζοντας το διάγραμμα διασποράς (απεικόνιση των ζευγών 
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· Ύπαρξη συσχέτισης μεταξύ 
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· Ύπαρξη γραμμικής συσχέτισης μεταξύ 
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· Εκτίμηση παραμέτρων  
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]2
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· Πρόβλεψη, δ.ε., έλεγχος υποθέσεων

· ‘Ελεγχος προσαρμοστικότητας

· Υποθέσεις για τα «σφάλματα» 
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3) Γιατί ε.ε.τ.;  Lesser (1999) 
α) Why not use perpendicular deviations?

β) Why not minimize the sum of the vertical deviations?
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Παρατηρούμε ότι εκτός της y=-x+10    (ε.ε.τ.) και οι ευθείες y=5 και y=x προσαρμόζουν εξίσου ικανοποιητικά τα δεδομένα καθόσον δίνουν Σε = 0.

γ)
Why not minimize the sum of the absolute deviations?
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Κάθε ευθεία που διέρχεται από το σημείο (3 , 3.5) και οποιοδήποτε σημείο μεταξύ των 
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δ)
Why minimize the sum of the squared deviations?

· ε.ε.τ. 
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· Θεώρημα Gauss - Markov
4) Εύρεση ε.ε.τ. χωρίς χρήση μερικών παραγώγων (#6, #10).
A΄ Τρόπος: (C. W. Puritz)
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 η ευθεία προσαρμογής (εκτίμηση της y δεδομένου του x). Έστω
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οι κατακόρυφες αποστάσεις των σημείων 
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το μέσο τετραγωνικό σφάλμα της εκτίμησης της y στη x και ενδιαφερόμαστε για την εύρεση των a και b που ελαχιστοποιούν την παραπάνω ποσότητα.


Από τη γνωστή ιδιότητα της διασποράς 
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έχουμε
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και για να ελαχιστοποιηθεί το 
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 αρκεί να ελαχιστοποιηθούν οι δύο δεξιά όροι.


Θεωρώντας τα a και b σταθερές έχουμε βάσει της (3):
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Η ποσότητα αυτή ελαχιστοποιείται όταν
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Όμοια η ποσότητα
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γίνεται ελάχιστη (ίση με 0) όταν
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που σημαίνει ότι η ευθεία παλινδρόμησης διέρχεται από το σημείο 
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Παρατηρούμε ότι το ελάχιστο της 
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Β΄ τρόπος (S. M. Goode and E. J. Gold)

 Έστω 
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 η ευθεία γραμμικής παλινδρόμησης της y στη x, τότε
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η ευθεία γραμμικής παλινδρόμησης της Υ στη Χ, όπως φαίνεται παρακάτω:
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[image: image69.wmf]Plot of Fitted Model
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Επομένως αντί να υπολογίσουμε τις σταθερές a και b που οδηγούν στην ελαχιστοποίηση του 
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οι οποίες προφανώς είναι
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5) Areas Under the Regression Curves (R. Suich and H. Rutemiller).

Παράδειγμα. Έστω ότι θέλουμε να συγκρίνουμε την εκπομπή μονοξειδίου του άνθρακα (σε gr/mile) δύο μηχανών 
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 και 
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. Λαμβάνοντας 10 μετρήσεις για κάθε τύπο μηχανής σ’ ένα χρονικό διάστημα 10000 μιλίων, δηλ. ανά 1000 περίπου μίλια, έχουμε τα παρακάτω δεδομένα.

                    Μηχανή 
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Μηχανή 
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Βρίσκοντας τις ευθείες ελαχίστων τετραγώνων στις δύο περιπτώσεις έχουμε:
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και απεικονίζονται στο παρακάτω σχήμα.

Συγκρίνοντας τα δύο γραφήματα παρατηρούμε ότι στα πρώτα μίλια η μηχανή 
[image: image88.wmf]2
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 έχει λιγότερες εκπομπές CO ενώ στη συνέχεια χειροτερεύει.

[image: image89.wmf]Plot of Fitted Model

X1

Y1

0

2

4

6

8

10

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110


[image: image90.wmf]Plot of Fitted Model
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Συνεπώς δεν ενδιαφέρει η σύγκριση των Υ για δεδομένες τιμές 
[image: image91.wmf]i
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, αλλά η συνολική εκπομπή CO σ’ όλο το διάστημα των 10000 μιλίων, δηλ. τα εμβαδά των δύο τραπεζίων, που δίνουν:΅
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δηλαδή συνολικά η 
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 έχει μεγαλύτερη εκπομπή CO.

Άσκηση: Μέχρι ποιού σημείου έχουμε ίδια (αθροιστική) εκπομπή CO;
Έλεγχος υπόθεσης:
Έστω   
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οι αντίστοιχες ε.ε.τ. Τα εκτιμώμενα εμβαδά κάτω από τις δύο ευθείες είναι:
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και όμοια
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Θέλουμε να συγκρίνουμε σε ε.σ. 5% την
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Αντικαθιστώντας τα δεδομένα βρίσκουμε:


[image: image121.wmf]10

8

,

7

185

,

18

771

652

-

=

´

-

=

t

.

Συνεπώς 
[image: image122.wmf]0

H

 απορρίπτεται δηλ. 
[image: image123.wmf]$

 σημαντική διαφορά στην εκπομπή CO στις δύο μηχανές 
[image: image124.wmf]1

V

, 
[image: image125.wmf]2

V

.

6) Υποθέσεις για τα σφάλματα 
[image: image126.wmf]i

ε


1) 
[image: image127.wmf]~

i

ε

 κανονική κατανομή

2) 
[image: image128.wmf]0

)

(

=

i

ε

E


3) 
[image: image129.wmf]2

)

(

σ

ε

V

i

=


4) 
[image: image130.wmf]i

ε

 ανεξάρτητα

ισοδύναμα

[image: image131.wmf])

,

(

~

|

2

σ

x

β

α

N

x

Y

i

i

+


· Έλεγχος κανονικότητας (για 
[image: image132.wmf]ι

ε

ˆ

)
· Ιστόγραμμα – θηκόγραμμα

· χάρτης πιθανότητας 

· 68%, 95%, 99,7% για 
[image: image133.wmf]1

±

, 
[image: image134.wmf]2

±

, 
[image: image135.wmf]3

±

 τυπ. αποκλίσεις.

· Κριτήρια 
[image: image136.wmf]2

χ

, ΚS, Shapiro-Wilk κ.ά.

· Έλεγχος σταθεράς διασποράς

· F-κριτήριο ομοσκεδαστικότητας

· Ansari-Brandley, Turkey κ.ά.

· Γράφημα 
[image: image137.wmf]i

ε

ˆ

   vs   
[image: image138.wmf]i

X


· Έλεγχος τυχαιότητας

· 
[image: image139.wmf]i

ε

ˆ

      vs     
[image: image140.wmf]i

X


· Run  test







_1182936588.unknown

_1182938175.unknown

_1182938926.unknown

_1182939466.unknown

_1182939611.unknown

_1182939838.unknown

_1182943787.unknown

_1182945883.unknown

_1183119911.unknown

_1183120886.unknown

_1183201472.unknown

_1182946022.unknown

_1182939928.unknown

_1182940018.unknown

_1182940019.unknown

_1182939939.unknown

_1182939850.unknown

_1182939691.unknown

_1182939815.unknown

_1182939830.unknown

_1182939749.unknown

_1182939653.unknown

_1182939663.unknown

_1182939641.unknown

_1182939552.unknown

_1182939579.unknown

_1182939602.unknown

_1182939573.unknown

_1182939518.unknown

_1182939545.unknown

_1182939490.unknown

_1182939211.unknown

_1182939321.unknown

_1182939358.unknown

_1182939427.unknown

_1182939340.unknown

_1182939349.unknown

_1182939326.unknown

_1182939294.unknown

_1182939302.unknown

_1182939318.unknown

_1182939252.unknown

_1182939099.unknown

_1182939146.unknown

_1182939163.unknown

_1182939117.unknown

_1182939021.unknown

_1182939071.unknown

_1182938959.unknown

_1182938690.unknown

_1182938820.unknown

_1182938877.unknown

_1182938890.unknown

_1182938836.unknown

_1182938720.unknown

_1182938796.unknown

_1182938710.unknown

_1182938513.unknown

_1182938595.unknown

_1182938659.unknown

_1182938533.unknown

_1182938231.unknown

_1182938253.unknown

_1182938209.unknown

_1182938214.unknown

_1182938185.unknown

_1182937283.unknown

_1182937846.unknown

_1182937970.unknown

_1182938061.unknown

_1182938163.unknown

_1182938057.unknown

_1182937945.unknown

_1182937951.unknown

_1182937879.unknown

_1182937449.unknown

_1182937782.unknown

_1182937818.unknown

_1182937513.unknown

_1182937427.unknown

_1182937434.unknown

_1182937421.unknown

_1182937149.unknown

_1182937216.unknown

_1182937240.unknown

_1182937275.unknown

_1182937222.unknown

_1182937203.unknown

_1182937207.unknown

_1182937177.unknown

_1182936835.unknown

_1182937080.unknown

_1182937119.unknown

_1182936877.unknown

_1182936710.unknown

_1182936797.unknown

_1182936607.unknown

_1182935397.unknown

_1182936007.unknown

_1182936234.unknown

_1182936395.unknown

_1182936540.unknown

_1182936283.unknown

_1182936151.unknown

_1182936183.unknown

_1182936028.unknown

_1182935879.unknown

_1182935959.unknown

_1182935995.unknown

_1182935936.unknown

_1182935854.unknown

_1182935863.unknown

_1182935437.unknown

_1182934621.unknown

_1182935319.unknown

_1182935350.unknown

_1182935372.unknown

_1182935328.unknown

_1182935161.unknown

_1182935282.unknown

_1182934777.unknown

_1182934418.unknown

_1182934468.unknown

_1182934552.unknown

_1182934599.unknown

_1182934440.unknown

_1182934374.unknown

_1182934406.unknown

_1182934003.unknown

